DAEU B

Mathématiques

Cours

Séquences 1 a9

Rédaction :
Astrid Kawa-Cadiot

Relecture et compléments :
Pierre Balvay
Marie-Claude Cellier
Franck Melliez
Jeanne-Marie Thévard






1.1 — Limites d’une fonction p. 4
1. Il — Rappels et compléments sur la dérivation d’'une fonction p.. 17
1. lll = Continuité d'une fonction p. 27
1. IV — Etude de fonctions p. 37
Exercices de /a séquence 1 p. 56

2.1. — Définition p. 60
2.1l. — Propriétés p. 60
2.11l. = Primitives et fonctions usuelles p. 62
Exercices de la séquence 2 p. 66

3.1 = Fonction logarithme néperien p. 69
3.1l - Fonction logarithme décimal p. 78
Exercices de la ségquence 3 p. 79

4.1 — Fonction exponentielle p. 82
4.1l — Fonctions exponentielles de base & p. 89
4.1ll - Fonctions puissances p. 92
4.1V — Equations différentielles p. 96
Exercices de /a séquence 4 p.101
S6qubnesb = Caleullintegrall == Sr T Tl S e D A0A |
5.1 = Intégrale d’'une fonction continue p.105
5.1l - Propriétes p.108
5.1l — Intégration par parties p.113
5.1V — Aire délimitée par deux courbes p.115
Exercices de la séquence 5 p.117
[ Séquence 6= Nonibrescomplexes & & i (i R T e e T T g8
6. — Forme algébrique des nombres complexes p.120
6./1 — Conjugue d’'un nombre complexe p.123
6.1l — Equation du second degré a coefficients réels p.125
6.1V — Plan et nombres complexes p.126
6.V — Argument d'un nombre complexe non nul p.129
6.VI - Forme exponentielle d’'un complexe non nul p.132
6.VIl — Racines n-iemes d’'un nombre complexe p.134
6. VIl = Transformations et nombres complexes p.135

Exercices de la séquence 6 p.140



7.1 — Principe de récurrence

7. Il = Généralités sur les suites
7. lll = Convergence d'une suite
7. IV — Suites adjacentes
Exercices de la séquence 7

8. Partie A : ELEMENTS DE COMBINATOIRE

8.A.l. — Ensembles finis

8.ALll. — p-listes

8.A.lll. — Arrangements - Permutations
8.A.lV. — Combinaisons

8. Partie B : PROBABILITES
8.B.l. — Vocabulaire des probabilités
8.B.ll. — Probabilités sur un ensemble fini
8.B.lIl. = Probabilités conditionnelles
8.B.IV. — Indépendance en probabilités

8. Partie C : VARIABLES ALEATOIRES
8.C.l. — Variable aléatoire

8.C.II. - Loi de probabilité d'une variable aléatoire discréte
8.C.Il. — Paramétres d'une variable aléatoire discréte
8.C.IV. = Fonction de répartition d'une variable aléatoire

8.C.V. — Exemples de lois discrétes
8.C.VI. — Variable aléatoire continue
Exercices de la séquence 8

9.1 — Rappels sur le barycentre

9.1l = Produit scalaire dans le plan

9.1l — Produit scalaire dans l'espace

9.1V — Repére orthonormal de 'espace

9.V — Caractérisation de droites et de plans
Exerclces de la séquence 9

p.142
p.143
p.148
p.162
p.159

p.161
p.161
p.164
p.165
p.167
p.169
p.169
p.170
p.172
p.174

p.175
p.175
p.175
p.176
p.178
p.179
p.180
p.184

p.188
p.190
p.192
p.183
p.194
p.197






Dans ce chapitre, f une fonction définie sur un ensemble D, inclus dans R.

Dans ce paragraphe, on suppose qu'une des bornes de [) , est +co (respectivement —oo).

E,Eludier la limite de la fonction /' en +eoe (respeclivement en —== ) c'est étudier les valeurs prises par f(x) lorsque x
~ prend des valeurs positives de plus en plus grandes (respectivement des valeurs négatives de plus en plus petites).

a) Limites infinies.

Définition 1
On dit que la fonction f a pour limite +eo en +cc (respectivement en —es ) et on écrit l_i+m f(x)=+e

(respectivement lim f(x)=+¢<) lorsque :

quel que soit le réel positif ¥ choisi aussi grand que I'on veut, on peut trouver un réel A tel que : pour,
tout x de D, supérieur (respeclivement inférieur)a 4, f(x)>y.

1 (x) prend des valeurs positives aussi grandes que l'on veut dés Jtx)'
que x prend dans D, des valeurs positives assez grandes RSN
(respectivement négalives assez petites).

Graphiguement : si M désigne un point de la courbe de [

d’abscisse x, dés que x2 A (respectivement x < 4), l'ordonnée
de M est supérieure a ¥, donc le point M est au dessus de la

droite d'équation y=y. ' ™ \_'/ 1000 x

Définition 2
On dit que la fonction f* a pour limite —o en +e (respectivement en —eo ) et on écrit .xlj}T f(x)=—o0

(respectivement lim f(x)=—e) lorsque :

quel que soit le réel négalif y choisi aussi petit que I'on veut, on peut trouver un réel A tel que : pour
tout x de D, supérieur (respectivement inférieur) & 4, f(x)<7.

f(x) prend des valeurs négatives aussi petites que l'on veut dés
que x prend dans 1D, des valeurs posilives assez grandes

(respectivement négalives assez pefites).
Graphiquement : si M désigne un point de la courbe de f

d'abscisse x, dés que x= A (respectivement x< 4), l'ordonnée
de M est inférieure a ¥, donc le point M est en dessous de la =~

droite d'équation y=y.
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b) Limites finies.

Définition 3
On dit que la fonction f* a pour limite le réel / en +<< (respectivement en —cc ) et on écrit :

l_iﬂ_l“f(.l']'—'f (respectivement lim f(x)=¢£) lorsque :

Iquel que soit le réel strictement positif £ choisi aussi petit que l'on veut, on peut trouver un réel 4 tel
que : pour tout x de D, superieur (respectivement inférieur) a 4, ]_f(x)-—f@c:s.

On dit alors que la droite d'équation y ={ est asymptote horizontale a la courbe de la fonction f en
+eoo (respectivement en —ee ).

f(x) prend des valeurs aussi proches que /l'on veut de [ dés
que x prend dans 1), des valeurs positives assez grandes
(respectivement négatives assez petites). e | M
Graphiguement : si M désigne un point de la courbe de f ez« v = o o e
d'abscisse x, des que x=24(respeclivement x<4), —h‘\ /‘7

I'ordonnée de M est voisine de £, donc le point M est proche 100000
de la droite d'équation y=~£. Il est situe entre les droites

d'équations respectives : y={—¢g et y={+¢.

Dans ce paragraphe, x, désigne un réel fixé qui est, soit un élément, soit une des bomes de D,.

« Etudier les limites de la fonction f enx,, c'est éludier les valeurs prises par f(x) lorsque x prend dans D), , des
valeurs proches de x, , supérieures & x, (limite a droite) etfou inférieures & x, (limite & gauche).

« Méme si elles existent toutes les deux, la limite & droile et la limite & gauche peuvent élre inégales.

a) Limites infinies

|Définition 4
On dit que la fonction f a pour limite +co (respectivement —e) a droite en x, et on écrit :

lim f(x)=+o0 ou encore l:m J(x)=+eo (respectivement lim f(x)=—c ou lim f(x)=—o0)

.x—+a.u .H—b.l'. e
lorsque : quel que soit le réel ¥ ChD[Sl aussi grand (respectivement petit) que I'on veut, on peut trouver
un réel strictement positif ¢ tel que : pour tout x de D,, dés que x& ]x,_,;xf_, +c‘i'[ alors : f(x)>¥

(respectivement f(x)< y).
On dit alors que la droite d'équation x =x, est asymptote verticale a |a courbe de la fonction f* .

Définition 5
On dit que la fonction / a pour limite +e¢ (respectivement —e< ) a gauche en x, et on écrit :

lim f(x)=+¢c ouencore lim f(x)=+¢ (respectivement lim f(x)=-c0 ou lim f(x)=—-o0),

\f""}.l'a ¥ - ].\E .\‘.-'—#.l'g M=y

llorsque : quel que soit le réel y choisi aussi grand (respectivement petit) que l'on veut, on peut trouver
un réel strictement positif o tel que : pour tout x de D, dés que xe x,—8;x,[)alors : f(x)>y

(respectivement f(x) < ¥).
On dit alors que la droite d'équation x = x, est asymptote verticale a la courbe de la fonction /.




J prend des valeurs positives aussi grandes
(respectivement négatives aussi petites) que I'on veut dés

que x prend dans D, des valeurs assez proches de x, et 000

superieures (respectivement inférieures) a x, .

0 1
Sur le dessin ci-contre : J
D, = ]—cc;- 1[ U]—I ;+m[

lim f(x)=+cx et lixil_ f(x)=-w

x=y=]"

b) Limites finies.

Définition 6
On dit que la fonction /* a pour limite le réel £, a droite (respectivement & gauche) en x, et on écrit :
lim_f(x)=/{ (respectivement lim f(x)=£), lorsque : quel que soit le réel strictement positif £

x> X =%

choisi aussi petit que I'on veut, on peut trouver un réel strictement positif & tel que : pour tout x de D,,

|dés que x € ]y 5%, + 8] (respectivement x € Jx, —&;x,[) alors: f(x)e]t—e;¢+¢[.

/ prend des valeurs aussi proches que 'on veut de ¢ dés
que x prend dans D, des valeurs assez proches de x,,

soit supérieures (limite a droite) soit inférieures (limite &
gauche).

Sur le dessin ci-contre ;
D, =]-3;+[ et lim f(x)=2

X=p=2 4

c) Limite en un réel.

Définition 7
- Si une fonction f* est définie & droite et a gauche de x, mais n'est pas définie en x,, on dit que cette

fonction a une limite en x;, lorsqu'elle a une limite & droite et une limite & gauche en x,, et que ces
limites sont égales. Dans ce cas, on écrit lim f(x)= Hm f(x)= lim f(x).
X =y X=» Xy

.r-h.t.

» Siune fonction f est définie a droite et & gauche de x, et si elle est définie en x,, on dit que cette
fonction a une limite en x,, lorsqu'elle a une limite & droite et une limite & gauche en x,, et que ces
limites sont égales & f(x,). Dans ce cas, on écrit lim f(x)= lim f(x)= lim f(x)= f(x,).

X=Xy

X =k Xy X =k Xg

!

La courbe ci-contre représente une fonction f définie
sur |-e0;—-3[U]-3;1[ UL+ o . 100000 -

- lim f(x)==o et lim f(x)=+cc, lafonction n'a

X=p=3" K=

donc pas de limite en -3

. 12{; flx)= linl} f(x)=+cc,donc: lim f(x)=+cw.

z—
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Propriéte
Pour déterminer la limite d'une fonction /* en un réel x,, on peut étudier les valeurs prises par

f(x,+h) lorsque h tend vers O (par valeurs supérieures (k> 0), par valeurs inférieures (% <0)).

Si ces limites existent :  lim f(x) = ‘E.U':;l flx, th) et lim f(x)= Jm{;‘. flx,+h).
X, =0 Lt =07

g— La limite d’une fonction (en +o, en —wc ou en x,) n'existe pas toujours.
Exemple : [es fonctions : x> sinx et x> cosx n'admeftent de limite nfen +o, nien —« .

: 2 f(x)=x"; ¥d| | % il 2
}'I'_{nf{x} f(x)zx HEN'=N—{'D} f(x:]=\/; f(.x}—';'|f(,r)— Z f(x)-gr HFh
n pair | n impair = n pair I nimpair
X—4oo <+ = o + o0 0+ 04- 04.
“xo-o || e |+ [ = | g | o 0F S 07 o=
0+ 5 ‘ 01- G- + O e “+00
x=01 o 0 0~ I o o g P

Q’ A partir des limites des fonctions usuelles, et des régles opératoires de ce paragraphe, on peut
déterminer les limites de nombreuses fonctions.

Les propriétés suivantes sont admises.

Dans les tableaux suivants, les fonctions f et g sont définies sur le méme ensemble ;
a désigne unréel, ou 4w, 0u —w ; £ , /' et k désignent des réels.

Produit par un réel &
Sk keR k>0 k<0

etsi lim f(x)= ¢ + —0 +00 -0

E--ME

alors : Lim(k /))= | gt | 40 | —0 | == | 4w

Exemples

sk =5 P xtygfi)=—
A

lim x’ =+ donc: lim f(x)=+x
X=d+rm

3>0 et 4" li Hi“ =+ donec: lim g(x) = —w
lim x* = o0 donc: lim f(x)=—oo il oL
L S i = -3<0 et 5 S
! lim (-E |==2 donc: lim g(x) =+
| =0 kT/J =)




Remarque importante : les cases marquées F.l. correspondent 4 une forme indéterminée, cela
signifie que I'on ne peut pas conclure directement, il faut donc procéder autrement pour savoir si la
fonction admet une limite et obtenir cette limite. On dit qu'il faut “lever I'indétermination".

omme : (/+g)(x)=f(x)+g(x)
g ¢ o e inverse
r e ELE ) = 0' | 0 [£#0]+w | oo
+oo (b0 SIS ﬂlnrs:ii_lm;(—{lx)]= +00 | =0 % 0|0
=0 = Fl | -
uotient : [iJ{.:} - iff-}
g g(x
Produit : (fz)(x) = f(x)xg(z) 7 =
¥ = +m —
> 0 720 oo i P 0 0 £>0|£<0
i 0 4+ | —% [ 4o [ —0
0 0 0 Bl EL F.L I
250 +oo | —oo 0 el
E’{{] 0 f}(-ﬁ” = = Er:’ﬂ 0+ 0- f + o0 | =)
+o |Fl | +© | =0 | 4o —00 £<0 LY . —_ao +m.._
—© | FlL| —® [ 0 [ =00 | +oo L i 0r 0 O 0~ Fl
—o R (SoS s e ;

Limite des fonctions polynémes :

En +c eten —co, une fonction polynéme a méme limite que son monéme de plus haut degré.
neN' ; P: x> P(x) avec P(x)=a,x" +a,_ x""' + .. +a x+a, (a,=0),

n=1

lim P(x)= lim a,x" et lim P(x)= lim a, x".

& =4 X i@ X == X ==t

Limite des fonctions rationnelles

En +c eten —oo, une fonction rationnelle a méme limite que le quotient des mondmes de plus
haut degré de son numérateur et de son dénominateur
P(x)

j:xHQ(I}

;avec: P(x) et O(x) polyndmes de degrés respectifs » et p.

lim fG)= lim || 2= | et Iim £la)=Tim| 2
X =i X —phad bPIF X=—m X—4=2 bpl'p

'leita d‘une fonction composée : [ =vou; f(x)= v[u(x)]*

On suppose que u(D,)c D, ; b et ¢ désignent des réels, ou +o¢, ou —o0.
Si limu(x)=~5 et si Iin% v(x)=c alors: lim f(x)=c.

X =il




1.8ur R =]ﬂ;+ﬂ:5[ : f(;ac)=l =
X

ol TP e :
lim [u) =+o0 et lim(5x") =0; par addition : lim f(x)=+=.
r=20"\ a2 x=20*

lim {—1-) =0 et lim(5x")=—oo: paraddition: lim f(x)=-c0.
x==-m| ¥ X=p=o2 =0

b.Sur R; f(x)=5x"+4x? —2x+3.
[ est une fonction polynéme, ses limites aux infinis sant les mémes que celles du mondme de plus
hautdegré 5x*,donc: lim f(x)=+w et lim f(x)=+ .

K=

3.Sur R, =]0;+af ; f(x)=+/x —32%.
lim Vx=+ et lim (-3x*)=—co ; par addition, pour la limite de f(x) on obtient une forme

A=t A=kt

indéterminée de type "+ —", (somme de deux limites infinies de signes contraires)
Levons l'indétermination en factorisant I'expression par x ( x tend vers + o, il n'est donc pas nul ).

Jr 3% 1 2
f(_ﬂ:x[T - T =I[E ~=2% I:.x: tend vers oo, done x> 0 el _1:=(J;) ]
; 1 : : I
lim| — (=0 et lim(—3x)=—oc0; paraddition: lim | —= —3x |=—w.
r.m(\/ﬂ e S r.m[\/; J

Or lim (x)=+cc ; d'oll par produit, lim f(x)=-o.
e e X =k

4.Sur R; f(x)=(3x-5) [l - 4).
X

ﬁm[gf_s):.;.m et ]jE(l—ct):{}-ﬁl:-ri;parpmduit: lim f(x)=-c0.

| e xrie\ x
3
5.5ur R—{-3} ; f(x)= %
« f est une fonction rationnelle, ses limites aux infinis sont donc les mémes que celles du quotient
STf =5x . Par conséquent, ,].i,'f'm f(x) =’t1i‘111"c f(x)=+00.
* lim (Sx' ~7x+2)=-135+21+2=~112 | _
ji“_’},(x+3) e }‘}113 (x +3) — par quotient : };.I’E‘gf{‘r} =—o0 et, xl;@)f(x} =400,

B.SurR; f(x)= cﬂs[?’f_‘t].

x +1

lim g = lim 2% = lim & =0 et limcosz=1 ; par composition: lim f(x)=1.
X=b400 - Xy 2 x=pbel ¥ r=» Xl

x" +1 X



7.Sur R; f(x)=2x—+4x"-3x+1.

[Le polynéme 4x® - 3x+1 est strictement positif sur E puisque son discriminant est strictement négalif (A=9-16=-7)
et le coefficient de x* est positif (4> 0)] .

. lim (4,1: ~3x+1)"~ lim 4x* =+, et lim V7 =+w; par composition puis multiplication par (-=1) on

K== E=p—K =4

obtient lim (— vax* =3x+ 1) =—0,

e e T

De plus, lim 2x =—o0; d'ol, par addition : lim f(x)=—oc. (somme de deux limites infinies de méme signe).

X=—m I—F—m

. lim {4.1: —3x+ I) = lim 4x* =+, en utilisant le méme raisonnement que precedemment on obtient

=t X =y

encore lim (— u‘4x2—~3x+1)=—m. Mais cette fois, comme lim 2x =+, par addition on obtient

s+ X—»ieD

une forme indéterminée de type "+ - "
Le but est donc de lever cette indétermination.

Essayons comme dans I'exemple 3, une factorisation par x (x tend vers +oc, it n'ast donc pas nui ).

Flx)= 24’“J2|4—E—LJ 21’—-|x| 4._§+i [aetbpns:lils,daxb=w’gx\/£:'&/x_r=lx|].

= - O

% =z
x tendant vers +,0na x>0 et |x|=x, d'ou: f'(.:r}=x[2— ’4_3 i éJ
5

s [ ) L I . ; g1
th—+ =0 et lim | —2]:0 donc: lim 4——+— v4=2 dol: lim|2- J4__+'_" =0.
X% 140 -x_; X=b400 \.I A=+ X K=o X x°

Comme lim x =+¢0, par produit, on obtient une forme indéterminée de type "%cx0".

=kl

La methode de factorisation ne permet pas cette fois de lever l'indétermination.

Utilisons 'expression conjuguée : 2x + v/4x? —3x+1 .
On cherche la limite pour x tendant vers +<«,donc 2x>0. De plus, on a vu que le polynéme

4x” —3x+1 est strictement positif sur IR, il en est de méme pour sa racine carree, donc pour x
tendant vers +, I'expression 2x+ v4x’ —3x+1 est non nulle et on peut écrire :

(Ex— d4x1—3x+l)(2_r+ \"4.‘:3“"3.1.'+1) 4y _(4_1 -3x+l) 31
2x+ \,;4_.1?2—3.x+1 2x+ V4 —3x+1  2x+ Vx> =3x+1

On trouve aisément que le numérateur et le dénominateur tendent vers +c , et ainsi par quotient an

obtient encore une forme indéterminée.
Au numérateur et au dénominateur, factorisons la puissance de x dominante. Dans chacun, c'est x.

x[ﬁml] 3_.1

X - x :

,,{h e 2 ',} T R
X X x x

. iy . e
_r]_lﬂ.(;J =0 donc xlle(3 = ;] =3 par quotient, on nbtient :

lim x——
on avu llm,'4—1+i—2 donc : llm[2+ f4&§_+L?]=4 Hmﬂ)
A=t x X X=pFo0 X x'

S(x)=

x tendantvers +o, x 20 et [x]=x, d'oti: f(x)=

S

10
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1.L6. Limites et ordre

a) Comparaison

Propriété 1
Soient [ et g deux fonctions définies sur [ = ]a; b[ ol g estunréelou —o, et b unréelou +w.
On suppose qu'il existe x, appartenant @ / tel que : pour tout x de I, supérieur a x,, f(x)< g(x).
» Side plus: yﬂf(x) =+o0 alors limg{x} = +c0,

: ‘ 5 [Si b estunréel, x tend vers b par valeurs inférieures]
+ Si de plus : lim g(x) =—o0 alors hn:f(x) =—00,
x—+b Ty

Propriété 2

Soient 1 et g deux fonctions définies sur 7 = |a; 6] ol a est unréel ou —, et & un réel ou +oo.
On suppose qu'il existe x, appartenanta / tel que : pour tout x de 7, inférieura x,, f(x)<g(x).
« Si de plus : liﬂf{x):%c alors y_{gg(x)=+m.

ou ' . [Si a estunréel, x tend vers a par valeurs supérieures]
« Side plus : limg(x) === alors lim f(x)=-cc.
=g X=a

Une fonction “"dominant" une fonction qui lend vers +w , tend elie-méme vers +w .
Une fonction "dominée" par une fonction qui tend vers —w=o , tend elle-méme vers —w .

Exemple A
Soit f:R—R -

x> 3x+sinx :
Pour tout xreel =1<sinx<l.donc: 3x-1< f(x) <3x+1. i b y=3x-
Ona 3x-1< f(x) et lim (3x—1)=+w, donc d’aprés la

-
v

propriété 1, lim f(x)=+oo.

&=l

Ona f(x)<3x+1 et l_i}rpv{.’:x—l)z—m, donc d'aprés la

propriété 2, lim f(x)=-z.

b) Compatibilité avec 'ordre

Propriété 3

Soient f et g deux fonctions définies sur / =]a; b[ ou a estunréel ou —co, et b unréelou +co.
On suppose qu'il existe x, dans I tel que : pour tout x de 7, supérieur a x,, f(x)<g(x).Dans
ce cas, si : }rl_l'}n&f(.x) =L et li_l'&g{x} =L" alors: L<L'.[SiheR, x tend vers b par valeurs inférisures]

Propriété 4
Soient f et g deux fonctions définies sur I=]a; b[ ol g estunréelou —o0, et b unréelou +oo.
On suppose qu'il existe x, dans I tel que : pour tout x de 7, inférieur a x,, f(x)<g(x). Dans ce

cas, si: lim f(x)=L et limg(x)=L" alors: L<L'.[SiaeR, x tend vers a par valeurs supérieures]
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Remarque importante : Méme si f(x) < g(x) [inégalité stricte], par passage a la limite, le sens de
linegalité est conservé mais l'inégalité entre les limites reste large : L < L.
En effet comme le montre 'example suivant, les deux fonctions peuvent avoir la méme limite.

. 1 1 . 1 1
Sur R, , posons f(x) =— et g(x)=—. Pour tout .\:n:—]l;+an{, 1< x* <x' donc: — < — soit f(x)<g(x).
X x Py

Pourtant, :I_iﬂ]m S(x)= ’li.mm 2(x)=0.

c) Encadrement (théoréme admis)

Théoréme d’encadrement (parfois appelé « théoréme des gendarmes »)
Soient f, g et / trois fonctions définies sur 7 = ]a; b[ ol @ estunreel ou —oo, et

b unréelou +o.
o Si: il existe x; €/, tel que : pour tout x de [, supérieur a x,, g(x)< f(x) < h(x) llors :
etsi: ]ing g(x)= ling h(x)=£€ [Si b estunréel, x tend vers b par valeurs inférieures] l:% Jx)=¢.

au encore :
e Si: il existe x, €7, tel que : pour tout x de /, inférieura x,, g(x)< f(x) = A(x) |alors :

=it

etsi: limg(x)=limA(x)=£ [Si a estunréel, x tend vers a par valeurs supéricures] lim f(x)=~.
r=ra X

g Le theoréme d'encadrement est trés important .

12

en plus de permeltre de déterminer des limites, il donne des informalions sur I'asllure de la branche de la courbe et il
renseigne sur l'approximation des valeurs de f(x), pour des valeurs de x "voisines"de b oude a.

Exemple

3cosx

. Etudions lim f(x).

b

Z 3
Pour tout reel x: —1<cosx <1 donc pour tout x> 0: —gﬂf(;c)fé—.
x x

Soit f la fonction définie sur ]{];+uc[ par [(x)=

Or, lim (— i] = lim (i) = 0 donc, d'aprés le théoreme d’encadrement : lim f(x)=0.

X=—¥43 x b b \x I=—p4m

En plus de cette limite, I'encadrement permet de savoir que la courbe de [ se trouve entiérement dans

o ; : ; 3
la partie du plan situee enire les hyperboles d'équations respectives : y = ) ef y=—.

X X
“L
.
'»\
™ T
/\ “;ﬁ_*%_ﬁh_h_ﬁ___‘ﬁ:_:}:;—-—g
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1.1.7. Droites asymptot

L'existence d'une asymptote est liée a une limite particuliére.

Une droite peut étre asymptote a une courbe : au voisinage d'un réel x,, en +,0ouen —w.

Sur le graphique, la courbe se rapproche de la droite au voisinage de x,, en +o, ou en —w .
Attention : pour d'autres valeurs de x, la courbe et la droite peuvent élre "éloignées” ou peuvent se
couper.

a) Asymptote verticale (paraliéle a l'axe des ordonnées) au voisinage d'un réel
|f(,r}| prend des valeurs "infinies” lorsque x prend des valeurs proches d'un réel donné x,.

La droite d'équation x = x, est asymptote verticale & la courbe de la fonction f au voisinage de x,, si
etseulementsi: lim f(x)=+e ou lim f(x)=-=.

X 3% X=Xy

La limite a gauche et celle a droite en x, peuvent étre différentes, il faut étudier les deux limites.

-

Exemple
La droite (A)d'équation x = -3, est asymptote verticale & la courbe 201
de la fonction [ définie sur R — {—3} par: f(x)= _-’-_53. b e
X+ f r : o
0 2
[ n'est pas définie en -3 ; de plus,
En effet : lim f(x)=+c et lim f(x)==o.
b) Asymptote horizontale (paraliéle a I'axe des abscisses) en +co ou en —co
/' (x) prend des valeurs proches d'un réel donné ¢ lorsque x tend vers +o ou vers —cc .
La droite (A) d'équation y = ¢ est asymptote horizontale & la courbe de la fonction /°,
> en +o0, si et seulement si: lim f(x)=£. » en —x, sietseulementsi: lim f(x)=~¢.
Exemple 1
La droite (A)d'équation y =2, est asymptote en +weten —x, ala 4
courbe de la fonction f definie sur R', par: f(x)=2 sl 2 =
X
L el =l - : T
lim|—|=0et lim|—|[=0donc: lim f(x)=lim f(x)=2.
T-viwm) T=¥=m)| Y X=¢+m A - ! =
. o 5

c) Asymptote oblique (sécante aux deux axes) @n +o0 ou en —oo.
Une condition nécessaire : f(x) prend des valeurs "infinies" lorsque x tend vers +w etlou vers —w,
Mais cela ne suffit pas pour conclure..

La droite (A) d'équation y =ax+ b, est asymptote oblique a la courbe de la fonction £ :

- en +o, siet seulementsi: lim [f(x)—(ax+b)]=0.

- en ~, si et seulement si : lim [f(x) - (ax+b)]=0.
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Une méme droite peut étre asymptote en +« et en —oc , mais ce n'est pas toujours le cas. il faut donc
étudier les deux limites.

e Pour montrer qu'une droite (A) dont on connait une équation (y=ax+5), est asymptote a la
courbe d'une fonction f, on exprime la différence @(x)= f(x)—y puis on montre que la limite de
@(x),en +w etlouen—w, est 0.

Exemple
X +x— 3
~1
Montrons que la droite d'équation y=x+2 est asymptole a la courbe de f
Posons : ¢(x)= f(x)—y,;
X +x=3-(x+2)(x-1) . -1 54

; soit: p(x)=——
x-—1 x—1

- _1 L -1

lim =0 et lim (— =0
X=p=s (x_l] e \_I—IJ /
La droite (A) d'équation y =x+2 est asymptote a la /' =T

courbe de la fonction { en +w elen —«.

Soit [ la fonction définie sur R—{1} par: [(x)=

p(x) =

e Pour démontrer I'existence et déterminer une équation d'une asymptote oblique,
- On ne recherche l'existence éventuelle d'une asymptote oblique que lorsque la limite de f(x) est
infinie (+ocou —c¢ ) lorsque x tend vers +o ou vers —co .

lim f(x)=+w ou lim f(x)=- ou xl_im:f(x)=+:ﬂ ou Il_i}}ﬂﬂf(x)=—

Tyt X
- Dans ce cas, on détermine la limite du quotient : il ;
X
- Si cette limite est un réel non nul a (donc limite finie) :  lim M =g ou Llm /() =a (a E."R'];
r—dteo X r—s—an X

alors on détermine la limite de la différence f(x)—ax.
- Si cette limite est un réel b (donc imite finie) : lim [ f(x)—ax]=b ou lim [f(x)—ax]=b (beR);
K=o A — =

alors la droite d'équation y =ax+ b, est asymptote oblique a la courbe en +« cuen -,

Exemples
1. f définie sur R—{-1;1} par: f(x)=

.5 e L (LR |

] —x*

A=t A=+

3
lim f(x)= lim [-ziz-J = lim (-2x), donc : lim f(x)=-c. La limite est infinie, il se peut que la
X—+20 L] —)

courbe admette une asympftote en +x.
f(x) 2x°-x° ~3x+1

II

Pour le confirmer, il faut d'abord déterminer la limite en +oo, du quotient :

!-
lim ~——= I ) [ J soit : lim S(x) =-2. La limite est finie et non nulle, il faut maintenant
.I ) s —x

=k ¥ r=rten X

2x* —x* —3x+1+zx{l x)

déterminer la limite en + =, de la différence : f(x)—(-2x)= 1

14



¢
o
=1.

\_*xt,!

x+1

- =——
1-x

La limite est finie, ceci prouve que la courbe de la fonction | admet en ++= une asymplote.

Nous avons prouvé que ia droite d'équation v =-2x+1, est asymprote 8 la courbe de | en +.

En utilisant cette methode ou en calculant /a limife en —e= de /a fonclion ¢ définie sur R - {—1 : 1}

|_par @(x)=f(x)—y, on montre que cette droite est aussi asymptote & la courbe en —eo..

, donc : lim [ f(x)+2x)]= lim

]

0:4eo| par: g(x)=3x/x+2.

2. g definie sur

lim 3x=+00, &f lim x+2 =00, par produit, on obtient : lim g(x)=+eo . L'existence d'une

T34 Ko

asympiote en +oo peut fre envisagée.

&(x) =3Jx+2 , donc: lim £ =+o0, Celle limite n'est pas finie, la courbe de g n'admet pas

X e o ] X

| dasymplote en + oo

d) Etudier la position relative d'une courbe et d'une asymptote d'équation y=ax+b

On suppose que la courbe #, d'une fonction f définie sur un ensemble 7). admet une asymptote
(A) d'équation y =ax+b (asymptote oblique ou horizontale).
Etudier la position de la courbe %, par rapport a son asymptote (A) revient a étudier le signe de la
difference @(x) = f(x)—y= f(x)—(ax+bd).

» p(x)=0, ¥ coupe (A) au point de coordonnées (x;y)=(x;ax+b).
Pourtout xe D, tel que : |» ¢(x) >0, 7 estau-dessusde (A).

» p(x)<0, 7, estendessousde (A).

Exemple
Reprenons [a fonction [ de l'exemple 1 ci-dessus.
La drofte (A) d'équation y=-2x+1, est asymplote 4 ia courbe de f en +ee efen —ceo .

Sur R—={-1;1}, @(x) = /(x) = (=2x+1) | ||

[
plai B A i 44
1-x° | |
soit: ¢o(x) = ] — T ou encore ! @g(x)= f ; f :
5 x -1 | :
Pour étudier le signe de @(x) dressons un (ableau, aprés | - \
avoir remarqué :x° —| =(x—1)(x+1) ef @(x)=0 < x=0 \I_1 AN I1
Z > 1 0 1 Fos : |
X - e 5 + | |
x* =1 = = | =eeay g e J: il
@(x) - + 0 = + : :

@(x)=0 & x=0, la courbe coupe son asymptole (A) au point P(0;1).
@(x)>0 < xe |-1;0|U|1;4<|, /2 courbe est au-dessus de (A) sur |-1;0| et sur |1l;+<| .

P(x)<0 & xe |—eo;=1[U]0:1] /a courbe est en dessous de (A) sur |—e=;-1| efsur |0;1].

15



e) Pour "aller plus lein" : branches paraboliques.
Si, en+oc0, ou en —oo, la limite de f(x) est infinie, et si :
= -Ia limite du quotient f (%) est 0, alors : la courbe de la fonction f admet une branche parabolique
de direction (O;7 ) axe des abscisses
?5"-:3 limite du quotient f ) est infinie, alors la courbe de la fonction f admet une branche
parabolique de directlun (O;f} axe des ordonnées.
E‘-Ia limite du quotient f () est un réel non nul a (donc limite finie), et la limite de la différence
f(x)=ax est infinie, alirs la courbe de la fonction / admet une branche parabolique de direction
| (0;¥) avec ¥(1;a) [direction de la droite (D) d'équation y = ax].
Exemples
G}O” sait que : x'.'.’IL‘E +00 . De plus, pour x>0, { Jl;,

donc : lim

X—p 00

[_‘EJ =0 .La courbe de la fonction racine carrée
X

admet en +co, une branche parabolique de direction [O;?).

@0n sait que : lim x° =+ of lim ¥’ =—cc . 1
P xs v il
De plus — = x*, donc : lim[ ]= ljm[— =+,
I‘ X=p+02 x = —a0 x lﬂﬂ._
La courbe de la fonction cube admet donc en +0 ef en —ec , une branche
parabolique de direction (0;). ’ / 7 ST e
@ e : X+ \f;

Soit [ la fonction définie sur R*, par: f(x)=

2
On vérifie aisément : lim f(x)=+c0.

Pour tout x>0, lim /() =

=fim| 26— |=2
Ity x=re| 7 Z\E 2 .
Jx

De plus : Itm [f(r}~—]= lim —=+w.

T—4+80 2

La courbe de la fonction f admet en + 0, une branche parabolique de

méme direction que la droite d'équation y = lx
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I estunintervalle de R et,

tout | i . M i
Dans e chapitre % est un intervalle ou une réunion d'intervalles de R.

ons et premiéres proprietés

Définition
Soit f° une fonction définie sur 7~ a valeurs réelles ; soit @ un élémentde 7~ ,

La fonction f estdérivable en a si et seulement si : le taux d'accroissement de [ en a admet une

fla+h)—f(a)
h

=/ avec fe R.

limite finie en a. C'est-a-dire, si et seulement si: lim
1
h20

Autre formulation (en posant x=a+4 } - lim f{-x)_f(ﬂ)
X=ra x—a

=Ff avec fe R.

La limite réelle trouvée (/) s’appelle alors le nombre dérivé de f en a etonle note : f'(a).

Exemple : Prenons la fonction [: x> x* +5 et étudions sa dérivabilité en a=3.

| JG+B)-1(3) _ B+h)’+5-(3*+5) i e A s S

ou encore

h h x—3 x=3
_ﬁ!'{'ﬁhﬁrflz\?ﬁ‘ﬁ‘{\—‘ﬁ\ ={:c—3}(,r+3}
i h x—3
JGE=18 _ ... fR-fB) _ 3
h (/i=0) x=3 (1#3)
i o =I0) e i &I=O) o
fr=20) h 33 =12
| La fonction [ est dérivable en 3, son nombre dérive en 3 est 6.

|Propriété et définition
Soit f une fonction définie sur 77 et soit @ un élémentde 7 .
Si f estdérivable en a alors, il existe une fonction ¢ telle que : pour tout x de %7 ,ona:

()= @+ (x—a)f (@) +(x—a)p(x—a) avec limp(x—a)=0.

L’écriture f(x)= f(a)+(x—a)f'(a)+(x—a)@(x—a) est appelée développement limité d'ordre 1 de f
en a.

Définition

. Si im J®=-f(a)
x—aT = B r |
et ¢, est appelé : le nombre dérivé a droite en « ; on le note : f;{a}.

oS im D=,
Xt xX—a =

et ¢, est appelé : le nombre dérivé & gauche en « ; on le note : j;{a}.

=/, ,avec £, réel (donc fini), on dit que la fonction / est dérivable a droite en «,

avec £, reel (donc fini), on dit que la fonction f est dérivable & gauche en a,
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Propriete
Une fonction f est dérivable en a si et seulement si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

/ est dérivable & droite et dérivable & gauche en a et £, (a)= £, (a).

Exemple
Soit f la fonction valeur absolue, f: x> |t:| . Pour etudier sa deérivabilite en 0 il suffit d'étudier les

limites & droite et & gauche de 0 du quotient : Q(x) = L&)~ g © _Id
o X
14

Pour x>0, |x|=x ; = =1donc: lim Q(x)=1;1cR.
x =0’

On en déduit : la fonction f est dérivable & droite en O et [, (0)=1.

T

Pour x <0, |x|=-x ; H=—1 donc: lim Q(x)=—1;—-1eR.
X

On en déduit : la fonction [ est dérivable & gauche en O et f,'(0)=~-1.

La fonction f est dérivable & droite et dérivable & gauche en 0 mais £, (0) # £,'(0), donc la
_fonction valeur absolue n'est pas dérivable en 0.

Définition
Une fonction f est dérivable sur un ensemble % lorsque /° est dérivable en tout réel x de < .

Dans ce cas, la fonction définie sur < par: x> f'(x) est appelée : fonction dérivée de f ou encore
dérivée de f,etonlanote /.

df

Q’ » Quand elle existe, la fonction f* est parfois notée e (notamment en physique).

« L'ensemble de définition d'une fonction et I'ensemble ~- sur lequel cette fonction est dérivable, ne
sont pas toujours égaux.
Par exemple, la fonction racine carrée f: x> q’.; , est définie sur R_=[0;+=[ mais elle n'est dérivable que sur
R, = ]0;+=[ . puisqu'elle n'est pas dérivable en 0 :
=40 Jx 1 Y e
i g ef, Im| —
x=0 X NE x| oSy

=420,
/s

Définition
« Si une fonction f est dérivable sur un ensemble <~ , sa fonction dérivée f' est appelée fonction
dérivée premiére (ou d'ordre 1) de f et elle peut étre notée : .

2
« Si /" estdérivable sur </ , sa fonction dérivée (/)" est notée f” ou /® ou encore 4 {

S " est appelée fonction dérivée seconde (ou d'ordre 2) de 1.

» Par itération, pour tout entier naturel » supérieur ou égal a 2, on définit la fonction dérivée n-éme
(ou d'ordre »#) comme étant la fonction dérivée de la fonction dérivée d'ordre n—1,

9= f" et, pour nEN,HEZ;f"”=[f‘"'”)

4
0
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1.1L.2. Fonctions dérivées usuelles.

Fonction f Fonction dérivée /'
Sur x= f(x) Sur x> f(x)
R x>k (kconstante réelle) R x—=0
R X x R x|
. ] e 1
R X = — JJ_'E. s — =
e S i X
. ]
R, =[0;+ : R =]0;+c X —
[0;+ ] x> Vx J0s+<] o
R xBx neN R x> nx"!
B x> x]" nelN R’ X — f”
{ I -rr-‘ [ i -:-l}
T e SRS
X | x
R X sinx R x> cosx
B XH>cosx B X —Sinx
P 7 | ARy e
R—<—+km;keiZ X tan x R—{—Jrk:-'r;f-:EZ} nteEegs
2 2 qui s'écrit aussi
x> 1+ tan’ x

s e —— =

1113, Opérations sur les fonctions dérivables

Théoreme
Soient k£ est une constante réelle, u# et v deux fonctions et ¢ un réel.

Si u et v sont deux fonctions dérivables en a (respectivement sur un méme ensemble < ), alors :
les fonctions: w+v (somme), wu—v (différence), ku et uv (produits), sont dérivables en a

(respectivement sur < ).

Si de plus, v(a)# 0 (respectivement v ne s'annule pas sur 7~ ), alors :

: 1 u ; :
les fonctions : — (inversede v) et — (quatient) sont dérivables en a (respectivement sur 7 ).
v V

Leurs fonctions dérivées s'obtiennent en utilisant les formules suivantes :

(u+v)'=u'+u’ et (u——v]fzu’—-v’ (ku)'=kxu' et (uv]r=u'u+uv'

F
1 v u u'v —uy'
a— =__2 Et o =—q
Vv v v Vo

19



Les conditions «u et v sont dérivables en « » sont des conditions suffisantes mais elles ne sont
pas necessaires. Si elles ne sont pas remplies, pour savoir si la fonction résultat est dérivable en
a . on revient a la définition du nombre dérivé.

' Par axemple la fonclion racine carree x — J; n'est pas dérvable en () el pourdant la fonctfion définie sur [D; + m[
par {:xt>xJx (produit de la fonction racine carrée par la fonction x > x ) est dérivable en 0 .
S(x) _f'{ﬂ} xx- 0 = J(x)— J(0)

"'x el Ilm\,x 0. done lim:
x=0 x ) x—{)

I enQestégale 2 U (donc est finie), Ia fonction | est donc dérivable en 0 et ['(0)=0,

=0. La limite du taux d'accrofssement de

En alfal

Théoreme
Toute fonction polynéme P: x > a,x" +a x +.+ax+a, (ne N ; a_#0) est dérivable sur R .
Sa fonction dérivée est la fonction polynéme #: x = na, x*" + (n=1a,_x"7 + ..+ 2a,x + a,.

Théoréme
Toute fonction rationnelle {quﬂiient de deux fonctions polynémes) est dérivable sur son ensemble
de definition, c'est-a-dire sur R privé des valeurs qui annulent le dénominateur.

Si fix>— ( ) avec: P et Q fonctions polynémes, et si “/ est I'ensemble des réels tels que

P(x)x0(x) = Px)x0'(x)
o)

Q{x};ﬁ{) alors f estdérivable sur & et, f(x)=

s T
f définie sur [ = J—m l[ par _f(_r}=#+5x3 it T
5 1-5x

La fonction v : x = 1-5x, est dérivable sur R donc sur /. De plus elle ne s'annule pas sur 7, donc

est dérivable sur /.

e i 1
sa fonction inverse: — : x>
v 1-5x

La fonction P : x = 5x° — 4x* + 7 est une fonction polyndme, elle est dérivable sur R donc sur 7.

Par conséquent la fonction f, somme des fonctions — et P, est dérivable sur / et sa dérivée est la
¥

somme des fonctions dérivées = (l] +I.
¥

¥

™ #
J :_lz et, v(x)=1-5x, donc V(x)=-3,d'ou: ‘ l} (x):__-L= 2
v \V (1_

|
sl (_ s (1-5x)°

Y

Par conséquent : f'(x)= 2 —+5><1r — 4x2x soit f(x)h;+15x - 8x .
(lmit) (1-5x)°
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3.

fix (x=-3x+

2

3I3+? sur I =]1;+00].

‘x —

Gﬂﬂf=gﬁ+£ avec :g(x)=(x-3); h(x):-\E; u(x)=3x"+7 et v(x)=x"-1.
3

La fonction 4 est dérivable sur ]0;+co[ donc sur |15+ ; les fonctions g, u et v sont dérivables sur

R donc sur |1;+o0[ ; de plus, v(x) ne s'annule pas sur ]1;+oo[, donc / est dérivable sur J1; 40

I

F=gh+Z donc f’=(g}:]’+(—li).
v ¥

(g!z)r=g‘h+gk' cor:g2(x)=1; h’(x)=2+l;,dnnc: (gh)f(x)=1x\/;+(x—3)>cﬁ , soit

x=3 Vrx2x+x-3 _2x¥x=3F Ix-3

il e e

r s r I 6:-‘: .1'3—1 il 312+7 xsx.z
[EJ — v 1.!{'*’ +OF 2 u'(.¥}=3xzx= 6x » v'(,x)=3;|:2, donc: [E] {.I)= ( ] [ )
v

(1)

Ve

£oit » [EJ' (o) = 3xx 2(.1'3—])—3x:=c1'(3x2+7) =3_~"1:2(I3-1)—x(312+?]]

) (2

WY, o 3a[20-2-38-7x]  -3x(x+7x+2) oo Ax-3 {2 +Tx42)
[—] (x)=—0=F - = - . Donc f'(x)= 5 - :
v (x*-1) (¥ 1) 2x (x*-1)
On peut étre amené a utiliser la dérivabilité d’'une fonction en un réel a pour lever une indétermination

lors d’'une recherche de limite.

Etudions la limite en 0 de la fonction f définie sur R', par £(x)= =
x

En utilisant la régle de limite d'un quotient, on obtient une forme indéterminée de type « % » puisque
sin0 = 0. Il faut donc lever cette indétermination.
On remarque que f(x) est égal au taux d'accroissement en 0 de la fonction sinus.
sin(x)—sin0
x-0 '
Or la fonction sinus est dérivable sur R donc en 0. Par conséquent, la limite de f en 0 existe et

En effet, pour x réel nonnul : f(x)=

elle est égale au nombre dérivé en 0 de la fonction sinus.

sy it o . SInX
sin'(x) =cosx, donc sin’'0 =1, soit : |lim =
=0 x

—_—

. [Limite qu'il est conseillé de retenir].
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Théoreme

admet au point de coordonnées (a; f(a)), une tangente (7') de coefficient directeur f'(a) et une

équation de (T') est: y= f(a)x(x—a) + f(a).
Cas particulier : si f'(a) =0, alors la tangente & la courbe au point de coordonnées (a; f(a)) est
horizontale (son coefficient directeur est nul).

Si la fonction [ est dérivable en «, alors la courbe représentative de f dans un repere du plan,

Exemple
Soit f la fonction définie sur R par f(x)= ;_i
+

et soit (C') sa courbe représentative.

On veut déterminer une équation de la tangente (T) & (C) au point d’abscisse (-2).

[ est une fonction rationnelle, donc définie et dérivable sur R privé des valeurs qui annulent le
denominateur.
Or pour tout réel x, ona: x* =20 donc x* +3>0, et donc x* +3 ne s'annule pas sur R .

(7) tangente & (C) au point d'abscisse (-2) est :y = f'(=2)x(x—(-2)) + f(-2).
Pour tout réel x, ona : f:i avec u(x)=x-2 et (x)=x"+3 ; u et v sont dérivables sur & .
v

1(x* +3)—(x—2)x2x

[}
u) u'v—uv'

u'(x)=1 et V(x)=2x et ( =——>—, donc: f(x)= [E] (x)=
¥

v v (x2 +3)?
Soit: f'(x)= x* +3-2x" +4x i —x* +4x+3
' (x* +3)? (x> +3)°
On en déduit : £'(—2) = -{—2)1+4x(-2)+3 ¥ —4-8+3 3 -9
: 2.2} 433 49
(=27 +3) (4+3)
De plus, f(-2)=- A S hie équation de la tangente (T) est :
(=2¥43 443 7
PRl DOR S e ad ke Bl b
49 37 A9 A% @y T A a5

Par conséquent, f est définie et dérivable sur R , en particulier en (-2) et une équation de la droite

Théoréme
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 7 ,
a) sipourtout x de J/, f'(x)=0,alors f estconstante sur /.
b) si pourtout x de I, f'(x)>0, sauf éventuellement en un nombre fini de points ot f'(x)=0,
alors [ est strictement croissante sur 7 .
c) sipourtout x de I, f'(x)<0, sauf éventuellement en un nombre fini de points ot '(x) =0,
alors [ est strictement décroissante sur [ .
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Exemple
Soit [ définie sur R par: f(x)=x" -%f‘ +2x+5 .

2 i .
{ est une fonction polynéme, donc elle est dérivable sur R e, f'(x)=3x"— 2x =% 2, soit :

['(x)=3x*—7x+2. Etudions le signe de f'(x).
f'(x) est un trinéme du second degré, calculons le discriminant : A = (-7) —4x3%x2=49-24=25

A >0 dong:
I, CeE - _- e ,__':.' — l
- le trindme admet deux racines réelles distinctes : x, = % =2 o, x= —(% =3
- le trinéme est du signe du coefficient de x* donc positif, a l'extérieur des racines, et il est négatif

entre les racines.

D'ou : f[é-) = f'(2)=0 e,

1 2 J est strictement croissante
- sur |03 ot sur |2;+o0[, f'(x)>0 donc :

sur :|—:ﬂ;%j| etsur [2;+c[ ;

- sur %; 2 { , ['(x)<0, donc: [ est strictement décroissante sur B : EJ :

Théoréme

Si f est une fonction dérivable sur un intervalle ouvert /[, et si / admet un extremum local en x,
élément de /, alors f'(x,)=0.

La tangente a la courbe représentative de /, au point d'abscisse x;, est horizontale.

[ !l estimportant que / soit ouvert et done qu'il ne soit ni [xy 3], ni [@;x, ], ni [x,3B] , ni Ja;x] ;
sinon, f(x,) pourrait étre un extremum local de " sur / sans que /'(x,) soit nul.

Par exemple, la fonclion définie sur [1;+wo[ par f(x)=x"+3 , admet sur cet intervalle un minimum en 1 mais sa
dérivée ne s'annule pas en | .
Eneffet: f(1)=4etpourtout x>1, x’ >l donc f(x)>4. Ainsi, sur [I;+au[., f(x) = f(1) donc : sur [1; poc, £

admet un minimum en 1 el pourtanl : sur II;+w[ , S(x)=2x,done; ['()=2.

B- Si une fonction /* n’est pas dérivable en x,, bien évidemment, f’(x,) n'existe pas mais elle peut
cependant avoir un extremum local en x;,.

Par exemple : la fonction valeur absolue f :x > |x|.
Nous avons vu (paragraphe 1.11.1.) que | n’est pas dérivable en () [les nombres dérivés & droite el & gauche en 0

étant différents] et les nombres dérivés a droite et 4 gauche en (1 ne sont pas nuis | j;,’ (0)=1 ef j;' (0)=-1]

Parcontre :si x=0, f(x)=|x|=x ;et si x<0, f(x)=|x|=-x.Donc f{0)=0et, pourtout x réel non nul,
F(x)=0. Ainsi [(Q) est un minimum local sur tout intervalle ouvert contenant 0.
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Théoreme
Si f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert 7, etsi /' s’annule en x, réelde I en
changeant de signe, alors f(x,) est un extremum local de f sur / atteint en Xy

g Il est important que la dérivée s'annule en changeant de signe.
Si /(%) =0 avec, parexemple, f'(x)> 0 avant et aprés x,, alors f (x,) n'est pas un
extremum local de f sur 7.

Exemple, la fonction cube x + x° est strictement croissanie sur R et sa dérivée x> 3x° sannule en 0 en étant
positive avant et aprés (. La fonction cube n'a pas d'extremum local en 0 (ni ailleurs ).

Théoreme
* Si f estdérivable en a etsi g est dérivable en f(a), alors la fonction composée go f est

dérivable en a et (gof]’ (@)=g'(f(a))x f'(a).

Ce qui peut aussi s'écrire : (g f) (a) = f(@)xg'(/(a)).
* Si f estdérivable sur ©~ etsi g est dérivable sur f(</), alors la fonction composée go f

est dérivable sur & et (go f) =(g’o /)x /"= f'x(g"° f).
Donc, pourtout x de </ , (gof)‘ (x) =f'(x]xg'(f(x]).

g, Les conditions de dérivabilité pour f et g, respectivement en ¢ et en f(a), sont des conditions suffisantes mais

elles ne sont pas nécessaires. Si elles ne sont pas remplies, pour savoir si la fonction résultat est dérivable en a , on
revient a la définition du nombre dérivé.

Du théoréme précédent, on déduit de nouvelles formules

Si u est dérivable sur 7~ (u") —nu'u"!
H E Nﬂ [ f r
Si u est dérivable et ne s’annule pas sur ©~ [T] ==

u 7

r uf
Si # est dérivable et strictement positive sur <~ (\E ) =

2Ju

Si u est dérivable sur <~ (sin u)f =u'cosu

Si u est dérivable sur - ('r:c»s,.v,,c)r =—u'sinu

Exemples
f'f’ définie sur R par: f(x)=2x’-7x)’. Ona: f =1, avec u(x)=2x"-Tx.
u est une fonction polynéme donc u est dérivable sur R , donc | I'est aussi,
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f'=5u'xu"" =5u'xu" of u'(x)=2x3x"-7=6x"-7, donc f'(x)=>5u'(x)xu’(x).

Dou: sur B, f'(x)=5(6x>-7) 2x' -7x)".

|2.f définie sur R par: f :x+>cos(3x). Ona f =cosu, avec u(x)=3x.
Les fonctions u et cosinus sont dérivables sur R donc f l'est aussi.

f’=u'x(mﬁ*c u) =—u'sinu ef, u'(x)=3, donc f'(x)=—u'(x)xsinu(x).
Dou: surR, f'(x)=-3sin(3x).

3. £ definie sur R par: f(x)=+3x*+1. [Pourtout réel =, x* = 0donc 3x> +15 0]

Ona f=+u, avec u(x)=3x"+1.
u est une fonction polynéme donc u est dérivable sur R ; de plus u est strictement positive sur

1 :
2Ju
8 aei: Pl 6‘: s 3f .

232+l 32 +1

R, donc [ estdérivable sur R etona. ['=

u'(x)=6x et f'(x)=

2.Ju(x)

Théoréme
Soit / une fonction dérivable sur un intervalle / .
S’ il existe deux réels m et M tels que, pourtout x de [/, m=< ['(x)< M,
alors pour tout a ettout b de [ vérifiant a<b,ona: m(b—a) < f(b)— f(a) < M(b—a)

g 1.Les deux réels m et M sont des conslantes el done, bien sdr, indépendants de x.
m est un minorantde f'(x) sur / et M estun majorantde f'(x) sur /.
lls ne sonl pas uniques ; I'encadrement de f(h)— /(a) esl le plus précis possible si m est le plus grand des

minoranis de f'(x) sur 7, et M estle plus pelit des majorants de " '(x) sur ] .

E:[l est nécessaire que a < b, pour conserver le sens des inégalités.

Démonstration
On sait que [/ est une fonction dérivable sur un intervalle / et qu'il existe deux réels m et M tels

que, pourtout x de /, m< f(x)< M,

Soit @ la fonction définie sur { par: @(x)= f(x)—mx.

@ est dérivable sur / puisque [ et la fonction x> mx le sont et, @'(x)= f'(x)—m.

De plus (par hypothése), pour tout x de /, m< f'(x),donc: f(x)—m=>0,dol: ¢'(x)=0.

Par conséquent, ¢ est croissante sur I etainsi: a< b= @(a) <@(b).

Par définition de ¢, on déduit : f(a)—ma < f(b)—mb, donc : mb—ma < [(b)— f(a) et finalement :
mb-a)s f(b)- f(a).

Pour démontrer la deuxieme inégalité,

on utilise la fonction ¢ définie sur I par: ¢(x)= f(x)— M x x et, par un raisonnement analogue, on
montre que f(b)— f(a)=M(b—a).
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Corollaire
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 7 .
S'il existe un réel & positif tel que, pour tout x de [ , [f'(x)| <k,
alors pour fout a ettout » de 7,ona: |‘f{b)—f(a]j Eklb—a|.

g 1.Une valeur absolue étant un réel positif, 'inégalité |f (x) £k impliqueque £=0.
Sik=0,etsi |f‘(:c)[ <k pourtout x €7, alors la fonction f est constante, dans ce cas, [_f{b}—f{a]} =0.

2 Remarque analogue A la remarque du théoréme : k est une consianie indépendante de x, mais il n'est pas
unigue. La majoration de | fih=f {a}l obtenue au moyen de ce corollaire est la meilleure possible lorsque & est

| le plus petit possible des majorants de ]_f ’{.r]] pour X appartenanta 7.

I:ilci, la condition @ <b n'est pas nécessaire puisque |b al = |a -b|.

Démonstration

Par hypothése k est positif, on a donc : Jf'(.x)l <k & —kLf(¥)Lk.

Pour utiliser le théoréme précédent distinguons deux cas :

Sia<h, Sia>bh,
en appliquant le théoréme on obtient : en appliquant le théoreme on obtient :

=k(b-a)< f(b)— f(a)<k(b-a). —k(a=-b)< f(a)— f(h) <k(a—b).

On peut donc écrire : | f(b)~ f(a)| < |k(b—a)|. On peut donc écrire : | f(a)- f(8)| <|k(a—b)
Or k>0, donc |k(b-a)|=|k|x|(b-a)|=k|pb—a] |Ork>0,donc: [k(a—b)|=k|a-b|.

diol: | £(b) - fl@)| <k[b—d]. De plus, | £(a)~ £(8)| =| £ (&) - f(a)] et

la—b|=|b—a| d'ou: |/ (b)-f(a)|<k|b-al.

Exemple
Montrons que pour tous réels a et b, ona : [sinb—sina|<|b—a|.

On pose : f(x)=sinx ; [ estdérivable sur R et f'(x)=cosx.
Pour fout réel x, ona: -1 <cosx <1, donc |cosx|5].

Ainsi pour fout reel x, | o '(x)] <1, on peut donc appliquer le corollaire et on obtient :
pour tout a et tout b de R, | f(b)~ f(a)| < 1x|b-a|, c’est-a-dire : |sinb—sina| <|b—d.

Vous trouverez d'autres exemples d’utilisation de ce théoréme dans le chapitre sur les suites.
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I est un intervalle de R ;
Dans ce chapitre : | / est une fonction définie sur un ensemble contenant 7 ;

a est un réel élément de 1.

Définition
Soit / une fonction définie sur un intervalle [ , et soit @ un élément de 7.
|On dit que f est continue en a siet seulement si lim /(x) = f(a).

Q * L'étude de la continuité d'une fonction en un réel qui n‘appartient pas a son ensemble de définition, n'a aucun sens.
~ + 8i a n'est pas une borme de 7 , les limiles & droite el & gauche en a doivent tre égales 3 f(a).

On a vu (chapitre 1.1.) : lorsque la fonction 7 est définieen a, I_i_:pillﬁf[.x)=f(a) < lim f(x)= Iirg fix)= fla).

 Si a estun borne de l'intervalle [ (fermé en « ) on étudie selon la place de a la conlinuité 4 droite ou & gauche en 4 .

Exemples

D - sinx

| Soit f la fonction définie sur R par: f(0)=1et, pourx=0 f(x)=——.
X

i Ona: lin‘} f(x)= lin% 2R (voir chapitre IT), donc ling Jf(x)=1= f(0) et, [ estcontinueen 0.
A=} E o X =

@ pour tout x € ]-0;2], f(x)=x-1

Soit 1 la fonction définie sur R = |~c;+ec[ par: :
paurtoMxE]2;+m[,f(x)=x“+x—5
ZE]—m;ZZ] donc f(2)=2~-1=1.

lim f(x)= lim(x=1)=1 ef, lim /()= lm(x" +x-5)=4+2-5=1.

D'ou : lil‘lz‘l_ f(x)= linl‘[ JS(x)=f(2) st, [ estcontinue en 2.

|®La fonction partie entiére est |a fonction définie sur R qui, & tout réel associe le plus grand entier
(relatif) inférieur ou égal a ce réel.

On note E cette fonction. Ainsi, pour tout réel x, si n<x<n+1(neZ), alors: E(x)=n.

Représentation graphique de la fonction partie entiére :
]

AT % B(2.3)=2; B(-23)=-3
L = eREir
T R E(l)=1: E(-1)=-1
e—t &

—Le sty

« S/ a est un réel non entier, il existe alors un entier relatif n tel que : n< a < n+1et ainsi E(a) =n.
Par définition, pour tout x & Jn;n+1[, E(x)=n donc : limE(x)=n=E(a), ce qui monire que /a
fonction E est continue en tout réel a non entier.

« Si a est un entier relatif, alors E(a) = a, el dans ce cas,

- pour tout réel x € la=1;4[, E(x)=a~-1 ; donc }LT E(x)=a-1.
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- pour tout réel x € |a;a+1[, E(x)=a ; donc lim E(x)=a.

La fonction E n'admet donc pas de limite en a (les limites & gauche et a droite en a étant
différentes) On en déduit que la fonction £ n'est pas continue en a lorsque a est un entier relatif.

Définition
On dit que f est continue sur un intervalle I si et seulementsi f est continue en tout réel a de .

Propriété
Si une fonction est continue sur un intervalle 7, alors elle est continue sur tout intervalle inclus dans|
i

Graphiguement, le tracé de la courbe représentative d'une fonction continue sur un intervalle s'effectue
sans lever le crayon sur cet intervalle.

fonctions continues sur [x; ;x, | Fonctions non continues en a

. .

| | s a=y0
X a 0 5

La fonction partie entiére n'est pas continue sur R .

Elle est continue en tout réel non entier, donc sur tout intervalle de type |n;n+1[, neZ.

A 4

I
l
] 0 2

_Elle est discontinue en tout entier n (ne 7).

Théoréme
Si [ estune fonction définie et dérivable sur un intervalle [, alors f est continue sur /.

Démonstration
Soit @ un élément de [ .

Pour tout xe 7, x# a, le taux de variationde f en a est: 7(x) = @)=/
X=da

Onadonc: f(x)=(x—a)z(x)+ f(a).D'ot: lim f(x)= Ii_131 [(,x -—a}r(x}+f(n}]

Or, / est dérivable en a, donc limr(x}=1imf{x}_ﬂa) = f'(a) avec f(a)eR.

X=%a X=w xXx—a
En appliguant les régles de calcul des limites d'une somme et d’'un produit, on obtient :
lim f(x)=0x f'(a)+ f(a), donc : lim f(x)= f(a). On en conclut : f est continue ena.

_Ceci étant vrai en tout @ de 7/, [ est donc continue sur /.
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Attention...la réciproque est fausse.
Une fonction définie et continue sur un intervalle 7, peut ne pas étre dérivable sur cet intervalle.

Exemple
Prenons la fonction valeur absolue. f:x+|x| ;si x20, |x=x ;etsi x<0,

x| =—x.

La restriction de f & ]0:+o[ est une fonction polynéme, donc dérivable donc continue sur 10 +e0f .
La restriction de f & |-;0[ est une fonction polynéme, donc dérivable donc continue sur J-o030[ .
Ona: f(0)=0; Iu:':? f(x)= rl_iﬁx:ﬂ=f(ﬂ) e, P_ﬂl f{.r}=_‘lir£1_(—.r}=0= f(0), donc f est aussi
continue en 0. Par conséquent, f est continue sur IR .

En revanche, lim Jed=7@) limZ=1 et, lim SO -/ lim [_—IJ=—1, les nombres

x=>0 x e a0ty x=30" X =0\ X
dérivés a droite et & gauche en 0 sont différents, donc [ n'est pas dérivable en 0

Remarque : la fonction valeur absolue x = |x| est un exemple de fonction définie et continue sur [2, non dérivable en 0,

| mais admeltant un minimum (égal a4 0 ) atteinten 0.

Propriétés (déduites du théoréme précédent)
* Les fonctions usuelles dérivables sur 2 sont continues sur R et sur tout intervalle inclus dans R .
Ce sont :
« les fonctions constantes, les fonctions puissances x — x” (H eN ] , les fonctions polynémes.

« |la fonction sinus et la fonction cosinus.

* Les fonctions usuelles derivables sur leurs ensembles de définition sont continues sur tout intervalle
inclus dans celui-ci. Ce sont :

; : : 1 . o 5
« les fonctions inverses de fonctions puissances : x = P (ne N ) XX (n eN ) ;

« les fonctions rationnelles ;

» |a fonction tangente.

Propriéte
1.La fonction valeur absolue (x H]xnest continue sur IR .

2. La fonction racine carrée (:ri—:r«!;)est continue sur [0;+co] .

Démonstration
11.Voir paragraphe précédent (1.111.3.)

2.La fonction racine carrée est définie sur [0;+c0] ,
On sait qu'elle est dérivable sur |0;+c[, elle est donc continue sur ]0; +oof .

De plus, lin;mf} == Jﬁ , elle est donc aussi continue en 0.
A=)

Par conséquent, la fonction racine carrée est continue sur [U;+ ac[
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Définition

Soit / un intervalle contenant un réel a, et soit / une fonction définie sur & =/ —{a}.

Si la fonction f est continue en tout réel de ©- et admet une limite finie £ en a, alors la fonction 7
définie sur 7 par: f(x)= f(x) pour x#a,et f(a)=7,estcontinue en a etsur I.

La fonction ? est appelée « prolongement de / par continuité en a ».

Exemple
Soit f Ia fonction définie sur & =[~2;1[U]1:3], par: £(x)= 43‘—3—-1“1
X

f est une fonction rationnelle donc continue sur tout intervalle inclus dans son ensemble de
définition et en particulier sur l'intervalle [-2;1[, et sur l'intervaile ]1;3].
Le numérateur de f(x) est un trinbme du second degre, 1 en est une racine (4-3-1=0), l'autre

A 1 n ;
racine est donc —E - [La produit des racines d'un trinéme du second degré ax’ +bx + ¢ est égal au quotient = j
a

_ (x—D)(4x+1)

x—1

On peut donc écrire : 4x* =3x—-1=4(x~- 1}(:r+ ::'-] =(x-1Ddx+1) ef, f(x)

Dot : pour x#1, f(x)=4x+1. Il s'ensuit que :
lin_ll flx)= lin!l (4x+1)=35 [les iimites 2 droite &t & gauche en 1 sont égales]

La fonction [ est continue en tout réel de 7 =[-2;3]-{1}, et elle admet une limite finie en 1.

Far conséquent, la fonction } definie sur [*2;3], par: _?(x] = f(x) pour x#1 et }"(1) — A

est le prolongement de f par continuité en 1.

R R s T S I e
1.11L6. Continuité et opérations

AW S e Pl

Théoréme (admis)

Soient f et g deux fonctions continues en un réel a (respectivement sur des ensembles contenani]
le méme intervalle /).

Alors les fanctions suivantes sont aussi continues en a (respectivement sur ') :
e |a fonction somme, f+g ;

e |a fonction produit parun réel k, k- f =k f ;
e |a fonction produit, f-g=fg ;

e |a fonction l inverse d'une fonction [, si f ne s’annule pas en a (respectivementsur /) ;

i

e |a fonction quotient, = , si g ne s’annule pas en a (respectivement sur 7).
g

Théoréme (continuité d’une fonction composée)

Soient f une fonction continue en un réel a (respectivement sur un intervalle /) et g une fonction|
continue en b= f(a) (respectivement sur un intervalle contenant l'image de I par f).
Dans ce cas, la fonction composée go f est continue en a (respectivement sur [ ).
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Exemple
La fonction h:x— 3x+1 est définie sur [— %;+m|: :

h est la composée de la fonction f: x+>3x+1 et de la fonction g: x> Jx.
« f est une fonction polynéme donc continue en tout réel et en particulier en 1. De plus, [(1)=4.

La fonction racine carrée sst continue sur [U;+m[, de plus 4E[0;+00[, la fonction g est donc
continue en 4 = f(l). Par conséquent, la fonction h= g - f est continue en 1.

« /° est une fonction polynéme donc continue sur tout intervalle inclus de & , donc sur [— % +nc[ :

Pour tout réel a de [— %;Ho[, 3a+120, donc le réel \J3a+1 est défini et positif .

Ainsi: f(a) E[O;+w[, intervalle sur lequel g est continue. La fonction h= ge f est donc continue

en tout réel a de [— %;+Cﬂ[, par consequent : la fonction h = ge f est continue sur [— %;M@[.

7.1. Image d’un intervalle par une fonction continue

Théaréme fondamental (admis)
Si f est une fonction définie et continue sur un intervalle 7, alors I'image de cet intervalle par la

fonction £ est un intervalle que I'on note (7).
De plus, Iimage d'un intervalle fermé I =[a;b] (a et b réels) par une fonction f* continue sur I est
un intervalle fermé ; f(Z) =[c;d] ( ¢ et d réels).

- Si l'intervalle / est ouvert ou semi-ouvert, alors on ne peut rien affirmer sur la nature (ouvert, semi
ouvert ou fermé) de l'intervalle (7).

" Les bornes de l'intervalle f (/) ne sont pas nécessairement f(a) et f(b).

Exemple
Soit f Ia fonction définie sur R par: f(x)=x'-3.et soit I =[-2;3].

f est une fonction polynéme donc dérivable et continue sur R . Pour tout réel x: f'(x)=2x ; par

suite : f'(x) <0 pour x appartenant & [—2;0] et, f'(x)=0 pour x appartenant a [0;3].
Le tableau de variation de f sur I, estdonc: X |-2 0 3
1 6

Sur I=[—2;3] la fonction [ atteint un minimum de (-3) en 0 et un maximum de 6en 3.

D'ou : intervalle I = | [-2;3] ]—2;:;[ [-2;3 ]—2;3]|
i image de I par f : f(I)= |[-3;6] |[-3:6] | [-3:6] | [-3;6]
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Cx 'Si une fonction est définie mais non continue sur un intervalle alors )

Iimage de cet intervalle n'est pas nécessairement un intervalle.

Sur la figure ci-contre la courbe représente une fonction définie sur [a:b| mais fe)

non continue en ¢, image de | a;b | est : | fla):a| U] 7(o)if(8)]. 0
Cetlte réunion d'intervalles n'est pas un intervalle.

fa)
R

Corollaire du théoreme fondamental :

Théoréme des valeurs intermédiaires (admis)
Si f est une fonction définie et continue sur un intervalle / et si a et b sont deux réels de I,

alors pour tout réel y, compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un réel ¢ compris entre a
et b tel que y,= f(c).

Autre formulation :
Si f est une fonction définie et continue sur un intervalle I et si a et b sont deux réels de 7,

alors pour tout réel y, compris entre f(a) et f(b), I'équation f(x)=y, admet au moins une
solution compriseentre a et b .

g En d'autres termes, lorsque f est continue sur un intervalle /, si x prend toutes les valeurs comprises entre deux
réels a et bde /, alors: f(x) prend au moins une fois toute valeur intermédiaire comprise entre f(a) et 7 (b).

Le théordme des valeurs intermédiaires assure l'existence d’au moins une solution
comprise entre @ et b, pour I'équation f(x)=y,. Cependant, il ne permet pas de
| déterminer le nombre de solutions.

Interprétation graphique :

Soit f est une fonction définie et continue sur un intervalle I . (@ (D)
Si a et b sontdeuxreels de /, etsi y, estun réel compris 7

entre f(a)et f(h) alors la courbe représentative de la fonction : Vo \ /ﬁ\ > ()
J coupe au moins une fois la droite d'équation y = y, enun ‘!‘, d —a : .
point d'abscisse ¢ comprise entre a et b. / s e

Sur la figure ci-dessus, la courbe représentative de [ (fonction conlinue sur [a:b] ) coupe :

- la droite (A) d'équation y = y, , en quatre points dont trois seulement ont des abscisses dans [a:b], I'équation f(x) - y,
admet trois solutions dans [a:b].

- la drolte (D) d'équation y - y,, en deux points dont un seul a une abscisse dans [«:b], I'équation f(x)=y admet une
solution dans [«;b].

7.2. Fonctions continues et monotones

Propriété (admise)
Soit f est une fonction continue et monotone sur un intervalle 7,
@ Si / est fermé de bornes a et b (a et b réels), alors I''mage de I par f estun intervalle fermé de
bornes f(a) et f(b).
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@ Si I estun intervalle semi-ouvert ou ouvert, de bornes a et b (a désigne soit un réel, soit —« ; b
désigne soit un réel, soit +c0) alors f admet une limite (finie ou infinie) en chaque borne ouverte,
et I'image de I par f estun intervalle. Les bornes de l'intervalle f(7) sont suivant le cas :
f(a) ou Eiﬂf{x}, et f(b) ou Eiﬂf(x).
En résumé :
f continue et monotane
I croissante sur/ ,alors f (/)= | décroissante sur{ ,alors f(7)=

[a;b] [f(a); £ (b)] [£(8); f(a)]

[a:] [ r@stim o Jtim s 1@

Jasb Jim fes 18| [ reystim

Ja; B[ :|Iim f(x);lim f(x)[ ]limf{x};lim f{x)[

| xr—ra X—¥ T3 E3a

7.3. Fonctions continues et strictement monotones

Théoréme (dit « théoréme de Ia bijection »)
Si /' est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle 7, alors elle réalise

une bijection de / sur son intervalle image (/). C'est-a-dire, pour tout réel y, élémentde f (/)
il existe un unique réel ¢ élément de I tel que f(c)=y,.

Autre formulation :
pour tout réel y, élémentde f(/), I'équation f(x)=y, admet une unique solution dans 7 .

Démonstration
-/ étant continue et monotone sur 7, image de 7 estun intervalle f(7), donc tout réel y,

élément de cet intervalle f(/) estI'image d'au moins un réel élément de 7.

- [ étant strictement monotone sur 7, deux réels distincts éléments de / ont des images distinctes
par /. Toul réel de f(!) est donc l'image d'un et un seul réel de 7, ce qui mantre que la fonction
| f est bijective.

Exemples
1. Soit [ la fonction définie sur R par: f(x)=2x"-3 et soit | =[1;4] ,

S est une fonction polynéme donc continue et dérivable sur R . Pour tout réel x, f'(x)=6x".

Or, pour tout x €[1;4], x’ >0, donc f est strictement croissante sur I =[1;4]. Par conséquent [
réalise une bijection de I =[1;4] sur f(I)=[f(1); f(#)]=[-1;125].

Comme 0 e[-1;125], Iéquation f(x)=0 admet une solution unique dans I =[1;4]

IX -

2. Soit [ la fonction définie sur R—{%} par: f(x)=-= : 5 et soit I =]%;+ m[,

J est une fonction rationnelle donc continue et dérivable sur son ensemble de définition.
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Pour tout réel de H&—{%}, fi(x)=- ﬁ ef (3x=2)" >0, donc: f'(x)<0 et f est

strictement décroissante sur chacun des intervalfes de son ensemble de définition, donc sur I .
De plus : lim (3x—2)=0", donc: lim f(x)=+c ; lim(3x-2)=+20 donc: lim f(x)=0.

o X =p oy

X—
= 3

X—==
E

1 est continue, strictement décroissante sur [ = :|5;+ oo[, donc [ réalise une bijection de I sur

son intervalle image f(I)=]0;+) .

7.4. Fonction réciproque d’une fonction continue strictement monotone

Théoréme et définition
Si / une fonction définie, continue et strictement monotone sur un intervalle 7, alors il existe une

fonction, notée f ', définie sur f(7) par:
pour tout réel » de f(I), f'(y) estlunique réel x de I telque: y= f(x).

On appelle cette fonction : fonction réciproque de 1.

Sl
L oz )

S i) = 1

et y=f(x), alors: [
= e

Théoréme (admis)
Si f estune fonction définie, continue et strictement monotone sur un intervalle 7, alors sa fonction

réciproque /' est une bijection de lintervalle J = £(I) sur lintervalle 7 .

La fonction £~ est continue et strictement monotone sur J = (/) son sens de variation est le
méme que celui de f .

Exemple

| Soit f la fonction définie sur 1 =[0;+x[, par: f:x~ x* +1.

| est une fonction polyndéme, elle est donc continue et dérivable sur I .

Pour tout x de I, f'(x)=2x, donc f's'annule en 0 et elle est strictement positive sur ]D;++x:[.
Par conséquent, f est strictement croissante sur I =[0;+] .

Do plus : f(0)=1 et, lim f(x)= lim x* = +oo.

X=dbon

[ est continue, strictement croissante sur I et elle admet une limite en +x, elle réalise donc une
bijection de 1 sur son intervalle image [1;+ | et elle admet une fonction réciproque f™ définie sur
[1:+¢[ et a valeurs dans [0;+] .

xelet f(x)=y & ye[l;+x[ et x*

= y-1. Donc :
xelet f(x)=y & ye[l;+:ﬂf et x=4/y-1.
La fonction f~' est donc définie sur [1;+[, par: f™(y)=+/y-1.

| Soit g la fonction définie sur [1;+o0[, par: g(x)=+/x~1, d’aprés ce qui précede, g est la fonction

réciproque de [ . La fonction f étant continue sfrictement croissante sur [[};+ rx:[ et a valeurs dans

[1;+00[, /a fonction g est continue et strictement croissante sur [1;+e].
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Q|Pour tout x de 7, et pourtout y de (/) : x=f"'(y) & f(x)=y.Parconséquent:
* pour tout x de 7, (_f“ olf){,r] =x.Lafonction f'o /' estla fonction identité de / .

pour tout y de f([), [ fof ')(,;;):;:. La fonction f = /' estla fonction identité de 7(7).

#
\iia fonction réciproque de la fonction /' est la fonction f : ( 5 ")" =

Dérivée d'une fonction réciproque
Soient f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle 1, et ™' sa fonction
reéciprogque définie sur J = f(7).
Si f estdérivable en x, réelde / etsi f'(x,)# 0, alors la fonction réciproque /™ est dérivable

en = /(x). et (/) (7) = f,(‘x -
. 0

Démonstration

— | A ]
Etudier la dérivabilité de /' en ¥, : revient a étudier la limite du quotient S O)=F () lorsque
=¥y

y tend vers y,.
Vo= (.I“) = X =f-1{}’c|)-
Pourtout x de /, x#x,, onpose: y= f(x) ; f étant une bijection, on adonc: f(x)# f(x,),
y#y, ot x=f"(»).
£ )-1"0n) e 2Ny 25 I
y=Xs f(-x) _f':xg) f{:x)_-f{xﬂ)
X=X,
La fonction 7 est continue et strictement monotone sur / , en utilisant le théoréme précédent on
déduit que la fonction /' est continue sur J et par conséquent : lim F=1"(y). Dol
¥=ie

-7 ) + |

lim x = x,. On peut donc écrire : lim =

Yy Y= Y=Y Emi Lf{*r}_ftrﬂ)) +

Dol :

Si la fonction f est dérivable en x,, alors lim (fu}_f(xﬂ))=f'{xu) ,avec fi(x,)eR.

i X=X,
'\

' |
existe et :

1 = lim( s J
I r{'ro} g ’(xu) i, f (x)-f (Iﬁ)
0= ()

F= Xy

De plus, si /"(x,) # 0 alors son inverse

lorsque y tend vers y,, existe et est égale a

Par conséquent la limite du quotient

I 1 i ' 1
vec IR . Ceci t - est dérivabl = f(x)et [ =
T a T el moniagus f rivable en y, = f(x,) et (/™) () T

Représentation graphique
Dans un méme repére orthonormal, les courbes représentatives de deux fonctions réciprogues sont
symetriques par rapport a la droite (D) d'équation y = x, qu'on appelle « premiére bissectrice » du

repere..
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Démonstration

On considére une fonction /' admettant une fonction réciproque /. On appelle respectivement (C)
et (C') les courbes représentatives de / et /' dans un méme repére orthonormal.

Dans ce repére, soit M (x,;y,)et M’ son symétrique par rapport a la droite d'équation y=x.0On a
donc M'(y,;x,).

Me(C) < y,=1(x)

Vo= (%) < %=1 (3)
X =) © Me(C) ]

d’oli: M e(C) < M'e(C") ;les deux courbes sont symétriques
par rapport a la droite d'équation y=x.
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Exemple
On sait que pour tous réels positifs x et y ; y=x> < x =J; :
Les fonctions [ et g définies sur [{];+oo[, par: f:x1x* eof g:xi> Jx sont donc des

fonctions réciproques. Dans un repére orthonormal, leurs courbes représentatives sont symétriques
par rapport a la droite d’équation y = x.




1.1. Fonction paire, impaire.

Définition

Soit f une fonction définie sur un ensemble 1.

» f est paire sur D si et seulement si, pour tout x de D, les deux conditions suivantes sont
réalisées: @ (—x) appartienta D, et @ f(—x)= f(x).

= f estimpaire sur D siet seulement si, pour tout x de D, les deux conditions suivantes sont
réalisées: O (—x) appartienta D, et @ [(—x)=—f(x).

*Si la condition @ n'est pas vérifiée, ce n'est pas la peine de faire le calcul de f(—x), on peut tout
de suite déduire que f n’'est ni paire ni impaire.

* La fonction nulle, définie sur R (pour tout réel x, x > 0), est & la fois paire et impaire sur R
(c’est la seule fonction ayant cette propriété).

Exemples
1. Soit f Ia fonction définie sur R par: [(x)=x".

La condition @ est vérifiée et, pour tout réel x, f(-x)=(-x)>=x’ = f(x) donc la fonction f est
paire sur R .

Par contre, la fonction g définie sur I =[-2;3] par: g(x)=x" n’est ni paire ni impaire sur I . En
effet 2,5 appartient & [-2;3], mais (-2,5) n’appartient pas a [-2;3].

2.Soit f lafonction définie sur R par: f(x)=x" .

La condition @ est réalisée et, pour tout réel x, f(-x)=(-x)’ =—x* =—f(x) donc la fonction f
| _est impaire sur R .

3.Soit f Ia fonction définie sur R par: f(x)=x"—4x*. La condition ® est réalisée mais :

f)="-4xI*=1-4=-3 dope - | TCDZ D et f(=D=-7(D).
)= -4(-1Y2 =-1-4=-5 " | Lafonction f n'est ni paire ni impaire sur R .

Propriétés
= Dans un repére orthogonal du plan, la courbe représentative d’une fonction paire est symétrique par
rapport a I'axe des ordonnées.

= Dans tout repére du plan , la courbe représentative d’'une fonction impaire est symétrique par
rapport a l'origine du repére.

fonction paire sur [a;5] fonction impaire sur [a;b]

______ ¢ e —

[
/
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1.2. Fonction périodique

Définition
Soit / une fonction définie sur un ensemble D et soit T un réel non nul.

f est périodique de période T ou T - périodique, sur D, si et seulement si, les deux conditions
suivantes sontréalisees: © xeD & (x+T)eD et @ pourtout x de D, f(x+7T)= f(x).
Si f est définie sur R, la condition @ est vérifiée, il suffit donc de vérifier @.

Exemples
1. Les fonctions sinus et casinus définies sur & sont périodigues de période 2 . Sur R, la condition

@ est toujours vérifiée ef pour tout réel x, ona: sin({x+2x)=sinx et cos(x+2x)=cosx.

]
2. La fonction tangente définie sur D =R — { % +kx ; kel est périodique de période m, puisque :

[ 7 T 7
pour tout x de R—Té+kﬂ';i’€2} : x-,t’;-e-k;r — x+?rr.t?+k;=r+}r : Ou encore :
| 2
7 z 7 T r
x¢5+k;r = x+rr¢5+(k+l‘}fz‘.ﬂonc: x¢5+kfr &= x+;r-¢-£+k;r avec k'=k+1.

ke & k'eZ donc xeD < (x+m)e D ; donc la condition © est vérifiée.
sin(x+x) —sinx _ sinx

De plus, pour tout xe D, tan(x+7) = = tan x, donc la condition @ est

j cos(x+m) —cosx cCoOSXx
| _aussi vérifiée.
3. Soit [ la fonction définie sur R par: pour tout réel x, f(x)=sin(2x—3)
La fonction sinus étant 2z -périodique sur R, pour tout réel x, sin(2x—3+2x)=sin(2x-3).
Or, sin(2x—3+27) =sin(2(x+7)-3).Si xR, (x+7)eR et f(x+x)=sin(2(x+7)-3). Dous:
| pourtoutréel x, f(x+n)= f(x).Lafonction [ estdonc z-périodique sur IR.

Propriete
» Si une fonction f est T -périodique sur un ensemble D alors tout réel T'=kxT avec keZ est
aussi une période de f sur D.

* Dans un repere (O;E",}’), la courbe représentative, d'une fonction périodique de période T est

invariante par toute translation de vecteur k7.7, keZ.

Exemples
Les fonctions sinus et cosinus définies sur IR sont périodiques de période : 27, ou 27, ou 4rx,

ou kx2x (keZ). Parmi toutes ces périodes, 2xr est le plus petit réel strictement positif, on

I'appelle LA période de chacune des ces fonctions.
Fonction sinus fonction cosinus

A /(-\ ¢ A /\i’
LT 08, RRPRSIOAE Lo nerey am. NS
-
= AL N A
= T | L B’
Sur les deux dessins :
X;p=x,+27 et y,.=y, donc: AA'=2x.i . xg=xp+4r 6l yz =y, donc: BB'=4zxi .
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1.3 Axe de symeétrie, paralléle a (0;}), d’une courbe représentant une fonction

Propriété
Dans un repére orthogonal, une droite d'équation x=x, est un axe de symeétrie pour la courbe
(C,) représentant une fonction /. définie sur un ensemble D, si et seulement si :

pour tout réel i, les deux conditions suivantes sont vérifiees :
@ si(x,+h)eD, alors (x-k)eD, ot @ f(x,+h)=f(x—h).

Ceci montre que, dans un repére orthogonal , le symétrique de tout point de la courbe (C ), par rapporl
a la droite d'équation x = x,,, est aussi un point de (C, ).

Remargue
Au lieu d’appliquer cette propriété, pour démontrer que la droite d'équation x = x;, , est axe de symétrie de la courbe d'une

fonction, on peut faire un changement de repére, en prenant cette droite comme axe des ordonnées, puis prouver que la
fonction associée est paire sur son ensemble de définilion.

Exemple
Un repére orthogonal étant choisi, montrons que la droite (d) d'équation x=-1 est axe de

symétrie pour la courbe représentative de la fonction f définie sur R, par: f(x)= X +2x-3.
» Pour tout réel h, si (-1+h)e R alors (—1—-h)R. La condition © est vérifiée.
* f(=1+h)=(~1+h)* +2(-1+h)-3=12F + B* —232h -3, donc: f(~1+h)=h>-4.
f(=1=h)= f(~1+(~h) =(-h)’ -4, donc : f(~1-h)=h —4= f(-1+h).

La condition @ est aussi verifiée.
Dans un repére orthogonal, la droite (d) d'équation x=-1 est axe de symétrie pour la courbe

représentative de la fonction f .

1.4. Centre de symétrie d’'une courbe représentant une fonction

Propriété
Dans un repére du plan, un point Q(x,;¥,) est un centre de symetrie pour une courbe (C,)

représentant une fonction f , déefinie sur un ensemble Df si et seulement si :

pour tout réel £, les deux conditions suivantes sont vérifiées :
® si(x,+h)eD, alors (x,—h)eD, ot @ f(x,+h)+f(x,—h)=2y,

Ceci montre que le symétrique de tout point de la courbe (C,), par rapport au point Q(xy;¥,) .

appartient aussia (C,).
Mé&me remarque pour le changement de repére. Dans le nouveau repére, £ est l'origine et on montre que la fonction associée
est impaire.

Exemple
Un repere étant choisi, montrons le point Q(

N\

Ei

J, est un cenire de symeilrie de la courbe

o

représentative de la fonction f deéfinie sur Df = [-rr;gf} ,par: f(x)=1+sin (2.1: + %—-]

~Zinlen,. l.’..‘-*r:r.':';la:;"t::rm'::—;rz'ﬂ--£+ﬁ<_'~'2—?r dbﬁ:-z—fﬁfi—-hﬂ;ﬁr.
6 4 6 3 6

N

« Soit h un réel tel que
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On en déduit - —E—E{E—k—ii,ﬂr—ﬁ soit : -:ri—f-—hiz—ﬁ ; donc ; [—E—k €l,.
3 3 6 3 6
Lorsque: helR, si [—%4—&]5 D, alors (—%—hJE D, ; la condition © est vérifiée.

i ~£+k]+f(—£—h) =l+sin(—2:~:£ +2h+ £J+I+sin [—2><£_—2h+£}
6 6 6 3 6 3

=2 +sin 24 +sin(=2h) [2 x

; sin(—a) = —sin a]

=N
| N

—Ziph +f B =2 =2y, . La condition @ est aussi vérifiée.
6 6 S

Le point Q(—%; 1] est centre de symétrie pour la courbe représentative de la fonction f .

— e LRI 4 e T

- ".-: ::_-;: g ;{3‘1‘-‘ r 1_._:4. : -: :.-__ e

Le plan d’étude d'une fonction f obéit en général a 'ordre suivant :

1. On détermine I'ensemble de définition D, de /.

2. On étudie I'éventuelle parité, et/ou I'éventuelle périodicité, de f .
Si /' est paire ou impaire, on peut restreindre I'étude de f 4 I'ensemble D, NR* ou D NE" .
Si f esl T -périodique ("> 0), on peut restreindre I'étude de f a un intervalle d'amplitude T .
Si f nest ni paire, ni impaire, ni périodique, on ne restreint pas I'ensemble d'étude.

3. On détermine les limites de f aux bornes de D, .

4. On éludie la dérivabilité de /.
On détermine ensuite la dérivée /” [on calcule f'(x)].
3. On etudie le signe de f'(x) pour tout x de I'ensemble de définition de /.
On en déduit les variations de /.
6. On dresse le tableau de variation de f .
On indigue le sens de variation entre les bomes de Dj- , les limites aux bornes de ﬂf , les valeurs exacles des extreamums
locaux.
7. Si (C,) est la courbe représentative de /' dans un repére (O;?,}),
- on détermine les éventuelles asymptotes a cette courbe ;
- éventuellement on étudie la position de (C ) par rapport a ses asymptotes.

8. On calcule les images par f de quelques réels de D, pour pouvoir tracer (C ).

Si la calculatrice est aulorisée, on l'ulilise pour obtenir un tableau de valeurs et des valeurs images particuliéres.
Le tracé des asymplotes et des tangentes horizontales peut faciliter le tracé de cette courbe.

9. Si I'énoncé le demande, on peut étre amené & préciser la tangente en certains points particuliers.

Le coefficient directeur de la tangente & la courbe en un point d'abscisse a (si f estdérivable en a)
est f'(a)et une équation de cette tangente est : y= f"(a)x(x—a)+ f(a).




| Soit f/ la fonction définie sur R par: f(x) =x’ =3x*+2. Dans un repére (D;f,}'] , an appelle
TRk C, la courbe représentative de f et S le point de coordonnees (1;0). Etudier la fonction /' puis
montrer que le point S est un centre de symétrie pour la courbe C ; - Tracer cetle courbe.

Remarque : f()=1=3x1>+2=1-34+2=0 et f(-D)=(-1°-3x(-1)*+2=—1-3+2=-2.
donc: f(-1)# f(1) et f(—1)#—f(1). Lafonction f n’estdonc ni paire, niimpaire.

a. Limites
La limite en +wx (respectivement en —o ) d'une fonction polynéme est la limite en +c (respectivement

en —oo ) de son terme de plus haut degré.

lim f(x)= lim (£ -3x%+2)= lim x* =+ : :
o K00 X—3+10 donc - lim f{l’} =4w| et lim f(x} = o0
lim f{x)=]jm(x3ﬂ-3x2+2)= lim x* =—o0 A e

K= X=—p—c0 b ]

b. Dérivée et sens de variation
/ est une fonction polynéme, donc f est dérivable sur &, et: f'(x)=3x"-3x2x =3x> -6x ; soit

f'(x)=3x(x-2)| Les racines de f'(x) sontdonc Oet 2.
f'(x) étant un trindme du second degré, il est du signe du coefficient de x* (qui est 3, strictement

pasitif) a I'extérieur de ses racines. Donc :
f'(x) est strictement positif, a I'extérieur de ses racines 0 et2 ; et strictement negatif entre ces racines.

D'ot :
sur |-e0;0[ et sur ]2;+0], f'(x)>0,donc

sur [0;2[ , /"(x)<0, donc |/ est strictement décroissante sur [0;2] |

f est strictement croissante sur ]—0;0] et sur [2; .,.mﬂ;

c. Tableau de variation
f(0)=0-3x0+2=2 et f(2)=2"-3x22+2=8-12+2=-2.

X —o0 0
f(x) + 0 ~

f_m/z\_z/

En 0 et en 2, /' s'annule, donc les tangentes 4 la courbe représentative de / , aux points de coordonnées respectives

(0;2) et (2;-2) sont horizontales.
De plus f(x)change de signe, donc : sur |—;2], f atteint un maximumde 2 en 0 etsur [0;4eof , [ atteint un minimum

jde —2'en 2.

d. Centre de symétrie S(1;0)
/ est définie sur IR , donc pour tout réel i, (1+h) et (1-#k) sontdans R.

On vérifie I'égalité : f(x, + k) + f(x, —h)=2y, avec x, =1 et y,=0
fA+h)+ f-h)=[ A+h) =3+ h)* +2|+[ A—h)’ =301 h)’ +2]
f{1+k)+f(l—~h)=[l+3h+3h2 R 301+ 2h+hz}+2]+[l—3h+3hz—h3—3{1—2h+}13)+2:|

f+h)+ 70 —h}=[1+3k+3‘h{+k" —3—6h—§7|2\+2]+[1—3!: + 302 — 1 =34 6h— 3R + 2]
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SA+h)+ f(1-h) =[ﬁ3 —3h]+[—h3 + 3}:} =0.0r, 2y,=0 donc: f(xy+h)+ f(x,—h)=2y,.
On a donc montré que le point S(1;0) est centre de symétrie de la courbe représentative de 5 o

e. Courbe

| :

e iejes il as T2 a5 |3
Ffx)| 2 |=L4| 0 ==-1,4|—2 =11 2

En utilisant la symétrie par rapport au point S, on peut placer les points
symétriques.
S'(1)=-3, le coefficient directeur de la tangente a la courbe au point S

est (-3).

|;2.-.‘5‘»1::&1 f lafonction définie sur R par: .}.'(x) =-x’ - 2x+4. Dans un repére (0;?,}), on appelle

€, la courbe représentative de 1 et S le point de coordonnées (0;4). Etudier la fonction f puis
montrer que le point S est un centre de symétrie pour la courbe C - Tracer cette courbe.

Remarque : f(1)=—1-2x1+4=1 et f(=D)==(=1Y =2x(-D)+4=142+4=7,
donc: f(=1)# f(l) et f(-1)=—7(1). Lafonction f n'estdonc ni paire, ni impaire.

a. Limites
La limite en +oo (respectivement en —w ) d’une fonction polynéme est la limite en o (respectivement

en -0 ) de son terme de plus haut degré.
lim f(x) = lim (~x-2x+4)= lim (-x')= o0 |

AR e SR Donc : lim f(x)=—| et {lri‘m J(x)=+w
lim f{!’] = lim (‘-1'3 -2x+ 4) = lim (—I'J')= oo LR X—p—30
K== K== T ===00 J

b. Dérivée et sens de variation
J est une fonction polynéme, donc f est dérivable sur R et, f'(x)=-3x">-2+0=-3x*-2 : soit:

f'(x)=—(3x*+2)
Pour tout réel x, ona x* >0, donc 3x>+2>0. Dol : sur R, —(3.3»:2 -+-2) <0 et f'(x)<0.On en déduit

donc que | lafonction f est strictement décroissante sur R.

c. Tableau de variation

L +00
J'(x) =
+30
4 Ko
=5

d. Centre de symétrie S(0;4)
\Nous utilisons cette fois un changement de repére (pour rappeler la méthode).

de coordonnées (x;y) dans le repére (0;7,7)
Soit M un point

de coordonnées (X ;Y) dans le repére (S;F,}).

Y=X+ XK =X
s =

y=y.+Y {y=4+1"

puisque S(0;4)dans (0:7,).

Ona: OM=0S+SM & {
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Avec ces hypothéses, on a les équivalences suivantes :

_ xeD. xelR XeR XelR
M(x:p)e(C,) e gk . :
: y=f(x) Y+4==-X"=-2X+4 |¥==X"-2X

Donc : dans (O;E".}:). une équation de la courbe C, représentant / est y=-x'-2x+4 et dans le

y==x=2x+4

repére (S;?,}"]i une équation de la méme courbe C, est ¥ =—X°-2.X .

Appelons g la fonction définie sur &, par: g(X)=-X"-2X.

Pour tout réel X, —X estaussiréel et, g(—X)=—(-X) -2(-X)==(-X"-2X)=—-g(X), doncla
fonction g est impaire sur R. On en déduit que sa courbe C, dans le repére {S;f.}") est symétrique
par rapport a l'origine S.

\Or, la courbe de la fonction f dans le repére (D;?,_}’) est la méme que la courbe de la fonction g dans

le repére (S:?.}). donc :| S est centre de symétrie de la courbe Cf.-

e. Courbe

x -2 | =-L5 | -1| -0,5]| 0

S |16 [=104 [ 7 | =51 | 4

En utilisant la symétrie par rapport au point S, on peut placer les
points symétriques.

»

f(0)=-2, le coefficient directeur de la tangente a la courbe au
point S est (-2).

2 —5¢+3

4.1.|Soit [ la fonction définie par: f(x)= TR On appelle C, sa courbe dans un repére.
i B

1. Déterminer D, ensemble de définition de 1 .

2. Etudier les limites de f aux bornes de D, et en déduire une asymptote a la courbe de f .
c

2x+4

3. Montrer qu'il existe trois réels a, bet ¢ tels que : pour tout x de D,, f[(x)=ax+b+

En déduire une deuxiéme asymptote a la courbe C,.

4. Montrer que le point d'intersection S des deux asymptotes est un centre de symétrie pour C e
5. Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation.

6. Tracer la courbe C, et ses asymptotes.

1. Ensemble de définition
J est une fonction rationnelle donc elle est définie sur I'ensemble E privé des valeurs qui annulent le

dénominateur :
2x+4=0¢2x=-4< x=-2 donc festdéfiniesur:| D, =R-{-2}=]-0;-2[U]-2;+0[.

2. Limites aux bornes de I'ensemble de définition et asymptote verticale
» La limite en +w (respectivement en - ) d'une fonction rationnelle est égale a la limite en +w
(respectivement en -o0) du quotient des termes de plus haut degré de son numérateur et de son
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2

; . o X x
dénominateur, ce quotient est ici égal a = donc a 5 [x est non nul quand il tend vers + ou —x |
X

Or: l_iﬂ%:-}-m donc xiiﬂf(.r]:+m et ]im%=—m donc xﬁfliﬂx}:“m

«Limites en (-2).
lim (% —5x+3)=(-2)" - 5x(-2)+3=4+10+3=17.

Iin} (2x+4)=0" (quand x tend vers —2', x>-2 ;donc 2x>—4 et 2x+4>0).
Iirg_(2x+4]=l'}' (quand x tend vers -2, x<-2 ;donc 2x<—4 et 2x+4<0).
Kol

La regle de limite d'un quotient permet de conclure : | lim f(x)=+w| et lin_} f(x)=-x

L=p=2

Les limites a gauche et a droite en (—2) sont infinies, on en déduit que :

la droite A,, d'équation x =-2, est asymptote & la courbe C_,.
représentative de f [a gauche et a droite de (-2)].

3. Autre expression de f(x)
Pour tout x de D, :

ax+b+— _(ax+D)2x+4)+c _ 2ax" +4ax+2bx+4b+c  2ax’ +(4a+2b)x+4b+c
i 2x+4 2x+ 4 2x+4
. 2
Donc: f(x)=ax+b+ ¢ x —5x+3 2ax"+(4a+2b)x+4b+c
2x+4 2x+4 2x+4

& 2ax’ +(4a+2b)x+4b+c=x" -5x+3. [puisque 2.x+4 0]
Par identification des coefficients des numérateurs, on obtient :

(in il
o a=>
2a=1 S 27
[Pqurtautxdeﬂj,f(x}=ax+bji— :{J < da+2b=-5| & {2b=-5-4a| & <b=-5
db+c=3 c=3-4b c=17
gl 17
Donc: | Pourtoutxde D, : f(x)=———+ .
A 2 2 Zeed
Asymptote oblique
Soit A, la droite d'équation : y =%-%.
sl T | 17 £ S0
X)-y=f(x)-| =—= |==—=+ —| === ;s0it: f(x)—y=——-r-!
f“”f{}(z 2]222x+4 [2 2} e s vy
lim(2x+4) =+, donc: lim 2 =0,dol: lim f(x}—(f—z =0, ce qui montre que la droite
X—b+es x4+ )y + 4 O 2. 2

A, , d'équation : y=%—%, est asymptote a C, en +o.

On montre de méme que, lim [f(x)— [%—%D =0, donc: la droite A, est asymptote a ', en —.
X—p=ct

On en déduit :

. : 7 :
La droite A, , d'équation : y =%-E, est asymplote a C}, en +=c etf, en —oo,
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4. Coordonnées du point d’intersection S de A, et A,
(S existe puisque A, est paralléle & I'axe des ordonnées, mais pas A, donc A, et A, ne sont pas paralléles).
Les coordonnées (x;y)de S point commun a A, et A, vérifient le systéme :

x==2 x==2 x=—2
i 9
x Tl = -2 7| < 9 . Dou: S{HZ;-E]
=5 3 g 3 e

Centre de symétrie
Pour tout réel /# non nul, x; +A# x; et x;—h # xg, donc : (x;+h) et (x;—4) sontdansD,.

Vérifions alors Pégalité £ (x, +h)+ f(x;—h)=2y,, avec x, =2 etpour xeD,, f(x)=%—%+ 2:31-
S(=2+h)+ f(-2-h)= _z;h ~%+ 1(—21:‘!)1“4 + _22_}} o % + 5(_—#

b i B _2%_72_2/}{_? B —4+12?h+4 . —4—]27;:4-4
.f{—2+h}+_;'(-2-k)='718+%-%. Dot : f(-2+h)+ f(=2—-h)=-9.

Or, -9=2y,,donc: | S [—2;—%) est centre de symetrie de C, .

9. Dérivée et sens de variation
« / est une fonction rationnelle donc elle est dérivable sur son ensemble de définition D, =R —{-2}.

j'=£ avec: u(x)=x"—5x+3 et, v(x)=2x+4 donc: f’z"—v}ﬂ; u'(x)=2x-5 el Vvi(x)=2.
4 Vv

(2x-5)(2x+4) = (¥ —5x+3)(2) _4x* ~10x+8x—20-2x> +10x—6

Pourtout x de D,, f'(x)=

(2x+4)° (2x+4)
; 2x* +8x—-26 . , 20 +4x=13) . . ... . _ ; ¥ +4x-13
S (x)= x 14y soit: f'(x)= Ox+d) qui s'écrit aussi : | f'(x)= 22y .

» Etude du signe de f'(x)
Pour tout x de D,, (2x+4)’ >0, donc f"(x) a le signe de (x* +4x—13), trindme du second degré .

x 2
On calcule le discriminant: A=4"—-4x1x(=13)=16+52 =68 =(2Jﬁ) . A >0 donc le trindbme admet

deux racines réelles distinctes : x, =;4+52£=-2 +4/17 et %; 2_4_T2Jﬁ =—2-417.

Le trinéme x* +4x—13 est strictement positif (du signe du coefficient de x*) & I'extérieur de ses racines
et strictement négatif entre ses racines.

Pour tout x de ]—m;—z-Jﬁ[ U ]~2+J[_‘?;+oe|:. f'(x)>0,donc:

f est strictement croissante, sur J-ﬂ};-Z—Jﬁ ] , et sur [—2+Jﬁ e a:t[.
Pour tout x de :]—2—\/1_?;~2[ U ]—2;—2 + Jﬁ[, J(x)<0 donc:

Jf est strictement décroissante, sur [—2—«[1?;—2[ , et sur ]—2;—2+ Jﬁ]

Une autre méthode possible :

X 7 17

™ % B

;pcsﬂns:frzm-ll avec u{x}m%—% et v(x)=2x+4=2(x+2).
5
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Donc: f'=u —l?; avec u'{_t}.*-% el vi(x)=2.D'ou
Vv

(2 VT7)(x 120 B7)

e, I8E 1 FEE I 8 G
f {J.") = (E{I_E})z = 2 21(x+2]; 2 2{.-1"1'2}1 Z{I-FZ}: Soit : f (x.) 2(1-2}2

» Etude du signe de f"(x)

Pour fout x de D, 2(x+2)*>0, donc /'(x) a le signe de (x+2—\fﬁ}(x+2+v’ﬁ], trindme du second degré
admellant deux racines réelles dislinctes : x, = -2+ J17 el X, =-2- J17.

Le trindme [x $2=.07 ){1 +2+17 ] est strictement positif (du signe du cosfficient de x* ) & l'extérieur de ses racines

| |el strictement négatif entre ses racines.

Tableau de variation
2 —_—
Feas=E 2+ 17) ~5(-2+17)+3 _4-417+17+10-5V17+3 _34-9V17 _ = 9
2(-2++/17)+4 —4+2:/17 +4 217 2

[34=2x|?=2x(~!ﬁ)2:|

En utilisant le fait que S (—2;—%) est centre de symétrie,ona: f(x.—h)=2y,— f(xs+h). Dol

f(2-17)= Zx(——) f(=2+\17)=-9- (J“—%}—JT-?-

2

X |- -2-+17 -2 -2+17 +00
S(x) + 0 ~ - 0 +
- 17 -% i \ /- iz
S L ke T 7 -2
2
6. Courbe et asymptotes

-i'i- 4-1: 21_-1:1 '9-=ﬁ—? —a 3—&-3-

T L T L T Ty r T T e ey
.......
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4.2.|Soit f lafonction définie par: f(x)=

1 g
- On appelle C, sa courbe représentative dans
x(x—-2)

un repére orthogonal du plan.
1. Donner 'ensemble de définition D, .

2. Déterminer deux réels a et b tels que : pourtout x de D,, f(x) =%+x—f2-

3. Montrer que la droite d'équation x =1 est un axe de symetrie de C, .

4. Etudier les limites de / aux bornes de D, et en deduire les asymptotes a C, .

5. Etudier le sens de variation de f'.

6. Déterminer une équation de la droite 7' tangente a la courbe C, au point d'abscisse 3.
La droite 7 a-t-elle un autre point commun avec C, ?

7. Tracer CJ, etT.

1. Ensemble de définition

f est une fonction rationnelle donc elle est définie sur 'ensemble R privé des valeurs qui annulent le
dénominateur .

x(x-2)=0=(x=00u x-2=0)<=(x=00u x=2).

Donc f estdéfiniesur: | D, =R-{0;2} =]-oc;0[U]0;2[U]2;+0].

2. Autre écriture de f(x)

Pour tout x de D,, a, b 5 a(x—2)+xb F (a+b)x—2a D'ol) :
x x=2 x(x=2) x(x=2)
J(x) =24 8 <> TR S Par identification des coefficients des numérateurs, on
X x=-2 x(x—2) x(x=2)
Tis b=-a b% e
‘obtient : = 1| & 4 ydonc:| pourtoutxdeD,, f(x)=——+
‘ —2a= a=—— I 2x 2(x-2)
i a=—§

3. Axe de symétrie
Pour montrer que la droite d'équation x=1 est un axe de symétrie de C,, on vérifie les propriétés :

pour tout réel A, ® si x, +h appartienta D, alors, x, —h appartienta D, et @ f(x,+h)=f(x,—h) ;
1 1

=1 et D, e
avec: x, =1 et pour xeD,, f(x) N T 2]
M+hr20 [hz-1] [-h=l 1-h#2
Si Q+h)eD,,al ;soit: 1-h)e D,.
bkt { +he2 {;m :{—hx—l={l—h¢0 ey poula

I 1 1
2(1+h)+2(1+h—2)_"2(1+h)+2(h-1)'

Jpbarisatifesi 4 33 UG Lidursisia e b b8 1B
21-h) 2(1-h-2) 2(1-h) 2(-h-1) 2(A-1) 2(h+1)

S +h)=7QA+h)=

flx =)= fU-h) =-

Pourtoutréel &, si (1+h)eD,, alors: (1-h)e D, ;et f(1+h)= f(1-h).Donc:
La droite D d'équation x =1, estun axe de symétriede C,.
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4. Limites aux bornes de I'ensemble de définition
La limite en +w (respectivement en - ) d'une fonction rationnelle est égale a la limite en +
(respectivement en -w) du quotient des termes de plus haut degré de son numérateur et de son

. : : St I
dénominateur. Ce quotient estici égal & — [x est non nul quand il tend vers +oc ou vers —w .

Or: lim —=0,donc: [ lim f(x)=0] et: lm—=0,donc:| lim f(x)=0].

1
~f—>+°°x2 r=3-o y K=
Les deux limites sont finies et égales a 0, on en déduit : '
la droite d'équation y =0 (c'est-a-dire I'axe des abscisses) est asymptote a C r+€n+o eten -, 1

e lim x =0" |
At donc: lim x(x—2)=0", d'ott : lim =—cw;soit: | lim f(x)=-
]":1'(1—2)=_2 [2{{}] 0" =0 x(x—2) ol
limx=0"
i donc: lim x(x—2)=0", dol: lim =+o0;soit: | lim f(x)=4w
hﬂ (x-2)=-2 [-2<0] X0 0 x(x—2) x=0"
On en déduit : [ la droite d'équation x =0 (c’est-a-dire I'axe des ordonnées) est asymptc;te acC,.
. HIHI = 2 [2 > U]-l
o . ( donc: lim x(x—2)=0", d'ol: lim =+c0; s0it: | lim f(x)=+00
111:;_1 (x—=2)=0 X2 x=2 x(x—2) i—2'
Iin;u:=2 [2>0] {
i _ ¢ donec: lim x(x—2)=0", d'ol: lim =—o0 ;80it: | im f(x)=-cc
1“11_{1'"2)=0 x=b1" x— I(,I—‘zj x-33"
On en déduit : | la droite d’équation x =2, est asymptote 3 Cy.

5. Variations de f
S est une fonction rationnelle, donc f est dérivable sur son ensemble de définition D,.

r

f=1 avec v(x)=x(x-2)=x*-2x donc f’=—v, et v(x)=2x-2=2(x-1).
v v

2x=1) _ 2(1-x)
[x(x-2)] [x(x=2)]
Pour tout x de D, , [.:v:(.:o:—Z}'u]2 >0 donc: f'(x) ale méme signe que (1-x).

Pourtoutréel x, 1-x=0<x=1],et: l-x>0<—-x>-1< x<1.0n en déduit :
pour xeD, : «f(x) >0 <> (x<l et x=0) ;d'oli: f'(x)>0 pourtoutréel x de |—0;0[U]0;1[;

fl(x)<0= (x>1 et x=2) ;dol: f'(x)<0 pour tout réel x de ]1;2[U]2;+m[.

Donec | f'(x)=-

f eststrictement croissante sur ]-0;0[ etsur ]0;1] ;

Par consequent : _
f eststrictement décroissante sur [1;2[ etsur ]2;+c0|.

6. Equation de T tangente a la courbe C , au point d’abscisse 3
/" est dérivable en 3 donc une équationde 7 est: y= /'(3)x(x—3)+ F(3).

. 21-3) -4 4 1 1
3)= —=—=—— et o T
% feaf 7 9 =5 3

1

4 1 4 5
Onobtientdonc: y=——(x—3)+— ¢ y=——X+—4— & Pm—memx4—-
PEgU—aliy S = sara iy & praeis
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Une equation de la tangente T, a la courbe C, au point d'abscisse 3, est: y=-— g-x + i

Pour savoir si la droite 7 a un autre point commun avec C,, on résout I'equation f(x)=y (ou y est

s - 4.5 ;
l'ordonnée d'un point de T, d'abscisse x ). C'est a dire on résout : f(x)= ~§x+? Les solutions autres que

3, si elles existent, sont les abscisses des autres points communs a la droite 7" et a la courbe ', .

4. 3 1  _ =Axti3

Pour tout réel x différentde Oetde 2,ona: f(x) =——x+— =2
9 x(x—- 2} 9

& x(x=2)(~4x+15)=9
& (8 —2x)(-4x+15)-9=0
& —4x° +152° +8x* =30x-9=0
& —4x* +23%* —30x—-9=0

C'est-a-dire : f(x)= —gx+§ & 4x° -23x7 +30x+9=0

On sait que T el C},r ont le point d’'abscisse 3 en commun, donc le réel 3 est une solution de
I'équation 4x” —23x*+30x+9=0 (ou encore : 3 est racine du polynéme 4x’ —23x*+30x+9). On en
déduit que ce polyndme est divisible par (x—3).

De plus, le polynéme 4.x’ —23x* +30x+9 est de degré trois et x—3 de degré un, donc il existe trois
réels a,b et ¢, tels que : 4x’ —23x% +30x+9=(x—3)(ax’ +bx+c¢).

Or: (x=3)ax’ +bx+c) =ax’ —3ax’ + bx* —-3bx+cx - 3c=ax’ + (-3a+h)x* +(-3h+c)x-3c.

Donc : 4x’ —23x% +30x+9 = ax’ + (=3a +b)x* +(=3b+c)x—-3c. Ces deux écritures sont égales pour
tout x de 1), si et seulement si les monémes de méme degré ont des coefficients égaux, d'ou :

(a=4 (a=4 (a=4

—3a+b=-23 =-23+12 b=-11 3 5 5

. S > 9 . Donc: 4x" -23x" +30x+9=(x—-3)(4x" — | Ix-3).
-3b+¢c=30 c=30+3b c=-3

|—3¢=9 c=-3 c=-3

On obtient alors : 4x® —23x* +30x+9=0< (x=3 ou 4x* -11x-3=0)
4x* —=11x-3 étant un trindme du second degré, on calcule son discriminant ; A = (=11)* —=4x4x(=3)

soit: A=169=13%

11+13 11-13
=3 et x,= I

8 4
Pour I'équation 4x’ —23x%+30x+9=0, la solution 3 (abscisse du point en lequel la droite T est

A >0, le trinéme a donc deux racines réelles distinctes : x, =

tangente a C, ) est solution double et il y a une autre solution : —:]{- La droite T et la courbe C, ont

= . ; 1 p
donc un deuxiéme point commun, son abscisse est —Z« Calculons son ordonnée :

. 1 4 17 5 1 15 16
Ce pointestsur T donc:pour x=——, y=——%|— |[+==—+—
& T e { 4] 9" 9
On peut aussi utiliser : ce point est sur C son ordonnée estdonc @ f [ %] : — = I ! 5 _%
3 ( 2J _4[_4J

Le deuxieme pointcommuna 7 et C, estle point de coordonnées [—i,l—ﬁ]
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Etudier la fonction f définie par f(x)=9-4x".
Avant de tracer la courbe dans un repére orthogonal du plan, on étudiera la dérivabilité de f aux
bornes de son ensemble de définition.

1. Ensemble de définition
La fonction racine carrée est définie sur [0;+0[, donc f est définie si et seulement si: 9—4x* 0.

Ona: 9-4x*=(3+2x)(3-2x) et 9—4x* admet deux racines —% et % De plus c'est un trindme du
second degré, il est donc positif c'est & dire du signe opposé a celui du coefficient de x?, & savoir (-4),

entre ces racines. Donc : | I'ensemble de définition D, de f est: D, =[—ié-‘ ‘

2°2]

2. Parité
Pour tout x de D,, (-x) appartient aussi & D,. De plus; f(~x)=+/9-4(-x)* =v/9-4x* = f(x).
Donc la fonction f est paire, et dans un repére orthogonal du plan, sa courbe est symétrique par

rapport a I'axe des ordonnees. Par conséquent, on peut étudier /' sur l'intervalle [0;%].

3. Dérivée et sens de variation
Remarque : On ne calcule pas de limite de f puisque D, est un intervalle fermé.

Sur D, f=+u,avec u(x)=9-4x" .

La fonction u est dérivable sur R , et pour tout réel x de[ﬁ;% [ u(x) >0, donc:

!

J est dérivable sur [U;g[ et sur cet intervalle, on peut utiliser la formule : f'= =
2 Z:J'u
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| = .
, . ~8x e = 4x ‘

u'(x)=-8x,dol: f'(x)=———= soit: | x& LU;— [; (%)= ———-

249 — 42 2 9— 4"

Pour tout x ﬁe[ﬂ;%[, V9—4x* >0 donc f'(x) ale méme signe que —4x. Or, —4x ne S'annule qu'en

0 et pour tout x de ]{];%[, —4x <0 ; donc: sur [U%!- , S(0)=0 et pour x=0, f'(x)<0.
B

Par conséquent: | f est strictement décroissante sur [Ug]

- 3 A ' 3
On a fermé l'intervalle en 5 car f est définie et continue en > ( la fonclion racine carrée étant continue sur

[U; l-uc[] d

Puisque f est paire, on en déduit que

|
f est strictement croissante sur [—%,U} '
|

4, Etude de la dérivabilité aux bornes de D e

5
Le calcul de f'(x) fait ci-dessus n'est pas valable en 5 , pour étudier la dérivabilité de f en % on

etudie la limite du taux d'accroissement de f en %

: 3
t.(x)= f{x}_f[i) V9-4x" -0  V9-4x’ L J(3-2x)(3+2x)
;x - x——3~ z I_E SR “ 2x-3 :
2 2 s 2

3 IE—E donc:2x=-3,dol: 2x+320 et 3+2x20;
Pour tout x de Dj,xaﬁa,ona: 2

x r:% donc:2x <3, d'ol: 2x—-3<0 et 3—-2x>0.

Donc +/(3—2x)(3+2x) =v3—2x xv/3+2x. [Sia20 et b2 0, alors yab =avb |

De plus, puisque 3—2x>0 et 2x—3=-(3-2x)ona: 3—2.::::(\,1'3—2,:)2 et 2x—3=—(~f3—2x]1.
Lt 1,[x}=2xJ3-2I xv!3-|;2x =_2KJ3+21+

: ~(v3-2x) V3-2x
Iim(-2x43+2x)=—2xfg et lim+/3-2x=0", donc Iing t,(x)=—%.

:c-ih'E ghgs ]
z 4 T

[la limite d'un quotient dont le numérateur tend vers un réel strictement négatif et dont le dénominateur tend vers 0" est —x= ]

La limite n'étant pas finie, on déduit que la fonction f n'est pas dérivable en %
La limite étant infinie, la courbe C, admet une demi-tangente verticale au point d'abscisse %

La fonction f étant paire, il en est de méme au point de la courbe d'abscisse —%r
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4. Tableau de variation et courbe

| L2

J/'(x) + 0 -

6.1. Ei_:u_t![ar la fonction / définie sur R par: f(x)=sin(2x)+1.

1. Intervalle d’étude de [

. f[£]=sin(£€]+]=-ﬁ+l et f{—£]=sin[—2£j+l=—£+l donc :
3 3 2 3 3 2

f(ﬂ-%] f(%] et j'(—%} # —f(%]. On en déduit que f n'est ni paire ni impaire.
» f apour période 7 sur R car la fonction sinus a pour période 27 sur E.

En effet, pour tout réel x, f(x+x)=sin2(x+x)+1=sin(2x+2x)+1=sin(2x)+1= f(x)
On peut donc restreindre I'étude de f a un intervalle de longueur .

Nous choisissons d'étudier f sur [0;7].

2. Derivée et sens de variation

La fonction x1— 2x et la fonction sinus, sont dérivables sur B et sur tout intervalle inclus dans B donc
la fonction f* l'est aussi. D'ol : [ est dérivable sur [G;Jr] et | f(x)=2cos(2x).

[ sin"u=u"cosu]

Puisque xe[0;7], ona: 2xe[0;27]. Donc : pour tout x de [0;7],

S (x)=0< cos(2x) =0 f(x)<0&cos(2x)< 0
L s s K
2
5 T Iz T 37
x)=0&x=— oux=—-: )< —<x<—-
S (x) . 5 f(x) = t

On en déduit : pour tout x de }%;Si[. f'(x)<0 et:pourtout x de [();%[U]E'—mr :l f'(x)>0.

4 "l

[ esl strictement décroissante sur [E;S—E], f est strictement croissante sur[ﬂ;g:[ et sur [S—E-;rr].

4 4

3. Tableau de variation sur [0; 7]

32

f(O0)=sin(0)+1=1 ; f(x)=sin(Cz)+1=0+1=1.

f(-i—}:sin(Zx-})-i-] =sin[§)+] ~i41=2 f(*”T”Jﬂm(gx?'TﬁJH:m(%ﬁ]“=_1+1=0_




X 0 2 3—H T
4 4
J'(x) - 0 = 0 +
2 1
1 0

4. Courbe sur R
La courbe de f sur IR, s'obtient par translations successives de vecteur #i ou de vecteur —zi , a
partir de la courbe de f sur [0;7].

= 1

":ll‘%’l L :

-------------------------- - -t

.

8

" ¥
i i tet & - - . = ‘ ‘-j‘ I-i -f"i
T T A S N T T R S R R L R e S [ L I S e >
A SR T e O TR e L I IR ik ;

Bl GESRCEE I F e w s et ukiae B T i it 2 ey

6.2. Etude de la fonction f définie s_ur R par: f(x)=sin®x—cosx.

On appelle C, sa courbe représentative dans un repére orthogonal (0 ; 7, ).

1. Montrer que l'intervalle d'étude de / peut se réduire a D, =[0;x].
2. Etudier le sens de variation de / et dresser son tableau de variation.
3. Résoudre dans [0;.?1"] I'équation f(x)=0 (on donnera la réponse a 0,1 radian prés).

4. Donner une équation de la droite 7 tangente a C, , au point d’abscisse %

5. Construire la courbe C , etlatangente T .

1. Intervalle d’étude
S est définie sur R et sur cet ensemble, les fonctions cosinus et sinus ont pour période 27 , donc pour

tout réel x, f(x+2:‘:}=sin2{x+2::')—1:05(.::4—2;:’)=5'L[!23:-c03x=f{x}. D'ou: sur R, f a pour
période 27 et ainsi, on peut réduire l'intervalle d'étude a un intervalle de longueur 27 .

De plus, pour tout réel x, —xeR et [(—x)=sin’(—x)—-cos(—x) = (—sinx)’ —cosx =sin’ x—cos x
soit: f(—x)= f(x) ; donc: f estpaire sur R.

[ est 2x - périodique et paire sur R, donc: | on peut étudier / sur lintervalle D, = [0;::].

2. Dérivée et sens de variation
La fonction sinus et la fonction carrée sont dérivables sur R donc par composition, la fonction
x> sin’ x est dérivable sur R . De plus la fonction cosinus est dérivable sur R donc, par différence, la
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fonction / est dérivable sur IR et par conséquent, sur D, =[0;7].
Pour déterminer son sens de variation, il suffit donc de déterminer le signe de sa fonction dérivée.
f=u'-v donc f'=2uu—v avec u(x)=sinx; u'(x)=cosx: v(x)=cosx et v(x)=—sinx.

Donc : f(x)=2cosxsinx—(—sinx) ;soit: | f'(x)=sinx(2cosx+1).

Signe de f’(x) etsensde variation de f .

g 3
S (x)=0& (sinx=0 ou 2cosx+1=0) < |sinx=0 ou msx=-%J-
\

sinx=0 < (x=0 ou x=x). =

Pour tout x de [0;7], I 7 Donc : sur |0;7] f’ s’annule en 0, 7 et —-
COST=— & F= 3

Pour tout x de ]U;?:[, sin x > (0, donc pour tout x de ]U;?r[. f'(x) ale méme signe que 2cosx+1.

(x&']ﬂ;:r[ et 2cosx+l>0]ﬁ[xe]f];n‘[ et cnsx}-%]@;g][};%r[,

Donc : - pour tout x de J[j%r'T , f(x)>0,d'ol: | f eststrictement croissante sur {ﬂz—;rr} et

2r - : ; S ; '
- pour tout x de }T;fr , S (x)<0,dol: | f eststrictement décroissante [%;EJ- ‘

Tableau de variation.

f(0)=sin’0—cos0=0-1==1 ; [(@)=sin*zr—cosmx=0—(=1)=1.
=% 2
(2;1—\ .E(MJ (23-] V3 [ 1. 2.1 5
f|l — |=sin"| — |-cos| — [=| — | —| = |==+===-
3J 3 N3 2 2J 4 2 4
X 0 il T

3
| fix) [ 0 + 0
5

3. Résalution de I'équation /(x)=0 dans [0;7]

Pour tout réel x, f(x)=sin’ x—cosx et sin® x+cos’x=1, donc:

f(x)=1—cos’ x—cosx=—cos* x—cosx+1 ;etainsi: f(x)=0 <> —cos’ x—cosx+1=0.
Posons : X =cosx,donc: —1< X <1 et Péquation @ s’écrit: —X*— X +1=0.
Résolvons I'équation —X* — X +1=0dans [-1;1]. C'est une équation du second degré. On calcule le

discriminant : A=(-1)’ —4x(-1)xI=1+4=5.Donc A>0 et I'équation admet deux racines réelles

”f:-“f; X,=-1,6 et X3=1‘f='l‘;“"" . X, =0,62.

X, € [~1;1] donc ne convient pas ; X, € [~1;1] donc convient.

distinctes : X, =

Dot : dans [0;7z], f(x)=0 < cosx= & cosx=0,62 & x=0,9.

Dans [0;7z], I'équation /(x) = 0 admet une solution unique.

Une valeur approchée a 0,1 radian prés de cette solution est 0, 9.
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4. Equation de la tangente 7

En %, [ est dérivable, donc une équation de la droite 7' tangente & C, au point d'abscisse Z est:

)

donc : y:lX{I—%]"‘l ,Sﬂlti )J:x-%,q.'l.
T iom T T 2
f(—']=ﬂm?[-—-}-cas[—]=1 -0=1
2 2 )

Une équation de T tangente a C, au point d'abscisse % est: y=x —

5. Courbe C, ettangente 7'

a. Sur [ﬂ;:z:] dans un repére d'unités graphiques 4 cm en abscisse et 2 cm en ordonnees.

b. Sur [-8:8] dans un repére d'unités graphiques 1cm en abscisse et 1,5 cm en ordonnées, on trace la
courbe sur [D;H] . puis, en utilisant la parité de f, par symétrie par rapport a |'axe des ordonnées, on

obtient la courbe sur [~z;0]. Ensuite, en utilisant la périodicité de f, par translations de vecteur 27z i
lou de vecteur —27 1 , on obtient les autres parties de la courbe.
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Les exercices sont autocorrectifs, ﬁaurs corrigés sont dans un autre fascicule.

En cas de doute, de difficulté, je n'hésite pas a faire appel & un professeur tuteur. Je

\,/ Peuxtéléphoner aux horaires indiqués sur la fiche Tutorat ou déposer un message sur le
site du DAEU (la démarche pour y accéder est indiquée dans le Guide de votre
Formation).

Exercice 1.1
Dans chacun des cas suivants, étudier la continuité de la fonction / en X5

2—
1. x, =2 et f définie sur R par: f(x)=3x ?';-2 pour x=2 et f(2)=5.

vax+5-3

2. x, =1 et f définie sur [—1;+m[ par: fi(x)= pour x#1 et f{l)=%-

sinx—2tanx

3. x,=0 et f définie sur [0;%[ par: f(x)= pour xe]l};-‘g[ et f(0)=-1.

Exercice 1.2
2 — —

Soit f la fonction définie sur R par: f(x)=£(+)16 pour x£-2 et f(-2)=0.
X+

f est -elle continue sur R ?

Exercice 1.3
Soient a et b deux réels, on donne la fonction f définie sur IR par:

f(x)=2x"+ax—1 si xe]-oo-1]
f(x)=3x-2 si xe]-1;2]
f(x)=b(x*-5x+6) si x €[2;+o0
1. Déterminer @ pour que f soit continue en(-1).
2. Peut-on déterminer b pour que f soit continue en 2 ?

Exercice 1.4
Soit f la fonction définie sur R —{~2} par: f(x)= =3x —52x+6_
X+

1. Déterminer les réels a,b et ¢ tels que, pour tout x élément de R—{-2}, f(x)=a.r+b+iz+
x+

2. En déduire que (C)courbe représentative de / admet une asymptote oblique dont on précisera une

equation.
3. Montrer que le point 7(-2;7) est centre de symétrie de (C).
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Exercice 1.5

: 3 1
Soit f la fonction définie sur R =[0;+[ par: f(x)=2x" —%x“ =T
1. Etudier les variations de f sur R'.

2. Déterminer le nombre de solution(s) dans R" de I'équation f(x)=2.

Exercice 1.6
On veut résoudre dans [0, ?r] I'équation : 3x—2cosx—-2=0.

1. Soit f la fonction définie sur [0, 11'] par: f(x)=3x—2cosx-2.
Etudier les variations de [ .

2. Démontrer que I'équation f(x)=0admet une unique solution « dans [0, ?I'] .
Donner un encadrement a 0,1 prés de « .

Exercice 1.7

Soit / la fonction définie sur R —{—%} par: f(x)=2x-3+

2x+1
On appelle ( C) sa courbe représentative dans un repére orthogonal (O;E,}') (unités graphiques : 2 cm

en abscisse et 0,5 cm en ordonnee).
3(x+2)(x—1)
(2x+1)?

1. Montrer que [/ est dérivable sur R —-{— é—} et que: f'(x)=

En déduire les variations de /.
2. a. Déterminer la limite de f en +ec puis celle en —c,

1
b. Etudier les limites de f a droite et a gauche en B

En déduire que la courbe (C) admet une asymptote verticale dont on précisera une équation.
c. Démontrer que la droite D d’équation y =2x—3 est asymptote a la courbe (C).
d. Etudier la position de (C) par rapporta D.
3. Tracer la courbe (C) et ses asymptotes.

Exercice 1.8
Soient a, b et ¢ trois réels et soit f la fonction définie sur [0;2] par: f(x)=x*+a’ +bx* +cx.

On appelle (C] la courbe représentative de /' dans un repére et 4 le point de coordonnées

(1;-%] dans ce repere.

1. Déterminer a, b et ¢ pour que les trois propriétés suivantes soient vérifiées simultanément :
1) f(0)=f(2) :
2) la courbe (C) passe par le point 4 ;
3) Au point A, la courbe (C,] admet une tangente paralléle a I'axe des abscisses.

2. Etudier les variations de la fonction g définie sur [0;2] par: g(x)=x*—4x"+ l—zlf -3x.

Tracer la courbe représentative de g dans le plan rapporté a un repére orthogonal (O ; ?,}), les

unités graphiques étant : 4 cm sur 'axe des abscisses et 16 cm sur I'axe des ordonnées.
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Exercice 1.9
x* +x+1_ :
(x-1)°

Faire I'étude compléte de la fonction / définie par: f(x) =

Exercice 1.10

Soit f la fonction définie sur & par: f(x) =x-1+.,L3 ; on appelle ({“} la courbe représentative de
X+

J dans le plan rapporté a un repére orthonormal (unité : 1 cm).

: ; i . 8 :
1. Déterminer la limite du quotient : — 3 quand x tend, vers —oo, puis vers +wo.
XT+

En déduire la limite de f(x) quand x tend, vers —o puis vers +.
2. a. Déterminer la fonction ' dérivée de [, et vérifier que pour tout réel x, on peut écrire :
R =
(x*+3)
b. En déduire le sens de variation de f.
3. Soit (D) la droite d’équation y=x-1.
a. Etudier la position de (C) par rapport & (D).

b. Déterminer le plus petit entier » tel que : si |x| =n, alors : |f(x)—(x—l)|£]ﬂ 5
Donner une interprétation géométrique de ce résultat.
4. Montrer qu'il existe un point A et un seul, de la courbe (C ) en lequel la tangente (A) est paralléle a
(D). Préciser les coordonnées de A.
5. Construire (1), (A) et (C) sur une méme figure.

Exercice 1.11

Faire I'étude compléte de la fonction 1 définie par: f(x)= r—l
x—

Exercice 1.12

1
Faire I'étude compléte de la fonction f définie par: f(x) = —mo—-
Vx© +2x-3

La courbe (C) sera représentée dans le plan muni d'un repére orthogonal (0 . f;}) avec ”?u =2cm et

[i=tem.

Exercice 1.13
Faire I'etude compléte des fonctions suivantes :

1. f définie sur [—7; 7] par: f(x)=sin’xcosx.
2. g définie sur R par: g(x)=cos’ xsin(2x).

3. h définie par: h(x)=2%*2
2sinx+1

4. ¢ définie par: p(x)= AFRLS
cosx+1
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Définition

Soit / un intervalle de R et soient f et /' deux fonctions définies sur/{ .

On dit que K est une primitive de /sur/ si et seulement si F est dérivable sur/ et a pour dérivée /.

G,Une primitive sur 1 est donc par définition une fonction dérivable sur 7.
Une fonction dérivable sur un intervalle est une primitive de sa fonction dérivée premiére sur cet
Intervalle.

Exemple

Soient ' et F les fonctions définies sur R par: f(x)=2x+3et F(x)=x"+3x-5.

F est une fonction polynéme donc dérivable sur & et, pour tout x réel: F'(x)=2x+3= f(x).
F est donc une primitive de f sur X .

Soit ( la fonction définie sur R par G(x)=x" +3x +l.

(7 est une fonction polynéme donc dérivable sur R et, pour tout xréel: G'(x)=2x+3= f(x).
Donc G est aussi une primitive de j sur & .

Théoréme (admis)

Toute fonction f continue sur un intervalle / admet au moins une primitive sur { .

E’ En fait une fonction continue sur / admet une infinité de primitives sur I .

Théoréme

Soient f° une fonclion continue sur un intervalle 7 et F' une primitive de f sur/.

L'ensemble des primitives de f sur/ estl'ensemble des fonctions G définies sur/ et de la forme :
x> F(x)+k,ou k estun réel quelconque.

Q’Sur un méme intervalle, deux primitives d'une méme fonction ne différent que d'une constante.
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Démonstration

@ Soit G une fonction définie sur /7 par G(x)= F(x)+k, kréel.

Alors G est dérivable sur/ comme somme de fonctions dérivables sur/. En effet F est
derivable sur/ car c'est une primitive de f sur/ et la fonction x> k& est une fonction
constante donc dérivable sur7 .

Ainsi, pour tout x appartenant a7/ : G'(x)=F'(x)= f(x). Donc Gest aussi une primitive de
fsurl.

* Réciproquement, soit G une primitive quelconque de f sur /.
Pour tout x appartenanta I ona: G'(x)=F'(x) = f(x) et donc:
pour tout x appartenanta 7 : (GC—-F)'(x)=G'(x)-F'(x)= f(x)- f(x)=0.
La fonction G — £ est dérivable sur 7, et sa fonction dérivée sur cet intervalle est la fonction

nulle, par consequent la fonction G-I est constante sur 7 .
Il existe donc un réel & tel que, pourtout x de 7 : G(x)- F(x)=k ;soit G(x)=F(x)+k.

R P T e e e
particuliére
o T ._"L'.'_'L_"E'.;"l._'-_L\","_—I:‘.

Théoreme
Soit f continue sur un intervalle /. Soit x, un élément de 7 et soit y, un réel quelconque, alors

la fonction /* admet une unique primitive G sur/ qui prend la valeur y, au point x;. [G{xﬁ] = yﬂ]

Démonstration
Jf est continue sur/ donc elle y admet des primitives. Soit F une primitive de f sur/ .

Alors toute primitive G de f surl esttelle que: G(x)=F(x)+k, kréel.

Ona: Glx)=y o F(x)+k=y,ok=y,—-F(x,).
La valeur de & est donc parfaitement définie et, par conséquent, il existe une seule primitive G de f
telle que G(x,) =y, : c'est la fonction définie sur I par G(x) = F(x)-F(x,)+y,

Exemple
Soit f la fonction définie sur R par: f(x)=3x>+2.

On cherche la primitive F, de f qui s'annule en 1, et la primitive F, qui prend la valeur 1 en 0.

J est une fonction polynéme donc continue sur IR et elle y admet des primitives.
Une primitive F de [ est la fonction définie sur R par:F(x)=x'+2x. En effet F'(x)=3x"+2.
Toute primitive de f est donc une fonction : x = F(x)+k=x>+2x+k, kréel.

On cherche la primitive F, de f quis’annule en 1, on veut donc: F,(1)=0.
FE)=0=F(D)+k=03+k=0k=-3

Donc la primitive de f qui s'annule en 1 est la fonction définie sur R par: F,(x)=x+2x-3.
Pour F,onveut: F(0)=1.0r, F,(0)=1 < k=1. Donc:

la primitive de f qui prend la valeur 1 en 0 est la fonction définie sur R par: F(x)=x"+2x+1.
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Propriéte
Soient f et g deux fonctions définies et continues sur un intervalle /.
Si " et G sont des primitives respectivement de 7" etde g sur 7,
alors: FF+ G est une primitive de f+g sur [.

Démaonstration
F et G sontdérivablessur / et (F+G) =F'+G'=f+g.

Propriété
Soient : /° une fonction définie continue sur un intervalle 1 .
Si F une primitive de / sur I et A unréel, alors : AF est une primitive de A/ sur /.

Démonstiration
AF est dérivable sur 7et (AF) =AF'=Af.

3 W S [T
1. Primitives de fonctions simples

b _;I

On déduit du tableau des dérivées usuelles le tableau suivant des primitives usuelles.
Dans ce tableau : [ est un intervalle ; /° une fonction continue sur I ; F une primitive de f sur 7 ;

k désigne un réel quelconque (qgue I'on choisit ou qui est imposé par des conditions initiales).

/ est un intervalle tel que fix f(x) F:x—> F(x)
IR 0 k
IcR 1 x+k
1
IcR 3 N’ e yrthek
5 ey n+1
| 1
IcR = Tk
X X
IR L nen-{o) Laliegtdi
% n-l s
1
Ick: :
C K, 7;' 2Wx +k
IcR CoS x sinx +k
IcR sin x —CO8X +Kk
IcR- { +cm',aez} 1+tan® x = e tanx+ k
2 cos” x
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E, Ce tableau n'est donné qu'a titre indicatif. |l est beaucoup plus important de tres bien connaitre les
dérivees usuelles.
Aprés avoir obtenu une expression pour F(x), on doit se poser la question : « qu'oblient-on aprés

dérivation ? » afin de verifier qu'il s'agit bien de f(x).

Exemples
©soit 1 Ia fonction définie sur B par: f(x)=x*+cosx.
f est continue sur R donc elle y admet des primitives.

Une primitive F de f sur R est la fonction F :xl—:'*%x3+$inx.

Les primitives de la fonction f* sur R sont donc les fonctions : x %f +sinx + k (keR)

@
Soit f la fonction définie sur ® par: f (x)=§nxz.

Une primitive F de f sur IR est definie par: F(x)= % x%x" = %x:‘.

Toute primitive de f sur R est de la forme : xf—}%x%k kelR.

b—

€
Soit g la fonction définie sur R par g(x) = 6x’ %xi +x3-1.
g est une fonction polynéme continue sur R donc elle y admet des primitives.
Une primitive de g sur R est la fonction G définie par :
1.y .48

G(x) = Gx%x“ —%x%xa + 3x%x3—x , 80it : G(x) =%x" —Ex’+7x2—x.

@
Soit h la fonction définie sur I =R, = ]0;+on[ par: h(x)-:-;: + 3sinx.
X

h est la somme de deux fonctions continues sur 1 donc elle y admet des primitives.
Les primitives de h sur I =)0;+| sont les fonctions H définies par :

H{x}=4x2\ﬁ+3x(—cusx} + k, soit: H{x}:ﬁxﬁ ~3cosx +k;(keR).

el e

e N B g o (o oo e NN o e I
2. Primitives de fonctions composées

Solent : / est un intervalle ; / une fonction continue sur / ; £ une primitive de / sur /.
k désigne un réel quelconque et a un réel non nul (donné) et b un réel (donné).

I est un intervalle tel que f(x) F(x)
IcR cos(ax+b) -!-sin(w:+ b)+k
(4]
= sin(ax +b) —-l-ms(ux +b)+k
4]
= an’ = l _l.
I = R~{x tels que cos(ax+b) =0} |1+ tan (m+b)_ms’(ax+b) = tan(ax +b) +k
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Soient / une fonction dérivable sur un intervalle 7, de fonction dérivée f”.
k désigne un réel quelconque.

Si une fonction g définie sur [ Alors ses primitives G sur [/
estdetype: = sont de la forme :
r L l I
ff jneN — "Mk
b n+l
i , J ne s’annulant pas sur [/ hd +k
fz i ] f
L , / nes'annulant pas sur [ et 1 3 1 e
i neN-{0;1} n-1 ™
% ;[ est strictement positive sur 2. f +k
3. Exemples d'application

Exemples
@
La fonction g: x > 4sin (Sx + %] est definie et continue sur R, elle y admet donc des primitives.

Les primitives de g sur R sont les fonctions G définies sur B par:

G(x)=4x (- %J ms(5x+%) +k ;soit: G(x)=— % cﬂs[5x+%] +k, kelR.

Si on veut la primitive qui s'annule en -';i on doit déterminer & tel que : G(%} =i}

_ [5.1- x) [mr) ( 5 (SHJ AL
Or: cos| —+— |=cos| — |=cos| 2x+— |=cos| — |= ;d'ol:
Z 3 6 6 6 2

G[£)=0 = —%x[ ;3]+k=0 = k:‘f.

La primitive de g sur R qui s'annule en % est la fonction G: x> G(x) = - % cus[ﬁx+%) e

@ a fonction g x> cosx(sinx+4)’ est définie et continue sur R, elle y admet donc des primitives.

Soit " :x—>sinx+4, [ est dérivable sur R et f'(x)=cosx,
[ Remarque : sinx+4 =4+sinx, et ne doit pas éltre confondu avec sin(x +4) .

Dot g= f'x f* et donc une primitive de g sur R est la fonction G : xl—a»-z{smx+ 4)*.

|
: 6 el . >
La fonction ¢ x> i est définie et continue sur R. [(3x” +1)ne s'annule pas sur R]

(3x* +1)°
i)
(f(x)

On pose f(x)=3x"+1, alors f'(x)=6x et donc, pour tout x réel: g(x)=
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Une primitive F de f sur R est donc la fonction G : x> Bk
x4+

@ 6x—1
La fonction g : x> ————= st définie et continue sur & .
J3x*—-x+5

En effet, pour tout xréel : 3x* —x+5> 0 (le discriminant A est strictement négatif et 3> 0).
Sion pose f(x)=3x"—x+5 alors f est dérivable, strictement positive sur R et f'(x)=6x-1.

fl'

S

Par conséquent : g = ? et donc une primitive de g sur R est la fonction G: x> 2y3x" —x+35.
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Les exercices sont autocorrectifs, leurs corrigés sont dans un autre fascicule.

En cas de doute, de difficulté, je n'hésite pas a faire appel a un professeur tuteur. Je

\ peux téléphoner aux horaires indiqués sur la fiche Tutorat ou déposer un message sur le
site du DAEU (/la démarche pour y accéder est indiquée dans le Guide de votre
Formation).

Exercice 2.1

Dans chacun des cas suivants, montrer que la fonction F' est une primitive de la fonction f sur
lintervalle / considére.

1. f(x)=sinx+xcosx F(x)=xsinx I=R
2 3
= f(x)=3(f_2}:{ux +2)* F(x]=[x+%} 7=10;+]
i B = _15;
Gled e R e G
Exercice 2.2

Déterminer une primitive de la fonction £ sur l'intervalle 7 indiqué.
1. f(x)=2x"-4x" -5x+7 I=R
I s o

2, f(.r)=2x2—x—=+F 1 =]0;+]
4 g2

3 f(x}=5x fzx +2 f=]ﬂ;+:ﬂ[

4 f(x)=-2x+— I=]0;+0]
Jx

Exercice 2.3

Déterminer une primitive de la fonction f sur l'intervalle 7 indiqué.

1. f(x)=sindx+cos3x =R

2. f(x)=sin’x xcos x I=R
3. _ sinx rm}—i’-;’i[
/() cos’ x 22
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Exercice 2.4
Deéterminer une primitive de la fonction f sur l'intervalle 7 indiqué.

3

B 1 =[5+
5 T2
2. f{I)—{Sx—z)z I—_.g,-l-m{
8. A= /=R
i Vit +3
4. f(x)=(4x+6)(x* +3x—5)° I=R

Exercice 2.5

Soit f: ]-3;4+x[ > R

e 2x* +12x+15
(x+3)°
: ; ; b
1. Déterminer les réels a et b tels que, pourtout x € |-3;4o0[, f(x)=a+ G137 :
X+

2. En déduire les primitives de f sur |-3;+] .

Exercice 2.6

Déterminer la primitive de f sur l'intervalle 7 qui prend la valeur y, au point x, de /.

T f(x}=—x1+4x+% =1 ¥,=2 I=R

2z, f(x}=21_%+76_: X =1 ¥ =1 f=]0;+30[

3. f{x}:sin[3x+%] _1],:0 yuzf] I=R

Exercice 2.7

Soit f la fonction définie sur / =R par: f(x)=sin’x.
En utilisant la propriété : cos® x +sin® x =1, montrer que f(x)=sinx—sinx cos’ x.
En déduire une primitive de f sur R.

e e el s dede dedede s e e e e de e e e el e e e sl o e e e e e e e e e dede e e i de e e e el e sl e e e
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La restriction a ]0;44::-[ de la fonction inverse x = — est définie et continue sur cet intervalle, elle admet
x

donc des primitives sur cet intervalle et en particulier, elle admet sur }0,+m[ une unique primitive qui
s'annule en 1.

Dé&finition et notations

La fonction logarithme népérien, notée In (lire £z), est I'unique primitive de la fonction x 3 définie
X

sur 0;+<c ets'annulant en 1.
Pour tout réel x de ]0;+w[, son image In(x), se note Inx.

Q L'adjectif « népérien » provient du nom du mathématicien écossais John Napier (1550-1617) dont le nom a
été francisé en « Neper » et qui inventa les logarithmes.

Conséquences immédiates
1. L'ensemble de définition de la fonction logarithme népérien est ]0;+oo| .
2 In1=0.
|

3. La fonction In est dérivable sur |0;+e0[ et sur cet intervalle, sa dérivée est la fonction x> —-
X

Ainsi : pour tout réel x appartenant a ]0;+m[ : ]n'(x)=l-
X

Propriétés
+ Lafonction In est continue et strictement croissante sur |0;-+o[ .

« Pour tout réel x strictement positif: Inx=0< x=1 ; Inx<0&<0<x<l ; Inx>0< x>1.
- Pour tous réels a et b strictement positifs : Ina<Ilnb < a<b et lna=lnb < a=b.

Démonstration

La fonction In est définie et dérivable sur ]0;+o[, elle est donc continue sur cet intervalle.

Pour tout réel x de ]{};+m[, l >0, il résulte donc de la conséquence 3. que pour tout réel x de
X

10;+ec[, In'(x)est strictement positif, donc la fonction In est strictement croissante.
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La fonction In est continue et strictement croissante sur ]D;-;-m[ donc : deux réels strictement
positifs et leurs images respectives se rangent dans le méme ordre.

Exemples d'application
e Résoudre dans R I'équation (E): In((3x—2)(x+5)) = ln( 9— 3.::‘) :

Commengons par déterminer 'ensemble de définition D, de cette équation.
xeD, & (3x-2)(x+5)>0 ot 9-3x*>0.

Le produit (3x—2)(x+35) est un polynéme du second degré, ses racines sont % et —=5. De plus, le

coefficient de x* étant positif (3>0), ce produit est strictement positif pour toute valeur de x

extérieure a ces racines.
9-3x =33—-x")=3(3-x)3+x). Donc les polyndmes 9-3x* et 3—x* ont, les mémes

racines f3 et —/3, et le méme signe (3> 0). Le coefficient de x* étant négatif, ils sont positifs

pour toute valeur de x comprise entre les racines.
L'accolade signifie que les deux conditions

-
xE ]—qo "S[U :IE +00)| :|2 & doivent étre réalisées simultanément, b, es!
3[

Dol : xe D, <+ 3 L D= |= donc lintersection des deux ensembles
lxe—l—\ﬁ;-\ﬁ[ trouves. De plus : —Scmﬁ {%{l{»ﬁ.
Onadonc: (E) < xeD; et (3x-2)(x+5)=9-3x"
(E) — IEDE et ﬁ.‘.‘? +l3.¥—].9=ﬂ. _I racing dvidenle donc la seconde est —%:|
12. ( 19 19 2
(E)c:-xej?ﬁ[ et Lx_l ou x_ugJ __E{E"hﬂ]

L'snsemble des solutions de I'équation (E) est {1}.

* Résoudre dans & I'inéquation (1) : In(x(x—4))<0.
Appelons D, son ensemble de définition, x € D, <> x(x—4)>0. Donc: D, = |-e0;0[U |4;+] .
InX <0 0<X<l,dou: (/)< xeD, et x(x—4)<1;s0it: (/)< xeD, et x*—4x-1<0.
x*—4x—1 est un polynéme du second degré, son discriminant est strictement positif,

2 il Y 2 &
A=16+4=20= (Z\E ) el le coefficient de x- est positif, x*—4x—1 est donc négalif pour toute

valeur de x comprise entre ses racines: 2— V5 et 2+/5 . Dlou:

[te]—m:n[U]-'-l--l-ao[ ’
(I)c} TIE}Z -JS 2+-J_[ ﬂ:}xe]z—ﬁ;ﬂ[l_]]-ﬂ-;?-:uqu[ [2-:«35«:3]

L'ensemble des solutions de I'inéquation (1) est :|2 —<f5: U;r U ]4 2445 [ ,

Théoréme
Soit # une fonction définie, dérivable et strictement positive sur un intervalle 7 .

uf

Alors la fonction Inou est définie et dérivable sur I, et sa fonction dérivée est : (]ncu.r)r =—
1]
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Démonstration
La fonction u est définie et strictement positive sur / donc : pour tout réel x appartenanta /,ona:

u(x) E]G;+oc[, or cet intervalle est I'ensemble de définition de la fonction In. Ainsi, pour tout réel x
appartenant @ 7, In(u(x)) est défini.
Or In(u(x))=(Ineu)(x), la fonction Ineu est donc bien définie sur /..

La fonction u est dérivable sur I et & valeurs dans |0;+c0|, intervalle sur lequel la fonction In est
dérivable ; la fonction composée Inou est donc dérivable sur /.

[} P ] J
Onsait: (fog) =g'*(/ °g).On en déduit : (Inou) =u'x(h1’ou)=u'x—=i-
u u
Exemple
l Soit la fonction f:x = In{%j La fonction f est définie si et seulement si E%}U,
2 e x—
x+1

= >0 (x+1)(x=3)>0< xe|-;-1[U]3;+e0] . D'ou: D, =]~o0;=1[U]3;+o0[ .

x=
Appelons u la fonction définie sur D, par : u(x) = I—+; Done, pour tout xe D, , u(x) > 0.
B

De plus, la fonction u est la restriction a D J, d'une fonction rationnelle, elle est donc derivable sur
(x=3)-(x+1) -4 3

D,, et pour tout x appartenanta D, : u'(x)= = - Dot :
;oGP PP 2 u(x) (=3 o3y
-4
: . (x—3)> -4 x-3 b 30 —4
our tout x appartenanta D, : = = — X ; soif : = :
B <3 4 /(%) x+1 (x=3)" x+1 AL (x-3)(x+1)
x-3

Corollaire
Si une fonction u est définie, dérivable et strictement positive, sur un intervalle [ , alors les primitives

de la fonction —— sont les fonctions F, définies sur / par: F, =(Ineu)+k, k décrivant R .
u

Exemples
)

1 o ; .
La fonction f définie sur ]—1;-:-:0[ par: [(x) S a pour primitives les fonctions F, définies sur
x+

J=1;400[ par: F,(x)=In(x+1)+k, kdécrivant R .
En effet : la fonction u définie sur ]—1; +:0[ par: u(x)=x+1 est dérivable et strictement positive

r

sur cet intervalle ; de plus, u'(x)=1 donc : sur ]-—1;+0=-[. f =
u

.y . : 2x+3
Soit g la fonction définie sur R par g(x)=————-
X +3Ix+3
Appelons u la fonction définie sur R par : u(x)=x"+3x+5. Cette fonction est une fonction
polynéme donc dérivable sur & avec pour tout réel x, u'(x)=2x+3.
u(x) est un polynéme du second degré, son discriminant est négatif (A =-11), il n'a donc pas de

racine et il est de méme signe que le coefficient de x* soit strictement positif sur R .
(Ce qui juslifie que g est définie sur R : le dénominateur de g(x) ne s'annulant pas sur R).
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F

Dot g = 2 avec u strictement positive sur R et par conséquent, les primitives de g sur R sont
u

les fonctions G, définies par : G,(x) = In(x* +2x+3)+k, keR.

Pour approfondir :

Théoréme
Si une fonction » est définie, dérivable et ne s'annule pas, sur un intervalle 7, alors la fonction]

Ino| | est définie et dérivable sur 7, et sa fonction dérivée est : (Ino|ul)' = —
U

Corollaire
Si une fanction # est définie, dérivable et ne s'annule pas, sur un intervalle 7, alors les primitives

r

de la fonction — sont les fonctions F, définies sur / par: F, =(inn|u |)+k, k décrivant R .
i

Démonstration du théoréme
La fonction » est définie et ne s'annule pas sur / donc : pour tout réel x appartenanta 7, on a:

|u(.r}| = ]0;+-m[, or cet intervalle est I'ensemble de définition de la fonction In . Ainsi, pour tout réel x

appartenant a / , ln([u{x]]) est défini, donc la fonction lnn] u] est bien définie sur 7.

La fonction u est dérivable et ne s'annule pas sur 7, de plus, la fonction valeur absolue est
derivable sur R* donc, par composition, la fonction |u| est dérivable sur /. Or cette fonction est

strictement positive sur / , donc, par composition, la fonction h1o| u| est bien dérivable sur 7 .

Posons g =Ine|u|.

u'(x)

u(x)

pour toutréel x de 7, tel que u(x)>0,0na: g(x)=In(u(x)); d'od: g'(x)=

pour tout réel x de 7, tel que u(x)<0,ona: g(x)=In(-u(x)); d'otr: g'(x)= it = ()

—u(x)  u(x)
Par conséquent, pour tout réel de 7, (Ino|u |) (x) = ué,x; :
Hx
Exemple
4x+9
Soit x> ———-.
4 2x* +9x -5
J est définie si et seulement si 2x* +9x -5 0; ce trinbme du second degré a un discriminant
positif (A =81+ 40 =121=112), il admet done deux racines : '9;“ ey BT -;- -

L'ensemble de définition de f est donc : D,=R- {—5;%}-
Appelons u la fonction polynéme telle que pour tout réel x : u(x)=2x*+9x—5. La fonction u est
dérivable et ne s'annule pas sur D,, et pourtout x appartenant & D u'(x)=4x+9,

u'(x)

D'ou : pour tout x appartenant & D, f '(x)=ﬁ avec u(x)=0.
Hux

On en déduit que les primitives de f sur D, sont les fonctions F, : x - In[2x* +9x—3|+ .
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Le coefficient de x° est positif donc : u(x)<0 & x E]—S;%[- D'oti : les primitives de f,

o Sur ]—5;%! , sont les fonctions F, : x|—>ln(-2x2~9:c+5)+k ]

« sur Jo0;-5[ ou sur ]%,m{ sont les fonctions F, : x> ln(.?.x" +9x—5)+k ;

i Remarque : on peut cholsir de prendre une primitive sur chacun de ces intervalles el dans ce cas, les constantes k
_peuvent étre différentes.

Propriétés
1. Pour tous réels ¢ et b strictement pasitifs : In(axh)=Ina+Inb.

2. Pour tout réel a strictement positif et pour tout entier relatif » : In(a")=nxIlna.

Démonstration
1. Soit a un réel strictement positif et /' la fonction définie sur ]0;+a:[ par: f(x)=In(ax).

f est dérivable sur ]0;+e[ et, pour tout x & |0;+00] , f'(x) =L = solt: f'(x)=In'(x).
ax x

Sur ]0:+co[, la fonction f et la fonction logarithme népérien, ont la méme fonction dérivée, ce sont
donc deux primitives de cette méme fonction. On en déduit que sur |0;+x[ elles différent d'une

constante, c'est a dire, il existe un réel &k tel que : pour tout x E]U; +w[. f(x)-Inx=k.

Cette derniére égalité est en particuller vraie lorsque x=1,donc: f(l)-Inl=k.
Or, f(D=Ina et In1=0,don¢c: k=lna ;dou: f(x)=Inx+Ina,

Conclusion : Pour tous a et x, réels strictement positifs, In(ax)=Ina+Inx.
 Remarque : cette conclusion reste vraie si on remplace x par un réel strictement positif & .

2. Soit n un entier relatif et soient g et h les fonctions définies sur ]0;+m[ par !
g(x)=In(x") et A(x)=nxInx.
x étant strictement positif, x" |'est aussi ; de plus la fonction x = x" est dérivable sur ]D;+w[. donc
la fonction g est définie et dérivable sur ]0;-+co[ .
La fonction #, produit de la fonction In par un nombre donné, est dérivable sur ]0;-+oo[ .

n=1

Pour tout x € |0;+0 ,ona: g'(x)= L

=m-:l et k'(x)-—.-nxl v soit: g'(x)=h(x).
X x

Sur ]0;+d[, les fonctions g et 4 ont la méme fonction dérivée, ce sont donc deux primitives de

cette fonction. On en déduit qu'll existe un réel 4 tel que : pourtout x e ]0; +aa[ , g(x)=h(x)=k.
Cette derniére égalité est, en particulier, vraie lorsque x=1,donc: g(l)=h(l)=k.

Or: g()=In(1")=In1=0 et A(l)=nxInl=0,donc: k=0 ; doli: g(x)=h(x).

_Cnnc!usinn : Pour tout réel x strictement positif, et pour tout entier relatif » : In(x") =nxInx,

Si a et b sont des réels strictement négatifs et n un entier pair, alors : le produit ab et le nombre a" sont strictement
posllifs, donc In(ab) et In(a") existent, mais : In(ah) = In|a|+ In|b] = In(~a) + In(~b) et In(a") = nln|a| = nin(~a).
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Corollaires
Pour tous a et b reels strictement positifs et pour tous n et p entiers relatifs:

A ln[l]=—lna 2. m[E-]:hm —Inb 3 lz1\f_=—1-]na
a b 2
4. In(a" xb")=nlna+ plnb L !n(?—ﬂ]=nha~—ph}b
Démonstration

|
1. ]n(l)zhl{a")=-lxlna=—lna
a

2. ln(%]= In[axéj= Ina+ hl[%J=lna—]nb

3.a>0 donc: a=(a)?, dou: h1a=1n{(«f3)’)=21n\fc;

4. S'obtient en utilisant la propriété 1 puis la propriété 2,
5. S'obtient en utilisant le corollaire 2 puis la propriété 2.

Exemples d'application
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|® Transformation d'écritures -

In(4v/3) = In4+In3 = In2* +h1v’5=21n2+~;—1n3. 4In2-3In3=Mm2*~In3 =m(§).

@ Resoudre l'équation (£) : In(3x+1)+In(5x+2)=In(x+2).
Ensemble de définition D :
3x+1>0

xeD«::::JSx+2::-ﬂ ﬁ-(x}-gl et x::-—% et x}-i)-c::»xr.:—%- Donc : D:j|—l-+m[.

3}
x+2>0

(E)<xeD et In[(3x+1)(5x+2)]=In(x+2)

(E)e>xeD et Bx+1)(5x+2)=x+2 [/a fonction In est strictement croissante sur & |
(E)<>xeD et 15x>+10x=0

(E)<>xeD et 5x(3x+2)=0, donc: (E)-:ixe]-—%ﬁm[ et [x:U ou x=—%]-

2 -
e }—% : +oof_ donc : I'ensemble des solutions de I'équation (E) est {0} .

\®Résoudre l'inéquation (I) : 2In(x +4) > In(2x+11).
Ensemble de définition D :

xeDex+4>0 et 2x+11>0. Soit: xeD & x> -4 et x}—wlz—l- Donc : D=]—4;+ao[

(e xeD et In(x+4)*2In(2x+11)

(Ne=xeD et (x+4) =(2x+11) [la fonction In est strictement croissante sur R |
(D& xeD et x2+6x+520.

x* +6x+5 est un trinbme du second degre, —1 est racine évidente, I'autre racine est donc -5 et
ce trinbme est positif (signe du cosfficient de x* ) pour toute valeur de x extérieure & ces racines.




Dou: (& xe ]— 4; +cc[ et xe ]—-ac;—S] U [—l . +m[ . [L'inégalité est largs, les racines sont donc solutions]
L'ensemble des solutions de l'inéquation (I) est: [-1;+0| .

4. Etude de la fonction In_

» Nous savons déja :
La fonction In est définie, continue, dérivable, strictement croissante sur ]D;,+-ac[= R, et s'annule en 1.

Sa fonction dérivée sur [0;-+o0[ est la fonction x - X,

X
+ Limites : ]im Inx=+ec et hfg ln(x) =—00,
Démonstration
e La premiere limite est admise.
e La seconde se deduit de la premiere.
xe]ﬁ;+m[ donc x>0 et on peut poser : - On aainsi: X#0; x=% et lirElX=+m.
X Xl

D'ol: lim Inx= lim IH[L]= 1
X X

x=0* A =i

im (—InX).

=t

tGr: A!im InX =+, donc: lim (~InX)=-c0,d'oU: lim Inx=—w,

N == x=0*

gf lim In(x) = -0, l'axe des ordonnées est donc asymptote & la courbe de la fonction In, en 07,

x=l"

+ Tableau de variation
£ |4 +00
In'(x) +

In pot /,/-”

¢ Bijection
La fonction In est continue et strictement croissante sur ]0;+m[. c'est donc une bijection de cet

intervalle sur son intervalle image. Des limites précédentes on déduit que l'intervalle image est R, donc :
Propriété

La fonction In est une bijection strictement croissante de |0;-+e0[ sur R.

Définition

Le réel 1 admet un unique antécédent par la fonction In ; ce nombre est noté e.
Le nombre ¢ est l'unique réeltel que : Ine=1, Une valeur approchée de e est e~ 2,718,

Propriété
Ine" =nlne=n,

Ine=1, done pour tout entler relatif » et tout réel stricternent positif x : [
Ihx=n&x=e",

L
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« Deux tangentes a la courbe particuliéres.

La fonction In est dérivable sur |0;+]| et de fonction dérivée : x - 3 Sa courbe admet donc en tout
X

point d'abscisse & réel de |0;+x[, une tangente d'équation : y =~1—x{x—a] +In(ex) .
a
e =1, cette equation s'ecrit: y=1x(x-1)+0 ;soit: y=x-1.
Lorsque

o = e, cette équation s'écrit : y=l(x——e)+l ; soit : y=lx.
€ €

E'%La courbe de la fonction In, admet :
» au point de coordonnées (1;0), une tangente d'équation y =x-1. Cette droite est paralléle a la

droite d'équation y =x et elle coupe I'axe des ordonnées au point de coordonnées (0;-1).

i & " 1 . - "
'+ au point £(e;1), une tangente d'équation y =—x. Cette droite passe par l'origine du repére.
e

« Représentation graphigque de la fonction In

i

« Autres limites

|Propriétés

1. limln—x=ﬂ et pourtout ne N, limm—nx=0.
L —p=03 .r X+ x

2. lim(xlnx)=0 et pourtout ne N lim(x"Inx)=0.
a0 x=pll"

i In(l + x) e
x=a" x

Démonstration

. Mix
1 o lim — 7 Forme indéterminée car le numérateur et le dénominateur tendent vers - Levons l'indétermination.

X x
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Soit @ la fonction définie sur [1;-++:=0[ ettelle que: x> 2\/; —In x.
@ est dérivable sur [I ;+:n[ comme différence de la fonction x> Z\E et de la fonction In, toutes
deux définies et dérivables sur [1;+o0| .

Tt | B e Bt = i
= x=7_;—;,sﬂtt.qo(x = — L
x>0 donc ¢'(x)a le méme signe que vx —1.

Or, xe|1;+[ donc: x21 et Jx=1.Dot Jx-120, avec Vx-1=0& x=1.

Par conséquent : pour tout x e[1;+0] , ¢'(x)20, avec: @'(x)=0< x=1.

@ est donc strictement croissante sur [1;+oc[ , et ainsi : pour tout x & [1;+w0[ , (x)2 @(1).

Or, p(1)=21-In1=2, donc, pour tout x € [1;+o0] : p(x)22>0.

De plus, pour tout xe[l;+cn[ L @'(x) =2x zﬁ]
X

-

Inx 2x

Par conséquent, pour tout xE[l +:::r[ 2x - Inx>0, donc: lmnn:«::2~J~ doll: —=<——.

x X
2 x 2
E[1;+m[ donc: nx=0 etx=(~f;) ~doll: 0+ —<g-.
x wx
i 5 ; Inx
or, lim v/x =+w donc: lim T— 0. D'ou (théoréme d'encadrement) : lim —=0.
Xy K=k C e S
Inx Pour n =1, on retrouve la limite précédente.
enelN ; lim — z .
srie y Pour n =2, : forme indéterminée : numérateur et dénominateur tendent vers + =
i iy 1 M
Levons dong l'indétermination pour n 2 2, en écrivant : =—x :
: . - X
1 -
nelN, n=2, donc n—1eN" et 11]1'1( ql]zﬂ e
X+ I
d'ol: lim — = 0. (régle de limite d'un produit).
]_nx X—»+m x
nous savons : lim —=0
K=t 5 il

(.

=" T

X

Donc, lim(xInx)= lim

r=0"

o lim(x"lnx)?

x—=0*

Or, neN, n22, donc n—-1eN"* et lim(x"
x="

Levons donc l'indétermination pour »>2, en écrivant : x"Inx = x"
"Y=0. De plus, lim(xInx)=0 d'ou :

i3, Jim L£x) ,
Xl X
g P0+%) _ . In(+x)-inl In'(1); d'od : lim
x=0" X x=0" X

M)

Rappelons que le nombre dérivée d'une fonction en un réel donné x, , est /'(x,) = h

2 o lim(xInx)? [forme indéterminée car lim x =0 et lim(lnx) = -],

1
xs][} +oo[ on peutdoncposer: X =—- Onaainsi: X #0; x—%et lim X =+o0.

0"

[ 1= - mX) X\ _
s o )|t om0 - (5 )= pm () -o

"Pour n = |, on retrouve la limite précédente.
LPnur nz 2, :forme indéterminée ; lxm xX"=0et liminx=—w
x=0"

“xxlnx.
lirﬂ(x" Inx)=0.

=)’

[Forme indéterminée : numérateur et le dénominateur tendent vers 0]

In(1+x) = [In,{x} IH
x X

1% +-‘l) f)

77



On appelle fonction logarithme décimal la fonction notée log, définie sur |0;+ec| par: logx =

xl
In10

E' logl0= % =1; d'ol I'appellation "logarithme décimal" ou encore "logarithme de base 10",
i ml 0
8 In 10 In llJ

La fonction log est le produit de la fonction In par le réel positif 0 ,donc !

In10
|Prnpriét¢n
1. La fonction log est définle, dérivable et strictement croissante sur |0;+co[ .

Pour tout réel x € |0;+|, log'(x)= ;
€ 0;+00], log'(x)=——-

2. La fonction log posséde les mémes propriétés algébriques que la fonction logarithme népérien.
Pour tous réels a et b strictement positifs et pour tout entier relatif » :

log(ab) = loga +logh log% =loga-logh logva =%Iog a

loga" =nloga , eten particulier : logl0" =n,

L A | 1
.Pour tout réel 1 400 _— x| Gl i ) il '
[_ xE]D [ et In10 ) Inl0 x xInl0
.Toutes |les égalités s'obtiennent a partir de la définition et en utilisant les propriétés algébriques de
la fonctionIn .

R R R R R R

'-u-l.-;fp- it gt g L | T e T 435 A
S u,t' IL'.I.i_.-a--‘ aphique de la fonction log

5 R e T et [ S, e R L T =

1-—
¥
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Les exercices sont autocorrectifs, leurs corrigés sont dans un autre fascicule.

En cas de doute, de difficulté, je n'hésite pas a faire appel a un professeur tuteur. Je

v, peux télephoner aux horaires indiqués sur la fiche Tutorat ou déposer un message
sur le site du DAEU (la démarche pour y accéder est indiquée dans le Guide de
votre Formation).

Exercice 3.1
Résoudre dans R les équations et I'inéquation suivantes. Pour chacune, on précisera d'abord son
ensemble de définition.

1. In(4x—3)=0 2. In(x* -6x+5)=In5 3. In(-3x+2)<0

Exercice 3.2
Pour chacune des fonctions f suivantes, aprés avoir déterminé son ensemble de dérivabilite,

déterminer sa fonction dérivée /.
1. f x> 3x*+2x—5+Inx 2. f:x> (2x-1)Inx
3. f:x xIn(3x+4) 4, {:x+2(nx)’-3nx

Exercice 3.3
Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive /' de la fonction f sur l'intervalle 7 .

3 5 3
= t 7=[1:6 A9
Ix-1 2x+7 i [ ] 2.7

1. f x>

5 et 1=[0;2]

3
x -

Exercice 3.4
Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes.

1. %In{Zx—S} 2 ln(ﬁ—x}—%lnx 2. In(x—1)+In(2x+5) =2In2

3. In((x-1)(2x+5)) < 2In2 4. In(x+2) > In(3x—4)~In(x -2)

Exercice 3.5

Etudier les limites en 0" et en +o de chacune des fonctions suivantes :

1. f:x—> 2x-3Inx 2. f:x (—4x+DInx 3. x> L
Ix+2

Exercice 3.6

On considére la fonction f définie sur ]U; +m[ par: f(x)=2x+3-Inx.
1. Etudier les limites de f en zéro et l'infini.
2. Montrer que f est dérivable sur ]ﬂ;wo[ puis, pour tout xde cet intervalle, calculer /*(x).

3. En déduire les variations de f sur |0+ .

Exercice 3.7
Résoudre dans R les équations suivantes : 1. In(4x-3)=1 2, In(4x+1)=3
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Exercice 3.8

5 . : 2X-Y=17
1. Résoudre dans R~ le systéme suivant :
3X+2Y =0
" , 5 . 2Inx-Iny=7
2. En deduire les solutions dans R*, du systéme :
3lnx+2Iny=0

Exercice 3.9
Soit P(x) = 2x* — 7x* +2x+3.
1. Montrer qu'il existe trois réels a,b et ¢, tels que : pour tout x réel, P(x)=(x—3)(ax’ +bx+c).

Déterminer ces trois réels.
2. Résoudre dans R I'équation P(x)=0.

3. En déduire les solutions de I'équation suivante : 2(Inx)’ - 7(Inx)* + 2 x+3=0.

Exercice 3.10

On considére la fonction f définie sur ]0;+ec[ par: f(x)=1+ s

X
Soit (") la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthonormal (O;F.j] g
unité graphique 2 cm .
1. Déterminer la limite de /', en O puis en +co. Déterminer les asymptotes a la courbe (7).
2. Etudier le sens de variation de f et dresser le tableau de variation de 1.
3.a. Montrer que I'équation f(x) =0 admet une unique solution a dans |0;+].

Montrer que ¢« appartient a Ji—;[:[. Déterminer un encadrement de o d'amplitude 1072,
e
b. Donner, suivant les valeurs de x, le signe de f(x) sur]0;+o0| .
4. Tracer la courbe (7).

Exercice 3.11

1. Soit ¢ la fonction définie sur ]0;+eo[ par : @(x)=In(x+1)—Inx+ L!
X+

a. Calculer lim ln( 1+ l) ; en déduire lim @(x).
TprR x X=p+a0

b. Etudier les variations de ¢ . En déduire que, pour tout réel x & J0;+o[ : @(x) >1.
f(0)=0

six#0: f(x)=x[ln(x+1)-Inx]

a. Etudier la continuité de £ en 0, puis la dérivabilité de 7 en 0.

b. Déterminer f'(x) pour x>0 et exprimer /'(x) en fonction de @(x).

¢. En déduire les variations de f sur [0;+0| .

2. Soit f* la fonction définie sur [0;+c| par: {

3. Etudier la limite de /' en +0.
4. Dresser le tableau de variation de f .

5. Tracer ¥, courbe représentative de / dans un repére orthonormal (unité :3cm ).
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1. 1. Fonction exponentielle : définition et propriétés Immédiates

On a vu dans la séquence précédente que |la fonction In est une bijection de ]0;4—{::[ sur & . Elle admet

donc une bijection réciproque de R sur |0;+oc| .
Cette fonction réciproque, appelée exponentielle sera notée provisoirement exp.

Définition 7
On appelle fonction exponentielle |a bijection réciproque de la fonction logarithme népérien, elle est

Idunc définie sur [ et a valeurs dans ]0;+cc[ ; on la note exp.

IConséquences :

1. pour tout x appartenanta R : expx>0. car : exp prend ses valeurs dans ]0;+[ .

2. pour tout x appartenanta R : In(expx)=x ; Incexp est l'identité sur X.
exp=In~' donc Ineexp =Inaln™'.

3. pour tout x appartenant & 0;+<of : exp(lnx)=x ; expeln est Iidentité sur ]0;+o] .
exp=In~" donc expaln =In"'saln.

4. Y(a;b)eR*: expa=expb<>a=5. car exp est une bijection de R sur J0;+<o] .

5. In1=0 et 1=exp0.

6 . Onnote e=expl (alors Ine=1).

7.Pourtout ne€Z : Ine" =nlhe=n et &" =expn.
Nous admettons que I'on peut « prolonger » cette derniére notation a tout réel, en posant :

Pour tout x appartenanta R : e =expux.

e uvelle notation, les propriétés précédentes s'écrivent

Propriétés :
1. Pour tout x appartenanta R : e >0,
2. Pour tout x appartenanta R : In(e”) =x.

3. Pour tout x appartenant & ]0;+of : e =x.
4. V(ab)eR® =" = a=b.

5. ¢ =1

6. e =e.
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Exemples
1. Exemples de simplifications

a. " =7  [daprés la propriété 3.].

o
b. &' = gh3 — b8l _gq [sia>0etnel, nlna=Ina" puis propriéié 3.]
1

In—;
2%
o @

2
= —E' [sia>0, -Ina= In:il_- appliqué avec a = : puis propriéteé 3.]

d. Ine?=-2. [dapréslapropriété 2. ]

| 1 9
e. lrwl'e-:-"q =Ehle'9 =E><9=5- [sia=>0, hn".—,_r=%lua applique a a=¢ puis propriglé 2. j

P. Résolution d’équations dansk

a. Résolutionde e" =5.
Cette equation est définie sur R puisque la fonction exponentielle est définie sur R .
D’aprés la propriété 3.ona: 5=¢"° donc:
e =5 e =™ & x=1In5 [carlafonction exponentielle est une bijection de R sur J0;+[ ]

Donc 'ensemble des solutions est : | S ={In5}

b. Résolution de ¢* =-2.
D’apres la propriete 1. pour tout réel x : ¢' >0, donc il n’existe pas de réel x tel que ¢ =-2.
Donc I'ensemble des solutions est vide , c'est-a-dire | S = |.

¢. Résolution de ¢""' =3,
Cette équation est définie sur IR puisque la fonction x+— 6x+1 et la fonction exponentielle, sont

définies sur & .
Ona:e™' =3 e =™ < 6x+1=In3  [car la fonction exponantislie est une bijection de B sur |0;+0] ]
<:>6x=—l+ln3¢.‘-.r=—l+-]—n—3.
6 6
Y : 1 In3
Donc I'ensemble des solutions est: | § = -E+~?

d. Résolution de e =%,

Cette équation est définie sur R puisque les fonctions x+— 4x+5, x> —-x+2 et exponentielle,
sont definies sur & .

Ona:e™ =™ & 4x+5=—=x+2 [carlafonction exponentielle est une bijection de E sur J0;+x[ ]

c&4x+x=2—5@5}:=*3§x=—§.

Donc I'ensemble des solutions est: | § = { —%}

Y

Propriétés :

1. M@ b)eR: . e =exe.

2.VacR: ¢ =(e")1 et plus généralement : Va e R, Yne N: (ef) =¢™.
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a

3. VaeR: e“ =
e
4.9(a,b)eR?: e =2
e

84

Demonstration

. 1
4. En utilisant les propriétés 3.et1.ona: V(a,b)eR’: "’ =e” ™ =" xe™ =& x—=—.

1. Soient a et b deux réels : 1n(e"”')=a~+—b =]n(e”)-:— ( ) In(e“ xe“}nr la fonction logarithme
e ) e’ =" xe.

&

népérien est une bijection de | 0;+o0| sur R donc: In[ “*") In(e

b4
2. On prend @ =b dans 1. et 'on obtient : ¢** =¢” xe donc € e")

3. Pour tout réel a: ¢*“=e"=1; or d'aprés la propriété 1. e”* =" x¢™; par suite : ¢”xe™ =1.

De plus pour toutréel a: " #0.et donc ¢ “=—.

e
e®
e e

Exemples

1. Transformation d’écritures
x 2 =X 3 2x =3x %
a. [e ) x[e ) =¥ xe (d'aprés Ia propriété 2, du 4. I. 2.]

. 1
=g [d'aprés la propriété 1. du 4. 1. 2. Donc : (er) x(e x) =g =—-

9

e
EJ.' +E-'.1.' Ex e—}l‘ s EI =1 L
b. =—+4—=1+¢™"  [daprés la propriété 4. du 4. 1. 2] Donc: =1+
e’ e e e
S O
. €'=1 & o 1-&€ -+l -lg-]) ¢&-1
e+l g e 1+ g+l gl e+l
e é*
Unpemaussfmmsar:e — E(e _]) L I_el-

e"+l e{e Sy e"’+e“ 1+e&'

[2. Résolution d’équations dansR

a. Résolutionde e ¥ xe** =¢™ ,

Cette équation est définie sur R puisque les fonctions : x+>—8x ; x> 3x-2; x> -x";etla
fonction exponentielle sont définies sur R .

- =
e xe™ 2 = @ g2 o [ gianras la propriéts 1. |

o o552 o E-H
& -Sx-2=-x
& x*-5x-2=0,

x* —5x—2 est un polynéme du second degré. Son discriminant est strictement positif (A=33) il a

5+J3_3 SHJﬁ_
2

* [ car la foncticn exponentielle est une bijection de R sur ]0;+] |

donc deux racines réelles distinctes : x, = > et x =
Donc I'ensemble des solutions est: | § = { 2 +;’§ - g ";‘(3_3}




b. Résoudre I'équation (E,) : —2¢* +¢"+3=0.
Cette équation est définie sur & , les fonctions : x> 2x et exponentielle, étant définies sur IR .

D'aprés la propriété 2. on a : e** =(e”]g donc: (E,) < -2(e* ]2 +e"+3=0.
Onpose X =¢",onaalors X >0.
On obtient ainsi une équation (E,): -2X *+ X +3=0: équation du second degré. On calcule le

discriminant : A=1> +24=25.

-1-5

4>0 donc (F,) admet deux solutions réslles : X, =—= =?3!. S M b

-4

-1.

%::- 0 mais —1<0, donc % est la seule valeur acceptable pour X .

3 ; - 3
X = E & 0 =— < €=+ O x=ln-£ [la fonction exponentielle est une bijection de IR sur ]I};wo{].

S )

donc: | S= {InE
2

—

. Etude de la fonction exponentielle

1. Sens de variation
La fonction exponentielle est la bijection réciproque de la fonction logarithme népérien, ces deux

fonctions ont donc le méme sens de variation. La fonction In est strictement croissante sur ][}; +cc[, par
conséquent :

La fonction exp est strictement croissante sur B. Onadonc: V(a,b)eR? : e <e’® & a<b. I

Exemple
Soit & résoudre dans R l'inéquation : "' <e .
Ona: e <e™ e x+l<—x+32x<2 o x<l.

L'ensemble des solutions est lntervalle |-w; 1] .

2. Dérivée
Soit f=In alors /™ =exp.

1 .
f'“f_l

La fonction In est dérivable sur |0;+<0 et, pour tout réel x appartenant & ]0;+«f : f '(x)=l dong :
e

L
On a vu (cf chapitre «continuité») que, si /' ne s'annule pas alors : (f-u) =

f' ne s'annule pas sur ]0; -+ et = x. Par conséquent,

S'(x)

I 1
S(/7'@)  f(expx)

pour tout x appartenantalR : (exp)'(x) = =expx=e’.

Théoréme
La fonction exponentielle est dérivable sur 2 et sa fonction dérivée est la fonction exponentielle.
C'est-a-dire : pour tout x appartenanta R, exp'(x)=exp(x)=e".
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3. Limites remarquables

Limites en oo

e Soit ¢ la fonction définie sur R par gp(x)=¢" —x.

La fonction ¢ est dérivable sur R comme différence de fonctions dérivables sur X , et pour tout x réel,
p'(x)=¢" -1.

Parailleurs: e* —120¢se" 21> e” 2 ¢ <> x 20 carla fonction exp est strictement croissante sur R .
Par suite, ¢'(x) >0 pour x>0 et donc: ¢ est croissante sur [0;+] et décroissante sur |-;0].

Elle admet donc un minimum en 0, ce minimum vaut @(0) =¢" =1 ; on a donc : pour tout x réel,

@(x)>0 et donc ¢* > x. Or lim x=+co donc, par comparaison, on obtient : | lim &* =+ |.

X =—p4an I r¥m

¥

e Soit i la fonction définie sur ® par w(x)=¢" '% La fonction iz est dérivable sur R comme

différence de fonctions dérivables sur IR . On a : pour tout x réel, w'(x)=¢' —x=@(x).

Or pour tout x appartenanta R, ¢(x) >0, donc w'(x) >0, donc i est strictement croissante sur & .

s e.x

De plus, (0) =1 donc, pour tout x>0: w(x)>0 soit ¢’ ‘.:-'% d'ou —}%.
x

A

[

=

/ X : .
Or Ilim (—] = +o0 donc, par comparaison,| lim

T Ty

Limites en ~w
Enposant ¥ =—x,ona: x=-X et lim X =+, donc:

K=

o lime'= lime* = lim —- Or, ll.i_,"}fx =+ donc lim l='E). Soit: | lim ¢* =0 |.

Nt X N o X =4 EX X=>—an

eDe méme : lim xe* = lim (~Xe )= lim B

Ko K=t K =40 E.’{' A —rten e‘r

e’ X
Or, lim — =+ donc: lim —=0 ;d'ot: | lim xe*=0|.

X—4c X X4 E’A X=p=00
Limiteen 0
o (R : ,
On a lim&— = lim f(x)=7(0) avec f:xr>e'.

x=l x =il x

La fonction exponentielle est dérivable surR , donc elle est dérivableen 0 et ona f'(0)=¢" =1.

D’ol : 1imw=f({}}=l. soit : | lim £ = =]
=l X x=+0 X
En resume :
Propriétés
lim e* =+ ; ANy lime* =0 ; lim xe* =0 ; Ty
T—b-ho0 X ! Xoobtm e e LI
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Exemples d'applications
1. f définiesur R par f(x)=e" —x.
a. lime" =0 et lim(—x)=+x donc, parsomme, lim (¢’ —x)=-+x donc | lim f(x)=+w|.

ol N=p—o2

A =ip=a0 X = 2T

b. Au voisinage de +w, on obtient une forme indéterminée, donc on écrit f(x) sous une autre

E.'l'
forme, par exemple : f(x)= x(——l] [quand x tend vers +ou, x estnon nul].
L X

vt B o )
lim — =+ donc lim ——IJ=+m (E.r
FeP el T dongc, par produit, lim x| ——1|=+c0.

X—=ba k‘ X

im x =+

A=

Donc: | lim f(x)=+x |.

-+

x

2. f définiesur R par f(x)= fg
€

4+
a. lim xe” =0 o
Yy ; e donc, par quotient, lim ——=0, soit: | lim £(x)=0 |.
lim ¢' =0 donc lim (e" +2)=2 x-x " + x -
X=p—r I =g
b. Au voisinage de +o, on obtient une forme indéterminée, donc on écrit f(x) sous une autre
forme: f(x)=- = e x2 [¢" nesannule pas].
-ex[l':"'—) l‘l' =
Ex E--|
lim x=+w0
Xt . . P
! e i 2y dongc, par quotient, lim —— =+400.
lim ¢* =+ don¢ lim —=0 donc lim ]+—J=1 B 8
PR xviw @ X=paor e" e"
Donc: | lim f(x)=-+cc |.
4. Tableau de variation
D’aprés les propriétés du paragraphe précédent, on obtient : . i
+cO
E}‘{p //”
0

D- * lim ¢' =0, donc la courbe représentative de la fonction exponentielle admet la droite d'equation
X—h—t)

y=0 (axe des abscisses), pour asymptote horizontale au voisinage de —.

s lime* =+ et ﬁm£=+m, donc il n'y a pas d’asymptote (ni horizontale, ni oblique) au

A x=bn

voisinage de +c, mais il y a une branche parabolique de direction (O;jr: ) [cf1.1.7.8].

e

5. Courbe représentative et tangente au point A (1;¢)
La fonction exponentielle est dérivable sur R, donc en 1. Posons f=exp ;ona [ =exp.




Une équation de la tangente & la courbe représentative de J au point d'abscisse 1 est donc :
y=f'xx-D+f(1).
' =exp(l)=e'=e et f(1)=exp(l)=e' =e.On obtient donc : y=e(x—-1)+e, cest-a-dire y=ex

La tangente au point A d'abscisse | a pour équation y =ex, elle passe donc par lnngme du repére

Théoréme 1
Soit # une fonction définie et dérivable sur un intervalle 7, alors la fonction expeu est dérivable|

sur 7 et l'ona: (expew) =u'x(expou) quis'écrit aussi (e" ); =ulel.

Demonstration
Ona (veu) =(v'ou)u', en prenant v=exp alors v' =exp et on obtient le résultat cherché :

¥

(expou) =u' x(expou) soit (e“) =g e,

Exemple
Soit f:x» e

Posons u:x+>-2x+3 ; u est dérivable sur R ef, pour fout x réel: u'(x)=-
Par conséquent, f est dérivable sur R et, pour tout x réel: f'(x)=-2¢>*"

Théoréme 2

Soit 4 une fonction définie et dérivable sur un intervalle / alors les primitives sur 7 . de la fonction
u’'xexpou sont les fonctions expou +k, kdécrivant I .

Ce théoréme est une conséquence immédiate du théoréme 1.
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Exemple

Soit f:x+ 2xe*

Posons u: x+— x* —1 ; u est une fonction polynéme donc u est dérivable sur R et, pour tout x réel .
u'(x)=2x.Donc f=u"xexpou.

Par conséquent, f admet pour primitive sur R la fonction expe=u , donc la fonction F :xi— e" ' est
une primitive de [ sur R.

PSR I PR, o Sk ey g Pl i

1. Définition

Définition
Soit @ un réel strictement positif ; pour tout réel x, on pose : a* =e*™.
On dit que a” est une puissance du réel strictement positif a.

Conséquence
Soit a un réel strictement positif, pour tout x reel, a* >0.

En effet, pour tout x réel, """ >0 (La fonction exponentislie est a valeurs dans ]0;+[ ), alors a* > 0.

Q’ e Si a est un réel strictement positif, pour tout réel x : In(a”) =In(e""")=xIna.

xinl

e Pourtoutréel x : I"=e¢"' =¢" =1.

2. Propriétés des puissances réelles

Propriétés :
Soient a et b deux réels strictement positifs, et soient x et y des réels quelconques, on a :
ogai=a 28 () =2 3. (ab) =a'b*
] 1 giis By A
4. —=a'=|— 5 —=a"’ 6. |—| =—.
ool > (5 -5

ﬂ On retrouve les formules gue I'on connaissait avec les puissances d'exposant entier.

Demonstration

xlna XE‘HM xina+ylna _ E{xu'ﬂnu Y

1. ga’ =g a
2. (@) =e™™ =& ="

3. (Gb)x =€;!n{ﬂ&} = E.rlnn-.rlnb - exlrm xe.ﬂnb =a*h .

=g

i

&
4 i = a* }-l —a* et (l) al ( a-r)* ot g [L'inverse de tout réel & non nul se note @~ et on utilise
a’ a

ensuite la propriéta2.]
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a.r . I ) ,
5. —=ax—=ada’=a".

ar a

[a“\‘ R o R
6. | - ——.Luxv— =a x[— =a"X—=—:
|4 bJ h} \b} b b

3. Racine n-iéme d’un réel strictement positif

Soient n=N" et @ un réel strictement positif, cherchons un réel strictement positif x telque : x" =a.

x"=a< Inx"=Ing [carla fonction In est une bijection de J0;+o<[ sur 2]
I inx lhﬂ
s>nhhx=lhac>Inx=—Ina & ™ =¢"  [carla fonction exponentielle est une bijection de R sur J0;+0[ |
1
L 1

o =l l
[

® n x *
X"=acx=a" [earsix>0,e"=xet neN* eta>0:e =a

1

Propriété et définition
Soient neM’ et a un réel strictement positif, il existe un unique réel strictement positif dont la
1

puissance n-iéme est a , ce réel est a” .
On le note aussi {’E et on l'appelle la racine n-iéme de a.

e rm——————— ——— — .

1. Définition

Définition
Soit @ un réel strictement positif, on appelle fonction exponentielle de base «, la fonction :
X a”, c'est-a-dire la fonction : x = ¢""“ . Cette fonction est définie surl® .

» a réel strictement positif, pourtout x réel, a">0.
»¢"' =¢"" [ puisque Ine=1] donc la fonction x> e” est la fonction exponentielle de base e.

2. Dérivée

Théoréme

Soit @ un reel strictement positif, la fonction : x> a“ est dérivable sur B et sa dérivée est la
fonction: x> a"lna.

Démonstration
La fonction : x - a*, c'est-a-dire la fonction x > e™, est dérivable sur R comme composée de la
fonction: x+» xIna et de la fonction exp toutes deux dérivables sur R .

Soit f:x+>a" ;ona, pourtout x réel: f(x)=a* =e"™ .
En utilisant le théoréme sur la dérivée de la fonction composée expeu [(expou)’ =u'x (expe u)],

avec: u(x)=xlna, donc #'(x)=Ina ; on obtient: f'(x)=(Ina)x(e*") soit f'(x)=a’lna.
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3. Sens de variation

Théoréme
e Si a=1, lafonction x — a* est constante sur .
e Si a>1, lafonction x+= @" est strictement croissante sur R .
e Si 0<a<l, lafonction x— a” est strictement décroissante sur R .

Démonstration

Soit a un réel strictement positif et soit x réel. On pose f(x)=a".

Si a=1, pour tout réel x, f(x)=1"=¢" =¢" =1, donc f est constante sur R, c'est la fonction
x—=1.

On saitque : f'(x)=a"Ina etque : pourtoutréel x, a* >0.Parailleurs: na>0&a>1.

Par conséquent,
-si a>1, pourtoutréel x, f'(x)>0, donc la fonction x — &* est strictement croissante sur’® .

-s8i 0<a<], alors Ina<0, donc : pour tout réel x, f'(x)<0 et par suite, f est strictement
__décroissante surlk .

Exemples
1. La fonction : x— 3" est strictement croissante sur R car 3>1.
X
2. La fonction : x = {{%J est strictement décroissante sur £ car 0 < % <1.
\

4, Limites en l'infini
Théoreme

e Sig>1, alors: limag*=+00 et lima®=0.

Xt ==

e Si0<a<l alors: lma =0 et lim " =+,

X+ Xy

Demonsiration
chna

| Soit a un réel strictement positif, pour tout x réel, on a par définition, @ =¢""".
| On pose X =xIna.
eSia>1,alors Ina>0 ; par conséquent: lim xlna =+, etdonc: lim ¢* = lim e* =+ ;

X—b4iC [ X =400
ot: lim xlng=-w, donc: lim a* = lim e* =0.
== X=»=—0 X =y
eSi 0<a<l,alors Ina<0 ; par conséquent: lim xIna=-cc, etdonc: lim a* = lim e¢* =0 ;
X=+0 X=p4 X iy
et: limxlna=+®. donc: lima* = lim e* =+=.
== == X =pden

5. Quelques courbes
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C, est la courbe représentant la fonction :
x> 2%,

C, estla courbe représentant la fonction :
| x>,

C, est la courbe representant la fonction :

Théoreme
g s I?x = n_x
Pour tout entier naturel » non nul:  lim F=+m et lim x"e* =0.
Démonstration
eOna:pourtoutréel x nonnul, —=——=¢ """ =pg* */
s
. Inx : : ; Inx
Or, lim — =0 donc hm[l—nﬁ}ﬂ ; par suite : lim (x—nlnx)= lim .r[]—n——)=+m.
X=pe x X=p+0 x X oo =-ar x
: . v—mlnx . . EI
Cnmmeth ¢ =+, on obtient finalement : lim e* ™ =+ soit: lim — =400,
=4 X—p40 x—}mx
esEnposant X =—x,ona: x=—X et lim X =+c0.
it ok g il : e 1 -
Ainsi: lim x"¢* = lim (-X) e * = lim (-1)" =~ On vient de montrer que : lim — =+cc, on en
e X X e X—o:m Y
AR T i " ; S g SR AZT
déduit: lim —=0 ;or |{—l) ,=I donc: lim (-1)"—-=0 et par suite lim x"¢* =0.
Nadw o X e X—b—tn

Définition
Soit & un réel, on appelle fonction puissance la fonction, définie sur ]0;+:::-[ par: x> x“.
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[x © Ennotant f,:x+x", onadonc f,(x)=x"=e™"".
e Sia=l,0na: f(x)=x =e"" =x, donc f, estlidentité sur |0;+=].

(M x

e Sia=0,0na: fy(x)=x"=e""=¢"=1, donc f, estconstante et égale & 1 sur | 0;+[ .

4111 2. Dérivée et sens de variation

Théoréme
La fonction : x > x“ estdérivable sur |0;+[ et sa dérivée est Ia fonction : x = ax“".

Démonstration
relnx

La fonction: xk>x“, c'est-a-dire la fonction xm>e“"*, est dérivable sur ]0:+o[ comme
composée de la fonction : x> aIn x, dérivable sur | 0;+cc[, et de la fonction exp, dérivable sur IR .
Soit £, :x+» x“ ; ona: pour tout pour tout x réel strictement positif, £, (x) = x* =e*"*.

En utilisant le théoréme sur la dérivée de la fonction composée cxpeu [(cxpeu) =u'x(cxpeu)],

avec, pour x réel strictement positif : #(x) =aInx, donc u'(x) = ;.':e':»c:]—:E ; on obtient :
X X

=]

: @ @
f1(x) =—xe"™ =—xx* = ax
X X

Conséquence
e Si @ >0, lafonction : x> x* est strictement croissante sur ] 0 ;+m[ :

» Si <0, lafonction: x> x est strictement décroissante sur | 0;+] .

Demonstration
Sur |0;+w[, ona: f (x)=ax*".
x“t =@ o nour tout réel X, ¥ >0, donc x* >0 etdonc:

esia>0,ax"" >0 donc £ '(x)>0,donc f, eststrictement croissante sur J0;+00[ et

« si @ <0, ax*" <0 donc fa'{.t} <0, donc jf, est strictement décroissante sur ][};+ac[.

4111 3. Limites.

Théoréme
e Siag<0,alors: limx®*=4+0 et lim x =0.

x=0* X—vdm

e Sig>0,alors: limx*=0 et im x* =+,

x=0t A=

Démaonstration

o réel, pour tout x e ]0;+:-o[, x% = 0¥
e Sia<0, limnx=-w donc limalnx=+ow

=0 =" alnx

: donc, par composition, lime*™" =+w.
lim EX =00 =07
X




lmlnx=40 donc llmalhx=-=

Koty X—dpat " . reinz
, . donc, par composition, lim e¢“"* =0.
lim e” =0 X—p=20

Xty

® Siaz>0, limlnx=—w donc limalnx=—o]
x=0r x—=0" ape . zinr

; i donc, par composition, lme" ™ =0..

lim e’ =0 £-)!

XNo—p—w

limlnx=4x donc limalhx=+wx

X—p+oh X4 Zli's

T dong, par composition, lim """ = +w
lim e =+ Xty

XN ==

Conséquences
Soient & un réel, f, la fonction définie sur ]0;+o0[ par :x+> x“ et %, sa courbe représentative
dans un repeére.
e Si a <0, lacourbe %, admet pour asymptote verticale, |'axe des ordonnées, et pour asymptote
horizontale au voisinage de +oo, I'axe des abscisses.

e Si a >0, lafonction f, est prolongeable par continuité en 0, en posant 1, (0)=0. De plus,

» Si 0<a <1, lacourbe 7, admet une branche parabolique de direction (G;F].

»Si @ >1,, lacourbe %, admet une branche parabolique de direction [O;}).

Demonstration
e Si <0,
lirgf x“ =+o0, donc la courbe %, admet I'axe des ordonnées pour asymptote verticale.
lim x* =0, donc la courbe %, admet 'axe des abscisses pour asymptote horizontale au voisinage
de +w,
o Sia>0,
lim x* =0, donc la fonction f, est prolongeable par continuité en 0, en posant: £, (0)=0.
=0
De plus, lim x“ =+, cherchons donc si la courbe %, admet une asymptote oblique en +w.
XL
Pour x#0,0na: " L =% =g AVDE
X X

+ Sil<a<l,alors a-1<0,etona:
lim Inx =400 donc lim (@-1)lnx=-

i St iy donc, par composition, lim ™" =0 D'od :
lim e’ =0 F—p+e

Xty

lim i{?—{-{l = 0 donc la courbe 7, admet une branche parabolique de diractinn(o;?).
X=b=0 x

« Sia>1, alors a—1>0,etona:
limInx =+ donc lim (@—1)lnx=+cx

Py Bl donc, par compasition, lim """ = 400, D'ol
llm g ==00 X—b+%0
N+
F X i ; : ; =
lim M =+ donc la courbe ¥, admet une branche parabolique de direction (0; J ]
I=rbm x




"
|||||||||||||||||||||||||
. " 1l "

Théoréme

1. Pour tout réel e, lim i=+¢c
B

2. Pour tout réel @ strictement positif, lim — =

3. Pour tout réel a strictement positif, ljﬂ(x“hx) =

Demonstration
1. Pour tout réel x strictement positif,

;— >0 et % = (expeIn) [E—ﬂ] [car expo In est Iidentité sur ]U;-i-ao[ !
X X

E.r

1n—ﬂ=lne‘-lnx” [sia>0 et b>0, 1n%=lnﬂw1né]

X
=x—alnx [lncexp estlldentitésur R et Inx“ =lne

ln—E;=x[1—a'Hj.

alna

=ahx ]

X X

K x X=hd20 x A= x X=p40

lim M=l.'ll, donc: lim (aM]-:U, et donc: lim [l—am—x]=l ; de plus, lim x=+w0; d'ou

(par produit) : lim x(l - aln_.x)= +00, 80it: lim ]nia =400,
K=+ x X = X
X . E.!
Or, lim e* =+, donc par composition : lim expeIn [E;] =+00, goit: | lim —= ;
N =pm X=p4om X xptm y

2. Pour tous réels x et o strictement positifs,

1 R | k] W | 11
Inx*=glnx donc Inx=—Inx“; doli: —=—x—r.
o x & X
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In x*

a >0 donc lim x“ =+co ; de plus, lim hﬁ = () donc, par composition, lim =1).

T—%+m K=+w Y X—bdem _;_-a

M=+ o0 a xﬂf i

N=p X

Donc lim(-l—xmx J:ﬂ donc LimEﬂl.

3. Pourtous réels x et & strictement positifs,
1

I
2lhnx=x*x—Inx*=—x*Inx".

(4 (¥ 4
a >0 donc lin& x* =0 de plus, }rm% (X'InX)=0 donc, par composition, ljn;;(x" [nx"] =0.

Donc lim(lx" Inx"'):(} donc |lim x“]nx)=ﬂ.

=20 r £--3{]

g [« Une équation différentielle est une équation dont I'inconnue (souvent notée y ) est une fonction dérivable

1.

(une ou plusieurs fois selon I'ordre de I'équation) sur un intervalle / de .

- Résoudre une telle équation sur un intervalle / de R, c'est déterminer toutes les fonctions dérivables
(autant de fois que nécessaire) sur 7 et qui vérifient I'équation sur cet intervalle.

*Une équation différentielle d'ordre 1, dinconnue y, est une équation dans laquelle figure ' (dérivée
premiere de y ) et le plus souvent, y .

* Une equation différentielle d'ordre 2, d'inconnue y, est une équation dans laquelle figure ' (dérivée
seconde de y ) etle plus souvent, y et y'.

Equation y'=ay

Théoréme

Soit a un réel.
L'ensemble des solutions de I'équation différentielle ' =ayp est 'ensemble des fonctions définies

sur B par: x—= ke™, ou kdécrit R .
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Démonstration
Soit ¢ la fonction définie sur R par ¢@(x) = ke™ .

Alors ¢ est dérivable sur R et pour tout réel x, ¢'(x) = kae™ = ap(x) ; soit @' =ap, donc : ¢ est
solution de I'équation y' = ay .

Réciproquement :

Soient : f une solution de I'équation »'=ay et g la fonction définie sur R par: g(x)=e™ f(x).
Alors f et g sont dérivables sur R et, pour tout réel x : g'(x)=—ae™ f(x)+e ™ f'(x); ce qui
peut s'écrire : g'(x)=e ™ (f'(x)-af (x)).

Or, f estune solutionde y'=ay, donc : pour tout réel x, f'(x)=a f(x) et f'(x)—a f(x)=0.
D'ol : pour tout réel x, g'(x)=0; donc : g est une fonction constante sur R, et donc il existe un
| réel k tel que : pour tout réel x, g(x) =k, soit: k =& f(x), donc : f(x) = ke™.




Exemple
Résoudre I'équation I’ équation différentielle 6y'—5y =0,

S
Ona: 6y -5y=0&y =Ey donc :

'ensemble des solutions de 6y'—5y =0 est : {f: x> ket ; ke ]R]r,

Théoréeme

L’équation v'=ay (a#0) admet une unique solution qui prend la valeur y, en x,, c'est-a-dire une

unique solution dont la courbe représentative passe par le point de coordonnées (x,, ¥,) -
C'est la fonction définie sur B par: f(x)=ye"" ™.

Demonstration
\‘Dn a [ delaforme: x> ke™, kréel.
afx-3q)

F50) =¥y © ke™ =y, & k= y,&™™ . Donc f()=ke™ = ye ™.e™ = y,e™ .

Exemple
Déterminer la solution de I'équation différentielle —2y' =7y qui prend la valeur =3 en 2.

? _EII_E}
Ona:-2y'=7Ty< ) =—Ey donc :| la solution f qui prend la valeur —3en2est:xi— -3¢ *

2. Equation y'=ay+5b

Théoréme
Soient a et b deuxréels avec a=0.

L'ensemble des solutions de I'équation différentielle y'=ay+b est I'ensemble des fonctions

définies sur R par: x> ke™ —E, ou & décrit R .
a

Démonstration

Soit f une solution de y'=ay+& et soit g:f+£ - alors : f=g_£ et f'=g'.
a o

Avec ces donnees, on a les équivalences suivantes :
/ une solutionde y' =ay+b & f'=af +b

¢3’=“(g-£]+b [f=g E]
L a 4
-l h
= g =ag [a#!’.},ax—=ﬁ]
a

f une solutionde y'=ay+b <> g estsolutionde y' =ay.

donc : pour tout x réel, g(x)=ke™ et f(x) =g(.:u;)—E = ke™ 2
a a

Or, d'aprés le théoréme 1, les solutions de )’ = ay sont les fonctions définies sur R par x> ke™,

9



Exemple
Résoudre I'équation différentielle 3y'— y =2,

Gna: 3'}"—}?:2 <> 3.}?’:-..}’4—2 = y':ly.FE.

53
La derniere équation est de type : y'=ay+b, avec a =~% et b= S : done ses solutions sont les
. g s, b 2. .3 .
fonctions définies sur R par: f(x)=ke™ -—— ,et —— =——x==-=2. Finalement,
a a

1
'ensemble des solutions de 3y'—y =2 est: {_f:xi—) kel =2 ke R}

Theéoréme (admis)
L'équation y'=ay+b admet une unique solution qui prend la valeur y, en x,.

Exemple
Déterminer la solution de I'équation différentielle —2y'+4y =7 dont la courbe représentative passe

par le point A de coordonnées (—1;1).

Ona: -2y'+4y=7 & -2y'=—4y+7 < y’=2y_%.

: . 7 ;
La derniere équation est de type : y'=ayv+b, avec a=2 et b= 2 ; donc ses solutions sont les

fonctions définies sur R par : J’“(x}=ic¢-3‘“~~~E ; et —£=1xl=i.£}bﬂ: f:xl—}kel‘+%; kek.

a g 22 9
La courbe de [ passe par A (-1:1) siet seulement si f(—1)=1.

f-D=1 & ke”"”-:-—}ﬂ = ke‘*:l-% s fatme? e 28 ponc::

la solution de I'équation différentielle —2y'+4y =7, dont la courbe représentative passe par le

point A de coordonnées(-1;1) est [ définie sur B par: f(x)= e e’ xe** +E= _Eezm +1

L 4 4 4 4

1. Cas particulier "+ o’y =0

Théoréme (admis)
Soit @ un réel non nul.

L'ensemble des solutions de I'équation différentielle »"+ @’y =0 est 'ensemble des fonctions
définies sur R par: x— Acoswx + Bsinwx, ot (4, B) décrit R*.

E

ésoudre l'équation différentlelle 4y"+3y=0.
4y"+3y=0& _p"+%y =(. Cette équation est de type y"+w’y =0, avec: w’ =-§- » donc :

I'ensemble des solutions S est 'ensemble des fonctions définies sur R par :
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. SOif :

i S:{f: b Ac{}s{—\g—%x]-ip Bs-:in( = x} (A. B) décrit Rl}.

Théoréme (admis)
Soit @ un reel non nul.
L'équation différentielle »"+@’y=0 admet une unique solution f vérifiant f(x,)=y, et

i x> Acoswx+ Bsinwx , ot (A,B) décrit R*, et w=

by ”If?ﬂ

f(x)=», ol X, y,. ¥, sontdes réels donnés.

2. Equation ay" +by'+cy=0.

Définition

Soient a, b et c troisréels, a#0.

On appelle équation lindaire homogéne du second ordre a coefficients constants toute equation
dutype: ay"+by'+cy=0.

L'équation (E) ar’+br+c=0 est appelée équation caractéristique de I'équation différentielle
ay"+by' +cy=0.

Théoréme (admis)
Soit I'équation différentielle ay"+by'+cy =0 ; a, b et ¢ réels, a=0.

Soit (E) son équation caractéristique, (E): ar” +br+c=0.
e Si (E) admet deux solutions réelles distinctes 7 et r,, alors :
'ensemble des solutions de I'équation différentielle ay”+by'+cy =0 est 'ensemble des fonctions

définies sur B par: x> de™* + Be*" ou (4, B) décrit R®.
e Si (E) admet une unique solution # =--i , alors :

I'ensemble des solutions de I'équation différentielle ay”+by'+¢y =0 est 'ensemble des fonctions
définies sur B par: x> (4x+ B)e™ ou (4, B) décrit R*.

e Si (E) admet deux solutions complexes conjuguées a +if et a—iff ,(a,8)cRxR", alors :
'ensemble des solutions de I'équation différentielle ay” +by'+cy=0 est I'ensemble des fonctions
définies sur R par: x> e*(A4cos fx+ Bsin fx), ol (4, B) décrit R*.

Exemples
1. Résoudre I'équation différentielle : 4y"-3y'-1=10,

L'équation caractéristique (E) est: 47> -3r—1=0. Le discriminant est: A=(-3)*-4x(-4)=25,

A > 0 donc I'équation (E) admet deux solutions réelles distinctes : r, =1 et r, = _Tl -

Par conséquent, I'ensemble des solutions de I'équation différentielle 4" -3y'—1=0, est 'ensemble

s
des fonctions définies sur R par: | x> Ade" +Be ¢ ol (4,B) décrit R?,
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2. Résoudre I'équation différentielle : 4y" —4y'+1=0.
L’équation caractéristique (E) est: 4 —4r+1=0, donc : (E) < (2r—1)’ =0, donc (E) admet une

: I
solution réelle unique : =-2-.

Par conséquent, I'ensenible des solutions de I'équation différentielle 4" —4 y'+1=0 estl'ensemble

1
des fonctions définies sur R par: | x> (4x+ B)e® ol (A. B) décrit R?.

s

3. Resoudre I'équation différentielle : y"+4y"'+13=0.
L'équation caractéristique (E) est : +*+4r+13=0. Le discriminant est: A=4>—4x13=-36.
A <0 donc (E) admet deux solutions complexes conjuguées :

SOl e [-36=(6i)]

y
Par conséquent, I'ensemble des solutions de I'équation différentielle »"+43'+13 =0, est 'ensemble
des fonctions définies sur R par : x> e*(A4cos Sx+ Bsin fx), ol (4.B) décrit R® et avec

a@=-2et f=3.Soit: | x> e (Acos(3x)+ Bsin(3x)) ol (4, B) décrit R,

Théoréme (admis)

Soient @, b et ¢ trois réels, a=0.

L'équation différentielle ay"+by‘+cy =0 admet une unique solution f vérifiant f(x,)=y, et
S'(x,) =¥ ol x,, ¥,, ¥, sontdes réels donnés.

Exemple
Déterminer la fonction f solution de I'équation différentielle y"+y' —2y =0, telle que : f(0)=3 sf
f(0)=-2.

L'équation caractéristique (E) est: »*+7—-2=0. Le discriminant est: A=1>—4x(-2)=1+8=9.

A >0 donc (E) admet deux solutions réelles distinctes : # = % =let = % ==2.

Par conséquent, il existe deux réels 4 et B tels que f(x)= Ae* +Be™ .
Les fonctions x> x et x> —2x ainsi que la fonction exponentielle sont dérivables sur ® donc f

I'est aussi et, pour tout réel x, f'(x)= A4e*-2Be™".
{f(0)=3 {Ae“+3€”=3 {A+B=3 {A+H=3
A= — o

1'0)=-2 Ae"~2Be’ =2 A-2B==2 A-A+B—(-2B)=3-(-2)
i 5 4
#+B=3 A=l 4=5-< 4=
s Bt BE IRPASES -
E 5 B== B=2
3 3

La solution f* cherchée est la fonction : x> ger‘+-§-e'2‘ :
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Les exercices sont autocorrectifs, leurs corrigés sont dans un autre fascicule.

En cas de doute, de difficulté, je n’hésite pas a faire appel a un professeur tuteur. Je
v;r peux téléphoner aux horaires indiqués sur la fiche Tutorat ou déposer un message
sur le site du DAEU (la démarche pour y accéder est indiquée dans le Guide de

votre Formation).

Exercice 4.1

Simplifier I'écriture de chacun des réels suivants :
1 11 n2

- % . L : 3in-
e A=lne'+4In¢” e B=2lne” +—Ine* « C=¢ ! « D=
2 -
Exercice 4.2
1. Montrer les égalités suivanies :
a) Pour tout x réel: e xe'™* =izez". b) Pour tout réel x : - s IS :1 ;
e e +1 e +1
: ; ; 2¢* -3
2. Soit f la fonction définie sur B par: f(x) = =
e
Montrer que, pour tout x réel : f(x)+ f(-x)=-1.
Exercice 4.3
Résoudre dans ® les équations suivantes :
1. g7 =1. 2. (& +1)(e* —e)=0.
3 & =50, 4. 4¢** —¢* =3 =0 (on pourra poser X =e").

Exercice 4.4

1. Résoudre dans R les inéquations suivantes : a) e **'* 2 1.
b) 3-¢*** <0.
2. a) Résoudre dans R l'inéquation: (x—4)(1—-x)=0.

b) En déduire les solutions de l'inéquation :(Ef’r - 4](1 - ) =0.

Exercice 4.5

Calculer les limites en +w et en —= de chacune des fanctions suivantes :

1. f définiesur R par: f(x)=2e"+3x-5. 2, g définie sur R par: g(x)=4x+3+xe".
2e" —1

3. h définie sur & par: A(x)=(3x-1)(4—-e™). 4. ¢ définie sur R par: @(x) =W'
2
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Exercice 4.6

Etudier les limites en 0 de chacune des fonctions f, g et k., définies sur R' = R {0} par:

X 2 -5 X _—
1. f(x)==. 2. p(x)="X"2¢, 8 b

X X ax
Exercice 4.7

Pour chacune des fonctions suivantes, préciser son ensemble de définition, son ensemble de
dérivabilité puis déterminer sa fonction dérivée.
e -2

x=5

1. f x> 4e" +5x-3. 2.2 . x> (3x=-2)". 3 h:ix—

4. ¢ : x> 3x-1+ S W ix2eT—¢"+2.

e +2
Exercice 4.8

Soit 1 la fonction définie sur & par f(x)=3¢* —3x—4.
1. Déterminer les limites de f/ en —« et en +oc.
2. a) Démontrer que (C, ), courbe représentative de [, admet une asymptote oblique (D) dont

on précisera une éguation.
b) Etudier la position de (C,) par rapporta (D).

3. Etudier les variations de / sur & puis dresser le tableau de variation de £ .
4. Montrer que 'équation f(x)=0 admet, dans [O;m[, une unique solution x, dont on précisera
un encadrement a 0,1 pres.

5. Tracer (C,) et (D) dans un repére orthonormal (0;;,}') (unité graphique 1cm).

Exercice 4.9

Determiner 'ensemble des solutions des équations différentielles suivantes :

1. 5y'-2y=0. 2, 5p"+3y"-2y=0.
3.4y"+12y'+9y=0. 4. y"-6y'+13y=0.
Exercice 4.10

Dans chacun des cas suivants, déterminer la fonction f, solution de I'équation différentielle
donnée et vérifiant la (ou les) condition(s) donnée(s).

1. 5)'+2y=0 et j'[%]=3e,

2. V'+3y=6 et (C'f)passe par le pnintA(%;ZHe].

3. y"-3y'+2y=0; (C,) passe par le point 4(0;~1) et admet en ce point une tangente de
coefficient directeur —4 .
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Exercice 4.11

.l

Soit f la fonction définie sur ]0;+::u[ par: f(x)= ; :

1. Déterminer la limite de fen 0.

Y PLLIEA
2. a. Montrer que pour tout x appartenant a ]O;+m{ : f (x)=e{ 4 )

b. En déduire la limite de [/ en +ow.
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Soient 7 un intervalle non vide de & et f° une fonction continue sur /.

La fonction f admet donc des primitives sur 7. On considére F' et G , deux primitives de f sur [ ; il
existe donc un réel k tel que, pourtout xe/: F(x)=G(x)+k.

[Sur un intervalle, deux primitives d'une méme fonction différent d'une constante. [¢f. cours séquence 2]

Ainsi, pour tout couple (a,b)el’,ona: F(b)-F(a)=(G(b)+k)—(G(a)+k)=G(b)-G(a).
Le réel F(b)—F(a) est donc indépendant du choix de la primitive F .
On peut alors donner la définition suivante :

Définition
Soient : / une fonction numérique définie sur un intervalle 7 ; F une primitive de f sur I et, a et

b deux reels éléments de / .
On appelle «intégrale de ¢ a b de f », leréel : F(b)—F(a).

Les réels a et b sont appelés «les bornes» de l'intégrale.

lj' Notations et remarques
s On note cette intégrale : J" f(x)dx et onlit: « somme de a & b de f(x)dx ».
On doit cette notation au mathématicien Leibniz (1646-1716).
On a donc : pour toute primitive 7 de f sur I, [ f(x)dx = F(b)~F(a).

» Pour écrire cette intégrale, on utilise aussi la notation : [F(x)]. D'ou: J': fx)de=[F(x)]

e La différence F(b)— F(«a) ne dépend que de la fonction f et de la valeur des bornes a et b |
on peut donc remplacer la lettre x désignant la variable, par n'importe quelle autre lettre,

distincte des lettres a et b. Ainsidonc: [ f(x)dx= [ f(H)dt.

—_—

Exemples
1. Soit 1 définie sur R par: f(x)=2x-3.

f est une fonction polynéme, donc elle est continue sur R et y admet des primitives.
La fonction F définie sur R par: F(x)=x*-3x, est une primitive de f sur &.

Onadonc: [ f()de=[F@), =F@)-F(-1)=(4-6)-(1+3)=-6.

: 1
2. Soit f définie sur |0;+c0] par: f(x)=6x"-—+2.
-

[ est une fonction rationnelle, donc elle est continue sur son ensemble de définition, ici : ]U ;+co[ el

elle y admet des primitives.
La fonction F définie sur |0;+e0[ par: F(x)=2x"—Inx+2x, est une primitive de / sur 0;+|.

On a donc :
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l [ 70)dx=[F@)] = Fe)-F(1) =(2¢' ~Ine+26) ~(2—In1+2) = 26" ~ 1+ 2e—4 =26 +2¢-5.

g Attention : Le réel [ f(rdx existe ; la notation dx indigue que 'on intégre par rapport & la variable x . Dans ce cas, le

réel /(1) ne dépend pas de x ; il est donc & considérer comme une constante et ainsi, une primitive de la fonction :
b

x > (1) est lafonction : x = x £(r). Donc: L f()ydx= [xf(z)]i =bf(t)-af(t)=(b-a)f@).

Exemple : f. (2x+3)de=[ 2 +3x | =5 +15-(1-3) = 42.

mais: [ (21+3)de=[(2+ 3], = (2+3)5—(2+3)(-1) = 6(2¢+3)..

Soit f une fonction continue sur un intervalle / et soit a un élément de /.

On consideére la fonction 7 telle que : pourtout xe/, F: x> I:f(z)dr.

S est continue sur / donc elle y admet des primitives. Soit G une primitive de f sur 7, on a alors :
F(x)= L f(t)dt =[G(®)] = G(x)-G(a); soit : pour tout xe I, F(x)=G(x)-G(a).

Or, G estune primitive de / sur / donc, G est dérivable sur / et G'= f.

D'oli: F est dérivable sur / et, pourtout xe/ : F'(x)=G'(x)= f(x); on en déduit que F est une
primitive de f sur /.

De plus, F(a)=G(a)—-G(a)=0 ; par conséquent F est la primitive de f sur 7, quis'annule en a.

Définition-Théoréme
Soit f une fonction continue sur un intervalle I et soit @ un élément de 7 .

La fonction £ définiesur / par F:x— Ef{r)dr, est la primitive de / qui s’annule en a.

Propriété
La fonction logarithme népérien est la primitive de la fonction inverse sur ]U;+m[ , qui s'annule en 1,
054+ > R
on peut donc écrire: In: il i
x| ;dt

a. Unité d’aire

Soit (0;?,}) un repére orthogonal. On considére les points :
A(1;0), B(0;1) et C(1;1).
On convient de prendre pour unité d’aire I'aire du rectangle OACB.

L'unité d'aire est souvent notée :u.a.; 1 ua.=||7|x| j| cm®.
Pour le repére ci-contre, || ||=2 cm et || f|=0,8 em ,donc: 1 ua =1,6 em®.
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b. Fonction positive

Théoréme (admis)

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a,b] , C'est a dire telle que :

pour tout réel x appartenant a [a,b], f(x)=0.
L'aire .7, exprimée en unités d'aire, de 'ensemble de tous les points dont les coordonnées (x, y)

vérifient: a<x<b et 0<p< f(x),est: .o = [ f(x)d.

Exemple
On veut calculer l'aire de 'ensemble des points dont les coordonnées

(x,y) satisfont: 1<x<2 et 0<y< f(x);avec f(x)=x".
Cet ensemble est « colorié » surle schema ci-contre.
La fonction f: x> x*, est continue et positive sur [l ;2] :

|'aire .7~ cherchee est donc, en unités d'aire :

3 2
-.’e?'=_r.x!dr= g =§—l=Z ; Soft: .¢ il u.a.
! 2L 4 3 B 3

L'unite graphique est 1.5 cm en abscisse et 1 em en ordonnée, donc

lua=1,5x1=1,5 cm’ ; par conséquent, exprimée en cm’ , l'aire .~/

est: u‘/:le,S:E cem’.
3 2

c. Fonction négative

Théoréme
Soit f une fonction continue et négative sur un intervalle [a,b], c'est a dire telle que :

pour tout réel x appartenant a [a,6], f(x)<0.
L'aire./, exprimée en unités d'aire, de 'ensemble @ de tous les points dont les coordonnées

(x,y) vérifient: a<x<b et f(x)<y<0, est: .o/:j':{—f(x))dx.

Démonstration
J/ une fonction continue et négative sur un intervalle [a,b].

La fonction - f : x+ —f(x) est donc paositive sur [a,b].
Soient (C) la courbe représentative de f et (C") la courbe -

représentative de -f ; les courbes (C) et (C') sont -
symetriques par rapport a I'axe des abscisses. =

Soit @’ I'ensemble symétrique de @ par rapport & l'axe des i
abscisses. Les ensembles ® et ®’' ont donc la méme aire .« . ...
D" est 'ensemble des points dont les coordonnées (x,y)

vérifient: a<x<b et 0<y<-f(x), donc l'eire de @’ est: -
b

[(f@)ds (ua.).

On en déduit donc .« = r(-f(x))cir (en unités d'aire).
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Propriétés

Soient /et g deux fonctions numeriques definies et continues sur un intervalle I et soient a, b
et ¢ des eléments de /.

1. :f(x)dx*:{l.
[ f@de==[ ).
3. [ S(x)de+ E F(x)de= I: f(x)dx (relation de Chasles).

il

2.

4.0t e 1 [(Af(W)ds=A[ f(x)dx (1 formule e linsarité).

5. [ (/+g)de= [ fx)de+ [ glx)ds (2 formule de linéarits).

6. Si f est périodique de période T sur R, alors : ‘[TT f(x)dx, est indépendante de a.
7. o Si f est paire sur 7, alors : Ef(x)dx=2ff(x)cir.

e Si / estimpaire sur 7, alors : f f(x)dx=0.

Q’ Les propriétés 4. et 5. peuvent étre résumées sous la forme :
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1] b Tl
soient 1cR et ucR ; L(Aj'+,ug}(x)dx=/1_|; f{x}ctr+ng(x)cix

Demonsiration (des six premieres proprietes

f et g sont continues sur un intervalle 7, elles y admettent donc des primitives.
Soient FF et G des primitives respectives de f et g sur /.

1.0na j f(x)dx=[F(x)] = F(a)-F(a)=0.
2. [ f(x)dx = F(a)-F(b)=—[F(8) - F(@)] =—[F@]. == S (x)x.

b ¢ L ¢
3. jﬂj‘{x}dt+ L f(x)dx:(F{b}-F{a})+(F(c)-F{b}) =F(c)-F(a) = L S(x)dx.
4. La fonction A/ est continue sur I et admet la fonction AF comme primitive sur cet intervalle.
Par suite : j" (Af(x))dx=[(AF) (x)j: = AF(b)—AF(a)=A(F(b)-F(a))=1 f f(x)dx.

9. La fonction f + ¢ est continue sur / comme somme de fonctions continues sur 7 . Elle admet
donc des primitives sur 7 ; en particulier '+ G est une primitive de f + g . Par conséquent :

[(f+e)@as=[(F+G))]
=((F+G)(b)-(F +G)(a))
=(F(b)-F(@)) +(G(h)-G(@)); soit: [ (f+g)mde=[ fx)dx+ [ gx)ax.
6. La fonction f est continue sur R et périodique de période T .

=+T
Soit /' une primitive de f sur R et soit g la fonction définie sur R par: g(x)= L f(5)dr.




Onadonc: g(x)= [F(r}]:ﬂ =F(x+T)-F(x).

Puisque F' est une primitive de f sur R, F est dérivable sur R donc g I'est aussi, et pour tout
réei x : g'(X)=F'(x+T)-F'(x)= f(x+T)- f(x).

Or, / est périodique de période T , donc : pour tout réel x, f(x+T7T)= f(x) ;d'ou: g'(x)=0.0n

en deduit que g est constante sur R , et donc : _[“T f(2)dt ne dépend pas du réel x.

lllustration des propriétés 3., 6. et 7. avec des aires

f est une fonction continue et positive sur [a;c] 5

[ /(x)dx=aire @ + aire @

or j” J(x)ds=aire ® , [ f(x)dx=aire ®

Donc : Ef(x)alr+ J:f(x)dr= _er(x)dx.

f est une fonction continue, positive
et périodique de période 27, sur .

J':"Hf(x)dr = aire @ + aire @,
Emf(x)dx= aire @ + aire®.

Or aire ® = aire®,

Donc ‘[:"H f(x)dx= I:Hrf(x)dr :

2 Y f est une fonction continue impaire sur 7,
1 f est positive sur [0;4[ et négative sur ]-a:0]; donc :

..""j aireﬁ=ff(x)dx et aire ® = ﬁ(-f(x))dx=—fif(x}dx.

3k
En utilisant la relation de Chasles, on peut écrire :

[ fds= [ fGde+ [ fGx)ds.
Dou: [ f(x)dx = - aire @ + aire ©.

Or, aire @ = aire @ ( par symétrie par rapport & O), donc :
[ fx)dx = - aire @ + aire @ = 0.
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7. Fonction paire
\ »] Cy f est une fonction continue, paire et positive sur 1 .

[ f(x)dx= aire @ +aire ©.

Or, Ef(x)dx= aire @ ; E_f(x)dr: aire ®

et, par symétrie, aire @ = aire ®.

* Donc: [ F(x)dx=2xaire ® =2_[:f(x)dx,

X

Exemple d'utilisation de la relation de Chasles pour le calcul d'une intégrale.
Soit a calculer Elf - 3.x|dr.

La fonction :x—x*=3x, est une fonction polynéme donc continue sur R ; la fonction valeur
absolue est continue sur X donc , par compasition, la fonction : x = |x"' —le est continue sur R,

par suite, sur [-1;2], d'ou : l'intégrale existe.

Ona x* —3x=x(x—-3) ; étudions le signe de x(x—3).

X —a0 0 3 +oC |

x(x-3) + 0 - 0 +

Par conséquent,
pour x<0 ou x=3 : |.:|c2 —3x|=x(:a:—3) et pour 0<x<3: |x! ~3x|=—x(x—3}.

x* -3x'dx+ J.:lxz —3x|dx+

En utilisant la relation de Chasles, on peut écrire : E [ 3|t = f:
2 = 2 ) 0 2
En utilisant le signe de x~ —3x, on obtient alors : le“ —BrIdx= Lx(x -3)dx+ L —x(x=3)dx.

Ainsi: [ | =3x|dv= [ (% =3x)dx— [ (< ~3x)dx

0 - 2
=[1x3_§x2] 3 1x3_1x3]
RSl I T ¢

=-(—l—é)—(§—6]=-—?+é+6; Donc : .[zll.xz—lrldl::gﬁ—i-

Théoréme
Soient a et b deux réels tels que a < b et soit / une fonction continue sur [a,b].

Si, pour tout réel x appartenanta [a,b], ona: f(x)=0, alors: ﬂf(x)aﬁ:‘aﬂ.

Attention...ce théoréme n'est valable qu'avec la condition a<5h.

Démonstration
‘ f est continue sur [a, b] donc elle y admet des primitives.
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Soit F une primitive de f sur [a,b] ;onadonc: F'=f
L on en déduit donc :
De plus, pour tout x appartenant a [a,b], f(x)=0
pour tout x appartenant a [a,h], F'(x) 20, et par conséquent : F est croissante sur [a,b].

Comme ga<b,onaalors F(a)< F(b) et donc: F(b)-F(a)=0.
or, f’ F(x)dx = F(b)—F(a), par suite j" Flx)de>0.

a. Intégration d’une inégalité

Théoréme
Si, a et b sont deux réels tels que a<b ; f et g, deux fonctions continues sur l'intervalle [a,b]

et si, pour tout réel x appartenant a [a,b] ,ona f(x)zg(x),alorsona: I:f(x)drlz fg(x)dx.

1. Larsqu'on utilise ce théorame, on peut dire qu'on « intégre une inegalité ».
E 2. Ce théoréme est utile dans les problémes de majorations et d'encadremants pour des aires, des intégrales,

des fonclions , etc.
3. Attention : la réciproque est fausse : une inégalité entre deux intégrales ne permet pas de déduire une

inagalité entre les fonctions.

Démonstration
Pour tout x appartenant & [a,b], ona: f(x)> g(x) alors f(x)-g(x)=0.

La fonction f'—g est continue sur [a,5] comme différence de deux fonctions continues sur [a,5].

La fonction f—g est continue et positive sur [a,b], on peut donc appliquer le théoréme du
paragraphe précédent (2.), on obtient r( f=g)x)dxz0.
Or, d'aprés la propriété de linéarité de l'intégrale : I:( f-g)Xx)dx= r f(x)dx— I: g(x)dx ;
b b b
dou: [ fyde— [ gx)dr=0 donc: [ f(x)dr> [ g(x)d.

b. Inégalités de la moyenne

Théoréeme
Si a et b sont deux réels tels que a<b, si f est une fonction continue sur lintervalle [a,5] et si,

m et M sont deux réels tels que, pour tout réel x appartenant a [a,b] :m= f(x)EM ;
alorsona : m(b-a)=< jjf(x)dx <M(b-a).

Démonstration
a<h, pour x e[a,b], on considére les fonctions, g: x> m et h:x— M . Alors, pour tout réel x

appartenant a [a,b], ona: g(x)< f(x) < h(x). De plus, les fonctions f, g et 4 sont définies et

continues sur [a,b]. on peut donc appliquer le théoréme du paragraphe précedent ( 5. 1l. 3. a) , on
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obtientalors : ["me< [ f(x)dv< [ M. Soit: m[ dv< [ fxyae < [ d.
or [‘av=[ldx=[x] =b—a. Dou: m(b—a)< [ f(x)dx<M(b~a).

llustration de celfe propriété avec des aires

[ est une fonction continue et positive sur IR , et pour
tout réel x de [a;b],ona: m< f(x)< M.
L’aire ./ (en unités d’aire) de la partie « coloriée » est

égale & - j':f(x)czx.

On a: aire (ABFE) < ./ < aire (CDFE).

Or: aire (ABFE) = AE x EF = m(b—a) et
aire (CDFE)=CE x EF = M(b—a).

Dot: m(b—a) £ .o/ £ M(b-a).

Soit: m(b-a) < [ f(x)dx < M(b-a).

|Corollaire
Si a et b sont deux réels, si f une fonction continue sur lintervalle [a,b] et si M est un réel

strictement positif tel que : pour tout réel x appartenant a [a,6] ona: |f(x)|< M,

alors : |ff(x)dx|£M|b-a|.

Deémonstration
Pour tout réel x appartenanta [a,bJona: |f(x)|< M, donc: —M < f(x)< M . D'ol (d'aprés le

Ej'l-ffb—ﬂl.

théoréme précédent) : —M(b—a) < j:f(x]cir SM(b-a); soit : ’ff(x)aﬂx

Q On retrouve l'inégalité de la moyenne en appliquant I'inégalité des accroissements finis a la fonction : x r f(t)adr .

c. Valeur moyenne d’une fonction

Définition
Soit / une fonction continue sur un intervalle / et soient a et b deux réels distincts, appartenant a 7 ,

on appelle «valeur moyenne de f sur [a;b] », leréel: % rf(x]cir.
_a a

Exemple

Calculer la valeur moyenne de f: x> —11' sur [0;2].
X+

f est une fonction rationnelle définie et continue sur [0;2] elle y admet donc des primitives.
Pour tout réel x de [0:2], x+1>0 donc : sur [0;2], la fonction u: x+> x+1 est dérivable et
u'

strictement positive ; de plus sa dérivée est la fonction u': x> 1 ; ainsi: f=—-
i
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On en déduit que la fonction F : x> In(x+1) est une primitive de f sur [0;2].

La valeur moyenne de f sur [0;2] est donc :
! finGe+ )] =%(ln3—lnl)=%[n3.

| g2 P
2 h S & =S[F@], =3

Théoréme
Si # et v sont deux fonctions définies et dérivables sur un intervalle /, telles que les fonctions

dérivées ' et v' sont continues sur [ ;
alors, pour tout couple (a,b) d’éléments de T :
[[u) v de =[u@v)] - [ w@vde et [w@vi)de=[uC)v)] - [[u()v(x)ds.

Démonstration
Sur [ :
» u et v sont dérivables donc la fonction produit uv l'est aussietona: (uv) =u'v+uy' ; donc:

w' = (uv) —u'v.
« u et v sont dérivables, donc continues ; de plus, »’' et V' sont continues, donc les fonctions :
u'v et ' sont continues (par produit de fonctions continues), et ainsi leur somme : (uv)' est

continue.
Par conséquent, on peut intégrer I'égalité wv' = (uv) —u'v entre a et b. Par linéarité on obtient :

j': (wv)(x) dx = I:{uv}'{x]cir-— j“ @) (x) dx.

« une primitive de (zv)' est uv, donc : Eu(x] v (x) de =[u(x) ()] - j’ u'(x) v(x) dx .

|_On montre de maniére identique la seconde é&criture.

Exemple
Calcul de I = fxlnxdx.

.I':xlnxdx est de la forme I:u’(x)v(x)dx , avec pour tout x de [I ;e] ru(x)=x et v(x)=Inx.
2
1

| Alors, pour tout x de [I . e] , on peut choisir u telle que : u(x)=— etona: v(x)=—
Les fonctions u et v sont continues et dérivables sur [1 : e] et leurs fonctions dérivées respectives,

u' et V', sont continues sur [i ;e] , on peut donc effectuer une intégration par parties :

; y B
ru'(r}lv[x}dr=[:f[x)v[x}]:-ruix}v'[x}dr, s'écrit j; xlnxdx=[—£— lnx:| - ixl dx ; d'ou:
o oF x
1
2 2 3 b 2 ol 2 B o 2
I=i|ne—l—ln|—l‘|-xdx []M I:I anG:f=€—“li g 150,"#: f=E+l
2 2 Inl1=0 2 2| 2 : 2 4 4

113



L'intégration par parties peut aussi servir a déterminer une primitive d'une fonction.

Exemple
On cherche une primitive de la fonction In sur |0;-+0].

Une primitive de In sur |0;+cc[ est la fonction F définie sur J0;40] par F(x)= I:m: dt. [¢f.512]
Lx Inzdt est de la forme j: u(t)v'(1)dt ; avec : pour tout re[l;x]: u(@)=Inz et v'(r) =1.

Alors, pour tout t &[1;x]: «'(2) =% et on peut choisir v telle que : v(f)=1 .

Pour tout réel x de ]0;+x[, les fonctions u et v sont dérivables sur [1;x] et leurs fonctions
dérivées respectives u' et v', sont continues sur [1_:,.:] . on peut donc intégrer par parties :

[[uov@di=[uvo] - [[w@vods seeit: [nedi=[nny] - | %xrdr ; d'odr:

F(x)=xlnx —1xInl - ["1dt=xInx —0—[1]} =xInx —(x~1) ; soit : F(x)=xInx —x+1.

On en deduit que : toute fonction : x— xInx —x+k ; k€ R est aussi une primitive sur ]O;+:x:[ de
| la fonction In, en particulier la fonction : x> xInx—x (k=0).

Exemple
Calcul de Intégrale I = j:r sinxdx .

E.x:z sinxdx est de la forme J. :u(x) V/(x)dx , avec pourtout réel x: u(x)=x* et v'(x)=sinx.
Alors, pour tout réel x, u'(x)=2x et on peut choisir v telle que : v(x)=—cosx .
Les fonctions u et v sont dérivables sur R donc sur [0;;:] , leurs fonctions dérivées respectives u'

et V' sont continues sur {U; :?I'] , on peut donc intégrer par parties :

f: u(x) v'(x) de = [u(x) v{x)]:— r w'()v(x)dx s'éerit I: x* sin x dx =]:—.Jcz cos x]: - E(—Zx cos x)dx ;
dou: I=-7° cusrr+0+2‘[:xcosxdx =—mtx(=1)+2J ;avec: J= J:xcosxcir.

Onaalors: I=7*+2J @ ; avec: J = I:xGGSxdx.

J estde la forme j: u(x)v'(x)dx , avec pour tout réel x: u(x)=x et v'(x)=cosx.

Alors, pour tout réel x: on a u'(x)=1 et on peut choisir v telle que v(x)=sinx .
Les fonctions u et v sont dérivables sur R donc sur [O;rr] , leurs fonctions dérivées respectives u'

et V' sont continues sur [0;7 |, on peut donc intégrer par parties :

I:xcns.rci:m[xsinx]:— Esinxdx : d'ol) J=:rsin:r—0—[—cnsx]; =0+cosr—cos0=-1-1;

soit: J=-2. Donc, d’aprés ®, [=r"+2x(-2) soit: |I=xn"-4|.

x
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1. Si, a I''issue d’une double intégration par parties pour calculer une intégrale 7 , on obtient une relation« / =1 » , il
suffit d'intervertir le réle de u etde V' a la deuxiéme intégration par parties.




. Si, & l'issue d'une double intégration par parties pour calculer une intégrale [ , on obtient une équalion d'inconnue
I , on résoul celte équation pour calculer [ .

Exemple

|

Calcul de l'intégrale : 1= |’ e¢"sinxdx.

=

T L
Ee” sin xdx est de la forme E u'(x)v(x)dx , avec pour tout réel x : u'(x)=e"et v(x)=sinx .

Alors, pour tout réel x , on peut choisir u telle que : u(x)=e" etona: v'(x)=cosx.

T : ; '
Les fonctions u et v sont dérivables sur & donc sur [D ,E} et leurs fonctions dérivées respectives
u' et V' sont continues sur {n;g] donc, on peut effectuer une intégration par parties :

[Pu v de [uv] - [[ux)v(x)de sonit: Ee" sin xdy = | ¢ sin x];f ~ Ee” cosxdx .

T K r x
4 o T . 3 x f. -
D'oli: ] =et EITI*Z— — EGSITIC' — EexCOSIdx‘=€2 -EE cos x dx _51n%=|; 5mﬂ=0]
N &
T ']

En posant : J = Ee" cosxdx, onobtient: I =e? —-J @
J est de la forme E u'(x)v(x)dx , avec pour tout réel x : u'(x)=e" et v(x) =cosx.

Alors, pour tout réel x , on peut choisir u telle que : u(x)=¢" et ona v'(x)=-sinx.
Les fonctions u et v sont dérivables sur X , done sur {U ;%] et leurs fonctions dérivées respectives

u' et v' sont continues sur [0;-;-] donc, une intégration par parties est possible :

"

T il T L
z . : = F :
J= :e‘” cnsxcix=[e‘cosx]§ — Ee’(—smx}dx SOt J=e? cnsE-eﬂ cos 0+ Ee”smxdx :

f

z
cns%ﬂ]: cﬂs[}ml) Dot : J=-1+1 etenreportantdans @, onobtient: I =e? —(=1+1);
\

+1}

Théoréme (admis)

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a,b] et telles que : pour tout réel x
appartenant a [a,b], f(x)< g(x).

L'aire.~/ , exprimée en unités d'aire, de I'ensemble des points dont |les coordonnées (x, y)
vérifient: a<x<b et f(x)<y<g(x), est: .o = [ (g(¥)-f(x)dx.

raln

soit : 2!=ei+1;donc: I=é{e

Exemples
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1. Soient [: x> x° —% et g: x> x*, définies sur 0;+x[.

f et g sont continues sur |0;+x| et

pour tout x >0: g(x)— f(x) =% donc: g(x)> f(x) .

Par consequent, l'aire du domaine limite par : les courbes C ) et Cg,

: 1
ef les droites d'équations respeclives : x = E el x=2 [au encore,

I'ensemble des points dont les coordonnées (x, y) vérifient : % SXsS2

et f(x)<y< g{x)] est, en unites d'aire . .~/ = f(g(x)-f(x)]dr.

D‘uﬁ:,5/=_[%:ir=[31nx]f=3|n2—31n[%)=3l112+31n2; soit: .o/ =6In2 (ua.).

—_—

2. Soient f: x+>3x*-Tx+2 et g: x> x> —5x+6, définies sur R .
On veut calculer l'aire .”/ du domaine limité par : les courbes C, et

C, , et les droites d'équations respectives: x=1 et x=3.
f(x)=g(x)=(3x"=Tx+2)—(x" —=5x+6)
f(x)-g(x)=3x*-Tx+2-x* +5x-6=2x* -2x -4,

Etude du signe de f(x)—g(x) :
f(x)—g(x) estun trinbme du second degré dont le discriminant est

positif (A =36 ) et dont les racines réelles sont: x, =1 et x, =2.

Le signe de f(x)— g(x) est celui du coefficient de x* & l'extérieur des
racines et le signe contraire entre les racines donc, en se limitant a
l'intervalle [1;3]. ona:

f(x)-g(x)<0 sur[1;2] et f(x)—g(x)=0 sur [2;3].
De plus, [ et g sont continues sur R donc l'aire ./, esl en unités d’aire :

7 = [ (S -g)d+ [ +(f@)-g(x)) dx
o = [-(262 - 2x-8)dx+ [ +(24* ~2x-4)dr

—

2 -2 :
= m§x3+x2+4.x:| +[§x3—f—4x}

L I 2

o = —%xf‘+22+4K2—[—%>:13+12+4x1):l+[[-§—x33—32—4x3]—(§}<23—21—4x2ﬂ

M=:-§,|4’+3+§-1,4’]+[13~97d—§mﬁ]

M=-§+?+9—%=16—? ; Soit: | & =6 (ua).
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Les exercices sont autocorrectifs, leurs corriges sont dans un autre fascicule.

.2 En cas de doute, de difficulté, je n'hésite pas a faire appel a un professeur
v, tuteur. Je peuxtéléephoner aux horaires indiqués sur la fiche Tutorat ou
déposer un message sur le site du DAEU (fa démarche pour y accéder est
indiguée dans le Guide de votre Formation).

Exercice 5.1

Calculer les intégrales suivantes :
B 1 1 T

1. [ 3+ -2x+1)dx 2.0 G d 3. J;sz dx
£ ¢ Iﬂx tn2 €I
CRRe ey 5. Sebead ir 6.

4. ];ﬂlﬂ t cost df L = ,L (e”+1)1

Exercice 5. 2

1. Démontrer que pour tout réel x: (1+cos2x)” =%+ 2cos2x+%cus4x ¢

2. En déduire la valeur de I: (1+cos2x)*dx .

Exercice 5. 3

2
Soit, sur R—{-3} f: xpp 22X+,
x+3
1. Déterminer les réels a,b etc tels que, pourtout xe R—{-3}: f(x)=ax+b+ i =
+
2. En déduire la valeur de l'intégrale : E f(x)dx.
Exercice 5. 4
En utilisant une intégration par parties, calculer chacune des intégrales suivantes :
sl 3 ' PO el T i : = .
I-L{Zr—l)e dt J—Lx (1-21n x)dx K—E(Zl—l)smr dt

Exercice 5. 5

a T
On pose 7= [¢(2t-3)cos’t dt et J= [*(2t—3)sin’t dr.

1. Calculer 7 +.J.
2. Calculer [ —J al'aide d'une intégration par parties.

3. En déduire les valeurs de 7 etde .J.
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Exercice 5. 6

|
l+e*

dx .

Soit [ = L

1.M{}ntrerquepnurtnutxe[{};l]:1 51 xﬂé.
+e l+e

2. En déduire un encadrement de 7 .

Exercice 5. 7

Soit /: x> x—3+¢™*, une fonction définie sur Ik et soit (C) la courbe représentative de
J/ dans un repére orthonormal (unité graphigue 3 cm).

1. Montrer que la droite (D) d'équation y =x-3 est asymptote & (C) au voisinage de +w.
2. Etudier la position de (C) par rapporta (D).

3 . En déduire I'aire, exprimée en cm?, du domaine limité par : la courbe (C), la droite (D) et
les droites d'equations respectives x=1 et x=In2,

Exercice 5. 8

3—1

On considere la fonction F définie sur R par: F(x) = j: i dr .
S+

1. Justifier que F(x) existe pour tout x réel.

2. Etudier les variations de F sur X .
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Les nombres complexes ont été introduits en mathématiques au XViéme siécle, pour apporter des

solutions a certaines équations polynomiales (par exemple, I'équation x* =—1, qui n'a pas de solution
réelle). L'ensemble de ces nombres complexes est noté C.

0 e =

T e Pt et e S o e | T B
e e ._‘:..l'.f' [t
3 nombres complexes

—
(e T, P

Existence et propriétés admises

Nous admettons qu'il existe un ensemble de nombres appelé ensemble des nombres complexes,
noté C et vérifiant les trois propriétés suivantes :

o il existe dans C, un nombre noté i, tel que : i* =—1 ;
e C estl'ensemble des nombres qui s'écrivent: a+ih, avec a et b réels :

e |es regles de calcul concernant I'addition et la multiplication dans © sont analogues a celles de
I'addition et la multiplication dans R .

|Définition - Notations
Soit z un nombre complexe, z=a+ib avec a et b réels.
» L'écriture a+ib est appelée forme algébrique (ou forme cartésienne) du nombre complexe z .
» Le réel a est appelé partie réelle de z , on note : Re(z)=a ;
le réel b est appelé partie imaginaire de z ; on note : Im(z)=5h.

» Si b=0, z estdit réel.
Si a=0, z estditimaginaire pur.

[¥ L'ensemble des nombres complexes contient 'ensemble des réels : R < C.

Exemples
Soient zy =3-2i ; z, =—4+0i ; z,=0+35i.

Re(z)=3 eof Im(z)=-2.
Re(z,)=-4 et Im(z,)=0; z, estréel, on écrit: z,=—4.
Re(z;)=0 et Im(z;) =5 ; z, estimaginaire pur, on écnit: z, =5i .

Propriétés admises
Soit z un nombre complexe, 1. z estréel & Im(z)=0.
2. z estimaginaire pur < Re(z)=0.
3. z2=0 & Re(z)=0 et Im(2)=0.
0 est I'uniqgue nombre complexe qui est 2 la fois réel et imaginaire pur.
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Propriétés

Soient z et z' deux nombres complexes écrits sous forme algébrique :
z=a+ib et z'=a'+ib', aveca, b, a' et b’ réels.

1. z+z' =(a+a)+i(b+b').
2. zxz'=zz'=(aad' - bb") +i(ab’ + ba').

Démonstration
L'addition et la multiplication suivent dans C les mémes régles que dans R, donc :
1. z+z'=(a+ib)+(ad' +ib)=a+ib+a' +ib' =(a+a)+i(b+d').

2. zxz'=(a+ib)(d' +ib") = ad' +iab' +iba' +i*bb’ = (aa' —bb") +i(ab' + ha') [car # =—1]
Exemple

Soient z=—4+3i et z'=2+5i; z+z'=(—4+3i)+(2+5i)=-2+8i.

22" = (—4+30)(2+5) = (-8 —15) +#(~20 + 6) = 23— 14i.
Propriété

Pour tout entier naturel n,ona: i =1, *'=i, 6 *"*=—1 et " =—j
Démonstration

Ona: i =(f1)2 =(=1)>=1 ;d'oi : pour tout ne N, i*" =(f")n =1"=1 etdonc:
{id"ﬂﬂ.{q“}{f:lx;‘:f: j4"+2=i4n){f1=]x(—l}=‘_l et I-‘HIJ=I-4H le‘:—l}':f:—f.
Exemples

12=4x3 donc:i*=1 ; 21=4x5+1 donc: i =i ;

26=4x6+2 donc:i*=-1 ; 35=4x8+3 donc: i =—i.

Propriété
Tout nombre complexe z=a+ib (avec a et b réels) admet un opposé€, noté —z.
—z est le complexe de forme algébrique —z=—a—ib.

Démonstration
Soit z=a+ib (avec a et b réels).
On cherche le complexe z'=a'+ib’ (avec @' et b' réels)tel que: z+z'=0.

=0 Pria
z+z'=0t}(a+a*)+i(b+b']=0<:>{a+a ﬁ{“ =

: par conséquent z' =—-a—ib.
Bebon T e

Théoreme

Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si, ils ont méme partie réelle et méme partie

imaginaire.
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Soient z et z' deux nombres complexes écrits sous forme algébrique : z=a+ib, z'=a'+ib’ avec
= = !

a, b, a’ eth réels;alors: z=z' & o = Ret2) Re{z).
b'=b Im(z) = Tm(z")

Demonstration

1 a-a=0 ad=a Re(z) =Re(z")
=z’ z=-2'=0(a-a)+i(b-0)=0 =
Lz s (o ki @t_y:u {b’:b{:}{[m(z)=lm(zﬁ

Propriété

I
Tout nombre complexs z non nul tel que z=a+ib (avec a et bréels) admet un inverse, noté —.

z
L est le nombre complexe de forme algébrique k2 za S : G
z 2 a+h a#*h
Deémonstration

Soit z=a+ib avec a et bréels tels que (a;b) = (0;0) ;
on cherche z'=a'+ib’ (avec a' et b’ réels) telque zz'=1.
zz'=1< (a+ib)(a'+ib") =1
& (aa’ - bb") +i(ab' +ba') =1
Se g o -bb'=1 (L)
ab'+ba' =0 (L,)
Or,(a;6)#(0;0) = [(a=0et h=0)ou (a=0et b=0) ou (a=0 et vaO)].
e Si a=0 et b=0, par combinaison linéaire, on obtient :
: a’a'—abb'=a (L xa)
2z =1
abb'+b’a' =0 (L,xb)
ﬁj’aza%b:a':a (aL, +bL,)
| ab'+bd' =0 (L,)
(@* +b*)d =a

b'=—£a' (car a=0)
a

Z“bz (car a* +b* #0)

e Siag#0eth=0,

; aad'= a =—
zz =]l & b = a ; donc:
a
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e Sia=0eth=0,
[ 1
E:b'-I b ===
zz'=1<::> = b donc:l=-li;soit:l= 10 = ,b 1
z h z 0°+b 0% + b
1 ' -
Finalement dans les troiscas : —= e P
- z a+b a4+ bt
Exemple
Soit z=3+2i ;on a: a=3, b=2 ;:dol: a"+b* =13 ; etdonc: l=-1—33——%£,
Z2

Nous etudierons plus loin une autre méthode, « plus rapide », pour calculer I'inverse d’un complexe non nul.

Définition
Soient z et z' deux nombres complexes tels que z' # 0 ; on appelle quotient de z par z’ le nombre

L2 z 1
complexe, noté — et tel que : —=zx—-
Z Z Z

Définition

Soit z un nombre complexe de forme algébrique z=a+ib avec a et b réels.
Le conjugué de z, noté Z (on it z barre), est le nombre complexe de forme algébrique : Z =a—ib.

Exemples
|‘Soient: z,=2+3i et zl=—if ialors: z,=2+3i=2-3i et Ez=£:'.

[ Pour tout nombre complexe z,ona Z=z.

Propriété 1
Soit z un nombre complexe et soit Z son conjugué, alors :
Z+Z : E"

e z—Zz=2iIm(z) soit: Irn(z}— 5

e z+Z =2Re(z) soit: Re(z)=

® zxZ =27 =Re’(2)+Im’(z).

Démonstration
Soit z=aq+ib avec a et b réels. Alors Z=a-ib. Onadonc:
123



Z4+z

e z+Z=aPib +aih =2a=2Re(z) ; soit: Re(z) =

z—Z

« De méme z-—E=}x\+ib—§x+ib=2fb=2:‘hn{z) v soit: Tm(z) =

e zxZT =(aa+bb)+i(ab—ba)=a*+b* =Re*(z)+1m’(2).
0

Corollaire
1. z estréel & z=7Z.
2. z estimaginaire pur <& z =—=z.

Démonstration
1. 2=2 & z-z2=0& 2ilm(z)=0<> Im(2) =0 <> z estréel.

2.7=-z<z+Z =04 2Re(z) =0 < Re(z) =0 < z estimaginaire pur.

Q’ Applications de la propriété 1. au calcul de formes algébriques
1. Inverse d'un complexe non nul

Siz#0,alors z#0 etona: —= 2_= 5 = A
z zxzZ Re'(z2)+Im’(2)

2. Quotient d'un complexe par un cumplaxe non nul

Z zxz' ZXE

Sizf(],alursz#ﬂ&tﬂna:—:- ==— - .
' z'xz’ Re(z)+Im*(z)

Exemples
| z 4 3i e ol o ol
1. Soit z=4-3i, z+# 0 et son inverse est —= z__r: = = —=— -—;‘
| z ZMZT 4 43 z da 2
2. Soient z=4-i et z’—2+5f,
—iX2-35i —2i =200 — =221 N 3 22,
i ir zxz (4 ?(215” . E;:E 2i—20i 5=3 22:; . i}=___;
L z' z'xz’ 2°+5 z 4+25 29 z: - 29 39
[Propriété 2
Quels que soient les nombres complexes Z et z',ona: i
1. z4z2'=z+2 . 2. zxz' =zxz . .sineN', 2" =(z)".
; Ry fpadd o z
4.si z estnon nul : (—]:;. 5.si z'est non nul [—)=i
ZLlE z z
Démonstration

Soient z=a+ib et z'=a'+ib' avec a, b, a' et b’ réels.
1. z+z' =(a+a)+i(b+b) =(a+a)—i(b+b)=(a—ib)+(a'—ib)=z+Z'.
2. zxz'=(aa’"-bb")Y+i(ab' + ba") = (aa'—bb")—i(ab’ +ba') .
zxz' =(a—ib)x(a' —ib") = (ad' +i’bb') + i(—ab' — ba) = (aa' — bb") —i(ab’' +ba') = zx 2’

3. Pour # =1, la formule est évidente. Pour n=2, z* = z:-cz{;fx? =(Z)°.

Pour tout entier naturel » > 2, la formule se démontre aisément par récurrence (cf. ség 7).
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Théoréeme

Soit I'équation az’ + bz +¢=0 dlinconnue z , ol g, b et ¢ sont des nombres réels avec a non nul.
Le discriminant de cette équation est A =5b* —4ac .
i \ — s
e Si A> 0, I'équation admet deux solutions réelles distinctes : z, =_'E’—\,E et z, =52—J£ ;
' a

e Si A=0, 'équation admet une solution double réelle : z, = ;—b :
a

e Si A <0, l'equation admet deux solutions complexes conjuguées :
—b—in-A —b+iv=A -
= L s s e

z =2
] 2a g 2a )

Deémonstration

2a 4a*

o Lescas A>0 et A=0 ont été étudiés en 1*™.

2
e Si A<0,alors: A=i’x(-A) avec -A >0, donc : .{‘s=(fv‘—ﬁ) , et on peut écrire :

- 2
" [ b ) i—A b+iv-A b—iv—-A
az' +bhz+c=al|lz+— | - =al z4+—m——— || z4+ ——
2a 2a 2a 2a

~bh—id—A & o —b+i—-A
2a & '

2a

La forme canonique de az* +bz+c est: a[(2+i] Y. :[

Dol: gz’ +bz+c=0 < z= u z

Q Dans C, I'équation az’ +bz+c =0, dinconnue z, oli a, b et ¢ sont des nombres réels avec a non nul, admet, soit
une solution, soit deux solutions.

Par conséquent, pour tout nombre complexe z , le trindme az" +bz+c¢, ol a, b et ¢ sont des
nombres réels et a = 0, se factorise toujours : az’ + bz +c=a(z—-2z)(z—2z,) ; z et z, étant :
soit des réels, distincts (A >0)ou égaux (A =0), soit des complexes conjugués (A <0).

Exemple
Soit I'équation dinconnuez:2z*+10z+13=0. On a : A=100-4x2x13=—4=(2i) ; I'bquation
admet deux solutions complexes conjuguées :
-10-2i = i e - R
Z = ==———7 8l Z=Z=——+4+—] ;

4 2 2 2 2

g 2 2 5 1. 5 i) 5
etonpeutécrre :2z" +10z+13=2| z+—+—i || z+———1i |.
I D 2 2
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Le plan est muni d'un repére orthonormal direct (O;#,7) : il est appelé plan complexe.

Soient / le point de coordonnées (1:0) et J le point de coordonnées (0:1). iyl
Au point / , on associe le nombre réel 1. [T
Au point J , on associe le nombre complexe # tel que i* =-1. | i e B A e ]
A tout point M du plan complexe, de coordonnées (a;b), on associe [ttt i
I'unique nombre complexe z, de forme algébrique z=a+ib. FRI RO i R
On dit que : A S WS 2
z est I'affixe de M et que M est le point image de z . Lod 0o b
z est I'affixe du vecteur OM et que OM est le vecteur image de z . (R TRt Gl

Les points images des réels sont les points de I'axe (O;#) appelé axe des réels.

Les points images des imaginaires purs sont les points de l'axe (O;v) appelé axe des

imaginaires purs.

onjugué d’un nombr

Soit M le point d’affixe z=a+ib avec a et b réels.

Le point N (—a;—b), symétrique de M par rapport a O, a pour
affixe : z, =—a—-ib=-z.

Le point P(a;—b), symétrique de M par rapport a I'axe (O;u),
a pour affixe : z, =a-ib=7Z.

Le point Q(-a;b), symétrique de P par rapporta O, a pour
affixe : z, =-a+ib=-z.

teur, du milieu d'un seg

Définition

z=a+ib, appelé affixe de w.

Dans le plan complexe, & tout vecteur w de coordonnées (a;b), on associe le nombre complexe

Propriétés

1.w=n—"¢z-w-=z;1. 2 z5 5 =2-+2z. 3. zk;;:kz;.

Soient wet w deux vecteurs d'affixes respectives z- et z_ | et soit k& un nombre reel.

Ces propriétés découlent des propriétés calculatoires des coordonnées de vecteurs.
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Propriéetés
Soient A et B deux points du plan complexe, z, et z, leurs affixes respectives.

1. L'affixe du vecteur AB est: z_. =z, —2,.

2. L'affixe du milieu du segment [AB] est: ~2 =& Tn

3. L'affixe du barycentre G des points pondérés (A;e), (B;f). (C;y) avec a+ S +y#0, est:
, =% +Pay tyze
: a+pf+y

Démonstration
1. Le vecteur AB a pour coordonnées (x; —x,; ¥ — ), )donc :

z}fﬂ =(xﬂ_xﬁ)+f{yﬂ _yr\)':(xﬂ +Iyﬂ)_“xﬁ +lyq)= IB—IAI

2. Soit K le milieu de [AB], K a pour coordonnées [x"‘ ;x“ ;24 ;J””] donc :

IA +xH __l_i,'y.-& +yH e ('x.h +I}'A)+(xﬁ +IyB) e z,q +za 2
2 2 2 2
3. G barycentre des points pondérés (A;2), (B;£). (C:y) avec a+ f+y# 0, donc:

az, + ,Bzg +¥2Z.

Zg =

l ] a—— E—
% BRe © BEe. T FE.gaiig -

0G
| a+fB+y a+pf+y a+p+y a+p+y
Exemple
Soient A, B et C trois points d'affixes respectives :
z,=2—-6i; zz=7+3i et z.=—1-2i.

Soit G .-'r&abafycentre de A, B et C, c'est-a-dire le barycentre de . -|
(A1), (B,1), (C,1). '

Z,+2Zz+2; 2-6i+7+3i-1-2i 8-5i
1+1+1 3 3

Onadonc: z; =

!. 3 8 5
3 3

a. Définition

Définition

Soient : « z un nombre complexe, d'écriture algébrique z=a+ib avec a et b réels ;
« M le point image de z dans le plan complexe.

La distance OM est appelée module du nombre complexe z , on le note |z|.
Onadonc: |z|=0M =va*+b*.

" 1. Le module d'un nombre complexe est un nombre réel positif.
\_2. Pour tout nombre complexe z, |z:|1 SZRZT
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Exemple

Soit : z=4-3i ;
lz| = /4% + (-3)* =425 =5.

b. Propriétés

Propriétés (admises)
- Pour tous points A et B d’affixes respectives z, et z, : AB =|z, —z,|.

- Pour tous nombres complexes z et z' : |zz|=|z|x|z].

- Pour tout nombre complexe z et tout entier naturel » : Iz" =|z[".

Z

- Pour tout nombre complexe z non nul :

L
o
S

]

f 4
- Pour tout nombre complexe z et tout nombre complexe z* non nul : |—
2

- Pour tout nombre complexe z : [z]=|z].

- Pour tous nombres complexes z et 2’ : |z+Z| <|z|+|2'
Cette ineégalité est appelée inégalité triangulaire.

c. Ensembles de points

Exemples
1. Déterminer I'ensemble E des points M d'affixe z, tels que : L. 2 ¥

lz—3+i]=2.
Soit A le point d’affixe z , =3—1i.
Ona:Mef£ & |z-z,|=2<MA=2 ; donc:
M e E < M appartient au cercle de centre A et de rayon 2.

D'ou : | I'ensemble E est le cercle de centre A el de rayon 2.

| 2. Déterminer I'ensemble E des points M d'affixe z , tels que :
[z+4—5f|=!z—3—f’.
Ona:|z+4-5i=|z-3-i| |z - (-4+5)|=|z-(3+i). S
Solent A fe point d'affixe z, =—4+5i et B le point d'affixe z, =3+i. -ivoiviegbeges
MeE & |z-z,|=|z—z,| © MA =MB. T
MeE <>M appartient a la médiatrice du segment [ AB].

D'oy : [ I'ensemble E est la médiatrice du [AB]. |
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On considére le plan complexe muni d'un repére (O;x,v) orthonormal direct.

Définition

Soit z un nombre complexe non nul d'image M dans le plan complexe.
(ou soit M un point d'affixe z, z # (0, dans le plan complexe).

Un argument de z est une mesure en radians de I'angle (ﬁ,aﬁ].

On note ; arg(z) = (ﬁm] ;

Exemples

1. FEETFTaAN -
s ,

arg(—4) = +2kA K€L -ioviobdondiiiniinn a.rg{Zz)=-2~+2k?r,kE£

ww A 3
1

'!k 1

el AL 0

i " " 5
PN S

-
LT ST
-

e e g
s ®

L e
e

ﬂ Le nombre complexe (0 n'a pas d'argument.
Tout nombre complexe non nul z a une infinité d'arguments ; si @ est I'un d'entre eux, alors
les autres sont de la forme @+ k2%, avec ke Z.

On note : arg(z)=¢ (modulo 27) ou encore : arg(z) =6 [Zﬂ‘].

Progristes BEERNLAEE

Pour tout complexe z non nul,

si:arg(z)=0 |[2#], on e

alors :

—_
-
smam -
a " "
. " "
. H » H
. " " N
B F IS AR AN ES ST R EE R
@ 8 £ 8

e arg(—z)=arg(z)+7 [27] L2 b 0 e ol s 2

» arg(z)=—arg(z) [27] ........

. arg(—Z)=arg(z)+ 7=z —arg(z) [27] Blis i RS

Définition
Soit z un nombre complexe non nul dimage M dans le plan complexe.

Si M a pour coordonnées polaires (r;#), alors z s'écrit: z = r(cos@ +isind)
et cette écriture est appelée forme trigonomeétrique du nombre complexe z.
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Théoréme

|z| et #=arg(z); c'estle nombre : z=r(cos@ +isinH)

Pour tout couple (r;8) de réels tels que > 0, il existe un unique nombre complexe z tel que
e

La forme trigonomeétrique de z est: z= —}G[CDS(H + ) +isin(@ + ;r}]

cos{f 5 )= cosd of sif &7 )=—-sind

6. V. 3. Calcul de I'argument d’un nombr

AT | s b 2 a b ;
bk T e T T e
N +h va +b°

vai+b*  NJdP+b
@ est alors défini par : cos@ =

b
e O e —
Jar+ b2 var+b*

Si r<0, I'écriture z =r(cos# +isin#) n'est pas la forme trigonométrique de z

Soit z=a+ib, avec a et b réels (a;b) #(0;0). On noter =|z|=+/a* +b* , on a donc :

Passer de la forme algébrique a la forme trigonométrique

Si z est un nombre complexe non nul de forme algébrique z = a+ib
alors : sa forme trigonomeétrique est z=r(cos@ +isind), avec

=va’+b* ;

6. V. 4, Propriétés

Arguments de nombres particuliers
Théoreme

cosf = et 51116':L-
a*+b* vai+hb?
Exemple
Soit le complexe z=1+1i. & T 3 e
¥ 1 5 2./ S O o ol
T 1 : S D b DM o
Ona:|z|=+1*+1° = V2 donc: cos@=—==2= of sin@=—=22. |3l MiLE)
J2 2 Do T
On obtient : cos@ =0 et sinfd =0; donc la mesure principalede 8 || ..} . i
appartient a L{J;— et d’'apres « les valeurs remarquables », on déduit que i e
2. e )
sous forme trigonométrique, |z = v’f[cosi-:-i sinEJ :

1. Tout réel strictement positif a pour argument : 0 [27]
2. Tout réel strictement négatif a pour argument : 7z [27]

3. Pour tout complexe imaginaire pur non nul, z=#i avec he R
. si b>0, arg(bi}=% [27]

.5l 5<0, mg{b:’):-% [27].
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Egalité de deux nombres non nuls

Propriété
Pour tous nombres complexes z et z" non nuls :
z=z & |z|=|z]| et argz=arg>'+2Uz, keZ.

Propriétés
Pour tous nombres complexes z et z' non nuls :
1. arg(zz')=argz+argz’ [27] 2. arg(lJ=-argz [27]
\ 2
3. arg(il]=argz—argz' [27] 4. argz=-argz  [27]
z

5. Pour tout entier relatif n : arg(z") =nargz [2;:']

Demonstration

=|z|(cos @ +isin @)
Soient # un argumentde z et & un argument de z'. On a donc ; ;
z' =|z|(cos &' +ising')
1. zz' =|z|(cos @ +isin§)x|z|(cos 8’ +isin &)
=|z|x|2'|(cos 8 +isin @) (cos &' +isin ')
= zz’|[[cns 8 cos @' —sin Fsin 9’) +i(sin@cos @' +sin O cos 6‘}]
zz' =|zz|[cos(6+ &) +isin(@+6)]. Donc arg(zz)=0+6 =argz+argz’ [27z].

3

Z
3. arg[i,) = arg[zxir] = argz+arg[—l;] =argz-argz’ [27].
z z z
4. z=|z|(cos@+isin@) donc:
7 =|e|x(cos 8 +isin 8) =|;|><(c059 +isin 8) =|z|(cos @ - isin @) =|z|(cos(-8) +isin(-F)) .
En effet : |z|e R donc H =|z| et on sait que : [Z|=|z ; cos(-8) =cosé et sin(-8) =-sin#.

On en déduit argZ = -0 =—argz [27].

T e I I.- St "
;ﬁﬁ‘ﬁ o, " ..?.."'-. -.J -

. Ap H -_I HL_ra Je

D'ou :

2. le=l ;d'ol : arg[lej=argz+arg[l‘j=argl=0 [2#‘] ; donc : arg(l]z-argz [Zﬁr].
z zJ \ 2z

Théoréme
1. Pour tous points A et B distincts, (ﬁ,ﬁ)m&u‘g_{zE =2,) [2::].

BT ZA

2. Pour tous points A ,B,C et D, telsque A#B et C#D, (A_'B,ﬁuﬁ)=arg[MJ [27].
Z
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Démonstration
- 3 (@,m] =(ﬁ,zi) +(LE,CT)) (relation de Chasles)
~ (3 7B)+(&,CD)

=-—arg ZAE +arg Z-‘:ﬁ

(A—B’E)=_mg(za -z, )+arg(z,-z) ; soit: (ﬁ,ﬁ)=arg{z“ "%
Zp—Zy

Exemple
Dans le plan complexe, on considere les points A, B el C d’affixes

respectives : z, =-2+2i, zz=4-4i et z.=4i,

Determinons une mesure de l'angle (ﬁ ,R) ;

() - 22

Zo—2y  4i—(242i) 242 1+i ({A+i)l+i) 1+2i-1 L

.-z, A-B-(2+2) 66 (- I-H0+H 304D 3

% >0 donc, d'aprés le 3. du théoréme du paragraphe 6.V .4 : arg(% i] = g+ 2km, kelZ.

Dot : afg(z‘:_z"'}=g+2k:r. keZ ; etainsi: (E,E)=%+2kﬂr, keZ.

| Les vecteurs AB et AB sont orthogonausx, le triangle ABC est rectangle en A .

1. Définition

|Définition
Pour tout réel @, on pose ¢” =cos@+isin@.

Tout nombre complexe non nul de module » et d'argument @ peut s’écrire z = re? ; cette &criture
s'appelle notation exponentielle de z.

[X Les fonctions cosinus et sinus étant 27 - périodiques , pour tout k € Z, &' @27 = &%

li:as particuliers

et —1=¢"* : i—e

Deémonstration

—1=—1+0i=1(cos r +isinx) ="

—i=0-i= l{cus[—EJ +isin [-£D =¢ 2
2 2
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Exemple
' Soit le complexe z = 3-i.

on =[] + 07 = 3512, don =2 -1 )2 s - ) sa £ )

&

donc, sous forme exponentielle : | z=2e ¢ |

On obtient ainsi: r=2 et 8= —% :

[Propriétés
Pour tous nombres complexes z et z' non nuls, de formes exponentielles :

z=re’ et z'=r"e" avec, retr' réels strictement positifs; @ et &' réels.

[ e T e
Ko+ Ol e s 9 T=TE(¢-¢"]

: 4. 2" =r"e" , pourtout neZ
Tl Ziar

1. zz"' = r'e’

Exemple
7
Calcul de la forme algebrigue du complexe : (ﬁ +i ) .

|-J_+r| J3+1=2 donc: ﬁ-n'=2{%+%J:z(msgﬂsin%J:zera.Gnen déduit :

: I1.T=l28(:.’:«::5.-?—?~~|~151r1-?ri‘7-J =128 cos(rr+£]+isin(:r+£) C
6 6 6 6

_Hm( D-lZS{—%—I%J . Soif : [ﬁJf-f)T:—(}-iﬁ---ﬁfﬁ ;

"-.

Propriété
Pour tout nombre réel @ et tout entier relatif # : (cos@+isin @)’ =cosnf+isinné .

Démonstration
Ona (e"')" =¢™  donc en prenant r=1 et la propriété 6.V1.2.4, on obtient le résultat énoncé.

6. : =
L f_:‘ﬂf""'a “’JJILflLr J‘J"'ill r

Propriété
i ] i -ig
L e’ +e e’ —e
Pour tout nombre réel & : cosé@ = et smé‘—T-
i
Demonsiration
Ona: e’ =cos@+isinfd et e =cos(-0) +isin(-#)=cosf —isinf. Dol :
il —if i —id

A Ene e’ +e N Ly 3 : ¢’ —e

e’ +e® =2cosf,donc: cosf = - et: e? —e™ =2isin@, donc: smﬁ':T-
i
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Application : linéarisation

Définition
Une expression trigonomeétrique est dite linéarisée lorsqu’elle est exprimée sous la forme d’'une somme

dont les termes sont de la forme : a@cosmx ou bsinnx, ol : a, b, m et n sont des réels.

;

= —(e"“ +3e™ xe™ +3e" xe™ + e’“’") [{a +B) =a +3a%h + 3ab’ +ﬁ’J

Exemple
Linéarisons cos” x.

[ g™
2
in

Ona: cos’ x=

= %[(e’k ya ) + 3(3""‘ +e ™ )]

£l

cos” x = i(ms 3x+3cos x]

cos® x =%[2ms 3x+3x2cos .r] ; Soit :

Définition
Soit Z un nombre complexe et # un entier naturel non nul.
On appelle : racine n-iéme de Z tout nombre complexe z telque z" =Z .

Résolution de I'équation z" = Z , d'inconnue z
« Si Z est nul, le seul nombre complexe tel que z" =0 est 0.

» Si Z est non nul, alors il existe un réel 6 tel que Z =|Z|e¢”. On a alors :

i — z“=|Z|e'E & {Izl ¥ ZI : d'ol :
arg(z")=60+2kn, keZ

" |Z|= HHZ[ |z|=.,‘|,|" izl

B 5 8 o 0 2kr

nargz=0+2kr, kelk argz=—+——, kel
H H

On sait de plus que pour tout A€ Z, e"“*** =¢", donc pour obtenir toutes les racines (c'est a dire
tous les nombres complexes z), il suffit de prendre tous les entiers k telsque: 0<k<n-1.

Propriété
L'ensemble des racines n-iémes du nombre complexe Z (Z #0) d'argument &, est donc
I'ensemble des nombres complexes z de la forme :
(6.2
q [Z| e" "/  kentier natureltelque 0 <k <n-1.

Exemple
. Déterminer les racines carrées de Z =1 +ivf3.
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T

|l+r’ﬁ[=d1+3:2 et: Z=2{j 1:£| 2(cos§+zsm 3) Soit Z=2eFj
On cherche z sous la forme re" telque z* =Z.

z* =7 m(re"g)z =27 &1 =23 @[rz =2 et 25=§-+2kﬂ, k e}}ﬂ]

j F =7 ?’—-\/_ 2 et A= —-rk:r, kEE}

L 3
gt =2 ?'=~..2 el 19=E+2kr, keZ ou £?=%r+2k'ﬂ', k'EEJ]
\

. T
= [ ——— Y. 2
donc Z a deux racines carrées: z, =N2e® et z,= J2e ¢ ; elles s'écrivent aussi:

= .. B = In A e T
| z,=42 LCUSEHSIHE =\E\T+? et z,=.2 L\cm?ﬂsm? =42 = s
P
Soit : rz,:£+£f b e O, N
! 2 2 i 2 2

Définition
Le plan complexe (P) est muni d'un repére orthonormal direct d'origine O. Soit F une transformation

du plan (P) qui & tout point M d'affixe z associe le point M’ d'affixez’ ; on a donc F(M)=M'.
On associe a la transformation £, une fonction de C dans C définie par f: z—> 2.
L'égalité z' = f(z) est appelée écriture complexe de la transformation F .

[X ' Une transformation 7 du plan (P) est une bijection du plan (P) sur lui méme, c'est-a-dire :
« tout point M de (P) a une image et une seule par F ;

+ tout point M de (P) a un antécédent et un seul par F .

Théoréme
L'écriture complexe associée a la translation ¢ de vecteur i@ (d'affixe b)est: z'=z+b.
Et réciproquement,

la transformation du plan assaciée a 'application complexe de C dans € définiepar: zt=>z+b
est la translation de vecteur ¥ (d'affixe b ).

Déemoanstration
Ltﬂ(M)=M'-=b MM'=fi< 2z -z=bo 2’ =z+b.
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Exemples
1. Soient A le point d'affixe z, =2+1i et i le vecteur d'affixe b=-3+2i,

L'affixe du point B image de A par la translation de vecteur i est:
Zg =2z, +b=2+4+i-3+2i soif : | z; ==1+3i

[ 2. Détermination de la nature de la transformation du plan associée a 'application complexe de C
dans C définiepar: z'=z+5-3i.

z'=z+5-3i estdelaforme z'=z+b avec b=5-3i ; donc:
celte transformation est la translation de vecteur u , d’affixe b=5-3i .

SRy I_I_k.:_:nll' I..'-!.:";.‘:-‘-'-" B e L

= ey U

Théoreme
a. L'écriture complexe associée a 'homothétie /i de centre O (origine du repére) et de rapport &
(keR )est: z'=kz.
Et réciproquement,
la transformation du plan associée a I'application complexe de C dans € définie par: z = kz

(keR") est a 'homothétie # de centre O (origine du repére) et de rapport # .

b. L'écriture complexe associée a 'homothétie /1 de centre O (d'affixe @) et de rapport &
(keR')est: z'-w=k(z-w).
Et réciproguement, :
la transformation du plan associée a l'application complexe de C dans € définie par :
zk(z-@)+w (keR’)estahomothétie /# de centre Q (d'affixe w), et de rapport k.

Démonstration
a. (M) =M< OM=kOM oz =k.
b. i(M)=M < QM'=OM < z'—m=.¢:{z-m),

Exemples :

W e |
1. Soit A le point d'affixe z, =—5+2i et soit le réel k:%. e S
Laffixe du point B image de A par 'homothétie de centre O etde i A i i & & | & &

rapport k est égale a : o Eeasmbe Sl 2

1 | 5 S e N
z,=kz, =—(-5+2i) soit: |z, =——+1i | S R N e S
e 2( ) st bisrbtde s B s

2. Determination de la nature de la transformation du plan associée & I'application complexe de C

dans C définie par z'=-—%z.

x =—éz estdelaforme z' =kz auac.k=-—% : doncg :

cette transformation est I'homothétie de centre O ef de rapport —% .
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3. Soient A et ) Iles points daffixes respectives
z, =—l+i et @=2-i etsoitle réel k=-3.

L'affixe du point B image de A par I'homothétie de
centre ) ef de rapport k est le complexe z, tel que

z, —@=k(z,—m), en ulilisant les données, on obtient
2, —(2-i)=-3(-1+i—(2-i)) dou:
Zg=—2+i==3(=3+2i)

z;, =9-6i+2-i soit: |z;,=11-T7i|.

4. Détermination de la nature de la transformation du plan associée a 'application complexe de C
dans C définie par: z'=2z+1-2i.
« On cherche s'il existe un point invariant Q (d'affixe @), [point qui est sa propre image].

Pour cela on résout I'équation : @ =2w+1-2i.

w=20+l-2i-o=1-2iccao=-1+2i.

La transformation admet un point invariant : le point €2 d'affixe w=-1+2i.
« On cherche une relation entre z'—w et z— .
Onsaitque z'=2z+1-2i,donc: z'—@=2z+1-2i—(-14+2i) ;soit: z'—o=2z+2-4i.
Or, z—w=z—(-1+2i)=z+1-2i. On obtient donc : z'~ m = 2(z — W) .

Cette transformation est donc I'homothétie de centre L) (d’affixe —1+2i ) et de rapport 2.

Théoréme
a. L'écriture complexe associée a la rotation R de centre O (origine du repére) et d'angle & est:
=i,
Et réciproquement,
la transformation du plan associée a I'application complexe de © dans C définie par: z+> €z,
est |la rotation R de centre O et d'angle 6.

b. L'écriture complexe associée a la rotation R de centre 2 (d'affixe w) et d'angle & est:
Z—w=e’(z- o).
Et réciproguement,
la transformation du plan associée a I'application complexe de © dans © définie par :
ze’(z—w)+w, estla rotation R de centre Q (d'affixe @) et d’angle 8.

Demonstration
OM'=0M

(0M,0M") =0 [27]

-

a.+Si M#0 alors: RM)=M'< {

-1
RM)=M'< : [z’

arg ;] =8 [27] o4 arg[iJ =4 [27]

Z

() r

Z Z : ”
Le complexe = a pour module 1 et pour argument &, donc: —=¢" ; d'oli : z'=¢"z.
z z
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« Etsi M=0,alors M'=0, donc: z'=z=0 etdonc l'égalité z'=e"z estvraie.
QM'= QM

b.«Si M=Q alors: R(M)=M'< {(m,m)=e [2?:]

3054, , |2 =
|z -w|=|z—w| z—m’=!
R(M}=M"¢—"} z'_ <
{ ol
arg[z r.u) 9[2:1'] =L mJ=y [27]
\Z—@

r ¥

Z'—w z—
Le complexe a pour madule 1 et pour argument &, donc:
-0 I—-@

Z-0=(z-w).

=¢“  on obtient :

+Etsi M=Q,alors: M'=Q,donc: zZ—w=z—w=0,etdonc: z’'—@=e"(z-w) estvrai.

Exemples
1. Soit le point A d'affixe z, =4+3i et soitle réel 8= *‘%'

L’affixe du point B image de A par la rotation de centre O et d'angle &
estégaled: z, =€ z, . D'our:

l

g =e -{4+31)~—1(4+31}——4I—31 soit: |zg=3-4i

———

2. Determination de la nature de la transformation du plan associée a l'application complexe de C

| dans C définie par: z u(£-r--§:}z
£+£x—cns£+zsm£—e* ; donc: z‘=eiiz,[3'oﬂ:
2 2 4 4

cette transformation est la rotation de centre O et d’angle %

3. Soient A et €2 les points d'affixes respectives z, =2+i et w=3-2i et soit @ =%.

L affixe du point B image de A par la rotation de centre Q et d'angle € est le complexe z, tel que :
z, ~o=¢"(z, —w). En utilisant les données, on obtient :

z,-(3-2i)=¢> (2+i—(3-2i)) =€ (~1+3i).
3

Or, e'%=cos£+fsin£=l+:— » donc :
3 3 2 2
z,,=[%+:‘-\é—§](—1+3:‘)+(3—25)=—%mf%+%f—%§~ 3-2i;
i 3«]??}_{1 JEJ
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4. Determination de la nature de la transformation du plan associée a I'application complexe de C
dans C définiepar: z'=—iz—4+i.

« Cherchons s'il existe un point invariant () (d'affixe w); pour cela, résolvons I'éguation :
=—iw—-4+i.
-4+

1417
Il existe donc un point invariant, cherchons la forme algébrique de son affixe .

—4+i  (—4+)(1-i) —4+i+4i-i
I+i  (+{1-1) -4

w=—iw-4+i & w(l+i)=—-4+i & w=

- 3 5.
: 80it: w=—-——+—1.
g

« ' ==iz-4+i donc, en utilisant I'écriture obtenue ci-dessus pour @ :
; 28 L :
Z—w=—iz—4+i—|——+—i| ;s0it: z'—-w=-i’z—§—§1.
2 2 2 2
2 3.9 5
Onz-w=z+———i ;donc: —i(z—@)=—iz——i+—i" ;soit: —=i(z—@w)=—iz———=1i.
2 2 ( ) 2 2 ( ) 2 2

"

. : o == 2 g
On obtient donc z'— w=-i(z—w), soit z’'~w=e *(z—o) avec: w=—=+=i.Donc:

. 3.
celte transformation est la rotation de centre L) d’affixe —-2~+ i —2~ et d'angle wg-
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Les exercices sont autocorrectifs, leurs corrigés sont dans un autre fascicule.

En cas de doute, de difficulté, je n'hésite pas a faire appel a un professeur tuteur. Je
S peux téléphoner aux horaires indiqués sur la fiche Tutorat ou déposer un message
sur le site du DAEU (la démarche pour y accéder est indiquée dans le Guide de

votre Formation).
Exercice 6.1
Donner la forme algébrique des nombres complexes suivants :
4+ 6i
« z,=2(344i)—-i(3-2i o z,=(1+3i)° . Z,=
z;=2(3+4i)—i(3-2i) , = (1+3i) S

Exercice 6.2
Résoudre dans T les équations suivantes, d'inconnue z : 1. (1-2i)z=3+i

2. 2z=1=-2iz+3i

Exercice 6.3
Soit z un nombre complexe. On note Z son conjugué. Ecrire en fonction de z le conjugué de
chacun des nombres complexes suivants :

& Takah g oStz

c. Z"'=(3-iz)(2+2)

2—-z

Exercice 6.4
Soit z=x+iy avec x et y réels. On note Z le nombre complexe Z =2z—iz +3.

1. Déterminer en fonction de x et y la partie réelle et la partie imaginaire de £ .
2. Résoudre dans C I'équation Z =0, d'inconnue z.

Exercice 6.5
Determiner une forme trigonometrique des nombres complexes suivants :
v z, =1+i . 2'3=2—2iy6 1z;=—-%+i§-

Exercice 6.6
Résoudre dans C les équations suivantes d'inconnue z : 1. z°=2z+10=0
2. 52°-4z+1=0

Exercice 6.7

Je=i2

On considére les nombres complexes : z =T et z'=1-i.
1. Donner la forme algébrique de i,
Z

: . z
2. Donner une forme trigonométrique de — -
bid

BolE , . % o

3. En déduire que : l.‘:{.‘rs-£=— et sin—=
12 4 12 4
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Exercice 6.8
Soient A et B les points d'affixes respectives : a=1+i et b=-2i.

1. Determiner I'affixe du point C image de A par la symétrie de centre B.

2. Déterminer I'affixe du point D image de A par la rotation de centre O et d'angle %-

3. Déterminer I'affixe du point F image de C par la translation de vecteur BD.

Exercice 6.9
1. Résoudre dans C I'équation : z*+ 8/32+64=0 (E).
2. Dans le plan complexe muni d’'un repére orthonormal direct (D;e},i«*’) d’'unité 1cm, on considére

les points A et B d'affixes respectives : a=—4+3 -4i et b=—4/3 +4i.
Calculer les distances OA, OB et AB. En déduire la nature du triangle OAB.

3. Soient C le point d'affixe ¢ =~/3 +i et D son image par la rotation de centre O et d’angle%.

Déterminer I'affixe ¢ du point D.
4. On appelle G le barycentre des points pondérés (0,-1), (D,1) et (B,]).

a. Montrer que le point G a pour affixe g =—4+/3 +6i.

b. Placer les points A, B, C, D et G sur une figure (unité graphigue : 1cm).
c. Demontrer que le quadrilatére OBGD est un parallélogramme.

Exercice 6.10
Résoudre dans C I'équation : z* =4+/2 (—1+1).
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g Le raisonnement par récurrence est un procédé ufife pour démonfrer qu'une propriété & definie
sur l'ensemble des entiers nattirels supérieurs ou égaux a un entier naturel n,, est vraie pour tout

entier naturel n supérietr ou égal a n, .

Théoreme (admis)
Soit 1, un entier naturel et soit &(n) une propriété définie pour tout entier naturel » supérieur oul
égal a n,.

~ |1. La proprigté est vraie pour l'entier #, ;
; {2. Pour tout entier naturel n = #,, l'implication &%(n) = &*(n+1) estvraie ;
alors : pour tout entier naturel » supétieur ou égal & », la propriété %7(n) est vraie.

- La premiére étape (vérification de la propriété pour I'entier n,) est encore appelée l'initialisation.
 Quand l'implication &(n) = $*(n+1) est vraie, on dit que la propriété 5°(n) est héréditaire.

Exemple 1
Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n nonnui : 2" > n.

Onadonc: n, =1 et lapropriété & (n) est:« 2" >n ».

« Pourn=1,0na:2 =2 ;or, 2>1,donc: 2 >1. La propriété est donc vraie pour n=1.

« On suppose que la propriété est vraie pour n entier naturel non nul, c'est adire : 2" > n et on
veut démontrer qu'alors elle est vraie au rang n+1, soif : 2" > n+1.
Ona: 2™ =2x2". D'aprés I'hypothése de récurrence : 2" > n donc :2x2" >2n, sot : 2" >2n.
Orpour n21,0na:n+nzl+n, soit; 2n2 n+1 et puisque 2'* >2n, on obtient : 2" > n+1.
Donce on a bien : pour tout entier naturel n non nul, limplication $*(n) = $*(n+1) est vraie.

Conclusion :
pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 1, la propriété &*(n) est vraie, c'est-a-dire 2" > n.

D’autres démonstrations par récurrence serent utilisées dans ce chapitre.

Q’ Attention & ne pas oublier la premiére étape du raisonnement, ¢’est-2-dire l'initialisation.
[Comme le montre I'exemple suivant, une propriété peut 8tre héréditaire et fausss).

Exemple 2
Pour tout entier naturel n, soit 5%(n) la propriété «10" +1 est divisible par 9 »

Montrons que cette propriété est héréditaire, mais non vraie pour tout entier.
« Hérédité : pour cela, supposons que S%(n) est vraie et montrons qu'alors $¥(n+1) l'est aussi,

87 10" +1 est divisible par 9, alors il existe un entier k& tel que : 10" +1=9k.
Ona:10™ +1=10x10" +1 ; or, d'aprés notre hypothése : 10" =9k -1, donc :
10" +1=10%(9k =1) +1=10x9% -9 ; d'otr : 10" +1=9(10k-1).

Si k estun entier, 10k et 10k ~1 sont aussi entiers.
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Appelons I Il'entier 10k —1, on a alors : 10"" +1=9k", donc 10"" +1 est divisible par 9.
Donc limplication & (n) = &*(n+1) est vrale, il y a bien hérédits.

» La propriété 5*(n) est-elle vraie pour tout entier naturel n ?
10° +1=1+1=2 |
10'+1=10+1=9+2
107 +1=100+1=99+2=9x11+2

10° +1=1000+1=999+2=9x111+2 |
la propriété 5°(n) n'est pas vraie pour fout entier naturel n (on pourrait démontrer qu'elle n'est vraie pour
| aweun) alors qu'elle est heréditaire.

aucun de ces nombres n'est divisible par 9, donc :

WVariama du 1* théoreme (admiss)
Soient 7, un entier naturel et 5°(n) une propriété définie pour tout entier naturel # supérieur ou
égala n,.
1. La propriété est vraie pour I'entier n, ;
Si : {2. Pour tout entier naturel #»= n,, la propriété étant vraie du rang », au rang n, implique
F(n+1) vraie ;
alors : pour tout entier naturel » supérieur ou égal a », la propriété S°(n) est vraie.

E, Cette variante sert dans les cas ol l'informalion a un rang ne dépend pas seulement du rang précédent, mais dépend
de plusieurs rangs avant.

Définition
Une suite est une fonction de N (ou d'une partiede N ) dans K.
Si u est une suite et si n est un entier naturel, son image u(n) est notée u_ (on it « u indice n »).

Le réel u, estappelé terme général ou encore terme d'indice » de la suite = .
La suite u est aussi notée (u,) ou plus précisément :

» (u,), Silasuite est définie sur N ;

* (u,),., Silasuite est définie a partirdu rang p (pe N).

Exemples 3 et 4
3. Soit u la suile définie par : u, =2n—3 pour ne N ,

4. Soit la fonction v:nk—}% de {ne N,n=4}dans R.
n._

Cette fonction est une suite définie sur {ne N,n=4} : onla note(v,),,, -

Son premier terme est v, =w4)=2 et son terme genéral est . v, = 3
n_
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On peut définir une suite de plusieurs fagons :

» soit de fagon explicite en exprimant son terme général en fonction de 7.
On peut ainsi calculer n'importe quel terme de la suite : il suffit de connaitre I'indice de ce terme.

Exemple 5
[ 4 i
Soit u la suite telle que : u_ = S pour n entier naturel. On a donc : u, = EE =i+
n+1 9+1 5

e soit par la donnée de son premier terme et d’une relation de récurrence.
Pour calculer le terme d'indice #, on doit d'abord avoir calculé tous les termes précédents.

Exemple 6
Soit la suite définie par - u, =1 et pour fout ne N, u, . =2”;‘;;-
H'l
LEShil

2, —1 _p ==1 — :
ona:y=2e"1-1 2ol 2 L6 8,

g s v a3 1., 2 28 @
L 16 16

P e
opriétés d’une su |

a. Suite majorée, minorée, bornée

éfinition 1
n dit qu'une suite (x,),., est minorée si et seulement si :
il existe un réel m tel que, pour tout » entier naturel supérieur ou égala p : u, = m.

1. Le réel m doit étre une constante, c'est-3-dire indépendant de .

Q 2. Si une suite admet un minorant alors elle admet une infinité de minorants.
En effet, tout réel " tel que : m" <m , vérifie : pour tout # entier naturel supérieur ou égal 2 p,

m' <m<u_, par conséquent " est aussi un minorant de (x,),, -

Exemple 7
n+l

Soit (u,) définie par u, = :
n+3
Pour tout entier naturel n,ona: n+1>0 et n+3>0 d'od u, >0. Par conséquent (u,) est minorée

par O et tout nombre inférieur & 0 est aussi un minorant de (u,).

Définition 2
[On dit qu'une suite (x,),,, est majorée si et seulement si :
il existe un réel M tel que, pour tout »n entier naturel supérieur ou égal a p : u <M

1. Le réel A7 doit &tre une constante, c’est-a-dire indépendant de ».
2. Si une suite admet un majorant alors elle admet une infinité de majorants.
En effet, tout réel A4” tel que : M <M, vérifie : pour tout n entier naturel supérieur ou égal a

p.u, <M <M’ donc M’ est aussi un majorant de(x,),,, -
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Exemple 8

Soit (u,) définie par u, = mkl

n+3

s IRl
Pour tout entier naturel n,ona: 0<a+l<n+3, dol : <1, et donc u_, <1. Par conséquent,

n+3
(u, ) est majorée par 1 et tout nombre supérieur a 1 est aussi un majorant de (u,) .

Définition 3

On dit qu'une suite ()., est bornée si et seulement si, elle est 2 |la fois minorée et majorée.

n=p

Exempls 9

On a vu que la suite (u,) définie par u, =% est majorée par 1 et minorge par 0, par conséquent
Fi

(n,) est bornge.

b. Monotonie d’'une suite

Definition 4
Une suite (,),.,

pour tout entier naturel » supérieurouégala p : u <u , (respectivement u, <u _ ).

est dite croissante (respactivement strictement croissante) si et seulement si,

Définition 5
Une suite (u,)

Rzp

est dite décroissante (respectivement strictement décroissante) si et seulement si,

pour tout entier naturel » supérieur ouégal & p: u, =u,,, (respectivement u, >u,, ).

E}’ » Une suite croissante ast minarée par son premier terme.
» Une suite décroissante est majorée par son premier terme.

Définition 6
Une suite (i, )

e

est dite constante si et seulement si,
pour tout entier naturel » supérieurouégala p : » =u, ..

n

Définition 7
Une suite (u,),., estdite monotone si et seulement si elle est, soit croissante, soit décroissante.

c. En pratique, pour étudier le sens de variation d’une suite

¢ on peut, etudier le sighe de l'expression u, , —u,.
» Si pour tout entier naturel » supérieurcuégala p :u,,, —u. 20 (respectivement u,,, —u, >0),
alors : la suite (u,),., est croissante (respectivement strictement croissante).
s Si pour tout entier naturel » supérieurou égala p : u, , —u, <0 (respectivement u
est décraissante {respectivement strictement décraissante).

nap

= <))

n=1

alors la suite (x,),,,

» Si pour tout entier naturel n supérieurou égala p :u, —u =0  lasuite (», ), estconstante.

H2ZE

Exemple 10
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Soit (u,),.n définie paru,=n"+3.
Pour tout entier naturel n. ona: u,,—u, =(n+1Y +3—(n* +3)=n* +2n+1+3—#* —3=2n+1.
Or:nz20 donc, 2n+1>0 d'ou : u,,, —u, >0. Par conséquent (u,), ., est strictement croissante.

e Pour une suite de terme général «, = f(n), avec [ fonction définie sur [ p:+es|, (p€ N), on
peut, étudier le sens de variation de / sur [p;+e9[.
» Si f(n)=u, etsi f est croissante (respectivement strictement croissante) sur [ p;+eef,
alors : la suite (u,),., est croissante (respectivement strictement croissante).
* Si f(n)=u, etsi [ est décroissante {respectivement strictement décroissante) sur [ p;+ee|,
alors : la suite (x,),., est décroissante (respectivement strictement décroissante).

Exemple 11
: s 2n+1 o 4 o 2x+1
Soit (i, j définie par ", = et soit | définie sur R™ par: f(x)= -
n+3 x+3

Onadonc: u, = f(n). Or, f estune fonction rationnelle définie et dérivable sur R™.

2(x+3)_(3x+ D - 3 —~ ;donc : pour tout xe R*, [(x)>0 et par
(x+3) (x+3)

conséquent, [ est strictement croissante sur ®”.

Comme n<n+l,onadonc: f(n)< f(n+1) ;cesta dire : pour fout ne N, u_<u_,, ;on en déduit

que : (u,),.y eststrictement croissante.

Pour fout xe R* : f(x)=

-

Attention : la réciproque est fausse.
La suite (u,) definie par », = f(n) peut étre monotone sans que la fonction 1 le soit.

Exemple 12
Soit (u,), ,, définie par : u, = n+2sin(7zn) .

Pour tout entier naturel n, ona: sin(zn)=0,donc:u,=n etdonc: u,,,—u,=n+l—-n=1.
Ainsi pour tout ne N :u,,—u >0 et par conséquent (u,),., st strictement croissante.

Mais la fonction [~ définie sur [0;+m[ par: f(x)=x+2sin(xx) n'est pas croissante.

2 3.3 3 5N 3 o3 1
Eneffet: f(0)=0+2sin(0)=0 et — |=—+2sin| ZX— |, [| = |==+2sin—==—=2=——.
7O @ f[z)z Sm[ 2J f(z] g g g 2

Onadonc: f(0)> [ (%J alorsque: 0< % La fonction f n'est pas croissante.

® Pour une suite a termes strictement positifs on peut, calculer %as1 ot uiliser le théoréme suivant :

iy

Théoréme
Soit (#,),,, une suite a termes strictement positifs.

» Si pour tout entier naturel » supérieur ou égal a p : LB (respectivement LB ), alors la
u

R n

suite (»,),., estcroissante (respectivement strictement croissante).
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« Si pour tout entier naturel n supérieur ouégala p : Bl ¢ (respectivement Hra ), alors la
i un
suite (x,),,, estdécroissants (respactivement strictement décroissante).
HI‘I'

—L=1, alors la suite («,),,, est constante.

« Si pour tout entier naturel » supérieur ouégala p :

L

Démonstration
Pour tout entier naturel » supérieur ou égala p :

H i u

= . ur L] o
Ona:—2-1=-—"2_—% gtcomme u, >0, alors : —*=—1 a le méme signe que «,., —,. D'ol :

U, U, u,
P | ' . A .
o 8i: L —-120, c'est-3-diresi —~+ 21, alors : »,,, —u, 20 etdonc, (u,),., estcroissante.
u, iu,
. o ; O , :
e s5i: 2% _1<0,cest-a-diresi —=£2<1, alors : u,,, —u, <0 etdone, (u,),,, @st décroissante.
M, U,

i
. si: T*‘=l ,alors : u, , =u, etdonc, (x,),,, est constante.

n

Exemple 13
Soit (u,),.,, définie par: u, =2x3".

Pour tout entier naturel n: 3" >0 donc u, >0, la suite est & termes strictement positifs.

m+l
Pour tout entier naturef n: — = 2;33 =3, donc : 22451 ef par conséquent, la suite (), st
u x3" u i

n fi

| strictement croissante.

e on peut, utiliser une récurrence :
 Si u, 2u, ostvraiet silimplication #,,, 2u, = u, , 21, , estvraie,
alors : la suite (u,),.; ©st croissants.
e Si u, >u, estvrai et silimplication u, , >u, =, >u, estvraie,

alors : la suite (u,),., est strictement croissante.

« Si u, S u, estvrai et sil'implication u,
alors la suite (), est décroissante.

+ Si u, <u, estvrai et silimplication w, , <u, =u ,<u, , estvraie,
alors la suite (%, ). ©st strictement décroissante.

su,=u.,,su,, estvraie,

Exemple 14
Solt (u,),. définie par: u, =0 et pour tout ne N, u,_, =..,/u, +2.

e Montrons d'abord que la sulte (u,),., St définie. Nous allons le montrer par récurrence.

Soit P(n) la propriété : « pour ne N*, u, existe et u, >0 »,

Onau =,fu,+2=+0+2= J2 , done : u, existe et l'inégalité w, >0 est vrale, donc : P(l) est vrale.
Supposons que : pour un entier naturel non nul n quelconque, P(n) est vraie..

Ona:u,existe etu, >0, donc: u,+2 existe et v, +2>2>0 ;doti :

Ju,,—+2 existe of fu +2 >~[2 >0 ; clest adire : u,,, existeet u,, >0, donc: P(n+1) est vrale.
Ainsi : quel que soit I'entier nature! n non nul, l'implication P(n)=> P(n+1) est vraie.
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Conclusion : la suite (u,),.,, ©st définie et pour tout entier naturel n21, u, >0.

e Montrons par récurrence, que la suite (u, )., est strictement croissante.

Soit &% (n) lapropriété : « u,,, >u, ».

Ona:u=Ju+2=v0+2=+2, donc: u, >u, estvrai; d'ots £ (1) est vrae.
Supposons que pour un entier naturel n quelconque, u,,, >u, donc:u,,—u, >0.
Ona:u,,—u, = Juﬂﬂ +2 —.Juﬂ ;0

On a montré que pour tout entier n21, u_ >0, done, pour tout entier naturel n, u
et par conséquent, u,,, et u ., se rangent dans le méme ordre que leurs carrés.

>0 etu, >0

mi+l

(#,.,) —(#,4 ) = (1, +2)— (1, +2) =2, —u, , 6t d'aprés I'hypothése de récurrence, u_ G =i >0,

donc : (u,,,) =(u,.,)" >0 et par suite : u,,, —u,, >0, soit > u,,, >u,,,.

Ainsi : quel que soit l'entier naturel n , l'implication &*(n) = & (n+1) est vraie.

Nous pouvons conclure : pour tout entier naturel n, w,., >u, ; par conséquent la suite (u,),.., est
| strictement craissante.

L'objectif de cette partie est d'étudier le comportement d'une suite (u,) pour les grandes valeurs de 2.

Définition B

n dit que la suite (x,) converge vers le réel £, si tout intervalle ouvert contenant ¢, contient tous les
ermes de la suite a partir d’'un certain rang.
C'est-a-dire : pour tout intervalle ouvert 7 contenant Z, il existe un entier », tel que : pour tout 72 n,

u, appartienta 7.

Définition 9

Si une suite ne converge pas, elle est dite divergente.

» On dit que la suite (z,) diverge vers -+, si tout intervalle |4;+o[, contient tous les termes de la
suite a partir d'un certain rang.
C'est-a-dire : pour tout réel A , il existe un entier naturel #, tel que : pourtout n>n,, u, > 4.

» On dit que la suite (u,) diverge vers —, si tout intervalle |—eo; A[ , contient tous les termes de la

suite & partir d'un certain rang.
C'est-a-dire : pour tout réel A, il existe un entier naturel n, tel que : pourtout n>n,, u, <A.

g, Les théoremes concernant la limite d’'une somme, d'un produit ou d'un quotient de
fonctions s’appliquent au cas des suites.
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Proprietée
Dans le cas ol la suite ()., esttelle u, = f(n), avec f fonction définie sur [ p;+eo|, étudier

lim u, revient a étudier Iim f(x).

=t

=g

Exemple 15
A = 2r+1
Soit (u,) définie par : u, = .
n+3

Sur R', on définit par;f(x)z%l ;alors, pour tout ne N,ona:u = f(n).
X

/" est une fonction rationnelle sur R, donc : lim f(x) =E =2. Parconséquent: limu, =2.

K=t it x H— {2

Théoréme

Soit n, un entier naturel et soient (), (v,) et (w,) trois suites,
si : pour tout entier naturel n2n: u <v. <w

n

etsi: (u, ) et (w ) convergent vers le méme reel £

J alors : (v ) converge vers £.

Exemple 16
Soif (1), ,, définie par: u, =3+ .
n

Pour tout entier naturel n:(—1)° est égal soita —1, soital ;donc: -1<(-1)" <1.

1 (-1 _1 -1y ; 1 1
De plus n>0, done : __.,_:( ) <— ;d'ol: 3—l£3+( D :f:_3+l ; Soif: 3——<u, <34+—-
n n i i H i) n nH

Ona: lim—=0 donc - lim (3-1)=3 of i {3+1]=3.

A e n n—%teo n noades H

La suite (u,), ., est encadrée par deux suites de méme limife 3, on en déduit, d'apres le théoréme

d'encadrement : lim u, =3 ; c'est-a-dire la suite (u,),., converge vers 3.

1w e

Théoréme 1
Soit #, un entier naturel et soient (u,) et (v,) deux suites,
si : pour tout entier naturel n>n, : u, >v_etsi: lim v, =+c0, alors: lim u, =+eo.

F—rte Hobtes

Exemple 17
Soit (u,) la suite définie par : u, =2Zn+1+sinn.

Pour tout entier naturel n: —1<sinn<1 ;parsuite : 2n<2n+1+simn<2n+2 ;donc:u, 22n.
Soit (v,) la suite définie par: v, =2n. Ona alors :
u, 2v,, pour tout ne N et lim v, =+oo donc, d'aprés le théoréme de comparaison : lim u, = +oo.

n—-btee M=t
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héoréme 2
Soit 1, un entier naturel et soient (z,) et (v,) deux suites, |
8i : pour tout entier naturel n2n, 1 u, <v, etsi: limv =-—co, alors: lim u, =—o
H=p oy H=id=
Exemple 18

Soit (1) la suite définie par : u, =—n+(-1)".

Pour tout entier naturel n: —1<(-1)" <1 ; parsuite ! =n—=1<=-n+(=1)" <=n+1 ;donc u, < —n+1.
Soit (v,) la suite définie par v, =—n+1. On a alors :

u, <v , pourtout ne N et lim v, =—co done, d'aprés le théoréme de comparaison : lim u, =—co.

n—tos L o

Théoréme 3 (admis)
Toute suite croissante et majorée par un réel M , converge et sa limite £ vérifie £ <M .
Toute suite décroissante et minorée par un réel m , converge et sa limite ¢ vérifie £2m.

Exemple 19

2n+1_

n+3

On a vu dans 'exemple 11 (paragraphe 7. I.3.c.), que celle suite est strictement croissante, elle est
donc croissante. Montrons qu’elle est majorée par 2.

2n+1_2_2n+y_ﬂﬁ+3)_2ﬂ+1—2n—6_ -5

n+3 n+3 n+3 n+3 n+3

Or:-5<0 etpourtout ne N, n+3>0, parsuite : u,—2<0 etfdonc:u,<2.
La sulte (u,),.. esf donc croissante et majorée par 2 ; on en déduit que la suite (u,),.y €Sl
_convergente et que sa limite est inférieure ou égale & 2 .

Soit (u,), ., définie par u, =

Pour tout entier naturel n,ona: u,—2=

Théoréme 4 (admis)
Soit (#,) une suite croissante et non majorée, alors (1, ) diverge vers +eo,

Soit (#,) une suite décroissante et non minorée, alors () diverge vers —eo

Théoréme 5 (admis)
Soient : f une fonction définie sur un ensemble D, par: x> f(x), (,) une suite dont tous les

termes appartiennenta D, et, £ et 4 des nombres réels,
si: limu,=¢ etel: limf(x)=A, alors: lierf(un)=i.

=i T=bi
e

Exemple 20
Soit (v,) la suite telle : v, = ln{

In+l
n+2

Appelons (u,) la suite définle par u, = 3”:21«
n

] . Montrons que fous ses fermes existent et étudions sa limite.




Pour tout ne N, 3n+1>0 ef n+2>0, donc: u, >0. Tous les termes de la suite (u,) sont donc
dans l'ensemble de définition de fa fonction In ; par conséquent la suife (v,) existe.

: . - 3x+ . ; I
La fonction définie sur R™ par: x— 2 2' , 8tant une fonction rationnelle, sa limite en 4o est:
x+
3x g
—=3,donc: limu, =3.
x =% s

La fonction logarithme népérien étant continue sur |0;+e[ , elle est continue en 3 et lim f(x)=1n3,

done : lim In(u,)=In3 ;soit: lim v, =In3.

-

Application du théoreme 5 aux suites u, , = f(u,)

#, (donné) ;

u., =f(u) pourtout ne N.

si . (u,) converge vers un réel ¢ et sila fonction f est continue en ¢, alors : f(£)="¢.
Clest a dire : £ est une solution de I'éguation f(x)=x.

Soit : (i,) une suite définie par {

« Pour pouvoir appliquer ce théoréme, il faut savoir d'avance que la suite («, ) converge.
» En général, on sait que (x,) converge vers un réel £, mais on ne connait pas la valeur de ce réel. Il suffit
dans ce cas de savoir que | est continue sur un intervalle et que £ est dans cet intarvalle.

Démonstration
« (u,) convergeversunréel {,donc: limu,=lmu,,, =£.

=485 =g

e limu,=£ et f estcontinue en ¢, c'est a dire : Li_'ﬂ f(x)= f(£), le théoréme 5 permet donc

H=ptws

d'affirmer : iirpmf(u,,)=f(£). Or f(u)=u,,,dol: [iﬂ““ﬁf{f}-
o limu,, =£ et limu,, =f(£), donc: £=f(£).

H=kfot

Exemple 21

Soit (u,),., définie par: u, =0 etpourtout neN, u,, = Juﬁ +2.

e Montrons que cette suite converge.

On a montré dans l'exemple 14 (paragraphe 7. 11.3.c.) que : pourtout n21, u, >0 et que : cefte

Suite est strictement croissants. Montrons, par récurrence, qu'elle est majorée par 2.
Pour un entier naturel n quelconque, soit P, la propriété ! u, <2.

o u,=0,donc:u, <2 ; F, est vrale.
« Supposons : pour un entier naturel n quelconque P, est vraie et montrons qu'alors P, est vraie.
Ona:0<u,<2,donc:0<u,+2<4, parconséquent : .,/u,, +2<2,

Or, u,, =+lu,+2, donc:slu,<2,onaalors u,, <2 ;ily abien hérédité.
» Conclusion : pour tout entier naturel n, u, <2. La suite est majoree par 2 .

La suite (u,),., ©st strictement croissante et majorée par 2, on en déduit qu'elle est convergente et
que sa limite est inférieure ou égale a 2 (Théoréme 3).

® Déterminons la limite £ .
La suite (u,),., ©st strictement croissante, u, =0 et elle est majorée par 2, donc : 0< £<2.

Soit f la fonction définie sur R* par: f(x)=+x+2.0na:pourtout ne N, u,, = f(u,).

f estcontinue sur R* et 0 £<2,donc: f estcontinue en ¢.
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La suite (u,),., converge, salimite est £, u,, = f(u,) et f estcontinue en £, donc: f(£)=¢.
Dans R* : f(x)=xeJx+2=x ef x20 & x+2=x" 6t x>0 & x* —x—-2=0 ot x=0.
Les racines du trinéme x* —x—2, sont -1 et 2 ;doii:dans R*, f(x)=xex=2.
Onendéduit: £=12.

Théoreme 6 (admis)
Soient £ un nombre réel, (z,) une suite telle que limz, =# et £ une fonction définie sur D,

e el

si : & partir d'un certain rang, tous les termes de la suite appartiennent a D, etsi: 11_13 f(x)=4c=,

lors: li # )=-too.
alors : lim f(u,)

[Théoréme 7 (admis)
Soit LeR,0u L=+0,0U [ =—s0,
Soient (»,) une suite telle que lim 1, =+c et f une fonction définie sur D,,

B3

si : & partir d'un certain rang, tous les termes de la suite appartiennenta D, et si : lim f(x)=L,
T=ptem

alors : r}iﬁf{uﬂ}=L.

Définition
Deux suites (u,)et (v,) sont dites adjacentes :

si : f'une d'elles est croissante et I'autre décroissante etsi: lim(x, —v,)=0.
=it

Exemple 22

Soient (u,) et (v,) définies, pour tout entier naturel n 21, respectivement par :

3 3
U, =2—— et v =2+—-
" n?. " nZ

(n+1) n) n (n+l)
Or:0<n<n+1,donc: 0<n’ <(n+1) (La fonction x > x” est siriclement croissante sur [0;+ e[ ).

Dol 1 1 P 1 ; . s
ou ; > <— (Lafonction x+s — est strictement décroissante sur ]0;+[ ).
(n+l)” n x

3
>
(n+l)’ n n (n+1)
On endéduitque : u,,, —u, >0, donc que la suite (u,) est croissante.
3
e v, .—Vv.=|2+ - - —[2+i)=—3——2-%* Or: 2 ~<—,donc: v, —v <0,0nen
(n+1) (n+1)* n (n+1)} n?
déduit que (v,) est décroissante.

: ' 3
Puisque 3> 0, on obfient : <— etdonc: =5
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2

{. De plus : lim (1, —v,) = lim [wi) =0. Donc : les suites (u,) el (v,) sont adjacentes.
e ] N = H

Propriété
Si deux suites sont adiacentes, alors elles sont convergentes et elles ont méme limite.

Démonstration
Supposons que (u ) est croissante et (v, ) décroissante.

Soit (w_) la suite définie par : w, =u,_—v . pour tout entier naturel n,ona:

Wor =W, = (U, —V,0) — (0, =V, )= (4, —8, )= (Vo =V, ) = (W —2,)+ (¥, —V,)-

Or, on a supposé (u,) croissante donc: u,,, —u, =0 et (v,) décroissante donc : v, —v_, 20 ; par
conséquent : pour tout entier naturel n, w,, —w, 20, ce qui montre que (w, ) est croissante.

De plus, par hypothése les suites (u,) et (v, ) sont adjacentes donc : nliﬂf.(“" —v )= ,.ﬁfi w,=0.

Ainsi, la suite (w,) est croissante et a pour limite 0, on en déduit que tous ses termes sont négatifs.
Pour tout » entier naturel w, <0, soit: ¥ —v <0 etdonc u,  <v._.

(u,) est croissante donc, pour tout »# entier naturel : u, <u_ ;d'oli : », <u_ <v,. Parconséquent:la
suite (v, ) est décroissante et minorée par u,, donc elle converge. Soit ¢ sa limite.
(v,) estdécroissante donc, pour tout n entier naturel : v, <y, ;d'oli : u, <y, <v,. Par conséquent :
la suite (x,) est croissante et majorée par v,, donc elle converge. Soit £* sa limite.

Comme : lim (», —v,) =0, on en déduit {rigle de limite dune différence) : £—¢'=0, d'oll £=¢", ce qui
e

_achéve la démonstration.

Définition
Une suite () est dite arithmétique si :
il existe un réel r tel que : pour tout entier naturel », u , =u, +r.
r est appelé raison de la suite () .

Exemples 23

1. La suite des entiers naturels est arithmétique : son premier terme est () et sa raison est 1.
2. La suite des entiers naturels impairs est arithmétique : son premier terme est 1 et sa raison est 2 .
3. La suife définie par u, = 4n+35 , est arithmétlique : son premier terme est 5 et sa raison est 4.
Eneffet: u,=4x0+5=35 el
pour tout ne N, u,,—u, =(4(n+1)+5)—(4n+5)=4n+4+5-4n-5=4.
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Terme général d'une suite arithmétique
Soit (#,) une suite arithmétique de raison et de premier terme est u,, alors :

pour tout entier naturel » : u =u, +nr.

Démonstration
Soit P, la propriété : u, =u, +nr. Démontrons par récurrence que quel que soit ne IN, P, est vraie.

e 1, =1, +0xr donc: F, estvraie.
« Supposons que pour un entier naturel » quelconque, P, est vraie et montrons qu'alors P,,, est

vraie.

Puisque la suite (x,) est arithmétique, «,,, =u, +r. Enremplagant », par u, +nr, on obtient :
U,y =ty +itr +r=u, +(n+1)r , ainsi: P, estvraie,

Dong : quel que soit I'entier naturel », limplication : P, = P, _,

= Conclusion : pour tout entier naturel », P, est vraie, c'est-a-dire: u_ =u, +nr.

est vraie.

Propriéte 1
Soit (x,) une suite arithmétique de raison 7,
pour tous entiers naturels m et p,ona: u =u, +(m—p)r.

Démonstration
Si (u,) est une suite arithmétique de raison » et de premier terme u, , alors :

U, —U, =ty +mr —(uy + pry=(m—p)r,dou: u, =u, +(m-p)r.

|Propriété 2
Soit (1,) une suite arithmétique de raison » et de premier terme est «,, alors :
pour tout entier naturel n @ u, +u, =u, +u, , =...=u +u,avec:i+j=n.
Démonstration

Soit (u,) est une suite arithmétique de raison » et de premier terme .
Ona:u,=u +nr,donc: u, +u, =u, +u, +nr=2u,+nr.
Si i et j sontdeux entiers naturels, tels que : i+ j=n, alors :

w=uy+ir ot u, =y, +jr,donc:u +u, =2, +(i+)r=2,+nr=u,+u,_.

—

Sommes de termes consécutifs d'une suite arithmétique (x,)

1. Somme des termes, & partir du premier jusqu'au terme u, :

=(H+1)}¢Eu;_“fr;.,

n
pour tout entier naturel 7, 0na: u, +u, +...+u, = > i,
k=D

n(n+1)

i}
2. Gas particulier : la somme des entiers naturelsde 1 2 n est: 1+2+..+#n= Zk= >
k=]

3. Plus généralement, la somme de termes consécutifs d'une suite arithmétique est égale au
produit du nombre de termes par la demi - somme du premier et du dernier de ces termes.

Soient (x,) une suite arithmétique de raison r, u, et u, deux de ses termes (p <n), alors :

2 U, +u
L = Pty
, FUl Fotu, Fu, =D U, =(n=p+1)x e
k=p
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Démonstrations
1. Une méthode utilisant la propriété précédente

Si (#,) une suite arithmétique de raison » et de premier terme #,.

Notons :S,, =u, +u +...+u, (lindice n+1 est choisi pour rappeler que de u, & u,,ily a n+1 termes). On écrit
deux fois cette somme, en changeant l'ordre la deuxiéme fois, et on additionne « en colonne » °

D R )

} donc : 28, =(u, +u, )+, v, )+t (e, +o1 )+ (1, +u,).

S.r:-H EH.I] +ur.--I +"*+H‘.I +Hﬂ
QOr, la suite est arithmétique, donc (propriété précsdente) © w, +u, =1, +u, , =..=u,  +u, =u_+u,.
25,, estdonc la sommede »+1 termes tous égaux & u, +u, , on obtient ainsi :

+1 +
28, =(n+1)(u, +u,), soit: S, = (H )(;u ).
1. Démonstration par récurrence

Soit (,) une suite arithmétique de raison r et de premier terme u,. Notons S =u, +u, +...+u,.

_(n+1)u, +u,) 2
5 ;

Soit 7, la propriété : « pour n entier naturel, S, |

o Paur n=0,

Son =8, =u, (le seul terme de la somme est u,) et (O+1)(u, +2,)

=u,, donc : F, est vraie.

» Supposons que pour un entier naturel » quelconque, P. vraie et montrons qu'alors P, est vraie.

nH

(n+LD)(u, +u,) TIs T (n+ 1) +u, ) +2u,,,
2 i 2

Puisque la suite () est arithmétique, u, =u, +ar et u,,, =u, +(n+1)r ot on obtient :

g des (n+1)u, +u, +nr)+2 [.ucj +(n+ 1)r] _ 0+ 0)(2u, +nr) +2u, +2r(n+1)

Sn-l—'." =u, +u, +...tu, +u,, = S«a tu, =

i 2 2 :
e 2u,(n+D)+nr(n+1)+2u, +2r(n+1) _ 2u,(n+1+D)+r(n+1)(n+2)
n#l =:
2 2
¢ 2+ +r(n+lYn+2) _ (1+2) (2 +r(n+D)  (n+2)(u, +4,,)
2 e = .
2 2 2

[2u, + r(n+ D) =1, +u, + (@ +Dr =u, +u,,, |
De u, 2 u,,,,ilya n+2 termes, ainsi, P,,, est vraie.
Donc quel que soit I'entier naturel »n, limplication P, = £, est vraie.

nil

; : T +1)(u, +
» Conclusion : pour tout entier naturel », P, est vraie, c'est-a-dire u, +u, +...+u_ = P10, 1),

2
2. Soit (u,) la suite arithmétique de premier terme u, =1 et de raison 1.
Uy=1:u,=2 ;.. u,_, =n;donc:1+2+..+n estla somme des n premiers termes consécultifs
de la suite. En appliquant la formule 1. on obtient : 1+2+...+n= "{1;”) = "(";l}*

3. Soit (¢,) une suite arithmétique de raison r, u, et u deuxde sestermes (p <n).
Appelons (v,) la suite arithmétique de raison r et de premier terme v, =u, .
Onaalors: u,, =%, ..., ,=v,__,donc:

n—p+)|v, +v__ n—p+hlu, +u,
tootu tu =V Fo Y =( 3 )(“ "F)=( P )( ' )

S 2 2
[De v,av,_ , ilya (n—p+1) termes]

Hp +Hﬁ+l
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Exemple 24

Soit (u,) la suite arithmélique de raison =2 et de premier terme u, =123 .
101(u, +2,,,) 101(123+123+100X(=2)) _101x46

2 2
(58—25+1)(uy +1gg)  34(123+25(-2) +123 + 58(-2))
Uy Ty +..F Uy = = :
2 2
SOt s + 1, +... 4+ 1, =34(123—25-58) =1360.

My h R N =

=2323.

-

Limite d'une suite arithmétique
» Une suite arithmétique de raison nulle est constante, donc converge vers son premier terme.

¢ Une suite arithmétique de raison non nulle est divergenie.
Plus précisément : soit (2 ) une suite arithmétique de raison non nulle 7,

si r>0,alors: lim %, =+too sir<0,alors: lim z, =—.

LB ] ] =

Démonstration
Soit (u,) une suite arithmétique de raison » et de premier terme 1, .
On a alors : pourtout ne N, u, =u, +nr.

» Si r=0, alors pour tout n, u, =u,, donc : (x, )est constante et lim u =u, .

==

» Si #>0,alors: lim nr =+ , deplus u, est fixé, donc : lim (i, +nr)= lim u, =+,

e [N S =
» Si #<0,alors: lim nr=-c , deplus u, estfixé, donc : lim (u, +nr)= lim u, =—.
i =it =t 1=t

7. V.2 Suites géométriques.

Eaibre, o o B

Définition
Une suite (u, ) est dite géométrique si :

il existe un réel g tel que : pour tout entier naturel n, u,, =qu,.
g est appelé raison de la suite (%) .

Exemples 25
1. La suife des puissances de 2 esf une suife géométrique de premier terme 1 et de raison 2 .

(4 =1; 4 =2 ; 1 =2'=4; ”3=23=8 LU, =2'=16; ).

3 etsaraisonests.
En sffet : u, =3x5° =3%x1=3 et pour tout entier naturel n : u,, =3x5"" =3x5"x5=5u,.

2. La suite définie pour tout enfier naturel n par: u, =3x5" est géométrique ; san premier terme est

Terme général d'une suite géométrigue
Soit (#,) une suite géométrique de premier terme u, et de raison non nulle g, alors :
pour tout entier naturel n,ona: u, =u,xq".

Démonstration
Soit P, la propriété : u, =u, ¢". Démontrons par récurrence que quel que soit ne N, £, estvraie.
e uy =u,q" (puisque pourtout g non nul, ¢g° =1) donc P, est vraie.
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« Supposons que pour un entier naturel » quelconque, P, vraie et montrons qu'alors £, . est vraie.

Ril

Puisque la suite (u,) estgéométrique, u,, =gu, eten remplacant u, par u, =%, ¢", on obtient :
ridd

.y =qXu, g" =u,q"" , soit: P estvraie.

Donc quel que soit I'entier naturel #, limplication P, = P, est vraie.

« Conclusion : pour tout entier naturel », P, est vraie, c'est-a-dire z, =u,¢".

ropriété
Plus généralement, si () est une suite géométrique de raison non nulle ¢,

pour tous entiers naturels n et p,ona: u,=u,g"" .

Démonstration
Si () est une suite géométrique de raison non nulle ¢ et de premier terme #,, alors :

i P+i= — -
#, =u Xq =uXq"" " =u, XgP Xq"? =u,xq""”".

Somme des termes consécuitifs
Soit (2,) une suite géométrique de premier terme #, et de raison ¢, alors :

" [—g™H
Sig#l: sy +u+..+u => u, =u, =

pour tout entier naturel »n, on a : *:ﬂ it
Sig=1: Uy U +... 41 = Zﬂk =(n+])ﬂa_
x=1
Méthode pour g #1.

Notons :§ ., =u, +u, +...+u, ©.

Onaalors ¢§,,, =qu, +qu +...+qu,, soit: ¢S, =w +u, +..+u, ©.

En soustrayant membre & membre les égalités @ et @, les termes u,, i, ..., , qui figurent dans les
deux égalités s'annulent et on obtientdonc : S, —gS,,, =(1-9)8,., =u, —u,., .

Si g#1,o0nobtient: S, =% "M
1-¢
bt e H i l_g’:ﬂ e n+1
Or: u,,=u,q"" etainsi: S, B "[ ) ' ce qui s'écritaussi: S, =u — 3 .
§ ‘ l—g |—g 1-g
Démonstration
Soit (x,) une suite géométrique de premier terme #, et de raison g. Notons S,,, =u, +u, +...+1, .
L |
# 8l g#1, soit P, la propriété : « pour n entier naturel, S,,, =4, Il 1 .
=
Démontrons par récurrence que : quel que soit ne N, £, est vraie.
; l—g™™ 1-q :
» Pour n=0, S, =u, et u, =1u, =u,,donc : F, estvraie,
l=g 1-g
* Supposons que pour un entier naturel » quelconque, P, est vraie et montrons qu'alors P, est

vraie.

S:i+2 =Hﬁ L I*‘:I +... +H.-r +”rrr:|. = S.'Hl +H.r.'+l. o Hﬂ
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Puisque la suite (1) est géométrique, pour tout n, »,,, =u,xq"", d'oll :

= nH | = il il 1= 1= r:+‘l+ gH ey
Spay =My e 4 Xq"™" =1, IR 1, =9 i, g g {1-9)
1-q =g l-g 1-g
e L | tHl 42 1— g™ |
S = ul s il 1 =1, 7 , ainsi, P, , estvraie.
=4 1-¢g

Donc quel que soit I'entier naturel », limplication P, = P, , est vraie.
1=g™
1-¢q

» Conclusion : pour tout entier naturel n, P, est vraie, c'est-a-dire : #, +u, +...+u, =u,

de n+1 termes, tous égaux a u,. D'oli: §, | =(n+1)xn,.

Limite d'une suite géométrique

Théoréme (admis)

Sait (u, ) une suite géométrique de raison g et de premier terme u, +0.
Si |4 <1, c'est a dire —1< g <1, alors (u,) converge vers 0.
5 ' o : Sig::l,ﬂl_iﬂllm{un}=+'=¢;

i g>1o0u g<-1,alors (u, )diverge ; plus précisement : {Si do (50 e s doimite

Si g =1, (u)est constante, tous ses termes sont égaux a u,, donc (x, ) converge vers u, #0.

Exemple 25
Fi] n+l i |
Soit (u,) la suite définie par », =3 5 .Onau,, = Bx[lJ =3 i xl = lu,,.
2 2 2 2 Z

Donc (u,) est une suite géométrique de raison g =% et de premier terme u, =3.

Ona . <1 ; parsuite limuz, =0.
= dra
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Les exercices sont autocorrectifs, leurs corrigés sont dans un autre fascicule.
__% En cas de doute, de difficulté, je n'hésite pas a faire appel a un professeur
\

tuteur. Je peux téléphoner aux horaires indiqués sur la fiche Tutorat ou
déposer un message sur le site du DAEU (/a démarche pour y accéder est
indiquee dans le Guide de votre Formation).

Exercice 7.1

Calculer u,: u : u,,, ct u, dans chacun des cas suivants, la suite # étant définie par son

terme général.
2&—3.

1. u =5n+4. 2. u, =
n+2

n

3. u, =3n"-2.

Exercice 7.2
In+2

n+4
Calculer les trois premiers termes de cette suite (z, ) .

Soit (x, ), . la suite définie par : u, =

Etudier le sens de variation de (#, ).
Montrer que (#,) est majorée par 3.

L

Montrer que (x,) est & termes positifs ; puis, déduire que (u, ) est bornée.

Exercice 7.3

; : " i 4n* -3
Soit (u, ) la suite définie sur N\{0;1} par: u, = :

n—1
1. Etudier le sens de variation de la suite (x, ).

2. Montrer que : pour tout ne N\{0:1}, u, > 4n.
3. Déterminer lim u,.

bl

Exercice 7.4

Dans chacun des cas suivants, déterminer la limite éventuelle de la suite (2,) en précisant
le théoreme utilisé.

n
1. u, =n(3+sinn). 2. #,=2n-3+2cosn. 3 u =M.

n+2
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Exercice 7.5
=10
Soit (z,) ,, la suite définie par: { °
e u,., =2u_+1, pourtout ne N.
1. Calculer u, ; u, etu,.

2. Montrer par récurrence que, pour tout ne N : u, =2"—1.

Exercice 7.6
w=1;
Soit (u la suite définie par :
() e 3 . =%u,, +1, pourtout ne N
1. Démontrer par récurrence que, pour tout ne N* : 1<u, <2.
2. Etudier le sens de variation de la suite (u, : e

3. Déduire des questions précédentes que la suite (x, )“EH_ converge.

4. a) Démontrer par récurrence que, pour fout re N ona: u, =———+2.

n 2.\1-!
b) En déduire la limite de la suite (x,) ..

5. Retrouver ce demier résultat en utilisant le théoréme 5 du paragraphe 7.1IL6. du
cours.

Exercice 7.7
ty =1;
Soit (u,) . la suite définie par:

n

. =%un +3, pour tout ne N.

Soit (v,) __,, la suite définie par : v, =u,,, —u,, pour tout ze N.

1. Montrer que, pour tout entier naturel » : v, =%vﬂ.

En déduire la nature de la suite (v, ).
2. Exprimer v, , puis u,, en fonction de ».
3. Déterminer la limite de la suite (2,) ..
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Soit n un entier naturel. On notera [[1:n|| I'ensemble des entiers naturels k tels que 1<k <n.

Exempie : [1:5]={1;2;3:4;5}.

Définition

On dit gu'un ensemble £ est « fini », si :
il est vide (il n'a aucun élément),
ou

il existe un entier naturel non nul » et une bijection de [1;x] sur E.

Exemple
fh=a;

Soit £ ={a.b,c}. Soit f la fonction définie sur [1,3] par : { f(2)=b;
f@)=c
[ est une bijection de | 1;3]| sur I ={a, b,c} donc E est fini.

!3’ Lorsqu’on écrit un ensembile fini, I'ordre dans lequel on écrit ses éléments n'a pas dimportance et
on &crit ses éléments entre accolades. Dans 'exemple : £={a.b,¢}={a.c.b}={c,a,b}=..

|Définition

Soit £ un ensemble fini.

* Si K est non vide, il existe un entier naturel » et une bijection de |[I;n]| sur £ . Cet entier naturel est
appelé « cardinal de E » etonnote: card E=n.

* Si E est vide, par définition, son cardinal est zéro; on note : card @ =0

Exemple
Soit £={a,h,c}, ona card E=3.

LEn effet, il existe une bijection f de [i ;3] sur E :il suffit de poser f()=a ; f(2)=h;f(3)=c.
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8. A L 3. Partie d’'un ensemble fini ; complémentaire

a. Partie d’un ensemble

Définition
Soit £ un ensemble. On appelle « partie de £ », tout ensemble constitué d'éléments de £'.
Si / est une partie de £, on dit alors que « ¥ estinclusdans E » etonnote . F c E

Exemple
Soit E={a,b,c}, l'ensemble F ={a.c} estune partic de E .

+ Tout ensemble est une partie de lui-méme ; quel que soit 'ensemble £,ona: ECkE.
« L'ensemble vide est une partie de tout ensemble ; quel que soit I'ensemble £ ,ona: JcCE.

Notation
Soit £ un ensemble. On note S%(L) 'ensemble de toutes les parties de F .

Exemple
Soit E={a,b.c}. Onadonc : &°(E)={@.{a}.{b}.{c}.{a.b}.{a,c}).{b.c}.E }.

Propriété 1 {admise)

« Toute partie d'un ensemble fini est un ensemble fini.
« Si /' est une partie dun ensemble fini £, alors : card £ < card E .

b. Complémentaire

Définition

Soient £ un ensemble et F' une partiede £ ;le « complémentaire de /' dans £ » est lensemble
|constitué de tous les éléments de E' qui ne sont pas des éléments de #. On note ¥ cet enssmble.
F={xeE/x¢F}.

Exempie
‘ Soient E={a,b,c,d,e}et F={b,c,e}. Onaalors : F={a,d).

« Danstoutensemble £ : E=@ : @=F.

« S| I estune partiede £ ,alorsdans £ : F=F.

Propriété 2 (admise)

Si E estun ensemble finietsi 7 c £, alors : cardF =card E—card F .

8.A.L4 Intersection

Définition
Soient E et F deux ensembles. On appelle « intersection de £ et de F » et on note ENF,
I'ensemble constitué des éléments appartenanta lafoisa E eta F.

xeENF & xek ot xe F.
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Exemple
Soient E={a,b,c,d}et F={b,d,g}. Ona: EnF ={b,d}.

E, [« Si ENnF =@, onditque E st F sont disjoints.
En particulier, si F' est une partie d'un ensemble £, alors /' st son complémentaire dans £
sont digjoints ; dans £ : FNF=0.
« Pour tous ensembles E et F . (ENnF)cE et (ENnF)cF

[conséguence de ia définition de |'intersection de deux ensembles et de celle d'une partie d'un ensemble |
« Si E et F' sontdeux ensembles finis, alors : card (ENF)<card E et card(ENF)<cardF .

[conséquence de ce qui précéde st de [a propriélé 1.]

Définition
Soient E et F' deux ensembles. On appelle « réunionde £ etde I » eton note EUF , 'ensemble

onstitué des éléments appartenant 4 £ oua F.
xe EUF & xe £ oU xeF.

B Rappelons que le « ou » est inclusif, ¢'est & dire : un élémentde EUF peut appartenir
ou bien & £, ou bien & F , ou bien aux deux ensembles & la fois.

Exemple

m
| En reprenant E ={a,b,c,d} et F ={b.d,g},on a EUF ={a.b,c,d.g}.

IPropriété (admise)

Soient £ et F* deux ensembles finis.

® card(EUF)=card E +card F —card (E NF).

* En particuller : * si E et F sontdigjoints, alors : card (E\UF)=card E+card F .
¥ si FcE, alors : card F+card F=card E .

Définition
Soient £ et F' deux ensembles. On appelle « produit cartésien des ensembles E et F », I'ensemble
de tous les couples (x, ) oll x estélémentde £ st y estélémentde F .

n note EXF cet ensemble [lire « E croix F »)
(x,y)e EXF & xeE et yeF

Q « Engénéral ExF #FxE .
« 8| E=F alors EXE senote E* ; en particulier: RxX =R?,

Exemple
Soient E = {a, b} ef F= {L 2 3] , alors ! EXF ={(a, 1),(a,2),(a,3),(b,1),(b,2),(b, 3}}

et FxE={(,a)(2,4a).(3,a).Q15),(20b),3b)}.
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Propriété
Si £ et # sont deux ensembles finis, alors : card (EXF)=(card E)x(card F) .

Démonstration
Soient E et F deux ensembiles finis, card E=n et card F=m.

Pour écrire un couple (x, y) de 'ensemble ExF ,ily a n choix possibles pour x et pour chacun de
ces choix, il y a m choix possibles pour y. On peut donc écrire : mi+m+...+m soit mXn couples,

R LTS

Généralisation

On peut généraliser la notion de produit cartésien a trois, quatre, ..., p, ensembles (pe N*, p 2 3).
E XE, X..XE, estlensemble des p-uplets (x,x,,...x,) ol x€E ,ie [L 2]
Attention, pour &crire un p-uplet, on utilise des parenthéses (et non des accolades).

En particulier : « EXFxG={(x.y,2) ;x€E, ye F, ze G}; (x,y,z) estappelé un triplet.
» Pour pe N*, R? ={(%,%,,...x,); x, € R, ie L, p]}.

-

.
CE

AT
ition

e
Fomon AT — ‘I Ak e
8. A I1. 1. Défin
Bt el ey O e i i ke

Définition
Soit £ un ensemble fini non vide de cardinal » et soit p un entier naturel non nul.

On appelle « p-liste de E », tout p-uplet (x,%,.,..,x,) d'éléments de E.

» On peut dire qu'une p-liste de E est un élément du produit cartésien E”.
» Contrairement & une partie d'un ensemble, une p-liste d'un ensemble est "ordonnée" ; c'est a
dire : deux p-listes sont égales si et seulement si, elles sont constituées des mémes éléments

écrits dans le méme ordre. (X:%5--5%, ) £ (X, 5, X, )-

« Dans une p-liste de £, on n'impose pas que les éléments soient distincts deux & deux, donc :
p psut étre supérieur & ».

Exemple
Soit E ={a,b,c} .
Les 2-Jistes de E sont: (a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(b,a), (a.c), (c,a), (b,c),(c,b).

| Deux 5 - listes de E sont: (a,b,a,c,c) et (a,a,b,c,c) ; elles ne sont pas égales.

héoréeme
Soit £ un ensembile fini non vide de cardinal » et soit p un entier naturel non nul,

le nombre de p-listes de E est: n®.
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Démonstration

Une p-liste de E s'écrit (x,x,,....x,) etpuisque card E=n, on a n choix possibles pour x,.

Pour chacun des n choix de x,, ona n choix possibles pour x,, donc nxn=n* choix possibles
pour les deux premiers éléments.

On a de méme : n choix possibles pour x; ; ... ; z# choix possibles pour x,. D'oll, pour constituer
une p-liste de E,ona: nxnx..xXn=mn"choix possibles.

P facteurs

Exemple
| Dans l'exemple précédent :card £ =3, le nombre de 2 - listes de E est :3* =9.

Définition
it £ un ensemble fini non vide de cardinal » et soit p un entier naturel non nul. On appelle :

« arrangement de p éléments de E », toute p-liste d'éléments de £ deux a deux distincts.

Exem
Soif E ={a,b.c}.
_Las airangements de 2 éléments de E sont : (a,b), (b,a), (a.c), (¢c,a), (b.c), (¢, b).

héoréme
~ Soit £ un ensemble fini non vide de cardinal » et soit 2 un entier naturel non nul, le nombr
d'arrangements de p éléments de £ estnoté A” et:
I.sip>n, 42=0; 2si0<p<n, 4 =n(n-1)..(n—p+1);  3.Convention: 4 =1.

Démonstration
1. S p>n, il estimpossible de trouver p éléments de E distincts deux a deux, puisque E ne

comporte que n éléments ; donc A7 =(1.
2. Si 0< p< n, pour construire un arangement de p éléments de E, on choisit :
- un élément x;, de £ comme premier terme, il y a : = fagons de le faire ;
- unélément x, de E—{x,} comme second terme, ily a: n—1 facons de le faire (pour chacun choix
de x, ), donc z#(n—1) choix possibles pour les deux premiers éléments ;
- un élément x, de £ —{x.x,} comme troisiéme terme, ily a : n—2 fagons de le faire, donc
n{n—1)(n—2) choix possibles pour les trois premiers éléments.
.. on continue ainsi jusqu’a :
- un élément x, de E—{x.x,.....x,,} comme p-iéme terme, il ya: n—p+1 facons de le faire.
_Dn peut donc construire : n(n—1}n—2)...(n— p+1) arrangements de p éléments de E.

165



Définition
Soit E un ensemble fini non vide de cardinal ».
On appelle « permutation de E », tout arrangement des n éléments de E.

xemple
Soit E={a,b,c}.
Les permutations de E sont: (a,b,c).(a,c,b).(b,a,c).(b,c,a).(¢c,a.b).(c,b,a).

Définition

Soit ne N", on appelle « factorielle » » et on note n!, le produit de tous les entiers naturals non nuls
inférieurs ou égaux & n. Soit: nl=n(n-1)(n—2)X...Xx3x2XI1.

Convention : 0!=1.

Exemple
| S5l=5x4x3%x2x1=120,

Théoréme 1

Le nombre de permutations d'un ensemble E de cardinal » est :
nl=nxX(n=-1DxX(n—-2)x..X3x2xX1.

Démonstration
Le nombre de permutations de E est le nombre d'arrangements de » éléments de £, avec n> 0,
Al =n(n=-1)(n=2)...(n=n+D)=n(n-1)(n-2)x..x2x1,

Théoréme 2
#!

Pour tous entiers naturels n et p telsque :0<sp<n, A7 =( j"
n=p).

Démonstration

Soient » et p deux entiers naturelstelsque 0 p<n,
« Sl p20 et p#n,alors: 47 X(n-p)l=nn=1)n-2)..(n—p+1)X(n=-p)Yn—-p-1)X..xX2x1 ,
n!

soit: A?x(n—p)!=n!. 0Or, (n—p)!=0,dol: 4 = -
£ : (n=p)!

! n! n 3
« 8l p=0,alors: 4° =A4° =1 et i = =—=] ; la formule est vérifige.
¥ A =4 (n—p) (n—-0)! n'

|
L- S] p=ﬂ,alﬂr5: A’f =A: =n!=% [puisquE. Ql=l]'

Exemple:
£ T _7X6x5x4x3x2x1

= = =210.
(7-3)! 4x3%2x1
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Définition
Soient E un ensemble fini et p un entier naturel.

On appelle « combinaison de p éléments de E », toute partie de E de cardinal p.

Exemple
Soit E ={a,b,c} . Les combinaisons de deux éléments de E sont : {a,b}, {a,c}, {b,c}.

Théoréme
Soit E un ensemble fini de cardinal »

Le nombre de combinaisons de p éléments de E se note [;) et:

!
-5ip:-n,a|nr5:(”]={l : 'EiUﬁpSn.ﬂ[ﬂl‘ﬁ:(”]:L-
2 ?) pln-p)!

Remarque : | En France, on avait coutume de noter ce nombre C? .

n\
Cn a finalement adopté la notation ; en usage dans le monde entier.
\FPJ

Démonstration
® Si p>n il estimpossible de trouver p éléments distincts dans £ qui n'en comporte que ».

» Soit p telque: 0 p<n.

* Si p=0, une combinaison de 0 élément de £ est I'ensemble vide, qui est unique donc [g]=1.

| ! [
Or, quel que soit I'entier naturel », Luf—'—-l s d'oll ; (")=L=
0(n—0)! n! 0) o0!n-0)

# 8i 0 < p<n, on considére une combinaison de p éléments de £ . {xl,xz,..,,xp}.

. Cette combinaison de p éléments de E est elle-méme un ensemble de cardinal p et donc, le
nombre de permutations de cet ensemble est p! (cf. théoréme 1 de B.AIIL4.).

Or, chacune de ces p! permutations est un arrangement de p éléments de £ ; ainsi & chaque
combeinaison de p éléments de E, sont associés p! arrangements de p éléments de £.

En considérant toutes les combinaisons de p éléments de E , on obtient tous les arrangements

1 n!
de p éléments de E. D'oll ! [")x =47 et par conséquem : (HJ=A;’ X— =
s i £ i e % p op! (n—p)lp!
Propriété 1
Paur tous nombres entiers naturels # et p telsque 0S p<n ! (:)=[nfp)'
Lémonstration
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| |
[En utiisant le théoréme précédent, on a : (ufpj = - -— =(n ]

(a=p)l(n—(=—p))! (n—p)ip! \P
Propriété 2
Pour tous nembres entiers naturels # et p telsque 1< p<n—1: (n.)=(n.—1]+(u-}
p; \p-1 P
Démonstration
(;H] (ﬂni] (2—1)1 (r—1)!
+ = -
it 2 ; (p—Dln—-1-p+D! pln—-1-p)!
_&=-D! >¢p+{n~l)!>€(n—p) (p-Dixp=pl
pl(» —p)' pln—p)! (n—p-D)x(n—p) =(n-p)!
(2—
e [p (n—p)]
=(n—l}!xn
pl(n—p)!

Al s o GA7)-G)

Propriété
A
Pour tous réels a, & et pourtout entier naturel non nul » - (@+2)* =3, [:]a"”' i
k=01

Triangle de Pascal

Pour obtenir les valeurs des coefficients binomiaux (:] de la formule du bingme de Newten, en dresse

le tableau suivant, appelé ~ triangle de Pascal »
Blsise PASCAL, scientifique et philosophe

3 Frangais [1623-1852).
: : = Les lignes sont numérctées,
1 9 1 de 0 3 », de haut en bas.
« Les colonnes sont numérctées,
1 3 1 1 de 0 @ » i de gal}d"lé & droite.
1 1 6 1 1 = Dans la case intersection de la ligne
»n et de |z colonne p avec 0<p=<»n,
1 o 10 10 a 1 en trouve la valeur du coefficient
1 G 15 20 15 6 1 binumial(”).
2
1 7 21 35 35 21 7 1 |

= La propriété du paragraphe 8.A[V.2, permet de calculer [;] de proche en proche :
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(H :U Lk ("_1] En ajoutant les coefficients de la ligne n—1, colonne p-—1 et
4 s ligne n—1, colonne p,

V=

["J on obtient le coefficient de la ligne #, colonne p.
P

La formule du binéme de Newtfon nous apprend que :

(a+ by =(f})a’b“ +[f )a“b* +G)a’b’ +(g]m’|&3 +[‘5Ja‘b‘ +(§}a“b"

Le triangle de Pascal donne pour n= 5 (donc les coefficients se lisent 4 ia 6™ ligne}
(a+b) =a’ +5a'b+10a°b” +10a’b* +5ab* +b° .

Une urne contient cing jetons numérotés 1,2,3,4,5 . On tire simultanément et au hasard deux jefons.
Un tel tirage dont les résultats possibles sont connus mais dont on ne peut savoir quel résultat sera

réalisé est appelé : « expérience aléatoire ».

Dans l'exemple, les deux jetons élant tirés simultanément, un résullat possible pour l'expérience est une
partie & deux éléments (appelée paire) de l'ensemble des numéros E ={1,2,3,4,5}. Par exemple {1,2}.
Un tel résultat est appelé une « éventualité ».

L’'ensemble des éventualités associées a une expérience aléatoire s'appelle « "univers ».
Dans 'exemple étudié l'univers Q est I'ensemble des parties & deux éléments de 'ensemble £ donc :

Q={{1,2},{L3HL4}.{1.5}.{2.3}.{2. 4} .{2.5}.{3.4}.{3.5}.{4.5}} . @ est ici un ensembie fini.
Le résultat {1,5} réalise lévénement A : « la somme des numéros des deux jelons lirés est 6 ». Le
seul autre résultat qui réalise cet événement est {2,4} . L'événement A estdonc : A={{L5}.{2,4}}.

Plus généralement, un événement est une partie de 'univers Q.

Si on considére l'événement « la somme des numéras tirés est 20 », il n'y a aucune éventualité le
réalisant. On dit que c’est « 'événement impossible » (c'est donc &).

Si on considére I'événement « la somme des numéras des deux jetons est inférieure ou égale a 9 »,
toutes les éventualités de £ réalisent cet événement. On dit que c'est « 'événement certain » (c'est
donc Q).

{4.5} est la seule éventualité réalisant I'événement B : « le plus petit des deux numéros lirés est 4 » |
B ={{4.5}}. Un événement réalisé par une seule éventualité est appelé « événement élémentaire ».
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Définition
Soient 4 et B deux événements.
» 'événement « 4 ¢t B», noté AN B, est réalisé si les événements sont réalisés tous les deux.
» L'événement « 4 ou B », noté AU B, est réalisé si I'un au moins des deux événements est réalisé.

Exemple
Reprenons I'exemple, I'événement A : « la somme des numéros des deux jetons tirés est 6 » et
prenons ['évéhement B : « 'un des numéros tirés est 2 »,

AnB est l'événement « ia somme des numéros est € et 'Un d'slix est 2 ».
Awu B estl'événement « la somme des numéros est € ou I'un d'eux est 2 »,

A={{1.5}.{2,4}} ey AnB={{2.4}}.
B={{L2}.{23}.{2.4L25) |

AuB={{15},{1.2}.{2.3}.{2.4}.{2.5)}.

Définition
Deux événements A et B sont dits « incompatibles » si leur intersection 4B est 'ensemble vide.

Exemple

Reprenaons l'exempls, I'événement A : « la somme des numéros des deux jetons tirés est 6 » et
prenons l'événement B : « ['un des numéros lirés est 3 ». Ces événements sont incompatibles.

Eneffet: 4={{15}.{2,4}} et B={{3,1}.{3,2}.{3,4}.{3.5}} . donc: 4nB=2.

Définition

Etant donné un événement A4, on appselle « contraire de 4 » et on note A, I'événement gui ne se
réalise pas lorsque A4 se réalise. C'est donc le complémentaire de 4 dans Q, (cf 8. A.|. 3 b),

Exemple

Reprenons l'exemple précédent et 'événement A : « la somme des numéros des deux jetons tirés
est 6 », ['événement contraire de A est évidemment |'événement : « la somme des numéros des

deux jetons tirés n'est pas 6 » et on a ainsi : A=1{{1,2}.{1,3},{1,4}.{2.3}.{2.5).{3,4}.{3.5}.{4.5}} -

Py AnA=@ :tout événement A et son événement contraire Z sont Incompatibles.
«AUA= : pourtout dvénemsnt 4, 'événement « 4 ou 4 » est lévénement certain.

e

i e o U 1oy g T LY
3 probabl| E_E.'_,‘,'--:: SUr un univ

[Définition 1.
Soit Q I'univers associé & une expérience aléatoire dont les n éventualités sont notées ¢.e,,....e, .

Définir une loi de probabilité sur Q, c'est associer & chaque éventualité ¢, (ie [[1;#]) un résl p, de
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lintervalle [0;1] de fagon que : p, + p, +....+ p, =1.
Le nombre p, estappelé probabilité de I'éventualité ¢, .

Cas particulier

|Définition 2
Soit € l'univers fini associé a une expérience aléatoire.
IOn définit une lol de probabllité uniforme sur €2, en associant & chacune des éventualités de Q le

Iméme réel ;

0 On dit alors que les éventualités de £ sont équiprobables.
oar

Exemple
Dans l'expérience aléatoire considérée au paragraphe 8.B.1. une éventualité est une partie a deux

éléments de I, c'est a dire une combinaison de deux éléments de E . donc le cardinal de () est:

) 2138 2
Le firage est effectué au hasard : on peut donc supposer que chacune des dix éventualités de
l'univers ala « méme chance » de sortir, soif : une chance sur dix.

La probabiiité associée a chacune des éventualités est donc : %

Définition 3
Soit Q={¢.e,,....e,} l'univers fini associé a une expérience aléatoire, sur lequel on a défini une loi de
probabilité : e > p, (ie[1:n]).
La probabilité d'un événement 4 est le réel noté p(A) et défini par :
ssid=¢ alors: p(4)=0 ;
e si A=, alors : p(4) est la somme des probabilités des éventualités éléments de A.

as particulier
Si Q est un univers fini sur lequel on a défini une loi de probabilité uniforme, alors :
la probabilté d'un événement 4 est : p(d)y=444
card §

Démonstration

. - e ]- " . ®,
Si card £ = n, chacune des éventualités a la probabilité —, donc si 4 contient £ éventualités, la
i

probabilité de 4 est it card4
n card §)

Exemple
Dans l'expérience aléatoire considérée au paragraphe 8.B.1 a I'événement 4 «la somme des

numeros des deux jetons est 6 », réalisé par les deux éventualités {1,5} et {2,4}, on associe donc
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|Propriété 1

Soit £ un univers sur lequel on a défini une loi de probabilité.
= p(Q)=1.

« Pourtout événement 4, p(4)e [0:1].

Démonstration
- Q={g,e,.....,¢,} est I'événement certain, donc p(Q) = p+p, +..+p, = 1.

i définiton? aéfirition

» Lesréels p, (ie[1;n]) sont tous positifs et leur somme est égale & 1 (définition 1).

Tout événement 4 est une partie de I'univers fini 2, donc : 4 estfini et card4e [[U;n].

Par conséquent , si cardA=Ik, p(A) estla somme de k réels positifs p. (ke [0:n]:1€[L;n]).
Dol :0 < p(4) < p(£2) ; {On sail gu'une somme de nombres posilifs est posilive el supérieure ou égale & chacun de
ces nombres et & toute somme de & quelconques dentre eux, k< [0;2]) ; donc: p(4)e [0;1]

.

|Propriété 2

» Quels que soient les événements 4 et B : p(AuB)= p(A)+ p(B)— p(Adn B).

» En particulier : si 4 et B sont deux événements incompatibles : p(Aw B) = p(A4)+ p(B).

= Plus généralement, si 4,,4,.4,..... 4, , sont n événements deux a deux incompatibles, alors :

P(AUA U..U4)=p(A4)+P(4)+ .4 P(4,); nnéem:p[DA,,]{fpem

k=1

« Pour tout événement A, p(A)=1—p(4).

Démonsiration

» Dans le calcul de p(A4)+ p(B), les probabilités des éventualités apparienant alafoisa 4 eta B,
donc a AN B, sont comptéas deux fois : une fois dans la somme donnant p(4) et une fois dans la
somme donnant p(B). Par conséquent, il faut enlever une fois leur somme, c'est a dire la p(ANB)

| pour obtenir p(Aw B).

» Si Aet B sontincompatibles alors ANB=@ etdonc p(4AnB)=0 doll le résultat.

:. Le résultat se prouve par récurrence en utilisant le précédent.

| = On a vu que pour tout événement 4 : ANA=2 et AUA=8Q,donc: p(A)+ p(4d)= p(Q)=1.

8. B.IIL. Probabilités conditionnelles
8.B. 1L 1. Définition

Définition
Soient 4 un événement de probabilité non nulle et B un événement quelconque.
n appelle « probabilité conditionnelle de I'événement B sachant que I'événement 4 estrealise »,
e nombre réel noté p,(B) etdéfinipar: p,(B)= —@%-l
2
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Q « On dit plus simplement « probabilité de B sachant 4 ».
« On note encore p,(B)= p(B/A4).

Propriété
Soient 4 et B deux événements de probabilités non nulles, on a :
2(ANB)= p(A)X p(B) = p(B)X p(A).

Exemple

Une urne contient deux boules blanches et cing rouges. On tire successivement et sans remise deux
boules de I'urne. On admet que toutes les botiles ont la méme probabilité d'étre tirées. On veut
calculer Ia probabilité que les deux boules tirées soient blanches.

On désigne par A 'événement « la premiére boule tirée est blanche » et par B 'événement « la
saconde botile tirée est blanche ».

ANB désigne alors I'événement « les deux boules tirées sont blanches ».
On admet qu'il y a équiprobabilité des tirages donc : p(4) =% puisque I'urne contient initialement 7

boules dont 2 blanches et p ,(B) =% puisque, si 'on oblient au premier tirage une boule blanche
)

(qu'on ne remet pas), il reste dans l'urne 6 boules dont une seule blanche.

On obtient finalement - p(ANB)= p(A)x p,(B)= ?_xl Y

3B ‘?im"‘“""gﬁ'ﬁzﬁ srmule des probabilités to
'ﬂ‘f.. 3,J - "ﬁﬂd'm [
5 e e B iR .*?:.'*_.—_'re-'.-z:-_}'—'-!_-r,:;ig-: =t e} £

Rt e T ‘T

Définition
Soit Q l'univers associé a une expérience aléatoire et soient 4,4, ,....4 , n événements de Q.
n dit que I'ensemble {4,,4,,....4,} estun « systéme complet d’événements de Q » lorsque ces

énements vérifient les trois conditions suivantes : |
* A,A4,.....4, sontdeux & deux incompatibles ;

¥ 4,4,,....4, sont tous de probabilités non nulles ;
* laréunionde A4,4,....4, est Q,soit: 4uUdu..ud =Q.

Qa = En langage « ensembliste », on dit alors que 4,,4,,..., 4 forment une partition de Q.
 Pour tout événement A4, l'ensemble {A, A } est un systéeme complet dévénements de Q.

Propriéte (formule des probabilités totales)
Soit {4,,4,,....4, } un systéme complet dévénements d'un univers €.
Pour tout événement B de 2,ona: pB)=p(4)Xp, (B)+p(4)xp, (B)+..+ p(4,)xp, (B).

Démonstration
Sur le schéma ci-contre, {A;,A,,A,.A, ]} estun systdme complet d'événements Y,

de Q et B un auire événement de Q. ’
o A

On peut écrire : B=(BNA) )U(BNA)UBNA)U(BNA,).




Plus généralement, pour tout événement B, on peut acrire .
B=BNQ=BN(4 Ui u..U4d,)=BNn4)UBNA4)U..C(BNA,)
Les événements A, 4,...., A, étant deux & deux incompatibles, les événements BN A4, BN, , ...,
B4, , lesontaussi, parsuite: p(B)=p(BnA)+pBnd)+..+p(BNA,)
pP(B)= p(A)X p, (B)+ p(4)X p, (B)+...+ p(A4,)X p, (B).

Exemple
On considére trois urnes : la premiére U, contient cing jetons numérotés 1,2,3,4,5 |

la seconde U, contient trois boules blanches et une rouge ;
la troisieme U, contient deux boules blanches et deux rouges.
On tire un jeton dans l'urne U, , s'il porfe un numéro pair (20u4), on tire une boule dans l'urne U, ;
s'il porte un numéro impair (1, 30u5), on tire une boule dans f'urne U,.
(On admet que, dans [urne U, fous les jefons ont la méme probabilité d'étre tirés et que, dans
chaque urne U, et U,, toutes les boules ont la méme probabilité d'étre lirées).
On cherche a calculer Ia probabilité de tirer une boule blanche.

On désigne par A I'événement « le jeton tiré dans lurne U, est pair » et par B [événement « on
fire une boule blanche ».
A estdonc ['événement : « le jeton tiré dans l'urne U, est impair ».

Le systeme {A,A} est un systéme complet d'événements, en utilisant la formule des probabilités

totales, on obtient : p(B)= p(A)X p (B)+ p(ﬁ)x p:(B).
Dans l'ume U, il y a équiprobabilité des cing jetons, donc . p(4)= E ot p(4) —i-
Par ailleurs, dans chaque urne U, et U,, il y a équiprobabilité de r.frage des bauies, donc :

p(B)= % puisque U/, contient quatre boules dont trois blanches et

p;(B)= % puisque U, contient quatre boule dont deux bianches.

D'od : p(B)—Ex%+%x%—%_%

Définition
Deux événements 4 etB sont dits « indépendants » lorsque : p(ANB) = p(4A)X p(B).

g » Si 4 et B sontdeux événements indépendants et de probabilités non nulles, alors :
p(AnB) p(A)X p(B) :
= ; soit : B)= p(B). De méme : A= p(A4).
) =T p,(B)= p(B) Ps(A)= p(4)
« Desux événement incompatibles et de probabilités non nulles sont dépendants. En effet :
si A et B sont incompatibles ANB=4, donc p(4dNB)=0 g
P e e ]d'uu: PANBY# p(A)X p(B).

p(B)=

et:si p(A)=0 et p(B)#0alors: p(A)X p(8)#0.
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|Définitions et notations
Soit Q l'univers associé a une expérience aléatoire.
1. Toute fonction X définie sur 2 et a valeurs dans R est appelée une « variable aléatoire ».
X: Q-5R
Pour toute éventualité @ de Q, X: @ x .

L’ensemble des valeurs prises par ' est noté X (Q)

2. Pour tout réel x, de X'(Q), onnote (X =x) I'événement « X prend la valeur x, » constitué des
éventualités @ de Q telles que : X(@)=x, .

3. Lorsqu'une variable aléatoire ¥ prend un nombre fini de valeurs x,,x,....,x_, c'est a dire lorsque
X (Q) estun ensemble fini, on dit que « X est une variable aléatoire discrate ».

E, « Contrairement & son nom, une variable aléatoire n'est pas une variable mais une fonction.
» Sur un méme univers £, on peut donc définir plusieurs variables aléatoires.

Exemple
On considére I'expérience consistant & jeter simultanément deux dés non pipés.

L'univers Q associé 2 cette expérience est l'ensemble des deux-listes de [1,6] (c’est-a-dire des
couples ds [1,6]x[16]).

+ La fonction X qui a tout élément (x, y) de Q associe la somme x+y est une variable aléatoire.
Par exemple, au couple (3:2) elle associe le réel 3+2=5 ot (X =5)={(1;4),(4;1).(2:3).(3:2)} .
X (Q) =[2;12]] puisque la somime minimale est 2 (elle correspond au couple (1;1) et la somme
maximale est 12 (elle correspond au couple (6:6)).

« On psut aussi considérer la variable aléatoire ¥ qui & tout couple (x,y) de © associe le plus
grand des deux nombres x et y . L'ensemble des valeurs prises par ¥ est: Y (Q)= [1,6ﬂ ;

X etY sontdss variables aléatoires discrétes.

Il existe cependant des variables aléatoires non discrétes : elles prennent toutes les valeurs d'un
intervalle de R, ce sont des « variables aléatoires continues ».
Par exemple, le temps d'attente a un guichet, la durée de vie d’une ampoule électrique.

!Déﬂnmnn
Soit X' une variable aléatoire discréte définie sur un univers Q .

|On appelle « loi de probabllité de |a variable aléatoire X' », la fonction qui : & tout réel x de X (Q),
associe la probabilité de I'événement (X =x,).
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Exempie

Une urne contient deux botiles blanches et trois boules rouges. Un joueur ftire simultanement au
hasard deux boules de l'urne. Une boule blanche rapporte trois euros, une boule rouge entraine une
perts de deux euros. On appelle X la variable aléatoire prenant pour valeur le gain algébrique du

joustir. On veut déterminer la loi de probabilité de X .
L 'univers associé a cefte épreuve est 'ensemble des combinaisons de deux éléments de I'ensembie

2) 2131

Les tirages étant équiprobables, la probabilité est uniforme .
On peut tirer :
+ soit deux boules blanches, ce qui correspond & un gain algébrique de +6 ;
+ soit deux boules rouges, ce qui correspond pour le joueur & une perte de quatre euros et donc

a un gain algébrique de —4 ;

% soit une boule blanche et une boule rouge ; dans ce cas, le gain algébrique est +3+(-2)=+1.
On adonc X (Q)={-4;1:6} ; X est une variable aléatoire discréte.
L'événement (X =—4) correspond & l'obtention de deux boules rouges donc :
_card(X=-4) 3
T cardQ 3 E .
De méme, I'événement (X = 6) correspond a l'obtention de deux boules blanches donc :
o card(X =6) 1
2 card@ 10
Et I'événement (X =1) correspond & l'obtention d'une boule bianche et une boule rouge donc :

card(.—'f=l)=(2)><[3)=2x3=6. Par conséquent: p(X =)=—————=—=—-

1
des cing boules de l'urne, donc : card Q = (SJ =

card(X =_4)=[;]=3' Par conséquent : p(X =-—4)

card (X =6}=[ ]:]. Par conséquent : p(X =6)=

1 1 card S} 10 3
Ainsi, ia foi de probabilité de X se définit par le tableau suivant :
Valeurs de X : x —4 | 6 Remarquons :
Probabliités : p(X =x)| = 2 = S PR E S
10 3 10 10 5 10 10

Pour toute variable aléatoire discréte X définie sur un univers Q, a toute éventualité @ de Q, la
fonction X associe un unique réel x,, donc: @ est élément dun unique événement (X =x).

D'oll : si X (Q)={x,x,,....x,}, alors, les événements (X =x,),(X =x,),...,(X =x,) sontdeux a

deux incompatibles et leur réunion est €.

Par suite : p(Q)=p((X =x)u(X =x)u..u(X =x,))
P)=p(X =x)+p(X =x)+..+ p(X =x,)

Or, p(Q)=1;dol [p(X =x)+p( X =x)+..+p(X =Xx,)=1

On considare une variable aléatoire discréte X définie sur un ensemble © et on note {x,x,,...,%, }
I'ensemble des valeurs prises par X . Pour tout entier / appartenanta [Lz|, on pose p, = p(X =x, Y
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Définition
On appelle « espérance mathématique de la variable aléatoire X" » le nombre réel, noté E(X) et

gfinipar: E(X)=xxp(X =x)+xxp(X=x)+. . +xxp(X=x)=Y xxp(X=x)=Y xp,.

i=] el

Exemple
En reprenant & nouveau l'exemple du joueur (8.C.1L), l'espérance mathématique du gain de ce

=3
Jjoueur esf donc : E(X):Z;q,xp(k’=;)=—4x%+1x-§-+6x%=0.

=]

1. L’espérance E(X) représente la « valeur moyenne » prise par X .

2. Lorsque la variable aléatoire X' représente le gain algébrique d'un joueur, £(X) représente

alors le gain moyen du joueur {si le jeu est répété un grand nombre de fois).
Si E(X) =0, le jeu est alors dit équitable.

Définition
1. On appelle « variance de la variable aléatoire X' » le nombre réel, noté ¥(X) et défini par :

=g f=ry

V(X)=X(x-EX)) xp(X =x)=3(x -EX))’ p,

i=] i=l

2. On appelle « écart-type de la variable aléatoire X » le nombre réel, noté a(X) défini par:

o(X) =V (X) .

[¥ Lesréels I/(X) (somme de nombres positifs) et a(X') (racine carrée dun réel) sont toujours positifs.

Exemple
En reprenant & nouveau l'exemple du joueur (8.C.11.),

V(X)=(—4—0)*:<11U+(1.,0}2K%+(ﬁ_ﬂ}1 (L _48.3 362443418 _45_

10 10 5 10 3 5
(X )=V (X)) =40 =3.

Une autre méthode pour calculer la variance d'une variable aléatoire :

Propriété (admise) : Théoréme de Koenig

Pour toute variable aléatoire X : ¥V (X)= ﬁxf p(X =x)-(EWX)) = EX)—(ECD)Y .

Exemple
En reprenant I'exemple précité, ona:

=3
V(X)=3"x52p(X =x )~ (B = (=4) X 4 I X246 Xm0 =9.
ey 10 5 10
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Notation
Soit x un nombre réel. On note (X <x) I'événement qui est la partie de Q formée des éventualités @
de Q tellesque X (@) =<x.

Définition
Soit X une variable aléatoire définie sur un univers £, on appelle « fonction de répartition de A" »,
la fonction F, définie sur X | a valeurs dans l'intervalle [0;1] ettelle que : F(x)= p(X <x).

Attention : ne pas confondre [0:1], intervalle de R, avec [0,1] ={0;1}, ensemble & deux éléments.

Exemple
Si on reprend le jeu défini au paragraphe (8.C.11.) les valeurs prises par X sont:—=4,1et6 ;on
obtient donc :

v 8i x<—4, 'événement (X <x) estimpossible ; donc F(x)= p(X <x)=0.
v s5i—4<x <1, l'événement (X <x) est égal & I'événement (X =—4) ; donc:
3
FE=aE =-H==
. 5i 1€x <6, Févénement (X <x) est égal & la réunion des événements (X =—4) et (X =1)
3 3 9

qui sont incompatibles; donc : F(x)= p(X =—4)+ p(X =1) & T

» 8i x26, l'6vénement (Jr' <x) estégal a la réunion des trois événements incompatibles
(X =—4), (X =1) ef (X=6) ;donc: F(x)=p(X == +p(X =1)+p(X =6)=1.
[Six<—-4: F(X)=0;

Si—4<x<1: F(.!r’)=i;
En résumé, F est définie sur R par: - 15‘1{1
Sil<x<6: F(X)=E;

Six26: F(X)=1.

------
-----------------------------------------------------------------------
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[*¥ La fonction de répartition c’'une variable aléatoire discrate est une fonction en escalier.
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8.C. V. 1. Loi de Bernoulli

Definition
On appelle « épreuve de Bernoulli » toute expérience ne comportant que deux issues, issues que l'on

onvient d'appeler « succes » et « échec », et que I'on note respectivement § et &
Les probabilités respectives de S et §, sontnotées : p et g=1-p (avec:0< p<1).

X =1,si § estréalisé :

n considére la variable aléatoire X définie par : X =0,si S nest pas réalisé.

1La loi de probabilite de X , est alors donnée par le tablsau :
k 0 1

p(X =k) g=1-p P

iOn dit que X suit « la loi de Bernoulli de parametre p ».

Onaalors : E(X)=0x(1- p)+1x p=p eten utilisant la formule : ¥ (X )= E(X?)—(E(X))*, avec
E(X*)=0"x(1-p)+’xp=p, onobtient V(X )=p-p’'=p(l-p)=pg.
En résumé,

Propriété
Si X suit une loi de Bernoulli de paramatre p, alors: E(X)=p et V(X )= p(l-p).

On considére une épreuve de Bernoulli ayant pour succés S et pour échec 5.

Onnote: p(S)=p et p(S)=1-p=4.

On répéte cette épreuve n fois dans des conditions identiques ( p est donc constant) et indépendantes
(c'est-a-dire que lissue d'une épreuve ne dépend pas des issues des épreuves précédentes).

Une telle succession de # épreuves de Bernoulli est appelée « schéma de Bernoulli ».

On appelle X la variable aléatoire qui, a chaque n» -liste de résultats, associe le nombre & de succes §
obtenus au cours de ces n épreuves. Onadonc: X (Q)=[0:n].

Propriété et définition
La loi de probabilité de X est définie par : pour tout ke [0;n], p(X¥ =k) =[;Jp*q““".

On ditque X suit une « loi binomiale de parametres n et p ».

Démonstration
Chaque 7 -liste de résultats est composée de k succés (ke [0;n]) et donc de (n—k) échecs, elle

a pour probabilité ;: p* xg" ¢ .
Le nombre de telles listes est égal au nombre de facons différentes de choisir la position des &
succes parmiles » résultats. C'est donc le nombre de combinaisons de & éléments de I'ensemble
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{[l;n]. soit : [;") D'oli: p(X =k) =(2ka xq"™* .

Exemple
Reprenons le jeu défini en 8.C.11, appelons succés : « le gain algébrique est positif » et échec : «le
gain algébrique est négatif ». On obtient la loi de probabilité suivante : | _issues  |succés| échec

5 9 1
probabilité 10 10

On suppose qu'une personne joue dix fais dans des conditions identiques et indépendantes.
Cherchons la probabilité qu'il obtienne six « succes ».

Appelons X |a variable aléatoire qui, a chaque 10-liste de résultats assacie le nombre de succes.

p(y_ﬁ)_[lﬂj(_g_)ﬁ[_l_]4 10! x99 X1 10X9XBXTX6X5x X1 21x9°
6 N10) (10, 6! x4! x10*"  6x5x4x3x2x1x10" 10°
calculatrice, on obtient - p(X =6)=0,01.

; a laide dune

Propriété (admise)
Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de parameétres » et p alors :
E(X)=np et V(X)=npg=np(-p).

Définition
oit 7 unintervalle de R (on peut avoir 7 =R ) et soit / une fonction définie sur I .
n ditque f estune « densité de probabilité sur 7 » si:
(1) f est continue sur [ (sauf éventuellement en un nombre finideréels de /) ;
et (2) [ est positive sur { ;

ot@) [ f(x)dr=1.

Remarques :

 Si T=[a,8] alors : [ fGx)de=| f(x)dx.
» Si I est un intervalle non borné,

Si I -—-]—m;b] alors : |'écriture j f(x)dx désigne, lorsqu'elle existe, lim “b f(x) dx-) :

i I =[azo] alors : Pocriture [, f(x)dx désigne, lorsqueelle existe, lim (j" F@)dk).
« Si /=R alors : I'écriture : j'“ f(x)dx=1 signifie : l'existence de réels ¢ et ¢’ tels que:
ll_i}m(jtuf(x)dr)=£ ot lim [ f(x)de=¢ ;avec: £+ =1,
Exempie
La fonction f : x> 2x, est une densité de probabilité sur lintervalle [0;1].
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En effet, sur [0:1], [ est définie, continue, posifive(x<|0;1];2xe [0;2]), et :

I f‘(x)ab;=j;2xdx=[x1]: =1.

Définition et notation
Une variable aléatoire X est dite « continue » si I'ensemble des valeurs prises par X' est un intervalle

!l de R.
Si X une variable aléatoire continue, on note (X €1!) lI'événement « X prend des valeurs dans

l'intervalle [ ».

Définition et notation
Soit f une densité de probabilité sur R .

n dit qu'une variable aléatoire continue X’ « suit une loi de probabilité de densité f », si:
quel que soit lintervalle / de R, p(X e I)=L f(x)dx.
La fonction [~ est appelée « densité de probabilité » de la variable aléatoire continue X .

[Conséquences
1. p(X e R)=1.

2. Si X est une variable aléatoire continue etsi ae £
« p(X =a)=0 ;la probabilité que X prenne une valeur isolée est nulle.

s p(X<a)=p(X <a) et pX 2a)=pX >a).

En effet :

1.Si I =R, l'événement (X € R) est I'événement certainetdonc: p(Xe !R)=IR f(x)dx=1.

2.Si a=b alors / ={a} etdonc: p(X e f]=p(.k’=a)=£f{x}dr=ﬂ.

De plus (X <a)=(X <a)u(X =a) st les événements (X <a) et (X =a)sont incompatibles, on
adonc: p(X <a)=p(X <a)+p(X =a)=p(X <a).

Deméme: p(X 2a)=p(X >a)+p(X =a)=p(X >a).

Nous allons étudier dans la suite deux exemples de variables aléatoires continues.

Définition
Une variable aléatoire continue X suit la loi uniforme sur I'intervalle [a,5] (avec a<b) si X a pour
1

: si xe[a,b] et f(x)=0 sinon.
=

densité la fonction f, définie sur R par: f(x)=

On a: f définie sur X ; continue sur [ saufen a et b; f positive sur i : %:U puisque a<b ;
"
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de plus, |[_ f(x)a5;=j*%<b.-, puisque 7(x)=0 si x&[a,5], dob :

—d

=1

e

Lﬂmﬁ—
Donc : f est bien une densiteé de probablllté.

b—a

v Convention : choisir un réel dans un intervalle donné, c'est le chaisir suivant une loi uniforme sur
cet intervalle {c'est-a-dire tous les choix sont équiprobables).

|Propriétés
Si une variable aléatoire X" suit une loi uniforme sur un intervalle [a:5] (a<#), alors :

1. pour tout intervalle [e: f] (« < f8) inclus dans [a:b], p(e<X < f)= ’g il
a

2. pour tout réel @ [a;b], p(X sa)=2"2 o p(x >a)— =
b-a b—a
Demonstration
1. X suit une loi uniforme sur [a; b] donc : p{&'iasﬁ) p(Xela;p)) _[ —d‘x d'ol :
2 o ﬁ o
2. Si e [a;b]. p(X = G:‘}=p(XE [a;cx]) ‘:_a ; {on utilise le résultat précédent)
a
b—-
pX 2a)=p(X c[a:b])= = j-

E? On a vu que dans le cas d'une variable continue X, la pmbabzlné que X prenne une valeur isolée
b-a

est nulle ; par suite : p(a{X{ﬁ)—% s plX <:a']- : ot p(X >u)= =
—a —a

Exemple
Dans une gare, un frain s'arréte toutes les 20 minutes. Qu'elle est la probabilité pour qu'une

personne attende : 1) entre 5 et 15 minutes ; 2) plus de 15 minutes.
Soit X la variable aléatoire égale au temps dattente de la personne. on peut suppaser que X suit

la loi uniforme sur [0;20], d'oi :

1 3 15=5 1

1) p(5<X <15 el 55 1

) P )Izu pilimerl] weus
20-15 1
2 5—'—_—-
)p(X - 20-=0 4

[Définition
Une variable aléatoire continue X suit la loi exponentielle de parameétre A (A>0) si X a pour

ensité la fonction f définie sur R par: f(x)=A¢™ 8l x20 et f(x)=0 sl x<0.
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[Ty ¢ festcontinuesur R" et positive sur R .
» De plus : J-Rf(x)a%=fff(x}dr avec I =|0,+eo et j_f(x)a!r= lim :Ae"‘dx ;

At tea

or: J‘:Ae"’"‘ dx=[—e“’"]:=-e"“+l et: lim (--e""*+1]=1.

A=tton

Par conséquent, on a bien IR f (:v.:jn,-«.’:c:Ir f(x)dc=1. Donc, f estbien une densité de probabilité.

ropriétés
Pourtous réels a et & telsque 0<a<bh :
1. p(X <a)=1-e". 2. p(X>a)=c. 3. plasX <b)=e*-e”.
Démonstration

1. p(X 5a]=_f:ﬂe"hdx=[—e""] == +1.

bl
0

2. Soit 1 =[a;+esf . Ona: p(X 2a)= f(x)ds=lim :ﬁe‘kdx.

A—#lze

o, .[: Ae® dx:[“e_h]: =-¢H e at: lim e U =0, donc : jin;(-e’“ rei)=e,

doli: p(X 2a)=e ™.

3. plasX <b) =_[:ﬂ.e"'= d::c=[—e:'*"‘I =—e ¥ e =gh ¥,

g‘ On a vu précédemment que, dans le cas d'une variable aléatoire continue, p(X =a)=0.
Par suite, p(X <a)=p(X Sa)=1-¢* ;
p(X >a)=p(X 2a)=¢*;
pla<X <b)=p(agX <b)=e* -e?.
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Les exercices sont autocorrectifs, leurs corrigés sont dans un autre fascicule.

En cas de doute, de difficulté, je n'hésite pas a faire appel a un professeur tuteur. Je

\ peux téléphoner aux horaires indiqués sur la fiche Tutorat ou déposer un message
sur le site du DAEU (Ja démarche pour y accéder est indiquée dans le Guide de
votre Formation).

ercice 8.1
Une urne contient quatre boules blanches et trois boules noires.
On fire simultanément trois boules de I'ume.
1. Combien y a-t-il de tirages possibles ?
2. Combien y a-t-il de tirages ne comportant que des boules blanches ?
3. Combien y a-t-il de tirages unicolores ?
4. Combien y a-t-il de tirages comportant une boule blanche et deux naires ?

Exercice 8.2

On choisit au hasard simultanément quatre cartes dans un jeu de 32 cartes.
1. Combien y a-1-il de tirages possibles ?

2. Combien y a-1-il de tirages comportant le roi de coeur ?

3. Combien y a-t-il de tirages comportant quatre ceeurs ?

4. Combien y a-t-il de tirages ne comportant aucun as ?

Exercice 8.3

Le code d'une carte de crédit est formé de quatre chiffres distincts.
1. Combien y a-t-il de codes possibles ?

2. Combien y a-t-il de codes ne comportant que des chiffres pairs ?
3. Combien y a-t-il de codes commengant par le chiffre 2 ?

Exercice 8.4
Un sac contient dix jetons indiscemables au foucher : quatre jetons blancs marqués 0 : trois
jetons rouges marqués 7 ; deux jetons blancs marqués 2 ; un jeton rouge marqué 5.

1. On tire simultanément quatre jetons du sac. Quel est le nombre de tirages possibles ?

2. On suppose que tous les tirages sont équiprobables, et on considére les événements suivants :
A : « Les quatre numéros sont identiques »
B : « Avec les jetons tirés, on peut former le nombre 2 000 »
C : « Tous les jetons sont blancs »
D : « Tous les jetons sont de la méme couleur »
E : « Au moins un jeton porte un numéro différent des autres ».
a) Calculer la probabilité de chacun des événements 4, B, C, D et E.

b) On suppose que I'événement C est réalisé, calculer alors la probabilité de I'événement B .

3. On établit alors la reégle suivante :
- si le joueur peut former le nombre 5000, il gagne 75 euros
- si le joueur peut former le nombre 7000 , il gagne 50 suros
- 8i le joueur peut former le nombre 2 000, il gagne 20 euros
- 8i le jousur peut former le nombre 0000, il perd 25 euros
- pour tous les autres tirages, il perd 5 euros.
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On appelle & la variable aléatoira égale au gain algébrique du joueur.
a) Donner la loi de probabilité de G .
b) Calculer ['espérance mathématique de G.

Exercice 8.5

Partie A

Une urne contient » boules blanches (ne N st n2 2), cinq boules rouges et trois boules vertes,
On tire simultanément et au hasard deux boules de l'urne.

1. Quelle est la probabilité de tirer deux boules blanches ?

2. On note p(n) la probabilité de tirer deux boules de méme couleur.
n—n+26

(n+8)(n+7)

b) Calculer nl_iﬂ p(n). Interpréter ce résultat.

a) Montrer que : p(n) =

Partie B
Dans cette partie , on prend n=4.
1. Calculer p(4).

2. Un tirage consiste a tirer simultanément et au hasard deux boules de I'urne. Un jousur effectue
deux tirages indépendants, en remettant dans I'urne avant le second tirage les deux boulss tirdes
la premiere fois. Il mise au départ la somme de 30 euros.

Pour chaque tirage :
- 8i les deux boules sont de méme couleur, il recoit alors 40 euros ;
- si elles sont de couleurs différentes, il regoit alors 5 euros.

On appelle gain du joueur la différence, a l'issue des deux tirages, entre la somme regue par le
joueur et sa mise initiale (ce gain peut donc é&tre positif ou négatif).
On désigne par X la variable aléatoire égale au gain du joueur.

a) Quelles sont les valeurs prises par X' ?
b) Déterminer la loi de probabilité de X .
c¢) Calculer I'espérance de X .

Exercice 8.6
Dans une kermesse, un jeu est organisé de la fagon suivante :
le joueur mise 2 euros puis il réalise un tirage en deux étapes :
o 1% &taps
Le joueur tire au hasard un billet dans un panier.
Dans ce panier, on a placé dix billets marqués « U, » et deux billets marqués « U, »,

o 2°™ &tape
- Si le joueur a obtenu un billet marqué « U, =», il tire alors un jeton dans une urne U, , ol
sont placés dix jetons marqués « perdant » et deux jetons marqués « gagnant ».
- Si le jousur a obtenu un billet marqué « U, », il tire alors un jeton dans une urne U, oll sont
placés sept jetons marqués « perdant » &t cing jetons margqués « gagnant ».
On note : A:l'événement « le jousur a tiré un billet U, » ;
B : I'événement « le joueur a tiré un billet 7, » ;

(> : I'événement « le joueur a tiré un jeton marqué gagnant ».
Tous les résultats seront donnés sous forme d'une fraction irréductible.

1. Calculer la probabilité des événements (G 4) et (G B).
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2. Montrer que la probabilité de I'événsment G est égale a ;:1' :

3. Quelle est la probabilité de I'événement A sachant G ?
Les événements 4 et (& sant-ils indépendants en probabilité ?

Exercice 8.7

Une agence de voyage propose deux durées de séjours : le week-end ou la semaine
et deux types de destination : France ou Efranger.

Parmi les dossiers de I'agence on constate que :

® 60 % des ssjours ont lisu en France ;
® 45 % des séjours en France durent une semaine ;
* 75 % des séjours a |'étranger durent une semaine.

On choisit un dossier au hasard et on note ;
e [ : [événement « le séjour a lieu en France » ;
e §:|'événement « le séjour dure une semaine ».

1. En utilisant les données de I'énoncé, déterminer les probabilités : p(F), p, (S) et p=(S).
2. Quelle est la probabilité qu'un séjour dure une semaine et ait lieu en France ?

3. Calculer la probabilite qu'un séjour dure une semaine.

4. En déduire la probabilité qu'un séjour d'une semaine ait lisu en France ?
{On donnera le résultat sous la forme d'une fraction irréductibis).

5. On choisit quatre dossiers au hasard et indépendamment les uns des autres et on s'intéresse
au sejour choisi. On admettra que le nombre de dossiers est suffisamment grand pour que le choix
d'un dossier soit assimilé a un tirage avec remise.

Quelle est la probabilité qu'aucun des séjours ne dure une semaine ?
(On donnera le résultat sous forme décimale approchée 2107 preés).

Exercice 8.8

Un responsable de magasin achéte des composants électroniques auprés de deux fournisseurs
dans les proportions suivantes : 25 % au premier fournisseur et 75 % au second.

La proportion de composants défectueux est de 3 % chez le premier fournisseur et de 2 % chez le
second.

On note : » D: I'événement « le composant est défectusux ».
e . I'événement « le composant provient du premier fournisseur »

¢ £, : I'événement « le composant provient du second fournisseur »

1. Calculer p(DNF,), puis démontrer que p(D)=0,0225.

2. Sachant qu'un composant est défectusux, quelle est la probabilité qu'il provienne du premier
fournisseur ?

3. Le responsable commande vingt composants. Quelle est la probabilité que deux exactement
d'entre eux soient défectueux ? (On donnera la valeur exacte puis une valeur approchée a 107 prés),

4. La durée de vie de |'un de ces composants est une variable aléatoire notée X qui suit une loi
exponentielle de paramétre A,

a) Sachant que p(X >5)=0,325, déterminer 4.
(On donnera la valeur exacte puis une valeur approchée & 107 prés).
Dans les questions suivantes, on prendra A=0,225.

b) Quelle est la probabilité qu'un composant dure plus de huit ans ?

¢) Quelle est |a probabilité qu'un composant dure plus de huit ans sachant qu'il a déja duré
plus de trois ans ?
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Exercice 8.9

La durée de vie, exprimée en heures, d'un agenda électronique est uns variable alsatoire X qui
suit une loi exponentielle de parameétre 4, ot est A un réel strictement positif.

1. Démontrer qus, pour tout réel s > 0, la probabilité conditionnelle p,., (X >+ s)ne dépend pas

du nombre réel £.
On dit que la variable aléatoire X suit une loi de durée de vie sans vieillissement. La fonction R

définie sur l'infervalle [0; +uo[ par R(t)= p(X >t) est appelée fonction de fiabilité.
2. Dans cette question, on prend A= 0,00026.

a) Calculer p(.X >1000) et p(X <1000).

b) Sachant qu'un agenda a fonctionné plus de 2000 heures, quelle est la probabilité qu'il
tombe en panne avant 3000 heures ?

Exercice 8.10
X est une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur [0;5].

Calculer les probabilités suivantes :
1. p(X <2) 2. p(X>3) 3. p(X <2.8) 4. p(2<X <3)

Exercice 8.11
On choisit au hasard un réel a dans l'intervalle [-3;1].

On considere 'équation : ax’ +(3a+2)x+a=0 ; d'inconnue x.
Calculer la probabilité que cefte équation admette deux solutions réelles distinctes,
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Définition 1
n appelle point pondéré tout couple (A,a) oli: A est un point du plan ou de I'espace et & un réel.

[Définition 2
Soit {(A;,,cx; )}m“ un systéme de » points pondérés.

Si la somme des coefficients ¢ est non nulle, c'est-a-dire : za‘ =g t+a,+..+a, #0,alors il existe

fml
[un unique point G vérifiant : @, GA, +,GA, +...+ &, GA_ =0.
Le point G est appelé barycentre du systéme {(A 0 )}

1<izn

Q 1. Si la somme des coefficients a, est nulle, le systéme {( A,a )}m;r n'a pas de barycentre.
2. Le barycentre d'un systéme ne change pas si on modifie l'ordre des paints pondérés.
3. Le barycentre de deux points distincts A et B appartient a la droite (AB).

4. Le barycentre de trois points non alignés A, B, et C appartient au plan (ABC).

|Propriété

Soit {(A,,a, )} un systéme de 7 points pondérés, tel que la somme des coefficients «; est non

nulle [Ea, = +a,+..ta, # 0] et soit G le barycentre du systéme {(A[,cz,. ]}

1sisn |
i=l

Si k& estun réel non nul, alors G est aussi le barycentre du systéme {(A .k )}

1sisn

Définition 3

n appelle isobarycentre des points A ,A,,...A_, le barycentre de ces points affectés d'un méme
efficient non nul.

[y |1 L'isobarycentre de deux points A et B, est le milieu du segment [AB].

2. L'isobarycentre de trois points non alignés A, B et C, est le centre de gravité du triangle
ABC (c'est-a-dire le point commun aux trois médianes de ce triangle).

188




Propriété
i
Soit G le barycentre du systéme {(A, )} avec: Y g =g +a+.+a, =0.
inl
Alors, pour tout point M du plan ou de I'espace -

Jet do e
‘ aMA +a,MA, +. +aMA =(g+a+..+)MG ; soit: D" agMA, = [Za;)MG ;
i=1 i-1

plan tels gue : |zﬁ+m|| =49

Soit G le barycentre de {{A,2),(B.1)} . alors:

pour tout point M du plan - OMA + MB =3MG .
Donc :

B
MM appartient a £ si et seulement si HBE@":? Soit, sl /

et seulement si MG =73 \_//

D'ou: E estle cercle de centre G et de rayon 3.

Exemple
Soient A et B deux points du plantelsque AB=6 . f’\
On veut determiner 'ensemble &£ des points M du /

%

Propriété
1=t
Soit G le barycentre du systeme {(A, &), . avec: @ =g +a+ +& =0,
=l
» Dansle plan: Si chague point A; a pour coordonnees (x;, ) alors, G a pour coordonnees, le

i=n i-n
2, &% 2 &
couple (xs.yg) telque : xg=EL et yo=5—

é% %‘,ﬂa

= Dans l'espace . Si chagque point A; a pour coordonnees (x;, »;,z) alors, G a pour coordonnees,

2 &% 2,2, 2. &z

f | -
Z;,q

e triplet (xg, 7.2¢) Bl Que: x; === =

é«%

9.1.5. Théoréme d’associativité (dit du « théoréme du barycentre partiel »)

Propriété
=
Soit G le barycentre du systeme {(A;, @)} avec: D g =g+a+ +a,=0.
i=1
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i=p
Soit p un entier nafurelielque : 1<p<n et > a =g +a +..+a,#0.
1=1

Soit G’ le barycenire du systéme {(Ai,@)}lﬁsp.

Alors G est le barycentre du systeme {(G’,.a‘ et (ﬁpﬂ,&ﬁl),(ﬁpﬂ,czp,fz),...(Aﬂ,an)}.

Démonstration
G est le barycentre du systéme {(Ai,a,)}l% donc : & GA, +a,GA,+...+a,GA, =0 ;

solt : &, (GG’ +G'A) + &, (GG + G'A,) +...+ @, (GG +G'A, ) +4,,,GA_; +...+2,GA, =0 ;
d'oll : [e:z+a:2+ A+ )GG +[a_'lGA +a,G'A, +...+8,G'A )+afp+,GA +..+2,GA =0. @

—_—

Or : G’ est le barycentre de {(A,,a:,)}lw, donc : &, G'A +&,GA, +...+2,GA =0 ; alnsl,

régalité © s'écrit : (¢ +e&, +...+a, )GG'+a,,GA ,, +...+2,GA, = 0.0n en déduit :
G est le barycentre du systéme {(G’,al +a, +..++:zr:|,(AH,ﬂ?+1),(AF+2,fam),...,(ﬂa,a" )} )

Exemple o
Solent A, B et C frois points non alignés et soit G le barycentre
de {(A.1),(B.1),(C,2)}.

Soit I le milieu de [A.B] I est l'isobarycentre de A et B, donc le
barycenire de {(A,1),(B,1)}. G
En utilisant le théoréme d'associativité du barycenire, on obtient : G
est le barycenire de {(I,Z},(C,E}} . Les coefficients soni égaux. on

en déduil : G est l'isobarycentre de I et C el donc : i
G est le milieu du segment [IC]. B

|Définition
Solent el v deux vecteurs du plan. b

On considére trois points A, B et C tels que i = AB et 7 = AC. ‘
» Si & 20, on considére H , projeté orthogonal de C sur (AB).

Le produit ABxAH ne dépend que des vecteurs i7 et . On l'appelle
« produit scalairede # et ¥ » ; onle note @-v [iire « & scalaire ¥ »] .

' SIE:ﬁ.nnpusa:E-ﬁEﬂ.

+ Le produit scalaire est une opération qui & deux vecteurs assocle un nombre (scaisire) réel.
+8iv=0,alors: C=A=H, donc: AH=0etainsi: iz -v=0.
« Le produtt scalaire iZ-iZ est aussl noté i7*
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Propriété
Si# et ¥ sont deux vecteurs non nuls du plan, alors & - v = ||| xcos(#,v).

Q’ Si & est une mesure de I'angle (u',ﬁ). alors : a?r'+i"=“£||x||€—1|xcosa.

Cas particuliers
e si & et ¥ sont colinéaires et de méme sens, @ =0 [27] et cosa =1, alors : f;‘-ﬁ:"ﬂ]x“ﬁl_

e si i et v sont colinéaires et de sens contraires, =7 [2?:] et cosa=-1, alors : ﬁ-ﬁ:-—ﬂz’e’"x"ﬁ“.

Serimops r b
e si i et ¥ sont orthogonaux, a:; [7] et cosx=0,alors: ii-¥=0.

Propriété
Pour tous vecteurs #, v et w du plan et pour tous réels a et g :

2. i-(av+pW)=ai v+ pu-

=i 8. a-5== |5+ - Jaf -

-

=

Définition
Un repére (O;7, }') du plan est dit « orthonormal » si :

les vecteurs i et ; sont orthogonaux et tels que : ||z"”=||}"=1

IExpressIon du produit scalaire dans un repére orthonormal
Soit (0;?, f) un repeére orthonormal du plan.
Soient il et ¥ deux vecteurs du plan de coordonnées respectives (x, ) et (x' ') dans (0:f,),

alors: #-v=xx+yy' et Hﬁ]|=1fx’+y‘ .

Distance de deux points
Dans un repére orthonormal du plan (O:7, /), solent A et B les points de coordonnées

respectives (x,,y,) et (. ¥ ). Alors : AB= ||A_B'|| = J(_:cB 2 ) +(3 =)
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Equation cartésienne d’un cercle
Soit €2(x,, ¥, ) dans un repére orthonormal (O;?, j') et soit 7 un réel strictement positif.

Une équation cartésienne du cercle () de centre €2 et de rayon r est: l:.vc:-—gq,)z +(_j.r—y0 )1 —i

IDistance d’un point a une droite
Dans un repére orthonormal, soit (1) la droite d'équation ax+by+c=0 (avec (a.b)# (0,0)) at]

soit le point A de coordonnées (xA,yA) , alors :

+by, +
la distance du point A 2 la droite (!.J) est: d(A.(D))= |axn Va "l

Exemple

3x—4y-12=0et A le point de coordonnées (—2;1).
_PBx(-2)—-4x1-12| |-22] 22

R e

a 7T 1 Pafritian
Soient # et v deux vecteurs de I'espace et soit O un point de l'espace. On considére les points A et

B tels que u =QA et 7=0B. Les points O, A et B sont coplanaires (ils appartiennent au moins a un

méme plan). Dans ce plan on sait définir le produit scalaire OA-OB.
On admetira que ce produit scalaire est indépendant du point O choisi.

éfinition
On appelle produit scalaire des vecteurs i et v de I'espace et on note % - v, le réel défini par :
° zf-ﬁ=l|z?||><|ﬁ"xcns{ﬁ,ﬁ). sifi#0etv#0:

o u-v=0,si =0ouv=0.

Toutes les propriétés du produit scalaire des vecteurs du plan se généralisent au produit scalaire des
vecteurs de I'espace.

Propriétes
Pour tous vecteurs i, v et w de I'espace et pour tous réels cet 3 :
1. #-v=v-4 (symétrie) ;
2. u-(av+pw)=ai-v+pua-w (bilinéarité).

192



La definition du produit scalaire de deux vecteurs de |'espace donne :

i#-v=0, si 'un au moins des vecteurs est nul ou si cos(i, v)=0.

P — [ a— ﬂ F e - i
Or, cas(u,v)=ﬂ lorsque {u,v)tE+ km, ke Z. Les vecteurs i et ¥ sont alors dits orthogonaux.

Définition i

= |

Deux vecteurs #i et ¥ sont dits orthogonaux si et seulement si leur produit

Le vecteur nul est donc orthogonal a tout vecteur de I'espace.

scalaire est nul. / ! L/'
.‘-"'{""-

Soit z un vecteur de 'espace. On a, d'aprés la définition ; " =u ¢ =|u Icos(zr,u ;

Or (4,4)=0 [27], donc cos(#,i)=1 et par conséquent : & =i - =|i| ; soit : [liz] =V -ii

Propriété
Pour tout vecteur # de I'espace, la norme du vecteur # est le réel positif EE égal a : AJ;“'H :

Définition

positif, noté AB , défini par : AB = ||A_'B‘|

En particulier, si A et B sont deux points de I'espace, on appelle « distance de A a B », le réel

Definition

tel que :

\'—"'

|on appelle « repére orthonormal de I'espace », tout quadruplet (ijj
[|F||=l}H=“E|‘=1 et 7-j=i-k=jk=0.

Propriéte

Soit (D.;}’,}’,E } un repére orthonormal de I'espace et soient i7 et ¥ les vecteurs de coordonnées

respectives (x,y,z) et (x',y',2z') dans ce repére, alors : u-v=xx' + yy/ + 22’ et iu—l=-|.fx1+y?+zi -
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Démonstration
v ={xf+ y}’+z§:' )«(x'f+yr}"+ z’ﬁ;] . en utilisant les proprieté du produit scalaire (9III.2), on

obtient : Z-¥ = xx'T2 + py' P+ 22 k2 + (o' + xY)T -+ (2’ +x'2) T -k + (' +y2) -k
Or, le repére {0:?}_}",5) est orthonormal donc: 7-j=7-k=j-k =0 et ”E'|[=H}'|=||fc‘”=1 L d'oll :

i =|‘1'_”2=1 . de meme I}”2 =||E”2 =1. Finalemsnt : & -V =xx'+ yp'+2z°

En utilisant le résultat précédent : #° =2 -4 =x*+ y*+ z* etdonc : |ﬁ':f||=w.‘rzl'*i'-f=-‘,":1:2+y2+:’:2 .

=1

Par cuite . deux vecteurs & ot ¥ sont orthogonaux si et seulement si . d-V=xx'+yy'+z'=0,

|Prup|1 été

Soit (O;?,_}",E] un repére orthonormal de I'espace et soit e point (g, 5,2, )
Une équation cartésienne de la sphéra (Sj de centre QQ et derayon R (R > 0) est :
2 2 2
(x=x0) +(y=yo) +(2=24)" =R*.

Démonsiration
Soit M(x,9,z),0ona: Me(8)< QM=R SOQM*=R? ;

or, le vecteur QM a pour coordonnées (x—xg, ¥ —¥5,2—2p), d'ol

OM?=R? < (x-xﬂ)3+(y—yu)2+[z—zu)2 =R*.

—

éfinitions
» Unvecteur & est dit « orthogonal & un plan P », si 2 est orthogonal & tout vecteur de P.

e Unvecteur ii est dit « normal a un plan P », si & est un vecteur directeur dune droite orthogonale &
P (& estnonnul).

Propriétés (admises) it
1. Pour gu'un vecteur & soit orthogonal a un plan P, il suffit qu'il soit "

orthogonal a deux vecteurs non colinsaires de P. /4 :5;_,_'_':/
P

2. Tous les vecteurs orthogonaux a un méme plan P sont colinéaires entre
BLIX.

3. Si le vecteur & est normal a P, alors tout vecteur ¥ non nul et colinéaire & & est aussi normal a P,

4. Si % est normal & P et 51 A est un point de P,
alors, le plan P est I'ensemble des points M de I'sspace tals gue ! AM-i#=0.

194



‘Propriété
(1) Dans un repére orthonormal (O z,;,,f:'), soit (P) un plan de vecteur normal #(a, b, ¢) avec

(a,b,c): (D, 0,0) - Alors (P) admet une équation cartésienne de la forme : ax~by+cz+d =0.
(2) Réciproquement, dans un repére orthonormal (0;.'5,},55 ] I'ensemble des points M(x, v,2) tels
que ax+by+eztd=0 avec (a,b,¢c)= (0.0,0), est un plan quia pour vecteur normal 7 (a.b.¢c).

Démo ion
(1) Soit A (x,,y,.2, ) un pointde (P), ona: Me(P)«> AM #=0.
Cr, AM (x—x,,y—y,.2—z,) et u (a,b,c) ; d'oli ;
Me(P) = alx—x)+b(y-y,)+c(z-2,)=0 ax+ by + cz—(ax, +by, +¢z,)=0.
En posant: d =—(ax, +by, +cz, ), on obtient :
(P) admet une équation cartésienne de la forme ax+by+cz+d =0.
| (2) admis

Exemple
Soit le plan (P) d’équation : 2x— y+3z+1=0. Le vecteur #(2,-1,3) est normal au plan (P).

Le point A(1,0,—1) est un point de (P).

T
-I ‘\fﬂk ,_LE-"' T&—;‘E}J—% i

a. Plans paralléles

lDéﬂnitIan |
Solent (P) et (P') deux plans admettant respectivement pour vecteurs é : /
normaux i et ' . 1 l"
(P) et (P'") sont paralléles si et seulement si ## et @’ sont colinéaires. /4 . ; /—/
_—
Q’ Démontrer que deux plans sont sécants revient 2 démontrer [ S /
Uils ne sont pas paralieles. /e e
v /f‘f{*
Lo
Par suite :
Propriété

Solent (P) et (P’) deux plans admettant respectivement pour vecteurs normaux # et i .
(P) et (P') sont sécants si et seulement si # et #' ne sont pas colinéaires.

EX
| Soit (P) le plan d’équation 2x— y+z =0 et soit (P’) le plan d'équation : x— 3y+2-4=0.
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Le vecteur # (2,—1,1) est un vecteur normal a (P) ; le vecteur &' (l,—3, l)est un vecteur normal a (P’).

1=2k
i et ii sont colinéaires = 3k cR telque : of =ku < Tk R telque : ]I—B:—k ;

{1:3'(

Or, si k=1, —k = -3 : ce systéme n'admet donc¢ aucune solution ; par conséquent les vecteurs i et
| # ne sont pas colinéaires et donc les plans (P) et (P’) sont sécants.

b. Plans perpendiculaires

Définition /é
Soient (P) et (P') deux plans admettant respectivement pour vecteurs
Inormaux i et i .

o
(P) et (P’) sont perpendiculaires si et seulement si i et &' sont — -
orthogonaux. //[? 7

Exempie
Soit (P) le plan d'équation : 2x— y+z =0 et soit (P') le plan d'équation : ¥+3y+2z-4=10.

Le vecteur i {(2,—1,1) est un vecteur normal a (P) ; le vecteur &’ (1,3,1) est un vecteur normal & (P’).

il =2x1-1x3+1x1=0 ; & et & sont donc orthogonaux.
| Par conséquent, les plans (P) et (P’) sont perpendiculaires.

Soit (D) une droite de vecteur directeur i (@, b,¢)et passant par le point A (x,,y,.2,).
Soit M (x, ».z); Me (D)<> AM et 4 sont colinéaires
o dkeRtelque : AM = ku
(x—x, =ka
o JdkeRtelque: {y—y, =kb
z—z, =ke
(y=ka+x,

o JkeRtelque: (y=kb+y,

'z=kc-+-zﬂ

Définition
Soit (D) la droite de vecteur directeur #(a b,¢) et passant parle point A (x,, v.,z. ), le systéme
(x=ka+x,

d’équations { y=kb+ y, (k réel), est appelé : « représentation paramétrique de la droite (D) ».

;\z:fa:.'+z‘,L
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Les exercices sont autocorrectifs, leurs corrigés sont dans un autre fascicule.

En cas de doute, de difficulté, je n'hésite pas a faire appel a un professeur tuteur. Je
peux téléphaner aux horaires indiqués sur la fiche Tutorat ou déposer un message
sur le site du DAEU (/a démarche pour y accéder est indiquée dans le Guide de
votre Formation).

Exercice 9.1
Soient A, B, C et D quatre points du plan distincts deux & deux. On appelle J le barycentre du

systéme {(A,3),(B,2)} etH le barycentre du systeme {(C,1),(D.3)}.

Déterminer et construire I'ensemble des points M du plan tels que les vecteurs 3MA+2MB et
MC +3MD soient orthogonaux.

Exercice 9.2
Soit ABCD un losange de cenire O tel que AC =6 et BD = 8.
Calculer les produits scalaires suivants :

1. AC-AO 2. AC-AD 3. BD-AO 4. BC-AD 5. AD-OC

Exercice 9.3
Dans un repére orthonormal (Q;7, 7 ) du plan, on considére les points A(4:5),B(1;1)etC(6:3).

1. Donner une équation de la droite (D) médiatrice du segment [AB]
2. Donner une équation de la droite (D) médiatrice du segment|[BC].

3. Endeéduire les coordonnées du point H, centre du cercle (C) circonscrit au triangle ABC.
4. Déterminer le rayon r, puis une équation du cercle (C).

Exercice 9.4
Questions indépendantes. Cependant, on pourra utiliser le résultat étabfi en 1. pour répondre 2 la

question 2.

1. Soient A et B deux points distincts de I'espace et soit | le milieu du segment [AB].

a) Démontrer que, pour tout point M de I'espace, MA? —MB? =2IM-AB.
b) En déduire que 'ensemble des points M de I'espace, équidistants de A et de B, est le plan

passant par | milieu de[AB] et admettant pour vectsur normal : le vecteur AB .
Ce plan est appelé « plan médiateur de[AB]».

2. Dans I'espace muni d'un repére orthonormal (O;E",f,i?) . on considre les points A(2;-1;3) et
B(0;3;1). Déterminer une équation cartésienne du plan médiateur du segment [AB].
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Exercice 9.5
Soit E 'espace muni d'un repére orthonormal (D i,k )
;1) et

On consid@re les points A(1:-2;-3), B(0:0 C(2:-3:4).
1. Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.

2. Déterminer un vecteur normal au plan (ABC).
3. En déduire une équation cartésienne du plan (ABC)

Exercice 9.6
Soit E 'espace muni d’un repére orthonormal (O;f', jE]

Soit (P) le plan d'équation : x+2y—z+3=0 etsoit A le point de coordonnées : (1;0;2).

1. Déterminer un vacteur » normal au plan (P).
Déterminer une représentation paramétrique de la droite (D) passant par A et perpendiculaire au
plan (P).

2. En déduire les coordonnées du point H, projeté orthogonal de A sur le plan (P).
3. Calculer la distance AH. Cette distance est appelée « distance du point A au plan (P) ».

Exercice 9.7
Soit E 'espace muni d'un rep&re orthonormal (O;F,}'”,E J.

Soient (P) et (Q) les plans d'équations respectives : x—2y—3z-5=0 et: x+y—z+1=0.
1. Démantrer que (P) et (Q) sont sécants.

2. Donner une représentation paramétrique de la droite (D) intersection des plans (P) et (Q).

Exercice 9.8
1. Soit E 'espace muni d'un repére orthonormal (07, 7.k .

Déterminer la nature de 'ensemble (S, ) des points M(x, y. z) de I'espace tels que :
X +y*+28+2x-6y-2=0.
2. Soient les points A(2:-1;3) et B(4;1:3).
a) Déterminer une équation de 'ensemble (S, ) des points M(x, y,z) de l'espace tels que :
MA-MB=0.
b) Préciser la nature de 'ensemble (S, ).
3. Plus généralement, dans l'espace, soit A et B deux points distincts. On cherche & déterminer

I'ensemble des points M de 'espace tsls que : MA -MB=0.

2
a) Soit | le milieu du segment [AB], montrer que, pour tout point M, MA -MB = MI* ——— « b

b) En déduire que I'ensemble des points M de l'espacs tels que MA.MB=0 est une sphére dont
on précisera le centre, le rayon et un diamétre.

s s S o o o o ol ot ol oo oo o o o ol ol oo oo o o B ko okl o oo oK
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| CORRIGES DES EXERCICES DE LA SEQUENCE 1

Exercice 1.1

1. x, =2 et f définiesur R par: f(x)= ‘ = — pour x#2 et F(2)=>5.

f est continue en 2 siles limites de f adrmle et a gauche en 2 existent et sont égales a /(2).
Si x=2, alors: 3x"—7x+2=3x4-14+2=0. Pour la limite de / en 2, on obtient donc une

f

= | Il faut lever cette indétermination.
\ .v'

forme indéterminée de type

2 est racine du numérateur, qui est un trindme du second degré ax° +h~:+c], calculons 'autre

2 T 1
racine en ulilisant le produit des racines — [_} , l'autre racine est donc —-
5 i a
1 Ty
I(x-2)| x—= 5
: I : 3 {_:r—-z}(n:-l_]
On peut alors factoriser le numérateur et écrire : f(x)= 5 = T
X = xX-

Pour x # 2 et aprés simplification, on obtient : f(x)=3x-1. D'ou : l:m flx)= Ilm(3x 1).

La fonction polyndome x = 3x—1, est continue sur R , ses limites a gauche et a droite en 2 sont
donc égales & sa valeur en 2 soit: 3x2-1=35. Dol : lim f(x)=1lm f(x)=35.0r, f(2)=5,

donc : hm} f(r}— hm J(x)= f(2) ; onenconclut que la fonction f° estcontinue en 2.
b : Jadx+5 -3
2. f définie sur [—1:+eo| par: flay=r——— I ] pour x #1 el f(l)—%
X 3

Si x=1. alors : y4x+5- 3=J‘5—3—-U, Pour la limite de f en 1, on obtient donc une forme

indéterminée de type [g ] Il faut lever cetle indélermination.

Pour x>-1, 4x+521,donc: ¥4x+521 et Vd4x+5+3%0. On peut donc écrire :

pour x#1. 7(x) ( 4.1:+5-3)><(J4x--5--3] soit : f(x)= it
sl Flx)= :  F(x
(x=1)x(Vdx+5+3) (x—1)(ax+3+3) J4r+:+3
4 2 ’
si x=1, alors J4x+5+3= Jr_+.:- 6 ;donc: llrn ffx)=g-—--:- Or, f{l}:-_—_ , donc :
i | i

| limI J(x) ¢_f'(1) : Ia fonction f n'estpascontinueen |.

3. f définie sur [U;% par: f(x)=

sinx—2tan x

pour xe& ]0;%—[ et F(0)=-1.

sin0=0 et tan0=0, pour la limite de f en 0. on obtient donc une forme indéterminée de type

[%J Il faut lever cette indétermination.

sinx—2tanx sinx 2sinx  sinx( -

/1 :
Pour xe [0:—| . x=0 et cosx=0 donc: = - = - :
2 X X XXE0SX X L Eosx

-



sin 2 2 2
lim —=1 |voircours 1.l1.5.exemple] et lim|1-—"— [=1— =l——=-].
e T =0 Cosx cos0 1

En utilisant la régle des limites d'un produit, on obtient : !in]j J(x)=1x(=1)==1. Or, f(0)=~1,

donc : E_Hn':] f(x)= f(0) ; ainsi lafonction f* estcontinue en (.

Exercice 1.2

=

f définie sur & par: f{;}—n-—{] pour x#-2 et f(-2)=0.
(x+2)

La restriction de f sur E—{-2} est une fonction rationnelle donc continue sur son ensemble de
définition R —{-2} ; par conséquent : / est continue sur % —{-2}.

Etudions la continuité de 7 en (=2).

Si x=-2, alors x' =x-6=4+2-6=0. Donc: (-2) est une racine de x’ —x—6, trinéme du

second degré. Le produit des racines est :16 =—0, l'autre racine est donc 3.

(x+2)(x—3) x-3 +

Dol : pour x#-2, f(x)= — =
p J(x) G-2) =

lim {,1 J=-5:

Xy =2

donc (régle de limite d'un quotient) : lim f(x) =+
pour x<-2, x+2<0 ; donc: “l'l‘]._[:f+2}=ﬂ" 3 2

L lim  f(x)# f(=2) : lafonction f n‘estpascunﬂnue_a gauche en (-2).
D

onc f n'estpascontinueen —2 et par conséquent / n'estpas continue sur .

Remarque : on pouvait montrer de méme que la fonction f° n'est pas continue & droite en (=2).
q P a P

lim (x-3)=-5
Fukes donc: lim f(x)==ee dol: lim f(x)# f(-2).
pour x>-2, x+2>0 ; donc lim (x+2)=0" e B s =2"

o I

Exercice 1.3
f(x)=2x"+ax—1 si xe]-e-1]
f définie sur R par: < f(x)=3x-2 si xe]-1;2]

S(x)=b(x* =5x+6) si x&[2;+00]

1. [ estcontinue en (1) si et seulementsi: lim f(x)= f(-1).

x= ="
~l€ |-e:-1] donc: f(-)=1-a
lim f(x]— 11r11 (B3x-2)=-5

=1

donc : f estcontinue en (—1) siet seulementsi | —a=-5.

1 estcontinue en (-1) sietseulementsi : ¢ = 6.

2. f estcontinue en 2 sietseulement si: lim f(x)= f(2).



2€[2:400] donc: f(2)=h(4—10+6)=bx0=0

; : donc : pour tout réel A. lim f(x)= 7(2).
]irg Filx]= Ilnl(?:x-—-Z)zﬂf & X2 Flae I

Il n‘existe aucun réel b telque f soit continue en 2.

Exercice 1.4

S iem o =3x"-5x+6
f définie sur R-{—E} par: f(x)= S ey
x+2
x+b)x+2 x4+ (2a+b)x +2b+e¢
1. Pour tout x de R—{-2}. ax+b+ £ Nestin dlve, g < @n St ; donc :
x+2 x+2 x=+2
Dans R—-{=2} | F(x)=ax+b+ cr.r:+(2a+b}:~:—_2’_b-l_-5'__—3.}:?—5.1'+{i
5 S ot x+2 x+2 x+2

& ax’ +(2a+bh)x=2b+c==3x"=5x+6

=
a==2

Pour tout x de R—{-2}. , 1
< a.bet ¢ vérifient le systeme < 2a+b=-5
- 2b+c=6
En résolvant ce systéme, on obtient a=-3. b=1 et ¢=4. Donc:

ax® +(2a+b)x+2b+c=-3x*-5x+6

x=2

Pour toutréel x apparlenanta E—{-2}. ,f{x);—3x+l+~4—-—l

2. En utilisant |la réponse précédente, on peut écrire :

pour tout x appartenant a [k --{—2] g f(x)—{;—:%,r.p[]:ij,
x+2

lim ( f(x)=(=3x+1))= lim

lim (f(x)=(-3x+1)) = | ST

la droite d'éguation y =-3x+1, est asymptote obligue a la courbe (L)
au voisinage de +2o et de —ee,

=0 et lim (/(x)=(=3x+D)= lim i =() ;donc:

—=v x +2

3. Pour montrer que le point /(=2,7) est centre de symélrie de (), montrons que.
 JC24R+[(2-h)

pour tout réel &, si (-2+h)e R—{-2} alors : (-2—h)e R—{-2} e = 7.
(-2+h)e R—{-2} & h#0. Or,si h#0, alors: (2—h)#-2 ;donc : (-2—h)e R—{-2}.

’ 4

=2+h)==3(=2+h) +1 + —=—-3h+7 +— : ;
Al e B e ie e bl SR s

4 4 D'ou : 5 =T7T=y,.

f(_z_h] —_ _.}(“‘2“}!} *‘] m = 3;’1 +? -E
donc : 1(=2:7) est centre de symétrie de (C).
Exercice 1.5
S définie sur R* =[0;+=c[ par: f{x}:?x"—-%x:-—x-fé



1. f est larestriction & E* d'une fonction polynéme donc sa limite en += est égale a la limite en
+oo de son mondme de plus haut degré. Ainsi: lim f(x)= lim 2x* =-oco,

o T Tt oy

1 est la restriction & R* d'une fonction polynéme donc continue et dérivable sur tout intervalle
inclus dans £, par conséguent / est conlinue el dérivable sur 2' . Pour déterminer son sens de

variation, il suffit d'étudier le signe de sa fonction dérivée sur E~.
Pour toutxe B*, 7'(x)=6x"=5x-1.

6x* —5x—1 esl un polynéme du second degré, dont une racine est 1. L'autre racine est donc

egale au produit des racines : s De plus ce polynédme est du signe contraire au signe de 6 (le

coefficient de x*) pour tout réel x compris entre ses racines. Donc :

s

- = I : 5 5
ox" -5x-1-0 & ‘X:_E ou x=1| et 5-1"-3-‘-'-1{0‘5:?‘—6}':-"‘:]-
\

-

Comme f  est définie sur " et _?]E =~ . on obtient :
§)

sur &7, /" nesannulequen | ; f(x)<0 & xe[0;]] ; F(x)>0 & xe]l;+o9.

_ ' est strictement décroissante sur [0:1] et strictement croissante sur [1:+c9[ .
On en déduit :

Sur ™, f admel un minimum en 1, ce minimum est égala f(1)=(-1).

Pour résumer celte étude dressons le tableau de variation :

x |0 1 Feo
f(x) - 0 +
I +oo

2..Sur [0:1], 7 est une fonction continue et strictement décroissante, I'mage par f de [0:1] est
lintervalle [—- %J [ -1; m] donc : I'équation f(x)=2 n'a pas de solution dans [0:1].

*Sur |l:+eo, f est une fonction continue et strictement croissante, donc £ réalise une
bijection de cet intervalle sur son intervalle image : f (]1:+e<[) =]~1:+<[, intervalle contenant

2, donc : I'équation f(x)=2 admet une unigue solution dans ]I ;+m[ ’

L'équation f(x) =2 admet une solution unique dans R '. Cette solution est unréel de ]I s m[

Exercice 1.6
1. Etude des variations de f* définie sur [[l_:?r] par: f(x)=3x=2cosx—-2.

f estla somme d'une fonction polynéme : x> 3x-2 et d'une fonction circulaire : x - —2cosx.
Chacune de ces fonctions est continue et dérivable sur tout intervalle inclus dans R, donc /' est

continue et dérivable sur [0:7z]. Pour déterminer son sens de variation, il suffit donc d'étudier le
signe de sa fonction dérivée. Pour tout x appartenant a [ﬂ;.rr] : fi{x)=3+2sinx.

Pour tout xe [0:7], 0<sinx<1 donc f(x)>0 d'oli:| f esl strictement croissante sur [0.7].




2. Equation f(x)=0.
Sur [{’J;:‘r], J est continue et strictement croissante, elle réalise donc une bijection de [{};Jr] sur
lintervalle image ; f([0:7]) =[£(0); f(m)]=[-4:37]. Or, 0< [—4:37] donc :

L'équation /(x)=0 admet une unique solution dans [ﬁ:_ J |

A l'aide d'un tableur ou d’'une calculatrice, on obtient : f(1)=-0.08 et f(1.)=0.39. On a donc

F(D<0< f(1.1) ;dot: | (enradians): l<a<l.l.

Exercice 1.7

J  définie sur ]F:—{——]-} par: f(x)=2x-3+ ,
2 2x+1

" : : I . : 1
1. Le dénominateur 2x+1 ne s‘annule que pour —= ;donc: / est une fonction rationnelle sur

— s

- 1 . : | 0 [
:'ﬁ;—{-v;}. Dol : | / estcontinue et dérivable surﬂa—ﬁ—l}-

N

1
Pour lout x appartenant a Hm{*-l-- >, =u +"J'>t:l avec : u(x)=2x-3 et v(x)=2x+1.
& ].

2
4 ’ -y’ ¥ ,- " . 2 2; :-' -
Dol: ff=u +9x 1, :u(x)=2 ; v(x)=2.Donc: j'(x]r?..—L,=?.><{ ainad) \3 :
P (2x+1) (2x+1)
o 2(2x+1-3)(2x+1+3 (2x—2)(2x 2%2 = 2
£ = (2x 3)( :‘ }:2L v —2) ‘:+4]= X 2% 2(x 1)1{x+ ].suit:
(2x+1) 2x+1) (2x+1)°
=
Pour tout xe R—{—l}, Fan=t -1
2 (2x+1)

Pour tout x apparlenant a E;~{—%} (2x+1)" >0 donc f'(x) a le méme signe que le produit

(x+2)(x—1). Ce produit s'annule en -2 et en 1 ; en le développant on obtient un polynéme du

second degré dont le coefficient de x* est 1, nombre positif, donc ce polynéme est strictement
positif & I'extérieur des racines -2 et 1. D'oul le tableau de signe :

| |
X —00 -2 - 1 oo
2

J(x) - o = g 90

#
|

strictement croissante sur |—eo;—2] et sur [l;+sc|.

Par conséquent ;| [ estJ ) 4 ! I ;
| strictement décroissante sur :—2;—; et sur [-—;l

L = -

-

2.a. _l'u}l (2x=3)=+4== el lLim =0, donc (régle de limite d'une somme)| lim f(x)=+oo.

st x4 rervis

: : 9
De méme, lim(2x—=3)=—c et lim
res—se s |

=0 donc : li_m f(x)=—on.




2b. lim (2x-3)= lim (2x-3)=-4. Deplus:
e o) £

1.'--->| = | = —]
L 3 L3

+ E 1
B S alors 2x+1>0, donc : * 5 xf-:—i- alors 2x+1<(), donc :
. N . 9 : 3 : 9
lim 2x+1)=0" et lim =+ lim 2x+1)=0" et lim =—o0 ;
_E_,|'_l‘|' _‘_,i'__l“' 2x+1 A “’il_ﬂ 2x+1
L 2 . —E.-" Al L :."
d'oll par addition, | lim =. F(x) =0 d'ol : lim f(x)=—c.
1 T
) ae

#

L L] .} b L3 b I \‘ ] " " I "
Les limites de f a droile el & gauche en I - i sont infinies, on en deduil :
L —'}

: Ao, : 1 .
la courbe (C') admet la droite d'équation x=—— , comme asymptote verticale.

2.c.0na: lim [f(x)-(2x-3)]= lim E =0 ot Iim [/(x)-(2x~3)] = lim =0, donc:

2x ~2x+l

La droite D d'éguation y=2x-3 est asymptote a (C)
au voisinage de +e et au voisinage de —o.

2.d. Pour étudier la position de (C) par rapport a2, on étudie le signe de la différence des
ordonnées de deux points de méme abscisse x . I'un sur la courbe, 'autre sur la droite.

J(x)-QR2x-3)=

i Dong la différence f(x)—(2x—3), a le méme signe que 2x+1.
L

1 . ]
2x+1:=-[l¢:r:~:>—;. donc _p‘(x]—{_?x—ii)}m:bxe}—;ﬁa{ et par conseéquent :

1
‘ Pour tout x >——, la courbe (C) est au-dessus de la droile D .

1 :
Pour tout x < 5 la courbe (C) est en dessous de la droite D.

e

3. Représentation graphique page suivante.
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Exercice 1.8

Soient «, b et ¢ trois réels et / définie sur [0:2] par: f(x)=x"+ax’ +bx" +cx.

1. Détermination des trois reels a, b et ¢

propriété 1) : f(0)=f(2) <= 0=2"+2"a+2"b+2¢ ;soit: f(0)= f(2) & 8a+4b+2c =-16.

.
propriété 2) : La courbe (C) passe par le point A, 1;—%] si et seulement si j‘(t)=_%.
|3 e,
2 | 3
.if{l,’l=~l @]*+isa+1'b+1n=——¢=:a+b+c=—1—l@-u+b-—¢-z+i.
2 2 2 2

Donc : f{1)=—% & 2a+20+2¢=-3.



propriété 3) : Au point A, la courbe ((7) admet une tangente paralléle A I'axe des abscisses si et
seulement si: f estdérivableen 1 et f(1)=0.

Or f est larestriction & [0:2] d’une fonction polyndéme donc dérivable sur tout intervalle inclus
dans R, f estdonc dérivable sur [0:2] et f(x)=4x" +3ax’ +2bx+c.

() =4xP +3ax1® +2bxl+c=4+3a+2b+c.

D'oli: f/(N=0&4+3a+2b+c=0;s0it:f (1)=0&3a+2b+c=—4

Les trois proprietés doivent étre vérifiées simultanémenlt donc pour déterminer les trois réels «, b
et ¢, on resout le systéme :

Sa+4b+2c=-16 (L) 2a=-8 (L,)-2(L,)
(S) 12a+2b+2¢=-3 (L) . Ona:(S)+& {6a+26=-13 (L)-(L,)
3a+2b+c=-4 (L,) c=—4-3a-2h
([a=—-4 a=—d fa==-4 a=-4
(5) e {2b=—13-6a & 125=-13424¢ o 4;;:% - b:ljl
\c=—4-3a-2h c=—4+12-2h [::=—_4*12—11 =:3
: 4 2 1} ﬂ__-';
Donc: fix)=x"—4x" +— x~ —3x.

2. Etude des variations de la fonction g

On remarque que : sur [ﬂ;?.]. ona g=f (f étant la fonction définie a la question 1). Par
conséquent, g est dérivable sur [0:2], et pour déterminer son sens de variation, il suffit de
déterminer le signe de sa fonction dérivée sur cet intervalle.

Pour tout réel x de [0;2], g'(x)= f'(x). D'ot: g'(x)=4x’—12x" +11x-3.

Pour déterminer le signe de g” sur [0:2], on factorise g'(x).

Puisque g'= /" et f(1)=0, on a: 1 est racine de g'(x) et on peut donc factoriser g’(x) par
(x—1). Effectuons la division euclidienne de 4x” —12x" +11x—-3 par x—1 :

4x° -12x" +11x =3 | x—1
~(4x° —4x%) 4x% —8x+3
-8 +11x
—(-8x" +8x) Donc: 4x° —12x* <1 1x—3=(x-1)(4x* —8x+3).
3% —3
=(3x =3) Doli: g'(x)=(x—1)(4x’ —8x+3)
0

gx)=0=x-1=0 ou 4x*-8x+3=0.
x-l=0&=x=1 et x-1>0=x>1.
4x* —8x+3 est un trindme du second degré ; son discriminant est : A=(-8)" —4x4x3=64-48 ;
A=16=4" ;soit: A>0,donc: 4x° —8x+3 admet deux racines réelles distinctes :
8+4 12 Rt 4
—_———— Et — .
2%4 8

-

=

2

X 1 ,'I;‘: —

2x4 EE



De plus le coefficient de x  est 4, donc 4x’ —8x 3 est strictement positif 4 I'extérieur de ses
racines el strictement négatif entre ses racines.

D’ou le tableau de signe : | 3
X 0 l = 2
2 2
x¥=1 = = U + S
4x° —~8x+3 + Wleiasss & 0 T
2'(x) = 0 + 0 = 0 +

On en déduit sur [0;2] :

L .

<0 IE-‘D:})[DU xe |1; !

I | L

, et g(x)>0 ﬁ.l'E}

].

bd | —
b |

- —

;1[ ou X }

-2
F== 11

stricitement décroissante sur [ﬂé] et sur \};

2| Wi

donc ;| ¢ est:

b | —

strictement croissante sur :1] el sur [

—_

b | L

Courbe

Exercice 1.9

o |
(x=1)°
1. Ensemble de définition

I est une fonction rationnelle, donc elle est définie sur 'ensemble |’ privé des valeurs qui
annulent le denominateur.

f définie par f(x)=

10



Or: (x—1)’=0& x-1=0sx=1.Donc | / estdéfinie sur D, =R-{1}.

2. Parité
D, n'esl pas symétrique par rapport & 0, puisque —le D, mais son symétrique par rapport a 0.

qui est 1, n’est pas dans D, , donc | la fonction /* n'est ni paire, ni impaire.

3. Limites aux bornes de D, = |-eo:1| U | 1z 405 |
* Ftude des limites en +c et en —e
/ est une fonction rationnelle, donc la limite de f au voisinage de +< (ou de —=<) est la limite

e

. X 3 % 1 i -
du guotient —=1 [en effet (x—=1) =x" —2x+1 donc x~ est le monéme de plus haut degré, au
2

numerateur et au denominateur]. Donc | lim  f(x)=1]| et | lim f(x)=1|. On en déduit que

K fams N—p =

la courbe (C) représentative de f admet pour asymptote horizontale en +o eten —oo:
la droite d’éguation y=1.

» Etude de la limite en 1
lim (x* +x+1)=1+1+1=3:3>0 ] -
e J» dong : [iin; f(x)=+e<|. ll s'ensuit que

lim (x=1)"=0"

la courbe (C') admel une asymptote verticale : la droite d'équation x=1.

4, Dérivée
J/ est une fonction rationnelle, donc elle est dérivable sur son ensemble de définition R —{1}.

=% avec, pour tout réel x de R—{1} : u(x)=x>+x+1; v(x)=(x—1)".
S

Pour tout réel x de R—{1} : /= £ v—;“i s u(x)=2x+1 et v(x)=2(x-1)x1=2(x-1) ;
7

e Cx+1)(x=-1)" - (x* +T'!|.::—l)><2(x—]} L (&= I)((Z‘r-l- D(x—1)- g(f +x .|-|}]

donc: f'(x 5
((x-1) (x-1)*
P (=D +x=2x—1-28" ~2x-2) _(x=1)(=3x-3) _=3(x=1)x+1)
‘ (x-1)* (x=1)" (x=1)°
i o =3(x+1) | B -3(x* =1) : 4 3(—x2<1)
E lifiant, = 0 s Poga ) oS T,
n simplifiant, | 77(x) 1) naaussi: f(x) ) soit | /(x) =1
5. Signe de f”(x) [Dn utilise 77(x) = 3{("‘";}’1” et sens de variation de /
S /

Pour tout réel x de ®—{1},ona (x-1)" >0 ; de plus 3>0, donc le signe de f’(x) est celui de

—x" +1. Ce polynéme est du second degré, il a pour racines 1 et —1 : il est donc du signe du
coefficient de x° : (1), c’est-a-dire strictement négatif, a I'extérieur des racines, et du signe
oppose, c’'esl-a-dire strictement positif, entre les racines.

Dong, sur |—eo;=1[ etsur |1;+eo[, f/(x)<0,et sur -1:1[, f'(x)>0, on en déduit :

11



sur |-eo:—1] etsur | 1:+w|. f est strictement décroissante
sur [~1:1[. f est strictement croissante.

6. Tableau de variation

o [ -1 | +oo
_-’f_‘f_('x:.]_ = 0 . = f(=
1 420 || 4eo
i \ l / \ I Pl
4

o 1 HED

(-1-1)’
=140 1
2y 4

Remargue : on en déduit que le minimum de f sur D, est —,donc f est strictement positive sur

cet axe.

7. Courbe et asymptotes

D, et dans un repére, sa courbe () est au dessus de I'axe des abscisses el elle ne coupe pas

|

1

,N..__.....E. o e
L

I T - “..-.E,..

Exercice 1.10

f définiesur & par f(x)=x—-1+

. L

X +3

(C)courbe représentative de f dans le plan rapporté & un repére orthonormal (unité : 1 cm).

1. lim (x"+3)=4c donc: lim ————=0 et lim (x*+3)=+e donc lim
Xepmiir x*+3 Fetbm

Kemp= i

—im 7 +3

0.



litn (x—=1)=—oo]

L B

. > dong, par somme :| lim f(x)=—co.
lim —— =0 —

X—p=rn = o -..

lim (x—1) =+o0]

8 . donc, parsomme, | lim f(x)=+
Im ——=0 e

Fode x4 3

2.a. [ est une fonclion rationnelle, donc elle est dérivable sur son ensemble de définition, ici [ .

: | , y
f=u +§ Sx— avec pour toutreel x: u(x)=x-1s8l v(x)=x +3.
# .|l"\|b -
Donc: f'=u +§>l ; u(x)=1 et v'(x)=2x. Dol :
5 P b - e A S - L
Fly=1+8] - e JF 2 IO | gk B IORED,
(X +3) (x +3) (x +3) (3

Pour vérifier I'écriture donnée pour f'(x). les dénominateurs étant les mémes, il suffit de montrer
que les numérateurs sont égaux pour tout réel x. Développons le numérateur (x—1)°(x" +2x+9).
(X1 (X +2x+9) = (' =2x+1)(x" +2x+9)

(x=1)°(x" +2x+9)=x"+2x" +9x% — 22 —4x* —18x + x> +2x+9

x=D'(x" +2x+9)

(x—1)*(x* 4 2x+9)=x" +6x* —16x+9. Doncon abien: | f(x)= “ X
(X3

b. Etudions le signe de /" sur & en utilisant I'écriture donnée pour 7'(x).
Pour tout réel x, (x* +3)* >0 donc f'(x) ale méme signe que son numérateur.
(x—1)* s'annule en 1 et est strictement positif pour tout autre réel.

x’ +2x+9 est un trinéme du second degré, son discriminant A est égal &4 2° —4x1x9=-32
A <0 donc : le trindBme ne s’annule pas et sur X et il est du signe du coefficient de x* (qui est 1),
soit : pour tout réel x, x* +2x+9>0,

Donc:surX, f(x)z0,avec f(x)=0¢«> x=1 ;dol : | f eststrictement croissante sur E&*J

3. (D) la droite d’équation y=x-1.
a. Pour étudier la position de () par rapport & (£), on étudie le signe de la différence :
Px)= f(x)-(x=1).

Ona: pourtoutréel x, @(x)=x-1+

,8 ——(x-1); soit: @(x)= :

ol ﬂ.
X +3 x 43

Pour tout réel x, (x*+3)>0 donc: @(x)>0 ; d'ou : | sur IR, (C) estaudessusde (D).

g 8 : 8
Remargue :onavudans 1.que lim ———=0 et lim ——=0 donc:
x==n x° 43 x—be T 43

lim (f(x)=(x=1))=0 et lim (f(x)—(x—1))=0. On en déduit que :

la droite (D) d'éqguation y = est asymptote a (f.} au voisinage de —eco elde +<<.




b. [f(x)—(x-1)|<10" & |p(x)|<107.

On a vu précédemment que pour tout réel x, @(x)>0 donc : |p(x) = @(x) el ainsi :
fx)—-(x=Dlg10' & ; <107,
f()=(x=1=210" = E;EU <x 43 [onamuliplié les deux membres de I'inégalité par 10(x +3) > 0].
f)-x=D<10" o 77<r o 277 o |x277.

Or \/77 =8.77 ; donc : I pour |x

>9.0na: |f(x)—(x-1)|<10™".

C'esl-a-dire : si |x|29, la distance d'un point de (C') d'abscisse x, & un point de méme abscisse
et qui appartient a I'asymptote (D) d'équation y =x—1, est inférieure 4 107" .

4. Sachant que : - deux droites, non paralléles a 'axe des ordonnées, sont paralléles entre elles
si et seulement si, elles ont le méme coefficient directeur.
- le coefficient directeur de la droite (D) esl égal a 1.

- si_f estdérivable en a, alors le coefficient directeur de la tangente a ('), au
point d'abscisse a, est ["(a).
On en déduit que 'abscisse x d'un point A de (') en lequel la tangente est paralléle & (1)) est
solution de I'équation : f'(x)=1.
' +6x7 +9-16x 4
FgaE
& v +6x7+9-16x=(x’+3)

Ona: fi(x)=1 <

& x+6x +9-16x=x"+6x"+9
& —16x=0
Tix=1 & x=1.
Celte équation admet une solution et une seule, donc il existe un point et un seul de (C) en lequel
la tangente (A) est parallele a (D) ; c'est le point A de coordonnées (0: 7(0)).

8 g 5 [ 253
Or: f()=0-1+——=-1+=—== 1 0;=|.
7O 0" +3 3 3 \ '"J

Il existe un point A et un seul , de la courbe [(} en lequel la tangente (A) est paralléle a (D).
b

: ; 5
Les coordonnées de ce point sont (ﬂ; 2 |
4

5. Courbe ('), asymptote (D) et tangente (A)
Voir page suivante.




Exercice 1.11

3

£ définie par 7(x)= i]- :
x—
1. Ensemble de définition
La fonction racine carrée est définie sur [[};+m[ donc f est définie sur 'ensemble des réels x
)
tels que le quotient (qui est sous la racine)

| d'une part est défini et d'autre part est positif ( pour
x—
appartenira [0;+eo[ ),

i

La fonction : x =

T esl une fonction rationnelle ; elle est donc définie sur £ privé des valeurs
=

qui annulent le dénominateur x-1 ;or: x—1=0& x=1.

La premiére condition est donc que x soit différent de 1 mais cela ne suffit pas.

i

I - N -r B 7] " - 5 5
Pour x =1, étudions le signe de —— :le signede x° estceluide x [+’ =x"xx et &° au] donc :

x-—1
B 0 1 s
% - 0 + +
x—1 - | - 0 +
= + 0 — +
=]

a
.l

20 & xe|-ee;0]U]1;+eo[ ; donc: | D, =]—w5l_)]_U]l_:~-m[.

x—1

Attention : [ n'est pas une fonction rationnelle mais une fonction irrationnelle (f est ici la
composee d'une fonction rationnelle et de la fonction racine carrée)
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2. Parité
D, n'est pas symétrique par rapport & 0 (par exemple —0.5 appartient a D, , mais pas 0,5) donc :

la fonction f n'est ni paire , ni impaire.

3. Etude des limites aux bornes de I'ensemble de définition
+ La limite en +e (respeclivement —ec) d'une fonction rationnelle est égale a la limite en +o0
(respectivement —ec) du quotient des mondmes de plus haut degré du numérateur et du
dénominateur [quand x lend vers —eo ou vers —==, il est non nul] .

3 3
Dorc: lim ——= lim 2= lim # =4« ot lim

e I_] o X N p e W -a-_l Xom=h= 00

X

§ = oo =N

3 I 5
De plus lim VX =+e donc par composition, lim JL]=+== et lim 1—] =+o0 : done:
e d

f—s

im f(x)=+e el f]i:-l}‘ f(x)=+oe, ‘

e limx' =1 r

=4l - ~ ¥ 1 g "

; » donc, par quotient. lim —— =40, D'ol, par composition avec la fonction

Ilznfx—l):U*J ¥l x—

x=l"

k]

: 3 ) X :

racine carrée. lim 'I-—1 =+4eo ; donc: | lim f(x)=+eco,
r=1" X - S )

4. Dérivée et sens de variation de /.

Sur D,, f estde laforme Ju avec u(x)=—-
| T

Pour que f soit dérivable en xe I, , il suffit que « soit dérivable et strictement positive en x.

u est une fonction rationnelle donc u est dérivable sur son ensemble de définition R—{1} ; de
plus, pour tout réel x de |-eo;0[U] l:+e[, u(x)>0 (voir tableau de signe dans 1. détermination
de D,). donc u est dérivable et strictement positive sur |-oo;0[U]1;+o[ (ensemble inclus
dans R —{1} ). Donc, par composition, /* est dérivable sur ]—eo;0 [U]1;+e.

Remarque : cette déduction ne nous permet pas de dire si f est dérivable en 0 qui appartient &
I'ensemble de définition de f . mais qui n‘appartient pas & |—=;0[lJ]1:+ | , ensemble sur lequel
on fait le calcul de f'(x).

On étudiera a la fin du paragraphe la dérivabilite de | en 0 par le taux d'accroissement.

¥

i

f=+u donc f'=——. Recherchons d'abord u(x).
2u

Ona:u= B avec, w(x)=x" et w(x)=x-1 ;donc:
i

pour tout x de J~ee;0[U] Li+eo 1 #'== Fv_i“”h‘ ; Wi(x)=3x" et v(x)=I.
3x* (x—1)-x*x1 _xX(3x=3-x) x’(2x-3)

Dol : #'(x) =2 , - ;
(x—1)° (x—=1) (x—1)
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1 aﬂ}— donc, pour tout x de |~ee;0|U]1;+oof :
2Ju

Pour tout x de ]—m;U[U]1:+c¢[, les réels : x', 2. (x—1)" et 1’ - I sont strictement positifs
2

donc : pour tout x de ]-o<:0[U]1:+9, le signe de f”(x) est celui de 2x-3.
el 13:—3-::0-:::;:—.1:-::%-

—

3
Ona: 2.1:—3—0(—32,1':3@;::

I | el

Donc : sur [ — o0

“}

On en déduit : | Lafonction 1 est: 4

WU[U]I+M” - ]_W:D[L; I [, Lf’(__\‘:]{[};

I+ | L

< :
ttool (1 (]e0:0[ U 1i4ee) = F-ﬁ F(x)>0,
) 2 |

[-.._.'I' | wa

strictement décroissante sur |-=<:0] et sur }I:

b | L

strictement croissante sur [; +¢o[:

|

Complément : etude de la dérivabilité de 1 a gauche en 0.

Pour tout réel de |—co:0[ ('ﬂ flfU} 'l ' JT =¥ &ﬂvr x—-
X

Or, x<(,donc: x=1<0 el —-x—:.vﬂ;depius x? > 0,d'ol : J(x)= ”U] J_ .I{

x-1 x-0
Puisque x<0,ona: «J-‘w|x| —x et x#0. Dot ’f{x} 7(0) =% Lz-— : ®
x=0 % Yx=1 x—1
X 0 X x )
lim ——=—=0" et lim v.X =0 donc par composition, lim 1?'—=0 et m| -, ]— |=0.
x=0" x=] =] X' =0 N y—] x—=0" x—1

o J(0)=1(0)
im

& =pi] X—-

est finie, la fonction f est donc dérivable 4 gauche en 0 et son nombre dérivé & gauche en 0 est
égal & 0, c'est-a-dire f (0)=0.

D'ol : =0. La limite a gauche en 0 du taux d'accroissement de / étant 0, elle

Conclusion :
La fonction / est dérivable sur son ensemble de définition D, = |-e<:0] U Ji:+e[. Sa fonction
§ 2 A |
pour xe J-oo; 0[ U Jls+oof, f/(x)=— (ox 3)1 .~
dérivée f” est définie sur D, par : 2(x-1) \;' I
; e

len0, f(0)=0.
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5. Tableau de variation

X T () 1 2 +eo
435 2
J(x) - 0 " ! = 0 t
+ oo | oo | o
f |
\ , \ = /
& 2

6. Asymptotes
» D'aprés 3. l_inly 7 (x) =40, on en deduil gue

la droite d'équation x =1 est asymptote verlicale & (', courbe représentative de 1 .

» Puisgue lim f(x)=+ea. il n'y a pas d'asymptote horizontale en 4.

Fomechi

Pour trouver une éventuelle asymptote oblique en +o<, on étudie d'abord : lim /(x) :

A=l 11“

Jx) _ 1 Pl

X
% =1 J_ X— 1 \jr(r 1] r—l

[quand x tend vers +oo, x>0 donc x ="u"',f_' et pour @ et b posilifs, wr\.f‘_,e-.-"r?_b ]

: x ol o e

lim ——=1lim —=lim1=1 = f(x)

i o Wil R donc par composition, lim 1,’— =1. D'ot: lim ——=1,
et limyx =1 k=] L

A=l

Par conséquent : s'il y a une asymptote oblique en +<, son coefficient directeur est égal a 1.
Puis on étudie lim [j‘{;\,)—lm.

K o

Pour x>1, ,f(u.}-*;.—J 2 1’ > —-X=x ——.1—1 = -1]1.
x—1 x—1 x—1

Un calcul direct de la limite en +eco conduit & une indétermination de type «ocox() ».
: :

X kY
) e _1J[ L +1J On a multiplié et divisé par la quantité conjuguée 1’ = 7 +1 qui
] X

J X ] k\ x-1 X 3
x=1 ‘ x 1 est non nulle, puisque i) i >0, leur somme est
AT A 1y

Soit x>0, alors :

|

| strictement positive.

f J " x—=(x—1) x—x+1 0
= S E ik —1 i T
==
,f +1 S =
x—1 x-1
X
Donc: f(x)-x=x J T (T R R
1 X X
+1 —— +]
Vax-1
X X ( X )
On a vu précédemment : lim I=I et lim —'-1 =1 dont on déduit : lim | .,[— +1|=2.
X=pr e Nompopp i X— (R X —

J
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7. Courbe et asymptotes

Exercice 1.12
|

I +2x—3

1. Ensemble de définition

f est la composée de trois fonctions :

- la fonction : x > x* +2x -3, qui est une fonction polyndme donc définie sur R :

- la fonction racine carrée, qui est définie sur R, ;

- la fonction inverse, qui est définie sur | *.

D'ot: f est définie sur 'ensemble de tous les réels x tels que le trindme x> +2x-3 est

strictement positif.

Etudions le signe du trinéme du second degré x” +2x—3.

A=2"—4x1Ix(=3)=4+12=16=4" ; A>0, donc x*+2x—3 a deux racines réelles distinctes :
=—2+4;2: ¥ :--2—4=_E=_

e B R 2
Le trinéme est strictement positif donc du signe du coefficient (1) de x, a I'extérieur des racines.
Donc : x* +2x-3>0 pourtout x& |~oo;~3[ U ]1:+eo[. On en déduit :

f définie par: f(x)= et (C) sa courbe représentative dans un repére (0:i. f).

-

l'ensemble de définition D, de la fonction f est: |—eo;—3[ U J1;+2e].

Attention : /' n'est pas une fonction rationnelle puisque ce n'est pas un quotient de deux fonctions

polynémes mais le quotient d'une fonction polynéme ( la fonction constante x i | ) par une fonction
irrationnelle ( qui est ici la composée d'une fonction polynéme et de Ia fonction racine carrée).

2. Parité
L'ensemble de définition de f n'est pas symétrique par rapport a 0 (par exemple 2 et -2 sonl opposés

2€ D, mais -2¢ D, ) donc : | lafonction f n'estnipaire, ni impaire.

3. Limites aux bornes de 1), =]—oo; =3[ U J1;+29]

» La limite en +== ( et en —o0) d'une fonction polynéme est égale a la limite de son terme de plus
haut degré, donc : lim (x’ +2x—3)= lim x* =+ et lim (x’ +2x=3) = lim x% =t oo,

N A—tom B

. = gk ™ . I . o] -
lim VX" =+eco, d’oll par composition : lim vx* +2x-3=+c et lim+x +2x=3 =400,

X o= X = pny 17 ey i
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X
D'oll, par quotient : lim —X=1 = _ ;donc lim (f{x] 1=

y—rt o0 IIT 2 K=

]

12

x—1

Puisque lim ( f(x) :-:):%,ona: lim [_f{x) x- %\?:0 donc lim

N=pdo0 A =pefd

(il g -I
| 2= 1:0.
Gl a“zl

Par conséquent : la droite /), d'éguation y =x+ = est asymptote a ¢ en +o0.

—_ _

« Puisque lim f(x)=+e<, il n'y a pas d'asymplote horizontale en —=.

X—p—oa

Pour trouver une éventuelle asymptote oblique en —eo, on étudie d'abord : lim Jx),

¥——im X

v < e = l_‘
Pour x<0, 0NN XX ""_ ” it I ol
X xV¥ x-1 X VA (x— l} X V_x—l x—1

[Pour tout réel x . +/x° *—"H et si x tend vers —eo . x <0 donc: x| =-~ dou:si x<(, Vil ==x]

lim —— = lim == lim 1=1-’ Fae oo
i i Do donc: lim, -~ =1.Dou: lim —,,—' = -1 et
x—.

et lll’Il-J-_ =1 . ‘—'“”\l x—1 |
lim 10 _ ~1. S'il y a une asymptote oblique en —ceo, son coefficient directeur est égal a —1.
g =5 T

On étudie donc lu‘n f{T) (—1)Xx) [sans oublier que quand v tend vers —o, x <0 donc vx* —-Ir'--m :

\
?‘(r)+1*-J - 1’T-K-'E +x= tlJ——- +X ==X ‘L +x=-—.ri a5 -1 ‘
= Vx-1 Y x-1

4
(% —
Onatoujours: |-~ —I= -"-’-.L._.
V-1 f %
+1
Vx-1
, £ 3
donc : f{x}—H::—_r[ i _|J=_xx_ x—1] =5 x—1
.1"_] X x
it —— +]
= x—1
X ! x ) s
On awvu: lim | —_ |—l et lim .|—— =1 dontondéduit : lim | .|— +1!=1+1=2 ; d'ou par
1’-?“1,,‘_\_,— ¥ J‘—I x :-w“.\x._.] _,-‘
4 %
A
: ; 1
quotient, puis multiplication par (=1) : lim P ; donc : Lim (f(x]+,k)-——-
L X B == ‘._

5 .T—] g

Puisque lim (f(x)+x)= —%, ona: lim (j'[x}+x—%] =0, donc: }ifnu[_f{x)— —x—-l—Df: 0.

e T s - -] 'k. 2

Par consequent : la droite 1), d'équation y = —x—; , est asymptote a C en —eos.
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I : 1
————=0 et lim . =0 ‘dong:
oo X+ 2x=3

lim f(x)=0| et | im f(x)=0/|. Ces deux limites étant finies et égales, on en déduil que :

H—hepinn e

En passant a l'inverse, on obtient : lim

K ytoe

La droite d'équaﬁhn = 0 (c'est-a-dire I'axe des abscisses) est asymplole
(horizontale) en +<< et en —«, 4 la courbe (C], représentant la fonction /.

« Limite en 1 ( donc par valeurs supérieures, puisque D, = |—oo:=3[ U JI:+e]).

limve +2x-3=+0=0" (0" puisqu'une racine carrde est positive].

=1

& . 1
ponc, en passant a l'inverse, lim —
i wfx“ +2x=3

On en déduit que : La droite d'équation x =1, esl asymplote (verticale) a la courbe (C). ‘

=<z ; d'ol him f(l")=+°° ;
="

» Limite en (-3) ( donc par valeurs inférieures, puisque D, = |-=e:=3[ U ]l;+m[).

: ! T T £ i
Im yx~ +2x-3= JE =07 [0" puisqu'une racine carrée est positive].

¥—=-3
1 . .
Donc, en passant & linverse, lim —————===c0 ; dou: | lm f(x)=+cc|,
=3 ’i:-:l+2x—3 x==3
On en déduit que : la droite d'équation x =-3, est asymplote (verticale) & la courbe (C). |

4, Dérivée et sens de variation

1 | 2 - =
J=—=—= avec u(x)=x"+2x-3 et v=+/u
v A

La fonction # est une fonction polynéme donc elle est dérivable sur £, el par suite sur D_, ; de
plus elle est strictement positive sur D, , donc la fonction Ju est dérivable sur D,.

La fonction ~/u est dérivable et ne s’annule pas sur D, donc son inverse f est dérivable sur
7 2

Pour tout x de D,-=]—oﬂ:—3[U]];+m[. _ :I avec, v=+u et u(x)=x*+2x-3,
: v
Done : f’==-i, 2 gt s et u'(x)=2x+2=2(x+1). Ce quidonne :
v Ju
x+1
¥i(x)= ) . , et finalement f'(x)=- "’x‘+2""'_31-

7% B = , E
2P +2x-3 Jx*+2x-3 (JI--H_‘._;)
v 2

Pour tout x de D,, x* +2x-3>0 ;donc : [-J,x:2+2,r—3J =x’+2x-3.

-(x+1)

(x* +2x-3)Wx* +2x-3

(x° —?.x—E}-J:rz +2x—3 >0 [produit de deux nombres strictement positifs], donc le signe de f(x) est
celuide —(x+1) sur D,.

1
Dloli: | f(x)=




Pour toutréel x, — (x+D >0 x+l<0ex <1, et
-sur |-eo;—3[ ona: x<—1 et xe D, donc: f(x)>0 ;
-sur |1:+e[ ona:x>-1 et xe D,, donc: f(x)<0.

e _ . strictement croissante sur ]—m;—3 [ :
On en déduit : la fonction / est:| 98
‘strictement décroissante sur ] 13+ [ . ‘

5. Tableau de variation

x |-eo
S(x) +
j / :
0

6. Axe de symétrie
La droite d'équation x = -1 est-elle un axe de symétrie pour (C) ?

(—1) estle centre de lintervalle [—3;1] que l'on enléeve a & pour obtenir D, , onadonc: (1)
centre de symetrie de D, et ainsi: pour tout réel 4 tel que (—l+h)e D,,ona (-1-h)e D,.

- 1 1 1

ety WRET IS FNRENENEEE ol
JEI+R +2(=1+h)-3 J1-2h+K—242h—3 r—4

L TRORRE DRI YRRRTEIIE, Y

JEI=mP42-1-h)=3  J132f+k -2-26-3 I -4
Pour tout réel 4, si (-1+h)e D, alors: (-1-h)e D, et f(-=1+h)= f(~1—h) ;donc :

la droite d'équation x=-1 est un axe de symétrie pour la courbe (C).

7. Courbe, asymptotes et axe de symétrie (d'équation x=-1)

TR = o e o
i i | L LT A R R U R el o iJ .
Ll o -
] él Fl {3 : 1
e _ J SN !
o =1 2 Mo ame) re , AT ,..
_ 1] g - ! E
D 2] s ) 4 i { | i i H
(11 7§ EERESENE #
8 | 1 i i : ! L] A 1
i }'I! ; J: & | 5
i i TR 1 !
fs [, 00 T // i 5 I SR R S i
| ] : ] |
......... .......:.'_____-' : : . 1.._.... I ]
'__..F-""'r.-r — i i i .,;-.-..




Exercice 1.13

1. /' fonction définie sur [-7:7| par: f(x)=sin’ xcosx.
a. Intervalle d'étude
Remarguons gque la fonction [ est définie sur un intervalle d'amplitude 2z et de centre (.

Cherchons s'il est possible de restreindre I'élude a un intervalle de plus petite amplitude.
7 estla restriction & [-7:7| de la fonction définie sur & par : x > sin” xcosx.
+ Pour tout reel x, sin(x+a)=-sinx et cos(x~a)=-—cosx, donc:
sin’ (x + ) cos(x + ) = (—sin x)° (—cos x) = sin” xcos.x.
La fonction x> sin’ xcosx est donc périodigue de période 7 sur R et ainsi, on peul reduire

. oz ki T 7
I'intervalle d'étude de / a un intervalle de longueur x, par exemple : [-;;%]

+ Pour tout réel x, sin(—x)=-sinx et cos(—x)=cosx, donc :
sin’ (= x)cos(=x) = (=sin x)* cosx = —(sin x)* cos x = —sin’ xcos x.
La fonction x - sin’ xcosx est donc impaire sur & et puisque / est sa restriction & [-7:7].

intervalle symétrique par rapporta 0, f estimpaire sur [-7:7].

, R
L'intervalle [—g—;?] est centré en 0 donc : | on peut réduire l'intervalle d'étude a b, = {Ug]

b. Dérivée
La fonction sinus et la fonction cube (x =52 } sont toutes deux dérivables sur B, donc par

composition, la fonction g : x> sin’ x est dérivable sur & .
De plus la fonction cosinus est elle aussi dérivable sur R , ainsi la fonction f (fonction produit des

fonctions ¢ et cosinus) est dérivable sur £ donc sur [0%]

f=u xv avec: u(x)=sinx et v(x)=cosx ;donc:
f' - [!f)"lr‘ +u' v [ formule de dérivation d'un produit].
Or (&°Y =3 donc: =3 u'v+u’ Vv, avec: ' (x)=cosx et v(x)=-sinx.
Dol : f(x)=3u(x)u'(x) v(x) +2 (x)v'(x) =3sin’ x cosx cosx+sin’ x (—sinx)
17(x)=3sin" x cos® x—sin’ x
f(x)=sin" x (3cos’ x—sin’ x)
Fl)=sin> (3(1 —sin’ x)—sin’ x) [_rE R, cos® x+sin’ x=1

/(x)=sin’ x (3—3sin® x —sin’ x)

fi(x)=sin*x(3—4sin*x) ;soit: F'(x)=sin® x(+/3 = 2sin x)(+/3 — 2sin x).

c. Racines et signe de f'(x) sur [U:%]

« Sur|0;—|:sinx=0, donc: ﬁ+23inx>0,d‘cu : f(x)=0 sinx=0 ou J3-2sinx=0.

-

. [ (x)=0 = sinx=0 ou sinxz—‘_;l csoit: f(x)=0e x=0 ou x=

=
PR oy

Sur

w |y




« Pour tout réel x, sin® x>0 et sur U;g], \E+25inx>0, d'ol :

—_
|
|

sur [O;E
2

-

- . o
Tx)=>0< SInx < —

-

; soit: [(x)>0« (}{x{?

, £(x) ale signe de +/3—2sinx. Donc: f7(x)>0 & /3 —sinx >0 : ou encore :

4 - -
Sur [ﬂ:;J , la tfonction sinus est

slriclement croissante.

Donc :

-

/1 T g
Sur [U;—j;] : [ s'annule en 0 et en 5 ; et

i

pour tout x de ]{}; - [ [(x)>0.
i |

?ﬂ- F(x)<0.

pour tout x de ]
)

d. Tableau de variation

TNl F J,T\'_;.-Ji\? i W x |0 il 2
f[j)—sm L3JCGSL3;_l2JKL2J 3 ‘ 2
f(x)| 0 + 0 -~
[IJ 5B 3B Ve =]
g8 TR 18 f /' 16 \
0 0
e. Courbe

Courbe C. sur |-0§]

| , T %
iCuurhe C, sur I:_EE] , obtenue en tracant C, et la courbe

C, symétrique de C par rapport a l'origine du repére.

...........

=ty
SRS EIEEEN Y EXN D 'EE T REEE R RN RN ]
| s
i e | & 5 - 5
afd ¥ TRE FEA

Courbe C sur [-7;7] : aprés avoir tracé C,, on trace :

-

-Sur | —m:——
3

—

ﬁ]. lmage de C, par la translation de vecteur -7/ ;

E e T4 I "
- sur [—;z} limage de C| par la translation de vecteur 77 .
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2. g fonction définie sur R par g(x)=cos x sin(2x)
a. Intervalle d’étude
« Periode 7
Pour tout réel x,ona:
g(x+m)=cos’(x+ ) sin(2(x+ 7)) = (cosx)* sin(2x+27) =(cosx)’ sin(2x) = g(x).
[pour loul réel x, sin{x+2x)=sinx st cos’(x+7)=(=cosx) =cos x].
La fonction g esl donc périodique de période x et on peut réduire lintervalle d'étude a un
intervalle de longueur 7.

« Parité ?
Pour tout réel x : g(—x)=cos’ (—x) sin(—2x) = (cosx)* (—sin(2x)) =—cos’ x sin(2x)=—g(x).
[pour tout réel x, cos(—x)=cosx et sin(—x)=-—sinx]).

La fonction g est donc impaire et on peut réduire la longueur de l'intervalle d'étude a une demi
période.

Nous choisissons de réduire l'intervalle d'étude de g a E.= {U%}

b. Dérivee

La fonction cosinus et la fonction carrée (x> x°) sont toutes deux dérivables sur =, donc la
fonction composée : x - cos® x, I'est aussi.

La fonction affine : x +— 2x et la fonction sinus sont toutes deux dérivables sur = ., danc la fonction
composeée : x — sin2x, I'est aussi.

La fonction g, produit des fonctions : x — cos” x et x> sin2x, est donc dérivable sur R , donc

sur l'intervalle [ﬂ;"r

g=u"v avec: u(x)=cosx et v(x)=sin(2x).
Donc g'=(u’) v+u’ v [formule de dérivation d'un produit].
Or (u') =2un’,donc: g’ =2uu'v+u’v', avec: u'(x)=—sinx et v(x)=2cos(2x).
Donc  g'(x) =2cosx (—sinx) sin(2x) +cos’ x (2¢os(2x))
g'(x) =—2cosx sin x sin(2x) + 2cos’ x cos(2x)
g'(x)=2cosx [L‘DSI cos(2x) —sinx sin(llx)] [cos acos b —sin asin b= cos(a + b))

g(x)=2cosx cos(2x + x). Soit | g'(x) = 2cosx cos(3x).

-3
1



c. Variation de ¢ sur [Gg]

g'(x)=0 ¢ 2cosx cos(3x)=0.
g(x)=0e cosx=0 ou cos(3x)=0.

(1)

Sur [U%-! , tosx=0 ==

53‘1 1% T -~

R 2 7 e 2 :
Si xe U;:] alors : EJE[U;T],dnnc:sur i cos(3x) =0 < 3_1.:.;5 S0 3{1._%",

N

cos(30)=0 & x= (2)

De (1) et (2), on déduit : sur {ﬂ Z

: i
S e(x)=0 & :-.-6 ou x=

DN

-

, cosx >0, donc le signe de g'(x) est celui de cos(3x).

T
Sur [U;—
2
i cos(3x)>0 & USSx{E = 05:-:«:5;
a7 2 6
— |, donc : =
2 kY4

T T T
cos(3x) <0 & —<3xc— & —<x<—:
2 2 6 )

Si xe |I U;%] alors 3xe [U;

— —
=
=

T 7T

On en déduit : pour tout réel x de [U;i;-

Donc :

g est strictement croissante sur [UE} et strictement decroissante sur [%%}

. £(x)>0 et pour toul réel x de ]EE{ g(x)<0.

1

d. Tableau de variation

(7)) o ( ] T s
gl — [=c0s8" —sin| 2X— * (D —

16;‘ 6 6 6 2

() [ 3 ;r g'(x) + 0 = 0
L o *"s.ltl _"

6/ | \ 3 33

kﬁ; 4 A 0 0

e. Courbe

Voir page suivante.
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Courbe €, sur [Gg] Courbe (7, sur [ ’EE] obtenue en tracant €, puis son
symeétrigue par rapport a l'origine O du repére

...........................................

....................................

---------------------------------------------

Courbe ¢’ sur [~7:7] obtenue a partir de C, de sorte que la courbe sur [0; 7] soit la translatée

de la courbe sur [-7:0] par la translation de vecteur 77 .

N B 1 B R R S £ A R T R i i, e 0 e e
. & . H ® A H H H H : : w #

- -
a s = s
® ‘_1 s " " » " l "
# # 5 & u A
" . # ® 5 s s B A
fursafedmssdandtnranEnsanrAn L RsArAt AR AR

F i . - - = H
L T O L T e e e
H . . . . H : * H H H H
i H I : - - - - h t g - 3 -
" ® , " » . M
L T Iy T T e e puey - U BN P AR N RN
. . ' ’ .
* + 1 [ - w " " " - - . - - -
. :

- y_

el E . .
----------------------------------------------------------------------

3. h fonction définie par : A(x) = E,”H-z
2sinx+1

a. Ensemble de définition

u , - . :
h=-— avec: u et v fonctions définiessur R par, u:x—=sinx+2 et v:x—2sinx+1.

v
h est le quotient de deux fonctions donc / est définie sur R privé des valeurs qui annulent v,

Mais attention : h n'est pas une fonction rationnelle puisque h n’'est pas le quotient de deux
fonctions polynémes.

-[x=—%+2k12r.kie 7

¥(x)=0 & 2sinx+1=0 & sinx:-i < <ou

57T =
XxX=— -—EkEJI : k!e A

i

7 5
Donc I'ensemble de définition de # est:| D, = H&-{-%+2klﬂr - —%+2k3:¢ s (& k) e sz}. l|

b. Intervalle d'étude
La fonction sinus a pour période 27 [sin(x+2x)=sinx], donc :

| ]
=]



» xe D, <= 2sinx+1#0 < 2sin(x+27)+1#0 & (x+271)e D, et

: 3 3 2
» pour toutreel x de D,, h(x+27)= Sl[_}{x+'ﬁ}+' =-b"?‘x+i =hix).

2sm(x+27)+1 2sinx+1
On en conclut que la fonction / est périodique de période 27, donc on peul réduire l'intervalle
d’étude & un intervalle de longueur 2 7, par exemple :

o= Lt L [ wel] e el T "
B = mel { §° 61 [E" ﬁ{u} G ﬁ!u_i 6"TJ‘

c. Limites

v(x)=0 .T=—-': ou ;-:—SE.

Sur [-7z:7], nous avons :

: ; 1 3T Fid
v(x)<0 & 2sinx+l<0 < SiNX<-—— e <xr<——-
i ST T
Dol : X =ik - = V4
6 6
2sinx=1 ] 1 - 0 - 0 + ]
Donc : quand x lend :
/4 ot Sz 2 - .
. Vers — 5 par valeurs inférieures, ou vers _T par valeurs supérieures, 2sinx+1<0
)
b4 : Sz ) :
* Vers H? par valeurs supérieures, ou vers _,? par valeurs inférieures, 2sinx+1>0
b
On adonc :
Vi o
. a i g 1 3
« lim (sinx+2)=sin ——]+2=- ~2=—
R 6 2 2 , , sin x + 2
> donc,par quotient, lim ————=-c0,
limf(lsinx+]]=ﬂ' b 2sinx+1
A |
: : Wl
s lim_ (smx+2_]=; 4
x-p=Z & . : sinx+2
+ donc,par quotient, lim ———=+,
- . - a
lim (2sinx+1)=0* v -7 2sinx+1
.r—}—i
= [i]
; . o e Sx 1 3]
» lim (ﬂmx+2j=sm{—— +2=—x+2=— _
o 6 2 2 , : sinx+2
¢ donc, par quotient, hmq_ —— T
lin‘gﬁ(lsin x+1)=0" xp-E 2sinx+1
5 % )
. : 3]
« lim (sinx+2)=— !
P 2 3 2 sinx-+2
6 > donc, par quotient, lm} e e
» . = T o
lim_(2sinx+1)=0 3 2Smx+l
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Conclusion :

: ; : : : b3 "
. hmT A(x)=—o et l:m# h(x)=-=<, donc : |la droite d'équalion x = _E‘ est asymptote a C,

e X = ——
< & *» 0

courbe représentative de .

57 e
. lin‘g;h{x} =+co et lim_ A(x)=-sc donc : la droite d'équation r=—-'f est asymptote & C'.

- e
£ (1] > L]

¥ -

d. Dérivée sur E, _[ -Jr:x]ﬂ'l—?;-—gl»
.} 4

i o F " i
h=— avec: u(x)=sinx+2 et vw(x)=2sinx+1.

'1.'-
La fonction sinus est dérivable sur £, donc les fonctions « et v le sont aussi et en particulier sur
E, ;de plus, la fonction v ne s'annule pas sur £, , donc la fonction # est dérivable sur £, .

u , wWv=uy ; ;
h=—donc: h = 5 ;avec : u(x)=cosx et v(x)=2cosx.
v v
: Z Sx| ,, . cosx(2sinx+1)—(sinx+2)(2cosx
Soit. pour tout x de E, =[—J!';:E']—~f—-—;—— | , H(x)= ] : . ) ) :
L 8 & [ (Zsinx+1)
- Egusrsfﬁf+cnsx—2m-4cnﬁx ‘ 375 —3cosx
K(x)== ———————— goit: | A(x)=— —
(2sinx +1)" (2sinx+1)°

e. Signe de /'(x) et variation de % sur E,

Sur £, (2sinx+ 1)* >0, donc le signe de h'(x) est celuide —3cosx.

; T 7 4 3 b
Sur £, , {:053‘-‘:{}%‘:‘5(3?‘:—-? ou :r=:1| ;donc : h[x}={}¢:>(x:--5 ou x=?) ;

%) .
T ; T
ot cosxdles -2 «ye’ s done: —3cosxr<le —= <xeZ,
2 2 2 2
X ] _5= _7 x T =
6 2 6 2
H(x) | + + 0 - || - 0 +
3 |
1o ol 1 #wml ... 5w 5% &l lE o
SUr |-—;——f U [=—i—|, Hi{x)<0 et sur |-zm:~—| U |-==:=2] | x|, A(x)>0 ;
[5-5 Y E3] o e v 22 u %]
donc :
strictement décroissante, sur [—%;— ’Zl et sur L%%J
Sur £, , h est: e 2

. : 5w 1 sz - A
strictement croissante, sur [—;r;—?[ et sur —?;m—} et sur [—;:-:J.

|

i. Tableau de variation
inf — 2

51::1( Z)+2 _ 0+2 =9 )=

2sin(-z)+1 2x0+1

sinzg+2 _ b2
2sin+1 2x0+1

=)=

[
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sinx =1
cosx+1

4. ¢ fonction définie par : ¢(x)=
a. Ensemble de définition

u i :
@¢=— avec uet v définiessur K par, w:xr>sinx+1 et v:x—>cosx+1.
v

Donc ¢ est définie sur R privé des valeurs qui annulent v,
Mx)=0 ¢ cosx+1=0 cosx=—1 & x=7+2k7 (ke Z).

Donc I'ensemble de définition de ¢ est D, =R—{z+2kx ;ke Z}.

b. Intervalle d’étude
Sur R, la fonction sinus et la fonction cosinus ont pour période 27 , donc :
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» xe D e cosx+l£0 @ cos(x+2M)+1# 0= (x+27)e D, et
: sin{x-27)+1 _sinx+1
« pourtoutréel x de D, . ¢o(x—27)= (x).
2 i cos(x+2m)+1 cosx+] =EX) '

Ce qui prouve que sur 1) . la fonction ¢ est périodigue de période 27 . On peut donc réduire

lintervalle d'étude a un intervalle de longueur 27, par exemple [ E,=|-m:7| |

La fonctfon ¢ n'es! ni paire. ni impaire . ¢ -?] ﬂ:}— i—%): _{Jl:ll =0 ;images ni egales ni opposées.
c. Limites
Pour tout réel x de DW. cosx>—1 donc cosx+1>0..
On a ensuite :
lim (sinx+1)=sin(-2)+1=0+1=1 ] ,
r donc, par quotient, lim —x wul SRR
lim (cosx+1)=cos(-7)+1=~1+1=0' ] <iowcosx+l
lim (sinx+D=sinzx+1=0+1=1 .
s donc, par quotient, lim S %] +
5 ; ; —_— =4,
lim (cosx+1)=cosz+1=-1+1=0" eF P27 cosx+1
Conclusion :
lim @(x)=+o donc: |-Ia droite d'équation x =-x est asymptote a C,
T courbe représentalive de ¢
lim ¢(x) = +e0 donc : la droite d’équation x =7 est asymptote a C.
=k

d. Dérivée
u : " ;

@=— avec:pourioulreel x appartenanta D,. u(x)=sinx+| et v(x)=cosx+1.
"'l

Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur B, donc les fonctions u et v le sont aussi. Par
conséquent elles sont dérivables sur E, ; de plus, la fonction v ne s'annule pas sur £, =]-7: 7],

donc la fonction quotient ¢ est dérivable sur E,.

#
u wv—uv ; ;
¢=- donc ¢ = —— ;avec ¥ (x)=cosx et v(x)=-sinx.
¥ Vv

W)= U rv v (= cos x(cosx+1)—(sinx+1)(—sin x)

(cosx +1)>

I L] } -
; COS X+Cosx+sIn x+sinx : ’
@(x)= soit | p(x)=

(cosx+1)? (cosx +1)°

l+cosx+sinx

e. Signe de ¢'(x) et variation de ¢ sur E,

Sur E@* (cos :f:+])2 >0, donc le signe de @'(x) est celui de son numérateur | +cosx+sin x.

Pour déterminer le signe de ¢'(x)nous allons transformer I'écriture de son numérateur.
Pour tous réels a et b, sinacosh+cosasinb=sin(a+b).

p)
Or, sinﬁzcnsgzﬁ et £><J’§:1.
4 4 2 2
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o

Dong ; pour tout réel x, cosx +sinx -—ﬁ

cﬂsx+sinx“—ﬁ

S

V2 V2 J .
'-2—GGSI+TSII'II , SOIt :

—

S g A : )
sun—%:sr-hcus—smxI:ﬁsm o s |
4 4 y 4

1 ~ ¥ . ﬂl\
Dol : pour tout xe £,, 1-cosx+sinx =1+ rq1n[x+ 4J-

Si xe |-z, alors[ e
4; 4
P(x)=0 < [+\K§5ia1| x+ :1-]={}
T\
ﬁ\/_bm Xt+— |=—
4)
':—:Htinrr-pf]—_L
i g e
msin[.xwﬁ): ﬁ
4 2
@I-I-ﬂ-'_—E K_EE—‘_‘?E:
4 TR e N

P (x)=0¢& x=—-§~

Donc E, =|-7:7] : @'{r}:ﬂ@:c:—-f :

Dol :

\ V4
y+— |e ]-—T[ et par conséquent, sur |-z:z| :

; O
P(x)<0 ﬁ-i+\f§sm|x+—4~J<{}
i hY
<=',\J_all'1 1+£J < -]
\ 4
BN R ¢
d—bmn[.x+—]::—£
LS 4.)‘ 2
£ 4 F/g T
e e
4 4 4
ir
3% N| a2 S T
41 4 4 4
" b3
{E?(x]{ﬂﬁ—ﬂ'{x{—u?—-

=
-

¢ est : strictement décroissante sur ]

i : ;
—;’r;—?] et . strictement croissante sur

P(x)<0& xe -\—ﬂ';—%l: et p(x)>06 ]—%:z

—

T
-
2

ik i
Sur |-z 7z[, @ admet un minimum en -

: ; : /4 : 1 :
Au point d'abscisse —'E la tangente a sa courbe représentative, est horizontale.

I

f. Tableau de variation

S111 —E]-i-l
I’ ‘J‘z 2 =141
L9

@ = N =
cus[-£ }-&-l 0+1
2)

)

g. Courbe sur |-7;7| et asymptotes
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CORRIGES DES EXERCICES DE LA SEQUENCE 2

Exercice 2.1

Pour montrer que /' est une primitive de f* sur l'intervalle I considéré, il suffit de démontrer que
F est deérivable sur / et de dérivée f .

1. F esl le produit de la fonction polynéme u:x 1> x et de la fonction sinus, toutes deux
derivables sur R , donc F est dérivable sur [ .
Pour tout réel x, F"=u"xsin + uxsin” soit : F'(x)=1xsinx+ xXcosx =sinx+ xcosx..

F* esl dérivable sur R et pourtoutréel x, F'(x)= f(x), donc ¥ estune primitive de / sur R.

2. [ est une fonction rationnelle, donc dérivable sur son ensemble de définition, qui est R", et
dans lequel est inclus l'intervalle / = |0:+[, donc F est dérivable sur 7.

I # r ) , X VI i 2
Pour tout x>0, F =u" avec : rr{x}:[x—i-?.bf:—w; F=3Xu¥u" ot u (x}=i+2><[ 2] =]-—-

x) X X

# . j\\] 30 s ,}\2 - T 2 3 el i 2 L ay?

Dol : P"(x).-:B‘l-i, gl | ant® 2 II o) 3 %]{x1+2) _3 =2 +2)
AR : x) N B s 4 o x

F est dérivable sur 7 et pourtoutréel x, F'(x)= f(x), donc F estune primitive de / sur /1.

3. Fest une fonction rationnelle, donc dérivable sur son ensemble de définition TE:—{{]:-S-].
1=]0;409] donc I < R-{0:-3},d'ol: F est dérivable sur 7.

¥
1

Pour tout x>0, le avec: v(x)=x(x+3) ;: F(x)= L et vi(x)=Ix(x+3)+xx]1=2x+3.
Vv 'II!"

2x+3 _ 2x43
[x(x+3)]  X(x+3)

F est dérivable sur / et pourtout réel x, F'(x)= /(x), donc I est une primitive de f sur /.

Dol : F'(x)=- = [(x).

Exercice 2.2

Chercher une primitive sur / d'une fonction f continue sur /, c¢’est chercher une fonction F
définie sur / telle que +'= /.

1. f est une fonction polynéme donc continue surlk . elle y admet donc des primitives.

Une primitive F de f sur IR est définie par : F{,x}=2><%x" —4:«:%::‘ —5x%x5+7x ,d'ol

& s

. o o e I 4 3 5 2
Une primitive F de f sur R est définiepar : F(x)= Ex‘ G +7x.
) e

2. / est une fonction rationnelle sur R* donc continue sur / = ]0;+es| puisque / cR'; donc elle
y admet des primitives.

5
'| Une primitive /' de f sur I=]{};+w[ est définie par : F{x)=§x“+l—é-
3 R
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3. f est une fonction rationnelle sur B™ donc continue sur:’=]ﬂ;+m[, donc elle y admet des

4 3 = )
primitives. On a, pour tout x appartenanta /, f(x) = 5*\—,—6 +— soit: f(x)=53x"-6+—-
X X X

Une primitive I"de [ sur | =]ﬂ:+-=~c-[ est définiepar : F(x)="

2
1 —
_x' —6.1'—_. .
j.

Ch |

a2

4. / est la somme d'une fonction polynéme (x — —2x) donc continue sur tout intervalle inclus
dans IR, el d'une fonclion composee : fonction inverse de la fonction racine carree, toutes deux
continues sur ]U:_+m[ ,donc f est une fonction continue sur I=]0_:+w[ el par conséquent elle y

admet des primitives. On peut écrire : f {.1'}=-EI+8><T, donc :
N X

Une primitive F de f sur 7 =]0;+[ estdéfiniepar : F(x)=—x"+ 8/x - ‘

Exercice 2.3

1. / est une somme de deux fonctions circulaires continues sur B donc elle l'est aussi et y admet
des primitives. Une primitive de f est la somme de primitives respectives de ces fonctions.

Une primitive £ de f, sur [£ est définiepar : F(x) =—%cua4x +%sin 3x.

2. [ est un produit des fonctians trigonomeétrigues sinus et cosinus, qui sont continues sur £ donc
[ est continue sur R et y admet des primitives.

Onremarque : f=u xu’ avec: u(x)=sinx.Or, si ne N, (") =nxu""xu" donc :

Une primitive I* de f sur K est définiepar : F(x) =—_i-:f,i11|4 X,

. i ; iy ; : ; | ® &
3. 1 est un quotient des fonctions trigonométriques sinus et cosinus, continues sur 7 = J———;—[ .

: ) T ) : :
de plus, la fonction x +» cos” x ne s'annule pas sur / = ]—%;—= (puisque la fonction cosinus ne

— | 5

s'y annule pas) donc f est continue sur [ = J——j—;% et y admet donc des primitives.

-

s : ] N ;
£ est de la forme Jf:—i3 avec u(x)=cosx.Or :si ne N—{0:1}, [—;J ‘_”x"l::_-:' :donc :
u u, u

‘_ estdéfiniepar : F(x)= 1 —-
2¢08" x

=

Une primitive F de f sur [/ = }_

(S
A

Exercice 2.4

On admet gue dans chacun des cas la fonction / donnée est continue sur l'intervalle /7 donné,
donc qu'elle y admet une primitive F.
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1. On définit la fonction « sur f=]l;+-'m[ par: u(x)=x-1.0naalors: u'(x)=1, donc:

F I r »
=t ol 1 L e
f=3—0r:|—| =—,dol,
u” ¥ u

Une primitive # de / sur [ = |l;+eo| est définie par : F(x)= ‘_31
‘x'—

1 ’
2. Pour tout xe %m[ on pose u(x)=3x—-2.0naalors : #'(x)=3, donc : frvﬁ}::lx 2

5 %

B i

- |

d'ot:  Une primitive #' de / sur / =]

Ll

5 u’ & W T2
f=——X rh.=—5>r< ————— 1or, (Js_r) =—— ;dou:
2 nu 2 Z\E

| Une primitive /" de / sur X estdefiniepar : I'(x)= —5yx? +3.

4. Pour tout réel x, on pose u(x)=x"+3x—5.Onaalors : #'(x)=2x+3,donc: /' =2uu’.

Or : (u") =nmxu'xu'™, dlotr : F(x)= Ex%x(f +3x-5)".

Une primitive 7 de f sur / = R est définiepar : F(x) =%(x3 +3x—5]4.

Exercice 2.5
b -+ 3)° 2
1. On a, pour tout x& |-3;409[ : a+ __ g 3) :l'-‘.':' _x +6a:=:+?a+b pRen
@3¢ 3y (x+3)*
f(xX)=a+ - & ax’ +6ax+9a+b=2x" +12x+15.
(x+3)

Ces deux polyndme sont égaux guel que soit le réel x, si et seulement si leurs monémes ont les
mémes degreés avec des coefficients respeclivement égaux.

g=2 2
| :’_fl_
Donc a et b verifient Jfm'=l2 — | i ; on peut donc écrire : f(x)=2— 2 -
i = o

2. f estune fonction rationnelle donc continue sur son ensemble de définition |-3;+<[ , donc elle
3 ¥
(x+3)°
3 _ gy W)
(x+3)° (2(x))

y admet des primitives . D'aprés 1, pour tout x& |-3:+od], f(x)=2-

Posons : pour tout x& |-3:4e9[, u(x)=x+3,0naalors : u'(x)=1, et —

Les primitives F de f sur ]-—3;+=-=-[ sont définiepar : F(x)=2x+ »
X+

~k, ke R.

36



Exercice 2.6
1. Les primitives F* de f sont les fonctions définies sur / = par:

F(x) =—£+ 2x? +-7-x+ k , kréel
3 3
Ona: FI)=2 & —%+2—;—-k:2; soit : F(1)=2 & k=-2.
=

[
> -

i Laprimitive F de f sur E. quiprendla valeur 2 en1est définie par : F(x) =-%+2x: +éx-2

-3 o

2. Les primitives 7 de f sont les fonctions définies sur / =]0; +o<[ par :

F(.\'}=x3+l+6x2xf;+k. ke & ; soit: F{x]uxz-%-l +12J;+k. ke lR.
o X
Ona: F()=leld4+k=1; soit: F(H)=1k=-13.

La primitive F de f éur ]U+w[ quiprend la valeur 1en 1 est définie par :

T Nl
X

3. Les primitives F de f sont les fonctions définies sur / =& par :

F(x)= ——1—::05{3;1- +%} +k kel
o

( 2 2
Ona F[{]}:{)@w%ms! E)-k:ﬂ;snit F() =0k -%:n - d'oti ; F{ﬂ}:ﬂﬁf(:%-
o

4

La primitive I de f telle que F(0)=0 est donc la fonction définie sur R par :

La primitive I de f sur R, telle que F(0)= (0, estlafonction définie par :

1 £, 2
F(x)=——cos(3x+2=) +~——.
(x) 3u:.m{ X+—) -

Exercice 2.7
Pour tout réel x, on a f(x)=sin’ x =sin xXxsin® x = sin x(1—cos’ x) ,en développant on obtient
donc : f(x)=sinx—sinx cos’x.

Si on pose pour tout réel x : #(x)=cosx, alors :sinx = —u(x) et —sinx cos’ x =2'(x)xu*(x).

Une primitive /" de 1 sur R estdéfiniepar : F(x)=-cosx -ié—cns:‘ X |

o e e e o e e e e e e e ol e o e e o e e s s o i e o e e o e oo i ok i ol o ol ool e o e o e ol e e o o e
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CORRIGES DES EXERCICES DE LA SEQUENCE 3

Exercice 3.1

1. L'équation : In(4x—3) =0, est définie si et seulement si 4x—3 > 0 ; soit pour x :-—i— :

Elle est donc a résoudre dans D, = E |u{ ;

In(dx-3)=0¢> xe D, et 4x—3=1 [a0: Ine=0 = u=1_
In(dx-3)=0&=xe D, et x=1.

le D, donc: 'ensemble des solutions de celte équation est S, ={1}.

2. L'équation : In(x* —6x+3)=In3, est définie si el seulement si x’ —6x+5>0.

Soit P(x)=x"-6x+3. Lesracinesde P sont | et 5, et le cosfficient de x> est positif, dong :
P(x)> 0 x<1 ou x>S5. L'équation est donc a résoudre dans D, = |~eo:1[ LJ]3:+e9[ .
In(x'—6x+35)=InS5<> xe D, et x’—6x+5=5 [a>0.6>0;: na=Inbw a=1b]
In(x* —6x+35)=In5¢> xe D, et " —6x=0

In(x* —6x+5)=In5¢> xe D, et x(x—6)=0

In(x" —6x+5)=InSe>xe N, et (x=0 ou x=6)

0 et 6 appartiennenta D, ,donc :| I'ensemble des solutions de cette éguation est S, ={0;6}.

2
3. Linequation : In(—3x+2) <0, est définie si el seulement si —3x+2>0: soit: x<—.
o
e 2]
Elle est donc a résoudre dans D, = Bir
In(-3x+2)<0e xe D, el In(-3x+2)<Inl. [ni=0]
In(-3x+2)<0&=xe D, et ~3x+2<1 (La fonction In est strictement croissante sur ]0; +s<[ )
: 2 |
In(-3x+2)<0&x<— et x2—-
3 3 -
; G . 1 2|
! L'ensemble des solutions de cetle inéquation est donc S, = [; = ! ;
3 2|

Exercice 3.2
1. f(x)=3x*+2x-5+Inx
f est la somme de la fonction polyndme xi—3x"+2x-5 et de la fonctionln, toutes deux

définies et dérivables sur ]0;+w| donc : f est définie et dérivable sur |0;+<s| . Sa dérivée est la
somme de leurs fonctions dérivées respectives.

‘ I
Pour toutréelx>0: f (x)=6x+2+—-
X

2. [(x)=(2x-1DInx
[ estle produit de la fonction polyndéme u: x — 2x—1 et de la fonction In, toutes deux définies
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el derivables sur ]0;+oc-[ donc : f est définie et dérivable sur ]0:+m[.

- F * # £ - 1
f=ulndonc: /" =wln+uln’ avec: w(x)=2 etln'x=—-
X

D'ol : pour tout x appartenant a |0;+4es| . 7'(x)=2Inx + 2x—1)x : ; par conséquent :
e

i 1
Pour tout x appartenantd ]0:+es[, /(x)=2Inx + 2 - —
=

3. f(x)=xIn(Bx+4)

Pour tout réel x, posons u(x)=3x+4.

La fonction j° estle produit de la fonction x = x et de la fonction Inew .

La fonclion x = x et la fonction # sont des fonctions polynémes donc définies et dérivables sur

tout ensemble inclus dans [ .

La fonction Inou est définie et dérivable sur tout ensemble sur lequel la fonction » est définie,
dérivable et a valeurs strictement positives.

4
3x+4>0& x>—— [donc: [ estdéfinie et dérivable sur D= ]—i:m[ :
J >
La dérivée de la fonction x> x estla fonction x = 1; u(x)=3x+4 donc u'(x)=3; [lnnu)f =L
(]
en appliquant la formule de dérivation d'un produit, on obtient :

pourtout xe D, f(x)=1xIn(3x+4)+xx : par conséguent :

b -

3x+4

-

JX

Pout tout xe J—

|

;+m1_: F(x)=In(Cx+4)+-

Sx+4

4. f(x)=2(Inx)’ =3Inx
La fonction cube étant définie et dérivable sur R, la fonction / est définie et dérivable sur le
méme ensemble gue la fonction In, soit sur |0;+<2| .

On sait que pour toute fonction dérivable u , (u"] =3xu'xu’, donc:

1
pour tout x appartenant & x ](};+m:=[ : f’{.\:)=2>{3xl><(h1x)z —— ;soit :
X

X
Pour tout x appartenanta ]0:+[, f'(x)= 6(Inx)’ -3
X
Exercice 3.3
1. Déterminons une primitive F de / :x +> —— ~ = sur 7=[1:6]
3x—=1 2x+7
.
Posons : pour tout réel xe I, u(x)=3x—1 et w(x)=2x+7. Remarquons que, sur /, ,f‘:'__i.
u v

Les fonctions u et v sont dérivables et ne s'annulent pas sur 7 [x>1 donc 3x—1>2et 2x+729],

leurs inverses sont donc dérivables sur [ et par conséguent f est dérivable et admet des

primitives sur cet intervalle.
; . s ; : - 3 S
Or, pour toutréel xe I, u(x)=3 et v(x)=2, donc sur [, on peut écrire : / =
U -



u et v sont dérivables et strictement positives sur / [x21 donc 3x-122et 2x+72>9]. donc des
AL . . i . :
primitives respectives des fonctions — et — sur cet intervalle sont les fonctions Incou et Inov.
il v

D'ou : pour fout xe 7, F(x)=h(Gx-1)—=In(2x+7).

1) | Ln

oyl
X

2. Déterminons une primitive ¥ de f :x - 5 surd =[0;2]

i
X -
Posons : pour tout réel xe 7, u(x)=x" -9 . Lafonction u est la restriction a / d'une fonction
polynéme dongc elle est dérivable sur cet intervalle, avec : #'(x) =3x".

De plus, pourtout xe 7, 0<x <2, donc:0<x" <8 et —9<x'—9<—1,dot: u(x)=0.

Ainsi :sur [, _;"=I—r avec v ne s'annulant pas. On en déduit qu'une primitive de / sur / , estla
u

fonction Inlzr! . Or, pour tout xe /, u(x)<0, donc: |H{x}' =—u(x)=9-x", doli:

| pour tout xe /, F(x)=In(9-x").

Exercice 3.4

1.(E); lln(?x—}} = 111(6—1)——]- In x. Cherchons son ensemble de définition D, .
2 2 '

— -

2x-3>0 AS ;
xeD & J‘_ﬁ—x}ﬂ & xe I%;M‘:ﬂ]-ﬂ-’;ﬁ[ﬂ]ﬂ;+m[. Donc : D, :]%;6[.
x>0 =45 a
(E)< xe D, et n(2x—3)+Inx=2In6-x)
e xe D et In((2x-3)x)=In(6-x) [a::rﬂ, b>0:hutlnb=lnab et 2lha=In a:]
(E)e=xe D et (2x -3)x=36-12x+x° [a}ﬂ.bhﬂ;illt]':lllbi{::tu:f)]
o xeD st X’ +9x-36=0
(E)exe D, et (x=-12 ou x=3) ;&.:‘J'+4:~<36=9x’35=I53 ;_g:li:—lz ; _9?5;3]
—12¢ D donc:|  I'ensemble des solutions de I'équation (£,) est S, ={3}.
2. (E,) :In(x-1)+1In(2x+5)=2In2. Cherchons son ensemble de définition D,.
Xe D, & Jx_l:.}ﬂ o (I:ﬂ et x-‘-*—i]' Donc : D, = [1:+e9 .
12x+3>0 2 :
(£,) @ xe D, et In((x=1)(2x+3))=In2’ [¢>0,h50: Ina+inh=Inab]
& xe D, et 2x'+3x-5=4
& xeD, et 2x'+3x-9=0
(E,) & xe D, et [.\':—3 ou x=—§-) | A=9+8x9=9° ; ‘34—9:_3; —3:::: :;"

—3¢ D, donc: l'ensemble des solutions de 'équation (L) est S, =¢ 7‘:} |

.L—-
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3. (1;) : In((x—1)(2x+5)) £2In2. Cherchons son ensemble de définition D, .
xe D, < (x—-1)2x+5)>0

Les racines du produit (x—1)(2x+5) sont | et —, le coefficient de x° est positif, donc :

3 | Ln

ou x>1.D'ol: Dgzl o %{U]l; oo .

(x=-D2x+35)>0=x<~-

2 | h

(I,) @ xe D, et In(2x" +3x-5)<In4
& xe D, et 2x' +3x-3<4
(1) < xe D, et 2x' =3x—9<0.

o~

Les racines du polynéme 2x° +3x—9 sont —3 et % (voir 2.), le coefficient de x* est positif, donc :

2x% +3x—9 est négatif pour toute valeur de x comprise entre ses racines.

3
(/) & xe D, et xe [—3 E] [Mntervalie est fermé car linégalité est large]
= = = F-ﬁ-'
-3 {—% <1 {% donc : | I'ensemble des solutions de l'inéquation (/.) est §, = [—3;-%[ U ]l ; ~

4. (1,): In{(x+2)>In(3x—-4)—In(x-2). Cherchons son ensemble de définition D, .

(x>—2
x+2>0 [
x€D, & 13x-4>0<x>—|.Donc: D, = |2;+eq| .
g I
x—=2>0 LI:"Z

(I, ) e xe D, et In(x+2)+In(x-2)>InB3x—4)
o xe D, et In[(x+2)(x=2)]> ln(3x-4)
& xeD, et ¥ -4>3x-4
(l,) © xe D, et x(x-3)>0
())<= xeD, et (x<0 ou x>3).Dou:
L’ensemble des solutions de l'inéguation (/,) est S, = ]3:+oc[.

Exercice 3.5
Remarquons d'abord que dans les trois cas, 'ensemble de définition de la fonction /* est 0:+o| .

1. f(x)=2x-3Inx.

«En0': lim Inx=-o et lim(2x)=0dol (limite dune somme) : | lim (2x—3Inx)=+ce

T & =i) x=0"

« En 400 : lim Inx=+eo donc lim (—3Inx)=—c et comme lim (2x)=+<=, on est en présence

d'une forme indéterminée "« -« ", Levons cette indétermination.

- ; . Inx}
x#0, on peut donc écrire : lim(2x—3Inx) = lim x(? 3 |

K== X Y.
: . Inx : Inx ) Sk .
On sait ( cours) : lim — =0 donc : lim E-3—J= 2:dou:| lim (2x=3lnx)=44ee
X e "\:‘ e ] I =t jag il
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2. 1{(x)=(=4x+1)Inx
« En 0" : hT Inx=-oo et lim( 4x=1)=1, d'ou (limite dun produit) : | lim ((~4x+1)Inx)=-
S r=ar
e En 422 ; lim Inx=+ et lim (~dx+1)=—co,donc:| lim ((—=4x+1)Inx)=
3. f(x)- Inx
i e
L
+ En 07 : lim Inx=-co et hm(“h +2)=2. d'ol (imite dun quotient) : | lim ?ln I_} = —co
= =l 4y
o EN oo : I1m Inx =+ et hrn (3x+ 2) = =co, On obtient donc une forme indéterminée " —
o 52 by _ : mx Inx X
Levons celle indelermination : x # (), on peut donc écrire : =
x-2 X Ix+2
) : X ¢ 1 . I
Ona lim l-n—lel et lim e lim e . donc (limite d'un preduit) : | lim i =
i S #4272 voie 3% 3 == 3y 42

Exercice 3.6
f définie sur |0:+ee[ par: f(x)=2x+3-Inx.

1.LEn 0" : Iim Inx=— et lim(2x+3)=3,donc: | lim f(x)=+e
x—lt' A=) ="

» En 400 : (2x+3) et Inx tendent vers +co, on obtient donc une forme indéterminée "ec —co ",

Levons donc l'indétermination : x # 0, on peut donc écrire : Jx)= x[i —EMM]-

M

Sal | : 3 _

im —=0et lim —"—-—{J donc : lun[ +_.3__ln_x =2. Parproduit: | lim f(x)= e

| e Xt s \'—'rl¢ﬂ,\ X X J a

2, La fonction f est la différence, de la restriction a ]D;+—m[ de la fonction polynéme x— 2x+3,
et de la fonction In ; ces deux fonctions sont dérivables sur ]ﬂ;-l-m[ donc j est dérivable sur

J0;+00] et sa dérivée est la somme des dérivées de ces deux fonctions. d'ol :

Pour tout x& J0;+eo[, f(x)=2

3.

[(x)=0& x=

b | —

Remarque :

o 1 P
sur J0:+oe0[ . / admet un minimum en — ; ce minimum est :

et

XE

Xe

0:

1| —

x>0 donc f'(x)ale méme signe que 2x—1. Dol :

]
[ﬁ- f(x)<0 ;donc : 1 est strictement décroissante sur |0;

ml—-

5

m[ & f(x)=>0 donc : f est strictement croissante sur {

A

b |

—

]: —ln[— |=4+In2.
i



Exercice 3.7
1. In(4x-3)=1. Cette équation est définie si et seulementsi: 4x-3>0 & x> I

-

mmx-3;1¢ax>§etmmxmm:hm

1
ﬁl‘bi et dx-3=¢ [¢>0.b>0:ma=Inbe a=b|
- e+3 +3 3 ,
In(4x-3)=1 <=>:r:>% et x= - Or,e>0donc: e+3>3.dol: F4 }I ; par consequent :
e+3l

L'ensemble des solutions de I'équation In(4x—3)=1 esl : {

J

2. In(4x+1)=13. Cette éguation est définie si el seulement si: 4x+1>0 <« x> =

In(4x+1)=3= x> —% et In(4x+1)=3Ine

3

*!:!r.x::»--i et dx+1=¢

B

3
g —1
= - Or, e>0 donc: 'C_I; -::---111 , par conséquent :

ej—ll
:.
r

L'ensemble des solutions de l'équation In(dx+1)=3 est: { 3

In(dx+1)=3 & x}—& et x=

Exercice 3.8
{lr—rr? (Y=2X-7 [7X =14 X=2
: < = =
13X +2Y=0 13X+4X—|4_-n Y=4-7 ¥=-3
Le systeme {JIEX_Y: 4 admet une unique solution : | le (2:-3)
Iqu | . 1E Coupie s—a ]
5 3X+2Y=0 2 it
2Inx—Iny=7 QX -Y=1
2. Posons X =Inx et ¥ =Iny, le systéme s'écrit alors : et en
gy {3mx+2my=o {1X+2Y=D

o : e . B, . |[Zmx=Iny=7 Iny=2
utilisant la réponse précédente, on obtient : < . D'oi : — _
3nx+2lny=0 Iny=-3

.

mx=2=Imx=2lhe=Inyr=Ilne’ & x=¢°.

;
ny=-3&Ihy=-3heshy=-he' < lny=ln| il)@}:—;
e e

2Inx—Iny=7

3nx+2Iny=0 e

Le systéme admet donc une unique solution : (e-‘; i)

Exercice 3.9

P(x)=2x" -7x* +2x+3.



1. P(3)=2%27-7Xx94+2x34+3=54-63+6+3=0; on en déduit que 3 est racine de P, donc

gue P est divisible par (x-3).

Comme P est de degre 3, son quotient par (x—3) qui est de degré 1, est un polyndme de degré

2. par conséquent, il existe trois réels a.b et ¢ tels que P(x)=(x=3)ax’ +hx+c¢).

Pour tout xe R : P(x) =(x—3)(ax® +bx +e¢)=ax’ +bx* +ex—3ax’ —3bx -3¢, dong :
P(x)=ax'+(b=3a)x +(c=3h)x-3c.

D'ol, pour tout réel x : 2x” — 7x° + 2x+3=ax’ +(h=3a)x" +(¢—=3b)x-3c.

Par identification des coefficients des deux expressions de P(x) (Les deux expressions de P{x) doivent
etre egales pour lout réel x , les termes de méme degré doivent avoir les mémes ceeflicients).

=7
a=2
3.4 2 b-3a=-7 . \ = =
a.b et ¢ vérifient le systeme : - 5.5 v soit: gh=-l;dou:| Plx)=(x=-3)(2x —x-1).
e=3h=2 "
= ¢ =-]
=3¢ =3 ;

2. En utilisant le résultat précédent, on peut écrire : P(x)=0& x=3 ou 2x" —x-1=0.

] 3 - A _] 1
2x” —x—1 estun polynéme du second degré, 1est racine évidente, la seconde est ey
A Fh

\‘ E I
D'ol : I’(.r}:()@(x=3 ou x=1 ou x=—%~ - Soit: | P(x)=0 <« IE{:"?“‘ .lj}

=k .

3. 2(Inx)*—=7(Inx)* +2Inx+3=0. Cette dquation est définie si et seulement si x>0. Elle est
donc a résoudre dans D = |0;+e9| .

Posons X =Inx, donc X € R et I'équation s'écrit alors : 2X" —7X" +2X +3=0, soit: P(X)=0.

2 2 1
En utilisant les résultats obtenus au 2., onadonc: X =3 ou X =10u X = z

X=3sInx=3&Inx=Ine’ < x=¢",
X=lahx=leax=e

X:—%c& Inx= --é-lne = 111.1':—111\@1:} 111.1::]11(

1
& x=—
\@] 5 Je

L'ensemble des solutions de I'équation 2(Inx)' =7(Inx)’ +2Inx+3=0 est: {e* e ——-} i

Exercice 3.10

f définie sur J0:+4eo[ par: j(x];l.l.l“_x.
X

: : N "y = )
1. iminx=-e et limx=0" donc (parquotient) : lim ——=—co ;d'ol: | lim f(x)=-2
X0 X -0t x 1—+0"

On en déduit donc :

la droite d’équation x =0 (axe des ordonnées) est asymptote verticale & la courbe (#).

> T o pdlone [ B 7o) =1

X—¥=00 4

On en déduit :

la droite (D) d'équalion y=1 est asymptote harizontale a la courbe (# ), en +eo.
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e ; ik ; In x
2. La fonction inverse et la fonction In sont dérivables sur ]G;+-n=[. donc la fonction x+—> —— l'est
o
aussi et par conséquent la fonction 7 est dérivable sur J0;+s0[. Pour étudier son sens de
variation, il suffit donc d'étudier le signe de sa fonction dérivée sur cet intervalle.

lx.r—{lnx}xl

Pour tout x appartenant a |0;+e0] : f/(x)=2 . : soit : f(x) =
X X

1— ln.x

x* >0 donc f’(x)estdusignede 1-Inx.

Ona:l-lhx=0&l=hxex=e¢ e:l-Ihhx<0eha>lex>e

Par suite : /” s'annuleen e ; /' (x)<0¢ xe e+ et f(x)>0& xe |0:ef.
Donc sur |0:+e2] :

1 est strictement croissante sur |0:e] et strictement décroissante sur [e;+o[ . Elle atteint un
1 : 1
maximum en ¢, ce maximum est : f(e)=1+—-
4

Tableau de variation : % |0 e +a0
1
R
e SRR

— 1

3.a. / est dérivable et strictement croissante sur |0;¢|, donc elle établit une bijection de |0:¢]
5
surf(]{};e]):]um;n-l-}- De plus, Oe '—m;l—'l], donc l'eéquation f(x)=0 admet une unigue
e c

solution & dans ]0:e].

[ est strictement décroissante sur Je:+ee[ et lim f(x)=1 donc : pour tout réel x de Je:+ee],

f(x)>1 etpar conséquent, I'équation f(x)=0 n'a pas de solution dans Je:+o| .

En conclusion : | L'équation f(x)=0 admet une unique solution & dans |0:4ss| .

Plus précisément : a< |0;¢].

L] : . . .
[_;[J < ]0;e]. de plus, on sait que la fonction f est strictement croissante sur |0:e] et que e
e

l'unique solution de I'équation f(x)=0 esl dans cel intervalle, donc pour montrer que r.rEi L 2 ‘
LE

il suffit de montrer que f( 1 ]< 0< f(D).

4

[:J f]\

JA)=1 =l f[—]: - =lt(-Ine)xe=1-e.0r, e>1 donc 1-e <0, soit / -J-:‘U,
= e

e

D'ol : f( )r::[)-::f{l} On peul donc en déduire : arel:l:l]

A l'aide de la calculette, on obtient : | 0.56 < &z < 0,57

3.b. / est strictement croissante sur |0:¢] intervalle contenant & et f(&)=0, donc :



si xe |0:af ., alors f(x)<0 ;et si xe|a:e], alors f(x)>0.

On a vu (3.a) : pour tout réel x de Je:+eo[. f(x)>1s0it f(x)>0.

En conclusion : fle)=0 avec: 0.56 << 0,57 ; :
si xe |0:e, alors f(x)<0 ;et si xe |a:i+e[, alors f(x)>0.

5 e - . - - =
! ! ! ! ! ! ! | : 3 E Eoooo 0ok : 1 - SN 3
4' TRt S0 NPT §F T ki S = i Covoy RO LA TEE @y (O L rafE e L PR T R E PERY  PREE R '-._:_"'_,..:._,l'.:-.‘.:'-.'.". ..'\..:_--_—_‘.1-.:5\.—'.
f " T
b H s i = . ] ! | - 3 £ £ a " B 4 i L T " ¥ . %
. -~ - - - - - - s = = - - a -
| 2 i ] i i ! ; ; : ' £ : A . B 1 ¥ -2 | ]
B N e e VR BT LA TR T T 1"."'..;-;?..;;-'.'?t:n-;.‘..i-lﬂ-;g-‘-'-‘!qg!'l,_‘tl_-i";p__‘.u_‘-_: TT = TRV TS e 34 Bl LE oL AR
H 3 k & 3 ¥ i - ] 3 . [ : & ) n. -+ - -
- : ¥ . v i ¥ ! i . ir s P r - -
H ] H i i ! ] } B ! : 3 o g ¥ g ¥ g.cE ] 1
DT T T AT B A Ve | o e o B e 1 g+ 0 ks e B S0 38 B T 1|l O B B g B s s R
< T - . ¥ - . ¥ ¥ ] r ¥ L] I . - & 5 =
& i . H L 1 1 Il . ¥ [ ¥ - s £ % -
] o [ b K R el Fa §. 4. - S L3 -
TR T AR D ERRY b S T S S T e T TG TR 8 B0 AN i R S R ek F e e s b 45 gne
: L i s | : [ . p ] : : bt . g L - i [ /
: . 1k T
S T T e i ..1.:.--...-! T e T D G :."-_-'"- =Ty
- . - [ i - ¥ - 4 . -
y A f . 1= = & I § . : 3
A & i ¥ ' 1 . ¥ s ¥
3 3 . . X [ P s e
+ s u - i a - b . . .
- > H 1 P H A - -
o & e L A fp i s B rd e e i s P
u ; - © 3 [ E . 3 v b
. v - - .. ¥ i - - s = & - - a
fos b = i b=t oo H - - - -
o i B & H . - [ i
ap=d iy H_l‘_- !..-I"- H I'.r I-I:J‘- Bt s e At Lo 44 50 el el i i 0
i -~ TR : : LR T
[ " 4 B . - o ¥ . =
Lprwee W P el B . Py = =
1) AT Tt EE - = ot o s i = G
3 % ) 1L 'y ] . 4 | E i e g 1
e > i ‘. i 2 [ - - F3
i 4 1 i i ] o i = -
- 10 3 L] 1 ) E |3 I [} ] T ]
r & i ke " T B B = . ¥ 3 % x 3
3 s i i % & % L E i i “ i B H
it PRI RS T A 6 SRR B IRRET AET R YRS A U P RRG A P o e o F P ke n it e e
e - = - - - . A -u - o = = i i = - . -
- H . . . ¥ & 3 ’ I [ 1 [ ' a . ] = =
S » % 1 - - r T T . ¥ i 2 + - i & & % 1 " = a . " § % . -
O oflena ek PEREY wus fr : al enb v paleua by rampregneansabre e s boprrior oot onde o i B e
- |- e 3 v < - ! H rt k = g ¥ 3 ¥ a e
I - i » % = 2 - 3 - 8 = . : < A - i c A B | ! 4
e PR R FESCE L _3':1‘.-'»'1..' SSR IRt d ol L Dl L E L n--5-ll-|':-'\-.!r-sr-u-M.-'»-:wn'-..d. |J'\-..'J.|-|-__'h.;.-_..\_l-l-. [ERRY | R PE S  Scy: S T YN Dy ITE gL UL N o Fpgd r B S el wi b & |i.,r.
" ¢ - H . H . b ¥ " [ ¥ i " ) = w
-1 - [ o ] = -} . ¥ | T * £ B m B 4 w % '] i f S
i 1 - - s i - . ) v ¥ & L 5 i
B o | o A L 2R Basd 'rlm"lz e S R l B 15.: B0 R0 D O O G 1 b e 5 e 4 Aveey Sanpnlar v ety ok et ey Bos
- L p = - i B - . [t - b . . i - -
i v i - - - - .
¥ i ] = T - I 4 B ur . -. % ey - s a " ] =
n'J.l.|-A.|_ n i'l g r bt fees o o yed |J'\- L 1} :ruu l £ |: L domd- .r .11| 4 |-|-" u'.'\ 4 .,.5 E ,-$ ¥ _ il ® p Blvikow otk b w St | b '_'.;.. :f"_-; - BNy oA | TS | - "-i-.".-'l-'in!
= . H b 3 4 3 r - : : < - v - - - = X - H : = =
¥ fs :.. ; ¢ i I- ¥ - L i | | - L r % o - o € 1 B =
E v + L3 Py - = g - v - ] &
'Dl'_:'--t'lll-:'\'l"-ll' 'I'H'”--"l“'lr.‘ﬂ':l\'.'ﬂ. '|'F'ﬁ r Fdrki= 5 -Hlul'\-r::r u-‘.-J |-!i‘1-l- IJ"A:.JN-“.I--rxrb & By | r\r,.,. - PICRE ol ¢ M I-.'1..-rm-1;.-'1|--\.-u-A\--d-_:—|--1':_-1--\.-,:1,-— iy
= k L o ks g : ; T TR e st SR - T R
™ L " a & |' n k) , I ! - = ¥ I'-'\- . -"' ] El *
- - i = - -
w2 e < sdlis (i - = e oTen S et A A ‘rL"'F+‘<.rr 1! 4 LR : :&" e s\-ﬁ:ﬂr— Livwn "-l- w H:Dl: zu '\rﬁ" 1-1-..2::-”..}: e n A f m-- 1-- l.-i-n-r:-n-n—-:'r-::l-w- m.:—q,.um|
= | = - = . . ke ¥ H - v || w ¥ [ 1- - - = - u.. 4 = - - - =
- + = I - 3 I 1 1 | 3 3 A | e - = " % i = & 5 2
& 3 i 2 L . » i
S e b :-ff’- b Bt g0 T D arpbl S Emdabp # ke L4 ot 4 g L ‘i W) B la- =T 1#!‘*! v wiliTe l'rh L] E:lll "I"J e v M: T u-i"-'.#!n-u\-.-n-rqntu arBrenadioneyase
Caad Vgt ) PR b et R e e it R e - ‘shger v i iy el S e e i e
] h = - 1 ! ¥ v W = s - " e a u . -

Exercice 3.11

1. ¢ fonction définie sur ]{];+w[ par: @(x)=In(x+1)—Inx+

x+1

R x ¥ yiee -]

o LA %
+ Ll J+—-
X+ x) x+1

Ona lim ln| 1+ l) 0 et lim ——= fim 2= 1, par addition, on obtient | lim @(x)=1.
x

K=pne i=t= oy ] aoee y Xt

Pour x>0 : @¢(x)=In(x+1)- 1nx+—-—-ln|

\ /
a. lim l=l3l donc lim [l+l)— sd'ot : | lim Ll J Inl=0.
x+1 J

b. La fonction x> x+1 est dérivable et a valeurs strictement positives sur ]0;+e[, les fonctions

x> In(x+1) et xl—)il, sont donc dérivables sur |0:+co[. La fonction In étant elle aussi
X+

dérivable sur cet intervalle, la fonction ¢ est dérivable sur |0:+ec[. Pour étudier le sens de
variation de ¢, il suffit d'étudier le signe de sa dérivée sur |0;+eof .

wix) 1

u(x) x+1

Pour tout x& ]0;+e~=[ ,sit u(x)=x+1, alors : #'(x)=1 donc : (lnou)! (%=

I 1 IX(x+D-xxl_ 1 _l+%- Réduisons au méme dénominateur :

d'ol : @'(x) =
Pix) x+l x (x+1)? T x4l x (E+ly

46



x(x+1) U*U W /\%_IH ;| pour x& ]0;+eo, @(x)=~

WA= x(x+1) x(x+1)° x(x+1)*

Pour tout x& |0;+e9[, x(x+1)" >0 donc : ¢'(x) <0 el |gpest strictement décroissante sur |0;+e<| .

De plus, onavu (1.a) : lim @(x)=1, donc : | Pour tout x& |0+, ¢(x)>1.

ol e

Gl rids [ /0)=0
2. f fonction définie sur [0;+oo| par : 13”?& 0: f(x)=x[In(x+1)-Inx]

a. Etudions la limitede 7 en 0 .
[L'expression donnée pour f(x)amene a une indétermination de type "(xe=", En effet : lim In(x+1)=Inl=0 et

K="

lim Inx == donc llm [llt(x+ 1)=In 1-] = o |.
n=+ir

Pour tout x > 0, f{l}— xIn(x+1)—xInx
lim (x+1)=1 donc : 11111 In(x+1)=In1=0 et lim xln(x+1)=0 | d'ou lim [(x)=0
J I}‘ I.

r=a0* =)
lim (xInx)=0
el

!iT- f(x)=0= f(0) donc: f estcontinue en 0.

Pour étudier la dérivabilité de f a droile en 0, on étudie la limite du taux d'accroissement de [ :

_H_"_ffx}-f(ﬂ) =In(x+1)-Inx.

X
lin‘a. In(x+1)=0 el lir'n_ Inx =—, donc: Im;: J7x)=7(0) =+oo. La limite n'est pas finie donc :
A=) =l —H i

f n'est pas dérivable en 0.

-1.

X
b. Pour tout x€ |0;+0e : /(x) =1%(In(x +1)=Inx)+ xx| L-H:mu +1)=Inx+
X

X+ X }-]

Dol : Pour tout x& ]0;+o0[, f(x)=@(x)-1.

c. On a vu en 1.b. que, pour tout x& |0;+eo[ , @(x)>1 donc : f(x)>0 d'olr : f est strictement
croissante sur ]0; oo

De plus, f est définie en 0 et on a vu (2.a) qu'elle est continue a droite en (), on en déduit :

f est strictement croissante sur [0:+ed].

3. lim f(x) |LU'expression donnée pour f(x) améne 2 une indétermination puisque Ilm In(x+1) = hrn In ¥ =+ ).

e b

\
X H
f (X)=x |I'|[ — [Cetle expression améne encore a une indétermination puisque lim Intu—m— =Inl=0].
S i

X

Pour x>0, posons: X = L Onadonc: X >0; x:%; : et on peut ainsi écrire :
X
i 3 Fe
xIn ﬂ};xln! l+—1-}=—lfb<ln{]—.h’};.ln“"'X}.
o & N X b%




lim X' =0" donc: lim f(x}— ] IH(HX)- Or, lim s )

X=hon N —=h—as X =0

=1 (voir cours) donc :

lim f(x)=1. On en déduit que la droite (/) d'équation y =1 est asymptote a la courbe Z:.

4. Tableau de variation de f : £ |0 +oc

5. Courbe représentative de la fonction f
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CORRIGES DES EXERCICES DE LA SEQUENCE 4

Exercice 4.1

A=Ine’+4Ine™ =3+4x(-1) soit | 4=-1 -3:21[1{;'54_1_}]!19":23{(_5)4_; “goit | B=—8|.

v madeaf il AR w el ol oWy g g
=g "= Y| =l=| sot |s— ovencore:C=e 4=¢YV = —] s |
\, 4 ) 64 4) 64
ItlnZ 3 2 2 3 342 3
e e Xe e-ed. Ap™ . & o
D=—r == —=——— s0it | D=—| [onpeut aussi écrire : ¢ =¥ =27].
R (r_,'"?)' 94 4
Exercice 4.2
" T L& Aw dilate ey e ) =y I Iy
1.a) Pourtout x réel, ¢ ¥ xe""™ =™ =2 =¥ xe™ done |e? P e =—-€’
o
4 e +1-4 e'-3 e' -3 4
b) Pour tout x réel, 1- == =— dong | ——=1-—
e -1 e +1 e +1 e +1 ¢ +1

263 e -3 2-3¢
e"+1 e'(e"+l) l+¢

2. Pour tout réel x, e 20 et e"xe™ =&’ =1,donc: f(—x)=

: . : 2e* =3 2-=3¢" —¢"-1 ~
Par conséquent : f(x)+ f(-x)=——+ = —=-1 donc | f(x)+ f(-x)=-1
< e +1 1+¢ 1+¢* !
Une auire methode possible pour le caicul de f(-x) :
2 2-3¢"
, 1 SAl TR T Blad @b plag
Pourtout réel x, ¢' #0 el ¢ " =— , donc: f(—=x)=— =L -—— b - = — -
e e +1 _|_+| l+e € l+e"  1+¢
e "

Exercice 4.3
Reésolution d'équations dans K .
1‘ E-—J.wz =1 o g-—ixﬂ =€{s

< —3x+2=0 [carlafonction exponentielle est une bijection de & sur [0:+ [ |

=31=1 2 I . 2
TRl B Donc : L'ensemble des solutions est: {E}
5 |

2. Pourtout réel x, ¢" >0 donc e'* > 0. et donc : pour tout réel x, ¢ +1=0. Ainsi :
e+ e —e)=0 e —e=0
o e =g
& e =g
&> =2x=1 [carla fonclion exponentielle esl une bijection de & sur J0:+oa] ]

(e +)(e* —e)=0 & x= —% . Donc: | L'ensemble des solutions est: {— %}

3. ¢" =¢"" &< x"=5x—6 [carla fonclion exponentielie est une bijection de ¥ sur ]l’];+m[]
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¢ =" & ' —5x+6=0.

x* =35x+6 est un trinéme du second degré. son discriminant (A =25-4x6 =1) est positif ;
l'équation x* —35x+6=0 admet deux solutions réelles distinctes, celles ci sont : 2 et 3. Donc :
| L'ensemble des solutions est: {2:3}. ‘

4. Soit a résoudre :4¢™ —¢'-=3=0.0Onpose X =e* alors: X >0 et X =(¢')’ =¢” ;donc:
4’ —¢"-3=0¢ X>0et4X -X-3=0.

| est racine évidente de I'équation 4.X° - X —3 =0, l'autre racine est donc : % [iw

o

Seule la racine positive convient, donc : 4™ —e* ~3=0& ¢ =1.0r, ¢' =1 & x=0.
- L'unique solution de I'équation 4e™* —¢"=3=0 est 0. L'ensemble des solutions est {0}. |

e

Exercice 4.4

Resolution d'inéguations dans Ik .

1.2) P DR L S
& —3x+22=0 [afonclion exponentielle es! croissante sur R]
& —3x2-2

3x+2

2
e 2l& x < 3 [on a divisé par =3 qui est négatif]

".-.rll_'x.‘ll

L’ensemble des solutions est donc |—m ]

b) 3-e™ <l >3 > @ -x+2>5In3ex<2-In3.

L'ensemble des solutions est donc |~e<;2—In3[.

2.a) (x—4)(1—x) est un polynéme du second degré dont les racines sont 1 et 4. En appliquant la
regle concernant le signe d'un trinome du second degré, on obtient :

(x=4)(1-x)20 & xe[1;4]. Donc: | L'ensemble des solutions de cette inéquation est [1;4].

b) On pose X =e¢",onaalors X >0; donc:
: x>0 X>0

(el —4)(1—3“)2{] &=h —
(X=4)1=-X)=0 1<X <4

(¢'-4)(1-¢")20 & 1<¢' <4 © Inl<Ine' <Ind & 0<x<Ing.

fei feiretion Iy o8 CPOMRSTING <HE ]El', # :-nl

< 1£X<4.Dol:

L’ensemble des solutions de cette inéquation est donc [[l :In 4].

Exercice 4.5

Calcul de limites en +oo et en —oo, |

1. f définiesur R par f(x)=2e" +3x-3.
« lime* =+ et lim (3x—3) =+, donc : | lim f(x)=+oo|.

X=fea X=px “Sen abl

- lime =0 et lim (3x—5)=—o0, donc: lim f(x)=—os|

o |
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2. g définie sur R par g(x)=4x+3+ xe".
¢« lim ¢ =420 donc : lim xe¢™ =+e= ; de plus,

lim (4x+3)=+ee donc :| lim g(x)=+sc|

A=y LS
¢ lim xe’ =0 (cf. cowrs) et lim [4x+3) =—o0 donc :|lim g(x)= —m‘
Ny A=t K=

3. h définie sur K par h(x)=(Gx-1)(4—¢™").

¥ I. - T - = =X - i i
T=— et lime" =40, doli: lim e =0 ;par conséquent : lim (4—¢” )'“"‘4'

R

L

e A==

D'autre part, lim (3x=1)=+es, dongc :|lim s (x)=+oco|

Xyt

-y ]- - X i w . ~i b » -
T=— et lime¢" =07, dol : lim ¢™ =+c0 ., Par suile, lim (4-—(.’ ')=—rc-c.

. e =
E' L =) o
D'autre part lim (3x—1) =—co, donc :| lim /1(x)=+so|,
- 2e" —1
4. ¢ définie sur & par @(x)=— 5
e 43
( lim 'E.EI'I:"J|I -1]=_] ey | | =1
e lime"=0,donc: <" ;d'ol : lim ——=— soit ;| lim ¢p(x)=—|
T lim (e* +3)=3 rEw e+l 3 e 3

« Le calcul direct de la limite de ¢ en +o= améne a une indétermination de type "—" .
o
Pour lever cette indétermination, transformons I'écriture de ¢(x) en multipliant son numérateur

et son dénominateur par ¢ " (non nul pour tout réel x).
(28" =line ™ 2—-¢"
(e"+3)xe™  14+3e™

, [lim(,?.—e‘"‘)=2
Or lim e™ = lim —=0 donc, ]'r -2 : el finalement, _lilt_ﬁ KHx)=2|

fe*xe =e" =1].
3k 3]

On a, pour tout réel x, @(x)=

s sy lim (1+3¢ ") =1

Kot

Exercice 4.6
Etude de limites en (.

X

1. f définie sur R’ par f(x)=—-

» X L] " 1 " 1
Ona: lime' =¢’ =1 ; par ailleurs, lim—=4« et lim—=-c ;donc:
x=0 0" ¥y L

lim f(x)=+4e| et |lim f(x)==—co].

=" ]

L

i e

E L]

2. g définie sur R par g(x)=
X

On remarque : pour tout réel x non nul, g(x)= {Zx-S}i =(2x=5) [(x).
X

Comme Iin:(zx —~5)=-5, en utilisant les résultats &tablis en 1. on obtient :

}im g(x_",-=+m| et lim g(x) =—co |

| x=0"




E.i_l

aX

3. h définie sur IR par h(x)=

p ).".' = ' 'y = H }
Pour tout réel x non nul, A(x) =%xf~—j . Or (cf. cours), lim g~ =1 donc : ’Iimh{x}—;; ‘

A s 1

Exercice 4.7

Dérivées.

1. fix—>4e" +3x-3.
/" est la somme des fonctions, u:x+s 4¢” (fonction exponentielie) et v:x+> 5x—3(fonction
affine), toutes deux définies et dérivables sur % . donc :| / est définie et dérivable sur & |

De plus, pour tout réel x : /(x)=u'(x)+v'(x) , dou l [(x)=4¢" +5|

2. g:x=>3x-2)e".

g est le produit des fonctions, u : x> 3x -2 (fonction affine) et v:x - e" (fonction exponentielle),

toutes deux définies et dérivables sur & , donc :| ¢ est définie et dérivable sur = j
Ona: g'=wv+wv avec, pourtoutréel x : #'(x)=3 ;v (x)=e¢'.Dou:

80 =W () +u(x)V(x) =3¢+ (B3x-2)e” ;soit: [g'(x)=@x+De’ .

ki 25

3. h: x>
x=35

h est le quotient des fonctions, w:xr>e" -2 et vix— x-5.

u est définie et dérivable sur 2 comme la fonction exponentielie (puisque -2 est une constante).

v est une fonction affine donc, définie et dérivable sur & . De plus, x—=5#0¢> x#5, donc: v ne

s'annule pas sur IR—{5}). Par conséquent : ‘ h est définie et dérivable sur R —{5} |

On a : pour tout réel x appartenant & IF¢:~{5], h(x)= u—{x} avec: u'(x)=¢" et vi(x)=1.
"~

x R =y TN T L X X 9]
e (x—3)—tle —2)x] it - .-'f(.r}:'re 6e” +2

Dol : A'(x)= = —
(x=5) (x—3)

4. ¢ : x> 3x I+€x e
Posons, w:x+—=>3x—1 et v:xkse"+2 ;ainsi @ estlasomme de 1 et de l'inverse de v.

u est une fonction affine donc elle est définie et dérivable sur & .

La fonction exponentielle est définie et dérivable sur B, donc v l'est aussi. Par ailleurs, on a :
pour tout réel x, ¢* >0 donc: ¢"+2>0, soit: e"+2=0 ; donc v ne s'annule pas sur IR el par
suite, sa fonction inverse est définie et dérivable sur & . donc :| ¢ est définie et dérivable sur R |

]. # # _v-‘ v
Ona: ¢=u+— donc, ¢ =u +—— avec, . B e’
¥ v d'oll : @{I] =3 _r__|_z}_2'
& # . -y r i E- s
pourtoutreel x : w(x)=3 et v(x)=e". L )

5. W:x 2 —¢™ +2,

Les fonctions exponentielles : x = ¢™ ; x = ¢™ et la fonction constante x - 2. sont définies et
derivables sur [ .

La fonction i est la somme de ces fonctions donc : | ¥ est définie et dérivable sur R
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3x

pour tout réel x : ¥'(x)=2x3e"" —(—e™) soit: |W(x)=6e™ e |.

Exercice 4.8

Etude d'une fonction.
Soit f la fonction définie sur R par: f(x)=3e"-3x—4.

1. +En —oo : lim ¢" =0 et lim (=3x=4)=+c0 donc:| lim f(x) =+ |

- En +eo: un calcul direct améne a une forme indélerminée de type : " —c<", Il faut lever cette
indétermination.

P ,
; g e % T T
Pourtoutreel x, ¢" #0, on peut donc écrire : f(x)=e"'|3-3—-

er oA

g g

 §

On sait (cours) lim e¢” =4e0 et lim — = oo ; par inverse on obtient respectivement : lim i=(}

e by x ¥ —p{on tr
S . o st e e e . . : :
et lim — =0 ; puis par addition : lim (3-3—-—)=3; et enfin par produit { lim f(x)=+es |

el o Ko E"‘ e’ i —rhot

Une autre méthode possible : ]

| . 1%
Lorsque x tend vers +eo, x 0 et on peut écrire : f{.r)=x(3e—-3+4—J. On sait (cours ) :
¥ X

X { X
| lim =—=+s0 et lim (llz{].par addition, on en déduit : lim | 3 : —3+4l]=+w:d'oﬂ.

| ¥ x € ates) i | X X
- .

par produit : | im f(x)=+oo|.

2a)0Ona: f(x)—(-3x—4)=3¢" et lime" =0, donc lim (/(x)-(-3x—4))=0. Par suite,

Y=o

la droite (D) d'eguation y =-3x—4 est asymplote oblique & {(, ] au voisinage de —sco.

Remarque : Pl_i.tgue"' =+, donc |ir.l:l"{f'{.‘l.‘}—[—3.!:—4}] =+ ; la droite (D) n'est pas asymplote a [C‘, Jen o<

b) Pour étudier la position de({i‘_, ] par rapport a (£)), on étudie le signe de f(x)—(-3x-4) donc

le signe de 3e”. Pourtout réel x : ¢* >0, donc f(x)-(-3x-4)>0.

Par consequent, [C})esl au-dessus de(/D) sur .

3. f estla somme des fonctions, u:x > 3e” (fonction exponentielle) et v:x = —3x—4 (fonction
affine) toutes deux dérivables sur X, donc : f est dérivable sur [R et pour étudier son sens de
variation, il suffit de déterminer le signe de sa dérivée.

Pour tout réel x, f'(x)=u(x)+v(x)=3¢ =3 ;soit:| /(x)=3(e* ~1)|
Pourtoutreel x, e"=1>0&e" >l x>0. Donc: f(x)>0& x>0, on en déduit :
J/ est strictement croissante sur [0:+e<| et, strictement décroissante sur ]-e0:0].

/ atteint un minimum en 0, ce minimum est f(0)=—1. [;‘(n}= 3¢ —3xﬂ-4=3x1~u-4]

On obtient le tableau de variation suivant : | S 0 +oc

=00

e Ry

=1
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4. Lafonction f est dérivable (donc continue) et strictement croissante sur [0;+<o[, elle réalise
donc une bijection de cet intervalle sur son intervalle image. En utilisant ce qui précéde, on a :
F([0:4e0[) =[~1:420] , cet intervalle contient 0, donc :

Dans [0;+e<|, I'équation f(x)=0 admet une unique solution w, .

A l'aide d'un tableur ou d'une calculette, on trouve 0.7 < x, <0.8.

5. Courbe (C', ) et asymptote (D)

Exercice 4.9
Resolution d'équations différentielies.

1. 53"=2y=0. C'est une équation différentielle du premier ordre et : 5y’ =2y =0« Ji=

wh | k2

¥.

Les solutions de I'équation 5)"—2y =0 sont donc les fonctions |

|
| -

| définies sur B par: x> ke® , k décrivant R.

2. 53" +3y' =2y=0.
C'est une équation différentielle linéaire homogéne du second ordre & coefficients constants.

Son équation caractéristique (E) est: 5r°+3r—=2=0. On peut remarquer que —1 est racine

évidente (ou calculer le discriminant, on trouve A =49) donc (E) admet deux solutions réelles
)

distinctes : n,=—1 et & =§ ; on en déduit :

Les solutions de I'équation 53" +3)"'—2y =0 sont les fonctions

2

definies sur R par: x> ae ' +ﬁe-‘x, o et B décrivant £ .
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3. 4y +12y"+9y=0

C'est une equation différentielle linéaire homogéne du second ordre a coefficients constants.

Son équation caractéristique (E) est : 4 =12r+9=0. On peul remarquer que (E), peut s'écrire
(2r+3)* =0 (ou bien calculer le discriminant, on trouve A =0), donc (E) admel une solution
double : r, =_—:. On en déduit :

—

Les solutions de I'équation 4" +12,"+9p =0 sont les fonctions
3

définies sur R par: x> (@x+ e 3‘, @ et [ décrivant [k .

4. V'-6)"+13v=0

C'est une éguation différentielle linéaire homogeéne du second ordre a coefficients constants.

Son équation caractéristique (E) est: " —6r+13=0. On en calcule le discriminant, on trouve
A=-16 ; A <0 donc I'équation (E) admet deux solutions complexes conjuguées : r, =3-2i et
n, =7 =342i.0n en déduit :

Les solutions de i;t_éauatiuﬂ ¥ =6y =13y =0 sont les fonctions
définies sur [ par :x = ¢™ (Acos(2x)+ gsin(2x)), 4 et & décrivant .

Exercice 4.10

Recherche d'une solution particuliére.
1. 5y"+2p =0, est une éguation différentielle du premier ordre.

=2
5y +2y=0¢ y =—y. Les solutions de cette équation sont donc les fonctions définies sur &
3

=2
—
5

par: x> ke*® , kdécrivant R . La fonction j° cherchée est une solution , d'od :

I T 2

2

=y Lt &
D a - -1 R . o : 2 SR,
f[: ]:.ae & ke® =3¢ & kem =3¢ & k=3¢ .Onobtientainsi: /:x+=>3e¢ xe¢’ ;dol:

3

' . E"-:'t " # [ o - e | PR { 5\
Lafonction f:x+>3¢ ° , esll'unique solution de I'éguation 5y + 2y =0 vérifiant f| s ]=3e.
\2

2. y'+3y =6, est une équation différentielle linéaire du premier ordre.

¥ 43y=6¢& )y =-3y+6. Les solutions de cette équation sont donc les fonctions définies sur R
¢
“w [(5) . . ; o . .
par: x+> ke*—| — |, k décrivant R, soit : x> ke +2, k décrivant IR . Parmi ces fonctions

M-Sf
: iy 3
on cherche la fonction f dont la courbe {L.‘j) passe par le point 4 ] == e :':eJ ; Ce quirevient a
2D

~

determiner la solution f telle que : f[—%) =2+5e.

P S
I!

=2+5e & ke )[ 5'+2=2+Se~=r ke=3%e & k=),

'\

I

e

|
=
-

+

La fonction 7 :x > 5¢ ** +2, est I'unique solution de I'équation 3"+ 3y =6,
(-1 A
dont la courbe (C', ) passe par 4| —;2+35¢ |.
y L3 )




3. »-3"+2y=0

C'est une éguation différentielle linéaire hnmmgens du second ordre a coelfficients constants.

Son équation caractéristique (E) est :»" —37+2=0. une solution évidente est 1 (ou A=9—-8=1,
soit A>0) donc cette équation admet deux solutions réelles distinctes r, =let r, =2.

Les solutions de I'équation y"—3y"~2y =0 sont donc les fonctions définies sur I® par :
X > ae' + fe™ . « et f décrivant X.

Parmi les solutions, on cherche la fonction f telle que la courbe [L ] ;

+ passe par le point A(0:-1), ce qui équivauta f(0)=-1 soit: ¢+ =-1 [’ =1];

- admet en 4 une tangente de coefficient directeur —4, ce qui équivaut & :  dérivable en 0 et
/7 (0)==4.0r, f est solution de I'équation différentielle, donc : / est dérivable sur | et pour
toutréel x. ['(x)=ae'+28¢™,d'ob: f(0)=a+2f.Onobtient alors : +28 =~

a+ ff=-1

Par conséquent le couple (& ) est solution du systéme : (S) { fﬁ

a+2p=—

{rx:—l—ﬁ j.:r=.?,

¢ B} :
Vo= U R S |5=-3 als

La fonction f:x > 2e" -3¢, est lunique solution de I'équation " =3y +2y =0, vérifiant les
conditions : « (f? ; ) passe par le point 4(0:—1) et admet en ce point une tangente de coefficient
directeur—4 » .

Exercice 4.11

Etude de limites.

bed

X

-~
A

Soit 1 la fonction définie sur |0;+e<[ par f(x)=

1.0na: 3>0, donc : la fonction exponentielle de base 3 (x> 3") est définie sur IR et sa limite

en 0 est 3°; soit : lim 3* =3"=1. De plus lim x* =0 ; donc par quotient, | lim f(x)=0 |
XK = e &
[ On peut aussi écrire :
L:’::rl'.}. dong : pour tout réel x ,3 =¢™* . Or, Iim(.rln.ﬂ*"ﬂ donc : hmue =e =1:s00t: !_in}_E‘ =1

Zlnx

2.a. xe& |0:+2| donc x> 0 et ainsi on peut écrire x" =e¢

Ona: 3>0 donc, pour tout réel x: 3" =¢™.
3 Tl shy T R
T . X e” Mnvorind . 'IE! \ =i
D'ou : pour tout x>0, f(x)=—”= —=¢ JSolt: | filxl=es ¥ 4
Ll F i
b. On sait (courg) : lim !—&0 donc lim | 2——ln3 =—In3 ;or, —In3 <0, donc par produit,
i g Nty f
( !
on obtient : lim xL- -h-l'f—lnfi =—co,
X=hm X J

De plus, lim e* =0 donc, par composition, lim f(x)=0 |
B X i

Lh bbb bbb bbb b b L R R R R Rl L L R R I I e



CORRIGES DES EXERCICES DE LA SEQUENCE 5

Exercice 5.1
1. Soit f: x> 3x" =2x+1 ; / estune fonction polyndme donc continue sur IR , et donc, elle y
admet des primitives. La fonction F': x = x" —x" +.x, est une primitive de 7 sur .

On a donc : ﬁ(l\"' —2x+1dx =[F[:f]]::, =F(2)-F(-1) ;

flqh-: —2x+1)dx=(8-4+2)—(-1-1-1)=6+3 ; d'oli : fI(?u--’ -2x+1)dx =9

i | . : :
2. Soit /: 1= e : pour tout 1 [0:1]. 27> 0 donc 2r+3 %0 ; par suite, / est une fonction
1+3)°

rationnelle définie et continue sur [0:1], elle y admet donc des primitives.

Sil'on pose, pour tout réel 1 : u(/)=21+3, alors u est une fonction polyndme donc derivable sur

¢ e S 1 I.’”‘
ket #()=2.Ainsi: f=-—|-——

u

définie sur [0;1] par : F(f}=—l>< 1. = .“1
2 u(t) 2(2t+3)

et Hiagail
|Gy = POl =FO-FO) ;

; de plus, ¥ ne s'annule pas sur [0:_]] , donc la fonction I

LT

est une primitive de f* sur [0;1]. Par suite :

{

e | 1 - : 1 1
,[- T = -I- =i SO '[—1(:;=._
(2t +3) 2(2+3) \ 2(0+3) 10 6 ) (214 3) 15

o X . 2 . . 1
3.8oit f: x |—>]—ﬂ, : pour tout réel x, x* =0 donc x*+1>0, ainsi ;: x*+1 ne s’annule pas sur
=X

[k ; f estune fonction rationnelle définie et continue sur B , elle y admet donc des primitives.
Sil'on pose. pour tout réel x : u(x)=1+x", alors u est une fonction polyndme donc dérivable sur

i et #'(x)=2x. Ainsi: f :;—" avec, pour tout reel x, u(x) >0 ; par suite, la fonction F définie
2u

par : F(x) =%~Inn{x)=%ln(!+x"] est une primitive de f sur R . D'ol :

J: 1_::1..* dx = [F(-T)]:, :élﬂ{l +1%) - %ln{lv 0%)

;% ] 1 , 1
| ——dr=—In2-—Inl [ni=0] .Onobtient: | [ —— dr=_In2=In+2
Ll B 2 2 0 14 x° 2

4. Soit f: t+>sin’ cost ; f estle produit de fonctions trigonométriques définies et continues
sur R . Elle admet donc des primitives sur & .
Sil'on pose : u(!)=sin/ , alors u est dérivable sur & ; u’(f)=cost etainsi: f=u"u’.

. ¥ B w I 5 I . 3 ' wg .~
Par suite la fonction F définie sur R par : F(f) =—u"(f)=—sin" 1, est une primitive de /" sur .
2 2

x

D'ou : J:; sin’ ¢ cost dr=[F(1)], :;isin;r]; ; soit :



W3

T f e .
I-‘ sin®/ cost .:fr=l‘ sin” E\}—sin'l} =l:< 23
o 31 z 9 i .

: z 3
=—X—— :d'ol: [ sin’ 1 cost df = —
J 'I 8

5. 800k /% i ; | est définie sur ]0;+m[ : c'est le quotient de la fonction logarithme
A

nepérien par la fonction polynéme x i x (qui ne s'annule pas sur J0:+<< ), toutes deux continues

sur [0;+eo donc £ est continue sur |0;+<<[, elle y admet donc des primitives.

Pour fout xe ]G;+m[,on a: f(x)=(In .'q:)xl:u(x]xn'{x] avec : u(x)=Inx et u’{x}-.l , on en
A X

(Inx) est une primitive de £ sur ]0;+oo[ .

¢ In:
= L%fﬁ‘:

e
déduit : la fonction # définie par : F{x]—;u'{;.;] :%

Par suite : | L [F)], = %{ In® e~ In*1)= %(13 ~0%) =
X £ .

I
2

[

6. Soit f: x> (‘E—r La fonction exponentielle est deéfinie sur & ; de plus, pour tout réel
¢ +1)

x, ¢ >0,donc ¢'+1x0 ; ainsi lafonction f est définie sur R .

2
La fonction exponentielle et la fonction carrée sont continues sur 2 donc la fonction x - (¢* +1)

I'est aussi. La fonction f est le quotient de deux fonctions continues sur R, donc f est aussi
continue sur & et elle y admet donc des primitives.

1

: : , . e S
Si on pose : pour tout réel x., u(x)=e"+1,alors: #’(x)=e" etonaainsi: f =— avec u ne
o

-1 —1

s'annulant pas sur & . Par suite, la fonction I définie sur E par: F(x)= ( )= 1 , est une
uLx e
n ,fx T -.1-1 e
primitive de f sur B. D'ou : f —— dx=[F(x)]," =1i - ] ;
0 (e +1 * Tl
5 v 2 28 | I - n2 i |
r : e g dx = ]n?l - u] - =T+l; soit : J‘ e—ﬁdﬁ-:_
: (e“+1)' e +1 e+1 241 1+1 3 2 g (31,1]‘ 6

Exercice 5. 2

1. Pour tout reel x,
(1+c0s2x)" = 1+ 2cos 2x +(cos 2x)*

; 1+cos2a
08 COs” a = csia=2x 2u=4x
=1;2c052x+w I 2 L ]
2
3 1 cosdx 3 1
(I1+c0s2x)" =1+2¢082x +— +— soit : | (1+cos2x)” =;+Ecu52x+5cus4x.

: 3 1 L .
2. Lafonction f: x> =t 2co52x+ —cos4x, est définie et continue sur [, donc elle y admet des

) e

primitives. La fonction : x = sin ax, a pour dérivée la fonction : x — acosax, par conséquent :
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-

: 3 : . s :
la fonction F: x> -2-x+f=,m 2x+ -3~51114.1:, est une primitive de f sur 2.

Et, d'aprés la question 1. F est aussi une primitive de la fonction : x = (1+cos2x)’. Par suite :

E _: Vi 2
J= _E (1+cos2x)* dr:[F[x)]n =F| %)ﬂ*'{{l] - d'ol -/ =%+sin§+%sinz+ﬂ=%+l :
" :

sin D=0 :,.:n—J tging=0

i -5 |

: : ) 37

soit: | I'= J'-'(I Fcos2x) dy = 2= +1. |
0 8 .

Exercice 5. 3

v . 2‘.3_'_ x
Soit pour tout xe R—{-3}, f xH‘—S;‘”.
X
- - e | LelErie) A = 1 :
RS ey ¢ _ (ax+b)(x +3J+c=m +3ax—bx+3b+¢ _ox +(3a+b)x+3b+¢ .
x+3 x+3 X+3 x=3
Dol :
. 5 PO = B O 13 ;
Pour tout xe R —{-3}, f[l'}zax+h+--£—- o =X +3x+1 _ax =(3a b)x+3b+c
x+3 x+3 x+3
¢:\2x:+5x+]:-:aax3+{3cf;b}x.—3f1+c
(a=2
& «3a+b=5
3b+c=1
-
Pour tout xe R—{-3}, f(xX)=ax+h+—— &1bh=-1 dore 1| FEy=ne=1k
x+3 4 '__ '},4_3
o=

2. f est une fonction rationnelle donc définie et continue sur son ensemble de définition R —{-3] .
Elle y admet donc des primitives.
La fonction F: x> x* —x+4In|x +3| est une primitive de f surk—{-3}.

La fonction u : x > x+3 esl dérivable sur & , de dérivée 1" : xi= 1 .|

Ea )

Pour tout xe R—{-3}, x+3=0 el 4 i ?‘ﬂ. J
X+a Hl.l'}

IzEf(x)a".x:[F{x}]_; =(14+1+4In|-1+3))—(4+2+4In|-2+3|) ;doi:

[=(2+4In2)-(6+4In)=-4+4In2 ; soit: | /= Ll_f(x}dr=—4+4tn2.1

Exercice 5. 4
o Soit / = L:{:z.--ne-' dr

I est de la forme j::u(r}v’{r}dr, avec pour tout 7€ [0:1] : u(r)=2r—1 et v(1)=¢'. Ainsi, on a
u'(1)=2 et on peut choisir v(r)=¢".

Les fonctions et v sont des fonctions dérivables sur [0:1] et leurs dérivées respectives u” et
¥’ sont continues sur cet intervalle ; on peut donc appliquer |a formule d'intégration par parties :



’[' () (x)dx = [u(x) 1:{:4')]i - I:I W (x)v(x)dx .
I " i | 1 : - : : J
I = L(zf—l}e- d;:l_(Z:—l)e _-L - Lze dt ; dou: *f:{z_l-}fl—("”ﬁ:fzj:e dr ;

I=e+1-2

E ; I
EFL =e+1-2e-1) soit: | /= J; (2t-1)e' dt=3-c.

e Soit J = ["_rzfl—zmx}dx ;

J est de la forme _[ ' (x)v(x)dx , avec pour tout xe [I;e] : n’{x)—f et v(x)=1-2Inx. Ainsi,

: =g
pour tout x€ [1:¢], on peut choisir u(x) = z etona vi(x)=—.
: x

Les fonctions et v sont des fonctions dérivables sur ]0:+o[ . donc sur [1:¢] ; leurs dérivées
respectives u” el v sont continues sur [l .'E] , on peut donc appliquer la formule d'intégration par

i, N L3 e e
parties : [ w (x)yv(x)dy = [H{:r)‘ir'{.r}]” - J. u(x)v(x)dx.

b 13

= e 4 x : 3 _
J=£x {_I—?.ln_‘».}dh-li?(]-ﬁnx}-'l-]- TXT dx :

¢ 1 2 e 2.
_?(I—Elne]—gil —211‘11_}+§ .|-| X dXx

iy

2
= 2)——r1—0}+-{"—
3.3 L
S T nE e
- e
§= B alig gy
= [ ¥a-2 -—__ﬁ.:!.__] £2 it . S T _—.-;43—5
J=[¥0-2nxydy === - S+ - 55 soit: | J= [ (1-2Inx)dy=

e Soit K = I. (2t =1)sins dt.

N4
K est de la forme f‘u(:}v’(r)dx, avec pour tout réel 7 : u(/)=27—1 et v'(1)=sint. Ainsi on a

u’(1)=2 et on peut choisir ¥(#)=—cos?.
Les fonctions u et v sont des fonctions dérivables sur R et leurs dérivées u” et v sont
continues sur & ; on peut donc appliquer la formule d'intégration par parties :

.l.:ld'{,'l'}ll’{.‘i}ﬂ'\; = [if[.i.':li’{x:l]:: - _|: w () v(x)elx

X . F 3
K= f{z; ~sint dr =[(2r~1)(~cos)]" - EE{—msr}:ﬁ

-~

¢ &
=-L£- 1]{:05[%]:- (—1)cos0+ EE cost df

JJIE‘:]

__a:uf"1

]——1+2[51nf]

wl‘.-.-q

— -1+ '?(sm——smUJ
6



V3
= :
g

|
i

K = [¢(=D)sini di =[1—§

\ = & .I i
e +2[l—0] ; soit : K=Iﬁ(2r—1]5inrdr=|]—
Fd 2 2 # b I"\.

2

Exercice 5.5

I=[1(2-3)cos’t dt et J= [ 2r-3)sin’r dr

5 T
1. [+J = |*(2t-3)cos’t dr +Ef_2f~3)sin% d

a ’ : [les bornes des inlégraies élani les mémes on utilise la linéariie]
= t" (21 =3)(cos™ (+sin” 1) d!

|potir tout réei 1 , cos” t+sin“1=1)

= (2¢ —3)dt

I+J—fr3—31]3 done : £+J=%—~;—I-l
: . e

2. 1-J= L:' (2t =3)(cos” { =sin* 1) dl [par lindarité de lintégrale] ; d'olt : [—J = _[ (21 =3)cos2t dt .
Cette intégrale est de la forme Liu{f}v’(-‘]dr , avec pour toutréel 7 : u(r)=2r-3 et v{(1)=cos2s.

Ona u'(r)=2 eton peut choisir v(r) =-;-sin 2.
Les fonctions u et v sont des fonctions dérivables sur £ et leurs dérivées &’ et v' sont continues
s

4 T
sur | ; on peut donc intégrer par parties : I—J:[{’-.’."—S)x-;-sin 2t| = F Zx—l-sin 2t ar.
L]

r
Dou: 7I- J-—l—-.u)x]qm——(—ﬂx sin(0) l_r 2sin 21 di
g &4 2 2=
® X1 x
=\E_ J}{EHU——[—LUEZ’];
f—J=[£-—1]-l(m5£-cosﬁ]; I—.f:E—i+lx{—1); soit : }'—J’:E-E.
\4 ?')l 2\ 2 J 4. 2 2 4
3. En utilisant les résultats obtenus en 1. et 2., on peut écrire :
Tl D BB i B0 T e (| e n g |
16 4 4 16 4 32 4 |
De fagon analogue :
2 2 2 |
TRl =T o B s sepanpe® A p opugn | pe ® F g
16 4 4 16 4 32 2

Exercice 5. 6
. 1
Soit 7 = j’ﬂ

dx .

1. La fonction exponentielle est croissante sur E , par consequent, pour tout xe& [[};l] g <ot <e,
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donc : 2<1+¢" £1+¢. La fonction inverse étant décroissante sur | 0;+ <[, on en déduit :

pour tout x < [U;I]: 1-|1- c:] l ‘5%.
¢ l+e

2. Lafonction f: x> -
1+¢

] <f(x)<

l+e

est continue sur [ , donc sur [U; 1] ; el (d'aprés la question précédente)

\f

pour tout xe [D:I]: ; par consequent, en utilisant le théoréme de l'inégalité de la

[

|
dr <

: 1
moyenne, on abtient : - S
|+-e 2

=

Lo
l+¢

Exercice 5. 7
1 x> x=3+e¢ " estdéfinie sur R et ((') est sa courbe représentative.

1.0na: f(x)—(x=3)=x-3+e ™ —(x-3)=e™ donc: lim (f(x)-(x—3))= lim ¢™".

Or : lim (—2x) =—co et 1h1irrJL ¢' =0, d'ol (par composition) : lim ( f(x)—(x—3))=0, on en déduit :

A= =t

La droite (1) d‘équat'inn y=x-3 est asymptote a (C) au voisinage de +o.

2. Pour etudier la position de (") par rapport a (1)), on étudie le signe de f(x)—(x—=3)=¢™".
Pour tout x réel, ¢* >0, donc : (C) est au-dessus de (D) sur R .

3. ¢ > 2 et lafonction In est strictement croissante sur |0;+o[, donc:ln e >In 2, soit : 1 >In 2,

De plus, sur K, (") est au-dessus de (1)), donc l'aire (en unités d'aire) du domaine limité par, la
courbe (('), la droite (1)) et les droites d'équations respectives x=1 et x=1In2, est:

1
7= [ (f@-=3))dx= [ e ‘f-“'=['-%e"“:|

In2

_1 2 _ -2 __1 =2 -2 _l(_L_ I]-
S (E & )—2[‘? e ]-ZR_{:’M (:’T._ *

soit : .7 =

Le repére donné est orthonormal et I'unité graphique est 3cm, done 1 w.a.=3%3=9 cm’*.

| U S
Par conséquent l'aire cherchéeest: | ./ =— ——— | em.
; 2\4d e*)




Exercice 5. 8

2 : : ; Sl
1. Pour tout réel ¢, +* =0 donc (> +1# 0 ; par conséquent la fonction f': 1+ —= est une

t*+1
fonction rationnelle définie et continue sur &, elle y admet donc des primitives.

D’aprés le cours, la fonction I : x 1= J:'E_—fl dr , est la primitive de f qui s'annule en 0, donc :
0% +

3-1 : ;
Fi{x)= _r ——dt existe pour tout x réel.
M r-+]

2.0nadonc: IF'(x)= f(x)= 3-{ :
4 x"
Pourtout x réel: | +x” >0 done f(x) estdu signe de 3—x. Par conséquent :
si xe |-e=:3, f(x)>0,donc F'(x)>0, dou: | # eststrictement croissante sur]—e;3]

si x€ | 3;400]. f(x)<0,donc F'(x)<0, doli: |F est strictement décroissante sur [3;+49] .

e ol e ol g ol ol s o o e Wi N O o 0 O T O O 7 R e o o e e e e e e e e e i e e e e



___ CORRIGE DES EXERCICES DE LA SEQUENCE 6

Exercice 6.1

o 7, =2(3+4i)-i(3-20)=6+8i-3i+2° =6+5i-2 [F=-1] soit |-:,r~”l_+5:'
e 2, =(143i)} =1+6i+(3i)’ =1-6i-9 soit |z, =-8+6i
_ _ 4460 _ (4+61)(3-20) 12-8i+18i-121 24+10i _24 10,
* 3+ (B42006-2D) 32— 42 13 e - i

Exercice 6.2
Pour chacune des deux équations nous vous proposons deux démarches possibles :

1. 1-2i+0 donc: ou bien : 1+2i#0 donc:
P _?."_"'_?; .. __2- _2‘::-'1_"- 2-
Q=S8 s 3= 3 J.' (=2z=3+i¢& (1-2)(1+2DHz=0C+)(1+2)
1-2i & (1+4)z=3+6i+i-2
L'equation admet une solution unigue. B,
La forme algébrigue de cetle solution est : e
- a 5 ..:.. .1” '+“_‘_
= J+!}{‘I l -I‘) :J HOi+i—2 ;sa]t: (I—'..?i}z=3+i¢> £=]T+gf.
(1—-2i)(1+ 2i) | +4 * _ J 2 1
oA L'equation admet une solution unique.

-
e

—+—i.
> - -

L'ensemble des solutions est : §, = \{% +Ef} :

et

2. 2z=1==2iz+3 & 2z+2iz=1+3i
& (242)z=143i
2z-1=-2iz+3i & 2(1+i)z=1+3i

1+i#0 donc : ou bien : |-i#0 done:
B 1 J.r.".'_ — i - j . =t a e L
g e A B = 113;. _ 2z=1==2iz+3i & 2(1+i)(1—i)z (I+3I)’EI i)
2(1+3) & 201+ )z=1-i+3i-3i

L'équation admet une solution unique.
La forme algebrique de cette solution est :

_ (430 —-d) _1-i+3i-3

S dz=4+1

2z2=1=-2iz+3i = 3=1+%f.

= = ; soit :
2x(1+i)(1-1) 2%2 i ; e B 5
L'éguation admet une solution unique.
4+25 1
z= =1+—
- 2

L'ensemble des solutions est : S, = ) 1+-1-r'} :

19 ——

Exercice 6.3

a. Z=3+4diz donc Z=(3+4iz)=3+(4iz)=3+4ixz soit | Z=3-4iz

[7,42. =254z, 1 2, Xz, =2,%z, :3estréel, donc: 3=3 ot enfin 4/ estimaginaire pur, donc : 4i = -4i].

w

|
4
L8]

|
—
]|

+ iz ;
= : soit

b. Pour tout complexe z#2, Z = done, Z' =

g 2—3

. - ale R
3+iz = (_ws:

J

]
I
L |

- =
-

A
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c. Z2'=(3-iz)(2+2z) donc, Z"=(B—=iz)(2+z)=(3—iz)X(2+z), soit ?:(3+EE)(E+E]|

Exercice 6.4

1. Z=2z—iz+3 =2(x+0)—i(x=ip)+3=2x+2iy—ix+i y+3=2x—p+3+i(—x+2))
D'ou:| Re(z)=2x—y+3 et Im(z)=-x+2y.

2 7=0« [RE{:]zn . {2-1‘“-]?_1_3“__0 Py J*’:E}J

1Im[_z}=ﬂ -x+2y=10 l4_1-‘-- y+3=0
Donc: |Z=0 & z=-2-i ; d'ou:§={-2-i}.

Exercice 6.5

[t el g r
« z;=1+i donc: |z I_ll'rf[—\(’] +1° =2 :dou: -I—J-v[:g EFJ—\E[%“‘

b

)
Z
mllm

]

Soil &, un argument de z,, on a donc ¢osé, = ! =sin6, ;d'ol: 8 —;E [27].

2

(& . &
On oblientdonc : | z, =«E| cuszﬂsm-‘;)
\

. 2,=2-2i3 donc : |z,| =[2—-2iv3 :JZ"-:—{—E\E}: =v4+4x3=+16=4 :et donc:

( &
z, =4 %ufﬁ] Soit @, un argument de z,, on a donc : cos#, -1; et sinf, = - \: :
AN 3 = -
'8 i
doli: 8, =—= ['?fr] On obtient donc : z==4;cos( HJqu —J—r-)
3 g g e L3
1. .3 = St el ' biis e 1
+ 5=~ 142 done: !z1|_‘£(—1+.:~./§) = i3 = 14T 3 =L et done
( \
Zs =ll—]+1£ Soit &, un argument de z., on a donc : cu59j=—l el sin&, =£ :
o 2 2 /I - - 2 2

27T 1

J

Exercice 6.6

1. 2~ -2z+10 =0 : cette équation est du second degré et a coefficients réels, pour la résoudre, on
calcule le discriminant : A = (=2)* —4x10=-36 = (6i)°.
2—6i

A < () donc I'équation admet deux solutions complexes conjuguées, z, = =1-3i et

s

,=143i. Donc: | I'ensemble des solutions est : S ={1-3i ; 1+3£]. ‘

(5]

‘5_'—

2. 3z° —4z+1=0 ; celte équation est du second degré et & coefficients réels.

65



On calcule le discriminant : A = (—4)° —4x5 =4 = (2)°.

14 : : o 4-2i 2-
A <0 donc I'équation admet deux solutions complexes conjuguées : z, = —= :
2X5 3
St : : = Z. | ]
et z,=%Z =—+—i. Donc: |I'ensemble des solutions est : S ={=——i; —<—i¢.
55 & BF Y g a
Exercice 6.7
i ogw \{6 'I:'VE r .
On considére les nombres complexes : =z = et z=1-i.

1. Forme algébrique : z" %0, done :
V6 -i2 _ (J6-iN2)1+0) _o+i6-iN2-1"V2 6 +/2+i(6- F}

2(1-1) W=i+iy 2%(1+1) 4

| 2 J_+J_ J_J_

B2~ 4

!
I‘I[I

soil :

2. Forme trigonamétrigue :

On saitque :si: = %0, alors :

f‘ | |[ etsideplus:z#0, alors : am[

Ju argz—argz’ [27].

On a |_:_|\/E_f\/§ ! 'J__f'\f: - f{’+2 _\/g_?.ﬁ_ﬁ
Ll_l 2 G =X = 2 = 2 = B = :
s J_| | —'J: J_\C\? lr;

: 3
Soit £ un argument de =, on a donc cnerTet sin|5’=-é rd'ou : ﬁz—% [Ezr].

De méme, on trouve que |2]=|1-i|=+1+1= 2.

Donc : ~—\/_|-——-—_] ﬁ(ﬁﬁi\_\m(wq_ﬁ}],mm( -"j]\‘

2 2 J,.rl \ . y,
et ainsi, si & estunargumentde z: & =-2 [27].
4

= 4 2 f = #
On a donc —,‘=—|=£=1 et arg ~—,]=m__rz_a;g3 =_E+E=£ [gﬁ]

7| |g] 2 \z 6 4 12

: y = z i 4 T
Une forme trigonométrique de — estdonc: — = EUSF+Pb1nF'

3. En identifiant les formes algébriques et trigonométriques de — , on obtient :

P

x_N6+42 e b—\ﬁ

si
12 4 12 4
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Exercice 6.8
Soient A et B les points d’affixes respectives a =147 et h=-2i.

1. C est I'image de A par la symélrie de centre B, équivaut a : B est le milieu de [AC].

En notant ¢ I'affixe de C, on a : B est le milieu de [AC] & b= = ; " ; dour:

c=2b—a=-4i—(l1+7) ;soit: ¢= :i;—ﬁf.|

X

L] = u " ,?r " ]
2. L'expression complexe de la rotation de centre O et d'angle — est z' =¢ *z.
i

Par consequent, en notant d I'affixe du point D, on obtient :

T

: . . LR \ i VR
D est I'image de A par |a rotation de centre O el d'angle o equivaula: d=e¢ ‘a. D'ou :

-4 F LY b - -
s | o GG oy ; ] 2 : Lol ol ofd o anes
d=e ‘{1+f}=|cus—+:sm—]{1+f]= —+i— [(1+7) ;soit: d=—+—i+i—— ; d'oll :
A 3 2 2 LI it
1-v3 . 1+3
d=——-=—+] :
2 2

En notant f I'affixe du point F,ona: 2z = Z5;

~3 1443, ~1-43  —5+3
2

1 e :
Ird=bté-— i+2i-1-5i ;soit: | f= +i

Exercice 6.9

1. 2+8J3z+64=0 (E). Cette equation est du second degrée et a coelficient réels.
On calcule le discriminant : A = (S\E]: —4%64 =64%3-4%x64 =—64 = (8)".
A < 0. donc I'équation admet deux solutions complexes conjuguées :

35—_@=—4\5_4‘f et :12_,._].:_4”!5_'_4*-_

Donc : l'ensemble des solutions est S ={—4+/3—4i : —4+3 ..--4,-] .
2.Dans le repére : ] EAES e = ANl =
O est l'origine OA =|d] _1'4[‘5'“)' = 4‘Js+’| =4xy3+1=8
A le point d'affixe a = 434 |donc:| OB=|bl= H = |a| =9
B le point d'affixe b=—4+/3 +4i AB =|b—a| =(8i| =8|i| =8

Par conséquent, OA =0OB = AB ; donc :| le triangle OAB est équilatéral.

3. C est le point d'affixe ¢ = »ﬁ +i et D, d'affixe d, est limage de C par la rotation de centre O et

J..-

] T ¥ ® ® » =
d'angle f_;; L'expression complexe de cette rotationest: z =¢ 'z :donc:
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X B r’ A
d=c¢ic= i [\!3+i)= L+il]x(xﬁ+f) - SOt ;
-)f '.,12 2 )
= J_ —h—rlﬁ—f cd'od | d=2i
g 9 A 7

4. Le point G, d'affixe g, est le barycentre des points pondérés (Q.-1), (.1) et (B.1).

O+d+b

a. Ona: g= e -1+]—d th=2i-4J3+4i soit lg——4\/_+61
b.
.-U_
G
;_\
B B
S G-
e N
: \ e s
! "'H.L, h:
! . T
| >
| A .
! s __.:' ] I
i S
| '_,.-""
| A~
* a-

c.Ona: zﬁ:b:—M+4i et zng—d=—4ﬁ+ﬁi—2.;=—4\,@+—1f.
Par conséguent :

— =Z_ el donc OB=DG ;d'ou :| OBGD est un parallélogramme.

Exercice 6.10
Résolution dans € de I'équation : z* =4~/2 (-1+1).
Résoudre cette équation, c'est déterminer I'ensemble des racines cubigues du nombre complexe

Z =42 (-1+i).

68



42 %0 et (~14i)#0, donc : 442 (=1=i) =0 ; et on sait que I'ensemble des racines niémes

d'un nombre complexe Z non nul et d'argument @ est 'ensemble des nombres comp!exes de la
8, '-ffv'

forme : J_ { ', keN. 0k<n-1. Donc:
“z|‘ =|4v2 (- 1+40)
=2 S] e Be) 4

argz= == ET —-‘-"—_;f{ ; ke{0,1.2}.

2
‘4-\!'_ ]+;| 42 —1—:‘[=4«E>¢:ﬁ=8 et
a1g(4~., (- |H:|] arg(éhf_) arg(-1+7) [27].

Ona:

Or : » 4+/2 est un réel strictement positif, donc arﬂ(=1u.5}=ﬂ ["Jr] et

=2 donc:—l+z’=\/_ e J (‘i+£:

w('f‘
i 37

—[+f=sﬁ£«:{1ﬂ:?qrJrarsm}—;’r donc : arg(— 1+:)—T [27].
s

; Soit :

Par conséguent : ‘4\5 (—1+r‘)|=8= 2* et arg(4\2(-14 f})=§ [27].

D'ou : 2124'\5{—1+f) = r 2k

Pour: k=0. L. Zkﬁ—i :
3 4
X 2kx x In 1lz
k= , —t— = —=—
4 3 " I 12
&
i B E Ak B %

, —+ ——t—=—=27
& 3 4 3 12 12
Donc : l'équation z° =42 (=1+/) admet trois solutions de méme module 2 el d’arguments

T 11z Sz
ifs: — [2x] ; 2x| ;. —— ;
respectifs . [27] = [2x] = [27]

Les solutions, sous forme exponentielle, de cette éguation sont donc :

E Jla v
=2e4, z;=2e P 8t gz, =0¢ 2,

- o - -
| 3 =2

khkkaxkbddddbdkddb bbb bddddddbddunbbddddddbddbddhbnnrammmrewkmb kbbb dddks
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CORRIGES DES EXERCICES DE LA SEQUENCE 7

Exercice 7.1
1. u,=5n+4,donc: u, =5x0+4 soit u.,;-fll: uy =5%1+4 soit |y, =9

u ., = 5(”— ]} +4 soit U, .= S5n=9 U,, = 5x¢2n+4 soit Uy, = 10n+4 1.
2n-3 30=3 . 3 2-3 S
2 = , donc: U, = soit |, =——| : U =— soit =——|:
n+2 0+2 ; 2 1+2 3
2(n+1)-3 ; 2n-1 2%2n-3 : din—3
o Se—————— soit M, = : u, = soit | i n =
n+l+42 n+3 ' 2n+2 = 2Zny2
3. u,=3n"-2,donc: |u,=-2|:  u=3x1-2 soit [w,=1];
U, =3(n=1)*=2 soit |u,,, =3n" +6n+1| ; Uy, = 3(2n)° —2 soit | u,, =124" -2 |.
Exercice 7.2
4 L3 ' v 3H+ 2
Soit (u,),.,. la suite définie par u, =———-
H ——
1. Les trois premiers termes de (x,) . sont :
2 3+2 Ix2+72 g 1 4
#y=—,; U=——et u,= s soit: |uy=—; =1 et u,=—
- 1+ 4 2+4 2 : 2

2. Pour étudier le sens de variation de (u, ) , on étudie le signe de la différence : u,_,
_ntl)+2  3h+2 L (3n+3)n+4)—(CBn+2)(n+5)

=1,

Yy =t =————— ——— = SOl " . 1 ; d'ol :
' n+l+4 n+4 : (n+3)n+4)

e _3n"‘+I?n+2ﬂ—3n:—l?n—lﬂ_ 10 :

e (n+5)(n+4) (n+5)(n+4)

Or, pour tout entier naturel n: n+5>0. n+4>0 et 10>0 ;donc:

pour tout entier naturel n, u,, —u, >0 : lasuite (z,) . estdonc strictement croissante.

3. Pour démontrer que (u, .y ©st majorée par 3, prouvons que : pour tout ne N, u, <3,

u, <3< u,—-3<0, on calcule donc u, —3 et on étudie son signe.

o s i 3H+2_3_ 3n+2-3(n+4) =
& n+4 n+4 n+4

Or, —~10< 0 et pour tout entier naturel n : n+4>0,donc: u, -3<0.

Par suite, pour tout entier naturel » : u, <3, donc : {“r--]ue:a est majorée par 3.

4. Pour tout entier naturel n, 3n+2>0 et n+4>0, donc:

pour tout entier naturel », #, >0 ;lasuite (u,) estdonc une suite & termes positifs.

On en déduit que la suite (u, ), est minorée par 0.

La suite (u,) . étant majorée par 3 et minorée par 0, elle est bornée.
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Exercice 7.3

Soit (u,) la suite définie sur M1{0:1} par: «, = dn” —IB
H_
1. Soit /: [2:4es[ > R
o 41’ :_-?' On a ainsi : pour tout entier naturel n=2. f(n)=u,.

x—1
[ est une fonction rationnelle, donc dérivable sur son ensemble de définition, ici : [2;+m[.

8x(x—1)—(4x"=3) 4x’-8x+3
-1 (=1
Pour tout xe [2:—:m[, (x+1)" >0, f'(x) adonc le méme signe que son numérateur.

Pour toul xe& [2-—@[ = )=

4x —8x+3 est un polynome du second degré, son discriminant (A=16) est strictement
positit, donc : ce trindbme admet deux racines réelles distinctes et il est du signe du coefficient
de x” (ici 4) pour tout réel extérieur a ses racines.

-

=
= : donc : pour tout xe

lxl

4> () et les racines sont :

0

8 +=ml : 4x—8x+3>0.

l\J L-J

I
3

bd | —

2>

=

, donc : pour tout xe& [2;+o[. 4x" —8x+3>0 ; et ainsi, pour tout xe [2;+s[. f(x)>0.

Mlm

On en déduit que la fonction £ est strictement croissante sur [2: 49| et par conséquent :

la suite (u, ) est strictement croissante.

4:‘13-3_4”:4”3 —3—4n(n-1) = an-3
1n-1 rn—1 n—1

n>2,donc: 4n-3>5>0 et n—-1>0 ; doli: u, —4n>0 ;soit: | ne N\{0;1}, u, >4n.

2. Pour tout entier naturel n22: u, —4n=

3.D'aprés 2. on a w, >4n ;de plus, lim 4n=+eo ; en utilisant le théoréme de comparaison.,

=4ioe

on obtient : | lim u, =+4eo|.

e

Exercice 7.4
1. u, =n(3+sinn).
Pourtout ne N : —1<sinn<1 :dou: 2<3+sinn<4,deplus n>0, donc:
2n < n(3+sinn) < 4n.On en déduit que : pour tout ne N, u, =2v_ avec: v, =2n.

Or, lim 2n=+,0na donc : pourtout ne I, u, 2v,_et lim v, =+eco. Par conséquent,

P o ; Fi —p s

d'apres le theoreme de comparaison, | lim u, = +eo|,

RSB L

2. u =2n-3+2cosn.
Pourtout ne ¥ : —1<cosn<l ;donc: -2<2¢cosn<2 dol:2n—-5<2n—-3+2cosn<2n-1.
On en déduit que, pour tout ne N, u, =v, avec: v, =2n-5.
Or, lim (2n—35)=+c,0na donc:pourtout ne N, u >v et lim v, =+00. Par conséquent,

i —1 400

d'apres le theoreme de comparaison, |lim u, = +=¢i_

B3 e
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3. u

S
3 n+2
Pourtout ne N : =1 (=1)" <1 ;donc: 3n—=1<3n+(=1)" <3n+l.

v 3n=1 _3n+(=D" _3n+l . 3n—1 3n+1
De plus, »-2>0,dou: < ( ] < ; soit : <u,=< .
n+2 n+2 n+2 1+2 n+2
i
o nl 3+ J 3+l ;
— ] ; 7 : :
Ona: lim =lim ——% = lim —2 =3 [car lim —=0.]
H—yie 3q -|-2 = 2 H=pams 2 fi—r=oa 37
nll+ I 1+—
n n
¥ 1"\
n! 3—— 3_I_

-

” . 2 : ! I -
De méme, lim = lim ~—,}“' = lim —i; =3.

e ] ? b o ij = o
f i nl 1+ —] s
H

Dong, la suite {u,,]m! est encadree par deux suiles convergentes de méme limite 3.

Par conséquent, d'aprés le théoréme d'encadrement, | lim u, = 3|

==l

Exercice 7.5

: o= 1)
Soit (u,) . la suite définie par : [ )
o ]u,_,,, =2u,+1, pour tout ne N,

1. Pour n=0. on obtient : u, =2u, +1=1: pour »n=1, on obtient : z, =2u, +1=3 et
pour n»=2, onobtient : u, =2u, +1=7.

2. Soit la propriété « u, =2"—1 »,
» Aurang n=0 : 2" ~1=0=u,, donc la propriété est vraie au rang n=0.

+ On suppose ensuite qu'elle est vraie au rang », c'est adire : w, =2"—1.

Onaalors : u,,, =2u, +1=2(2"-1)+1=2x2"-1 ;soit: u_ =2"'—1. La propriété est donc

héréditaire (si elle est vraie au rang », alors elle est vraie au rang n+1). .
La propriété vraie au rang 0 et elle est héréditaire donc : | #, =2" —1 pour tout entier naturel ».

1+

Exercice 7.6
=1
Soit (2,), _,. la suite définie par : 1 ;
o U, =—u,+1, pourtout ne N,

ni+l

1. On veut montrer par récurrence gue pour tout ne N" : 1<y, <2,

« On verifie d'abord la propriété au rang n=1 :
Pour n=1, v, =1 ;onadonc bien: 1<y <2,

« On suppose ensuite que la propriété est vraie au rang », c'estadire: 1<u, <2 ; et on veut

démontrer gu’elle est héréditaire, donc que 1<u,, £2.

] . 1
Ona:u,, =—u,+1 etsil<u, <2, ,alors: —<—u_ <1 ;donc:
3 L] i 2 2 i

i




~<u,,<2.Comme 1< Shona donc finalement : [ <u_, <2.La propriété est héréditaire.

2 | L

La propriété est vraie au rang 1 et elle est héréditaire, dong : . pour tout ne K, 1<n

P

2.‘

2. Pour étudier le sens de variation de (u, ) , on étudie le signede : 1, —u, .

1 l % . ! ;
Ona:wu,—u=—u+l-u, =—-u,+1. Or, d'aprés 1. on sait que, pour tout entier naturel

-

]
nzl: 1€u <2 donc : —1{-;1,; &

(on a multiplié les membres par -%} ; et donec :

I‘NJ|'_‘

0s—u +1= Dou: u,,,—u,=0 etpar suite : | La suite (uu}w__,. est croissante.

2 H

t-J-I —_—

3. On vient de démontrer que la suite (2, ) . est croissante et, d'apres 1. elle est majorée par 2
|

(puisque, pour tout entier naturel n non nul, 1< <2 ), donc elle converge. (cf. théoréme 3. cu paragraphe

7.111.5).

4.a) Montrons par récurrence : pour tout ne N, u" = F_E

1 e :
=« Pour n=1, ona: —-2|T1+2=—1+2=1=H|. La propriéte est donc vraie au rang n=1.

1 H i - - I
« Supposons qu'elle est vraie au rang », c'est a dire : u —+2 et montrons qu'alors elle

est vraie au rang n+1.

=

1 1
U =zu,+l,sly, =——<+2, 0na:u,_=—(-—+2)+l=——+1+l=—+2.
2 Eﬂl H q =] H

La propriété est donc héréditaire.

On a donc démontré que, | pour tout entier naturel # non nul: u, = - —+ 2,

. i 1 o
la suite définie par v, =— Sep sonaainsi:u, =v +2.
P IJI = I 2k | 1 1 % = = o
ourtout ne M , v, = = —?_1.&:; = ;3;_ ; (v,),s, estdonc une suite géométrique de

b) Soit (v,)

n=l

1 . ? l
—{<l,ona: lim v, =0 etdonc (limite d'une somme) : ' lim u,=2 |

Fi—¥ oo =420

; 1
raison = Comme

9. On a démontré au 3. que la suite (2,) . converge. Posons : limu, =(, (e R .

p—4-0

Onadoncaussi: limu,  ={.

M=oy

: 1 i o 1
De plus, la fonction £ : x> ;x—i—l . est continue sur [X donc en ¢ : en utilisant le théoréme

\
5 (7.111.6.) on obtient : lim f(u, )= f(£f); soit: lim (%u k1 =|5.f+1

1 ot mmian "'

s | 1
Or, d'aprés I'énoncé, u,,, =5u,+1.donc: limu,,, el

UL & o

-

B

_-

1
Le réel ( vérifie donc I'éguation ¢ —%r +1, équivalente a : —L_I ;on retrouve | {



Exercice 7.7

=13

L]

Soit (z,) ,, la suite définie par :

I ]
Uy =—7U, +3: pour tout ine Pﬁ
:‘l

Soit (v,), .. la suite définie par : v, =u,,, —u, pour tout ne N.

It
b

f+3|=IfH

: 1
1. Pour tout entier naturel w ona: v,,, =u,_,—u,, =—u,,, +3—| —u,
=+l e 221 H ] il 4 & )i 4 14|

—u,);donc :

I : IR . I
pour tout ne N, v, =EF" : par suite : (r}t est une suite géométrique de raison E

2. D'aprés a. (v,) | estune suite géométrique de raison 7 et d'apres sa déefinition, son premier

1 9 :
terme est : v, =y, —u, =E+3_l i Par conséquent,

1Y
pour tout entier naturel » : v, = uﬂxlk&} , soit =

#

il

Pour exprimer u, en fonction de n, nous vous proposons deux méthodes possibles :

e

Premiére méthode Deuxiéme méthode
Pourtout ne N,ona: v _ =u,—u,, Pourtout ne M,ona: v, =u,_, —u, ;donc
11ra—-" = 1‘Iln-—l =7 Hn- 2 ”-; = H,-n] = 1"‘,- 5
..................... ] - :
Et ainsi de suite jusque : v, =u, — 1, . De plus  u,, B ki obtient donc :
En sommant ces » égalités membre a membre, on 1 » :
obtient : s he=, & ue Ton: peut veiie
Vr.‘—] T I'HI—: +"'+""ﬁ = ;”:: _-I{:.'—i i H-r-' n- ) T +”1 H' l 3 -
Vo Vs eV = U, — i, _EH" —_>—11i ;soit : E M
l\li e ik 4 :
1_[_ | Dol : u, —-3(3—%).
Parsuite : u, =1=v,+v +..+v _ =y, x—— ;
ir = l 9 ] v -
I_E En remplagant v, par v, =IX£E] , trouve
[somme des 1 premiers termes d'une suite géométrique)]. précédemment, on déduit :
f * i
7 . S [ P - i
p 9 4 1) 1 u,==|3—=x —| ==X3==X—=X| —
Dol : u, —1=—X=X|1—-[—| |=3|1-| = 3 4 \4, 3 3 4 \4,
4 3 4/ 4 ¥ 3

H,llfl'
Finalement u,_=4-3(l .
4)

R ]

% <1 donc: lim (l] =0. Par suite :| lim wu, =4.

o T R R T s i
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CORRIGES DES EXERCICES DE LA SEQUENCE 8

Exercice 8.1

1. Ici les boules sont tirées simultanément ; par conséquent chaque tirage est une combinaison de
trois éléments de I'ensemble des sept boules de I'urne. Le nombre de tirages possibles est donc :

(7 7! %3
}:--- : =?}{6 2 =75 . soit : 35 tirages possibles.
LE_, 314! 3x2

2. |l y a quatre boules blanches dans l'urne, donc :
'

J =4 tirages ne comportent que des boules blanches.

\ -1/

3. Un tirage unicolore comporte soit uniquement des boules blanches soit uniquement des boules
noires ; ces deux événements étant incompatibles.
.-’3\
*-.31
En utilisant le resultat de la question précédente. on obtient donc :

Le nombre de tirages unicolores est : 4+1=35.

Il y a trois boules noires dans 'urne dong : =1 tirage ne comportant que des boules noires.

4 3
4.llya [l )z 4 facons de choisir la boule blanche et {7] =3 fagons de choisir les deux boules

noires, donc : 4x3 =12 tirages comportant une boule blanche et deux noires.

Exercice 8.2

1. Les cartes etant tirées simultanement, chaque tirage est une combinaison de guatre élements
de I'ensemble des trente-deux cartes du jeu ; le nombre de tirages possibles est donc :

[32‘*- 320 32x31x30x29 8x4x31x10x3x29

|= =4x31x10x29 =35960.
281 4! 4x3%2 83

2. Si le tirage comporte le roi de ceoeur, il reste trois cartes a choisir parmi 32—-1=31 cartes
(puisqu'on a déja choisi le roi de coeur). |l Y a dong :

*‘31]_ 311 _ 31x30x29

=31x29x5=4495 tirages comportant le roi de coeur.

L3 28131 32

3. On choisit donc les guatre cartes parmi les huit cartes de cceur ;ily a :
|"8“l“_ 8!  8X7x6x5
\4) 4!4! 4x3x2

=T7x2x35 =70 tirages comportant quatre cceurs.

4. On choisit donc les guatre cartes parmiles 32 -4 =28 cartes qui ne sont pas des as.
28'}_ 28!  28x27x26x25 7x4x9x3x13x2x25

= ——————————— =Tx9%13x25 ;soit :
241 4! 4x3x2 4x 32

20475 tirages ne comportant aucun as.

I adonc:[
Yy 4

715




Exercice 8.3

1. Il'y a dix chiffres : 0.1.2,3.4,5,6,7.8 et9. Chague code étant formé de quatre chiffres

distincts, c'est donc un arrangement de quatre éléments de I'ensemble des dix chiffres.

|
lly adonc: A =10 10x9x8x7=5040 codes possibles.

6!

2. Il y a cing chiffres pairs distincts (0.2.4.6.8) donc ;

|
A= % =3X4x3x2 =120 codes comportent 4 chiffres pairs distincts.

3. Si le code commence par 2, il reste trois chiffres distincts a choisir parmi neuf pour former ce

code (on ne peut plus choisir le 2). Il y a donc :
01

Al :r—; =9x8x7 =504 codes commencant par le chiffre 2.
e

Exercice 8.4

1. Les jelons sont tirés au hasard et simultanément ; chaque tirage est donc une combinaison de
quatre éléments de I'ensemble des dix jetons du sac. Il y a donc :

’IU”‘*‘_ 10! 10x9%8x7
4] 6'4! 4x3x2

=210 tirages possibles.

2.a) L'univers £ associé a celte épreuve est I'ensemble des combinaisons de quatre éléments de

10
'ensemble des dix jetons du sac ; par conséquent : card Q= 4 =210,
N
De plus, les lirages sont équiprobables, donc la probabilité d'un événement 1" est: p(T) = mr:::}
oar

 L’évenement A : « Les qualre numéros sont identiques » correspond & « Tirer quatre jetons

4
blancs marqués 0 » . Il y a quatre jetons blancs marqués 0, d'oli : card A= [4J =1.

card A 1
Ay= ; par conseguent, A= .
p(A) s o q p(A) D

» Pour réaliser B : « Avec les jetons tirés, on peut former le nombre 2 000 », il faut obtenir un
tirage comportant un jeton blanc margué 2 et trois jetons blancs marqués 0. Comme le sac
contient deux jetons blancs marqués 2 et quatre jetons blancs margués 0, on a:

2) (4 8 -
caraz’B:(l}x(“];Excl:R.Dr, ,:J(B}tmrdB donc : | p(B)=——

card EIU:E‘

» L'événement (' correspond a « Tirer quatre jetons parmi les six jetons blancs du sac » ; donc :

’6] 6!  6x5 card C i 5. 1
ardC=| |= =——=15.0r, p(C)= donc :| p(C)=—=—-
o L.f;,, TTETIE B PO =0 14

» L'événement /) « Tous les jetons sont de la méme couleur » correspond a « Tous les jetons
sont blancs ou tous les jetons sont rouges ».

Onadonc: D=CuwD, avec: D, I'événement « Tirer quatre jetons rouges ». Comme il y a
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‘40 ;
quaire jetons rouges dans le sac. card D, =| =1,do0: p(l))= il = 5
\4) cardS) 210
Les événements C et D, étant incompatibles (les quatre jetons sont soit blancs soit rouges), on a :

v B 2|
M= p(Y=p(D)=—+— :soit:| /(D))= —=——-
)= pC)= PO) =5 0t o I 219_105_‘

« E estl'événement : « Au moins un jeton porte un numéro différent des autres », son événement
contraire £ est I'événement : « les quatre numéros sont identiques », donc : £ = A4 et par
conséquent: E=A.

Z 5o
Fapelig *"{5)_'f?(-"]zl—ﬂ("“ﬂ—% - soit : ;:[E.‘l=%-
BnC
b) On cherche f’;-(3]=£~(~,—)-
pe)

L'éevénement B s’exprime en francgais par : « Tous les jetons tirés sont blancs et permettent
de former le nombre 2000~ . Or, les jetons marqués 2 ou 0 sont uniquement de couleur
blanche,donc: Bc C etparsuite: EnC=28.

8
Doit : p,.(B)= ’”(B‘T(‘} _rB) _210
HO e B

210

: 8
s soit ;| p By =
P (5) =

3.a) Les valeurs prises par G sont : 75:50;20:-25:-5, soit : G(Q) ={75:50:20;-25:-3}.

» L'événement (G =75) correspond & « avec les jetons tirés, on peut former le nombre 3 000 » ou

encore « tirer, un jeton rouge marqué 5 et trois jetons blancs marqués 0 ».
Avec un raisonnement similaire a celui utilisé en 2.a) pour B, on obtient :

1) (4 card(G =75) 4 2
sardtr="T715)= P — 1} Dl’. =15 = — :d'ou: G=75)=—=—.
=1 [1, L] AL s P V=210 105 ‘

« De méme, I'événement (G =50) correspond a « avec les jetons tirés, on peut former le nombre

3\ (4
7000 ». D'ois : card (G =50)= 1]}{'3 = 3x4=12.
)
" card (G = 50) . " 2 2
G=50)= Z:dol:| p(G=50)=—=—.
ME=N= nam PG=30)=5715"135
: ‘ 4
«Ona (G=20)=8 ;dou: ;;({}:20):);;(3}:]0‘.

» L'événement (G =-25) correspond & « tous les jetons tirés sont margués 0 ». Donc :

4 | s
card(G==35)=| " |=1 etdonc | plg =25 =TE="2) _
4 card § 210

* Ona: p(G=73)+ p(G=50)+ p(G =20)+ p(G =-25)+ p(G=-5)=1 ;d'ou :

"R N ey 1AWty IRy 33 ¢
G=-5 =1—f ; S S - e AL
4 )=1= 36" 210 210+21u) T i
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On peut présenter ces résultats donnant la loi de probabilité de ¢ dans le tableau suivant :

) 5 50 20 95 R
‘J T —0 —
Sot 1:((*)_‘5-].

Exercice 8.5

Partie A

1. Le tirage des deux boules s'effectuant de maniére simultanée ; l'univers  associé a cetle
epreuve est I'ensemble des combinaisons de deux éléments de I'ensemble des n+8 boules de

- —8\‘ I +
lurne. Par consequent, mrd,ﬁ:[n _ (n=8)!  (n+8nt7)

2 [ﬂ+6}'21 2
Soit B Il'événement « tirer deux boules blanches ». Il y a n+8 boules dans l'urne dont n
A
" n!
blanches, d’oll : card B = ]_ =1y
2} n— 2}'7' .

Le tirage se faisant au hasard. I'hypothése d'équiprobabilité est satisfaite et donc la probabilité est
unifarme ; par suite :

n(n—=1)
card B _ 3 , n(n—1)
B) = | p(B) = :
LS Lardﬂ l'ﬁ'+8){n+?) 90l 1| p(5) (n+8)(n+7)
p)

2.a) Soit A I'événement « tirer deux boules de méme couleur ». Ona 4= 4, 4, U 4,, avec :
A=RH;
A, I'evénement « tirer deux boules rouges » ;
| A, I'événement « tirer deux boules vertes ».
Ily a5 boules rouges dans l'urne, donc :

(5 card A, 10 20
cardA,=| _[=10 etparsuite: p(4,)= L — = :
. \3] 3 Pld) cardQ  (n+8)(n+7)  (n+8)(n+7)
7

De méme. il y a 3 boules vertes dans I'urne, donc :

3) c,.ﬂr.r.:fAJ 3 6
d A. :( 3 A = =
o xzj Mpsraile: Je= rin ibinel] GoiineT)
2

Les événements 4, 4, et 4. élant deux a deux incompatibles, on a :
nn—1)+204+6
(n+7)(n+8)

pld)= P(-"‘IL UA:.; Uf‘i;} = P{AaJ +F'|:A})'+' I?{As) —

n —n+26

(n+8)Yn+7)

dol : | p(n)= p(A)=
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1!_ - '3_ 5

b) 11m p(n)= lim W =0pan = lim " ”+2{:’ i ——elt
ns=e (R+8)n+T) ==t +15n+36  noee l+1_:*+35
n Hz

g 1 ' 1 y =
Comme : lim —= lim — =0, on obtient : _hﬂ] pin)=1

i 6 2] ” i R a ”_

On peut donc en conclure que :

lorsque 71, nombre de boules blanches, devient trés grand, I'événement « tirer deux boules de
“méme couleur » a une probabilité prache de 1, cet évenement devient presque certain.

Partie B

38 i 2
1. p(4)= - 4‘+_6 = ; soit ;}{4}=ﬁ-!
(4+8)(4+7) 12x11 66

Tl

2. A chaque tirage, lorsque les deux boules sont de méme couleur. le joueur recoit 40 euros et
lorsque les boules sont de couleurs différentes, le joueur recgoit 5 euros.

Au debut la mise est de 30 euros, donc on part de -30.

On peut représenter les deux tirages successifs sous forme d'arbres.

Un premier arbre nous permet de trouver les différentes valeurs que prend la variable aléatoire X
et un second arbre nous permet de calculer la probabilité de « chaque branche ».

a) : 50

1B

A prend donc les valeurs 50: 15 et —20.

15

AN AN

—20
L
b) La probabilité d'obtenir deux boules de la méme couleur pour un tirage est p(4) soil : F*
30
Appelons D) I'événement « obtenir deux boules de couleurs différentes pour un tirage ».
1) est I'evénement contraire de I'événement « obtenir deux boules de la méme couleur pour un

tirage ».

Donc la probabilité de D estégalea: 1-p(4)=1- Dl

66 66
L'arbre donnant les probabilités est :



52

Ef=- 12 10 -
%/ﬁ ED: p'l_hu}:h - IJ[.‘Y=SU)= :Ll_'lJ s J:f:'l
,,f"’ 66 4356
10
i Rt (X =15)=p, 4 g 19 AT
L v = =AM ——
: i 6 66
il (X = -}_1786_ 893
% TR 4356 2178
155 P3=7%6%¢6
E/'/
e
38
.L%
R . N 47 _2"’[]9
—EEE_FL—'{I)\""' P()i: = 20)— P, (6&} _4_:;5_.6

Attention : ne pas confondre p, et p(4).

On peut présenter ces résultats donnant la loi de probabilité de X dans le tableau suivant :

% 50 15 —l
2
2R =) 361 893 2209
b 4356 2178 4356
c) On en deduit, I'espérance de X est: E(X)=50x p(X =50)+15x p(X =15)=20x p(X =-20)
3 01 ) <
E(X)=50x ”b]_+l5>~i 5 ot - 080 : soit : E[x]zi»

356 2178 4356 4356 33

Exercice 8.6

1. Ily a douze billets dans le panier dont dix marqués « U, » et deux marqués « U, ».

Le tirage d'un billet dans le panier s'effectue au hasard et les tirages sont équiprobables : par

10 5 2.
conséquent : p(d)=—=— et p(B)=—=—-

12 6 12 6
Ona: p(GnAd)=p (G)xp(A).
Dans l'urne U, , il y a douze jetons : dix margués « perdant » et deux marqués « gagnant », donc :

12 dou : p(G i A) =3iﬁ..

De méme p(GNB)=p,(G)x p(B).

2 L0 . L...5
P.(G)=== idob: p(Gn4)= PAGYX pA)=<x2

Dans l'urme U, , il y a douze jetons : sept marqués « perdant »

Pe(G)=

et cing marqués « gagnant », dong :
5
o

> vd'ol: p(GNB)= p,(G)x p(B) =ixl : soit :

: p(GnB)=
12 12 6

2. Les événements A4 et B, sont incompatibles, chacun de prababilité non nulle, et leur réunion
est l'univers associé a la 1°*® étape, donc {4,8} est un systéme complet d'événements, et la

farmule des probabilites totales permet de calculer la probabilité de G :
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: _ , 5 5 RWET
f?(f?J=P.;(f.?)><ﬁ{A}+P.a(GJXP{BFptﬁr‘ﬁAHp(GﬁB}=§+; : soit 1| p(G) === \
200 A A
3. La probabilité de I'événement 4 sachant G est : '
5
p(G oy A) _ 36 24 2
b= == =— :80it: p;(A)=—
24

I Ona: p,(4)# p(4),donc: A4 et G ne sont pas indépendants.

X o 2D .
Remargue : on aurait pu aussi caleuler p(G)x p(d) = ﬁ 7 =m el conslater que p(GmiA) = p(G)x p(A).

Exercice 8.7

) 3
1. 60% des séjours ont lieu en France, donc : | p(£') :];?0 = é

45% des séjours en France durent une semaine, donc : sachant gu'un séjour a lieu en France, la
43 45

probabilité qu'il dure une semaine estde —— ;d'oli: | p, (S)=—= Sl ‘
100 100 20 |

F' est I'événement cantraire de F « le séjour a lieu en France » dong, F est : 'événement « le

& ey S 75
sejour a lieu a I'étranger », et d'aprés les données, ona: | p: (8)= ~—-=§+

2. L'évenement « le séjour dure une semaine et a lieu en France » est F N S.

=
Ona p{Fr‘wS}:p_,_.{S)x;a[_F}:%x% ;soit:| p(FNS)= ]U?I'.}

3. {F F] est un systéme complet d’événements, donc la formule des probabilités totales permet

de calculer la probabilité de S : p(S)= p, (S)x p(F)+ p=(S)x p(F).

— - 3 2 NP S S e T e 57
Fl=1-=p(F =1-—_~ dou: p(S ——:<—+—x—-—+— . soit ;| p(S -
PF)=1-p(F)=1-T= PO)= 2675 4 5 100 T 20 AR

4. La probabilité qu'un séjour d'une semaine ait lieu en France est p.(F):

21
p(Fn0sS) 100 27 9
il (F)=—.
pe(F)= e o PelF)=—
100

5. Chague choix d'un dossier est une épreuve de Bernoulli avec,

pour « succes » S : « le séjour dure une semaine » et pour « échec » §.
On a supposé gue le nombre de dossiers était suffisamment grand pour que le choix d'un dossier
soit assimilé a un tirage avec remise, ce qui revient a supposer que la probabilité de S est

: 57
constante, soit: p(S)=p=——=0,57.
ps)=p 100
On choisit quatre dossiers de fagon indépendante, on définit donc un schéma de Bernoulli.

31



Soit X' la variable aléatoire égale au nombre de dossiers dans lesquels le séjour dure une
semaine, parmi les quatre dossiers choisis, alors :

A suit une loi binomiale de paramétres n=4et -i =0,5

On a donc, pour tout entier k tel que 0< k<4 : [ (U 57)"( ?)H

On cherche la probabilité qu'aucun des séjours ne dure une semalne, soit :

4 ‘nY (n
px=0)=(2)0sn(-057" et (1)=[2)ers rer 2

p(X =0)=(0.43)" : soit: p(X =0)=0,034.

Exercice 8.8

1. D'aprés I'énonce, d'une part, on a: p(F)= IR et ;?[F;}=£—i , et d'autre part, on
TO100 4 oK) 4

sail que la proportion de composants défectueux est de 3% chez le premier fournisseur donc :

sachant que le composant provient du premier fournisseur la probabilité qu’il soit défectueux est

3 3 B
—, soit : D)=—=0,03. De méme, p,. (D)=—=0.02.
100 25 (D)= b U

Onaalors: p(DNF)= P (D)X p(F)=0,03%0.25 ; soil :| p(DnE)=0,0075.

{£.F.} estun systéme complet d'événements donc, d’aprés la formule des probabilités totales :
p(D)=p,. (D)x p(F)+ Pr, (D)X p(F,)=0,03%0,25+0,02x0,75 ; soit : | p(D)=0.0225. ‘

2. La probabilité gu'un composant provienne du premier fournisseur sachant qu'il est défectueux
: p(DNFE) 0.0075 | 5 1
st pol R )= = 8ot | BaliF )= =—
Po(F) p(D)  0,0225 Po(R)=5573

3. Chague commande d'un composant est une épreuve de Bernoulli avec, pour « succés » D
« le composant est défectueux » et pour « échec » .Ona: p(D)=p=0.0225.

On commande 20 composants donc : si on appelle } la variable aléatoire égale au nombre de
composants défectueux parmi les 20 commandés, alors :

¥ suit une loi binomiale de paramétres n=20 et p= p(D)=0,0225 . Par conséquent :

20 : 20-4
p(Y=k) =( 2 )(0,0225)“ (1-0,0225)" , pour tout entier & tel que 0 <k <20
La probabilité gue deux C{Imjpgs_aggs exactement soient défectueux est donc :

b1
p(Y=2)= L _}0 |(_0.0225)"(0,9775)”‘:n,nﬁct.
Shok

4. X suit une loi exponentielle de paramétre A donc, pour tout réel positif 7 : p(X >r)=
a) On saitque p(.X >5)=0,325, d'ou: ¢”* =0,325 ; les deux membres étant strictement

positifs, on en déduit : =54 =1In(0,325) etdonc: | A= —Js-ln (0.325=0.225.

b) La probabilité qu'un composant dure plus de 8 ans est : p(X >8)=¢™ =™ ; soit :

p(X>8)=¢"*=0,165. |

82



¢) La probabiliteé qu'un composant dure plus de 8 ans sachant gu'il a déja duré 3 ans, est :
(X >8)= p((X>8)N(X>3)) p(X >8)
Pi» p(X >3) p(X >3)
, 84 —
dot: py, (X >8)= : —=e7*; s0it 1| pyys (X >8) =

T 3 ;r(.i’>3]=e"$’]‘ et j:r(k’:»f%):e'“,

.325.1

Exercice 8.9

1. X suit une loi exponentielle de paramétre A done, pour tout réel positif 1 : p(X >1)=¢™

X>1+5)n(X >t X >1+s g~ AN
Pourtout s20 : p, (X >1+5)= p((X >1+5)n( ) i P( s) _e :

pX >1) wWrssy et
soit: p.., (X >t+5)=¢*; par conséquent p,., (X >/+s) ne dépend pas de t.

2. A=0,00026.
a) p(X >1000)=¢""* ;soit: | p(X >1000)=e “* = 0,771.

p(X £1000)=1- p(X >1000) ; donc :| p(X 1000)=1—e " =0,229.

X <3000 (X > 2000 2 20002 _ ,=30004
) Pysam (< 3000) = 2L ) )] _ p(2000 < X <3000) _ e g3

(X >2000) L plrEaonny | - | e
En multipliant numérateur et dénominateur par ***, on obtient :
L0 -10004
DX <3000) = =" ; s0it: Py 0 (X <3000) = 1= p(X > 1000) = p(X <1000);

&

d'ol 2 | Py (X <3000) = p(X <1000) = 0,229.

[ Autre méthode possible :
p,fb.?ﬂﬂl'.' (X < 3000}4‘1"’ !s.'-,,u.:p[;(X 2 30{]{}} = l 5

D'aprés 1. on a: Py, o0 (X >3000) = py. 00 (X >2000+1000) = p(X >1000). D'ou
P ann (X <3000) = 1= p(X >1000)= p(X £1000).

Ce resuliat n'est guere surprenant : X suil une loi de durée de vie sans vieillissement, la probabilité que
l'agenda fonctionne moins de 1000 heures aprés avoir fonctionne 2000 heures est la méme que la
probabilite qu'il fonctionne moins de 1000 heures.

Exercice 8.10

X suit la loi uniforme sur |0:5] donc X a pour densité la fonction f définie sur K par :

%, Si xe[ﬁ;S] el f(x)=0, sinon.
u - ; =

Par conséquent : [ f(x)dv=0 et [~ f(x)dx=0.

1. p(X <2)= L f(x) dx= Ef{:x:} dx + Ef(.r} dx ;donc :

1
f=r—=

e 3 Tear ] s ™
pX<2)=0+] gctr_g[.x]ﬂ_gizm) ;d'oli 1| p(X <2)=

Ut|l~J




2. p(X >3)= Fj‘(x} de= Ef(x) dx + lef'{x} dx ;donc:

. 5 1 e8] 4 e
p{;1>3):j3 —S-dr+0=~5-[x]3=§[5-3};dou. pX >3)=

| b2

2, 2, o .
3. plX EE,S'}z ’L!_f'(x) dy = ng %dxhé[l];ﬂ—%_g ;d'ou : p[\’glﬂj_iﬁ l
IARSRE 3 I A wiony
4. p2= X {.:-J=L_f{x} Iﬁ:L ;dm;:;.--[x]j ‘d'ol : p[z“-'_:_?f{_)j:;—i--

Exercice 8.11

L'éguation ax’ +(3a+2)x+a =0 est une équation du second degré, si et seulement si ¢ est non

nul, Dans ce cas, elle admet deux solutions réelles distinctes. si et seulement si : le discriminant A
est slrictement positif.

Pour a# 0, le discriminant est : A=(3a+2) —44¢’ =(3a+2) —(2a)’ =(a+2)(5a+72).
2 .
A est un trindbme du second degré en a, ses racines sont =2 et —% . le coefficient de a (ici 5)

est strictement positif ; donc A > 0 pour toute valeur de « extérieure aux racines.
Par conséquent, I'équation admet deux solutions réelles distincles, si et seulement si :

3
a#0 et (a{-’z ou a}-gJ;suit: ac [—3;—2[U]~—3;I}[U]U;l] puisque @& [-3;1].
J 2

e

Soit X la variable aléatoire égale a la valeur prise par a. Le tirage se faisant au hasard,
I'nypothese d'équiprobabilité est satisfaite et donc la probabilité est uniforme.

X suit la loi de probabilité uniforme sur [-3:1] donc X a pour densité la fonction f définie sur
1

1-(=3)

On sait que p(X =0)=0 [X variable aléatoire continue, la probabilité que X prenne une valeur isolée est

nulle], donc la probabilité cherchée est :
{ 2 2
pl(BsX < DU(-=<X 51)}: P32 X <-2)+p(-=< X 1)
\ 2 S

R par: f(x)= =%,si xe[-3:1] et f(x)=0, sinon.

= j‘jf(x}dx + I_Iﬁf[x)a’x

Yo i ]
=215 "';[J"]!,_;i

\ 2) 23
p[(—?:iiX{mZ]u{mE«:Xill} ;lx{-2~:3}+-1-[l+'; =—]-[1-|-1+—J:lx13=§-

N

-

La probabilité pour que I'équation admette deux racines réelles distinctes est §= 0,6.
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CORRIGES DES EXERCICES DE LA SEQUENCE 9

Exercice 9.1
J est le barycentre de {(A,3).(B,2)} , donc :

pour tout point M du plan, on a : 3MA+2MB = [3+2)m = 5MJ.
De méme, H est le barycentre de {(C,1),(D,3)} donc :

pour tout point M du plan : MC +3MD = (1 3)MH = 4MH.

Deux vecteurs du plan sont orthogonaux si el seulement si leur produit scalaire est nul.
Par conséquent :

(3MA +2MB) et (MC+3MD) sont orthogonaux < (3M£+2M_E§)-(M—C+SHE_}]=U

& 5MJ-4MH=0

= MJ-MH=0

& MJet MH sont orthogonaux
"M appartient au cercle de diamatre [JH] :
|sid=Halors:M=J=H.

L'ensemble cherché est donc le cercle de diameétre [JH] ;
~siJ et H sont confondus, ce cercle est réduit a un point, M = J = H.

(3MA + 2MB) et (MC+3MD) sont orthogonaux &

Pour tout point Mu plan,ona: : # siJ#H, on trace le cercle (C) de diameétre [JH].

3MA +2MB =5MJ . |
En particulier pour M=A ,ona: :
|

3AA+2AB=2AB=5AJ d'ol m=§A_E§.

a

9E5.
4 : |
On peut ainsi construire les points J et H. ; | :

* sid=H,

De méme, CH=

D
R =t

J B

>

Exercice 9.2

Croquis a I'échelle 0,5 ABCD est un losange de centre O, donc :

» AB=DC et BC=AD
» O esl le milieu des segments [AC] et [BD] ;

» les droites (AC) et (BD) sont perpendiculaires.
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1. AC et AO sont colinéaires et de méme sens : de plus, O est le milieu de [AC], donc :

E-E=AC><A0=AC><%AC=%ACE ; soit :| AC-AO=18 |

2. O est le projeté orthogonal de D sur (AC), donc: AC-AD=AC-AO :dou| AC-AD=18 |

3. Les vecteurs BD et AO sont orthogonaux, donc : [_ED-AG:D .

4. BC=AD, donc : BC-AD=AD =AD",
Le triangle AOD est rectangle en O, en appliquant le théoréme de Pythagore, on a donc :
AD’ =0A*+0D* =3*+4%=25. D'ou :| BC-AD=25 |

5. O est le projeté orthogonal de D sur (OC) et O est le milieu de [AC] , donc :
AD-OC=AO-0C=A0 =A0’ ;soit: | AD-OC=9 |

Exercice 9.3

1. On sait que : - la médiatrice du segment [AB] est la droite qui passe par le milieu de ce

segment et qui est perpendiculaire 3 la droite (AB).
- deux droites sont perpendiculaires si et seulement si leurs vecteurs directeurs
respectifs sont orthogonaux.

- deux vecteurs sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul.
La droite (D) est la médiatrice de | AB| ; soit | le milieu de [AB], on a donc :

M (x. »)e (D) < IM et AB sont orthogonaux <> IM-AB=0.

-

Le point | a pour coordonnées [

1:3] et le vecteur AB a pour coordonnées [—3;—4]; d'ou :

== £

o5 39
M(I:‘J’:JE {D} — _3[—1"—51_4(}"*3} — -3.1‘-4_].’—-::*:0.
A A
"\L']
Une équation cartésienne de (D) est donc : =3x —4y+%‘ =0, ou encore : 6x+8y—-39=0.

—

2. La droite (D) est la médiatrice de [BC]. De maniére analogue, soit J le milieu de [BC] ;
M (x. y)e (D') & JM et BC sont orthogonaux < JM-BC=0.

_—

J a pour coordonnées (%2] et le vecteur BC a pour coordonnées (3:2) ;dou:

LRt S =48
M(x.y)e (D) < 5‘ F== +2(y-2)=0 & Sx+2y—-—=0.
\

—

= 2 3
Une équation cartésienne de (D) est donc : :;x-:nzy-% =0,ouencore: 10x+4y—-43=0.

—_—

3. H, centre du cercle circonscrit au triangle ABC, est le point d’intersection des droites (D) et (D).
Par conséquent le couple de ses coordonnées est le couple solution du systéme :

39 47

T 14x =47 = e

3I 4}""' 5 0 "‘61"“3_}"5_39 J ; 14 : f4? 33-‘II
3 = = [ cdotr ;| Hl - 22 |

" 43 | 20x +8y =86 | y==|—=-5x 33 | \14°14 )

b EeEb " 2k y=12
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4. Le rayon r du cercle circonscrit 2 ABC est égal a HA.

—— f“. o | -y Ny ' .-'..
Or HA a pour coordonnees 4—£:5—‘}—3J soit : iiJ
(SRR | 14 14
¢ H'I: - N - r‘ F 5 =
D'ol : HA® = - + F] —'qurﬂ- ot done : [ =220 -
'-.14,} \]43 x 14‘ 14
( Y et
Par suite : M(x. y)€ (C) & HM=HA & HM’ =HA® & | ksl +[}._J_3] =14510
\ 144 % 14 14°

' 2 2 =
Une équation cartésienne de (') est: | x ﬂ] |.LJ,._ E] k! 1431’]_
%= A 14 196

On peut aussi utiliser |z propriéts :
une éguation cartésienne du cercle de centre H etde rayonrest : (x—x, ) +(y-y,) =+*

ALY

| (0 .-'._ () .

Exercice 9.4
1.2) MA’~ MB’ =MA — MB' =(MA - MB)-(MA +MB).

Or | est le milieu de [AB], donc c'est Iisobarycentre de A et B, c'est a dire le barycentre du
systéme {(A,1).(B, I}}, Par suite, pour tout point M du plan : MA ~MB =2MI.

De plus, pour tout paint M du plan : MA —MB=BA ;d'ol : | MA*— MB* =2BA-MI=2IM-AB. |.

b) On sait que |, milieu de [AB]= est équidistant de A et de B, donc | est dans I'ensemble cherché.
M est équidistant de Aetde B & MA=MB.
Or, MA et MB sont des distances donc des nombres positifs, d'oti : MA =MB < MA? =MB?.
MA? =MB? & MA? —MB?* =0 < 2IM-AB =0 (d'aprés 1.a). Finalement :
M est équidistant de A et de B si et seulement si les vecteurs AB et IM sont orthogonaux.
L’ensemble des points équidistants de A et de B est donc le plan,

passant par | milieu de [AB| et admettant pour vecteur normal : AB.




2. Soit | le milieu du segment [AB], | a pour coordonnées (1:1;2) ; le vecteur AB a pour
coordonnées (—2:4;-2).
Soit (P) le plan médiateur de [AB]. en utilisant la question 1, on peul écrire :
(x.yv.2)E(P) & IM-AB =0
& =2(x-1D+4(y-1)-2(z-2)=0.
(x.y.2)e(P)=2x+2+4y—4-2z+4=.
Une équation du plan médiateur de |AB| estdonc : —2x+4y—2z+2=0.

Exercice 9.5
1. A. Bet C sont alignés < AB etAC sonl colinéaires ¢ Jke R, telque: AC=kAB.

Calculons les coordonnées des vecteurs AB et AC : ﬁ(—l;?;ﬁ} et ﬂé{_i;-l;?] :

[1==k
Dol : dke R, telque: AC =kAB < Jke IR, telque: -::—1=2k ;
|7 =2k
Or, ==k =ok=-let-1=2k=k= -}; ; les trais égalités ne peuvent donc pas satisfaites

simultanément par le méme réel, on en conclut que :

les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires et les points A, B et C ne sont pas alignés.

2. Soit 7i(a.b.¢) un vecteur normal au plan (ABC) alors 7 est orthogonal aux vecteurs AB et AC.
ilAB&7i-AB=0& —a+2bh+2c=0. Deméme: /i LAC & i-AC=0 a-b+Tc=0.
Donc #n est orthogonal a AB eta AC si et seulement si, ses coordonnées vérifient le systéme :

{—a+2h+2€=0 b+9c=0 jb=-9¢-

s o ,

la=b+T7c=0 a—h+Tc=0 la=-16¢

Donc le vecteur 7 (—16¢,-9¢.¢)est un vecteur normal au plan (ABC).

Or, tous les vecteurs normaux au plan (ABC) sont colinéaires (cf. cours), on peut donc choisir par

exemple ¢=-1: on obtient alors :

Le vecteur #(16:9:—1) est un vecteur normal au plan (ABC).

3. On a démontré en 1. que les points A, B et C ne sont pas alignés ; par conséquent il existe un
unique plan contenant A, B et C.
Le plan (ABC) passe par A et il admet pour vecteur normal n(16:9;-1), donc :

M(x,y.z)e (ABC) < AM L 7

= AM-# =0
M(x,y.z)€ (ABC) & 16(x—1)+9(y+2)—(z+3)=0 & 16x—16+9y+18-2z-3=0
Une équation cartésienne du plan (ABC) estdonc : 16x+9y—z—1=0.

Exercice 9.6
L'espace est muni d'un repére orthonormal {{.};f’,f.ﬁ?), soient :

(P) : le plan d'équation x+2y—z+3=0 et A:le point de coordonnées (1:0:2).
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1. Un vecteur normal au plan (P) est le vecteur 7 (1:2:-1) ; (D) est la perpendiculaire a (P)
passant par A donc, le vecteur 7 (1:2;-1) est un vecteur directeur de (D) et par conséquent :

M(x, y.z) e (D) & AM et 7 sont colinéaires
& 3ke R, telque: AM = ki

(x-1=k
M(x,v,z)e (D) & 3ke R, telque { v =2k : soit ;
|s—2=—k
(x=k+1
M(x,y.z)e (D) & 3k e R, telque < v =2k
z=—k+2
Ix=k+l
Une représentation paramétrique de (D) est : ]1 =2k , ke R,
z==k+2

2. H, projeté orthogonal de A sur (P), est le point d'intersection de (D) et de (P).
J’ xy=k+l1
» H appartient a (D) donc : il existe k réel, tel que : <y, =2k
2y = —k+2
- H appartient a (P) donc : x,+2y,—z,+3=0.

On obtientdonc : (K+1)+2%2k—(—k+2)+3=0:8s0it: 6k+2=0, dou : i:.=—~1§-

X, —-—l+1-g-
SR 3
2 . 3. &7
Onadonc: {y. =—— , d'ou: H a pour coordonnées [ﬁ;——;—]-
3 TR )
1 7
= — jz—
z. 3.+_ 3
3. A(1;0:2) 5 —— .—Jg
H 2. 27 dﬂnc:m(-l;—i;l);d’oﬂz AH=HET—I||=J—+—+—;snit: AH=—
33’3 S 33y 9 9 9 3

Exercice 9.7
1. Un vecteur normal a (P) est 7 (1;=2:=3) et un vecteur normal & (Q) est n'(1;1:-1).

(P) et (Q) sont sécants si et seulement si # et # ne sont pas colinéaires.
1=k
Or: # et 7 sontcolinéaires <> Jke R, telque: n =kn < ke R, telque {1=—2k

-

—1==3

Si k=1,alors: —2k+1,donc: 7 et # ne sont pas colineaires et par suite ;
Les plans (P) et (Q) sont sécants.




2. M(x.y.2)e (P)NQ) < {

3p+2z+6=0 L, -L
ﬂ .
x==y+z-1 L

3
z:—;_}'_:l
M(x.».z)e (P)N(Q) < | - s
_x-—.—ﬂp—#_:lf—E—]

Donc les coordonnées de tout point M (x. y.z) appartenant a l'intersection de (P) et (Q) vérifient :

[x=—iﬁ—4

L=y .ye R.

-

o
Z=——y-=3
j

Ce systéme d'équations est la représentation paramétrique d'une droite (D) de vecteur directeur

¢ 3
5 3 ,
u|——:;1;—= elpassant par le point A(—4:0;-3) [coordonnées obtenues en prenant y=0].

LS 2)

b3 | Ln

Exercice 9.8

: XC+2x=(x+1)-1:
1. Pourtousréels x, y et z,ona:q | e . :
y =6y=(y=3y -3 =(y-3°-9.
Pour tout point M(x,3.z),0ona: Me(S) & v+ )  +22+2x—6y-2=0
o+ (=3 +z°=1-9-2=0

S (x+1)P = (y-3)V+z" =12

Me () & (x+1)° + (y-3)’ +2° ’(E\E]

B

e
=

(*) Soit ,(=1:3:0) M (5)) & (x—x, ) +(¥-yo ) +(z-2,) = (Z\E]

On en déduit (propriété 9.1v.3.)
L'ensemble (S,) est donc la sphére de centre Q, (—1:3:0) et de rayon 2.3.

(*) | On peut aussi écrire : soit Q,(~1;3;0) alors : QM (x+1: y—3;2) el en utilisant ce qui précéde,

Me(s) & QM =(23) ;doi:M=(S) o QM=243.

2.a) Pour tout point M(x.y.z) :ona: MA (2—x;—1 —y;3—2z) et @(4—;:;1—_1;;3—3} ; d'ol :
MA-MB=0 < 2=x)4=x)+(=1=»)1-»)+B—-2)3-2)=0
Me (8,) & x* —6x+8+ )" —1+2° —62+9=0
& (X =6x+N=1+y" =1+(Z2 -62+9) =10
Me(S,) = (x=3) +y +(z=3)"=2.

2

Une équation de (S,) est: (x—3)* +1° +(z=3)" = (JE )
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b) Soit ©,(3;0;3) alors : Me (S,) & (x=xg )’ +(y=¥p,) +(z—2, ) —(ﬁ) .D'ou :

L'ensemble (S,) est la sphere de centre €,(3:0:3) et de rayon V2.

On peut aussi écrire : soit Q, (3;0:3), alors : Q,M(x-3:y:2-3) :doii : < Q.M =({~2)’ . Par conséquent :

Me (S,) & fi—h-ﬂ" =(v§]: ; soit: Me(S.)e QM= J2.

Par ailleurs : si M=A, MA-MB=AA-AB=0-AB=0 ; siM=B, MA-MB=BA-BB=BA-0=0.
Donc : les points A et B appartiennent a I'ensemble (S, ).

. i-} s
Le milieu de [AB] a pour coordonnées [ v 3+"’ ]_

= ;0:3), c’est donc le point Q.

On peut donc préciser : (S.)estla sphére de dlamétre[AB].

3.a) A et B sont deux points distincts donnés, pour tout point M de I'espace :
MA -MB = (Wil +IA)-(Mi+1B)

=(MI+IA)-(MI-IA) (I milieu de [AB] donc IB=—IA)

=Ml =IA
=MF —IA?
TR (ABY ‘ AB?
MAMB:MI*—L?J soit : | MA-MB=MP -
AB? mzi2 AB

b) Par conséquent : MA-MB=0 < MF ———=0 < MF’ = M=

(puisquc Mi et AB sont des dis:ances)
On en déduit :

L'ensemble des points M de I'espace tels que MA-MB=0 est :

la sphére de centre | milieu de | AB|et de rayon ~'&‘2—B :

c'est a dire la sphére de diamétre [AB].

N.B. Ce résultat sera désormais admis.

C'est-a-dire :

%_Uient A et B deux points de |'espace, I'ensemble des points M de 'espace tels que les vecteurs
MA et MB sont orthogonaux est la sphére de diamétre [AB].
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