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Exercices sur le chapitre I « continuité et limites» Collection : « Pilote »

Théoréme 1 :
Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I et a unréel de L

-Si f est continue en a , alors les fonctions af (f € IR) ; 'f B ( ne< IN) sont continues en a

. : 5 1 1 a .
-Si f est continue en a etf (a) # 0, alors les fonctions —f— et f—n ; (n e IN ) sont continues en a.

-Si f et g sont continues en a etf (a) # 0, alors les fonctions f +g et fxg sont continues en a.
3 : f ;
- Sifet g sont continues en aetg (a) #0, alors — est continue en a.
g

- Si fest positive sur I et f est continue en a, alors la fonction JI est continue en a,
Théoréme 2 :Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I, sauf peut-étre en un réel a de 1. S’il existe

une fonction g définie sur I, continue en a et telle que g(x):f(x) pour tout x #a ; alors
Imf(x)=g(a
limf (x) =g(a)
Théoréme 3 :Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I , sauf peut-étre en un réel a de I. Si la
fonction f admet une limite finie o lorsque x tend vers a; alors la fonction g définie sur I par

{f(x) six£a )
g(x)= _ est continue en a.
@ | sl x—a

Opérations sur les limites :

limf limg . lim(f +g)
L = L1
L oo +o0
—oo B L’ —c0
+co “+co 4co
limf limg lim(fxg)
1, L’ 0
+o0 L0 +o0
—+co L’<0 —co
“+o0 +oco +co
—o0 —oco +eo

. . R

limf limg llm[—J
g
L L’#0 L
Ll
+oo LE'>0 +oo
2
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Exercices sur le chapitre I « continuité et limites»

Collection : « Pilote »

I =0 —co

+co

L +oo 0

e —co 0

L’#0 0 == (on applique la regle des signes )
lim f lim|f| tim |||

L L] L]

oo | 4o oo

—0 +co “+oco

Théoréme 4 :

La limite d’une fonction polynéme a I’infini est la méme que celle de son terme de plus haut degré,
La limite d’une fonction rationnelle a I’infini est la méme que celle du quotient des termes de plus haut

degré.

Branches infinies :

J}EBf(X):_"w P ,}ng(x)zﬁm La droite D:x =a estune
hmf(x) =40 QU ]Hl’l_ f (X) = —oo asymptote a Cf
lim f(x) = ool 1ir§1 f(x) =L La droite D:y =1L estune

asymptote a C,

lim [f(x)—(ax+b)]:0 ou lim [f(x)—(ax +b)]:0

X—¥teco K—r=00

Ladroite Dy =ax+b estune
asymptote a C.

f(x =
e Si lim Q est I’infini, alors C, admet une branche parabolique de direction (O 4 j) au voisinage
X—34ee W
de +eo.
i f(x) ; ' ; 7 g
e Si lim ——==0, alors C;admet une branche parabolique de direction (O : 1)' au voisinage de +eo.
X—rtoe x y

e Silim m =4 (a S IR*) , alors deux cas peuvent se présenter selon lim [f (x) - ax]

B

e Si lim [f (x) —ax:l =b (be IR) alors la droite d’équation y =ax +b est une asymptote oblique 2 Ia

X—p oo

courbe C, au voisinage de +oo.

e Si lim [f (x) —ax] est I’infini alors la droite d’équation y = ax est une direction asymptotique a la

X—3tos
courbe C; au voisinage de +oo.
Continuité et limite d’une fonction composée :

X—+oo

Définition :Soit u une fonction définie sur un ensemble I et v une fonction définie sur un ensemble J tel

que u(I)CJ.

La fonction notée vou , définie sur I parveu(x)= v(u (x)) , est appelée fonction composée de u et v
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Exercices sur le chapitre I « continuité et limites» Collection : « Pilote »

Théoréme 4 -Soit u une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant un réel o et v une fonction
définie sur un intervalle ouvert J contenant un réel u (Ot) .Si u est continue en ¢ et v est continue en u (oc) !

alors vou estcontinue en o.

Corollaire : La composée de deux fonction continues est continue.

Théoréme 5 ;Soit 1 et J deux intervalles ouverts, a un réel de L, b un réel de J et b’ un réel.
Soit u une fonction définie sur I ,sauf peut étre en a et v une fonction définie sur J sauf peut étre en b.

Si limu(x)=b et limv(x)=b" ; alorslimveu(x)=b'
X—a x—b x—a
Théoréme 6 :Soitu et v deux fonctions. Soit a , b et c finis ou infinis.
Si limu(x)=b et limv(x)=c alors limvou(x)=c
X—a x—b x—a
Théoréeme 7 :Soit £ , u et v trois fonctions définies sur un intervalle I , sauf peut-€tre en un réel a de I
soit deux réel b et b’.

- Si u(x)<v(x) pour tout x#a et si limu=b limv=Db'et alors b<b’

X—a X—a

- Siu(x)<f(x)<v(x) pour tout x#a et si limu= limv=>b et alors limf=b

X—a X—rd X—a
Les résultats énoncés ci-dessus restent valables lorsque I’on considére les limites a I'infini, a droite en a ou

a gauche en a.
Théoréme 8 :Soit f et u deux fonctions définies sur un intervalle I , sauf peut-€tre en unréel a de I

- Si f(x)2u(x) pour tout x #a et si limu=+oo alors lmf =+oo

X—a X—rad

- Si f(x)Su(x) pour tout X #a et si limu=-—oo alors limf =—o0

X—a X—ra

Théoréme 9 :L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle
Théoréme 10 : des valeurs intermédiaires :
Soit f une fonction continue sur un intervalle 1. Soit a et b deux réels de I tels que

a< b. Pour toutréel k compris entre f(a) et f(b), I'équation f(x)=k posséde au moins une solution
dans [a;b]. En particulier, si f(a)xf(b)<0 alors ’équation f(x)=0 admet au moins une solution

dans ]a;b[
Théoreme 11 :Soit { une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I. Soit a et b deux
réels de I tels que a < b, alors pour tout réel k compris entref (a) et f(b), I’équation f(x)=k admet une

unique solution dans |a; b[

Théoréme 12 :Soit f une fonction continue sur un intervalle I . Si la fonction f ne s’annule en aucun point
de I, alors elle garde un signe constant sur L.

Théoréme 13 :1’image d’un intervalle fermé borné [a;b] par une fonction continue est un intervalle fermé
borné [m;M]. Le réel m est le minimum de f sur [a;b] et Le réel M est le maximum de f sur [a;b]

Théoréme 14 .
- Soit f une fonction sur un intervalle de type [a;b] (b fini ou infini ). Si la fonction f est croissante et

majorée alors f possede une limite finie en b~ . Si la fonction f est croissante et majorée alors f tend vers +eo
en b.
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Exercices sur le chapitre I « continuité et limites» Collection : « Pilote »

- Soit f une fonction sur un intervalle de type [a;b[ (b fini ou infini ). Si la fonction f est décroissante et

minorée alors f posséde une limite finie en b™. Si la fonction f est décroissante et minorée alors f tend vers

—eo enb.
Image d’un intervalle par une fonction monotone :
Intervalle I Si f est croissante sur [ est decmlssante sur I
1=[ab] f(1)=[f ():£ (0)] (I)=[ ()]
I=|a:b|l : (ac R.bec R T
[asb] : ( )| 1= f(a); im o] £(1) = l}l_)rilff )]
I=[a;+eo] ; (acR) £(1)=[ £ (a): lim £ £(1)= |tim 3£ (a) |
I=la;b] ; (acR; be R) f(I)= }llﬂ’lf hmf[ f£(I)= }hmf llmf[
x—a x—b x—b" X—a

EXERCICE 1 :Cocher la réponse exacte.
1) Sifestune fonction continue sur un intervalle ]a,b[ avec a et b deux réels tels que

a <b, alors :
a) f est bornée sur b) L’image par f de c) f est continue sur tout
intervalle |a,b| . intervalle |a,b] estun intervalle contenu dans |a, 5| .
intervalle de méme nature.

2) Si f est une fonction croissante continue et ne s’annule pas sur un intervalle [a, +oo[ avec a estun réel ,

alors :
1 : 1 AT A =400,
a) — est croissante sur [a,+c>o[. b) — est décroissante sur [a,+c>o[. ) h}}lf &
3) Si f est une fonction continue en un réel a, alors :
a) f admet une limite en a. b) f est dérivable en a. ot ofrse) lim\/? =a
4) Si une fonction f non définie en a et admettant une limite finie en a, alors :
a) f est nécessairement b) f n’admet pas de prolongement par | ¢) { admet un prolongement par
continue en a. continuité en a continuité en a.

5) Soit f une fonction définie sur I'intervalle |-3,+o<[ dont le tableau de variation est

X -3 -]_ O 8 +oo
'(x) + - ( 2 ( -
4 1
f(x)
ter / \ 3 / \_5

Sur ]-3,+o9| la courbe représentative de f :

5
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Exercices sur le chapitre I « continuité et limites» Collection : « Pilote »

a) admet comme seule b) Admet exactement deux ¢) Admet exactement deux
asymptote la droite asymptotes : les droites d’équations x = | asymptotes : les droites
d’équation : x = -3. -3ety=-5. d’équations y =-3 et x =-5.
2 2
. \ i | X
6)soit la fonction définie sur IR et <fx)—2x £——alors ona

x*+1 x*+1
a)la droite A:y =2x est une asymptote oblique aC,

b)la droite A:y =2x +1est une asymptote oblique aC,
c)ladroite A:y =2x estune direction asymptotique aC,
7)Soit la fonction f définie sur IR ayant pour courbe (C,;)

a pour asymptote horizontale la droite d' équation y =0 au
voisinage de +oo .

V14 x* +1

Soit g la fonction définie par g(x) = ——— alors

X
a) 1) gof est continue sur IR"  ii) gof est continue sur IR —{2} iii)gof est continue sur IR,
b) lim gof (x) = o 1) e i1) 0 1ii} +oo

II) Vrai ou Faux.

x—4
Vx-2
2) Soit f une fonction définie sur I'intervalle[1,3] .

Si fest continue sur [1,3] et(f(l) = ) (f(3) —~ 1015) <0, alors I’équation f(x)=10" admet au moins

1) Lafonction f:x— , X # 2 est prolongeable par continuité en 1.

une solution dans I'intervalle[1,3].

3) L’équation x’ +3x+15=0 admet dans IR une unique solutionc .
4) La fonction x — E(x) est continue sur IR .

sinx

5) lim =1.

Xty

Exercice 2 : Calculer les limites suivantes : lim vx* +2 —x, lim \/ e R by \/ 43

X—3oo Xx—p—oo
1 oty 3 . (7mTx-3
lim x%sin| — |, lim sin
X—y—oa =% X—y+oo 4x

6
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Exercices sur le chapitre I « continuité et limites» : Collection : « Pilote »

sinx . \/xz—4+\/;—\/§

lim , lim , im cos{zx)+3+2x.
=0 cosx—1 x2° iy i) X—s+oo ( )

Exercice 3 :La courbe (C) ci-dessus est celle d’une fonction f définie

sur IR \{l} ; ' ;
2 .
La droite A:y=2x+1 et la droite d’équation L z’

X= % sont deux asymptotes a la courbe (C) de f.

1) Déterminer les limites suivantes :

lim f (x), lim f (x), lim f (x) , lim f (x) o f(x) E
Taa g _)L x_)i Xy

3 3 i
T R P
e x—1 xX— 3

2) Dresser le tableau de variation de f.
3) Discuter, suivant le réel m, le nombre de solutions de I’équation

f(x) = m.

Exercice4: 1) Soit f la fonction définie sur IR\ {1} par

a Z
sin”(7zx Sl
flo)= (e ) . Trouver le prolongement par continuité en 1

s'il existe, de f.

2) Soit h la fonction définie sur [}f,ﬂ\m} par h(x)= lv (

X

+cosx—3 .
Cosx

Trouver s’il existe le prolongement par continuité en 0 de h.

lx—2|-1

3) Trouver un prolongement par continuité en 3 de la fonction g définie sur R\ {3} par g(x)= :
: {es

Exercice 5:  Soitf:IR— IR, x —3x+cosx.
1) Montrer que pour toutxe IR, ona: —1+3x < f(x) <1+3x.En déduire li_mf et lim f .

2) Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet dans /R une solution unique ¢ vérifiant qucﬁ% < 1<\,

x+cos(mx) .
#szx<1

e
FX) =X +x+2-xsix2>1

Exercice 6: Soit la fonction f définie par

1) Calculer lim f(x).

2) Montrer que, pour tout xe ]—oo,l[, ona x—JriS f(x) <1 eten déduire lim f(x).
xX— X——eo

3) Montrer que f est continue sur IR .

5
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Exercices sur le chapitre I « continuité et limites» Collection : « Pilote »

; L, -1
4) a) Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet au moins une solution & dans }?,0[.

g(x):f( L Jsixe[();g—[

COS X 2
(zjzl
BVl

Exercice 7: 1) Soit g la fonction définie sur IR par g(x)=2x"+x" —1.
a) Dresser le tableau de variation de la fonction g.
b) Montrer que ’équation g(x) = 0 admet dans IR une unique solution ¢ avecae 0,1{.

b) En déduire que sin(za) = —J1-a? .

5) Soit g la fonction définie sur l:O, 121'—} par

: -
Montrer que g est continue sur {0,5} :

Je, . 1
2) Soit f la fonction définie sur IR par: f(x)= _x_3x_ .
; X
; . s BUE
a) Montrer que pour tout réel x, ona: f'(x) = R
x

b) Dresser le tableau de variation de f.

1 2
c) Montrer que f (&) :%+2—. En déduire que 0= f(a) < 0
o

J;_sin[gj

Exercice8  Soit la fonction f définie sur IR\ (1} par: < f(x)= si x€ IR\ {1}

X
f(x)=+x"—2x +x.5i x<0

1)a) Encadrer f(x) pour toutxe ]0,1] .
b) Montrer alors que f est continue en 0.
¢) Déterminer lim £(x), lim vx f(x) et lim f(x).

7Z(x—1) sin x

2) On pose U(x) = )=

b4 "
et w(x)=—— pourxe IR, \{l}.
¥ gt

a) Vérifier que pourx € IR;\{1},f (x)=(W (x))x(VoU (x)).

b) En déduire que f admet un prolongement par continuité g en 1.

; Mt S LA 1 :
¢) A I’aide de g, montrer que I’équation sin (—J - 3[\/_ ———-} admet dans I’intervalle |1,2[ au moins une

x Jx

solution x .
Exercice 9  Soit f une fonction continue de [0,1] dans [0, 2] ~Onpose g, (2= f(x2)—22"

pourxe [0,1] et ne IN".
1) Montrer qu’il existe un réel @, de [0,1] tel que g, (a,)=0.

8
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Exercices sur le chapitre I « continuité et limites» Collection : « Pilote »

2) Montrer que si f est décroissante sur[0,1]onag, est strictement décroissante

b) Montrer que (aﬂ) est croissante.

neiN”
Exercice 10 Soit f,(x)=—1+x+x>+...+x" avecx€ [0,1], n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
1) Dresser le tableau de variation de f, sur[0,1].

2) Montrer que f, (x) =0 admet une seule solution notée ¢, avec n=2.

3) Montrer que la suite (afn )., est strictement décroissante.

1 G (aﬂ )n+1

4) Montrer que &, = 3

Xl
Exercice 11 Soit g la fonction définie sur D = ]—oo, —2[ U]O, +oo[ parpl
X2+ 2x

1) Dresser le tableau de variation de g. En déduire le signe de g(x) pour xe€ D.
2) Soit f:x—>+/x?+2x—x pour tout xe D.

a) Dresser le tableau de variation de f.
b) Montrer que la droite A:y=-2x-1 est une asymptote a la courbe de f au voisinage de —ece.

3) a) Montrer que I’équation f(x) = 4 admet, pour toutn€ IN" \{1}, une solution unique U, dans
n
J-ee,=2[ L]0, 4] .

b) Montrer que la suite U, est décroissante

1 %
Exercice 12 Soit la fonction f définie sur /R par f(x) =—+——.
per £ 2 Axr+1

On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé(O,E, }) .

1) a)Etudier les variations de f.

b) Montrer que le point [ [O,%] est un centre de symétrie de (C).

2) a) Montrer que 1’équation f(x) = x admet une solution unique « tel que ae ]%,1[.

b) Etudier la position relative de la courbe (C) et la droite A: y = x.

¢) Tracer dans le repére ( O,f, }) la courbe (C) et ladroite A.
i T =11
E(x)=2f (Etg(ﬁx )Js: X € :| 3 —2—|:

; s =1 L
3) On considére la fonction h définie sur [—2—1,5] par: h (—IJ =0

: =
Montrer que h est continue sur [7,5} :

9
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Exercices sur le chapitre I « continuité et limites» Collection : « Pilote »

Exercice 13 1) Montrer que pour toutxe€ IR, x—1< E(x)<x.
2) Soit £ (x) =7 ~xE(£J , calouler im f (x).
X P ]

Exercice 14: Soient f et g deux fonctions définies sur IR par: f(x)=E(x)—(x-E (,vc))2

et g(x) = x—E(x)—(x—E(x))z.

1) Etudier la continuité de f et g.
2) Réponds par vrai ou faux en justifiant la réponse : la composée de deux fonctions I'une continue sur [ et
I’autre discontinue sur I n’est pas continue sur I

Exercice 15:  Soit f une fonction continue sur [1,2] et vérifiant f ([1,2]) c[3.4].

1) Montrer que I’équation L 2 admet au moins une solution & dans[1,2].
X

2) On suppose que f est dérivable sur [1,2]et que pour toutx€ [1,2], £ '(x)>2.
Montrer que & est unique.

1
Exercice 16 Soit la fonction f définie sur IR par f(x) = 4x° —3x—5.

1) Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet trois solutions distinctes comprises entre -1 et 1.
2) a) Soit & un réel. Montrer que cos 3 = 4cos’ @ —3cos .

b) En posant X =cos &, déterminer les solutions de I’équation f(x) = 0.
COSTIX

1+E(x)

Exercice 17 Soit f 1a fonction définie par : f(x)=

1) Donner le domaine de définition de f.
2) Etudier le prolongement par continuité de fen -1.
3) Etudier la continuité de fen O et en 1.

. . A i flx)=xE £ sixe IR
Exercice 18 Soit f I’application de /R dans IR définie par X

f(0)=1

1) Soit q un entier relatif non nul, étudier la continuité a droite et a gauche en —.
q

2) Démontrer que f est continue en O(vérifier d’abord que x—1< E(x) < x).
Exercice 19 Soit f et g deux fonctions continues sur IR tels que :
fog=gof
L'équation f(x)=g(x) n'a pas de solution
Montrer que I'équation f of (x )=g og (x) n’a pas de solution.

Exercice 19  Soit f une fonction impaire sur [-1;1] telle que

. g L0 " R 1 R s e
(VHEIN )'f(x)" n+l A Xe}rwl';[' f(;]_{) et f(O)_O Etudier la continuité de fen 0.

10
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Exercices sur le chapitre: « Suites réelles » Collection : « Pilote »

Théoréme 1 :Soit (u,) une suite réelle et a fini ou infini.

limu, =a sietseulementsi limu, =a et limu,  =a
n—+oo n—y+ea n—+es

Théoreme 2 : Toute suite convergente est bornée
Théoréme 3 :Soit (u, ) une suite convergente vers un réel a.

- S’il existe un entier N, tel que O<u_ pour tout n= N, ; alors 0<a
- §’il existe un entier N, tel que u, <0 pour tout n= N ; alors a<0
Théoréme 4 :Soit un entier naturel N et une suite (u, ) ; n20. On suppose qu’il existe deux réels m et

Mtelque m<u <M : n=>0.Silasuite (u_) est convergente versun réel a, alors m<a<M
q i n g

Opérations sur les limites de suites :

| limu limv s il
limu, | limv, | lim{y+v,) e }HE[TJ
Bt [0 5
+co b +oo b ;
o b e oo b#0 o ( on applique le régle
‘ o £35S il des signes )
| —co —co —oco 7 b e
sib>0
a Foo 0
a —co 0
az0 0 e ( on applique le régle
Ii_r}n u ;11]_r>n V. }}_I)H . des signes )
a b ab
=S b#0 oo (on applique le régle
des signes )
oo oo s (on applique le régle
des signes )

Théoréme 5 :Soit (un) une suite géométrique définie par : u, =q" ;n =0 ; ot g est un réel non nul.

| - Sig>1;alors limu, =+
n—roo

~ 8i |q]<1; alors lim u, =0
- Si q<-1 ; alors la suite (u, ) n’a pas de limite.
| - Si g=1 ;alors la suite (u,) est constante.

Théoréme 5 :Soit f une fonction continue sur un intefvalle I et (u, ) une suite d’éléments de I.si (u,)

tend vers a de Ialors f((u,)) tend vers f(a)

11
o Mathématiques X 4°™ Math X




Exercices sur le chapitre « Suites réelles » ' Collection : « Pilote »

Théoréeme 6:Soit £ une fonction continue sur un intervalle I et (un) une suite d’éléments de I | si

lim u, =1 ( fini ou infini ) et si limf (x)=L ( fini ou infini ) alors lim_(f (u, )) =L
-1 n—ptoo N

n—+oo X

Théoréme 7 :Soit deux suites (u,) et (v,) convergentes respectivement vers deux réels a et b. s7il exisie
un entier N, tel que u, <v, pour tout n =2 N alors a<b 7
Théoréme 8 -Soit trois suites réelles (u,) ; (v,) et (w,).Soitaun réel. On suppose qu’il existe un

entier N, tel que v, Su, <w_ ; n=N;.Si lim v, = lim w, =a alors limu, =a

n—s+ea n—+oo n—seo

Théoréme 9 :Soit deux suites réelles (u,) et (v,) On suppose qu’il existe un entier N tel que

; n=N.Si limv, =0 alors limu, =0

;T
n—>+tee n—y+ea

OSlu“|Sv

Théoréme 10 :Soit deux suites réelles (u,) et (v, ).

- S’il existe une entier N, tel que u, <v_ ; n=N etsi lim u, =+eo alors limv, =+eo

n—tee n—yee
- §’il existe une entier N, telque u, <v, ; n=N etsi lim v, =—e alors limu, =-o°
n—tee n—oo

Théoréme 11 :Soit (u,) une suite définie pour n>0. Si la suite (u,) est croissante et majorée, alors elle

converge vers un réel a et pour tout n20 ;u, <a.
Si la suite (un) est décroissante et minorée, alors elle converge vers un réel b et pour tout n=0;u_=b.
Théoréme 12 :Toute suite croissante et non majorée tend vers +eo.

Toute suite décroissante et non minorée tend vers —oo
Théoréme 13 :Soit une suite (u, ) vérifiant la relation de récurrence u,,, =f (u, ) , 1> 0o f est une

fonction.

Si la suite (u,) est convergente vers un réel a et si la fonction f est continue en a alors a =f (a)

n

| Théoréme 14 :Deux suites (u,) et (v, ) sont adjacentes lorsqu’elle vérifient les conditions.

- Pour tout n20 ; u, <v,.
- Lasuite (u,) est croissante et la suite (v, ) est décroissante.
- Lasuite (v, —u,) converge vers 0.

Dans ce cas les suites (u, ) et (v,) convergent vers la méme limite.

Exercice 1 Pour chacune des questions suivantes, plusieurs affirmations sont proposées.

Dire si ces affirmations sont vraies ou fausses en justifiant votre réponse.

1) On considére les suites U et V définies par: U, =1,U ., = %Un et Vo=1V, . =V, +3in.

a) U est une suite géométrique. b) V est une suite arithmétique.'

Q)Vne N,Uy+U, +U, +...+U, =§[I—3i,,). & limV, ==

12
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i

2) Soit U la suite définie par U, = 51-0— ou ¢ est un réel de 'intervalle ]0,1[.
n

a) U est croissante  b) U est décroissante  ¢) lim U, =+oo. d) limU, =0

H—p+to0 n—r+co

3) Pour une suite réelle (U,),ona:
a) Si (U, ) converge, alors (Uﬂz) est convergente.  b) Si (Unz) converge, alors (U, ) converge.

¢) Si (U, ) est bornée, alors (U, ) converge. d) Si (U, ) converge, alors (U, ) est bornée.

e) Si (Unz) est bornée, alors (U,) est bornée.

Exercie 2

On considere 3 suites réelles U, V et W qui vérifient U, <V <W_ Vne N,

Pour chacune des questions suivantes, il y’a deux conclusions correctes. Vous devez donner au plus deux
réponses ( celles que vous jugez correctes).

1) Si U et V sont adjacentes et lim U, = lim V, =1, alors :

WSl sV WU-<[EV o U SUS BV £V, DRV S,

2) Si la suite V tend vers —oo, alors :

a) La suite W tend vers —eo b) La suite U est majorée ¢) La suite U tend vers —eo
d) la suite W n’a pas de limite.

3)S51 Vne N,U,21,W =2U, et lim U, =1, alors:

n—ite

a) imV =1 b) La suite W tend vers +oo c¢) lim (Wn —Un) =1

H—y+oo
d) On ne peut pas dire si la suite V a une limite ou non.
4)Si limU,=-2et limW, =2, alors :

H—yrtea A—rtoo

a) La suite V est majorée b) limV =0 c) La suite V n’a pas de limite
R—+oo
d) On ne peut pas dire si la suite V a une limite ou non.

Z 2
e ey - R s B e =0 ) =8 ) Jim i =3

n n2 H—ptoo n—y+oo n—y+oo

d) On ne peut pas dire si la suite V a une limite ou non.

Exercice 3
Dire si chacune des propositions suivantes est vraie ou fasse en justifiant votre réponse.

1) Si (U,,), converge et (U,,,,) converge, alors (U, ) converge.

1-(=1)" |
2) Soit(U, ) la suite définie par U, = (5)—nl)n ; n€ INet n>2. La suite(U, ) est convergente.
—1)"+n

: £y ncos(nr)
3) La suite(U, ) définie sur IN par U, =———— est convergente.

n+l

13
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1 n
4) Soit(U, ) la suite définie parU, =1 etU ,, =U, +(—§) alors (U, ) est convergente.

5) Le tableau de variation d’une fonction f est le suivant :

Si (U,) estla suite définie parU, =6 etU,,, =f (U, ) alors(U, ) est : j ,
croissante - 6//’-'

6) Soitne IN"etke{1;2;....;n}, On poseS, = _ U, et on suppose que

k=1

i( =, =— alors: limSnzl
20 +1 2n n—yteo

7) U suite croissante et V suite décroissante telles queU, <V, ¥ne N, alors U et V convergent vers une

méme limite.

8) Si pour toutne N ,|Un —5|S

= limU, =5.
n+2 o

9) Toute suite négative et minorée converge.
- 10) Soit U et V deux suites telles queU, <V et lim (Uﬂ —V") =0, alors U et V sont adjacentes.
n—y+oo

11) Une suite qui tend vers —ee ne peut pas étre minorée.
12) La somme de deux suites monotones est monotone.
Exercice 4

%

VKeN

3 L ieriiles %eched 2 K~ “ketd
Weriticr gue' 1 ——=———x——"et'l— = X
KZ qund k kik+1),. &k k+1

Calculer les limites des suites U et V définies par: U, = [1 —2—12] [l-i](l —i](l—iz—]

g 4* n
et V,,=(1_ e ](I E ][1 2 ) e aal
23 3x4 4x5 n(n+1)

Exercice 5 Soit U et V les deux suites définies par: U, = - 8 1 Hoonik :
I g (n—=Dn
s A 1
el Vo=t a
n 12 22 n?.
s 1 1 1 . :
a) Vérifier que = -— VKeN {1} . Calculer limU,.
k(k-0) k- %k L

b) Montrer que V, -1<U, .
c¢) Montrer que la suite V converge vers un nombre a€]l,2[.

H

Exercice 61) Soit U la suite définie sur N par U, = ) ——
itk
n? n?
a)Montrer que Vne N <. =
n2+n BTl

14
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Exercices sur le chapitre « Suites réelles » ; Collection : « Pilote »

b) En déduire que U est convergente et calculer sa limite

1 1 1 1
2) Soit la suite V définie pourn >1 parV, K =—| 1+ + ot ———
) g [ TNz 243 \/—H_H\/ﬂ

1
Visrifiergue ———0—0 —=JF -k 1 VE>1
e d

En déduire que V est convergente et calculer sa limite

3) Soit W la suite définie sur N par W, = %ZEUG) avec 1€ R
L

a)Montrerque Vie R et K€ IN ,kt —1<E(kt)<kt
b) En déduire que W est convergente et calculer sa limite

4) Vérifier que Vk €{2,3..n 2}, C* z”(”T_D

Calculer la limite de la suite S définie sur N par 5, =3 (CH)"

x2

Exercice 71) Soit f: x> >
TR ORI f Vx2+1

a) Montrer que Vxe€]0,1[,0< f(x)<x.

1 X
b) Montrer que Vx€]0,1[,0< g(x) <— avec g(x)=—F—.
3 ¥ tend V2 Jeil

2) Soit la suite U définie par U, = % etU,,=f(U,)¥neN.
a) Montrer que 0<U, <1Vne N.

: 1
b) Déduire que VrneN, 0<U, <—U,.
q oy

H—3+eo

1 n
c¢) Montrer, alors, que Vne N, 0<U, < (—EJ et en déduire im U,

n

- : L prr o a s
Exercice 8 Soit U la suite définie sur N par U, = — avec ae R, .
n!

1) Calculer Lo :
U,

1

g 0 . U
2)a) Montrer qu’il existe un entier naturel n; tel que Vn=2ny ,ona: ULH = 3

n

n=ry
b) En déduire que Vn=n,:0sU, U L et que U est convergente et calculer sa limite.
0 n fy 2 q g

"+nl L n!
et lim :
+n! =t 45"

¢) Calculer lim

n—too B

15
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n—| n

: >1Vn=2 et en déduire que lim 2= = +oo.

N—3teo n'l

3) Montrer que

Exercice 9Soit U et V deux suites telles que 0<U, <1et0<V <1 et lim U,V =1. Montrer que

IimU, =let imV, =1.

H—>+oo n—>+e2

. U, =—etU;=1
Exercice 10Soit la suite U définie sur N* par
s = n
Un+2 = Un
n+1

1) Déterminer, en fonction de n, les termes U,,,, etU,,., .

2) On suppose que la suite U est décroissante et converge vers [>0.

U e e LK
< 22 <1 et déduire lim —2222 |
an+l L., e U

2
. 2cd 2,
b) Montrer, alors, que lim sale SLE L X =
rote| | IXESXTX..X(2n-1) 2n+1

a) Montrer que pour tout ne€ N,noa:

2n+l

1 1 1
Exercice 110n considére la suite réelle U définie sur N par: U, =1+—— o aeme Yoo
V5B V=
1) Etudier Ia monotonie de la suite U.

2) a) Montrer que Ve N, U, -U, 2

V2
b) En déduire que la suite U diverge vers +eo

3) Montrer par une autre méthode que lim U, =+oo.

n=¥too

Exercice 120n considére la suite U définie sur N* par: U, = . Zcos[

1) Montrer que Vrne N,

Z\/n+k Jn+1

En déduire lim Z
e \/F

2) Soit f la fonction définie sur [O, %} par: f(x)=1-x—cosx.

Etudier les variations de f. En déduire que Vxe {O, g—} seosx=1=X.

1

n+l
En déduire que la suite U est convergente et donner sa limite.

3) Montrer que : Vne N, 1—

<U, <1.

16
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U =2

Exercice 13 Soit U la suite définie sur N par U, =2+ gj Vn>1

n

1) a) Calculer U,

5 Jie : o O
b) Montrer, par récurrence, que Van=2,n<U, <n+1 eten déduire lim U, et lim —*.

n—s+oo n—+e g

¢) Montrer que la suite U est strictement croissante.
d) La suite U est-elle majorée ?

=P

2°) On définit la suite W par W, = . L
; =7

n

a) Calculer W, et montrer que W, m%
W, +=
n

5 1 ]
b) Montrer, par récurrence, que Vae N ,ona: 1-—<W, <1.
n

c) Déterminer lim W, et lim (U, —n)
A—3+00 n— e
3) Soit ne N". On pose S, =-1;Zka
R* k=1

a) Montrer que pour toutne N°, §, —n—+1=iZk(Wk ~1).

2n  ntio
; 5 1
b) En déduire que Vne N ,ona: |S, — n; <—.
Pl n

¢) Montrer que la suite (S, ) converge et donner sa limite.

: 2
Exercice 140n considére la suite U définie par: Uy=1etU,,, =U, +U— Vne N

H

1) a) Montrer queU, 21 Vne N.

b) Montrer que la suite U est croissante.

c¢) Montrer que U diverge vers +oo.
2

2) Pour tout nde N, on pose V, = b:;

a) Montrer que pour tout ndeN,ona: V _ -V =1

b) Montrer que pour tout ndeN", ona: V, = n. Déduire la limite de V, .

. 1
c) Montrer que pour tout ndeN ,ona: 1<V -V, 51+4—.
n

Déduire la limite de la suite(V,,, -V, ).

U,=0
Exercice 15Soit la suite U définie par 1
U, =—=cos(U,)
2
17
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Exercices sur le chapitre « Suites réelles » Collection : « Pilote »

1) Montrer que Vre N,0<U, S%

2)a) Soit ne N. Montrer que si U, >U, =U,,<U,,, e U, ;>U,,.
b) Que peut-on dire de la monotonie de U ?

2 7
3) Justifier que %cos x = x posséde une seule solution & dans [051| .
4) Montrer que Vne N,U, # .

5) a) Montrer que Vxe {0,%} , sin x £ x . Déduire que Vxe [—%,G} Sinx 2 x.

Conclure que Vxe [—% ,%:l 1 |sin x[ = |x| -

2
1 1
b) Prouver que ¥ (x,y )€ [O,er—] : Ly Ty SEIX -y
(On rappelle que V(p,q)€ R?, cos p—cosq = —ZSin%gsinp—_q)

6) a) Prouver, donc, que Vne N,

1
U,.—d SEIUH -

U, -dl< [%] Uy—df

¢) Préciser donc la limite de U.

b) Montrer que Vne N,

7) Soit (S,) _, la suite définie par: S, =Y U, .
k=0

a) Etudier la monotonie de (S,)

b) Montrer par I’absurde que (S, ) ne peut pas étre convergente.

c) Prouver donc que lim §, = +eo.

U, =2

Exercice N° 16:On considére la suite (U, ) définie sur IN par [ s L 050

n+l (Un )2 3

1) Montrer que pour toutn > 0;U, , =(U,)".

2) Soit(V, )la suite définie parV, =U,,,, ;n=0.
a) Montrer que pour toutn 20;0<V, S%

b) Montrer que pour toutn =20;V_,, < lV

n+l"“8 n

18
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¢) En déduire que pour toutn 20;V, < ix[—é—)

d) Déterminer alors lim V.

3) Soit(W, ) la suite définie par W, =U, ;n=0.
a) Montrer que pour toutn >0; W, >2
b) Montrer que pour toutn 20; W, _,, =8W_

¢) En déduire que pour toutn 20; W, = 8",

4) La suite (U, ) est-elle convergente ?

Exercice 17Soit U la suite définie sur N par 14U

1) a) Montrer que pour tout ne N, -1<U, <0
b) Montrer que U est décroissante ; en déduire que U est convergente et déterminer sa limite.

2) a) Montrer que pour tout n€ N, U +1S%(1+Un)

n+l

b) En déduire que pour tout ne IN, U, +1< l(i) puis retrouver im U, .

7 \/5 n—+os

1+
3) a) Montrer que pour toutne N, U +1>%.

n+l

b) En déduire que la suite V définie sur N par V, = Z[\/E(Um £ 1) gUk:| est divergente.
k=0

4) Trouver un encadrement de ZU . pourne N . En déduire lim —Q—ZU s

=0 "R o
. =5
Exercice 18Soit la suite réelle U définie par Y 2[]”2 -U,+8
- U3
1) Prouver que Vne N, U, >0.
e 507
2) Verifierque U_, =2 = U3
19
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3) Soit n un entier quelconque. Montrer que sil/, > 2= U, < 2etlly.s 22

4) Prouver, alors, que U n’est pas monotone.
5) Etablir que Vne N, U, #2.

O

6) Prouver que Vrne N, |U, —2| S%

7) Démontrer, alors, que U converge vers 2.
8) On considére la suite (S,) . définie par: S, => U,
k=0

a) Prouver que (Sn ) est strictement croissante.
b) Montrer par I’absurde que (Sn) n’est pas majorée.

c) Préciser, alors, lim S, .

n—stee

g =t
=l 1

n+l n n

Exercice 19Soit U la suite définie par : {U
1) On suppose que U, €]—1,0[ .

a) Montrer que pour tout ne N, -1<U, <0.

b) Montrer que U est croissante.
¢) Montrer que U est convergente et qu’elle converge vers 0.

2) On suppose queU, >0.
a) Etudier la monotonie de la suite U.

b) Montrer que UU"“ >.J1+U,

h

c¢) Trouver lim U,
n—y+oo

3) Soit la fonction f définie par : f(x)=xvl+x.

2
Montrer que : pour tout x€ R+,xsf(x)éx+£2- (1)

4)Soit S, =Y f[fz-)
n

k=1

n
a) Montrer que : pour tout n€ N, Y k* =
k=1

n+1$S = n+1+ (n+1)(2n+1)
" 2n 6n’

Exercice 200n considére la fonction f définie sur R ;dont son tableau de variations est le suivant :

n(n+1)(2n+1) " Zk _ n(n+1)
6 pn 2

. En déduire la limite de S, .

b) Montrer, a 1’aide de (1), que :

20
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1) Soit n un entier supérieur ou égal a 1. Montrer que ’équation f(x)=-—— admet deux solutions
n

(a,) et (b,) appartenant respectivement aux intervalles ] —oo, 2] et [2, +oe[ .
2) Etudier la monotonie des suites (a,) et (b,) .

n

3) Montrer que (a,) est convergente et déterminer sa limite. Montrer que (b, ) est convergente et

déterminer sa limite. Conclure.

Exercice 21 Soient les suites(U, )et(V, ) définie sur N par
U, =2.%. =1

S e ;V“ et V., =+UV pourtout ne N

Da) CalculerU,,U, etV,
b) Montrer par récurrence que pour toutnde Nona:0<V, U,

¢) Montrer que la suite (UrI ) est décroissante et que (Vn ) est croissante

2)a) Vérifier que V, <,/U, V, .Déduire que pour toutnde Nona:U , -V, < %(Un V)

b) Déduire qué pour tout nde Nona:U -V < (%)

c) Montrer que (Un )et(Vn ) sont adjacentes et qu’elle converge vers le méme réel L

d) Donner une valeur approche de L 2107 prés.
2n+l k

) et 'V, :Un+—1~—.
=0 (2Fk)! (4n+4)!
1) a) Montrer que la suite U est strictement croissante et-que la suite V est strictement décroissante.
b) En déduire que U et V sont deux suites adjacentes.
On désigne par | leur limite commune.
2) On se propose de montrer que 1 est irrationnel.

a) Justifier queU, <l <V, Vne N.

Exercice 2250it U et V les deux suites définies par U, =

b) On suppose qu’il existe p€ Z et ge N’ tels quel = £,
- q
Montrer qu’il existe un entier r tel que r < £(4q +4)I<r+l.
¢) Conclure que 1 est irrationnel.
a,=1, b,=2
Exercice 23 Soit (a,) et (b,) les deux suites réelles définies par .l
anbn :2 et bn+1 e 2 =

1) a) Calculer b, et a, puis b, et a, .
b) Montrer que Vne N,0<a, <b,

21
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2) a) Montrer que (b

n

) est décroissante et que (a, ) est croissante.

b) En déduire que les deux suites (a, ) e (b,) sont convergentes.

1 n
3) a) Montrer que 0<b,,, —a <-;—(bn—an)Vn€N etque0<b, —a, S(EJ :

el =

b) Montrer, alors, que (a,) et (b,) convergent vers une méme limite. Conclure.

4) On pose (x,) la suite définie sur N* parx, = —

o

a) Etudier la monotonie de(x,) , en déduire qu’elle est convergente.

n
n—3+ee

b) Vérifier que Vne N', x,,, = %x +% puis calculer lim x,

¢) Soit (y,) la suite définie sur N* par y, =n(b, —a,). Montrer que (y,) est convergente et calculer sa
limite.
Exercice 240n considére la suite (F,) définie par: Fy =1, F =1, F

n+2

=F

n+l

+ F, . On notera que la
troisiéme information signifie que tout terme de la suite ( & partir du troisiéme) est égal a la somme des
deux termes qui le précédent. Pour I’information, F, représente I’effectif de la population des ancétres de
nieme génération d’une abeille male.

1) Démontrer, par récurrence, que F, >n Vne N. Que peut-on en déduire a propos de la limite de la suite
(F.)?

2) Démontrer par récurrence que F, X F,,, = F

n+2 n+l

+(=1)"Vhne N
3) Pour la suite de I’exercice, on considére les suites (¢, ),(u, ) ez (v,) définies par les égalités :

10 T "
@n o F ’Mrt _¢)2n el vn _¢2n+i'

b
n Fn XF H

n+2

a) Déterminer une écriture fractionnaire de ¢,,, — @, . En déduire que @,,, —

b) Déterminer le sens de variation des suites (u,) e (v,).

c) Démontrer que les suites (u, ) et (v,) sont adjacentes. En déduire que la suite (¢,) converge.
d) Démontrer que nlirEo ((9"2 —i{, —1) =0.

e) En déduire la valeur de la limite de la suite (@, ).

Exercice 25  Soit U une suite a termes dans Z . Montrer que U converge si et seulement si elle est

stationnaire cad il existe pe N tel que (U, )PP soit constante.

Exercice 26 1) Pour tout n =1, on désigne par y, la solution positive de 1’équation y =1 T
y

a) Donner I’expression de y, .
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. ; el
b) Montrer que, pour tout entiern=1,ona: —=< :
yn-l yn+l

U, =1

2) Soit U la suite définie par
) 5 U”+1:1+§— pour n€ N

n

a) Montrer que, pour tout entier n21, y, <U, , <y,

b) En déduire lim s |

n—y+tea n

: . . e i ke u
Exercice 27: Soituet vles suites définies sur N par : u, =§f>t v, =—=
' u

1)a)Exprimer v, en fonction den.
b) Calculer la limite de la suitev.

3
¢) Montrer que pour tout n>5,v, <—
4
; (e
2) Montrer par récurrence que pour tout Montrer que Montrer quen =5,u, < (Z)“ J

3) Pour tout entiern > 5, on pose S, = Z u,
k=35

a) Montrer que S, <4.
b) prouver alors que la suite (S, ) est convergente.

Exercice 28 Soit U la suite définie sur N” par

1
U =—
2

2 =

Umzl(rwl) U
2\

1) a) Montrer que U est décroissante poursn =3.
b) Prouver que U est convergente et montrer que lim U, =0.
n—s+eo

¥ =Lr e

12

; 1 Gl
a) Montrer que V est géométrique de 1'3150115 i
n2

'b) Bn déduire que lim = =0.

n—3+oe

5 :ZUR ,ne N Montrer que S, = 6—(%) (n*+4n+6) et calculer lim S, .

k=1 Nn—+teo
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Exercice 29 Pour tout entier n=1, on appelle f, la fonction définie sur [0,1] par :

f)=x"+x"+. . +x +x

1) Quel est le sens de variation de f, ? Exprimer f,(x) al’aide du symbole »’

2) Montrer que I’équation f, (x) =1 a une unique solution que I’on noteraa, .

1 : 1
3) Montrer que f, (%J = 1—5;- ; en déduire que pour toutn>1,0na a, > 5
4) Montrer que, pour toutn>1,ona f,,, (a,) = a'™ +1. En déduire quea,,, <a,.

; ey 1
5) Montrer que la suite (an) converge vers une limite L et queas £

1
En déduire que, pour toutn =1, 1—; = ULy,

6) Montrer que, pour toutn>1, f,(L)<1. En déduire la limite de la suite ( f,(L)).

7) Montrer que f, (L) = L% . En déduire queﬁ =1, puis la valeur de L.

X2+ 2x

Exercice 30Soit f la fonction définie sur R par: f(x)=———
S s

1) a) Montrer que, pourtoutx=>1,ona: 2f(x)=1.
b) Etudier le signe de 2 f(x)—x sur[l,+oo[ .
2) Soit U la suite réelle définie sur N par: U, :% et ,=2f (Un)

a) Montrer que, pour tout e N, U, =1.

b) Etudier la monotonie de la suite U.
c¢) En déduire que la suite U est convergente et trouver sa limite.

3) a) Montrer que, pour toutx>1, ona: 0< f(x)—%sé(x—l)

2
b) Montrer que, pour toutne N, U, ,, —1| S§|Un —1| :

¢) En déduire que, pour toutne N,

e

U, —1| = [%J . Retrouver alors lim U, .

- ; 1
Exercice 31: Soit f (x)=x"+x = iaveen =2 2.

1)a) Montrer que I’équation f_(x) =0 admet dans [O, +oc>[ une seule solution .

Cette solution qui dépend de n sera notéea,, .
' 1
b) Vérifier que0O<a, < 5
2)a) Vérifier que%— a,=(a,)". b) En déduire la limite de la suitea,, .
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Exercices sur le chapitre « Dérivabilité »

Collection : « Pilote »

noté f'(a)=b.

: £
et (\/E) -_—?\/—F

X—a XxX—a

tix)—=f{a
Définitions : f est dérivable en a & lim-——(L(—) =b (fini ) ; b est le nombre dérivé de fen a , il est

Théoréme 1 :Si f est dérivable et strictement positive sur un intervalle I de IR. Alors JE est dérivable sur I

Dérivées_des fonctions usuelles :

Fonction Domaine de dérivabilité Dérivée
X > a ( aconstate) IR X0
X=X IR x—1
x—x" neN;n>1 |IR Xrsnx®t
X > — IR X _nill
X

x> IR, Y

24/x
X > cos (ax +b) IR X > —asin(ax+b)
X > sin(ax +b) IR X > acos(ax +b)

x

X = tg(ax +b) I={XGRtelque:ax+b;tg+kn;keZ} x}—-)a(1+tg (ax+b))
x > cotg(ax +b) I={xeR tel que:ax+b#kmke Z} xHa(1+cotg2(ax+b))

Opérations sur les dérivées :

Fonction Fonction dérivée
u+v u'+v'

Au Au'

uv u'v+v'u

0 nel nu'u""

1 v

— (vnes’annule pas surl) e

v v

u u'v—v'u

v v?

Dérivée d’une fonction composée :
Soit deux fonctions U dérivable sur I et V dérivable sur J et pour tout x € I;f (x) € L alors VU est

dérivable sur I et (V-U)' —

25
1 Mathématiques & 4°™ Math X




Exercices sur le chapitre « Dérivabilit€ » Collection : « Pilote »

Y : -
i Théoréme des accroissements finis :
Si f une fonction continue sur [a;b] (a <b) et dérivable sur Ja;b[ alors il existe au moins un réel

| £(b)~f (a)

| c€ Ja;b| tel que f'(c)= -
‘. =

Inégalités des accroissements finis :
~ Sif est dérivable sur un intervalle I et s’il existe deux réels m et M tels que pour tout Xx€1 ;

£(0)-f(a) _,

b—a

m<f'(x)<M alorspourtouta et b €I (a#b) Ona: ms
- Sif estdérivable sur un intervalle I et s’il existe un réel k>0 tel que Vx€eI; lf '(x)| <k alors pour

tout a et b deIOna :’f(b)—f(a)l <k(b-a)
| Théoréme :Si f est une fonction continue sur un intervalle I et f (x)#0 alors f garde un signe constant.

| Approximation affine :
Définition : soit f une fonction dérivable en a. une valeur approchée de f (a+h) =f (a)+f'(a)xh. On dit

| que f(a)+f'(a)xh est une approximation de f en a.

Exercice1  Cocher la réponse exacte :

1) La fonction x+> cos(6x2) est dérivable sur R et sa dérivée est :

a) x> 12sin(6x). b) x> —12xsin (6x) ¢)x > —12sin (6x°)

. 1 : \
2)Soitf: x> —5 x’ —2x et g une fonction dérivable sur R telle que g’ () <0Vze R, alors gof est :

a)décroissante sur R | b) croissante sur R | ¢) constante sur R |

3) Soit la fonction définie sur [-3,3] dont le tableau de variétion de f’ est:

X -3 L Ly 2
: 7 : :
T -1
)
a) f(-3) < f(-2) | b) f(1) > f(2) | ©) f(2) > f(3). |

ii) Dans un repére orthogonal, la courbe de f admet exactement deux tangentes paralléles a la droite
_d’équation:
lay=-2x [b)y=(03)x [ y=2. |
4) f est une fonction dérivable sur [-2,2], alors :
a) f est bornée sur [-2,2]
b) Si f’(1) =0, alors f admet un extremum en 1.
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Exercices sur le chapitre « Dérivabilité » Collection : « Pilote »

¢) Sif’ est décroissante sur [-2,2], alors f est négative sur =221
5) Soit f une fonction dérivable sur [1,8] telle que | va '(t)l <5 Vte[l,8], alors :

a) [F8)- F(D|<35 5)36< F(8)—F(1)<40 ©)40< F8)— f(D) 3
Exercice2  Le graphique donné ci-dessous est celui de ¢, courbe

représentative d’une fonction définie sur R et ses tangentes aux points

d’abscisses 1, 2 et 3.

1) Déterminer f(1), £'(1) et £’(3).
2) Résoudre graphiquement 1’équation f ’(x) > 0. =
T2+ H)

i
4) Parmi les trois courbes données ci-dessous, laquelle est la
représentation graphique de f’
en justifiant votre choix.

3) Déterminer lim
h—0

ta

T UELS

A B &

Exercice 3 Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I contenant un réel ¢ ; on suppose que
f@)=g(ax)=0 etque f'(a)#0 etfnes’annule pas sur I \{a}.

Montrer que lim £°2 = £X9 ic cateuter Tim S0 oy fim 22X =1
X f(X) (@) | x—-)%ECOSx _\/5

Exercice 4 1) a) Etudier sur {0, %} le sens de variation des fonctions f et g définies par

3 T
f(x)=x-sinx et g(x) =sinx—x'+%. En déduire que x—%SsinxSxVxe I:Oz}

3

b) Déduire que xSsinxSx—% Yxe [_g,o} et que sinx—x

2
<X vxe [—f,ﬁ}\{m_
6 22

X
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Exercices sur le chapitre « Dérivabilité » Collection : « Pilote »

sin x
h(x) = [ x#0 , o
2) Soit h la fonction définie par ) X 9 Montrer que h est continue et dérivable en 0.
h(0) =1

; on désigne par({; )la courbe

Exercice 51) Soit fla fonction définie sur [O; +°G[ par f (X) =1 x
S

représentative de f dans un repére orthonormé (O;i; j) ;

a) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0. Interpréter.
b) Montrer que f est strictement décroissante sur[O; +°°[ :

X
2) Soit g la fonction définie sur[(}; +c>0[ parg(x) = tan(;) X E [0;1[-
Montrer que g est strictement croissante sur[O; 1[ .

3) a) Montrer que I'équation f ( x) =g (x) admet une unique solution o« dans }O;%[ -

b) Donner un encadrement de & 4 10" prés.
h(x):fog(x) si xe [0;1] :

4) Soit h la fonction définie sur|0;1] par:
h(1)=0

Montrer que h est continue sur[0;1].

Exercice 6 Soit f la fonction définie par f(x)=+/3x+4

1) Déterminer I’approximation affine de f(t) voisin de 0.

2) En déduire une valeur approchée de +/4,000048 puis comparer le résultat avec celui affiché par la
calculatrice

Exercice7 f définie sur R _{-5} par f(x)= ——2—5
O x+

1) Déterminer une approximation affine de f au voisinage de (-1).

2) Déterminer V —1<¢ <1, ’erreur commise en remplacant f(-1+t) par f(-1) + t £*(-1)

Exercice 8 Soit f la fonction définie sur R” par f(x) = i} .
X
D : . 1 1 3
I) Montrer qu’il existe un réel ¢ de ]p, p +1[ avec pe N tel que == =

g (el &

1 1 3
<

< — e
(p+D* P (p+1)* p*

2) En déduire que

Exercice 9 Soit f la fonction définie sur [0,1] patf (x)= tan(gzx )

1) Montrer que %[—S f(x) S%’Z Vxe[0,1].
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Exercices sur le chapitre « Dérivabilité » Collection : « Pilote »

2) En déduire que %h < tan(%h) < %ﬂ-’h Vhe[0,1].

Exercice 10 Soit g la fonction définie sur[l; +c>0[ parg ( x) =x’-x-1.
1) a) Dresser le tableau de variation de g.
b) Montrer que I'équation g (x) =(0admet dans [I; +00[ une unique solutiona etque 1.3<a<1.4.

fa+1
c) Montrer que =q
(04

+1
2) Soit f la fonction définie sur [I; +°°[ par f (x) T huioc}
X
A8 . 1 X
a) Montrer que f est dérivable sur[l; +°°[ et que pour tout x de [1; +oc>[ s £ (x) = Ti5zs i
X Xt

b) Montrer que pour tout X € [1;+°°[ . dek <1 (X) <0

c) En déduire que pour toutx € {0{;+oo[ : ~§+%0{ < f(x) <

X

Exercice 11 Soitg(x)=-1+ -
g N3

1) a) Dresser le tableau de variations de g.

b) Montrer que I (0, -1) est un centre de symétrie de { e
2) Soit f(x) = %(\/xz +3—x+ 1) :

a) Vérifier que f'(x)= % g(x) puis étudier les variations de f.
b) Montrer que ¢, admet deux asymptotes dont on déterminera les équations puis construire la courbe ¢, .
3)0 idere la suite (U, ) _ défini Yoz ?
n considere la suite (U, éfinie par -
i UnH 5 f (Un)
a) Montrerque U, 20Vne N

b) Montrer que |f(a) - f ()| <%la—b] Y(a,b)e R>.

U,.—1s %[Un —1| puis montrer que U, —1|< (-I-J Vne NEn déduirelimU,

2 s

X

c¢) En déduire que

r fx)=1+

- six=20
1+ x

Exercice 12 Soit f la fonction définie sur R par: § f(x) = cos(7x) si—1Sx<0
Flx)=q-x=1=lsix<—1

\
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1) Etudier la continuité de fen O et en -1. 2) Etudier la dérivabilité de fenOeten-1.
3) Déterminer f ’(x) pour x€]0,+oo[, xe]—1,0[ ef x€]—oo,—1[.
4) Dresser le tableau de variation de f.  5) En déduire que 1< f(x) <2 Vx=0.
E Z 2k . a) En utilisant 5), montrer que 0<§, < n2+1 .b) En déduire lim §,, .
n+1epk+1 +1 A—ee
7) Soit g(x) = f(x) —x pour x 20 . a) Dresser le tableau de variation de g.
b) En déduire que 1’équation f(x) =x admet une seule solution & dans R, etque 1< <2.
c¢) En déduire le signe de g(x).

6) Soit S, =

U,=1
U= flU, ) YreN
b) Montrer que la suite U est croissante.En déduire qu’elle est convergente et préciser sa limite.

X ilerf(x)=x +Jx?+1 avec xe R.

“x2+1
1) Etudier les variations de g et en déduire le signe de g(x). 2) Etudier les variations de f.
3) a) Montrer que C, admet une asymptote oblique A. Etudier la position de C, et A.b) Tracer C, .

8) Soit U la suite définie sur N par { a) Montrer que 1<U, <& Vne N.

n+

Exercice 13 A/ Soient g(x)=

B/ 1) Montrer 4 I’aie de 1’égalité des accroissements finis appliquée a f sur [x,x+1] que :
Vxe Rig(x) < f(x+1)— f(x) < g(x+1).

2) On considére la suite (U,) . par U, =L12g(k) .a) Calculer U, et U, .
ne n‘l' —

b) Montrer que pour tout ne N, on a: _f(n) <U, < flatl)=1
n+l n+1

1 1 2 n
3) On considére la suite (v, ) . définie par: v, = [ it +....+—J.
5 n+ I\ T 4 W22 41 n® +1

Montrer que (v, ) est convergente vers 1.

.c) en Déduire que U est convergente.

Ji+x-1-x

Exercice 14 A) Soit g la fonction définie par g(x) =—F———

\/1+x+\/1—x.

1) Déterminer le domaine de définition D de g.

_ 1 2 lsa2 - _ 2

2) a) Montrer que g(x)= I__x_ b)En déduire hn(l)-L——l—x :

b x> %

3) Montrer que g est impaire.  4) Etudier la dérivabilité de g en O et a droite en 1.

5) Dresser le tableau de variation de g.
B) Soit fx)=»"sin (%j si xe R\[0,1]

F(x)=g(x) sixe[0,1]
1) Etudier la continuité de fen 0. 2) Etudier la dérivabilité de f en 0.

3) Déterminer f*(x) lorsque xe R\[0,1]. 4) Calculer lim f(x) ef lim M

X—rtes
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C) Soit U la suite définie sur N* par U, :stin[%).

k=1

1) a) Montrer que 1’équation cosx——z- =0 admet une seule solution x, dans [O, §:| ;
T

7

b) Donner le tableau de variation de la fonction ¢ définie sur [0, 7[:| par @(x) =sin x—gx.
T

e v Esin s Vee [o, ﬂ ¢) Caleuler lim U, .

9T n—3+ea
N i 5 s ep
Exercice 15 1) On considére la fonction définie sur IR par \/i
/42
rfea S e
x+1

On désigne par () la courbe représentative de f dans un repére orﬂlonormé'(O,f, }) .

1) a) Montrer que f est continue en 0.
b) Etudier la dérivabilité de f en O et interpréter graphiquement le résultat.

¢) i) Justifier que f est dérivable sur ]—oo,0[ er 10, +od .ii) Calculer £'(x) pour tout x de ]—co,0[ ef ]0,+o9] .

d) Dresser le tableau de variation de f.

2) a) Vérifier que 0< f'(x) Si Vxell, +oo .

b) En déduire que 1’équation f(x) =x admet dans [1,+eo[ une solution unique & et que ae]l, 2.

¢) Tracer la courbe de f en précisent une équation de la tangente a(¢ ) en (0,1)
Uy,=1
Un+1 = f (Un)
1) a) Montrer que 1<U <& Vne IN . b) Etudier la monotonie de la suite U.
c¢) En déduire qu’elle est convergente et calculer sa limite.

II) Soit U la suite définie sur IR par {

2) a) Montrer que O0<a—U, , Si(a—U") Vne IN .

b) En déduire que O<a-U, < [ij Vne N. Trouver, alors, 1a limite de U.

1

3) Pour tout ne N ,on pose S, =2Uk erl :ﬁ .a) Montrer que na—%[l_(z) JSSH Tty
H ¥

k=1

b) Déterminer, alors, la limite de §,. c¢) Déterminer la limite de T, .

Exercice 16 Soit f:[0,1] — R une fonction dérivable et g la fonction définie par

: 1 '
f@Bx)si xe|0,— i | ol
= 3] A quelle condition (S) la fonction g est-elle dérivable ?

f (3x —1) sinon

gx)
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Exercicel7 Soitne N*, f la fonction définie sur R par £(x)=(1+x)". 1) Calculer f ’(x) et f’(x).
2) En utilisant la formule du bindme de Newton, donner une autre expression ded) - (x)ehi” (%)

3) Déduire les valeurs de chacun des entiers : ZC,’: 3 Zk 2 Zk(k ~DC* et ZkZCf .

k=0 k=1 k=2 =1
Exercice 18 Soit f une fonction dérivable surR , on suppose que f’ ne s’annule pas. Montrer que f{ ne
peut pas étre périodique. e
Exercice N°19 : Soit f une fonction deux fois dérivable sur 1
Iintervalle[-2;2]. Le graphique ci-contre

(%)
représente la courbe (. ) de la fonction dérivéef 'de f.

1) Répondre par Vrai ou Faux en justifiant la réponse :
1) f admet un minimum local en 1
2) La courbe de f admet deux points d’inflexion.

: 4
1I) Pour toutn > 2, I’équation f '(x ) =—admet une
n

solution o, € [0;1] et une solutionf, € ;2.
Pour chacune des questions suivantes, une ou plusieurs réponses proposées sont exactes .Indiquer chaque
réponse correcte.1) La suite(o, )est: a) Croissante ~ ; b)Minorée ;  c¢) Convergente
2) Les suites (o, ) et(B, )sont :  a) Croissantes ; b) Bornées ; = ¢) Adjacentes

Exercice N° 20: Dans le graphique ci-
dessous ({, )et (G, ) sont les courbes

sepresentatives d’une
ction f définie sur IR et de sa

fonction dérivéef '. La courbe (G, )
admet une tangente horizontale au point

28 -2 1.5 -1 05 o us

2
1.1+—| Ladroite A:y=0estune
( \/2J

asymptote horizontale 4 (G, )et(Z,)au
voisinage de —e<.D est la droite d’équation y =3x
I) 1) Justifier que (G, )est la courbe de f.

1+i

f(x) —[ }
2) a)Déterminer lim f(x), lim f(x)etlim V2 . b) Dresser le tableau de variation de f.

e x—l X —

3)a)Montrer que pour tout réels aetb de [0,1] on a: |f(b)=f(a)| <|b—a|
b) Monter que I’équation : f(x)=3x admet une unique solution o.€ ]0,1]
1

: ! Vg =
11) Soit U la suite réelle définie sur INpar < ° 2
3U,,, =f(U,) pour ne IN
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1) aMontrer que pour tout ne IN:U, € |0,1]

n—3tee

b)Montrer que pour tout ne INIUn+1 = 0t| 5 %]Un =1 | et que|Un = OL] < [%) Calculer alors lim U,

1 n
2
i§

2) Soit S la suite définie sue IN*par: S = kU,

. n
a)Montrer que pour tout entier naturel nonnulona: S, — otz— = —22 ke B0}
n

n+l <_1'

il

S —0L

b)Montrer que pour tout entier naturel non nul on a : 3" =2 2n en déduire que

2n

: o
Montrer alors que la suite S converge ver =

Exercice21 : On donne la fonction f définie sur
]0,+o<[ dont la représentation graphique dans un
repére orthonormé est le courbe { représentée ci contre

e e

T 0
X e 9

1/ a) calculer lim ——= |
X—odes X x=l x —1

T
X—>—
2

b) Dresser le tableau de variation de f 4]
2/ Soit g la fonction définie sur IR par: g(x) = f(1+x2)
a)Montrer que g est dérivable sur IR er calcule g’ (x)
b)Dresser le tableau de variation de g

3/ On donne h la fonction défini sur ]O,+oo[ par:

h(x) :M
XZ
a)Soit la fonction ¢ définit sur |—1,+e<] par @(t) =1t2 h(x)+t—f(1+1) pour tout x € |0,+oo[
Calculer @(0) et @(x) en déduire qu’il existe ce ]O,X[ tel que h(x)= 2(;& :
c

b) Montrer que h est prolongeable par continuité a droite en 0.

Exercice N°22 :Soit p un entier naturel non nul fixé et soit f la fonction définie sur IR par : f(x) = x**".

1°/ Montrer en utilisant les accroissements finis que :
Pour tout X€ IR, ,ona: ((p+1) x" < (x+ D axP 2 tp+ 1) (x+ 1 )0,
2°/ En déduire que pour tout keIN', ona KM - (K- DM < P+ K <(K+ 1)"“ Kr

3°/ Montrer alors que pour tout Ne N, ona: n®' < (p+1) (I"+2° + ...+ n") < (n+ 1)P*' -
S R i
4%/ Calculer lim [1 2 e R ]
N—+oo n

Exercice N°23 : Soit g une fonction dérivable sur [a,b], (a < b) tel que g’ continue sur [a,b], dérivable sur
]a,b[. On définie la fonction ¢ sur [a,b] par :
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b a)—-(b-a)g'(a
o) = 9(6) - 900~ (o~ g 09~ SR=IEL-ET B
1) a) Montrer que @ est continue sur [a,b], dérivable sur ]Ja,b[ et déterminer I’expression de @’(x) en
fonction de X.
(b-a)®
2

b)Montrer qu’il existe ce | a,b [ tel que ¢’(c)=0. c)En déduire que g(b)=g(a)+(b—a) g’(a) +————g"(c).

% = b .: X 5iNX i XS
2°/ Utiliser ce qui précéde pour calculer : lim ——— ; En déduire lim =
x—0* X x—0 X
cos(x 2) \
f( )= 7 +1 si x €]—00,0[

1
Exercice24 1) Soit la fonction f définie sur R par <f (x)=tgmx —4nx si x € [0,5}

fx)= \/;Stxe}; m[

- o 1
a) Etudier 1a continuité de f en O et en T

b) La fonction f est-elle dérivableen 0 ?  ¢) Calculer lim f(x) et lim f(x).

= : pour tout ne N.
VUn

a) Montrer que U, € [%,%} Vne N. b) Montrer que si U est convergente, alors sa limite est €gale a 1.

2) Soit U la suite définie sur N par: U, :% et Tl

2

c¢) Montrer que [U ., — 1| < 10

n+l

U, —1| Vne N .d) En déduire que :

1(9Y

& —1| <—|—| pourtout ne N ;
210

montrer, alors, que U est convergente et calculer sa limite.

3) On donne la fonction définie sur |:0, %} par g(x)=tg (nx)-7x .
a) En utilisant les variations de g et de f sur {O,%} montrer que : pour tout x € [0,%}, x <tgmx <4rmx .

b) Soit V la suite définie sur N™ parV, =tg (31]+tg [?quﬂg [;—ﬁ-) .Vérifier que, pour tout ne N,
n n n

7(n+1) 27(n+1)

£V =

.La suite V est-elle convergent o
n—+o g
4) Soit §, = Zf (k) pour tout ne N .a) Montrer que la suite (S,) est croissante.
k=1
1 1 i 1
=+— eten'déduire que S, =5 2—1

Jn+k 2n S

¢) Montrer que la suite (.5,) est non majorée et trouver sa limite.

b) Etablir que, pour tout ne N et ke {1,2,...,n},
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k= 1x si xigl
1+x

f(x)=vx*-1si x>0

On désigne par (L) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (013) ;

Exercice N° 25: Soit f 1a fonction définie sur |~1,+oo[ par :

1) a) Montrer que f est continue sur |—1,+es .
b) Etudier la dérivabilité de f en 1 et interpréter graphiquement les résultats obtenus.
¢) Etudier les variations de f. d) Tracer la courbe (C) apres avoir étudier ses branches infinies.

2) Montrer que I’équation f (x) = x admet une solution unique o et que o.€ 10,5;0,6]

3) a) Montrer que pour tout x de |0,5;0,6 ; f(x)e ]0,5;0,6

b) Montrer que pour tout x de ]0,5;0,6[ ; |f (x)] S%

4) Soit U la suite réelle définie sur N par U, € ]0,5;0,6] et U,,, =£(U,)

a) Montrer que pour tout n de N ; |U_,, —a| < %|Un —OL|

b) En déduire que pour tout n de N ; |U,,, —oc[ < [%J puis calculer lim U,

X—rtoo

: k=n k=n
5) Soit n un entier naturel non nul, on pose S, :i3 YL et Sa =N I
n° e k=1

y i 2=l SE ¥1—5 G
a) Montrer que S, —o—2=—>"k*(U, —a) b) En déduire que |S, —o.—3{ <= 1| =

e = n n 6,

: o n(n+1)(2n+1)

¢) Montrer que la suite (Sn) converge vers % ( on rappelle que a, =— 5 L

Exercice N°26:  Soit (w, ) la suite définie par .{WG =

w,, =cos(w,);Vne N
1) a) Montrer que I'équation cosX = X posséde une solution ¢ unique dans R . Vérifier que ce ]0, 1[ »
b) Montrer que 1’équation cos(cosx)=x posseéde c comme seule solution dans R . |
¢)Montrer que pour tout entier naturel n , w, € [0,1].
On veut montrer que la suite (W, ) est convergente vers c.
2) Premiére méthode :On considére les suites (u, ) et (v,) définies par: u, =w,, et v, =w, .

a) Montrer que la suite (u, ) est croissante et que la suite (vn_) est décroissante.

n

b) Montrer que les suites (u, ) et (v,) convergent chacune vers ¢. que peut-on conclure ?

3) Deuxiéme méthode :a) Montrer que Vx €[0,1] ; |cosx —¢| <sin (1)|x —1|

b) En déduire que Vne N;|w, ,, —c|<sin (I)IWrl 1| ¢) Montrer que Vne N ; |w, —¢|<[sin(1)]" .Conclure.
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Exercices sur le chapitre « Fonction Réciproque » Collection : « Pilote »

s SR SRS

Définition :Soit I un intervalle de IR et f une fonction définie sur 1. on dit que f réalise une bijection de I
sur f(I) (ouque f est une bijection de I sur £(I)), si pour tout y de f(I), I'équation f(x)=y admet une

unique solution dans L
Théoréme :Si f est une fonction strictement monotone sur un intervalle I, alors f réalise une bijection de I

sur f(I).

Définition :Soit f une bijection d’un intervalle I sur f(I). On appelle fonction réciproque de f et on note

£ la fonction définie sur f(I) qui a tout y de f(I) associe I'unique solution dans I de 1’équation
f(x)=y
Theoréme :Soit f une bijection d’un intervalle I sur f (I) et f ' sa fonction réciproque. Pour tout x de I et

toutyde f(I) , f(x)=y, sietseulementsi, ™ (y)=x. f'of (x)=x, pourtoutx de I et fof ' (y)=y,
. pour tout y de f(I).
Ahcoreme :Les courbes respectives d’une bijection f et de sa réciproque £ dans un repére orthonormé
sont symétriques par rapport a la droite A:y=x.
Theoréme :Si f est une fonction continue et strictement monotone sur I’intervalle f(I) et varié dans le
' méme sens que f.

Théoréme :Soit f une fonction strictement monotone d’un intervalle I sur f (I),aunréel delet b=f (a).

1

f'(a)
Théoreme :Soit f une bijection d’un intervalle I sur f (I). Si f est dérivable sur I et f '(x)# 0 pour tout x de
i
£ (y)]
Théoréme :Soit n un entier supérieur ou égal 4 2.La fonction x > x" réalise une bijection de

IR, sur IR, . Elle admet une fonction réciproque strictement croissante de IR, sur IR_, appelée
fonction racine "™ .

Sifestdérivable enaetsi f'(a)#0 ;alors (f“l)'(b) =

I. alors £~ est dérivable sur f (I) et (f'l)‘(y) = ; pour tout y de £ ().

Théoréme :Pour tous réels positifs x et y, y=x", si et seulement si, x = Yy ; lim Yx =+oo
Ko

Théoreme :Soit deux entiers n et p tels que n>2 et p>2 et deux réels positifs a et b. alors Va" =a ;

(V) = 40 =95 2 =38 o0 s Sl (VR =7« o =¥

Théoréme :Pour tout entier n > 2 : la fonction f : x %/; est continue sur [0; +oo[ et dérivable sur

- |0;+co[ . De plus , f'(x)z—l—,pourtout x>0.

bt
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Exercices sur le chapitre « Fonction Réciproque » Collection : « Pilote »

Théoreme -Soit u une fonction dérivable et positive sur un intervalle I et un entier n 2. La fonction
f:x > gfu(x) est continue sur I et dérivable en tout réel x de I tel que u (x)#0. De plus,

f'(x) =——u(—x)—u-, pour tout x de I tel que u(x)>0

n(“u(x)" ])

Exercice 1 La courbe C sestla représentation graphique d’une HENE - s pmmEsse
fonction. Cocher la ou ( les ) réponses correctes : e
1) a) f réalise une bijection de |—eo ; O] sur IR

b) f réalise une bijection de |0 ; +oo[ sur IR

c) f réalise une bijection de |0 ; 2[ sur |45+
d) la droite d’équation y = x+1est une asymptote

oblique & C, au voisinage de —o°.

2) a) 7 (4)=2; b) lim £ (x)=0
-1 5 2o . o Fox)
¢) /7! n’estpas dérivable en 4. ; d) lim =400
X—rtee x

3) Reproduire la courbe de f et représenter dans le méme repere la courbe Cf,,

Exercice 2 :Répondre par Vrai ou Faux :
1)Soit f une bijection d'un intervalle I sur f(I)
Si f est strictement croissante sur I alors ™' est strictement décroissante sur f(I)

2) f une fonction bijective sur un intervalle I .Si f'(x,)=0avec x,€ I ;alors f -! n’est pas dérivable
enf(x,).
3) f une fonction bijective sur un intervalle I, f estdérivable enx,e [ et lim f (x)=4ee. ¢, 4

courbe de f admet A: y =2xcomme asymptote oblique au voisinage de +e . Alors
. 1 : 6
f "admet A:y= Ex comme asymptote oblique au voisinage de +oo.

lim f(x)=+eo 4
T Alors- ey L8 g
4) f une fonction bijective sur un intervalle I 3Si | . f(x) s 53

= +oo X—3+o0 X
X—y—co x -

5) f une fonction bijective sur[-a , a].Si f est impaire alors il en est de méme pour } e

6) f une fonction bijective sur[—a , a]. Si [ est paire alors il en est de méme pour R
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Exercices sur le chapitre « Fonction Réciproque » Collection : « Pilote »

Exercice n°3 : La courbe {, représenter ci-contre est la courbe e
représentative d’une fonction f définie sur [-2 ; 3]. On sait que : f

est continue sur [-2 ; 3] et dérivable sur[-2 ; 1] et [1 ; 3]. i
Pa)=f(1)  F(x)=B()

1) Déterminer graphiquement : lim ethm———. - : | <

x=31" =1 x—l* b

2) Déterminer graphiquement :f'(-1). En

. f(x*-1)-2
déduire : Il m—————.

x—0 X 3
3) Soit g la restriction de f sur [-2 ; 0] etg ™' sa fonction réciproque. /

4

’ O
a) Déterminerg ™ (2) et (g") (2). i

b) Représenter dans la méme repére la courbe deg ™.

Exerciced:  Soit f (x)= ‘}I_—X F 03]
X

1) a) Btudier f et tracer sa courbeC, . b) Etudier la dérivabilit€ de f & gauche en 1, Interpréter.
2) a) Montrer que f réalise une bijection de ]0,1]sur un intervalle K que I’on précisera.
b) Soitg = f~'. Montrer que g est dérivable a droite en 0. ¢) Tracer Crreri@,s
d) Expliciter f ' (x) V x [0, +o9
Exercice 5 : Soit f la fonction définie sur [1,+eo[ parf(x)= Jx2—1-x+1 .on désigne par (&) sa courbe
cans un repere orthonormé direct (O, i j) ;
B(x)-——x+1
x-1 x2-1

5) Etudier la dérivabilité def a droite en 1.Interpréter graphiquement le résultat.c) Vérifier

X —/x2-1

gueVne [l,+e[ona :f'(x):f
x2—1

2)a) Montrer que lim f(x) =1 .b) Dresser le tableau de variation de f .c) Montrer que f réalise une bijection
X—htoe

1)a) Montrer que, Vne ]I, +oo[ ona:

de[1,+eo sur un intervalle J que I’on déterminera.3)a) Justifier graphiquement que f ' est dérivable 2 droite

en0b) Donner le tableau de variation de f ™
4)a) Calculerf (\E ) .b) Montrer quef ~est dérivable en3— .J§ et donner 1’équation de la tangente

a(g ) en son point d’abscisse 3—+/5

—x2 =
L e .b) Résoudre alors I’équationf(x) =£
2(x-1) .

Exercice n°6 :Dans le graphique ci-contre, la courbe C est celle d’une fonction f définie sur [0, +oo [, A
est la droite d’équation y = x.

1) a) Dresser le tableau de variation de f.

) En déduire que f réalise une bijection de [0, +oo [sur un intervalle J que 1’on précisera.

5)a) Montrer que Vxe Jon a f'(x)=
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Exercices sur le chapitre « Fonction Réciproque » Collection : « Pilote »

c) Construire la courbe C” de la fonction réciproque def .
£1{x
d) Par lecture graphique, déterminer lim ( 1) :
=3l p—
2) La courbe C coupe A en un point My d’abscisse

XGEZlﬁ,I!:,
2

a) Montrer qu’il existe un réel ce |0, x,[ tel

(=
i

quef(x,)=1+x,1"(c).

: 1]
b) On donne f ﬁ =ﬂetf(1):£. o
2 i 2 . .
Donner un encadrement def’(c) . A : BLeNR Py ROl : :
3) Sachant que pour %
toutx € [0, o[ ,f (x) = sl
x*+1

Exercice 7  Soit la fonction f définie sur IR par: f(x)=x’+3x>+3x+1
1) Montrer que f réalise une bijection de [—1;+eo[ sur[0;+eco] .

2) Montrer que £ (x) =/x =1 ; x€[0;+o]

3) Onposeh(x)=-/sinx —1. Montrer que h est dérivable sur le; g—} et dresser son tableau de variations.

Exercice 8 Soit f la fonction définie sur (},E par f(x)= 1_ et g la fonction définie sur ]o,i
2 1+sinx 9

par g(x)= 1—;{ —sinx. 1)a) Etudier les variations de g .
b) Vérifier que g réalise une bijection de [O,g] sur un intervalle J que I’on précisera.
¢) En déduire que I’équation f (x)=x admet une solution unique cre JO ) %} :
2) Montrer que f réalise une bijection de {0 ; g[ sur un intervalle K a préciser.

3)a) Soitxe K , Exprimer sin(f“ (x)) et cos(f"1 (x)) en fonction de x .

b) En déduire les réels £ [%] atoif[ G (2—\/5) .

¢) Calculer f“( } ] V xe [O,E}

1+cosx
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Exercices sur le chapitre « Fonetion Réciproque » ; Collection : « Pilote »

5 15 b4 1
Exercice 9  Soit la fonction f définie sur[O : —[ parf (x )=——.
4 1—-tanx
1) Montrer que f réalise une bijection de [O : Z[ sur un intervalle J que I’on précisera.

2) Soit g la fonction réciproque de f . Montrer que g est dérivable sur [1 ; +eof et que -

e 1
g(x)_zf—zxﬂ'

3)On pose h(x) = g[1+tanx

J vV xe [g : g[ .a)Montrer que /i est dérivable sur {% ,g[ et calculerh'(x).

b)Emcléduirﬁ:quf:h(x):x—wjE Y xle E;E :
4 4 2
Exercice 10: Soit f la fonction définie sur 1= [gﬂs[ par: f(x)=1+3cos2x

On désigne par (&, ) la courbe de f dans un repére orthonormé (0, 1, j).

1)a) Dresser le tableau de variation def .

: Y T . . i :
b) Montrer que f réalise une bijection de [5 Ttl: sur un intervalle J que I’on déterminera

2)a) Etudier la dérivabilité def ™ a droite en1.b) Montrer que f ™' est dérivable sur |1, 4]

: 1
€) Montrer que Vx € |1,4/ on a(f ') (x) = ———on——
i L% 2-x24+5x —4

d) Montrer que Vx € Z,E ona l<(f")'(x)<E
4 4 3 3

3)a)Calculerf (23—n) Gl (%TE) .b)Montrer que I’équation f ™' (x) = x admet dans }%%[ une seule solution o
¢) Tracer (&, ) et(&fﬁ, )dans le méme repere (O, 1, ])
4) Montrer que Vx € }oc,l—j[ ona %(x +20) < f(x) < %(2x+ o)

|

X

Exercice n°I1 :A/ Soit la fonction f définie par : f (x ) = . On désigne par C sa courbe

représentative dans un repére orthonormé (O, i, _j) .1) a) Etudier la parité de f.

b) Etudier la dérivabilité de f 4 gauche en 1. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
¢) Etudier les variations de f sur ]0 ;1]. d) Construire la courbe C.

2) a) Montrer que f réalise une bijection de]0 ; 1] sur [0, +oo[.
b) Expliciterf ™' (x) et tracer le courbe C’ de f ' dans le méme repére que celui de C.

B/ Dans Ia figure ci-contre, on a représenté graphiquement une fonction g définie sur [0, +o [.On définie
la suite U par
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Exercices sur le chapitre « Fonction Réciproque » Collection : « Pilote »

_{Uozo
- Un+1 :g(Un)’

1) a) Reproduire la figure puis représenter graphiquement i1 Piel s aeHpd A o

la suite U. e
b) A partir graphique, que peut on conjecturer pour sa 3 B Cg

convergence ? A

] , 1
On admet pour la suite que pour toutx > 0,| g (x)|=< .

2) Montrer que I’équation : g(x) = x admet une unique
solution o. Vérifier que ate J0;1] .

=

3) a) Montrer que pour toutne N,0<U_<1.b) Montrer

1
que pour toutn N;|Un+i & Ot' < EIUn —0L| ;
: 1Y) L ot
¢)En déduire que pour toutne N ;'U“ —ocl < [5] o .d) En déduire que U est convergente et préciser sa limite.

Exercice 12 Soit f la fonction définie sur IR par: f(x EEER L s désigne par (C) sa
() Lt Al ( ) -

courbe représentative selon un repére orthonormé (O IF }) du plan.
1
1+ 2 +4/1+ 2

1)a) Montrer que f est dérivable sur IRet que V xe IR ; f'(x)=

b) Dresser le tableau de variations de f .
2) a) Montrer que le point 7(0;1) est un centre de symétrie de(C).

b) Donner une équation de la tangente (T) & (C) Au point Lc) Tracer (T') et (C).

o 2(x-1
3) a)Montrer que f réalise une bijection de IR sur]0;2[ .b) Montrer que V x€ 0;2[; £~ (x)= 2(x 2)
Xk

c) Tracer la courbe (C') de f~' dans le méme repére orthonormé(O;i : j).

[ F(x)=f(tanx) si xe {O : E{
B) Soit F'la fonction définie sur [0 : —} par: 2
(g

2
1) a) Montrer que F est continue sur [D : —g—} b) Calculer F(x) Vxe [0 ; g[

2) a)Montrer que F admet une fonction réciproque F~' définie sur [1; 2]

b) Montrer que F~'est dérivable sur [1; 2]et déterminer sa fonction dérivée.

c)Montrer que ¥V xe[1;2] ; F7'(x)+F" (2) = %
X
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Exercices sur le chapitre « Fonction Réciproque » Collection : « Pilote »

U
+1} et Vi=—=

3) Soit ne IN", On oseU:nF'l
ST

k=0

* e
a) Montrer que V ne IN~ ; F™ {ii-lJSF‘]( : +1JSF ‘[~+I]
n+k n

2n

n+k

b) En déduire que (V, )nem* est convergente et calculer sa limite.
5 2(n+k s
¢) Soit T, = LZ F! (—(———)J . Déduire que (T, )ne . estconvergente et calculer sa limite.

145 1+n+k

] 1 hidea dgei2 (n o k) g 510! 1.2
¢)Soit T, =——> F e g Déduire que(7,) _ . est convergente et calculer sa limite.
+n+ e

1%

Exercice 13 Soit f la fonction définie sur IR, par f (x) ol
Xercice 01 4 roncuon dernie sur ar R ———————u
A X +2x+2

1) a) Donner le tableau de variations de la fonction f .

b) Montrer que I’équation f (x)= x admet dans [O ; +co[ une solution unique & tel que e }% : 1[ :

<) Construire la courbe C, et la droite A:y = xdans un méme repére orthonormé ( st 7 ) -

45
2) Soit (U, ) la suite définie par <~ ° ~ 50 ;ne IN
Un+1 :f(Un)

2) Montrer que V ne IN ; U“e}g;l[. b) Vérifier que V ne IR, On a ’f'(x)lsi.

¢) Montrer que V ne IR, On a | f(x)—a|5%[x-0:| . En déduire que V ne IN ; |Un+l—a|5%[Un—a|

d) En déduire que ¥V ne IN ; [U, -a|< (i} . En déduire que (U, ) est convergente et donner sa limite.

3)a)Montrer que f réalise une bijection de [O;+<>0[ SUr ]O;l] . b Construire C;l

c) Montrer que ¥ x€ J0; 1] Ona - (x) =1 F X
X

Exercice 14 Soit f la fonction définie sur |-1; 1] par f (x )=-1+cot [%(x +1)J.

1) a) Montrer que f réalise une bijection de]—l : 1[ sur IR .
=2

zr[(x+1)2 +1]

2)Onpose F(x)=f"'(x=1)+f"" [}-—IJ a) Montrer que F est dérivable sur IR *et calculer F'(x).
x

b) Montrer ™" est dérivable sur IR et que( Pt ) (x)=

b) En déduire que pour tout xe IR, ; F(x)=—-letpourtout x€ IR’ ; F(x)=1.
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Exercices sur le chapitre « Fonction Réciproque » Collection : « Pilote »
. * e =T ]. = 1 1
3) Pour tout n€ IN  on pose U”:Z f % +f T et W, =—U,.
k=1 : n

a) Montrer que e [%]-l- i [k__}i} ==1:V ke IN

-1
n+l

Exercicel5 Soit la fonction f définie sur [—1; 1] parf (x) :Hcot%(l—x) .

1) Montrer que f est définie, contenue sur [~1; 1] et dérivable sur ]-1; [ et calculer f'(x).

b) Montrer que V ne IN" ; U, =n—f = ( J . En déduire que (W, ) est convergente et donner sa limite.

2) Montrer que f est bijective sur de [-1; 1 sur un intervalle J que I'on prééisera.

Exercice 16  Soit £ la fonction définie sur [0 ; z]par : f (x)= Jsin—; .
1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur [0 ; z]et calculer f'(x).
2) Montrer que f réalise une bijection de [0 3 ] sur un intervalle J que I’on précisera.

3) Calculer £7' (1) ; 7 (0) et (-j;j.Con'struire C, et C, . dansun méme repere

orthonormé(O;i ik )
4) Montrer que f‘est dérivable sur [0,1]et calculer ( f ") [}
5) a) Montrer que f ' n’est dérivable & gauche en 1 b) Utiliser C /- bour justifier que f ' est dérivable en 0.

6) On pose i(x)= f~ (1/{:08 x) YV xe [O : —;{l ! a) Montrer que / est contenue sur[O : %} .

b)Montrer que hiest dérivable sur}(); g{ et calculer A '(x) .c) Donner I’expression deh(x) Y xe {0 ; %}

7) Déterminer 1irr11

xa—ﬁ x_ﬁ

Exercice 17  Soit f la fonction définie sur [O%:l par f(x)=-—coslx.

1) a) Montrer que f réalise une bijection de [O;E} sur un intervalle que I’on déterminera. On note
par g sa fonction réciproque.

i
b) Montrer que g est dérivable sur |-1; 1] et VY xel|-1:1 ; gllx)=—F—-

2) Soit A la fonction définie sut [-1;1]par h(x)=sing (x)
43
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=

a) Vérifier que h est strictement monotone sur [—1 1] .b) Préciser I'image de 'intervalle [0 ; 1] par
| ey i <40 '
3) Soit (U, ) la suite définie sur IN par : {Un+1 —h(U,) YneN
1+x

a) Montrer que0sU, <1 V nelN. b)Montrerquere[—I;l] : h(x)z o

/4 o - 53
c) Montrer alors queU, = cos (——;J En déduire que (U, )est convergente et donner sa limite.

2{11“
Vxr+3

X

Exercice 18  Soit la fonction f définie sur ]0,+oo[ par f(x)=5-

1) a) Dresser le tableau de variation de f et montrer que f réalise une bijection de ]0,+co[ sur un intervalle

gue ’on déterminera.

—_ —

b) Expliciterf ' (x). ¢) Tracer C, et C . dans un méme repére orthonorme (O.,i, j) :

2) a) Montrer que Ve [1,+e0[ , On a:f’(x)S%

5) En déduire que ’équation (E):f(x)=2x admet dans [1,+e[ une solution unique o puis vérifier

quel<o<2.
c) Soit(x)=f(x)—2x, dresser le tableau de signe de ¢ sur [1,+o[ .

1, <

3) Soit la suite (u, définie par:
(%) i 5 =%f(un) pour tout ne N

a) Montrer que Vne N;On a:l<u_ <o
b) Montrer que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.

4) Soit g la fonction définie sur[(),g{ par:g(x)=f(cosx)-5.

~3sin x
cos” xv/x08’x +3
b) Montrer que g admet une fonction réciproque g~ définie sur un intervalle J que 1'on précisera.

a) Montrer que g est dérivable sur [Og{ etque g '(x) =

c) Montrer que g™ est dérivable sur |—eo,~2 et calculer(g'l)'(x).
h(x)=g™(x) si x€ J-e,-2]
h(x)=+v4—x si xe]-2,0]

a)Montrer que h est continue en -2.b)Etudier la dérivabilité de h en -2. ¢)Dresser le tableau de variation de h.

5) Soit la fonction h définie sur ]-eo,0] par: {

(cos(xz —1)—1
—1_—~ Si X€ ]1 : +m[
Exercice 19  I- Soit la fonction f définie sur |0 ; +oo[ par: f(x)= :
e
o si xe ]0 : 1]
x
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Exercices sur le chapitre « Fonction Réciproque » Collection : « Pilote »

1) Déterminer les limites suivantes : lim f (o) 15 ;11—21 £ lw) -

2) Etudier la continuité da la fonction f sur son domaine de définition.

3) Etudier la dérivabilité da la fonction f en 1 et interpréter géométriquement le résultat obtenu.

4) Soit g larestriction da la fonction f a l’intervalle] 0 1] }

a) Montrer que g réalise une bijection de ] 0 ; 1] sur un intervalle que 1’on précisera. Expliciter g~ (x)

)
5) On donne la suite U définie sur I ={ne IN ; n22} par:U, :vg;zl.

3
a)Montrer que V nelN; U, 2-2—Un

n-2
3 ; 1 &
b)En déduire que la suite U est croissante et que U, 2 (—Z—J XU,V nel
c¢) Calculer la limite de la suite U lorsque n tend vers +eo.
6) a) Montrer que 1’équation g (x)="U, posséde une unique solution &, € |0 ;1] Vne I
b)Montrer que la suite (e, ) _ est décroissante.

¢) En déduire que la suite (¢, ) , est convergente et calculer sa limite.

x4l
Exercice20 A1) Soit g la fonction définie sur D = |-, —=2[ L]0 , +oof par g(x) =:/~;—~—1.
27t

Dresser le tableau de variations de g . En déduire le signe de g(x) V xe D.

1) Soient f:xF> Vx> +2x—x V x€ |0, =2]U[0, +oo[ .
a) Etudier la dérivabilité de f adroite en O et a gauche en( —2). Interpréter les résultats obtenus.
b) Dresser le tableau de variations de f .

¢)Montrer que la droite A:y=-2x—1 est un asymptote a la courbe C,au voisinage de (—oo).
ConstruireC, . 2)Soit h larestrictionde f alR,.

a)Montrer que A réalise une bijection de IR, sur un intervalle J a préciser.

a) Expliciterh™ (x) V xe J . Construire la courbe C' deh™.
1 . . .

2) a) Montrer que I’équation f (x)=— admet V ne IN / {1} une solution unique @, € IR,
n

b) Montrer que la suite (an) est décroissante. En déduire qu’elle est convergente.

b) Soit/= lim «,.Montrer que f (!)=0.En déduire la valeur de!.

n—3+oo

¢) B)1) Montrer que ¥ x& 1, +od[ ; | f'(x)’éé 2) Soit U 1a suite définie sur IN par :

¥
Pan
Uil+1 :f(ZUn)
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Exercices sur le chapitre « Fonction Réciproque » Collection : « Pilote »
4

e
-3

4
Un+1 T g

gk
5

a) Montrer que V ne IN ; %< U,<1 .b) MontrerqueV ne IN ;

,-

b)Déduire que Ve IN ; =

n.
< %[%} .c)En déduire que (U, ) est convergente et déterminer sa limite.

7 1 1
C) Soit ¢ la fonction définie sur |0, — : = -1+ A
) Soit ¢ la fonction défini } 4}par o(x) f(sian ] e

1) Montrer queV xe }O . %] ;@lx)=1+cot g(2x).

2) Montrer que ¢ réalise une bijection de}o , %} sur K=[1, +o9[ .

; -1
3) Montrer que ¢ est dérivable sur K et que V x€ K ; (go_l) (x)=———~
4)On pose pour xe K ; w(x)= ¢ (x)+ ¢ (2-x).

a) Calculery (x) V xe K.  b) Endéduire que V xe K ; y(x) :%.

7 2n
5)Soit V' la suite définie surIN par:V, =L S [l+lj.
n+1r=n k

a) Donner un encadrement de'V, . b) Montrer que (V,) est convergente et donner sa limite.

" 1 2n 5 1 i Vi
b) SoitW, = 1—— |. Montrer que Iim W, =—.
n+l Enqo ( k} q n—yteo 2

2 . : P T 9
Exercice 21 I)Soit la fonction f définie sur| 0, —| par:f (x)=3/tan"(x ).
Exercice21 D) f [Z{Ivf()\/()
T <. /4
1) a) Montrer que f est contenue sur [0 h ~2—[ et dérivable sur }O - E[
b) Calculer f (x) pour xe }O , g{ et montrer que f n’est pas dérivable a droite en 0

2) a) Montrer que f réalise une bijection de {O 3 Zz-r-[ sur un intervalle J a préciser.

b)Tracer les courbes représentatives de f et de £~ dans un méme repére orthonormé(O g o }) On
calculera f (g) et f(%] .c)Sans caleuler £7'(2) ,prouver que £ (2)> g En déduire que f7'(2)>1.
3)a)Montrer que f~' est dérivable sur |0, + oo et calculer( f _[) f%).

b)Montrer que £~ est dérivable a droite en0 .
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Exercices sur le chapitre « Fonction Réciproque » B Collection : « Pilote »

c T
5
- Soit H (x):f~—4— et H(l)=a. 1)Déterminer le domaine de définition Dy de H

2) Déterminer le réel a pour que h soit continue sur [0,+o]

Exercice 22 Montrer que V(a,b)e R ; \[a +%/a_2%/}; +J;4»-i/;{/b7 =\R/E+%/l;
Exercice 23 Montrer que Vne N et V(x,y)€ (R,) safx+y< Ux +3fy

Exercice 24: Soit f la fonction définie sur 1= [0, Tc] par f(x)=2(1+cosx)

1) Montrer que f réalise une bijection de I dansJ =[0,4].
2)a) Montrer que Pour toutne N “f =2 ~l admet dans I une solution unique ¢, .
n

b) Montrer que {0, ) est décroissante et qu'elle est convergente.

¢) Soit ¢ = lim ¢ . Montrer que f(¢) =2 Déduire la valeur de /.

3) Onnotef " =g . a) Montrer que g est dérivable surK=10,4[ et queVxe Kona g'(x) = \/_—_1_—2

' VAX —x
b) On pose pour tout x € J @(x) = g(x) + g(4 —x) .Montrer que ¢ est continue sur J et dérivable sur K
¢) Caleuler ¢'(x) puis déduire la valeur de @(x) pour toutxe K.

T 2sinx

Exercice 25: Soit f la fonction définie sur{O; 2[ par:f ( x) =

e ;(C)désignc sa courbe représentative
—sinx

dans un repére orthonormé(o;g;]) .1) Etudier f et tracer(f;') :
2) a) Montrer que f admet une fonction réciproque g définie sur IR, . Déterminer g(0)etg(2).

b) Tracer la courbe représentative (') de g dans le repére O;T;—' . En déduire la position de (') par rapport
% J P P PP

: | .
a la droite A d’équation y = x .c) Montrer que g est dérivable surIR , et queg'(x) = ——7——.
(2 +& ) 14X

Yel
VneIN;U,,, =¢g(U,)

b) Montrer que (U, ) est décroissante, en déduire que (U, ) est convergente et donner sa limite.

3) Soit(U, ) la suite définie par{ .a) Montrer que : Vne IN;0<U_  £2

i : FifLD
4) Soit(V, ) la suite définie surIN par: V, :n(g(Un +—)—g[Un +—1wD :
n n

- e 2 1
a) Montrer que pour tout n deIN” ; il existec, € JU“ +l; L +—[ tel que V, = :
n n (2 re fylte)

b) En déduire que (V, ) est convergente et donner sa limite.
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Exercices sur le chapitre « Primitives » Collection : « Pilote »

Définition :
' Soit f et F deux fonctions définies sur un intervalle I. On dit que F est une primitive de f sur I lorsque F est
dérivable sur I et pour tout x€ I ; F'(x)=1(x)

Théoréme 1 : Toute fonction continue sur un intervalle T admet au moins une primitive sur I.
Théoréme 2 : Soit f une fonction continue sur un intervalle L Si F et G sont deux primitives de f sur I, alors
la fonction F — G est constante sur L.

' Théoréme 3 : Soit f une fonction continue sur un intervalle I Soit x, un réel de I et y, un réel. Alors il

existe un unique primitive F de f sur I telle que F(x,)=1y,
Théoréme 4. Soient o et P deux réels, f et g deux fonctions continues sur I une primitives de h=of +PBg
est la fonction H=oF+BG avec F et G sont deux primitives respectives de fet g sur L

Primitives des fonctions usuelles :

x> 1+tan’x

Xk tanxXx+c

f I F
| xi>a IR X ax+c
n+l
| x> x" : ne N IR X > +c
j ﬂ"f‘l
—n+l
m—>in : ne IN/{0;1} 10s+eo[ ( ou J—=;0[) X +c
X —n—+1
XX 3 [0;+°°[ XI—)%X X+cC
! 1
=T —— 0; o0
| \/; ] [ XI——)Z\/;+C
! X > cosx IR X sinXx+c¢
‘ X —> COSX IR X —cosX+c¢
il X > cos (Wx +@) IR xl—)lsin(wx+(p)+c
! 0]
| .
; x > sin (@x + @) IR xn—>—%cos(mx-+<p)+c
|

_Calcul de primitives :

f Condition F
n+i
| o . , u
. uu" n entier naturel non nul
n+1
u'v+v'u u.v
Ur x7n+l
=< & IN/{O;I} u ne s’annule pas sur I
u -n+1
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Exercices sur le chapitre « Primitives » Collection : « Pilote »

u'v+v'u ; u
— v ne s’annule pas sur I =
v

i
u . - .
—\/: u strictement positive sur I 24u

u

g 27 "

u'\u u positive sur I Eu u
u'¥u™ ; ne IN/{1} u est strictement positive sur I n¥u
u'(w'au) w une fonction dérivable sur u(I) wou

EXERCICE 1 Indiquer la bonne réponse a; b ou ¢:

1) La fonction définie sur |-1;+o[ par f(x)=(x+1)vx+1 estune primitive sur |-1;+es[ de la fonction

g définie par : a) g(x)m%\/x+1 b) g(x)=—;—(x+l)2\/x+1 c) g(x)=\/%
%

1 1
2) La primitive sur -;+c>c{ de la fonction x > ——— est :
i ]5 ' Vox-—1

a) F:x - 24/5x -1 b) F:x > +3x -1 c) F:xn——)%xﬁx—l

e =

3) La primitive sur IR /{1} qui prend la valeur -3 en 0 de la fonction f : T——)-é———-— est :
x-1
3 T
g prst g TrTIeL ol L of nes S Z At
x—1 2 x—1 (x—l)
4) Si F et G sont deux primitives d’une fonction f définie sur IR tels que F(1)=-2 et G(1)=6:
a) F(3)=G(3) b) F(3)>G(3) ¢ F(3)<G(3)

5) f est une fonction contenue sur IR dont une primitive est F alors la fonction x > F(—3x +1) est une
primitive sur IR de la fonction : a) f (-3x+1)  b) —3f(-3x+1) c) —%f (-3x +1)

6) La fonction x > cos” x +sin’ x est une primitive de la fonction :

: 173
a) x1—>lcosx—!—lsinx b) x>0 c) xi—)%cos3x+§sm3x

by ’ : 3n § : "
7) On considére une fonction f continue sur [—2;7 et sa courbe représentative (C) est donnée ci-contre

dans un repére orthonormé(O;iﬁ) .On désigne par F une primitive de f sur [—2;%?—} et (C")sa courbe

représentative. . :
R WETASIEN.
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Exercices sur le chapitre « Primitives » Collection : « Pilote »

i) La tangente 2 la courbe (C")au point d’abscisse 0 est paralléle a la droite d’équation :

a) y=2x-1 P B) =X 42 . i0) y=%x—1
il
ii) La courbe (C')admet sur [—2;3%} ]
a) Deux points d’inflexion ; b) Un point d’inflexion ; &f
¢) Aucun point d’inflexion i
3
i | T
-2 _'l 7 i Z‘f\‘ : X
1) Le tableau de variations de F sur [—2;%—} est de la forme : 350 \

| 2 too | I |
i et | o e it
(a) (b) (c)

Exercice 2 Répond par Vrai ou Faux :
1) La fonction x > |x + 1| admet une primitive sur IR.

2) Deux fonctions continues sur un intervalle I ayant la méme primitive sur I sont égales.
3) Si F et G sont deux primitives respectives des fonction f et g continues sur un intervalle I alors : FG est
une primitive de fg sur L.

4) Soit F une primitive de f sur un intervalle I alors si f est croissante
donc F est croissante sur L.

Exercice 3 La courbe ci-contre est la représentation graphique dans

un repére (O;_i';_j') d’une fonction f définie et dérivable sur

IR. La droite A est sa tangente au point d’abscisse 2 | 2
avec A=(AB)et A(1,-3) et B(2,3)
1) Par lecture graphique :

a) Donner les valeurs de f (1) et f'(2)

b) Donner la tableau de variation de f .
2) L’une des trois courbes ci-dessous est la représentation graphique d’une primitive de f sur IR.

ES 4 »

o

&l / ’

Courbe 1 courbe 2 courbe 3

Indiquer le numéro de cette courbe en précisant les raisons de votre choix.
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Exercices sur le chapitre « Primitives »

Exercice 4

Dans le graphique ci-contre { et I' sont les courbes

représentatives, dans un repére orthogonal (O;{;j) ;

d’une fonction f continue sur IR et de sa fonction primitive F.

Avec T est au dessus de £ sur [0, +oo]

Par lecture graphique ; déterminer parmi les
Courbes celle qui représente la fonction f.

Exercice 5

Déterminer pour chacune des fonctions suivantes une primitive et préciser sur quel intervalle se place.

¥ i ¥ i 2 13
Faoe . od L &
F o o o e B o
Bt e
P E . § i
SR LR T Ik i e
dfer %l ok an
PRI P RPN P [

TR R R :

i
ot
13
e
Rk
o

mmmmmmmmmmmmmm

S X
1) £, (x)=3x> - 5x+1 2) fz(X)=—“(X2_1)_z 3) £, (x)=(3x~1)
> = . 1
i 5) f;(x)=x"(1+x) Ak Sl b sl
) £, (x) 1) _ | ) f:(x) 35x 14
X Xx—5 §inX — X COS X
ot X — f =T
7) £, (x) —— 5041 8) f, (x) e 9) f(¥)E—"

Exercice 6 Déterminer la primitive F de la fonction f prenant la valeur y, = F(x,) lorsque x =x, dans les

cas suivants :

I)f(){)'ﬂ?)x-i*l—%' s I=]03400] 5 x,=1 et y,=-2
X
2) f(x)=oosxsin"xb; I
3) f(x)zisin(l) : I= 0] ; %y
x? X
4) f(x)ztgzx i IZ}D%

SEifz)=t4x | I:}—— =

Exercice 7 Soit f la fonction définie sur }O; 2[ par f(x)

1) a) Montrer que f(x)=

0;—
2

T

_ I+sinx

cos® x

[; x0=g et y,=2

[; X, =0 et y,=n

T

B T
b) Déterminer alors une primitive de f sur }0;5{

2) a) Préciser le sens de variation de F.

b) F est-elle périodique ?

giofds s1ov sb

» et y,=0
T

l: ; X, =0 et y,=lavecneN

1

1—sinx

et . T T T AT e
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Exercices sur le chapitre « Primitives » _ ~ Collection : « Pilote »

Exercice 8 Soient f et g deux fonctions définies sur IR par : f (X) =8cos’x et g (x) = B %

1) 2) Montrer quef (x ) = cos4x +4cos2x +3.

b) Donner une primitive F de f sur IR.
2) Déterminer une primitive G de g sur IR.

3) a) Montrer que Vx € IR ; f (x)+g(x)=8—-16cos’ xsin” x

b) En déduire une primitive H sur IR de la fonction h définie sur IR par h (x)= cos® xsin” x
Exercice9 Vxe [-3;+o[ On pose:f(x)= Jx+3

1) a) Calculer la dérivé de la fonction g:x > (X + 3)\/23 Vx € [-3;+e9]

b) Déduire une primitive F de f sur [-3;+eo]

Be) Cailclens Timy B3] e fn
x—(-3)" x+3

b) Déduire que g est dérivable a droite en -3
3) En déduire une primitive de f sur [—3;+o9]

Exercice 10 Soit f une fonction continue sur [-a; 0] avec o> 0
1) Montrer que si f est impaire alors les primitives de f sur [0 0] sont paires.
2) a) Montrer que si f est paire alors la primitives F de fsur est telle que F(O) =( est impaire.

b) Répond par Vrai ou Faux : toute primitive d’une fonction paire est impaire.
2
: : : R 3
Exercice 11 Soit la fonction f définie sur IR par : f (x) = R
V3% +5
1) Montrer que f admet des primitives sur IR.
2) Montrer qu’une fonction de type X > 4 / P(x) avec P est un polynéme de second degré ne peut pas étre

une primitive de f sur IR.
3) Soit h une fonction dérivable sur IR.

a) Déterminer la dérivé de la fonction @ définie sur IR par @(x)=h(x)+v3x*+5
b) En déduire une primitive de f sur IR.

Exercice 12 Soit f la fonction définie sur IR, par f(t)= et F la primitive de f sur IR, qui

t* +4
s’annule en 0.

; g:[O;E{% IR
1) Soit 2
x - F(2tgx)

a) Montrer que g est dérivable sur [O; %{ et déterminerg'(x).
b) En déduire que Vx e [0;121-{ On a: g(x) =% puis calculer F(243 )
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Exercices sur le chapitre « Primitives » Collection : « Pilote »

2) vxeIR, On pose:h(x)=F( - ]+F[ & ]
x+1 X+

a) Montrer que h est dérivable sur IR, et déterminer h'(x)
b) En déduire que F[l) + F[éj .
2 35 8
Exercice 13: Soit la fonction f définie sur[—2,2]parf(x) = V4 —x2
1) Montrer que f admet des primitives sur[-2,2]
2) SoitFla primitive def sur[-2,2]qui s’annule en0
On pose pour toutx € [-2,2] ; H(x) = F(x) + F(—x)
a) Montrer que H est dérivable et calculer H'(x) puis calculer H(x)

b) En déduire que Fest impaire
1

x2—4x+§
1) Montrer que la droite A : x = 2 est un axe de symétrie de (L)

Exercice 14: Soit la fonction f définie sur R parf(x) =

2) SoitFla primitive de f sur R qui s’annule en 2 et(r) sa courbe

On désigne par G la fonction définie sur R par G(x) = F(4 — x) + F(x)
a)Montrer que G est dérivable surR et calculer G'(x) ;Vxe R

En déduire que Vxe R,G(x)=0

b) Montrer que I(2,0) est un centre de symétrie de(r)

3) Soit H la fonction définie sur}—g,g[ par H(x) = F(2 + tan x)
a) Montrer que H est dérivable sur]—g,g[ et calculerH'(x),Vx e }—g : g[

b) En déduire que Vx e }——g,g—[ H(x) = x puis calculer F(1)

Exercice 15 Soit f la fonction définie sur [2;+eo par: f (x)=(x>+1)vx—2

1) Existe-t-il un polyndme P tel que la fonction définie par F(x)=P(x)vx—2 est une primitive de f sur

J2;+oo] 2
2) F est-elle une primitive de f sur I'intervalle [2;+e] ?
: ; x2=1
Exercicel6 : Soit f:x —
X

1) Montrer que f admet des primitives sur[L, +oof .

2) SoitFla primitive def sur[l,+oo[ qui s’annule enletG la fonction définie sur [0, gli par G(x) = F( L ] ]
COS X
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Exercices sur le chapitre « Primitives » Collection : « Pilote »

a) Montrer que G est dérivable sur [O, g{ et calculer G (x).

b) En déduire que Vx € [O,g[ (X y=tanx X

¢) Calculer F(JE ) etF(2).3) Soith:x — % :x € |1, +oo| .Déterminer la primitive H de h sur 1, +oo[ qui
X

s’annule en \/5 .
Exercicel7 : Pourx e R on pose f(x)=xcos?x

1
1) Vérifier que Vxe R ;f(x) =§+5xcos 2x

2) Montrer que f admet au moins une primitive surlR.

3)a) Calculerf (x)etf (x)

b) En déduire la primitive Fdef sur R qui s’annule en0.

4) En déduire une primitive sur R de la fonction g : x — xsin2x.

Exercicel8 : Pourne N'et x€ [0,1[ on posef, (x)=> kx*"
k=1

1)a) Montrer que f_ admet au moins une primitive
b) Déterminer la primitive F, de f, sur[0,1] qui s’annule en0.

2) En déduire une autre expression def, (x).2)

n
que U converge vers une limite que 1’on précisera.
Exercicel9 : 1) Linéariser les expression:sin® x etcos® x
2) Déterminer une primitive Fsur R de la fonctionf : x > 3sin*~5cos® x

Soitae [0, g{ etU_= iz(l +2tanct+3tan’ o+ ......+ ntan™" ) ;ne N' Déduire de ce qui procéde

3) Déterminer la primitive G def sur R qui s’annule en x, = ”y

Exercice20 : Soit la fonction f définie [—1, 1] parf(x) = x2— 1 L%2

1)a) Montrer que f admet au moins une primitive sur[-11]

b) SoitFla primitive de f sur[—1,1] telle que F(0) = 0; G la fonction définie

sur[-1,1] par G(x) = F(x)+ F(—x) Calculer G '(x) pour tout réel x de[—1,1] .En déduire que Fest impaire.

2) Soit H la fonction définie sur{O, -g-} par H(x) = F(cos x) — F(sin x)
a) Montrer que H est dérivable sur [0, %} et calculer H '(x) pour tout réel x de {Og}

b) En déduire que pour tout x de [o, g] JH(X) = x —E%c:os-"’ X —ésirﬁ X

¢) Calculer F(1)
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Théoréme :Soit f une fonction continue sur un intervalle L. si F et G sont deux primitives de f sur I alors
pour tous aetbde I, F(b)-F(a)=G(b)-G(a)

Définition : Le plan est muni d’un repére orthogonal. Soit f une fonction continue et positive sur un
intervalle [a;b] et F une primitive de f sur[a;b]. L’aire (en u.a) de la partie du plan limitée par la courbe

de f, I’axe des abscisses et les droites d’équations x =a et x=b estle réel F(b)—F(a). Le réel
b

F(b)—F(a) est appelé intégrale de f de a 2 b et est noté : If (x )dx

Théoréme : Soit f une fonction continue sur un intervalle Laetbet c des réels de I. alors

j'f )dx =0 ; jf :—ajf(x)dx jf dx+jf x)dx—_[f x)dx (Relation de Chasles)
b

Définition :Le plan est muni d’un repére orthogonal. Soit f une fonction continue sur[a;b]. L’aire

(en u.a) de la partie du plan limitée par la courbe de f, I’axe des abscisses et les droites d’équations - :
b

x=a et x=b estleréel F(b)—F(a). leréel: [|f (x)kix

Théoréme : Soit f et g deux fonctions continue sur [a;b]. Pour tous réels o et B ;

1]'(()Lf(){)+Bg:(x))f;lx-= oc:]‘f(x)dx +B:[g(x)dx

a

Théoréme :Soit f une fonction continue sur [a;b]. Si f est positive sur [a;b], alors _ff (x)dx=0
G a
Théoréme :Soit f une fonction continue sur [a;b] ot a <b. Si f est positive et ne s’annule qu’en un nombre

fini de réels de [a;b], alors If x)dx >0

Théoréme :Soit fet g et h trois fonctions continue sur [a;b].STh<f<g ;alors

jh dx<jf dx<jg

Théoréme :Si f une fonction continue sur [a;b], alors

I]'f.(x)dx

< t_)ﬂf(x)|dxu

Définition : Le plan est muni d’un repére orthogonal . Soit f et g deux fonctions continue sur [a;b] . L’aire

(en u.a) de la partie du plan limitée par la courbe de £, la courbe de g, et les droites d’équations

b
x=a et x =b estle réel ﬂf(x)—g(x)ldx
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l Théoréme :Soit f et g deux fonctions dérivables sur [a: b] et telle que 1eurs dérivées f'et g' sont continues

sur [a;b]. Alors If(t)g'(t)dt = [f(t)g(t)]a — If' (t
' Définition :Soit f une fonction continue sur [a;b] (a<b).On appelle valeur moyenne de f sur [a;b] le

fa):[f(x)dx

Interprétation géométrique de la valeur moyenne : Le plan est muni d’un repére orthogonal . Soit f une
fonction continue sur [a;b] . L’aire (en u.a) de la partie du plan limitée par la courbe de f et les droites

: réel, noté f défini par f=

d’équations x =a et x =b et y =0estégale a celle du rectangle de cotés (b ~a) et f.

Théoréme :Soit f une fonction continue sur [a;b]. Soit m et M deux réels. Si pour tout x de [a;b],
m<f(x)<M alors m<f<M

Théoréme :Soit f une fonction continue sur [a;b] (a<b). Il existe ce[a;b], tel que f=f(c)

Théoréme :Le plan est muni d’un repére orthogonal . Soit f une fonction continue et positive sur [a_;b] -
volume V du solide de révolution engendré par la rotation de 1"arc

={M(x;y) tels que:y =f (x) et a<x <b} autour de I'axe (O 1) estle réel V = ﬂ;_[f (x)dx

Théoreme -Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a un réel de 1. alors la fOI’lCth[‘l F définie sur I
par est la primitive de f qui s’annule an a. :

' théoréme :Soit f une foncF J f t)dt tion continue sur un intervalle et a un réel de 1. alors la fonction

a

} F:x> If(t)dt est dérivable sur I et F‘(x)=f(x),pour tout x de 1

Théoréme - Soit f une fonction continue sur un intervalle I, u une fonction dérivable sur un intervalle J telle
u(x)
~que u(J) 1. Alors la fonction F définie sur J par F (x)= .[ f (t)dt est dérivable sur J et

F'(x)=f (u(x)).u '(x), pour tout x de J.

Théoréme :Soit f une fonction continue sur un intervalle I centré en 0 et soit un réel de L.
- Si f est impaire alors f f(x)dx=0

- Si f est paire alors f f(x)dx = Z_Ef (x )dx

Théoréme : Soit f une fonction continue sur IR , périodique de période T. pour tout réel a
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Exercice 1 L’une des réponses proposées est correcte, laquelle ?

1) Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle I et a et b deux réels de I. Alorson a:

b b b
a) jf(r)dtzo b) ﬂ f@|dt=0 c) j f()d]=0
1
2) [(sinx)" dx estégala: a)0 b) 101 c) -101.
-1
1
= sz"”\,/er 2dx, alors : a) I >0, ¢c) I<0 , d) On ne peut rien dire sur le signe de L.

a) I>3 b)I=0 ¢) I<0 d) On ne peut rien dire sur le signe de [

4) Soit f une fonction continue sur [1,5] et 1< f(1)<10,1= ]. f(2)dr, alors :
H1sT=5 b) 5<1<50 c) 4<1<40.

5) La dérivée de la fonction x If (t)dt avec f une fonction continue sur IR est :
a) f(=x)-f(x») b)— f(=x)— Qxf (x2) o) —xf(=x)-x2f(x?)

6) x> 0; Soit £ (x) = [ == ELLLE T R

a) lim £'(x) = +eo Byr() SAT8X ¢) lim f(x)zg

X—p+eo X X—y+oo

; ; o t* +t° +sint
7) Soit o un réel strictement positif alors Ttﬂl—-dt est égale a : \ ]
- & .

2 3 1 3 3 3 * e y:){
al— b= ¢ —1t
) B ) 3 ) 2 (. . B

8)L et {' désignent les courbes représentatives de f et f™' dans un repére

Orthonormé(O,f,}) on note A 1’aire de la région du plan limitée par{ et {'et les

droites d’équations x=0et x=1, alors A=
D2[f (x)ax 1=2( [ (x)ax) o [(x=f ())ax @ [(F7(x)f (3))ax

9) Soit f une fonction continue et impaire sur [-1;1] alors [1(f (x) +1)a’x =
a) 2 3 b) 0 2 c)-2
10) soit f la fonction définie par f (x )= [ﬁdt alors
a) f(x)>0 VxelR ; B)f{x)<0 VxelR c) f(x) change le signe sur IR
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Exercice N° 2 : Vrai ou Faux.

1
1) Soit U, la suite définie sur N* parU, = [x"sin(7zx)dx,ona: lim U, =0.

n—rteo
0

J\/S 2+ 4sintdt| < _[\/5 244 dt
0 0

2) Pourtoutréel x=0,ona:

4
3) Pour tout réel ¢x,ona: _[tzsintdt =),
-a

4) Si I’intégrale d’une fonction continue f est nulle sur I'intervalle [a,b], alors la fonction f est nulle sur [a,b].

d
5) Soit f une fonction continue, croissante sur [a,b] et f(a) = c et f(b) = d, alors _ﬂ i “(t)| dt est égal a I’aire

c

de la partie du plan limitée par ¢, et les droites d’équations y=a, y=betx = 0.

6) Si f et g deux fonctions continues sur IR, alors Vx€ IR ; _Ef (t)g(t)dt= [J:f (t)dt][fg(t)dt}

7) La courbe ci-contre est la représentation graphique d’une fonction

f, elle coupe I’axe des abscisses aux points d’abscisses
=7

—3-+/2 et -1 alors I f'(t)de=2
-3

Exercice 3 Calculer chacune des intégrales suivantes :

3 l, <3 1 7
A= WE2e2nlde  Bad=— )€ = 2(— ]dx,
_ﬂx x| JW [;[COS 2x

\E

T
tanzxdx, E= J.sinﬁxdx . B = Ix tan? x 2dx .
0 0

o
Il
SR aln ©

T

3
Exercice 4 Calculer: A = j :

sV1+h

I { 2 1 5
Exercice 5 On pose A= [xJx’ +1dx, B= [—2—dx,C= [—Z—dx.
Bacrelce § Onpose 4 [V el R

Q

)
dh et B=Ix25inxdx.
0

1) Vérifierque B+ C=A
2) Calculer A et B puis C.
Exercice 6 : La courbe (; ci-dessous représente une fonction f définie sur IR dans un repére orthonormé

(0;i;j) d’asymptotes y =x +2 er y =x -2.

I) En utilisant le graphique :
1) Déterminer le tableau de variation de f.
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2) Déterminer lim f (x) .

X =t X

3) f'est-elle dérivable en 0. Expliquer.

4) Soit ?ue]O;qLoo[ et A,l'airedelapartiedu 77 SRR i 4 R e S S

plan limitée par la courbe C; , ’axe des abscisses
et les droites d’équations x =0 et x =A e

2 2

-

a) Vérifier que x —2<f (x)<x +2 ; b e 9 305 R ool el g

b) En déduire que :%——ZX s S%+ 2A

6
t
i
i
i
'
il 35 s el

ol R P
e8]

¢) En déduire llim_ A,.
IT) La courbe { ; ci-contre représente la fonction i
- b.

£ définie sur IR par f (x ) = ax +——

i 2
x-+4
1) Montrerque a=1et b=-2
2) Calculer A, en fonction de? ;

o ok

3) Retrouver lim A,
A—rteo
Exercice N°7 :
On considére une fonction f continue sur IR, dont le tableau de

variation est le suivant : 0 et

1
1) Utiliser le tableau de variation pour répondre aux questions &t {0 one q)

suivantes :

1
a) Trouver un encadrement de f sur IR, f(x) \1 /
X ' 2

b) Calculer lim —————

=0 f (x)-1
2) Soit h la restriction de la fonction f a I’intervalle[0;1].

a) Montrer que h réalise une bijection de [0;1]sur un intervalle K que I’on précisera.

b) Etudier la dérivabilité de ™' sur B ;1}

3) Soit g la fonction définie sur IR, par : g (x ) = et (C) sa courbe représentative dans un repére

fix)
orthonormé (O ;f; }') 3

a) Dresser le tableau de variation de g ; b) Construire la courbe (C)
4) On note par [ = _Eg A s s Exg '(x )dx

a) Donner une interprétation graphique de I ; b) Montrer que 1=/ =2
c)CalculerI+J ; d)Endéduireque: 0=J =<1
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Exercice 8 : Pour tout entier naturel n, On pose [, = £x Tl =

2
1) Montrer que I, = =

2) a) Montrer que la suite (I, ) est décroissante, en déduire qu’elle est convergente.

) Montrer que pour tout nde IN,ona:[, < , en déduire llglm (L)

n+1
3) a) En utilisant une intégration par parties, montrer que pour tout n de IN, on a (2n +5)1,,, =2(n +1)/,

b) En déduire la valeur de 1,

) Caleuler Vintégrale J = [ (x +1) VI-xdx

B
Exercice 9 On considére la suite (U, ) définie sur N parU, = o VYneN U, = Icos tdr.
] 0

1) CalculerU, et U, .

1
2) Démontrer que : Vae N, U, = a U, )
n+2
2n)!
3) En déduire que : Yre N, U,, =1 n)2 27;1 ;
(n)" 2

4) Démontrer A I’aide de (1) que pour tout entier naturel n, (n+1)U,, U, est indépendant de n.

5) Exprimer U,,,, en fonction de n.

Exercice 10 Soit la fonction f :{%,7[[ — [L+eo], x> : :

sin x
1) a) Montrer que f est bijective. On note ' sa bijection réciproque.
b) Montrer que f' est dérivable sur |1,+| et calculer sa dérivée.

N
ds
2) Déduire alors la valeur de 'intégrale J = :
E \7[7 sas2—1

3

Exercice 11:Soit F la primitive sur |I;+eo| de la fonction f (x ) =—F==telle que F V2)=0
It e] (=)= (¥2)

1) Montrer que F est décroissante sur |1;+o9[

2) Soit G la fonction définie sur]O;E[ par G (x)=F ( _ g ]
) sinx

a) Montrer que G est dérivable sur }O;g[ et calculer G '(x )

b) En déduire que pour tout x € }0;%{ G (w |=x “3
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c¢) Calculer alors I'intégrale [ = If
xVx® -

Exercice 12 Soitne N', on poselU, = |(tanx )" dx .

C:H—‘....—,"ﬂ;1

1)a) Justifier I’existence de U, .

b) Montrer que U, est décroissante.

2) a) Montrer que, pour toutne N*, onalU, +U, ., = &
n+

Montrer que U, est convergente et déterminer sa limite.

1 .
<U, £—— ;retrouver lim U, .

b) Montrer que, pour tout n€ N,

2n+1) " n+l n—boo
3) Pour tout ne N°, onposeW=~1~—l+—1-—-1—+....+ L :
3347 9 4n+1 4n-1

a) vérifierque U, ., =U,-W,.

b) En déduire que lim W, = 1—% .

n—y+oo

n

X

1
Exercicel3 On définit pour toutne N, I'intégrale [, = 'f ~
o (1+x)

1) Montrer que la suite (1,) est décroissante. Déduire qu’elle est convergente.
1 1

2) Montrer que Vne N,

n+I

1
3) a) Montrer que Vae N, I = . 2 J dx
4(n+1) n+10(x+1)

<(n+1)InSl+
4 4(n+2) 4 n+2

c) Calculer lim (n+1)/,. En déduire lim n/, .

n—y+oo R—y+oo

b) Déduire que Vne N”,

1

4) On pose Vhe N :§ = 3 E el —
) p n n ;( ) k (!(x+1)3

a) Montrer que I = -—8—

i . n l)n n+l
b) Vérifier que Ve N et Vxe [0,1]: ) (-Dfxf = ( !
) 9 f i [ ] ;( s l—i-x 1+x

+1

En déduire que S, -7 =(-1)" j

(1+x)

YRR { ] < En déduire que (S,) est convergente et déterminer sa limite.

¢) Montrer, alors,

n+le
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Exercice 14 Pour tout entier naturel n, on définit ’application F, de [0,2[ dans R telle que :

x 2n+l
F(x)= [—d.
o NA~1’

1) A I’aide d’une intégration par parties, démontrer que : F,,, (x) = —x*""*/4—-x2 + 2(n+1) J.r“”“ N4t dr.

2) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, F, a pour limite L, lorsque x tend vers 2 avec

16" (n!)’
T
. . : - x+2
Exercice 15 Soit la fonction f définie sur |-1,+o[ par f(x)= T
X

1) Etudier f et tracer ¢, dans le plan rapporté 2 RON (0., ).
2) Soit A >0 et A(A) aire (en U A) du domaine limité par ¢, (0,?) etx=A.
Calculer A(A) . Déterminer lim A(A) .

A—rtee

kel

3) a) Soit ne N*, montrer que Vk € {0,1,..,n—1}: f[k_._l) If(t)drgul-f(ﬁj
i n” \n

n

13
b) On pose U, :-—Zf[ J montrer que Vn=1,ona: AI)SU, < A(1)+8—
" %= n
c¢) En déduire que U converge et déterminer sa limite.
1
Exercice 16 Soit neIN et U, = [x"v1-x"dx
1) a) Montrer que pour tout n€ IN ; 0<U, < L : ; b) Endéduire lim U,
n + n—+ea
+1
2) Utiliser une intégration par parties pour montrer que pour tout neINOna: U, == A U,
iy
3)Soit x IR et ot)=[ V1-x’dx
a) Montrer que ¢ est dérivable sur IR : b) Calculer (I)'(I )
¢) En déduire ([)(r) pour t € {O; g:l et calculer alors U,
+1
4) a) Montrer que pour toutneIN, On a : chi Unn <=1 : b) Calculer lim YUnn
n-+ 4 Un Haliers Uﬂ
T
¢) Montrer que pour toutneIN,Ona: U, xU, ,, =
b 2(n+1)(n+2)(n+3)
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d) Montrer que lim anU L = K

n—y+too 2

Exercice 17 Soit F la fonction définie par : F : {%g] —-R.,.x—> F(x)= j NA—t2dr .
0

1)a) Montrer que F est définie sur [:273%} et calculer F(0).
: . 9 - 7 i - T c
b) Montrer que la fonction F est dérivable sur [wz—g} et pour tout réel x de [—2—5} ~F (X}=4c08" %,

¢c) En déduire I’expression de F sur [——g,g}

2) Le plan est rapporté a un repére orthonormé ( O,E,}') . On consideére la courbe T d’équation cartésienne

2 2
ic_.+.y—:l'
4 9
a) Tracer T

b) Utiliser ce qui précéde pour calculer I’aire A de la région du plan limitée par la courbe T et les droites
d’équations respectives x=0 et x = 2.

2
dt
Exercice 18 Pour tout xe R, on pose f(x)= :
. !v1+t3

1) a)Montrer que f est dérivable sur R, et calculer f'(x).

b) En déduire que f admet un maximum en & = \"“/g .

X X
2)a) Montrer que pour x€ R, —HJH_.— < f(x) <
1+8x° NIED S

b) Déterminer lim f(x)
¢) Dresser le tableau de variation de f.

pour tout ¢ 20. Soit ne N" et S, = Zh(k).

1
N1+t =

k+1+n

1) Vérifier que pour k€ {0,1,2,...n=1}, h(k +1+m)< [ h()dt < h(k+n).

k+n
b) En déduire que pour tout ne N°, f(n)+h(2n) <S8, < f(n)+h(n)
c) Montrer que S, est convergente et calculer sa limite.

3) On pose A(t) =

Exercice 19 Pour toutxe [0,%[ , on pose f(x) =tan’ x.
1)a) Etudier les variations de f.

b) Montrer que f réalise une bijection de [O, %[ sur un intervalle J que I’on précisera.
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¢) Tracer dans un repére orthonormé O,f, 7) les courbes C et C’ de f et £ (unité€ 2 em).
P g

T

4
2) Soit I'intégrale I = j- f(x)dx , interpréter graphiquement L.
0

1
Calculer I puis en déduire la valeur de J = If_l (x)dx

0

~ L : Vs
3) Soit A le domaine limité par C , (O,i) et les droites d’équations x =0, X = Z
S étant le solide de révolution obtenu par rotation de A autour de (O?) .Montrer que

4 b/ 4

4 4
J’f 2 (x )dx + If (x )dx = % . En déduire le volume de S.
0 4]

Exercice 20 Soit f la fonction définie sur I = [0 1[ par f (x)= o

On note C la courbe de f dans RON (O,E, }) ( unité 4 cm)

1) a) Etudier la dérivabilité de f & droite en 0, interpréter graphiquement le résultat obtenu.
1

b) Montrer que f est dérivable sur ]0,1[ et que Yxe [0,1]: f'(x) = :
2(1— x)\/x—- %=

¢) Dresser le tableau de variation de f et tracer la courbe C.
2) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f - définie sur un intervalle J que I’on précisera.

b) Construire dans (O;,}) la courbe C’ de f~'.

¢) Déterminer f~'(x) pour tout x€ J .

3) Soit A la mesure de I’aire du domaine D du plan limité par la courbe C et les droites d’équations
1

respectives : X = 0 et y = 1. Montrer que A = J

I+ 5

4) On considére la fonction F définie sur |-, 7| par F(x)= J: 1 2
5 Lt

a) Montrer que F est dérivable sur |-, 7| et calculer F’(x).
1
b) Déduire que Vxe& ]—7[,7[[, F(x)= = puis calculer Ldr .
s 2 1-he?
¢) Déduire la valeur de A.

Exercice 21  Soit f une fonction continue sur R et g une fonction définie sur R _ par :

g(x):i"[f(r)dr six>0 et g(0)=f(0).
'x()
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1) Montrer que g est continue sur R, .
2) Montrer que g est dérivable sur R, et que g'(x)= i(f (x)—g(x)) Vx>0
X

3) Déterminer g dans le cas oll f(x) = cos’ (ﬁ'x) :

T . t .
Exercice 22 1) On pose [ = Iﬂdt et f(2)= iy Yie {%ﬂ-}
x 1 {

2
a) Prouver I’existence de I et en donner une interprétation géométrique.

b) Montrer que ] <I< g
T T
¥ T
F(x)= jf(:)dr Vxe {Eﬂ'}
2) Soient les fonctions F et G définies par : + 2
G(x) = [2 a1 xe {O,l}
| ac-lat 2

1) Montrer que Vxé& {O,%:|: Gxy="F(z)=HHall—=x)).

1
2
b) En déduire , alors , que I = j

0

sin 7zt
1—-¢

dr.

o

1
b 2

3) Soit U la suite définie , sur N, par: U, = Isinm dtetVnzl,U, = Ir” sin 71t dt .
0 0]

a) Calculer U, et U,

b ) Etablir que Vne N: U, =i2[ ?_i -—n(n—l)Uﬂ_z} . En déduire la valeur de U,
f
1) On pose S, -——HZ_IU,( et J, = Tz”lsm:fzr dt;nz1.
k=0 0 =
a) Montrer que Vn=1:1-S§,=J,.
1" sin 7rt”

1
<27°; en deduite que JoS s
Lot n+l

¢ ) Calculer lim J . En déduire que S, converge vers une limite que I’on précisera.

n—p+oo

b) Etablir que Vrn2=1:

Exercice 23 1) Montrer que pour tout x€ R, ,ona: sinx= |cosidt et cosx =1- _[sin vt
0 0

x2

2) Montrer que pour tout xe R,,ona:a) sinx<xetcosx=2 1—?
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IXErcices SUE e CapIe & e e

3 2 4
. x X2 ek
b) sinx2x——etcosx<l——+—
3! 2 4
JSIn X=X
3) Calculeralors, lim————.
x—=0 x

L

s
ixercice 24: On pose I, = f‘ x" cos 2xdx pour toutn € N'etl, = f cos 2xdx

) Etudier 1a monotonie de(I,)

)a) Montrer que Vne N ;1 < Ex"dx

) Montrer que la suite (I, ) converge vers une limite que 1’on déterminera

n+2
1 n+l)(n+2 Y
)a) Calculer I, et], .b) Montrer que Vne NI ., = 5[1:-) + ( )‘i ) I Oc) En déduire Lyet1, .

- : it e odt
Exercice 25 A/ Soit la fonction f }—;—,%{ R: x > tan x et la fonction g définie par g(x) = J-

=
Ul+t

) Montrer que g est définie sur R et que g est impaire.
) Montrer que f admet une fonction réciproque f™.

. i - , . : e
3) Soit h = gof. Montrer que h est dérivable sur }—2-,-2—[ et déterminer sa fonction dérivée.

1
1) En déduire que g = f~'. Calculer I = 'f it .
1+1%

0

1
3/ On considere la suite (7,) _ définie par I, =1et Vne N = _[(l—rz)” dt .
0
1) A I’aide d’une intégration par parties, établir une relation entre I, ef I, pour toutnde N.

!
1 =2 = :
1x3x5%..x(2n+1)
) : : 1! ‘
C/ Soit (u,) _,, la suite définie par : u, =1;u, = 1+1—><§ et plus généralement pour toutnde N,

)) En déduire que : Vne N

1! 2! n!
=1+ + +...+ :
13 1x3%5 IX3x5%..x(2n+1)

L n+l
1“(1 2I ]
dt

1+12

1
1) Montrer que : Vne N, u, =2.[
0

b s o Vi df
2)Onpose v, =21 —u, ou I = I
_ 01+I2

a) Exprimer v, a1’aide d’une intégration par parties.

S n+1
b) Vérifier que : Vz€[0,1];0 SL—)S 1. Calculer lim v, puis limu,.

f i e n—toe
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2
V x€ ]-2,2[ . On note C sa courbe.

Exercice 26 Onpose f(x)=

,_x'Z
1)a) Etudier f et tracer C dans un RON (O; }) du plan.

b) On désigne par A I'aire de la partie limitée par C , (0,1) et les droites d’équations x = 1 etx =-1.

Montrer que A = 2 _[f (x)dx .
0

2) Soit F la fonction définie sur |-2,2[ par: F(x)= [f ()dr .
0
Montrer que F est impaire.(On note I' la courbe de F)

3) Vx € {0,%[,011 pose G(x)= [ f()dr.
0
a) Montrer que G est dérivable sur [0, %1: et calculer G’ (x).
b) En déduire que Vx € [0,%[&} (x)=2x —sin2x c) Déduire de ce qui précéde la valeur de A.

4) a) Vérifier que la fonction f — 2sin¢ réalise une bijection de [O, -722[ sur un intervalle J que I’on

précisera. En déduire, alors, lim F(x).

x—2

b) Dresser le tableau de variation de F puis donner I’allure de T dans un RON (0 ' 1, ;) !

Jtanx

Exercice 27 Soit F la fonction définie sur | 0, Z;{ par F(x)= J- ——{—th.

o 1525

1) a) Montrer que F est dérivable sur }O% et calculer F’(x).

b) Calculer F(0). Exprimer alors F(x) en fonction de x pour tout x de [0525[ :

I

¢) Bn déduire la valeur de I'intégrale I = j
0

dt

142"

¢ 4n+5

at a2 £ S
2) a) Vérifier que : Ve R,——=Y (D """ +(-1)"'— (neN).
| 2, o R 1+1
1 rz(ka liIMﬁ
b) En déduire que : dt =u_+v_ avecu,K = etv, =(=1)"" |——dr .
: [;l.l+t4 DG, : kzzoéik +2 " b Ojlﬂ“
r4n+5 ; l
3) a) Vérifier que : Ve R, et Vne N,—— <" En déduire que |v,|< :
1+1 dn+6
b) En déduire que la suite (u,) est convergente et donner sa limite.
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Théoréme et définition .11 existe un ensemble appelé ensemble des nombres complexes, noté C et
vérifiant les propriétés suivantes :

1) I’ensemble C contient I’ensembles des nombres réels K.

2) il existe un élément de C, noté i, tel que i* =—1.

3) ’ensemble C est muni d’une addition et d’une multiplication qui vérifient les mémes propriétés que
I’addition et la multiplication dans R .

4) tout élément de C s’écrit de facon unique sous la forme z=ai+b, ou a et b sont des réels.

Théoréme :Soit z=ai+b et z'=a'+ib'(a,b,a', b') sont des réels. Alors :

2 g—gl—sa—na’ et h=b
e = =)
+ Zest gke] =5 =)
- z est imaginaire = a =0

i, ey S .
Propriétés :Pour tous nombres complexes zet z', z+z'=z+z'; zz'=22' ; (z“):(z) ne IN

Pour tous nombres complexes z et tous nombres complexes z'non nul ,
2 % f1 1
Z zZ z (Z .)
b

2+2=2Re(z) ; z-2=2iIm(z) ; 22=(Re(z))" +(Im(z))

7z =17, sl et seulement si z est réel
Zz=-z, sl et seulement si z est imaginaire
Théoreme :Soit w et w, deux vecteurs tels que w, est non nul. Les vecteurs w et w, sont colinéaires,

: . L= ;
si et seulement si, —~ est réel.
7 A

Wy
Théoreme :Soit w et w, deux vecteurs tels que w, est non nul. Les vecteurs w et w, sont

: o ; -
orthogonaux, si et seulement si, —~ est imaginaire.

Wy

théoréme :Soit deux nombres complexes z et z'. |z| = (¥, si etisenlement sij.z =0. ; ]z+z'| < |z| +|z1 .

e =|klle] s ke R s fzz <[l s [ =l s [of =22 ;|| =f ime s 2 :li,z;eo :
z| |z
Z—I :M,zi(} D — =~1—,z:,t0 et ne Z
z lzf Z' IZI“
Propriétés :Soit z un nombre complexe non nul et k un réel non nul. arg(g) =——arg(z)[2n] ;

arg(—z)zn—(-arg(z)[Zﬂ:]
Si k>0 alors arg(kz)=arg(z)[2m] ;si k<0 alors arg(kz)=m+arg(z)[2n]
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e e

Théoréme :Soit z un nombre complexe non nul tel que arg (z) = 9[271] Alors z = iz| (cos B +isin 8) Cette
écriture est appelée écriture trigonométrique de z.
Si M est I’image de z dans un repere orthonormé direct (O, u, ;) alors M appartient au cercle de centre O

et de rayon |z| et a la demi droite [OB) telle que (ﬁ ) =0[2n]

Théoréme :Soit z un nombre complexe non nul tel que z=a+ib ; aet be R Alors arg(z)=6[2n] , si

et seulement si, cos0 = 4 et sinB= D
JaZ +b? Ja?+b?

Propriétés :Soit deux nombres complexes non nul z et z'.

1 ]
arg(zz') = arg(z)+arg(z')[2n] ; arg[;]z_arg(z)[?n] ; arg[%)zarg(z')—arg(z)pn] ;
arg(z“ ) =narg(z)[2n],n€ Z . Pour tout nombre complexe nonnul z , 2" =|z|" (cosO +isinB), la

formule précédente est appelée formule de Moivre.
Théoréme :Le plan est muni d’ un repére orthonormé direct (O,ﬁ,{f'). Soit A, B, C etD les points

d’affixes respectives tels que AB#0 et CD #0. Alors

(ﬁ;@) =arg(z, -z, )[27] et (Eﬁ’)) =arg [?__ch[zn]

B Za

y , 7 —7Z CD e hmmee e
Théoréme : —>—C = ——(cos B +isin6) avec (AB;CD)EG[Z’E]
Zy —Zy
Théoréme :Pour tout réel 8, On note € le nombre complexe cos 6 +isin 6
. e i ) . : B
Théoréme :e°=1:e2=i ;e 2=-i ; e"=—1.Pourtout réel O et tout entier k, e® =% pour tout
réel 0, |eie| =1; e®=¢™ ; —e®=¢'""

i = P i 0" i ' 1 —i ela i8-8 i L i
Propriétés :Soit deux réels 6 et 0', e®e® =@ ; — =™ ; =0 (e‘e) =™ ne’Z
4]
Théoréme :Tout nombre complexes non nul z, s’écrit sous la forme : z=re® ot r=|z| et arg(z)=6[2n].

L écriture z=re"®, r > 0 est appelée écriture exponentielle de z.
Théoréme :Pour tout entier naturel non nul n, I’équation z" =1 admet dans C n solutions distinctes
. 2km
définies par z, =e " ;l'entier ke {0;1; ...... ;(n —1)} . Les solutions de 1’équation z" =1 sont appelées
les racines n"“"* de 1’unité.
Théoréme :Le plan est muni d’ un repére orthonormé direct (0, u, ;r) . Lorsque n =3 ; les points images
des racines ™ de I’unité sont les sommets d’un polygone régulier inscrit dans le cercle trigonométrique.
Théoréme :Soit a un nombre complexe non nul d’argument 0 et n un entier naturel non nul. I"équation
(8 2kn
il —+—
z" =a admet dans C n solutions distinctes définies par z, = re(“ n ) I’entier ke {0;1; ...... ;(n *1)} ,our
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est le réel strictement positif tel que 1" = |a| . Ces solutions sont appelées Ies racines n"™ de nombre
complexe a.
Théoréme :Le plan est muni d’ un repere orthonormé direct (O,u, V). Lorsque n =3 ; les points images

des racines n'“™ d’un nombre complexes non nul sont les sommets d’un polygone régulier inscrit dans le
cercle de centre O et de rayon " =|al.

Théoréme :Soita, b et c des nombres complexes tels que a # 0. L’équation az® +bz+c =0 admet dans

b . i e = -b+d -b—-0 |
C, deux solutions ( éventuellement confondues) définies par : z, = 5 et 2, = 5 ol O estune
a a

racine carrée du discriminant A = b’ —4ac
Théoréme :Si z, et z, sont les solutions de I’équation az’ +bz+c=0, a#0 : alors

b C

az’ +bz+c:a(z—zl)(z~z,) s Z,+Z,=—— et z;z,=—

: a a
Théoreme :Soit a;a,;......... ;a, des nombres complexes tels que a, #0,n =2 . Soit
P(z)=a,z"+a, 2" +...+az+a, ;Si z, estunzérode P, alors P(z)=(z—z2,)g(z), od g(z) estdela

-1 ~2

formne 3,77 +b, ;2" +.¥ by avee by b, b, complexes.
Théoréme :Pour tout réel x et tout entier n.(cosx +isinx)" =cos(nx)+isin(nx ) (Formule de Moivre) .

ix —ix ix =ix

> : e” —e )
Pour tout réel x, cosx = ¥ o et sinXx =——— ( Formule d’Euler )

Théoréme :En transformant une expression contenant une puissance de cosx ou de sinx sous une forme
qui ne contient aucun produit de fonctions circulaires, on dit qu’on a linéarisé 1’expression donnée.

Exercice 1 Une seule des réponses suivantes est exacte. Laquelle ?
1) Soit z le nombre complexe de module V2 et d’argument %Tn alors la forme algébrique de z est

a) 1+i e b | i
2) Soit A,B,CetD quatre points distincts du plan complexe muni d’un repére orthonormé (0;3) d’affixes

respectifs z,,z,,2. et z, une mesure de 1’angle (ﬁ@) est :

- Zy =2y |, b) arg(zg —2o) 08 Zp —Z¢
Ly —Zg arg(z, —z, ) Z,—1Z,

z—21

3) A tout nombre complexe z # —3 on associe le nombre complexe z définie par: z = ;
53

Iensemble des points M d’affixe z tel que 'z’ =] est:

a) un cercle de rayon 1; b) une droite ;  ¢) une droite privée d’un point; d) un cercle privé d’un point
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L e ok a1 e
4)A tout nombre complexe z # —3 on associe le nombre complexe z définie par: z = 5" I’ensemble
7+

des points M d’affixe z tel que z est un imaginaire est :
a) un cercle ; b) une droite; c¢) une droite privée d’un point ;  d) un cercle privé d’un point
5) A,B et C sont des points distincts d’affixes respectives a, b et ¢ telles que (b—a)=2i(c—a) alors

a) ABC est un triangle isocéleen A ;  b) (AB) L (AC) ; c) (AB)//(AC)

6) On considére les nombres complexes : z= 1+1\/§ ;Zz =2-2iet z =—, alors la forme exponentielle
7

W ' I o 1 iT—n 1 _ii
du nombre z est: a) —e? b) ——=e ? ;o ¢) ——e 12
% Np
7) Soitz =—8+ 61 alors une racine carrée dezest : a) 1+3i b) 1=3i ¢) —1+31

8) Les images des racines quateriémes de —1+ 7isont :

a) un cercle trigonométrique b) alignés c¢) symétriques 2 a 2 par rapport a 1’origine

9) On considére dans C I’équation (E): z* =2mz—1=0avecme C \{~1;1} ; on désigne parz'etz"les
solutions de(E) alors :

a) arg(z')+arg(z")=0[2n] b) arg(z')+arg(z")=n[2n] c)arg(z')+arg(z")=arg(m)[2n]
10) Pour tout réel o ; I’équation (E):iz’ +e”°z+2 =0 admet dans C deux solutions z, et z, ; on a donc :

— ; . i
a) z, +z, =ie® b) z, +z, =¢€” c) z,z, =ie'

11) L’ensemble des points M d’affixe z =1+ 2¢* avec6 ¢ [0;§J est :

a) un cercle b) un segment de droite ¢) un demi cercle

12) Par quoi doit—on compléter les pointilles pour que les deux assertions suivantes soient
vraies :ze C ;. z=—z....zeiR: zeC, 2 =-1...2=-1:
2 e B b) = et &5 g) &= el i

13) Le plan est muni d’un repére orthonormé direct( O,u, ;) . Soit z, et z,deux nombres complexes non

nuls ; M, et M, deux points d’affixes respectifsz, et z,. Siarg (Z)+arg(—izz) =arg(3i)[2n], alors
a) le triangle OM M, est rectangle en O b) M, est le symétrique de M, par rapport a O
¢) O est un point de segment [M,M, |/{M,, M, }
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S —— =

Exercice 2 Pour chacune des questions suivantes, il y a deux conclusions correctes, vous devez donner
au plus deux réponses (celles que vous jugez correctes) :
1) Soit z=x+1y ; x€ IR et ye IR, si z est imaginaire pur, alors :

2) | = y* b) |7 =-y? o) | =-2" dy el

2) Soit z=sing(cosg+ising] ; 6€ [-m,0] alors:

a) ]z]2 = sing b) arg(z)= n+g[2n]
c) arg(z)zg[Zn] d) |z|=—sing

3)Soit ne IN" et O IR et z=¢" alors (eia)n est égale :
a) e b) cos(B“)+isin(_9")
¢) cos(nB)+isin(nd) d) (cos8)" +i(sinB)"

(b-a)
(c-a)

=1+/3 alors :

4) Soit A,B et C sont des points d’affixes respectifs a, b et c telles que

2) (K‘B’,K("i)sg[zn] b) (E,E)z—g[zn] ¢) AC=BC | d) CAxCB = CA?

Exercice 3 Répondre par vrai ou faux :

1)Soit z=re® ; re IR et € IR alors |z|=Tr et arg(z)=0[2n]

2) Soit dans C I’équation (E):z” —2iz+i=0si z et z sont ses solutions alors arg(z')-i—arg(z") E%[?ﬂ;]
3) Soit z un nombre complexe ; z* =256 & z=4 ou z=—4.

4) Soit les points M (z); M (z');A(2);z #2etz'#2 siarg(z-2)= arg(z' —2)[211:] alors A,MetM sont
alignés.

5) On considére dans C I'équation (E):z" =i(z+ 2)n ; n€ IN alors les images des solutions de (E)

appartiennent a une droite fixe.

Exercice 4 Soit (oI]) un repere orthonormé direct du plan, soit zun nombre complexe.

1) Déterminer I’ensemble des points M(z) du plan d’affixe z tel que Iz —1[ :]z—i]

2) On considére dans C I’équation(E):(z—1)" ==i(z—i)" ; ne IN. Montrer que les images des
solutions de (E) appartiennent a une droite fixe que I’on précisera.

Exercice 5 Dans le plan complexe P qui est muni d’un repére orthonormé direct (O;E) on donne le
point A (i), soit I'application £ :P—P ; M(z) > M!'(z') tel que : z =(1-i)z~1.

1) Déterminer I’ensemble des points M(z) tel que ‘z[ =2.
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2) Soit M un point distinct de A et M =f (M) .

a) Montrer que le triangle AMM est rectangle et isocele en M.

b) Déterminer une mesure orientée de ’angle (m, AM ) !

¢) En déduire une construction de point M =f(M).

Exercice 6 Soit (O,l-.i, {’/) un repére orthogonal du plan complexe P . on donne les points A(i) et B(-i)
iz+1

et f Papplication de P/{A} vers P qui & tout point M(z) associe M (z) tel que z = ——.
z+i

1) Montrer que 1’ensemble des points invariants par f est un cercle dont on précisera le centre et le rayon.
2) Montrer que les points A,M et M sont alignés.

3) a) Montrer que V¥ Me P/{A,B} ; (ﬁ@ﬁ) = g—# (@m)[%&]

b) En déduire que si M appartient au cercle de diamétre [ AB]/{A,B} alors le point M appartient & une

droite A que I’on déterminera.
¢) Déduire a I’aide de ce qui précéde la construction de I’image M d’un point M du de diamétre

[AB]/{A,B}.

Exercice 7 Le plan complexe P est muni d’un repere orthonormé direct (Oﬁ@) et I le milieu de

[AB]. On considére ’application f de P/{I} dans P qui a tout qui 4 tout point M d’affixe z # s
2

Z 1
2z — (1 - i)
1) a) Montrer que A et B sont les seuls points invariants par f.
b) Préciser les affixes des antécédents du point I par f.

le point M’ d’affixe z =

: rs w2
2) a) Soit ze C/ l,ﬂ . Montrer que Sshy E]
2 z[=1 ¢ \zl

b) En déduire que pour tout point Me P/{A,B, I} Ona iﬁ = (—E%T et que

(m ﬁ) = 2(m, W) [27]

c) Sur quel ensemble se déplace le point M’ lorsque M se déplace sur le cercle de diametre [AB] / {A,B}
3) Soit A la médiatrice de segment[AB] . On suppose que M est un point de A/{I} ;

a) Vérifier que M € A
b) Construire le point M’a 1’aide d’un point M de A/{I}

73
o Mathématiques & 4™ Math X




Exercices sur le chapitre « Nombres complexes » Collection : « Pilote »

Exercice 8 le plan complexe P est muni d’un repere orthonormé direct (OI}) , on désigne par A et B
les points d’affixes respectives z, =i et z; = 2i, on considére I’application : f:P/{A} — P/{A} tel que

Y e iz=3

M(z)—»M (z) tel que:z =— —.
Z+1

1) Montrer que f n’admet pas de point invariant

2) Montrer que f est bijective et pour tout P/{A}, Ona f™ (M) =£(M).

. 4
3) a) Montrer que : £ 1 =— Z

z—1 'Z_il
b) En déduire que AM . AM =1 et que A€ [MM]

¢) Déterminer I’image par f du cercle { de centre A et de rayon 2.

d) Construire le point M lorsque M est un point de .

4) Soit { le cercle de centre O et de rayon 1.

a) Montrer que [’image par f de { /{A} est la médiatrice du segment [AB].

b) Construire le point N =f (N) lorsque N est un point de {/{A}.

Exercice 9 Soit dans le plan complexe trois points A, B et C d’affixes respectifs : a, b et ¢ non nuls et

trois points P, Q et R d’affixes respectifs p = Jil g= M et r= H
. g b c

1) Soit H le point défini par : OH=0P+0Q+ OR

a) Montrer que H est I’orthocentre du triangle PQR.
b) Montrer que le triangle PQR est équilatéral si et seulement si p+q+r=0

2) On suppose dans cette question que p+q+r=0.

a) Soit zun nombre complexe. Comparer les réels S, et S, suivants:S, = |z £ a| +|z —b] +|z —c|

et 8, :|p(z—a)+q(z—b)+r(z—c)] .En déduire que pour tout z ,On a:

|z—a|+|z—b|+|z—c| 2|a|+,b|+|c|

b) Montrer qu’il existe un point M du plan tel que MA + MB + MC soit minimal.

Exercicel0 Déterminer 'ensemble des points M(z) tel que :

1) A(1), M(z)et M'(1+zz) soient alignés.

2) A(i),M(z) et M (iz) soient les sommets d’un triangle équilatéral.

Exercice 11 Dans le plan complexe P qui est muni d’un repére orthonormé direct (0, u, Q) On considére

les points A etB d’affixes respectives i et 2i. On considére

I’application :f :P - P ;M(z)»>M (z) telque:z = IZ+2 :
Zi1

1) a) Montrer que f posséde deux points invariants, notés I et J.

b) Montrer que le triangle OIJ est isocéle et rectangle.
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2) Montrer que pour M# A et M#B:Ona:(u,0M |= AM,BM + X
4 2

3) Déterminer et construire les ensembles suivants : a) (F)= {M(z) 7 est réel}
P

b) (E)z{M(z) el =—[2ﬂ:]} 9(G) :{M(Z) : arg(z')mg(z—i)zg[m]}

2
4) Soit M un point de P/{A}
a) Montrer que (ﬁm)+ (ﬁ, m) =0[27]

b) Donner alors une construction de point M’ image par f d’un point M de I’ensemble (F) (déterminé

dans la question 3) a) )

Exercice 12 On définit les nombres complexes z_de la maniére suivante : Z, =1, et pour tout entier

natureln, z_, =§Zn +§i :

1) Pour tout entier naturel n , On pose U, =z, —i.Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel

S =(1-i)@" .

2) Dans le plan complexe P qui est muni d’un repere orthonormé direct(O, u, \7) On considére les points
A, etB  d’affixes respectifs U, et z, ; (neIN).

a) Calculer le module et I’argument de U .

b) En déduire que les points A sont alignés.

¢) Montrer alors que les points B sont alignés.

Exercice 13 En utilisant 1'expression(1+i)” ot pe IN', calculer - S=Cj, —Ci +Ci v iy SN
Sef)e Ve =

Exercice 14 1) Résoudre dans C I'équation4z® —2v/3¢%z +¢*° =0 ; 0€ [0;m].

2) Mettre les solutions sous la forme exponentielle.
3) le plan complexe P est muni d’un repére orthonormé direct(o,ﬁ,?r) , on désigne par M, et M, les points

d’affixes respectifs z, = [ﬁﬂ]em et z, =[\/§#1]em,

4
a) Montrer que les points M,et M, appartiennent a un méme cercle fixe dont on précisera le centre et le
rayon.
z, "1+ 3
b) Montrer que — = 3 :
2 2
c¢) En déduire que OM, M, est un triangle équilatéral.

4) a) Montrer que (1, MM, )= e—_g[zn] .
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b) Déterminer 6 pour que la droite (MM, ) soit paralléle a la droite d’équation y =-x

)
I+
5) Résoudre dans C I’équation 4z* —2+/3 [ 1] +i=

Exercice 15 (E):iz’ +2e°z—2icos(0)e” =0 ; E)ejl——;——{.

1) Résoudre dans C I’équation (E)
2) Dans le plan complexe P qui est muni d’un repére orthonormé direct(o,ﬁ, G) On considére les points

5 . oo i - i0
M,,M, d’affixes respectives z, =1+ie”® e; z, =—1+ie’

7
a) Ecrire z, et z,sous la forme exponentielle et montrer que —* =i tan [ 3 + 4}
Zl

b) Déterminer 6 pour que le triangle OM, M, soit isocéle et rectangle en O.
3) a) Déterminer et construire I"ensemble des points M, lorsque © décrit ]—gg[

b) Montrer que M, est 'image de M, par une transformation que 1’on précisera.
T T

c) En déduire I’ensemble des points M, lorsque 6 décrit }—55{
Exercice 16  Le plan P est rapporté a un repére orthonormé (O,ﬁ,;) .
1) Soit dans P les points M, ;M, et M, d’affixes respectives les complexes z,;z, etz,. Montrer que le

triangle M,M,M, est équilatéral, si et seulement si z, + jz,+j’z, =0 ou
Zn

z,+j’7,+jz,=0 avec ]—e 3

2) Soit dans I’ensemble C des nombres complexes 1’équation

(E):2’-(1+a+io)e® +a(l+i+ia)z —ia’ =0 ; o désigne un paramétre complexe.

a) Vérifier que 1 est une solution de (E)

b) Calculer les deux autres solutionsz 'et z " de (E )

c) Soit dans P les points A;B et Cd’affixes respectives les complexes 1;z etz". Déterminer les différentes
valeurs du complexe o pour que le triangle ABC soit équilatéral (On pourra utiliser la question 1))
Exercice 17 On considére dans C I’équation (E):iz’ + 2sin 60z —2i(1+cos8) =0 ot Beo |-m;7| .

1) Vérifier quesin®0—2(1+cos8) = [i (1+cos G)]z - Résoudre alors I’équation (E)..

2) Dans le plan complexe P qui est muni d’un repére orthonormé direct(O, u, \7) On considére les points
M’ etM" d’affixes respectives z = —(1+ e‘ie) iz =1+e°.

g . : - %
a) Ecrire z et z' sous forme exponentielle. En déduire que — = ¢'™
Z

b) En déduire que le triangle OM'M " est isocéle.
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c) Déterminer les valeurs 6 pour lesquelles le triangle OMM ' soit équilatéral.

+ i2o

Exercice 18 Soit dans C I’équation(E):z° —(1-i)e“z—ie”* =0 ou ae[0,7].

1) Résoudre dans C 1’équation (E).

2) le plan complexe P est muni d'un repére orthonormé direct(O,ﬁ, ;r) , On considére les points
A;MetM d’affixes respectives 1—i , e et —ie”*.

Déterminer ¢ pour que les points A;M etM soient alignés.

Exercicel9 SoitI'équation (E):z*—2(1+icosB)z+2icos0=0 ; b€ }O;g{

1) Résoudre dans C I’équation (E).

2) Dans le plan complexe P qui est muni d’un repére orthonormé direct(O, ﬁ,;) On considére les points
A, M, etM, d’affixes respectives 1 ;z, =1+ie”® ;z, =1+ie ™.

a) Ecrire z, et z,sous forme exponentielle.

b) Déterminer et construire I’ensemble des points M, lorsque 6 décrit I’ intervalle }O;g[

¢) On pose I =M, *M, . Déterminer et construire I’ensemble des pointsI lorsque 6 décrit ’intervalle

o

3) a) Ecrire 22—

1 : Nge : :
: sous forme exponentielle et en déduire que M, est I'image de M, par une rotation que
Z

I’on précisera.
b) Déterminer 6 pour que AM,;M, soit un triangle isocele.

4) a) Montrer que lorsque 0 varie surJO;—g{ , la droite (M,M, ) a une direction fixe.

b) Prouver donc que M, =S, (M,) avec A:x=1

c¢) Déterminer 0 pour que OAM,M, soit un losange.

Exercice 20 1) Résoudre dans C I’équation iz’ +(1-d)(1+i)z+d*+1=0 o d est un nombre
complexe.

2) Dans le plan complexe P qui est muni d’un repere orthonormé direct(O, u, ;) On considere les points
A,B,M,M, etM, d’affixes respectives i;—i;d;z, =i+d ; z, = —1—id. Déterminer I’ensemble A des
points M d’affixe d tel que OM, = OM, .

3) On suppose que|d1 =3. Montrer que le point M, appartient a un cercle fixe que ’on précisera.

4) On suppose que arg(d =22n]. Montrer que le point M, appartient a une droite fixe que I’on
HADREKY g 4 2 4pp q

précisera.
5) On suppose dans cette question que[d| =1;d#iet d#-i.
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a) Vérifier géométriquement que le triangle AMB est rectangle en M.

est un réel.

b) En déduire que le nombre complexe —
i+d

6) Soit I’application f, :M(z) >M (Z) tel que:z = (d *i\/g) z+1
a) Déterminer d pour que f, soit une translation.

: : ek ;2 1
c¢) Déterminer la transformation complexe associe a I’homothétie h de rapport 5 et de centre O.

d) Déterminer la nature et les €léments caractéristiques de 1’application@ =f, oh.

Exercice 21  I- On donne dans C I’équation (E,):z’ —[2+i(b +E)] z+1-bb +i(b +E) =0 ol best
un nombre complexe et b est le nombre complexe conjugué de b.

1) Développer (b 5 -15)2

2) Résoudre dans C I’équation (E, )

II- Dans le plan complexe P qui est muni d’un repére orthonormé direct(O, u, ;) On consideére les points
A,M,M, etM, d’affixes respectives z, =1z, =b;z, =1+ib ;z, = 1+ib .

1) Dans cette question on suppose que M appartient au cercle trigonométrique ( |b] = 1) :

a) Montrer que lorsque b varie, les points M, et M, appartiennent a un cercle fixe dont on précisera le

centre et le rayon.

b) Déterminer les nombres complexes b pour lesquels le triangle OM,M, est isocéle de sommet principal

2006

O. calculer pour chaque nombre complexe b obtenu z** .

2) A tout point M d’affixe b distinct de O et A on associe le point M’ d’affixe b'= %

2 == o VAt AT :
a) Vérifier queb'-1= ? En déduire que AM' et OM sont colinéaires et de sens contraire.

b) Construire M’ & partir du point M du cercle trigonométrique &/{A}.

Exercice 22 P désigne le plan complexe P qui est muni d’un repére orthonormé direct( 0,0A, (TB) .
o. un réel de I'intervalle ]0;27n[et  le cercle de centre B et de rayon 1.

I) 1) Résoudre dans C I’équation : z —i(2 —e“ ) z+e*-1=0

2) Ecrire sous forme exponentielle les solutions de cette équation.

IT) Soit f I'application de P/{B} vers P/{A} qui & tout point M(z) associe le point M ( z')

tel quez ==—.
Z+1

1) a) Montrer que f n’a aucun point invariant.
b) Vérifierque V ze C/{i} ;Ona:z —1=:—21_-
Z+i
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c) En déduire que ¥ M P/{B}; Ona: AM BM =2et (W,M) = 42[275]
d) Construire le point M al; al’aide d’un point M de cercle &
2) Soit (E) I'équation dans C ;(51)3 :g(—lﬂ)(gﬂ)}
a) Montrer que si z une solution de (E) alors z est réel.
b) Montrer que : z =€ &z = —cotg%
¢) Résoudre dans C Iéquation (E) .
V2 A2

d) Utiliser ce qui précéde pour construire le point £ antécédent par f de Q daffixe o = TH?'

Exercice 23  Dans le plan complexe P qui est muni d’un repére orthonormé direct(O,ﬁ, G) , on donne

la droite A d’équation y =1 et M un point de A d’affixe z.
1) a) Vérifier que : M(z)€ A < |4 :IZ—ZiI

et que z=cotgb+1

b) On pose (ﬁ,@)EB[Zn] avec 0 < 0 < 1. Montrer que -|z|= =
sin

2) Soit ne IN" avec n>2, et (E) ’équation : z" =(z—2i) .

a) Montrer que si z est une solution de (E) alors M(z)e A

b) Montrer que ( Zz_. =e o 2kn) T = cotg%ﬁ : retrouver 2) a).
z—21 _

¢) En déduire que (E) admet exactement n-1 solutions de la forme : z, = cot g(gj +i;1<k<n-1
n

3) a) Montrer que I’équation (E) est équivalente a l’équation(E') : ZH:C}; (—Zi)k 7" F =0,
k=1

b} Endédmre que . 2.2, 0804 =

n
=111
¢) Montrer alors que : sin (E].sin (?E] ........ sin(( ) J: ?_1
n n n 2
. . ki (=1
4) Soit la suite définie sur IN" /{1} par:U, =sin (E) sin (—ﬂ] ...... sm(( ) }
n n, n

a) Démontrer que la suite (U, ) est décroissante et majorée.

. 1 Loiet LS5 :
b) Démontrer que Vne IN"/{1}; U ,, = %Un tow o déduire la limite de la suite (U, ).
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W
Exercice 24  Soit (O,f,j) un repére orthonormé direct du plan P.0€ |0;n| , A(1) , B(~1).On
considére 1’équation (E) d’inconnu z€ C ; (E): 2’ —2z+2sin® 0—2isin Ocos 6 = 0. On désigne par

z, et z, les solutions de(E).
1) Montrer, sans résoudre (E), que arg(z, ) +arg(z,)=0 —%[27:] :

2) Résoudre dans C I’équation(E) .

3) Mettre sous forme trigonométrique les solutions ayants une partie imaginaire positive. En déduire la
forme trigonométrique de |’ autre solution.
4) On désigne par M, et M, les points d’affixes respectives 1+cos8+isin® et 1-cos O—1sinO etlle

milieu de [MM,].
a) Donner Paffixe de . b) Déterminer I’ensemble décrit par les points M, lorsque 8 décrit 10;7]

¢) En déduire I’ensemble décrit par les points M, lorsque 6 décrit |0; 7

: o . 1
5) Soit M (zl) AYEC Z s —
ZM

a) Montrer que zl+z]_1 ZI+ZI+1 £ Lsinotd
2 ) 8

b) En déduire que M,M, est un vecteur directeur de la bissectrice du secteur [KA,KB]| ou K est le milieu
de [MM, |
Exercice 25 1) Déterminer les racines cubiques de chacun des nombres complexes suivants :
a=—i et b=—2+2i.On donnera les solutions sous forme exponentielle puis sous forme algébrique.
1) On se propose de résoudre dans C 1’équation (E): 2’ —6iz> =3(3+i)z—-4+i=0..
1) On pose z'=z—2i.Montrer que z est une solution de (E) ,si et seulement si, z' est solution de
(E') avec (E):2*+3(1-i)z+2-i=0
: u+v=2
2) Soit u et v deux nombres complexes tels que : :
uxv=—1+1
3 3 £
FNr==2+
a) Montrer que z est une solution de (E) & R ; 1
uxv=-1+i

b) En déduire que u® et v’ sont solutions de I’équation (E"): X*+(2-1)X+2(1+i)=0
3) a) Résoudre dans C I’équation(E"). b) Déterminer alors les solutions de I’équation (E).

. 2kn

Exercice 26  On pose A =1-2U+3U>—4U° +....+(=1)"" nU"" avec U, =e " ; ke {0;L....;n—1}
Calculer (1 i U) A puis en déduire A.

Exercice 27  Soit le polyndme P(z)=z*+2>+2* +z+1.
1) Décomposer P en un produit de deux trindmes de 2°™ degré a coefficients réels.
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2) En déduire le calcul des valeurs de cosz?Tt et cos%ﬁ

Exercice 28  le plan complexe P est rapporté a un repére orthonormé direct( OI}) . Soit ABCD un

quadrilatére convexe de sens indirecta, b, ¢ et d les affixes respectives des points A, B, C et D. on
construit 4 Uextérieur du quadrilatére les triangles M,AB ; M,BC ; M,CD et M,AD rectangles isocele

respectivementen M;;M,;M;;M, .

1) Déterminer en fonction de a, b, ¢ et d des affixes des points M ; M,;M;; M, .

2) a) Démontrer que (MM, ) L (M,M, ). b) Démontrer que MM, =M,M, .
Exercice 29 soit ABC un triangle, a, b, ¢ les affixes respectives de A, B et &

LT

1) Montrer que ABC est un triangle équilatéral de sens direct, si et seulement si, (c—a) = e’ (b-a)

LT
2) Monter que ABC est un triangle équilatéral de sens indirect, si et seulement si, (c —a) =g (b-a},
3) Monter que ABC est un triangle équilatéral, si et seulement si, a’ +b* +c* =ab+ac+bc

Exercice 30 le plan complexe P qui est rapporté a un repére orthonormé direct(O, u, \_/) .On
considére pour tout réel O }0;2[ , I"équation (E, ) : 2’ —2ie®z—-4(1-i)e™ =0.

1) Résoudre dans C 1’équation(E, ).
2) On considére les points M’ etM’ d’affixes respectives 2¢° et —2(1—i)e” et le point N image de M’

par la rotation de centre O et d"angleg .

; T . :  $OLTY : o
a) Montrer que pour tout réel € }0;—2—[ , le point M appartient a un cercle que I’on précisera.

b) Déterminer 1’affixe de point N. ¢) Montrer que OM'NM"’ est un parallélogramme.
d) En déduire une construction du point M’’ a partir de M".

3) So1tlequat10n( ) (J_z+1) ( 2+2i)ei9

a) Déterminer les racines cubiques du nombre complexe (-—2 + 2i)eiﬂ :

b) Soitove |0;2n| , Montrer que V221 =26 & f(lﬂcatg[g)]
z

En déduire les solution de 1’équation (E; ).
Exercice 31 1) Résoudre dans C 1’équation : 28 +i=0.
2) a) On pose f (z)=2° +i, écrire f(z) en produit de six facteurs de 1% degré.

SO0

o : L A
b) Justifier que : 1—e“ =-2isin [5)6 2 pour tout réel o.

c¢) Calculer f (1) de deux facons, en déduire que : Z sm(m-jlﬂ-g-) = —I%
K=0 24ur1106 64
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3) On donne dans C I’équationz® = —i(2~2)".

a) Montrer que si z est solution de (E) alors Iz] = ]2 —z| etque z=1+iy ; yeIR.

b) Montrer que si z est solution de (E) alorsarg(z)+arg(2-z)=0[2n]

c) Si on posearg(z) = 0[2n], montrer que120 = —2[211] :

d) En déduire une construction des images des solutions de(E) , et donner ces solutions.
Exercice 32  Soit (E) I’équation dans C : (z+i)5 =(z—1)5

1)a)Montrer que si z est une solution de (E) alors — z est aussi une solution de (E)

b) Montrer que si z est une solution de (E) alors z est un réel.

2) a) (Z—ﬂ —e (o0 21{71‘)] = [z = cot g%] b) Résoudre alors dans C I’équation (E).

7=

3) a) Montrer que 1’équation (E) est équivalente & I’équation (E) .5z —102> +1=0
2 : (I 27

b) Déterminer alors les valeurs exactes de cot gg et cotg =5

Exercice 33 __Soit le nombre complexe m =e” avec © est un réel élément de[0;27]. On considére

Péquation (E):z* —m(m+i)z+im’=0; ze C.

1) a) Vérifier que z, =im est une solution de (E) . Quelle est la 2™ solutionz,,

b) Ecrire z, et z, sous la forme trigonométrique. En déduire les valeurs de m pour lesquelles z, et z, sont
conjugués.

2) le plan complexe P est muni d’un repére orthonormé direct (O, u, V) , On considére les points

A ; M ; M, et M,d’affixes respectives —1 ,m ,z, =im et z, =m’

Zy +1
z, +1
b) Déterminer m pour que les points A ; M, et M, soient alignés.

=1-1m

a) Montrer que pour m #1 ;

¢) Déterminer m pour que AM,M, soit un triangle équilatéral indirect.

Exercice 34 Soit r un réel de |0;1] et 6 un réel de }Og{

1) 1) a) Résoudre dans C I’équationz® —2zrcos0+r*> =0
b) On note z, et z, les solutions de cette équation. Ecrire z, et z, sous forme exponentielle.

2) Pour tout n de IN, on pose U, =z +2z;.

a) Exprimer U, en fonction de n. b) Montrer que|Un| <2r".En déduire lim U, .

n—s+eo

II- Dans le plan complexe P qui est muni d’un repéere orthonormé dircct(O,ﬁ, :/) on considere les points

2
§ s : z : z

M,M,,M, et M d’affixes respectives z,; z, ; — et z =z, +—
z z

2 2
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1) a) Montrer que les points. M,M, et M, sont distincts deux a deux.
b) Montrer que les points. M, M, et M, appartiennent au méme cercle de centre O et que MM, = MM, .

c¢) Exprimer (MMI,MME) en fonction de 6 . En déduire I’ensemble des points M pour que le triangle

MM, M, soit équilatéral.
2) a) Donner la forme exponentielle dez . b) En déduire que les points O, M et M’ sont alignés.
c¢) Montrer que le milieu I de [OM} est le projeté orthogonal de M, sur (OM)

3) A partir du point M, Donner une construction géométrique des points M'; M, et M, .
Exercice 35 m un nombre complexe.
I- On consideére dans C les équations 2 inconnu z ; (E):z’ —mz+1-im=0 et

(E'):iz3 +(m—1-im)z +(~m2 +2m+i)z+(m—1)(l—im) =10

1) Montrer que si z, est une solution de (E)alors z, est une solution de (E ).

2) a) Résoudre dans C I’équation(E). b) En déduire la résolution dans C de l’équation(E').

II- Le plan complexe P est muni d’un repére orthonormé direct (O, u, {}) .On considére les points

A, B,M,. M, et M, d'affixes respectives, z, =1 ; 2, =1; % =m+i ; z;=(1+i)m—1 et z, =im—1i.
1) a) Quelle est la nature du triangle BM|\M, ?

b) En déduire que pour tout m de C/{1-i}, le quadrilatére BM,;M,M, est un carré.

2) On suppose que m = J3+2e° ; Be |—m; 7] . Donner la forme exponentielle dez, .

3) SoitF:{M(m)E P/arg(im_i]EE[Qﬂ]}.

m+1 3
a) Montrer que I'=&/{A,B} ou & est un cercle que I’on précisera.

b) Soit I le centre de& . Montrer que A = R[ ] ( B) . En déduire I’affixe de I et le rayon de .

1=
3

Exercice 36:Soit E1’équation dans C : z° iz —~[{l+a* J=0,a¢c C.
1/a)Résoudre dans C I’équation (E) .on notes z; et z; les solutions de (E).
b) Montrer que : (|zi|: |22|) & (ae R).

2/Dans le plan complexe P muni d’un repére orthonormé direct (O, u, v) On donne les quatre points

A, B, M et N d’affixes respectives1l,-1 +2i,1+a eti-a.

a)Montrer que M et N sont symétriques a un point fixes I que I’on précisera.Lorsque M ¢ (AB)donner la
nature de quadrilatere AMBN

3/On suppose que a= e' °-2i ou Oe [0, 2m]

a)Montrer que M décrit un cercle ({) fixe que 1’on précisera lorsque 0 varie dans [O, 275]

b)En déduire ’ensemble ({) de point N lorsque 6 varie dans
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}

| Définition :

Une application du plan dans lui-méme est une isométrie si elle conserve les distances.

C’est-a-dire, si M'N'=MN pour tous les points M et N du plan d’images respectives M' et N
Théoréme : L’identité du plan, les translations, les symétries orthogonales et les rotations sont des
isométries.

- Les images de deux points distincts du plan par une isométrie sont deux points distincts.

Théoréme : Une application du plan dans lui-mé&me est une isométrie, si et seulement si, elle conserve le
produit scalaire.

Une application f est une isométrie, si et seulement si, ABAC=A'B"A'C' pour tous points A, BetC
d’images respectives A',B'et C'.

Théoréme : Soit f une application du plan. Si A , B et C sont trois points deux a deux distincts, d’images
respectives A',B'et C', alors BAC=B'A'C'. On dit qu’une isométrie conserve les mesures des angles
géométriques.

Théoréme : Ies images par une isométrie de trois points non alignés sont trois points non alignés
Théoréme : Soit f une isométrie, A , B et C sont trois points non alignés d’images respectives

A',B'et C'. Sile repére (A,ﬁ, KC) est orthogonal alors le repére ( AA'B,A'C ') est orthogonal. De

| plus , pour tout point M d’image M ’, AM = xAB+ nyf avec x et y réels, implique que
| AM'=xA'B'+yA'C'

Théoréme : Une isométrie f est une bijection du plan dans lui-méme. L’application du plan dans lui-
méme qui a tout point N du plan associe son unique antécédent M par f est une isométrie appelée

réciproque de f et notée .
Théoréme : Pour toute isométrie f et tout point M, £(M) =N, si et seulement si, £ (N)=M.

- Laréciproque d’une symétrie orthogonale est elle-méme.
- Laréciproque d’une symétrie centrale est elle-méme.

- Laréciproque d’urie translation de vecteur u est la translation de vecteur —u
- Laréciproque d’une rotation de centre I et d’angle o est la rotation de centre I et d’angle —o

Théoreme : Soit f une isométrie et A, B, C et D des points d’images respectives A',B',C' et D" par f. si
AB=aCD alors A'B'=aC'D' ot e R.

Théoreéme : [.a composée de deux isométries est une isométrie.

Théoreme : L.a composée de deux symétries orthogonales d’axes sécantes est une rotation. Plus

précisément, si D et D'sont deux droites sécantes en un point I et de vecteurs directeurs respectifs uetu'
etsi S, et Sy, sont les symétries orthogonales d’axes respectifs Det D', alors S, oS, est la rotation de
centre I, et dans ce cas S, oSy =5, oS,

Théoréme :La composée de deux symétries orthogonales d’axes paralléles est une translation. Plus
précisément, si D et D'sont deux droites paralléles et si S, et S, sont les symétries orthogonales d’axes
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respectifs D et D', alors S, oS, est la translation de vecteur 217 ol Iest un point de D et J est le projeté de
Isur D,

Théoréme : Soit f et g deux isométries. g=f", si et seulement si, f og =1d o Id désigne I’identité du
plan.

Propriété : Si f et g sont deux isométries, alors (fog) =g of

Propriété : Soit f, g et h trois isométries,f =g, si et seulement si, hof =hog

Théoréme :Soit f une isométrie différente de 1’identité, A un point non fixe et A ° son image . alors les
points fixes de f, s’ils existent , se trouvent sur la médiatrice de segment [AA’]

Théoréme :Une isométrie fixe trois points non alignés, si et seulement si, c’est I’identité du plan.
Théoréme : Si deux isométries f et g coincident sur trois points non alignés, alors elles coincident partout
dans le plan. On dit qu’une isométrie est déterminée par la donnée de trois points non alignés et leurs
1mages.

Théoréme : Soit une isométrie fixes deux points distincts A et B , alors elle fixe tous les points de la
droite (AB) :

Théoréme : Soit une isométrie fixe deux points distincts A et B , et si elle est différente de I’identité, alors

f est la symétrie orthogonale d’axe (AB).

Théoreme : Soit une isométrie fixe un unique points distinct I, alors f est une rotation de centre I et
d’angle non nul .

Théoréme : Soit O un point du plan. Alors toute isométrie f se décompose de maniere unique en la
composée d’une translation et d’une isométrie g qui fixe O.

Théoréme : Une isométrie qui n’a aucun point fixe est soit une translation de vecteur non nul, soit la

composée d’une translation de vecteur non nul u et d’une symétrie orthogonale d’axe A tel que u est
directeur de A.

Définition : La composée d’une translation de vecteur non nul u et d’une symétrie orthogonale d’axe A

tel que u est directeur de A est appelée symétrie glissante.

Théoréme : Toute isométrie se décompose en au plus trois symétries orthogonales.

Théoréme : Toute rotation est la composée de deux symétries orthogonales d’axes sécants. Plus
précisément, soit r une rotation de centre I et d’angle 8 et D une droite quelconque passant par [ et de

vecteur directeur u. Alors r =S, oS, , od D’ est la droite passant par I et de vecteur directeur u' tel que
2({5,?) =0[2n]

Théoréme :Soit S, la symétrie orthogonale de centre I et D une droite passant par L. alors
S,=S,°8,=S,°S,.,0lD’ est la droite perpendiculaire a D en L

Théoréme :Toute translation est la composée de deux symétries orthogonales d’axes paralleles. Plus
précisément, soit t. une translation de vecteur non nul u et D une droite quelconque de direction

orthogonale a celle de u et Hun point de D. Alors t. =S50S, ou D’ est la droite parallele a D et passant

par le point K tel que HK = %ﬁ
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Exercice 1 :

Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse:

1) La composée de deux symétries orthogonal est soit une rotation d'angle non nul soit une translation de
vecteur nul.

2) si f est une isométrie qui fixe deux points distincts alors f est une symétrie orthogonale.

3) une isométrie qui laisse globalement invariant la réunion de deux droites sécantes en

0O, Aet A’ alors £(0)=0

4) une isomérie qui fixe un point A alors f est une rotation de centre A.

5)f: M (Z) >M'(Z') tel que: Z '=i Z + 2 est une isométrie.

6) f une application ; A, B et C trois points non alignés du plan tel que f(A)=A ; f(B)=B; f(C)=C
alors f=Idp

7) soit ABC un triangle rectangle en B ; I=A*B ; J=B*C et f une isométrie tel que Fecs of :S(U)

alors f est une symétrie glissante.

8) La composée d’une translation et d’une symeétrie orthogonale est une symétrie glissante
Exercice 2:  Cocher la ou (les) réponse(s) correcte(s). Soit ABCD un carré de centre
0, I=A*B, J=B*C 1) l'application: Sg =

o} o (e} C
a) Scon”Son b) Stac)°Scep) ¢) Scon’Soc) d) Sas) °Sian) DR
2) b
a) S(aB)’S(c) b) Sap)°Scop ¢) Scon°S(ap) d) S@c)*Scon ]
3) une isométrie qui fixe A, B et C alors f est: -
a) S(aB)°S(AB) b) Sas) | ¢) idp | d) Supy°Scac) |
4) une isométrie f fixe [ et O et transforme A en B alors: A I B
a) f=S.op b) f=S(as) c) f=SoB) d) on ne peut pas conclure

5) une isométrie f transforme le triangle ABC au triangle ACD alors :

(i) f(B)= | a) A | b) C |c)D |

(i) f{A,ChH= [a){A,C} [b) {C,D} I

6) S(AB)O S(AC) est:

a) rotation de centre A et d'angle % b) rotation de centre A et d'angle - % ¢) fotation de ceptre A gt

d'angle %
7) une isométrie qui laisse globalement invariant un triangle ABC de centre O alors f(O)=
a) A b) O lc) B e |
8) (S )—] 5
a) So taz b) b) rA—BOS(Of) S0tz
86

& Mathématiques & 4™ Math &




Exercices sur le chapitre « Isométries du plan » Collection : « Pilote »

Exercice 3 1) Soit ABC un triangle équilatéral directe.

Soit f une isométrie qui laisse invariant le triangle ABC.

1) Montre que le centre de gravité G de ABC est fixe par f.

b) Supposons que f(A) =A, déterminer f

c) supposons que f(A) =B, déterminer f

Citer tous les isométries qui laissent invariant le triangle ABC.

2) Soit D = S(acy(B). On se propose de déterminer tous les isométries h qui transforme le triangle ABC au
triangle ACD. :

a) On pause g = Siac)°h; déterminer I'image par g du triangle ABC.

b) En déduire tous les isométries h.

Exercice 4 Soit ABCD un losange de centre O non réduit a un carré; on se propose de déterminer les
isométries f du plan qui laissent globalement invariant le losange ABCD.

1) Montrer que f (0) =0 (vérifier d'abord que: OA +0B +0C +0D =0 )
2) Montrer que f (A)&{B,D}

3) a) Montrer que si f(A) =C alors Ssp)°f fixe les points A et O.

b) En déduire les isométries f tel que f(A) =C.

1) Déterminer les isométries f fixant le point A. en déduire les isométries qui laisse globalement invariant
le losange ABCD

Exercice 5: On considére dans le plan un triangle ABC rectangle en B tel que (E AC ) = —;E[ZYL’]

Soient C' et B' les points du plan tel que BCC' est un triangle rectangle et isocéle de sens directe et BAA'u
n triangle rectangle et isocéle de sens indirecte. On se propose de déterminer I'ensemble des isométries f
qui laissent invariant 'ensemble {B, C, C'}.

1) Déterminer f lorsque f(B)=B ; f(C)=C et f(C’)=C’
2) a) Montrer que f(B)#C
b) Montrer que f (B) # C'. Déterminer I'ensemble des isométries f qui laissent invariant I'ensemble

{B.C,C}
Exercice 6: Dans un plan orienté on considére un triangle équilatéral ABC direct; on désigne par I, J et K
les milieux respectifs des cotés [BC], [AC] et [AB] et par O le centre du cercle circonscrit au triangle

ABC. Soit A la perpendiculaire & (AB) en B, on désigne par R, la rotation de centre C et d'angle g

; 27
et par R, la rotation de centre O et d'angle .

1) Déterminer la droite A; tel que R, = SAl °S(oc)
2) Déterminer la droite A, tel que R, =S4, 23,

3) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de R;°R;.

4) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de chacune des applications
Rj :SAOS(BC) et R3°R;.

5) On pose f =R, "°R;°R;.
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. , 7
a) montre que f est la rotation de centre A et d'angle s

O

¢) Soit M un point du plan, on pose M '= R{
A

b) En déduire que: R, ° R

&
'3

J(M et M "=R (M) , montrer que ABM"M'

est un parallélogramme.

Exercice 7: Soit ABC un triangle rectangle en A et isocéle tel que

et soit [ =A*B, J =A*C et O =B*C.

1) Soit f une isométrie qui laisse ABC globalement invariant.

a) Montrer que f laisse le segment [BC] globalement invariant. En déduire que f ({B C }) =1B.C

b) Montrer que f(O) =0 et f(A) =A

c¢) En déduire toutes les isométries qui laissent ABC globalement invariant.

2) Soit A' et C' les deux points définis par AA'=CC '=BC et g une isométrie qui transforme le triangle
ABC en le triangle ACC'.

a) Montrer que 7 © g est une isométrie qui laisse ABC globalement invariant.

b) En déduire toutes les isométries qui transforment ABC en A'CC'.

Exercice 8: On considere un rectangle ABCD (non carré) de centre O.

1) Déterminer I'ensemble E des isométries qui laisse globalement invariant le segment [AB].
2) Soit F 'ensemble des isométries qui transforment [AB] en[CD].

a) Montrer que pour tout fde Fona ¢, of € E

55 B oSA} .ol A est la médiatrice de [AB].

b) En déduire que F = {tﬁ, T
3) Soit G I'ensemble des isométries qui transforme {A, B, D} en {B, C, D}.
a) Montrer que si f € G alors f(O) =O et f ({B‘, D }) ={B,D}et f(A) =C. En déduire I'ensemble G.

4) Déterminer I'ensemble des isométries qui laisse globalement invariant ABCD.

Exercice 9: C, et C, deux cercles de méme rayon de centres respectifs Oy et O,. Déterminer toutes les
isométries qui transforment C; en C,.
Exercice 10: Dans un plan on considére un hexagone régulier convexe ABCDE inscrit dans un cercle

C de centre O soity ={A,B,C,D,E F}.

Soit f une isométrie qui laisse 1'ensemble y invariant,

1) Montrer que O est invariant par f,

2) Déterminer les isométries laissant invariant I'ensemble v.

Exercice 11: Dans un plan orienté P, on considére un carré ABCD de centre O tel que:

(;‘:‘1? AD ) = %[2%] .On désigne par I et J les milieux respectifs des segments [AB] et [BC].

1) Determiner la nature et les éléments caractéristiques de chacune des applications suivantes:
S =8¢cn°Sw0e) 5 &=Swn °Sn 5 h= Scon °Scocy € K =S04y° 50 ° Sion)

2) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de chacune des applications suivantes:

foget goh
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Exercice 12: Soit ABCD un rectangle et | =B*C et ] =A*D
Soit la transformation f =1 S ,,, .a) Caractériser l'application fz- S 5, -

b) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de f.

Exercice 13 : Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, fl,v).

S

X :——X——l—y+1
Soit f:P—P ; M(x,y)>M'(x'y')/ 12 \é
s

1) Montrer que f est une isométrie. 2) Déterminer I’ensemble des points invariants par f.
3) En déduire la nature de f.

4) Soit O’ I’image de O par f, déterminer une mesure de 1’angle (E,ﬁ) . En déduire les

éléments caractéristiques de {.

Exercice 14: Le plan est muni d’un repére orthonormé(O,ﬁ,\“f) . Soit f I’application d’expression

= S ; ; ;
pamplexs 3 2= [1 + i%)z ~—£+ E1' . Démontrer que f est une isométrie du plan. Caractériser f.

Exercice 15: Le plan est muni d’un repere orthonormé(O.u,v) .

Soit f:P—=P ; M(x,y)— M'(x',y')/{;zé:iJrl

1) Montrer que f est une isomeétrie.

2) Déterminer 1’ensemble des points invariants par f.  3) En déduire la nature de f.
Exercice 16: Soit ABCD un carré de sens direct et de centre O.

1) Soit f une isométrie qui transforme le triangle ABC en ACD.

a- Montrer que f(B) =D et f(O) =O. b- Déterminer les isométries f qui transforment ABC en ACD.
2) On considére les isométries: g, =T;5 08 5 €8 8, =Tz 08 4p

a- Montrer que g, est une symétrie orthogonale dont on précisera son axe.
b- Montrer que g, est une symétrie glissante. Préciser sa forme réduite.

Exercice 17 : Dans le plan orienté, on donne un losange ABKI, tel que(@,ﬁ) Eg(zﬂ) :

Onnote:J=A*¥IetO=I*K, C=S, (A) et B=S§, (K). On se propose de caracteriser les isométries f qui
transforment AenJetIen K
1) On pose g = foTﬁ .a) Déterminer g (B) et g (K). b) Caractériser alors les isométries g.

AB

c) En déduire que: f =S, ot ou f = R( ot

2) On pose 1, = R[K _E]Dtﬁ’;

3
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On désigne par H le projeté orthogonal de K sur la droite (AB)
a) Déterminer les axes A et A”telles que :R(K,E] =85,08 5, et R [B‘_;] =S50Sy
3

b) En déduire que: R[ ~OR [ =t . c) Identifier alors I'isométrie f;.
B,

K,-S—J

ot et D = Sg(A). a) Montrer que f, (B’)=Betf, B)=C ; f,(A)=1.

AK)" "AB

3) On posef, =S,
b) Montrer que f, =505,

4) Soit @ =1, lof1 . a) Déterminer ¢ (A), ¢ (I) et @(B) puis caractériser ¢.

b) Déterminer I’ensemble des points M du plan qui vérifient: f;(M) = f,(M).

Exercicel8: Soit ABCD un carré de sens direct et de centre O.On désigne parIet Jles symétriques  les
symétriques respectifs de O et A par rapport 4 la droite (BC) et par A la médiatrice de [AB].

1) Caractériser la rotationr qui envoie Ben CetCenD .

2) Soitf =108, .a)Montrer quer = 5,05, .b) En déduire la nature et les éléments caractéristiques def .

3) Soitg = t; 01~ .a) Montrer que 1~ =S, 0S4, etlgy) =S50S -

b) Montrer que g est une rotation dont on précisera les éléments caractéristiques.
4) Soith =8, 055, 0S5, .Déterminer la nature et les éléments caractéristiques deh.

Exercicel9  Soit ABCD un losange de centre I et tel que (AB ,AD) E—;E[Zn] .On désigne par E le

symétrique de B par rapport a D et par A la médiatrice de [BE] .1) Caractériser les applications suivantes

185 0.8 ,c) 6L Sipy 08 - @)Déterminer la droite (A') telle que t , =808 ,,.

AS) B.—] BD
3

(o)D) Soit f=t o i

b) Caractériser I'application S ,, 0S8, .c) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de f.

3) Soit g=S, 0 r[g,l‘) . a) Déterminer la droite(A") tel que r(B‘E] =S p) ©S (-
3 3
b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de g .
4)a) Caractériser I’ application gof ™ .b) SoitM un point du plan qui n’appartient pas  la droite (BC).
On pose N =f(M)etP =g(M). Montrer que BNEP est un parallélogramme.
Exercice N°20: Le plan est orienté dans le sens direct. On donne un hexagone régulier ABCDEF de

sens direct et de centre O. c B
1) Soit f une isométrie de P qui vérifief (A)=0 et f(B)=D. /V\

a) On pose g =f ot . Déterminer g(O) et g(C). s A
b) En déduire qu’il existe exactement deux isométries f qui % :_’ i /
vérifientf (A)=Oetf(B)=D .

c¢) Déterminer I’image de O par chacune des isométries.
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2) Soit =R, E] ot etsoit A lamédiatrice du segment [BC].
5
3

Déterminer les droites D, et D, telles que R(
Q,
3

n] =Sp, oS, et t5 =5, 08, , caractériser alors @ .

3) Soity =S otz ol J = C*D. Déterminer 'image de la droite (EF) par la transformationy .

o1)
4) Soith = @o ™" .a) Déterminer h(O) et h(A) ; en déduire la nature et les éléments caractéristiques de h
b) Pour tout point M de P, on noteM, =@(M) et M, =y (M) . Déterminer I’ensemble des points M tel
que le quadrilatere FBM M, est un rectangle.

Exercice21:Dans le plan oriente, on considére rectangle ABCD tel que AB =2AD et(AB,AD) = %[2%]

ot

.On note Iet] les milieux respectifs des segments [AB] et[DC|etK le symétrique de I par rapport
a(DC).1) On pose = S(IC)OTEOS{U) .a) Caractériser l’application:S(BC)OS(”)

b) En déduire que f est une rotation dont-on précisera I’angle et le centre,

2) Soit M un point de la demi droite [BA).La perpendiculaire a (CM)en C coupe (IJ)enN.

a) Montrer que f (M) = N, en déduire la nature de triangle CMN
1+tgx
1-tgx

b) On pose x = BMC avec M # Bet M # I .Montrer que tg(BI\A/iN) =

En déduire la positions de M pour laquelle tg(BMN) =3

3) On pose g = IEOS(I ¢ - a) Caractériser |’application gOS(M}

b) En déduire que g est une symétrie glissante dont on précisera 1’axe et le vecteur.

EXERCICE 22 : Soit ABCun triangle équilatéral direct de centrel, et A", B',C',le symétrique de A,B,C
par rapport 1. On se propose de déterminer 1’ensemble E des isométrie qui transforme ABCen ABC.

1) Quel est le centre du triangle ABC.

2) Déterminer I’ensemble E'des isométries qui laissent globalement invariant le triangle ABC.
3) Soitf une isométrie plan .On pose g =S, 0 f .Montrer que g est un €lément de E'si et seulement sif est

un élément de E .
5 i S . 27 2n
4) Caractériser les applications suivantes :S,0r L? 3, OF I,ﬁ? D108 5,455 9705 omy €1 3,08 o0y
5) En déduire ’ensemble E .
EXERCICE 23 : Soit ABCD un rectangle non carré de centre O .On désigne par ABCD I’image

: T . . \ ) ok :
de ABCD par la rotation r(O,E) .On se propose déterminer I’ensemble E des isométries qui transforme le

rectangle ABCDen ABCD .
1)Déterminer I’ensemble E des isométries qui laisse globalement invariant le rectangle ABCD .

2) Soitf une isométrie du plan. On pose g= r(O,—g)of Montrer que gest un élément de E'si et seulement
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si festun élémentdeE .

3)a) Soit A la médiatrice du segment[AD] .Montrer que r(O,j—;-)oS , est une symétrie orthogonale

d’axe A que 1’on précisera.

T g4,
b) SoitA, la médiatrice du segment[AB] .Montrer que r(O,E)OS s, €St une symeétrie orthogonale

d’axe A" que I’on précisera.4) En déduire I’ensemble E .
EXERCICE24 : Soit ABCD un losange non carré de sens direct et de centre Oet tel que : AC<BD

On désigne par A, B’,C etD'les image de A, B,CetD par la symétrie S de centre C.On se propose de

déterminer I’ensemble G des isométries qui transforment{A,B,C,D} en{A',B',C' ) D'} :

1) Déterminer I’ensemble Fdes isométries qui laissent globalement invariant{A, B,C,D} ¢
2) Soitf une isométrie du plan. On poseg =S, 0 f .Montrerquege G < fe F.

3)a) Montrer que S O S(BD) = S( ac) O L outestune translation que 1’on précisera.

b) Caractériser les applications suivantes : Sc 05, etS; 0S,. 4) En déduire I’ensemble G.

Exercice 25: Soit ABCD un carré de sens direct et de centre O .On désigne par ABCD' I'image

de ABCD par la rotation r(O,%) .On se propose de déterminer I’ensemble E des isométries qui transforment
ABCD en ABCD.

1) Déterminer I’ensemble E' des isométries qui laissent globalement invariant le carré ABCD .

2) Soit f une isométrie du plan. On pose g =1(0, —%)of :

Montrer que g est un élément de E' si et seulement si £ est un élément deE.

- v T ;
3) Soit A une droite passant par O .Montrer que 1“(0,2)08A est une symétrie orthogonale d’axe A' que

I’on précisera. 4) En déduire I'’ensembleE.
Exercice N°26 : P est le plan complexe muni d’un repére direct (O,E,Q) et m un paramétre complexe.

I) 1) Résoudre dans C I’équation (E): (i—1) z? +(1—i)(m—i)z—2(m—i)2 =0.

2) Soit M, et M, les points d’affixes respectives z, et z,de I’équation (E) . Déterminer I’ensemble décrit
: : T
par chacun des points M, et M, lorsque m varie etarg(m) = Z[Zn] .

II) Soit I’application f:P P , M(z)r>M'(z') ; z':(1+im)g+(1—i)(m—i)

1) Montrer que f est une isométrie de P, si et seulement si, m=i+e® o 0e |-m, 7]

2) On prendm =i+e€". Soit M(z) un point de P et soitM"=fof (M) . Montrer que I’affixe z" de M"
estz"=z+(1-1i) (e*’ = I) . En déduire que si 8 # 0 alors f n’admet aucun point invariant.

3) On prend m = 1+1 . Déterminer I’ensemble des points invariants par f puis caractériser f.
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4) On prend m=i+e" avec@=0. Soit A le point d’affixe 1, déterminer les affixes des
points A'=f(A) et A"=f(A'). Montrer que f n’est pas une translation puis donner la nature de f.

Exercice 27: ABCD un carré de centre O de sens direct, [ =A*B, ] =C*D, et E =Sp(A).

Soit f une isométrie du plan vérifiant: f(A) =C et f(I) =J .1)a)Montrer que £f(B) =D.

b) Montrer que si f posséde un point invariant M alors nécessairement M =0

¢) Soit C' =f(C). Préciser la nature du transformé par f du triangle ABC.

En déduire que I'on a: soit C' =A, soit C' =E.

2) a) On suppose que C' =A, chercher alors f(O) et préciser le nature et les caractéristiques de l'isométrie .
b) On suppose maintenant que C' =E, déterminer alors le point O' =f(O) et montrer que I'application

g =tz of laisse fixes les points I et O. On déduire la nature les €léments caractéristiques de g.

Exercice28: Soit ABCD un rectangle de centre O tel que AB = 2AD .On désigne par E le barycentre des points
pondérés (A,1),(B,2) et par Fle barycentre des points pondérés (C,1),(D, 2) et par I le milieu de segment[AE] !

1) Déterminer 1’ensemble (Fl ) des isométries du plan qui laissent globalement invariant le segment [AE] :

2) Soit(I', ) I’ensemble des isométrie qui transforment le segment [AE] en le segment[CF] ;

a) SoitS, le symétrie de centre K , fetg sont deux isométrie du plan tel queg =S, 0f .Montrer que g est un
élément de (FI) si et seulement si f est un élément de (I",) .b) En déduire I’ensemble (I',) .

3)a) Montrer qu’il existe une seule isométrie du plan qui envoie{A,D,E} sur{ Eal I} :

b) En remarquant que h appartient a I'ensemble (I, ), déterminerh .

c) Montrer que h =t OS(A) avec (A) est la médiatrice de[BC]| Le cercle (&) de diamétre[DE] etle cercle(&') de
diamétre[ CI]se coupe enM et N .La paralléle a la droite (AB) passant
par M recoupe le cercle (') en N'.Montrer que AN = FN .

Exercice 29:Le plan P est orienté dans le sens direct .On considére un triangle ABC
rectangle en C, inscrit dans un cercle (£) de centre O et tel que : o

(Em) ‘—‘%[ZTT] On désigne par : I le milieu de [BC],

D le symétrique de C par rapport a (AB) et E le symétrique de O par rapport a L.
1°/ Montrer que [DE] est un diamétre de ().

2°/ Soient : k=8,,08,; eth=Sy, 05, a)Caractériser chacune des isométries k, h et hok”

B

b)Déterminer I’'image de la droite (BD) par k.
¢)Soit M point du plan n’appartenant pas a la droite (BD). On pose M'=k(M) et M** = h (M).
i)Montrer que le quadrilatere BM'CM’’ est un parallélogramme.
i))Ou faut-il placer M pour que BM’CM’” soit un losange ?
3°/ On se propose de déterminer les isométries f de P qui vérifient : f(E) = A et f(C) = D .Soit g I'isométrie telle que :
g=t°f. a)Déterminer g(E) et g(C). b)Montrer que : g= F{(E 2"} ou g=Sgp.
s"‘g"
¢)On suppose que g= F{[ . Déterminer les droites A et A’ tels que F{,E i ::S{EB) ® 8, et t;z=S," Spy
m
Caractériser alors f. d)On suppose que g =S, . Montrer que f est une symétrie glissante.

e-27)
3

( on pourra considérer le point H projeté orthogonal de A sur (ED)).
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Théoreme : Toute symétrie orthogonale change les mesures des angles orientés en leurs opposées. (On dit
qu’une symeétrie orthogonale change |’ orientation).

Théoréme :La composée de deux symétries orthogonales conserve les mesures des angles orientés. (On dit
que la composée de deux symétries orthogonales conserve I’orientation).

Théoreme :On appelle déplacement toute isométrie qui conserve les mesures des angles orientées. On
appelle antidéplacement toute isométrie qui change les mesures des angles orientées en leurs opposées.
Théoreéme :Une isométrie est un déplacement, si et seulement si, elle est la composée de deux symétries
orthogonales.

Une isométrie est un antidéplacement, si et seulement si, elle est une symétrie orthogonale ou la composée
de trois symétries orthogonales.

Classification des isométries :

Identité Déplacement
Rotation Déplacement
Translation Déplacement
Symeétrie orthogonale Antidéplacement
Symétrie glissante Antidéplacement

Théoreme :- la composée de deux déplacement est un déplacement.

- la composée de deux antidéplacement est un déplacement.

- la composée d’un déplacement et d’un antidéplacement est un antidéplacement.

- la réciproque d’un déplacement est un déplacement.

- la réciproque d’un antidéplacement est un antidéplacement.

Théoreme :Deux déplacement qui coincident sur deux points distincts sont égaux.

Deux antidéplacement qui coincident sur deux points distincts sont égaux.

Théoreme :Soit A, B, C et D des points du plan tels que AB=CD et AB# 0. Il existe un unique

déplacement qui envoie A sur C et B sur D. Il existe un unique antidéplacement qui envoie A sur C et B
sur D. J _
Théoreme :Soit f un déplacement et A , B, C et D des points du plan tels que AB#0 et CD#0.Si A’

B’ , C et D’ sont les images respectives par f des points A, B, C et D, alors

[E,A'B') = (@,C'D')[En] . En désignant par 0 une mesure de 1’angle ([—Tﬁ,A'B '), on dit que f est un

deplacement d’angle 6.

Théoreme : Soit f est un déplacement d’angle 6. Si 6 =2k, alors f est une translation. Si 0 # 2k, alors
f est une rotation d’angle 6.

Théoréme : Si f est un déplacement d’angle 6 et g est un déplacement d’angle 0", alors fog est un

déplacement d’angle 8+6'. Si f est un déplacement d’angle 6, alors ' est un déplacement d’angle —6
Théoreme :La composée de deux translations t; et t. estune translation t. - =t.ot. =t.ot. =t -

v4u

Théoreme :La composée de deux rotations r et r' d’angles 0 et 0' et de centres respectifs O et O “ est
soit une translation de vecteur non nul, soit une rotation d’angle non nul.
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Si 0+0'=0[2x], il s’agit d’une translation de vecteur non nul.

Si 8+0'=0[2n], il s’agit d’une rotation d’angle non nul.

Théoreme La composée d’une translation et d’une rotation d’angle non nul 6 est une rotation d’angle 8
Théoreme :Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (OI 3) . Soit f une application du plan dans
lui-méme qui 2 tout point M d’affixe z associe le point M d’affixe z’. I’application f est une translatlon de
vecteur u, si et seulement si, il existe un nombre complexe b tel que z'=z+b ou b est I’affixe de u.

Théoréme :Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (0,1, ]) . Soit f une application du plan dans

lui-méme qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’. I’application f est une rotation
d’angle 0 et de centre I, si et seulement si, il existe deux nombres complexes a et b tel que

- b
7z'=az+b:aveca=e";a#1l et z,:———l est 1’affixe de L.
—a

Théoréme :Une isométrie est un antidéplacement, si et seulement si, ¢’est la composée d’une symétrie
orthogonale et d’une translation.

Théoréme :Soit f une symétrie glissante. Il existe un unique vecteur non nul U et une droite D unique tels
que f =t. oS, ol u est un vecteur directeur de D. cette décomposition est appelée forme réduite de f.

Propriété :Soit f une symétrie glissante de vecteur u et d’axe D. M un point d’image M par f.
- Le milieu de [MM '] appartient a D.

- Si M est un point de D, alors u=MM'
- fof estune translation de vecteur 2u

Exercice 1 Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse.

WA e T .
1) f et g sont deux rotations d'angles respectwesg et e G = f o g est une translation.

2) f: M(Z)—=M'(Z) tel que Z'= [%)Z +i est une rotation.

3) un déplacement qui fixe deux points distincts donc f est I’identité du plan.
4)Sif=t oS, avec t translation de vecteur non nul u directeur d'une droite A alors admet des points fixes.

5) Si u estun vecteur non nul et A une droite alors t-oS, est une symétrie glissante.
6) soient A et B deux points distincts, f déplacement qui transforme A en B et g un antidéplacement qui
envoie A sur B alors f o g ' est une symétrie orthogonale..

7) f: M(Z)— M'(Z') tel que Z* ~7 +1 estune symétrie orthogonale.
8) fune symétrie glissante d'axe A alors le lieu des milieux des segments [M, f(M)] est la droite A.

Exercice 2  Cocher la réponse exacte : 2 o

Soit ABCD un carré de centre O, [ =A*B, J =B*C.
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1) R[o,ﬂj 08 pg) = est
| a) R(O B, b) Sy £t By
] "4
Z)Niitg 03(01) est:
a) Une rotation | b) une symétrie orthogonale | ¢) une symétrie glissante
3) 8,5, est:
a) t— b) S, C) b
4) fun déplacement qui fixe A et B alors f est:
a) IdP | b) rotation d'angle non nul | ©) une symétrie glissante |
5) soit A une droite passant par O alors 1'applications, o R[ n} est une :
3
a) symétrie orthogonale | b) une rotation | ¢) une symétrie glissante |
6) Le nombres des isométries qui transforment [AB] en [CD] est:
a) 0 | b)2 | c) 4 |
7) Le nombre des isométries qui transforment A en B etlenJ est:
a) 1 [b)2 B |

8) La composée de deux symétries glissantes d'axes perpendiculaires est une :

. T : : T c) symétrie centrale
a) une rotation d'angle o b) une rotation d'angle —— 153

9) La composée de deux symétries glissantes d'axes paralléles est une :

b) une translation ¢) symétrie centrale

. /4
a) une rotation d'angle 5

Exercice 3 : Soit IBC un triangle du plan orienté

(e e

R, la rotation de centre I, d'angle (E f) ;R» la rotation de centre C, d'angle (a CTB)

e

R3 la rotation de centre B, d'angle (ﬁ,ﬁ) ; A1, Az et Az les bissectrices intérieures respectives des angles
géométriques et J le point d'intersection de ces trois droites.
Onpose f =R;oR, R,

1)a) Démontrer que f est une rotation dont on précisera l'angle.
b) Démontrer que R,°R =S, oS, .

¢) Démontrer que f (J) est le point J; =S g (J).
2)a) Déterminer le centre £ de {f.
b) Démontrer que (IB) est tangente en £ au cercle inscrit au triangle IBC.

Exercice 4: Soit ABCD un carré de centre O, tel que (E,EB) E%[Qﬂ']

Onpose l=AFE, G=B*C.
1) Montrer qu'il existe un unique déplacement f qui envoie A sur C et B sur D, caractériser f.

2) Soit E le point tel que DBE est un triangle équilatéral directe ( (B—B—ﬁ) E%[ZI[] |
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: 7T /4 /s
Soit f; :S(DE)OS(BE} e 2 :R[B’EJOR[E’EJEI 7 =R[O, E]

a)Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f;.

b) Déterminer f, (D); Caractériser f,.

c) Déterminer f,o £, (A) , caractériser f, o f; .

3) Soit M =Sa(B) ; A la perpendiculaire & (AC) en A qui coupe (BC) en M;.

a)Déterminer les images des droites (MD) et (AB) par f3 et en déduire que f3(M) =M.

b)Soit M, =f,(M), déterminer f, o f{' (M,) puis en déduire la nature de ABM,M,.

4) Soit: g= e S (04) En décomposant tor €D des symétries orthogonales convenables, montrer que g

est une symétrie orthogonale que 1'on précisera.

Exercice 5 : Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct(O, OA, O—B) , & tout point M

d'affixe z € C \{1,i} on associe les points M, = R( KJ(M) et M, = R[ n}(M)
Ay —— B, =
6 3
On désignera par z;l'affixe de M, et par z, l'affixe de M.
1)a) Exprimer z; et z; en fonction de z.

b) En déduire que pour tout ze C\{l,i}ona:

2) a) Démontrer que pour tout point M distinct de A et B on a: (AMI; BMz) = §+ (W; W) [27]
b) Déterminer I'ensemble des points M du plan pour que les droites (AM,) et (BM,) soient paralléles.
c) Déterminer 1'affixe z des points M pour lequel M, =1—(M,).

3) Monter que M; est 1'image de M, par une rotation que l'on précisera.
Exercice 6:Soit un triangle ABC isocele et rectangle en A, de sens direct on considere le repere

orthonormé direct (A, ES’, A_é) .

1)Déterminer la transformation complexe associée a la rotation R de centre A et d'angle -

2)Soit h 'homothétie de centre A et de rapport%

a)Déterminer la transformation complexe associ€ a h

b)En déduire la transformation complexe associéed f =hoR .

¢)Prouver que pour tout point M de P\{A} d'image M' par f on a : AMM' est un triangle rectangle en M' 3)
Soit My le point d'affixe i et pour tout n de IN on pose My, =f(M,) on désigne par Z, l'affixe du point M,.
a) Exprimer Z,,; en fonction de Z, puis déduire Z, en fonction de n

b) Déterminer la forme des entiers n tel que M, € (A:y=x)\{A}.
Exercice 7:  on donne un parallélogramme ABCD de centre O. On construit les triangles isoceles DCF

et BEC tels que(ﬁ,ﬁ) = (ﬁ,ﬁ) = *g[%‘z] :

; ; 7
1) Soit R la rotation de centre D et d'angle s ett=t—;onpose f=Rot

a) quelle est la nature de f?
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b) Déterminer f(E)

¢) Soit G le symétrique de E par rapport a O. Montrer que R(G) =A et f(A) =A
d) Montrer que le triangle AEF est rectangle et isocéle en A.

2) On choisit A comme origine d'un repére orthonormé direct.

a) Montrer que Z¢ =Zg+7Zp.

b) Déterminer I'expression complexe de R.

c¢) Soit R'la rotation de centre B et d'angle % ;

(1) Déterminer I'expression de complexe de R’

(1) Montrer que Zg =iZp+Zz.

d)Montrer que Z, =—iZ,

e)Démontrer une autre fois que le triangle AEF est rectangle et isocéle en A.

Exercice 8:Le plan est munit d'un repére orthonormé, o étant un réel, on considére l'application f, de P

qui a tout point M d'affixe Z associer le point M' d'affixe Z'= ¢"*Z + 3(1— ™).
1) Déterminer selon o, I'ensemble des points invariants par f,, .

2) a) Déterminero. pour que f soit une translation.
b) déterminer & pour que f soit une rotation.
3) Soit By le point d'affixe 6, on note B, = f,(B,), B, = f,(B,) et pour tout n de IN*, B =f WJ(B”_!)

2 4 ( o

.Montrer par récurrence que pour tout n de IN* B = ];[l 4 J (B,) .

4) Trouver les coordonnées (X,; Y,) de B, en fonction de n.
5) Trouver les limites des suites (X,,) et (Yp).

—

Exercice 9:Dans le plan orienté, on considére un rectangle ABCD de centre O tel que (ﬁ E) = %[272]

. On note D' =SA(B).

I/ 1) a) Montrer que (OD') est la médiatrice de [BD].

b) Montrer que (ﬁ) = 2—;[27z] ¢

2) Soit R la rotation qui envoie A sur Oet B sur Det f = Siopy) ° S(ap) -On note [ le centre R
a-1) Montrer que R a pour anglez?jrr ;

ii) Déterminer 1'angle de f.
b-* Déterminer (Rof)(D)
* Caractériser Rof
* Vérifier que R =f.
c- Montrer que les droites (AD), (OD') et la médiatrice de [OA] sont concourantes en L.
3) a- Montrer que R(D) =D'.
b- Construire le point C' =R(C).
4) a- Soit g =S(0OD’) o R. Déterminer g(B) ouis caractériser g.
b- Construire G =g(C).
c- Prouver que D' =C'*G.
d- Donner la nature du quadrilatére BOD'G.
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Exercice 10 :Soit ABC un triangle équilatéral direct, I =B*C et D =Sy(A).

Onpose. f=t—oR ¢ g=8 R s et h=SunoRe .
Foned) #3) i

1) Déterminer la nature de f et ses éléments caractéristiques.

2)a) Déterminer g(B).

b) Montrer que g est une rotation dont on précisera l'angle. Soit G le centre de g. Montrer que les points A,

B, G et C appartiennent a un méme Cercle C. Construire le point G.

3)a) Caractériser 1'application f o g™

b) Pour tout point M du plan, on note M; =f{(M) et M, =g(M).Montrer que la droite (M; M) passe par un

point fixe lorsque M décrit le plan P\{C}.

¢) Déterminer 1'ensemble des points M du plan pour lesquels on a: MM = AD.

4)a) Montrer que h est une symétrie glissante.

b) Trouver la forme réduite de h.

5)Soit Q=5 (B) et rlarotation d'angle % qui envoie A sur C. On note E =r(B).

a)Déterminer le centre de r et montrer que C =A*E.
b) Soit Ne[AB]\{A, B} tel que AN = CN'. Montrer que le triangle QNN ' est équilatéral.

Exercice 11 : On considére un rectangle ABCD de centre O tel que (A—B;, E) =—72£[27[] -

on note I =A*B , ] =C*D ,E=D*A et F=C*B.
Soit f l'antidéplacement tel que f(A) =C et f(D) =B. On pose g =foS(ap)
a)Déterminer g(A) et g(D) puis caractériser g.
b) Montrer que f est une symétrie glissante et déterminer sa forme réduite.
Exercice 12 : On considére dans un plan orienté un triangle ABC rectangle et isocele en A

tel que (@ ?&TC) = %[2%] . On pose I =B*C, ] =C*A et K =A*B

Soit f une isométrie du plan tel que f(A) =B, f(J) =K et f(I) =I

1) a) Montrer que f(C) =A

b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f ( Par trois méthodes )

2) Soit E =Sg(I).

a) Montrer qu'il existe une unique isométrie h tel que h(A) =B, h(C) =A et h(I) =E.

¢) Montrer par deux méthodes que i =17z © S( K) -

3) Soit M un point du plan f (M) =M, et h(M)=M,. Monter que M, et M, sont symétriques par rapport

a une droite fixe que 1’on précisera.

Exercice 13 : Soit ABCD un carré de centre O tel que (E E) = %[27:] ,on pose I =A*B et J =B*C.

1) Caractériser les applications suivantes: f, = S(Oc) °S 01y € = S[m) o S(AB)

2) Soit g l'antidéplacement qui transforme Aen BetIenJ.
a) Déterminer g(B).
b) déterminer got_.(J)er got;z(0) En déduire la nature de g ot
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c)Donner alors la forme réduite de g.
3) Déterminer toutes les isométries qui transforment A en B et I en J.
Exercice 14 : Soit ABC un triangle équilatéral de centre O tel que :

(E’R')EE[Qﬁ],[:B$C,J:A*B, K:A*Cero'.—.SMB)(O) :
3

1) Montrer que AOBO' est un losange de centre J et que les droites (BO'") et (BC) sont perpendiculaires.
2) a) Montrer qu'il existe un seul déplacement f tel que f(B) =C et f(O") =O.
b) Préciser I'angle de f. En déduire que f est une rotation dont on précisera le centre.

3) Soitg =t_of.

a) Vérifier que f =5,y 0S4,
En déduire que g est une rotation dont on précisera le centre et 'angle.
4) Soit @ I'antidéplacement tel que@(B)=Cet ¢(0')=0.

a) Montrer que @ est une symétrie glissante d'axe A médiatrice de [BK].
b)Soit u le vecteur de@ .Déterminerz-(K) . En déduire le vecteury .
5) Soit {Q}=(BK)N(IJ)eth=S, 9.

of§

b) En déduire que h est la symétrie orthogonale d'axe la droite D-med[AK]

6) Soit M un point du plan; On pose f(M) =M, et , Montrer que M, et M, sont symétriques par rapport a
une droite fixe que l'on déterminera.

Exercice 15 : On considére un triangle équilatéral ABC de sens direct et D=Sac)(B).

a) Vérifierque S, =S

(BK) " © (W) -

1) Soit r la rotation d'angle% tel que r(A) =C;

a) Montrer que D est le centre de r.

b) Soit B' =r(B), Montrer que le point C est le milieu du segment [AB].
2) Soit K un point de la demi-droite [AB) et K' le point de [CB') tel que AK =CK'. Montrer que le triangle
DKK" est équilatéral.

3) On désigne par E et O les milieux respectifs des segments [BB'] et [AC].

a) Montrer qu'il existe un seul antidéplacement f qui transforme A en C et B en B'.
b) Montrer que f est une symétrie glissante.

¢) Montrer que f(D) =B puis caractériser f.

d) Soit I le milieu du segment [KK'], Montrer que les points O, I et E sont alignés.
4) déterminer I'ensembles des points M du plan tel que f(M) =r)M).

5) Caractériser l'application g = r [C %) or (D —g] :

6) Pour tout point N du plan on note N, = r(D ?](N) et N, = r[C 2%‘Z)(N)

a) Montrer que le milieu du segment [N;N;] est un point fixe que 1'on précisera.
b) Déterminer I'ensemble des points N du plan pour lesquels on a: NN, =AC.

7) On considere l'application @ = § ;) 0S4y © S| ) © S -Déterminer @(B ') puis caractériser ¢.
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Exercice 16 : Dans un plan P orienté, on considére un carré ABCD de centre I tel que

(ﬁ JAD ) = %[27:] . On désigne par J et K les milieux respectifs de [AD] et [CD].

Soit E le point de P tel que le triangle DBE est €équilatéral de sens direct.
1) Onpose y =t o S(AC)

a- Déterminer iy (A) et (D) .

b- En déduire que i est une symétrie glissante et déterminer ses éléments caracteristiques.

2) a- Montrer qu'il existe un unique déplacement R du plan qui transforme Ben A et AenD.

b- Caractériser R.

3) Soit l'application g = R{B EJ ° R( E} .Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de g.

‘6 3

4) Soitf larotation de centre I et d'angle% .On poseT =g of ™. Déterminer le point T(A) puis

caractériser l'application T.

5) Soit M un point de P, on pose M| =f(M) et M, =g(M)

a- Quel est la nature du quadrilatére ABM,M,?.

b- Montrer qu'il existe un seul antidéplacement ¢ qui envoi A sur M, et D sur My.

c- Comparer @ et t;;-08 -

En déduire la nature et les éléments caractéristiques de @ dans chacun des cas suivantes:

* M appartient a la droite (BD).

** M appartient a la parallele a (AC) passant par D.

Exercice 17 : Le plan complexe muni d'un repére orthonormé (O LY ) , soit 'application du plan dans lui

méme qui a tout point M d'affixe Z on associe le point M' d'affixe Z' tel que Z'=—iZ +1

1) Montrer que f est une symétrie glissante.

2) Montrer que fof est une translation dont on déterminera le vecteur. Caractériser alors f.

Exercice 18 : Le plan est rapporté & un repére Orthonormé(o,i }) , on considére I'application f de P dans P

X
qui & tout point M(x; y) on fait correspondre le point M'(x'; y') définie par: { . g
y =x+

1) Montrer que f est une isométrie plane.

2) Déterminer l'ensemble des points invariants par f.
3) Montrer que f est un antidéplacement.

4) Déduire la forme réduite de f.

Exercice 19 : Soit f l'application du plan qui 4 tout point M(Z) associe le point M' tel que Z'= T
1) Montrer que f est une isométrie et la caractériser.

2) Soit les droites A; et Ay d'équations respectifs: A, 1y =-—2x et A,:y=2x+2 .

Montrer que A, UA, est globalement invariant par {.

Exercice 20 : Dans un plan orienté, on considéere un carré ABCD tel que(ﬁ, E) = %[27:] . On note

I=A*B; J=A*D et O le centre du carré. :
1) a) Montrer qu'il existe un unique déplacement f tel que f(A) =D et {(I) =J.
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b) En déduire que f est une rotation de centre O dont on précisera ['angle.

2) Soit g I'antidéplacement tel que g(A) =D et g(I) =J.

a) Montrer que g est une symétrie glissante dont on précisera l'axe et le vecteur.

b) Vérifier que: g= fo S(M)

¢) On déduire que l'isométriez = S( ) ° I S( Ay Stune translation dont on précisera le vecteur,

3) a) Caractériser l'isométriep =g ' o f.
b) Trouver l'ensemble(d) des points M tel que f(M) =g(M). En déduire g(B).

4) On suppose que (A,ﬁ,/ﬁ) est un repere orthonormé direct du plan P.

a) Déterminer la transformation complexe associé a f.

b) En déduire que la transformation complexe associ€ a g est de la forme: Z'=1 il

5) On considére la suite des points (M,) définie par: Mg=A et Vne N*,g(M )=M, ,, ol gest
l'application définie dans la question 2.

a) Montrer par récurrence que Vn € N, ona AM 2, =2n.1J .

b) En déduire que Vn € N, M»,,; appartient a la droite fixe que 1'on déterminera.

Exercice 21 : On considére dans C I'équation (E) =z’ — 27> —iz+3—i.

1) a- Vérifier que (E) admet une solution réelle.

b- En déduire la résolution de (E).

2) soit (O i ;) un repére orthonormé direct du plan P; A B et C les points d'affixe respectives
z,==l iz =l—det 2z, =2+].
a- Déterminer l'affixe de B' tel que: B'= R[ ”)(B) .

)

b- Montrer que ABCB' est un carré.

3) Soit f I'antidéplacement tel que f(A) =C et f(B) =B' et soit I le centre du carré ABCB'.
a- Montrer que f =S, 0§, .

b- En déduire que f est une symétrie glissante dont on précisera la forme réduite.

4) soit g:P—=P , M(z)— M (z) telque Z':if+§—§-i

a- Montrer que g est une isométrie.

b- Soit E et F deux points d'affixes respectifs % et 2 —%i . Déterminer g(E) et g(F).

c- En déduire la nature de g.

Exercice 22 : Soit ABCD un carré de centre O tel que(@, E) = %[272] L =A*D . K=A*B. et L=B*C.

1) Soit f = R[B‘ z] of—o°S§, . Caractériser f

)

2) Montrer qu'il existe un unique déplacement g du plan dans lui méme tel que
g(A) =B et g(B) =C. Caractériser g. :

3) Montrer que f et g coincident en un seul point que I'on déterminera.

4) Trouver l'unique antidéplacement h du plan tel que h(A) =B et h(B) =C.
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5) On prend comme repere R = (0,0_C-, @) .

a- On se propose de déterminer la nature de f d'une autre fagon:
Soient M(z) et M'(z") tel que M' =f(M). Trouver z' en fonction de z En déduire la nature et les éléments

caracteusthues def.

M e ¥
b- Soit e Montrer que ¢ est une isométrie qui n'a pas de points
M) M'(2) telquez'=i z+i+l

invariants. En déduire la nature et les éléments caractéristiques de @.

c- Trouver goh(A)et goh(B) en déduire que goh =¢.

d- Montrer que @ est la composée de trois symétries orthogonales que l'on précisera.

6) Trouver tous les isoméiries du plan qui transforme {A, B} en {B, B

Exercice 23 :Le plan est muni d’un repére orthonormé (O;}) . On consideére la droite A:2x—y+1=0

et le vecteur ;(12) . Déterminer ’expression analytique de la symétrie glissante d’axe A et de vecteur v.

Exercice 24 :Dans le plan P orienté, rapporté au repére orthonormeé direct (O,i,j) , on considere les

points distincts A , B et C d’affixes respectives a,bet —b.

1) Donner une condition nécessaire et suffisante vérifiée para et b pour que les points A,bet C soient
alignés.

2) Sur les droites (AB) et (AC) , a extérieur du triangle ABC, on construit les carrés AFGB et ACDE de

facon que (:4?@) et (IC“,E) soient de sens direct.

a) En considérant la rotation de centre A qui transforme C en E, montrer que I’affixe
du point E est e=—ib+a(l1—i)

b) Calculer les affixes f, h et d des points F , H et D en fonction de a et de b.

3) En déduire que :a) FE=20A et que (0OA) L(EF) b) BD=CH et que (BD) L (CH)
Exercice25 ;: Dans le planP , on donne un triangle rectangle et isocele ABC tel que

(@,E)z%[zn];K:B*c;I:A*B et = A*C

1) Soit ¢ une isométrie du plan vérifiant o(B) =C et ¢(C)=B

a) Montrer que @(K)=K; en déduire que (p((A K)) = (AK)

b) Montrer que @(A)e (AK)(C ; ou Cest le cercle de diametre [BC]

¢) Déterminer alors toutes les isométries du plan vérifiant ¢(B) = Cet(C)=B

2) On suppose que (A) = A’ # A et B =S, (A)

a) Vérifier que ABA C est carré

b) Montrer qu’il existe un seul déplacementR, vérifiantR (B )=A et R, (A) =A

c) Vérifier que R, = r[ n}: rotation de centre B et d’angle e Puis montrer que R ,o¢p=1 _ :rotation de
B, - (A—=
2
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centre A et d’angle (~g~)

=
3) Soit f =1 or _etg=r or
) e . (K.Z) (A2)

a) Déterminer f(B)etg(B). b) En déduire la nature et les éléments caractéristiques def et g

4) Montrer que foS et gOS( ap) SOnt deux symétrie orthogonales que 1’on précisera

(AB
Exercice 26 : Dans le plan orienté on considére un triangle équilatéral OAB de sens direct. On désigne
par O' le symétrique de O par rapport & la droite (AB) et par I le milieu du segment [AB].

1) a- Quel est la nature du quadrilatere OAO'B?. - b- Onpose f =S ,, OR(o . . Caractériser f.

¢- On pose h=1; o Rm s Caractériser h.

2) a- Montrer qu'il existe un unique antidéplacement g tel que: g(A) =B et g(O) =O".

b- Montrer que g n'admet pas de point invariant.

¢- On pose H =g(I).Montrer que le triangle O'HB est rectangle en H; Construire alors le point H.
d- En déduire la forme réduite de g.

3) On pose ¢= S(AB) OR(O. K) a- Montrer que g =@ . b- En déduire que g =S, S(OA)

3
4) La droite (IH) coupe (AO) en K et on désigne par H' le milieu de [OB].

a- Montrer que (BO') est la médiatrice du segment [IH].

b- En décomposant §, en symétries orthogonales, d'axes convenablement choisis, retrouver la forme
réduite de g.

Exercice 27 : On donne dans le plan orienté P un triangle ABC équilatéral de sens direct inscrit dans un
cercle (C) de centre O.

On désigne par I le milieu de [BC], D =So(A) et K le point d'intersection de (AB) et de la parallele a (BC)
passant par O.

1) Montrer que AO =BD et que I le milieux de [OD].

2) Soit f une isométrie de P tel que f(A) =D et f(O) =B. On pose g =to f .

a- Déterminer g(O) et g(A).En déduire la nature et les éléments caractéristiques de g.
b- Montrer que l'on a: f =7 OS(BO) ou f= R(K*_%J
3) Dans cette question, on suppose que le cercle (C) est de rayon | et on munit le plan P du repére
orthonormé direct ( 1 04_8., HE) .

a- Déterminer les affixes des points A, B et C.
b- Déterminer la forme complexe de chacun des isométries: f =1 o S(BO) et f, = R[ _’_’*']

c- Montrer que f; ({A,B,C}) =15 ({A,B,C}) ;
d- Déterminer I'ensemble des points M de P qui vérifient: £;(M) =f,(M)
i) analytiquement ii) En considérant f, o f,.
Exercice 28 :On considere un triangle ABC. Les symétries S;, S; et S5 d'axes respectifs (BC), (CA) et
(AB). On se propose d'étudier 'application: f=S5,¢8S,03S,.
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On désigne par I, J et K les pieds des hauteurs du triangle ABC issus respectivement de A, B et C et par h
l'orthocentre du triangle ABC. 1)a) Démontrer que f est un antidéplacement.

b)Soit S une symétrie orthogonale. Démontrer que les applications §,05, et §,S5, sont distinctes. En
déduire que f n'est pas une symétrie orthogonale.

e —

2)a)Démontrer les égalités: Q(E, Tk") - 2(@,?{{') [27]et 2(?{7%) . 2(17, E) 27]

b) En déduire que 2 (B—C", ﬁf) = (Rﬁ)[?ﬁ] . Quelle est l'image de (IK) par S,?

¢) Montrer que la droite (IK) est globalement invariante par f.
3) On désigne par I' =f(T).Démontrer 1'égalité AI' =Al et en déduire une construction de I'.

4}y Démontrer que [ = t{ - oS( ) .Construire 1'image du triangle ABC par .

Exercice 29 :Soit dans C 1’équation (E, ):2* —(1+i)e“z+ie”® =0 avec 0e[0,2x].
1) Résoudre dans C I’équation(E,) ; On notera z, et z, les solutions de(E,).

2)On poseZ2=12, +2,.
. : 35 o 51 B
a) Ecrire Z sous forme trigonométrique. b) En déduire les valeurs de : cosl—2~ et sml—z».
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormeé direct (O,ﬁ,\;) ; On désigne par I; M, et M, les
points d’affixes respectives(—1+i) ; (eie) et (ieiﬂ) , 9e[0,2x].
3) a) Déterminer les valeurs de © pour lesquelles les points [; M, et M, sont alignés.
b) Montrer que (ﬁ,MIMZ-) =0 +%§-[2n]

¢) En déduire les valeurs de 8 pour que la droite (MM, ) soit parallele a I'axe des réels.

4) a) Montrer que M, est I"image de M, par une rotation R, dont on précisera le centre et I’angle.
b)Soit R, la rotation d’angleﬁg et telle que R, (A)=1I ou A(—1) .Déterminer la forme complexe deR, .
¢) Déterminer la nature de I’application R, R, et la caractériser

Exercice 30 : Dans le P orienté on considére un carré ABCD de centre I tel que (E,E) - -g—[Qn]

On désigne par J le symétrique de I par rapport a (BC)
1) Montrer qu’il existe un unique déplacement r qui envoie B en C et C en D ; caractériser r.

2)soit f=r0S et g= t-or™ .a)Déterminer f (B) et f (C) puis caractérisé f

b)Déterminer g(I) puis déterminer la nature de g et ses €léments caractéristiques .
3)Soit I’antidéplacement h défini par h(D)=B et h(D)=J
Montrer que h est une symétrie glissante dont on déterminera la forme réduite.

4)Soit E= {Me Ptelqueh (M) = g(M)} Montrer que(Me E) < (f(M) = M) eten déduire 'ensemble E
5) On donne AB=1 et on considére le repere R (A, @Eﬁ) a)Déterminer I’expression complexe de g

b)Déterminer les affixes de I et J
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¢)On donne I’application ¢ définie de P dans P qui a tout point d’affixe z associes le point M’ d’affixe z’
telleque z'=z+1+1, prouver que @ est un antidéplacement et que ¢ =h

d) retrouver I’ensemble E et le comparer avec les résultat de 4).
Exercice 31 : On donne dans le plan orienté P un triangle ABC isocele en A
N coupe (AB) en M et (AC) en M".

tel que (E, R) = %:-[27:] .Soit N un point de la droite (BC) distinct de C. La parallele a (AB) passant par

1) a- Montrer qu'il existe un seul déplacement f qui envoie A en C et M en M".
b- Montrer que f(B) =A. c- Montrer que f est une rotation dont on précisera l'angle et le centre O.
2) Soit C' =f(C). Montrer que le point C' appartient au cercle circonscrit au triangle ABC et que les droites

(AC) et (BC') sont paralléles.

3) On désigne par I, J, K et L les milieux respectifs des segments [BC], [CC'] , [C'A] et [AB].

Soit g 'antidéplacement qui envoie B en A et Cen C'.

a)Montrer que g est une symétrie glissante et préciser son axe A.

b)Montrer que I € A . En déduire la forme réduite de g. ¢)Soit A' =g(A). Montrer que A" =Sac)(C).

4)a- Caractériser la transformation A=go§ (4c) "

b- Montrer que lorsque N varie sur la droite (BC), le vecteur MM, est constant.

Exercice 32 : On donne, dans un plan orienté P, un triangle ABC quelconque inscrit dans un cercle ¢ de
centre O.On désigne par G son centre de gravité et par I, J et K les milieux respectifs de [BC], [CA] et
[AB].On construire les triangles OIA', OJB' et OKC' rectangle en O, de sens direct et tel que:

OA'=201, OB' =20J et OC' =20K.

1) a- Montrer que: (OA @) =(0I,07 )[27:] . b- En déduire que: A'B' =21J.

2) Montrer qu'il existe une seule isométrie f du plan qui vérifie: f(A) =A", {(B) =B’ et f(C) =C'

3) On se propose de déterminer f.

On munit le plan P d'un repére orthonormé direct (O LV ) , O étant le centre du cercle ¢ et on désigne par
zy l'affixe d'un point M de P.

a)Montrer que: za =2iz; , zp =2iz; et C'=2izg. b)Exprimer alors z4 en fonction de z, et zg.

¢) Soit I'application: g : P—— P; M (z) > M '(z")tel que : 7' = —iz + 3iz,

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de g.

d) Montrer que f =g.
4) Quelle condition doit vérifier le triangle ABC pour que le cercle ¢ soit invariant par f ?

Exercice 33:Dans le plan oriente, on considére un losange ABCD de centre Otel que :

(EE) = g—[2ﬂ:] .On note I,Jetk les milieux respectifs des segments[AB],[BC]et[AD]

1)a) Identifier les deux isométries R = S{DC)OS[ et = S(OJ)OS(

DJ) DC)

b) Montrer que f =ToR est une rotation dont on précisera le centre et I'angle
2) Soit M un point du segment[ AB] et Nun point du segment [BC] tel que AM =BNetQle point tel

que IDNQ est un parallélogramme
a)Préciser R(M) en déduire que f(M)=Q .b) Donner la nature du triangle IMQ
3) Soitg I'isométrie du plan tel que g(A)=D,g(B)=C etg(D)=B
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a)Montrer que g est un antidéplacement. b) Montrer que g(0) =J et g(K) = O puis identifier t..0g
¢) En déduire que g est une symétrie glissante dont on précisera 1’axe et le vecteur
4) On note h=R'ogeto= S(AD)OR_'Og].Déterminer h(B) et h(K) puis identifier h et ¢.

Exercice34 : Le plan est oriente dans le sens direct. Soit ABCun triangle rectangle en A et tel que

(BC,BA) = —;E—[Eﬂ] .On désigne par Ole milieu du segment [BC] et par I le barycentre des points pondérés

(AN2)et(B,1).
1)a) Montrer que AL = AC . - b) Montrer qu'il existe un seul déplacement f tel que £(C)=1letf(I)=B.
c) Prouver que f est une rotation, préciser son angle et construire son centre Q .

. ; : ; — 3
d) Montrer que Q appartient au cercle (g) circonscrit au triangle ABCet que (B, BA) = —E;E[Zn] ;

2) La paralléle a la droite (AC)passant par  recoupe le cercle(¢)enF.
a) Déterminer f ((Q A)} En déduire quef(A)=F.  b) Montrer que les points C,Iet Fsont alignés.
3) Soient A , A, et A, les médiatrices respectives des segment [QF],[FB]et|BA].On note g =S, oS, oS,
a) Montrer que g est une symétrie orthogonale.  b) Déterminer g(Q) , en déduire que :S, 0S, =S5, 0S;,
4) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de chacune des transformations
suivantes : @ = S(CF)()SﬂjoSAzOS(AB) etyr= T(E)OS&3
Exercice 35: P est le plan complexe muni d'un repére orthonormé directe(o,1,7) Soient A, B. et C les
points d’affixes respectives z=41, z=4et z= J3+5i
1/Déterminer 1’ensemble des points M de P pour lesquels il existe au moins une isométrie f vérifiant
f (A)=B et f(C)=M 2/soit 8¢ [-m, x| et soit D le point d’affixe z, =4+ 2"
a) Montrer qu’il existe un seul antidéplacement f, tel que f,(A)=B et {,(C)=D.

b) Déterminer la valeur de © pour laquelle f, est une symétrie orthogonale.

S LETE
3/ On prend 0 = —Z onnote g = f, a)Montrer que g est une symétrie glissante.
b) Déterminer I’expression de g. ¢) Déterminer une équation de ’axe A de g et 1’affixe de son vecteur w .
Exercice 36 : Le plan est oriente dans le sens direct. Soit ABC un triangle équilatéral direct de centre O et { son
cercle circonscrit. On désigne par D le symétrique de A par rapport 2O et E le milicu de [AC] g

I)1) Montrer que AO =DB
2) La paralléle 3 (BC) passant par O coupe (AB) en K Montrer que les triangles AKD et BKO sont isoceles enK .

3) Soit f le déplacement qui envoie A sur D et O sur B .Montrer que f est une rotation dont on précisera I’angle et le

centre. ,
4) Soit g I’antidéplacement qui envoi A sur D et Osur B Montrer que g est une symétrie glissante dont on précisera

I’axe et le vecteur.  5) Déterminer I’ensemble des points M du plan tel quef (M) = g(M) .
pie
II) On désigne par R ,R,etR,les rotations d’angle Eet de centre respectives A,BetC.

1) On pose h = R,0R ,0R,.Déterminer h(A) puis caractériserh .
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[oz—;‘]

Exercice37 : On considére un carré ABCD de centre O tel que (A—BE) = 2 [ZTE].On désigne par :

2)Onpose p=h O R Déterminer @(C) puis caractériser @ . 3) Identifier R, 0@ .

A'=S,(A).D'=5.(D) etpar I=A"*C

1) Montrer qu’il existe un unique déplacement R du plan qui transforme A'en A et D en B 2) Caractériser
Iapplication R Soit =T 0 R

a) Déterminer @(A") et (D) .b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de @ .

3) Montrer que @(A)=D" et déduire la nature de triangle IAD".

4) Soitg =85, 0 @.a)Déterminer g(D) et g(A ") .b) Déduire que g est une symétrie glissante que 1'on caractérisera.

— — T
Exercice 38 : Soit ABC un triangle isocele tel que AB = ACet (AB,AC) = E[ZR] .Soit I le point tel que CIA

soit un triangle rectangle et isocéle en C et de sens direct.

1)a)Montrer qu’il existe un déplacement unique f tel que f(A)=I et f(B)=(C).

b) Déterminer I’angle de f .En déduire que f est une rotation .Construire son centre O.

2) Montrer que OBAC est un losange.

3) On pose g=S§,,0f.a) Déterminer g(A)etg(B). b) Caractériser alors g.

4) Soit Ala perpendiculaire 8 (BC) en B et H le projeté orthogonale sur (OC). On pose h =f0S,

a) Montrer que h est une symétrie glissante. b) Montrer queh =S 10 t.=.c) Déterminer alors la forme réduite deh .

_— —

Exercice 39 : Le plan complexe P est rapporté a un repere orthonormé direct(O, €1r ez) :

On donne les points A, B, C et D d'affixes respectives 2+2i ;2-2i; -2-2iet4.

1) Soient a et b deux réels tel que a+b =4.
On considere les points M et N d'affixes respectives a et bi et on construit le carré MQNR de diagonal

[MN] tel que (QWQTJ) = %[2%] .Calculer l'affixe du point Q. En déduire que la position de Q est

indépendante du choix de a et b.
b-Soit I le milieu du segment [MN]. Montrer que, lorsque « et b varient, le point I décrit une droite A dont
on donnera une équation cartésienne.

2) Soit f 1a rotation de centre B et d'angleg.
a- Donner la forme complexe de f.  b- Déterminer le points f(A) et f(D).
3) Onpose g =f oS ou S est la symétrie orthogonale d'axe la droite des abscisses.

a- Soit M un point d'affixe z et soit z' I'affixe du point M' =g(M).Montrer que: z '= iz —4i .
b- Montrer que g est une isométrie n'ayant aucun point invariant.
c- Soit h= Lo o5, ou A est la médiatrice du segment [OB].Déterminer h(A) ; h(B) et h(D).

En déduire que g =1 ©S§,.
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e controle N° 1 (Exemple 1
Exercice N° 1 : Répondre par « Vrai » ou « Faux »

: i n cos (nm)
1) La suite(U, ) définie sur IN par U, =

est convergente.
n+1l

n

2) Soitne IN" etk e {1',2;....;n} , On poseS, = ZUk et on suppose que
lim S, =

N—+oo

k

k=1

<U, £—alors:
fe 41 i n?

B) Cocher la réponse exacte :

1) L’ensemble des points M d’affixez =1+ 2¢*° avec e [0;—} est :
a) un cercle

b) un segment de droite c¢) un demi cercle
2) Les images des racines huitiémes de—1+7isont :

a) un cercle trigonométrique b) alignés

c) symétriques 2 a 2 par rapport a 1’origine
3) Soit la fonction définie sur IR ayant pour courbe (C.)a pour

asymptote horizontale la droite d'équation y = 0 au voisinage de

f 2
. 4 +
+eosoit g la fonction définie par g(x) = g

alors / ol o)

a) 1) gof est continue sur IR e i o ?Ef

i l_
ii) gof est continue sur IR —{2} E

1
iii)gof est continue sur IR,
b) lim gof(x) = i) —oo i) 0 i11) +oo
K—r—eo
Jxsin (EJ
X : *
Exercice N° 2 : Soit la fonction f définie sur IR\ (1} par: < f(x) = E si xe IR, \{1}
f(x):\/x2~2x+xsix50
1)a) Encadrer f(x) pour tout xe }O, 1[ ;

b) Montrer alors que f est continue en 0.
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c) Déterminer lim f(x), lim Vx f(x)et lim f(x).

7z x—1) Viex) = sin x

2) On pose U(x) = et w(x) e pourx€ IR, \{1}.
x Jx
a) Vérifier que pour x€ IR, \ {1}, f(x) =W (x)VoU(x) .

b) En déduire que f admet un prolongement par continuité g en 1.

x Jx

: 1 - ‘
¢) A I'aide de g, montrer que 1’équation sin (E] = 3(\/_ ——] admet dans I’intervalle |1,2[

une solution « .
Exercice N° 3 :

On considére la suite (F, ) définie par: F, =L F, =1, F,,, = F,,, + F, . On notera que la troisiéme

information signifie que tout terme de la suite ( & partir du troisiéme) est égal 4 la somme des deux termes
qui le précédent.

Pour I'information, F, représente I’effectif de la population des ancétres de niéme génération d’une abeille
méle.

1) Démontrer, par récurrence, que F, >n Vne N. Que peut-on en déduire a propos de la limite de la suite
(F) ?

2) Démontrer par récurrence que F,xF, , = F> +(-1)" Vne N
3) Pour la suite de I’exercice, on considére les suites (g, ),(x, ) ef (v,) définies par les égalités :

n

= F;’!+l =5 [ Al
@n T F s Uy, _(erz erv, _¢2n+1‘

(bt
EXE

n+2

a) Déterminer une €criture fractionnaire de ¢,,, — ¢, . En déduire que @,,, — @, =

b) Déterminer le sens de variation des suites (i, ) ez (v, I
¢) Démontrer que les suites (u, ) ef (v,) sont adjacentes. En déduire que la suite (¢,) converge.

d) Démontrer que lim (qan2 i 1) =)

R—r+oo

¢) En déduire la valeur de la limite de la suite (g, ) .
Exercice N° 4 :

le plan complexe P est muni d’un repére orthonormé direct (O, (ﬂ@.) et I le milieu de [AB]. On

considére I’application f de P/{I} dans P qui 2 tout qui 2 tout point M d’affixe z # 271 associe le point M’

a =
=1

2z—(1+i)
1) a) Montrer que A et B sont les seuls poirits invariants par f.
b) Préciser les affixes des antécédents du point I par f.

d’affixe z =

. v 3 =5

2) a) Soit ze C/{l,i} . Montrer que Z, i =(£]
2 z —1 z—1

110

o Mathématiques & 4™ Math &



Devoirs : Collection : « Pilote »

g 2
b) En déduire que pour tout point Me P/{A,B,I} Ona % = [ﬂj et que
AM AM
(AM,BM ) =2(AM, BM)[21]
¢) Sur quel ensemble se déplace le point M’ lorsque M se déplace sur le cercle de diamatre [AB]/{A,B}
3) Soit A la médiatrice de segment|[ AB|. On suppose que M est un point de A/{I} .
a) Vérifier que M € A
b) Construire le point M’a Iaide d’un point M de A/{I}
Exercice N° 5 :
1) Résoudre dans C 1’équation 4z° — 2[3e®z+e¥0 =0 ; 0¢ [0;7].
2) Mettre les solutions sous la forme exponentielle.

3) le plan complexe P est muni d’un repere orthonormé 'direct(O, u, \7) , on désigne par M, et M, les points
_ . TR =
d’affixes respectives z, = (\/:;r 1 J e et z,= (\/i IJG'G )

a) Montrer que les points M, et M, appartiennent a un méme cercle fixe dont on précisera le centre et le

b) Montrer que B L+iv3 :
g 2

c) En déduire que OM, M, est un triangle équilatéral.

rayon.

4) a) Montrer que ﬁ,MlM EB—E 21
g 2

b) Déterminer © pour que la droite (MlM2 ) soit parallele a la droite d’équation y = —X

5) Résoudre dans C 1’équation 4z* ~24/3 (li) z2+i=0

NG
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réle N° 1 (Exemple 2) |

Exercice N° 1 :
A) Répondre par « Vrai » ou « Faux »

1-(-1)"n
(—1)" +n

1) Soit(U, ) la suite définie par U, = ; n€ INet n>2. La suite(U, ) est convergente.

2) Soit(U, ) 1a suite définie par U, =1 etU_, = U +(—§) alors (U, ) est convergente.

3) Le tableau de variation d’une fonction f est le suivant : " | 3 6
Si (U,) est la suite définie par U, = 6 etU,, =f(U,) alors(U, ) est f(x)l L/// 5
croissante

B) Cocher la réponse exacte :

1) On considére dans C l’équation(E) :7° —2mz—1=0avecme C \{-L1} ; on désigne parz'etz"les

solutions de(E) alors :

a) arg(z') +arg(z")=0[2n] b) arg(z')+arg(z")=xn[2n] ¢ arg(z')+arg(z") =arg(m)[27]

n 2“
2, =

3 _on est: a) +oo ; b)) 1 : c¢)n’admet pas de limite.

3) Sif est une fonction continue sur un intervalle ]a, b[ avec a et b deux réels tels que a<b =
a) f est bornée sur ]a,b[ b) I'image par f de |a,b[ estun intervalle de méme nature

c) f est continue sur tout intervalle contenu dans Ja, b|

Exercice N° 2 :
Vl+x—+/1—-x
M tafl—x

1) Déterminer le domaine de définition D de g.
. 1—-4/1-x"
2) En déduire lim .= Y1 =%

x—0 X
3) Montrer que g est impaire.
4) Etudier la dérivabilité de g en 0 et A droite en 1.
5) Dresser le tableau de variation de g.

A) Soit g la fonction définie par g(x) =
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— e e S

B) Soit f(x)=x"sin G] si xe R\[0,1]

flrh=elx) sixe [0,
1) Etudier la continuité de f en 0.
2) Etudier la dérivabilité de f en 0.
3) Déterminer *(x) lorsque xe R\[0,1].

4) Calculer hm f(x) et im M

X—r+eo

C) Soit U la suite définie sur N* parU, = ksin (%} .

k=1

: 2 ;
1) a) Montrer que I’équation cos x—— =0 admet une seule solution x, dans [0%} :
b4

: o : 2
b) Donner le tableau de variation de la fonction @ définie sur [0, %} par@(x) =sinx——Xx.
T

En déduire quegx <sinx Vxe [O, %}
T

c) Calculer im U, .

n—>+ee

a,=1,b,=2

Exercice N° 3 ; Soit (a,) et (b,) les deux suites réelles définies par g 105 J5<) )k b,
a, =Jet

1) a) Calculer b, et a,puis b, et a,.
b) Montrer que Vne N,0<a, <b,
2) a) Montrer que (b, ) est décroissante et que (a,) est croissante.

b) En déduire que les deux suites (a,)er (b,) sont convergentes.

3) a) Montrer que 0<b,,

— @, 5“'12'(bn —a,)Vne N etque0<b, —a, g(%) _
b) Montrer, alors, que (a,) et (b,) convergent vers une méme limite. Conclure.

4) On pose (x,) la suite définie sur N” parx, = =

2”.
a) Etudier la monotonie de (x,) , en déduire qu’elle est convergente.
" | 1
b) Vérifier queVne N, x,,, = % +—§_ puis calculer lim x,

c) Soit (y,) la suite définie sur N* par y, = n(b, —a,). Montrer que (y,) est convergente et calculer sa

limite.
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Exercice N° 4 :Dans le plan complexe P qui est muni d’un repére orthonormé direct (OTE) on donne le

point A (i), soit I'application f :P — P ; M(z) |—>M'(z') tel que: z =(1-i)z-1.
1) Déterminer I’ensemble des points M(z) tel que Iz‘ =42.

2)Soit M un point distinct de A et M =f(M).

a) Montrer que le triangle AMM est rectangle et isocéle en M.

b) Déterminer une mesure orientée de I’angle (mm) !

¢) En déduire une construction de point M =f (M).

3) Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tel que arg (z) = PE[ZR]

Exercice N° 5 : Soit I’équation (E):z*—2(1+icos8)z+2icos®=0 ; O€ }0;%[

1) Résoudre dans C I’équation(E).
2) Dans le plan complexe P qui est muni d’un repere orthonormé direct(O,ﬁ,;) On consideére les points
AM, etM, d’affixes respectives 1; z, =1+ie® ;z, =1+ie™.
a) Ecrire z, et z,sous forme exponentielle.
3 . o : ———_— T
b) Déterminer et construire I’ensemble des points M, lorsque O décrit ’intervalle }O;E[

¢) On pose I =M, *M, . Déterminer et construire I’ensemble des pointsI lorsque O décrit I’intervalle

b4

L sl . 5] 7 L
3) a) Ecrire —2 sous forme exponentielle et en déduire que M, est I’image de M, par une rotation que

Zl
I’on précisera.
b) Déterminer 6 pour que AM,M, soit un triangle isocele.

4) a) Montrer que lorsque 0 varie sur }0;2[ , la droite (MIMZ) a une direction fixe.

b) Prouver donc que M, =S, (M,) avec A:x=1

¢) Déterminer © pour que OAM,M, soit un losange.
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Exercice N° 1 :Pour chaque question une seule des trois propositions a, b et ¢ est exacte, laquelle ?
1) Un déplacement qui fixe deux points distincts est :

a) Une translation de vecteur non b) Une rotation d’angle c) L’identité du plan
nul non nul
2) A une droite passant par un point O, alors ’application S, oR, _, est:
&
a) Une symétrie orthogonale | b) Une rotation | c) Une symétrie glissante |

: : o s ; s s 1
3) Soit (U, )la suite définie sur IN” et vérifiant Vne IN ;1-—<U, <1-

alors la suite (U, )est :
n n+l

a) croissante ; b) décroissante  ; c¢) ni croissante ni décroissante.

4) & et &'sont les courbes représentatives des fonction f et f ' dans un repére orthonormé, f et ™' étant

dérivables sur IR, la tangente a £ en M (—3;4) a pour coefficient directeur 2 alors la tangente & &' en

M '(4;-3) a pour coefficient directeur :

a) 2 by -2

1
C S
)2

Exercice N°2: Dans un plan orienté, on considére un carré ABCD tel que (—ATS; E) :121'_[27[] . On note

I=A*B; J=A*D et O le centre du carré.

1) a) Montrer qu'il existe un unique déplacement f tel que f(A) =D et {(I) =J.

b) En déduire que f est une rotation de centre O dont on précisera l'angle.

2) Soit g I'antidéplacement tel que g(A) =D et g(I) =J.

a) Montrer que g est une symétrie glissante dont on précisera 1'axe et le vecteur.

b) Vérifier que: g = f oS,

¢) On déduire que I'isométriet = S,y o f e S, est une translation dont on précisera le vecteur.

3) a) Caractériser l'isométrie =g ™o f . |
b) Trouver ['ensemble (5 ) des points M tel que f(M) =g(M). En déduire g(B).

4) On suppose que (A,E", If) est un repére orthonormé direct du plan P.

a) Déterminer la transformation complexe associé a f.

b) En déduire que la transformation complexe associé a g est de la forme: Z'= i(—:'”f =20

5) On considére la suite des points (M,) définit par: Mop=A et Vne N*, g(M, )=M,,, ou' gest
I'application définie dans la question 2.

a) Montrer par récurrence que Vae N AM 2 =2n1J .

b) En déduire Vn e N, My, appartient a la droite fixe que 1'on déterminera
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X

1++/1+ %%

courbe représentative selon un repére orthonormé (O;i : }) du plan.

Exercice N° 3 : Soit f la fonction définie sur IR par: f(x)= +1, On désigne par (C) sa

1

fob i b

1) a) Montrer que f est dérivable sur IRetque V xe IR ; f'(x)=

b) Dresser le tableau de variations de f .
2) a) Montrer que le point [/ (0;1) est un centre de symétrie de(C ) 5

b) Donner une équation de la tangente (7') & (C) Au point L.~ ¢) Tracer(T) et (C).
3) a) Montrer que f réalise une bijection de IR sur ]0;2[.
2(x-1)

2
2x—x

b) Montrer que ¥V x€ ]0; 2[ ; f7'(x) =

—

c¢) Tracer la courbe (C) de f~' dans le méme repére orthonormé (O;f ; j).

|

F(x)=f(1gx) si XE[O:
i

1) a) Montrer que F est continue surl:() : %} .b) Calculer F(x) Vxe [O ; %{

NN

B) Soit F la fonction définie sur [O ’ g—:l par :

2) a)Montrer cjue F admet une fonction réciproque F~' définie sur li§: 2]

b) Montrer que F~'est dérivable sur [1 ¢ 2]et déterminer sa fonction dérivée.

¢) Montrer que V¥ x€[1;2] ; F"(x)+p—1(z]:§
s
3) Soitne]N*,Onpose UH:ZF"[ +1) ey e U,
k=0 n+k w1

a) Montrer que V ne IN" ; F! L-H SF"[ E +1)5F—'(l+1]
n+k n

2n

b) En déduire que ( V. )ﬂemh est convergente et calculer sa limite.
J 2(n+k
c) Soit T, =——>"F""' ((L—)
n+ ]. k=0

l+n+k
ixercice N° 4 :

) Résoudre dans C I'équationiz® +(1~d)(1+i)z+d*+1=0 ot d est un nombre complexe.

. est convergente et calculer sa limite.
ne [N

]. Déduire que (T7,)

) Dans le plan complexe P qui est muni d’un repére orthonormé direct(o, u, ;) On considere les points
A,B,M,M, etM, d’affixes respectivesi;—i;d;z, =i+d ; z, = —1—id . Déterminer I’ensemble A des
oints M d’affixe d tel que OM, = OM, .
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3) On suppose que[d| = 3. Montrer que le point M, appartient a un cercle fixe que I’on précisera.

4) On suppose quearg(d) = %[QTE] . Montrer que le point M, appartient a une droite fixe que I’on

précisera.
5) On suppose dans cette question que|df =l;d#1et d#-i.
a) Vérifier géométriquement que le triangle AMB est rectangle en M.

b) En déduire que le nombre complexe est un réel.

i+d
6) Soit I’application f, : M(z)— M(z) tel que:z =(d—i\/§)z+1
a) Déterminer d pour que f; soit une translation.
b) Déterminer la transformée complexe associe a I’homothétie h de rapport % et de centre O.
¢) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de 1’application@ =f, oh .
Exercice N° 5 : Soit 6 un réel appartient & Uintervalle |-m;m].

1) On considére dans C 1’équation (E):z* —2(1+i)[sin0-i]z+4sin6=0

a) Développer [(2 —2i)cos 8:|2 puis résoudre dans C 1I’équation (E). On donne les solutions de (E) sous
forme cartésienne et on précisera les cas des racines doubles.

b) Exprimer les solutions de (E) a I’aide de e* et e™.

2) le plan complexe P est muni d’un repére orthonormé direct (O,G,G) , On considere les points
A;B;M;M, etM, d’affixes

respectives z, =1—i;z, =-2i ; z=+/2¢";2, = (1—i)(1+em)etz1 = (Imi)(l—e’ie)

a) Exprimer z, a1’aide de z. En déduire que M, est I’image de M par une rotation dont on précisera le

centre et ’angle.
b) Déterminer alors I’ensemble (C) des points M, lorsque 0 décrit |-m;n].

" a1 ey : " TT
¢) Donner une mesure de |’angle orienté (AB; AM, ) . Placer alors le point M, correspondanta 6 = e

3) On désigne par I le milieu de [M,M, ].
a) Déterminer I’ensemble des points I lorsque 6 décrit |-m;m].

b) Montrer que lorsque © varie dans |-x; n]/{—g;g} ; la droite (MM, ) garde une direction fixe.

¢) En déduire que M, est le symétrique de M, par rapport a une droite A que 1’on précisera.

4) Déterminer et construire I’ensemble I" = {M(z) € P tel que: arg( fZ' ] = —%[n]} i
Z+2i

z . b 1S : :
5) Mettre —— sous forme exponentielle. Retrouver ainsi I’ensemble des points M,

z, t21
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Exercice N° 1 :
Cocher la ou les repose(s) exacte(s) :
1) Soit A et B deux points distincts du plan, alors h, oSy est:

a) un déplacement b) tas c) tex

2) Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O,ﬁ, ;) . Soit f I’application du plan dans lui-méme qui

LT
a tout point M d’affixe z associe le point M' d’affixe z'=—e “z, alors f=

a) R[O,—;J b) R(o,ni—nJ ) R[OEJ

3) Le plan complexe P est muni d’un repére orthonormé direct (O, u, {,) . Soit f I’application du plan dans

lui-méme qui 2 tout point M d’affixe z associe le point M' d’affixe z'=—iz, alors f est :
a) un déplacement | b) symétrie orthogonale | ¢) symétrie glissante |

Exercice N° 2 : Dans le plan complexe P qui est muni d’un repére orthonormé direct (O, u, \-z) , on donne

la droite A d’équation y =1 et M un point de A d’affixe z.
1) a) Vérifier que : M(z)€ A & |z| =|z—2i|

b) On pose (ﬁ,O—.M) =0[2n] avec 0< 0 < 7. Montrer que |z| = 5
sin

etque z=cotgh+i

2) Soit ne IN" avec n =2, et (E) I’équation : z" =(z-2i)".
a) Montrer que si z est une solution de (E) alors M(z)e A

4

b) Montrer que [ .
Z— 21

=e*: o 2kn] o cotg%ﬂ ; retrouver 2) a).
¢) En déduire que (E) admet exactement n-1 solutions de la forme : Z,.= cotg(ﬂ)ﬂ-i ;1<k<n-1
n

3) a) Montrer que I’équation (E) est équivalente 4 1’équation (E) : Zn:C':l (—Zi)k z" % =0,
k=1

b) En déduire que: z,.2,....z,_, =

n
c) Montrer alors que : sin [EJ.sin (EJ ........ sin[(n _1) n] == i
n n n 223
. . T * _1
1) Soit la suite définie sur IN /{1} par: U = sin(z] sin [E) ______ sin((n )ﬂ]
n n n

1) Démontrer que la suite (U, ) est décroissante et majorée.

) ! 1 1 i
) Démontrer que Vne IN"/{1}; U, = EU“ higzoN déduire la limite de la suite (U, )
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Exercice N° 3 ; Soit ABC un triangle équilatéral direct, | =B*C et D =54(A).
On pose:  f =tz © R(B z) - g=95 OR[B

“3

et h=S5,,°R

3) g
1) Déterminer la nature de f et ses éléments caractéristiques.

2)a) Déterminer g (B).

b) Montrer que g est une rotation dont on précisera l'angle. Soit G le centre de g. Montrer que les points A,
B, G et C appartiennent & un méme Cercle C. Construire le point G.

3)a) Caractériser I'application f o g™

b) Pour tout point M du plan, on note M; =f(M) et M, =g(M).Montrer que la droite (M;M;) passe par un
point fixe lorsque M décrit le plan P\{C}.

¢) Déterminer l'ensemble des points M du plan pour lesquels on a: M{M; = AD.

4)a) Montrer que h est une symétrie glissante.

b) Trouver la forme réduite de h.

5) Soit Q=8 (B) et rla rotation d'angle f;_ qui envoie A sur C. On note E =r(B).

a)Déterminer le centre de r et montrer que C =A*E.
b)Soit Ne|[AB]\{A, B} tel que AN = CN'. Montrer que le triangle QNN' est équilatéral.

cos(x?-1)-1
( - ) SL X € ]1 > +oo[
=3
Exercice N° 4L Soit la fonction f définie sur |0 ; +oo par:f (x) =1
' e
5 si xe]0;1]
x

1) Déterminer les limites suivantes : lim f (x) 3 lim Flx)
2) Etudier la continuité da la fonction f sur son domaine de définition.
3) Etudier la dérivabilité da la fonction f en 1 et interpréter géométriquement le résultat obtenu.
4) Soit g larestriction dalafonction fa Iintervalle ] O ; 1] ;
a) Montrer que g réalise une bijection de |0 ; 1]sur un intervalle que I'on précisera.
b) Expliciter g~ (x).
n!
=

5) On donne la suite U définie sur I ={n€ IN ; n22} par:U, =
3
a) Montrer que ¥V nelIN; U, EEUH

n—2
b) En déduire que la suite U est croissante et que U, = [E) XU, "V nel
¢) Calculer la limite de la suite U lorsque n tend vers +oo.
6) 2) Montrer que I’équation g (x) = U, posséde une unique solution &, € |05 1] Vne [
b) Montrer que la suite (¢, )nE , est décroissante.
¢) En déduire que la suite (a',,t )ne , est convergente et calculer sa limite.
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Exercice N° 5:

Soit f une fonction impaire définie surD = ]—oo; -1[ u]l;+oo[dont i 1y

la représentation graphique de la restriction de f sur [1;+e[ , dans \\
un repere orthonormé( O;T;]) , est tracée ({; ) représentée 9=1-X\2"
1

ci-dessous. Les droites d’équations x =1lety =1— x sont des

asymptotes de la courbe (¢, )de f dans (O;T;t]:) : B

1+ C‘
I) En utilisant le graphique (; ) : ) N
1) Répondre par Vrai ou Faux :
a) f est une bijection de D sur IR
b) La droitex = —1est une asymptote a(&; )
f(x) _

¢) m —~=-1

Xt ¥

2) a) Compléter la construction de (&) 3 b) Dresser alors le tableau de variation de f.

e

II) On suppose dans la suite quef (x) = +bx avec a et b sont des réels et soitA e }/5 +oo[ .

=1
1) Montrer quea =letb=-1.
2) a) déterminer, en fonction de A, 1I’Aire A, de la région du plan limitée par la courbe (¢, ) et les droites

d’équationy =1-x ; x =y2etx=A.
b) Calculer Iim A, .

R—poo
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