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AVANT-PROPOS

Le présent ouvrage presente le programme d'analyse, de combinatoire et de statistique du programme des classes
de Terminale C et Terminale E. Comime cela fut le cas pour les ouvrages des classes de Seconde et de Premiére, le
nignuserit a ete refu e remanié 4 la lumiére des nombreuses et pertinentes critiques ainsi obtenues,

Nous nous sommes attaches 4 la réalisation d’un ouvrage permettant de répondre aux diftérents besoins des
utilisatenrs. Nous espérons ainsi metire & la disposition des ¢léves un outil que chacun pourra utiliser selon ses
besoins, selon son niveau. avec I"aide du professeur. On y trouvera, en particulier, de trés nombreux exercices de
natures et de difficultes trés diverses, parmi lesquels on pourra puiser au gré des besoins et des préoccupations de
chacun.

La participation active de I'éleve est indispensahle a lassimilation du cours et a la comprehension des concepts
introduits. Cette participation active est constamment sollicitée par de nombreuses activites et de nombreux
exemples el exercices d application immédiate. L'élude attentive de ces activités et de ces exercices peut permettre,
notamment au cours des seances de travaux diriges. de déceler les éventuels blocages, et d'y remeédier afin de
pouvoir progresser efficacement dans 'etude du programme. En outre, par 'intermeédiaire de nombreuses séries
d’exercices et de problémes classés par centres d'intérél, on pouwrra aborder I'étude de nombreux thémes suivant
Pintéret et la mouvation de I'éléve.

On ne batit rien de durable sans de solides fondations. C'est pourguoi nous avons jugé utile de fournir & chacun,
dans un premier chapitre, la possibilite de faire le point sur les résultats et technmques de base rencontrés en classe
de Premiere. [l est en tout étal de cause intéressant de laire le pomt, méme a propoes de ¢e que |'on crotl bien savoir.
En particulier, il est important de bien maitriser le principe de recurrence, qui est sans conteste 'un des principes
de base des mathématiques. Nous avons également présenté dans ce chapitre les régles essentielles du langage
mathematique formalise.

C"est bien vivement que nous recommandons la lecture attentive de l'introduction de ce chapitre. dans laquelle on
trouvera un panorama des préeoccupations essentielles de 'analyse, dont certames font par ailleurs I"objet du
chapitre 9. Ceute lecture est de nature a permetire une vision plus globale de l'organisation du cours et de préciser
les raisons de Pintroduction de telle ou telle notion duns le cours.

C'est mlentionnellement que ce chapitre n'est pas numerote. [l est congu pour servir de reference constante (de
meme que les tableaux des pages 295 a 298, complétés progressivement par le lecteur).

Le chapitre le plus important du livre est sans doute le chapitre 9. On v a regroupé. sous quatre litres. des activites
et des exercices et problémes se rapportant a des questions et méthodes fondamentales, indispensables a 'étude de
toutes les sciences qui utilisent 'outil mathématique. L'étude des fonctions, la résolution d équations sont en effet
des questions primordiales, et les méthodes de comparaison sont & la base méme de analyse. en particulier par
I'etude des fonctions convexes.

Ce chapitre tres riche n'est pas congu pour étre traité systématiquement el 1solément, mais plutét pour servir de fil
conducteur. Son utilisation peul se concevoir de diverses maniéres. en particulier 4 Poccusion des seances de
travaux dinges. Il permettra de distinguer et d'illustrer les interactions entre les ditferents concepts etudies dans le
cours, d'introduire I'étude de nouveaux concepts, rendue nécessaire par un blocage constate dans la résolution de
tel ou tel probléme. On y rencontrera également des activites et exercices délicats, preparant I'éléve aux études
SUperieures,

Conformément aux indications du programme, le chapitre 1 est consacre a Pintroduction de la fonction
logarithme, Cette étude ¢st menée a partir des notions rencontrées en classe de Premiere. Pour permetire une
pleine utilisation des proprictés orignales de la fonction logarithme, nous avons inclus dans ce premier chapitre
I'etude des fonctions composees, dont 'utilisation permet de construire de nombreuses fonctions.

Dans le chapitre 2, I'eétude des fonetions continues sur un intervalle et des fonctions reciprogues débouche sur la
définition des fonctions exponentielles.

Nous avons tenu, en raison de son importance theorigue et pratique dans de nombreuses sciences, 3 présenter au
plus vite les definitions et techniques du calenl integral. Cest ce qui a é1é fait au chapitre 3. ou I'accent est mis sur



les techniques de caleul approche d'intégrales. Les chapitres 4 4 6 presentent des complénents surl'étude des suites
¢t des fonctions (limites, dérivees). 1l va de soit que ces notions, déja rencontrées en Prenuére auront éte utihisées
dans les chapitres précedents. Le but de ces chapitres est d’apporter des complements permettant d'étudier des
suites et des fonctions dans certains cas ot les méthodes dejd rencontrées sont insuflisantes ou inopérantes. Le
theoréme des accroissements finis permet, en particulier, de relier les propriétés d'une fonction a celles de sa
fonction deriveée, et d'établir des régles de comparaison intéressantes.

Lin probleme essentiel est la détermination d’une fonction hiée & ses fonctions dérivées par certaines proprictes, Le
chapitre 7 constitue une intreduction a I'étude du vaste probléme des équations différentielles. Aucun algorithime
ne permet de déterminer systématiquement les primitives d'une foncrion, ni d plus forte raison, les solutions d'une
¢quation differenticlle quelcongue. Le programme propose 'étude de quelques cas simples, qui sont abordés au
cours de ce chapitre.

Dans le chapitre 8, les proprietes des développements limites d'ordre | sont étendues aux approximations
polynomiales d'une fonction au voisinage d'un point x;. Lorsque x; est infini, I'étude de telles approximations
polynomiales debouche sur '¢tude des courbes asymptotes.

Dans le chapitre 10, les technigues d’étude des fonctions numérigues sont investies dans I'etude des fonctions
vectorielles. qui débouche elle-meme sur la cinematique du point, exemple d’étude mathématique d'un probléme
physique.

Les chapittes 11 et 12 sont consacres aux problemes de dénombrement (et 4 une bréve introduction au calcul des
probabilités) et aux statistiques a deux caracteres permettant de mettre en évidence des liaisons de fait entre des
phénomeénes pour lesquels on dispose de séries de mesures sans maitriser leurs interactions causales.

Le plan de cet ouvrage amsi évoque est un plan possible pour 'étude du programme. Mais les mathématigues ne se
déroulent pas lincairement. Les interactions sont constantes entre les differentes notions et les problémes. Les
notions se précisent et s'affinent par ces interactions, et au contact des problemes. « Faire » dés mathematiques,
¢’est en effet avant tout chercher des problémes. Nous avons done voulu présenter un vaste choix d'exercices et de
problemes, de natures et de difficultes fort diverses. On rencontrera, par exemple, des exercices d'application et
d’entrainement. des exercices et problemes d'exposition et de synthése, souvenl composeés i partir d'extraits
d'annales du baccalauréat, du concours général. ou autres examens et concours du mivean Terminale.

On rencontrera aussi des exercices de recherche. aux énonces volontairement succints, et qu’il ne faut pas avoir
honte de chercher longuement. Les énoncés de ces exercices sont souvent issus d'epreuves d’« Olympiades ». ou
de « Rallyes mathematiques » divers, Nous remercions ici tout particuliérement notre collégue Denis Gerll pour
son ouvrage « Les olympiades internationales de mathématigues » (Editions Hachette) et pour les énoncés
originaux dont il est ['auteur.

Nous remercions également tous nos collégues qui ont relu et critigué le manuserit, pour "aide gu’ils ont apporteé 4
la confection de cet ouvrage.

Mous esperons que cel ouvrage repondra au mieux & 'attente des utilisateurs et a leurs besoins divers. Clest avec
reconnaissance que nous accueillerons les remargues, critigues et suggestions gqu'tls voudront bien nous adresser,
el par avance, nous les en remercions.

Les Auteurs



METHODES €T
TECHNIQUES

DE BASE

| — INTRODUCTION

o La nécessite de construire un langage commun & propos des opérations courantes de
dénombrement améne a la construction de Pensemble f des entiers naturels. Pans cet
ensemble. on est rapidement conduit 4 la réselution déguations, clest-i-dire 4 la
deétermination de nombres possédant certaines propriéiés.

Or, on peut prouver que dans M, certaines equations (comme . x + 2 = () n’ont pas de
solutions, On est amsi conduit 4 la construction de 'ensemble # des entiers relatifs, puis.
par un processus analogue (avee, par exemple : 3x — 1 =0), 4 la construction de
Fensemble @ des rationnels, puis a l'ensemble B des nombres reels (par exemple :
x* —2=0), et enfin 4 I'ensemble C des complexes (par exemple: +* +1 =0 On
peut démontrer que, dans c¢ dernier ensemble €. toute éguation de la forme Flx) = 0,
ot Plx) designe un polynome de degre n a coefficients complexes, admet n racines,
chacune etant complée avee son ordre de multipheité.

o L'¢tude des nombres réels est particulierement importante, En premier lien se pose le
probleme de definir chaque nombre réel. L'utiisation d'un systéme de numeration (le
plus souvent le systéme decimal) permet de représenter, grice 4 un ensemble fini de
symboles, les clements de M, & et £, Mais il en va tout autrement pour les réels non
rationnels, L utilisation de signes particuliers, comme les exposants fractionnaires (ou les
radicaux] permet de représenter certains irrationnels, ¢t des noms particuliers ont été
attnbucs a certans autres (z et e). Mars ces artilices ne permettent pas i cux seuls de
preciser la position de irrationnel envisage par rapport aux rationnels voisins.

Pour traiter ce probléme, on utilise le fait que, quel que soil Nirrationnel x donneé et quelle
que soil la précision desirée 100 il existe deux décimaux o et o, telsque : o, <= v < d,
ety —dy = 1077

Lin tel encadrement peut, pour des valeurs de p dependant du materiel utilise, étre deduit
des indications données par une calculatrice. *

Ainsi, lorsquun réel est défini par certaines conditions, un probléme important est
s determination, exacte si possible, sinon par des valeurs approchées, Dans ce dernier
cas. on tentera de defmir un algorithme permettant de déterminer des valeurs approchees
aussi precises que 'on veut.

o Duns le cas déquations définies sur 5. il ne suffit pas de savoir prouver qu’il existe des
solutions, mais 1l fanl encore reussir i1 déterminer un moyen pour déterminer au moins
des valeurs approchées de ces solutions.

Les equations que Fon peut résoudre exactement ne sont pas en fait trés nombreuses. On
conmait la résolution des equations polynomnales de degrés 1 et 2 (ainsi que 3 et 4,
of, chapitre 9), mais. dans le cas d'équations de degré strictement supérieur & 4, ne
présentant pas de particularite permettant de se ramener 4 un cas connt, on est désarmé.

La résolution d'égquations rebelles & une résolution algébrique nécessite des technigues



[ B )

0/ Méthodes et techniques de base

d’étude de fonctions. L'étude d'un point de vue global de la fonction J defimssant
I'équation conduit & préciser le nombre et la localisation des racines de 'équation définie
par  f{x) = 0. L'étude locale de la fonction f dans un voisinage d'une racine permet de
preciser des algorithmes de resolution, débouchant sur 'etude de suites et de leur limite
cventuelle.

o L’ensembie des fonctions de B dans B est un ensemble trés vaste. et trés compliqué, De
la méme fagon que 'on a cherche dans B i approcher un reel par un décimal (et meéme par
un décimal contenant un ensemble pas trop important de « chiffres aprés la virgule »),
on peut étre tenté de rechercher des approximations d’une fonction par des élements d'un
ensemble de fonctions connues, Le choix de cet ensemble de référence n'est pas aise, et
depend aussi du but visé.

On utilise principalement Vensemble des fonetions polynomes. Pensemble des fonctions
en escalier, ou encore 'ensemble des fonctions trigonometrigues. 11 existe deux autres
ensembles de réference, d'autant plus importants gu'ils permettent de modeliser de
nombreuses situations dans les domaines les plus divers (physique. biologie, économie,
geographie,...). Cest pourguor il est important d’étudier au plus tot les fonctions
foparithimes et exponenticlies,
Le probleme de "approximation d'une fonction par une autre n'est pas simple. 1l reveét
essenticllement deux aspects ©
— Soit [ une fonction définie sur unintervalle [a, b]. On peut chercher i déterminer celle
qui, parmi les fonctions ¢ d'une certaine famille de référence 7, approche « le mieux » f
sur I'intervalle [a, b]. Le critére de qualité de cette approximation dépend beancoup du
probléme pose. On peut par exemple chercher, s'il en existe, une fonction ¢, de 7 telle
que. pour toute fonction ¢ de F et tout x de [a. b], on ait :
lppix) — FixN < Jolx) — Flx)l.
St une telle foncuon @, nexiste pas, on peut par exemple sattacher an critére :
" h h
[@alx) — fx) dx < | Jplx) — fix)] dx,
al b o i
ou a4 tout autre critere pertinent lie a la spécificite du probleme posé nécessitant
Mapproximation cherchée.
— Soil [ une fonction definie au voisinage d'un réel x,,. On peut chercher, s'il en existe,
celle qui, parmi les fonctions i d'une certaine famille de reférence 5. approche le micux f
au voisinage de x,,. cest-d-dire une fonction o, telle qu'il existe un réel positif non nul
de fagon que, pour toute fonction i de 7, et tout réel x de 1xq — o, xy + 2, on ait
frgtx) — flx)] < gxy — fix)]. On dit alors que ¥, est la meilleure approximation locale
de f au voisinage de x,. suivant la famille 7. Si une telle fonction b, n'existe pas, on
essaye de résoudre le probléme pour la restriction de f a Jxg, + el et d ] — oo, x,[.
La résolution de ces problémes dlapproximation passe par Uublisation de certains
nombres réels attaches 4 la fonction etudiée, et résumant certaines propriétés de [ sur

T Xy ;
On peut s'attendre 4 ce que Mapproximation soit d'autant meilleure que ces nombres
respectivement attaches a gg(on et d | seront voisins, mais ceci demande dans chaque

cas une étude approfondic et des conclusions précises.

]
Fintervalle [ b], ou au voisinase de v, (pur cxemple J S dx, flixg) lim f, )

« La détermination et surtout le controle de la qualité des approximations rendent
necessaires la comparaison d'autres fonctions, et d'autres nombres, et 'étude des
interactions entre les comparaisons des fonctions et des nombres qui leurs sont associes.
Les activites de comparaison de nombres ou de fonctions apparaissent comme les
activités essentielles de Panalyse. Le lecteur pourra dés maintenant, se référer au
chapitre 9 oo des activiles de syntheése sur les études de fonctions et dequations
permettent 4 toul moment de motiver I'étude et d'investir les connaissianees.
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NATURELS ET RECURRENCE

1. L'ENSEMBLE DES ENTIERS NATURELS

L'ensemble M des entiers naturels est muni d'une addition et d’une multiplication telles
que :
« Laddition est associative el commutative. Le nombre 0 est neutre pour Naddition. et
tout ¢lement de [ est simplifable (onl dit avssi régulier) pour addition.
¢ La multiplication est associative ¢t commulative. Le nombre | est neutre pour la
multiplication, et tout élement de B* (= f 0] jest simplifiable pour la multiplication.
« La multiplication est distributive par rapport i 'addition,
o Larelation < est une relation d'ordre total sur &, compatible avee laddition (Cest-a-
dire gue, quels que soient les entiers naturels a. b et ¢

sioa=h alors a4+ c=h+8)
o Toute partie non vide de B admet un plus pett élément.
« Toute partie non vide et majorée de B admet un plus grand elément.

Principe de récurrence
Soit une propricte qui, pour un nombre entier naturel a peut étre vraie ou fausse.

On suppose gue :

a) la propriété est vraie pour a = 0.

by lorsque la propriété est vraie pour ¢ = p, alors elle est vraie aussi pour a = p + 1, et
ceci quel que soit p;

alors on peut conclure que la propriété est vraie pour tout nombre n de R,

Autre farme

On suppose que :

a) la propriété est vraie pour a = n,,

b) lorsque la propricte est vraie pour a = p. alors elle est vraie aussi pour a = p+ 1 el
cect quel que soit p supericur ou égal a n,;

alors, on peut conclure que la propriété est veaie pour toul entier naturel supérieur i ny.

REMARQUES -

1" Le principe de récurrence pose de nombreux problemes d'ordre logigue, et aussi philosophigue.
On peut en effer imaginer gue, de proche en proche, on pourcat prouver L proprielé pour tout
entier naturel, mais on sail de fagon certaine gue l'on ne peut pas expliciter cette inhnité de preuves
successives, Comme dans de nombreus cas, la richesse et la colierence des résultals oblents
apportent une justifcation a posterfori  ce principe de démonstration. Coertaing auteures estiment
que le principe de recurrence est le responsable principal de la fécondite des mathématiques qui,
sams ui, ne seraient gu'une tautplogie stérile,

2" Pour effectuer une démonstration par récorrence, il importe d'aveir, au préalable; uneudée du
resultat que I'on veut prouver. Tl est done nécessaire de commencer 'étude pir une phase
expérimentale. Mais cette phase expenimentale doit se poursuivre par une phase de démonstration
(woir 47" et &%),
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2. EXERCICES RESOLUS
I° Démontrer que, pour tout élément de ™, on a : 2" > n.

e La propriété est vraie pourn =0, car 2 =l et 1 >0,

Elle est egalement vraie pour n = 1.

Supposons que la proprieté soit vraie pour un entier naturel p supérieur ou égal a | :

if=p

dlors : ATL =0 % 2P =27 4 2P

Par hypolhése de récurrence 2" >p=1; donc: 27 +2"= p 4 |; par suite ;
2Pt g4 L

Dapres le principe de récurrence, on peut done conclure gue la propriété étudiée est vraie

pour toul entier naturel,

2" Soit x un nombre réel non multiple de 2m. Demontrer par récurrence que, pour tout entier
naturel nnon nol ;

oA+ L | onx
e g 4 |

51 —r
s
S, =sin x 4 sin 2x + .. +5in wx = ~
SO
sin —
2
. i
sl X SI0 -__;
Pourn= 1, on a bien : §i-= =
i
51N 'j
Supposons gue, pour un éntier naturel p non nul, on ait ;
)
S, = . -
sin 5
Caleulons alors :
(p+ 1x X
.'II_— ST Pﬂ— 1' 1} { 1}
- " : - - i il 1 I B RN
Spar =8, +smp+ I = : <+ 2 sin I—i uas‘;—ﬁ—.
, 5in 3
N
(p+ x| M2 ip+ 1
SR vl 2 X
Done §,., =sin - = + 2 cos FT
i —
" 2
AT ey
sin—=+ 2cos{p+ 1)—sin
AP+ L)X 2 : 2 2
51
2 .
10 E
Or. 2smnacosh=sin(a+ b)+sin{a—h); dou:
A : x px
¥ i Sy ST e S
Jeos(p+ ll1 51N 3 s (p+ 2) 5 sin 5



0/ Methodes et techniques de base

(p+ 1) . (p+ 2)x
5 s 3

5N

Il en résulte que : §,., = =
i —
2

La propricte est done vraie pour tout entier # non nul.
Remarquons que 'on peut établir directement la relation demandée en caleulant :

it o . gk : Ao . P
S, sin 2 = SiN X sin = + sin 2x sin = + ..+ S0 X SIN =

G e ! . T
= 5 [sm (k + 2)1 - sm(k . E)t |

La propriété cherchée en découle par remplacement dans l'expression ci-dessus.

On remarque alors gue :

s Ax sin

I -=

o On considére la suire (), oo definie parow, = o/ 2u, + 35 et uy = 0.
n e I a1 A, " i]

Prouver par récurrence gue ceile suite est croissanfe el majorée par 7.

Pour tout entier s, et par definition. on a u, = (. Pour prouver que {u,), .y est majorce
par 7. il suffit de prouver que u; est majoré par 49, pour tout entier .

Or, 49 —uiyy =49 — (35 + 2u,) = 14 —2u, = A7 —u,).
Onabien: ug=T7T;, etsio <7 alors;:

T=u, =0 et 49—ul,, =
Il en résulte que la suite (i), ., €5t majoree par 7,

Pour prouver gue la suite étudice est croissante, constatons tout d'abord que ug < uy.

Supposons ensuite que u, = u,, ;. On a alors :

Par conséguent : Hopg — Uppp = f 2liay T35 — 20, +,35'

2,1 + 35 —(2u, + 35

2y 435+ 2, + 35

Hypg —Uyry =

2 o
W5y Myl

o 2ty + 35 4+ 20, + 35
Les différences u,, y — i, € 1,4 — u, sont donc de méme signe.
Il en resulte que :

La suite etudiée est done crotssante.

REMARQUE :

o ., i =
Si F'on pose fix) = /2x + 35, pour xeR ., ona;

La dénvée de [ étant poesitive: la fonction [ est eroissante sur B,
La propriéte découle. par récurrence, de la constatation @ u,., = [{u,). (Voir chapitre 4.)
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3. CHERCHER L'ERREUR

Les trois « raisonuements » ci-dessous sont faux. On demande de trouver Uerreur, et de
commenler,

1" Soit a démontrer que pour tont entier haturel n, 10" + | est divisible par 9.
Ona: 10" 41 =10x 0"+ 1 =(94 110"+ 1,
=9 B4 10" + L

Daong, si 10" + 1 est divisible par Y, il en est de méme de 10""' + 1, ce qui prouve le
resultat annonce.

2 Koit d démontrer que tout entier narurel est ézal a zéro.

Considérons la propriété swivante @ « Toul entier p inlérieur a n est égal a zéro ».
Cette propriéteé est vraie pour n = ().

Supposons qu'elle soit vraie au rang ., cest-da-dire gue tous les entiers inférieurs & n
soient nuls, et envisageons la proprieté au rang n + 1.

Par hypothése de récurrence, toul entier p inférieur ou ¢gal a n est nul.

1l ne reste done plus qu'a montrer que n + 1 est nul, Or, net | sont nuls par hypothése de
récurrence. Il en est donc de meéme de n + 1, ce qui prouve le résultat annonce,

3% Soit @ prouver que toul ensemble fint a tous ses éléments éeaux.

Si dans tout ensemble £, & n ¢léments, tous les ¢léments sont egaux, alors, soil E, ., un
ensemble de n + 1 éléments : E ;= {25 Xa X0 wi X X401 -

Avec I'ensemble de n éléments | x,, X5, ... X, |, on a, par hypothése de récurrence :

X = X3 ==X

Avec I'ensemble de n eléments | x5, x5, -, X, 41 |, 00 a de méme :

Xy = X3 = .o = Kpiqo

POnE X, =X =, = = =

Comme la propriété est vraie pour n =1 (cas d'un singleton), il en résulte gue tout
ensemble de n éléments a tous ses éléments égaux.

4. ACTIVITES
1" Deémontrer que tout entier n supéviear ot égal a 24 peut s'éerive sous la forme

n=>3a+7b : la belN*

20 Soit f une foncrion numérigue définie er dérivable sur un intervaile 1.
Prouver que la fonction [" est dérivable pour tout entier naturel n non nul, et que :

[T ()= nf™ Y f ()

3% &) En calculant les premiéres valeurs, conjecturer une expression donnant, en fonction
de n,la somme 8T = 1" + 20 4+ 37 4 40" powr pejl, 2, 3. 4.

Démontrer ensuite le résultar par récurrence.

b) Déterminer directement la somme SP en fonction des sommes 85, avec < p. (On
utilisera le développement de (k + 1) par la formule du bindme, voir livee de Premiére,
p. 11L)
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4 a) Soit x un nombre réel non multiple de 2. Monirer par récurrence gite, pour tout entier
naturel n :

sin (2n 4+ 1) :

|
8= 3 + CO5 ¥+ cos 20+ ..k Cos nx = —
X
2 s5in —
2

h) Etrablir directement la formule ci-dessus, en caleulant 28, sin =

i

59 Etablir une I,I‘.'[.:rnm.l'r donnant la dérvivée n-ieme de la fonction I,I" sur oson ensemble de
défmition.

l |
a) f(x)= a_—l b fix) = . F: ¢) fix)=sinfax + b); d) fix) = cos (ax + h),

6° Soit (Uy)pene la stute définie par ., = Su, — Ou,_q et wy =1, 15 = — 5,
Etablir que, pour tout entier naturel supérieur ou égol a 2

Ha=4 X 20— 350,

7% Prouver que 5040 est divisible par tout entier n compris entre 1 er 10, Peut-on en déduire
e 5040 exr divisible par tour entier n ?

8 Prouwver que pour tout entier n tel gue 0 <n<40. n* —u+ 41 est un nombre
premier. Peut=on en déduive que  n* — n + 41 est premier pour tout entier n?  (Euler)

Il — L'ENSEMBLE R ET SES SOUS-ENSEMBLES

1. * REGLES DE CALCUL DANS R

I'ensemble M des nombres réels est muni d'une addition, d'une multiplication et d'une
relation d'ordre. Récapituler ci-dessous les propriétés de ces opérations et de cette
relation.

a. L'addition
Ao Lladdition dans B est associative :
Quels que soient les réels v, yel = ona ;
A..  Le reel 0 est nentre pour laddition dans R ;
Cuel gue soit le réel x.ona:

A;. Tout réel x admet un opposé dans B, Cet opposé est noté — x.
Quel que soit le reel x, le réel — x est tel que:

DEFINITION 1

Soit £ un ensemble muni d'une opération (gue nous notons ). On dit gue lopération «
munit £ d'une siructure de groupe (ou que (E, =) est un groupe), pour exprimer gue :
— L'opération + est associative dans F,

— ’ensemble E contient un élément (que nous notons ¢), qui est neutre dans £ pour +.
— Tout element de E est symétrisable dans E. Clest-a-dire que. si x est élement de E,
alors E contient un élement & tel que v#x' = v’ «x =

Il resulte de la definiton et des proprictes ci-dessus que : (8, +) est un groupe.
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A, L'addition dans B est commutative :
Quels que soient les réels x el p, on a :

DEFINITION 2

Soit (£, +) un groupe. On dit que ¢est un groupe abélicn (ou commutatif) pour exprimer
que Popération + est commutative dans £

L'addition des récls munit 'ensemble R d'une structure de groupe abélien.

b. La multiplication

M,. La mulitplication munit I'ensemble B* (= B [0} ) d'une structure de groupe
abélien :

M.. La muluplication dans B est distributive par rapport a l'addition dans ®.
Quels gue soient les réels x, y, z, on a :

DEFINITION 3

Soit K un ¢ensemble muni de deux opérations (que nous notons « et o). On dit que (K, +, o)
est un corps commutatil’ pour exprimer que :

— (K, ») est un groupe abélien (d'élément neutre ¢).

~ (K~ { ¢}, o) est un groupe abélien.

— La loi o est distributive par rapport a » dans K.

Il resulte de ce qui préecede que (R, +, x ) est un corps commutatif,

M. Le nombre () st ¢lement absorbant (ou permis) pour la multiplication dans | :
Quel gue soit lereel x, ona: 0 x x= '

Cette proprieté est vraie dans tout corps commutatif. Lélément neutre pour la premiére

operition est absorbant pour la scconde loi

M;. Un produit de réels est nul, si. et seulement si. un au moins de ces réels est nul ;
Quels que soient les reels xet y, alors; st xy =0, ona:

Cette propricte nest pas vraie dans tou! corps commutatif. Il existe des corps

conmutatils pour lesquels elle n'est pas vraie

c. Puissances el racipes carrées

« Quels que solent les réels non nuls x et ¥, et quels que soient les entiers relatifs m et u,
on ac:

= ; xXi= z 0" = SR =
- s e o= =
X - s .
X+ = s+ = yox+y)t= —=
(x—y)° = i x=9= _ = S T e —
- _}.12 . 14._},5: : 14__1.4_ = =
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e Si x et ysont deux reels, I'ecriture y = \/I signific que :
1) 2) 3)

Quels que soient les réels positifs v et y xfx? = ; - = (y # 0}

Quels que soient le réel x et lentier n; /x*" =

d ['ordre

0,. Quels que soient les réels x et y, x < y signifiec que ; y — xe__
x = (} s, et sculement si, x :

x =1 50, et seulement si, xe ,

;. L'ordre dans R est une relation réflexive, antisymeétrique et transitive; c'cst-a-dire:

LIS

0;. L'ordre dans R est un ordre total; c’est-d-dire :

0,. L'ordre dans B est compatible avee I'addition.
Quels gue soient les reels x, v, z. si x < 1. alors : :
Quels que soent les reels x, 1, =, 6L, 5i x < yet z < 1, alors:
Os. Lordre dans B est compatible avee la multiplication par un réel positif :
Quels que soient les réels x et y tels que x < v,
si z est dans B, | alors :

£l

si z est dans B_, alors ;

0. Si deux réels positifs x et y sont tels que 0 < x < y, alors :

2 i

Xt e or = e

X |
0. S O=x<]1, alors: x X<
Si O<l<x, alors: x et

Les proprietés ci-dessus sont €galement vraies dans le corps commutatif {.

Le corps R posséde, vis-d-vis de Nordre des propriétes supplémentaires qui ne sont pas
vraies dans ©@. Pour préciser ces proprietés, rappelons que :

— Soit 4 un sous-ensemble de [, On dit que A est majoré $7] existe un reel M tel que,
pour tout x de A, on ait x < M. Le majorant M est le plus grand élément de A si, et
sculement si, il appartient a A.

— De meéme. on dit que A est minoré s'il existe un réel m te] que, pour tout x de A. on
ait m < x. Le minorant n est le plus petit élément de A si, et seulement si, il apparticnt
a A

— Bi A est majoré el minore, on dit qu'il est borné

— Lu borne supérieure S (resp. inferieure i) de A4 est, 'l existe, le plus petit elément de
I'ensemble des majorants de A (resp. le plus grand élement de I'ensemble des minorants),
Onnote: S=sup A4 (resp.:i=infA).

La propriéte essenticlle de l'ordre dans R s'eénonce alors ;

Toute partic majorée non vide de B admet une borne supérieure dans 2
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REMAROQUES

1?7 H en résulte que toute partie minoree de B admet une borne inférieure.
2° N existe des parties majorées non vides de O qui n"admettent pas de borne supérieure dans Q.
C'est le cas, par exemple, de Uensemble des rationnels positifs dont le carré est inféricur a 2.

2. SOUS-ENSEMBLES DE R
Activité 1

1% a) L'addition des réels munit-elle ensemble % des entiers naturels d ‘'unie structure de
groupe!” Pourgquoi?
b) Mémes questions pour l'ensemble T des entiers relarifs.

2" Onrappelle que l'ensemble Q des rationnels est ensemble des réels x tels gu'il existe un

couple (p, q) d'entiers relatifs, de fagom que x = £

4
a) A quelle condition des couples (p, q) et (p', ¢') dentiers relatifs définissent-ils le méme
rationnel?
h) Quels sont les couples d'entiers relatifs qui ne définissent pas de rationnel?
¢} Rappeler la régle permettant d ‘ajouter les rativmnels x = 2 vt y= F—

g 4

En déduire que (0O, +) est un groupe abélien.

DEFINITION 4

Soit (E, ) un groupe. On dit que (F, +) est un sous-yroupe de (E, ) (ou plus simplement,
s'il 'y a pas d’ambiguité, que F est un sous-groupe de ). pour exprimer que :

— F est un sous-ensemble de E;

~ (F, *) est un groupe.

L et 0 sont des sous groupes additifs de J,

Activite 2

I* a) Onnote 24 'ensemble des nombres pairs. Montrer que 27 est un sous-groupe additif
de Z.

B) Soit o un réel. On ngte af ensemble des réels de la forme az. ou z est un entier relatif ;
ad = |az, zeZ |, Prowver que 2Z est un sous-groupe additif de 8.

¢) Soit G un sous-groupe additif de B, Supposons en outre que Pensemble G o R des
éléments strictement positifs de G admette un plus petit élément (soit z).

Prouver que G contient od.

Soit x un élément de G. En considérant la partie entiére z de —, prowver que x est
o

necessairement élement de . Canclure.

d) Démontrer que Uensemble des rationnels strictement positifs n'udmet pas de plus peti
element. En deduire qu’il n'existe pas de reel a tel que U = ad.

¢) Soit H un sous-groupe additif de B. Prouver que, si (H ~ B%) n'admet pas de plus petit
élément, et si a et b sont deux éléments de H tels gue a < b, alors il existe un élément ¢ de H
tel que a < ¢-< b. On dit alors gue 'ovdre dans H ext divisible, ou gne H est dense pour
lovdre. C'est le cas pour Uensemble O et aussi pour 3 lui-meéme.

2" Prouver que (Q, -+, =) est un corps commutatif, En est-il de méme de (2, +, x)?

3% Prouver gue (B%, x ) est un sous-groupe de (B*, = ). En est-il de méme de (B2, x)?
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3. EXERCICES D'APPLICATION

Activite 3
e ; T |
I° On considére la suite (u,) défimie par uy =2 et U, =2+ —.
i,

a) Calculer u, pour nei1.2,3.4,5.6,7,89, 10},

by Comparer les réels -, g, gy @l 1.

¢) Lexpérimentation ci-dessus permet denvisager un certain nombre d hypothéses. Tenter
une démonstration par récurrence de ces hypothéses,

“omparer les réels X et Y dany les cas suivants. La sewle utilisation de votre caleulatrice
2 Comp I Is X et Y dans vants. La seule utilisation de voire caleulatrice
permet-elle de conclure?

v 103 993 L 104348
a X =202 At T T e

20521473 31521473
X ¢ Vimm—

205 599 946 220650310
¢) X = \fﬁ It Vf"l_ﬂ : Y= K:‘-—i it \j_?:

= R
)X = YD+YT ; y=ur,
3 i
1 _ 3 4

g X = —_ Y =— — —

6 —/5 I W S6 2

3" Transformer les quotients suivants de fagon gue le dénominatewr ne contienne plus de
radical !
1

+ 34/
1
Ji1-2 £’5+\,ﬂ

47 Tr.rm-.-fumwr les quotients suivants de fagon que le numératenr ne contienne plus de
radical

a) sz,f?—\,f’ﬁ

A
\..

o - -
\.-'IS i 2\.‘3 == \..-"rl
3 3

g X =—

'\.""

b Y =—

h) X =

5° Déterminer les entiers o, b et ¢ tels que X = (a + b .\f;iz, dans les cas suivants :
a) X=7 +4.¢"'§;

b) X =21 -4./5

&) X=22412 ,VHE;

d)y X =37—12/7.

6° Aprés avoir caleulé X2, donner une éeriture simplifiée de X -

a) X =/a+ [T+ /4= J7;

B) X =/3+2./2-./3-2/3;
&= ) 12— T — 425 3 T
D)X= 1-43-/1+4.3
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IV — FONCTIONS DE REFERENCE
1. POLYNOMES

* Activité 4

On considére les polyndmes définis par :

Px)=x1 —x) + x* = L, Qx) =(x — 1)(x* + 1) + x + 5.

I* a) Développer, réduire et ordonner P{x) et OQ(x). Préciser leur desré.

by Meéme guestion que le a) pour les polyndmes (P + Q)x); (P — Q)x); (PO)(x);
(3P — 3Q)(x).

2° @) Caleuler P(1); P(— 1); O(1); O(— 1); P/2): Q1— /3).

b) Développer, réduire et ordonner les polyndmes Pi(x) = Pix®) et O (x) = Q(x?). Préciser
teur degre.

¢) Méme question que le B) pour les polynomes Pix® + x + 1) et 0(2x* — x — 1).

3" a) Factoriser P(x) et Q(x).

b) Dérerminer deux polyndmes Rix) et S(x) tels que :

(PO)(x) = (x* + x + LIR(x) + Stx); avec d°S(x) < 1.

2. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES
% Activité 5

1° Dans les tableanx ci-dessous, récapituler les propriétés des fonctions trigonométrigues.
Hlustrer chague reésultat sur un cercle trigonométrigue.

co5® ¥ 4+ 5int x = B I | + tan® x = =
{an'x = : | + oty = —
col xi=
[_l T T T i - e L. 4 |T
X — = — . i X T =2 X TIn— XX — |——"328
6 '3 |3 ] 2 = 2|2
COS X . co§ x
5in x sin x
tan x tan x

sin x = sin ¢ si, et seulement 510 4~
COSX = cosa  si,el senlement st !

lanx = tana si, er senlement st : 0 B B N
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cos{x+y=_ o cos2x =

sin {x + y) = —— |l —cos2x = "
cosfx — ¥ = iy ] I'+eos2e=

sin{x— ¥ =_ sH12N =

tan{x + ¥ = _ b tan2x =

tan(x — v) = _ e = 2

2sinacosh= 3
; St lan— =1, g
2

2 co% g cos b=

2sinasin b= Cos X =
sin p 4+ 8in g = 8in x = =
sin p —sin g = tanx =

COS p + COS g =

COS p— COS § = —

2 Résoudre les dquations et systémes defmis ci-dessous :

d) sinx = sin (1 — 3x),

¢) tanx = ldn (% - 2.\').

¢) sin 2x = cos” X,

b} cos 2x = cos (m — 3x).

d) :+in(:~: 4 E}) - msi—,

- X
) sin x tan - = cos x.

" dn
: 2 x4+ y=—.
sin x + sin y = 0. 3
8) o h) {
cosx + cos ¥y = /3. COs X + cos ¥ = -5
3" a) Déterminer  les  polynimes T, tels  que cos nx = T, (cos X}, pour

neil.2,3,4.5,6.7,8 . Déterminer 1,, en fonction de T,

7 i - sin (n + lx
h) Méme question que le a) pour les polyndmes U, tels que —————

- = U, fcos x}
s X

3. SUITES ARITHMETIQUES ET GEOMETRIQUES

Activite 6
0l e 1,
1" Soit (1) la suite défmie par ., = I et Mg = —2.
. Ilﬂ
; ; i, -+ 1
Soit (v,) la suite telle que v, =—"——,
1,

a) Rappeler ladéfinition d une suite arithmétique. Quelle est la somme des n premiers termes
d 'une suite arithmétigue de raison v et de premier terme a?
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h) Montrer que (v,) est une suite arithmérigue. Quelle en est la raison?
¢) Determiner v, en fonction de n. En déduive u, en fonction de n.
d) Culenler la somme 5, = vy + 07 + .. + 1,
2° Soit (u,) la suite défimie par : 2u,+u,—y =1 et wy=2.
Sait (v,) la suite défmie par - v, =u, — L
a) Rappeler la définition d une suite géométrigue, Quelle est la somme des n premiers termes
d 'une suite géométrique de raison g et de preoter terme a?
h) Montrer que (v,) est une suite géométrique. Quelle en est la raison”?
¢) Déterminer v, en fonction de n. En déduire w, en fonction de n.
dy Calculer les sommes : 8, = g + Uy + ..+ 1,8
0, = Mg+ 1y + ..+ M.

{Attention au nombre des termes.)

V — NOMBRES ET FONCTIONS ATTACHES A D'AUTRES FONCTIONS

1. RACINES D'EQUATIONS

J Activite 7
En utilisant les methodes algébrigues de caleul dans R, expliciter, grace aux symboles du
caleul dans T, la valetwr exacte dechacune des solutions de chacune des équations défmies ci-
dessous. Preciser de méme 'ensemble des solutions des inéquations proposées.
I“a) x>+ Tx+1D=10 By 13x* — 5\;‘3_\' + \;‘5 = ()
€} J2xP =2 +4=0 d) 2 =2 f6x +3=0
2a) x*=5x+4=0 B ¥ u-3xt—4=1

¢) =3t —x+6=0 dy 2x* +2 /35 +,/6=0

¢) x*+|xl—6=0
gy xie3xt—6x—8=D
(3% +x = 2)(x*+2x —3)
x4 3x42

Ay e ]
( + 403 -8 —x)

47 a) <0

P —g—r ST

) x+ 1< \;,x + 4
e) 4 = i+ 220

% Activité 8

fY2x+ . /x—-3=0
B) ' 2 =2 —27=0

(4252 =3 (x4 —2%)

{
b) ar=3xi—10 &
d) (=32 4t N5 +3x—2) >

(v —d)(=3x  =Tx +10)
M -3 xF =2

d) 2cos’x —3cosx + 1 >0

S =2x— 23 -3 <0

Resoudre dans T (ou B x J) les systémes definis ci-dessous

[ Gx + 18y = 15;

B e G =s

ﬁ} j "\"I"-{ T \-‘E}I 4 F= V."":_:

oL e
Lx + (/3 + /21y = /6.
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(2x + 3y —Nix— y+4)=0; d) {Mx+fn‘1'+.‘!ux+_~.'— 1)=0;
DV =20+ Dix + y—1)=0. (6x £+ I (x— y+1)=0.
{,ﬁ: +2y=13; x4+ 3 =0y
e) i—x+4y=13; f) {6x — 5y = 10;
l Sx —2y=3. dx=3+Tv
S/x +4/v=21; It 4y = 1
3-]-\:"\' = _v-"'}' =" Sx 12y =1
= 12x—45<0; pP——1]=3;
rl b =
L "}{—3.~:+15;ﬂ. }]I: x < x?.
) < x?—ldx+50<26 L
S i e S T
x+ y=27 X+ = 72
3] a #
s, {.1:_'.'= 50. : {x;& 1296,
; = = 1' v J = I,".E "'i:
) {_14—,; : 43; d]{x+_n - +
xy =442, xy =/6:
2. LIMITES

* Activité 9

1° a) Récapituler dans le tableau de la page 297 les limites que vous connaissez.

h) Rappeler et illustrer par un exemple les regles de caleul sur les imites de suites, et les
théorémes de comparaison,

2 Erudier le sens de variution et la convergence des suites défmies ci-dessous :

i 3 gt

cos nm n—
i@y, =—— B ou,= €) U, = 5 i

n—1"

dn 4 2

o
2 i e < . } G
d) u;=— (rnm’wr ~——, et comparer (u,) d une suite gmrrwrr:qm') 2
n: u,

e) w,=3u,_y —Setu, =1

7 Activité 10

I* a) Récapituler dans le tableau de la page 297 les limites que vous conmaisse:.
by Rappeler et illustrer par un exemple les réeles de caleul sur les limites, et lex théorémes de
cOMparaison,

2* Etudier les limites ci-dessous ;

F %

: 5, : ] X . >
a) lim xsin— H) Iim .'u;f.'(—) (E(x) est la partie entidre de x)
x==0 X =0 X
[x — | T gD sin 3x
) lipyd— 2 el —————— ¢} lim
) P el | RS B 2 x—0 tan 2x
X 3= | X+ 1
el ———a—— ¢ lim —m—— f hm .
f =01 — cos2x 8) e L x—xX® + x 4]
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3. DERIVEE ET DEVELOPPEMENT LIMITE D'ORDRE 1

Activite 11

1° Rappeler les définitions ci-dessous :

a) Développement limité d'ordve 1 en xq de la fonction f.

b) Nombre dérivé en xg de la fonction f.

¢) Fonction dérivée de la fonction [,

2° Récapituler dans le tableau de la page 298 les régles de dérivation que vous connaissez.

3 Deéterminer la fonction dérivée de la fonction [ dans les cas swivants

s A - b, e 1\:1 + 3"; __I.
a) ,ﬂJJ}=1x+l] (x—1): h) jf\}—-m? :
e) fix) 2l d) f(x) = /1 + x cos x;

=?]1:m;x+1'

J2x+ 1

[ﬂn{l_;-t—vfj'

¢) [ix) = cos3x +sin (Zx = g) £) f{x)=

4 a) Déterminer le développement d ordre 1 en xq (lorsqu'il existe) de la fonction [ défmie
par f(x) = /a + x, ot a désigne un réel gueleongue.

L :
by Utiliser les résultats du a) pour déterminer les limites suivantes :
: /9 4+ x—3 . /x+4 — /3x+4
[=lim \IT T "= lim 5. = _\ i
20 16 —4 x=+0 x4l =1

¢) En posant x = 2 + &, et en utilisant lu meéthode ci-dessas, déterininer
=

. WX+ 2

Im —— :

N2 \.e'aix 4+1—=13

H ¥ i \E_\:E - \.'lllrj,q'c — 4
d} Déterminer : lim = , —.
i+-2 V’“Ex+'? — =%+

X

5% Donner denx exemples de fonctions continues en zéro, mais non dérivables en zéro,

Activité 12

Soit [ une fonction défmie et dérivable sur un intervalle 1. et soit x, un élément de 1.
Supposons que de pluy, il existe un réel positif’ M tel que, pour tour élément x de I, on ait
[Fx)] < AL

On considére la fonction g définie par (x) = | f{x) — Flxg) — M |x — xg).
a) Erudier le signe de la dévivée de g sur 1. dans les différents cas.

b)Y En déduire le sens de variation de la fonetion g.

¢) Conclure que, pour tour réel x de T, on a [f(x) — f(x)l = M |x — x).

4., PRIMITIVES

Activite 13

I° Récapituler dans le tableaw de la page 298 les régles de calcul concernant les primitives
e VOUSs connaisses,

2> Trouvez, sur un intervalle que l'on précisera, une primitive de la fonction | dans chacun
des cas suivants ;

a) fix) = 2x? + 3x—5; b fx)=x+1- é;
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25 — Sx* 4+ 1

('} _.ﬂ.-'-.‘] == .rl—r" t.” ”\:l = oo {jx .4 31‘
¢) .f‘[.\-) — \,,a"j.\' =5 _f} .rh:] =cos{—2x+ 1)+ tan? (2x — 1}
3 Déterminer la primitive de la fonetion [ qui s'annule en x,. dans les cas suivants :
a) fix) =37 =Tx+ 1, x=5:

T

: 1 .
h) fix) = = +sin Jx, x, = T

VI — LE LANGAGE DES PROPRIETES

1. THEORIE MATHEMATIQUE

o Une théorie mathématique met en jeu des objets dont on étudie les proprictés. Ces
objets peuvent elre représentes par des signes spécifiques, ou simplement par des lettres.
Certames lettres représentent tel ou tel objet bien détermine. Ces lettres sont appelées des
constantes, D'autres letires représentent 'un quelconque des objets d'un ensemble danné,
Ces lettres sont alors appelées des variables. 11 n'y a aucune difference fondamentale entre
une constante et une variable, Tout dépend du raisonnement dans lequel cette lettre
intervient. Dans certains raisonnements, il armve gu'une méme lettre soit dlabord
considérée comme constante, puis comme une variable (ou le contraire), Dans un tel cas,
on parle parfois de paramdire.

s Les propri¢tés mettant en jeu des objets mathématigues d'une theorie mathematique
donnée sont exprimées par des enonces contenant des iettres (variables, constantes). Ces
énoneds sont susceptibles d'étre vrais ou faux dans le cadre de la théorie étudiée. On les
appelle alors les propositions de la théorie.

o L'étude dune théorie mathématique consiste a4 eénoncer les propriétés des objets
mathematigues que l'on envisage, en distinguant parmi les propositions gqui les font
intervenir celles qui sont vraies de celles qui sont fausses.

Pour établir la valeur de verite d'une proposition, on dispose des regles de déduction.
Mais pour pouvoir déduire. il faut un point de départ. Ce point de depart est constitue par
un ensemble de propositions dont la valeur de verite est donnée a priori, c'est-d-dire suns
démonstration, Ces propositions et la vadeur de vérité de chacune delles sont appelées les
axtomes de la théorie. Les propositions vraies que Uon déduit des axiomes sonl appelées
des théorémes.

REMARQUES -

1 1 est freguent. en mathematiques: que Pon ne précise pas la valeur de verite d'une proposition.
En general, ¢'est que la proposition est vraie. Quand une proposition est fausse, on indique
toujours, Dins ce cas, Nexpression « la proposition /7 est fausse » et une proposition veaie et done
un théoréme.

Toutelois, cette convention usuelle, dailleurs souvent tacite, a Ninconvenient de ne pas permettre de
distinguer aisément les propositions que Fon tient conime vraies, de celles sur la verité desguelles on
ginterroge. Le contexte doit permettre une telle distinetion,

2* Une theorie est donc déterminee par la donnee de ses objets mathématiques, ¢f dun systéme
dlaxiomes qui précise quel est le « mode demploi » des objets de la théorie. De ce systéme
d'uxiomes, on déduit des theorémes. ¢l Fon peul introduire de proche en proche, par des dehmtions,
d'autres objets mathématiques de la théorie 1dans un but de simplification).

3 Les axiomes d'une théorie ne sont pas quelcongues. En particulier, le systeme d*axiomes ne doil
pas étre contradictoire, 'est-d-dire que la négation d’un des axiomes ne doit pas étre un (héaréme
de L théorie.
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Z. LES PROPOSITIONS ET LES ENSEMBLES

s Une proposition d'une théorie G est un enonee sans variable pour lequel il est possible
de dire sans ambiguite, dans le cadre de la théorie ©, 7l est vrai ou faux,

o Unefonction propositionnelle définie sur un ensemble E d'objets matheénmatiques d'une
théorie T est une application qui, a tout lément de E, fait correspondre une proposition
de la théorie étudice. L'énonce définissant la fonction propositionnelle est appelée (forime
propositionnelle sur E.

e Soit §'(x) une forme propositionnelle défmie sur un ensemble E d'objets de la théorie T,
Soit A I'ensemble des éléments x de E tels gue #(x) soit une propoesition vraie. On note :
A={x:xeE ¥x)}.

On dit alors gque A est déhini en comprehension par la forme propositionnelle 9 x).
Résoudre dans E 'équation définte par la forme propositionnelle 9(x). c’est, autant que
possible, et avec toute la precision possible, determiner I'ensemble 4 (ensemble des
solutions de équation) si possible en extension, sinon en utibsant dans chague cas
particulier des methodes convenables, eventuellement graphiques.

3. CONNECTEURS LOGIQUES

Soit 1 x) et A(x) deux formes propositionnelles définies sur un ensemble E.
Soit: A={x: xeE. Hx)})
={x; xeE, Qx)].
« On appelle négation de d(x), et on note ¥ (x) la forme propositionnelle définie par :
a ifx) est vraie si, et seulement si, 9(x) est fausse ».

L'ensemble 4 = | x; xeE, #(x); est le complementaire de 4 dans E
o On appelle conjonction de #{x) et ¢Hx). et 'on note H(x) » Qix) la forme
propositionnelle détinie par :

Wa(x) A Qx) est vraie 51, et seulement si, 9(x) et Q(x) sont vrajes ».
L'ensemble AnB={x; xcE, 4(x) A Qx)] est lintersection de 4 et B.
e On appelle disjonction de {x) et @fx), et F'on note S(x) v x) la forme
propositionnelle definie par :
wilx) v Alx) est vrane sioet seulement st d{x) est vraie ouw Qfx) est vrale w».

L'ensemble AwB={x: xeE #(x}v Qx)] estlarcunion de 4 ¢t B.

REMAROQULE :

SioO(x) aoQix) est vrale; alors S} v ocix) est vrate. Onar AnBedul:

La disjonction est aussi appelée « disjonction inclusive w.

o On dit que 9(x) impligue Q{x). et l'on note #(x) = Qix) st et sculement si :
Ac B

o Ondit qued(x)et x) sont équivalentes, et 'on note J(x) == dix) si, el seulement si
A=8
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4. QUANTIFICATEURS

a. Définitions

o Lorsque pour tout élement x de I'ensemble £, 4(x) est une proposition vraie, cest que :
E=A.

Dans ce cas, on ecrit; VxeE, #{x).

Le signe ¥V est le quantificateur universel.

o Lorsquil existe dans E un élément x. an moins, tel que #(x) soit une proposition vraie,
cest que: 4 # .

Dans ce cas, on écrit @ AxeE. #(xh

Le signe 3 est le quantificateur existentiel,

b. Variable muette, variable parlante
Soit E un ensemble et #{x) une fonction propositionnelle définie sur E. La variable x
désignant un élément de E. la valeur de vérité de J(x) dépend de la valeur attribuée i x.
On dit alors que x est une vanable parlante.
Par contre. la valeur de venite de chacun des enonces ;

YxeE, i(x)

JxeE, 4(x)
est definie sans ambiguite, indépendamment de la variable x gqui ne joue dong aucun role
dans la détermination des valeurs de verite. On dil alors que x est une variable muette.
REMARQUIE :
Les quantibicateurs ¥ el 3 rendent done muettes les variables auxqueﬂcﬁl ils s'appliguent. Tl
existe dautres oprations rendant muettes des variables. Parexemple : T = | fith i nedépend

n
pas de Kt variable t, laquelle est done une varighle muette,

¢. Ordre des guantificateurs

Dans un énonce oun figurent des quantificateurs differents, l'ordre dans lequel ces
guantificateurs interviennent est fondamental pour la signification de cet énoncé.
C'est ainsi, par exemple, que :

Vxef, dvehl., x<y
signifie que, pour toul entier x. on peul trouver un entier y supérieur 4 x. Cette
proposition est vraie, Pour le prouver. il suffit de constater que y=x 41 répond a la
question (x + | = x).
Par contre : Jyel, ¥xelN, x<y
signifie que 'on peut trouver un entier ¥ supérieur a lous les entiers x.
Cetle proposition est fausse.

d. Négation d’une phrase guantifiée

Soit A= {x:xek, f{x)|.

La praposition YxeE. fx) est fausse si, et seulement si, 4 # E, c'est-d-dire si 'on
peut trouver un eélement x de E gui ne soit pas dans A.
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O, unelément x de E n'est pas dans 4 st, el seulement si, i x) est Fausse, ¢'est-d-dire si, ot
senlement si, :{x) vraie,

Donc : ¥xeF, #(x) a méme signification que Jxe E. #(x).

De méme : dxe k. §{x) a méme signification que YxekE, H(x).

Retenons egalement que

[VxeE, #(x) == Q(x)] a meéme signification que [Ixe £, #(x) A Qx)]

5. ACTIVITES
1° Les propriétés ci-dessous sont-elles vraies? Ecrive leur négation.
3 —=35
a) Yxel, x*>0; h) VxeR, 5 —ER;
LY
ey ) i =L
t) AxeF* x*=<D: d} 3xed, — 3 S

2% Expliguer la propriéié :

[VxeE, #(x)=aQ(x)] a méme signification que [IxeE, F(x) A AUx)].
3% Expliciter les propriétés ci-dessous. Sont-elles vraies? Ecrive lewr négation,

a) VxeR, x=z0= : =0; b ¥xel, JyeM, x>y
X

¢) IxeR, YyeR., xp=1; d) VeecR%t, IncR%, ¥xeR |xl<y=

X

=<

John VAPIER (connu en France sous
le nom de WEPER), mathématicien
Ecossais (1550-T617). I contribua a
la simplification des calculs trigo-
nométriqgues par invention de
réglettes chiffrées qui portent son
nom et découvrit fes logarithmes
dits w népériens ». Les tables loga-
rithmigues qu'il établit connurent
un succés immédiat.




LOGARITHMES.
FONCTIONS

COMPOSEES

| — ACTIVITES PRELIMINAIRES

# Activité 1 : Etude de fonctions

Etudier et représenter graphiquement la fonction f. On s'attachera a réaliser cette étude
avec méthode et précision, en rappelant les résultats obtenus en classe de Premiére.

. x4+ x—1
a] fi¥=——77=:
A= 4

b) flx) = x + /38 — x).

% Activité 2 : Fonctions composées. Dérivées et primitives

1" Dérerminer fa fonction dervivée de la fonction [, dans les cas suivanes

a) f(x)=cos(3x— 5)

b)) fix)=(9x— 5",

2° Deéterminer une fonction primitive de la fonetion g, dans les cas suivants :
a) gixv) = x*

h) glx) = sin (2x + 4);

¢) gix)=2a" (n+x — 1)

d) glx) = /x.

% Activité 3 : Une équation fonctionnelle

Soit [ wne fonction numerigue telle que, quels que soient les réels o et b de son ensemble de
défmition, on air = flab) = fla) + f(b).

Suppasons de plus que f est dévivable sur son ensemble de défition.

1* Prouver que si la fonetion § n'est pas constante, alors efle w'est pas défmie en zévo.
Quelle est nécessairement la valewr de  f(1)7

2% On suppose que ensemble de défmition de [ est B% . Pun des deux intervalles disjoints
constituant B* {on pourrait aussi bien travailler sur B2 ).
Pour tout réel a strictement positif, on considére la fonction g défimie par ;
glx) = flax).
a) Calculer la fonction dérivée g, en fonction de a et de .
by En utilisant la propriété de défmition, écrire (x| sous une autre forme.
En deduire une autre expression de g'(x).
a) En égalant les dewx expressions de g'(x) obtenues ci-dessus, et en appliguant ¢ x = 1,
prouver qu'il existe un réel k tel que, pour tout réel a strictement positif -

¥ k
fa) = -.
il
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[l — LOGARITHMES

1. DEFINITION

o Les astronomes ont ete assez vite confrontés a des caleuls d'une extréme complication,
’est pour alléger cette charge que peu a peu s'est fait jour lidée de remplacer les
multiplications par des additions: Les régles de caleul sur les exposants donnent en effet
un exemple de tel phénomene, Clest ainsi que, pour ealeuler o x &", il suffit de caleuler
1+ m, et de se reporter d une éventuelle table des valeurs, pour déterminer o™,

o Onest done conduit 4 étudier les fonctions numerigues [ telles que. pour tout couple
(e, b) de leur ensemble de définition. on il flab) = fla) + f(b).

Pour gue Nutlisation et letude de ces fonctions soient facilitées. on se borne & envisager
des fonctions dérivables sur leur ensemble de définition,

On a vu (Activilé 3) que, si une telle fonction est définie sur &%, alors elle a pour dérivée

une fonction de la forme ;. f'(x) =—.

bk ~ D . |
Commencons donc par etodier les primitives sur B* de la fonction | x — — |,
& I P ¥
X

» Laformule donnant les primitives d'une fonction puissance ne s'applique pas au cas de
0 |

la fonction inverse. En effet, pour n= — |, lexpression
n

n'a pas de sens,

o Or. on a admis, en classe de Premiére, quiune fonction f continue sur un intervalle /
admel sur I des primitives, De plus, on sait gu'une telle primitive est déterminge par sa
valeur en un point de I,

. . 1 . . :
La fonction | : |:,1:|—>—:| est continue sur lintervalle I = R*. 1l existe donc une
X

fonction F unigue telle gue, pour tout réel x strictement positif, on ait F'ix) = —.
' X
gl F(1)y=0.

On deémontre, et nous I'admettrons. que la fonction F ne peut s'exprimer a laide des
functions déja connues, On donne alors la definition suivanie

DEFINITION 1

sl 1
La fonction [ogarithme néperien est Punique primitive sur [#% de la fonction \f‘ —— |,

qui s"annule pour x = 1. On note cette fonction : In.

REMAROQUE :

On rencontre encore la notation Log x (avec un L majuscule) pour In x

Premiéres propriétes

1l resulte de la délinition que la fonction In est definie, continue, denvable et strictement
crotssante sur 'mtervalle B,

1
Ona: In' x= - etin 1 =10,

Done, quel que soit le reel x strictement positif, six > Lalorsin x > 0;510 < v < 1, alors
In x= 0.

REMARQUE :

Insistons sur le [ait que la lopction In n'est définie que sur [BY .
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2. PROPRIETES FONDAMENTALES

Soit a un réel strictement positif. On considére la fonction g, définie par
gix) = In ax.
Compte tenu des régles de derivation rencontrées en classe de Premiére. on a ¢
. ) u |
gi)=aln gax = —=—.
X X

Les fonctions g, et In ont done la méme dérivée sur Uintervalle B%. 11 en résulte quielles
Jdifférent d'une constante sur el intervalle.
1l existe un réel C tel que, pour tout réel strictement positif x ¢

Inux=1nx+ C,
Pour x = 1, cette égalite s'éeril

ma=Inl+C,
Soit, puisque In 1 =0

Ina==¢C.

Il en résulte le theoréme suivant ;

THEOREME 1

Quels que soient les réels strictement positifs @ et x, on a :

Inar=Ina + In x.

REMARQUE :

H résulte du caleul ci-dessus goe la fonction f déhnie sur 8* par f(x) = In || esl une primitive sur

) |
[E* de la function [x = — |.
X

3. MORPHISMES

La fonction In transforme done le produit de deux élements de B* . en la somme de leurs
transformes.

Plus genéralement, considéerons deux ensembles E et F, munis respectivement des
opérations + et 0. Parmi les applications f de E vers F, certames possédent la proprieté
de transformer le composé de deux éléments de £ en le composé dans F des transformes
de ces elements. Clest-a-dire que. pour deux élements quelconques x et y de F, on a :
Sx o« y) = f(x) o f(y). On dit alors :

DEFINITION 2

Soient E et F deux ensembles munis respectivement des opérations = et o, Une
application [ de E vers Festun morphisme de la structure (E, =) vers la structure (F, o)
si, et seulement si, quels que soient les éléments x et vde E.ona fixsy) = fix) o f(n).

Compie tenu de cette defimtion. la propriete rencontrée ci-dessus s'énonce :

THEOREME 2

La fonction In est un morphisme du groupe (1%, x) vers le groupe (5, +).
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Exercices d'application
I. Prouver que Tapplication x — 2x est un | a) Prouver que (A, =) esl un groupe,
morphisme du groupe (. + 1 vers Tui-méme. ; - S
P BIBLpS by Demontrer gue Fapplication [ne— a*] est
2. Seit a un réel. On considérs Pensemble | un morphisme du groupe (2, +) vers le
A=qa", el groupe (A, =),
4. CONSEQUENCES
Soit ¥ un réel strictement positif.
l
« Ona: x— =1
x
. G s 0 1 I
Il en résulte, d'apres le theoreme 1@ In | x —) =lnx+in—=Inl =0
X ¥
i 1
Par suite: In—= —In x.
X
e Ona:ln =In(xx)=lox + Inx =2Inx
Dautre part, si 'on suppose que, pour un entier naturel n: In x" =nln x, onaalors ;
Inx""! =Inix" xj=ln " + In x,
=nlnx+Inx
=(n + 1) Inx.
1l en résulte, en vertu du principe de démonstration par récurrence. que, pour lout entier
naturel n : hx=ninx
o Pour tout entier négatl m, on a :
I
L V1=
X g
I x"=—1Inx™™
L'entier — m etant positif, on peut appliquer le résultat ci-dessus, ¢t Pon a :
A" ==({=mlnx=mlnx
e Ona =2
- 1
. 1 IR o -k e e -
Par suite; In x =2 In \!T el? In \;‘{\ =3 In x.
Cette propriété, par comparaison avec les propriétés précedentes, permet de justilier la
= |
notation : V-fx — i
Pour tout réel x strictement positif, et pour tout entier relatif n, on a :
Inx"=unin x.
THEOREME 3

On a également :

In .N;'r.t =% In x.

o |l resulte des propriétes ci-dessus que, quels que soient les réels strictement positifs w et
I ona:

1
T ga+n—=ma—Inh
h b
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THEOREME 4

Quels que soient les réels strictement positifs a et b :

Ing=lnu—lnb.

Exercice d"application

3 Résoudre les équations définies sur 12 par : - x =11
(On admettra que Ina=Inh si et seulement | ©) In{—x—2)=1In ( T )'-
g, =h) i

d) Im{x +3+Inlx+2)=Inix+ 11}

By I fx? 4+ S+ 6)=In {x—+ 11); dl mix +=In{—x—111—1nlx+ 3}

5. VARIATION ET REPRESENTATION GRAPHIQUE

On sait que la fonction  In est strictement croissante sur B%, et que In |l =1

Pour preciser le comportement de la fonction In, et en particulier étudier les limites en
+ oo et en 0, le comportement 4 U'infinl et au voisinage de certams points particuliers,
ngus allons compirer la fonction In avee des foncuons dont le compottement gst connu,

Activite

A — Comportement au voisinage de  x, = |

1° a) Ecrire 'éguation de la tangente A a la courbe représentative I de la fonction In, au
point A d'abscisse 1.

by Etudier les variations de la fonction o définie par  @lx) = x — 1 —In x.

¢) En déduire que, pour tout réel strictement positif x @ x— 1 2 1n x (voir figwre 1),

2" a) Déterminer les réels a et b rels que la courbe représentative H de la fonction h définie

b : .
par  hix)=a+ — passe par A et soit tangente d A en A.
X

. : 1
by Etudier la varviation de la fonction @ défiie par - alx)=1-—— = |ln x,
; : . 7

¢) En déduire le signe de o, et la position respective des courbes I et H | figure 1),
dy Montrer que I et H admettent la méme tangente en A
3" En utilisant 'encadrement obtenu ci-dessus, encadrer In x  pour :

xet08 - 09 : 097 ; 101 ; LI7)k

B — Limites

: S . 1
1" a) Déduire de ce yui précéde que  In 2 est compris entre 5 i

o oy ; n
by En déduire que, pour tout entier n naturel non nul ; s In 2" <n,

¢} En déduire que la suite (In 2°) diverge vers + oo,
d) Soit B un yeel strictement positif. Montrer qu'il existe un entier n, el gue,
i ox=2 glrs Inie> B,

&) En déduire la limite de ln en + oo,
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2% Déduire de ce yui précéde, et de la propriéte In—= —1In x, la limite en 0 de la
X

Junction In.

THEOREME 5

lim Inyr=+ 2 : limlhx= = m.

e r—0

C Comportement asvmptotigue,

1° Soit g la fonction définie par  glx) =Vf-",§c =

a) Etudier la variation de la fonction [xe=In x — /x — 1].
by Endéduive la position respective de la courbe représentative I' de la fonction  In, et de
la courbe représentutive P de la fonction g.

; Inx
2" a) Déduire de ce qui précéde la limite en + oo de la fonction h = I:r.'l—-— .
X

= In x
b) Imerpreter ——  comme le cogfficient directeur d une certaine droite,
X

¢Y Imterpréter géométriguement Ie résultat concernant la limite en + oo de la fonction h.

THEOREME 6

. In x
lim —

s+ m X

= 0.

D Courbe reprosentative a

1° a) En utilisant une calculatri-
ce, préciser une valeur approchée
du nombre réel e rel gue :lne = 1.
b) Prouver que la tangente a I' au
point  de  coordonnées (e 1)
contient 'ovigine O du repeére.

2 Préciserune valenr approchée a
10~ prés de In 2, et de In 3.

On rencontrera dans les chapitres
ultérieurs des méthodes permet-
tant de déterminer de telles
valeurs approchees. La courbe I
est représentée sur la figure 1.

Figwre 1 F

B. AUTRES FONCTIONS LOGARITHMES"

o La fonction logarithme népérien est un morphisme dérivable du groupe (B%, = ) vers
le groupe (R, +). Réciproquement (voir Activité prélimmaire 3), si [ est un tel
morphisme, alors, 1l existe un réel k tel que, pour tout réel x strictement positif :

i i
Fi{x)==.
X

"' Seule In fonction logarithme décimal figure explicilement au programme.
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¥ b a - .
La fonction In correspondant st k=1, il en résulie qu'alors :
flxy=k Inx.

o Pour preciser chaque fonction |, et par raison de commodite, on donne la défmition
suivante :

Pour tout réel a de B ~ | 1), onappelle fonction logarithme de buse a, et on note log, la
fonction numeérique définie sur B% par :

DEFINITION 3 :
n.x
log, * =——.
In a

La fonction log, est un morphisme de (R, x ) vers (R, +), et :

il 2]

log, x = log, =L

xIna
On a done, pour tout entier relatif »n ; log, a" = n.

Le fait que la numération usuelle soit 4 base 10 condumt a privilégier la fonction
logarithme & base 10, encore appelée « loganthine vulgaire ».

On note ;. log,, x = lz x (ou parfois log,, x = log x, avee un | minuscule).

REMARQUES :

1° Onnotee le réel tel que In e = 1. 1l en résulte que la fonction In peut étre considérée comme la
fonction legarithme a base ¢ ;
Pour tout réel strictement positif x @ lnx = log, x.

Ce nombre e est trés important en analyse.

2* Des définitions ci-dessus, il résulte que, quels que soient les réels strictement positifs a et h
différents de 1, el pour tout x de BY ¢

_mx Imx ok

“Ina Wb hna’

log, x = lag, b log, x.

log, x

@ Exercice d'application

4. Resoudre 'équation defimic sur B% par :

logs % logg =2,

il — FONCTIONS COMPOSEES

1. ACTIVITE PRELIMINAIRE

7 Activité
I* Soit [ et g les fonctions définies par
. 2x + 1 x+1
ﬂ-‘i]=?'_—l' : ;ﬂ-\'!=1__2

a) Preciser les ensembles de défimition de | et y.
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by Pour tout x, déterminer fog(x) et goflx). Quels sont les ensembles de
défmition de  fog etde gof?
2 On considere les [onctions [ et g définies par ;
Roh

fix) = 5

x=1
Déterminer les fonctions [ o g et g o [ Préviser leurs ensembles de deéfinition, et leurs
Sfonetions dérivées.

glx)=2x" 4+ 3Ix+ 1.

3% Déterminer les fonctions dévivées des fonctions défimies ci-dessous :
a) fix)=rcos (3x—7) ;b)) gtx)=(2x+ 5"
¢) hix) = cos 2x sin 3x.

2. ENSEMBLE DE DEFINITION

e Soil u et v des fonctions numériques. La fonction uo v est définie par
o v{xl = ulr{x))

Soit D, et 93, les ensembles de definition respectifs de w et v. La fonction 1 o v est definie
pour tout x de 0, tel que v(x) soit elément de D,

REMARQUE : R
- — 1 ) I I
1° Si Fon note ¢ ' € A= {x wWxiedl onaD., = : 4 b M \
2" En-pénéral, les fonctions wov et von  sont différentes.
i . . ; R &
3 La déhnition de la fonction wov  est illustrée par le rou

schéma ci-contre ;

Exemple ;
: x+ 1 : e x4 1
Soitu(x) =In xetp(x) = T La fonction u o vest définie paru o 1{x) = In (\_ I)'
( xv—1 #£1)
Un réel x est ¢lément de ), , si, et seulement si : ( x+1 S0
x=—1

Clest-a-dire :
.J}“,L.=]—'1'.| = I-[L-"Jla +|x.:]:-

La fonction v o n est definie par |

In x + |
toux)=s——.
Inx-—1
A e f xeR*
Un reel x est element de 4, s1 et sculement si Tt
nx

On note e Ponique réel tel que Ine = 1. On a done ;

Dysy= RE e},

Exercice d'application

5. Déterminer les ensembles de dehnition de | B) wlx) = \,-’x rix) = In x:
wovelnow dans les cas survants

bt
(¥

— —x—1
a) Hix) = % vlx) = /x — 1) o) ax)y = — :—-. x) =lnx.
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3. DERIVEE

Si on reprend 'exemple ci-dessus, on constate que :

-I-Iltli.r-l}-%tinx+l} 3

) X b i
(tou)ix)= oy _—”E —x“n =P =;t {In x)

Mais lecaleul de  (wowv) (x) n'est pas aussi simple, On peut se demander 'l existe une
regle générale concernant la derivation des fonctions composées.

Soit v une fonction dérivable en un point x, de son ensemble de définition. Le
développement limité d'ordre | de v en x, s'éerit :

xg + h) = vixg) + ho'txg) + hath). avec h'gfl =10 (et ©0)=0)

e Soit u une fonction derivable en un point y, de son ensemble de définition. Le
developpement limité d'ordre 1 de w en y, s'éerit :
¥y + R)=ulye) + ku'(yo) + kip(k). avec til;n =0 et E (D) =1
!

51 y = wix) et ¥y = 1{x,), on oblient :
wo(x)) = ullx,) + k), avec k= he'txg) + hath),

Soit: ulelx)) = ulelxg)) + the'{xg) + helh) ') + ke (k).

Crest-a-dire : w(x)) = ullxg)) + he'ixgu'telxg ) + hesth);
avec s Exth) = w'(elxg))ethy + (¢'(xy) + elh))e (ho'ixy) + heth)).

La fonction &; ¢tant continue en zero, la propriete lim & = 0, permet de conclure que :
: o
lim £; = 0. On a en oulre £,(0) = 0.

o

Il en résulte que la fonction 1 o v admet un développement limité d'ordre | en x,, et par
conséquent qu'elle est dérivable en x,.

THEOREME 7

Soit u et ¢ des fonctions numériques. La fonction u o v est dérivable pour tout x tel que v
soit dérivable en x et u dérivable en v(x). Dans ces conditions, on a :

(nov)(x)=rv{x).n cvix)

REMARQUES

19 Insistons sur le caractére asymetrigue de la formule ci-dessus. Les fonctions v et v interviennent
différemment, On peut rétablir ‘one certaine symelrie, en constatant que le nombre dérivé
de wav en xestle produit du nombre dérivé de o en x et du nombre dénive de u en w{x).

; df ; : . .
2" On note souvent : e 1ix). Avec ces notations (dont il laut souligner le caractére parfois
ux
dinov)  dincr) dv |
=— . —=uou.t.

da dr dx
On retrouve ainst formellement fa formule du théoréme 7.

abusif), on a :

Exemples .
1° Soit fix) = /In x.
La fonction [ est définie sur [1. + «[. Pour tout xde ]1. + =[,ona:
d/tx) 1 - 1
dx 2\;{]11? 2x../In X

1
=— X
X
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2° Soit g(x) = In (2 — cos x).
La fonction g est définie sur B. Pour tout réel x, on a :

datx] - | sin X

=5Nnx.——=

dx T Z—cos5x 2 -—cosx

@ Exercice d'application

6, Déterminer la fonction dérivée de [, et | B fix) = logs (sin x + 2);
préciser son ensemble de définition. dans les cas | ¢} fix) = (In x)*;
SUIVANLS ;

a) fix) =cos (In x};

it 1 N

i) f{x) =sin (In < -—-—-).

+ 1 ;
Cas particuliers

En vertu du résultat ci-dessus :

e Sigix) = flax + b), alors : g'(x) = af'lax + h).

On retrouve ainsi un résultat déja rencontré en classe de Prenuére.

e Si hix) = (u(x)), alors : h'(x) = md'l)lx)"

(Ce résultat est valable pour tout entier relatil n.)

u'(x)

s Sikix)= Vﬁﬁ, alors : k{xj=— :
2, fufx)

2 v . . 1

(Rcmurquuns que ce resultat est un cas particulier du résultat ci-dessus, pour n = =
. : 1(x)
o 51 f{x)=In ulx), alors : [{x)=———.
uix)

S . . m o S T :
On dit parfois que la fonction — est la dérivie logarithmigque de la fonction u.
i

e Exercice d'application

7. Onconsidére deux fonctions wet v, a valeurs | ) En déduire que, pour tout élément v de [

positives sur un intervalle I, In fix) = Inwix) + In wx).
a) Déterminer la dérivée loganthmigue de la | ¢ Retrouver ainsi L proprigte fondamentale du
fonction [ = . logarithme,

4. APPLICATION A LA RECHERCHE DE PRIMITIVES

Il est important de savoir reconnaitre, ¢t éventuellement miroduire, des denvées de
fonclions composées (et particuliérement celles qui font 'objet des cas particuliers ci-
dessus), lorsgu'on cherche des primitives,

m Exercices résolus

: . - . A ; 4x + 2
| — Déterminer une primitive de la fonction [ deéfinie par ; fix) = Sy
- x4+ x4 1
Sionpose ux)=x>+x+1, ona u(x)=2x+ L

. _ 2u'ix)
Il sulte que . fix) = ——=.
en résulte que :  fix) o

Par suite, la fonction [ admet pour primitive la fonction F définie par :
Fix)=21In|u(x)] = 2 In |x* + x + 1.
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Il — Déterminer une primitive de la fonction [ définie par : fix) = ot
X

Si on pose ulx) =x* + 2x + l,on a u'(x) = 2x + 2.
De meme, avec : 1(x) = {x + 1), on a v'{x) = I.

X+ | I
x2+2x+1  (x+ )

Or : Sflxy=

: : lu'fx) oix) 1 wix)
Il en résulte que : flx) =3 e = )

—u'(x)(i{x)) 2

*
= _ u .
Or, une primitive de la fonction — est la fonction In ju|.
u
At

De méme, une primitive de la fonction v't” est la fonction e
n

S e —1,
1

Il en résulte que la fonction [ admet pour primitive la fonction F définie par :

| =1
Fix)==Infx+ 1)* — b +___j. #
2 — 1
e =Tl - I ——
Fix) = In|x 4 ||_1C+1
On avrait pu cgalement remarguer que :
1 1

A e

Exercice d'application

H. Déterminer une primitive de la fonction [, | d) flx) = tan x;
dans les cas suivants ¢
o S ; . cos{ln x)
a) fix)= et 1’ ¢y filx)= __;:__...
S X
by fx)=———;
) S 5 el
& fixl=—— :
xInx
REMARQUE :

i g u' :
Pour tout réel x tel que wlx) # 0. une primitive de — est In |u|. I est important de noter qu'en
i
¢
3. . : i ; et H
general, cette fonction n'est pas délinie sur un intervalle, F'ensemble des primitives de — n'est donc
t
pas, en géneral lenserble des fonctions ¢ telles que  olx) = In |uix)| + C.

Par exemple, la fonction f définie par  fi{x) = In |x] + u cesl-d-dire -
x

fix)=1In x|+ 1 six estélément de B%
fix)=In|x] — 1 st x estélément de B%

est une primitive sur B* de la fonclion !Vt = — [ Mais cette primitive n'est pas de la forme
X

[x — In x| + C]. Elle est de cette [orme sur tout intervalle inclus dans ¥,
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EXERCICES ET PROBLEMES

EQUATIONS ET SYSTEMES w 6. Soit (a, b, o) un triplet d'élements de RY. Soit [ la

Duans les exercices T a &, on demande de résoudre les
gquatioms définies dans B par :

L In(x+3) +Inix+3)=In15
Infx—2} +In{x+3=In45
Inix =3 +mx+1)=Inx*+3)

2lnix —4)=Inx —21n 2

e

| 1
5. ;j-ln{l\'— )+ ;;Fn{ﬂx— 2}y =In{dx —1).
B 2In(2x = 1) = In{3x— 2% = In(d4x — 3) — Inx.
Dans les exercices 7 et 8 on demande de résondre los

sysrdmes definis dans B x B par
x4+ p=05
{111 x4 In y=1In| 000
{x" 4+ V=169
Inx + In y = In6
4. Caleuler y sachant que :
oy =In(7 452 +81n (/2+ 1)+ TIn(/2-1)

ML Démontrer égalité

T 13 42./3) — 41n(/3 —251 /A1)
Elni_.+-\.---}— nl\-_+ll—?n1\.-..— !

Il Prouver que, quels gue soient les réels distinets o
el b, strictement positifs
q A

i |
Infa + b)j=>¢ + ;Hn w+ InhL

LOGARITHME DE BASE « (THEME)
12. g} Démontrer que, pour tout reel strictement

positil a dilférent de 1, on a:

| 1
pour toul x de BY log, x x log,: x = —(log, x)~.

b} Résoudre Iéquation definie sur B par :
log, x logyx = 2.
13 Deémontrer que, quels ue soient les recls a et b de
RE<{1}:
lop, b = log,. A" {pour tout n de M),
14, Prouver que, pour tout réel x de BT :
logs x + Ingxrg xloplx =2

I15. Deémontrer que, pour tout triplet (a b, ¢) déle-
ments de B%
log,b . logee . log.a= 1.

Généraliser 4 plus de trois nombres.

fonetion définie par :
fix) = log, x . logyx + log, x . log. x + log. x . log, .

1" Exprimer [ 4 'aide de la lfonction |n,
log, x . log, x . log, x

loi e ¥

2* Prouver que  fix) =

Dans les exercices 17 G 19, on demande de résowdre les
systemes defonis dans B2 par

1. {411“& y +log, x)p=17

Ky =243
18 Tilog, x + log, v} =30
" lxp=256
o, {2 log, ¥+ 2log, x=—3
.‘EI1-' =g

Pans lex exercices 20 a 23, om demande de résondre les
iéquations définies dans B par |

2. log, x =log,.(3x —2).

iy 1 + log,(2 4 x
— — } - E-:._ | .’._
2x41 1

| |

1L log, 3t |ng4( ] = =2
¥

IL Jopg v+ 2y—log,x =0,

Dans es exercices 24 6 29, on demandye de démontrer gue

|
4. - = 20).
log, 534 — log,; 68
| r '
25—+ == 1
log am log ;m
: | 1
M o—— =2,
logsm  logsw
5\* 6\*
7. logsb== (E) : 8. log. 7> E) ;

Tl

9. log,.z + log, &+ log., v =

(9]

ML Soit lops, 100 =a, Calculer log,, 25 en fonction
de o

LIVITES. DERIVEES, PRIMITIVES

il. Diéterminer lo limite en + oo des [onctions

SuIvaAnies .

al fix)=1nx — x;

B glx) = (In x)* — .fo'.
In.x 41

¢) x)=——+—,

In x
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31, Déterminer i hmite en O des fonctions suivantes :
g rafe .
d) f(x)= % (In xp*;

b)) gix) = \'j’? ln xi®,

Dans {es exercices 33 ¢ 36, on demande de calewler la
derivée de la fonegion f.

X fixi=In u:n% ;

M. fix) = In|cosax + h).
35 Jix)=1n|ln x}.

. f(x)=In{x +/xT + 1),

Dang leg exereices 37 d 42, om demande de déterminer ey
primitives de lg fonction f, suroan mtervalle gue on
précisera.

8 | + cos™ x
3. flx) = = T A IRt
/5 1+ x* ¥ 1 4 cos 2y
Jsin y ) cos2x
30 === ik e
e sin xcos® ¥
1 4 cos®—
2
1, [ e — 472, X =tan® x.
Six) T fi n
SUITES
43, I® Btudier les fonctions

X = |

J.‘ p=[xi=x—]—nx]

u={w--lnr-

En deduire que ;

X
Vel x=il=c —
T X

<Ilnx<x- 1

2* Appliquer linégalité trouvee iu nombre e, puis au
nombre Vr'ar..

. G . = I~ X
4" Appliquer linegalité au nombre Ve, Endéduireque

-y

\ — /" Etudier Ia variation de la fonction [ définie

llT
YineN= {1}, (1+—) <e<
28

44,
par !
flxy =x =1In{l +x}

2 En deduire que, pour toul entivr nalurel &

L
(T+.{-) ] e

BB — 1" Prouver gque, pour tout-entier naturel k :

E+ 10
b }(._3_).

-

'
i

2% En déduire que si n est un entier supéricur i 3

. k+
k+ 1> ar(£+—l) .
N

2" Prouver gue, pour toul entier naturel supérieur 4 3 :
(ot > ml(m = 1N,

45. Sopient g et b deux récls de B¥,
I Prouver que, pour tout entier 1 non nul |

la + B =" + na" ",
2 En deduire gue
a) [+ 1) > 2"
by (n4 1" = 10080 7' 0%
I Prouver que:Inn+ )= —+Inn
10p

LT TR | 1
47 Prouver il =—( =+ -4 .+
ouver que : lnn }1D(!+3+ +”)

i 1
46, (‘ufcrtlcr: a,= Y In(l = kl)
k=2

En déduire la limite de (a,) en + 0.

47. HHFZ ITI(
0 <a-=m L

En deduire [a limite de (u,) én 4 oo,
45.

i
Calculer : | — tan® 1,,) faves

Méme exercice qu'a l'exercice 47, avec

B o
By = In(l + mn*;ﬂ).
[T =
FONCTIONS
49. A l'aide de transformations géométriques simples,

déduire de la courbe representative dela fonction In, les
courbes representatives des fonctmons ;

i) ’7.': = ; In(x + Ij—|;
h) |:x =2 In (I j_ J)]

S, Frudier les limites suivantes
. In ]+ kx)
giihim———"
x-eg) N
;o Imx =1
h) lim - a?
b N B
o o Ina4+ x)=Ina
¢l him ;
x-=ih X
Sl En étudiant ln variation de la fonction £ délinie
T
. s
par: flx}=In(} 4 x) — x + <+ Prouver que
™ 5 )
« pour x =0 alors Inil +.'~:I;x—'7:
= 1.1
our — 1 =x <0, alors In -
i | X 2
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o= e I

51, Soit a ¢l b deux réels tels que D<a<h.
Soit fa fonction f telle que

_Infax + 1)

In(hx+1)°
I" Pour quelles valeors de x, [ est-elle définie?

2 Calculer f(x).
3 On pose :

ilx) = albx 4+ Ulnibx 4+ 1) = dlax + Hlntex + 1)
Caleuler g'txk et en deduire que f est strictement
crofssante.

. [t b 5
4 Démontrer que : In(-- + l)ln (— + E){[In A b
il

S(x)

h

In x

L+ x

1" Construire la courbe C representative de f dans un
repere orthonormal.

2 Déterminer Uintersection de € avec
abscisses. er la tangenle 4 € en ce point,

4" On considere la fonetion g definie par:

In x
)= I+

dont Ia courbe representative est notée I, Préciser les
pomtsde I ou et Csont tangents, puis les pointsde T
o § est tungente # axe des abscisses;

53, Soit flx) =

Vaxe ‘des

4

CO5™ X,

s4. Frudier les variations et construire dans un repére
orthonormé la courbe représentative de la fonction
définie par  f(x) = In [l 1.

Preciser les tangentes aux points d'intersection avec Faxe
des abscisses, ainsi qu'aux points dlinflexion.

55.  Etudier les variations de lu fonction f, déline par |
(oua désigne un réel strictement
superieur d 1), Tracer la courbe représentative pour

=, =12 =1

2

sh. 4 Erudier la variation de la fonction numé-
rigue | définie par
5
fixi=nJx—elnx (Meh*).
2* Trager les courbes représentalives € el I dés
fonctions g et K définics par :
gix) =n {‘,-’T et hix)=1eln x

Prouver que C el [ ont un paint commun A4 et meme
tangente en ce poinl, -

L Nyl X
2 Démontrer que, pour toil x e & ¢ n x £ =25
[
St i In x
En déduwire 1a limiteen + o0 (de ——.
X

57. On se proppse de déterminer sl existe des
polynomes A ¢t B tels que
| Al
1= =
Bix)

polynomes

Yxe B,
1" On suppose gue de tels existent,
Démontrer que 'on aurait alors :

B _ pisya) — apabro

En déduire que B contiendrait nécessairement x en
facteur,

2 En etudiant les pui_ynf:mcs A de la forme
Blx) = W"Cx), nell, o C est un polynome tel que
C{) # 0, demontrer que la condition obtenue ay 1°
implique une contradiction. (O distinguera denx cas |
n=1ern=1L1)

3 Deéduire de ces résultats que la fooction In n'est pas
une [onclion rationnelle.

4% Retrouver ce résultat en faisant tendre x vers + oo,

SK. Soit g un réel plus grand que 1. On pose k= Ina.
On considére dans an repére orthonormal les deux
sourbes: Cysv=In'x, €, y=log; %

On désigne par A le point de (Ox) d'abscisse 1,

* Deéterminer par ses coordonnees, en fonction de &, le
point B, dela courbe ) on la tangente i C, est paralléle
i la droite d’équation y = x

2* Pour k différent de 1, Ja droite (AB,) coupe 'axe (O'y)
en 5, ki tingente en 4 & C coupe (' vien 8.
Caleuler 'ardonneée y, de 8, en fonction du nombre réel
positif k. Etudier les variations de v, én fonction de &
Démontrer que, si 'on pose 3, = — ¥, lapplication
[k 1] determine une bijection de 10, + oo [ sur lui
méme,

A% a) Démentrer que €, est transformee de €, par une
homathetie dont on determinera le centre et le rapport
en [onction de k.

En déduire que, pour & et & positils. €, ¢l €. se¢
correspondent dans une homothétie que 'on déter-
minera,

bl Démaontrer qu'il existe un cercle Iy, et un seul, centré
sur (2v), tangent a €, en D,, dont le rayon est ¢gal
a df A, Dy). En deduire le nombre des cercles I centrés
sur (), de rayon R donné, tels qu'il existe unc
courbe €, tangente 4 T en un point D, el que R
=i B, D,

4° g) Soit & un réel strictement positil différent de |,
Deémontrer que €, et €, admettenl uné tangente
commune T, les points de contact de T avee C; el C,
etant respectivement Py et (4. Former, en fonction de k,
les expressions des coordonnées de P, et @, etl'équation
de T, Trouver la limite de Pabscisse de Q) lotsque & tend
VErs ZCTO.

B Soit k et &' deux réels positifs, différents de 1,
Démontrer que, si k&' = 1, T, et T, se coupent sur (V' x),




FONCTIONS CONTINUES
SUR UN INTERNALLE

EXPONENTIELLES

| — ACTIVITES PRELIMINAIRES

* Activite 1 : Images d'intervalles

Soit [ une fonction numérique, et A un sous-ensemble de B, On note | ¢ Ay Uensemble des
images par [ des éléments de A ;

f¢Ay =1 fix)h xed].
Déterminer [ A% dans les cas suivants et iflustrer graphiquement :
I =ax—2
a) A=[-—3,5[; by A=[2. +eo].
' f{x)=x3,
a A=1-12[; by 4A=71-3 - 1]u[2 4[.
P fix) = />

b

a) A =[1, 4% B) A= R~
4° fix) = E{x) (E désiene la fonction partie entiére).
a) A=[—5.3]; h) A=1]2, 3[.

e o ] ;
3 fix)= = pour x non nul. et f(0) =0,

a) A=[-1,1]; by A=[1, + w[,
" fix) =x — E[x),
24

7 f(x) = tan X,
1 =n = Lt
ﬂ] A= J—?,_J|7; ﬁ]’ A= J“‘.?—J.

Activite 2 : Fonctions réciprogues

On considére la fonction numérigue f. Déterminer la fonction i telle gue, sur un ensemble

que U'on déterminera, flo(x)) = x. Représenter ensuite les fonctions [ et @ dans un meéme

repére orthonormal, Etudier la fonction o f.

a) fix)=2x+ 5;

h) fix) = il:
A—2

¢) flxd=x>—1, pouwr xel,.
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Il — FONCTIONS CONTINUES SUR UN INTERVALLE

1. PREMIERES PROPRIETES

Une fonction numérnique [ est dite continue sur un mtervalle [ sielle est continue en tout
point x, de I
On démontre, et nous admettrons, le theoréeme fondamental suivant ;

Si f est une fonction definie ot continue sur un intervalle £, alors limage f {71 ) de

THEOR % L ;
EOREME 1 I'intervalle / par la fonction J est un intervalle.
REMARQUES :
I Une lonction f est continue sur un intervalle 1 si, et seulement si, elle n'est discontinue pour
aueun point ¥, de £
2" Un sous-cnsemble £ de B st dit non connexe il existe un réel x, tel que :
1= o, X[ m E # &3;
15, + w[nE # £
Eo]— w, x5 [w] %, + [
Les intervalles de B sont (nows Madmettrons) les sous-ensembles connexes de B,
Le theoréme | signifie que image par une fonction continug d'un sous-ensemble connexe de [ st
un suus-ensemble connexe de [
¥ Le théoréme 1 est une condition suffisamte pour que Fimage (¢S d'on antervalle soit un
imtervalle. Mais celte condition n'est pas nécessaire, L peut se faire que | ¢ 1 soitun intervalle, suns
que J soit continue (voir remargue 3 du § 2 ci-dessous). 11 peut dailleurs également se faire que
<y soit un intervalle sans gue T 500t un intervalle:
Exemples :
Soit la fonction [ défimie par f(x) = sin x. Cette [onction est continue sur tout intervalle I
de H. '
a) Sil=R alors f{I>=[—11];
b Sil=[02a[,alors f{I>=[—1,1];
¢) Sil=71—2m 2, alors f{I>=[—1, 1]
* m : :
dy 5i = ]I}, ;{ yalors 1<) = 100 1[;
e) S1I=[0n, ;'r]:alm‘s oy =[0:1]:
I Sidl =10, xn[,alors f {1 =10,1].
o Les exemples ci-dessus montrent que les intervalles [ et (1) ne sont pas
necessairement de meme nature, On peut toutefols préciser lorsque [ est un intervalle
fermé borne (un segment).
On demontre alors, el nous Madmettrons, le theoréme suivani @
I'image [ > d’un intervalle fermé borné I par une fonction f continue sur / est un
THEOREME 2 ge £<1) P /

intervalle ferme borng.

Il en resulte que si J est un segment. et si [ ¢ 7 ) n'est pas un segment, c'est gue [ n'est pas
continue en tout point de 1. (Voir Activites préliminaires n® 1: 4°, 5 et 6°)
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2. CONSEQUENCES

Soil [ une fonction définie ¢t continue sur un intervalle fermé borne [a, b].
Daprés le théoréne 2 ci-dessus, il existe deux réels m et M tels gue :
f{[a b]>=[m M].
Il s'ensuit que, pour tout reel A de lntervalle [m, M], il existe un clément ¢ de
Fintervalle [a, ] tel que fic) = 4
Remarquons alors que m= inf [/ et M= su? /.

e}
Le théoréme 2 s'énonce parfois sous celle [orme.

THEOREME 2 BIS

Une fonction f definie et continue sur un intervalle fermé borné [ :
a) est bornée, et atteint ses bornes:
b) prend, au moins une fois, toute valeur comprise (au sens large) entre ses bornes.

REMAROQUES :

1° La partic &) du théoréme ci-dessus est connue sous le nom de « théorédme des valeurs
intermediaires »,

2" La figure | présente une illustration de ce théoreme.

—_— e D

m

——— e ———

=

-

—~

L~ o
=

0

Figuve [ Figure 2

3* Unefonction [, definie sur unintervalle fermé borné [a, B telle que [ [u, 8] = [m. M], et
done prenant toutes les valeurs de lintervalle [m, M), peat ne pas €lre continue sur [a, b]. 1 en est
ansi par exemple, de la fonetion [ definie par (voir figure 2) :

flx)= —2x— 2, pour xdélémentde [—2, —1[;
fix)= 2a , pour xelementde [— 1, 1];
flx)=—2%+ 2, pour xélementde ]L, 2].

Application a la résolution d’équations

Considérons une équation definie dans R par une relation de la forme f{x) = ¢ (ou f
désigne une fonction numérique continue), Le theoréme des valeurs intermediaires
permet de prouver Pexistence de solutions, et d'en donner des encadrements. On Sappuie
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pour cela sur 'un des résultals suivants, gqui constituent des corollaires évidents du
theoréme 2 :

COROLLAIRE 1

Une fonction f, définie et continue sur Pintervalle fermé borné [a, #] prend au moins une
fois sur cet intervalle toute valeur comprise entre f(a) et f(h).

COROLLAIRE 2

Soit f une fonction définie et continue sur Uintervalle fermé borné [a, 5], et telle que f(a)
el f(h) soient non nuls et de signes contraires. Alors il existe au moins un nombre ¢ de
Pintervalle |a, ] tel que f(c) soit nul.

REMARQUES :

1° Le corollaire 1 est parfois, [ui auss, appelé « théoréme des valeurs intermidiaires o,

I est i rapprocher du fait que. si f{a) et f(l) sontdeux élements de U'mitervalle [, M ], alors tout réel
4 compris entre fla) et f{b) est egilement un élement de intervalle [m. M. Signalons (et
admettons-le), que dans le cas de sous-ensembles de B, il y a équivalence entre convexite (voir
chapitre Y) et connexité, Cette propriéte n'est en général pas vrate dans le cas d'ensembles différents
de R,

2" Lecorolluire 2, est parfois appelé « theoréme de Couchy ». Son application ne permet pas, @ elle
seule, de preciser le nombre des racines comprises entre aet b, saul st [ est strictement monotone sur
[a, B].

Signalons epalement que [[al et f(b) sont de signes conirares 51, et senlement si 0 f{a) fib) = (k.

Exemple :
Soit filx)=(x —3)(x— ix + et gix) =(d4x — Fx — Nidx — 3).
Ona fi0)=3. [f@)= -3 gl = — 13, gi2y= 15

Dans les deux cas, le polynéme sannule au moins une fois entre O et 2, mais en réalité, le
polynome g s'annule trois fois entre 0 et 2,

o La methode ci-dessus est dune grande importance théorique dans la résolution des
equations, Mais de nombreuses autres méthodes permettent une approximation plus
rapide des solutions cherchées (voir chapitre 9, § H)

Application a la représentation des fonctions

Soit [ une fonction continue sur un intervalle 1. La lfonction f admet un minimum et un
maximum sur tout intervalle fermé borné inclus dans 1. De plus, elle prend toutes les
valeurs comprises entre ces bornes, Si on sail que si la fonction f est monotone sur un
intervalle fermé borné [a, b, alors on peut donner sans difficulté lallure de la courbe.
Cette allure peut étre notablement précisée par le traceé des tangentes aux points de
coordonnees (a. f(a)) et (b, [{b)).

On peut ainsi tracer avec une bonne précision les courbes représentatives des fonctions
monotones par intervalles, dont on connait le seps de vanation,

Lorsgu’on sail que la fonction étudice est monotone par intervalles, mais gu’on n'én
connait pas le sens de variation, la determination de quelques points particuliers ne
permet pas toujours de donner sans erreur la forme de la courbe; mes en considerant les
variations de f sur des intervalles de longueur de plus en plus petite, on arrive, dans la
plupart des cas usuels, a partager la courbe en portions de courbe difféerant trés peu d'un
segment de droite,

Mais il faut bien étre conscient du fait que cette représentation point par point d'une
courbe nest possible gue dans le cas de fonctions dérvables, et monotones par intervalles.

En tout état de cause. il convient d'accompagner celle élude experimentale par d'aulres
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considérations (sens de variation, dérivabilite, ...} qui pourront permetire de ne considerer
gu'un petit nombre de points bien choisis lout en étant sur de ne pas commettre derrcur
grossicre sur la forme de la courbe.

Activite

I* Soit flx) = x* — 2x%. Montrer gue le caleul de [10) et f(2) ne suffir pas d donner la

forme de la courbe sur Uintervalle [0, 2].

2 Kot gix) = 66x — 199x% + 200x.  Quels caleuls faut-il effectuer pour représenter
paint par point la fonction g au voisinage de x5 =17

3 Seit hix)=sin —. Peut-on représenter hau voisinage de (07 Pourguoi? Le caleul des
X

valeurs de hix) pour certaines valeurs particulieres de x apporte-t=il des précisions sur la
courbe représentative de h?

REMARQUE :

Le trace d'une courbe est la materialisation de la trajectoire d'un instrument tracant. A chague
instant, cel instrument tragant se déplace dans une direction hicn déterminée, qui est la direction
intuitive de la tangente & la courbe. On ne peul ainsi leacer gque les courbes representatives de
fonctions derivables par fntervalles.

Mais toute fonction derivable par intervalles n'est pas non plus necessairement representable par
une courbe, Soil par exemple 1o fopction [ définie par  f{x) = x sin — sur lintervalle B%. La

X

fonction fest dérivable sur BE, ot sa dérivée 7 est continue sur B Toutefnis, celte dérivée change
de sipne une infmité de fois sur tout intervalle 10, =2[, ce qui rend impuossible une représentition
graphique au voisinage de zero.

Pour mterpréter cetle remarque, considérons une courbe comme un trait sans épaisseur. Lorsqu’en
regarde une partie de la courbe & un grossissement de plus en plus fort le trait peat apparaitre
comme de plus en plus sinueux, de sorte que la direction de L tangente dépend de Pechelle i laguelle
an le considere, Un excellent exemple est donné par les cartes géographiques. Par exemple. si l'on
considére une portion du littoral gui pourrail paraitre rectiligne sur une carte. on voil souvent
apparaitre, sur les cartes plus détaillées, des anfractuosites, des découpures bien différentes Jde celles
données par la carte initiale. Si une fonction possede une telle proprietg, aucune représentation
graphique ne pourra rendre compte de la totalite des propriétes de cette fonction. (De telles
w courbes w sont parfois appelées des o fractals »),

’ 1
Nous ne rencontrerons celte annee | saul cas exmpuum\el du Lenre Xk X 8510 — | Quc des
X

fonctions dont la dérivée est continue par intervalles, et de signe constant sur un ensemble [im
dintervalles recouvrant Pensemble d'etude. Ce sont de telles fonctions que I'on peut representer
graphiguement (parfois a Nude d'anilices géomeétrigues).

3. FONCTIONS CONTINUES STRICTEMENT MONOTONES

Soit [ une fonction continue, strictement monotone, sur un intervalle fermeé borné [, b].
Dapreés e § 2 ci-dessus. [ definit une application surjective de [u, ] sur un intervalle
ferme borné [m, M],
La fonction f étant strictement monotone sur [a, b1, on a, quels que soient les réels x,
¢t x5 de Iintervalle [a, b], tels que x; < x5
si f estcroissante,  alors fxy) < fix):
si [ est decroissante, alors f{x,) < fix,)
Dans les deux cas, s1 x; # x,, alors f(x,) # f(x;).
Il en résulte que [ est une bijection de [a. b] sur [m. M. avec:
m=fla) et M= fth) si [ estcroissante;
m=f(b) et M= fla) si [ est décroissante.
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THEOREME 3

Une fonction continue, strictement monotone sur un intervalle fermé borné [a, 5 est une
bijection de [a, k] sur Pintervalle fermé borné | f(a), f()].

C'est ainsi. par exemple, quil existe un réel unigue e tel que Ine = 1.

Application

L'utilisation de ce théoréme. joint & I'étude des variations de la fonction . permet de
donner des encadrements aussi preeis quiil est nécessaire des solutions dune équation
definic dans B, par une relation de la forme f(x) = 0. (Voir également chapitre 9.)

Exercice résolu

Encadrer les solutions de UVéguation définie dans B par : 43" — 3x? —6x + 2 =10,
Soit f{x) = 4x* — 3x* — 6x + L.
Ona [(x)=12x> —6x — 6 = 6(2x> — x — 1).

Le tableau de vanations de la fonction [ est donne ci-dessous @

|
5 — 0 = | + o
fix) I 1 - 0 +
f1x) P > 2
1
On a j’(— ;)=3.?5: fil)y= -3
=1 =1I: fi0)=2;
fi—2) —30; f2)=10 '
La fonction f-definit des bijections :
de| =2, —1] sur [—30,1];
de [0, 1] sur [2, — 3
de [1, 2] sur [— 3, 10].
Il en résulte que chacun des il1iu.:n'ﬂ11u5]— 2, — Lo 1L 1L, 2] contient une racine et

une seule, (car un polynome de degre 3 admet au plus trois racines) de Iéquation
proposee'!).

On peut déterminer des encadrements plus précis de ces racines en utilisant la methode de
dichotomie. fondée sur le principe ci-dessus.

Sont 0 =g <l uvee fla)=0, f{l)y=2 et {1} = —3.

; L 3 . l | | I
Calculons f (:) === Il en résulte que O <2 < 5 On a 5 (U + 2) g
Calsineat B Ter ettt ! N it Ll N

alculons | -1 = t_'i N resuile que 1 S S E 1 2 1 Ty 2 =g

1 1 % o S T . & L -
1O din gue Pon o sépieé ke eéros da pobmome
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|

Calculons f(g) x — (461, 1l en résulte que

l
4

Caleulons I(%}) = — 0,046. 1l en resulte que % <o = % Ona % G - %) 5k
o

5
) = — 164, Tlen résulle que — <0< —

s WYl S
< X< .E- I'lﬂ3 4'1'3

5
16
9
32

Calculons f( 2 5 T

12

On obtient ainsi 'encadrement : 0,281 25 < a < 0,316 25,

On peut étre tenté de calculer f10,3)er f10.31):  f10.3)=0,038; 031 = — 0,029
On obtient ainsi l'encadrement : 03 < 2 < 031

L utilisation de cette méthode peut permettre d'encadrer chacune des solutions de
I'équation étudiée, avec la précision désirée,

Les calculs correspondant a la méthode de dichotomie sont symbolisés par
I'organigramme ci-dessous :

non

fin

"' La notation =+ a sigmifie que, dans lasuite des calenls, = est remiplice par a. Rappelons gque on oole
egalement 5 : = a,
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® Exercices d'application

I. Encadrer, @ 1077 prés, les solutions de | 4) 25 — 3% — 12x 4+ 5=
I'equation proposee d 'exercice résolu ci-dessus. : 5

X b)) 2t + 3t 4 bx—T =1
2. Encadrer, a 107° prés, les solutions des
equations définies dans | par -

Il — FONCTION RECIPROQUE

1. THEOREME FONDAMENTAL

Le résultat du théoreme 3 ci-dessus s'étend, nous M'ndmettrons, au cas d'une fonction
continue strictement monotane sur un intervalle quelcongue. fermé ou non, borne ou
non. Or toute application byjective admet une application réciproque. Nous admettrons
le théoréme fondamental :

THEOREME 4

Toute fonction f continue, et sirictement monotone, définie sur un intervalle I, admet une
fonction réciprogque, notée ', définie sur Pintervalle = /(5. Cette fonction
£ est continue et strictement monotone, de méme sens de variation que la fonction f.
La fonction ' prend ses valeurs dans 1.

REMARQUES :

I* L'application du théoréme 4 ci-dessus nécessite ln connaissince preéalable de Pintervalle J,

laguelle ne peut s'obtenir guavee I'étude de la fonction f.

2% Pour toul élément de x Pintervalle £ : y = fix) &, et seulement 51, x= f~'(y)

Onaalors: (fof "y =y pourtout pdeJd; p—
(f"tof)ix)=x pour tout x de [ (voir Activité préliminaire 2).

Exemples :

e Soit fl{x} = x?. La fonction f est continue, strictement croissante sur lintervalle

i, . Elle admet une fonction réciprogue défime par [ Yx) = /x, sur lintervalle
FERL D = R,
La fonction racine carrée est continue el strictement croissante sur I'intervalle B

4v

o Soitglx) = —. La fonction g est continue strictement décroissante sur intervalle B2,
x

: : " L 1
Elle admet une fonction réciproque, définie par g '(x) = — = gl(x).
X

Lafonction g est égale it sa fonetion reciprogue. On dit que g est uneapplication involutive
de B% dans B*,

Exercices d'application

3. La fonction f, telle que f(x)=x" est|Dintervalle I sur un intervalle J que l'on
continue et strictement  décroissante  sur | déterminera, Préciser Fapplication réciprogue.
I'imtervalle #_.

Déterminer 'application  réciproque  de
bijection de B_ sur 8. ainsi déhinie,

i | et fh‘l=t|rL i=R
li

4
b} fix) = I:'- T I
4. Prouver que la fonction [ est une =

application continue; strictement croissante de | ¢) fix) = Sx + 3, ]

R, pusli=R_.
R
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2. [DERIVEE DE 7 °
Soit [ une fonction continue, strictement monotone d'un ntervalle [ sur Uintervalle
J = [ {1y Supposons que [ est dérivable en un point x, de I. Soit f~* I'application
réciproque de [, et posons y = fix) et y, = flxp)
Pour étudier la dérivabilité de [ ' en y,. considérons le quotient :
f_r{}li = _Ir_ tijlﬂj == X ".:{:I = 1
Y==1¥g flx) = flxg)  fix) ___{F_E'E_q}
X —Xp
La fonction [ étant dérivable en x; :
. Jlx)— f(x
lim —’” _ f(Xo) = fiix
X—=xp X —Xp
Il en résulte que, si [ {x,) est non nul ;
. N A e A | | |
Tygl=lim ———— = = — = e,
=i = Fo) ~ 70 )
La fonction /' est donc derivable pour tout y, tel gque ("~ '(yy)) soit non nul,
On énonce :
Soit f une fonction numérique admettant une fonction réciproque f~'. La fonction
dérivée de cette fonction réciproque cst donnée par :
THEOREME 5 ]
e e LTy
(f o
REMARQUES :
1* La notation differentielle permet d'écrire v = [y}, soit ¢
dx dy 1 1

d_:n' = IUU'; et E = ]’ﬁ =W

2 L'ensemble de définition de la fonction dérivee (f ') ne contient pas les points y, de J tels
que. ¥y = fixg) e fixs)=0.

Exemple :

Soit f Papplication de B, sur B, définie par f(x) = x*. On a ['{x) = 2x.
1 1 :

| FUT&) 2k
Notons que la dérivée de [~ '/ n'est pas définie pour x, = 0.

D'autre part [ (x) = \;’;, done (f~')ix) =

3. REPRESENTATION GRAPHIQUE

Soit f une fonction numérigue admettant une fonction réciproque [~

Soit € la courbe représentative de Ja fonction f, et €' la courbe représentative de la
fonction ', dans un repére orthonormal.

C est I'ensemble des points M, de coordonnees (xg, ¥o). tels gue y, = filxg).
Onaalors xg = [ '(yg) et par suite, le point Mgly,, xo)estélement de la courbe C'. llen
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resulte (ligure 3) que les courbes C' et
€ sont symetriques par rapport a la
droite D d'equation y = x.
Remarquons que les tangentes aux
courbes C et C° aux points d'abscisses
respectives X, el yp = flx,) sont
symetriques par rapport i la premiére
bissectrice. H  en  résulte  que,
i fxgd=10. la tangente & C au
point (xg, vo)est paralléle a ((x), et la
tangente 4 €' au point (y, x,) est
paralléle a(Oy). Elle n'admet done pas
de coefficient directeur. C'est ninst que
s'interpréte la non-derivabilite de /!
[ 15 1

Figure 3

Exercice d'application

2 Representer soigneusement la fonction f et | fonctions [ rencontrées a l'activite prelimi-
sa fonction reciproque [ ' duns le cas des | naire 2, et i I'exercice d'application n* 4.

4. EXEMPLES

a. Fonctions racines

Pour tout entier naturel non nul », la fonction f, définie par fix) = x" est continue et
strictement croissante sur Pintervalle | = [0, 4+ oo [. Elle admet donc sur cet intervalle
une application réciproque ', appelée « fonction racine p-ieme » On note :

_llrln_ !{-\" = \".-'f;-

Onay= \"/‘: si, et seulement si, xeR,, yeR,, et y"=x.

La fonction racine n-iéme est définie, pour tout entier naturel n, sur B, , et prend ses
valeurs dans F.. Elle est continue et strictement eroissante sur son ensemble de
déhnition. Sa fonction dérivee est définie sur BY par :

1
(fa Vix)=——ror—.
é S Hx)
Soit ; (oY = a__;
CVET

REMARQUE -

Dans le cas ol n est impair, la fonction f, = [x +— x"] est continue, strictement monolone sur 8. On
peul done définir une fonction racine n-igme sur [, Toutefois, on convient de réserver L notation
{‘/E a des réels x positifs. [l arrivera peut-étre que I'on rencontre la notation &/ x avec n impairet x
négatil C'est un abus de langage commaode, mais qu'il faut utiliser avec précautions (voir § V-1,
Remarque 2).
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b. Fonctions circulaires réciprogues

e Soil intervalle | =| —

Fa) =

|8 5 | . : ar
.;:|. Soit la fonction f definie sur lintervalle I par

il

Jlx) = sin x. Cette fonction est continue et strictement croissante sur I, Sa fonction
reciproque f ' est définie sur Iintervalle J=[—1,1], et est appelée fonction
« arc sinus », On note ¢

/7 Yx) = arcsin x.

Cette définition se traduit par 'equivalence :
xe[— 1, 1] X =siny

. si, et seulement si, mon
¥ = arcsin x ye| =25 |

Les caleulatrices scientifiques permettent de déterminer des valeurs approchées des
valeurs prises par cette fonction, et 'on peut ainsi resoudre des équations de la forme
sin x = ¢. La fonction arcsin figure parfois sur les calculatrices sous la notation abusive
de sin~ 1,
e Pour f(x)=sinx, ona f['(x)=cosx

|
cos [arcsin x]°
Or, si arcsin x =13, ona sin y=x, donc cos® y=1—x2

[l en résulte, si xe ] — 1, 1[, que: (f ')(x)=

e non : NE A
Comme y appartient a I'intervalle [— = ] son cosinus est positif. 11 en résulte que

93

cos y = /1 —x2

. : l

Par conséquent : (aresin)'(x) = ——.

\/] — x?

o La fonction arcsin est continue et strictement croissante sur Pintervalle [— 1, 1],
Sa courbe représentative fait I'objet de la figure 4.

_I.‘r o
L # = arcsin x
2 /
#
I - e
L I -‘-H-\-"
1y =sinx
| [}
i
T I |
St e | i
2 =1 | I
- - 1 - . -
1 i | b ¥
: 43
i ! 2
4 | ’
s I I
== |' ;
-‘--‘--‘-‘ Y [P R e ST I.
/ n
TIEET

Figure 4
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Exercices d'application

6. Etudier et représenter soigneusement la | (On note [ ~'(x) = arctan x.)
fonction [, Préciser ln deérivee ([ ).
g} fix)=cosx, pour xe[0, n] (On note

I (%) = arceos x.) : 7. Enutilisant une calculatrice, déterminer des

: i ale hees de arcsin x — sin x

BY f(%) = tan x. pour xe |- =. = |. valeurs  approchées de aresin x — sin x,
kR 22 pour xeild ;02 ;03 ; 04058

IV — FONCTION EXPONENTIELLE

1. DEFINITION

La fonction logarithme nepérien €tudiee au chapitre precédent est une application
continue. strictement croissante de B% sur H. C'est donc une bijection.
Quels que soient les réels x et v strictement posiufs

In x=1In} s el seulement 51, x=;

Inx <Iny sietseulement si, x <y

La fonction In admet donc une application réciproque :

DEFINITION 1

fonction exponenticlle.

Ia bijection réciprogue de la fonction In est une application de B dans [, appelée

La fonction In est une bijection continue, strictement croissante de B sur & De plus, la
fonction In est dérivable sur &% | et 'on a, pour tout réel x strictement positif :

{Inji{x) = —.
-

Le nombre dérivé de la fonction In est done non nul pour tout réel x de R,
Il résulte du théoréme S ci-dessus que la fonction In~'  est dérivable sur &, et que :

= In Y

3 I ¥ E - 4 —_
=t (In){ln~ N |
I~ H=)

Nous noterons (provisoirement) @ In~*{x) = exp x.

THEOREME 6

1a fonction exponentielle est une bijection continue, dérivable, strictement croissante de
R sur &% . Elle est égale & sa fonction dérivie.

Premiéres propriétés

o Il résulte de ce qui précéede que :

v E RS

x=Iny

vER

si, ot seulement st
= axpx

[ou : VvERYE, explny=y
xelR , Inexpx=x
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e Pour tout réel x : expx=0
exph=1

« Quels que soient les réels x et y,
x =1y si, ¢t seulement si, €xp x =¢xp I
x>y s, et seulement si, exXp x >eXxp ¥,
x =0 si, et seulement si, exp x> .
x <0 si, et seulement si, O<expx< L

2. PROPRIETE FONDAMENTALE

La fonction In est un morphisme bijectif (on dit un isomorphisme) du groupe (B% . = jsur
le groupe (B, +).

Il en resulte que la fonction exponentielle est un morphisme bijectif du groupe (B, +) sur
le groupe (B%, =)

THEOREME 7 Quels que soient les réels v et p :

exp [x + ) = exp x . exp y.

Conséguences
o Pour tout réel x et tout entier naturel u :

exp nx = (exp x"
Il en resulte que, pour tout entier naturel n :

exp n=(exp 1",

e Leréel exp | est le nombre dont le logarithme nepérien est égal a 1. On peut prouver
que ce nombre est irrationnel, et on peut en déterminer des valeurs approchees, (Voir
problémes 202 et 203, page 118.) Ce nombre est un des nombres les plus importants ¢n
mathématiques {avec 0, |, m,i..). On le note ¢, et 'on a :

g=2T718 281 828 5.

On peut donc noter, pour tout entier naturel n - exp n = g"
Compte tenu de ce résultat, la propriéte qui fait 'objet du théoréme 7 s'eerit, avec les
entigrs n et n' :

Eﬂ"'.ll'

=¢',¢".

et apparail done comme une des régles classiques du calcul des exposants.

e Pour toul entier naturel n, on a :
exp =exp(n—n= 1L
Par suite ; expuexp(—n =1;

=N

|
[Eiy expl—nl = — =g
B expn "

On peut done noter, pour tout entier relatif n : exp n ="
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o D'autre part, pour tout réel x :  exp x = exp (

: X s

Par suite : exXp 5 = /exp x
.. ) el i

En particulier, pour x = 1, on 4 : exp ==.fe=e

e On a egalement pour toul entier naturel n :

{L?]".m!" = (F.‘.XI! —l "':_- exp ‘H 3 i) =exp/l =&
i n n

Comme e'™ est necessairement un reel positif. on a
chit= /e

« Pour toul rationnel r = E}; (p, gled = M*:
s L

i
(eriy = (exp E) — exp (q | f;) =exp p=e”.
i i

o ; o
Comme e est positif, on a: e = Jlef,
« On peut done conclure des proprictes ci-dessus que. pour tout rationnel r:
expr=¢g.

Pour tout irrationnel x, la notation e* peut étre délinie par e = exp x, car cetle notation
n'a pas encore de signification.

NOTATION Pour tout réel x, on note : e* = exp x.

® Exercices d'application

K. Simplifier les écritures suivantes to = e*™ % |b) e = 3" +2=10.
] 1
.y ] T o | — = . § Sy

h=ln \-£~ c=leiid=e vh=Ine 2 |y Grudier Ia fonction [ défiie par :
9. Résoudre les equations délinies ci-dessous i
(en posant y = e}, fix) = x ezl
gy e —e =

i

3. VARIATION ET REPRESENTATION GRAPHIQUE

La fonction exponenticlle est donc une fonetion continue sirictement croissante de R
vers R?. Elle est egalement derivable sur B, et : (¢*) = e,

La fonction exponentielle étant la fonction réciproque de la fonction In :
lim e=+ o0 (car: lim lnx= + <)

K=+ X3 m

lim e*=10 fear : lim Inx = — ool

== z-+0
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Courbe représentative

La courbe représentative I" de la fonction exponentielle est symétrique de la courbe
représentative de la fonetion logarithme népérien par rapport i la droite D d'équation
¥ = x (hgure 5), Elle admet I'uxe des abscisses comme asymplote en — oo,

Fipure 3

@ Exercice d'application

1. Prouver gue la tangente i i courbe 17 au
puint A de coordonnées (1. e) passe par
Forigine O du repere.

4.  AUTRES FONCTIONS EXPONENTIELLES

Pour tout reel a de ®% ~ {1}, la fonction log, est une fonction continue, strictement
monotone de BY sur R Elle admet donc une application réciprogue. la fonction
exponentielle de hase o :

xelR ; : yeRY,
si, et seulement si. i i
V=exp,x x=log, v
I ¥ 3 X o
Onaalors x=log, y= = L et Iny=xlna, soil y=e*'"
ni

Pour tout entier o, on a e"™ = (e"“}* = 4" On donne la définition suivante :

DEFINITION 2

Pour tout réel @ de 5% ~ | 1 |, la fonction réciprogue exp, de la fonction logarithme de
base a. est la fonction e¢xponenticlle de hase a.
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a. Propriétes

aeR¥~ {1} : xeR ; yeR.

exp, X = a* =e*""%
e =xhna
4] = =
i =7 .y
a' =177
'J..'l.-q-_r = ﬂ.'l'ﬂ'r:
a™ =ta'}:
" =a* si, el seulement Si. X = y;
@)y ={a" Ina

Sia=1,x=<) sietsculements. of <a¥;
si @< |, x<y si et seulement si, a* > a’.

REMAROLUES :

1 Remarquons que les fonctions exponenticlles possedent la proprieté d'étre proportionnelles a
leur dérivée. En effet, quel que soit e réel k,
si fix)=e" ulors f'(x)= ke
La fonction f est alors la fonction exponentielle de base a = e,
2" La fonction exponenticlle est 'exponentielle de base c.

3 Pour a = 1. on a, pour tout reel x, 7=

; 1, mais cette fonction exponentielle n'est pas une
bijection de B sur &4

4" Notons que la definition ci-dessus permet d'attribuer une signilication aux notations @ a® (/31
IV (A en 1t L, Des valeurs approchées de ces réels peuvent élre calculées grice aux
calculatress (qui fonctionnent dailleurs & Maide de valeurs approchées décimales des reels
EnVisanes).

MNotons quen genéral, 1l n'ést pas simple de préciser si ces nombres sont des rationnels ou non.

b. Représentation graphigue

On a représenté une fonction exponentielle de base a, et lu fonction logarithme de meéme
base, pour ¢ > 1 (figure 6) et pour ¢ < | (higure 7).

B

&

5

Figure 6

Figure 7
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Soit M le point d'ordonnée e de la courbe representative I, de la fonction exponentielle de

base u. L'abscisse de M est définie par ¢* = e =e™'"% Elle est donc égale i e Le
coefficient directeur de la tangente en M 4 I', est donc ! =

[1ilnaklna

(In ala'™4 = lp g e =elna

Il en résulte qu'une equation de la tangente en M 4 [, est :

1
y—e=elnalx- =ieln ax — e
In a

Clest-i-dire y = (e In a)x. Celte tangente passe donc par l'origine.

Exercices d'application

12, Respudre les equations définies dans B | 13, Quelle transformation géométrique simple
par : permet de transformier la courbe représentative
Al 343 4 95—t _ 1458 de la [onction exponenticlle de base ¢ en celle de

x : . 1
B) 231 A%y g% = 67t ., la fonction exponenbielle de base u‘?

5. CROISSANCE EXPONENTIELLE

« L'¢tude des phenomenes naturels conduit souvent a considérer deux grandeurs X et ¥
dont les mesures xet y, dans des conditions déterminées varien! simultanément de lagon
que I'on puisse considérer y comme fonction de x. Les proprictes regissant le phénoméne
etudié se traduisent alors par une fonction f telle que y = fix). Dans la plupart des
48, On a intérét & supposer que x et ¥ peuvent prendre toutes les valeurs d'un certain
intervalle de [, et ceci méme dans les cas ot x et ysont par essence des entiers. Dans ce cas.
on considerera que  f{x + 1) — fix), ou f{x)— fix— 1}, sont des valeurs appro-

chées de la derivée f'(x). (Il arrive egalement que l'on prenne, pour cette valeur approchee

flx+ 1)— J(x- l}l)
3 g
« Dans les conditions ci-dessus, il est fréquent que laccroissement Ay de y soit
proportionnel 4 y et a4 'accroissement Ax de x, ('est en particulier le cas lorsque I'on
eludie en fonction du temps Naceroissement d'une population. Cet accroissement est bien
entendu proportionnel a la population et a la duree envisagée, Clest ainsi gue ;

la valeur :

Ay = ky Ax,
Si x et v peavent prendre toutes les valeurs réelles d'un certain intervalle. on a alors :
Ay
LY, A —_— kﬁ.'
Ax

N . . Ay <,
Lorsgque ['aceroissement Ax tend vers zero, le rapport ﬁ_ tend vers la valeur de la dérivée
X

de y au point considéré. On a donc ;
17(x) = kf(x).

On considérera cette relation comme une approximation de la réalite, dans le cas ol x ne
peut prendre gue des valeurs entieres.

e Lesfonctions [ telles que @ fi(x) = ae** satisfont a la condition ci-dessus. On démontre
gue ce sont les seules (exercice 79), D'autre part, la valeur de a est parfaitement déterminee
sil'on sait par exemple gu'a la valeur x, correspond la valeur vy, Le phénoméne étudic
est alors regi par: y =y, e
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Exemples ;

1. A température constante, la pression atmosphérique est fonction de altitude.
Lorsqu’on deseend d'un métre, 'accroissement de la pression est proportionnel au poids
d'une couche dair d'un métre d'épaisseur i altitude envisagee, lequel poids est lui-méme
proportionnel a la pression qui regne a cette altitude. La loi de variation de cette pression
en fonction de laltitude est done une fonction exponentielle. Clest la formule
barométrique de Laplace.

2. Pendant un intervalle de temps détermine, une fraction constante d'un echantillon de
matiere radioactive se détruit spontanément. Cette radioactivité se traduit done par une
diminution de masse proportionnelle 4 la masse de 'echantillon, et 4 la durée envisagée.
La décroissance de masse est donc une fonction exponentielle du temps.

3. En Tabscence de facteurs inhibiteurs, laccroissement d’une population est
proportionnel a la population et a la durée. La croissance d'une population est une
fonction exponentielle du temps.
Supposons par exemple que le taux annuel d'aceroissement de a population mondiale est
égal 4 2 %,
On aura ;. Plx + 1) = Pix) =0.02 Pix), et par suite, approximativement :

P{,” 1 P{‘J El'l.ﬂlrx—xn]‘

Si l'on sait que : P(1966) =3 x 10°, ona: Px) =3 x 107 .l02r—1968
La population en I'an 2500 est alors donnée par :

P(2500) = 3 % 10% , g%02%534 o 13 % 104

REMARQUE :

La loi exponentielle intervient dans les domaimes les plus divers. comme : physique, chimie.
ccononie, biologie, probabilites et stalistique, medecine, ele,

V — FONCTIONS PUISSANCES

1. DEFINITION. PROPRIETES

Soit = un reel. La fonction J, telle que fix)=x* est deéhnie sur RY par:
Ir:[x'.z.\.u:ezinx.

La dérivée de [, est donnée par :
x

, % X a
Fix) = (aln x)y e~ == grlnTi— e o =

THEOREME 9

Quel que soit le réel =, la fonction /, telle que f(x) = x” est définie sur [£7 , et sa dérivée
est donnée par :

SUx) =ax* L.

REMARQUES :
1* La formule donnant 4 dérivée de la fonction puissance a coincide avee les formules de

; : oy ; 1
derivation des fonctions puissance déja rencontrées (pumsance.s entieres, puissance - |,

&=
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' A proprement parler, les fonctions puissances sont déhnies seulement sur B% . On étend la
definitiond B sans difficulté lorsque lexposant est entier, Sinon, i [aut &tre trés circonspect, méme
dans les cas qui semblent ne pas poser de probléme.
C'est ainsi gue Putilisation intempestive de lexponentiation de nombres neghtifs peut conduire i
des erreurs grossiéres du genre :

2 I 2 1 2
% & donc | —BF ={—8F.or. (=8 = =2 et (—RF =2 Done: 2= —=2(}»

2. VARIATION ET REPRESENTATION GRAPHIQUE

e Pour x>0, la fonction [, ne prend que des valeurs strictement positives. La
fonction [, est done strictement croissante sur B% .

D'autre part, ona alors hm o In x = + oo, et lima In x = — co. Done

=l LR i ]

lm &%= + ooet imx® =0,
= 4oy x—+0

Le tableau de variation de Ja fonction f,, pour = > 0 est donne par :

X ] + o
falx) +
Lilx) . +

Pour préciser la forme de la courbe représentative, il arrive qu'on s'intéresse 4 la varation
de la derivee. L'¢tude de cette variation permet de préciser les intervalles ou le coefficient
directeur de la tangente 4 la courbe est craissant, el ceux ou ce coeflicient directenr est
decroissant, Cette étude peul se faire grice 4 la dérivée seconde.

lé, ona: [l =(1)x)=ala— 17",

Le signe de cette derivee seconde ¢st constant sur @3, et depend de la position de « par
rapport a 1.

a) Si0 < o< [, alors fl(x)est négatif pour tout x de BY . Le coefficient directeur de la
tangente a la courbe est positif et decroit lorsque x croit. La courbe est de « moins en
moins penchee » sur ['uxe des abscisses. (Voir figure 8 et chapitre 9.)

B Si o =1, alors fJ{x) est nul pour tout x de B%. On a f,(x)=x. La courbe
representative est la droite déquation y = x. (Le coefficient directeur de la tangente 4 la
courbe est constant,)

¢) Si x> 1, alors [l(x) est positif pour tout x de B%. Le cocfiicient directenr de la
tangente 4 la courbe est positif 1l croit lorsque x croit. La courbe est de « plus en plus
penchie » sur Paxe des abscisses. (Voir figure 8 et chapitre 9.)

e Pour 2 =10, on a fy(x) = x" = L. pour tout réel strictement positil x.

e Pour & <0, la fonction [ ne prend que des valeurs strictement ncgatives. Lu
fonction f; est done strictement décroissante sur 5%,
D autre part. on a alors :

lim =lnx= oo, el limaenx=-+ oo,

Ea i ol Ed 1]
Done ;

lim x*=0., et lim x*= + o,

X o X+
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Le tableau de variation de la fonction [, pour & < () est donne par :

X 0 + oo
Lix) -
1) + o ey i

Le signe de la derivée seconde
est constant sur [% @ il est
positif. Le coefficient directeur
de La tangente 4 la courbe croit
lorsque x croit. Mais ce coeffi-
cient directeur est negauf, la
courbe est de « moins en
moins penchée » sur 'axe des
abscisses, car la valeur absolue
du coefficient directeur de la
tangente 4 la courbe décroit
lorsque x eroit. (Voir figure 8.)

REMAROQUE |

Pour tout réel a différent de th la
fonction f, est strictement maono-
tome, Su fonction réciprogue est la
fenction f... Figure 8

courbes d'¢quation y = &7

VI — FONCTIONS COMPOSEES

1. GENERALITES

e 51 u est une fonction numérique :

a) La fonction [ = e, definie par f{x) = ¢"*! admel le méme ensemble de definition

gue u.

Sur cet ensemble de défniton : [ (x) = u'(x)e.

) Lafonectiong = In u, telle que gix) = In i x) est définie sic et seulement si, ulx) est dehim

el ; e o L (-1

¢t strictement positil. L'ensemble de définition de g est done 'ensemble v ( BY ) des

anteécédents par u des réels strictement positifs,

i gl ] wix)

Sur cet ensemble de défintion @ g'(x) = —{}
ulx

¢) La foncuon k= u® est définie pour tout reel 2 par :

hx) = [u(x)]? = extnes) — gxeiv),

- . s - - - i=1]
admet le méme ensemhle de définition que g, cest-a-dire w {R% ).

Sur cet ensemble de definition ;
I(x) = otg'(x) e’
ot x)

ul::'f:' [If' Tr]

() [u(a)]

il
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e 51w et v sont deux fonctions numérigues, la fonction k = u* st déhnie par :
) =)l gisHaG,

Elle admet le méme ensemble de définition que la fonction [ x — vix) In u(x)]. c'est-d-dire

Fensemble D, ~ ' 1 ¢ R% ).
Ona In &k{x) = In ulx)™ = ¢(x) In w(x); la fonction dérivée de la fonction & est done
définic par :

Eix) = LH:""I' In “{_ﬂ:r ct'[nhwrw‘

Clest-d-dire :

Kzl = | 2'(x) lnoulx) + M]J (),
ulix)

REMARQUE :

Ces resultats ne sont pas a retenir: le caleul doit etre effectué directement dans chague cas.

Exercice d'application
- - . - i 5
14, Determinet Mensemble de définition de la | ) fix) = (in x}5;
fonction f, sa fonction dérivée {7, et Fensemble ;
de definition de [, dans les cas suivanis : d) fl)=[2 =x)In(x + v

(I T L2 0
a} flxl=e ; e} flx) =%

/ l +x
M flx)=In — \:; 1) flx) = (cos xJin*.

2. APPLICATION A LA RECHERCHE DE PRIMITIVES

Il est important de suvoir reconnaitre (el éventuellement introdutire), dans la recherche
des primitives d'une fonction, les derivées de fonctions de la forme e, In w, ou % (Voir
ch. 1, TIL, 3.

Exercices résolus
I — Déterminer une primitive de la fonction f définie sur B par : f(x) = xe*.

5 i\ b ¢ o [ [}
Ston pose w(x)=x" ona wix)=2x, donc f(x)=zulx) itk
Tt : oo e
Et la fonction F definie par F(x) = F}-ﬂ” est une primitive de f

H — Déterminer une primitive de la fonction | définie sur B par

flx) = sin 2x J'Il + cos® x.

Si on pose : ufx) = | + cos® x, on a wix)= — 2sin xcosx = — sin 2x.
1
Par suite f(x) = — u'(xju(x)3.
1
. ™ fx)3 ! St e
Done la fonction F définie par Fix) = — | = —Eu{x}l gst une primitive de la
i

fonetion | ; Flx)= — %j{l + cos? Y B
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Exercice d'application

15, Déterniner une primitive de fa lonction f, ¥ T o (In x)?
dans les cas suivants ShIEEL= - !

i) fixl={x+ [) a¥'+2ed D, |
h) fix)=(1 + tan” x) €*"*; d) fls) = cos x x_-"ll;‘_'.‘!"l"‘_
3. LIMITES

o L’etude des limites d'une fonction composee, construite avec des exponentielles et des
logarithmes, repose sur Nutilisation des regles genérales sur les limites, et sur les regles
suivantes :

lim wlx) = | si, et seulement si, m Inow(x) = In |,

XX XAy

ou lim "™ = ¢,

L T
o On ne negligera pas d'utiliser également les renseignements que peut donner la
connaissance des derivées ;
o f1x)y = flxa)

Ao " i

= [(xq).

o L'etude d'une telle limite peut se révéler delicate. Elle peut étre facilitée par la
connaissance des résultats fondamentaux auxquels on peut se ramener. {Par exemple,
théoréme 6, ch. 1. p. 26.) Des complements sur I'étude des limites seront donnés au
chapitre 5.

Exercices résolus

. : e ; i
| — Deérerminer la limite en + o0 de la fonction [ telle que ;. fix) = —
X

In x
Pour toul réel x nonnul.ona: In flx)=x—Inx= x(l ——

. ! . I
Or (voir chapitre 1}):  hm — =0

X4 X

Done: lim Infix)=+m ¢t lm f(x)=+ 2.

PR - ] Fr i - -
Ce resultat doit étre considéré comme classique. 1l &'inlerpréte geometriquement par le
fait que la droite (OM) admet la position limite (Oy) lorsque x tend vers Pinfini (M est le
point de coordonnées (x, ¢*).)

: : ; I X
11 — Déterminer la limite en + w0 de la fonction | telle que : f(x) = (I s :) A

Pour tout reel strictement positf, on a ;

1 |

Inf 1 +— Inf 1+ In |
: | x X

In fix)=xm|t+=]|= — )
X 1 |

- 14+=)-1

X X

GO, hme I +—=21,

= 4o X

] | . . :
Il en résulte que: lim In fix) = In’(l) = = . Parsuite: lim fixi=¢'=¢

X e o o |
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Il — Enudier la limite en 0 de la fonction [ relle que = fix) = x%
La fonction [ est définie sur %,

Pour tout réel x de B* ,ona:ln fix)=xIn x

) :
Soit —=y, lim y= + .
X

r—n"t
In y : In ¥
On aalors; In fix)= — %-‘E , etparsute: limIn fix)= lim — 1—1 =}
. x=0 ¥+ ¥
Done: lim f{x)=¢e%= L.
A=)
REMARQUE :

Omn veillera a ne pas conclure hativement dans les cas de limites se présentant sous la forme « 1™ »

{exercice resolu 10 « 0° » (exercice résolu 1) ou encore « o »

@ Exercices d'application

16. E'Ludmr les limites de la fonction f définie | 18, Etudier les limites suivantes : =)
A -

par f(x) = 2e,en 4+ oo, en — ooen Qddroite, et a) lim c_..

en (i pauche. =ik
h lj.ftnz (I + )
17. Omn considére la foneuon [ deéfinie par : rl |1“" ( !' : 1)
fix)= x[In (x + [} = In x]. d) i xlet;
Etudier la limite de fen + Ix-.(ﬂn remarguer £} lim Inx — !,
xere K=

x—6
1 e :
gquex+ 1= x(l +—).) Fy Irmya =,
X x-=n"

4. EXEMPLE D'ETUDE DE FONCTION

B Exercice résolu
Spit d étudier la fonction [ définie par fix) = e’
La fonction f est définie sur B*,

Ona lim l — 13 donc lim e'* 0—,

N e —
A o - - i =+
g ] L | S i
lim —=10, dong lim e'™=e"=1,
xH— ) I+ — o
. 1 : .
lim — =+ oo, donc lim e'* = + oo,
x~0r X x0T
i | .
lim — = — =, donc lim ' =10
K==} X x—=0"
Pour tout réel non nul x. on a
filx)=— l} e



2/ Fonctions continues sur un intervalle. Exponentielles

La fonction [ est done décroissante sur tout ntervalle de son ensemble de defimition.

Pour ctudier la demi-tangente a gauche en zéro. considérons :

fx) =00 weddh, Wi
K= ——— = —— = — g
i x— £ X X
: Tl At I |
Pour x strictement négatil In | — e )=In| - =] +
x ¥ X
|
ety SR TR o
X 1
x
: l , : Iny
Si y=——, alors Ilm y= 422 ¢ lim =i}, dong:
X x—+0 pr+m )
: &
In (— —)
; 1 X
m —— | ————— ]| = — .
x=0" X 1
X
Il en résulte que lim In (— ¢@f{x)) = — 2, donc:
1=+
lim (—oxh =0 et lim ox)=10.
x-=0" =0T

La demi-tangente a4 gauche ¢n zéro est done Paxe des abscisses (figure 9),

Figure 9 » ¥a

Tableaw de variation ;
i — ({

fx) —

flx) ] ~ 0

[—m— ——

@ Exercice d'application

1. Ftudier la fonction [ définie par : b} i)y =g e
i

a) flx)=xIn x; ¢ fx)= uz';:'.
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EQUATIONS ET SYSTEMES

Dans fes exercices I 9, om demande de résoudre les
gquations defimies par

15 gl <
1 xeR e et =t L
{ =
2 .'LE'::!_, &1 134+I = E-h-.‘._
El.—"
i 3ooxe@y et 3V =98
4 xeR et de 4 Fe M —e =0
5 xeR el "o Je g
6 &R e (3= eterd o ettt
J e
7. xel g1 2 +;=5,

4 1
B xeR e I =sP=N1"t53 5

L4 : R
) .tE[——. ;:l el ST T 3.

1. Discuter, suivant les valeurs du parametre réel a,
I'existence de solutions pour le systeme

e =,
xyp =1, (x yleR%
i

Résoudre complétement dans lecas a = Je

]

11. Prouver que, guel gque soit I'enticr naturel non
nul m, et le réel @ strictement superieur 4 1 ¢ e = g,

12, Prouver gue pour tout xde (01] ¢+ 25 <z 1.

FONCTIONS CONTINLUES
SUR 'S INTERYALLR

Dans lex exercices 13 4 18, on desande de résoudre d 101
pres les dquatices defuies dans B par - -

I3 2 l=0
14, x—cosx=1,

15. 2x* + 3 —Tx+1=0D

16 o —sim =10
17, 2 —2x=H)
I8 7 —lnixd 1) =10,

19, Soit ' une [onction définie €1 continue sur [ 1] et
telle que f <T0.170 3= [0 1],

I Demontrer qu'il existe un réel x, de Fintervalle [0. 1]
lel gue flx) = x

2* Supposons qu'en outre | soit dérivable sur JO, 1] el
telle que, pour tout x de JOI[, on ait |['(x)j < L
Prouver quialors le réel x; est unigue. Montrer par un
conlre-exemple que ce n'est pas toujours e cas quand la
condition nlest pas remplie,

EXERCICES ET PROBLEMES

WML Sont f une fonction define et continue sur [0, 17,
telle que fi0) = f{1). Démositrer que. pour tout entier
non nul a1l existe un réel xgde linteevalle [0, 17 tel que :

|
Mxpl= Jl"(xn - —).
n

21, Soit f une fonction déhnie el continuge sar on
intervalle fermé borné  [a, bl Soit’ x,, xs, .. %,
n valeurs de cet intervalle. Prouver qu’il existe un
element ¢ de [f:. ] tel gue -

flg) = [H‘u]+.fl[\l+ st 415 B

FONCTIONS RECIPROOLUES

Dans chacun des cas ci-dessons (exercices 22 a0 27)
i rer quet ta fonction envisagee adme, sueoun intervally
gue Uen précisera, une fonction réciprogue gue {on
détermine.

2. fix)= 9+ 2

x 1

1% fixl==+4+ [=x2-—1
2

M, flx)=2+Yx
| = /1 dx

el
1]
Ty
-~
S
I
|

1+ /1 +4x
2. .:fI s SR =TSR "‘ﬂ —__,fl + X
(y=JX signifie que X% = y).

7. S =l x5

I8, Deémontrer que, guels gue soient les reels a, I
¢ strictenient positifs. et quel que soitle réel d, Ia fonction
T 5 .l . .
[% > ax"+ by +ex+d] admet sur B une fenction
réciproque.

M. Soit les fonctions ¢ ol § definies par

|
glxl=x + < VX =a" (a=0 el d#& 1)

Déterminer la fonction [ = goh. Admet-elle une
fonetion reciproque?

M, Soit [ une fonction numerigue continue de [0, 1]
dans [0, 1], telle que o f soilinjective. Demontrer
gue [ est injective el que fof est strictement
crojssante.

3. Demontrer les proprietés suivantes |

a) ¥xe[—1,1]. arcsin [ — x) = — Arcsin x.

h) ¥ee[—1, 1], arccos (— x) = m— arceosx,

) YeeR, aretanf — x) = — arctan x,

dy ¥xe R arceol | — x) = © —arccol x.

12, Deémontrer les propriétés suivantes |

; R
al Yxe[— 1. 1], aTCsi X HUTecos N = .

e
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n c} Montrer que la fopction [/ admet une fonction
by YxeR, arclan x -+ arecol ¥ ; b o : !
o, 2 reciproque, | ' Exphaiter cette fonction sous la forme
1 T y= J'I _!LY}-
¢l YxeR%, arctan x + arctan — = 5 - -
;‘ W, Son f la restriction i J— =it ;[ de la fonction
o ¥4 2
d) YxeRE, arctan x 4 an:t:m;= = f de [ vers R definie par fTx) = tan x — .

13, Etudier, sur lintervalle [0.1], la fonction
f =[x — x* — 2x*] el sa fonclion réciproque [,

3. l.f_"lllviliiz'l'. sur  mtervalle [0, 1], la  fonction

fi=]xi— — et sa fonclion réciprogue (0

Pt
xlﬂ
+|+
-~

ENTNS

A5, On donne la fonction f telle que flx) = x sin x el
T
xel 0, 5 |

d) Montrer que f admet une fonction reciproque, /1
b Etudier la dérivabilité de [ et caleuler i dérivée de [
lorsqu’elle existe.

¢b Etudier lu dérivabilité de £~ et calculer la dérivée
de /! lorsqu'elle existe,

d) Construire sur un meéme graphigue, le répére Elant
arthonormal, fes courbes représentatives de (et de [,

3. 1 Etudier la fonction f lelle que :
Jix)=2eosx — cos 2x.
2 Soit F la fonetion définie par

-]'F.
xE[_—‘.H]. Fix) = lcoasx — cos 2y

3o B
i) Démontrer que F admet une fonction réciprogue G,
dont on précisera lensemble de déhmition et les
propriciés,

i1 Etudier Ia courbe représentitive de & dans un repére
arthonormul,

) Calenler les valeurs de G et de sa dérivée pour
x elément de Pensemble *t - \,-“rl. - -l. I } .

B

; - i3 Sl
La foneton K est la restriction de [ 4 |:

7. 17 Démonirer gue, pour tout nombre reel v, onu

L.ZT -
] g 411
Etudier Ly function numeérigque /, quiest une applhcation,
2x
e —|
de:B aduns =1, + 1], «define par fix) =———
.-l f i' ‘i -] sz } !
Construire si courbe duns un repere orthonermal.
2 Demontrer que [ est une bijection. Pour x donne
dans | — 1, + 1], caleuler [~ '(xh

8. o) Ewudier la vaviation de la fonction f, definie
dans RN10 ) par:

C

flx) = 7

{ s
b Caleuler f{x) + f(— x) ¢t en déduire une propricte
geoméirigue dela courbe représentative de la [onction [
Canstruire cette courbe,

Definir I fonction dérivée de J, en déduire le sens de
variation de [ et montrer que [ est une bijection de

]

I s . : A,
- =+ _;r[ sur B Soit F la fonction réciprogque de f.

Construire, dans un repere arthonormal, les representi-
tions praphiques de [ et F

PLISSANCES

40. Soil les foncticns

[=[xr Ix"]) ot
g=[x— {-'fx“']. o p el g sent des entiers non nuls,
Vérifier que =g,

41, Classer, par ordre de grandeur croissante, les
nombres suivants :

Y28, M5, 13, 80, 100
42.  En utilisant Uidentite
G — bt =0 — hila® +ab+ B,

| .

=———— ¢hune écriture
3

" =
equivalente a dénominateur entier,

teansformer écrilure A

41 Smmplifier I'expression :
(3= AN SIS L JpYINR

Al s

44. Démontrer gque la relation x4 4 303 = 220
mapligque la relation :

(52 ==t g iR D

45,  Calculer les nombres -

o .\-}'ﬁ\fﬁt\s/,fﬁ_l:z % 9/ \-‘",-‘EVIE
3 B e 5

I TN

B
faE (Y /a) 13/3 35, /5"
g st Otecs, = S
Wi/ Y7 ()
ETUDES DE FONCTIONS

Dang les exercices 46 a 51, on demande d drudier of de
representer graphiguement la fonction f:

: &=
46, f{x)=12—x) e~ 47. P
. Jxi=1 x)e fix) P
1 C-"
B, f(x)} = e, 9. S =
§ o Y2
51, lH'll =gx-1 51. _ﬂ'ﬂ — fT:-l.?
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Determiner les prinuitives sur B des fonctions diéfinies dans
les exercices 52 d 57 :

S5 [xrseY] 83 [xrsxet])

=e i e <
54 [.‘c B ‘_J. 55. [x+ cosx €],

Sh. [x—x e";]. 57, [+ laxt + hx ¥ ¢) e

S8, Etudier pour el p rationnels positifs, les limites
sulvantes ;

O 1 =t
af lim ———; h) hm =
K=+ + & 'I{" E— i g
- {ln x)"
o o lim x"(In fx] "
Sre e ) 0 (hn ] ¥
s P — |
&) o ae™ -
F il - .|r;| ity — AT
v—1 X
# 39 Seitlafonction [ de la variable reelle x définie par ;

Mx)= \.-"FE" — e,

2 Quel est son ensemble de déliniton?

on |

7 g L=
2 Trouver la limile de

quand x tend vers (.

Sl 5 Jix)
En déduire la limite de — quand x tend vers O par
: : A
vitleurs négatives,
J* Emdier la variation de [ €l tracer sa courbe
représentative C. Quelle est la tangente d la courbe € du
pomnt O origine des axes?

ol Etudier les deuy fonctions réelles f et ¢ suivantes,
de L variable réelle v :

fo o x—=Inle—1] et g: xi=tlet+ 1)
Tracer les courbes représentatives F et G dans un repére
orthonormal Montrer que la premiére hisseglrice est axe

[ de svmétrie pour o (.

1
6. 1 Résoudre Péquation : xef ex—2 =1
2 xg etant la Solution de l'éguation précédente, on
desizne par B, ensemble des nombres réels positifs,
dont on'a exclu le nombre x,. On considére alors fa
fonction [ definie sur B de la fagen suivanie:

4

=0 et [ix]l=— _pourtout x non nul de &, .

£y —

i

Etudier la variation de la fonction /- La fonction f est-
elle continue @ droite de O
Construire la courbe représentative C de la fonction f

dans un plan rapporté i un repére orthonormal (O, 7, j).
On precisera la demi-tangente a la courbe C pour x = (),

62.  Frudier la fonction numérique, de la varable reelle
x; definte par : |
) =x— = In [2e* — 1]

| ;
Je' =1 xle‘(l —;t").

W .5

On pourry écrire !

Construire, dans un plan rapporté 4 un repére
orthonermal, la courbe représentant la variation de cette
fonction (on tracera les asymptotes de cette courbel,

63, Boit f lapplication, de B duns B, définie par :

SR | +e*
fx)=In e

i Etudier la variation de la fonction f.

2* Déterminer l'apphciation f, de [§ dans B, verihant,
pour tout x, Fegahté In [gix)] = flx) — x

3 On designe par C la courbe représentative de f dans
un repére (O, §, §). Deduire de la question 2° Nexastence
dune droite asvmptote a O non paralléle a (Ox)
Construire C.

64, 1" Etudier la variation de la fonction [ define par :
A flix=e"+ xlnx—1—gl

(n pourra préciser le signe de *(x) pour etudier le signe

de f(x). =

2* Construite, dans un repére orthonormal (£ i, f),

Punité de longueur éant le centimétre, la courbe ©

représentant la fonction £

3 Soit g(x) = x* In x — x. Calculer ¢'(x), En déduire

une primitive de f sur [¥.

65, Soit un réel @ et un entier naturel nom nul 1 On

considere la fonction [, delinie sur [0, + o [par;
fix) = mxte

1* Etudier ly variation de f,.

2 Soit M, le pont représentatil du maximum de f,. On

suppuse 2 < L. Quel est Pensemble des points M
lorsque n varie. Sur quelle courbe [, se situent-ils?

! 2
66. [° Soit f{x)=3 fe* —e ") —x
En étudiant la variation de la fonction [, démontrer que,
S 1 -
pour tout réel strictement positif w: S (e —e ") > .

2* Seit n un entier strictement positif,
a) Etudier les fonctions g et h déhnies par ;

i ( Xt ; _xt 1 xt
g{x}=.l:.rr— = x)=¢ "0 — 1—-;'-,
i} Prouver gue  glx) = hix)
¢) En supposant  n= 10, x=10"" calculer

flx) — hix) & 10" pres,
3" Déduire de ce qui précéde que, pour (out réel x tel que
UQNQ\M1

2% JEN =
x X

(l——)ﬁ;c"’ﬁ(l r—) :
H "

67. 1° Etudier la variation de la fonction | definie sur
10, + s par: flx)=a"e* (reN?).

2 En déduire gue, quel gue spit le réel ¥ stnctement

osifif e
i
"

30 Erudier les limites en +

EI
FTH‘L;'
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08,  Onconsidére la fonction f,, définie pour x réel par
fulx)=e* — mx, m étant un parametre reel positif,
Soit , le praphigue de [, par rapport & un repére
orthonorme.

1 Etpelier la varintion de lafonetion [ Démontrer que,
quel que soit m, la courbe €, admet une asvmptote dont
on trouvera I'équation, Determiner les coordonnees du
point M correspondant au minimum de la fonction [
2" Trouver, quand m varie, l'équation de 'ensemble I”
des pomits M et construire Fensemble I,

6. On considére la fonetion [ de la variable réelle v :
Inx
f=fam22
X |

¢ Erudier la varation de (. Construire, relativement a

un repére orthonormal (O, i, 1) la caurbe C d'gquation
In x

X
2® En remarquant que [ peut sécrire un’, déterminer
une tonction primitive, F, de fa fonction f.
3* a) Ewdier 'ensemble de défimition et la démvée de fa
fonction g défimie par @ix) = In]n|in|y ||
i) Bésoudre équation giv) = 0,

0.4 Résoudre inéguution définte par @ In x| < 1.
2* Dn considére la Tonction {1 d'une varable reelle
définie comme suit ¢

v= flx}=2x— xIn|x|
fi =10,

pour x = 0

Etudier Ta continuité de la fonction [, puis s variation.
1
— X
X

4

(Pour I'étude & Norigine, on pourty poser x =

tend vers l'infini.)
4" Dans un repere orthonormal (0, 1, {1, construire [
courbe représentant la variation de f. Préciser la
svmétric: la tangente au point Jabscisse 2éro, les
branches mfinies,

1, So6it J la [onction définie
Six) =1 = x)e”

1" @) Etudier la vartation de f et les representer dans un
repére orthonormal (6.7, f)

by Determiner les réels aet biels que la lonction £ dehne
par FIx) = (ax + h)e* soit ung primitive de [

2 Representer graphiquement la fonchiog o

a) glx) = |1 =xle’: B gix) =|f(x):

o) glx) = flxl )y d) gix)={(1 = x)je=i¥

pour x Teel par:

72. Sait, pour tout s reel, le Tonction f,, définie par
wr‘-:"] — il

1% Etudier suivani les valeurs de m, l‘l variation de f.

2% a) Erudier la varigtion de la fonction @ délnie par |

wlx) = 21 + Inx)*
Représenter  praphigquement

orthopormal.

i dans  un  repére

b En déduin, le nomhbre des points d'inllexion de la
courbe C_ representative de f..

I Démontrer que les courbes € contiennent deux
points fixes 4 et B

4% Tracer les courbes €_,, Cqo Cpa 40,0

73 I" Representer graphiquement la fonction expo-
nentielle de base 2.

2 A Taide de transformations géométriques simples,
déduire du /" le trace des courbes représentatives des

fonctions : . i
|
] [_\ — 13 _.._—i_

a) [e—221]
d) [ 1 —2%74]:

SUITES

74, Considérons la suite () delinge par

G
i, = J+H :

Soit, duGotre: part.  la suite {n,)
u=lnm,.

" Demontrer que la spite (0} converge. Donner sa
limite.

2 En déduire que la suite (u,) converge. Quelle est sa
limite?

définie  par :

TS Démontrer que pour toul entier naturel supérieur
A8 N e (p 1

Th.  On considere la suite (u,) délinie par ;
u, = .:."JJI = Hr.
|
En ctudiant la fonction g definie par  gix) = x5,
déterminer la limite en + oo de la saite (). Quelest e

plus geand reeme de la suite (u)?

77 1™ 8eit  fixl=Insin . Construire une suite {u,)
telle que { ffu, 1) diverge.

En déduire que [ n'est pas bornee sur son ensemble de
definition. .

2 Soit gix) = 27" Construire dgux suites (u,) et (v,)
IeElr.-n que (gl )} :Im:rge vers 4 o, el (e L.Dn'n,rgL
vers zero. Clue peut-on en conclure pour L fonction g7

FONCTIONS HY PERBOLIOQUES

TH. A — Soit s Pensemble des applications de B

dans [
" Soit & et J les ensembles des  applications
respectivement  paires ¢l impaires de B odins B

Bémontrer que les lois défmies dans A4 munissent les
parties I et 3 de A d'une structure d'espace veetoriel réel.
2 Déterminer O oy 3, intersection des ensembles &4 et ).
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2% Soit F un element guelcongue de 4. On considére les
deux elements pp ¢t 7, de <t déhnis par :

|
VxeR pulx)=- [F(x) + F{— x)],

1 .
et ifx) = = [Flx} = Fl = x)].

Démontrer que § pee il et que & i€ 3; en déduire yue tout
;1:::mn:n|: de oL esi, de maniére upique; la somme dun
elément de o et d'un élément de 3,

B — Dans cette question. on considére le cas particulier
ou I' est la lonction exponentielle de base ¢ el 'on
designe par ch et sh les deux applications py et
dssoeiées 4 I,
1" Etudier les varations des fonctions :
| .
chi:xs=(e"+e %) el 'shix

|
—p et —g ™
2‘ ey
2 Déterminer

: y |
i fehx—=2"] et hm {shx—- g
o : . [ oY . 2 ¥

Tracer sur un meéme graphique les courbes € er 8
d'equations carlesiennes :

G yp=dhiae e ¥ p=1h ¥

# Deéduire du B — J° Pexistence d'une application,
sh !, réciproque de sh.

Determmer sh™' @, Pour cela, on pourra resoudre
Pequation xe®l, sh™'x=u

4* Prouver que la restriction de la fonction ch a B.
admet une application reciprogque ch™' gue ['on
determinera

59 Etudier les derivées des fonctions ch ™' et sh™ '

6" Représenter graphiquement ch ' et la restriction de
sh 1 a /..

7" Etudier et representer graphiguement la fonction th

sh x
thix =

definie par : -
ch x

& Prouver que la fonction th admet une fonclion

reciproque th ', que I'on déterminera.

¢ Etudier la denvée de la fonction th™ ', et representer

graphiquement la fonction th ™"

 — ¥ Prouver gue, pour tout réel x
ch® x —sh* x = 1.

Comparer avee une relation analogue mettant en jeu les
fonctions cos ¢t sin.
2 Exprimerch (x + yv)etsh (v + vpenfonction dech x,

ch g sh et shop Comparer avee 1es formules analogues.-

concerninl sinus el cosinus,

EQUATIONS FONCTIONNELLES

9. A — O considere les fonclions detivables non
nulles de B dans B, vérthant ¢

B el flxifily) = flx+ ¥h

17 Montrer que, pour tout réel x 2 fle) £ 0

2 Monirer gue ()} = 1.

3* Montrer gue, pour tout réel x. f(x) est strictement
positif,

4% Montrer ue, pour tout entier relatil noet pour tout
reel x Sflnx) = LA
3 Seita = f{1). Prowver que, quel que soit le rationnel

p==" firp=ua".

y
A Soit x un reel On considére une swite (u,) de
ratjonnels, de limite x (par exeniple i suite des valeurs
decimules approchées par défaut de x), En utilisant ce
qui precede, et la continuité de fa fonction exponentielle
de base g, prouver que, nécessairement  fix) = o,

7 Conelure.

B — Soil & un réel non nul, On considére I'ensemble £
des fonctions derivables de [ dans B telles gue :

Yxel, [xI=kflx) et [fi0)=1.
1% Prouver gque E est non vide;

2* Soit glx) = hix) c*=.
Prouver que gix) est ¢lement de E sculement si fix) = 1.

3% Conelure.

Bl On suppose gu'il existe une fonction conlinue
unique [, définie sur B, vérifant ;

Yix, yle R%

JeFn+x+r=LAD+x10AN+2], (1)

(L Jili=e =1L 2)
I* En posant x == i verifier gue's

VieR fly+120, {3)

et démentier gue sl existe un el xp el gue
HAxg)+ x5 =0 alors :
Yxel,

Jix)+ x =1 4

En deduire, par consadéeation de (2); que fix) + x nles
jamais nul et etablir que 0= 1.
2 Démontrer quc

YxeR, Yneh, [inxl=[[lx}+x]"—nx, (5
Posant y= —x dans (1), caleuler f(—x)—x ¢
etablir que (5) reste verilige pour tout réel x et tout entier
relatil n.
3" Caleuler, en fonction du nombre e et de 'entier g,

9 . | 1
Texpression | ) + -,
: F . .
Démontrer, en atilisant (3h que Pon a
YaeQ, flvi=g"—x (6}

4% On admet; dans la suite, que la fonction [ wins
determinee sur les rationnels est encore définie par

YxelH, flxl=¢"—x

(On verifiera que (1) & liew)
aj Trowver, lopsque x tend vers + = et lotsque ¥ tend

X

ard é
vers — o, les limites de — — 1.
X

En deduire, dans les mémes conditions, les limites de
flx.
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Etudier et représenter graphiguement la variation de [,
en seignant particulieremenl letude des branches
infinies.
Que peut-on dire de la tangente 4 la courbe
représentitive au point x = 17
h) Evaloer Paire LX) de lu portion de plan comprise
entre la courbe, son asymptote et les droites d'équations
v=0 et x=X (X =0).Que peut-on dire de . 4X)
lorsque X tend vers — ool
3% &) Déemontrerque Pon a s Vel L +x 6%, (7)
B) On pose: Pla)={]1 + a)ll + &%) . (1 + a"),  pour
u=> 1, c
Veérilier que Pfa) est une fonction crowssante de n
sutisfoisant i

1L

0 < Pla)<e"T-a (nz=0) (%)
Demontrer enfin que, pour 0 <a< 1, il existe des
nombres M dépendant de a et verifiant :
1 YneM, Pla< M. (4

Préciser, en [onction de ¢, une valeur possible de M.

8L A — On note F lensemble des applications [
continees de B dans B veérifiant ;
Wik, pleRY filx+ vhilx — = U
fln=0
1% Vérifier que la fonction x +—+ 2% appartient & F,
2% Ecrire ¢e gque devient Ja relition (1) dans chacun des
Cits SUIVARLS

(1)

x=10 yv=0 x=1

Quelles sont les valeurs posstbles de f(0)7
3 Montrer que f(0) =0 si, ¢t seulement si, [ est
Fapplication nulle notée 0,
49 On suppose gue [ sannule pour une valeur o # 0
i) On considere la suite (i), déhnie par :

VheM, u,=-.
Montrer gue la suite  (4,),.n €3t convergente et
déterminer sa limite.
h) Montrer par récurrence sur U'entier » que pour Lol
e, flu) = D{utiliser la guestion 2),
En deduire alors que fi0) = (.
5% On suppose [ 2 0. Calculer f0).
Montrer que [ ne sannule jamais et que, pour toul x
réel. flx) = 0. Montrer que [ est une fonetion paire,

B — Soit G lensemble des fonctions ¢ de B dans B
definies par :
IfeF~{0], ¥xeR gix)=In(f{x).

£7 Montrer a laide de la relation (1) vérifée par [, que
tout element ¢ de G venfie la relation :
Wi we®, gl W glx — 0 = 2Lalx) + g(3]. (2)
2= Déterminer g(0) et montrer que ¢ ¢st une fonction
paire.
3% Montrer a Faide de la relation (2} que

Ynefl, ¥xeR, ginx)=n"glx) (3

Maonirer que la relation (4] reste vérilige pour loul xR
et oul ne .

4" Montrer que ;
Wee. WxeR, girx) = riglx)

(nn POUTEE POSET  F = E, oupeZ o ijﬁ.").
g

Onposegil) = 4 Endéduireque Yre @, glr) = 4r™.En
deduire f{r} pour tout redh.

C — Onadmet dans toute la suite que les fonctions de F

distinetes de ( sont les fonctions de la forme /. ot Aest un
parametre queleongue, défines par :

YreR:  fix) ="

On note €, la courbe représentative de [, dans un repere
orthenormal (€4 1. 7).

1* Etudier la variation de f; suivant les valeurs de 4.
Paur quelles valeurs de 4 la courbe ¢; admet-elle une
asvmplone?

2* Manltrer que,sic £ 2 0, il existe sur Cpdeux points
A, et B, en lesquels [a tangente passe par Forigine.
Exprimer les coordonnees de 4, et B, ¢n fonction de 4,
Quel est I'ensemble forme par les points A, et B, lorsque
4 varie dups BA 7

FONCTIONS PUISSANCES

8L A — " A tout reel m,oon «.l.*'-rioci!: la fonction |, de
Bt overs BY définie par  fix) =

Ftudier, suivant les différentes "ulil’_‘llrh e mi, la vanation
de cette fonetion. On appelle €, ki courbe représentitive
de f,, dans un plan F rapporte 3 un repere orthonormal
(0, 1, f). Determiner Péquation de la tangente i ¢, au
point dabscisse 1

2 Construire sur une méme figure C_ O €. € 8t
c‘:" F

3" Montrer que. pour m # 0, la fonction f, possede
une fonction réciproque egaled f, . Mumren[u ilexiste
une appheation alfine du plan qui transforme i courbe
T S

B — A tout reel mon assoeie la fonction g, de B* vers 43
definie par

ki) == e ML
1 Montier que g, est paire,
2 Déterminer un intervalle [ de B tel que les restrictions
de g, et de f, d T soient egales,
3 Erudier, suivant les différentes valeurs de m, les
viriations de la [onction g,
4 g, est-clle continue gn x = 17 Est-elle dérivable en ce
point
5° Donner. sur des hgores différentes. dans des plans
ripportes & des reperes orthonormuux, les allures des
courbes représentatives des fonctions g 5. g 4. 0= 9.
fow 020 8y L Yo

: 1
A® Comparer, pour toul x reel non nul.:f,,,(:) el g,.[xh
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PROBLEMES DIVERS

= . -
81 Pour tout nombre réel 2, strictement pasitil, on

désigne par f, la fonction numérique, de variable réelle,
In {zx

io i ’ I
déefinie par la relation [(x) = — el piar €, la courbe
X

représentative de [ dans un repére orthonormal.

5 — /° Frudier la variation de f, et construire €. Plus
genéritlement, etudier la variation de f,, préciser les
asymprotes & lu courbe €, et déterminer son inlerséction
avec laxe (Ox),

22 a) Détérminer bne pomitive F, de £ sur B% .

Bl On pose, pour tout résl o tel que O <a < 5

x
{E
Ada) = F,(—) — F (i)
&

Etudier la limite en zéro de A {a).

B — [* 8ot w un nombre réel strictement positil,
Determiner. suivant les valeurs de «, le nombre de
solutions de Pequation ¢ = x, aveec xe R,

{On pourra utiliser la varintion de f,.)

2 En utilisant de méme la varation de {;, montrer qu’il
existe un couple 1h, ¢), et un seul, d'entiers naturels non
nuls tels que b° = ¢ avec : b < o, Dérerminer ce couple.

O — 1" Soil 2, et z, deux nombres réels strictement
positifs et 4 un nombre réel différent de 1. Pour tout
nombre réel x singlement positif, on note M, et M, les
points des courbes €, et C,, admettant x pour abscisse
et 'an designe par M le barycentre des points M| et M,
affectés respectivement des coefficients 1 el — A
Démontrer gue V'ensemble décrit par M lorsque «
parcourt JO, + sc [ est 'une des courbes C,.

2* Soit | un nombre réel strictement positif, Ecrire
I'equation de la tangente T, & In courhe C, au point
d’abseisse 1,

Demaontrer que. lorsque sz varie, ¢ restant ixe les droites
T, passent par un point fixe; 1,: Déterminer lensemble /f

des points: [, quand ¢ parcourt 0. 4+ oo[, el
construire H
B4, Opn admet que Fensemble: 7 des fonctions

numériques délinies sur [est un espace vectoriel sur 8,
Soit A, B, C les fonctions numérigues définies sur B par
Alxy= x e’ Bixj=¢" Cx]=ec™" pourtoulxde B
Soit E le sous-espace vectoriel de 7 engendre par 4. B, C.
c'est-a-dire l'espace vectoniel des fonctions [, de la forme
[ =ad + bB + ¢C, oaa, b o sont des nombres réels.
I* Maonirer que loute lonetion | appartenant 4 £ est
derivable. et que sa derivee appartient 4 E,

soit 2; B, rdes nombres réels. Déterminer les fonctions
de E telles que fi)== fii=g M=y En
deduire que les fonctions 4. B, ' sont lineairement
independantes. Quelle est iz dimension de £?

2 Pour lout nombre teel £, soit f; la fonction

X

fx)=x ¢* + e 3

Etudier, selon les valeurs de 4, les limites i Pinfini de la
fonction f;, aimsi que celles de la fonction
[ilx)

E e o -
x

(Distinguer A <0, 4=0, A>0)

Elu;‘.!it.‘r la variztion de la fonction f, et triacer sa courbe
reprosentalive,

Quelle est Lo varation de la fonction ¢ déhnie par

i
gix) = 33 Jol2Ax + 1)]?

En staidant de la fonction ¢, éwodier o variation de la
[onction f; selon les valeurs de 4, Traver la courbe

representative de la fonction [, pour 4 = — o el pour

=L

3* Montrer que Fapplication D de E duns E, délinie par
Dify= [ pour toute [ de B, est une application
lindaire bijective. Déterminer les coellcients reels a, b, ¢
de facon que la fonction | = ad + bB + ¢C ait pour
derivee une fonction donnee h=rd + B+ 1C,
appartenant a b,

4 Montrer que s1 we # U, la fonciion

f=ad+ B8+
et les fonctions (et /" sont lincairement indépendantes,
Expruner dansce cas /™ comme combininson lingaire de
£ 05 et vérifier que Ja relation ainsi obtenue entre [,
[ e " reste vialible pour tout élément [ 'de k.
HE A — Onconsidére les expressions suivantes ol a el
hosont des réels

i A toul couple (g, b, on associe le point A du plan, de
coordontees  cartésiennes (o, b dans un orepére
orthonormal.

) Déterminer le sous-ensemble B, du plan dans Tequel
¥, est defini. (On constroira un graphique ok seront
indiquces sans-ambiguite les régions qui conviennent.)
b} Déterminer le sous-ensemble £y du plan dans lequel
v est dehni.

¢ Determiner le sous ensemble £} du plan dans lequel
¥y est positil,

Jf1 Datermiiner le sous=ensemble ES du plun dans lequel
¥y st posiil

2%y admet-il une limite gquand ‘b tend: vers a? 51 oul,
laguelle?

B — " Résoudre chacune des équiations délinies -
dessous :

(aeR heR);

(ae &, heli)

2% Seitla fonction £, qui, o nombre céel £ associe le
nombre reel ¢ — o,

Comparer les graphes de  f.. f, ¢t
2 Etudier les fonchons: f,,, et fu, Représentations
graphigues,

4 Etudier, dans le seul cas ou g > b =0, la fonction
Jen et i représenter graphiquement.

ae's =he't
H: cun = h.! ch.‘l

xel ot
xeHR o

s
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CROISSANCE EXPPMONENTIELLL

R6. En une seconde, un échantillon de radivm perd
1,37 = 1077 pour cent de sa masse

Au bout de combien de temps fa masse de Péchantillon
seri-t-elle divisee par deux?

87, Les tissus wvivants contiennent du carbone 14
rudivactl dont la demi-vie est de 5368 ans, (Clest Ia
periode au bout de laguelle la moitie du carbone 14
figurant dans lechantllon a disparu.|

1" Exprimer en fonction du temps la proporton de
carbone 14 hgurant dans un echantiflon,

2% Quel est Vage d’un éechanullon contenant les - dle I

guantite mitule de carbone (47

B, Boit uncorpsa la temperature T, plonge dans un
miliey 4 la temperature consiante T La loi du
refroidissement de Newton exprime que le taux de
variation de la empérature avec [e temps est a chagque
inslant proportionnel a7 — T, Sachant qu'un corps
porte a H0® et plonge ditns une encemnte a 207 est ramend
4 307 pu bout de 10 min, combien de temps fandra-t-il
pour que la temperature du corps soit ramenége 4307, 4
.50

B9, On considére une population de bactéries, que U'en
ohserve tautes les heures. On constate gque, du boul de

3 heures, la population contient 10000 individus, e1 au
bout de 4 heures, 20 (00, Au boul de combien de temps la
populition contiendra-elle 100000 individus? (O sup-
pose que la population évolue en milicu ouvert, £'est-i-
dire que rien ne s'oppose 4 sa moluplication.)

i Un réservorr d'une eapacite de 100 litres contient
inttialement une solution deau salée, la quantite de sel
dissous étant 5 kg Le reservoir est dlimenté en eau pure
par un robinet qui débite 10 litres par minute, le trop
plein de solution se déverse & la meme vitesse. La
selution est muunienue homogéne par one agtibion
permancnie. )
1" Cuelle est la quantité de sel contenue dans le reservoi
r mnutes apres ouverture du robingt?

2 Au bout de combien de temps restera-t=1l 1 kg desel

dans le réservoir?

91, Une lame de verre absorbe 4 % de [a lumiére qui Ta
traverse. Quelle est la proportion de la lumiére inaidente
qui traverse 20 lames identiques superposees? Combien
faut-il de lames pour absorber 48 % de o lunuére
mcidente?

92, Un eapital est placeé @ intéréts composes, an taux
annuel de 10 %, capitalisation anouelle. Quelle est la
valeur de Papproximanton obtenue gn supposiant la
capitalisntion mstantanée (cest=i-dire en interprétant la
variation du capital comme éxponenticlle)?

David HILBERT, mathématicien allemand (1862-

1843).
A prapes des équations intégrales, il a introduit les
espaces de fonctions et de suites de carré

sommable.



CRALCUL INTEGRAL.
PRIMITINES

| — ACTIVITES PRELIMINAIRES

Aires

o Nousadmettrons que. si Pestun plan, il existe une application ¢ qui associe 4 certaines
parties de P un réel positif. appelé son aire, et telle que :
— Tout reclangle R de longueur a et de largeur b admet une aire :
alR) = ab.

— La reunion et lintersection de deux parties de P admettant une aire admettent
cealement une aire LA B = GUAY + BB — A 7 B

L'ensemble vide a une aire nulle :  @(&) = 0.
~ Si A= B alors: @A) < p(B).
— SiBestimagede 4 par une isométrie i (f# =i 4 ) et si A admetuneaire, alors 4 et B
onl méme aire : plA) = @i A )

» Lanotion d'aire est dans une large mesure imtuitive. Nous ne la preciserons pas plus. La
détermination des aires a ¢été depuis longlemps une préoccupation essentielle des
mathématiciens.

Les domaines plans dont on sait déterminer inre simplement ne sont pas nombreux: cest
le cas dun rectangle, d'un triangle, d'un trapéze. Dans d'autres cas. on peut partager le
domaine plan etudie en une réunion finie de reclangles ou de triangles deux a deux
disjoints. On obtient alors Uaire cherchée en effectuant la somme des aires de chacun des
domaines ¢lémentaires ainsi obtenus,

Lorsqu'un domaine plan n'est pas d'une forme permettant un tel découpage en domaines
rectangulaires, on a imaging d'encadrer Vare cherchée par lesaires de domaines rentrant
dans la catégorie ci-dessus, Pour avgmenter la précision, dans cette methode, on est
conduit a effectuer des encadrements de Paire cherchée par les aires de domaines
comportant de plus en plus de domaines elementaires, chacun d'entre eux ¢tant de plus en
plus petit, LTaire cherchée apparait comme la limite d'une sutte. dont ehaque lerme est une
somme d'aires elémentaires.

* Activite 1

I' Rappeler laire d'un trapéze de hauteur h. et dont les bases mesurent respectivement a
et b.

2* On considere la fonction { délinie par : f(x) = 1 — x2.

Soit C la courbe représentative de la fonction § dans un repére orthonormal.
Représenter soigneusement la courbe © pour x compris entre — 1 et 1 (on pourrd utiliser
une feuille de papier millimetre).

3 Soit A le point de € dabscisse O et soit B le point de C d'ordennée 0.
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Soit N le poimt de C d'abscisse =, Calculer

P3| —

I'aive du polyeone OANB.

4 Ecrire les équations des tangentes T, Ty et
Ty d la courbe C aux points A, B et N.

Soit I le point d'intersectionde Ty et Ty, soit I'
le point d'intersection de Ty et 1y
Déterminer les coordonnées de T et I'. En
déduire Uaive du polyeone OAIT'B (Tigure 1), /
5° Déduire des 3" er 4° un encadrement de

I'aire §.

Figure |

6" Mémes questions gu aux 3%, 4° et §°, en utilisant les points M, M5, M5 de € avant pour
3

7° Meémes questions qu'aux 3", 4° e1 8% avec les points Py, Py, Py, Py, Ps. Pi. Pode C dont

les abscisses cmrI s
U5 ANSCISSEN S g vy oL e, LU
247827848

abscisses respectives 3

Activite 2

On considére une fonction numérique |, définie, continue et croissante sur intervalle [0, 1],
Soit C lu courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormal, Soit A l'aire du
domaine plan delimité par les axes, la courbe C et la droite d ‘équation x = |, cette aire étant
mestree avee, pour wnité, aire du carré construit sur les vecteurs unités du repére { figure 2).

a) Prouver, en s'inspirant de la figure 2, que :

% (_ﬂm + IG) Lt _r(” - 'D <4< %(JG) +’f C) + ot I n).

B Déterminer A comme limite commune d ..I

-
e

deux suites lorsque  f(x) = 3x, (l‘]n rappelle ,7/

_nin + I

qm’!+3+.,,+ﬂ——1'—) /

1

¢) Méme guestion qu'au b). avee f(x] = x°.
On rappelle que /
»  nmn+ Di2n+ 1)

- 6 : C
r |

3 5
=+ 2"+ ...+n

e) Méme guestion gu'uu &), avee : flx) = % g M

f) Quelles modifications deit-on apporter au a)
dans le cas d'une fonction [ décroissante

sur Utntervalle [0, 11?2 0 |
Appliguer g f(x) = — 2x + 2, puis d f(x)= — x* — L.

X

Frowee 2

e Des méthodes de deécomposition, parfois trés sophistiquées sont longtemps
intervenues, non seulement dans des caleuls d'aires, mais aussi dans des calculs de
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volumes, de moments, ete. C'est Papparition (trés tardive) de la notion de primitive, ¢t
I'éclaircissement de ses rapports avec les problémes précédents gui rendit beaucoup plus
ais¢ ce genre de calcul. Cependant cette notion de primitive ne résoud pas tous les
problémes car la recherche de primitives n'est pas un probléme simple, et sa résolution ne

peul pas étre rendue ausst automatique que la recherche de dérivees.

Le rapport entre Pintégrale et la mesure des aires, ou des volumes, n'est gu'un des
multiples aspects des rapports entre lintégration et la mesure. Clest ce rapport trés riche
qui explique lintervention du caleul intégral dans les domanes les plus divers et parfois
méme les plus inattendus (physique, probabilités,...).

o Dansle casou le domaine dont on cherche laire est déhimité par 'axe des abscisses, et la
courbe representative d’une fonction [ sur un intervalle [a. b], laire cherchée depend de
la fonction f. Le but de lactivite 3 ci-dessous est d'explorer cette dependance dans le cas

de fonctions simples.

* Activité 3

1" On considére la fonction [ défimie par ; f(x) = k. Sa courbe représentative est une droite

paralléle a 'axe des abseisses.

a) On suppose que Kk est un réel positif ( figore 3). Déterminer Uaire F(x) du rectangle
OMPK. Quel rapport existe-t-il entre les foncrions F et f?
hY Ouelle modification doit-on apporter aux résultats du a) lorsque k est un riéel nézatif

( frzure 42

¢} Dans chacun des deix cas ci-dessus, déterminer Uaire F(x) du rectangle AMPB,

Calculer F(x) au moyen de la fonction F.

Vi Figure 3
k| K B i
|
A ! M
0 a Y

LV

o 8 b
K

M | A -
X a 0 x
Figure §

Figure 4
i 1 X
A | M
K i} i
i
F i (¢
4 X
M K
X B k
Figzure 6

2° Reprendre la question 19, avee f(x) = kx, dans les quatre cas envisagés. Les points O
et K sont confondus, et les rectangles de la question 1° deviennent dans cetre question des

triangles ou des trapézes.

3° Reprendre la question I° avee fix)=kx + b
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Il — INTEGRALE D'UNE FONCTION CONTINUE ENTRE DEUX REELS

1. DEFINITION

Soit [ une fonction numérique définie et continue sur un intervalle fermé borne
I =[a,b]. On a admis cn classe de Premiére que /' admet sur [ au moins une
primitive F: c'est-d-dire qu'il existe une fonetion numeérique F. définie et dérivable sur [,
et telle que, pour tout réel x de 1. on ait :
Fix) = fix).
On sait ¢galement que si G est une autre primitive de f sur 1, alors il existe un reel C tel
que, pour tout élément x de [
Gix) = F(x) + C.

Il en resulte que :
G(b) — Gla) = F(b) — Fla).

DEFINITION 1

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle [ = [a, &], et soit Fune primitive
de fsur [ Lereel F(h) — Fa) est indépendant du choix de la primitivede f. On Fappelle
integrale de a d b, de la fonction . On note ;

b
Fib) - Fla) = J' £ dt = [F)]

REMARQUES
™h
1° On iy f{t) dt : « somme de a a b de fi6) dr », ou « intégrale de a 4 b de f(f) diow,

o 3
O rencontre encore o notation ;

h
( St dr = Flx) |l
w4
2" Dians ces notations, les lettres 1 et x n'interviennent pas explicitement. On aurait tout aussi bien ;
o ]

ik b
J fiydt= | [fix)dx= J fin) dus,
L il i

Y

Les variables 1, v, i ci-dessus sont des vanables muettes, de méme dailleurs que dans les notations
[F(r)7t ou Flx) )

¥ Pour x ¢lément de [a £], la fonction @ deéfini¢ par

M

Px) = J f(n) dt = F(x) — Fla)

est telle que @(x) = fix). Clest Punique primitive de f sur [a, b] qui s'annule pour x = a.

4° Si [ est une fonetion déhnie et continue sur unintervalle guelcongue 1, elle est défimie et continue
sur teut intervalle fermé borne [a, ], o0 a ¢t b sont deux éléments quelcongues de [,

Exemples :

Quels que soient les reels a el b, on a :
b ~h
J di=b—1a = v dr=xb—-xa=xth—ua) ;

w i
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b S EE i — _
rdt=| [ =— - I == [y xL=20/0—\Jal la>0 o h=0)
W = la -3 o 0l \_'f
On a également :
x d; i .
== ¢di =[] =¢— I;
LS Ji
= W
J. cos tdt = [sin x]] =0 ‘ smpdr=[— cos ¥]f =2
0 J 0
Exercice d'application
l. Calculer les mntéprales suivantes : ) J : [+ tan® 1) de
. 2
) s sin ¢ di;
- '-4
= -~ 1 1 1 .
hi‘ e N )d: i) o Al
Ja __-"; I f e
\ N
Premiéres conségquences
[l résulte de la definition que, quels que soient les réels a et b :
™l
(] Sy de =10
oar
[l ] L
e | JlB)dr=— J Sty de;
o a
A
e | Ddr=10.
w
2. PROPRIETES
a. Relation de Chasles
Soit [ une fonclion définie el continue sur un intervalle 7 contenant trois réels a, b et ¢
Alors. si F est une primitive de [ sur T,
b
) di = Fib) — Fla),
wl Al
= Fith) — Flc) + Fle) — Fla).
~h e b
Soit : _mmu=JMm+mem
w i - il v
Si [ est une fonction continue sur un intervalle 7, alors, quels que soient les eléments a, b
etede 7
THEOREME 1

] ¢ h
jfmm=[ﬂnm+Jﬂnﬂ
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REMARQLUES :
1" On constatera Fanalogie de L propriété ci-dessus, avec la relation de Chasles pour les vecteurs,
. ]

o au bea du vecteus a_f;ﬁgurerail lintégrile fie) de.

i
h "

O remarguera de méme que : j fiyde+ | filrde=0.

a ]
ol i &
el que: J- Sl dr = j ey di -j i1y de,

2* La formule de Chasles permet de défmir Uintégrale sur [a. &] d'une fonction conlihue par
intervalles sur [a, b]. clest-i-dire une fonction [ telle quil existe une suite finie, strictement
croissante, d'éléments ¢y, e, o, g deJa bloaver a= ¢y ol b =1¢,. . lelsque ['soit continue
sur toul intervalle [e;, ¢, 1. On a alors.:

" h ] Cpa |
J findt= ¥ J Sle) de.

=

Exercice d'application

L. 1

1 Calculer les intégrales suivantes : i I’i
e )

sin 1| de.
a) J (1% — 1)+ |5+ Jx + 1) dx; J -
=X

L]

b, Linéarité

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a, b, soit F et G des primitives
respectives de et g sur [a, b], et soit 4 et u des reels.
On sait gue AF + puG est une primitive de Af + pg. On a done @
i}
J (A + pa)i)de = (AF + pG)b) — (AF + nGila)
@ = AF(b) + puG(b) — AFla) — pGila)
= A[Fib) — Fla}] + p[Gib) — Glaj]

1] ]
= A f ey dr + #J‘ it} di.

THEOREME 2

Si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle [, &), alors, quels que soient les
réels 4 et p: '

sl o

h I h
_[ (Lf + pg)ey de = i f F(t) dr + J. g(n) dr.

REMARQUE :

Le théoréme 2 ci-dessus signifie que, si F esl I'espace vectoriel des fonctions continues sur un
intervalle [a, b], alors application J de 5 dans [ défime par ;

h
i rj ) de

est une apphication linéaire de & dans B (On dit encore une forme linéaire sur 7.}

Exercice d'application

3. Caleuler les intéprales suivantes -
ICd

3o ] tan® ¢ dy.
a) j (2 sin t + 3 cos 1) dt; ik

lad A

&2
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c. Comparaison

e Soit f une fonction continue sur un mtervalle [a, b]. et soit F une primitive de | sur
[a, I].
Supposons gue. pour tout réel x de I'mtervalle [a, b], f{x) soit positif. La fonetion F est
alors cromssante sur [a. b)), puisquelle y admet une derivée positive. Par suite, sia < b,

h
alors Fla) < Fi(b). Il en résulte alors que 'intéprale J. [(r) di = Fib) — Fla) est positive.
i

Soit £ une fonction continue sur un intervalle [a, b tel que @ < b. Si f est positive sur

a, b (¢'est-a-dire si, pour tout x de [a, b1, le réel [(x) est positif), alors Pintégrale

THEOREME 3 | 14" P La. 0] VEHC :
J(1) dt est un réel positil.

s Soit { et gy des fonctions définies et continues sur lintervalle [o, b], avec a < b,
Supposons que, pour tout réel x de [a, b]. on ait f{x) < glx). La fonction h définie par
hix) = glx) — fix) est danc positive sur [a. bT. 11 en resulte que :

o 3
ity de =10, est-a-dire: J [gtt)— fin)] de =0,
ke ~e ] g
Soit encore ; glt) de = { ) dt,
Seit [ et g des fonctions continues sur un interyvalle [@, #] tel que @ < b. Si pour tout x de
[a, b] on a f(x) < g(x), alors on a :
THEOREME 4

] h
[ SN dt = J glt) da.

Exercices d'application

4. Prouver que, s ¥ E[l], :‘i ‘ alors

cos xe[0.866, 1]
En deduire un encadrement de lintéorale ;

"
Pr—

=
cas ¢odt.
v 0

. I
que.  si .'I.’E|:[],_-1:|‘ alors

5. Prouver

I
P
rJa]

XS A EN.

]

Activite

En déduire un encadrement de Finlégrale

|'|I'I
sin odr.
[

. Montrer que, si [ est une fonction continue
et positive sur un mtervalle [a, b, alors, quels
que soient les réels ¢ et d de cet intervalle
(@=c=d=h) alors:

J tia
J. Sity de %J- fir) de.

Swit [ une fonction continue sur un intervalle [a, b] el que a < b, et telle que, powr tout x
de [a. bl onait f(x) = 0. Supposons en outre gu'il existe un élément xq de Ta, b tel que
Tlxgh =0
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1" On suppose que x5 la, b[.
a) Prouver guil existe un réel strictement positif rel gue :

Jas — o xg -alc]a. b et Yxelx, —ar xgtely flx)> ”'ﬂ,

i
by Commenter et illustrer le a). En particulier, quel est le role du rée
¢) On considére la fonction g définie par ;

Vxe[d xg — &) v i) =103
fixg) ;
iy

Jxa),
I—:_!— 2

Vae lvg — o xo+af, pix)=
¥xe[x, +2 B . glx) =10,

Prouver gue, pour tout x de [a, b], f(x) = glx).

) Diduire de ce qui précéde que (voir § 20a) Remarque 29 ¢

fir) de ;J‘ glt) de;

R Ix.;-{-a
Sty dt = J yit) die,

vEG-Z a=a
&b h

fde = [ glt) di.

wagta s XTI

5
e) En déduire que : J Sty de = 0.

1) Conclure par un théoréme.

2° Reprendre ce qui précéde dans le cas on xq = a,  puis x5 = b.

3° En sinspirant de ce qui précede, prowver que, si | oest une fonction continue sur un
intervalle [a, b]. avee a < b, telle que Vxela, b, fix) = 0. et telle quiil existe un
b

réel x,, de [u, b] pour lequel  {(x,) < O, alors J. flr) dt < 0.
d. Valeur absolue

Soit [ une fonction continue sur un intervalle [a. b].

Sait f, (resp. f,) la partie positive (resp. negative) de [ :
Tilx) = flx} et fo(x) =0 lorsque  fix) =0,
=R et fulx) = — fix) lorsque  fix} < 0.

[ = filx) — falx)

On a alors, pour tout x de [a, b} : { LA = )+ fal)
SN = il 2%

; . JA s, . . (L .
Soit  fifx) =5 (1Sl + fixd () = 5 (L) — fix)).

Il en résulte que les fonctions f; et f; sont contimues sur lintervalle [a, b], et que :

b r h
J.Hr}dr=J Sty di —J. 1ale) dt,

b (4] I
[ LA de = J. file) dr + [ fle) dt.

th',li}cfi‘ +

=

J‘ filt) dr‘.

h
Par conséguent : ‘ [ fir) di

w0
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Mais. pour tout reel x de [a, b] : fi{x) =0 el fix) =0 Done :
h b
J HLndiz0 a J‘ fift) de = 0.
L - ™l
Par suite : J fleyde| < | file) de + I ity de.
i = W : il
Seit : J fnde] < [ | ()] dt.
Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle [a. #]. Alors :
THEOREME & 2

h
J fir) dr

< J S0 dr.

e. Thearéme de la moyenne

Les fonctions les plus simples définies sur un inlervalle [a. 6] sont les fonctions
constantes.

Soit / une fonction econtinue sur un intervalle [a. b]. On peut se demander s'il existe une
fonction constante dont U'intégrale sur [a, b] est egale a 'integrale sur [a, b] de la
fonction [,

La fonction [ ¢tant continue sur [, b] est bornée et atteint ses bornes sur [a, b]. Soit
m= inf f{x) et M= sup f(x)

xefa,h] aefab]
Pour tout réel v de [a. b]. on a alors m < f(x) < AL
b " h b
Il en résulte que (sia < b) : J. mdr< | fln)dr< J. M de;  clest-a-dire:
vl w i
(*
mib —a) < | f(t) dr < M{h — a),
Wl i
"
fr) di ;
Ou encore ; st —— = M
1 - ':;
J f(t) dr
Soit: u= —“‘h —— ona:
™k i h
J fityde=plh —ay= | wdt
a of i

Le réel y apparait donc comme la valeur d'une fonction constante dont Pintégrale sur
[, b] est égale a lintégrale sur [a. ] de la fonction f.

DEFINITION 2

Soit £ une fonction continue sur un intervalle [a. b Lo valvwr moyenne de f sur [a, &)

b

J J(t) de

est le nombre @ u = "ﬁ—
—d

REMARQUE :

La vitesse moyenne d'un véhicule sur un certain parcours est fa vitesse constante qu'il Fiodrail
adopter pour elfectuer le méme purcours dans le méme temps. Le terme de « valeur moyenne » fait
réference @ cette remarque.
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THEOREME 6
Inégalite
de la moyenne)

La valeur moyenne d'une fonction continue sur un intervalle [a. #] est comprise entre les
bornes m et M de [ sur [a, b].

La fonction f, continue sur intervalle [w, b] prend, d'apres le théoréme des valeurs
intermediaires, toute valeur comprise entre ses bornes. 1l en resulte

COROLLAIRE

Soit f un¢ fonction continue sur un intervalle [ a, &#]. Alors il existe unréel ¢ de Pintervalle
[a. &] tel que :

b
n= ﬁ J.u flr) de = fle).

REMARQUE :
Sait F(x)= | ft)de, ot [ est continue sur [a, b, 1 existe alors un réel ¢ de [a, b] tel que
Fib) — Fla)
Fb) = F@ "y
h— i

Ce resultal est un cas particulier d’un resultat trés important {voir chapitre ).

Exercices d’application 8. Encadrer au mieux la différence

. . n ) =TI n
7. Determiner la valeur moyenne ! e+ 1) =l n,
g} pour n = 24;
b} pour n = 10;

b} de [x r— cos® x] sur [0, ], ¢} pour = 10K

al de [x +— sin x] sur [0, =]

3. INTERPRETATION GRAPHIQUE

Les activités préliminaires du présent chapitre semblent indiquer un lien entre les
primitives d'une fonction continue f sur un intervalle [a, b], ¢t I'aire. du domaine plan
deélimité par la courbe représentative € de la fonction f, 'axe des abscisses, et les droites
d'equations x =get x = b,
e Soil une fonction
continue el positive sur un
mtervalle [a. b] aveca < b,
Soit C sa courbe représen-
tative dans un repere ortho-
normal (voir figure 7).

Soit Alx) 'aire du domaine
plan délimite par la courbe
, I'axe des abscisses, et les

droites paralléles a Oy, M (x)

d'abscisses respectives 4 el ()

x (hgure 7).

Soit xp un pomnt de [a. fr]. mix)

La fonction f est continue B B

sur [a, B], donc. a fortior, 11b) : = ' X
sur Iintervalle [x, x5]. Elle ) é X Xp h X

v est donc bernee et y
atteint ses bornes. Figure 7
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Soient mix) et M(x) les bornes de [ sur lintervalle [x, xq].
La différence 4 = aAlx,) — -x) représente. en valeur absolue, aire du domaine plan
figure en grise sur la figure 7, et le reel positif = pfx) est la longueur du rectangle
Xp— %
CEELC. de largeur |x, — x| et dont aire est 4. (Ce rectangle est hachure sur la figure 7.)
Compte tenu des delimtions, on a @ mix) < plx) < M{x).
= o Alxg) — A x) .
Clest-d-dire = miy) < s i I, = Mix),
Xg— X
La fonction [ 2tant continue sur l'intervalle [x, x,], on peut choisir un réel ¢ x) de
e . ab{xgy) — Alx)
Fintervalle [x: x5] tel gue : ) | Stk ot S
Xg — X
I en résulte que lim elx) = x,.
- St (1]
Et, par suite, puisque la fonction f est continueen x; = hm fle(x)) = flx,)
X=X
- ,aklxg) — AHx) . :
Par consequent : lim - ol =) = flxg) = &(xg)
] Xg — X
Or, ceci est vran pour tout x, de l'intervalle [a, b].
Done la fonction o€ est la primitive de f gui sannule pour x = a. D'ol
X
[ flt) dt = tx),
(SR}
o Laire d'un domaine plan-est un nombre posiil Dong, si la fonetion [ est négative sur
L. ] (avec a = B) on a ; i)y dr = — Alx),
w0 -
De méme, pour a = b, si { est positive sur [b, a] : j J() de = — Alx),
i
et 81 f est negative sur [h, a] : [ fiydr = ).
wl
e En tout étal de cause, on a le résultat suivant :
Soit / une fonction continue et de signe constant sur un intervalle [a, £]. Soit A I'aire du
domaine plan délimité dans un repére par la courbe représentative de f, Paxe des
: abscisses, et les droites d'équations v =a et x = b (L'unite d'aire est l'aire du
THEOREME 7

parallélogramme construit sur les vecteurs unitaires du repére.) On a alors :

h
A= j fir) de

e Pour rendre compte du signe de Figure §

Pintegrale, introduisons la notion
d'aire algébrique.

Nous considerons comme mtutive la
notion de courbe simple fermee
(fizure $a) et la notion de courbe
fermée non simple (figure § b ). Nous
admettrons qu'une courbe simple
fermée partage le plan en deux regions
dont Fune, la région intérigure, admet
une dire.
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Une courbe simple orientée est une
courbe simple sur laguelle est défini
un « sens de parcours » (notion
intuitive). Dans ces conditions, on
donne la  défimition  suivante
{figure 9} :

. Frigure Y

DEFINITION 3

Soit I' une courbe simple fermée orientée du plan. L'aive algébrigue du domaine plan
delimite par I' est un nombre algébrique dont la valeur absolue est Paire de ce domaine
plan, et dont le signe est + si I” est orienté dans le sens trigonométrigue (positif), et — sil”
est orientee dans le sens rétrograde.

Avee cette définition, si [ est une fonction continue et de signe constant sur un intervalle
[a, b], le sous-cnsemble plan associé sur [a, b] dans un repére R i la fonction [ est
délimité par un contour fermé simple, oriente naturellement par le vecteur 48
(A{a, 0), Bih, 0}) (hgures 10 a 13),

Avee ces conventions, on énonce °

M Vi
A y B Bl A g ;
- -t -
Q) a b X o b 7] \
Figure I Fivure 11
V g
& a (4] X | bk o] x
i S V] B A 5
+ 14
Figure 12 Figure 13

THEOREME 8

Laire orientée du domaine plan associé a la fonction [, continue ¢t de signe constant sur

b
lintervalle [a, A] est égale a : J- () de.
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Cas d’une fonction quelcongue 14

Sif est une fonction continue sur un
infervalle [a, b], et sielle est de signe

constant par intervalles, le nombre
i os

ftr) dr est une somme algebrnique o -
y i il

hr

wl af y
d aires.

Fivure 14

Pour avoir I'aire du domaine plan associed la fonction [, on partage [a. bl en intervalles
sur chacun desquels la fonetion [ parde un signe constant, on calende les aires
arithmetiques des sous-ensembles plans associés d [ duns chacun de ces mtervalles, puis
on fait la somme (figure 14).

Exercice résolu

Soit f(x) = x° — 1. Déterminer 'uire du domaine plan associé  la fonction [ dans un repére
arthonormal d ‘unite de longuewr 2 cm, et sur Uintervalle [— 1, 1], puis sur intervalfe
[— 2. 2] (figure 13k

Sur l'intervalle [ — 1. 17]. la fonction donnée est negative. L'aire A, cherchée est donc (en
anites d'aire w) :

ks i
H 1= J‘ (= — 1) dt
e
h % 5 1
=13 -1
&
= i .
Fes : h A
Llunité dlaire valant 2 x 2 =4 em=~; 3 i
4 16 o
Sur 'intervalle [ — 2. 2], on décompose -
Faire 4 cherchée sous la forme :

Fioure 15

— el ®:d
.~1=U 1;3—1|dr\+|iJ (12 — 1) dt| + ’ 1r3—ljdrl
2 =3 al ']
oo '\__l, =] 4
Ona: (> =1 dt= e
‘l*'_lh 1 1d 4 ;1.
~_!“’ — 1l = —; —Ea
~ 2 4
(t* = 1) de = =
o 3
12

Dope:; A= U= du,  L'unité d'aire valant 4 ¢em*, ona 4 = 16 cm?.

If est & remarquer que les trois portions de plan constituant le domaine étudic ont la
meme aire.
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® Exercice d’application

9. Déerminer laire arithmetigue du sous- | &) fix) =5 —x;
ensermble plun associé sur Vintervalle [0, 2] dans | #) My = B2* — 8x + L.
un repére orthonormal A, d'unité 3 em, & la n
fonction [ telle gue : ¢ Jlx)= ""”(2 "')'

Il — METHODES D’INTEGRATION

1. CALCUL EXACT

La valeur exacte d'une intégrale peut étre determuinée par différentes méthodes. L'une des
plus elémentaires consiste a chercher explicitement une primitive F de [ et d'utiliser la
[ormule ;

rh

J fiyde = F(b) — Fla).

Les régles de dérivation permettent d'élablir des méthodes grace auxquelles on peut dans
certains cas determiner explicitement une telle primitive. Malheureusement, ces cas sont
en pratique trés rares, 1 est frequent en effet que 'on sache qu'une primitive existe, mais
gu'on ne sache pas 'expliciter.

a. Méthodes élementaires

L utilisation des regles elementaires concernant les intégrales et les fonctions dérivées, et
du tableaun des primitives usuelles (voir p. 298) permet dans certains cas de déterminer des
primitives. et par consequent de calculer des integrales.

o Combinaisons lintaires de fonctions de primitives connues :
Ce cas est le plus simple. et ne nécessite aucun commentaire.

B Exercice résolu ’

Déterminer une primitive F sur BY de la fonction [ défmie par :

-1 2 I
flx)=e™ 4+ 55" =3 /x + =~ — ——+ S cos 2x.
X V”.\"
. 4 L 2
Ona: fix)=e*+ 552 = 3xT 4+ —2x77 4+ 5 cos 2x.
Ek:-
On sait que une primitive de ™ esl T
,"‘.:! 1
une primitive de  x° st ——  (pour o = — 1),
o+ |
s |
une primitive de — esl n x,
¥
ol . 5in 2%
une primitive de  cos 2x est SRR
5 ] 5 1
A 5 —y i LR -
e 5 3x3 =3 5
; o S e T 7 T T
On a done ; Fix)= 3 + 3% 3 +Inx : ¢ 5 sin 2x.
2 — 5
¥ 5 g
i ; - = 4 ) o
Clest-i-dire 1 F(x) = — s x* — 2 /x* +1n x + s St AN
- - Ix -
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@ Exercices d'application

1, DPéterminer  une  primitive de  la
fonction f

; et
al flx) =3y —sin = + 5 cos 3x;

b} fix)=tan"2x;

| l
¢ Jlx) = ——. (Vuit ch. 2, 11, 4, b))

b=

s Polvnimes triconometrigques ;
On sait que towle puissance des fonctions

1. Caleuler les integrales suivantes ;

3 =
a) J (2 —r*+3r—5./nd:;
-1

n
"™

H
) J _f{cos 2t —sin 3t + tan? 5¢) do,

3

sinus et cosinus peut ¢tre transformee en

combinaison linéaire des sinus ¢t cosinus de multiples entiers de la variable (voir

page 2935),
Cest ainsi, par exemple, que
5 I 4 cos 2x
GO

| —gos 2x

2

S |
5N X =

Cette opération prend le nom de « lindarisation de polyndmes trigonometrigues ». et
peut se miener 4 bien en utilisant les formules d'Euler (voir volume « Géamétrie »,

page 104) : g% 4 i
Cos X = = = 0

Ei:'l: e ix

SN N =
2i

-

ol i désigne le nombre complexe, tel que i = — L.
Lorsqu'un polynome trigonometrique est linearisé, on sait en trouver une primitive grace

aux meéthodes ci-dessus.

W Exercice resolu

L

Caleuler Uintégrale | = ﬁ (1 4 cos t + cos™ 1) dt.

=

Pour toul réel ¢, on a ;

1 +cost+eost=1+cost+

Il en resulte que :

n v e 2
= T-I'blﬂl'l'-l‘-iSIﬂ,_.
Iz A I_3H |
B i S S

@ Exercices d'application

12, o) Sans utiliser les. formules d'Euler,
& el . Colty s
lingariser cos® x, sin® &, cos™ x et sin® ¥,

By En déduire une primitive de la fonction [
defime par :

) ! : N
fix) =cos? x —sin? x 4+ cos® ¥ 4 sin® X,

1 + cos 2t

= A |
J-= [ﬂ (E+CDSI+§EG‘_~;2!’

|
-+ ¢os | +§ cos 2L

oo MRS

~

.

i N
dr = ?+a!n£+4sm_t :

n i K L iezdn
- TThIl]E+35!n?

|5 Calculer les intégrales suivantes

&
gy f= [ {1 4 cos® t + cos™ 1) di;

=

li= j4r (sin r + sin? 1) dr.

3
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s Reconnaissance de formes usuelles :

L'étude de la dérivation des fonctions composées a conduit i des formes remarquables de
dérivées, qu'il faut saveir reconnaitre de fagon 4 déterminer rapidement une primitive de
fonctions se présentant sous ces formes,

On sait en particulier que. si v désigne une fonction, et sur un ensemble a préciser, que :
L
SRRy 1}
— une primitive de : — est Inuf;
i
- e L ’ a—1 i x
— pour tout réel a non nul, une primitive de w'[u]* ' est : = [u]%:
¥
i u
— une primitive de -—— est \IG:

5] I
=8/
— une primitive de u’ e" est g".

(Voir tablean récapitulatif p. 298.)

Exercice resolu

Déterminer une primitive de la fonction f. dans les cas suivants :

) 2x — | _ -
@) S =— :“—'—““‘—"1 ; b) f{x) = tan x: ¢) fi¥) = cos x . /e* "=,
Ixt—x 41

w

ju| =

a) Soit u(x)=x>*—x+4+ 1. Ona flx) = ‘—’i = 1'{x)[ulx)]
A Hx)

Une primitive de f sur [ est la fonction F telle que :

—

Flo) =2 /uix) =2 /5" = x + 1.

5in X wix)

cos x  ulx)
Une primitive de [ sur un ensemble de définition est la fonetion F telle que ;

b) Soit w{x) =cos x. Ona f(x)=tan x =

Fix) = —In |cos x].

3 3
¢) Ona f(x)=cos x e2""", Posons u(x) = = sin ¥,

2
Alars flx) = = u'{x) e

Par suite, une primitive de la fonction f sur R est la fonction F définie par

i
Efs) = —apsine
(X E.vf:z

S Fainx
A [+ +

ek |

Exercices d'application

4. Determiner une primitive de la fonction f, | 15.  Calculer les intégrales suivintes
sur un ensemble que 'on précisera ;
e )
. o 1n x| a) f = (tan 1 + tan® ) di;
up flu)= : L
= 4
B) f{x)=(x — 1) e¥ 2+, U
f by d = J (_1 -+ tan I) dr,
el flx)= s & Ltan
; xln x? o
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b. Changement de variable

La formule de dérivation des fonctions composces conduil & une methode diintégration.

& Soit g une [onction continge sur un intervalle [« /1], et soit f une Tonetion continue sur un
intervalle [a, b], tel que glz) = a, gif) = bet g{ [z fi] ) = [a. b]
St de plus fa fonction ¢ est continue sur [o, 7. Lo fonction o délnie par

ol ) = ol - git)

est continue sur Pintervalle (o, #] et v admet done une primitive. Soit -

fix) = I‘ (fa yﬁr,a-] TN
oo i L
O i

Soit d'autre part la fonction F delinie par

Fix) = ( Jud die.

o - o

La fonction F o g est déhnie et continue sur [« f#], et lona

(F oglix)=gix). Filglx))
c'est-d-dire. puisque F' = [

(Foglix)=(f oglx).g(x).
Les fonctions $ et F o g admettent done sur U'muervalle [, f]1a méme fonction dérivee. Par suite, i1l
existe un réel C tel que pour tout x de [x f#] :

(Fagix) =d{x)+ C,
] iy

clest-i-dire :J flu) du =J (o gk . g'te) de 4+ C.

L

qlzk
Pour x =2 j finydu=¢. Doa C=10, puisgue gix)=a.

Done J. [ foalt). gl dt = J.

u

wixh alxi
Su) du = J flue) dug.
wlxh
Soit ¢ une fonction continue et dérivable sur un intervalle [z, fi], et soit / une fonction
continue sur un intervalle [a, b, tel que g(z) = a, g(f) = b. et g < [2. i] > = [a, b]. Side
plus la fonction g est continue sur [x, f], alors :

™y

o
l ([ ogitt).gr)de = ) du.

iz}

REMAROUES :

1° La notation differentielle est particulierement adaptee & utilisation du changement de variable,
En effat, &1 l'on pase u = g(t), on o j[; = g1} sont ¢ du = y'(t) de. DVautre: part, on a a = gl
et hh = g{f). La formule découle tout naturcllement de ces notations par remplacement dans

Sty due de w par gl

a
2" Lapplication pratique de ce theoréme se presente sous deux aspects

s Si la fonction o domt on cherche une primitive, ou dont on calcule Dimtégrale, s¢ presents
naturellement, ou aprés quelgues transformations, sous li forme (o g).g'. et si I est une primitive
de f, alors F o g est une primitive de . Ce mode d'utilisation est simple, mais necessite la
reconnaissance d une forme de fonction permettant de retrouver une denvée eonnue de fonction
composee. (Cest a proprement parler ce gue nows avons rencontré plus haut sous le tiire
« reconnaissance de formes vsuelles v, Mais un tel changement de variable peut rendre des serviees,
meme en 'absence de forme reconnue,
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« L'utilisation de la formule dans I'autre sens pose des problémes plus délicats.
b

Si, pour caleuler lintégrale [‘ ftu) du, oo envisage un changement de variable de la forme = gli),

¥ Ak A § f - i i ; z [ .
en esperant quil seed plus wisé de determiner une prinutive de (foglg’ qu'une prmitive de £, il
restera d caleuler ¢ en fonction de u silTon veut terminer le caleul d'une primitive, ou simplement a

h

caleuler = et f# pour terminer le caleul de lintégrale ( fu) da,

- P I o W 4 5 v ' i -
Ces caleuls peuvent se laire aisément lorsque la fonction ¢ posséde une fonction réciproque simple.

Mous n'envisagerons systematiquement que e cas ol g est une fonction affing, et nous traiterons
quelgques exemples plus délicats,

Exercice résolu

3
Calewler [ = j tan ¢ di.

0

sin ot

Onatant = - Si l'on pose w=cos t, on a dy = — sin ¢ dt, et par suite :
Cos
£ f ,
3sin ¢ dr 2 =gy du 1
I—[‘ e —— = |. —=[null
Jo €08t 1 M 1w F
Done : I=lnl—-ln==In2
2
Exercice d'application "

y i 3
6. Aprés avoir reconnu une forme usuelle, | d) J cos Jr e dr;
o

utiliser un changement de vanable pour calouler !

les intéprales suivantes i
SEES 4 sip ¢odt I .
dr e) —— lon utilisera successivement
) e L oSt
Ja rin ) *°3
Ph 3 ek deux méthodes : = cos t, puis v = tan 1),

h Zt—=1)e i dr e B
IIJHE ) e : 8 L Tt

s Changement de variable alfine :

L]
Soit -{. ) du

=g

Posonsu=at+f. Ona du=x2dr et (pouraz20): 1= , 1 par suile ;

THEOREME 9

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle [a, 5]. Quels que soient les reels x
et fi tels que x s (). on a :

el

-[ Slu) du = Jnjxﬂxr + fi) dr.

Exercices resolus '
I — Soit [ une fonction continue périodigue de periode T. Prouver que le nombre | défini par

a+T
I= J‘ Sy du est independam du ehoix de a.

0 T avT
Ona [= ( fu) du 4+ J flu) du + .[ i) du.
0 T

w
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fn+T

Considérons J = Flu) du, el posons w=T+r.

ST
Onaalors t=u—"T, et J=| fUT +1)dr
0
Or. la fonction | est periodique de période T. Par suite @ fiT + 1) = fir).
| O
Done J =J flieydr = — [ flu) duw. 11 en résulle que :
4] Wl a1
A0 0 T . T
= | flu)duw— f S du + j ftuwydu = | flu) du
o i o il 0 <0
Il — Soit f une fonction continue sur un intervalle [ — a, a). Prouver que :

J“ fln) du = i. [fe) + f(= 0] de.
a W 0

Que peut-on en déduire, si f est paire? 5i [ est impaire?

il

a a
On a [ Sl du = i. Jlu) du + J () du.
a i (]

w = o

o
Considerons =J. f{u) du, et posons uw= — 1

—a
o

On aalors J = l — fi— 1) dt = j f(—1) dr. 1l en résulte gue :
(&}

J- flu) du = j Jid) du + J. fl—1) dr = J‘ L)+ f(—= 1)] du.
- 8] { i)

1

St [ est impaire, pour tout f, ona  f{— 1) = — f{t), et j flu) du = 0.

—il

St [ est paire, pour tout t, ona  f{—1t) = [, et j flu) du = EJ‘ Sftu) du,

o

Exercices d'application

3
, dt
17. a) Prouver que b Caleuler T'mtegrale ; J e (O pourra
b I ;| £ - -
. 2. T poser | + 1 = u, ce gqui revient i reconnailre ung
J VRS [‘u b=tk e [orme usuelle.)
bl En déduire l'integrale : c) Caleuler de lagon analogue intégrale :
F
T — =
I'=|_ (yeost —/fsinrjde 1. 1=t
.
¢) Retrouver par cette méthode que. si f est | 4} Bn deduire I T
o o2 .

i amwe, { g ! i) dr = 0. +Tila i
imparre, 41008 -.1“ J ¢) On considére I'intégrale:
i
18, On considére la fonction [ definie par: ! =J dyl
5 — bt +u?
fix) = ;- !
! 1 — x? , . :
) Déterminer los réels a ot b tels que D:cnm’pusch 3 — b+ u~ s0US
h o=y —q" a
M) = 4 Caleuler J en utilisant le changement de

F+x T=kx variahle - u = gt + p.
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o Auntres exemples de changement de variable :

B Exercices résolus
1
: F
I — Calenler Uintégrale [ =
i 3/

Lexistence du groupement | — * peut donuer l'idée d'un changement de variable de la

. mon
forme t = sin u (m‘cc HE ] ftaee ;[) ou { =cos ¢ (avec ve JO, n[)
¢ )
e Silonpose {=sinu ona:
dr = cos u du: | —t* =1 —sin®* u=cos? .

b ]

L]

ra| o

Or, pour tout u de J— ’:, cos 1 est positif,
Donc; /1 —* = cos u.

= » Ty 4
Drautre part, sin0=10 et sin = 3

dt 6 cos u du 6 m
Done — = _ = dit ==,
J‘n =1 J-u cos u J‘n ]

o 51 'on pose ! =cosr, onade méme :
1

Bl |

dt = — sin v.dp, | —t*=sin® u:

1 —1%=sing;

- w 0 r |
0% == 0); 08 — = =,
2 c0s 3 2
] ! .,:r,. m
T @ 3 sin v de A n T =x
Done [ = ?-‘— — — dt\z‘}_?:-—‘
2 x "
wo ok =i - si0 o L 20k 6
Remarquons que la fonction f definie par fix) = ————— est la derivee de la fonction
' 1= x2

arcsin (chapitre 2, 111, 4, a).

Il = Deéterminer une primitive sur [— 1, + ool de la foncrion [ définie par

l
iy S
! 14 ff

\.a'l+1'

Une primitive sur [ — 1. + oo[ de la fonction [ est la fonction F définie par ;

¥ 'dr
Fix) = e —F
.L 1+ /1+t

Posons | +1=2% (avec zeR,)

Onaalors dr=2zdz ¢l FlxX)= J‘u
1

1+x2-d
I

(E]

22 2242 2 2
Or : = - =2— :
1 +:z I 4z |l + = 1 + =z
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o \.-".I = ; o X |+ ¥ 2 d;_:
Donc: Flx)= J 2d:z — J :
1 I ] + =
. 8t I--'_-u 2 d_".' 1 = .\.'17-5 2 d“
En posant u =1+, on obtient : = —
| .I = I Ja I

=2[ln n]!i"‘-":".
Hienrésulte que: Flx)=2./14+x—2-2In{l + /1 +x)+21n2,

= 2[/T ¥ x=In {1+ 1+ x)]+2n

td
|

b

-

Une primitive de la fonction f est done la fonction @ définie par :

ixy=2 x"'ll +x —Inil + \I +_x]:|

Exercices d'application

i%  En utilisant le changement de vanable | 20 Déterminer, sur un intervalle que Pon
indiqué; valable sur un intervalle gque 'on | précisera, une primitive dela fonetion f:
preécisera, cabculer les intégrales suivantes : 1
e i =——

- o 1 L;“ 4 \-I Az

i} — = 1lin M
| I -

s by fix) = ——. 0n  pourris  poser

Wl 2 +cosx
i [ tif =F H
1) i =3 fi—id=z7 I = tan 3

i = 2

¢. Intégration par parties

Soient F et G des fonctions derivables sur un intervalle [a, b], et dont les denvées f et y
sont continues sur [a. b]. La régle de derivation d'un produit de fonctions permet
d'écrire : ’

(FGY(ix) = Flx)glx) + f(x)0ix);
Ou encore : dFG = F dG + G dF.
Cette regle de dérivation permet, inversement, de conclure que le produit FG est la
somme d'une primitive de Fy et d'une pnmitive de Gf. On a, sur [a. b] :

b (]
J Fit)gle) dr + j Gt} f{r) dt = [F(OG(0)1.

Ce resultat permet de transformer la recherche d'une primitive, ou le caleul d'une
intégrale portant sur la fonction Fg. en la recherche d'une primitive, ou le caleul d'une
intégrale portant sur la fonction fG, qui peut étre plus simple.

Cette méthede porte le nom d'integration par parties.

THEQOREME 10

Soient F et & deux fonctions derivables sur un intervalle [ a, b] et dont les dérivées f et g
sont continues sur [a, &]. Alors :

b b
J F(g(r) de = [FNG()T; — [ G(r) (1) dr.

w 07
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On emploie souvent Uintégration par parties ;

— Duans le cas ot la fonction 4 intégrer contient en facteur une fonction dont la dérivée
est simple (par exemple la fonction In).

— Lorsque la fonction a integrer est le produit d'un polynome par une fonction dont I'on
connailt des primitives successives.

— Pour trouver des relations de récurrence, dans le cas on 'on cherche les primitives de
fonctions dependant d'un entier n.

REMARQUE :

Il est important d'appliquer trés précisément la formule du Théoréme [0, en precisant bien leg
bornes d'intégration, et ce, méme dans le cas o on cherche une primitive. Une utilisation
inconsiderée pourrait en eflet conduire & (par exemple)

M | A 1
J e Jx F +J 3 e
X X 5 i X

Diof 0=1 {erreur grossiére),

Exercices résolus

™2

I — Calctder Uintéarale 2 |= | In tdr.
g |

Posons Fltl=Int et dG{1) =dr = glt) dr.
. di
On a alors  f{r) dt = dF(1) = e et (par exemple) G(t) = 1.

L'application de la formule d’intéegration par parties donne alors :

"Lln pdt =z In tF — J -;dr =[P - [
1 1

-

2
Soil : [Inrdr="’|u1—|.
ol

I — Déterminer une primitive de la fonction o définie par S plx) = (xT + x + 1) sin x.

X
o La fonction @ définie par &(x) =J‘ (¢ 4+ 1+ 1)sin t dr est la primitive de o qui
s'annule en zéro, #
Posons Flt)=t*+t+ 1 et dGit) = glt) dt = sin ¢ dt.
Soitalors =2t +1 et Git)= —cost, soil:
Px)=[— (1> + 14+ 1) cos 1]} + J. (2t 4 1) cos t dr.
a
M~

o Nous allons calculer (2t + 1) cos t dt  a laide d'une seconde intégration par
parties. v
Posons Fi(t) =2t 4+ 1 et dG,(t) = g,lt) dt = cos t dr.
On aalors [fi(r)dt =2dr et G,(t)=sint, dou:

X

'- (2t + 1) cos 1 dr = [(2r + 1) sin r]a—J"Eain.rdr
0

0

.

= [(2t + 1) sin t]5 — [— 2 cos {]}.
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o Il en résulte que :
B(x) = [ — (7 + 1+ 1) cos (15 + [(2t + 1) sin £13 + [2 cos 1,

soll 5 Px)= —(x* + x+ lJcos x + 1 +(2x + 1} sin x + 2 cos x — 2;
=[—%*—x+1)cos% + (2% + 1)sin x = 1.

o Une primitive de la fonction ¢ ¢ést donce la fonction &, déhnie par :
Px)=(—x=x +.1] cos &+ (2x + 1) sin x.

i1 — Soit Iix)= [ t" sin ¢ dt,
o L

ay Determiner une relation de récurrence entre 1, et 1, ;.
by Calculer 1) et Ii(x). En déduire I5(x) et I4(x).

) Posons Fit) = 1" et dG(1) = gl1) di =sin ¢ dr.

Soit alers fltlde=m" "dr et Glt)= —cost; dou:

%

&
J ttein tdi =[— " cos t]5 — J nt"~1 cos t dt.
] 0
A

J thsinede =[— " cos 1]5 + aaj "~ cos (.di.
(4]

a

v

0
Posons F(t)=1" e gf dé(r) = cos ¢ de.

» Nous allons caleuler J ("1 cos t dt A Paide d'une seconde intégration par parties.

Soit alors  filt) = (m— 1" et Gy(1) =sin t.
X X
[one : J t" L cos t dt = [""" sin 1]} — J (n— 10" = sin
o (§]
=["Vsing)E —n—= D, a0x) .
o Ilen résulte que : Lfx)=[—r"cos t]5 +nlr" " sin (5 — nin — LM, _a(x).

Iix)= —x"cos x + ax"" ' sin x —nln— 11, 5(x)

b} D’autre part ¢

-y

s [ix)= sintdr=[—cost]j=1—cos x

i
i

o Iiix)= [ fsin b odi.
wt )
Posons ‘Fiti=1 et dGl) =sin rdi. Soit alors flr) =1 el G{)= —cosL.

A
Done 1ix)=[—tcos t]s +J‘ cos ¢ dt = [ =t cos t]5 + [sin t]§
o
= — X CO§ X + §in X,
Par suite ! [3(x) = — x* cos x + 2x sin x — 2/ (%)
= —%*cos x + 2xsin X — 2(1 — cos x)
=2 —x?)tos x + 2xsin x — 2;

L= cos ¥ + 3x° sin x — 61,(x)
cos x -+ 3x° sip x — 6Bisin x — x cos x)

= (6x — xY) cos x + (3x? — 6) sin x,

3
— _"."
—
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@ Exercices d'application

X

a1, Déterminer une primitive sur BY de la | 23 On pose J [x) =J. " cos tdt,

fonction [° définie par 0

¢) Determiner une relation de récurrence entre
et st

e ) Caleuler Jy et d . En déduire J, et J,.

fix)=x"Inx (od nef*),
o |

22, Caleuler llintégrale
«

2. CALCUL APPROCHE

Le caleul exact d'une mtégrale par l'intermediaire d'une primitive n'est pas toujours
possible, ni méme rentable, car Ia plupart du temps on ne connaitra d'une telle primitive
que des valeurs approchées. En réalité, il est possible de determiner des valeurs
approchees, voire des encadrements de Fintégrale étudiée, en se référant i 'interprétation
geometrique (voir Activites preliminaires).

Pour realiser de tels encadrements. on peut :

— utihiser des encadrements de la fonction [ par des fonctions plus simples (voir
Théoréme 4);

— encadrer le domaine D dont on cherche Paire, par des réunions de rectangles ou de
trapézes (voir activites préliminaires). En realité ce second aspect revient 4 encadrer la
fonction etudiée par des fonctions affines par mtervalles. Mais en opérant de cette
maniere, on peut, ¢n affinant la décomposition, agir sur la precision de l'encadrement.

]

Certaines calculatrices disposent dune touche permettant le caleul de ( Six)de favec la

w0

precision de la machine),

a. Exemples d’encadrements
Exercices résolus

I — En comparant des puissances de x. pour x = |, encadrer In 2,

pei—

o Pour tout reel x strictement supéricur 8 Loona: x* > x> J/x.

| ! I
Donc ; —
L i O \_,-f’_l-
: jzdr J'Edf rdr
Par suite : — < == =,
i & A o
; LT’ i e
Il en résulte que : | — = <In 2 < [2/]h
1
035 <=In2<083

« Pour obtenir un encadrement de meilleure qualite. considérons :

> x> x0?
| | |
Sait: =,
el Sl

: J’l dr "3 dt ‘ *di
Par suite : e — < T
1 L L
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I

Clest-d-dire :

(]

= m('__— :)*f]"
16/
N

I,-ﬂ,l 2
[— ﬂl] = In -=:|:
T 1

< 100892 — 1).

{”'1

0.1

]

Lutilisation d'une calculatrice donne : '\,”E = 1.071 77,

Dot 'encadrement : 0,669 <In 2 < (0,718,

o On peut egalement envisager :  x'"

b=

—_——

d
Il = Encoadrer | = i =,
o 3+ 2cos 1)

Ona:

T | e

I
Il ¢én résulte que :

i | |
= i Doncsi O<r<—, alors
: :

Jan

—_

/3 _
}T <eos r<l.

aa

S ol 0 . BLE,

]

Exercice d'application

24, Encadrer N'intégrade

J" dt
o (5 + 3 cos )

b. Méthode des rectangles

e Soit f une fonction continue et
positive sur un mtervalle [a. b], avec
I

a < b, Lintégrale | f(t) dt mesure, en

P
unités daire, le domaine plan associé
dans un repére orthonormal 4 la
fonction f (higure 16). Considerons une
suite [inie, strictement croissante d'cle-
ments de [w ]

e = g X b =S
Dans tout intervalle [x- ;. %]
(keil,..,n}) la fonction [ est conbi-

nue. Elle est donc bornee et atteint scs
bornes. Soient mi, et M, respectivement

=i o
25 (34 2cost)t

e ———
2

3+ /3

3+ /37

On obtient alors

002 <1 < 0,02233,

M- -
L
7|
(&) [T £k, AR X

la borne inférieure et la borne supericure de [ sur Uintervalle [x,_,, %]

Pour tout réel x de Uintervalle [x,_,, x;]. on adonc: my < f(x) < M.

" Xk L

11 en resulte : m, dr < J
g

s

Clest-d-dire :  mlx, — X ) < j

h

finde < J‘

Xk

M, d.

,”” dr < ﬂr'fkl.xk Sk | )

Figure 16
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Ceci étant vrai pour tout intervalle [x,_,. x,]. on en deduit :

Ll

b n
Y omlx, — x40 < J o di< Y M — x-y)
K=l & K=
REMARQUE :

La réalisation de cet encadrement revient & effectuer un encadrement de [ par deux fonctions en
escalier ¢ el o sur [a, A].

L
» L'amplitude de cet encadrement est : &= Y (M, — mix, — x,—4).
& 1

Soit 2= sup (M, — m)

LS

n
Onaalors ¢<a Y (% —xy). soit:
=1
&< afx, — xp):
&= alth — a).

s Soit (&, &5, .. £,) une suvite finie d¢léments de [, b]. tels que :
EvE X1 %],
Pour tout k, ona m, < f{gk < M,.

Par suite, la somme 8§ = "'t (xp — X MAEL)  est une valeur approchée de N'intégrale

h.'—l
= f it} dr avec une incertitude ah — ).
Ce résullal est en pdrtu.u!mr Vol ponr £ =X, erpour &= X .

Les sommes &, = l_ [y — X Jfxs ),

8y = E (e — X M%)

k=1
sont donc des valeurs approchees de 'integrale I, a lincertitude «(b — a), ou :

o= sup (M, — m).
ke,

REMAROQUE :

A
On dit que 8 = E (6 — 2 ) M) st une somme de Riemann relative d la fonetion [ et d la
k=1

subdivision (Xg, Xy, X3, ua %5

« Onsuppose quela fonction [ est derivableet que sa dérivée est bornge, Cest-a-dire qu'il
existe un réel M tel que, pour tout x de [a. b]. on ait; [ < M. Dans ces conditions, on
sait que, gquel que soil x5, on a, pour tout x de [u, b] :

| F(x) — Sfxg)) € M x — xgl.
La fonction [ est continue sur U'intervalle [x,_ ., x,]. Elle est donc bornée et elle atteint
ses bornes sur cet intervalle. Soient 2, et f, desréels de [x, _ ., x.]. tels que flz,) = my et
Sifh) = M. Dlapres fa propriete ci-dessus, on a

| — Sl = M [y — ol
Commnie z, et ), sont des élements de Nintervalle [x; , x;]. ona:

[P = ol € ¥ — X1
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Il en résulte que, quel que soit & ;

I"'i'*_ ?nt "l'ﬂ-‘ck — A Ij
Une incertitude sur la détermination de lintégrale par la méthode des rectangles est donc
wlh — a), avec !

a=M sup (x, — X;-,)
keldy

o En général, le choix de la suite (x,, xy, X,, .., X,) n'est pas quelconque. On choisit

, ce qui a pour effet de realiser une subdivision réguliére de

|
I'intervalle [a, b] en intervalles de longueur -HHE

souvent x, = a + k

- b= a)?
P ﬂ.t‘,t E:EME a}-.
n Fi]

Onadoncae=M

REMARQUE :

La recherche, suivant le probleme étudi¢, de la « meilleure » subdivision (xg %}, .., x,}est un des
problémes majeurs du calcul approché d'intégrales.

En conclusion :
Soit f une fonction continue et dérivable sur Pintervalle [a, &), telle que, pour tout x de
[a, b], onait| f(x) = M. Soit(x,, x,, £1,.., 1) la suite d’éléments de [ a, b] définie pour n
h—a

—
Dans ces conditions, les sommes S, et 8, ci-dessous sont des valeurs approchées de
(b — a)’

entier naturel non nul par : x, = a + k

Fintégrale I = J. f(0) dt, 4 Pincertitude M

b—ﬂ :, b " | R
S, = flix); S=——3 flxn_ )
n =1 " =1

Gl b b
ll en résulte que lim —— = Y flx)= lim g ) ~J‘ o) dt.
ngt = K= N k=1 u

Exercice resolu

Déterminer une valeur approchée de J = J- ” :i—r
10
Prenons n = 10, et calculons :
5 = I_lﬂ *i _,I"(IU' + ii[}) et §;= % n§1 j'(l{] + %)
e j‘i 10 L0 |

L 100 + k4=, 100 + k

L] R I | e e B
- e e R LR i 1 B
101 T702 103 T108 T 10s T 106 T 107 T108 1o T 110

_1
LU0,
|

Soit (apres caleul @ la machine) : g, ~ 0,094 857,

] : ; i ; M 1 =
L'incertitude sur 'approximation de [ par 5 étant 10" avec M = sup (—,—)T C'esl-i-
e[ L0, 11]

l
dire M = T S, est done une valeur approchée de [ 4 1072 prés : [ = 0,095,
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o 10 1 L. 10 10 'i"_‘ﬂ I
) E'Ehz f( F)"ﬁj}, 100 +k—=1 =099+ k
11 A e sl e

|
e T el TS Y S e O L
oo T i0r 102 105 T 10a T 105 106 T 107 Tios T ioe

Soit (aprés caleul i la machine) : 8, = 0,095 766.
L'incertitude sur Uapproximation de I par 8. est également de 10 : I = 0,096.

s Remarquons que la fonction [ est strictement deécroissante sur Uintervalle [10, 11].

1l en résulie que §; <1 < §,.
Remarguons également gue [ =1In .1,

La calculatrice donne In 1,1 = 0,095 31. L'approximation obtenue ¢st de bonne qualité.

Exercice d'application

15 Déterminer une valeur approchée de | (On prendra = 10.)
dt

Iintégrale | = o

¥

c. Application a I'étude de limites de suites

e Soit [ une fonction définie, continue et dérivable sur un intervalle [a, b] et dont la
dérivée [ est bornée sur [w. b]. Considérons la suite (u,), -, definie par :

, = bezd Eﬂ: _,r‘(u+.f..(,} e ))

D'apres ce qui precéde : lim wu, —j' St dr,
= oo
. i,
(u encore ; lim = HI'I de.
n=+w b —a I!--u " b
fir) dr
La valeur moyenne de [ sur lintervalle [a, b] est précisement e
) —
On peut conclure :
La valeur moyenne sur [a, 6] de la fonction [ est Ia limite ¢en + = de la moyvenne
: ; h—a
arithmétique des valeurs prises par la fonction en a points de [, 5], espacés de en
"
b—a
e

Ce resultat justifie a postériori la dénomination de « valeur moyenne ».

Exercice résolu

Interpréter In 2 comme limite d'une suite.
3
s

Ona In2= j 2
i

Posons u, =
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Yaprés ce qui précede, ona  lim w, =In 2,

e i 8
| n n "
Ops Yy, = — + + ..+ =
' u(n-lrl R 2n
| | N l
I T T 7
. 1 1 1
Done lim +—Ft it =1=h L
e+ \n+ 1 n+2 S 20
o . 1 |1 1 | |
Remargquons que, en considerant la suite 1, == T+—1+ et T
L+- 14— l +
1 i n
. : . 1 1
on obtient e résultat:  hm |- + $uwt——]=n 2
ok oty \ n+1 n—1

On peut également remarquer que, pour tout entier n, In 2 est compris entre u, ¢t v, On
peut en deduire un encadrement de In 2, mais. pour obtenir une bonne precision, il faut
utiliser de grandes valeurs de n.

Exercice d'application

6. Déterminer Ta limite de 1o suite (u,) définie | (Voir exercice dapplication 19.)
paT : -

w-3

k=1 .IIll ' .‘n?

« Lutilisation d'intégrales permet d'obtenir des encadrements qui permettent de préciser
si une suite est converzente, ou divergente,

1

Soit par exemple la suite (u,) définie par : w, =1 + ok 5 4.+ =

Sy T ; 1
Considérons la fonction en escalier ¢ prenant la valeur - sur Pintervalle [n, n+ 1]
1

{figure 17). On a, pour tout x supereur a 1 : p{x) = —.
X

Figure 17

[
o
Y
h
i

0 |
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My ]
- dt
Il en resulte que : ' pi(r) dr = [ —,
t

W Wil

M ™a d
e J‘ () dr = u, et J ,: = |1
1

!
Dane, pour tout entier naturel non nul n: u, = In n

Or: lim Inp=+ o done lim u =+ =.

"
o=t N+

Exercice d'application

27. Prouver que la suite (w,) delinie par | Déterminer un encadrement de fa limite de u,, &t

i | Wi interpréter graphiguement,
ity= ¥ k—zcsl majorce. ? EHPIHEEG
k=1

d. Autres méthades d approximation

Pour un intervalle donné, le rectangle peut se révéler une approximation trés grossiére, et.

alors, n'assurer qu'une convergence trés lente vers lintégrale, lorsque le pas de la

subdivision tend vers zéro. On peul espérer de meilleures approximations en remplagant

les rectangles par des domaines de formes plus complexes.

2 dy

1 f I

L'utilisation de la meéthode des rectangles, jointe au fait que la fonction [ x — — | est
X

décroissante sur I'intervalle [ 1, 2] conduit, avee dix points de subdivision, a 'encadrement

0,668 77 <In 2 < 0,718 77.

iy . . ! 1
« Considérons directement la courbe d'équation y = {figure 1¥),

Considérons par exemple In 2 = J‘

z & \
Le réel Iln 2 =J~ E sl B
1

|
: E
encadré par les aires des 2 2
trapezes ABCD et AEFD, AT T (e =
ou les points ABCD sont 75t C
définis par leurs coordon- | g
nees : j
Al 0) A i
Bl 1) 0 1 3 T
I iy
C:l2 =) 2
(23)
D2, 0 Figure 18

les points E et F ¢tant les intersections avec les droites AB et CD de la tangente 4 la courbe

3 L)
au point M : (ﬁ’ i)

Une équation de celte tangente est :

et Ay 2
J 3_ 9 -1—'1).
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: 4 e 3 2 6 a8
On a done, pour x =1, _1-=-ax(—5 +§_+§+§—a,
._-.._412,2_,_5_11’
BRELRm S e Py e Te T
I
Vi 3
Aire de ABCD = —— ><I=__—I=!.}.'r'5.
8 4
: ol SOERD 6 2
Aire de AEFD =——— % | = 5= 3 = 0.66.

Activite 1
Potr obtenir tn encadrement de meillenre qualiteé de In 2, recommencer le travail ci-dessus

i 3
. puis dans Uintervalle I:,i. '-".}

3
dans Uinrervalle | 1. =

Refaire le meme caleul en utilisant quatre intervalles.
Comparer les encadrements obtenus avee Uencadrement résultant de la méthode des
rectingles,

v Activite 2

On considére une fonction | continue et positive sur 'intervalle [a, b], et on envisage de
&

deéterminer une valeur approchée de Uintégrale | f(1) dt en utilisani aive délimitée par la

ol
ligne palvgonale joignant les points My, d M. oa le point My a pour coordonnées

@+a“15f@+kﬂ%ﬂ)mmmWL

@) On rappelle que Uaire d'un trapéze de hauteur h, et dont les bases mesurent B et b est
B+b

R Figure Y
Dérerminer la valewr approchée
ohtenue avee n = 3 (figure 19).
Diéterminer la valeur approchée M,
ohrenue avee n quelcongue. M, M,
Dans quel cas connait-on le sens M,

de 'approximation? M

h

by Appliguer pourn = 104 g
ditermination d une valeur up-
prochée par exces de ln 2. M,
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REMARQUE :

Lorsque L fonction [ o'est pas monotone, les méthodes ci-dessus permettent de déterminer de
bonnes approximations de lintégrale éludiée, mais on ne peutl pas loujours preciser un
encadrement de lintégrale chercheée. Il devient nlors necessaire de préciser etude pour donner une
incertitude sur lapproximation obtenue.

« On peut egalement envisager d'approcher lafonction [ sur Uintervalle [a, b] par des
fonctions simples {par exemple des fonctions polynomes). Cette méthode permet souvent
d'obtenir des résultats remarquables, mais elle ne permet pas de maitriser simplement
Pincertitude sur l'approximation.

Activite 3

32 I
On considere les points B(1, 1) M(;. i) (_'(Z. :r)‘

a) Déterminer les réels a, b et ¢ tels que la courbe d'équation :
Vo= ax® + bx+ .
contienne les points B, M et €. Tracer soigneusement cette courbe,
b Soit _}"{xi =ax® + bx + ¢, ofa et e ont les valewrs déterminées en a),
Caleuler [ finy dt. Cemparer avee les valeurs précédemment obtenies pour In 2
J1

¢) Reprendre la methode ci-dessus en considérant la parabole contenant les points B, M et

. iy < "ELENCHIE O 2 I 5 ] S vl 4 ! TP S
{ " ! =4 i O G Confe i L] HTTLS [ I
Rf"‘ffrt‘l L'U‘”rpl' d EIE' cetre ”rl:! h f.:lrl:ljl'.J FH Fone I}[”"T_' _\'{”-IHH'[;{-'_

Activité 4
Une fonetion | continue sur un intervalle [a, b] ese dite convexe sur [a, b si. et senlement si,
guels que sofent les réels o et fi de [u, bY. on a (voir chapitre 9) :

;,(m + ﬁ) S+ )

) 2 :

o =

I @) Prouver la fonction [x w— x*) est convexe. Interpreter cette propriete d laide de la
notion de baryeentre.

I
By Méme guestion pour la fonction [.1' —— .
X

2 a) Prouver que. st [ est convexe sur [, f], alors
oo [ () 4+ f(f
(fi - :x}f(x—? —’) < [ ey de < (f — o 12 : B

W

B Tacerpréter graphiquentent el commenter,

3* a) Dérerminer un encudrement de In 2 én prenant x = 1, f =2, fi) = a
h) Méme question en refaisant le méme travail -

1| 1

d'abord avec : a=1, f=. [()=—.
! W 1

puis avec ox= 3 f=2 Jlth=—

¢} Reprendre le caleul avee cing points de subdivision. Comparer avee les méthodes
precedentes.
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IV — APPLICATIONS

1. EXEMPLES D'ETUDE DE FONCTIONS PRIMITIVES

On sait gu'une fonction [ continue sur un intervalle [g, H] admet sur cet intervalle des

X

primitives. On peut done envisager les fonctions ¢ déhmes par  ip(x) = [' Sl dr.

o Ona vuque, dans certaing cas, g x) peut s'exprimer comme combinaison de différentes
fonctions connues, mats parfois ce n'est pas le cas. On peut néanmoins etudier de telles
fonctions ¢, e, si leur importance mathematique ou pratique le justifie, on est alors
conduit & leur donner un nom spécifique. Clest ce qui a €té fait pour la fonction In.

Activite 1

1" On considére la fonetion | défmie par flx)=e¢™ ¥
a) Erudier la variation de la fonction f,

by Representer spigneusement la foncrion | dans un repére orthonormal,

X ! e I
On placera la courbe par rapport d ses tangentes aux points d'abscisses respectives —=
ik |
i
1
{Ef (= —r
i)
N 2
* %
2 On considére la fonction F définie par F(x) =J & =1
(L]

a) Prouver que F est une fonction impaire.
b) Etudier les variations de la fonction F.
¢} Déterminer des valeurs approchées a 1072 prés de F(1), F(2), F(3). {On s aidera de la
représentation graphigue obtenmie au 1°.)

3

3 @) Prouver que, pour toul réel x supérieur a 1 ;¢ ™ e .
by En déduire que F est une fonction croissante majorée.

¢y Snit 1= lim F(x). Encadrer an miceux 1.

X=-+t0
£ Représenter soigneusement la fonction F dans un repére orthanormal.

5 a) En wtilisant une intégration par parties, déterminer, en foncrion de F, la fonction G
¥

telle que : Gix) = j F{r) dr.
(4]
by Représenter graphiguement la fonction G,

Activité 2

(i o
: rEiE rde

On donne la fonmction F définie par : Ix) = J 1 —lul
+ |t

1" @) Ewudier er représenter graphiquement la foncrion [ défmie par ;

) = T

b)) Interpréter graphiguement la fonction F.
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» a) Ewudier directement les variations de la fonction F. (On apportera un soin fout
particulier au calcul de la dérivee de F.)
b) Représenter graphiquement la fonction F.

3% Expliciter la fonction F a l'vide de fonctions connues. Vérifier les résultats de Uétude ci-
dessus.

2. CALCUL D'AIRES

« Soit [ une fonction continue et de signe constant sur un intervalle [a, b]. Soit € la
courbe représentative de [ dans un repere orthogonal i, Soit D I'ensemble des points du
asxs<sb;

0<y< fixh

L'ensemble D est ce que nous avons appel¢ « sous-ensemble plan associc 4 [ sur [a, b]

dans H ». On sait (1L, 3) que, s1 u désigne Paire du rectangle défini par les vecteurs-unités
h

fit) dt

plan domt les coordonnees (x, v) satisfont 4 : {

de M, Faire 4 de D est donnée par: 4 = 1.

i
« Silafonction J n'est pas de signe constant sur Pintervalle [a. 0], Faire de domaine D se
alcule en découpant I'intervalle [a. b] en sous-intervalles, sur chacun desquels [ est de
signe constant, et en ajoutant les résultats partiels obtenus.

« Soient f et gy deux fonctions continues sur un intervalle [a, #] et telles gque, pour tout
reel x de [a, b]. on ait f(x) < g(x).

Soit § l'ensemble des points du A =g (x)

plan dont les coordonnées T,
asx<h

fx) < ¥ < glx)

I’aire de I'ensemble 8 se caleule

commie difference de 'aire A du

domaine plan associe a4 g sur

[, ] dans R, et du domaine

plan associé a [ sur [a, b] dans I
K thgure 20). 11 résulte, daprés

fa linéarite de Uintégrale que :

{x, v) satisfont d : {

: {
A=fmm—mnm 0 ] & b x
2 Figure 200

o Si,sur lintervalle [a, b], avcune des deux fonctions [ et g n'est supérieure i autre, on
partage I'intervalle [a. H] en sous-intervalles o cette propricté est vérifige, et 'on ajoute
les résultats partiels oblenus.

o Le lecteur verifiera que la formule suivanie englobe tous les cas recensés gi-dessus

b
J |yﬂll—.f'lf}|df‘

A=

{y compns le cas ou gl{x) =0 pour toul x de [a, b))

Exercices resolus

I — Calculer Uaire du cercle d'équation x* + _r": = 1. ( Le repére est orthonormal, et les
wnités sont de 1 om swr chague axe. )
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Le demi-cercle d'ordonnées positives a4 pour équation v = /1 — x~.

Le demi-cercle d'ordonnées négalives a pour équation y = — /1 — &7,
I

a—r . i

Tl —¢ dr.

L'aire cherchéeest: 4 = J. [w-"l — 2+ \;’I — ) de

Posons ;1= cos x (xe[{, x]).

On a ,vfl — P =sinx (cdr
sin x est positif),

el dr= —sin x dy. -

0 X
Done: A= —12 I. sin® x dx,

w B
T e
ar. sin" x = 3 Sy
0
dar siiite e - ¥l g
Parsuite: A= J (1 —cos 2x) dx Fioure 21
m
sin 2% |° ,
A |l = — s = {en:cms).
3 5
A e

Llinterprétation geométrique du
changement de variable utilise ci-
dessus fait 'objet de la figure 21,
1l — On considére un repere Roortho- oo
gonal rel gue, en ordonnde, uniré soit de
2 om, et gqu'en abscisse, 3 cm représen-
tent . Déterminer enem?® 'aire délimitée
par les courbes représematives de la ¥y =cosx

Jonction sinus et de la fonction cosinus,
entre O er w(hgure 22).

Les courbes représentalives se coupent

Fis . A f
pour x = 7R Soit A 'aire cherchée, en

unités daire : -
e "
A = J {cos r — sin t)dr + ( [5ife ¢ — cos ) dr.
i v
B

Ona donc: A= [sin '+ cos 1] + [ — cos ¢ —sin 175,
a2 G
e e

1

3

~

Fd

Daulre part, I'unité d'aire est 2 x = cm®.  L'aire cherchee est donc :
n

—

12 .2
A ¥ em®.
7t

= it B SR W
R e :_LL.

Figure 27
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@ Exercices d'application

25, Le repere M est orthonormal, et lunité de | 29, Le repére R est orthogonal. En ordonnée,
longueur vaut 2 cm sur chague axe. Determiner | 'umté est de: 2 em, el en abscisses, 5om
i'aire de l'ensemble plan delimité par les courbes 5 - . t
représentatives des fonctions | et g Hlustrer | fepresentent n. Calculer sur intervalle | 0, 3 I

graphiquement. Iai Jiritde nar lis @ il =
[ o IO | S I delimitée par les courbes d'équations
B ifixy=x — 3x;g(x) = x* +x y=cosxet y=tan x

3. AUTRES APPLICATIONS

Les applications de la notion d'intégrale sont multiples et variées. Elles sont en général
liées 4 des problémes de sommation d'un grand nombre (tendant vers Pinfini) de petits
termes (tendant vers zéro). (Uest le cas en particulier des aires que Fon peut interpréter
comme la somme des aires d'un trés grand nombre de rectangles de largeur trés petite (que
I'on note Ar). Le signe d'intégration peut s'interpréter comme le passage 4 la imite d'un
signe L lorsque le nombre des termes d additionner tend vers 'infini et gue chacun d'eux
tend vers zéro.

a. Volumes

Nous considererons comme intuitive la notion de volume d'un ensemble de potnts de
I'espace.

Soit ¥ un ensemble de points de Pespace. Nous dirons que ¥ est une surface simple de
Pespace sitout plan qui rencontre I la coupe en une courbe plane fermee simple I, ou une
réeundon de telles courbes, délimitant un sous-ensemble plan possédant une aire,

Soit [ un domaine de l'espace, délimité par une surfice simple £. Soit i un repére
orthonormal de I'espace. Soit P, le plan d'équation z =4 dans #, qui rencontre X
suivant la courbe plane [, délimitant un sous-ensemble plan dont Paire A(2) est fonction
de A (figure 23).

Nous admettrons, dans ces conditions, que le volume V' du domaine delimite par X et les
plans d'équations respectives z = z; el z = z,, ¢l mesureé avec, pour umté, ke volume du
cube constriit sur les vecteurs de base, est donne par : ’

V= ’ [_'.-u 3)

4 Figare 23

Fipnre M
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Eneffet :t04) Azest le volume d'un eylindre droit dont Ja directrice o pour aire Al2), et de
hauteur A4, Le volume cherché est décompose en un grand nombre de tels cyhindres
clémentaires. Clest I'équivalent de la décomposition d'une aire en rectangles clementaires.

Exercice resolu
Caleuler te volume d'une sphére de ravon R cm.

Soit R un repere orthonormal domt ovigine est le centre de la sphére, et dont Punite est
| cm. Le rayon de la sphére est R cm. (figure 24)

Le plan P, d'équation = = A coupe la spheére X, pour |4 < R, suivant un cerele 1 dont e
rayon p(4) est tel que p(2)* + 22 =R* Denc pli) = R* = ;2%

L'aire A(4) du cercle [ est done:  at(4) = mp(i)* = n(R? = A7),

Le volume ¥ de la sphere est done donné, en cm’, par :
R A i 3 ;
e Bl L K R 4
V= (R® = i5ydi=nr R‘A—RT =7 (R“——) —(——R"‘) =— nR?,
- 2 It 3 3 ol 3

Exercices d’application

M. Seit I' une courbe simple fermée; plane, | 3. Soit un repére orthonormal de Pespace
déelimitant une surface plane dont Taire est 4. | (R = (0. i, j, §)). On considére la courbe I” du
S0it S un point situe a une distanee frdu plan [, bl (0 j'. .f:p dfinic ooy e Tl S bar & =
On appelle surfuce conique de sommet § el de ! Tt i
ditectrice £ Fenserible des droites contenint 5 On ;1.'[1[':eilg: qurf.'u;'.: e n:\l'crlullun d axe (e, k). et
¢t renconirant ln courbe I. Determiner le | d¢ géneratrice Il surlace engendrce par les
volume du domaine d'espace délimité par cette | tmages de I” dans les rotations d'axe {0, k).
surface conique, le point S et le plan de 1" (51 | Déternuner le volume du solide de revolution
deux sous-ensembles sont homotheétiques dans | délimité par la surface de révolution daxe (), k)
up rapport & le rapport de leurs iires est k7)) | et de péneratrice I'.

b, Masses, moments d'inertie

.
L'étude des masses ¢t des moments d'inertie, ainsi que celle des centres d'inertie, ¢st
possible grace a la noton d'intégrale, Cependant, en général, cette étude nécessile des
notions dépassant le cadre du programme. Néanmoins, dans certains cas (par exemple
solides homogénes), on peut utiliser les notions rencontrées dans le présent chapitre. On
pourra aussi envisdger des solides non homogénes, 4 condition que la densite sont
fonction de la variable qui sert & intégrer,

Exercices résolus Figure 25

| — Dérerminer le centre d'inertic G "”T =

du solide plan homogéne, de densité

, délimité par lta parabole o ‘éguarion

vyt =ax, e par la droite d'equation

x=a (hzure 25)

Le centre dlinertie du systeme de points : =
i

ponderes (M. =) a pour coordonnees :

L] i
Z X E 24V
w0 d=1 : i=1
E=E e MEse—
& Y. o

= =1 B 18
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Par raison de svmétrie, le centre d'inertie G du sol

ide § 4 une ordonnée nulle.

Pour déterminer abscisse £ de ce centre d'inertie, considérons I'ensemble des poinis de §

d'abscisse L et assimilons-le 4 un rectangle de long

e
ueur 2, /al, et de largeur Al

La masse Am de ce rectangle elémentaire est o . 2, /al Al. On a alors :

Qo Jalldl 23, /a

et

j 142 di
4]

5
3 a = = i
J‘ il \.*’uf dl  2a./a [ R T,
(1] o
-
A% [I:T'l It
5 e
= = ="
ij:
'_? (EEST, 5a” 3
= [P
I — Déterminer le moment d'inertie d un disque homogéne pesant de rayon R par rapport

d un de ses diamétres A (frgure 26}

L'ensemble des points du disque a distance p de A

droite de longueur 2 \_f'Rz — p*. Cet ensemble de po

est constitue par deux segments de

ints peut étre assinulé a un rectangle

unigue de longueur -4\;"R" — p* et de largeur (infiniment petite) Ap. La masse de ce
rectangle est : Am = dp 'R* — g~ Ap (o0 p désigne la masse par unit¢ de surface de la
matiere constituant le disque). Le moment d'inertie élémentaire de ce rectangle est dong :

4up? ,Vfﬁ: — o2 Ap.

Par suite, en passant 4 la limite, le moment
d'inertie [, cherche est égal a:

4
Iy= J. dpp® /RF = p? dp.
Lt}

Pasons p = R sin 0, avec fle

[

ke

l, =J“4;:R3 sin® f /R* — R? sin® (! R cos I di);
L]

On obtient alors :

/
\

Freure 26
T . (% (sin 20)°
=4uR* [ sin® 0 cos® 0 df = 4uR* SR il del
o o0 <
el 1 — cos 40 g sin 40 z
=J‘R4J 1—5[{'}:]{“4]::— J :'HR';E‘
2 5 = ]
Or, M = uR* est la masse du disque, On a donc: [, = —MRh.

4
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1 — Déterminer le moment o ‘inertie d un cylindre de révolution homogéne. de masse
volumique i, de ravon R, de hauteur h, par rapport a son axe 4.

L'ensemble des points situés 3 une distance r de 4 est assimilable & un tube d'épaisseur Ar,
de ravon r et de hauteur fi.

La masse de ce tuba est : Am = p2zrh Ar.

e moment dlinertie élémentaire de ce tube est done @ Al = ¢* dm = p . 2 h Ar.

Par suite, si [, désigne le moment d'inertie cherche :

R 4 TIH Rﬂ.
I, = ,L j2mrth dr = 25‘1'.“51[%] = 2mph x

b

MR*

Or, M = nR*hyt est Ja masse du cylindre, donc: [, = ——

IV — Caleuler la masse d 'une boule de rayon R, sachant que la densité varie en fonction de
la distance an centre selon 'expression  plr) = ar + b (re 0. R]).

L'ensemble des points situés a une distance r du centre de la boule peut étre assimilé 4 une
coquille sphérique d'épaisseur trés petite Ar, et d'aire 4nr®. La masse de I'ensemble de ces
points est done : 4nrslar + b) Ar.

La masse de la boule est donc :

K o R PR
“ dmrtar + B dv = dna] — | + dnb| —
4 4] 3 1]

o U

M

4
naR* + inﬁﬁj
AT [ 3aR
= 51':.'2 (—4 + b) =} (—4 + EJ),

Exercices d'application

32, Déterminer le centre dlinertie d'un solide | 3. La densité superficielle de la Terre est

plan homogéne, en forme de demi-disque. d'environ 2,7t fm?, et la densité an centre de la
N Dieterainn ek momsnte di ferde Terre esl évaluée a |6 t/m*. En supposant gue
RGCIDREL 163 BIOTINS S HAEUe cette densité varie lingairement (suivant une loi

al d'une barre pesunte homogeéne par rapporta | g 0o jlr} = ar + b), déterminer
un axe de son plan medidleur;
b) d'une hirre pesante par rapport 4 un gxe

perpendiculaire  contenant une de ses | @) la masse de fa Terre (supposée spherique);

EXITEmites;
¢} d'une boule homogéne par rapport 4 un de | b) le moment d'mertie de la Terre par rapport i
ses diameétres. son centre.

c. Valeur efficace

On considére un conducteur de résistance R parcouru par un courant diintensite
i = I, sin wt. Lintensité d'un courant continu produisant le méme effet Joule sappelle
intensite efficace, et est notée 1.
L'énergiec AW libérée par effet Joule pendant le temps Ar est :

AW = Ri* At
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-

. P N . e oo - s
Soit W I'énergie libérée pendant la période T = =
(4
W= (”. R.‘,:'; sin” ot de
)
RI; =
S {1 — cos? wit) di
2 Jo
-y ' in
Ri; | &
= __}q [E =ty Ewt]
= =41 it
N Rlin
T

La puissance moyenne libérée est done :

(
Un courant continu d'intensité I, libére une puissance de R/,

To
Done : l,=—.
/3

J2

DEFINITION 4

On appelle valenr ¢fficace ¥ d’une fonction periodique g, de période 7, la racine carrée
de la valeur moyenne de g° sur un intervalle de longueur 7 :
T

=

g 0 d
=7 |, oo

d. Facteur de puissance

Soilu# la tension aux bornes d'un circuit, et i I'intensité aux bornes de ce circuit. Supposons
que u= U,siner et i=1[;sin e —p) (La tension et l'intensite sont déphasces
de a.)

La puissance instantanée trunsformeée dans cetle portion de circuit étant wi, I'énergie
totale libérée pendant une periode T est :

e T
W = J uidt = j Uyl sin it sin (@t — @) di
0 0

¥
]
= Uyly J 5 [cos @ — cos (2wt — )] di
g 2

sin Qe — ;;.:}]r
i

Foad | s

2w

Ualo {: Cos ¢ —

i i
=L “%as i,

\/’3 I

2. /2

La puissince moyenne sur une periode est done ;
W

=< = LiuT, cos o

cos @ sappelle le facteur de puissance, U J, sappelle la puissance apparente.
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EXERCICES ET PROBLEMES

PROPRIETES DE L'INTEGRALF
Grencralites

I. Soit [ et g des fonctions coptinues sur un
imtervalle fermé borné [a. h], Ouel est le signe de
[

[ fit) + igin)]® dt, ou 4 designe on nombre reel?

w i : e i A . oo o
En déduire inégallé swivante, appelée infrafité de
Selfwars

~ ph I 3 h
l l‘ fithi) t'lr] :‘{J i_f’!:}ller‘ Lgte)]* di.

-

]
(Gn pourra  deévelopper J‘ [+ )] di, et la

considerer comme un trindme du second degre en i.)

1. Démontrer gue, s1 [ et g sont des [fonctions

numeériques continues, positives sur un intervalle [a, b]

e = h) [{:ILE_'; que, pour tout x de [a, ], Sfixgix) = 1,
[

alors Slxhdy gixydx = (b — af. (On pourra

utiliser le résultat de Pexercice 1)

3 Soil [ et g des fonctions conbinues sur [a. b].
Démontrer que, 51 glx) garde un signe constant sur
[a, B, alors, met M désignant les bornesde [ sur [a, b,

ona ;
I Snhgle) dt

m <
j glr) de

4. Sont | une fonction numeérigue conlinue sur un
intervalle [a, b et soit M = sup | fix)l. Onsuppose
X4z, ]

=M.

que a<h clgque M=
17 Prouver que ; j A" di < ib— a)M".

2° Démonirer que Ilm ‘/J 1" dr = M.

3" Demontrer quel que soit le reel strictement positil £ i
existe un imtervalle [z, f] inclus dans | a, b] tel gue pour
tout x de |2, f]: |fix)if=M —&
En deduire gue :

8

j | A" de = (M — el (i — =),

wh

Prouver que -
1 1
f 1 — x)" dx =j. =1 — 2 dx.
0 o
fi. Demontrer que :

J‘ xf(x)dx = [Bf(By = fib1] —[af (a) — fla)]-

7. Démontrer que :

]
Yo * i
— ——  [pour x> 0).
J-l' I+ J‘I 1 'Fz ™ .

8. Soit [ une fonction numeérique déhnie et conti-
nue sur [a. b]. et telle que. pour toul réel x:
fx)=fla+ b =x).

u+h
I L dt = J- Sy di
" &l

Prouver que

Clomparaison .

. Soit f une fonction nomerigque continue sur un
intervalle [a. b] Pronver que si

b b
J. fix) adx =J [fix]) dx.

alors flx) a un signe constant.

1. Démontrer que, si [ ety sont des lonctions
combinues sur [, b] telles que g sont positive sur [a, B]. et
| 1] majoree par A sur [a, b]. alors -

[ b
J- firyegtn) di | < A J‘ gir) dr.

1. Seit [ une fonction continue positive, soit F une
primitive de /. Prouver que, quels que soient les reels
sirictement positifs o et Jr

Fia + hl — Fla) Sabn Fm+h'l—FlH'l
_L___:"‘J. e -

] & ‘_.-' il

12. Trouver un encadrement de chacune des integrales
suivanies :
ds

di
'fl= '.‘ "J'_.-_Z I3= —_5_
o (3+2cos1) ] ,‘.-"II -

13, Deémontrer que ;

=

113 < J.I 34— cos®t dt < 1,20
14. Soitla I'uncl'::n [ définie sur 8% par :
1) = J- =,
o
[ Prouver que, pour xe[0, 17

— |
I—t’-E\,;q—t‘éel—i\"

|

x i1
2* En dédui : —— < f : :
n deduire que I+2-:,_,Hx}«..1+l

15, Seit f une fonction numérigue continue sur [0, 1]
et telle que, pour tout x de [0, 1] :

k. l‘*I_I:
'_Hrlc.'.;_ﬂ 5

Soit F une primitive de | sur {0 1]

I* Prouver que : H!]=J- Jl.'ﬂ.t}dx+J- Fix)dx.

o o

Fad |

]
2* En deduire que : J‘ xfix)dy =
4]

fad | =

]
#° En déduire gue J [F1x)] dx =
i}




108

3/ Calcul integral. Primitives

Ih. Soit f ety des fonctions continues sur un intervalle
[a, B] (avec a<h).

On suppose que [ est cromssante et que g prend ses
valeurs dans [0, 1]. On pose ;

h
£ = J. gleyde.
a

a) Etudier la variation de la fonction G deéfinie par :
(il x) =J. glr) dr.

Montrer que o+ Gix) < x,
h) Comparer les fonctions @ et iy definies par :
W+ Gixh

b
ol x) =J Mgl de et r}.'rl!x}=j Sty de.
¢) Démontrer que :

] aTf
J. Syl de 3J fit) di.

Dans quel cas a-t-on Pégalité?

17. Démontrer que, pour tout entier naturel n

! : |
< dec——
An+1) _[, T2 O et

I18. /° Etudier la variation de la fonction [ définie
par
fix)=e" — (e — I)x2 — L.
[t e+2

4
2" Prouver que : — {J e e ———
- 3

Vauleur moyenne

: . 1
19, Soil la fonction f définie par  fix) = — —

I x—1"
I* Préciser son ensumh!:: de défimtion.
g |
Z* On pose Hr}:J. g pour xeRY~ {1}

3* Prouver qu'il existe un réel ¢ de Pintervalle |x, x*[ tel
que :

Itx) = (x* = x)f(c) + [In(r — 1)]2.
4% En déduire la limite de f{x) lorsque x tend vers 1.

2. Soit [ Unckﬁ:-ntliun continue sur [

1" Soit. 1= | flx)dx. Effectuer le changement de
variable x — a1 i .
Sixjdx =

-

On obtent ; gty di. Comparer les

" ul
valeurs moyennes de [ sur [a, b] et de g sur [, m).

2* En déduire gque ;
I h ]
—— | fixdx=| fla+(h—ay]dt
b~ a lu it}

3" Le résultat du I est-1l valable pour un autre
changement de variahle?

(On s'attachera @ trouver un contre-exemple, et on
expliquera le résultat,)

21, Seit f une fonction continue sur [0, ©] et telle que
n x
J. it} cos 1 dt =—[ St} sin s df =1}
4] il

Démontrer qu'il existe deux réels x et § tels que :
Dsa<fi<n e flxy=fiH=10

21, Soit Ja fonction [ de | vers B définie par :

e g v e

x—

Calculer la valeur moyenne de f sur I'intervalle [1, m]
ime R

23, Seit [ une fonction numeérique admettant une
derivée seconde continue sur intervalle [a, b].
" Déterminer une primitive de la fonction ¢ telle que :

ilx) = ff{x) + flxlisin{x — a).

]
2 En deduire ) dr.

n . -
3 Onsupposeque b —ag=n etque [ estsirictement
positive sur [a, b]. Prouver guiil exisie un réel ade [4, b]

tel gque [Mx) + fiz) = 0

CALCLL DE PRIMITIVES ET IVINTEGRALES
Dans les exercices 24 a4 68, on demande de déterminer

Venzemble des primitives de la fonerion [ str un intervalle
I que ["on précisera ;

l ] | 2
=lxt 4 — 25 xp={1—-—].
4. [fix) (x - \.’J’) o 23 fix) (I V{T)

-] 3

T Mg
6. o= U0 Gy g - S22
Vi X3
3 “—ﬁ+\/'x_3'}"
M. fix)= = .
\‘,.'l'.
6x® + 20x — 12 /x
3000 i) we i \ﬁ‘
VX
s gty 7
_1II.'f{x}=m

Eeniah i = ax + b / 1‘1'-4_-:!1
iR —=E T (R
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: e rx =
M, fix)= T W | Pda+rd, wu= Jadr
Sxt + Hx? + 20x + B0 e
S Jie) = — 2 F] 7l i =t +1
s A u.rn\.-"l}"l"] ‘/’
33 flx)=sin? x. M. [f(x})=rcos’ x. fi
5. fix)=(sinx 4+ 2 5x)% 7. EEH R a= 4 R
3. fix)=2cos? s —5n? x e
3. fix) = 5c¢os3x — Isin 3x.
; Dans les exercices 73 a 89, on demande de calcaler lex
8. flx) =sin®x —cos* x. !
intéerales.
30, fix) =e* I flx)=xe * e ok
&
" o 73. (x* — 7x + 15) dx. 4. sin 3x dx.
4l. fix)= T 42, fix) = cos x ¥ Jz Jo
i ol
43, fix)= xe% 44 flx)=ax 75, a2 de 7. :tunz x dx.
45 fixp=e"cos x. 46 flx)=12 4t — 1)a= — 3
Wl o e
Iy o dx i lan x
47, X) = . 48. x| = - {1 ——ery TR, dx
fix) 5 fix) = 15 th_‘__;_,?. Jo7eos x
4 s "; [
9. flx)= et 0. flx)= S 79, x* cos x dx. 3. x* sin 2x d,
« 0 N
. 1 - sin X ri
Sk S0 =—- o 52 S == Bl | [1—|x—1]]dx
o £
- cos{ln x) i 3 =sin x ra
53 flx)= < M. fix)=- . K2 4.3: sin 3x dx.
| + cos? <0
X F g [P2a
mszi ; e S l:l:}sl i X.
AS nl :l'j T TR 56. f'{xl = - A3 - 1
X 4 sinx 2 +\/T K4, L dx,
Joalx—kl+3
57. fix)=cos x In{]l 4+ cosx). i
e 5 + |eos dx.
88 =t b=, 3 I {[sin x| + Jeos x|) dx. |
o
5. fx)={x? + 3x — Dinx. 86 | 1 —2x=apds
6. fix)=xIn x. e
Fir
z
i et
6. flx)= lﬂ; 62, fi{x)=xtan x%. i - e
X -
P e | o — :
63 flx)=tan® x. 64 fix)=x A1+ x%)°. 84/ -\/\ ,r‘_r,/r dx. =
« 0
65 1) s e Jx4oos x i
(k* + x%)? 66, fix)=————x B9 | (=4 =2+ x—nl)dx (mel®). 4
x? 4 5in x i
67, fixi=03x*=Tx+1) —
[2cos (3x+ 1)+ 4sin(3x—1] F!LI 1* A laide d'une intégration par parties, calculer
f o integrale :
(68 f(x)=aretan x. . * 3 aresin ¢ dt
_ = eE e
A Vaide des changemenis de variable indigues, trouver les e \/ L=t
primitives des exercices 69 d T2 (on choisira x, et on ¥ 4 srocos L
precisera Uintervalle I augnel x appartient). 2° En déduire ; - et
Ppa
g Sl =T
6y :L W=ta ! On rappelle gue arcsi + ar ==
LT = tan. prelle gue arcsin « 4reeos v = 5.
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9. Soit ! et J les intégrales suivantes :
X L
I = [ cos? tdr, S = j sin’ 1 i
- 0

Calculer simultanement 1 et J.

01 Caleuler simultanement les mtegrales suivantes

I = [ [at® + br 4+ &) cos? t dr;
LH]

J —J. fut® + br -+ ¢) sin® ¢ dt:
(4]

93, 1" Verifier gque, pour toul entier naturel mnon nul.

s e
— sin mx esl une primitive de cos mx.
n

2 O considére les intégrales

A= [. cos Ixcosdx dx,

A= -[ sn 2x s dx dx
Caleuler A+ B et A— B. En deduire 4 et B,
3 On considére maintenant

n
= j cos px cos gy dx,

R
n
D= J' sin px sin gx dx,

o p et ¢ sont des entiers naturels non nuls. Caleuler ©
et [,

94. Le plan e¢st rapporte 4 un repere orthonormal
(@, 1, ) Un point M se deplace dans ce plan. A ladate 1
t =1}, ou commence e mouvement, le point M cst en (
et son vecteur-vitesse est nul, A toute date ¢ positive, le
vecteur-accelération du point M a pour coordonnees
i6e, 2.

I Donner, en [onction def. les expressions des
coordonnées de M i la date 1.

29 Tracer la trajectoire de M et discuter lexistence d'une
tangenie i cette trajectoire ayant une direction donnee,

95,  On considére les deax integrales

P j ¢ cos 2idl, B= f ef sin 21 dr.
[H]

0

1 A laide de la formule dintegrition par parties
appliquée it A etd B, établir deux relations entre A et B.
En deduire les valeurs de 4 et de B.

e' sin’ 1 dr.

£l
> Oppose:d= | ecos?td, J=

(4] 1]
Caleuler 1+ J et !'— J. Endéduire les valeurs de [
et J,

x
06, Calcnler : ‘[ 2te* di. En déduire, par une
I x
integration par parties ; I TRt -l
1

97. 1" Soit [ une fonction continue et denvable sur un
intervalle £, Donner, en fonction e [ et de [
Peapression de la dérivée de la fonction £ déhinie sur |/

Yoy
pat Fix) = ”: :

2 Demontrer qu'll existe un couple (4. B) de reels tel
que, quel guesmt x (x5 — 1), on ait
x+2 4 B
e = |
(x+ 1 x+1F x+1

En déduire quil existe une fonction v telle que :

() 1) x4+ 2
) — iy} =——.
[ =
3 Quel est I'ensemble des primitives de lu fonetion F
N2
lorsque . f(x) = ——s1
050 fix) PRy

CALCULS APPROCHES DINTEGRALES

Dans fes exercices 98 d 05, on demande de décerminer un
encadrement d 1077 prés, des intégrales et de determiner
ensnite une valenr approchée en utilisant une méthode plus
perfirmante, mais ke permettant pas de peécizer a prior an
encadrement. (On considérera, le cas echéant, que la
fonetion fipnrant sous lv signe dinldgration est prolangée
par conlinuiie.)

o4 |
: COS X
9%, e dr 09, —— dix.
o 0¥ w ) X
Il 5 dx
1. I 101, ===
Ja Jo Inx
-2 A
2 — - s X
102, o 1 =M1 sin® ¢ de 13, da,
X
o Tk X w0
2 R o
7 =l z L
Hid. xTe~ dux. 05 1, e dx
J-i Ve
h

. Soit =1 flinde {a<hb)

+ h
On pose [ =(h—alf I[-j—;:. + R

a

i on suppose que [ est croissante sur [a, ], prouver
que :

(b — ml fla) — j'(" i—h)] <R
<(h— aj[_f'{h} - j("—;.f)]_

Formule d'interpolation de Lagrange

7. 1" On désigne par & l'espace vectoriel réel des
applications  polynomiales de R duns [, de degre
inféricur @ 2. On rappelle que & est de dimension 3.

Soit a un nombre réel tel que o # 1. On considére les
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trois applications polynomiales R, §,, T, définies pour
tout xe® par :

(x — I Hx —al e
Rixl=—————, S8 x]=— .
) 21+ as —1

fx = e —
Tix) == — .
= =i =g

o) Caleuler les valeurs de R, 8., T, aux potnts — 1,4, L el
en déduwire que ces trois apphications palynamiales sont
linéairement indépendantes, Constituent-elles une base
de B?

b Soit 2, flet v des nombres réels. Montrer gu'il existe
un elément P de £ el un seul tel que

Pl—1l)== Plal=f Pli=y

en cherchant & exprimer P4 Vude de R, 8, T
2" ) Soft f Papplication de [—1; 1] dans B definie

P = B }
nw-:(3+t )

o [ <, 5 )

1
Caleuler '. Jix) dx,
w =1
by Déterminer lelement @, de & qui prend aux
poiits — 1,0, | les mémes valears que [ ¢t calculer
1

Oulx)— fix). -ainsi que Q)

|
¢) On pose 4= [ [Ghalx) — fix)) da
1

o

En minorant et majorant 9 — x* lorsgue |3l < L
montrer que ; | I
s d=s
£19 "~ 720

d) En deduoire un encadrement de In 2 par des nombres
décimanx dont Ia différence est 16 % 1077
3 On considére & nouveau, lorsque o’ # 1, les
polynémes R, 8., T, iotroduits au 17
a) Calculer les intégrales :

(| (i |

R 3 dx 5.0x) dx
-4

* 1

Tix) dx.

by On suppose que (a® — 1jfa® —9) 0. Soit O,
I"élement de & qui prend aus poiots — 1, o | les memes

valeurs que [ Calewnler -
i |

fla) = | O x) dx,
1

-

(1l est conseille de vérifier gue pour ¢ =10, an obtient le
résultat trouve en 2°b).)

¢} Etudier la varianon de Na)o lorsgque o parcourt
Iintervalle T—1;1[.

d) En déduire gu'il existe un nomhre g tel que :

=l =g, e MN)=h2

Formule des cing niveaux

108, A — FEtadier et représenter graphiguement la
fonction polynome ¢, de B vers [, déhini¢ par
Oix) = 63x* — F0x* + 15

Maontrer que 'équation (fx) = U admet deux pacines
positives, gue 'on designera par o et b, en conpvenant :
0 = a < b Donner des valeurs numérgues approchées
de aet b d W prés

B — Sont (z. i) un couple de reels tel que i < 2. < [i,
I Maontrer qu'on peut associer (o, fun inplet {4 . v
de reels. et un seul. el que lepalie :

1
(1) J‘ Py e = AP0} + i Ploey + PL—= %)
I
+ WP+ PU— i

soit verihée dans chacun des cas an P oest Fune deés
[ometions monomes
X+,

P S o= xh

[Om exprimera &, et v en fonction de x ¢t f)
Que pent-on dire de I'égalité (1) duns chacun des cas ou P
est I'une des fonctions mondmes

i B
Yo XL o 7

X X
2 Letriplet (4, p, vl ayant £1& associé dz flcomme il o
et¢ dit au 1%, montrer que Uggalite (1) est vérifee lorsque
P est 'une gueleongue des fonctions polvndmes dont le
degre n'excede pas 5,

C — Dans toure fa suite: on reprend les notitions de la
question B, en supposant en outre que x et fi sonl
respectivement ¢paux aux réels a et b introduits dans la
guestion A,

e I
I* Momrer quiici = pa® + % =0 u® 4yt =
7

éu
Ein déduire que I'égalité (1) est vériliée lorsque Poest lune
quelcongue des Tonctions  polvndmes dont le degreé
nexcede pus Y,

2" Donner des vileurs numériques approchées de 4, o
¢t v, Pour celd, on commencera pal verifier guici

21 3— 5p° 213 —5a°

ST =y L=

50 Te? — 3 S0 —3

A=211 — =l

=

2" Atoute application continwe fde [ — 1. 1] dans Tt on
associe | it

= f{x) dx
- 1

et on adapte
JUP = Af10) + [l + [l—a)) + VY= f(= )

pour valeur approchee de [ (formule des eng
niveaux), En utilisant les valeurs numerques approchées
de o fl o4, e v dejid obtenues. donner un majorant de
Perreur [N f) = JIf) ainsi commise lorsque [ st
Fapplication & — cos «,

SUITES

Hecurrence
o

1% On pose s [, = | M simorrds
o8

(e M)

11

1* Demontrer:gue, pour tout nz 0 <4, < | 0" di,

w i
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1
27 Démonirer @ hm tdr=10,
A=+ o

4% En déduire que : lim 1, = 0.

W=+ i

11,  Pour tout entier naturel n, on pose :

& dx
W= ), e
LU

{* Prouver qu'il existe des réels a et b tels que, pour tout

b8 1 i cos X hcos x
xde ) =1 = ; ————
4 cos'x [ —sinx lI+4+snyx
En déduire le calcul de 1,
S
Z Démontrer que 2nl, = (2n — 1L %2
En déduire /5. s

111. On pose:
Afx)=1+2x + ., + nx" 4
Bix)=1x2+2 % 3x+..+nn+ L't
Cfx)=1+ 12+ 2% + .+ n'x"
1* Déterminer [a primitive I, de A, quiest égaled | pour
v =0, En déduire une expression de A4 (x).
2o Demontrer que: Bfx) =, (%}, et que

Cxl =1 4 xAd(x) + sT AL %k

3 En déduire des expressions de 8, (x) et € (x),

112, Soil f lafonction numerique de la variable réelle x
definie par :

)= .

dMx+h
1® Trouver deux entiers relatifs a et b tels que :
] t fr

dx+1) 2 x+1

En déduire, pour x apparténant & 10, 4+ oo [ ¢

Fix)l= [ Jir) e,
2% On considére L suite 5 définie, pour n entier naturel
non nul, par !
sy = F(1) + F2Y 4 ... + Fn).

Cette suite admet-elle une limite quand stend vers + o7

X L}
13 5{::’|:J‘_=I cos't di, Jy = [ sin"t di (e i),
0 o

{7 Démaonirer que, pour tout entier n superieur 4 2,

o4 :

bxosinox 4+ fn— LW s

oy cosx i — 1 s,

nl, =cos’
nd, = —sin"
20 Cilculer Iy, J3, L5 el d5, !
32 Peut-on, lorsque nest impair. caleuler I, et i Paide
d'un changement de variable simple?

114. On considére la fonction [ définie. pour x réel
positil. par : fix) = x[x— Etx);
en designant par E(x) le plus grand entier mférieur 4 x.
d) Duns le plan, rapporté 4 un repére orthonormal,
construire le graphigue de [ pour x elément de I[D. I
b} Soit k un entier naturcl. Donner Pexpression de
fix) pour x eléement de [k k+ 1[. puis calculer
' (B |
hy, = ‘E fx) dx

o K
Caleuler (u, .y — w3} En dédwire gue la suite finie
{tig. Wy, o ) €5t une suite arithmétique dont on
donnera la raison el le premier terme.

L

fnlcu:lcrj Sf1x) dx, i étant m cntier naturel,

7]
T

"=

2
LIS Saits f, =J sin™ x dx (nefy®)
i}
i Justifier lexistence de 1, Caleuler 1, et 1.
2 Etablir une relation de récurrence entre et [, ;. En

deduire I'expression de [, en fonction de n

2.4..(2p— 2\
FOnposeiu, = ——— | ip.
nose ity =\3 5 2p—1)
Démantrer que i, est une valeur approchée par exces de
A " u,
S W= TSt T

[16. Soitnun entier naturel superieur & 2. Pour tout
entier naturel k< n, on pose;

1
I.= J Chiar (1 — x)" M dx
0
Comparer [, et I, ., . Endéduire I, , en foncuon de n,

117. On pose Ha. n :J o —x) dx, as M ne Wt

il
i §

et fin, 0)= K, K

I En im&gr;ljnl par parties, montrer que :
+ 1

Ha+ 1ym = —— Ha,n + 1),
H4

2 Etablir gque HNa, n)—Ha, v+ 1) =dta+ 1, n. En

; + |
deduire que :  fla, n + 1) =”"—_’ fia, m).

==L
3 g etant ke (ae W*), calealer o, 0) et démontrer par
TECUITENCE SUT M, POUr toud e ¥ :

I 2w 3w, xh—11xn

(a+ a+2.datn+1)

Ita, m =

S8 1" Spit poet g des rationnels positifs. Pour
e

xe[0, 1, on pose:  f dxi= | {1 —nfd

4]
Justifier cette notation: déterminer la fonetion derjves de
-Ip'q- L - ¥ ¥
En se limitant & p = 1. montrer gu'il existe un triplet

(w, b ol B, dépendant du couple (p, g), tel que, pous
tout xe [0 1]

afy )+ Bl om X)) =M —x)¥ex — g).
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On distinguera les cas g=0 et g#0 Dans le
second cas, on montrera guil existie une sulution, et une
seulé, A savoir !

a=(p+gll+ptygh b=—pg c=p+aq.
2 Pour x=[0. 1] et ne ™, donner une expression de
e - "
7w [ 1 O A S
s J-; NITESTE

dans laquelle n'intervient avciin signe d'integration,
|On mettra la fonction F, sous [y forme ., )

Ay

119, Soit Fix)= | e *sin™ 1 dr

A o, S
1" Prouver gque I, est crolssante ef majorée par L

2800 = G Flxl

L

(Un note [, = [ e fain"y d:.)
4

Prouver que I, = (2n— 1M, — 2ul,.
2 En deduire {5, s, puis [, en fonction de
& Etudier Ja limite de la suie (7).

) ' dx
120, Soit r,.fj‘ b
(1]

(1 + 287 &
" Calealer [y, 1y

.

> Caleuler [, en tégrant par parties 3
IR T

3 Etudier la limite en + o de la suite (1) suivant les

valeurs de x,

121. Soit flx)=—xInx et flOr=lim fix)="{

=i
I Précizer la valeur de | Representer graphiguement la
fonction f.

1
2* Caleuler I = J. fix) da
J* On pose ! 4

Ry e | I
(o= “lﬂ_ x ot H,, = J Mo Kt dx
o W g

k
Prouver que H,, = — T Hig—y-
s (— 1k
4" Calculer H, . En deduire H,y = TR e

57 En déduire £

122, Soit f la fonction de la variable réelle x definie par
i =es

I Caleuler les denvées premiére el seconde de [ et en
deduire, par recurrente, li derivée d'ordre n.

20 Btudier les varittions de 1o foncuon [ délinie par
ffx) ={x <+ ne', oun est un entier relatil. Tracer les
courbes representatives C_,, Cy et C | des fonctions [ .
Juet fi.

3® Cialculer :

L] ==
folhh= f folzydx et 1fhl= j fAx] dx
S0 -

en fonction de f. et établic la relation :
Ly =e™ lihl

Converpencs

e In n!
123. Soit w, =-——
In n*

1" Prouver que Inn!> | Inxdx

in— 1

2% En déduire que w, > 1 — :
i lnon
3% Démontrer que be suite (n,h converge vers 1.

" 1
124, Soil w, = E —
E=i b -
I Prouwver que, pour toat entier naturel K= 2

lax | 5 fFest Sdy
..‘.-c: 5 _'I."
. N Jk [ —1)

2 En déduire que {n,) converge. Préciser un encadre-
ment de sa limite.

125. Prouver que, pour toul entier naturel n :

" mt]
J In-x dx < In !t {f In x dy,
| |
Inn!

Endéedure la himite de Lasuite (u, ) telle que o, = T
n

Deans lex exercives 126 ¢ 138, on demande d ‘érudier la
limtire de fa snite (o)

b
6. wu, : <+ Din +21— 2a,

27 =S

7 = =L
128, w,=

]
1 [ |
129, g, =— irpls U e
“um an +h it +hin— 1)
1L
B, wo=— %.In €k
L=
[ I 1 |
3. m=—ld +—=+—+.+—=].
Vi e il
L[ n In nw
B == 1 Fo0s? =irps? — 4 . Heast =5,
n " n "

| l 2 n
133, .= = e e e |
il Nt 1 i+l N

i H n

1. 4, =— P 3
e U E T B

s —— S
(n— 1 +n?
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B35 w, ="Vt 1" n+2.020
ir. rL iﬂ: {1 —_IH_':.
136, u, = s/ 9m—30 — o8 ————,
\; " n n
I &
137, w,==; ¥ pln—p
|
n kz
138 =%

sl I LS
, e [\ v,

2> Fradier la limite de la suite (u,) telle que :

=gl d)-(14%)

3* Etudier pour « réel non nul, a linute de la suite (1)

telle que :
. I'_'I (I " ku)
v, = =}
et n’

4% Frablir, pour veR4 :

o

139, /' Prouver que. s xe]-
2

alors X —'E < Ini{l+ xh<x

o

-‘:1]’!“-r.\]=':.t—-: +-i1r.

5 Frudier la limite de la suite (w,) telle que

Ll
L."

140 Soit poet g deux entiers naturels non auls,
Brouver gue :

: Ll o I R p—
B L n= ik e
.ETn " LE‘,} Vry inp—Ing'

(On pourra fare intervenir o lonetion [ delinie par

- ()

EXERCICES DIVERS

L]

1. Soit 1. =J {0 —ayhi— x)" dx,

i
i Calculer I :
g} en utilisant le changement de varable ¥ —a =1 et
fa formule du bindme,
k) en ¢tablissant, par intégration. par. parlies, une
relation de recurrence entre [, et Fo Ly puis en
dedutisant 1, Jdu caleal de Ly 0
2 Dredurre e ce qui précede que
i =1y : l
y -

Pl 1 S Y m+=n+ |

1
142, Soit fia) =j | + al dx.
i

1
Prouver que pour tout u @ Tl = f(— 4).

143, On considére; dans un repére orthonormuil, la
8 : !
courbe i dequition y=—.
¥

Soit x un nombre strictement positif. On désigne par P et

B deus points de Vaxe (0 x] telsque OF = x. OFP' = =
Soit M et M’ les points de la courbe I gui se projetient
orthogonalement en P et P sur Paxe (0xh

i Caleuler Vaire, 8, dela surfice lumitée par Paxe des
abscisses, les droites (MP) et (MFP) et la courbe H,

2 On considére la fonction § delimie par :

Sx)=2—2Inx, pour: D<x=a
Sxl=2Inx -2 pour: x=g

Calculer la dérivée de la fonction § pour : x # ¢
Etudier ta variation de § et construire son graphique.
Préciser les tangentes d ce graphigue au point dabscisse
N=le

3 Caleuler les valeurs de x pour lesguelles Niire § est
cgale a4 2,

4% Etudier la limite en e de Iy fonction :

[ Six) ]
% ] ey oy -
Ax —e)

(On etudiera éventuellement les hnutes i drogte et @
gauche:)

144. O considére la Tonction [ de la variable reelle x,
definie par it
|f[ '} = ———

CUs X = s5i0 X

1 Etudier son ensemble de définition, Demontrer
gu'elle est périodigue de période. noet etudier sa

) T AR

varation dans Uintervalle |— =, 2
4° 4
Tracer la courbe représentative de f dans un repére
arthonormal.
2% Caleuler les primitives de . On pourra mettre f(x)
sous it formie
— &0 X + COs .1.)

k= A=
Aol ( COs N S X

oil A et B sont des constanies i preciser,

En déduire 14 valeur de e du domaine compris entre

la courbe, l'axe des dabscisses el les deus  droites
. i3 i i |
déquitions x=10. v=_. paralléles a Paxe  des

-

ordonnees.

145, Soitlafonetion [ = [x — f{x) = In (x7)]. Elle est
déhnie pour tout ¥ réel non nul,

1" Etudier la vanation de [ et la représenter
graphiquement par rapport @ un repére orthonormal
(0 4, j1 Soil C la courbe representative
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2 Eerire I'équation de la tangente i C au point £ ayant
pour abscisse le nombre e
7 Vénber que la fonction F, définie par -

Fisy=xInx>— I,
est une primitive de L fonetion définie: par
flx)=1n x*

dans chacun des intervalles oo cette derniére est défmie,
4" Evaluer FPaire du domaine plan limite par l'axe des
abseisses. (' x), la courbe Cet [a tangente & .C au paint {5,

FONCTIONS DEFINIES
PAR DES INTEGRALES.
INTEGRALES IMPROPRES

146, Son A{xi= [‘ e 'fcos 4 sin1)de

w
17 Prouver gque: Afx)=1—e 7 cos x.
2 Etwodier la hmite de 4 en 4+ oo,

147, Soit F lapplication de B% dans R définie par :

1
- X . 0 gl
Fixk= | sintsin-df + — sin b sin — di,
: f i I
Calealer F'(x). Que peut-on en deduire pour F7?

|48, Soit £, la fonction définie sur

Elay = J e dt

f¢ Caleuler fiix).

2 Caleuler fix), pour nelfu-| |}

3 Monteer que fixv) admet une limite en
calculer,

% par :

F o, L

Soit | wne fonction définie et continue sur Pintervalle
Jeo. + o[, Sait b un f"f:;nu'ﬂﬁ de Ta. -+ o= Soit
L 't : .

i) = Yix) = ‘ 1ty dr,

I v o X
Si o admet wne lmite forie Len + oo, on note

+
j iy dt =1,
i

St admet wne limite fite 1 ena, an n:wJ.

Jtryde e

"
fu) dr =1,

8o oet Woadmettent des Hmites findes | et I, i note

L T
fitydi =1 + I
"
Dans cex trois cas, o dit gue les intégrales convergent.
Erudier Lo comveroence des imegrales des exercices 149
i 162

™5 il Y |
: di
I151. i —— 152, g di,
ol o \fj +‘l o =
ol 0 -5
dr
153, By TN RS
Jo 2+ 4P dn 2 =4y
m "o
dt dt
.[.q; _1_4 I.:ﬁ- T ——
v ' ;‘ct."lri:l"— 5;}5
™ el B
= i
157 i |58, In §odi,
o 121 4 a8
= [ di TS di
159, | 6l =
Ji " L e
"o+ -
i I 1
161. — [ — sin o,
Jii (i + 47 Jo ot
163, On considére L fonction [ define par :

A
fix) = [ SN2 =1 dr,
= 0
1" @) Erudier la variatuon de la fonction [, et prouver
gque Ja courbe représentative I oadmet un point
d'inflexion 1.

by Onpose t=14sint, x=1+sing,

J | T
e —E.':’I- el QpE “"j,: -

Exprimer [{x)en fonction de et de p. En deduire que |
est cenire de symetrie de [

dYoo

| =

s ; . l
¢} Construire I en précisant les points d abscisses -~ L,

Fri i

ol | L

2* Caleuler Naire du domame limite par I, Naxe{Ox) et
les droites degquations x =0, x =2 Le resultat etait-
il previsible?

e

164, /1 Etudier la variition de la fonction ¢ telle que

; Ay d;
> Soit _rh-p=J =
O 16

Quel est 'ensemble de définition de 7

3* Etudier la variation de f, Montrer qu'elle decroit sur
[In 2, 4+ e,

4% Prouver que [ estminorée sur 10, + oo [, Endéduire
que' [ convergeen + .

3 Démontrer gue hm f =0 On pase f{0)=10.

bl f ]
Montrer que [ estdénvable d droiteen 0. Préciser [7(x),
6" Représenter graphiguement les variations de J/
7* Pour tout x de B2, on posc ;

s =x—1n x

fulx) = Hx) et fyo, =I Lfeh di.
1]
Prouver que  fJix) =0 pour tout c=0. Endeédumre

gue f, est erodssante pour tout entier naturel non nul.
& Pour tout it de ¥, on pose u, = filL
Prouver que (i) est décroissante et minoree,
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165. 501t @ix)= —J In cos pdy (incderale de
Dirichlet). ’

En utilisant le changement de variable y =

|

prouver que :

S Rar ki
A T e e b |
gl .,m(4+2> 2;,-1(4 2) x I 2.

En déduire = J- In cos v dy.
i

=lA

APPLECATIONS

Liris

Dans les exercices 166 g 172, on demande de censtruire
dans win repére Rl cowrbe [ d'égnation v = [Ix) puis
caleuler laire du sous-ensenthle plan I dunt les lmites sont
precizées

| L
I,  fixj= ?3: [ est limité par la courbe, Faxe des

absrisses et les droites déquations x=1 ¢ x =12

' est associé 4 f ding ., pour

! |
167,  fix)s= =t
cosT X

! T
I'intervalle [ﬂ, 3 J

I8, fix)=3x* —x + 5; D est associe dans W & f,
pour I'intervalle [— 1, 2],

InU.  fix)=sin x — 2 cos ¥! !

) % o - Il
D) est associé dans B 4 [, pour Pintervalle 3l
170, f{x)=x"— x —6; D estdélimité par I’ et ['axe
des abscisses du repere;

17 fix)=1(2 + cos x}sin x; D est I'un des sous-
ensembles plans delimites par la courbe et Paxe des
abscisses du reptre.

172, fix)=x%3 — x); Destdélimité par [ et 'axe des
ahscisses du repere.

173 Sout f et y les fonctions déhnies sur 'intervalie
[—3 — 2] par:

f00) = ——

—: gixl= ——
x4+

x+ 1

Calculer I'aire du sous-ensemble plan délimite dans un
repere (i par les courbes représentatives de [ et g, sur
Uintervalle [— 3, — 27,

174, Evaluer laire du sous-ensemble plan délimité par
les courbes d’équations ;

175, Evaluer l'aire du sous-¢nsemble plan delimité par
les courbes d'équations ;

afy
A= 74 K= -"'-"I'. po= Y

176.  Evaluer 'aire du sous-ensembie plan délimité par
les courbes d'équations :

T
1= fan x, ¥ o= COE NG X x =10

177, Sout f la fonction definie par
Jix) = A+ x+ JA—x—2.2

1" Erudier [ eten farre une représentation graphigque I
(repere ().

2* Caleuler I'aire du sous-cnsemble plan delimue par I
et P'axe des abscisses du repére (i,

E_.
ITH, Soit [ la lfonction définie par [{x) = ﬁ

1" Etudier [ et en faire une représentation graphique I
(repere i),
22 Déterminer des réels a et b tels que

a f

s g 2 | (] = -
I?'.TEE\L z-up _llr“'] i_t—2}3+‘\'+211

3* Caleuler Faire du sous-ensemble plan compris entre
I'axe des abscisses du repere (R, la courbe I et les droites
dequalions respeclives x= —1 €1 v = 3
179, f* Construiredans un repére [ le graphique M d=
la fonction [ définie par :

xe[0.1] et flxy=x—x"

20 Déterminer ¢ pour gue Ja droite d’équation = ax
partage le sous-ensemble plan limité par I et 'axe des
abscisses du repere en deux sous-ensembles plans d'aires
egales:

i

g
N

I8 Soit [ la fonction définie par fix) =; +p+

I* Caleuler p et g pour gue f{— 1) = 0 et pour gue [
admette un minimum pour ¥ = 2. Tracer le praphigue
de [ dans un repere R (on déterminera son asymptote 4
« oblique »).

2» Caleuler 'aire du sous-ensemble plan compris entre
I, 4 et les droites d'équations respectives v =3 et
x = X. Cetteaire a-t-elle une limite lorsque X tend vers
+ m?

Dans les exercices 181 a 186, on demande de déterminer
Faire A du sous-crsemble plan D délimité par les courbes
représentatives dans wr repeve Wt des forctions el g
definies par :

2

8L fix)= :— 182, [f(x) = cos x;
%2 2
;.llx}=—I+x+Tl_ ut.t]=E1+l
183, flx) = x*: 184, fix)=xt—x*+1
= 1
gix) = o x. glx) = — e <
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I¥5.  fix)=x%; 1896, flx)=x%
glxl=x+2. gix) = 3x7 — 1.

187, O considere la fonetion [, ., reelle, de varihle
reelle, définte par [ (x) = a sin 5 + b sin? &,

1* Caleuler [ dxjet [7,0x)

2" En déduire Vexpression genérale des primitives de la
fonction [, .

# Cruelle est, parm les fonclions données. celle dont la

. - i
courbe representative C passe par le point A (; - {l) el

une tangente au pont d'abscisse zéro parallele 4 Il
premicre bissectrice? Soit [ cette. fonctic.

4" Etudier alors o variaton de [ et tracer su cdurbe
representative dans un repere arthonormatl (6, 4, j)
L'unite de longueur est 2 cm,

J* Caleuler Mure comprise entre la courbe €, Nixve des
ahscisses et les paralleles a () passant par les pomts

L Fa Tr -
d'abscisses Uer _, respectivement, et donner le resultat en

centhimetres carres.

185, " On donne g fonction

X+ 1)
I,I"l = | % b _1I_—' ;
XT fax + ]

ou a est un nombre réel donne.

Pour quelles valeurs de & cette lonction est-elle definie
guelle que soit la valeur attribuée 4 7 En supposant
quith en est ainsi etudier Ta variation de cette fanction.
& Constraire [a courbe O, representant la fonction £,
Dementrer que ik courbe € o un centre desymeétrie, A
Déterminer la tangente en A a la courbe.

3 Soit M le point de O, representant le maximum de la
fanction f,. Calculer aire de la surface comprise entre

lire AM de Cy et sacorde. (Dn noterd que [lx) peat

b ]
ey X
secrire sous la forme  [fylxl =1 + — ;
¥+ |

189, ¥ Deternuner toutes les racines du polynome
1 hl A 0

2" N7 = 3 en remarguant guil sannule pour

ST

> Etwudier la fonction [ déhmie par
1159 L i o T
J %= _—
X

et en construire la courbe représentative € dans un
repere arthanormal,
3 Preciser la position de € par rapport a fa parabole £

LE - 3
dequationt ¥y =x"+ %
4" Cileuler, en fonction de w, aire de L région limitée
par lu courbe O, Ta parabole P, la droite x =11 et'la
droire x=a la> 1)

3% Determiner o, a 001 pres; pour que cette are-soit
egale a 1.

Yiolumes

19, Le plan est rapporté & un repére erthonorme

== _ r
(5 4. 74) On donne ; |es points rr.l(:?-,, [i)~ Fil, ) =t e
cercle Cde centee o1 et passant par F.

Soit M{x, p)un point de € Soit @ wne mesure en radians

de langle (O, OM). A tout point AMix, y) apparten:nt
aucercle Confatcorrespondrele point MEX, Yidéfun
de la Bcon swivante |
., —2yros 2
X =sinp — x V= e LA
| +cos 2p

12 Caleuler le rapport 11 en fonction de tan o et
demontrer que le suppoert du vecteur MM passe par un
point fixe, que l'on dérerminera, quand M décrit le
cerule O

2% Trouver I'équution de lu courbe, ensemble des points
M’ gquand M{x, v)sc deplace sur lecercle Cavee : v =0
et y =1

39 Erudier la variation de la fonction ©

el tracer son araphigue I

4% Pour ctte partie du probléme, on suppose que Punité

choisie sur les axes est le centimétre, ' ¢oupe Faxe (Oxlen

un point A autreque Notigine. Quelle est Mabscisse, a, de

ce pomnt?

On fait tourner le graphigue autour de axe (Gx) Lare

04 du graphigue I engendre dans cette rotation un

solide de revolution ¥, On coupe ce solide par un- plan

perpendiculaire & Faxe (Ox) en un point H d’abscisse

tel gque 1a < x < (0 Calealer en fonction de x aire 5{x)

de lasection obtenue,

Citleuler une primitive Vi) de la fonction Six) En

diduire le volume dusolide V. On donne @ In 2 = (169
*

191.  En utihsant le fair que ce sont des solideés de

revolution, retrouver les formules donnunt les volumes

des solides suivants ;

a) Cylindre de révolution. b)) Cone de revolution:

¢) Sphere.

192, Calculer le volume d'une lentille biconvexe dont
les rivyons sont égauy, sachant qlieson epasseur est 4 cm
ctque le diamérre de 1 lentille est 16 e,

195 Onappelle segment spherigue le solide délimite par
unie sphere el deux pluns paralleles. Caleuler le volume
d'un segment spherique en fonction de sa hauteor ki
(distance des plans parailéles) et de aire de ses buses
(disques déterminés par les aintersections de Lo sphére
nvee les pluns),

194, On partage le diametre d'un demi-cercle en ving
pitrties égales et, par chacun des points de division, on
trace des perpendiculagres d ce diamére. On fal tourmer
lu fipure obienue autour du diaméme, Calguler, en
fonction du rayen R, le volume de chicun des cing
serments sphérigues engendres par cette revalution.
A quels nombres entiers ces cing volumes sont-ils
proportionnels?
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195, On appelle womeu sphérigue le volume engendre
par un segment de cercle en tourmant autour dun
dinmétre gui ne le traverse pis.
Déterminer e =
volume Jd'un an-
neau sphénque.
Démontrer que
le résultat peut se
mettre sous 4
forme :

A"f-r'-"_h

i .
Vel AR .ab [F B
i it

(ootation de la
[eure 27).

Figure 27

196,  Volume du seoreur spherique. On appelle sectenr
spherigue le solide engendre par un secteur circulaire en
tournant autour d'un diameétre qui ne le traverse pas,
Démontrer que fe volume d'un tel secteur est donne par
la formule : o

:: R0,

o i est T hauteur de la zone gui limite le secteur

197, On appelle ellipsoide de révolugion la surface
engendrée par une ellipse en tourpant autour de 'un de
ses axes (Pellipsoide est -allonge ou aplati selen que
Iellipse tourne autour de son grand ou de son petit axe).
Determuner ¢ volume Himite par un ellipsoide de
revilution.

Maoments d'inertie

198,  Déterminer directement le moment d'inertic d'une
boule homogéne par rapport 4 un plan diametral.
Retrouver ainsi les momenls d'inertie par rapport 4 un
dizniétye el par rapport au centre.

199, Determiner les moments diinertie d'une boule
homaogene : par rapport a un plan tangent, par cappart &
une droite tungenie,

20, Determiner les moments dinertic d'upn carre
hmnugcnc par |.1|qurt 4 ses akes, doson cenlre; A ses
dingonales, i ses COLEs,  se8 Sommets.

200, Soit X unsalide homogene de révolution [masse
wpcmﬁqm: phd'axe D. Seit £ un plan orthogonal 4 D. Soit

[ s k) un repere orthonermal tel que (), k) soit un

tepere de D et (0, 1§, 1) un 'rep?n. (el P Saibge.cl =y les
eoles extrémes des points de X
a) Démontrer que l'on @
5 : B i
I, = i. m;r:lr"l:b dz, L= {‘ i —— dz,

a2 & =

on riz) déstene fe ravon du disque commun ap plan de

cole TRl K
i | { riz)
[Rumurqucr qué dp= ' [J gt dy d:]
]

b Déterminer, i l'aide de f, et [, les moments d'inertie
de I par rapport 4 trois axes rectangulaures dont ['un est
Paxe de X (axes de coordonnees); ¢l par rappert a
I'origine des coordonnées.

¢) Retrouver a4 lUaide de ces lormuoles Jes moments
dlinertie d'une boule par rapport 4 son centre: un
diameétre et un plan diameéteal.

PROBLEMES
¢ nombire ¢

ML 2 On considére Mapplication f o de B dans B
defime par ¢

i e :
fixp== e "% (nentier naturel non nul),
Ji 1

n!

o
a) Caleuler la limie deldn lk
=

I:.[mel X e vers e o

En déduire la limite o nd vers + o0

'q.-
by Donner le tableau de variation de §en distnguant les
deuxs cas suvants ;

mesl pair et n est impair

¢) Tracer, dans un repére orthonormial (0 /) les
courbes représentatives des fonctions: [, et fy en
precisers ln posmion relative de ces courbes,

d) En revemdnl au eas openeral, montrer que, s
D=x<|l. alorsond

= fix)=

e O i- 2 i
o il

il

u) Quelle est Ja derjvee dl. Fapplication de [ dins & gld,
d ', aksocie ¢! 17

En deduire, & laide d'une inlégraton par partics. la
vitleur de £

hl De méme, en intégrant I, par parties;. veriher [
relation de récurrence |

‘CIT
et
L=ty = =" %
il
ol Dementrer gue Fon s
W
jn:L_LJ A !+_ +_
it
"

B T : P 0 a1 [
Cest-a-dire : | =e—v P
pan s

Quelleest la limitg, pour o fixé, de |, quand x rend vers
+ ot
J0 Danis toute cetie question, on donne i x la valeur 1 ¢t

I'on pose :

¢ |
a) Demoentrer que s 0 < J, = o
n
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Lin deduire, en utilizant le caleu] de [, que 'on a:

" | H 1 I
gL x5 ceg| ¥ J oy
A T Fowdl ] nt
hy Ouelle est 1y himite, quand n end vers + a0, de
. .
A l_ 2
e il
o ’
¢) En calenlant | ¥ cdanner le meillear encadye
p=0 [

ment, permis par-ce caleu!, du nombre e

0% & — Dans tout ce paragraphe;: v designe un
nombre réel et 1 une variahle réelle

" En utibsant la formuole dintégraton pae partics,
demontrer gue :

™ Mok

di =g’ — | el
o 0B o

En déduire, par un caloul de Uintégrale | (v — 1) & dr,
w i
que :
[l®,
et =1 x4 | fx— e dn
w il
(=)
2 On considére Uimtéerale ' ———¢ 45 of e
"
i - - =i}
Pémontrer |éealite -
[ fe— 1) i " e —jet)
— gdl= —— e B
Jor nt [ 13! g An+ 1)
' Demontrer par recurrence sur m i lormule
y2 ol Bl -
=|+.".'+:'+_——1+ ey
2 ! a
.h.l i
B — Onpose: Pixl=1+x+ 5+ .+
e n'
[ il ™ i
L= (=1 etdr ef il = | EJIRE N e 4.
w ! o=

el

" Pour (o by cled 1

cronscansidére H=ae + h e

D les deux  premiéres’ guestions, on - sSuppose
[+ e # 0 4
ap Demontrer gue M'onl !
nH = [aP 0y + b P — 1Y o el o= 1T e
h1 Demontrer gue on e

- 1

e =t = 3
i+l =1

e

==

En déduire ki limite de fitn) = af, +1(—
#oatdamente mdehnment,

1y Yol guand

¢) Demontrerque @, = n! [UP 1)+ h+ ¢PJ— Eh] et
un nombre entier relatif,
Demaontrer que, pour loul entier m, aveen = 1, on i

0, — [+ (= 11¢]  est multiple de n.

205 Fonoo Ja) = o], démontrer gtie Fon paut trauyer un
entier ng tel que, pour lout entier n verilant 1= i, O,
1west pis nul,

En deduire quil existe une infinité d'éntiers n pour
lesquels O, # 10,
3 @) Demontrer. en utilisant en particulier b guestion

C — B que H nepeut Etrenul quesia=h=c=10
by Démontrer gue ¢ ne peul pas etre soletion June
equation du second degre & cocllicients: dans &,

Le nombire e est-il rationnel?

Functions déhnies par une intégrle

204, On rappelle que s f et g somt des fonctions
numerigues contiues sur 'intervalle ferme borné [a, b,
avee g < b, telles que fin = gitl, pour tout o de [ M.
alors :

"k

h
J fi1) dt < ( i) dr

On note B Vensembledes nombres réels et |, Mensemble
des nombres reels positifs,

. > . . n !
L — [ On considére la [onction de .+ 5 dans ™

I-JI ]

dehniec pur  x o tat x.  Démontrer gue cesl une
L, it it

bijection de | — 5 -+ 5 sur [

Dans toute la suite du probléme. on désignera par o la
fonction réciprogue de cette bijection., Précier le
domaine de delinition de g, ainsi que les nombres pll),
@l pl/3r et hm o).

e -
Tracer duns un  repere orthanormal  fa courbe

. . 1 i1
représentative de la fonction de |— o, = duns [

definic par x — tan x; en déduire sur le ménie graphique
lu courbe repréesentative de Ta fonction .

]
2 Démentrer-gue iy = ) potir tout x de 1.
it
: - } oo iR
Caleuler ¢'(0) et en deduire Iy vileur de  hm :
PETLI

Demontrer alors que L foncuon de B dans B définie par

anfxy

A —— pour ¥ # (et par (00— 1. ést continue en 0,
x

Démontrer ensuile qu'elle est continue sar tout B,

A En étudiant les  wvapations des  degx  fonc-

tions de B . dans B déhnies par & — & — olx) et par
1

a ;
H X = il demontrer glie

L]
. 2
= x — ] = ¢ pourtout x> {0
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B — Dans loute la suite du probléme, on considére la
[onction f, de B, dans R,

it I ot ] .
_f{xi=—-'[ ﬂdr i x>0 et fiy=1
L
lon ne cherchera pas 3 caleuler Mtégrale g deéfinit [),
" Demontrer que !

H =
|—ﬂn=¥J — il

st x
]
2 En utlisant A — 3% ¢t B — /", démontrer que |
0< AW Xx=
= s _.”\-:l == Eu
En deduire que [ est continug i droite en U et que [a
dérivée d droite de f en () est 0.
4* Démontrer quesi ¥ =1

s x>0,

(“olthy, m[*dt =
MJ,T[“%EJ. =5 Inx
I |
! | ]
En ecovant: ,f'{x]=l olt) AT S ‘ il s,
e e & 1 {

demontrer que  lim  f{x} = 0.

L — f? Vérifier que :

x) = —j # ot <hifobek
o

pour tout x > Lk .
2 On pose glx) = x7"{x), pour tout x> 0. Vérifier
que :

LY
pix)=— olsl + ———.
0% : | + -

3 Etudier fa variation de la fonction h de J0, + =
dans B, diéhnie par by} = sg'(x). En déduire le signe de
x). puis de ['{x] pour tout x =0,

4 Rassembler les resultats de B et € pour donner
Fallure de la courbe représentative de [ dans un repére

orthonormé,
i

.
%

WA On designe par O lensemble’ des fonctions
numériques d'une variable reclle continues sur Y.

A — /% Montrer gue, [ étant un elément de G, on peut
assovierd tout réel astrictement positif un reel. note Fla).

défim par
v p
Fla)= [ # dh.

w if

2o adécrivant BY, an définit ainsi une fonction £ de [*
vers i telle que
i)

H_'i."'-—_' FE'_ i .F‘.'L'} = ( T df.

X

Montrer gue Foest derivable sur B* et gue

Tl — fY%
VxeR?, FIK}:M'

La fonction F est-elle &lément de 7
3* Deélnir F dans les deux cas particuliers suivants

|
[ 28 S5 h—,?;

by f: ti—= L
B — On éwdie e cas ou f est Tapplication
oot b+ cos i, Sest-a-dire
» AT rosit
YxelBt., Flxl= 7 di.
[t

Le but de cette question est de dégager quelques
proprigtés de la fonction F definic par uneintégrale gue
I'on ne cheréhera pas a caleuler.

1" Déterminer ;

o) lesipne de I‘(E) b e signe de F(;)

I i
{1

=

2% Montrér que: YreRY,

[
| f

et que : YxeBE, [Fixl-=1In3

3" Deémontrer que :

3, =
YxeR3, Im3—Flx= jj _r_" di

el que : O=In 3 — Fix) =3z
En déduire que F admel une limite a droite au point (),
4" Soil mi la fonction déhnie sur &% par:

In3 — Fix)
mx) = —— v

Ftudier la limite de m 4 droite au point 0,

C — Soit G la fonction réelle telle guie :
VxelRE. Gix)= Fx)
Gy =In 3.

I" Dmontrer que Goest continue sur [R_‘*. .
2* En exploitant la methode dititéaration par parties,
etublir gue :
gin 3¥ — 3 510 X 2
YyveRE, |G ———m——— | = —.
3y Ax
2 ;
En déduire que ; ¥YxeRE, [Gix)] = - et etudier la
X

limite de Gen + oo,
3* Démontrer que (7 est dervable sur B, et que
: — 4 cos X sinS X
YxeR%, Ox)j=————""——
v

4° Déternminer Tensemble des réels pour lesquels ln
fonction & présente un extrémuni,
Déterminer les infervalles sur lesquels Goest !
a) croissante,
b} decroissante.
3 On désigne par €, la restriction ode O 4
Pintervalle [0. 277
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a) Donner le tablean de variation de G,. Donner une

valeur approchée des extrémums.

by En deduire que &, admet un zéro sur Tintervalle
T E

83

Integrale dépendant d'un parametre

i, Soit F I'ensemble des fonctions numériques de la
variableréelle x, definies sur l'ensemble B% des nombres
reels strictement positifs,

Sait £ I'ensemble des fonctions numériques de la variable
réclle ¢, définies el continues sur [0, ©1, ama que leur
fonciion dérivees pramiere,

On rappelle que chacun de ces deus ensembles, muni de
Faddition des fonctions ¢t de la multiplication d'une
fonction par un réclk @ une sirncture despace vectoriel
sur le corps des nombres réels,

A

| — 1 Caleuler lintéprale. fix)=1| e % di, xetant

i 3 T ® n
un parametre réel strictement posinf,
(L]

2 a) Soit g la fonction numerigue de la variable réelle x
donnée par :

glxl=e" — | — i

Etudier le sens de variation de g: en déduire que, pour
tout reel xstrictermnent positl, gl x) est sirictement positif
il Etudier la vamation de la fonction numérique 1 de la
variable reelle x, définie pour tout réel x strictement
positif; par :

-

.
) =J [Bhisid's 15
i
On ne demande pas de tracer lu courbe représentative,

[ — 1" Sont L I'appheation de & dans F qui. & tout
element [ de & associe la fonetion F, déhme pour tout
réel x strictement positil, par

*x

Fix) = J ey d

i

Démontrer que Loest une application lindwre,;
2 Pour toute fonction f de 6, on pose

Ly =+F; LOfy = F*.
Demontrer gque la fonction F* est définie, pour tout
réel x striclement positil, par
F*(x) = ¢ "f(r) — fi0) + xF{x).

I — Seit fi, [, £ les trois fonctions numerigues
délinies sur [0, x] par
fily =1 faly=co5 21 [l =sin2n

Sot By I'ensemble des fonctions numeriques
tfy + b < efs,
pour tout triplet (a, f. ¢} de nombres reels,

1" Démontrer que b, est un espace vectoriel sur B, dont
une base D oest (), f2, )

2 On note L, la restriction de L oa &, clest-i-dire
lapplication de &, dans ¥ définie par :

(Vfet,) (Lyf)=Lif)=F)

a}l Déterminer les fonctions Fy = Lyl i) Fy = L)
Fy =Ly f3)
Rl Soit [ un elément de &, exprimé dans la base [
Calculer Fix), pour tout nombre reel x strictement
positil,
¢l Beémontrer que L, est une application injective.
2 ) Soit f un element de &;. Justifier le Tait que
FUED; ]y est un imtervalle ferme [, MY, avec m < M.
h) Demontrer que, pour Lout réel x strictement posilif,
on !
L4 il nx
nr[—e——- < | e™indi < .U-l- =5
X w i X
¢) x etanl donné égal § x,, déemontrer gu'il existe au
moins un réel 1, de Fintervalle [0, ] el que ;
| — =m0

Fixp) = fltg) ———

Xp
Calculer 1, duns le cas particulier :
=it hh+dy et x5=1

Imtegrales culericnmes
7. ) A — Soit { une primitive, sur & de Papplication
guia tout reel 1, associe :

) =
P ) o Y |

i® Soit g Fapplicaon de intervalle S = |—=, +

LR |
12}l A

'

| + tan u

dans & delinie par glu) = f'(‘_——j— - ) Prouver que.g

est derivable sur §, puis que g est une fonction alfime.
2 Montrer que :

n : di
= e ;
2 ket S e S|

B — Onconsidére Mapplication [de R® = % dans 7

définie par :
i

Mpgl= [‘ 1 — g1 d
v

I* En majorant convenablement g1 — 1) pour re[d, 1],
trouver la limite de la suite n telle que w, =1 et :

(Yne®*), w, =l nh

2 Montrer que
g+ |

Yip. lef®x W% Np+l g+ 1)=— % Itp+2.4q)
P2

(on pourra utiliser une iIntégration par parties), puis gue |
in!)

Yne®® Iln.n) = T
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O — [7 Aprés dvoir temargue gue !
2 =204+ 1 =1 =211 -1,
] L
e e Y e L
-2t + 1 2
2* On considére la suite v telle que o, = 1 et :

e il
EEN: I asS e
N . = =

simplifier

Quclle est la limite de la smte w telle que

Ynef, w.= E T

Intégrale de Poisson
8, A — Soit f Fapplication de i dans [ telle gue

L iy
VieR fix) :J pranty di

0

Montrer que ¥x 2 0, fix) e
Quelle est la limite de [ quand v tend vers + oo ?

B — {7 Montrer gue, pour tout regl b ostrictement
pasitif © 1
(vx=R) \f sh=ei—1—xs_ e".xl:|
b peg
et rE—=f= |l —Nz_e "l

22 Montrer que. pour tout réel w0l existe une
application @, de & dans ¥, continue en a. telle que
wdal =et ¥xeR - .

: T L
1) = fla) = (x — :H|:— [‘ —— i + @, lx)
11

[ oS0 |

-

En déduire que [ et dérivable.
Preciser la derivee " de f.

€ — Soit P une primitive (sur R) de Fapplication

e

A tour réel x. on oassocie lapplication @, de
.

I= |—+.5| dans [, telle que

Wil feley= M mn

Montrer que @, est dilferentiable sur [; expliciter sa
fonction dérmvee,

Prouver que : n -
H = ; c ExAg- ¥

YvelR, e di="% — &,
o i e T

D -~ Soit g lapplication de R duns B telle gue
x) ==(x%)

Montrer que gix)= — ¢ ¥ [ e

w il
Qe peut-on dire de la lonction it telle que

hix) = alx) — ( [ e " Llf) 74
o L}

v

Quelle est la lumite de J e di quand x tend vers
V]

+m?

Convolution

209, On rappelle que Pensemble <t des applieations de
B dans B, mum de Paddimon des fonctions et de la
multiplication par un réel, ¢st un espace vectoriel sur L
Soit 4 l'ensemble des applications f de o6 admettant
pour tout entier naturel non nul # une dénveée d'ordre n,
notee fi0

v — 1 a) Montrer que ) est un espace vectoriel sur &,
b) On considére Pensemble E des applicatioms Jde A
définies par @ fods) =ae®™ + he Y, avec(a hie B
Etablir gue £ est un espuce vectoriel de base (F o0 fioq)
el gue s YL EE, YxeR, [fl,—4f xy=10

2% Montrer que, pour tout entier naturel non nul
Fapplication & -dans 4 qui a Jf, e E associe [} est un
endomorphisme e Elen donner la matrice dans L base
{f3.03 fo1)-

En deduire gue :

i) pour npair, & est une homothetie vectorielle dont on
precisera le rapport;

BY power n impair; &, est la composée d'une homathétie
vectorielle et d'une symetrie  vectorielle que [on
precisera,

3 a) Montrer que I'ensemble P des fonctions paires
de £, et P'ensembie J des fonctions impaires de E, sont
deuy droites vectorielles de E de hases respectives [ el
fi -y telles que tout element de E est, de maniére unique,
la somme d'un element de P el d'un ¢lement de J.
b} Etudier et représenter graphiquement les lonctions
fia et fi=y.

Veériler que fy  est une bijection de B sur B delinie sa
byjection reeiprogque

B — On pose; pour [ et g de ),
+ T

(1= g%} = [. fitygix — 1) dt

& 1 i
(—. lim J flgix—t) da).
= U y

1" @) Etabhr que :

Vi b ey, L+ glsh= 1 =hl+(g=h),
vael, Y(f gD (o g =ol [ =gl

B A étant Felement de 0 defini par © Adix) = 27 =],
calculer  (fiow Alx) et fo e AN} (on poursa
intégrer pat parties),

> Deédutre du B, 1 que Nipplication:

i e fedest
estlinénircetquel'image @ E> de E par & estun
espace vectoriel de dimension 2 dont on precisera une
bitse.

210, Soient [ et ¢ des fonctions réelles periodiques de
perinde 2m, continues sur [, Soit :

. -I n .
(fealixd === | Jlgly — 0 di
2 la
I* Démontrer gue  f=g  estoune fonction numengue
periodique e perinde 2,

2® Prouver que, quel que soit le reel a

1 w+2Zn
[f wqiixt= ;t_[ flthepe — 1] di,

3* En déduire que feg=g+ T,




SUITES NUMERIQUES
(COMPLEMENTS)

| — ACTIVITES PRELIMINAIRES

* Activité 1 : Révision des notions de base

2n45

a1

a) Etudier le sens de variation de la suite (u,). Cette suite est-elle monotone ?

by Prouver gue, pour tout n,ona u, = o + v,, otxestunreel, et ou la suite (v,) converge

1" On considére la suite mmérigue (u,), .~ définie par ;u, =

Vers Zér,
En déduive [a limite de la suite (u,),

2% Etudier le sens de variation er la convergence de la suite (u,).

(—1}" | . nm
i) u,= ,—F--; B) . =—+ sin —;
A+ | " +
dn + 1 o T
L) u, = i d) u,= IL([_[_HTI) (Eix) désigne la partic entiére de x.)

3% a) Rappeler les défnitions, sens de variation, ef comvergence des suites arithmeétiques
{raisan r) et géamétrigues (raisomn o).
b) Quelle est la somme des n premiers termes d une suite arithmétique de raison r, et de
FF'I_,'”“‘{TF' terme | ;
¢) Quelle est la somme 5, des n premiers termes d une suite géométrique de raison . et de
premicr terme a’ Discuter, suivant Jes valeurs de q, de la convergence de la suite (s,).
d) Erudier le sens de variation et la convergence des suites definies ci-dossous

1 (— 1y
=

-;i.l

3 Sn

4

M
b
L

‘_-d
]
o
bl e
o
b L
B
L¥]
4
=i
— 3
b | e
-\"'\—-_-"'f-
=
=,
-
|
|
e | |
=
";-.Il'..l'n
i
|
u--!.|'

* Activité 2 : Comparaison avee une suite géomeétrique

n
I° On considére la suite (u,), . défmie par'’ .y, = —.
n!
S iE , e i T - il
a) Etudier la suite (v,),.n définie par : v, = ="~ En déduire le sens de variation de la
i,

Suite (1),

YUY i rappette guent = 1 % 2 303 x 2oxon, se le e foctovietle now fow e g factorielle s, er gue 0 = 1

"



124

4/ Suites numeérigques. Compléments

b)Y Prouver qu'il existe une suite géométrique (t,), de raison T et un entier ny, tels que, si

M= Ny, alors e, < ¢

n
¢) Soit s, = Y w. Caleuler 5y, 53, 53, 54.
k=D
Déduire du b) une majoration de (s,), et un encadrement de 5., pour n supérieur a ny,.
nlﬂ
2® Reprendre le I® avec u, = —.
ﬁﬂl

3° Utiliser une méthode analogue d celle du 1°,b) pour encadrer la limite {dont on suppose
e

qu'elle existe) de la suite (u,) définie par u, = Y L
K=o k.

Activite 3 : Exemples de suites définies par des sommes

1" On considere la suite (h,), = définie par:

- 1 =]
hy=14+=-+-—+.+-= Y -
' A n Nk
d) Caleuler hy, —h, pour ne{l, 2,3, 4,5},
1
By Prouver que, pour tout entier naturel non nul n, hs, = h, st minoré par o2
¢} Déduire du b) que, pour tout entier p: hy, > 1 + g

d) Prouver que (h,) est monatone croissante. En déduire qu'il existe un entier ny, tel que,
pour tout n supérieur @ n,, on ait fr, = 100,

€} Prowver que, pour tout réel positif A, il existe un réel ny tel gue sin > ny, alors h, = A.
f) Comparer le vésultar obtenu ci-dessus avee le chapitre 3,11, 2°¢).

2 On considere la sutte (s,), = , définie par :

1 + ! I + .+ : i l
e == Y —
" % Siak s e

a) Etudier le sens de variation de la suite (s,). En déduire que s, < 85,44,

by Oveaniser les caleuls, et déterminer (g la machine) des encadrements de s,, pour
nel 10, 20, 30, 50, 100].

1 | 2
¢) Prouver que — 4+ ———— < —.
e m+ D>
!
d) Déduire du e) que 55,00 = 1+ 3 S
¢) Déduire de ce qui précéde une majoration de s,, pour tout entier naturel non nul n.
) On suppose gue (s5,), > , converge. Déterminer un encadrement de sa limite 1.

Activite 4 : Application & la résolution d'équations (voir chapitre )

I° On considére la suite (u,), > e définie par
1
iy =2 ey :;iu,,-l- i)
a) Déterminer le réel x tel que la suite (v,), s définie par v, = u, + o soit une suite
geametrigue, dont on précisera le premier terme el la raison.
b) Déduire du a) une expression de u, en fonction de n.
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¢) Etudier le sens de variation et la convergence de la suite (1), o pe-
d) Sur un graphigue, tracer les droites D et A d'équations respectives :
|
Diy=—x4+1; diyp=2x
4
Quelle est Uordonnée du point de D d'abscisse u,?
Quelle est 'abscisse du point de A d'ordonnée w, ., 7
En déduire une construction des points d 'abscisses us, w5, .

A quel point correspond l'abscisse | = lim  u,?
A= +X

2° a) En g'inspivamt du 1° d), interpréter graphiguement la  formation des termes
consecutifs de la suite (), one définie par :

[
H|_'|.=].' HIH_!:l'i'F.-

n

b) Calenler u,, pour ne{2.3,4,5, 10,20, 50}, Comparer avec l'abscisse d'un point
remarguable du graphique.

3* a) Reprendre le 2° avec g =1, 1, = /1 + u,.

b) Montrer que l'on peut interpréter la suite (u) ci-dessus d Uaide des courbes D et P

d'équations respectives : D : y=x+ 1; P: y=x".

I - GENERALITES. RAPPELS

» Une suite numerique peut étre considéree comme une application de M {ou d'une
partie de R) vers B, L'image w(n) de I'entier n par la suite u se note le plus souvent : u,
(« windice n »). La suite elle-meéme se note (u, ), = (o, 1, Ua, s W, -..), ditns e cas ol
I'ensemble de départ est ™. Dans d’autres cas, on a, par exemple :

IHNJNENH = {“11 W5 May i oy }
(M )hzs = (Hg, gy Moy oy Moy o)

Dans tous les cas, on prendra garde a la numerotation du premier terme de la suite, gui
condilionne la numeératation du p-iéme terme,

o Une suite peut étre definie !

a) Par la donnée d'une méthode (algorithme de caleul) permettunt de calculer w,
connaissant n. Cette méthode peut élre résumee par un organigramme, Dans les cas
simmples, on peul tronver une fonction [ telle que u, = f(n). C'est a ce cus gque ['on tentera
de se ramener chaque fois que possible, car les propriétés de la fonction | peuvent
simplifier I'étude de la swute (n,). En particulier; si hm  f(x) = /. alors la suite (u,)

L B o -

cOnverge dussi vers [

b) Parladonnée d'une relation (relation de récurrence) permettant de calculer le terme u,
¢n fonction de termes d'indices inférieurs. Dans ce cas, la donnee des premiers termies (en
nombre suffisant) permet de caleuler de proche en proche les autres lermes de la suite. Le
caleul ne peut evidemment pas. dans lu pratique, étre conduit jusqu'a des termes d'indices
trés grands. Clest pourquaoi on essaye, chaque fois que possible, de se ramener au cas a).
C'est le cas en particulier pour les suites arithmeétiques et geometriques, et de la somme
des n premiers termes d'une telle suite (voir « Activité préliminaire 1 » et tableau
recapitulatif, page 296)

¢) Par l'intermédiaire d'une ou de plusieurs autres suites. Signalons en particulier les
suites (u, + vy, = o (10,0, ), 2 o definies par lintermediaire des suites (), =, €U (1), 2 -
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Signalons également les suites (s,),=, el (p,), =, définies par lintermédiaire de la
suite i, ), =, par ; ;
Su = 2 My = Uyt gLy oty

k=na

"
= [ B =M, Mipgiasby—y  He

k=a
Beaucoup d’autres cas peuvent étre envisages. Rappelons en particulier la notation
simplificatrice :
X3 ¥omin— 1) xR

Il
S
el

-

It

el

x

P

(Avee la convention 0! = 1)

« En présence d'une suite. on peut étudier les points suivants :

a) L'expression de u, en fonction de n (le cas échéant). Cette étude peut ne pas étre facile,
ni méme possible. (Voir V1)

b) Le sens de variation de u,. Pour cela, on peut étudier -
— le signe de la différence u, ., — u, suivant les valeurs de n;
— dans le cas on les termes u, sont sirictement positifs, la position par rapport 4 1 du

2 Mg
quotient =L
i,

¢) La convergence (existence d'une limite, valeur exacte de cette hmite. ou valeurs
approchees et qualité de Papproximation). (Voir 111, 1V.)

Il — SUITES CONVERGENTES

1. RAPPELS

s On dit que la suite (u,) converee vers le réel | pour exprimer que. quel que soit le réel &
strictement positil (dans la pratique on prend ¢ sous la forme 1077, il existe un entier n,
tel qué. si n est superieur 4 ng, alorson a: ju, — 1] < & g
La suite (u,) converge vers [ s1, et seulement si, la suite (4, — I) converge vers 0,
o Lalimite | d'une suite () dont tous les termes, a partir d'un certain rang, sont positifs,
est un réel positif. On ferait une remarque analogue dans le cas d'une suite a termes
negatifs.
= Pour prouver qu'une suite converge vers zéro, on dispose (voir tableau p. 296) :
— de suites de référence ;
— des theorémes sur les limites:
— des regles de comparaison :

des proprictes concernant les limites des fonctions.
« Pour prouver qu'une suite est bornee, on dispose :
— de methodes de comparaison avec des suites de relérence (en particulier Fétude du

L. : ; oo Aliecs
quotient — =1 peul permetire une comparaison avee des suites geometriques, ou avec la
M

somme des termes d'une suite géomeétrique dans le cias on v, =y + wy + o 4 w,):

— de methodes de comparaison avece une integrale (chapitre 3, 111, 2, ¢)).

s Pour déterminer la limite éventuelle: d'une suile, on dispose ;

— des theorémes sur les imites (suites et fonctions);

— dans certains cas. de Finterprétation a Paide de la valeur moyenne d'une intégrale
{chapitre 3, 111, 2, ¢}
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« Pour prouver qu'une suite converge, sans connaitre par ailleurs sa limite eventuelle, les
paragraphes 2 et 3 ci-dessous fournissent des outils trés precicux.

2. SUITES MONOTONES BORNEES

On démontre. et nous admettrons. le théoréme {fondamental suivant -

THEOREME 1

Toute suite croissante et majorée (ou décroissante ef minorée) de nombres réels est
convergenle.

Cette propriete est une propriéte fondamentale de la structure de 'ensemble des réels. 11
existe des corps commulatifs totalement ordonnes dans lesquels elle n'est pas vraie, Clest
le cas, en particulier, de 'ensemble (1 des rationnels dans lequel, par exemple, la suite des
valeurs decimales approchées par defaut du nombre /2 constitue une suite croissante
mitjoree, mais non convergente dans @ (sa limite | /2 n'est pas élement de Q).

o Lethéoreme 1 permet de prouver la convergence d'une suite, mais il ne permet pas d lui
seul de determiner la limite. Tl permet de terminer I'étude de suites monotones bornees
dont on connait, par ailleurs, une limite éventuelle. D'autre part. 1l permet de défimir des
nombres réels caomme limites de suites monotenes bornees, Dans le cas o I'on ne sait pas
determiner ce nombre réel en fonction d'autres nombres réels connus, la définition de la
suite permet (theoriquement) de donner des valeurs approchées, aussi précises que Fon
veut, de cette limite. Dans le cas d'une suite croissante, on obtient des valeurs approchées
par défaut, et dans le cas d'une suite decroissante, des valeurs approchées par exces. Pour
obtenir des encadrements du réel ainsi défini, on peut essayer de trouver deux suites de
meéme limite, I'une croissante, I'auntre décroissante (on dit alors que l'on est en présence de
deux suites adjacentes).

Exercice resolu

iy ! e 1 1 |
On considére les suwites définies par ;. w, = 1 + E + 31 s = el =ty t o
al Prouver que (u,) est croissante et gue (v,) est décrolssante.
b) Prowver que, quels que soient les entiers naturels n et p, ona u, < v,
o) En deduive que (n,) et (v,) sonr deux suites convergentes, Prouver gu'elles ont méme
limite,
d) Deéterminer encadremeni de la limite obtenue pour n = 9, Comparer cet encadrement
avee un reel connu,

() Wysy — My =1 T Pour tout n: w,., —u, =1, donc la suite {(a,) ¢st une suite
] !
croissante,
! i | 2 1 2Zpd—in+ 1)}
By — M = — - — =
sk ! T e+ 1 nl (n+ 1)1 al nlin+ 1)

2—1n+]J___I—n
m+ 1 (4 )

Pour tout nsupeéneura . v, — v, = 00 Done la suite (v, ) est une suite décroissante a
partir du rang n = 1.
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b) On a évidemment, pour tout entier n ; u,

= ¢, Compte wenu de a)

51 n<p, w, L, <,
Si p<n w,<uv,<u,

Done, dans tous les cas u, < U

¢} Il resulte des questions précédentes que (1

,) €5t croissante ¢t majoree (par tout v,) et

que (v,) est decroissante et minoree (par tout u,). D'apres le théorémel, (u,) et (z,) sont

deux suites convergentes.

Pour comparer les limites de ces deux suites, étudions la différence (v, — u,) :

U, — M, = —

Dopc m ¢, —u,=0= lim o,— lim

A=+ o (| fndl 8- <1 n— 4o

1
nt

i,

Il en résulte que les suites (i, ) el (v,) ont méme limite.

d) L'utilisation de la machine permet d'obtenir les encadrements suivants :

| <1

1

M

e
._.u.-|._.1~.a|._. I

05 =
01666666 <
0,041 6666 :i,
00083333 <
0,001 3888 <
0,000 1984 <

00000248 <

“‘I—:“‘I—F’“I—='.-‘*|»-

]
00000027 = Sg S
Omn obtient ainsi 1, = 2718281 2.

ty = 2718284 7.
Et par suite, si [ est la limite commune 2.71

Cet encadrement est a rapprocher de la v
effectivemnent (voir probleme 202, page 1135)

Exercices d'application

1. Prouver que la suite (u,),», delinie par .
i
== 3 i e =3 est convergenle.

Déterminer une valeur approchée par défaul de
la Hmite obtenue pour n =30, Améliorer le
majorant obtenu d I'Activite préliminaire n® 3,
(On pourra utiliser une integrale.)

2. a) Prouver que tout développement deéci-
ml tlimité définit un nombre réel.

b) Sachant qu'un développement décimal illi-
mité périodique definit un nombre rationnel,

=

<
I

#

i

0.5

< (.1666667
é 0,041 6667
= 0.008 3334
= 0001 3889

= 0,000 1955
= 00000249

= 0,000 002 8

82812 <1< 27182847.

aleur de e (chapitre 2, 1V, 2). On prouve
que [ =e.

determiner ce rationnel x pour |
— 3]
x= 23732732

¢l Defmir trois  developpements. décimaux
permettant de  définic un  nombre réel
irrationnel.

. Soit wu

n

1
=] <=, Prouver que wu, gs!
]

minorée par 0. Quelle est la Limite de la suite
(12,17
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3. IMAGE PAR UNE FONCTION CONTINUE
Soit (u,), . Une suite convergeant vers un réel [, et soit f une fonction numeérique definie
sur un intervalle ouvert contenant [, ¢t continue en [
Lafonction f étant continue en [, quel que soit le reel strictement positif g, il existe un reéel
strictement positif , tel que, si |x — | <&, alors |f(x) — fll)| <& La suite (1,),cns
convergeant vers [, pour tout réel strictement positif z, il existe un entier ng tel que, si
n > ng, alors |u, — I| < . 1l en résulte, d’aprés ce qui précede, que | flu,) — ()] < & La
suite { flu,)), .o st done convergente, ¢t elle converge vers f(l).

THEOREME 2 Soit (u,), ., une suite de limite [, et soit une fonction f, définie sur un intervalle ouvert
contenant /, et continue en /. La suite ( f{u,)) est alors convergente, et converge vers f(/).
Ce théoréme comporte des consequences importantes.
o Soit (u,) une suite satisfaisant a une relation de récurrence de la forme :

“r|+1 = .|{-|:-Hr1.i
ol [ désigne une fonction continue. Le theoreme 2 permet daffirmer que, si la suite (i)
converge vers une limite [, alors cette limite { satisfait a :
I= lim u,= lm #,,;
TR = =1 ==+ a0
lim  flu) = f{l).
[l - =

Il en résulte que [ est nécessairement solution de I'equation définie dans R par [ = f{]).
Soit f une fonction continue. Si (1, ) est une suite convergente telle que w, , ; = f(u,), alors

COROLLAIRE la limite [ de la suite (i) est une solution de I'équation definie dans = par :

1= s).

REMARQUE :

Il est important de constater que ;

— dans le cas ou I'equation posséde plusicurs solutions. une seule de ces solutions peut étre la
limite de la suite {u,);

— il faut, pour conclure & la convergence de (u,) vers [, prouver par ailleurs que (u,) converge. Cette
demonstration peut étre facilitée par le fait de connaitre la limite eventuelle,

Exercices résolus

| — On considére la suite (u,) telle que .y = 2u, — 3 ¢t g = 4 Déterminer la limite
eventuelle | de la suite (u,). Etudier la suite (v,) relle que v, = u, — I. En déduire que (u,) ne
converge pas.

La limite eventuelle [ de la suite (u,) satisfait a =21 — 3,

On a donc nécessairement | = 3.

Mais v,y =ty — 3 =2(u, — 3) = 24,.

[.a suite (r,) est une suite geometnque de raison 2 et de premier terme vy = 1. Dong :

v, = 2™ La suite (¢,) ne converge pas Vers zero, ce qui prouve que la suite (u,) ne converge
pas vers 3, et donc ne converge pas, puisque 3 est la seule limite possible.
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11 — Etudier la convergence de la suite (u,) définie par :

l I !
iy =sltz+—] et ug=—.
2 i, -

r

La linite éventuelle [ de la suite (u,) satisfait 4 la relation :

Clest-i-dire. 2x* =x*+1. Boit x* = I

Il'y a donc deux limites possibles I =1, ou l = — 1.

Mais, si u, est positif, il en est de méme de u,,, ;. Comme u, est positif, tout terme u, de la
sutite est un reel positif. La limite [ de la suite est donc nécessairement un réel positif. La
scule limite eventuelle est done [ = 1. .

Z4l1=2 — 1)
B8 gy = 1| PR W S

u, i,
Comme tous les w, sont positifs, il en resulte que, quel gue soit Fenticr naturel non nul i :
. w
=1 Figave 1

[Dautre part :

| |
L Tl s ”u"'?_luu .
= "

11— uf) I
C 2 ] R i o J
D’apres ce qui précede, on a, pour
tout entier o supérienr a 1 :
g — <0, -
x

décroissante  partirdutang n = 1.
Elle est done convergente, et de
limite 1.

¥
I
0
La suite (u,) est done minoree et /

La fgure | présente une illustration graphique de la formation de la suite (u,).

Exercices d'application

4. Frudier et illustrer graphiquement la | 5. Etudier et illustrer graphiquement la
convergence de la suite (u,) telle que : convergence de la suite (r,) telle gque !
Uy = w_f1_+_r.“, Upiy =03 — 205+ 2.
dans les cas suivants * dans les cus suivants
)ty =11 a) vy =10; )ty =24
by =—1; by oy =1 g) ny =3
g} g =3 3
)iig=12, € Vo= EI‘

s Letheoreme 2 permet de ramener 'etude de certaines imites a celle de suites de limites

connues (en  utilisant, par exemple, les [onctions logarithme ¢l exponentielle).
. . ) ln #

Rappelons 4 ce sujet que lim =

e ' [
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B Exercice résolu

Etudier la convergence de la suite (u,) définie par : u, = n'™.

1 : : :
Ona Inu,=-Inn 1Ilenrésulteque Ilim Inwu, =0 Ftdone:

Fl | Bt v
hm #.= lum el _—e® = 1.
W= ol R
En conclusion lim al"= 1,
[ B s
@ Exercice d'application
o ) A
6. Ltudier la convergence de la suite (u,) o, = (J i o
n

¥ I\\"

ay ;= (I + ) ; ( i )"
n e, =1——-:1.,
I +n

IV — SUITES DIVERGENTES

Toute suite convergente est bornce. Il en resulte que toute suite non bornée est divergente.
Muais il existe aussi des suites borndes non convergentes,

1. EXEMPLES DIVERS

“ Activité 1 : Suites monotones non bornées.

I° On considére la suite (w,) définie par : u, = 5n+ 3.
i) Provver que (u,) est une suile croissamte ton majoree,
By En déduire que (n,) ne vonverge pas.

A ; Ve i s
2 On considére la suite (v,) défimie par : v, = — =5

Prouver que {I'fn’ esl monalane, s non COmyErgenie.

(e i L, {4 2. 1 [ 2% CITEHETE. RO COnveroente !
3% Prouver que la suite (1) st monotone non convergent
b

2 1
a) u,= \/J'_I.'. B ou, =0 ¢ u, = (EJ d) u,='e".

+ Activite 2 : Suite non monotones

] - o boe ; Toarn > : 5
Prouver que la suite (u,) n'est pas monotone. Préciser si elle est bornée ou non bornée.
COMVErgente ol non convergente.

(= 1) nm

ay u, = =1 h) u, = sin T;

i
¢} u, = ncos = d) n,=n+ (= 1y
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REMARQUE :

Uine suite monotone est convergente si, et seulement si, efle est bornge
Une suite monotone, non bornée, n'est pas converpente.
Une suite non monolone, bornee, peut étre convergente, ou ne pas I'étre.

2. SUITES TENDANT VERS L'INFINI

Parmi les suites non convergentes, on peut distinguer celles qui sont bornées et celles qui
ne le sont pas. Parmi les suites non convergentes et non bornées. nous allons en distinguer
certaines, non nécessairement monotones, mais dont le comportement est a remarquer.

DEFINITION 1

On dit que la suite (&) remd vors (on diverge versy o plus Uinfeni » (vesp. « moiny Uinfini w)
pour exprimer que, quel que soit le réel A, il existe un rang n, a partir duquel u, est
supérieur (resp. inféricur) a A,

On note lim () = + oo, on lim u, = 4+ o
= 4m

{resp. lim (w,)= — 20, on lim w&,= — o)

= T

REMARQUES :

1Y Dire gue la suite {u,) diverge vers o plus Uinfini » signifie que, quel que soit le réel A, il existe
un entier me tel que 1ous les termes u, tels que n soil supérieur d ng soient supérieurs 4 4. La
suite (u,) peut ne pas étre monotone et satisfaire d cette proprieté. 1l en est par exemple ainsi de
W, =n+[(— 1y,

2° Lasuite () diverge vers « moins Uinfini » si. et seulement si, 1a suite | — u,) diverge vers « plus
Finfini ».

Exemples @
A—3

1° Soit 1, = 2n + 3. Pour tout 4, pour que : u, > A, il suffit que n >

-

A ; % i
On pourra par exemple prendre n, = E(-;’—) (parhc: ¢ntiére de %)

- e

A A=-3 . . - ; AN . e :
En effet, E(;) e d'oq, si nest superieur a E(;). il sera superieur 4 —— (4

= e

fortiori), et donc, u, sera supérieur a A. .

22 8ol w,=n+(—1I)"
Pour tout ns w, =n—1;
Donc,si Aestunrécl, etsi n>A+ 1, onaura n— 1> A, et doncu,> A
La suite (i,) diverge vers + oo, mais elle n'est pas croissante.
Eneffet. ty oy —tl, =+ D+ {— 1"t —n— (=1}
=1 4+2(—1ph
Si n + 1 est pair, alors : u, ., — u, = 3 est positif.
Sin + | est impair, alors : u, ., — u, = — | est négatif.

o Pour prouver qu'une suite diverge vers + oo, ou vers — oo, on peut utiliser L
definition, mais il est souvent préférable d'utiliser les propriétés et les regles de
comparaison qui permettent de déduire le résultat dans de nombreux cas, 4 partir de
suites de reférences.
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3. PROPRIETES

o« Nous admeltrons sans démonstration les résultats ci-dessous :

La divergence d’une suite vers + ¢ (ouvers — ¢ ) n'est pas modifiée par 'addition d’une

THEDREME 3 suite bornee, ou par la multiplication par une suite admettant un minorant strictement

positif.
REMARQUES :
1" Le theoréme 3 signifie que :
db Soit (u,) une suite bornee !
— 5 lim p,= 4 a0, alors lim (n, +0.)= + o5,

n=h =+
— 8l lim v, =—co,alors lim (u, + ¢,)= — oo

AT T

Bl Soit (1z,) une suite telle qu'il existe un reel k, et un entier i, de fagon que, s1 1 est supgrieur a n,,
alors 0 < k= u,:
— 51 lim v, =+ oo, alors lim up, = + oo,

=
— si lim v, = — oo, alors lim w0, = — oo,

n=Pm
2* 1l est important de constaler que le théoréme 3 ne permet pas de conclure quant  la somme de
deux suites divergeant vers Uinfin, On peut cependant noncer le résultat sujvant ;
Si im u,= +ocet im v,= + =, alors lim (4, +v,) =+ =.

THEOREME 4 e g Ve
Si im w,= —cet im v, = — o, alors lim (u, +v,) = — .
= tm A=t n= o+ m

Lecas epineux concerne la suite (i, + v,) lorsqu’une des deux suites (i) et (v,) diverpge vers + o, et
l'autre vers — oo, Dans ce cas, une éude directe simpose, On ne peul pas prévoir le résultat (voir
Activite ci-dessous).

3 Deméme, le théoréme 3 ne permet pas de conclure quand av produit d'une suite divergeant vers
l'infini par une suite de limite 2éro, méme s1 cette suite est & termes positils, Dans ce cas. une etude
directe s'impose. On ne peul pas prévoir le résultat (voir activité ci-dessous),

Activite

I° En utilisant le théoréme 3, érudier la limite de la suite (u,)

a) u, = (2 +sin nje"; b) u,=sinn—n+(—1)"

2° Dans les cas suivants, montrer que le théoréme 4 ne s'applique pas, et étudier directement
It converzence de la suite (u,).

ay i, =+ al+(—n) (ae®):; B u,=2n+1—n)

), =i+ [—2n); dy i, =0 —1 3 [— nk

3° Déduire du 2° le résultat ci-dessous :

La somme d'une suite divergeant vers + oo el d'une suite divergeant vers — oo peut ne
pas avoir de limite, diverger vers l'infini, ou converger vers une limite quelconque.

4° Dans les cas suivants, montrer que le theoréme 3 ne s'applique pas, et étudier directement
la convergence de la suite (u,) :

a) u, = an (%) {ae[R*):

1 .
by u, = an® (E) (aeRY, puis acRY),
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I "
&) .= Vf” i |
(— 1)
d) i, =———an (e R);
n
e 2 1
¢} u,=(—=1n"—:
N

5¢ Déduire du 4° le résultar ci-dessous :

Le produit d’une suite divergeant vers infim et d’une suite de limite nulle peut ne pas

avoir de limite, diverger vers Uinfini. ou converger vers une limite quelcongue.

Exercices d'application

g In n s

1. Etudier le comportement de baosmite (wy) | n, =—— Montrer guoe le theoreme 3 ne

lorsgque n tend vers Pinfim : 1 _
suppligue. pas: Prouver que @ lm u, =1

ﬂl i ”.I,_ | di== 4T
al = S 1 (Veour ch. 1, I, 3.).
B) e, =(2 + sin ”’\_,’;;; h) (O considére la suite {v,) délinie par :
v, =n~—Inm

e) 4, =1{1 + cos” niln n: i

d) u; ={—1 —tan? n) \"‘; Montrer que le théoréme 3 ne sapplique pas
directement. En utilisant le a), et le théoréme 3,

8 a) On considére la suite (n,) déhnig par : | troover la limite de la suite (e,).

e Un autre resultat rend de fréquents services. Nous l'admettrons également sans

démonstration.

Soil (u,) une suite dont tous les termes, 4 partir d’un certain rang, sont strictement

THEOREME 5

s : ; o S
positifs. Alors, (i) converge vers zéro si, et seulement si. la suite (— diverge vers + w0,
u ]

n

REMARQUES :
1° Sild suite (u,) @ des termes tous strictement negatifs 4 partir d’un certan rang, et converge vers

; : 1 .
zéro, alors la suite (— diverge vers — @,

"

2° Silasuite (1) converge vers sEro sans que ses termes solent de signe constant 4 partic d'un certain

Faing, alors la suite’| — | ne Lll‘u’ﬂ}rgtﬂ m yers -+ o0, niovers — oo Clette suile n'est ni majores, m
1

L

minorée, ¢t n'admet pas de limite.

Exercice d'application

) : 3 |
Y. Etudier l¢ comportement de la suite (i) | @) v, =—; by, =—-

lorsque n tend vers Pinfing ¢ In n n e+ Inn

4, REGLES DE COMPARAISON

La connaissance de la divergence vers I'infini d’un certain nombre de suites de reférence
permet 'étude d'autres suites, par I'imtermediaire des regles de comparaison. Nous
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retiendrons le résultat suivant, qui résulte directement des definitions :
THEOREME 6 Soit (i) et (v,) des suites. 5i (u,) diverge vers + o, et 87il existe un entier n,, tel que, pour

tout m supericur a m,, on ait w, < v, alors (v,) diverge vers + oo

Le cas de suites (u,) divergeant vers — oo sé traite de fagon analogue, en remarquant que
la smte (— u,) diverge alors vers + oo,

Exercice résolu

8 1]

Etudier la suite (1), 5 definie par u, = :i'
n

Pour ¢tudier le sens de variation de (u,), et puisque tous les termes de la suite sont

. L . . L
strictement positifs, étudions le quotient - L,
'r.\‘.l
On a:
+ TR 2|r+ i ”1 _? " 3
u, 1Y 2 Tt
L
La smte (1) est croissante pour tout » el que 2( : I) = 1.
n
T i 1 : 1
Clest-a-dire e = > soll nz= = T
nH /
g | =
3y
N

: ; |
Le caleul a la machine donne T =4 847322

35
\In' -—
La suite (u,) est done croissante a partir dy rang n, = 5,

3
J i H ”
D'autre part, on prouve que la suite (r,) définie par r, = (TF) est Crossante, et

My

que ©;,=07513148 Donc e _’

Uy ¥
La suite (v,) tant croissanie, pour tout n supéricur & 10, on aura @ . > - U,

A N=10
Il en resulte que w, , > ( ) Wi

:.r
La suite (u,) est done minorée par une suite géometrique divergeant vers + . Elle
diverge elle-meme vers + o0,

REMARQUE :

Pour etudier lx limite de la suite (1), on peut utiliser la- méthode suvante ;
. 2 : Inn
soutg, =In(u)=I0 5 =nln2—3In n, cest-a-dire v, =n| In2 —3—
fH f
Inn . , In n .
Comme | — | converge vers zéro, la suite | In 2 — 3— | converge vers In 2. Puisque In 2 est
" J

- il nmn A o . \ ) i
strictement positf, In 2 — 3 —estminore & purtir d'un certain rang par un réel strictement positil,
[
Il en résulte d'aprés le theoréme 3 que hm ¢, = + o,
e 1

Comme u; = ¢' on en conclut que: lim u, = + o
ol -1

[
n-=
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Exercice d'application

n!

1. Etudier le comportement de la suite (u,) | a) u, = —; by u, = T
lorsgque n tend vers 'mf ; i

h. SUITES DE REFERENCES

On connait plusieurs familles de suites qui divergent vers 'infini. Nous les récapitulons ci-
dessous, en nous bornant @ celles dont les termes sant strictement positifs, et qui divergent
VErs -+ oo,

Ces suites qui divergent vers + oo différent par la rapidite de leur divergence. Pour

F Sy . X - !
comparer deux suites (1) et (v,) gui divergent vers + oo, on etudie leur quotient (-5) On
v

dit que , est infiniment grand par rapport 4 ¢,. et P'on note ; u, = v, si, et seulement si,
q L g P !’ p a ar n

4 u ’ R . {=3 ‘
lim —= + o (l: est-a-dire, lorsque (w,) et (v,) sont a termes positifs, si, et seulement si,
[ i I'-n
z i
lim == ﬂ.)
=== H,

A Les logarithmes

Pour tout réel a tel que a> 1, oma: lim log, n= + o,

n=—=+ o

In n
Dautre part : lo =
utre part : log, n e

Soient a et b deux réels tels que | < a< b, Alors ;

logen Inn Ina Ina
log.n Inh ' lnn Inb

Aucune suite (log, n) n'est infiniment grande par rapport aux autres,
Cependant, si 1 < a < h, alors, pour tout entier n non nul : log, n > log, n.

] Les suites arithmétigues de premier terme pul, ¢f de raison positive

« Pour tout réel strictement positif @, on 4 lim an = + oo,

X

Soient a ¢t b deux réels tels que 0 < a < b, alors
bn b

an a

Aucune suite arithmétique n'est infiniment grande par rapport aux autres.
Cependant, si 0 < a < b, alors, pour tout entier n non nul : an < bn,

» Pour comparer une suite arithmétique (bn) et une suite {log, n), étudions le quotient
log,n Inn | l in n

b Ina by blna n

|
On sait que lim okl SIS

n—+ n
: oea : o ! ; bn
Dane, puisque b est positif, et si a est supérieura 1@ lim = 4 oo,

~+w log, 0
On peut donc conclure : i
Quels que soient les réels a et b tels que a > 1 et b > 0, la suite (bn) est infiniment grande
par rapport a la suite (log, n): (bn > log, n).
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C Les puissances

o Pour tout reel strictement positif aw ona lim n' = 4 @,

| e il - )
Soient a et b deux récls tels gue 0 < a < b. Alors :
n’
AR

b—a
n?

La suite {(n") est donc infiniment grande par rapport  la suite (n*), pour 0 < a < b,

e Pour comparer la suite (n") & la suite arithmétique (an). étudions le quotient :

!
i |
e
an a
n" .
Pour b>1. lim —= + o, (1) estinfiniment grande par rapport 4 (an);
=+ LT
; n ]
pour b=1, lm —=-;
n—=+e R o
nt
pour D<bh<l, lim —={: {un)est nfiniment grande par rapport & (n).
n—=+o {dn

« Dans ce dernier cas, les suites (nY), pour 0 < b < L. et (log. n), avec ¢ = | sont infini-
ment petites par rapport aux suites (an). Pour comparer ces suites, etudions le rapport :

n , Inc n®

i =g —-.
log, n In n inn

(1]

- P n -
Pour étudier la limite de w, = s considérons v, = In u,.
Ixn

Inl
Ona v,=blnn—In(lnn) soit v,=In n(b - mn;[,-ln,;” :),

{itive S X
Clest-d-dire,si X=Inn: 1,=X (b i _%__)
; [ ~Indl
Dn a llm '{ = 4 o et Ilm E)_ 5 ﬂ DDHC Ilm n [ n H} =
R— Aidam A s S e

[l en résulte, puisque b est strictement positif, que :  lim p, = + o«;
n=

et par conséquent que :

hm w, = + =0,

e -

Comme ¢ > 1, on peut conclure ¢
- i‘ib
lim = 4o,
a—+m lOZ, 1

Autrement dit, la suite (n®) est infiniment grande par rapport 4 la suite (log, n), et ceci pour
tout b0, I[, et tout ce]l, + [,

D Les suites géomeétriques de premier terme égal a I, et de raison strictement
supérieure i |

« Pour tout réel a strictement supérieur a 1, ona lim o' = + o0,

= o
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Soient g et b deux reels tels que | <a < b Alors :
b*  [B\" b
— ==}, avec ->1
o o il
il

Il en résulte que: lim - = + o0,
T
w= 4o (1

Done la suite (5") est infiniment grande par rapport a la suite (a").
Pour comparer la suite (b") avec la suite (n) (b > 1 et a > 0), etudions le quotient .
b'!

&, = J‘_J"-1

I n
Onalny,=nlbp—-—alnn= r:(ln h—a % )

. Inn
Comme b > 1, alors In b = 0); et dautre part lim —— =10,

n=+m M

Il en résulte que lim In o, = + 0. Par conséquent lim w,= lim ¢"™ = + 0.

Bk H=*+m I 4 o

Toute suite géométrique de raison strictement supérieure sl 1 et de premier terme égal 4 1
est donc infiniment grande par rapport d toute suite « puissance »,

Parmi les résultats précédents, on retiendra ¢n particulier :

i

THEOREME 7

Quels gque soient lesréels act ztels que e > 1 et 2 > 0 :

. n'

lim - = +
r—+x log, n

y i

lim — =4 s

3
Ll n

£ — Autres suites

¥ Activite 1

I° a) Prouver que la swite (u,) défurie par u, = n" diveree vers + .

By Cennparer la suite (w) avee fa suite (@) (a = 1)

2" a) Prouver que la suite (v,) définie par v, = n! diverge vers + oo.

7 = ; Uy - Snd1
b) Pour comparer les suites (u,) el (v,), considérons le gquotient s, = —. Caleuler ——.
Ifl 5"

5
Prouver que
5,

En deduire que (s,) est minorée d partir d'wn certain rang par une suite gdométrigue
divervente.

COMPEFEE Vers &

¢) Déduire du b) la comparaison entre les suites (u,) er (v,).

L]
3" Soit a un réel strictement positif, On considére la suite (w,) définie par w, = (—) ;

a)y Prowver gue la suite (w,) diverse vers + oo,
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by Ens'inspirant de la méthode du 2° b)), comparer la suite {w, ) er la suite (¢,). Montrer qu'il
existe une valeur de a pour lagquelle certe méthade ne permet pas de conclure. Préciser la
comparaison suivant la position de a par rapport d cette valeur particuliére.

¢} Comparer les suites (w,) avec les suites (2") {a = 1).

Activite 2
En s'inspirant du travail ci-dessus, répertorier et classer les familles remarquables de suites
positives de limite nulle. On dira, si lim w, = lim v, =0, gue v, est infiniment petit par

Rt =+ x

. e .
rapport d u, si lim -2 =0, ¢f l'on notera v, < u,.

== 4 o h‘"

V. — EXEMPLES D'ETUDES DE SUITES

En présence d'une suite, on s'intéresse & son sens de variation, éventuellement &
l'expression du terme u, en fonction de » (cas des suites definies par récurrence). Mais la
principale préoccupation est la convergence de la suite et, lorsqu'elle converge, la valeur
de sa limite, On pourra toujours deéterminer, dans ce cas, des valeurs approchées de cette
limite, surtout lorsque 'on pourra disposer de suites adjacentes de meéme limite
(voir 11, 2). Determiner si cette lumite peut s'exprimer en fonction des nombres reéels
connus, a l"aide des opérations élémentaires et des fonctions connues est un probléme
délicat. qu'on ne sait pas résoudre dans tous les cas. La résolution de ce probléme peut
faire intervenir des methodes nombreuses el variées.

1. SUITES DEFINIES PAR u,.,= f{n). SOMME DES TERMES D'UNE TELLE SUITE

Activité 1 : Propriétés ’
Soit f une fonction numérique, er soit (u,) la suite définie par : w, = f(n).

1" a) Prouver que, si [ est croissante (ou décroissante), alors il en est de méme pour (u,).

b) Soit f(x) = 2x — E(x). La fonction [ est-elle monotone?
Prouver que la suite (u,) telle que u, = fin) est monotone. Conclure.

¢} Trouverd autres exemples de fonctions non monotones définissant des suites monatones.
2% a) Prouver que, si [ converge en + o0, alors (1,) converge vers la méme limite que f.
h) Prouver que, si f diverge vers + ocoen + oo, alors (u,) diverge vers + .

¢) On pose [(x) = sin nx. La fonction [ converge=t-elle en + ou?
Prouver que la suite (u,) telle que u, = f(n) converge. Conclure.

d) On pose gix) = x cos 2nx. La fonetion g diverge-t-¢lle vers 4+ oo en + o0?
Prouver que la suite (v,) telle que v, = gln) diverge vers + 2o, Conclure.

¢} Trouver d'autres exemples illustrant les ¢) er d).
3% a) Soit f(x) = cos x. Prouver que (u,) n'est pas periodigue.
s b ) e i
b) Seit gix) = x sin nx 4 cos 3 Prouver que g n'est pas périodigue, alors que (v,)

définie par v, = gln), est periodigue.
¢) Conelure.
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* Activité 2 : Comparaison avec une suite geometrique

|
1" On considere la suite (1) défmie par 4, = ————.
(1,) définie par u, e
a) Prouver que w, est strictement positif pour tout entier naturel n.
i, +
b Caleuler v, = ==L,
4 llﬂ

|

¢) Prouver qu'il existe un entier naturel ng tel que, pour n = ng, alors v, < 0’

d) En déduire que, 4 partir du rang ng, (1) est majorde par une suite géométrique de
. R

raison 10" En deduwire que (u,) converge.

€) Soit 5, =y + u; + iy + .. + W, Déduire de ce qui précéde que la suite (s,) converge.
[) Déterminer, en utilisant ce qui précéde, un encadrement de la limite de la suite (s,).

, J RN AR
22 On considére la suite (s,) définie par s, = 5 + 35 Tt (2“ . 1) :

n

2n+

n
a) Svitu, = ( I) JelLsoil v, = {’-'“u,,. Prouver qu il existe un entier ny, tel que, pour tout

-
~

TN

entier n superieur d ny, on ait : v,

b) En déduire que, a partir du rang ng, u, est majoré par le terme geéneral d une suite
e N L a D

géomérrique de raison e

¢) Endéduire gue la suite (s,) converge. Preciser un encadrement de la limite | de cetre suite,

* Activité 3 : Exemple : suite (#,) définie par u,= n'"

l ~ -
a) Soit f(x) = x=. Etudier la variation de la fonction f.
b) En déduire le sens de variation de la suite (u,).
¢} En étudiant la suite (v,) définie par v, = In u,, étudier la convergence de la suite (u,).

J Activité 4 ;: Exemples de suites définies par des sommes

I° Eninterprétant d l'aide de la valeur moyenne d ‘une fonction sur un intervalle, étudier la
convergence et la limite de la suire (u,) définie par :

1 - =
Uy =——=(1+ 2+ 3+ .+ /)
ny/n

i ni\m
2° On considére la suite (u,) défmie par u, = (-—) :

n"
a) On pose v, = In u,. Etudier la limite de la suite (v,), en interprétant a l'aide de la valeur
moyenne d'une fonction sur un intervalle.
by En deduire la limite de la suite (u,).
¢} Endéduire qu'il existe un entier ng tel que, a partir du rang ng, la suite (w,) définie par

n! I : o L -
W, = — est majorée par une suite géometrique de raison .
H LA
% ki e
d) Déduire de ce qui précéde que la suite (s,) définie par s, = E & converge. Préciser un
k=1 K

encadrement de sa limite.
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: e
3 a) On considére la suite (h,) définie par : h, =1+ 3 + et it En comparant h, avec
!

une intégrale, prouver que (h,) diverge vers + oo,
b)y Utiliser le résultat ci-dessus pour préciser le comportement des suites (u,) et (v,) définies

1 + : + .+ : et 2 + 2 -+ 2
ar u, = Mt —— A i, RFE S
i 2 N 3B ne—1

L] 1
kgl H‘n + ﬁl

1 ; : : : o
(ﬂn [OUrrd remarguer que m se décompose simplement sous forme d une différence.

4" Etudier la convergence de la suite (u,) definie par u, =

Activité 5 ; Utilisation de sous-suites adjacentes

T ! vl ! - 1)
On considére la suite (u,) définie par u, = 1 — 3 + gt é” +‘1 B

a) Seit la suite (v,) définie par v, = uy,. Prouver que celle suite est décroissante.

b) Soit la suite (w,) définie par w, = Wa, .. Prouver gue cetie suite est groissante.
¢) Prouver que la suite (w, — v,) converge vers Zéro.
d) Prouver que, quels que soient les entiers net p: w, <r,.

e) Endéduire que les suites (v,) et (w,) ont méme limite 1, et que | est également la limite de la
suite (u,). Encadrer | en wtilisant v;q et wyg.

2. SUITES RECURRENTES

A — Suites telles que w, ., = flu,)

F

Si f est une fonction continue, et si la suite (1) converge vers la limite [, on sait que la suite
(v,) déhnie par v, = f(u,) converge vers f(/). Il en résulte que. si une suite (u,) est telle que
U, 4 = fli,), et converge vers une limite [, cette limite est une des racines de l'equation
déhnie par x = f(x). Une telle racine est un « point fixe » de la fonction f,

Si une fonction [ n'admet pas de point [ixe, 1a suite (u,) associce ne converge pas.
Mais si la fonction f admet un point fixe, il n'en reésulte pas que la suite (i) associee
converge.

De plus. un seul de ces points lixes peut £tre la limite eventuelle.

L'¢tude de la convergence de la suite nécessite donc des ctudes supplementaires, ¢t peut
d’ailleurs dépendre de la donnée du premier terme.

L'étude de telles suites peut permettre la détermination de valeurs approchées des racines
d'une equation (voir chapitre 9, § 111).

e Soit C la courbe représentative, dans un repere orthonormal, de la fonction f.

La limite éventuelle de la suite (y,) est 'abscisse d'un des points communs de la courbe C
et de la droite D d'équation y = x.

La formation des termes de la suite (u,) s'interpréte geométriquement sur la figure
(igures 2 et 3, page 142).
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Vi ¥
/9 L |
Byl —————— I
by : [ e
1 i [
] I
P
i, | o u, -—-
1 ! :
b
| : i
i 1 i
| LS i
| l i !
oL ! i 2] :
[ T - S ; / | w,u, X
i Fignie 2 // {/ Figure 3

REMARQUE :

Une relation de la forme u,,, = fli,) + @{n) deéfinit ce que 'on appelle une « équation aux
différences fimes du premier ordre », Résoudre une telle équation. ¢'est déterminer en fonctionde n
le terme pénéral u, d'unc suite quelconque satisfaisant a la relation de récurrence, On déhnit de
méme des éguations du sceond ordre, ete,

Activité 1 : Récurrences linéaires du premier ordre

Nous proposons dans cette activite, létude d 'exemples de suites satisfaisant a une relation de
la forme : wu, . = au, + o), ou a designe un réel, et @, une suite numérigue.

1Y Soit (u,) une suite numerique définie par son premier lerme ug, et par la relation de
Fecurrence | Hye = AU, (1).
a) Ewudier la suite (), et préciser son comportement (sens de variation, limite) pour les
différentes valeurs de a. r

b) Ilustrer graphiguement dans chague cas.

2° Soit a et b des réels non nuls, et soil (u,) une suite numérique défmie par son premier
terme ug, et par la relation de vécurrence : u, ., = au, + b (2).
a) Etudier la suite (u,) obtenne pour a = 1. Hlustrer graphigquement.

h) Soit a # 1. Déterminer la limite éventuelle | de la suite (u,).

¢) Erudier la suite (v,) defmie par @ v, = u, — .

d} Endéduire l'expressionde u,en fonction de n, et préciser le comportement de la suite (u,,),
pour les différentes valewrs de .

¢) Hlustrer graphiquement dans chague cas.

J) Soient (u,) er (w,) des suites satisfaisant a la relation de récurrence (2), Prouver que la
site (w, — w,) satisfait a la relation (1),

Réciproquement, demontrer que la suite (u,), solution la plus générale de 'équation définie
par (2) est la somme de la solution générale de Uéguation (1), et d'une solution particuliére
de (2),

J3° a) On considére la suite (u,) définie par we=0 €t U,y = u, + n. Prouver gu'il
existe un seul polynome P (du second degre) tel que la suite (P(n)) satisfasse  la relation de
récurrence étudice.

b) Soit une suite (v,) telle que, pour tout entier n : v,y = t, + n. Que peut-on dire de la
suite (u, — v,)? En déduire 'expression de toutes les suites (v,) satisfaisant a la relation
Upay =, + 1
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4° a) Reprendre le 3° avee la relation de récurrence v,y = v, + n°.

B) Méme question avec v, ., =1, + 0,

5° Utiliser les résultats obtenus ci-dessus pour déterminer v, en fonction de n, lorsque la
suite (u,) est relle que :

Q) Uypy =0+ 20

b) vy =u, +n+n¥

€) Byay =t + 500 + 20 —n+ 3.

Nl
6° On considére les suites (v,) telles gue Cogy =30, 4N {3).
a) Déterminer les réely a et b tels que la suite (u,) définie par w, = an + b satisfasse a la
relation (3).
b) Déterminer l'ensemble des suites (v, — u,).
¢) En déduire 'expression de v, en foncrion de n et de vg.

7° S'inspirer du 6° pour résoudre les éguations aux différences fimies ci-dessous ;

1
@) Upeq = 5 i'n+"2;
-
i
b} b= —1I'N+ I +n+ n%;

¢) vy =2v,—2+4+3In+nt—n’

8 En s'inspirant des résultats ci-dessus, donner une méthode de résolution des équations
aux différences finies du premier ovdre défmies par u, .y = au, + P(n), on a désigne un
réel non nul, et P un polynime de degré p.  On préciseru la différence entre les cas
a=1 er a#l, etonlexpliquera.

Activité 2 : Applications

1* a) Unépargnant place 1 000 F a intéréts composés, au taux annuel de 8.5 %. Soit u, la
valeur en franes du placement au premier fanvier de la @™ année (uy, = 1 000).

Calculer u, en fonction de n. Etudier le comportement de la suite (u, ). Au bout de combien de
temps u, dépassera-t-if pour la premiere fois 20007 i

h) On suppose que de plus. 'épargnant ajoute chaque annde la somme fixe de 500 F g son
placement. Calculer la valeur v, du placement au premier janvier de la n'™ année. Etudier le
comportement de la suite (v,,). Au bour de combien de temps v, dépassera-t-il pour la premiére
fois 20007

Au bowut de combien de temps 'épargnant aura-1-il doublé son appore?

¢) Reprendre le b) avee un apport annuel de (100n) F.

d) L'épargnant dicide un apport annuel dont la valeur constanie sevait de 100 F de ['année
zéro. On suppose que le taux de dépréciarion de 'argent est de 12 %. Il en résulte que le
premier apport (année 1) sera de 112 F, ete.

Caleuter apport annuel a,, en fonction de n (n = 1),

Déterminer | équation aux différences finies liant la valeur w, ., du placement au premicy
Jamvier de 'année n + 1 a la valewr w, du placement au premier janvier de 'année n.
Trouver une suite géometrique solution de cette équation, et en déduire w,, en s inspirant des
méthodes rencontrées d lactivité 1.

2° Un pore est commercialiseé aprés 18 mois d ‘¢levage. Au moment d ‘entreprendre ['élevage
d'un troupean de pores, I'éleveur tient compte du cowrs du marché pour déterminer. en
Sfonction de ses espérances, Ueffectif de son troupean, Mais la commercialisation ne se faisant
que 18 mois plus tard, c'est a un cours différent qu'il présentera ses hétes a la vente. C'est
ainsi que ['offre des pores se fait sur le marche en fonction du prix p,_ ., et que la demande est,
elle, fonction du prix p,, une période d'élevage (18 mois) plus tard.



144

4/ Suites numériques. Compléments

On peut schématiser cette situation par les fonctions d'offre et de demande :
Oin) =a + bp,_;; Dn) = ¢ + dp,.

{p. désigne le cours du pore d la période n. chague période étant de 18 mois,)
a) Quels sont les signes de b et d?

b) Si l'on admet que 'équilibre entre Uoffre et la demande se réalise d chague période n,
Etudier la suite (p,), suivant les valewrs de a, b, ¢ et d.

¢) Interpréter les résultars obtenus. Préciser powrquoi le modéle retenu  n'est
gu ‘approximatif.

3* La croissance d'une population est proportionnelle d cette population. Mais, lorsgue
cette population évolue en milieu fermé, ¢ 'est-g-dire dans un milien ne pouvant contenir une
population supérieure @ une population limite P, cette croissance est freinée, et d ‘autant plus

freinée que la population est proche de la limite P,

Soit u, ['effeceif de la population d l'épogue n. On peut admettre que les mécanismes de
régulation interviennent aprés Uapparition de la génération de 'epogue n + 1, ¢t par
conséquent gue 'accroissement de la population est proportionnel d la difference P — w,. .
On aura ainsi :

Uoer — W=k lP — 1)

[ i ;
a) On pose v, = —. Déterminer v, en fonction de n.
u

n

b) En déduire u, en fonction de-n et de u,. Préciser 'étude pour P =10, uy =5, k = 0

Activité 3 : Suites telles que v, , = /3 +w, ouw, , = /a - u,

1° On considére la suite (u,) defmie par u, ., = \mn ety =1.

a) Prouver que, powr tout entier naturel n: 0 < u, < 2.

b) Etudier la différence u,. — u,. Déduire de a) que (u,) est croissante.
¢} Démontrer que la suite (1) converge. Quelle est sa limite?

d) Interpréter graphiquement.

2° Etudier la suite (v,) définie par v, , = /2 + v, et vy =4
& . [ - g 3 P
3° On considére la suite (w,) définie par w, .y = /2 —w, et wy = 0.
a) Prowver yue. pour tout entier naturel n ;0 < u, < 2. En déduire que w, est défmi pour
tout entier n,
b) On pose x, = w, et y, = wa, .. Etudier le sens de variation des suites (x,) et {y,).
Comparer x, et v, [llustrer graphiqguement.
¢} Prouver que la suite (w,) converge, Quelle est sa limite?

. e , 3
4° Reprendre le 3° avec la suite (1) définie par t,o, = /2 —1, el ty = 3
i | e :
5° a) La condition r ., = 7" permet-elle de définir une suite, avec ry = 07 Avec
1, :
rg = ;.* Hlustrer graphiguement.

b) Peut-on trouver un ry tel que la condition du a) permetre de définir une suite?
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Activité 4 : Récurrences homographiques

1" On considére la suite (u,) définie par :

2u, — 4
Uypy =——— &t ;=0
" u, — 3
a) Quelles sont les limites éventuelles de la suite (u.)?

. Moot —1
b) Svient | et I ces limites éventuelles. Calculer --”-—1——-?.
Hgpy —

¢) Déduire de ce qui précede gue la suite (u,) converge si elle est défmie.
(O est-ci-dire si aucun u, n'est égal ¢ 3.} Quelle est Lo limire?

d) Interpréter graphiquement,
¢) Prouver que u, est défini pour tout n,

2, —4
2 Reprendre le 1° pour la suite*(v,) définie par i v, = uh—_’r €t U =10
T
3° On consideére la suire (w,} définie par :
w, + |
by = et wy =10
i 3 —w, -
a) Quelles sont les limites éventuelles | de la suite (w,)?
l
b)) Calculer ———— en fonction de .. Conclure.
L I Wa — E

¢) Hlustrer graphiquement.

Activité 5 : Autre exemple

Le comportement d ‘une suite n'est pas toujours aisé a élucider. La présente activiié met en
scéne une suite dont on ne connait le comportement (d notre connaissance ), que pour
certaines valeurs de u,.

a) Soit la suite (u,) définie . i

par  organigramme  ci- debut

contre, et la donnée du ;
premier terme u.

Caleuler les 100 premiers
termes de cette suite dans les
CAs sUVanes

ui =121 ap=16;
= — 113
u, = —20, u=—17%

fi=mn+|

Wt =3"rl+T

h) Mémes questions qu'au
a), en remplacant ;

s O U, pafr w

par « u, multiple de 3 »; M,
bry e
Hy =y

o WU L = E ¥

&l .
POF €Uy g == ]

o Sl =3u,+ 1% par wu, . =4, +1n,
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* Activité 6 : Récurrences linéaires d'ordres supérieurs a 1

1" a) Prouver que 'ensemble 5 des suites numerigues (ensemble des applications de [
vers ) est un espace vectortel sur 1,

b) Soit a et b des réels. Soit WL 'ensemble des suites numérigues (u,) telles que, pour tout
entier n . M,y =al,, + b,

Prouver gque 1L st un sous-espace vectoriel de 5.

¢) Mantrer que tout élément de ‘|l est défini par la donnée des deux réels ug et uy.
Nous admettrons que | est de dimension 2.

22 Svit a= — 1 et b = 6. Pour déterminer Uensemble ., des suites (u,) telles que :
Upus = — U4y + OU,,

on cherche deux suites lincairement indépendantes de ‘1L

a) Déterminer r de fagon que la suite géométrique de premier terme | et de raison r
appartienne ¢ .

b) Prouver que les deux suites géométrigques obtenues au @) sont  linéairement
independantes.

¢) Endéduire expression du terme géneral u, d une suite quelcongue de W, en fonction de
deux paramétres o et i, Exprimer o et f§ en fonction de ug et u,.

3° Reprendre le 2 avec u=3eth= - 2.

4 Soit a =4 et b= — 4. Soit "\, V'ensemble des suites (u,) telles que :
W= A, o — 4y,

a) Déterminer r de fagon gue la suite géométrique de premier terme 1 et de raison r

appartienne a ‘4.

b) La question a) ne permet de trouver gu 'un élément de WL, Prowver que la suite (i) défmie

par v, = nr', o rodésiene le réel trouve an a), est écalement éléement de 11.,.

¢} Demontrer que les deux suites obtenues aux a) et by sont lindairement indépendantes.

En déduire lexpression du terme général u d'une suite quelcongue de \L,, en fonction de ug

ef de .

5" Reprendre le 4° avee a =2 et b = — | Commenter le résultat,

Auwrait-on pu 'obtenir sans reprendre toute la méthode du 4°°  +

6° Soit a= — 1 et b= — 1, Sair U, Uensemble des suites (u,) relles que
“JT"‘: = = “J1+|. e = “Jr'

a) Sirest laraison d'une suite géométrique de premier terme 1, appartenant a 1., alors r
est rygeine d'une équation du second degre. Déterminer les racines complexes de cette
équation du second degré. Ecrive ces racines sous forme trigonométrigue.

by En utilisant la formule de Moivre, expliciter le nombre complexe " dans les dewx cas
abtenus au a).

¢) Ens'inspirant des formules d'Euler, déduire du b) deux suites a termes réels appartenant
d "Wy, Verifter,

d) Prouver que les swites obtenues au ¢) sont linéairement indépendantes dans ['espace
vectoriel ‘WL En déduire Uexpression du terme géndral u, d une suite quelcongue de 91 5, en
Jonction de ug et u,.

7% Reprendre le 6° avec a =/ 2eth=1.

8" En s'inspirant des méthodes de Uactivité 1 ci-dessus, dérerminer 'ensemble des suites (u,)
satisfaisant aux relations suivantes :

ay u,is = — U, + bu, + 4 (On cherchera une solution particuliére constante.)

by u,is=3u,.y — 2u, — 3. (On cherchera une solution particuliére de la forme (kn).)

€) Uyp1=2U, 0 — i, + L (On cherchera une solution particaliére de la forme (kn™).)

B U= —t0y = —2%
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Activité 7 : Swite de Fibonacci

A Voceasion de recherches mathématiques sur la prolifération des laping, Léonard de Pise

(dit Fibonacei) rencontra, au xir siécle, la situation ci-dessous., C'est ainsi que fut définie la

swite la plus célébre de Dhistoire des Mathémarigues, qui alimente encore de nombreux

travaux coniemporains. Les hypothéses simplificatrices qui sont d la base de 'étide peuvent

petraitre artificielles; cependant, on peut considérer gue, si la population de lapins est assez

importante, et si le milieu oni elle évolue est assez vaste, les choses se passent en moyenne de

cette fagon :

Un couple de lapins. né « la date O, donne naissance, a partic du deuxiéme mois de son

existence, a un nowveau couple chague mois, Ces nowveanx couples suivent la méme loi de

reproduction, On Suppose gue tous les laping nes restent vivants au cowrs de 'étude,

a) Calceuler le nombre de couples de lapins au bout d'un an.

b) On note u, le nombre de couples de lapins vivant an bout de n mois.

Cualculer w, pour n entier compris entre 1 ¢t 24. Représenter graphiquement les résultats

abtenus,

¢) Pronver que i, , = 4, + M,y lavec g =u, = 1)

d) En déduire, en s'inspirant de 'activité 6, l'expression de w, en fonction de n,

) Etudier la suite (v,) défmie par v, = M La limite ® de cette suite (v,) est appelée
ri

« nombre d'or » et posseéde de nombreuses propriétés,

1) Prouver que :

I
b=1+—_.

i
Pt =D+ u, .

) Expliguer les relations :

|
A

@=L+ 14 T+ ...

3. VITESSE DE CONVERGENCE

Activite 1

1% On considére les suites géométriguesa,), (b,) et (e,). definies par a, = (0.9, b, = (0.5},
¢y, = (0,1

a) Caleuler les dix premiers termes de chacune de ces trois suites.

b) Représenter les résultats du a) sur un méme axe, en urilisant trois coulewrs différentes.
Laguelle de ces trois suites converge le plus rapidement ?

u A
2* L — k. Sur un axe ou 'on

c) Seit (u,) une suite convergeant vers zéro. On suppose que

(/]
suppose places 0 et u,, placer u,, | dans les cas suivants : k=0,1; k=05; k=09
Expliguer les résultats du b).
2° On considere la suite (r;) défmie par r, .| = .,/r_ﬂ gl kg =2,

On considere également la suite (r,) définie par t, =r, — L.
a) Calculer les dix premiers termes des suites (r,) er (1,).
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. I+ 1
b) Prouver que pour tout entier naturel n,ona r,>1 et 2L < 3 En déduire que la

suite (t,) converge vers zéro, et que la suite (r,) converge vers 1.
¢) Surun méme axe, représenter les dix premiers termes de (t,) et de (a,) (voir le I°).
Reprendre le méme travail avee (t,) et (b,), puis avec (t,) et (c,). Que peut-on dire de la vitesse
de convergence de la suite (1.} par rapport d celle des suites (a,), (b,) et (c,)?

T

d) Etudier la limite de la suite . Le résultat apporte-t-il une justification au résultat

n
pressenti au ¢)?
€) On considére la suite (r,) définie par r, = 2r ., — 1,
Prouver que la suite (r,) converge vers 1. Calculer les dix premiers termes de (r)) et comparer
avec les dix premiers termes de (r,). Laquelle des deux suites converge le plus vite?

L

r—1

Sl & S ey — | ; , ) ,
. f) Etudier la limite de la suite (—5—’—) Le resultat apporte-t-il une justification au

résultar pressenti au ¢)?

Activite 2
On considére les quatre suites (u ), (v,), (w,) et (t,) définies par :
1 1 1 =1
R e B .
2 2 2 2
i 1 = 3+5 x?+9x 11 +h'+{4n+ Didn + 3)'
: 2 2 2 2 :
WM =ASTwE Tk lix13 O a= L)
| 4 K 4
Pl

=3t x3x%s sxIx9  “TER—@m-1@ns 1)

- 2 iz . o
On admet que ces quatre suites ont la méme limite, qui est T

a) Calculer les 20 premiers termes de chacune de ces suites. Présenter les résultats dans un
méme tableaw, puis, autant que possible, sur un meéme graphigue (avec des couleurs
différentes).

b) Classer ces suites suivant la rapidité avec laguelle le terme de rang n semble se rapprocher

P &
de la valeur limire 1

n
Hpt1 — 1
¢) On défnit la suite (u;) par u, = ———— et, de méme, les suites (uv,), (w,) et (i,).
s
W, — =
]

Calculer les 19 premiers termes de chacune des suites (u,), (vg), (w,) et (1.} Présenter les
résultats dans un méme tableau, puis sur un méme graphique.

d) Classer les suites (u,), (v} (w,l. (t,) suivant les valeurs de ulq, U5, Wig et tyo. Comparer
avec le classement obtenu au b).
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EXERCICES ET PROBLEMES

SUITES ARITHMETIOUES ET GEOMETRIQUES

L. Soit (i) une suite arithmétique de premier terme
iy, = | et de raison r = 6
Déterminer n de fagon que

8. =ty + iy + ... +nu, =280
Calculer alors u, pour cette valeur de n,

1. Soit (u,) une suite arithmetique de premier terme
u, =2, el de raison r = — 3.
Déterminer n de fagon que

S, =t +ty+ .. +u,=—49
Calculer alors ;. pour la valeur de n trouvee.

5. Soit (i) une suite arithmétique de premier terme
tig = — detde raison r = 4. Déterminer nde fagon que |

S.=uy ..+t~ =8E
Calculer alors u,_, pour la valeur de n trouvée,

4. Prouver que, si a!, b* et ¢* sont trois termes
consécutifs d'une suite arithmétique, il en est de méme
a h C

5 et i
Fe” ¢4a a+h

pour La réciprogue est-elle

yraie?

5. Prouver que: si les reels g, b, ¢ tels que
00 <a<b<e¢ sonttrois lermes conseculils d'une-suite
arithmétique, il en est de méme pour les réels

= ik

—, —.
Jo+ e S+ Ja JSa+ Sk

. Prouver que, si les reels «, b, ¢ sont trols termes
consécutifs d'une suite arithmétique, il en est de méme
pour a®—bhe, B —ca, e* —ab, et aussi pour
b+ he+ et A +ea+ad, ut+ab+ b, Montrer
que la réciproque est vraie si a+ b+ ¢ #0

On considére une suite géométrique de premier
terme u,, de n-iéme terme u,, de raison g. de somme §_ |
a) Calculer v, et §, connaissant t, =2, ¢=3, n =35
h) Calculer ¢ et §, connaissant u, =5, n =6, u,= 160
c) Calculer u; et 3, connaissant ¢ =3, n=4, u, =54

[
) Caleuler w, et u, connaissant g i =68 =63

#. Calculer trois termes conséeutifs «, b, ¢, d'une suite
ptométrique, connaissanta + b+ c=8 et c —a=4d
Exemple : §=312. 4 = 192,

W, Caleoler cing termes consécutifs-a, b, ¢, d, ¢, d'une
suite géometrique, connaissant la somme § des termes
de rangs impairs et la somme 8" des termes de rangs
pairs, Exemple : §" = 21; 5" = 10,

), Calewler trots termies conséeutils @ b, o) d'une suite
arithmétique, connaissant

a+hb+e=171 et a*+b>+c?=22869

1l. Calculer la somme des cubes des n premiers
nombres entiers, puis la somme des carres des n premiers
nombres impairs.

12 Déterminer une suite arithmeétique de premier
terme & telle que la somme de ses n premiers termes soit
an® + bn quel que soit n (a et b sont des nombres
donnes).

1%, Demontrer que, si (a. b, £) est une sutte geametr|-
que, on a:
{ah + be + eal® =abela + b+ ).

I14.  Soit a, b et ¢ des reels. On note [ 'application de B
dans R délinie par

flx}=ucos ; X+ bsin ;—I X

I* Démontrer par réCurrence gue, pour tout entier
naturel n non nul :

f™x= (;)"Lu Cos (; x+n %) + hsin (; X+ nr—;):l_

i
2 On pose w, = FHEE

Caleuler w;. Proover que la suile (u,) est une suite
gecmetrique dont on precisera la raison.

3" Calculer en fonction de a. si elle existe, Ia limite de la
suite {s,) telle que :

5=y F s+ . F Uy,

1= Quelles sont les suites arithmetigues dontau moins
les  trois  premiers  termes  sonl  élements  de
LR34 5600

Méme guestion pour les suites géométrigues,

It Etant donnée une suite arithmétique é termes
entiers, peut-on en extraire UnNe sous-suite gtométrigue
nen constante?

Meme guestion si les lermes ne sont pas entiers.

SUITES DEEINIES PAR w, = [fin)

Dans les exercices 17 g 37, on demande d étudier la
stite (i)

=+
7. = —=2 15, =
i, i i, 3
nf=1
19, i, =203 ., =——
e
Al oy ={—2Y+2%
22, u, ={— 07"+ {07
n? : n
23 = — {(.B}". 24, =—,
i, wmr {1L.5) u, 5
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W 5
_ 1" i
2N, T 6. .= e
(Fh 4 : N
nsin— + 2 "SI N 3
27. 1, = ;—“ 8. u, = —
el [EERI AL
thh(4 +2)
a 1 8
-+ ”_+{— I}
29. R == -—V— M. M, = ﬁ
2./
iy o
M. =/ —nt+ kL
32 u,=gnt+m=2-n"-n
.. =
A3 u, = rr(l + HHIHT). o=
n!
5 =
i
“JI
16, ——— (& B

=
“ln ae

In(n+ 1)
AT, N, =— :
Inn

38, 1" Quelle est la Himite de la soite (4, ) definie par
{In n)*
by = _
]
En deéduire gu'il existe un entier n; tel que, pour tout
entier o supéricur ou égal d ng

Inn

22 Sait- o =——.
Pl

a) Prouverque i, =e 2,

i S
b) Démontrer que e = (‘“’T) et en déduire que

z 16
i —_—
W

¢l Prouver que v, converge.

39. Pour guelles valeurs de = la suite (u,) converge-
t-elle?

=1 tan’" e
al o, = T H h] = m,
£) ), = \f” cos 2 sin"a [zl m])
]
d) u, = n* sin o (o = 0Q)

1

40, Soit fin) = (al).
e e Stn+ 1)
On considére la suite (1, ) telie que - u, = finl

P+ it 23

A a
3 s ot -
1" Exprimer ( 4 1) =1,

",

n+1

L e
2" Prouver que v, < (nl)i T : )
"+ | n+ 1,
"o

1
3 Montrer que (nlin <
4* En déduire que (u, ) est déermssante, et convergente.

- : !
41. Soit, pour x réel. u, = — ¥
gy
u,
27 En deduire que (u,) converge pour %% =< ¢,

1" Etudier la suite (v,) définie par v, =

SUITES DEFINIES A L'AIDE
IPUNE RECURRENCE

Dans les exercices 42 4 S0, on demande d drwdicr la
sudte () On exprimery w, en fonction de o,

42, 1w, =W+ 5-n+n’, o =1

43, tpey =2, =3 =3+ R+ 5 Uy =

4. t,eqy =5u, +dt 37+ 2+ 1, ua=0

45. Uphy = 2"-- = Mg _1s Uy =1, Wy = &
46 bas = ik Ui, g =M iy = 1.
I ey == s iy =1y =1

A8, =30+ 0y = —L u =7
49 Jug=—w—li g Mg=1, =2

S Hasq =, . b=t = .

Dans les exercices 51 a 56, on demande d'érudier lu
swele (1) et d ilustrer graphiguement cetre Glude.

|
Sl ey =S, y=1%

: — . I
S My == wg=1 puis ny= 5

53 ey =1 — u, discuter suivant les valeurs de

Ity = (.
S, iy =?r__%:"- gy = — 1.
T 3! l::“ iy =2
Sh. cwiay= : ; i:: Hay =%

57. On considére la suite (i) délinie par w, =2 et
TR R R &

u) Démontrer gue la suile (e} définie par v, =n, — |
sl une suite seometrigue,

M Caleuler w, en fonction de n.

¢l Erudier lo convergenee de (i, ).
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S8 On défimt une suite (1) par la donnée de u, et la

= =1 TS, S
condition w, . | = ——.
u, + 3
, u, — 3 !
¢l Onpose v, = i Montrer que (v, ) esl une sutie
It

geometrigue, dont on precisera lu raison. Caleuler v, en
fonction de uy et de n.

b) Etudier la swite (u,) et sa convergence, dans les cas
suivants: wp=3; u, =—=1; u, =4

s St ]
59 On considere la suite réelle définie pir n, = S el

! !
Mol =0 u,,+; :
L2 ]

a) Montrer qu'elle st & termes sttictement positifs,

— | +u

h} Oin pose w, = Z pour tout entier naturel o

I+ u,
Trouver une relation entre w, ., et w,. En deduire la
litnite de w, quiand » tend vers + a0, puis cefle deu, ),

ol Soita un reel Soit () ta suwite de nombres reels
definie par ses deux prenuers termes | uy =0, u; =1,
et par fa relation :

= il 4 (1 = alu

e

Soit (n,) la suite définie pir: i, =ty — I,

a) Prouver que (¢,)est une suile géometrique. Caleuler v,
pour toul entier naturel 1, en fonction de o et de n

h) En déduire u, en lfonction de a e de o

Comment choisir a pour gue (u,) soi convergente?
Quelle est alars la mite?

6l.  On considére la suite (u,} defime par

|
My =Sl = 4 (nel*)

Hg= 35

) Etudier le sens de vanation de cette suite,
b)) Soit e, ) la suite défime par v, = u, — 6. Démontrer
que (r,) est une suite géometnigue, et trouver sa limite.
¢) Determiner le plus petit des entiers i, tels que. sinest
supéricur ou eépal A ng, alors @ w, < — 539%

62, On considere la suite (1) de réels, déline par :

Wiey —3 :
lig =11 u,,-———':_—' fnef®)

On pose o, =, +3,

u) Montrer que (1,) est une suite geometrigue dont on
determinera la raison.

#) Exprimer ¢, en fonction de n

¢} Ewndier lim (o ) et en deduire lim (i),

63 On considére 1o seite (). ne déline par :
W =2; u,=3=a,_,+r,

al Determiner le nombre reel o tel que la suite (v,
deéfinie, pour tout entier nnon nul, par ¢, = w, + , soit
ure suile geomerrique; enpreciser le premier terme et by
raisorn,

b En deduire que (u,) est une suite convergente ei
preciser sa limite,

¢) Caleuler en fonction den le nombre ¢
Se= i -+ s -

Lit suite (5,) ¢st-ele convergente?

1 +u et

6d. " Soit (w,) la suite definie par u,. | = i

ilg= L

u) Quelle est i imite éventuelle de cette suite?

By Prouver que (u,) e5t croissante et majorée,

¢} Etudier de meéme la suite (v, ) déline par :
Boag = Lt B pp=3,

2 Soit (w,) la suite defime par w, =1+ i

II!'Ilr_ I

W =il

) Prouver que pour tout entien n, w, est un reel positl.
En déduire que la' limite eventuelle 1 de (w, ] est un réel
positil, Déterminer [

b Prouver que, si w, <. alors w,.., = et que, si
w, = Lalors wy <1

¢} Caleuler w4 — wo. Prouver quelasung (x,) definie
par &, = wy, est eroissante et majoree par [ Prouver
de méme gue la suite (1) déhnie par f, = vy, ., e5t
décroissante et minoree par [,

df Prouver que (s, ) ettt ) sont convergentes, Quelles sont
leurs limites?!

¢) Endéduire que (w,) converge vers ! Comparer avec le
resultat du f*

63 On défmit la suite réelle (n,) par tig=0. 1, = u
£t

Mne M, uea = pge— 1 — 1,

Wi p appattient SR~ 10, 1,21

P Onpose Ypel, w, =i — ;. montier gue (w,)
est une suite geometrique et caletler w, én fonction de p,
foet .

2 On pose: YnelM, =, —{p— 1, montrer
que {{,) est une suite constante et caleuler 1, en fonction
de- .

A Calculer u, en lonction de w, et 1, puis en fonction de
momet .

4% O définit une suile (p, ) par :

“Ia U | ]J‘

Justifier la définitioncen montrant que, ¥Yre M, ¢, = O
Montrer que: Yaell, Inle) =,

Endéduire ¢, en fonction de poiret o, Délerminer, suivint
les valeurs de p et g, la limite de ¢, guand » tend vers
4o,

o= 1 =gt el el e =

6h  On considére la suite (n) défimie par la don-
née du réel strictement positil ny, et par la relation :
| + iy

2u,

M=

{" Deémontrer que, pour tout entier natwrel w, w, = 0.
2 Demontrer que (i) est minoree par | (paur n = 2)
I Démontier que (i1, ) est decrenssante ¢t converge vers
une limite que F'on déterminera. Etudier plus particalie-
rement leeas oy = L
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67. Etudier la suite {u,} définie par :
n

un=2 el if,‘_|—|iﬂ=m.
68.  Soit 1a suite (i,) définie par
5
=1 et u=1+—

I* Demontrer que u, est superieur & | pour tout entier .
2* On considére les suites (£,) et (w,) telles que

O, =ity, el W, =1l,.-

a) Démontrer par récurrence que v, est inférieur 4 2 pour
tout m, et que (u,) st une suite groissante.

hy Prouver que (w,) est décroissante et minorée par
3 Prowver que lim [y, —w,) =0.

L A il ¥
En déduwire que (i, ) converge vers une limite que on
précisera.

. Soil la suite (i) définie par ;

|
Uy | = Uy T '-‘r {“1 = iyl

Ligie=:0) et

fue[—1.17)

I* Prowver que 0= u, < lal
2° Démontrer que (u,) 851 croissante et converge vers
une hmile | que l'on déterminera,
T On considére le polynome :
Hx) = olx —a My —ag) o lx —ay)
fou ceR? et O<a <a; <. < 4,)tel que, de plus,

Ji) = a, et peéntier naturel pair,
Soitu,telque 0 <y, < a,. Ondefinitlasuite{u,)par :

Hyly =t Ll
" Démontrer que pour tout u tel que O=swu=<a),
alors :

0= fiu) =g, —u

2 En déduire que {u,) st une suite croissante, majorée

par .
3% Eiablir que: lim w, =,
42 Tllustrer par un exemple avec p=4, &t un aulre
avee p=6h.
71.  Soit la suite (n,) definie par
| e
=1 et wi=u, | +——gq prl

H" |

17 Montrer que, pour tout i, 1, est supérisur 4 1.
22 Montrer que (u,) est croissante,

¢ Prouver que (n,) diverge vers + =

47 g) Démontrer que, pour n supérieur d | :

el =20 —

i— 1 LT Ky
h) En déduire que 2Zn<uf — 1< 2 +u, — 1.
L |
3% g} Demontrer que | — —%—; il —=
Wy W o

I

b) Prouver que >—— a une limite; que l'on calculera,
i

"
lorsque n tend vers I'inflini.

|
(]

1* Prouver que, pour tout couple (x. x') de reels :
[sin % —sin x| =[x — x|
2 Spit g et des reels; On delinit la suite (i) par ;
g =a '€ Hpp=a-+ 15010,

a) Prouver que | [Hysy — ] < lal 1",

b} Démontrer que,si [t <1 et m=an.
fal (™|
b, — it = ——.
Jth I—]r

¢} En déduire que, st [t] = 1, la suite (i) converge
el que sa limile est solution de I'équation définie par
% =ua+ tsin x. Combien cette equation admet-elle de
solutions?

T Soit ny et vy deux réels tels que
considére les suites (u,) et {v,) telles que :

__”u—t+t:n-r . o “n't+31'n-1

2 i 3

iy <y, On

1,

{* Démontrer que, pour tout nde M*, v > u.
2% Prouver gue (u,) ¢st mondlone croissante et (u,)
monotone décroissante,
3% Prouver que (w,) et (1) convergent et que
Im u,= 'hm .

L Ry = = A=

4% Interpréter géometriquement.

74, Soit ug et vy deux réels tels que 0 < vy < vg: On
définit les suites (u,) et (r,) par:
2Lt

[IRSS o
B, =S i et IR
- - A ‘i

[* Demontrer par réCurrence que ;

al Yeehi*, 0<un,r,.

b) (1) est decroissante et (1) croissante.

2" Montrer que (i) el (1) convergent vers [a meéme
limite,

75 On définit une suite réelle u par la donnée des deux

premiers termes #, et i, gt la relation de récurrence :
M.y = dit, + bu,_y. i1

A — [® Calculer iy, Wy, s, iy, ity enfonction dew,, i, a
et b,

2° a) On suppose a® + 4b > 0. Montrer qu'il existe
deux reels « et ff tels que :

i+ f=a et afi=—nh

b) Montrer que la suite v définie par :
nzl

U,op =i, . — ¥4, pour

est une suite géométrique de raison fi.
Qu'en déduit-on pour la suite w definie par :
Wy g = Uy, i,
¢) Exprimer v, et w, . en fonctionde ny, iy, o Fet n,

Endeduire 'expressionde u, . | en fonction dew,. 1z, 2, f
et n.
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B — On suppose oF +4h =10,
I* Montrer que la relation (1) peut s'éenre

My — 2ty = alb, — b, 4|

2% On posc w, =2, Montrer quelasunte (5, )est une
suile arithmetique.

Endéduire I'expression de s,, puis de i, en forction de n,
a, by eli,.

J* Montrer que lexpression trouvée pour u,. est la
linite de celle obtenue au A quand on [ait tendre [ vers =

C — Onsuppose a’ +4h <0
1 On designe par x et [ les racines complexes de
Pequation x»* —ar—bh=10
Montrer guil existe un téel positif r et un nombre
(e 0. x[ tels que la relation (1) s%erive ;

Uy =t drcos 0 —ru | 2

2 Montrer quiil existe des nombres reels 4 et B tels
que

Yrnef, u,.,=1"4dcosnll — Bsinnfl)

4% a) En déduire la relation :
—t
7 [us sinonlt — iy 5o (e — [0,

A
A} En comparant le nombre u- donné par cetie relatton

et l'expression trouvée pour u, au A — [% exprimet
sin 3 et sin 6l en fonction de sin (1 et cos (.

SUITES DEFINIES PAR DES SOMMES

Bz les exercices T o 84, on denande o etidier la swite
[e, ).

n 2 k W
W, = (--J, 77. dp =% 2%
= T pe
k=0 k=1
i L] |
e ow,=% (=1 70 =¥ ﬁ:|:|tE
i=n (= 3
i, . B h
E,uu 0 fi:. i+ n{u’u

_I—2+—3--I+..,—1rr

|
K3 |:1"=Z TRTH laelE% )

1 1
8=} 7 |onprouveraguee "<, ),
3 =

%5, Erudier la convergence de la suite (1) définie par :

86, a) On considére la suitc s, definie par ;
= 1 D AA g ge=

Caleuler 5, en fonction de n et de x. Etudier la limite de
(%) pour D= x < |
bl Méme excroice pour

nin+ 1
f=1+3c+ .+ { Jx"",
7 2
. BTy 1 On pose:;
S
P20+ o+ (n = 1) 4 n!
“"= -
ol
En ecrivant :
M+ =2 +n=1)

u, =1+
nt

démontrer que
A (n—2n — 2 +(n —1)!
n!

By < | 5
2n—3
nin— 1)

2 En déduire gue ; lim (u,} = L

H, =14

H8. J° Calculer: 5, =1+ 2x+ 3x* +  +ax" L
Si:0<x <, eindier: lim(8,})
[On remarguera que :
So=1 Hx e F XY

+ o+ TN
2* Meéme exercice pour !

i A= 1)
S;=1+3x+. . +——2x"7

+ .1
((Jn remarguera gue :M =1 +..F u.)

2
- o tflom n* 43
| B9, Onconsidére la suite (1) définie par u, = :
(n—1)
{° Prouver que {1i,) converge vers zero,
2 Soit v, =Y u.
al Montrer k:: e : e ‘ I 20
‘ q M = =2 fir — 1)}

ipour 1 = 3,
b} En déduire la convergence et la limite de la suite (1),

L
kﬂn pourra utiliser le fait que la suite Z —I) converge
P

=0
YETS E.)

. Soit la suite () de terme pénéral:

1
{n— 1)1 4+ n!

M=
On considére la suite {v,) définie par v, = ¥ ;.
: =1
{* Calculer v, en fonction de n;
2° En deduire que (2,) est monotone ¢l barnée. Preciser
sa limite,
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91. !® Réspudre dans B Iingquation déhinie par |

= :
S T
2 Sont Ht\'}=;_;_.
W1 +:.1|.'

X
Prouver que ! x— = < glx) <-x.

: : i k
3* Soit (u,) la suite déhinie par u, = % :g(—z).

k=R
1
Demontrer que (u,) converge vers -
: e s ~
92, Soit (s5,) la suite defime par 5, = l —.
P= S

1* Demontrer par récurrence que s, > 2 /n 4 | —
2 Onconsideére b suite (u,) définie par «, =5, — 2,
i) Démontrer que  u, < (.

B) Démontrer que (1) est minorée par — 21 et est
convergente.

3v Retrouver les résultats pi-dessus en comparant s, aves
des intégrales.

93, Ondonne une suite croissante (q,) d'entiers naturels
telle que g =2
On construit la suite {u,} par ;
| I l
Ug=—i Wy =—+——: ..
Ly o ol
L |
W= e ——— o ;
o Hody oo

1* Montrer gue (u,) est croissanle et peul étre majorée
pir une suite convergente,

2 En déduire que (n.) converge et que sa limite est
clement de |0, L]

V94 Maovenne de Cesaro
Seit () une suite converpgeant vers une limite réelle [ On
constdére la suite (v} defmie par |
1
to=—{u; F s +.... +u,)
I

1% 0n suppose | = (),

a) Sobl £ un réel strictement positil. Montrer qu'il existe
un entier p tel que pour tout entier # supérieur ou egil
ap: U, =&,

h) En déduire que pour lout i supenieur d p

4 T 7B O 2 T .

L e = £

LA w

¢} Montrer gu'il existe un enticr n tel que. pour tout n
superieur a m : ) < 2.

d) En déduire que lim ¢, =0

n
[T s
2* Pour | quelconque, on pose ;
u,=14+u, et v =0+

1
a)-Montrer que  ©, = = (U7 + 0y =+ ...+ gl
n

b) En déduiré que  lim e, = 1.

[, Bl

¢} Enoncer le résultat obienu, _
) Montrer, par un eontre-exemple, que 'on peal dyonr
lm o, =1

Ll
sans gue la suite (o) admette la lmite |
J* a) Démontrer que, siola soite {n,) & termes posinfs
converee vers {, alors il en esl de méme de la suile (w,)
definie-par  wy= Ju s,
h) La téciproque de cetle propriéle est-elle vraie?
4 Boit (0, ) une suite. On délimit les suites (p,) et (w,} par

i

J‘ ] ¥ 3 ]
=—{uy+ s o) o W=y s )
i n

a] Prouver que (vair chapitre 9] :
() 4ty + - + W)= i + 05 F o+ )

h) Montrer que, st lim (w ) =0, alors lim (¢) = 0.
¢) La réaiprogque de cetle propriéte est-elie vraie?

SUITES DEFINIES PAR UNE INTEGRALE
I

Y5 meil =0l wEEtdy.

= . I:I . -
Etablir une relation de récurrence entre /., el [, En
deduire I, pour tout enticr naturel n. Etudier la suite (1)

1
. ; W, dr
U6, Soit la suite (i) definie par u, = [ —.
o Lt

Etudier le sens de variation et la convergence de {u,).
Preciser sa limite,

1
97.  Reprendre l'exercice Y6 avec u, = [ oL+ L
o0

098 Sait f,= J sin' x dx.
L1l
I* Prouver que (f,) est une suite décrossante, d termes

pasitifs, et convergeant vérs zéro,

2 Prouverque (n+ 2., y=(m+ 1), Expliciter /..
3% Prouver gue la suite {u Y telle que w, = + LI 0,4
est constante.

i H

Loy
4 Prouver que (-—"r—’-) converge vers 1.

1
i T

9. Soit uy= 1+ A" dx. Démontrer que (ir,)

w |
CONVErge VETS Zero.
(On pourra vtiliser le theoréme de la moyenne.)

%y

5 tin o

f* Caleuler u, pour p =1

22 Caleuler u, pour p# [,

3% Erudier la convergence defu ) suivant les valeurs de p.

1), Soit ity =

PROBLEMES CONDUISANT A DES
RELATIONS DE RECURRENCE

10l On considére un escaber formeé de N marches
identigues de hauteur h La marche est de largeur b
La lurgeur de Pescaber est £. A [instant
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I =0, unflotdeau de debitconstant &inonde le bas de
la premiere marche:

Soit 1, le temps necessaire 4 Pinondation de la n-ieme
mitrche,

Iy

a) Montrer que 1. =t,+1(n+1) I[:"_:.

B) Déterminer 1, en fonction de n. Quel est le temps
necessaire 4 I'mondation totale de I'escalier?

¢} Etudier ce qui se passe lorsque h tend vers zéro
(inondation d'un plan meling).

[Remarquons que, dans ce cas, N tend vers Iinfini)

W2 A-—Sont E,={uay, as..,a,}unensemble fini i
n elements, Une permutation de E, est une bijection
de E, sur E_, Soit u, le nombre de permutations de E |
sans point hixe, cest-a-dire sans invariant.

a) Montrer que n, = (10— Dl + 1,_a)

M On pose d, =u, — i, _y,

Montrer que &, ={~— 11"

¢} En deduire gue

e sl =1
My, = n.| & _ﬁ_‘_ﬂ_if o S e = —“'!'—).

d) Etudier la convergence de la suite (v,) définie par
u,

Uy ”1 s
B — ) Une secrétaire tape i lettres et ot adresses sur
n enveloppes. Elle met les lettres dans les enveloppes
sans regarder les adresses. Quelle est la probabilite pour
gu'une lettire au moins soit dans enveloppe qui lui est
destinee?

b] Des hommes laissent chacun leur chapeau au
vestigire, Le prépose au vestigire rend les chapeaux au
hasard. Quelle est la probabilité pour gqu'ou moins un

homme récupere son chapeau? (I1'y a n hommes avec

chacun un chapeau:|
13,  De combien de fagons peul-on vider un lonneau
de n litres avee un pot de 1 litre? et un pot de 2 litres?

PROBLEMES
Serie harmonigue, constante d'Eualer

14, A = [° Démonirer que, pour toul enter n
supéricur & 2, on A :
1 1 da 1
—

— = =z =
RS e ==
2 On pose
| | |
¥i==t it fi=n =14k —
2 M n—1

Beéduire-du 4° que; pour tout entier n supérieard 2 on
s 'xn % ﬁn "{'7- Tn'

37 Onsaitque f. =In n ténd yvers + oo quand nlend.

vers -+ oo, Demontrer que z, el 3, kendent vérs 4+ oo
quand n tend vers + ool

B — 7" Etudier la fonction g définie par
x4

|
gly) == —In
X

et tracer lu courbe representative. Faire de méme pourla
fonction h défmie par :

v+

l
hx)=———1In
v+ 1 X

Montrer queles graphes de i et de hisont symétriques par
: 1
rapport au poimnl (— 31 L‘.I).

2 Déduiredu A — Moudu B — 1" que la suite de terme
genéral :

|
Uy=1+=+ _,,+——T—qu (=2}
n—

P =

est croissinte. et gue la suite de terme général

1
A + o+ ==ln (r=3)
n

est deécroissante,
3% Démaontrer que, pour n supérieur ou égal & 2, on a
Uy=< let V), =0 (on pourra utiliser le A — 29,
4% On sait que toule suite crolssante majoree a une
limite; et que toute suite décroissante minorée a une
limite. En déduire que les suites (L) et (V) ont chacune
une limite,
Démaontrer que ces limites sont égales i un nombre € de
lintervalle J0, 1[, On donne In2 =070 & 10 * prés
pelr exces,
I Montrer qulth existe un nombre ;e [0,17 tel que:

| +-1—+,,. SR In u=f‘+ﬂ.

2 I i

Quelle valeur faut-il donner a n pour étre sir d'avoir une
valeur approchée de ¢ & 107% prés par excés?

Série de Riemann dexposiant 2 \

105, On notera B Vensemble des entiers naturels, fy®
Fensemble des entiers naturels non auls; B Fensemble
des entiers naturels privé dew nombres (et 1.

A — On considére les suites v et ¢ délinies sur ®™® par
iy =1 et £ =1 el pour tout element nde W’ |

[ ¥ | Nt |

My = om T a3 T e

e g nt

l 1
Bl e

e~ 2aed {n—lin’
i) Trouver deux reels A et B tels que, pour tout m,

element de #” -
1 A B

— =} —,
fm—1m -1 ]
En deduire que, pour tout n, élement de &',
!
t, =2 ——
n
) Montrer que la suite u st croissante, que, pour tout #
element de B, i, = ¢, ct que lu suite b est majoree,

B — On rappelle que si g est un nombre complexe
différent de [ et s unélément de

% = i
I-|-f;+q'1...-1-;,"‘=—]:]"1.:f j
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I? Bait [ un élement de [, n]; on pose pour p, élement
de B’ " i
Cfty=% cos kr et Sf)= Y sin ke
k=1 =1

a) Calculer le nombre complexe C 1) + 5,011,
En deduire que si t est un élément de 10, n] :

PR gy

5T 5 COs 3

-

G ———==
sin;ﬁ

I

etsi 1=0, CJO}=a.

h) L'application C, de [0, ] dans M est-elle continue
sur [0, m]?
2* Verifier que pour tout . élement de J0, =] :

. |
=i

I+ 2C(t) =

¢

sin

[ |

et montrer gue 'application de 0, n] dans B qui 4 ¢
n4-1

sin r
associe. ————— peut £tre  prolonges en une
[

5in a

fonction g, continue sur [0, ]
3% Mantrer que pour tout o, élement de ™% ;

A i |
— — I | s nt i =—
o 2T "

5 .
en déduire que u, = J. (11_ - !)C,.iril dr.
V] aade

i & n’
4% Veérlher que 3 [ (f — ﬁ) di = = el que, pour
e

o
tout i element de P= :

A5 e i e (1) dr
— =, =z =Ny dr.
] il | RS ek

{ — On considére la fonction numerique f definie sur
[0, n] par fi0i=2 et, pour toul r element de 70, n] ;

1* Montrer que [ est continuc sur [ n]; en déduire
existence d'un réel M tel que, pour tout 1, élement de
[0. x] : 0 < fir)< M.

2% Soit 2 un réel fixé tel que U<x<m
a} Montrer que, pour toul n, lément de &y

= In+1
Jf[!]sin H,, tdr
I 2

bl Montrer que [ est derivable sur [z n] et que f* est
continue sur ce segment, En deduire I'existence d'un
reel A" tel que. pour tout t de [2. n] !

L < M.
¢} On pose, pour tout n element de M :

i . odn+ ]
L.=I_HHSM ”2 tdt.

= xM,

Montrer ¢n ufilisant une intégration par parties, gue
lim [,=0

sy i)
3° Deduire du 2 que  lim LF- - u,,) =1

Seric harmonigue alternee
106,  Onconsidere lafonction f,de R~ | — 1 }dans {,
! -
delinie par fix) = Ty el, pour tout entier naturel
X

non nul n, 1a fonction [, de B~ | — 1] dans |, définie

afr

bk X
1% a) Prouver que, pour tout réel x distinet.de — | :

fils)=1—flx) &t filx)=x—14 flx)

h) Etudier les variations de la foniction f. et construire sa
courbe représentative €, duns un repeére orthonormal
d'axes (Ox) et (0y). Preciser les asymptotes el montrer
que le point @ de coordonnees { — 1, — 2) est centre de
symetrie pour €,

¢) Calculer l'aire du domaine plan intérieur au contour
ferme détermine par C,, l'axe des abscisses et la droile
dequation x = h (h = 0) {on pourra utiliser un résultat
demontré en a).

2* Erant donné un réel x, on considére la somme 5,(x)
des n premiers termes de la suite géométrigque de raison
[ — x} et de premier terme 1.

a) Montrer gue, pour x# — 1, on ‘a legalie:
Szl = flxi=1=17f %

k) Montrer que, pour |x| < 1, S (x) admet une limite
lorsque i tend vers Dinfini. En est-il de méme pour
e=illd

32.80it ¥ un réel positif. On pose :

o2 1.! 5 a

=% X ) s X e rd_lx
TalX) = X 3 ; a2 I T

a) Moantrer, sans calculer lintégrale, que:

par f{x] =

aix) +{— 1" | St de —=In (1 + x)
o

est une constante. En déduire que, pour tout x reel
pasitif ou nul © -

In{l + ) = ax) 4 (— lJ”J filey du.

a
b Monitrer que :

o sl mestpair,on al  o,ixh< Infl+x)
o sionoest impair, on o oax) = In(l + x}

Danner, en fonction de net de x; un majorant de la valeur
absolue de l'erreur commuse en remplagant In(l -+ x)
par g (v} On poutra remarquer que :

1

=1. 51 x=0
1 4=

¢} Etant donné un nombre réel x de l'intervalle [0, 1],
prowver que In (1 + x) est la himite de a,(x) larsque »
tend vers 'imhn. En déduire la limite de :

|

i -
s.=£—,_-.+-]—_1-1- FR 8 e ';,

lorsgue n tend vers Tinfim.
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Y. Formule de Sticling

A — ' Commeént choisir les constantes réelles o, b et ¢
pour gue le polynome P xi— Pix) = ax? + bx + ¢
verilie Péquation |

AMx)—=2Mx) =0
pour tout x regl?
20 Boit f une fonction dérivable de 'intervalle 0, + o[
dans B, et soit g la fonction definie sur lintervalle

0 + o pargix) = f:—} Vérilier que g et dérivable en

tout point ¥ de 'intervalle Wy, + [ et démontrer que.
paur gue' [ verifie

xfx)—2f{x) =Inx {1
pour tout x réel =0, 1] faur et il sulfit que ¢ 5011 une
ot _ In x
primitive de la fonction ¥ &+ —5-,
3

3% Quel est 'ensemble des primatives de-la fonetion :

In x,
X —1
= g

{On pourra [are une mlégralion par parties.)
4" Endedwre gque 'ensemble des fonctions derivables de
10, + wof dons B vérihant (1) pour tout & =1{) est

I + In(x?) 5
— L
4

ou o designe une constante reelle arbitraire.

l'ensemble des fonctions x— —

5% On designe par @ la fonetion ;

1 +In(x* L .
et Ext o xe]0, + ol
-+ 4
Etudier la variation de @ ¢t construire sa représentation
graphique dans un repére orthonormal,

B — * Soit 4 un nombre réel strictement positil
Caleuler en fonction de & Pintégrale

117) =J B0 d%
4

(les primitives de la fonction logarithme néperien
peuvent subtenir su moven dune intégration par
partiesh

2 Montrer gue, lorsque 4 tend vers 0, fi2) admet une
T o
limite egale & 3
2% Sent noun entier supérieur ou égal a 2. Montrer que,
pour toutentier Ktelque 1<k <n—1 elpourtoul x
& K41

tel que: —=x=—— ona:
n n

e+ 1 k
qa( )*-; plx) < il — ).
" "

&

Montrer que
I
L

irs
=
(_,.-—-..‘_
=] =
"'-._.--'
A
—
P
A
A
= =
|'-\.J‘]|.
=
= ==
o PR

En deduire :

f(!J {1 i q}(‘—c) < LP(_I) + f(l).
i fop=i mfoomo\n M

(On peurra aider le rajsonnement par une interprétation
geometrique.)
4 Déduire des 2 et 3° que, lorsque n tend vers I'infini,
J K
— % m{—| admet une limite. La calculer.
k=

n n

(=]

5% g) Montrer que ;
I L]
B

k S e it B 1 P |
5o Ll ; -
" =g (rr) an’ [ =y 5 y—i_ Zn[*}*l & (L)} 4

b) Etablir les epalités

B (e niw + 124 1)
k=1 6
‘:_ In = In(j—r:)
=1 N,

¢} Utiliser les résultats precédents pour demontrer que
les deux suites ;

1 n" "
A== n (=) e wreu =

" n! iy

LY

ont des himites lorsque n tend vers U'infing. Calculer ces
limites.

=]

Divers
108. 17Soit [= ﬂ;{ et soit [ lapplication de [
dans B définie par : 0 ’
fix) = -
sin x

Etudier la variation de /. Montrer 'existence d'un seul
i E n

réel o tel que f{x) =0, Verifier que ae E =
22 On rappelle que ;. ¥xel, sinx <X < lanx.
Démontrer que ;

- =i
sin x

| :
Vxel, —4+sinx—
X

|
En déduire que: ¥xel, flx) = =

#* Pour tout entier naturel n; onnote /| l'intervalle -

T
nw, im+5 -

Montrer l'existence d'une suite réelle n— u, telle gque :

Wnehl, wel, et ulsing]=1L
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4% On pose x, = 4, — . Montrer que lim x, = U,
[ Sk

Quelle est fa hmite de o suite n — ny,?

Comparer nrx, a 1,100 pourra utiliser ln derniére égalite
abtenue au %)

Indiguer un entier n, tel que :

Vi xS 107

= 0npose E={x3ked, x =Rk}
Soit ¢ lapplication de B~ E duns §, telle gque

Mantrer que ¢ est dérivable en tout point de By E et
cileuler sa derivie.

On pose :
rrr|+-=: r
£ |
iy = g o= dx.
T | [sin ]

Li suite o b &0, admet-elle une himite?

x
Likn 1

-

9. A — On considére l'application [ d¢ B dans R
definie par @
ol
Yxel, [(xi= ——— =
a2 1

%/

1 Etudier la variation de |,

22 Soit ¢ la courbe representative de ( dans un plan
rapporte 4 un repire (€ i, j). Trouver U'equation de la
tangente a ¢ au point de coordonnées (0. 10},
Peéterminer les points communs & ¢ el d celle langente.
A Résoudre dans B Pinéquation fix) < A,

4% Le repére éunt orthonormal et Punité 4 centimetres
tracer lu tangente 4 C au point de coordonmées (0, ({0)).
les asvmptotes de (et dessiner avec soan la courbe O

B — On considérs la suite (b)) dehinie par g, et
fyeq = (i) pour tout nde M autrement dil
! y+ 1
YHEN, ity =—m=———l.
T S

1" Démantrer gue Joosuite (w0 est constante si, et
seulepent st w, prend denx valeurs, gue 'on’ précisera.
2 On prend i, duns Pintervalle T—1.0[ .

al Deémontrer que. pour tout nefe, — | <, <, et
que fi,) est une suite décroissante lon pourca wtiliser |
question A — 39,

il Deémontrer que, pour oul nef &

|
B .y 1 R L .
WG+ |

1 A
¢) On pose K =———. Démantrer gue pour toul
g+
neld, ona:

0 <n, + 1= K"y + 1)

En déduire que la suite (o) admet wne imite f gue Pon
précisera,

1. A — Soit I fonction  définie par

1
fith=— =,
te+ 1)
) Etudier la fonction [ et trager si courbe representa-
tive en repére orthonormal,
b Déterminer des constuntes a. b et o telles gue -

. L
fity= +It:-f-—tulf?tnl.

—— o ——
B+l 41

¢) Pour: ex < ¥, on pose: Alx, V)= j fie) e,

L

i ! \ b k) i a1}
emontrer @ Alx, §) = — I+ -
: : {x+ Liy+1) Wy+1)
: : i —1
B — On considére ln fonotion g = (= ——— |,
e+ 11
o CETTHEr Que s i) — [}= ——- z
€ ] o : i

Determiner une pnnutive de lo fonction ¢ — /.
by Enideduaire; Bix, vh=| Ri)di, avee O=<x < p

o) En considérant x fixe, positil, déterminer, lorsque )
tend vers + o Jes limites de A%, jhet By, y) nommées
respectivement $x) et 1x).

{ — g) Démontrer gque : [y} < b< dix),
M En déduire gue, pour x positil, on a:

I + o5 & (1 1 ar
0= H
x Lok

¢) nmetant unentiar naturel nen nul gablic les ingealites :

- |
1{—L—{I +—.

sl

: o Y
En déduire In limite de (! + ) lorsque n tend
i

Vers a0,

I Uniesuite réelle £, application de B dians B donne
de n Nimaae Qo notee [, Soit @ et 2 deux reels tels que
£l el Ut <m

On consideére 'ensemble F des suites [ qui venlient

YHEM, [..:=(2ucaia)f ., —aif.

O suppose doans certe guestion gue x #'100
Démontrer gue les suites u et v définies par

Ve, W =4¢"¢osny el o, =’ s,

sont deux elements de F, Demontrer que les vecteurs
(i, 1y b (U, ) S0 linéairement independants dins 122
2O suppose duns cette question gue x = (),
Démontrer que les suites r et s definies par

Yanel, r.=d"

x et 5, = na'

sont deux elements de F. Démontrer gue les vecteurs
Gy e e ;
[Fae b U8, 8y 0 sont lindairement mdépendants dans |2
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3° a) Etablir que F est un sous-espace vectoriel de
JFif, B), espace vecloriel des suites reelles,

by Démontrer gue [ est déterminée: par la donnée du
couple (fy. fi) et en déduire que application ¢ de I
dans 2 definie par of ()= ( f5. [, ) est byective.

¢) Demontrer gue o est une application lindaire. Quelle
est la dimension de F7 On rappelle que, compie tenu de
la notation f, :

(f+ glin= [, + g, et (kfim=~kF, kel

4% Soit @ ' Tapplication réciprogue de g délinie
dand R* et & valeurs dans F. Mantrer que si W, et I,
sont deux vecteurs independants de R alors (W, et
" HPG) sunt deux vecteurs de Findépendants.
Endéduire quest 2 # 0. [, 1) est une base de Fet gue
st ={), (r, slestune basede F. Indiguer dons les deux
cus une forme sénerale des eléments de F

5% 8erir boun réel nen nul. On considére Mensenible © des
suites réelles ¢ telles gue:

Wiell, € 08— (20 C08 RN, o F T, = P

a) 81z = 0eth =ua démontrer qu'il existe un réel 4 tel
que a suite 1 definie par :

Yneh, 1, —dinlal,

appurtient i ¢
BY Siax # 0 ou b+ démontrer gu'il existe un réel o tel
gue la suite +* definie par :

Y¥nell, I,=puh"

appatrtient < €

¢l Llensemble € est-il un sous-espace vectoriel de
Tk, B)2

6" S x=0 ¢ b=u, ¢appartendnl i C, démontrer
que L suite de terme géneral (e, — ¢ ) est un elément de F.
Inversement, si [ appartient i F. montrer gues la suite de
terme general { f, + 1) appartient a €. En déduire une
forme generile des elements de €.

™ Déterminer de meme une forme eénérile des elements
de € lorsque 220 ou h#aw

112, mest dn entiér nitturel non nul, & est une viariahble
reclle, positive ou nulle. On considére Nexpriession :

flx) = “; 3
(

)

n 5 5 .
ol I'(i) g5l unie constante définie par Ta relation de

n ik + 1) = kI(k)

EaiE=
|
|
1l =

récurrence

5 e e ;
el par les valeurs initiales | (;) =im filp=%

e

2 | . "
I —  Evaluer | (,,) en distinguant deux cas suwivant

que st pair (i = 2p) ou impair (n = 2p + 1],

20 Caleuler 1o dégivée flix) de fox) par rapporl o,
A Brudier les variations des fonctions [ ix), iy, Gilx),
foad, falx) et et leur representation graphique dans
un repere oribogonal Cx, O lecas ccheant, on precisera
la tangente a Porigine (pn ne-demande pils de tracer ces
courbes sur une méme hzure)

Caleuler, & 0001 prés, les valeurs maximales de ces
fonctions

-

K
4" Onpose: Fxy= | Gindizx=0
J 10 ;
prest un entice naturel superteur ou egal G 1

Trowver une relation de recurrence entre F(x) et
Fo_ytx) En deduire Vexpression de F (x) en fonction
de petde x. puisla limite de F () lorsque, p restant fise,
X tend vers. 4 oo,

Il — 1 Représenter graphiguement I fonction [ 5(x0;
s Taxe O le segment unité mesure 1 emssurlase Oy
e seement unité mesure 30 ¢m. On caleulera a 1077 prés
les valeurs de f sl x ) pour les valeurs suivientes de x 0 2,4
b, 5; 112

2 Tracer sur by méme faure lacourbe qui représente la
lonction :

| =103
jlxi=———e 20 (x=)
T

On calcalera 4 1073 prés les valeurs de gix) pour les
vitlenrs suivantes de v oL 2 46 8 10, 12

3% Etudier la position relative des courhies obtenucs au
11 /et 20 (on ne demande pas de caleuler des valeurs
upprochees des coordonndes des points communs).

[
3

It — 7° Soit : 1, = | “sin” x dx, Caleuler I, e1 /5,

]
A parhir.de la dcrn‘u:c:tdc sin' ' xocos o établic une
relation de récurrence'* entre [, et 1, 5. En deduire le
cileul de 1, en lonction de i
2 En orevenant & Uinterprétition geometrigue de 1,
démontrer gque [, est une fonction décroissinte de n.
En déduire que n, = B Sy A 51 une
A S e S =),

; . n
vileur approcheée par exces de ., avec

T . By

=il . p
it 2pl
2 Demontrer que Péquation fix) = foo 05} 4 une
Facine r, strictement positive: Evaluer v, el démontrer
quer, croil avec m
4% Erudier les varistions de la fonction

o =Inll + 11—

1
En deduire (1 +ar)r <e’  guels que sodent © et x
positifs,
3 Utiliser les résultats du TIT — 2% et 4 pour démontrer
gque le maximum de ffx) (n =3} est une fonction
decromssante de Uentier o,




Phaote Hachetie

Georg Ferdinand Ludwig Philipp CANTOR, mathématicien allemand (1845-1918).

Il 5'est pssentiellement intéressé & des études en théorie des nombres,

C'est en déterminant la limite d'une suite w fondamentale », au moyen des nombres
existants, qu'il démaontre gue les nombres réels forment un systeme complet.



LIMITES DE
FONCTIONS
COMPLEMENTS)

| — ACTIVITES PRELIMINAIRES

* Activitée 1

1° Etudier la convergence en + oo et en — o de la fonction f
Ix? — Sx + | 2x + 3x — 1
oy A AL h i) = ST T
a) [(x) ) ) fix) ¥ e B
sin X : fx +2 . - —
¢) f(x) = 1 d) flx) == g e) flx) = /x5 —x— A
%

2° Etudier la limite en x, de la fonction [ (existence, valeur éventuelle) :

'+ 2x — .\(-":\ +1 —4
1 e o= - i = Xg =33
a) f(x) e o l: h) flx) e T = 3) i
ey ) el — AL
) f=—— xp=9 )= NMETE g =0,
\I."'_\' _.3 \|.-".T 4 [ =1

* Activite 2

17 Soit [ une fonction défmie sur un intervalle ouvert | contenant xg, et dérivable en xy.
a) Rappeler la défmition du développement limité d'ordre 1 de | en xq.

: ; e e sin x
by Utiliser le a) pour déterminer la limite en O de la fonction {x MRS —

L i In x
¢) Utiliser le a) pour déterminer la limite en xo = 1 de la fonction [.1' r— =

2* Enutilisant des développements limités d ‘ordre | étudier lalimite en x de la fonction [

T ST
X \.1_+"

a) flx)=— —, Xg=2;
\.-‘-I.x'.+ | —
: 511X
B fy=—————— =0
\,fl + x — 1
: sin 3x |
3 fix)= ———, =
€} Jix tan Gx ) 3
_ SIS tan x
dyifty == = ¥, =
(V1 =x—1¢
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5/ Limites de fonetions. Compléments

FINIES

1. RAPPELS YA

Fignre 1

a. Définitions
e On dit que la fonction f [ +& ——— ZBY—- T R Y
admet le réel | pour limite L = A e
en + oc (resp.en —co)siy, g_ ol _ ____b{___\;—i/ _____
quel que soit le reel e '

strictement positif (dans la |
pratique & = 10°7) on peut |
trouver un reel A tel que. |
si X esl supericur a A |
(resp, iferieur a 4) alors : 0 A
[f{x) — l| < & (voir figure ).

e

On note alors ¢
lim f(x) =1 (resp: lim flx)=D.

el l'on dit aussi que : « f{x) tend vers / lorsque x tend vers plus (resp, moins) Pinfoi s,
On dit également que f converge vers fen + o (resp en — ),
« On dit gue la fonction [

admet la imite len x, pour A

exprimer que, quel que soit f
le réel & strictement positif, /
on peut trouver un réel
positift = (dans la pra-
tique, on utilise ¢ et z
sous la forme 10°7) tel
que, si |x — xy| <« alors
IM(x) — 1| < & {voir figure 2).

|
|
On note alors : |
1

o

lim fix) = {oucncore lim f = 1) % v

(&) g —iE Oy g

et I'on dit aussi que : « f(x) tend vers / lorsque x tend vers v, », Figure 2
« Ondit quelafonction f est continue en un point x, de son ensemble de définition pour
exprimer que [ admet en x, une limite (qui ne peut alors étre que "' fix,)).

REMARQUES :

1° On wetudiera la convergence en + oo (o en — oo) deda fonetion f. que si l'ensembie de
déninition de [ contient des réels positils (resp. négatifs), d'aussi grande valeur absolue gue 'on
veut; c'est-a-dire s'il existe un reel A tel que [A. + o[ = Dy resp. ] = 20, 4] = D). On dit alors
que { est définie au voisinape de + x (resp. s

2% Onn'etudiera fa limite d'une [onction en xg que si l'ensemble de definibion de [ contient des reels
aussi voisins que on veut de x;,; c’est-d-dire s'il existe un reel strictement positil a tel que Jx, —a,
xg 4+ al~{x, | = D,. On dit alors que / est defimie an voisinage de x,.

" Rappelons que les programmes de mathémaliques des classes de Premicres el Terminales proposent
desormais 'etude des limites simples, ¢t non plus P'étude des hmites par valewrs dilférentes,
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3" Nous disons gu'une fone- ' Figure 3
ton fadmer une limite a droie
{resp. a pauche) égale:d ! en
Xy s la restriction de

e e I R | e e —] —
1= . xu]) admet la limite { () e

en xg (voir figure 3). On note

4 Conformement aux déhm-
tions, si la fonction [ admet
une limite | ¢n un point x, de
son ensemble de deéfinttion.
alors cette hmite ne peut { X5 X+ X
éire que'l’ = f(x;) et la
fonction ' est continue en x,.

|

Exemples ©

17 La fonction partie enriére est continue d droite, mais non continue d gauche; en toul
enticr ny, on a: Hm E(x)=n,, mais la fonction E n'a pas de limite a gauche
en ng. el

Soit 1y un entier, et soit E* la restrictionde Ea |« { n, }. La question de la continuité de
E* en n, ne s¢ pose pas, et l'on a :

lim E¥xI=ny, : lim EXx)=n; — 1.

ik e
J_'_'r]u .'I._"II“

2° Soit la fonction f définie par f(x) =1 si xeR* et fl0)=0.
Cette fonction n'admet pas de limite en 0. Par contre, la restriction f* de fa R* admet la
limite 1 en O

b. Propriétés, régles d étude

¢ Soit [ une fonction définie sur un intervalle I, saul peut-¢tre en un point x, de /. et
admettant en x, (ou en + oo, ou en — =) une limite L. Alors :

— la himite ! en x, est unique,

— si d'autre part f(x) est positif ou nul pour tout x de [, alors ! est positif ou nul.

« Pour prouver que la fonction § admet le réel | pour limite en x; (ou en + oo, ou en
— o), on peut prouver que la fonction g definie par  g(x) = fix) — | admel pour limite
zéro dans les conditions étudices.

« Pour prouver gue la fonction f admet la limite [{le plus souvent [ = 0). dans certaines
conditions, on dispose (voir p. 297) :

— des théorémes sur les limiles,

— des reégles de comparaison,

— des fonctions de reférence,

— des methodes de factonisation et de simphfication,

— des développements limités d'ordre | (voir aussi chapitre 6),

— d'autres methodes particuliéres (voir chapitre 6, exercice 48).

o On rencontre ci-dessous (et aussi au chapitre 8) des propriétes. et des methodes
permettant de prouver l'existence d'une limite en x, pour une fonction f, et
éventuellement de préciser cette limite, dans cerlains cas ou les méthodes ci-dessus se
montrent inopérantes.
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2. FONCTIONS MONDTONES BORMEES
+ On démontre, ¢t nous 'admettrons, le théoréme fondamental suivant (voir figure 4) :
) Soit [ une fonction dont Pensemble de défimition est un intervalle 7= Ja, b, avec
THEOREME 1 a<h et hellu| + o). Sifestcroissante sur [, ¢t majorée sur [, alors elle admet

une limite (4 gauche), au point h.

REMAROQUE

On peut épalement constater que, si M est un majorant de f sur Letsifest la limite de fen b, alors
ona: [= M (hgure 4},

v
M
: ’ B — =)
Exercice résolu 1|
On considere la fonction [ défmie |
sur F=1[0,1[ par: :
rx
. di .
j{-tb = J e ) !
2 BRI
i1 x_” —f T
5 | o -
Prouver que [admet une limite en 1, 0 _:1 }; %
et donner un encadrement de cette
limite: Fivwre 4
e Pour tout réel ¢ de lintervalle I ona: /1 — 2 = /(1 — )il +1) > /1 — ¢t
1 1
[}OHL - ,—q o —
=1 I
sia‘ =2 1t -
Par suite : 3 (pour tout x de J). .
5 il —1
: - df
Or ; J =—2f]—~:+" Donc: lim =?..
S =7 ek A=
1 dr
Comme pour tout t de I. ——— est positif; la fonction | x — — | esl
= Oinddi—1
croissante sur [, et, pour tout x de .’ :

X

J \/I - !‘ Y
Il en résulte que la fonction f est majorée sur [ par 2. Comme d'autre parl. cette

fonction f est croissante. il en résulte quielle admet en | une lLimite [ (d'apres le
théoréme 1) :

o D'autre part. pour tout réel 1 de [ .J] — "< \/'I ol

X L:|.f x
Done : I—} l_ et J- <= —-EE; {pour tout x de /).

\;’I—i“ 1+t R it
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X
de e
Or : J‘ -- =2 /1+t—=2
0w I+t
1
dt =
I]’D“C - J‘ —— = 2 \‘_." : =—
1] \.-" l + I
Il en résulte, puisque f admet la limite [, que 2./2-2<1.
o On peut done conclure que [ admet une limile [, comprise entre 2 Vf‘“E — 2 g X
L4
o ey f
On convient de noter cette limite : [ = =
JO o 1—1tf
Remarquons que (voir chapitres 2 et 3) . f(x) = arcsin x ¢, par suite, que
I T s 13 . , =
I =aresin 1 = —, On peut vérifier que — est hien compris entre 2./2 -2 et 2,
2 2 -
On peut egalement. en utilisant d'autres fonctions, obtemir un meilleur encadrement de L
Activite
_— . Ean ) S [
O considére la fonction [ définie sur B par flx) = s
o
I* Prowuver que [ est croissante sur B,
- 1 . _ :
2" Majorer TR sur [0, 1] par une constante. En déduire une majoration de fil).
|
3° Prouver que, pour tout t de |1, + o[, B < =2
L déduire ume majoration sur + ot de ar une fonction (.
En déd ] L1, [defp fi g
2" Deduire de ce qui précéde que | admer une limite | en + ot
5 Préciser un encadrement de [,
6" Améliorer, si possible la majoration ebtenue par la méthode ci-dessus.
7° Quelle est la valeur exacte de 1?7 Comparer avec les encadrements obtenus.,
« le theoréme 1 comporte des corollaires que nous admettrons ici.
Soit f une fonction dont 'ensemble de definition est un intervalle Ja, 5], avec a < b,
Soit fonction dont I ble de definit t tervall b h
ot @ el b désignent des éléments de ensemble R | — oo, + oo ).
Si f est croissante et minorée sur /, ou si f est décroissante et majorée sur /, alors la
COROLLAIRES | >/ 2 SRS J '

fonction [ admet une limite (a droite) en a.
Si f est decroissante et minorée sur /, alors la fonction [ admet une limite (3 gauche)

on h.

Exercices d'application

I. On considére la fonction f définie par | 2. Déterminer 2 de fagon que la fonction f,
; o ; déhnie par :
fix}=| e " di. Démontrer que la fonc- e
o o P o
tion f converge en + oo et en — o vers deux filx) = J L
] 3 i

limites opposées. Fncadrer au mieux la valeur
absolue de cette limite. admette une limite finie en zéro (i droite).
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INFINIES

Toute fonction admettantenx, (xo€ Ru [ — 20, 4 oo | )une limite réelle [, est bornée au
voisinage de x,. 1l en résulte que, si une fonction n'est pas bornée au voisinage de v,
alors elle n'admet pas de limite reéelle en x,.

Remarquons d'autre part qu'il existe des fonctions bornées au voisinage de x,, et qui
n‘admettent pas de limite en x,.

1. EXEMPLES DIVERS

Activite

1° Prouver que la fonction | défmie par  f(x) = 2x + 3 est croissante sur B, non majorée
au voisinage de + oo, et non minorée au voisinage de — oc.

2° Prouver gue la fonction [ est monotone et non bornée au voisinage de + oo !
a) flx)==x"

by fix) =1n x;
IT-'} ,rffl = e
3° Prouver que la fonction f est non bornée au voisinage de x :
. 1
ﬂ] f'I'I_} = ?, .1'0 = ﬂ:
il - ) h .
b} fix)=tan x, Yo =73
2x —1
c) f{x_]'=x+-!- Xg = =13
d) f(x)=In x, Xg-= 0

e) flx)=—sin 1 Ko =
X x

) flx)= (- 2(3), xp =0,

¥ Préciser ce qui distingue le comportement au voisinage de x, des fonctions [ définies aux
e} et f) du 3° du comportement des autres fonctions défmies au 3°.

5° Prouver que la fonction § est bornée au voisinage de x,, mais n'admet pas de limite
en Xo
a) flx)=cos x. Xg = + 00;
S
b) [(x)=sin—, Xg=0;
X

¢) fix)=x—E(x), x,=4

2. DEFINITIONS

Parmi les fonctions non bornées au voisinage de x, (xpeRuw{ — w, + o)) on
distingue certaines, dont le comportement présente une certaine régularité (voir Activite
ci-dessus, 3% et 4°).
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1 Soit f une fonction définie sur un intervalle [a. + 2 [. On dit que § admet en + oo la

limite + oo (resp. — oo) si, quel gue soit le réel B, il existe un réel 4 tel que, pour tout x

supérieur a4 A, f(x) est supérieur & B (resp. inférieur a B). On note alors :
lm f{x)= 4+« (resp. lim f(x)= — x).

A=k o LA o
2 Soit f une fonction défmie sur un intervalle | — ., a]. On dit que / admet en — 0 la
limite + oo (resp. — oo ) si. quel que soit le réel B, il existe un réel A tel que, pour tout x
DEFINITIONS inférieur a A4, f(x) est supérienr a B (resp. inférieur a B). On note alors:
lim f(x)=+ 2 (resp. lim f{x)= — x)
3 Soit [ un intervalle ouvert, x; un élément de /, et f une fonction définie sur [ | x, |,

On dit que f admet en x, la limite + o (resp. — o) si, quel que soit le réel B, il existe un
réel strictement positif x tel que, si x est élément de Vintervalle Jx, — x, x, + z], alors
J(x) est supéricur & B (resp. inférieur a B). On note alors ;

lim f(x)= + o (resp. lim f(x)= — )

KT X X=X
REMARQUES :
1" 8i him fixj= + oo (voir [igure 5) (on YA |
lim ‘.I":x}.= — o), alors la fonction: f ne peut

etre definieen x5 Sinon, fix,) serait un réel,
el, d'aprés les définitions, ce réel devraitl Etre
superieur & tous I¢s téels, ce qui est absurde. /i et e
Lecas échéant, on parlera dela limite en x; de

la restriction [* de [4 D~ [x,).

Soit par exemple la fonetion f deéfinie par

fixy=— et fil)=0 Ceue fonction
i

n'admel pas de limite en (. Par contre, sa

. e ] l
resiriction f* 4 [B*, définie par f¥{x) = &

-
admet én 0 la limite + 0. (@] e — X
2* La deéfinition 3 ci-dessus s'adapte sans
difficulié au cas de limites inhnies en x, 4 Figure 3

droite ou & gauche (voir excrcice d'application 3 ci-dessous),

@ Exercices d'application

3. Deéfinir, en cohérence avec les definitions | 4. Etudier la limite, Hmite & droite, ou limite 4
deja rencontrees, et illustrer graphiquement les | gauche de la fonction [ en x,

notations : d) fix)=In|x, xo=0;
|
Iim+ fAx)=+ oo, lim fix) = —am; b) flx)= o A =\
£ Sk ;—-.cu"
1
: ¢} _H'\.j = ldn & Xg =
im fix)=4 w; Bm f(x)= — . i i
X A d) flxi=er, X5 =0

« Pour prouver qu'une fonction admet en x, une limite infinie, on peut utiliser la
définition, mais il est souvent préferable d'utiliser les propriétes el les regles de
comparaison.
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3. PROPRIETES, REGLES D'ETUDE
s Soient A et f(x) deux reels strictement positifs, Pour que  fix) > A, il faut et il suffit
—<—. 1l csulte le théoréme suivant :
ql.lt‘ lllr{'ﬂ = 1 21l Ies c le LnCOreme suivin
Soit f une fonction @ valeurs strictement positives (resp. negatives) au voisinage de x,
; x,eRufl — o, + o)) Alers lim fix) = + oo (resp. lim f{x)= — @) s\
THeoREmE 2 | YooV = o e
et seulement si, lim — — = 0.
5 X _f'l:..'l'}
REMARQUES :

o Mous disons que foest A valeurs strictemont positives au voisinnge de ¥, pour exprimer guoe :
que l

— i x,e@, il existe un réel strictement positil = tel que, pour tout clement x de

Txo — . x5 + o ~ | x5t flx) est strictement positif:

— 8 Xg=+o (resp. — o) il existe un réel 4 tel que, pour toul x de |4, + x|

fresp. ] — oo, AL f(x) ese strictement positil,

2* Si [ n'est pas de sipne constant au yoisinage de xg.et st lim T =1, alors [{x)n% pas de
X xy) A
limmile en X
)

Par exemple, soit  fix) = l_”&[h Ona lim = ]

P AR = o e it fix}
En effet, —x :—’;;_ < x et hmx=hm{—xi=10

4 [‘l el =i
(— 1¥5)

Mais. quel que soit le réel strictement positif &, f(x) prend des valeurs positives et négatives sur
Vintervalle | — 2 a[. Deplus, fix] n'est pas bornée au voisinage de zéra. Elle n'admet pas de limite
en £era.

3* Le théoreme 2 ci-dessus s'adapte sans difficulte au cas des limites & droite el 3 gauche en un
reel x,. C'est ainsi que ¢

sk et ’
m == + oo Bt i —=—o0,
=0 X =0 X

1 ‘ " : 2
(— est strictement positil sur B2 et strictément négatil sur B,
X

Exercice résolu

2x — 1

= Etudier les Timites de fen — 1 et en — 2.
(x + 1P(x + 2) !

Soit fix) =

Letude du signe de f(x) en fonction des valeurs de x condurt au tableau suivant

X — o -2 — 1 142 +
2x— 1 — — - O +
(x+ 1) + £ B F L
X+ 2 - 0 4+ ! +
fix) TSI E———
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Il en résulte que fix)est négatif au voisinage de — 1. négatif au voisinage a droite de — 2,
et positif au voisinage 3 gauche de — 2.
L I (x4 )x+2 : 1 I
Diautie patls; ——=—— —} Ona: lm ——= Ihm ——=
i 2y — 1 =1 FIx) w=—2 f{x)
Il en résulte que :  lim fix)= — o, lim fixj=—o et hm  fi(x)= + oo
=3 e P O
Exercices d'application
5. Ftudier la limite éventuelle en x, de la | 6. Déterminer = de fagon que la fonction f,
fonetion f . definie par ;
| fix) —ix 48 X
al fix] = ————— Yo
[a + 3ix = 172 = x) j:h}_J‘ *dr
I q ] 2 | I
el —3.1, 2] : ! =
i admette en 0 4 droite une limite infine:
i it S
M flx) =——
vin oy
xyetl0, 1}, plis X, = + o
o Les définitions permettent d’énoncer le théoréme suivant !
Soient f et g deux fonctions definies au voisinage de x, (x,eRu | — 2. + 20| )
Si, au voisinage de v, ona: g= [ etsi lim g(x) = + =, alors ona également :
X "X
_ lim f(x)= + =,
THEOREME 3 otk
Si, au voisinage de v, ona g = f etsi lim g(x) = — o, alors on a également :
E—+ Eij
lim fix) = — .
Exercice d’application
¥ di - (* dt
7. a) Prouver gue, pour ‘x=2, alors glx) =J — el fix) =J —
In x < x. 3 2 Int
1) F."nmp'.u'-.:r. pour x = 2. les réels ¢) Endéduire lalimiteen 4 o de lafonction [
o Nous admettrons le theoréme suivant
Soit g, une fonction majoree au voisinage de v, Dans ces conditions :
si lim flx)j= — o, alors fim [ f(x)+ g,(x)] = — =,
=Xy X=hEn
Soit g, une fonction minorée au voisinage de x,. Dans ces conditions :
; : si lim flx)= + oo, alors hm [f(x)+ gix)] =+ .
THEOREME 4 Ncha g

Soit & une fonction admettant au voisinaze de x,, un minorant strictement positif :

si _Iim J(x)= + oz, alors lim [ f{x)h{x)] = + o
si lim f{x)= — =, alors lim [f(x)h(x)] = — .

Xo=ay h o (1]
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REMARQLUES :

I Tlestid noter gue le théoréme ci-dessus permet de conclure dians le cas ou b admizt au voisinage de
xp un majorant strictement négatl. On a en effet :

M) ix) = [ — ][ — fixn],

et — h admet au voisinage de ¥, un minorant strictement positif,

2¢ Ilest important de constater que le théoréme 4 permet de conclure dans le cas de la somme de
deux fonctions admettant en x, lu méme limite infinie (+ o0 ou — o), mais gqu'il ne permet pas de
conelure dans le cas de la somme de deux fonctions admettant en x,, N'une b limite + oo, lautre la
limite — oo, On dit parfois dans ce cas que. en x5, fix)+ gix) s¢ présente sous la forme
indétermines « oo — a0 » {(voir Activité ci-dessous),

3" De méme, le théorénie 4 ue permet pas de conclure face ap produit d'une fonction de limite
infinie en xg, par une fonction de limite nulle en x,,. On se trouve alors devant la forme indéterminée

: A e (1]
« [ woooow) que 'on peutl recommaitre (théoréme 2) sous la forme « o W oOU Encore @ — » (voir
oC

Activite ci-dessous)

Activité
1° En utilisant le théoréme 4, étudier la limite en x, de la fonerion |
a) flx)=[—2 + cos (In x)] e, Xy =+ 003
b} _-ﬂ-\-:l = [1 % E{] = YJJ Iﬂ ll = -"l.'}. Xp = ].:
. e = £ ! e
I._} .ﬂrn—ﬁ-l- n.x, '\ﬂ=+4&1
I 1

X)=—=+1In—, x.=0

d) [lx) = + In 5 X

2° Dans les cas suivants, montrer que le théoréme 4 ne ' applique pas, et érudier directement
la limite en xy de la fonction | :

|
a) flx)=Inx+In = Xo=+ o0, puis x5=10;

: 3
b) ._f[xl=ln{:~.'—1]+ln? Xp = + oo .

¢) fix)=Inx +sinx—1In2x, x,= + 20,

3% @) Déduire du 2° le résultat ci-dessous, pour x5 = + o :

La sommie dune fonction de limite + « ¢n.x,,, et dune fonction de limire £ e X, peut
ne pas ayoir de limite. ou avoir une limite infinie. ou une limite réclle queleonque.

h) Monmtrer par des exemples que ce résultat est valable pour xy = — ® et xR

4" Dans les cas sutvants. montrer que le théoréme 4 ne s appligue pas, et étudier divectement
la limite ¢n x, de la fonction [ :

In x
@) flx) ===, Xo = + o0;
B flx) = E— Ko = + 003
¢) fix)=x (sinx + 2) Xg = + oo

s+ 1
5° a) Déduire du 4° le résultat ci-dessous pour xo= + =

Le produit d une Tonction de limite nulle en x,, par une fonction de limite inhimie enx, peat ne
pas avoir de limite ¢n v, avoir ¢n o une limite infinic, ou une limite réclle queleangue,

b) Montrer par des exemples gque ce vésulrat est valable pour x, = — =, puis x,el.
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IV — FONCTIONS COMPOSEES

1. THEOREME FONDAMENTAL

« Soit g une fonction definie sur un intervalle I contenant x;, saul peut-éire en x, et
admettant en x, une limite [ (& B). Quel que soit le réel a strictement positif, il existe un
réel strictement positif x tel que. pour tout x de lensemble de définition de g,
sl fx — x5] = &, alors: |g(x) — | < a

Soit, d’autre part, une fonction [ définie sur un intervalle J contenant [, et continue en [,
Pour tout reel strictement positil & 1l existe alors un réel a strictement positif, tel que.
pour tout yde J.si |y — Il <a, alors |f(y)— fihl<e.

Il resulte de ce gui précéde (en posant p = g(x)) que. quel que soit le réel stricte-
ment positif £, 1l existe un réel x strictement positif tel que. si |x — xg] <« alors
[flgixn — i < &

On en déduit que, dans les conditions precisées, la fonction f o ¢ admet la limite f{0)
en Xo:

o En particulier. soit ¢ une fonction définie sur un intervalle J contenant [, mais non
defnie en [, et admettant en [ la limite L. Supposons, en outre, gue la fonction ¢ o g
soit definie sur un intervalle contenant x,, sauf peut-etreen x,,. La fonction f definie par :

fix) =@ix}] pourtoul xdeJ, el [(h=L
est continue en [ Il en résulte que la fonction [ o g admet en x, la limite  f{) = L.
Or, pour toul gix) different de [, (f o g)(x)=1p o g)x). La fonction @ og ctant

définie sur un intervalle contenant x,, sauf peut-étre en x,. il en résulte que la fonction
pog admet en x, la limite L.

« Plus généralement, nous admettrons que le théoréme 5 ci-dessous est valable pour :

leRui—o, oo} et LeRu{—eo, +a0).

THEOREME 5

Soit g une fonction admettant la limite /en x, (xpeRU | — o, + o0 )
Soit ¢ une fonction admettant la limite L en [
Alors, si la fonction @ o g est définie au voisinage de x,;, elle admet en x;;, la limite L.

REMARQUES :

1" Le théoréme 5, convenablement adapte, est valable pour les limites i droite et i pauche en x,.

2* Nous avons deja utilise, dans des cus simples, le resultat faisant lobjet du theoréme 5. ce qui
constituait alors un abus. Le lecteur justifiera o posteriori les resultats alors obtenus.

3 Le théoréme 5 justifie la méthode de changement de variuble dans la recherche de limites.

Exercice résolu

Etudier la limite de la fonction | en xq :

. sin 3x ,
ay flx) = !,ﬂ_x. Xo=0; bl flw}y=oxlnax,  xp=i05
: 1 1
¢) fix)=x1In (E + ;). Xp = a0; d) flix)=xsin—, xy= + .
= X

) Soit glx)=3x et oy = SIT—IJ Ona f(x)=(p oyl
Alors: lim gix)=0 et HII;JJ @)= L. Ul en résulte que : lim fix) = 1.
F

1] =0
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. 1 , Y . Iny
b) Soit glx) = = Ona f(xi=—=In =7 Soit done oY) = — T
x
Alors: lim g(x)=+9o0 et hm @lyl=0 lienrésulteque: lim f(x)=0.
=0+ LA S =0
) | In {1l + ) ; :
¢) Soit glx) = = et oly) ={— Ona [fix)= (o oglx)
. In(l+1) In(l+y —Inl
Alors : xﬂrp.z gix)=0 et _,l.iﬂ [1—} = ll_r'r'} :I 3 i; = =1
[l en résulte que:  lim  flx)= L
: 1 sin. y .
d) Soit g(x) = = et oly) = .'— Ona fi(x)=(p o gix)
Alors: lm glx)=0 et Hm.q;i y)=1. llenresulte que: Ilim flxj=1L
=+ 4. m o T oy
Exercice d'application
8. Etudier la limite en x, de la fonction [ i [ —sin x 1
tan 2x . . 2 d) flx)= A X0 =33
a) flx) =———, xg=10; (_ i .\:)
sin 3x e
by fx) = —— Yo = 0; |
X 5
. - o 8) flsf= x‘(l — COs —)_ e ="— .
eidftx) sin 2x + tan 3= %o =0 / x »
|
(Un commencera par étudier 7 ):

o Le théoréme 5 comporte des conséquences importantes, en particulier grice a
I'utilisation des fonctions logarithme ¢t exponentielle.

COROLLAIRE 1

Une fonction f admet la limite / en x,, si. et seulement si, la fonction ¢ admet la limite ¢
en x.

Une fonction [, a valeurs strictement positives au voisinage de v, admet en x, la limite [,
o [ =1, si etseulement si, la fonetion In j admet en x, la limite In £

REMARQUE :
MNous admettrons que le corollaire ci-dessus est valable pour des limites infinies, en posant
e = toowm we T=0n wht4+oo=4+ms shnl=—omn

Exercice résolu

Etudier la limite én + o de la fonction § défnie par  f(x) = (I + :) n

Pour tout x de %, f{x) est défini et strictement positif. Etudions la fonction In [

In fix)=xIn (I + I—)
X
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i : . I
O (exercice résolu ci=dessus) ;. lim xIn(l+—-]=1=ne
=+ x
Il en résulte que:  lim fix)=e.
4
Exercice d’application
S i ey : AR
9, Etludier la himite gn x, de la fonction [ b fix) = (i - ,_) L = e
)
o B o G o
) fie)y = ( i ) L ¢) flx)=(1+2x)s, x=0;
: 5 =t =1
2. SUITES ET FONCTIONS
Line suite numeérigque etant une fonction de ™ vers H, le théoréme S comporte le corollaire suivant,
gue l'on peut rapprocher du théoréme 2'du chapitre 4 (voir figure 6),
vi v
# Fixel E :
,Iri-’-_"l-_—.-- |r.1"-,|,!
Fixs) flaq)r
fix,) fix2)
fix,) flx,)
-
(4] ) X
a b

Figwre 6

COROLLAIRE 2

Soit (xv,) une suite numérigue admettant la limite L. Soit, d’autre part, une fonction
numérique [, définie au voisinage de [, et admettant en [ une limite L. Alors, si la suite
( f{x,)) est définie & partir d'un certain rang n, elle admet la limite L.

o Larcéciproque de ce corollaire est fausse. Cest ainsi qu'il ne suffit pas qu'il existe une suite {x, ) de
limite | telle que (f(x,)) ait pour imite L pour que la fonction [ ait pour limite Len L.
Par exemple; soit la fonction [ définie par  fix) = sin 2mx.  La suite f(n) est constante, done

convergente, el pourtant la fonction [ n'a pas de limite en + oo,
o]
: . an ; |
e méme: soit  gix) = cos —. La sulley ) est constante, donc convergente, el pourtant la
x n

{ = , 1 ' !
fonction ¢ wadmel pas de limiteen 0| 0 = Hm —) {voir aussi hgure 7).
n++m 1

Toutefiis, si 'on sait par ailleurs que la fonction f admet une limite en /, cette limite ne peut étre
coale qu'a L,

Considérons par exemple une fonction [ moanotone eroissante telle gu'il existe une suile monotons
strictement croissante (x ) de limite [, de fagon que la seite ( flx,)) admette une limite L {{ et Létant
des réels). Pour tout reel x-de: D, v ]y, [, il existe un entrer ptel que: x, < x <.
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e —— - —

X

Figure 7

La lonction f élant eroissante, il én résolte que ;. fix, )= flxi = L. N
1l en résulte que la fonction [, croissante et majorée sur lintervalle ], [[. admet en [une limite i
gauche qui, d’aprés le corollaire 2 ¢i-dessus ne peut étre égale qu'd L (hgure 7).

o Nous admettrons les résultals du theoreme swivant, gui sont valables pour a, b et L éléements de
Rul —a, +20} (voir igure 8, F'illustration de quelques cas particuliers)

YA

flx,)

fla. b=

o |

Figure & b

THEOREME 6

Soit f une fonction monotone dont I'ensemble de défnition est un intervalle ouvert
I=Tla, bl (aet bélémentsde Ru | — oo, + o |

S'il existe une suite (x,) croissante de limite b telle que la suite ( f(x,)) admette une
limite L (LelRw | — oo, + o }), alors la fonction fadmet une limite (a gauche) en A,
épale a L

S%il existe une suite (x,) décroissante de limite a telle que la suite ( f(x,)) admette une
limite L (Lei w | — o0, + oo | ), alors la fonction [ admet une limite (3 droite) en a,
épale a L, '
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REMARQUES :

17 Nous avons déjd utilisé ce resultal au chapitee 1.

2° Rail {x,) une suite d'éléments de Ja, h[ de limite b Nous admettrens quiil est possible dextriaire
de cetle suite une sous-suite croissante el de limite I (le lecteur pourra tenter de prouver cefte
propriete),

Il en résulte que le théoréme 6 reste valable si les suites (x,) ne sont pas monotones,

3 Sait f une fonction defimie sur D, = Ta, I WL B[, et monotone sur chacun des intervalles
de D, Soit{x Junesuite d'élementsde D, convergeant vers [ et telle que les deux intervalles Ja. ([
et ]I h[ contiennent chacun une infinité de valeurs x,. Dans ces conditions, si kasuite (v} admet
la limite L, il en est de-meme de la fonction [ en [ {voir figure 9)

flxs)
ol )
fix:)
Fixg)
flxd
- 4
0 x 7
i b

Figure ¥

V — ECHELLES DE FONCTIONS ’

L'utilisation des regles de comparaison et de changement de variable permet d'utiliser les
résultats concernant les limites de certaines fonctions, pour en deduire les Limites de
beaucoup d'auires fonctions.

Rappelons par exemple que :

— pour xpetfréels: lim  flx)=1 s, et seulement 51, Im flx; +h—1=0;
X—xp fi=+ il

— pour | reel im fix})=1 si, et seulement si.  lim  f{x)—1=10:
- Tl il - X%

— pour Xg réel : m  fix)=+ « s, el sculement si, lilll flxg+h=+ =;
5= Xp 5 ==

— pour f({x) strictement positif ;

. . o |
lim flx)=+ % si ctseulement si, lim —=10

L T X TEAD j{:\-]
1
— pour tout | : m fix)=1 si, et seulement si,  lim f(;) =1
=07 L >

Nous recapitulons ci-dessous certains résullals concernant des familles de fonctions
connues, ainsi que les résultats concernant la comparaison de ces différentes familles (voir
chapitre 4).
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Limite + =« en + oo

Parmi les fonctions admettant la hmite + =0 en + 20, on distingue

— les fonctions logarithmes de base a. pour a strictement supérieur a 1.

— les fonctions puissances,

— les fanctions lineaires (et affines) de coefficient directeur strictement positif.

— les fonctions exponentielles de base a, pour a strictement supérieur a 1.

Pour préciser la vitesse respective avec laguelle ces fonctions tendent vers Uinfini. on peut
ctudier leur rapport. Nous noterons ainsi ;

Jix) <€ gix) f{en + )

% 1(x) oyl
pour exprimer que  lim = ow hm —— =4« |
x—+w gix) x=+m J{x)
5 i X
C'est ainsi par exemple que  lm — = + o,
E—+ w0 N

Par conséquent, en + oo, ona: x <€ x°
Le théoréme 6 ci-dessus (§ 1V-2) permet, a aide des resultats du chapitre 4 § VI de
deduwire les résultats consignés dans le tableau ci-dessous !

log,x<log,x € x'<€x! <cav<bhx € x* €3V <€ g*<€bh”
l=a<h D<a<fi<]l | O<a<h | 1<a<f' | l=<a<h

On lit en particulier dans ce tableau {rappelons que In x = log, x)

THEOREME 7

Quel que soit le réel strictement positif x :

In x X
hm —=0 e lim —= 1.
‘,.'l'

o X~ Fu 07

Une démonstration directe de ces proprietes est proposee dans PActivite ci-dessous.

Activite

I" Koit ¢ un péel strictement positif,
@) Prouver que pour tout réel X strictement positif ;

X  Lln®

i B
i . Inx
b) En déduire, eén posamt v = x% gque  hm —= 0.
xX==to N

2° Soit o un réel positif.
\;1

a) Déterminer ! In (_-:)
5

: ' : ; ; s x*
b Enfactorisant par x Uexpression obtenue en a), determiner la limite en 4 oo de ln (E;)

o

s e R -
¢) En dédyire que  lim — = 0.
i -
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Exemple de comparaison de limites infinies 0 et en — «

* Activité
I° Soit o un reel positif. et soit a étudier la limite en O de la fonction :
f,=[x— 5" In x].
a) Quel est U'ensemble de defmition de la fonction f,?
by Montrer que [, est le quotient de deux fonetions de limites infinies en 07,
L : |
¢) On pose y= 7 Déterminer la fonction g, telle que g.(y) = [, (;)

d) Déterminer la limite en + =0 de la fonction g,.
¢) En déduire la limite en 0 de la fonction f,.

2" Soit 2 un réel positif, et soit  étudier la limite en — s de la fonction:
¢: = [x = [a’e"].

a) COuel est Uensemble de definition de o, ?

By Maontrer que o, est le quotient de denx fonctions de limites infinies en — o,

¢) En utilisunt le changement de variable z = — x, détermmer la limite en — oo de la
Sfometion .

Les résultats obtenus dans certe aetivite doivent étreé considérés comme classiques |

Quel que soit le réel strictement positif z :

THEOREME 8 lim “Inx=0 et lim

lx[*e* =0
x=1) ]

= X

@ Exercice d'application

1), Erudier directement la hmite en x, de la | d) f(x) = |x7a®
fonction [ : azl, x>0, pour xq= —oc.
; log, x N4
@) Jixr= _E, ! e} _j"{.t}=i'|“;.r7w—.
by fix)= tzull.:r:;lrt W AN S >0 R =
S e et = f) fix) = x*(n ¥,
xf =1 a0 pour X 250, f>0, pour wg=0
&) i) = R Y fixy = 1x]* 2,
a>1, x>0 pour ¥,= + cc. g =ib il =y Peun hg = e
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EXERCICES ET PROBLEMES

EIUDE DE LIMITES
Euudier los limites des exercices 1 d 82, On powrra, le cas

dchdant. wtiliser des proprierés algébrigues (par exemple

d@>=hr=la—hifa+ b ou

a — b =(a— hita* + ah +5%)

ens dex proprictés de igomométrie (voir puage 299) pour se
vamener o des limites connnes (voir page 3001 od d des
combinaisons de teflis [imites,

I.  Lim \,-’.x'z =y 2. hao V*'xg D RS,
L= X
7 S +3
o ; \
T g dee——— — o« Hay R——e——
PO % £ 4 (s —1
’—31’1 R I
5 i — b Jime———
AR L +' I N | r—3
-3+ 2 _ x4+ 7
7. S 8 lim ———
1‘_‘?1 =3 Vb — Skl
2P — T4 . =3
b lim W lim
Fvwa X +.\'—'| = = X — Y
¥ 3y — | I |
1. lim — b S | e e
T x=1 e ¥— 1
30
12x =3 Lot —x =0
3 fim ———, TPIRONE il
e — 1 i3 =i
T
15,  lim \‘."r.-‘t'l — X 4 14 O%
xX=+ -
-
16, lim x4+ 1 —x
X% 50
L] g
=32 . {x
17 i — IR, hm ¥—
! i-l-ﬂ x>—8 =0 X
x—1 fx—2
19, Jim XY=~ AL lim - \’—.
=1 x— 1 w8 X1 —5% 44
B e | 1 |
] | hm e ’ Tx gy —— — — f_
s=g X —§1 £+ V:"'_r,- X
] , x
23, lim —— — - 4. jim ——
ceoxix+ 1] % =0 T+ xf —1
T )
o v+ 5—3 fx+2-=12
35 lim X ——— 26. Jim ¥ e
a+d L | x=3 \fr.'f-i-?— 3
X— X T 2
27 Jim —Y——
#o2 fdx+1—3

0,

Al.

L

A3

3.

.

37,

38,

49,

41,

41.

43,

47,

bk

lim

i

lim

e

lim

lim

s

lim

i |

) s
Hi
X

Xe= =i

fpd e e e
i s o JT A

s

L1,

lim /2% — [ = {2 1),

3!

4.':.-"1 =

F54—4

limn

4103 3 1 17 — Y20x + 16

tan Ix
i

w0 T —cos x

| —cosx
limy ————.

r=0 SIMN° WX

sin 3x

lim
P I—"Lua ¥

E]

e

44,

| sin? x
1 e
:—-n tan’ v
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T Incos x : e
pos| — —x | —'tan x A == Th,  lim (cos xisns.
. + -} X x=={
4% lim
st ST : . i i
T3 B 4 X T hn}? (cos x +sinx)s. X lim (1< tan? =0 x] %
[ B ==
n - . .
COs (_t ——) — sin— 79, lim(tan x) fn x), %0. lim [n (1 + x)}%
. 3 4 x={ g =0
49, hm PR .
x—ogjf e Bi. ;E-iqu afln{x + H=1In x]
i tan 6x
Sl - i eeee— [ -
e | —2sinx = 82, lim—— (peN®* acRY)
g i | s—a SIN X — SN
= o Zensdr—1] - ; 6
Bl il 52 lm ———r,
. COs:3x I —2sinx 15 tan o .
8T ] =T K3, Soit fixi= o Paur etudier la limite de f
L +sinx—cosx  _ : tan X In tan 3x
53 I T [l lim — — . | 4 FI i 2
=0 | +8inx—cosx =0 Mt — cos ¥ o5, Onpose x=o— f Seit Wi = fix)
I A : 1 = ! In X i
35 lm 1 +sin x — 1 —sin x a) Rappeler les limites  lim a &t II._m:) —,
T a0 tan X ' T S Mk i
e b En déduire la limite cherchée.
2 — 1+ cos x i ’ i n
86, lim X R ] c} Peut-on etudier de meéme la limite en - de
w0 sin? x 2
- E In tan x
g —
- \/I + X sin x — Jos 2 PR T
' :-n 3 X
lan E
e e , In {1+ x) ]
e .l —cos x /eos 2x ( ®4) Soit fix)=|1—-——
38, lim 3 . Sy Inx -
- S & a) Quel est 'ensemble de défimtion de la fonction f?
s | 2N b} Etudier la limite de j' pour ¥, = L.
59, hm (I +—1 = 60. lm | 14—]. _ 1
et X i & ¢} Monteer gque [n fixy=—In (1 + hix)). avec
_ IR : x+ 372 i
6l. lim 14— o 62 lim - Ini(l+ \]
= +en X y g X =] m’ , - ___I
I ==l : 2x+ 1\ In -
1. e (B e i 64, i X
e A+ '+im X " it 3,‘{—1 -
' Eiu o ’ o AEx)
1+l 5 b d) Etudier lim hix) el lim -—j
: Ix—4) 3 | xt 1 ERO x=0 X o
65, ¥|dlr111 FT L e e ¢} Endeduire llm In fix). Quelle est la limite cn U de
i la fonction 7
67. hm (I +7) g
X% — 2y 4 1IN 45, a) Démontrer que, quels gque soient les réels positils
: -hm = i it i 3
68 e T a et b, et quel gue seit Pentier naturel non nul p
— W=
G L bR A 1o el
69. 1'_':% v : {fﬁ—hn}(ap +ar b+ +deh e +h o)
. ia+x)—Ina 3 e
M lim ————— (aeR2). b) Soit flx)=x (1——) - |]- Etudier la limite de
; _ -
L. . la fonction fen + o,
L2 !’_':';', = (e, BIER). ¢) Soit, pour # entier naturel superieur a 2, la fonction f,
' deéfinie par :
. al .l
Tk ,ETI. xex — 1) = \;ws x— 1)y Yeos x — 1).. Al eos x —1)
g & En a L
a1 e — cosx — - x
—— 4 = i - 2 ¥
e %2 =0 SN x Deéterminer la limite en 0 de la fonction f,.
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H0.  Soit g la fonction numeérique defime par
glx) =x lo 8] — (x —2) In |x|=2],

et par gi) =g(2) =2 In 2
Démontrer gque f ast continue sur I,

: . e Injx =2
K7. Soil [ la fonction définie par flx) = =l
n|x
Etudier, ¢t déternuner si oelles exisltent les ' limites
suivantes ;

it  fix)

" endhagt

fim fixh

lim fix)
am il =]

lim ()
lim  fix); lim fx) lim  fix)

St ] " B he padk

K&, Sout g oun entier naturel. Caleuler en fonetion de x
les sommes :

S1x) = 8in x + sin 2x + ..+ sinonx
gix)=sin? x +sin® 2x + .+ sin® oy
En déduire les limites en 0 des fonctions | et g délinies
par ;

s g
X X

INTEGRALES IMPROPRES

Soit [ wne fonction défmie el continue Sur i :'nln'rmﬂzﬂ
[, b. Pouwtout x de [, B[ on pose  Flx) = . Jie) dr.
Lorsque la fonction £ i‘f"”‘" en b oune limite réelle 1,

on it gue intéerale fihde  converge, et Fan noty

w i

ok
i ’ fit) dt.

Soit g wne fonction définie et continue sur un intervalle
Ja. bl 8 existe i reel ¢ de Ja, b[ el que les intégrales
(3

glrpdr e git) de convergent, alors on dit que

o I,"l.--l.'

l'intéerale J git) dr  converge er lon note

] c [%
J- i) dr = I yit) de + J oty dt,
' a e

Le intégrale impropre  non comergente  est dite
divergeite,

Etudier la convergence des intdgrales des exervices 89 4
110, Evaluer chague fois que possible la valeur de
U'tnteégrale impropre dtudice,

O o T e L g
1 A3 ekk I =2’
91. J- _} —:El.—'= 9, jil{ %
-2 T+ 3 o J12441)7
L L8 J-H T G 5 W [” s ;
s 12+4 Jow 1122

el s et
93, [ —. . ETP
af ¥ ” k -” W=k
+ 3 ) A o d]‘
97. ar* dn: 8. T
e i Fad IR |
o i |
1+ 1 dx
9, — dt. 10, —
a1 \.-"'I" it Afili=E
' [k AL
Sin X di
. ==l 102 =
Ji * da S+
fi: IR dr
n3, In x dx. 1, o
&0 o1 F;\_.ﬁ
15, e dy 16, e sin xdx
el o 11
Ml o d! g 5 d.[
7. : TS :
Fln ¢ p fint
£
n
R Insinx
100, [ — 11, — dx.
o It Jo

b ] :
111 Soit fix)= [ ms;d! et fi=10

Jo s : :
at Déterminer la lonction derivee |7 Cette fonction
admet-elle une limite en 02

™

e |
by Maontrer que.  fix) = — x° sm =1 2i sin - de

: il
¢} Endéduire que f est dérivableen (. Déterminer (1),

112. ) Prouver que, pour tout réel

7

o e
T—Tﬂ,ﬂﬂﬁ x= |

by En deduire que i fonction [ déhinie par :
e
cos i,

fixl=

-

admet en 0 une limite gue "on déterminera.

113 Etudier la convergence de l'intégrale

i
oo n/ EsiN =
— dx,
o L+

{On ne demande pas de préciser la valeur de- cette
intégrale impropre.)

114, @ Prouverque, quelquesoit 'entier naturel n non
nul. il existe un réel x, tel que, sl x=x,, alors
nia a
o X =k e

#) En deduire que lintégrale impropre (in o

diverge.

[
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A
7\
17
{!
2 =41 X
115 o Sl o S < Oin considere enfin les demi-cercles construnts sur ces
2 Suchi — — = C05 X T : . el T v
g Cachant-que 2 e ks segments dans un meme demi-plan par rapport a (AB),

tout réel ¥, et en utilisant les proprietes de intégrale,
prouver que. pour tout réel positil x ;
sl i 32
X {-— S ——
6 120 6

b1 Preciser un encadrement de sin v pour & negalil,
¢) En déduire la himite en () de la fonction g définie par
N — &I X

ix) e s

2 Soit ¢ un cercle de centre (@ et de rayon | On
considére  un  secteur cireulaire  AO0B  dlangle 1
it =1fl < m).

a) Mentrer que I'aire s du segment de disque détermine
par la corde AB esl ;

8 = = r =

1.._]| —_

h) Les tangentes en 4 et § au cercle ¢ se conpent en T
Montrer que [aire -5 de trangle (487T) est:

|55 =iis A
5 = 2 lun'a:qn il

¢) Deéterminer la limite en 0 du gquotient 5

I1h. On considere un segment de droste [A B]
de longueur L. Sur ce segmeént, on considere les
it — 1 points €, €3, Ty, .., C,— lels que les segments
[4.C] [€.Gl [€n6)lCog 6] o

[€,— . B] uient tous pour longueur -,
]

Caleuler la longueur de la ligne ainsi obtenue. Quelle est
la limite de cette longueur lorsque # tend vers Pinfini?
Pourquot ce résultat est-il surprenant?

117. Soit un demi-cercle de rayonr, de diametre
[A, B]. On divise ce demi-cercle en nares de méme
mesure par les n—1 points €, Cs. ., C,

a) Soit § Ta somme des miesures des Lﬂrdi‘.‘b I'A {251,
|2 Sl el pee 17 T e I o 2

Prouver gue

] m in—1ir
S=2r 1+cus_}—+... + Cof ——— .

2 2n
h) Déterminer la limite de la moyenne arithmetigue de
ces cordes lorsque n tend vers 'mfini.

115, Soit € un cercle de centre @ et soit P oun point
extérieur & O Soit A le point ou (OF) coupe C. De P on
mene une tangente (PT) au cercle. Soit N le projeté
orthogonal de T sur (OP), Déterminer la limite du
rapport des longueurs des segments [A, P et [4. N]
lorsque P tend vers A,

1% Seit un cercle €, soit A et 8 deux points non
diameétralement opposés du cercle C, et A le milieu de
I'arc de cercle 4B qui a une mesure inférienre i m Les
tangentes en A et B au cercle C se rencontrenten 1 et la
tangente en A A4 € coupe (AT en A" et (AT ) en B

Determiner la limite du rapport des aires des triangles

(TAB) et (TA'B) lorsque lare A8 tend vers zéro.




CUI Y I TR

I*I:.-|

md L H l" ﬂ"l il il WH
M AR ASAEALALIM A A1 v

'Sf'ﬂ.

T

S

SR
P T

i s

=
=
=
=
=
—
%
——
|
—
g
=

o . . : 1 s
il .nnl::.unnl |...|||m|||1| |||||u|| i lHin‘I.‘IIuIII‘II;-- .l.—~! ||1||ls||sn =
Jean le Ropd d'ALEMBERT, mathématicien et p!m’asaphe .fran;:a.fs f".i'.? .T ?'- .i' J"rli‘.?j. L Ar:au’e.uam des sciences lui
ouvre ses portes alors qu'il n'a que vingt-trois ans. /lcollabore avec Denis DIDEROT dans I'w Encyclopédie ».
Ses travaux sur le calcul différentiel 'opposérent a EULER.



DERNATION

(COMPLEMENTS)
ACCROISSEMENTS FINIS

| — ACTIVITES PRELIMINAIRES

# Activite 1 : Tangentes paralléles a une corde

I° Soit f une foncrion définie et dérivable sur un intervalle I. Ecrire une équation
cartesienne de la tangente i la cowrbe représenmtative de | au point M dabscisse xq(xq 1),
2" Soit P la courbe représentative dans un repére cartésien de la fonction [ définie par
flx)y=x*

a) Soit A et B les points de P d'abscisses respectives | et 3. Déterminer, 5'il en exisie,
les points de P oo la tangente est parallele a la droite (AB).

b)Y Méme guestion gu'au a) avec les abscisses respectives — 2 et 5.
¢) Méme guestion qut'au a) avec les abscisses respectives x, et x.. Enoncer le résullat
alitenii,
3° Reprendre le 2° avec  fix)= — 3x? +4x — 1.
4° Reprendrele 22 avee f(x) =—. Préciserlensemble de défmitionde [, et la position des
X
points A et B envisagés par rapport d cet ensemble de défmition. dans chacun des cas
Preposes,
% Activité 2 : Encadrement par des fonctions affines /

Sait [ une foaction définie et dérivable sur un intervalle [ et soit xq un point de 1. 8oit € la
courbe représentative de [ dans un repére cartésien. et soit M le point de C d’ahscisse xg,.
On suppose en outre qu'il existe deux réels met M rels que m < ['xg) < M.

1% Préciser la zane du plan dans laguelle se situe la rangente d C en M.

2% Dessiner soigneusement ce domaine du plan, ponr m=1 M=2 x,=2

fxg) = — L.

% Activité 3 : Signe de la dérivée et sens de variation

1° Soit [ une fonction défmie sur un interville fermé borné [a, b, telle que  fla) = fib), er
déerivable sur 'intervalle ouvert 1 = a, b[.

a) Prouwver gu'il existe un réel xq de Ja, b| tel gue flxg) soit une horne de [ sur 1.

by On suppose que fixg) est la borne superiewre de | sur Loer Uon considére le taux de
variation ¢ de [ entre x et xpy (xel):

i) == S 5
X=Xy

Prouver que, pour tout X de |a, x|, @(x) est positif, et que pour tout x de 1x,, B[ @lx) est
aeratif,
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¢) Diduire de ce qui précede que : (xg) = (.
d) Reprendre la démonstration ci-dessus en supposant que f(x,) est la borne infévieure de [
sur I,
€) Enoncer le résultat obtenu.
2° Soit g une fonction définie sur un intervalle fermé borné [a, b], et dérivable sur Uintervalle
ouvert Ja, b[. On considére la fonction # définie par :

- gth) — gla)

fix) = gix) — gla} — — ey (x — a).

a) Prouver que f satisfait aux conditions du I" ci-dessus, et appliguer le résultat du 1° d la

Janction .

by Quel résultar peut-on en déduire concernant la fonction g Interpréter géometriquement.
3% Soit g une fonction définie et dérivable sur un intervalle I, et dont la devivee est nudle en

taut point de 1.
a) Soient a et b deux points distincts de . Prowver, en wilisant le résultat du 29, que

glay = gib).

by En déduire que gy est constante sur 1,

4% Saus les mémes hypothéses gu’au 3°, on suppose gue la dévivée g" parde un signe constant
sur Uintervalle 1, Etudier le sens de variation de g suivant le signe de g,

Il — GENERALITES. RAPPELS

1. DEFINITIONS. NOTATIONS

Soit [ une fonction définie sur un intervalle 1, et soit x, un element de [.

e Ondit que f est derivable (resp. dérivable a droite, resp. derivable a pauche)en x, sile
J(x) = fixo)
X —xy
est un nombre reel. Ce nombre réel est le nombre dévive (resp. d droite, resp. a gauche) de [

en X, et est note flx,) (resp. falxe) resp. folxq))
» La fonction f admet en x; le nombre derive ['(x,) si, et seulement si, la fonction &
Jx) = fixp)

taux de variation admet en x,, une limite {resp. d droite, resp, & gauche), qui

définie par &lx) = — fixy) admet en x; la limite 0. On definit alors, par
bl 1]
contnuité, #0)=10,

On a alors :  fix) = flxg) +(x — xg)f(x5) + (x — xg)etx), avec lim elx) = &0) = O
I XN

La fonction affine [x — f{xo) + (x — x50 (xo)] est alors la fonction alfine tangente § [
en x,. Sa courbe représentative est la tangente au point Mlx,. f(x,)) a la courbe
representative de f.

o Lafonction [, quid tout x de ] associe. s'il existe, le nombre dérivé f(x)de [ en x. est

. il : x} . . df
la fonction dérivee de la fonction £, On utilise souvent la notation ; f* = d_
X
o La fonction [ peut i son tour étre dérivable pour certaines valeurs de [. On definit
S i Ty . A
ainsi la dérivee seconde de 1 ()Y = " = e

dx
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Le signe de la dérivée seconde de | permet de préciser le sens de la concavité de la courbe
représentative. Ses changements de signe correspondent d des points d'inflexion (voir
Achvile 2, page 235),

s De proche en proche, et par le méme processus, on définit la deérivée n-icme de f

&'/

(ne™*), et 'on note ;(f" My = " = T
X

2. PROPRIETES. REGLES DE CALCUL

» Soit f unefonction definiesur un intervalle I.Si [ est dérivable pour une valeur x,de [,
alors [ est continue en xg.

« Soil [ une fonction definie et derivable sur un intervalle I. On sait que :

— sipour tout x de I: ['(x)=0, alors [ est constante sur I;

— sipour tout x de I': ['(x}) =0, ulors [ est croissante sur [;

— sipourtout xde [ : flix)=< 0, alors [ est déecroissante sur [.

o Une fonction [ déhnie sur un intervalle [ est strictement croissante sur [ si elle est
croissante sur [, et s1elle n'est constante sur aucun sous-intervalle de I non reduit 4 un
point. Il en resulte que la derivee d'une fonction strictement croissante sur [ peut
s'annuler, 4 condition gue les valeurs annulant cette dérivee ne constituent pas un sous-
intervalle de [. (C'est le cas. par exemple. de la fonction [ telle que  flx}= x + sin x
(figure 1))

Vi

=Tl x

Figure 1
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Dxans le cas ou ladérivée [ d'une fonction strictement croissante sannule en x,,, onest en
présence d'un point d'inflexion a tangente paralléle a (Ox) (hgure 1).
On aurait bien evidemment les mémes résultats avec une fonction décroissante,

o Les propriétésci-dessus ne sont pas valables pour une fonction definie sur un ensemble
iy : R 1 | ]

qui n'est pas un intervalle. Par exemple, soit fix)=—=. Ona [(x)= ——, etla
X X

fonction dérivée est négative pour tout x de Pensemble de définition [B*. Cependant cette
fonction n'est pas decroissante sur B* (par exemple f{— 1) < f(1]).

" ; |x| i, ;
De méme, la fonetion g telle que glx) = i une derivée nulle pour tout x de B* mais
1.
elle n'est pas constunte sur B*,

e Les régles de calenl des fonctions derivées sont recapitulées dans le tableau ci-contre,
ot u et v désignent des fonctions définies sur un intervalle convenable,

Exercices d'application

i. Determiner la fonction derivée . et |f) fixl=In(x + v’;-"! — 11
comparer son ensemble de délinition D' avee '

Vensemble: de dﬂiili“" Pdej 2. On considére la fonction polynéme P telle
a) fixy=JxE— 1 que
2a = i 5 3 5 i
Bl fix) = e =1 Plxl=a-+bx +cx® +dx” +ex™,
1] Péterminer les fonctions dénvées successives
gl i)y =0l | L+=|; o
| =
: i d” pour neq L2,3.4.5.6 .
: X+ x—1 3 _ .
dj flx)={In— 1 i — i Calculer fes coelficients a, b. ¢, o et e en lonction
3 ; it des waleurs prises en U par ces fonctions
g) fix}={1 + cos xj""" dérivaes,

3. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. DERIVEES PARTIELLES

Activité

L aire § et le volume V d une boite de conserve cylindrigue dépendent de sonrayon R et de sa
hauteur h. C'est pourguoi nous les noterons S(R, hyer VR, k).

1" ay Caleuler S(R, h) et VIR, h).

bH) Etudier et représenter praphiguement les fonctions S{3. hy et Vi3, h). Préciser leurs

fonctions dérivées, et représenter les deux courbes sur le méme graphique.

¢) Méme guestion qu'au b) powr les fonctions S(R. 10} et VIR, 10,

2° @) On suppose que le volume de la boite est de 100 (enem ™). En déduire hen fonction
de R,

b) Erudier fa fonction SIR. h{R)) qui donne [aire de la boite en fonction du rayon R, pour un
volume constanr de 100w em?,

3% @) On suppose que l'aire de la boite est de 80m (en em?). En déduire h en fonction de R.
b) Erdier la fonction VIR, W R)) qui donne le volume de la boite en fonction du ravon R,
potir une aire constante de 80w cm?,

s L¢tude de nombreux phénoménes nceessite la prise en compte de plusicurs grandeurs.
(’est ainsi par exemple que are d'un rectangle dépend de sa longueur L el de sa
largeur [ De méme, le volume d'un cylindre de révolution dépend de sa hauteur h et du
rayon K de sa base.
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{a, b)eB?

Sivix)£0

Fonerion
reciprigue
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o Une fonetion f de deux (resp. trois) variables reelles est une application d'un sous-
ensemble D de B? (resp. B*) dans B. On note simplement :

fUx, ) = ftx, y) (resp. fi{x, 3.2)) = fix. », 2))

e Soit { une fonction de deux variables réelles x et y. Pour chaque valeur y, de y, la
fonction [x — f(x, yo)] est une fonction numérique d'une variable réelle. De méme, pour
chaque valeur x; de x, la fonction [y — flx;, y)] est une fonction numérique d'une
variable réelle. Ces fonctions peuvent ou non étre dérivables. On donne la définition
survante :

DEFINITION

Soit f une fonction de deux variables réelles x et y. Onappelle dorivée pareiclle de f par
: 4 ; ; ¢
rapport a ku premicre variable, et 'on note f, ou ﬂ—f , la dérivée de la fonction d'une
o
variable [x + f(x, ¥)], ou p est considérée comme constante.

S
On définit de méme la dérivéee f) (ﬂu fc:i) de f par rapport 4 la seconde variable.
.:}"

REMARQUES :
1" 51 f est une fonction de trows variables reelles x, v et 2, on déhnit de méme ;
e e ;
o = '_w: derivee de [x+= f{x yoz2i], avec y et z constantes;
(8
o [ =—1: deniveede [y flx; y,z)], avecx et z constantes;
oy
S ’
wi = - deriveede [z = flx, y, 2)], avee x et y constantes.

i
2¢ 5i f est une fonction de deux variables, on a

rr,l_-xu -+ h, _'I-"nb =, ,ﬁxg- _!"n]

v s d S, yo) = fixg, Vo)
B ] e ] rllj_l-aa SO it £ L i P

= )i

I x=xn XN —2Xg
< . L Yy = 1 — Jixaim) " g ) — Fxa: ¥a)
Sl %gu¥g) = lim %o Yy & 1) — J1xo. Yo) = lim X9 ¥) — J{Xo. o !
k) h ¥y=¥o F—=>o

3* Les fonctions 5. [, f sont des fonctions de plusieurs variables qui peuvent gdmettre & leur
tour des dérivées partielles,

Exemples ;

1* Soit flx, ¥)=x"y. Ona: fix, y)=2xp et [fix y)=x%

2° Soit f(x, ¥, 2)=Xx1ny -+ :x;_ ~cosz. Ona:

X
|

o

i Xy .
v JalminEl= —= Hein s

P

]

Ly 2 =Iny +2; fiix, v, 2=

Exercices d'application

L. Determiner les dérivées partielles de la | d) fip. ) = pe’;
fouction f.

a) fix, ¥ xp— 33x;
B) fix, 1, 2 =Inix+y+ ) - N
O ferd) = Zeesiik 3 LD S

e) fix, ¥, 2) = (sin x)*;

Il
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4. On donne : i : &
N (1) quelonnete [7, =— { :
fix, y)= x4 + P X +eos 3 U'qxz}}
a) Déterminer fix, ¥) et flx, v (fi)x quelonnote [ = ﬂ].rﬁx;
i) Béterminer - o Je r v &
; ; R0y ([ quelonnote [h:=- {
(f3k quelonnote [ls=—=x: oy
ax

Fonctions composées

Soit f une fonction de deux variables x et y,etsoit x = @l(t) et y = ¢fr). Lalfonction g
definie par  glt) = fleplt), i)} est une fonction d'une variable,

Soil t, un réel tel que ¢ et | sotent dérivables en t,. ct tel que la fonction [ admette des
derivees partietles continues en x, = pltg) =ty = lry).

Dans ces conditions, etudions la dérivabilité de g en 1,. On a ;

H'_{” - ilig) _ Sleple), wit)) — flepleg) rity))

=g [—Ip
- flapltl, ile)) — fleplig) wie)) = flapltg), Wir)) — flepltg), Wilty))
- e =
Or Stolt), vy = flpltoh (1) _ flol). y0) = flelte), ¥io) elt) — ¢lty)
[— 1y @) — ofty) ST

Les fonctions ¢ et o étant dérivables en ry sont continues en 1. Donc :
lim @ft) = @lty) : lmaydt) = ieg)
==y

F—=Ig

Nous admettrons guil en résulte que :
ling L1200 = flolty), ¥i0)

g g f“

= fﬁ‘F”uL‘ﬁ“ﬂ” - @)

On prouve de méme que :
fim L1@lte) ¥At)) — Slalto). ¥ta))

i et {11 !' e !.’J

= [iliplrah Wits)) « (2a).

Il en résulte que :
gltg) = Flgliahbltg))  @tg) + Sfolioh ddn)) - gig).
dg _afdx  ofdy

Soit: = S
di dxdr dypdt

Exemple ;

Supposons que f(x, ¥) = x1. On a alors glr) = plr) . 1),
Or: fix,v)=1wx et [ilx.y¥)=x Done: ¥i(t)j=yt)e1t)+ o).
On retrouve ainsi la régle de dérivation du produit.

Exercices d'application

5 On poese fix. v)=x' Déterminer les | Supposons que la relation fix, y) =0 deéhnit
fonctions derivees particlles /| et /. une fonction @ : y = plx)

En déduire ka dérivée de fa fonction g déhme par
git) = lcos )t

6. Soit f une fonction de deux variables.

d) Déterminer la dernivee de la fonction p, tn
utilisant e fan que  fix @x) =10, et en
fonction des dérivees particlles (7 et [

b) Appliquer a8 ¢ —¢* + xv = f{x, ¥) = 0.
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Il — ACCROISSEMENTS FINIS

1. INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS

e Soit [ une fonction définie et continue sur un intervalle fermé borné [a, b] (a < b), et
dérivable sur l'intervalle Ja, b[. On suppose en outre gue f° est bornée sur l'intervalle
Ja, B[, cest-a-dire qu'il existe des réels m et M tels que, pour tout x de Ja, b[, on ait :

m< [{x)< M.

Considérons alors les fonctions g et k définies sur [a. b] par :
glx)= fixy—mx ; kix)= f(x) — Mx.

Ona: gix)=Ffx)—m ; Kix)=j1{x)— M.

Compte tenu des hypotheéses, il en resulte que :

— pour tout x de Ja, b[. g'(x) =0, donc g est croissante sur Ja, b[;

— pour touwt x de Ja, b[. Afx) <0, donc k est décroissante sur Ja, b[.

D’autre part, puisque g est somme de deux fonctions continues en g, ¢lle ¢st elle-méme
continue en a, et : lim g(x) = gla).

ATl

Supposons qu'il existe un x, de Ja, b[ telque gla) = gix,). Soitalors &= gla) — glxg)
Compte tenu de la continuité de g en a, 1l existerait alors un réel sirictement positil x tel
que, si x est élément de [a, o+ =, alors [gla) — g{x)| < & Clest-d-dire :

glxie Jgla) — &, gla) + &f.

Or: gla) — & = glxy). Parsuite, pour tout x de [a. a+ z[, on aurait : glx) = glxg)
Ce resultat est contradictoire avec le fait que g est croissante sur Ja, b[, car I'intervalle
la, a + x[ contient des élements de intervalle a, b[.

I est donc absurde de supposer que gla) est strictement supérieur a gix,).

[l en resulte que ¢ est croissante sur [a, b[

On demontre ainsi, et de mamére analogue. que gy est croissante sur [a, b], et k,
décroissante sur [a, A]'"".

Il en résulte que : glh) = gla) ev  kib) < k(a),
clest-a-dire fihy — mb = f{a) — ma,
et : by — Mb < fla) — Ma.
. hy—f
Par suite : m= ;’1;. -J1a) < M.
y— ik

THEOREME 1

Soit f une fonction continue sur un intervalle ferme borné [a, ] (avec a < b), et
dérivable sur Pintervalle Ja, 4.
Si de plus il existe des réels m et M tels que, pour tout x de Ja. b[ :

m< f{x)< M,

m = &} — /@ = M.

h—a

alors :

YL lecteur pourra admettre ec résultat, en premicre lecture
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Interprétation graphigue

Soit € la courbe représentative dans un repére cartésien de la fonction [, soit 4 le point
Jh) — fla)
h—a
directeur de la droite (A B), Le théoréme 1 ci-dessus permet done de conclure que la droite
(A B) se situe entre les droites de coefficients directeurs m et M, contenant A. Comme on
peut reprendre le raisonnement en [aisant varier le point B, on peut conclure que toute la

courbe € se trouve enire ces deux droites.

On tiendrait le meéme raisonnement 4 partir des droites de coefficients directeurs met M
et contenant B,

En définitive, le théoréme 1 permet de conclure que la courbe € se trouve toute entiére
dans un certain parallélogeamme (figare 2).

d'abscisse a de €, et B le point d’abscisse b de C. Le réel est le coefficient

y=m(x —a)+ [(a)

. — )+ f(b)
fid pr=—nc /

[
|
|
|
i
F h ';

Figure 2

REMARQUES ©

¥ 1 faut constater que les points de la courbe © dont les abscisses sonl comprises enlre o' et b se
trouvent tous dans un parallélogramme analogue, et ce, quels que soient les réels o et b de
Pintervalle [a., A].

2° On peut Egalement remarquer

que, dans le cas o 'on connail le d
stgne de la derivée, une interpretation
analogue est possible, avee m =) cl (k)
M = + o pour une dérivée positive,

et m= —ao et M =10 pour uneg
dérmvée negative, a condition de
considérer que les droites paralléles i

(O vpont un-coeficient directeur infinm
(figure 3). On peut egalement enyisa-

ger une interpretation de ce type
lorsque la dérivée est simplement
majorée, ou lorsquelle est simple-

ment minorée,

(@) -]

=

Figure 3 » o 2} a b b
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2. THEOREME DE ROLLE
Danslecason fla) = fih). etsouslesconditions duthéoréme 1. ce théoréme permet de
conclure que m et M sont de signes contraires. Si la fonetion £ est continue, on peut dong
conclure qu'il existe un reel ¢ de I'intervalle Ja, b tel que ['fc) = 0.
Le résultat ei-dessous est plus géneral, car il ne suppose pas que la fonction [ est
continue. (Yaoir Activité preliminaire 3),
Theoréme dv Relle @

THEOREME 2 Soit f une fonction défmie ¢t continue sur Pintervalle fermé borné | a, A, et dérivable sur

Pintervalle Ja. b[.Si  f(a) = f(h). alorsil existe un réel ¢ de lintervalle Ja, 5[ tel que
fe) =0

REMARQUES :

1° Letheoréme de Rolle indigue gue, pour une fonetion dérivable sur un intervalle, entre deus zeros
de i fonction, il existe au moins un zéro de la dérivee, (Notons qu'il peut en exister plusieurs, et que,
parmi ces zéros de la dérivée, il en existe au moins un qui correspond & un extremum de la
fonction [.)

2* Linterprétation cinématique du chéardme de Rolle pour un mobile se deplagant sur une droite
de fagon que sa vitessed chague instant soit definie. est que le mobile M ne peut rebrousser chenuin
sans gue sa vitesse s'annule,

Interprétation graphique

Soit I' la courbe représentative de la fonction f dans un repére cartésien, Soit A et B les
points de I d’abscisses respectives a et b, Le théoréme de Rolle permel de conclure que, si
[ est continue sur [a, b], et dérivable sur Ja, h[. et side plus f{a) = f(b), alorsil existe
au mains un point C de [ compris strictement entre A et B, et tel que la tangenteen Ca I
soit paralléle a Uaxe des abscisses (figure 4), ¢'est-a-dire paralléle 4 (4 B),

fla) = f{b)
fla) = f(b)
| |
i |
1 | -
(] (9] i hox
Figure # Figure 3

e La figure 4 illustre ¢galement le fait que la dérivabilité en a n'est pas nécessaire.

o Lafigure 5illustre le fait que la condition de continwité de [ sur [a, h] estindispensable
pour pouvoir conclure.

o La figure 6 illustre le fait que la condition de derivabilité sur Ja, h[ est indispensable
pour pouvoir conelure.

o Lafigure 7illustre le fait que la condilion f(a) = f(b) estindispensable pour pouvoir
conclure.
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Ha) = f(b)

Vi

Jib)

Figure £

la hgure 8.

|
|
I
|
I
|
|
|
i
i
1
b

fa) .
[
i -
0 (1 a X
Figure 7
s i M
e Les conditions du théoréme de Rolle
sont des conditions suffisantes pour gqu'il F(h) B
cxiste un point € de l'arc AB ou la '
courbe admet une tangente paralléle a |
I'axe des abscisses. Mais ces conditions I
e sont pas necessaires, ainsi que Fillustre l
|
| A | |
Sla) - v
i I |
| : |
Lo L LA
0 Fi Bx
Figure 8 »

Exercices d'application

Préciser si la fonction [ salisfait sur
Pintervalle [a. 8] aux conditions du théaréme de
Rolle. Sioui, déterminer explicitement les réels ¢
tels que  [Mle) = 0, Dans tous les cas, illustrer

graphiguement,

a) ,Jr.{.ﬂ=t‘"'x1!. 15[ Sl i].

f1) ”.ﬂ =B -'-'E[ |, ]]
¢ Sflxy=ln(l+Ixl)k xe[=1 1]

d) fix)=tan x xe| 0, 5[1

|4

puis  xe| ?EIJ

¢} fix)=cot x, Ve % g:|

e 1 _C' 4 4
f).:l—E]ﬂx. ¥ Encd

H. Spit [ unefonction non constunte, continue
sur un intervalle ferme borné [a, b]. derivable
sur lintervalle o, h[, et telle gue

flay = f{b) = 0.

Soit k up réel. En appliguant le théaréme de

Rofle 4 la fonction g délinie par :
gixy =2~ fx),

prouver quil existe un réel ¢, elément de Ja, b
tel que : e

fler

9. Soit { unefonction non constante, conlinue
sur un intervalle [a, + oo[, Yérivable sur
lintervalle Ja, + cof, et telle que

lim fix) = fla)

a) Soit x, un élément de Ja, + [ tel que
fixg) # fla), soil j unréel stnctement compris
entre f{xg) et fla). Prouver qu'il existe deux
récls vy et xg tels gque:

e y=1lxs)=unr,
b) Endéduire gqu'il existe un reel ¢ de l'intervalle
Ja, + o[ tel que  fic)=.0.
¢} Enoncer le résultat obtenu, et illustrer
graphiquement.
i) Ftendre de fagon analogue le théoréme de
Rolle a4 une fonction f continue er dérivable
sur B, et telque  Iim  f{x) = lim fix)

=0 X ¥m
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3. THEDREME DES ACCROISSEMENTS FINIS

Dans le cas général, ou f{a) et f{b) sont quelconques, le théoréme 1 permet de conclure
fth) — fla)

—a
Dans le cas ou cette dérivée est continue, elle prend toutes les valeurs comprises entre ses
bornes, et par conséquent, il existe un réel ¢ de 'intervalle Ja, b tel que :

w41 = flal
Jie)= e

que est compris entre les bornes m et M de la derivee [

Le théoréme de Rolle permet de démontrer que ce résultal est valuble méme si on ne
suppose pas que la fonction f° est continue, On obtient ainsi le résultat suivant :

THEOREME 3

Theoréme des aceoroissements finis :

Soit f wne fonction définie ¢t continue sur Pintervalle fermé borné [a, b, et déri-
vable sur Pintervalle Ja, b[. 1l existe alors un réel ¢ de Vintervalle Ja, 5[ tel que :

fh) — fla) = (b — a)f'(c).

REMARQUE :

Le rhéoréme de Rolle apparail comme cas particulier du théoréme 3, dans le cas o fla) = fih).

Interprétation graphique

Soit I' la courbe representative de la yi
fonction f dans un repére carteésien,
Soit A et B les points de I" d'abscisses f(a)
respectives a et h. Le théoréme des
accroissement finis permet de con-
clure gue, si [ est continue sur [a, b]
et derivable sur Ja, b[, alors il existe
au moins un point C de I', compris
strictement entre 4 et B, et lel que 11h)
la tangente a I’ en C soit paralléle

a la droite (AB) (dmnt le coeffi-

cient directeur est M)

h—u
{figure 9)

Activité

S'inspirer des figures 5 da 8§ pour illustrer le fait que les conditions du théoréme 3 sont
indispensables pour pouvoir conclure, mais qu'elles ne constituent qu'un ensemble de
conditions suffisant powr la conclusion, mais non nécessaire,

Autre forme de la formule des accroissements finis

Soit [ une fonction continue sur un ntervalle [a, b), avee a < b, et derivable sur
Pintervalle Ja, b[. Quels que soient lesréels a’ et b telsque a <a’ < b' < b, lafonction
f est continue sur [a', b'] et dérivablesur Ja’, b'[. D’aprés le théoreme 3, il existe alors un
réel ¢ de lintervalle 1o, b'[ tel que : f(M) — fla't = (" —a’)f(c)
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Posons a’' =x, el b —a =h Toul réel ¢ de lintervalle o', b'[ peut s'écrire
¢ = Xy + Oh, o0 {)estun réel de Iintervalle JO, 1.
On obtient alors le résultat suivant ;

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, 6], avec « < b, et dérivable sur
. Pintervalle Ja, . Alors, pour tout réel x, de lintervalle [a, £], et pour tout h tel que
THEOREME 4 xy + h soit élément de [a, 5], il existe un réel # de Pintervalle 10, 1] el que :

flxg + k) = flx,) + hf(x, + Oh).

@ Exercices d'application

1. Préciser s1 la fonction [ satisfat sur | f) { 1) '“:‘ €0, I_;E xe[0. 2]
Pintervalle [a, 6] gux conditions du théoréme SRR .+ S 2ingl

des accroissements fmis, Si oui. deéterminer fix)=3x7, xe[0 1] 0, 2]
explicitement les réels ¢ tels que g fixl=x¥+2, xe]1,2 vell. 2

fil) = fla) = {h—a)f le):

1. Appliguer le théaréme des aceroissetents

Dans tous les cas, illustrer graphiquement. funis sous la forme du théoréme 4, a la fonction

@) flx)=x2—8x + 12, xe[0. 17; e e

B i) =x—3x+2 xe[l, 2]; Préciser la fonction 0 dans chaque cas.

¢)  fix)=2x +sin x, xe [0 n]; @) fix] =ax? 4 bx + ¢. Interpreter le résultat
7 o 0,21 ublenu.

d)  Jlx= /11 =2, xe[0, 2§ by fix)=1In[1 +x):. avec. x;=1;

¢ flx) = \fx_z +Fdx4+d =1, xe[2]; ¢l fix)=a + bx + ce'. Montrer que # ne
xe[— 2, 0]) [ dépend pas de x,. Interpréter graphiguement.

V. — APPLICATIONS

Les theorémes rencontrés au § 11 ci-dessus comportent de nombreuses applications
pratiques et théorigues. Nous nous bornerons a explorer guelques applications du
théoréme 1. lequel peut étre. d de nombreux égards, considéré ¢comme fondamental, 1l
permet de préciser de nombreux encadrements.

1. CALCUL NUMERIQUE

Connaissant un encadrement des valeurs de la dérivée de [ sur Uimtervalle [a, b]. les
théorémes 1 et 3 permettent de préciser un encadrement de f(b), connaissant fla).

W Exercice résolu

Donner un encadrement de /10001, en wilisant le théoréme des accroissements fmnis,

On pose flx)=/x, a=10000, b= 10001

On a donc  ['(x) =- : —_ et par suite, pour tout x de |, b] :
25/ %
< fix) < I
e X —_
2,/10001 200

T |
< /10001 — 100 < —.

Il en résulte donc gue : 200

|
2,/10001
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| 1 .
Or: /10001 < 101. Donc: Eﬁf’.{m Par suite ;

|
]L‘}[}+-_E-:: 10001 < lﬂﬂ+ﬁ

Soit : 100,004 95 < . /10001 < 100,005,

Exercice d’application

18, En utilisant le théoréme des accroissements | a) In (e® — 1); b) g 10001,
Jmis, préciser un encadrement de chacun des | ¢) cos 48% (Attention d la divivée de la forction
reels suivants ; [x — cos x"].)

2. APPLICATION A DES RECHERCHES DE LIMITES

Exercices résolus

I — Appliquer le théoréme des accroissements finis a lu fonction In entre deux entiers n et
n+ 1 strictement positifs.
1

. |
En déduire que la suite (8,) définie par S, =1 + T 3 + ..t : diverge vers + a0,

Soit flx)=Inx Entre a=n et b=n+ 1, lafonction [ satisfait aux conditions
du théoréme 1.

1 1
On a donc ; ———<Inn+1li—Inn<-.
n41 n
En effectuant la somme membre & membre des inégalités ;:ndlﬂguu pour les valeurs | a

n— 1, on obtient :
Soi—l=lhin+1)<8§,.

Or: lim In(p+ )= + oc. Hlenrésulteque: lim §,= + o0,

= o it an

1 — En utilisant la formule des aceroissements fimis sous la forme du théoréme 4 avec

In CO5 X

xp =0, érudier la limite en O de la fonction f telle que  fix) = =
. . - SN X
Soit gix)=Incosx. Ona: gixl= — ;
s X

Donc : g(x) = g(0) + xg'(0x), avec He]0, 1[.
Or: gi0)=In1=10. 1Ien résulte que :

Comme @ est borné: lim fx =0, et comme g’ est continue en 0

X ==}

Ii_fr‘l] f(x) = g0y =
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Exercices d'application

13, En utilisant le théoréme des accroissements | 14, Etudier la limite de f en 0

JSmis, appliqué a8 une fonction bien choisie, e

etudier le comportement en + o de la suite (8) | a4) f(x) =

definie par : sin x
l 1 1 LI _ X —sinx
= 4 4 =Yy o | ) = ——.
A T T aha T i e A S T

3. THEOREME DE PROLONGEMENT DE LA DERIVEE

Soit [ une fonction continue sur l'intervalle [a, b] (avec a < b), et admettant une
fonction derivee definie sur l'intervalle ]a. b|. Supposons en outre gue la fonction |7
admet en a une himite [ (leRu { — a0, + o0 } ),

D'aprés le théoréme 4, pour tout h de Uintervalle (0. b — a[, il existe un réel # de
I'intervalle 10, 1] tel que :

Sla + h) = fla) + hf'(a + Oh).
fla+ h) — fia)

[l en résulte que : = [la + Oh).

]
Or: lim(a+ ) = a.
dy == iy
Donc: lim fa+ 6h=Ilm [(ix)=L
=0 x—a
. . Ma+h—71
Par suite ; lim Jia + 8= Jia) =,

s h

Ou encore, en posant : h=x—a: lim M =/,

x=a X =

THEOREME 5

Soit f une fonction continue sur un intervalle [ a, 5], et dérivable sur 'intervalle ]a, b[. Si
la fonction dérivee /' admet au point a une limite /. alors on a également :
i L) = @

X i — i

REMAROQLIES :

1% 1l va de soi gue le résultat ci-dessus s'appligue également au point b

2* On peutl démontrer le theoreme 5 en utilisant sculement le théoréme 1, et en constatant que, si
mih) et M{h) désignent respectivement les bornes inférieure et supdricure de la fonction [ sur
lintervalle Ja, a + A, alorson a lim mih) = lim M) =lim f'{x) = L

h=0 h—10 =y
3 1l est important de constater gque la réciprogue du théoréme 5 est fausse. Il peut en effet se faire
gu'une fonction f soit dérivable en a sans que la dérivée n'admette de limite en a. Soit par exemple

la fonction f définiepar  f(x) = x7 sin 5 el fil)=0. Lalonction (estderivablesur R.Onaen
x

effer ;

: 4 I
— pour x # 0. (¥} = 2xsn S==F0R o

(x)— f10) 1
BN S ) I S
E =0 ¥—0 x= 0

Cependant la fonction [" n'admet pas de limite en (4
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Interprétation graphique

Sout I" la courbe représentative d'une fonction f, continue sur un intervalle [a, b] et
dérivable sur lintervalle Ja, b[. Alors, sila fonction dérivée " admet une limite len a, la:
courbe I' admet au point A de coordonnées (a, flal), une tangente de coefficient
directeur [, si | est un réel. et une tangente paralléle 4 (Oy) si ! est infini (figure 10).

Vi ¥
g e e
Sla) - ()
I
| /(@
1 | = -
Q| a h X ) X
Cason Iim fixj= — o Cas oo lim ()= 4+ oo
a et lim [Tix)=4+x /] el im [ (x)= —o@
& —= b X ==

Figure 10

B Exercice résolu

Etudier, au voisinage de 0, la courbe représentative de la fonction [ défnie par :

, xInx—x
fix) e
: x4+ Inx !
Al (x)= i [x)=—. Et: 1l fx) = — oo
Dn B _lu:rl!I j{"j {} -IF !t} {x + I'" ; .Ii—*“;l:l f It' o

Il en résulte que la courbe représentative de [ est tangente a l'origine a laxe des

ordonnées,
fix) Inmx —1 f(x)

Remarguons gue I'on a : ——. Et: lim—= — oo
X X+ =0 X

EEMARQLUE :
fix)— fla)
VT

X —a
(¢tude directe ou ¢tude de la limite de [“(x) en x = a). On choisira la plus rapide, ou la plus simple.

Pour étudier la limite en a de la fonction | x ., on dispose de deux méthodes

Exercice d'application

15. Dans chacun des cas suivants, déterminer _ X 3| 3 g
la limite fen ade la fonction f, puis la limite en a €] flx)= 7o (2nx=3), a=0"
flxy—1

de la fonction g définie pur gix) = S

n’
= —— T Lo
@) flx) = In lcos x|, d=10; d) fix)=¢ cos X, = 5

' Iy -t
b _ﬂx?=(l——-) ex, a=0",
X
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EXERCICES ET

DERIVEES ET DERIVEES PARTIELLES

Dans les exercices Va 12, on demande de calewler fa devivee
de la fimetion

] e _.
. fix)= S 2. fEi=siye™n
In cos x

1, flx) =sin® x sin &%

4, fix) = /1 + tan® x + 1an* x.

R fikf=r———=u,
Jx %
]
6. fixi=n ——M0 ——.
X x*—1
7. fly=lnx+ JfP =] —— L=
fxt — 1

K Jlx)=In(e*cos x+ e %sin x)

F

9, fixi= (l + tan x tan %) cOs X.

(1 4+ smx)®
sin xl! — sin x)’

0. fixi=

T s e s L AR L T
I'—sin x | —cos 'y

Soit £~ la fonction eéciproque dé la fonction [ (on
suppose crablie Vexistence de cette fonctionréeiprogue sur
urtintervalle 1 ). Danslex exercices 13 g 16, i demande de
préciser {a dirivée de la fonction [~ ¢ 17! figwre dans
Pexpression de (f ~ ') (x), mais on s'en affranchira chaque
fois gt possible).

. QI'I"E'_:
13, Jia) =2t 4. Jlay=——r—
I S
15 fix)=¢"'—e "~ 16. fix)=3In =
27 —x

Dans les exercices 17 a 22, on demande de determiner les
derivees partielles d ardre 1 et d'ordre 2de la fonction de
plustenrs vartables £ En dédwire ladévivee de la_fonction
nmerigue .

17. .-r‘.‘-"‘-': .l"' - En‘—:}: ‘PE” = ptinr= 2:-‘_

18, fix, yh=In (et + %) pft) = In (& + ™).
19, fix;yi=x%1n (1) = e In cos 1,

2. flx, ¥} = cos.x sin y;
T} = cos (sin 1) . sin {cos 1)
21, fix, o3 =xu2 2 In'x + sin g

1 - ; o |
pltf=—¢"" + ./ttt + sin 2
F )

=
Fed

fix. v, 2) =sin x:In (y + cos:z);
plt) = sm ¢! In (sin & + cos ).

PROBLEMES

23, 1° Soit f la fonction : [x -+ /
Calculer sa dénvée premuére f° et vénfier la relation

21+ 22 (=) = fix)
2 En deduire que la dérivée seconde " vérihie la
reliation :
A+ 23 4 k) = fix) =10,

24. Soit la fonction : [ =[x — sin® x].

2 Caleuler f* et [

2" Eiablir entre [ et {7 une relation independante de x:
3 Mémes questions pour la fonetion :

g =[x = cos® x].

it
N

Caleuler la derivee seconde de la fonction
=[x 3eos (2x — D)4+ 55in (3x + B
26, Calculer la dérivée d'ordre 10 de la lonction @

f =[x+ 5m2x].

Pt
=]

Caleuler la dérivée d'ordre 49 de la [onction ;

i

; K
X 85IiN— .
1

8. Calculer |2 dénvée d'ordre 3 de' fa fonstion
[ =[xraem ]

29.  Demontrer gue la dérivée d'une fonction paire est
une fonction impaire, ¢l inversement

M. Démontrer gue la dérivée d'une fonction périodi-
que est une fonction périodique de meme période,

31, Trouver une fonction pelyndme P qui soit égale au
produit par un nombre 4 du carré de sa derivée
(Déterminer d'abord le depre de P}

32, 1" Pdésignant une fonction polynome de degre n.
quel est le depré de sa dérivée dordre p — |
R=sps=n+ 1)

On gppelle £ cette dérive.

2% Déterminer poen fonction de n pour gue Fon ail
Iegalite ;

YxeR Pix) = A[Q(x)]" i1

A étant une constante.
3" En deduire la forme du polyndme P overifiant la
relittion (1),

33 Onpose Plx) =S +ax® + bx + ..

I" Determiner li constante b pour que I'on ait @

Pla) + kix — DP{x) 4+ (31— DP{x) =10,

> Calculer les coefliicients a, h, ¢
3* Démontrer que Plx) est divisible par (x —1) et
calculer le quatient.

. ) ) M I = _;(5'
34, Soil la foncltion : f =] X 7 !
=

1% Caleuler sa dérivée dans B — \ 1 1.
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2* En deéduire I"égalité :
| — 5% + 4x°
I 2%+ axd o ded= o T
(1 —x)°

3% Géneraliser le résultat précedent 4

L+ 254 3x% + . d-nx" L
puis d: 2+ 65+ 12x 7+ L+ onla ok Lt
35, 1® Ecrire la formule qui donne le développement de
1+ )
2 Deriver les deux membres par rapport 4 x el

remplacer x par | dans le resultat,
#* En déduire

1426, +3CI+ .. 4 (n+ 1)C)=2""Yn+2)

36, Trouver un polyndéme de degré n tel que :
A

Plx) + Px) = ;;—I_

et de

A7, 1" Calculer la derivée n-igme de l
X4

1
x—1
2x

2° En déduire la dérivée n-ieme de —

o e

A8, Seat f une fonction numérigue indéhniment
derivable sur un intervalle 1. Calculer la dérivee n-itme
de la fenction ¢ telle que  gixh = xf(x) (pour e R,
En deduire la dérivee d'ordre n + 1 de la fonction f,
definie par  fi(x)=x"In x.

{On remarquera que  [(x) = xf,_ xk)

FORMLULE DE LEIBNIL

Y. Soit u et v des fonctions numériques indéfiniment
dérivables sur un intervalle [
Montrer que la dérivés n-iéme de uv est donnée par ;
#
()™ = Z CPutPhn =81 ¢ formmle de Leibniz ).
p=g

Expliguer Vanalogie avec le bindme de Newion,

40. 1Y On pose fix)=(x* = )", n entier naturel,
Démaontrer que l'ona (5 — 1)/1x) = 2nxf(x).
2% En dérivant (n + 1) [ois les deux membres de cette
relation. par ia formmuile de Leifmiz, démontrer que, si l'on
appelle g la dérivée n-iéme de f, ona ;

(%2 — Dg"(x) + 2xg'(x) — nln + 1)g = ) (2}

Application. Former g pour n = Zet n = 3, et verifier la
relation (2} pour ces valeurs de .

e : I
4. ° Soit lafonction: [ =]|x— 3
1 +x

Culeuler f'(x) et f"ix).
Demontrer, par récurrence, que la derivee n-iéme est
définie par :

PAx)

e
i1+ %3y

A k%) =

ou Plxhest un polyndme de degré n,

Demontrer gue ['on a ;
Poodx) =1 + 28Px) — (20 + 2P, Lx). (h
Forimer ©  Fi. 3. . P

2" En dérivant n fois le produit  fix)(1 + x*) par la
formule de Leibniz, établir la formule (2) ¢

Pux) + 2uxP,  dx)+ min— D1+ 58P, _q(x) =0 (2

En augmentant » d'une unité dans (2) et en tenant
compie de (1), démontrer que :

P+ ntn+ 1302, -, =0 3

3% En utilisant les relations obtenues, démontrer gue :

{1 + x5, = 2nxP, + nin + 112, = 0. {4}

Verifier les relations (2), (3) et (4 pourn=3etn=4.

42, /° Onpose flx}= /1 + x°.

Deémontrer que l'on a (1 4 x*)1'(x) = % f(x).

2 Caleuler les dérivee (n + L-icme des deus membres
par la foraude de Leibniz et en déduire

(F 42" 3x) 4 (20 + Daf'" " Hix)
+(inf — 1) "% = 0.

Démantrer que toutes les dérivees d'ordre impair sont
nulles pour x = 0.

43, " Calculer 1a dérivée n-iéme de s
f=[x—{x—afix— "l

en utilisant la formule de Leibniz.
2 Remplacer b par a dans le resultat obtenu et
comparer avec le caleul direct de la dérivée n-idme
de (x —ap"
A" En deduire
L HCHT +IED 4 +(CO)F

2midn =11 L

!
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PROPRIETES DIVERSES.
THEOREMES DE ROLLE
ET DES ACCROISSEMENTS FINIS

44. 1o théoréme de Rolle alhrme que, sous des
hypothéses convenables, entre deux 28ros consécutifs
de f, il ¥ a au moins un zéro de . Que peut-on dire
inversement des zéros de [ compris entre deux zéros
consécutils de sa derivee 7

45. Boit { une fonction numérique définie sur un
intervalle [, et admettant sur [ une dénvee [ et une
dervee seconde [ continue.

a) On suppose gue lequation  f{x)=0 admet
exactement deux solutions & et b sur [, Prouver gue
) (b) < 0.

b On suppose dans cette question que f{x) sannule
pourexactement frois valeurs g, et cde 1. Prouver gu'il
existe au moins un reel 4 de [ tel que  [7(A) = (.

46. Soit [ une fonction numérique continue ¢l
dérivablesur [ = [a. b], ettellequ'il existeun réel xde
la, B[ pour lequel [iz) =0 On considére deux
reels ey et extelsgue <o, < <y < b Appliquer
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le theéaréme des accroissements finis & la fonction F telle
que F(x)=(f{x))* surlesintervalles [c,, =] et [= ;]
En déduire que f(x)/'(¥) change de signe enx
Interpréter praphiquement,

47, Soit f et g deux fonctions numerigques déhnies et
continues sur un intervalle o, B], et dérivables sur
Ju, B[, On suppose que les fonctions [ et 4" n'ont sur
Ja, b[ aucun zéro commun, que g n'est pas la fonction
nulle sur Je. b[. et que i) # wlb)

1" Diterminer h: réel 4 el que la fonction g, delinie par

plxl = f{x) — dgix)
sont telle que  gpla) = @b,
2 Prouver gu'il existe au momns un réel ¢ de Ja, b[ el
E|L1I3 H
jlh] - Hu; Fel
{Hh] - e;!u} q'h'] i
3 Caleuler ¢ lorsque  f{x) = cos x et g(x) = sin x.

Montrer quiil peut exister plusicurs valéurs de e,
4% Caleuler le réel ¢ lorsque ¢

flx) = = 3x et gix)=x—=2x,

avec get btels gque (o — 1Hb— 1) =0, Veérilier que
e — al{e — by =10,

44, Soit [ et g des [onchions continues sur un mtervalle
ouvert 1. Soit a un element de 2 On suppose que f et g
sont dérivables sur 1~ | ay), que g'(x)ne s"annule pas
sur I~{a}, etque f(ab=gla)=0 En utihsant le
théoréme des accroissements finis sur Fintervalle [a, x]
(pour xel), prouver que, sic

S

: X
alors : lim——= |
| Ii.ﬂ.‘l..

Prouver gue la réciproque de la propriéte g-dessus est
fausse, enétudiant lecas  f{x) = x* sin—, f(0) =0; et
gix)=sin x, pour a=1{}

44, ' 1° Seit [ une fonction dénivable sur unintervalle |

confenant un réel xq.
al Etudier la limite en O de la fonction :

[h n, ,F‘ Xy + I i _IFI{_\“ — ]”}

2h

A g * Al
B Etudier le cas ou = fix)=xsin —; fi0)=
s

La fonction [ est-elle dérivable en 07 Que peut-on
conclure?
2 Lafonction [ ctant derivable deux fois sur [, etudier
la limite en 0 de la fonction ¢

[ flxg + k) + flxg = h) = !f‘txn}"

B —= .

it

| S0. Soit / une Tonction numerique. dehnie et continue
“sur un intervalle [a, b}, dérivable sur [a, B[, et dont la
deérivée [ est strictement croissante sur [a. &L

I Deémontrer gue, pour tout x de Ja, b], il existe un
réel ¢ umque de Ja. [ tel gue :
fix) = fla) ={x — a)f o).
2 Pour tout réel ¢ de g, b1, on pose
— e
il = Stk — [ ]_
b=

Montrer que la fonction ¢ est strictement croissante sur

T, b].

51. Soit [ une fonction numérigue n fois dérivable
sur B et sannulunt  pour on valears  réelles
Xy < Xy < ¥y << X, Soiteunreel différent deces n

valesurs.
On pose  glx) = Sl = Ko — e — 9] il = 2,0
ot k= 1)

o — X ) (=50
Demontrer qu'il existe un reeld de lintervalle Jx,. x, [
tel que @A) =10
En deduire que, pout tout réel 2 il existe un réel 2 de
1% 21 elidue: )
A

flz) =tz — X hix — x3) o {2 — x,) et

5. Boit { une application surjective. dérivable. de
Fintervalle [a, B] sur lui-méme. Démontrer gu'l existe
des reels x,, xa, Xy, X de [, b] tels que |

]
J firy de = fi ) (xa)lxs — x4

53 On considére une fonction numérigue | définie et

deux fois dérivable sur Tintervalle [a. ], et telle que

fla) = fib) =1k

Sout ¢ un réel de Ja, b Onodéfinit la fonction o par
{x —alix —b)

> _Hr.l

Phx) = .I'-r —dlie— h)

En apphquant le theoréme de Rolle aux fonctions  f,
et fi definies par - "

filx) = [ix) — glx) et filx) = (%) — o(x),

démontrer qu'il existe un réel § de lintervalle Ja, h[ tel
que :

Jlck = ; lc —alle = By

24, Soit f uneapplication de [0, 1] dans R, dérivable
sur [ 1] telle que :

]
[ St de = [0y = f(1).
I'I

Démontrer qu'il existe deux reels x; et x; de Nintervalle
J0. 11 tels que: fixp= Mx) =10

55.  Soit { upe Tonction numérique définie et continue
sur lintervalle [ =[a b], deux fois denivable sur
Ta, BE, telle que  fla) = fiB) = 0, etque, pour toal X
de Ja, b, fiv) =00 Soit M la borne supéricure de f
sur 1,

I* Deémaontrer qu'il existe des réels o et oo de lintervalle
Tu. B[ tels que

4M

.f”!t.ﬂ—f!:-.i:'-"—h_ =
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2" On supposc que la Tonction J" est continue sur [, ¢t

10

gue miégrile ——— % canverge (voir page 180),

i,

Montrer que l'on a alors |
h s X 4
U“Mu; \
R h—u

Sh.  Soit [ une fonction numerique continue dérivable
sur un intervalle [a, ], et 4 valears dans B%. On pose
[le)
mfe)=—-— "ecn-b).
flc) L. 0]

Démontrer qutil existe ¢ tel que:

'r ”JJ 3 Eﬂl — anie]

flal

57. Soit [ une fonction numeérigue deuy ois dérivable
sur Uintervalle [0, 17 et dont L dérivee est 3 valeurs
strictemeni positives sur [ 17,

{° Démontrer qu'il existe un réel 4 strictement positif tel
que pour tout x de [&, 1] ffal =4

2 Démontrer quesi f{0) =0, alars fix) = ix pour
tout x de [0, 1].

TERME COMPLEMENTAIRE

Dans chacim des exercices 58 a 63, appliuer le théoreme
des aecraissemonts finis sous o forme

Fixg By = fixg) + bfx, + fh), 0e70.1[.

Expliciter th en fonction de h et étudier sa limite lorsque
tend vers zéro (on pourra éventuellement utiliser lu
propriété faisani Pobjet de Uexercice 48.)

S8, fix) = 2x? 4+ 3x+ 10« quelcongue.

= |
50, X)) = —— == [k
Jixd e 0
, |
6l fix)=-; g RY.
2
6. fixi == Xo=1.
hZ.  fixk==¢T; x; =0
63 fix)=In {3+ x); xp = (L

64, Soit fix)=In(l + dx). ou ieBY.
|

Soit @ et b des réels tels que — - <a=h
8

Prouver qu'il existe un réel & unigue tel que :
fif — fla) = (h—a)f{z),
Déterminer 2.

65, Soit fix)=re% Soit g et b des réels tels que
a=h
Prouver qu'il existe un réel unigque o tel que :
i) — fla)y = (b —a)f{a).
Péternuner =,

6h, Soit a, b, o', B des recls tels que ae” =0, Soitmet
n des entiers strictement supérieurs @ 1

Soit fix) = (ax + b™a'x + 00"

mal’ + nha' h

Prouver que le rée gst compris entre —
il

ag{m 1)

el =
i

ENCADREMENTS

67. Enappliquant le théaréme des accrolssements finis,
déterminer un majorant de-l'erreur commise en prenant

200 pour valeur approchee de \;EU 001,

. Meémeexercice gu'd l'exercice 67 en prenant 1 pour
valeur approchée de | /(1.001)*,

A S . !
6Y. Méme exercice qu'a I'cxercice 67 en prenant 7
2

pour vitleur approchée de sin 0,78,

En utilisant le théovéme des gecroissements finis sur un
intervalle convenable, on demande, dans les exercices T
o 77 dencadrer e véel x,

0. x=m@2H). I x=1In27
T2, x =cos 35 T3 x=sin 44°
4. x =1g 9997 75 x=1In(e* + 3)
[
Th, x= —II_IT T x=—
9997 20402

78. Demontrer que, pour tout réel x de lintervalle

T
{},-j— Jond lan x z x.

79, Démontrer gque, quels gque solent les réels a et b tels
que O=h=<a:
a—h a a—b
= -

=N —%

i h h

Bil. Demontrer que, quels que solent les reels x ot f§ tels

T
(que U{ﬂé':c{i:

=
cos® fi

gi=
cos® @

= tan & —tan fi <

Endéduire un encadrement de tan 0,78 etde tan 0.8

81, Demontrer que, quels que soient les reéels xet b tels

It
fque l}ﬂx-:x—i-h:EEF:

sin {x + ) < sm x4+ b cos x
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EQUATIONS
82, Sout f la fonction défnie sur B par

fix) =[x+ 1)x{x — Ljix— 3)[x — 5%
Prouver que les fonctions 7, (" et [ ont respectivemen

4, 3ot 2 zéros.

83, Montrer que la fonction  [x — x" + px + g] ne
peut posséder plus de deux racines réelles pour n pair et
plus de trois pour f impair.

¥4, Dementrer que Néguation delime par

[ 1
= CON X— - — =[]
2 (X% 1)

admet au moing une rmeme réelle appartenant &

l'intervalle 2=, 3n].

85. On considere la Tonction f definie sur B par .
fix)= x — cos x.

1 Prouver que 'équation dehnic par  fix) =0 admet

une racine unique x, contenue dans Vintervalle E. r

2 Démontrer qu'il existe un réel ¢ de [lintervalle

b
—| tel.que;

.lu.ql
r(z) - (Z — ,t[,)_f"h'].

3 S
3* Montrer que  f'le) > eten déduire que -

r 2 (n n
4‘3’(4)““‘;

= |

%6, Omn considére la fonetion [ déhme par :
fla)=x—e""%

{* Prouver que 'equation définie par  f{x) =0 admet

ung solution et une seule, o, sur [, et que ; - <= L

2% Soit Iy suite (u, ) delinie par la donnée de e, ot par la
relation u,, ; = e " Deémontrer que, quel que soit le
réel . pour toud énticr n supericurd 3, g, estélément de

; I
I'intecvalle o |
=

3* En utilisant le théoréme des aceroissenents  finis,
prowver guiil existe un réel & stoctement inféricur a1 tel
que, pour tout énticr nuturel o supéricur 3

ey — ol < Rin, — 2l
En deduire que la suite {u,) converge vers o,

87. Soit [ une lonction continue de [0, 17T dans Tui-
meénie.

1% Montrer qu'il existe au moins un réel x tel gue
fla)=

2% Onsuppose que [ est dérivable sur { et gue, pour tout
cde ol LG < 1

Pemontrer alors que = est Nunique solution sur [0, 1] de
léquation définie par x = [{x).

3 On considére la sute (n,) définic par la donnee de
upel 1] et la relation de récurrence. ., = flu,)
On suppose en oulre ‘que pour tout x de [0, 1.
[F()) <1, Démontrer gu'il existe un réel & de
Fintervalle J0, 1L el gue :

F"u-l- i I| = k["n = al'
En déduire que la suite (i, ) converge vers 2.
8. En sinspicant de Texercice 87, etudier les suites
délmies cr-dessous ;
1wy = V"_fs + u,,;_,_: uy =10 .

e = i ' = )
2% My = JSO—= gy =15,

#
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Pierre Simon de LAPLACE, mathématicien francais
(1749-1827). Ses travavx portérent essentiellement sur la
mécanique céleste et le calcul des probabilités. Son traité
i Théarie analytigue des probabilités » est publié en
1812. On y trouve wn procédé gui est utilisé, pour la
premiére fois, dans [fa résolution des équations
différentiefles av moyen o'intégrales définies.



€ QUATIONS
DIFFERENTIELLES

| — ACTIVITES PRELIMINAIRES

1. POSITION DU PROBLEME

s De nombreuses lois de la physique, de la chimie, de la biologie, de I'économig, etc.,
s'expriment par l'intermédiaire d’'une fonction et de ses dérivées.

Exemples :

1" La loi fondamentale de la dyvnumique du solide
Soit M un solide de masse m dont la position est repérée dans un référentiel galiléen. Soit ¢ son
vecteur vitesse en fonction du temps. On a alors, 5i £/ désigne la somme des forces appliquées au

: dr -
solide: m—=Ef,

di =
. dOM d*OM
— =L

51 on remarque que ¥ = e on i alors ;- 0
{ di®

2" La loi Ol pour 'suto-inductance :

Liintensite i traversant une branche de circuit A8, d'auto-inductance L et de résistance B est

{o- vy — vy designe la difference de potenticl

di
[onction du temps, etona: o, —uvy = Ri. L T

aux bornes du circuit).

Y Le coefficien! directeor de o tangente g une courbe ;
Si la droite d’équation y = ax + b est tangente en (x,, fixy)) a la courbe représentative de la
fonction f, alors a= ['{x,).

4" En éconpmie :

Il arrive, principalement dans ce secteur, que [es variables ne puissent prendre qu'un ensemble
discret de valeurs. Cependant, lorsque les populations envisagées sont importantes, on a souvent
intérét 4 considerer que la variable envisagée est continue. Soit par exemple la fonction € qui
détermine le coit d'un nombre entier n de certains appareils ménagers : on peut eénvisager la
fonction € de B dans B Dans ce cas  '(x) n'a pas de signification exacte, mais-est une valeur

Clx + 1) — Cix) g : ’ ; - : i
e qui représente laugmentation du coll occasionne par ung unité
x =

supplementatre. Cette guantite est appelée le « coit marginal » pour la valeur x, et C'(x) est une
valeur approchée d'autant meilleure que la population etudiée est grande.

approchée de

5 En biologie :

Les remarques ci-dessus sont souvent valables. Si 'on considére par exemple une population P de
bagtéries, cette population dépend du temps, et en I'absence de facteurs limitunt la croissance, on
admel gue la vitesse d'augmentation de cette population est proportionnelle & la population. En
considérant P comme une fonction réelle d'une variable réelle, cette régle se traduira par la
condition : P(1) = kP(1).



206

7/ Eguations différentielles

e Les circonstances particuliéres régissant le comportement d'un systéme géomeétrigue,
physique, chimique, biologique, économique, ete., se traduisent donc souvent par des
relations entre certaines fonctions ¢t leurs dérivées, Si lon sait determiner les fonctions
satisfuisant 4 ces relations, on saura déterminer la fonction régissant le comportement du
phénoméne étudie.

REMARQUES :

1° L'étude d’équations différenticlles est un cas particulier de recherche de fonctions satisfaisant d
des conditions portant sor cette fonction. Par exemple, nous pouvons chercher des fopetions
dérivables sur B telles que  fixy) = fix) + fiv). On dit alors que l'on étudic une équation
fonctionnelle.

2" Dans le cas o0 un phénoméne physigue esl régi par une fonction de plusieurs variables, les
conditions du phénoméne étudié peuvent se traduire par des conditions Taisant intervenir les
derivees partielles de cette fonction @ on dit alors que I'on est en face d'une éyuation aux dérivées
particlles.

2. ACTIVITES

Activité 1 : Mises en équation

I — Soit C une courhe d’éguation v = f(x)

1" A gquelle condition le coefficient directeur de la tangente en chague point est-il
proportionnel a labscisse de ce point? Quelles somt les fonctions [ satisfaisant a la
condition’

20 Méme question gu’‘au 1° avee un cogfficient directeur proportionnel a Uordonnée du point.
Préciser ume fonction [ répondant d la question et telle que, de plus, (0} = 3.

3 A quelle condition la tangente en tout point M de C rencontre-1-elle les axes en deux
points A et B tels que M soit le milieu de (A, B)?

Il — 1° Soit M un solide de masse m suspendu a un ressort. Soit x(t) l'abscisse de M en
Sonction du temps swr un axe vertical. Le ressort appligue @ M wune force de rappel
proportionnelle (coefficient de proportionnalité k) a Uabscisse de M. Ecrire la condition
résumant, dans ce cas particulier, la loi fondamentale de la dynamigue.

Méme question en supposant gqu'en outre le solide M est sonmis d une résistance
proportionnelle a la vitesse (coefficient de proportionnalité h).

2* Le freinage d'un disque tournant dans n liguide est proportionnel a la vitesse de
rotation . Traduire ce freindage par wne condition portant sur la vitesse de rotation en

Jonction du temps.

3* Un pomnt matériel est animeé d un mouvement rectiligne tel que son énergie cinétigue a
I'instant t soit proportionnelle d la vitesse moyenne du monuvement dans Uintervalle de remps
[0, 1]. A yuelle condition doir satisfaire ['abscisse x(t) de ce point?

1 — I" Un hillot cxlindrigue de bois, de hauteur h, d'aire de base S et de densité v, est
enticrement plongé verticalement dans 'eau, puis laché sans vitesse mitiale. Sachant que la
force de frottement est proportionnelle (coefficient k) a la hautewr immergée, a quelle
condition doit satisfaire ['abscisse x(t) du centre d'inertie du solide, sur un axe vertical?
2% Supposons que des bactiéries se reproduisent d une vitesse proportionnelle a leur nombre
(coefficient a) et qu'en méme temps elles séerétent un poison qui les détruit a une vitesse
propoertionnelle a la quantite de poison et au nombre de hacteries (coefficient b ). Supposons
par aillenrs que la vitesse de séerétion du poison est praportionnelle au nombre de bactéries
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feoefficient ¢). Le nombre N e bactéries étant considéré comme une fonction réelle du
temps 1, décrire les conditions ci-dessus par une condition portant sur N et ses dérivées.
3" Dans une papulation de P individus, soit x(t) le nombee des individus atréints a instant
par wne maladie contagieuse. La vitesse de propagation de |'épidémie est proportionnelle au
nombre des individus atteints, et qussi a lu différence P — x(t) des individus sains. En
comsidérant que x est une fonetion réelle d'une variable reelle. traduire les conditions ci-
dessus par une condition portant sur la fonction x et sa derivée.

Activité 2 : Résolution dans quelques cas simples

I — Soit [ une fonetion définie et dérivable sur un intervalle I.

I° Rappeler une condition nécessaire et suffisante, portant sur la derivée de [, pour que [
soit twne fonction eonstante sur 1,

2% Prouver gue [ est une fonction affine 51 et senlement si, pour tout véel x de I, on a ;

1Mix) =-0.

3° Donner une condition nécessaire et suffisante pour gue la fonction [ soir une fonction

i) P f : _ :
polvnome. A quelle condition certe fonction polynime est-elle de degré n? (On s'inspirera
des conditions faisant I'objet des 1° et 29).

I — 1" Citer deux fonctions différentes définies sur R, et telles gue, pour tout réel x, on ait
Lxh= flx)

2% En déduire une famille infmie de fonctions proportionnelles a leur dérivée, et défmies
sur B (¢ 'est-a-dire relles qu'il existe un réel k de fagon gue, pour tout réel x, on ait
11x) = kf(x))

Activité 3 : Un exemple d'application a la dynamique

#

On laisse tomber, dans le champ de la pesanteur. un corps M. de masse m. et l'on suppose que

le corps éprouve une résistance de la part de Uair, proportionnelle a la vitesse (r = ke). La

vitesse v du centre d ‘inertie G du corps M est fonetion du temps t de chute, et satisfait a la loi
dt

Sfondamentale : m i Ef, ou X[ désigne la somme des forces agissant sur le corps dans
(4]}
le sens du mouvement.

Rappelons que accélération de la pesanteur est noteée g.
I° Ecrire la condition d laquelle doit satisfaire la fonction v.
! E o 1y ~thlmfE o - :
2° Prouver que les fonctions © définies par © o) = v +Ce , ouC désigne un reel,
satisfont d la condition ci-dessus.

nsuppogse gu'une vitesse initiale ve, est imprimée d Uinstant O aw corps M. Calculer C e
3* Onsupy 7 t tiale vg, est imp Uinstant 0 ps M. Caleuler Cen
fonction de vg, m. g et k. En déduire la vitesse ¢ du corps M dans ce cas,

4° On consideére la fonction @ définie par (k) = v, o ¢ est expression obtenue au 3°,
Déterminer la limite en () de la fonction .
Montrer gue 'on retrouve ainsi 'expression de la vitesse d'un corps en chute libre dans le
vide (¢'est=d-dire sans résistance de Uair).

.



208 7/ Equations différenticlles

Il — GENERALITES
1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

« Lorsqu'on cherche a traduire un phénomeéne d'un point de vue quantitatif par une
fonction numerigue f, il est fréquent que les conditions mathématigues auxquelles doit
satisfaire la fonction f, et qui rendent compte des régles physiques regissant le
phénomeéne étudie, se traduisent par des relations faisant intervenir la fonction [ et ses
dérivées successives sur un intervalle T (voir detivités préliminaires),

Une telle relation se présente sous la forme suivante. ou @ est une fonction de n + |
variables :

Yxel, Dx, fx) L% L0 w0 Mx))=0.

Si une fonction f satisfail 4 la condition ci-dessus. on dit qu'elle est solution de I'equation
différentielle définie par cette relation.
Remarguons que, st Id  désigne I'identite de l'intervalle [, et 8 la fonction nulle, une
solution de I'équation différentielle ci-dessus satisfait a I'équation d'inconnue f delinge
dans 'ensemble B! des applications de I vers R par :

d:qud IJ||"-. Jr'r jI”~ Jf-qmi . “
Dans la plupart des cas. on désigne la fonction cherchée par y, et il arrive que. lorsque le
contexte permet d'éviter les ambiguités, on identifie f(x) et y.
« Si la dérivée p-igme de [ intervient éxplicitement dans la définition de I'équation
différentielle. alors gu'aucune dérivée d'ordre strictement supérieur a n n'intervient dans
@, on dit que I'équation differentielle est d'ordre n.

Exemples :

1" La propriété fondamentale de la fonction exponentielle se traduit par le fait que la
fonection exponentielle est solution de 'équation différentielle définie sur B par: 3" =y,
cest-d-dire ' —y =10,

2? Soit f(x)=coswx. Ona [(x)= —wsmwxel ["(x)=— w? cos wx.
On peut donc conclure que la fonction f ¢st solution de I'éguation différentielle définie
sur B: y'= — @'y, cestd-dire: ' +owly=10

3" Les relations les plus diverses peuvent definir des équations différentielles. (Par
exemple ; ¥+ 3y =0, ["o f'=cos [)

REMARQUE ;

Inversement, on peut envisager de caractériser une fonction ou toute une famille de fonetivns par
une relation entre la variable, L fonction et certaimes de ses dernviées soccessives, On délnit ainsi une
equation dilferentielle d laquelle satisfont les fonctions de la famille étudiée. (1) restera a etudier si les
fonctions de cette famille sont les seules solutions de cette équation differentielis.)

o L'etude des équations differentielles est une partie fondamentale des mathematiques, et

ses résultats interviennent dans la plupart des sciences (physiques, biologiques,
humaines, _.).

2. RESOLUTION

o Soit @ l'equation differentielle définie sur un intervalle 1 par la relation :
o v, ¥, ¥ =0
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Toute fonction [ telle que. pour tout réel x de [, on ait ;
dx, flx), U= 0=, o =)) =20
est une solution {ou une integrale) de Néquation différentielle étudiée.

s Resoudre une éguation differentielle, c'est déterminer l'ensemble des fonctions
solutions.

Chacune de ces fonctions solutions est une intézrale particuliere de 'équation.

On appelle solution de I'équation (ou intégrale géndérale de I'équation) ensemble de
toutes les fonctions solutions.

Il arrive souvent que, saul quelques équations particulieres, l'intégrale géncrale puisse se
decrire comme une famille de fonctions dépendant d'un ou plusieurs paramétres. Les
intégrales particuliéres qui ne peuvent pas s'exprimer par l'intermédiaire de cette
expression générale et qui ainsi se singularisent, prennent le nom d'intégrales singuliéres
de I'équation.

Dans de nombreux cas, si 'on dispose de I'imtégrale générale sous la forme d’une famille
de fonctions dépendant de paramétres, on peut determiner ces parametres pour obtenir
I'integrale particuliére (s1 clle existe), satishusant a certamnes conditions, appelées
conditions initiales. Ces conditions concernent en général les valeurs prises par la fonction
ou certaines dérivées pour une valeur x, de la vaniable.

o Pour certaines formes simples. loutillage dont dispose un éléve de Terminale C ou de
Terminale E permet de mettre en place des méthodes de résolution. Certaines de ces
methodes sont P'amorce de methodes générales. Mais il n'y a pas de méthode
mathematique universelle pour résoudre les equations différentielles, Il y a des méthodes
plus particuliérement adaptées a telle ou telle forme d'équation différentielle, et il existe
des equations différenticlles qui résistent jusqu'a présent 4 tout traitement. On utilise
alors des méthodes d'intégration approchée,

3. EXEMPLES

.

r

La recherche des primitives sur un intervalle I d'une fonction continue [ est un cas
particulier d'une équation différentielle d'ordre 1. On résout en effet 'équation définie
sur ! par: ¥i{x)= f(x) (o0 y désigne la fonction inconnuel,

Si F désigne une primitive sur [ de la foncuon f, la solution generale de cette equation
différentielle est donnée par @ yx) = F(x) + C. ol C designe une constante reelle.
La condition supplementaire yx,) = ¥, permet de déterminer la constante C.
L'cquation differentielle définie sur I par  y'(x) = /(x) admet une integrale particulicre
unique satisfaisant a la condition initiale Mx,) = y5. Cetle intégrale particuliére es
donnée par :

y=F(x) + yo — Flxp) = J ) de + yq.

L

b.

= . o . - dy
L’equation differentielle definie sur &% par ' = Y st telle que :
X
— La fonction nulle est solution.

W

— Sur tout intervalle ou la fonction y ne s'annule pas. ona: — =
¥

| e
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#

¥ e s
Or, = est la dérivée de In |y|. Dong, pour toute solution. on a :

Injy|=3mx+C,
ou C est un réel quelconque. Posons € = In 2 00 « est strictement positif, et on a alors
In |y = In ax?,
c'est-d-dire ; |y = ax?,

— Ilen résulte que toute fonction y définie par  1x) = kx* (avec ke B) est une solution
de I'equarnion differentielle étudiee.

— Réciproguement, toute solution y de I'équation différentielle est telle que |y = ax?,
Pour tout x de BY. on doit doncavoir y = ax” oubien y = — ax”, Orlafonction y
¢st dérivable, donc continue sur R% . Tl en résulte que v ne peut pas changer de signe sans
s‘annuler. et doncque. si gestnonnul.soit y = xx® pourtout xde % soit y = — ax?
pour tout x de BE,

Il en resulte que Uintégrale generale de I'éguation différentielle étudiée est donnée par
vix) = kx*, ou k désigne un réel quelconque.

— 81, de plus, on cherche une mtegrale prenant par exemple la valeur 40 pour x, = 2,
on ohtient :

ND=kx2 soit k=35

La seule intégrale particuliére de 'equation différentielle étudiée et satisfaisant de plusa la
condition initiale donnée est  y(x) = Sx7.

c.
Soit [ la fonction definie par: f(x) = ax® + 2x + b, avec (a, h)eR%
. ; yr—2 :
Soit y= flx). Ona: yV=2ax+2 et: - S =4, SiXF {0,
2x

yi —2Y
Dong ( = ) =0, et: ey =2y4+4=10

Cette relation définit une équation différenticlle dont v = ax® + 2x + b est lasolution
générale sur BY (nous Fadmettrons).

d
L'équation différentielle définie par  yi1 — ) =1 admet (nous 'admettrons)
I'intégrale génerale donnée par :
(x—CF + y*=1 (o0 C est un réel).
Mais les fonctions constanles deéfinics par yx)=1 et yax)j= —1 sont des

intégrales particuliéres gu'on ne peut pas obtenir en donnant a € une valeur particuliére.
Ce sont des intégrales singulicres. Remarguons quiil existe deux solutions telles que

W) =1 Cesont yx}= \,f“rl —x2 et yalxl=1.

£.

L'¢quation differentielle définie par y=(x+ 1)»?* admet (nous P'admettrons)
l'intégrale générale donnee par :

Wx) = (€ + 1+ x)%

et 'intégrale singuliére y,(x) = 0.
Il existe deux solutions telles que y(— 1)=0. Cesonl ypdx)=1+x et pix)=0.
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Il — EQUATIONS LINEAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS

Une cquation differentielle est dite linéaire si elle se presente sous la forme :
dolx)y + ay(x)y + .. + afxn™ = fix).
L'interét de telles equations est que I'équation associée définie par :
dglxly + a;[x)y + ... + a,(x)y'"™ =0,

admet un ensemble de solutions qui est un espace vectoriel, que Fon peut déhnir par
I'une de ces bases.

1. EQUATIONS DU PREMIER ORDRE

a. Eguations de la forme ay + by= 0 (1)

Soit a et b deux réels non nuls, et soit 'équation differentielle definie par :
ay’ + by = 1.

o La fonction nulle est solution de cette équation différentielle.

Dautre part. sur tout Fintervalle on la fonction y ne s'annule pas, on a :

y . b

v

.Y . . . AL
Or, (In [¥) ==. [en résulte que, nécessairement, il existe une constante K telle que
¥

b
In|y=——x+kh
a
: R ey : :
Soit = |yl=ete a® =4de &, avec AeR% (4A=¢%) .
] b
Donc: y=de a* et y= —Jde #* sont solutions de I'équation differentielle (1)

» Réciproguement, soit y une solution de I'équation differentielle (1), Posons :
b
FIX)=wWx)le o
: i 0 i .
Onaalors: Y(x)=|y(x)+—-wx)|eca”. Parsuite: Y(xj=0
a

La fonction Y est constante. [lexiste doncun réel C tel que, pour tout xde B : Y(x) = .
Par suite ; la selution géncrale de équanion différentielle (1) est donnée par

[
X

Wx)=C e

fonr € est un réel quelconque).

e 51 d'autre part la fonction cherchée doit satisfaire & yx,) = vy, ona:

gt 1

Mg = ¢ W™,

b
Soit: C= yaea

h
T ={x=xol

Parsmte: yx)=1yse «" "=

- X

En particulier pour x; =10, onaura = yge .
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« On peut conclure :

e
La solution géncrale de Méquation différenticlle ay” + by =0 est pla) = Ce ", Pour

tout x,, il existe une solution particuliére unigue prenant en x;, In valewr v, Cette solution
h

particulicre ¢st donnée par @ wx) = poe o

b. Ensemble des solutions de I'éguation (1)

Si y; et ¥, sont deux integrales particuliéres de 'equation differentielle (1), on a alors :
Ay, + pvs) +Bdyy 4 pyvs) = Aavy + by) + plays + byy) =10,

Il en résulte que, quels que soient les réels 4 et u. la fonction Ay, + py, est également
solution de 'équation différentielle (1).

Comme i [onction nulle est solution de (1), M'ensemble des solutions est non vide et est un
sous-gspace vectoriel de lespace vectoriel des applications de R dans R

D'autre parl, on a : L) Y Nida e

Y2 Va
: i : b
¥i=——p el yvi=—-1iu
a il

2 20 ; ;
Par suite : (-—') =) Bl Y k (soit vy, = ki)

V3 ¥a
Il en résulte que deux vecteurs quelconques de Pespace vectoriel des solutions de
I'éguation différentielle (1) sont linéairement dépendants, Cet espace vectoriel est donc de

dimension | (car il n'est pas réduit & {0]).

REMARQUE :

Le résultat ci-dessus est obtenu indépendamment de Ja résolution du a). On aurait pu Matiliser pour
resoudre 'équation. 11 aurait alors suffit de déterminer une solution particuliére non nulle.
Il en résulte également quaucune fonction solution non nulle de (1) ne sannule sur [

¢. Eguations de la forme ; ay + by= f(x) (2)

Activité

I° @) Prowver que, si vy et vy somt deux solwtions particuliéres de Uéquation
différentielle (2), alors vy — y» est solution de (1).

b) Soit y, une solution particuliére de (2), et y une solution de (1). Prouver que y + vy, esl
solution de (2).

¢} Déduire de ce qui précéde gue la solution géndrale de (2) est la somme d ‘une solution
particulicre de (2) et de la solution géndrale de (1).

2° Soit d résoudre U'équarion différentielle définie par ay’ + by = ¢, oii a, b et ¢ sont des
reels, a# (.
a) Déterminer une solution particuliere constante.
b) En déduire Uintégrale gendrale.
3° Soir g résoudre 'équation différentielle définie par ay’ + by = ¢, ou a et b sont des
réels, a # .
a) Montrer que 'équation différentielle proposée n'admet pas de solution constante.
b
b) On sait que lintégrale générale de (1) est donnée par yx) = Ce "
Pour déterminer une intégrale particuliere de 'equation différenticlle proposée, une
methode consiste 4 décomposer la fonction inconnue y en le produit d'une fonction
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imconnue z et d'une fonction connue qui joue un role particulier pour I'éguation
dﬂ‘l"::rcnta_cl[e etudice. Dans le cas présent. posons  y(x) = z{x)e % {ici 1a fonction connue
est solution de I'équation (1)),
Caleuler ay'{x) + byix).
¢) En déduire =(x} de fagon que y soit solution de '"équation différeatielle étudide.
d) Preciser la solution générale de l'équarion difféventielle défmie par :

ay +by="¢".
4° Utiliser la méthode ci-dessus pour déterminer une intégrale particuliére des équations
différentielles ci-dessous, En déduire Uintégrale générale,

a) vV +2y=x*—x+1;
h) v+ y=e *cosx

d. Exemple d’application

Une solurion aqueuse dont la salinité est de 0.3 ke par litre se déverse dla vitesse de 2 L a la
minute dans un réservoir contenant initialement 10 L d'eau pure. On suppose que le mélange
est homogene a chague instant. Le mélange s'écoule du réservoir d la méme vitesse.
Déterminer la guantite de sel présente dans le réservoir en fonction du temps 1.

Sont y(t) la quantité de sel contenue dans le réservoir t minutes apres le début de
I'expérience (1(0) = 0). Etudions la variation Ay de la quantité de sel entre les instants ¢
el t4-Af:
— En At minutes, le réservoir regoit 2 At litres de solution, done 0.6 At kg de sel.
— Danslereservoir,ilya i) kpdesel. doncles 2Ar litres de solution gui s'ecoulent
; ey ; ; :

contiendront 2 At T 02pe) A kg de sel. (Si Ar est assez petit pour que 'on puisse
considérer que la concentration du sel ne varie pas entre les instants r et t + At)
On a donc: Ay = (0,6 — 0.2y} Ar.  Soit, pour At tendant vers zéro :

v+ 0.2y(r) = 0.6.
La solution generale de cefte equation différentielle est donnée par ;

i) =ke ™24 3

#

Comme on doit aveir w0) =0, on a nécessarement k= — 3, dod la Joncton
cherchée :
W =31 — e %2,

2. EQUATIONS DU DEUXIEME ORDRE
DE LA FORME &+ by'+ cy= D (3)

Soient u, bet ¢ trois reels tels que a soit non nul. et soit P'équation differentielle définie par :
ay” + by + ey =10,

Puisque @ est non nul, cette équation différentielle equivaut a I'éguation différentielle

definie par :

PRI
V=3 +=y3=0
o i

Considerons donc. pour deux réels p et 4. 'équation différentielle définie par ;
yV+py +gr=0 (3
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a. Espace vectoriel des solutions

« Soil v, gt y, des solutions de 'equation differentielle (3°) (et donc aussi de I'equation
différentielle (3)). On a

MEpy+day =0
Ya+ py:a+4qy,=10

Quels que soient les réels 4 et i, on a alors :
Ay 4 pyy 4+ gey) + plys + pvs 4+ gy,) =0,

cest-d-dire : (Avy + )"+ pldy, + wya) + gliy, + pys) = 0.

Ilen resulte que Ay, + py; est également une solution de I'equation différentielle (3°).
Comme la fonction nulle est une intégrale particuliére de I'équation differentielle étudiee,
I'ensemble des integrales de cette equation differentielle est non vide, et puisgu'il est stable
par combinaison linéaire. c'est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel des
applications de R vers H.

b. Equation de la forme y' — k'y= 0 (pour ke7Y)

e La connaissance des propriétés de l'exponentielle permet d'aborder la resolution
de ce cas simple de I'équation differentielle (3°). En effet, si  y(x) = ", on sail que
v'(x) = k? . On sait donc que les fonctions [x+e*] et [x—e *] sont
solutions de 'équation différentielle y" — k% = 0. Ilen résulte, d'aprés ce qui précede,
que toute combinaison lincaire de ces deux fonctions est solution de P'éguation
différentielle proposeée.

o Considérons, s'il en existe, une intégrale y de 'equation différentielle définie pour k + ()
par: y' —k*y =0, telle que, de plus, »0) = y(0) = 0.

Posons z=y —ky, Ona: z'=y"—ky.
Parsuite ; 2’ + kz =" — kiy =10

Il en résulte (d’aprés le § 1 A ci-dessus): =(x) = C e ™

D'autre part : 2(0) = y'(0) — kp(0) = 0. ’

Donc: € =0; lafonction z est la fonction nulle.

Il en résulte que la fonction y satisfait a 'équation différentielle : 3" — ky = (.
Dong, il existe un réel i tel que y = i e",

Comme #0) =0, on en conclut que v est la fonction nulle. Donc :

La fonction nulle est la seule intégrale de Féquation différenticlle " — A%y = 0 telle que
W) = () = 0.

REMARQUE -

Il en résulte que les fonctions  [x "] et [x —» e **] sont lincairement indépendantes dans
Pespace vectoriel des salutions,

e Soit = une integrale quelconque de 'équation dilferentielle =" — k%z = 0.
Soit x et f§ des réels tels que, st yix)=ae* + fe ™, onait:

2A0) = w0) et =2(0) = y(0O)

2+ fi = =(0)
. 8+ =20 ) : : ;
Ona: { ka — kff = 2(0) soit (pour k # 0} : { e %{H
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Les réels x et ff sont done délinis de fagon unigue. -
Considerons alors la fonction u telle que : uix) = zix)—a e — fle ™

Cette fonction, ¢tant somme de deux intégrales de 'équation différentielle lincaire définie
par ' — k®y =0, est également unc integrale de cette équation différentielle. De plus,
on a. par construction : wl0) =0 et w’0) = 0.

La fonction u est done la fonetion nulle d'aprées le résultat ci-dessus. et 'on peut conclure :

THEOREME 1

La solution générale de P'équation différentielle définic pour ke R* par »" — K7y =0
est donnée par : yix)=Ae* + Be ™

Les constantes A et B sont définies par les conditions initiales (par exemple par la donnée
de p(0) et y'(0)).

REMAROQUES :

1" On a ainsi prouve que lespace vectoriel des solutions de 'équation différentielle 3" — &%y =0
est de dimension 2, et qu'une de ses bases est formée par les fonctions [x — "] et [x — ™™
2* Remarquons que ket — & sont les solutions de I'équation X* — &% =0

c. Equation de la forme y'+ o'y= 0 (pour wcl*)

« La connaissance des proprictés des fonctions trigonométriques permet d'aborder la
resolution de ce cas simple de léquation differentielle (3°). En effel, si y{x) = cos wx, on a
Yix)= —wsin wx ¢l vix)= — w? cos wx = — wyx)

De méme. si  pix)=sinmx, on a y'(x)= —oyx). 1 en résulte que toute
combinaison linéaire  [x — A cos ox + Bsin my]  est solution de I'équation
differentielle proposee.

Activite

I* Unre fonction ¢ de B dans C est définie par la donnée de deux fonctions f et g de R
dans B: @(x) = f(x) + iglx)

Onaalors: #(x) = f(x) +ig'(x).

a) Considérvans, pour k réel, l'équation differentielle définie par : Y —ikY =0,

En s'inspirant du § la ci-dessus, prouver que la solution générale de cette équation
différentielle est défiie par : Y(x) = Ce*,

Préciser les parties réelles et imaginaires de e**, et vérifier,

b) On considére l'équation différentielle " + w*y = 0.

En s'inspirant du § 28 ci-dessus (avee z = V' + iay), prouver gue :

La fonction nulle ¢st lu seule intégrale de Ueguation différentielle v + -y = 0 telle que
) = () =0,

2° Soit z une intégrale de 'équation differentielle 2" + w?z = (.

a) Prouver gu'il existe un couple unique (2 f) de réels tel gue, =i
Wx) =2 cos ox + fsinwx, onait: A0)= W) et z(0) = y(0).

b) En s'inspirant de ce qui préciéde, démontrer gue :

THEOREME 2

Ia solution générale de I'équation différenticlle définie pour e e H* par p" + @’y =0
est donnée par : ¥(x) = A cos wx + B sin wx.

Les constantes A et B sont définies par les conditions initiales (par exemple par la donnée
de y(0) et p ().
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3" a) Preciser la dimension et une base de 'espace vectoriel des solutions de 'équation
différentielle y" + w*y = 0.

b) Montrer que i et —im somt les racines d ‘une équation du second degré associée d
Ugquarion différentielle érudide. Rappeler comment cos wx et sin mx  sexpriment
comme combinaisons lindaires de ™ er ¢ ™*  Exprimer la solution générale du

théoréme 2 comme combinaison lindaire de ces deux exponentielles complexes,

d. Cas général : Eguation y"'+ py' + gqy= 0 (3')
Activite

Suit @ résoudre 'équation différentielle définie par  y" + py’ + gy = (.

it ; - Wx)
I° a) Pour tout réel 4, on pose Wx)=ezix) | soit z(x)="— )
e
Cualeuler v(x) et ¥"(x) en fonction de =(x), ='(x) et 27(x).
by Montrer que y est une solution de (3') si, er seulement si. z est solution de 'équation
differentielle définie par :
2+ @A+ p)E + (A dp+qiz =0,

T .
¢) Onpose A= — g Muontrer que la fonction v définie par y(x) =e” T%z(x) estsolution
de (3') si, et seulement si, z est solurion d une équarion différentielle que U'on precisera.
d) Déterminer, en utilisant les résultars déja obtenus ci-dessuy (théorémes 1 et 2,
l'intéarale générale de 'équation différentielle (4°) dans chacun des trois cas :

pr—4g=0 ; pP—Ag=0 ; p*—4Ag<0.

2° Déterminer dans chacun des trois cas ci-dessus, une solution de 'équation différen-
tielle (3') satisfaisant en outre aux conditions initiales : w(0)=a et y(0) = h.
Prouver que cette solution est unigue.

kx  est-elle solution de l'équation

3% a) A quelle condition la fonction y définie par y=e
différenticlle (3)?

b)Y Retrouver par ce moyen la discussion ci-dessus.

e) Exprimer Uintégrale générale de (3') comme combinaison linéaire de fonctions

exponentielles complexes, lorsque p* — 4gq < 0.

On retiendra les résullats de cette activité sous la forme suivante :

THEOREME 3

L'intégrale générale de I'égquation différentielle définie par :
¥ +py +ey=20
s'exprime a I'aide des racines r; et r; de son cquation caracteristique :

X+ pX+qr=10
a) Si p* —4g =0, alors r, et r, sont réels, et Pintégrale générale est :

= A"+ B o,
) Si p* —4¢ =0, alors r, =, estun nombre réel, et Vintégrale générale est :
¥x) = &(4x + B).

¢} Si p* —dg <=0, alors r, et r, sont complexes conjugués.
Soit ry =x+iff et r,=ax—iff. L'intégrale générale est alors :
¥(x) = e{A4 cos fix + B sin fx).

Dans tous les cas, il existe une solution unique satisfaisant anx conditions initiales
) =y, et p{) =g
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REMARQUES :

1" Duns tous les cas, I'espace vectoriel des solutions est de dimension 2,
2° Dans le cas oit p* —4g <0, Pintégrale générale peut aussi sécrire -
Mx)=C-e* cos (fix + ),

ou C et o désignent des réels quelconques. Caleuler € et @ en fonction de A et B.

2. EXERCICE RESOLU

Résoudre les équations différentielles suivantes, et déterminer lu solution particuliére
satisfaisant qux conditions initiales données.

Ayt =2yt = Gy =0, =], Yo=1, yo=1:
by +2y L5y =0 : x5=1 Yo=0, yg=1;
il Ay dr=117 Xge=—L yy=I, ¥h=2

a) L'équation caractéristique est: X7 +2X —3 = (.

Or, X°+2X —3=(X —I)}X + 3).

La solution générale de I'équation différentielle eludiée est donc déhnic par :
y=Cr e %

C,e+ e =

Les conditions initiales conduisent au systéme ; -
Cie—3Ce =1

- I
Dioll G, =0 et C;=-.
¢

L'intégrale cherchée est done définie par: yp=e* .

b} L'équation caractéristique est : X2 +2X + 5 =10,

Elle admet les racines complexes — 1 4+ 21 et — 1 — 21

L'integrale generale de 'equation differenticlle etudiee est donc definie par :
y=e %C, cos 2x + €, sin 2x).

Les conditions initiales conduisent au systéme :
C, =0
=1

L'integrale cherchee est donc définie par: y=—-¢ * §in 2x.

o [ =

¢) L'éguation caractéristique est : X7 44X +4 =0

Or. X°+4X +4=(X +2)".

L'integrale generale de 'equation différentielle etudice est donc définie par :
P=(C x4 e 5

Les conditions initiales conduisent au systéme :
(= C, + Cilet=1
(3C, = 2C,)e? =2
4

. e =i
Il en resulte que: €, = el C;=-.
9

-
L'intégrale cherchée est done definie par: y =(4x + §)e
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3. EQUATIONS DE LA FORME ay"+ by'+ ey= flx) (4)
Activités
I — I° Prouver que, si vy et va sont des solutions de [ 'équarion différenticlle (4). alors

vy — ¥;  est solution de 'équation différentielle ayv” + by’ + ey =0 (3

2 Soit vy une solution de (4), et y une solutionde (3). Prowver que v + vy est solution
de (4).

3% Déduire de ce qui préceéde gue la solution géngrale de (4) ext la somme d ‘une solution
particuliére de (4) et de la solution générale de (3).

I — Soit d résoudre Uéguation différentielle © ay” + by' + ¢y = d.

I° Prouver gque cette équation différentielle admet une solution particuliére constante.

2* Résoudre les équations différentielles suivantes, et dérerminer la solution particuliére
satisfaisant aux conditions initiales données :

o V' H2M—3y=9 s M=, Y =13
o V' HSy=—10 ;  HO=0: y(O) =1
o VA +4y=9 . H=-D=1 y(-1=2

Il — Soit d résoudre V'équation différentielle ; y" + y' — 2y = &% + 2x — 1.

I* Prowver gque cette équation différentielle admet pour intégrale puarticuliére une fonction
polynome de degré 2,

2 En déduire U'intéerale générale de 'éguation différemielle proposée.

3° Déterminer, 511 en existe, une intégrale particuliére satisfaisant aux conditions initiales
suivantes : pl0) =1, v(0)=2

IV — Soit U'éguation différentiefle : " + v — 2p = x* e~
I* Prouver gue cette équation différentielle admet pour intégrale particuliére une
Jonetion ¢ défmie par : olx) = P(x)e*, ou P est une fonction polynime de degré 3.
2° En déduire Uintégrale générale de Uéquation différentielle proposée.
V — Soit 'éguation différentielle ©  v" — 4y' + 4y = (x* = 1)e?*,
1° Prouver que cette équation différenticlle admer pour intégrale particuliérve une fonction
définie par : olx) = Q(x}e®™, o Q est une fonction polynime de degré 4.
2° En deduire 'intégrale générale de 'équation différentielle proposie,
VI — Soit 'équation différentielle : " + 2y + 5y = 2 cos x.
a) Prouver que cette équation différentielle admet une solution particulicre de la forme :
[x — A cos x + B sin x].
b) En déduire la solution générale de 'équation différentielle proposée.
VIl — Soit l'équation différentielle : y" + 9y = cos I
I° Prouver que cette équation différentielle admet une solution particulicre de la forme :
[x ++ xfAd cos 3x + B sin 3x)].
2" En déduire la solution géndrale de 'équation differentielle proposee.
VI — Résoudre les équations différentielles ci-dessous :
a) 2y" + y — y=12¢%
h) j‘" ok -l"_'|." Al ﬁ}u = 5in'x;
¢) ' + v+ sin 2x = ). avec les conditiens initiales yWn) = yin) = L
.4 =ias .
d) 5y" — 6y + Sv= singx, avec les conditions initiales  3(0) = y'(0) = 0.
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3

A

»

Lh

“h

24\,

Préciser,

¥ —2p=0,
I+ Ty

V= Gy =0,

yig =0,
W e =0,
y—ny=10,

deins

EXERCICES ET PROBLEMES

Résonudre les équations différentielles des exercices 14 19,
chague  cas,  intéerale  particulivee
satisfaisant aux conditions initiates données.

M =1

0, w2y = =35

Wy =1, y=—1
HO) =0, yioy=1.
MO =6, ()= 10
W = y(Qf=m,

yW=dy 43y =0, M0} =6 ¥(0)=10
VoA 0y =00 W) =0, ¢i0)=15
=2+ v=0, o =0y = 1

i e W) =0} = 1.
H' —8y +5r=0. W) =1L yO)=0
259" =20 4y =10, fll} =y (=1
Y=y =0, HO) =8, y=4,
VO 9y =0, "oy =1, yi0)=2.
3+ 2yt =A), M) =310 =2,
't =3"=0 Wl =1, =0

YUYt =0, w0)

P HT =3y =0, WD

) = I'l‘"[ﬂ} =]

0, yif)y="=0,
Vi{0) = L.

i

YR =0, #W0) =1, ¥(0) =0,

T+ 2y
2y — 3y

¥ty
A et |
¥ty

- }I
=
o=y

3+ 1y

—3

Il

¥y = L

Pour cliacune des dguations diffeventielles des exercices 20
i 29, on rhurchher'a une intégrale particnlicre (o0 paarra

poser y=ze a% e déternriner =), En dédidre, dong
chaque cas, intégrale genérale,

2x —Sx L dx — 1.
STt Lol
re

e’

COs X,

et In x:

1M X

€" tan x.

Reésondre los équations différentielles des exercices 30
a 38, en déterminane une intégrale pariicenlicre par la
méthode indiguee,
. Y —y=x'+x
Chercher wne intégrale particuliere sous la forme
d'une fonerion polyndme de degré 3,

A Yy =[x+ )R
Effectuer le changement de variable
Mx) = z(xje"

3L Y9y =cosx.
Chercher une intégrale particuliére sous la forme
ACOS X+ posin X

M Wy =+ 3r=e"Teos A,
Chercher une intégrale particulicre seus la forme
e 4 cos x 4+ posin xh

My 4 — 2y =8 sin 2x.
Chercher wne intégrale particuliere sous la forme
4 cos 2x + posin 2y,

35 P H+E—3p=xe%
Chercher une imiégrale particuliére sous la forme
Pixye % o Pix) est un polyrome.

Jo. ¥+ 2y — Ip=xe"
Chereher une intégrale particuliére sous la forme
Oixy e, o Q1x) est wn polyndme,

I Y+ y=xe"%
Chercher une intégrale particuliére sous la forme
Pixye % ot Plx) est un polvndme.

I, 42y +3y=-cos x.
Chercher une intégrale particuliére sous la forme
A ©OS X + fi 5N X,

r

APPLICATIONS DIVERSES

Dans ehacnn des exercices 39 a 47, an écriva 'équaiton
diftérentielle rendunt compte des conditions de U'énoncé, et
on la resoudra si possible,

M. Un reservoir contient 20 1 d%air (30 % d'azote et
20 % d'oxyveéne). 1l regoit 0.1 1 d’azote par seconde. La
méme  quantite de meélange (suppose homogéne)
sechappe du réservoir. Etudier en fonction du lemps le
pourcentage dazote conlenu dans le mélange, Au hout
de combien de temps le réservoir contiendra-t-il 99 %%
d'azote?

4. Un reservoir contient 100 | deau, mélangée avec
10 kg de sel. de I'eau pure coule dans le réservoir a une
vitesse de 3 hitre a la munute. Etudier en fonciien du
temps la quantite de sel contenue dans le réservoir.
Combien y aura-t-il de sel dans le réservoir au bout d'une
heure?

41. Trouver une courbe passanl par le point de
coordonnées (2, et telle que les anes de coordonnées
inlerceptent sur toute tangenle un semment admettant le
paoint de contact pour miliew.
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42, Trouver les courbes pour lesquelles le segment de
tangente compris entre le point de contact et Paxe des
abscisses cst coupé en son miliew par Naxe des ordonnees,

43 Un pomt mateériel de masse m est animé d'un
mouvement rectiligne sous 'action d'une force directe-
ment proportionnelle au lemps et mversement propor-
tonnelle @ la vitesse du point. Ecoire et mtegrer i
possible 'équation differentielle du mouvement,

44, Un point matéricl de masse m est sollicité par deux
cenlres, les forees etant proportionnelles a la distance, le
lacteur de proportionnalité est ki La distance entre les
deux centres est 2o, Le corps se trouve a instant inilial
sur la ligne des centres & une distanee o du milieu, et la
vitesse initinde est nulle, Trouver la loi du mouvement

45.  Unsolide de 4 kg acoroché a un ressort Nallonge de
L em. Trouver la loi du mouvement sachant gue
Pextrémité supéneure effectue des oscillations définies
par oz =wsin (. 1M00ghk foi z designe clongation
verticale)

46. Un tube long et étroit tourne horizontalement i
une vitesse angulaire ¢ aotour d'un axe vertical. A
I'instant initial, & une distance a, de l'axe. et i lintéricur
du tube se trouve une boule de masse .

i* Ecrire I'équation du mouvement de la boule par
rapport au tube sachant que sa vitesse imitiale (par
rapport i tube) est nulle

2% Méme question gu'au /7 en supposant que le milieu
miérieur du tube oppose au mouvement de la boule une
résistance proportionnelle 4 la vitesse (coeMicient de
proportionnalite fi).

3* Reprendre les /79 et 27 ci-dessus en supposant que la
boule est ixée g un ressort de longueur a,, de raideor &,
et dont Pautre extrémitéest fixée au point € (interscction
de Paxe et du Llube).

47, Etudier les équations différentielles obtenues sux
mises en équation de D'Activite préliminaire 1. Les
résoudre chaque fois que possible,

OSCHL.EATIONS

44, On considére un ressort & boudin de longueur [ et
de raideur &, suspendu par I'une de ses extremites 0, A
Pautre extremite, on attache un mobile de masse ». Soit
x l'abscisse du mobile sur un axe vertical, dongine G.
1* a) Caleuler I'nbscisse de la position d'équilibre du
solide,

h) Ecrire I'éguation differentielle 4 laquelle satsfait la
fonction x {x est fonction du temps 1)

¢l Deéterminer xif) en fonction des constantes do
probléme (on notera x; labscissepour (=0, et r;la
vitesse pour = 0L

2 On suppose en outre gque le milicu oppose au
mouvement du mobile une force proportionnelle 4 La
vitesse (coefficient de proportionnalité : h),

a) Ecrire lequation différentielle & laguelle satisfait alors
la fonction x.

b} Déterminer x(6) en lonction des constantes du
probléme (on discutera suivant les valeurs de ces
constantes),

3* On suppose gue le mobile: est excité par une
force supplémentaire verticale, fonction du temps
I'= F_ cos .

a) Ecrire I'équation differentielle a4 laquelle satisfait |a
lonction x, dans le cas d'oscillations libres, puis dans le
cas d'oscitlations amorties.

bl Resoudre Péquation différenticlle obtenue dans
chacun des cas.

4% Commenter les résuliats, el se reporter au cours de
physigque..

49. Un pendule de torsion est constitue par un il de
torsion vertical de constante C. lixé au centre d'un
disque horizontal, de moment d'inertie J. Soit ¢ 'angle
forme par le disque avee sa position ('équilibre.

[* a) Eerire I'tquation difllérentielle a laquelle satisfait Ta
fonction (! est fonction du temps {).

by Déterminer (K1) en fonction des conslanies du
probléme {on notera f, Pangle pour =10, et on
consideérera que la vitesse imtiale est nullel

22 On suppose én outre que le disque subit un freindge
proportionnel a la vitesse angulaire (coefficient H).

@) Ecrire I'équation dilférentielle 4 laguelle satisfuit alors
la fenction (.

by Determiner fi) en [onction des constantes du
probléme: (on  discutera swivant les valeors de ces
constantesk

3* On suppose que le pendule de torsion esl excilé par
une force  F,, cos wr, appliguée dans le plan du disque,
tangentiellement 4 ce disque. A une distance r du centre,
a) Ecrire l'equation différentielle i laguelle satisfait alors
la fonction ¢, dans Je cas d’oscillations libires, puis dans le
cas dosallaiions amoriies.

b Resoudre équation différentielle  obtenue. dans
chacun des cas.

2. Un circwit électrigue est formé dune  bobine
diinductance L ¢t d'un coddensateur de capacité C
montés gn série;

{* a) Ecrire'tquation differenticlle a laquelle satisfait la
charge g fonction du temps. du condensateur.

. dr ;
By Détérminer  gli} et J“}z-ﬁi en Jonetion des
L
constantes du prohléme.

2" On suppose en oUtre que le circull comporte une
resistance K montée en série

a) Ecrire l'équation differentielle i laguelle satisfait alors
la lonction g.

by Déterminer gir) et i) en fonction des constantes du
prohléme.

#* On suppuse le circult decrit au 2% est ouvert, cl
on impose aux bornes une différence de potentiel
ufti= U7, cos we.

a) Ecrite l'équation differentielle i laquelle satisfait alors
la fonction q.

h) Determiner git) et it} en fonetion des constantes du
probléme,

¢ Commenter les résultats. et se reporter au cours de
physigue.
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PROBLEMES DIVERS

51, On se propose de resoudre sur Uintervalle
=10 + =
I'equation différentielle définie par :
M x) + ) =0 {1

* a) Montrer que les fonctions f; =[x+ In x] et
fi=[|x+—1] sont des solutions de [|equation
différentielle (1)

h) On pose gix) = x/'(x) (pour xel}

A quelle equation differentielle la fonction g satisfait-
elle?

En déduire Uintégrale générale de (1),

2 Dn considére 'équation differentielle définie sur f
par |

4
A St in

La résoudre en cherchant une colution particuliére de la
tinx+h

forme lrx (-
X

31 A — Onse propose de déterminer 'ensemble F des
fenctions [ numeriques d'une variable réelle definies sur
1—1, + =], dérivables sur cet intervalle vérifiant :

Vxe]l—1.+ oo, (14+xf{x)+ fixi=1+Inil+ x)
I" Soit e F et soit y défmie par ¢

Vxe]—1; +ool, alx)=1(1 + x)fl(x)
Démontrer que g est derivablesur 1= 1, 4+ sl etqueg
est une primitive de la fonction h déhnie par

Yxel—1 + o[, Hxi=1+In{l+ x|

Réciproquement, soit {, une primitive de la fonction fi.
Demontrer que la fonction () définie par
i)

Vxel— 1, + o, filx)= f’n

est un element de F,
2% u) Deternuner des reels 4 et B tels gue :

i
= A + :

iR Bt 2 M= I+ x

Bl A laide d'une intégration par parlies déterminer
I'ensemble des primitives de la fonction .
3% En déduire I'ensemble F,

B — On considére lensemble des fonctions f, de
1= 1, + e[ vers R definies par :

! k
Yae]l—1.+ =, flx)=Inll+x)+ T n ke,

£4 Discuter suivant les valeurs de &, le sens de varition
25 fonctions fi.

2% Tracer, avec soin, dans un meéme repere (O, i, §) les
représentations graphigues des fonctions [, (et /.

J% Soit M) M (e, Mte) les points d'abscisse t sur ].‘:5
representations graphigues respectives des fonctions f) |,

, M (0M ol
fiwr Jiune Démontrer que 'le rapport —— est

M ()M 511)
independant de
£ — 1%:8ait'
In=1
Pixi= ¥ (=1 =1—x+x'—xP 4. —x¥" 1
k=0

Démontrer par récurrence gque, pour lout entier n = 1 et
pour tout el x, xe]— |, + oo

L3N

X
x) = Po(x =
Solx) ”“1+1+:-:

Qi

A 3

o I
Sl et

2 Demontrer que : Yael, ¥Yxe[D, 1],

1 4+ x
En déduire pour tout entier n = 1 la double inégalité :
| 2w
ge T e L
o n+1

3 On considere la suite {w,) définie par
Yie iy, .
= = b e L) A I
“"_ile T— | —E+Tj"‘:i+...-

Démontrer que

2n

e ]

1
Yuek®, [fJdli=w, + R
i) n L -l + %
En deduire que la suite (w,) admet, lorsque » tend vers
+ oo, une limite que I'on précisera. Trouver un entier iy
tel que In2 —w, < 0.1,

r

53 Onse propose d'étudier ensemble E des fonctions
g de B% dans R, deux fois dérivables vérifiant :

FxeRY ' (x) — xi(x) + @lx) =0 {1)

{7 Montrer que E nest pas vide.
2 On cherche une fonction @ de E sous ta forme

il X} = xulx),

ob u est une fonction deux lois dépivable sur W,
Verifier que (1) équivaut & xu'(x) =4 (0u A 51 une
constante arbitraire) pour tout x dans BY.
En déduire I forme géneérale des fonctions w. puis celle
des fonctions de E,
M On considére la fonction h: x s xInx  delinie
sur [BY.
a) Montrer gu'elle appartient 4 E.
h) On deésigne par fi le prolongement de i défini de la
fagon suivante ;. hix) = hix) pour xeR*

ity =0
La fonction & est-elle continue au point  x =07
Est-elle dérivable en ce point? »
¢) Etadier lu variation ¢t représenter le graphe de /i
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|
| 54, Soit n un régl stnctement positif el b la fonction by En déduire la fonction W
| numengue de lo vanable réelle x, xc K%, délimie par - 2 ) Que peut-on dire de la fonction W §'il existe un réel
| o xgbel que. Wix,) =07
| hix) = ’ 1" sin (rx) di b) En  dédwire que. i v el ¥ ne sont  pas
J1 proportiennelles, alors, pour tout réel . Wix) est non
| - 1 nul
1° Etablir que hix) = —— [ ot s o ¢} En deduire que, 1l existe un réel x, tel que
2 Montrer que h est dl::.m”:']'é sur [R* ., Wix,) # 00 alors ¥, et ¥y ne sont pas proportionnelles. |
| 3% Etablir que : I
| Wxeld*, xhiix)+ ln 4+ Liklx) =sm x, b, On considére la fonction § de B vers C definie par 1
4° Trouver une lonction ¥ telle gue : i) = I b ””. X €l y sont deux fonctions de T
; i vers [ 500t K =a4ib et A=a +iff. On cherche |
vl (x) + 3lx) = s de fagon gue ;

(On exprimera v} sans signe dintégration.) Fiy=kf(t) et fillj= 4

55. Soit vy et vy deux solutions particuliéres de M a) Dans le cas particulier b =0, {roduire les
conditions de lenonce par un systéme déquations
différenticlles permettant de déterminer les fonctions x

Iéquation différenticlle definte par

¥ ook gy gy =1\ et .
: _ v Wl ) Terminer 1a résolution dans le cas b =0
On pose Wixi=nn—ynn= o i 2° Reprendre fe /° dans le cas particulier a = 0.
a I F PR & ; = ;
{* gy Montrer  que W s;:‘.iﬁl'u}[ a  l'équation -j.n -U_‘m:-‘u"_ S %.Lmri.ll. il _‘.n. Sl ol
differenticlle - Jit) =% glr). Montrer que g est solution de Pequation
dilférenticlle déhnie par  g'(r) = ibglt). En déduire la
H % x) + pWix) = (0. solution duns |e cas géencral,

L
=
o
-
o
L
-~

Pafnoutiy Lvoviteh TCHEBICHEY, mathématicien russe (1821-1894). Ses
fravaux partersnt essentieflement sur les nombres premiers, les fonctions
orthogonales, {"approximation des fonctions continues par des polyndmes et
fe calcul des probabilités.




CHAPITRE APPROXIMATIONS
POLYNOMIAIES

| — ACTIVITES PRELIMINAIRES

POSITION DU PROBLEME

e L'ensemble des fonctions numériques d'une variable réelle est un ensemble trés vaste.
Lorsquon etudie une fonction, il est souvent interessant de realiser des approximations
de cette fonction par des fonctions dont on connait le comportement,

Ce probleme d'approximation par une fonction se presente essentiellement sous deux
aspects ©

a) La fonction f etant definie sur un intervalle [a, b]. approcher la fonction | par une
fonction @ de type détermine, de fagon que ¢ réalise la meilleure approximation de f sur
La, b] vis-d-vis d’un certain critére. On dit alors que Papproximation est globale sur [a, b].
b) La fonction f étant defnie sur un voisinage Jx, — % Xu + o[ dun réel xg,
approcher Ia fonction [ par une fonction y de type déterminé. de fagon que
Papproximation de f(x) par i#(x) soit d’aulant meilleure que x est voisin de x,..et la
meilleure obtenue par les fonctions du type envisagé. On dit alors que i est une
approximation locale de f{x) en x,.

o Nous avons rencontré, en clusse de Premiere, des exemples d’approximations locales
Yune fenction par une fonction affine. Cette étude nous a conduit a la notion de
derivabilite d'une fonction en un point, Dans ce chapitre. nous allons nous préoccuper
dapproximations d'une fonction par des fonctions polynémes. au voisinage d'une
valeur x, (eventuellement infinie),

e Notons que l'en peut envisager dautres types d'approximations que des
approximations polynomiales, Citons par exemple l'approximation des fonctions par des
fonctions trigonométrigues.

2. ACTIVITES

¥ Activité 1 : Fonction affine tangente

I° a)y Soit [ une fonetion définie un voisinage d 'un point x,, et dévivable en x,,. Rappeler la
deéfinition du nombre derivé de fen xq. Ecrire le développement limité de | a lordre | en x,.
by Chuelle est la meilleure approximation locale en x, de [ par une fonction affine?
Expliguer potrguiod,

2* Dans chacun des cas suivants, écrire le développement timité de [ a Uordre | en x.
Interpréter sdométriguement en tragant sur un graphique soiend, la courbe d 'éguation
¥ = flx) et sa tangente au point d 'abscisse x,.
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: I
a) fix)=——, x,=14
li—

b) fix)= sinx x;=1:

&) fix)=e %% x,=0;

d) fixy=lnx, x,=1.

3° a) Soit y=ax+ b 'équation de la tangente a la courbe d ‘équation  y = f{x) au
point d'abscisse x,. Interpréter géométriqguement le signe de  f{x) — (ax + b).

b) Hiustrer le @) dans chacun des cas fuisant Uobjet du 2"

en 0

# Activité 2 : Approximation polynomiale locale de i 1 -

a) Pour tout réel x, on pose : Sy =1+ x+ x* + x%
Calculer x84 — 8.
En déduire une expression de §,.
b) Prouver qu'il existe une fonction & telle que, pour tout réel x différent de 1 ;
| . _
f(x) = e x4 %2 + x4 xslx).
—X

aec [inrrh glx)=0.

¢) Construire sur un méme graphique les courbes représentatives des fonctions :

2 2 l
B o R i S G Sl B 1 N e 0 A s R [KHJ—TJ'

d) Etudier les limites suivantes :

. fx) =1 Ix)i—1.—2 Xy =1 —x —=x
lim — ;0 lim / e =% ;
T+ 1) X x ) o =it r X7

-

Préciser le rapport entre les résultats obtenus et la question b).

W - = oodt
J Activité 3 : Approximation locale en 0 de j T p
il
! Lo e T o I .
On considére la fonction F définie sur B par @ F(x) = [‘ HF_Z

J 0
I° a) Prouver que la fonction [ est impaire.
b) Calculer F(x). Déterminer un réel M strictement positif tel que, pour tout réel x de
Uintervalle [0, 1], onait : — M < F'(x) £ 0.
¢) En déduire que, pour tout réel x de 'intervalle [0, 1], on « :

— Mx < Flx) — F(0) <0,

(On pourra utiliser, en les précisant avee soin, des proprictes de lintégrale)
d) Déduire de ce qui précede que, powr tout réel x de Uintervalle [0, 1], on a ;
el

e
“J’!I_EF{.-_-‘H{..U.
2 X) —ix
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&) En déduire un encadrement de Fix) — x  sur Uintervalle [ = 1. 1].
) Tnterpréter graphiquement le résultat ci-dessus par une fizure soignée.

2% a) Calculer FU(x) et F'*¥(x).

b) Déterminer un encadrement de F'Vx) pour x élément de [0, 1].

¢) En operant de proche en proche, comme au 1°, déterminer un encadrement de
i

Flx) — x + : pour x élément de [0, 1], puis pour x élément de [— 1, 17.

d) Interpréter graphiquement le résultat par une figure soignee.

“ Activité 4 ; Approximations polynomiales en |'infini

1° On considére la fonction [ définie par ;

. s oAl L [P [T |
Jlx)= 5
N

a) Dérerminer les réels a. b, c et d tels que, pour tout xde B~{ — 1 1] :

: ex + d
fixy)=ax + b+ —5——.
xt =1
{On pourra utiliser la divisicn des polynomes.)
by Montrer que  lim (fix)—ax —h=0= lim (fix}— ax—h).
x—++ E LR
¢} Interpréter graphiquement le résultal ci-dessus, en tragant sur une méme figure, les
courbes représentatives des fonctions [x — ax + b] et f.
_ {x _ ;
d) Prouver gue a= lim Q et b= lim fix)—ax
=4 @ X X - =

D K B

=ax* +bx+ e+ .
X+ 1 X+ 1

(On représentera graphiquement [ et [x — ax® + bx + ¢].)

2" Reprendre le I° avee @ [ix) =

I = DEVELOPPEMENTS LIMITES

1. DEVELOPPEMENTS LIMITES AU VOISINAGE DE 0

Soit [ une fonction défmie sur un intervalle ouvert J contenant 0, sauf éventuellement en 0,
On dit que f admet un Jeveloppement limité polvaomial d'ordre o en () pour exprimer

: qu'il existe des réels a,, a,, a., ... a,, et une fonction & tels que :
DEFINITION 1
fx)=ay+ayx + o + a,x" + xX"6(x),

avec : lim e(x) = 0.
x—=0

REMARQUES :

1° Nous dirons « développement limité » pour « développement limité polynomial »,

27 On prolonge éventuellement la fonction & par continuité en 0 ¢ &(0) = 0.

3" Pour n= |, on retrouve la définition du développement limité a Pordre 1

4° On aura rencontré dans les Activités préliminures des exemples de developpements limités.
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» Déterminer le développement limité a lordre n de L fonction f au vaisinage de U cest
déterminer les coefficients ay, ay, ... a,. Les méthodes permettant cette détermination
sont multiples (voir Activités préliminaires), On a en particulier :

Ji)—a, Flay—ltg — ty %

gy = lim 3 i
X £} X

tg = J(0) : &, =lim
x—=0

Il en résulte que le developpement limité de f i lovdre nau voisinage de O est unique, il
existe.

Mais la determination de ces limites n'est pas nécessaire 4 la recherche des
développements limités, Beaucoup de méthodes permettent de parvenir au resultat, et
ainsi d'obtenir directement certaines limites (voir Activités preliminaires, et ci-dessous).

REMARQUE ;

On peut defoir le developpement limité de [ en (0 Pordre i méme si [ nest pas defimic en 0, 4
condition gque [ soil définie au veisinage de @, et que  lim fix) =ay  soit un réel. On peut
=0

gpalement déhinir les développements limités d'une fonction i dreoite ef 4 gauche de 0

2. UN THEOREME DE COMPARAISON

Soil [ une fonction dérivable sur un intervalle [a, b], et dont la fonction derivée est
bornée sur [, b]. Le théoréme des accroissements finis et les proprictes de lintégrale,
permettent de déterminer un encadrement de  f(h) — f(a). Nous allons nous inléresser
aux encadrements gue 'on peut déduire de certains encadrements de la fonction derivee
de [ par des fonctions puissance.
Supposons gque pour tout réel x de l'intervalle [ — a, a. on ait :

|fx) < M|x|" (o MeR, et nehl)
o Pour tout x de [0. a], cetle inggalite équivaut a I'encadrement :

— Mx" < f(x) < Mx".

Il en résulte (voir chapitre 3) que, si [ est continue sur [ — a, a]

j — Mt"dr = [ Frr) dr = J. M,
¥} w o

IR okl

: ; _ 3
— M—— = fle)— fl0) == M ——
i : n+ 1

clest-d-dire gue ;

-

1

Ou eneore qQue ;

i M
Lfx) — fIO) < —— |x"* L,
R

o Pourtout x de [—u, 0]:
— Sinest pairboma — Mx"

* 1

= fix)s Mx'.
0 1]
Il en résulte que J —M"dt < j S dr = j Mie" di;
l

c'est-a-dire que : '
:l_"d.. R |
M- ——< f(O)— flX) € — M "l
M_!xf{} J1x) e

ou encore gue : | f{x) — (10)| < n_ £ i

+1



2]

8/ Approximations polynomiales

Simest impair,ona Mx"< fix)= — Mx"
v} a * 0
Il en résulte que .[ M dt = [ frirydr < ‘ — Mi"de:

c'est-id-dire que :

\f”+] ..-’T+1-
— N = — fix)=A .
In + 1 1) j'rh:l JrJ'i + 1
ou eéncore que : | fix) = f(0) < J#'I‘|-"~'|"+ %

On peut donc énoncer :

THEOREME 1

Soit f une fonction dérivable, et dont la dérivee est continue sur un intervalle [ — a, a|.
S'il existe un réel positif M et un entier n tels que, pour tout x de 'intervalle [ — a. a]. on
ait :

|fx) = M |x]",
alors, pour tout réel vy de | — @, a], on a:

M
f(x) = SO < - fx™ "

REMARQUE :

Le theoreme ci-dessus peut se démontrer suns recours aux proprietés de inégrale, en éludiant le
w1

.ot dautres
+ 1

fonctions analogues. Cette méthode ne suppose pas gue [ est continue sur [ — u, d]. Le lecteur
cludiera cette methode 4 titre d'exercice,

sens de varation suc [0, 4] et sur [ — o, 0] de la fonction [:x — flx) — M-
n

3. DEVELOPPEMENTS LIMITES USUELS

s Pour tout réel x, onoa;jeos x| = 1
Il en resulte d’aprés le théoréeme 1 ci-dessus que :

|sin x —sin 0] < |x|. soit: [sin x| = |x;
2

. 5 . v
puis gue : |—cosx +cosl| = S5, SOl |1 —cosx| < —.
; _ . || | x2 Ji e
De méme, successivement :  |x — sin x| é? v |5 hresx— 1| ﬂﬁ:
¥ I s’
x.‘i + ) | i _'.‘_-J- \_2 5. 1 O
— - x +sinx Dz — —=— —CO0sX
6 120 2 . ?"E!
.‘{5 ‘L} . = |_.'..'.’|
—— —— } x — §ill X e
120 6 5040
12 4
Pasons: cosx=1—— 4 — 4 x¥g,(x)
2 24 3
".1 5
et 501 .\'=.\'——+—+‘l.hl[\.]

6 120
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I X
{n a done : E,E.‘(]ZF(CD‘F —J F_%)

I \.3 x'i
at: Ealx i X —x+— — —

(x) = ( X=Xt = )
D'aprés les caleuls Cirdcﬂﬂus, on a:
..;2 2
ey (x)] < et |esfx)| <

7y 5{}4{1'
Il en resulte que : l_irr'}. gilx}=0D el Iin*‘lJ gxlx)=0;

On a donc ainsi prouveé que les fonctions sinus et cosinus admettent un développement
limite au voisinage de 0 ;

i .4
L X ;
— dlordred: cosx=1——+4 —+x*,(x), avec lim£(x)=0
1 24 x—=0
‘L'] _i.
— dlordre 5: sin x =x—— 4+ — + x%g;(x), avec lim g;(x) =0
6 l'}ﬂ x—=+l

REMARQUES :

I Remarguonsque: 2=2! ; 6=3! 1 Z4=49! | 1W0=15!,

2° Sil'on pose edx)=xa,(x) et esxi=xzax), ona hmxix)= hm il X) =
A=

On peut done éerire ¢ A
FRTY . o . -
al'ordre 5: cosx=1 ——+ﬁ+x::hl dvec ]!n&m,1xl=
L L
: :r’ % ;
dlordre 6: sin x =% ——+—+ x"malx), avec lim asfx) =10
f 1"1]- x—=l

e Soit fix)=In (I +x), Pourtout xde ]—1, + == [, on a:

fx) :14:-:; WIB =1
J'x) = -0 +Ilﬂz 10y =-1;
fﬂw=ﬁfﬁ , S0y =2
90 = = 0 SHOI=—6

Pour tout a de 10, 1 [, la fonction /™' est continue sur Uintervalle [ — a. a]. Elle est donc
bornée sur cet intervalle, et il existe un réel M tel que, pour tout xde 'imtervalle [ — a. u] :

|/ ) < M

Dapres le theoreme 1, il en résulte successivernent :

|/ ) — 0] < Mxl.  soit [f"(x) =2 < Ml
.3 ]
g "(x) — 2% — f(0) <ML, soit | -2x+1] < M"-Z :
| : ; |
fx)—x*+x — [(0) =M 6 soit |fix)—x"+x=1 =M ?:
3 a o .3 3 4
k)~ % + 31— e j'iﬂ}! < Mﬁ soit | fix) — “? + "? _x|<M ,_f—4
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g .83
Posons done : In(l + x)=x — T + % + xulx),
] [ -2 NJ
On a alors - #(x) = —1(]n (%)= ?) et, d’aprés le résultat ci-dessus :
X 2
A .
)| < ;':".

Il ¢n résulte que :  Hm &lx) = 0.
x -+

La fonction { admet donc un développement limite a lordre 3 au voisinage de 0 :

il

| e
nil+x=x 5 3

1
o Soit la fonction g définie par gix) = /1 + x = (1 + x)2.
On a, pour tout x de J— 1, + o[ ;

|
i - + x*(x), avee him a(x)=0.
x=+0

| 1 |
gl ==z (1 +8 2 =——=0—= e g0 =
2 e B
| 3 |
gix) =—=(l-+x) T =— —— gy =
4 41+ x) /1 + x
3 o 3
g'lx) = gil RXE = S g"(0) =
U+ X7+ x
15 = 1
GV = = o1+ %) T = 2 g0y =

6

La fonction g'*! est continue sur I’

interyalle {-

L3

b | —
fod | =

intervalle, et il existe un reel M tel que, pour tout x de

16(1 + x)* /1 + x

. Elle est done

g
=== i. i Lo ait

En utilisant le théoréme 1, on obtient successivement, pour tout x de

(4

"' (x) =3 < M lxl:
R S x*
g x) —-E--F-E = :‘UT.
: e x|
ST, DSl =2
g =St g M
= 3xd e & iz Mt
i T e e
— et =
Posons: /l+x=1+ 5 + 16 + %7g(x). On.a alors :

1 T =
Hx) = F(\jl Ex ===k . —)

Et, d'aprés le résultat ci-dessus @ |alx)] <

M x]
24

Il en résulte gue ;

X

=
16

bornée sur cet
: lg™ix)| < M.

44

b |
frodk [ =

lim ex) = 0.

=+

La fonction g admet done un developpement limité a l'ordre 3 au voisinage de 00 :

-3 A

— X X X 4
I x =1 - e R B S

8

16

lim &lx) = 0.
x=0
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J Activité 1
En utilisant la méme méthode que ci-dessus, déterminer le développement limité ¢ Uovdre 3
au voisinage de O de la fonetion h défmie par  hix) = e*.
o En résumeé :
On a les développements limités suivants, au voisinage de 0 :
1 : :
. =1 +x+x?+x' +a'%(x) avee limg(x) =0;
=k x=e{)
x *
M4 x =14 ——+—=+x"x) avwe limeg(x)=10;
N 2 H Iﬁ 1{ } a0 _l: }
In(1 + x) 'T:+'r3+ Yay(x) lim 2,(x) =0
n XY= —— F—F xlgifx) avec  him s,{x) = 1)
THEOREME 2 2 "3 p i
2 1
. ., LN - 8
e =1+x+—+—+ x'eix), avec lim g, (x)=10;
2 ) im0
.IT:" 14 r I
COs X =1 ——+— + x'zg:{x), avec lim g:(x) =0
I -1! 5 —=o -
3 5
: A X . ;
sin x = + ——+xfglx), avec  lim g.(x) = (;
o B = =0

* Activité 2

Retrouver le développement limité a Uordre 3 au voisinage de (0 de la fonction

f=[x= 1 +x] enéudiant successivement les limites :

N S o ; (x) =g — a; %
ag=-lim f{x) ; a;=lm R D =i /) = -
0 y—s il X 5 &0 X
o X)) —ag = apx —ayx’
a5 = lim 5
x) X

r

4. AUTRES DEVELOPPEMENTS LIMITES AU VOISINAGE DE ZERO

e La methode ci-dessus sTapplique i toute lonction [ admettant, sur un intervalle
ouvert [ contenant 0, des dérivees successives bornées sur I jusqu’i un certain ordre k.
On obtient ainsi un développement limité d'ordre & — 1.

e Il cxiste beaucoup de méthodes permettant daboutir a4 la détermination du
développement limite eventuel d'une fonction f au voisinage de zéro. En particulier, &
partir des développements limités usuels ci-dessus, on peut déduire les développements
limites de nombreuses fonctions obtenues simplement a partir des fonctions fmsant
F'objet du théoréme 2.

Exercice résolu
Dérerminer un développement limité a l'ordre n de lu fonction f, au voisinage de O :

a) fix) = su:_x. n=35: b fix)= \,fl —x% =4

; NS e & .
sin x = x —— + — + x"ilx), avec:  lim gx) =10

i) Onoac:
1I| 3‘[ 5.'- x=e il
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] &4

sin X X X 2 :
Done : = | =="+ — 4+ x"8(%), avec; hm gx) =0.
X 3t = 5] x—=0)
b O T+ X =1+ iy + s + X%(X). avec: lim X)=0
) - = e — 4 X avec : {X)=10.
VA 28 16 XD
e b e dky R
Dong : Jl=xt=1+ ; - l—-:; ) 4 { [; ) + (— 2P~ x%)
—I—£—£+‘-'r4 —i—\'zat—-rzl_
: ol TRATE 16 :
; | S I
Soit : g{x)= —— — x"e[— x*).
16
Compie tenu de Thypothése lim X) =0, et de lim(—x*)=0, on en déduit:
X =0 x40}

lim &,(x) = 0. Le developpement limité cherché est donc :
vl

F o

: x \

[T = =1 ————+ate;tx) avee: limig(x)=10,
H x—0

Exercice d'application

1, Déterminer le développement limité @
I'ordre o de ln lonction [, au voisinage de 0 ; B fix) =

l:= -'II- i
ay flx) = —>——,
o

1 —cosx

2

f= 3!

5. DEVELOPPEMENTS LIMITES AU VOISINAGE DE «,

Soit f une fonction numerique telle que la fonction [h — f(x, + 7] admette un
développement imité d’ordre n au voisinage de zéro.

Ona: flxg+M=ay+ah+ah>+ .. +ah"+ leh), avee lim sh) = 0,
=0

Posons: h = x — x,. Onaalors:
JUx) = a4+ aylx = xg) + azlx — x50 + . Fafx xLJ" + [x—xp)e; (%),

avec: glx)==¢lx— xp) Donc: lim gix)=10.

R, 7 ]
On obtient ainsi ce que Fon appelle le developpement limite de [ al'ordre nau voisinage
el xg,
Pour obtenir un tel developpement limité. on peut utiliser le changement de variable
x = xp + h, et déterminer le développement limité au voisinage de zéro de la fonction
de h ainsi obtenu.

Exercice résolu

Liéterminer, sl existe, le développement Timité o 'ordre n au voisinage de x,, de la
fonction | :

a) fix)=1In x, X = ke W=
by fixy=1In x. Syt ==
¢) fix)= 1 +x xg=1 n=3

afy Ona Inx=mm{l +h. avec h=x—1: or:
> !3
(]l «+ )=/t — == JT + h*eh), avec lim &lh) = 0.

= x=:{l
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=17 (x—=1?

Donc: Inx=(x—1)—— +(x — 1)*gy(x), avee lime(x)=0:

+
= 3 s
By Deméme: Inx=In(2+h), avech=x—2: or:

f
in(2+h)= IHE(I + ;:) = InE+1n(1 +g)

(=3

h h I H* h? ,
ers dn I+E =i_2_xz_3+i2_j+2_~‘“{h}‘ avec rlr“-!:] gth) =0,
x—2 (k=2 (x—2)
Donc: Inx=In2 + b ) —f—L\ ) 4 (x— 2% (x), avec lim g(x) = 0.

p. ! 24 R

¢) Ona: Jl4+x=./2Fh aveec h=x—1; or:

. = h h h? I h?
V"II 4+ = \(;2(\/1 e - E) = ﬁ(l + 3% — 2 x 32 +E_fr_.3-f '_:'."' u .ﬁf'“”).

avec lim #(h) = 0.

h—=0
= a2, /2 Sl
Done: /1 4x=2+3x—1)= 3= (x= 1) +3|*f;-8r{x — 1P 4 (x = 1)%4(x),

avee  lim g,0x) = 0.
xe ]

Exercice d'application

I Détermuner le développement limite

-

l'ordre nau voisinage de x, de la fonction [ €} Jix}=rcosx, xg= a 2= 3;
¥ = iy S - {14

i) ”\l——1 : \:1 Xg—=2 n=3 ) flx) = sin x; _-.;ﬂ‘=-Ir "=

by flx) =e", Vo= e

6. APPLICATIONS

a. Calculs approches

Soit [ une fonction admettant ¢n un point x, un développement limité a l'ordre n :

_,ﬁt.‘f} =dy = ”l"t = ":u.! it “3[-\' == .".'n:l2 3 ey[eTo ﬁ,.,[-": 3 ..'l.'n}lr t t-\' 2oy .‘Eﬂ]"fi.\'}.

avec lim slx)=0.
A—xn
Posons  Px) =dy + a,(x — xg) + as(x — x0)7 + . + a.(x — x5
(P,{x) est la partie réguli¢re du développement limité de [(x).)
Pour tout réel x, P (x)est une valeur approchée de ((x) dautant meilleure gue x est voisin
de x,.

Nous admettrons que :
Si la fonction [ admet sur un intervalle [x, — 2, x, + 7] des dérivées successives jusqu’a
Pordre n + 1 inclus, et sila dérivée 1" ! est majorée en valeur absolue par un réel M sur
[xn—2, x; + ] (c'est-a-dire si, pour tout v de [x, — 2, x,+2],ona: [ "(x) < M)
alors, pour tout x de [x, — %, x,+ 2], P(x) est une valeur approchée de f(x) a
M|x — x| ™!

(a4 1!

I'incertitude
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Exercice résolu

En urilisant un développement limité. déterminer une valewr approchée de :

a) In 2,1; b) /0,98,

: x—2 x—=2  (x=2)
0 : Xi= ¢ 3 ==
@) Onafvoit§6): Inx=In2+— s 24

01 00l (0.0011
P e b e N g o e ot
a4 ) =1n 2 + m - ¥
Py2,1) = In 2 + 0.05 — 0,001 25 + 0000 041 67
Py2.1)=1n 2 + 00458791 67

+{x —2Pg,lx), et :

! . 6 ’ y:
D'autre part 1 f'"x) = — —. Donc, pour tout réel x de l'intervalle [2,3], on a:
X

3
)l < o
| f L\}iéﬂ.

; : I

Par suite : | [(2.1) = Py(x)| < g 41
: : 0,000 1 3 : . :
soit : | f(21) — Pylx) < 7 cest-a-dire: | f(2,1) — Pilx)| < 1,57 = 107°

On obtient alors :
In2+ 048791 66— 0,000001 57 < f(2,1) < In 2 + 0,048 791 67 + 0,000001 57.
Le reel In2 est également donné par une valeur approchée. On obtient alors
I'encadrement :
0,693 147 18 + 0,048 79009 < In 2.1 < 0,693 147 19 + 0,048 793 24
079193727 < In2.1 < 0,741 94043
c'est-a-dire: 0741937 < In 2.1 < 0,741 941.
L'amplitude de I'encadrement ainsi obtenu est 4 » 107",
Et: In21 0741939 4 2 x 10™% prés,
{Le caleul direct 4 la machine donne : In2.1 = 0.741937 345

1 3 3

hY De méme : ‘v” +x=1+ ; - % - r_ﬁ + 3 3elx).
— 0.02 — 0.02)? - 0,02
Py098) =1 + —=— —* : e o 1S

P4(0.98) = 1 — 0,01 — 0,00005 — 0,000 000 5,
P4{098) = 0989949 5.

15
16(1 +xY /1 + x

" ; - I 3
D'autrepart : f“x) = — Pour tout réel x de 'intervalle [—. —J :

22

-—

q
A% B et .
3N A 18 /3
16( 5 \

3 ]
E:’ N I e+ [

34

|/ X <

1

(R

!
i

ot —

Dongc, pour tout réel x de l'intervalle I:
: = 12

24
Dong : I/ 0.98 — P4{0.98) < 0.0000167.

et |
Par suite :  |/0.98 — P,(0.98)] QE
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Soit

cest-a-dire :

0,989949 5 — 0,000016 7 < /098 < 0.989949 5 + 0,000016 7.
= =

09899318 <, /0,98 < 0,989 9662,
098993 < /0,98 < 0.98997.
L'amplitude de I'encadrement ainsi obtenu est 4 x 1077
Et: 098 ~098995 4 2x 107 %prés. -
(Le calenl direct 4 la machine conduit 4 : /0,98 = (0989949 49,)

Exercice d'application

1. En utilisant un développement hmite au | a) %'; h) e*t;

voisinage d'une valeur x que 'on déterminera, | ¢ cos 467 (on se ruménera @ une mesure en

caletiler une valeur approchés de radians),

b. Etude des limites

Dans de nombreux cas, I'étude de la limite d'une fonction n'est pas aisée, et 'utilisation
d'un développement limite peut rendre de nombreux services, car ses coefficients sont des
limites de fonctions, et qu'il peut étre determiné par des methodes ne nécessitant pas

détude de limites.

Exercice résolu

Déterminer les limites suivantes ;

. I el —2 BN X —XC0os X
a) lim X ~\"] : b i e—————————
X= i X L+ X
Pl g T14-""‘3-1- *ilx) vee lim gx) =0
1) X = Lot ety cavee limeafe] =10
il ST il
¥ oaxt x
Ml—x=1———————xg(x) avec: lmnex)=0.
b A 1) it ’

e

— X .
Dong: J/l4x—J/l—x=x+ 5 ° xMe(x) — &,(x)). Par suite :

Nf‘]”—'r— \'—\_.f"l = R |
M - = =+ fl%) — £l x)
X7 2 i
i O Sy I e
& . 5 ' - N . N =
[l en résulte que : lim = =3
= X
| % |
: x N = a0
by sinx=x——+— + x"g(x), avec lim aix) =0,
' 6 120 k=0
\.ﬁ =
g N B o o= e LT R R I
X oS = g - 53T xieilx), aveo £u_1'._1J £lx) =

x?

3
_ s .
Dang: sinx — X cosx = T + x"(e — g(x)). Par suite :
N

sinx—xcosx | x Mg — (%
3 == ml+‘l'[» sl )

; . sinx—xcosx 1
Il en résulte gue : Lm 3 =_.
5=+ X 3
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Exercice d'application

. En utilisunt des développements linités, : X :
* E“- ]Id- ; i m. ¢) hm —;|e¥—— — 1 —sin x |;
déterminer les limites suivanles : ik )
t L1
oLl 4 3
Let—=et4l d) lim — [—+—.tc'3" ;
) lim .,—!l“: = X I + x
a0 X =
X e
el Hm fxlxe—11—x;
G+ 2x— 1+ simx) =
G S e e Iy hime x4+ x)— I x].
=0 X e g

¢. Ftude locale d’une fonction

Soit [ une fonction admettant au voisinage de x, un developpement imité a I'ordre n
S1x) = ag + aj(x — xg) + aa{x — 202 + ... + a,(x — x0)" + (x — X)),

avec  lim alx) =0, Soit: Pix) = ag + a;(x — xp) + .. + aylx — x50%

ol o |

La courbe I d'equation  y = fix), etles courbes €, d'¢quations y = Py(x) sont tres
voisines lorsque x est voisin de x,. Les courbes Cp sont en général plus simples 4 tracer
que la courbe I (surtout pour les petites valeurs de k), et peuvent permettre de preciser la
forme de la courbe I au voisinage de x;.

La position de I' par rapport a chague courbe € est définie, au voisinage de x,, par le
signe du terme a (% — 2" (si ey # Ok ou plus généralement du premier terme
non nul ne figurant pas dans Pyx).

* Activité 1

Sur un graphigue trés soigné, tracer au voisinage de ) les courbes C, obtenues d Uaide des
developpements limités du théoréme 2, ainsi que la courbe I pour :

a) f(x) =~I_1—‘_ b) fix)=/1+x; ¢) flx)=1In (1 + x);

d) flx) =e"; £) [(x) = cosx; ! I) fix) =sinx.

Activite 2

1" Soit [ une fonction numérigue défmie et dérivable surun intervalle [ — a, al, et admetrant
une dérivée seconde sur [ — . al. sauf peut-étre en (. On suppose en putre que ["(x) change
de signe en O (powr fixer les wées, supposons que f'(x) est du signe de x).

a) Pour xe]0, al, onadone: ["(x)>0.

En diduire que  ['ix) = f10) = 0. puis que fix)= (0)+ xf(0)

by Pour xe|l—a, 0, ona: ["x)<0

En déduire que ; f(x) < [0+ xf7(0),

¢) Que represente la droite D d'equation v = xf'(0) + f(0) pour la courbe I d équation
= flx)" -

d) Déduire de ce qui précéde la position de I par rapport & la dreite D,

¢) Représenter soigneusement D et T pour la fonction [ définie par

Cette fonction admet=clle ¢n 0 une dérivée seconde?
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2* Reprendre le 1° pour une fonction [ défmie et dérivable sur un intervalle
I =[x, — o xu+ a]. et admettant une dérivée seconde sur | sauf peut-étre en x,. On
stippose en outre que [ "{x) change de signe en x;, {on supposera que ["(x) est du siene de
Xy — X)

3% Tracer soigneusement la courbe représentarive de la fonction f, et sa tangente en x,;:

a3 I
a) flxy=e"* g = ——.
72
8) fx)=s5inx & Xg=
¢ Soit I' Ia courbe représentative d'une fonction numérique /. Un point M, on I' traverse
sa tangente est un point d'inflexion, D'apres ce qui précede, si la derivée seconde de f
change de signe en x,, la courbe I” admet un point dinflexion d’abscisse x,.

Déterminer les points d'inflexion de la courbe I' dans les cas suivants :

3 T
i) f{ﬁ:}r-% s B ifixy=xInx—x
3
O fiX)=(x+2e5 ; d) r—|+ In (1 + x).
X

7. CARACTERE LOGAL D'UN DEVELOPPEMENT LIMITE

Il est important de remarguer qu'un développement limité d'une fonction [ au voisinage
de x; ne permet de donner des valeurs approchées de f(x) que pour les valeurs de x
voisines de x, (voir Activite preliminaire 2¢. et § 6 ¢. Activite 1),

Les polyndmes P, ne permettent en général pas de préciser le comportement global de la
fonction f. Ces fonctions polynomes P, sont determinées, lorsque f est indéfiniment
dérivable en x,, par les valeurs des derivées successives de [ en x;, (voir Activité 1 ci-
dessous), et deux fonctions peuvent étre globalement tres différentes el cependant avoir
toutes leurs dérivées égales pour une certaine valeur v, (voir Activite 2 ci-dessous).

Activité 1 ;

Soit [ une fonction cing fois dérivable sur Uintervalle [ — 1, 1], et telle que la derivée
cingui¢me 1% soit borade sur [— 1,1].

(On suppose qu'il existe un réel strictement positif M tel que, pour tout x de [ = 1, 1]
|fFx) < ML)

a) Utiliser la méthode du § 1 powr déterminer, en fonction des valeurs prises en O par les
dérivées successives de [, le deéveloppement limité de f(x) a Vordre 4, au voisinage de 0.
h) Retrouver. en particulier, le résultar rencontré en classe de Premiere, concernant le
deéveloppement limité a Uordre | au voisinage de zéro,

¢) On suppose que f(x)=ag+ay + a1x> + ayx” + g x* + asx® + x76x), avee lim afx) = 0.
-t il

Déterminer, d l'alde de ce qui précéde, un majorant sur Uintervalle [ — «, 2] de |x¥atx)|.

Activité 2

[

On considére la fonction [ défmie par: f(x)=¢e¢ ' e [f(0)=0

1° Etudier et représenter graphiguement la fonction f. Est-elle dérivable en 0?2

2% Prouver par récurrence gue, pour toul entier n, il existe une fonction pelynome Q relle
que :

1 3
VxeR*, )= Qu(;) gl
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3" En déduire que, pour tout entier naturel n ;. f"(0) = u,
4 En déduire gque, pour tout entier naturel k. Pix)= 0.

(La fonction [ et la fonction nulle admettent donge, pour tout k. des développements
limités d’ordre k ayant la méme partie réguliére Py(x). Or ces fonctions sont distinetes. On
ne peul donc pas, sans conditions supplémentaires, caractériser une fonction par la suite
des parties reguliéres de ses developpements limités en zéro.)

I — APPROXIMATIONS AU VOISINAGE DE L'INFINI

1. ACTIVITE

xt x4l
xaf B °
a) Démontrer qu'il existe des réels a, b et ¢, que Uon déterminera, tels que :

I* On considére la fonction [ définie par : fix) =

.
x)=ax+h+——.
I %4 |

‘ . ] {I
b) Représenter graphiquement les fonctions | x — ax + b] et [.r — —?j|
o
¢) En déduire la représentation de la fonction f.
d) Déterminer un réel x, tel que, pour tout réel x supérieur d x5, ax + b soit une valeur
approchée de f(x) da 1077 prés.

Sy U 1 £

2 On considére la fonetion g définie par : gix) = 5
X T L

a) On envisage d'écrire glx) sous la forme g(x) = Plx) + , ot P(x) désigne un

x+2
polyniome. Quel doir étre a priori le degre de P(x)?
b) Déterminer le polyname P et la constante k.
k
¢) Représenter graphiguement les fonctions [x — P(x)] et l:x s ——-—:|.

x+2

d) En déduire la représentation graphique de la fonction g, j

3% On considére la fonction h définie par hix) = \,-“'4.# + X

a) Pourguoi peut-on dive que, pour les gramdes valeurs de x (en valenr alisalue), hix) se
COMPOrte comme \f 4xi?

b Ewdier la limite en + oo de  hix) — 2x.

En déduire qu'il existe wn réel b et une fonction & rels que :

hix)=2x 4+ b+ alx), avee lm sx)= 0.
X b m
¢) Etudier la limite en — o de  hix) + 2x.
En déduire qu'il existe un réel i et une fonction & tels que :
hix)= —2x+ b +£'(x), avee lm gix)=0.
§ gt
d) Construire soigneusement les courbes représentatives des fonctions [x + 2x + b,
[x = —2x 4+ b] e h

2. COURBES ASYMPTOTES

« Soil f une fonction définie au moins sur un intervalle de la forme 14, + = [
(resp, ] — w0, A[). Onditquune fonction polynome P est une approximation polynomiale
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de [ au veisinage de + o (resp. — 20) pour exprimer gue la fonction & définie par
#(x) = flx)— P(x) a pour limite 0 en + oo (resp. en — o). clest-d-dire que !
Jx)=Pix) 4+ efx), avee  lim alx) =0 (resp. Lim  gx) = 0.
= v A -
o Soit Plx) =g+ ayx+apx® ..+ axt
_,r"i_t@ g fl s th— 4 mx)
2 =

On a alors @ — — = = + .+ +a, +—.
i .Th ,_L.l.—l xh—- v ' ."Ek

Et, par conséquent : a, = lim j{:—} (uu lim ‘@)

vt K Ly e T

De méme :

o f(x) —axF : (%) — apx®
-y = lm ——— ou lim JIX) "_l‘—
L R ] X K — X
o S =t —ay 37! . x)—axt —a,_  x* !
Gy-q = Tom & = = ou him Jx) = 4. i :
X= T i = - .\:*__

ete.

Il en resulte que si la fonction [ admet ¢n + oo (resp. ¢en — o) une approximation
polynomiale de degré k. celle-ci est umque. De plus, a fonction [ n'admet alors pas
d'approximation polynomiale en + oo (resp. en — =) de degré different de &,

e Plus genéralement une fonction ¢ guelconque est dite approximation de [ au

voisinage de + o (resp.de — @) st lim (fix) —o(x)h =0
(resp.  lim ( f{x) — p(x)) = 0).
g — gy
-
Y= K |
Par exemple, soit  f{x) = .‘L_Fg’f."‘ s
NES ¥y
I

On aalors: fix)= \f_; - = -
/%=1
a fonction @ =[x \_f;] gal une
approximation de f au voisinage de
-+
o Soit Jlx) = olx) + &lx), avec
lim #x)=0 Sont € Ila courbe

¥ ¥q@

d'equation y=p(x) et la courbe
d'équation v = f{x). St M est le point
de I’ d'abscisse x el P lec pomnt de €
d'abseisse x, |e(x)| est la distance de M
a P. Cette distance tend vers zéro

lorsque x  tend wvers Dinfini.  Les y=f(x)
courbes €' et I sont trés proches pour x
trés grand (on aurait les mémes remar- I

ques en — oo (fgure 1),
Pour préciser le trace de I, on aura
interét @ tracer la courbe C (surtout lorsque celle-ci est simple).

Figare 1

DEFINITION 2

Soit I' une courbe d'équation y = f(x) et C une courbe d’équation y = ¢(x).
On dit que les courhes I' et C sont gsymptotes en | ¢ (resp. en — o) si:
lim (f(x) —p(x)) =0 (resp. Er_n [ fEx) — plx)] = 0L

X+ %o
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REMARQUES ;

12 On dit parfois que les fonctions [ et ¢ sont asympiotes o 4+ 0 (resp. e — ool

2* Lorsque lacourbe C sert & préciser le trace de lacourbe ', on dit que € estusymplote d (et gue
g et asymptole a Y en + o (resp. en — 20,

3 Lorsque @ est une fonction polynome, on dit que c'est | fonction pulynome asymptote s fen
rofresp. en — o)

4* Lu position relative des courbes et C est définie par le signe de  fix) — olx).

5 Pour prouver que les courbes T oot © sont asymptotes, il sulfit de prouver que
flxy=plx) + Hx), avee lim gx)=0 fou  lim ox) =05

x4 a =
Toute méthode permettant d'arriver 4 ce résultat peut étre appliquée,
Dans la plupart des cus, on ne connait pas o priori la fonction . L'etade de certaines limites peut
permettre de déterminer o lorsqu'il sagit d'un polyndme. Mais dans la plupart des cas, on aura
itérét & évaluer le ponds des termes en jen pour se faire une idée de la forme de la fonction o

6" Dans la pratique, les courbes utilisables pour préciser les branches infimies des courbes sant les
droites, les paraboles. et exceptionnellement des courbes polynomiales de degré supérieur & 3, ou
des courbes bien maitrisées vomme les courbes représentatives de fa fonction ln. ou de lu fonction
exponentielie,

Exemples :
1° Soit fix) = /x(x — 1).
En + o,commeen — =, x(x — 1) secomportecomme v et f{x)se comporte comme

../x.i = |xl.

2 2
—_— ST, T

Etudions donc en  + =0 : fx)—x= \.-“'f;: - = ———
V¥ —-x+4x
SO : — I .
cest-i=dire : [(x)—x = -— = — — . Par conséquent :
l |
.\'(/l——-l—i) \/I——-l-T
\ X X
: ; | ] | .
im fixl=—x=—= & fx)—x=—=+4d%), dvec Jim #x)=10.
b En Lk : 2 X< 4xm
Il en résulte "
que la droite Fipure 2
d'équalion : mn
1 !
p=x—=
est asymptote

en + oo a
la. courbe I’
d’equation

y=_/5x=1).
On prouve de
meéme que la

droite d'equa-
tion

. e

y=—x+ 5

est asymptoie
a la courbe I
en —oao (-
gure 2),
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s
2x
: Xt ]
Ona: fix)= 3 2} =
La parabole P d'équation

2 Boit flx)=

¥y = est donc asymp-

tote i la courbe Ken 4+ oo
et en — oo,
D'autre part,

3

X

3 r |
.”-"Ei—T=;

fd
[ 3
I |

est du signe de x. IMest
« gu-dessus » de P pour x
positif: et « en dessous » de
P pour x négatif (figure 3).

e | -2 5
! X*— 2y — Sx + 1 g
3% Soit  fi{x) = ————— : Fignre 3
e

e En 4 oo, commeen — m, f(x)secomporte comme x?. On peut alors étudier :

: , X =2 —5x+ 11— —2xF —d4x?—Sx+41
)= ] = e = ————— =
x+2 X+

En + oo, commeen — =, g{x)secomportecomme — dx. On peut alors etudier :
—d4x? —Sx— bdx f 8 x4

hix)=gix)+4x = flx) — x> 4+ d4x = = .
) =alx) I(x) X+ 2 x+2

En + o, commeen — o0, hix)se comporte comme 3. On obtient ainsi la fonction
polynome asymptote : P(x) = x* —4x + 3. Letude de  f{x) — P{x) permettra
d’étudier la position relative des courbes C et I,

« Pour obtenir le résultat ci-dessus, on peut également utiliser la technique de division
des polynomes :

La division eci-contre conduil au résultal : e TR x42
; A A e )
x] & 2":- i 51'.‘- + I - 5 M X — 41: *-"5
e =i e
S g Rt — 4x? — 5x
~ (—4x* — 8x)
Ix+ 1
— (3x + 6)
— 5

Il en résulte que la courbe " d'équation y = f(x) admel une parabole asymptote
déquation 3 =x" —dx + 3.
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Exercice d'application

5. Soit I’ la courbe dequation y= f(x}
Deéterminer si I admer pour |x| infini, des
courbes asymploles, et interpreter
graphiquement :

=X

a) flx) ="

o ) L

r—1

3. UTILISATION DE DEVELOPPEMENTS LIMITES

Activite 1
Soit  f(x) = /xlx — 1.
1" Calaler f(%) = plAT);

2
h fix)=

£

—3xl —2v 4+ 4

In x

=]

¢) fix)=——:
X

d} fixl= ll—t— In x.

X

2" a) Pour X strictement positif, donner un développement limité a ordre 3 de giX) au

vaisinage de (),

) En déduire [(x) sous la forme  [(x) = pix) + #(x), avee

lim &(x) =0

x—+F

¢} Endéduire 'équation de la droite asymprote d la eourbe d 'équation y = flx) en + oo,

3* Reprendre le 2° pour X strictement négatif.

4 Comparer avec Uexemple 1° ci-dessus,

Activite 2

Utiliser la méthode employée a activité 1 pour étudier la courbe d'équation

y=x*In (1 +x) —In x] au voisinage de + .

IV.— DROITES ASYMPTOTES

Yi

1. ASYMPTOTES EN «x,

L4

Soit f une fonction numérique telle que lim f(x) = + o0. Lorsque x est voisin de x,,

X xn

le point d'abscisse x et d'ordonnée f(x) est trés voisin du point d'ordonnée f(x) de la
droite d'équation x = x,,. Ondit que cette droite est une asymptote « verticale »en x, a
la courbe " d'equation y = f(x) (figure 4a). On parle également d'asymptote verticale
fou parallele a (Oy)) en x. dans tous les cas ou f(x) admet en x, une limite, une limite 4

droite, ou une limite a gauche infinic (higure 4 b).

-1

Yi

Figure 4

Sl B

-
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2. ASYMPTOTES EN + »
Soil { une fonction telle que  f(x) = ax + b +ux), avee lim gx) =0,
T—++@
La droite D d'equation y = ax + b est asvmptote a la courbe " déquation y = fix).
. : {x) : :
Dans ces conditions, on 4@ lim ;T =¢ ¢ Im [(x)—ax=h
e O . (T L o dh o
Reciproquement, si ces conditions sont réalisees, on a @ lim  f{x) — {ax + h) = (.
¥++m
Et la droite D est bien asymptote i la courbe [, Ona bien entendu des resultats analogues
en — oo,
Soit f une fonction déhnie au voisinage de  + oo (resp.  — o)
La courbe I" d'équation y = flx)admeten + oo (resp. — o) la droite asymptote
d’équation v = ax + b si, ¢t sculement si :
H . x ;
THEOREME 3 lim S =a et lim fi(x) —ax=054.

=++@m X e 1|

(re5|]. lir_n '“ir) =g el Iir_rl flx) —ax = b).

REMARQUE :

Dans leocas ou a=10, |y condition lm Jf{x}=5h (ou lim fix) =h} sulit & assurer
£ o F Tttt

Pexistence de I'asymptote déquation y =h. On parle alors dasymptote « horizontale » (ou

paralléle 4 (Ox)).

Exercice d'application

Ly

6. Deternuner les {droites) asymptotes 4 la [ " le
courbe d'equation : l a) fix) = \‘{' 1 U ey

) g =1
s 1
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EXERCICES ET

LIMITES

En urilisant éventuellement des dévelpppements limites d

b 45,

1.

I8,

wn ordre convenable, étudier les limites des exercices 1
sin 3x L lan 2%
lim 2. lim -
Nl [n{l-+ 1} Al X
. =—Tost
im—
=0 X &0 2%
| +sin x —cos X
]un
20 ] —uin ¥ —cob x’
Lo lan x— s X
Hm —
x=0N B —X
4 n
cos |- + x| —cos|=—x
) 3 |
lim -
a3 X
i Dol o
sm|—+2h|—2s8n|—+h]+sm-
\ (h [ 6
him T ;
b h
1
]nH+m] e
liny ——— g, lim————
e x 0 SN 3F
c" . x I P 1-_ = !
M —. I et
v—=o i {1+ x) T ¥
SR —x cONx  cos mh — cos nit
lim ——————— 13. lim : :
=i X1 —cosx) A= h*
) tan X —sinx
lim e T
x=0 810 xcos 2% — cos x)
o Ssimr — 7 s 20+ 3 sin 3
him 5 -
1 =0 !
! x,'_lw'-lx:—c‘ oxroumia
him —m——. 17. I =
x==0) = x ik T "?lrl X
gf —g™"
lim —
0 SinX

24.

lim
x=={]

lim
=11
L

=1

lm
=1

Lvaies
] —cos x —Eﬁln' x

_\.4
il : i 1 ol
{1+ aje, 21, lim (] 4 3xlens.
X=Q
In x inl?\ — 1)
SR 23 lim —
X :.-; T
s
CUS 3 x
| ) ]l = x—Inx
- = — 25. [im — e
eimgrl =] =l EEEYH T o

PROBLEMES

24,

30,

3l.

33

Je

i

38,

3.

4k

41.

43

44,

lmI
=1 = \.".rz

Xt =0 4+ s =1P
F1i) e :
i =1y = 4

= —
i JE - L+ =1
i — :
rasd fed
B

OO e

i —
-u 51N 2%

! x
] g
2

lim :
= X X -l
CO5 — | E0§5 —— 51N
2 4

4

gF el
lizn

i=z(x—d) et + xel

U =
5im 3 -l-c'::w X

lim
roe | 50 ¥ F ooy

lim {ln x— 1) In {x — ek

()

W+ 1 = fF = 1)

lim

[ it

hm

" g gl ¢

a2+ — %),

AT

alln (1 + x) — In &7,

3= i

1|m

X o

lim

[ i -

(2xy/ale — 1) + 2x— 1),

( B I I 1)
X5 ——xX° o5 — .
X x

WESEEE = S

Lim

A==

lim

{ i =

lim + 1)

& i

T
xYsm ~
¥

lim

=T m

lim
R Bt

L

= & n

]ml

=t =
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COLURBES ASYMPTOTES

Dans les exercices 46 i 81, on demande de déterminer
Uéguation de conirbes asymprotes d la cowrbe C d équation
v = fix} et de représenter graphiquement la courbe C et
ses courbes asymptores,

4. [y =x+1+x" 47 f{r}—xﬂ_].

Ty
e -

48 A= 8 )=
JET+1 x-—4

==

50. flx)=/x —3x+5. Sl _ﬂxll=1+\/t—+l_
XN

v—1
52 = .
52 flx) *c( gy 1)
53 flah=/xT—4— fxi =1

B4 [0 =/x*+ T4 /xT—1.

55 flx) =2 —x(x2 1 4).

5. St =2x—1+/x—4
8. fld=1—x+ x> +x+ 1.
59, fix) =% /axT — By
60, flx) = %+ 2x| + 3.
S = 2+ 12 =3
62,41 ftx) = Efﬁh——x}

63 f(x) = %R — 1),
x> +x 4+ x—1
o R —rr
: X . e+
o Xl= 2 » b =
65,  [f(x) 5 ) . fix) T
0. j'{:-;:|=.'-;—:1|n jZet— 1]
o 1
68. flx)=In E te . 69 fix) = x cura,
1 i .
X+ X !
70 )= M. k)=,
n‘;"'_I E
1
7L fix}={x+ 2}eg. 73 flx)=xln|et =1
74, fix)= it | 75 ft'l—":+?'il'
3 X = T 5 Jlx) =[x Axjex.
1 |
76. flx)=1+ (1: - —) In (l — :)

Ll Lorsqu'il n'y a pas o' |m|:|g_u|t|: un note .-'F lu fonction
réciprogue de lu fonction. x — x°
En réalite, cette fonction reciprogue estdéfinic, pour x =0, par

X e -
X+ — Mx|. On a les mémes remargues pour

{xl

7, )=l —2) &3,

78, fix)=xT—xIn (i + l)
x
79, fix)=In|x] +e™ 7
A0 flx)=In (22 ll{x+ 2).
X mxdxt—x—1

81 f[.’fil - TR =]

ETUDE LOCALE

Dans les exercices B2 d 96, pn demande de déterminer e
développement limité o Vordre 3 de | en xq, puis ponr
k=3, de représenter graphiquement les courbes
d ‘eyuations respectives y = Pux), ot Px) desipne la
partic régulicre du développement limité de [ au voisinage
dexg alovdre & Placer ensuite sognensement o cotebe T
d'equation ¥y = f(x) par rapport gux courbes C,. On
determinera également ¢ on constrira avec soin les
courhes asvmptotes éventuellvs.

g it S Sg =1,
I+ x puis xo=¢ - 1.

H

3. ,f{'lfl % {-r Inx— 1'] Np = I.. Pi.li_'-'» Xog = E.

; vt g a—1!
ﬂ-‘. JFL"I."= 3 : = 1'_ 11-0‘: . I_
SRl puis x, = 0,
puis ip =2
85, flx)= /358 — X): o =4,

86, flx)=x+ AR —x);  xo=6.
Ton
7. J(x)=6sinx+x° ht[ 1.1:.]): % =10,

+ 8 . b8
puis Xy = 3 puis xp = _.-2.,
sl X T
B flx)=————; Xg=—.
( cos x + sin x A
B9, fix)l=12x—x In|x|; A=
o, fixl=In? x: xy=:1,
; i+ In x)° !
91. “.‘H =— Xp=—, puis xp = I..
* & s Ny = €.

92 fixy=x*—=Tx+3Inx; x4 =%+ puis x5 = &

g3, f{x) = x{In |x])*; Xo =5 puis x5 = 1.
c.'|:
04. _“'L’ =X + z—lﬁ. o= ‘l

puis xy = —In 4

e
9

[ = — 1) e xg =0, puis xy =1

{a droite et a gauche).
-

g =— L=,

96, fixl=e%x* = 1);
puis xp = — 1 4 \ﬁ.
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CALCULS APPROCHES

97. Dans un tableau, inserire les valeurs approchées 3
107" donpées par une machine, de
=, 5
SIT X, X — - B e

h »
f 6 120

pour xed 01;0.2:0.3:04:05);
puis pour xe{0.01; 0.02;0.03; 0.05; 0,07 |.

YR, Meéme exercice quti Texercice 97 :

xl ‘.2 ‘.‘-
[x = cosx], ’7.\'1—- | — ?] et [ ——+ 53

YU Méme exercice gu'd lexercice 97 pour les
fonctions :

o et s 2T

el [w:n—-x———+ —l

En unilisant un developpement limite au voesinage o ‘un
patnt g, dd ordre nogue Uon déterminera, effeciuer les
calenls des exercices 100 & L1, & la précision indiguee,

T fix) =x'" —3x" + x? + 2
calculer  f{1.03) & 10° ]'pre

0L flx)=x®—25" + 5" —x + 3
caleuler  f(2.02) et f{197) & 10 prés.

102, Caleuler w’@ i 1077 prés

103, Caleuler e'-' 41072 prés

1, Caleuler e™'* & 10! prés,
105, Caleuler In 1,2 4 107 prés.

106, Caleuler In 203 & 1077 pres.
7. Calculer sin (3001 & 107" pres.
10K,  Calculer sin 008 a107% pres.
109, Calculer cos 59" & 10 * pres.
LI Caleuler ecos 1,57 4 1077 prés:

[1l. Caleuler cos107 4 107" prés.

N2 Calcoler Paceroissement du volume d'une sphére
lorsque le rayon r= 20 cm  shaccroit de $mm.

1A On considére  fix)=2% Caleuler une valeur
approches a 1077 pres de 25,
114, Soit un carré de céte 8 em. Quel est 'accroisse-
ment de son aire correspondant & un accroissement de
ses cotés de 1 mm, de (0.5 mm?

115, 12 Déterminer ledéveloppement limité d Vordre 5
au voisinage de zero de la fonction [ délinie par :

; | 4+ x
.f!:':lzln1 :

f) lim

2 Appliquer le resultat ci-dessusd x = =  pour

i+
e M,
3* En deduire: un calcul approché de  Injn+ 1)
connaissant b
4% Appliguer le resultat ci-dessous au caleul de  In 2,
n3 In5 In¥, Inll, Inl3
Comparer les résultats obtenus avec les résultats donnés
par la calculatrice.

AUTRES DEVELOPPEMENTS LIMITES

116, J°  Caleuler les dérivees d'ordre inférieurd 3dela
fonction tangente.

2* En deduire, en utilisant le theoréme 1, page 2127, le
developpement limite & 'ordre 3 de la fonction tungente
au voisinage de G,

3* En déduire :

In{l 4 x) =sinx —cosx + 1

) lim

ey tanx—x

(i Lan o) lim L
{]J 1t —— e n]_n‘l'.\' .\'z

=0 {1 —cos x)2

Manx —sin 2y

tan3x — 3tanx e} lim - -
i) sin” x

n
In{2x* = 1) | SRS L
{ - 1) o) ]'“: (-“'““ zms.\')

=1 tanfx—1)° -3

i) Ii i
& x]“—‘: Isinaw—sin 3x

7. On rappelle gue la fonction arctan est definie
sur B par @

I
y=arglan x <> mny=x el ye [— . f .
I y I
On rappelle egalement que  (arctan)’ () = T
r al

I En utihsant le théeréme 1, établir le développement
limite a Pordre 5 de la fonction arctan au voisinage de 0.
> Fn déduite - lim dn;i‘.'tl'i B

E—=i1 X
 Frablir le développement limité & Pordre 5 de Ta
fonction [ défine par

, |
fix) =< In T

Comparer avec le résultat du [/,
4 En deduire
gl + %) — Infl —x)— 2arctan x

g m— et
wo=i i
Infl+xi—Inil = x}+u&rctm x—2x
by lim — : .
K=l " i
oy . |
MR Soit fiy) = ——.
=X

o Caletlar ek TR FTOek AT
2 En déduire e développement limité i Fordre 3 au
voisinage de (. de la fonction |,
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3 On rappelle que li fonction arcsin est definie sur
[— 1. 1] et que s dérivie est déefinie sur ] = 1.1 par ¢

(arcsin){x} = ——.
| =i

Deduire de ce qui precéde le développement lumité i

F'ordre 5 de la fonction aresm,

£ 0n pose gyl =1n(x + ,ﬁ + x%). Caleuler gix).

Déduire de ce gui precéde le développement limité 5

Fordre 5 de [a fonction g, Compidrer avec le 3%

9, Déterminer le développement imite i 'ordre 6
des fonctions [ el gy
3 (gl o £ —
Jb=—r—— 1 %) = ———

Comparer avec des développements limités connus,

120, En utihsant les developpements  limités des
fonctions :

[tr-—r;] et [xr—Ini{l + x)]
1+ %

Deéterminer le développement limité 4 lordre 3 au
voisinage de 0 de [a fonction f délmie par
: In (1 + x)
Pl S

L+ %

Déterminer de méme le développement limité i Pordre 3
au voisinage de e— 1 de lu fonction f. Hlostrer
graphiquement.

121. Soit fix)=(1 + x)* (x=R)
I* Determyiner. Sl M) M0 5N,

2 En déduire le développement limité de f(x) au
voisinage de O a 'ordre 3.

3% En deduire un encadrement de | 4+ &P — (1 4 ax)].
47 Déduire du 2 une yaleur approchée (i ane précision
que ['on déternunera) de :

ed) o O ) !_ :
L.01

o) J11.03)
¥

FORMULES DETAYLOR F1 MACULAURDES

122, Soit [ une fonction définie et indéliniment
dérivable sur um imtervalle ouvert I contenant (),

A — Supposons que la fonction [ soil la fonction
polyname définie par

fix) =g+t X + wad™ + o+ i, X"

Citleuler  aq, 0y, @1, ., 8, on fonction des valeurs
en O des dérivées successives de |,

B — Pour tout x de Nntervalle [, ona :
¥

fix) — fifh =J. £y de.
L]

&

fie) dt en utilisant une intégration
¢

1" a) Caleuler
par partics.
b En deduire que
f1x) = f{0) + x f'{x) — f £ dr

« 10

¢l Démontrer que @ xf(x) = /10 + 1'j Tl dt
]

d) En deduire que
S = [0+ x (0 + [ (x = 8",

w
%

2 o) Caléuler J lx =)0 dt  en utilisant une
LE]

INLEETATION PHIr parties.
by En s'inspirant du /%, montrer que :

23 %t 1)
=1+ o+ o+ | S g,
2 1UNIE

3" Démontrer par récurrence que; pour tout entier i
. \ i O 0L
Slxy= S0} +xf 10+ — {0 + T 0+ .

o i
o X Ilr.m:l[{.” 4 1x Jj Ir.l'. ) di.
il o n!

€ — Soit x un reel de Pintervalle [, et 501 A le réel 12l

que : i

. ] : % i
) = f10) = x10) = 5 (10} — A%, =0,

Soit ¢ la fonction definie par ; : i
_ 'l 3
aft) = f{r) = () = 0 f0) — — 70 — A 10

1" La fonction g est dénvable sur Nintervalle [0, x] et
@ll) = plx) = 0.

Endéduire gu'tl existe un réel a compris dans 'intervalle
0, af el que pia) =0

2 Prouver de facon unalogue qutil existe un réel b de
10, x[ el gque @'th)y =0, etunrél crelgue p"ey= 0.
En deduire qu'il existe un elément ¢ de T & tel que
A= "e).

A Demontrer de fagon analogue que, pour tout entier .,
il existe un réel ¢ de JO, o[ tel que :

£3) = f(0) + <L (0) + = 7(0) + .

rrr i, B
A= '|n|1n'] : Hie

4-1-'.'JII in+ 1)
(O oeerit souvent c sous la forme o=k, avec
O=f<l)

1) — Reprendre leés partigs B et € dans le cas d'une
fonction f défimie sur un intervalle |4, 5] On cherchera
a o calcaler fith) — fla) en sinspicant des méthodes
utilisées.

Jr'm i Il{{.}.

REMAROQUE

Les Tormules obtenues  ci-dessus  concernent  des
propriétés de b fonction [ sur an intervalle (sar [0, x],
ou sur [u, B, alors que la formule analogoe -

y _.1 : .ll.n
fx) = f{0) +x 1101+ %_; (04 o = (0) 4 "6l

que "on peut déduire de Papplication du theoréme 1
concerne des propriétés locales de Iu fonction fen (. En
elfer, cette dermiere formule ne revél desigmibcation gqu'ia

travers I condition  lim gix) =
x=n




ACTNITES
DE SYNTHESE

~ (ANAIYSE)

Les activités que nous avons regroupées dans ce chapitre autour de quelques thémes
mathématiques fondamentaux permettront de faire un hilan de apport de 'étude du
programme de Terminale C & la résolution de ces problémes mathématiques majeurs.
Les préoccupations liées i ces problémes sont en realite un moteur pour la recherche, et
une justification i INintroduction de telle ou telle notion. Clest ainsi que le va-ct-vient
souhaitable entre étude théorique et Napphication aux problémes fondamentaux est
materialise par Uexistence, tout au long des chapitres precédents, d'activités liges a ces
problémes fondamentaux. Les activités qui composent ce chapitre doivent, d'une part.
enrichir les ¢tudes précédentes et permettre  certains  bilans  théoriques ¢t
méthodologiques, et d’autre part. i travers les questions non encore resolues que 'on peut
s¢ poser d leur sujet, étre le point de depart de développements ultérienrs.

| — MAJORER, MINORER, ENCADRER"

1. BUTS ET METHODES

r

e La resolution de nombreux problemes d’analyse passe par des majorations, des
minerations, des encadrements de nombres, de suites ou de fonctions. Cest ainsi que Fon
peut realiser des approximations d'un réel par differentes suites, et etudier la valeur des
approximations obtenues, en particulier pour ce qui concerne des nombres attachés a des
fonctions ou des suites (limites, mtegrales, nombres dérives, extremums, ...). Ces methodes
de comparaison peuvent eégalement, a4 travers certains théoremes fondamentaux,
permettre de prouver l'existence de tel ou tel étre mathematique. Par exemple, la
convergence de suites monotones, ou lexistence d'une limite pour des fonctions
monotones petvent se prouver grice 4 un processus de majoration ou de minoration. Des
majorations de la forme

1fix) = fix) = Alx— x| ou [fix)— fix) — Ax — x| < M{x — %)

permettent de prouver la continuité, ou la dérivabilité d'une foncuon. Elles permettent
également d'obtenir des majorations de certaines suites par des suites géometriques, Des
majorations sont cgalement nécessaires pour preeiser la qualité d'approximations
numerigues, ou dapproximations pelynomiales de fonctions, dans certaines conditions.
Ces préoccupations d'approximation peuvent également étre vues a travers la recherche
de modéles mathematiques adequats aux  phénoménes physiques.  biologiques,

B C et arinsi e Dhend denns Ta définivion de 1 Analyse v comme aopu le dive Jean Dicudonne, mathématicien
Cﬂnlﬂmpﬂﬂlln de renom
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% Activité 1 : Récurrence

9/ Activites de synthése

¢cononmiiques, ¢l surtoul 4 la détermination dapproximations des solutions des
problémes mathematiques ainsi poses (dans fe cas le plus fréquent o0 on ne sait pas les
réesoudre exactement),

« Pour realiser des majorations (ou minorations), on dispose :

— de méthodes algéhriques, par exemple :
manipulations d'incgalités,
transtormation d'expressions,
utilisation de valeurs absolues,
raisonuement par récurrence,
conditions d'existence des racines d'une équation (deuxiéme ou troisiéme degré)
(voir § I1);
— de méthodes de lMNanalyse, par exemple :
comparaison avec des suiles ou des fonctions de comportement connu,
comparaison avec des integrales,
comparaison dlintégrales,
etude de variations de fonctions (principe de Lagrange, représentation graphigue),
théoréme des accroissements finis,
utilisation de développements limites,
theoréme des valeurs intermediaires,
le fait qu'une fonction de limite [ en xy est bornce au voisinage de xg.
convexité (voir § TV):
— dautres methodes, issues par exemple de I'étude des espaces vectoricls.

Le lecteur est invite, pour chacune de ces méthodes, 4 se réferer an chapitre
correspondant.

2. EXEMPLES D'ETUDE DE SUITES

e

Dans la résolution de l'équation définie par x = \;‘E_\; + 35, on peut introduire la suite (1)
deéfinfe par © uy., = \_-f'lzuu + 35 et g =0

1" Interpréter graphiguement la formation des termes successifs de la suite (u,).

2 Utiliser 'étude ci-dessus pour conjecturer le sens de variation de la suite (w,), et un
majorant de u,.

3% Prowwver gue la suite (u,) est croissanre.

#° Démantrer par récurrence gue la suite (i) est majorée par 7.

5° Conclure d la convergence de (u,) vers un véel | solution de ['équation x = u’r 2x + 35,

% Activité 2 : Manipulations d’'expressions algébrigues

St !
ST . i 5 D e e
S S S e Y e

2 | |

Qk+ D2k+3) 2k+1 2k+3
2* En déduire une expression de w, en fonction de n.

I* Prouver gue

3* Déduire de ce qui précéde que (u,) est majorée par 1, et converge vers |.
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¥ Activité 3 : Utilisation d'une fonction

i i 2
On considere la suite (u,) définie par : w,,, = c it et g =2
u,

I Etudier et représenter graphiquement la fonction [ définie par :

| 2
flx) == (Ex + —,)
3 t"

2° Prouver que pour toul entier natuwrel n, u, est strictement positif.
3° Montrer que pour tout n, u, est minoré par J/2.
4 Prowver que (u,) est décroissante. En déduire qu'elle converge. Quelle est sa limite?

+ Activité 4 : Comparaison avec une intégrale

| | l
On considére la suite {s,) definie par : s, =1+ 53t 3 + ..+ ek
= e n-
: I . : : ;
1° Soit  f(x) =—. Encadrer s, en wilisant le calend d'une intégrale par la méthode des

3
rectangles. En déduire que la suite (s,) est croissante et majorée par 2.

2° Caleuler une valeur approchée de la limite de s, a 1072 prés.

* Activité 5 : Comparaison de suites

! . :
I* On considére la suite (u,) défie par @ u, =1+ 2+ 3 + ... +—, o1 a est un reel
i ; A n
superieur a 2. | |
a) Prouver que, pour tout entier strictement positif k : = = i

b) En déduire que, pour tout entier naturel n : n, < 5§, (notations de "'Activite 4).
¢) En déduire que u, est majoré par 2, et que (u,) converge (voir Activité 4).
| l l

bt —
Fulllge il = n!
a) Prouver gue, powr tout entier natwrel n: n! = 2" L
1

e
i e

2% On considére la suite (v,) défimie par: v, =1

B En déduire qgue !

= - ] . » ﬂ"+l
¢) Prouver que, pour tout reéel a différent de 1l - 1l va+a” + .. +a' = T
—d

) En deduire que v, est majoré par 3 et que (v,) converge.
¢) Caleuler une valeur approchée de la limite de (v,) a 1077 prés.

% Activité 6 : Comparaison avec une suite géométrigue

5”
n!’
a) Calculer ug, 1y, 1y, Wy, tiy. Que peut-on en déduire?
= I i
b) Caleuler ===,
[ i

¢) En déduire que, si n=9, alors u, ., < 5 Uy

I° On considére la suite (u,) défmie par : u

=

5

; I n—9
d) En déduire que, si n =9, alors u, < = ty.

e) Quelle est la limite de la suite (u,)? Comparer avec le a).
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2 Soit 2 v, =ty +uy + . + U,

5

i i i
a) Soil 5, =Ug + iy + ... +u,. Prouver que s, < u.,(] N e !
by En utilisant le résultat concernant la somme des termes o une suite géomdirigue de
raison a, deéterminer un majorant de v,
¢) En déduire que la suite (v,) converge. Déterminer une valeur approchée de sa limite g

102 prés.

3. EXEMPLES D'ETUDE DE FONCTIONS

% Activité 7 : Comparaison d’intégrales

X
5 ; o dr
I Soit la fonction [ définie sur 1— 1, + oo [ par: fix) = 7
: o L+
1

a) Prouver que, pour tout t de J0, + oo - B =

i o
b) En déduire que [ est eroissante et majorée, done admer une limite finie-en + o0,

¢ d
: . 1 ; f =
¢} Caleuler, par la méthode des trapézes une valeur approchée de j W2 Préciser
=1
)

une incertitude sur cette approximation.
d) En déduire wne valewr approchée de lim  f(x).  Préciser une incertitude sur cette

=+ ¥ o

tpproximition,

by dt
2* Soit la fonction g définie sur B par : glx) = f =
o 1+
En procédant comme au 1Y, prowver gue g admet une limite furie en + <0, et préciser un

encadrement de cetre Hmite,

j f/ Activité 8 ;: Théoreme des accroissements finis

a) En utilisant le théoréme des accroissements finis. prouver gue. guels que soient les réels

h—n b h=—wu
=l - < —,

b i tl
b) En deduire gue, pour tout entier n natwrel non nul ;

strictement positifs a et b, on a, 5t a<h !

I !
——=lnn+l)-lnnp=s-,
"+ | h

¢} En déduire que : 1 + : + .+ = =ln(n+ 1}
2 n

A . ™, 4 | |
d) En diduire que la suite (u,) défimie par u, =1 + e R = diverge.
2 '

¢) Préciser ng de fagon que  w,, = 10,
) On pose : v, =u,—In n.
Prouver que, pour n supérieur a 2: 0<p, < L.

o I I
g} Saoit gli)=———In| 1 +-1].

x+1 X

Erudier le sens de vartation de @ et sa limite en + a0,
En déduire que (v,) est décroissante,
hy Déduire de ce qui précéde gue la suite (v,) converge, La limite de (v,) est appelée constante
d 'Euler er est souvent notée y { parfois € ).
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Activité 9 : Manipulation d’inégalités

_f"__ .‘l-

X
1

— N\
\,.-I+x+ I+E)

-‘. ana! Fix)s ——

I* Soit Fix)=

a) Prouver que Fix) =
1

el

bk} —
bd| =

by Meontrer que pour xe [ - S
! 05+ '?5

<l
j

4{

“
< 02x%

ket
¢) En déduire que, pour tout x de [— = E—’ ¢

1
2° On considere Vapplication [ defmie par ;. fix)= \h(: ot E(X)e &l aved
E(X) =X < EX)+ 1.
£ [xl.

h) En déduire Uexistence et la valeur de la limite en O de la fonction g telle que
l

glx) = xﬁ'(—).
X

Activité 10 : Valeurs approchées

;-
- (]

a) Prouver que, pour tout réel x, on a : |.\'E-. (—) =
X

1° Sachant que 1414 < \;’" < 1415:

2+ /2
a) Encadrer X =—>—,
- V"}_‘
By Reprendre le probléme aprés avoir transformé 'éoriture de X.
X A
e ‘ ) 24X
2" Saif k)= — 6 +55 o gix) = 3 :
— X

a) Appliguer le théoréme des aceroissements finis powr preciser Uerreur commise sur f( v’ﬁ}
i = a r vyt r £l - -

el g \,J"'_’.T ) en prenant /3 = L7322 (valewr approchée par défaut & 10 Y prés).

b) Comparer et conmmenter les résultats obtenys.

EXERCICES ET PROBLEMES

Etudier la convergence de la suite (u ), Préciser le cas gue (e, diverge wvers l'infini, La soite  (J/nll.e
echeant un cncadrement de la limite : converge-i-elle?
— : |
nt 3. Boit [ fx)=xtsin—
: e
hIt
af Montrer  que, pour foul  x de =1
telle que ; I -
Inl +n2+._+Inn =z SEM TS X
" : b Etudier la limite de f, en 0.
Iy 3 ¢} Brtudier fa convergence de la suite { S} o0 x st un
e e réel donng),
. Envdeduire _ i :
2 d) Montrer gue la fonction [, n'est pas bornée sur B
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4. Demontrer les propri¢iés suivantes |

2

p———— | X

a) Yxe[—1,1], g +I_I_EI :&'T.

A T I | 3x*
M Yxe| —=. 2 |, — — |+ -x| = !

S o) o I 2 ‘ 8
3 ¥xe L3 [ | =x—x*| =2
i R e ®

g I 3 A
d}¥xe| —55 4 1—'!.'2_!_1- = 2x

- Ix|?

e) ¥xefD, 1], |sin x — x| = -

{

5. Soit p et g des réels supérieurs 4 1 et tels que
P 1

=+-==l

PUAE = . , -

On considére pour tout réel strictement positif v la

forction ¢, défmie sur RS par :
\:ﬂ Tl

o 1 A
@, (%) 7 +” X

* Caleuler @/ (x). Prouver que cette dérivee sannule
pour une valeur X, unique.
2 Démontrer que  giixg) > 0. En déduire que ¢,
admel en X, un minimum,
3 Diéeduire de ce qui précede que, pour tout couple (s, v)
d'élements de [t

.1"' .ll'd

XpE—+=.
S |

6. Soit a et bodes réels positifs non nuls tels gue
a + h=1 Demonirer que !

Nl 1]‘ 25
=1 - e | S
R )
(O pourra utiliser une fonction rigonométrigque définie
sur |0 [}

7. Soitaet hdesréels strictement positifs et p un réel de
Pintervalle [O,1]. Prouver que: [a+ &) = a” + h".
8. Soit a et b des reels. Prouver que ;
la+h a 1
b+la+hl  L+la L+[b

/3

9. a) Connaissant .L;“"i 4107 prés et cos 300 =

calenler cos 15% et s 15 en utilisant les formuoles de
duplication, Quelle est alors L précision obtenue?
) Deéduire sin 157 et cos 15" des formules

cos{43" — 3 et sin(d43® — 30).
Quelleestla precision obtenue, si l'onconnait \,"al ot y/2
par les encadrements |

L7132 < /3< 1733 et 1414< /2 <1415

1. Onconnait In 2, In 3, In SetIn 74 1072 prés.
En dédure In x  pour
xe{d 6 B Y 10 12 14 15,16}

Préciser les encadrements obtenus.

%
LI, Boit Jik) = ——
e fix X +costn ¥+ 1

pour xeRB* @ 0< fix)= x Endeduire In limite de [
en (.

Prouver que,

2. f° Soit  une fonction numérigque d'une vanable
reelle,  continue,  positive et décroissante  sur
Fintervalle B% . Démontrer gue pour Loul entier n de
NAS (L) '

n+l i
J. .ﬂi}dfaﬂn]aj fit) de.

2400 pose: .=

| 14

5 .‘H=[_I|:J:Id!.
]

Démontrerque: 1, —l:=u,— )= I,,T '

En deduire que les suiles (i) et (1, ) sont convergentes ou
divergentes en méme temps.
3" a) Démontrer que la suite (v} definie par

ge="t,—1,
est convergente, el que sa limite | vérife ;
0D=<!= fll)
b) i la suite (£} converge, soit T sa limite, Provver que ¢

Fs lim (w14 M1
4 Soit les fonctions [y, f5, fi, fy définies sur BY par ¢

I
Hitx)y=— : _f:!.\'}:—l—: favee x> 1) 5
X v
|
. [ =l j i N} = L
Jilxi=e (ff =0 falx) e

Pour chacune de ces fonctions, calculer [, et ctudier [y
conyergence de lu suite (). Dans le cus de convergence,
preciser un encadrement de la limite.

I -|
13 Sait _.F'{-\'F=‘n1.l'

i~ Ftudier [ et tracer sa représentation graphigue,
2* Pour tout entier o supérieur 4 3, on pose

In3+ln4+ I_Inn
T £y sty
“n 3 4 "
L B |
Compareru, i J- i) di, Endéduirela converpence
3
de {u,)
R 1

4. - Sait Fie) =
4 ; Soit fix) R
1* Etudier [ ¢l trucer sa courbe représentative dans un
repere orthonormal,

2" @) Montrer que [ définit une bijection de B sur
J=1,1[. Seit g = [ ",

bl Montrer que g est derivable sur J— L1[ =t que

gx) = T
1 —x°

3 a) Sait m un réel de Pintervalle 71— 11[, Resoudre
l'éguation définie dans B par  gix) = m.
b) En déduire Pexpression de glx) pour toul x de

T N
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I

z dt

1—%

47 Pour toul entier naturel n, €1 tout réel v, on pose :
A =1+ x* 2t + . 2™

¢} Prouver que J‘ = |03,

T |

a) Caleulerpour x#1 et x# — 1: i h(x).

11
By Montrer que, pour tout x de [— = _.:I ;

4 . 2
0= — hlx) = 3_\--" £

-

2

l—x

Tud] ==

¢) On pose u, = [ : hfx) dx
43
Momntrer que () converge. Quelle est sa limite?
d) Caleuler ws et en déduire un encadrement de In 3.

I5. Soit F la fonction de BY dans R definie par .
Fix) = [ e~ i,

I* Daterminer Fix), Montrer quiil existe un reéel
unique % de BX tel que  F'(x) =0

Daonner Ta valeur exacte de = et un encadrement de = d
(0 = prés, Etudier la vanation de .

2 Montrer que, pour tout x de 0, + o], Fix) est
compris éntre :

fali e xd
E__.,z df ol @ gd '1; :
Ll ! x f

Eu déduire Mexistence d'une limite en + = pour Fixl,
La fonction F admet-elle une limile en 0?

16. On considére la fonction § de ks varable réelle x
definie par :
|
) =r—— =1 —x—x =2
l—=x
Pix)
) | —x'
une fonction polynome. Ltudier la variation de |
el construire sa courbe représentative, le plan
gtant rapporté au tepére orthogonal 8 = (0, & §),
(i =2am, (il = | cm).

ol P est

1" Mettre fix) sous la forme

&

i

2 Soit xe [0, 1], Calculer [ —
o0 =

En deduire que pour tout xe [0, [ ;

1 i o A
X X ¥
In(l —x) = —x— T —J.U_.Fm di.

3 Démontrer que pour ke [0, 1[L il exste &[0, 5] tel
gue

i 3 ) 1.2 ,,...'l A

AL A S

4° Démontrer gque pour xe 0, I[ et pour c=[0, x],
fle) :

o x
la quantité sx)=—5 veriie O<=unls —
X v

En deduire :

Fre 010 Il —x)j=—x— \,. ————%—x“a‘!.\'}.

avec him afx) =10,
a0

17, Soit a un réel strictement positil. On considere
Fapplication f de ]0. + oo dans [, «definie par
= 2 a’
X)=—x 4 ——
fix) ¥t a3
I" Construire la courbe représentative. On ctudiern
particulicrement le paint dintersection avee la droite
¥=x et la tangente en ce poinl.
2 Seit xye®,
ne
Démontrergquelona @< x, < X, ;pourtout nel®,
p

Xy = On pose x; = fix, - ) pour

Etablir: 0< iy = ';[:u — ) pOUr X =
i
5

En deduire Pinégalite x, —a < —(x,.., —a)° pour tout
(4}
nefit.

2 Demontrer une inégalite de la [orme !

- - g
A= Xy —a .
.5;:.-1“( ) o e
if i

ou A, et w, sont des entiers que Fon détermmnera en
fonction de
Xty —ict
On suppose —— < -
i 10

Qrml gat le plus petit des

X ot

= e

entiers 1 pour lesquels

18.  Encadrement dedn 2 .
A tout entier naturel non pul n, on assouie les fonctions
numeriques (), et J, définies sur Fintervalle [0, 1] par

—

Odx) = = (n‘ + :" ; +L) el

i
JAX) = — die.
al B=i

1" ¢) Montrer gque pour toul réel v de [0 1] 2
In{l — xj = Q,(x) -+ J Lx).

. fmi
B} Prouver gque, pour toul reel v de l iy, :,1. ona:

' !
Rx)| < 2—:
il = i +_ |

2" 5} Montrer que

I [ |
T = e s
E=1_—nlfr31' (2+3-" et T b X2 )

By Déduire de ee gui precéde une majoration de
%

‘ln 2+ Q"(%)‘

L
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¢} Deéterminer  un - entier
|
. =
n2+Q, E)I{m ,

d] En deduire un encadrement de In 2.

naturel  po lel  gue:

1%  Encadreinent de x
2- \"::' dx
Soil J=J —
o 5 o
. i
vo— 17 Caleuler tan @ en fonction de t= 1-¢||1,}. En

L n o
déeduire que tan o= 2- /3

:‘-1

a"

h.il

2* Soit [ Mapplication de J [ dans B telle que

Six) = tan x.

) Tracer la courbe représentative de f dans un repére
wrthonormal,

i Fr{.u..:mr que [ admet une application réciprogue
="

: i 1
¢} Demontrer que gest dérivableet que  gix) = e
N
n
d) En déduire que [ = e
B — 1" .q) Calealer (2— \'.-’r'_i;f' pr (2 — \_.f_ip en fonctior
des 43,
pa
by Verifier que =Ry e
| + %7
—"\H -

{1 — x%dx en fonction de ¥ i
il

25 Caléuler ] = J‘

ma— Al
: b R s
a3 Boit K = | e I
Ja 1+ x 5 I

i i X .
a) Muontrer que, pour tout réel pasitl ¥ -]- —— D
L S

a7
S
B

4 al Dedwre de ce qui précéde que ¢
= 20 131

T < otad S Y
4./3 3=Js:24 33

h) En déduire que 0= K <

B) En  deduire un  encadrement de ®  (avee
173205 < /3 < 1,73206).

L = Soit f la fonction définie sur 8% par ;

I
Jixb=—— pour x#1 et filh=0

In x

7° Etudier et représenter graphiquement la fonction |
fou préciser la demi-tangente d Porigine O du repére).

¥
22 0n pose pour D<Lx<1, Fix) = [' S,

(rfx) = j i) dr,

bt

et pour x>1,

Determiner F{x) et ix),
Dire pourquor on n' pas le drot d’éerire F'lx) = G'ix

5
B — On pose, pour xe@®@~{1}: Hix)= I e} dr.

1" a) Montrer que Hix) est posilil pour tout a.

b) Muntrer que Hix) S'exprime, suivant les cus, 3 Paide
de F ou de . En déduire Vexpression de H'(x).

o) Soit @ une fonction numérique definie ¢t continue sur

't
[0.1[. Etablir queJ. ilf) dr tend vers zero lorsque
tend vers O par valeurs positives. {On pourra désigner
par & une primitive de ) Eo déduire la limiteen 00 de
Hix)
di

2 On pese, pour xeRt~ {11 K = J s

) Calewler Ta dérivée de la fonction gui, & ¥ strictement
positil et distinet de 1, fait correspondre 1o |In x|,

En déduire gue K(x), qu'on caleulera, parde une valeur
comstiante, quon preciserd, guand x varie dans JOT[ et
dans 1, + o [.

b} On pose pour x strictement positif et distinct de | :

e
px) =———,
X

Montrerque @q(x) tend vers une limite L gu'on precisera,
lorsque x tend vers L. (On pourra poser x = | 4 X
Soit alors @, lu fonction déhinie par :

£11
11

[P %) =w,(x)pour x de B2~ 1L

1&ﬂn=:

&
En s inspicant de B — [ ¢), montrer que i- gy} de
o

tend vers O lorsque ¥ tend vers 1.

¢} Montrer que  Hix) — Kix) tend vers 0 lorsque x
tend vers 1. g

En deduire gu'on peut définir i partir de H une fonction
a valeurs réelles H, définie et continue sur [0, + s« [,
coinetdan avee B sur JOI[ et sur 1, + oo [

J* a) Montrer que, guel que soit x =0, & # 1,

—x - X —x
-—— i xS —
2lnx Inx |
s 2l Hix)
b} En déduirela limite de —— lorsque x tend vers 0 par
v

valeurs positivies.

M

¢} En déduire également les linites de HH] el de

lorsque x tend vers -+ oo

d) Rissemblant les résultats des trois gquestions du B,

etudier les wvariations de H et tracer sa courbe

représentative dans un  repére orthonormal.  (On

preciseri la demi-tangente 4 Porigine O du repére; par

ailleurs, en admettant que la dérivée de H existe au poimnt
= |, et que Hil) = I1m H'(x). on precisera la langente

au point diabscisse 1].
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| On designe par I,

1. 1" On consideére Mapplication :
A

I .
P sl —1+ = de [0, + aof duns B,

Dresser un tableao donnant les variations de o, ¢ et i,

En deéduire ;
i3
= F Zsint =01

i) Ve[t + wl,
2° A lowt réel x, on associc application f, de [U. %:[
dans R déterminée par 7+ cos (X sin f).

Ia representation graphigue de [
dans un plan rapporte 4 un repere orthonorme (unité
graphigue : 4 em),

{continuite. dérivibilité, sens de variation,

mo2nde x.

Etludier [,

: n
construction de ) pour les valeurs (), 5
Dans les guestions suivantes on ne cherchera pas 4

citleuler les primitives des fonetions [

A out reel x on associe Vintéarale
"

Fixi= “_J’;“l di = J “cos(x sin 1) dt.
] 0

On se propose d'étudier Fappbcation F de B dans B
ainst delime,

) Montrer que, pour toul (x. hje [,
21 Fx + = Filxl=

2 fine) i+ ane)

41

. f.Frl_ ! ] h [#]
3) sm(iamf L&in ( 3 sin is;?
el
f
i4) IFh+h}—Hﬂ|"f-|—|

By Déduire de gl que F est contimue sur B et monotone
sur [}, ]

¢) Soit x un reel, Pour tout réel mon nul h, on pose :
Flx 4 b= Fix)

s A
+ | sind,sin (~L-+—E s e,
h o 2

En utilisant les mesabités (que on justihera)

Aily=

B [ . [ e I
5in ‘-__r-.hllln'.. = E:«ulf = ?t-ﬂl il = FTh
viarifie Aild nh?
arifier:: Al = — T
En déduire  lim Ah) = (1

k)

Muontrer que Fest dérivable an pomt x.

42 On se propose de trouver un encadrement du reel
Fir). Onfcril Fm) =[+J, avec:

3 . 5

I= cosim sin ) dr et J=
o =
ful

Al ] il 5 n
Oin designe par A, B, C les points d'abseisses 0, =
courbe I, '
a) Par des considerations d'aires, montrer que !

cosim sin 1) di

m
dela

U=l < II
(]
bl Soit gt ar+b  la fonetion affine qu est

represeniée par la droite (AC), On pose b= g — f.

2 ) s
";frEL—‘,EJ Wi =i
Jr'(:)::- 0, h'(;){ﬂ,

A T
5 k- e
En deduire : EE[{1 -

Verifier que :

el que:

At =10,

Par des considerations d'aires; montrer |
1

b d T
e e e
3 o

¢} Conelure, el représenter graphiquement la variation
de la restriction de F 4 [0, 7].

22 A — I Erudier Fapplication de B dans R définie
Flu'l' . I

[ e

= X
Vanution, Representation graphigue.
2" g Montrer. sans chercher a calculer Nntegrale. que

S
.\'r-v-l- — f.
J | 3

v

determine  ume  application w de [0, 4+ = duns
[0, + oo, Quel est le sens de variation de u?
h) Muontrer que. pour tout réel ¢ de Tintervalle
[L 40l
1 5 |
T

En déduire que, pour tout réel xde lintervalle [ 1 + oo [,
5

1
e Uit

|
de= | ——.
A

¢} Montrer gue, real ¢ de Timtervalle R,

l = l
—— = || En déduire - it
I8 = 8 gt

d) Montrér gue,  pour  tout
[0 + e[l mx) =2

¢) Montrer que l'ensemble n { [0, + @[ » posséde une
barne supericure | telle que < <2, et que n tend
vers | lorsque ¥ tend vers + o,

paur Lol
i

= | et nix)= x

réel & de Dintecvalle
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B — % a) Montrer que x — tan x détermine une
bijection ¢ de 'I.'i_%r sur [0, + e[, On note v ! la
bijection reciprogue de @

b) On dispose ainsi d'une application w =uowv de
[ﬂ. T[ dans [0, + oo [

Montrer gue w est dérpvable en tout poimnt x de
Fintervalle | 0, :—{ el calculer w{x).

En d{:duirc_qu'i-l cxiste kel tel que pour tout réel x de
Vintervalle (i, :i imxl=x+ &k

Caleuler wil),
Montrer que w tend vers O lorsque-x tend vers () par
vitleurs positives, On pourrd comniencer par montref

s i i
que pour tout reel x de Vintervalle |0, 5|

0= wix) = tan X,
d) Deduire de cette etude pour tout réel v de Pintervatle
"
D‘f -
(e p)l{x) = x.

En résulte-t-il que les applications wet v~ ! sont égales”
Quelle est la valeur du reel | introduit en A = 7, ¢)?

2* Tracer les représentations graphiques des applica-
tions, t et ¢ dans un plan capporté & un repére
orthonormal.

INTEGRALE DE POISSON

21 7 désipne lensemble des applications de B dans B
On ruppelle gue 7 muni de Maddition des applications ct
de la multiplication par un réel est un R-cspice vectoriel.

| — 1" Soit u la fonction affine définie sur B par -
nix)l=ax +h {a hieR
Montrer que n virifie ka propriéte :

(%, WERL  Julx) — ul )] < lal. |x — .

2 Soit V' la fonction déhnie par :

Fix) = \,f".t: =t

Montrer que ¥V venhi |
iv.yeR:, Vi) — V)l <s|x =yl

3 Soit [ une application de B dans B, continue el
bornee sur | :

IMelt,, YieR, |[fit)=M,

al Montrer qu'il existe une fonction F, continue sur B,

délinie par :
X
Fix) =j T di.
1

hy Maontrer que ;
Wik, WeR?, |Fx) — F(yl < My — .
¢} En déduire que les applications Fy et F, définies par
Fy: xr—snx,
Fpi xt—ln e+ 1),

vérifient respectivement ¢

Vix, JeR2 [Fixi—F (o) < jx— ¥.
Halx) — Fa(u)] < Jx — ¥
It — On se propose détudier ensemble (L) des

applications de # dang B, vériliant la proposilion @
VieLl, di, i,eR,, Y(x yh(x yieR?,

Lrxh— Al < dpfx = ¥l
" Montrer que L oest un sous-cspace vectoriel de
I'espace vectoriel F. .
2¢ Etabliz aue:¥f; il liels fvo el
2 Montrer que toute application de L esl continue en
tout point de &,

11—  Sait p Nipplication de B dans B .
x = play=m+ _2 i X,
Verifier que !
Fix, vieRT,  |plx}— @t vl a..:% [x— et pla)=m

2 Soit () la suite réelle dehnie par ug =R,
Vneh®, n, = plu,_ )

: : I
Etablir que : ¥neld, |n, — x| = o o — nl;

En déduire que la suite {,) est convergente. Donner sa
lumite.

IV — On défimit les deux applications suivantes de B
dans [ ; =

[ [ B

G: x> (x) = l‘.c"’ dr.

a0

{On ne cherchera pas @ caleuler Gix).)

I* Etudier la fonction @ Tracer sa representation
graphigue dans un repere orthonormal (O, {, j).

2 Montrer que Y. reR, e " =1,

En déduire que G apparticnt i L.

3 Montrer que G est dérivible en tout pointde B
Etudier le sens de variation de G.

4° Etablir que : ¥xe[l, + =[. e Vdrg j et dr

j ; | ; 1
En déduire que la fonction G est bornee et admel une
limite ¢ (qu'on ne calculera pas) lorsque x tend vers + <o,

24. | — Boit | application de R dans | telle que

f—

Yxel, fixi= | e e=fid

dn

da | =




5%}
L 1)

9/ Activités de synthése

Montrer que, ¥x = 0,

i e A tout réel x on associe Papplication ., de
Ouelle est la limite de [ quand x tend vers + o0
I=|=3,=| dans R, wrelle ‘gue:

1" Montrer que, pour tout réel bstrictement positil, Vrel, Ot = Plx tan ().

YxeH, l:.'-.'

2 Montrer
application o, de B dans B, continue en a, telle gue
pilay =10 gt

YxeR, fixi— faj=1{x—a)| — [ -+ [ x)
o | EOET

En deduire gque f est denvable.
Preciser la derivée [ de [, Yvel,  hx) = glx) 4 (

| ] Montrer que 0, est dérivable sur 1 esphonter sa fonetion
et — 1 —x g et : o

2 dervee,
Prouver e

- n
| ~x S ol T L)
) o <p 3 W oy it -
el l.\;‘-—h—-‘?b—l—l?ﬁﬁﬂ X Viel, c"du:\[‘ - :
= Jo Jo cos= 1 de
pour toul reel o, il existe une IV — Soit g I'tpplication de B dans # telle gue ;

YxeR, glx)= fixH)
Soit ¢ s dériviée.

-

& o !
4o emi Montrer que s ¥axel, gixl= —2e ™™ l a1

Ly

o [F
Que peut-on dire de la fonction h telle que

L A

e d:J 7 '
0 |

1l — Soit P oune prinutive (sur B} de Papplication Quelle est la limite de | e~ * dr quand x tend vers + x? |

¥
|

Il — ETUDES DE FONCTIONS

1. GENERALITES

L'¢tude théorique d'une fonction sappuie sur de nom breuses proprictes et notions
developpeées dans les chapitres | i 8. Mais, dans la pratique, ces propriétes et notions
risquent de ne pas étre utilisables. 1 peul. en effet. se faire que I'etude du signe de la dérivée
ne soit pas possible directement, et également gue les limites ne soient pas déterminables
avec les methodes connues. 11 peut eégalement se faire que le caleul theongue exact des

i
valeurs prises par la fonction ne soit pas possible (pnr excmple : f(x) =J e Vi
i
~ody o :
ou gix)= i Dans ces cas. l'utilisation de calculatnices permettant le caleul
. In

approché ra pil.’[f des valeurs cherchées est trés precieuse, Mais I'on ne saurail en tout état
de cause se borner @ un simple calcul de valeurs, si nombreuses soient-clles, 11 est
necessaire méme dans ce cas de se référer chaque fois que possible aux régles théorigues
connues, Létude d'une fonction apparait done comme une dialectique entre I'étude
théorique et 1'étude « point par paint w.

2. PLAN D'ETUDE
L'etude d'une fonction numérique neécessite la prise en compte de plusieurs aspects.

Nous récapitulons ci-dessous un plan possible. L'ordre proposc nest quindicatf, et
peut étre modifi¢ selon les objectifs de 'étude ou les particularites de la fonction.
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. Ensemble de définition, ensembie o 'etude

Il peut se faire que l'ensemble de definition D, de la fonction [ soit malaisé voire
impossible & détermumer. On le precise alors par les conditions le défimissant (par exemple
fix) = tan [In (x sin x)]).

Soit D, I'ensemble de definition de la fonction [ L'étude de la parité et de la périodicité de
[ peut permetire de déterminer un sous-ensemble £ (ensemble d'étude de ) de D, sur
lequel on etudiera /. pour en déduire ensuite les résultats concernant D tout entier.
Pour faciliter 'étude ultérieure, on précise, le cas échéanl. les differentes formes de fix)
suivant les valeurs de x, ou les différentes écritures de f{x) pouvant permetire des
simplilications,

b, Dérivabilité

L'gtude de la derivabilité de la fonction [ permet de conclure gu'elle est continue pour
toutes les valeurs od elle est dérivable. On étudiera éventuellement la dérivabilite a droite
el 4 gauche,

c. Continuité {éventuellement)

[l reste simplement. le cas échéant, & étudier directement les points pour lesquels [ n'est
pas deérivable.

d. Limites aux bornes

Letude des points precedents permet en géneral de partager l'ensemble E en intervalles
sur lesquels la fonction est continue. Le comportement de [ aux bornes de ces différents
intervalles doit étre étudic avec soin (en particulieren + o et en — o). Dans certams cas,
on narrivera pas a déterminer de limite, soit parce quiil n'en existe pas, soit parce que les
méthodes connues ne permettent pas de déterminer cette limite''’

Dans ce dernter cas, 51 'on a réussi a prouver que la limite existe, on pourra envisager de
determiner par differents moyens une valeur approchée de la limite cherchée.

¥

e. Sens de variation

Dins a plupart des cas gue 'on rencontre dans les classes des lycées, 'étude du signe de la
dérivée peut se mener par des meéthodes algébriques. [ peut également se faire que étude
de la variation de ' puisse se faire aisément a aide d une dérivée seconde simple. Dans ce
¢as, on utilise le theoréme des valeurs intermediaires et les méthodes de caleul approche
pour préciser le sens de variation de la fonction étudiee ( principe de Lagrange ).

Mais hors de ce cadre scolaire, 1] peut se faire que I'étude du signe de la derivée soit tres
malaisee. On s'adaplera alors 4 chaque cas particulier, en utilisant les possibilités du
calcul a la machine,

f. Tableau de variation

Les resultats de I'etude peuvent étre consignés dans un tableau, au fur ¢f 4 mesure qu'on
les obtient, Les valeurs figurant dans le tableau sont des valeurs exactes, éventuellement
représentees par des lettres, et il est d'usage d'adjoindre un tableau (tableau de valeurs)
récapitulant les valeurs approchees utilisees pour la construction de la courbe.

" Remnarquons quil o'ést pas aise de savoir si Fon est dins ce eas, ou st Fonon'a pas soatiliser les méthodes
CONAUES pour arriver au résultat
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g. Paoints et tangentes remarquables

Parmi les points remarquables de la courbe représentative de [, signalons :
« Les points dont Pabscisse est une borne d’un intervalle de continuité.

— 81 xp€D,, oncst en présence d'un point d'arrét (figure 1, page 260).

— Silarestrictionde fd D, ~ | x, | admet en v, une limite (ou une limite 3 droite, ou
une limite a gauche) infinie, la droite d'équation x = xy estasymptote & la courbe
{figure 2, page 260).

— S xgg Dy etsilafonction [ admet en x; une limite (ou une limite a droite. ou une
limite 4 gauche) reelle, on est en présence d'un point limite (figire 3, page 260),

Le coefficient directeur de la {ou des) demi-tangente(s) eventuelle(s) au point d’arrét. ou an
point limite, est donné par I'etude de la dérivabilité en x, de f ou de son prolongement
par continuité en x,. Cette élude peul étre menée directement (hmite do taux de
variation), mais on n‘oubliera pas, pour les fonctions satisfaisant aux conditions du
theoréme de Rolle, les conclusions que l'on peut tirer de lexistence d'une limite
(¢ventuellement infinie) de la dérivée en x,,.

o Les points ou le nombre dérive est nul. La tangente est alors paraliéle 4 laxe des
abscisses, Ces points ne correspondent & des extremums que s7ils correspondent a un
changement de signe de la deérivee (figure 4, page 260).

e Les points ou la fonction est continue mais non dérivable.

— Sile taux de variation en x, admet une limite infinie, la tangente 4 la courbe ast
parallele a (Oy), la courbe traverse sa tangente, On a un point d'mfexion 4 tangente
paralléle a (Oy) (hgure 5, page 260).

51 le taux de variation de [ en x, admet des limites 4 drote (£t )) et i gauche
f o)) différentes, et non infinies toutes les deux, on a un point anguleux. Les demi-
langentes en un point anguleux forment un angle non nul (figure 6, page 260).

— 81 filxo)l=+ = el fixp)= — o, ou bien filx;) = — a0 et [iixy) = + =,
onest en présence d'un point de rebroussement a tangente paraliele s (Oy) (figure 7,
page 260),

o Les points o la dérivée admet un extremum. Ces points correspondent aux points ou
la dérivee seconde change de signe. On est alors en présence d'un point d'inflexion
(figure 8, page 2603, (Voir Activité 2, page 235

Remarquons que ce cas se présente en particulier lorsque le nombre dérive de [ est nul en
xp. Mais que la dérivée ne change pas de signe en xy,.

L'etude des annulations de la dérivee seconde est un outil permettant 'étude du signe de
cetle dervee seconde.

La courbe traverse sa tangente en un point d'inflexion.

Dans tout intervalle on f"(x) est positif;, la concavité de la courbe représentative est
tournée vers les ordonnees positives: dans tout intervalle ou f(x) est negatif, la concavite
de la courbe representative est lournée vers les ordonnées négatives. (Voir Activité 3,
page 293

h. Branches infinies

Pour préciser le comportement de la fonction en Uinlini, on cherche des courbes simples,
asymptotes i la courbe représentative de la fonction étudiée. Le cas de droites asymptotes
peut étre I'objet d'une recherche systématigue.

i. Représentation graphigue

L'étude de [a fonction débouche sur la construction de sa courbe représentative [ dans
un repere M. Ce repére doit étre choisi de fagon 4 utiliser au mieux la femlle de papier dont
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on dispose, pour faire un graphique clair et soigné. I sera en général orthogonal, mais il

peut se faire quiil ne seit pas orthonormal. Dans ce cas, on fera trés attention 4 ne pas

commettre d'erreur dans la représentation des droites,

Pour tracer ce graphique :

o On etudie éventuellement lexistence d'é¢lements de symetrie. Cette étude ne senvisage

que si 'étude précedente peut faire penser qu'il existe un tel ¢lement de symetrie.

Rappelons que : La droite D d'équation x = x, est axe de symétrie pour I si,

et seulement si, quel que soit le réel t tel que x, +reD,. alors x;, —i1eD, et:
fixg + 8= fixg — 1)

Le point § de coordonnées (xX,. ¥o) est centre de symeétrie pour [ si. et seulement si, quel

que soit le réel rtel que xy + 1Dy, alors xy—1eb; el

L .
Yo = a2 [_,”.\:“ + 1)+ _,."{.‘1:“ — ”’]

o On place les points et tangentes remarquables déterminés au cours de 'étude.

o On place également les courbes asymploles éventuelles.

o En cas de doute, on étudie précisément la position de la courbe par rapport aux
tangentes remarquables, aux courbes asymptotes, et eventuellement par rapport a toute
courbe remurquable.

« Il peut se faire gue les études precedentes ne permettent pas de tracer une branche de
courbe avece une assez bonne précision. On place alors certains points particuliers (par
excmple, les intersections avee les axes des points de I” d'abscisses simples),

e Ontrace alors la courbe I en joignant les éléments obtenus dans les études ci-dessus. en
suivant les indications du tableau de variation.

« Le cas echéant, on compléte la courbe en utilisant les propriétés de parité ou de
periodicité rencontrées au cours de I'etude.

REMARQUE ;

Line représentation graphique doit toujours étre traceée avec le plus grand soin. Pour cela, 1l est
recommande d'utiliser du papier millimétré. La précision des valeurs approchees données dépend
de ce qu'il est possible d'appreécier sur le repére choisi. Cette précjsion sera naturellement plus
grande lorsqu'on utilise du papier millimétrd,

¥ —1
3. PREMIER EXEMPLE : flx)= x fr=—
ik =+
« La fonction [ est définie sur D= |— a0, —1[uw[lL + =[.
T I i
e Ona [f(x)]*=x (_\_ 3 I)' D'on :
e LR (3x*—2x}x + 1) - .T'll..‘ll.' — 1] 2x(x* L x—1)
5 Ly [ _ -
@) TEST: x+ 1)

Il en résulte que [ est dérivable pour toul x de D, tel que f(x) soit non nul. La fonction
est done dérivable (el par suite continue) sur | — oo, — 1Lu]l, + =].
o« Dautre part @ lim fix)= 0= f(0).
o T
La fonction [ est donc continue i droite en |

e Ona: hm fix)=—o0s ; lim fixy=+cw ; lim f(x)=— =

X ] X+ i 7
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o D'aprés le caleul ci-dessus, fix)/(x) est du signe de 2x(x* + v — .
Comme fix) est du signe de x. il en résulte que [7(x) est du qmnc de x* +x — .

—I—ﬁ I+ /5
CI—-—

Or, les racines de. x% + x — 1 sont: —— — R =
5 . ¥
Seul % appartient & D, et correspond & une annulation de la détivée avee

changement de signe. Le tubleau de vaniation de la fonction [ est alors :

= — ] I +

ftx) + 0 — / +
1(x) —on M -, =+ oo 7/ - |

= h]I= _."'J:E
o Pour X F=r—es b

. la courbe représentative admet un point & tangente paralléle

a (x), qui correspond & un maximum M de la fonction f. On a :
!

."l.'r| + I .

M = fixq). avee x4 xp—1=10, soit x,=

- : x5 — 1" Xp.— |
Il en resulte que: M- = (x“ 2 ) = 5 = : = Xpl(Xo — 1).

O, xi=1—x,.
Done :

M = (1 — x)(x3 — x0) =1(1 = Xg)(1 —2x) = | — 3xy + 2x3 = 3 — S5x,.

: 3 = 11 45./5
S001 % ‘f2=1+5“_|_'\.-;5]= ; b
-y 10 ’T,;
224+ I . .
etis ‘M= — 5';—,, v ;

Onas: M= —333, avee x,= — L62

— La droite d’équation x = — | est asymptote a la courbe.

) . o 2R FER— ] |
— Pouif X, =1, ona tim 2f(xf{x)= Il - —,—i =
x—]F ' el (x4 1) 2

Comme hm fix)=0 et que pour x =1, fix)=10, alors:

e F

hm  fiix)= <+ oo,

g =it

Il en résulte que la tangente au point dlarrét (1. 0) est paralléle a Maxe des ordonnées.

(1 L fl=% Ji=X3
Soit il )=t _Wil=at
wPRE "r(:s') X\/I+.‘l’ X(1 + X)

Au voisipage de 0, ona ;

l-d

"E'
= l=—=o__ 4 Xy avec  lim g(X) =
X— Ik

JI=%
!

——=1—X+ X=X+ X%(X), avec lim &X)=0.
I X N-—=0
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Dxone ¢
(! = ! ] 'Xz Ny | X 2 r3 rdy d
| ‘E _f _T—l_ X)) =X + X — X7+ X%, (X))
l X o R ; ;
=—— 14 =4 Xe.{X). avec lims(X)=20.
X ¥ ) A-n

Au voisinage de 'infini, on a

, I l ; :
X =x—ill4—+—rdx) avec lim eix)= hm eyfx) =10
X X — 3

L b X

Il en résulte que Ta courbe représentative de f admet une droite asymptote d'équation
v=x—1 La courbe est « au-dessus » de son asymptote pour x positif. et « en
dessous » pour x néganf,

e L'¢tude ci-dessus laisse penser que la courbe admet un point d'inflexion.
. ) L
Ona: fix)f{x)= —t— —,—] don
(x+ 1)
(3x7 4+ 2% — 1)ix + 1) =25 + x* — x)
(x+ 1

[F7x0]2 + fix)fMx) =

Rt 3y ]
. (x+ 1)?

e I T I +x — 1)
(x+ 17 (x + 1PLA]°

cest-d-dire ;  [(x)f"x)

Sl e T T R il S S | )
(x+1)° (¥ + 1 x%x = 1)

(At A — e — V= (x4 == 1)
Ge L 1V —1% .

% — %

T+ PE—-0)

x—i

(xyetant du siene deox. 7(x) est du signe de ————.
fix) £ i) e % x+ =1

Pour tout x de D, (x + 1)'{x — 1) est positif. Done f"(x) est du signe de x — 2.

La courbe admet donc un point d'inllexion pour x = 2.

=
Ona: [12)=—— i LS o et
/3
e
T 244+2-11 10
o) 7. S S M A S i
150 515
so0il ¢ [1i2) =I‘T x ‘13 = :‘j —. f2) =096,

s La courbe représentative de la fonction f fait I'objet de la figure 9, page 264
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L |
I
|
|
|
|
X0 ] .I =
i 0 =2 X
i
:
. /
1
1
i
1
I
i
M
Figure Y
X — % p= | : Loy
f(x) + 0 - //// (—en) +
.-'.-‘
[l3)| — & M N =0 'ﬁ/v/ s -+ o
== \:{_ ar = VoD
= 5 = — .62

J’Vf =

REMARQUE :

Le lecteur construira, i partic de cette etude, fa courbe déquation ; fx + 17 = (x — 1%
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4. DEUXIEME EXEMPLE : Alx)= sin®x cos 2x
— La fonction f est deéfinie sur B,
— (est une fonction paire et périodigue, dont une période est 7. Nous I'étudierons done

LR 'IE - -
sur l'intervalle [u, =L el nous en dedwirons 'etude sur B,

: o I — cos 2x : \ cos 2x — cos® 2x
— Onsait que sm”™ x =————, done  f(x}= - -
: I + cos 4x
Dautre part : cos® 2x = - = -.
" _ 2eos 2x — | —cos 4x
ar suite ;. fix) = r :

3 ! . . . ;
e« Ona: {f(x)= 1 (— 4 sin 2x + 4 51 4x) = s 4x — sin 2x,

= sin 2x(2 cos 2x — 1).
La fonction [ est dénvable. donc continue pour tout réel x.

e Ona hm fix)= fih=0 . I'ml}r i) = f(g) = — L

— )
: s 4

o Ladérivée f(x)sannule et change de signe (et ne peut changer de signe sans sannuler,
car elle est continue) pour :
1

sin 2x =0, cest-d-dire, si _\'El:l}. g:l cox=0 x= %;
1 : . T 3
cos 2n = 5 Clest-d=dire, 81 x¢ [[}. EJ == 6
S |
Dn. i _.r (ﬁ)—-ﬂ',
Le tableau de variation dans intervalle d'étude est done : -
It Tt
Sl 6 3
: i o S5
iy 10 + @& -~ 6 — =052
. i | T <

: . ;2 O g ol
« — Lucourbe représentative admet en (), a3 trois points i tangentes paralléles i (Ox)
R

correspondant tous les trois a des extremums pour la fonction.
— L'étude ci-dessus fait penser & l'existence de deux points d'inflexion, 'un dont
: . : n 4 i ; { mToon
IMabscisse est comprise entre () et 6 et l'autre dont I'abscisse est comprise entre 73 et =

Ona: [T"x)=4cosdx — 2 cos 2x = H2 cos™ 2x — 1) — 2 cos 2%
=Heos? 2x —2cos 2x—4
= N4 cos® 2x —cos 2x —2)

Soit d=(—=11 =4 x4 x{—2=733
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La fonetion [ gannule en changeant de signe pour

1+ /33

Yo 3R
CO8 2% = G =084 ou cosx = — !;/ — 2 — (0,59,

On obtient ainsi des valeurs approchées des abscisses des points dlinflexion ;

028 ;  fixg) = 006 1 [ lxg) & 0,37
11 ¢ )= =047 o )= —L76

M

Ay
Xy

I

e La courbe fait Fobjet de la figure 1. On lobtient & partir de la portion étudice. en
complétant par symétric par rapport @ Paxe des ordonnées, et par translations
d'amphtude © parallelement d Maxe des abscisses. (Le repere n'est pas orthonormal )

: : s
Remarquons que la courbe recoupe laxe des abscisses pour X=g, dvee

Yi
12
o= i+ “: - o
\ ¢’ -“h ol | * il 2 f s : h
T - 7 o -
v I;J /"E} A n E\ E E ! T X
\ / 6 4 I b
\ ‘.F | I I
".1'. j-f. I I .l:r
\ b= == P X
X I i I
\ ! | !
f 1 P
A I | !
\ ! e i
1-,. ! I rf
LT, i A 4L \ i, u
Fignure 0
T x0s2
X 0 n/6 2 g
_ | ==1.57
el 0 < 0 — 0 2
Inflexions :
X b == 1/8 | o p .
/1x) L Yo 20285 flxg) 0006 : F'(xo) = 037
| X 7Ll 5 filx)ss =047 fix) & — 176
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5 TROISIEME EXEMPLE : Aix) (2Ilnx—3) et f0)= 0

o=

e La fonction [ est définie sur B*.
. x ot
Ay Fix)= ;[11111—’4:-1-?;

=xlnx—x=xlnx— 1)

L

La fonction [ est dérivable sur B*, donc continue sur BY,

e Onsait que: lim x In x =0
K0

Il en résulte que ; |i1‘t:1 fix)=0= f{0), La fonction { est done continue en ().
=¥

o Pour étudier la dérivabilité de la fonction f en 0, etudions directement le taux

d'aceroissement & s {"I 3)
flx) i tn il
Ona: lim —=0. (Remarquons également que lim ['(x) =0}
=0t =0T

La fonction [ est donc dérivable i droite en zéro.

» Le tableau de variation de la fonction [ est done :

X 0 ¢ + o0
fix) 0 o 0 "
Jix) 0 ~ A
« — La courbe représentative admet deux pf;inls i langentes paralléle 4 (Ox) : pour
x=0; y=0 pour" x=¢8 y={fg)= — 54:,

— La forme de la courbe permet de penser a 'existence d'un point d'inflexion pour une
abscisse comprise entre O et e. Ona: ['(x) =
La dérivee seconde sannule et change de signe pour x = 1. On a alors :

. L s, ey
'””=_-_I ¥ X)) =

— La courbe représentative recoupe axe des abscisses pour 2Inx — 3 =10, soit
3

cest-a~due:; x=¢l=¢

f'_:-u\.]

Inx=x, A
e /e

~

On a alors:  fle/ e} = « - Jole \,J’L'II =

o Lactivite ci-dessous permettra de préciser la branche infinie de la courbe I d’eéquation
¥ = f(x).

Activite 1
1* Prowver gue la courbe I n'admet pas de droite asymptote en + oo,
2 Prouver que la courbe I' n'admet pas de parabole asymptote en + oo,

3 Prouver qu'il n'existe pas de polynome de degre 3 dont la courbe représentative soil
asymptote en + oo @ la courbe I'.
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4" a) Déterminer a, b et ¢ de fagon que la courbe P d ‘équation y = ax® + bx + ¢ passe

)

2 = - :
par les points (ﬂ, - T) er | l.:\,f'g. 0), et admetre en ce dernier point une tangente e

coefficient directeur 1.
b) Tracer soigneusement lo courbe P, et préciser la position relative des courbes I et P.
5 a) Déterminer w, 1,7, 8 de fagon que la courbe C déquation y = ax® + fix* + px + 0

3

o

4). gl e \/: 0). et admette en ces points les mémes

s8¢ par les poinis i —
passe par les poimnt (e :

tangentes gue la courhe T,
b) Tracer soigneusement la courbe C, et préciser la position velative des courbes T, P et C.

REMARQUE :
Si une courbe déquation ¥ = [{x) est relle que -
f{x)

lim fix}= lm —= 4 oz,

X i N+

an dit gu'elle admet une branche parabolique de direction (Oy),

« La courbe representative de la fonction f fait l'objet de la figure 11.

X 4] e 4+ oo
[Ax) | O i o+
. e’
fix) | 0 =~ e L
e =272
€ o 185
e ~
= L -
™ - - _\'_, ] ."
e /e x 4,48, 3=~ 24
Inflexion : 1
_~:¢‘,=l: i) = —:—4:
[ily=—1
Intersection avec (Ox)
X =¢.fer fix)=0;
f i
f1x,) = eye Figure 11
; 2

* Activité 2

1" Représenter graphiguement sur la méme figure que la fonction [ les fonctions difinies
par ;

a) gix) = f(x]) ; b) hix) = | f{x)l;
e) kix) = | f(lx]: d) Iix) = ;imn S =3
2 Représenter graphiquement les fonctions @ et W définies par :

plx) = fllcosx]) :  W(x) = [(|sinx|).

3" On consideére, pour tout réel w, la foncrion [, définie par :

e a3 ,
Jukx) =X =% et [f0p=10.
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a) Pour guelles valewrs de 2 la fonction [, est-elle continue en 07

b) Soit C, la courbe représentative de la fonction [, dans un repére (0, i. I]. Montrer gue,
pour tout ®, la courbe C, contient trois points indépendants de  que Uon déterminera.
¢) Déterminer en fonction de a les coordonndes du point M, de C, correspondant d
Pextrenuan de C,. Etudier Uensemble des points M, lorsque a déerit B%

d) Tracer les courbes Cy, C,. €5, Cy sur le méme graphigue.

Dans les exercices 25 a 122, on demande d ‘deudier e

EXERCICES ET PROBLEMES

représenter graphiguement la fonetion |

15,

27.
28

.

i

32

LR

3.

39,

il

41.

42,

43,

fiw) = 4 2./
Six) = x+ /x"
fix) = |x* = 3x] + 2.
fN) =0T+ 2F - ¥4 3,

&t — ot I

fl) = 0

¥ = tox? |
0d ‘

F b e e e e =

flx) =8 —|x + 1.

-3 2t 4 x—
(=) =— = M fix=——————.
Ly 2 il Had x42x+3
! e L
i ¥4 x4 3
2yt +dx+ 5
fix) o
x® —dx 4 3 ]|
()= B 1\.. X = —
f1x) = M. fix) TR
¥ 1
.f{u—(x_ ]).
f(x) = .
AT T
x|
= s
o SR S
2 g
: I = dx 5
x| = 44, X =—3 — ;
Jx) xt—x 1 (&l X543 FES

. _Jixi= \'I-"-h = Vf_,l'::r

47,

45,

49,

hl.

62,

hl.

0.

R M G S Bl
M= ey
<, 5
”.-"*"= — ®

v-"ll.'l."— X=
fix) = #f3 + 25

3 0+ 55
. g
fix) =2

= —1

b adety | e Y

i) =——————,
= e b
o -‘;_‘1
j[.\!“1+\j’x+T.
; X
”'\l_\.xl-x'
il |
”“_‘\_I'm
x—1
fix)=x T
flxi=1x+ 1] ll
Nax=1
4 X471 -
flx)="— Ik
fix) _3—3;.\:* =
S = T

fix) = xlx + .,‘;"1 )

L
el

ol
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05,

ik,

X3

HdL

R,

ny.

.

ul.

P

93

4.

I e ¥ e
vy o WX — TR A 10

fixy= g

Sl =5 + 2+ 3

f(x) = /2¢ + 1«7 = 3.

Jix) = XA — x). M filx)=Jx

; . I Fr
fix) =sin x4+ —sin 2y + 3 A 3%,

fix) =sin® ¥ + cos® x.
S1x) = sin x + /3 cos x,

J1x) = tan x + cos x.

5 .."u: .,,:1_'

— 1,

y ¢cos 2x = \ 1 —cos x
: = — o . = —.
Jx) s X - ) 24 cosx
f1x%)=cos x + lan %
J1x) =2 sin x — tan x,
flx) = sin® x + sin 2x.
JUx) = sin x + cos X+ 5In X GOS8 X
I (L + sin x)°
) = e =
s X[ — sin x)
; cos 3y
Jix) = I+ cos2x
) = gIn x 4+ cos X
= coy 2%
I 3sinx
M= 1
() ._.4 SNy — 3 cosx
T Y einx +4 cos x
f- cosx— 1
m
¥ = —Jeosx
3 +sinx ’ dsinx
ey — : K. = .
i) | +sin x Jix 2gin x — |
I — 2 sin %y
k= (I i 2 sm x) [
i —%
Jix)y =cos =
%)= &2 + cos ) — 3 s
l—cosx o
”ﬂ=m—F L\E]" . H'[l.
= T
Fx® g | —x
)=
,f.\;“ ESS f
Six) = ix 4+ 3Infx+, i 4]

W,

X,

0,

11}

il

1 [

TS,

105

|1,

1 { ¥

1,

110

L.

L4,

126

fixj=t+x+

—: + 1
fo) =—— (0 x + 1.

2x In |x]

=
fix) = +in 1%l
fx]
Jix) = al =
1 + &%
Lk 2 1
fix=x"ex —x =
Tyt —
f =2 e
s

fix)=|x+ 1] et=1

Jix) = (Zx + | —%) e:.

%o x

f(x)= —

I
flx) = 2" — e V5.

l
S(x)b=xIn I+:.

flx)=In (-‘c’ —I;) . fix)=ln (1 + |x] L

x==1
S S .
flx)=2x+2)—31In o
fix) = In [In]ln]x|[].
f(x) = &7 gos %, 12 fix) = fln x)=®.

1

Jix)=— P4 fle) =12 = ::]T_l.

Xi

1

e
fix) f *

Xl= e =

' 5 st

g dt
ﬂ.ﬂ=j T
o @=1/1-¢

™2

fix)= © ar.
Ja !
[ n (1 + 17

flx) = g d
Ji [

. B

A= Je: tIn(In )

fix)=1{ Incosedr. 132 f(x) =J = d
S g o
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Dans les exercices 123 a 135, on demande de tracer dans un
repére (R la cowrbe I donnée par une de ses dguations,
123, ¥4y —5=2, 124, x=2 + 33— 5
125 ¥ =¥ =2x+yp—1.

126, 42— 4 26 — x2 =0,

= T
N Y=t 128 V==
Ix+1
2x2
129, 5 1. V4 —xi—a =0

e
L ar—x'3—x)p=11
132, = -t
133 (%4 97 =2t =%
1M =93 — x).
135, 3y (x + 1) — xHx—3N=0.
116, On considere fa fonction sgn defimie par :
spn'x = 1, pour xeR%;
sgnx= —1, pour xeR%;
san 0= (),
a) Etudier et représenter praphiquement les fonctions |
¢l v définies par :
flx)y=senisin v} 3 glx) =sen {cos x),
by Etudier et repréesenter graphiquement fa fonction
Jdélinie par :
fx) = inl {cos x sgn {sin x), sin x sen (cos x)).

PARTIE ENTIERE

Dans ce qu suit, le symbole E(ul gud se litw pariie entivre
de o ddsigne le plus grand entive nogul soil inféricur au
n=w<n+ L E(u) s¢ noge anssioparforis [u],

137, 1" Etudier et representer la vapation de la
fonction E.

2 Reésoudre équarion @ L k)= o/ E(x).

3" Représenter graphiquement, sur trois figures dis-

tincies, les ensembles des solutions (x, vl de chacune des
équittions definies par ;

a) B(/X) = B0 b BN = JEG.
¢} Elx) = E(.

4" Dresser le catalogoe des discontinuités de ¢hacune
des lonctions [, et /2

e of)]

Jo =[x E[ly/2— 1) /11

54 On considere Ia fonction g :

= | o= LT — EE(‘I."I/;:I) S E{\_r'r';l == Er{-\‘.";li == “\_"}_":]J.

Calculer glx) pourxe{, 1,2, 3,4,
Etudier la variation de g et construire le graphique
lorsque x varie de 0 4 7.

Etudier ot représenter graphiquement les Jimetions dis I

exercices 138 4 1510,

A fix)=[Ex] = x W, fix)=——.
Sixy=[Ex]" = 130 f{x) E)

1, fix) = E(3x + 3). 141, fix) = E(x)
2 o8 O -
142, fHx)= - 143 flx)= -

145, fixl=1— """‘(_.,,)'

f13) = E(2x) — x,

144, fix)= | —xE{x),

146, fIx) = E(x) — 2x, 147
48, fix) = Efx" — 4x)
149, fix) = [3EN) + Vs — E()[E(x) = 1]

IS f(x) = Ex) + /x — E(x).

151. a) Etudier et représenter graphiquement la
fonction f, déhnie par:  filx) = E{x) + E(— x}.
hi Néme question pour les fonctions définies par
e o= A ok
(x) = o/ fulx):  falx) = —xy
fi09 = SR )=
Satx) = filx)y + falx
¢} Meme question pour les fonctions definies par :
getx) = [1 + flx)Ix*L galx) = — %2 fulx);
Jolx) I+ Jolx)

: dalx) =

r

galx) =

d) Etudier les fonctions déhmies par :
frgdnd = g %) + galxh
hatx) = [1 =+ g ][1 + aa(x)]

152, Soit D une droite sur laquelle on a defini un repére
(0, i). On désigne par A, (ke ) le point $abscisse & el
soit M un point dabscisse v,
Omn définit Fapplication, [, de 2 dans B qui, a Pabscisse
de tout point M e D, associe le produit des distances de M
aux deux points Ay les plus proches,
1" a) Verifier que, si Efx) désigne la partie entidre de x,
onac:

YxeR fix) =y — Exy)[Ex)+ 1 —x].

Bl Maontrer qua [ est une fonction périodigue,

¢} Lafonction f est-elle continue et dérivable sur [(. 177
Est-elle continue el dérivable sur !

d) Etudier la variation de [ pour x appartenant a [0, 17.
On considére un répére orthonormal (£, [ 7} tracer avee
s0in  pir  rapport 4 ce repére larc de tourbe
correspondant & xe[0. 1], En déduire le tracé de la
courbe dequation  y = fix), pour x= 8
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2 Soit g la fonction defmie par ¢
gix) = [E(x + 1IL1(0]

@) Caleuler glx) pour x appartenunt i [k k + 1], ke Z.
La fonction g est-elle continue et dérvable sur &Y
Construire Lt courbe I déquation y = glx) pour xe R,
by Calculer aire, 4,, du domaine compris entre T,
Iaxe des x et les drioites d'équations respectives ¥ =k
elx =K+ 1 )
¢) Caleuler S, = ¥ A,
jm@

1
153. Sait  fix) = [x"Tv. ol nest unentier natarel pon
nul-el [x"] Ia partie entiére duo reel X" On Se propose
d'étudier la convergence de la suite { fix)) pour ¥ N%e.

A — [ Démontrer que, guels que soient les réels u et b

positifs non nuls : ;

. = g
a—b={(Ya—yM ¥ (Far"NYhn
k=10
2 Demontrer que. sk, pon sont des entiers mturels,
avee n# 0, alors:

el - l
SE A p =GR+ p <=

B— P Calculer fifx) pour D =x < 1. En déeduire lu
nature de la suite (fix)) )
2 Onsuppose n=1 clonpose & =[x]. Onpose;

[x'] =&" + p.

¥ l
Prouver que: O=x— [lx)<-.
]
3 Owren résulte-t-il lorsque, x étant iixé, » tend vers
Finfini?

134,/ Démontrer gue, pour tout réel x il exjste un
enticr relatl vnique [x], appelé partie entiéee de x, tel
que :

= x<x] 4+ 1

2 Etudier les applications qui dssocient successivement
a4 x les nombres :

[x], [=xl Tx1+01=x1 =[x1—-0[—x]
3% Parmi les relations suivantes
¥z [x)=n [K=m 228 |ped)

choisir tous les couples (R, B’} de relations telles que
implication (R == R') soit vrale: (On pourri tracer un
diagramme.}

4% Meéme probléme avec :

x<n [K)l=n [x]=n x<n
5 Méme probleme avee:
=3 = I8z A=k
A"y otant strictement positif, on pose :

flx, ¥} = l: [uj‘1

Démontrer linégalite ©  f{x v) = [x].
Demontrer Pégalite ;. fix, v} =[x] si v estentier.
7y etant strictement supéricur {1, on pose

glx v = [ﬁ [.t}']J.

Demontrer Pinéealité gix, 1) = [x] si o est positil:
& Calenler un couple (v, ¢) &t un couple (v, v) tels gue :
flx, v) < [x] < glx, v
V<, fx ) <[xT mx < X)L
9% 8Bi x estoun réel et a b o trois entiers strictement
paositifs, démontrer ['ggalite ;

EAREEEI

HF Tracer les representations graphiques des apphca-
Lions qui dassovient successivement @ 8 les nombres

e | B [ %
Xy = ;-:,:I ’ pafx "_i.':-i-i .

six) =) — ol— %), x) = 5%

Comparer ¢fx) er |x|.
11" Etudier 'npplication définie par ;

i :‘:; —+ [%_S T_ ([x]+ 1 —x]bl.

12 Démontrer que les nombres d'entiers appartenant
aux intervalles Ja, b1, [a, b]. [a. h] sont donnés par les
formules respectives :

fhl1=[u]. [—«]-[-—08] [+ —al

3% a et heétant deux entiers premiers enire eux, On pose

: 1]
X = Fr
Démontrer Mégalite
; et — W= 1)
[x] 4 [2&]+ ... T —1x] = - :
; b 2 [2m n'
14° Démontrer l'égalité : Y <7 i
A i = -

. S |
137 Démontrer Pégalité © | v+ | = [2v] — [x] etsa

a=1 Fe z
£ ; , m
genéralisation @ [nx] = % |i.x- + —[.
n

m=

PROBLEMES DIVERS

I55. O deésigne par P le plan rapporté & un repére
orthonormal daxes Ox, Oy (unité de longueur :© 3an).
1" gy Soit f la fonction de Ta variable reelle x définie
par: flx) =i{x — Ib\fﬂ.

Ouel est son ensemble de définition? Est-glle dégivable en
tout point de cet ensemble?

Etudier la vanation decette fonction |/ ettracer dans £ a
portion ', de sa courhe representative correspondant |
aux valeurs de x telles que = x =

b} Soit € Tensemble des points M de P dont les
coordonnees x et ¥ satisfont i I'égquation

2y — 1P =0

et d lu condition DEx< 2

Montrer que C st "union de € et d'une courbe 5, que
I'on dessinera. deduite de €, par une transformation
simple de P )
Preciser les coordonnées des points communs i Cel a la
droite o d'équation v = .
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¢} Soit [ Tensemble des points M de P dont les
coordonnees x el y satisfont & Uequation

(4P —axist 1P =0

gl d la condition —2=x=2

Montrer que [ est NMunmion de € et d'une courbe 7,
transformeée de C dans une symetrie, que l'on précisera
Dessiner I sur une Nigure distinete de a hgure utilisee
aux paragraphes a et b

d) On considére enlin Uensemble £ des points M de P
donl les coordonnées x et y satsfont a léquation
I ) — 4+ 1P =0 et a la condition
=-2gy=2

Maontrer que I se deduit de I” par une symétrie. gue 'on
précisera (on ne dessinera pas I” dans cette qu stion).

156, 7" Onpartage lintervalle [— 1, 1Tau moyen des
reels distinets ordonnes

g =—1, 8y, = gy e e = L

on définit, sur [ — 1. 11 la fonetion [ par
[ 4=p
M) == % v —aql
k=0
Sur [uy, ay, o). [ oest Fonction alfine,  fix) = Ayx + 8;;
caleuter A, En déduire le sens de variation de [ sur
[ = L. 17. Déeterminer, selon la parite de n, Ja valeur, ou
les valeurs, de x rendant f mimimale,
Tl nest demande an 2 aucon autre cideul,

2 A unentier n ixé, n = 2, on associe la partition P, de
[— 1. 1] définie par les reels :

hn= — I, h|. ey h;. Xk hh.. s hh = +’ 1

qui satisfont & by — b = thy—h ) k=12

2
avecn — L.
Hlonler | = by — by puis caleuler b,
Citlculer-l =5y — by p leuler b,

I i ! 7. cfinit alors s
Pour chague entier n, n =2, on définit alors sur

I L]
[—1.1] la fonction [, par [lx)=- Z |x — Myl
Mi-o

Donner les expressions de filx) et de filx) on figurent
respectivement trois et quatre telles valeurs absolues,
3° On se borne ici aux partitions P, 00 0 sl pair
n = 2p. Demontrer que la valeur ¢, de x qui rend [,
minimale et ks valeur correspondante de 5, sont .

21 i (AL .
s e
¥+l o p

Demontrer Pégalite, vraie pour tout p. {50, = glc,).
e

wal=3x — 1. mxl=1In I—+\
=X
el glxl = _l_n =, Ed—'”
‘ 2 X
4* BErudier, sur Fintervalle 10, 1[ seulement, la variation

de g,

A cet elfet, on constatera d'abord que, u' et ¢ étant les
derivees de netpow = ru” — ur' a une dénvée strictement
negative sur 10, 1[; on en déduira le sens de variation et
le signe constant de w sur 70, 1],

Construire avec soin la représentation graphique T de 4
dans un repére orthonorme, l'unité de longeur étant
3 cm: preciser sur [ plusieurs points de coordonnees
rationnelles,

fgix)
X —
poser x =1 - X,

Pour éludier

;& vaisinage de x = 1, on pourra

N. B. — On pourra utiliser sans demonsiration ;
a} au'2® et au 3° Pépalité

=gl 4+ ..+ = 1-¢"

By au 47, Texpression de gixl telle guelle est donnée
au Jv

IS7. A — Saoit ¢ la fonction numérique défime sur RB*
et — |
part plx) =——,
%
{* Deémontrer qu'il existe une fonction [ continue de B
dans | telle que. pour tout x de BY, oplx) = fix)

2* Etudier et représenter graphiquement la fonction .

Daonner le developpement limité de f{x} au vonsinage de
0'a lordre 2, et en déduire la position de a courbe par
rapport § si tungente au point diibscsse O

3% ) Prouver gue pour tout réel x @ fix) = 0.

) Détermuner Iy limite en O de d [fix)—1].
et

B — Soit g la fonction numerigque définie par
l
,:H.'f]=?ln fix)
17 Determiner 'ensemble de definttion de g
: Xl X}
2 ) Démontrer gue lim L =
i =0 f{y)—1
B) Etudier la limite de g en (.
¢) Montrer guiil existe une fonction continue g, de B
dans H telle que, pour tout x de BY = g, (x) = glx).
3° Etudier les limites de g, en + 2 et en — o0,
gylx) — g,(0)
L

49 o) Calculer = )

b Etudier la limite en 0 de la fonction 1. En déduire que
g, esi derivable en 0 (on pourra ulliser des
developpements limités),

158, On considére li fonction numénque f déhnie par

o EI
M=

[ Quel est 'ensemble de défnition E de j7
2 ) Déterminer la fonction derivee de f.
h) Montrer que ka resolution dans B de Péquation
fix)=0 se raméne & la recherche des points
d'intersection de la courbe Iy dégquation y=1In x e

ot |+ 5°
de la courbe I d'equation v =y

J—

ol Tracer [y el Ty sur un méme graphigue; et montrer
quiil existe deux réels &y et ¥, tels que

rii.\']' = _r‘{.\.'_r] — ﬂ
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|
dy Montrer que. D=y = —<l =%, <2
£
i
¢) Determiner un encadrement i 10 pres des reels x,
by

3 Etudier le sens de variation de la fonetion |

4 Determiner Hmo fix). lim fixh lim '“--i.
B2

o= g+ ]

3% Représenter graphiquement la fonction (. On

| précisera les points abstisses respectives 12 3et 4, (On

prendra pour unités @ 2 em oeén abscisse, el 20 om en
ordonndées.)

FAMILILES DE FONCTHONS

159, A chague entier naturel 7 non nul, on assoecie la
femetion [, qui, @ toul réel x strictement positil, nssocie le
"

LR |

nombre réel ¥ = flx)=——5—.
Q-

i Etudier les fonchons f, et J.oel construire feurs
courhes représentalives C, et €5 dans un plan P
rapporte i un repere orthonormal B0, 1))

2* Pour n= 2, etudier la fonetion

a) Su continuite,

by Sonsens de variation: on désignera par ¥, la valenor de
v pour laquelle f, présente un minimum.

¢l Les walears Timntes hm ffx} et Im  fixe On
R ]

i |
étudiera, sawivant la valeur de Ventier n, lexistence
dasymptotes i o courbe O
Construire la courbe Cy représentative de La fonction f5
dans le repére #.

3 Dans cette question, on désire encadrer e nombre x,,

a) Survant la valeur de lentier o strictement superieur a
2; comparer les nombres x, et 1

: s | " :
b Démontrer que la difference x, — - a meme signe que

1 P T
la difference xj — .
On considére la foncton, @, qui a toul nombre reel x
strictement positif, assovie le nombre

wix) =2% — x4 2

Frudier la variation de li fonction ¢ et montrer gu'elle
est strictement positive, quel que sait le nombre réel ¥
strictement posinl, Montrer que, pour toul entier n
strictement  supéricur a 4, le réel x, appartient 4
g l
Fintervalle |-, 1

4 Ftudier Nintersection des courbes €, et O, pour deux
entiers distinets n et 0. En déduire que toutes les courbes
€, passent par un méme point. B dont on precsera les
coordonnées,

Cin suppose n < 0’ comparer, suivan! les valeurs de x
strictement positives, les nombres f(x) et flx)k

En deduire la position relative des courhes ¢, et €.

59 Construire. dans le repére i, T courbe representitive,
., de la fonction qui. & toutl réel ¥ strictement positil,
1

4x*"

Soil noun entier naturel, moatrer que i courbe O est
situee en dessous de la courhe © el caleuler atre Al de
la partie du plan P qui est limitée par les courbes Cet O,
et par les droites d'équations respectives x = letx =1
Etudier la limite de Afr) lorsgue ¢ tend vers 0.

associe e nombre p=

160, Soeit [ la lonction numérique definie par @
A

. C :
fdx) = ——— (n entier naturel).
L+

o) Etudier ln variation de la lonction [, Tracer la
courbe €, representative de. f; dans un repére
orthonorme R (unite + 4 cm), Démontrer gue Cq admet
un cenire de symetrie.

by Comparer [i(x) et Jol—x). Tracer la courbe
representative de la fonetion f, dans le repere 0
precedent.

2 On considére lu suite dont Ie terme général u, est
" |

donneé par u, = J flx) dx
i

-

§ = x)
a) Mettre fiix) sous la forme —‘—‘ aves
X

Fix =%

Caleuler ng et u,.
Yerifier que uy +uy, = [
by Démontrer que; pour

| —e
gl B = ———
n— |
En déduire successivement - le caleol de u, et Vinegalite
w2 < L lalimite dela somme w, + &, quand ntend vers
linfini, la limite de u, quand n tend vers Uinfum (aprés
avuir précise le signe de u,).

AU Soit E Fensemble des foncticons numérigucs O detinies
par I relation  Gix)= 2+ e * + pe™ %% ovm f, ¢
sont des nombres recls;

a) Demontrer gue E est un espace vectoriel sur [, dont
une hase 7 est formeée des trois foncnons & &om defines
respectivement par ilx) = Loktx) =e " mix) =e" s
i A toute fonction G de E, de coordonnées 2, fi.
relativement & Ia bhase 9. on assocre o fonction
numerique G, défie par ;

Gl + x)
i

Gﬂ.\'i = L{I-

Jai 1+
Deémontrer que la fonction G appartient a E et quclle
est Pimage de G par une application linéaire o de £
dans F.

¢} On pose :

m:=tﬂﬂt,|}, ga?'=u'15~i.ﬂ"‘. ----i.l'-‘"=‘P’-'.='f.|'1‘" L

Trouver en fonction de n et des coordonnées =, f, 3 de
(dans la bise 25 les coordonnées o . v, de plG)
Ces coordonnges x,, f1,, 7, lendent-clles vers une limite
lorsque # tend vers M'mfini?
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16k, Paour chaque emier kstrictement positif, on definit
une appheation f, de B dans 8 g 4 oot & associe

iz = —::‘ — . Onappelle f; Napplicaton de B dans

fEm-al

b

1
(X =

Hoqui i toot & associe -
5

s+ 1

1™ ) Démuontrer que pour chague & = 1, 1a fonction f,
est crojssante sur B en déduire. suivanmt Ly parité de
Fenticr k. le sens de variation des fonctions [,

by Etudier, en discutant suivant les valeurs de k = 1. les
e : flx)
limites de jfix) et de- :

quand x tend vers + oo

Que peut-on én dédume pour les branches inlinies des
courbes représentatives O des fonctions 7

¢l Dementrer que les courbes O passent par doux
points lixes: construire sur une méme fgure et dans un
plin muni d'un repére arthonorme (0: i f) les courhes
1. Cs. Oy On precisera; s7il ya lizo, les asymptotes: (On
prendra 2 cm pour wnile)

2% Sout () n la suite réete défimie par

IJ. — J. M.\‘i d.'L'_
&}

u) Démontrer gue la fonction & = In (x + /3 — 1)
|

est une primitive de la fonction x — 7
X —]

En déduire la valeur de I,
b) Caleuler 1,
¢) Demontrer que. pour toul entier k=2, on a la
relation
kly =2 = th = 1 -s
En déduire [y et 1.
: 1 s o
d) Demontrerque 1, ﬂk = etendeduire la limite de
la suite §; quand i tend vers 4 o,
3* Soil 4, un nombre réel 18] que O<ip < 1; on
definit par récurrence une suite (), €0 posant :
pour k=0 Oxé wy= i,
wy=fili,_ |} pour nz= L

a) Demontrer par récurrence que la suite (i), est
decroissante,
by Onsuppose que k = 2,

ol it
Vérifier que pour tout entier n = 1, on a u, < ——.
3

En déduire que la suite {u,),. @ une limite (que l'on
precisera) quand o tend vers 4 0.

4 Pour chague entier k strnetement positil, on déhnit
i ae

une application 4 de [0.1] dians | O _-1 par

e

tlx) = filx) M

a) Demontrer que pour chague entier & = 1. la fonction
i, admet une fonction réciproque g, .

b) Constrwire. sur Lt higure precédente les courbes
representatives des fonctions ¢y ' pour k= 1.2, 3

¢) Pronner 'expression des fonctions g, ' et g5 1.

162, Pour toul ke ™ on note f, Mapphcation de [0; 1]
dans [ definie par -

stk 20 =1 —x

el folxr = 1 —x.

\ — /* Erudier la continuité et la dérivabilité de f;.
2% Donner. en distinguant selon Iy valeur de &, le tableau
de vanation de f;.

Drns un phin rapporte 4 un repére orthonorme, tracer
les courbes €', € el €y représentatives de f, f) et fa

el |

3" Caleuler j futx) dx,
i

]
4 Pour tout kel on pose [, =J. Judxdy,
f

Maontrer, en intégrant par parties, que, pour tout entier
k=1:

2k

=g i

Iy
En déduire une expression de I, (que 'on ne cherchera
pas i simplifier),
3% Montrer gque pour tout ke

|
; |
XdrE ——r,
[

I — On copsidere la fonction numengue F de la variable
réelle x défimie sur Vintervalle ferme [05 1] par ;
) |
Fix) = —— Fih =1

f —x
N | —x
1" Ciudier la continuité de Fosur [0; 1],

Présenter le tableau de variation.

2* Dans la suite du probléme, pour tout entier 0 = U, on

nole £, Ja fonction definie pour tout ye [0 1] par :
Fn{.\'i = fr;[.\',l' + Ir“t} + ..+ I. r‘-"l )i

sic wefii o

Cileuler Fx) et montrer que, pour tout & réel fixé dons
[0 1], Fix) est ta Bmite quand ntend vers + oo de Fix)
A% Pour tout entier o1 = 2 on désigne par A, lintéerale ;

P

"F[\':I dx,

Calculer A, Determiner la limite de A, yuand » tend

VErS == o0,
1

4° Etablir qm:j Foix)dx tend vers 2 quand n tend
Vers + o, =

O pourra erire ; :
A | -— U

1
| 1= : - :
[. F,(x) dx = j i J T
i il \! ==X 1] \_" | —x

-

]
- [ . Foix) dx,

Y

majorer la deuxiéme intégrale du second membre en

L i i >
mijorant — par o n et majorer la dernicre

W =
integrale en majorant F(x) par /1

—
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[63  Soat A un réel moor nul, on consudére ln fonction
défmie de B dans & par ¢
fiixl=x+AMx+ 1)e

X

Omn designe par 7 lacourbe réprésentative de la fonction
[y dans un plan rapporté & g repére arthonormal
(08, f)

MN.B. Les purtiecs B et € de ce probléme sont
independantes.

A — " Déterminer [5 et 7 les Tonctions dérivées
réemicre el Seconde de [,

‘tudier les varintions de [}
2 Discuter, selon le reel 4le nombre de solutions de
Féguation dinconnue x ;

filx)=10

Préciser la position de ces solutions par rapporta Oeta |
{On distinguera les deas A< N<i<e =g
A =e]

3% Déduire de ce qui précede, e sens de variation de [
suivant les valeurs du réel 4,

4° Etudier les limites de f, en + = eten — a0,
Préciser les branches mfinies de la conrbe €.

3" Montrer gu'il existe un unigue point commun A4 i
toutes les courbes O, :

6° Soit [, le point de €, dont I'abscisse est 1. Ecrire une
equation de la tingente O; en 1, @ la eourbe C;,
Muontrer gue les droites [, onl un poimt commun 5.
7% On se propose de Lrucer avee précision les courbes
C_,. C.. €4 Les courbes seront tracees sur une meme
figrure sur paper millimetee en prenant 2 cm conune
unlé.

a)On prend 4= —1. Montrer gue T'équation
S 4lx) = 1 n'a gu'une solution notée x; comprise cntie
— 1,57 et — 0,56

Construire Ta courbe C_ .

by Tracer C_.

¢} Montrer que équation d'incennue x iz} =10 a
denx solations @ ¥, comprise entre 0,35 er (036 et x;
comprise entre 215 =t .16,

Tricer Gy,

B — 1 Montrer que la fonction ) admet des primitives
sur B et determiner Pensemble de ces primitives.

2 Montrer yue, pour chague réel non nul 4, on peut
dehnir une suite de fonctions Conumies (o, ), .+ pir :

FxeR @(x) =J
L
Ynefl*, YxeR

P !{-T} TJ {F“[” dr + = ”'“-1:” 4= TN,
(4]

i dr— 24

b

Caleuler ¢, Montrer, par récurrence, pour toul nature|
n non nul, et tout reel x,

U |
dxl=—— + (= 1)"dx + 04+ 1) e
g (n+ 1)
; e
' — On suppose dans cette purtie ——<4 <10
[

" Montrer que le réel x; tel gue [i(x,)=0 esl
strictement inférieur & — 1.
En déduire que si — 1 < x < 0 alors, — 1 < [{x) <

2" On considére la suite u definie par

g =1
Ynel, u

Montrer que : d) Ynel* — 1<y, <l

f) La suite u est décroissante

o) el 0=, + U=l 4406, 4 1)

En déduire que la suite 1 est convergente et trouver sa
limite,

= flu,)=u, + Au, + Lja="

e

164, Soit la fmille de fopctions delinig par ;

In-x

Ilxh=——kx  (kel0, 1])

a

I Etudier et représenter graphiquement la fonction /.
2" On suppose k£ 10,

a) Caleuler fix) et montrer que Uétude du signe de [ se
deduit de Fétude dusignede | = 21nx — kx' = gyix.
by Etwdier la fonction g, et monteer quil exisie un reel o
tel que :

.

qilz) =0 et | <2< /2

3¢ Donner allure de la courbe representative O d'une
fonction f,. Préciser 5%l ¥ a heu les asympiotes.

47 Soitk, et kydeus valeorsde k. Caleuler fi (x) — fidx)
Préciser [a position respective des courbes €, et €,
5 Représenter-Cu O g Crias Cauel € sur la méme
figure.

165, Etudier la famille de fonctions définie par :

S} = -‘-': 7 (me )

Déterminer ensemble des extrémum de ees fonctions.

166  On considére la famille de fonctions definie par ¢
fdxy=Inx+1—x+ m(! —1:) (meR. )

1 ) Etudier la variation de f, ¢t indiguer Pallure de sa

courbe representative .

B} Quelle gst I'équation de la tungente & G, au point |

d'abseisse |1 Determiner ;rpour que G, coupe Faxe des

abscisses au point A d'abseisse a (0 = 1), Quelle est la

limite de m quand g tend vers 17 .

2 Trouver une peimitive de f, et calculer, on fonction de

a seulement 'aire S(a) de la surface déterminee par le

sepment [F, 4] et 'are 14 de G, cvexprimer Sia) sous la

forme |

Stat = ulay+ vla) Ina + wia) In? a.

3 Tracer Gy, Gy, 6y, Gy sor la meme figure.

167. Etudier la famille de fonctions deéfinie par
wdxt =2 e5x? + 3x + )+ x4+ | (ael)

Montrer que les courbes representatives I contiennent
deux points hixes A et B Etudier les variations de ¢,
suivant les vileurs de .

Tracer sur un ‘rnémc praphigque les courbes ', pour

iE{ 4. — ‘:. S lu}
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168, Cin considere lu famille de fonctions définie pur ;
g =x! "=

A chaque wvitleur de a2 est associée une courbe O,

dégquation y= [ix).

Etudier la vanation de [ suivant les valeurs de = On
miontrera que fx) est du signe de

1
—a Xt ——1 =)
%

el on etudiera ¢ (x). On sera amene & distnguer les cay
a0 =0 —l=5<l g<—=1

Trucer sur le méme graphique une courbe correspondant
d chacun de ces cas.

169,  On considére les fonctions f, délinies pour e iy

sur [— 1, 1] par : 2
J. (1 = 17)" de
W

i .
( “ = I’I’" E.“
i

Jix) =

I" Demontrer que f, est inipaire, i
. il
2° Demontrer que J (1 = dr = J- (1 =ty de.
1] 1]

3 Démontrer que | — fifx) = (n+ 1D = 2700 = %),
4 Déterminer la limitede 1 — f{x) quand ntend vers
Finfini, pour x lixé.

52 Quelle est ln limite de [{x) quand o tend vers linhni,
df pour — I'sx<=00 b) pour x=107

Il — RESOLUTION D’EQUATIONS DANS R

1. GENERALITES

» Soit [ une fonction numérigue €t E un sous-ensemble de K. Reésoudre dans E
équation definie par  f(x) = 0. cest déterminer les éléments de £ dont Fimage par f
est nulle. La résolution de telles équations intervient dans de nombreuses branches des
mathématigues. et d'autres disciplines.

o Une résolution algebrigue est parfois possible, et permet de déterminer exactement les
solutions de 'equation étudiée en fanction d'éléments convenablement choisis de E. 1 est
i noter que 'ensemble des solutions d'une équation dépend du sous-ensemhble E. Par
exemple, 'équation 3x+5=0 n'a pas de solution dans £. mais en a dans €;
Féequation x* — 3 =0 na pas de solution dans 0, mais en a dans B,

Cette résolution algébrique se fait parfois par Pintermédiaire de'changements de variable
qui ameénent & la résolution d'équations plus simples dont les solutions permettent de
calculer les solutions de I'equation initiale.

« Le plus souvent, de telles manipulations algébriques ne permettent pas d'aboutir a la
determination des valeurs exactes des solutions, La résolution de léguation consiste alors a

I. Prouver 'existence et I'unicité d'une solution sur certains intervalles incius dans E.
Cette étape prend le nom de « separition des rucines ». I s'agit de déterminer des
intervalles contenant chacun une unigque solution. qui sera ainsi encadrée.

2. Determiner des valeurs approchées de chague solution. Cetle étape s'accompagne
de lévaluation d'une incertitude sur la détermination de valeur approchée effectuce.
On sattachera chaque fois que possible 4 determiner des algorithmes permettant
d'envisager I'obtention de valeurs approchées successives avec des incertitudes de plus
en plus faibles, jusqu’a Fimcertitude deésirée. a étudier la convergence de ces algorithmes
el it comparer leurs performances.

2. METHDDES

s Lesmethodesalpebriques de factorisation s'appliquent essentiellement 4 des équations
definies par  f(x) =0, ou f est une fonction polyndme (od 4 des équations pouvant se
ramener i ce type). Mais on sait, depuis les travaux d’Abel et Galois, qu'en Fabsence de
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particularite du polynéme. ces méthodes sont inopérantes lorsque le degré de [fix) est
superienr ou egal i 5. On ulilisera chague fois que possible lgs particularités éventuclles
présentées par le polynome f(x).

o L'¢tude de la variation de la fonction f. et les propriétés des fonctions continues sur un
intervalle, permettent parfois d'opérer la separation des racines d'une équation.
L'imtervention, le cas écheant, d'une fonction réciproque peut permettre de préciser
directement les solutions de équation. dans le cas ou les valeurs de cette fonction
réciprogue figurent dans des tables numériques, ou sont données par une calculatrice.
Dans le cas on 'on ne peut obtenir aussi simplement des valeurs approchées des solutions,
on s’ingénie a préciser des encadrements de chacune d'entre elles. et a mettre au point des
processus permettant de preciser des valeurs approchees aussi précises que necessaire. De
tels processus débouchent sur la définition de suites dont il convient détudier la
convergence vers la solution étudiee. On eénvisagera cgalement, éventuellement. la
comparaison des performances de diverses méthodes, et la précision obtenue par chacune
dlentre elles.

Les methodes delude des suites numériques, les rapports entre les fonctions continues et
les suites convergentes revétent naturellement une grande importance dans 'étude des
suites confectionnées pour qu'elles convergent vers une solution d'une équation.

o Les activités ci-dessous présentent un certain nombre de ces méthodes de resolution.
Elles interviennent apres la separation des racines. Nous supposerons que, dans chacun
des cas rencontrés, il est possible de séparer les racines de telle fagon que ces méthodes
puissent s'appliquer sur chague intervalle de séparation.

Nous avons presente ces diverses methodes a travers un meéme exemple pour permettre,
a propos de cet exemple, une comparaison de ces méthodes. Mais il est bien entendu que.
d'une part, le catalogue de meéthodes présente n'est nullement exhaustif, et que, d'autre
part, les conclusions relatives & la comparaison entre les methodes 4 propos de Fexemple
etudie ne sont valables que pour cet exemple. Une meéthode donnant de mauvais résultats
dans I'exemple proposé peut donner de bons résultats dans un autre cas.

s Dans de nombrenses methodes de résolution, on est conduil & calculer les images, par
une fonction, de nombreuses valeurs. Ces caleuls seront largement facilités par utili-
sation de calculatrices, de préference programmables. On envisagera dans chaque cas dif-
ferents algorithmes de calculs de f(x). pour utiliser le plus rapide (par exemple, le caleul
de P(x]1=a + bx + cx* + dx? est plus rapide sous la forme : ((dx + ¢)x + bix + a).

3. RESOLUTION ALGEBRIQUE
a. Equations de degré 3

Activité 1

Lorsqu'on connait une racing d'un polynome du troisiéme degré, on peut le factariser et
determiner les autres racines (sl en existe) a Faide du polynome quotient, gui est du
second degre.

Résoudre les équations défimies dans B par :

a) x* — 8 =0; by x* +27=0: &) x4+t =2=0;

d) G =2x14+3=0; e) 2x? = 5x+3=0: [ 428 4 3x—=6=.

Activité 2 ;: Meéthode de Cardan

I° On considere le polyniome P(X) = aX? + bX? 4 eX 4+ d (ot a. b, e d sont des réels
tels que a #0). On pose X =x + h

a) Ecrive l polynome Qlx} obtemn.

by Montrer que l'on pewt déterminer h tel que  O(x) = alx* + px + q).

€) Seit xg une racing du polynome Qix). En déduire une racine du polyndme I
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d) Déterminer Q,(x) sachant que P(X) = X' — 5X* + 2X + 3.
2% On considére la fometion i défmie par ;. plx) = 57 + px + 4.
a) Eiudier la variation de ¢ en distinguant deux cas suivant le signe de p.
b) Prowver que ¢ admet deux extremums de signes contraires si, et seulement si;
dpt + 279 < 0.
¢) Endéduire, suivane le signede D = 4p* + 27¢°, le nombre de solutions de 'équation
plx) =0
d) Quel est le nombre de solutions de 'équarion définie dans B par
X' 5K 42X +3=0?
¢} Résoudre Uéguation défmie dans B par @ x* — 12x + 16 = 0.
3 On considére le polyname  Qlx) = x* + px + g.
a) Prowver que x* + b + ¢’ — 3xbe  est fuctorisable par x + b + ¢, Effectuer la
factarisation.
by A quelle condition peut-on déterminer des réels b et ¢ tels que g=0+ 2 o1
p=—3he?
¢) Montrer que, lorsque cette condition est remplie, le polyndme Q(x) admet une racine
unigue. Exprimer cetle racine unique en fonction de p et g (en notant 2 la solution unique
dans B de 'égquation définie par x° = o),
d) Résoudre 'équation défmie dans B par : x* — 12x + 16 = 0.
¢) Enutilisant les nombres conplexes, wiiliser ce gui précede pour calculer les trois racines
du polynome : x3 = 15x=4=0.
f) Résoudre l'éguation défimie dans B par: X — 5X? £ 2X +3 =0

b. Eguations de degré 4

Activité 3 : Equations bicarrées

Soit I'équation définie dans B par aX™* + bX* + ¢ =0. Le chanzement de variable
X? = x conduit 4 'equation définie dans |, par @ ax?® + he +¢ = 0. On termine la
resolution sans difficulte lorsque le diseriminantde cette équation du second degré est
positil. Dans le cas ot le discriminant de cette éguation est strictement négatif, on peut
utiliser les nombres complexes, ou encore égalité : x* + g = (v + \/qr]: — 2. laa,
Résoudre les équations définies dans % par :

ay x¥ 4+ 3 —4 =10 b) x* +4=1(

¢) 3t -3 — =0 dxt+x*+x=0.

Activité 4 : Méthode de Ferrari

I° a) Facroriser P(x) = (x" — )" —{4x + 5)° en un produit de polynémes de degré 2.
b) En déduire les solutions de 'équation  Pix) = 0,
2% Soir Qx) = x* —18x2 —40x — 24,
a) Soit munreel. Prouver que Uon pewt trouver des réels a, et ¢, dépendant éventuellement
de m. tels gue, pour tout réel x @ x* — 18x% — 40x — 24 = (x? — m}* — {ax* + bx + 0.
b) Prouver yu'il existe denx valeurs de m pour lesquelles le polynime f, défini par :
TalX) = (18 — 2m)x® + 40x + 24 4 m?  est le carvé d'un polynome du premier desrd,
¢} Déduire de ce qui précéde les racines du polynéme Q.
3" On cherche d résoudre Uéguation définie dans R par :

R(x)=x*—10x* +35x — 50x + 24 = 0.
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a) Soit m un réel. Déterminer les véels a et b rels que :
S.(x) = (ax® + bx + m)® — R(x)

soit un trindme du second degré dépendant du paramérre m.

b) Prouver qu'il existe au moins une valewr de m telle gue 8, x) soit le carré d'un polynome
de degré 1.

¢) En déduire une factovisation de R en un produit de trindmes du second degré,

d) Quelles sont les racines du polynome R7

Activité 5

Résowdre (le plus simplement possible ) les équations défimies dans B par :
a) x* + 6" +9x° + 100=0;

B x4 2x —Mx+ 72 =104

¢) ¥4I -2 — T+ 6=0;

d) xt +4x = 5x% - ldx + 15 =0

c. Equations réciprogues
Activité 6
Soit  flx)=3x" — Tt + 8% — Tx + 3.
i .
a) Montrer que J—r% est fonction de y = x + o
by En déduire un procéde de résolution de 'équation @ fix} = (.
¢) Résoudre dans B Uéguation © x* — 10x* =37 — [0x + | = 0.
d) Résoudre dans B U'équation : x" — x* + 237 — x* + 2x* —x + 1 =0,

4, METHODE GRAPHIOUE

L'¢tude de la fonction f permet de préciser le nombre des solutions d'une équation définie
par fix) =0, et sa représentation graphique soignee permet d'estimer une valeur
approchée de chacune d'entre elles. Un tel procéde ne permet pas d'envisager des
approximations arbitrairement précises, mais il permet une séparation des racines assez
claborée.

De méme, I'etude soignée de l'intersection des courbes d'eguations respectives v = fix)
et v=glx) permet une résolution approchée de Péguation définic dans B par
Tx) = glx).

En genéral, une méme équation est susceptible d'étre traitée graphiquement de plusicurs
manieres.

Activité 7

1" Riésowdre graphiquement les equations définies dans B par ;

a) x> =5x2+2x+3=0; b) x* =53 —2x — 3 ¢) 2y =x7 — 5% 4 3:
St —3 2x 43
e o x= 3]

2* Comparer les résultats, tmaginer d autres procédes.
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Activite 8
Résoudre graphiguement les équations définies dans B par :
2
x + |
a) Inx = = b) ¢*=In (— x), Ax+e “=—1Inx.
Activité 9

1" Déterminer Xy, Vo et r de fagon que les abscisses des poimts dintersection de la
parabole P d'éguation  y = x* et du cercle C d'équation (v — vo)* + (x — x> = °
sofent solutions de Uéquarion : x* + px? + gx + 5 = 0.

2* Résoudre en wtilisunt ce qui précéde :

a) x* — 10x* —16x + 5= 0;

By x* +3x* —x—2=1{)

) a3 — x4+ 2=10.

5. METHODE DE LAGRANGE

La séparation des racines est la premiére ¢tape de la résolution d'une équation. Mais, par
le hiais de changements de variable successifs et de séparations successives, on peul
encadrer la racine étudiée, avec une bonne précision.

Activité 10

Soit P(x)=2—3xT+2x + 3.
1" a) Représenter graphiquement la foncrion P.
by En déduire que le polynime P admet trois racines 2, et 7, que l'on encadrera par des
entiers consecutifs,
2% a) Supposons acquis que la racine i est elément de Uintervalle 11, 2], et posons
x =1+ y Résoudre Uequation définie par P(x) =0 dans 11, 2[ vevient d résoudre
léquation défmie par P(1 4 y) =0 dans 70, 1.
Determiner le polyndme P14 y)

1 . : J p
h) Onpose v =—. Résoudre l'équation défmie par PU 4+ 3v) =0 dans 10, 1] revient a

Z

1
résoudre :"'P(! -i—:) =0 dans |1, + xo[.

i

i
Déterminer le polynome  Q(z) = z*"F‘(l =1,

¢) Prouver que Olz) n'a qu une racine ' dans |1, + oo . Exprimer cette racine B en
Jemction de .
dy Montrer que 5 <fi" < 6.

| |
¢) En déduire que | + g <f<l+ .
8 -

!
3° Repremdre le 22 en posant = =5+ h, puis 1= W

En déduire un encadrement de fi.
4 Poursuivre le processus ci-dessus jusqu'a Uobtention d 'un encadrement de ffa 1007 prés,

5° Reprendre la méthade pour déterminer une valeur approchée ¢ 102 prés de [} et 7.
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Activite 11

1° Mantrer que l'équation x* — 2x* + x + 0.1 =0 admet deux racines dans Uintervalle
[0, 1] Encadrer ces racines a 107 prés.

2" Montrer que 'équation défmie par 2 sin x = x  admet deux solutions dans Uintervalle
[0, x].

3° Montrer que | équation définie par x* — 3x* + 3x2 — 2 =0 adeux racines dans W, et
wne seule comprise dans Uintervalle [ 1, 2].

' METHOQOE DE DICHOTOMI

Soit [ une fonction continue sur un intervalle [a, b], et telle gue  fla)fth) < 0.

Soit I'equation définie par  fix) = 0. Celle équation admel au moins une solution sur
Pintervalle [ b]. Supposons en outre gue I'étude de la séparation des racines a prouve
guc U'mtervalle Ja, b| contient une solution, et une seule, de 'éguation proposee.

fa+bh . . , : :
Calculons I(-Hj——) La comparaison du signe du résultat avec les signes de fla)

”_'._'I'j_ h[
a+h

se situe la solution cherchée | si cette solution n'est pas egale a - 1--).071 recommence le

bl

: - . a+h 1
et f{h) permet de préciser dans lequel des deux intervalles ]:f. I' el

processus jusqu’id lobtention de la précision désirée.
Lorganigramme ci-

contre résume cetie m

méthode. (On y utili-

s¢les méemoires A, B
il A=t B =hE=x%
et €. La notation / T /
A — x signifie que D
le contenu de la 1___xf 1 E
=

memoire A est rem- - =
placée par x.)
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+ Activite 12

Utiliser la méthode de dichoromie pour donner un encadrement 6 102 prés de chacune des
racines o, bet ¢ de U'équation x* — Sy + 2x 4+ 3 =0,

7. METHODE D'INTERPOLATION LINEAIRE

Dans la methode de dichotomie, on partage systématiquement Pintervalle de séparation
de la solution etudiée en deux parties de méme longueur. Or, dans la plupart des cas, la
separation des racines conduit 4 étudier la fonction dans un intervalle ou sa courbe
representative ¢st voisine d'une droite. Il semble done que 'on ait intérct a utiliser la

by
-, nns (par

. ; } L i ' A U
methode de dichotomie, non pasen utilisant systematiquement le milien —

gxemple) 'intersection ¢ de Nuxe des abscisses avec la corde [A,,, Byl (00 Agla, fla)) el
By(b, fib)) (figure 12),

L'équation de (A4, 8,) est

. b}y — fla)

v=fla) + ,r‘_h J: f (x—a) Ly

_ | ‘ . J R

L'intersection de (AyBg) avee l'axe des
abscisses a done pour abscisse ¢ tel que :

fa) + (f(h) ~ .nun(" ~ ”) ~0,
h—a

) )
Soit: = et [y — i) i
L : Jib) —j'[ui{ ' o 0 /g =
afih)y —hbfla) f{a) e ,-"’é box
fib) — fa) 38 Figure 12
o Toulce quia¢te dita propos de la methode de dichotomie reste valable, y compris les
. . S W ] . h A+ B
conditions d'application, d ceci prés qu'il convient de remplacer l'instruction x = ——
. -
i : AfiB)— BfiA)
ar instruction x = ———————
: f(B) — f(4)
REMAROQUE : %
Lutilisation de cette méthode revient i partager Uintervalle [a. b] dans le rapport _f'l{;F:;T . On

appelte parfois cette méthode : o méthode des parties propartionnelles ».

Activité 13

Soit Pix)=x"—5x*4 x4+ 3. Onsoit efue P ardmet trois racines réelles. dont une, notee
b, dans Uintervalle 11, 2.

1" a) Représenter soigneusement la fonction P, pour x élément de [1, 2]. Soir A(1, 1) et
B{2, —5).

b) La corde [ A, B] coupe 'axe des abscisses en |, d'ahscisse u,. Caleuler u,.

¢} Soit Ay le point de coordonnées (uy, Pluy)). La corde [ Ay, B] coupe 'axe des abscisses
en 1, dabscisse u,. Caleuler w,.

d) On repéte le processus, avee  Afu, Plu,)).  on définit 1, comme intersection de
iy — Gu, — 3
u—3u,—4°
22 Determiner de manicre analogue. des valewrs approchées des aurres solutions a et ¢ de
l'éguation érudide.

[, B] avec Vaxe des abscisses. Prouver que U, = Estimer us.
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8. METHODE DE NEWTON

Au lieu d'utiliser 'intersection de la corde [4,,. B,] avec I'axe des abseisses, on peut
utiliser lintersection ¢ avec laxe des abscisses de la tangente en A, (ou en B} la courbe
representative de f sur I'imtervalle [a, b] (higure 13),
On recommence jusqu'a ce que la valeur

obtenue soit assez proche de la valeur
cherchée. 1(h) ;
MNotons que Dutilisation conjointe de la
mcthode de Newton; et de la méthode des
parties proportionnelles permet souvent
d'obtenir un encadrement de la valeur
cherchée,

Slay b

Figure 13

Activité 14

1" a) La tangente en A au graphique de [ coupe Uaxe des abscisses en Jy, d abscisse v,
Caleuler vy en fonclion de a. fla) et ['la)
h) Soit A, le point de coordonnées (v,. fle,)) La tangente a lu courbe en A, coupe Uaxe des
abscisses en J . . d'abscisse v, . Calenler v, ., en fonction de v,, de f(v,) et de ['iv,).
20 Soit Pix) = x* —5x% + 2x + 3. Onsait gue P(x) admet trois racines réelles. dont une,
renée b dans Fimervalle 71, 2[.
a) Representer soteneusement la fonction P, pour x élément de [1. 2].
by En wtilisant la méthode de Newton, montrer que 'on aboutit 4 :

vy — Sp; — 3

By T a5
S S r

¢) Estimer vs.

d) Préciser un encadrement de fi (voir § 7).

3" Déterminer, de maniére analogue, des valeurs approchées des autres solutions # et 7 de
équation obtenue.

Figere 14

9. METHODE DES SECANTES PARALLELES f'{h]” B,

Pour simphifier les caleuls dans la méthode

de Newton, on peut considérer des droites

successives, dont le coefficient directeur

constant est egal 4 ['(a) (par exemple).

On opere comme dans les methodes 0
precedentes (figure 14). Notons que, si F'on
gagne cn simplicité, on perd en vitesse de fla)
convergence.

0o
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Activité 15

1" a) Latangente en A au graphigue de | coupe axe des abscisses en K . d abscisse w,.
Calculer wy,
b) Soit A, le point de coordomées (w,, f(w)). La drotre passant par A, et paralléle d la
tangente en A coupe laxe des abscisses en w, . Calewler w o en fonction de w,.
20 Soit Pix) = & — 5% + 2x + 3.
a) Montrer gue utilisation de la méthode ci-dessus sur Uintervalle [1, 2] conduit d :
wf,' - 5'-1»',3 + Tw— 3
Wid g = 3

&) Estimer w..
¢) Déterminer de manidre analogue, des valeurs approchées des autres selutions a ¢f ¢ de
| ‘éguation ohienue,

10. METHODES D'ITERATION

« Dans les méthodes ci-dessus, on abeutit i la défimition par récurrence d'une suite (u,)
PAr : Up=a ¢l w4 =iy ) (00 e est one lonction continoe), Lutilisation d’one telle
suite pewt servir a resoudre l'equation définie par x = ¢lx) (voir chapitre 4).
Toute solution de cette équation est un « point fixe » pour 'application ¢.
Supposons que sur lintervalle de séparation [a. b], il existe un reel & tel que, pour tout x
de [a, b] @ |p'tx)| <= k. Soit [ la solution unique dans [a, b] de I'égquation définie par
x = @(x). Pourtout u,de l'intervalle [a, b]. on a, dapres le théoréme des accroissements
finis ¢

liptx,) — ol < kju, — 1),
cest-i-dire :

ity — 1)< klu, — 1.

Il en résulte que la suite () converge vers Isi k < 1, carla suite(ju, — I]) est majorée par
la suite géométrique de premier terme  u, — ] et de raison k.
On pent également, avec cette méthode, donper un majorant de Uerreur commise

g, — 1] < K" [ — )

o Les remarques ci-dessus sappliguent 4 toule éguation de la forme x = p{x). En
géneral, lorsquiune équation est définie par une relation de la forme [(x) = 0. il existe
plusicurs fagons de la metire sous la forme x = pix),

C'est ainsi que, par exemple, l'équation définie par :

V=5t x4 3=0

peut s'éerire
2x? = 6x — 3

=) = o T (methode d'interpolation linéaire),
: Ty er3 -3 :

x = f3lx) = T (methode de Newton),
, =5t 4+ 7x =3 . : :

x = filx) = (methode des secantes paralleles).

5
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mais anssi de bien d'autres fagons, par exemple :

R 2 3
- - x4 5% —3
N = jal_\;} = '_'—.} A
]
: X743
x=E=

2x +3
x = felx) = \/S——x

* Activité 16

: = : vt by 3 ; : ; ,
I? @) En utilisant la Jorme x = % s Ty déterminer un majorant de Uervenr
commise sur b par Uapproximation u,.
by Reprendre la question précédente avee les autres formes ci-dessus, Préciser pourguoi la
Jfonetion [y ne peut pas convenir.
¢) Ilustrer géomérviguement les processus ci-dessus en représentant graphiguement la
Sonction [x v x* = 5x? + 2x + 3] er la fonction fi(ie]l, 2,3, 4, 5} ) dans un méme
repere, et en suivant sur la figure le processus de formation des termes successifs de la
stite (u,) (voir chapitre 41,
2* Reprendre le 1° pour la détermination de valeurs approchées des racines x et y de
I'équation x* —5x* + 2x +3=0.

* Activite 17

1" Résoudre par une méthode d itération les éynations définies ci-dessous. Donner un
majorant de l'errenr commise.
@) x= cos X}

by x = /3 +x

| 3
cllx=5 .t+F ;

Za)x*-10=0
| 10
(Prcndre. par exemple : x =— (x + -t—). avee X, = 4-)

2
B x*— 5=0 E
1 -
(Fn:nlirc, par exemple : x =3 (E‘C + ) avec Xxg = 2-)
3 x

¢) Montrer que la méthode préconisée aux a) et b) correspond a la methode de Newton.
Envisager d 'autres méthodes d'itération permettant de résowdre les équations proposées.

3 a) Montrer que cette méthode permer de déterniner des valeurs approchees de :f yoen
résolvant 'équation définie par x =/ /xy.

e - [ 5 b '?_
b) Caleuler de cette fagon une valeur approchée a 10 ° prés de Y3 et .3/? .

¢) Metire sur pied une méthode analogue powr déterminer ..:f W, puiis 3/ v ennutilisant que la
racine carrée,

dy Culculer de cetie fagon une valeur approchée a 10 * prés de .:;ﬁ i fﬁ. .ffr 7.
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EXERCICES ET PROBLEMES

Dans chacun des exercices 170 ¢ 180 ;

— Représenter graphiquement o fonction f er, en
utilisant le graphique obteny, teater de prévoir guelle
méthede de résolution de Uéguation définie dans 10 par
fixy =0 domnera de bons résultats rapidement,

— Interpréter graphiguement la résolution de Uéqueaation
Hx) =10 de plusicurs manieres,

— Déterminer un encadrement & 1077 prés de chiague
racine de |'équation érudide,

— Envisager si possible une résolution algébrique.

T fleh=x%— 32 15 =7

170, fix)=233 — 0 +12% + 1,

172 fix)=xr =2 3t~ £,
173 f{x) = 2x* — 24x — 48,

174. | fix] =cos & — x:

5 fix) =sin x—x®,

176, fix) =cos x® = x.

177 fi%) =5in 2% — %

178, fley=a? — 153 4 L1Sx =1,
178, fix)=2x* —3x*4+5x—T =0

I8 fix) =tanx —3x (xe]-—m n]).

181, Resoudre et discuter Péguation defime dans B
par |
230 =0t ¢+ 12x b k=0, (kel)
182, Déterminer o pour que Iéguation définie dans B
par 3
A —Saty +dal =10

admetie | pour racine double. Termuner Ia résolution
ding ge cas

el

183 Soit i) =1 + oo 4 o b
2! n!

Demontrer que I'équation délinie dans [ par  f{x) =0
n'a pas de racine pour i pair €1 une seule racine pour n
impair (on pourrd proceder par recurrence).

(e ¥

IK4. Soil I'éguation définie. pour toul réel o, dans R
kT
It = =6l + 2’ 1A =+ du s 120

Deémontrer gue, si g est supérieur 4 6, toutes les racines
sonl réelles,

155 Pour nentier et areel strictement positil, résoudre
et discuter 'équation :
1 1 /| 1

- + +
2x x—1 x-=2=1 X — fl

186, Résoudre et discuter 'equation définie dans B
par:

! -}
— X7 — 4 =1l
4
Interpréter graphiquement de deux maniéres,

IR7.  Resoudre ct disouter "tquation deéfinie dans B
PHT K

Win (1 +x3 =12+ +m=0 imeR)
I8%  Soit [ une fonction continue sur un intervalle
[a, B], et s0il x|, X, .., x,, nnombres de cet imtervalle.
Démontrer que Pequation definie dans [a, b par ;

nf{x)=flx )+ flxs) + i)

admet au moins une solution,

189, Sait [ et g des fonctions continues sur 1 telles gue
[ soit positive sur B el g negative sur B On suppose en
outre qu'il existe x,; et x; tels gue :

Slxyl=x3 et glxy) = x5

Demontrer qu'il existe un réel x, tel que™
JExa) + i) = x5,

191, Soit [ une fonction continue ¢l dénivable sur B,
On suppose qu'il sxiste un réel & tel que ;

YieR, [fx)lsk<].

A = 1% g) Demontrer que éguation (1) délmic dans B
par x = fix) admet ou plus une racine.

Bl En appliguant le théaréme des acernissements finis &
Uintervalle [0, x]. prouver qu'il existe un x; et un x, tels
gue : I

X — flx}=1;

o5 x<x;, ulors x— flxb<0

¢) En déduire que l'equation (1) admet une racine
unique r. l
2% g} On considére la suite (x,) définie par la donnée
de xg. réel, et par la relation de recurrence
X+ = flx,). Monlrer que, pour tout entier naturel n ;

oSt x> calors

[¥psy =rb=klx, —rl

b} En deduire gue (x,) converge vers 1

¢) Soit [, b] un intervalle contenant x, et r, et soit & un
reel strictement positil,

Prouver gue, si

}:ln ¢t —Inlh—al

In k

n

aars e, — 1| <
B — a) Résoudre I'équation délinie par -
4 ox—1=0,

a 1077 prés en utilisant la methode du A,
By Méme question pour l'équation définie dans B par
M =5x+1=0
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IV — FONCTIONS CONVEXES

1. DEFINITIONS. NOTATIONS

a. Ensembles converxes

o Un sous-ensemble E du plan ou de 'espace est dit convexe si, quels que soient les
points A ¢t B de E| le segment [ 4, B) est inclus dans E.

« On suppose que le plan est rapporte 4 un repere #. Soit [ une fonction numerique
defimie sur un intervalle [, et soit ' sa courbe représentative dans (R Soit M un point de
coordonnées (a, b) dans R, avec ael. Nous dirons que M eslt au-dessus (resp.
strictement au-dessus. en dessous, strictement en dessous) dé I lorsque ©@ & = [fla)
{resp. b= fla), b= fla), b< fla)),

* Activite 1

1° a) Démontrer qu'étant domné denx points distinets A er B du plan ou de Uespace, pour
tour point M de [ A, B) il existe un réel unigue 4 tel que

Ae[0.17 et AMA +(1 — HMB =0, (1)

En déduire les coordonnees de M en fonction de 2 et des coordonnées (o, a’ et (b, b)) de A
et B. Exprimer 4 en fonction des coordonnées de M, de A et de B.
b Soit E un ensemble convexe du plan ow de Vespace et A, A, ... A, n points distincts
de E affectis de masses &y, 25, ..., 2, Strictement positives. Prouver gue lenr baryveentre G
appartient ¢ E, La réciprogue de cette propricté est-elle vrate?
2° Soit Ala, a'), B(b, b’) Cle, ¢') trois points d‘un plan rapporté @ un repére R, tels gue
a<h<c Démontrer que B est en dessous de la droite (AC) sis et sewlement si

V—a & —a =P

= —_—

— o {2)

-— T .
b—ua ¢—il c—h

Que se passe-t-il si les inegalitds gi-dessus sont strictes?

b. Fonctions convexes

o On dit gu'une fonction f définie sur un intervalle [ de R esl convexe sur [ pour
exprimer (ue, quels que soient les réels x; et x, de [ (x; < x;). tout point M de la
courbe I" d'equation v = f(x). d'abscisse x tel que x; < x < x, esten dessousde la
droite (M, M ;) (ot M, et M, designent respectivement les points de [ d’abscisses x
el Xal

o Une fonction [ est dite concave sur I si. la fonction — f est convexe sur [,

* Activité 2

1° Représenter graphiguement les fonctions numerigues Swivantes

a) [(xy=x% pour xe[— 2 3]

b fixi=x2 pour xe]-L2[; fi-1)=2 [f2)=5
¢} fixi=x% pour xe]-=2.3[ [f1—2=35; f(3)=0.
&) fix)=—x% pour xe[—2 3]



289

9/ Activités de synthése

e} fix)=0, pour xe]=24[; fi—-2= =1
N fixf=xix = 2), pour xe[l, 0Ju[3 4];

flx)=1x, pour xe[0, ¥].
g} fixl=2x+1, pour xe[—22]
hy  f{x) = |xl, pour xe[—2, 3]

2" a) Dans chacun des cas ci-dessus, colorier 'ensemble E des points situés au-dessus de la
courbe I' (bien préciser les frontiéres de E ).

by Ouels sont les ensembles E, convexes?

¢} Quelles somt parmi les fonctions précédentes celles qui sont convexes? celles qui sont
concaves?

3" a) Démontrer que [ est convexe sur s et seulement si, quels que soient les réels x, et x,
distinces de 1, et quel que soit 4 de [0, 1] :

Jlaxy + 11 = Adxa) < Aflxy) + (1 — A flxs) (3)

(Liinegalite (3) est appelée « indgalité de convexité ».)

b) Prowver que [ est convexe si, et seulement si, ensemble E o des points du plan situds
av-dessus de la courbe I, d équation v = fix), est convexe.

c) Prouver gue, i x et hsont desveels rels que. xel et x + hel, alovs. pour tout réel 4
de Uintervalle 10, 1[, on a :

Jix + Ay — fix) = fix 4= fix)
ah = fi :

d) Que peut-on dire d une fonction convexe dont la courbe représentative I admet trois
paints alignes?

4 a) Démontrer queles fonctions [x v+ x7], [x v |x]]. [x = ax + b] sont conpvexes
dans B,
b)) Les ensembles définis ci-dessous dans un plan rapporté awn repére R sont-ils convexes?
sont-ils concaves?

Ex Rl Fie el=1 =& M=

G: x|+ M=<1; H: xya2l e x40,
¢) Soit fix)=e% Onpose ox)=af(x)+ (1 = Af(y) = [1ix + (1 = A
Calewler ' (x) et montrer gue, pour 2 |0, L[, @ admer un mininuim pour x = v, En
déduire gue ta fonction exponenticlle est convexe sur 1.

2. CONVEXITE ET DERIVEES

Activité 3

19 Soit [ une fonction convexe sur un intervalle ouvert 1, et soit a un élément de 1. On
considere la fometion T définie par :
f1x) — la)

———~  (pour xel-~fa})
Xx—a

Tix) =

a) Démontrer gque la fonction T est croissanie.

b)Y Prouver qu'il existe un réel a steictement positif tel que T soit bornee sur Uintervalle
la — 2 a + 2| . En déduire que [ est dévivable d droite et d gauche en a. Qu'en resulte-
t-il relativement d la contimiité de la fonction [ sur I?

¢) Lapropriété faisant 'ohjet du b) est-elle vraie si [ est ferme, ou sepi-ouvert 2 { on pourra
utiliser un contre-exemple, voir Activité 2.



290

B/ Activites de synthése

d) On suppose que la fonction  est dévivable sur 1. Prowver que la fonction [ est
crroissante suwr Lo Qw'en résulte-t=il pour [ 8i ¢ est denx fois dérivable sur 12

¢) Les fonctions convexes rencontrées au 1" de UActivite 2 sont-elles continues, bornées,
derivables sur leur ensemble de défmition? Caleuler [ chague fois que possible.

J) Reprendre la question €) pour les fonctions g et h défmies par ;

glx) = — /1 —x* sur [— L 1]
I )
W) = ——s, T s R
l =% ] [

29 Sait  une fonction définie sur Uintervalle auvert Ja, B[, deux fois dérivable sur Ja. B[
et telle que f" soit positive sur Ja, bl.
@) Qu'en résulte-t-il powr [°2
b) Soit a < x| < x, < x, < b En utilisant le théoréme des aceroissements finjs, prouver
fue :

fixz) = f1xy) _ Hx) — fixs)
- -
Xy =— Ay Xy = X3
¢) En déduire gue | est convexe sur Ja. b[. Dans quel cas [ est-elle sirictement convexe!?

3" a) Enoncer une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction f deux fois
dérvivable sur un intervalle ouvert I soit convexe, pour qu'elle soit strictement convexe,
b) Onvconsidére la fonetion =t — ] o 210, 1[, surl= 8. Démontrer que |
est concave. En déduire que ;. 1" <ol + 1 —a.

¢) Prouver que : YxeR%, Inx<

o) =

X S XX

o | b

r
d) Démontrer que : Vxe l-l'.}. 5]‘

Mol 2 %
"il'.‘cE[IL —]. L——Xx=scosxs——x

2 n 2
4* Sait [ une fonction convexe dérivable sur un intervalle I et x, un point de 1. Soit M, le
point d ‘abscisse xqde la cowrbe T d'équation v = fix), M le point de I d ahscisse x. et P

r

a) Calenler olx) = PM.

BY Prouver gue pour tour x de I, pix) = (0.

¢) Endéduire la position de I par rapport i chacune de ses tangentes si [ est strictement
comvese: Cue se passe-t-il si [ est strictement concave?

3. APPLICATIONS AUX INEGALITES

La convexite des fonctions permet d'établir de nombrenses inégalités entre les nombres
réels. Ces inégalités sont souvent precieuses pour majorer, minorer, encadrer, activites
qui sont essenticlles en analyse (voir § 1 du présent chapitre). De nombreux problemes
peuvent se tesoudre eléegamment par utilisation des inégalités de convexité (voir par
exemple l'ouvrage « Les olympiades internationales de mathémariques » par D. Gerll et
G. Giracd, Hachette),

Activite 4

1° a) Démomtrer par récurrence que, si [ est convexe sur un intervalle [ et sixg, X1, . X,
sant des élémenis de I, alors ©

j(x; 4+ X34 . F :c,,) = flxy) + j'[.t:;ll + .+ fix)

(4)

1
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B) En urilisant fa notion de baryeentre, prouver que, avee les norations du a), ¢ quels que
sofent fes récls positifs Ay, Ay, 0 A, telsgque A+ is+ o+ A, =1

L L]
f(l J;u'-"f]) < 3 Aflx) {3)
=] =]

¢) Que deviennent les inégalitds (4) et (5) lorsque la fonction [ est strictement convexe?
lorsqu elle est concave? strictement concave? -

2" a) Sojt pundel strictement supéreieur i 1. Proyver gue la fonction [x — 7] est convexe
sur R

by En déduire gue, pour tout entier naturel k et quels que soient les réels positifs x,,
L% R ke

n Ik n
( E x;) i nzi =1 Z I\.'Zk1
=1 =1

3" Soit Xy, Xi. .. X, des réels strictement positifs. Les moyennes arithmétigue m,,
guadratique m,, harmonique my, et géometrigue m, de ces n nombres sont définies par :

T e i X7+ Xy o+ N
— 5 "'4 = — w -

n,
1
s
m, = - i oom,=
1 1 | 2
=t e
X1 Az Ko
na - " et = 5
a) Enconsidérant la fonctiom [ x — x=7], prouver que, quels que soient les réels xi, Xz, 0. X,

strictement positifs :
[y kit o F Y Nt o xh)
Comparer m, ¢t m,.

1
B Enconsidérant ta fonetion I:x = — o prouver gues guels gue seient les réels xq, %2, 00 %,
x

(i )( ) ] )

s Y =)=k
S Y B Ve 6. 7
Comparer m, et niy,.

¢) En considérant la fonction [x v~ In x], comparer my et m,
d) Conclure en classant les quatre moyennes i, m,, ity et m, par ordre croissant. Dans quel
cas a-t-em m, =, =m, =m,’

strictement positifs

4° &) Enutilisam les fonetions [x — —sin x| pour xe[0. n] et [x+— cos x] pour
) LS !
XE| =55 |- ctublir que:

: ; : ST 1 o e T
S0 X, -+ S0 X, A L ST X S ARSI s

{."I.'I' E [ﬂ; TT.]]

Fal A

)

by En posant  x, =¢*,  prouver gue, guels que soient les réels sirictement positifs

X Mg ik X R
COS x| +CO8 X3 + .+ COS X, < 11 COS m e —

T a4, Y Al
Xy Xy Ny th 5

B e o
Xa X3 X X
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EXERCICES ET PROBLEMES

19,  Sait m un entier naturel non nul. On cherce i
determiner des entiers naturels non nuls x, y. 2.1 tels que
X !

Pl N Y
i

i) Prouver que le prohléme n'n pas de solution pour
mel 2, 3%

bl Déterminer x. y, o 1 pour m=4.

191, Soi poréels strictement positifs 4, £s, oo, tels
que i+ + oA =1 Prouver que's

n— 1y =
(ﬂ"r‘EC I_[ ay = dydily ..y b
=1

ay TT a0 -2’ =
[=1

;
by ¥ art=att! kel
=i

192, Demonlrer gue, si et b sont des réels strictement
positifs, et noun entier relatil ;

(I + ﬂ)'+ (! +E)"; ol
h i

193, Soit £ un polynéme de degré n i coefficients
positifs, et n nombres reels xy, x4, . X, strictement
positils. On se propose de demontrer que |

| P(t_’ﬂ:+ [P(L) =+ " [F(ﬂ)—r% n[P{1))°.
: L E TS ! s Xy

a) Prouver que, guel que soit I'entier & compris entre 0

etn
X, TR | -""-1)" o | X, T
=) | — 4+ i =N
Az X3, X

by En déduire que-:

F‘(x—')—q— P(ﬂ] = P("—") = nP(l)
.'I-"- \"_h .\.-I

¢} Conclure en utilisant Vinegalite  m, = m,.

i

[
a4, Sout X) = —
194 ot flx) Ty

a) Etudier lu fonction [ sur Iintervalle [ = [0, + oo[.
Prouver gue [ est convexe sur [,

i |
h) Soit =J. fltyde,  Prouver que i ==l
vl

195, Onconsidére une fonction [de [ =[0, 1] dans
B telle que  fU(x) = 0 pour tout x de [0, 1],

i | T -
1" Prouver que: f = -.t 12) = - [flxg) + flxa)].

2 Etablir que ;

[+ _ T L Y
L-””*“ = o ( 82 )

k
Gl kot "
= lim N =

w2 Y 2

4
3 Demontrer que !

J

4= En déduire guue :

s Lo il S o K
III-[” d‘-gz'““{-'int":n« E .Ir(”)l

Mgy

I
“ fit) dt.
i

waf=

|
4]1 flepde= 111+

196. | — Pour toute application f de 8 dans B, on note
I la propnigié suivante ; « Pour tout élément a de B, il
existe une application £, de [a, + o[ dans [}, continue
au point e, telle que

Yeela, +ool. fixk= fla) +(x — alF (x) »
A = [ Ceue propriété & entraine-t-elle la continuité
de 7
2* K désignant Pensemble des applications continues
possédant la propriété [, Stablir qué'si [ et g sont des
clementsdefet dunelémentde B alors [+ g, fyet 4f
ot wussh des cléments de £

B — Dunscetalinéa, [ désigne un élément de Egui vérile
la proprieté F @ w¥oeR, 0= Fla)»,
1 Montrer gue

YaeR, YfeRY, 3aela, +wo[, ¥xe[w ],
0= fix)— fla) + My —a)
2 pdésignant un élément de RS ¢t o un elément de [, on
considere Fensemble des nombres réels w, tels que
a=u el Veela u). 0= f(x)= fla)+ sy —a)

Montrer gue cet ensemble n'admet pas de plus grand
element, et gulil nladmet pas non plus de borme
Supericure,
32 Montrer gue [ est credssante.

 — Uneapplication b d'un mtervalle | de [ dans [ est
dite convexe si 1 Vis.nel®, Vaellh, 1]
0= sy + 1 — Aht) — hids + (1 — A

* Dang cetle gquestion, [ désigne un élément de § qui
verifie Ja propriéte @7

w Fapplication  a = Flu) est croissante ».
Maontrer qualors f est convexe {on pourria utiliser les
applications du type ;

K Al (1= AN — A+ (1 = Alx).

2 Une uapplication de B dans R, qui admét une
application dérivee croissunte, est-elle convexe?
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Il — On considére Vapplication g, de [ duns 1, délinic
par > ¥xe[— L0} o =0

Vae [ 1], X)) = x,
Yxe[l, 2. mix) =1,
Yy el wlx+ 3) = 3 + plxh

Soil @ Papplication telle gue,
Y¥xel dix)= J- iplt) di.

I* Montrer que @ esl convexe.

2 g} Représenter graphiguement Papplication

X x — aplx),

by Expliciter ®{x) pour tout réel x de [intervidle
[3p 3p + 3] (ped) et donuer une représentation
eraphigue de la restriction de @i un tel intervalle.

Ll " |
A" Soit @ Vapplication &x) = [. (-l,' = wm) it

Existe-t-il des reels o et b tels que Fapplication :
X BHx) = av—h

admette pour limite 0 guand x tend vers + oo,

4" Decrire 'ensemible 4 des points en lesquels & n'est pas
dérivable. Montrer que teute restriction g, de 9, i un
intervalle J ne rencontrant pas o, verifie

) I PN LSO

Vxed, px)=xpix)-— 5 7 B3

3 Pour tout élément nde B*, on considére lapplication
tde B dans [}, définie par -

n ‘+"
If-f"['\.'l e 2 J‘ _l ﬂ[} dr,
a) b est-clle convexe?
by Soit 1 un mtervalle borne de . Montrer que :
YreR%, JeelR®.. ¥, e’

(¥ —x'l<a =) — Px) <2

puisque: YeelRE, INech, Vel Yrehl,
N=n=|di— M) <&
¢} @ admet-glle une dérivée seconde en tout point de [B?

111 — On se propose de construire une suite (mn - ¥,
dapplications. de B dans [, qui posséde les propriciés
suvanles :

17 Pour tout entier naturel n, ¥, est convexe et admel
une dérivée seconde ¥, continue en tout point de .
2 Yeeltt, INeh, YxeR Vieeh,
N=un=[Vx)—®x)| <&

\ — Dans ce gui suit, ¥ désigne un elément de B9,

I" Comment chigisite, fet A{aef™®, fefk*etie B*)de
fagon gue, pour tout element pde Z, Tapplication F,, de
H dans [%. defnic par : ¢

Yxe]—ao,nl. F_,[xl:u.ﬁ;—?,

&

Yxe]mn+ul, F.‘,l.a»:]l=£ + Al —m*x — n—ul?,

.,|
] I

Yxelntu + o, Fix=

admeite ure dérivee seconde en loul point de R?

2" Pour tout ¢lément nde F. on note [ application du
segment [n, # + u] dans I, definie par

Tdx) = = + o — i — o —

Montrer que, pour tout réel ¥ du segment [, 0 - ul,

o

.I‘,.dx]'——

If"'
é el

0< fix) et

37 indiguer, pour toul élément nde £, une apphication iy
dusegment [n — w 0] duns Ret une application H, de [
dans B, pourvue d'une deérivée seconde en toul poini
de B, goi vérifient les propri¢tés sujvantes |

Wxe]l— o n—u]. HIx)= '.L

H (xy=hfx) et < hifx)
X

el ‘ﬁul,.ﬂ - -

Yae[n—u.nl,
I

S

-

t

T

Hjx)=mnx - r:

el + =,

B — Dans un plan, rapporte § un repére #(O; i, i), on
considére la parabole 1T d'equation 21 = x*. Pour lout
element nde Z, on note M, le pomnt, de 7, d'abscisse n.
I Préciser les coordonnées du point £ intersection des
tingentes, T aux points M, _, &t M, . ,.

2 On considere les vecteurs =i+ ni et J =j el
!L repere He; I. J1. Seit M un point du plan. xet yses
coordonnées par rapport a », X el ¥ ses coordonniées par
rapport &1,
Exprimer x et v, en foncltionde X et de Y. et X et Y. en
fonction de x et de v, Former, relativement au repere i,
des équations des tangentes d IF auwx points A, _, el
M.ss

3 A tout élément fx, f)de R, on associc l'ensemble des
points M du plan dont les coordonnées X' et ¥
verifient

YeX $(X—ufaX 4+ et [ X|=u

Comment choisir (z, ff) pour que cet ensemble soil
iny .JH.U'I! par ].J.[l[‘lh{,ﬂlll‘rll affine gui, & tow point M

{.[J’I.f = X7 + Y., associe le point A
{I..’.’lf' = — .’H' = }J]'.J

O note E lensemble correspondant i ce choix,

47-Soit M un point de E; (QM = X1 + ).
Montrer que, 51 X appartient au segment [0 ul,

|1'_}(1.-s;g et que si X cappartient du segment
li'
[—u@] I¥+XlI<s.

5% 4) Préciser le polynome g, tel gue E sont inclus |.J.m~.
ensemble des puints M dont les coordonnées x et
:(}M xF + pf) verifient ¢ = g lx)

b} Montrer que, ¥xe[n— u, 0+ 1], 0= g,[x)
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o) Montrer que l'application G de B dans [, definie par

— 1*

Wxel— oo, n—u], GJAx)=in— I}.-n.'-“:-' = ] .
Yreeln—=in+u], GAx)=glxh

N P (n+ 1)?

Waen+u, + o, Gle)y=in4 1) - i

admet une derivée seeande en tout point de B,

; !
(' — Lorsque le réel wappartient a lintervalle [H. _—j] ile

#.on note 7, application, de B dans R, defime de la

facon suivante

s pour tout elément pde £
Yae [ 3p, 3p + 0l FAx) = o dx)
Yee[3p+ | —uw dp+ L], A e T e
Wxe[3p+2—uw 3p+ 20u], FAX) = da,qalek

s pOUT Lout autre réel X, Flx) = M)
1 Etudier 715

2 JF, est-elle tonyexe?

4 Montrer que ;

VoeM* JxeR*

T
YrelR: Wue :l[?. ;,“. #e o= |Fdx)— x|l < e

' Construire une-swite (o — ¥ ) dapplications, de B
dans B, gui possede les proprieles suivanies -

o Quel que soit Ventier maturel n, ¥, st convexe cf
admet une denvee seconde W, continue sur [,
= YeeEY, dINell,

Yrel, W¥nel., N=n=[VIx)—Px) <&
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— TABLEAUX RECAPITULATIFS

Nous presentons ci-dessous des tableaux ou le lecteur récapitulera soigneusement, au fur
et amesure de leur obtention, les résultats essentiels concernant les limites, les dérivées, les
primitives et les fonctions trigonomeétriques, Une fois complétés, ces tableaux
constitueront des références utiles. -

TABLEAU 1 : FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

cos® a + sin® a l cos (a + h) =

tan a cos (@ — b) =
sinfa+ h) =
sin (i — 1)

tan (a + b

tan {a — h =

. o
| cos 2a= Sit =tan 2

cos 2a = COs
| cos Ja = | sinag
sin 24 = tan a

tan 2g =

cos acos h cos p+cos g =
sin o sin b COsS p—Co5 g
sin d cos h sin p + sin g
cos asin b sif p — §in g
cos® a | + cosa

sin® o | —cosa
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TABLEAU 2 : FONCTIONS USUELLES

‘ Fonetion Défimition ‘ Diérivée Primitives lkemarques

e Pl _

f(x)=1In x In x =J ‘:_‘ l veR®
1

i fix) =¢" g ef=x
:,J"'E:c} =0 o — @t
fix) = log, x

‘ fix) = a*

flx)==3sin{ax + b) |

Jix) = cos{ax + b) |

|
! fix) = tanfax + )

SUITES USUELLES

o Suite arithmetique de premier terme  u, = o el de rason r.
Relation de recurrence | .
Terme de rang n: i,y =
Convergence :
Somme des n premiers termes: s, =g+ + ..U, =
o Suite géométrique de premier terme vy = o et de raison ¢ :
Relation de récurrence :
Terme derangn iy v,y =

Convergence !

Somme des n premiers 1lermes:? o, =Us + 1 + ik ao =
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TABLEAU 3 : LIMITES

Régles de caleul Limites usuelles

e : : i
Liny f J e g | el g |l £ | [
T 2= i L) T A= Y e h_:']d:: |i|'|.'|. xrj - tilTl ."-'” LE
| ) A

' iy a™ = im "=
|r f _-,ﬁu Lol L=+

I:‘1_::'-I'J| g _
<ol o+ ;

i /5=

H=0)| 0
=0 O
(1
=0
1<)

e 1 X liim Inx=
| i M =

: SRR L E

limxlny= hm —=

Pt 1| B | LY
N
lim— =
=N

oo nxp
Vi fheld% : him =

hm ¢' =
Xt r

wt

im
PR

hm xet
N o =
e:l'.'\'

Vi eRiy lim —
xeew X

Régles de comparaison

SivxeR fixy=sglx) etsi Im fixd=1let hm gix)= I, alors:

L 1) K=t rn

Sivael 0= fixisgix) etsi hm glx) =00 alors:

L)

SivxeR fix)=gx) etsi hm fiv) = + oo alors

L ]




TABLEAU 4 : DERIVEES

REGLES GENERALES CAS PARTICULIERS

Fonction

Dérivée Remarques Fonction Derivée

au + br

|
|
{a, hie R? ‘

sur tout intervalle \/E
ol v{x) £ 0

fonction réci-
proque de u

TABLEAU 5 : PRIMITIVES

REGLES GENERALES

Fonction

Une primitive |

'Itemrqms"i Fonction

o

au 4 b

ul 4ol

ulV —pll
VI

v {uc¥)

x=»ulax + h)

(1
i

u ux)=0
¥ ux)=x

ulx)= ﬂ
1
ufx) = =

ulx)=sinx

u{x)=cosx

1
)= cos? x

ulx)=14tan’x
ux)=tanx

ulx) = sin (wx + @)
ux) = cos (mx + @)
ulx) = e*




FONCTIONSNECTORIELIES
DUNE NARIABLE REEILIE.,

CINEMATIQUE

| — GENERALITES

Si l'on éludie au cours du temps le mouvement du centre de gravité G dun ub]et
guelcongue, a chaque instant ¢ il occupe une position G{1). Un repﬂre K=, Ic] de
l'espace étant donné, les coordonnées | ft) glt) fit)) du vecleur DG{:} dans le repére R
determinent la position de Git).

Ainsi, pour I'étude d'on mouvement, on est ramene @ I'étude des apphications d'une partic
de R dans I'espace vectoriel I, B? ou R, suivant que le mouvement est sur une droite,
dans un plan ou dans 'espace.

Activite
" Soit R= (0, ?;i_ I‘.] et Ry, =(0,, 4; j. I ) des repéres de espace tels que :
{}01 —m. + h;. i L.‘a
s = Wy r, + 12;1 +|15k
J = [} ‘1 +.Hz}| + I k:

ko= .«1’[ +T2J1 +'}'3'L
a) Si G{t) a pour coordonnées (f(t), g(t), hit)) dans R, que”es sonmt {es coordonndes
Cfyle), gole), fydn)) de Gie) dans le repére R, 7
by En déduive que si f, 4, h sont continwes (resp. dérivables) en tu, alors les foncrions
coovdonnées [y, g, hy de Gt dans le repére R, sont continues (resp. dérivables) en ty. Dans
le cason g, h sont dérivables, montrer que

TN + G+ Witk = [ilto)iy + ghlto)i1 + ML)k

2 ET[H est un vecteur de l'espace vecroriel W des vecteurs de Uespace, pour chagque reel 1
dun intervalle | dé B,

a) Si(fir), gir), W)} sont les eoordonnées de L’{E}pﬂrmppﬂrr i la bawlj ; .H uelles sont
les coordomndes ( (1), g (1), hy(t)) de UL) dans la base {ll ;H 5.,] eh prenant les mémes
natations que dans le 1°?

b) Endéduire que si f, g, h sont continues (resp. deévivables) en ty, alors les fonetions [, 4.,
h, SONt continues (resp. dé anes} enlp. me le cas ou ', g, h sont dérivables en t, montrer

que Filto)i + glto)] + Witk = 15(ta)iy + gi(tali s + kilta)k,.
4 T e "
On note: I-{ru] = filta)t + gtadi + h{tg)k.

DEFINITION 1

On appelle fincrion vectorielle d'une variable réelle toute application d'une partie de R
dans un espace vectoriel réel E.




00

10/ Fonetions vectorielles dune variable réelle. Cinématigque

REMARQUES ;

1" Le cas des fonctions numérigues correspond 3 £ =R

2¢ € erantidentifié 4 [/, si1'on associe au couple de reels (4, H) le nombre complexe w4 ib, toute

[onction vectorielie. d'une variable réelle i valeurs dans BY, peut étre consideree comme fonetion

d'une variable 4 valeurs complexes,

¥ Pour [aciliter I'exposé, on énoncera les défimitions et les résultats pour des applications
vectorielles d'une partic-de B dans B, En hasson avee aspect cinématique de cette etude, la
vinable sera mm_:. I

4" Soit t = U1) une application d'une partie de | dans l'espace vectone] 1) des vecleurs de

I'esspace, Erant donné une bise |'f ; H de M, étadier ¢ U [!} revient i etudier la lunlen

vectorielle dans Fs" Eoiee L CHEL gie), Bled), 00 () gt ) est e triplet des coordonnées de U 1:]

dans lid base EJ 14 .k:l

1. LIMITE, CONTINUITE D'UNE FONCTION VECTORIELLE

DEFINITION 2

Soit F une fonction vectorielle défmic sur un inh‘nalln [t; — a, 1, + 4] (a est un réel
strictement pnutlf] sauf peut-étre en 1, par Hr] =(f(t), gle). hir)). La fonction F(t)
admet une limite e (¢ 1s ¢ 2e () quand ¢ tend vers 1, si f(r), g(r), M) admettent
respectivement £, 7., ¢, pour limites quand 1 tend vers r;,. On écrit lim F={¢ ou

Ia

lim F(r) = /. On dit avssi que F admet pour limite / en for

I—=in

Daprés Funicité de la limite d'une fonction numerigque, lorsgu'elle existe, on peut
Enoneer

THEOREME 2 Si une fonction vectorielle F admet une limite / en r, et une limite L en f. alors TR
Notons 1 [F(1) — £]l = J/Uf{t) = £,07 + (g1) — €=F + (hie) — £5)%. Si F admet pour
limite: & = (£, £3,05) enity; alors: Wmfi=£,, limg=~¢&; lhmh=4{; donc;:

In Iy I
|F(t)y — 4| tend vers 0 quand ¢ tend vers £, 1
Reécipraquement, comme : V-'II',JI"{H — (gt — 202+ (hi) — 2300 = | [l — £4],
U =20 + (al) — €207 + (hln) — 250 = |a(t) — 75,
Sy = & gl =25 J;’ 4 (hit) —5)= |hit)— L4,
on en conclut que si ,|F{Ij - FII tend vers 0 lorsque ¢ tend vers £5, f(t) git), hit) tendent
réspectivement vers 7, £;, /5 quand 1 tend vers 1. Enongons :
THEOREME 1 F tend vers £ en 1y 5i, e1 seulement si, :[F{r] - 7| tend vers 0 quand ¢ tend vers 1.

DEFINITION 3

Une fonction vectorielle F définic sur un intervalle [r, — a. 1, + a] est continue en 1, 5i
Firy tend vers Flz;) gquand ¢ tend vers r,,.

Exemples :

. — sin't sin 2t sin M
Soit HH:( : .ht '5r ) pour #10,

E{F}=[\_ﬁl Bt S e pour = — 1
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= — g 2 3
Ona: lim Fl)=(1.2.3) : limGly=(1,0.—1) : lim \’”:” P'{r}z(l. |)
=i £=0 § == it Z s 2

® Exercices d’application

,

e — | N !—-.:cvs:)

Al tan 2t tan 3
I Sot Rif=l = ———x 4 ,
anr s { Inil + 1 qr

Déterminer la limite en O de F. Béternuner ba limite en O de G

2. Soit Gt} = (

2. DERIVEE D'UNE FONCTION VECTORIELLE
Sait F une fonction vectorielle définie sur [ty — a. ty + ] par:
Fit) = (f1n), gle), hie)).

Fin — Fitg) _ (_rm ~ flto) glt) — atto) m_rl:huu:)
t—tg '

Ona:

f—ta G =T R

F.{” = F.”n}

Ainsi, —-— . a une limite lorsque ¢ tend vers 1, si, et seulement si. [, g, h sont
===y
3 . FIn—=Tly) .
dérivables en ¢, Dans ce cas, on a alors ; lim M = 1f"(tg), g'ligh Wita))
1= fa = fn

DEFINITION 4

Soit F une fonction vectorielle définie sur [ty — &, fy =+ t]. La fonction F est dirivable en

F(r) — F(1y)

t, si la fonction vectorielle ¢ — admet une limite quand r tend vers t,.

— 1,
_ET s dF
THEOREME 2 Lorsgue cette limite existe. on la note F'(r,) oo encare =TH {ty) et on a, si
F(r) = (f(0), g(1), h(0)) :
Fitg) = (S (tg)s g'(r0)s I(ts))
1ine fonction vectorielle F définic sur Pintervalle I est dite dérivable sur /si F est dérivable
en chaque point de 1.
3. PROPRIETES DES FONCTIONS VECTORIELLES DERIVABLES
I* Soit F et G des fonctions vectorielles définies sur Tto —t, 1y +al :
F(t) =100 gl), oY, Gy = LA g (o). hle))
FUt) + Gl) = L) 4 o0, g(e) + ao(0), W) + it
Si F et G sont dérivables en o, dlors [ f . g.uy, bl sont derivables en £,: par suite, 1a
fonction vectorielle F 4 G [ 1= Fit) + Gir) est derivable en tq, et ona
(F + GY(t,) = Fl1,) + G'(1,)
MNous retiendrons :
THEOREME 4 La somme de deux Fonctions vectorielles dérivables est dérivable. et sa dérivée est Ia

somme des dérivees des deux fonctions vectorielles.
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2* Soit F une fonction vectorielle définie sur Jto — a1ty + al et ¢ une fonction
numérigue definie sur 1ty — a. £, + af.

Si Fit) = (f{o) gle) b)), onaz @t)F(e) = (wlt) (1), @telg(e, @ltihie))
Si @ el F sonl dérivables en 1, of, gy, iph sont derivables en 1, et
e fYitg) = w1 (ts) + @lrg)f (1s) |
(i) o) = @ (Eadglta) + @ltodg'lty)
(ph)(tg) = w'lEahhity) + @ltg)h'(e) .«

Donc @F est dérivable en 1, et on a:

| @FY (1) = @ (1) F(ty) + 0lt,)F (to)

MNous retiendrons

THEOREME 5

Le produit d’une fonction vectorielle £ dérivable en ¢, par une fonction numérique ¢
dérivable en 1, est dérivable en 1, et :

[tpﬁ'{fu] = ‘Pr{‘u}f"n} =7 ‘F’“::}F{rn]*

1 Soit F et G des fonctions vectoriclles définies sur 1ta =ty +al :
Fio) = (), gle). ) . Gl = (fle) g0 b)),
Le produit sculaire de F par G est la fonction notée F.G. définie par
(F . G)r) = F)filn) + gitdg,(0) + Rk, (o).

Si F et G sont dérivables en 1, Fapplication numérique s (F . G){1r) est dérivable en
T T

(F . G)(rg) = FArg)filtg) + fleg)filt) + g'(taddlta)
+ 9lto)alfy) + Hlto)lto) + hitohifto)

soit:t i (F. GY(ty) = Fity) . Gity) + Fito) . G'(ty)

Enongons

THEOREME 6

Le produit scalaire de deux fonctions vectorielles F e1 G dérivables est dérivable, et ona :
(F.GY=F).G)+ Fn .G .

4" Soit F et G des fonctions vectorielles définies sur ltg —a, tg + al
Fit) = (0. gl )+ 6(0) = (filth gko). Ita(e)
On appelle produit vectoriel de F pur € la fonction vectorielle notée F A G, défiie par -
(E A GIE = (glo)h,(6) — gy(Ohiz), o) fi(t) = hy(nf (). f0g,(0) — Linatn).

Si F et G sont dérivables en Iy, On constate que F A G est dérivable en Ly et onal

FF M E}J'lftr} = F"[Fa:' M E“ﬂ]' i F'{ru} M E'{-'n]

ce qui se vérilie aisément,
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MNous reticndrons :

THEOREME 7

Le produit vectoriel de deux fonctions vectorielles F et G dérivables est une fonction
vectorielle dérivable, et on a :

(F A GY(1) = F'(1) A G(r) + F(t) » G'(1).

S Soit F une fonction vectorielle définie sur Tto —a, 1o+ al :
F() = (f(0). glo), hit)).
On appelle norme de F. et on note lIF:II la fonction définie par :
IF1(0) = IF(8)] = IO + 30 + ) = / F(n . F).
Si F est dérivable en [ et si f_"{iu:l £0, alors II.FII est dérivable en ty, ¢ on i

Sl o) + altolalta) + Meolh{ts) _ Fita) - Flto)
U + (glt)) + (hitg ) HE (o)

IF {tg) =

Nous retiendrons

THEOREME 8

La norme d’une fonction vectorielle F dérivable est dérivable en tout point ou elle ne
s'annule pas, et on a :
F(r) . F()

IF(0) = ——=
| | F (e

Conséquence ;

Lne fonction vectorielle F dérivable sur un intecvalle I, de norme constante sur cel
" . .

intervalle, admet en tout point 7 de Uintervalle 7 un vecteur dérive F () orthogonal & Fir).

Eneffet, 1l existe un réel C tel que, pour tout réel rdellintervalle 1, F(1) . Fit) = C* Done,
pitr dérivation, on obtient :

Eﬁﬂ LFi=0 . soit: F{i‘} - f_':'m =)

6" Changement de paramdiire ;
Soit F une fonction vectorielle définie sur Jto — aitg + af par:
Ft) = (1), glt). b)),

Supposons que la fonction numérigue @ définie sur l'intervalle 7 de & prenne ses valeurs
dans Jtq — o 1ty +al.
On peut alors considérer la fonction vectonelle wi— Figiu)), notee F o, etona:

Flotu)) = (fel), glpla), hipl)).
Si F et @ sont dérivables. alors fo@ ., yog . hog sont dérivables et

(F o @ity = (f {ptu)dep (). g i) (ul, B (pli))ep (1),

done ¢ | (FG @) (n) = tp'[:{]F{tp{ﬂ}]
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Conséguence :

Dans le plan muni d’'un repére orthonormal direct (O, i, j), soit le vecteur unitaire i tel

que t = cosfli + sinfj, o @ est une mesure en radians de langle (i, ).

Ona: % () = — sin ﬁ': + cos H;
. du iy
Le wvecteur v= J}mtﬂ} est le vecleur unitaire Ly
direciement orthogonal & & (higure 1), 5t
Soit t~— M{t) une foncltion de R dans le plan.
Si M) # O, soit Oit) ane mesure en radians de w ()
I"angle oriente de vecteurs {i, OM(1))
Posons it} = |OM1)]. , 0
—_— : 0 ¢
Ona: | OM(1) = ra)u(fD)). |

ot ulfr)) est le vecteur unitaire tel que :

H0(0) = cos ()i + sin (0(1))] Figure 3

Supposons que la fonetion vectorielle soit dertvable, On démontre. el nous ladmettrons,
gue 1'on peut choisir K1) de fagon que ¢ — (1) soit derivable.

|— 1
dG
(1) = r'(Du(O(0) + (OO (1)e(0(1)) ;

Alors

ol f{th1)) = — sin (B(1))i + cos (B(1); -
7" Dérivées d'ordre suplricur d'une fonction vectorielle

Si F est une fonction vectorielle dérivable sur un intervalle I de 8. F' est une fonction
vectorielle definie sur 1.
A son tour, si F’ est dérivable sur I, sa dérivée est notée F”, on I appelle dérivee seconde,
oudérivée d'ordre 2.de F. De prcche en proche, on definit la derivée d'ordre pde Fi pest
un entier naturel non nol) notée F Fo,
Soit ¢ — M(t) unefonction vectorielleet i = (0, i, j, k) un repére de I'espace. On pose
OM(r) = f(0i + olr)) + Wiz,
On dit que la fonction vectoriclle est p fois dérivable (o1 p est un entier naturel non nul) si
les fonetions numeériques [, g, h sont p fois derivable.
Daprés I'activite du début de paragraphe, cette definition est indépendante du repeére
choisi.

droM

i o= el = . iP] i I (p lll
On note T ()= [0 + g\ + e

COURBES PARAMETREES

1. EXEMPLE

Soit .F'{I} = (R cos 1, R sin 1), ol R est un réel strictement positil,
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Dans un repére orthonormal direct (0, i, idu plan, 24

le point M(z) de coordonnées (R cost, R sini)

décrit le cercle C de centre @ et de rayon R MO\ M)

lorsque ¢ decrit Fintervalle [0, 2u[ (hgure 2).

Fit) — F{t,) A
F—1g 0 ﬁ

B Rmsr—cnsrn1ﬂsinr—sinrn :
F—tg I —1Ip

Ce couple de réels représente les coordonnges du

Mg ) M(e ; .
veeteur ﬂ—{” , vecteur directeur de la droite A, Fignre 2
—Ia
passant par Mt} et M(1).
Finy — Flt ;
Lorsque ¢ tend vers fy, — I % tend vers [ — R sin fy, R cos fy)
='kq

Soit A la droite pussant par M(1,) et admettant pour vecteur directeur le vecteur de
coordonnées ( — R osin 1, R cos ty)

On dit que la droite A, tend vers la droite A lorsque t tend vers 1,

4 est appelée tungente au cercle C en M(r,).

2. DEFINITION

Plus penéralement, soit la fonction vectorielle F définie par :
Fle) = (f10). go), hie)).

Dans un repire i—{t‘] ; k) de Fespace, considerons le point M) tel que

OM(t) = Sini + q{r}_f e I:{u.ﬁ pour chague réel 1 de N'ensemble de définition 9 de F

L'ensemble I” des points M(r) est appelé courbe de l'espace. Le mode de parcours de celle

courbe est defmi par : { x = fl0)

(n y=uli).
I = = hin)

r

coordonnées de M(t) dans le repére (R,
Le systéme (1) est appele representation paramétrigue de [

DEFINITION 5

On appelle courbe paramétrée 3 de 'espace & toute application r — M(r) d'une partie 1)
de [¥ dans b L'Efns.emhle I' des points M(r) s’appelle I'indicatrice de y.

Si i = (0, i. 7. k) est un repére de &, une telle application est définie par la donnée des
coordonnées ( f(r). g(r), A1)} de Mr) dans .

= Jl)
¥ = gli) , 1249, est une representation parametrique de I
z = M)

Une courbe parameétrée est dite continue (respectivement derivable) en 1 51, relativement
A un repére de l'espace, sa représentation paramétrique ¢ — (f{1), gle). hir))est continue
(respectivement dérivable) en ¢,

L'activite du debut de ce chapitre montre que cette définition est independante du repére
choisi.
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3. TANGENTE A UNE COURBE PARAMETREE EN Mit,)
Soit 7 une courbe paramétrée d'indicatrice I,
Supposons que pour ¢ différent de 1, et assez voisin de 1, on ait M(1) £ M1,
Pourt distinet de 1, ot assez voisinde 1, il passe une droite 4, par les points M) et A
Si V(1) vecteur directeur de d,. admetl une limite non nulle V lorsque « tend vers 1, la
droite 4 de repére (M{r,), V) est dite tangente 4 1 en M),
Ondit que la droite A est liite des droites A, lorsque ¢ tend vers 1, On demontre, et nous
ladmettrons, qu'il ¥ a unicite de la limite.
Condition suffisante dexistence de tangente
Soit 3 une courbe paramétrée d'indicatrice I', (R = (@, i, ; .i.]. un repere de l'espace et
v= flt), yv= gith, z=Hhit) une représentation paramétrique de 3 dans le repére M.
Posons F[ﬂ = [ [{1), g(r), A1), Supposons £ dérivable en fii
Lactivité du début de ce chapitre montre que F'{t,) est independant du repére R choisi,
dOM - - — . dOM = .
On pose alors i (ta) = L0 + 0'[talf + Hta)k). S0 = {r;,) #=. alors I" admet
§
une tangente en M(r,).
Fin = Fit {t)= fir )= alty) hir)— Mt :
En effel, - U tto) = ('f )= Ji D-]. g = D-}. U ti]) et Pun ao moins des
[— 1, =15 — e
trois nombres [t L a'(rg), i'(te) &tant non nul, pour ¢ assez voisin de 1, et different de 1,
; 1) — flr ) — ylt fi(t) — it
I'un au moins des trois nombres St = /i ‘}}, gt — it "j, i ) = to) esl non nul,
i =1y =T | et )
ainst - M(r) # Miz;).
s ; 1) — fit (1) — alt hit) — hita)
De plus, le vecteur ¥, de coordonnées (j{ )= ol i) —dlte) A 2 )csl un
r— 1 t—tg t— 1y
vecteur directeur de la droite J, passant par M{t,) et Mir), et lorsgue ¢ tend vers g, le
vecteur ¥, tend vers le vecteur de coordonnges ([(14), ¢'(tg), 1'i1g)). Ce vecteur est non
doyM ;
nul; la droite 4 de repére (ern}. ? {In‘.l) est donc tangente a I” en M(1,).
! ") _ . dOM .
) Si la courbe paramétrée ¢ — M(t) est dérivable en ¢, et si e (ty) # 0, alors la
THEOREME 3 o
x ; doM .
droite de repére | M({z,). ST (t;) | est tangente & la courbe en M(z,).

4. EXEMPLES

1¥ Représentation paramétrique d'une droite ;

{ X=u+ ol
y=hb+p , reR ou(x f ) (0,000
( E=04 7t

Dans un repére (0, i, j. k) de P'espace, I'ensemble décrit par M(r) de coordonngées
(a + at, b+ fit, e =), quand ¢ décrit B, est la droite passant par le point 4 de
coordonnées (a, b, ¢) et de vecteur directeur de coordennées (x ff, 7). Notons que

doM B S
--H;m{r] =ai + fj + k.

-4
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2" Représentution parametrigoe d'une ellipse ¢

X =a cosi » : : .
. te[0,2n], o0 a, bsont des reels strictement positifs.

y=>0sin !

Dans un repére orthonormal (@, i, §) du plan, lensemble décrit par M{t) de coordonuées
(un cos t, b osin t), quand ¢ décrit [0, 2x [ est ellipse d'équation cartésienne :

e,
F A, h—:= l.

3 Representation parametrique dune hyperbole :

i .
l.‘k—i E+|l—
. TER*,

Dins un repére orthonormal (0, i, H du plan, 'ensemble décrit par M(1) de coordannées

it I b 1 .
(-;,; (r = T) T}(I - T))f quand r déerit ¥, est hyperbole d’équation cartésienne :

d, b sont des réels strictement positifs,

\.1 2

at b

4" Representation paramdétrigue d'une courbe déguation y = f{x) :

=1
oy BEDD
{J':Jr'[f} i

Dans un repére (0, r;] du plan, l'ensemble des points M{t) de coordonnées (1, fit))est la

! ; . e . dOn A
courbe représentative de [, Notons que si f est derivable, % {0y =i +.£10].

Exercices résolus

l =5k v
I — Soit lu courbe paramétrée ) : =gt

B

o=

Trowver un systéeme d'équations de la tangente au point M(3).

; L!{J_.-"I.f ;
Mi{3) a pour coordonnées (3, 9, 27). b (3} a pour coordonnées (1. 6, 27).
Ainsi, pourque le point P de coordonnées(x, v, zjappartienne i la tangente a yen M(3).1l
faut, et il suffit, que le veeteur de coordonnées (x — 3, y — 9. = — 27) soit colineaire au
vecteur de coordonnées (1, 6, 27).

x—3 y—9 =-72 : i ; :
: Y e est un systéme d'équations de la tangente en M(3) a 1.
x=1
1l — Soit la courbe paramétrée 3 l =t
ek
&=

Montrer que 3 admer une fangente en M{D).

dOon -
On remarque que ? =0 e MDH=0O
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Pour 1#0, la droite (OM(r)) a pour vecteur directeur le  vecteur
de coordonnees (1, 1, 7). Lorsque ¢ tend vers 0, 1::. tend vers le vecteur de composantes
(1.0, 0).

Les droites (OM(t)) admettent done pour limite, quand ¢ tend vers 0, la droite 4 passant
par 0 et avant pour vecteur directeur le vecteur de coordonnées (1, 0, 0). 4 est la tangente

en M(0) a y.

Exercices d'application

X Determiner les Tongtions vectorelles dep-
vees des fonctions vectoriclles déflinies par

a) Fio) = e, n(2—1) . Ingsin ));

Ty g— (&M
0 Gl = (Zin [ T f )

¢) H{n =t — InF(0) + Glin 1),

4. On donne les fonctions vectorielles I et G
définies par :

Flo=lt,—1) : Githy=(Int,1.

Déterminer la dérivée de chacune des fonctions
numeériques : F . G LF T, G

5. Soit la courbe paramétrée H deéfinie par
Y= gcost, y=asinf, =ht, olaethsont
des réels strictement positifs,

Montrer que H admet une tangente en chague
point M), Déterminer les coordonnées d'un
vecteur directeur de Io tangente & fl en M{r.
Maontrer qu'elle fait un angle constanl avec
Maxe {1z,

fh. Soit 7 une courbe parametres de l'espace
{— Mt} Soit 0 un point de I'c_:spucu:. {In
suppose  que  l'application ¢+ OM{r) est
dérivable sur intervalle I, et qu'il existe un
vecteur non nul & tel que, pour tout f de |,
dOM —

b

) di

Montrer que le support de y est inclus dans une
droite de yecteur directeur k.

7. Soit 7 une courbe purametree ot i— Mir)

p N doM
derivithiesur Pintervaldle [ telleguet — e [
f

soit continue sur 1 (O est un point de espace),
On suppose quiil existe un point A tel gque, pour
tout 't det

— dOM =
AM —— =10 I
(1} A 7 (1

Muntrer que Dindicatrice T de ¢ est inclos dans
des droites passant par 4.(On pourea se donner
un repére orthonormal direct d'origine A el
utiliser les equations différenticlles  définies
par ([L}

K. Seit ) un point de l'espace et y une courbe
parametree [ = M) deux lois derivable suor
Uintervalle I telie que, pour tout 1 de |
dﬂfnwﬁ ¢ M) dzﬁfm 0.
— - pf. ——= A —— 1t =1
dr dt grr

@) Considerer, pour chaguet de Pintervalle [ le

= =0OM
point mi) tel que Omit) = T Montrer que la

L3
courbe parametrée ¢ = mit) & pour indicatrice
une parlic d'une droite passant par @, {On
utilisera I'exercice 7.)
by En utilisant Texcrcice: 6, en deéduire que
l'indicatrice de 3 est incluse dans une droite,

Il — EXEMPLES DE COURBES PARAMETREES

1. CYCLDIDES

Supposons qu'un cercle roule sans glisser sur une droite A. La courbe decrite par un

point M de ce cercle ¢st appelée cycloide. Mous nous proposons de chercher une

represeniation parametrique de cette courbe.

A I'instant 0, le point M esten contact avec la droite 4, Considérons la position du cercle a

Finstant ¢ (higure 3),

"ty i & = e " i S i

La condition de roulement sans glissement signifie ||O1 ]| = AIM), oo AIM)designe la
—

longueur de Farc IM.
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Fienre 3

Soit t la mesure en radians de 'angle (€21, OM) telle que f{ﬂﬁ} = Ry,
Dans le repére orthonormal direct i = (0, i, j), ot I'axe des abscisses est J.muni d'un
sens positil, on a :

(i, QM) = (i, Q1) + (QI., OM) ;

Les coordonnées de M, dans le repére 5, sont done :

s ] n
(R cOs (—; - 5—). R sin (— b= 5))

Comme OM = 08 + QM. , les coordenndes x et vy de M dans le repere W sont ©

I ¥= Rt + R mn(—!— E)
2
: W
] 3

On vient d’obtenir une représentation parametrique de la cycloide. Lallure de cette
courbe est illustrée par la fiziire 4. Au point M{r), la tangente est horizontale: aux points
MI0) et M{(2n), les tangentes sont verticales.

R+R5in(—r—

S

4 {\-zmr—sin 1
soIf ;

v=R({l —cos ()

2R

0

Figare 4 arche de eycloide
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2. ETUDE LOCALE D'UNE COURBE PARAMETREE

On suppose le plan muni d'un repere (0, 1, j) et soit la courbe paramétrée definie sur un

intervalle [ par:
{-1 = fi)
¥ =lt)

Activité

Etude de la courbe au voisinage du point M(1,)
a) Onsuppose gue et g admettent des developpements limités d ordre deux au voisinage
de by :
‘ x = flt) = ag + ayt — tu) + aalt — 1) + (t — 155, (0)
Y=ygl1) = bg 4 byt — 1) + byl — 1o + (1 — to)e5(0)
lime, =0 et limae; =10
L {1}
Montrer que, si [ et g sont supposeées deux fois dérivables, on a:  ['lty)=a;, @
["(tg) = 205, de méme ! g'(ty)=h, et g'lty) = 2hbs.
{On pourra donner le développement limité de [° en 1y, en déduire celui de [ et utiliser
Vunicité d'un développement limite.)
b

| dOM => o - = =
En dédwire que e (ty) = 440 + by j el ST (tp) = 2ua1 + 2haj.

b) Onpose u=a,i + b _pT et = .::1;'- + bhaj. On suppose que et ¢ sont lingairement
indépendants, Monirer gue M(t) o pour coordomiées; dans le repére (Mlig) 1, ©)
X =1 — ] + (1t — tg)ay(t)
Y =1 = to)(1 + aaft))

ailima, =0 & lima;=10
# Ut

)
En déduire que, si 1 ¢st assez voisin de 1, on a ! -
sgn X =sm (v —ty) et Y =)

On obtient ainsi Uallure de la courbe an voisinage du point Mit,) (higure 3). La fléche indigue
fe sens du parcours suivant les « t croissants v,

REMARQLUIE ;
5l est possible de trouver [ en fonction de x, 5
cest-d-dire lorsque [ admel une application ' o<1, 1, >,

reciprogue { ', 14 construction de la courhe

parametrée delinic par ¥ = fl1) el v = git)se M(1,)
raméne 4 la construction de la courbe Mit,)
représentative de la fonction definie par

v = gl [~ '{x)}). Cette derniére equation sTappelle. M1,) "
naturellement, équation cartesienne de Iy courbe
parametree. Figure §

Conseils pratiques pour 'érude d’une courbe paramétrée :

d) On peut réduire Dntervalle d'étude pour Pexamen de la périodicite dela fonctionr — M) et des
symétries eventuelles.

B On étudie les variations de x et de ¥ en fonction de 1. Celles-ci s'eflectuent i Inide du signe Jes
dérivées lorsgue ces [onctions sont dérivables.

¢} On étudie Mallure de Mindicatrice i voisingge de quelques points bien choisis, En particulier, on
détermine les points aux tangentes paralléles aux axes
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dOM

Les points M) tels gque = 0 sont uppeles points stationnaires. Des indications seront

donnees par Fénonce pour étudier Iallure de Ju courbe au voisinage de tels points.

d) On trace approxmativement la courbe & Paide des indications précédentes. On peut orienter ka
courbie dans le sens des « o croissants » par Putilisation de éches et indiquer pour quelques points

particuliers les valeurs correspondantes de f

3. COURBE DE LISSAJOUS

. L x = sin 2t
Soit la courbe paramétrée définie par : { .
g = sin 31,
Nous remarquons gue x et v ont 2x pour périnde commune,
Aansi Mt 4+ 2r) = M),
M(— 1) et Mit) sont symétriques par rapport a .

M+ mb=xlt) et pi+m=—yl done M(1) et Mir+ n) sont symétriques

par rapport a Ox parallélement i Oy.

11 suffit done d’étudier la courbe sur LU- ;J. puis d'effectuer une symetrie par rapporta 0

¢t une symetrie par rapport a Ox, pour avoir toute la courbe.
A cetle fin, dressons un tableau de variation de x et 3.

{r’=2::n52.r

Vo= Yips M
n bl
t |0 - — - -
f 4 4] 2
i [ e ] -2
/3 3
¢ |0 7 7 1 N %D N0
/2
¥ i /” 1 \\‘* T \\‘ ﬂ' \'\\_I
vl3d + b = - —13 ]

On remargue que la courbe est dans le carré de centre 0, de cotés de longueur 2 et

paralléles aux axes (figure &)

« En M{0L la tangenle admet pour veeteur directeur le vecteur de composantes (

r

o &0 M (() la langente est horizontale:
il
T ;

s en M (;) la tangente est verticale;

e en M (

). la tangente est horvizontaie.

4 A

-

3y
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(Smi6) I =72} (nit)

{ =it — | {m2) {7Tri6)

Figare 6

: : i
La courbe en trait plein est obtenue pour [ parcourant [L‘I, j—J.
Ty )
La courbe en pointillé est oblenue pour ¢ parcourant | — 5+ U

: : ; m 3n
La courbe iracée en lirel-point est obtenue pour ¢ parcourant | -, T:l

La féche indique le sens de parcours suivani les « ¢ croissants »,

REMARQUES ;
1" La precision du trace de la courbe dépend du nombre de points au voisinage desquels:on fait
"étude,
2" Le fracé de la courbe met en evidence des points telsque Mir ) = Mii;) .pour ¢, <6, Onles
appelle points muliiples.
ix
" ? -

ez — iy + 42

sin [y — fi)cos{ty +1) =0 et sin- 5 cos — = ).

(R

Déterminons-les, pour ¢, et {4, dans I'intervalle ]—

sin 26, =sin 21, et sin 3, =sin 3t; signifie

Aver les conditions imposdes,
sinfty —ty) =0 fquivaut &1 fy— = m:



Lid
tad

10/ Fonections vectorielles d'une variable reelle. Cinématigue

3“1—‘IJ . . %
n = =0 eguivaut i : T 5

Lo In
cest-d-direl =1, = T o Iy — 1t =—

cos [ty 4+ t5)=10  équivaul 4 ;

n n 3 5

f|+!:=—; au f|+f2;? ou f|+fl-!=-:':- ou Iy +iy= :,':.
1 Mty +t3) Y dau 0 3 m 2 T 3 in
LMT=1 equivaut a 2!?;+l;1=—-3 ou Eu,+t31=-: (111 E[!1+ljj.- 5

"

3 ks 3 T 3 Sn
o’ Sty Hi)e— ou =it i) = ou Sty = ——

S n
clest-d-dire @ g Fita=— W hokilimas 60 b =w

=3I

5w Tn
ol r,+r1=-j ou r1-i—r,=T ou [ +i;=3n

MHti—
2

. L ] X NG
Comme sin (f; —1;)="=0 &t s L 0 sont incompatibles, ainsi que cos (1, + 1) =0

Bk, o+t ; ;
cos —"z—_l—‘—}= 0, ona: M) = Mt} si et seulement si -

m n
ly=h = et (64 === o ly +fa =7
Sm In
ou f ;=" ou r,+r:=T au £y fdp=— 10U i +13=3n
n 4n
ol F-‘—EI:T ou FJ-;I'-_T
m b in Sn
el Ly A=l =—rra G Il+[1=; o I|+I2=“§' ou I 'i"f1='_.r'_ '
oL n n
t;— = Retl +1l:=—— &quivauta f=- ett,=—— .,
3 3 5
n g " Ir n
iz—10 =W ulr,+!1=r§ equivaul i tz-—T uLf.=—-j.
L= el +i;=x guiviial & Tfy=m ety =10
5 S r dn 7
L— =T ety =— eguiviuld Ly =— ety =—.
3 ) 3
¥E: : A Sr n
Lr—ly=n'elfj+ly=— -Btguvdita I3=— cllj=—.
= 3 o 3
fy—dy =1 ety +i: =3I equivauld f=2n et =r
n it ; i —Tn
!j_f|=§—flf]+f1=—j L".-lu!"r'ﬂulﬂ f:=ﬁ el f|.=_:_".
in b oo y il i
iy =1y = 3 et1, +rl=5 equivaut a t:--l-j ;.t:‘——}—z.
n in s 13n 5n
;:—:,L=-:q 1:HL+;1=—2— equiviul @ = tg—eu,=ﬁ.
2% Sr B 1 [ Ll
i3 —ij =,Tm Iy +{1=—:- equvaut i r3=---,-z el iy -:—I:
dn [ ; sm - U
Ly—10y = 3 el fy +iy= = equivaut 4 fl=—l-j elidy = — T
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bi=—=1 —ﬁ‘-n-:utt + 1 == equivadl 4 f =EE“ e 2
e it althL s ST e 1%
:-.a—r|~:‘i?E n:“,+.t;—3—]lI equivaut :.=”K et rl—i.
3 2 =TI 12
7 5n " ' 23 T
by =y W 5a=Ch Ly ol 5 equivaul @ [, = = ety = 5

=
=
]
=
=
=
]
il
=
=
e

=
Ty
Lea | A
g
]
=
e T i
|
i 5 o9
w| &
N
Il
PR
u‘%
R
=
R

(i peut visualiser les coorbes de Lissajous sur un oscillographe cathodigue.

4. EXEMPLE OU L'ON PEUT SE RAMENER
A UNE EQUATION CARTESIENNE

Dans le plan muni d'un repére orthonormal, on considére la courbe paramétrée I definie
par :

x=—1+Int
Mit :
”{}'ﬂ—l:+flnr S

Déterminer une équation cartésienne de I' et construive cette courbe.
Ona:lnt=x+l,donc:t =" parsuite: y=—2e* 15" x4+ 1),
soil ! = — 1)

Une équation cartésienne de [ est y = ¢™ '(x — 1) avec x réel.
dw dzr

De plus. é =ERthy Cry = e*"'(x + 1), d'on le tableau de variation :
X | —ot -1 - 0 | + o0
dy
e = 0 o
dx
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Quand x tend vers — a0, e tend vers O et x ¢! tend vers O, car

In x|

Inlxc"”|=in|.~;1+x+l=.\( 411
X

lorsque x tend vers — oo,

1
+—). done In [xe*'| tend vers — oo
X

La courbe chinge dé concavilé au point d’abscisse — 1. Pour x infétieur & — 1, elle est
concave et, pour x superieur 8 — 1, elle est convexe (figure 7).

Figure 7

Exercices d’application

Y. Construire lo courbe paramétrée
| x = cos 3t
J=cos 5in f

1, Construre la courbe parametree ;
=1
y=t+1
Etudier ia forme de la courbe au voisinage de

M (f)

3

1. Construire la courbe parametree |
y=roet
{ v =sin*t
On montrera quen M(0) la courbe admet une
tangente horizontale et gqu'en M ; elle admet

une langenic verbicale:
Etudier la forme de la courbe sy voisinage de

L)

.]1
-1 @ | X
—e

12, Construire lo courbe parumetree
l v =cos 4t + 4 cos |

2
Dl
yo=—t—sin M
3
Preciser la forme de la courbe au voisinage du
mn
int M| = |.

13. Construire la courbe paramétrée -

1
= ——fel—a™
= [

Z s 243
Y= e ci W] b et
2 2
On pourra exprimer &' et e~ a laide de xp)
el sl
14. Construire la courbe parameétree ;

x=1—1
i
p=1—==—=Tni
¥ 'y
pvec =1,

On precisera le sens de parcours quand i
augmente,
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IV — CINEMATIQUE DU POINT

1. MOUVEMENT PONCTUEL

DEFINITION B

U'n mouvement ponciuel est une application ¢ — M(r) d’un intervalle I de R dans
Pespace, au moins deux fois dérivable sur [ Cest done une courbe parameétrée définie sur
Pintervalle /et au moins deux fois dérivable sur 7,

On peut generaliser la definition d'un mouvement ponctuel de la manicre suvante :
('est une application continue t — M{1) d'un intervalle | de B dans 'espace, deux fois
deérivable sur [ privé d'un nombre [ini de poinls,

Cette défimition a lavamage dlinclure I'étude des mouvements ponctuels avee choes @ aux
instants on 1l y a choc. la fonction t =+ M(1) peut ne plus étre deux fois derivable.
Notons que P'étude d'un tel mouvement se raméne a celle d'un nombre fint de
mouvements poncluels au sens de notre déhnition,

Soit t— M{t) un mouvemen! ponctuel

Sa trajectoire est 'indicatrice de la courbe paramétrée définie par ce mouvement,

. : s doM ’ . - :

Son vecteur vitesse a l'instant 7 est (t), ou O est un point de l'espice, On sl que ce
. dOM —  dOM

vecteur est indépendant de 0. On note  Vy,lt) = {rk ou encore Fit) = — T (£).

IIF{H’J est le module de la vitesse a 'instant ¢ et est aussi appelé vitesse arithmetigue du
point M 4 llinstant 1.

. d2oM s d*oM
Son vectenr accelerntion @ instant 1 est -—m: {th. On note I ylt) = F{”' Ol encorne
—  d*OM o AT
I'{ty = ——— (1) Le vecteur accélération est aussi notd alt).

Si O est un point de I'espace. la trajectoire du point Pir) tel que (P (1) = Vylr) suppelle
Fhodographe, relatif au poimt @ du mouvement ponctuel. On remarquera que les
hodographes d'un mouvement ponctuel se déduisent les uns des autres par translations.

REMARGQUE :

dOM
bt
T

doM : .
i~ {ta) et un veeteur directeur. On o alors Fun des deux cas de ligure swivanis
I

{ta) 0, an sail que la trajectoire du mouvement admet une tangente au point M) dont

4 Figure

Mit,) i

M{r,)

M{z,)

M)

e T <ty <1,
1, et r, assee proches de ¢, Figure 9 » t, et r, nssez proches de 1

B B dd Rl
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2. MOUVEMENT ACCELERE, RETARDE

DEFINITION 7

Lin mouvement est dit wccclore, sur Uintervalle J, lorsque le module de la vitesse est une
fonction croissante sur J.

Un mouvement est dit rorarde. sur Pintervalle J, lorsque le module de la vitesse est une
fonction décroissante sur J.

Un mouvement est dit uniforme lorsque le module de la vitesse est constant,

THEOREME 9

Pour qu'un mouvement soit accéléré sur Pintervalle J, il faut, et il suffit, que quel que soit
Iinstant 1 de J : F”{l] ; F,,,[.'} = 1)
Pour gu'un mouvement soit retardé sur Fintervalle J, il fant, et il suffit, que quel que soit
Pinstant ¢ de J : I"'M{r] (<0,

(

dOM
dr_

. Nous savons ¢n effet que cette

La démonstration resulte de letude de f{1) = ” {H,

(1) # 0 ¢l que sa dériviée vérhe

foncthion est denvable en tout point ¢ tel gue i
de

V). Fyle)

Ii; (voir la derivee de I norme d'une fonction vectonielle),
|| Wygled ]| i

fin=

B Exercices résolus

| — Soit le mowvement ponctuel défini dans un repéve orthonormal R = (0, 1, §) du plan
par :
L4

et
.1—; nr

Mir) l" pour =1,

=In{t —1)
Ce mowvement est=il retarde on accedlére?

Calculons les coordonnees des vecteurs V() et ' lt) dans (i, j) :

| - |
iz 7 ., N
Filt) | et Iylt) |
= ] =17
Calculons le produit scalaire de _I",,[Hl et J'_“.Mm g
s r r
B Dl = — e ———:
alf! alt) aw a1y

Ce nombre est négatif pour 1 > 1. donc le mouvement est retardé,

REMARQUE :

Onar=e’*etx > 0 done vy = In (e?" — 1) avec x > 0 Ainsi; obtient-on une équation earlésienne
de la trajectoire,
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o — Soit le mouvement ponciwel défini dans le repére orthomormal (R =0, &, j) par :

k=
M[”J[_!.: e pour =L

Ce mowvement est=il accéliré ou retardé?

Calculons les coordonnées de Vylr) et Fylr) dans la base (i, ) :

w e i + 'c—l
V_-.H.”{ — e el IH{”{ =t

Calculons le produit scalaire de i:i,m et T ;f{:l :
Vall) . Tal) = —e @ 4 2¢'—e 2= 2¢ (1 —e 20, pour =0,

Le mouvement est donc accelere.

REMARGQUE :

Ona: —t=Inx et 0=x=<1 done p=14% 2Inx—x Ainsi, obtient-on une équation
cirtésienne de la trajecloire,

11 — Saoit le mowvement ponctuel défini dans le repére orthonormal 'h = (0, 1. J) par :

[ x=1—12
Mir} (i) s D=l
l s
- -3
Construire la trajectoire du mouvement et exantiner $'il est retardé ou accéleré.
Une équation cartésienne de la trajectoireest v = x + 4 + ik pour —2=x<(.
X -
[ I 0
Ona: V) e 6 et [ylt) 12
‘ (t— 3 ' (t—3)°

Ainsi ;

s 12 6 \ 12 fe=3—Je—3+./6
Fpd) - Lyl = 15— (’ hir—'ﬂl)dn—_ﬂ"( (t — 37 '

Le tableau suivant nous rensecigne sur Fallure du mouvement :

[ {] I—u o 2
Vylt) . Dyl B i} +
allme le mouvement le mouvement
du mouvement est retarde est accelérg

Recherche d’une égquation cartésicnne du mouvement ;

&
t=x+ 2 donc: _rr.r:+4+—i- el —2=x<=0
=

M(3 — \,f'E} a pour coordonnées (1 — \IE =72 \_.e"ﬂ}: la tangente en M(3 — V”_ll esl
horizontale (figure 10).



il9

10/ Fonctions vectorielles d'une vanable réelle. Cinématique

La tangente en M{0) a pour

; ¥
vecteur directeur t-
l
Ve (0) . B b,
l 9 3
La tangente cn M(2) a pour
vecteur directeur h -.
7. L 7 =5 0 e
V2 . = W X
wl }{]—[1=—5
£ ion
Figure 10 \
IV — Lancer d'un projectile

Un projecrile est lanced, a Uinstant = 0 du point O avee un vecteur-vitesse initiale de
coordonnées (0. yi, zg) dans le repére orthonormal (O, i, j. k), 011 k est le vecteur unitatre de
la direction verticale du lieu divigé vers le hant, Le mowvement di centre de gravitée M) du
projectile est régi par 'équation ;

miylty = — mgk, (n

on m designe la masse du projectife et g Uaccélération de ta pesantenr, st Uon convient gue la
résistance de Uair est nulle,

Si (x(t). yit), z(t)) designent les coordonnees de M(1), I'equation vectorielle (1) se traduit
par trois équations |
=0 ¥ity=0, 2ity= —4.
e gt?
Ainsi, x{t) = a1 + by Wt) =azt + by et z{t) = ——+ et +d.
Comme x(0) =) =zi00=0,ona bh, =h,=d=10.
Comme x'(0) =0, ¥(0) = y5, 210) = z5,0n'a ay =0, 4, = yg et ¢ = zy.
Le mouvement de Mir) est done défini par :
‘ X1 =0
) =y
= , ST
' z) = — i = +- 2p! =I(—HT+IH)

On constate que le mouvement s'effectue dans le plan yOz et que M(1) décrit un are de la

gy* 2oy
— +——(fgure 11).
ZJ-'::J? Ya ]
Lk P

D'autre part, le projectile tombera (= = 0) 4 Vinstant = et 4 une distance d du point de
g

parabole d’équation z = —

2|yl
i

Lancemien! telle que d =
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TR i I o tan o
Sizg= ptanz, avet D <a<—.onad= 2y

- i

J‘||||

(@) ef ¥

2 R

Figuwre 14

Enfin, le projeie orthogonal nilt). de M) sur Faxe Oy, a pour abscisse ylin) = vt 11 st
done anime d'un mouvement rectiligne uniforme.

il
Le sommel de la parabole a pour abscisse ‘; {ligure 11).

A Dreviation d'un faiscean d'clectrons dans un champ electrigoe.

On suppose qu'un champ électrigue uniforme est crée par dewx plagques paralléles (hgure 12)
dans le vide d'un tube électronique, Ley lignes de chanip somt normales aux plagues,

On suppose que le faisceaw d électrons ost ol goen lenes de chan er aborde co el o
paint 0. chaque électromn ayvant
la méme vitesse tq.

Soit (0, €,, ¢y, €3) un repére r
orthonprmal de Uespace el que

Yi

T EEEEEE S

el e s : e,
e, sait colindaire ¢t de méme {; = :
Sens que Ly, et ¢; normal aux E= * = ; 7
plagues connme 1 est indigue sur o 5
5 7 T
la figure 12. fragire 12

Soit un électron M de masse m et de charge — . Supposons que action sur ['electron de
la pesanteur soit nulle, qu'il n'y ait aucune résistance et que la vitesse ||y soit négligeable
devant celle de la lumiere. Soit E lintensité constante du champ electrique,
Le mouvement de I'électron M est alors régi par 'éguation différentielie

mlyit) = eke;. (1)

Si (x(r). wn), (1)) désignent les coordonnées de M, de (1) 1l resulte :

.\'H{” = {), }'r'“} - F.F:'. :"”] = ),
nt

- el
Dot : o) =ait + by, ) ==t +ot +d, 2= axt + by
I
Draprés les conditions initiales, on a :

‘ x(t) = gt

i) =S8 48 | s
VME ==—1" BN posian I'n = ||I N
i > Posi o 0
) =0

[’électron decrit donc un arc de parabole d'équation ;

el x?

P==——=Fu
- 2m 1
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3. MOUVEMENTS RECTILIGNES

DEFINITION 8

L'n mouvement ponctuel est rectiligne lorsque sa trajectoire est incluse dans une droite.

Conséquences :

Soit(Q, i)un repére d’une droite 4. Un mouvement de trijectoire incluse dans A est defini
par x = fi(r). abscisse du point M(t) a linstant ¢ ;

Valt) = 10 et Tult) = £7(0)i.

Remarquons que, quel que soit Tinstant 1. i a (1) = 0.

Activité : Propriétés caractéristiques d’un mouvement rectiligne

Soit ¢ — M(1) un mouvement ponctuel défini sur Uintervalle | de R.

1" On suppose qu'il existe un vecteur i non nul tel que powr tout tde f @ 1 A Vylr) = 0.
Muontrer gue le mouvemeni est recrifione.

2 On suppase gu'il existe un point A de Vespace tel gue. gquel que soit ¢ de intervalle 1 ;
AM() A Vigdr) = 0. (1)

Dans un repére orthonormal (A, i ,T k) de | ‘espace, le mowvement est défini par

[ x=f(1}

y =gll) .
l z-= hit)

Mir)

Il

u) Montrer gue, gquel gue soit instant £ de 1
gOh'(t) — g'(ithiny =0
SRy — k() = 0.
fing () — gty =0

b) On suppose qu'd un instant lg, gitg) # 0. Montrer gu'il existe un intervalle J contenant 1
tel que J soit inelus dans 1 et tel gue g ne s'anmule pas st JJ, En déduive quil existe des
i hir)
=i g — =
git i)
Maonrrer gue le monuvement restreint d Uintervalle J ést rectilizne,

¢) On suppose 1=R er f(=1 gty=0, het)=0 powr 1<0. et [f(r)=0,
glt) = 12, hit) = 0 pour t = 0. Vérifier que les fonctions [, g, h sont deux fois dérivables sur
R et gue la relation (1) est bien satisfaite. Quelle est la rajectoive du mouvement

d)y Conclure de ce gui précéde que tout mowvemint ponetieel veériftant (1) a wne trajectoire
incluse dans une réunion de draites passant par A.

constantes reelles 4 et p telles que, pour tout instant ©de J, e

Exemples

1" Le centre de gravité d'une pierre lichée sans impulsion, d'un point @ du haut d'unpe
tour, est amme d'un mouvement rectiligne. Soit m la masse de la pierre et g Faceélération
de la pesanteur 4 cetl endroit; si l'on convient gue la résistance de 'air est nulle; l2
mouyement est réar par Péquation différentielle

mlylt) = — mgk, (1

ou k est le vecteur unitaire normal au plan du sol et dirige vers le haut,
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ey

Soit (0. i, j, k) un repére orthonormal divect. De P'equation vectorielle (1), 1l reésulte ;
Ll 0, _:l'"l =0, P ' H
Done ;
L
i) =gt + by, wr=aslt) + by zit) = ;r +of +d.
L'instant r = 0 étant le moment oa la pierre est lachée, on a: x{h=0 ., =0 ,

z(0) = 0 et x(0) = v'(0) = 2(0) = 0 puisqu’il n'y a pas impulsion mitiale.
Ainsi :
i]1=b|=ﬂz=h;={] gl c=d=0.

On obtient done

1y
Il
b

[ o=t

2* On dit guun mouvement rectiligne est uniformeément varié si Pabscisse du point
mobile est de la forme x = ar® + bt + ¢,

Onaalors x(M=c¢. ¥=2at+ b, dongc x(M=het x"=2a :Tlaccélération est
constante,

3* Un mouvement rectiligne est uniforme si 'ubscisse du point mobile est de la forme
x=al b

En effet, si ((J, {Yest un repere de la droite contenant la trajectoire, Nabscisse x = [{1) du
point mohile est telle quiil existe une constante réelle 2 verifiunt : guel que soit I'instant ¢
delintervalle d’étude 1 dumouvement, | (1) = % Lafonction 1+ (1) estcontinue
sur Uintervalle I puisqu'elle est deérivable; done, d'aprés le theéoréme des valeurs
intermiediaires, on i, pour tout tde Nintervalle 1, (8} = 2 ou, pourtout ;delintervalle
I, fi{t)= —oa Ainsi, il existe un réel a tel que, pour tout ¢ de lintervalle [,
fr) = . Par suite, il existe un réel b tel que, pour tout ¢ de Uintervalle 1, fir) = a1 + b

4. MOUVEMENTS CIRCULAIRES

DEFINITION 9

Un mouvement ponctuel 1 — M(1) est circulaire si sa trajectoire ost incluse dans un
cercle,

fﬁﬂﬁ‘h‘r}‘”t‘ﬁ{.‘ﬂ,‘i‘

Lin mouvement poncluel + — Mir) est circulaire §'il existe un plan P el un point O de P,
tels que, pour tout instant t, M{f) soit dans P el Ijﬁ]r}ll soit constant,

Soit e A un mouvement crrculaire,

Il existe un point @ et un reel a tels que. pour tout f de lintervalle d'étude [
'|l’_1"'l-i'[r]| = . Cest-d-dire f]’l;:r] GM{H =g. Par dérivation, on obtient
20Mn .V, ‘ult) = 0,-dou OMin . ¥ wlr) = 0.

Ruupmqmmm! st M) est un mouvement plan tel que, pour tout t, on it
G*\”f] Valth = 0, la fanction 1 — G'M{rl OM 1) est constante sur intervalle d'étude /.
Le mouvement est done circulaire

Soit t— Mir) un mouvement circulaire, de trajectoire incluse dans le cercle O de
centre O, orienté, Au point M(r). le cercle C admet une tangente T el une normale N

N passe par (). Soit 1 le vecteur unitaire directeur de N de méme sens que M(1)0 et 1 le




323

10/ Fonetions vectorielles d'une variable réelle. Cinematique

vectenr unitaire directeur de T tel gue la
base (7, A) soit directe (heure 13).

[yl se décompose sur la base (7, 0):
Fadt) = 347 + }'N-*-E-

yr est appelé accélération tangentielle du
mouvemenl circulaire,

Yo €8l appeld accélération normale du
mouvement circulaire.

Considérons un repére orthonormal direct
(0. &y, ;) du plan de C. On démontre, et
nous admettrons, qu'il existe une fonection
deux fois  derivable 1 — 1) telle que
1) soit une mesure en radian de langle
de  vecteurs 125,. mr};l.

Dans le repére (0, ¢,, ;). le mouvement est defini par :

Min) = K cos ir)
v = R sin i) "

Figuere 13

ou R est le rayon du cercle C; on a :
Vilt) | — RtF'(1) sin 1)
Rifirycostir)

d’ou : (V0] = R{0'(0)].

(r) sappelle la vitesse angulaire @ Pinstunt ¢ du mobile.

5. MOUVEMENT CIRCULAIRE UNIFORME

Soll t = M(1) un mouvement circulaire uniforme, de trajectoire incluse dans le cercle €,
du plan, de centre O et de rayon R. Dans un repére nrlhnnc:rrndl direct (O, e,. ¢,). le
mouvement est defim par

* e j[ = Rcos i)

= Rsin e}’

ot f{r) est une mesure en radians de (g, OM:rJ} et t — fi{r) est deux fois dérivable,
Le mouvement étant uniforme, la fonction ¢ — R |7'(1)] est constante. Par suite, + — (/(¢)
est constante, puisque 0" est continue sur ntervalle I d'étude.

Posons am = ('(r). Ona 1) = et + .

M) {t = Rcos(wt + i)

V= R sin Lot 4+ i) “:'

Ainsi ;

510 = 0, le point est fixe.
Si o = 0, le mouvement s'effectue dans le sens positif,

Si < 0, le mouvement s'effectue dans le sens negatifl.

Reéciproquement, tout mouvement ¢ — Mir) défim par (1) est un mouvement circulaire
uniforine,

Retenons :
1" Uin mouvement circulaire uniforme sur un cercle, de centre () et de rayon R, est défini
dans un repere orthonormal direct d’origine ¢ par :
x = Reoslomr + 4
Mir) Gle .
= Rsin (! + o)
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(R cos ¢, R sin @) est le couple des coordonnées du point & linstant ().
Le vectewr vitesse _FT'M{:] a4 pour coordonnées ( — Reasin{ar + gl R cos{we -+ p)), et
| Vudt)l = 1] R.
Le vecteur accélération F_“{u a pour coordonnees :
(— Rn*coslir + @), — Rey® sin (i + @)).

Ainsi ¢
F_"[-"} - — o' OM(Q).

I 'accélération tanzentielle est nulle; 'accelération normale est donnée par vy = e’ R.

2" On constate que l¢ point M{t) d'affixe Re"™"*# est animé d'un mouvement circulaire
uniforme sur le cercle dont le centre est l'origine des coordonnées et le rayon R L'utli-
sation des nombres complexes est ainsi un moyen commaode pour décrire un mouvement
circulaire uniforme. B etant identific a © par application (a, b) — a + bi, si nous
posons F(r) = R &%), on obtient F'(1) = iR " et F'{t) = — e’ Re"™ ¥, soit :

=7 i
Fi(r)y = — w* F1). |
1 Le nombre réel w est appelé pulsation du mouvement ou, encore, vitesse angulaire du
mihile.
2 2r

Siw#0 0ona M(! 4 ﬂ) = M), T i est la période du mouvement.

e |{!':I

Exercices résolus

| — Un poine M décrit un cerele, de rayon R {em) d ‘un mowvement uniforme de fagon gue le
module de la vitesse soit le tiers de la norme du vecrenr acedlération.

a) L'unité de temps étant la seconde, calender la vitesse angulaire du mobile,

b) Caleuler @ wne unité prés le nombre de tours par hewre.

&) Caleuler [Vl e [T yt0)]. g

£ S
d) Ona R|w = iRm'. d'on Jw] = 3.

3 3
; e, =T . e L
By Lin tour ést décrit en ﬁ secondes, c'ést-a-dire en 3 it secondes,
)
3
En une heure, le mobile déerit ; = x 3600 tours,
In

. 2400 v 2 - .
Comme T 3600 = = 764, le mobile décnt 764 tours (@ un tour prés) en
In
une heure.
c) [Wyeltd]] = Rlw} = 3R cmjs ,

| F )]l = Res* = 9R cm/s?

Il Dans un repére orthonormal direct (0, €, , &) du plan, un mouvement ponetuel ese défini
par ;

x = Ril 051},
M(1) {‘ il e
v=Rising

ot R est un réel strictement positif.
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al Montrer que le mouvement est circulaire uniforme.
b) Calculer [|Vydn)|l et |17 ylf)] .

a) Considerons le point 4 de coordonnees (R, 0). Dans le repére (A4, ey, ;). M{r) a pour
coordonnées (R cos ¢, R sin t). Ainsi, le mouvement est-il circulaire uniforme sur un
cercle de centre A et de rayan R,

Sa vitesse angulaire est 1.

b) [Vl = R et [Tyt = R.

6. OSCILLATEUR HARMONIQUE A SUPPORT RECTILIGNE

1" Considérons un mouvement circulaire umiforme sur un cercle C de centre €2, Soit un
repere orthonormal (0, ¢,. ¢;) tel que le mouvement soit défim par :

MiE) {\'= Rclcm.-.n' .
v = R sin i

dans ce repere,
Considérons un diamétre 2 du cercle muni d'un repére (@, i) normal (higure 14),

Soil ¢ une mesure en radians de langle de vecteurs (¢, ).

Alors i — ¢ est une mesure en radians de angle IT ﬁm]
Llabscisse X' du point mit). projete orthogonal de M) sur D, est définie par
A = Rcoslwr — ),

Le mouvement de mir) est appelé oscillatenr hnrmonigoe 3 support rectiligne.

Le point mit) s¢ déplice entre les deux extrémilés du diametre D et on a
2

In 3ithm s s T : ;

m(f + ——) = mit}. Son mouvement est periodique de période - T Le point @ s'appelle le
(i} T

centre de 'oscillateur harmonigue, ‘

13 Mir)

—

I3}

et

Fepwre

DEFINITION 1D

On appelle oscillateur harmonigue 4 support rectiligne £, tout mouvement défini dans un
repere de D par x = a cos(wrf + @), ou a, @, @ sont des réels donnés avee « non nul.

. " ' 2n -
|u| est appelé amplitude de Poscillateur, o sa pulsation et ol sa période.
[
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2* Carsctérisution d'un oscillateur harmonique & support rectiligne, r— M), de
cenire (0,
Ona: X = acos (mf + @),
"= — g Sin (fwr + ),
' = — aw? cos (ot + @) = — wx,
dou : = —0*.

Si (0, i) est un repére de support du mouvement, on 4 :

j’”{:j = — g sin foar + nlt |
Iyl = —w? OM(1) .
Réciproguement, soit un mouvement rectiligne 1 —+ M{1) sur une droite (D). Supposons
que l'abscisse x(¢) de Miz), dans un repére de D, satisfait x" = — ox, oli w est un récl fixé
non nul, On démontre en analyse (voir chapitre 7) qu'il existe un reel positif aet un réel ¢
tels que :
xt) =a cos (ot + @),

Les reels o et @ sont délinis par les conditions « imitiales », x{0) et x'(0), qui sont
respectivement la position et la vitesse a l'instant ¢ = 0 du mobile M(r). On a :

M) =acosep et x(0)= — awsin @,

o }f{ru.‘cﬁmf (2T

done :
Jea]

a =0 si, el seulement si, x(0) = 2'(0) = 0. Le point M{1) est stationnaire dans le cas

olta=1{

TN K0 ] xT0)
Lorsque a # 0, ¢ est defim, modulo 2n, par :cosg = 1{3—] clsing = — *

ai
Nous retiendrons |

THEOREME 10

Un mouvement rectiligne sur la droite D est un oscillatcur harmonique si, et seulement si,
il existe un repére de la droite D dans lequel Pabscisse x(r) du point mobile vérifie
Péquation différentielle :

Il 2
X'= —wx,

ot o est un reel fixé non nul,

REMARQUES :

1" Soit wn mouvement rectiligne, sur la droite (D), vérifiant dans un repére (0, .i"}‘.
Xy = — %, +a, ol e est un réel fixé non nul ¢t 2 un réel fixé, Posant x = x, 3_.1 on i
"= — w’x. Clest done un oseillateur harmonique de centre @ tel gue (J',ﬂ. = % i

I Soit x = o cos(or + @) Pequation dlun escillateur harmonique sur la droite de epére (O, i),
Soit A’ le point dabscisse — aat A le point d'abscisse . Le mouvement s'ellfectue entre les points 4
el A" Mgure 151

N

A

ik
=
St

Figure 15
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Dés relations x = a cos (o 4+ @) et x' = — ger'sin (e + @), 11 résulie |
X7 e
g ate?

Cette derniére relation s'CTil aussi ¢

r{x'}’ = @ i{a’ — .x:-‘} y

Les modules des vitesses du mobile, en deuy points symeétriques par rapport a (1, sonl donc ey,

3 Etude du mouvement x = & cos ol

v
On suppose a >0 et w > 0. On pose T =",
i
X' = — gmsin o et X = — aw? cos o On en déduit le tablean de variation suivant :
T T T
I { —- Fas SO I
4 2 4
X - i + + 0 —
L 4] — - 0 - - ]

X a iy 0 oy 53 e 0 e a

alluredu moyvement mouvement mouvement mouvement
mouvement accelére retarde accelére returde

4 Exemples d'oscillateurs harmonigues

| — Deux masses identiques sont suspendues a un ressort d houdin. Ce systéme étant en
équilibre, on suppose que !'une des masses se détache et on demande de trouver le mouvement
de Uautre. Onappelle a lallongement du ressort sous U'action d upe seule masse au repos. On
suppose gue le ressort a une résistance proportionnelle d son allongement.

La figure 16 illustre la disposition de ce systéme.

Soit & le coclhicient d’élasticité du ressort et g 'accélération de In pesanteur.

OQnamg = ka.

Dans le repére (0, i), ot )
0 est lextrémité du
FESSOrL du repos sins
masse accrochée, soit
(1) V'abscisse de 'extre-
mité du ressort, On a
£(0)=2a et xM)=10
{figure 16).

Fizare 16
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D¢ plus. le mouvement est régi par 'équation différentielle :

mx" = mg — kx [(expression de la loi de Newton : F = mlh),
cest-a-dire :

o
X4 =x=q
il
Considérons le point 0, d'abscisse g, Dans le nouveau repére (0,, i), l'abscisse
X, = X — a salisfait ;

)
=% =0
Vs o

Il s’ensuit gu'il existe un réel positif 2 et un réel ¢ tels que

X = % COS (\/Er ok tﬂ).

a

Comme x,(0) =a et xi(0) =0, o0 a:

g .
=5 g o ﬂ=—afsm:p,
it

i 3 .
Lsuita = a et par suite, o =0 [ 2x].

Dot atd =
T a

29

Le mouvement, dans le repére (0, i), est donc déhni par :
( I'!'_I )
Xy = . Lo§ \/—J‘ i
il

1 Lin peiint matériel de masse moest sollicicd par deux centres A ¢t B, Les forces
d ‘attraction sont proportionnelles i la distance et le cogfficient de proportionalité est k pour
chayue centre, La distance des centres attractifs est d. On suppose gu'a U'instant 1 = 0, le
point matériel est sur la ligne des centres d la distance non nulle a dy milien O du segment
[A, B]. La vitesse initiale est nulle. Queel est le mouvement du point?

La figure suivante illustre le dispositif :

dj2
e 7
I # t + o
A (8] i v
— e —
4 Fivwre 17

Soit (0, {}un repere de la droite AB, de fagon que abscisse de la position initiale soit «.
L'abscisse x(t) du point matériel vérifie U'equation differentielle :
mx" = — kix =+ d) + ke — x)
Clest-d-dire :
mx" + 2hkx =0,
f2k

d'on ; XNo=qcos — I,
A\ om

compte tenu des conditions initiales.
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I~ Soit un circuir électrigue formé d 'une bobine. d inductanee L, et d'un condensateur,
de capaciré C, montés en série ( figure 18), Soit git) la charge, en fonction du temps, du

condensatenr,

Figure 18

Les lois de ["électricité permettent d'éerire que ¢ satistt equation différentielle :

Ly +i—f= 0.

Dans un repére (0, i) d'une droite D, le point M{t) dabscisse gt) est un oscillateur

harmonigue.

On dit que le systéme électrique précédent est un oscillateur harmonique.

IN — Soit un disque horizontal, accroché en son centre dun fil de torsion vertical, de moment
de torsion [ ( figure 19). J désigne le moment o inertie du disque par rapport i son axe,
-

On nore 8 élongation angulaire (en radians) a partir de Uétar d'équilibre d'un point du

disque,

D'aprés les lois de la mécanique, on o

JG" + 't = Q.

Le systeme amnsi formé est appele pendule de torsion

il definit un oscillateur harmonigue,

Exercices d'applications

15. Montrer gue le mouvement rectiligne,
défini duns un repere (0, i) par x = cos® 1, est un
oscillateur harmonique.

Trowver le centre et la période du mouvement.

16, Meéme question par ¥ = sin® L.

17. Dans le plan muni d’un repére orthonor-

mral (€, i, j). on considére une droite ) passant
par O et tournunt autour de O avec une vilesse
anguliire constante . A Tinstant r=10, D
caincide avec Ox, B eoupeen M le cercle fixe €
de ravon R, passant par € et centré sur x,

Froure 1Y

a} Etudier le mouvement du point M sur D).
b} La tangente en M ou cercle C rencontre la
tangente en & C en un point T. Calculer 14
vitesse du point T en fonctionde y = 07, de R
el de w,

15, Meontrer que le mouvement rectiligne
déhmi dans un repére (€, i) par
X =gy cos{or 4 o)+ aycos (ol 4+ e,

es un oseillateur harmonmgue. On déterminera
Famplitude, le centre et la pulsation.
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EXERCICES ET

- : o :
L. Soit 2 un reel tel que O < 2 < =, Soit M un pot

muobile, duns le plan P, dont les coordonnees i la date ¢
sonl

! 3
Xit) = —cosfecos™ 1)
i

viry = sin (xcos? 1)
dans un repére orthonormal (0. ¢y, &),

Etudier les fonctions 1 — x(1) et £ — 3{0).

En déduire la trajectoire de M et décrire le mouvement
de: Af {on ne cherchera pas d verilier sile mouvement est
aceélére ou retardé).

L Dans le plan & muni d'un repére orthonormal

i, ,H M est un point mobile dont les coordonness i Ia
date ¢ {r = 0) sont :

i-1.:1

I y=-sin2i
I

I
= cos 2t

al Détermuner les vecteurs l;‘,,,:f:l el F,,l,i ), Veriher que Je
mouvement de M est retardé sur J0, + oo

Bl Veérifier que lapplication ¢ — |OM ] est strictement
déurn[ss_-.fnl; sur ]0, + aol. Determiner une mesure de
Pangle (i, OM),

¢) Coleuler lim {1} et lim git), puis lim f{1) et

reefl i—=n= =+
limi i)

M o
d} Representer, dans i, les positions de M aux mstants

T 3w 5
37 -l" et an.
¢) Donner Fallure de Ta trajectoire de M sur 10, + « [

Dans Tes exercices ¥ a7, en se donde wn mowvemend
ponceuel, p— M{r), dans le plan muni d'un repire
oo,

PR |
40T reel
[
a) Déterminer I'équation curtésienne de la trajectoire du
point M.
b)) Etudier le mouvement du point M.

=

x==6
p==—2e'(t+1).
a) Déterniner 'équution carlesienne de la irajectoire
de AL
h) Determiner, suivant les valeurs de o Pallure du
maovenmenl,

4

[D":lrlrf:!i PicE = 1_:.'1_“] ni)

PROBLEMES

x=2cos(rInit+ 1))
y=14smimin (@ + 1)) .
a) Montrer que le meuvement est circulaire, On pose
A= M), -

h) Caleuler les coordonnees du vecleur vitesse Vi) et du
vecteur aceeleration i) du mobile a 'mstant .

¢} On désigne par ¢, > 0 [a date du premier passage du
maohile M en A, par 1 1o date deson deuxiéme passape en
A, er, d'une maniére genérale. par ¢, la date de son n-iéme
passize en A,

Caleuler t, en fonction de Pentier naturel .

En déduire ¥, = Vit et I, = Fli.)

o ) Om considére les suites (a,), (b (e, ). (d, ). définies pour
tout entier naturel o, par |

5. =0

- T

ay=V.. i , b=V . =Tt , d=T..

ol (0, 1, j) est un repere orthonormal du plan.

Montrer que ce sont quatre suiles geometrigues dont on
donnera les cléments caractéristiques. En  deduire
lm ¥, et lim [

L
ne b PR

¢} Déterminer la plus petite valewr de o pour lnguelle le
lemps, mis par le mobile entre le n-idme el fe (v + 1iéme
pissages en A, est supéricur a 1.

x=1+4Ini
b, o 2+dng, avee t=1

: 3
d) Trouver une équation cartésienne de la trajectoire du
point mobile. Tracer cetie trajectoire.
fi) Caleuler les coordonnees du vecleur vilesse el du
vecteur accelérution du point M 4 Uinstant 1. Montrer
qu'il existe un instant £, oo ces vecteurs sont colingaires.
Situer alors le mobile M i Uinstant ¢, et construire des
représentants, d'origine M, des wvecleurs vitesse of
accdlération de M & Pinstant .

7 - O 5

i) = In (17 — 41 + 3}
d) Trouver 'éguation cartésienne de la Lrajectoire,
Construire celte trajectoire
) Caleuler les coordonneéss des vecteurs vitesse ot
accélération du mohile d Finstant 1.
o) Soit M, la position du mobile & Uinstant 1 = 4. Placer
Mg sur € et tracer les représentants d'origine M, des
vecleurs vilesse ol acceleration O ¢él mnstanl.

e { x(ty=1Int

8. Deémontrer que e mouvement rectilisne délimi par |
x=5—=2¢cosl1

est un oscillateur harmonique.

a) Trouver le centre, la péniode el Mamplitude de ve
MOUVEement,

b Détermingr i la date ¢ la vitesse et Paccelération dece
mouvement et les exprimer en fonction de x
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9. Soit lespace muni dun reperc  orthonormal
i, J : M [dans le plan de repére (0, i ;b on note C le
cercle de centre @ et de rayon |

Soit P la droite du plin de repére (0. i k) dant
1cqu.itmn est ==2 Une tige AB. de longueur

AB = /3 'S5, s’uppuie, par Pextrémite 4, sur fe cercle ¢ e,
pir Fextrémité R, sur L droite 0. Le point A est animeé,
sur le cercle C. d'un mouvement uniforme de vitesse
angulaire v Etudier le mouvement de B {on suppose
qui In date ¢ = le point 4 a pour coordonnées

(0. 1. O

1, Le plan est rapporté & un repére orthonormal i,
Les coordonnées d'un point mohile M sont données en
fonction du temps ¢ par

Mt)=—1+2 wtl=—+ =9+ 4.

I" Former 'equation cartésienne de la trajectoire et la
construire pour @ 0= =4

Indiquer le sens du déplacement du mobile sur la
trajecioire.

20 Caleuler les composuntes du vecteur vitesse el celles
du vecteur accélération en  fonction  du temps,

. ; 1
chrcscnlcr ces viocteurs A la date f = e

3" A quelles dates le module du vecteur vitesse est-il
minimum? Quelle est ulors sa valeur? Que peut-on dire
dans ce cas du vecteur vitesse et du vecteur acceleration?

1. Un pnim M esl en mouvement sur la parabole
d'équation v* — dax = 0 dans un repére orthonormal

R =(0,1, ;:I Le projeté m de M sur Paxe défini par
1{‘},_;] o un mowvement defini par ;

Om = lﬁ[]‘}j‘ =g 8in rsr!f.
Emdiur_l_n: mouvement du projetd sy de M sur laxe défini
par {0, i)

12, Soit H=(0, :':j"r un repére orthonormal du plan,
Soit € un cercle de rayon R, passant par le point O ¢l
centré sur 'axe des abscisses,

Sort ki) un vecteur unitaice tel que ! (F, k1)) = it (s i),
Soit n:nﬂn Dir) la droite passant par O et de vecteur
directeur k{1). Pl coupe € en O et Aff1).

s [:_'.ll.ldlf.']' le mouvement de Mt sur le cercle C.

2* Erudier le mouvement de M) sur la droate D (M)
est en mouvement sur la droite [ considérée comme
hixeld

13 Un point M est mobile dans un plan muni d'un
repére orthonormal B ¢t ses coordonnées, en fonction
du temps 1 sont donnges par les relations -

xtp=all + cos )

a el b etant deux lonzuenrs données (a = h).

1% Demontrer gque la trajectoire du point M est une
ellipse. Position de certe eflipse.

2 Calculer, & une date quelcongue, la vitesse du mobile,
et chercher @ quelles dates Ta vitesse du mobile o une
valeur absolue égale @ un nomhre positif donné
Discuter,

3% Le vecleur vitesse peut-il #tre orthogonul au vecteur
acceleration?

47 Determiner  hodographe du  mouvement du
point M.

¥ty =hsin 1.

14, Le plan étant rapporté au repére orthonormal
(. j ,rb on donne les coordonnées d'un point mobile M
crl fa11LI|U|| du lemps

[ x=sin1

1 p=—2—cos 2
1 Déterminer une relation indépendante de ¢ liant x el
W
2 Caractériser la trajectoire du mobile A et tracer son
graphe dans le repére (O, 1, f), lorsque ¢ appartient 4
[0.2n]). On donne [[ill = (|f | =2 cm.

; in :
I Caleuler, & la date 1 = R les coordonnées ;

a) du vecteur espace {ﬁf’-:

D) du vecteur vitesse V:

¢) du vecteur accélération T,

4" Tracer les representants d'origine O des vecteurs OM.,
Vel

15, 1" Dans un repére orthonormal, fes coordonnges
d'un mobile M sont exprimées, en [onction du temps o,

AE
P X=cosl
1 =o0s 3 — 1.

Deéterminer 'equation cartésienne de la trajectoire du

maohile. Construire cetie trajectoire,

2" Le mouvernent debute 4 I'instant 1 = 0. A quelles

dates le mobile passe-1-il pour la premiére fois aux points
23

M, et M, de la trajectoire d’abscisses respectives X el

1
- _}'E' Cialeuler les composantes do vectear vilesse ¢l

celles du vecteur aceelération correspondant i chacun de
ces deux points.

16 La lettre ¢ désignant le temps, soit la fonction
vectorielle definie ditns le repéfe orthonormal (0,4, )
piar f — OM = xi + ¥, avec

X2 g bon v=4sin [ cos L.

17 Trouver une équation carlésienne de lu trajectoire
de M et les caracteristiques simples gui permelttent de
comstruire cette trijectoire, )

2 Caleuler les composantes du vecteur vitesse V. de M.

3 Culeuler les compaosantes du vecteur acedlération [
de M.

£ Pour quelles valeurs de 1 les vecteurs Vet [ sont-ils
orthogonaux?

3% On suppose : U <t < 7w Pour quetles valeurs de 1 le
produil scalaire Vo I est-il positil? Que peut-on dire
alars du mouvement?

Quelle propricte de la fonction (1)* en deduait-on?

17. Etudier le mouvement plan du point A défini dans
un repere orthonormal par ses coordonnées en lonction
de la date 1 ;

X=gleos | —sinr+2)
y=bhicost 4 sin § — 1},

ot g el frsont des constuntes positives telles que ca > b
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{* Determiner la trajectonre du point M,
2 Determuiner. e wecteur  vitesse: V., le ovecteur
acceleration T, et la periode du mouvement,
3% Determiner les intervalles de temps pendant lesquels
le mouvement st aceelérd,
I8. Dans un plan P rapporte i un repere orthonormul
(€, r ,.ab o considére le points M, dont les coordonnees
sonl définies en fonetion du temps @ par x = @ cos | et
y=wasn g, el le point M, dont les coordonnées sont
définies par x = a cos 2t et y = — a sin 20,
a) Quelles sont les trajectoires des points M, et M,?

. S e | W i et
By Soil M le point défini par OM = jtlﬂ.ﬂbf, + OM A

quelles dates ML M et M, sontils confondus?

¢) Démontrer gue M appartient au segment [M,, M, ]
quand ce segment est défini. Soit ¥ le vecleur vitesse du
puint M. Démonirer que 176t M, M, sont orthogonaux
i une date quelcongue.

19, Dans le plan affine cuclidien rapporté i un repére
orthonormal_ les coordonnees v et ¢ d'un point mobile,
M. sont definies en fonction du temps 1 (¢ appartendant i
Fintervalle [0, ©]) par ;

; ]
= V"'E Sin 6, y =3 cos 2t

1% La trajectoire du mobile csl wpe courbe, donl on
deternunera une éguation cartésienne el que 'on
ciomsbruima,

2 Calculer les coordonnées du vecteur vitesse, V. et du
vecteur accelération, f, du_ pomnt M i lmstant
Délerminer | pour que Vet I soient orthogonaux.

. A — Soit [ 1a fonction de B dans B definie par :

1" Aprés une etude compléte de lu fonction, en dessiner
la représentation graphique £': [on utilisera un repere

orthonormal (0.1, j 1]
2 Montrer gue les coordonmées de tout point M de T
{tel que x # 1) verifient i

B — Un point mobile M, de coordonnées x et y dans le
plan rapporte au repere (00, o, 1), se déplace. Soit ¢ le

i
tempﬁ.tlé;-::_l:nna:

A=cos 2, el p=3%in 2 — tanl.
1" Montrer que M appartient 4 I'.
iy i
2 Quelle est lo position de M lorsque t 1 =071 = Ei‘

3 Déerire le mouvement de M sur [ (On dira 5710 est
accélere ou retarde.)

2l. Dans un plan affine cuclidien muni du repére
orthonormal (€ 1, ), on définil, en fonclion de la
variable réelle ¢, un point M de coordonnées (x(t), W)
telles que

| —easit cis |

xt) = 2 — = ———
W) I 4+ eossr ) I + cos®

1* Calculer 14 norme du vecteur OM, En déduire que la
trajectoire de A est une partie, que Fon précisern, d'un

cercle, Déterminer le vecteat F (1), vecteur dérive de OM.

2" On pose Flt)=[V V(t)]2. Etudier le signe de la
fonction dérpvée de F(r) Décrire le mouvement du
point M sur sa trajectoire.

2L Onsuppose que la variable | représente le temps et

que { appartient d | 0, ;

repére orthonormal (G, 1, j ). on considére le point Mi{r)
de-coordonnées x(t) =sin et y(t) = cos’ 1,

1" Déterminer fa trajectoire de Mr).

P Déterminer le vecteur wvitesse, ¥, et le vecteur
accelération, T, du point M3 Vinstanl 1.

3 Cadeuler le produit sclaice V. [ et trouver les valeurs

Dans le plan PP rapporté i un

?'E — —
de 1, appartenant 4 | 0, 5[ telles que 1. F'=0

13, Dans un plan, rupporté d un repére orthonormal
(,4,7) un point mobile M a pour coordonnées,
(i : X =l
exprimées en fonction de la date 1@
w=iL

17 Quelle est I'équation de la courbe ¢ décrite par M
lorsque ¢ wvarie  dans  Pintervalle [0, + af?
Comstruire ).

2 Quelle est M'égquation de la courbe C, decrite par M
lorsque 1 varie  dans  Dlintervalle  ]— oo U7
Construire €.

% Soit, 4 une date £ {r;, = 0), M, la position du mobile
stir Cy et ¢ le vecteur vitesse; soit. i une date t, (1, < 0),
M, L position du mebile sur €4 et 1, le vecteur vitesse.
Trouver les positions Al et M, lorsque & et ¢, satisfont
A la Tos aux dt:m. Errupm:h:s suivantes | ', el ['-: S0t
orthogonaux, 7, et ry ont méme norme.

24, Dansleplan Pon cansidére le point M) mobileen
fonction du temps £, dont les codrdonnees x et v sont
definies par:

=1%
x=p" 1
1,=‘.2 :I 1

Quelle est Ja trajectoire du point M(1)? Preciser son sens
de parcours. Calculer les coordonnees des veeteurs

vilesse V(1) et aceéleration Ffri du point A1), Placer
MIT) et M{2) sur Ta ligure avec les représentants de leurs
vecteurs vitesse el accélération d'origine ces points.

25, Le plan etant rupporté au repére orthonormal

(1 f) on considére le point mohile N dont les

coordonnées a l'instant 1 sont donnécs par
yx=[4Iny t=1
p=[—-ln*t+lnt+1]ce

i) Preciser la position de AV llinstant r = 1. Quelleest la

trajectoire du point N7

b Determiner les vecteurs vitesse V() et accelératlion

I{1).

ol Construire ces vecteurs a mstant ¢ = [
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M Soit le point M mobile dans P de coordonnées

X =05 |,

i 5 o
= ,I'IIE Co§ & — - cos L':+;. ie[——.—J.
y

M Determiner avec precision la trajecioire & duo
point M préciser le mouvement de M.

nr T L o v
A linstant 1, = — 5 Preciser li position du point Af,
sur G el construire un representiant du vecteur vitesse,
217, Dans le plan de repére (O, i, j ) on considére |e

muhile M dont les coordonnées en fonction du temps
somil données par @

{ x=1+ 1,
= Infi® —4),
Determiner

e la lrajectoire de ce mobile,
e lEvectear vitesse a Finstant 1,
e le vecteur acceleration @ 'instant

pour 1 = /5.

28,  Les coordonnées d'un mobile M sonl dnn_ném en
fenction du temps (1 = O} dans le repére (0, i, 1 ), par
x=2e,

e

V=il

A
Catl:uln.-r en fonction de 1, les coordonnees du vecteur
vitesse HI] et du vecteur acceler; L[lnn ﬂr}
Pour quelle valeur de @ les vecleurs Vir) et H:] sont-ils
colingaires?
Quelle est la trajectoire du mohile A
0. Un mobale M a pour coordonnées
] CI:

el _r=—T—I+]n2 (o rel).

om

x:

I

a) Calculer les coordonnecs du vecteur vitesse et du
vecteur acceéleration i la date ¢,

by A quelle date le vecteur vitesse &t le vecteur
acceleration ont-ils 1a meme direction?

ML Soit A un point materiel en mouvement dans le

plan P omum do repére orthonorme (O i jf‘l. A tout
instant ¢ de intervalle de temps 70, 4+ o[, la position
de M est donnge par ;

—
P m—— - ; =
OM =({Ini}i + [e=——I7|,
25, 3| .
I Quelle 'est ke trajectoire de M7
2% Culculer les composiantes du vecleur vitesse et du
vecteur accéleration de M a linstant r,
3. Dans le plan i, on considére le point mobile M
dont lés coordonnées (x, v) 4 la date r = | verifient
x=1—=Int
elni
i

y=—

a) Déterminer la trajectoire de M dans quel sens est-elle
deerite”

by Déterminer le vecteur vitesse ¥ et le vecteur
aceeleration U par leurs composantes i la date ¢

cf Construire. ces vecteurs: i la date 1, =12 [e
mouvement est-il alors accélére ou retarde?

3L Le plan &ant rapporté i un repére orthonormal

(0, 0. 7). les coordonnées d'un point mobile AT soni
données. pour ¢ > 1, par :

] 1
1.\[H—m.
l -4 =il
= In ¢ i

i) Determiner la trajectoire du point mobile M) e
preciser le sens de déplacement de M sur sa Imjm_min:
B} Determuiner la pusmun Mie®) du point mobile: &
Finstant 1 = e et calculer les coordonnées du vecteur

vitesse V et du vecteur accelération I i eet instant.

33 Un point mobile M a des coordonnees dans le
repére (€1 7, ) défimies par |

x=1+e&, =0 vdesignant le temps;
y=2e'+ ¥+ —=In( +3)

i Maontrer gue M décrit une courbe €, que. Pon
preciseri

2 Indiquer d chaque instant les expressions des vecteurs
vitesse et acecleration du point AL Au cours-du temps le
moiivement est-il acceléré ou retarde?

M Un pomt M se deplace sur un axe oriente,
d'origine O et de vecteur o entee 1es mstants ¢ = 0 et
=10

A linstant 1 =0, M a pour abscisse + 8.

La witesse i chague instant ¢ est délinie par 1a relation
velorielle

> . i
il =t =—1
L1
I* Indiguer selon les valeurs de ¢ le sens du mouvement
amst que son allure (acceleree ou retardee).
2¢ Calculer

Yeel0, 10]

i) =%+ J. pfx) dx
i

Que repreésente [(1)?

 Quelle est la distance parcourue par le point M entre
les instants 1 =0 ¢l = 107 En donner une valeur
approchée & 1072 prés,

35, Dans un repére orthonormal (0,4, j) dun plan
affine euclidien P les coordonneées d'un point mabile M
i chique date ¢ de Fintervalle [0, 2n] sont données par
|x=3cost—1
1 y==2cosr+ 1,
i Trouwver Peguation du support de fa trajectoire de M.
Preciser cetle trajectoire et la tracer.
2 ) Trowver les coordonneées & L darer du vecteur
vitesse 17 el du vectenr accélération [T du point M.
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Quelle est b la date ¢ L norme du vecteur vitesse de M7
Etudier sur guels intervalles de temps le mouvement est
deeelere ou retarde,

h) Quelle est la distance parcourue par le mobile M
entreles dutes Oet n? Quelle est i vitesse d'un mobile se
déplagant sur Ta trajectoire de M d'un mouvemen!
vniforme qui parcourrail cette distance dans le méme
temps que M (ou vitesse movenne de M entre les dates
et )

A quelles dates de Pintervalle [0, 2r] la vitesse
instantance de M est-clle égale d cette vitesse moyenne?

6. [* Respudre dans © l'equation
y 1
2t =204 - =10
cos” !

ol rest un réel donné appartenant 4

bl

2" Spienl z; et 25 les deuy solutions, Donner suivant les
valeurs de  le module et un argument de =, ef =,

3% Le plan complexe étant muni d'un repére orthonor-
mal (0, 4, 7), ondésigne par M, et M, les points d'aflixes
respeclives =) el =,

e (|10

O suppose désormads que oappartient J |1}, q[ el
disigne le temps., E
a) Quelles sont les trajectoires des points mobiles M ¢l
M,?
b) Determiner les coordonnées de oy et v vecteurs
vitesse des points M et M,
¢} Montrer gu'a chague instant :

OM? = [|B,] = OM 3 = ||is]-

3. A — Au nombre complexe = de module 1,
dlargument {0 < ! < 1), en associe l¢  nombre
complexe = tel que

= :1:+I]_L
==l

fo 2 désignant le-nombre complexe conjupue de =,
déterminer 2° en fonction de z. On remarquera gue
|

M|

2’ peut-il &re un réel non nul?

2 ) Déterminer en fonchion de le module @t

Marpumentde = + 1. =2— 1, {z — )2

b)) Caleuler l¢ module-gt Pargument de 27

En déduire la partie réelle X et la partic imaginaire ¥
de 2. On note X =gl et ¥ = hith.

= peut-il élre imaginaire pur non nul!

3 On considére dans le plan complese rapporte i oun
repére arthonormé, um point mabile M de coordonnees
X=glifet ¥ =4 (0<l<mn),

a) Trowver une relation mdépendante de { entre les
coordonnées X et ¥ de M. Tracer dans le plan complexe
la trajectoire de M. - o
B Détermmner les vecteurs vitesse 17 et aceeleration I’
de M & Uinstant 8. Le mouvement est-il nceéleré ou
returdé? sz s

Construire les vecteurs 17 et £ a Pinstant 0 =,

34, Dans le plan rapporté & un repere orthonormal
{62, i j 1 on considére le point mobile M dont le vecléur
vitesse 14 Uinstant 1 (¢ = 0] o pout composantes

1
'
[
==
f

1" Déterminer les coordonnées de M en fonction de 1,
sachant qu'a Uinstant £ =1 elles sont x =0 et y= L.
Ecrire léquation de Ln trajectoire de M sous la Torme
¥ =[x}

2 Etucier la fonction 0 Montrer gue sa courbe
representative admel comme  dsvmptote la drodle
d'équation y = — x. Tracer cette courbe dans le repere
(€. 1, f): preciser le sens dans Jequel L trajectonre esl
déerite, i
3 Caleuler les composantes du vecteur aceélération I,
Montrer qu'il est colinedire & un vecteur fixe.

4 A quel instant les vecteurs Voet 1 sont-ils
orthogonaux? Placer le point M correspondant et tricer
les representants des vecteurs Voat I d'onigine M.




DENOMBREMENT

Dans ce chapitre, nous supposerons connus lensemble ™ des entiers naturels, les
propriétes des operations dans N - addition et multiplication. ainsi que les proprietes de
la relation d'ordre <. Pour tout entier naturel nan nul n, nous noterons &, lensemble
formé des entiers 1, 2, .. n:

Bl =1iehl <i<nl.

| — ENSEMBLES FINIS

[ntuitivement, un ensemble fomi est un ensemble E & qui 'on peut associer un entier
maturel i obtenu en comprant ses eléments ; Pensemble des éléves de la classe est fini,
Précisons cette notion ;

DEFINITION 1

Ondit qu'un casemble Eest [ il est vide ou s'il existe un entier naturel non nul » et une
bijection [ de & sur E. !

Un ensemble non fimi est dit infini, c'est le cas de &, de &, de O, de K.

1. CARDINAL D'UN ENSEMBLE FINI ‘

Soit E un ensemble i,

a) Si E n'est pas vide.l existe un entier nature! non nul n et une bijection [ de ®, sur E.
On demontre. ¢l nous ladmettrons, que cet entier » est unigue, On Fappelle le cardinal
de E et on le note Card E.

b) Si E est vide, son cardinal ¢st, par définition, Ventier 02 Card & = 0.

Dénombrer un ensemble fini E, c’est caleuler son cardinal.

A noter que tout ensemble E, fini, non vide, de cardinal n, peut sécrire sous la forme
| ¥1. %a. oo X, | En effet, comme il existe une bijection [ de R, sur E. les éléments de E

sont f(1), 112), ., fin).
Si, pour tout i de R, on note x, = (i), on obtient :

e |
E =X Xaiwi Xy

A noter egalement que I'ensemble vide est le seul ensemble de cardinal égal & 0.

2. PROPRIETES DES ENSEMBLES FINIS

1" §'l existe une hijection g d'un ensemble E sur un ensemble F, I'applicatlion réciprogue
de ¢, notée ¢~ ', est une bijection de F sur £. On dit alors que E et F sont équipotents,
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Considéroms un ensemble E, fini, non vide. de cardinal n. ¢t un ¢nsemble F équipotent
i E. Il existe une bijection f de R, sur E et une bijection g de E sur F. L'application
composée ¢ o [ est alors une bijection de M, sur £, 1l en résulte que F est fini et que
Card' F =n;

PROPRIETE 1

Tout ensemble F équipotent & un ensemble fini E est fini et de méme cardinal que £

2 On démontre, et nous admettrons, les résultats suivants, intuitivement evidents :

PROPRIETE 2

PROPRIETE 3

Toute partie d’un ensemble fini est finie.

La réunion de deux ensembles finis £ et F disjoints, ¢’est-a-dire d’intersection vide, est un
ensemble fini dont le cardinal est la somme des cardinaux de £ et F.

Conséquences

a) Precisons la propriete 2.

Soit E un ensemble fini et F une partie de £; on a :
E=FUOl:F ot FnleF=3,

d'on : Card E = Card F + Card EFF.

Il en résulte : Card F<Card E .

De plus,si Card F = Card E, alors Card t;_-F = (L et parsuite, EFF = {7, cesk-i-
dire: F =£FE. Parsuite :

PROPRIETE 4

Pour toute partie F d'un ensemble fini £, on a Card F < Card E. De plus,
si Card F = Card E, alors F=E.

by Soit E et F deux ensembles finis,
On note F~E |'ensemble des éléments de F qui ne sont pas élements de E. On a :

EU(F~Ej= EuUF e En(F~E =@.
F=[EnF)u(F~<E) e (EAFrIF<El=¢ .
Il en résulte ; Card £+ Card (F~ E)=Card (Ew F) ,

Card F=Card (E~ F) + Card (F ~ E) ,

d'on, par addition membre 4 membre de ces deux dgalités, puis simplification ;

Card E 4+ Card F=Card (Eu F) + Card (E N F)

En particulier, si E et F sont disjoints, on relrouve la propriéte 2 :
Card (Ew F)= Card E + Card F .

¢} On démontre. de proche en proche, en utilisant la propriate 2 :

PROPRIETE 5

Le cardinal de la réunion de w ensembles finis £, E., ... E, . deox i deox disjoints, st tel
que :
Card (B, wE;v..ul)y=Card E; + Card E, + ... + Card E, .
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A" Cardinal d'un produit eartésien
Soit E et F deux ensembles finis de cardinaux respectifs n et p.
Silonnote E={x,, x;. ., x,}, leproduit cartésien E x F peut s'écrire sous la
[orme |
ExF={mixFPHullx]xFu.ul{x] xF,

ou, pour tout entier i de M., {x} x F est 'ensemble des couples (x;. v) lorsque v

decrit F.

Il est immeédiat que Card ({x;} x F)=Card F et que. si i est different de j. les
ensembles { x| x F ¢l [x] x F sont disjoints.

Il en résulte que E x F est fini et que :

n

Card (E > F)="% Card ({x;} x F)= z p=np.

=1 i=1

PROPRIETE 6

Le produit cartésien de deux ensembles finis E et F est fini ¢t tel que :
Card (E x F) = (Card E)(Card F) .

Cette formule se generalise par recurrence; le produit cartesien de n ensembles finis
Ey. B, .. E, est fini et tel que ;
Card |E; » £y % . x E,))={Casd E;)}Card Ej3) ... (Card E,) .

En particulier.si E, =E,=..=E,=E, on pbtieut la formule ;

Card E"} = (Card E)"

Activité 1

Soit E et F deux-ensembles finis,
1" On appelle différence de E et F Vensemble, noté E<F, formé des éléments de E qui ne
somt pus éléements de F. Demontrer gue v
Card (E~F)=Card E — Card (En F) .
2¢ On appelle différence symetrigue de E et F Vensemble note EAF défini par :
EAF = (E<F)w(F<E
(EAF est Uensemble formd des éléments qui appartiennent i un e1 d un seul des deux

ensembles E et F.)
Démontrer que :  Card (EA F)= Card £ + Card F— 2 Card (En F).

* Activite 2

Sait B et F deux ensembles fmis de méme cavdinal w, et [ une application de E dans F.
1" On suppose, dans cette question. gue [ est infective,

Culculer Card ¢ E% ¢t en déduire que [ est surjective,

(¢ E S est Pensemible des images par [ des eldments de E),

2° On suppose, dans cette question, que [ est surjective. On note Fosous la forme
| ¥y Vas o ¥y b A tout élément v, de F on associe ensemble E, de¢ ses antceedents par f ©

E,={xek] fx)= w1}

ay Dimontreer gue: Card E, = 1.
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by Démontrer que les ensembles By, E;, ..., E, forment une partition de E. En déduire gue :

Card E, + Card E, + ..+ Card E, = n.

¢) Démontrer que. quel gue soit §© élément de B,

infective,

Card E;, = 1. En déduire que | est

On peut conclure cette élude par le théoréme suivant :

THEOREME 1

L et Férant deux ensembles finis de méme cardinal, une application f de I dans Fest
injective si, et seulement si, elle est surjective.

Exercices d'application

1. On copsidére deux ensembles hms 4 &t
B et on pote! Card A =n; Card B=bh,
Card (A= 8= ¢. Calculer, en fonction de a, i, ¢,
les cardinaux des ensembles Al Au B,
AAR

2. Lecardinal de la réeunion de-deus ensembles
fimis A et 8 est donne par la formule

Card(Aw B) =Card A<+ Cird B=Cardi A Bl

Etablir une formule donnant le cardinal de la
reumion de trois ensembles finis 4. B C,

A On considere un ensemble. fmr G muni
d'une loi associative norée muliplicativement -
{a. BY — abh.  On suppose gue G possede un
element neutre ¢ pour cetle lol et gue toul
element g de G est répulier (51 ab = e, alors
h=¢; 91 ha=vda, alors h=c)k

Soit a un élément de .

" Démaontrer gue Piapplication de G dans G
quid xassoeie oy estimnjective; endéduire que |
est surjective et quil existe un elément a' de G
tel que aa’ = ¢

2* Démontrer de méme quil
eléement a” de G tel que oo = e
3 En considérant le produit (a"aja’, demonirer
que o' =a". [En déduire que Felément o
posséde un symetrigue.

Conclure en enpngant un théoreme.

existe  un

4. On considére, dans le plan @, n droites
Uhys By D, deux i deux sécantes et Trois 4
irois non concourantes, On note a, ke nombre
de répions délimitées pir ces ndroites,

™ Caleuler ay, i, a3,

2% Leddrottes 3y, s, (0B, délimgent a, )
regions, Combien d'entre elles sont-elles traves-
sées par la droite 93,7 (On deduira cel entier du
pombee de pomls dintersection de ), avec
P I el

En déduire que a, =a,-; + 1.

3 Caleuler g, en Tonction de Uentier .

5. Onconsidére lentier n=2"x ¥ x =7,
ot & h, oo, dsont des éntiers naturels non nuls.
i Démontrer gque les diviseurs de n sont de
li forme 2" x M x & 7% of g, 1, 3, 4 sont
des entiers lels que s=asa O0=f<h
ly=<e, U< d=<d Endeduire le nombre des
diviseurs de

2 Quel est le nombre de diviseurs de Ventier
169047 6487

6, Soit n un entier naturel donne.
I7 Denombrer ensemble des couples (%, )
d'entiers naturels solitions de 'éguation :
X+ y=n,
2 Méme question pour I'équation :
= e T
L+ Ip=N,

{On distineuera les cas o pair et w impain)

Il — APPLICATIONS ENTRE ENSEMBLES FINIS

1. NOMBRE D'APPLICATIONS OE A DANS £
Soit A = {a;, @y, | unensemble fini non vide de cardinal p et £ un ensemble fim
non vide de cardinal n,
On se propose de déterminer le cardinal de 'ensemble |7 des applications de 4 dans E.
A tout elément [ de F associons le p-uplet ( fla,), flash . flag). elément du produit
cartésien E. On defimt ainst une application ¢ de & dans EV ;

@ o= (flagh flagk o flagd) .

Cette application ¢ est bijective. En effet, tout élement (x,, x,. ... x,) de E? posséde un
antécédent [ par i et un seol. & savoir lapplication de A duns E telle que ;

Ha) =xq flay) = x5 o flagh=x,.
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Les ensembles 7 et Y sont done dquipotents. Comme EPest fini et de cardinal n”, il enest
de méme pour F.

Nous retiendrons ¢

THEOREME 2

A et E étant deux ensembles finis non vides, Pensemble 7 des applications de A dans £
est fini et Card 7 = (Card E)*d?

On note souvent £ I'ensemble des applications de 4 duns E,
Lorsque 4 el E sont finis et non vides, on peut alors éerire :

Card E* = (Card Ef5™4
Activite
Soit £ un ensemble et A une partic de E. On appelle fonction caracténistique de 4
Vapplication, notée [, de E dans | 0,1} ainsi déhnie :
s pour tout élément x de E appartenanta 4, fix) = 1;
e pour tout élement x de E n'appartenant pas a 4, [fix}= (L
I Définir les applications [ et fp.
2 Soit [ une applivation de E dans | 0,1 |- Démonirer quil existe une partie A de E, unigue,
tefle que. | = [y
3" o note TE) lensemble dey pariies de E et F Uensemble dey applications e 1 dany
{01}, Démontrer que S(E) est équipotent a T,
En déduire, lorsque E est fini et de cardinal n, que Card §(F) = 2"

Mous retiendrons :

THEOREME 3

L'ensemble 7(£) des partics d'un epsemble fini £ est fini et de cardinal 29 £

Applications ;

4 Soit E un ensemble fini de cardinal n et A une partie de E de cardingl p. Dénombrer les
pearties de F contenant A,

5" Soit E un ensemble fini de cardingd noel soit A et B des parties de E de cardineux
respectifs p el g.

i) A quelle condition Uéguation. Ao X = B a-t-elle awmoins une solution X appartenant
i WEN? Cette condition étant vemplie, dénombrer les solutions de Uéguation.

By Reprendre la guestion a) powr Uégration An X = B

2. NOMBRE D'INJECTIONS DE 4 DANS £

Soil A el E deux ensembles finis de cardinaux respectils p et n.

L'ensemble 3 des injections de 4 dans E est fini, puisque c'est une partie de 'ensemble
fini 7 des applications de A dans E. De plus, Card 7 < Card 7. Déterminons le cardinal
de 3,

@) Soil { une injection de 4 dans E, sl en existe, et {{ 4 5 l'ensemble des images par f
des eléments de A,

Lapplication J définit une bijection de Asur f{ A% d'ou Card f{ A = Card A. De
plus, comme f{ 4> est une partie de E, on a Card f{ A% < Card E el, par suile,
Card 4 < Cuard L.
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Par consequent, 81l existe une injection de A sur E, alors Card 4 < Card E.
Il en résulte que si Card A > Card E, il n'existe pas d'injection de A4 dans E. Le
cirdimal de Pensemble 3 est alors nul.

h) Supposons maintenant que Card 4 < Card E.

Ecrivons 'ensemble A4 sous la forme 4 = {ay, a5, ... a, )

Pour construire une injection de & dans E, on choisit successivement ;
o un élément x, de £ comme image de a,;

e Un élément x, de E~] x,; } comme image de a,;

o un élément x, de £5{ x,. x, | comme image de o;;

o un élément x, de E<{x,. x; . X, | comme image de a,.

Le choix de x, peut se famre de o fagons, celui de v, de n— 1 fagons, celui de x; de
n—2 fagons, ... et enfin celui de x, de n—(p—1) fagons.

On peut donc construire ainsi nin — Hin— 2) in — p+ 1) injections de 4 dans E.
Les injeclions ainsi construites sont deux a deux distinctes puisgu'elles différent par
'image de a,, ou par Fimage de a,, ... ou par l'image de a,,. De plus, on les obtient toutes
psquune injection quelcongue ( de A dans E telle que  fla,) = v flaa) = ¥ s
fay) = y,. correspond aux choix successifs xy = ¥y, X3= Vi, 00 X, = ¥

EORE A et F etant deux ensembles Dinis de cardinaux respectifs p et n, le nombre d'injections

THEOREME 4 : : . :
de A dans E est nul si p = n, et est égal au produit a{n — Don—p + 1) si p<an
REMAROQUE :
Il est important de bien comprendre pourquot on obtient le nombre dlinjections de A duns E en
effectuant le produit des entiers n, n— 1, ., #—p 4 | et non pas leur somme.
Posons A'= A={a,}.
Si f est une injection de A dans E, sa restriction 4 4" est une injection de A° duns F.
Réciproguement, pour chague injection g de A’ dans E, il existe o« —(p— 1} injections de A
dans E dont g soit la restriction 4 A, Ainsi le nombre d'injections de A dans E est égal au produit
du nombre d'injections de A" dans Epar n—ip —1).
3. NOMBRE OE BIJECTIONS OE £ SUR £
1l resulte du theoréme 1 établi dans Factivité de la page 337, que lorsque les ensembles
et E ont méme cardinal n, une application [ de 4 dans E est hijective si. el seulement si,
elle est injective.
1l s'ensuil que le nombre de bijections de 4 sur E est egal au produil :

X n—1r» .. x 25l

que 'on convient de noter n! (lire « factorielle nn),
En particulier :

THEOREME 5 I.e nombre des bijectinns d'un ensemble fini £ de cardinal # sur lui-méme est egal 4 n!

Lne hijection d’un ensemble E sur lui-méme est aussi appelee une permutation de F.

4. ARRANGEMENTS

Soit £ un ensemble fini non vide de cardinal n, et p un entier tef que | < p = n
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DEFINITION 2

On appelle arrangement sans vépétition d’ordre p de E toute injection de ful, dans E.

A noter quune injection de B duns £

n'esl autre qu'une suite (x,, x;, .., x,) de

p eléments de E dewx a deux distinets. Ainsi, un arrangement sans répétition d'ordre p
de E est une suite de p clements de E deux i deux distinets.
On note A7 le nombre des arrangements sans repétition d'ordre p de E; on obtient cel

entier en appliquant le théoréme 4

Af=nln—1D..in—p+ 1. (1
Si p=un laformule (1) devient A = n!
5 p<wn on peul écrire;
.4”=] s A ::{_— prein=—p+ 1)x..xn
. I x 2% o %ih— p) h
’ ; !
SOl ¢ A} = mﬂ ; 2)
in!

Pour p = n. lu formide (2) s'écrit : AN = o
0! =1, puisque. avec celle convention, la
entiers net ptels que 1l = p=sn

Exercices dapplication

7. Soil E un ensemble fini non vide de
cardinal n. Deénombrer les applications non
sirjectives de E dans B,

¥. On range n dossiers numeérotés 1, 2, . n
dans n tiroirs numerptes 1, 2, . 01 en plagan|
un dossier par tiroir,

I* Dénombrer  les  différents  runzements
possibles.

2% Dénombrer les rangenents suivants ;

a) le dossier numerote § est dans le Uroir
numeératé i (1 = i = nk;

b} les dossiers et f sont respectivement dans les
tirgirs et j (1l <7< j<n);

¢) les  dossiers i, iz .. 0 sont  respecti-
vement dans les  tiroirs: I i, .0
(=i <ih << hpsn),

5. Seit n un entier naturel donne, Déermingr
les couples (p, g dentiers nuturels: els que
AP = A%,

1. Soit £ unensemble hini de cardinal n = 1,
On se propose de dénombrer ensemble
des applications f de E duns E lelles que
fof=/f.

1" Soit f une application de E dans E. On note
[¢-E S Tensemble des imases par [ de tous les
élements de E. Démontrer que application f
esttelle que fof = siclseulement si, tout
element de £ E 5 est invariant par [,

2 Soit 4 une partie non vide de E de

Or A5 =n! [lest done naturel de poser

formule (2) ¢st valable quels que soient les

cardwiul p. Dénombrer les applications [ de K
dans E telles que: fof=f e [{E>="4
3¢ Dénombrer les apphecations [ de £ dans E
telles que  fof=/f. (On rappelle gque le
cardinal de V'ensemble des parties non vides
de Eest 2'— L)

11, Soit Eunensemble d nélements(n = 3)eta
unt eélément donné de £,

1 O classe les drrangements sans repctition
diordre p de E (L' p<n) selon le critére
SUIVENL

e CEUN Contenant o;

» CEUX M@ contenant pas o

En deduire que Al = pAZT] 4+ 47

Verilier cette lormule enutilisant les expressions
de AT 47=ler A2

2 En dédwre une meéthode de caloul des
coellicients AT en construssant le tobleau ci-
dessous (jusqu’d la ligne 7).

P
t 2 3 4
n
| |
2 2 2
3 3 6 6
4 4 12 | 2% || 24
| V
i §
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Il — SOUS-ENSEMBLES D'UN ENSEMBLE FINI

]. COMBINAISONS SANS REPETITION

Soit E un ensemble fini et p un entier naturel,

DEFINITION 3

On appelle combinaison suns répitition 'ordre p de E toute partie de E 4 p éléments,

Désignons par 4 (E) lensemble des parties @ p élements de E. Cet ensemble est fini
puisguiil est inclus dans Tensemble, fimi, de toutes les parties de E. Dénombrons-le.
a) Silentier pest strictement supéricar au cardinal n de E, l'ensemble ' (E) est vide et
done de cardinal nul.
b) Supposons maintenant p < n el examinons quelgques cas particuliers,
e 5i p=0. TUE) necontient gue la purtie vide de E; donc: Card SylE)y = L.
e Si p= 1, ,F) st l'ensemble des parties a nn élément, pu singletons, de E; done :
Card ' (E) = n.
« Si p=nlaseule partic de E & n élements est E, donc @ Card ¥ (E) = |.
Dans le cas d'un entier p tel que 0 < p<n, considérons lensemble oA (E) des
arrangements sans répetition d'ordre p de E et, a tout élément (x,, x;. .. x,) de 4 (E).
associons la partie | X, Xa, oo X, 1o
On definit ainst une application o de A& (E) dans 0 (E).
Soit A={a,.as, .,a,} un elément de ¥ (F) Ses antecédents par ¢ sont les
arrangements sans repetition d’ordre pde E formes avec les elements ay. as. .. a,. c'est-
a-dire les arrangements sans répétition d'ordre p de A. 1l y en a p!.
Si l'on note N le cardinal de (E). on peut &erire cel ensemble sous la forme
$(E) = { Ay, Ay, .o Ay]. Pour tout entier iejl 2. N j.  désignons par X,
I'ensemble des antécédents de A, par . On o
AfE) =X, uX w0y,

De plus,si i# . X;nX;=@. En effet, tout antécedent de 4, est distinet de toul
antécédent de A, puisqu'il sagit de deus arrangements sans répélition qui ne sont pas
formes avec les mémes éléments.
L application de la propriéte 5 donne :

Card st (E) = Card X, + Card X, + .. + Card X.
Or, pour tout entier iefl, 2, .. Nj,onma: Card X; = pl.
Il en résulte. 4% étant le cardinal de A (E): A5 = Np!, eL par suite :
A

p! i plin—p)t"

A noter que celte formule, établie pour un entier p tel gque 00 < p < n, sappligue aussi,
compte tenu de la convention 0! = 1. pour p =1 :
n!
En effer, dans ce cas. on a d'une part N =1 et d'autre part o — Ol =1
L — Oy

Mous retiendrons ;

THEOREME 6

Le cardinal de Pensemble des parties 4 p éléments d'un ensemble fini E de cardinal # est
nil
nul si p=n et ceala PITEIN si Usp=sn
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2. COEFFICIENTS BINOMIAUX

Pour tout couple (n, p)d'entiers naturels tel que 0 < p < n, onappelle coefficient hinomial
i
iate ot 2, h ; ) T
d'indices n et p, et on note CF ou ( ) le cardinal de l'ensemble des parties & p éléments
P

d'un enseimble i n éléments. Lorsque Ventier p est tel que p > n, on convient de poser

If;' £ . Bt el .y
Amnsi siop=a O =10 e
si D=p<an C=— L

piin— p)!

Tout coefficient binomial est un entier naturel; par exemple
Gi=1 w Cy=T  Gi3=12l; , GF=35) - E3="

i
L

REMARGQUE :

L'appellation « coefficient binomial » trouvera sa justification au paragraphe 3 ci-dessous.

Proprigtés des coefficients binomiairy
" Soit E un ensemble fini de cardinal n. L'ensemble ) des parties de E est la réunion
des ensembles de parties de E contenant respectivernent 0, 1, 2, .., néléments

TE) =Tl E)Y U T EV il E)

est distincte de toute partie de £ 4 f elements. D'ou @ ${E)n U (E) = &1,

L]
I en resulte Card HE)= ¥ Card 5(E),
=i

Or: Card NE)=2" et Card J4E) = C..

c

i
W

Il F'w"]

Par suite ; (2=
| i

20 A toute partie A de E d p elements associons sa partic complémentaire relativement
4 E. On définit ainsi une application @ de 'l (E}dans ¥, (E). Tout element Bde,  (E)
posséde un antéeédent unique par ¢, d savoir A = [, B. Il en résulte que I'application ¢

est bijective, el donc que les ensembles o (£} et o, (£) ont méme cardinal,

THEOREME 7

Pour tout couple (n. p) d'entiers naturels tel que 0 < p < n, ona:
=,

L

A notergu'on peut vérifier aisement cette egalité en utilisant la formule de definition d'un
cocflicient hinomial.

3" Soil E un ensemble fini non vide de cardinal n, et p un entier telque 0 < p <n. Un
clement ade E etant choisi, on peut classer les parties de E & p élements suivant le eritére
suivant :

o celles ne contenant pas a;

« celles contenant a.
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Les premiéres sont les parties & p éléments de E~| al; leur nombre est CF_ .
Les secondes s'obtiennent en ajoutant o aux partics a p — 1 élements de E~{a}; leur
nombre est CI2 1.
On peut done considérer i (E) comme la réunion de deux sous-ensembles disjoints, 'un
de cardinal C2Z], Pautre de cardinal CF_ . Par conséquent :
THEOREME 8 Pour tout couple (n, p) d’entiers naturels tels que 0 < p < m, on a :

= +Chy

La encore, il est facile de verifier cette éoalité en utilisant la formule de définition dun
coellicient binomial.

4" Triangle de Paseal

De la formule €7 =CIZ1 + €, découle un algorithme de calcul des coefficients
binomiaux connu sous le nom de iriangle de Pascal.

Le triangle de Pascal cst un tableau 4 double entrée dans lequel la valeur de chaque
coefficient binomial €7, inscrite 4 'intersection de la n-icme ligne et de la p-1ieme colonne,
est obtenue de la fagon suivante ;

Dans la colonne d'indice 0., tous les coefficients sont egaux a 1. puisque C) = 1.

La ligne d'indice 0 contient le coefficient C)) égal & 1.

La ligne d'indice | contient les coefficients CY et C} égaux a I.

Dans la ligne d'indice 2, C; s'obtient & partir de I'égalitée €} = €7 + C{; quant au
coefficient C3. 1l est egal 4 I,

Supposons que le tablean soit remphi jusqu'a la ligne dindice n — 1.

La ligne d'indice n est ainst construite : pour tout entier p tel que 0 < p<n—1, on
calcule C? en ajoutant CFZ] et C2_,: quant a (7, il est égal a 1.

| P
{] 1 3 3 4 5 fi p—1 n
n
i |
| | 1
2 | 2 1
i 1 3 3 | X -
- | 4 6 4 1
5 | 2 10 1o 5 |
fi | 6 ) 20 13 f
=1 e (e N G| Bl B | B | o= 18G4
n e Ch Gt (5 Gy G c Gy
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Exercices d'application

12, Sont E un ensemble fini decardinal =2
el aet b deux elements distincts de E. Soit poun
entier tel que 2 < p = n

On classe Jes parties de 4 p éléments de la
lagon suivante ;

o celles ne conlenant m g ni f;

« celles contenant un, et un <eul, des deux
eléments o, b

» celles contenunt a et b,

En déduire la relation !

Ch=iC8-, +2C5-3 + CEE50

13. I® Demontrer que égalite €=

as

“ou n, p, g sont des entiers nuturels telsgue p = n

et g =namplique: p=9g ou p+g=n
2* Resoudre, dans M, 'équation ;

g el —T10
rLII1+J. — r 15+ &

14, Resoudre, dans W, Péguation :
2 . - |
X' —xCF P ter o =0,
ol H et psont deuy entiers tels yue D<= p<n

15 Démontrer les relations

!ﬂl Gl =G L+ i ("f,'_,_, -
oullsg= m

by Eh ol =Gl Gy H0T U+ CT,

ou = p=n;

”. o+l oy {"*’,__‘,4 | =T
oufll < p=n

16.  Pour tout couple (n, p) dentiers naturels

tels: que U=p<=n- 1. demontrer gque
O = 08 Dans quels cas y-a--1l egalité?

17. Soit E ¢t F deéux ensemblés finis de
cardinaux respectifs met n— 1 (0= 2).
I Soit " une application surjective de E sur F.

3. FORMULE DU BINOME

Montrer quiil existe un elémen) o' de & ayant
deux antecedents, a et b par @ et que tous les
antres élements de F ont un senl antecedent,
different de o et de b,

2 En déduire une méthode de construction
dune sunection de £ sur F, Dénombrer 'en-
semble de ces surjections.

I8. Sait E et F deux enzembles inis de
cardinaux respectifs net p(nz=2el p=2)
Dénombrer les applications f de Edans F relles
que Card fCEY =2 (Onmppelleque [ E
esl 'ensemble des images par [ des éléments
de £

1%, On considére. un polvoone convexe -4
M eotes (= 4L

" Combien a-1-tl de diagonles?

2® Combien les diagonales ont-clles, au plus, de
points d'intersection a Naterieur du polygone?
(On eonstatera que 'on peut associer & chague
pomnt d'intersection de deus diagonales, quatre
sommels du polygone)

M. Soit B une relation bindire sor un
ensemble £, Rappelons que le graphe G de W©
est lensemble des couples (g, b) di produit
cartesien & x Etels que-a R 6. L'ensembile (Gest
une partie de £ x E. Réciproguement, toule
parhie i de E x F déterminge une relation
bimaire sur E de graphe G,

On suppose que Pensemble E est fm, de
cardinal n.

i Dénombrer les relations binaires sur E,

2* Dénombrer les refations binaires réllexives.
3* Dénombrer les relations binaires symeé-
tragues.

21. Resoudre, dans M*%, Péquation :

3l et B e
i o

Soit a caleuler (@ + b)Y, on aet b sont des réels et i un entier naturel,
Lorsque n=10, on convient que (a+ b)" = I.
Lorsque lenticr n n'est pas nul, (a + 0" est le prodwt ¢ de n [acteurs cgaux 4 a + b :

= {d + b)la+ ). {a + h).

De la distributivité de la multiplication par rapport a laddition, il ressort que le produit =
est ln somme de tous les termes obtenus en chosissant, dans chague facteur, un des deux
reels a, b, ps en effectuant le produit des i reels choisis.

Sibestretenu dans i facteurs (ie [0, 1, 2, .., n 1), al'est dans les n — i autres ot le produit
correspondant est a" ‘B, compte tenu de Passociativite et de la commutativite de la

multiplication dans [

Pour obtenir un terme "~ 'h’, il convient dong, parmi les n facteurs du produit =, d'en
choisir 1 dans lesquels on retient b et de vetenir o dans les aulres,

Or. il y a €, fagons de choisir i facteurs parmi a1l y @ done €] termes égaux i a1,
Finalement, = est I somme de €7 termes égaux a a"h”, de C! termes ézaux a o~ 'h, ...
de € termes egaux a a" b, et de € termes égaux 4 a’h.
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Autrement dit ;

n i
(@+h)'=y Cat™'t | (1)
=0

L
Cette formuie est connue sous le nom de formule du bindme de Newton.

Pour I'établir. on a uniquement utilisé les propriétés dassociativité et de commutativiteé
de l'addition et de la multiplication dans B, ¢t la proprieté de distributivité de la
multiplication par rapport a laddition.

Il en résulte que la formule du bindme sappligue dans un anneaun commutatil 4.
Dans un anneau A quelcongue, elle supplique pour deux elements a et b qui commutent
entre eux. c'est-a-dire quisont tels gue ab = ha. En effet. dans ce eas; tout produit forme de
i facteurs égaux d bet de n — 1 égaux & a vaut ¢" b, quel que soit 'ordre des facteurs,

On peut donner de la formule du bindme une demonstration par recurrence sur lentier n.

Applications

1* Pour a=h=1, laformule du bineme donne :

=y & (2
On retrouve ainsi un résultat etabli page 343,
2¢ Eerivons la formule du bindme pour a = b = L. puis poura = let b= — 1 :
Pt G B T S 0 8 SO 4
0= €=+ Gl (=1YEL.
Par addition de ¢es deux egalités. on obtient :
=2HEHE R G ] s

s0il ; 127 =+ G+t O l (3)

Dans la formule (2), le dernier coefficient binomial éerit est C7 si nest pair et C! ' si nest
impair,
Par soustraction des égalités initiales, puis simplification par 2, on obtient |

B 1:(“;+C;,‘+...|Cﬁ”’i...—| (4

Dans la formule (4), le dernier coeMeient binomial éerit est C) sinest impairet O~ ' sl n
est pair,

3° Pour a=1et b=y, laformule du bindme sécrit: (1 4+ x)'= Y Cx'.
=

g
Dérivons les deux fonctions @ [ ox = (14" et g:xes ) Ca':
=0

Fix)=nll +x)° !,
gl =10 4+ 2xC2 + 3200 4 L+ nx" 0.

Comme les fonctions [ et g sont égales, il en est de méme de leurs fonctions dérivées. En
particulier, f71)= g'(1); dou:

lrl2!:' L= c‘ajr + ZC: - 3{-:-: + a HC:JI |
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Activité

Soit E et F deux ensembles fimis, disjoints, de méme cardinal n.

1" En évaluant de deux fagons différentes le nombre des parties a n fléments de Ewu F.

démomtrer que

(G + (CIF UG +. (G = Cy s

2% Rerrouver cette formude en wtilisant 'éealité (1 + 2 = (1 4+ 1" + 2"

3" En dédwire que

Exercices d'application

22, 1" Pour tout reel x steictement positil et
pour tout entier nsuperieur & 2 démontrer que
{(1+2">1+nx

2 Endeduire la linvite de la suite (u,), - », definie
par w, =", 00 aest un réel tel'que o> 1.

23, Unbser identte
X+ M+ 1P =(x+ Y oup el g sont
deux entiers naturels, poutr démontrer gue ;

’
=) IGACET
=

.
Chiy
24, P Pour tout couple (a, by d'entiers natu-
rels, démontrer que (a+ ) —a® — b estun
enticr naturel divisible par 5.

2 Gidnéraliser ce résultal en montrant, pa
FECUTTENCR, (Ue 81y, thz, ... d, sent des entiers
naturels

{oty + a3 + o+ a)¥ — (6 +ai + ..+ a)
esl un entier maturel divisible par 3,

4" En déduire gque, pour tout entier naturel #
n® — i est divisible par 5.

[ i i 0 g LA

| T
: +nl[:lz=5 os

25. En développanmt {1 4 x + x)*  de deux
fagons differentes, démonirer que !
MW= CNEE ek

PEG ] G e S 5 )

=y

26, Onpn pose 2 =cos 0+ 1 sin @, o est an
réel et tle nombre complexetel que i = — let
dont un argument est w2

/" Exprimer cos i puiscos" then fonction de = ¢l

2 En dédwire, pour tour entier n el gue
2= 0= 5, ung expiession de cos" ! en fonchon
des cosinus de certaing multiples de 0.

7. Developper (! 41" par la formule du
binome, puis, en utilisant la formule de Moivre;
en deduire les valeurs des réels A et B

e A= 2ot — = LI i 2p
est le plas grand entier pair inféricur i n;

s B=C -+ C —+=1pC"Y, on
2p + 1 est le plus grand entier impair inféricyr
an

{Pour calculer A et B, on distinguera qualtre cas
| suivant le reste de n dans la division par 4,

IV — DENOMBREMENT ET PROBABILITE

1. EXPERIENCE ALEATOIRE

Ouand. dans un sac contenant six jetons numérotés 1, 2, 3, 4 5, 6, on tire dewx jetons an
hasard, on peut obtenir differents résultats.

Une telle operation dont le résultat est imprévisible ¢st une experience aléatoire,
Dins ce qui suit, ¢est a purtir de cet exemple gue nous introduisons le vocabulaire des
probabilités,

Univers des possibles

Il est naturel de représenter le résultat d'un tirage par Iy paire formée des numeéros des
deux jetons tirés. par exemple [ 2.5], 1 3.5], ... L'ensemble des résultats possibles, ou
univers des possibles, est done Pensemble des parties @ deux ¢léements de 'ensemble

{1,2,3,4,5 6], 0nle note £, Son cardinal est CF = 15,

2. EVENEMENT

Le resultat | 2.5 réalise 'événement « la somme des points est 7.
Deux autres resultats ¢ 1, 6 et | 3, 4| réabisent egalement cet evénement que F'on peut
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représenter par la partie de Nunivers des possibles formee des éléments { L6, 1 2. 5.
i " 4'\

== T p N .

De méme, « le plus petit point ¢st 3 » est un événement représenté par la partie de @ :

{43043, 13,5}, (3.6} )

Plus genéralement, on appelle evénement toute partie de 'univers des possibles.

Un événement peut étre déhini pur une formulation comme « la somme des points est 7 »,
« le plus petit point est 3 », ou par la donnée des résultats qui le réalisent.

Ainsi, la formulation « la somme des points est 7w et la partie {{ L6}, | 2.5} {34}
définissent le méme cvenement.

Le cardinal d'un évenement est inféricur & celui de Punivers des possibles €2,

Evénement impossible

La partie vide de 'univers £2 des possibles est 'événement impossible. Ainsi, « la somme
des pomits est 12 » est-elle Févenement impossible © aucun résultat ne le realise.

Evénement certain

La partie € est I'"événement certain. Ainsi. « la somme des points est superieure a 2 »
est I'événement certain @1l est réalisé par tous les resullats,

Evénement élémentaire

L'événement « le plus grand des points est 2 » est réalisé par le seul résultat | 1,2 | : on dit
que ¢'est an evenement ¢lémentaire.

Evénement contraire o 'un événement

Soit A un événement, c'est-i-dire une partie de I'univers des possibles £2. La partie
complémentaire de A relativement & £2 est aussi un événement, appele éviénement
coniraire de 4 et noté 4.

Par exemple, « la somme des pomts est 7' a pour évenement contraire « ln somme des
points est différente de 7 ».

A noter gque. pour tout événement A, ona: Card 4 + Card A = Card .
Evénements incompatibles

Un événement A et son contraire 4 sont tels que 4 n A = &, On peut iussi exprimer
celte propricte en disant gu'un meme resultal ne peut réaliser 4 la fois un evenement 4 et
son contraire 4.

Plus generalement, on dit que deux événements A et Bsontincompatibles si An B = &,
cest-d-dire 57l n'existe aueun resultat qui les realise simultanement,

« La somme des points est 5 » el « le plus petit des points est 3 » sont deux événements
incompatibles,

3. PROBABILITE D'UN EVENEMENT

Dans l'expenience uléatoire considérée dans ce paragraphe IV, les tirages se font au
hasard. Il gst done légitime de penser que les résultats onl tous la méme chance de sortir ¢
lAE SUr quinze.

Cette hypothése peut étre veriliée experimentalement en effectuant un grand nombre de
tirages el en notant le nombre de sorties de chaque resultat. On constate que les guotients
nombre de sorties d'un résultat

" |
- - sont voisins de —.
nombre de tirages effectues 15

On exprime ce fait en disant que les évenements élementaires sont equiprobables et on

conrvient d'affecter & chacun d'eux L probabilité 15
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Il est alors naturel d'affecter 4 un événement 4 de cardinal p, ¢'est-i-dire réalisé par p
: M 1 Card A
resultats, la probabilité p ® — égale & — :
: B SRR SRR ea
Dans une expérience aléatoire, quand les événements ¢lémentaires sont équiprobables, la
prababilie 'un événement A est le réel, noté p{A), défini par :
DEFINITION 4 : :
(4) = Card 4 on 2 est univers des possibl
A= Card 0 FRPLS R

Il résulte immediatement de cette définition les proprietés suivantes :

1" La probabilité de 'événement impossible est nulle,

2¢ La probabilité de I'événement certain est-égale 4 1.

¥ Pour tout événement A, plA)e[0, 1]

4° Pour tout événement 4, d’événemenl contraire 4, on i : Al -+ p{]} =1

On utilise cette formule pour déterminer pi.4) lorsque le calcul de pf E} est plus simple que
celui de p(A).

Exemple :

On tire quatre cartes au hasard d'un jew de 32 carres. Quelle est la probabilité d 'obrenir au
moeins un as?

L'univers des possibles @ est I'ensemble des parties d 4 ¢léments de l'ensemble des
32 cartes. Donc : Card @ = C3,.

L'événement A dont on demande la probabilite est 'ensemble des parties a 4 éléments
contenant au moins un as, Son contraire A est lensemble des parties 4 4 éléments ne
contenant pas d'as; 4 est donc 'ensemble des parties 4 4 éléments des 28 cartes qui ne
sont pas des as.

b = _ _ e _
Dot : Card A = C3. 1l en résulte ; pid) = E;—H ¢t, par smte :
12
St ey F
plA) =1 —pid) =1 — =22 = 043,
(-33

4. CONCLUSION

Pourcalouler la probabilite d'un événement A, on définit un umivers des possibles {2 donl
A est une partie. Si les événements elémentaires sont equiprobables, la probabilité de A4 est

q , PA) Card 4
dOnnee par 2 L T e —— .

Card 2
Alfention. Lorsgue les événements élémentaires ne sont pus équiprobables, on ne peut appliquer cette
formule, Par exemple, si dans e tirage décrn dans ce paragraphe on consilére la somme des poinls oblenus en
tirant les deux jetons comme expérience aléatoire, Funivers des possibles est 13, 4, 5,6, 7.8, 9. L 11 ).
Pour cel univers, 188 évenemenis élémentaires: ne soit pag equprobables: lNignorer conduirait & affecter 4

£ s . vt ; ]
l'evenement «ia somme des pomnts est 7 » la probabdite g+ 8lors que cette probabilite est s

Ceel montee Nimportance do choix de Tunivers des possables assoué o Vespérience aléaloire considérée el
Pintérél de choisir, lorsque c'est possible, un wnivers: pour legquel les evénements @émentaires sonl
equiprabables, méme st le cardinal de cet umivers est plus important. Lactivité sulvante donne un exemple d'un
te] chaiy.

* Activité

Considerons 'expérience aléatoire consistant 4 jeter deux des,
1l est toujours possible de différencier les dés par un signe permettant de les discerner et de
définir un premier dé et un second.
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Lesrésultats possibles sont de deux types :un méme point i répéte denx fois, deux points i
et j distincts, Les premiers sont obtenus d'une seule fagon ; les deux dés marquent 7; les
seconds de deux fagons : le premier dé marque i el le second j, ou le second marque f et le
premier j. Les résultats ne sonl done pas équiprobables,

On est donc amené a considérer comme résultat le couple (i, i-), ot i, et i, sont
respectivement les points margues par le premier et le second dé. Chacun de ces couples
¢tant obtenu d'une seule fagon, les résultats sont maintenant equiprobables.

L'univers des possihles est alors le produit cartésien | 1, 2, 3. 4. 5. 6} de cardinal 36.
I° Calculer les probabilités des événements suivants : la somme des points est 7, le plus
grand point ¢st 5, au meins un as, un as et un seul, deux points distincts.

2° On jette trois dés. Caleuler la probabiité d obtenir -

a) trois points denx d deux distinets;

¢} exactement deux points égaux;

£) exdetement wit as:

&) ume somme de poinis supérieure ¢ 12)

& 4,21

B) au moins denx points égaux;

) au moins un as;

N une samme de points égale ¢ 10;

By unie sennme de points inféricnre d 11,

3° On jette quatre dés. Calculer la probabilité d'obrenir :

a) un cared (quatre fois un peint a);

b)Y un brelan (trois fois un point a et un autre point b);
¢) une double paire (deux fois un point a et deux fois un autre point b);
d}y une disposition banale (quutre points deux a deux distiners).

Exercices d'application

27.  Unsac contient 5 jetons numérotes 1, 2, 3,
4.5, On les tire au hasard, un pur un, en les
placant les uns & coté des autres, de gauche 4
droite de maniére & formér un nombre 4 de
5 chiffres. Calculer 1a probabilité que |

1* n soit pair;

2" nosoit superieur a 23 (00,

M. On marque n points sor un cercle. On
en choisit denx au hdsard; Quelle es1 la
probabilité quiils soient voisins? Meme ques-
tion lorsgue les points sont sur une droite;

29, Une urne contient n — 2 boules blanches
el ¥ boules noires; On les tire une a uné, du
hasard, sans les remetire.

1* Calculer la probabilite d'obtenir la seconde
boule noire au k-ieme trage (ke{ 2, 3, .. ]}
2 Calculer la probabilité d'obtenir les deux
boules noires conséculivemant.

30, Onrange, au hasard, n boules numérotées
1, 2 .o dans ar Uroirs numérolés 1, 2, ., mén
mettant une boule par tiroir: Quelle est la
probabilit¢ que la boule 3 soit dans le tiroir 37
Que les houles 3 et 5 soent respectivement dans
les troirs 3 et 57

31, Une urne contient n boules. Onen tire, au
hasard, upe partie 4 non vide. Quelle est la
probabilité pour que A mt un cardinal paar?

32, Unc urne contient b bouvles hlanches et n
boules noires (b = 2 et p = 21 On tire 2 boules,
au  hasard, simultanement. Quellc. et la
probabilité d'un tirage de deux boules blanches,
de deux boules noires, d'nne boule notre et d'une
boule blunche?

13,  Une urpe contient o boules numerotees 1,
2, .onln =3k On tire 3 boules, au hasard,
simultiinément.

1° Quelle est la probabilité que le plus petit des
numéros trés soitégal 4 k (ke 1, 2..0n})?
2 Meéme gquestion pour le plus grand des
numdcroes Hees.

4. On tire 5 cartes; au hasard, d’un Jeu de
32 cartes. Quelle est ka probabilite davoir ;

I" Vas de coeur:

2 un as et un seul;

2 deux as et deux seulement;

4 les qualre as;

5" au moins un as?

35 Uge urne contient 3 boules blanches et 5
boules noires. On en tire 4, au hasard,
simultanément: Quelle est [a probabilité d'averr
k boules hlanches (ke{ 0, 1, 2,3 117

16, 0 personnes disposent chavune d'un jeu de
32 cartes, Chague personne tire une carie au
hasard. Quelle est la probabilité pour que parmi
les cartes tirees il niy en ait pas deux wdentiques?

37,  CQuelle est la probabilité pour que parmin
personnes choisies au hasard il y ail au moins
deun personnes dont Funniversaire ait licu le
méme jour?

M. Duns une urne. & boules portent les
numeras 1, 1 1, 2, 2,3 On tire deux boules, au
hasard, simultanement, Pour tout entier & tel
que 2 = k= 5, determiner la probabilité pour
que la somme des points obtenus suit cgale d k.



351 t1/ Dénombrement

EXERCICES ET PROBLEMES

. Combinnisons avee répétition

Soit E un ensemble de cardinal n. On  appelle
combinaison avee répétition (c.a.r) dordre p de E tout
objet mathématigue formé de p éléements de E pris dans
un ordre quelcongue, chaque élément pouvant &re
répeié jusqu'a p fois. Exemple © [aaabbe], [aaaahb],
[eaaana] sont trois car dordre 6 de Vensemble
{a, b ¢} On designe par I'f le nombre des car.
dardre p de E.

1 Calculer I}, I3, 1 T3

X On suppose écrites toutes les car. d'ordre p de E.
Démontrer qu'un €lément donné g de £ est écrit
P retsia,

f

4% Montrer que le nombre de car, d'ordre p
contenant g d4u moins pne fois est égal au nombre de
car d'ordre p — 1. En déduire :

1 S : :
——1 Lopuis T =00 .

4% Applications : On répartit p boules dans n tiroirs
numerotes 1, 2, .., n, puls on inscrit dans des colonnes
marquees |, 2, ... # le nombre de boules contenues dans
les tiroirs correspondants.

Dénombrer les différentes listes dlentiers qu'on peul
obtenir par ce procédé. (A chague répartition des boules
dans les liroirs, on associera la c.ar. obtenue en répétant
chague numéro de tirair non vide autant de fois qu'il ya
de houles dans le tiroir.)

3¢ Dénombrer Fensemble des s-uplets d'entiers naturels,
solutions de équation xy + x3 + .. + X, = p, bl p esl
un entier naturel donne.

6" On repartit; au hasard, p boules dans i tiroirs, chaque
firoir pouvant recevoir un nombre de boules compris
entee Oet p. Caleuler la probabalité pour que le premier
tiroir contienne k boules (ke {0, 1, 2, ., p ),

E;'i' = P4
“ n f

2 I" Soit n et k deux entiers naturels tels que
| = k= n. Dénombrer les k-uplets d'entiers tels que

lEx, <X, <. <X, S0

2* Montrer que le nombre trouve 4 la question
préa.édcntt. est le nombre des k-uplets d'entiers vérifiant :
Viellh X .okl - w=l et yytyi4 =
[Uulm:r |d[}p|1l.,atiﬂt]

(2605 Xga oo ) (X035 — XX — Xy X — X5 L)
37 Dénombrer les k-uplets veribant ; ¥ie {1, 2.0 k)
snzlelz + 54 ot s mime M)

4 Dénombrer les k-uplets vérilant :¥ied 1, 2, ., k)
bz0etly +i,+ .+ =mimeR)

3® Soit noet k deux entiers naturels. Dénombrer les
k-uplets d'entiers tels que | Sx, <%, < x, <0,

Y Seit met k denxentiers :n=0, k= L
a) Montrer que le nombre des k-uplets d'entiers naturels
(X, X300 %) tels que x, + 2x; 4. 4 kx, =0 est égal
au nombre des k-uplets (1, Fi. -, i) tels gue
¥ =0 22 208ty + 0 + o+ = mCenom-
bre est note abm, kh
{On pourra utiliser application
e O R Il S s e R o

X+ Xy X)

by Montrer que :
st =Ko, alm k)= aln —k K)ol k — 1);
sim=k  alnky=amk—1).

inf ik, ml

E aln — i, ).
d} Caleuler les afm, k) p-nurﬂ ﬁ; n=Metl =<k<1Den
utiisant un procéde analogue a celui wlilisé pour le

triangle de Pascal. Présenter les résultats sous la forme
d'un tableau,

¢) Montrer que : aln, k) =

4. Applications croissanies de f dans M

Soit n et p deux entiers naturels non nuls.
I* Une application f de M, dans M, est une injection
croissante 511 < f(l) < .I"'["} = jip} = n
Demontrer que le nombre d' lIIJELlIUTIE crojssantes de M4
dans M est Cf. (A chague injection croissante [ de M
dans 'N," on associera la partie | fO0L 02N . A p) ) de
Fid e}
2" Soit S une application croissante de M, dans N,
= fil)= f{?]:‘é < fipi=mn A fon associe I1pph—
:ahnn g qui i tout entier k de M, associe I'entier glk) tel
que : glky = f(k) +k — 1

Diémaontrer que g est une injection croissante de N dans
Mn" Jom| B

n deduire que le nombre d'apphications croissantes de
N duns fu, est CF,

5. Sysieme complet d'événements

Soit @ un univers des possibles associé 4 une expérience

aleatoire.

On suppose que les événements elémentaires sont

equiprobables. Pour tout événement 4, on a donc
card A

Pid) =

card IE

1 O appelle systéme complet 8'8vénements toute suite

Ao Ay A, d'évenements qui forment une partition
r

E_ Pid)= 1.

=1

2* Dans une urne conlénant n boules blanches et
n boules noices, on lre h boules simultanement, au
hasard,

a) Caleuler le nombre de tirages possibles en supposant
que les boules soient dillérenciées.

b) Pour tout entier k tel gque 0 < k< n on note 4,
l'evenement @ « le tirage donne Kk boules blunches el
n — k boules noires ». Caleuler 1a probabilite de A,

de . Démonirer que :

¢} Démontrer que Ay, Ay,odz oy A, Toriment un
systéme . complet  d'evéncments. En  déduire que
¥ (Ch
=y

6. Dénombrement des myolotions d'un ensemble Tind
I — Soit A un ensemble fini non vide de cardinal pair :
Card A =2p, peM*.

On note x lensemble des partitions de E formées
de paires déléments de E. Par  exemple, s
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A={abede [ lapartiion fu, b {eel (d ) |est
un clement de 7.
On se propose de déterminer le cardinal de o, que l'on

note ly,.

I Démontter que uy, =1{2p — 1uspos
ey 2p)!

2 En déduire que wy, = E‘?‘F‘ :

1l — Soit f une application mvolulive d'un onsemble E
dans lw-méme : fof = 1d,.
On definitsur £ la relation binaire @R pur ¢

alh siet seulement sl o= h ou fla)=h

1% Démontrer gue M ést une relation d'equivalence,

X Dérerminer le cardinal de la classe d'équivalence d'un
élément ade E. (On distinguera les deux cas | fla) = ael
[l # a)

1% On sait que les classes d'équivalence d'une relation
d'équivalence sur E forment une partition de I'ensemble
E. Les classes de i forment donc une partition de E [aite
de parties 4 un ou denx elements,

Muontrer, réciprogquement, gue la donnge d'une parrition
de E, faites de parties a un ou deux élements. définit une
involution de F.

4" On suppose, dans cette question, que E est find el de
cardinal pair : Card E = 2n, nelfi®.

d) Dénombrer les involutions de £ sans élément
invariant.

by Dénombrer les involutions de £ possédant deux
elements tnvariants,

¢ Dénombrer les involutions de E possédant 2k
elements invaranis (1 = k= n).

) Dénombrer toutes les involutions de E.

3% Om suppose, dans cette question, que £ est fimi et de
cardinal impair : Card £ =2in + 1, nely, _
a) Déemontrer que E posséde un nombre ampair
délements invariants

M) Dépombrer les involutions de E.

7. Prabléme du scrutin

Une yrne électorale contient a bulletins de vote pour un
candidat A <t fbulleting pour le cundidat 5. On
suppose a > b Ona effectud le dépouillement en retirant
les bulletins un par un et en notant aw fur ¢t d mesure le
score de chaque candidat,

1" Montrer que Pon peut représenter chague dépouille-
ment possible par un  {u+ bjuplet od hgurent
a termes A et baermes B En déduire le nombre des
dépouillements possibles.

2 A chaque dépouiflement, on peut associer, dans Je

plan muni d'un repére orthonormal (0, OF. QF), e
chemin aléatoire gy Ay A,y ainsi defin

s Ay =10

» i le premier bulletin tire est pour A (resp. ),
Apdy, =01 (resp. OJ )

» 5i le ficme bulletin tire est pour A (resp. B)
A, A =01 {resp. OJ),

Soit © Tensemble des chiemins aléatoires possibles.
Caleuler Card C.

3* On note A la bissectrice de l'angle (2. On considére
la partition { C,, Cs. Cy | de € ainsi définie

o €, est l'ensemble des cheming passant par 1 et ayant
avec 4 le seul point @ comminn;

o 'y est Fensemble des cherning passant par J ¢t ayant
avee A au moins deux points communs;

e €5 est I'ensemble des chemuns passant par J.

W) Démontrer que Card Cy = Card ¢y,

by Caleuler Card Cy et en déduire Card C,.

4" Quelle est o probabilité pour gu'au cours du
dénouillement le candidat A soit constamment en téte?

K. Denombrement des surjections de A sur #
Soit 4 et B deux ensembles inis non vides de cardinaux
respectifs et p.
On se propose de.dénombrer les applications surjectives
de A sur B.
On note 87 le cardinal cherché,
17 Caleuler les entiers §), ST et 88 pour p>an
Dans tout ce qui sull, On SUPpose [ = M.
2 Soit a un élement de A. Les surjections | de A sur B
sont de deux sortes :
s celles pour Tesquelles la restriction & A~ a | sl une
surjection de A~ [ a ] sur B;
« celles pour lesquelles la restriction @ 4~} a ] est une
surjection de A~ | sur l'ensemble B prive d'un de ses
élements. Deduire de ce constal que :

5:; = P{S}l‘ il = Sﬁ_ |:| 1
3* Caleuler ST pour | sp<betl < p <6, el noter les
resultats dans le tableau ci-dessous,
4" Démontrer, par réCurrénce sur . que ;

i
=Y (1

F=al

n

(B%]

L I S Y

b |

9. Spit G un proupe donl la lon est notee
multiphcativement - (a, b} — ab et ¢ son élément neuatre,
On appelle sous-groupe de G toute parbe H de G
vérifiant les propriétés

o M est non vide!

o le produit de deux eléments quelcongues de H est un
élément de

o e symetrique a ' de tout elément o de H est un
elément de H.

{* Spit H un sous-groupe de . On défimt sur G In
relation binaire 5t par a:fib si, et seulement st a” 'he .
) Démontrer que i est une relation dequivilence.

b} Démontrer que la classe d'égquivalence de a es
I'ensemble noté Cla) des produits ah lorsque b décrit H.
En deduire que H el Cla) sont éguipotents

2* Onsuppose que ke groupe G est find et de cardinal 7.
On note p le cardinal de H ¢t g le pombre de classes
d'equivilence de la relation M. {On rappelle que deux
classes d'equivalence distinetes sont disjointes et gue li
rewnion  de toutes les  classes  diéquivalence esi
I'ensemble G.) Démontrer gue n = py.

Conclure en énongant un théoréme,




STATISTIQUE

| — SERIE STATISTIQUE SIMPLE. RAPPELS

1. POPULATION, ECHANTILLON

Toute étude statistique porte sur une population £ d'objets, de personnes, d'animaux, de
pays, ete. Chaque élement de E est un individu de la population.

Lorsque le nombre d'individus de E est trés élevé, ou lorsqu'on ne peut contacter tous les
individus, ou encore lorsque le releve d effectuer est cotleux ou qu'il occasionne la
destruction des individus, on ne fait porter I'étude que sur un echantillon de la
population E.

Un échantillon n'a evidemment d'interét que s'il est representatif de la population, de
fagon que des conclusions relatives a cet échantillon puissent Gtre généralisées 4 la
population toute entiére.

2. CARACTERE

Pour chague individu d'une populiation, ou d'un cchantillon de population, on reléve la
valeur d'un ou de plusicurs caractéres. Par exemple :

= pour les éléves dune classe, ige, la taille, le poids;

o pour les salariés d'une entreprise, le salaire mensuel brut:

e pour les pays de la C.EE, ou du Comecon, la production annuelle d'acier;

» pour les habitants d'un département, le sexe et le groupe sanguin;

« pour la population active d'un pays, la categorie socio-professionnelle.

Certang de ces caractéres sont qualitatifs @ sexe, groupe sanguin, calégorie socio-
professionnelle. Les autres son! quantitatifs et s'expriment par des nombres reels @ dge,
tiille, poids, salaire, production d'acier.

Un caractére quantitatif X' d'une population E est aussi appelé variable statistique
mumérigue: d'un point de vue mathématique, X est lapplication de E dans [ qui, & tow
mdividu e de E, associe la valeur Xle) du caructére X pour Uindividu e

On dit que les réels X(e) sont les modalités du caractére X : lensemble des modalités de X
est noté X ( ED.

3. SERIE STATISTIQUE SIMPLE

Considerons un caractére numérique X relatil i une population, ou & un echantilion de
population, E

1° Lorsque le cardinal p de 'ensemble X ¢ E des modalités de X est faible, on elasse les
modalites par ordre croissant : X, < X, <. < &, el chaque modalité x, on associe
Feffectif n; de x, c'esl-a-dire le nombre des individus de E pour lesquels le caractére X
prend la valeur x,.
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DEFINITION 1

L’ensemble des couples (x, #)),. estla série statistigue simple associée au caractére XL

Une série statistique simple est aussi appelée statistigue simple. Le qualificatif « simple »
soubigne quelle est definie  partir d'un seul caractere de la population. Une telle série est
presentee sous forme d'un tableau :

Modalites X X X X,

Effectifs iy "y ", & i,

2% Lorsqué le cardinal de 'ensemble X ¢ E des modalités de X est éleve, on recouvre cel
ensemble par des intervalles, oun elasses :

Cr=ftug ok ea=ta &l . 5 =g, .45
ayant en general la méme amplitude, et d chaque classe ¢;on associe 'effectif de ¢, clest-d-
dire le nombre des individus de E pour lesquels le caractére X' prend une valeur
appartenant 4 la classe ¢,
L'ensemble des couples (¢}, 1.+, est une serie statistique simple exprimee en classes,

4. FREQUENCES ET POURCENTAGES

Soit (X, Wiljen,» OW €y My)jep,, uNE serie statistique simple relative a une population

deffectil total n,
"

On appelle fréquence de la modalité x;, ou de Ia classe ¢, le reel f; defini par  f; = a_rJF
P

Toute fréquence f, est un réel de lintervalle [0, 1]: de plus. 3 f,=1.

=1 ~
En pratigque, on préfére souvent utiliser les pourcentages p; obtenus en multiphiant les
frequences f; par 100t p; =100/, 7

La serie (x), n)joy, peut aussi étre presentee sous i forme (3, f)an,s 0 (X5 Pilien,-

5. VALEUR MOYENNE ET ECART-TYPE

L'étude des séries statistiques simples a eté développée dans le cours de Premiére.
Rappelons deux définitions importantes.

Soit X un caractére d'une population d'effectif total n, et soit {x; ;.. la séric
statistique associce 4 X. On appelle valeur moyenne et ¢cari-type du caractére X.oudela

série associée, les réels respectivement notés X et a{X) et définis par :

X =lis
X == n.x {1
" i
17 =
n‘(A’}:\/- Y nle;,— Xy (2)
nGsy

Le réel X, barycentre du systéme (x;, n;);, . represente la valeur moyenne des modalites
de X; Cest un parametre de position.
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Quant 4 I'écart-type a( X ), il exprime le plus ou moins grand éparpillement des modalités
de X autour de leur valeur moyenne X @ ¢'est un paramdétre de dispersion. Le carré de
I'écart-type est appelé variunce de X et noté V(X))

Si on peut caleuler a(X) 4 partir de la formule (2) de défimition, on préfére généralement
utiliser lu formule suivante qui découle de (2) :

“-:r{r.u= \/ (,};. os f) -

Quelle que soit la formule choisie, le caleul de (X)) implique celui de X

Pour caleuler la valeur moyenne el 'éeart-type d'une série statistique exprimée en classes,
on s¢ ramene au cas precédent en convenant de concentrer Ieffectifl de chaque classe ¢, en
son cenlre x . ,

Exemple

A partir d'un releve des prix, exprimés en francs, de 400 robes en vente dans un grand
miagasin, on 4 établi le tableau statistique :

Classes [300, 400 | [400, 5000 | [S00.600[ | [600, 7000 | [700, 800[

Effectifs 25 90 143 L] 50

Pour calculer la valeur moyenne et 'gécart-type de cette série statistique exprimeée en
classes. on se rameéne 4l suivanpte :

Modalités 350 450 330 650 750

Effectifs 25 9 145 9 50

e o T
On en deduit : ]ﬂz: X, = 5625 4[][} Z nyxi =328 250. et par suite :

X = 562,54/ VIX)= 1184375, o{X)= 10883,

Exercices d’application

. Proge i 200§ 25 e, "
1 rocéder 4 200 jets de deux dés e, pour Sotiune déposse

chngue jet, noter le plus grand, X, des points s
amenés et ln valeur absolue, ¥, de ln différence 4 la bunque Looo | 3000 | 5000

des points amenés: On defmit ainst deux senes
stitistiques simples.: Pour chacune d'elles -

i* Caleuler |a valeur moyenne e I'écirt-type.
2* Déterminer le pourcentage des jels pour

Pourcentage
de clients 12 18 25

Somme deposée

lesquels : ;

SEO00 i
a) Xe[X = olx), T X, 4 lu bangue 10000 | 50000 100 00¢
h) 'ﬁ"EH" —al Y} ¥ +al¥]. Pourcentage

de clients 20 15 i34

2. Le service complable d'une bangue donne
la statistique suivante portand sur les sommes X
déposies par ses clients :

Caleuler la valeur moyenne et écurt-typade X.
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X On considére la série statistique suivante,
relative d I répartition de ld populittion active
d'un pays, par dge, cn centaines de milliers de
I?IEI'F-DI]!'II.!‘H,

5. Les résultats d'un test de durée de vie de
40U wbes Nuorescents sont consignes dans le
titbleau ci-dessous.

Durée de vie Nombre de tubes
[20, 2500 [ 25, 300 | [30, 330 | [35,40] | [40, 45[ {en heures) Nuorescents
1 30 40 35 25 [300, 400[ 15
[45,50[ | [50,55[ | [55,60[ | [60, 650 (400, s00[ 46
24 18 12 6 [500, 600[ 54
700 T8
Déterminer la valeur moyenme m et l'ecart- (590, [
type 7 de cette série, 200, 800 0
Déterminer le pourcentage de personnes dont [ [
I'dge appartient 4 Nintervalle [m—a, m+ g]. [800, 900[ 64
4. On considére un échantillon de | O assu-
rés pris parmi ceux qui n'ont eu aucun accident [200, 1000f 45
pendant l'année 1980, Le tableau ci-aprés =
indigue la distribution de ces ussurés suivant les [1 000, 1 100[ 20
tranches diige -
[1 100, 12001 8

Tranchesd®ige
(en-années) | [18.25] | [25.35[ | [35.45[

Effectils 29 270 490

Tranches d'ige
{en années] | [45,55[ | [55.65[ | [65.75]

Effectifs {95 14 2

!

I" Caleuler la moyenne m et 'deart-type o.
2 Determiner le pourcentape des assures dont
Pige appartient 4 lintervalle [m—a, w47l

{® Préciser la série statistique ainsi délinie et
caleuler sa movénne m el son écart-type o

> Estimer le: pourcentage des tubes dont la
duree de vie:

@) mexcede pas 600 heures;

by est superieure ou egale & 800 heures;

¢l est comprise entre 300 et | 000 heures;

d) est comprise entre 680 et 920 heures.

6. Stk one population et X un caractére
numeérique, Démontrer gue 'ceart-type de X est
nul 51, et seulement si, X est constant

I — ETUDE CONJOINTE DE DEUX CARACTERES

Quand on observe un¢ population E, on glintéresse a divers caractéres X, ¥, Z,... des
individus de E que Pon peut étudier séparément en calculant notamment leurs valeurs

moyennes et ecarts-types respectifs.

On peut aussi faire une étude conjointe de deux caractéres X et Y. se demander s'il existe
un lien, une refation, entre X ¢t Y e, dans Vaffirmative, chercher a4 mesurer le degré de

cette relation.
Examinons d'abord gquelques exemples.

* Activité 1

Pays A;ﬁﬂ:‘ﬁte Belgique Danemark France Girége
X 434 123 0.7 2x2 0
b i 331 T3 1.2 36 12,6
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1 —
Pays Irlande Italie Luxembourg Pays-Bas Rn{:;.:rne—
X 0 26,5 4.6 53 13
19 42 1 | 37 14.8

Le tableau ci-dessus donne ponr [es dix pays du Marehé Commun les productions X
d'ocier et 'Y de ciment, exprimées en millions de tonnes, en 1980

1° Dans un repére orthonormal, oni L em représente 2 x 105 tonnes, marquer, pour chaiguie
pivs e, fe point de coordennées (X{e), Yie))

2* De Uexamen de Uensemble des points obtenus peut-on conclure d Uexistence o ‘une
relation entre X et Y

* Activité 2

Mathématiques | 3 | 13| 6 [u]2Twl 7Tzl o]0 0]

Langue vivante 8|6 7l ] 6 (A2 020106 | eIl g | a2

Letablean ci-dessus donne les notes. X demathématigueser Y de langue vivante, sur 20,
obtenues par quinze candidats au baccalouréat C.

I* Dans un repére orthongrmal, marquer pour chague éléve le point de coordonnées (x, y),
ot x et yosont respectivement les notes de mathémartigues et de langue vivante,

29 Peuton conclure d Dexistence d wne relution entre X et Y2

¥ Activité 3

Une enguéte portant sur 100 ménages a
consisteé a relever, pour chagie ménage, le 0 i 3 4 5
nombre X d'enfants et le nombre Y de piéces |y
de Uappartement occupé.

Les résultats sont consignés dans le tableau
ch-contite, R R T [ U
On p lit, par exemple, que 16 ménages ont

2enfants et occupent un appartement de I 3 16 13 4 1
3 piéces. 7

1 L& 4 ! 0 0 f

() 1 3 5 8 4

1" Dans un repére orthonormal porter en abscisses les modalités 0,1, 2, 3.4, 5 de X et en
ordomndes celles 1,2, 3,4 de Y. Représenter tout couple(x,;, i) on x; est une modalité de X
el vy une modalité de Y, par un carré ceniré au point de coordonnées (x;, v et dont 'aire est
proportionnelle au nombre i, des ménages ayant X, enfants et occupant un appartement de
¥ pigces.

(8i ny =0, lecouple (x;, v} n'est pas représenté)

2% Peut-on déduire du graphigue obtenn Uexistence d 'une relation entre X et Y7
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1. SERIE STATISTIQUE DOUBLE

Considérons deux caractéres numérigues X et Y relatifs 4 une méme population E, et tels
quey
|

XCE) ={%px oyt ot YCED =4y Vaiea ¥l

aver Xy <Xy <. <X, B P L= Lsy.

A chague couple (x;, v}, ol x, et ¥, sont respectivement une modalité de X el une
modalité de ¥, associons I'effectif n;, du couple (x;, ). cest-i-dire le nombre des
individus de E pour lesquels les caractéres X el ¥ prennent respectivement les valeurs x;
et .

DEFINITION 2

L’ensemble des triplets (x;. vy, n,) est la sévie stativtigue double associée au couple de
caractéeres (X, 1)

Une serie statistique double est aussi appelée statistigue double, Le qualificatif dowuble
rappelle quelle est associée a denx cardactéres de la population.

oo
Soit n I'effectif total de la population : n= 3% % n,. Comme pour une statistique
S

. o & 4 1
simple, on définit la fréguence [, el le pourcentage p, du couple (x;, v par :
HM- -
e = o el pu= 1001,

La série double (x;, yi, nu) peut alors étre présentée sous la forme (xj, v, fi) ou
(x5 Yoo pj&}*

Présentation en tableaux

Lorsgue le cardinal n de E est faible, on se contente géneralement de donner le refevd
statistigue indiquant pour chagque individu ¢ de E les valeurs x7et i des deux caractéres
etudies X et V. Cl'est ce que 'on a fait dans 'Activite 1 pour les productions d'acier et de
ciment des dix pays dio Marché Commun,

Comme dans I'Activité 2, on peut méme supprimer dans un tel tableau l'indication de
lidentité des individus de E qui n'intervient pas dans 'étude de la relation entre les
caractéres X et ¥. Une telle présentation du
couple (X, Y), individu par individu, est dite

linéaire. o
Xy Xy o Xy S Xp
Lorsque le cardinal de Eest éleve, onutilise [V
plutoét pour décrire le couple (X, ¥) un
] e | My I,

tableau a double entrée qui représente trés
exactement la serie statistique double | . | p, | n,, " s
associge 4 (X, Y), puisquil donne les py 1
triplets (x;, ¥, 1) qui constitucnt cetle :
série.

Vi Mg | Mo T i
A noter que la donnée d'une des deuy
présentations du couple (X, Y), tableau
lineaire ou tableau & double entrée, permet ,

_|.-q "l'l' H:, ”_ur ”?‘l:l

d'¢tablir Nautre.
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Fxemples -

1" Au tableau linéaire de I'Activité 1 correspond un tableau 4 double entrée que Fon
construira,

2* Autableaud double entrée de PActivité 3 correspond la présentation linéaire formé de
6 couples (0,1}, 3 couples (0,2), | couple (0.3). 4 couples (1,1), etc...

Statistiques marginales d‘une statistigue double

Considérons un couple (X, ¥) de caractéres
relatifs 4 une population £ ¢l sa série statistique
double associée (X, Vi Milien, icn, Présentée |y
sous forme de tableau & double entrée.
Lorsqu'on somme les cffectifs ny . nyq. ..oy, de la ¥ro| g |y SO LT 2
colonne x,. on obtient le nombre 42, des

B ; 5 | mppo | Eaa o | s
individus de la population pour lesquels le : =4 s " :
caractére X' prend la valeur x,, c'est-a-dire 2 ; : :
Feffectl de la modalite x,.
¥q fag | My ] P Hy
i [ (S e

En procedant amnsi pour les colonnes x,, ..., x,, on obtient les effectils 4,, .. 4, des
modalités x;, ., x..

De meme, la somme des effectifs nyy, ny . . gy dela ligne yy donne Peffectif gy de la
modalité y,. Les effectils p,, ... g, des modalités y,. ... v, s'ebtiennent parallélement.
Il est donc possible, d partir du tablean de la série statistique double associée A4 (X, Y. de
recnn§1i111cr les series statistiques simples  (x;, Adion, B0 (¥ Mulken, respectivement
associées 4 X et Y.

On dit que (x5 4) et { ¥ ) sont les series marginales de la séric double (x, v, m,).
Quand un couple (X, Y) de caractéres est presente sous la forme d'un tableau a double
entrée, on compléte en général ce tableau par les effectifs des modalités de X etde ¥, Cela
permet notamment de caleuler les valeurs moyennes et les ecarts-types respectifs des
caractéres X et ¥,

REMARQUE : .
Si n est le-cardingl de la population E,ond: n= l S u_“ = L A L

_.lvll: (L | I

2. NUAGE DE POINTS ASSOCIE A (X, 1)

Lorsque le couple (X, Y)est présenté sous la forme lincaire (¢, ¥, v,);.n,. o0 lui associe,
dans le plan muni d'un repére orthogonal, l'ensemble ou nuage, des points M, de
coardonnees (X 1.

Il peut se faire qu'un méme point soil répeéte plusicurs fois; c'est le cas lorsque pour
plusieurs individus les caractéres X et Y prennent respectivement les mémes valeurs. Un
tel point est alors accompagné de Nindication du nombre d'individus qu'il représente, On
peut aussi fe marguer par une tache circulpire ou carree d'antant plus élendue quil est
repéte.

Losque le couple (X, Y) est représenté par sa  serie  statistique dssociée
(Xjs Vi B)jens, en,. On obtient son nuage en marquant tous les points i de
coordonnées (x;, v,) dont Peffectifl ny n'est pas nul, |
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Chacun de ces points est accompagne de I'indication de son effectil ou représente par ung
tache dont I'etendue est propertionnclle a l'effectf.
Barveentre du nuage

Le barycentre G des points M affeciés des coefficients respectifs n; a pour coordonnees,
n désignant la somme de tous les entiers ny, :

g
HG_H Z Z Xy Y=< E E M g Ve

T o =i k=

LA L I L =

Or ;Z 2 =~ Yonlxi==3 Ax;=X,
=1 k=3 M= =1 Ly i

T . 1| & i | 4 o

e - z Z Hp Ve =— E Mo} ¥y == Z my =1
Bj=iik=1 = =i H=q

Il en résulte que le point G a pour coordonnees (X, Y); on dil aussi que ce point est le
buryeentre, ou puint moyven. du nuage.

Ingrtic du nuage par rapport d an point

Soit (M), e nuage de points du couple (X, Y) et soit M un point quelconque de

coordonnées(x, y). [l est légitime d'exprimer l'ecart du point M {x;, ¥;) au point M{x, y}

par le réel positif d, tel que : df ={x; — x)* + (¥, — ¥)°.

A noter que le réel d, n'est pas une distance au sens usuel du terme, dans la mesure o les

unités en abscisses et en ordonnées ne sonl pas, en general de méme nature (par exemple

kg et cm).

On appelle inertie du nuage par rapport au point M, et on note [y, le reel délni par :
o

: L 2 .
= l (x, — x)" +- E (¥ — )= (1)
n | LA l

Lorsque l¢ point M est en G(X, V), barycentre du nuage. la formule (1) donne ;

I

;] s I L .
: Yol — XP+= % (- ¥Y¥, s
n=y ni=

KX )+ W(Y)

501 Iy

Etudions la différence Ty, — I :

o= S e _—
l'.u—fu=; Y, [xy—x) = (x = .'ﬂz]+; o=y — (= Y)]
i=] i=1
I Ll = = l L] = =
= z (X — x)2x. —x — X3+ - E ¥ — w2y, — v —¥)
H=q Ry=1y
=lff—x1(z lx,-—x—-?f)-#-l{?-—yl(z 2_-.',—}-'—?).
n =1 H i=1
[ = e i == e
Or - 2y —x—X=X—x e - 2y —y—Y¥Y=Y—y Dou:
L =S| n =

lg—lg=1{x—XP+(yp— Y2

Ce résultat montre gue pour tout point M distimer de G @ 1y, = I,

Nous retiendrons !

Llinertie du nuage de points d'on couple de caractéres par rapport @ un point M est
minimum lorsque MW oest en G, barvcentre du nuage.
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Activité

Les rvésultats d’une  enguéte : ] — iy o
e 5 X
effectuée en 1982 dans une (4,12 | [12,20[ | [20,28( | [28.36] | [36.44[
grande agglomération, et por- | ¥
tant sur-les eharges locatives Y
de 100 appartements classés | 1241 8 2 0 v 0
suivant J'rrm' :-'a.l'ﬂn' locative X (4,6 | 15 6 0 0
sonl consignds dans le tableau
ci-contre | X er Y sont exprimes [6, 8] 0 4 23 fi {0
en milliers de francs.)
[S.100 | 0 0 6 16 4
[ozp| o 0 0 2 7

1" Calculer la moyenne et l'écart-type de X et de Y. (On rappelle que dans le cas d'une série
statistique simple exprimée en classes, les caleuls demandés se font en concentrant

'effectil de chaque classe en son centre)

2* En procédant comme d Lo question 1°, ¢ 'est-d-dire en concentrant les effectifs des elasses
en leur centre, construire le nuage de points associé au couple | X, Y) et placer le poinr moyen
du nuage. Pest-on conclure d lexistence d 'une relation entre X et Y2

Exercices d'application

7. Pour chagque individu d'une population de
20 personnes on a releve la taille X, en cm, et Ia
masse ¥, en kg On a obtenu les résuliats
sulvanls ;

X 50| L0 | 152 (LBO | LS8
¥ 48 73 54 a7 Al
X i (R W R RO O e
¥ ol 44 T4 65 B85

X 1,837 147 ] 150 (1,72 ] 148

Y 9 58 50 a0 43

X et I O 2 L B2

¥ ’0 70 48 a8 47

{7 Dessiner lé nuage de points associé au couple
(X, Y}, marquer le point moyen du nuage,

2 Peut-on en deduire lexistence dune relation
éntre X et ¥2

9. Le tableau sumivant donne I'évolution enlre
janyvier 1980 et juin 1981 de indice mepsael X
des prix (indice des 295 articles) et de Uindice ¥
des prix alimentaires{base 100 en janvier 1980}

Jany. | Fev. | Mars| Ave, | Mai | Jun
B0 &0 £0 B i 80

X | 100 | 1019 102,7 | 103,6 {1044 | 1049

Y [0 | 1003|1019 1038 | 10451 1049

Juil. | Aopdt | Sept. | Get. | Nov. | Dec.
&l sl 80 [ R0 all uil

f* Déterminer les moyennes et les ecarts-types
es caracléres X =L T,

2 Dessiner le nuage de points associé au couple
{X, ¥)et marquer le point moyen du nuage.

8. Le tableau ci-dessous donne pour les dix
pays de o CEE les productions X de ciment,
en millions de tonnes, et Y d'électricité, en
mitliards de KWh, en 1980 ;

Pays .«‘\I!mpagn-: Bel- | Danec- o A
=7 fEdérnle | moque | mark

X 331 T3 LE | 306 126

¥ | 387 | 536 | 270 | 2432 231

Lusem-| Pays- | Royaume-

Pays| Trlande | Twalie bourp | Bas Uni

X 19 42 I A7 143

¥ 19 185 11 A K 285

A 1053107 (1082 1087 109,11 109.7

Y [106 | 10731083 [109,1 1094 [110,8

Janv. | Fév. | Mars| Avr. | Mai | Juin
81 "1 Bl 8l b £l

X [V LIRS L1299 L136 (1146 1151

¥ OJLELE| 48| 116211172 1186 (1196

Dessiner le nuage de points associes au couple
[X, ¥) et marguer le point moyen,

10, On jette deux dés 100 fois de suite. A
chagque jet, on note le plus petit, X, des points
amenes ¢l la valeur absolue, Y, de la différence
des deux points amenés, Les résultats sont
consipnes  dans le tableaw du haut de la
page 362,

I Dessiner le nuage de points associé au couple
Xy

2 Caleoler X, Y. afX) el ol YL
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> Caleoler les valeurs moyennes et les
X i} variances des caractéres X et Y.
1 2 3 4 3 3] & —
¥ X
0 | 2
0 2 3 4 2 | k! 1
4 f 5 L 5 0 2 3 0 0
2 6& | 6 | 4]6 ] 0]0 3 o1 o |
3 AEREAIENE 4 9 0| o
- 5 5 0 0 0 D 5 1t 0 0
5 T 0 0 0 0 0 ] 15 Y 0
7 9 B 0
11. Oneffectue 100 jets de deux dés. A chague 8 8 4 0
jet on reléve le nombre X des six obtenus et la 9 6 6 0
somme Y des deux points.
Les résultats sont consignes dans le tableaw ci- 10 2 5 0
cantre, T 0 7 0
1" Dessiner le nuage de points associé au couple i 12 ¢ 0 n
(X, Tk

lll = VALEURS CARACTERISTIQUES
D'UN COUPLE DE CARACTERES

1. COVARIANCE

Soit E une population d'effectil n et soit (X, ¥) un couple de caractéres défini par un
tableau linéaire (e, x;, Viien.-
Les valeurs moyennes des caractéres X et Y sont respectivement :

- = ) Al ¢

-’Y == XMe fi=—, Vi

f zl n .-.—lu 4

Pour chaque individu ¢, de la population, le produit (x; — X)(y; — Y) exprime l'écart
algebrique entre le couple (x5 v)) et le couple (X, ¥) des valeurs moyennes de X el Y.

; g0 e = . - S
La moyenne de tous ces ccarts o Y {x — X)(y — ¥),exprime donc I'écart algebrique
Rl

moyen entre les couples (x;, ¥,) et le couple (X, Y).

DEFINITION 3

On appelle covariance d'un couple (X, ¥) de caractéres défini par un tableau linéaire
(€5 X ¥ hier,» Je réel noté cov (X, ¥), tel que:

cov (X, 1) =% ZI {x;, — i'}[y,- - ?’}. (n

=1

Calcul de la covariance

1° En développant la formule (1) ci-dessus, on obtient ;

Y olxyn—
i=1

X = ?xé +

l

Y)

b

coviX, ¥)=

=1
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Soit:  cov (X.Y) = (1 i x‘_r,-) - E(i i _‘.-',-) = ?(1 i x,) + % {nf?}

"I—I. L =

i - BCRS
= T - =YK+ XY,

"E—I

Finalement : cov (X, ¥) = X3 —XY | (2)

= | -
IIH:

Cest cette formule que Fon utilise habituellement pour calculer cov (X, ¥).

2° A partir de la serie statistique double (x;, v, Mihicn, hen,s associee au couple (X, ¥),
on peut reconstituer le tableau lincaire de (X, Y) et appliquer la formule (1), ¢e qui consiste
a diviser par leffectif n de la population, la somme de n,, termes égaux 4

(x; — X}y, — Y) de n, s termes égaux 4 (x, — X)(y: — Y, etc.

On ohtient :

eV (X V== Y Y ma— Xy~ V) (3)

De méme, en appliquant la formule (2), on obtient :

cov (X, H—- Z Z nyx iy — XY (4)
o= k=1 |

On prefére habituellement la formule {4) & la formule (3) pour calculer la covariance d'un
couple (X, Y) presenté sous la forme d'un tableau a4 double entrée.

Exemple ;

Soit @ calculer la covanance du
couple (X, Y)deéfinid PActivite 3 0 i 3 3 4 5
de la page 357, Le couple (X, ¥) | ¥

esl présenté sous la forme d'un
tableau @ double entrée. ! 6| 4 ! o1 oo |1l
Cumpiemns ce ta_h!eau par les 7 N ETEET P 1 o | 30
effectifs des modalités des carae-
téres X et Y et calculons les 3 | 3 16 13 4 | R
valeurs movennes | :

s moyennes X et ¥ 4 4 | 5 g A 21

A1 o | 30 | 23 13

th

— 1
l'=ﬁflﬂxﬂ+l‘9xI+3ﬂx2+23x3+13x4+5x5}=2.25,

F=I_GTJ“] w1+ 302438 %3+ 21 x4) =269

On calcule ensuite la somme des produits ny, x; vy, soit 687,

D'ou la covariance cherchee. par application de la formule (4) :
cov (X, Y= 687 — (225 x 2,69) = 0.82.
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2. COEFFICIENT DE CORRELATION LINEAIRE

* Activité

1° On se propese de montrer que, quels gue solent les éléments {ay, day ., a)) el
{bys by o B} de B®, on a ;

n ] n n
ks ﬂih.-lai /E ai % \/z b (1)
=1 N = =1

@) On suppose d'abord que les véels ay, as, g a, et by ,obs, o by sont positifs. Démontrer
Vindgalitd (1) pour 1 =1, powr =2, puis, par récurrence, pour fout éntier natarel n.
B Déduire de la guescion précédente gue Uindealité (1) est vérifice quels que soient les véels
By By yoy B BF-Dipa Bay o B

2 Noit E wne population d'effectif n et soit (X, Y) un couple de caractéres défini par un
tableau linéaire (e, x;, y)). Onnote X el Y les valeurs moyennes respectivesde X et Y, a{X)
el g\ ¥} leurs ecarts-types respectifs. On rappelle

! ".. —

- Y m=X)P , d¥)=

=

glxX) =

On suppose que les caractéres X et Y ne somt pas constants, ce gui impligue 6{X) > 0 et
cov (X, Y)
ol X)a(Y)

|olX, Y| = 1.

al ¥) = 0. Demonirer que le quotient . motd plX, Y, est tel que :

3° Pour chacun des couples de caractéres suivants, dessiner le nuage de points associé et
calculer Te réel m(X, Y):

a) X 1 L5 21 3.5 4.2 5
b 6.4 6,75 717 8.15 B.64 032
by X; 1 1.5 2 3 4 5
W 5 4 38 3.8 3 2.7 1.9
) X, 2 2.5 3 S - i 5 3.5 5,5
¥ 4 3 435 3 Aih 4.5 5 6
d) X; Z 2 3 5 6 6.3 7
¥ 3 5 z 2 4 (5} 3
Caenclusion

Le fait que le nuage d'un couple (X, Y) de caraciéres soil aplati suivant une direction de
droite, étire; allongé, traduit 'existence d'une relation linéaire entre les caracteéres X et ¥,
C'est cette relation qu'on appelle la corrélation lincaire.

Pour les couples (X, Y) de caracteres etudies ci-dessus, la confrontation de la forme du
nuage et de lavaleur duréel p(X, Y) conduit a l'idée suivante : plus le nuage est allonge,
plus le réel  ptX, ¥) est voisin de | o de — 1, ces valeurs étant alteintes lorsque les
points sont alignes.
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A Tinverse plus le nuage est arrondi, plus le réel p(X, ¥) est voisin de zéro.

MNous admeltrons que ce constat est général,

On peut en donner Pexplication suivante :

La covariance d'un couple (X, Y de caractéres est un élément numérique qui dépend de
trois facteurs ; la dispersion de chaque caractére autour de sa valeur moyenne et une
correlation entre X et ¥,

En divisant cov (X, ¥) par le produit (X jo( ¥}, produil qui exprime la dispersion de X
et de Y, tout se passe comme si on éliminait les facteurs dispersion pour ne conserver gue
le facteur corrélation,

Il est intéressant de faire le rapprochement avee le praduil scalaire de deux vecteurs. Pour
deux vecteurs i ¢t v non nuls, le produit scalaire n . ¢ dépend de (rois facteurs : les
normes des deux vecteurs et Teur angle f.

En divisant @.r¢ par le produit des normes de 1 et ¢, on ne conserve que le facteur
.0
lall < el
A noter que le coeflicient (X, ¥ ) mesure une corrélation particuliére entre X et ¥ : le plus
ou moins grand aplatissement rectiligne du nuage de points associe au couple (X. Y).
Celte correlation, dile linéaire, n'est pas la seule gui puisse exister entre X et V. Par
exemple, siles points du nuage sont situés sur une parabole d’équation y = ax?, ilexiste
une correlation entre X et Y, parfaite, mais qui ne se traduit pas par la valeur 1 ou — 1 du

coefficient p(X, Y).

angulaire : = cos fl,

DEFINITION 4

On appelle covfficient de corrélation lindaire d'un couple (X, Y ) de caractires et on note
X, V) le nombre réel défini par ¢
coy (X, ¥)

P e A
P = 0a(Y)

On a etabli, dans I'Activité de la page 364, que le coefficient de corrélation linéaire d'un
couple (X, Y) de caractéres appartient a lintervalle [— 1, 1]. On démontre, et nous
I'admettrons qu'il est égal a 1 ou a — 1 si, et seulement si, les points du nuage de (X, )
sont alignés, c'est-d-dire si, et seulement si, la corrélation linéaire entre X ¢t Y est parfaite.

'

Calcul de p(X, ¥)

Pour obtenir le coefficient de corrélation linéaire de deux caractéres X, Y, 1l convient de
caleuler successivement X, Y, alX'), a{¥), cov (X, Y).

Exemples :

1° Les tailles x, en centimétres et les masses y; en kilogrammes de douze étudiants du sexe
masculin sont données par le tableau :

¥, ] 175 | 160 | 182 [ 154 | 6/ | 175 | 185 | 165 [ 158 | 164 | 162 | 170
w | 12 66| 85| so| 63| sol 78] e8] 52| e8] s8] 70
Ona:
12 12

¥2 2 12
x=2017, ¥ x?=340033, Y =810, Y y/=5593, Y x;3,=137165.
i=1

=1 =1 i=1 =1

1 en résulie:

X = 16808, ¥ = 6750, a(X)=09.23, a Y} = 10,24, cov (X, Y) =850

Parsuite : p{X, Y) = 090, Lacorrélation linéaire entre |a taille et le poids est trés forte.
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' [2.6[ [ [6, 100 [[10,14] |[14, 18] i 4 ] 12 L6
Vi Vi
I [4.8] 12 25 10 0 1 6 12 23 10 0 47
[BAZ[ by 38 36 1 143 B 38 36 1 83
12,16 0 6 14 2 14 0 6 | 14 2 22
20 oY ol 3

2" Les notes x; sur 20, a I'épreuve de mathématiques d'un concours, et y, 4 l'épreuve
d'histoire-géographie. sont données par le tableau I

Concentrons U'effectil de chaque classe en son centre el bordons le tableau I1 ainsi obtenu
par les modalités de X et de Y.

Ona:
X =921, Y=934 gX)=287. o(Y)=262 cov(X, Y)=2093

Dot :  p(X, Y= 030
La corrélation linéaire entre la note de mathématiques et celle d'histoire-géographie est
faible.

@ Exercices d'application

12. Calewler les coefficients de corrélation | 13, Caledler le coefficient de corrélation de la
lineaire des couples (X, ¥) definis aux exerci- | statistique double defini dans exemple de la
ces 8, 10 et 11, page JoJ.

Pour chague couple (X, Y) indiquer si la

corrélution linéaire entre lés deux caractéres est

faible ou élevée.

IV — AJUSTEMENT LINEAIRE

“ Activité préliminaire

Lors d 'une visite médicale, les éléves d 'une classe de CM2

ont E1E mesurds el pesés. Lewrs tailles X, en centimétres, ef 4 gl % 5
fenrs masses Y, en kilogrammes, sont consignds dans le 152 | 46 142 | 38
tableau ci-contre. 154 | 51 || 135 | 36

135 A0 130 28
A — Dans un repére orthogonal, on porte en abscisses les 133 i3 155 49
tailles x, (graduer a partir de 130, en prenant 0,5 cm pour tij i‘: EJ —:’i
I em e tuille), et en ordonnée les musses (graduer d partir }13 39 15; <0
de 28, en prenant 0.5 cm powr 1 kgl i4q | 45 || 153 | 44

e Ut = S e : 130 | a1 || 138 | 28
1" Dessiner le nuage de points du couple (X, Y) 149 | 51 122 | 1

Déterminer le barveentre G du nuage, 148 47 137 14

29 Parmi tontes les droites passant par G, tracer celle, A, qui vous parait passer « e plus prés
possible de tous les points du nuage »,

Une équation de A est de la forme v =ax + b, Evaluer a et b,

Quel intérér prisente la droite A7
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B — Refaire le tableau initial en ordonnant les couples (x;, v suivant les valeurs eroissantes
de x, et partager 'ensemble des couples en deux parties de méme effectif (il v avait yn
nombre fmpair de couples 'un des groupes contiendrait un couple de plus que autre).
Déterminer les barycentres G et G, des deux nugges de points corvespondont d chacun des
detx groupes.

Tracer la droite (G, G,) et déterminer son équation. Démontrer qu'elle passe par le
barycentre G du nuage.

1. AJUSTEMENT LINEAIRE

Lorsque le nuage de points associe a4 un couple (X, Y) de caracléres est bien allonge
suivant une direction de droite. il est légitime de chercher d exprimer Y comime fonction
affinede X : Y =ax4 b, ou X comme fonction affinede ¥ : X =a¥ + fi

On appelle ajustement lindéaire toute méthode de détermination de telles fonctions affines,
o, ce qui revient au méme, toute meéthode de détermination d'une droite qui, sans passer
par tous les points du nuage de (X, V), puisque ceux-ci sont en géneral non alignes, passe
« |e plus prés possible » des points.

Nous avons présenté dans Uactivite préliminaire deux méthodes d’ajustement linéaire : la
meéthode dite & main levée dans la partie 4 et la methode de Mayer dans la partie B.
Nous allons en exposer une autre dont le meérite est de préciser le sens de la formulation
« le plus prés possible ».

2. METHODE DES MOINDRES CARRES

Droite de régression de ¥V en X

- iy

Considérons le nuage de puints
(M };.n, associe a un couple
(X, ¥) de caractéres, Les coor- %
données de M, sont (x;, y). On i
suppose que le caractére X n'est !

pas constant, ¢'est-i-dire que tous H
les points M, ne sont pas alignés
sur une méme paralléle a laxe des

ordonnees y.

Soit 0 une droite non paralléle 4 2=
Oy. d'equation y=iax +h
(Mgure 1),

A toul point M, associons son -
projete A; sur D parallelement a x 0 x
Oy; le point A; a pour coordon-
nées (x;, ax; + b). 1l en résulte ; ¥

M(x;, ¥

Al ax;+ 8)

A:-J"-'f,3 =1 —aN;— B2 = b? — 2b{y; — ax)) + (3 — ax)),

et par suite :
2
)

Y AM;
=1

i

La somme des carrés Y, AM
i=1

= nh* — 2b :}Z (v — ax)+ E (v — ax;)t.

i=1 i=1

dépend des réels a et b; notons-la ola, b).
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Probléme -

Pewt-on déterminer les réels a et b de maniére que ola, b) soit minimal?

Pour déterminer ¢e minimum, nous allons procéder en deux étapes.

a) Supposons, dans un premier temps, que le reel a soit fixé et que seul b varie; gla, b)est
alors une fonction trinéme du second degré de la variable &, qui est minimale pour ;

] ]
b, =~ E: (yi = ax),
n=
cest-d-dire, X et Y désignant respectivement les valeurs moyennes de X et ¥, pour ;
hy=Y —aX.
Cette valeur minimale est :

ola, b) =Y (y—ax;— Y +aX)
i=1

E [{ys — ¥)— dlx; — fﬂl
i=1

=y (=XP=2a ¥ (5= XNp=N+ Y (n—YA
1 i=1

il 1=

#) Dans un deuxiéme temps. cherchons, lorsque a varie, le minimum de ¢la, b,).

" —
Lercel 3} (x;— X)* est positif. 8l était nul on aurait, pour tout entier i appartenant
qafie —
af, x,— X =0 soit, x;,=X. Les points M, seraient alors alignes sur la droite
d’equation x = X, parallele i I'axe des ordonnées, ee qui est contraire d ['hypothése de
départ,

llenrésulte ) (x; — X)P=0: gla, b,)est donc une fonction trindme du second degre

de la variable a, qui est minimale pour :

(x; — f}“’: = ?}
1

ly.= = m = .
E (X — X}}
=1
c'est-d-dire, en utilisant 14 covariance du couple (X, Y) et la variance de X, pour :
PO cov (X, ¥)
T v

Désignons par by la valeur de b, correspondant a a = ag ¢

bg =l = ¥ —ag X,

et verifions que gfa, b) est minimum pour le couple (a,. by).

Quel que soit le couple (g, b), on & :
{P{{L h} = 1?7{{1. bﬂ} ct q?'[l:‘, bﬂj = ':P{un1 bﬂ!,
dot o wfa, b) = olag. by,

On peut préciser ce resultat en remarquant que, si (a. b) # (aq, by).  alors
ala, b) = plag, by).  En effet supposons  (u, b) # (ag, by).

o Si a=uay; etduncsi b=by ona: wla b)) =plas bl = plag, ba)

o Si a#ay ona: gl b) =l b) > ela by

Il en resulte que le couple (ay, by) pour lequel @la, b) est minimum est unigue.
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Conclusion
B S = =
La droite © d'equation y=ax+h, ol a= ﬂ'l—jﬁ-}——} el =Y —aX, cstla

droite pour laquelle la somme des carrées ) AM,;” est minimale.
i=1
O dit que Ty est la droite de régression de Y oen X,

L'egalité Y =aX + b montre que ‘1) passe par le point G de coordonnees {JL’ ¥,
barycentre du nuage.

REMARQUES ;

I* Sil'on convient qu'une droite passe le plus prés possible des points du nuage lorsque . 3 A, M,=

e ] ¥ a H ¥ i AL, T 5 =1
est minimal, la droite de régression de ¥ oen X réalise "ajustement linégire aux pomts du nuage.
2" Lorsque les poinis du nuage sont alignés sur une droite 43 non paraliéle a Paxe des ordonndes,
e 3
1) est la droite de régression de ¥ en X puisque. pour 1), la somme 3, A, M, est nulle et donc

T =1
minimale,

Draite de régression de X en ¥ Figure 2
Activité

Considérans le nuage de points
(M )ien, associé d un couple
(X, Y)de caracteres. Les coor-
données de M, sont (x, v;). On
suppose gue le caractére Y n'est
pas constant, ¢'est-d-dire que
les points M, ne sont pas s
alignés sur une méme paralléle a
l'axe des abscisses Ox.

Soit A une droite non paralléle i
Ox, d'equation x=ay+fI
(figure 2). 3 -

A tout point M, associons son e eE
projeté B, sur A parallélement d 2
Ox. %
# - L] W =
17 Démontrer que E BM,  =np =20 % (x;—ay)+ X (x; —aw)
P=1 =1 i=t
]
2° On pose Wiz, fl= 3 B ,Mfi, Démontrer que iz, ) est minimal pour :
i=1
cov (X, 1) = —
=————— gl fi=X —al.
ViY) ;
Canclusion
. y ' , ov (X, Y) = s
La droite A déquation. x =g+ f, ou a =%- o f=X—u¥, el

il ————
droite pour laquelle la somme des carrés Y B.M ,-2 est mintmale,
=1
Omn dit que £ A est la droite de eépression de X en V.

L'égalitt X =a¥ + f montre que A passe par le point G de coordonnées (X, Y,
baryeentre du nuage.
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Propriétés des draites de régression

I* Les deux droiles de régression 9 et A passent par le baryeenire G du nuage de (X, Y).
a) Si cov (X, ¥)=0, les droites D et A4 ont pour équations respectives y=Y et
x = X (figure 3).
By S5i cov (X, YI#£0 les coellicients direcleurs respectifs de 9 et A4 somt
respectivement :

_cov (X, V)

FiX)
' A
@ 2 cov(X, ¥Y)

Comme les variances V(X) et V(Y) sont des réels stedctement positifs (les caractéres X
ct ¥ ont été supposes non constants), les reels a et — ont méme signe : celui de cov (X, Y).
%

Le signe de cov (X, ¥) donne done une indication sur la position des droites D et 4
{figures 4 et 3),

-“1* v
? G 1) —r e e l i
I
I
|
|
v lo X x |0/ Vi x x
¥ cov (X, ¥)=0 ¥ cov (X, =0 ¥ cov (X, ¥) <0
Figwre 3 Firure 4 Figure §

2* Rappelons que le coefficient de corrélation linéaire du couple (X, ¥) est defini par:

X, Y)= %‘w ol o{X)= \fl’[_}i} ot olY)= JW
&
cov? (X, Y)

L'égalité ax = donne alors ax = p*(X, Y)

VXYY
Comme p(X, Y). a et 2 ont le méme signe, il en résulte :

X, V)= a\/ﬂ, olt &=Sgn @ =75gna

: . b - 1" Giwa
3" Lorsque les droites de régression D et 4 sont confondues.ona; a=-, dod ax = |
3 o

et, par suite, |olX, ¥)l=1 ou p(X, Y)e{—1.1}L
Dans ce cas, les points du nuage associé au couple (X, ¥) sont alignes ; la correlation
hinéaire entre X et ¥ est parfaite.
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Reciproguement, si les points du nuage sont alignes, les deux droites de régression sont
confondues avee la droite sur laquelle sont situgs tous les poinls du nuage.

: ; ; ; |
Lorsque langle des droites @ et 4 est faible, les coefficients directeurs a et — sont peu
C:

différents et le produit ez est voisin de 1, tout eén étant inféricur a 1. Le coeflicient de
correlation linéaire p( X, Y)est alors voisinde 1 pude — 1 : il existe une forte correlation
linéaire entre X et Y. )

Reciprogquement, si p( X, ¥) est voisin de 1 ou de — 1, le produit az est voisin de 1 ¢t les

; 1 s . : :
réels a et = sont peu différents : Fangle des droites @ et A est faible.

Langle des droites 1) el 4 est maximal lorsque D et 4 sont orthogonales. Cela ne peul se
produire que si cov (X, ¥) =0, clest-ddire 51 p(X, Y)=10  Dans ce cas, la
carrélation linéaire entre X et ¥ est inexistante.

Resumons ;

Soit (X, Y) un couple de caraciéres non constants.
Les droites D et A de régression de ¥ en X et de X en ¥ ont pour équations respectives :

cov (X, V)

N: y=ax+5h, ou ﬂz—p{x} et =Y —aX,
: cov (X, V) :

A E=wrd B, =-subdh o =X —aV.

A: x=egp 4+, o0 = oY) et g x

Les droites 9) et A passent par le barycentre G{E, ¥) du nuage associé 4 (X, ¥)
Le coefficient de corvélation lindaire du couple (X, ¥) est tel que :

mX, Yy=¢ Vfa, ol £ = sgn @ = sgn a.
L'angle des droites D et A4 exprime le degré de corrélarion lindaire entre X et Y.
: ey n gl
Si 'angle est petit, la corrélation est forte; si I'angle est grand (vmsm de E) la corrélation

est Taible.

F

Exercices résolus

I — Le tablean ci-dessous donne, pour 15 salariés interrogéds au cours d'une enquéte, le
revenu X au cours de l'année 1982 et ['épargne Y correspondante, X et Y sont exprimés en
milliers de franes :

x |48 |43 |86 | 72|48 |58 |1a4| 62|96 | 8|72 77 | 43| s | 120

wl sl ol s] 2zl 7] zalwlelwls{ul s| s 2

17 Représenter graphiguement le nuage de points associé au couple (X, Y).

2 Déterminer les droites de régressionde Y en X et de X en Y et construire ces droiles sur le
graphique de la question 1°.

32 Calgwler le covfficient de corrélation linéaive de couple (X, Y1

I* Le nuage du couple (X, Y) est représente sur le graphique ci-dessous. Sur l'axe des
abscisses, | em représente 10 x 107 franes, et on a gradué 4 partir de 4 x 10° sur l'axe des
ordonnées, | cm représente 2 x 107 francs.
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2 Caleuls intermeédiaires.

I5 15

X = 1085 ; Y xt=90287:
r]__5l ';l

g = 155 Yy = 2257
=1 i=]
15

x;y = 13695,
=1

[l en résulte :

" 1 13 ] 18 -
X =— 272330 - PN = — P — X? 278750
: L5 1‘=l—h‘ i s 1524 A
= | k] 1 15 F=
A e O WSS 1033 ; VY === 42— ¥324376;
3 f 15
I 15 o N
cov (X, ﬂ:E x 0 — XY = 16543,
=]
Figure 6
X
150

o 50 100
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Equation de la droite de régression de Voen X :
cov(X, ¥ == -
y=ax4+b, on a= VET]} =021 et h=Y —aX = — 43806,

sait »=021x — 4,36.

Equation de la droite de régression de X en ¥ :
cov (X, ¥) —
x=ay+f ob = —{—_—! =372 et =X —a¥ =3318
ViY)
Soit : x =379y + 33,18
2" Le coefficient de corrélation lindaire du couple (X, ¥) est donné par :

X, ¥l=¢& \fﬁ. ol &=5gn = sgna
s0it ; plX, ¥)= (LB9,

11 — A oral d'un concours, devx exominag-

teurs A et B s'entretiennent avee chague X A L
candidat et. a la [m de Uentretien, donnent, y 21 3] 438
Sans se concerter, une note prise parmi
Uensemble {0, 1, 2, 3, 4, 5 . On désigne par X { | v 1) R il N T o 8
la nate de A et par Y celle de B, La série
statistigue dowble associde au couple (X, Yyest I o AR e e W A Lo
dannée par le tablean ci-contre. 2 o | alslzl sl alar
Construire e nuage de points et les deux :
draites de pégression; caleuler le coefficient de 3 B2 a3 3| & |23
corrélation linéaire, 1
4 i gl 2| 6| & 3 |16
3 0 gl a1 2 L[ 2 ]
S 32|13 8

Complétons le tableau du couple
(X, Y1 en indiquant les cffectifs
des modalités de X et de V.

Caleuls intermédiaires :

X =25 ; ¥ =25
ViX)=155 ; ¥V(Y)=1
cov (X, Y)=087.
Fquation de la droite de régression
de Yen X

y = 0,56x + 108.
Equation de la droite de régression
de Xen b :

= ﬂ,fl-‘l_]r’ + (1,95,

Coelficient de corrélation - o =
linégire : 0 X
gl X, ¥) = 0,60 Figare 7
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3. APPLICATION AUX CHRONIQUES

Lorsqu'on reléve tous les jours a heure fixe, 14 heures par cxemple, la températurcen un
endroit denne, 'ensemble des observations (dates, températures) constitue une série
chromologique ou chronigue.

Plus généralement, lorsqu'un caractére varie dans le temps, l'ensemble des couples
(date. valeur du caractére a cette date) constitue une série chronologigue,

Le caractére peut aussi dépendre de la date et de la durée d'un intervalle de temps, Clest le
cas, par exemple, de la produetion annuelle d'acier de la France.

On peut associer & une chronigue un nuage de points et procéder d un ajustement linéaire
du caractere X en fonction du temps T. (IDans le cas d'une série chronologique la droite de
regression de X en T s'appelle le Trend.)

Activite 1

Le tablean suivant donne le pourcentage X de familles frangaises possédant une automobile
i 1°° janvier de 'année considérée :

1571 1972 1973 1974 1575 1976 1577 1974 1979 [9R0)

40,5 4 47,3 30 325 54 55 38 aR ob.3

Prenons comme originge des temps e 17 fanvier 1970, et comme unité de temps une qinde;
cela revient d donner la date | au 17 janvier 1971, la date 2 au 15 janvier 1972, ere. On
abtient le tablean

Anneée 1970 [ 1972 1973 | 1974 | 1975 | 1976 | 1977 | 1978 | 1979 | 1980
Date T I 2 3 4 5 3 7 # 4 10
Pourcentage X AR5 | 44 |45 50 | 525 M 56 58 57 | 605

1" Construire le nuage de points du couple (T. X) de caractéres et déterminer la droite de
regression de X en T,

T | n"e’miun'mr}sv poursuit de la méme maniére, évaluer le powrcentage en 1985 e
l'année a parrir de laquelle plus de 75 % des familles posséderont une automobile.
Activité 2

1Y On a relevé le chiffre d'affaires hors taxes. en milliers de francs, d wne entreprise de
hemneterie au cours des it derniéres anngées ©

I 1974 1975 1976 1977 1478 1979 1980 1981

¥ & 40K} 1750 84950 9700 10250 1 20040 | 3400 17700

Tracer sur une feuille de papier millimetré 'évolution du chiffre d ‘affaires en foncrion du
temps |.

Determiner par la méthode des moindres carrés une droite d ajustement,

Quel chiffre d'affaires peut-on prévoir pour 19827 pour 19857

2 Un salon a lien tous les ans an mols de féveler, Les chiffres d affaires hors faxes, ¢n
millivrs de franes enregistees par Uentreprise lors de ces salons ant 6t

! 1974 1975 1976 a7 1978 1979 1950} 1981

X 167 232 243 253 286 254 274 313
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Diéterminer par la méthode des maindres carrés une droite d ajustement.

Ouel chiffre d'affaires peut-on prévoir pour 19827 pour 19857

A" Représenter sur une fewille de papier millimétré le chiffre d affaires global en fonction du
chiffre d'affaires du salon, ¢'est-d-dire ['ensemble des couples (x, 1)

Déterminer une droite d'ajustement de y on x,

Sachant gu'une année le chiffre d'affaires du salon a été de 382 < 100 F, quel chiffre
d ‘affuires global peut-on prévoir pour cette année?

4. EXEMPLES D'AJUSTEMENTS NON LINEAIRES

* Activité 3 ;: Ajustement exponentiel

On se propose d étudier evolution de la production annuelle d 'élecericitd en France de 1950
a 1981, d partiv du tableau 1 :

Annee 1950 | 1960 | 1970 19?5119?{1 1977 | 1978 ] 1979 | 1980 | 1981

Production d'&lec- _
tricite en milliards | 33,2 | 722 | 1407 | 1785 | 1948 12025 | 217.2 | 231 | 2458 | 264
de k'Wh

I* Onaffecte d 'annge 1950 l¢ rang 0, et i anndes 1960, 1970, 1975, 1976, .. les rangs
respectifs 10, 20, 23, 26, ...

Dessiner le nuage de points de la chronigue (t,, x,), o t, est le rang d'une année et x, la
production d'électvicite pendant cette année [en milliards de KWh ).

Est-il légitime de considérer que x; est une fomction affine de .2

22 Compléter le tableau 1 par la ligne g x; des logavithmes décimanx des réels x;, arrondis d
10° 2 pres. Dessiner les points de coordonndes (t;; g x;). Que constate-t-on?

3% Déterminer la droite de régression de lg x; en 1.

En déduire  x; 2= 354 » 1,07,

4% Prévoir la production d'électricité en 1990, en 2000. ’

Remarque : Quand on dessine les points de coordonnées (1, x;) sur du papier semi-
logarithmigue. on constiate qu’ils sont presque aligneés,

La propriété mise en évidence a la question 2° apparait alors sans qu'il soit besoin de
calculer les nombres lg x:.

* Activité 4 ;: Ajustement par une fonction puissance

Soient les séries statistigues :

MNombre d'enseignants Deépenses publiques
en 1967 afférentes a l'enseignement
{en milliers) (en milhons de dollars)
Afrique 6925 2170
Amerique du Nord 2794 49 940
Amérique Lating 1920 4000
Asic 5464 94 700
Europe ¢t UR.S.S. 6163 52110
Oceanie 154 1 400}
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I® Compléter le tableau suivant :

x ¥ r=Ilgx s=lgy
n25 2170

2794 49940

1 920 4000

5469 9470

6163 52110
174 1 400

2" Représenter les points de coordonnées (r, §) sur papier millimétré.

3% Déterminer par la méthode des moindres carrés Uéquarion de la droite d ‘ajustement
linéaire des points de coordonnées (v 5\, ou droite de régression de s en r.

4° En déduire a et b tels gue y = ax® (logarithmes arrondis 4 0,000 5 prés).

@ Exercices d’application

14. Le tablean ci-dessous donne, pour dix
menages interroges au cours d'une enquéle, le
revenu X au cours de [annés 1962 el
I'épargne ¥ correspondante (en milliers de
francs) :

Xl?ﬁ 80 45 60 123 65 105 70 70 130

vI1312 0 4 16 8 12 4 8 24

I® Faire le nuage de points du couple (X, Vet
marguer le point moyen du nuage.

2* Calenler le coeffrcient de corrélation linéaire
du couple (X, ¥}

3% Faire un ajustement linéaire de ¥ (epargne)
en X (revenu),

15, On considére la série statistique double

x| 20 27 41 34 55 62 55 62

v 212 190 179 179 157 168 135 113

1% Dessiner le nouge de points et déterminer lg
point moven du nuage.

2 Déterminer les droites de régression dey enx
el dex en y,

3* Calculer le coefficient de corrélation linéaire
de la séric,

16, On considére les notes x; de mathemati-
ques (sur 60) ¢ty de langue (sur 40) obtenues
par douse candidals 4 un concours :

X | 14 20 24 25 28 32 36 43 49 53 57 57

(Draprés E5-CAE-1973)

17. Les statistiques d'une compagnie d’assu-
rances pour l'exercice 1979 ont permis d'etablir
le tableau ci-dessous dans lequal :

X désigne la variable statistique indigquant le
nombre x; d'accidents enregisirés sur le dossier
d'un client:

Y désipne la variable statistique indiquant fe
nombre y, de véhicules assurés simultanément
par ce client;

les autres nombres du tableau représentent les
frequences [ | de clients ayant e¢u & la fois x,
accidents déclarés en 1979 et ¥y vehicules assures
simultanément pendant cette annee,

w9 7 8 11101312 16 2421 17 18

1% Dessiner le nuage de points et marquer lg
barvcenlre du nuage.

> Déterminer les droites de régression,

3% Caleuler le coelficient de corrélation linéaire
de Ta sére double (x;, 1)

¥

0,3 0.09 |0,075( 0,02 | 00025
02725 003 0025 0,02 [0.007 5
(0,087 5] 0,02 |0,015] DU {0005

L [l =

1* Déterminer la valeur moyenne et la vanance
de chacune des deux variables statistiques X

et Y.
2 Calculer la covariance du couple (X, ¥) et

son coefficient de corrélation.
3° Déterminer la droite de regression de X

en Y.
I8. La série statistique double suivante :
Jrl 0 15 20 25 40 50 60 80

Y IEHU 4240 525 380 905 1030 1380 1650

donne le coat ¥ d'une activité en fonction de Ta
production X' (en unites).

Calenler le coeflicient de corrélation lingaire et
déterminer la droite de régression de Y en X.
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19, On considéere la série statistique double
sulvante ;

_t_.| 43 45 47 53 55 57 61 65 67

i | 163 169 175 169 184 178 193 181 187

{* Dessiner le nuage de points.

2% Ditermuner el construire les deux droites de
TEETE4SI0N,

3" Calculer le coefficient de corrélation lingaire,

"-f':}.lll. Un releve statistique des tailles X en cm

el des masses ¥ en kg d'un échantillon de
100 collegiens a permis de construire le tableau
suivant ;

[40.45 |[45. SO [50. 550 |[55, 6O

2 Determiner les- droites de régression de' ¥ en
X et de X en ¥,

F* Calculer le coefficient de corrélation linéaire
du couple (X, Y).

21. Dans une competition, deux arbitres A
et B classent dix candidats par ordre de
preférence

Candidats

b O = ) ST [ T

Classement de A & (3] 9 | 4

Classement de B A 7 34IF 2

Candidats e: | &5 |iea | es | Bin

[
o

[165, 1TOL 0 14

I* Determiner la valeur movenne et la variance
de chacun des caractéres X et Y.

X Classement de 4 1% [0 S o O]
(150, 155] I8 ] 2 0 Classement de B 1 G (9] 8
[155, 160 3 L& 5 1 z A

1% Dessiner le nuape de points,
[160, 1&5[ 0 5 11 5 2" Determiner les droites de régression de ¥

(rang donng par larbitre B)en X (rang donné
par Aj et de X en Y.

F* Caleuler le coeflicient de corrélation lincaire
du couple (X, ¥).

Cruel jugement peut-on porter sur 12 gualite de
I'accord des arbitres 4 ot B7




378 - 12/ Statistique

EXERCICES ET

I " Onconsidere lessultes (x tel{p ) ot D= nss,
définies par le tablean ci-dessous |

i T oo b

By A s

Wl E RS 2 X 6 0

5 5 3
Calculer les nombres ¥ %, ¥ ¥, Y %, X Vi
i n=0 1= n=0 W=
3 x.¥,. ainsi que les variances des suites [x,}et (¥,

f-iui* Pon interprétera comme des series stalistigues,

En déduire les coefficients a, b, 2 ¢t 0 des droites de
regression d'équations y=ax+ 5 et x=ay+ I de
W rapport i X et de oy par rapport 4y,

On donnera tous les nombres précédents sous forme
rationnelle irreductible et sous [orme décimale appro-
chée & 1077 pres.

En déduire une valeur approchée a 1077 prés du
cocthcient de correlation o

27 Om désigne par p un enticr naturel non nul. Pour tout
entier naturel o strictement mfericur & p, on pose

n=hr—h4ﬂ.n=§W+ﬂ-W1

o= =1 p=1 Pl
Calculerlesnombres ¥ x. ¥ w. ¥ x3 3} ¥
P =10 n=1 a={l =11
el 5 X
=1

Exphiciter le cas particulier. o p est un entier natarel
pair, de la forme p=2q.
3% On suppose encire gue p =2y On nole

v= a4+ b, Pequation dela droite de regression de ¢
par rapport -4 x. Déterminer les limites de a, ¢t b,

lorsque g tend vers + oo, Preciser sio g, atteint sa linnte
par valeurs supérieures ou inférieures.
(HEC — 1975 — Extraits)

PROBLEMES

1. Etode de Tevolution du stock d'une entreprise
commerciale,

Annge ¢ |[1875 | 1576 | 1577 | 1578 | 1979 | 1880

Reng de I'annag 7 | 2 3 4 5 B

Nombre d'#rticles an
slock a, IEIM 7200 8700 (10400 | 1260015000

" Représenter, sur pamer semi-logarithmigue, le puage
des points M le 0,
2% Afin de verifier la validite doun ajustement linedire de
ce nudpe, calenler le coellicient de correlation lineaire
entref et g (7 (les logarithmes decimaux seront arrondis
au plus proche o (K0 1 pres; les caleuls seront presentes
souts [orme de tubleau et en dehors des vileurs de ¢ et de
17, tous les nombres de ce tableaun seront arrondis au plus
proche & 0,0001 preés),
2 Determiner, par i méthode des moindres carres,
Fequation dela drotte ajusiant les valeurs de fg (i celles
de 1
En dédwire, sous la forme 0 = k', Pajustement des
vileurs de @ & celles de f (¢ sera arrondi au plus proche i
0001 pres et k@ une unité pres),

(ES.CAE —1981]

L .1:] Dans une bungue on procéde d une étude statistique

sur un echantillon £ de 1 000 clients. Pour chacun des
clients, on a releve dune part une estimation du revenu
mensuel, el duntre part 1 valeur du solde moyen du
compte courant,

Les variables statistugues o revenu d'un client » et
w solde moyen du compre courant dun client » sont
respectivement noteés X et Y1

On donne ci-dessous le tableau des effectifs correspon-
danmt a4 la  distribution  du couple (X, V) sur
['echantillon E observé, Dans ee tableau, on a regroupe
en classes les valeurs de X et de' ¥ exprimées 2n francs.

classes
de ¥ 0= Y= 10001000 Y <2000 2000=< ¥<3000|3000= ¥<4000 [ 4000 < ¥Y<5000
classes
de X
000 <X =< 5000 6l 0 10 i i}
SO00 = X = 7000 70 100 20 1) 0
7000 X = 9000 50 160 130 18 2
9Nl = X < [ 1000 40 &0 o A1) ]
L1 O X< 13000 11 20 43 15 (4]
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% Caledler lo moyenne et U'écart-type de chacone des
deux variables X ot ¥,

2% Calculer la valeur du coefhcient de corrélation
linéaire du couple (X, Y

3% Détermuner la droite de régression de ¥ en X.

iD¥apris ES.C AL — 1980)

4. Dans cet exercice, TOUS les nombres figarant dans
le titbleau de calcul seront arrondis, au plus proche, a
0001 prés et les caleals seront effectods UNIQUE-
MENT a partir de ces valeurs, Les resuluats demandes
seront indigueés avee ly méme précision.

On considere la statistique ci-dessous dans laguelle :
x; représente un revenu en francs;

N, represente le nombre de révenus supérigurs 4 x;

x; NI-
[ 0000 3156558
200000 471 637
30000 122924
0000 45492
100000 5075
200 EICH0 976
00000 235
500000 34

1 Onpose w,=lpx ot =1z N,
Reproduire et completer le tableau ci-dessous ¢

1 L

Representer, sur papier nulliméire, le nuage des points
M [ee )

Axe des o origine : point d'abscisse 4; unite ; 10 cm;
Axe des v origine @ point d'ordonnée [ unité - 4 om,
2% On se propose d'ajuster ce nuage par une droite’ en
utilisant la méthode des moindres carrés,

i) Completer |z tableau du /' afin de [aire apparaitre
tous les résultats nécessaires au caleul demandé en o).
f) Citer les lormules donnant les coefficients de
'éguation cherchée,

¢) Donner |'équation de la droite des moindres carrés
ajustanl ¢ par rapport a4 u.

d) Tracer cette droite: d'ajustement sur le graphique
precédent.

3% En déduire les réels 4 et a, compris entre 1 et 10, el

ity
I'entier naturel & tels que N = i

r-\I
(ES.CAE — 19804

5. Le plan R? est rapporté & un repére orthonormal.

A — I% Soit D une droite d'équation !
xcosfl 4 ysin fl —p =10,

Que représentent les nombres 0 et p?
2= Caleuler [la distance du point M(x,, v, ) d la droitec [
ton la notera  dfM, D).

3% Curacteriser les ¢quations des droites passant pur M
(on mettra les equations sous la méme formie gue celle
de 7).

42 Caleuler le minimum de s fonction

fith = a cos® # 4 b sin® § + 2¢sin ¢ cos

(On etudiera en particulier le cas ¢ = b))

R — Saoil F un ensemble Nini de n points Mja. 4.
On appelle distance de F 4 D le nombre positil ¢iF, 1)
defini par :

it
d*F, D) = E. :.‘J{M” Dy,

=]
I" On considére deax droites paralleles D et D, ¥
passani par le centre de pravile des points de F.
Comparer \F, D) et d(F, D'},
2 Etlodier Pexistence et Punicité éventuelle d'une
droite D rendant mimimal l2 nombre diF. 2181 une telle
droite existe ¢t est unique; on la notera Dy
3% On considére lesdroites D{x = 0}, A v = U} et les deux
ensembles :

F={{L1(1, =1 (=1 15(=1 = 1)}
F=d0, DL =L =2 (=2, — 1)}

Calculer dIF, D), otE A), dlF 2 DY, dLES, A
Caractériser, le cas écheant, les droites Dy et Dy,

' — On appelle dispersion linéaire de 'ensemble F le
nombre 43 F), minimum de d3(F, D) lorsque D variz.
17 Que peut-on dire de F si d*(F) = 07
2 Montrer gue d *(F) ne peul pas diminuer si l'on ajoute
un peint 4 F.
3 Dans quel cas d3(F) reste-t-il constanl quand on
djoute un point 4 F7
#* Spit I I'ensemble ;

F={A4 4. B4 —4,Cl—4,4) 1.

Etudier Dy et d*(F). ]

3% Solent F' I'ensemble oblenu en ajoutant un pomt M &
Vensemible F, et x [a dispersion lincaire de cet ensemble,
Etudier l'ensemble des positions possibles du point M
dans les cas ;

1y — I° Soeit F I'ensemble
Foe{(d, = 100200 (= 1,4 (3, 4} (0, 3), (4 2) ).

Determiner el construire sur un meéme graphigque :

) 1a droite Dy,

) lu droite de regression de v en v (moimdres carres),
¢} la droite de régression de x en y (on prendra le
cenlimetre cormme unile sur les axes).

2 Meéme probléme avec I'ensemble

F =143, 230 = 3.0, (= 32 )

(On déterminera explicitement la pente de la droite By, a

la fois sous la forme trigonometrigue el sous la forme

d'un nombre irrationnel délint 4 Faide d'un radical )
HEC — 197])
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@(,.

Dans une population P composee de cent ménages,
on considére les deux varinbles statistiques X et Y (X
nombre: d'enlunts dans un meénage: ¥ = nomhre de
pi¢ees d’habitation d'in ménage).

Pour chague couple de valeurs (x; ) du couple de
variables (X, ¥), on donne Felfectif oy, observé dans la
populition P :

¢} Déterminer Péquation cartésienne de l droite de
répression de X en ¥ tracer cette droite dansle repére R
d) Deéduire des § b) @t ¢) la valeur du coefllicient de
corrélation Iiméaire du couple de variables (X, ¥} Que
peut-on en eonclure?

(ES.CP — i973)

7. Lecoiit' ¥ d'une activité exercée dans un secteur
X |0 I 2 3 4 5 d'entreprise peut étre considéré comme une [opction
y : = allime d'une production X
Y=uX+bh
1 f 4 1 0 i) (1] : ' :
: 1" Deéterminer les valeurs a prendre pour les constantes
5 3 i 10 5 I 0 a ¢l h en procédant @ Pajustement linéalre, par la
= méthode des moindres carrés, des donnés numeriques
1 | 3 16 13 4 i du tabledu ci-dessous resultant de 'observation :
4 0 1 i 5 5 4 Valeurs observées

Exemple : 1 ménage de 4 enfants habite dans-2 picees.
Les calenls seront faits au /10U pres,

I g} Caleuler sur i population # i moyenne my et
I'ecart-type oy de la variable X,

i) Caleuler sur Ly population P la moyenne my et [écart-
type ay de la variabie ¥,

29 a) Marquer dans un repére cartesien R d'axes (Ox,
Oy}, Pensemble des poinis M, qu représentent les
différents couples de wvaleurs (x. 3} du couple de
viiriables (X, Y.

On indiquera en chuque point (x,, ¥) du nuuge la
fréquence correspondant au couple (x; v

b} Determiner I'tquation cariésicnne de la droite de
régression de ¥ en X tracer cette droite dans le repére R,

Nombre d'unités Clolt de
de la production X Factivite ¥
10 280
15 420
20 525
25 580
40 005
50 | 030
Al | 380
] | Gt

2% Porter un jugement sur lu valeur de cet ajustement.
{ESCP — 1970
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