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Qu’est-ce que travailler ?
Quelques méthodes

Si vous avez le projet de réussir I'épreuve de mathématiques de
votre bac B, ce livre est fait pour vous. En effet, les auteurs vous
guident sur deux axes essentiels :

— Comprendre les concepts qui sont au coeur du programme.
— Maitriser les outils qui opérent dans les problemes.

B FACILITER VOTRE COMPREHENSION par trois voies
différentes :

1 — Par 'exemple associé aux idées délicates.

« On assimile souvent une notion nouvelle grace a une situation
qui montre ce que signifie le texte un peu abstrait de la définition ou
du théoréme. Lisez l'exemple.

« Les premiers exercices pour s'entrainer reprennent des situa-
tions simples qui consolident la premiére idée.

2 — Par la traduction économique ou sociale.

A chaque fois que cela est possible, des exercices comportent :

-soit une phase de mathématisation simple du concret
(entreprise : colts, salaires, bénéfice ; social : facteurs explicatifs du
revenu, de 'éducation ; ajustements...) ;

« soit une phase d'utilisation d’un modéle pour simuler ou prévoir
la réalité sous des hypothéses précises.
Ceci vous montre & quoi servent les mathématiques dans votre sec-
tion. Faites le lien avec le cours d'économie. :
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3 Par les changements de point de vue.

trois types de langages
~les symboles de- lalgebre ot de I analyse

— le texte descriptif ou explicatif en frangais,
— le croquis, le schéma, le dessin.

Prenez en avantage ceci: si un aspect vous bloque, passez a
l'autre.

P MAITRISER LES OUTILS — techniques, connaissances de base,
enchainements — par l'exploitation de 6 régles de travail simples :

“1 —Mieux vaut faire 4 fois 2 exercices sur un méme procédé a
quelques jours de distance que 8 exercices le méme jour.
Quatre fois une demi-heure est plus efficace que deux heures.

2 — Si vous n'arrivez pas a démarrer, c'est probablement que vous
n'avez pas traduit 'énoncé dans les termes qui sont ceux du cours.
Dong, il faut retourner voir le début du chapitre sur les points essentiels
du cours. Les rappels sont faits pour étre ufilisés.

3 - 8i vous vous enlisez dans un calcul, c’est probablement que
“vous avez négligé une régle fondamentale (parenthése, barre de
fraction ; produit de signes, etc.) ; il faut aller voir le corrigé, le prendre
l& oli vous étes arrété, cacher la page et retourner & votre recherche
fout seul (toute seule).

4 — Quand vous avez fait un pas en avant, assurez-vous le lende-
main que I'idée ou la technique est acquise en reprenant un exercice
sur le méme sujet : cela donne confiance, cela consolide.

5 — Si vous étes resté bloqué un assez long temps,.il faut_savoir
s'arréter, et reprendre le lendemain car /a nuit porte conseil. Deux fois
une demi-heure valent mieux qu'une heure.

6 — Ce livre peut étre abordé par beaucoup de chapitres. Chaque
technique venue d’un autre chapiire est présentée dans le corrigé
avec les détails utiles. La qualité de ces explications vous aide a rete-
nir et vous montre comment il faudra rédiger votre copie.
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Structure du livre

Il n'y a pas d'ordre de travail privilégié. Voici toutes les entrées
possibles :

Dépendances
Modules Entrées possibles (entre chapitres)

ANALYSE

= Fonctions
nouvelles

« Extrémisation
= Encadrements

- v
»(Exponentielld.>(Calcul des dérivées)

(Questions de signes
B p(Variation, bijection

ECO B Tangentes

et courbure
* Modeéles b————b@envees | Variations)
de
I'entreprise

» Traductions

v
(Cout recette, profit)

Probabilité
et itération

A4

» Concepts
nouveaux

» Interprétation
+ Mathématisation B

B/ v - N
>{ Variables aleatmres)

STATISTIQUE N , . . .
Mosmon et dispersion Representatloa

* Interprétation




Le bon usage d’Exopoche T. B. e

/MATH - ECO
| GEOMETRIE -

| =‘Optimisation
sous
contraintes

: - P /Programmes\

linéaires
Systémes /
linéaires

ANALYSE \ Pp——>(Limites et interprétation)
GEOMETRIE | p—p(Dérivées Variation)~,
* Signes p—>p(Questions de signe)—

p—>»{( Tangentes et courbure)
p—>(Séries stats doubles

./ Logarithme
Exponentielig

[/ Géometrie
des courbes,

 Lectures

MATH - ECO

Modeéles de
croissance

ANALYSE

ANALYSE
GEOI\_/l_ETmE
» Sommation

(PrmIVED

Intégrale
et aires

[ Géometrie
des courbes

Le bon usage de I'index

Il est fréquent qu'une question d'un probléme d’'un chapitre de ce
livre utilise au moins une technigue présentée dans un autre chapitre
que celui qu'il illustre.

Il ne faut pas hésiter & aller rechercher cette technique la ou elle
est exposée (ou mise en ceuvre a nouveau). Un index en fin de livre
vous aidera a résoudre cette difficulté.

— Aucun chapitre ne peut tout aborder a la fois.
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—- Un probléme opére une synthése de plusieurs chapitres. Donc,
travailler efficacement c'est aller chercher toutes les techniques utiles
(et pas encore maitrisées) la oU elles sont, afin de résoudre le
probléme. Il peut donc arriver que 'on ne prenne dans un chapitre que
la notion ou le procédé dont on a besoin. Soyez libres de vos mouve-
ments...

Votre copie au bac :
comiment vous y prendre ?

PRINCIPE PREMIER : répondez aux questions que l'on vous
pose.

Pour cela, il faut avoir bien compris I'énoncé. En outre, la
réponse a chaque question doit étre compléte et formulée dans les
termes exigés par I'énoncé.

Conséquences :

1° Il faut lire I'énoncé trois fois.

Une premiere fois pour comprendre les exercices qui sont
proposés ; pour reperer les connaissances qui sont requises dans
chaque partie.

Une seconde fois pour analyser I'énoncé que vous avez décidé de
traiter : que vise-t-i ? Par quelle méthode propose-t-il d'y parvenir ?

Une troisieme fois, trés précise, pour comprendre dans quels ter-
mes il faut traiter la question.

2° La présentation de chaque réponse peut reprendre a la forme
affirmative la formulation de la question posée.

PRINCIPE SECOND : vous devez prouver au correcteur, par votre
rédaction : '

— que vous savez mobiliser les connaissances utiles au probléme
posé,
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— que vous étes capable d'enchainer les deductlons afin de parve-
Rir-a Ia conclusxon souhalteew-» s

f~ffef¢iv-Gonséquences o i e

1° Justifiez tout ce que vous affirmez par des explications bréves
montrant que vous savez raisonner. Utilisez des petites phrases déduc-
tives.

2° Mais ne racontez pas par le menu ce gue vous faites. Justifier
c'est utiliser des données de I'énoncé et des résultats connus (défini-
tions et propriétés) pour atteindre un résuliat.

DERNIER PRINCIPE : jl faut étre exact dans les calculs. La sécurité
doit étre préférée a la vitesse. Ce qui ne veut pas dire qu'il faut étre lent ;
mals il faut éviter la précipitation.

Conséquences :

1° On mene un calcul ou une démarche en visant un objectif ; donc
le calcul se conduit. I ne prendra pas la méme tournure selon que I'on
veut étudier un signe ou faire un changement de variable (factorisation
ou pas ; regroupements...).

2° Un caleul se vérifie par divers moyens. Soit il existe une seconde
voie pour vérifier ; soit on regarde 'ordre de grandeur, soit on s’assure
de la cohérence du résultat avec les autres conclusions dégagées au-
paravant. -

En résumé, les qualités a développer sont :
— Lucidité : dans la lecture du texte, dans la conduite du travail.
— Fiabilité : dans les calculs, dans les déductions.

— Clarté : dans 'argumentation et I'interprétation.

Mieux vaut un travail sans erreurs, argumenté mais inachevé,
qu’une copie “compléte” avec erreurs, non justifiée, incohérente.
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UN ULTIME CONSEIL : méme si vous maitrisez toutes les tech-
niques classiques, il y aura sans doute une surprise pour vous dans le
sujet de bac. Sachez-le ; adaptez-vous calmement et pensez que vous
étes capable de résoudre le probléme posé : I'éventail de vos connais-
sances est, de toute fagon, suffisant pour y parvenir. En effet, le sujet
de I'épreuve a été congu en fonction des connaissances d'un éleve
moyen de terminale B.

Bien se préparer, c'est s'entrainer a tous les types de difficultés
classiques afin de limiter les surprises le jour de 'épreuve.
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_1°-féé45'é7'ég'
-2

~3 -+
41 xt= Inx

1° Inx existe si x> 0.
Son ensemble de définition est ] 0 ; + o [.
De méme, In {u(x)] existe si u(x) >0

2° Limites.
lim Inx= +e
X 4w
lim Inx = ~co.
x->0%

13




1. Le logarithme népérien

Deux formules particuliéres & noter :

i TR IR =0T i T—="=707"
x-50F s

14

3°-Dérivés-et variations:
La fonction logarithme népérien est dérivable :

1
nx) = .
=2
Puisque }(> 0 quand xe ]0;+ o, la fonction logarithme népérien est
croissante sur]0; + oo .

Tableau de variation :

La dérivée seconde est (Inx)" = 1 .

Remarquons que X° étant un carré, n est négatif. La croissance de la
fonction est ralentie. X

Cas d'une fonction composée

Infu(x)] = L:I((;()) .

&° Propriétés algébriques.
a)[In1 =0]lne = 1].

b) Le logarithme du produit de deux nombres est égal & la somme des
logarithmes de ces nombres :

}In (axb) =Ina+inb |.




Exercices pour s’entrainer

¢} Le logarithme du carré d'un nombre est le double du logarithme de ce
nombre :

Ina® = 2Ina || na" = pina !nﬁ=%lna‘

d) Le logarithme de linverse d'un nombre est 'opposé du logarithme de ce
nombre :

In- =~lnal.
a

e) Le logarithme du quotient de deux nombres est la’ différence des
logarithmes de ces nombres :

a
In—- =Ilna-Inb

o

5° Pour toutréel x | Ine® = x

Pour tout réel x strictement positif | e~ = x

1° Déterminer 'ensemble de définition de :
firxe=in=x

h:ix=>In{@x—3)
f:x > In (2 —4)

2° Calculer les limites aux bornes de 'ensemble de définition
des fonctions fi, f; et f3 ainsique de f; : X +> x -2 Inx.

3° Calculer la dérivée des fonctions :
g; xm>xinx

15




1. Le logarithme népérien

x+1
IXED
92 “nx S L LT

g5 x> (341

[+ :xH’X2-3x—%'xlnx
gs x>In (56"

4° Transformer I'écriture de :

a=In (3e) b=1+Inb

”C=3+ln2 7 d= ln%_lnéI
e=In(x—5)+In (2x2—1) f=In(x—-2)=In (%X-PZ)
g=1In (X2—9)——ln (x=3) Cch=5Inx=In ()
€ Solution

1° D,,1 =]=e;0[,car— x>0 équivauta x < 0.
3 A s 3
D, =]- ; +oo[,car2x~3>Oequ1vauta x> —.
2 2 2

Dy = J-ce;2[ U ]2;+e0], car X — 4 > 0 équivaut a
(x + 2) (x—2) > 0. Faire un tableau de signes.

2° Limite de fy en —eo 1 fim £, (X) = +eco car =xtend vers + oo,
X3~ oo

Limitede f, en 0 : lim £, (x) = —eocar —x tend vers 0.
x—=0"
Limite de f, en -g— : Iim3 f,(X) = —eocar 2x—3 tend vers 0.
+

16



Exercices pour s’entrainer

Limite de L en +eo: lim f,(x) = +e car 2x — 3 tend
Vers + oo, Xee
Limite de fyen—ee:  lim f3(x) =+ carx®—4tend
o = vers + o dans
Limite de f; en+eo @ lim f3(X) = +° | geg deux cas.
X =3 400
Limite de f;en—2: xli_)m_zfa (X) = —°°y car x2—4 tend
Limitede fyen+2:  lim £y(x) = — oo [ VOIS O dans ces
yos 2t 2 cas.

fy(x) = x-2Inx. f, (x) existe quand Inx existe Df4 = ]0 ; +oof.

Limitede f,en0 : lim £, (x) = +e carsixtend vers 0,
x>0 Inx tend vers — oo,
— 2 Inxtend vers + eo.

Limite de f, en+eco: lim £, (X) = +oo x tend vers + 0, 2 Inx
X—> 400

aussi.
Ily & indétermination : on factorise f(x) = x(1-10x).

- Inx tend vers 1 et x(1 - '—”i) tend vers + oo.
X X

¥ gx) =Inx+ xxj—( = Inx+1 (cest la dérivée d'un produit).
1xinx— (x+1)-1-
| x xinx—x-1
g = 5 = 5
(Inx) x(Inx)
(dérivée d'un quotient).
6x
g =
38 +1
. Cny_ a1 17 _,, 7 1
g (x =2x-3 2[1nx+x><}] = 2X 5 2Inx

17



1. Le logarithme népérien

5¢*
g (% = T T =1,
5¢
e Remarquerque “gs(X) = (ln5+!ne) = InE+x,
4° ag= ln3+|ne=ln3+1.
b= 1+In5=Ine+In5=In (5¢).
c= 3+In2=3Ine+In2=Ine®+ 2 =1In (26°).
1 1 3
d= In-2-~l 3" ~In2+1n3 = In—2-.
e= In[(x~5)(@32-1)].
f= In| X2 |on |22
1x+2 xX+4
2
- 3 3 :
Q="'"m'(’)f I?) [(X+ (X 3% = In(x+3).

5
h= h= 5lnx—ln()£) = ln(xs) —ln()g) = In (j—é)

=Inx® = 3inx.

PROBLEMES AVEC SOLUTIONS :

18" probléme
© Enoncé
Résoudre dans R les équations :

a)in (2x—1) +In (x—2) =In5.
b)In (2x° - 5x + 2) = In5.

18



Problémes avec solutions

¢ Solution

a)ln (2x— 1) existe si2x—1>0 x>12~.

In(x-—2) existesix—2>0 x>2.

L'ensemble de définition de cette équation est]2 ; + o [

L'équation a) est équivalente a In [(2x — 1)(x— 2)] = In5,
donc a

e Inf(2x —~ 1) (x~2)] - e In 5’
eta
(2x—1) (x—2) =5.
On effectue { 2x°-5x+2=5
2x% ~5x—-3=0.

Cherchons les racines de ce trindme du second degre.
Calecul du discriminant : A = b® — 4ac=25 —4 X 2 X (-3) = 49.

—b+ /A _5+7 _ g4

A>0,ilya2racines: x'
z y 2a 4

il

X": B T T =

Remarquons que 3 appartient a D, mais pas —%.

L'équation a) admet une seule solution :[x=3].

b) In (2x% — 5x + 2) existe si 2xX° —5x + 2 > 0.
Nous reconnaissons le trindbme étudié au a) et dont les racines
sont 1
X =2 X" ==
2
Rappelons que lorsque le discriminant est positif, le trindme est
“du signe de &" & I'extérieur des racines et “du signe opposé a celui
de a" enire les racines. .

19



1. Le logarithme népérien

Nous avons donc :

X e

:
2x2=Bxy2l 0 =0

2 -5x+2>08iXxe ]—oo; ~12«[ U ]2 ; 4oof
L'ensemble de définition de I'équation b) est ]— o ;% [U]2 ;+e].

L'équation b) est
In(2x°-5x+2)=In5

Elle est e’quivalenté a

eln (2)(2-—5x+ 2) PN n5

2x%—5x+2=5,
Nous reconnaissons I'équation a) dont les solutions sont

1
‘=~ et X" = 3.
X 5 etx
Ces deux nombres appartiennent a D, donc I'équation b) admet
deux solutions| x' = —% et x" =3].
2° probléeme
.. @ Enoncé.

On donne les trois fonctions:
fy © x> Inx fo © x=>1n(=x) fa @ x>—Inx.

1° Pour chacune d'elles:
a) Déterminer 'ensemble de définition.

20



Problémes avec solutions

b) Calculer sa dérivée, étudier son signe, en déduire les
variations de la fonction. Aucun calcul de limites n'est demandé.

2° Représenter ces trois fonctions dans un méme repére.
¢ Solution

« fp 1 x=>inx

a) Inx existe si x> 0, D,1 =]0;+ oof.

b)f' (x) =

>x | =

Signe de la dérivée : }( >0 si x> 0 donc pour tout x de Df1.

f; est croissante sur] 0 ; + co [.
* fy i x> In(=X)

a) In (—x) existe si—x> 0, six<0 Df2=]—oo;0[.

u' (%)
ux)

b) ', (x) se calcule & l'aide de la formule (In (u(x)))" =

-1 1
-X X

uX)=-x u'(x)=-1.

fo(x) =

Signe de f'5 (%) :quand x<0, 1X<O, f', (x) <0 pour tout xde sz'

f, est décroissante sur]—ee; 0 [.
e fy 1 x > —nx

a) f(x) existe quand Inx existe, donc quand x> 0, Df3 =]0;+o0].

21



1. Le logarithme népérien

22

B) ===t

Signe de f3(x).: quand x> 0 -)'-(>,O et —

f3(x) < 0 pour tout x de Dfs'

f3(x) est décroissante.

Résumons & I'aide des trois tableaux de variation :

<0.

x. |0

£y (0 +

£, (%) /

X ~ 00 X t oo
f3 (X) - fa (¥ -
fa (%) \ f3 (X) \ :

¢ Enoncé

Soit la fonction fdéfinie sur l'intervalle | = [jé ; €

¥ probléme

fx) = x (1 = Inx).




Problemes avec solutions

a) Exprimer en fonction de e : f(%) f(ve); fre); fed.
b) Etudier les variations de fsur I.
c) Déterminer une équation de la tangente a (C) au point T

d'abscisse e.

4 Solution
w-da=é@—m%)
f(15)=1e“ (1+Ine), car ln% = —Ina.
f(—é):% (1+1), ocarlne=1
6)-2
- f(Je) = Je(1-InJe),

f(Jé) = @(1 —Inevz), car Ja = a”?

f(Je) = Je(t -%lne), car Ina? = pina.

f(J;) = «/5(1—%) , carlne=1

2
. f(e) =e(1—-Ing)
fle) =e(1~1) carlne=1
fe) =
« f(é°)=e? (1 —Ine?
f(e®) = e2 (1 - 2Ine), car Ina”f = pina
fle?)=e?(1-2), car Ine=1

23



1. Le logarithme népérien

b) Variations.

‘Calcul de la dérivée :

N 1787 N aTIVRY, D TRV N TV
ol u=Xx U=
1

v=1-Inx V' =——.
X

. 1
f'x =101 |nx)+x( })

f'{ix) =1-Inx-1,

f' (x) = -Inx.

Signe de la dérivée :

f(x) >0
si Inx< 0
dongc si O<x< 1.

Dans | on aura :

si 1e<x<1 f1{x) >0.

si 1<x<é® f'(x) <0.

f(y=1(1=In1)=1carin1 =0.

D’ous le tableau de variation :

® | -

f'(x) + 4}

1
f(x) -Zé/v \A~92

24



Problémes avec solutions

¢) Equation de la tangente au pointT. T(e ; 0).
L e coefficient directeur de la tangente est () = —Ine=-1.
'équation de la tangente s'écrit y =~1x + b.
Les coordonnées de T vérifient I'équation
O=—1xe+b
b=e.
I’équation de la tangente & (C) au point T est

4° probléme
¢ Enoncé

Soit la fonction fdéfinie par f(X) = m(u_a)_
3-x

a) Déterminer son ensemble de définition Dy.

b) Calculer les limites de f aux bornes de I'ensemble Dy.

c¢) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
d) Construire la courbe (C) représentative de la fonction f.

© Solution

2 X+2
a)ln X+2)existe si X7< oxiste etsi 2= > 0.
) (3 3-X 3-x

P X+2
Etude du si de —ro.
ude du signe es_x

X+2>0 si x>-2 3-x>0 si x>3
X -0 —2 3 4 o0
X+2 - + +
3-x + + -
X+2
—— — + -
3-x

25



1. Le logarithme népérien

Donc iH'—z >0 _si —2<x<3
G G

Lensemble de deflm‘uon de fest Df ] -2 3 [

b) Limitgg 71l faut etudler la Ilmlte en —2+ et en 3' -

Lorsque x tend vers —2* X+ 2tendvers 0
3 — xtend vers +5

donc {+—2- tend vers 0.
3-x

fim f(x) =~
x—-2"

La droite d'équation x=—2 est asymptote verticale @ la courbe (C).-

Lorsque x tend vers 3~ x+ 2tend vers 5
3~ xtend vers 0.
Faisons un tableau de signes au voisinage de 3, afin de

determmer la hmlte de ;(_4,_2

X 3
X+2 + +
3-x + -
X+2 N _
3-x
donc lim x+2 _ roogt] M f(X) = +oo|
x=g 97X X— 3"

La droite d'équation x = 3 est asymptote vertlcale a la courbe (C).

c) Calcul de la dérivée de f.

1

X+2
3-x
Pour calculer u ' il faut utiliser la formule de dérivée d'un quotient :

i u .
f(x) est de la forme Inu, sa dérivée sera m ol u=
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Problémes avec solutions

Y - U'v-uv

Vv V2
U=x+2:; U=1; V=38-x; V=-1.
(x+2)’=1(3—x)-(x+2)(—1): 5
3-x (3-%° (3-x°
5
]
oo - B0° _ 5(8-0
Xt2  (3-x2(x+2)
3-x
, B 5
oo = (3-x) (x+2)
Etude du signe de f'(x).

Le numérateur est positif.

L'étude de signe faite au a) prouve que (3 — x)(x + 2) > 0 lorsque
Xe Df.

F(x) > 0, et donc fest croissante sur 1.

Tableau de variation :

d) Voir courbe, p. 29
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1. Le logarithme népérien
5° probléme

¢ Enoncé

Soit fla fonction étudiée au 4° probléme :

f:x— ln(z(.i).
3—x

On appelle (C) la-courbe représentative de .

Montrer que le point | (;— ; O) est centre de symétrie de la courbe
(C).

¢ Solution

Montrer que le point | est centre de symetne de la courbe équivaut
a monirer que dans le repére (I,7, /‘3 cette courbe est la
représentation-graphique d'une fonction i |mpalre

Soit M un-point du plan. )

M a pour coordonnées (x; y) dans le repére (O, / j) donc

(x

—

0 =x7>+y7.
(

M a pour coordonnées (X ; Y) dans le repére (1,7373 , donc

IM = X7+ Y.
Draprés la relation de Chasles, OM = Ol'+ WA’
donc (X/'—?f‘ yj_3 = —;-I_)'i" (Xi_-)l- Y?) .

1
x-§+X
y=Y. e

La courbe (C) a pour équation y = In x+2 dans le repére
-5+ 3-x
O.%F.
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Problémes avec solutions

Tix+2
Nous remplagons : Y =In -
3-(1—+X)
2
X+g
Y =In
—-X
2
X+ =
Posons ¢ : X>In 5 et montrons que ¢ est impaire.
==X
2
X+ 8
o(=X)=In
54X
o(~X)=1In =—In
X+3 S _x
2 2
S _x
2
9(=X) = —o(X)

Donc ¢ est une fonction impaire.

Le point | (1— ; 0) est centre de symétrie de la courbe.
2
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1. Le logarithme népérien
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N W hH 1O N

\
5
+

3 2-1 |01 2
x> e

1° La fonction exponentielle de base e est définie pour tout réel x. &* existe
pour tout x.
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2. La fonction exponentielle

32

Son ensemble de définition est R.
Remarquons que " existe lorsque u(x) existe.

2° Limites.
im e = +oo|. im &= 0|
X—> + o0 X — —o0

Deux formules particuliéres a noter :

eX
im |2 | = +eol. lim x"e* = 0|
X—+oo\ x X — —oo

3° Dérivée et variations.
La fonction exponentielle est dérivable

(€= €~
Puisque €* > 0 pour tout x, la fonction exponentielie est croissante sur R,

Tableau de variation :

ey +
o 0 // + oo

Remarquons que la dérivée seconde est encore €*, par conséquent elle est

positive pour tout réel x. La croissance de la fonction exponentielle est acceléree.

Cas d'une fonction composée : (eum)' = U (0 x i

4° Propriétés algébriques.
a) &> 0 pour tout réel x.

b)eO:1e’[e1 =e|
¢) L'exponentielle de la somme de deux nombres est égale au produit des

exponentielles de ces nombres.

BTy
d)Le carré de l'exponentielle d'un nombre est I'exponentielle du double de ce

nombre.




Exercices pour s’entrainer

(ex) - e (eX)P: eP*

e) Linverse de I'exponentielle d'un nombre est l'exponentielle de I'opposé de
ce nombre.

f) Lexponentielle de la différence de deux nombres est le quotient des
exponentielles de ces nombres.

5° La fonction exponentielle et la fonction logarithme népérien sont deux
fonctions réciproques.

+six>0 Inx=a équivaut & x=6%
*sib>0 €=b équivaut & x=Inb.

EXERCICES POUR S’ENTRAINER

1° Ecrire autrement :

a = eln8

b = Ine™®

c = 5

d = 2Ine’

f o= e—|n2

g = eQInx

h = In((x+1)e
1

j = Ine® +Ine™.
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2. La fonction exponentielle

2° Ecrire autrement :
3 e gl+ind gl +5inx €
e el o ’ x

3° Etudier les variations des trois fonctions suivantes et les
représenter dans le méme repere.

 fiixee” foi x>e™ fy 1 x>—e".
(Le calcul des limites n'est pas demandé.)

4° Aprés avoir déterminé leur ensemble de définition, calculer la
dérivée des fonctions suivantes :

foix>eX+x+1, £ xe (3x-5) e,
X
f3:XI——>e+3, : f4:x%9 L .
B 2’ex—’1 V 1+

5° Déterminer les limites aux bornes de 'ensemble de définition
des fonctions f et f,.

4 Solution

1°a=¢"=8;
b=Ilne® =-5;
c=5¢" =5x3=15;
d=2Ine’ =2x7=14;

f= e—lnz = gn%)_

N[ —

g = ganx ., e‘n o) =x2:

h = In((x + 1)&*) =In{x +1) + Ine*=In(x +1) + x;
1
j=Ined +Ing?= 3 —8=— g




Exercices pour s’entrainer

X
2 (=) -
2° e? =«/é;;=eX1;

1+In3 _ 41 in3 3e:

e e xe =

5
e1+5lnx= e1xe5Inx= exemx - exxs .

e ? = gX"3X_ g8 _ _1_
e* e
3. £ x>e" Df1 =R f'x) =6 fy(x>0.
fi(x) est croissante sur R.
cfy x> ¥ sz =R f'y (%) secalcule a I'aide de la
formule (") = u' (x) "™ u(x) =-x u'(x) =-1.

flo(x) = -1xe ¥ =-e™

Signe de ', (x) : € >0donc f'5(x) < 0.
f, est décroissante sur .

. fyi xr>—€" D, =R

fa(x) = =(6" = -6

e>0donc fiy(x) <0.
f3 est décroissante sur R.

Résumons dans les fableaux de variation :

X — oo + oo
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2. La fonction exponentielle

36

A xey e Hx+1.

- & existe pour tout x, x + 1 aussi

f0 = e+




Exercices pour s’entrainer

« fy 1 x> (3x-5) ",

e* existe pour tout x, 3x— 5 aussi sz =R

fo(x) estde la forme fh(X) =uxv wu=3x-5 u’
v= g~ v
Sa dérivée est de la forme

flo(x) = u'v+uv = 36"+ (3x-5)e".

flo(x) = (8x=2)e" |

e +3
26" -1
e +3 et 2¢¥—1 existent pour tout x.

26¥—1=0 si 26=1 donc ex=%.

-f3:xr—>

Appliquons le logarithme Ine* = ln%, x=-In2.

D, = R— {-In2} |
3

f3(x) est de la forme £, (x) =

<&

u=e*+3 u'=e*
v=2"~1 V=26

uv-uv' e(2e"-1) -26(e*+3)
(26~ 1)2

26®¥— ¢ - 26 - 6"

f'3(x) estde laforme

fia(x) =

H]

2
(26°-1)

~7e*

fro0 = —2 |
® (2" -1)2

1

1+
e existe pour tout x.

o fy x>
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2. La fonction exponentielle

1+ e™*=0équivaut & ¥ =—1.

Ce qui est impossible car e ne peut étre négatif.

Df4=IH
1
f4(x) est de la forme U
U=s1+e™ Us=-g*
f',(u) estde la forme -v
U2
(e X
fl(x) = (e )
4 X 2
+e™)
—x
e
f'ly = e |,
4
(1+e™%?
.
5a)f x>0 D, =R-{-In2}.
26" -1 3

Il faut déterminer les limites en + oo, en — et en —In2.

* Limite en + co.

Lorsque x tend vers + o, & tend vers + o
donc e + 3 tend vers + o et 2¢X—1 aussi.

I s’agit d’'un forme indéterminée. Factorisons e* au numérateur et
au dénominateur :
e*(1+36) 1+3e™
eF(2—e™ 2-g*

Lorsque x tend vers + o, =xtend vers ~ o, et € tend vers 0,
donc 1 + 3¢~ tend vers 1, 2-¢e*tend vers 2.

f(x) =

est asymptote horizontale & la courbe.

Ny -

Ladroite d’équation y =
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Exercices pour s’entrainer

 Limite en — oo,
Lorsque x tend vers —e, e*tend vers 0,
0+3

f: —_— =~
f3(x) tend vers %07 3

fim f,(x) = -3.
x_}_ma()

La droite d’équation y=—3 est asymptote horizontale a la courbe.

« Limite en xg = —In2.

1
Lorsque xtend vers—In2  &*+ 3tend vers €243 = %43 =

2¢*— 1 tend vers 0.

NN

Faisons un tableau de signes au voisinage de —~In2 :

X —In2
& +3 + +
2e%—1 - +
fa(X) - +

26 —1>0, si ex>% donc si x > —In2.

lim  f(x) = ~e lim  f(x) = +o0 .
x—-In2” x = -In2*

La droite d'équation x=~In2 est asymptote verticale a la courbe.

b) f4 X

Ds=MR.
1+e%
Il faut déterminer les limites en + o et —eo.
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2. La fonction exponentielle

» Limite en 4 .

Sixtend vers +o e Xtend vers’0. T
lim f,(x) =1}
X~ 400

La droite d'équation y =1 est asymptote horizontale a la courbe.
* Limite en —co.
Lorsque x tend vers —eo e tend vers +oo, 5

1+ ¥ tend vers +oo, tend vers 0.

1T+e™

lim f,(x) =0 |

X =3 o0

La droite d'équation y = 0 (I'axe des abscisses) est asymptote
horizontale & la courbe. '

_PROBLEMES AVEC SOLUTIONS

1" probléeme

¢ Enoncé

Résoudre dans R les équations et inéquations :
a) (e¥+3)(e"=1)=0,
ef+1 1
b) 3% = 4’
c) 26¥¥-¢e¥-350,

d) (e2*-4) (26¥-1) <0.
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Probléemes avec solutions

© Solution

Remarquons tout d'abord que ces quatre équations et
inéquations sont définies pour tout réel x : leur ensemble de définition
est R.

a) Pour qu’un produit soit nul, il faut et il suffit que 'un des facteurs
du produit soit nul.

(e¥+3) (&~ 1) =0 équivautdonca e +3=0 ou €&-1=0
e=-3 ou é&'=1.
Or &> 0 donc &* ne peut pas étre égal a -3.
=1 équivaut & Ine*=In1 x=0.

| L'équation (@) admet une solution x=0

gt e (x+1)-3x 1
b) —eé—x— =7 peut s'écrire e =7
ou encore & 2¥+1 = ‘11
Pour exprimer x, appliquons le logarithme aux deux membres :
1
In(e"2*Y = In-
| ( ) 7
d'ou -2x+1 = ~In4
-2x = —In4 -1
_1+Ind
=—
L’équation (b) admet une solution : x = 1 +21n4 en valeur

exacte, soit : une valeur approchée de x & 1072 prés est 1,19.

c)26?¥~ & -3 0.

Cette inéquation peut s'écrire 2(e¥)? — -3 > 0.

En posant &= X elle devient 2X2 —X ~3 > 0.

Pour résoudre cette inéquation, cherchons les racines du trinbme
2X2-X-3.
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2. La fonction exponentielle

A=1-4x2x(-8) = 25,

e 145 3 T 15
NlyaZradnes X' = = =5, X' ==t

Factorisons 2X° - X -3 = Z(X—g)(XH).
Linéquation (c¢) peut s'écrire VZ(X-§)(»X+1) e

ou encore Z(ex~g)(ex+1)>0.

~ex—g->0 si e">-§-, donc si lnex>lng ou x>lng.

c¥+1>0 sieX>-1 ce qui est vrai pour tout réel x.

Faisons un tableau de signes :

X - 00 In= + o0
ex._.g_ -— (L +
e+ 1 + +

2(e"-g)(e"+1) - 0 4

donc | 2xe?—~e¥~3>0 quand xe ]In—g.;wo[,.w

d) (6®*-4) (26¥-1) <0.
il s’agit d’étudier le signe d'un produit
ce¥-450 si e*>4,
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Problémes avec solutions

Iné?* > In4,
2x > 2In2,
x> In2,

e 2e*~1>0 si 261,
X
'é1
Inex>ln~1~,
2
x>-n2.

Faisons un tableau de signes :

X -0 —ln2 In2 + oo
e?¥ -4 - - (l) +
2¢%-1 - + +
(6¥*-4) (26X~ 1) + 0 - 0 +

Donc| (e®*-4) (2e¥-1) <0 quand xe [-In2 ;In2].

2° probleme
¢ Enoncé
X -
Soit la fonction définie par £ xi-> 20—
e¥+2

1° Déterminer son ensemble de définition Dy.

2° Déterminer les limites de f aux bornes de 'ensemble de
définition Dy.

3° Etudier les variations de f.
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2. La fonction exponentielle

4° Calculer 'image de 0, In2, 3In2, —In2 (écrire les calculs).

5° Résoudre I'équation f(x) = 1.

% Solution

3e"-4
f(x) = ~ .
e ¥2

1° ¢* existe pour tout x et & + 2 = 0 si & = -2, ce qui est
impossible (car ¢* > 0) donc f(x) est définie pour tout réel.

Ds=R B}

2° Limite en + o : si x tend vers + oo,

- X846
f = 2874 )
e*(1+2e™

_ —X

Fx) = 3-4e ‘

1+26*

e*tend vers 0 donc| lim f(x) = 3|.
X =3 400

Limite en— o : si x tend vers — c & tend vers 0.

Donc| lim f(x) = Y|
X —oe . 2 -
u uy udv-uv
3°f tu ient —et |- | = ———,
(x) est un quotien Ve (v) Yy
u=3e-4 u = 36~
ol , X
v=e"+2 vi=e".
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Problémes avec solutions

3e*(e"+2) - e*(3e"-4)

Donc f'(x) = >
(e+2)
X
Fi(x) = 10e .
(e*+2)
Signe de f'(x)

» 10e* > 0 car e* > 0 pour tout réel x.
« (6" + 2)% > 0 car c’'est un carré.
Donc f'(x)> 0 pour tout x, fest croissante sur R.

Tableau de variation de f:

X 0 + o0
'(x) +
-2
3¢°-4 34 [1 0
4 f0) = —— = —— = care’ =1.
in2
f(In2) S8 -4 _3x2 4=E= car €M =2,
e‘n2+2 2+2 4
3in2 In8 _
f(3ln2)=39 4=Be 4=24 4:_2_9=
&3n2 o &8 Lo 8+2 10
car 3In2 = In2%et.eM® = 8.
-In2 I"}é E 2
f(_|n2)=3elz-4=361—4=2 =__g=
e'" +2 In— 1+2 §
e 2+2 2 2
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2. La fonction exponentielle

46

car—ln2=ln§' ete 2= L

2"
N S X iin :
5° f(x) = 1 équivaut & se -4y
ef+2
eta 3e¥~4=€"+2 car €+2%0.
donc a 2¢¥=6
a =3
et, en appliquant le logarithme ine* =In3
d'ol x=1In3.

|f(x)=1 quand  x=In3.




La fonction dérivée f' d'une fonction f a de nombreuses
applications : étude des variations, recherche des exirema,
construction des tangentes a la courbe, etc.

La fonction dérivée f' permet donc d'obtenir un grand nombre
de renseignements sur la fonction f, aussi, le calcul de la derivée
est-il une technique indispensable dans 'étude des fonctions.

Ce calcul exige la connaissance des dérivées des fonctions
usuelles, des résultats concernant la dérivation de sommes,
produits, quotients, etc., ainsi que la mafirise de la dérivation des
fonctions continues.

Ce chapitre propose un outil, il ne sera donc pas suivi de
problémes résolus, mais d'exercices pour s’enirainer seulement.

Pour bien s'entrainer, il est préférable de calculer des dérivées
de fagon réguliére : au cours des chapitres du présent livre, on
trouvera de nombreuses dérivées a calculer.
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3. Calcul des dérivées

-1°-Dérivée des fonctions-usuelles.

.48

) Dérivé Ensemble de
Fonction erivee dérivation
f(X).=-a A= 0 i
f(x) = x Fx) =1 R
n>0 fx) =X f'(x) = nxX""! R
0 = x| PO = — 105+
2./x
f = — ') = — n*
() p NG Z . R
St f) = o frx) = —2 R*
n x) = ;n (x) = N
, 1 0:
f(x) = Inx f(x)=)—( 10 +e]
f(x) = 6* f'(x) =ée R

2° Formules de calcul.

Dérivée  d'une somme u+ v =u+ Vv
d'une différence (u-v)y'= o - v
~d'un-produit - (U XV UV ETUY
d'un quotient ('_J)' . uv -y

v Ve
du produit par un réel (ku)' = ku'




Exercices pour s’entrainer

3° Dérivée des fonctions composées.

Fonction Dérivée Remarques
[u(1" nlu01™ xu (%) nz0
1 ) u(x) =0 nx1
[u(x)]" (u)1"

NU(x) u (% u(x)>0

2Ju((x)
In(u(x)) v (x) u(x) >0
u{x)
' u (%) et R

1°" exercice

Déterminer 'ensemble de définition des fonctions suivantes,
puis, calculer leur dérivée. Donner le lrésultat aprés réduction au

méme dénominateur, s'il y a lieu.
fix2inx — X,

f2:x94xﬁ,

f3:X >

E

2x + 2

£+ 3x + 5’
x> In@2x) - Inx + 1),

X (4x — 7)5,
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3. Calcul des dérivées

1

f 2 X -

CE X (x4 1)e

T ex + 34

X

£ 'X‘_>1 + Inx
8- 1+x '

fo 1X > XA3x—1,

e+ 3

fig: X > ~ .
2¢" -1

50

¢ Solution

-7‘1:x;-92lnx—x?.

" fy () existe si Inx existe. Donc si x > 0. Donc D,1 = 10 ; 400 [.

Caleulons la dérivée : ', (x) = 2(Inx)" - oA,
flh(x) = 2><~1)} - 2x,
2
f'1 0 = } - 2X,
2 - 2
f! =
1 (X) X
chiX i axx

% (x) existe si +/x existe, donc si x> 0 ‘D,2 = [0 ; +ool.

Calculons la dérivée flolx) = 4(m/§)’.
C'est la dérivée d'un produit : (uxVv)' = U'v + uv'.
Posonsu= x,u = 1et



et

Exercices pour s’entrainer

Jx, v

Onadonc f,(x) = 41 xIx + xx— )
2 ( 2.Jx
fio(x) = J}+ __,__)
? ( 2./x
2X + X
fiolx) = 4
? ( 2./x )
6x
fl(x) = —= = 64x,
2 Jx
fo00 = 64x|.
'f'XF———}—M
2 ¥ +3x+ 5

f3(x) existe si x° + 3x + 5 = 0.Résolvons x> + 3x + 5 = 0.
Calculons le discriminant : A = 9~ 4 (1) x () = —11.
A<0,iln'y apas de racines, donc x* + 3x + 5 # 0 pour tout x.

Donc D, = M.
3

Calculons la dérivée. f(x) est un quotient : (H ) _ YV - uv
v v

Posons u=2x + 2 u o= 2
v=x +3x+5 Vv = 2x + 3.
2()(2+3x+5)—(2x+2)(2x+3)
fa(x) =
()(2+3x+5)
. 2% + 6x + 10 - (4% + 4X + Bx + 6)
00 = ,

()@ + 3x + 5)2
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3. Calcul des dérivées

0¥ _ Ax + 4

f'3(X) = 5
(0 + 3x + 5)

cfiix e In2x) ~ In(x + 1).
f4(x) existe si In (2x) existe et si In(x + 1) existe.

Doncsi2x>0etsix+1>0. .
Doncsix>0etsix>-1.

Par conséquent Df4 =10 ; +oo[.

—Caleulons-la-dérivée+ 4 (x)-=—n(2x) )~ (In-¢x-—+-1))"+
U!
Rappelons que (Inu)' = R
Posons u= 2x u = 2 ‘(lnk(2V>y<‘))’ -2 .1 |
= = = 5 ° 3
Posonsu, = x+ 1 u, = 1 (n(x + 1)) = !
t T T ox + 1
. , 1 1
On obtientdonc  fy(x) = > P
X+ 1 - X
f! = 2T -7
a() X(x + 1)
1
f! =
4(%) x(x + 1)

cfgix > (4x - 7)5
f5(x) existe pour tout réel x ; donc D,5 = R.

Calculons la dérivée :

f:(x) est de la forme 1P et WM =
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Exercices pour s’entrainer
Posons u= 4x - 7, U = 4.
fi(x) =5(4x - 7)*x4,

fo(x) = 20(4x - 7*

'fGIXH———j.
2x + 3)

f(x) existe si (2x + 3)*# 0, donc si 2x + 3 = 0 donc

Calculons la dérivée :

f5(x) est de la forme 1 et (l) = —;—ng
" u" u

-4 x2

Posons u=2x+3, u' = 2.

On obtient : i (x)

Il

@ex + 3)%

-8
floX) = e L
6 (2x + 8)°

chixps (x + 1)e T X

f2(x) existe pour tout réel x ; donc Df7 =R,

Calculons la dérivée :

f2(x) estun produitet (uxv)’ = u'v + uv'.
Posons u =1

v

:_61 -x_

U=x+1
V= e1 - X
Rappelons que (8")' = ve".

On obtient ', (x) -

i

ixe +(x+1)><(~e1_

~ (x + e ¥

H

fo(x) = el ~ %

I
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3. Calcul des dérivées

t 1 - X
f7,(,x_)__= A Xe=) 0 ,

o0 = —xe' "L

1 + Inx

1+ x

Inx existe si x> 0.

Six>0;x+1>0; - doncx+ 120, -Df=]10;+oe[:

'fBZXH

Calculons la dérivée :

fz(x) est un quotient et (H jz uv - uv
v

Posons wu=1+Inx donc U =

v=14+x donc vV o=

1
}(1 + x) - 11 + Inx)

fa(x) = ,
8 (1 + x)2

1+ x - x - xinx
, X

(1 + X%

1 — xinx
o) = ——",

x(1 + Xx)

, 1 - xinx
Donc| fg(x) = —
x(1+x)

efgiX > Xa/3x-1.
f(x) existe si A/3x — 1 existe,

doncsi3x—1>0 Cc'est-a-dire si x> %
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Exercices pour s’entrainer

Donc ng = 1 ; oo [

3
Calculons la dérivée : fy(x) est un produit, et (Ux v)' = v + uv'.
Posons u=x uo= 1
3
v = J3x -1 Vo= —,
2.J3x - 1

Rappelons que (JD)’ =

U
2.Ju

1x48x — 1 + xx

On obtient 4 (X)

3
2./3x - 1

2(3x - 1) + 3x

fo(x) = )
° 2./3x - 1
9x - 2
f' (X) ettt
° 2./3x - 1
X
. f10;x > _€_+_3
26" - 1

fio(x) existe si 2e¥— 1« 0.
Résolvons 2¢¥—1=0,
2¢¥ =1,

1
eX=.—,
2

1
d | =In=,
onc n e n2

x=-In2.
Par conséquenthm: R - {-In2}.
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3. Calcul des dérivées

Calculons la dérivée :

fro(x) estun qwﬁent,.et,.(.%) -

Posons u=6&*+3 u o= e¥
v=2e—1 v = 2&.

@ - 1) - (¢ + 3) (26

Onobtient 4, (X) 5
2e" - 1)

.2(e")2 - & - (2(eX)2 + 66"
f'w(X) = 5 )
e - 1)

I

, 76
(0 =

(26" - 1)2

2¢ exercice

Faire le méme travail sur les fonctions suivantes ; cette fois—ci 'on
trouvera seulement le résultat, le raisonnement étant laissé a la
charge du lecteur.

g1 X=X+ In(=x),

gs: x> 4de ,
O3: X > (X - 3x+5) ¥,

g4;x|_9]n X_+.i,
2x - 5
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Exercices pour s’entrainer

g5 X >
g5 X b ———,

g7 X > 4 - 9,

Og: X > Inx
8. X.._ 1.
¢ Solution
gi:Xx=>x + In(=x) Dg1=]_oo;o[
, + 1
g1(X) - X [l
1
—2-x—1
g X > 4e Dg2=m
1x—1

g0 = 26°

g3 X > (% - 3x + 5)&* Dgs-——lﬂ

gax) = (-x° + 5x - 8)e¥|.

>

3 D =1-—m:-[3[U]g;+w[

Q41Xb~>|n(x_5 9

N

-1
(x + 3)(2x - 5) |

g4 (%
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3. Calcul des dérivées

g5.xl"91——+—l“r7)? 95_] 3 "e‘[ ]éi+°°[
, 2X°Inx + ¥ + 1
QS(X) = R
x(1 + Inx)
5 ,
g5 X > —— D =R
1+ 267 %
. 107
ge(¥) = ———7.
(1 + 2™
: / TR T
Grix > AP - 9 Dy, =1 ZJU[2+ [
G00 = X
7 — R ——
Nax - 9
Inx
Go:x > —— Dg, =105 1[UI1 ;oo [

X -1 - xinx

' (X -
gg(x) X = 12
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Dans tout ce paragraphe, fest une fonction dérivable sur[a; b].

1° Une fonction f est croissante sur chacun des intervalles oll sa dérivée
est positive.

2° Une fonction fest décroissante sur chacun des intervalles ol sa dérivée
est négative.

3° Si fest une fonction croissante sur [a; b), pourtout xde [a; blona
f(a) < fix)

et f(x)< f(b).

En général si x; < xp alors f{xy) < f{xp).

Y
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4. Dérivation : variations, bijections

& §i fest une fonction décroissante sur [a b], pourtout xde[a;blona:

ll \ PR
fta)2-(x)
et

(X) e

~En-général;sixy<xalors f(x,) “fxz): :

£
1
1

A —
|
|

Y

5° Une fonction fadmet un maximum pour x = X,
si flxg) =0

et si pour fout x voisin.de x,
fixg)> 0 pour— X< Xg;
Fixp)< 0 pour x> xp

f'(x) - +
f(x) M~

6° Si fadmet un maximum égal a Msur [a; b], alors pour tout xde [a; b] on
af(x)sM.

Y
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Ce qu’il faut retenir

7° Une fonction fadmet un minimum pour x = X,

si fxg)=0"
etsipourtout xvoisinde x,  flxg)< 0 six<ux
et flxg)> 0 six>x.
X Xo
F Xy - +

£ T~ —

8° Si fadmet un minimum égal & msur [a; b], alors pour tout xde [a; b] on
a:f(xyzm

/

9° Si fla) <0 et si f(b) > 0, alors il existe un réel x, de ]a; b et un seul tel
que f(xg) =0.

v

10> Si f est croissante sur [a ; b] , alors f est une bijection de [a; b] sur
lintervalle | f(a) ; f(b} ].
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4. Dérivation : variations, bijections

C'est-a-dire que pour tout réel k tel que f{a) < k < f(b), il existe un réel x, et

un-seul-dea;bltel-quefixg=k
Note on obtient une propnete analogue si f est decrmssante sur [a b]

~ EXERCICES POUR SENTRAINER |

1° Sur quels intervalles les fonctions suivantes sont-elles
croissantes ?

fix > X°—55x% —4x+1,
-3x-4

3x+2 "'

fy:x > xPeX.

hix e

2° Déterminer un encadrement de f(x) sur I'intervalle .
a)fi x> (xX*-55x>-4x+1) surly=[0;3]puis
surlp =[3;6].
-3x-4
3x+2
c)fy:ix P x¥Pefsurl=[-3;0]

surl=[0;3].

b)fh:x >

3° a) Montrer que xe*< % pour tout x négatif.
e . .
b) Est-il vrai que 0 < x% &¥ < 1 pour tout x négatif ?

4° Determiner & 0,1 prés les solutions de ['équation
x3~5,5x2 - 4x+ 1 = 0 dans l'intervalle [0 ; 6].
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Exercices pour s’entrainer

© Solutions

1°¢f 1 X > £ - 5,5)(2—4x+1. Df1 = R.

Calculons la dérivée : ') (x) = 3% -11x-4.
Etude du signe de f 'y (%) : on calcule le discriminant
A=121-4x3x (-4) = 169 = 132,

11+13 _, oo 11-13 1

llyaZ2racines: x' =

6 3

32 —11x—4 > 0 a l'extérieur des racines et 3x*—11x—4 < 0
entre les racines.

4 + oo

3
(% + (? - 4> +

fy(x) 20 six e :l—oo;-%] sixe [4;+oo[.

Donc f; est croissante sur ]— oo ; —%] et sur [4; +oof

-3x-4

e fol X R —
2 = 3x+2

f,(X) existe si 3x+ 20, donc si x¢—§

Calculons la dérivée : c'est un quotient, on utilise la formule

(%) = UV_W,OU u=-3x —4ddonc u' = - 3 etv=3x+ 2 donc
V2

v = 3.

_ —3(3x+2) -3(-3x-4) -9x-6+9x+12

f'o(x) =
2(9 (3x+2)2 (3x+2)2
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4. Dérivation : variations, bijections

Fe(x) = — O

(3x+2)°

- Etudions le signe de f',(x) : 6 est positif,
(3x + 2)2 est positif car c'est un carré.
Donc ', (x) est positif sur Dy.

Donc foest croissante sur ] —es'; —%[ et'sur ] —g ;e |

- fy 1 > X" eXexiste pour tout x, x° aussi donc D, =R.
Calculons la dérivée : c'est un produit, on utilise la formule
(uxv) = U'v+uv oltu=x?donc u' = 2xetv=e‘donc v' = &*.

fy(x) = 2xe* + x°e* = .

- Etudions le signe de f'3(x). : €*>0 pour tout x.

Factorisons : 2x + x° = x (2 + X).
Ce "trindbme” admet 2 racines 0 et —2.
Il est positif (du signe de “a"} a I'extérieur des racines.

Onadonc:
X oo —2 0 -
e + + +
2%+ X2 + ( - +
f3(x) + - N
fo()20six e J-eo; —2] U[0; +ol.

Donc f; est croissante sur ] —eo; —271 &tsur [0 +oeo [

2°a)fy i x - X3 -5,5x —4x+1.
«ly=[0 ; 3]
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Exercices pour s’entrainer

A 'exercice 1, nous avons établi que fa(x)<0six e [—% ;4].

Nous en déduisons que fest décroissante sur l'intervalle [0 ; 3].
On a donc pour tout x de [0 ; 3]  £(0) = f{x) = (3).
f0)=1, f3)=27-55x9-12+1=-33,5,

donc ]si x e [0,3] alors~33,5 <fx) <1 l

e lo=[3;86].
Toujours d'apres 'exercice 1, f'; (x) <0 six e [—% ;4] et

fly(x)z0six e [4 ;+oo[.
On a donc I'extrait de tableau de variation :

X —1/2 3 4 6 +4 oa

f1(x)

~335 = _39 5

f(4)=64-55x16~-16 + 1 =-39.

Sur lintervalle [3 ; 6] la fonction f; admet un minimum égal 4 -39,
onadonc:

f(x) = ~39 pour tout xde [3 ; 6].

Nous avons calculé f(3) =-33,5.

Calculons f(6) =6% —55x62 -4 x6 + 1.
£(8) =~ 5, donc f(6) > £(3).

Doncsi| xe[36] - 39<f(x)<-5]

-3x—-4
3x+2

b)fr:x etl=[0 ; 3]

Nous avons vu & I'exercice 1 que fy est croissante sur

2 .
1= 3 ; + oo [ donc £, est croissante sur |, et pour tout xde lona:
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4. Dérivation : variations, bijections

£,(0) <1, (x)<f (3).

4 - -9-4 13
2O =5 =-2560) = 55 =57
. e = o - - e 1-1
Donc si x e [0; 3] -2 SfZ(X)S_TS'

c) fy :x%e® I=[-3;0]
Nous avons vu & 'exercice 1 que f'; est positive sur ] —eo ; -2
et négative sur [-2 ; 0]. Nous avons donc le tableau de variation :

X —o0 -3 -2 0
fiy (X) + 0 - 0 +

f3 (%) / 4|6 \ /

L 0

B-2)=(-2Pe?=4¢"2

f3(0) = 0.
f; admet donc un maximum égal 4 4 e sur[~3;0].
Onadonc f3(x)<4 2 pourxe [-3 ; 0].

f,(~3) = 9¢°=0,45 et f(0) =0 donc £(0) < f(-3).

Donclsix e [-3; O]Osf3(x)s46‘2 |

3fix> e
D'apres le tableau de variation établi & 'exercice 2, f; admet un maximum

égalad e pourxo--—z De plus si xs—2, a!orsf (x) <f (- 2), car
fyestcroissantesur | — e ; -2]etsi-2<x<0,
alors £, (0) <f;(x) <f;(~2) , car f3 ést décroissante sur [-2 ;0 ].
Des éléments précédents, nous pouvons conclure que si
xe [-2; 0], alors 0< fy(x) <4 2.
Remarquons d'autre part que x°¢* est toujours positif.
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Exercices pour s’entrainer

On a donc lpour tout x négatif 0 < f(x) < 4 &2 |,
") 4
orde " = —, donc pour x négatif OSXQGXSi
e o2

4°x°—5, 5 —4x+1=0.
Nous reconnaissons f;(x) = 0, oll f; a été étudiée a I'exercice 1 et
a l'exercice 2.

Rappelons le tableau de variation de ;.

X ~— o0 2 0 4
£, (%) + 0 - 0+

fr (X) / 1\_\

e N =
+
8

\

\

!
w
©
_I_
o1

Ona: £(0) =1 et f1(4) = - 39, c'est-a-dire f{(0) > 0 et f1(4) < 0.
et f; est décroissante sur [0 ; 4].

Dong I'équation f;(x) = 0 admet une solution x dans ]0 ; 4[.

Pour encadrer cette solution, calculons (1) = 7,5, done fi(1) < 0.

D'aprés la propriété précédente x, € 10 ;1]

Calculons d'autres images dans l'intervalle ] 0 ;1 [ :

f(0,1) = 0,546,

f1(0,2) = 0,012,

f(0,2) < 0.

Appliquons la propriété x, 10,1 ; 0,2[.

Donc une solution de I'équation f;(x) = 0 appartient a l'intervalle

10,1;0,2].
Cherchons s'il existe une solution dans [4 ; 6].
f;(4) =39,
f{{6) =—5.
Uintervalle [- 39 ; — 5 ] ne contient pas 0, donc 0 n'a pas

d'antécédent par f; dans [4 ; 6].
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4. Dérivation : variations, bijections

En résumé, I'équation x° -5, 5x° — 4x + 1 =0 admet une seule

solution xy dans [0 ; 6], eton a|0,1 < x5 < 0,27].

1€ probléme

¢ Enoncé

1° Etudier les variations de la fonction g: x> - (‘i +Ax) et
dresser son tableau de variation. (Les limites de f aux bornes de
Pensemble de définition ne sont pas demandées.)

2° Soit la fonction f: x > e — (1 +x+z_2),

Calculer la dérivée de f. Utiliser les résultats de la 1™ question
pour établir le tableau de variation de f.

€ Solution

1°g:x > e"—(1+x). Dy=R.

Calcuions la dérivée de g : gx =e-1.

Etudions le signede g' (x) e—1>0siée>1.

d'ol, en utilisant le logarithme, In.e*> In 1,
ou x>0.

Résumons dans un tableau :

X —_— 00 0 -+ oo

g (x) - + +
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Problémes avec solutions
Donc g est décroissante sur ] — o ; 0] et croissante sur [ 0 ; +oe [.

Nous avons le tableau de variation

| o | -
g T (%; —

g0)=e®—1=1-1=0.

Nous remarquons que g(x) admet un minimun égal & 0 pour
Xg= 0.

2°f:xr——>e"-(1+x+—§-2~). Ds= .
Calculons ia dérivée def : f'(x) = e—(1+x) = g(x).

Etudions le signe de f'(x) . C'est le signe de g(x). Or g(x) admet
un miminum égal & 0 pour X, = 0 dongc g(x) =0 pour tout réel x.

Donc f'(x) 20 et fest croissante sur R.

On a dongc le tableau de variation :

X ) 0 + o0
' (x) + (l) +
f(x) //
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4. Dérivation : variations, bijections

2° probléme

¢ Enoncé

Soit la fonction f: x > 10 (x— 1) 2e™ définie pour tout réel x.

1° Calculer la limite de f(x) lorsque x tend vers —eo,
(On admettra que  lim :f(x) = 0.) '
X~ 400

2° Etudier les variations de fet dresser son tableau de variations.

3° A P'aide du tableau de variations, déterminer en fonction du

riombre réel m, le nombré de solutions de I'équation f(x) = m.

% Solution
Ds=R.

1° Lorsque x tend vers —es, —x tend vers +eo et ™ tend vers +oo,

x—1 tend vers —eo et (x—1)? tend
Vers +oo,

Donc 10(x— 1)? e tend vers +e.

Onadonc| lim f(xX) = 4|
X = —oo

2° Calculons la dérivée de 1.
f'(x) estdeiaforme kx ux v; sa dérivée sera de la forme
k(uxv) = k(U v+uv')

ol u= (x-1)2 U =2(x~-1) formule (uz)' =2uxu.
v=g¥ Vo= - formule ()’ = u'e".
Donc f1(x) =10((2x=-2) ¥ = (x-1)2e™).

f'(x) =10 e (- x°+4x-3).

Etudions le signe de f'(x): 10 e™*> 0 pour tout réel x.
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Problémes avec solutions

Pour étudier le signe de — x° + 4x — 3, calculons le discriminant.
A=16-4(=1)(-3) =16-12 = 4.

—-4+2 —-4-2
:1 "= =3.
5 X 5

—x2 + 4x — 3 est négatif (du signe de “a”) a 'extérieur des racines,

lly a deux racines, x' =

et positif entre les racines.

On adonc:
X — e 1 3 + oo
1067 + + +
- +4x-3 - o+ 9 -
f'(x) _ ‘1) + (i) -

Nous pouvons dresser le tableau de variation.

X -0 1 + oo
f'(x) - (l) + -
toe 40 |73
f(1) = 0.
f(3)=10x22 x g3
=40 e3=1,99.

3° Le tableau de variation de f permet de visualiser que f(x) 2 0

pour tout x. En effet, sur] —ee ;3 ] f admet un minimum égal a 0,
pour xg = 1.

Sur [3; +e[, festdécroissante et lim f(x) = 0.
X~y +oo
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4. Dérivation : variations, bijections

Onadonc f(x)> 0 pour xe [3; +oo].

L’éqguation f(x) = m ri'a pas de-solution si-m < 0.
_ Ellea une solution sim=0:x5=1.

trois solutions si0<m<40eS.
deux solutions si m=40 2 x; =3 et x; < 1.

une solution si m > 40 &3 et cette solution
- gstinférieure & 1.
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Cette liaison entre mathématiques et économie est désormais
mise en ceuvre en terminale B et présente au bac.

Elle s'appuie sur la connaissance de quelques notions acquises
durant les cours de sciences économiques et sociales en premiére
et en terminale.

« || s'agit d'exprimer ce que colte la production d'un bien en fonction de la
quantité produite.

« La durée n'intervient pas ; I'équipement de I'entreprise (le capital investi) est
supposé constant. La production est la seule variable explicative envisagée : on
la note g. On supposera q réel positif.

« Les économistes distinguent trois points de vue distincts.

1° Le cofit total, qui est la somme du codt fixe et du colit variable.
CT(q)=CF(q)+CV (g} ouCT estle colt total
avec CF : collts fixes > fonction constante

et CV : colits variables +> fonction croissante de g.

2° Le colit marginal, qui est le colit de la derniere unité produite.
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5. Mathématisation : codits, receltes, profits

Si la production est grande, le codt margmal est assnm;lable & la dérivée du
colit-total.

' 74

Cnmlg)=CT (q) ol Cestle coutmarglnal

3o Le cout moyen, qw est le-colt d’une unité- prodmte
C'est le quotient du cofit total par la production,

CM(qg) = ——-@ » ‘on I'appelle aussi colt unitaire moyen.
Gféphiqdément :

A cT

B M

o] A >q

Le colt moyen est le coeﬁlment dlrecteur de Ia drone (OM) ou M est Ie pomt
courant de la courbe de colit total.

AM OB _CT(q) _

Note : en économie, les cofits marginal et moyen n'existent pas pour la
quantité g=0.

Si pour un prix de vente p unitaire, I'entreprise peut vendre tout ce qu'elle
produit, on s'intéresse alors a la recette qu'elle en retire et au bénéfice, ou profit,
qui en résuite.

Quelques notions simples sont alors utilisées.

4° La recette totale, qui est le produit du prix unitaire p par la quantité g
produite et vendue.

RT(q) =pg.

5° Larecette moyenne etla recette margmale qux se confondent Iorsque le
prix est une constante. '

R
Eneffet: RM(q) = —-—q— = — =p,
et Ry (g) =RT'(q)=(pqg) =




Exercices pour s’entrainer

6° Le bénéfice total (ou profit), qui est la différence entre la recette totale et
le co(it total.

n(q) =BT (q)=RT (q)~CT(q).

Note : lorsque la quantité absorbée par le marché est liée au prix, la recette
totale s'écrit: RT{q)=p(q).q olleprix p(q) esta fonction de demande. Dans
le cas ot : p=ag+ b, alors RM, R, sont des fonctions non constantes de g.

1° Un contrat de location de voiture sans chauffeur comporte un
forfait de 540 F, puis 2,31 F du kilomeétre parcouru. Ecrire la
dépense du client (notée y) en fonction de la distance (notée x).

1q
et
Déterminer le co(it total associé qui s'annule pour g=0.

2° Le colit marginal de production d'un article est: C, =

3° Le colt total de production d'un bien est exprimé par :
f(x)=0,1 X3 —50x% + 10 000x.

Distinguer deux phases dans la production selon que le colt
total augmente de moins en moins vite ou de plus en plus vite.

4° Dans la fonction f(x) = 0, 1x° 507 + 10 000 X,
la quantité produite x est exprimée en articles du bien et CT en
francs.

a) Calculer le colt moyen pour une production de 200 articles.

b) Déterminer 'expression algébrique du colit moyen en milliers
de francs, en fonction de la quantité en centaines d'articles.

5° La fonction de colit de production du bien A est :

CT(g) = q2 +64 ol g est exprimé en milliers d'articles et CT en
francs. Le prix de vente d'un article A est 20 F.
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5. Mathématisation : colts, recettes, profits

a) Déterminer le minimum du co(it moyen et la productlon pour

~laquelle il est atteint.

- b) Déterminer la plage de production sur laquelle I'entreprise
_realise un gain. - e e e

% Solution

1° Distance parcourue : x. Dépense de location : y.
Fonction : y=540 + 2,31. x avec x en francs.

=
2°C = f(g) = 11—06‘2 dont une primitive est :
i
F(g) = _% 5q+k or F(0) = —+kdonck—~1
q 10 ’ 5 5

3 f(x) =CT(x) =0,1x°~50x+10 000 x .
f'(x) = Cp,(X)=0,3x%>—100x + 10 000, positive sur R (car A < 0).
f"(x) =C'm(x) = 0,6x~100.

[

C'm(x) >0 si, et seulement si, x> :)ig

2

» Pour xe [0 ;166,7] le co(t total est croissant et le co(it marginal
est décroissant, donc le co(t total “croft de moins en moins vite.”

+ Pour xe [166,7 , +o[ , le colt total est croissant, et le coiit
marginal est croissant, donc le colt total “croit de plus en plus vite.”

4° f(x) = 0,1X° =50 +10 000x = CT(x).

a)CM(x) = il = 0,1 —50x+10 000 .

Production de 200 articles: ©M (200) = 4 000F. Quand la
production est de 200, un article revient & 4 000 F.
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Exercices pour s’entrainer

b) Changement de variable. Posons pour CM :
y=f(x)ol xen articles ; y en francs.

Y = @ (X) oll X en centaines et Y en milliers de francs.

La correspondance entre variables est : {

ey =f(x) est:y=0,14-50x+10000.

x=100-X
y=1000-Y

«lidevient: 1 000Y = 0, 1. (1OO.X)2—50. (100X)1 +10 000,

en divisant les 2 membres par 1 000,
clest-a-dire : Y=X2-5X+10doncY = (X),

avec @ (X) = X2 —5X + 10 ot1 Y en milliers de francs et X en centaines

d'articles.

64
5°a) CM (q) = q+6_; donc CM' (g) = 1_?

¢ - 64 _ (g-8) (q+8)

¢ ¢

C'est-a-dire : CM' (@) =

C] 0 8 4 o0

oM - 9 ¢

oM S~ 15—

g en milliers d'unités ; CM en francs.
Minimum 16 F atteint pour 8 000 articles.

b) Gain si le bénéfice unitaire est positif :
20 F est le prix unitaire ; il faut : 20 2 CM (q).

64
20 — (q+ —a) =0, ou encore —q2+20q——6420.

Résolution de I'équation : A= 144 donc Ja = 12.
q, = 4o0u g, =16 sontles racines de 'équation.
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5. Mathématisation : colits, recettes, profits

Le trinbme est positif pour g € [4 ;16].

Plage de rentabilité : produc‘uonentre4 000 et 16000 articles.

1" probleme

¢ Enoncé

—...Le.colt total-de-production.d'un.produit industriel-pulvérulent est.
estimé par C(x) =0, 1x° +250 ol x est la quantité mesurée en
tonnes du produit et C comptabilisé en kilofrancs.

1° a) Etudier la fonction C pour xe [0 ;150]. Compléter le
tableau suivant : *

x 20 | 50 | 60 | 100 | 120 | 150
C ()

b) Si le prix du marché s’établit & p kilofrancs la tonne, écrire la
fonction de recette totale R. Quelle sera la nature de la courbe
associée aR ?

2° Tracer dans un méme repére (0, Tf) du plan la courbe de coit
total (C) et la courbe de recette totale (R) en supposant que le prix p
soit 12 500 F la tonne.

3° a) Par lecture du dessin : déterminer la 'plage de pr'oduction'
[xy ; X,] surlaquelle cette entreprise réalise un gain.
b) Retrouver ceci par le calcul en expliquant la démarche.

4° Reprendre les questions 2° et 3° (a) sur le dessin précédent si
le prix p s'établit & 15 000 F la tonne. Comparer. Faire une bréve
traduction économique.
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Problémes avec solutions

$ Solution

1°a) C(x) = 0, 12 +250 a pour dérivée : C'(x) = 0,2 x et
cette dérivée est positive pour x positif, donc la fonction C est
croissante sur [=[0; 150 ].

Valeurs x 0 20 50 | 60 100 | 120 | 150
Images par C | 250 | 290 | 500 | 610 | 1250 |1690,2500

b) la fonction de recette totale exprimée dans les mémes unités
que C esttelle que : R(x) = p- x oli p est constant ; donc c'est une

fonction linéaire (images du type y = ax). La courbe représentative
de R est une droite passant par l'origine ; de pente a = p.

2° Sur le dessin ci-dessous, on lit les courbes utilisées en 3° et 4°.

Flux monétaires
A en millions
de francs

2,5 C
2,2 R2

2,0+
1,84 { R1
1,64
1,41
1,2+
14
0,8+
0,6+
0,41+
0,2°F
0

Quantités

[
fy 1

|
[
!
l
t
!
|
I
I
|
|
|
{
T

en
g ) ) . ) ) . ) ) . . ) tonngs
10 3 50 ) ' " 450 X
0 10,4 3040 *% 6070 80 % 00'10120"%% 40
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5. Mathématisation : colils, recettes, profits

3° Cas ot le prix du marché est 12 500 F la tonne.

a)La droite des recettes est au-dessus de la courbe des co(its sur-
~Iintervalle [25 ;.100]..Ceci signifie :que'éntreprise-rédlise. un.gain.
~-pour une production comprise entre 25 tonnes et 100 tonnes ; et des’
pertes si la production est inférieure a 25 fou supérieure a 100 &

b) Par le calcul. Le bénéfice total doit étre positif.

On étudie le signe de la fonction B=R - C. ’

La fonction B (x) = 12, 5x— (0, 1x* +250)
s’écrit encore B (x) = —O,1x2+ 12,5x~250. C'est un trinébme du
second degré dont on étudie le signe.
| 4=56,25positif et~ A =7; 5, donc il existe deux racines T
xy = 25 et x, = 100. Ce trindbme est du signe de (—0,1) & 'extérieur

de lintervalle [x, ; x,] et du signe positif & I'ntérieur. On retrouve
les résultats du a).

4° Cas ou le prix du marché serait 15 000 F la tonne : Ia plage de
rentabilité [x'y ; x',] est plus étendue que lorsque le prix était
12500 F. Le calcul montre que les valeurs approchées sont:
x'y=19,1 et x',=130,9

2° probléme

4 Enoncé

Les collts de fabrication d’un robot ménager se décomposent
pour uneannee en : 160 000 F de colts fixes ; 200 F ['unité de coflits

proportionnels et un terme 0,04 ¢° de colits complementalres oll gest
la quantité en unités produites.
1° g) Ecrire la fonction de colit total CT: [0+ [ > R
g = CT (a).
En déduire I'expression de la fonction de co(it moyen CM.
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Problemes avec solutions

b) Etudier la fonction CM sur [0 ; +eo[ : sens de variation et
limites.

¢) Déterminer le minimum du co(t moyen. Pour quelle valeur de
g est-il atteint ?

2° Le prix de vente unitaire du robot ménager est de 432 F.

a) Quel est le bénéfice unitaire si la quantité produite et vendue
est de 2 000 unités ? Et le bénéfice total ?

b) Pour ce prix, le marché pourrait absorber 6 000 unités : si
I'entreprise le fait, cela sera-t-il rentable ?

3° a) Le prix est fixé & 432 F. On notre RM la fonction de recette
moyenne. Montrer gu’elle est constante.

b) Tracer dans un méme repére du plan les courbes CM et RM
sur l'intervalle [0 ; 8 000].

¢) Déterminer par simple lecture la plage de production rentable
pour cette entreprise. Retrouver les résultats du 2°.

€ Solution

1° a) Le codt total est la somme des trois types de coiits donc :
CT(q) = 160 000 +200g+0, 04q2. On en déduit le co(t moyen :

CM(g) = --—-——160q000 +200+0, 04q. '

b) - Dérivée de CM : CM' (q) = ﬂ%QQLO, 04.

0,04 ¢f -~ 160 000

.+ Etude de son signe : CM'g = Son

numérateur se factorise en (0,2g—400) (0,2g + 400), trindme dont les

racines sont * g—Og— soit + 2 000.

3

81



5. Mathématisation : colits, receties, profits

Ce trindme est positif a I'extérieur de [ —2 000 ; + 2 000,

doncsur [0 ; +eo| lesignede CM' s'en déduit.
srencocLimite cen g = 0:1-0n af-~~lim-(-)GMA=~+oof,~» -donc-I'axe - (0} est”
- . g=s ]

. g>0
asymptote a la courbe CM.

160 000 _

*Limiteen+eo ona : lim CM = +eo et lim = 0.

g s e ~ T gse @

Donc la droite d'équation y = 200 + 0,04.q est asymptote & CM.

* Tableau de variation :

qg | o0 [2 000] + o0

cm' - t# +

CM““ \ 360 /

Image de 2 000 : CM (2 000) = 360.
¢) Le minimum du co(t (unitaire) moyen est de 360 F.
Il est atteint pour une production de 2 000 unités.

2° a) La recette unitaire est égale au prix, c'est donc 432 F.

Le bénéfice unitaire quand g =2 000 est la différence
RM (2 000) — CM(2 000) =432 -360=72F.

Donc le bénéfice total est alors BT = 72 x 2 000.

BT (2 000) = 144 000 F.
b) Pour 6 000 unités le colit moyen est CM (6 000) = 466,67 donc
. le_bénéfice unitaire .est 432 — 466,67 = —34,67 F, c'est-a-dire une

perte. ll n'est pas rentable de produire une telle quantité compte tenu
de la taille de V'entreprise.

3° a) La recette moyenne est la recette unitaire qui est le prix,
lequel ne dépend pas de la quantité produite. Donc RM est la fonction
constante RM(q) = 432.

b) Recette et colt pour une unité produite : représentation
graphique.
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Problemes avec solutions

Flux monétaires en francs

a l'unité
600 A CcM
- =
500 + B - =
A ==
400 + | | — T ;E RM =432
. — \ i
i . ] 1
soot+ o+ =7 Lo
:/ | \ |
200+ 1 ; Lo
f I
| 1 t I
100 + ! ‘ Lo
| : | |
ol vy Quantie
1 2 3 4 5 6 8 _.
en milliers

c) La plage de production rentable pour cette entreprise est
environ : [ 800 ; 5 000].

Note : Le calcul des racines de I'équation CM(q) = 432 permet
d'obtenir ces valeurs exactement.

Lecture :

 Pour une production de 2 000 unités, on lit que le bénéfice
unitaire SA est maximal.

= Pour une production de 6 000 unités, on lit que I'entreprise fait
une perte BE.

4° probleme

4 Enoncé

Une entreprise fabrique une quantité x d'un produit. Le colt de
production f(x) exprimé en milliers de francs est donnée par :

f(x) = x3 — 30x2 + 300x, oil x est un réel compris entre 0 et 20.
Toute la production est vendue au prix de 84 000 F I'unité.
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5. Mathématisation : colits, recettes, profits

1° a) Exprimer la recette totale g en milliers de francs et le
bénéfice total h en fonction de fa quantitéx. - - '
b) Etudier le signe de la fonction hsur |=[0; 20 ] en expltcttant

- les solutioris de I'équation h(x) = 0. i

2° a) Etudier les variations de la fonction h sur 1.

Tracer la courbe représentative de f sur | en repére bien choisi.

b ) Interpréter cette courbe ainsi que le signe de h en terme de
bénéfice. Déduire de cette étude la-guantité xy qui engendre une.
perte maximale et la quantité x,qui engendre un gain maximal. On
donnera une valeur approchée de ces quantités & 1072 prés, et une
valeur approchée des bénéfices associés au franc prés.

(Sujet de bac madifié)

% Solution

1° a) La recette totale pour un prix p=_84 milliers de franc
constant est : g(x) = 84. x et’le bénéfice total qui en résulte est la”
différence : h(x) = g(x) — f (x).
b) Etude du signe de la fonction h.
h(x) = 84x - [x* — 30x% + 300x]
donc h(x) = —x3 + 30x2 — 216x.
On peut mettre x en facteur donc : h(x) = x (=x° + 30x — 216).
Orsur lon a: x 2 0 donc le signe de h est celui du trinbme
t(x) = x* + 30x - 216.

Cherchons ses racines éventuelles : A= 36 donc JZ =6,
et les racines sont: x'=12et x”" =18.

Le trindme est du signe de a=— 1 a I'extérieur des racines et du
signe contraire a 'intérieur de l'intervalle [ 12; 18 ].

Bilan: sixe ]0;12[u] 18;20] alors h(x) <0

sixe 112 ;18 [alors h(x) > 0

2° a) Dérivée de h: h'(x) =—3x* + 60x— 216.

Signe de la dérivée : c'est un rinbme dont le discriminant est
A=1 008 (cas réduit : A’ = 28).

Il'y a deux racines :

= 10-./28 ~4,71 et x, = 10+ /28 ~ 15,29,
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Probléemes avec solutions

Ce trindme est du signe de (—3) a I'exiérieur des racines et du
signe contraire a l'intérieur de l'intervalle.
Tableau des variations de h:

X 0 X4 Xo 20
ool = &+ 9
0 h{x
h) | "N hx) <2)\
Valeurs utiles :
h(0) = 0, h(xy) =h(471)=-456,324,
h{x) = h(15,29) = 136,324, h(20) = -320.

Tracé du bénéfice en fonction de la quantité produite pour p= 84 kF

A BENEFICE TOTAL
150 1 en kF.
100 + X
50 i PRODUCTION
T {
o[ 2468 l0tflatelen
~50 . : : en unités
—1004| | |
! |
! i
I
~200 1 | :
! !
i i
-~ 300 4 |
i
|
{
—400 ¢ : Note : on peut supposer gue l'unité
1 ! de production comporte 100 articles ;
-5004 le prix de I'article est alors de 840 F.
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5. Mathématisation : colts, recettes, profits

b) Interprétation.

e signe du bénsfice permet de découper | B
+ deux plages de perte pour x€ ]0; 12 etpour xe] 18;20[,
“une plage de rentabilité pourx e[ 12:718]. :
» Les pertes passent par un maximum pour la production

Xy = 4,71 unités.

+ Les gains (profits) passent par un maximum pour X, = 15,29
unités.

La production et la vente de 4,71 unités (ou 471 articles)
provoquerait une perte de 456 324 F.

l.a_production..et.la_vente de..15,29 .unités. (ou 1 529 articles).
procure un profit de 136 324 F.
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Ce chapitre essentiel & la compréhension des probabilités ne
comportera pas de probléme, mais seulement des exercices
d'entrainement couvrant une large gamme de situations.

E B

1° On appellera cardinal A le nombre des éléments de 'ensemble fini A. On
note : Card A=n.

Si une épreuve consiste a tirer une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes,
on dira que le nombre total de tirages distincts possibles est le cardinal de I'univers
0, eton écrira:

Card 2 =32,
Les tirages sont alors nommés éventualités : w e .

2 Si, pour dénombrer les éventualités associées a une épreuve, on
est ramené a 2 choix (indépendants I'un de l'autre), tels que le premier
se fasse parmi r éléments d'un ensemble A et le second parmi s
éléments d'un ensemble B, alors le nombre total d'éventualités est égal
au produit rx s.

Exemple : décompter tous les couples de représentants possibles d'une
association qui comporte 250 hommes et 180 femmes sous contrainte que le
couple comprenne un homme et une femme.
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6. Dénombrements : procédés et opérations

3° Ce type de dénombrement (couples) peut étre schématisé :

88

par-un-tableau-&-double-entrée--avec-250-ignes-et-180-colonnes:

e S A e e ne-180—F —
(i
L | o0a | (1,180)
n°2 (2 R T RPN, P
n°250 | n°250 | .7 | ... (250,180)

Il'y adoncen tout N=250x 180 soit 45 000 cases dans le tableau.
— par un arbre.a.deux niveaux de branches : o

Femme Homme
n° 1

<0250

n° 180

ity a doncen tout N =180 x 250 = 45 000 terminaisons & cet arbre.

On dit alors que 'ensemble des couples (x ;¥) oll xe A et ye A est
produit cartésien : Q2 = Ax B,

4° Généralisons : la représentation par arbre permet d'étendre la réflexion &
plus de deux choix ; pas le tableau.

_ Si un processus suppose:un:premier choix & 5 voies, un second choix & 20
issuies et un dernier choix & 2 valeurs, alors le nombre total de possibilités
distinctes est ;

' N=5x20x2=200

5° Exemple : on jefte un dé quatre fois de suite. Il est bien équilibré. Le
nombre fotal de suites de quatre résultats possibles est N=6x6x6x6 ou

© N=6%




Ce qu'il faut retenir

On dit aussi que I'on a formé des 4-listes d'éléments de I'ensemble A =
{1;2;3;4:5;6}. lly a répétition possible d'un élément de A dans une telle
liste : en effet, la liste 6 636 est un résultat possible de cette épreuve.

Si un ensemble A comporte n éléments, alors le nombre de —p listes

d'éléments de Aest N = nP.

6° Exemple : une course de chevaux comporte 12 partants. Le nombre total
de tiercés distincts possibles a priori, si I'on suppose tous les-chevaux de force

égale, est N=12 x 11 x 10 car le cheval qui occupe la 1ére place ne peut étre joué
de nouveau, et ainsi de suite. On a N = 1 320 tiercés possibles.

On dit que I'on a formé un arrangement 3 a 3 des 12 éléments possibles. Les
éléments d'une telle suite sont tous distincts.

Si un ensemble A comporte n éléments, alors le nombre
d'arrangements p & p que I'on peut former avec les éléments de A est
N=n(n-1){n-2)..(n-p+1).

On &erit ce nombre : AP

Procédé de calcul :Af7 = 17x16x15x14x13 = 742 560.
Il'y a5 nombres & partir de 17.

7° Dans le cas ol 'arrangement comporte les n éléments de A, on parle de
-permutation.

Le nombre de permutations d'un ensemble A comportant n éléments
estnl=n{n-1)(n-2)..x3x2x1.

On dit : factorielle n.
Procédé de calcul : 8 1=8x7x6x..x2x 1=40320.

8° Exemple : reprenons la course avec les 12 partants. On veut étendre la
probabilité de gagner en jouant non plus le tiercé a b ¢ mais les 6 tiercés possibles
avec a b ¢ : ceci s'appelle un tiercé dans le désordre. Cherchons tous ces tiercés :

12x11x10

T =220
3x2%1

ilyenaN=
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6. Dénombrements : procédés et opérations

On a formé des parties a 3 éléments avec les 12 éléments possibles. On dlt

aussi-des- comb/nalsons -3&3 de -12-6léments:

.. Si un ensemble A comporte n éléments, alors le nombre de pames ap

AP
gléments de Aest N = —

" n
On écrit ce nombre : CP ou encore LPJ

9° Propriétés des CF.

Dans un ensemble a 8 elements ilya autant de parties & 3 éléments que de
" parties a 8- 3=5éléments.
On écrit ;

P =c P

Propriété du triangle de Pascal :

~NPl12 3456 7 8
1011

2 |12 1

3 113 3 1

4 11 4 68 4 1

5 {15 1010 5 1

6 |16 15 6 1
717213552171
8 |18 285670 56 28 8 1

Ce triangle est construit & Faide de la remarque | A1 = CP+CP*!
pour tout 17 et pour tout p entiers naturels. ~ -

" 10° Les coefficients du ﬁiahglé de Pascal sont aussi ceux du dévé/obpement
d'un binéme.
(a+b)2 = 18°+2ab+1b°,
(a+b)® = 128°+3a°b+3ab®+1b°,
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Ce qu’il faut retenir

(a+b)* = 1a*+48°b+6a°b% + 4ab® + 1b*,

soit (a+b)* = Cla*+Cla’b+C2a%b%+ Clab® + Cob°.

11° Si, pour dénombrer les éventualités associées a une épreuve, on
estamené a un seul choix entre deux voies exclusives 'une de {'autre,
I'une qui compte p éléments (d'une partie E) et I'autre qui compte g
éléments (d'une partie F), alors le nombre total de cas possibles est
lasomme p + q.

Ceci se généralise & un seul choix parmi plusieurs voies exclusives les unes
des autres.

Exemple : un joueur dispose de 250 F pour sa soirée.

Il peut jouer a un jeu Aol la mise est de 50 F et & un jeu B ol la mise est de
120 F ; il aime également les deux jeux.

Le nombre de parties possibles se décompose en trois voies :

— soit if fait 2 parties de B : Card E =2,

— soit il fait 5 parties de A: Card F =5,

— soit il fait 1 partie de B et 2 parties de A: Card G=3.

Donc, au total, il dispose de dix choix possibles.

12° Ce type de dénombrement peut étre schématisé par un diagramme de
Venn. L'univers est découpé en trois parties telles que

— Jeur réunion rassemble tous les cas possibles : 2 =EUFUG;

— ces parties sont disjointes deux & deux :

EnF=0
FNG =@

E
F ¢ EnG=0

On dit que E, F, G forment une partition de I'univers Q.
Card 2 =Card E + Card F + Card G.

Le vocabulaire des événements :

+ Univers = ensemble des cas possibles ... noté Q2.
+ Eventualité = cas possible .......coucercrcnceneironnininens notée w;
« Evénement = partie de Q c.oveveeecenecrnecivecnenninscrn par exemple A.
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6. Dénombrements : procédés et opérations

+ Evénement contraire de A = complémentaire de A dans 2, c'est-a-dire

ETSEMbIE d8s eventUalités quine sont pasdans A
Noté le plus souvent'A

['Si Card 2= n et Card A=p alors Card A=71-p.

« Evénement impossible = partie vide @. Ona: Card @ =0.

« Evénements incompatibles A et B = deux parties dont la partie commune
soit vide, donc telles que AN B =@, S

+ Evénements indépendants = voir chapitre sur tableaux de contingence et
conditionnalite.

+ Réunion de deux événements A ef B = ensemble des éventualites qui

: 25 eventualités.

sont-:
—_soit dans A,
— soit dans B,
— soitdans A B.
Exemple : supposons que A contienne 18 éventualités et que B contienne

+ Si,en outre;Aket B sont ihddi’npatibles, alorsCard AUB =18+25,

| Card An B =Card A+ Card B.

b

A B

*Si, par contre, A et B ont 5 éventualités en commun, alors Card
AUB=18+25-5.

Card AuB=Card A + Card B—CardAnB.
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Exercices pour s’entrainer

Reconnaitre des situations-types ou s’y ramener.

1° @) On lance un dé cubique. Combien de résultats différents
peut-on obtenir ?

b) On lance ce dé sept fois de suite, et on note la suite des
résultats obtenus. Combien existe-t-il de suites différentes
possibles ?

2° Dans le Val-de-Marne, les plagues dimmatricuiation des
véhicules sont constituées d'un nombre de quatre chiffres (au plus),
de deux letires et de l'indicatif 94. Combien de véhicules peut-on
immatriculer ?

3° Un Questionnaire & Choix Multiples propose, pour chaque
question, 4 réponses possibles dont une seule est bonne. Il y a dix
questions posées.

a) Combien peut-on obtenir de copies différentes ?

b) Parmi ces copies, combien auront “tout juste” ?

¢) Quel est le contraire d'avoir “tout juste” ?

4° Dans le systéme décimal, combien y a-t-il d’entiers naturels de
trois chiffres, ou le chiffre des unités est strictement inférieur &2 7, le
chiffre des dizaines est un multiple de 3, le chiffre des centaines est
impair ?

5° Parmi les 23 conseillers municipaux d’une petite ville, on doit
élire un maire, un premier adjoint, un second adjoint et un troisiéme
adjoint.

Combien y a-t-il de résultats possibles ?

6° Une revue propose a ses lecteurs une liste de quatre
chanteurs et leur demande un classement par ordre de préférence.
Combien existe-t-il de classements différents ?

7° On ecrit les lettres du nom SPINOZA sur des petits morceaux
de carton
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6. Dénombrements : procédés et opérations

S P ) i o N B U’ L A ":,"'ffff =

On tire successivement trois de ces cartons ‘et on les place
devant.soi-pour-former un.“mot”.de trois lettres..(“Mot”,.ici,-signifie
suite de trois lettres, que le “mot” ait un sens ou non, qu’il soit
pronongable ou non).

a) Combien de “mois” de trois lettres peut-on former ?
b) Combien commencent par la lettre Z 7
¢) Combien finissent par la letire A ?

8° Combien y a-t-il de fagons de choisir deux délégués dans une
classe de 35¢éleves? a

9° Une urne contient dix boules numérotées de 0 a 9.

a) 18" épreuve : on tire simultanément deux boules.
Combien existe-t-il de tirages différents ?

b) 28™€ épreuve : on tire simultanément trois boules.”
Méme question.

10° a) Combien peut-on envisager de mains différentes de cing
cartes avec un jeu de 32 cartes ? '

b) Parmi ces mains, combien contiendront les quatre as ?

¢) Combien contiendront quatre cartes de la méme valeur ?

d) Combien ne contiendront que des cartes de la méme couleur ?

e) Combien seront formées de trois piques et deux coeurs ?

f) Combien ne contiendront pas de tréfle ?

g) Combien contiendront au moins un tréfle ?

11° On fait asseoir quatre personnes coOte a cote au hasard sur
un banc. Combien de fagons distinctes y a-t-il de les placer ?

Univers associés a différents types de tirages.

12° Une urne contient dix boules numérotées de 0 & 9.

a) On tire une boule, on note son numéro, et on la remet dans
'urme — ceci s’appelle tirage avec remise. Cette opération est
effectuée cing fois de suite.
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Exercices pour s’entrainer

On cherche combien il existe de suites de cing numéros obtenus
par ce procédé. On notera Card £, le résultat.

b) On tire une boule, on note son numéro, mais on ne la remet
pas dans I'urne — ceci se nomme tirage sans remise (ou encore
tirage exhaustif). Cette opération est effectuée cing fois de suite. Le
nombre de suites de cing numéros obtenus par ce procédé sera noté
Card Q.

¢) On tire simultanément les cing boules. Calculer le nombre de
suites de cing numéros obtenus et le noter Card ..

d) Si on cherche a obtenir |a suite 76 901 : quel est le procédé de
tirage qui offre les plus grandes chances de réussite ?

Dépouillement de questionnaire.

13° On a interrogé 1 000 personnes & propos de deux produits
concurrents A et B.

Ont répondu oui aux questions :

— utilisez-vous A ? 456;

— utilisez-vous B ? 280.

En outre, 168 personnes ont répondu oui conjointement aux deux
questions ci-dessus.

a) Combien de personnes parmi cet échantillon n'utilisent ni A,
niB?

b) Combien de personnes utilisent A exclusivement? B
exclusivement? (Seuls ces deux produits sont en jeu).

c¢) Combien de personnes utilisent au moins l'un des deux
produits ?

14° Un sac contient dix jetons indiscernables au toucher. lls sont
numérotés de 1 a 10 : les quatre permiers numéros sont rouges ; les
six suivants sont bleus.

a)On tire au hasard 4 jetons simultanément. Dénombrer I'univers
ainsi obtenu.

b) Dénombrer les événements suivants :
U : le tirage est unicolore.
B : le tirage est bicolore (il y a ici deux procédés possibles).
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Dénombrements : procédés et opérations

Arrangements et combinaisons ; un peu de calcul :

115° a) Calculer A%, , en déduire C7.

b)Calculer C3 et C4 ; endéduire C2 et Ch.

¢) En utilisant le bindme, démonter que le nombre total de parties
--d'un-ensemble a cing-éléments-est 2%,

d) Reconstituer la 10/®™e figne du triangle de Pascal. En déduire
C?O par lecture de cette ligne.

% Solutions

1° a) Le dé comporte six faces, donc, si 'on jette le dé une seule
fois, il y a six résultats différents possibles.

b) On lance le dé sept fois, on forme donc une 7-liste d'éléments
pris parmi les six possibles. Le nombre de 7-listes est donc 6.

Explication :  pour le 1% jet, il y a six résultats possibles,
pour le 28 jet, il y a six résultats possibles,
. pour le 7€ jet, il y a six résultats possibles.

On obtientdonc 6x6x6x..x6 = 6’ résultats.

7 facteurs
Le nombre de suites différentes est 67, soit 279 936.
2° Un arbre va résumer la situation. Nous savons qu'il existe 10 000
nombres de quatre chiffres au plus si 'on compte le nombre 0, et 9 899
si 'on exclut 0, ce qui est le cas pour 'immatriculation des véhicules. De

plus, I'alphabet comporte 26 letires, mais les letire | et O ne sont pas
utilisées il reste donc 24 lettres.
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Exercices pour s’entrainer

Faisons cet arbre :

Indicafif 94
2% |etire -A 94
A —_— 94
1€ lettre A S -,

Nombre B
de 4 chiffres

2 Z etc.
A
9 999 - B
efc.
Z etc.

La derniére branche de I'arbre ne comporte qu'une issue, car
Findicatif 94 est imposé.

Comptons le nombre d’immatriculations :
9999 x24x24x1 = 5759 424.
Par conséquent, 5 794 424 véhicules pourront étre immatriculés
dans le Val-de-Marne, par ce procédé.

3° a) lilustrons la situation par un arbre:

1€ question 28 question ... etc ... 10° guestion

© réponse <
L 2° réponse §
X

3% réponse  efc.

4° réponse
A chaque question, il y a quatre réponses possibles, donc le
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6. Dénombrements : procédés et opérations

nombre de coples différentes est_4 X4 X4X... X4 goit 410,

10 facteurs
lly a 1048 576 copies différentes possibles. ,
b) Avoir “tout juste” signifie avoir donné la bonne réponse-a-
chaque question posée. Or une seule réponse par question est
bonne, dong, il y a une seule copie qui aura tout juste.
¢) Le contraire d'avoir tout juste, ¢'est avoir au moins une erreur
a une question posée.

4° | e chiffre des unités est un élémentde {0;1;2;3;4;5;6},
il y a donc sept possibilités.

Le chiffre des dizaines est un élémentde {0 ;3 ;6 ;9},ily adonc
quatre-possibilités. :

Le chiffre des centaines est un element de{1;3;5;7; 9}, ilya
donc cing possibilités.

Le nombre d'entiers naturels possibles est 7 x 4 x 5 = 140.

5° Pour le choix du maire, il y a 23 possibilités.
Pour le choix du 1" adjomt iln'y en a plus que 22
Pour le choix du 2° adjoint, il n'y en a plus que 21.
Pour le choix du 3® adjoint, il n'y en a plus que 20.
Nous obtenons un total de 23 x 22 x 21 x 20 = 212 520.

Remarquons que ce nombre est l'arrangement de quatre
individus pris parmi 23.

Agg = 23x22x 21 x 20 = 212 520.

6° Il y a quatre chanteurs a classer par ordre de préférence.
Pour la 1" place, il y a quatre choix possibles.

Pour la 2° place, il y a trois choix possibles.

Pour la 3° place, il y a deux choix possibles.

Pour la 4° place, il ne reste plus qu'un choix.
Nous retrouvons donc ici le nombre de permutations d'un
ensemble de 4 éléments : 4!

4! = 4x3x2x1 = 24,
Il'y a 24 classements possibles.
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7° a) Le mot SPINOZA comporte sept letires distinctes.
Lorsque 'on tire la 1" lettre, il y a sept choix possibles.
Lorsque l'on tire la 2° lettre, il y a six choix possibles.
Lorsque l'on tire la 3€ lettre, il y a cing choix possibles

e nombre de choix est donc A? =7x6x5 = 210.
Ily a 210 “mots” formés avec les lettres de SPINOZA.

b) Le mot commence par Z, donc il y a un seul choix pour la 1™
lettre, six choix pour la 28, cing choix pour la 3°.

Parmi les 210 mots, 6 x 5 commenceront par un Z. Il y a 30 mots
commengant par Z.

¢) Le mot finit par la lettre A. Le raisonnement est le méme.

Il y a six choix pour la 1™ lettre (A est exclu).

Il y a cing choix pour la 28 leitre et un seul pour la 3°.
Donc il y a également 30 mots terminant par A.

8° |l s'agit de choisir deux éléves parmi 35, donc de former une
partie & deux éléments dans un ensemble de 35 éléments.
Le nombre de possibilités se calcule a I'aide de la combinaison

21 2
Ily a donc 595 choix différents de deux délégués dans une classe
de 35 éleves.

9° a) Tirer deux boules simultanément revient & former un sous-
ensemble de deux boules parmi les dix boules contenues dans l'urne.

. : 2
Le nombre de tirages est donné par C7,.

A2
C$O=—19=1.0-x—9=45.

Il y a donc 45 tirages différents de deux boules.

b) Tirer simultanément trois boules revient a former un sous-
ensemble de trois éléments pris parmi dix. Le nombre de ces sous-
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6. Dénombrements : procédés et opérations

Iy a 120 tirages différents de trois boules.

10° a) Une main de cinqg cartes prises dans un-jeu de 32 cartes

est un sous-ensemble de cing éléments pris parmi 32. Leur nombre

est: R N

i A 32x31x30x20x28 .

5

=22 = = 201 376.

Ca = 5 5x4x3x2x1

[l'y a donc 201 376 mains de cing cartes différentes.

b)-Une main-qui-comportedes quatre-as- comporte-aussi-une-58-
carte prise parmi les 28 cartes restantes. Il y aura donc 28
possibilités : 28 mains comportent les quatre as.

¢) Le raisonnement précédent s'applique a chaque valeur de:

carte. Or, il y-a huit valeurs différentes. Le nombre de pOSSIblhtes est-
..donc. 8 x 28 =224, :

Pour raisonner autrement, dxsons gu'une-main contenant les
quatre cartes de méme valeur contient les quaire as, et une autre
carte ou les quatre rois et une autre carte oules quatre dames, et une
autre carie ou ... efc ... ou les quatre sept et une autre carte.

Le nombre de mains possibles est donc

28+28+28+...+28‘ = 28 8.

8 termes

Il'y a donc 224 mains contenant quaire cartes de méme valeur.

d) Une main cherchée contient cing coeurs pris parmi huit ou cing
pigues pris parmi huit ou cing tréfles pris parmi huit ou cing carreaux
pris parmi huit. :

Le nombre de mains est donc : Cg + Cg + Cg + Cg = 4% Cg.

or Cs = Cj. (Ch=cl=P).
A
5 _ ~3 8 8x7x6
Cg = Cg = 3T - 3xaxi - 0
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Exercices pour s’entrainer

L.e nombre de mains contenant cing cartes de la méme couleur
est donc 4 x 56 = 224.

e) Une main formée de trois piques et deux coeurs est un
ensemble formé de trois piques choisis parmi huit ef deux coeurs
choisis parmi huit.

L.e nombre de mains est donc Cg X Cg.

Ay AS 8x7x6 8x7
C3x(2 - B8, 8 _OX/Ixb SxX/7 28 = 1 568.
8%C8 = 37X 57 T 3xaxq <axy - 0x%8

Il'y a donc 1 568 mains contenant trois piques et deux coeurs.

) Si une main ne contient pas de tréfle, cela veut dire que ses cing
cartes ont été choisies parmi les 24 cartes restantes.

Leur nombre est

A5
5 24 24 x23x22%x21%x20
= el = 42 504.
Ca4 5] 5x4x3%x2x1

Il'y a 42 504 mains ne contenant pas de tréfles.

g) Nous sommes en présence de I'événement contraire du
précédent.

Le nombre de mains contenant au moins un tréfle est égal au
nombre de mains possibles (calculé au @ moins le nombre de mains
ne contenant pas de tréfles (calculé au f), c'est-a-dire

201 376 — 42 504 = 158 872.
158 872 mains différentes contiennent au moins un tréfle.

11° L'énoncé suggére qu'il y a quatre places sur le banc. L'on va
donc procéder a des arrangements quatre a quatre de quatre
éléments, donc a des permutations.

Le nombre de permutations est 41 = 24.

Autre mode de raisonnement :

Pour la 1" place, il y a quatre choix de personne, pour la 2° place,

il y a trois choix, pour la 3€ il reste deux choix et un seul pour la
derniere place.
Onadonc 4x3x2x1 = 4! = 24 choix.
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6. Dénombrements : procédés et opéralions

Il'y a 24 facons distinctes de placer quatre personnes cote a cote
surunbanc: — p—

12°a) Chaque fois que I'on tire une boule, on se trouve 'dévant la
situation de choisir une boule entre dix.

Le nombre de choix possibles est Card Q_ = 10° = 100 000.

b) Cette fois-ci, puisque la boule n'est pas remise dans {'urne, le
nombre de choix diminue de un.a chaque tirage. ...
Le nombre de choix possibles est donc

Card Qb=A1g=10><9x8x7><6.
Card Q, = 30 240.

¢) Si on tire simultanément cing boules, on forme un sous-

ensemble de cing éléments pris parmi dix.
A, 5
_ 5

Donc Card Q. = Cypp = »5-7- = 2b2.

d) Plus le nombre d'éventualités d’'un univers est faible, plus
chacune d'elles a de “chances” d'étre réalisée. Donc, ici, pour obtenir
la suite 76 901, le second procédé de tirage sera le meilleur : il vaut
mieux tirer les cing boules sans remise.

13° lllustrons la situation par un diagramme de Venn.

A (456 -168=288 (168) 280-168=112 DB

a)Card AuB =Card A+ Card B~ Card AnB,
Card AU B =456 + 280 — 168 = 568.

Donc 568 personnes utilisent A ou B.

1 000 — 568 = 432 donc 432 personnes n'utilisent ni A ni B.

b) Le nombre de personnes utilisant exclusivement A est donc
456 — 168 = 288.

Le nombre de personnes utilisant exclusivement B est donc
280 - 168 =112,

¢) Nous avons vu au a) que 568 personnes utilisent A ou B.
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Exercices pour s’entrainer

14° a) Soit Q2 l'univers obtenu en tirant simultanément quatre
jetons : on a formé un sous-ensemble de quatre jetons, donc le

A
cardinal de Q2 est C‘}O = = e = 210,

b) Le tirage est unicolore signifie : les quatre jetons sont rouges
ou les quatre jetons sont bleus,

donc Card U= C2+Cg mais Cg = Cg (Cﬁ= CZ—P),
Card U= Cj+C2,
A2
6 6x5
=1 e T2 —_— = .
Card U 5 1+ 5 16

Le tirage est bicolore :

1€ procédé : le tirage comporte un jeton rouge et trois bleus,
ou deux jetons rouges etdeux bleus,
ou trois jetons rouges et un bleu.

Donc Card B= Cyx C3 + C5x CE+CEx CY,

6x5x4 4x3 6x5

Card8=4x3x2x1+2x1x2x1

+4x6 = 80+90+24
=194

28 procédé :I'événement B est le contrainte de I'événement U,
donc Card U + Card B = Card Q.

CardB=Card Q— Card U=210~16=194.

15° @)A,5 = 70 x 69 x 68 x 67 x 66 X 65 x 64 = 6041824588 800’
Az 70x 69 x 68 x 67 x 66 X 65 x 64
cl = 0 _ =1 198 774 720.
70" 71 7XBX5X4X3X2x% 1 98
3 25 25 x 24 x 23
::.___z_—__....::2
b) Cos 31 3Ix2x1 300
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6. Dénombrements : procédés et opérations

ng =ng s 300 Garer—: C"”p e s

Cpg = Cou+Cyg car CP = CP- 1+Cn—p1—.

~ Cug = 2300 +12 650 = 14 950.

c) La formule du binéme, lorsque n =5, peut s'écrire (a+ b)® =
CY a°+C§ a*b+C2 a®b?+C3 aPb®+Cf a'b*+C5 1S,

Sionpose a=1etb=1, on obtient :
(1+15=cl+cl+ci+circtrct = 25
Or Cg estle nombre de pames a 0 élément d’'un ensemble a cing

éléments: De méme Cs, 05, etc. C -sontles nombres de parties a1
elément, a 2 éléments, etc.

Donc 2° est le nombre total des parties d'un ensemble & cing
éléments.

d) Triangle de Pascal

n=0 1
n=1'1 1
n=2 1 2 1
n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 & 4 1
n=5 1 5 10 10 5 1
n=6 1 6 15 20 15 6 1
n=7.1.7.21 .35 .35.. 21 7 1 -
n=8 1 8 28 56 70 56 28 8 1
n=9 1 9 36 84 126 126 36 9 1
‘n=10"1 10 45 120 210 252 m 120 45 101
6
Cio
C.5 = 210.
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1° Si un univers Q comporte n éventualités et si chacune d'elles a la méme
chance d'étre réalisée que les autres, alors on dit qu'il y a équiprobabilité |

+ La probabilité de toute éventualité est :—7

_ Card A

» La probabilté dun événement Aest) p(A) = = > |

Exemple :'épreuve étant tirer une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes ;
la probabifité de firer ‘'as de pique” est §1'é ; la probabilité de tirer une carte
[ " 8 — 1
pique” est % -4

2° Propriétés usuelles d'une probabilité .
« Pour tout événementAona: 0<p(A) < 1.
+Ona:p(Q)=1onditque £ est 'événement certain.

+ Soit A est le contraire de A, ona:| p(A) = 1-p(A)|

.|Si A et B sontincompatibles, alors p(Aw B) =p(A)+p(B)
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7. Probabilités et itérations d’une épreuve

sinon p(AUB) = p(A) +p(B) —~p(AnB).

< SiAT Az A formentane partition derQ,
aorsona:p(@)=p(Ay) +p(Ay) +...+p(AY. . .

3° Situations non équiprobables.
Exemple : dans une course de 12 chevaux, les pronostiqueurs donnent pour
chague cheval les probabilités de succes suivantes :

Chevalre |11 2] 34|56 ] 7| 8|9 10]1]1

Probabilte
de gagner |005| 010| 012(002| 05| 0,15 | 005|025 0,12 | 005 0,02 002

+-Au-regard de I'épreuve “jouer gagnant un cheval dans cette course”,
I'univers Q n'est pas équiprobable.
» Si un joueur J a parié sur les chevaux numéros 3, 5, 6 et 12, la probabilité
de I'événement "le cheval gagnant est dans le jeu de monsieur J” est
p=0,12+0,05 + 0,15 + 0,02 = 0,34.

~ 4° Test de Bernoulli.

» Si une épreuve n'admet que deux issues possibles, 'une sera nommee
succes et I'autre échec. Ona: p(S) +p(S) = 1.

On parle d'épreuve ou de test de Bernoulli.

Exemple : au basket-ball, lancer le ballon “dans” le filet.

L'univers se compose de deux éventualités ; 'une est plus probable que
I'autre. Ici, cela dépend de la qualité du joueur et la probabilité du succes est trés
difficile a évaluer !

» La question intéressante est d'évaluer le nombre de succes lorsqu'on réitére
de nombreuses fois 'épreuve...

Note : pour répondre & cette question, il ne s'agit pas d'ajouter la probabilité
du succes comme certains le croient, sinon on dépasserait vite les 100 chances

Le procédé est résumé ci-dessous.

5° Distribution binémiale.
Exemple : on lance 3 fois une piéce de monnaie mal équilibrée, telle que

2 et p (Pile) = g OnnoteraFetP.

p (Face) = g
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Ce qu’il faut retenir

Nommons “tirer face" le succés sur unjet. On a un test de Bernoulli. Sur 3 jets,
les possibilités de succés sont nombreuses : FPP est un “succés” mais FPF aussi.

+ Le nombre de succes dans une séquence de 3jets vade 04 3.

On notera ici : p (s = k) la probabilité d'obtenir k succes avec k élément de

{0;1;2;3}

Schéma en arbre

p (FFF) = (.:_ ®_ 0,064 p (PFF) = g x @2

p (FFP) = @2 xg — 0,006 p(PFP):lgxgxg.
p(FPP)=-§xgxg, p(PPF)-—-(g)zxg.
p(FPP) = % x(g)z — 0,144, p(PPP) = @3 0216,

Les résultats successifs sont indépendants de ceux qui les précédent : on

multiplie les probabilités.

+ L'univers comporte 2% = 8 éventualités et l'événement E; “obtenir k
suceés” a une probabilité fonction de k. En voici la distribution :

k 0 1 2 3 Total

J(= 0,064 0,288 0432 | 0216 | 1,000
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7. Probabillités et itérations d’une épreuve

La loi binomiale se résume ainsi :

Sila probabllfte du succés sur une épreuve est p alors Ia probablltte
d'obtenir.k.succes sur.n épreuves st . .......... . ,

p(Ey = C,,p (1—p)”‘

Note : cette loi sera reprise du point de vue des variables aléatoires.

Des cartes et des boules...

1° Dans un jeu de 32 cartes, on tire trois cartes simultanément
et au hasard. Calculer la probabilité des événements suivants :
: Tirer trois.as.
: Tirer un as.et un seulement.
: Tirer un as et deux rois.
: Tirer I'as de pique.
: Tirer au moins un as.

moow>

2° Dans un jeu de 32 cartes on tire cing cartes simultanément
et au hasard. Quelle est la probabilité d’obtenir :

a) Quatre cartes de méme valeur ?

b) Trois cartes de méme valeur ?

¢) Cing cartes de la méme couleur ?

d) Trois piques et deux cosurs ?

3° Un sac contient deux boules vertes, six boules jaunes et
...douze boules rouges.

On tire au hasard et sumultanement cing boules

_Chaque boule verte rapporte 100 F, chaque boule jaune 50 F,

chaque boule rouge rien du tout.

Déterminer la probabilité :

a) De gagner 150 F.

b) De gagner 50 F.

c¢) De ne rien gagner.
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Des chevaux et des hommes...

4° Vingt chevaux prennent le départ d'une course. Il y a un super
favori dont les chances sont triples de-celles des favoris selon les
pronostiqueurs. Il y a quatre favoris dont les chances sont doubles
de celles des chevaux ordinaires. Tous les autres sont considérés
comme de méme force.

Déterminer la- probabilité de gagner de chacune des trois
categories de chevaux.

5° Au terme d’'un sondage auprés de 1 000 personnes
on sait que : 456 personnes lisent un quotidien
280 personnes lisent un hebdomadaire
parmilesquelles : 168 personnes lisent un quotidien etun
hebdomadaire.
On interroge I'une de ces personnes, au hasard, par téléphone.
Déterminer la probabilité des événements suivant :
A: elle ne lit aucun journal.
B : elle lit un quotidien et pas d’hebdomadaire.

La téte et les jambes...

6° Un QCM (questionnaire a choix multiples) comporte dix
questions dont chacune comporte trois réponses.plausibles.

Une seule parmi les trois réponses cependant est exacte.

Afin de comparer les résultats obtenus par les candidats sérieux
avec ceux qu'obtiendrait un candidat totalement ignorant qui
répondrait au hasard, recherchez les probabilités suivantes pour ce
dernier type de candidat :

a) Rendre une copie sans fauie.

b) Rendre une copie comportant au moins une réponse juste.

¢) Rendre une copie comportant quatre réponses justes et six
fausses.

7° Un joueur de basket réussit quatre paniers sur cing en
moyenne. Si dans une partie il envoie vingt fois la balle au panier.
Quelle est la probabilité pour qu'il réussisse : un panier, quatre
paniers, dix paniers, seize paniers, vingt paniers ?

. _ N 10 _ sa4
Note :on rappelle que CP = C~P etondonne Cyy = 184.756 .
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7. Probabilités et itérations d’une épreuve

4 Solution

1° L'univers est constitué par des parties & trois éléments pris parmi 32,
32x31x30..

_donc:Card 2 =C3, = gy = 4960, Univers équiprobable,

- Evénement A :on p’rend trois as parmi quatre dans le cas favbrable,
donc Card A= Ci =4 etp(A) = ——4— = —i— =0,0008.
« Evénement B :on tire un as parmi quatre cartes et deux cartes

quelconques parmi les 28 restante ; et ces deux choix sont indépendants, il
faut donc multiplier les nombres (procédé par arbre).

Ona:CardB=ClxC2 = 4x 22X27 _ 512,
EAXT
1512

et p(B) = 7980 =0,3048.

Soit pg = 0,305.

« Evénement C : on tire un as parmi quatre et deux rois parmi
quatre, donc Card C = CZ,, X Ci =4x % = 24.

24
D C) = =0, .
onc p(C) 7980 0,0048

Soit pg = 0,005.

- Evénement D : on prend I'as de pique et deux cartes parmi les
31x30

31 restantes, donc Card D = 1 ><C§1 = 1x = 465,
485
Dot D) = ——=0, .
ou p(D) 77980 0,0938
Soit pp = 0,094.

: - Evénement E : cet événement est la réunion de trois
événements disjoints :

= Goit “tirer un-as parmi-quatre et deux-cartes-parmi 28", c’est
levenement B : card E; =1 512.
— Soit “tirer deux as parmi quatre et un carte parmi 28".

Ona: Card Ep = C2x Cly = 25% x28'= 168.
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— Soit “tirer les trois as parmi quatre as” : événement A.
Ona:Card Eg= Ci = 4.
On réunit les événements, donc on ajoute les cardinaux :

1684 0,3395. Soit

2 - _ 1684
1512 + 168 + 4 = 1684, et p(E) = ;o

pg =0, 340
On constate qu'il est plus “facile” de tirer au moins un as
(n'importe lequel) que tous les autres cas envisagés ici.

Remarque : on aurait pu obtenir |la probabilité de E par passage
au contraire. En effet, le contraire E de E est le fait de “ne tirer aucun
as”, donc trois cartes parmi 28 ;

d'oll Card E = C33 =3 276 et p(E) =0,6605;
d'olt p(E) = 1-p(E) = 1-0,6605 = 0,3395.

2° Les éventualités sont des parties a cing éléments pris parmi 32
(ou des combinaisons 5 a 5 de 32 éléments).

_ 32x31x30x29x28

Onadonc: =C3 = = 201 376.
nadonc:Card Q 032 EXAX3x2 0

a) “Quatre cartes de méme valeur” signifie, dans cet univers :
— soit quatre as et une carte prise parmi 28 : soit 1 x28=28 ;
— soit quatre rois et une carte prise parmi 28 : soit 28 ;

— et ainsi de suite... On a donc : Card (a) = 8 x 28 = 224.

Or il y a équiprobabilité de cet univers,

224
501378 ~ 000

b) “Trois cartes de méme valeur” signifie :
— soit trois sept et deux cartes prises parmi les 28 “non sept”,

donc C3x C3, = 1512;

— s0it trois huit et deux cartes parmi les “non huit” : idem;
— et ainsi de suite.

donc p(a) =
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7. Probabilités et itérations d’une épreuve

1512

——Au-total;on-a i p(b)="8x~ 501 5 76_7 =0;0601""

Donc"., L L L L L L L L L L L L L L L

¢) “Cing cartes de la méme couleur” signifie :
par exemple, cing piques, d'ol : 05 = 56.
Or il y a quatre “colileurs” (pique, coeur, tréfle, carreau), d'oli
56

= . —— 1.
p(c) 4><201 T 0,001

Note : le mot “couleur” est ambigu ; on aurait pu raisonner sur le
c5
noir et le rouge, auquel cas, on aurait : p(c) = 2X———;—§
Cap
d) “Trois piques et deux coeurs” est clair : Cg % Cg = 1 568.
1 568

Donc ;| pg=0,008 |

3° Il y a au total 20 boules dans le sac. Tirer cmq boules, c'est
former une partie a cing éléments, donc Card Q= 020 =15 504.
On a la correspondance :
Vi->100 F

J> 50F
R 0F,

a) L'événement “gagner 150 F” est reahse de deux maniéres
distinctes : '

= Soit si I'on tire une verte, une jaune, trois rouges :
Card (a,) = CyxCixC3, = 2640.
On a multiplié car il s’agit de triplets (3 choix).
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Exercices pour s’entrainer

= Soit si I'on tire trois jaunes et deux rouges :
Card (a,) = CIxC?, = 1320,
car il s'agit de couples (2 :choix).

= La réunion des deux événements a pour cardinal :
Card (a) = Card (a4) + Card (ay) car ils sont disjoints.

D'oli : Card (a) =2 640 + 1 320 = 3 960.

Donc p(a) = %%%% = 0,2554, soit|p, = 0,265 |.

b) U'événement “gagner 50 F” correspond a une jaune et quatre
rouges, d'oli : Card (b) = C;x C‘;'Z = 2 970.

Donc p(b) = 125—95700—4 = 0,1916 soit|p,=0,192 .

¢) L'événement “ne rien gagner” est réalisé si I'on tire cing boules
rouges, donc Card (¢) = C‘?e = 792.

Donc p(c) =—1-SZ~95-26Z =0,0511 soit| p;= 0,051 |,

4° Cet univers n'est pas équiprobable.’
Résumons les forces relatives des trois types de chevaux.
Notons S le super favori ; F les favoris ; O les “ordinaires”.
Ona:p(8S) =3-p(F) etp(F) =2.-p(0).
La somme des probabilités de gagner les 20 chevaux est 1,
doncona:p(S)+4xpF)+ 15xp(O)=1;
c'est-a-dire : 6 p(O) + 4 x 2 p{O) + 15 p(O) =29 p(O) = 1.
" Donc les probabilités respectives des trois catégories sont :

p(O) —15 = 0,035, soit 3,5 chances sur 100.

1l

Il

2
2 .
p(F) 5 = 0,069, soit 6,9 chances sur 100.
6

It

p(S) = 0,207, soit 20,7 chances sur 100.

29

113



7. Probabilités et itérations d’une épreuve

5° Résumons par un diagramme les événements en jeu :

Card H =280

S

TG e /280 lisent 1
hebdomadaire
456 lisent 1
168 lisent 1"
1000 sondes M quotazjsnen et
1 hebdomadaire
Card Q= 1 000 Card Q = 456

_Card(QnH) = 168

A. Les lecteurs d’au moins un quotidien ou un hebdomadaire sont
donc au nombre de 456 + 280 — 168 = 568.
. [Carona:Card (QUH) =CardQ+CardH~Card (QnH)].
Donc ceux qui ne lisent aucun journal sont au nombre de :
Card A= 1000 - 568 = 432.

[Car Card (QUH) =Card 2—Card (QUH)].
432

D,OU p(A) = ﬁb-a

= 0, 432, car l'univers est équiprobable.

B. Le nombre de personnes de cet échantillon qui lisent un
quotidien sans lire d’hebdomadaire est 456 — 168 = 288,

[Car Card (Q/H) = Card Q~ Card (Q n H)].

Doncona : p(B) = %g = 0, 288. Soit 28,8 % de 'échantillon.

6° Répondre & une question comporte deux issues seulement en
fait au regard de I'examen des connaissances :

- Soit la réponse est correcte : p(C) = — pour un ignorant |

— Soit la réponse est fausse : p(F) -p(C) = g pour

l'ignorant.
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Exercices pour s’entrainer
En répétant dix fois ce test, on entre dans une loi binomiale.

10 0
a)Onendéduit: p(a) = C118 (;—) (%) = 0,00001689.

Probabilité négligeable.

b) “Avoir au moins une réponse juste” est le contraire de “avoir
toutes les réponses fausses”, donc :

10 (4] 10
b)=1-C (l) 2)" =1-0,0173 =0,0827.
p(b) 03 (3)

Donc| P(b)=0,983.

c)p(c) = C‘;’o (5) (é-j =0,2276. Donc p(c) = 0,228.

7° Face au panier, soitil réussit: p(R) = g,soitil échoue: p = 5

Répétons ce test de Bernoulli 20 fois ; la loi binomiale répond aux
questions.

1 19 19
p(R=1) = Cly @) G) ~ 20 xgx Gj=8,4x1o"3

Probabilité négligeable.

4 16 4 16
p(R=4) =C§o(§) (%]:4845x g)x EJ=1,3><10“8

Probabilité négligeable.

10f 410 1 \1° )
p(R=10)=Cm(§) (g) =0,002,s0it 2 chances sur 1 000.

16 4
p(R=16)=0r C & (%) (;—) Cao = Cao = 4845,

On trouve a la machine : p (R=16) =0,218,
soit presque 22 chances sur 100 de réussir 16 paniers.

20,410 20
(R=20 —_-0228(4. (l):.‘},) ,
p(R=20=0 B (¢) (] ~(3
soit 1 chance sur 100.
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PROBLEMES AVEC SO

7. Probabilités et itérations d’une épreuve

1% probleme -
¢ Enoncé

Un dé-parfait-a six-faces numérotées-1,2; 3,-4,5,-6.-On le lance"
dix fois de suite. A chaque jet, on note le nombre marqué sur la face
supérieure du dé. '

Calculez la probabilité de chacun des événements suivanis (vous

- -donnerez -pour-chaque-résultat-une-valeur-décimale-approchée -

0,001 prés par défaut) :

A : “On obtient deux fois le nombre 6 et deux fois seulement.”

B : “On obtient au moins une fois le nombre 6.”

C :"On obtient.un.6.pour.la premiére fois au troisiéme jet.”
-..-D.:*On obtient un 6 au troisiéme jet (pour la premiére fois ou non)
et un multiple de 3 au septiéme jet.”

% Solution

Le dé est équilibré, donc pour toute face iona : p (i) =

ol —

On le lance dix fois de suite.

A : deux n° 6 exactement.

|~

On a une loi binomiale avec le test de Bernoulli p(6)
p(6) = g, ou 6 signifie “non 6.
Ona:n=10et k=2, donc:

_e2 (1)L
p(A) =G5 | 5) \g) =02007,

s0it :
p(A) = 0,290 | par défaut.
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Problémes avec solutions

B : au moins une fois le n° 6. |l s'agit de la méme loi binomiale

gu'en A, mais avec le contraire de “aucune fois le 6",

_ 5 10
doi: p(B) = 1-p(B) = 1- (2] = 08385,

soit p(B) = 0,838 par défaut.

C : le n°6 pour la premiere fois au 3/me jat signifie que avant, il n'y

a pas de 6 et qu'aprés le 3€™®, cela peut étre 6 ou 6, donc
5 5 1 .7_25_25

PO =5x5x6*" = &~ 216"

d'ots : p(C) = 0,1157,

soit| p(C) = 0,115 | par défaut.

D : onale n° 6 au 3°™ jet et soit 3 soit 6 au 7€M jetd'oli :

1 1 1
= _ — = — =0,0556,
p (D) 1><1><6><1><1><1><3><1><1><1 18 0,0

d'ots ;| p (D) = 0,055 | par défaut.
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En économie et en sciences sociales, on croise productions et
régions ; ou profession du pere et du fils. Les techniques de base
sont ici résumées, expliquées, utilisées.

1° Un tableau de contingence consigne les effectifs d’'une population finie au
regard de deux caractéres A et B : la case numérotée (i, j) contient le nombre des
individus qui vérifient la modalité i de A et la modalité j de B.

ny = Card (A;n Bj),

ol M est le symbole de la conjonction (on lit : A; et B).
+ On dit aussi que A; et B; sont vérifiées conjointement.

Exemple : un échantillon de 1 100 ménages est étudié du double point de vue
du nombre d'enfants et du revenu disponible :

Nombre d’enfants
Revenu mensuel Sans | Un | Deux | Plusde2
Moins de 6 000 F 50 30 10 0 90
6000< R< 10000 120 | 400 90 30 640
Plus de 10 000 F 75 | 160 110 25 370
245 1 590 | 210 55 1100
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8. Tableaux de contingence

Caractére A: le revenu en francs — caractére continu — découpé en trois

.. Caractére-B::=le -nombre- d'enfants — caractére- discret ~ramené a- quatre

2° La part des ménages qui ont "2 enfants” et "moins de 6 000 F" est le

rapport —C_ - 0,009, Clest une fréquence simple.: £, . = Ms
e 1 100_ ! T q - p '13'-N

Card (A, By)

fA1NBY) = — o E

lci Card E=N=1100.

—-3°-l'effectif-des-ménages-qui “gagnent -moins -de-6 000 F*par-mois-est le—~

nombre 50 + 30 + 10 = 90. On le note : ny* =90

La part des ménages qui “gagnent moins de 6000 F" est le rapport

_.%O_ =0,082. C'est une fréquence marginale : f, . = k
100 -0 q gnae:fe ==y

Card A,

F(A) = Card E

4° [a part des ménages “sans enfants” sachant qu'ils “gagnent moins de

6 000 F" est le rapport gg =0,556.-

, on lit:

C'est une fréquence conditionnelle notée f(B,/A,) = o !
1o
fréquence de la modalité B conditionnée par A4, ou encore : fréquence de B

sachant A;.
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Ce qu’il faut retenir

Card (BgnAy)

fBa/A) = —Gard &, |

5° Si I'on choisit un individu au hasard (c'est-a-dire un ménage dans cet
échantillon), la probabilité qu'il appartienne a 'événement F est égale a la fréquence

Card F
: F: = e
chservéede F: p(F) Card E
Ansi:  p(B,AAy = F(B,NA,) = —00 0148
T PBa R = 1B R = 3 T
245

6° Pour tout événement F et pour tout événement G de probabilité non nulle,
ona:

p(FNG)

p(F/G) =
p(F/G) 2(G)

On lit ; probabilité de F sachant G.

7° La probabilité d'étre un ménage qui “a deux enfants” et “un revenu moyen”
peut étre évaluée par deux méthodes :

— soit en adoptant le point de vue : avoir 2 enfants sachant que I'on a un
revenu moyen;

- soit en adoptant le point de vue : avoir un revenu moyen sachant que I'on
a deux enfants.

Pour tout couple d’événements de probabilités non nulles, on dispose de
deux voies pour probabiliser leur conjonction :

p(FNG) =p(F/G) xp(G)
p(FNG) =p(G/F) xp(F)|.
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8. Tableaux de contingence

8° Supposons que le fait “d'avoir un enfant” soit indépendant du “revenu” cela

se tradutratt par: p(B,/Ay) = p(Bs/As) = p(B,/A,) . En effet, les

probabilités d'avoir un enfant sont égales quel que soit le niveau de revenu du

ménage: - '
Cela a pour conséquence : p(B,/A) = p(B,)

pourtoutie{1;2; 3}

Deux événements F et G sont indépendants si, et seulement si,.f'on a.
P(FNG) = p(F) xp(G).

9° Arbre et probabilités “toiales”:

Distinguons-les-ménages sans-enfants des ménages avec enfants.
L'analyse de la situation peut se faire alors :

— soit par un tableau a trois lignes et deux colonnes;

— soit par un arbre — exemple ci-dessous.

- P{AMNB1)=p(B1/A) x p (M)

e p (AT B = p (Bi /A x p (Ar)

e P{A2M B1) = p (B1/A2) X p (A2)

p B %)
P{A2) -
N G
© T p (A2 By) = p (B1/A2) x p (P9
&
3/
- p(AsnBr) =p (B1/A3) x p (A)
plhd—
\Q(EIIAS)

T p(A3nBi) =p (Br7Ag) X p{A)

Si Fon connait les probabilités conditionnelles de By par rapport aux
événements A, alorsona:
P(By) = pBynA) +p(BynAy) +p(BynAy),
parce que Ay, Ay, Ag constituent une partition de F'univers E.
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Exercices pour s’entrainer

1° Trois machines A, B, C fabriquent respectivement 60 %, 30 %
et 10 % du nombre total des piéces produites par une unité de
production. Les taux de piéces défectueuses sont respectivement
de2%,3%etd %.

a) Croiser les trois provenances et les deux qualités d’une piéce
sous forme d'un arbre et calculer les probabilités des six
conjonctions.

b) Déterminer la probabilité qu’une piéce produite par cette usine
soit défectueuse.

2° Soit |a distribution d’une population E selon deux caractéres A
et B.

A Paide du tableau de fréquences conditionnelles et de la
distribution des effectifs marginaux du caractére B, reconstituer le
tableau des effectifs.

B Modalités
A 1 2
o
21 16 35
[
°
(o]
=
2 84 65
100 100
Caractére Modalités
B 1 2
Effectifs
marginaux 5600 7 400
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8. Tableaux de contingence

“"dérés selon le revenu mensuel et le-nombre d'enfants :

a)-Construire le-tableau-des-fréquences simples. -
~__b) Construire le tableau des fréquences conditionnées par le
nombre d'enfants.
¢) Construire le tableau des fréquences conditionnées par le
revenu.
-.d) Y. a-t-il indépendance entre les événements “avoir.un enfant”
et les trois niveaux de “revenu mensuel” du point de vue
probabiliste ?

e) Traduire en francais et comparer : f(B3/A,) ; f(A,/Bj).

4° Dans une entreprise, 58 % des employés ont moins de 40 ans
et on dispose des renseignements suivants :

| Parmi les moins | Parmi les 40 ans Salai I
de 40 ans et plus agés alaire mensue
44 9, 26 9 gagnent moins de
° ° 10 000 F
o o gagnentde 10 000 F
7% 59 % a moins de 20 000 F
gagnent plus de
9% 15% 20 000 F

a) Quel est le pourcentage des plus de 40 ans dont le salaire

appartient & la franche [10 000 ; 20 000 ?
) b) Déterminer les fréquences respectives des trois tranches de

salaire dans l'entreprise.

¢) Déterminer la fréquence des plus de 40 ans, sachant qu'ils
gagnent plus de 20 000 F. Traduire ce résultat par une phrase.

d) Déterminer la fréquence des moins de 40 ans, sachant qu'ils
gagnent moins de 10 000 F. Traduire ceci par une phrase.
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Exercices pour s’entrainer

© Solution

1° a) Nommons -respectivement A, B, C, les événements “étre
fabriqué par la machine...” et D I'événement “étre défectueux” dans
I'univers E des piéces produites par I'usine.

D désigne 'événement contraire de D, c’est-a-dire “&tre sans

défaut”. On peut alors représenter les différentes éventualités —

. obtenues par croisement dés deux caractéres — par les branches
i d’lin-arbre :

_ p(AnD)=06x0,02=0,012,

8 p(AnD)=0,6x0,98 = 0,988,

_ p(BND)=0,3x0,03=0,009,

- p(BnD)=0,3x%0,97=0,291,

 p(CND)=0,1x0,04 = 0,004,

- p(CnD)=0,1x0,96 = 0,096.

b) p(D) =p(AnD)+p(BNnD)+p(CnND) = 0,025. Soit
2,5% de pieces défectueuses a la sortie de 'usine,.ou encore une
probabilité:de 0,025 qu'une piéce produite soit défectueuse.

2° L es fréquences fournies par le tableau sont conditionnelles par
rapport aux modalités By et Bo. Ainsi 0,35.= f (A4/B,),

Card (A;nBy) Ny
Card B,  n.2

or f(A,/B,) = avec 4, inconnu et
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8. Tableaux de contingence

n.p =7 400. D'ol 'effectif : ny5 = f(A1/By) X np = 0,35 x7 400. D’ol :

nyo =2 0890.

-.On-remplit.ainsi-le-tableau...-.. ...

B

A

Totaux
B1 B2 lignes

896 | 2590 | 3486

A2

4704 | 4810 | 9514

Totaux
colonnes

Effectifs avec marges :

5600 | 7400 | 13000

* Le premier indice de nyindique le numeéro de la ligne : i.
* Le second indice de nyindique le numéro de la colonne : J.

3° On arrondira les fréquences au millieme le plus proche.
Le calcul des fréquences suppose que les marges du tableau des
effectifs aient été calculées. On applique alors les définitions.

a) Fréquences simples et marginales

50 30 10 0

901 0,046 0,027 0,000 0,000 |0,082
120 400 90 30| 640} 0,109 0,364 0,082 0,027 (0,582
75 160 110 25| 370} 0,068 0,146 0,100 0,023 |0,336

245 590 210 55 1100( 0,223 0,536 0,191 0,050 {1,000

b) Fréguences sachant
le nombre d'enfants

¢) Fréquences sachant le revenu

0,204 0,051 0,048 0,000 ||{0,596 0,333 0,111 0,000 |1,000
0,490 0,678 0,429 0,546 /10,188 0,625 0,141 0,047 |1,000
0,306 0,271 0,524 0,455 || 0,203 0,432 0,297 0,068 |1,000

1,000 1,000 1,000 1,000
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Exercices pour s’entrainer

d)lin’y a pas indépendance statistique entre le fait d'avoir un seul
enfant et les différents niveaux de revenus.

En effet, les fréquences de B, conditionnées par A4, par Ay, par
A3 sont toutes distinctes et différent de 0,536 = f(B,).

e)On a f(Ba/A4) = 0,111 et f(A/Bg) = 0,048.

Ceci signifie qu’il y a parmi les ménages a bas revenu 11,1 % qui
ont deux enfants, et que parmi les ménages qui ont deux enfants,
4,8 % ont un bas revenu.

Ou encore que la part des ménages a deux enfants est plus forte
parmi les bas revenus que la part des ménages a bas revenu parmi
les ménages qui ont deux enfants.

4° Adoptons un vocabulaire simple pour désigner les modalités
des deux caractéres que I'on croise ici — I'age et le salaire.

J:  ‘“jeunes”, les moins de 40 ans f(J) = 0,58.

A: *fanciens”, les plus de 40 ans f(A)=1 —f(J) =0,42.

B: ‘“bas salaires”, avec : f(B/J) = 0,44 et f(B/A) = 0,26.

M: ‘“salaires moyens”, avec : f(MA) = 0,47 et F(M/A) = 0,59.

H: ‘“hauts salaires”, avec : f(H/J) = 0,09 et f(H/A) = 0,15.

Résumée en arbre a deux étages, la situation se décrit comme
suit :

(B J)=0,255
fMnJ)=0.273

f(HAJ) = 0,252
F(BrA)=0,109

f(M~ A)= 0,248

f(HNA) = 0,063
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|eeDe-la-méme-maniére -on-obtiendra.:

8. Tableaux de contingence

a) Formulation ambigué : si nous interprétons le “dont” comme un

cestadire: f(ANM) =0,247, donc24,7%. .

Si nous Tinterprétons comme un“parmi”, alors" le pourcentage
recherché est (A7 M) que I'on ne pelt calculér avant la seconde
partie de cet exercice.

b)-Fréguences marginales-du-salaire-:

f(B) = f(BNJ) +f(BNA)
= F(B/J) x f(J) + f(B/A) x f(A) = 0255 + 0,109 = 0,364.

f(M) = 0,273 + 0,248 = 0,520.
f(H) = 0,052 + 0,083 =0,115.

¢) Fréguence conditionnelle =
f(AnH) 0,063

f(H) 1,115
Dans un commentaire en frangais, ce résultat pourrait étre évalué

ainsi : “parmi les plus hauts salaires de cette entreprise, plus de la
moitié sont des anciens.”

= 0, 548.

f(A/H) =

d) Fréguence conditionnelle :

f(JnB) _ 0,255
f(By: ~ 0,364

f(4/B) = = 0,701.

“Parmi les bas salaires, plus des deux tiers sont des jeunes.”

Note : les éleves en sciences économiques et sociales doivent savoir
rédiger ainsi le résultat de la lecture d’un tableau ou d'un calcul, sans
ambiguité dans les termes employés.
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Problémes avec solutions

1€ probléme

$ Enoncé

Une usine fabrique des piéces dont 1,8 % sont défectueuses. Le
controle des piéces s'effectue selon les probabilités conditionnelles
suivantes :

- sachant qu’une pieéce est bonne, elle est acceptée avec une
probabilité de 0,97 ; '

— sachant qu'une piéce est mauvaise, elle est refusée avec une
probabilité de 0,99.

1° Quelle est la probabilité pour qu'une piéce soit défectueuse ?

2° a) Monirer que la probabilitté pour qu'une piéce soit
défectueuse et acceptée est 0,000 18.

b) Montrer que la probabilité pour qu'une piece soit bonne et
refusée est 0,029 46.

¢) Calculer la probabilité pour qu'il y ait une erreur dans le
contréle.

3° Si on effectue cing contrdles de suite, quelle est la probabilite
pour qu'il y ait exactement 2 erreurs de conirble ?
(d'aprés un sujet de bac B)

¢ Solution
Mise en forme d'arbre. Nommons les événements :

: étre défectueuse D

: étre de bonne qualité.
étre acceptée

étre refusée.

>l > 0o
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8. Tableaux de contingence

1€ critére -2 critére=

qualité CIREIEAC Ccontrele T e

pAAD) . "

P A D)

pAND)
Cet arbre résulte d'une lecture attentive de 'énoncé

etde: p(A/5)+p(K/II_)) =

ainsique: p(A/D) +p(A/D) =

1° La probabilité qu'une piéce soit défectueuse se lit directement
dans I'énoncé ; c’est p(D) =0,018.

2° a) |l g'agit du premier type d'erreur ; la piéce défectueuse n'a
pas été décelée au controle (risque de perte de clients) :
p(DNA) = p(AnD) = p(A/D) xp(D)
= 0,01 x 0,018 = 0,00018,
soit 18 piéces sur 100 000.
b) Il s'agit du second type d'erreur ; la piéce est bonne mais le
controleur se trompe et la refuse (pertes en invendus) : :

p(DNA) = p(AnD) = p(A/D) xp(D)
0,03x0,982 = 0,02948,
soit 29 pour 1 000 environ.

¢) La probabilité qu'il y ait une erreur dans le contréle de la qualité
des pigces produites est égale a la somme des probabilités des deux
types d'erreurs, car leur intersection est vide :

Il

il
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Problémes avec solutions

p(DNA) +p(DNA) = 0,02964.

3° Le probléme quitte le domaine des tableaux croisés pour faire
appel a la répétition d'un test de Bernoulli cing fois de suite.

En effet : prendre une piéce au hasard et la contréler comporte un
risque d'erreur global de 0,02964, c’est ce gue I'on nommera la
probabilité de 'echec et une probabilité de réussite (pas d'erreur de
contrdle) de 1 — 0,02964 = 0,97036.

il n'y a donc que deux issues ; répéter un tel test cing fois et
chercher la probabilité de se tromper deux fois nous place dans les
conditions d'application de la loi binomiale (voir chapitre utile).

Ona:p = CZ2(0,02964)2(0,97036)3 = 0, 00803,

soit moins de une chance sur cent de réaliser deux erreurs sur cing
contrbles.

2° probléme :
© Enoncé

Dans une entreprise, le personnel est composé de 65 %
d’hommes et de 35 % de femmes.

Parmi les hommes, il y a 30 % de cadres. Parmi les femmes, il y
a 15 % de cadres.

1° a@) Faire le tableau des fréquences simples.

b) On prend une personne au hasard sur la liste alphabétique du
personnel. Quelle est la probabilité que ce soit un cadre (homme ou
femme) ?

¢) On prend un nom au hasard sur la liste des cadres : quelle est
la probabilité que ce soit une femme ?

2° a) Y a-t-il indépendance entre le sexe et la position dirigeant/
exécutant dans cette entreprise ?

b) En conservant les fréquences marginales de la 1™ partie ;
construire le tableau des fréquences simples qui caractériserait
l'indépendance entre le sexe et la position exécutive dans cette
entreprise.
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8. Tableaux de conlingence

€ Solution

Commengons par résumer I'énoncé sous la forme d'un arbre, en
nommant les événements simplement.

Evénements :
» Sexe :F : féminin p (F) = 0,35

M : masculin p(M) =0, 65.
* Position : C : cadre

E : exécutant
_p(C/M).=.0,30,.donc.p(E/M) =.0,70.
p(C/F) = 0,15 donc p(E/F) = 0,85.

Croisement des deux caracteres :

p(FNC)

p(FNE)

pMnC)

pMnE)

1° a) On déduit le tableau des fréquences simples des
terminaisons de 'arbre ainsi :
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Problemes avec solutions

Position
Sexe Cadre | Exécut.
F 0,053 0,298
M 0,195 0,455

Parexemple: f(FNC) = f(C/F) xf(F) = 0,15x0, 35.
Donc f(F~C) = 0,053.

b) La probabilité qu'un membre du personnel soit cadre est égale
a la fréquence marginale des cadres (somme 1" colonne) :

pPC) =p(FNC)+p(MnC) = 0,053+0, 195 = 0, 248.
c¢) La probabilité de trouver une femme parmi les cadres est
conditionnelle , c'est :
p(FAC) 0,053
p(C) 0,248
Soit 21,4 chances sur 100.

p(F/C) = = 0,214.

2° a) La question de l'indépendance statistique se raméne a la
comparaison de la part d'un des deux sexes dans une catégorie et
dans 'ensemble de I'institution : si elles sont égales, alors il N’y a pas
dépendance de la position et du sexe.

On sait que : p(F/C) = 0,214 et p(F) = 0, 35, ceci prouve
qu'il y a dépendance statistique.

b) Simulons l'indépendance théorique parfaite avec les partages
homme/femme et cadre/exécutant, qui sont ceux de cette entreprise.
On notera pr ces probabilités théoriques.

On appliquera :

pr(FNC) = p(F)xp(C) =0,35%0,248 = 0, 087.
Et ainsi de suite :

prMnC) =p(M)xp(C) = 0,65x0,248 = 0,16.
pr(FNE) =p{F)xpE =035x%x0,752 = 0,263.
priMnE) =pM)xp(E) = 065x0,752 = 0,489.
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8. Tableaux de contingence

Tableau d'indépendance statistique :

_Position| , , '
~ Cadre_| Exécut. | Marge sexe
Sexe o
CEeTe 10,0871 0,263 0,35
M 0,161 0,489 0,65
Marge posit.| 0,248 | 0,752 1,00

Commentaire explicatif sur la situation exploitée par ce probleme :

La contribution des sexes & la fonction dirigeante est : 21,4% de

femmes et 78,6% d’hommes.

Cet écart trés important est dii au cumul de deux effets. D'une
part les femmes sont moins nombreuses que les homme : 35% au
lieu de 65%. D'autre part il y a moitié moins de femmes parmi les
cadres que d’hommes parmi les cadres : 15%.au lieu de 30%.

On confirme ceci en examinant les formulés :
1
F/IC) = —— . p(C/F) x p(F).
p(F/C) 5(0) p(C/F) x p(F)
1
p(M/C) = —— . p(C/M) x p(M)

p(C) :
avec p(C/F) < p(C/M) et p(F) < p(M).
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1° Exemple : une loterie foraine est constituée par une roue portant les 50
premiers nombres entiers & partir de 1.

Contre un droit d'entrée, chacun peut miser sur un de ces nombres avant que
la roue ne soit lancée.

Certains numéros permettent de gagner un lot dont la valeur est indiquée ci-

dessous :

Numeéros sortants Valeur du lot

© X

de1a29 0F

de 30439 5F

de 40 a46 20F

de 47 4 49 80F

le 50 150 F

On nomme (2 'ensemble des 50 premiers entiers.
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9. Mathématisation du risque : variable aléatoire

On associe un nombre & chacune des 50 éventualités : la valeur du fot.

On-a-donc: cree une- apphcataon de “Q-vers: A-rcest: une- vanab/e aléatoiresur
I ensemble flnl Q.

On note, cette apphcatlon X Q i
© > X

olijvariede 1a5.

Attention *-le-mot-“variable"™ici-n'a-pas-le-sens-usuel;-car-il-désigne- une
fonction ; mais on le garde néanmoins par tradition...

2° | a probabilité de I'événement “gagner 20 F" a cette loterie est obtenue en
ajoutant les probabilités de toutes les éventualités qui permettent de réaliser ce

gain. On écrit p (X = 20).pour montrer qu'il s'agit de prendre en compte tous les
antécédents w de 20 par 'application X.

o : p(X=20)= — = — = 0,14 silaroue est équilibrée.

Envisageons tous les gains possibles :

Gains Probabilité
% p(X=Xx)
0 0,58
5 0,20
20 0,14
80 0,06
150 0,02
Total 1,00

Ce tableau définit une application de X(2) vers [0 ; 1] qui est nommée loi de
probabilité ou encore distribution de la variable aléatoire X.

3° Représentation de la distribution de X.
On utilise un diagramme en batons dont les hauteurs sont proportionnelles
aux probabilités des valeurs images de X.
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Ce qu'il faut retenir

A Probabilté
0:60 =
0,50 |
0,40
0,30
0,20
Gain
0,10 I ‘i‘ . a
—t T ¥ T ? B
0520 50 80 100 150 francs

4° Le forain se pose une question Iégitime : a quel niveau faut-il placer le droit
d'entrée dans le jeu pour ne pas perdre d'argent & long terme (et méme en
gagner) ? La question se raméne a équilibrer les entrées et les sorties de la caisse
du forain : a partir de ce niveau, tout tarif supérieur lui procurera un gain au sens
stafistique.

Ce raisonnement repose sur le fait que sur un grand nombre d'épreuves, la

; | . a1
fréquence d'occurrence de chaque numéro de la roue se stabilisera a 25"

La valeur qui équilibre le jeu sur une grande série est la moyenne des gains
possibles pondérés par leurs probabilités d'occurrence ; ce nombre s'appelle
espérance mathématique de la variable aléatoire X. On le note : E(X).

EX) =x;. pX=Xg)+ X p(X=Xo) +... + X, p(X = Xp),
soit :

n
E(X) = Y, x-p(X=x)|.

i=1

lei:

E(X)=0x0,58 +5x0,2 +20x 0,14 + 80 x 0,06 + 150 x 0,02,
c'est-a-dire E(X) = 11,6.

Si le forain fixe le droit d'entrée a plus de 11,60 F la partie, il fera des gains,
sauf si une série “noire” prolongée le met en faillite.

Examinons une mesure de ce risque.

5° La dispersion des gains possibles autour du gain moyen E(X) est évaluée
par |'écart quadratique moyen ou variance de X.
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9. Mathématisation du risque : variable aléaloire

+ La variance V(X) de la variable aléatoire X est la moyenne des carrés des

écarts-a-l'espérance-C'est-donc-;

n
VX)) = Y px) - [x-EX)]12]

i=A

2
n n
Une autre version est : V (X) = Z p(x) x‘,?— ] Zp(xi) X |

i=1 i=1

Cestadie:| V(X) = E(X2) - [E012 |.

L'écart type est la racine carrée de la variance o, =JV(X) |

6° Fonction de répartition.
~C'est la fonction-qui permet de calculer la probabilité de réaliser un gain au
plus égal & une somme x.
+ Elle est définiepar: F: R — [0; 1]
X > F(X) = piX< x).
+ C'est une fonction en escalier, croissante sur R.

Iciona: sixe ] —o ;0] . F(x) =0
sixe [0; 5] . F(x) =0,58
sixe [5; 20( : F(x) =0,78
sixe [20 ; 80[ . F(x) =0,92
sixe [80; 150 : F(x) = 0,98
si xe& [150 ; + oof o F(x) =1,

Probabilités cumulées : -

075 _,.’_ mm— E |
o0 ¥ s §
0zs § §

-20 05 20 50 80 100 120 150  Gains

138




Exercices pour s’entrainer

7° Retour sur la distribution binomiale.

Le schéma de Bernoulli, répété n fois, fournit naturellement une variable
aléatoire. Le nombre associé & chaque éventualité (liste de n résultats) est le
nombre de succés qu'elle réalise. C'est pourquoi on parle de loi binomiale pour
désigner la distribution des succés et de leurs probabilités p (X = k) associées.

1° On jette une piéce bien équilibrée trois fois de suite.
On crée un jeu régi par la regle suivante ; attachée a I'épreuve

ci-dessous.
aucune fois face : perte de 300 F,
. .. . .| une fois face : perte de100 F,
Au bout des trois jets ; si deux fois face : gain de100F,
trois fois face : gainde 300 F.

a) Construire la loi de probabilité associée a ce jeu ; pour ce
faire, on notera G la variable aléatoire : gain algébrique.
b) Représenter la distribution de G et sa fonction de répartition F.

2°°On jette un dé équilibré une seule fois. On construit le jeu
suivant :

Ne de la face 1 2 3 4 5 6

Gain réalisé 1 1 1 5 5 20

a) Donner toutes les valeurs-images de cette variable
aléatoire X. Construire sa loi de probabilité. La représenter en
distribution.

b) Calculer l'espérance mathématique de la variable
aléatoire X.

En déduire la valeur que prendrait le droit d’entrée pour que le
jeu soit équilibré a long terme.
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9. Mathématisation du risque : variable aléatoire

3° Calculer 'espérance, la_variance et_I'écart_type de _la_loi._

associée 4 la variable donnée par le carré de la face obtenue par un -
jet d’un seul dé équilibré..

4°a) Calculer T'espérance du jeu X qui fait gagner le montant de
la face qui sort lors du jet d’un dé bien équilibré si ce nombre est
premier, et qui fait perdre ce montant si le nombre n’est pas premier.

b) Reprendre la_question (a) avec le jeu. Y qui fait gagner le.
montant si le nombre est pair, et qui fait perdre si le nombre est
impair. Lequel de ces deux jeux est le plus favorable ?

5° Une wume contient dix jetons indiscernables au
toucher :-quatrejetons sont numérotés 1 et les six-autres sont -
numérotés 5.

On tire simultanément deux jetons. La variable aléatoire X.sera
la somme des nombres portés par les deux jetons.

a) Etudier la loi de probabilité de X ;.en donner un diagramme.

b) Etudier et représenter la fonction de répartition de X.

© Solution

1° a) Quand on jette trois fois de suite une piéce bien équilibrée pour
jouer & pile ou face, on peut modéliser ceite expérience par un test de
Bernoulli (probabilité de face = % ; probabilité de pile = %) répété trois
fois.

Donc la variable aléatoire G suit une loi binomiale dont les

1

parameétres sont: p = % ig="1-p= 3 ;n = 3.

Calcul des probabilités associées. Par exemple :

: 1 2
p(G=100)= C; (%) (—12—) , ce qui se réduita :
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Exercices pour s’entrainer

3
1 1 3
G=100)=0C! [1]| =¢}.. = 2.
P )=Cq (2) Carg =3
G = montant '
du gain —1300 —~100 +100 + 300
algébrique
Nombre 5
de “faces” 0 1 2
Probabilité | 4 1)3] 3 1)3|3 1)8]1 1\
associée |8 = \o = =3X |z —=3x(-) L= &_)
8 \2/ |8 8 2) |8

b) - La distribution est symétrique par rapport 2 G = 0.

On dit que cette loi de probabilité est centrée : son espérance est
nécessairement nulle.

- La fonction de répartition prend en compte tous les gains réels

et fournit la probabilité F (x) = p (G < x) : valeurs dans le tableau ci-
dessous. .

Pour tout x éit de F(x) vaut
]—o0 ;=300 0
[~300;-100] %:onzs
" 1 3 1
—-100;+ 100 o+ 22_2-05
[ 8 872
1 3 3 7
100 ; + 300 — = - = — = 0,875
[+100;+300[ g +3+5-35
[+300;+00] 1
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9. Mathématisation du risque : variable aléatoire

Représentations :

~300 —200 —100 O 100 200 300 X
Distribution de G

AF(x)

1,00 decmmm e "

0,75

P

05 b
Il

Y

‘ .

—300 —200 —100. .0 100 ... .30 . . X
Repartition de G

2° a) Les images de la variable X sont X () ={1;5; 20} car ce

sont les trois gains possibles. Calculons la probabilité de chacun

d'eux, ce qui revient & chercher les probabilités de toutes les
éventualités qui réalisent chacun d’'eux et & les ajouter :
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Exercices pour s’entrainer

k p(X = k) Valeur décimale
1 1 1 1
1 — —_ — = 0,5
6766 3
5 .11 = 0,333
6 6 3
20 1 - 0,167
6

Ceci constitue 1a loi de probabilité de la variable aléatoire X.
On la représente par un diagramme en batons :

P(X) A
05
02
o1 1.
0 4 5 10 15 20 X

C'est aussi la distribution de X.

b) Lespérance mathématique de X est la moyenne des trois
valeurs de X pondérées par leur probabilité d'occurrence :

© 1 1 1 33 11
E(X) = 2><1 +3x5+6><20 =5 =3 donc E(X) = 5,5.

Pour que le jeu équilibre les gains et les pertes d'un joueur sur
une trés longue série de jeux, ou les recettes et les dépenses de celui
qui organise le jeu (le casino, ...), il suffit de fixer le droit d'entrée a
5,5.

Note : cette analyse est purement mathématique :le droit
d'entrée est ici la recette du “casino” et la “perte” du joueur. Dans les
faits, les jeux sont plus complexes, d'une part; et le “casino”
fonctionne en logique marchande, il doit faire un bénéfice, donc il doit
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9. Mathématisation du risque : variable aléatoire

fixer le droit d’entrée beaucoup plus haut que 5,5 et le joueur est
—perdant™a-long-terme:

3°:Variable C:il-y a six faces au dé et six images possibles.

® C p(C)
1 1 1
6
2 4 1
6
3 9 1
6
1
4 16 =
5 25 1
6
6 36 1
6

» La probabilité est uniforme : toutes les éventualités ont la méme
probabilité de sortir.

+la loi de probabilit¢ de la variable aléatoire C est aussi
uniforme ; en effet chaque valeur de C est obtenue par une seule
éventualité w.

Calculs de 'espérance et de la variance :

*E(C) = %(1 +4+9+16+25+36) = %1 = 15,1667 arrondi a
L V© = % [(1 ~15,7°+ (4~ 1;57,1,7),2).’? e (36 _?,?’.17?2]
un peu long...

1

2
...ouencore: V(C) = (12+42+92+162+252+362)~ (%1) ,

[e2]]
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Exercices pour s’entrainer

1 1
itV(C) = - L = 149,14
soit V(C) = #2275 - -8 281 14

« On en déduit la valeur de I'écart type : o= 12,21,

4° Comparons les deux “ jeux .

On rappelle que 1, 4, 6 ne sont pas premiers parce gu’ils ont un
nombre de diviseurs différent de deux alors que 2, 3, 5 sont nombres
premiers. Comparons les deux lois de probabilité.

Box | p(X=x) il oy | ptY=y)
1] +1 1 N 1
6 6
1 1
2 -2 - 2 2 N
6 * 6
1 1
3| -3 5 3| -3 5
1 1
41 +4 6 4| +4 6
1 1
5/ -5 = 5| -5| =
6 6
6| +6| 1 6| +6| 1
6 6
1 1
Ona: E(X) = g(+1-2-3+4-5+6) = .

1 3
E(Y) = = (~1+2-34+4-5+6) = = =
(Y) A =1+ + + ») A
Dong le jeu Y est plus favorable que le jeu X.
5° a) Loi de probabilité de X.
Les valeurs possibles de la variable aléatoire X sont :

1+1=2, 1+5=6, 5+5=10.
Le nombre total de tirages des deux jetons est le nombre de
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9. Mathématisation du risque : variable aléatoire

parties a deux éléments pris parmi dix : Card Q2= C,% = 45,

2 . ] ” 6 2
° f “ = R i T
Ily a Cy agon de tirer " 1 et 1", donc p (X =2) 4518
+ |1y a.quatre jetons n°® 1 et sixjetons.n2.5. . v iencnc e .
Donc 4 x 6 =24 fagcons detirer“1et5”, doncp(X =6) = Z—g = %

ellya Cg fagons de tirer “ 5 et 5 7, donc

pX=10)= 2= 2 = 1.
On-vérifie-que % +% +% - .}g =1 )
La loi recherchée est :
k- 2 6 10
2 8 | 5
pX=k| 55 | 78 | 18
0,133] 0,533| 0,333

b) Fonction de répartition de X.
C’est une fonction en escalier de bornes successives 2 ;6 ; 10.
Si x < 2 : la probabilité gu’un tirage donne au plus x est nulle.

Si2 < x <6 : la probabilité qu'un tirage donne au plus x est % :

Si 6 < x < 10 :la probabilité qu'un tirage donne au plus x est

2,8 _10
15 1 15 ° .
Sit0gx:la brobabilité cumulée est : -2—+-§~+-§~ = 1.
; 15 15 15
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Probléemes avec solutions

Les deux représentations de X :

En distribution :
Ap(x)
1 4
0,8 4
064
04+
02| [
T | | >
2 6 10 X
F(x) En répartition :
1 B T i lo:—a——:-——
g '
3 R -?-—um—-nlp:
1. E E
2 E :
2 | |
15 L ?—m—_—u:c E )i
-4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14

18" probléme

¢ Enoncé

Un groupe de cing étudiants se présente a un examen auquel le
taux de réussite moyen est de 60 %. On suppose que ces cing étudiants
ne sont pas mieux, ni plus mal préparés que 'ensemble des candidats.

1° Calculer les probabilités,
a) que tous les cing soient regus ;
b) qu'au moins I'un d’entre eux échoue.
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9. Mathématisation du risque : variable aléatoire

2° a) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire R
—definie-par.le-nombre.de-regus.dans.ce-groupe.-La représenter.. ...
b) En déduire le nombre de recus qui est le plus probable.

4 Solution

1° Un candidat qui se présente a cet examen définit un test de
Bernoulli dont la probabilité du succeés est 0,6 et celle de I'échec 0,4.

Sicing candidats se-présentent, le-nombre de regus au sein du
groupe est une variable aléatoire dont la loi est binomiale.

Onadonc: p(R=k = CK 06F 045K,

a)lLaprobabilité p(R=5)=0, 6° = 0,0778 indique qu'ily aenviron
8 chances sur 100 pour que les cing soient regus.

b) “Au moins un d'entre eux échoue” est I'événement contraire de
“tous sont regus” ; on en déduit qu'il y a 92 chances sur 100 pour que
'un au moins echoue

2° a) Déterminer la loi, c'est calculer les probabmtes des six
valeurs possibles de la variable R.

k 0 1 2 3 4 5

p(R = k);0,0102/0,0768|0,2304| 0,3456 10,2592 0,0778

p(R = k)
0,4 -

0,3

0,2

0,1 ]-
T

© pd
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Problemes avec solutions

b) La modalité qui a le plus de chance d'étre réalisée est ‘il y a
trois regus” avec 35 %. Mais les modalités “il y a quatre regus” et ‘il y
a deux regus” sont cependant assez probables : respectivement
26 % et 23 %.

2° probléeme

¢ Enoncé

Soit L la variable aléatoire associée au montant de la vente d'un
article d'une gamme de produits par un vendeur dans une boutique.
Au cours de la journée, on a relevé :

oA 2 3 4 5 —» référence article

x| 0 50 500 1000 2000 —» prix en francs

np | 873 100 20 5 2 —» nombres d'articles
vendus

1° Combien d'articles ont été vendus ? Quel est le montant total
de la recette de la journée ?

2° Déterminer la fonction de distribution, puis celle de répartition
(on présentera ces fonctions en tableau) de la variable aléatoire L.

3° Quelle est la probabilité que le prix d'un article vendu pris au
hasard :

a)soit50 F ?

b) soit inférieur ou égal a 600 F ?

¢) soit compris entre 200 F et 1 500 F ?

On utilisera les résultats de la question 2°.

4° Calculer 'espérance mathématique, la variance, 'écart type.
— Quelle interprétation donner ici a 'espérance L ?

— La dispersion est-elle faible ou forte ? Pourquoi ?

* Note : cet article est un cadeau pour promouvoir les ventes.
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9. Mathématisation du risque : variable aléatoire

% Solution

1° Nombre darticles :1000.
Recette totale : 100 x50 + 20 x 500 + 5x1-000 + 2x2 000=24 000 F.

2° Fonctions caractéristiques de la variable aléatoire L.

Gain- -| -Distribution Intervalle Répartition-
k p(L=k) X pLsx)
0. 0,873 |- J=eo 0 ). -0
50 0,100 [0;50] 0,873
500 0,020 {50 ; 500 0,973 -
1 000 0,005 [500 ;1 000 [ 0,993
2000 0,002 [1 000;2000[ 0,998
[2000; +co 1,000

3° Un article est pris au hasard dans les ventes de la journée :

a) La probabilité que son prix soit 50 F est 10 chances sur 100 ;
c’est effet p (L = 50) = 0,10. :

b) La probabilité que son prix sovt lnfeneur ou egal a 600 F est
0,973, puisque pour tout nombre x e [500 ; 1 000[ la probabilité de
gagner une somme L < x est 0,973.

¢) La probabilité que son prix soit compris entre 200 F et 1 500 F
est égale & la probabilité de gagner une somme L égale, soit 2 500 F,
| soita 1 000 F, donc c'est la somme des probabilites :

0,020 + 0,005 = 0,025.
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Problémes avec solutions

0,998 ~---nmmmmmee e T
0,993 ---------------- ?M i
0,973 - - @l i © 2000 .
3 1000
50 500
200 1 500

Note : on peut aussi le retrouver en écrivant :

p(500<L<1000) = p(L<1000)—p(L<500) =0,998 —0,973.

4° Espérance mathématique :

E(L) = 0 x 0,873 + 50 x 0,100 + 500 x 0,02 + 1000 x 0,005
+ 2000 x 0,002,

donc E(L) = 24.

C'est le prix moyen des articles vendus dans la journée, ou
encore, ¢'est la dépense moyenne des clients de cette boutique pout..
cette journée. C’est la notion de recette moyenne qui est en jeu.

Variance : calculons d’abord E(L?).

E(L?) = 02x0,873+502x0, 1+5002 x 0,02 +1000%x 0, 05 +5 ;
20002 x 0, 02,
d'oli E(L?) = 18 250,
et V(L) = E(L?) - [E(L)]2 = 18250 —24° = 17674,

On en déduit I'écart type : ¢ = JV (L) = 132,94.

Cet indicateur est fort comparé a I'espérance ; cela est dil au fait

que la distribution est dissymétrique et que les prix élevés sont trés
éloignés de I'espérance.
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1° Observer une population selon un caractére, c'est décompter le
nombre n; d'individus de la population qui possédent la valeur x; (ou la

modalité) du caractére pour chacune de ces valeurs: ie [1;k] sikestle
nombre des valeurs.
On définit ainsi la série statistique X: (x; ; m;).

Exemples :
A': Candidats & un examen considérés du point de vue de la note. S'il y a 600
candidats, ils seront répartis sur les 21 notes possibles de 0 4 20. Le caractére est

quantitatif discret. Série X, .

B : Salariés d'une entreprise, considérés du point de vue du salaire mensuel
en francs. lls seront répartis en classes de salaire car le caractére est quantitatif
continu (on ne peut donc pas représenter tous les salaires possibles). Série X.

C : Une assemblée nationale de 500 députés, considérée du point de vue des
partis. Le caractére est qualitatif. Série X .
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10. Séries slatistiques a un caractére

2° Représenter une série 4 caractere quantitatif discret.

Exemple A : candidats a I'examen.

_ Effectifs G omsETe
50 ) ,  Effectif
_ - T ) 'tota!deXA:
=600
24 |11 |~ Note x
0L T Note
0 5 10 15 20
Note | |0 ]1]2][8]..10.]19]20
Effectif | n; |15 | 8 | 25 |38 |..103..[12] 6

3° Représenter une série & caractére quantitatif continu.
Exemple B : entreprise comptant 120 000 employés

i | Classe de salaire Effectif Amplitude Hauteur
1] [4000; 6000] 2 600 2000 1,30
2| [6000; 8000] 10 500 2000 5,25
3| [8000;12000f 5700 4 000 1,43
4 | [12000 ;30 000] 1200 18 000 0,07

Les aires des rectangles de I'histogramme représentatif sont proportionnelles
aux effectifs des classes associées.
Note : les hauteurs n'ont pas de signification concréte. "

l | Salaire
| + + :XB

T l T U ] i

0 5 10 15 20 25 30 Milliers
de F.
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Ce qu'il faut retenir

4° Représenter une série & caractére qualitatif.
Camembert ou demi-camembert dont les secteurs angulaires sont
proportionnels aux effectifs des classes.

Exemple C : parlement ot partis.

(o n

i i ) ,
o, est telque: — = —ola, est l'angle en degrés.

180 N

Ext. droite i Ext. gauche

™A

5° Evaluer une série en position (caractéres quantitatifs).

On peut résumer les informations d'une série & caractére quantitatif par une
valeur centrale :

— soit le mode : valeur qui a le plus grand effectif;

— soit la moyenne arithmétique pondérée (avec k valeurs) :

Série discréte Série continue
XXy X Onnomme C; les milieux des classes
x= ) et on applique la méme formule :

ny+ Nyt o+
Formule généralisée :

Exemple B :
_ 2600 %5000 + 10 500 x 7 000 + 5 700 x 10 000 + 1 200 x 21000

2 600 + 10 500 + 5 700 + 1 200

i

155



10. Séries statistiques & un caractére

Onobtient: X = 8 435 F salaire moyen mensuel.

6° Evaluer une série en dispersion (caractéres quantitatifs),

Pour résumer linformation concernant les variations des valers de la série
_ de part et d'autre de la moyenne, on utilise un indicateur de dispersion :

—s0it /'étendue : écart entre la valeur la plus élevée et la valeur la plus faible;
— soit I'écart type : lequel est la racine carrée de la variance.

La variance est la moyenne arithmétique pondérée des carrés des écarts
(x;—X) alamoyenne.

Cestdonc:| V (X) d

qui s'écrit aussi sous la forrh.évzi VVV(X'). = (X,?) - ()"()2.

Exemple B :
— 2 2 2 2
(Xlg) - 2600x 5°+10500x 7= +5700x 10°+ 1200 x 21 =83,94 .

2600+ 10500+ 5700+ 1200
Les calculs ont été simplifiés en utilisant comme unité le millier de francs. La
variance est mesurée en carrés d'unités.

Onadonc: V(X) = 83,94 — (844)2 = 12,71 (kF)?

et o(X) = 12,71 = 3,56 milliers de franc (kF)2.
L'écart type vaut donc 3 560 F. Il évalue la dispersion de Xg.

+ Evaluons la part de chaque classe de salaire dans I'entreprise.

+ Evaluons ensuite pour tout niveau de salalre x, la part des salariés qui ont
un salaire inférieur ou égal & x.

+ Dans le premier cas, cette part est la frequence de laclasse n; :
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Ce qu'il faut retenir

i . n;
ona.fi = % cest—a~d1ref,.=N.

n;

1

] Mn

i

+ Dans le second cas, on accumule les fréquences associées a tous les
salaires inférieurs & x. Une interpolation linéaire est nécessaire le plus souvent en
cas de calcul précis, sinon la lecture du diagramme associé suffit pour apprécier

p(X<x) = FCC(x).

Exemple B :
Classe de salaire Effectif | Fréquence | Fréquence
X ) 3 cumulée
D65 %+ 11 i f croissante
4000; 6000 2600 0,130 0,130
6000; 8000 10 500 0,525 0,655
800012000 5700 0,285 0,940
12 000 ; 30 000 1200 0,060 1,000
N= | 30000
I;CC
100 % T
94 %
65,5 % 1 § §
50 % 1 E :
13 % i Salaires en kF
0 ; : >
12 20 30 Xg
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10. Séries statistiques a un caractere

La recherche de la part des salariés qui gagnent moins de 10 000 F par

--lecture de ce diagramme :Timage de 10 est: f =80 %.

“8° Médiane d’une série statistique continue.

* C'est la valeur du caractére M telle que la moitié dela population soit en
dessous et I'autre au dessus (du point de vue des valeurs de ce caractere).
Sur le dessin ci-dessus, on lit : M ¢ =6700 F.

+Le calcul plus précis repose 'sur Finterpolation linéaire entre les points A et
B du diagramme des fréquences cumulées croissantes.

+ La médiane M, est 'antécédent de 0,50 par ce diagramme.
Interpolation linéaire entre A et B: le calcul de M, repose sur la

proportionnalité des écarts des images (FCC) aux écarts de la variable (x).

0,655 — B
1050 — M
0,130
A
6 M, 8
ona: Me =8 _ 0,500 - 0,130
' 8-6 0,655 — 0,130°
M, - 6 0,370
s s e _ , -
C'est-a-dire : 5 = 0.5 0,705,

..dot M, ~ 6 =2 x 0,705 donc My=7410 kF.

Le salaire médian de 'entreprise est 7 410 F par mois.

Cela signifie qu'il y a dans cette entreprise autant d'employés qui gagnent
moins de 7 410 F que d'employés qui gagnent pius.
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Exercices pour s’entrainer

Ce chapitre reprend des connaissances déja enseignges dans
les classes antérieures a la terminale. L'exercice qui suit a pour seul
but d'entretenir le patrimoine accumulé et de montrer l'utilisation qui
peut en étre faite en terminale. Ces notions sont fondamentales dans
la compréhension du concret économique. Pour s'entrainer, on
pourra avantageusement utiliser EXOPOCHE de premiére B.

Exercice :

Ci-dessous, les distributions des employés de deux sociétés
concurrentes A et B selon le salaire mensuel :

Q\ Classes en kF | Effectifs @ Classes en kF | Effectifs
[4;8] 450 [4;7] 600
[8;12] 600 [7;10] 1000
[12;16] 1050 [10;15] 1000
[16;30] 280 [15;20] 300
[30;50] 120 [20;50] 100

Un jeune dipléomé peut étre recruté dans les deux sociétés. lI
hésite et fait I'étude comparée de ces deux distributions. On utilisera
les calculatrices.

a) Calculer la moyenne et I'écart type de ces deux séries
statistiques. Interpréter ces résultats et les comparer : rédiger ceci
par des phrases.

b) Calculer les fréquences cumulées croissantes associées a
chacune des deux séries.

Déterminer par le dessin (puis précisez éventuellement par le
calcul — si cela est nécessaire...), la société dans laquelle il a le plus
de chance de recevoir plus de 18 000 F. On admet que la vitesse de
promotion est la méme dans les deux firmes.
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10. Séries statistiques a un caractére

¢ Solution
a) Comparaison.

.. Série : salaires de A, : . .Série : salaires de B..

"~ x=13,856 kF o x=1017kF
oy = 7,540 kF o, = 7,540 kF
Intervalle =[x~ o:x+ o] Intervalle |
lh= [6,3 KF; 214 KF] g = [5,3 kF; 167 kF)
Etendue : 15,1 kF Etendue : 11,4 kF

NN
5 \ T 20 Salaires

Les salaires de la société A sont en"moyenne plus élevés que
ceux de la société B, et leur dispersion est plus grande.

Cependant, les étendues des deux séries sont identiques.

En fait, la majorité des salariés de la société B se situe dans un
intervalle de salaire Ig, plus étroit que celui de la société A.

b) Fréquences cumulées croissantes.

Classesde | Effectifs Fréquences | Fréquences
salaire cumulées
A48 450 0,180 | -~0,180
8 12 600 0,240 0,420
12 16 | 1050 0,420 0,840
16 30 280 0,112 0,952
30 50 120 0,048 1,000
2500
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Exercices pour s’entrainer

Classesde | Effectifs Fréquences Fréquences
salaire cumulées
B 4 7 600 0,200 0,200
7 10 1000 0,333 0,533
10 15 1000 0,333 0,866
15 20 300 0,100 0,966
20 50 100 0,033 0,999 =1
3000
o, 4 FCC
100 - - - - - - e e e e e e e e e e o
0 -------3
go|” " """ 7 i
70 : Diagrammes
60 j des fréquences
50 ‘ cumulées
| comparées
40 ! dans A et dans B
30 !
20 ;
10 I
' Salaires
0 4t ; i : >X
0 4 10 rzo 30 40 50 en kF

Les parts des salariés qui regoivent plus de 18 000 F par mois
sont : 100 — 92 = 8 % pour la société B et 100 — 86 = 14 % pour A.

Donc c’est dans la société A quiil a la plus grande probabilité
d'atteindre un salaire au moins égal a cette somme.
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1° Les droites et les fonctions a une variable de degré 1.

Exemple : le salaire mensuel d'un vendeur est la somme d'une partie fixe
4000 F et d'une partie proportionnelle au montant des ventes qu'il réalise : 300 F
par 10 000 F vendus.

La forme algébrique du salaire S en fonction du montant des ventes V est donc :
} S(V) = 4 000 + 0,03. V

oll V et S sont exprimés en francs.

« La variable S est fonction affine de la variable V ou encore S est 'image
de V par une fonction de type : X > ax+b.
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11. Mathématisation : modéles linéaires & n variables (n = 1, 2, 3).

* Graphiquement : la courbe représentative de cette fonction est la droite (D).

5000t

10001

. . e
50 000 100000 150 000

— de coefficient directeur | a= 0,03 |: pour 100 F de vente, il regoit 3 F.
— d'ordonnée & l'origine | b=4 000 |: si la vente est nulle, il regoit 4 000 F.

2° Inéquations a une inconnue de degré 1.

Exemple : le niveau de vente a partir duquel son salaire dépassera
8000F résulte de la résoluton de [inéquation S =8 000 soit
4000+0,03-V=>8000.

Graphiquement :

. * S =8 000 est représenté par la droite (4) paraliéle & 'axe (0x) d'ordonnée
8 000 pour toute abscisse :

c'est la traduction géométrique de Ia fonction constante S{V) = 8 000.

*S 2 8 000 est représenté par le demi-plan (P) bordé par (4) comportant
tous les points qui sont au-dessus de (4): e

* On it une valeur approchée de la solution de linéquation en prenant
I'abscisse Vy du point d'intersection des deux droites (D) et (4).
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*Pour V>V, ona S28000.
« Le caleul fournit une valeur précise de Vy :

0,03V =4 000
o 4000 .
V2 V2
équivauta: vV 0,03 soit: V2133333 F
v
10000-/ S2>8 000 %
5000 4
1000 4 v
0 { t >
0 50 000 100 000 Vo150 000

3 Les droites et les fonctions & deux variables de degré 1.

Exemple : le budget "boisson” d'un ménage s'éléve a 300 F pour le mois. |l
est consacré a l'achat exclusif d'eau minérale & 2 F la bouteille de 1,5 lifre et de
bigre & 6 F la bouteille de 33 ¢l. Les combinaisons d'achats possibles sont
nombreuses.

Quelques exemples qui épuisent exactement le budget :

Eaun, [150 [147 [144 | .. 120 | .. 36| .| 12| .| 0
Bigren, | 0| 1| 2)..[10|..128] ..|46] .. |50

Nombres
bouteilles

Mais le couple (50 ; 33) ne convient pas, car 50 x 2 + 33 x 6 = 28 n'est pas
égal & 300 et (50 ; 34) ne convient pas non pius.

Graphiquement : tous les points associés & I'équation|2n, + 6np = 300

appartiennent a un segment d'une droite 1.
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11. Mathématisation : modéles linéaires a n variables (n = 1, 2, 3).

Elle passe par les points : A(150 ; 0) et B(0 ; 50).

Son-coefficient directeur-estun-réel-m; tel-que - 6ny==2n;+300;

soit 17, = —%ne+ 50, doli-m-= ‘%” =~,-%,.~
Quantité
Ny A Biere
50 4
(51;33) estune
des combinaisons
______________ : possibles
20 +
0 T Quantité
' Eau
0 1 + 1 - Mg
0 10 50 100 150

Si les variables x et y sont réelles, alors 'ensemble des points M(x ; y) tels
que ax + by = ¢ est une droite de coefficient directeur ~g ; d'ordonnée &

I'origine e
g b'

4° Translation : droites paralléles.
Exemple : le budget boisson de ce ménage s'accroit de 60 F par mois. Les
couples de consommation possibles vérifient désormais 'équation :

12ng + 6np=360 |-
lls appartiennent & une droite D,-paralléle-a-D,.-En-effet,-le coefficient
. 2 e , 300
_ directeurest: m = 5 mais |'ordonnée & l'origine est passée de 5 = 50

a l'ordonnée -3—29 = 60.
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On passe de la droite D4 & la droite D, par une translation de vecteur

U= 0i+10].

+ Si les variables initiales sont notées (x ; y) alors les nouvelles (X ; Y) sont
telles que : MM' = 4,
cest-a-dire: OM' = OM + MM’ ou encore OM' = OM + U

x+ 0

1i

X
oltlona:M(x;y) ; M' (X,Y) et J(0;10) donc:
Y =y+10

L'équation 2x + 6y = 300 se transforme en écrivant x = Xety = Y-10;
elle devient 2X + 8Y = 360.

5° [néquations & deux inconnues de degré 1.
Exemple : dans tous les cas oll le ménage n'épuise pas le budget de 300 F

affecté a la boisson, on obtient des points du demi-plan bordé par @, inférieur a

D
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11. Mathématisation : modéles linéaires a n variables (n = 1, 2, 3).

AL
ny | Biére

501

~~~~~~~~ . 4 Gouples de consommations
40 o | tels que : ’ ’

304 2n,+6n, <300

201

10T«

0 ; + 4 ::ne
0 50 100 150 Eau

D'une fagon plus générale, une droite sépare le plan en deux demi-plans, fun
est associé & linéquation ax + by > ¢, l'autre est associé & linéquation ax + by < ¢.

Si les variables x et y sont réelles, I'ensemble des points M (x; )) tels
que ax + by > ¢ est fun des deux demi-plans dont la frontiére est la droite
d'équation ax + by = c.

Ay

12
Py

y >

(Py)

+-3
Pour déterminer lequel est solution : choisir un point au hasard et le tester.
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Exemple : 2x—4y <3 dans B2,
+ La frontiére est la droite D d'équation 2x~-4y=3.

« Choisissons par exemple le point A (2 ; 1) et substituons ses coordonnées
dans 'inéquation 2x — 4y < 3, elle devient : 2x 2 -4 x 1 < 3, c'est-a-dire 0 < 3.

Cette inégalité est vraie donc tous les points au-dessus de D sont solutions.
2x — 4y < 3 est caractérisé par Py grisé.

6° Intersections de droites : systémes de deux équations a deux inconnues.

a;x+byy = ¢
+ On peut résoudre le systeme (S) dans 2,
a,x+byy = ¢y

en utilisant la méthode de substitution, ou la méthode de combinaison ou bien
méme les deux. (Voir exercices.)

« Trois cas sont possibles qui correspondent aux trois configurations
possibles de deux droites Dy et D, et donc 4 trois cas algébriques distincts,
caractérisés par les relations entre les six coefficients.

NS‘)O’RR{&? Un seul couple Aucun couple | Tous les couples
dans R2 (X, ¥o) d'une droite
droites sécantes droites droites
paralléles confondues
Configurations
géométriques Dy=Dy
duplan P
Relations a, b, a, b, ¢ |a b ¢
entre ML B UL .
coefficients ay, b, a, by ¢ |a by o
Signification :jP‘:,miseS * pentes égales |  pentes égales
analytique (é?]lg?fet i «ord. a l'origine | « ord. & l'origine
2 ’ a distinctes égales
2
by bz)
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11. Mathématisation : modéles linéaires a n variables (n = 1, 2, 3).

7° Systemes de trois équations a trois inconnues de degré 1.

Ce-sont.les-systémes-qui-peuvent.se-metire-sous-la- forme e —

a1x+b1y+c1z d

542/\+b 2 02 -l
1a3x+ byy+cyz = ds.
+ On peut parfois résoudre un tel systéme par combinaisons et substitutions,

mais-le plus souvent.on.a. recours.a.une. méthode. systématique . dite-méthode
d'élimination de Gauss. Cette méthode repose sur une propriété

On obtient un systéme équivalent en remplagant une ligne L; par toute
combinaison du type al;+ bl;ol a et bsont des réels et L; une autre ligne du
systeme.

On vise l'objectif de ramener le systéme initial & un systéme équivalent
triangulaire comme indiqué ci-dessous.
Exemple :soit & résoudre -
2x+3y—-4z=12
(S) { X+3y+ z=86
-x-2y+3z=-8
par la méthode systématique dans ®°.
« Eliminons les termes | x | la ligne 2 (L) et 2 la ligne 3(Ly)

LyeL, 2xX+3y—4z = 12
- 1 . 3
ainsi L2€—L2’§L1 on obtient S 3z=0
1
Ly Lo+ =
3T 8 2. —1y+z-e2

. Revenons a des coefﬁcnents entiers pour plus de facmte

L e, (2x+3y-4z =12
ansi Ly 2L, 3y+6z =20
L3(—‘2L3 —y+22= -4
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« Eliminons le terme ala ligne 3, ’
Ly« 1L, 2x+3y—4z =12
systeme
aingi L Ly 3y+6z=10 triangulaire
1 recherché.
Ly Ly + 3L, 4z = -4

« On achéve la résolution en partant de la ligne 3 : en effet z =1, substitué
dans la ligne 2, permet d'écrire : 3y =—6z=6, d'oll y=2.

Enfin z=-1ety=2, substitués danslaligne 1, permettent de calculer :
Ox==3y+4z+12=-6-4+12=2s0it x=1.

+ Le systéme (S) admet un seul triplet de R pour solution, c'est : (1;2;-1).

Note :un systéme 3 x 3 peut admetire aucune solution ; ou bien une infinité.

1° Les vendeurs d'une société ont le choix entre trois formules
de rémunération mensuelle :

A — soit un fixe de 11 000 F ;

B — soit une partie fixe de 6 000 F et une partie proportionnelle
aux ventes réalisées par ce vendeur a raison de 4 % de celles-ci ;

C - soit entidrement en fonction des ventes & raison de 7 % de
celles-ci.

a) Calculer le salaire mensuel correspondant a un montant de
ventes de 120 000 F par chacune des trois formules.

b) Exprimer algébriquement les trois formules : on notera x le
montant des ventes, et respectivement A(x) ; B(x) ; C(x) les salaires
associés, exprimés en francs.

¢) Déterminer graphiquement quel sera le choix salarial d'un
vendeur chevronné, d'un vendeur débutant. Justifiez votre
réponse. Précisez les bornes par le calcul.
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11. Mathématisation : modéles linéaires & n variables (n = 1, 2, 3).

2° On donne le baréme d'impdt caractérisé par le revenu

imposable R ét'le taux d'imposition de la derniére tranche 7 ainsi -

Tranche Tranche de revenu. Taux d’imposition.
P TR i
1 [0;20 000 0%
2 [20 000 ; 35 000 [ 10 %
3 [35 000 ; 45000 | 20 %
4 [45 000 ;50 000 [ 30 %

a) Calculer I'imp6t correspondant a un revenu de 37 000 F pour
un célibataire. (Il paie une part.)

b) Exprimer I'impdt | en fonction du revenu sur lintervalle
[0; 50 000 [ : on tiendra compte des tranches pour la définir.

¢) Représenter graphiquement cette fonction.

3° Un fabricant de boissons sucrées dispose de 1 500 litres de
sirop & répartir entre la boisson A gui contient 20 ¢l par bouteille et la
boisson B qui contient 30 cl par bouteille.

En outre, il ne peut vendre plus de 4 500 bouteilles de A et plus
de 6 000 bouteilles de B sur ia période correspondante.

a) Ecrire les contraintes qui pésent sur le nombre x de bouteilles
de A et le nombre y de bouteilles de B sous forme d'inégalités a une
ou a deux inconnues.

b) Représenter graphiquement Pensemble des solutions. Les
coordonnées des points possibles sont-elles réelles ou entiéres ?

4° Résoudre dans R? les systémes suivants :

N 3x=Ty =1
S
5x+2y =29,

X-3y =-7
S,
~2X+6y = 14,
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u—2v:1
s 5
3
L
2 T4’
2a+b =
S4
{3a-5b= ,
2 000 x+700y = 3 500
5{ 1500 x—350y = 1 000 ,

0,6x+0,2y =5
Ss
-0,1x+y =-3,2.

5° Résoudre les systémes suivanis dans R par la méthode
d’élimination de Gauss.

5x+2y+3z=232
(Sy) {2x+ 4y+3z=28
7x+6y+4z=>52,
X+y+2z=9

(Sy) {2x—2y+ 3z=7
3x+y-5z=-10,

X+5y+7z =22

2x+12y+17z=53
(83){
3x+22y+19z =35.

6° Le personnel d’'une entreprise est composé d’hommes et de
femmes. L'entreprise emploie 107 personnes. Si elle embauche 8
femmes de plus, alors la composition de femmes représente les 40%
de l'effectif total.

Quelle est la composition du personnel de cette entreprise ?
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11. Mathématisation : modéles linéaires a n variables (n = 1, 2, 3).

¢ Solution

——--1>-a)-Pourune-vente-mensuelle-de-120-000-F-le-vendeur-rétribug-—--—

a la formule A recoit: 11000 F, & la formule B recoit:

'6 000 + 4800=10800 F;a laformule C regoit ::8 400 F.-

b) A(x) = 11 000 : fonction constante.
B(x) =6 000 + 0,04.x : fonction affine.
C(x) = 0,07.x : fonction linéaire.
¢) Tracons les trois droites associées aux trois fonctions.

A Salaires en C
200007 Francs B
15 000
)
10 000 ! 1
X : Vente
5 000 i | milliers
! I
1000 , ; e

0 12550 100 150 200 250 300

* Le vendeur chevronné, assuré de faire un gros “chiffre” de
vente, choisira la formule C parce qu'elle lui permet d'atteindre un
salaire & partir d'un montant V=200 000 F.

* Le vendeur débutant, qui n'est pas assuré de réaliser un gros
montant de vente, choisira le salaire fixe de fagon a assurer un
minimum de 11 000 F par mois. Ceci sera intéressant pour lui jusqu’a
un montant V= 125 000 F.

» Les valeurs exactes sont telles que :

6 000

0,07x = 6000 +0,07x,dot: V= 508 = 200 000 F.
11000 = 6000 +0,04x,dou : V = 50%0- = 125 000 F.

2° a) Si R = 37 000, un célibataire qui paie une part entiére aura
un imp6t caleulé sur trois “tranches” :
= 4 = 0 pour la premiére tranche de 20 000 F (compléte).
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Exercices pour s’entrainer

» I, =15 000 x 0,10 = 1 500 F pour la seconde (complete).

l3= 2000 x 0,20 = 400 F pour la derniére (non compléte).
SOit[=l1 +|2+|3=1 900 F.

1900

37 000

5,1 % et son taux marginal est 20 % car c'est celui de la derniére

tranche qui le frappe.

b)+SiRe [0;20000], alors | =0.

« SiR e [20000 ;35000 [,alors |=0,10 x (R - 20 000),
C'est-a-dire : [I=0,10.R—2000|.

*SiR e [35000 ; 45000 [, alors les deux premieres
tranches sont complétes, donc il paye la seconde en entier:
l, =15000 x 0,10 = 1500 et une partie de la troisieme :
I3 = 0,20 x (R — 35 000) = 0,20 R — 7 000,
doli:l=lp+l3= [0,20.R—5500=1].

« SiR «[45000;50000[ ona:ly=1500;Il3=2000
et I, =0,30 x (R — 45 000) = 0,30R — 13 500,
d'oil un total [I=0,30.R—10 000 |

C'est donc une fonction affine par morceaux ; il y a quatre
segments car elle est définie en quatre intervalles.

La pente de chacun d’eux est le taux d'imposition de la franche
considérée.

Note : son taux moyen d'imposition est = 0,051, soit

Imp6t | en francs
A

5000+
4000+
3000 +
2000 +
1 000

|

1
f
!
!
!
Lo
\ f
| !
| !
0 10000 20000 30000 40000 50000

Revenu imposable
R en Francs
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11. Mathématisation : modéles linéaires & n variables (n = 1, 2, 3).

3° a) Soit x litres de A et y litres de B. Il y a trois contraintes.
L'une sur le sirop_: 0, 20 - x+0, 30y <1 500..(1)

L'une surlavente de A: 0< x<4 500. (2)
L'autre surlaventede B: 0<y<6 000. (3)
- b)Lafrontiére de (1) estla droite D, d’équation :
2x + 3y =15 000, elle passe par : M(0; 5 000) et N(7 500 ; 0).
Les frontiéres de (2) sont les deux verticales (x=0) et (x=4 500).
Les frontiéres de (3) sont les deux horizontales (y=0) et

) Quantité de B

»
o
o
(=)

N

471

9

(=)

(=)
s

o]

e

% Quantité de

. . ‘ ' o ' . Aen l?trgs
L A st 76w st

D'ol la zone des possibles a l'intérieur du polygone délimité par
les quatre droites :

L'une des contraintes est en effet inopérante compte tenu des
précedentes coordonnées entiéres.

e

4° Systémes de deux équations a deux inconnues du premier
degré.

* (S4) a une solution unique dans R? : le couple (5 ; 2).

* (Sp) a une infinité de couples solutions dans M2, ce sont les
couples (x ; y) tels que x — 3y = —7 par exemple.
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Exercices pour s’entrainer

2u—4v =1
* (Sy) équivaut & : ce qui est contradictoire,
2u—-4v = -1

donc il n'y a aucune solution dans R2.
* (84) a un couple solution (3 ; 1).
200x+70y = 350. (1)

* (Sg) se simplifie en
(Ss) P .{150x—-35y= 100. (2)

200x+70y = 350

On peut combiner
300x—~70y = 200

En additionnant : 500x = 550 donc x = % =1,1.

On en déduit y par : 70y = 350 — 200 x 1,1 = 130,

d'OL‘J:y=1—7?—’=1,857.D’oD:S={ E_:) ; 1__?}}

6x+ 2y = 50. (1)

< (S implifi
(S¢) se simplifie en { ~x+10y = -32. (2)

Li«L 6x+2y = 50
Combinons : ! ! y
Lye6xLl, |-6x+60y=-192.
- . 7"
En additionnant : 62y =—-142 d'oll y = 3= 2,290.
g . 710
On en déduit x par : x= 10y + 32 soit x = 37 +32,
- 710+992 1702
‘act-3- = = =54,903.
c'est-a-dire x 37 31 5
. 1702 71
Donc une seule solution, le couple &7 Er |
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11. Mathématisation : modéles linéaires a n variables (n = 1, 2, 3).

5° Méthode de Gauss

-+-Detall ae-la-premiere-resolution :

LoetL x+2y+37 32
;e==ly g VW’ i
5x+2y+3z=32 8 5.2 5
2x+4y+3z=28 Lzegl-z x+2y+§z=14
7X+6y+4z="52
L’-<—1L x+§ +ﬁz—2
378 7VY7%77
Ly <L x+§y+gz=%2-
5x+2y+3z=32
LyeLy—L, <§y+%z=% doli | 16y+9z=76
16y—~z=236
Lye—Llg-Ly {3577 35° 7 35
LyeL, 5x+2y+3z = 32
LyeL, 16y+9z = 76 , il est clair que z=4.
LyeLg-L, (-10z = -40

Dans L, on obtient alors : 16y =76 — 9z = 40,

10 5
doli y = — = —.
V=773
Dans L4 on obtient enfin : x = _gy_§z+_?£ = ? = 3.

5 5

5
D'oll un triplet solution dans R® S = { (3 5 4) }

178




Exercices pour s’entrainer

» Solutions de (S,) : le seul triplet (1 ; 2 ; 3).

« Solutions de (S3) : le seul triplet (2 ; — 3 ; 5).

6° Soit x, le nombre d’hommes et y, le nombre de femmes.
Traduisons I'énoncé en algébre, cela donne deux équations :

« Total du personnel : x + y=107. (1)

» Fiction: y+8=0,40 x(x+ y+ 8). (2) .

Développons (2) : y+8=10,4 x+ 0,4y + 3,2.
x'+y = 107

D'ol le systéeme & résoudre
0,4x-0,6y = 4,8.

On trouve : x=69 et y=38. On peut vérifier alors I'énoncé.
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1° Un probléme de programmation linéaire se pose lorsquil s'agit de
produire deux biens a I'aide de deu, trois ou quatre facteurs économiques, dont
les quantités disponibles sont limitées. 1l y a production sous coniraintes.

Exemple : une usine fabrique deux sortes de piéces py et pg & I'aide de deux
types de machines mg et mg.

Chacune des piéces doit passer successivement sur les deux machines dans
n'importe que! ordre pendant les temps ci-dessous.

me Mg
Pa 50 20
Ps 25 60

Les machines mg: sont disponibles 3 700 minutes par jour et les machines me
le sont 3 180 minutes par jour.
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12. Mathématisation : optimiser sous contrainles

2° Traduction algébrique des contraintes.

Choisissons pour-variables x lenombre-depieces py, =
o y le nombre de piéces pa,
fabriquées-chagque-jour-par.cette-unité-de-production.

==¢{"g nombre-x-est:entier positif+x-g=MNe=-= e
+ Le nombre y est entier positif: y € IN.
» Lusinage de x piéces py sur la machine mg prend (50x) minutes et de y

piéces pg sur mg prend {25y ) minutes. .

Or le temps maximal d'utilisation de mg chaque jour est 3 700, donc on a
50x + 26y < 3700.

De la méme maniére , I'utifisation de m pour l'usinage de py et de pg est

soumis & : 20x+ 60y <3 180.

3° Traduction graphique des contraintes.

« Chacune des quatre inéquations & deux inconnues se traduit dans le plan
par un demi-plan solution. (Voir chapitre précédent.)

« Leur intersection est le polygdne des productions réalisables ou polygéne

P des programmes (X ; y) possibles.

Y ) Nombre de pidces pa

o
S
q’#ﬂm”rﬂ"
eTeatete
eatese
o

Figure 1

Nombre
X de piéces pg

Légende : sont hachurées les zones non-réalisables.

4° Expression d’une fonction d’objectif économique.
Exemple : I'objectif est ici de réaliser un bénéfice maximal sachant que le gain
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Ce qu’il faut retenir

réalisé sur la vente d'une piéce p, est 125 F et que le gain unitaire sur pg est 100F.

+ La fonction d'objectif est B (x; y) = 125 x+ 100 y, puis x unités ps engendrent
un bénéfice 125-x en Francs.

« Si'entreprise se fixe un objectif de 6 000 F pour la journée , les productions
qui le réalisent sont les couples (x; y) de IN x IN qui appartiennent au polygdne
€~ lls appartiennent a la droite 44 d'équation : 125x + 100y = 6 000. (Voir
figure2.)

« Si I'entreprise se fixe un objectif de 8 000 F, les points sont sur la droite 4,
d'équation : 125x + 100y =8 000. (Figure 2.)

5° Maximisation de fa fonction d’objectif a deux variables.
Lorsque le bénéfice total de la journée augmente, les droites A sont paraliéles

et leur ordonnée & l'origine augmente. Le point | de Ia figure 2 ci-dessous est ici
celui qui appartient a P et qui autorisera un bénéfice maximal.

Figure 2

-y,

50
40 " bénéfics 8,000 F
301 bensfice 6 000°F,

20 1 P
10 1
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12. Mathématisation : optimiser sous contrainies

Ses coordonnées sont celles de lintersection des droites (mg ) et {(mg).

50x+25y = 3 700

de solution 2 (x; ) = (57; 34).
20x+60y =3 180

7 Onadqnc: {

il convient, car ses coordonnées sont entiéres. Si tel n'était pas le cas, i aurait
fallu un point proche & coordonnées entiéres dans -

6° Maximum de la fonction d’objectit.
Il est réalisé par le couple (57 ; 34) ; il vaut :
B (57 ; 34) = 125 x 57 + 100 x 34 = 10 525 F pour la journée.

7° Remarques générales.

+ Le meilleur sommet du polygdne du point de vue de la fonction d'objectif
peut &ire dans certains cas sur f'un des deux axes.

« La fonction d'objectif est parfois un coit & minimiser.

+Les contraintes x.2:0.et y.>.0.sont presque toujours imposées par le

contexte économique. Elles se traduisent par le fait que le polygone & est inclus
dans le premier quadrant

8° La marche & suivre...

Les étapes de la méthode graphique sont bien déterminées ; résumons-les :
1 - Choisir les inconnues.

2 - Ramener les données & un tableau croisant les biens et les facteurs.

3 —Traduire les contraintes en inéquations.

4 — Représenter chague inéquation (& deux i inconnues du 1€" degre) par
un demi plan... -

5 - Déterminer le polygone des productlons possables

6 — Recherche du sommet qui réalise F'objectif.

7 - Caleulerle profil maximal ou le colt minimal.

8 — Rechercher éventuellement & récupérer les facteurs non
totalement employés.
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Exercices pour s'entrainer

1° Résoudre graphiquement le systéme ci-contre de R x R :

X-2y+2<0
(S) {x+y+1 <0
X-2 <0

2° a) Déterminer I'ensemble D des points du plan dont les
coordonnées sont solutions du systéme ci-contre de R x A :

x+y< 1
(Sg) ¢ x—yz-1
x-y< 1

b) Parmi les points de I'ensemble D, déterminer ceux qui
maximisent la fonction définie par :
F(x; ¥) = x + 2y. Résoudre par lecture du dessin.

¢) On pose la méme question pour : G(x; ¥) =2x + J.

d) Minimiser la fonction F sous le systéme de contrainte (Ss).
3° a) Traduire graphiquement le systeme de contraintes ci-contre,

xz0
y=20
(C)  5x+2y<20
X+y<7
X-y<2
avec xe R ;ye R.

b) Maximiser la fonction définie par H(x;y) = x + y sous le
systéme de contraintes (C). On lira le dessin.
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12. Mathématisation : optimiser sous contraintes

€ Solution

1° x—2y+2<0 équivaut & x-—2y <-2, on reconnait une
inéquation a deux inconnues. e ; :

- Les solutions sont les couples (X, y) associés aux points d'un
demi-plan bordé par la droite (D4) d'équation : x—~ 2y = — 2.

» Le point A(1 ;1) veérifie l'néquation, donc c'est le- demi-plan
inférieur & (D4) qui convient, car it contient ie point A.

« Les autres demi-plans sont obtenus de fagon semblable.

Y 4

Y

"

\\GE

N

\

:

7

2° a) Trois raisonnements de méme type aboutissent &
I'ensemble D ci-dessous (non hachuré), en nommant A Ay 4g les
trois frontiéres associées respectivement aux trois équations

-

D,

X+y=1
X=y = -1
X—y =1
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Exercices pour s’entrainer

N

/

/é

* (dg)

b) La pente des droites associées aux équations F(x; y) = Cste
est telle que : 2y =—x + Cste, donc y = -%x+ k.

La droite (dr) est I'une d'entre elles. Le sommet qui maximise F
est donc le point A de coordonnées (0 ; 1) (obtenu par lecture).

¢) La pente des droites associées aux équations G(x ; y) = Cste
est— 2. La droite (dg) est I'une d'elles. Le sommet qui maximise G est

donc le point B de coordonnées (1 ; 0) (par lecture).

d) Par lecture du dessin il apparait que I'on pourra dessiner toutes
les paralléles a (dr) dont I'ordonnée & l'origine est inférieure & celle

de ().

La fonction F n'admet pas de minimum dans D.

3° a) On obtient I'ensemble des couples solutions dans B2 par
lintérieur du polygdne ci-dessous. Nommons-le I/
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12. Mathématisation : optimiser sous contrainies

b) Les droites associées aux équations de type x + y = k sont
paralléles & la droite frontiére D,. Celle qui a la plus forte ordonnée &

I'origine et qui a des points communs avec la region U/ du plan est
X+y=7.

Tous les points du segment [AB] avec A(0 ; 7) et B(2 ; 5)
maximisent la fonction H.

Ce chapitre reprend un procédé déja enseigné dans les classes
antérieures & la terminale. Un seul probleme sera proposé, il s'agit
d’un bac B récent : c’est donc un théme possible au baccalauréat.

Les lecteurs qui souhaitent s'entrainer plus peuvent refaire le
probléme utilisé en exemple ou utiliser le livie EXOPOCHE de
premiére B. L'intérét économique de ce chapitre est évident. Le sujet
de bac qui suit est un peu naif sur le plan économique, mais il vous
guide trés bien sur le plan mathématique : suivez-le.
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Probléme corrigé
Probléme

¢ Enoncé

Un marchand de glaces vend des glaces en cornet, les unes &
une boule, les autres a deux boules. Le but du probléme est de
déterminer le bénéfice maximal qu'il peut espérer faire en un jour,
compte tenu de la quantité de créme glacée et du nombre de cornets
dont il dispose.

er désignera par P un plan rapporié 4 un repére orthonormé

(0,4 )).

1° On note xle nombre de cornets & une boule et y le nombre de
cornets & deux boules vendus en un jour par le marchand.

a) Le bénéfice réalisé est de 1 F pour un cornet & une boule et de
2,50 F pour un cornet a deux boules. Quel est le bénéfice f(x, y)
réalisé en un jour ?

b) A F'aide d'inégalités faisant intervenir x et y, exprimer chacune
des conditions suivantes :

i. Chaque jour, le marchand dispose de 60 cornets prévus pour
une boule. ’

il. Chaque jour, le marchand dispose de 60 cornets prévus pour
deux boules. )

ifi. Le marchand vend au plus 100 cornets par jour.

iv. Le marchand dispose d'une quantité de créme glacée lui
permettant de faire 150 boules par jour.

2° L'objet de la question est de procéder a des représentations
graphiques.
Elles seront exécutées avec le plus grand soin, sur papier
millimétré.
a) Représenter dans le plan Ples droites :
Dy d’équation x + y = 100,
D, d'équation x + 2y = 150,
D3 d’équation x = 60,
D4 d'équation y = 60.
Indiquer les coordonnées du point d'intersection | des droites D,
et D1.
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12. Mathématisation : optimiser sous coniraintes

b) Hachurer verticalement I'ensemble A des points du plan P dont
—les-coordonnées-(x,-y)-vérifientsimultanément les.inéquations .

x+y < 100,
x+2y <150,
- 0<Xx <760,
0y < 60.

3° a) Représenter dans le plan P I'ensemble des points dont les
coordonnées (x, y) vérifient 'équation f (x, y) = 75, puis I'ensemble
des points dont les coordonnées (x, y) vérifient I'équation f{x, y) = 150.

b) Hachurer horizontalement I'ensemble Q des points dont les
coordonnées (x, y) vérifient Pinéquation f(x, y) = 180. Monirer que |,
point d'intersection des droites D et Dy, appartient a 2; déterminer
graphiquement I'intersection des ensembles 4 et Q. )

c) Utiliser b) pour calculer e bénéfice maximal que peut réaliser
chaque jour le marchand de glaces.

(D’aprés un bac B)
4 Solution

Objectif : maximiser le bénéfice réalisé en un jour en vendant des
glaces en cornet sans contrainte de stock.

1° Expression de la fonction d’objectif et des contraintes.

a) Fonction de bénéfice quotidien : f(x ; y) telle que :

x est le nombre de cornets & une boule : bénéfice unitaire 1 F,

y est le nombre de cornets a deux boules : bénéfice unitaire
2,50 F, donc f(x; y) = 1.x+ 2,5.y.

b) Inéquations représentatives des contraintes :

i. x<60.

ii. y < 60.

iii. x + y<100. I

iv. Le nombre de boules fabriquées par jour est x + 2y, donc la
contrainte sur la créme glacée est x + 2y < 150.

2° Représentations graphiques des contraintes.

a) Chacune des inégalités ci-dessus porte sur deux variables de
degré 1 (I'une étant éventuellement affectée d'un coefficient nul),
donc elle se traduit par un demi-plan dont la frontiére est une droite.
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Probléeme corrigé

On restera dans le 1% quadrant car x>0 et y 2 0.

Caractérisons chacune des quatre droites :

Dy : x+ y =100, prenons deux points A4 (30 ; 70) et B4 (70 ; 30).

Dy x+ 2y =150, prenons deux points A, (0 ; 75) et B, (50 ; 50).

D3 : x=60 paralléle & 'axe (O,) passant par A3 (60 ; 0).

D4 : y =60 paralléle a I'axe (O,) passant par A4 (0 ; 60).

Le point | d'intersection des droites D et D4 a pour coordonnées :
y=160 et xtel que : x=150 — 2y = 150 — 120 = 30, donc (30 ; 60).

b) Chaque demi-plan est associé & une inégalité : un seul point
suffit & caractériser celui des deux demi-plans qui convient ;
prenons le point O.

p1 bordé par Dy : 0+ 0< 100 : vrai, donc p; contient 'origine O.

po bordé par Dy : 0 + 0 <150 : vrai, donc p, contient I'origine O.
Il en est de méme pour p; et p;.

Y

T T T ¥

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 X
x=nombre de glaces a une boule
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12. Mathématisation : oplimiser sous contraintes

3° Recherche du meilleur sommet du polygéne des possibles.
a).f(x;y).= 75 est léquation x + 2,5y = 75 de la "droite” 4, dont

tous les points & coordonnées entiéres rapportent un bénéfice total

.de 75 F . droite d'iso-bénéfice. . ,
" Prenons deux points : My (0;30) et Ny (75 ; 0).

f(x; y) = 150 est l'équation x + 2,6y = 150 de la “droite” 4, d'iso-
bénéfice 150.

Prenons deux points : My (0 ; 60) et Ny (75 ; 30).

b) f(x; y) =180 est'équation x + 2,5y = 180 de la “droite” 43 d’iso-
bénéfice 180.

Prenons deux points : M (30 ; 60) et Ng (55 ; 50).

L'ensemble des points (x ; y) qui vérifient f(x ; y) > 180 est le demi-
plan £ bordé par Az qui ne contient pas l'origine.

Le point (30 ; 60) appartient & la zone Q2caron a:

30 + 2,5 x 60 = 180 = 180. Il est sur la frontiére Ag.

Graphiquement, on constate que | est le point d'intersection de
(4) et (Q)..

c) Le point | est le plus éloigné de O dans la zone (4) au sens du
bénéfice : en effet, quand on passe de Ay & A puis & 43, le bénéfice
augmente.

Si on cherche & réaliser un bénéfice supérieur & 180 F, on "sort”
de (4) (on “entre” dans (£2)). Le bénéfice maximal que peut réaliser le
marchand de glaces est atteint pour 30 glaces & une boule et 60
glaces & deux boules ; il s'éleve & (30 ; 60)=180F.



1o lim X" = 4o
X~ oo
2 lm X = 4+e0 6l M X = —oo.
X —c0 X > —o0
0
X=X
Sinestpair,alors  lim X' = 4oof.

X——co

Sinestimpair, alors  lim X" = — eo|.

X -y = oo
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13. Recherche des limites

194

¥ _lim__ = 06t lim o =
X =3 oo X vt "X‘?"","?,X‘ff
w¥1
e XX > =
, , p
im L =olet| lim - = ol
X—2oo 41 X =0y )1
2] lim Inx = +ool,

X 4 00

0 1
X > Inx

5 lim e¥ = +eo|et] lim &%= 0}.
X 4 oo X—3— oo
1
|0.,X F}”E‘X L
6° Si

X3k oo

horizontale & la courbe.

lim f(x) = a, alors la droite d'équation y = a est asymptote




7° Recherche pratique d’une limite & l'infini :
Cas d'un polynéme : exemple f(X) = X =5x+3,
On met en facteur le terme de plus haut degré

5 3
f(X) = )(2(1“}“1'?

)

Lorsque x tend vers +oco (0U ~eo) g et % tendent vers 0, donc

(1 -§+E) tend vers 1.
"2

Ce qur’il faut retenir

lim f(x) = lim f(1—§+3)= 4o,
X = + 00 X + o0 X P
Donc| lim f(x) = +oel.
X =3 + o0
Deméme, lim f(x) = lim )(2(1——+9—).
X—y = oo Xy = o0 )(2
lim f(x) = +oo
X—>— o0
, . , Xx—3
Cas d'une fonction rationnelle. Exemple : f{x) =
P+ x+1
La technique est semblable :
X(1 _Bj) 1~§
fx) = X - .
1 1 1 1
f(1+—+——) x(1+—+——j
X 2 X 4P

1

Lorsque x tend vers +oo ; t

3

1
X

3
X
[1+

—

+

3 1
donc |1 — = |tendversiet -
X - X

tendent vers 0,

] tend vers 1.
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13. Recherche des limites

* X""“’x(1+1+lj
X 5

Donc| “lim™ f(x) =01 e
X =3 + o0

—

lim f(x) = 0].

X—3 oo

8° La droite A4 d'équation y = ax + b est asymptote oblique & la courbe (C
d'une fonction fen + se sion a:

o lim f(x) = +e(ou lim f(X) = —oo).
X =3 + oo X =3 400

cfiX)=ax+b + @(x)

ol @(x) est une fonction telle que  lim @ (x) = 0.
X~ 400
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3
1.2
Donc lim f(x) = lim ——1’(1——:0.'
Xt =2 f“’x(1+—+—)
\ A
De méme, hm f(x) = lim

On obtient de fagon analogue la définition d'une asymptote oblique en —co,

©




Ce qu'il faut retenir

9°! lim J— = 4ool,
x=0* X"
W 1
X > -
X
s 1
$#
, ) . 1
Si n est pair, im — = 409 .
x=0" X"
) . . 1
Sinestimpair, lim — = -
X307 X"
10°] Jim Inx = —oo|-
x->0%
0 1
x—Inx
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13. Recherche des limites

11° Si lim f(x) = -+ {ou lim f(x) = —oo), alors la droite
X Xy X=Xy

d'équation x = x, est asymptote verticale & la courbe. -

" 12° Recherche pratique d’une'limiteﬁ'én Xg. {fdoit étre définie au voisinage
de xg).

2x—3

Exemple : f(X) = T , Dp=]=oo; ~1[U]=1; +oo.

On cherche donc la limite lorsque x tend vers —1.
Lorsque x tend vers—1:  2x-3 tend vers ~5
x+1 tendversO.
La limite sera infinie ; if faut déterminer son signe.
Faisons un tableau de signe au voisinage de —1.

X -1

2x-3 - -

X+ 1 - +

2x-3
+ -

x+1 -

im f(x) =+ o fim f(X) = — o
x==1" x—=1*

13° Formules particuliéres.

-
lim — = +eof.
X—3 ooyl
fim x"e"=-0].
X =30
. inx ,
im — = 0| | lim X"Inx = 0|.
Xy 40yl x—0%
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Exercice pour s’entrainer

Déterminer les limites aux bornes de 'ensembie de définition des
fonctions suivantes et préciser les asymptotes éventuelles.
f1 XD i_—z .
X+5

f,: Xt —Inx.

[

D x> (x+ 1) 6"
2Iinx
x-3°

o

€ Solution
. f1 X ——

fi(x) existe si x + 5= 0 donc si x#— 5.
D,1 =R~ {5}

Calcul des limites a linfini.

x(?—-z-) 1—g
X

x(1-§) 142
X X

Lorsque x tend vers +< (ou lorsque x tend vers —oo) —2 et )§( tendent

1-2

vers 0, donc —-—g tend vers 1.
1+ =
X

fi (%) =

fim f(x) = 1| et fim £, () = 1].
X5 o0 X~ oo
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13. Recherche des limites

La droite d’équation y = 1 est asymptote horizontale a la courbe,
——~Calcul-des-limites-en=>5;

X—2
X+5

SRR f1 (X) VRS

Lorsque xtend vers — 5, x— 2 tend vers — 7 et x + 5 tend vers 0.
f;(x) tend vers Pinfini. Etudions le signe de (x) au voisinage de — 5.

X -5
x=2| — | ~
xX+5 — +
f(x) |+ 1 -
Nous déduisons :
im £,(X) =+ . lim f1(x)=-<x._
x5 x--5

La droite d’équation x = — 5 est asymptote verticale a la courbe.

ofy 1 x 2~ Inx.

f, (x) existe si Inx existe, donc si x>0
D, =10 ;+e[.

f ] 4oo [

Calcul de la limite en +oo :

fo(X) = X (1 - l—?;) Lorsque xtend vers +co, E}—X tend vers 0 et X2

tend vers +eo,

im f(X) = +e0 .
X3 +oa

Calcul de la limite en 0.

Lorsque x tend vers 0, X tendvers 0,
Inx. tend vers — oo,
— Inx tend vers +eo.
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Exercice pour s’entrainer

im f(X) = +eo.
x—0"

La droite d'équation x = 0 ('axe des ordonnées) est asymptote
verticale a la courbe.

cfyix > (x+1) e~
f3(x) existe pour tout réel x
Df4= m.
Calcul de la limite en +eo.
Lorsque x tend vers +eo, x + 1 tend vers +es,
e* tend vers +oo.

fim f3(x) =+
X o0

Calcul de la limite en —ee.

(x+1)e* = x(1 +}() e.

Quand x tend vers —oe, 1+ ;( tend vers 1,

xe*tend vers 0.

lim f = 0.
an1w4(X)

La droite d’équation y = 0 (I'axe des abscisses) est asymptote
horizontale & la courbe.

o f, : x> ~2—I—E—)—(
4 x-3
fs(x) existe si Inx existe, donc si x> 0
et si x—3 =0, donc si x= 3.

D,,4=]O;3[U]3;+oe[.

2inx

=

Calcul de la limite en +e : (X) =
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13. Recherche des limites

Inx
Lorsque x tend vers +o, — tend vers 0,
X

1 __§ tend vers 1. ..
X

lim f,(x) = 0.
X =3 + 00

L’axe des abscisses est asymptote horizontale & la courbe.

Calcul de la limite en O .
Lorsque x tend vers 0%, Inx tend vers — eo,
x—3tend vers — 2.

Iim+f4(x) = oo |,
x—0

L’axe des ordonnées est asymptote verticale a la courbe.

Calcul des limites en 3.
Lorsque x tend vers 3, 2nx tend vers 2 In 3,
x— 3 tend vers 0.

La limite est infinie : étudions le signe de f5(x) au voisinage de 3 :
In3=1,1.

X 3
2in3 + +
x—3 -0 +
falx) T
Iim_ f(X) = —oo| et im f,(X) = +eo
x—3 x—38*

La droite d'équation x = 3 est asymptote verticale a la courbe.
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Problémes avec solutions

1€ probleme
¢ Enoncé
Soit la fonction f: x;—;%—l

1° Déterminer son ensemble de définition Dy.
2° Calculer les limites de f(x) aux bornes de Dy.

3° Déterminer les trois réels a, b et c tels que, pour tout x de Dy,

c
lonait: {ix)=ax+ b+ ——.
) e +2

4° Montrer que la droite A d'équation y = ax + b est asymptote
oblique a la courbe.

© Solution

X +3x-1

frxe X+2

1° f{x) existe si x + 2 = 0, donc si x #— 2.
Df=R—{-2}.

2° Calcul des limites a l'infini.
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13. Recherche des limites

Lorsque x tend vers + e, 1 +%——12¥ tend vers 1, et 1 +% tend

(5]

vers1 — " 7 tend vers + .
1+-
X

im f(X) = +oo].
X= +00

Lorsque x tend vers —eo,| lim f(x) = —eo|.
X =3 — o0

Calcul des limites en — 2. !

Lorsque x tend vers —2; X* 1+ 3x—1tend vers — 3 et x+ 2 tend -
vers 0. La limite est infinie.

Faisons un tableau de signes f(x) au voisinage de — 2

X -2
L+8x=1| - | -
X+2 -0 +
fix) T
Nous en déduisons :
im f(x) = +o| et lim f(x) = —oo|.
X2 x—~2*

La droite d’équation x = — 2 est asymptote verticale a la courbe.

3¢ Calculons a, b, ¢ tels que ax+ b+ ¢ - X +3x-1
' +2 X+2

Réduisons au méme dénominateur ;-

axf +2ax+bx+2b+c _ L +3x-1

X+2 X+2
o ax2+(2a+b)x+2b+c_ L +3x—1
X+2 T x+2
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Problémes avec solutions

a=1 a=1
Identifions {2a+b =3 ou b =1

2b+c = ~1 c=-3

3
Donc pour tout xde Dy, f(X) = x+1 ~ ——.
p xde Dy, 1(x) o

4° Nous avons montré & la 28 question que  lim f(X) = +oo.
X =3 400

3
Nous avons montré que f(x) = x+ 1~ ——,
ou ontré que f(x) = x P

. -3
Montrons que XI:}nlw o
Lorsque x tend vers + oo, X + 2 tend vers + e,
=3 tend vers 0.
X+2
Nous déduisons de ceci que la droite d'équation y = x + 1 est
asymptote oblique a la courbe.

w

N,
It
(=]

Remargue : lim f(x) = — et lim
X =3~ 00 X~y ~oa X+

La droite d’équation y = x + 1 est asymptote & la courbe en + e
et en —oo.

2° probléme

¢ Enoncé

Soit la fonction f définie sur l'intervalle ] 1, +eo [ par :
X)=x+1+2[In x~In (x—1)]
ol le symbole In désigne le logarithme népérien.
On note ¢ sa courbe représentative dans un repére (0, 77)
orthonormé (unité : 1 cm).
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13. Recherche des limites

1° Montrer que, pour tout x appartenant & l'intervalle ] 1, +e [, on

af(x) =x+1+2 !n—X—

2° Déterminer les limites de f-aux-bornes—de -l'intervalle -de-
définition.

3° Etudier le sens de variation de fet consigner les résultats dans
un tableau. '

4° Montrer que la droite A d'équation y = x + 1 est asymptote & C.
Préciser la position de € par rapport a A.

5° Tracer avec soin C et A.
(D’aprés bac B)

€ Solution

fX)=x+1+2[Inx—In(x=1)]. Ds=]1;+el

a
1°Nous savonsquelna—Inb=1In I

doncIn x—In (x—1) = ln(xf1) .

Remarquons que si xe ] 1; +eo [, alors x> 1, donc x—1 > 0 et
x> 0.

In (x _)_( ] ) existe pour tout x de |1 ; +oo [.

Pourtout xde J1 ;4cc[,ona: f(X)=x+1 +2In ( : x{1 )
X —

2° Limite a linfini :

Lorsque x tend vers +eo, x + 1 tend VEIS +oo,

X X 1

X1 Xﬁ_l) 1_1
X X

206



Problémes avec solutions

—1— tend vers 1.

11
X
Donc In ( X ) tend vers In 1, c'est-a-dire 0.
x -1
lim In ( X ) =0,
X =3 400 x — 1

im f(X) =+ |.
X =3 400

Calcul de la limite en 1 :
Lorsque xtend vers 1, x + 1 tend vers 2,
Inx tend vers 0,
In(x— 1) tend vers ~ co.
X)=x+1+2][Inx—In(x-1)].

Donc lim f(x) = +o0
x->1*

La droite d'équation x = 1 est asymptote verticale a la courbe.

3° Calcul de la dérivée :
On utilise la forme f(x) = x + 1 + 2 [Inx —In(x~ 1)].
1 1
' =1+2| = - — .
f'(x) + Pl
Réduisons au méme dénominateur :
X(X-1)+2(x~1-x%)

X(x—1)

, Pmx=2
f(x) - X(x~1)

f'(x) =

Etude du signe de f{x) : calculons le discriminant de x2 — x — 2.
A=1-4x1x(-2)=9..

lly a deux racines : x' = ]_ZE =2et x"' = 1—;-9 = -1,

X —x—2est positif (du signe de “a”) a I'extérieur des racines, et
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13. Recherche des limites

négatif entre des racines.

X= 150 siTxs1"

“On 4 le tableau de signes :

X ~oo =1 0 1 2 + 0
P xz| + b -] - -3§ -
X - - 0 + + +
x~1 - - - + +
e S IR S AR Il
x(x-1)

Nous en déduisons le tableau de Variation de fsur [1 ;4 s

ﬂa=2+1+zm(§}

f2) =3 + 2 In2.
X 1 2 + o0
f(x) - (%} +

~+ oo

7

3+2In2

+ oo

fx) S\\

4° Nous avons montré gue lim f(x) = +oo.
X = + oo

D'autre part, f(x) = x+1+2 In ( X 1 ) )
X —
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Problémes avec solutions

et nous avons montré que lim  In X .
X =3 + o0 x -1

Donc la droite d'équation y = x + 1 est asymptote oblique a la
courbe.

Y=x+1

N WA OO N

0 1 2 83 4 5 6
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1° Le coefficient directeur de la tangente au point d'abscisse x; est le nombre
dérivé f'(xg).

Exemple:  f(x)=xetxy=1.
flix)=2x f()=2.

2 = f'(xy)

f<X0 T~ 74
{
i

Ny Ay
A o
2° Construction de la tangente en un point A (xg ; f(Xg))-

A partir du point A, on obtient un point B de la fagon suivante :
L'abscisse de B est celle de A augmentée de 1 :
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14. Dérivation : tangentes et courbures

Xg=Xp+1.

L’ordonnégvdékBkeSt celle de A éugmeﬁiée de f ,(Xo,), S

o=+ i)

Flxo)+ya=Js

ya="f(xo)

Xo Xo+1

3° Equation de la tangente au point A d'abscisse x;.

L'équation d'une droite est de la forme y = ax + b. Le coefficient directeur a
est égal a f'(x;). Le nombre b se calcule en remplagant x et y par les coordonnées
de A, car les coordonnées de A vérifient I'équation de la droite.

4° Si fest croissante sur [a ; b], et si la dérivée ' est croissante sur [a ; b],
alors la courbe asscciée a fest du type ci dessous :

[S xl .
A

Onaf'(x>0 et f"(x)>0pourtout xde[a; b]. On dit que la croissance
de fest accélérée sur [a; b]. fcroit de plus en plus vite.
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Ce qu’il faut retenir

5° Si fest croissante sur [a ; b] et si ' est décroissant sur [a ; b}, alors la
courbe de fest du type :

! 3

' a b
Ona f{x)>0 et f'(x) < 0. On dit que la croissance de fest ralentie. f croit
de moins en moins vite.

6° Si fest décroissante sur [a ; b] et si f' est croissante sur [a ; b}, alors la
courbe de fest du type :

Y

Onaf'(x)<0etf"(x)>0.
On dit que fdécroit de moins en moins vite.

7° Si fest décroissante sur [a ; b] et si f'est décroissante sur [a; b], alors la
courbe de fest du type :

\

Onaf'(x)<0etf"(x)<0.
On dit que fdécroit de plus en plus vite.
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14.

Deérivation : tangentes et courbures

8° Quand f"(x) > 0 sur[a; b], la courbe de f est située au-dessus de ses
tangentes en tout point de [a ; b].

9° Quand f"(x) < 0 sur[a; b], la courbe de fest située en dessous de ses
tangentes en tout point de [a; b].
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EXERCIGES POUR SENTRAINER

1° Sans calculer leur équation, tracer les droites :

D, de coefficient directeur 2 et passant par A (1 ;- 3).
D, de coefficient directeur —;— et passantpar B (-2 ; 3).

D5 de coefficient directeur —% et passant par C (2 ; 2).

D, de coefficient directeur 0 et passant par E (- 3 ; 5).

2° Calculer une équation de chacune des deux droites Dy et Dy

de chacune des deux droites D, et D, de I'exercice 1.




Exercices pour s’entrainer

3° Soit f: x = In (2x+ 3) , définie sur ] -g ;4o [

a) Déterminer le coefficient directeur des tangentes a la courbe
de faux points A et B d'abscisses xy= -1 xg3= 3.

b) Construire ces tangentes.

4° Déterminer |'abscisse des points ol la courbe de fadmet une
tangente de coefficient directeur m.

f,:x > X —dx+1 m=-2,

£ . =1.
2°% 7 3E m

frx = In(2x+1) m=2,

5° Construire sommairement la courbe des fonctions suivantes
et, sans aucun calcul, déterminer le signe de f, de f', de f".

f1:xr—>!nx.
. X
f2.x1—ee.

f3:x1~9x2+x.

Contr6ler a I'aide des dérivées.

6° Dans le repére ci-dessous est représentée une fonction f. On
note f'(x) et f*(x) les dérivées premiére et seconde de f(x).
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14, Dérivation : tangentes et courbures

XHf(X) -2

a) Sur quels intervalles a-t-on '(x) >0 ? f(x) <0 ?

b) Sur quels intervalles la fonction dérivée ' est-elle croissante ?
~ Est-elle décroissante ?

¢) Pour quelles valeurs de x a-t-on f{x)=07?

d) Dessiner une représentation graphigue possible de la fonction
dérivée f'(x) sur l'intervalle [-6 ;1,5 ].

4 Solution

1° Pour construire Dy, on construit le point A’ & partir du point A en
augmentant I'abscisse de 1 et 'ordonnée de 2.

Pour construire Dy, on construit le point B’ a partir du point B en
augmentant 'abscisse de 3 et I'ordonnée de 1.

Pour construire Dg, on construit le point G’ & partir du point C en
augmentant I'abscisse de 2 et en diminuant 'ordonnée de 1.

Pour construire Dy, de coefficient directeur nul, nous remarquons
que cette droite est paralléle a 'axe des abscisses.
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Exercices pour s’entrainer

2° « Equation de D.

Dy a une équation du type y=ax + b.

D'aprés 'énoncé, a= 2, I'équation s'écrit donc y= 2x + b.

Cette droite passe par A: les coordonnées de A vérifient
I'équation de Dy. A(1;-3),donc -3 = 2x1+b,

b= -5.

1

D4 a pour équation y =2x - 5.

« Equation de D, : D4 a une équation du type y= ax + b.

Son coefficient directeur est zéro, donca=0et y=b.

Cette droite passe par le point E, les coordonnées de E vérifient
'équationde Dy : 5=0b.

| D, a pour équation y=5 |.

¥ f:x>In(2x+3) sur ]—g ;oo

a) Le coefficient directeur des tangentes a la courbe est le nombre
dérivé correspondant.
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14. Dérivation : tangentes et courbures

Calculons la dérivée f'(x):f(x) de

la forme Inu et

u
(Inw)' = —

Posons u=2x+3 et u' = 2.

2”

f' = .
) 2x+3

I
N

Coefficient directeurau point A: xp =—1 f'(-1) =

aupointB:xg= 3 f'(3)
b) Calculons 'ordonnée de A et celle de B.
Ya=Ff(xp) =In(-2+3) =1In1 = 0. A1; 0).
Vg = f(Xxg) = In(2x3+3) =In9 = 2In3. B(3 ; 2In3).

©ln N

Pour construire la tangente au point A, on construit le point A’ a
partir du-point-A en augmentant 'abscisse de 1-et I'ordonnée de 2.

Pour construire la tangente au point B, on construit le point B' a

partir du point B en augmentant 'abscisse de —g et 'ordonnée de g
(Voir chapitre sur la droite.)

2In3-/- - B
Al

i
{
|
R T -
3FY o1 2 3 4 5 6 3

La construction de la courbe point par point permet de controler
les constructions des tangentes.
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Exercices pour s’entrainer

gt x> xPodxel. m=-2, Dy, =P

La courbe admet une tangente de coefficient directeur égal & m
au point d'abscisse X Si f'(xg) = m.

Calculons 'y (X) = 2x—4.

Résolvons 2x—4=-2
x=1.

Au point d'abscisse 1, la courbe admet une tangente de
coefficient directeur égal & — 2.

-4
o f, —_— = 1. =R-{-1}.
f XHX+1 m=1 sz Bm-{-1}

La courbe admet une tangente de coefficient directeur égal & m
au point d'abscisse Xq si f'(Xg) = M.

Calculons f'2(X) = —4( -1 ) formule : .1_ = :.llll
(x+1)? u 2

flo(x) = .
2 (9 (x+1)2

=1,

Résolvons
(x+1)2

4= (x+1)2 car x #—1dansDg
(x+1)2-4 = 0.

Factorisons (x+1+2) (x+1-2) = 0,
(x+3) (x=1) =0,
x=-3o0ux=1.
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14. Dé’rivatian : tangentes et courbures

Remarquons que -3 et 1 appartiennent & I'ensemble de
définition de f,.

Aux points d’abscisse —3 'e_t 1, la courbe admet une tahgente
de coefficient directeur égal a1 T T

fyi x> In@x+1). m=2. Df3 = ]——;-;+oo[.
La courbe admet une tangente de'ﬂ'coefficient directeur egala m
au point d'abscisse x; si f (%) = m.

Calculons i (x) = (formule : (Inu)’ = %).

2x+1
Résolvons 2.
2x+1 7
2 =2(2x+1) car x;tJé dans Dfa'
4x=0,
X =0.

Remarquons que 0 appartient a I'ensemble de définition de £,
donc

au point d'abscisse 0, la courbe admet une tangente de
coefficient directeur égal 4 2.

5°-f1:x1—>lnx Df1= 10 ;+00].

24
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Exercic*as
. 0
. donG fy ¢ )7
D'aprés vallure de la courbe, T4 est Cfo‘ssame o () <
La courbe esten dessous de ses fangentes ne ) '
NV
f(x) >0 six>1¢l ) <90° pecisses P
) es @
gn effet, la courbe est au-dessus de Vax® ¢
x> 1 etendessouspourx<\. yool
de ’
yérification * 'y () = U 0 po ot X
X X d | “+°°‘.
AN EY) A g0 pour 00 ©
= — -5
0=

-2

\a courbe est au-dess

Nous constatons que
fro(x) >0, car \a courpe est

A

us de V2%®
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.7)
5:4.

2[ et décroissante sur
(%) >0 sur ]~oo; 51] et r
1
I's 4o,
2

J—e; 1

y =

-

]

5 s toof done f’3

3 (%) <0 sur

2x+1>0 si x<1.
- 2, f"3 (% <o0.

b
w?
by
N
I
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Exercices pour s’entrainer

o f,: —_ =R~ {~11.
'y x&——)x+1 D,,4 R— {-1}

A

Y

La fonction f; est décroissante sur ] —eo ; —~1[ et sur]—1,+o [, donc
f'y (x) <0 pour tout xde Df4.

Lorsque x < -1 la courbe est en dessous de ses tangentes donc
' (x) <0sixe]—eo;~1[

Lorsque x > —1, la courbe est au-dessus de ses tangentes, donc
') >0sixe]—1; +e |

Lorsque x < ~1 la courbe est au-dessous de I'axe des abscisses,
donc fy(x) < 0sixe ]~ ;=11

Lorsque x > —1, la courbe est au-dessus de I'axe des abscisses,
donc fy(x)>0 sixe ]—1; +e].

Vérification (%) = — ' formule | + |= T2
(x+1)2 u

f'y (x) <0 pour tout x de Df4.

1| -nxu
3 formule — =
u u

f"4 (x) =

(x+1)
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14. Dérivation : tangentes et courbures

", (%) >0 si (x+1)®>0doncsix+1>0, cest-a-dire x>-1,

et f",(x) <0 si (x+1)®> 0 donc si x + 1 >0, Clest-a-dire x<—1.

6° a) f'(x) >0 quand la fonction f est croissante. Pour cette
fonction, en nous limitant & I'intervalle [~ 6 ;1,5 ], nous avons donc

f'(x)20 si xe[-6;~4]ousixe[0;1,5]

fi(x) <0 si xe[—-4;0]

b)La fonction dérivée f'est croissante si sa dérivée f” est positive,
donc si la courbe est située au-dessus de ses tangentes.

Donc f' est croissante sixe [-2;1,5].
" est décroissante si xe [~6 ;-2 ].

¢) f'(x) = 0 si la courbe admet une tangente parailele & 'axe
des abscisses, donc f'(x) = 0 six=—4ousix=0.

d) La réprésentation ‘grayhique ci-dessous de f'(x) correspond
bien aux résultats déterminés aux questions précedentes :

a) La courbe est au-dessus de 'axe des abscisses, (f'(x) 20)
sixe[-6;-4]u[0;15]

b) La fonction croit sur[—2; 1,5 ] et décroft sur [—-6 ;—2].

c)f'(-4) =0et f(0) =0.

iy

R N
x> F1xX)
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1° Signe du bindme du 1% degré ax + b (a= 0).

Exemple : 2x+3 2 0Oéquivauta2x =2-3,

doncax 2 —g.
2

Donc 2x + 3 est positif quand x e [—g ;4o [

Faisons un tableau :

2x+3 (

Le binéme ax + b est du signe de a pour les réels x supérieurs & sa racine 2
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15. Etudes de signes et inéquations

2° Signe de I'expression aln x + b.

226

2
Exemple : 2Inx+3>.0 équivautd Inx= ~§ oo

3

2

La fonction exponentielle étant croissante sur R, €™ > e
3

ouencore x=ze 2 .

e,

oo

2Inx + 3 est positif si x e [e

3° Signe de I'expression ae* +b.

Exemples :
a)2¢"+ 3> 0 équivaut & ex2~—g.

Ce résultat est toujours vrai car €* > 0 pour tout réel x.
Donc &* + 32 0 pour tout réel x.

b) e*~52 0 équivaut a &* > 5.

La fonction logarithme népérien étant croissante, Ine* > In5
ou encore X 2 In5,

¢'-5estpositifsix € [IN5;+w [.

4° Signe du trindme du 2° degré ax® + bx + ¢ (a= 0).
Rappelons que le discriminant 4 se calcule 4 = £% - 4ac.

+8iA<0,a+bx+c estdu signe de a pour tout réel x.
+SiA=0,a¢+bx+c estdusigne de a pour tout réel x, et s'annule pour
_-b
=55

b 2
ax’+bx+c = a(x+§é) .




Ce qu'’il faut retenir

+Sid >0,ilyadeuxracines X et x”

ax + bx + ¢ est“du signe de &' & I'extérieur des racines et “du signe opposé
a celui de a" entre les racines.

ax + bx+c=alx—xY) (x—x")

X —0) X X’ 400

ax+bx+c Signe de a Signe de (- a) Signe de a

5° Signe de I'expression ae?* + be* + c.

Notons que 6% = (¢¥)%. On a donc : ae®™ + be* + ¢ = a(e)? + be* + C.
Effectucns le changement de variable X = &* (alors X > 0).

On obtient ae®™ + be* + c= aX? + X + ¢.

Nous sommes amenés & étudier le signe d'un bindme du 2° degré (voir
paragraphe 4). ‘

6° Signe d’une fonction rationnelle.

2x+1) (1 -x

suri —{0 ; 2}.
X2 (x~2)

Exemple : étudier le signe de

Etudions le signe de chague bindme :

1
2x+1 208 x2 ——,
¥ 5

1-x20si x< 1,

x-220six2 2

Remarquons que X2 > 0 car c'est un carré.
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15, Etudes de signes et inéquations

Faisons un tableau de signes

1
X —00 2 4oo
3 0 1
2x+1 -0 + + + +
1—x + + + - -
X + + + + +
X—2 - - - -0 +
2x+1) (1=x)
= + — - + jand
P (x-2)
2x+1) (1~ .
£—)S«—m)—(——x)—es?.tpositifquandx € —o0 -—1] Ui, 2L
X2 (x-2) . 2
2x+1) (1=
w est négatif quand
X2 (x-2)

X e [-15 S 0[UJ0; 17U2; 4.

7° Signe de I'expression e,
L'exponentielle de u(x) est positive pour tous les réels x tels que u(x) existe :
"™ > 0 pourtoutx € D,,.

8° Signe de I'expression In(u(x)).
In (u(x)) 2 0 équivaut 3 & (X)) > &5,
donca u(x)>1.
Le logarithme népérien de u(x) est positif pour tous les réels x tels que
u()=1.

9° Si f(x} 2 0, alors la courbe de f est située au-dessus de 'axe des
abscisses.
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Exercices pour s’entrainer

—

Six< Xy,

Six>x,

10° Si f(x) > g(x), alors la courbe de fest située au-dessus de la courbe de g.

f(x) < 0.
f(x) > 0.

o

@\\

A

1° Etudier le signe de ;(+

de 1~

de ¥

1

x—1’

26"
b

e+ 1

+e5-2,
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15. Etudes de signes et inéquations

de 3inx

Tlnx+1

2° Résoudre les inéquations : 1 2-.3.
X+7
x+2$1.
X

1
>
X“—x+3
In(x+1) —~In(2x-3) 2In2.
1
2-e*

28" -12

3° Soit la fonction fdéfinie par f(x) = (x + 2) (1 + ™).
Déterminer la position de la courbe (C) de fpar rapport a la droite

A d'équation y=x+ 2.

4 Solution

1
1°+ S o ¥
igne de x+x—1

1+—-1-~ est définisi x=0 etsi x#1 ,D=R—-{0; 1}.

x-1+x

1
X1 T x(x=1)

> [

Réduisons au méme dénominateur :

o~

x—12z0si x21.
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Exercices pour s’entrainer

Nous avons le tableau de signes :

X - oo 0 1 +eo
-1 - - —-
X - 0 + +
X -1 - - +
-1

x(x=1 |~ * -

1 1
-t — itif si 0;17,
P est positif si x e ] [

etnégatifsix e J—oo; 0[Ul 1 ;+ o]

26"
e+ 1

Notons que puisque &* est strictement positif, & + 1 ne peut pas
X

* Signede 1 -

étre égal a 0, 'expression 1 —~ est définie pour tout réel x.

e +1
Réduisons au méme dénominateur :

{_ 2¢¥  e¥+1-2¢ 1-¢"
e+ 1 e +1 X +1

Etudions le signe :

1-e"20 si 126% doncsilntzine®
enfinsi x<0.

1-g"

¥+ 120 pour tout réel x, le signe de est celui de 1 - &

e+ 1
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15. Etudes de signes et inéquations

0%

232

Enconclusion :| 1 =% ggt positif si x € ]~ ; 0] et
e +1

négatif-six.e[-0.; +eo.[. -

» Signe de e + & — 2.
e?X + ¢ — 2 existe pour tout réel x.

Nous savons que €2 = (¢¥)2 donc e® + & — 2= (e¥)° + &~ 2.

Posons X = e¥alors e + ¥ —2=X% + X - 2.

Calculons le discriminant A=1-4x1x (-2)=09.

-1+3 w _—1-3
5 =1 e X" = 5

Iy a deux racines X' =

Factorisons : X2+ X —2=(X~1) (X+2),
donc €+ e¥—2=(e"—1) (e+2).

Remarquons que &+ 2 > 0, pour tout réel x.
etef—1>0 sief>1,

donc silneg“>In1,
c'est-a-dire  six>0.

Donc | €®¥+e¥-2 > 0 si x 2 0
eXre¥-2 < 0si x<0

3inx
- Si de ——-,
lgne de Inx+1

Inxexiste si x>0 et Inx+1=0 silnx #-1.

. _ ) 1
Orinx=-1si ¥ =g doncsi x = >




Exercices pour s’entrainer

L'ensemble de définitionest 10 ;

Inx>0 si x>1.

. . o 1
Inx+1>0 si Inx>-1,doncsi ™ >e™, si x>,
car la fonction exponentielle est croissante.

D'ou le tableau de signes :

X 0 1 1 o0
e
3 inx - - (I) +
Inx + 1 - + +
3inx
Edaial n _ +
Inx+1
Donc Sinx 20six e ]0; 1[ ousi x e [1; +oof.
Inx+1 e
3inx \ 1
< —
InX+1.Os;x € ]e’ 11
y
. >-3.
X+7
—1~ existe si x+7=0,doncsi x # -7 D=R-{-7}.
xX+7
—1— >2-3é uivautév——l——+3>0
xX+7 g x+7
1+3(x+7
donc:‘a——-——-——( )20,
X+7
c'est-a-dire Sx + 22 2220.
+ 7
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15. Etudes de signes et inéquations

Faisons un tableau de signes :

X —e 22 -7 4o
3x+22 - 0 4 +
X+7 - - 0+
3x+22
- + 0 - +

X+7

- 22

3x + 22 2 0 si x2—3,

x+7 20 si x=2-7.

1 2 .
— 2~ 3 si —ca ; ———] ousi x -7
xy7 o °8XE ] 3 €l

+oof,

e x+2 £

x| —

;(existesi x#0, D=R~- {0} .

x+2£1 équivaut a x+2~1 < 0,
b X
x(x+2) ~1
wa XA 71
X
uélx2+2x—1S
X

0 0.

Etudions le signe de x®>+2x—1.
A=4-4x1x(~-1) = 8.

~2+.8 -2+2/2

Ily a deux racines : x' = 5

2
X' = _Z‘Jg =—1—J§.

T2

-1
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Exercices pour s’entrainer

X +2x—1 est positif (du signe de a) a I'extérieur des racines et

négatif entre les racines.

Nous avons le tableau de signes :

X oo —1 =2 0 -1 +42
rox-1| + 0 - -9+
X - - 0 + +
X2 +2x-1 _ + _ +
| ] T

X+2£}(sixe]~m;-1—ﬁ] ousixe]0; —1+«/§[.

in(x+1) -In(2x-3) =2In2.
In(x+1) existe si x+1>0 doncsi x>-1.

. 3
In(2x-3) existe si 2x-3>0 doncsi 2x>+ 3 etsi x> 5

3

Nous savons que Ina—Inb = In[g },

donc l'inéquation s'écrit In X+ 1 21n2.
2x-3

La fonction logarithme népérien est croissante :

+1
-2 2 0,
3

Cette inéquation équivaut a 2X
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15. Etudes de signes et inéquations

X+1-2(2x-3)

ou-a >0,
2X-— 3 B D A S
-3x + 7
e > 0,
2x="3
Faisons un tableau de signes :
-3x+720si—- 3x2-7,
. .
doncsi x £ —.
3
2x-3 =2 0si2x = 3,
\ 3
- done st-x- = -
one-s 5
3 7
s L 4o
of 5. .3 .
—-3x+7 + (}) -
2X—3 + +
3x + 7
— + —
2x — 3 (1)
. 3 7
Donc In(x+1) —In(2x-3) 2In2 si xe ]§ ; 3
«2¢"-1 2 L
2-¢X

Cette inéquation a un sens si 2 - e*= 0.
Or2-e=0sie=2, ‘

Ine* = In2,

X = In2.
L'ensemble de définitionest 2 = R~ {In2}.
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Exercices pour s’entrainer

équivauta 2e*—1 - 1 20,

2-¢" 2-¢*

Ceef -1 (2-e -1

a >
(2-6%

2e"-12

donc 0,

‘~2(ex)2+56"—3>

oua 0.
2-¢g"

Etudions le signe de — 2(e*)? + 5¢*— 3.
Posons X = e*:
—-2(6"? + 56 —3=—2X? + 5X - 3.

Calculons le discriminant :

A=25-4x(-2)x (-38)=1.

-5+1 -5 -1 3
” d i b :1 "oz = e,
y a deux racines X ~7 et X 7 5

ouencore e =1 et e’ =

3
2
ou In(e*) = Int et Ine* ) = ln[g—],

donc X =0 et X' = ]n[g].

~2X? + 5X — 3 est négatif (du signe de a) & I'extérieur des racines
et positif entre les racines,

donc —2(ex)2+5ex—320 si x e [0 ; Ing:l,
—2(ex)2+59"—3£0 si XxXe ]-; 0]

ou XE[I”3'+0<:[
2’ )
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15, Etudes de signes et inéquations

Etudions le signe de 2 — &~.

2-e*'20 si —e*>2-2,donc si e'<2,

. ou Ine*<ing,

, T TX<n2.
Nous avons le tableau de signes :
X —o 0 I 3 In2  +oo
3
-2(e"? +5¢5-3| - 0 + 0 - -
2-¢* + + + -
X 2 X
-2(€) +5& -3 - + 4 - +
2-¢

Donc | 2e*~12 L si x e I:O : Ingil
2-¢&* 2

ousix € ]In2 ; 4.

FAX)=x+2)(1+e™.
La courbe (C) est au dessus de la droite A si f(x) 2x+2.

f(X) 2x+2 équivauta (x+2) (1+€ X = (x+2),
etd (x+2) (1+e™ - (x+2) 20,
eta  (x+2)(1+e*-1)20,

donca (x+2)e*20. . .

Or €™ > 0 pour tout réel x, donc cette inéquation équivaut a
x+220, c'est-a-dire x=z— 2.

Doncsi x= - 2, la courbe (C) de fest située au-dessus de la
droite A d'équation y=x + 2.
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Problémes avec solutions

1€ probleme

¢ Enoncé

Soit la fonction fdéfinie sur R — {~1} par

3
f(x) = X—4X___?.
(x+1) 2
a) Déterminer quatre réels a, b, ¢, d, tels que pour tout x différent
d

de~1onait: f(x) = ax+b+—c—+——-——-———.
X+1 (x+1)2

b) Etudier la position de la courbe (C) de f par rapport & la droite
A d’équation y=x—2.

¢ Solution
a) ax+b+ d__ (ax+bh) (x+1)2+c(x+1) +d
X+1 (x+1)2 (x+1)2
_ (ax+b) (P +2x+1) +o(x+1) +d
) (x+1)?
_ ax’+ (2a+ b) X°+ (a+2b+¢) x+(b+c+d)
) (x+1)2
Identifions.
a= a=1
2a+b=0 b=-2
a+2b+c=-4 Cm b1 4 4 =—1
b+c+d=-2 d=-2+2+1=1
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15. Etudes de signes et inéquations

1 1

N

v

U

our-x#—t—|FX)—=x

O
Q0

XA ey

b) La courbe (C) est au-dessus de la droite A-si f'(x) 2x-2,
1 1

doncsi x-2— — + — 2 X—2,
X+1 (x+1)2
. 1 1
<OU encore e 20
X+1 " (x+1)2
- (x+1) +1
Réduisons au méme dénominateur : ~(——Z-—— 20,
. . (x+1)2
C'est-a-dire X _so.
(x+1)?

wieX >0 s x<0.
(x+1)2 = 0 pourtout x = 1.

Donc >0sixe ]l-o;~1[ouxe 1-1;01.

(x+1)?

l.a courbe (C) est au-dessus de la droite 4 si x est
négatif: x € ]-o;~1Jouxe ]-1;0].

2° probléme

@ Enoncé

Les colits de production d'un bien de grande consommation sont
calculés par 'expression CT(x) = 0,1x% + 16 000, ou x est le nombre
d'unités produites et GT(x) le colt total en francs de la production de
x unités. Chagque article étant vendu 100 F piéce, la recette totale de
Pentreprise est RT(x) = 100x, et le bénéfice se calcule :

BT(x) = RT(x) —CT(x).

L'entreprise peut produire au maximum 1 000 unités.
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Problemes avec solutions

1° Etudier le sens de variation de la fonction CT(x) sur l'intervalle
I =[0; 1000] et représenter cette fonction dans un repére orthogonal
ol 1ecm représente 100 unités sur 'axe des abscisses et 10 000 F sur
I'axe des ordonnées.

2° Représenter la fonction RT(x) dans le méme repére. D'aprés le
graphique, sur quel intervalle la courbe de RT est-elle au-dessus de
celle de CT 7

3° Etudier le signe de la fonction BT(x). A quel intervalle doit
appartenir x pour que 'entreprise réalise un bénéfice ?

% Solution

1° CT(x) = 0,1>% + 16 000. [ =[0;1000]

Pour étudier le sens de variation de CT(x), calculons sa dérivée.
CT'(x) = 0,2x.

Six>0, CT'(x) > 0, donc la fonction CT(x) est croissante.

Nous avons le tableau de variation :

X 10 1000
CT(x) +

116 000

ST |44 W

CT(0) = 16 000.
CT(1 000) = 116 000.

2° RT(x) = 100x. La fonction RT est une fonction linéaire, sa
représentation graphique est une droite.
D'aprés le graphique, la courbe de RT est au-dessus de celle de

CTsix e [200 ; 8001.
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15. Etudes de signes et inéquations

3° BT(x) = RT{x}) - CT(x),

—BT(x)=100x—(0;1C~+16-000); -
BT(x) =—0,1x2 + 100x— 16 000.
Pour étudier le signe de BT{x), calculons le discriminant :
A=100%-4x (—0,1) x (- 16 000) = 3 600 = 602.
-100+60

lyad ines x' = 29t _ oo,
ya eux racines x — 0’2
~100-60
n o Z100-50 _ gop.
X 02

BT(x) est négatif (du “signe de a") a 'extérieur des racines, et
positif entre les racines.

X 0 200 800 1000
BT | - 0 + 0 -

Pour réaliser un bénéfice, I'entreprise doit produire plus de 200,
et moins de 800 unités.

MA & CT,
100 +
RT
50 | :
0f s
0 100200 400 . 800 1000,
unites
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Problemes avec solutions
3¢ probléeme

¢ Enoncé

1° Etudier le sens de variation de la fonction f définie par
x) = x> = 2Inx sur l'intervalle  ]0 ; +ool.

2° Soit g la fonction définie par g(x) = X sur lintervalle
10 ; +eo[. Résoudre linéquation f(x) 2 g(x).

% Solution
f(x) = X% - 2Inx est définie pour tout réel xde 10 ; +eo.
Calculons sa dérivée : f'(x) = 2x~ ;

Etudions le signe de '(x) .

oo = 2 -2 _ 2<x2~1>,
X X
Flex) = 2(x+1) (x—1).
X

Notons que dans l'intervalle 10 ; +e[, onax>0etx+1>0.
Donc le signe de f'(x) est celui de x— 1.
Enrésumé: f'(x) <0six e 10; 11,
f'ix)>0six e 11 ; +eof.
Nous obtenons le tableau de variation :
f(y=1-2In1 =1.

w [N
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15. Etudes de signes et inéquations

fest décroissante sur 10 ; 1[ etcroissante sur ] 1 ; + oof.

2° f(x) 2 g(x) équivaut a X -2inx = X%,
ou-encore a —2inx 20,
c'est-a-dire ‘ ' ‘Inx <0,
enfin . x <1

f(x)zg(x)sixe 10; 11,
f(x)<£g(x) six € [1; +oof
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Dans tout ce paragraphe les courbes dont on parle sont associées & des

fonctions dérivables de R vers R représentées en repére cartésien (0, /, j) du
plan.

1° Tout point M de la courbe (C) associée &  donne lieu & deux lectures :

v

~['ordonnée y de M est 'image du réel x par la fonction f. A

~ I'abscisse x de M est ['un des antécédents de y par f.
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16. La géométrie des courbes

Conséquence : la résolution graphique de toute équation du type f(x) = mol

mestunréeldonné; consiste & lire les valeurs-approchées des-antécédents de-m—
par fsur la courbe.

Exemple : si g est la fonction associée a la courbe ci-dessous :

AY

« L'équation g(x) = 2 admet la seule solution c..

« L'équation g{x) =-2 admet les solutions B et ¥

« L'équation g(x) =—4 n'admet pas de solution.

2°| Ajouter le réel a & toute image f(x) c'est translater la courbe (Cy)

associée a fdu vecteur u = aj .

Exemple : f(x) = %xz, g0 = %)(24-2.

Ona: lg(x) = f(x)|+a aveca=+2 icl

La courbe (C,) se déduit de la courbe (Cy) par la translation de vecteur

()

Il s'agit d'un déplacement de tous les points de (Cy) parallélement & I'axe (O,)
“de deux unités vers le haut”.
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Ce qu’il faut retenir

AY Cq

4]

3l G
py 9

A

2 10 1 2

3° On passe de ['‘équation de (C) y = %Xg a I'équation de (Cy)
y= %x?-z par le changement de variables suivant

—— - i X-x=0 _|[x=X
MM' = u,cest-a-dlre.{Y_yz_2 soit {y=Y+2.

4°| Ajouter le réel a a toute valeur de la variable x, c'est translater
la courbe (C;) associée a fdu vecteur u = —aj .

Exemple: f(x) = %)2, h(x) = %(x+3)2.

Ona:h{x)=f(x+a) avec a=3 ici.
La courbe (Cp) se déduit de la courbe (Cj) par la translation de vecteur

7 (%)
5° On passe de léquation de (Cp) y = —12-)(2 a I'équation de (Cg)
Y = %(X+3)2, cest-a-dire: Y = %(X2+6X+9) par le changement

de variables
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16. La géométrie des courbes

o [ 3
MM’ = Vv, c’est—a—dlrei soit
Y-y=0

5 4 -3 2 -1

6° Centre de symétrie d’une courbe.

L’énoncé “la courbe (C admet le point | (a; b) pour centre de symétrie”
équivaut & I'énoncé “la fonction @ déduite de f par la translation qui place l'origine
en | est impaire”.

Graphiguement :

PourtoutM e (Cg),ona:Mi=1N et N estaussisur {Cy).

La courbe (C/) admet i pour centre de symétrie dans le repére (O, i fi .




Ce qu’il faut retenir

SI on peut exprimer l'ordonnée Y de M en fonction de X dans le repére
(1, 1 /) par une fonction &, alors @ est impaire.

7° Axe de symétrie d’une courbe.

On reprendrait ce qui est écrit ci-dessus en remplagant la propriété & est
impaire par ¢ est paire.

Note : beaucoup de fonctions ne sont ni paires, ni impaires.

8° Placer la courbe (C;) par rapport & la droite (D) sur lntervalle

[a; b), c'est étudier le signe de la différence f(x} — g(x) sur lntervalle
considéré.

Exemple :

Sur le dessin ci-dessus on lit que la différence f(x) — g{x) = d(x) est :
epositivesix € ]a; +e [;

*négative six & ] —o; al.

Ecrivons : g(x) = ax+ b.

Cas particulier :

Sif(x =ax+b+ @) avec Iim ¢@(x) = 0 alors (D) est
X~ + o0

asymptote a (Cy) lorsque x tend vers + l'infini.

9° Désigner un arc de AB de la courbe (Cy) consiste & joindre & I'écriture
y=f(x) la condition x e [a; b] ol a est I'abscisse de A et bl'abscisse de B.
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16. La géométrie des courbes

10° Désigner le domaine > compris entre la courbe (Cy) ; I'axe (O, ) ; et deux

droites (x= a) et (x = b) c'est écrire que les points M (x y) vérifient (si C esf au-

~asg xé b
Ua)
{ 0<y<fx)

dessus de O,).

1° Démontrer que la courbe (C) associée a la fonction f définie
sur R par f(x) = %x3—3f+15x—23 admet le point | (5;2)

pour centre de symétrie.

2° A partir de la courbe représentative du logarithme népérien,
tracer la courbe (C) associée & la fonction f(x) = Inlx|.

On précisera I'ensemble de définition, mais on ne procédera
pas a 'étude de la fonction f.

3° Mettre le trindme #(x) = x* — 4x + 3 sous la forme canonique.
En déduire que la courbe (C) associée & {est une parabole dont
on précisera le sommet et 'axe de symétrie.

{
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Exercices pour s’entrainer

4° A partir de la courbe représentative de la fonction “puissance
3", tracer la courbe (C) associée & la fonction fi(x) = L+2etla

courbe (Cy) associée a la fonction f(x) = (x—2) 3.

Développer I'expression de f.

5° L.a courbe représentative de la fonction f(x) = admet-

elle un centre de symétrie ? On pourra réaliser une rapide étude de f
afin de répondre a la question.

Si oui, préciser ce centre et démontrez votre réponse.

6° Les courbes ci-dessous résultent de 'action de translations ou
de symétries simples sur des courbes de fonctions usuelles. Pour
chacune delle, reconnaiire la fonction élémentaire puis donner
I'équation y = f(x) de la courbe étudiée.

14
B [ T
‘__\—1
ol
-3.L ’
—44 (C4)
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16. La géométrie des courbes
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Exercices pour s’entrainer

¢ Solution

1° Faisons le changement de variables qui envoie (O ; 7;7 ) sur

- >

(I i50)
YA M AY
X
o X
2 I
o X
0 5

On écrit que pour tout M de la courbe (C)on a: OM = Ol +IM.
Or, les coordonnées de M par rapport a O sont (x; y) et par

rapporta |l (X, Y).

En outre, les coordonnées de | dans le repére d'origine O sont

(5;2),

x=5+X

d'oti : OM = Ol +IM se traduit : )
y=2+Y

Substituons dans I'équation : y = %xs ~3x*+15x-23,

ilvient: 2+Y = %(X+5)3—3(X+5)2+15(X+5) - 23.

Développons : (X + 5)% = X 3 + 3X2.5 + 3.X.52 + 5%,
cest-a-dire 1 (X +5)3=X3+ 15X2 + 75 X+ 125
et (X +5)2=X?+ 2.5X+5%= X2+ 10 X + 25.
On en déduit :

Y42 = %(X3+15X2+75X+125) _3(X2+ 10X +25)
+15 (X +5) —23,

Y+2 = %x3+3x2+15x+25~3x2m30x-75+15x +75-23,
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16. La géométrie des courbes

c'est-a-dire: Y+2 = ;-X3+2 ouencore: Y = %XS.

L'expression de la fonction dans (I; 7 7) est

{Y=<I>(X)

avec @(x) = %xs.

il

3 1,8
Or @ vérifie : ®(-X) = 15(-)() ! (—X% = _(gx) =-®(X),
ce qui établit gu’elle est impaire.

Donc le point | est centre de symétrie de la courbe (C), la courbe
doit donc le vérifier.

Note:L.a courbe (C)a cette allure:~

YA

v

Q
N
—
O
>

2° || faut distinguer deux cas afin de retirer la valeur absolue :

»Si x>0 alors f{x) = Inx, quiexistesur]0;+ee|
+Six<0 alors [x = —x, d’ol f(x) = In(—x), qui existe
sur ] -o ; O[.

L'arc (C4) associé 2] 0 ; +e< [ est la courbe du logarithme et 'arc
(C,) associé & ] - ; 0[ estle symétrique de (C,) par rapport a

l'axe (Oy).
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Exercices pour s’entrainer

(Cp = (Cpu(Cy

3° L’équation y = i(x) est: y= X2~ 4x + 3,
or X2 — 4x est le début du carré (x —2)2,
d'oli Pon déduit : y = (x —2)2 -4 + 3,
d'oll 1y = (x—2)2—1: forme canonigue du trinbme Kx).

On a enfin, en transposant 1 : y+ 1 = (x— 2)2.

» |l suffit alors de poser : Y =y + 1 et X = x — 2 pour faire apparaitre
Y = X2, équation d'une parabole de référence (y = x2), dans le repére
d'origine O' telque : X=0etY=0.

X=0 équivaut a x— 2 =0, c'est-a-dire : x=2.

Y =0 équivauta y + 1 =0, c’est-a-dire : y=-1.

* La parabole de sommet O' (2 ; —1) admet par axe de symétrie
la droite paralléle & (O,) passant par le point O', ¢'est donc la droite
d'équation : (x= 2).
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16. La géométrie des courbes

AY (x=2)
Figure 5\+ : (©)
eggrcice 3 :
/ :
! 3 a E
} \ ; 3 { - X
=10 W 4
-1+ :
Do
AY
_ (C1)
igure 10 +
exercice 4 (C) (C2)

4° - La courbe (Cq) se déduit de la courbe (C) cubique de

référence (y = x°), par une translation de vecteur U= 27.
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Exercices pour s’entrainer

= La courbe (C,) se déduit de (C) par une translation de vecteur

e

v=2j.

5° Etude rapide de la fonction : f(x) = X
= Définie sur
Df=]-0 ; =3[U] =3 ; +3[U] 43 ; +oo [.
« Limite en Finfini : F(x) = — X =1
1—3) x(1 —-9-)
2 e

donc limf(x) = 0 (carx = 0).

Donc I'axe (O,) est asymptote & la courbe lorsque x tend vers -teo
OU Vers — oo,

» Signe de f(x)

- o0 -3 0 3 400
- - d) + +
-9 + -0 - +
f(x) - + - +
Les limites suivantes en découlent :
lim f(x) = —c lim f(x) = +e
X—- 3 X~ 3
x<-3 x>-3
lim f(x) = —e lim f(X) = +oco.
X->+3 X3
x<3 x>3
, ~¥-9 . .
= Calcul de f'(x) = —, dont le signe est négatif sur
(X -9)

Dy ; donc fest décroissante sur les trois intervalles.
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16. La géométrie des courbes

:
=

0,
-2 -1 2

54

e
i FNg 8
. ok
xy

Le dessin fait apparaiire un centre de symétrie probable :
I'origine O. Vérifions en étudiant la parité de la fonction f:

%) = — 2=~ =—[ "X]=—f(X)
(-0%-9 -x-9 -9

fest impaire, cela confirme la conjecture proposée sur le point O.
6° La courbe (C,) est déduite de 'exponentielle y = & par une
symétrie d’axe (O,)

Donc:| f; (x) = -e"| .

La courbe (C,) se déduit du logarithme y = inx par une translation

>

de vecteur u = 27 .
Donc:| f,(X) = In(x~-2) 1.

La courbe (Cg) est la translatée de y = x° par le vecteur U (—2) .

Onadonc: OM = Ol +IM

que I'on substitue dans y = x°.

X=2+X
=—-5+4+y

258



Exercices pour s’entrainer

llvient: Y —5=(X+23dol:Y=X3+6X2+12X +8 +5,
c'est-a-dire ®(X) = X% + 6X% + 12X + 13.

On en déduit que : ®{(x) = B +6x2+12x+13 |.

La courbe (C,) est la translatée de la racine carrée y = Jx parle

vecteur u = — 2j.

Doncona: f,(x) = X -2, 0uencore f, (0 = —2+J}

Probléme

¢ Enoncé

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x défine sur R
par f(x) = X°& 2%,

1° Calculer la dérivée f'de la fonction f.
En déduire les variations de la fonction f.

2° a) Etudier la limite de fen — e,

b) Etudier la limite de fen + . Pour cela on utilisera le résultat
suivant : la limite en + « de x?e™ est nulle.

3° Soit C la courbe représentative de fdans le plan rapporté a un

repere orthogonal (0,7,7) .
Construire la courbe C.

4° ag) Déterminer graphiquement en fonction du réel m le nombre
et le signe des solutions de I'équation fx) = m.

b) En déduire que I'équation x* = € a une solution unique dont
on précisera le signe.
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16. La géomeétrie des courbes

¢ Solution

fix)=x2 e, Etudesurm.

1° Dérivée : ' (x) = ox. 6y P (26N .
Factorisons & 2%, il vient : f'(x) = (2x—-2x) & 2%
ou encore: f'(x) = 2x(1-Xx) e‘zx, dont le signe est celui du

trindme 2x (1 — x) car €2 est positif sur tout R.

- Le signe de ce produit est négatif & 'extérieur de [0 ; 1], d'oli le
tableau de variation de f:

X - 0
Signe f' | - (P + (P -

var. f \ / \

« Le minimum local est atteint en 0 : f(0) =
« Un maximum local est atteinten 1 : (1) =0,135.

2° a) ltm)(2 = +oo gt ime™ = +o0, donc Ilmf(x) = 4oo,

—oa

b) f(x) = (xe™?, or hm (xe*) = 0, donc Itmf(x) = 0.

3° La courbe (C) s'en déduit.
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Probléme corrigé

4° a) Lecture du nombre d'antécédents du réel m par
la fonction f(x).

Cela donne lieu a une discussion :

Nombre
sim> 0,135 1
sim=0,135 2
si0<m<0,135 3
sim=0 1
sim<0 0

b) Léquation : x° = & équivaut &: X2 62 = 1, c'est-a-dire &
f(x)=1.

Le cas ot m= 1 correspond a une seule solution.

Changeons I'échelle du dessin : I'abscisse du point d'intersection
de (y=1) avec (C) est un réel a < 0, donc la solution est négative.

YA
____.___.y: 1 = m

v
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1° On représente n individus statistiques observés selon deux caractéres X

et Y par un nuage de points du plan.

Si le nuage n'est pas trop éloigné d'une droite, il peut &tre pertinent de
chercher & calculer les valeurs de la variable Y comme images par une fongtion

affine des valeurs de la variable X.
X est dit variable explicative.

Y est dit variable expliquée ou dépendante.

Exemple 1:

Ji 6 156 2 20 10

YA

22
20

15 4

OO o

*
012345678910 X
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17. Ajustement linéaire d’une double série statistique

Exemple 2 :
s Wi —
i | 1. 2 3 4 5 211 ' *
X |1 3 4 6 8 15 *
12 *
Yi | 4 12 8 15 21 8 1 *
4 4 %
2
0

012345678910 X

Le nuage associé a S, semble raisonnablement ajustable par une droite,

tandis que le nuage associé a Sy ne l'est pas.

2° Le coefficient de corrélation r permet d'apprécier la pertinence de I'ajustement
du nuage par une droite. '

Ona:-1<r< +1.

« Si r a un signe positif, alors 'ajustement est croissant, si r a un signe
négatif, alors il est décroissant.

«Siir| =1, cest-adire:r = +1our = -1, alors Y est fonction affine de
X : c’est un lien fonctionnel et non plus seulement statistique.

«Si | r | estproche de 1 :la corrélation linéaire est forte ou tres forte selon la
proximité de {r | a1.

+ Si |r | estproche de 0 : la corrélation finéaire est faible.

Exemples : les coefficients de corrélation associés aux séries Sy et S, valent
respectivement ry = 0,1851 et r_0,9368.

cov(x; J)

ol cov (X ; Y) est la covariance de X et de Y et o = JV (X)),

V(X) est la variance de X.
Pour trois points, par exemple, on a :
cov (X, Y) =

3° Calcul du coefficient r:| r =

1 - - _ - — -
5 [ =B W=D+ 0= (=7 + 0= X U= 7))
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Ce qu'’il faut retenir

’
StV(X) =2 [(x1 -X2+ (x2—2)2+(x3—})2]~

n
Ce qui se note ainsi : | cov (X,Y) = :—7 S X=X (=9
=1

et |V(X) = (x—X)2|.

S0 -
uM:

i=1

4° Disposition de ces calculs en tableau :

Exemple : série Sy.

Plxly =% P = 7= 02 ;= D3| (-9 (;— 7)
11116 -28 ~4,6 7,84 21,16 12,88
212(15] ~-1,8 44 3,24 19,36 ~792
3142 0,2 -8,6 0,04 73,96 -172
415120 1,2 9,4 1,44 88,36 11,28
517110 3,2 -0,6 10,24 0,36 -1,92

19 |53 22,80 203,20 12,60

«Les moyennes sont: X = 159 = (3,8 ety= 5;—3 = 10,6.

« Le calcul de r; se fait en simplifiant par % le numérateur et le

12,6

A/22,8 4203, 2

5° Autre voie de calcul.
On utilise une autre expression des variances et covariance :

n
18 1< Y 2
-V(X)=E(ZX,?)” (-;,ZX,-) =Li1n“—“ (%2
=1

i=1
V(X) est la moyenne des carrés diminuée du carré de la moyenne.

dénominateur : ry = =0,1851.
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17. Ajustement linéaire d’une double série siatistique

n n

LI SR W 2 WL W2 NS
scov (X,Y) = = Llé x,.y,.J - G; xi) (Eié y,-J,

«cov-{X ,Y) est la moyenne des produits diminuée du produit des deux
moyennes.

6° Equation de la droite de régression de Y en X.

Si on exprime y* en fonction de x par: y* = ax+b,
alors les coefficients de cette droite sont tels que :

i

n n
Z X=X ;=9 (ZX/Y/)“(H Y%
=1 ou i=1

A
a= =g
n
(x;-x?2 (2 xi) -n-X
1 i=1
et b= (y-a-%|

Note : y* est la valeur calculée par 'ajustement et non la valeur observée. En
pratique, en terminale, on écrit cependant .

uM:.

i

7° Disposition des calculs en tableau.

+ La disposition adoptée au 4° fournit tous les résultats intermédaires utiles
aucalcul de a et b par la premiére voie.

» Si l'on préfére adopter 'autre voie, on doit alors adopter la disposition ci-
dessous.

Exemple : série Sy.

i X Vi | %2 | % X Y;
1 i 6 1 36 6
2 2 15 4 1 225 30
3 4 2 16 4 8
4 5 20 25 | 400 100
5 7 10 49 100 70

19 53 95 | 765 214
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Exercices pour s’entrainer

19 _ 53
19 _38 .6 =22
5 e r=s3

A 214-5x3,8x10,6
Donc &= CNE
95 - 5x (3, 89
A A A A
Dol & =0,5526 et b=10,6~ a.3,8 soit b =85000.
L'équation recherchée est y= 0, 5526 - x + 8,5.

Note :dans le cas présent, cette droite présente peu dintérét puisque la
corrélation est trés faible : ry =0,1851.

oll X = = 10,6.

8° Attention : sur les calculatrices, le programme de caicul des coefficients de
la droite de régression utilise la notation américano-japonaise :
A

A désigne F'ordonnée & l'origine b,

A

B désigne le coefficient directeur a.
Onécritalors Y = A + Bx.

9° Aftention : une forte corrélation ne signifie pas nécessairement qu'il y ait
lien de causalité entre deux variables économiques ou sociales X et Y. Il peut y
avoir par exemple explication commune des variables X et Y par une troisiéme
variable Z.

1° Reprendre les données de la série statistiqgue S, fournie en

exemple et présenter les calculs selon les deux types de tableau
. . A A
possibles afin de calculer: r,, a et b

2° Soit la série @

X112 3 4 6 8
Yil1 3 5 9 13

a) Disposer les calculs en tableau afin de calculer le coefficient
de corrélation. Commenter ce coefficient.
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17. Ajustement linéaire d’une double série statistique

I—coefficients-de-la-droite-de-régression-de-y enx:

268

modification du point F, et le nuage N3 se deduit de N, par
modification du point F'.

b) Si la corrélation linéaire vous semble assez forte, alors déterminez les

¢) Représenter le nuage de point et retrouver les resultats precedents

3° Considérons les trois nuages de points ci-dessous.
Le nuage N, se déduit du nuage Ny ={A, B, C, D, E, F} par

YA
20+

16+

12 &

20

16

12 He——sk

‘F,

o B
B S ]
/

0o 4 8 12 16 20 «x




Exercices pour s’entrainer

YA N E
00 (N3) -

A
16+

12

D
8 i

4 T
0 |

E I
0 4 8 12 16 20

<Y

a) Pour chacun des nuages, relever les coordonnées des six points et
calculer, & l'aide du programme spécialisé de votre machine, le coefficient de
corrélation. (Les coordonnées sont entiéres.)

b) Comparer les formes des nuages et leurs coefficients.
e
4° 'essal d'une automobile sur route en Corse — édité par une revue —
permet de comparer les distances parcourues et les consommations
dessence. L'unité de temps utilisée est le quart dheure.

Durée 0{1}12 |3 4 516 70T
| Distance (en km) 0|35 60| 80 |1056 |112| 127|157 | D

Consommation (en/) {0] 415,75 7,2?3 9 |11,5] 12,5/16,5|C

a) Calculer le coefficient de corrélation et juger de la pertinence
d'un ajustement linéaire.

b) Déterminer 'équation de la droite de régression de la consommation
en fonction de la distance parcourue.

Quelle signification concréte peut-on donner au coefficient
directeur de cette droite ?

¢) Comparer la consommation moyenne réalisée aux 100 km avec celle
de 7,5 /aux 100 km indiquée par le constructeur pour une voiture roulant &
vitesse stabilisée sur le circuit fermé de Montihéry.
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17. Ajustement linéaire d’une double série siatistique

¢ Solution

1° Série statistiqUé"S/é‘fm o

Premier procédé de calcul :

i x Y| Xi—x| ¥~y (X,'—‘)_()2 (yi__}',)Z (X,'")_() (}’i—}-’)

111] 4|-34] -8 | 1156 64 27,2
213|12|-14| o0 1,96 0 0,0
34| 8|-04| -4 0,16 16 1,6
4|6(15| 16| 3 2,56 9 4,8
5/8|21| 36| 9 | 12,9 81 32,4

22| 60 © | 29,20 | 170 66,0

_ .22 _ 80

=55 244, j= 2 =120,

=35 Y=

66

r= c'est-a-dire r = 0,9368.

J29.2./170°

Second procédeé de calcul :

Xi Yi xP Yi2 Xi Yi
4 1 16 4
12 9 144 36
8 16 64 32
15 36 | 225 90
21 64 | 441 168

22 | 60 1126 | 890 | 330

G WN =] -
oW

r= 330 — 5x4,4x12,0 , donc r = 0,9368.
330 - 5x4,4x12 66

= = 2,2603.
126 - 5x 4,42 29,2

A
a=

A
Doli: b= 12— 4.4,4 = 2,0548.
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Exercices pour s’entrainer

Forte corrélation car rest proche de 1et droite de régression de Y
en X d'équation :
y = 2,2603 . x + 2,0548.

2° Série statistique Y.
a) Caleul du coefficient r par tableau :

il x| oy Xi_)—( yi_}-/ (Xi_)‘()Q (yi__j;)Z (Xl'_)—() (y,-*f’)
112] 1} -26 | 52 6,76 27,04 13,52
2(3|3] -16| -82 2,56 10,24 . 5,12
34| 5 -06| —-12 0,36 1,44 0,72
416]9 1,4 2,8 1,96 7,84 3,92
58|13 3,4 6,8 | 11,56 46,24 23,12
23]31 23,20 92,80 46,40
- 23
X = — = 4,8,
5
}_, = 6'27
440
/23,2492, 8

Ceci indique que les points sont alignés : il y a une fonction affine
qui exprime exactement les valeurs de Y comme images des valeurs
de X.

b) La dépendance étant totale, cherchons I'équation de la droite :
A 46,4 - A A
A= ——— = 2 = Yo . = — = -3,
ona 3.3 etb=y—-a.x=62-2x4, 6 3
¢) Les points sont donc alignés sur la droite d'équation :

y=2x-3

On peut lire la pente m = 2 sur le dessin et 'ordonnée & 'origine
Yo=-3.
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17. Ajustement linéaire d’une double série statistique

Yi

4.0
FOUT

12477

| o
12 X

=3 R R EE R LR P L )

b
=
N
N e
_b—----
;

4

3° a) Trois séries statistiques : {calculs faits a la machine)

(No)|x; | 2| 4| 8|10 | 14 |19
Yili7]12 (12| 7 4| 2

dont le coefficient est ry = —0,8917.

(No)| x;| 2] 4| 8 |10 |14 |20

Yii17112 |12 7 4 110

dont le coefficient est r, =-0,5371.

(NaY x;| 21 4| 8|10 [14 | 21

Yi|17 (12 (12| 7 4 120

dont le coefficient est r = 0,1697.
- b) Le nuage N; est proche dun alignement et la tendance est
décroissante : le coefficient ry est négatif et assez proche de —1.
Le point F's'éloigne de I'alignement : le coefficient r, est moins
proche de —1 (plus proche de 0).
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Problémes avec solutions

Le point F' monte & un tel niveau que le coefficient r; change de
signe en s’approchant de 0.

4° Essai d'une automobile dans la montagne Corse.

a) Le coefficient r vaut 0,9901 : un ajustement linéaire est donc
trés pertinent.

b) L'équation de la droite de régression de C en D est :

[ C = 0,1006 - D-0,1913 |.

Le coefficient directeur 0,101 est un taux d’accroissement ; c'est-
C, - C,
D, - D, ’
unitaire : 0,101 litre au kilométre ou encore 10,1 /aux 100 km.

¢) La consommation moyenne sur I'anneau de Montlhéry a vi-

tesse constante est nécessairement plus faible que celle mesurée
sur un circuit réel accidenté avec des cbtes et des accélérations.

a-dire un nombre du type c’est donc une consommation

1€ probleme
¢ Enoncé

On dispose pour six catégories socio-professionnelles en 1985
des données suivantes :

\Y R
ESA Exploitants et salariés agricoles 6,8 44 000
CSL Cadres supérieurs et professions libérales | 60,3 | 142 000
EMP Employés 25,4 62 500
ouv Ouvriers 16,0 55 800
PIC Patrons industrie & commerce 22,3 113 500
CMO | Cadres moyens 46,6 85 900
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17. Ajustement linéaire d’une double série statistique

ol V est le taux de départ en vacances sur 'ensemble de I'année et
R estle_revenu fiscal moyen.du-ménage-pour-lannée.—-

1° Déterminer '’équation de la droite de. regressmn (D)de VenR.
On présentera les calculs en tableau. )

2° Placer les points représentatifs des six CSP avec leur code en
repére cartésien du plan et tracer la droite de régression (D).

3° Interpréter la position des points CMO et PIC.
Indication : on considérera pour chacun d'eux successivement
deux points de la droite (D) : -— de méme revenu fiscal,
: ~— de méme taux de départ,
afin "de développer un commentaire statistigue naturel sur le
comportement statistique des agents de la CSP considérée.

€ Solution

1° Le revenu sera exprimé en milliers de francs (kF) afin d’alléger
les calculs ; les taux seront conservés en pourcents.

R; 4 RF V7 RV,
44 6,8 1936 46,24 299,2
142 60,3 20 164 3 636,09 8 562,6
62,5 254 3 906,25 645,16 1 587,50
113,5 16,0 3 113,64 256 892,80
55,8 22,3 12 882,25 497,29 2 531,05
85’,'9‘ 46,6 7378,21 | 2171 ,56 - 4’002;5‘;
503,7 1774 49 380,95 | 7 252,34 17 876,09
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Problémes avec solutions

On en déduit :
a= 0,4205. On arrondit au centiéme, soit a- 0,42 et b= y- a.x,
b=-573.

La droite régression de V en R est donc :
[V = 0,42. R~-5,73 |avec R en kilofrancs.

2° Droite de régression et nuage :

Taux de départs
T, 6nvacances
A

60
50
40
30
20

10 Revenu
0 *» ESA fiscal

o

30 50 70 90 110 130 R

3° Interprétation :

Le point PIC est nettement en dessous de la droite (D), ce qui
signifie que les patrons de I'industrie et du commerce prennent moins
de vacances que leur niveau de revenu le leur permettrait. S'ils se
conformaient & la tendance nationale définie par (D), le point PIC
serait en A, ol le taux de déparits est de 42 % environ (il suffit de
substituer dans I'équation :

V = 0,42x 113,56 — 573 = 41,94 %).
En fait , ils ont un taux de départ en vacances qui correspond a Ay,
c'est-a-dire & un revenu de 68 000 F environ (calcul précis par
résolution de 'égquation : 22,3 = 0,42 x R — 5,73, ce qui donne un
revenu de 66,738 kF).

Le point CMO est nettement au-dessus de la droite (D), ce qui
signifie que les cadres moyens partent plus en vacances que ne le
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17. Ajustement linéaire d’une double série statistique

y ferait la moyenne de la population & ce niveau de revenu (au point
““TBZTIe,,‘t?U‘X,,'d,ef,.'d_éP?Ft'SQ,FﬁithtEigié%‘X 85;9-—5;73-=-380;35-%)—
‘Le taux de départ du point MCO est celui du point By : il correspond

a un revenu plus élevé gue celui des cadres moyens (ce revenu est-
solutionde : 46,6 = 0,42 x R — 5,73, c'est-a-dire 124,595 kF).

Note : dans ce type d'utilisation de la droite de régression, il est clair que
la corrélation a moins d'importance que si 'on cherche a prévoir ou a simuler,
C'est pourquoi il n'est pas fait usage du coefficient rdans cet exercice.
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1° Si un nuage de points a une forme qui se rapproche plus d'une courbe que
d'une droite, on peut chercher a I'ajuster par une fonction non linéaire.

Exemples : Le modéle affine sera peu pertinent pour ajuster les deux nuages
ci-dessous.

Pour chacun une tendance se dessine, qui est...

X

... & croissance accélérée ;
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18. Mathématisation : types de croissance

A

X

[y
ot

... & la décroissance ralentie.

2° Pour atteindre cet objectif, on dispose de trois types de changement de
variables.

A partir d'un méme nuage (N) initial formé par les couples (x;; y;), on peut
poser :

—soit [X =InxetY = y ] : nommons (N)) le nuage associé aux couples
correspondants (Inx;; ¥ ;

—soit | X = xet Y =iny | : nommons (N,) le nuage associé aux couples
correspondants (x; ; Iny). ;

— soit [ X = InxetY = Iny| :nommons (Np) le nuage associé aux couples
correspondants (Inx; ; Iny).

3° Sil'un de ces trois nuages est plus proche d'une droite que le nuage initial
(N}, cela indique le type de changement de variable & utiliser.
Le calcul des coefficients de corrélation r; r, 1, comparés entre eux et avec le

coefficient r associé & (N) permet de choisir le meilleur des quatre modéles de
fagon certaine.

4° S on procéde & un ajustement lingaire sur le nuage (N}, alors 'équation
de régression Y = aX + b permet d'exprimer y en fonction de x par :

On parle de modéle d'ajustement logarithmique.
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Ce qu’il faut retenir

5° Si on procéde a un ajustement linéaire sur le nuage (N), alors 'équation
de régression Y=aX+b permet d'exprimer y en fonction de x par:

avec B = el

On parle de modéle exponentiel (de base A = &%),

6° Si on procéde & un ajustement linéaire sur le nuage (Np), alors I'equation

de régression Y = aX + bpermet d’exprimer y en fonction de x par :

avec B = b,
On parle de modéle puissance (d'exposant a réel).

7° Les croissances exponentielles :

» Toute fonction l fdéfinie sur tout B par fy(x) = "2 }

peut s'exprimer aussi sous la forme f(x) = &* et se nomme exponentielle de base
ol a est un réel positif.

« Leur dérivée est )

Sia>1,alors: Si0<a<t,alors:
f(x) = & est croissante sur R, f(x) = & est décroissante sur I,
lim &% =+oo, lim & =0,
X 3 4 00 X—>+a
lim a=0 im a* = +oo
Xy - o0 X~y o0
Exemples :
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18. Mathématisation : types de croissance

Y a -

=Y

4 0
8° Fonction exponentielle, suite géométrique et pourcentage.

Si'on restreint la fonction- f(x) = 1,12% -&1a-source N, alors les images des
entiers n forment une suite géométrique uj, = 1,12 dont la raison est: 1,12 = q.

Onadonc: | u,, 4 = 1,12 u, | pourtout nentier,

ce qui signifie aussi : u - u =0,12. u
n+ 1 n n

Lécart u, , 4 — u,=0,12. u, estproportionnel a la valeur uy |,
ou encore

nt 7~ 0,12 | la grandeur Up

n

a augmenté de 12 % lorsque n a augmenté d'une unité.
En économie, 0,12 est le taux de croissance de la période
si nest le temps évalué en années, 0,12 est un taux annuel.
Attention :taux de croissance n'est pas taux d'accroissement.

9° Les croissances puissances o ol « est réel quelconque.

» Toute fonction | fdéfinie sur ] 0 ; +eo [ par £,(x) = " | peut s'exprimer
aussi sous la forme f{x) = x*, et se nomme puissance d'exposant o oll cv est un
réel.

+ Sa dérivée premiére est .
» Sa dérivée seconde est f*(x) = a(o— 1) x*~ 1,
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Ce qu'il faut retenir
Typologie des fonctions puissances :
a>0 ] a<0

fest croussante fest constante fest décroissante

SUrj0;+oo | surj0;+eo | surjO;+ee [

%>1 Telle croit elle elle croft
de plus en plus vite est linéaire de moins en moins vite

Exemples :
y A
y= x%8
TF = = =
I
I
t
0 %
y A y A
y=x
y = x"3
1—~——I I
| |
| |
0 i X 0 i X
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18. Mathématisation : types de croissance

10° Comparaisons des croissances lorsque x tend vers +co.

. [ o ARREEEo E
im x%. &% = 0].

X = 400
eX
Pouroo>0ona:| lim — =40
X3 400 &
Inx
fim — =0
x> oo y O

il suffit de se ramener a la-forme-:
a*=eMa_ oh¥ o) B=Ina,
+ En pratique, vous n'aurez a traiter que I'un des trois cas encadrés.
11° Un modeéle original : les fonctions logistiques.

Evolution des taux d'équipement des ménages pour quelques biens

durables :
100 %
038! 989,
mm——— Réfrigérateur
a0 - Téléviseur
87,8 {N et B et couleur)
80 | ave-linge
- g g
-~ 76,6
70 -
/ Téleviseur
60 / couleur
/
50 l' .
7/ ~ Auto-radio
40 /4 s
V4 Lo
20 , Ry 338 -7/306 o Congélateur
i // Pt : :
20 Vd 7930 L.vevn Lave-vaisselle
”I
v ) i ”,
10 2 / ..'._.--' 12,7
0
die. Ccooawil owvil dfe. dée. dic. dde, mai dic. juill.
1954 1880 1863 1866 1989 1972 1975 1878 1381 1884

1 - Taux en décembre 1978, sauf auto-radio (mai 1978).
2~ Taux en juillet 1984,
Source : INSEE, enquétes de confoncture auprés des ménages.
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Exercices pour s'entrainer

Les courbes ont toutes la méme allure. Comme elles résultent de
I'observation statistique ; cela signifie que I'on peut modéliser la diffusion d'un
nouveau produit sur le marché par une fonction bien choisie. Ce modéle s'exprime
par une famille de fonctions qui dépendent de plusieurs parameétres : chaque cas
concret donne alors une fonction par détermination des paramétres. Ces fonctions

k

sontdutype: f(X) = ———— k, b, aréels.
1+eP~ &

1° Exprimer plus simplement :

1

ins 1lnx xln1
e4|n7 : e—2!n3 : 62 2 .

2, e4lnx .

‘e ‘e : ’exin4 : ealnx+2.

2° Utiliser le procédé réciproque pour metire sous la forme 6210

les expressions suivantes :

x3 3% x1/8 . 120Xy oX. 5 ox. ,08.35. b.
ainsi que 2.7 ; %-6"“’ :208.x g g2X.

3° a) Sachant que: z=Iny et: y=2x+3, exprimer z en
fonction de x.

b) Sachant que : Iny = %ln x+5, exprimer y en fonction de x.

¢) Sachant que: z=Inx et y= —§X+ 1, exprimer y en
fonction de z.

d)Sachantque: Iny= gx -4 exprimer y en fonction de x.
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18. Mathémalisation : lypes de croissance

1, exprimer y sous la forme AX x B ol

4° Sachant que : y = 62X~
puis en valeur approchée a 1074 prés par défaut.

5° Sachant que : y = 2% .3, exprimer y sous la forme y = e® * P
ol a et b sont deux constantes a déterminer. On en donnera la valeur
approchée décimale la plus proche a 1073 prés aprés avoir donné
I'expression théorique exacte des constantes.

6° a) Exprimer les fonctions suivantes sous la forme x*
x> XJx,
Jx

fg: X —,
8

fo i1 X (Xs/)—()s,

fm:x,__)"a/)?.

b) Donner # et fg sous la forme : 62,

7° Soit la série double (8)
X; 1 2 4 5 &6
7 3 5 10 14 22

a) Représenter le nuage de points associés. Calculer le
- coefficient de corrélation rassocié & ce nuage. ‘
b) Reprendre le méme travail avec la série (S’) des (x; ; Iny;).
~Onnomme 1’ son coefficient. ‘ T
¢) Reprendre le méme travail avec la série (S") des (Inx; ; Iny;).
On nomme r" son coefficient.
d) Déterminer quel est le meilleur ajustement et exprimer alors y
en fonction de x.
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Exercices pour s’entrainer

g° Un capital Co=25 000 F est placé dans un organisme

financier 2 intéréts composes au taux annuel de 12 %.
a) Calculer les valeurs acquises successives au pout de 1 an;
D ANS | wererrers - 10 ans. Représenter cette suite.

b) Exprimer |a valeur acquise Vyau poutde n années en fonction
de n. Quelle est 1a nature de la suite V,? Quels sont ses éléments

caractéristiques ?

g° Etudier la fonction définie par f(x) = 0,8%, en déduire 'étude
de g =1 +3.0,8X, et représenter sur un méme dessin les

courbes Ce: Cf: Cg respectivement représentatives des fonctions
&% fl0s gix)-

& Solutions

1o g = UL (e‘"7)4 - 74 (Voir les propriétés  de
l’exponentielle, si vous avez du mal & comprendre CeS calculs.)

" - _ 1
. g2 o (&) 2_g2. 1o
32 9

1\nS
ce2 = (eln5)‘/2= 51722 ﬁ)

1

me nx, 172 1/2 . e
] = (e ) =X'"= J} fonction définie surl® c oo |

xln-é !né 1 X 1
) = |€ = (é) == fonction définie sur B.
2

L M4 = 4 fonction définie sur] 0+ [.
. P S, e = & . x® on rappelle que & est un nombre

réel.
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18. Mathématisation ‘lypes de Croissance

2° Mise sous forme ga@lnb de membres et de fonctiong :

X = g en-effetsiy=x3a5rs T y = 8lfix

donc 'y = g3INX Procéds vougs Servira & chaque foig que vous
aurez des doutesgur I'expression Correcte,

N 3X_. ez\”hé

o X1/3 - 6‘1/(:3mx).

* X
. X _ 6,xln&'.

1,2 = e1,21nx_

. 1’2)(: 6,xln1,2.

*5x 2% 58x!n2
— 0,8/
. 0’8=908nx_

.35 gdn3

o 16—x+1 §e—x1n6 = 3g™Xn6

0,5
. 20.5x _ %5412 _ xin (205, _ exln«/g'

2
|
< 0,8 2x= 62X n0,8 - exln (0,8%) - exln0,64.

3°a) que I'on ne Peut plus réduire.

b)Iny = len+5,

1Inx
2 5

(1 )
=lnx+5
d 2

onc y= g =@ .ev,

o 172
c'est-a-dire : ) - . ¢ el %)

Soit y= &° 172 o encore :.
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Exercices pour s’entrainer

o)y = —gez+1 car z = Inx équivaut & x = -,

3

3
3 (5"‘4) ¥ 4
d)iny = —2-x~4, donc:y= ¢ =€ .¢€

’

c'est-a-dire| y= € - e

40 y: 92X~e_1 = (62)X ‘1é,

or &® = 7,3890 par défaut et 2—9 = 0,3678 par défaut ;

donc une autre écriture est :| y = 0,3678 x 7,3890* | de type B x AX,

Dans cet exemple , la premiére forme était plus facile & manipuler.

5y =2%3,

donc:lny = xin2 +In3,donc : y = e’dnz . ems,

orIn2 = 0,693 , plus proche de 0,6931 , et In3 = 1,099 plus proche de
1,0986.

= g0693.x y 51,009 b

D'ol aussi :|y , qui est de type y = e . &°.

Dans cet exemple, la premiére forme était plus facile & manipuler.

5

1
6°a)rf,(x) = XZJ;(= $x? = x2;

(0 = (/0= O = i

1/4
fig (%) = (x7) = x4,
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18. Mathématisation : types de croissance

5
-élnx
b)-f; () =x""P e
§Inx
fB(X) - X—:5/2_ o
70
Plox nx; | vi | Iny
1 110 3 1,099
2 2 | 0693 5 1,609
3 4 | 1,386 | 10 | 2,303
4 5 | 1,609 | 14 | 2,639
5 61,792 -22 | 3;091
S (X5 ¥
S' (x5 Iny)
8" (Inx; ; Inyp.
a b
) Ay ) Ay .
24 + 3 (59 *
s .
20 T+ 251t
16 2 :
12 1 151 °
8 1 147
44 7 0,54
X . X
TR A s 0 R s e L
0 1234586 01234586
r=0,9618 r' =0,9978



Exercices pour s’entrainer
c)
5 | s .
257
2 1
1,51
11

0,5¢

1

V <

0

6 o5 1 15 2
r* =0,9814

d) La comparaison des coefficients confirme ce que le dessin
laissait deviner : le meilleur ajustement est le second.

L'ajustement linéaire des (Iny;) en (x;) fournit les coefficients :

4=0,384 et b=0,766.

Note : on rappelle que ceci se lit sur les écrans des calculatrices
spécialisées &: A=0,766 et B = 0,384 notation anglo-américano-
japonaise.

On en déduit que la fonction qui exprime y est telle que :

Iny = 0,384x + 0,766, soity = g0:384x  £0,768.

1

On peut aussi écrire :I y=2,151. 90'384"]

ouencore :| y = 2,151 . 1,468* .

C’est un modéle exponentiel qui ajuste mieux (S).

8° Valorisation d'un capital & intéréts composés : taux annuel 12 %.
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18. Mathématisation : types de croissance

a) En un an, le capital Cg produit un intérét 1 = 0,12 x Gy, donc la
e ‘“Valel;ll’“vaUiSB"VT'eS'[”Z'VTE”Co‘?’ﬂﬂ?f"@ﬁf"ﬁ 06(1 '-F"O’,‘TQ)T T
On construit ainsi le tableau ci-dessous puis la représentation.

Année Capital en début |Intérét produit
d'année dans I'année
1 25000 F 3000F
2 28 000 F 3360 F
3 31360 F 3763 F
4 35123 F 4215 F
5 . 39338F ) 4721 F
6 44 059 F 5287 F
7 49 346 F 5922 F
8 55268 F 6632 F
9 61 900 F 7428 F
10 69328 F 8319 F
70 8 V, en milliers .
4 defrancs
60 + *
50 A *
T * Remarque :
40 + * c'est la suite
* issue de la
* courbe associée
30 1, At f(x) =25 x-1,12% e
25 i
emps n
20 b 0P
01 5 10
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Exercices pour s’entrainer

b) Forme générale : V= Co(1 + /)"
C'est une suite géométrique de raison g=1+i=1,12.

9° a) f(x) = 0,8" est définie sur A ;

et se dérive sous la forme f(x) = &8 en f'(x) = In0,8. "8,

or0,8 <1, donc In0,8 <0 et f'(x) est donc négative sur R. On a f

décroissante sur B.
En outre : Xirrlmex'”o’a = —o car In0,8 < 0, donc (y=0) est

asymptote & la courbe (Cy) lorsque x tend vers + .

xIn0,8 _

Enfin: lim e
X~y ~oa

4o,

b) L'étude de g(x) = 1 + 3 . 0,8% est alors quasi-évidente. Le sens
de variation est le méme, car multiplier f par 3 et lui ajouter 2 ne
change pas ce sens. La droite d’équation (y = 2) est asymptote a la
courbe (Gg) lorsque xtend vers + oo,

y=¢e" }
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| 0,8% décrolt moins vite que &

18. Mathématisation : types de croissance

Un commentaire “économique” dirait que :

* 1 + 3. 0,8% décroit plus vite que 0,8% mais en restant toujours a
un niveau plus élevé.

1¢" probléme

@ Enoncé

Une entreprise dispose des données suivantes ol :
P;désigne sa production 'année /;

B; désigne ses bénéfices I'année .

(i est un entier compris entre 1 et 5.)

i 1| 2 3| 4| 5
P; 2 | 4 | 16| 20| 38
B, 2 | 9 |129 | 200 | 720

X; =InP;| 0,693 1,386 2,773/ 2,996 | 3,638

Y; =InB;| 0,693 | 2,197/ 4,860| 5,298 6,579

A - Faire deux dessins distincts :
1° L'un avec le nuage (P,B).
2° L'autre avec le nuage (X,Y). -~

B ~1° Calculer le coefficient de corrélation entre X; et Y;.
2° Le coefficient de corrélation entre P; et B; est 0,96 ; celui entre
PjetY;est 0,93.
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Exercices pour s’entrainer

Donner la raison pour laguelle on décide de choisir I'ajustement
affine de Y; en fonction de X; pour déterminer une relation exprimant
le mieux possible B; en fonction de P;.

C - Déterminer une équation de la droite de régression de Y;en
fonction de X; (un tableau des calculs est exigé). En deduire
I'expression de B; en fonction de P;,

(D'aprés un sujet de bac B)

¢ Solution

A - Dessins des deux nuages (P ; B) et (InP ; InB)

B
0 Y =InB
A
700t * 7+ .
6“
500} 5+ .
=«
300+ changement 3t
e ) X
200t x variable 27
100' 1 " x X = lnP
0 Pt 0 N m— R B e B
0 10 20 30 40 P 0051152 253 35

L'action du changement de variable semble avoir créé un nuage
plus proche d’une droite que le nuage initial.

B -1° Une machine fournit le coefficient de corrélation entre
X=InP e Y=InB;cestr=0,9998.

2° Le coefficient entre P et B est 0,96.

Celui entre P et InB est 0,93. Donc, le meilleur ajustement
lindaire est celui entre X et Y.

Ce sera un modeéle puissance o qui exprimera B en fonction de P.
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18. Mathématisation : types de croissance

C - Recherche de I'équation de la régression de Y en X par
tableau :

I i | X 2| Xy

1 0,693 0,693 0,480 0,480 0,480
2 1,386 2,197 1,921 4,827 3,045
3 2,773 4,860 7,690 | 23,620 | 13,477
4 2,996 5,298 8,976 | 28,069 | 15,872

5 3,638 6,679- | 13,235 | 43,283 | 23,934

11,486 | 19,627 | 32,302 | 100,279 | 56,808

On en déduit :

X = 2,297
Y = 3,925
_ 56,808-5x (X-Y)

32,302 — 5x (X3)

N>

Donca =1981eth=Y - aX=-0,626.
Onadonc:Y =1,981. X-0,626,

c'est-a-dire : InB = 1,981 . InP — 0,626, d’ol1 : B = g!:981.InP 50,626

ouencore | B = e 6% .P1’98’| :

ouencore | B =0,535. p 1981 I
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Exercices pour s’entrainer

2¢ Probleme
¢ Enoncé

A -Soit f:R* - R

1
fes Y ————
1+20e™!
1° Calculer les images de 1, 2, 5, 10 par f. Déterminer . lim f(b).
— oo

2° Calculer la fonction dérivée de f et étudier son signe.
3° Calculer la dérivée seconde de f, étudier son signe.

4° A l'aide de 2° et de 3°, décrire la croissance de y = f(1).
Tracer la courbe représentative de fsur [0 ; 10].

B - La fonction fmodélise le taux d'équipement des ménages d'un

pays P en un bien durable avec t variable de temps.

On prendra t = 0 au 1" janvier 1950 et I'année comme unité.

1° Quel était le taux d’équipement au début de 1952 ?

2° A partir de quelle date 50 % des ménages étaient-ils équipés ?

90 % des ménages ? 98 % des ménages ?

4 Solution

A -1° Quelques images :

f(t) 1lo,119]0,269| 0,881|0,999
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18. Mathématisation : types de croissance

fest définie sur B. lim f(f) = 1 car lim e'= 0.

=3 400 o> oo

Ce qui signifie que la droite d'équation (y = 1) est asympiote a la
courbe (C).

i

On aura besoin de f(0) = 57 = 0, 048.

, qui est positive sur tout R puisque

-t
> F(f) = 20¢e _

(1 + 20e7h

numérateur et dénominateur sont tous deux positifs non nuls.

La fonction fest donc croissante sur m, en particulier sur 10 ; +oof.

2067t (2067~ 1)

3 Dérivée seconde: f"(f) = T toutes

(1+20e™h

simplifications faites.

Le signe de f" est celui du numérateur, car le dénominateur
(1 +20e™) est positif.

En outre, 20e~! est positif, il reste donc a étudier le signe de
(20e - 1). Pour ce faire, on résout I'néquation (par exemple) :
206150 qui équivaut 2 20671 > 1.

t. 1 . ¢
—, OU encore 20.
> 30 o} ae <
Or 'exponentielle est croissante, donc : t < In20.
Ce qui montre que f"(t) > 0 si et seulement si t < 2,996.

On en déduit que f"(f) < 0 par t> 2,996.

C'est-a-direa &

4° On peut donc caractériser les deux phases de la croissance
de f.

Sur [0; 3], f connalt une croissance accélérée.

Sur ]0;+o [, f connalt une croissance ralentie.
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Exercices pour s’entrainer

Courbe représentative de la fonction f.

A
100 % ,
75 % § ;
50 % . : :
25 % - : : :
Oo/o I i I:' i Ié 1 1 P:‘ l
0T 23 456 7 8 910
1950 1960

B -1° On a calculé f(2) = 0,269 . Donc, au début de 1952 , le taux
valait 26,9 %.

2° La date & partir de laquelle 50 % des ménages étaient équipés
est le réel t, tel que : f(f) > 0,50.
1
P
1+206! 2

o1+206<2 o 20el<1 o In20<t
que 'on a déja résolu.
On trouve donc t > 2,996 , on peut arrondir & ¢ = 3.
Donc, & partir du début de 1953, 50 % des ménages étaient
équipés en ce bien.

CHD) 5098 & — ' 50,9
1+ 206!

& 1>0,9(1+20€) & 1-09>20e"
e 0,1>20e" « 0,1e'>20

e e >200 o t>In200 & t>5,29.
Soit environ le 18" trimestre de 1955.

«f(1)>0,98 < t>In980, c’'est-a-dire environ le 6% mois de 1956.
(Détail des équivalences laissé a votre initiative.)

Résolvons cette inéquation :
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Ce chapitre, d'apprentissage de calcul, ne compte pas de
problémes avec solution.

1° Sila fonction fest la dérivée d'une fonction F, alors F est une primitive de £
Exemple : F(x) =X —=3x+1 et f(x) = 2x~3.

[F a pour dérivée f donc F est une primitive de f. |

2° Si une fonction f est dérivable sur un intervalle |, alors elle admet des
primitives sur I.

3° Si fadmet une primitive F sur |, alors elle admet une infinité de primitives
surletlona

G(x) =F(x) + constante (oli G est une autre primitive de f).

Exemple : si G(x) = X2 — 3x + 4, alors G(x) = F(x) + 3.

G est donc une autre primitive de f
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19. Calcul des primitives et des intégrales

4° Si f est une fonction positive sur [a ; b], et admet sur cet intervalle une

primitive F, alors la différence F(b ) ~ F(a ) s'appelle “intégrale de a 3 b de £,

b . :
Onnote : J'f(x) ax = F(by=F(a.

a - . .
C'est I'aire de !a partie du plan définie par

asxs<hb
O<sy<f(x)
Exemple : calcul de I'aire de la partie du plan hachurée :
fix > 2x-3. B
A X>2x—-3 /
3L
2 L
1]
0 1/ i
Sur I'intervalle [2 ; 4], on a 2x~ 3 > 0. Cette partie est définie par
2<x<4
O0sy<2x-3
4
L'aire se calcule par l'intégrale J' (2x—-3)dx,etona
2
4
4
J@x-3)dx = F(4) -F(2) = [¥-3x+1],,
‘ 2 2
= [4°-38x+1] - [2°~-383x2+1],
= 5-(-1),
= 6.

L'unité est 1cm sur chaque axe du repére, donc I'aire est 6 cm?.
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Ce qu'il faut retenir

5° Tableau des primitives des fonctions usuelles.

Fonction Primitive Intervalle de validité
a ax+c¢ I
2
X il R
2+c
ax’
ax 2 R
3 +c
3
X
_—_ R
X 3¢
+1
£ nz0 X R
n+1
1 Inx +¢ JO;+eo[
X In(=) +c J—e;0f
1 In{x[+c J—oo;0[0U]0;+0eo]
X
1 -1
— P — — o0 ;oo
2 X ¢ I ;0[ou]0;+eof
1 -1
— 2
N n=2 (n_1)xn—1+c ]=eo;0[0u]0;+e]
1
7—; QJ;(+C 10 ;40
1 2
J;((ou XZJ 5)(«/x7+ c 10 +0o]
e* &+ R
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19. Calcul des primitives et des intégrales

6° Primitive de sommes, différences de fonctions et du produit d'une

fonction-par-un-réel.

Soit fet g deux fonctions admettant pour primitive F et G sur 1.

f+ gapour primitive F + G + C.
f— g a pour primitive F — G + C.
kf a pour primitive kF + C.

Remarque : il n'y a aucune formule permettant de calculer la primitive d'un

produit fx g ni celle d'un quotient af

7° Primitives des fonctions composées.
Soit v une fonction dérivable, et u’sa dérivée

Fonction Primitive Remarques sur u
wx) )T G —
nz0 n+1 ¢
v ) -1 te u(x) >0
[u(x)]1" 5o | (=D e ou u(x) <0
v (%) In (u(x)) +¢ siu(x)>0
u(x) In@=uv')+c siux)<0
v Inu(x)| + ¢ u(x) estde
u(x) signe constant
u'(x). eu® et + ¢ —
u' (X)
Ju(x) 2Ju(x) +c¢ u(x) >0
U (X) % Ju(x) —i—u(x)xA/u(x)a-c u(x) >0
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Exercices pour s’entrainer

1° Déterminer les primitives des fonctions suivantes et préciser
leur intervalle de validité.

flixe 4(3x+2)5,
hix— —»-5---—

(4x-1)3

4x+2
f3 0 X b el ”
2

()f+x+1)

4

f4:Xl—) m,

X+1

g1 X+
P+2x+2

Fixe

A/3x+2’
X x«/)(2+1.

2° Déterminer la primitive F de fqui vérifie F(xy) = yp.

o™

flixm C+x=2 X=1, Yo=1.
hixe x+j—( X=1, Yo=2.

1
faix > =X X9 =0, Yo=3-
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19. Calcul des primitives et des intégrales

3° Calculer les aires hachurées.

4

fix s — X —2x+3. fhixe Jx.

4°-Calculer-les-intégrales:

4
ly = _f(x+2)dx,
-1
-2
| dx
2 2x+3’
1 2
!3=J'[e1 X+ e dx, 14:J' X 5
0 S (x-3)
‘ 5 2 xdx
. = dx, l. = .
° £ 3x+2 ° {3;&4
$ Solution

1°« f : x > 4 (3x+2)°. fy(x) existe pour tout x.

Cherchons une primitive de (3x + 2)°.

+1

La formule est 1’ x u" a pour primitive 7 olin=5u=3x+2U=3.
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Exercices pour s’entrainer

6
3x+2
3 (3x + 2)° a pour primitive L—G—)m
(Bx+ 2)6
6
(3x+2)6
—

(3x + 2)° a pour primitive % X

4(3x + 2)% a pour primitive g- X

2(3x+2)°
—tc

Fi( = 5

L'intervalle de validité est B.
5

'f2:XH —-—-—5
(4x-1)

, 1
fo(x) existe si (4x— 1)3 %0, donc si 4x — 1 =0, c'est-a-dire x= 7
Les primitives de f, seront définies sur
1 1
]—o0; 7 [ou sur ]Z ; ool .
Cherchons une primitive de f, (x).

t

u —
La formule est ™ a pour primitive ! 3
u (n=1Hu"
olin=3, u=4x—1et/=4.

4 - -1
————— apour primitive —,
(4x-1) 2(4x-1)

1 - 1 -1
——— apour primitive  — x —,
(4x~1) 2(4x-1)

5 N 5 -1
———  apour primitive el T
(4x—1) 2(4x—~1)
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19. Calcul des primitives et des intégrales

-5

f o
¥

5 (X)= -—+C
8(4x-1)2

4x+2
'fa:Xl—)

()f +x+1 )2

fy(x) existe si ()@ + x+ 1)2# 0, donc i @ + x+ 1= 0.
Calculons le discriminant A=1-4x1x1=-3.

4 <0, il n'y a pas de racines. X + x+ 10 pour tout X.
Les primitives de f(x) existent sur R.

Cherchons une primitive de f3(x).

Nous reconnaissons la formule — qui a pour primitive —
u

(n—-1u
Posons n=2, U=x+x+1, u'=2x+1.

2x+1 A -
—_— . a pour primitive )2————
(O +x+1) +x+1
2(2x+1) - -1
= @ poUr primitive 2 X ———.
O +x+1) +x+1
' -2
Fo(X)=—r——+¢C|.
3
P x+1

o fy: .
4 X1 3-2x

fy existe si3— 2x=0,doncsi x # g
Les primitives de f seront définiessur
.3 3.
1—oo; é[ousur] Sitel

Cherchons une primitive de f;(x).

. ua A
Nous reconnaissons la formule " qui a pour primitive In |u |.
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Exercices pour s’entrainer

7]

Posons u=3-2x uU'=-2.

3%2} a pour primitive In | 3 — 2x|,
-5-:12—)( a pour primitive — %x In|3-2x|,
35, & Pour primitive gx In|3-2x].
Sixe]—oo; g [alors, | 3—2x|=3—2xet Fy(x) =—2In (3-2x) + ¢,
Sixe] g- ;+oo [ alors, | 3—2x| =2x—3 et Fy(x) =~ 2In (2x—3)+ ¢
cfix X+ .
P rox+2

f5(x) existe si X% + 2x + 2 0.
Calculons le discriminant : A=4 ~4x1x2=—4,

A<0,iln'y apas de racines, X + 2x + 2% 0 pour tout x.
Les primitives de f5(x) sont définies sur R.

Cherchons une primitive de f(x).

. u —
Nous reconnaissons la formule m qui a pour primitive In |u].
Posonsu=x*+2x+2, U=2x+2.

2X+2

Xg+2x+2
x+1

)(2+2x+2

Nous avens vu que x° + 2x + 2 = 0 pour tout X, car A < 0.
De plus x° + 2x + 2 est positif (du signe de a) pour tout x

a pour primitive In | £ + 2x +2 |,

a pour primitive % In| @+ 2x+2|.

F5(x) = -;- In (x2+2x+2) +c|.
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19. Calcul des primitives et des intégrales

cfgix> e,

f5(x) existe pour tout x. Les primitives.de f; seront définies sur R.
Cherchons une primitive de fg(x).

Nous reconnaissons la formule o' x e” qui a pour primitive e
Posons u=-x, U =-1.

—1 x €% a pour primitive e,

& X a pour primitive —g™

Fe(x)=— 6%+ |,

'f7:X§—9

1
A/3x+2'

f;(x) existe si 3x+ 2> 0, donc si x > — g

Les primitives de £, seront définies sur ] - % ;4oo [l

Cherchons une primitive de f(x).
Nous reconnaissons la formule il qui a pour primitive 2./u.
u

Posons u=3x+ 2, donc u' = 3.

a pour primitive 2./3x+ 2.

3x+2

"‘7“’

a pour primitive % X2/3x+2.

NM3x+2
2.3x+2
F,(x)= —5 +c

‘fg:XHX'\/)g'i‘T.

¥ +1 > 0 pour tout x, donc fg(x) existe pour tour réel x.
Les primitives de fg(x) sont définies sur R.
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Exercices pour s’entrainer

Cherchons une primitive de fz(x).

Nous reconnaissons la formule : u'J/u qui a pour primitive
2
—éuﬁ .

Posons u=x + 1, donc '

2xn X+ 1 a pour primitive ()FHJ«/XZH,
X3 + 1 a pour primitive 1 x2+1) P+ 1.
3

Fg(x) = %&4—1)% .

2. fiix Prx=2, x9=1, p=1.

2X.

Wi

TN

Cherchons une primitive de () :

e
X
Fi(x) = ~3—+E-2X+C.
Nous cherchons F4(x) pour que Fy(1)=1.
1 1

=D =
3+2 +C =1,
C=1—1— +2,
3
13
C=_—.
6
2 2
X 13
D F = b = 2X 4 — |,
onc 4 (x) 3+2 x+6

°f2:x»ax+)1( Xo=1 Yo=2.

fa(x) est définie sur ] —o;0[ etsur 10 ; +oo .
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19. Calcul des primitives et des intégrales

Cherchons une primitive de f(x)

Fp(x) = -.2"2«+ In|x|+C.

Remarquons que xg € | 0 ; +oo [, sur cet intervalle, | x| = x.
Fo(X) = §+!nx+ C.

Nous cherchons C pour que Fp(1) =2.

Fo(1) = %+ln1+C = %+C carint=0.

1
-+C =2,
2+ = 2,
3
C=-.
2
» 3
Donc Fo(x) = »é-+lnx+»2— .
1
chixe>e—x x=0 y= 5
f3(x) existe pour tout x.
Cherchons une primitive de f3(x).
Fa(x)=e"—f +C.
2
Calculons C pour qui F5(0) = %
1
0_ 1 0_
¢g—0+C 2,ore 1,
1
C==3 o
P
X
Donc Fq(x) =e~~§——§ .
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Exercices pour s’entrainer

8% f; 1 X > =~ 2x+ 3.
La partie du plan hachurée est définie par
-2 < x <1
0 <y<- P-2x+ 3

Son aire se calcule a I'aide de l'intégrale :
1

L= (X —2x+3) dx.
-2
Cherchons une primitive de fi(x) :

3
Fix) = ~§—)3+3x.

Nous avons

1 3 1
[ (=¥ -2x+3)dx = [~X§—Xg+3x] ,

-2
-2

L'unité est 1cm sur chaque axe, donc

'aire hachurée mesure 9 cm

hiX > Jx.

L du plan hach déf §1$XS4
rii rée est définie par : .
a partie du plan hachurée est dé p ‘OSys«/)«(

4
Son aire se calcule a I'aide de l'intégrale | = _[J;(dx.
1

Nous savons que Jx a pour primitive gx& .
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19. Calcul des primitives et des intégrales

—

11 -2
Donc de dx = L§ J
1

R 1l
X
I
k‘
¥._/
/——\
X
—
s
N

3 3 3°
['unité est 1cm sur 'axe des abscisses et 2 cm sur 'axe des
ordonnées, donc

14 L .28 5
I alre hachurée mesure 1 x 2 x i c ‘est-a-dire AE,Cm‘

(environ 9,33 cm?).

4 4
16 1
e foneee o] = (840)- (39

-1

3 33
ly=16+5 = 5 = 17,5.
ly=[17,5 ]

-2
O dx
27 Jox+3°
-5

Cherchons une primitive de ——.
P 2x+3

; u' . A
Nous reconnaissons : ” qui a pour primitive In |u|.
Posons u=2x+3 U =2

2
— Jr primitive In | 2x+ 3 |,
5513 a pour primitive In | 2x+ 3 |

-1
rimitive = In|2x+ 3 |.
2X+3apourp|ml ve2 [2x+ 3|
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Exercices pour s’entrainer

Si-5<x £-2, alors2x+3<Oet[2x+3|=——2x—3.

2

1 1
_ Tint]_ [ 21 7)
= 2x+3 [2'”( 2x- S)J (2n) (Zn :

In7 =|-In /7 |~-0,97.

Remarquens que si 2x + 3 < 0, alors la courbe est située en
dessous de I'axe des abscisses, I'aire correspondante sera donc
affectée du signe —.

J'[e e®dx.

Cherchons une primitive de e’
Nous reconnaissons la formule ' x eV qui a pour primitive e,

Posons u=1 - xdonc /' = -1,
—e' a pour primitive ',
e'*a pour primitive —g'™*.

De méme posons u=2x u'=2.
2 62X a pour primitive e2*,

2X a pour primitive % e?*,

1 .
Donc I, = J'(e1‘x+e2x)dx = [~e1“x+~;-e2"]
0
0

5
I
T
L
+
N —
[}
N
|
i
(D._L
+
|
(0]
N
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19. Calcul des primitives et des intégrales

314

1o 3
=t -6t e——I1=49.
A .2;,+e 21 7
? dx
ll =
4 .
_IQ(X-S)2
Cherchons une primitive de 5"
(x-3)
Nous reconnaissons la formule £ qui a pour primitive 7
u” (n-tHyu""
Posons n=2, wu=x-3, U=1
a pour primitive i
(x=3) x-3
o AT 6
- e[ 25T - ) )
) _L(X—B)z x=3 1,7 1 °
Donc
1 |4
l = i1 bed I8
+=1"575
‘ 5
el = ax.
> £A/3x+2

Cherchons une primitive de

5
A/3x+2'

. u . N
Nous reconnaissons la formule — qui a pour primitive 2.Ju.

Ju

Posons u=3x+2 (=3
3

3x+

a pour primitive  2+/3x+2,

-

a pour primitive %O A3Xx+2.

W
=
+
n



Exercices pour s’entrainer

_.[Md _[ 10 Bx+2 ]

Donc

I = %Qﬁ—gﬁ ~7,76.

-

Cherchons une primitive de

3x +4

3x2+4'

i

: u . I
Nous reconnaissons la formule m qui a pour primitive In | u |.

Posons u=3x2 +4, U =6x

ix a pour primitive  In | 3% + 4 |,
3x"+4

~— a pour primitive T |32 + 4|
3x“+4 6

NotonsquesiO<x<2, 3x°+420 et |3x°+4|=3x2+4.

2
Donc I = f3x —dx= [ln(sxgw)] (%mw)—(%mzt),

lg= _(ln16 In4) = _m(mj carina-Inb=In If‘,
6 6 \4 b

1
lg=| =i =(,23.
6 6 n4
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Soit fet g des fonctions admettant des primitives sur [a; b].
1° Sipour tout x de [a; b], ona f(x) 2 0, alors jgf(x) dxz0.

2° Sipour tout x de [a; b], ona f(x) < 0 alors '[Zf(x) dx<0.

3° Sipourtoutx defa; b] f(x) < g{x) alors _[Zf(x) dxsfgg(x) dx.

©

4 j‘; [f(x) +g(x)]dx = jgf(x)dx+j§g(x)dx.

©

5

fg [k f(x)]dx = kxjgf(x)dx. {k est un réel constant.)

Cas particulier : k=-1, J.Z [-f(x)]dx = —J'Zf(x)dx .

6° Relation de Chasles : soit ¢ € [a; b].
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20. Intégrales et calcul d’aires

Jfg f(x)ﬁdxi_[,:_f_(,x)ﬁd x_ngj_’;,t(.x)hd X\

Yo
o

N
v

.';1 c b

7° Sipour tout x-de [a; blrm-< flx) <M,
alors m(b—-a) < jgf(x) dx<M({b-a).

A

\

8° Sipourtout xde[a; b] lf(x)l <M,

alors _[Zf(x) de < M(b~a)k.

9° Valeur moyenne u d'une fonction sur[a; b},

__1 b
u-—b—j;faf(x)dx.
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Exercices pour s’entrainer

10° Sipourtout x de [a, b] f(x) < g(x), alors 'aire de la partie du plan définie

asx<b cule & P o
par £(x) SySg(X)} se calcule & I'aide de l'intégrale

51900 - f01dx

0 A
i(b) 7’ ’
7
— T ]
a <z e J
yd 7 | .
b A 0 — b -
f
yd —
——— ()
""""" f(a)

11° Intégration par parties.

u et v sont des fonctions dérivables, et donc admettant des primitives sur
[a;b]

[P0 ov (9dx = [u(x) v(x)]g-jgv' (x) u(x) dx.

1° Caleuler I'aire des régions hachurées :
(©)
2
1
NN -
0 | 1 2 3 4 5
Figure 1
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20. Intégrales et calcul d’aires

Figure 1 : { 5
sixe [3;5]1f(x) =x—§

A

Figure 2

A

Y

Figure 3

Figure 3: f(X) = — % + 4x + 2.
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Exercices pour s’entrainer

2° Soit la fonction définie par f(x) = — x° + 3.

a) Montrer que f est une fonction paire. Quelie en est la

conséquence graphique ?

b) Calculer les intégrales 1, = j:) f(xdx, I, = _[_(1’ f(x)dx.

En déduire le calcul de | = J‘_: f(xydx.

3 Calculer 'intégrale J'glx— 3|dx.

4 A Paide d'une intégration par parties calculer les intégrales
| = Rerde et J= J'fx Inx dx.

¢ Solutions

1° « Figure 1 : I'aire est celle de deux régions du plan :

{OSXSQ: 3<x<5

2 et 5
o<y = 2{05 SX—=.
y x+1 y=x 2

Cette aire se calcule par la somme de deux intégrales :
_ 3 2 5 5
A= J.odeJ'J.s (x~§).

2
—— a pour primitive 2 In{x+1].
X+1 P P ! !

x-§ a pour primitive —5x
5 apourp 2 2%

Y 5 °
e 3 —— - ——
Donc A = [21nix+1|]0+[2 2]3.
_ 25 25| _(9_15
A_(21n4—2|n1)+{i(5—_2_) (2 5 )}
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20. Intégrales et calcul d’aires

A=2In4+3 l

L'unité etant Tcm sur chaque axe, une valeur approchée de l'aire
est 5,77 cm?.
- Figure 2: f(x) = x> - 2x— 3

-1<x<3

La partie du plan hachurée est définie par { f(x) <y<0
L'aire se calcule a l'aide de l'intégrale | = J'j [0-f(x)]dx.

Donc | = jj (~F(x))dx = —jj f(x)dx.
—j_i’f(x)dx:—_[_‘:’ ()(2~2x—3)dx=—{%—)(2—3x]

[ 2io0dx = —@—7—9)— (9+i§1.—1 +3)=( g-jg =(-%].

2
Donc| | = .
3
L'unité est 1 cm sur chaque axe, donc I'aire est égale 4 10,67 cm?

environ.

» Figure 3 :
-1<x<4
gx) sysi(x)’

ol g(x) est la fonction représentée par la droite (AB).
Cherchons une équation de (AB) : y=ax + b.

La partie du plan hachurée est définie par :

Les coordonnées du point B vérifient I'équation de la droite :

2 =ax4+b.

2=4+b b=-2.

(AB) a pour équation y = x— 2, et représente la fonction g(x) = x—2.
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Exercice pour s’entrainer

L'aire hachurée se calcule par l'intégrale :
A= J.—? [(-3+4x+2) ~ (x~2)]dx = J'_j (- % +3x+4)dx.

3 4 3
A= [-X_+3_X-2+4x} =—(%f+24+16)_(_ (';) +§-4)-
-1

3 2 2
A= ___‘_1+40__+§_4 _ —128+240-29+24
3 3 2 - 6
125
A= |,
6
"y - 125
L'unité est 0,5 cm sur chaque axe, donc l'aire vaut 0,25 x 5

c'est-a-dire 5,21 cm? environ.

2° f(X)=-x+3.

Son ensemble de définition est R.

a)f(—x)=—(-x?+3=—x+3.

On a f(—x) = f(x) donc fest une fonction paire.

Sa représentation graphique est symétrique par rapport & l'axe
des ordonnées.

A%
]
oy
O -
=
X3
o
>

[l
|
[ %
+
w
o
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20. Intégrales et calcul d’aires

3 ']0

0 o r X
= EXH3)dx = 1_,—37"3)(_.}} e

oo (10)- (24

Nous constatons que |y = Ip. Ces intégrales représentent I'aire de
deux parties symétriques du plan .

| = f_l f(x)dx = j_? f(x)dx+_"(1) f(x)dx d'aprés la relation de
Chasles.

=2 fxdx |- |=ox8 2 18]
Js o 3”3
3 [1x-3ldx.

Nous savons que x —3 = 0 si x> 3, et par conséquent :

si xe J]-o0;8], alors|x-3 =-x+3;

Si xe [3; 4+o[, alors [x-3| = x-3.
Nous pouvons écrire

jglx-Bldx = J'g (—x+3)dx+jg (x—3)dx.
4

[alx=3ldx = [-—’gwsz + [g-SxL,

41— 3)dx =| 2 )_ (E_ j__ﬁ_,
jozx 3]dx—(2+9 0 +|55+12)= (= 5) -9

4 9 9
J‘O‘X—3|dX= —2-—4 “EJ:'

4° Calcul de | = f82xe)f dx.

Posons u =2x, alors u' =2,

et v =€ alors v=¢.

Appliquons la formule de lintégration par parties :

1
1 X X: 1 X
J'02xe dx = [2xe]0—.[026 dx,
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1
[52x6" dx = (2e -0) - [26'],,

[s2xe" dx = 26— (26 ~2x1,
_[82xex dx = [2].
Calculde J = J'fx Inx dx.

Posons u=Inx, alors u' =

V' = x, alors v="—.

o X, x| -

Appliquons la formule de l'integration par parties :

X el 2
e - . e_ ~
Lxlnxdx— [Elnxl 1X><2dx,

jfx inxdx =

2
e 1
Elne—élm )— = dx,

(
ﬁx Inndx = [52;—0)—[%2]?,

1" probleme

¢ Enoncé

Soit la fonction définie pour tout réel x de l'intervalle | =[- 2 ; 2]

X

par f(x) = . On appelle (C) la courbe représentative de fdans

+1
un repere orthonomé. (Unité : 2 cm.)
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20. Intégrales et calcul d’aires

1° Etudier les variations de fsur I

2° Montrer que- f est une fonction impaire ; quelle parﬁcula’rité
peut-on en déduire pour la courbe (C) ?

3° Calculer l'aire Ay de la partie du plan limitée par la droite
d'équation x = 2, les axes de coordonnées et la courbe (C).

En déduire 'aire totale A des parties du plan situées entre l'axe
des abscisses, la courbe (C) et les droites d'équation x= 2 et x=~2.

€ Solution

X
P

fest définie sur [~ 2 ; 2].

f(x)y =

Calculons la dérivée : f'(x) est la dérivée d'un quotient %

Posons u = x, doncu’=1,etv=x2+1 donc v = 2X.

1 ’, v
Nous savons que (ﬂ) L uv-uv
v v2

108+ -x@2x) 1= (1+0(1-x)
i)’ B R

Donc f'(x) =

Etudions le signe de f'(x) : (X + 1)2 > 0 car c'est un carré,

1+x>0six>~1,

1-x>0six<1.
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Nous avons le tableau de signes

X —oo  —1 1 + oo
KBr1)2 |+ + +
1+x - + +

9
i) —<P+4>—

f'(x)>0 si xel-1;1[ et f'(x) <0

sixe ]—e;—1[ousi xe }1; +eof

Nous en déduisons le tableau de variations de fsurl:

-1

(1) =5 , -1 =23,

GHN N -

2
f(2) ==, f(=2) = _5 .

2° Montrons que fest impaire : calculons f{— x).

—X —X

f(—=x) = =
(-x)2+1 X+ 1

donc f(—x) =— f(x).

La fonction fest impaire, sa courbe admet I'origine du repére pour
centre de symétrie.
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20. Intégrales et calcul d’aires

3° Cette aire est celle de la partie du plan définie par

0<x<z
0Sysf(x).

Elle se calcule a I'aide de l'intégrale J'g f(x)dx.

Cherchons une primitive de

X
PR

¥
Nous reconnaissons la forme £ qui a pour primitive Injul.
u

Ici U= +1donc o = 2x.

2x a pour primitive In])g+1l,
P+

donc

a pour primitive iln |2+ 1]
+1 2

x° +1 > 0 pour tout x, donc la primitive est %ln (E+1).

1 2y 1 1
[2#(x)dx = [Eln (fﬂ)]o = 5In5-2In1 = ZIns.

L'unité est 2 cm sur chaque axe, donc l'aire Ay est 4 x %InS,

¢'est-a-dire 3,22 cm? environ.

La courbe étant symeétrique par rapport au point O, origine du

—-2<x<0

f(X) <y<0 est la

repére, I'aire de la partie du plan définie par {

méme que l'aire calculée précédemment. L'aire iotale A est donc 2
fois I'aire A4.

A=2A,=6,44 om® |.
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2¢ probléme

¢ Enoncé

Le graphique ci-dessus est la représentation graphique de la
fonction f: x—Inx. Le but du probléme est de déterminer un
encadrement de l'aire =4 de la région R hachurée, puis de calculer la
valeur exacte de cette aire.

1° Donner un encadrement de f(x) lorsque x appartient a
lintervalle [1,4], en déduire un encadrement de [lintégrale

[$In x dx, puis de Iaire A.

2° a) Soit A le point d'abscisse 1 de la courbe et B le point d’abs-
cisse 4. Déterminer une équation de la droite (AB).

b) Soit T la tangente a la courbe au point C d'abscisse 2. Détermi-
ner une équation de T.
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20, Intégrales et calcul d’aires

¢) On admettra que pour tout x de [1, 4], la courbe est située au-

~dessus de la droite (AB) et en dessous de |a droite T. En deduire un: :
encadrement de f(x) par deux fonctions affines sur [1 ; 4], puis un

encadrement de l'aire &4.

3° Soit la fonction définie par F(x) = x Inx —x.
a) Calculer la dérivée de F(x).
b) Déterminer la valeur exacte de l'aire 4.

€ Solution

La fonction fest croissante sur l'intervalle [1 ; 4].
Pourtout xde[1;4]ona f(1) £ f(x) £ f(4),
donc 0<shh x<in4,

ou 0 <In x < 2In 2.
Or, nous savons que si pour tout xde [a, bjona m<f(x) <M.
On peut en déduire 'encadrement :

m(b-a) < J'Zf(x)dx < M (b-a)l.
Nous pouvons donc écrire :
0(4-1) sﬁln xdx € 2n2(4-1) ,

ou 0 < ﬁl‘nx dx < 62|,

|o < A < 4, 16|encm2.

2° a) A(1,0) et B(4, 2In 2). L’équation de (AB) s'écrit y=ax + b.
Ye=Ya _2in2
, Xg—Xy 3. .
Les coordonnées du point A vérifient 'équation de la droite :

0=2"2 1ib donc b= _2N2

3 3

La droite (AB) a pour équation y = g%]—zx— % .
b) La tangente T a pour coefficient directeur f'(2),

Le coefficient directeur de (AB) est a =
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or f'(x) = — ,donc f'(2) =

><I—L
o -+

L'équation de la tangente s'écrit y = %x+ b.
Les coordonnées du point C vérifient 'équationde T

in2 = -12~><2+bdoncb=ln2—1.

La tangente T a pour équation y = %x+ In2-1.

¢) La courbe est au-dessus de la droite (AB), donc

f(x) = Z_m.?, X — ?J_HE La courbe est au-dessus de la tangente T,

T3 3
donc f(x) < %x+ln2—1.

En résumé 2_'2_2)(_ gl_g_z_ f(x)

A

1
< —x+In2-1.
2x

Nous en déduisons :
ﬁ(gg—zx - ﬂgg)dxsﬁf(x)dx < f4 ( xln2—1)

4

H]

Calcul de j" (2|n2x2|n2)d [In2xg 2]n2 ]
1

3

In2 _8In2 In2 2in2
(3 x 16+ 3)(3x1———-—3)

N2 (16-8-1+2
L - )~ 3m2.

lI

]

4

[§+In2xx—xl,

It

Calcul de J = j4 ( x+1n2 - )dx
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20. Intégrales et calcul d’aires

J {16 +4In2 —4) k 21N ‘1)- 3In2+ 3
4 4 . 4
Nous avons obtenu 'encadrement

3ln2 < ﬁlnx dx < 3In2+z

ou, pour 'aire encm? | 2,08 < 4 < 2,83].

¥ a)F(x)=xInx—x.
Calculons la dérivée F' (x) .
x-Inx est-un produit.

Posons u=x,donc ' = 1,etv=Inxdonc v' =

x|

Nous savons que (uv)' = u'v+uv' donc
F'(x) = 1><lnx+x><;(—1.'

F'(x) =Inx+1-1 = Inx.
b) F a pour dérivée f, donc F est une primitive de f, et nous
pouvons calculer

J';‘Inx dx = [x Inx—x]?.

ﬁlnx dx = (4In4-4) - (1In1-1) = 8In2-3.

En résumé _f?lnx dx = 8In2-3].

L'aire <4 est égale & 2,55 cm? environ |-
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Ce chapitre propose des problémes avec leur solution. Ce sont
des sujets de bac B qui font intervenir une large part des notions
acquises en terminale B.

Pour résoudre ces problemes, il est important d’en saisir la ligne
directrice, afin de pouvoir réinvestir les résultats des premiéres
guestions dans les questions suivantes : une lecture attentive de
I'énoncé s'impose.

1€ probléme

¢ Enoncé

Le but du probléme est la représentation graphique de deux
fonctions et I'étude de la position relative des deux courbes obtenues.

Le plan P est rapporté & un repere orthogonal (0, 7]3 (unités
graphiques : 3 cm sur 'axe des abscisses; 10 cm sur I'axe des
ordonnées). L'axe des ordonnées est & gauche de ia feuille prise
dans le sens de la longueur.
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21. Problémes de synthése

A

I. La fonction f est définie sur ]0, 8] par :
1
» f(X) I e
X2

C est la courbe représentative de fdans P.

Etudier f (sens de variation, limite en 0, tableau de variation), puis
construire C.

Il. La fonction g est définie sur 10, 8] par :

T+3Inx
g(x) = T
X

I' est la courbe représentative de g dans P.

Etudier g (dérivée, sens de variation, limite en 0, tableau de
variation), puis construire T.

B

Montrer que la différence g(x) — f(x) a le méme signe que :
h(x) = 1+3Inx-x.
I. Etudier h (dérivée, sens de variation, tableau de variation) sur
lintervalle 10, 8].

IL. Calculer A(1). Qu’en déduit-on pour Cet T ?

ll. Calculer h(3), et h(8) ; montrer que I'équation h(x) = 0 a une
_solution unique Xy dans lintervalle [3, 8]. . ... ,

IV. Des questions B 1, I, lil.,, déduire la position relative de C et ',

V. En utilisant une calculatrice, déterminer un encadrement de x,

d’'amplitude 1, puis 10", puis 1072 (on indiquera les calculs faits sur
la copie).

(D’aprés bac B)
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% Solution
A

Lf(x) = JXE sur l'intervalle ]0 ; 8].

Dérivéede f:{f'(x) = :§ .
X

Signe de f'(x) : x>0 quand xe ]0;8] et -2<0,
Donc f'(x) <0 sur]0 ; 8] et fest décroissante.
Limite en 0 : quand x tend vers 0, X2 tend vers O et reste positif,

donc| limf(x) = +ee |.
x>0

Tableau de variation de f:
1

f(8) = = 0,016
(8 7
X 0 8
' (x) _
+ 00
64
1+3Inx

Lgx = sur l'intervalle 10 ; 8].

X
u ’ ul V— uv'
Dérivée de g(x) : c'est un quotient : {7 )= —Z

It

> W

Posons u = 1+ 3Inx donc u'

1
w
o

v = x° donc v
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21. Problémes de synthése

3 3
~ X X —3x2(1+3lnx) _ngzmx

=9 Inx

g = -
X X

Signede g' (x) :si xe ]0; 8], alors x*>0.
Inx>0 si x>1 et -9<0.

Nous avons le tableau de signes

X4

X 0 1 8
Inx - +
X + +

g' (X) + (l) —

Limiteen 0 :

quand x tend vers 0, Inx tend vers —oo,

1
— fend vers +co,
X

I. m - 00
I

336

g est croissante sur ]0 ; 1] et decroissante sur [1 ; 8].

1 + 3inx tend vers —co,
X2 tend vers 0 et reste positif,

donc (1+3Inx) x —15 tend vers —ee.
X



Tableau de variation de g :

Problémes de synthése

1+3in1
g(tl) = T = 1.
1
g8 = 1738 4 014,
83
X 0 1 8
g% + <b -
1
g / \
—o0 0,014
B
1+8 Inx 1
Calculons gx) —Ff(x) = —=2 "2
R
1+3 Inx~-x  h(x)
g -f(x) = 3 = )

celui de h(x).

X

Puisque x est positif, x° est positif et le signe de g(x) — f(x) est

h(x)=1+3Inx - x.

Signe de h’(x) :
x>0 car xe]0;8],
3-x>0 si x<3.
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21, Problémes de synthése

051

Limite en 0 : si x tend vers 0, Inx tend vers — oo,

3 Inxtend vers — oo,
1~ xtend vers 1.

lim h(x) = — o
x—0

338

h est croissante sur 0 ; 3] et décroissante sur [3 ; 8].

0 } } } } } t T i -
1 2 3 4 5 6 7 8
C estlacourbede f: x> l
1+3Inx
I' estlacourbede g: X > ———.
X
D'oll le tableau de signes :
X 0 3 8
3-x + d) -
X + +
A (x) + -0 -




Problémes de synthese

Tableau de variation de h :
h(3) =1+3IN3-3 =3 In3-2=1,3.
h(8) =1+3In8-8 =3 [n8~7=-0,76.

X 0

3
h (x) + (l) -
3-2

h(x) / \
3inh8-7

LhA(1)=1+3Int-1=0.
h(1) = 0, donc g(1) — f(1) = 0 : les courbes C et T se coupent au point
d'abscisse 1.

Il h(3) =3 In3 -2, h(3) >0 et h(8) = 3IN8~7, h(8) < 0.

La fonction h est décroissante sur I'intervalle [3 ; 8], h(3) > 0 et
h(8) < 0. C'est une bijection de lintervalle [3; 8] sur I'intervalle
[8In8~7;3In3~2]. Or 0 appartient & ce dernier intervalle, il a
donc un antécédent et un seul par hdans [3 ; 8].

Donc I'équation h(x) =0 admet une solution unique x, dans
l'intervalle [3 ; 8].

IV. Résumons dans un tableau le signe de A(x) sur I'intervalle
10 ; 8], en tenant compte du fait que h est croissante sur 0 ; 3]

x |0 1 3 Xy 8
hix) - ‘%’ + + (i) -
h est croissante h est décroissante

Donc g(x) ~f(x) 20 si xe [1 ; Xol-
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21. Probléemes de synthése

La courbe I" est au-dessus de la courbe Csi xe [1 ; x].

g(x) —f(x) <0sixe]0';1[ ou xe ]1x, ; 8].
La courbe T" est en dessous de la courbe C si xe ]J0'; 1[ ou si
xe 1%, 5 8.
h(6) = 0,375
h(7) =-0,162 h est décroissante sur [6 ; 7],

h(6) > 0 et h(7) < 0 donc xp, solution de h(x) =0, est dans
Pintervalle [6;7]. 6<x,<7.

__h(8,7) = 0,049 } _ xel6,7 ; 88l
o]

Deméme , gy -~ 0,040 %" g7 < x, < 68.
_ h(6,71) =0,0008 Xy € [6,71 ; 6,72].
Enfin onc
h(6,72) = - 0,0047 6,71 < x, < 6,72
2¢ probléme
¢ Enoncé

Soit fla fonction définie sur R par :

f() = x=2+

e +1
et (C) la courbe représentative de f dans le plan muni du repére
orthonormal (0 ; i,»j») (unité : 5 cm).
I. Etudier les limites de fquand x tend vers — o et quahd'xtend
Vers +eo, , i e .
1. 1° Montrer que la droite (A) d’équation y = xest asymptote a (C)
quand x tend vers — . Préciser les positions relatives de (C) et (4).

2> Montrer que la droite (A") d'équation y = x—2 est asymptote &
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(C) quand xtend vers + . Préciser les positions relatives de (C) et (A") .

ll. Calculer f'(x) et étudier les variations de £.

IV. Tracer (C), ses asymptotes dans le repére (0, i,.)je).

V. On se propose de déterminer, en cm?, l'aire A de la partie du
plan limitée par la courbe (C), la droite (A') d'équation y = x—2, et
les droites d'équations x = 2, x = 3.

~ 1° Colorier cette partie du plan sur le graphique.

u(x
2° Vérifier que I'on peut écrire =2-2 () avec
e+ 1 u(x)
u(x) = e*+1.
En déduire une primitive de la fonction x — .
eX+1

3° Calculer A. En donner une valeur approchée & 1072 prés.
{Bac B)

© Solution

définie sur R.

f(x) = x-2+
¥ +1
l. Limife en — oo
Lorsque xtend vers — o, € tend vers 0

tend vers 2.
e+ 1
Donc| Iim f(x) = -0
X— = oa
Limite en + oo,

Lorsque xtend vers +e0, & tend vers + oo,
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21. Problémes de synthése

& + 1 tend vers +oo,

‘tend vers 0.
e+t

Donc Xl_',nlmf(x) =,

Il.1° La droite 4 d'équation y = x est asymptote & la courbe quand
xtend vers — o §i

+ lim f(x) = - (vuaul).
X—3— oo
OO =X+ (X)), icdo(x) = =2+ 2
e +1

» lim @(x) = 0,ornousavonsvu lim
Xy = oo X=Xy 4

=2,

donc lim (~2+ 2 )=—2+2=O.

Xy = e +1

Dongc la droite 4 d'équation y = x est bien asymptote & la courbe (C)
A est au-dessus de (C) si x> f(x) ousi x—f(x) >0.

X X

wa(x)zx_(x_% ):2_ 2 _2d+2-2 _ 20
X +1 ¥+ 1 e+ 1 X+ 1

Or &¥> 0 pour tout x, donc 2¢*>0 et ¥+ 1> 0.

En conclusion, x—f(x) >0, la droite A est au-dessus de (C).

2° | a droite 4’ d'équation y = x — 2 est asymptote a la courbe (C)
quand x tend vers +oo si

* lim f(x) = +eo (vuaul).
X =3 + 0

e f{Xx) = x=2+¢9(X), ici(p(x) =

X+ 1
« lim o(x) =0.

X3 4o
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= 0.

Or, nous avons vu que  lim
x=rwoe g¥y

Donc la droite A' d’équation y = x—2 est bien asymptote a la

courbe (C).
(C) est au-dessus de A' si f(x) >x—2ousi f(x) — (x-2) >0.
f(x) - (x—2) =(x~2+ )—-(X—Z) = 2
e +1 eX+1

Or &+ 1> 0, donc >0 pour tout x.

e +1
f(x) > (x—2), etlacourbe (C) est au-dessus de la droite A'.

il. Calculde 7'(x) .

f(x) =x-2+ 2 ,

e +1
(1 ) u'
u u2

Flx) = 1- 2" (&+ 1)~ 2¢" e y2e 126"
(.ex+1)2 (ex+1)2 (&*"«1—1)2
2
fr(x) = __e__+_1_2
(e+1)

Or %> 0 pour tout x, donc € + 1 > 0.

et (6 + 1)2 > 0 car c'est un carré.

Donc f'(x) >0 pour tout x, fest croissante sur R.
Tableau de variation de f:

X — o0 +o0

f'(x) +

£(x) —
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21. Problemes de synthese

Iv.

AN

14

Y

Dessin a l'échelle réduite : le faire a I'échelle demandée en
plagant soigneusement le repeére.
u'(x)

V. 2° Peut-on écrire 2 =2-2
e +1 u(x)

avec U(x) = e +17?

Siu(x) = e°+1,alors u' (x) = e* et

uv(x) 26 2e+2-2¢° 2

u(x) e*+1 e+ 1 K+l

Donc2-2

u'(x)
u(x)

a pour primitive Inju(x)|.
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X

a pour primitive Inje*+ 1] = In(e¥+1) car e¥+1>0.
e +1
X

2-2 a pour primitive 2x—2 In(e*+1).

e*+1

3 L'aire A est celle du domaine défini oEx=s
aire A est celle du aomaine detini par X—ZSySf(X)-

3

Cette aire se calcule a l'aide de l'intégrale | = j [f(x) - (x-2)]dx.
2

2 8 2
)‘(X—2)dx=j dx =
e +1 , € +1

[2x-2 In(e"+1)]2

3

[ = j{(xmz;

2

| = |6-—2h’1(63+1)|—‘4—21n(62+1)|

3
l=2-2/In(®+1) -In+1)] =2-2 m(eZ”).
e +1
L'unité est 5 cm sur chague axe, donc l'aire A est égale a :
A=5x5xl=251
2

A=3,9241072 prés en cm?.

3° probleme

$ Enoncé

Une entreprise fabrique une quantité x d'un produit, exprimée en
milliers de tonnes, dont le colt marginal C,, est défini sur [0 ; 10] par

4
C,(x) = x+m.
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Le but du probléme est de. déterminer le colt total CT puis

d'étudier le colt moyen CM de 1a production afin de" déterminer 13
production qui minimise ce dernier.

Les colts sont exprimés en milliers de francs.

1° Recherche de CT et de CM.
a) La fonction CT est la primitive de C, qui s"annule pour x = 0.

Montrer que CT (x) = §+4 In(x+1).
b) En déduire I'expression de CM. (CM est défini sur ]0 ; 10]).

2° Etude d'une fonction auxiliaire £,
Soit la fonction f définie sur [0 ; 10] par :

8x
f(x) = ,\2+}~+—1-—8 In{x+1).

a) Montrer que la fonction dérivée f' de f est donnée par
2x(x—1) (x+3)

(x+1)2
b) Dresser le tableau de variations de f sur 'intervalle [0 ; 10].
En déduire que fs’annule pour une valeur a unique de ]0 ; 10[.
Vérifier que 1,712 est une valeur approchée par défaut & 107°
pres de a.
c) En déduire le signe de fsur [0 ; 10].

f' ix) =

3° Etude du colit moyen CM.
a) Calculer la dérivée CM' (x) au point x.

f(x '
Véritier que I'on peut écrire CM' (x) = il ol fest la fonction

2x°

précédente.

b) Etudier le sens de variation de CM sur ]0 ; 10].

Pour quelle production I'entreprise a-t-elle un codt moyen
minimum, et quel est ce co(it ?
(Sujet de bac modifié)
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% Solution

1° a) Recherche du codt total.
Les primitives de C, sont du type

F(x) = %x2+4 Inlx+1] + k.
Or x20doncx+1>0.
Donc F(x) = %x2+4 In(x+1) +k sur[0;10].

Celle qui s'annule pour x = 0 est CT(x).
F(0) =0 équivauta: 4 In1+k = 0, c'est-a-dire : k= 0.

Donc CT(x) = %x2+4 In(x+1).

b) Recherche du coit moyen.

CT
Par définition CM (x) = X(X) ,
) X In(x+1)
donc: CM(x) = é-t—4 —

2° Etude de la fonction auxiliaire £,
f(x) = x2+—8x——8 In(x+1).
X+1

+8(x+1) -8x 18

(x+1)2  x+1
que I'on met au méme dénomintateur :
2x[(x+1)2—4]

x+1H2
Or (x+1)%=4 = (x+1+2) (x+1-2) = (x+3) (x=1).
2x(x+3) (x—1)

(x+12
Le signe de cette fonction est celui du numérateur.
Orici x2 0, donc le signe se raméne a celuide (x+3) (x~1).

a)Dérivée : f'(x) = 2x

f'ix) =

Donc f'(x) se factorise en
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21. Problemes de synthése
Ce signe est positif a I'extérieur de 'intervalle [~ 3 ; 1] car ce produit

Compte tenu de x= 0, on adonc :
si x>1, alors f'(x)>0,
si O<x<1, alors f'(x) £0.

b) Variations de f:
Valeurs utiles :

f(0) =0,
f(1) =-0,545,
£(10) = 88,089.
X 0 1 10
{0 - 0 +
0 88,09
fix) \ P
- 0,55

Exploitation de ce tableau et utilisation d'un theoreme :

fest dérivable et croissante sur [1 ; 10] et

f(1) <0 et f(10) > 0, donc il existe un réel a de l'intervalle |1 ; 10]
tel que f(a) = 0.

On pourrait chercher a par approximations successives, mais
I'énoncé propose simplement de vérifier que 1,712 est une valeur
approchée par défaut & 1073 prés de a.

On programme la calculatrice et I'on calcule f(1,712) puis
f(1,713). .

On obtient  f(1,712) = - 0,0004

. 1(1,713)=0,0012.

Doncona:1,712< a <1,713, ce qu'il fallait vérifier.

¢}l découle du sens de variation de f(voir schéma ci-dessous) que :

festpositivesix € Ja; 10].
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Problémes de synthése

festnégatifsi x € 10 ; al.
festnullesi x = 0oux =a.

A

88,09

Y

0
- 0,55

10

3° Retour au colit moyen : étude et minimisation.
CT(x) _ x+4 In(x+1)

2

CM(x) = non définie en 0.

1 %-x——'ln(x+1)
a) Dérivée : CM' () = 5 +4 X+ >

D'otl, en mettant le numérateur sur le dénominateur (x+ 1) :
Xx— (x+1Din(x+1)

1 x+1
CcM' = — . ,
(x) 2+4 Z
a
b a
orT-R,donc
- N1 1
OM' (x) = 1+4 (x— (x+1D)In{x+ )).
2 X (x+1)

Il reste & metire I'ensemble sur le dénominateur commun
2)(2(x+1) ;
x2(x+1)+8[x— (x+1)In(x+1)]

on obtient : CM' (x) = ,
2x2 (x+1)
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21. Problemes de synthése

xz(x+1) +8x— 8(x+1)ln(x+1)

~tc'est=a=dire ;" CM"(x)
2x2(x+1)
Que I'on peut écrire : CM' (x) = [xz-t» -8 ln(x+1)]

On reconnalt dans les crochets Ia fonctuon auxiliaire f.

f(x)
Donc: CM' (X) = —
2x%

b) On déduit du quotient précédent que le signe de CM' est celui
de f, (2x2 >0) . D'ou le tableau des variations du co(it moyen :

X 0 a 10
oM () - (# .
M) ||| S /

CM(a)

Note : les valeurs aux bornes sont ici inutiles.

Le colt moyen passe par un minimum pour x=a,; donc la
production qui le minimise est a = 1,712. Puisque I'unité est le millier
de tonnes, on a donc un cot meyen minimal pour une production de
1712 tonnes.

Le colt moyen minimal est donc CM (1,712), c'est-a-dire
CM = 3,187 milliers de francs, soit CM = 3 187 F.
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INDEX

Dans cet index ne figurent en principe que des concepts différents de ceux pré-
sentés au sommaire. Il se peut cependant qu'un méme concept se frouve a Ia
fois dans le sommaire et dans l'index. Dans ce cas, la référence indiquée dans
I'index renvoie & un exercice proposé hors du chapitre qui traite du concept.

Arrangement : 89
Asymptote oblique : 196, 203 et sq., 249,
340

Centre de symétrie d'une courbe : 28 et
sq., 248, 254

Coefficient de corrélation : 264

Coefficient directeur : 211 et sq., 264

Combinaison : 90

Contraire (événement) : 92

Croissance accélérée (de plus en plus
vite) : 32, 76, 212

Croissance ralentie {de moins en moins
vite) : 14, 76, 213

Développement du binéme : 80
Diagramme en batons : 136, 154
Discussion : 261

Distribution binomiale : 106, 139
Droite de régression : 266 et sq.

Ecart type : 138, 156

Encadrement de f(x) quand x € [a;b]:
62

Encadrement des solutions d'une équa-
tion: 67, 334

Espérance mathematique : 137

Epreuve, événement, éventualité : 87, 91

et sq.
Exponentielle de base a : 279

Fonction composée : 14, 49, 302
Fonction de colt : 240, 345

Fréquence conditionnelle, marginale,

simple : 120 et sq.
Histogramme : 154

Indépendants (événements) : 122
Intégration par parties : 319, 325

Maximum, minimum : 60 et sq., 69, 346

Permutation : 89

Position relative de deux courbes : 230,
239, 333

Probabilités conditionnelles, totales : 122

Programmation linéaire : 181

Puissance & exposant réel o : 280

Racines du trinéme : 19, 41, 226
Relation de Chasles pour les intégrales :
317

Signe du bindme : 225

Signe du trindme : 19, 226

Suite géométrique : 280
Systémes d'équations : 169 et sq.

Tableau de signes : 228

Tangente ; 23 et sq., 211 et sq.

Test de Bernoulli : 106

Tirage avec (ou sans) remise, exhaustif .
94,95

Trangle de Pascal : 90

Variance : 138, 156
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