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4éme Maths Exercices

Exercice 1:

Trouvez, suivant les valeurs de I'entier naturel n, le reste de la division
euclidienne de 3" par 8.

Quel est I'ensemble des entiers naturels n tels que le nombre 3".n - 9n + 2
soit divisible par 8?

Exercice 2:

Montrez que pour tout entier n, 3"*2 - 4*™ est divisible par 11
Exercice 3:

Montrez que pour tout couple d'entiers relatifs (a , b), si a et b ne sont
pas divisibles par 7 alors

a2 + b2 n'est pas divisible par 7.

Montrez que pour tout n entier naturel, 327! + 2" est divisible par 7.

Exercice 4:

Déterminez I'ensemble des x entiers relatifs tels que : x* + 3x soit
divisible par 7.

Exercice 5:

Montrez que-pour tout entier n > 1, 3.5°"" + 2%"2 est divisible par 17 en
effectuant un.raisonnement par récurrence puis en faisant une
démonstration directe.

Exercice 6:

Trouver les couples (a, b) d'entiers naturels tels que 0 <a < b dont le
PGCD d et le PPCM m vérifient -

2m + 3d = 78 et tels que a ne soit pas un diviseur de b.

Exercice 7:
Déterminer les paires d'entiers naturels {a,b} vérifiant: m - 18d = 791
ou mest le PPCM et d le PGCD des nombres a et b.
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Exercice 8:
Déterminer tous les couples (a,b) d'entiers naturels tels que
PGCD(a,b) + PPCM(a,b) =b + 9.

Exercice 9:
Trouver les couples d'entiers naturels (a,b) vérifiant le systeme -
{a+b =651

PPCM (a,b) =108PGCD (a,b)

Exercice 10:
Soient n et m deux entiers naturels non nuls. Soit z un nombre complexe

vérifiant.
z"=1etz"=1.
Montrez que z =1 ot d = PGCD(n,m)

Exercice 11:
Déterminez tous les couples d'entiersnaturels (a,b) tels que:

m’ - 5d° = 2000

Puis déterminer tous les couples d’entiers-naturels (a,b) tels que:
m’ - 7d° = 2000

ou d =PGCD(a,b) et m = PPCM(a,b)

Exercice 12:

(Un)nain €St une suite d'entiers naturels vérifiant la propriété suivante:

"Pour tout couple d'entiers naturels (n,p) ,

PGCD(U,,Up)=PGCD(U,,Up+n)"

a: Montrer que pour tout n dans IN, U, est un diviseur de Uy .

b: Montrer.que pour tout (n,p) couple d'entiers naturels, on a:
PGCD(UmUp) = Upgcoun,up)-

Exercice 13:
Déterminez I'ensemble des couples (x,y) dans Z vérifiant les équations
suivantes:

a)bx + 12y =20 ; b)x+5y=1 ; c) 2x-5y=10
d) 6x+y=21 ; e) -2x+3y=9 ; f) 25x+3ly=2
2010-2011
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Exercice 14:

On considere I'équation (E) : 36x-25y=5,(x,y) € Z2
a: Déterminez deux entiers relatifs u et v tels que 36u + 25v = 1.
b: Donnez alors une solution particuliére de (E).
c: Quel est I'ensemble des solutions de (E) ?
d: (x,Y) étant une solution particuliére de (E), on appelle d le PGCD de
xety.
Quelles sont les valeurs possibles de d?
Quelles sont les solutions (x , y) de (E) telles que x et y soient premiers
entre eux?

Exercice 15:

On pose a = 1234 et b = 1200.

a: Déterminez le PGCD d et le PPCM m de a et b.

b: (E) est I'équation dans Z2 : ax + by = 2d.m
Donnez une solution évidente de cette.équation.
Déterminez I'ensemble des solutions.de (E).

Exercice 16:

(E) est I'équation dans Z2 : 36X - 49y = 13.

a: Déterminez I'ensemble des solutions de (E).

b: Peut-on trouver un couple (x , y) dans Z tel que (x?, y?) soit solution de
(E) ?

c: Peut-on trouver X eZ tel que (x , X) soit solution de (E) ?

Exercice 17;

(E) est I'équation dans Z2: 2x + 5y = 1000. et (F) est I'équation :
2x2 + 5y2 = 1000
a: Determinez I'ensemble des solutions de (E).
b: Montrez que I'ensemble des solutions de (F) est fini.
c: Montrez que si (x, y) est solution de (F) alors | x| <23et|y| < 15.
d: En remarquant que (x , y) est solution de (F) si et seulement si (|x| , |y|)
est aussi solution
de (F), et en utilisant la question a: , montrez que (F) n‘admet aucune
solution.
e: On veut retrouver le résultat de la question précédente directement.
On suppose qu'il existe (xo , yo ) solution de (F) avec xo etyo >0
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Montrez que xo est un multiple de 5 et que yo est un multiple de 2.

Montrez alors que I'équation (F1) : 5x2 + 2y2 = 100 admet une solution
(X1, y1) dansiN.

Montrez que x; est un multiple de 2 et que y; est un multiple de 5.

Montrez alors que I'équation (F2) : 2x2 + 5y2 = 10 admet une solution
(X2, y2) dans IN.

Montrez alors que I'équation (F3) : 5x2 + 2y2 = 1 admet une solution
dans N.

Concluez!!

Exercice 18:

Dans le plan muni d'un repére orthonormé (O;i , j ), on donne le point A
(12 ; 18). On désigne par B un point de I'axe (O ; i) et par'C un point de

l'axe (O ; j ) tels que : (ﬁ,ﬁ)z—%[zn]

On appelle x I'abscisse de B et y I'ordonnee de C.

1: Démontrer que le couple ( x ; y ) est'solution de I'équation (E) :
2Xx+3y=178

2: On se propose de trouver tous les couples (B , C) de points ayant pour
coordonnées des entiers relatifs.

a: Montrer que I'on est ramené a I'équation (E), avec x et y appartenant a
I'ensemble des entiersrelatifs Z

b: A partir de la définition de B et de C, Trouver une solution
particuliére (Xo.; Yo) de (E), avec Xo et Yo appartenanta Z .

c: Démontrerqu'un couple ( x ; y) est solution de (E) si et seulement si il
est de laforme( 12 + 3k ; 18 - 2k ) ou k appartienta Z .

d: Cambien y-a-t-il de couples de points (B , C) ayant pour coordonnées
des nombres entiers relatifs tels que:

-6<x<2let-5<y<14?

Exercice 19 :

Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormal direct (O ; u,v)
[unité graphique : 6 cm].

On considere la transformation f du plan qui a tout point M d'affixe z

.57
i

associe le point M' d'affixe z' définiepar :z'=ze °©
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et on définit une suite de points (M,) de la maniére suivante:

My a pour affixe zo = e 2 et pour tout entier naturel n , M., =f(M,).

On appelle z, I'affixe de M,, .

1: Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f.
Placer les points Mg, M; , M.

2: Montrer que pour tout entier naturel n, on a I'égalité :
V4 5n7r)

7 :e'(TT
(on pourra utiliser un raisonnement par récurrence).

3: Soient deux entiers n et p tels que n soit supérieur ou égal a-p.
Montrer que deux points M, et M, sont confondus si et seulement si
(n - p) est multiple de 12.

4: a) On considere I'équation (E) : 12x - 5y = 3 ou X et y sont des entiers

relatifs.

Apres avoir vérifié que le couple (4, 9) est solution, résoudre

I'équation (E).

b) En deduire I'ensemble des entiers naturels n tels que M,

appartienne a

la demi-droite [OXx).

Exercice 20 :

1. On considére I'équation (E) : 6x + 7y = 57 ou x et y sont des entiers

relatifs.

a. Determiner un couple d'entiers relatifs (u, v) tel que 6u + 7v = 1.
En déduire une solution particuliere (xo, Yo) de I'équation (E).

b. Déterminer<es‘couples d'entiers relatifs solutions de I'équation (E).

2. Soit (O, J, K) un repére orthonormal de I'espace.

On considere le plan P d'équation : 6x + 7y + 8z = 57.

On considere les points du plan P qui appartiennent aussi au plan (O;
i,J).

Monter qu'un seul de ces points a pour coordonnees des entiers
naturels.

Déterminer les coordonnees de ce point.

3. On considere un point M du plan P dont les coordonnées X, y et z sont
des entiers naturels.
a. Montrer que I'entier y est impair.
b. On pose y = 2p + 1 ou p est un entier naturel.
Monter que le reste dans la division euclidienne de p + z par 3 est
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égal a 1.
c. Onpose p +z =3qg + 1 ou g est un entier naturel.
Montrer que les entiers naturels x, p et g vérifient la relation :
X+p+4q=7
En déduire que q prend les valeurs 0 ou 1.
d. En déduire les coordonnées de tous les points de P dont les
coordonnées sont des entiers naturels.

Exercice 21 :
On rappelle que 2003 est un nombre premier.
1: a: Déterminer deux entiers relatifs u et v tels que : 123u + 2003v = 1.
b: En déduire un entier relatif ko tel que 123ko =1 [2003]:
c: Montrer que, pour tout entier relatif x ,
123x =456 [2003] si et seulement si x =456ko [2003]
d: Déterminer I'ensemble des entiers relatifs x tels'que:
123x =456 [2003]
e: Montrer qu'il existe un unique entier n tel'que:
1 < n<2002 et 123n =456 [2003]

2: Soit a un entier tel que: 1 <a <2002
a: Déterminer PGCD(a , 2003)
En déduire gu'il existe un entier m tel que : am =1 [200]
b: Montrer que, pour tout entier b, il existe un unique entier x tel que:
0 <x<2002 et ax =b [2003]
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Exercice 1:

Le plus simple dans cet exercice, est alors de faire défiler les puissances
de 3 modulo 8.
On obtient alors:

3 =3[89]

32=9 et 3=1[8]

3=27 et 3=3[9]

3'=81 et3*=1[8] etc,etc...
Les restes possibles par la division euclidienne de 3" par 8 sont donc 1 ou
3 suivant que n soit pair ou impair.

On veut maintenant I'ensemble des n entiers naturels tels que
3".n - 9n + 2 soit divisible par 8.
On cherche I'ensemble des n entiers naturels tels que

"3'n-9n+2=0[8]"
D'apres le résultat précedent, on a 2 cas a etudier: n pair et n impair.

« Casn pair:
Comme dans ce cas, 3" = 1[ 8], ‘on peut écrire que :

n-9n+2=0]8] ouencore -8n+ 2 = 0[ 8] ou encore
2 =0[ 8].
C'est impossible, donc pas de solution avec n pair.

. Casn impair:
Comme dans ce cas, 3" = 3[ 8], on peut écrire :
3n-9n+2=0[8], ouencore,-6n+2=0[ 8], ouencore,
2n +2=01.8], ouencore, 2(n+1) =0[ 8].
Or,2(n+1)=0[ 8] <=>2(n+1) =8k avec k dans Z.
2(n+1) = 8k <=> (n+1) =4k <=>n+1=0[ 4]
<=>n=3[4]

o N=3[4]<=> n=3modulo 8 oun =7 modulo 8.
n est donc de laformen =8K +3 oun =8K + 7, ou K est un
entier naturel.
n est bien impair.

Conclusion

L'ensemble des entiers naturels n tels que 3".n - 9n + 2 est formé est
entiers de la forme

(8K +3) ou (8K + 7) ou K est un entier naturel.
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Exercice 2:

Utilisons directement ce que I'on sait sur les congruences.
On veut ici vérifier que 3" - 4*™2 est congru & 0 modulo 11.
3n+3 _ 44n+2 — 33.3n _ 42.(44)n

=53"+6.3"[11] car 3*=5[11], 42 = 6[11] et 4* = 3[11]
=11.3" modulo 11
=0[11]
Exercice 3:

Dans le cadre de cet exercice, dire que a et b ne.sont pas divisibles par 7
revient seulement a dire qu'ils sont congrus a des entiers A et B compris
entre 1 et 6.

Si on fait la liste des carrés de ces entiers modulo 7, on obtient alors:

. 12=1[7]
o« 22=A41[T]
. 2=2[7]
. #2=2[T7]
. 5224[7]
. 62=1[7]

On constate alors/que les carrés modulo 7 sont

. 1=12=6217]
. 2=42=32[7]
. 4=22=5[7]

Aucune somme de deux de ces carrés ne peut donc étre congrue a 0
modulo 7.

Donc, si a et b sont non divisibles par 7, la somme a2 + b2 n'est pas
divisible par 7.

Maintenant, en utlisant les diverses propriétés des congruences
(compatibilité avec la somme et le produit), on peut écrire que, a modulo
7 pres, on a:
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32n+1 + 2n+2 — 3(32)]’] + 22.21']

. =32"+4.2" [7]
. =7.2"[7]
. =0[7]

321 + 2™2 est bien divisible par 7 pour tout entier naturel n.
Exercice 4:

X2 + 3x est divisible par 7 si et seulement si x2 + 3x = 0[ 7].
Ou encore si et seulement si x(x+3) =0[ 7].

Or, 7 est premier donc d'apres le théoreme de Gauss, il nepeut-diviser un
produit d'entiers que si il divise au moins un de ces entiers..On a donc:

X(x+3) = 0 [ 7]si et seulement si x =0 [ 7]ou (x+ 3).=0[ 7].
Ce qui peuts'ecrire: x=0[7]ou x=4[T7}.

Les entiers relatifs x tels que x? + 3x soit divisible par 7 sont donc les
entiers de la forme 7K ou de la forme 7K + 4, ou K est un entier relatif
quelconque.

Exercice 5:

Par Récurrence

Appelons P(n) la propriété suivante : "3.5*"" + 2°" est divisible par 17",
Pour n =1, la propriété s'écrit : P(1) : "3.5 + 2 est divisible par 17"
Comme 3.5 + 2.=17, on en déduit que P(1) est vraie.

Faisons alors-I'hypothése de récurrence P(n), n étant un entier > 1..

On suppose donc que "3.5%"" + 23" est divisible par 17"

Alors, cette hypothése s'écrit plus simplement "3.5*"* + 23"?= 0 modulo
17||

On a donc:

3.5%" + 2°"2=0[17] donc 25.(3.5""" + 2°"%)=0[17]
Donc 3.5 + 25.2°"2 =0[17]

On remarque alors que
25=8[17] etque 8=2° DONC
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3.52n+1 + 25.23n-2 3.52n+1 + 23.23n-2 [17]

— 3.52n+1 + 23n+1 [17]
D'ou :

3.52n+1 + 23n+1=0[17]

3.52(n+1)-1 + 23(n+1)-2=0[17]

Cette derniere égalité est la propriété P(n+1).

Conclusion:
P(1) est vraie et pour toutn > 1, On a P(n) =P(n+1).
Par récurrence, la propriété est donc vraie pour tout n > 1.

Exercice 6:

On peut commencer par remarquer que d est < m et sont tous deux >0.
Donc, s'ils vérifie 2m + 3d = 78 alors on doit-avoir d < 27.
Sion pose a' et b' définispar : a=a".d etb =Db".d, on sait que, d étant le
PGCD de a et b alors a' et b’ sont premiers entre eux.
Comme PGCD(a,b).PPCM(a,b) = a.b,.on'en déduit que :
m=a"b".d
L'équation peut alors s'écrire:.. d(2a'.b' + 3) = 78.
Comme (2a'.b' +3) est impalr, d est pair et doit étre un diviseur de 78
inférieur a 27.
Donc,d =2 ou 6.
Sid=2alors (2a".h*+ 3) =39 eta'.b’' = 18.
Comme a'-et b’ sont premiers entre eux, on a:
(@=1leth'=18)ou(a'=2eth' =9).
D'ou (a=2etb=36)ou(a'=4eth'=18) (onaa<h).
Comme a ne doit pas diviser b, la premiére solution n'est pas
envisageable.
Sid=6alors (2a'.b' + 3) =13 eta'.b' =5.
D'ou a = 6 et b = 30. Mais a ne doit pas diviser b donc cette
solution n'est pas acceptable.
Seule solution {(4 , 18)}

Exercice 7

a' et b' sont définispar:a=a'.d et b=Db'd
On peut toujours supposer que a < b.
On sait que a' et b* sont premiers entre eux.
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On sait aussi que m =d.a".b'

Alors, d(a'.b' - 18) = 791.

d est donc un diviseur de 791. La décomposition de 791 en facteurs
premiers est : 791 = 7x133. D'ou 4 cas possibles:

« d=1:alorsa'b’=809. Comme 809 est premier, on a
a' = 1letb' =809 d'ou une solution : {a,b} = {1, 809}

o d=7:alorsa'b’=131. Ce nombre est aussi premier, on a donc:
a'=1letb'=131dou lasolution {7,917 }

« d=113:alorsa'b’ = 25.
Comme a' et b' sont premiers entre eux, on a:
a'=1letb' =25d'oulasolution {113, 2828 }

« d=791:alorsa'b’=19. Nombre premier donc
a'=1letb'=19d'ou lasolution {791, 15029}

Conclusion:
Les paires {a,b} solutions sont :
{1,809}, {7,917}, {113, 2828} , {791, 15029}

Exercice 8:

Posons d = PGCD(a,b) et m =PPCM(a,b).

On sait alors que d.m = a.b

Comme d est un diviseurde b'etde m, larelation:d+m=b+9
implique que d doit étre aussi un diviseur de 9.

Les valeurs possibles ded sontdonc: 1 ou 3 ou 9.

. Sid=1
Dans ce cas, a et b sont premiers entre eux.
La relation s'écrit: 1 +a.b=b + 9 ouencore : b(a-1) =8.
On-obtient alors :
b=1eta-1=8 donca=9. Lecouple (9,1) est solution

Oou
b=2eta-1=4donca=5. Lecouple (5,2) est solution.
ou
b=4eta-1=2donca=3. Lecouple (3,4) est solution.
ou
b=8eta-1=1donca=2. Non solution car non-premiers

entre eux.
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« Sid=3.
Dans ce cas la relation s'écrit, comme m = (ab / d):
9+ab=3b+27 ouencore b(a-3)=18.
Comme b doit étre un multiple de d = 3, les valeurs possibles de b
sontalors: 3 ou 6 ou 9 ou 18.D'u les cas:
b=3 et a-3=6 donca=9. Lecouple (9,3) est solution.
b=6 eta-3=3 donca=6. Nonsolution car leur PGCD
n'est pas 3.
b=9 eta-3=2 donca=5. Nonsolution car leur PGCD
n'est pas 3.
b=18eta-3=1 donca=4. Non solution car leur. PGCD
n'est pas 3.
« Sid=09.
Dans ce cas, comme m=ab /d, larelation s'écrit :
81 +ab =9b + 81 ouencore ab = 9b.
Si b est non nul, alorsa = 9.

Les solutions obtenues sont alors de la forme (9, 9k) k est un entier

naturel nul quelconque (car b est divisible par 9).

Si b =0 alors a est quelconque.

Mais comme PGCD(a, 0) = aet PPCM(a, 0) =0, la relation
s'écritdanscecas:a +0=0+9donca=29 etlecoule (9, 0)
est solution.

Conclusion:

L'ensemble des couples d'entiers naturels (a , b ) vérifiant :
PGCD(a,b) + PPCM(a,b)=b+9

est formé des éléments :

9,1) ,(5,29.,(3,4),(9,3),(9,9Kk) ou k est un entier naturel.

Exercice 9:

On cherche tous les couples d'entiers (a , b) vérifiant :

a+b=651et PPCM(a, b) =108.PGCD(a, bh).
Posons, comme d'habitude, m = PPCM(a, b) et d =PGCD(a, b).
On sait que a.b = m.d.

Premiére remarque:

Comme a + b = 651 et que d est un diviseur de a et b, d est aussi un
diviseur de 651. Or , la décomposition de 651 en facteurs premiers est
651 =3*7*31 .

2010-2011

www.zribimaths.jimdo.com Page 6



L.S.El Riadh Arithmétique Mr Zribi

4 ée Maths Solutions

Les diviseurs de 651 sontdonc:1-3-7-31-21-93-217 - 651.

Deuxiéme remargue:
En multipliant par d dans la relation : PPCM(a , b) = 108.PGCD(a, b) ,
on peut alors écrire que le couple (a, b) doit vérifier :

a+bh=651=S et ab=1080d°> =P .

a et b doivent donc étre les solutions de I'équation du second degré :
X2-SX+P=0 ouencore X2-651X+108.d% =0

Le discriminant de cette équation est : A = 6512 - 432.d ?

En fonction de d les valeurs possibles de a et b sont alors, en utilisant
I'expression des racines d'une équation du second degré en-fonction du
discriminant:

651—+/6512—432d 2 651+ /6512 —432d 2
a= 5 et b=

2

Mais comme d doit étre un diviseur de 651 et que I'existence de ces
racines suppose que le discriminant soit.positif, les seuls cas a etudier
sont :

d =1 ou 30u7ou?2lou3l.

« Pourd=1o0u3ou7,lesvaleurs a et b obtenues ne sont pas
entieres.

o Pourd=21;0nobtienta=84 et b=567.

« Pourd= 31, onobtient a =279 et b =372.

Il ne reste plus qu'a tester ces éventuelles solutions:

« 'Poura=84etb=567,0na:
PGCD(84 ,567) = 21 et PPCM(84 , 567) = 2268 = 108 * 21.
Donc (84 , 567) est une solution, et par symétrie, on a aussi (567 ,
84).

« Poura=279etb=567,0na:
PGCD(279, 372) = 93 (et non 31 comme prévu!ll) et
PPCM(279, 372) = 1116 qui n'est pas égal a 108*93.
Ce n'est pas une solution.
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Conclusion:
Les seuls couples vérifiant a + b = 651 et PPCM(a, b) = 108.PGCD(a ,

b)
sont (84 ,567) et (567, 84)

Exercice 10:

Pour n et m sont deux entiers naturels, considérons la division
euclidienne de m par n.
m=Q.n+Ravec 0<R<n.

Si z est un nombre complexe vérifiantz" =z ™ = 1.alors :
1= z2"=z9""R="z"=19.z27 ="

De méme, si R ' est le reste de la division euclidienne de n par R alors z ®'

Comme le PGCD de n et m est le-dernier reste non nul dans I'Algorithme
d'Euclide,

on en déduit que z "¢<P" M) =1,

Autre méthode , avec l'idendité de Bachet-Bezout:

On sait que qu'il existe'u et v dans Z tels que PGCD(n, m) = u.n +v.m.
On en déduit alors que :

ZPGCD(n,m):Zu.n+v.m:Zu.n.Zv.m:(Z n)u - (Z m)v: lu . lv: 1

Exercice 11:

On sait que si d et m sont respectivement le PGCD et le PPCM de aetb
alors:

1: ab=md

2: Il existe A et B premiers entre eux telsque a = Ad et b =Bd.

3: m est un multiple de d.

Pour I'équation : m2 - 5d2 = 2000, comme d? devise mz,
d? doit donc étre aussi un diviseur de 2000.
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Décomposons alors 2000 en facteurs premiers. 2000 = 2* x 5° .
Les diviseurs carrés de 2000 sont alors :

1, 22, 2* , 5 o2z 2%E
Les valeurs possibles de d sont donc
1, 2 4 5 : 10 20.

De la relation m2 = 2000 + 5d2 , on voit alors que la seule possibilité
pour d est d = 10, car bien sur, m doit étre entier. Dans ce cas, la valeur
de mest: m=50.

Comme ab =md, onaalors ab=500. Sionécrita=Ad et b=Bd
avec A et B premiers entre eux, alors on obtient :

ABd2 =500 d'ou,commed=10, AB=5.

A et B sont premiers entre eux donc il n'y a que deux-cas possibles a voir:
(A=1cet B=5) ou (A=5 et-B=1).

Dans le premier cas, on a la solution (a, b) = (10, 50)

Dans le second cas , on lasolution (a,h)=1(50, 10).

Pour I'équation : m? - 7d2 = 2000, on utlise la méme démarche et on
constate qu'il n'y a pas de solution.

Exercice 12:

a) On sait que PGCD(U,,U,)=PGCD(U,,U,.y), donc en particulier:
PGCD(U,,Up)=PGCD(U,,Uo.+n) = PGCD(U,,U,)=U,.
Ceci implique bien sur que U, est un diviseur de Uj.

b) Posons n = qp.+ r avec g entier et r dans {0;1;..;p-1}. C'est la division
euclidienne de n par p.
Ona.:

PGCD(U,,U;) = PGCD(Uy , Upsr) = PGCD(Up , Ugpsr) = ... =
PGCD(Uy , Ugp+r).

D'ou PGCD(U,,U;) = PGCD(U,,U,) ou r est le reste de la division
euclidienne de n par p.

On retrouve alors le principe de I'Algorithme d'Euclide de recherche
du PGCD.

On pose d = PGCD(n, p) . d est le dernier reste non nul obtenu dans
cet algorithme.

On a donc : PGCD(U,,U,) = PGCD(Ug,Uy).
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Or, PGCD(Uy4,Uq) = Ugq (voir question précédente) d'ou on a bien
PGCD(U,,Up) = PGCD(Ug,Ug) = Uy oud = PGCD(n, p)

Exercice 13:

Rappel:
Les équations de la forme (E) : ax + by =cou a, b et c sont dans Z se

résolvent de la facon suivante:

. Siaetbsont premiers entre eux, on cherche une solution
particuliére (xo , yo).

Toute autre solution (x,y) doit alors vérifier :

a(x - xo) + b(y - yo) =0 donc : a(x - xo) = b(yo - y).

Comme a et b sont premiers entre eux, cette derniére-relation implique
(d'apres le Théoreme de Gauss)

que a divise (yo - y)

donc qu'il existe un entier k dans Z tel que (yo -y) = ka.

En remplagant dans I'équation précédente, on obtient alors

a(x - xo) = bka d'ou(x - xo) = kb.

Toute solution est donc de la forme : (x=xo0 + kb, y =yo - ka). ou k est
un entier relatif

On vérifie alors sans probleme-que-ces couples sont bien des solutions .
CONCLUSION:

Les solutions de (E) sont.les-couples (xo + kb , yo - ka)

ou (xo , yo) est une solution particuliére de (E) et k un entier relatif
quelconque.

Pour déterminer‘un couple particulier de solution, on utilise, par
exemple, I'Algorithme d'Euclide

qui permet de déterminer un couple (u,v) dans Z tel que au + bv = 1.
On saitqu'un tel couple existe si a et b sont premiers entre eux.

Le couple (cu, cv) est alors une solution particuliere de (E).

. Siaetb nesont pas premiers entre eux, alors si d est le PGCD de
aeth, etsidnedivise pasc

alors I'équation (E) n‘admet aucune solution dans Z2.

Si d divise c, on sait alors qu'il existe A, Bet C telsquea=Ad, b =Bd et
c=Cd

ou A et B sont premiers entre eux.

L'équation (E) s'écrit alors : Ax + By = C.
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On est alors dans le cas précédent.

(a) : 5x+12y =20

Un solution particuliére évidente est (-20 , 10) car

5.(-20) + 12.10 = -100 + 120 = 20.

Si (x, y) est une solution générale de (a) , alorsona:

5x + 12y =20

5.(-20) + 12.10 = 20

Donc, 5(x + 20) + 12(y - 10) = 0 ou encore 5(x + 20) = 12(10 - y).
Comme 5 et 12 sont premiers entre eux, cette égalité implique que’5
divise 10 -y.

Il existe donc k dans Z tel que 5k =10 -y.

Ceci conduit a : 5(x + 20) = 12k5 donc : x + 20 = 12k

Toute solution de (a) est donc de la forme (x =-20 + 12k , y = 10 - 5k )
ou k est un entier relatif..

On vérifie alors que le couple (-20 + 12k, 10 - 5K) est bien solution de
(a) pour tout k dans Z.

5(-20 + 12k) + 12(10 - 5k) = 20.

L'ensemble des solutions de (a) est donc

S={(-20 + 12k , 10 - 5k) ; keZ }

(b) : x+5y=1
S={(6k-4,k+1);kez}

(c) : 2x -5y =10
Un solution particuliére évidente est (x =5,y =0).
S={(5-5k,~2k);kezZ}

(c) : 6x +y =21
S={(3+k,3-6Kk);kez}

(d) :=2x+3y=9
S={(3k,3+2k);kezZ}

(e) : 25x + 31y =2
On cherche une solution particuliere. Appliquons alors I'algorithme
d'Euclide.

31=251+6
25=6.4+1
On déduit alors que 31 et 25 sont premiers entre (ce que I'on pouvait
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voir!!) et que :
6=31-25donc1=25-64=25-4,(31-25)=-431+5.25
On adonc 5.25-4.31 =1 ou encore 10.25 - 8.31 = 2.

Une solution particuliére est donc : (x =10,y =-8).

De 1a, on en déduit que I'ensemble des solutions de (e) est :
S={(10+31k,-8-25k); kez}

Exercice 14:
(E) : 36x - 25y = 5.

a:36u+25v=1

On applique I'Algorithme d'Euclide.
36=1*25+11,25=2*11+3,11=3*3+2,3=1*2 +1.
D'ou

11=(36-25),3 =(25-2*11) = 25 - 2*(36-25) = 3*25 - 2*36
2=11-3*3=(36-25) - 3*(3*25 - 2*36) = 7*36 - 10*25
1=3-1*%2=(3*25-2*36) - (7*36 - 10*25) = 13*25 - 9*36
On a donc la relation : 36u + 25v = 1lavecu =-9etv =13.

b: Solution particuliére de 36x - 25y =5

En solution particuliere de (E) est alors-: xo = 5*u, yo = -5*v

ou encore (xo = -45, yo = -65)

On peut aussi voir directement.que (5, 7) est une solution de (E)
L'ensemble des solutions-de (E) est donc I'ensembles des couples (x = -45
+25k , -65 +36k)

ou k est quelconque dans Z.

C'est aussi I'ensemble des couples (5 + 25k , 7 + 36Kk).

c: d =PGCD(x, Y)

Dire que d.est le PGCD de x et y revient a dire qu'il existe k et k'
premiers.entre eux tels que:

x = kd ety =k'd.

Si de plus (x, y) est solution , on a : 36kd - 25k'd = 5 ou encore d(36k -
25k" ) = 5.

Or, 5 est premier. Cette derniere égalité montre alorsqued =1oud =
5.

X et y sont premiers entre eux si et seulement sid = 1.
D'apreés le résultat précédent, comme d =1 ou 5, on peut dire que x ety
solutions et (E)
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et premiers entre eux si et seulement si ils ne sont pas tous les deux
divisibles par 5.

Or, les solutions de (E) sont x = -45 + 25k et y = -65 + 36k. avec k Z.
Comme x est divisible par 5 pour toute valeur k, on peut dire que x ety
sont premiers

entre eux si et seulement si y n'est pas divisible par 5.

Or, -65 =0 [5] et 36 = 1 [5] donc pour tout k dans Z, on a :

-65 + 36k = k [5].

y est donc non-multiple de 5 si et seulement si k n'est pas congrua 0
modulo 5.

Les solutions '(x , y ) de (E) telles que x et y soient premiers-entre eux
sont donc les

solutions (-45 + 25k , -65 +36Kk) telles que k eZ \ 5Z ou'5Z est I'ensemble
des multiples de 5.

On peut aussi utiliser la forme des solutions de'(E) , (x =5+ 25k ,y =7
+ 36k).

(x,y) est solution de (E) avec x et y premiers entre eux si et seulement
si y n'est pas divisible par 5 ou encore si-7 + 36k n'est pas congru a 0
modulo 5.

Or7+ 36k = 2+Kk[5].
y n'est donc pas divisible par 5 si et seulement si k n'est pas congru a 3
modulo 5.

Les solutions '(x,.y ) de (E) telles que x et y soient premiers entre eux
sont donc les

solutions (5 + 25ki , 7 + 36k ) telles que k ne soit pas congru a 3 modulo
5.

Exercice 15:
a=1234eth =1200.

a: PGCD et PPCM

Pour déterminer le PGCD de a et b, on peut tout aussi bien décomposer
ces deux entiers

en facteurs premiers ou utiliser I'algorithme d'Euclide.

1234 = 2*617 (617 est premier)
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1200 = 2**3*5%
Donc PGCD(1234 , 1200) = 2 et PPCM(1234 , 1200) = 2**3*5%*617 =
740400.

Avec l'algorithme d'Euclide, on a:

1234 = 1200*1 + 34

1200 = 35*34 + 10

34=3*10+4

10=2*4+2

4 = 2*2. Dernier reste non-nul , R = 2. Donc PGCD(1234 , 1200)= 2.
De plus, on sait que PGCD(a , b).PPCM(a , b) = ab.

On adonc : PGCD(1234 , 1200) = (1234*1200)/2 = 740400.

b: (E) : ax + by = 2dm

On sait que dm = ab. Donc on a une solution évidente de (E), a savoir le
couple (a, b).

Comme a = Ad et b = Bd avec A et B premiers entre eux, I'équation (E)
peut s'écrire:

(E) : AXx + By =2m

Comme (a, b) est une solution particuliére, on en déduit que I'ensemble
des solutions de (E)

est formé des couples (a + Bk, b -Ak ) ou k eZ.

Dans le cas de a = 1234 etbh =1200,0na A =617 et B = 600.
L'ensemble des solutionsde (E) s'écrit alors :

(617 + 1200k , 1200.-.1234k) , k eZ.

Exercice 16:
(E) : 36x -49y =13

a: On’peut remarquer qu'une solution particuliere de (E) est
(x=-1,y=-1).

L'ensemble des solutions de (E) est donc formé des couples
(x=-1+49, -1+ 36k)oukeZ.

On peut aussi déterminer une solution particuliere de (E) en utilisant
I'Algorithme d'Euclide, mais pourquoi ne pas faire simple quand cela est
possible?

b: Dire que (x2, y?) est solution de (E) revient a dire que I'on a:
36x2 - 49y2 = 13.
2010-2011
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Or 36x2 - 49y2 = (6x - 7y)(6x + 7Y).

On obtient alors I'égalité : (6x - 7y)(6x + 7y) = 13.

Comme 13 est premier, ces seuls diviseurssont : 1, -1, 13 et -13.
On peut alors dire que (x2, y?2) est solution de (E) si et seulement si :

(6x-7y=1etbx+7y=13)
ou (6x - 7y =-1et6x + 7y = -13)

Si(6x-7y=1etbx+ 7y =13)alors 12x = 14 . Impossible car x est
entier.
Si (6x -7y =-1letb6x + 7y =-13) alors 12x = - 14 . Impossible aussi.

Conclusion: Il n'existe aucun couple de la forme (X2, y? ) solution de (E).

c: Dire que (x ,x) est solution de (E) revient a dire que =13x = 13.
Donc la seule valeur possible pour x est : x = -1.

Exercice 17:
(E) : 2x + 5y = 1000 et (F) : 2x2 + 5y2 =1000

a. Un solution particuliére de(E) est': (x =500,y = 0).
L'ensemble des solutions.de (E) est alors forme des couples
(500 + 5k , -2Kk)
oukeZ.
b. On traite simultanément les question b: et c:
Si (x,y) estsolution de (F) alors 2x2 < 1000 et 5y2 < 1000. D'ou
X2 <500 ety? <200. On a bienalors | x| <23et|y| <15 car x et
y sont entiers.
L'ensemble des solutions de (F) est donc inclu dans I'ensemble des
couples (x,Yy)
appartenant a {-22 , -21, ...... , 21,22 x{-14,-13, ..... , 13,14},
Cet ensemble est fini (produit cartésien de deux ensembles finis)
donc I'équation (F) possede un nombre fini de solutions dans Z2.
Voir au-dessus.
d. On remarque que (X, Yy ) est solution de (F) si et seulement si (| x |
, |y |) I'est aussi. Simple probleme de parité. On peut se contenter
de chercher les solutions de (F) tellesque x >0 ety > 0.
Or (x,y) estsolution de (F) avec x ety > 0 si et seulement si ( x2,
y2 ) est solution de (E) donc, si et seulement si il existe k dans Z tel
que :

134
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X2 =500 + 5k et y2 = -2k.

On en déduit que y est pair. Les valeurs possibles de y sont alors 0
,2,4,6,8,10,12et14.

Les valeurs de k correspondantessont: 0,-2,-8,-18,-32, -50,

-72 , -98.

Les valeurs de x2 correspondantes sont : 500 , 490 , 460 , 410, 340
, 250, 140, 10.

Comme aucune de ces derniéres valeurs n'est un carré dans N, on

en déduit que (F) n‘admet aucune solution.

Si (X0, yo) est une solution de (F) avec xo et yo > 0, alors::

2x0%2 = 1000 - 5yo? d'ou

2x0? = 5(200 - yo?). 5 est 2 sont premiers entre eux donc 5 divise xo0? ,
(Théoréme de Gauss).

De plus, comme 5 est un nombre premier, s'il divisexo?alors il divise xo.
De méme , yo est divisible par.2.
Posons alors xo = 5x; et yo = 2y;. En remplacant dans (F), on obtient
alors:
2(5x%1)? + 5(2y;1)? = 1000 d'ol 5x42 + 2y,2 = 100.

L'équation (F1) : 5x2 + 2y2 = 100 admet donc une solution dans N.
On vérifie alors comme précédemment, que x1 est divisible par 2 et que
y1 est divisible par 5.

On pose alors x; = 2x, ety; =5y, et on vérifie que 2x,2 + 5y,2 = 10.
L'équation (F2) : 2x2 + 5y2 = 10 doit donc admettre une solution dans N.
On réitére encore une/fois,ce procédé et on montre alors que I'équation
(F3) : 5%2 +2y2 = 1 admet une solution dans N.

Ceci est évidemment faux.

Donc, A'hypothese que (F) admet des solutions est fausse.

Exercice 18:

1. Best sur I'axe des abscisses et C sur I'axe des ordonnées. Donc les
coordonnées de B sont (x ; 0)
et cellesde Csont (0 ;y). D'ou les coordonnées des vecteurs :

AB(x —12,-18) et AC (-12,y —18)

La relation (AB,AC) E—%[zn]implique que le produit scalaire
AB.AC =0, d'ol
X et y vérifient la relation -12(x-12) - 18(y-18) =0
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D'ou le couple (x ; y) vérifie I'équation 2x + 3y = 78 aprés
simplification.

2. a: En passant par les affixes des vecteurs AB etAC , on peut voir
que (AB,AC) z—%[zn]

si et seulement si
~12+(y -18)i _
(x —12)-18i
Ceci peut aussi s'écrire:  (-12 + (y-18)i)( x - 12 + 18i) = Ki
avec K réel <0.
D'ou (x ; y) vérifie :

ki avec kunréel <0

-12(x - 12) - 18(y - 18) + i[(y-18)(x-12) - 216] = Ki avec K réel <0

Ce qui conduit a:

2x + 3y =78 et (y-18)(x-12)-216 < 0.
Or,si2x+ 3y =78 alors (y - 18)(x - 12) - 216 = -(2/3)x2 + 16x - 312
et -(2/3)x2 + 16x - 312 < 0 pour tout x réel (second degré et
discrimant <0....)

Donc la condition pour avoir (AB;/AC) E—%[zn]se résume a
"2x + 3y = 78",

b: Un solution particuliére est xo = 12 et yo = 78.
c: (X ; y) solution de(E) si et seulement si 2x + 3y =78

Or, 2xo + 3yo.= 78/donc (X ; y) solution de (E) si et seulement si
2(x-x0) + 3(y-yo0).=0

D'ou, si et seulement si 2(x-x0) = -3(y-yo0)

2 et.3,sont premiers entre eux. Le relation prcédente montre que 3
divise.2(x-x0)

donc '3 divise (x-xo0) donc il existe k entier relatif tel que x-xo = 3k
ou encore x = 3k+x0

D'ou 6k =-3(y-yo) d'ouy =yo - 2k. avec xo =12 et yo =18

Donc les solutions de (E) sont nécessairement de la forme
(x=12 + 3k ;y=18-2k) avec k entier relatif.
On vérifie alors que le couple (12 + 3k ; 18 - 2k) est bien une
solution de (E).
Donc que I'on a bien toutes les solutions sous cette forme.

d: -6 <x <21 sietseulementsi-6 <12+ 3k <21 si et seulement si
2010-2011
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-6<k<3

-5 <y <14 sietseulementsi -5<18- 2k <14 si et seulement si

2< k<115

D'ou, comme k est entier relatif, k =2 ou k = 3.
D'ou les deux seuls couples correspondants (18 ; 12) et (21 ; 9)

Exercice 19: v
1.
Il est immédiat que f
est la rotation de centre
O et d'angle de
mesure % .
6
2.
Pour n =0 la formule
est vérifiée.
(7 5Snx
Si z, =e|(5+Tj , alors
par définition de M, et de f,
Zha :ei(%snTﬂ)eS%
. i(£+5(n+l)7rj ' o
Soit: z,,=e‘? 2}’ Ilaformule est donc encore vraie a l'ordre
n+1.
En résume si laformule est vraie a I'ordre n, elle est encore vraie a
I'ordre n + 1.
Il en résulte donc bien que la formule est vraie pour tout entier
natureln.
3.
Deux points M, et M, sont confondus si et seulement si
z 5”—”—(£+5p—”j est multiple de 27z, c'est a dire 2" =P) ggt
2 6 2 6 6
multiple de 2.
Ces deux points sont donc confondus si et seulement si 5(n-p) est
multiple de 12, c'est a dire que 12 divise 5(n-p).
12 est premier avec 5 : il divise donc (n-p) (theoréme de Gauss).
Par conséquent les points M, et M, sont confondus si et seulement
si (n-p) est multiple de 12.
4,
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a. On vérifie :12.4 - 5.9 =48-45=3.

Le couple (4 ; 9) est bien solution de (E).

Si12x - 5y =3 et 12, alors 12(x-4) - 5(y-9) = 0 ou encore

12(x-4) = 5(y-9).

5 divise 12(x-4) , et est avec 12 donc 5 divise (x-4).

Les solutions sont alors les couples (4+5k ; 9+12k) avec k dansZ.

b. M, appartient a la demi-droite [OXx) si et seulement si

%+5nT” est multiple de 2 7,
(pour le voir, considerer les arguments des nombres
omplexes!)
c'est a dire est 3+5n est multiple de 12 ou encore, il existe x
entier relatif tel que
3+5n =12x ..c'estadire de 12x-5n=13".
Dapres (a), les entiers naturels n sontn = 9 +12k , avec k
entier naturel quelconque.

Figure demandee a la question 1.

Exercice 20:

1. Une solution particuliéere de 6x + 7y =lest (x,y) = (-1, 1)

Donc une solution particuliére de 6x + 7y = 57 est

(X 1 y) = (_57 ) 57)

Si (x, y) est-une solution de 6x + 7y = 57

comme 6(-57) + 7(57) =57 ,ona: 6(x+57) + 7(y-57) =0
6-et 7 sont premiers entre eux, donc 6 devise (y-57).

Donc il existe un entier relatif k tel que (y-57) = 6k ou encore,
y =6k + 57,

On remplace alors y par 6k + 57 dans 6(x+57) + 7(y-57)=0
et on obtient x = -7k - 57.

On vérifie alors que pour tout entier relatid k, (-7k - 57 , 6k + 57)
est bien solution de (E)

L'ensemble des solutions de (E) est donc formé des couples
(-7k - 57, 6k +57)

ou k est un entier relatif quelconque.
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Solutions

2. Le point M(x,y,z) appartient au plan (O;i , j) si et seulement si z =0

Donc M(x,y,z) appartient a P et a (O;i,j) si et seulement si ses
coordonnées vérifient

z=0etbx+ 7y =57

Si les coordonnées de M sont entieres, d'apres la question 1:, il
existe un entier relatif k tel que:

X =-7Tk-57 et y =6k +57

Comme on veut x et y entiers naturels, on a donc -7k - 57 > 0 et 6k
+57>0

D'ouk<-57/7etk>-57/6.D'u, k étant un entier, on a: ' k="-9.
Onaalorsx=6ety=3

Conclusion:

Il existe un unique point a coordonnées entieres naturelles
répondant a la question:

C'est le point M(6 ; 3 ; 0).

. a:Siex+ 7y +8z=57alors 7y =57 [2] doncy =1 [2] , c'est a dire,
y est impair.
b: Encore une question de congruence !

6Xx + 7y + 8z =2y + 2z [3] et 57 =0 [3]

Donc, en posanty = 2p+1, ona : 2(2p+1) + 2z =0 [3]

Ouencore : p + 2 + 2z 03]

Onaalors: p +z<-2[3]ouencorep+z=1[3]

Donc, le reste de la division euclidienne de p+z par 3 estR = 1.
c.p+z=3q+ldoncz=3q+1-p.

On a 6x + 7y.+'8z = 57 donc 6x + 7(2p+1) + 8(3g+1-p) =57

Ce qui donne 6x + 6p + 24q =42 etdoncx+p+4q=7

Comme X ;p et q sont des entieres naturels, on a alors
0<4g<7

doug=0o0uqg=1
d: Pourg=0,onap+z=1,donc (p=0etz=1) ou (p=1 et z=0)

-—---Sip=0etz=1lalorsy=1letx=(57-7y-82)/6=7.0n
alors la solution (7,1, 1)

————— Sip=1letz=0alorsy=3etx=6 .0Onaalorsla
solution (6, 3, 0)

Pourqg=1,0onap+z=4 donc (p=0 et z=4) ou (p=1 et z=3)
ou (p=2 et z=2) ou (p=3 et z=1) ou (p=4 et z=0)

————— Si p =0 alors de 'x+p+4q=7',on ax = 3, d'ou la solution
(3,1,4)

----- Sip=1lalorsonax=2d'ou lasolution (2,3, 3)

----- Si p=2alorsona x=1d'ou lasolution (1,5, 2)
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------ Si p=3alorsonax=0d'ou lasolution(0,7,1)
—————— Sip =4 alors x = -1, et la solution obtenue n'est entiere
naturelle.

Exercice 21:

1: Passer par I'alogorithme d'Euclide: Posons a = 2003 et b = 123
a) a=16xb+35 , b=3x35+18 , 35 =1x18+ 17, 18 = 1x17 + 1.
Donc,
35=a-16xbet 18 =b-3x35 donc 18 = b - 3(a-16xb) =49 -
3a
17=35-18 donc 17 = (a- 16b) - (49b - 3a) = 4a - 65b
1=18-17 donc 1= (49b-3a)- (4a-65b) =114b - 7a.
On adonc une solutionuetv:u=114etv=-7

b) La relation 114x123 - 7x2003 = 1 implique que 114x123 =1 [2003].
Il existe donc bien un entier relatif ko répondant a la question.
On peut choisir ko = 114.

c) On sait que 123ko =1 [2003]. Soit x un entier relatif:

Si 123x =456 [2003] alors kox123x=456ko [2003] donc x =456ko
[2003]

Si x =456ko [2003] alors123x'=456ko123 [2003] donc 123x =456
[2003]

On a bien I'équivalence demandée.

d) Les entierserelatifs verifiant 123x =456 [2003] sont ceux vérifiant X =
456ko [2003]

Or, 456ko =1909 [2003] donc I'ensemble des x entiers relatifs
vérifiant: 123x =456 [2003]

est I'ensemble des x tels que x =1909 [2003] donc de la forme x =
2003k + 1909

ou k est un entier relatif quelconque.

e) Et pour cause! C'est x =19009 .....

2: 1<a<2002
a) 2003 est premier donc il est premier avec tout entier a compris entre 1
et 2002,
Donc PGCD(a, 2003) =1
D'apreés le Théoreme de Bachet-Bezout, on sait qu'il existe alors deux
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entiers relatifs
n et m tels que 2003n + am = 1.
Donc: tels que 2003n + am =1 [2003] d'ou il existe bien m entier tel
que am =1 [2003]
b) Si b est un entier quelconque, alors en particulier, on a : abm =b
[2003].
Or, il existe un entier x tel que 0 < x < 2002 et x =bm [2003]
x est simplement le reste dans la division euclidienne de bm par 2003.
De plus, si existe un autre entier y compris entre 0 et 2002 vérifiant
ay =b [2003]
alors ax zay [2003] donc a(x-y) =0 [2003].
a(x-y) est alors divisible par 2003. a est premier avec 2003 donc 2003
divise (x-y).
Comme x et y sont entre 0 et 2002, on a |x-y| < 2003. Donc la seule
possibilité est |[x-y| = 0.
D'oux=y.
Conclusion: Il'y a bien existence ET unicité de-la solution de
0 <x <2002 et ax =b [2003]
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Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O, OA,0B) et |

le milieu de [AB]. On considére I'application f de P\{I} dans P qui a tout
Z2—i

27 —(1+i) "

1) a) montrer que A et B sont les seuls points invariants par f.

b) préciser les affixes des antécédents de | par f.

point M d'affixe z,—é% associe le point M' d'affixe z'=

. . N2
2)a) soitze C \{1,%}. Montrer que Z—_'lz(ij :

- z-1
2
, . BM' BM
b) en déduire que pour tout M eP\{AB,I}ona —=|—— | etque
) que p eP\{AB,1} IVE (AMJ q

(AM',BM*)=2(AM ,BM )[27] .
c) sur quel ensemble se déplace le pont M' lorsque M se déplace sur le
cercle de diamétre [AB] privé de A et B.
3) soit A la mediatrice de [AB]. On suppose que M est un point de
A{1}.
a) verifier que M’ eA.
b) construire le point M a I'aide d'un point M de A\{1}.
1) résoudre dans C I'équation
(E): 22-(2cos @ +i)z+1+sin O+icos §=0; & e[o,%].

2) le plan complexe.P est rapporté a un repére orthonormé direct ©,i, j)
- soit A et B les points d'affixes respectives za=e " ? et zg=i+e'? ; I le
milieu de [AB]
a) déterminer J'ensemble des points des points B et | lorsque & décrit

T
[O’E]'
b) écrire zgz sous forme exponentielle.
c) déterminer & pour que O, A et B soient alignés.
3) déeterminer I'affixe du point C pour que OACB soit un rectangle.
Soit Qun réel de ]0, [ et (E) I'equation:
(1-i)z2-2(1+e' )z+(1+i)(1+e' ?)2=0

1) a) résoudre dans C I'équation (E).

b) écrire chacune des solutions de (E) sous forme exponentielle.
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2) le plan P est munie d'un repére orthonormé (©,i,j) , on désigne
par M; et M, les points d'affixes respectives
2, =1+¢e" et z, =i(1+€'?). Déterminer et construire I'ensemble des
points M; et M, lorsque @ décrit ]0,z[.
3) a) montrer que OM M, est un triangle rectangle et isocéle en O.

b) soit B le point d'affixe 2i. Déterminer le réel & pour que OM;BM,
soit un carré.

Exercice 4:
Le plan P est rapporté a un repére orthonormé direct (©,i,j) . on

consideére les points A et B d'affixes respectives i et % . Soitf

I'application de P dans P qui a tout point M d'affixe a associe le point M’
d'affixe z'=(1-i)z-1.
1) a) vérifier que f admet un seul point invariant que I'on précisera.
1 V4 , .
b) on pose z=——¢'? ; 9e]= z[ . Déterminer la forme
yonp NA €] > [

exponentielle de z'.
2) a) on suppose que M = B; montrer que arg z' = —%JF(T,W)[ZE] .

b) en déduire I'ensemble. E={M(z2); ' €IR*}.
3) on suppose que M=A.
a) montrer que le triangle AMM' est rectangle et isocéle.
b) on se donne_un point M d'affixe z (z=)
déduire une construction géometrique de chacun des points :
o M'tel quez'= (1-i)z-1.
o M"daffixez"=(1+i)z-1
1) résoudre dans C I'équation (E): z2-2iz-1+e??=0 ; 6 €]z, 2x[.
2) Dans le plan rapporté a un repére orthonormé directe (0,i,j) , on
consideére les points A, M et M" d'affixes respectives 2i, z'=i+ie '’
et 2"'=i-ie'?.

a) montrer que Zz_ = —itg(g).

b) Montrer que pour 8 €]z ,27z[, OM'AM" est un rectangle.
c) Déterminer &pour que OM'AM" soit un carré.
d) Deéterminer I'ensemble des points M' lorsque @décrit ] z,27[.
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Exercice 6:
_le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O, uv). On

consideére pour tout €]0, Z /, I’équation (E) : 72-2ie'’z-4(1-i)e*’=0.

1/ résoudre dans C [’équation (E ). _ _
2/ on consideére les points M’ et M’ d affixes respectives 2¢'’ et —2(1-i)e'’
et le point N image de M’ par la rotation de centre O et d’angle z

a/ montrer que pour tout 96]0,%[, M’ appartient a un cercle { quel’on

précisera.
b/ déterminer [’affixe n du point N.
¢/ montrer que OM’NM’’ est un parallélogramme.
d/ en déduire une construction du point M’ a partir de M. _
3/ a/ déterminer en fonction de @le module et un argument de —2(1-i)e'’.
b/ déterminer [’ensemble des points M’ lorsque @ varie dans ]O0, z [.
4/ Soit (E’g) : (V2 2-1)*=(-2+2i)e'’Z.
a/ déterminer les racines cubiques du nombre complexe (-2+2i)e'’.
b/ soit x €]0,24\{ 7} ; montrer I'équivalence -

\/Ei—lzﬁeix N \/E

=

. X
(d+icotg (E)

4
¢/ en déduire les solutions.de- équation (E’ ).
Exercice 7:

le plan complexe est rapporté’a un repére orthonormé direct(O, u,v), on
désigne par A et K les points d affixes respectives 1 et 1+i et I et J les
affixes de iet—i.

1/ C'le cercle'de centre O et de rayon 1, soit N un point de £ distinct de |

etJ; onnote (' u, ON)=t[27].
a/ quelle est la nature du triangle INJ ?

it .
+1

b/ mantrer que pour tout t IR\ {%+kﬂ ,KeZ} le nombre en - est

e —1
imaginaire pur.
2/ on designe par 7le cercle de centre A et de rayon 1, soit r la rotation
de centre O et d’angle %.

al tracer/ et son image 7"’ parr.

b/ on note M’=r(M), ou M un point du plan ; exprimer [’affixe z’ de M’
en fonction de [’affixe z de M.

¢/ déduire I’antécédent H de K par r.
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3/ dans cette question M e/ distinct de H et K d affixe z, on
note(y, AM ) = f127.

a/ vérifier que z=1+e".

r—a+n=ie”+i

2-(1+D) @ i

¢/ montrer que M, K et M’ sont alignés.

d/ en déduire une construction de M’ connaissant M.

Exercice 8-
fest lapplication du plan dans le plan qui a tout point M d’affixe z

2 _
_ 1l , 0€]0,Z [, z= cosP.
22-2c0s6

b/ montrer que

associe le point M’ d’affixe z’ tel que z’=

1/ determiner les points invariants par f.
2/a/ démontrer que 2cos@e'’-1=e".

b/ prouver que pour z=cosédon a: Z'_efie _ By

z-e Z-e
, 2
c/ en déduire que (M 'B,M 'A) =2(MB,MA)[27] et M IB =(@j avec
M'A (MA

A(e'%) et B(e™9.
3/ a/ montrer que si M appartient au cercle ¢ de diametre [AB] alors M’
appartient au segment [AB].

b/ le cercle £ coupe la droite des abscisses (O, e:) en E et F; montrer
que f(E)=f(F)=A:B.
4/ montrer que si M appartient a un cercle de centre | et passant par A et
B alors les points. A, B, M’ et I sont sur un méme cercle ou alignés.
Exercice 9:
pour tout:z €C.on pose P(z2)=1+z+z2+7°+7"+2°+2°.

1/ montrer que pour tout zeC\{1} on a P(2)= %

2/ determiner les racines septieme de ['unité dans C; en déduire les
solutions de [’équation P(z)=0.
3/ montrer que pour tout zeC ; P(2)=

(z2—2c0527” z +1)(22—2(:os47” z +1)(22—2c05677Z z+1).
4/ montrer que P(z)=0 signifie Z=z+%
Z°+72-27-1=0
en déduire que cos 2% ; cos®Z et cos®Z sont racines de I'équation (E):
8X°>+4x2-4x-1=0
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2ir

5/ on pose w=¢7".

a/ montrer que pour tout zeC on a P(z)=(z-w)(z-w?)(z-W*) (z-w*)(z-w°) (z-
wo).

b/ en déduire que (1-w)(1-w2)(1-w) (1-w*) (1-w°)(1-w°)=7.

c/ en utilisant un calcul de modules, montrer que :

.o . 27 .31t . 4r . 57 . 61 7
SIn —SINn——SIn —SIN—SIN—SIN— = 5
7 7 7 7 7 7 2

Exercice 10:
soit I’équation (E) : 2-2(1+icos@)z+2icos6=0 ; ou 96]0,%[ .

1/a) résoudre dans C [’équation (E).

b) on note z;=1+ie'’ et z,=1+ie '’ écrire z, et z, sous forme
exponentielle.
2/a) déterminer chacun des ensembles des points My-et M, d affixes z; et
Zp

lorsque @décrit ]O, %[ .
b) soit | le milieu de [M1M,] ; quel est L'ensemble décrit par I lorsque
0 décrit ]o,g[ ?

3/ soit 'application v : P - P ; M(z) & M'(z’) tel que z’= e 4%2+2ising
e’

a) caracteriser [’application.r,

b) montrer que My=r(M, ).

c) déterminer alors la nature du triangle AM; M, ou A(1).
déterminer & pour-que AM; M, soit rectangle isocele.

4/a) montrer que lorsque @varie sur]0, %[ la droite (M; M, ) a une

direction fixe.
b) endéduire & pour que OAM,M; soit un losange.

Exercice 11.

Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (o.u.v).
Soit 'équation (E) : 7°=i(z-1)°.

1/ montrer que si z est solution de (E) alors |z|=]|z-1]|.

A quelle ensemble & appartient alors M ['image de z ?

2/ on pose arg(z)=H[27].
a) montrer que si M(z) esalors arg(z)+arg(z-1)=[2].
b) pour quelles valeurs de 6, z est solution de (E) ?

3/a) construire dans le plan les images des solutions de (E).
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b) déduire la forme exponentielle de ces solutions.

Exercice 12: _ .
soit OelR et I’équation (E) : €*%72-e'%2+1=0.
1/ résoudre (E) et mettre ses solutions sous forme exponentielle.

—A8E) — i+ L) . ,
2/ on pose z;=e" " 3’ etz,=e" " 3’ ; My et M, les points d affixes z; et z,.

a) Vérifier que z, =e?’z,.
b) déterminer #dans chacun des cas suivants :
I/ My et M, sont symétriques par rapport a [’axe des abscisses.
ii/ My et My sont symétriques par rapport a [’axe des ordonn€es,
c) est-il possible que M; et M, soient symétrigue par rapport a
[’origine.
3/ on pose pour NeIN* : S,= 71+ et S'h=271+27}.
a) calculer enfonctiondenet &:S,et S, .
b) vérifier que si n=3p, p eIN* alors S,=S",.
c) montrer que fim % 0.

n—+oo
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Exercice 1:
1)a) M(z) invariant par f < f(M)=M

-
z:z—|_<:>22—(1+i)z+i:0<:>z:i =Zg0uz=1=12z,
22—(1+1)
d’ou les points A et B sont les seuls points invariants par f.
b) f{(M)=I <
72— 1+1 z2-i

A= T 2 T2 (e DA (Ar)=0

<z=0o0u z=1+i
les antécédents de | sont O et le point d'affixe 1+i.

1) a)
2 —i i
z'—i:22—(1+i) :zz—i—2iz+i(1+i):22—2iz—1:(z—i)2:(z—i)?_
z'-1 22—l 4 2-i-2z+(1+i) 22-2z+1 (z-1p “z-1
2z —(1+1i)
b) Z:_i :(z—i)2 <:>|zl'—i|:(|z—i|)2<:>B_I\/I":(%)2
z'-1 z-1 |z'-1| “|z—-1] AM AM

20\ et 22 207 < 2arg( 25
arg(£—) =arg(* =) [27] = 2arg(—3)[ 2]

(AM',BM")=2(AM ,BM )[27]
c) M est sur le cercle de diametre [AB]

:(W,W)z%[z] —2(AM ,BM)=0[z] = (AM',BM ") =0[ =]

= M est sur la droite (AB) privée de A et B.
2) a) MeA = MB=MA = BM'=AM' = M'eA.
b) le point-M' est le centre du cercle circonscrit au triangle AMB.

Exercice 2:
1) A=(2c0s 6 +i)?-4(1+sin @ +icos 0)=4c0s26-4sin G-5=4-4sin2@-4sin 6-5
=[i(2sintt +1)]2
zZ' :(ZCOSQH);(ZIS'WH)=i+cos.6?+isin6?:i+ei
o (2cos@+i)—(2isin@+i)
- 2
Sc={i+e'% ey

4

1

=Cc0s@—isind =e~
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2)
: : zg —i|H "
zg=i+e? o z5-i=e’ o 25 —THe"] _ 0e[0,2]
arg(zg —i)=arg(e'?)[27] =6[2x] 2
B=1 -
= fe[0,—];3(1)
(i,JB)=0[2x] 2
< B décrit I'arc LP du cercle de centre J(0,1) et de rayon 1 ou.L(1+i)
et P(2i).
N /B 1)
ZI:ZA+ZO=I+E +e :1”(:059
2 2 2
= Ona x| =cos® 0e[0,2] 1
= | . 27Ny
V=3 xj €[0,1]
| décrit le segment [RQ] avec R(%i) et Q(%i+1)
b)
: : i(6-2)
zg =i+e? =i(1-ie'?)=i(1+e. /2))
0" 0-" 0"
Tl i) A2 2y | T T
=e2|e 2 (e 27/4e 2 )|=e2e 214 Zcos(g—z)
0
i(—+=)
ZZCQS(Q_Z)e 2 4
2. 4
ona:O£9££:>Oggszz—zsg—ZSO:cos(g—£)>0.
2 2 4 4 2 4 2 4
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c)
0,A,B aligniés < (OA,0B)=0[ 7] < arg(*8)=0[ 7]
Zp
o argzg—argz, =0[ 7] & L+ 7 —(-0)=0[r] & 2 =" [x]
2" 4 2~ 4

<:>9:—£+2k—7z;keZ

6 3
0<9<” —o0< Fi T 7 o 2 e

2 6 2 6 2

3) OACB rectangle <» OACB est un parallélogramme et (ﬁ,(ﬁ)sg[zﬁ] .

= 1 est le milieu de [OC] = %C:z| = 78.= 26080 + i

(OAOB)="[272]1 =0 4% Z kg = 0=Z M7 g c10.7]
2 2 4 2 6 3 2

—0==
6
= ZC :'\/§+i

Exercice 3:
1)a)

A=4(1+e7)2 2801+ €7 )2 = —4(1+e'? )2 =[2i(1+€")]?
' 2(1+¢" )#2i(T+ei?) (1+i)(1+e")

: =2 =i(1+e'?)
2(1-1) (1-1)
o _ 2(1+e‘9)—2_i(1+ei9):1+ei6
2(1-1)
Sc ={1+e"i(1+€" )}
b)
.0 o .0

- i— —i= i— i—
1+e'? =¢ 2(e 2+e2)=2cosge2 (ge]og[:cosg>0)

T .0 .0
: i— i— i(=+>)
i(1+e')=¢ 29c0s%e2 =2c0s%e 2 2
2 2
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2)

i0
|2 -11He" |

21=1+e’ =71 -1=¢’ & .
arg(z; 1) =arg(e' )[ 2]

-

(i,IM;)=0[27]

< My décrit le demi cercle supérieur privé de O et B(2)
= z,=i(1+e'?) = -sin @+i(1+cos )
X=-sind
y=1+cosé

ona: x>+(y-1)>=1 = M, est sur le cercle de centre J(0,1) et de rayon 1.
Comme: 0<f <7 = -1<-sinfd <0 et 0.<1+cosHh<?2
Alors -1 <x<0 et O0<y<?2
Par suite M, décrit le demi cercle indique surla figure.

3)a) ’

OM; 9z |= 2cos§ ; OM, g2, |= 2cos§

donc le point M, est de coordonnées : {

C

OM;=0M, = le triangle OM;M, est isocele en O.

(OMl,OMZ)EargZ—Z[Zﬂ] =argz,—argz;[2r] EQ-I-Z—Q[ZE]

Z 2 2 2
(OM,,OM, ) z%[zz]

= le triangle. OM:M, est rectangle en O.
b) I'affixe du'milieu de [OB] est i

i9 .
affixe du milieu de [MyMy] est (- 21

OM;BM, est un paralléelogramme si et seulement si:

. . i . i 1 i
(1+e' ) (1+i)=2i < 1+¢€" :2—|_<:>e'9 :Z—I_—lz 1+_| =i=e?
1+1 1+i 1+1
et 0 €10,7[ = ezg
2010-2011
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pour Hzg OM;BM;, est un parallélogramme et OM;M, est un triangle

rectangle isocele en O alors OM;BM, est un carré.

Exercice 4:

1) a) M(2) invariant par f < f(M)=M < z=(1-1)z-1 < z=i

le point A est le seul point invariant par f.

b)
i i i(0-2)
z':l\/_zle'g—lze 4elf _1=¢ 41
0-" 0-" 0-"
i(—5)] =4 it | ilE
=e 2 |e 2 -—g 2 =e282isin(g—z)
2 8
0 x Gty 9z (G
=2sin(=-=)e 2 8 2 =2sin(=-=9e 2.8
2 8 8
ona:ngSE:ZSQSZ:ZSQ—ZSB—”:sin(———)>0
2 4 2 2 8 2 8 8

2) a)

arg(z’)=arg((1-1)z-1)[2z] =arg((1-1)(z —%))[27:]

zarg(l—i)+arg(z—17+i)[27r] E—%+(T,W)[2ﬂ]

b)

2 eR. <argz'=r[2rx] @—%(T,W)sﬂ[zﬂ]

@(T,W)s%”[zﬁ]

par suite E=[BA)\{B}.
3) '=z-iz-1 < 7'-z=i(i-2)

" |Z-z|=lili-z] < |Z-z|=iz]

M.

. arg(%)zargi[Zn]

@(m,W)z%[zﬂ]

d'ou MAM' est rectangle en M.

b)

www.zribimaths.jimdo.com
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L.S.ElRiadh Womﬁfes comp[exgs Mr Zribi

4 ée Maths Solutions

= Etant donnée un point M, on place le point M’ tel que MAM' est un
triangle direct rectangle isoceleen M. ( M' = r(M ,,)(A))

= 7"=7' parsuite M" =S 07 (M).
étant donnée un point M, on place le point M’ puis le point M"= S(Oj)(M')

Exercice 5:
1) A= —4+4(1-e%9)=—4e2i0 =(2ie'? )

. . 0 ) N TP [ .
v 21+ 2ie _ | +ie|g : 7" — 21—-2ie — | _ieI9

2
Sc ={i+ie"i-ie'"}
2) a)
. . ig —ig ig 2isi 0
2 _i-ie’ _1-eY e?(e 2-e?) ~ 'SmZ—_ith
z' i+ie? 149 ¢ 49 ¢ 20052 2
e2(e 24+e2) 2

b) Z1E i et —ZA;Z‘):i

= OM'AM" est un parallélogramme.

(W,W)zargzz—'[br] zarg(—itgg)[Zn] z%[zn]

= OM'AM" est un rectangle.

. le 0 OM mn
coona: |—=tg—=——
z' 2 OM'

pour que OM'AM" soit un carré il suffit que OM'=0OM"

oM ZoM" oigfo1 ol kr o Z KT
2 2 4 2 2

comme 7<0<2r :>9=377Z

Si ¢9=37” = OM'AM" est un carré.
d)

2010-2011
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L.S.ElRiadh Womﬁfes comp[exgs Mr Zribi

4 ée Maths Solutions
_ o ie+D)
z'—i:iei‘gzel(e%)@ [Z=iHe =L
. 7Z'
arg(z'—i)sarg(e "2 N 2r]
JM'=1
S . J(i
(i,JM')Emf[zﬂ] (1)

comme 7 <60<2rx :>37<(|JI\/I )<577[

par suite M" décrit I'arc OA du cercle de centre J et de rayon 1 privé des
points O et A.

Exercice 6: _ _ _
1/al A= ®%(12-16i)=e*(4-2i)? d’ou une racine de Aest 5="e '(4-2i)
2= 2ig! —e'9(4 2i)_, Sl ¢z s 2ig!%+¢!%(4-2i) it

2

en fin SC—{z Lz
2/a/ona OM’=

b/ N=r(M’) alors n=iz’ =2ie'’.

c/ on a aff(mo )= -2¢'? et aff(\wr)=-2e'" d’oir WO =Nw" et par suite
M’OM’’N est un parallélogramme

d/ona: mo=Nw" d'ou t5(N)=M"" et par suite M=t o5 o r (M’)
M’ étant donné on place le point M"’=t o5 or (M)

3/al -2(1-)e'%=e'" 2 V24 £"0=212 € 3”)

b/ onaz’=2V2 ei(‘%Tﬂ) signifie OM’’= 2V2 eta= (qu j=0+3Z 27
Si 06]0,%[ alors.M”” est sur le cercle de centre O et de rayon 2 V2 et est tel que
ae]- 32- 2,

4/al les'racines cubiques de -2(1-i)e'’ sont les racines dans C de I’équation u>=
-2(1-i)e"”
on pose u=re” d’ou r®e*’=212 ) o =) et 3p=6+3 +2kz,

keZ
0 0,11 0,19
don u ef 2" 35 o3t Bel(3t 12 )

|9

cotaX
b/ x€]0,2-\{~} ; @:\/_eix - 7 \/Eix (ona: e i+cotg
i 2(1-e") —i+cotg%

2010-2011

www.zribimaths.jimdo.com Page 7



L.S.ElRiadh Womﬁfes comp[exgs Mr Zribi

4 ée Maths Solutions

21
2 : X
- i+cotg >

< I=

—i+cotg%

cotgX—i
o =272
2 -2

Vi
4
of (V0z-1)*=(-2+2i)e'%® @(ﬁ;—l)l(-yzi)ew o WB=(-2+2i)e'? avee

u= \/EZZ—].

o= (1+cotg%) .

0 0,11 0,19
o ue{ e 3T e 3T ) e 3t )y

szef @(mcotg(g%)) , %(1+icotg(g+lzlf4”)) ; @(mcotg(gﬁ%))}

Exercice 7:

1/a/ [1J] étant un diamétre de et N eS\{1,J} alors.INJ-est rectangle en N.
b/ telR\{%+k7r,keZ} ;

et e (e"H) lvig ie™ gL 2

on pose - u_eit_i_e—it(eit_i)_l_ie—it_i+e—it_ e—it+i o
d’ou u est imaginaire pur.

2/al on a r(A)HZI alors I” “ est le cerclede centre I et de rayon

b/ z’-10= €2 (z-20) d’ou z'=iz.

z -o (z-20) _ z \g

¢l x=izy d’ou zy =1-i. _
3/a/ on a oM=0A+0OH alors’ aff(OM )=aff(OA)+aff(AM) d’ou z=1+e'”

7'—(LH) _iz—(1+) i(1+el?) 11 igif-1 . ei%4i
z+(1H)  z—(1H)  14e%-14 e e

c/onaM g {HK} alors & E{%+k7z,k eZ} d’ou elfﬁ: est imaginaire pur
oo

alorsié
e

alors. arg(i €1 )=0[ 7] alors arg (2-%0)=0[] et (M=H=> r(M)=r(H) = M ’=K)

el z+(1+i)

10, i z
- est reel
=l

alors (W’A,WFO [7] d’ou K, M et M’ sont alignés.
dl ona: Mel'douM’ el et M" e(MK)\{K} d’ou M’=I"‘n (MK){K}.
on trace la droite (MK), elle coupe le cercle /™ en K et un deuxiéme point M.

Exercice 8 :
2010-2011

www.zribimaths.jimdo.com Page 8



L.S.ElRiadh Womﬁfes comp[exgs Mr Zribi

4 ée Maths Solutions

2-1
22-2c0s0
A’=cos?0-1=-sin2@ une racine carrée de A’ est 5= siné.
Z’=cos@-1sin@ ; z'’=cos@+ising
d’ou f admet deux points invariants A(eiéo et B(e 'ié) :
2/al 2c0s0 e '%-1= 2c0s20-1+2i cosdsind= cos20+1 sin20 = e *'*.
b/ z'—e‘f _ 22—1—22979+20030e“9. _ 22—22ef‘9+e2‘9. _ (z—e‘fg)2 —( z—e‘f 2
- 22-1-2z¢%+2c0s0e™’ 22-27+e % (z-e7)2 “z-¢7"
7l 7—g?
c/ 7—pi? =( 7 _e—iH 2 <

1/ M(z) est invariant par f & f(2)=z < z= & 72-2c080z7 +1=0

S M'B _,MB
BM'A) =2 27 et — (=),
(M'BM'A)=2(MB,MA)[27] A (MA)

3/ alsi M appartient au cercle de diameétre [AB] =
(W,W\)E%[Zﬂ] =  (M'BM A)=7[27]
=M €[AB].
b/ soit E’=f(E) ; Ze€IR = 2p-elR d’ou E € (0,g,) et d’apres 3/a/ E’ € [AB]
alors {E’}=[AB] N (O,g,).
mais A et B sont symétriques par rapporta (O,;,) alors (O,¢,) est la
mediatrice de [AB] alors
[AB] N (O,¢,) est le milieu de.JAB] ;-en fin E'=A4+B
De méme pour le point F
En conclusion f(E)=f(F)=A«B
4/ona (M'B,M'A) = 2(MB,MA)[27]

or (1B,1A)=2(MB,MA)[7] alors (m'BM A)=(IB,1A)[7]
d’ou M’, A, B.et I sont alignés ou sur un méme cercle.

Exercice 9 :

124 ;P@)(1-2)=(1+z+2+>+ +°+2%) (1-2)=1-7’
_ 7

< z#1 ; P(z)= 1=z
1-z

2/ les racines septiemes de ['unité sont les racines dans C de I’équation z'=1
onposez=re'? relR, et OelR; z'=1 < r'=1 et 76=2krx keZ

< r=1et Hzm;—”, keZ.

: dr sz Gix Six 1 1oir
d0u26{1167,e7167,97,67 e 7 }-

2010-2011
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L.S.ElRiadh Womﬁfes comp[exgs Mr Zribi

4 ée Maths Solutions

1-7'

1-z
2ir 4ir 6ir 8ir 10irz 12iz
€7 ,e7.,67,67 .67 ,67 )
2i 4i 6i 8i 10i 12i
Se- {1, e7,e7,67.67.67 .67 }
3IP@)=(z-¢7 )(z-e 7 )z-e7 )z-e 7 )z-e7 )z-e7)
2ir —6ir dir —Air 6ir —6ir

=e)ee ) ) N TN )
=(@2(e7 +e 1 )22 +e 7 )FL)(@+2(e T +e s )+])

= (z%-2zcos 27—” +1)(z%-2zcos 47—” +1)(z2-2zcos 67—” +1).

P(2)=0 < z#1 ; -0 & 7=l ezedl,

3
4 PQ)=0 < 1+4+24+83+7+5+°=0 & (z+1) +(z+%)2—2(z+%)—1:0
z

& 7%4722-27-1=0 et Z:z+l
z

les racines de « P(z)=0 » sont les racine de Z:z+% et Z°+272-27+1=0

2ir —6ix

7=¢7" est une solution de P(2)=0d’ou Z=e7 te7 = 200527—” est solution
de Z°+22-2Z-1=0
d’ou

(2cos 27—”)3+(200527—”)2-200327—”-1:0 alors
8(cos 27—” )*+4(cos 27—” )2-4¢0s 27—” 1=0
ainsi 00527—” est solution de;8x*+4x2-4x-1=0

de méme COSTE et cos 67” sont les deux autres racines de [’équation
8X>+4x2-4x-1=0.
5/a/ w, w2, w3 w’, w®, w® sont les racines de
P(2)=0 & P@)=(z-w)(z-W2)(z-W*)(z-W") (z-W°) (z-W°).

b/ P(L)=7d’ou (I-w)(1-w?)(1-w’)(1-w*)(1-w°) (1-w®)=7

¢/ on a |(1-w)(1-w2)(1-w?) (1-w*)(1-w°) (1-w®)|=7

1-e71=[e%e7 |=|e7 (7 -e7)I=leT -7 [=|-2i sin 7 |=2sin 7

de méme : |1—e4;”|=25in27—7Z ; |1—e6;”|=23in37—” ; |1—e8;”|=23in47—”

1—9107j =23in5—” : 1—9127i =23in6—”.
7 7

d'oix 2° sinZsin 2% sin " sin?”% sin~ sin 87 =7
7 7 7 7 7 7

2010-2011
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4 ée Maths Solutions

Enfin sin= smz—” sms—” sm4—” sms—” sin br 7.
7 7 7 7 7 7 6
Exercice 10:
1/ A’= (1+icos0)*-2icosd =sin?0.
Une racine carrée de A’ est 5=sin®.
D’ou z’= I+icos@-sin@ et z’’= [+icos@+sind. En fin Sc={z’, z”}

N

0.,z .,
2 7,=1+ € Pz 5+ PG Pre (5 )= Zcos( +Z )e'( .
ona0< 2<” o Z<Z4+Y%<7 gonc2cos(L+7)>0
2 4 4 4 2 2 2 4

D’ou z;= Zcos( 7 )e'( 9,

o, 0 8
Z,= 1+ %7 )—e'( DECS e '('E+%)):2005(-§+%)e'('§+%)

ona0<(-2+Z)<Z  donc 2cos(- 2 +Z)>0
2 47 4 2 4

+”)

d’ou z,=2¢c05s(- + )e'(

2/ al pour tout 496]0 ,E[ on pose M(x,y) et M’(x’y’). °

z;=1-siné+icosd. < ( x=1-sinf et y=cose )
<:>(1 X= sin6? et y=Cc0s#) <"((X-1)>+y?= 1)

Z,=1+sinG+icosf < (x '=1+sin@ et y’ cos@
o (x-1)%+y =1
d’ou M’ décrit l'arc/[BA] du cerclel .privé de A et B

b/0<]0 ,%[; zi= 1+icosf < x =1 et y,=cosd

< | décrit le segment [JA] \{J,A}
3/a/ona z'’=az+b avec |a|=1 et arg(a)=-29[27]
r est la rotation d’angle -260, de centre le point invariant w d affixe Z,, -
2isinfe™™  2isinfe ™’
1— e—2i9 o e—ia(eie _ e—iH)

(1- € 4%)z,=2isinde™ = z,= =1

b/ soit L=r(M,)
zL— '2‘9(1+ie'9)+2isin9e‘i‘9=e'i9(e'i‘9+i+2isin9)=e"g(i+cos(9+isin6?)
i+ e')=1+i e "'=zp.
D ou r(My)=M,.
¢/ ona r(My)=M, d’ou AM; M, est un triangle isocele.

2010-2011
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4 ée Maths Solutions

Pour tout 9€]0, %[ . AM; M, isocéle rectangle <

m;et AT\A2 sont orthogonaux
-1
211
Exercice 11:
1/ si z est solution de (E) alors |z|>=[i||(z-1)|® alors
|lz*=|z-1|® alors |z|=|z-1].
d’ou OM=BM avec M(z) et B(1) et par suite M
décrit la médiatrice o de [OB].
2/al si z est solution de (E) alors |z|=|z-1| =
27 =(z-1)(z-1) = 27=272-7-7+1
= z-1=-z = arg(z-1)=arg(-z)[27]
= arg(z-1) = 7+ arg z [27]
= arg (z-1) =x-argz [27]
= arg (z-1)+ argz={27]
b/ si z est solution de (E)
= 3arg(z)=arg(i)+3arg(z-1)+2krz, keZ
= 3arg(z):%+3arg(z-l)+2k7z, keZ

AN ciR < e??¢ilR < cos26<ilR

= arg(z)= %+arg(z-1)+2k7z,k eZ

d’apres 2/a/ on a arg(z-1)= marg(z)+¥2k 'z, k'eZ
d’ou 2arg z= %T+2k'7z+2kT7Z ketk’ e/

=arg z=1Z«zk2 ketk’eZ

= arg z= 71—Z+%(3k'+k) ket k' €Z on pose k’’=3k’+k

0= "L Py kez
123
en fin 96{7_7r 11z 157 197 =« z}.

12°12 "12 " 127 1274
3/a/ les images des solutions de (E) sont M, M’ et M"". (voir figure)
b/ les solutions de (E) sont :

1 T 7 , 1 -, 7 A 197, 1oz
7= =cos(—)e's , z'==cos(—)e'2 et z''==cos(——)e' 12

5 C0s( )€l o Cos(5 e TR
Exercice 12:

o | , o
1/ on a A= -3e%?=3e** 2 ; une racine carré de A est 5=3¢"*" 2.

2010-2011
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4 ée Maths Solutions

D’ouz’= —1—\/§_ge‘72[ et z”=—l+\/§_ei%.
e 2¢"
En fin S;={z",z""}.
La forme trigonométrique des racines :
7= 1_\/—39% _ Zeiig _ e—i(9+%) et z’= l+‘/—$ei% _ zei% _ ei(%—e)_
2" 2" 2" 2"
2/al 2_1 _ ezwefie% —e?0,, .
b/ My et M, sont symétriques par rapport a [’axe des abscisses
< Z_l =17, < eZiQZZZZZ
o ,(67%-1)=0; 0 < e?’=1 o20=2%krkeZ < O=kz;keZ.
1/ My et M, sont symétriques par rapport a [’axe des ordonnées

< Imz)=Im(z;) < sin(-H-%)=sin(-H+%)

© 20=r+2k ; keZ < .9:-§+k7z,kez.
¢/ My et M, sont symétriques par rapport a l’origine
S =2 & D= o -9-%2-9+4§+2kﬂ', keZ

& %:ka keZ ce qui est impossible

par suite il n’existe pas une valeur de@pour laquelle M, et M, sont symetriques
par rapport a [’origine.

3lal Sy= "3+ ") =2c08(NG+N 2 ).

S’n= 09 + ¢ icn03) =2008(-nG+N 7).

b/ nelN, sin=3p’
Sh=2cos(3p +pm)=2cos(-3p g -pr)=2c0s(-3pG+pm)=S,.

¢/ Sy+S8 =2 (cos(n 0+n%)+ cos(-n 9+n%)):4cos(n%)cos(n9).
On a| cos(n %)cos(néﬂsl

D’ou |—S”+S'n | <4

n n
Comme lim ﬂ:0 alors 1im S”+S”:o
n—+o N n—+o0 n
2010-2011
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L.S.E[ Riadh Limites et continuité Mr Zribi

4éme Maths Exercices

Exercice 1:
Calculer les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de
définition:

X =3 X +2
1/ f(x) = 2/ f(x)= ———
(x) 1-x () 2%x2 -18
2 _
3110 = ;1) 41 F(x) =122
X — —X
Exercice 2:
Calculer:
a) lim L b) lim 2
X —0 = SiN X L+ C0S X
x—>E
¢) lim (tgx)2  ¢) lim sin®
P X ——00 X
x—>E
Exercice 3:

Calculer les limites de la fonction f aux barnes de son ensemble de
définition

1 1
1/ f(x)=+2%x%2+1—/x2-3%x+2 2/ f(x)= —
(x) =+ N (x) 5 o
2/ f(x)=—“x3l_2 41 F(x)=AXZ—2x -2 —2x +1
X_
Exercice 4:
Calculer:
T
in( x2 — tg(x —--)
a) lim SNCX2 -1 b) lim — 4~
X —1 x2 -1 X_)g X—z
4 4
cos(x+§)—1 1
c) ..him c) lim xsin
X_,_E X+£ X —>+00 X
2 2

Exercice 5:

Soit f la fonction définie par f(x)=2 - /1 —%

1/ déterminer le domaine de définition de f .
2/ déterminer les limites de f aux borne de son domaine de définition et
interpréter géométriquement les résultats obtenus.

Exercice 6:
2010-2011
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L.S.E[ Riadh Limites et continuité Mr Zribi

4éme Maths Exercices
. . gr = X
Soit la f la fonction définie par f(x)=1+ Ny
Calculer lim f(x) et lim f(x).
X —+o0 X ——00
Interpréter géométriquement les résultats obtenus.
Exercice 7 :

Soit la fonction définie par f(x)=2x+5-/x2 +2x . On désigne par ¢sa
courbe représentative dans un repére orthonormé(o,i,j) .

a) déterminer le domaine de définition de f.
b) calculer lim f(x) et lim f(x).

X —>+00 X —>—00
c) montrer que la droite A:y=x+4 est asymptote oblique de {au
voisinage

de +oo,

d) Montrer que £ posséde une asymptote oblique-que I'on preécisera
au voisinage de -oo .

ercice 8:
3—/2x+5 .
Soit f la fonction définie par { T) =" Slox#2
f(2)=m
Déterminer m pour que f soit.continue en 2.
Exercice 9:
fix)=2L six<
X —
. . . 2m — . 3
Soit f la fonction‘définie par <f (x) = > si 1<X SE
—X
2
fix)=—X*L g x 2
X2 +2x -4 2

1/ déterminer m pour que f soit continue en 1.
2/ pour la valeur de m trouver:

a) étudier la continuité de f en %

b) déterminer le domaine de continuité de f.

2010-2011
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4éme Maths Exercices
Exercice 10:
cos(zx)
. . e f =—c i 1
Soit f la fonction définie par (x) x -1 S
—7T
f(l)=—-
(1) >

1/ Etudier la continuité de fen 1.
2/ déterminer le domaine de continuité de f.

Exercice 11:
f(X)=x+a+Vx2+x +1 si (x <0

Soit f la fonction définie par <f (x) =x2 —x si 0<x<1

X -1 .
f(x)=bx ——— si x>1
(x) X2 +30-2
1/ calculer Ilim f(x) et lim f(x).
X —>+c0 X —>—00
2/ déterminer a et b pour que f soit continue-en Oet 1.

Exercice 12:

A 2
Soit la fonction f définie par f(x)= (22 £X+3

X—2

1/ étudier suivant a les limites:
a) jim f(x) b)lim f(x)
X—>+00 X—2
2/ soit la fonction g définie-par g(x)=/x2 — x —2x
a) déterminer le domaine de définition de g.
b) calculer les limites:
lim g(x) ; lim g(x) et lim (g(x)+Xx)

X—>=00 X—>+00 X—>-+00
c) endéduire une equation de [’asymptote aly au voisinage de +o .
Exercice 13:

f(x):\/x2+x+2—gx si x<1
VX2 +3-2

f(x)=
x—1
1/ quel est le domaine de définition de f 2.

2/ fest-elle continue en 1?

3/ calculer lim f(x) et lim f(x)
X—>—00 X—>+00

Soit la fonction f définie par:
si x>1

2010-2011
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4éme Maths Exercices
Exercice 14:
—_y2
1-soit la fonction f définie par: f(x)= X +1OX+11.
2x2+x-1
a) déterminer le domaine de définition de f.
b) calculer lim f(x) ; lim xf(x) et lim f(x).
X—>—+00 X——00 Xx——1
2/ déterminer suivant les valeurs du réel a:  lim /9x2 +2 —ax
X—>+00
— _q/ 2 _
3/ soit la fonction g définie par: g(x)= 3x=1-vx 1 x+3 :
X_

a) determiner le domaine de définition de g.
b) déterminer les limites respectives de g en +o0, en—a eten 1.

a) Determiner lim xg(x) et lim 9(x)
X—>400 X——oo X

2010-2011
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L.S.El Riadh Limites et continuité Mr Zribi
46 Maths Solutions
ercice 1:
1/ f(x):)l(_B Df =IR\{1}
—X
lim f(x)= lim 2—=_1
X —>+00 X =400 —X
lim f(x)= lim =—=_1
X —>—00 X —>—o0 —X
Iim+f(x):+oo X -0 1 +00
X —1
lim f(x)=-o 1-x + ) -
Xx—1"
X2 +1
2/ f(x):(x_l)2 Df =IR\{1}
2
lim f(x)= lim -1
X —>+00 X —>+00 X2
2
lim f(x)= lim -1
X —>—00 X —>—a0 X2 X -0 1 +0
lim f(x) =+
XITniJrf(x) n Sl I S
=40
Xx—1"
3/ f(x)-= X;é Df IR\ 2373}
X J—
lim f(x)= lim L=0
X —>+00 X =+ X
lim f(x)= lim L=0
X —>—00 X —>—o0 X
XIlﬁr2+f(><)=+oo X -0 -3 3 4o
X —>
lim £ (%) =%
x >-37F
lim? £ (X) =
X —>-3"
2010-2011
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L.S.E[ Riadh Limites et continuité Mr Zribi

4 4 Maths

3/ f(x)=1-X*° ~IR\{ -2,2}
X2 -4

: .3

lim f(x)=1- lim —=1
X —>+00 X —>+00 X

lim f(x)=1- lim i:1
X ——00 X —>— X

lim f(X)Z—OO X -0 -2 2 +00
x—2"

lim f(x) =40 x2-4 + D - 0 +
X—2"

lim f(x)=-w
x —>-27

lim f(x)=+w
X—>-2"
Exercice 2: X 0

. 2

im —=-w sinx - D+
x 0~ SINX

lim =—0

7+ COS X T
X—>— X _

2 P

lim (tgx )? =+ COSX + 0 -

=
X >

2

lim sin(i):o
X ——00 X
Exercice 3:
1/ f(x)=v2x2 +1 —x2=3x +2 ; D={xelR;2x2+1>0 et x2-3x+2 >0}
Df:]'OO,l](_/[Z,+OO[ X HoO 1 2 +00

X:-3x+4 + D - 0 +

lim £(x)= lim |X|,,2+——|X| ’1——+—
X —>+00 X —>+00 X2

= lim x( 2+——\/1——+—) +00

X —>+00

lim f(x)= lim |x|,/ +——|x| ’1——+—
X ——00 X ——00 X2

2010-2011
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46 Maths Solutions
1 1
2/ f(x)= 53 %o ; Di={xelR; x?-90 et x-3 >0}=]3,+ [
lim f(x)=0
X —>+00
lim f(x)= lim ¥X=3_ L
x —>3% x 3t X=3 (x=3)(x+3)
= lim (\/x -3 —Lj=+oo(0—£):—oo
. _s3+ X =3 X +3 6

3/ f(x)=—"xx_f’1_2 . Di={xelR; x-3 20 et x-120}=[3,+ [

lim f(x)= lim x -1
X —>+00 X —+0 (X =1)(VX +3 +2)
. 1
= lim ———=0
X —>+0 X +3 +2

4/ f(x)=4x2 —2x -2 —2x +1 ; Di={x €lIR; 4x2-2x-2 >0}=]-0 ,-%] L+

lim f(x)=+40+00 =+
X—>—00

2 _ _2_ —_1)2
lim f(x)= lim 2¢=2x-2-(2x=1)

X—>+00 X—+0 JAX2 —2X—2 +2x—1
= lim XS
X—>+0 \J4X2 —2X -2 4 2X—1
x(2-2) 23 .
= lim X = lim X =535
X—>-+00 ( 4_2_3 2_1} X—>0 4_g_£+2_1 +
X X2 X X X2 X
ercice 4.
T
| - tg(x-")
2 _
S T L LS R T Sy L
x—>1 Xx2-1 t—>0 t ' x_r t—>0 t
4 4
- cos(x+7)-1 cost—1 - .1 . sint
lim —=—=1im =0 ; lim xsin==Iim——=1
X" (X+£) t—>0 X—>+00 X t-0 t

2010-2011
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46 Maths Solutions

Exercice 5:

1/ D={xelR; X >O x 20 }=]-0,0[1,+[.

2/
lim f(x)=1 ; lim f(x)=1 ; lim f(x)=—0

X—>+00 X—>—00 x—0"

3/ lim f(x)=1= A:y=1 est une asymptote horizontale de {; au voisinage
X —>+00

de +co.

lim f(x)=1= A4:y=1 est une asymptote horizontale de ¢’¢ au voisinage de -co

X —>—0

lim f(x)=-0o = D:x=0 est une asymptote verticale.
x—=0"

Exercice 6:

lim f(x)=1+ lim —————=1+ lim

X —>+00 X—)+OO X —>+00
X | 1+7
X2

lim f(x)=2 = A:y=2 est une asymptote:horizontale de {’; au voisinage de

X —>+00
+ oo

lim f(x)=1+ lim X iehim =

X —>—00 X —>—00 X —00
X1 LA —1/ L
X2

lim f(x)=0 = A:y=0 est une asymptote horizontale de {’; au voisinage de -co

X —>—00

Exercice 7 :
a) Di={x €lR, x2+2x = 0}=]- °,-2] 0,+ .
b)

lim f(x)=lim 2x +5—| x | 142
X —>+00 X =+ X

= lim x(2+§— 1+£):+oo

X —>+00 X X
lim T (x)= lim 2x +5—| x| 1+g
X —>—00 X —>—00 X

= lim x(2+g+ 1+£):—oo
X —>—00 X X

2010-2011
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L.S.E Riadh Limites et continuité Mr Zribi
4 4 Maths Solutions
lim f(x)—(x+4)= lim x +1—-vx2+2x
X —>+00 X —>+00
(X +1)2—(x2+2x)
= lim
X >+ X +1+X2 +2X
1
= lim =0
X >+ X +1 +/X2 +2X
d'ou A: y=x+4 est une asymptote oblique de au voisinage de + <o,
d)
lim f(x) lim 2X +5 —/X2 +2X
X—>—oo X X —>—00 X
_ lim 2X +5_\/x2+2x
X—>—o X X
2X +5 X2 +2X
= | +
X —>—o X X2
=2+1=3
lim f(x)-3x= lim 5—(X++X2+2X)
X —>—00 X ——00
_ 2
_ lim 5 _X (x2+2x)
X —>—0 X —X2 +2X
=5+ lim 2X
X= OOx(1+ 1+ )
=5+ lim " Y =5+1=6

X214 1+g
\l X

d'ou D:y=3x+6 est une asymptote oblique de {au voisinage de - <.

Exercice 8:

lim f (xy= fim SV H5 _p 9-(2x +5)
X —>2 x—>2 X-2 x =2 (X —2)(3++/2x +5)
) T

=lim - __=
x -2 (X —2)(3++/2x +5) x—>23+\/2x+5 3

festcontinueen2 < limf (x)=f ()< m=2
X —2

Exercice 9:
1/

2010-2011
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4 ¢ Maths Solutions

lim f (x)= lim X—+;:—1:f(1)

X -1 x>l &
2m —X
2—X

=2m -1

lim f (x)= lim
x—>1Jr x—>lJr
festcontinueenl <2m-1=-1 < m=0

2/ a)
lim f(x)= lim ———_3
- 3- 2—X
X—>— X—>—
2 2
2
lim f (x)= lim _x2+1 13
g+ X2+2x -4 5
X —>— X —>—
2 2
lim f (x)= lim f (x) =fn'estpas continue en %
- +
x> x>
2 2
b) continuiteé de f sur ]-o0,1[:
X |—>X—+:1%est continue sur IR|{3} = f est continue sur ]J-,1[
X —

continuité de f sur ]1, %[

X |—>2_—X est continue sur IR|{2} = fest continue sur ]1, %[
—X
continuité de f sur ] %,+oo[:
2 ‘ .
X H%est continue sur IR|{-1-+/5,-1++/5} = f est continue
Xc+£2X —

sur ] §,+oo[

En conclusion f est continue sur IR|{§}.

Exercice 10:
1/
cos(zt +£)
limf (x)=lim 2 on pose t=x -1
x -1 t—0 t
—sin(zt) x
=lim —=5—=-—
t—0 t 2

— fest continue en 1.

2010-2011
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4 ¢ Maths

Limites et continuité

Mr Zribi

Solutions

2/ continuité de f sur IR|{1}:

X > cos(%x) est continue sur IR et en particulier sur IR|{1}

X+ X-1 est continue et non nulle sur IR|{1}
= f est continue sur IR|{1}
en conclusion f est continue sur IR.

Exercice 11:

lim f(x)= lim x+a+vJx2+x+1l=a+ lim

X2+ X+1-x?

x—>—0 X2+ X +1—X

X—>—00 X—>—00
x(1+1) 1+1
=a+ lim - Xl =a+ lim - Xl
T (et 1) T (T 1)
X X2 X X2
lim ()= lim bx ——<—*  — Jim bx— lim
X —>+00 X —>+00 VX24+3-2 x>+ X —>+00
-1
X

= |lim bx — lim

X —>+00 X —>+00 3 2
1+ — ——
X2 X

=-1+ lim bx
X —>+o0

si b=0 = Ilim f(x)=x1

X —>+0

Sib<0 = lim f (x)=+w

X —>+00

si b>0 = lim'f (x)=—0

lim f (x)= lim x+a+Vx2+x +1=a+1=f (0)

X =>+00
2/
x—0" X=0"
lim f (x)= lim x2-x =0
x =07 X =0T

f est continueen 0 < a+1=0 < a=-1
lim £ (x)= lim x2—x =0=f (1)

X o1 X -1
] ] X -1
lim f (x)= lim bX -————=Db -
X—>1+ X—)1+ m_z X—>1+ (X _1)()( +1)
2
b fim YXEE3R2Z
X 1t X +1
f est continue en 1 < b-2=0 < b=2.
2010-2011
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L.S.El Riadh Limites et continuité Mr Zribi
44 Maths Solutions
Exercice 12:

1/ a) 1*cas: a-1=0 < a=1;

2’™cas: a-120 < a=l;
. . (a-1)x2 .
lim f(x)= lim ———=(a-1) lim Xx
X—>+00 X—>+00 X—>+00
sia>1 = lim f(x)=+o0
X—>-+00
si a<l = Ilim f(x)=-x
X—>+00
b)
lim(a-1)x*+x+3=2a+3
X—2
er -3
1" cas: a>—
lim f(x)=+0 ; lim f(x)=-o
x—27" X—2~
28Me cas:a < o
2
lim f(x)=—o ; lim f(x)=+o
x—2" X—2"
PMecas:a =S
f _25(x—2)(x+2) >,
X)= =—(X+=
(x) 5 2( 5)
lim f(x)=—=>
X—2 2
2/ a) Dy ={X €IR; x2-x20}=]-0 ,0]U[1,+ 0 [
b)
lim® g(x) =+
X—>—0

lim g(x)= lim x 1—%—2):_00

X—>+00 X—>+00

lim g(x)+x= lim

—X
X—>+00 X—>+0X2—=X+1 x>+ ,1_14_1_ 2
X

c)d’apres b) on a .

= lim

2010-2011
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4 ¢ Maths Solutions

lim g(x)—(—x+£) =0 donc 4 :y=—x+1 est une asymptote au voisinage de
X—>+00 2 2

+o de gy .

Exercice 13:

1/ X > X2+x-2 est positive donc X — /X2 + X + 2 est définie sur IR, par suite f
est définie sur ]- o, 1].

2 —
o VX372 oot définie sur {x<IR; x2+3 20 ; x-1 0}=IR\{L} donc f est

x—1
définie sur ]1,+oo [
Ainsi D&=IR.
2/
lim f(x)= lim JRrxt2->x=2=f(1)
Xx—1~ Xx—1" 2 2

2 — —
lim f(x)= lim —“X+32: lim (x+1)(x-1)
x—>1" x—1t  x-1 xs1m (X=1)(VX2+3+2)
i X+1 1
= lim

X_)1+\/x2+3+2:§

= f est continue en 1.

3/ lim f(x)= lim »\/x2+x+2—gx: lim x(— /1+i+%_g):+oo
X X

X—>—00 X—>—00 X—>—00
3 2
/o7 o X(4J1+——-)
lim £(x)=lim Y372 i le X
X—>+00 X—s400 X-—1 X—>+00 x(1- ")
X

X
Exercice 14:
1/ a) Di={x €IR; 2x2+x-1,—ﬁ0}=IR\{-1,%}
b)

2010-2011
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46 Maths Solutions
i . =X? 1 . X8 i
lim f(x)= lim —=-=lim xf(x)= lim —= |lim —X=+w
X—>+00 X—>+o0 2X? X—>—00 X—>—00 2X2  X—>—o0
f(x):—(x+l)(x—111):—(x—ll) lim f(x)=—4
2x+1)(x-) 2x=1 " x>
2/
lim V9x2+2 —ax= lim x( 9+£—a)
X—>+00 X—>+00 X2
lim Xx=+400 et lim ‘/9+£—a:3—a
X—>+00 X—>+00 X2
1%cas: 3-a>0 < 3>a; lim +9x2+2 —ax =+
X—>+00
2™cas: 3-a<0 <« 3<a; lim V9% +2—ax=-o
X—>+00

. 2
3*™cas: a=3; JIx2+2-3x=
JIX2 +2 +3x

) ) 2
lim ¥9x2+2—-3x= lim =0
X—>+00 X—>+00 IX2 + 2 + 3X

3/ Dg=]-c0,2]U[5,+ o[

b)
(a- 11710
lim g(x)=lim 2 1X X =2
X—>+00 X—>+00 X(l—*)
X
x(3—1+‘/1—7+1g)
lim g(x)= lim X 1X X =4
X—>—00 X—>—00 X(l_*)
X
9(X)= (3x-1)2-(x2-7x+10) 8x2+x-9
(X=1)(3Xx=1+X2=7x+10) (Xx=1)(3x—-1+/x2-7x+10)
9
_ 8(x—1)(x+§) _ 8%+ 9
(x=1)(3Xx=1+x=7x+10) 3x—-1+x2-7x+10
Iimg(x):E
x—1 4
c)
2010-2011
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4 ¢ Maths

Mr Zribi

Solutions

lim xg(x)=( lim x)( lim g(x))=+o

X—>+00 X—>+00 X—>+00
lim g(x)
lim 90 o T g
X—+00 X lim x
X—>-+00

2010-2011
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4¢éme Maths Exercices
Exercice 1:
On considere la suite U définie sur IN par:
Ug =1
n
Up1=2U,—— ; nelN
3n
1/ calculer U, et U,.
2/ montrer par récurrence que pour tout neIN; U,= n :1
3

, g 1 1
Vérifier que pour tout n €IN; Un+1:§Un + o .

3/ soit la suite W définie par W,=9U,.1-3U,,, pour tout n eIN:

. . . 1
a) montrer que W est une suite géométrique de raison 3

n-1
b) Exprimer > Wy en fonctionden .
k=0
n-1
4/ on pose Sp= 3 Uy ; nelN*.
k=0
a) montrer par récurrence-que Sn=g — 2n+3 ; NelN*.
4 431
: : n=1 k .
b) Soit neIN*; exprimer > g en fonction de n.
k=13""

Exercice 2 :
On considere la suite U définie par : Uget U, = %Uﬁ WL%Un ; nelN.

1) on suppose que Uoz%

a) montrer que pour tout neIN; 0 <U, < 1.
b) Montrer que la suite U est décroissante; en déduire qu'elle est
convergente et calculer sa limite.

c) Prouver que Upiq S%Un; retrouver le limite de la suite U.

2) on suppose que Uo=%-

a) montrer que pour out neIN; U, > 1puis que la suite U est
croissante.

2010-2011
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4éme Maths Exercices

b) Montrer que la suite U diverge vers +oo.

c) Montrer que pour tout neIN; U4 2%Un ; retrouver lim U,

N—+o00
Exercice 3:
1
Uy ==
07>

Soit la suite U définie par: U :
Uy =——=;nelN

J2-U?
1) montrer que pour tout neIN; 0 <U, <1.
2) a) montrer que U est décroissante et en déduire qu'elle converge.
b) déterminer la limite de la suite U.

3) montrer que pour tout n€IN; U, 4 < iUn ; retrouver-la limite de

J7
u.

n-1
4) soit S la suite définie IN* par S, = Y Uy..
k=0

2 "1
a) montrer gue pour tout n IN; Uu,.<— | —.
) que p € g (J7] 5

b) montrer que S est majorée et qu'elle est convergente.

Vo ==
5) soit V la suite définie-sur.IN par 072

Vo =Up +V2 inelN

a) montrer quepour tout n €IN; V> %

b) montrer que pour tout n€IN; 0 <V,.1-V, <U,; en deduire que V est
majoree.

c) endéduire que V est convergente.

Exercice 4:
Uo Z%
Soit la suite U définie sur IN par ) :
Upsy =590 sne N
"4y,

1) a) montrer que pour tout neIN; 0 < U, < 1.
b) étudier la monotonie de la suite U; en déduire qu'elle est
convergente et calculer sa limite.

2010-2011
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4éme Maths Exercices

2) a) montrer que pour tout nelIN; 0 < 1-Upyq < %(1—Un ).

n
b) en déduire que pour tout neIN; 0 < 1-U, s%@j - retrouver la

limite de la suite u.

n
3) pour tout nIN*; on pose S, = > U, et V, _>n
k=1 n
2 n
a) montrer que pour tout neIN*; 0 < n-S, _<1—(§J :

b) en déduire la limite de la suite V.

Exercice 5:
U, =2

it U la suite définie sur IN* par: . -
Soit U la suite définie su pa Un+1=2+S_;”€'N*

n
1) a) montrer que pour tout n >2, on a:.n < U, < n+1. en déduire

lim U,.
N—+00

b) montrer que la suite U est croissante.

2) soit V la suite définie sur IN* par: V, =
n

a) montrer que V,_; = —
Vy,+—
n

b) Montrer par récurrence que pour tout n eIN*; 1—1 <V, <1.
n

c) Déterminer lim V, et lim (U,-n).
n—+o0 n—+o

n
3) on pose pour tout neln*; S, :iz > kV .
N® k=1
. n+1 1 D

a) montrer que pour tout neIN*; S, ———=— 3 k(V,-1).

2N nN?¢;

n+1, 1

I<=.

b) En déduire que pour tout n eIN*; | S, TSI

c) Montrer que la suite S converge vers %

2010-2011
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Exercice 6:
2+(U,)?

On considere la suite U définie sur IN par : Uy=1 et Up.1=

neIN.

1/a/ montrer que pour tout n€IN ; U, > 0.

b/ étudier la monotonie de la suite U.
¢/ montrer que la suite U n’est pas majorée et en deduire |im Us.

2/ on pose V,=

SN

n

N—+o0

a/ montrer que pour tout n€IN ; Vi1 -V 2> 1.
b/ montrer que pour tout n€IN ; V,, >n ; en déduire jim V.

N—+o

¢/ montrer que pour tout neIN* on a : Vp44-V, _<1+% .

3/ soit la suite W définie sur IN par : Wg= Vi1 —V,.
Montrer que W est convergente et calculer sa limite.

2010-2011
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Mr Zribi

Suites

4 ée Maths

Solutions

Exercice 1:
5
1/ U;=— ;U
1 9 2

2/ Ug = lzo—J(r)l = la propriété est vraie pour n=0
3

_8
27

n+1 n+2
supposons que U, =—— et montrons que Uy, ==
3n 3n+

n+1 n n+2 n+2

— Un+1:—nJr

3Upt1=2 1

3 g 3"
= U, =21 han
3n

n —_
25 _ono 2, 8Wn-1 2, Ly h1
3 qn+l 3 qn+1 3 3 qn+1
LT
3 3n+

Un+1:

n+2 3n+1_3n+6 3n+3 3
3n+1_ 3n N 3n B 3n _3_n

. e . 1
= W est une suite géométrique de-raison 3

3/a) W, =9

1
) nilw " 1—(3)n 9(1 1 )
k =VV0 =o\tT
k=0 1_1 2 3"
3

4/ a) Sp=Ug = 1:%—E — c'est vraie pour n=0

4.3°

9 2n+3. 9 2n+5
supposons que S, = 1 montrons que Sy =——

431’ 4 43"
n
Sn”:kgouk:Sn+unzz_4.3r“l+ 3N
9 6n+9 4n+4 9 2n+5

+
4 43" 43" 4 43"
_9 a3 e
4 4301

= 5y

b)
2010-2011
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44 Maths Solutions
nl k1 2, n-1
k=13k 1 30 3 3n—2
=Upg+Up+ i, +Un-9
n-2 n-1
= X Ug=(XUg)-Uy4
k=0 k=0

n 9 2n+3 n 9 6n+3

—g. - _ 7
n 3n—1 4 3n—1 3”-1 4 4.3n—1

Exercice 2:

1)a) ona: 0 <Uy <1l = la propriété est vraie pour n=0
supposons que 0 < U, < 1 et montrons que 0 < U4, < 1.
ona:0<U, <1=0<U2<1=0<U2+U,<2=0<U,.{<1

= 0<U,<1 ; nelN.
b)

1
Un+1_Un :EUn(Un _1)

ona: 0<U, <1:>%Un(un—1)<0

= U est décroissante.
U décroissante minorée par.0 = U est convergente.
e Un=f(U, avec f(x)=1x2 +i.
2 2X
e U converge vers I.
e fcontinue sur IR* donc en .

= f(l)=l :%I(I—l):O:I:O ou 1=1
U étant décroissante alors 1=0.
c) U est décroissante = 0< U, _<U0=% :nelN.

3 7 1 7
ona:l0<U, SZ3Un+1SZ:>§Un(1+Un)S§Un

:>un+1s%un : nelN

:IS%I:%ISO:ISO et 1>0 =1=0

2) a) on aUy>1 = lapropriéte est vraie pour n=0.
Supposons que U, >1 et montrons que U, >1.

2010-2011
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4 ée Maths Solutions

ona: Un>1:>U§>1:>U§+Un>2:>Un+1>l
= U,>1 ; nelN.
1
Un+1_Un:§Un(Un_1)
ona: U,>0etU,-1>0 =U,,-U,>0
— U est une suite croissante.

b) U étant croissante = U, >U, =% ; nelN

Si Uconvergeversl:>I=%I2+%I:I=O oul=1 et I2i ce quiest

3
impossible
= U est divergente et comme elle est croissante alors elle diverge vers +o.
c)
4 7 1 7
ona: Un Z§:>Un+1 2§:>§Un(Un +1)Zgun

:>Un+12%Un ; nelN

\‘

ona: U;2>-U,

7 \n 4 7
=U,>(=)"Ug==(=
n (6) 0 3(6)

. 3,7 .
comme Alim=(=)"=+00 alors lim U, =+o
n—>+ow 4 N—>+00
Exercice 3:

1ona 0 <Uy <1 = lapropriété est vraie pour n=0.
Supposons que 0<U, <1 et montrons que 0 <U,, <1.
Ona: 0<sU,<1 = U} <1 = U2 1 <0 = 2(U21) <0 = U2 <2-U,;?

=U,<42-U2 = Yn ~<1=Upg <1 et Upyy 20
2-U/

—0<U,, <1
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4 ée Maths Solutions

donc 0 _<Un <1, pour tout n eIN.

1) a) n+1
Uy \/2 U2
ona:U2<1=1-U2>0=2-1-U2>0=2-U?>1

<1:>ﬂsl

1
ﬂZ—Uﬁ Up
par suite U est une suite décroissante.
U décroissante et minorée par 0 alors U est convergente.

= \2-U2 >1=

b)ona: * U,=f(U,) avec f(x)=

2-x2
* U converge vers |.
* f continue en | car f est continue sur [0,1]
I
- - |2 _ — — — —
= ()=l =I \/ﬁ:ﬂ(x/Z 2-1)=0=I1=00ul=1oul=-1

comme | €[0,1] et U est décroissante alors 1=0.

3) U est décroissante = U, SUO:% , pour.tout n IN

:>O£Un31:>U§gl:Z—%:Z—UﬁZ%:ﬂ/Z—Uﬁ zg

2 4
= ! sietUnZO: Jn si
2_y2 7 2y 7
2
:>Un+1£fun , pour tout n e IN
= soitl= lim Uy ;
n—-+oo
2
U <—=U=l<——=I=I1(1- —)<0:>I<O
RN J’ 7
comme: U,>20=12>0
par suite 1=0

4)a) ona: Up= % <(-=) % =% = la propriété est vraie pour n=0.
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sup posons que Uy < : )“% et montrons que U, <( 2 yw1l

N N
i nl_ i n+11
\/7—Un:>Un+1—\/7— \/— 2_(\/7_) 2

d’ou la propriété est vraie pour tout n €IN.

ona:U,,; <

b)
1 2 1 1o\
Sp=Ug+U;+..4U,_ 1 <(—= 04 +(—= )”1___2(
2 2¢=0

1
21--2

—-)
J7
Ona: S,4+1-S,= U, =0 = S estunesuite-croissante.
S croissante et majorée donc convergente.

= S est majorée par

5)a) on a Vo—E z% = la propriété est vraie pour n=0
supposons que V, > % et montrons que V41 = %

ona:V, z%:vﬁz% et unzo:>un+vn2z%:M/unqun2 z%

par suite V, >
b)

ona:U, 20 =U, +V7 2V ; V, 20= U, +V7 2V,
:>Vn+1—Vn >0

- nelN

N |~

ona:V, z% NelIN =V, —V, 212 (Voq +V ) (Viag =V ) 2Viag -V,

:>Vn+1 ~VZ >V =V =>Up 2V -V,
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ona:V;-Vy<U
V2 _Vl < Ul +
. +
Vn _Vn—l < Un—l
n-1 1
Vn—VongUkzsns >
=0 2(1-
( J?’)
::Vn_l+ L ; nelN
2 p1-2)
J7
., 1
= V est majorée par =+ 5
2(1-—=
( ﬁ)

b) ona V.-V, 20 = V est croissante.
V croissante, majorée donc convergente.
Exercice 4:

1)a)ona0<Uy<1 = lapropriété estvraie pour n=0.

Supposons que 0 < U, < 1 et montrons que 0 < Up,; < 1.
Onao0<U, <l = 1+U,>0et 1+U#>0 = U, >0.
Uﬁ_un _Un(Un_l)

1+U, 1+U,
ona:U,-1<0;U,>0;1+U,>0 =U,,;-1<0
doncO< U, <1
par suite 0 < U, <1 ; nelN
b)

Un+1_Un —

Un+1_1:

1-U,
1+U,
ona:0<l,<1=1-U,>0et 1+U,>0 =U, ;-U,>0

— U est une suite croissante.

U croissante , majorée par 1 alors U est convergente.
On a:

o U, =f(U,) avec f(x)=

1+ x2
1+x

e U converge vers |
e fcontinue sur IR\{-1} donc en |

2010-2011
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2
—fi)=l 1=t o
1+1

1+U2 U,
1+U, 1+U,

2)a) 1-Uy =1- (1-U,) ; nelN

on a U est croissante = U, > % - nelN

:>§£1+Un:> n
2 1+U, 1+U, 3

U 2
et1-U,>0 = —1(1-U,)<=(1-U
n Ty (7Un)=2(1-Uq)

n

:>un+1£§(1-un) neN
_ 1 1,2 i . B
b) ona:0<1-U, =5 < 5(5) = la propriété est'vraie.pour n=0.

Supposons que 0<1-U, S%(%)” etmontronsque0 <1-U,, < %(%)”*1

2 21 20 1,204
ona:0<1-U,,1<=(1-U,)==(=) ==(=
n+1 3( n) 32(3) 2(3)
=0<1-U,<=(=)" ;nelN
2 3
1) a)
1,20
ona: 0<1-U;<—(—
1 2(3)
1,2
0<1l-Uy<—(=
2 2(3)
+
_I_
1,2
0<1-U,<=(=)"
<5 (3)
2
1-(2)"
n 1h 2 1.2 3 2
= O<n->Y U, <= Bl L —1_(%
k§1 ‘ 2k§1(3) 2[3 1.2 | (3)
3
2 \n
:>0<n—Sn£1—(§)
2010-2011
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b)
0<1-V, 31(1—(3)“)

lim —(1 ( )")=0= lim 1-V,=0= lim V, =1

n—+oo N n—+oo N—>-+o0

Exercice S:
1/a)ona Uzzg = 2 < U, <3 =lapropriété est vraie pour n=2.

Supposons que n < U, < n+1 et montrons que n+1<U,:; < n+2.
1 1 1 n2 n2 n2
n<U,<n+l=s—<—<—=
n+l1 U, n n+l U, n+1

2

+2<Upj1<n+2

comme n+1< +2=>n+1<U, 1 <n+2

n+1
= n<U,<n+1 ; n=2.
Ona lim n=+wo= lim U, =+w
n—+o0 n—+oo
c)onan<U,<n+1 et n+l< U, <n+2 = U, >U, = Uestune
suite croissante.

1) a)

—n2

Vn+1:;_1: 21 1 ann n
Uy,1—-n-1 2+L_n_1 n?—nU, +U,

n

3 1 3 1 1
n—-n(U,=n)+(U,—-n) 1 _1+1 Vn+1
n(y,-n) U,—-n n n

b) on'a V=0 = 0<V; <1 =lapropriété est vraie pour n=1.

Supposons que -1 <V, <1 et montrons que 1—% <V, <1
n n+

ona:1-tev <imicy iMoo n 1
n n n n+l 1
nt—
n
1
:>1—mSVn+1ﬁl
= 1—1§Vnsl ; nelN*.
n
2010-2011
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c)
. 1 .
lim 1-==0= Ilim V,=1
n—+oo n n—+o
Vn: 1 _1:>Un_n: 1
U,—n V,+1
lim Un—n:1
N—>+00 2
3) a)
10 1.0 n 1 M
— X k(W -1)=—T(Z kV)-( X k)] =S, —— Xk
N k=1 n® " k=1 k=1 N2 k=1
e 1 1+_n_S ~1+n
ST 2T 2n
n+1 1|01 1 n
b) IS, ———|=—| 2 k(V, —1) <= S 4k(Vp—1
) 1S nz‘kgl(k ) nzk§1|(|< )

ona: 1—%SVK Slz—%ﬁvk —-1<0=-1< k(Vk —l)S0:>| k(Vk —1)|Sl

= T |k(V—1)I< T 1=h

k=1 k=1
:lSn—n—+1 sinz1
2n N2 n
¢) lim Z=0= Jim (S,~ " 1y=0= Iim s, = tim *1_1
n—+oo N A—>+00 2n N—>—+o0 n—+o 2N 2

Exercice 6 :
1/a/ soitP 2« U,>0, nelN »

On a Uy=1 >0 alors P est vraie pour le premier terme.

Supposons que P est vraie jusqu’a [’ordre n et montrons qu’elle est vraie a
[’ordre n+1

2+U°2

=un+i etU,>1alors U, >1

n n

D’ou P est vraie pour tout n €IN

OnaUpq=

b/ nelN ; Un+1-Un=U£ >0 d’ou U est croissante

n

2010-2011
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¢/ supposons que U est majorée, puisqu ’elle est croissante alors elle converge
vers |
2+ X%?

Dans ce cas on a : U converge vers |, U,.,=f(U,) (f(X)= ) et f continue

en |

Alors f()=l < 1P=2+I> < 0=2 ce qui est impossible et par suite U n’est pas
majorée.

U non majorée et croissante alors U est divergente et |im U, = +o.

N—+o0

2oy, axt

— 2
2/a/nEIN, Vn+1'Vn: (Un+l Un)4(Un+1+Un):Un Z Un — 4Un :1+é >

1.
b/ soitP : «V,>n , nelN»
On a Vo >0d’ou P est vraie pour le premier terme,
Supposons que P est vraie jusqu’a [’ordre n et montrons.qu’elle vraie a l’ordre
n+1.
OnaVp1—V,21dou Vi 2Vy+1l2n+1.
D’ou P est vraie pour tout n €IN.
Ona |imn=+w donc lim V,, = +o©

n—+o0 nN—+oo

¢/ Vyer-Vo= 14— 5 nelN.
U

n

OnaV,2>n d’ou U2 >4n d’otr pour tout n eIN* 1.1

U2 4n
. 1 d /N «
et par suite 1+ — < 1+ — ;nelN
Us 4n
En fin V,uy-V, < 1+4i “nelN*,
n
3/ onal=<V,1-V, _<1+4i donc |limWn=1.
n N—>+w0
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4o aths | intervalle: Théoréme de bijection |  Exercices

Exercice 1:

Soit f la fonction définie par : f(x)=x*-x*+3x+1

1/ Montrer que fréalise une bijection de IR sur un intervalle J que [’on
precisera

2/ Montrer que l’équation f(x)=0 admet une unique solution a e }—%,O[

Soit f la fonction définie sur [0,1] par f(x)=2x-x.

1/ Etudier la dérivabilité de f a droite en 0, a gauche en 1 et déterminer
le domaine de dérivabilité de f .

2/ Etudier les variations de f et montrer que f réalise une bijection de
[0,1] sur un intervalle que l’on précisera.

3/ Déterminer ’expression de f ™

4/ Etudier la dérivabilité de f ** et déterminer sa fonction dérivé.

Exercice 3:
Soit la fonction f définie par f(x) =4x? +x+2x+1
1/ a) Etudier la continuité de f sur son'domaine de définition
b) déterminer le domaine de'dérivabilité de f puis calculer f’(x).
2/ a) Montrer que f réalise.une bijection de IR, sur un intervalle J que
[’on deéterminera .
b) Etudier la dérivabilité et la continuité de f *sur J .
3/ Expliciter f *(x) pour-tout x de J
4/ Montrer que l'équation f(x)=2 admet dans IR" une solution unique

och

Exerciced:
Soit f la fonction définie sur D= [o,f{ par f(x) 1
2 Cos X

1/ a) Montrer que f est dérivable sur D .
b) Etudier les variations de f et montrer qu’elle réalise une bijection

de {O%{ sur un intervalle I que [’on précisera

2/ étudier la dérivabilité def*en 1.
3/ Montrer que f ™ est dérivable sur N\{1 } et calculer (f %) ’(x)
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Exercice 5:
('t est la représentation graphique d’une fonction [ dans un repére
orthonormé (0.i,j) .
1/ a)Déterminer le domaine de définition Df de f
b) Déterminer les limites de f aux bornes de son domaines Df .
2/ f est elle dérivable a gauche en 2? Justifier ta réponse.
3/ dresser le tableau de variation de f .
4/
a) Montrer que f est une bijection de Dy sur un intervalle J que ["on
déterminera .
b) f estelle dérivable & droite en 0? Justifier ta réponse.
c) Compléter la figure par la courbe ¢ de f™.

g

Exercice 6:

Soit f la fonction définie par : f : x> x? +2x +X.
1/ Determiner le domaine de définition Dy de f .
2/ Montrer que f est dérivable sur J—o,—2[U]0,+oq

3/ Etudier la dérivabilité de f a droite en O et interpréter graphiquement
le résultat trouvé .
4/ Dresser le tableau de variation de f sur [0, [

5/ a) Montrer que f réalise une bijection de IR sur l'intervalle J que
[’on preécisera.
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4o aths | intervalle: Théoréme de bijection |  Exercices

b) Exprimer f (x) pour tout x de J .

Exercice 7:
Soit f: ]-mA — R

X - tg(XE)

1/ montrer que f est dérivable sur -7,z [et calculer sa fonction dérivee.
2/ étudier les variations de f.

13/ démontrer que f est une bijection de ]-7, 7] surIR. calculer f *(1yet (f
) (1).

4/ démontrer que f ™ est dérivable sur IR et expliciter (f) (x) pourtous x
eR.

Retrouver (f*)’(1).

Exercice 8:
I- g est la fonction définie sur IR par : g(x) =-1+

X% +1

1/ Déterminer les limites de g en +« et en -m.

2/ Montrer que g est derivable surlR.

3/ Dresser le tableau de variation de g-.

4/ Montrer que g est une bijection de IR-sur un intervalle J que [’on
precisera

I1- Soit f la fonction définie surIR par : f(x)=—x+2+vx?+1

1/ Déterminer les limitesde fen +« eten -«.

2/ Dresser le tableau-de variation de f .

3/ Montrer que f estune bijection de IR sur un intervalle I que l’on
precisera

4/ Montrer que I’équation f(x) = 4 admet une unique solution dans | -2,
Of

5/ Déterminer f (3) et (f ) ’(3)

6/ Expliciter I ’expression de f*(x) pour x de | .

Exercice 9:
Soit f la fonction définie par : f(x)=2x+4x*-1.
I/

1/ Déeterminer Df.
2/ Montrer que f est dérivable sur E,Jroo{puis calculer f(x)
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4o aths | intervalle: Théoréme de bijection |  Exercices

3/ Etudier la dérivabilité de f a droite en %et interpréter graphiquement

le résultat obtenu.

11/ Pour tout x de [o,g[, on pose h(x) = !

et g(x)=(foh)(x).
COSs X

1/ Montrer que h est dérivable sur }0,%[.
2/ Déterminer h<}o,%[> .

3/ a)Montrer que g est dérivable sur }0,%[

b) prouver que g'(x)= L+sinx ; pour tout X e}o,f[
C0S2X 2

5/ Montrer que g réalise une bijection de{o,%{ sur un intervalle que [’on

precisera
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Exercicel:

1/ f est dérivable sur IR et f'(x)=3x2-2x+3>0
f continue, strictement croissante sur IR donc réalise une bijection de IR

sur f<IR>=] Ilim f(x)
X —>—00

Ilm f (x)[=]-0,+o]

2/ f est une bijection de IR dans IR; 0 IR donc posséde dans IR un seul

antécedent « par f

= f(x)=0 admet dans IR un unique solution «.

f(0)=1 et f(-%):
Exercice 2:

1) lim f(X) FO) _ im 2\/; X _ \/_(2 Jx) _ _
an* ><»O+ \/;

x—0" x—0"

2 £(0) f(-%)<0 —a e]-%,O[.

Donc f'n’est pas derlvable a droite en 0 :

SFO-f@ 2% —x -1

xal X — x—1"

X -1 X — X -1

-1

(XD iy

WX D D) et

Donc f est dérivable a gauche en 1.

La fonction x> +/x est dérivable sur ]0,+oc[ donc sur J0,1[, les fonction

X2 et x> x sont dérivable sur IR done sur]0,1] .
On en conclut alors que f est dérivable-sur ]0,1].

2) Pour xde ]0,1] f'(x)=

1=

\/_ N-Ei

f est continue et strictement croissante sur [0,1] donc

elle réalise une bijection de [0,1]sur

f< [0,1]>=[0,1}.

3) pour toutx e[0,1] ety £[0,1];

RésolvonsI'équation f(y)=x d'inconnue y:
y =f (x)=f (y)=x <:>2\/y_—y =x <4y =(x +y)2

Sy2+2xy +x° -4y =0 ;X +y >0
SYyP+2y(x —2)+x%=0 X +y >0
Sy +(X-2)2=(x-2)°+x°=0 ; x+y >0
< (Y +(x —2))? =4(1-x) X +y >0
<:>y:i2«/1—_x—(x—2) ;X +y >0

comme f *(0)=0

alors , pourtout x[0,4] : f *(x)=2-x —2v1—x

2010-2011
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4) dérivabilité de f* a gauche en 1:

lim f(x)xﬁw = {’sadmet au point d'abscisse 1 une demie tangente
X -1

horizontale = ;-1 admet au point d'abscisse 1 une demie tangente verticale
= f™ n'est pas dérivable & gauche en 1.

Dérivabilité de f* & droite en 0:

lim f(x)xﬂ =+ = (s admet au point d'abscisse 1 une demie tangente
x —0"
verticale = ¢’¢-1 admet au point d'abscisse 1 une demie tangente horizontale
= f™ est dérivable a droite en 0.

Dérivabilité de f* sur ]0,1[:
f est dérivable et f ' non nulle sur J0,1[ donc f ™ est dérivable sur ]0,1].

Pour tout xe[0,1[; (f 1)'(x)=-1+ 11

—X
Exercice 3:
1) a) Di={xelR; 4x2+x >0}

X 1
Donc Df:]—oo,%[U]O,—i-oo[. 77 0+

A3+ x| + - +

La fonction x i 4x? + x est continue, positive sur Ds 0 0

= x>/4x% +x est continue sur-D; = f est continue sur D; comme étant la somme
de fonctions continues..

b) dérivabilitédefsur]-oo%[u]0,+oo[:

La fonction x .4x%+ x est dérivable, strictement positive sur ]—oo,%[u]o,+oo[
= xi>/4% +x est dérivable sur ]—oo,%[u]o, oo
et xr- 2x+1 ]—oo,%[U]O,+oo[

= fest dérivable sur]—oo,%[u]o, +oo| .

Dérivabilité de f 2 gauche en % :
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4 ée Maths Solutions
f(x)-f (_41) VAX 2+ X +2x +1—; VAX 24X +2X +;
lim ————4-~ lim_ : = lim :
1 1 1
H(‘Zj X +Z H(_,) X +— H(_,) X +—
/4x(x+ ) +2(x + ) /4x(x+ )
= I|m = I|m
1
X +— X +—
4
4x (x +—)
= lim 4 +2= lim L S

xof L) 1 1 X—
(5) (x +4j"4x(x +Z) (3 a/4X(X+ )

= f'n’est pas dérivable a gauche en —%.

Dérivabilité de a droite en O:

i F00=F(©Q) _ e xaaxs1-1 X|\/4+ Q.

x—0" X x—0* x—0"

= f'n’est pas derzvable a droite en () .

Conclusion : f est derivable sur }—oo,—%[u]o,m[.

1 , 8x+1
Pour x de } 0, 4[U]O,+oo[ f(x) N +2.
2) a) Pour x de IR" f'(x) >0 .
= fest strictement croissante et continue sur IR+ donc f
réalise une bijection de AR™'sur
J=f<[0,+ 0 [>=[1,+e0].

b) f est.continue sur [0,+oo [ donc f* est continue sur [1,+ o[ .

Dérivabilité de f* sur 11,+ oo [:

= lim

x—0*

f4+ +2=+0

X 0 +00
/=) +
f / +00

1

f est dérivable et f' non nulle sur J0,+co [ = f* est dérivable sur J1,+o[

Dérivabilité de f* & droite en 1:
f x)-f 1

lim
x —1" x -1
. y -0 . 1
= lim ——— = |lim ———————=0
x ot f(y)=F () y o+ F(Y)-T(0)

y
—f? est dérivable a droite en 1.
2010-2011
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4 ée Maths Solutions

En conclusion f* est dérivable sur [1,+o[
2V4X% + X

8x+4Ax% + x +1

Pour tout xe[1,+oo[; (f)'(x)=

3/ pour tout x e [1,+o[etye[0,+o[; y=F*(x) < f(y)=x.
Résolvons I'équation f(y)=x d'inconnue y:

f(y)=x <:>1f4y2+y +2y +1=x
<4yi+y =(x—(2y +1))2 X >(2y +1)
SAyP+y =x2+4y % +1+4y —4xy —2x ; X >(2y +1)
S Y (3+4x)=x"+1-2x ; x >(2y +1)

_ K —1)?

X >(2y +1
4x -3 2y +1)

oy

(x-1)*
4x -3
4/ f est une bijection de [0,+oo[ sur [1,+oo[ et 2 e[1,+o0 [ donc admet un unique
antécédent par f dans [0,+ [
= f(x)=2 admet une unique solution «’dans [0,+][.

De plus (f(O)—2).(f(%)-2) <0 = a'€o; %[.
Exercice 4:
1/a) lafonction x+— cosxest dérivable sur IR donc sur}o,%{ :

Donc pour tout x de [1,4+c0[ f(x)=

1

Y1

lim 1= TO) _ jycosx ~_ jjpy 17C0SX_ X 1m00SX

x—0" X x=0" X x—0" X COS X x—0" COS X X

car lim ——=0 etlim 1-cosx _1

x—>0" COS X x—0* X 2
Donc f est:dérivable a droite en 0 X 0 T
En conclusion f est dérivable sur {o,f[ 2
2 f'(x) |0 +
|l . ., sin X

b) Pour tout x e [O,E[, f(x)= >0 +00

cos’ X f
2) f est continue et strictement croissante sur 1 /
[0,%[ et f({o,%[)=[1,+oo [ donc f réalise une

bijection de {0,%{ surf([o,%{)z[l,ﬂo[ .

2010-2011
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3) f,(0)=0donc ¢'¢admet au point d'abscisse 0 une demie tangente horizontale

= ( ¢4 admet au point d'abscisse 1 une demie tangente verticale
=f?1 n’est pas dérivable & droitel.

4) f est dérivable et f' non nulle sur }0,%{ = f ™ est dérivable sur J1,+o [

pour tout xe]l1,+oo[;

, 1 1 €052 _ 1
OO 0 T sy F =y ex =)=
1
- X2 Qcosy:l:siny: xt-1
Jx2-1 X X
X
!
xalx2-1

Exercice 5:
1/ a) Di=]1,2]
b) f(2)=0; Ilim f (x)=+o
X -1
2/ ¢’ admet au point d'abscisse 2 une-demie tangente verticale

—f n'est pas dérivable a gauche en 2
3/ x| 1 2

+00

f \0

4/ a) f continue-strictement décroissante sur ]1,2] donc réalise une bijection de

11,2] surf<]1,2]>=[0,+ .

b) s admet au point d'abscisse 2 une demie tangente verticale donc £;-1 admet
au pointd‘abscisse 0 une demie tangente horizontale par suite f * esr dérivable &

droite en O:et (f 7)'(0)=0.
C) o1

5+

4+

3t é,f

www.zribi-—% y ! 3 ; + : : 3
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Exercice 6:

1/ Di={x €lR; x2+2x >0}=]-00,-2] U[2,+ 0.

2/ X — x2+2x est dérivable, strictement positive sur ]-c0,-2[ ]2,+0 [
= x >+/x2+2x est dérivable sur IR

= f est dérivable sur IR .

3/
_ 2
lim f (x) f(O): lim X242X +X
x —>0" X x >0" X
| X | 1+g
=1+ lim X
x >0t X

=1+ lim ,/l+£ = +00
x >0" X

= fn'est pas dérivable a droite en"0 et*{ radmet que point d'abscisse 0 une
demie tangente verticale dirigée vers le haut.
X +1

4/ pour tout xe]0,+oo[; f '(x):ﬁ+1>0
Xc+2X
X 0 +00
f +
400
p /
0

5/ a) f continue, strictement croissante sur [0,+oo [ donc réalise une bijection de
[0,+00[ sur f<[0,+c0 [>=[0,+0][.

b) pour tout x [0+ [ etye[0,+ao[; fH(X)=y <= x=f(y).
résolvons I'équation f(y)=x d'inconnue y:

f(y)=x w/y2+2y +y =X

S y2+2y =(Xx —y)? ;X -y >0
< y(2+2x)=x2 X —y >0
X2
Ry =
y 2+ 2X
2010-2011
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X2

pour tout x e[0,+ao [; f*(x)= .
2+ 2X

Exercice 7:
1/ f(x)=gou(x) avec g(x)=tgx et u(x)=XE.

u est dérivable sur ]-7z, 7 [ et u'(x)=%.

g est dérivable sur u<]-7r,7z[>=]—%,%[ et g'(x)=1+tg?(x).
= f = gou est dérivable sur ]-7z,z [ et f'(X)=u'(X)g'(u(x)).
Pour tout xe]-7z,z[; f '(X):%[lﬂg Z(XE)] >0

2/

lim f(x)=-w X| -T T
N f +

lim f (x) = +o0 =
X —=>1 f 'OO/

3/ f continue strictement croissante sur <z, 7 [.donc réalise une bijection
de ]-z,z[ sur f<]-z, 7 [=IR.
fG=1cZ=t"a
(2) g @
: 1—1 - -1
f6—@) ¢ '(%)

4/ fdérivable et f ' non.nullesur J-7, [ donc f* est dérivable sur f<]-z, 7 [>=IR.
Pour tout x €lR;

fHw=

1\, 1 1 1 y
f)'x) f'(f‘l(x))_f'(y) fx)=y ox=f(y) tgz
o 1
1
;@)
2
1+x2
Exercice 8:
1/1/

2010-2011
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. . . 1
lim g(x)= lim —1+;:—1+ Iim ——=0
X —>+00 X —>+00 1 X —>+00 1
X |1+ 1+ =
X2 X2

lim g(x)= Ilim -1+ ————=-1+ lim

1 =-2
X —>—00 X —>—00 |X| ’1+7 X —— oo_’1+]_2
X

2/ X — x2+1 dérivable, strlctement positive sur IR
=X > ~/x2+1 dérivable sur IR et non nulle

1 L.
=X dérivable sur IR
Jx2+1
= festdérivable sur IR comme étant somme et produit de fonctions dérivables.
3/ xelR; g'(x) = 2"’X2+ !
X2+1 (x 2+1)\/T
X | -o0 +00
g +

4/ g continue strictement croissante sur IR‘donc réalise une bijection de IR sur

f<IR>=]-2,0[.
1/ 1/
lim f (x)=+ow
X ——00
X2+1-+%x72 . 1
Iim f(xX)=2+ lim —/—/]/——— =2+ Iim —=2
X —>+00 )= X >+ooafX 2+1+ X X —>+0 X 241+ X
2/ xelR; f '(x)=~1+ X _g(x)<0
(x) Vet g(x)
X | =00 +00
f -
+0

3/ f continue strictement décroissante sur IR donc réalise une bijection de IR sur
f<IR>=]2,+[.

4/ f est une bijection de IR sur ]2,+«[ et 0 €]2,+c0 [ donc possede par f un seul
antécédent = f(x)=4 admet dans IR une unique solution « .

f(-2)-4= 5 et f(0)-4=-1 = (f(-2)-4)(f(0)-4)<O0 ; d'aprés le théoréme des valeurs
intermédiaires a €]-2,0[.

2010-2011
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5/ f(0)=3 < 0=f*(3)

f-l ' 3 — 1 _ 1 -1

(F76) f¢ @) f'0)

6/ pour tout y €IR; x€]2,+o [; f1(X)=y <= x=f(y)
Résolvons I'équation f(y)=x d'inconnue y:

f(y)=x -y +2+~/y2+1:x

S Yy2+1l=X-2+y)? : X 24y >0
©2y(x-2)=1-(x =22 X -2+y 20
1-(x —2)2
Sy =——"-""7T
2(x =2)
Pour tout xe]2,+o0 [; f-l(x):ﬂ
2(x —2)

Exercice 9:

1/ Di={x €IR; 4x2-1 20}2]-00,-%]u[%,+oo[

2/ X — 4x2-1 est derivable, strictement positive sur ] %,+oo[

=X > 4x2-1 est dérivable sur ] %,+00[

etf'(x):2+\/%
3/
1
f(x)-f( ) 4X2 1

lim —— 2" -2+ Ilm

1 A 2_1
x—>!r X=3 x—>f (X _*) ax2—

4(x +E)
=2+ lim
1t AJax2-1

X—>-
2

= 40

11/ 1/ x4~ cosx dérivable et non nulle sur ]O,%[ = h est dérivable sur ]O, %[.

2/ xel0, Z[; ()= 1 sinx

2
2cosx X 0

N |

h continue, strictement
croissante sur ]0, %[

—h<]0, %[>=]%,+oo[

h /
T
2

0.8)

2010-2011
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3/ h dérivable sur ]0, %[ et f dérivable sur h<]0, %[> = g=foh est dérivable sur

w
4/ x €]0, %[: g'()=h"(x)f "(9(x))
4 1
1 si
e
4 -1
4c0s2x
2
=l sinx (2+ COoS X )
2 C0S2xX 1-cos2x
C0S2X
2

1 sinx
_= 9 _COSX
2 COS 2X \/sinzx
COS 2X
1 sinx
== 2+ _2
2 C0S2X sin X
_1+sinx
C0S 2X
6/ g continue strictement croissantesur [0, %[ donc réalise une bijection

de [0, %[SUF g<Io, %[>=[g(0), lim g(x)[

x—>Z
2
lim g(x)=+0 eneffet lim h(x)=+o et lim f (x)=+o0
T i X —>+00
X—>— X >
2 2
2010-2011
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Exercice 1
Une agence de voyages propose exclusivement trois destinations: la destination A, la destination G et la destination M.
50% des clients choisissent la destination A. 30% des clients choisissent la destination G.
20 % des clients choisissent la destination M.
Au retour de leur voyage, tous les clients de I’agence répondent aune enquéte de satisfaction. Le dépouillement des
réponses ace questionnaire permet de dire que 90% des clients ayant choisi la destination M sont satisfaits, de méme
que 80% des clients ayant choisi la destination G. On préléve au hasard un questionnaire dans la pile des questionnaires
recueillis. On note les événements : A : « le questionnaire est celui d’un client ayant choisi la destination A »;

G : « le questionnaire est celui d’un client ayant choisi la destination G »;

M : « le questionnaire est celui d’un client ayant choisi la destination M » ;

S : « le questionnaire est celui d’un client satisfait »;

S : «le questionnaire est celui d’un client insatisfait ».
1. Traduire les données de I’énoncé sur un arbre de probabilité.

2. Traduire par une phrase les événements G NS et M NS puis calculer les probabilités P(G ﬁS) et P(M N S) .
L’enquéte montre que 72% des clients de I’agence sont satisfaits. En utilisant la formule des probabilités totales,
3. calculer P(AF\S) . En déduire P, (S) , probabilité de I’événement S sachant que 1’éveénement A est réalisé.

4. Le questionnaire prélevé est celui d’un client qui est satisfait. Le client a omis de préciser quelle destination il
avait choisie. Déterminer la probabilité qu’il ait choisi la destination G
5. On préléve successivement au hasard trois questionnaires dans la pile d’enquétes. On suppose que le nombre de
questionnaires est suffisamment élevé pour considérer que les tirages successifs sont indépendants,
Calculer la probabilité de I’éveénement : « les trois questionnaires sont ceux de clients insatisfaits »
(on donnera le résultat arrondi au millieme).
Exercice 2
Dans un village de vacances, trois stages sont proposés aux adultes et aux enfants. Ils ont lieu dans la méme plage
horaire ; leurs thémes sont : la magie, le théatre et la photo numérique.
150 personnes dont 90 adultes se sont inscrites a I’un de ces stages. Parmi les 150 personnes inscrites, on reléve que : la
magie a été choisie par la moiti¢ des enfants et 20% des adultes ;
27 adultes ont opté pour la photo numérique ainsi que 10% des enfants.

Recopier et compléter le tableau suivapt . o Magie | Théitre | Photo numérique | Total
On appelle au hasard une personne qui s'est inscrite a un stage.
On pourra utiliser les notations suivantes Adultes

A I’événement « la personne appelée est un adulte » ; Enfants

M 1’événement « la personne appelée a choisi la magie » ; Total 150

T I’événement « la personne appelée a choisi le théatre » ;
N I’éveénement « la personne appelée a choisi la photo numérique ».
1. Quelle est la probabilité que la personne appelée soit un enfant ?
2. Quelle est la probabilité que la personne appelée ait choisi la photo sachant que c'est un adulte ?
3. Quelle est la probabilité que la personne appelée soit un adulte ayant choisi le théatre ?
4. Montrer que la probabilité que la personne appelée ait choisi la magie est 0,32.
5. Le directeur du village désigne une personne ayant choisi la magie. Il dit qu'il y a deux chances sur trois pour
que ce soit un enfant. A-t-il raison ? Justifier votre réponse.
6. On choisit, parmi les personnes qui désirent suivre un stage, cinq personnes au hasard. On assimile ce choix a
un tirage avec remise. Quelle est la probabilité qu'une seule personne ait choisi la magie .
Exercice 3
Une enquéte est réalisée aupres des clients d'une compagnie aérienne.
Elle révele que 40% des clients utilisent la compagnie pour des raisons professionnelles, que 35% des clients utilisent
la compagnie pour des raisons touristiques et le reste pour diverses autres raisons.
Sur l'ensemble de la clientéle, 40% choisit de voyager en premiére classe et le reste en seconde classe.
En fait, 60% des clients pour raisons professionnelles voyagent en premiere classe, alors que seulement 20% des clients
pour raison touristiques voyagent en premiere classe.
On choisit au hasard un client de cette compagnie. On suppose que chaque client a la méme probabilité d'étre choisi.
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Onnote : A I'événement « le client interrogé voyage pour des raisons professionnelles »
T I'événement « le client interrogé voyage pour des raisons touristiques »
D I'événement « le client interrogé voyage pour des raisons autres que professionnelles ou touristiques »
V I'événement « le client interrogé voyage en premicre classe ».

Si E et F sont deux événements, on note p(E) la probabilité que £ soit réalisé, et p, (E) la probabilité que E soit

réalisé sachant que F est réalisé. D'autre part, on notera £ l'événement contraire de E .

1.Déterminer : p(A4), p(T), p(V), p,(V)et p (V).

2.a. Déterminer la probabilité que le client interrogé voyage en premiére classe et pour des raisons professionnelles.
b. Déterminer la probabilité que le client interrogé voyage en premiére classe et pour des raisons touristiques.
c. En déduire la probabilité que le client interrogé voyage en premicre classe et pour des raisons autres que

professionnelles ou touristiques.
3. Déterminer la probabilité que le client interrogé voyage pour des raisons professionnelles sachant qu'il a choisi
la premiére classe.
4. Soit un entier n supérieur ou €gal a 2. On choisit # « clients de cette compagnie aérienne d'une fagon

indépendante. On note p, la probabilité qu'au moins un de ces clients voyage en seconde classe.
a. Prouver que: p, =1-(0,4)" .
b. Déterminer le plus petit entier n pour lequel p, >0,9999.

Exercice 4

Un appareil de trés haute technologie est installé dans un laboratoire industriel.

L’installateur assure une maintenance a I’issue de chaque semaine d’utilisation. Pour cette maintenance, soit il doit se
déplacer (intervention directe sur I’appareil ), soit une assistance téléphonique suffit.

A I’issue d’une semaine de fonctionnement, trois situations sont possibles :

Situation A : I’appareil a fonctionné normalement ; Situation B : ’appareil a eu des arréts épisodiques ;

Situation C : I’appareil a eu des arréts trés fréquents.

Dans la situation A, I’installateur doit se déplacer 1 fois sur 2.

Dans la situation B, I’installateur doit se déplacer 7 fois sur 10.

L’installateur sait par expérience que, a I’issue de chaque semaine de fonctionnement, la probabilité d’étre dans la
situation A est 0,6 ; la probabilité d’étre dans la situation B est 0,3 ; la probabilité qu’il doive se déplacer est 0,6.
Partie A : L’appareil a été utilisé pendant une semaine.

On considére les événements suivants : A : « On se trouve dans la situation A »
B : « On se trouve dans la situation B » C : « On se trouve dans la situation C »
S : « L’installateur se déplace » T : « L’installateur effectue une assistance téléphonique »

On pourra construire un arbre pondéré que I’on complétera au fur et a mesure.
1. Calculer la probabilité de I’événement T.
2. Démontrer que, lorsqu’on se trouve dans la situation C, la probabilité que I’installateur se déplace est 0,9.
3.0n sait que I’installateur s’est déplacé. Déterminer la probabilité que I’on ait été dans la situation B.
Partie B : L’installateur devra effectuer la maintenance trois semaines de suite.
On admet que les événements qui surviendront au cours de chacune de ces trois semaines sont indépendants.
1. Quelle est la probabilité que I’installateur ait a effectuer exactement deux déplacements sur les trois semaines ?
a) Donner la loi de probabilité associée au nombre de déplacements a effectuer sur les trois semaines.
b) Montrer que I’espérance mathématique de cette loi vaut 1,8.
¢) Pour I’installateur, un déplacement revient & 300 dinars (I’assistance téléphonique ne lui cofite rien).
L’installateur décide de proposer a son client un forfait pour trois semaines de maintenance.
2. Déterminer le montant minimum de ce forfait afin que I’installateur puisse espérer rentrer dans ses frais.
Exercice 5
Une revue professionnelle est proposée en deux versions : une ¢dition papier et une édition ¢lectronique consultable via
internet. Il est possible de s’abonner a une seule des deux €ditions ou de s’abonner a 1’édition papier et a I’édition
électronique. L’éditeur de la revue a chargé un centre d’appel de démarcher les personnes figurant sur une liste de
lecteurs potentiels. On admet que lorsqu’un lecteur potentiel est contacté par un employé du centre d’appel, la
probabilité qu’il s’abonne a 1’édition papier est égale a 0,2 ; s’il s’abonne a 1’édition papier, la probabilité qu’il
s’abonne aussi a I’édition électronique est égale a 0,4 ; s’il ne s’abonne pas a 1’édition papier, la probabilité qu’il
s’abonne a 1’édition ¢lectronique est égale a 0,1. Une personne figurant sur la liste de lecteurs potentiels est contactée

par un employé du centre d’appel. B
On note : 4 I’éveénement « la personne s’abonne a I’édition papier », 0,2 A <

B 1’événement « la personne s’abonne a 1’édition électronique », B

A 1’événement contraire de 4, B 1’événement contraire de B. - B

1.a. Reproduire et compléter I’arbre suivant : 4 < N

B

b. Donner la probabilité de B sachant 4 et la probabilité de B sachant A .
2. Calculer la probabilité que la personne contactée s’abonne a 1’édition papier et a 1’édition électronique.
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3. Justifier que la probabilité de I’événement B est égale a 0,16.
4. Les éveénements A et B sont-ils indépendants ?
5. On suppose que la personne contactée s’est abonnée a 1’édition €lectronique.
Quelle est alors la probabilité qu’elle soit aussi abonnée a 1’édition papier ?
6. Pour chacune des personnes contactée, le centre d’appel recoit de 1’éditeur de la revue
» 2 dinars si la personne ne s’abonne a aucune des deux éditions ;
* 10 dinars si la personne s’abonne uniquement a 1’édition électronique ;
* 15 dinars si la personne s’abonne uniquement a 1’édition papier ; * 20 dinars si la personne s’abonne aux deux
éditions.
a. Reproduire et compléter, sans donner de justification, le tableau ci-dessous donnant la loi de probabilité de la
Somme regue par le centre d’appel pour une personne contactée.
Somme regue eneuros |2 |10 | 15 | 200
Probabilité
b. Proposer, en expliquant votre démarche, une estimation de la somme que le centre d’appel recevra de 1’éditeur
s’il parvient a contacter 5000 lecteurs potentiels.
Exercice 6
Un site Internet offre la possibilité a des particuliers de vendre des objets aux enchéres. Pour chaque objet, la durée
des encheres dure une semaine. Si une annonce recoit une enchére, alors la vente de 1’objet est obligatoire a la fin
des encheres et ce, méme si le vendeur juge le prix de vente trop peu élevé. Sur ce site, une étude statistique a
montré que 3/5 des annonces regoivent une premiere enchere le lendemain de leur parution ; dans ce cas, 75% des
vendeurs sont satisfaits du prix de vente final ; 1/3 des annonces regoivent une premiére enchere au bout de trois
jours et, dans ce cas, 57% des vendeurs sont satisfaits du prix de vente final de leur objet ; Les autres annonces ne
recoivent aucune enchere et le vendeur retire alors son objet de la vente.
On choisit au hasard une annonce mise en ligne sur le site. On note :
L : ’événement « 1’annonce regoit une premicre enchére le lendemain de sa parution » ;
T : ’événement « 1’annonce regoit une premicre enchere au bout de trois jours » ;
A : I’événement « I’annonce ne recgoit aucune enchere » .

S : ’éveénement «le vendeur est satisfait du prix de vente final de son objet » et S son événement contraire.

1. Traduire la situation par un arbre de probabilité.

2. Calculer la probabilité que I’annonce ait regu une premiere enchere le lendemain de sa parution et que le vendeur
soit satisfait du prix de vente final.

3. Démontrer que la probabilité que le vendeur soit satisfait du prix de vente de son objet est 0,64.

4.Un objet est vendu a un prix qui satisfait son vendeur. Quelle est la probabilité que cet objet ait recu une premicre
encheére des le lendemain de la parution de I’annonce

5. Marc a mis en vente le méme jour trois jeux vidéo identiques sur ce site. On suppose que les déroulements de ces
enchéres sont indépendants les uns des autres. Calculer la probabilité qu’a la fin des enchéres, Marc soit satisfait
du prix de vente final d’au moins deux de ces jeux vidéo .

Exercice 7

Pour faire connaitre I’ouverture d’un nouveau magasin vendant des salons, le directeur fait distribuer des bons

publicitaires permettant de recevoir un cadeau gratuit sans obligation d’achat. Une enquéte statistique préalable a

montré que, parmi les personnes qui entrent dans le magasin 90 % entrent dans le magasin avec ce bon publicitaire.

Parmi elles, 10 % achétent un salon. Parmi les personnes qui entrent sans bon publicitaire, 80 % achetent un salon.

Une personne entre dans le magasin. On note : B I’événement « la personne a un bon publicitaire ».

B I’éveénement « la personne n’a pas de bon publicitaire ». S I’événement « la personne achete un salon ».

S I’événement contraire de S.
1. Dessiner un arbre pondéré représentant la situation.

2. A l’aide de B, B, S, S traduire les événements suivants et calculer leur probabilité a 107* prés ;la personne
n’achéte pas de salon sachant qu’elle est venue avec un bon publicitaire ; la personne achete un salon ;
la personne est venue avec un bon publicitaire sachant qu’elle a acheté un salon.
Le bon publicitaire et le cadeau associé cottent 15 dinars au magasin. Un salon vendu rapporte 500 dinars au magasin
s’il est vendu sans bon publicitaire.
3.Compléter le tableau suivant qui donne la loi de probabilité du bénéfice réalisé par le magasin selon la situation de
la personne entrant.
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La personne a un bon |La personne a un bon |La personne n’a pas | La personne n’a pas
publicitaire et achéte |publicitaire et n’achéte | de bon publicitaire | de bon publicitaire et
un salon pas un salon et achete un salon | n’achete pas un salon

Situation de la
personne entrant

Bénéfice réalisé par

. 485 -15 500 0
le magasin en euros

Probabilité

4. Calculer le bénéfice moyen du magasin réalisé par personne entrant. Le directeur pense changer la valeur du cadeau
offert. Soit x le prix de revient, en euros, du nouveau bon publicitaire. Calculer, dans ce cas, I’espérance E de la loi
de probabilité du bénéfice du magasin en fonction de x.

5. Le directeur souhaite réaliser 76 dinars de bénéfice moyen par personne entrant. Quel doit &tre le prix de revient x du
nouveau bon publicitaire ?

Exercice 8

Lors d’une enquéte réalisée par I’infirmiere aupres d’éleves de classes de terminale, on apprend que 60% des
¢leves sont des filles. De plus 40% des filles et 30% des gargons fument.

1. On choisit un éléve au hasard. On note A 1I’événement : « L’¢léve choisi fume », et p(A4) la probabilité de

cet événement. On note F I’événement : « L’¢léve choisi est une fille ». Quelle est la probabilité que :
a) Cet éléve soit un garcon ? b) Cet éléve soit une fille qui fume ? c¢) Cet éléve soit un gar¢on qui fume ?
2. Déduire des questions précédentes, en le justifiant, que P(A) = 0,36.
3. L’enquéte permet de savoir que :
[J Parmi les éléves fumeurs, la moiti¢ ont des parents qui fument ;
[J Parmi les éléves non fumeurs, 65% ont des parents non fumeurs.
On note B I’événement : « L éléve choisi a des parents fumeurs ». On notera p,,(C) la probabilité de I’événement C

sachant I’événement D. Dans cette question, on pourra s’aider d’un arbre pondéré.

a) Calculer les probabilités P(A N B) et P(AN B) .En déduire p(B).

b) Calculer p,(A), probabilité qu’un éleve fume sachant qu’il a des parents fumeurs.
Calculer p(A), probabilité qu’un €leve fume sachant qu’il a des parents non fumeurs.

Quelle remarque améne la comparaison de ces deux résultats ?

4. On rappelle que, pour chaque €léve choisi, la probabilité qu’il soit fumeur est égale a 0,36. On choisit quatre éléves
de terminale au hasard. On admettra que la population d’éléves de terminale est suffisamment grande pour que le
choix d’éléves au hasard soit assimilé a un tirage avec remise.

A T’aide d’un arbre pondéré, calculer la probabilité qu’aucun de ces quatre éléves ne soit fumeur ?

Exercice 9

On considére les épreuves de courses du 100 m, 200 m ou 400 m lors des meetings internationaux d'athlétisme. On

s'intéresse au nombre de faux départs survenant lors de ces épreuves. On rappelle qu'un faux départ est le démarrage

d'un coureur avant le signal de départ donné par le starter, a la suite de quoi on doit donner un nouveau signal de
départ. Les statistiques des années précédentes ont permis d'établir les données suivantes :

[ la probabilité qu'il y ait un faux départ au premier signal est de 0,2

[J quand il y a eu un faux départ au premier signal, la probabilité qu'il y ait de nouveau un faux départ au
deuxiéme signal est de 0,05

[ il n'y a jamais de faux départ au troisieéme signal. On admet que les départs sont indépendants les uns des autres.

1°) Représenter ces données par un arbre de probabilités.

On notera F1 : I'événement :" il y a un faux départ au premier signal”
F2 : I'événement :" il y a un faux départ au deuxiéme signal"
2°) Montrer que la probabilité qu'il y a ait exactement un faux départ est de 0,19
3°) Déterminer la loi de probabilités du nombre de faux départs donnés lors d'une épreuve quelconque.
Justifier I'affirmation suivante : " dans 20 % des épreuves, il y au moins un faux départ”

4°) Lors d'un quart de finale au 200 m, on fait courir les athlétes en quatre séries indépendantes, soit quatre épreuves.
Calculer la probabilité qu'il y ait exactement trois séries sans faux départ au premier signal lors de ce quart de finale.

Exercice 10

Un club de remise en forme propose, outre I’acces aux salles de musculation, des cours collectifs pour lesquels un

supplément est demandé lors de 1’inscription. Une fiche identifie chaque membre et son type d’abonnement : avec ou

sans cours collectif. Une étude sur les profils des membres de ce club a montré que

40 % des membres sont des hommes. 65 % des membres sont inscrits aux cours collectifs.

Parmi les femmes, membres de ce club, seulement 5 % ne sont pas inscrites aux cours collectifs.

On choisit une fiche au hasard et on considére les événements suivants

H : «la fiche est celle d’un homme », F': «la fiche est celle d’une femme »,

C : «la fiche est celle d’un membre inscrit a des cours collectifs ».
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Rappel de notation : Si 4 et B sont deux événements donnés, p(A4) désigne la probabilité de 4 et pp(A4) désigne la
probabilité conditionnelle de 4 sachant B.
1) Donner les probabilités suivantes : p(H) , pr(C) , p{C) et les reporter sur un arbre pondéré modélisant la situation
qui sera complété au cours de la résolution de 1’exercice.
2) a) Déterminer p(F N C).  b) Montrer que p(H nC)=0,08.
¢) On tire la fiche d’un homme, quelle est la probabilité que celui-ci soit inscrit aux cours collectifs ?
d) Compléter I’arbre pondéré de la question 1.
3) On choisit au hasard une fiche d’un membre non inscrit aux cours collectifs.
Quelle est la probabilité que ce soit celle d’un homme ? (donner la valeur décimale arrondie au centiéme).
4) Pour vérifier la bonne tenue de son fichier, la personne chargée de la gestion de ce club préleve une fiche
au hasard et la remet apres consultation. Elle procede ainsi trois fois de suite.
Quelle est la probabilité qu’au moins une des fiches soit celle d’un membre non inscrit aux cours collectifs ?

Exercice 11

Les parties A et B sont indépendantes.

A la rentrée scolaire, on fait une enquéte dans une classe de sixi¢éme comprenant 25 éléves.

Partie A :

On sait que, dans cette classe, 48% des €leves ont 11 ans, 15 ont 13 ans et les autres ont 12 ans. Ces éléves

utilisent deux types de sacs de cours : le sac a dos ou le cartable classique. 15 éléves, dont les 23 ont 11 ans, ont

acheté un cartable classique ; les autres, dont la moitié ont 12 ans, ont acheté un sac a dos.

1. Recopier le tableau suivant sur votre copie et le compléter a I'aide des données de 1'énoncé :

2- On interroge au hasard un €l¢ve de cette classe et on note : Sac a dos | Cartable | Total
S I'événement : « I'éleve a un sac a dos ».

11 ans

C I'événement : « 1'éléve a un cartable ». 12 ans
e s s .

T 1'événement : « 1'éléve a treize ans ». 13 ans

a. Montrer que p(S)=0,4. Total 25
b. Calculer p(CNT).

3- On interroge successivement et de manicre indépendante trois éleves de cette classe ;
Quelle est la probabilité qu'exactement deux d'entre eux aient un sac a dos ?
Partie B :
A leur inscription, ces éléves doivent souscrire une assurance scolaire ; deux types de contrats annuels sont
proposés. D'apres des études statistiques, le contrat A dont le cofit est de 20 dinars est choisi avec une probabilité
de 0,7 et le contrat B dont le cott est de 30 dinars est choisi avec une probabilité de 0,3.
De plus, le college propose une adhésion facultative au foyer coopératif, d'un montant de 15 dinars.
Indépendamment du contrat d'assurance choisi, 40% des éléves prennent une carte d'adhérent du foyer.
On note : A I'événement : « I'éléve a choisi le contrat A » B I'événement : « I'éléve a choisi le contrat B »
F I'événement : « 1'éleve est adhérent du foyer ».
1- Construire 1'arbre des probabilités associé a la situation décrite ci-dessus.
2- Quelle est la probabilité qu'un €leve ait pris le contrat B et soit adhérent du foyer ?
3- A chaque éléve pris au hasard, on associe le cotit X de son inscription (assurance scolaire plus adhésion
¢ventuelle au foyer) ;
a. Quelles sont les valeurs possibles de ce cott ?
b. Etablir la loi de probabilité de ce coiit et présenter le résultat dans un tableau.
c. Calculer l'espérance mathématique de cette loi. Quelle interprétation peut-on en donner ?
Exercice n°12
Une étude statistique indique que 95 % des téléviseurs fabriqués par une entreprise sont en état de fonctionnement.
On fait subir a chaque appareil un test de contréle. On constate que :
e quand un appareil est en état de fonctionnement, il est accepté dans 96 % des cas a l'issue du test ;
e quand un appareil n’est pas en état de fonctionnement, il est néanmoins accepté dans 8 % des cas a l'issue
du test. On choisit au hasard un téléviseur fabriqué par l'entreprise. On définit les événements suivants :
F : «le téléviseur est en état de fonctionnement » ; T : « le téléviseur est accepté a l'issue du test » ;

T : «le téléviseur est refusé a l'issue du test ». Ainsi : la probabilité de 1'événement F, notée p(F) est 0,95 ;

la probabilité pr(T) qu’'un téléviseur soit accepté a l'issue du test sachant qu’il est en état de fonctionnement est 0,96.
1.Calculer la probabilité que le téléviseur ne soit pas en état de fonctionnement.
2.a. Calculer la probabilité que le téléviseur soit refusé a 1'issue du test et qu’il soit en état de fonctionnement

b. Calculer la probabilité qu'un téléviseur soit refusé a l'issue du test sachant qu’il est en état de fonctionnement.

c. Calculer la probabilité que le téléviseur soit refusé a I'issue du test et qu’il ne soit pas en état de fonctionnement.
3. En déduire la probabilité pour que le téléviseur soit refusé a 1'issue du test.
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4.Quelle est la probabilité pour qu’un téléviseur soit en état de fonctionnement sachant qu’il est refusé a l'issue du

test 7 (On donnera la valeur décimale arrondie au millieme du résultat.)

Exercice 13

En 1998 un constructeur automobile frangais a vendu dans la catégorie "petites voitures" 283049 véhicules

répartis de la fagon suivante : 86214 du modele 4, 166 937 du modele B, le reste du modele C.

Le constructeur estime que la probabilité de choix d'un de ces modeles par un client ayant I'intention

d'acheter une voiture de cette catégorie, est égale a la fréquence de vente de ce modele dans la catégorie

"petites voitures" de cette marque.

Les résultats seront arrondis a trois décimales.

1. Déterminer la probabilité qu'un client acheteur choisisse le modele B.

2. Quelle est la probabilité qu'il ne choisisse pas le modele B ?

3. Trois clients achétent un véhicule dans la catégorie "petites voitures", leur choix se fait de fagon
indépendante. On appelle X la variable aléatoire donnant le nombre de clients parmi les trois qui
achétent le modele B.

a. Construire un arbre de probabilité et déterminer la loi de probabilité de X.

b. Calculer l'espérance mathématique de X.

4. Représenter la fonction de répartition de X.

5. Quelle est la probabilité pour qu'au plus deux clients sur les trois achétent un véhicule du modele B ?

Correction
Exercice 1
1) Les données de 1’énoncé nous permettent d’établir que : p(4)=0,5 S
p(B)=0,3 ,et p(M)=0,2(pourcentages de 1’énonc¢) A < _
De surcroit, puisque « 90% des clients ayant choisi la destination M 0,5 S
sont satisfaits », on aura p,,(S5)=0,9 . 0a g S
donc p,, (S)=1-p,,(S)=1-0,9=0,1 . ¢ Too—<
De méme p(S)=0,8 donc p;(S)=1-0,8=0,2 0.2 0.9 S
Les probabilités notées en rouge ont été calculées en appliquant la loi M <
des nceuds : « la somme des probabilités inscrites sur les branches issues 0,1 s

d’un méme nceud est égale a 1. »
2) a) GNS est I’événement « le questionnaire est celui d’un client satisfait ayant choisi la destination G ».
Sa probabilité est : p(GN.S) = p(G)x p;(S)=0,3x0,8=0,24.
M N S est I’événement « le questionnaire est celui d’un client satisfait ayant choisi la destination M ».
Sa probabilité est : p(M N S)=p(M)xp,,(§)=0,2x0,9=0,18 .
b) L’énoncé nous fournit : p(S)=0,72. Les événements A, G et M forment une partition de I’univers,
Donc, d’apres la formule des probabilités totales, ona : p(S) = p(ANS)+ p(GNS)+ p(M NS)
Or, p(§)=0,72, p(GNS)=0,24 et p(MNS)=0,18.
Donc, p(ANS)=p(S)—p(GNS)—p(MnS)=0,72-0,24-0,18=0,3.
pAnS)_03_,
p(4) 05
3) La probabilité que le client ait choisi la destination G sachant
(GNS) 0,24 1
p(S) 072 3

b

¢) On en déduit : p,(S) =

qu’il est satisfait est égale a : py(G) = P

#‘vuiri’rh
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4.Tirer un questionnaire est une épreuve de Bernoulli dont 1’issue succés est S 0,72 — S
« Le client est satisfait » de probabilité p(S)=0,72. 072~ S < N
Les tirages des trois questionnaires sont indépendants, il s’agit d’un schéma de 0,288
Bernoulli. On peut traduire ce schéma de Bernoulli par 1’arbre pondéré suivant : 07 0,72 - S

D’od, la probabilité cherchée est : p= p(S)’ =(1- p(S)) =(1-0,72)° =0,28° =0,00172. ’ < T

Exercice n°2

1) On compléte le tableau en calculant successivement : Le nombre d’enfants = 150- < S

90=60. 0,28 5
Le nombre d’enfants ayant choisi la magie :50% des 60 enfants, soit 30 enfants 02
Le nombre d’adultes ayant choisi la magie : 20% des 90 adultes, soit 18 adultes ,

Le nombre d’enfants ayant choisi la photo : 10% des 60 enfants, soit 6 enfants S <
Les autres nombres sont obtenus par additions et soustractions 028~ S
Magie Théatre Photo numérique Total
Adultes | 18 45 27 90
Enfants | 30 24 6 60
Total 48 69 33 150

2) a) Sionnote £2 I’ensemble des 150 personnes, par application de la formule du calcul des probabilités,
en cas d’équiprobabilité, on établit que la probabilité que la personne appelée soit un enfant vaut :

9 60 2
A)=1-p(A)=1-—=—=2=0,4.
plA)=1=pld)= 150 150 5
b) Sachant que « 27 adultes ont opté pour la photo numérique », sur un total de 90 adultes,la probabilité
que la personne appelée ait choisi la photo sachant que c’est un adulte vaut p,(N)= 5(7) = % =0,3
c) D’apres le tableau, la probabilité que la personne appelée soit un adulte ayant choisi le théatre vaut
pAnT) ==
150 10
3) lére méthode : On lit « directement » dans le tableau que la probabilité que la personne appelée ait
48 8
choisi la magie vaut p(M) = =0,32
gievaut PV =155 =25
2¢me méthode : Les événements A4, A et M forment une partition de I’univers, Donc, d’apres la formule
18 30 48
des probabilités totales, ona : p(M ANM)+ p(ANM)=— =—=0,32
p p(M) = p( )+ p( )=Ts0 50 " 150

p(M) = p(ANM)+ p(ANM) = p(A)x p (M) + p(4)x p (M)
ouencore 99 18 60 30 18 30 48
= X—F—X—=—f—=——
150 90 150 60 150 150 150
p(ANM) _30/150
p(M) 0,32

deux chances sur trois pour que ce soit un enfant.
5. On répéte successivement trois fois de maniére indépendante une

=0,32

4) On calcule p,, (A) =0,625 . Le directeur du village a tort en affirmant qu’il y a

032 — M
M < _
0,68

épreuve consistant a choisir une personne, et qui peut se solder par <
un succés ( il a choisi la magie), de probabilité¢ p =0,32, ou un 0.3 — %
¢échec, de probabilit¢ g =1-p=1-0,32=0,68 0,68~ M

On peut modéliser cette expérience par un arbre ou

on note M le succes et M 1’échec. On obtient :
Pour déterminer la probabilité qu’il y ait, parmi ces trois personne, exactement
une personne ayant choisi la magie, il faut dénombrer le nombre de chemins de

0,68 032~ M < -
i 0,68~ M
0,32
M <
0,68

I’arbre répondant a cette possibilité, chacun de ces chemins ayant pour poids 032 — M
M
0,32x(0,68)".

0,32 —
0,68~ ™M

. ., \ o e — — < 0,32

11 y a trois chemins répondant a cette possibilité : (M MM ) , 0,3 , ~ <

(M;M;]\_l) et (]\_4;A_4;M) (chemins surlignés sur I’arbre) : 0.68

La probabilité que le directeur choisisse parmi ces trois personnes, 0.68 03 M _

exactement une personne ayant choisi la magie vaut M 0,68= M
0,32

068 — —— M

*vuiri’rh
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3x0,32x(0, 68)2 ~ 0,44 arrondie au centiéme.
Exercice 3
Un arbre pondéré pour résumer l'énoncé :

A 1'événement « le client interrogé voyage pour des raisons professionnelles » 0.6 v
T I'événement « le client interrogé voyage pour des raisons touristiques » A <
0,4

e S . .
D I'événement « le client interrogé voyage pour des raisons autres que 0.4

professionnelles ou touristiques » 0.2
. Lo . . 0,35
F 1'événement « le client interrogé voyage en premiere classe ». : T <
Si E et F sont deux événements, on note p(FE)la probabilité que E soit réalisé, 0.8

et pp(E)laprobabilité¢ que E soit réalisé sachant que F est réalisé. D'autre 0-2 <
D

part, on notera E 1'événement contraire de E . p(V)=0,4; p(17) =0,6
1. 40% des clients utilisent la compagnie pour des raisons professionnelles : p(A4)=0,4;

< < <«

<|

35 % des clients utilisent la compagnie pour des raisons touristiques p(7)=0,6.

Sur I’ensemble de la clientele, 40% choisit de voyager en premiére classe : p(})=0,4,

60 % des clients pour raison professionnelles voyagent en premiere classe : p,(V)=0,6;

20 % des clients pour raison touristiques voyagent en premiere classe : p,(V)=0,2

2a. p(AnV)=p,(V)x p(4)=0,6x0,4=0,24 .
b. p(T"V)=p;(V)x p(T)=0,35%0,2=0,07 .

c. Les événements A, T, D et V' forment une partition de I’univers, Donc, d’apres la formule des probabilités
totales, ona p(V)= p(ANV)+ p(F\V)+ p(DNV).Or DNV est’événement : « que le client interrogé
voyage en premiere classe et pour des raisons autres que professionnelles ou touristiques » d'ou
pDOAV)=pV)—p(AnV)—p(FNV)=0,4-0,24—-0,07=0,09 .

3. La probabilité que le client interrogé voyage pour des raisons professionnelles sachant qu'il a choisi

. AnV) 0,24
la premicre classe est : py (4) = pAnY) = =0
p(V) 0,4

s V.

4. a. Notons V, I'événement : " au moins un de ces n clients voyage en seconde classe ",alors V, représente

I'événement : " aucun des n clients voyage en seconde classe "
On choisit n clients de cette compagnie aérienne d'une fagon indépendante donc :

P =(p0)) =(1-0.6)"=(0.4)" . p,=p(¥,)=1-p(¥,)=1-(0,4)"
b. p,>0,9999=1—-(0,4)" >0,9999 =—(0,4)" >—0,0001=(0,4)" <0,0001

—In(100001)

In(0,4)" <In(0,000) = ~In(100001) = n1n(0,4) < —nIn(100001) = n > 0.0

~10,05

le plus petit entier n pour lequel p, >0,9999 est doncn=11.
Exercice 4
Partie A : 1’appareil a été utilisé pendant une semaine

. .. . . . - S
1.Les événements S et 7' forment une partition de I'univers , puisque il n’y a que 0.5
2 issue possibles a la maintenance : soit ’installateur se déplace soit il effectue A o3
une assistance téléphonique . 0.6 T

S est I’événement « L’installateur se déplace » , donc ona p(S)=0,6. , 03 0< S
Or SNT =, puisque les événements S et 7 sont incompatibles . ] B
Par conséquent p(S)+ p(T)=1etona: p(T)=1-p(S)=1-0,6=0,4. 0.3 T
2. on cherche a calculer la probabilité conditionnelle « I’installateur se déplace 0,1 0,9 T
p(CNS) e <
p(©) '
Calculons p(C) : on sait que les événements A, B et C forment une partition de ’univers puisque a I’issue
De chaque semaine de fonctionnement , ce sont les trois seuls issues possibles .
p(A)+ p(B)+ p(C)=1 et par conséquent p(C)=1-0,6—0,3=0,1.
Les événements A, B, C et S forment une partition de I’univers, donc d’apres le théoréme des probabilités totales
On obtient p(S) = p(ANS)+ p(BNS)+ p(CNS).
p(CNS)=p(S)—p(ANS)—p(BNS) .0r p(AnS)=p,(S)x p(4)=0,5%0,6=0,3 et

p(BNS)=pp(S)xp(B)=0,7%x0,3=0,21 et enfin p(CNS)=0,6—0,3-0,21=0,09.
#‘vuiri’rh
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On déduit alors que p.(S) =

p(C) 0,1

p(CNS) 009 _

s 7

3. On sait que I'installateur s’est déplacé . la probabilité que 1’on ait été dans la situation Best pg(B).

En utilisant la formule de probabilité conditionnelle et ona : pg(B) = P(BNS)

Partie B

1. on est en présence d’un schéma de Bernoulli , constitué de trois épreuves
de Bernoulli indépendantes, chaque épreuve ayant deux Issues possibles .

L’installateur a effectué un déplacement p = p(S)=0,6

L’installateur a effectué une maintenance téléphonique 1-p=1-p(S)=1-0,6=0,4 .

On dénombre sur cet arbre 3 trajets conduisant a I’événement :

« I’installateur effectue exactement deux déplacement sur les trois semaines »

La probabilité cherchée est p(d,)= p(SST) + p(STS) + p(TSS)
p(d,) =0,6><0,6><O,4+0,6><O,4><O,6+0,4><0,6><0,6=3><0,4><(0,6)2 =0,432.

la probabilité que I’installateur ait & effectuer exactement deux déplacements sur les trois semaines est 0,432

2. La loi de probabilité associée au nombre de déplacement a effectuer sur les trois semaines est une loi binomiale
De parametre n=3 et p=0,6.

0,21

p(S) 0,6

o,

0,35.

0,6 S
S
0< 0, s
S
0.6 o, T % S
04~ T

%S
S
T{ 0, T
0.6 S
0, T<
0z~ T

Nombre de déplacement

sur 3 semaines 0 1 2 3
pX=x) po=Cip’(1-p)° | p=Cp°(1-p)' | p,=Cip'A-p)* | py=C3p°(A-p)’
Py =0,4"=0,064 | p =3x0,4"%0,6 | p, =3x0,4x0,6 | p;=0,4°%0,6’

p; =0,288

P, =0,6°=0,216
b. L’espérance mathématique E(X)de cette loi vaut : E(X)=0x0,064+1x0,288+2x0,432+3%x0,216=1,8
c. 'installateur effectue en moyenne sur 3 semaines : 1,8 déplacements.

Le montant minimum du forfait doit donc égal a 1,8x300 =540€ .

L’installateur doit donc proposer un forfait de 540 dinars au minimum pour espérer rentrer dans ses frais .

Exercice 5
Partie [

1. A I’événement « la personne s’abonne a 1’édition papier », donc p(4)=0,2.
s’il s’abonne a 1’édition papier, la probabilité qu’il s’abonne aussi a 1’édition
¢lectronique est égale a 0,4 : c’est-a-dire p,(B)=0,4
s’il ne s’abonne pas a I’édition papier, la probabilité qu’il s’abonne a 1’édition
€lectronique est €gale 4 0,1 : ¢’est-a-dire p(B)=0,1 { B
a on compléte d’abord I’arbre avec les données fournies ci-dessus : 0,9
b. on sait que la somme de probabilités issue d’un nceud est égale a 1 donc

ona p,(B)+p,(B)=1 et p (B)+p;(B)=1,d’ou: p,(B)=0,6 et p,(B)=0,9
2.ona: p(AnB)=p(A)p(B)=0,2x0,4=0,08

3.Les événements A, A , et B forment une partition disjointes de I'univers, donc d’apres le théoréme des
probabilités totales. On obtient

p(B)=p(ANB) +p(2 NB)=0, 08+p(2)p2(3) =0,08+0,8x0,1=0,16.

p(Bn4) 0,08 0
p(B) 0,16

5. p(ANnB)=0,08 ; p(A)x p(B)=0,2x0,16=0,032, les événements A et B ne sont pas indépendants .

6.a. Ona:

4.ona pz(A4)=

b
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Pour une somme de 2| p(4nB)=p(4)p;(B)=0,8x0,9=0,72
dinars
Pour une somme de 10 | ,(4nB)=p(4)p,(B)=0,8x0,1=0,08
dinars
Pour une somme de 15| p(4nB)=p(A)p,(B)=0,2x0,6=0,12
dinars
Pour une somme de 20 | p(4nB)=p(A)p,(B)=0,2x0,4=0,08
dinars
Somme regue en euros s, 2 10 15 200

Probabilité p(S=s,) | 0,72 | 0,08 | 0,12 | 0,08

b. L’espérance mathématique de cette loi de probabilité est E£(S) = 2x0,72+ 10x0,08+15x 0,12+20%0,08 = 5,64 .

Le centre d'appel peut espérer recevoir en moyenne 5,64 dinars par appel. Pour 5 000 clients contactés, son

espérance
de gain est de : 5000 x 5,64 = 28200 .La somme que le centre d’appel recevra de 1’éditeur s’il parvient a contacter
5 000 lecteurs potentiels est estimée a 28 200 dinars.

Exercice 6

1. 3/5 des annonces regoivent une premiére enchére le lendemain de leur parution ; dans ce cas , 75 % des vendeurs
sont satisfaits du prix de vente final ; donc p(L)=3/5 et p;(S)=0,75.etona: p; (8)=1-0,75=0,25

1/3 des annonces regoit une premiére enchére au bout de trois jours et, dans ce cas , 57 % des vendeurs sont satisfaits

: S _ _ 0,75 __ S

du pr_lx de vente final de leur objet ; donc  p(T')=1/3et p;(S)=0,57, donc s L <

pr(8)=1-0,57=0,43. 025 S

Les autres annonces ne regoivent aucune enchére et le vendeur retire alors son 13 - % S
31 1-9-5 1

objet de la vente . Donc p(A)=1-p(L)-p(T)=1-=-—== o =—. 1/15 0.4 S
5 3 15 15 P

2.La probabilité que 1’annonce ait regu une premicre enchére le lendemain de sa
Parution et que le vendeur soit satisfait du prix de vente final est égale a p(L NS)= p(L)p;(S)=0,6x0,75=0,45.
3. la probabilité que le vendeur soit satisfait du prix de vente de son objet est égale a p(S).
Or les événements L,T, AetS forment une partition disjointes de I’ensemble des annonces mise en ligne ,
donc, d’apres la formule des probabilités totales , on a : p(S)= p(LNS)+ p(T N S)+ p(ANS)
pS)=p(LNS)+ p(T)x pr(S)+ p(A)x p,(S)=0,45+(1/3)x0,57+0=0,64 ( p,(S)=0 puisque I’annonce est
retiré de la vente ).

4. un objet est vendu a un prix qui satisfait son vendeur , la probabilité que cet objet ait recu une premicre enchére dés
le lendemain de la parution de 1’annonce est égale a

ps(L)= p(SNL) _ 0,45 ~0,70
pS) 0,64
5. La loi de probabilité associce a cette expérience est une loi binomiale de S g S
parametre 3 ( car il y a 3 jeux de mise en vente ) est 0,64 puisque la <
0,36

probabilité que le vendeur soit satisfait est 0,64 ).
Représentons la situation par un arbre
L’événement « Marc soit satisfait du prix de vente final d’au moins deux de

ces jeux vidéo » correspond aux chemins : SSS ; 5SS ; SSS et SSS', donc 0-3

la probabilité p de cet événement est : %

p=3%(0,64)" x0,36+(0,64)" ~0,70 03
Exercice 7

1. parmi les personnes qui entrent au magasin :
90 % entrent dans le magasin avec ce bon publicitaire , donc p(B)=0,9et p(l_i) =1-p(B)=1-0,9=0,1.
90 % entrent dans le magasin avec ce bon publicitaire et pari elles , 10 % achétent un salon
Donc pg(S)=0,1 et py(S)=1-py(S)=1-0,1=0,9.
Parmi les personnes qui entrent sans bon publicitaire, 80 % achetent un salon

0,1 S

09 _ B <
donc p3(8)=0,8 et pz(S)=1-p5(S)=1-0,8=0,2. < 09 =S
L’arbre pondéré représentant la situation est ol . & S
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2. a. la personne n’achéte pas de salon sachant qu’elle est venue avec un bon
publicitaire se traduit par : pjy (3) =1-pyp(S)=1-0,1=0,9
b. la personne achéte un salon se traduit par S . or S, B et B forment une partition de I’ensemble des personnes
entrant dans le magasin ( SNBet SN B sont disjoints ), donc d’apres la formule des probabilités totales , on a
p(S)=p(SNB)+p(BNS) = p(B) ps(S)+ p(B)p5(S) =0,9x0,1+0,1x0,8 =0,17
c. la personne est venue avec un bon publicitaire sachant qu’elle a acheté un salon se traduit par B sachant S

etona: ps(B)= p(SnB) _0,09
p(S) 017

0,53

I

Soit X la variable aléatoire associée au bénéfice réalisé par le magasin selon la situation de la personne entrant
X peut prendre les valeurs :

bénéfice = acheteou n' achete pas de salon — bon publicitaire ou pas bon

Donc on a: 500—15=485 : la personne a un bon publicitaire et achéte un salon .
0—15=-15: lapersonne a un bon publicitaire et n’achéte pas un salon.
500—0=3500 : la personne n’a pas un bon publicitaire et achéte un salon
0 la personne n’a pas un bon publicitaire et n’achéte pas un salon
Donc X = {—15;0;485;500}
p(X =-15)=p(BNS)=0,9x0,9=0,81
pP(X =0)=p(BNS)=0,1x0,2=0,02
p(X =485)=p(BNS)=0,9%x0,1=0,09
P(X =500)=p(BNS)=0,1x0,8=0,08.
La loi de probabilité du bénéfice réalisé par le magasin selon la situation de la personne entrant.

Situation de la
personne entrant

La personne a un
bon publicitaire et
achete un salon

La personne a un bon
publicitaire et n’achéte
pas un salon

La personne n’a pas de
bon publicitaire et
achéte un salon

La personne n’a pas de
bon publicitaire et
n’achéte pas un salon

Bénéfice réalisé par le
magasin en euros

485

- 15

500

0

Probabilité

0,09

0,81

0,08

0,02

2. le bénéfice moyen du magasin réalisé par personne entrant est égal a I’espérance mathématique de la variable X
E(X)=-15%x0,09+0x0,02+485%x0,09+500%0,08="71,5

Le bénéfice moyen du magasin réalisé€ par personne entrant est de 75 dinars .
Exercice 8

1.a)On recherche p(Fyou F et F sont des événements contraires or d’apres I’énoncé :

« 60 % des éleves sont des filles » donc p(F)= % =§ . donc p(F)=1-p(F)=1 —% =% .
- i . 2
Donc p(F)= % Donc la probabilité que cet éleve soit un garcon est .
b)On recherche p(F N A).Or d’apres I’énoncé : « 40 % des filles fument » donc p(A4)= % = % =0,4

donc p(FﬂA)zpF(A)xp(F)zgxg:%:0,24 . Don0p(FmA):2%_=O,24

Donc la probabilité que cet éleve soit une fille qui fume est 2£ .

¢)On recherche p(F n A). Or d’aprés 1’énoncé : « 30 % des gar¢ons fument » donc
30 3 3 2 3

pr(A)=——=-"=0,3, donc p(FﬁA)ZIrF(A)xp(F)Z—xg:—

=0,12.
100 10 10 25

— e e : : 3
Donc p(FnA4)= 2% =0,12. Donc la probabilité que cet éléve soit un gar¢on qui fume est — .
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= 6 3 9 9
A)=p(FNA)+p(FNA) . p(A)=—+-—=—=0,36. Donc p(4)=—=0,36 .
p(A)=p( )+ p( ) - pd) =+ = p(A)=—
o . 9
Donc la probabilité que I’¢éleve choisi fume est — . b B
25 0,36 A .
3.a)Arbre de probabilités traduisant I’énoncé : 0,5 B
b)D’apres I’énoncé : « Parmi les éléves fumeurs, la moitié ont des
. 1 035 _B
parents qui fument » donc p ,(B) = 5 ; donc 0,64 T <
9 9 0,65 B
p(ANB)= PA(B)XP(A)—EX2—=50 0,18=p,(B)x p(4) = p(ANB).
donc p(4nB)=—=0,18. Donc la probabilité que 1’éleve choisi et ses parents fument est % .

¢)On recherche p(4)ol A et A sont des événements contraires. Or p(A4) = 55 :donc p(A)=1-p(4).

9 16 - 16

A)=1-—=—".Donc p(4)=— =0,64 .
p(A)= YR p(4) s
On recherche p(B) .or d’apres I’énoncé : « Parmi les €léves non fumeurs, 65 % ont des parents

— 65 13 - 13 7
non fumeurs ». donc p-(B)=—=—. donc B)=1-p-(B)=1-—=— Donc p-(B)=0,35.
p4(B) 100" 20 p7(B)=1-p4(B) 0= 20 p7(B)

Ona p(AnB)= p(B)x p(A) _% % =% =0,224. La probabilité de choisir un €leve qui ne fume

pas ayant des parents fumeurs est 28/125 .
d)A et A forment une partition de I’univers, d’apres les probabilités totales, on a :

P(B)=p(ANB)+ p(AnB) . p(B)=—+—-5 - 45 [ 50 _101_101_ 4. 0 224-0,404 .

50 125 250 250 250 250
La probabilité de choisir un éléve ayant des parents fumeurs est 101/125 .

AnB) 9 101 9 250 45 ANB
pp(ay=2AOBD) 5 0L 20_25 46, po(ay=LA2B)
p(B) 50 250 50 101 101 p(B)
101 149 p(AnB) 9 149 9 250 _ 45
B)=1-p(B)=1——=—2=0,596. p=(d)="""_"-— .7 = 20,302
P(B)=1-p(B) 250 250 P5(A) p(B) 50 250 50 149 149

Un éleve qui a des parents fumeurs a donc plus de chance de se mettre a fumer qu’un éléve qui a des
parents non-fumeurs.
Exercice 9
[l quand il y a eu un faux départ au premier signal, la probabilité qu'il y ait de nouveau un faux départ au
deuxieme signal est de 0,05
il n'y a jamais de faux départ au troisieme signal. On admet que les départs sont indépendants les uns des
autres.
1°) On peut représenter ces données par un arbre de probabilités.
2°) pour qu'il y a ait exactement un faux départ , il n'y a qu'un seul cas :
il faut avoir F1 suivi de non(F2)/ F1 avec une probabilité de 0,2 x 0,95 = 0,19
3°) Soit X le nombre de faux départs. Alors les valeurs prises par X sont 0 ou 1 ou 2.
La loi de probabilité de X est enticrement déterminée par la connaissance de
P([X =0]), P((X =1]) et P([X = 2]),
P([X=0])=0,8
P([X=1])=0,19
P([X =2]) =P(F1) x P(F2/ F1)=0,2 x 0,05 =0,01
P("il y au moins un faux départ")=1-P(X=0)=1-0,8=0,2 =20 %
4°) Lors d'un quart de finale au 200 m, on fait courir les athlétes en quatre séries indépendantes, soit quatre
épreuves. On est en présence d'un schéma de Bernoulli : 4 épreuves répétées et indépendantes. Au cours
de chaque épreuve, on appelle succes le fait de ne pas avoir de faux départ au premier signal ce qui se
passe avec une probabilité p = 0,8
Alors le nombre de succes X suit la loi binomiale B(4 ; 0,8)
la probabilité qu'il y ait exactement trois séries sans faux départ au premier signal lors de ce quart de
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finale es p(X =3)=C3 x(0,8)> x(1-0,8)" =0,4096

Exercice 10

1. 40 % des membres sont des hommes donc p(H) = % =0,4(donc p(F)=1-p(H)=1-0,4=0,6

Parmi les femmes , membre de ce club, seulement 5 % ne sont pas inscrites aux cours collectifs

Donc : pF(E’):%zo,OS. et pp(C)=1-pp(C)=1-0,05=0,95.

0,2 C
L’arbre pondéré représentant la situation est : 04 H<
2.a. p(FNC)=pp(C)x p(F)=0,6x0,95=0,57 ’ 05 ~—C

b. C= Cm(FuH) :(CﬁF)u(CmH) Les événements CNFet CNH
sont incompatibles et forment une partition incompatible de I’ensemble 0,6
de personnes , donc , d’apres la formule des probabilité totales , on a :
p(C)=p(CNF)+p(CNH) ;or p(C)=0,65, puisque 65 % des membres
sont inscrits aux cours collectifs
Donc p(C~H) = p(C)— p(CAF)=0,65-0,57 =0,08.
c. On tire la fiche d’un homme, la probabilité que celui-ci soit inscrit aux cours collectifs est égale a p;, (C) .
HnC) 0, 08
O e
d. voir ’arbre ci-dessus
3. on choisit au hasard une fiche d’un membre non inscrit aux cours collectifs . la probabilité que ce soit celle
p(HNC) 0,32
p(C) 035
( p(C)=1-p(C)=1-0,65=0,35 et p(HNC)=py;(C)x p(H)=0,8x0,4=0,32 ).
4. les cartes des clients sont indépendantes.

Le choix d’une carte est une expérience a deux issues : C de probabilité 0,65 et C de probabilité 0,35
On fait 3fois cette expérience donc on obtient un schéma de Bernoulli :

0,95 C

0,05 —~C

b

d’un homme est €gale & p-(H)etona: ps(H)= =0,91

L’événement « au moins une des fiches est celle d’un membre c % c
Non inscrit aux cours collectifs » est I’événement contraire de c 0,35~ C
« aucune des fiches n’est celle n’est celle d’'un membre non inscrit 0.65 033~T 0,65~ C
Aux cours collectif », ¢’est- a dire « toutes les fiches sont celles de membres 0,5 5
Inscrits au cours ».

L’événement « toutes les fiches sont celles de membres inscrits au cours »

correspond au chemin CCC donc la probabilité de cette événement est 0,65 . < 0.6
Donc la probabilité de I’événement : « au moins une des fiches est celle d’un §

membre non inscrit aux cours collectifs » est 1—0,65> ~0,73

Exercice 11
avec les données et la notation de 1’énoncé , on a :
95 % des téléviseurs fabriqués par une entreprise sont en état de fonctionnement signifie que p(F)=0,95 ;

un appareil est en état de fonctionnement, il est accepté dans 96 % des cas a l'issue du test : p,.(T) = 0,96
et un appareil n’est pas en état de fonctionnement, il est néanmoins accepté dans 8 % des cas a l'issue
dutest : p-(7)=0,08.

1.I’événement : « le téléviseur n’est pas en état de fonctionnement » est I’événement F contraire de
I’événement F . Onadonc  p(F)=1- p(F)=1-0,95=0,05.

p(TNF)
p(F)

Or F = Fm(TUJ_") = (FmT)u(me) Les événements F T et F T sont incompatibles et

2.a. p(F)=0,95+0, donc on a d’apres la formule de probabilité conditionnelle : p, (T) =

forment une partition disjointe de I’univers .Donc p(F) = p(F NT)+ p(F N 7_") , et
p(me) =p(F)—p(FNT).Mais p(T "F)=p.(T)x p(F)=0,96x0,95=0,912, donc
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p(FNT)=p(F)— p(FNT)=0,95-0,912 = 0,038

= TNF
b. donc on a d’apres la formule de probabilité conditionnelle : p,.(T) = p((—f;))’ doncona:
—  p(TAF) 0,038
Pr (T ) = p( ) =

= =0,04 .
p(F) 0,95

c. d’apres la formule de probabilité conditionnelle : p(f’mf) =P (7’) X p(f‘) ,mais d’apres la loi des noeuds

ona: p.(T)=1-p,(T)=1-0,08=0,92 .donc p(T "F)= p_(T)x p(F)=0,92x0,05=0,046
3.I’événement « le téléviseur est refusé a I’issue du test » est noté T

Tr=Tn (F v F) = (F N 7_“) U (f N ]_“) puisque les événements F ~T et F AT sont incompatibles et
forment une partition disjointe de I’univers, on a donc

p(T) = p(F AT)+ p(F NT)=0,038+0,046 = 0,084 .
4. la probabilité pour qu’un téléviseur soit en état de fonctionnement sachant qu ’il est refusé a 1'issue du test est

notée p-(F) , or d’apres la formule du cours on a : p;(F)= pF mT) 0,038 _ ,452 .
p(T ) O 084
Exercice 12

1. La fréquence de vente du modele B est : 166937

048
Soit B 1'événement " le client choisit le modele B"

~0,5902a 107 prés

La probabilité de B est la fréquence de vente du modele donc p(B) = 0,590
2. L'événement " le client ne choisit pas le modele B" est I'événement contraire de B
p(B) =1-p(B) donc p(B)=0410
3. a Trois clients achetent un véhicule dans la catégorie "petites
voitures", leur choix se fait de facon indépendante. Pour chacun
des acheteurs, on s'intéresse a la réalisation ou non de 'événement
B. Il s'agit donc d'un schéma de Bernouilli. On peut traduire ce

0,59
schéma par un arbre 0.59 { 5 % B— X=2
b. X est la variable aléatoire donnant le nombre de clients parmi 0,41
les trois qui achetent le modele B.

B—X=1
B—X=2

Les valeurs prises par la variable X sont 0, 1,2 ou 3

* P(X =0)=P(B)*P(B)*P(B)=0410" =

0,59 B 5 x=1
0,069 < 0,59 B——X=1
* L'événement (X=1) est réalisé trois fois dans l'arbre avec les <

branches B BB ; BBB et BBB donc

p(X =1)=3*p(B) *p(B)*p(B)=

0,59 - B— X=3

04T~ B—X=2

041~ B——X=0
3*0,590 *0,410> = 0,298

* L'événement (X=2) est réalis¢ trois fois dans l'arbre avec les branches B BB; BBB et BBB donc
pX =2)=3*pB) *pB) *p(B)=3*0,590% *0,410 =0,428

* 'événement (X=3) est réalisé une fois dans l'arbre et p(X=3) = p(B)’ = 0,590’

=0,205
Xi 0 1 2 3
p(X=x;) |0,069 0,298 |0,428 |0,205 I
3b. Soit E(X) I'espérance mathématique de X

E(X)=0x0,069 +1 x 0,298 +2 x 0,428 + 3% 0,205 = 1,769 |

4. Soit F la fonction de répartition de X F est définie sur R par F(x) = p(X < x) : :
a) six <0, F(x)=0

b)si 0<x <1, Fx)=p(X=0)
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F(x) =0,069
c)si 1<x<2,FXx)=pX=0)+PX=1) :F(x)=0,367
d)si 2<x<3, Fx)=p(X=0)+P(X=1)+P(X=2) : F(x)= 0,795
e)si x=3,: F(x)=1
Soit E I'événement " au plus deux clients sur les trois achétent un véhicule du modele B ?
p(E)=p(X=2)=F(2)=0,795.
La probabilité qu'au plus deux clients sur les trois acheétent un véhicule du modele B est 0,795.

Exercice 13
Partie A :

l.Ilya 25x%:12 ¢leves qui ont 11 ans, ZSX% =5 ¢éleves qui ont 13 ans et 25—-12 -8 =8 éleves qui

ontl2 ans. llya 15 x% =10 éleves de 11 ans qui ont un cartable et 12—10 =2 éleves qui ont un sac a dos.

Ilya 25—15=10 éleves qui ont un sac a dos, et 10+2 =35 éleves de 12 ans qui ont un sac a dos

Il reste donc 3 éleves de 12 ans qui ont un cartable.

On trouve sans peine qu’il ya 10—2—-5=3¢leves de 13 ans qui ont un sac a dos et 5—3=2¢leves de 13
ans qui ont un cartable.

Sac ados | Cartable Total
11 ans 2 10 12
12 ans 5 3 8
13 ans 3 2 5
Total 10 15 25

2.a. Le tableau nous indique qu’il y a 15 €léves sur 25 qui possédent un sac a dos et comme il y a
10

équiprobabilité on a p(S) = 55 =0,4
b. Le tableau nous indique qu’il y a 2 éléves de treize ans qui possedent un cartable et comme il y a

équiprobabilité ona p(CNT) = % =0,08

3. Il y a répétition d’expériences aléatoires de fagon indépendante, on a donc une loi binomiale
Il y a3 chemins de méme probabilité qui correspondent a 2 succes donc

P(X =2succés) =3x(0,4)’ x0,6=0,288

Partie B :
0,4 S — 3succés
04 _F S
0.4 'S —— 2succés
A 0,6 =S
0.7 F S 0,4 ~ S — 2succés
06 —F 0.4 0,6 S < !
0.6 S — lsuccés
04 F 0,4 S 2succés
0,3 B < 0.6 g 04 _~ S 0,6< S Isuccés
0,6 F 0.0 04 S 1succés
o . ONF —
F étant indépendant de A et de B, on a : 06— Osuceés

p,(F)=py(F)=p(F)=0,4

2. car B et F sont indépendants p(ANF) = p(B)x p(F)=0,4x0,3=0,12. La probabilité qu'un éleve ait pris
le contrat B et soit adhérent du foyer est donc de 0,12

3. a. Il y a4 évenements élémentaires :

o A et F quicorrespond a un coiit de 20 dinars o A et F qui correspond a un colit de 20 dinars +15
dinars = 35 dinars

o Bet F qui correspond a un cotit de 30 dinars o Bet F qui correspond a un coiit de 30 dinars +15

dinars = 45 dinars
b.Ona X ={20;30;35;45}

#‘vuiri’rh
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o p(X=20)=p(ANF)=p(A)xp ,(F)=0,7x0,6=0,42
o p(X=35)=p(AnF)=p(A)xp (F)=0,7x0,4=0,28
o p(X=30)=p(BNF)=p(A)x p,(F)=0,3%0,6=0,18
o p(X=45)=p(BNF)=p(A)x py(F)=0,3x0,4=0,12

On a donc :
X 120 30 35 45 Total
dinars | dinars | dinars | dinars
P, 0,42 1]0,18 0,28 0,12 1

i=4
C) E(X)=Zpixl. ,donc E(X)=0,42%x20+0,18x30+0,28x35+0,12x45=29.

i=l1

L’espérance est de 29dinars, on peut donc dire que I’inscription d’un éléve colite en moyenne 29 dinars

Toutes bes mati

ADevoir.tn

fous les miveaun...
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L.S.EL Riadh Szmzﬁtud}e S Mr Zribi

4 ¢ Maths Enoncés

Exercice 1 :
ABCD est un carré de centre O, tel que (A_B’,AE)) = % [27],0onnote I le

milieu de [CD] , K le symétrique de O par rapport a D et L le symétrique
de O par rapport a (BC).
I/ 1/ montrer qu’il existe un unique déplacement f tel que f(B)=D et
f(L)=K.
2/ donner la nature et les eléments caractéristiques de f.
3/ en déduire la nature du triangle AKL puis du triangle AlL.
4/ soit £'le cercle de diametre [AL].

al/ construire le cercle ¢’ image de ¢ par f

b/ une droite A passant par | coupe Sen N et ¢ “en N'. montrer que
JIN)=N".
11/ soit g=Sc)0Sp
1/ déterminer g(K) puis montrer que g n’est pas une symétrie
orthogonale.
2/ donner la forme réduite de g.
3/ soit r=goSp)

a/ montrer que r(K)=L

b/ montrer que r est une rotation d’angle % et construire son centre (2.

11/ soit I le milieu de [AB] et I le milieu de [AD] et on désigne par s la
similitude directe qui envoieD enO et Cen I.
1/ déterminer le rapport et I'angle de s.
2/ soit w le centre de s, déterminer une construction géométrique de w.
3/ a/ déterminer s((BD)) et s((BC)) puis déterminer s(B) et s(A).

b/ montrer que de west le barycentre des points pondérés (B,1) et
(1',4).
Exercice 2:
on consideére dans un plan orienté, deux carrés OABC
et ODEF de sens direct comme [’indique la figure B A
suivante :
1/ soit s la similitude directe de centre O qui
transforme

Aen B.
a/ préciser l’angle et le rapport de s.

b/ montrer que s(D)=E. C o
2/ soit I le point d’intersection des droites (AD) et
(BE).
a/ montrer que | appartient au cercle circonscrit au triangle ABC.
b/ déduire que 1AC est un triangle rectangle.
2010-2011
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4 ¢ Maths Enoncés

3/a/ soit r la rotation de centre O et d’angle %,

préciser r(A) et r(D).

b/ en déduire que (AD) perpendiculaire a (CF).

¢/ montrer que (CF), (AD) et (BE) sont concourantes.
4/ soit o la similitude indirecte qui transforme A en O et O en B.

al trouver le rapport de o.

b/ soit £2le centre de o, montrer que 2 est le symétrique de B par
rapport a A.

¢/ trouver alors [’axe A de o.

d/ montrer que o 0's “est une symétrie orthogonale que I’on précisera.

Exercice 3:
on considere un carré ABCD de centre O tel que (E{E))%[zn] ;on

désigne par | le milieu de [AB] et J le milieu de [AD].

1/ on note s la similitude directe telle que s(D)=0et s(C)=I

a/ determiner [’angle et le rapport de s.

b/ trouver une construction géométrigue du-centre 2de s.

2/ al preciser les images respectives de (BD) et (BC) par s.

b/ determiner alors s(B) et s(A).

¢/ montrer que (2est le barycentre des points pondérés (B,1) et (J,4).

3/ soit r la rotation de centre O d’angle %, on pose h=r o s.

al préciser h(B) puis caractériser h.

b/ soit 2" le milieu de [$B], justifier que 0202’ est rectangle isocéle

4/ soit o la similitude-indirecte telle que o(D)=0 et o(C )=I.

a/ verifier que o=8gy) 0's ; puis déterminer o B)

b/ donner la forme réduite de o.

Exercice 4.:

dans le plan-orienté on considére un triangle ABC rectangle et isocéle tel

que (ETR)E%[Zﬂ] , on pose D=S,(C ), E=Sg(D) et H le projeté

orthogonal de A sur (BC).
Soit s la similitude direct tel que s(A)=B et s(B)=C.
1/a/ déterminer [’angle et le rapport de s.

b/ montrer que s(C) =D.

2/ soit Q21le centrede s .
a/ montrer que £2est définie par : %z et (@j&)z—%[&r]
b/ construire alors Q2.

3/ le plan est rapporté au repére (A ABAC).
2010-2011
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4 ¢ Maths Enoncés

a/ déterminer [’expression complexe associé a la similitude s.

b/ déterminer alors [affixe zq de Q2.
4/ soit o la similitude indirecte définie par o(A)=B et o(B)=C.
déterminer le centre w de o et vérifier que w=D.
5/ on pose ¢g= c0s .

al/ montrer que @ est une symétrie orthogonale que l’on précisera.

b/ déterminer alors ¢(C).
6/ soit ’application f . P— P

M(z) = M’(z’) tel que z'= (-1+i) z +1.

Montrer que f= o.

Exercice 5:
ABC est un triangle isocele en A tel que (A_C’fﬁg):%[zn] Soient I, JetK

les milieux respectives de [AC], [AB] et [BC].
On construit a [’extérieur du triangle ABC les triangles équilatéraux
directes BCA’ ; BC’A et AB’C.

1/ a/soit r la rotation de centre B et d’angle % ; déterminer r(C) et r(C’)

b/ en déduire qu’il existe un unique'déplacement @ tels que ¢(C )=A et
p(C’)=A4".
c/ déterminer I’angle du déplacement @ en déduire que ¢ est une
rotation ; soit w sont centre ; placer w.
2/ soit f= @ Otxc .
al i/ préciser la naturede f.
I/ déterminer f(A) puis caracteériser f.
b/ verifier que f= Sua) 0 Sag) ; €n deduire la nature et les élément
caractéristiques de f.
3/ a/ montrer que BB'=CC".
b/ en‘déduire qu’il existe un unique antidéplacement wtel que y(C
)=Bet y(C’)=B’; caractériser .
4/ soit-s la similitude directe de centre J telle que s(K)=A.
a/ determiner l’angle et le rapport de s.
b/ déterminer s(1).
5/ soit s’ la similitude directe telle que s’(J)=K et s '(C)=A.
determiner la nature et les éléements caractéristiques de s ’os.
6/ soit o la similitude indirecte de centre J telle que o(l)=C".

a/ déemontrer que le rapport de o est 3*5/5 :

b/ démontrer que I'axe de o est la médiatrice de [IK]
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c/ déterminer o(K).

Exercice 6:
Dans le plan orienté ®, on donne deux points A et B et O le milieu de

[AB]. Soit 7"I'ensemble des points M de @tels que: (mjm_é)zg[bz] :

La médiatrice A de [AB] coupe I"en un point I; le cercle £'de centre | et
passant par A coupe la demi-droite [Ol) en D; la droite (BD) coupe /" en
K et la droite (Al) recoupe {en E.
Soit S la similitude directe de centre A telle que S(O)=lI.
1/ a) déterminer le rapport k et une mesure & de I'angle de S.
b) determiner S(B).
2/ a) montrer que le triangle ADK est rectangle et isocele.
b) en déduire S(K) puis déterminer I'image de (BD).par S.
3/ soit g la similitude indirecte de centre D telle que'g(A)=K.
a) déterminer le rapport et I'axe de g.
b) caractériser I'application go g.
c) en déduire g(K).
4/ soit f= gosS.
a) preciser f(A) et f(K).
b) déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f.

Exercice 7:
P est le plan rapporté a un repere orthonorme.
1/ résoudre dans C I'équation: z*-(2+i)z2+(-3+4i)z+10-5i=0 sachant
qu'elle admet deux.solutions conjuguées.
2/ A, B et C sontles points du plan d'affixes respectives 2-i, 2+i et -2+i.
a) montrer que ABC est un triangle rectangle en B.
b) déterminer I'ensemble des centres des similitudes de rapport 2 et
transformant A en B.
3/ S la similitude directe transformant Aen B et B en C.
a) determiner le rapport de cette similitude, donner une mesure de
son angle et construire son centre.?.
b) Construire l'image C’ de c par S.
4/ soit A une droite du plan, on désigne par Sap), S@c) €t S, les symétries
orthogonales d'axes respectifs (AB), (BC) et A.
On pose F=S(xg) 0 Sgc) 0Sa.
a) montrer que F est une symétrie orthogonale si et seulement si la
droite A passé par le point B. préciSer son axe.
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b) On suppose que la droite A ne passe pas par le point B. quelle est
la nature de F. préciser ces éléments caractéristiques (on pourra
utiliser le point H projeté orthogonal de B sur A) .

Exercice &:
ABC est un triangle equilatéral direct inscrit dans un cercle £ de centre
O. soit | le point diamétralement opposé a C sur ¢.
1/ montrer que le triangle OAI est équilatéral direct.
2/ soit f la similitude directe telle que f(1)=0 et f(C)=B.
a) determiner le rapport et I'angle de f.
b) montrer que le centre 22 de f est un point commun des cercles
circonscrits aux triangles OAIl et OBC.
Construiref2.
c) montrer que f((Al))=(0A) et f((AC))=(BC).
d) en déduire que I'image A' de A par f est le'milieu de [BC].
3/ soit R la rotation de centre O et telle que R(A)=C.et h I'nomothétie de

centre B et de rapport %

Montrer que f = hoR.
4/ soit g la similitude indirecte telle que g(I)=0 et g(C)=B. on note J son
centre.

a) déterminer le rapport de g.

b) montrer que g(B)=A"et.que JC =4JA .

C) montrer que l'axe A de.g est la perpendiculaire a (BC) en J.
Exercice 9:
Dans le plan orienté P, on donne un triangle rectangle OAB tel que

OA=20B et (5&?0_5’) = %[2;:] . Soit | et J les milieux respectifs de [OA] et

[OB].
1/ soit S-la.similitude directe transformant O en A et B en O.
a) ‘déterminer le rapport et I'angle de S.
b) montrer que le centre L2de S est le projeté orthogonal de O sur
(AB).
c) montrer que S transforme | en J ; en déduire que les droites (£21)
et (£2J) sont perpendiculaires.
2/ la perpendiculaire a (OA) en A, coupe (£2J) en un point C.
a) montrer que S((OA))=(AC).
b) déterminer alors S(I).
c) montrer que le cercle de diametre [IC] passe par w.
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3/ soit o la similitude indirecte qui transforme O en A et Ben O; on
désigne par w le centre de o.

a) déterminer I'image du point B par o ooc.

b) en déduire que w e (AB).

Exercice 10:
Dans le plan orienté P on considere un triangle équilatéral direct ABC.

On désigne par Ra, Rg et R¢ les rotations d'angle % et de centres

respectifs A, B et C. on note D=Rg(A) et E=R¢(D).
1/ démontrer que Rc 0Rg OR, est la symétrie centrale de centre B.

2/ soit S la similitude directe de rapport % d'angle % et-transformant

Aen B.
a) calculer le rapport % ainsi qu'une masure de (AE,AB).

b) en déduire que S(E)=D.
2/ on note (2 le centre de S.
a) montrer que les points<2, A, B et.C d'une partet 2 D,BetE
d'autre part sont cocycliques.
b) construire le point..
4/ a) démontrer que S transforme la droite (AC) en (BC).
b) déterminer I'image du.cercle circonscrit au triangle ACE.

Exercice 11:
Dans le plan orienté P, on considere un triangle isocéle ABC tel que

AB=AC et(A_B’jA_c’) z%[zn] . Soit D le point du plan tel que le triangle

CDA soit rectangle isocele et (C_A’,A(ﬁ )= %[2;:] .
1/ soit R, la rotation de centre A et transformant B en C et R¢ la rotation
de centre C et d'angle%. on pose f= Rc ORa .

a) déterminer f(A) et f(B).
b) démontrer que f est une rotation dont on précisera I'angle et le
centre noté O. placer O.
c) quelle est la nature du quadrilatére ABOC.
2/ on note g= f 0Sgc).
a) quelle est la nature de I'application g.
b) déterminer g(A) et g(B).
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3/ on note H le milieu de [BC], C'=g(C) et H'=g(H).

a) montrer que H' est le milieu de [OD]

b) construire H'puis C’.

c) donner la forme réduite de g.

2010-2011

www.zribimaths.jimdo.com  Page 7




L.S.ElRjadh .S’zmzlituc[e s Mr Zribi
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Exercice 1 :
1) BL=DK>=0 <> il existe un unique déplacement f tel que f(B)=D et f(L)=K.

2) (B_L,AB_K)E%[ziﬂ donc f est une rotation
d ‘angle % et de centre w tel que :
WA=WB et (@,AW_’D)E%[M alors w=A

d’ou f:r(A, %) D I C

3) f(L)=K donc ALK est un triangle

rectangle isocele en A. \
on a : CL=KD et (CL)//(KD) < LCKD e VL
un parallélogramme < | =L*K=C*D

or ALK est un triangle rectangle isocéle

en A donc AIL est un triangle rectangle A B
isocéle en I.

—
N

4)ona: (KL’,A,TN)E(E]W)[ZE]

=(IK IN")[27]
=(AK,AN)[27]
donc (AN AN')=(AN AL y+(AL AK Y+(AK AN')[27]
=(ALAK )[27]
=Z 2]

soit f(N)=N; ;'comme N el alors N, € ¢ et (mm)zg[z;z] donc N;=N".
11/ 1) g(K)=Sc(O)=L.
Si g est une symetrie axiale alors =Sy = 9(1)=I = Sgcy 0 Sp (I)=1 = C
=I1*Sp()) = C=D ce qui est impossible alors g n’est pas une symétrie axiale.
2) 9=S@c) 0 Sp =S(ac) 0 S(ap) 0 SEc)= t2r8 0S(cD)-
3) a) r(K)=g 0 S(p)(K)=9(K)=L. _
b) r est un deplacement comme étant la composée de deux antidéplacement.

F'=t,a5 0S(cp) 0S(BD)= t,550rp, %) d’ou r est une rotation d’angle %

soit £2 le centre de r alors (XKQ'L et (_(szsg[zn] d’ou £2=§,(A).

111/ 1/ soit k le rapport de s et son centre
=0nL

L 9=Dpconmrd =%
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2/ (m/:w—d):—%(Zﬂ') donc w appartient au cercle de diamétre [OD]

(Rfmz—%(zﬂ) donc w apparient au cercle de diamétre [Cl,]
3/ a/ s((BD))=(AC) ; s((BC))=(AB) d’ou s(B)=A
s((AB))=(AD) ; s((AC))=(l.l2) d’ou s(4)=I
b/ sos(B)=I,
or sos est une similitude directe de rapport % d’angle ret de centre w
donc s0s = hy,. 3)=h

h(B)=l, < m%\ﬁzf & 4w, +wB =0 < w = bary {(B,1) ;((I, 4)}

Exercice 2 :
1/a) soit 81’angle de s et k son rapport.
k=%=\/§ ;0 =(0A0B)[27]

=727
b) ODE est un triangle isocele rectangle donec s(D)=E.
2/a) (ADBEYE[2A < (AIBFE[2A "% (IAIBHCACE)[24

< les points I, A, C et B sont sur le méme-cercle ¢

b) ABC étant un triangle rectangle donc £admet pour diametre [AC].
| el < (1A) et (IC) sont perpendiculaires <> IAC est un triangle rectangle.
3)a) r(A)=C; r(D)=F.

b) r(A)=C et r(D)=F.donc (AD) £ (CF).

c) (CF) L (AD) < (CF) L (1A)
or (CI) L (IA) “<(CF)L(Cl) <C, I et F sont alignés
d’ou (CF), (AD) et (BE) sont concourantes en 1.
4/ a) soit k" le rapport de o; k’'= 8—E:J§.

b) “ona:c00(A)=B < hn(A)=B < B=20A < Aest le milieu de
[«B] .
c) A est la bissectrice intérieure de [2A,£0].
d) oos *estune similitude indirecte de rapport 1 < c0s * est un
antidéplacement
Comme o 0s (0)=B et o0s *(B)=0(A)=0 alors (c0 5o (c0s )= idp.
Par suite c0s * est une symétrie axiale d’axe la médiatrice de [OB].
Enfin 00 s'= Spg).
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Exercice 3:
1) a)soit @ [’angle de s et k son rapport D

0 =(DC,01 27 k=0OL-1 o

—(DC.DJ )24)

=7 0

b) soit 221e centre de s : (ETE):—%(M)

donc Q2 appartient au cercle de diametre [OD]
de méme (&Aﬁ)z—%(zn) donc Q2 appartient au cercle de diametre [CI].
2/a) s(D)=0 donc s((BD)) est la droite passante par O et perpendiculaire a
(BD) d’ou s((BD))=(AC).
s(C)=I donc s((BC)) est la droite passante par I et perpendiculaire a (BC) d’ou
s((BC))=(AB)

b) {B}=(BD)~(BC) d’ou s(B)=s(BC) s(BD) donc. s(B)=A.

ona: {A}=(AB)(AC)

et s(AB) est la droite passante par A et perpendiculaire a (AB) donc
s(AB)=(AD)
alors s(A)=J
C) s 0 s est une similitude de centre «2, de rapport % et d’angle -7 < s0S=

h(g,_%):H
sos(B)=J < H(B)=J < a;_%& o 40+B=0 < Q=bary{(B,1) ;(J,4)}
3/ a) h(B)=ros(B)=r(A)=B
h est la composée de deux similitudes directes donc h est une similitude directes
d’angle 0 et de rapport % d’ou h est une homothétie de rapport %

h(B):B @h:h(B, %).

b).on a h=ros donc r=hos ~
r(@)=ho s (Q=h(Q)=2" car 2’ est le milieu de [{2B]

donc O.2=0.’ et (@jo—g):%(Zﬂ) d’ou O est rectangle isocéle en O.

1

4/ a) Sony o s est une similitude indirecte comme étant la composée d’un
antideplacement et d 'une similitude directe.

De plus Soiy0s (D)=0 et Sioy)0s (C)=I

D’ou o =5)0s.

o(B)=So1 0s (B)=S(o)(A)=B
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b) on a o(D)=0 et BO= %BD : comme B, O et D sont alignés alors ﬁz%ﬁ
d’ou [’axe de oest (BD)
en fin G:h(B, %) 0 S(BD)

Exercice 4 :
1/ @) soit a [’angle de s et k son rapport.

a =(AB,8C)[24] %:%:% d'ou k=12 c E

|
=37124] i
b) on pose s(C)=C" :
ona: (E,E;_C:)E%T”[zyz] :
i

|

|

|

|

= (ACBA)*BABC =3 [2]

= Z+(BABC =3£124

= (BABC)=—%[24 = (BABC)=;[24

d’ou C’ appartient a [BD).

Ona: (BCCC)2Z2A = (BCCAYHCACE)=E[2A =
3Z+(CACC 3124

= (ﬁ\fc_c")zO[Zﬂ] = C’ appartient a [CA).

En fin {C’} = [CA) »[BD)=4D} donc s(C)=D.

2/a) ona: QC=V2B=12 V2 QA=20A = %zz

(A0 (P By H B 00 )[27]
=0F [24]
=212

b) ona %ﬁ on pose | le barycentre des points pondérés (C,1) et (A,-2) et J le

barycentre des points pondérés (C,1) et (A,2) = (A =0 = Qappartient au
cercle £ de diamétre [1J].

Ona: (a&)z—%[Zﬂ = Qappartient au demi-cercle (aHc) du cercle ¢
de diamétre [AC].

Don ¢ {}=¢( AHC).
3/ a) soit g l’expression complexe associée a s.
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g(z)=az+b;aetbdansC
g(za)=azatb=zz = b=1.
d(zg)=azgt+b=z; = a+l=i = a=i-1
d’ou g(z)= (i-1)z+1.
b) 9(z0)= (i-1)zo+1=2¢ = (i-2)z0=-1 = zO:ZTi.
4/ soit k’ le rapport de o = k'= %:\/5.
Donc o0 o= hyz
00 6(A)=C = h(y»(A)=C = wC=2wA = w=D.
5/ @ est une similitude indirecte comme étant la composée d 'une similitude
indirecte et d 'une similitude directe.
Le rapport de g est 1 alors ¢ est un antidéplacement.
¢(B)=c(A)=B = B estinvariant par ¢ = ¢ est une symetrie-orthogonale
et 9 (C)=0(B)=C = ¢ =S
6/ f(za) (i-1).0+1=z5 et f(zg)=(i-1).1+1=i=z¢

=f=c
Exercice S :
1/a) r(C)=A"etr(C’)=4 N
Alors CC’=A44".
b) on a CC’=A4A4°70 alors il existe un unique
déplacement ¢ tel que p(C)=A et p(C”)=A4".

C) soit a l’'angle de ¢ ; as(ﬁﬁﬁ)[%]

E(CC'?A' A)HA' A:AA' )27
=3 -A27]

=22[24]

2z

donc ¢ estune rotation d’angle - 5
wA=wC donc w appartient a la mediatrice de [AC]
wA =wC’ donc w appartient a la médiatrice de [A’C’]

alors west l'intersection des deux médiatrices .

2/a) i/ f est la composée d’une rotation d’angle _%[ et d’'une translation donc
c’est une rotation d’angle _2?7[ .

i/ f(A)=p(C)=A ; A étant invariant par f ¢ 'est donc son centre.
Par suite f=r(, _zTﬂ)'

b) comme : txc =S(3)0S(ae) €1 P=Swa)0 S (3 alors f= Sy 0 Sas) = rea, _Z?ﬂ )
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4 ée Maths Solutions

3/ a) soit r’=rp, Zy

r’(B’)=Cetr’(B)=C’ donc BB’=CC’
b) comme BB’=CC’ alors il existe un unique antidéplacement tel que y(C)=B
et y(C’)=B".
on pose A=(AJ).
A est la mediatrice de [BC] donc S,(C)=B.
ona: AC’'=AB’ = A appartient a la médiatrice de [C’B’].
JC'=JK+KC’=JI+IB’=JB" = C’ est sur la médiatrice de [B'C’]
Alors A est la médiatrice de [C’B’] donc S,(C’)=B".
Comme west unique alors y=S,.
4/ a) soit B 1l’angle de s et k le rapport de s.

p E(J?,TA) [27]
51[27{] )

1 JK T_
= IJA=C0sT= \/_donck 12

b) on a JC=12 JI et (JLJC)E%[z;z] donc’s(1)=C.

5/ soit g= s’os ; g est une similitude directe comme étant la composée de deux
similitudes directes.
Soit B’ l'angle de s’ et k’ son rapport.

/' =(3C.3K)@n) k= 5=l —cosF =2
:—%(2 7[)

g est donc d’angle nul et de rapport 1 alors g est une translation.
Comme g(l)=s’os(l)=s'(C)=A alors g=1:,
6/ a) soit a le.rapport de o.

_ JC! [ JK+KC'_1, KC' Sy 1. 1 33
a=-s HKC 1 BE —1tg(KCT A1+ R

b) soitD I’axe de o; o= Nhga 0Sp donc Sp=h 71(3 a) 0 o.
Sp(D=h 1(3 20o()=h _1@ a) (C)=K en effet : JC JC ; donc JK= 1JC
Comme Sp(l)=K alors D est la médiatrice de [IK].
o (K)=hga 0 S (K)=hga()=B" (en effet ] 8 JC T=a )
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4 Maths Solutions
Exercice 6:
1/a) AI=kAO donc k=-AL
AO
le triangle AOI rectangle isocéle en O 5
donc cosZ = AO _ ﬁ
4 Al 2 E
d’ou k= 2
6 =(A0,Al)[27]
=" [27]
b) o
(AB,AE)=(AO,Al)[27]
=" [27]

[Al] est un diamétre de {et B-unpoint de {'donc (B_E’AE&) z%[zn]

par suite cos” = 22 _ V2l one AE J2
4 AE /2 AB
AE =\2AB

enfin:{ . A
(AB,AE)EZ[ZW]

soit S(B)=E
2/ a) K el donc (KAT@) = % [27] donc (AK) et (DK) sont perpendiculaire.

(DA,DB)=(EAEB)[27] (intersepte le meme arc)

donc (ﬁ,DK)E%[Zﬂ]

par suite ADK est rectangle, isocele en K.
b) ADK rectangle isocéle en K alors S(K)=D.
S((BD))=5((BK))=(ED).
3/ a) soit a le rapport de g et oson axe.
2010-2011
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44 Maths Solutions

DK=aDA donc a DK
DA

Ona: sinzz%:ﬁ

4 DA 2
D’ou a=£
o est la bissectrice de [DA,DK] donc 6=A.
b) g= h(D,g) 05,=S5,0 h(D,g)

gog= h(D,ﬁ) 0S,0 S,0 h(D,ﬂ) = h(D,l).
2 2 2
Ona: g:h(D%)o g

Alors g(K) =he. )0 g7 ()= = o) (A=K

Donc K' = g(K) et le milieu de [AD].
4/ a) f(A)= g 0S(A)= g(A)=K.
f(K)=g 0 (K)=g(D)=D.
b) le produit d'une similitude directe et d'une similitude indirecte dont le
produit des rapports est 1 est un antidéplacement.
Par suite f est un antidéplacement.
Si f est une symétrie axiale alors f.o f ='id et comme fof(4)=D # A alors fn'est
pas une symétrie axiale donc c'est un glissement.
On pose f= t;0S,=S, 0¢;
Fof(A)= t;0S,0S, 0t; (A)=/t3/(A)=D

Doit 2i=AD  dong_ &= AD
A" est la droite joignant les milieux de [AK] et [KD].

23_(2+i)22+(—3+4i)2+10—5i:0 (1)
739(2-1)7" +(-3-4i)z2+10+5i =0 (2)

(1)-(2) Donne: 7 2((2-1)-(2+i))+ 7 ((-3+4i)-(-3-4i))-10i=0

Donc -2i(z 2-4z +5i)=0
Dot 7=2-i ou z=2+i
Par suite 2-i et 2+i sont des solutions de (E), A A’

par identification on détermine

la troisieme solution qui est -2+i. C B
2/ A(2-1) , B(2+i) et C(-2+i)

2010-2011
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4 ée Maths Solutions

A (o)

BABC=0 D'ou ABC est un triangle

rectangle en B.
b) soit S la similitude de centre £2de rapport 2
qui transforme A en B
Alors B _
OA

Donc Q2 appartient au cercle de diamétre [IJ] avec 1= bary{(B,1),(A,2)} et
J=bary{(B,1),(A,-2)}.

BC _ |Zc_ ZB| _

3/a) k=25 _

=2
BA |ZB - ZA|

0 =(AB,BC)[27]

= [27]

Soit £2son centre alors (EA\TE) s%[zn] donc Qappartient au demi cercle de

diameétre [AB]
De méme Q2 appartient au demi cercle de diametre [BC]
D’ou la construction.

b) on a (Q—C,}f)s%[zn] done (£2C) est perpendiculaire a (L2C")

Par suite C’ appartient a la demi-droite [2t) tel que (_Q—CA,E)E %[27:]

et £2C'=2.C alors C. appartient au cercle de centre et de rayon 2C.

D’ou la construction de C'.

4/ F= S(AB) 0 S(BC) 0S4

Si A passé par B, comme F est un antidéplacement et B est un point fixe alors F
est une symeétrie orthogonale d'axe passant par B.

Réciproquement: si F est une symétrie orthogonale alors il existe une droite A’
tel gue F=S,.

Donc S(ag) 0Sc)=Sa’ 0S4

Mais Siag) 0 Sigc)=Sg , Symetrie centrale de centre B.

Donc Sy, 0S5, =S

Par suite A passe par B.
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4 ¢ Maths Solutions
Exercice 8:

1/
(IC.1A) = (BC.BA)[27]
=~ [27]
(cﬁ,a)EZ(ﬁfa)[m]

EZ%[Zﬂ]

sg[zn]

d'ou OAl est un triangle équilatéral direct.

2/ a) soit k le rapport de f et &son angle.
_o_oc_1
ICIC 2
0 =(1C.08)[27]

- (0C.0B)[27]

=-2q2n]

by (@.0)=~5 [2x] et (A,AG)=5[2x] donc (Ai,AG) = (1 ) 27]

d'ou A; 1, O et £2sont cocyclique et L2et A sont de par et d'autre de la droite

(Al).

(. B)=-" [27] et (OC0B)="5 [27] donc (OC,0B) = (.B)[27] g

u £, C, B et O sont cocyclique et £2et O sont dans la méme partie du plan limité

par (CB).

c) f((Al)) est la droite passant par f(I)=0 et faisant un angle de —%avec (Al)

donc f((Al))=(0A)

2010-2011
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4 ée Maths Solutions

f((AC)) est la droite passant par f(C)=B et faisant un angle de % avec (AC)

donc f(AC))=(BC).

d/ {A}=(AC) N(4l) donc {f(4)}=f((AC)Nf((AD) d ou {f(A)}=(OA)N(BC)
et (OA) est la médiatrice de [BC]

par suite f(A)=A"avec A' est le milieu de [BC].

3/ f=h o R est une similitude directe de rapport%.

@=S o f! est une similitude directe de rapport 1 c'est donc un déplacement.
On a: f(A)=h o R(A)=h(C)=A" et f(C)=h o R(C)=h(B)=B
Par suite: ¢(A")=S o f 1(A")=S(A)=A"et ¢(B)= S o f *(B)=S(C)=B
Ainsi @ est un déplacement qui fixe deux points distincts c'est donc I'identité du
plan.
EnfinSof '=1dp o1t S=f.

B

4/ a) soit a le rapport de g; a=?—c=%.

b) on pose g(B)=B".
ona: g(l)=0, g(C)=B et g(B)=B"

donc: - BB':%CB:BA' d'ou B' e¢ipam)
%TBB' =- af& [27]
. (BOBE)=7(CICB) d'ou B'[BC)
T

par suite B'=A"ainsi f(B")=A"
b) on pose g = h, %) 0S5y, =Sa0hg %).

1
2
comme, gog(C)=g(B)=A" alors hy,, %)(C):A' donc JC =4JA

1 1
gog= hg, 50 ho %)= h(JZ)

c) ona JC=4JA alors Je(CA)=(CB)

¢(C)=B donc A est la bissectrice de (fi\]_é) =z[27]

par suite A est la perpendiculaire en J a (CB).
Exercice 9 :
1/ a) soit k le rapport de S et O son angle

QE(O_B'TE)[Zﬂ] C
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4 ée Maths Solutions

—AO_
OB

b) 2 le centre de S

(ﬁ,@)zg[zn] et (E,@)Eg[zz]

2

donc (@Tﬁ&) =r[2x]

Par suite 2 € (AB)

et (L2A) perpendiculaire a (£20) W

D’ou Qest le projeté

orthogonale de O sur (AB). 0
c) J est le milieu de [OB]

donc S(1) est le milieu

de [S(O)S(B)]=[AO] Alors S(I)=l. 0’

Donc (ﬁ,ﬁ)zg[zn]

d’ou (£27J) et (£21) sont perpendiculaires.

2/ a) S(OA)) est la droite passant par S(O)=A et perpendiculaire a (OA)
donc S((OA))=(AC).

b) 1 (OA) donc S(I) € (AC)

(5,@—’(,))52[%] donc S(H)e ()
donc {S(1)}=(«20)N((AC)={C}
d'ou S(1)=C.

¢) S(1)=C donc (_5[?_(7(5)5%[27[] d'ou le cercle de diamétre [IC] passé

par Q2
3/a) o0 a(B)=oc (0O)=A.

b) o= h(w,2) 0'Sp, = S,0 h(wyg) donc oo O'Zh(w,4)
par suite o 0o (B)=h.4(B)=A d’ou we (AB).

). =00 S " est la composée d'une similitude indirecte et d'une similitude
directe-dont le produit des rapports est 1 c'est donc un antidéplacement.
Et commeg (A)= 00 S (A)=0(0)=A et ¢ (0)= & (B)=0 alors ¢ =Siop)
Donc 60 S ™ () =0 (£2) =Sion) (£2) d’ott 2' =S op) ()

d) w € (AB)=(¢2B) donc o (W) =w &( o(£2)o(B)) par suite w £(02")

etw e (4B) d’ou la construction de w
A est la bissectrice de [wB,wA]
Exercice 10:
1/ r=Rc 0Rg OR, est une rotation d'angle z c'est donc une symétrie centrale.
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r(B)=R.0Rs(C)=Rc(A)=B

donc B est le centre de r

alors r=Sg

2/ a) Sg(A)=r(A)=E donc B est le milieu de [AE]
1

Rs(A)=D donc BD=BA=1 AE par suite B2 -1,
2 AE 2

(AE.BD)=(BE.BD)[27]

= (BE.BA)-(BD,BA)[27]

=-2"[2r]
b) soit S(E)=E". [J—
A

EB 1 ;

EA 2

— 2
( AE ,BE') = —?”[M]
d’oil E'=D et S(E)=D.
3/ S
02— 0

A—B
E—-D

— 2 A A 2
(QE,_QD)E—?”[Zﬂ] et (BE,BD)E—g[zn]

donc (E,2)=(BE,BD)[27]
d’ou £, E, B et D sontcacycliques.

. 2 .
(QA,_QB)E—?H[Z”] et (CA,CB)E%[ZH]

donc (A B)=(CACB)L~]

d’ou £, A, B et C sont cocycliques.

b) (Ej&j) E(ﬁ’jﬁ)[zn] d’ou £, E, B et D sont sur le méme cercle et B et
£ sont dans la méme partie du plan limitée par (DE).

(EA'TE) E(EATEB)[E] d’ou €, A, B et C sont sur le méme cercle ' et QetC
sont de par et d'autre de (AB).
D’ou la construction de €.

4/ a) S((AC)) est la droite A passant par B et tel que ((Aé),A) = —%[27:]
donc A=(BC).
2010-2011
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b) le cercle 7 circonscrit au triangle ACE est le cercle de diametre [AE] donc
S(7) est le cercle de diamétre [BD].

Exercice 11: ~
CA=CD

1/a)ona:{__.~» . _, D
CACD)= 7[27r]

donc R¢(A)=D.

f(A)=Rc oRa (A)=Rc (A)=D

f(B):RC 0 Ra (B):RC (C):C

b) soit a I'angle de R4 ;

a=(AB,AC)[27] B
T

= [27] A
f étant la composée de deux rotations;
c'est une rotation d'angle %+ % = _4—”
on a : f(A)=D donc O appartient a la médiatrice de [AD] et f(B)=C donc O
appartient a la médiatrice de [BCJ.
D’ou la construction de O-

c) les deux angles intérieurs de méme cote [OC,OB] et [CO,CA] sont
supplémentaires done (OB)//(AC).
Les deux angles intérieurs du méme coté [CO,CA] et [AB,AC] sont
supplémentaires donc (AB)//(OC).
Donc ABOC est un parallélogramme et AB=AC alors c'est un losange.
2/ a) la composee d'un déplacement et d'un antidéplacement est un
antidéplacement donc g est un antidéplacement.
b) g(A)=foSec)(A)=f(0)=0
9(B)=foS(c)(B)=f(B)=C.
3/a) 9(O)=foSc)(O)=f(A)=D.
H est le milieu de [BC] donc H est le milieu de [AQ] par suite g(H) est le milieu
de [9(A)g(0)]
Ainsi H' est le milieu de [OD].
b) on place H' le milieu de [OD] puis C' tel que H' est le milieu de [CC].
c)onag(A)=0Oetg(B)=C
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4 ée Maths Solutions

comme la mediatrice de [AQ] n'est pas la médiatrice de [BC] alors g n'est pas
une symétrie orthogonale c'est donc un glissement.
On pose g= S50 t; .
On a : g(B)=C donc le milieu H de [BC] appartient a A.
g(0O)=D donc le milieu H' de [OD] appartient a A.
Par suite A=(HH').
Ona: g(H)= t;0S, (H)= t;(H)=H'
Par suite u = HH'
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4éme Maths Exercices
Exercice 1.
2X—4
A/l On considere l’application f définie sur 0,4/ par f(X)=—m——— ;
pp fdéfi 10,4 par f(x) T

on désigne par ¢ sa courbe représentative dans un repére orthonormé(O, i.j).
1/a) étudier les variations de f.

b) montrer que f réalise une bijection de ]0,4[ sur IR.

2X
N
2/ montrer que l’équation f(x)=x admet dans ]0,4[ une solution unique o >2.
3/ a) determiner une équation de la tangente 5a £ au point d’abscisse 2.

b) étudier la position de ¢ par rapport a o.

c) tracer ¢, 6 et £’ : courbe représentative de g.
B/ on considére la suite U définie sur IN par : Uy > a et Ups1=g(U,) , ne IN.
1/ démontrer que U, >« ; n€lN.
2/ déterminer graphiquement le signe de g(x)-x.
3/ en déduire que U est décroissante.
4/ montrer que U admet une limite | que |’on précisera.

c) soit g la réciproque de f ; montrer que pour tout x e IR, g(x)= 2+

] ) .. 2 ;
C/ soit la fonction ¢ définie sur _£1£ ar o(2)=1 et p(x)=——=—— si
0 1-5 5 1Rar o(5)=4 et o= s
Y/
xel-==1.
€] 5 2[
1/ montrer que pour tout xe] -Z,Z ] ; op(x)= 1_ :
2'2 1+ sinx

2/ montrer que ¢ réalise une bijection de ] - % ,%] sur un intervalle J que [’on

précisera .
3/ calculer.g™(2) et ¢ '(2+2)
4/ étudier.la dérivabilité de ¢ “sur J et déterminer sa fonction dérivée.

Exercice 2:
— . e T 2C0S X
A/ on consideére la fonction f définie sur ]0, = Jpar f(x)= :
2 1-cosx
1/a/ étudier la dérivabilité de f a gauche en %
—sinx

b/ justifier que f est dérivable sur 10, ~/ et que f*(x)= -
justifier que f est dérivable sur ] 5[ etquef(x) (1—cos x)2f(x)

2/ al étudier les variations de f.
b/ en déduire que f admet une fonction réciproque g définie sur IR..
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4éme Maths Exercices
T
g(x)- o
¢/ montrer que |im ——=% =0.
x—>0+ X
. — 2X
d/ montrer que g est dérivable sur IR et que g’(x)= .
aue g - el que g () (@ +2)/x+1
3/ montrer que [’équation f(x)=x admet une solution unique « et que
T T
—<a=<—.
3 2

4/ tracer ¢ et & dans le méme repére orthonormé (O, i,j).

B/ on considére la fonction ¢ définie par : go(X):f(%-X).
1/ a/ montrer que ¢ est définie et continue que [0, %[.

b/ montrer que ¢ réalise une bijection de [0, %[ sur IR..
2/ on désigne par ¢ la bijection réciproque de ¢.

a/ calculer pour tout x>0, (p(%-g(x)).
b/ en déduire que pour tout x >0, ¢(X)= %—g(x).

3/ soit la suite U définie sur IN* par Un:%k§¢ (a+%) :

a/ montrer que pour tout n€IN*on a : n—+1¢(a+1)s Un< n_+1¢(a+g).
n n n n

b/ en déduire que U converge vers %-a.

Probleme 3: (les parties A et B sont indépendantes).
A/ soit fla fonction définie sur [0,7] par f(x):écosx - %

1/ dresser le tableau de variations de f.
2/ montrer que [’équation f(x)=x admet dans [0, 7] une solution unique ¢ .

vérifier que ae]O,%[.

3/ soit la suite U définie sur IN par : 0 <Uy < aet pour tout ne€lN ; Up=
f(Un).

a) montrer que pour toutneIlNona: 0 _<Un_<%.
b) montrer par récurrence que pour tout nelN on a : Un<a<Upn.1.
c) montrer que pour tout x[0,7] ; |f(X)-0:|_<§|X-a|.
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Exercices

4éme Maths

d) en déduire que pour tout neIN ; |Un-a|_<(%)”|uo-a|.

Trouver alors limu,.

n—-+o0

4/ on pose S,= i(—l)"”(uk —-a).
k=0

a) montrer que pour tout neIN ; S, >0.

b) montrer que la suite S est croissante.
c) montrer que pour tout n€IN ; |S,|<3|Uq-f. (on pourra utiliser 3/d/).

B/smtlafonctlong:]—z,z[ - IR

tgx si XE]—%,O]

4 . T
tgx——=x sl xe[0,—
X3 el 2[

1/ a) etudier la dérivabilité de g en 0.
b) dresser le tableau de variation de g.

c) tracer dans un repeére orthonormé (O, i

de g.
2/ soit h la restrictionde g a ] —%,0 [.

] ) 1a courbe £ représentative

a) montrer que h réalise une bijection de} —%,0 [ sur unintervalle I que | 'on

précisera .
b) tracer la courbe de h %

C) montrer que pour tout'x el ; h'l(x)+h'1(l): %
X

3/ montrer que l'équation g(x)=0 admet une solution unique £ non nulle et que

pel gl
4/ soit 'y la fonction définie sur [, —] par y(xX)=x- 9((X))

a) démontrer que pour tout x & [ﬂ,%] L P(X)SX.

Prouver que fest [ 'unique solution de [’équation y(X)=X.
b) dresser le tableau de variations de . En déduire que si x €[5, E] alors

ZORIVESE
5/ soit V la suite définie sur IN par VOZ% et pour tout n€IN ; V= yA(Vy).
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a) montrer que pour toutnelN ; g <V, < %
b) montrer que la suite V converge vers .

Probléme 4 : (les parties A et B sont indépendantes).

et ¢ la fonction

A/ soit la fonction f définie sur [O,%] par : f(x)= !
+
définie
V4 _1-x .
sur ]O, E] par g(X)= —— —sinx .
X
1/a) étudier les variations de ¢.

b) en déduire que [’équation f(x)=x admet une solution unique a€l0, Z].
2/ montrer que f induit une bijection de [0, Z] sur un intervalle’J a préciser.
3/a) soit x €J exprimer sin(f (x)) et cos(f (x)) en fonction de x.

b) en déduire les réels fl(é) et f 1(2-18)

¢) calculer f {(——).
1+cos x
B/ on considére la fonction g définie sur ]0, %] par g(x)= ::rr: ix '

1/ étudier la dérivabilité de g a gauche. en %

2/ montrer que g est dérivable sur ]0, %[ et calculer g’(x) pour tout x € 0,
T

20

3/ montrer que-g réalise une bijection de ]0, %] sur [0,+o.

4/ montrer'que g est dérivable sur [0,+ o[ et que pour tout x [0,+a[ (g~

1, 4x
X)=—— .
)=

5/ représenter dans le méme repére & et &,

6/ pour tout x >0 on pose h(x)= g *(~/2x )+g ‘%J%).

a) calculer g '(12).
b) montrer que h est dérivable sur ]0,+odf et calculer h’(x).

C) montrer que pour tout x >0 ; h(x):%.

Probléme 5:

2010-2011

www.zribimaths.jimdo.com Page 4




L.S.EL Riadh Etudé d‘e TonthTlS Mr Zribi

4éme Maths Exercices

Soit la fonction f définie sur [O,%] par f(x)=tg>x.
1/a) étudier les variations de f.
b) démontrer que f réalise une bijection de [0, %] sur un intervalle | a

préciser.
c) dresser le tableau de variation de f .
d) tracer dans le méme repére les courbes ¢ et ¢¢ ™.
2/ a) montrer que f ™ n’est pas dérivable d droite en 0, calculer () (1).
b) étudier la dérivabilité de f * sur |I.
c) déterminer(f ) (x) pour x e 1 \ {0}

3/ on pose g(x)= f(x)-x , pour tout x € [0, %].

a) calculer g’(x) et g’’(x).

b) étudier les variations de g’ sur [0, % | et montrer que [ 'équation g’(x)=0
admet

T . .
sur ]0, Z[ une solution unique X.

c) en déduire le tableau de variations'de‘g:; donner le signe de g(xo).
4 a) montrer que [’équation f(x)=x admetsur |0, %[ une solution unique «

etqueXo < a< Z.
b) montrer que pour tout xe]0, of : f(x) < x.
c) en déduire que pour/tout xe ]0,af : f* (x) > x.

5/on considére la suité Uidéfinie par la donnée de U, €]0,¢f et U,.=f (U,).
a) montrer que pourtoutneIN ;0< U, < «.

b) montrer que U est croissante.
c) en déduire gue U est convergente et calculer sa limite.

6/ soit la fonction définie sur [0, 7] par ()= 4 g,
T

Calculer h(0) et h(%) en déduire qu’il existe au moins une valeur 6€]0, %[

telle que h’(6)=0.

Probléme 6:

Soit f la fonction définie par : f(Z)=0 et f(x)= 1-sinx
2 cos X

. T T
sixe]-=, =.
€] ) 2[

2010-2011
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L.S.EL Riadh Etudé d‘e TonthTlS Mr Zribi

4éme Maths Exercices

1/ a) montrer que f est continue a gauche en %

b) montrer que f est dérivable a gauche en % et quef’g(%):-%.
T T , -1
2/ a) montrer que pour tout xe]-=,=/, '(x)= —.
2 2 1+sinXx

b) en déduire que f est une bijection de ]- %%] sur un intervalle J a

préciser.
On note g=f *, calculer g(0) et g(1).

C) montrer que l’équation f(x)=x admet une solution unique o et.que
7T 7
— =< a <.
6 4

d) tracer ¢; et ¢ ' dans un méme repére.
1-sinx

3/ a) montrer que f *(x)==———— .
1+sinx

de f 2(x).

b) montrer que g est dérivable sur J et que g (%)= Tiv ; Xed.
+ X

T T - . . .
e]- E’E] puis‘exprimer sinx en fonction

4/ soit h la fonction définie par : h(1)= % et h(x)=g(x) - g(?—i).

a) montrer que h est continue sur[0,1].

b) montrer que h est dérivablesur+{0,1[ et calculer h’(x) ; en déduire
’expression de h(Xx).

5/ soit U la suite définie parU,= E ig(a+i) ; nelN*,
N k=0 n+k

a) montrer que pour.tout neIN* ; n—Jrlg(ouri)s Unsn—Jrlg(ourzi).
n n n n

b) en déduire que U, est convergente et que |imUn = « .

N—+o0

Probleme 7 :

Soit f la fonction définie par : f(%):l et f(x)= tgx T

Xxe|-—,—1[.
1+1tgx “l 4 2[

1/a) montrer que f est continue sur ]- %,%].

b) montrer que f est dérivable a gauche en % et quef’g(g):l.

1 .
(sinx+cosx)? '’

c) en déduire que f est derivable sur ]- %,%] et que f’(x)=

T
xel=,=1.
1551
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L.S.EL Riadh Etudé d‘e TonthTlS Mr Zribi

4éme Maths Exercices

d) dresser le tableau de variation de f sur J- =, Z1.

2/ a) montrer que f est une bijection de ]- %,%] sur J-o0,1].

b) soitg =f *; calculer g(%) et g(0).

c) tracer dans un méme repere ¢; et .

x<1

3/ montrer que g est dérivable sur -0 1] et que g’(x)= ————— ;
2x2 -2x+1

2X=1y i xe101].
2%

4/ soit ¢ la fonction définie par : ¢(0)=- % et p(X)=9g(

a) montrer que @ est continue sur [0,1].
b) montrer que ¢ est dérivable sur ]0,1[ et calculer ¢’(x).

c) en déduire que g(X)-g(x)=- % - xe[0,1].

d) montrer que ¢ est dérivable a droite en 0 et calculer ¢’(0).

Probléme 8:
A/ soit f la fonction définie sur [-1,1[ par f(x)= 1/? et {'sa courbe
- X

représentative dans un repére orthonormeé
1

(1-x2f(x)

b) étudier la dérivabilité.a droite de f en —1 et interpréter geometriquement
le résultat obtenue

c) dresser le tableau de variation de f
2/ a) donner une équation cartésienne de la tangente T a la courbe ¢ au point
A d’abscisse 0

b) vérifier que pour tout x e[-1,1[ f(x)-(x+1 = X100
) que p e[-1,1[ f(x)-(x+1) e

1/ a) montrer que f est dérivable sur ]-1,1/ et que f'(x)=

; en déduire que la

courbe Jest au dessus de T

C) construire et T
3/ a) montrer que f réalise un bijection de [-1,1[ sur R, ; soit g la fonction
réciproque de f

b) donner I’expression de g(x) pour x €IR 4

C) construire sa courbe ¢’ dans le méme repére que

B/ soit h la fonction définie sur ]0, 7] par h(x)=f(cosx)
1/ a) montrer que h est continue sur ]0, 7]

2010-2011
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L.S.EL Riadh Etudé d‘e TonthTlS Mr Zribi

4éme Maths Exercices

b) montrer que pour tout x]0,7] on a h(x):cotg(g)

c) eétudier les variations de h, en déduire que h réalise une bijection de
10,7] sur IR ; on note ¢ sa fonction réciproque

2/ @) montrer que ¢ est dérivable sur IR, et que ¢’(x)= i v
+ X

b) soit w la fonction définie sur IR, par w(x):¢(x)+¢(£)
X
calculer w’(x) et w(l) et en déduire que pour tout x IR, p(X)+ (p(l =7
X

3/ soit V la suite définie sur IN par vnzil $ (k)
N+ lk=n

a) montrer que pour tout n€IN ; p(2n)<V,< ¢(n)
b) en déduire que V est convergente et calculer sa limite.

Probléme 9:

Al soit la fonction f définie sur ['intervalle I=] 1,2] par f(x)= @
X -

1/a) fest-elle dérivable a gauche en 2 ?
b) étudier la dérivabilité de fsurd et caleuler f(x).
c) dresser le tableau de variation de'f.
2/ montrer que l’équation f(x)=x.admet dans I une solution unique o tel que
32<a<?.
3/ a) montrer que f est une bijection de I sur un intervalle J que [’on précisera.

1
V1+x2'

b) soit g la réciproque de f ; montrer que pour tout xeJ : g(X)= 1+

4/ tracer dans.le méme repére les courbes &; et g
B/ soit lasuite U définie par Ug=1 et U,+1=g(U,).
1/ montrer que pour toutnelN ; 1<U, <2

2/ en'admettant que pour tout a et b dans [1,2] on a |g(a)-g(b)|_<% la-b| ;
2
1

V2

3/ en déduire que la suite U est convergente et trouver sa limite.

montrer que pour tout nelNon a : |Uy41-|< |Un-.

C/ soit la fonction h définie sur [0, %] par :

h(%):1 et h(x)= ;pOUfXE[O,%[

g(tg(2x))

2010-2011
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L.S.EL Riadh Etudé d‘e TonthTlS Mr Zribi

4éme Maths Exercices

1

1+cos2x

1/ montrer que pour tout x [0, %] - h(x)=

2/ montrer gque h est une bijection de [0, %] sur un intervalle K que l’on
précisera.
3/ calculer h'l(é) et h(2-12)

4/ étudier la dérivabilité de h™* sur 'intervalle K et déterminer sa fonction
dérivée.

Probléme 10:
X

VX2 e+l

A/ soit f la fonction définie sur IR par : f(x)=1+

1/ étudier les variations de f sur IR.
2/ soit ¢’ la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (O, i ,]) ;
préciser les asymptotes de £.
3/a) montrer que ¢ admet un point d’inflexion I que [’on précisera.
b) écrire un équation de la tangente T a ¢en I.
c) préciser la position relative de T-et ¢
4/ a) tracer et T dans le méme repere (O, i ]) :
b) que représente | pour £? justifier.
5/ al montrer que f est une bijection de IR sur un intervalle J que l’on
déterminera.
b) calculer I’expression de f™(x) pour x J.
c) tracer la courbe ¢’ de £ dans (O, ij).
6/ a) montrer que'l’équation f(x)=x admet une solution réelle uniquec.
b) vérifier que ae]l,2].
B/ soit/la suite U définie sur IN par : Ug réel donné>1 ; et U, =f(U,)
1/-montrer que pour tout nelN ; 1<U,.

2/ montrer que pour tout xe [1,+o ; ona 0<f"(x) S%

3/ en déduire que pour tout ne IN ; |Up+1-of _<L |Un-.

242

4/ montrer que pour ne€IN ; |Up.1-f S(%)”|Uo-a|.

5
5/ en déduire que U converge et déterminer sa limite.
6/ on suppose que Uy< o

2010-2011
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LS EIRiadh Etude de Fonctions Hr Zribi
4¢me Maths Exercices
a) montrer que pour toutne IN ; ona U, <.
b) étudier le signe de f(x)-x , en déduire que U est monotone.
c) conclure.
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L.S.ElRijadh ftud.e d-e fonctions Mr Zribi

4 ¢ Maths Solutions
x |0 4
Probléme 1: il +
A/l/al f est dérivable sue ]0,4[
_ f +
2\/4x—X2—(2X—4)472X / B
. 244x—x2 _ 8 'OO
Etf(x) = )
4% — X2 (4% — X4x — X2

b/ f est continue, strictement croissante sur ]0,4[ donc f réalise
une bijection de ]0,4[ sur f<]0,4[>=IR.
c/ soitg(x)=y < x=f(y) , xelR et ye]0,4[.

2y -4
Jay—y
=% _(2y-4) et (x ety-2 de méme signe)

(4y-¥?)

< (4+x2)y2-(16+4x2)y+16=0 et (x et y-2 de méme signe)

2X
xe+ax

, 2X
D’ou g(x)= 2+ N
2/ on pose h(x)=f(x) -1 ; x€]0,4][.
h’(x)=f"(x)-1.
On a 0 < 4x-x2=4-(x-2)2 <4 donc.(4x=x?) Jax—x2 <8 et par suite f’(x) >1
En fin h’(x) >0.
h est continue, strictement croissante sur ]0,4[ donc réalise une bijection de ]0,4[ sur
h<]0,4[=IR.
Comme 0 eIR alors il posséde un seul antécédent par h dans ]0,4[ soit « ; donc h(x)=0
admet dans ]0,4[ une seul solution « et par suite f(x)=x admet un unique solution « dans
10,4][.
3lal 6:y=1"(2)(x-2)+f(2)

d’ou OY=X-2.
b/xe]0,4[;
on a d(x)=f(x)-(x-2)
_2AX=2)—(X=2WAx—x2 (Xx=2)(2—-+4x-x2  (x=2)(x-2)?
Jax—x T Jax—e Ix—e(2+ax—x

de d(x) est celui de x-2.

= X=

& y=2+

: XelR.

donc le signe

X 0 2 4

Sig(d) - ( +

Posi- Crau dessus | Cf en dessous

tion de 6 de 5 2010-2011

www.zribimaths.jimdo.com Page 1



L.S.E(Riadh Etude de fonctions

Mr Zribi

4 ¢ Maths

Solutions

¢/ représentation graphique : |

B/ 1/ s0it P « U, >a, nelN ».
Ona Uy>ad’ou P est vraie pour le premier terme.

Supposons que P est vraie a [’ordre n et montrons que P est vraie a [’ordre n+1.
OnaU,>n et gcroissante car fl’ait donc g(U,) > g() et par suite Up.; > ..

D’ou P est vraie pour tout n eIN.

2/ d’apres le graphique on a : X [ o +oo
9(x)-x + ' -
3/nelN; U,> a. Doncg(U,)-U, < 0d’ou U, <U,
par suite U est croissante.
4/ U est décroissante minorée par o donc convergente soit | sa limite.
On a U+ =g(U,) , U converge vers et g continue en | d’ou f(l)=I < 1=a.
Cl 1/ xe€] 250
2 2 1
W= 2tgx sinx T 1+sinx
2+ —= L 242 COSX
Vg2 x 44 COS X
et ; = 1
1+sin 2
2
T T

D’ou p(X)= , -==1. I i

#x) 1+sinx ] 2 2] X2 2

_ 0] - 0

2/xel-Z. 215 o'(x)= _TeoSX

1=5210 9097 gingye ¥ 1
@ est continue, strictement croissante donc ¢ réalise | ¢ I 2
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L.S.ElRijadh ftud.e d-e fonctions Mr Zribi

4 ¢ Maths Solutions

une bijection de ] _%’%] sur o <] —%,%] >=[1 +o.
3/ on pose ¢ 1(2)=x < 2=¢(X) ; xe] —%,%]

osik=-2 ;xe]-ZZ2] & x=-2
enfin ¢ (2)=- %

de méme ¢ Y2+ \Q):-%.
4/ continuité sur ] %,+oo[ . 0N a ¢ est continue sur ]—%%[ et ¢’ nonnulle
donc ¢ est dérivable sur ] % +od.
Dérivabilité de ¢ a droite en % : (p’g(%):o donc &, admet au point d’abscisse % une demi
tangente horizontal par suite gj,,‘l admet au point d’abscisse % une demi tangente verticale

donc ¢ n’est pas dérivable a droite en % :

En fin ¢ est dérivable sur ] % yoo.

1 rr

Et(p ™)'= ——— avec \y=p ) < p(y)=x xe] > +ofetye]-Z 1]
¢ (y) 2 2'2
_ 1
B 1
—cosy) = —
( y)(1+siny)2
on ax= — donc sinyzl_—x d’ou COS y=+ yox-1 or x6]£,+oo[et
1+siny X || 2
T T
yE]—E,E[
alors cosy= yox-1
X
. ] 1 -1
enfin (¢ ) ’'x)= = xe 11 o
(P _Nax-1, 0 x2x-1 2.4
X
2010-2011
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4 4 Maths Solutions
Probléme 2:
T
f(x)-1() /
Al lal lim 2 = im 208X on pose t=x-Z

r x— 7~ Hgf(x—%)\/l—cosx
2

X—>— 2
2cos(t+z
2__y v—2sint sint

2
m m -
= 500 N o A = — t
0 t\/1+cos(t+72r) >0 tVl-sint  5p/—ty/1-sint

= 4+ \Q:+oo.
T

D’ou f'n’est pas dérivable a gauche en 2.
b/ la fonction : x— 2cosx est dérivable sur ]0,72[ et la fonction : x— 1-cosx dérivable et

non nulle sur ]0,72[

alors la fonction x— 12005)( est dérivable sur ]O,%[ et strictement positive alors f est
—COS X

dérivable sur
—2sinX(1=€osx)— 2sin Xcos X

, 1-—cosx)? —sinx
0’ E cet — ( _ .
] 2[ S 5 2C0S X (1—cosx)2f(x)
1-cosx
b/ f est continue, strictement décroissante ‘ -
sur 10, 72] . i \
alors f realise une bijection de ]0,4/2] sur IR, 0
9(x)~7 o o
¢/ lim — on pose g(x)=y signifie x=f(y) ; on a f(%):o signifie E:g(O)
xa0+

2010-2011
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L.S.ElRijadh ftud.e d-e fonctions Mr Zribi

4 ¢ Maths Solutions
7
y_E 1
= lim P lim —ﬂ:O d’ou g est dérivable a droite en 0.
W)= L7 Hy) - 16)
2 2
72

d/ f est dérivable sur ]0, %[ et £ non nulle sur ]0, %[ alors g est dérivable sur.]0, %o ;

et g dérivable a droite en 0 d’ou g est dérivable sur [0,+c.

g’'(x)= ; ; xelRy . on pose y= g(x) signifie f(y)=x ;ye]0, Z]
f*(a(x))
, 1 1-cosy)?f
g(x):f' _( y)fy)
(y) —siny
v ox= 208y = cosy= X = 1- cosy=
1-cosy 2+ X2 2+ X2
4 2 /
v sinzy=1- costy=1-—> = 4+ 4x = siny:J_r2 1+ etye]0, 21 =
(2+x3)2  (2+x3)? 2+ X2 2
. 241+ x2
siny=
2+ X2
, 4x —(2+x2 —2X
g'(x)= 243

(2+x2 21ix (26 T+
3/ on pose h(x)=f(x)-x ; x 10, %] b (0)=F(x) < 0.
h continue strictement décroissante sur ]0, %] alors h réalise une bijection de ]0, %]
sur h<]0, Z1>=[h(Z), fim h(x) [=[-Z ,+d.
2 2750 2

I’élément Oe[-%,+oo[ alors il possede un unique antécédent a€]0, Z] par h d’ou h(x)=0

donc f(x)=x admet une seul solution «€]0, %] et comme h(% ) h(%) <0 alors aé]%,%[

4/ représentation graphique : — -

! |
! |
! |
| |
M 7

! . '
! |
! |
! I
! |
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4 ¢ Maths Solutions

B/ 1/a/ p(x)=foy(x) avec y(x)= %-x. w est définie et continue sur [0, %[ et f définie et
continue sur w<[O0, %[>:]O, %] d’ou @ est définie et continue sur [0, %[.

b/ ¢ est dérivable sur ]0, %[ et ¢ ‘(x)=-f ‘(%-x) > Q.
@ continue strictement croissante sur [0, %[ alors ¢ réalise une bijection de [0, %[ sur

p<[0, Z[>=[p(0). lim o(x) [=[0,+[ car:

o
2
lim ¢(x) = Iimif(%—x) on poset:%-x
2 2
= lim f(t)=+o0
t—)O+

2/al x IR, (p<§-g<x»:f<g-§+g<x»:f<g<x»:x.

b/ xe IR. ;¢ (97 -90M=4 () = 4= 2-909).

3/a/ nelN* ; n<k<2n = 1<£<E = a+1£ a+££ ac+2
n n n n n2 n
et ¢’(x)=- g’(x).=>0 alors ¢ croissante.

Ha+2)<hlar<)<fa+?)

n n n

= 1§¢(a+1)£1§¢(a+£)g%kzz”n¢(a+§)
n+1 n+1

= —Ha+ )<Un<—¢( )

b/ ona: lim #a+= )—||m¢(a+ ) Ha)= —-g(a)——-a

n—-+0

2010-2011
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4 ¢ Maths Solutions

(f(e)=asignifie a=g())

n+1
et |imL=1 alors IimUﬁ%-a

n—>+o N n—>+o0

Probleme 3:

Al'1l xe[0,4] ; f(x)= —% sinx < 0.

2/ x[0,7], on pose g(x)=f(x)-x ,; g’(x)=f"(x) -1 <O.
g est continue et strictement décroissante sur [0, 7]

g(0)=1et g(;r):-% -7 alors g(0) g(x) <0

d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires il existe «

unique x 0
dans ]0, A tel que g(«)=0, soit f(a)=c.

1l =

T
Ona:g(0)=1>0 etg(z):—-—<0 donc a€]0 Z[ f =
' 2773 2 & 4 T— 3

3/al soit P « 0<U, S% : NelN»

onal< UOS% car O<U0<a_<% d’ou P est vraie pour n=0.
Supposons que P est vraie jusqu’al’ordre n et prouvons qu’elle vraie a l’ordre n+1.

Ona0< Un_<§ et f est décroissante

donc f(%)sf(un)ff(O) d’ou %5 Un+1<1 et par suite 0< Un+1_<%.

d’ou P est vraie pour-tout n IN.
b/ soit P.« Uyp< a<Ujyp1; NEIN »
on a Uy <e et festdécroissante
alors f(e)<f(Uy)
donc'a< U;
d’ou U0<0£ <U1
P est donc vraie pour le premier indice.
Supposons que P est vraie a l’ordre n et montrons que P est vraie & ['ordre n+1.
On a Uy <a <U,,.; etfest décroissante
& f(Uzns1)<f()<f(U2n)
< Uppeo<a<Upniy

2010-2011
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4 ¢ Maths Solutions

& f(Uznr1)<f(2)<f(Uzns2)
< Upnp<a<Uzp.s
d’ou P est vraie pour tout n €IN.

¢/ xe[0,4] ; f’(x)=‘3—2sinx o [f’(x)|_<§.

f continue sur [0,7] , dérivable sur ]0, 7/ et |f’(x)|_<§ d’apreés le théoréeme des
accroissements finies :
If00-f(a)| < % X-a] et adans[0,4].

D'ou [f{x)-dl _<§|x-a|  xe[0,4.
d/ soit P « |Un-a|_<(§) [Ug-1] : nelN »

2 ) . i
ona |U0-a|_<(§)°|U0-I| d’ou P est vraie pour le premier.indice.
Supposons que P est vraie a [’ordre n et montrons que P est vraie a [’ordre n+1.

Ona Upel0, 21 d'aprés 3/6/ [fUNA(e)]< §|Un-al = |Un+1-a|_<§|Un-a|
2 n
Or |Un-0!|—<(§) |Uo-1]

2 .2
Donc |Un+1'0!|—<§(§) |Uo-1

) 2 n+1
D ou |Un+l'a|_<(§) |U0'1|.

En fin P est vraie pur tout n IN.

Ona |im(§) =0/, donc lim |U,—a|=0 ;soit limU,=«

4lal sik est pair alors (-1)*'<0 et Uy -a <0 (d’aprés 3/b) d’ou (-1)"1(Uy -2)>0
si k est impaire alors (-1)*"*>0 et Uy-a >0 (d’aprés3/b) d’ou (-1)"1(Uy -@) >0
en conclusion ; pour tout neIN ; S, >0.
b/-on a: Sp41-Sn= (-1)"(Uns1-@) ; nelN.
Si n estpair alors U,y1-a >0 (d’aprés3/b) et (-1)">0 d’ou Sy+1-S, >0
Si n est impair alors Un.1-a <0 et (-1) " <0 d’ou Sp41-S, >0
En fin S est strictement croissante

c/ neIN;
n + n + n N 2 k K \

1Sal = [Z(-1)" (U —a) € (-1 U -a) < Zuv—a] € 3(5) [Uo—a| d’apres 3id
k=0 k=0 k=0 k=0 3

2010-2011
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L.S.ElRijadh ftud.e d-e fonctions Mr Zribi

4 ¢ Maths Solutions

n 2 k
< — 4,
<[Us=a2(5)
2 n+1
k 1"'(‘*) 2 n+1

or 3(2) - —3—-31-(2) )
- 2

n+1 n+1
2

d'ou |Sy| < |Ug- 3(1-(2) ) mais 1-() sl

en fin |S,| <3|Up-¢f ; nelN.

B/ a/ |im 3 =9(0) 1Ky gy Q)00 tex 4 L
=0 X =0 X x»0+ X w»0+ X 3 3
Donc g n’est pas dérivable en 0.
b/ SiXG]-%,O[; g’ (x)=1+tg* >0 x|-2 0 Z z
sixe [0, = [, g’(x)=tg2x-% gl |+ 1] - +
2 ( 00
lim 9(x)= lim tgx=-o g O/ \(Li/
+ + 3 18

T T
x( _E ) ( _E )

4
lim g(x)= Iimftgx—gx = 400

X>— X—>—

2 2
c/ la représentation graphique de g :

P
1
NN

2010-2011
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L.S.ElRijadh ftud.e d-e fonctions Mr Zribi

4 ¢ Maths Solutions

2/al h est continue strictement croissante sur ]- %,0[ donc réalise une bijection de
]- %,0[ sur J-o0,0].
¢/ on pose h™'(x)=y < x=h(y) ;xe&]-20,0[ etye]-%,o[
T T T
__10 Y- — '_,O
yel-2 .0l < y-2 €]-2.0

ona = = > =cotgy=tg(-y-Z) d'ou h'l(l)=-y-E

X tgy 2

T

enfin  hl(x)+h ( )= yy-——-E ; Xe]-0,0[.

3/ g est continue et strictement croissante donc réalise une hijection de ]g % [
sur<—_> - 3—— L.
0<% S>=] -5 [=
0 L donc il existe un unique g e] 3 ,E[tel que g(p)=0.
7. —_9(x) A o
4fal x e[ f, 3 1; w(x)-x= —g'(x) <0 (d’apres les variations de g).
d’ou y(X) <X; Xe [,8,%].
w(X)=x < g(x)=0 d’ou p est l'unique solution de w(x)=x
belf 515 vieo= 40
g'(x))? x
X -
g (x)=2tg(1+1g*x)) >0 3
y’ +
ya
Z)=_ < v
U5)=7 T3
3

d’apres‘les variations de v . w(X) e [, %]
5/ al soit P « p=V, < 3 ; nelN »

T, . .
ona f<Vo< = d’ou P est vraie pour le premier indice.
3 p p

2010-2011
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L.S.E(Riadh Etude de fonctions

4 ¢ Maths

Mr Zribi

Solutions

Supposons que P est vraie a l’ordre n et montrons que P est vraie a ['ordre n+1

Ona ,B_<Vn_<% et y croissante

Donc YA <Vpsi< W(%) s% (d’apreés 4/a/)
D’ou P est vraie pour tout n €IN.
b/ Viar-Va=(Vy)-Va <0 (car ,stns% )

D’ou v est décroissante.
V est décroissante minorée par £ donc elle converge vers .

On aV converge versl ; V,.i:=y(V,) et w continue sur [ 5, %]

D’ou l=y(l) < 1=p.

Probleme 4 :
TH. -Xx—=(1-x) 1
Alllalxe]0,=]; ¢’(x)= ———* —coSX=.—-— —COSX.
2 X2 X2
1
b/x €]0, %] ; I (X)=x < —= X
1+sinx

=X _sinx o @(x)=0.
X

@ est continue ; strictement décroissante sur ]0, %] de plus

2
limp(x)=+0 et p(Z)==-2<0
x—>0+ 2 T

(NTE

d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires il existe o unique dans ]0, E[ tel que

o 2)=050it f(@)=a.
—COSX

T ) _
2/ xe€[0, E],f(x)— —(1+sinx)2 <0.

f continue strictement décroissante donc réalise une bijection de [0, %]

1
f<[0, Z1>=[= 1]=J.
sur f<[ 2] [2]

2010-2011
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L.S.ElRijadh ftud.e d-e fonctions Mr Zribi
4 ¢ Maths Solutions
3/ al xE[% A1, (1 x))=x or
f(f 1(x))= L =N 1+sin(f’l(x))—1 =N sin(f*l(x))—i—l
(1+sin f*(x) X X
pour tout x e [ %,1];
f "(x) [0, %] < cos (f1(x))=+/1- sin¥ f‘l(x))=\/l—(§—1)2 -
.o 1,2 1 1 1,2 w A, 2\_ T
b/ sinfY(£)==-1== f 1(£)e[0, =] donc fY(£)==.
sin(f (3 )=g-1=5 or fH(5)el0, F1done F7()=¢
3
Cos(f *(2-12))=
J22-v2)-1 3-2y2 J(2-1p V2-1 (V2-1)(2+v2) V2
2-2 2-2 2-J2  2-42
Dot fl(Z—\/é):%
o/ 0sxsZ o 0<sZx<Z
2 2 2
or f(fy=— 2+ 1
1+sin(%—x) 1+cosx
1 /4
Douf™ =2 X
Ouf(1+cosx 2 X
A/Sin2x
9(x)—9() : .
B/l |im —=—2~ = [im —3NX_  on pose t=x-—
. x-=E r x-Z~ 2
2 \ 2 2
i Jsin(2t+ )
~ 00 toost
i vJ—sint +/cost
H'[? t  cost
— lim sin(—t) - 1 1 o
>0t 4sin(-t) Jcost
D’ou g n’est pas derivable a gauche en %
2010-2011
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L.S.ElRijadh ftud.e d-e fonctions Mr Zribi

4 ¢ Maths Solutions

2/ x€]0, %[ ; X :—»sin2x est dérivable et strictement positif donc x : — +/sin 2x est
dérivable

. , . 1 .
X :—sinx est dérivable et non nulle donc x : — —— est dérivable.
SN X

En fin g est dérivable sur ]0, %[ comme étant le produit de fonctions dérivables.

cos2xsinx—cosxsin2x  sin(—x) <0

Eto’(x)= = <
&'t Jsin2x sin2x Jsin2x sin2x

3/ g est continue et strictement décroissante sur ]O, %]

donc réalise une bijection de ]O, %] sur g<]o0, %]:[g(%), lim g(x) [=[0,+o

x=()
sin2x v 2C0Ss X
en effet : lim 9(x)= lim — = |lim —F— =+
0" x>p" SiNX x>0° VsinX

4/ x €]0, %[ ; g est dérivable et g’(x)#0 donc g * est.dérivable sur ]0,+][.

Dérivabilité de g ™ a droiteen 0 :

-1 T
SN g ()=~
lim =8 O i Z 7 2 ghposé yE g i) e gy)=x;
x=0" X x>0 X
w
y_i
= lim ——
~ 9(y)
yo>—
2
1 .
= |im7—ﬂ_=0
T — _
CE a)-9(3)
oz
y 2

D’ou: g”est dérivable sur [0,+od

@ 'w= ﬁ avec x=g(y)

. - in2
= -siny./sin2y avec x°= zlirr]ﬂ;// = 2cotgy
= -xsinzy  or sinzy=__1 1

l+COthy:1+(X?2)2

2010-2011
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L.S.ElRijadh ftud.e d-e fonctions Mr Zribi

4 ¢ Maths Solutions
o, 1, - X 4x :
d’ou (g 7)'(x)= o Sy
1+(?)2 X 6

5/ représentation graphique : :

6/ on ag(%)=\/§ donc g *(12)= %.

b/ h est la composée de fonctions dérivables sur ]0,+of
eth’(x)=0

¢/ h’(x)=0 < h(x)=cte=h(1) or h(1)= g (x2)+ g’l(\/Z):%

D’ou pour tout x > 0 ; h(X)= %

Probleéme 5:
1/al x€[0, Z] ; f'(x)= 3tg>c (1+tg*x) >0 x| 0 z
b/ f continue strictement croissante sur J0O, Z [ S P hl
donc réalise une bijection de J0, Z[ sur [0,1] f 0 *
c/ tableau de variations de f ! /
x |0 1
Vi +

/ 4
f-l

d/ représentation graphique :

www.zribimaths.jin Page 14




L.S.ElRijadh ftud.e d-e fonctions Mr Zribi

4 ¢ Maths Solutions
«
éff-l
-1 -1
2/l lim Fe0=-1700) 4, pose y=f 1(x) < f(y)=x
xao+ X
= lim Y= Jim =t
y

donc f'n’est pas dérivable a droite en 0.

1., 1 1 1
)'a)= =

F(FY1) 7y 6
()

b/ pour tout x £]0, %]fest dérivable et f non nulle donc £ est dérivable sur ]0,1].
Comme f™ n’est pas dérivable-a droite en 0 alors elle est dérivable sur 10,1].
¢/xe]0.4]: Y )= ﬁ avec x=(y) <1700y ; y<10, 2]
q 1
3tg?y(1+1tg?y)
ona:xe]0,1],ye]0, %] cx=tgy < tgy=3¥x

d'ou (79 (= — 2 xelodl.
3xs(1+x5)

3/ al x€[0, %], 2’ ()=1"(x) =1 et g’ (x)=""(x)=3(1+tg?)(2tgx+41g°X) .

b/ g’ est continue et strictement croissante sur [0, %]

T
X |0 2

etg’(0)g ’(%)<0 ; d’apres le théoréeme des
g’ +

valeurs intermédiaires :
g’ 5

2010-2011 i
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L.S.ElRijadh ftud.e d-e fonctions Mr Zribi

4 ¢ Maths Solutions

il existe Xy unique dans 0, Z [ tel que g’(xy)=0. =
c/ le tableau de variation de g :

Xx |0 Xo

I

g - g +

0 1-Z
4
g \g XO)/

D apres le tableau de variations de g, on a g(xp) < 0.

4/al sur [Xo, %] , g continue , strictement croissante et g(xo)g(%) <0, d’apres le théoréeme

des valeurs intermédiaires il existe « unique &]Xxo, %[ tel.que g(@)=0 soit f(a)=cr.

b/ si x€]0,f alors g(x) <O (voir le tableau devariations de g) donc f(x) < x.
c/ pour tout x€]0,af on a f(x) < x or f *est strictement croissante
donc f 1(f(x)) < f (x). ,s0it x < f7(x)

5/al soitP «0< U, <a,nelN »
on a 0<U, <a donc P est vraie pour n=0.
Supposons que P vraie a ['ordre'n et montrons que P est vraie a [’ordre n+1.
Ona0<U,< aetfestcroissante alors f * (0) < f*(Un) < f*( &) donc 0 < Up,; < «
D’ou P est vraie portout n IN.
b/ neIN ; Uper-Up = F7(U,) U, or £ (x) >x pour tout x€]0,¢[
D ’ou U,+1-Uy >0 et par suite U est strictement croissante.
¢/ U croissante-majoree par « donc elle est convergente on pose | sa limite
On a U= f7H(U,) et f continue sur ]0, o[ donc f(1)=I soit I=¢.

6/ h(0)=0, h(%):o, h continue sur [0, %] comme somme de fonctions continues et h
dérivable
sur ]O, %[ ; d’apres le théoréeme de rolle il existe 6 € ]0, %[ tel que h’(0)=0.

2010-2011
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L.S.ElRijadh ftud.e d-e fonctions Mr Zribi
4 4 Maths Solutions
Probleme 6:
Val lim f(x)= lim ==X on pose t=x= "~
Hfi Hﬁi COSX 2
2 2
: r 1-cost
1-sin(t+—)
1—cost ,
= lim————2-= lim=——— = lim —3——=0=f(Z) d'oufest
t—-0 Cos(t_i_z) t=0 —sint t-Q0 _>° 2
2 t
continue a gauche en z.
T
. f(x)_f(f) _ 1-sinx o
b/ lim —% = lim ————— onpose t=x-=
LT X 7 (x—")cosx 2
> 2 - 2
2 2
1—cost
= lim 1-cost - 2 _ 1
HIO- ~tsint HIO- _sint 2
t
d’ou f est dérivable a gauche en 2 et f ’g(%): —% :
2lal xel-Z,27;
12,21
2010-2011
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L.S.E(Riadh Etude de fonctions

Mr Zribi

4 ¢ Maths

Solutions

(Y

s
2

— 082X+ sinx(1—sinx)

0

F(x) = : 7 :
OS2 X "
_sinx—-1 sinx—1 f m\
cos2x  (1-sinx)(1+sinx)
= __l < 0
1+sinx

b/ f est continue et strictement décroissante sur ]- %%] alors f réalise une bijection

de]- z,z f< -E,z >=[0,+ .
el- 2. S 1surf<]-2, 2 1>=[0+od
on af(%):o signifie g(0)= % . f(0)=1 signifie 0=g(1).

¢/ soit p(X)=Ff(X)xX ; XE]-%,%] ()= f(x)-1<0.

@ est continue et strictement décroissante sur ]- %%] alors ¢ réalise une bijection

de - g,gl sur qo<]—§§]>=[<o(§>, lim pOOL =[+Z +o[ ;

X—>+0 2

[’élément Oe[-%,+oo[ alors il possede un unique antécedent 056]-%,%] par ¢ d’ou

@(x)=0 admet une unique solution (pe]-%,%]
et par suite f(x)=x admet une unigue solution goe]-%,%].

Comme o~ 7y <0.alors -E,Z
(P(6)><(0(4) a €] 5 4[

d/ représentation graphique :
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4% Maths Solutions
y=-% gt-1
—si 2 i 2 o

3 alxe]-x, 2] fox)= LoSnX¥)2_ (A-sinx)z _1-sinx

272 C0S2X (1-sinx)(1+sinx) 1+sinx

_ f2

dknuﬂnx=}——iizl_

1+ f2(x)

b/ f est dérivable sur ]- %%] et f’(x) non nulle sur J- %%] alors g est.dérivable sur
f<]-Z,Z1>=[0,+o[.
1-2. 2 1>=[0++]

xe[0+af ; g'(x)=——— onpose g(x)=y signifie x=f(y)  Yel-5. %

f*(g(x))
_ L qasiny)eq oY) 1-x -2
&= f() —r Y= ) T T e
1+siny

4/ a/ continuité de h sur [0,1] :
v' g est continue sur [0,+cf et en particulier'sur[0,1][.

v On pose k(x)=gou(x) avec u(x)—L:

u est continue sur [0,1[

et g est continue sur u<[0,1[>=]1,+od alors k est continue sur

[0,1[ X |0 1
En fin h est continue sur.[0,1] comme étant la somme de deux o0

fonctions continues. u 1 /

Continuité'de h a gauche en 1 :

1+
lim h(x)="lim 9(x)— lim g(—) (on pose t="""alors Iim g(—) = lim g(t)= ——)
x—>1 x—>1 x—>1 1 X x—>1 -

:O-(-E) :E:h(]) d’ou h est continue a gauche en 1.

En conclusion h est continue sur [0,1].

b/ u est derivable sur [0,1] et g est dérivable sur u<[0,1[>=[1,+o alors k est dérivable
sur [0,1]

2010-2011
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4 ¢ Maths Solutions

Par suite h est dérivable sur [0,1] comme étant la somme de deux fonctions dérivables sur

[0,1].
Xel0,1] h’'(x)=g’(x) -u’(x) g’(u(x)) = 11?(2 _(1_2)()2 1-2|—X - 1:—?(2 +24-42X2 =0
1+(>—)2
1-x

d’ou h est constante sur [0,1[ et h(x)=h(0)=g(0) - g(1) :% .

comme h(1)= E alors h(x)— 5 ; xe[0,1].

5/a/ neIlN* ; 0<k<n = n<n+k <2n =

ig 1 <1

2n n+k n
1 1 1

= a+—=a+ Sa+—
2n n+k n
1

= gla+= )<g(a+

1 )< g(a+i) (g est decroissante)
k 2n

1 1o 1
:—Zg(a+ﬁ)3—zg(a+ )S—Zg(a+%)

n+1 1 n+1
= —9(a+n)<UnS—g( +—)
n+1 n+1 1
b/ lim —g(a+= )< lim Un <lim —9(a+2—)

g9(@) < limU, <9(e)

d’apres le théoréme des gendarmes |im Un= g(@) mais g(a)=«

et par suite |im U=

N—+o0

Probléme 7 :
1/al
v' Continuité a gaucheen Z : |im f(x)= lim 1—L =1-0= 1=f(£) d’ou fest
2 . o Ll+tgx 2
X—>— t—>—
2 2
continue a droite en %

2010-2011
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4 ¢ Maths Solutions

v Continuité sur ] —%, %[: la fonction x— tgx est continue sur ] —%, %[ ‘la
fonction x— 1+tgx est continue et non nulle sur ] —%, %[d’oufest continue sur ]
T T
4 2 L

f est donc continue sur ] —%, %].

VA
f(x)-1(3) 1
. 2 . LT
b/ lim —————=— = lim on pose t= x-—
LT x—o m (L+tg(x—0) 2
2 2 2 2
= lim ———— =lim ——=1
o Wl-cotgt) g U
tgt

d’ou f est dérivable a gauche en % etf’g(%):L
¢/ lafonction x— tgx est derivable sur ] —%, %[ et la fonction x— 1+tgx dérivable et
non nulle sur ] —%, %[ alors f est dérivable sur] —%, %[

comme f est dérivable a gauche en % alors fest dérivable sur ] —%, %] :

2 _ 2 2
ot F(x)= (1+tg2x)(1+tgx)—tgx(1+tg x)= 1+1tg2x _ 1
(1+tgx)? (1+tgx?d) (sinx+cosx)?2
d/
tgx
lim —— =
Hzflthgx
‘ . < % 3
en effet si x> 2 alors tgx > -1 S +
1
2/al f est continue et strictement croissante sur | —%, %] f _Oo/

alors f réalise une bijection de
surf<] -Z, 21> =]-o1
-7 31>=1-=1]

2010-2011
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4 ¢ Maths Solutions

1. = TN_1 _ —
b/ g(E) =7 car f(z)—§ et g(0)=0 car f(0)=0.

c/ représentation graphique :

2 y=
=
X 4
W
1 = -
y 4
_2--
g
_3-.

3/ f est dérivable sur ]- %,%] et ’(x) #0 donc g est dérivable.

1 X
Et g'(x)=——— ; onpose x=f(y) <. tgy=—
0= p V) =agy=—
SN o _ . . 2tgy
g’(x)=(siny+cosy)? =1+sin2y | orsinly=———
1+1tg%y
(1+- 2y
, AN
Doug'(x)= I+ 2tgy  (L+tgy)® 71 x’ _ 1
1+tg?2y  1l+tg2y X\, 2xX2-2x+1
1+(T)
4/ al
v' continuité de ¢ adroiteen0: lim ¢(X)= lim g(ﬂ) on pose t= 2x-1
x—>0+ x—>0+ 2X 2X

= lim g(t) =-_-=¢(0)
t— —oo 4
d’ou @ est continue a droite en 0.
v' Continuité de ¢ sur]0,1] : o(X)=gow(x) avec y(x)=

2x—-1
2x

w est continue sur ]0,1] et g est continue sur ¢ <]0,1]>=1] - ,%] d’ou @ est continue sur

10,1].
2010-2011
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4 ¢ Maths Solutions

b/ west dérivable sur ]0,1[ et g dérivable sur y<]0,1[>=] -OO,%[d’ou @ est dérivable
sur ]0,1[

= v g (W)= — : -
v mvers C4xe ,, 2x-1 2x-1 , 2x@-2x+1’

2 2_2°% 11
( 2X ) 2X

c/ on pose h(x)=¢(x)-g(x) ;x€]0,1].
h’(x)= @ ‘(x) —g’(x)=0 d’ou h est constante.

h(x)=h(0)=¢(0)- g(0)= —% x€l0,1]

d/ x<[0.1] ; pX)=g(x) -7,
g est dérivable a droite en 0 donc ¢ est dérivable a droite en 0 et ¢’4(0)=g 4(0)=1.

Probleéme 8:
1/a/ la fonction : X |—>1j—§(< est derivable sur IR\{1} et en particulier sur ]-1,1[ et 1+—X>0 sur
]_1’1[

2
_ 2
alorsfestdérivablesur]-l,l[;f’(x)z(l X)* _ 1 .
5 1+x (1-x)2 f(x)
1-x
Cf(x)-f(-1) . J1+x x| 1 .
b) lim ———= lim ——— T +
xa_f X+1 xe_f\/l—X(X-l-l) +o0
= lim ———==+4%
x->—1" VI=X~1+X 0
2010-2011
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4 ¢ Maths

Mr Zribi

Solutions

d’ou f'n’est pas dérivable a droite en —1 et {; admet au point d’abscisse —1 une demi-

tangente verticale dirigée vers le haut..

c/ tableau de variations de f.

2/al T : y=f"(0)(x-0)+f(0)=x+1.

b) xe[-11[; f(Xx)=(x+1)= m‘(l”xl)m
Nl x(1-V1-x2)
- 1-x
B Ji+x x2
- V1-x(1++/1-x2)
X2 f(x)
N

f(x)-(x+1) 20, xe [-1,1] alors ¢est au dessus de T.

c/ représentation graphique de f':

3/al f est continue et strictement croissante sur [-1,1] alors f réalise une bijection

de [-1,1[ sur f<[-1,1[>=R.
2010-2011
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4 ¢ Maths Solutions

b/ g(x)=y signifie x=f(y) ; xe[0,+o ety e[-1,1].

2 _
X= 1+y :>X2=ﬂ =y ([1+x))=x2-1 = y= x-1
l1-vy 1-vy X2 +1

: -1
d’ou g(x)= —— ; Xe[0,+o].
X2 +1

B/ 1/a/ h(x)=f o u(x) avec u(x)= cosx.

u continue sur ]0,7] et f continue sur u<]0,7]>=[u(x), lim u(x) [=[-1,1]/ d’ou fest
x—>0+

continue sur ]0,7].
b/ x€]0,7] ;

h(x) = 1+cosx

1-cosx F

X

2C0S2 —
23in2)2( f 0

| X
=,/cotg?— =
g2

¢/ X0, ; h'(x)= —%(1+cotgzg) <0

X X
cotg—|=cotg—
92‘ 95

h est continue et strictement décroissante sur 0, z]

alors

h réalise une bijection de ]0,7}.sur h<]0,7]>=IR..
2/ h est dérivable sur ]0,7] et &’ non nulle sue ]0, 7
d’ou @ est dérivable dur IR..

Q'(x)= L ; X€[0,+oc. On pose ¢(x)=y signifie x=h(y) ; ye]0,7].
h(e(x))
vy L 1 coy—ta Y
P'(x)= S , X=19
(y) w1 2Y 2
2(1+cotg 2)
d’ou @’(x)= l:— "
b/ xe 1R 5 W(X) = @ )+ (5 )=px)+e(k(x)) avec k(x)= %
W)= ) )0 (R =+ ()
+ X X 14= 1+x 1+x
X2
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L.S.E(Riadh Etude de fonctions
4 4 Maths

Solutions

Don w est constante sur |R’,.

w(X)=w(1)=2¢ (1)=7x; X€IR;.
3/alonan<k <2n; nelN et ¢ strictement decroissante (¢’ < 0)

=p2n) <pk) <@(n)
= k§n¢(2n) < k;ncv(k) Sgn(p(n)
=L Fony s L Fak) <1 F(n)
N+ 1k=n N+ 1k=n N+ 1k=n
= @(2n) <V, <@ (n).
b/onago(x)+qo(§)=7r = lim @(X)+ lim qo(%)Zﬁ =  lime(x)=7-¢(0)=0.

limVv,=0.
Probleme 9:
CF0-1(2)  Wxd2-x ~Jx

A/l 1/ al pour xe]l,2] ona: = =

pour x<]1.2] x-2 D2 (12
oot -
leg— X—2 - x—l>m2_ (x-1)W2-x
d’ou f n’est pas dérivable a gauche en 2.
b/

e lafonction : x— 2x-x2 est dérivable et strictement positive sur ]1,2[ alors

la fonction : x— J2x-x2 est dérivable sur ]1,2].
e lafonction : x— x-1 est dérivable et non nulle sur ]1,2].

D’ou f est dérivable sur ] 1,2/.
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4 ¢ Maths Solutions

-1
"(x)= : xell,2].
s e o] 1 2

c/ le tableau de variations de f
2/ on pose @p(X)=f(x)-x ; Xxel. +OO\
e @est la somme de deux fonctions continues sur | f 0

donc continue sur 1.
e ¢'(x) =f(x)-1<0 alors ¢ est strictement décroissante sur I.
o limp(x)=+0 et p(2)<0
x—>1+
d’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires . o(X)=0 donc f(x)=x admet une solution
unique a dans I.

Ona go(g)go(Z) <0 alors 0{6]%,2[.

3/ a/ on a :f continue, strictement décroissante et f(1)=[0,+ o[ alors f réalise une bijection
de I sur J=[0,+ .
b/ soit g(x)=y ; x=f(y) avec : xe[0,+o] etye]l,2].

V2Y -y

X= = X3(y-1)2=2y-y? = (x>+1) y? - (2+2x2) y+x?=0

A=(2+2x2)2-4x?3(x2+1)=4(x?+1)
(2+2x2)—2\/x2+1_1 1

= y= - ¢11.2]
2(x2+1) X2 +1
ou y:(2+2x2)+2\/x2+1=1+ 1 121
2(X2 +1) XZ +1
1
dou g(x)=1+—— ; x&l.
B e

4/ représentation.graphique :
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4 ¢ Maths Solutions

B/ 1/ soit P=«1<U,<2; nelN ».

Ona 1<Uy=1<2 alors P est vraie pour n=0.

Supposant que P est vraie jusqu'a l’ordre n et

montrons que P est vraie en n+1.

Onal<U, <2, g étant strictement décroissante car f’ait

Dou 1<g(Q=1+—= <g(U,) <g(l)=1+—~= <2,
J5 2

D’ou 1<U,1=<2 d’ou P est vraie a ['ordre n+1.

2/lona: aetU,e[1,2] alors |g(Un)-9(a)| Sﬁ |Un-f ; et f(a)=« alors g(a)=«a
D’ou |Upss -0 5% U, -a.

1
3/ ona:|U;i-of <—=|Up-¢

1
|Un - —<_2 |Upn1 -

N

dou  |Uy-d s(%)wuo -a

(1Y .
comme ||m(j =0 alors |limU,=«

N—>+o0 \/E N—-+00
1 1 1
C/ 1/ona: h(x)= = ; Xe[0, % et —— =1.
1+; 1+ cos2x 4 14 cos2 ™
A1 +1g22x 4
Alors h(x)= “xe [0, 7.
1+ cos 2x 4

2/ la fonction: x — 1+cos2x dérivable, non nulle sur [0, %]

alors h est dérivable sur [0, %]

et h'(x)= —22X 50 xe[o, il

(1+cos 2x)?

on a h continue, strictement croissante sur [0, %] et f<[0, %]>:[§,1]
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4 ¢ Maths Solutions

alors h réalise une bijection de [0, %] sur K:[i,l].

3/ on pose h (g): X signifie 2 =h(x) :xe[O, %].

2 1

3 1l+cos2x

Onpose h(2-12)=x ; 2-v2=h(x) ;xe[O0, %].

= cos2x=1 et xe [0, 2] =x=2  douht(2)=Z.
2 4 6 377 6

o p=_ 1 :,>c052x:£ et xe[0, ] =x== douh*(2-12)= =.
1+cos2x 2 4 8 8
4/

e dérivabilité de h™* sur ] é [ :on a h dérivable et h’ non nulle sur ] 0, %[ alorsh ™
dérivable sur ] %,1[.

e Dérivabilité de h ™ a droite en % .

On a h’4(0)=0 alors ¢, admet au point d’abscisse 0'une demi tangente horizontale d’ou

¢t admet au oint d’abscisse = une demi tangente verticale et par suite h™ n’est pas
2

dérivable a droite en %
e Dérivabilité de h * & gauche en 1":
On pose h*(x)=y sig x=h(y).; ona h(%):l sig %:h'l(l).

o too-n oy 7y . 1
lim 1 7 lim —”: lim —”—E
1~ X — _ _
1 x~ h(y)-h(=) 2~ h(y)-h(=)
y > = 4 — 4

4 4 -

y_i

4

d’oui i * est dérivable & gauche en 1.

Par suite h ™ est dérivable sur ] ; A].

(hY ’(x)=+ :xe]1,1]. Onpose h'(x)=y signifie x=h(y) ; ye]0, Z]
b (h™~(x)) 2 4
Ay 10 1
(N o= h(y)  2sin2y
(1+cos2y)?
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4 Solutions
ona x=__— = xe=( 1,
1+cos2y 1+cos2y
ona 1+0032y:1 = cosZZy:(l‘X)2
X XZ
X2 N )
- l 1 1
dou (h)'()= - i xe] 2.1
( )() zmxz zxm ] 2 ]
X
Probléme 10 :
All/lpour xelR :
2X
X+l -X—m0Mm—
f'(x)= 2%x2 +1
- X2 +1 x| -o0 o
X2 +1-x2 1 £

=(x2+1)\/x2‘+1=(x2+1)\/x2+1 £ 2
X o __—

lim f(x)=1+ lim

X—>40 xa+oo|x| 1+i
XZ
=1+ lim L =2
X2
lim f(x)=1+ lim :
X—— xa—oo|x| 1l
X2

=0

21

=1+ lim r
‘/1+—
XZ

2/ona: |im f(x) =2 alors {admet au voisinage de+co une asymptote horizontale

X—>+0

d’équation . y=2.

Ona: lim f(x)=0 alors {admet au voisinage de -co une asymptote horizontale

d’équation : y=0.
3/ al pour tout x IR :
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— 2 2X 2
. [2xﬁ+2@(x +1)] )f( _ : o
(x2+1)
_-3x/xe 1
ey

9 )

[’ s ’annule et change de signe en 0 alors 1(0,1) est un point d’inflexion de .

bl T :y=F(0)(x-0)+(0) ; £’(0)=1 et f{0)=1.

T y=x+1.
¢/ pour toutxelR :
X
f(x)-y= - X X -0 +00
RN
Signe
_ X(l—'\/ X2 +1) f()?)‘y +
X2 +1 N
—X3 Position | Cau Cen
=\/x2+1(1+\/x2+1)

4/al représentation graphique :

R
IV
w;
IS

é/f»l

4

-5

b/ ona: XxelR alors —x IR. et f(-x)=1-

X

VX2 +1

=2-(x) ;

d’ou I'est un centre de symétrie de C..
5/ a/ f est continue strictement croissante sur IR, alors f réalise une bijection de IR

sur J = f<IR>=]0,2].

b/ on pose f (x)=y signifie x=f(y) ; xeJ etyelR.
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4 ¢ Maths Solutions

y &S Xx-1= y

2
< (x=1)2= y et (x=-1)y>0

x=1+

y2+1
S Y3(2x—x9) =(x-1)2 et (x-1)y>0
— 2
<:>y2:(x 1) et (x-1)y>0
2X — X2
oy (=22t e et (x=1)y>0
2X — X?
oy= x—1
\2X—X?

-1
Douf(x)= —
ou f(x) e
6/a/ soit p(x)=f(x)-x ; x elR. @ est dérivable sur IR et :
1

@'(x)=f"(x)-1= -1
(X+1)vx2+1
@ est continue, strictement décroissante sur IR, d owréalise une bijection de IR sur

P<IR>=] p(x),p(x)[=IR.

X—>+00 X—>—0

0 €IR donc posséde un unique antécédent-e par ¢ d’ou ¢(X)=0 et donc f(x)=x admet une

unique solution « dans IR.

b)ona: ol) (p(Z)Z%(%—l) 20 d'ou 1< a<2.

P Xel.

< 0 :xelR.

B/ 1/ soit P=«1 <U, ; nelN ».
Ona: 1 < Ug; alors P.gest vraie pour le premier indice.
Supposons que P.est vraie jusqu'a n et montrons que P est vraie a ['ordre n+1.

Ona 1<U,etfcroissante =f(1) <f(U,) = 1+i <Up1 = 1 <Upn.

J2

D’ou P est yvraie pour tout n €IN.

2/ onax>l = x2+122 = (+1)Ve+1 222 = f'(x)s%;

1
dou 0<f'(x)——.
(<25

3/ f est dérivable sur [1,+cof et |f ‘(x)|_<i s Xe[l,+o ;

22

pour tout neIN : U, e [1,+of et ae[l,+o.
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4 ¢ Maths Solutions

Alors d’apres le théoréme des accroissements finie : | f(Un)— f(a )| < $|Un - a|
d’ou [Un+1—a < zi|Un-a| - nelN.

4/ soit P « [Un—a < ( nelN »

\/_) |Uo—a|

Ona |U1—a|<( |U0

1 , . L
N ; d’ou P est vraie pour le premier indice.
Supposons que P est vraie ]usqu’d [’ordre n et montrons P pour ’ordre n+1.
n+1

Un s al=|f(Un) - f(a)] < |un, E

1
2f 2[ ) - PNFL
D’ou P est vraie pour tout n E|N.

5/ona||m(\/_)_ = limUn=«a

6/a/ona: Uy<c;

supposons que U,< a alors f(U,)<f() d’ou U,+1.< ¢ par suite U<« ; neIN.
b/on a ¢ (x)= f(x)-X ; si X<« alors ¢(x) >0 et si x>« alors ¢(x) <0.

ona U, <a; neN donc f(U,)- U, >0 et par suite U est croissante.

¢/ U croissante majorée par « alors U convergevers | ; f'continue en | d’ou f(1)=[ alors
I=c.
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4éme Maths Exercices
Exercice 1 .
Dans le plan orienté, ABI est un triangle équilatéral tel que (—B,ﬂ) E%(Zz) etw

le symétrique de B par rapport a (Al).
Al soit r la rotation d’angle % qui envoie Aen I.

1/ montrer que w est le centre de r.

2/ soit C=r(B) ; montrer que | est le milieu de [AC].

3/ a tout point M de [AB] distinct de A et B, on associe le point M’ de [IC] tel
que AM=IM" ; montrer que wMM’ est équilatéral.

B/ on désigne par O le milieu de [Al], K le milieu de [BC] et H le milieu de
[wC].

1/ montrer qu’il existe un unique antidéplacement @ tel que p(A)=I et ¢(B)=C.
2/ construire I'’=¢(1). (justifier)

3/ montrer que @ n’a pas de points fixes.

4/ soit S0ty la forme réduite de .
al vérifier que 4 est la médiatrice de [BH].

b/ déterminer ty (H) ; donner la forme réduite.de .
5/ soit g=@oSg). Donner la nature de g puis caractériser g.
Exercice 2 :
on considere dans le plan orienté un rectangle ABCD de centre O tel que

AB=2AD et (ﬂg?ﬁp% [27] ; on'désigne par | le milieu de [AB] et J le

milieu de [CD].

1/ montrer qu’il existe ununique déplacement f'tel que f(4)=C et f(I)=J ; quel
est son angle ? Caractériser f puis en déduire que f(B)=D.

2/ déterminer la droite o'telle que f= S(;0Ss.

3/ soit r=rg, =2

a) determiner.r(B), r(C), r(J).

b) soit-M un point de [CJ] , la perpendiculaire a (IM) issue de | coupe la
perpendiculaire a (BM) issue de J en M’ ; quel est [’ensemble des points M’
lorsque M décrit [CJ].

4/ on pose g=rof.

a) montrer que g est une rotation dont on précisera [’angle .

b) déterminer g(A).

c) déduire la construction du centre de g.

5/ a) montrer qu’il existe un unique antidéplacement h tel que h(4)=C et
h(h=J.

b) montrer que h est une symétrie glissante .

¢ ) montrer que h(B)=D.

6/ a) déterminer hoS(ag)(A) et hoSg)(B) ; en déduire que hoSag)=f.

b) déterminer les éléments caractéristiques de h.
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4éme Maths Exercices

Exercice 3:
dans un plan orienté on considere un carré ABCD de centre | tel que

(ATB?E)=%[2/Z’] , soit J le milieu de [AD] , K le milieu [CD] et E le point du

plan tel que DBE est équilatéral direct.
1/:a) on pose y =tzc 0S(ac), déterminer y(A) et y(D).
b) déduire que  est une symétrie glissante et la caractériser.
2/a) montrer qu’il existe un unique déplacement r tel que r(B)=A et r(A)=D.
b) caractériserr.
3/ soit I’application g= r(g 460, 43), déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de g.
4/ soit f=r( ) , On pose t=gof .
a) déterminer t(A).
b) caractériser t.
5/ soit M un point du plan on pose M;=f(M) et M,=g(M).
a) quelle est la nature du quadrilatere ABM,M;.
b) montrer qu’il existe un unique antidéplacement @ tel que o(A)=M; et
(D(D):Mz.
C) comparer g et tam. 0S(an.

d) en déduire la nature et les éléments caractéristique de ¢ dans chacun des
cas suivants :
» Me(BD)
> M appartient a la parallele a (AC) passant par D.
6/ soit 4 une droite variable'passante par A et distinct de (AC) ; on désigne par
B’ et D’ les projetés orthogonaux de B et D sur A.
a) soit A’ la perpendiculaire a A passant par D, déterminer les images par f
de det A4,
b) en déduirel’image de D’ par f.
C) montrer que le cercle de diamétre [D’B’] passe par un point fixe lorsque
Avarie.

Exercice 4:
soit OAB un triangle isocéle en O tel que (E&,O_B’)Eg[zn] et {'le cercle de

centre O et passant par A. on désigne par C le symétrique de A par rapport a
(OB) ; B’ et A’ les symétriques respectives de B et C par rapporta O et D le
point d’intersection de (AB) et (A’B’).

1/a) montrer que AB=A’B’.
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4éme Maths Exercices

b) en déduire qu’il existe un unique déplacement @ tel que p(4)=A" et
o(B)=B".
C) caractériser .
2/ soit f:S(BB’)OS(AA’).
a) déterminer la nature et les éléments caracteristiques de f.
b) placer le point C'=f(4’) et montrer que C’ &C.
Les droites (OB) et (A°’C’) se coupent en 1.
c) soit O'=S.44/(O) ; quelle est la nature du quadrilatéere OO’A’C".
soit J son centre.
d) en déduire que O’ (.
3/ a) montrer que A’O=A4C".
b) en déduire qu’il existe un unique antidéplacement ytel que w(C’)=A4" et
w(A4’)=0.
c) déterminer yAl).
d) caractériser

Exercice S :
ABCD est un carré de centre O, tel que (AB,AD)= % [27], on note | le milieu

de [CD], K le symétrique de O par rapport a D et L le symétrique de O par
rapport a (BC).
I/ 1/ montrer qu’il existe un uniquedéplacement ftel que f(B)=D et f(L)=K.
2/ donner la nature et les éléments caractéristiques de f.
3/ en deduire la nature du triangle AKL puis du triangle AIL.
4/ soit £ le cercle de diametre [AL].
a) construire le cercle ¢ " image de ¢ par f
b) une droite A passant par | coupe SenNetd “en N
montrer que f(N)=N".
11/ soit g=Sc)0Sp
1/ déterminer g(K) puis montrer que g n’est pas une symétrie orthogonale.
2/ donner‘la forme reduite de g.
3/ s0it r=g0oSp)
a) montrer que r(K)=L

. , 7 :
b) montrer que r est une rotation d’angle 5 et construire son centre (2.

Exercice 6:

Dans le plan orienté, on considere un triangle ABC de sens direct et construit a
[’extérieur de ce triangle les carrés ABDE et ACFG de centres respectifs I et J
et le parallélogramme AGKE de centre I'.

Soient J’ le milieu de [BC] et H le projeté orthogonal de A sur (BC).

1/a) montrer qu’il existe un déplacement unique f que [’on caractérisera tel que
f(C) =A et f(A)=GC.
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4éme Maths Exercices

b) déterminer f(B) puis montrer que FB=CK et donner une mesure de
(FBCK)-
2/ soit g=S; o f.
a) déterminer la nature et les éléments caracteristiques de g.
b) montrer que DC=BK.
3/ montrer que (AK), (DC) et (FB) sont concourantes.
4/ a) montrer qu’il existe un unique antidéplacement f° que l’on caractérisera
tel que f’(A)=B et f’(E)=D.
b) déterminer la nature et les éléments caractéristiques de g’= tx5 of”
(donner la forme réduite de g’)

Exercice 7:
ABC est un triangle isocéle en A tel que (AC,AB)= % [27] .Soient I, Jet K les

milieux respectives de [AC], [AB] et [BC].
On construit a [’extérieur du triangle ABC les triangles.équilatéraux directes
BCA’; BC'A et AB'C.

1/ a/soit r la rotation de centre B et d’angle % ; déterminer r(C) et r(C’)

b/ en déduire qu’il existe un unique déplacement @ tels que ¢(C )=A et
o(C’)=A".
¢/ déterminer [’angle du déplacement ¢ en déduire que @ est une rotation ;
soit w sont centre ; placer w.
2/ soit f= @ Otxc -
al i/ préciser la nature de f.
ii/ déterminer f(A) puis caractériser f.
b/ vérifier que f= Sway0 Sag) ; €n deduire la nature et les élement
caractéristiquesde f.
3/ a/ montrer-que BB’=CC".
b/ en déduire qu’il existe un unique antidéplacement ytel que y(C )=B et
w(C’)=B’ ; caracteriser y.
4/ soit s la similitude directe de centre J telle que s(K)=A.
al déterminer I’angle et le rapport de s.
b/ déterminer s(1).

Exercice 8:
Dans le plan orienté P, on considére un triangle isocéle ABC tel que AB=AC

et(AB,AC)= %[2;:] . Soit D le point du plan tel que le triangle CDA soit
rectangle isocéle et (CA,CD) = %[2;;] :
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4éme Maths Exercices

1/ soit R, la rotation de centre A et transformant B en C et R¢ la rotation de
centre C et d'angle%. on pose f= Rc OR, .

a) déterminer f(A) et f(B).
b) démontrer que f est une rotation dont on précisera lI'angle et le centre
note O. placer O.

c) quelle est la nature du quadrilatéere ABOC.
2/ on note g= f 0Sgc).

a) quelle est la nature de I'application g.

b) déterminer g(A) et g(B).
3/ on note H le milieu de [BC], C'=g(C) et H'=g(H).

a) montrer que H' est le milieu de [OD]

b) construire H'puis C’.

c) donner la forme réduite de g.
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R Isométrie ren
4 e Maths Solutions
Exercice 1: Al

1/ ona: wA=wl et (VTAA,M)E%[M]

alors w est le centre de r.

2/ona:r:A—1 alors AB=IC et (rgﬁ;)zg[z 1 )
B—>C
D une part : AB=IC et AB=Al alors IC=Al. w

Et d’autre part . ( AB,IC )=(AB,Al )+(Al,AC)[27]

alors (ﬁ,A—(f y=0[27z] d’ou A1 et C sont alignés

D’ou I est le milieu de [AC].
3/ soit r(M)=E ;
on a M e[AB]/{A,B} alors E/IC]{1,C} et AM=IE alors'E=M.
d’our(M)=M" alors wMM’ est un triangle équilatéral.
B/ 1/ on a AB=IC alors il existe un unique antidéplacement o tel que ¢(A)=I et
o(B)=C.
2/ ona:p:B—>C alors IB=I'C et (Efﬁ)z—(ﬁéfﬁ)[zﬁ]
| >
A—1
v IB=I'C alors I’ appartient au cercle £ de centre C et de rayon IB=IC.

v (EA,W)E—%[ZE] alors I’[Ix) tel que (EAJ_)’()E—%[ZE]

d’ou I’ est l'intersection de Jet [1x).
3/ si @ est posséde un point fixe alors ¢ =S
Ona: - ¢(A)=l donc oest la médiatrice de [Al] alors 65=(0OB)
- ¢(B)=C. donc ¢ est la médiatrice de [BC] alors 6=(wK)
Mais (OB) et (wK) ne sont pas confondues alors ¢ n’a pas de points fixes.
4/alona: ¢ A—1 alors le milieu O de [Al] appartient a A
B — C alors le milieu K de [BC] appartient a A.
D out A=(OK).
Ona : - KH=0B=KB donc K appartient a la meédiatrice de [BH]
- OH=KB=0B donc O appartient a la médiatrice de [HB]
D ’ou Aest la médiatrice de [HB].
b/ona: - ¢(B)=C
- p(B)=t,054(B) =ti(H)
donc t;(H)=C alors u=HC
par suite =tpc0 S ox)
5/ g est la composées deux antidéplacements alors g est un déplacement.
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0=tnc 0 S(ok)0S@I
les droites (OK) et (BI) sont perpendiculaires alors Sox)0S)y est une rotation d’angle
T
donc g est une rotation d’angle r (le produit d 'une translation par une rotation est une
rotation)
9(K)= ¢0S)(K)=¢(O)=K donc K est le centre de 9. g=r,»=Sk.
1/ on a AI=CJ alors il existe un unique déplacement f tel que f(A)=C et f(1)=J.

soit azson angle ; & = (AlI,CJ)[27]
=m27]

donc f est une symétrie centrale, son centre est le milieu O de [AC].

f(B)=So(B)=D.
2/ Sest la médiatrice de [1J].
3/al r(B)=J; r(C)=D ; r(J)=A.

b/ soit r(M)=E
ona: - Me&(BM) donc E appartient a la perpendiculaire a (BM) passant par r(B)=J

- Me(IM) donc E appartient a la perpendiculaire.a (MI) passant par r(1)=I

Alors E=M"
Si M décrit [JC] alors M’=r(M) décrit
r([JC])=[DA].
4/ a/ la composeée de deux rotation est une

rotation donc g est une rotation d’angle”—%

D

.

b/ g(A)=rof(A)=r(C)=D. y
A

c/ soit w le centre de r
- WA=wD donc w appartient a la
médiatrice de [AD]=6

- (WAWDF—% [27] donc w appartient at

demi-cercle de diametre [AD]

d’ou une construction de w.
5/a/ on a Al=CJalors il existe un unique antidéplacement h tel que h(A)=C et h(l)=J.

b/ les mediatrices de [AC] et [1J] ne sont pas confondu ((AC) et (1J) non paralléle)
done h n’est pas une réflexion donc h est une symétrie glissante.

¢/ soith(B)=B’
1 est le milieu de [AB] donc h(l)=J est le milieu de h([AB])=[CB’]
et par suite B’=D.
6/ hoS(ag)(A)=h(A)=C
hoS(xg)(B)=h(B)=D
la composée de deux antidéplacement est un déplacement.
hoS(ag) est le déplacement qui envoie A sur C et B sur D
donc hoSg)=f.

b/ hOS(AB):f < h:fOS(AB)
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:S(|J)085OS(AB)
=S(13)0 tac

Exercice 3: 1/al y(A)=D ; w(D)=C.
b/ v est la composée d’un déplacement et d’'un A’ £
antidéplacement donc  est un antidéplacement.
med[AD] =med [CD] (en effet (AD) _£(CD)) ;

d’ou w est une symétrie glissante

& =ty 0S,

wop(A)=C < Gz%ﬁ:’:ﬁ. 4 5

La droite A est la droite passante par les milieux
de [AD] et [DC] donc A=(JK). A B
D’ou y =1x0S B'
2/a) BA=AD=0 donc il existe un unique
déplacement r vérifiant r(B)=A et r(A)=D.

b) (EA:B—D)E—%[M] donc r est une rotation

d’angle % et de centre {w}=med[AB] med[AD]={l}.
en fin r=r_ %)

3/ g est la composée de deux rotations et %4—%2% donc g est une rotation d’angle %
4/a) t(A)=gof *(A)=g(D)=B

b) t est la composée de deux.rotations d’angles respectives % et -% donc t est une

translation
puisque t(A)=B alors t= tz5
5/ a) gof " (M)=g(M)=M; < tzs (M1)=M,
< AB=M:M,
< ABM;,M; est un parallélogramme
b) on a/AD=AB=M;M,=0 donc il existe un unique antidéplacement ¢ tel que
(D(A):M]_ et ¢(D):M2
c) tmOS(AI)(A):Ml ; tmOS(Al)(D)zMz
@ et ta,;0S,, sontdeux antideplacements qui coincident sur deux points distincts

donc

® =tamOS -
d)
> si Me(BD) alors M; e r((BD))=(AC) donc ¢ =tzy;0S, est une symétrie
glissante.
> Si M appartient a la paralléle a (AC) passant par D.
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M, appartient & la paralléle & (BD) passant par A donc Am,LAI

D’ou tay;0Smy= S50 S 0 Say avec // (AC) et & passe par le milieu de [AM4]
D’ou ¢ =S;.

6/ a) f(A) est la droite passant par B et perpendiculaire a 4 don f(4)=(BB’).

f(A°) est la droite passant par A et perpendiculaire a A’ donc f(A’)=A
b) {D’}=AnA’ donc {{(D’)}=f(A)(A’)=(BB’)NA={B’}
soit f(D’)=B".

¢)f(D)=B’ < (ID',IB' )%[Zﬁ] < le cercle de diamétre [D’'B’] passe par-.

Exercice 4 :
1/ AB=BC car Sog)([AB])=[BC]
BC=A4'B’ car So([BC])=[A'B’]
Donc AB=A'B’
b/ AB=A"B’#0 donc il existe un unique
déplacement ¢ tel que p(4)=A4" et p(B)=B’
al’angle de ¢

a=(AB,AB)[27]
=(AB A B)[27]

= 7~ [(B0,BA)+(BA B0)1[27]

V4
"6
=r—2 2r
> L27]
p/a
=—|[2n
5 [27]
d’ou @ est une rotation d’angle %
soit r la rotation de centre D et d’angle %

r(B)=B’ en effet : DBB’ est isocéle en (ﬁ,ﬁ)f % [27]

r(A)=A’ en effet : DA=DB-BA=DB’-B’A’=DA’ et (ﬁjﬁ) = g [27]
r et ¢ coincident en deux points distincts donc r=¢
2/al AA! D=B'ABA:51—72[ d’apreés la réciproque de Thales (AA°)//(BB’)
donc f est une translation ; f=t;
f(A)=Ss,(A)=C donc u=AC

b) f(4’)=C’ < AC=A'C'
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< ACC’A’ est un parallélogramme
donc O est le milieu de [AC’] et par suite OA=0C’ donc C’ ¢
¢) f{0’)=S35,(0)=0 < O'O=AC=AC’
< O’0OC’A’ est un parallélogramme
De plus OO’=A4"C’=AC=0A=0C"donc O’OC’A’ est un losange
d) OO’=0A4 donc O’ el
3/a) A’O=0C=AC=4"C"
b) A’0O=4"C" A0
donc il existe un unique antidéplacement y tel que w(C’)=A4" et y(4’)=0
C) I est le milieu de [A'C’] = yAl) est le milieude [y (4’) y(C’]
= y()=J
d) w=S5,0 t;=t;05,4
A passe par les milieux de [A’C’] et [A’O] donc A=(1J)
w(1)= t; (1)=J donc v=1J

Exercice S :
1) BL=DK:=0 <> il existe un unique déplacement f tel.que f(B)=D et f(L)=K.

2) (ETL,AB_}{)E%[ZE] donc f est une rotation

d ‘angle % et de centre w tel que : y

wA=wB et (@TE)E%[Zﬂ] alors w=A

D | C
d’ou f:r(A, %) )
3) f(L)=K donc ALK est un triangle rectangle ° isocéle
en A. N
ona: CL=KD et (CL)//(KD) < LCKD est un A B

parallélogramme’« | =L*K=C*D

or ALK estun triangle rectangle isocéle
en A donc AlL est un triangle rectangle
isocele.en I.

Aona: (HTM)E(E,AN)[ZE]
= (IK,IN)[27]
= (AK AN')[27]

donc (AN,AN')=(AN,AL)+(AL,AK )+(AK ,AN')[27]

~ (ALAK)[27]
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=~ [27]

soit f(N)=N; ; comme N el alors Ny e " et (AN, AN 1)52[%]

donc N;=N".
11/ 1) g(K)=Sc)(O)=L.
Si g est une symétrie axiale alors g=S

=9(1)=1 = Sgc) 0 Sp (I)=I = C =I*Sp(I)= C=D ce qui est impossible alors g.n’est

pas une symétrie axiale.

2) 9=Sc) 0 Sp =S(ac) 0 S(ap) 0 Sc)y= t2a8 0S(cD)-

3) a) r(K)=g 0 S(gp)(K)=g(K)=L.

b) r est un déplacement comme étant la composée de deux antidéplacement.

I'=t,25 0S(cp) 0S(BD)= t:250rp, %) d’ou r est une rotation d’angle %

soit £2 le centre de r alors KQ'L et (&’AI) = % [27)d ou ©2=S,(A).

Exercice 6.

1/a/on a AC=AG0 donc il existe un seul

déplacement f tel que f(C)=A et f(A)=GC.

— N N G
((Ac,GA)E% [27] donc f est une rotation
-
2
et de centre {J}=med[AC] med[AG].
Soitf=r @, %) K

d’angle

b/ f(B)=B’ < ((E;’,E;—B-’)E%[zz] et AB=GB’
or AB=GK et ((ABGK =Z [2]
Doncf(B)=K.
f(B)=K < FB=CK et((F—C— 57”[2”]
2/ g=S;of

a/ g est la composée de deux rotations d’angles respectifs met —Z

rotation d’angle Z

on pose £2son centre ; g(B)=S;(K)=A donc £2B=0A et ((QB m)
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en fing =r, %).

b) g(D)=B et g(C)=K < DC=BK et ((DCBK) 2]

3/ dans le triangle KBC on a (BF)_£(CK) don (BF) estl "hauteur issue de B
(CD)_L(BK) donc (CD) est I’hauteur issue de C
(AK)_L(BC) donc (AK) est ’hauteur issue de A
or les trois hauteurs d’'un triangle sont concourantes d’ou (AK), (DC) et (FB) sont
concourantes
4/ a) f’(A)=B etf (E)=D
AE=BD#0 donc il existe un seul antidéplacement /"’ vérifiant les hypothéses
med[AB]=med[ED] donc f’=S, avec A =med[AB]
b) g'= tas0f’= ta50Ss OF AD=AB+AE donc g'=txe0ts0 S,
= ta20 S(gp)0S 4054
= 1260 S@D)
soit g’ est une symétrie glissante d’axe (BD) et de vecteur AE

Exercice 7: 1/a) r(C)=A"et r(C’)=A4
Alors CC’=A4A".

b) on a CC'=A4A4’70 alors il existe un unique
déplacement ¢ tel que p(C)=A et ¢(C))=A4":

A B
C) soit a [’angle de ¢ ; a=(CC',AA)[27]
=(CC" A"A)*(A'AAA)[2A]  C K
=2 of2r] =
A | C

= 21
=4 [27]
donc ¢ est une rotation d’angle —ZT” : B’
wA=wC donc.w-appartient a la médiatrice de [AC]
wA '=wC” donc w appartient a la médiatrice de [A’C’]
alors.w est l’intersection des deux médiatrices .

2r

3 et d’une translation donc c’est

2/a) i/ fest la composée d’une rotation d’angle —

une rotation d’angle —?

li/ f(A)=@(C)=A ; A étant invariant par f ¢ est donc son centre.
Par suite f=r, 23{[

b) comme : tac =Sq0S(ae) €t @=Swa)0 S (13

alors f= S(WA) 0 S(AB) = I, _ZT” ).
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3/ a) soit r'= rp, %).

r’'(B’)=Cetr’(B)=C’ donc BB'=CC’
b) comme BB’=CC’ alors il existe un unique antidéplacement tel que w(C)=B et
w(C’)=B".
on pose A=(AJ).
A est la médiatrice de [BC] donc S,(C)=B.
ona: AC'=AB’ = A appartient a la médiatrice de [C'B’].
JC'=JK+KC’=JI+IB’=JB’ = C’ est sur la médiatrice de [B’C’]
Alors A est la médiatrice de [C'B’] donc S,(C’)=B".
Comme y est unique alors =S ,.
4/ a) soit S 1’angle de s et k le rapport de s.

B E(Rﬁ)[zn]
E%[Zﬂ] .

1K osZ =L donck=12
k JA 4 2

b) on a JC=12 Jl et (ﬁﬁf)s%[Zﬂ donc s(1)=C!

5/ soit g= s’os ; g est une similitude directe comme €tant la composée de deux
similitudes directes.
Soit B’ I’angle de s’ et k’ son rapport.

B'=(36.5K)(27)

=(BJ BK )(27)
=7
= 4(27z)
g est donc d’angle nul et de rapport 1 alors g est une translation.
Comme g(l)=s’os(l)=s"(C)=A alors g=tx
6/ a) soit a'le rapport de o.

o= JC _AK+KC . KC :1+tg(KC'AA):1+i:3+\/§.

Ji Ji KA J3 3

b)soit D'l'axe de o; o=Nhya 0Sp donc Sp=h _1(3,3) 0o
B B , K OJ 1
So()=h a0 a()=h"ya (C)=K en effet: C-1C "

donc f@%f.
Comme Sp(1)=K alors D est la médiatrice de [IK].

o (K)=hga 0Sp (K)=hga()=B" (en effet %z*}i—a ) cC

Exercice 8: D
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CA=CD
l/a)ona: <__ .~ |

CACD) E%[Zﬂ]

donc Rc(A)=D.

f(A):RC ORA (A):RC (A):D
f(B)=Rc 0 Ra (B)=R¢ (C)=C.
b) soit  I'angle de Rx ;

o = (ABAC)[27]

T
= [27]
f étant la composée de deux rotations;
c'est une rotation d'angle %+ % = %
on a : f(A)=D donc O appartient a la mediatrice de [AD].et f(B)=C donc O appartient
a la médiatrice de [BC].
D’ou la construction de O.
c) les deux angles intérieurs de méme coté [OC,0B] et [CO,CA] sont
supplémentaires donc (OB)//(AC).
Les deux angles intérieurs du méme coté [CO,CA] et [AB,AC] sont supplémentaires
donc (AB)//(OC).
Donc ABOC est un parallélogramme et AB=AC alors c'est un losange.
2/ a) la composée d'un deplacement et'd'un antidéplacement est un antidéplacement
donc g est un antidéplacement.
b) g(A)=foSec)(A)=f(0)=0
9(B)=foSc)(B)=f(B)=C.
3/3.) g(O):fOS(BC)(O):f(A):D.
H est le milieu de [BC] donc H est le milieu de [AO] par suite g(H) est le milieu de
[9(A)9(O)]
Ainsi H' est le milieu de [OD].
b) on place:H' le'milieu de [OD] puis C' tel que H' est le milieu de [CC'].
c)onag(A)=0etg(B)=C
comme la-médiatrice de [AO] n'est pas la médiatrice de [BC] alors g n'est pas une
symétrie orthogonale c'est donc un glissement.
On<pose g= S,0 t; .
On a : g(B)=C donc le milieu H de [BC] appartient a A.
2(0)=D donc le milieu H' de [OD] appartient a A.
Par suite A=(HH').
Ona: g(H)= t;0S, (H)= t; (H)=H'

Par suite u = HH'
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Exercice 1: le plan est rapporté a un repére orthonormé.
on considere la fonction f définie sur [0,+co par :f(x)leog(XLXZ) six>0 et f(0)=0.

1/a/ étudier la continuité et la dérivabilité de f en0.

b/ calculer |im f(x).

X—>+00

2/a/ pour x>0, calculer f(x) et vérifier que f”(x)= —4

X(x+2)?
Vs 3
b/ étudier les variations de f et calculer |im f'(X). U

¢/ dresser le tableau de variations de f. "
3/ tracer (ren indiquant les tangentes au point O et au pol Qscisse 2.

4/a/ montrer que I'équation f{x)=x, x >0 admet une u ution a et que ae]1,2/.

b/ montrer que pour tout xe[1,2] ; f(x) €[1,2]°
¢/ montrer que pour toutxe[1,2]; [f(x)] 1o

5/ soit u la suite définie sur IN par @Umszn).

a/ montrer que pour tout n EI@U,ISZ.

b/ montrer que [Ung-offs S91Un-cf

¢/ montrer cpxw S% , en déduire que U est convergente et calculer sa limite.

:I{’A/ on considere la fonction f définie sur]0,+oo[parf(x)=|0% et {rsa courbe

dans un repere orthonormé (unité 4cm).
1/ étudier les variations de f et préciser sa limite en 0 et en +o0,
2/ déterminer I'équation de la tangente T a ¢rau point A d’abscisse 1.

3/ tracer (fetT.
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4/ a tout entier naturel n on associe I'équation (Ey) :f[x]=%.

a/ montrer que (E1) et (Ez) n’ont pas de solutions.

b/ montrer que pour tout n>3; I'équation (E,) admet deux solution o, et y avec an<pn.

B/ 1/a/ soit g la fonction définie par : g(x)= % x?-x+log(1+x) ; étudier les variations de g.

b/ en déduire le signe de g ; montrer que pour tout x>0 ; x-%xz <log(1+x)
L Y
¢/ montrer qu’on a également pour tout x>0 ; x>log(1+x). OV
Iog(1+x)
1+x

2/a/ en utilisant les questions précédentes ; montrer que pour @x 20;

en déduire que pour tout n>4 ; f(1+= 1 )< 1 6

log(1+X)e, ¥

1.
b/ montrer que pour tout x €[0, 2], Tex

o
En déduire que pour tout n>4 ,-f(1+2)2l %
2

ﬁsanshﬁ et en déduire la limite de on)n.

¢/ montrer que pour tout n

ction définie sur ]0,+oo[ par fm(x)= —_1—mlog X ou m est un

Exercice 3: A/ iozti
parametre rée igne par ¢m la courbe de fm dans un repere orthonormé (unité 5cm).

1/ calc% (X) puis suivant les valeurs de n lim f ().
X3 400 x50+

2/ dresser suivant les valeurs de m, les différents tableaux de variations de fm.

3/ a/ montrer que par un point Mo(xo,y0) tel que xo>0 et xp= 1, passe une et une seule courbe

i

b/ montrer qu'’il existe un point unique A appartenant a toutes les courbes {m.

4/ construire &, § 1, & -1.
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x>+21x—22

B/ on prend m=4, pour toute x >0 on pose F(x)= 2xlogx- 1

1/a/ vérifier que F est la primitive de f4 qui s’annule en 1

b/ calculer |im F(x).
x—>0+

2/ a/ montrer que I'équation f4(x)=0 admet deux solutions dont l'une xo €]3,4[.

b/ montrer que xo=/1+8l0g x,
3/ soit la fonction ¢ définie sur [3,+of par ¢(x)=+/1+8logx : |

&

a/ montrer que pour tout x>3 ; ¢(x)=>3.

b/ montrer que pour tout x>3; on a 0< ¢'(x)<

(]I

4/ soit la suite U définie sur IN par Up=3 et Un+1 O
a/ montrer que U, >3 ; pour tout n €IN. \

b/ montrer que [Un+1-xof S%/Un-xo ' D t nelN.

¢/ en déduire que U est conver% TS Xo
Exercice 4: 1) soit g la fonc finie sur [0,+oof par g(t)=t-log(1+t).
Etudier les variation$ déduire que pour tout t>0; 0<log(1+t) <t.

2) SOlthaforwme sur [0,+oo] par f(x)=(x+1)log(x+1)-xlogx si x #0 et f(0)=0.
a) montr }est continue en 0.

b) fes rzvable en0?.
3)a) vérifiet que pour tout x >0 on a : f{x)-log(1+x)= Xlog(1+ ).

c) montrer que -1+f(x) <log(1+x) <f(x) ; x>0
4/ a) vérifier que f(x)= Iog(1+%) ;x>0

b) montrer que fréalise une bijection de IR, sur lui méme.
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-1
5/ a) montrer que |im f—(X):O.

x>0+
b) prouver que f -lest dérivable sur [0,+od].
¢/ calculer f(1) puis (f -1)’(log4)

6/ a) dresser le tableau de variations de w : x— f(x)-x
b) montrer que I'équation w(x)=0 admet deux solutions 0 et a, vérifier que 1,75« a

c) étudier la position relative de (ret de la droite A: y=x. ‘/'\‘
d) tracer A, Cret Crg.

@)

)
Exercice 5: O
Partie A

Soit la fonction f définie sur ]0;+o| par: f(x)=ax+ x avec a, b et c des réels. La
L o
courbe (C) de fest donnée ci-dessous. \
2
Y

15

TN

A
NNy \
>

-2,5
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En utilisant ce graphique et en sachant que f(2)=2-3In2, justifier que'ona a=c=1 et
b=-2.

Partie B

On considere alors la fonction g définie sur |0;+o[ par: g(x)=x+(1-2x)Inx.

1. a. Déterminer la limite de g en 0.
b. Déterminer la limite de g en +ow.

2. a. Déterminer la fonction dérivée de g.

i Y
LY
1-x
b. Etudier, pour x dans ]0;+x[, le signe de -2Inx et celui de - duire le signe de
o

g'(x) et les variations de g.

3. Dresser le tableau complet des variations de g. 6

4. Soit la droite A d’équation y = x.
o

a. Résoudre dans R I’équation (1-2x)Inx=0 et% er une interprétation graphique des
solutions. o

b. Etudier la position de la courbe@ﬂative de g par rapporta A.

Exercice 6:
Le plan P est muni d’'un repé¢ onormé (O;i,]) (unité graphique 3 cm).

1. On considére la fo f(x) =

f(0)=1

M Six>0
définie sur [0,+o[ par: X

Montrer qu %ontinue en 0.

2.a. Et!A‘ye sens de variation de la fonction g définie sur [0,+o[ par

x2 X3
g(x)=In(1+ x)—{ x—?+?J.

2 3
Calculer g(0) et en déduire que sur R*: In(1+x) < ( x—X?+X?J .

2
b. Par une étude analogue, montrer que si x>0, alors In(1+x)> x—X?.
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1 In(l+x)—x 1 x
<—=2 “<

c. Etablir que pour tout x strictement positif on a -5 S > < _§+§ .
X
En déduire que fest dérivable en zéro et que f'(0) = —%
3. a. Soit h la fonction définie sur [0,+o par h(x) :Ll— In(L+x).
X+
Etudier son sens de variation et en déduire le signe de h sur [0, +[.
: h(x)

b. Montrer que sur [0, +o, f'(x)=—5". L~

X L Y

\ S
c. Dresser le tableau de variation de fen précisant la limite de fen +O

d. On désigne par C la représentation graphique de f. Con tr tgngente T a C au point
d'abscisse 0. Montrer que C admet une asymptote. Trace otitbe C.

Exercice 7:

Partie A
. o

Soit f la fonction définie sur l'intervalle ]- : ; +%r : f(x)= ﬁ— 2In(x+1).
+
1. Calculer f(x), étudier son signe Wire le tableau de variation de la fonction f.

2. Calculer f{0). Montrer que 1'é &ﬂ f(x) = 0 admet exactement deux solutions dont
I'une, que 1'on désigne par «,a tienta [-0,72; -0,71].

3. Donner le signe dg f(x), pOur x appartenanta |-1 ; +o [.

Partie B
o

Soitg la fon&o' Sfinie sur I'ensemble D =]-1;0[ U ]0 ; +« [ par: g(x):M_

XZ
1. Etudtgillgaux bornes de son ensemble de définition.

a. Calculer les limites de g(x) quand x tend vers 0 par valeurs inférieures et quand x tend
vers 0 par valeurs supérieures.

b. Calculer Iinjlg(x) et lim g(x).

x>-1
2. Sens de variation de g

2010-2011
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4 éme Maths Enoncés

a. Calculer g ’(x) et déduire, a I'aide de la partie A, son signe.

b. Montrer que g(a)= . En déduire une valeur approchée de ¢g(«) en prenant

1
2a(a+1)
a~-0,715.

3. Tableau et représentation graphique de g.

a. Dresser le tableau de variation de la fonction g.

b. Représenter graphiquement la fonction g dans le plan rapporté a un repé
orthonormal (unité graphique 2 cm). I

] \
Exercice 8: ‘ )

On considere la fonction f définie sur l'intervalle [0 ; +w [ par:

f(x)=x|n(1+%) si x>0 et f(0)=0. 6:

On note (C ) la courbe représentative de f dar.ls répere orthonormal (O ;7,]) (unité

graphique : 5 cm). \
@ ¢
Partie A : &

On consideére la fonction g défi@r lI'intervalle ]0; +o [par: g(x)= In(1+lj_ 2

X2 ) x2+1°

2(x2-1)
X(x2+1)2

1. Calculer la dérivég&'( . Montrer que pour toutxde ]0; +w [, g'(x)=
.

2. Etudier le siﬁc(g'(x) selon les valeurs de x. Déterminer la limite de g en +ow.

Déterminepdla lindite de g en 0.

3. Dressenle’tableau des variations de g.

4. En déduire qu'il existe un unique nombre réel « >0 tel que g(a)=0. Vérifier que

0,5<a<0,6 . Déduire des questions précédentes le signe de g(x) sur l'intervalle |0 ; +ow [.

On ne demande pas de construire la courbe représentative de la fonction g.

Partie B :
2010-2011
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4 éme Maths Enoncés

1. a. Calculer la limite quand x tend vers +« de xf(x) (on pourra poser X =% ).

b. En déduire que f{x) tend vers 0 quand x tend vers +o. Montrer que pour tout x de |0 ;
+00 [,on a f'(x)= g(x). Dresser le tableau de variations de fsur ]0 ; +o [.

2.Etude de fen 0

a. Montrer que xIn (1+%) tend vers 0 quand x tend vers 0 par valeurs suprieures. Que
X

peut-on en conclure ? : |

b. Etudier la dérivabilité de f en O.

o
c. Préciser la tangente a la courbe de f au point O. ;t O

3. Donner I’équation de la tangente au point d’abscis

D

4. Donner l'allure de (C). e

A0
e

2010-2011
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4 éme Maths Solutions

Exercice 1 :

1/a/ lim f(X)=lim (xlog(x+2)—xlog x)=0= f(0)
x—0t x—0+

D’ou f est continue a droite en 0.

lim MZ lim logX£2= 0.

x—071 x—0F

D’otl fn’est pas dérivable a droite en 0.

b/ lim Xlogﬂxzzlim Xlog(1+%) on pose t:%
. Slog(1+t
= lim /%90
toot
. O
. —loaXt2, v X% _joqX+2__2 ol
2/a/ x>0; f(x)=log X .xXiz log X2 \J
X
o

e 2 1 4
L O W ) e ) K'O

b/ lim f'(x)=log1=0

X—>+00

D’apreés les variations de f on a f(x) >0 4

¢/ le tableau de variations de f

/

3/ représentation gragMgue :

2010-2011
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4 éme Maths Solutions

4/ a/ soit p(x)= f(x)-x; x>0. x| 0 +o0

P(x)=f(x)-1 et ¢"(x)=f"(x)<0. f’ -

¢’ continue et strictement décroissante Foo

sur ]0,+oof donc réalise une bijection de \

]0,+00[ sur |-1,+o0 ; 0 €]-1,+ocf ¢ 1

Alors ¢'(x)=0 admet dans ]0,+ oo une unique solution X,
AN

si xe]0,x9] on a g(x) >0 donc ¢(x)=0 X 0 Xo +0
six exp+oof : ¢ + '

@ continue et strictement décroissante donc ¢ réalise ¢(Xo)

une bijection de [xq,+oof sur |-oq,¢(xg)] ; 0 €]-20,¢(x0)] A / \
donc ¢(x)=0 admet dans [xo,+oof une unique solutions c. « ® 0 -

o(1)=f(1)-1=l0g3-1>0

o(2)=f(2)-2=2log2-2<0
o(1)p(2)<0 alors ae]1,2].

b/ 1<x <2 etfcroissante alors f(1) <f(x) < f( omme f(1)=1og3>1 et f(2)=2log2<2
Alors 1 <f(x) <f(2). o

c¢/xe[1,2]; f(x)=>0 6
x>1 et f décroissante alors f(x) @3-% _%.
Dou [f(x)] <L ; xe1,2]

5/a/P« 1<Un,<2;nelN » Z
Onal1<Uy <2 d'ou P espyrdigpour le premier terme.

Supposons que P est vraie ayordre n
Ona 1<U,<2 &In) <2 (daprés4/b/)
Donc 1 <Un+1 KS P est vraie pour l'indice n+1.

D'ou 1<U,<2 :
b/ f déj?l§ttinue, dérivable sur [1,2] et pour tout xe[1,2], [f(x)] S%.

,nelN dans [1,2] ; d’apres le théoréme des accroissements finis :
If(U)f()] < % [Un-af donc |Unii-cf< % [Un-atf ; n IN.

Ona aet

¢/ona /U1-a/_<% [Us-af

2010-2011
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4 éme Maths Solutions

[Un-cf < %/U,,.l-a/
On multipliant terme a terme on obtient : [Uy-cf S%/Uo-a/
ona -1 <Up-a<0 = [Upraf <1
donc: [Un-af S% ; nelN.

lim %:0 alors |limU,=a Ainsi U est convergente et sa limite est c.

n—+o0 n—+o0

Exercice 2 : A/
—x Iogx
1/x0,f ()= X— =110 O

X2 [’

7

g

2/ Ty=f(1)(x-1)+(1)
=x-1 °
3/ représentation graphique

b/ n >3
+0
o 3
P(x)=f(x)
onan= s =zel-22
3 n
*si xe]0,e] @ continue strictement croissante 00 21

donc réalise une bijection de ]0,e] sur |- e —1-%]

O |-« e—l-%] alors ¢(x)=0 admet dans |0,e] une unique solution an.

*si x €]e,+od[ ¢ est continue et strictement décroissante donc réalise une bijection de |e,+ocf
1 .41
sur |- = el
] n n [

2010-2011
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Oe]- 1 ,e'1-% [ alors @(x)=0 admet dans ]e,+ oo une unique solution [hn.
par suite f(x)= l admet dans ]0,+ o[ deux solution oy, et [, avec on< pn.
- 1 x2
B/ 1/a/x>-1;g'(x)=x-1+ Tox-1ix X -1 0 +oo
lim g(x)=—o0 1 A
x—>-1* +o0

lim g(x)=lim X(1X 1+I0g()>(<+1)):+oo

X—>+0 X—>+0 =00
-
{1

b/ X -1 0+ \/

Sig(9) - 0+ O o
pour tout x>0 ; g(x) =0 donc x-%xzslog(x+1) b
¢/ on pose h(x)=log(x+1) -x; x>0 X - +o0
-1 4_-Xx ’ -
()= X+1 = X+1 °h %
pour tout x>0; h(x) <0

par suite x >log(1+x) ; x=>0.

2/a/ on a pour tout x>0 ; log(1+x)

|og(1+1) (Dv
doncpourx=% :

Par suite f(1+ 1) <= 1

b/x [0, ] sw(xlzj(l)ﬁ xz) x+%x
u’(x):-Z)?j/‘«
u(x) 20 ; x&[0, l]

par suite L x+Lx2 <x-Lx2 <log(1+x) ; x [0, %]

2% 2
Iog(1+x)
d'ou 1 SXS = x€[0, ]

2010-2011
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4 éme Maths Solutions
log(1+2)

-2 2 1 1. n"_ 1.2

pourx =< (n>4 = o €[0, 2]] ona - < 2. f(1+n)
n
c)nelN; f(1+% ) <flaw) < f[1+% ) et fcroissante ]0,e[ donc 1+%_<an _<1+%
comme |im 1+l=|im 1+2=1 alors |im g,=1
Exercice 3: A/
x2—1 mlogx

1/ Jim Ta00=lim X g =2 1=

sim=0; lim fm(x):_T1 ‘ ,
x—0+ -
si m>0; |im f (X)=+o0 ot
x—0" ~
[ 4

sim<0; |im f (X)=—o0

O
2_
200; gt O

si m=0 f’o(x):Z—lX >

o +

x_ 10 +00 5 x D m +00
+o0 wg *o0 +o0
f, 7 & f, \ . /

Sim <0

2__
3/a/Molxoyo) €m < yo= "0 -log g

d’ou il existe une seule courbe {m qui passe par Mo(Xo,y0)

b)melR; Alxy) elm < y= %—g‘logx

2010-2011
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4 éme Maths Solutions

m _x-1_
& 2Iogx+y 4 0

=0 et y- —X24_1:0

log x
2
& x=1 et y=0
d’ou ¢m passent par 'unique point A(1,0).

4/ représentation graphique :

j;

C

B/1/a) X>0;f4[X):. 1

3
F(x)= 2xlogx- % %

F'(x)=f4(x) et F& donc F est une primitive de f4 qui s’‘annule en 1.
b) lim F(x)

4 continue strictement décroissante
et lim f,(X\)=+o0 ; fa2)= %—mogz <0

x—>0+

d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires il \ /

existe x; unique tel que f4(x1)=0
sur |2,+0od[ : f4 continue, strictement croissante
et lim f (X)=t+o et fy(2)<0; d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires il existe xo unique

X—>+©

tel que f4(x0)=0

2010-2011
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4 éme Maths Solutions

f4(3).f4(4) <0 donc xo€]3,4[.

b) %—ZIOQ X =0 <> x3-1=8logx

< x?=1+8logx

& xo=4/148logx, carxp>0

3/a/x >3 < logx >1log32>1

& 1+8logx > 9
< /1+8logx >3
8
b) ¢'(x)= —2—
) o1y 2,/1+8log x _ O
{1y
8.8
o

2 fix8logx 6 <0< —L <1 O
% 2 Ji+8logx 6 e
d’ou 0 < ¢'(x) S%

4/ a) Up=32>3 donc vraie pour n=0 v

supposons que U, 23 , pour un rang n €IN et monggon$que Un.1>3
on a U, 23 et ¢ croissante donc o(Un) >¢(3) >3 VS

d’ou pour tout n €IN, U,>3. e

b) @ continue sur [3,+of , dérivable s A et |p'(x)] S% ; d’apreés le théoréme des
accroissements finis : [ p(Un)- p(xo < n-Xof Soit [Un+1-Xof < % [Un-Xo/

¢) |Uixqf s:% [Uo—xof

S

[Un-Xo/ n-1—Xof
‘ AN

[Unxo] < (G [3-x0]

or |im(%) =0 donc limU.=xo

n—+oo N—+00

i . Cgff)=_L >
Exercice4:A/1/t>0; g'(t) it >0. t o o
D’apreés les variationsde g on a : g(t)>0; t>0 g |0 +
Donc 0 <log(1+t) <t; t>0.
g |0 — 7
2010-2011
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4 éme Maths Solutions

2) a) lim f(x)=0=f(0) d’ou fest continue a droite en 0.
x—0t

b) lim w: lim [(x+1)m;((+l)—log X]=+o0 d’ou f n’est pas dérivable a droite en 0.
x—0t x—0t

3/ a) x>0, f(x)-log(1+x)=xlog(x+1)-xlogx=xlog(1+ %)

b) x>0;ona: f(x)-logx= xlog[1+%)20 d’ou f(x) =2log(1+x).
ona:log(1+t) <t ; t>0
pour t:%,x>0 : Iog(1+%) S% :>xlog(1+%)_<1 =f(x)-log(1+x)<1 = -1+f(x)<log(1+x)
en conclusion : -1+f(x) <log(1+x) <f(x), pour tout x>0
4/a) x>0 ; f(x)=(log(x+1)+1)-(logx+1)=log(x+1)-logx=log(1 +% )50 caf T+E30.

b) f continue et strictement croissante sur [0,+oof donc réalise unejijection de [0,+odf sur

f<l0+2l>=[0, lim 100 [=[0,+o]
eneffet:ona f(x)>log(1+x) et lim log(1+Xx)=+w = G‘\ f(X)=+o0

5/a) on pose y=f~1(x) < f{y)=x

. ffl(X) .y 1 9o, ) )
= = =0 donc fldérinab droite en 0.
L (/) I ‘S
o

y—0* y-0
Pour tout x>0 ; f est dérivable et f(x) c b— dérivable sur ]0,+oof.

b)f(1)=2log2=log4; (f-1)'(log4)= ; 1|0g4))= f'%l):méz'

6/a) w'(x)=f(x)-1=log(1+ ) -1
w'(x) 20 < log(1 +%].2 1
1

L >e el
X w’ + 4 -
]

@XSQ . w o1
ona:-1+f(x) S%{ = f(x)-x <1+log(1+x)-x w / \

lim 1+log( &(_ lim x(%rw_l)z_w 0 =0
donc |j =—0

b) on a w(0)=0 et sur [e%,wo[: w continue et strictement croissante ; w(—eilj >0

1

et lim w(X)=—o0 ; d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires , il existe un unique réel a €]
X—>+00
1

e-1’
ona:w(1,75)w(2) <0 donca€]1,75;2[

+oof tel que w(a)=0

2010-2011
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4 éme Maths Solutions

c)représentation graphique :
Etude des branches infinies :

Ona: log(1+x) <f(x) <1+log(1+x) = |09(1+X)S f(X)Sl { log(1+X)

X X ~X X
- W
. log(1+x) _ .1 log(1+x) _ ), {1 o
XI_I)er — =0 et X'LrIL L =0 donc Xllrpw ~ =0d’ou é}aerne branche infinie

de direction (xx’) au voisinage de +x.

N
&

f(2)=2-3In2=2a+(2b+0In2=2-3In2 ; par ailleurs la dérivée s’annuleen 1 et f{1) =1:

f'(x)=a+Dbln x+bX—+C:> a+0+b%C=0<:>a+b+c=O ; f)=a+0=a=1.
X

Exercic

Onadonc 2+(2b+QIn2=2-3In2 <= 2b+c=-3 ; avec 1+b+c=0 ontire c=1 et b=-2.

Partie B
1.a.En 0, In x tend vers -« , donc g tend vers —w.

2010-2011
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4 éme Maths Solutions

b. Mettons x en facteur: g(x)= x{1+(§—2)ln X:|—>+oo[1+(0—2)+oo]=—oo.

1-2x  x-2xInx+1-2x 1-x-2xInx
X X '

2.a. g'(x)=1-2Inx+

b. -2Inx change de signe en 1, de méme que 1=x puisque x est positif. La dérivée est
X

constituée de deux morceaux qui changent de signe au méme endroit : avant 1 elle est
positive, apres 1 elle est négative.

3.

X 0 1 +00

g + 0 -

O

gx) 1 £

"/
\ O R
1-2x=0 1 . .

4. a. (1—2x)|nx=0<:>{In cop SX=you x=1 : la courBgcoupe la droite A en ces deux points.

= '

b. g(x)-x=(1-2x)In x est positif sur E : 1} :C au% s de A ; sinon C est en dessous de A.

P
Exercice 6 : w
fo) =D oo .

1. X ; festco &n 0 ssi lim f(x)=f(0), or le cours donne justement la
f(0)=1 =0
limite Iimwzl.
x—0 X Ps
1 2 2 3 3
2.a. g(0=——(1- JZN# 1=x# X4 X =X =X _ X" . Donc g est décroissante et
1+x 1+x 1+x

2 3
comme g(0)=0 galement g(x)<0, soit In(1+ x)s(x—x?ﬁ(—)

3

2 1 2 2
=In(1+x)—x+X—:> k‘(x):i—1+x:1 1=xex+x? X >0 et k(0)=0 donc
2 1+x 1+x 1+x

2
k(x)>0, soit In(L+x)> x—X?.

2 3 2 2 3 2 _
C. x—X—+X—2In(1+x)2x—X—<:>——+X—2 In(1+x)—x2—x—©—l+izw<—l.
2 3 2 2 3 2 2 3 x?
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4 éme Maths Solutions

In(1+x) 1
f dérivable en zéro : on calcule lim f)-100) _ lim —X =lim In(1+2x)—x : or le résultat
x—0 X— x—0 X x—0 X

précédent montre que cette limite est précisément —% qui est donc f(0).

3.a. h(X)=———In(L+x), h'(x) = ! - ! :1_X_21: i ~<0;ona h0)=0 eth décroissante
x+1 (x+1)* x+1 (x+1)° (x+1)
donc h(x)<0.
1
——x—-In(1+x)
b. fi(x)=1¥X LYY
X X
. . InQ+x) . Inx ‘ ’
L lim f(x) = lim ——~ ~ lim —=0.
¢ xir!o (X) XEEO X Xir!o X /e \v
12 4
y
1
0,8 -+
0,6 -
04 -
0,2 A
/
o
A x
0
/‘/ 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Exercice 7 :
Partie A
X
f(xX)=——-2In(x+1), Df=1-1;+ [.
(x) i1 (x+1), Dr=] o [

1. fest dérivable comme somme de fonctions dérivables : en effet, u:x — Ll est dérivable
X+

sur Dret v: x> x+1=yr> -2Iny est dérivable sur Dy.

2010-2011
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4 éme Maths Solutions

_x+1—x_2 1 1-2(x+1) -2x-1
(x+1)?2 " x+1  (x+1)2?  (x+1)?

f(x)

2. f'(x)20<:>—2x—120<:>xs—%.

. 1
X 2 400

f(x)

%) B +/V f(—10/2) \_w

X=2(x+1)In(x+1) _

lim f(x)= lim —oo car lim XIn X =0".
x——1 x——1 X+1 X—0 n
x>1 x>1
D v
. X . X . {1
lim —-2In(x+1)=-w car lim —=1et lim -2In(x+1)=—.
X—+0 X +1 ( ) * x—>+0 X +1 X—>+0 ( ) * V

12 1
f(-1/2)=——2-2In==-1+2In2~0,39, f{0) = 0.
(-112)=—7 > f0)

:; .
3. fest continue et strictement croissante sur l'intervalle ]& /2[ et f(x) change de signe
e

sur cet intervalle ; il existe donc un nombre « de ]-1; 1 que f(a)=0.
f(~0,71)~ 0,027 et f(~0,72)~-0,025 donc —0,72<a <-0

Signe de f(x) : e
x |-1 a +00
oy
Jiey - {2y -
v’
Partie B &
Q(X):In();;l)'D:]_liO[U]O;%
1. a. lim g(x) = lim N*+D 1 _ LG R e T
x—0 x—0 x—0 x—0 X

x<0 x<0 )
A . . +
De méme lim g(x) = lim %ﬁx—: +00,
x—0 =U X
x>0 Py Q

b. lim g(x)=— Nm o) = lim NOHD X+1 o car dim "X o et tim XL oo,
x—-1 —>+0

{( x40 (X+1) X2 X—t0 X X+ X2
1 x X2 =In(x+1)x2x i—2In(x+1)
2.a. g‘(x){b‘l = =X+l 3 :%.
X -1 a 0 +00
(%) - 0 + 0 -
x3 - - +
g'(x) + 0 - -
b. g(a):M ; or on sait que f(a)=0 donc —%—-2In(z+1)=0< In(a+1)=—2—.
2 a+1 2(a+1)
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4 éme Maths Solutions

|n(a+1) a 1 1 1

On déduit ~— .
n dedultque gle)= a2 a+l) a? 2a(a+1) 2,495
x |-1 a 0 +00
9'(x) + 0 - -
g[x) / \ +00
% — \
0
| S
A \
55Y
4+
\
3+ \
\\
51 \
l 4
71‘.5 —1 7(‘).5 ) ().‘5 i l.‘5 2‘ .
-1+
=2 +
2 ~ .,

/ \ =T

/

s \ 4T

| \
5 4

Exercice 8

l.a.gest derlva@ somme de fonctions dérivables. En effet, In [1+—) est dérivable

comme com e fonctions dérivables, de méme que - i1
+
XE |/ 2x2X 4x 2 4x “2(x2+1)+4x2  2(x2-1)
g'(x )— = 2 1 2 2 + 2= 2 = 2"
1 (xe41) e+l (x2+1) x(x2+1) (x2+1) (x2+1) (x2+1)

b. Le signe de g'(x) est celu1 de x*-1=(x-1)(x+1). Comme g’ est définie sur R’,ona:
si 0 <x<1,g'(x) est négatif;
six>1, g'(x) est positif.
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L.S.Elriadh

Logarithme Mr Zribi
4 éme Mqths Solutions
. . 1 . 2 . . 1 .
2. lim g(x)= lim In(1+—j— lim —— ; lim —=0 donc lim In(1+—)=|n1=0 et lim =0
X—>+00 X—>+00 NG X400 X241 = x>+ X2 X—>+00 X2 X—>+00 X2 41
donc lim g(x)=0
X—>+00

. . . .1 .
3. lim g(x) = lim In(1+ij—llm 2 ; lim = =400 donc lim In(1+ij
x—0 x—0 X2 x=>0X2+1 = x—-0x2 X2

= lim In X =+ avec
x—0 X—+w0
X =1+i et lim =2 donc lim g(x) = +oo.
X2 x—0 X2+1 x—0
4. a.
X 0 1 +00
o — i QO
o0 0 0 S
{ |
9(x) -0,3 W/
o
o) =In(+2)-—2 —In2-1~-0,3 O
127 1241 o
4.b. La fonction est continue et dérivable sur ]0 ; 1], de pl est strictement
décroissante sur cet intervalle en changeant de signe
que g(a)=0.

1l existe une valeur « >0 telle
P
On a ¢(0,5)~0,009438 et ¢(0,6)~-0,141452 donc g

) = g(ar) > 9(0,6) et comme g est
décroissante, o

0,5< a <0,6. 6
5.Pour 0 <x< «, alors g(x) est pow x> a alors g(x) est négatif.

e N
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L.S.Elriadh Logarithme Mr Zribi

4 éme Maths Solutions

1
In(1+2j
L.a. lim xf(x)= lim x2ln(1+iz): lim —— X2 = lim '”(1X+ X) _1 (cours).

X—>+0 X—>+0 X X—>+00 X—0
x2
1
b. lim xf(x)=1< I|m f(x)= lim ==0.
X—>+00 X—>+0 X
_2X 2
1, ., 1 x4 1
2. f(X)=xIn(1+=),f'(X)=1.In(1+=) + x. =In(l+=)+x In(1+—)- =g
X2 x g1 x2" x2+1
X2 X?
X 0 o +00 ‘ ,
(%) + 0 ol

| e \ e

. 1 . x2+1 .
3.a. limxIn| 1+— |=lim xIn =lim (xIn(x2+1)—xIn x2
x—=0 X2 x—0 X2 X—0
x>0 x>0 x>0
lim xIn(x2+1)=0 car 4im 291)=In1=0.
x—0 X

x>0 x>

2Inx 2Inx 2In X

. _ 1
lim-—xInx2=Ilim- = lim =0" avec X==
x—0 x—0 x—>0 X—o+0 X X
x>0 x>0 x>0 x>0 —

Conclusion : lim xln(1+— =

x—0 X2
x>0
b. fdérivable en 0 si et se ent si la limite de son taux d'accroissement est finie.
(X) f(O) =lim —= Fx) =lim In(1+ij:+oo
} x>0 X x—>0 X2
La fonction n' es derlvable en 0.
c.La tangen f est verticale. Son équation est x = 0.

4.Latan 812 point d'abscisse 1 a pour équation y=f'1)(x-1)+f() : f(l):lln(1+1—12): In2,

f(1) g=Mm2-1 dol y=(In2-D(x-D+In2=y=(In2-1)x+1.
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L.S.El Riadh Exponentle[[e S Mr Zribi

3

4eme Maths Enoncés

Exercice 1 :

on se propose de déterminer une fonction f dérivable sur IR vérifiant :

f(0)=log2 et (pour tout xeIR, f *(x)-2f(x)= —# )(E).

1/a/ soit g la fonction définie sur IR par f(x)=e*g(x)

calculer g(0) ; déterminer f “(x) en fonction de g(x) et g’(x).

P S . ., _2e—2x
b/ déduire que f vérifie (E) si et seulement si g’ (x)= :xelR
-
Lo _2e—2x {1
2/al donner une primitive sur IR de x— e "/
e

o
b/ déduire I’expression de g puis celle de f. &O

Exercice 2 : O

soit f la fonction définie sur IR par : f(x)=e*log(@+
o

1/ h(x)= log(1+&2)-—L .
on pose h(x)=log(1+e™) o) B
a/ calculer |imh(x) et Iirv%E

b/ dresser le tableau de vari h et en déduire le signe de h pour xelR.

2/ al vérifier que f’(x)=

b/ calculer [im T&
o % ,
c/ calculew (X) (on montrera d’abord que f(x)=-2xe*+e*log(1+e>).

d/(ﬂlyﬂl(e tableau de variations de f

3/a/ vérifier que pour tout x <0 ; f(x)-x >0

3e?+1

b/ montrer que pour tout x >0 ; f’(x)=1+2f(x)- Lo
e

en utilisant le tableau de variations de f montrer que pour tout x =0 ; f “(x) < 1.

c/ en déduire que I’équation f(x)=x admet dans IR une solution unique « €]0,92 ;0,93[.

2010-2011
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L.S.El Riadh Ex:ponentle[[e S Mr Zribi

4eme Maths Enoncés

d/ en déduire la position relative de ¢ et de la droite A4 d’équation : y=x.
4/ tracer la courbe ¢ de f, préciser la tangente au point d’abscisse 0.

Exercice 3 :
A A L. X_ X
soit la fonction f définie sur IR par : f(x):%.
e'+e

1/ étudier les variations de f et tracer sa courbe £ dans un repere orthonormé.
2/al montrer que f réalise une bijection de IR sur un intervalle J que I’on précisera:

b/ soit g=f 7, construire &,
g g o =

) .
—X
‘\O

3
: on défini — X" Ligael=x
3/ soit h la fonction définie par h(x)=x+ 30-0) 2.og( O

¢/ montrer que pour tout xe]-1,1[ ; g(x)= %Iog(

a/ calculer lim(1-x)g(x) et lim(1-x)h(x) ®
x—1 x—1 [ ]

T . - } .1 1+x x°
b/étudier les variations de h, en déduire f@our utxe]0,1] ; 2Iog( 1—x) < X+ 30-x9
3
i = - X Q
4 s0it k(=g (%% &

a/ résoudre dans IR I’j

b/ dresser lg ta variations de k ; en déduire que pour tout xe]0,1[ on a :

@
3
X _NQLX
X+3Q 1-x
EX 4 .

- . e 1,84
on considére la suite U définie sur IN* par : U,=n ! n’E(%) :

1/ en posant tzL, montrer que I’'on a : Iogiz—hﬁlog(%)

2n+1 Una —t

2/al vérifier que 3(2n+1)2 < 12(n+1) (n+2).

2010-2011
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L.S.El Riadh Ex:ponentle[[e S Mr Zribi
4éme Maths Enoncés
b/ déduire que pour tout n eIN* : 12(n+11)(n+2)<|09 UU ”1< 12n(1n+1)
3/ on pose xnzlog(Un)—L et y,=log(U,)- 1
12n 12(n+1)

a/ établir que pour tout n >0 ; X <Xp+1 < Yn+1 < Yn-

b/ montrer que lim (x,—Y,)=0

c/ déduire que les suite (x,) et (yn) convergent vers la méme limite
Exercice 5 :

soit neIN* ; on considere la fonction f, définie par :

f.(X)= Xe w si x>0 et f,(0)=0. AL O
1/a/ montrer que f, est continue et dérivable sur IR.. O

b/ calculer f,(x), en déduire que f, est strictement ckgissante sur IR..
o

2/al calculer f(x)

X—>+00

b/ étudier les variations de la fo e '—14U sur IR,

et de la fonction h : tHet_ltFt“&"bo .

- : 1y 1
c/ en déduire qug pout toBx> 0 ; 0< f n(X)—(X—n)sm.

d/ montrefa\@.le la droite D, :y:x-% est asymptote & la courbe ¢, de f,.
Pré?j?%position relative de ¢, et D,

3/a/ doéhner le tableau de variations de f,.

b/ tracer la courbe ¢£; et son asymptote en précisant la tangente en 0.

¢/ montrer que pour tout n€IN, ¢=h, %,(41)

b/ construire & sur le méme graphique que ¢;.

4/ montrer que pour tout x €[0,1], f,(X)<'x.
2010-2011
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4eme Maths Enoncés

5/a/ montrer que pour tout neIN*, I’équation xeTlle a une seul solution ¢, dans ]0,+o[.
b/ démontrer que a;,est solution de I’équation xlogx=%

6/a/ étudier les variation de h :x— xlogx sur [1,+o][.
b/ prouver que o €]1,76,1,77[

¢/ montrer que a;, est décroissante en déduire qu’elle converge vers a>1. démontrer
h(«)=0 en déduire c.

Exercice 6 : ‘ ’
ot
I/ soit g I'application de ]0,+cd[ dans IR définie par : g(x)=x+1-logx. V
[
1/ étudier les variations de g, en déduire que pour tout x >0 ; @
2/ soit h la fonction définie sur ]0,+o[ par : h(x)= (1+%)|0

a/ étudier les variations de h. v

b/ tracer la courbe de h dans un repére orthonortag.

o
1/ soit f la fonction définie sur [0,+oof r%= e"™ six =0 et f{0)=0.
N

1/ étudier la dérivabilité et la corw de f sur [0,+cd].

2/. a/déterminer |im f( (D

X—>+0,

°
_ lIo X__
b/ démontrer, %mrtoutxel&\ {1}; f(x) X_ex” 1.
w logx  Ljggx
o\ X g
cé(l/ﬁﬁire lim f(x)-x

x>0 10gX
d/ la fonction : x— f(x)-x admet elle une limite en +cc.
3/a/ étudier les variations de f.
b/ montrer que f réalise une bijection de [0,+oc[ sur lui méme.

4/ a/ indiquer la tangente en O ; et donner I'équation de la tangente a (s en A d’abscisse 1.

2010-2011

www.zribimaths.jimdo.com Page 4



L.S.El Riadh Ex‘ponentle[[e S Mr Zribi

3

4eme Maths Enoncés

b/ tracer &
5/ a/ montrer que I’équation f(x)=% , n>1 admet une unique x, solution et que x, €]0,1/.

b/ étudier la monotonie de la suite (x,).

¢/ en déduire que la suite (x,) est convergente et calculer sa limite.

.0
{1
"/

A O

X

A
e

2010-2011

www.zribimaths.jimdo.com Page 5
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4 é Maths = Solutions

Exercice 1:
1/a) g(0)=f(0)=log2.
xelR ; f'(x)=2e™g(x)+e*g’ (x)=e(29(x)+7"(X)).

b) f vérifie (E) < ' (x)-2f(x)= _1+§

—2X

= e¥(20(0)-9"(x)=-2 e”g()= -

2
1+

& g00= 2 O

2/a) u(x)= — ie u continue sur IR et u(x):M avec v(x)=1+e* O
e

—2X 4 V(X)
d’ou une primitive de u est U(x)=log|1+e™

o
comme 1+e% >0 ; x IR alors U(x)=log(1+e2"). O
—2X
b) g'X)= —L = g(x)=log(1+e>) +c
1+e

or g(0)=log2 donc c=0.
D’ou g(x)= log(1+e%) et f(x)= e*g(x)=e* Iog(lﬂ-&

l+e

o & gx)= -

Exercice 2 :
1/ a) XILrPC)()h(X):O X ||m h(X)=+x. S X |00 oo
o X o h
D) xelR ; (9= 7255 (ﬁezx)z —2%0
pour tout x&IR ; h(x) >0. \ 0

2/a) x IR ; f(x)=2e*log(1+e e’ Tie 2

=2e*log(L#e 1+§72X
zze&@yeﬂ)- 1+1e =)
(X).
0 tim oy oot )i p olle™)
on po & Six—>+wo = t>0
XI_|)rpwf(X “mlog(t1+t):1

¢) f(x)=e*log(1+e*)=e*log(e *(1+e*))=-2xe® +e*log(1+e>)
d’ou [im f(x)=0 car [|imte'=0.
t—>—o

X—>—0
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L.S.El Riadh EXP on 81’Lti e [[e S Mr Zribi

4 ‘e Maths Solutions
d)
X | =00 +00
f’ +
T
f /
0
3/ a) on a : pour tout xelR ; f(x) >0
donc f(x) >0 pour toutx <0 et—x >0 alors f(x)-x >0 ; x <0.
b/ x>0
(Y - _ 2e* _ 3e*+1-e*-1 _ 3g”+1
f(x)= 2e*log(1+e%)- ﬁ_ 2f(x)- ﬁeﬁ—Zf(x)- %_Zf(x) =
D’apreés le tableau de variations de fon a : o
fx) <1 d’ou 1+2f(x) <3
3+l _,, e*-1 3e*+1 oy 3e¥+l
=2+ d >2 d’ou - <-2
or 1+e2x 1+e2x onc 1+e2x ou 1+e2x
3e?+1
lors 1+2f(x)- <1
alors x) Lrg® v
par suite f'(x) <1 o '\
c) soit p(x)= f(x)-x ; x>0
¢’ (x)=f'(x)-1 <0 o
@ continue et strictement décroissante sur [@%F [ ; ¢(0)=log2 et lim ¢(X)=—n
d’apreés le théoréme des valeurs in iafres il existe « unique dans ]0,+of tel que ¢(x)=0
donc f(a)=a ; comme ¢(0,92).¢(0, donc 10,92 ;0,93
d)
X -00 o +00
Signe de ¢ + ) -
® A Position de | C au dessus € en dessous
EtA de A de A

N
4) To: ﬂy log2
(VI(}( g2-1)x+log2

2010-2011
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4 é Maths = Solutions
Exercice 3 :

1/ f4(x)= (e*+e X) —(e"—e" ) 4
e+e”)  (e+e”)

—x(e2x 1)
X|_|>mDO f(X) “m —x( 2x+1) 6
e (1) w
xlirpoo f(X) xlirpw ex(l 72)() =L & i
representatlon graphlque (D é’gl

2/a) f est continue et strictement croissante sur IR donc réalise une bijection de IR sur ]J-1,1[.
c)xe]-1,1[etyelR;

y=g(x) =f(y)=x < x:eyy;ej, = xE@+eY)=e-e? o (x-1)e'=-(x+1)e”
e'+e

2010-2011
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L.S.El Riadh EXZ? on 81’Lti e [[e S Mr Zribi
4 é Maths = Solutions
el o y=liog(HX)

dou g(x)= og(1+X).

3/ lim(1-x)g(x)=lim 1(1 x)logi— 1+X ||m1[(1—x)|og(1+x)—(1—x)log(1—x)]ﬂ)

X—1~ xal—

xal—

lim (1=X)h()=lim X(1- x)+3(1 )+(1—x)g(x):%

X—1" X—>1~

-2

11 = 1.1 3RAX2xx° 1 (1+X)? _
b xel-14L (=144 S0 100 x 1
1+x
3(1-x?)?
h
pour tout x]0,1[ on a h(x) >0 ) —0
3
X X
< xgasa0oty >0 O
x> P 1+x
& X+3(1—x2) - 2Iog Tox- Iog .
4 @) 1+x<r= 1x2 =N 1+x2—1_1  x#{-13 %m x#{-1,1}
< 1-x2>0 ,x={-1,1} < xe]-1,1] .
Sir=]-1,1].
b) xel-1,1[; K'(x)= QI(X)1X2 x_ |1 0
k’ +
_1( +X)2
2 1-x

1+ K
= + )>0
o

pour tout x €]- 11! M < g(x)- x-—>0 s x+X <g(x)= 1Iog1+x

Exercice 4 @

M'n’E( )

1/ :&’ n+1
y‘l}wl)!(nﬂ)‘z()

/

—0

Un _ (n+1) (n+1) n+1 _(n+1)

Uny NHLY N

Un __ Lyjog(N+l
donc IogU = 1+(n+2)log( 0 )

n+l
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4 é Maths = Solutions
.1+t _n+l 1 1 Un _ 1+t
Ona: t= n et 2,[—n+2 d’ou IogUM— Iog( )
2/a) 3(4n2+4n+1)- 12(n2+3n+2) -24n-21 <0 d’ou 3(2n+1)2 < 12n(n+2)
| LeX X’ X 1 1+x X
b)xe]0,1[ onax+Z- 3 < Iog <x.3(1_X2) o 1+ 2 3 < Iog 1.3(1 )
pour x=t on aura : l+=—=t—— <Llogdtl <1, (2”+1)2
T 3(2n+1)2 2t Y1t 3(1«(=21-)?)
2n+1
1 1+t 1
< 3@2ntlE ~L+7 gzt t"3@2n+1)7-3 O
Un . 1
SOt o 1)(n+2)‘°9un+1 12n(n+1) O
= 1, 1 - 1
3/ XoXn+1= logUn-logUn1 - 75 (i) IogUn+l ToniniT <0®A>?n < Xn+1
wvoo=_1 1
XY= 15 m2)  12(n+0)
- = — Un + 1 ’
oo = 00y Tty <0 4 I
d’ou X, < Xp+1 <VYn+t1 < V¥n. o

b) I|m(xn Yao)= nllmwlz(rlwl)_ﬁzo /S\

C) Xn)n Croissante majorée par y;

yn)n décroissante minorée par x;
donc Xxy), et (Yn)n deux suites conve@omme lim (x,—Y,)=0 alors les suites X,), et yn)n ont
nN—+w©

la méme limite .

Exercice S :
1/ sur ]0,+oo, f, est cogm erivable comme composées de fonctions continues et dérivables
sur ]0,+oo.

Continuité a droi
lim f (X)= H _f (O) d’ou f, est continue a droite en 0.

x—>0"
Derlvablﬁ(d’élte en0:

=lime =0 donc f,, est dérivable a droite en 0.

x—>0+ x—0t
En conclusion : f, est continue et dérivable sur IR..
W0=e mrxdoe e (L) >0 >
b) f'n(X)=¢ X g€ m=e (1+nX) 0 ; pour tout x>0
par suite f, est strictement croissante sur IR..
2/a) lim f (X)=1lim Xem  ON pose tza—i

X—>+0 X—>+00
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=

Solutions

—im=Ll€
M
b) uelR+ ; g’(u)=1-e"
ona-u<0=e'<lele"20
d’ou g’(u) >0

=400

telRs ; h’ ()= -e™+1-t=-g(t) <0
b) telR+; h(t) <0 etg(t) >0

donc 0<e™-1+t 5%

=1.
pour t=—--:

-1 1 1
<@ m—14+—<
O<e 1+nx 2n2x2

) lim f (0-(<1)=0

ou v=x-L
d’ou y=x -

fn(x)-(x-%) >0 donc &, au dessus de D,

/

\

donc 0 < xe‘nflx—(x—rll)gi

2n2x

|imL_

car
xosta0 2NZX

est une asymptote a ¢, au voisinage de +oo

.\x

O

&

3/a)

/

b) représentation grar:@,ic

X
. :QV
P

& 1

y=x-1"

(07
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4 é Maths Solutions

c)Soit M(x,y) et M*(x’,y")
L (M=M= OM=10M o x=Llxety=1
h(o,ﬁ)(l\/l) M < OM nOl\/l & X nxety -y
determinons h(41) :
M(x,y) Eé’l & y:Xe_% & ny’:nx’e—ﬁ = y’: X’e‘ﬁ PN M’(X’,y’) Eé’n
D’ou h(¢1)=¢n.

4 xe[01]; -1 0 o em <l o xem <X o h(X) <X

" nx
5/ a) f,, continue et strictement croissante sur [0,+a donc réalise une bijecti + sur
fn<IR.>zIR. ; 1€]0,+od donc il existe un unique &, dans ]0,+o tel que @:1

b) &, est solution de xe‘rlx =1

o
Xe"?1>< =1l e"n*lXZ% , x>0 O
< xlogx= % ,Ob

d’ou o, est solution de xlogx= %

6/ x>1; h’(x)=1+logx >0 x 1 IOO
b) o est solution de xlogx=1 h 0 _— ™

< oy est solution de h(x)=1

mais h continue strictement croissante et h@ El’, h(1,77)>1 donc a1 €]1,76 ;1,77[.
c) h(an)= % et h(ﬁ) d’ou r@aﬂﬂ) et h croissante alors o, > an+1
par suite an)n gst_décroissar}}&n rée par 0 d’ou convergente.
On pose « la limite de ar.
On a h(an)= %mzh@troissante donc o, 21
o, converge et h coh rv&y [1,+o < n'lrl‘wh(““)zh(a)
or moh(a‘Q donc h(z)=0
et par s% =0 avec a1
en fm;zl—/
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4 é Maths = Solutions

Exercice 6 :

o ()=1_1_x-1
I/1/x>0; g’ (x)=1 X

D’apres les variationsde gon a:

g(x) > 0 pour tout x >0. \ / ’

2/a)x>0;

h*(9= —Logx+(1+1)L=—109%, xi1_009

b) représentation graphique de h : /

¢§

W1 lime™=0 , (I Qoo)

x—0+

=f(0 w f est continue a droite en o.
f est continue +o0[ comme étant la composeée de deux fonctions continues

ur [0,+o.

d’ou f est continu
fi( 1+Lyiogx 1, o . )
Iimﬁ/' =limex*=1 alors f est dérivable a droite en 0.

log x
x—0% S0+ € x—0+

f est dénpvable sur ]0,+ o comme étant la composee de deux fonctions derivables sur ]0,+ o[
d’ou f est dérivable sur [0,+of

log x
2/a) lim flx )—Xlim e x =1
f(0-X_e"ex™—x_x(ex™"-1) g1
logx ~ logx  logx _%ng '

b)x>0;
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4 é Maths Solutions

00X el _
©) Jim “ogs ~1m ¢ on pose t=
f(x)

—_XX:O ce qui est impossible

log x

d)si lim f(x)-x=I alors lim

donc f(x)-x n’admet pas de limite en +co.
3/a) x>0 ; f’(x)=h’(x)e"® >0

b) f est continue et strictement croissante sur IR. donc réalise

une bijection de IR. sur f<IR,>=IR,. / D
4/a) T : y=1(1)(x-1)+f(1)=2x-1.
b) représentation graphique de f :

d\

5/a) on pose ¢(X)= f(x)-% ;
@’ (X)=1(x) > 0donc ¢ strictemen Issante et continue sur IR+ alors ¢ réalise une bijection

de IR sur ¢< IR.>= [-% ,+od*; [-% ,+oo[ donc I’équation ¢(x)=0 admet une unique
solution x, dans IRx.

o0)=- %<o; (1) -‘é}yo (n>1) donc ¢(0) p(1) <O et par suite X, €]0,1[.

byn>1; qn 1

et f~ strictement croissante car f I’ait alors f’l(%)> Y=L
donc x, > @;u (Xn)n €st une suite décroissante.

n+1

c) n>14 MY et f* croissante donc x, > f *(0)=0.
La suitefi(Xn), est decroissante minorée donc convergente.
lim x.=lim f (L)=1im f {x)=f (0)=0 on pose x:% ( f*est continue en 0 car f I'ait)

n—-+% N—>-+o0 n Xx—0T

2010-2011

www.zribimaths.jimdo.com Page 9




L.S.El Riadh Ex:ponentle[[e S Mr Zribi
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Exercice 1:
Partie |
1. Soit g la fonction définie sur [0 ; + oo par g(x) =e* —x — 1.

a) Montrer que, pour tout x >0, on a g’(x) > 0. En déduire le sens de variation de g sur [0 ; +

oo[.
b) Calculez g(0). En déduire que, pour tout x >0, on a g(x) > 0.

2. Soit h la fonction définie sur [0 ; + oo[ par h(x) = (2 —x) e — 1.

O

-

a) Etudier la fonction h et dresser son tableau de variation. \

Y

(

b) Montrer que I'équation h(x) = 0 admet une solution et une seule o et que l'onaao>1.
c) Vérifier la double inégalité 1,84 < o < 1,85. &

d) Préciser, suivant les valeurs du nombre réel x > 0, le si (x).

Partie Il e

1. a) Justifier que f est définie en tout point de%

[
f

N
(x)=
1

-X

b) Montrer que, pour tout x>0, o AC¥ire L.

Q
En déduire lim f(x) (D

X—>+0
Interpréter géomﬁ:tri e , relativement a C, le résultat obtenu.
c¢) Montrer })utxzo, f' () :L)z'
o (e* -x)
d) Etﬂ'/@r;ction f et dresser son tableau de variation.
2. a) Montrer que, pour tout x>0, f(x)-x= (1—)()(&
X —x

b) En déduire, suivant les valeurs du nombre réel x > 0, la position de la courbe C par rapport
a la droite D d'équation y = x.

3. a) Préciser la tangente au point de C d'abscisse 0.

b) Tracer C, en faisant figurer sur le dessin la droite D d'équation y = 1 et tous les éléments

obtenus au cours de I'étude.
2010-2011
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Exercice 2 :

Sur la feuille ci-jointe figurent la courbe représentative (C) dans le repére orthonormal
(O:i,]) d'une fonction f définie et dérivable sur R ainsi que son asymptote (D) et sa

tangente (T) au point d'abscisse O.

On sait que le point J (0 ; 1) est le centre de symétrie de la courbe (C), que I'asymptote (D)
passe par les points K (— 1 ; 0) et J, que la tangente (T) a pour équationy =(1—e) x + 1.

Partie A
1. Déterminer une équation de (D). n

-
2. Onsuppose qu'il existe deux réels m et p et une fonction ¢ définie sugR télle que, pour
tout réel x,
fix) = mx +p + ¢(x) avec lim p(x) =0.
X—>00

a) Déterminer m et p.

O’
b) Montrer que, pour tout réel x, on a f(x) + f(— xl=
o
¢) En déduire que la fonction @ est impaire pui;%%’fonctionf’, dérivée de f, est paire.
3. On suppose maintenant que, pour tou@ﬁ
¢(x) = (ax + b) e ouaeth son% Sels.

Montrer, en utilisant les donne les résultats précédents, quea=—eetb=0.

Partie B
s

On considérs la S fdéfiniesurRparfix)=1+ x—xe X eton suppose que la courbe

(C) représent ction fdans le repére (O;1, ).

1.0) &gr que, pour tout réel x, la dérivée f " de f vérifie :

Fo M+ (@23-1) e ¥H,

Calculer f'(0).

b) Vérifier que (T) est bien la tangente a la courbe (C) au point d'abscisse 0.

Etudier la position relative de la courbe (C) et de sa tangente (T).

2. Le graphique suggeére I'existence d'un minimum relatif de f sur [0; 1].

2010-2011
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a) Montrer que f "(x) est du signe de 6x — 4x".
b) Montrer que I'équation f "(x) = 0 admet une solution unique a sur [0 ; 1].
¢) Montrer que 0,51 < a < 0,52.

d) Exprimer f(a) sous la forme d'un quotient de deux polynémes en a..

- 0

_ "/

/ AO°
@

(D
1 2 3
(T
w
Exercice 3 : (D

Partie A

o
f définie sgr@e;rf(x) = x4+ 2Inx _

X

On dé @(C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O;i,j) (unité
gra@l :1cm).

1. Etude de la fonction auxiliaire g définie sur ]0 ; + o[ par

g(x)=x*+2-2Inx.

a) Etudier le sens de variation de g et calculer g(1).

b) En déduire le signe de g(x) pour tout x de ]0 ; + oo[.

2010-2011
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2. a) Calculer les limites de fen 0 et en + oo.
b) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations.

¢) Montrer que la droite A d'équation y = x est asymptote a (C) et étudier la position de (C)
par rapport a A.

d) Déterminer les coordonnées du point A de (C) sachant que (C) admet en A une tangente T
paralléle a A.

e) Tracer (C), A et T dans le repere (O;i ).

3. Calculer, en cm?, I'aire du domaine plan limité par A, la courbe (C) et Iesﬁr

d'équations x =l et x = e. ( )

o
4. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique&r que %s Xy <1.

Partie B

o
On désigne par h la fonction définie sur 10 ; + g9[ p&

1. Montrer que xq est I'unique solution de I'équatiof h(x) = x.

6 ’
. 1
2. On note | l'intervalle {E;l} ) Q

Montrer que, pour tout x ap ntal, h(x) appartient aussi a l.

3. a) Calculer la dérivé e)h et la dérivée seconde h' de h.
)

b) Etudier les varia@ e h’surl.

¢ 1

¢) En dé |Aae, pourtoutxdel,ona | h'(x)|<e 2.

4, %lysidére la suite définie par uy=1 et u, .1 = h(u,) pour tout entier naturel n de N.

. 1
a) Montrer par récurrence que, pour tout nde N : 3 < un<l.

b) En utilisant I'inégalité des accroissements finis, montrer que, pour tout n de N :

1
| Uns1i=Xo | <€ 2] Up—X0].

2010-2011
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-n
c¢) En déduire que, pourtoutnde N: | u,—xo | S%e 2,

5. a) Déterminer le plus petit entier naturel ny tel que, pour tout entier n supérieur ou égal a
1 ;n
no, on ait :Ee 2 <1072

b) Montrer que : | U, —Xxo| < 107
Que représente u, relativementa xo ? Calculer u, a 107 prés par défaut.

Exercice 4 :

Partie A

Soit la fonction ¢ définie dans R par @(x) = "+ x + 1.

1. Etudier le sens de variation de ¢ et ses limites en + oo et —
2. Montrer que I'équation ¢(x) = 0 a une solution et une seule@ue 'ona: -1,28<a<
-1,27.

3. En déduire le signe de ¢(x) sur R.

.0
{1
"/

P »\(
Partie B '}
Soit la fonction f définie sur R par : f (x) %7‘ (C) sa courbe représentative dans un
repere orthonormal v
(O;7,])duplan (unité graphlqM )

1. Montrer que f'(x) = ¢ @(X% déduire le sens de variation de f.

2. Montrer que f(a) = en déduire un encadrement de f(c).
3.50itT la tangeﬁ u point d'abscisse 0. Donner une équation de T et étudier la

position de ort arT.
4. Cherchg esdefen+ooet—
Demontre roite D d'équation y x est asymptote a (C) et étudier la position de (C)

par rap
521;} Ieau de variation de f .

sur un méme dessin (C), T et D. La figure demandée fera apparaitre les points de

(C) les abscisses appartiennent a [-2 ; 4].

Partie C

On considere la fonction g, définie sur [0 ; 1] par : g (x) = In (1 + €*). On note (L) la courbe
représentative de g dans le repére (O ;i , j), I le point défini par Oi = i , A le point d'abscisse

0 de (L) et B son point d'abscisse 1.
1. Etudier brievement les variations de g.
2. Donner une équation de la tangente en A a (L).

2010-2011
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3. On note P l'intersection de cette tangente avec le segment [IB]. Calculer les aires des
trapezes OIPA et OIBA.
4. On admet que la courbe (L) est située entre les segments [AP] et [AB]. Montrer alors que :

2+ <j g(x)dx < In2(L+e).

5. Au moyen d'une intégration par parties, justifier que :
j; £ (x)dx = In(L+ e)—j;g(x)dx.

6. En déduire un encadrement de j: f(x)dx.

Exercice 5 : n
3e* -1 (e )

On considere la fonction f définie sur R par f(x)= X
e"+1

On note I' sa représentation graphique dans un repére ortho&nQ;f j); unité
graphique 2 cm.

Partie A

1. a) Montrer que, pour tout réel x, f (— x) + f

En déduire que I" possede un centre de s x on désignera par A et dont on précisera
les coordonnées.

b) Déterminer la limite de fen — @

Déterminer la limite de f @

En déduire que I'po e deux asymptotes dont on précisera les équations.
c) Calculer f; n-déduire le sens de variation de la fonction f.
o
2.a) Dé w une équation de la tangente T a la courbe I" au point d'abscisse 0.

b) @n gonsidere la fonction ¢ définie sur R par ¢ (x) =f (x) — (x + 1).

2
X —

Montrer que, pour tout réel x, ¢ (X) = _(ex i] .
e’ +

En déduire le sens de variation de la fonction ¢ puis son signe (on précisera ¢ (0)).

¢) Déduire de ce qui précéde la position de la courbe I' par rapport a la droite T.
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3. Tracer dans le repére (O; i, j ) la droite T ainsi que la courbe I et ses asymptotes.
Partie B
1. a) Montrer que f (x) = x si et seulement si ¢ (x) =— 1.

b) En déduire, en utilisant les résultats de A. 2., que la droite D d'équation y = x coupe la
courbe I" en un seul point dont I'abscisse o est comprise entre 2 et 3.

4e*
eX +1

2. a) Montrer que, pour tout réel x, f(x) = -1

En déduire une primitive F de f sur R. . O
)

b) Exprimer, en fonction de o, I'aire du domaine limité par la courbe T, IMite D

et les droites d'équations x =0 et x = a.. O e

Partie C

Dans cette partie, on désigne par | l'intervalle [ 2; 3 ].
o

o
1. a) Montrer que, pour tout réel x, f'(x)=4 ¥»! 5 |
e+ (¥ +1)
o

b) En déduire que, pour tout réel )%t(@mt a l'intervalle |,
1
KJ f'(x)|<=.

¢) En déduire que, pourd@ut $éel x appartenant a l'intervalle |,
o

N |f(x)—f(a)|s%|x—a|.

2.0n déf'&( uite (u,) d'éléments de l'intervalle | par :

4/ U0:3
Uny = f(uy)pourneN

1
un—oc|£2—n|3—ot|.

a) Montrer que, pour tout entier naturel n,

b) Déterminer un entier naturel p tel que u, soit une valeur approchée de a a 1073 pres.

Donner la valeur approchée de u, proposée par la calculatrice.
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Exercice 1 :
Partie |

1. g est définie pour tout x € [0 ; + oo[ par g(x) = e*—x — 1.
a) Pourtout x>0, g’(x) =e*—1et

g’(x) > 0 équivaut a e>1

e*>e’
x>0. O
car la fonction exp est strictement croissante sur R. O

@
|g'(x)>0pourtoutx>0etg'(O): O

Il s'ensuit que |Ia fonction g est strictement croissante sur

g(0)=0. c‘ 5
g étant strictement croissante sw, nous pouvons affirmer que pour tout x>0

b) Nous avons g(0)=e®—1

g(x) > g(0) &'
g(x)>o0. (D

| g(x) > 0 pour tgut x&.0.

2. hest @Eoutx>0par h(x) = (2 —x)e* - 1.
[ J
a) Po ‘Nx 0 h'(x) = —e* + (2 — x)e”

/15 h(x) = (1 - x)e~.

Le'signe de h’(x) dépend uniquement du signe de (1 — x) car €* > 0 pour tout réel x.
Par conséquent,

h’(x) > 0 pour tout x € [0; 1]

h'(1)=0
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h’(x) < 0 pour tout x € ]1; + oof.

| h est strictement croissante sur [ 0;1] et strictement décroissante sur [1; + oo [.|

De plus, h(0) =1, h(1)=e -1,

lim (2-X)=-o

- . —+00
et| lim h(x) =—oo|puisque ) X
X+o lim e” =+
X—>+00

Tableau des variations de h ‘ ’

[ J

= o 1 +a

Sizne e A7 () + a ™ :O
=1

Vhriztiors de

b) h est strictement croissante sur [0 ; 1] et h(0) !ii ourtoutx e [0; 1], h(x)=>1et

I'équation h(x) = 0 n'admet aucune solution sOr

h est continue (car h est dérivable) et strickemept d@croissante sur [1;+ool:

h réalise une bijection de [1;+[

L'équation h(x) = 0 admet une un&;

¢) h(1,84) = 0,007 et h(

184 < o <l 85

—1let0e]—o;e—1].

tion o sur I'intervalle ]1;+oo].

,046 3 103 prés.

Donc
d) Nous &v é a la question précédente que pour tout x € [0; 1], on a h(x) > 1.
[
h es@g itive sur [0 ; 1].
I'int€rvalle [1 ; + oo[, h est strictement décroissante et h(a) = 0.

ensuit que

pour tout x € [1;af, h(x) > 0,
pour tout X €]o;+oo[,h(X) < 0.

Partie Il
2010-2011
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X_
1. f est définie pour tout x > 0 par f (x) = eX L
e’ —x

a) f est définie sur [0 ; + oo si et seulement si, pour tout x >0, on a € —x # 0.
Or, pour tout x > 0, e — x = g(x) + 1, et nous avons montré 3 la question I.1. que
g(x) >0 pour tout x € [0; + oo[.

Il s'ensuit que, pour tout x € [0 ; + o[, € —x > 1.

| f est définie sur[0;+oo[.| O

o
b) Pour tout x >0, fix) = M. f(x) = 1-e - O

e X" -x) 1-xe

De plus, lim (=xe ™) = lim [—ij
X—0

X—>00 e X

]
et lim (LXJ =0 (croissances comparées) S\(
o

X—o\ @
donc lim(1-xe™*)=1. wj:
X—o0

gons lim@l-e ) =1

X—>00

Puisque lim(e™*)=0,
X—00

Par conséquentN lim f(x)=1.
X—>+00
La @quaﬂon y =1est asymptotea C au voisinage dg + oo.
)

eX(eX —x) - (¥ -1)2

c) Pour tout x > 0, f'(x) = 5
€ -x)
P (x) = e2X _xeX —e2¥ _142¢%
€ -x%)?
2010-2011
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Solutions

f()_(2 x)e — .
Ce —X)
h(x)

f'(x) =

)=

d) Le signe de f'(x) dépend uniquement du signe de h(x) car (e* — x)> > 0 pour tout réel

En utilisant le résultat de la question 1.2. d)., nous pouvons affirmer que : O

f“(x) >0 pour tout x € [0; o] O
fla)=0 O @

f’(x) <0 pourtoutx e [a;+ .

f est strictement croissante sur @
et strictement décroissante s m

Remarque : on peut exprimer f(a) sous la f‘:rme.d'u e fraction rationnelle.

En effet, nous savons que a est I

h(a) = 0 équivaut a (2 - aé& 0

o
. e% -1

Par suite, x f(a )—
~ <> —OL

1 1-2+a

f(o) = —2=9

,\( 2—a
(0)=-252—
“ 1 —o 1-2a+a?
2-o 2—o

flo) =2 flo)=——.
=

Tableau de variation de f
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Same e () + o T

rinsions de // a1 \
LI} 1

2. a) Pour tout x>0,

e’ -1

.O
X 1 yaX 2
f(x)—x:e 1-xe” +X

eX —x

o
f(X)_Xz(ex—x—l)—x(e"—x—l) O

eX —x

f(x)—x=

(e* —x-11-x)

f(x)—x= Xy °

b) Soit D la droite d'équation y &

Puisque, pour tout x >0 %> 0 (voir résultat de la question I. 1.) et €* — x > 0 (voir
question I1.1.), nous vong’en déduire que le signe de f(x) — x dépend uniquement du
signe de (1— x)®

Par con

. :
flx) @)outx € [0; 1] et f(x) < x pour tout x € [1; + oo].

P

3. a) Une équation de la tangente a C au point d'abscisse 0 est y = f "(0)x + f(0).

|C est au - dessus de D sur [0;1] et au - dessous de D sur [1;+oq[. |

Or f(0) =0 et f(0) = 1.

Il s'ensuit que

2010-2011
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D est la tangente a C au point d'abscisse 0.

b) Voir représentation graphique.

Exercice 2

Partie A

1. Soit m et p deux réels tels que y = mx + p représente une équation de (D).

Nous savons que (D) passe par J(0; 1) et par K(—1; 0), donc m et p

_— . x . p=1 O
vérifient le systéme d'équations ‘ : ’
-m+p=0.

. o
Par conséquent, nousavonsm=1etp=1. O

|Une équation de (D) est y = x +1.

e
2. On suppose qu'il existe deux réels m et p e un& on ¢ définie sur R telle que, pour
tout réel x,

fix) =mx +p+o¢(x) 5
avec lim ¢(x)=0. 5

a) Nous savons que (D) est as a (C) au voisinage de l'infini, donc
lim (f () — (x+1)) =0. (b:
X—00

Nous pouvonsguss' ue, pour tout x € R, f(x) — (x + 1) = @(x) avec lim ¢(x)=0.
X—00

cr
Par cons@ tout réel x,
@

\ f(X)=x+1+@(x) avec lim o(x)=0.

P

b) Nous savons que (C) admet le point J (O ; 1) pour centre de symétrie. Cette propriété se

traduit algébriquement par :

pourtoutx e R, f(2x0—x)+fix) =2 x 1.

|f(—x)+ f (x) =2 pour tout réel x.
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¢) Puisque I'on a, pour tout x € R, f{x) =x+ 1+ ¢(x)

et f(—x) + f(x) = 2, nous pouvons en déduire que :

pour tout x € R, —X+1+0o(—x)+x+1+0x)=2
o(—x) + o(x) =0

o(=x) = —o(x).

|(pestimpairesur R.| O

Nous avons démontré que, pour tout réel x, f(—x) + f(x) = 2.

@
La fonction dérivée de x = f(—x) + f(x) est x = —f "(—x) + f "(x)". O
La fonction x — 2 admet la fonction nulle pour dérivée.
Il s'ensuit que, pour tout x € R, —f (—x) + f "(x) = g(
soit f/(—x) = f '(x). ¢ x

O

2
3. On suppose que, pour to%ﬁ Yo(x)=(ax+b) e ™ .

Nous avons montré a lafq ion précédente que ¢ est impaire, doncona:

Pour tout x € ﬁ, (—x)+o(x)=0

@Xz )
{l%uit que car e ™ n'est jamais nul.

2
Ainsi, pourtoutx e R, flx) =x+ 1 +axe ™ et

X2

2
f'X)=1+ae™ —2ax’e”

Une équation de (T), tangente a (C) au point d'abscisse O est y = (1 —e)x + 1.
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4 é° Maths Solutions

Son coefficient directeur est f'(0)=1-e
etf(0)=1+ae’—2x0,soitf(0)=1+a.

Par conséquent, 1+a=1-eet

Nous pouvons en déduire que, pour tout x € R,

o(x) = —exe™ oug(x) = —xe ™ etfx)=x+1-xe X 1,
Partie B O
f est définie sur R par f(x) = x + 1—xe X+ ‘ )

@
Remarquons qu'on retrouve la le résultat établi a la derniére st la partie
précédente.

1. a) Pour tout x € R, nous avons :

Fr=1—e X 4 2x2e X4 S
@

Il s'ensuit que f'(0) = 1 — ™, s& =1-e.

b) fl0)=1et upe égliatiopr de la tangente a (C) au point d'abscisse 0 est y = f "(0)(x — 0) + f(0)
ouy=(1-e)x+

o @ |(T) est la tangente a (C) au point d'abscisse O.|

Po %Ix, f(x)—(l—e)x—1=1+x—xe‘x2+1—x+ex—1

fxX)—(1—ex—1=- exe ™ +ex

fiX)— (1—ex—1=ex(1-e™).

ex >0 lorsque x >0 et
,xz 7 . x 7)(2
1-e" >0équivautae™ <1

2010-2011
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4 é° Maths Solutions

—x* < 0, ce qui est toujours vérifié.

Par conséquent, f(x) — (1 — e)x — 1 a le méme signe que x, donc :

|(C) est en dessous de (T) sur]—oo;0]etau-dessus de (T)sur[O; +oo[.|

2
2. a) Nous avons, pour toutx € R, f(x) =1+ (2x* —1) e XL

Par conséquent, pour tout x € R, O
2 2
f7(x)=dxe™ 1 —2x(2x*—1) e X' ‘ )

£7 (x) = (=4 + 6x) e X+ O e

2
et e *1 > 0 pour tout réel x.

f "(x) est du signe de (6

0 \(
b) Nous avons, pour tout x € [0; 1], 6x — 5;:3 = 2b 2x°%).
2x >0 pourtoutx € [0; 1] et 3 —'@qmvaut ax? <%.

Cette derniere inégalité estfo rs vérifiée puisque x € [0; 1].

f"(0)=0et f"(x)>0usix 0 ; 1] alors f " est strictement croissante sur [0 ; 1].
o

Nous avonsf'(N edoncf’(0)<0etf’(1)=2.

f’ étaft de @ et strictement croissante sur [0 ; 1], elle réalise une bijection de [0 ; 1] sur
[1-e
<At§ e;2].

c)f'(0,51) =—0,0055 et f "(0,52) = 0,0475 a 10 * pres,
donc f{0,51) < fla) < f(0,52)

|L'équation f' (x) =0 admet une unique solution a.sur[0 ;1].|
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Solutions

051<a <052

d) Puisque f (o) =0 alors 1 + (20 — 1) e =0 et

Ainsi, fla)=1+a—ae”

fla)=1+a -

e—az +1 — 1

—2a?

1-20.2

o+l

_ (+a)(1-20%) -0

flo)

1- 202

1-20% +a-2a°—a

fla) =

1-

Exercice 3 :
Partie A

Soitf:10; + oof

20,2

—>R

x> f(
o

1.Soitg:]0; +

Ny

- g(x)=x>+2-2Inx.

a &érivable sur ]0 ; + co[ comme somme de deux fonctions dérivables sur ]O ; + oo[,
X B X

242etx > 2Inx.

Pour tout x>0, g'(x) = 2x — %

g’(x)=

2x% =2
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4 é° Maths Solutions

g'(x) = 2(x=D(x+1) _

Sur]0; + oo, x+1 > 0 donc g’(x) est du signe de x — 1.
X

Tableau des variations de g

= o 1 + o
S da £ () - [} LS

M~ ‘-\\‘Lr""—/—’ O

b) g est strictement décroissante sur ]0 ; 1] et strictement croissante sur [1@ avecg(l) =

3donc:
|P0urtoutx>0 g(x)>0| ‘l t O

2.a)| lim f(x)=+o|puisque lim ﬂ:0.

X—>+0 X—+0 X

Pour tout x>0, fix) =x + gInx. e N,
X

.2 .

Or lim==+w et limInx=—-w donc
x—0 X x—0
x>0 x>0

b) x> x, x»—>— xnelnxs&blessur]o + oo[ donc f est dérivable sur ]O ; + oof.

Pour tout x > 0, [(x)=1- —Inx+—><—
o X X X
@;1 %Inx+£2
@ X X
\ X2 +2-2Inx

g 90
=27

Le signe de f '(x) est celui de g(x).

Il s'ensuit que, pour tout x >0, f "(x) > 0.

f est strictement croissante sur 0 ; + oof.
2010-2011
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Tableau des variations de f

+ o
Varkatlors de f F__‘______A——-""
— ol

c) Pour tout x>0, f(x) —x = 2Inx.

lim (f(x)—x)= lim 2% _
X—>-+o0 X—>-+00

| O

La droite d'équation y = x est asymptotea (C) au voisinage de + o

(ce qui n'est pas le cas en zéro puisque nous avons déja la équation x = 0 pour

asymptote).
o

Le signe de f(x) — x est celui de In x sur ]0 ; + ogj, d‘&

flx) —x>0pourx>1 S
[
fix)—x<0pour0<x<1. w{@

fe

(C)estau- dessuls sur]l;+oo[ et (C)estau -dessousde (A)sur]0;1]. |

d) Pour que (T).so
égal é}.

paralléle a (A), il faut et il suffit que le coefficient directeur de (T) soit

x02 +2-2Inxy
X02

1

X0>O

2010-2011
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2 2
o 2-2Inx, =
Ce qui équivauta | * NXo = Xo (*)
Xo >0

Inx, =1
(*) équivaut a { 0
Xo >0

. , 2
L'abscisse de A est xo = e, son ordonnée est fle) =e + —. .
e

Le point A a pour coordonnées (e;e+§} O

e) Courbes représentatives (voir figure ci-dessous.) O e

3. Sur [1; e], nous savons que (C) est au-dessus de (A).

N e 2 ¢
D'ol: A=J.1(f(x)—x)dxcm L4

; .2 S

L (f (%) = x)dx _jl Zincdx 6
- ALY

X ” Inx se présente sous la fo@ u.

x — (In x)°.

L (f () = x)dx =(Ine)? — (In1)?

y . 2
1(f& =1 d'ou|A=1cm?
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Y/
......................... 4NN
......................... . .
I;;'_'_'_g_'_'_'_'_egf o
ot @)
g QO

. . . AT 1
4. f est continue et strictement croissante sur ]0; + o iction a l'intervalle [E;l} est
o

aussi continue et strictement croissante. o

Deplus: f 1 :1+4Inl:£—4ln2 Soi 1
2) 2 2 2

f(1) = 1 soit f(1) > 0. Doncfréali@ﬂjection de E;l} sur E—MnZ;l} et Oe[%—4ln 2;1}

>

II's'ensuit que I'gquagign = 0 admet une solution unique xg appartenant & I'mtervalleh;l}

@
Partie B@
?P&O&oo[ —>R

Xt h(x) = e 2

1. Pourtout x B;l} , h(x) = x équivaut a :

2010-2011
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XZ
e 2 =x
¥2
——=Inx
—x% = 2Inx
—X= 2|n_X
X
0=x+ 2In_x
X
0= f(x).
Xg est I'unique solution de I'équation h(x) = xsurB;l} ‘ ’
O°
2.Soitl = {1;1} .
2

Pour tout x B;l} ,

(car x > e stgict

s am):
Ore %@ce >

N |-
IA
>
IA
[N

IN
Y
IN
[ERN

OO\H

Se

nt'¢foissante sur R).

S

PourtoutXGB } h(x) e [1 }

2010-2011
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Exponentielles

4 é° Maths Solutions

3. a) h est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables sur R,
donc sa restriction a ]O ; + oo[ est dérivable sur cet intervalle.

Pour tout x>0,

h'(x)=-xe 2

h'()=|-e 2 [+(=x)-xe 2

h'(x)=—-e 2 +x% 2 ‘ )
2

X

h'(x)=(x2-1)e 2 O o

x? x?

h'* (x) = (x =1)(x +1)e77 avec (x +1) e 2 >0surl.

b) h”'(x) est du signe de x — 1 sur Bl} R

o\(
Tableau des variations de h’ : 5

1
Sieme e 764) - g

Varistions ds 57 \\:

=

1
3

c) h' est strictegnenfidécr@issante sur | et h'(x) € {h' @;n [%ﬂ

o@ L 1
1 1 -+
Pourto& 7 e 2£h‘(x)£—5e 8

S 1
/l/ b (x)|<e 2

4. Soit la suite (u,) définie par : up=1 et u,.; = h(u,).
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a)ug=1et L < up<1.
2

1 , 1
Supposons 5 < u, £1 et démontrons alors que 2 <u1<1pourk>0.
Or h’” est négative sur | donc h décroissante sur I.

Donc: % <uc<l.

1 1
h(1) < h(uy) Sh(%) avec h(1) = e 2 eth[%)=es O

1 1

Y ) @
e 2<ug, <e 8 O

1 1 21 1
e 2 ~06donc ESe 2.0 8%088donce 8<1.

[
SUH;[S].. o

Pour tou@,;un <
S
Vous pouvez aussi utiliser le fai% rtout x € 1, h(x)

Or u, € limplique h(u,) = u,

Il s'ensuit que :

N |-

1.

el

1
b) Pour tout x g |, est défivable avec |h'(x)| < e 2

Il s‘ensu@tous aetbélémentsdel,

[ J
xj !
Qh ~hla)l <e 2 [b-a] ()
rgoutn € N, u, € | donc prenons u, = b.
De plus, xo € |, prenons alors a = xq.
(*) s'écrit alors :
1

pour toutn € N, |h(u,) — h(xo)| < e 2 |u, —xo]
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1
lun+1—Xo| <€ 2|up —Xo|

1
c)Pourtoutn e N, |U,+1—Xo| <€ 2 |u,—Xo].

Nous avons : pour tout n € N, u, # Xo.
1

|ui—xol < e 2 |uo—Xol

: Q
lus —xo] <€ 2 |uy— X0l Multiplions membre a memb

. s " +%
................................... ces n inégalités dans R" .

[U,—1=Xol <€ 2 |up_y—Xol

1

[u,—Xol <€ 2 |up-1—xo x
65

Aprés simplification, cela donne ;

Pour toutn € N, IUH% e 2| |ug—xo

& M <e 2]1-xl.
?l/é?

OS].—X()S

N |-

n
1 —
D'ou: [pourtoutneN,|u, —x0|s5e 2,

2010-2011
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n
5.a) %e 2 <1072 équivaut a ;

n n
1ol . 502.100:e25500: "> Inso0
n " 100 2
2e2

n>2In500r2In50 ~ 7,8.

n
. . 1 )
Le plus petit entier naturel nq tel que, pour tout n > ny, Ee 2 <107 est O

b) D'aprés 4. b), nous avons : ‘ ’
n @
pourtoutneN,lun—xo|g%e 2 O

1 ey _ N .
Donc: |u, —Xo| <=e 2 avec =e 2 <10>d'apres estion précédente.
flo 2 2

ug est une approximation de x; a 107 pr% e
ug=0,75. v

exercice 4 :

Partie A 4
@ est d.éutx € R, par p(x) = e +x+1.

. &érivable sur R comme somme de deux fonctions dérivables surR (x — e* et x > x
+ 1yet,
pour tout x € R, @'(x) =e* + 1.

Pour tout x € R, "> 0, donc, pour tout x € R, ¢' (x) > 0.

¢ est strictement croissante sur R.
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lime*=0

De plus, <*7>~
lim (x+1) = -0

X—>—00

donc lim @(x) =—
X—>—0

lim e* =+
et X—>+00

lim (x+1) =+

X—>+00

donc | lim @(x) = +oo. O
X—>+00

@
2. ¢ est continue (puisque dérivable) et strictement croissantegsur aIise une bijection
de RsurR.

Par conséquent, 0 admet un unique antécédent a par .

De plus, ¢(— 1,28) =— 0,002 4 10> prés o
[ 4
et p(—1,27) = 0,011 3 1072 pres soit (- 1,28) (8}11,27)
o

donc-1,28<a<—-1,27.

L'équation ¢(x) = 0 admet une @ﬁtion a telle que
(D —-1,28<0,<—1,27.

L[4
3. ¢ étant strict& oissante sur R, et sachant que ¢(a) = 0, nous en déduisons que :

.@ Pour tout x e ]—oo;a[, @(x) <O0.
¢(a) =0.
/l/" Pour tout x € Jou;+oof, ¢(x) > 0.

Partie B
X
f est définie, pour tout x € R, par f(x) = ):e :
e’ +1
2010-2011
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1. Pour tout x € R,

X X X X X
f'(x):(e +xe”)(e” +1)—e" xxe

(e +1)?
oy €L+ x)(e* +1) —e* x xe*
)= (e* +l)2
F(x) = e*[@+ x)(e* +1) — xe¥]

(eX +1)2

oy e[ +1+ xe™ + x—xe’] c
re= (" +1)? C)

[ J
P € X O

(e* +1)?

e*o(x)
€ +1)* o

5 x
Le signe de f' (x) est le signe de ¢(x) car, @out x € R, (xe—l)z > 0.
e” +

soit, pour tout réel x, f'(x) =

Nous en déduisons, en utilisant@ tat de la question A.3. que :

our tout x e J—oo;a[, f(x)<0.
f'(a) = 0.
o Pour tout x € Ja.;+ [, f'(x)>0.
[ J
feststri ent décroissante sur ]— o ; o] et strictement croissante sur [o. ; + oo|.

2. Nous savons que a est I'unique solution réelle de I'équation ¢(x) = 0, c'est-a-dire que nous
avons :

2010-2011
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D'autre part, f(a)= ae”
e* +1
_a(-a-1)
donc fla) p——]
fla) _o(-a-1)

Puisque — 1,28 < a. < — 1,27, nous obtenons — 0,28 <o + 1 < —0,27. O

|-0.28< f (o) <-0,27| C)
@
Un encadrement de f(a) est — 0,28 < fla) < — 0,27. E O

3. Une équation de la tangente T a (C) au point d'absci e
]
y =1 (0)x +f(0) o

avec flo)=0 S
o
Lo e2(e% +1) 5
ot f10)= (0 +1)2 'v

Par suite,

m;@“ﬁ?

xe* 1
—x= -=x
ﬂ/)Z eX41 2

_1_ 2xe"—x(e*+1)
fo) =5 2(e" +1)

1o x(2e* —e* -1)
fx) 2% 2(e* +1)
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1 :x(ex—l)
fx 2% 2(e* +1)

Le signe de f(x) —%x est le signe de x(e* — 1) car, pour toutx € R, e*+1>0.

Or, pour tout x >0,

e*> e° (la fonction exp étant strictement croissante sur R) O
e>1 O
e*—1>0.

@
Ainsi, pour tout x >0, x(e* — 1) > 0. O

De plus, pour tout x <0,

e*<e’ Py
[ 4
e’<1
e'—1<0 6 o
Par conséquent, pour tout x <0, — 0.

7

r tout réel x, f(x) —%x >0.

(C) est au-dessus d r
o

4. Nmﬁ@n X0
——0
31& 1
—>-0@” +]

et lim xe* =0 (croissances comparées).

X—>—00

Par conséquent, | lim f(x)=0.

X—>—00

L'axe des abscisses est asymptote a (C) au voisinage de — .
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Pour tout x € R, fix) - X
M 1
e (1 + Xj
e
fix) =
1+ ix
e

or lim <~ 0 O
X—>+00 eX
donc lim L:1 O

et lim x = +co.
X—>+00
Par conséquent, lim f(x)=+oo.
X—>+00 r]
0 \(
ex 5
Pour tout x € R, fix) — -

fx) - 7§U
X
/I/&\ : 7 xj

. e . .
lim —=+00 (croissances comparées)
or X—+0 X

et, pour

1
lim ==0
X—>+0 X

2010-2011
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X
donc lim [e—+£]:+oo.

X—+oo| X X

et lim =0.

1
7_1’_*
X

Il s'ensuit que | lim [f(x)—x]=0.
X—>+00

La droite D d'équation y = x est asymptote a (C) au voisinage de + . O

De plus, nous avons montré que, pour tout x € R,

O
F(X) =X =2

e’ +1

f (x) — x est du signe de — x puisque, pour tout x € R, e* jql >
o

Nous en déduisons que : Py \(

Pourtoutx <0, f—x>0;
Pour tou’X .0, ® (99 — x < 0.
=QAorsque x=0.

u-dessous de D sur ]0 ; + oo[ et D coupe (C) en O.

(C) est au-dessus de D sur ]—

5. Tableau d Nons def
o { ,

Y

= —a 3 +

4 simear= - v +

Wariatiors
e \ //
ot 1

6. Représentation graphique
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1
'y

(<]

"

Partie C (D

g est définie pgur t ; 1] par g(x) =In (1 + €Y.

x

4 X X

1. Po xe[0;1], g(x)=—— et, pourtoutx € [0; 1] —>0.
e 41 “+1

ﬁly{@o;rtoutx €[0;1],9'(x)>0.

g est strictement croissante sur [0 ; 1].

2. Nous avons
g(0)=In(1+¢€°%
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g(0)=1In2
v €
o 9'(0)= e +1
g'(0)= -

Une équation de la tangenteen Aa (L) est:y =%x +1In 2.

O

3. B est le point de (L) d'abscisse 1 et |, le point de I'axe (O ;i ) d'abscisse 1.0

La droite (IB) admet donc pour équation x = 1. d

Le point P d'intersection de (IB) avec la tangente en A a (L) ad r abscisse 1 et pour

ordonnée %+ In 2.

e
L'aire du trapeze OIPA, exprimée en unités d'gjre, gst :

Ao = (IP+02A)><OI 5
1 E
(2+Iniw
Aopa = 2 7
Aoiragl~ ;
o

x

Celle du tr IBA (exprimée en unités d'aire) est :

(IB+0A)xOlI

/l;§ ron = (222

_(In(L+e") +In2)x1
IBA — 2

Aqiga = %[In @+e)+In2]

Aoiga = %[In 2(1+e)]

2010-2011

www.zribimaths.jimdo.com Page 27



L.S.EfRiadh Mr Zribi

Exponentielles

4 é° Maths Solutions

Aoiga =Iny/2(1+e)

4. g est strictement croissante sur [0 ; 1] et g(0) > 0.

Par conséquent, g est positive sur [0 ; 1], et I'aire du domaine délimité par |'axe des
ordonnées (c'est-a-dire la droite (OA)), la droite d'équation x = 1 (droite (IP) ou (IB)), et I
des abscisses (droite (Ol)), exprimée

en unités d'aire, est : I;g(x) dx. O

@
On admet que (L) est située entre [AP] et [AB]. O

Par conséquent, Agpa < j g(x)dx <Agga

3+|n2<j g(x)d>9<

5. Calculons | -J f(x)dx, c'est-a-dire | = @I aide d'une intégration par parties, en
posant : v
u(x) =x &'

X

V'(X) =

=In(l+e*).

, v, u' et v'sont continues sur [0 ; 1], donc

Les ﬂ){crﬁg
/l/ =[uvof —I;u'(x)v(x) dx

1= [xIn(+ e} ~ [+ eryax

| = In(1+el)—0—_[:g(x)dx

[[teode=In@re)-[ g0 dx
0 0
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6. Nous avons :

In 2+%s j:g(x) dx < Iny2(L+e)
! 1
donc -Iny2(l+e) < —_[Og(x) dx<—In Z—Z

Ind+e)-In4/2(1+e) < In(1+e)—j;g(x) dx<In(l+e)—In 2—% O
l+e 1 l+e 1
" g b WHENT C

Lppite jf(x)dx<|n1+7e—%.

N

Partie A

f est définie pour tout x € R par f

1. a) Pour tout x € R,

f(—

e ¥+1  e*+1
3
e

-1 "
x)+f(x)— X 3e -1
i-i-l ex+1
eX
‘ X 8-l
f(=x)+ f(X)=——
/l/ 0+ 100 1+e eX+1

eX 3e* -1
+
1+e*  e*+1
2(e* +1)
X111
|Pourtout réel x, f(-x)+ f(x)= 2,|

Fex)+ F(x) =2

f(=x) + f(x) =
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Rappelons qu'un point | de coordonnées (a ; b) est centre de symétrie pour la courbe représentative
d'une fonction f d'ensemble de définition D; si et seulement si, pour tout x € Dy,
2a—xeDfetf(2a—x)+f(x) =

Le point A de coordonnées (0 ; 1) est centre de symétrie pour I.

b) Nous avons  lim e¢* =0
X—>—o0
donc lim (3" -1)=-1
X—>—0
et lim (e*+1)=1.
X—>—0
Par conséquent, | lim f(x)=-1. O
X—>—00
La droite d'équation y = — 1 est asymptote a I" au voisinage de — . ‘ )

Etudions la limite de f en + oo. O o

Premiére méthode

Nous avons montré précédemment que la droite d'équation y = t'asymptote a I" au voisinage de —

o0,
Le point A de coordonnées (0 ; 1) est centre de symétre p a droite symétrique de la droite
d'équation Py

y = — 1 par rapport a A admet pour équationy = 3.
La droite d'équation y = 3 est donc asymptote a I" au voiSinage de + oo, c'est-a-dire que

Deuxiéme méthode

. 3e
Nous avons lim =alim

en posant X =e xha( ue lim e* =4
X—>+00
: lim :3.
‘( Xostoo X +1
4/ lim f(x)=3.

X—>+%0

La droite d'équation y = 3 est asymptote a I" au voisinage de + .

3eX (¥ +1) -e*(3e* -1)
(e* +1)?

¢) Pourtout x € R, f'(x) =
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36 4+ 3% — 3 + ¢

= @ +1)°

4e*

Pour tout réel x, f'(X)=-——.
(e* +1)

Or, pour tout réel x, 4e*> 0 et (¢* + 1)*> 0, donc
pour tout x € R, f'(x) > 0.
f est strictement croissante sur R.
2. a) Une équation de la tangente T a I" au point d'abscisse O est

y=F(0) x +£(0)

0

avec f(0) = % O
(e"+1 O

o 4
0=

@
f(0) =1 O
et f(0) = 1.

Une équation de la tangente T au point Aesty =x + 1.

b) ¢ est la fonction définie, pour toutx € R, par \(
o(x) = f(x) - (x+1) ,\
3e*-1
X) = -x-1
o(x) ) c‘ o
Pourtoutx e R, ¢'(x) = f'(x)-1 v
, 4e*
¢'(x) = Iy

—(e¥)?—2e* -1
(e* +1)2

o (€97 —2e"+1

.@(X)_ (" +1)?
2
Pour tout réel x, (p'(x):—[e _1j .

/l/ e*+1

e* -1

e +1

2
Pour toutx € R, ( ] >0, donc pour tout x € R, ¢'(x) < 0 avec ¢'(0) = 0, et, pour tout x = 0, ¢'(X)

<0.
¢ est strictement décroissante sur R.

De plus, ¢(0) = f(0) — 1

Il s'ensuit que :
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pour tout x €] —o0;0[, @(x) > 0;
pour tout x €]0;+oo[, @(X)<0.

c¢) Du résultat précédent, nous déduisons que :
pour tout x e]—oo;0[, f(X)>x+1;

pour tout x €]0;+oo[, f(X)<x+1.

T est au-dessus de T sur ]— oo ; 0] et au-dessous de T sur [0 ; + oo].

3. Représentation graphique

'r'"r""'"""’"T""""."'T'/'"".'"’"'T' O
L3 ' : . ‘ )
L o

a Q

-k = =

i

|

I

I

|
ko=

I

I

I
-

I

|

1

T

i

|

i

]

I

Rl L EEEE TERY T CET

R o L L T -

Partie B &
a) f(x) = x équivaut a (D

\, {Iim f(x)=-1
De[& XT)_OO
Ilrp (X+1) =-o
G

lim @(x) =40
X—>—00

lim (x+1) =40
X—>+0

{ lim f(x)=3

lim o(X) = —o.
X—>+00
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¢ réalise une bijection de R sur R, et I'équation ¢(x) = — 1 admet une unique solution a.
Puisque ¢(2) =-0,440,1 pres
etque o(3)=-1,1a0,1pres, avec ¢(3) <-1<p(2),

nous en déduisons que D d'équation y = x coupe I" en un unique point dont I'abscisse a vérifie 2 < a.
<3.

X X X
2.a) Pour tout x € R, ae —1:4e (e"+1)

4e" | 31 O e
e +1 e +1

4e*
eX

1=,

o
Pour tout réel x,

6 ’
X N .
Nous avons, pour tout x € R, f (x)&)l ou u(x) =e* +1avec u positive sur R.
u

Il s'ensuit qu'une primitive F R est définie par :
F(x)=4In(e"+1)—x.

o
b) Nou:a@}aue @ est strictement décroissante sur R.
Ainsi, utx € [0; ], nous avons
¢(0) 2 9(x) = ()

avec o(0)=0et p(a) =—1.
Par suite, pour tout x € [0; a],

0>¢(x)>-1
ou -1<o(x)<0
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1< f(x)-(x+1) <0
x< f(X)<x+1.

Il s'ensuit que I" est au-dessus de D sur l'intervalle [O ; a].

L'aire A du domaine délimité par I', D et les droites d'équations x = 0 et x = a, exprimée en unités

d'aire, est donnée par :

A=j:[f(x)-x]dx

o] QO

o @
A=[4In(ex+1)—x—%x2} O

0

c'est-a-dire A=4In(e* +1) —a—%(xz —41n(e® +1)

A= 4ln(e" +1)—oc—%oc2—4ln§?«
[ J

g g g g
i i ] L] i ¥ L] ] 1 [l ] 1
P i 3 N D
RN ¢ 7 i
H ' H H H ' ' [ ' ' 0
e = ol ol P b & . - -__H'"_:_'-t' .al.
R oo
T T =ps=—ja= A L T )
P ‘.Nl s A A
R L = a2 M0
oo M a i, T T i
et I R e S e a—
] L] i i i L] 1 [} [] [] 1 [}
Gt oA/

4/’

Partie C

1. Soit | I'intervalle [2 ; 3].

a) Nous avons montré a la question A.1. que

4e*
pour tout x € R, fX)=—F=-
(e +1)
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Or, pour tout x € R,

X —
4 1 : 1 . :4e +1 2ZI.
e¥+1 (" +1) (e*+1)

P S S
¥+l (©*+1)%) (e +1)?

Pour tout réel x, f'(x) =4 —> _;2_ O
e¥+1 (¥ +1)

o
b) Nous avons déja montré que, pour tout réel x, f'(x) > 0. O

Par conséquent,

- ! < 1 puisque, poust el ;
e +1 (¥ +1)% e +1 ’

De plus, pour tout réel x,

Or, pour toutx € [2; 3], °
e’ < e¥<e® (lafonction exp est stricteme m{nte sur R)
0<e’+1<e+1<e’+1 % Py
31 < ! < 21 .
e°+1 e +1 e +1
Par conséquent, nous avons pw xe[2;3],

0< f(x) <

Py e? +1

o +1
1
Comme %}gloz prés, c'est-a-dire que 4 < 5
e
q

il s'e@pour toutx e [2; 3],
1
f(x)<=.
/l/ <) 2

Pour tout x €[2;3], | f'(x)|s%.

1
c) f est dérivable sur | avec, pour tout x € I, | f'(X) | < 7

D'apres l'inégalité des accroissements finis, nous avons :
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pour tous réels x et x'de l, | f(x)— f(x')|£%| X=X |

En appliquant ce résultat au cas particulier ol x'= a (o0 € | d'apres la question B.1., nous en déduisons
que

pour tout réel xde I, | f(x) - f(a)|£%|x—a|.

2. Soit (u,) la suite d'éléments de | définie par O
UO = 3
Uy = f(u,)pourneN. c

o
a) Raisonnons par récurrence sur n.

|u0—a|=|3—a| et i():l,
2
1 1 e
donc |uo—a|=2—0|3—a| soit |u0—a|S2—0|3—g|. \(
Supposons que, pour un entier n fixé, | u, — %’%H |, et démontrons que

1
|un+l_a|32n+l|3_a|' &

Nous avons |un+1 —OL|=|

car Uy =d (U

et
L4

Or, d' /%(resultat de la question précédente, nous avons

1
f(u,)- f(a)|£5|un—(x|
1
donc |un+l—oc|S§|un—oc|

1 1
|un+l—oc|s§><2—n|3—a|
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[t —a<5]3-0

Pour tout entier naturel n, |u, —a|< i| 3-al
2!’1

b) o € [2; 3], donc | 3—a | <1. Nous avons donc, pour toutn € N,

Zi” 3—a|£2—1n

PN O,
Pour que u, soit une valeur approchée de o a 10~ prés, il suffit que 2_" <1073, O
Or 2%310‘3 équivaut a O e

2">10

In (2") > In (10%) (la fonction In est stricte roissante sur ]0 ; + oo[)
[

nin2>31In10 [

3In10 ,\
nz= .
In2 6 g
0 R . .
=9,96a0,01 pres,& vons avoir n > 10.
Uy, st une vale rochéede o210~ préset u;, =2,762410° prés.
. :

Puisque
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Exercices coniques corrigés

Le plan euclidien Pest rapporté a un repére orthonormal(Of, |)

1-) a-) Déterminer une équation cartésienne de la parabole de foye(%’, 2) et de directrice D:x = 3.

On appelle (P) cette parabole.
MOGYOP) = MP=dM,DF = (3-x + @y

M(x, Y)O(P) = %—x+x2+4—4/+y2:x2—6(+9

_(x=3y
“THG

Une équation cartésienne de (P) est doncy” + 20« — 16/— 19 = (.

1-) b-) Déterminer une équation cartésienne de la conique d'excentricité 5, de foyer F(3, 2)
et de directrice associée d'équation= 1.

L'excentricité est supérieure a 1 donc il s'agit d'une hyperbole (H).
M(x, Y)OH) < MF=25d(M, D) « (x—3F+(y—2}= %/ +11)2
M(X!y)D(H) ind X2—6(+9 +y2—4y+4:y2_%/+ 1

Une équation cartésienne de (H) est dong’ — &x— 2y + 12 = Q.

1) ¢-) Déterminer une équation cartésienne de I'ellipse tangente a (@)
de sommets principaux A(5, 1) et A'(1, 1).

Géométriqguement, le point de contact de I'ellipse (E)
avec (O,i) est B(3, 0) et le centre de I'ellipse @¢8, 1).

Par suite,a:% =2 eth=0B=1.

2
Dans le repére, T, |), (E) a pour équation)% +Y*=1.

. N o X=x-3
Quand on revient dans le repére {Q}), { V= ;(/ 1 Cequidonnex(-3 3F + 4y — 1F = 4.

Une équation cartésienne de (E) est doMg’ + 4y° — & — 8 + 9 = (.
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1)

d-) Déterminer une équation cartésienne de la parabole (P) de foyer F(1, 2) et de directrice D

dans les cas suivants:

a-) D= (AB) avec A(0, 1) et B(3, 0)

B) D: x-3+5=0

y-) D passe par O et est orthogonale a D'x2-y + 3 =0

Rappel  Si D a pour équation cartésienag + by +c =0
axa +bxg +¢C
alors d(A, D 3%+ bxs + ¢|
(A, D) s 02
X 3

a-) D=(A AB) donc Mk y)OD < ‘y—l -1

MO(P) M:(x—l)z+(y—2)2

- 10

‘:o - Xx+3y-3=0.

MOP) = X+ 97 +9+ 6&y— 6x— 18 = 10¢ — 20k + 10 + 1§” — 40/ + 40

MOP) = 9C—6xy+y—1&—2%+41=0

B) MOP) - M = (x—1f + (y— 2f

MOP) - 4x2+9y2+25—12y+20<—3(y—13<2—26<+ 13+ 13’ - 5% +52

MOP) « 9¢+1Xy+ 4y —46K—2% +40=0

y-)  U(1, 2) est un vecteur directeur de D' donc un vecteur normal a D.
Par suite, D a une équation cartésienne de la forme2d+ k = 0.
Comme O(0, @)D, D a pour équation cartésienre- 2y = 0.

MOP) - (X+2y) = (x—1F + (y— 2

MO(P) < X +4xy+4y2—5x2—10(+5+5/2—20y+20
MOP)  4C—4aky+y —1Kk—20/+25=0
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2-) a-) Construire la courbe d'équationy? — 6y + 2x + 10 = 0 en précisant foyer(s), directrice(s)
et excentricite.
Donner une équation cartésienne de la tangente a la courbe aux points d'abscisse -1.

Y -6 +2Xx+10=0 « -X=y'—6/+10 « -X=(y-3f+1 - -2(x+%):(y_3)2

Dans le repéreQ, i, j) avec Q(— % j on reconnait la parabole (P) d'équatiére¥2X.

(excentricité:) de foyer F(-1, 0) et de directrice d'équation Y = 1.

Dans le repére (d,, ) cette parabole a pour foyer(—lg, 3) et pour directrice la droi4e< =% .

Le sommet de cette parabole est le po@t S)

Si x=-1alorsy*—6y+8=0 ce qui donng =2 ouy = 4.

- Latangente a (P) en A(-1, 2) a pour équation cartésigre- 3¢/ + 2) + 1k—1) + 10=0
soit [x—y +3=0.

- Latangente a (P) en B(-1, 4) a pour équation cartésigrie- 3/ + 4) + 1k— 1) +10=0

soit [x+y-3=4.

W]
ra-
—
i
—
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2-) b-) Construire la courbe d'équation 3 + 4y* + x — 39 = 0 en précisant foyer(s), directrice(s)
et excentricité.
Donner une équation cartésienne de la tangente a la courbe aux points d'abscisse 3.

1 1
3¢ +47+x-39=0 {x2+2><><x+36) + 4yF — 15-39=0

12
3+ 4P +x—30=0 - :{ j+4y2 469@ (X+6)+ y2:l

469 469

36 48
NP 1 I o XE YR

Dans le repere, i, J) avecQ 6 0| on reconnait I'ellipse (E) dequatrgﬁ+62- 1.
aveca’ =43—? et b®= A;gg Commea? > b® son axe focal esf), 1).

: 2 _4691 1) _469 3[469
Par ailleurs,c 1213 4) =12 doncc= 1 -
Cette ellipse a pour excentricité = g % .
Dans Q, T, J), 3%9, j D: x:%=32z39 et DX = -3@

D x=2469-1 | . _-2[460 -1

3 ' 3

Dans (O, |), F( 469 - : j

Si x=3alors 27 +§¥+3-39=0 ce qui donny?=% d'ou y=gouy:-g.

Lx+3)-39=0

- Latangente a (E) en(a, % a pour équation cartésienn@x3 + 4,»% + 2(

soit | 1%+ 12y — 75 = Q.

- Latangente a (E) er( : g’) a pour équation cartésienn@x3 + 4y><( 3) %(x +3)-39=0

soit | 1%— 1% — 75 = Q.
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2-)

Construire la courbe d'équation -3¢ + y* — & — 4 = 0 en précisant foyer(s), directrice(s)
et excentricite.

Donner une équation cartésienne de la tangente a la courbe aux points d'abscisse 0.

B+Y - H—4=0 o -3(x2+2x%+1—;j+y2=4_1—6

(<3
B+ - &K-4=0 = -({x+%j2+y2:-% - 3 —%zl

2 2
Dans le repérey, T, j) avec Q(— % j on reconnait I'hyperbole (H) d'équatf)éﬁ—%z =1.

avec =2 etb?=2 daxe focalQ, 7).

9 3
- 2_4,12_16 _4
Par ailleurs,c =9t 9 "9 doncc—3.
Cette hyperbole a pour excentric té=§1 =
! _ A LA R S S
Dans Q, i, |), 3,0) doncF—O,éB,Oj, D.X—C =3 et D" =3

et les asymptotes ont pour équations cartésienn,&i)v =0.

Dans (O,i, |), , F(%) D:x=-% et| D" =2

3
et les asymptdtes ont pour équations cartésiermes 84 = 0.

Si x=0alorsy* = 4 ce qui donne/ = -2 ouy = 2.

- Latangente a (H) en A(0, -2) a pour équation cartésienxred Byx(-2) — 4k +0)—-4=0
soit [ x+y+2=d.

- Latangente a (H) en B(0, 2) a pour équation cartésienad 3yx2 — 4+ 0)—-4=0
soit | x—y+2=4d.
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3-) a-) Reconnaitre la courbe d'équation: y* + 3y — 5 +3 =0
_ 3,:9) 9 SP_o52( 3
V+3y-X+3=0 < (y2+2x2y+4j_5x—3+4 - (y+2j —2><2(x—20j
X= x—é
e 20 5
ce qui s'ecrit: ¥= 2pX avec 3 et p=5
- 2
Y=y+35
2
Il s'agit de la parabole de somn@etd'axe focalQ, i) et de paramétne avecQ(%, —g)
DansQ, 1, ) F(§ 0) et D: X==
s Iy 1) 4 : =7
5 & 7 3 Lo 11
Dans (O,1, j), F( ,—2) et D.x——lo.
D 4—2 F
Y 2_ J___,--”’J ,,,,,, —
i
2 ILE IV 2 3 A 5
] H
2_
11
T~
T
3-) b-) Reconnaitre la courbe d'équation: x*— & + 3y =0

X¥—&X+3y=0 - (x—4)2:—‘{y—1—?f5)

X=x-4 3
i sS'@crit: = — 16 ==
ce qui s'ecrit: DY avec Y:y+? et p 5
Il s'agit de la parabole de somn@gtd'axe focalQ, — j) et de paramétne avecQ(4, —1—3?)
& & 3 Cv.3
Dans Q, i, |), F(O, _4j et D: Y—4.
P 55 . _13
Dans (O,1, j), F(4, 12) et D.y—12.
8
y 4
2 -
. {I e
2 g p) i 6 By, 10
fj. 4‘ \H'x

Corrigés des exercices sur les conigudsycée Secondaire EL KSOUR-- Page6

Devoir.tn
toutes les matiéres, tous les niveaux



3-) c¢-) Reconnaitre la courbe d'équation: y* — 4y + 4 =0
V—ty+4=0 « (y—2F=0 o y=2
Il s'agit d'une droite cbnique dégénérge
3-) d-) Reconnaitre la courbe d'équation: 8 + 4/ —8/=0
_ 2 _ S _
C+4P-8=0 - A+4(-1F=4 - ?+(y—1)2—1
%
X YP X =X _ 23 _
ce quisecritz +17=1 avec{Yzy_1 a=—3- etb=1
Commea > b, il s'agit d'une ellipse de cen@®0, 1) et d'axe focaky, 1.
Elle a pour sommets ; %E 1), A (—%E 1), B1(0, 0) = O et B(0, 2).
c:\/az—bzzlgé d'ou F(%E 1) et F(—lgé, 1) et ezgz%
2
Enfin, iz‘h@ d'ou O: xz—ﬂé et D xzﬂé
c 3 3 3
254
- "’FFE____““&K
A 15 \‘1
] SRt )
\\D.E_ ) //
2 ¢ 1. 2
0.5+ .
3-) e-) Reconnaitre la courbe d'équation: X—3Y+(y—1F+1=0
Cette équation est impossible €4k, y)OR? (x—3F+ (y—1F+1>1.
Donc c'est I'équation de I'ensemble videnjque dégénérge
3-) f) Reconnaitre la courbe d'équation: X—3f—(—1f+1=0

x-3f-y-1f+1=0 -
Il s'agit donc d'une hyperbole équilatére d'axe fo€xlj] avecQ(3, 1).
Les asymptbtes ont pour équatiprr X — 2 ety = —x + 4.
c=Afa®+b’=+/2 donc F(3,14/2) et F(3, 14/2).

2
a® N2 oo .2 . N2
P d'ou Q.y—1+2 et [}—1—2

A G {X:X_B ta=1
52'—52'—— avec Y:y—l eta=1.
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3-) g-) Reconnaitre la courbe d'équation: x> —=y* + 4x -2+ 3 =0
Xy +a4x—Y+3=0 « (x+2f—(y+1f=-3+4—-1- x+y+3=00u x—y+1=0
Il s'agit de la réunion de deux droitesorfiqgue dégénérge

3-) h-) Reconnaitre la courbe d'équation: X — 1Y + (y — 4f = 2(x + 4Y

(x—1F + (y—4f =2 + 4F < x2—2<+1—2<2—16<—32+g/—4)2=o
(x—1F+(y—4F = 2K + 4F = X —1&-— 81+(/ 49 =-81-1+32
(x—1Y + (y—4F =2 + 4Y - (x+)22 )22 -50

(y 4

(k=1 + (- 4f =2+ 4f - &E2

2 2
Dans Q, T, j) avecQ(-9, 4) on reconnait I'nyperbole équilaté%?—%z =1 d'axe focal@, 1)

aveca’=b?>=50 d'ouc® =100 etc=10.

Cette hyperbole a pour excentric te‘:gl = \/5

Dans Q,i,]), F(10,0), F(-10,0), D: X=5, D'=-5
et les asympt6tes ont pour équation X £Y = 0.
Dans (O,i, ), F(1,0), F(-19,0), Dx=-4, D x=-14
et les asymptotes ont pour équativrry+5 =0 etx—y+ 13 =0.
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3-)

i-)

¥ -y +X+2Y+A=0 = (x+gj2—(y—1)2:H

Reconnaitre la courbe d'équation: x> —y*+ 3 + 2y +A =0

4
.5 . 1 5_ L .
- SiA =z on obtient x +y +5= 0 ou x-y +5= 0 (réunion de deux droites).
3
— 2 y? X=x+75
Sir <2 on poseu - K2 d'oll p—Y5=1 avec 2
4 4 K K Yy =
—y-— 1
ce qui donne une hyperbole équilatére de céheed'axe focal®, i) avecQ (—g 1).
3
_ 2 2 X =X + =
Sia>2 on pose—5 A _ K2 dod XY =—1 avec 2
4 4 K K -
Y=y-1
ce qui donne une hyperbole équilatére de c€heed'axe focal®@, j) avecQ (—g j
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Reconnaitre la courbe d'équation: 4+ 1 —i| = 2Re(2

Si on posez =x +iy avec¥, y)OR?,

P+ 1-i]=2Re(d = ~(x+1F+(y-1f=2
x=0

prizi=2r - {x2+2x+1+6/—1)2:4x2 (1)
1) = '{XZ—ZX%XX+%j+(y—1)2=_1_%

1) ) ) =1
9 3
/- N3 1 A x2 Y2_ ' &
Dans Q, i, ) avecQ 3 1| on reconnaltlhyperboleéz—gz— 1 d'axe focal@, i)
2_4 >_4 . . 2_16 _4
aveca =g et b =3 douc’ = 9 etc—3.

Cette hyperbole a pour excentric té=§1 =2

Dans Q’ %! f)l F(ﬂ! 0)1 F(- %) )1 D- x :%, DI = '%

et les asymptotes ont pour équatiqfé)ét Y =0.

Dans (O,i, ), F(§ 1), F'(-1, 1), Dx=2 D" x=0

3 3
et les asymptotes ont pour équatior +3/_3y— 1 —\/5 =0 et 8—\/_3y— 1 +\/§ =0.

La courbe cherchée est la partie de cette hyperbole contenue dans le demi-ptan0.

4 i
"2 Y

Oty 2 3

2-

4-
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4-) Reconnaitre la nature des courbes données par les égquations suivantes:

a-)
b-)
c-)
d-)

a-)

b-)

d-)

(& — 2y + 5F = 5[(x — 1Y + (y + 3¥]
(X — 2y +5F =5x° +y* — & + 2y + 5]
X—2y+5F=(x—1F+ (y+ 4y

(x — 2y + 5Y = 10[(x — 1f + (y + 2]

- 2
La relation proposée s'écrit(‘x—j_susg =(x—1f+ (y+ 3y

soit d(M, Df = MF* avec D:x—2+5=0 et F(1, - 3).
C'est donc I'équation de la parabole de foyer F et de directrice D.

Xy — I+ + 5= — K+ A+ + 2+ 1= k= 2F + (v + 1F.

- 2
La relation proposée s'écrit(‘x—j-SLESD =(x—2Y+(y+ 1Y

soit d(M, Df = MF* avec D:x—2+5=0 et F(2, —1).
C'est donc I'équation de la parabole de foyer F et de directrice D.

_ 2
La relation proposée s'écrit:\/E()ZX(‘X—j—SLsD =(x—1F + (y + 4y

soit §/5)°xd(MD)?= MF?* avec D:ix—2y+5=0 et F(1,-4).

Comme\/g > 1, il s'agit de I'nyperbole de foyer F, de directrice D et d'excenﬂicitéf_s.

La relation proposée s'écrit:\/E()ZX(‘X;j-SLSDZ = GW10PX[(x — 1F + (y + 2]

2
soit (ﬁ) xd(MD)?> = MF? avec D:x—2+5=0 et F(1,-2).

Comme O <\% <1, il s'agit de l'ellipse de foyer F, de directrice D et d'excenté(;tté\/%.
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