EXERCICES CORRIGES:
ARITHMETIQUE

ExerciceOl : 1) Déterminer et dénombrer les
diviseurs naturels de 156

12)Déterminer dans Z tous les diviseurs de -8
Solution01 :1) 156 a 12 diviseurs :
1;2;3;4;6;12; 13; 26; 39; 52; 78 et 156.

156 et 1 sont appelés diviseurs triviaux, les autres
sont des diviseurs stricts.

2) D4 ={-8,-4,-2,-1,1,2,4,8)

Exercice02 :
1) acZ etbeZetceZ et xeZ et yeZ

a) montrer que si %b+cet %H: alors %

b) montrer que si %b+30 et ab+c alors %

c) montrer que si %_yet ab—c alors %b—c
2) aeZ etneN et %2n+1 et %2n+3

Montrer que %9
3)deZ etacZ et %2+3 etd2n—1

<

Montrer que %3
Solution02 : 1) a)

%b+c a a
% 3A(b+c)_(zb+c):‘%

aAb+3o a
e

a
1)) f_yjabx—bya%y—cy:abx—cy
%
2) %Zn +1 ¢t %2n+3

=3 418 ¥ 190 +118= Ao
= ae{+];+19}

3)deZ etacZ et %2+3 et d2n—1

1)b) 2b+30—2(b+c):>%

d a d d
- n2+36t%2n—1)2:> an? +12% /a2 —an+1

=Y an® Y o an=%s

Exercice03: aeZ et xeZ

E%x—?
%x+3
i%x—7:> a
z%x+3

B ox-14-10x-15= %29 = %29
Exercice04 : Montrer que : VneN :

3 divise 4" -1

Solution04 :

Montrons que : VvneN 3JkeN/4"-1=3k
1étapes : l'initialisation :Pour n=0 nous avons

. a
Montrer que : = 99

Solution03 : 2(5x—7)—5(2x+3)

4° ~1=0 est un multiple de 3
Donc P (0) est vraie.
2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit
vraie c’est-a-dire : 3k e N/ 4" —1=3k donc
4" =3k +1
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est
vraie. Montrons alors que :
k' e N/4™ -1=3k" ??
4™ —1=4x4"-1
=4x(3k+1)-1=12k +4-1=12k +3=3(4k +1)

avec k'=4k +1
Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence on a :
Vvn e N;4" -1 est divisible par 9
Exercice05 : Quelles sont les valeurs de 'entier
relatif n pour lesquelles : n+2/3n+1
Solution05: n+2/3n+1et n+2/n+2
n+2/3n+1let n+2/3n+6donc
n+2/(3n+6)—(3n+1) doncn+2/5
Les diviseursde5sont1;-1;5;-5
Il faut que n+2e{-1-51;5} ce qui entraine que
ne{-3-7,-1,3}
On vérifie que que que si ne{-3,-7;-13} alors
n+2/3n+1 avant de conclure.

Conclusion : les valeurs de I'entier relatif n pour
lesquelles : n+2/3n+1sont:-7;-3;-1;3
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Exercice 06 : Quelles sont les valeurs de I'entier
3n+8

relatif n pour lesquelles la fraction 1
n+

Représente un entier relatif ?
Solution06 :Cette fraction a un sens si :n+4 =0,
soit n# -4

On constate que 3n+8=3(n+4)-4

n+4divise3(n+4), donc n+4divise 3n+8 si

n+4divise -4.

Les diviseursde-4sontl;-1;2;-2;4; -4.

Il faut que n+4e{-4;-2,-1,1;,2;4} ce qui entraine
que ne{-8-6;,-5,-3;,-2;0}

On vérifie que -4 n'appartient pasa -8 ;-6 ; -5

-3 ;-2 ; 0 avant de conclure.

3n+8

Conclusion : la fraction 1 représente un entier

relatif pour les valeurs de 'entier relatif n : -8 ; -6
-5,;-3;-2;0.

Exercice07 : Résoudre dans N? les équations
suivantes :a) X —y> =32 avec X>Y

b) 2xy+2x+y=99

Solution07 :a) x* —y* =32 < (x—y)(x+Yy)=32
X—y et Xx+Yy sont des diviseurs positif de 32

Et (x—y)+(x+y)=2x estunombre pair

Donc x—y et x+Yyont la méme parité¢ 32 =2°
On dresse un tableau :

X=y |2 |4
X+y |16 |8
X 9 |6
y 7 |2

5={(6:2):(37)}
b) 2xy+2x+y=99 & 2xy+y+2x+1-1=99
< y(2x+1)+2x+1=99+1 < (2x+1)(y+1) =100

Donc : 2x+1 et y+1 sont des diviseurs positif de
100
Do = {1;2;4;5;10; 20; 25;50;100}

2x+1 |1 2 |4 |5 |20|25|50] 100
y+1 [100|50(25/20(5 |4 (2 |1
X 0 2 12

y 99 10 3

S ={(0;99);(2,19);(12:3)}

Exercice08 : Déterminer les restes dans la
division par 9 des nombres suivants : 23451'® :
10023451; 23451100+10023451

Solution08 : On a: 23451=3908x9+6

donc : 23451=6[9]

donc : 23451=6""[9]

etona: 6=6[9] donc 6° =36[9] < 6°=0[9]
donc : (62)50 =0[9] donc : 6 =0[9]

donc : 23451 =0[9] (1)

donc le reste dans la division du nombre 2345
par 9 est: 0 (cad 23451'” est divisible par 9 ou
on dit que 9 divise 23451'")

de méme ona: 100=11x9+1 donc : 100=1[9]
:>10023451 :123451 [9] j10023451 :1[9] (2)

De (1) et (2) on déduit que :

23451 +100%*! = 0+1[9] car la congruence est

compatible avec I'addition

Donc : 23451 +100%*! =1[9]

Par suite : le reste dans la division du nombre
23451'° +100**'par 9 est : 1

Exercice09 : 1) Montrer que : 5° 5—1[17]
2)Déterminer les restes dans la division par 17
des nombres suivants : 5° ; 5.

Solution09 : 1)On a: 5" =5[17]donc

5? =25[17] < 5° =8[17]
5! =8°[17] < 5' =13[17]
5°=13°[17] & 5° =169[17] = 5° =16[17] = 5° =—1[17]
2))Ona: 5° =-1[17] donc

(5°) =(-1)’[17] = 5° =1[17]

Par suite : le reste dans la division du nombre 5
parl7est:1
Ona: 500=31x16+4

Donc : 5% = 536+ [17] e 50 _ (516 )31 w5 [17]
<5 =1"x5'[17] & 5 =5'[17] < 5™ =13[17]
Par suite : le reste dans la division du nombre
5°®par 17 est : 13

Exercicel0: aeN et beN Sil7 estle reste
de la division euclidienne de a par 19

Et Si 15 est le reste de la division euclidienne de
b par 19 Déterminer le reste de la division
euclidienne des nombres suivants par 19 :

1) a+b 2) a®*+b*> 3)2a-5b
Solution10: 1)Ona: a=17[19] et b=15[19]

donc :a+b=17+15[19] < a+b =13[19]

Par suite : le reste dans la division du nombre
a+bPar19est: 13

2)a=17[19]= a? =172[19] = a’ = 4[19]
b=15[19] = b? =157 [19] = b? =16[19]
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Donc :a* +b® =4+16[19] < a’ +b* =1[19]

Par suite : le reste dans la division du nombre
a’+b*Par19est: 1

3) a 517[19] = 2a=2x17 [19] =2a 515[19] (1)
b=15[19] = 5b =5x15[19] = 5b =18[19]

Donc : 5b=-1[19]= -5b=1[19](2)

De (1) et (2) on déduit que :
2a—5b=15+1[19] = 2a—5b =16[19]

Par suite : le reste dans la division du nombre
2a—5bPar 19 est: 16
Exercicell : Déterminer le reste de la division

du nombres 3*” par 2 et par 13

Solution11 :1)On a : 3=1[2] donc 3** =1[2]
Par suite : le reste dans la division du nombre
3" Par2est: 1

2)On a: 3=3[13] donc

3’ =9[13]= 3 =27[13] = 3’ =1[13]

Eton a: 2007 =3x669 donc :

(3°)" =1%°[13] = 3 =1[13]

Par suite : le reste dans la division du nombre

3" Par13est: 1
Exercicel? : Déterminer le reste de la division

du nombres 73*" par 7
Solution12 :On a: 73=3[7] donc 73" =3"[7]

32019 _ 9201841 _ 921009+ _ (32 )1009 %3
Ona: 3= 2[7] donc : (32 )1009 — 1009 [7]
donc : 3% =2'% x3[7]

ona: 1009=336x3+1
donc : 2%% = (23 )336 x2 etona: 2° =1[7]

33

donc : (2°) 6><2§2[7] par suite : 73 =6[7]

Par suite : le reste dans la division du nombre
73*° Par 7 est : 6

Exercicel3 : Déterminer le reste de la division
du nombres 19% x23* par 7

Solution13: On a: 19=5[7] donc 19 =4[7]

donc 19° =2[7] eton a 52=13x4 donc :
19% =22[7]

Ona: 23=2[7] donc 23" =2"[7]

19% % 23" =2"[7] (542=3x18 )

Ona: 2°=1[7]= 2% =1[7]

donc : 19 x 23" =1[7]

Par suite : le reste dans la division du nombre
19 x 23" Par 7 est: 1

Exercicel4d : Déterminer le reste de la division
par 5 du nombres 22% +33%

Solution14 : Ona: 2252[5] donc 22% =2% [5]
Eton a: 33=-2[5] donc 33* =2%[5]

donc 22% +33% = 2% +2%[5]

etona 2*=1[5] et 33=8x4+1 donc :

2% = 2% =(2*) x 2" donc 2% =2[5]

ona 2% = (22)11 et 22 =—1[5] donc 2% =-1[5]
donc 22% +33% =2-1[5]

donc : 22% +33* =1[5]

Par suite : le reste dans la division du nombre

22¥ 133”Par5est: 1
Exercicel5: Montrer que : VneN 3 divise 4" —1
Solution15 : Méthodel
Montrons que : VneN 3JkeN/4"-1=3k
1étapes : l'initialisation :Pour n=0 nous avons
4° —-1=0 est un multiple de 3
Donc P (0) est vraie.
2étapes : d’hérédité . Supposons que P(n) soit
vraie c’est-a-dire : 3Gk e N/ 4" -1=3k donc
4" =3k +1
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est
vraie. Montrons alors que :
FK'eN/4™ —1=3k’ 2?2
4™ _1=4x4"-1
=4x(3k+1)-1=12k +4-1=12k +3=3(4k +1)

avec k'=4k +1
Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence on a :
Vn e N;4" -1 est divisible par 9
Méthode2
Il suffit de montrer que : 4" -1=0[3] ??
Ona: 4=1]3] donc 4" =1][3]
Donc :4"-1=0[3] Cqfd
Exercicel6 : 1) Déterminer et discuter suivants

les valeurs de I'entier naturel n le reste de la
division par 7 du nombres 3"

2)en déduire le reste de la division par 7 du
nombres 2019%°"

Solution19: 1) 3"=r[7] et r {0;1;2;3;4;5;6}

1w




Ona: 3 =1[7] et 3 =3[7] et 3 =2[7]
et 3°=6[7] et 3'=4[7] et 3 =5[7] et 3° =1[7]
Si neN alors : n=6k+r avec r{0;1,2;3;4;5}
Ona: 3*=1[7] donc: (36)k =1[7]
donc : 3% =1[7] et 3% =3[7] et 32 =2[7]
et 3% =6[7] et 3% =4[7] et 3**° =5[7]
Exercicel7: Résoudre les équations
suivantes dans %Z: 1) 2x=3 2) x*+3x=0
3) 2013x° +2x =k
Solution10: On a: %Z :{6;i;§;§}
1)On Dresse une table comme suite :

X 10o|1]2]3

2x | 012|0]2
Et en utilisant cette une table on déduit que
Cette équation n’admet pas de solutions Donc: S =
1)On Dresse une table comme suite :

X 0(1]2]3
X2 0o(1]0]1
3x 03|21
X243 [0[0]2]2

Et en utilisant cette une table on déduit que :

0 et 1 sont solutions de I'équation Donc : S :{(_);i}
2) 2013 +2x =k =1 +2x =k < x> +2x =k

Car : 2013=503x4+1

On Dresse une table comme suite :

X 0l1]2]3
x° 0[1/0]|3
2X 02|02
X+2x | 0|3]0]1
SiE:(_):S:{ﬁ;ﬁ} Si k=1 S:{é}
Sik=2:5=0 Si k=3:s={l

2
Exercicel8 : Résoudre dans (%Z) 'équations

suivants :  x+3y =1
Solution18 :on Dresse une table des opérations

NI POl Wi
Ol BIWI NI I

Ml NI NI NI

ol Iwl|

Wi POl ol

wIiNI| P ol

414121011

S= {(6;5);(1;6);(i;é);(é;i);(Z;ﬁ);(Z;Z)}

2
Exercicel9 : Résoudre dans (%Z) les systéeme

§x+2y:i

2x+4y:§

Solution19:

{§x+§y:i {(§+§)x+(§+1)y§+i
e

suivants : {

2x+4y=3  |2x+4y=3

y=4 x=1
B _
2Xx+4y =3 y=4

Exercice20 : 1)Déterminer et discuter suivants
les valeurs de I'entier naturel n le reste de la

division par 10 du nombres 3"

2)en déduire le chiffre des unités du nombres
20192020

3)Déterminer les valeurs de I'entier naturel n

tél que : 3" +5n+2=0[10]

Solution20 :1) 3" =r[10] et re{0;1,2,3,4,56,7;8,9}
Ona: 3°=1[10] et 3'=3[10] et 3* =9[10]

et 3 =7[10] et 3*=1[10]

Si neN alors : n=4k+r avec r €{0;1,2;3}
Ona: 3'=110] donc: (34)k =1°[10]

donc : 3% =1[10] et 3"** =3[10] et 3"** =9[7]
et 3% =7[10]

2) le chiffre des unités du nombres 2019°°% est

le reste dans la division du nombre 2019%*% Par
10

cad : on chercher tel que : 2019 =r[10] ??
Ona: 2019=2010+9 donc : 2019=9[10]

donc : 2019™™ =9"*[10] donc : 2019** =3*[10]

or: 4040=4x1010=4xk
donc : 2019%% = 3% [10] donc : 2019%% 51[10]

le chiffre des unités du nombres 2019%°% est 1
Autre méthode : 2019 = 9[10]

donc :2019 = -1[10] donc : 2019 =1[10]
3)On Dresse une table comme suite :

donc S = {(i; Z)}

n 4k 4k+1 | 4k+2 | 4k+3
3" = 1[10] = 3[10] = 9[10] =7 [10]
on = 0[10] = 5[10] = 0[10] = 5[10]
3"+5n+2 | = 3[10] = 0[10] = 1[10] = 4[10]
4
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donc :3”+5n+250[10]<:>n=3k+1 avec keN

Exercice2l : Déterminer le chiffre des unités du
nombres 24537%'8

Solution21: On a: 24537 =7[10] donc:
245377 = 7**[10] or : 7* =-1[10] donc :

(7)™ =(-1)* [10]=-1{10]

Donc : 24537 =—1[10] donc : 24537*""° =9[10]

Donc :des unités du nombres 24537*® est 9
Exercice22 : Déterminer tous les entiers naturels

n tel que : 2" =n’[9]
Solution22 :on Dresse une table des opérations

nlo |1 |2]3|4]|5 |6 |78
211 |2 |4 |8 |7 |5 |1 |2 |4
nlo |1 [4]o |7 |7 |04 |1
2"=n?[9]<=n=2oun=4

2"=n’[9] = n=2+9% ou n=4+9% avec keN
Exercice23 : Résoudre dans NI équations
suivante :3"+5n+1=0[8]

Solution23 : methodel :
on Dresse une table des opérations de

Ona: 3’ =1[8] et 3'=3[8] et 3" =1[8]
donc : 3* =1[8] et 3*** =3[8]
n |01 |2 |3 |45 1|67
3 |1 |3 |1 |3 |1 |3 |1 |3
m+l|1 |6 |4 |0 |5 |2 |7 |4
U, |2 |4 5 é 6 |5 [0 |7
3"+5n+1=0[8] <
3"+5n+1=0[8 ]<:>n 6+8k avec keN

Exercice24 : Quel est le reste de la division
du nombre 22* x33* par 5?
Solution24 : On a: 22=2[5] donc 22% = 2%[5]

Eton a: 33=-2[5] donc 33” =2*[5]

donc 22%x33% =2%x2*[5] donc 22* x33* = 2% [5]
etona 2*=1[5] et 55=13x4+3 donc :

2% = 2143 = (2“)1 x2*donc 2% =8[5] donc

2% =3[5] Par suite : le reste dans la division du

nombre 22*x33*?Par 5 est : 3
Exercice25 : Quel est le reste de la division du

nombre 3°** par 2 et par 13?

Solution25 :1)On a : 3=1[2] donc 3 =1[2]
Par suite : le reste dans la division du hombre
3 par2est: 1

2)On a: 3=3[13] donc

3= 9[13] =3 =27 [13] =3 51[13]

Etona: 2019=3x673 donc:

(33)673 — 167 [13] _, 32019 _ [13]

Par suite : le reste dans la division du hombre
3" par13est: 1

Exercice26 : 1)montrer que Vnhe N

2”" +6n-1

Est divisible par9

2) En déduire que : 4" =3n+1[9]

Solution26 :1)Montrons que : VheN

Jk e N/2*" +6n-1=9k
1étapes : l'initialisation :Pour n=1 nous avons

27 +6x1-1=9 est un multiple de 9

Donc P (1) est vraie.

2étapes : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-
dire : ke N/2""+6n-1=9k donc 2”" =9k —6n+1
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est
vraie. Montrons alors que :

k' eN/22"? +6(n+1)-1=9k" 27

22 +6(n+1)-1=2"x2"+6n+6-1

=(9k —6n+1)x4+6n+5=9x4k —24n+4+6n+
=9x4k —18n+9=9x(4k —2n+1) =9xk'

avec k' =4k —2n-+1donc P(n+1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence on a :

vneN' 2°"+6n-1 Est divisible par9

. « 0
2)ona: VneN AZ”+6n—1
Donc : 22" +6n-1=0[9] Donc : (2*)" =-6n+1[9]
etona: 0=9n[9]donc : 4" =3n+1[9]

Exercice27 : Quel est le reste de la division

du nombre 1653%* + 43" par 117
Solution27 : On a : 1653=150x11+3

1653=3[11] et 43=-1]11] donc (1653)" =3*'[11]
43%" =(-1)""[11] donc : 43" =-1[11]

Ona: 351=70x5+1

donc (1653)" =3 [11] = (3°)" x3[11] =1x3[11] = 3]11]
donc 1653%" +43%" = 2[11]

Ul
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Par suite : le reste dans la division du nombre
1653*' + 43" Par 11 est : 2
Exercice28: neN on pose U, =4"-3n-1

1)montrer que YneN U, _,=4U_ +9n

2) En déduire que vneN 9 divise4" -3n-1
Solution28 :

1)U, =4 —-3(n+1)-1=4"x4-3n-4
Or:U,=4"-3n-1<U_ +3n+1=4"

Donc : U, =(U, +3n+1)x4-3n-4=4U +12n+4-3n-4
U, =4U +9

2) (récurrence)

1étapes : Pour n=0 nous avons %

Donc P (0) est vraie.
2étapes : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-

dire : %”—3n—1 donc %n

3étapes : Montrons que : % ?7?
n+l

9 9 9 9
Ona/Jnet 4 donc /4Un+9n donc/Jn+1

Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence on a :

vneN 9divise4"-3n-1
Exercice29 :montrer que

%2019 +22019+32019 +42019+52019+62019
Solution29 :on a : 45—3[7] et 55—2[7] et

=-1[7] donc : 4% =-3[7] et 5 =-2%¥[7]
et 62019 = _12019 [7]
donc 12019 +22019 +32019 +42019 +52019 +62019 El+(—1)[7]

DOﬂC . 12019+22019+32019+42019+52019+62019 EO[?]
Exercice30: neN on pose , =n*—n”+16

1)montrer que ¥YneN n°+3n+4et n°-3n+4
Sont des nombres pairs

2) En déduire que «, =n*—n®+16 n’est pas
premier

Solution30 :1)soit neZ n*-3n+4=n’-n[2]
donc n*-3n+4=n(n-1)[2]or n(n-1)estle
produit de deux nombres consécutifs donc paire
donc n(n-1)=0[2] doncn*-3n+4=0[2]
donc n*-3n+4  estun nombre paire
etona: n’+3n+4=n”+n[2] donc

n2+3n+4zn(n+1)[2]

Or n(n +1) est le produit de deux nombres

consécutifs donc paire
donc n(n+1)=0[2] doncn®+3n+4=0[2]

donc N> +3n+4 estun nombre paire

2) a,=n"-n?+16=(n2+4)2-9n2=(n2-3n+4)(n2+3n+4)
Et puisque n*—3n+4 et n*+3n+4 sontdes
nombres paire

alors: n>-3n+4=1etn’”+3n+4=1

donc «, n’est pas un nombre premier

Exercice31 : montrer que YaeZ an(a+1)=1

Solution31 : on pose d=an(a+1)

= %et%+1:> %: d=1

Exercice32 : neN On considére les deux
nombres : A=n’+3 et B=n+2
1) montrer que AAB=(n+2)A7

2

2) déterminer I'entier naturel n tel que : i +23eN
n+

Solution32 :1)on pose d=AAB et
d':(n+2)A7
Ona:d=AAB

= %et %: %2+3etdn+2

= q1p ON utilisant la division

, et
n“+3
euclidienne : on trouve : n*+3=(n+2)(n-2)+7
n*+3-(n+2)(n-2)=7

d
:%2+3—(n+2)(n—2)

d/ et d d d
:Aet A+2:> (n+2)/\7:> d’

Inversement : On a : d’:(n+2)/\7

= Yoot 7= (%n+2)(n—2)et Vi
= d’(n+2)(n—2)+7et V=Y etV

donc : d%A/\B donc d%

donc %, et d% etdeN et d'eN donc
donc d=d’ donc: AAB=(n+2)A7

n*+3

- n+2
2) —elle Az+3

Donc : n+%/\

etetona: n+%+2

-n+2
g Donc: %mz)u

Donc : ”+% or 7 est premier donc :

[o)]
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Il faut que n+2e{L7} ce quientraine que n=5
Exercice33: a=(25"-1)(36"-1) et b=(5"-1)(6"-1)

Calculerles avb (neN)

Solution33:

a=((5")"-1)((6") -1)=("-1)(5" +2)(6" -1) (6" +2)
a=b(5"+1)(6"+1) donc: % donc: avb=a
Exercice34 : Résoudre dans N? les équations
suivantes :a) x> —y° =32 avec X >V

b) 2xy+2x+y=99

Solution34 :a)x* —y* =32 < (x—y)(X+y)=32
Xx—y et Xx+Yy sont des diviseurs positif de 32
Et (x—y)+(x+y)=2x estunombre pair

Donc x—y et x+Yyont la méme parit¢ 32 =2°
On dresse un tableau :

X=y |2 |4
X+y |16 |8
X 9 |6
y 7 |2

5 ={(6:2):(9:7)}
b) 2xy+2x+y=99 & 2xy+y+2x+1-1=99

& y(2x+1)+2x+1=99+1< (2x+1)(y+1)=100
Donc: 2x+1 et y+1 sont des diviseurs positif de
100
Dy = {1;2;4;5;10; 20; 25;50;100}

100 —

2x+1 |1 2 |4 |5 |20|25|50]| 100
y+1 [100|50(25/20(5 |4 (2 |1
X 0 2 12

y 99 10 3

S ={(0;99);(2,19);(12;3)}

Exercice35 : Quelles sont les valeurs de 'entier
relatif n pour lesquelles : n+2/3n+1
Solution35: n+2/3n+1let n+2/n+2
n+2/3n+1let n+2/3n+6donc
n+2/(3n+6)—(3n+1) doncn+2/5

Les diviseursde 5sontl1;-1;5;-5

Il faut que n+2e{-1-51;5} ce qui entraine que
ne{-3-7,-13}

On vérifie que que que si ne{-3,-7;-13} alors
n+2/3n+1 avant de conclure.

Conclusion : les valeurs de I'entier relatif n pour
lesquelles : n+2/3n+1sont:-7;-3;-1;3

Exercice 36 : Quelles sont les valeurs de I'entier
3n+8

n+4

relatif n pour lesquelles la fraction

Représente un entier relatif ?
Solution36 :Cette fraction aun sens si n+4+0,
soit n#—4

On constate que 3n+8=3(n+4)-4

n+4divise3(n+4), donc n+4divise 3n+8 si
n+4divise -4.

Les diviseursde-4sontl;-1;2;-2;4;-4.
Il faut que n+4e{-4;-2;-112;4} ce qui entraine
que ne{-8-6,-5,-3,-2;0}

On vérifie que -4 n'appartientpasa -8 ;-6 ; -5 ; -3
; -2 ; 0 avant de conclure.

Conclusion : la fraction 3n+8
n+4

représente un entief

relatif pour les valeurs de I'entier relatif n : -8 ; -6
-5;-3;-2;0.
Exercice37 :déterminer : d =(-8316)A1080

et m=8316v1080
Solution 37: : la décomposition des nombres
8316 et 1080 en produit des facteurs premiers

Donnent : 8316 =2*x 3P x7x11 et
1080 = 2° x3* x5

d =8316 21080 =22 x3* =108 et
m=28316v1080=2%x3*x5x7x11=11880
Exercice38:si 2=aAb et —-12=axb

déterminer: avb
Solution 38: onaa A b) x (aV b) =|ab|

donc :avb:|a><b|/aAb=|—12|/2:6

Exercice 39: N et a et b des entiers naturels
Démontrer que si qest le quotient de la division
euclidienne de n par aet q' est le quotient de g
par b Alors q' est aussi le quotient de N parab
Solution39 : soit I' le reste de la division

euclidienne de n par a et I' le reste de la
division euclidienne de q par b on a donc:

n=aq+r et 0<r<a-1 etona: q=bq +r’
et 0<r'<b-1 donc on déduit que :

n=a(bg +r')+r=abq +ar'+r

Et puisque : 0<r'<b-let0<r<a-1alors:
ar'+r<ab-1donc n=abq'+ar'+r
O<ar'+r<b-1 conclusion: q' estaussi le

quotient de N parab
Exercice 40: Déterminer le reste de la division

euclidienne de 19% x23* par 7

I~




Solution40 :on a 19=5[7] donc 19* =4[7]
donc : 19" =2[7] donc 19% =2"[7]
Etona 23=2[7] donc 23" =2"[7] donc
23" x19% = 2 x 2% [7]

Donc : 23" x19% =2%[7]

donc 23%x19% =(2°)"[7]

donc 23*x19% =8"[7]

et puisque : 8=1[7] donc 23" x19% =1[7]

Conclusion :1est le reste de la division

euclidienne de 19% x 23" par 7

Exercice4l : 1)montrer que VneN
(n+1)" ~1=0[n]
2) montrer que: VneN 4*"? =1[15]

Solution41 :1)on a: n+l=1[n]donc:
(n+1)** =1**[n] donc : (n+1)"" ~1=0[n]
2)ona: 4*=1[15] donc: (42)n+1 =1""[15]
donc : 4*"* =1[15]

Exercice42: neN on pose U, =4"-3n-1
1)montrer que VvneN U ,,=4U_ +9n

2) En déduire que YneN 9 divise4" —3n-1
Solution42:1)ona U, =4""-3(n+1)-1
donc U, =4x4"-3n-3-1

et puisque : U, =4"-3n—-1 donc :

4" =U_ +3n+ldonc: U, =4U +9n

2) notons P(n) La proposition suivante :
« 9 diviseU, » .Nous allons démontrer par

récurrence que P(n) est vraie pour tout ne N.
1étapes : l'initialisation :Pour n=0 nous avons

U, =4°-3x0-1=0 donc 9 divise 0.

Donc P (0) est vraie.

2étapes : d’hérédité ou Hypothése de récurrence
. Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : « 9
diviseU, »

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est
vraie. Montrons alors que : « 9 diviseU,,, » ??
c’est-a-dire Montrons que U,,, =0[9] ??

On a d’aprés I'hypothése de récurrence :

« 9 diviseU, » donc U, =0[9] donc 4U, =0[9]

Etona: 9n,=0[9] donc U, +9n, =0[9] donc
Un+l = 0[9]

Conclusion: VvneN 9 divise4" —3n-1
Exercice43 : Résoudre dans %Z I'équation:

X2 —x—2=0
Solution43 : on Dresse une table des opérations

de ZISZ:{(_);i;Q;ﬁ;Z}

Comme suite :

X 0ol1|12(3]4
X2 ol1/2]4]1
X*-x—213[3|0|41]0

Et en utilisant cette une table on déduit que
2 et 4sont les solutions de I'équation

Donc : S:{E;Z}
Exercice 44: acZ etheZ etceZ etdeZ

tels que : a=bc+d
1) montrer que anb=bad

2) En déduire que : aanb=bAa(a-bc)
Solution44 :1)on pose A, =anb et A,=bad

Ona: A/et A/ donc A/etA/ donc
A
A —be donc /

A, A A,
donc /et / donc / d donc %Z
inversement On a : A% et A% donc A% et
A A A
%c donc %c+d donc %

A A A A
donc %et % donc %/\b donc %1

LA A
On adonc: % et % et A eN etA,eN
2 1

donc A, =A,

donc: anb=bad

2)on a: a=bc+(a—bc) sionprend : d=a-—hcet
d'aprés 1) on aura: arb=bad=bna(a-bc)
Exercice45: aeN On considére les deux
nombres : A=35a+57 et B=45a+76

montrer que AAB=1ou AAB=19
Solution45 :1)on pose d =AAB

d/ e d/ _ d d

= Yaet %5 = Yisar57 Vasa 76
d d

= A(35a+57)et ﬁ(45a+76)

100
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d d
= Y4150+ 5138t Y3150 4 532
= %9 or 19 est premier donc :

Il faut que d {1;,19} ce qui entraine que :

AAB=1ou AAB=19

Exercice46 : xe N" et ye N"On considére les
deux nombres : a=9x+4y et b=2x+y
1)montrer que XAy=aab

2) neN onpose: a=n?+5n+13et b=n+3
a)montrer que anb=bA7
b)en déduire les valeurs possibles aAb=d

c)montrer que : n=4[7] < aab=7

d)en déduire les valeurs de neN tel que :
anb=1

Solution46 :1)on pose d =XAYy et d'=aab

montrons que : d =d’
d d
Yeet %

_ : d d
d=xAy donc: = Aet A =
Car il divise toute combinaison de xet y

:%/\b :(V’

Inversement :

d'=anb = d%et d%:>
d’ d’
:>/9x+4y - 2x+y)et /(2x+y)—2(9x+4y)

d/ et% X/\y %

ce qui entraine: d=d’

2) neN on pose: a=n?+5n+13et b=n+3
a) montrons que anb=bA7 ?

la division euclidienne de n2+5n+13 par n+3

donne : n2+5n+13=(n+3)(n+2)+7
Donc: a=b(n+2)+7<a-b(n+2)=7

onpose d'=bA7 etd=anb
montrons que : d =d’

d=aanb= %et %:> %—b(n+2)et %
= Yet Y= 9.7 = %

d'=bA7= d/et d/ / b(n+2)+ A
= Giet Y0 =9 =%

ce qui entraine: d =d’
b) les valeurs possibles aArb=d ??
ona: anb=baA7=d

donc : ‘% donc:d=1oud=7

c)montrons que : n=4[7]<>anb=7

d’ d’
Ax+4yet 2X+Yy

n=4[7]ens3=07]e ) ol ebrl=Tobra=T

d) les valeurs de neN tel que :anb=1 ??
anb=1<n n'est pas congrue a 0 modulo 4

n=0[7] ou n=1[7] ou n=2[7] ou n=3[7] ou n=5[7]
ou n=6[7]

Exercice 47: neZ

on pose : d, =(2n+8)A(3n+15)

1) montrer que d%

2)déterminer les les entiers relatifs n

tel que d, =6
Solution47 :1) on a d, =(2n+8) A(3n+15)
_ d d, d, d,

n+8et n+15:> 6n+24et

d/O 24 = /

2) 6=(2n+8)A(3n+15)= 6/  qet 64 .
2n+850[6] 2nz4[6] on=4
= = =< _
3n +1550[6] 3n 53[6] 3n=3
On Dresse une table dans

6n+30

Comme suite :

n |o|1|2]3|4]|5
n|0[2|4]|0]|2]4
3 |0[3|0[3]0]3

Et en utilisant cette une table on déduit que :
n =5Est la solution de I'équation

N=5<n=5+6k keZ
Inversement :
Sin=5+6k keZ

2n+8= 0[6]
donc 6 et 6
{3n+1550[6] 2n+8 An+15

6 d, _
doncAn etona 4 donc d, =6

Exercice 48: aeN" etbeN' et a>3

et a estimpair et on pose : d =(2*-1)A (2" +1)
1) a)ymontrer que 2* =1[d]

b)montrer que 2* =-1[d]

2) En déduire que : d €{1;2}

3)montrer que d =1

Solution48 :1) a)montrons que 2% =1[d ]

Ona:d :(Za —1)/\(2b +1)

[{e]




Donc il existent : « e N* et SN tels que :
2 ~1=da et 2°+1=dg donc:

2 =(2*) =(da +1)’

Etona: da+1=1[d] Donc(da+1)° =1[d]
Par suite : 2 =1[d]

1) a)ymontrons que 2* =-1[d]

Ona: 2*=(2") =(dg-1)

Etona: df-11=-1[d] Donc(ds-1)" =(-1)*[d]
et puisque a estimpairon a (dg-1)" =-1[d]
Par suite : 2 =—1[d]

2) defL2} 722

ona: 2* =1[d]et 2 =-1[d] donc 0=2[d]
donc % etona deN" donc de{1;2}

3)montrons que d =1
Ona: 2* -1 et 2°—1 sont impairs donc d est

impair
Et puisque d €{1;2} donc d =1
Exercice49 : montrer que : 2" +5=0[21] vneN

Solution49 :on pose U, =2 +5

notons P(n) La proposition suivante :

« U, =0[21]» .Nous allons démontrer par
récurrence que P(n) est vraie pour tout ne N.
1étapes : l'initialisation :Pour n=0 nous avons
U, =2*+5=21 donc U, =0[21].

Donc P (0) est vraie.

2étapes : Supposons que P(n) soit vraie
c'est-a-dire : U, =0[21]

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est
vraie. Montrons alors que : « U =0[21] » ?7?

n+l —

n+2 n+l_ 41 n+l 4 4
U,=2""+5=2"" +5:(24 ) +5=(U,-5) +5
On a d’aprés I'hypothése de récurrence :
U, =0[21]donc U, -5=-5[21] donc
(U, -5)" +5=(-5)" +5[21] =16 +5[21] =0[21]
Donc : U,,, =0[21]

Conclusion : VneN 2" +5=0[21]

Exercice 50 : déterminer le nombre entier naturel
n Tel que le quotient de la division euclidienne

de n par25est p etlereste est p’(peN)

Solution50: neN
n=25p+p° et 0< p?=<25 donc 0< p<5
Donc :

P ou P ou P ou P 3ou P
n=0 n=26 n=>54 n=284 n=116
Donc : ne{0;26;54;84;116}

Exercice51: beN" et aeZ
si (est le quotient de la division euclidienne de

a—1 par b déterminer le quotient de la division
euclidienne de ab’ -1 par b®

Solution51 : soit I' le reste de la division
euclidienne de a—1 par b donc:

a-1=bq+r et0<r<b

Donc : ab® -b’ =b"q+rb’

Donc : ab’ —1=b"q+rb’ +b’ -1

Donc : ab®-1=b"q+(r+1)b’ -1

On montre que : 0<(r+1)b® -1<b® 27?2
Ona: 0<r=<bdonc 0<r+1<b

donc 0<(r+1)b° <b® donc 0<(r+1)b°-1<h® -1
donc 0<(r+1)b®-1<b®

conclusion : ( est aussi le quotient de la division

euclidienne de ab’ -1 par b®
Exercice52 : 1)montrer que Vne N°
(n+2)"* —2"?(n+1)=0[n?]

2) montrer que: 7" =3[10]

k k an+2-k
n+2n 2

n+2
Solution52 :1)ona: (n+2)"*=>'C
k=0

Donc :

n+2

(n+2)" =CL,n°2"2 +CLn2" +> C
k=2

k k An+2-k
n+2 n+2 n 2

n+2

n+2
(n+2)"* =22 4(n+2)n2" + > Ck k2"
k=2

k k /pn—k
n+2n 2

Donc : (n+2)"" = 2”*1(2+n2 +2n)+n2nz+%‘c
k=2

n+2
(n+2)"* =2"(2+2n)+2"'n? +n?>.C

k=2

k nk 2n—k

n+2

n+2
(n+2)"" —2"?(1+n)=n? (2”“ +Zan+2nk2”kJ
k=2

n+2
ona: n2£2”+1+ZC§+2nk2"‘kaO[nz]
k=2
donc : (n+2)"*-2"2(n+1)=0[n?]
2)ona: 7=7[10]et 7° =-1[10] donc 7*=1[10]

Retrouvez plus de contenus sur www.xetudes.com




Donc : 7% =1[10]et 7*** =7[10]et 7*** =9[10]
74k+3 = 3[10]

On aussi: 7=3[4] et 72=1[4]

Donc 7% =1[4] et 7% =3[4]

or: 7" =1[2] (car impair)

Donc : 77777 =3[10]

Exerciceb3:

1)a)en déduire que : 2% =2"[5] V(k;r) e N’
b)Déterminer et discuter suivants les valeurs de
I'entier naturel n le reste de la division par 5 du

nombres 2"
2)montrer que %74"*2 L3043, g VpeN*

3)montrer que %2006 L9206 206 42006
Solution53: 1) a)ona : 2* =1[5] donc
(24)k =1[5] donc2* =1[5] donc2* x2" =2'[5]
Donc 2**" =2"[5] V(k;r)eN?

b) 2" =r[5] et r {0;1;2;3;4}

Si neN alors : n=4k+r avec r€{0;1;2;3}
donc : 2% =1[5] et 2% =2[5] et 2“** = 4[5]
et 2%+ =3[5]

2)montrons que %74"*2 L33 g VpeN" ?
ona :17=2[5] donc: 17°P** =2'P*2[5]
32403 = _2*3[5] 17*"? = 4[5]

ona :32=2[5] donc: 32" =2"""[5]
donc : 32'P" =3[5] donc 32*"*° =2[5]

donc 1772 +32*"*° +3=4+3+3[5]

donc 1772 +32*"** +:3=0[5]

5 *
donc 474p+2 +304P43 4 3 VpeN
3)
ona :1=1[5] et 2=2[5] et 3=-2[5] et 4=-1[5|

donc : 1% =1"*[5] et 2*** =2%"°[5] et

3 =(-2)""[5] et 4% =(-1)""[5]

donc ; 1%+ 2% 4.3%% £ 420% = 2.4 2 2 [5]

17000 4 22000 1. 37000 4 420 = 24 %7 [B]

Or : 2007 =4x501+3 donc : 2" =3[5]

Donc : 1% 42 +3%% 1. 4% = 2.+ 3[5] = 0| 5]
Exercice54 : déterminer le chiffre des unités

0 2021

des nombres suivants : 1) 2019 2) 1987"

Solution54 :
1) ona : 2019=-1[10]donc

201922 E(—l)20202021 [10] et puisque 2020°%*

Est paire donc : 2019%%™ =1[10]

le chiffre des unités est 1

2) on a : 1987 =7[10]donc 1987 =9[10]
Et 1987° =3[10] et 1987* =1[10]

Donc : 1987* =1[10]et 1987*** =7[10] et
1987**? =9[10] et 1987°*° = 3[10]

1991 =2[4]

1991=3[4] et 19912=1[4]

ona :1983=1[2] donc : 1991** =3[4]

donc : 1987*™ =3[10]

Le chiffre des unités est 3

Exercice55 : soit N =dcba un entier naturel
montrer que : N=a—b+c—d[11]

Solution55 :

ona : N=dcha=a+bx10+cx10%+d x10°
etona: 10=-111]et 102=1[11] et 10° = -1[11]
Donc : N=a-b+c—d[11]

Exercice56 :

1)En utilisant I'algorithme d’Euclide calculer :
67239

2) en déduire deux nombres relatifs u et v tel
que : 39u+67v=1

Solution56 :1)

(1) 67 =1x39+|28]
(3) 28=2x11+[6]  (4) 11=1x6+[5|
(5) 6=1x5+]1] (6) 5=1x5+[0]

Donc : 67 A39=1 c’est le dernier reste non nul
dans l'algorithme d’Euclide

2) (5) 6=1x5+[]] = 6-1x5=[1
= 6-1x(11-1x6) =[1] = 2x6-1x11=]]
— 2x(28-2x11)-1x11=[1] = 2x28-5x11=[1]
— 2x28-5x(39-1x28)=[1] = 7x28-5x39 =]

(2) 39=1x28+[11]

= 7x(67-1x39)-5x39=[1] = | 7x67-12x39 =[]

11983




Exercice57 : montrer que :VneN
(3n+1)A(7n+2)=1

Solution57 : ona: 7(3n+1)-3(7n+2)=1
Donc : 3(u;v) e Z’ tel que
u(Bn+1)+v(7n+2)=1 u=7 etv=-3
Donc d’apres le théoreme de Bézout on a :
(3n+1)A(7n+2)=1

Exercice58 : montrer que 'ensemble des
solutions du systéme suivant est non vide :

n=2[11]
{ 53[7]
Solution58 : {nii[[ii] H(X:V)EZZ/{EZ%X:BZ

<3(xy)eZ /11x+2=Ty+3

< 3(x;y)eZ? /11x—7y =10r on sait que :

7 A11=1 Donc d’apreés le théoréme de Bézout :
(u;v)eZ? 11lu+7v=1

X=Uu

y=-V

n=11x+2

n=7y+3

Par suite : 'ensemble des solutions du systéme
est non vide

Exercice59 : résoudre dans Z?I'équation
suivante : (E) 7(x—2)=3(y+1)
Solution59 : 7(x—-2)=3(y+1) < 7/3(y+1)
Oronsaitque: 7A3=1

Donc d’aprés le théoréme de Gauss : 7/y+1
Donc IkeZ/y+l=7k<=3IkeZly=7k-1

7(x-=2)=3(y+1 7(x—-2)=3x7k
(£ [1-2)=30r41) _ [7(x-2)=3x
dkeZly=7k-1 dkeZly=7k-1
Xx—2=3k Xx=3k+2
= =
dkeZly=7k-1 dkeZly=7k-1
Donc S :{(3k+2;7k—1)/keZ}
Exercice60 : déterminer I'entier naturel n tel

n(n2+3n—2)
que: —— &N
n+1

Donc il suffit de prendre : {

Donc 3(x; y)eZzl{

_ (n +3n- 2
Solution60 :1) 2)

e<:>
}/n+3n2

orona: 1:(n+1)/\n car (n+1)—n:1(bezout)

n+}€2+8n—2

Donc :

La division euclidienne de n*+3n—2 par n+1
Donne : n’+3n-2=(n+1)(n+2)-4

n+ n+ n+
%2+3n—2et %+1:> %2+3n—2—(n+1)(n+2)
— n+}é4 N n+%

Il faut que n+1e{1;2;4} ce qui entraine :
ne{0,13}

Inversement : On vérifie que 0 ;1 ;3 vérifient
n(n’+3n-2)
n+1
n(n’+3n-2)
n+1
Exercice61 : déterminer dans N les couples

(X;y)/{x+y:

XAYy=4

eN Avant de conclure que :

eNene{0,1;3)

avec x<y

X =4x'
Xy )eN? /Sy =4y

. _ — 48
Solution61 .{“y o
X+y=48

XAYy=4
< 3(x;y)eN?/4x' +4y' =48
<3AX;y)eN? X +y' =12
on Dresse une table comme suit :

0 |1 |2 |3 |4 |5 |6

X
y' 12 |11 |10 |9 |8 |7 |6
X O |4 [8 |12 |16 |20 |24

y 48 |44 140 |36 |32 |28 |24
Donc :
S ={(0;48);(4:44);(8;40);(12;36); (16;32); 20; 28); (24; 24)}
Exercice62: résoudre dans Z le systeme
2XE3[7]
3x =1[5]
Solution5762:
2x=3|7 2x=-4 =—
7] _ [2x=—4[7] __ [x=-27]
3x=1[5]  |3x=1[5] 3x=1[5]
Car2A7=1
x=5[7] Xx=5+7k;k eZ
S
3x=1[5]  |3x=1[5]
X=5+7k;k eZ X=5+7k;k e Z x=5+7k:keZ
& & &
3(5+7k)=1[5] ~ |k=1[5] k=1+5K'
<& x=5+7(1+5K');k' e Z <> x=35k'+12;k’ € Z
S ={35k'+12;k' e Z}

suivant: {




Exercice63: 1)Montrerque: VaeZ etVbeZ’
an(a+h)=1
b/\(a+b)=1
anb(a+b)=1
(a+b)aab=1

ona:anb=1=

Solution63: on pose d=ax(a+h)montrons que :
_ d = d/ et d
d=lona:d=anb= Aet Aer

:%et %er—a :%et %:) Yona=
% = d =1ce qui entraine: 1=a(a+b)(1)

de méme on montre que : 1= b/\(a+b) 2

de (1) et (2) en déduit que : (a+b)rab=1
D’aprés une proposition

Etona an(a+b)=1et anb=1 donc
asb(a+b)=1 D’aprés la méme proposition
Exercice64 : Montrerque: VYheN
(2n+5)A(n2+5n+6)=1

Solution64 :on a: n?+5n+6=(n+2)(n+3)
Etona: (2n+5)—2(n+2)=1

Donc d’apres le théoreme de Bézout
(n+2)A(2n+5)=1 (1)

De méme :ona: 2(n+3)—(2n+5)=1

Donc d’apres le théoreme de Bézout
(n+3)A(2n+5) =1 (2) de (1) et (2) en déduit
que :(2n+5) A((n+3)(n+2))=1

Donc : (2n+5)A(n2+5n+6)=1

Exercice65 : en utilisant Fermat Montrer que :
1)3® +5% + 7% 51[11]

2) 216n+l + 732n+2 = 0[17]

Solution65 : 1)On a :11 est premier et 11 ne
divise pas 3 alors 3 =1[11] Donc : 3" =3°[11]=5[11]
De méme : On a :11 est premier et 11 ne divise
pas 5 alors 5 =1[11] Donc : 5* =5°[11]=1[11]
De méme : On a :11 est premier et 11 ne divise
pas 7 alors 7% =1[11]

Donc : 7" =77[11]=6[11]
Finalement on a : 3°+5% +7° =5+1+6[11]=1[11]
2) 216n+l + 732n+2 = 0[17] r)r)

On a :17 est premier et 17 ne divise pas 2 alors
2'° 51[17] donc: 2" =2 [17] = 2[17]

Retrouvez plus de contenus sur www.xetudes.com

De méme : On a :17 est premier et 1é ne divise

pas 7 alors 7°° =1[17]donc : 7* =1[17]

donc : 7" =7%[17]=15[17]

Finalement on a : 2°°" +7%"* =0[17]

Exercice66 : écrire dans le systeme de

numération a base 3 le nombre 73

Solution66 :

1)Ona: 73=3x24+1 q,=24 et r, =1
24=3x8+0 ¢,=8 etr=0
8=3x2+2 (,=2 etr,=2
2=3x0+2 ,=0 etr,=2

@ = 22013

73=2x3+2x3%+0x3 +1x3°

Exercice67 : déterminer les entiers naturels

X et ytel que : X0y, = yOX,
Solution67 :
X0Y(5) = YO0X7) < Xx5°+0x5 +yx5* = yx7*+0x 7"+ xx 7’

Donc: 73=rr,rr,

& 25X+ Yy =X+49y < 48y =24x < 2y =X
< (xy)=(2k;k) avec keZ et 0<x<3 et

Xx=4 X=2 x=0
0<y<3Donc: ou ou

y=1 [y=0

Exercice68 :1) résoudre dansZ/ 77
2x* +x+3=0
2) déterminer les entiers naturels n tels que :
7 divise 2013,
Solution68 : On Dresse une table dans

n 0(1]2|3|4|5]|6
2%° 01212|5|2|515
2+x+3[3(6/0/4]2]610

Et en utilisant cette une table on déduit que :
2 et 6 sont les solutions de I'équation

Donc : S :{5;6}

2) 2013(n) = 2xNn°+0xn? +1xn'+3xn° =2n* +n+3

7 divise 2013, < 2n° +n+350[7]

o 2n°+n+3=0Donc: n=2 ou n=6

Donc: n=7k+2/keN ou n=7k+6/keN
"Le travail régulier
vous donnera des
aptitudes de génies”




