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Ce volume d’exercices mathématiques traite les thèmes de la partie Analyse du 

nouveau programme de Terminale S, l’autre volume traite ceux des parties 

Géométrie, Probabilités et Arithmétique. En début d'ouvrage, un sommaire 

détaillé vous permet d’accéder rapidement au thème recherché. 

Le livre est organisé en 6 chapitres. Dans chacun d’eux, vous trouverez un 

rappel du cours, des exercices de contrôle des connaissances et d’entraîne- 

ment, des sujets de type bac ainsi que tous les corrigés. 

a Le rappel du cours donne, de manière exhaustive, toutes les notions du 

nouveau programme. 

BB Des exercices de contrôle des connaissances permettent de vérifier rapi- 

dement la bonne acquisition du cours. 

Æ Des exercices d’entraînement groupés par thèmes et, à l’intérieur de 

chaque thème, par ordre de difficulté croissante, vous familiarisent avec les 

notions et méthodes exigibles en Terminale S. 

La difficulté des exercices est signalée par des pictogrammes X placés en 

regard des énoncés de façon que chacun puisse évaluer son niveau. 

Le barème retenu est le suivant : 

X% Exercice de base. 

X X | Exercice nécessitant davantage de réflexion. 
2 

X k Lk Exercice d’approfondissement. 

Une durée indicative de résolution du problème figure également avant chaque 

exercice. Ce temps a été estimé pour un bon élève et doit donc vous permettre 

de situer votre niveau d’entraînement. 

Les deux sujets de type bac proposés à chaque chapitre couvrent tous les 

thèmes du programme. Vous pourrez les résoudre en temps limité, en vous 

plaçant ainsi dans les conditions de l’examen. 

Ces sujets de type bac vous permettent de faire un bilan de vos connaissanc
es. 
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Ha Tous les exercices et sujets de type bac sont corrigés intégralement, 

dans un langage simple et rigoureux. Les différentes étapes de raisonnement 

et de calcul sont exposées avec précision et de nombreuses représentations 

graphiques visualisent les situations traitées. 

Au fil des corrigés, des copies d’écran de la calculatrice TI-83 Plus viennent 

illustrer les explications. 

Nous sommes persuadées que cet ouvrage vous apportera une aide précieuse 

dans votre travail durant cette année scolaire et vous préparera efficacement à 

l'épreuve de mathématiques au baccalauréat. 

Il nous reste à vous souhaiter bon courage ! 

Les auteurs 

4e 



IRI 
ES MOTS OUEST nu na OS D 7 

LIMITES 4 FONCTION EXPONENTIELLE 
Rappels de cours 11 FONCTION LOGARITHME NÉPÉRIEN 
TE NN = FONCTIONS EXPONENTIELLES DE BASE 4 

Rat LC So Rappels de cours 141 
Sujets de type bac 25 EXO ene 147 

COFTIgÉS 22 Sujets de type bac 155 

; Corrigés 

LANGAGE DE LA CONTINUITÉ 
TABLEAUX DE VARIATIONS CUS Ce RCORRENCE 

RAPPeIS AE COUFSY mn 61 LE Rappels de cours 187 

EXBFCICES 2. me en 64 Exercices 

Sujets de type bac 72 SUjets dE TYPE DAC re 200 

Corrigés FD te Ann eo lanta nono 74 Corrigés ARR rie Er 202 

| DÉRIVATION F6. INTÉGRATION 
Rappels de cours 97 Rappels de COUTS 243 
EXBIDICES nn nn 102 EXGTCICOS MEANS. Rae. AR 249 

Sujets de type bac 111 Sujets de type bac 257 

COMITÉS. et. he 113 CONNUS ee nan 258 

SOMMAIRE © 5 



FUREUR à EE 
réa Rot SaGe 

Ales | En ER & 

" sets nés Tr 1 

EEE ae & deos 
‘ 4 HS AE PEMCMINE ES 
0" 01 RAS 

ï we 
Te ve - 

; VE es 1 = 

Sierre sa Jcapaai € 

CHOTABAY =: VRRSFAT 

Ag + és 

«Ban va 
CE 1 1 

NC dur 

- 

BUT RD du 

CA s 

4 

% 

+ 

3 

7 
- 

“ 

ES * 
CEE û = + 1 L To 

L = va Lt L = 



5 lalols) e els anle C elSiS 

Les pages indiquées en gras sont des pages de rappels de cours. 
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l- Règles opératoires 

Opérations algébriques 

€ et €’ désignent des réels, a désigne un réel, + oo ou —. 

* Limite d’une somme 

On suppose f + g définie au voisinage de a. 

Si f a pour limite en a 

et si g a pour limiteen a + 00 

alors f + g a pour limite en a + 00 

+ Limite d’un produit 

On suppose fx g définie au voisinage de a. 

Sapin À € (e>of<ole>olecol te) celte) 0 
PRIT EN PRE EIRE EE 

ER alors f x g a pour limite en a |€X£’| +00 — 00 

+ Limite d’un quotient 

à On suppose ‘— définie au voisinage de a. 
8 

Se Joelelelelole 
et si g a pour limite en a #40 +0 [8 >0[e<0/e>0 LED EN) 

£g , 

Dr ECO ECO TOIETES 
dégapammeant 0 | 0 | 0 | 0 

Cris fer fe 
Ris 

et si au voisinage de a gZ0 

alors Î a pour limite en a 
8 
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M Limite et composition 

Chacune des lettres a, b, c désigne un réel, — © ou +. 
re 
= e Soit f une fonction définie au voisinage de a. 
< Si on peut écrire, pour tout x de %, suffisamment proche de a: 

(& f@=8gck@), 

lim k(x) = b 

où les fonctions g et k vérifient : {"7”"° 
lim g(X)=c, 
X—b 

alors : lim f(x) =c. 
X—+a 

° Soit (4,) une suite réelle. 

Si on peut écrire, à partir d’un certain rang, u, = f(v,) , où la suite (v,) et 

la fonction f vérifient: limv,=a et limf(x)=b, 
n — + 00 Len A(C | 

alors : lim z, =b. 
n — + 00 

Il- Limites et inégalités 

Soient f, g, k des fonctions définies au voisinage de a (a désigne un réel, 

— © ou + ©), £ et À des nombres réels. 

Hypothèse 1 Hypothèse 2 

Inégalités vérifiées Comportement 
pour tout x de ; lorsque Conclusion 

suffisamment x tend vers a 
proche de a ; 

a a 

a a 

a a 

Théorè . ; ; 

a a a 

f@ < gx) f et g admettent des lim f < lim g 

limites réelles en a £ ee 

f@) <À f admet une limite limf< À 

réelle en a de 

Théorèmes 
de comparaison 

Passage 

à la limite 
dans les inégalités 

12 e LIMITES 



Ill- Limite et nombre dérivé 

Soient f une fonction et a un réel. 

Si on peut écrire, pour tout x de D, suffisamment proche de a : 

fG@) = g(@X) Le g(a) 

où g est une fonction dérivable en a , alors: limf= £g’(a). 
a 

IV- Limite à gauche, limite à droite 

Soient f une fonction et a un réel; À désigne un réel, — æ ou +0. 

On dit que f admet À comme limite à gauche en a si, et seulement 

si, la restriction de f à ]-— co ; a[ admet À comme limite en a. 

On note alors : 

Em) =2 Où Iimfh)=1 où 'ImjJ(t)=1 ou lim TA. 
HOrC X—0 cn” 

X<a «ee 

On dit que f admet À comme limite à droite en a si, et seulement si, 
la restriction de f à ]a ; + co[ admet À comme limite en a. 

On note alors : 

En /= 210 où Enfin /o=1 où lim Ter 
X— a 4 x—a° 
X>a > 

V- Limites des fonctions usuelles 
Les fonctions x+> x" (n entier relatif), xr> Vx, xr>|x|, sin, cos, 

les polynômes, les fonctions rationnelles, admettent une limite en tout réel a 

de leur ensemble de définition, qui est la valeur prise par la fonction en a. 

La fonction x Vx et les fonctions x+> x" (n entier naturel non nul) 

ont pour limite + © en +0. 

Limites à l’infini d’un polynôme, d’une fonction rationnelle 

e En +00 comme en — © , tout polynôme admet une limite, qui est celle de 

son monôme de plus haut degré. 

En +0 comme en — œ , toute fonction rationnelle admet une limite, qui 

est celle du quotient des monômes de plus haut degré de son numérateur et 

de son dénominateur. 

Les fonctions sinus et cos n’admettent de limite ni en — © nien +. 

LIMITES © 13 



VI- Asymptotes 

Soient f une fonction, @ sa courbe représentative dans le plan rapporté à 

un repère et a, b, € des réels. 

œ 
un 
= 

eo 
« 
dE 
#\ 
Le Asymptotes parallèles à la droite des abscisses 

+ La droite À d’équation y = € est asymptote à @ au voisinage de + co 

si, et seulement si : liimf=64#. 
+ 00 

e La droite À d’équation y = € est asymptote à au voisinage de — oo 

si, et seulement si : limf= €. 
— C0 

Asymptotes parallèles à la droite des ordonnées 

La droite d’équation x = a est asymptote à € si, et seulement si : 

limf=+o ou limf=-o ou limf=+o ou limf=-. 
a a a* a* 

y | y y | y 

@ @ 

O RER O MR O O 

a X a X a X ARR 

@ / @ 
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Bi Asymptotes obliques 
+ La droite À d’équation y =ax+b est asymptote à @ au voisinage de + 

si, et seulement si, on peut écrire, pour tout x suffisamment grand : 

f@) = ax+b+çp(@), 
où la fonction @ vérifie lim p=0. 

É + 00 

+ La droite À d’équation y = ax + b est asymptote à @ au voisinage de — 

si, et seulement si, on peut écrire, pour tout x d’un intervalle ]- c ; A]: 

f@=ax+b+@p(, 
où la fonction @ vérifie lim =0. 

— 00 



=XERCICES 
lol loelsltdells el een ILES Ale 

me 

D 
Ê Compléter : 

1° lim x2= 2° lim x°= 3°:lim x° = 
X— + 00 X — + 00 X —+ — CO 

: | 1 ah 1 
4° lim x° = 5° lim —= 6° lim mi 

x—0 x—-0 X x— +00 X 

! 1 ae 1 ne 
7° lim —= 8° lim —= 9 lim Vx=. 

x—0 X x—0 X x— 9 

10° lim Vx = 11° lim V-x= 12° lim Vx= 
X — + 00 X — — 0 x— 0 

1° En utilisant « limite d’une somme », calculer les limites suivantes : 

a. lim (x2 + x5) b. lim (x + x) 
X — + 00 XV —100 

. 2 1 . 2 3 

c. lim |x2-— d. lim (x°-x°) 
x— 0 x2 X — — 00 

2° En utilisant « limite d’un produit », calculer les limites suivantes : 

a. lim x2 Vx b. lim x V-x 
X— + 00 X — — © 

c. lim x2(1-—Vx) d. lim CLIN) 
x— 0 x—0 x? 

E 
Sachant que la fonction f vérifie : 

pour tout réel x, f(H) =2, 

déterminer les limites en + oo eten — co de la fonction : 

x x f(x). 

16 © LIMITES 



Soit f la fonction définie sur [0 ; 1[ U ]1 ; + oo[ par: 

1+x 
IE RE 

Déterminer les limites de f à gauche et à droite en 1. 

Qu’en déduit-on pour la courbe représentative € de f? 

Soit f la fonction définie sur R* par : 

sue 
one |] 

X 

Démontrer que la courbe représentative € de f admet en —œ eten + 

une asymptote oblique dont on donnera une équation. 

1 pis : Sin X L 
Déterminer la limite en O de la fonction x+->—— (penser à un taux de 

x 
variation). 

On pourra revoir la notion de nombre dérivé dans le chapitre 3. 

LIMITES © 17 



| EXERCICES 
B d'entraînement 1 

Notion de limite 
HAPITRI 
C 

otgé p. 30) 
Soit f une fonction de R dans R, et @ sa courbe représentative dans le 

plan rapporté à un repère. 

Dire que f(x) tend vers + co quand x tend vers + © signifie que tout 

intervalle de la forme [A ; + œ[ contient toutes les valeurs f(x) pour x assez 

grand. 

Parmi les phrases suivantes, quelles sont celles qui sont toujours vraies si f 

admet pour limite + oo en + 00 ? 

1° f n’est pas majorée ; 

2° f n’est pas minorée ; 

3° on peut trouver un réel a tel que, si x > a, alors f(x) > 2 003 ; 

4° dans un demi-plan d’inéquation x > a , la courbe %@ est située au-dessus 

de la droite d’équation y = 2 003 ; 

5° il existe un intervalle [a ; + co[ sur lequel f est croissante. 

igé p. 31) 

On considère une fonction f de limite 3 en + ; soit @ sa courbe 

représentative dans le plan rapporté à un repère. 

Dire que f(x) tend vers 3 quand x tend vers + œ signifie que tout intervalle 
ouvert contenant 3 contient toutes les valeurs f(x) pour x assez grand. 
Justifier chacune des phrases suivantes : 

1° 2,5 < f(x) < 3,2 pour x assez grand ; 

2° | f(x) -3| < 0,01 pour x assez grand ; 

3° on peut trouver un réel a tel que : si x > a , alors 2,5 < 16 232: 

4° dans un demi-plan d’inéquation x > a , la courbe % est située entre les 
droites d’équations y = 2,5 et y = 3,2 ; 

5° f(x) < 3,001 pour x assez grand ; 

6° on peut trouver un intervalle de la forme [a ; + oo[ sur lequel f ne 
s’annule pas. 

18 e LIMITES 



Calculatrice et conjecture 

1° Préciser les limites suivantes : lim (x—2), lim (x?-x-—6). 
Ko? 2) 

Ces résultats permettent-ils de donner la limite de f en 2 ? 

2° Obtenir, à l’aide de la calculatrice, un tableau de valeurs de f qui per- 

mette de conjecturer la limite de f en 2. | 

3° Développer : (x—2) (x2+2x+3). 
En déduire la limite de f en 2. 

5 
Soit f la fonction définie sur R\{—3} par f(x) = EE =. : 

Far 

1° Obtenir, à l’aide de la calculatrice, un tableau de valeurs de f qui per- 

mette de conjecturer la limite de f en —3. 

2° Déterminer la limite de f en — 3 en reconnaissant en f(x) un taux de 

variation. : 

Soit f la fonction définie sur 1-7 ; O[ U ]0 ; x[ par: 

1 — cos 4x 
JO 

sin?x 

1° Préciser les limites suivantes : lim (1 — cos 4x), lim sin?x. 
x— 0 x — 0 

Ces résultats permettent-ils de donner la limite de f en 0 ? 

2° Obtenir à l’aide de la calculatrice un tableau de valeurs de f qui permette 

de conjecturer la limite de f en 0. 

3° Transformer l’écriture de f(x) en utilisant les formules de duplication. 

En déduire la limite de f en 0. 

LIMITES © 19 



Limite 
d’une fonction composée 

ul 

2 
< 
>= 
C 

Dans chacun des cas suivants, déterminer la limite éventuelle en a de la 

fonction f proposée. 

1°xe|x3-2] et a=-1. Ten et a=+0c. 
x 

3x (ef 4 x VxS +32 et a=- 0. 
x+l 

5x V1-Vx et a=1. 6° xt cos? (3x) et a="T. 

ip SIN x s : sr 
En utilisant lim —— = 1 (voir l’exercice 6), déterminer : 

x—0. x 

1° la limite quand x tend vers O de ner. 
x 

=: } al 
2° la limite de la suite u:n1—n sin —. 

n 

Soit la fonction f: 

XH> X COS X. 

1° Pour tout entier naturel n , calculer f(u,) et f(v,), où u et v sont les 
suites définies sur N par : 

u,=2nT et = Qn+ DS. 

Préciser la limite de chacune des suites w, v, fou, fov. 

2° La fonction f admet-elle une limite en + oo ? 

20 © LIMITES 



Comparaison 

1° La fonction f: x 2 + sin x admet-elle une limite en + oo ? 

2° Quelle est la limite en + oc de la fonction g : x x? (2 + sin x) ? 

ES 
LS Cd 

IC 
QT C4 

Soit f la fonction définie sur R* par f(x) = SL, 
À RC 

I 
1° Déterminer la limite de f en + ©. 

2° Quelle est la limite de f en — © ? 

ps) 

On considère la fonction f définie sur R par f(x) = x a ù 
+ x 

1° Pour tout réel x , encadrer cos 4x, puis f(x). 

2° En déduire les limites de f en —© eten + . Donner une interpréta- 

tion des résultats concernant la courbe représentative de f. 

Mise en facteur 

du terme dominant 

Après avoir vérifié la présence d’une indétermination, calculer la limite en a 
de la fonction f proposée en factorisant f(x) par le terme donné entre 

parenthèses. 

1°xx-2Vx, a=+o (x). pxm ti, a=0(:). 
Vx x 
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Ex x 
Déterminer la limite de la fonction f proposée en a. 

1x \Vx2+1-2x, a= +0. 

Dr 3x F NA F1, G—=-®. 

œ 

œ 
< 
ne 
[@ 

Déterminer la limite de la suite w proposée. 

on _3n 

28437 

\n +1 

Re 0 

ln 

Lnr 

Limites à l'infini de polynômes 
et de fonctions rationnelles 

Déterminer les limites en + © eten —o de la fonction f proposée. 

sain 
D +100 11. D 

1-5x2 

3 x T À EL x (x? + 1 

1,5 — x? (x° — 1)° 

xx 
On considère la fonction f définie sur R par : 

F@) = 
x 21 

2x2+3 

Déterminer les limites de f en —-o eten +. 

Qu’en déduit-on pour la courbe représentative € de f. 
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Radicaux et quantités 
conjuguées 

Soit f la fonction : x Vx2-2x-x+1. 

1° Déterminer l’ensemble de définition de f, puis vérifier que, pour la 

recherche de la limite de f en + oc , on se trouve en présence d’une 

indétermination. 

2° Pour lever cette indétermination, on considère la fonction g : 

xe Nx2-2x+x-1. 

a. Pour tout x de %,, calculer f(x) x g(x) . 

b. Quelle est la limite de g en + ? 

c. Démontrer : pour tout x de [2;+0o[, g(x) > 0. 

d. En déduire la limite de f en +. 

Déterminer la limite de la fonction f proposée en a. 

ER) N3x2+1-2 
Dose ste mi en 2 2 hr apoo ni SUN 

— 1 

Reconnaître un taux de variation 

_ (Corrigé p. 49). 

Déterminer la limite de la fonction f proposée en a. 

2003 _ 
por ete DR 

x— 1 T 2 
Ve 

2 

2sinx-l1 T ï NON 
FÉES md = —. ARE, A = - |. 

6x-T 6 x +1 

On pourra revoir la notion de nombre dérivé dans le chapitre 3. 
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Asymptotes 

# On considère la fonction f définie sur ]- nr ; O[ U j0 ; r{ par: 

À 1 
JOEE" 

sin x 

Démontrer que f admet des limites à gauche et à droite en 0. 

Qu'en déduit-on pour la courbe représentative € de f? 

Soient f la fonction définie sur R\{-2} par : 

2x2+7x+5 

x+2 
fQ@) = 

et @ sa courbe représentative. 

1° Déterminer les limites de f à gauche et à droite en — 2. 

Interpréter graphiquement le résultat. 

2° Calculer, pour tout x de R\{2} : f(x) — (2x +3). 

En déduire que la courbe € admet en — © eten + une droite asymptote 

d dont on précisera une équation. 

Etudier la position de € par rapport à d. 

Soit f la fonction définie sur R par : 

3 X°—x{+x+1 
JOBS 

x2+1 

1° Déterminer les réels a, b et c tels que, pour tout réel x: 

C 
x) = ax + b + 

JG) x2+1 

2° En déduire que la courbe représentative % de f admet une droite 

asymptote en — co eten +0. 
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SUJETS 
de type bac 

Soient f la fonction définie sur R\{1} par : 

x2+x-—1 

— 1 

Oo: € à ES IDÉSGRAINE dans le es rapporté au repère orthonormé 

© i, k 

1° Déterminer les réels a, b, c tels que, pour tout réel x distinct de 1 : 

f@) = 

f@ = ax +b+——. 

2° Étudier les limites de f aux bornes de son ensemble de définition, puis 

déterminer la dérivée f’ de f. 

Dresser le tableau de variations de f. 

3° Quelles sont les droites asymptotes à € ? 

Préciser la position de par rapport à son asymptote oblique. 

4° Démontrer que € admet un centre de symétrie. 

5° Tracer la courbe € et ses éléments remarquables. 

Soient f la fonction : 

x Vx2+2x, 

et @ sa courbe représentative dans le plan rapporté à un repère orthonormé 

(O ; i,j). 
1° Déterminer l’ensemble de définition 2; de f. 

2° Démontrer que 6 admet un axe de symétrie, que l’on notera d. 

3° En utilisant un théorème de composition, justifier que f est strictement 

croissante sur [0 ; + co. 

4° Déterminer la limite de f en + © ; en déduire la limite de f en —-c. 
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f@) 5° Déterminer la limite de —— quand x tend vers 0. 
a L 

Interpréter graphiquement le résultat. 

6° Démontrer que la droite À d’équation y = x + 1 est asymptote à % 

en +0. 

œ 

& 
< 
== 
C 

Préciser la position de % par rapport à À dans le demi-plan d’inéquation 

xZz0. 

Justifier que % admet en — oo une asymptote À’, dont on donnera une 

équation. 

7° Tracer la courbe % et ses éléments remarquables. 
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CORRIGÉS 
des exercices 

Fi En application directe du cours : 

1° lim 27 =+00. 2° lim 1 +. 3° lim 2 
X— + 00 X—+o x—-0 

4 limx°=0$=0. 5° lim = 6° lim 1 0 
x — 0 : X—-00 X X-+00 X 

de à So de ln dr 0-3. 
* 0 <: x—0 X x —9 

10° lim Vx = +0. 
X— + 00 

12 mis 0 0. 
x0 

FA 1°2. lim x2=+0 et lin = +00. donc : lim (x2+x°)=+0. 
X + + © X—+ +00 X > + 00 

b. lim x=-0c et lim x°=-, donc: lim Gr = 
X —+ — 09 X —+ — CO X =? — 0 

c. lim x2=0 et lim F2 =- 00, donc: lim D =—00,. 
x 0 x—0 x? x—+0 X 

d. lim x?2=+00 et lim (-x)=+00, donc: lim (x2-x°) = +00. 
X + — 09 X —+ — 00 X 7? — 00 

2° a. lim x2=+00 et lim Vx= +00, donc : lim x2Vx=+0. 
X— + 00 X—+ + 00 . _ _ X— + 00 

_ La “= © ct lim \. x=+0, donc: Hi LV à ©. 
XL? 09 X —+ — 00 X — — 0 

c. lim x2=0 et lim (1-Vx)=1-V0=1, donc: lim x2(1-Vx)=0. 
+ +0 x— 0 x—0 

n 
Eu 
FQ] 

oc 
oc 
Q 
L 74 

don + 00. et lim (1+Vx)=1+V0=1, donc: 
_ _ _ | 

__ in 0-40. 
- x—+0 x? 
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E + Pour tout x de [0 : + oo : 

__ Li à à -0. 
donc : x (4) = 22. 
La fonction : x > x3 f(x) est donc mi 

. [0 ; + oo[ par la fonction : x 

de limite + © en + 0 ,ce qui prouve, . 
d’après le théorème de  . 

lim x°f(x) = +0. 
X — +00 

CHAPITRE 

+ Pour tout x de ]- 0 ; 0]: 

f@)2=2 et x’=<0, 
donc : + DS 2x 
On en déduit que la fonction: xx f@) | 
est majorée sur ]- æ ; 0] par la fonction : 

xt>2x3, de limite — oo en — ©, donc, 
d’ après le théorème de comparaison : 

lim x° f(x) =- ©. 
X — — 00 

lim (1+2=2, lim (1-Vx)= 
x— | x—1 

donc : lim f(x)=+00 et lim | FD = =-®, 
xt Ro 

Ploti Plotè Flotz 
arc 
j 

Ares=1l 

La fonction f a pour ensemble de définition R* et pour tout éel x non 

nul : _  _ 

f =2x-1- : - 
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Det Fe Fltz _ |. 
NANTES —Tix 

|zgcue- “Ar 13#X 
B2x-1 

onction sinus est dérivable. sur sin’ - cos 
_ …L Smx sin0 

lim O1 = cos0=l, 
+ 0 12. 

sinx. 
trement dit: m1 

re Pete Pets | 
ne LR 

Mas 2RE-H—-11/% 
V3=2%— 1 
VAE inc) x 

. Pour afficher l'écran nn à coté de Leon table, appuyer sur 

(MODE), puis sélectionner G-T dans la dernière ligne de l’écran. 

. Appuyer sur [TI BLSET] pour afficher l'écran TABLE SETUP. 

Indpnt : Ask . 

ru 0e . . 

x étant paire, des valeurs positives de la. 

pées dans la colonne X (ici : 0, . 0, 2 0, 1; 0, 01; 0, 001 : 
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œ 
œ 
< 
== 
LS C4 C 

[7 | 1° Si f est une fonction de limite + en +, . fn n° es 
majorée. En effet, aucun réel M n’est un majorant de /. car Le + 1; + 00 

contenant toutes les valeurs f(x) pour x assez grand : 

f(x) z M +1 pour x assez D 

donc : fx) > M pour x assez grand, 

ce qui implique que l’on peut trouver un réel a tel que : 1 

2° Si f est une fonction de limite + © en 

+ © , il est possible que f soit minorée, 

comme le prouve l’exemple de la fonction 

CarTé : 

lim x2= +0 et, pour tout réel x, x2=0. 
— Ë Eee 

3° Si f est une fonction de limite + © en + 0 , alors on peut trouver 
un réel a tel que : si x>a, alors f(x) = 2 003 ; en effet, l'intervalle 

[2 003 ; + co[ contient toutes les valeurs f(x) pour x assez grand, c’est-à- 
dire pour x supérieur ou égal à un certain réel a. 

4° L’affirmation « dans un demi-plan d’inéquation xZa, la courbe € est 
située au-dessus de la droite d’équation y = 2 003 » est une simple traduction 

géométrique de : si x=a, alors f(x) z2 00e. 

5° Si f est une fonction de limite + © en + ©, il est possible que f ne 

soit croissante sur aucun intervalle [a ; + œo[ , comme le prouve l’exemple de 

la fonction f définie sur R de la façon suivante : pour tout entier relatif n, 
* (HD =2nR, 

+ f(n+l=2n+3, 

+ f est affine sur l'intervalle n;n+l]. 

Alors, par construction : 

pour tout réel x, f(x) = x, donc (théorème de 
comparaison) : lim f(x) =+ 0, et il est clair 

X + + 00 

graphiquement que f est strictement décrois- 
sante sur tout intervalle [2n + 1 ; 2n + 2] où 

n est un entier relatif, et n’est donc croissante 

sur aucun intervalle [a ; + co. 
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e 0 - en 2, et les théorèmes - 

t sur la limite de f en 2. 



Floti Flotë Plotz 
| 

HAPITRI 
C 

Plott Flotz PIOt3 
AVIS CKNI-X-É)/ CA 
ee . 
nn COS C4x2)34 

SHREK 54243) CA 

ae LES 



RCIGES 

EX 

FRti Fle FR ll. 
“y1Bél-cos 4x2 34 | 

ES 
DS v | 

ORRIC 
(es 
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donc, pour tout x de ]-x;0[ U ]0:;: rl: 

8 sin? x cos? x 
de QG) = ——— >= 8cos? x. 
= sin? x 

& + lim cosx=cos0=1 et lim x? 1 , donc d’après le théorème de com- 
< x— 0 X— 1 
ol position : lim cos? x= 1 , et finalement : 

1 +0 

lim f =8. 
0 

(Pi 1° f:xr>lx 2| et a=-1, 

La fonction f est définie sur R ; c’est la composée de la fonction : x x23-2 

par la fonction valeur absolue:  Xr-1IX1, - 

et : lim (@-2)=0C 1) 2-3, him iXl-1-31-3 
x X— 5 

donc : lim f =3. 
- 

spa sn À Lis 2°f:xr sin — et a=+o. 

à osée 
L'ensemble de définition de f est R M festle OP verse : 

l LA e ja fonction, 
&ü: lim -=0, im smX-sn0-0, Le 

x +00 X x 0 us 
on lim f=0 par ja fonc ction sin 

SL a |, 

+. J-1;+0o[ et lim =+0, limvVX=+0, 
 . x+l 2. 

donc : lim f = + ©. 

df:xr \x$ +32 et a=-o. 

Pour tout réel x : 

_ 169, & x°+32= 0S x°2>(-2), 

Or, L fonction xt x° est croissante sur R , donc : 

xE D, & xz-2 
autrement dit : 

D;=[-2;+o0. 

f n'étant pas définie au voisinage de — © : 

elle n’admet pas de limite en — co. 
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fix 1% ét a=l. 

Pour tout réel x : xea, & x=0 et 1-Vr=0. 
ee æ 120 et \x<l 

ee OSrx< I. 

do (0. 
De plus: lim (1- Ge V1=0 et lim VX= . 0, 

: x— | < X—0 = 

“done  Iimf=0. 
4 1 ; 

6°f:xr cos’ (3x) et a=T. 

f est définie sur R et: 

—lim3x=3r, …. cos X = cos (3m) = 1, . P=C D=-1, 
> ét, PE 1-1 

. donc: limf=-1. 

: HD | de | 
13] 1° La fonction x à pour ensemble de définition R° et, pour. 

tout réel x non nul : 
Sin2xX. Ssin2x 

x 2 

comme de plus : lim2x=0 et lim ne 1. 
; x—0 0 X 

on obtient théorème de composition) : Lim 7 = 1. 
- x— 0 2x 

puis - . Ju sin sin 2x _ 2. 

: x—0 ZX 

271 
Zu:n>nsin —. 

n 

1: suite u est définie sur N° et, pour tout entier 
naturel n non Hat 

À 
Sin — 

1 
» 1, ï 

n 

de plus: lim 0 et lim 2 1. 
7 ns x0 X 

donc, d’après le théorème de composition : 

lim M -1, 
. Tr 0 

“UNIES 0 35 



EM fix xcos x. 

T 
1° Pour tout entier naturel n: u,=2nnr et v,=(2n+l1) “ , 

donc les suites 4 et v ont toutes deux pour limite + ©. 

D'autre part, la fonction f est définie sur R et, 
pour tout entier naturel n : 

f(u,) = 2n7 x cos (2n7) 

=2nn XI 

=2nt, 

fv,)=Cn+ 1) Ex cos | (2n +1) = 

T 
=(2n+1) =X0 (2n Le 

= 0 : 

donc fou est la suite n+2ntx, de limite + © , et fo y est la suite cons- 

tante n+> 0, de limite 0. 

2° Les suites w et v ont toutes deux pour limite + ©; 28 
si la fonction f admettait une limite € en + © , alors, ouvant 

d’après le théorème de composition, les suites fc u et ètre yn réel, 

fov admettraient € pour limite ; or, on a prouvé dans 400 OÙ — 

la question 1° : 

lim /(,)=+00 et him f&,i=0. 
n— +00 ñ +0 À 

donc fou et fov n’ont pas la même limite, ce qui montre que l'hypothèse 

« f admet une limite en + co » est à rejeter. 

On à ainsi prouvé : 

la fonction f n’admet pas de limite en +. 

Fleti Flotè Flotz 
x. 
\fi=(i-cos(d#)1# 
Sinéx 

WT HOOU 
MINE za À 
AMax=2û 

“ ASC 1=S 
AMSsC RTS + ER 
+53 
VuBkcos Ex 
AYs= 

Vmin= "26 
Ymax=24 
Yscl=S 
sres=1l 

15] Lx 2+sinx, 

f est définie sur R. 

Si f admettait une limite en + o , alors la fonction x sin x, différence: 

° de la fonction f qui admet une limite en +, 

e et de la fonction constante x = 2 , de limite 2 en +, 

admettrait elle aussi une limite en + co. 
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_ carrée: xt Vx, de limite + o en + 0 , et de la fonction cosinus, qui 

_ Or, on sait que la fonction sinus n’admet pas de limite en + oo , donc l’hy- 
pothèse « f admet une limite en + oo » est à rejeter, autrement dit : 

_ f n’admet pas de limite en +. 

2° g:xr>x?(2+sinx) 

La fonction g , définie sur R, est le produit de la fonction carré : x x?, de 
limite + © en +00 ,parlaf ction fiim2+snx, qui n’admet 

limite en + c ; les théori C 
directement sur le limite de f en +00. 

Pour lever l'indétermination, ads que la fonction sinus est bornée sur 
R par —1 et 1: 

pour tout réel x . _ |=<smxt: 

on en ea pour tout réel x: 
1=2+rsmi<3, 

donc, en 2 multipliant chaque membre de l'inégalité a . positif à. 

x2 € x2 (2 + sin x) < 3x2. AÇCICE 
On a ainsi établi : 

pour tout réel x, g(x) = x2, 

et, sachant: limx?=+0, 
X— + © 

le théorème de comparaison permet de 

conclure : 

Flat Flotz Flotz 
dE ds 

Yy=ACOS CH - 
YeBKECP+sinC#)) 

V6Ë4 
4 2=R 

ET fx Vx- cos x. 

La fonction f, définie sur [0 ; + oo, est la différence de la fonction racine 

æ 

ORRIGES 

n’admet pas de limite en + © ; les écris nes ne permettent donc be 
de conclure directement sur la limite de f en +oo, 
Le fait que la fonction cosinus soit bornée sur R va à permettre de lever cette 

indétermination. 
C Pour tout réel x : 

—1|<cosx<lI, 

donc : —-|<-cosx<l, 
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song pour tout réel x positif : 

= _ Vr 1=< x. COX < Vx+ r qu'en définitive» 

us ce qui eat qu e la fonction 

= oo. Fe 
& 
- De plus, on sait: 

© lim Vx=+0, 
X—+0 . 

donc : lim (Vx-1) = +. 
XF 

On a ainsi prouvé que f est minorée sur [0 ; + œ[ par une fonction de 

limite + © , et le théorème de comparaison permet de conclure : 

Floti Flotz Plotz 
NYU=KCOS CXK 2 
AVE=kéC2+Ss ini 

Er Pour tout x de Re. fx =. 

1° Pour tout réel x : 

—-I<snx<1, 

donc, pour tout x de 10 ; + œ![ , en divi- 

sant chaque membre de l'encadrement 
par le réel strictement positif x : 

isa | 
x + + 

Il vient : 

pour tout x de D: +ol, <fQ) < — x + 

donc la fonction f est encadrée sur 10 ; + [| par les Loncions x — À 
x 

» 

Î 
xr> —, toutes deux de limite O en +; 

. théorème des gendarmes permet de : 

hu f= = 

» La fonction f est paire : 

pour tout x RW Co- 
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et, d’après la question 1° : à . 

_ limf=0, 

donc 



e Pour tout x de ]0 ; + cf: 

; : cçement 

ui fo=xxh 2) 2): pour tout réel x Su 

É | = de ee 
cs de plus, on sait : 

PMR er 
< ep _ Ext x 

Î 
lim —-=0. 
sn 

On a ainsi écrit la restriction de f à JO ; + œ[ sous la forme du produit : 

e de la fonction : xr= x, de limite + 00 en +coo, C2 4 

se dl à 1 2 he Lou + ©, 
Vx 

ce qui permet d’affirmer : 

lim f = + ©. 
+ 00 

dd 
Ze de 
f a pour ensemble de définition ]0 ; + oo. 

+ f se présente comme la différence des fonctions x L et xt : ces 
x x 

deux fonctions ayant pour limite + oo à droite en 0 , les théorèmes usuels 

ne permettent pas de déterminer directement la limite de f en 0. 

+ Pour tout x de 10 ; + of: 

sos 2xfe-1)=lx ten), à >: 
et on Sail : 

1 
lim —=+0, 
x—0* x 

lim Vx=0. 
x 0 

On a ainsi écrit f sous la forme du produit : 

À 1 ‘  . \ 
° de la fonction : xr> — , qui admet + oo pour limite à droite en 0, 

* et de la fonction : xr> Vx- 1, de limite — 1 en 0: (C8 
\ 

f ayant pour ensemble de définition ]0 ; + ol, 1 jemport® su T 

on peut conclure : x 

lim f = — co. 
0 
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2 

15 22 

f est une fonction rationnelle ; le monôme de plus haut de de son numé- 

rateur est x > — x, le monôme de plus haut degré de son dénominateur est 

xr>-—x2, donc: 

- 30 £ . … 

HAPITRI 
C 

Gr 
QG 1). 

f est une fonction rationnelle ; c’est le quotient : 

df:x 

° du polynôme : xt (x? + 1), dont le monôme de plus haut degré est : 
A1 + °° Cestadinm. «10, 

* et du polynôme : xt (x° — 1)?, dont le monôme de plus haut degré est : 
xt>x5*3, c'est-à-dire: xr>xl. 

Il vient : 

. : xis . 1” 
lim f= lim ——=1, lim f= lim —=1. 
— © x X15 + 00 x +00 X1 
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_ de même : 

rème « imite ? 

e théor 
n d'éc & criture ici 

a. 
x 

Les f@) = | ne 
x détails . 

_ [Puti Plot2 Flotz 
_ [Mist E+X +1) 
 [“ékè+ii 
_ |Y3=x-1 
[SYABCHÈ-1I/C2KE+ 
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El r:xe 2x -x+1. Ce 

1° + Pour tout réel x : | + © 

xED,e& x2-— -2:20 & x(x-2)>0, im & 

_ donc: %,= ]- © : 0] UP; + oo0[. 

+ Pour tout x de 2: : 4 oo : 

FOIE Nr 2x- œ— 1}, 

2_22)= im X 7 x—+® 

HAPITRI 
C 

ét: 

lim Vx2-2x=+0, lim (x-1)=+0. 
x +0 X — + 00 

Les théorèmes usuels ne permettent donc pas de conclure en (indé- 

_termination du type « © — oo »). 

- 2 Lex \x2-2x+x- 1. _. 

a. D,=,. 

Pour tout x de ]- © ; O0] U [2 ; + oo : 

FO x 8Q@) = (Nx2-2x-(x-1)) 
| x(Vx2-2x+(x-1) 

= (2-23) - @- D? 
=x2-2x-(x2-2x+1), 

donc : f&)Xg@) =-1. 

b. Pour tout x de [2:+o0[, g(x) = Vx2-2x+(x-1), 

c- lim Vx2-2x=+00, lim(x-1)=+00. 
: X + + 00 X ++ 00: 

. donc : lim g = +00. 
+ 00 : 

_ c. Pour tout x de [2 : + of: 

BOI=Nx 2% 1x |), 

ét. Ni 2x 0, x 1-0, 

donc : g(x) > 0. 

d. Pour tout x de [2 ; + oo : 

FO) Xg@=-1 et g@ 40, 
1 que a 

Le donc : Des 

comme de plus : 

lim g=+0, 
+ 00 
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_ on peut conclure : 

c’est-à-dire : 

Floti Flotë Flotz WLNDOUW 
=SiNnCrRI x #1 = 

ROUEN EEE SMAX= 
sY3zl x 
VuBTÉxÈ-2%# 5 
SYcBx-1 
Vg= 

ogue que, PO 
e analog! 

manièr d'une 1n é t de mn 
on démontre erail Ne en présence 

œ ,0 
de £ en 7 il 

dej, 80027 FC) 

x pour tout x d 

_ ne  . . 

7 _ 7: Li (ÿ) 2: + of. _ 

_ im (T+x- 3)= =\7+2- -3=0 et Lun Go 2-0, 
+72 

. on se trouve en présence d’une indétermination. 

+ Pour lever cette indétermination, mulilions le numérateur et Le dénomine- 
teur de f(x) par l'expression conjuguée de V7 +4 2. 

Pour tout sd DAUB ad 
_7+x+30, 

 … . 

 NT+x+3 

ù v | 

ORRIC 
C 
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. (7 + x) —-9 

. G-D(N7+r+3) 
Fra 

5 DU +. 

5 donc : ee 

De plus : 

lim (N7 + x + 3) = N\7+2+3=6, 

donc, finalement : 

1 
= — 
1 6 

Nan Li 
Dix ———< . 

x— | 

+ lim (V3x2+1-2)=V3x12+1-2=0 et lim (œ-1)=0, 
x 1 Loi 

donc on se trouve en présence d’une indétermination. 

+ Pour lever cette indétermination, multiplions le numérateur et le dénomina- 

teur de f(x) par l'expression conjuguée de V3x2 + 1 -2. 

Pour tout x de R\{1}, V3x2+1+2%0 

_ Sr +1 2 rl) th 
à Va +1+2 

_ (Gr +r1-4 

_&-D(\3x2+1+0) 
_ 34 -Da+b 

@-D(3x2+140) 

3(x + 1) 
donc : FO) = —=—— . 

N3x2+1+2 

De plus : 

lim (V3x2+1+2)=V3x12+1+2-4 et lim 3(x + 1) = 6, 
x— 1] xl 

donc : lim f(x) = 
x +1 

» + Le La 3 

c’est-à-dire : lim f=—. 
1 2 
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0 
ET —… 

d,= R\{1} et, me tout réel x distinct de 1 : 
_ x2003 _ 2 003 

fQ) = à _ 
x—l 

autrement dit, f(x) est le taux de variation de la fonction gixr> 003 
entre 1 et x. 
g est dérivable sur R , et, pour tout  . + 20) — 2 003 x2 002 ; en . 
culier : g (e 2 003 , ce qui implique : - 

x2 003 _ 12003 
20, 

x 1 +. 

c’est-à-dire : __ limf=2003.  _ 

COS X _  . _ 
2 | - fixe = - _ 

_ ms 
7 _ 

a,=R\[2). 

Pour tout réel x distinct de . 

TI 
COS x COS — 

FD = —? - 

de plus: 

_ donc: 

OL 
D _ - 6x7 

. a,=1 R\ | Ans sin x SA é est le taux de n 

nou À distinct de mi ue LI LNDS _ 
. ’ - __ 6 _ ee a fo nction sin or 

yarauon oœ 
_ T ji tend ETS le 
_ 2 {sin x :) , 7 à De en ñ © 

_ _ TS 
_ —— = _* — , gr € quand * tend ES & 

6fs-©) 3 | 6 
6. 6. 
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HAPITRI 
[@ 

t réel x: 

res 

- … Po tout x de Ds: 

D=° 



eo. 

dd plus = 

donc : 



@ est située en dessous de d dans le demi-plan d’inéquation x>-2. 

Floti Floté Flotz 
SHyasgixé-2% 3 
AHE=x— 1 . 
AM6=l-“sinisi 
AUS BC RH PUS) C 
A2 I 
YEBZX+S 
g= 

NAT 
QN C4 C Ares=1l 

___ __ 
I) Pour tout réel x, f(x) = EN Pour io 
1° Pour tout réel x: 

c  (a+tha+l)+c A 
és x? x2+1 

_ax+bx?+ax+ (b+c) 
LES 

 . 
a=t 

de plus, . 

b+rc=1 

si, et seulement si : 

_x3-x2+x+1 
donc : pour tout réel x, x— 1 + = . 

D | 

autrement dit : pour tout réel x, f(x)=x-14+ > 
- x2+1. 

2° D’après la question 1°, f est la somme : 

* de la fonction affine : x=>x-1, 

2 

- 2 
+ et de la fonction :  _ de limite 0 en eten + © , 

x + 

donc la droite d’équation y = x - 1 est asymptote à la courbe représen- 

tative € de f en —- © eten +. 

| Floti Floté Flotz 
Hz i- 5 00S LR a 24 
Sins 
BCE S- —Aé+k+ 1) 

Ymih= 4 
Umax=d 
Yscl=i 
ares=il 
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donc : 

2° + Limites à linfini 

lim (x+2)=-00, 
X — — © 

De même : im (+2) = + 00 lim 



me 

pu 
< 
L 
» LA C 

Dressons le tableau de variations de f: 

3° + D’après la question précédente, f admet des limites infinies à gauche et 

à droite de 1, donc la droite verticale d’équation : x = : est asymptote 
à la courbe représentative € de f. 

+ D’après la question 1° : 

1 
pour tout réel x distinct de 1, f(x) =x+24+ , 

X er 

donc f est la somme de la fonction affine x x + 2 et de la fonction 

À à qui admet pour limite OÔ en — © eten +0, ce qui prouve que 
X ps 

la droite d d’équation : y = x + 2 est asymptote à la courbe € en — oo 

eten + ©. 

De plus, pour tout réel x distinct de 1 : 

fo -G+2— à 

A “1 |, 

f@)-(x+2)>0 six>li, 
donc : 

ce qui prouve : 

— @ est située en-dessous de 4 dans le demi-plan d’inéquation x < 1, 

— € est située au-dessus de 4 dans le demi-plan d’inéquation x > 1. 

4° D’après le tableau de variations de f, 

si © admet un centre de symétrie, ce ne 

peut être que le milieu Z(1 ; 3) du également PU 

segment [AB], avec : Ge he | : considér et ymptotes 

A(0: 1) & B(2: 5). g'intersection 

Déterminons une équation de € dans le 

repère (; i,j). 

Soient M un point du plan, (x, y) ses coordonnées dans le repère (o ; 1j) 

et + D ses coordonnées dans le repère (7: à, 1) 

OM = OT + IM donc : 

xi+yj=i+r3j+Xit+Yi- (X+Di+(+3);. 
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on en déduit les formules de changement de repère : 

x=X+1 

Y=T+3. 

Une équation de % dans le repère 
(Oo 2, j) est : 

y = =x+2+—, 

donc une équation de @ dans le repère 

(Z:i,j) est: 

Y+3=(X+1)+2+ = 

OÙ ENCOe  _ _ F=xX+ —. 

La fonction F:Xr-> + étant impaire, on peut conclure que Z est centre 

de symétrie de €. … 

est 
émontrer 

UE D; 

éthode ue 
à _—. 

x 
d 

mé 

ne 

Une autre M A un 
« : : 

: | 

is 
ur tout 

ei 
e Un 

Le f@œri* h) 
+ fr 

7 l'aime 
c'est-à-dire où rréel h non oul, FC 

ouf 

# 

CORRIGES 
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EN fixe V2 + 21. 

1° ®; est l’ensemble des réels x qui vérifient : 

g x2+2x =0, 

< c’est-à-dire : xx +2) >0 

GS donc: D;= ]- © ; -2] U [0 ; + of. 

2° Les intervalles ]- © ; —- 2] et [0 ; + [ sont (7 

symétriques par rapport à — 1 ; donc, si la courbe 

@ admet un axe de symétrie, ce ne peut être que 
la droite d d’équation : x=-1. 

Notons / le point de coordonnées (- 1 ; 0). 

Soient M un point du plan, (x, y) ses coordonnées dans le repère (O : à, Li) 
s 

et et (Æ, + Y) ses coordonnées dans le repère (1: D Li). 

OM = OI + IM , donc : 

xibyi= 1+XIFtYj=(X Dir): 

on en déduit les formules de changement de repère : 

x=X-1 

y=T. 

(2© 9); 

y=f@) 

( 1€, 
Y=f(X-1) 

. œ:-1]U[I;: ie 

I vient: MES 

. 

î Y=V(X-1)7+2(X- 

ee C9 ; + 00[ 
î 

Or, ]- © ; — 1] U [I ; + of 

est ue par rapport à 0 

et la fonction X > VX? - 1 
est paire, donc € est symétri- 

que par rapport à la droite des 

ordonnées du repère (7 : 1) . 

c’est-à-dire, en revenant au 

repère initial : 

la droite d d’équation x =-1 
est un axe de symétrie de €. 
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3° f est la composée de la fonction : x+>x?+2x par la fonction racine 
_ carrée. 

De plus : 

* comme somm fonctions x + x? et - 2x , toutes deux strictement: 
croissantes sur 10 strictement croissante s 

[0 ; + of; 

+ xt>x2+2x est à valeurs positives sur [0 ; + col ; 

XI VX est strictement croissante sur [0 ; + oo. 

On en déduit : 

f est strictement croissante sur [0 ; + oo[. 

4+ lim (x2+2x)= lim x2=+00 et lim VX=+0, 
X— + 00 X— + 00 X—+0 

donc, d’après le théoreme de composition des limites : 

lim f@) = + ©. 
X — + 0 

+ De plus, la courbe € admettant la droite don X=-— 1 pour axe de 

symétrie, il vient : 
lim f(x) = + ©. 
XD 7 

5° + Remarquons tout d’abord : 

0 09 

on ne peut . pas obtenir directement a 

@ limite de quand x tend vers 0 (indéter- _ 

mination de la forme « : ». 

Pour tout x de ]0 ; + of : 

de plus: lim = donc : lim (+2 )240 
. 

X 0 À + 0° 

en outre : lim VX = +. 
X— +oo 
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HAPITRI 
C 

| le résultat précédent peut: s’ 

M0 0 @= (0) _ 
un X 

cela implique que la courbe € —  . Ou 

_ 6° Étudions la limite de. 

_fo-G+D 
_ quand x tend vers +. 

Pour tout x de [0 ; + ol : 

fo - @+1)=\Vx2+2x- 

Nr  . 
_ _ Run 

ri Gil : 

EE GED 

à À 

de plus 2 + 2x eo À tendant vers +00 e + 

_ x — + 00 Ari 

donc : 

 . qui prouve ai la droite A d'équation + =X 
en To. 

e D'a après ce qui précède : 

pour tout x. de CE + +, 1 : (x . 
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donc : - 

pour tout x de [0 ; + oo[, f(x) — (x + 1) < 0; 

_ par conséquent, dans le demi-plan d’inéquation xZ 0, @ est située en- 

dessous de A. 

+ € est symétrique par rapport à la droite d, donc %@ admet pour asymp- 
_tote en — oo la symétrique de À par rapport à d,autrement dit: 

la droite 4’ d’équation y=-x-1 est symptote \ 6 en -œ. 





HAPITRIE Ne (es 

LANGAGE DE LA CONTINUITÉ 
TABLEAUX DE VARIATIONS 

I- Continuité ponctuelle 

Définition 

Une fonction f est continue en un réel a si, et seulement si : 

lim f = f(a) . 
a 

Propriété 

Les fonctions construites à partir des fonctions x x" (n entier relatif), 

x Vx, x Ixl, sin, cos, les polynômes, les fonctions rationnelles sont 
continues en tout réel de leur ensemble de définition. 

La fonction partie entière 

Pour tout nombre réel x, la partie entière de x est l’unique entier relatif, 

noté E(x) , qui vérifie : 

E(x) < x < E(x) +1. 

La fonction E : x Ex) , définie sur R , est appelée fonction partie 

entière ; elle est discontinue en tout entier relatif n et : 

Y 

lim E)=n-1, 
À, ae À 1 

li E — y) 24 = : + _ (x) G)=n oi > 

On dira par exemple que la fonction partie entière est continue sur 

l'intervalle [2 ; 3[ , Car elle est continue en tout réel de l’intervalle ouvert 

12591 Retr 

hot ECO =E 0). 
x— 2? 
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Il- Continuité sur un intervalle 2 
Théorème des valeurs intermédiaires 

+ Soient f une fonction continue sur un intervalle 7, et a et b des réels 

de 1. 

Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b) , il existe un réel c compris 

entre a et b tel que fc) =K. 

ra 

a 
< 
= 
[es 

S'i----- 
’ 

On peut joindre les points À d’abscisse a et B d’abscisse b de la courbe 

représentative @ de f en parcourant € sans lever le crayon. 
Si k est un réel compris entre f(a) et f(b) , on traverse nécessairement la 

droite d’équation y = k au moins une fois. 

° En particulier, une fonction continue sur un 

intervalle ne peut pas changer de signe sans 

s’annuler, autrement dit, si f est continue sur 

[a ; b] et si f(a) x f(b) < 0 , alors f s’annule 

en un réel de Ja ; b[. 

Corollaire 

e Si f est une fonction continue et strictement monotone sur [a ; b], alors, 

pour tout réel k compris entre f(a) et f(b),l’équation f(x) = k admet 

une solution unique dans [a ; b]. 

° En particulier, si f est continue et strictement monotone sur [a ; b] et si 

fa) X f(b) < 0 , alors f s’annule en un seul réel de ]a ; b[ . 

Remarque 

On peut étendre le corollaire à d’autres cas d’intervalles que [a ; b]. 

Par exemple, si f est une fonction continue et strictement croissante sur 

[a ; b[ (b étant un réel ou + oæ) et si limf= À (À étant un réel ou + co), æ 

alors, pour tout réel k de [f(a) ; À[ , l’équation f(x) = & admet une 

solution unique dans [a ; b[. 
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Fonctions racines #-ièmes 

Soit r un entier supérieur ou égal à 2. 

° La fonction x x” est continue, strictement croissante sur l’intervalle 

[0 ; + oo! , s’annule en 0 et : 

lim x'=+00. 
X — + CO 

Donc, pour tout k de [0 ; + of , l’équation d’inconnue x : 

É ER 

admet une seule solution dans [0 ; + oo ; cette solution est notée VK. 

° VO = 0, N1 = 1 et, pour tous réels x et y strictement positifs : 

n LA n 8 1 x _Vx 
Nxy= NVx Vy ===, \==:=. 

2 VE » y 

pour tout x de ]J0; +ol[, (Nx)" = x 

e La relation : 

conduit à poser : 
1 rè 1 

pour tout x de ]J0; +olf, Nx=x7, 

ce qui est en accord avec les règles de calcul sur les puissances. 

+ La fonction racine n-ième x Vx a pour ensemble de définition [0 ; + oo! ; 

elle est continue, strictement croissante sur [0 ; + co[ et: 

. n 

‘lim Vx = + oo 
X— + 00 

2 ; : À À . 
+ xt Vx est la fonction racine carrée, notée plus simplement x Vx ; 

3 : : 
xt Vx est la fonction racine cubique. 

Tableaux de variations 

On conviendra, dans les tableaux de variations, que les flèches obliques 

traduisent la continuité et la stricte monotonie de la fonction sur l’intervalle 

considéré. 
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=XERCICES 
| de contrôle des connaissances 

@ est la courbe représentative d’une fonction f dans le plan rapporté à un 

repère orthonormal (O sit j) 3 

CHAPITRE 

© © 
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Dans chacun des cas précédents, préciser si f: 

e est définie en 1, 

est continue en |, 

e admet une limite en 1, 

* admet une limite à gauche en 1, 

* admet une limite à droite en 1. 

f est une fonction de [- 1 ; + co[ dans R, dont le tableau de variations est 

le suivant : 

1° Quels sont les plus grands intervalles sur lesquels f est strictement 

monotone ? 

2° Quel est le minimum de f ? 

3° Résoudre l’équation f(x) = 3. 

4° Combien l’équation f(x) =0 admet-elle de solutions ? 

3 

Préciser la valeur de E(n), E(- 3,4). 

Quelles sont les limites à gauche et à droite en 1 de la fonction partie entière ? 

1° Simplifier : 

1 
a. \27 ; b. Ÿ9 ; e LV2)% 

2° Écrire sous forme d’une puissance : 

3 

a. \ V2 : RE TS 
fs 
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1° Justifier que la fonction f : x x? + 3x + 1 est strictement croissante 

sur R , et préciser les limites de f en — æ et en + oo. 

2° Démontrer que l’équation % : x? + 3x + 1 = 0 admet une seule solution 

dans R. 
Encadrer cette solution par deux entiers consécutifs. 

ce 

2 
< 
T 
C 

1° Étudier le sens de variation de la fonction f: x > x%-3x+1 sur 

ESS 

2° Démontrer que l’équation @ : x? — 3x + 1 = 0 admet dans [0 ; 1] une 

seule solution, notée «. 

3° Donner, à l’aide de la calculatrice, une valeur approchée de æœ à 10-2 

près. 

1° Justifier que, pour tout réel k supérieur ou égal à 0 , l’équation &; : 
3 2x3+Vx=k 

admet une seule solution dans [0 ; + co[. 

2° Résoudre dans R+ l’équation &; : 2x Ux=3. 

Soit f la fonction : x cos? x — sin 3x. 

1° Calculer f(0) , Al s(À et f(n) . 

2° En déduire que f s’annule au moins trois fois entre O et x. 

66 ® LANGAGE DE LA CONTINUITÉ - TABLEAUX DE VARIATIONS 



=XERCICES 
d'entraînement 

Fonction 

partie entière 

- (Corrigé p. 79) 

Démontrer que, pour tout réel x : 

7 x PERS 

Quelle est la limite de la fonction partie entière en + co ? 

Démontrer : 

lim E(x?) =0. 
x— 0 

La fonction x E(x?) admet-elle une limite en 1 ? 

Soit f la fonction : 

x x-—E(x). 

1° Démontrer que, pour tout réel x : 

E(x+1)=E(x) +1. 

En déduire que la fonction f est périodique. 

2° Tracer la partie de la courbe représentative € de f dans la bande de 

plan d’inéquations : 

= 2EX< 3": 

(Corrigé p. 80). 

Résoudre graphiquement l’équation % : 

x2-2=E(x). 
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Tableaux de variations 

œ 
= 
— 

LE 
<« 
L Dresser le tableau de signes de la fonction f, sachant qu’elle s’annule en — 5 

et en 6, et que son tableau de variations est le suivant : 
C 

Dresser le tableau de variations et le tableau de signes sur [0 ; x] de la 

fonction f proposée. 

1° xr 2 sin x - V2. Prx1-2co 7. 

Nombre de solutions 
d’une équation 

Soit f le polynôme :  x—4x3-3x2-6x+72. 

1° Caiculer f(-2), f(0), f(1) et f(2). 

Qu’en déduire concernant les racines de f ? 

2° Donner une valeur approchée à 10-2 près par défaut de la plus grande 

racine de f. 

Soit f le polynôme : x>2x3-3x2-12x- 10. 

1° Dresser le tableau de variations de f. 

2° a. Démontrer que f admet dans R une seule racine ; on note & ce réel. 

b. À l’aide de la calculatrice, donner une approximation de @ à 10-2 près. 
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Soit f la fonction : x Illx- 1| - 1| - 1| À 

1° Tracer successivement les courbes représentatives des fonctions : 

xæ{x-1-1, xelx-11-1], xe[lx-11-1]-1 et f. 

2° Donner dans un tableau, en fonction du réel k , le nombre AN(k) de 

solutions dans R de l’équation f(x) = k. 

Dans chacun des cas suivants est donné le tableau de variations d’une 

fonction f. 

Déterminer, suivant la valeur du réel k , le nombre N(k) de solutions de 

l'équation 64: f(x) =k. 

Résumer les résultats dans un tableau. 

Soit f une fonction définie sur R telle que : 
f(0) = 1 et f(4)=3. 

On note  l’équation : Th ea 

1° Dans chacun des cas suivants, que peut-on dire du nombre de solutions de 

dans [0,4]? 

a. f est continue et strictement croissante ; 

b. f est strictement croissante ; 

c. f est continue. 

2° Démontrer que, si f est continue et croissante, alors admet dans 

[0 ; 4] une seule solution ou une infinité de solutions. 
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œ 

œ 
< 
"= 
DS C4 C 

Pour tout entier naturel n non nul, on considère l’équation 6, : 

x"+x-1=0, 

et on note f, le polynôme : 

x x"+x- 1, 

ainsi que €, la courbe représentative de f, . 

1° Démontrer que %, admet dans [0 ; 1] une seule solution ; soit w, ce réel. 

2° À l’aide d’un grapheur, on a obtenu le graphique suivant : 

Quelle conjecture est-on amené à formuler sur la monotonie de la suite (u,) ? 

sur sa limite ? 

Résolutions d'équations 

Elxl | 
Soit  l’équation : 

a Era à 

L = 

a. Déterminer les limites de f en 0 et en + co. 

1° Soit f la fonction : x Nr 

b. Étudier le sens de variation de f. 

c. En déduire que @ admet une seule solution. 

Soitrasce réel 
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2° Démontrer que @ est équivalente à l’équation : 

x—1=Vx. 

Déterminer graphiquement un encadrement de la solution & de % par deux 

entiers consécutifs. 

3° Démontrer que la solution æ& de @ vérifie : 

æ-3a+1=0. 

En déduire la valeur exacte de &. 

On considère la fonction f de [0 ; 1] dans R dont 

la courbe représentative @ est donnée ci-contre. 

1° La fonction f est-elle monotone sur [0 ; 1] ? 

Est-elle continue sur [0 ; 1] ? 

2° Justifier que, pour tout réel k de [0;1], 

l'équation f(x) = k admet une seule solution. 

Vérifier que cette solution est f(k) . 

On considère l’équation € : 
3 

INXENVTT. 

1° Trouver une solution entière de 

2° Démontrer l’équivalence, pour tout x de R+: 

2Nx=x+1 & (G-1D(2+4x-1)=0. 
En déduire les solutions de € dans R+. 
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— SUJETS 
"u [el 01e 

HAPITRI 
C On considère le demi-cercle @ de diamètre [AB], de centre O et de rayon 1 

représenté ci-dessous. 

On veut placer, avec une bonne précision, un point M sur ce demi-cercle de 

façon que la droite (AM) partage le demi-disque limité par [AB] et @ en 

deux surfaces de même aire. 

On note œ la mesure en radians de l’angle BOM , @ étant comprise entre 

Oetr. 

1° a. Quelle est l’aire du demi-disque limité par [AB] et € ? 

Calculer l’aire s4,(@) du triangle AOM et l’aire s,(@œ) du secteur 

circulaire BOM. 

b. En déduire que l’aire #4(@) de la partie du demi-disque située sous la 

droite (AM) est égale à : 

1 : 
—(@+ sin ©). =. ) 

2° Soit f la fonction : 

Xx+Sin x. 

a. Dresser le tableau de variations de f sur [0 ; x]. 

b. Démontrer qu’il existe un réel @, et un seul de [0 ; x] tel que : 

T 
(&o)=—. f(@ : | 

À l’aide de la calculatrice, donner une valeur approchée de @, et de sin & 

à 10 -2 près. 

3° Conclure. 
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On considère l’équation % : 

x3+3x-2=0. 

1° Justifier que % admet une seule solution dans R ; cette solution sera 

notée ©. 

Vérifier que le réel @ est strictement compris entre 0 et 1, puis donner, à 

l’aide de la calculatrice, une approximation de æ à 10-° près. 

2° Le but de cette deuxième question est de calculer une valeur exacte de @ 

par la méthode de Cardan. 

a. Soient uw et.v des nombres réels. 

Démontrer : 

(u+v)+3(u+v)-2=u3+v3+3(uv+l1)(u+v)-2. 

En déduire que, si u et v vérifient le système Z: 

u3+y3=2 

uv =-—1, 

alors u + v est solution de l’équation €. 

b. Démontrer, pour tous réels 4 et v non nuls, l’équivalence suivante : 

u3+v3=2 (NE 2u? == 0 

uv =-1, Pa: 
u 

c. Résoudre dans R l’équation €’ : 

| #7 2X-V=0; 

d. En déduire des réels 4 et v qui satisfont à Z, puis la valeur de «. 
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CORRIGÉS 
des exercices 

HAPITRI 
C 

oui 

f() =2,5 



Par simple lecture du tableau de variations 
de f, on obtient : 

1 LS plus grands vallée sur lesquels f 
est strictement monotone sont : _ 
[- 1; 01, 10:21. [2:51et15; + cf : = is 

solution dans 

2 le minimum de f est — 2 (il est atteint 

en 5): 

3° 2 est le seule solution de l’équation 

4° l'équation f(x) = 0 aimes ne 
solutions (une dans chacun des intervalles 

1/01, 10:27, 12,5 4 15 rl). donc, SU 
: s annule © 

ER + 3<7<4, donc ER) =3; 

-4<-34<-3, donc E(-3,4)=-4. 

_+ Pour tout x de [0:1[, EGX)=0, donc: lim E(x) = 
X— 1 - tp) 

Pour tout x de [1;,2[, E@)=1,donc: lim E(x)=1. & x—1t 

1. a 21-12 -3. DIE be 11 =3 

CORRIC 
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 B:r- 
La fonction 

. A 3421) = 1 1) (x+ 1), 

donc : . fr D=fED= 0 

ce qui prouve que f est strictement t décroissante sur - 1: 1]. 

2 C:'x-3x+1=0. 
Notons que ue @ est équivalente à à l'équation / = 0. 

i décroissante sur cet intervalle (car 

[- après la question 1° : de plus : 

_fO=1 et f() = 1- ns 

donc f(0) et f(1) sont de signes contraires. . 
On en déduit ie dans [0;1],/f S annule en un réel, : est-à-dire que 

ICES 

IXERC À NE | 

#res= il 

aide de la calculatrice, on 2 OPNCR 

0 34) > O et f(0,35) 20 

ce qui prouve que l’unique solution 

de € dans [0 ; 1] vérifie : 

0,34 <a< 0,25 

On en déduit : 

_ . 0,34 est une valeur approchée 
à10-? ee défaut) de «œ. 

S 

E 1° 8:24 Vx=k. 
_ Notons f la fonction : à 21 +\x. 
_f est la somme des fonctions x + 2x et 

à \x , toutes deux continues et strictement 

. croissantes sur R,, donc f est continue et stric- 
ent sur |” intervalle 10; + + 

ORRIGI 
+ LA 
LL 4 
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CHAPITRI 

| De plus, (0) = 0 et lim joe , donc, 

. pour tout réel . de “10 : + of : l'équation 

_ fG@)=Kk admet une seule solution dans [0 ; +, 

c’est-à-dire : 

: Tr K T TH : 
0et à entre ” et entre à et r . Il en résulte que 

__ f s’annule au moins trois fois entre 0 et x. 

pour tout réel Æ supérieur ou égal à 0, l’équa- 
tion 8, admet une seule solution dans [0 ;+00[. 

2 BD +Vx 3. 
+ (D=2% 1+\1=2+ 1 =3, donc 1 est solution de @; ; 

+ de plus, on sait d’après la question 1° que % admet une seule solut . 
dans R+. 

On peut donc conclure que 1 est la seule solution dans R, de l'équation 

Li: 2x + x =3,. 

ŒA f:x7 cos5 x — sin 3x. 

1°° f(0) = (cos 0)? -sin0=1-0=1; _ 

Tr nv _ 3n [N2ÿ NO à D 6 
*1()- cos À) = = = 

? 

3 
* (5) = (eos : a 0e 

2 2 2 

+ f(n)=(cos t)-sin3r=(-1)-0=-1. 

2° + f est continue sur R , et en particulier sur l'intervalle [0: 7]. 

+ De plus : 0) > 0. /(%)<0. (5) >0, œ <0. 
On en déduit que f est continue et change de signe sur 

chacun des intervalles Lo ; El . FE : | et É sn] , 
4 4 2 2? 

ce qui prouve que f s’annule au moins une fois entre 

Ploti Flotë Flots WINOOUW 
SMART I+TER+ 1 smin=Ë 
AM3=XT IS Sk+1 AMax=s, 1415926... 
0e *“S-sin #scl=1 

N3=CosC ni" 3=-5iNn03 4) 

Ymin= 72 
Huy= Vmax=2? 
Vez= Yscl=i 
.M6= sres=il n=1.002636 Y=.02250544 
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io Pour tout x de 
£ % £ 0 PE 



1° + Pour tout réel x . 
L 

| EG <x<E@ +, 

HAPITRI 
([@ 

fœ+D=@+ D. Ets + D = =x+1-(E@+1)=x-EQ) 
donc f est périodique de période 1. 

2° Courbe représentative @ de . 
dans la bande de plan ue 
2-1<3. 

Soit nr un entier relatif ; pour tout x 
de [n:n+1l: 

EG)=n, 

donc : fHO=x-n. 

d'intersection de la parabole D. 
d’équation y = x? -2 et de la 
courbe représentative de la fonc- 
tion partie entière. 
Graphiquement, on lit que 
dmet dans R exactement trois 

solutions, qui sont — 1, 2 et 
 l’abscisse du point de P a : 

| 

< | Eu 

| 
l 

= 

+ une abscisse positive, 

+ pour ordonnée 1. 

2-1 

__œ qui permet de conc ure : 

les solutions de % dans R sont 

1, V3 et 2. 
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+ .f est strictement croissante 
tout réel +. 



+ Pour tout réel x : 

#7 

fo) =0 & snx= 2, fe) > 0» snx> 2. 

Par simple lecture du cercle trigonométri- 
que, on obtient le tableau de signes de f 

sur [0 ; x] suivant : 

œ 
= 
cs 
< 
L 
C 

H=.B0210876 Y=.02343381 

2 ES  L 202. 

+ Du tableau de variations de la ag ja fonction 

fonction cosinus sur [0 ; xl: : composée de Sa 1-2: 

_ est à £ décrois de variation 
affine stricte f ont des sen 

s €t 
donc CO, 
contraires: 

e Pour tout réel x : 

fx)=0 & cos x= = 

L fx) >0 & a 
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O  |+=10694784 Y=.0:883649 

15 PETER 3% 61x12. _ 
. 162= =4x(23-3%x(-22-6x(-2)+2. 

 — 32 1241242 

0. 

_fO= 2. 
4-3-— 6+2=-3 : 

10 4x 23 3x2 6%242 
= 32-12— 12+2 / 

_=10. 

ion fe étant un polynôme, elle est continue sur R ; de plus : 

joe 2 0, FO he <0, f4 2e <0, 

. S ue au moins une fois 
2 et 0, nn 1 et entre L et2, ce qui . 

ES 

ORRIG 
[@ 



Floti Flotz Flotz 
M1 B4X"S-IXè-É4+ 
2 
,V2=B 

œ = 
a 
< 
== 
C 

La plus grande racine de f est celle, notée c, qui est comprise entre 1 et 2. 

À l’aide de la calculatrice, on obtient : 

f{,52) <0 et f(153)>0, 
ce qui prouve que c vérifie : 1,52 < c < 1,53. 

On en déduit que 1,52 est une valeur approchée à 102 près par défaut de 

la plus grande racine de f. 

ET j: x > 225 3x2 - 12% - 10. 
1° f est dérivable sur R et, pour tout réel x: 

fO=6x- 6x-L2-60%7 +. 2)= 6(x+1)(x—2);: 

Il vient : 
fO=ÛSrx. 1. 

fED=0, | 
[He 1x2, 

f'@)=0, 
JHD=0 ss x72. 

D'autre part, f admet en — oo comme en + ® une limite qui est celle de 
son monôme de plus haut degré : _ 

Him fC = him 2°= © et im 0 = Emi =+ 0. 
X > — © X — — 00 X +00 X + + 00 

Enfin : fD=-3, f(2)=-30. 

Dressons le tableau de variations de f: 

2° a. D’après le tableau de variations de f, il existe un réel et un seul en 
lequel f s’annule (ce réel étant strictement supérieur à 2). 
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2° Pour tout réel k, le nombre de solutions dans R de l’équation f(x) = 

est le nombre de points d’intersection de la courbe représentative de f et de 

la droite horizontale d’équation y =k. 

Par lecture graphique, on obtient que le nombre N(k) de solutions dans R 
de l’équation 7Qi= k est donné dans le tableau suivant : 

7 
œ 
œ 
< 
E 
fn 
L 4 

tricte eme
nt décr

oissante
 sut 

f ess 

.+ oo 
et: 

5 
im (= 

5 

+ 

1 

donc, PO
UT tout 

x de (0; 

o 

. Fe
 : adm

et 

e Si k<2
, alors €, admet dans R _. pi 1

5 sa sa 

une seule solution (qui est strictement 

négative) ; 
pas de S° 

si 2<k<3,alors 6, admet dans R deux solutions (de signes contraires); 

esi k=3 ,alors €, admet dans R une seule solution (qui est 0: 

esi k>3,alors €, n’admet dans R aucune solution. 

Le tableau ci-dessous résume l’étude précédente en donnant le nombre N(k) 

des solutions dans R de l’équation %, suivant la valeur du réel K. 

et 

équation f @T Se 
deux solutions * 

À — 
. june €S 

: 

.\'autte 
est sens 

qupérieure à 
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1 » admet 

J'équation n fG)=° n,2: 
e goluti0 na dans 

€. AD 2: (0 =1 à jA 3. 
1° a. f est continue et strictement croissante sur [0 ; 4]. 

_ f est continue et strictement croissante sur l’intervalle [0 ; 4], donc, pour 
tout réel k compris entre f(0) et f(4),c ’est-à-dire entre 1 et 3, l’équation 

_ f(x) =Kk admet dans [0 ; 4] une seule solution. 

En particulier, l’équation 6 : f(x) = 2 admet dans [0 ; 4] une seule 

solution. : 

b. f est strictement croissante sur [0 ; 4]. 

+ f étant strictement monotone sur [0 ; 4] , elle ne peut pas prendre la 

même valeur en deux réels distincts de cet intervalle, donc l’é équation 6 ne 
peut avoir plus d’une solution dans [0 ; 4]. 

_ + Il est possible que 6 admette une seule solution 
_ dans [0 ; 4] ; d’après la question 1° a., c’est par 
exemple le cas lorsque f est de plus continue sur 

DO ‘ 
_* Il est aussi possible que % n’admette aucune 

solution dans [0 ; 4] (f n’est alors pas continue sur 
[0 ; 4] ), comme le montre l’exemple ci-contre. 

Finalement, l’équation @ admet au plus une solution dans [0 ; 4]. 

c. f est continue sur [0 ; 4]. 

_ f est continue sur l'intervalle [0 ; 4] , et 2 est compris entre f(0) et f(4), 
lonc, d’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe au moins un 
cel € PES entre 0 et 4 tel que f(c) = 2, autre- 

 HenNdt. 

Péquation € : / (x) : = 2 admet au moins une 

(Fe) 

À 

CORRIC 
- On pen noter ue. € peut admettre  . d’une 
solution dans 10: 41, comme le. montre l'exemple 
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2 f est continue et croissante sur [0 ; 4]. 

L + D’après L question 1° c. : étant continue sur [0 ; 4], l'équation . 

admet au moins une solution dans [0 ; 4]. 

, no. que €. admette deux solutions a et b telles que : 

0O<a<b<A4. - 

f étant croissante sur [0 ; 4] , elle l’est également sur [a; b], donc : 

pour tout x de [a ; b], f(a) < f() <fÉ), 

or, 1 2 et f(b}=2 (car a et b sont solutions de a donc : 

pour tout x de [a ; 2= US 

œ 
Le 
= 
œ 
< 
Æ 
[@ 

oo - 

pour tout x de [a ; b], fG)=2, 

ce qui prouve que tout réel de [a ; b] est solution de €. - 

Finalement, si f est continue et croissante sur [0 ; 4], alors : 

l'équation 6 admet dans [0 ; 4] une seule node 

ou une infinité de solutions. 

EU &,:x+x-1-0. 

a 

+ Pour tout entier naturel n non nul, à topttion .. est un n polynôme : 

est donc continue sur R. 

f, est la somme de la fonction x += x” et de la fonction affine + => x — 
toutes deux strictement croissantes sur R, donc . est strictement crois- 

sante sur R. 

De plus : : À 10) == 1 
et : f(D=1. 
e La fonction f, est donc continue, strictement croissante sur J'intervalle 

[0 ; 1] , et f(0) x f(1) < 0 , ce qui prouve que LS annule dans . h en _ 
un seul réel, autrement dit : 

équation 6, : 
x'+x-1-=0 

admet dans [0 ; 1] une ui solution. 

2° Pour tout entier naturel n non nul, w, est la seule solution dans D: ou 

de l’équation : 

_ = 0. 
u, est donc l’abscisse du point d’intersection, d’ab: 
et 1, de la courbe €, et de la droite des abscisses. 
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KT Cr C3 C4 io 30 

Le nie invite à conjecturer que la suite (a) est croissante et de . 
limite 1. 

EH: -+- 

1° La fonction 1 ne A = + a pour ensemble de définition ]0 ; + oo[. 
7. a 

lu de \0 - 0 et lim  . donc : .. Fe) = ©. 
x 0 x—0 NX x—0 

« lin Vx= +00 et lim 0, dom lim f(x) = +00 , 
0. X — + 00 

b.f est able sur | 

pour tout x de cet intervalle : 

—. : |  _ 

donc 1%) -0, 

 c qui prouve que 1 est strictement 

croissante sur ]0 

c. L. fonction 1 est continué, strictement croissante 

sur l'intervalle 10 ; + oo! , et : 

CORRIGES 

sen SÛT : B a>° 

im f&)=-®, lim fx)=+0, r n'est définie . 

- : 0 : … + 00 
VW; + O 

don que SU end une 1e et une seule toute valeur 

. pariculer, il existe un unique ri a tel que L (@) = 1 , autrement dit : 

léc uation ê admet une . solution. 

DE LA - TABLEAUX DE VARIATIONS © 89 



NAT 
C 



A 1°: 0-0 HE }=1 A fD= 

0<- et FO) <f[> . 

donc f n’est pas décroissante ; 

de même > l et r0) — (1). 

donc J n’est pas croissante. 

On a ainsi démontré que fn ’est pas mono- 

tone sur [0 ; 

+ lim fu = et Him fG) A ji. 
“ - à 

donc : lim f(x) # Him f@), 
mi 4. 
RP = 2 

. 1 donc, f n’est pas continue en > 

ce qui prouve que f n’est pas continue sur [0 ; 1]. 

2° + Pour tout réel # compris entre 0 et & la droite horizontale deduoien y= . 

coupe la courbe représentative € de f en un seul point, autrement dit : 

pour tout réel 4 de [0 ; 1], 

l’équation f(x) = k admet une seule solution. 

+ Soit k un réel de 10; 1] et-a la nos 

de l'équation 1x) = LL. 

Le point de coordonnées (a ; f{a)) , c’est-à- 
dire (a ; k) , appartient à € ; or, € est 
symétrique par rapport à la droite d’équation 

y = x, donc le point de coordonnées (k ; a) 
appartient À 6, autrement dit: a=f(k). 

On a ainsi prouvé que la solution de l'équation est f &. 

| me. 2Vx=x+1. 
1° 4-1, donc : 2\1=1+1, fe que 7 

prouve que 1 est solution de €. 

} 
Lu 
(o) 

oc 
ra 
le 
L 4 - 2° + Pour tout x de BR: 

. 2x = x+1 & (2x) =G+1) 
_ + 8x= x3+3x2+3x4+1 

& x3+3x2- 

(es 
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et, pour tout réel x : 

œ-D2+4x-1)=0 & x°+(4-Dx2+(1- 4)x+1=0 
 x3+3x2-5x+1=0, _ 

ce qui implique que, pour tout x de R+: 

QNx=x+1 & &- 1)? + 4x 1)=0. 

« Pour tout x de (Ri: à © rl ou x2+4x-1=0. 
Soit 8’ l’équation du second degré : x2+4x-1=0. 

Son discriminant À vérifie : À = 16 + 4 = 20; 

A est strictement positif, donc %’ admet dans R deux solutions x, et X2: 

A V5. _. 
2 -024. 

DA TIAS 
44000 44215. ee 

ne —2+ Vs 5 

x, < 0 et x; > 0, donc, finalement : 

les solutions de & dans R+ sont les réels 1 et —- 2 + V5. 

Ploti Floté Plotz 
NVA1B25TEXI-X- 

Visé Hihi-h-1 

#= 2340426 Y=".0098464 

11 1° a. + Le demi-disque limité par [AB]. et _. 

- .  T 
€ a pour rayon 1, donc son aire est égale à 2 

+ Le triangle AOM est isocèle de sommet prin- 
cipal ©, donc : 

4\(o) = : x OA2 x sin (AOM), 

de plus : OA = 1 et sin (AOM) = sin (x — a) = sin &, _ 

donc : _ A (@) = D 12 

— _— À Loire d'un secteur 

+ BOM est un secteur d'angle @œ d’un disque d'ange d ie à R 
de rayon 1, donc son aire (0) vérifie : disque En 

SR 
est œ (84 

A2(®@) = — X 12 = — 2 2(@) - 2 s 
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pb. 4 est . somme de l'aire 4 (@) du  . AOM et de l’aire 

circulaire BOM : il vient : 

- (+ sin @). 

ce qui implique que f ests > [0: n]. 
_ De plus f(0)=0 +sin0=0 et Rien  - KL, Rose Le 

tableau de varia ions de F2 sur [0 ; x] est le suivant : 

 b.fest continue et strictement croissante sur FRenale [0 ; 7h et: 

1O<S</D, 

. donc il existe un réel @& et un seul de [0 ; x] tel que : f (@o) = - 

_ À Pioti Floté Flotz WLROOU 
_ |Vi=25T6 xx 1 Amin=f 
_  |Yz=cos(xi"2+cos emax= 3 1415926... 

__ CA) : AsCl=1 
ps nr 

yu= 
yr= 

_ - 0, 83 < Go < 0,84, 
nc 0, 83 a une valeur approchée (par défaut) de &o à 10-2p près. 

sin (0, 83) < sin Œo < sin 

alet s approchées de sin 
ies par la calculatrice : 

sin o _ 0,745, 

532 
.ror33i3r1i1l 

.r 4464312 
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D PNOREEC 
C 

est. maintenant possible 
d'effectuer une construction 

_. approchée du point M: il suffit 
effet d’utiliser _ 

M a pour ordonnée sin & , 

0<@<> et sin &o = 0,74. 

PE CS x +317 2-0. 

1° Soit f la fonction : 

lim Fo - = lim … . 
X 7 —.00 (©. 

D'autre part, f est la somme des fonction 

deux strictement croissantes sur R . donc J €s 

‘je continue, strictement Croissan 

sur R et: _ 
lim f@)=-, Lim JD 24 0 

X + — 00 

donc fs annule une fois et une seul 
© ’est-à-dire : _ 

l'équation Ê admet dans R ne seule solutio 

° De plus : 

f0= . et HDi 



. Méthode de Cardan 
_a. Soient w et v des nombres réels. 



En posant : w 

en posant de plus : 

HAPITRI 
[@ 

uestion 2° c., que 

st-à-dire, @ étant la seule 
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[4 
un 
— 

LA 
< 
pe 
#4 (e 

Dans tout ce chapitre, f désigne une fonction, et on note D, son ensemble 

de définition. : 

l- Nombre dérivé 

Soit a un réel appartenant à %,. 

Pour tout réel } non nul tel que a + h appartienne à %;, CRE) 

est le taux de variation de f entre a et a+h. : 

Définition 

Dire que f est dérivable en a signifie que a+ 910 admet une 

limite finie € quand À tend vers 0. 

Le nombre { est alors appelé nombre dérivé de f en a , et noté f’(a). 

Remarques 

f@ — (a) 
Lo 

+ f est dérivable en a si, et seulement si, admet une limite 

finie quand x tend vers a ; alors : 

lim f@) — f(a) _ f’(a). 
AU X—a 

e f est dérivable en a si, et seulement si, l’on peut écrire, pour tout réel h 

tel que a+ h appartienne à ;: 

f{a+h)=as+a;h+ho(h), 

où @ est une fonction de limite nulle en 0 ; alors : 

f'(@a)=a1. 

+ L'écriture différentielle dy = f’(x) dx exprime symboli- 

quement l’égalité : x y 

Ay= f'(x) Ax + E(Ax) 

où € tend vers O0 avec Ax. 

Si f est dérivable en a , alors f est continue en a. 
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3 Il- Interprétation graphique : tangente 

° Si f est dérivable en a , alors la courbe représentative @ de f admet, au 

point À d’abscisse a , une tangente non verticale de coefficient directeur 

f'(a) et d’équation y = f’(a) (x — a) + f(a). 

La fonction x f’(a) (x — a) + f(a) est l’approximation affine associée à f 

en a. 

ce 

œ 
< 
Æ 
C 

SR ME OP, 0 PS GR) EE 
h—0 h h=0 h 

— © , 

alors f n’est pas dérivable en a ; si, de plus, f est continue en a , alors la 

courbe représentative % de f admet, au point À d’abscisse a , une 

tangente verticale d’équation x=a. 

Ill- Dérivation sur un intervalle — Fonction dérivée 

+ On dit que f est dérivable sur un intervalle Z ouvert lorsque f est 

dérivable en tout réel de J , et la fonction dérivée de f sur Z est la fonction 

f’ qui, à tout réel x de J, associe le nombre dérivé f’(x) de f en x. 
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* Si f est dérivable sur 1 , alors f est continue sur 1. 

À désigne un nombre réel et n un entier naturel. 

u et v sont des fonctions dérivables sur un intervalle Z; À est un réel. 

TESTS 
Dr do. 
BCP AMP 

u” ; 
A u ne s’annule pas sur 7 

u'v—uv’ _ = v ne s’annule pas sur 7 
v 
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3 IV- Lien entre le signe de la dérivée 
et le sens de variation d’une fonction œ 

a 
< 
2= 
#n 
Le] On suppose la fonction f dérivable sur un intervalle 7. 

e Si f’ est positive sur 1, alors f est croissante sur J. 

e Si f’ est négative sur J , alors f est décroissante sur 7. 

e Si f’ est nulle sur Z , alors f est constante sur 1. 

On suppose la fonction f dérivable sur un intervalle 7. 

+ Si f’ est positive sur Z et ne s’annule qu’en un nombre fini de réels de 7, 

alors f est strictement croissante sur 7. 

+ Si f’ est négative sur J et ne s’annule qu’en un nombre fini de réels de 7, 

alors f est strictement décroissante sur 7. 

; , un ÿ sin 
La fonction tangente, notée tan , est définie par : tan = —. 

cos 

+ Son ensemble de définition ®,, est R privé des réels 5 +kn, k décri- 

LE 7. . TCNTT 
vant Z ; tan est définie en particulier sur l’intervalle | 5 : :| ; 

PA 

tan est impaire et périodique de période x. 

e tan est dérivable en tout réel x de son ensemble de définition et : 

=1+tan2x, tan” (x) = 
cos? x 

donc : tan’ (x) > 0, 

ce qui prouve que tan est strictement croissante sur tout intervalle inclus 

dans 9,7 

tan 0 =0 et tan’(0)= 1 ; 

la tangente à la courbe représentative 

de tan en © a pour pente 1 
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V- Dérivée d'une fonction composée 

Si, pour tout x d’un intervalle Z: f(x) = v(u(x)), 
et si : 

° la fonction w est dérivable sur J, PE La y Ex 3ee 

e la fonction v est dérivable sur un intervalle J, dy=u"@ dx, 

* pour tout x de Z, u(x) appartient à J, dz=v’(y) dy, 

alors la composée f de 4 par v est dérivable sur | dz = v’(y) u’(x) dx 
IEEE 

pour tout x de Z, f’(x) = u’(x) x v’(u(x)). 

RE EM 
ER 
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(ERCICES 
My de contrôle des connaissances 

|? 

On suppose le plan rapporté à un repère orthonormal direct (o : ii) ; 

Déterminer la dérivée f’ de la fonction f proposée. 

HAPITRI 
C 

sin x 
D 2 xr> | 

x2 x 

jee 1 4 x x2cos x. 
x2+1 

5° RÉ ÉREUES es 
x x Vx 

Déterminer sans calcul le nombre dérivé en O de la fonction f: 

x 2 —3x + x sin x COS X. 

Fi 
“CGomigé p.174) 

Déterminer une équation de la tangente à l’hyperbole #4 d’équation : 
4 

x—l1 
y = 

en son point d’abscisse 3. 

Donner les plus grands intervalles de stricte monotonie de la fonction f, sachant 

qu’elle est dérivable sur R et que le tableau de signes de sa dérivée f’ est : 

1° 
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2° 

Démontrer que la fonction f: 

xt Vsin x 

est dérivable sur ]0 ; x{ et calculer f’(x) pour tout x de cet intervalle. 

6 
1° Résoudre dans | : : à | l’équation (E) : 

tante 

2° Quelles sont les solutions dans R de l’équation (E) ? 

- : 1e : ee I AK 
Déterminer le sens de variation de la fonction f définie sur Ï 5 : : | par : 

fO=sSnx-tnx. 
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EXERCICES 
d'entraînement 

5 Nombre dérivé 

Soient f la fonction cube x x3 ,et a un nombre réel. 

En revenant à la définition du nombre dérivé, démontrer que f est dérivable 

en a et préciser f’(a). 

Soit f la fonction racine carrée x Vx. 

En revenant à la définition du nombre dérivé, démontrer que : 

1° f est dérivable en tout réel a strictement positif ; 

2° f n’est pas dérivable en 0. 

Déterminer sans calcul : 

1° le nombre dérivé en O de la fonction f: 

x 1—-2x+3x tan x; 

2° le nombre dérivé en — 1 de la fonction £g : 

xt 2x +(x+ 1) Vxt+3. 

L : —. tanx-1 
Déterminer la limite de Pre quand x tend vers ae 

ANT 
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Nombre dérivé 
et tangente à une courbe 

f est la fonction définie sur [0 ; 2] , dont la courbe représentative @ est le 

demi-cercle de la figure ci-dessous. 

ES 
LT C4 

RCIC 1° Comment voit-on graphiquement que f n’est pas dérivable en 0 ? 

EXE 2° Justifier qu’un point M du plan, de coordonnées (x, y) , appartient à % 

(1) + y7=1 

720. 

Donner l’expression de f(x) , pour tout x de [0 ;2]. 

si, et seulement si : 

3° Retrouver le résultat de la question 1° par un calcul. 

Soit f la fonction x 1x2 — 1l ; sa courbe représentative € est donnée ci- 

dessous. 

f est-elle dérivable en 1 ? 

Justifier la réponse graphiquement, puis par un calcul. 
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œ 
= 
D 
œ 
< 
= 
CS # C 

Soit @ la courbe d’équation : 

xy+4x+3y+7=0. 

Démontrer que le point A(- 2 ; 1) appartient à % et que la courbe € 
admet en ce point une tangente dont on donnera une équation. 

Soient a, b, c des nombres réels, avec a > 0 ,et ® la parabole d’équa- 

tion : 
y=ax?+bx+c. 

1° Soient x, un nombre réel et M, le point de P bre. 0 

Déterminer une équation de la tangente T à P en Mi. 

2° Démontrer que Ÿ est située au-dessus de chacune de ses tangentes. 

3° Déterminer l’ensemble des points M , de coordonnées (x, y) , tel qu’il 

existe une tangente à Ÿ passant par M. 

Fonction dérivée 

Un mobile se déplace sur l’axe (Ox) ; à l’instant initial = 0 , le mobile est 

à l’origine ©. 

On note x(f) l’abscisse du mobile à l’instant f. 

Sachant qu’à tout instant 1: x’(t)=2t, 

1° justifier que le mobile est animé d’un mouvement uniformément varié ; 

2° déterminer l’abscisse du mobile à l’instant 1 =3. 

Un mobile se déplace sur l’axe (Ox) . En notant x(r) son abscisse à l’ins- 

tant #, la loi horaire du mouvement est donnée par : 

xD) = 860$ (r+2). 

Démontrer que l’accélération est proportionnelle à l’abscisse. 
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Soit f la fonction : 

xt Vxsin x. 

1° Quel est l’ensemble de définition de f? 

Justifier que f est dérivable sur ]0 ; + o[ et calculer f’(x) pour tout x de 

cet intervalle. 

2° Démontrer que f est dérivable en 0 , et préciser f’(0). 

3° Définir f’. 

Soient r un entier naturel non nul et x un réel distinct de 1. 

1° Justifier l’égalité : 
1 —x2+ 1 

1 —x 
1+x+x2+...+xt= 

2° En déduire une formule donnant : 

1+2x+3x2+...+nx"-1. 

Signe de la dérivée 
et sens de variation 

Déterminer la dérivée f’ puis le sens de variation de la fonction f proposée. 

1° x -3x+ cos 2x. 

2x —3 

Re 9 

1 
3 x — ——, 

x x? 

2° xr 
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Dérivée 
d’une fonction composée 

œ 

œ 
< 
LÉ 
C 

Vérifier que la fonction f proposée est dérivable sur son ensemble de 

définition 3}. 
Déterminer f’(x) pour tout x de %;. 

1° x (x3+2x+1)209, 2° x Vx2+1. 

3° x Vx2-4x+5. 4 xt sin (x°). 

5 xt sin x. 6° xt tan’ x. 

3 
1° Déterminer la dérivée f’ de la fonction f: x . 2. 

— X 

1-x° 
2° En déduire la dérivée g’ de la fonction g: x : : 

+ x 

Obtention d’inégalités 

Soit T la tangente à la courbe représentative € de la fonction tangente en 

son point d’abscisse 0. 

1° Déterminer une équation de T.. 

2° Soit f la fonction : x tanx-x. 

Déterminer le sens de variation puis le signe de f sur l’intervalle | ; = | . 

3° En déduire la position de € par rapport à T dans la bande de plan d’iné- 

T 
quations — — < x < Le 

2 2 

108 e DÉRIVATION 



Le but de l’exercice est d’obtenir l’encadrement polynomial suivant de la 

fonction cosinus : 
z T 2 24 
a re torse lt 
2m? 2 2 24 

à Er dd 
On notera f la fonction : x 1 - —+ 7, COS x. 

pour tout x de | 

1° Déterminér les dérivées successives f”, f”” (dérivée de f’), f®) (dérivée 
de f”’}et f® (dérivée de f6)) de f. 
Quelle remarque peut-on faire sur les valeurs prises en O0 par f et ses 

dérivées d’ordre 1 à 4? 
2° Compléter un tableau du type : 

3° Déduire de la question précédente le résultat souhaité. 

Déterminer un encadrement de cos (0,1) de longueur 5 x 10-6. 

Minimum, maximum 

Une sphère de rayon R et un cône d’axe vertical, tangent à la sphère, sont 

posés sur un plan horizontal. 

On note 6 le demi-angle au sommet du cône (o SO + : 

On démontre (et on admettra) que le volume V du cône vérifie : 

__ nmR3(1 + sin 0) 

3 sin 0(1- sin 8) 
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œ 

œ 
< 
se 
[@ 

Le but de l’exercice est de déterminer la hauteur du cône de volume 

minimal. = 

1° Démontrer que le volume V et la hauteur h du cône vérifient la relation : 

3 
v= EE un? 6. 

2° Étudier le sens de variation de la fonction f définie sur ]0 ; 1[ par: 

_ (+x} 
de 

3° Cône de volume minimal 

a. Déduire de la question 2° qu’il existe un cône de volume minimal ; on 

notera 6, son demi-angle au sommet. 

Préciser la valeur V, du volume minimal. 

b. Calculer la hauteur h, du cône de volume minimal. 
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SRI ES 
| de type bac 

Le plan est rapporté à un repère orthonormé B 

direct (O :i,j). 7 
Un triangle’ ABC isocèle, de sommet principal 

le point À de coordonnées (-— 1 ; 0) , est inscrit $ 

dans le cercle de centre © et de rayon 1. + 

Le point B est situé au-dessus de (Ox) , et on 

note Æ le pied de la hauteur issue de À. 

Soit œ la mesure en radians de l’angle (, OB) 

comprise entre 0 et x. 

1° Quelles sont les coordonnées de B ? 

Exprimer les distances BH et AH en fonction de «. 

En déduire, en fonction de «, l’aire du triangle ABC. 

2° On considère la fonction f définie sur [0 ; x] par : 

f@) = sin x (1 + cos x). 
a] C4 

a. Déterminer la dérivée de f et démontrer que, pour tout x de [0 ; x]: Z< 

f@=2cos2x+cosx-1. a 
; Lu! 

En déduire : a 

pour tout x de [0 ; x], f(x) = (2 cos x - 1) (cos x +1). PE 

b. Étudier le signe de f’, puis dresser le tableau de variations de f. us 

3° Démontrer qu’il existe une valeur de œ, que l’on déterminera, pour [9] 

laquelle l’aire du triangle ABC est maximale. HT 

Préciser ce maximum. un 
(ep) Quelle est alors la nature du triangle ABC ? 

_(Corrigé p. 139) 

Soit P le point coordonnées (2 ; 1). 

Une droite passant par P coupe (Ox) en À et (Oy) en B, l’ordonnée du 

point B étant supérieure à 1. 

On note @ la mesure en radians de l’angle OAB telle que : 

TETE 
2 

DÉRIVATION © 111 



E Gé 

œ 

cs 
< 
Æ 
C 

1° Calculer, en fonction de tan @ , l’abscisse de À , l’ordonnée de B , puis 

l'aire du triangle OAB. 

2° Soit f la fonction définie sur ]0 ; + œ[ par: 

TGN= É + = (1+2x). 
x 

Étudier le sens de variation de f. 

En déduire que f admet un minimum, dont on précisera la valeur. 

3° Déduire des questions précédentes l’aire minimale du triangle OAB. 

Tracer la droite (AB) correspondante. 
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_ 4 fix x2cosx. 

CORRIGÉS 
des exercices 

Ra 1° fear Lx. 

D= 10 ; + cl. ue somme des fonctions 
Î ee 

x en 3Vx, toutes deux débiles 
+ 

sur ]0 ;+ of, f est dérivable sur JO : + st, 
pour tout x de cet male: 

o sin x 
2 jt —. | e 

Dy= ]0 ; + of. SM one 

f est le quotient : suc un IP se sur L 
° de la fonction sinus, dérivable sur ]0 ; + œ[ ne $ ann eo 

(car dérivable sur R ), “t _ : est dérive 

+ par la fonction racine carrée, dérivable et ne 

s’annulant pas sur 10:+c1[. 

donc f est dérivable sur ]0 ; + of , et, pour 

tout x de cet intervalle : 
- 1 

(cos x) X Vx— (sin X) X — . 
f 2x _2xcosx-simx 

RE 
o 2x -1 

= = 2 + 1. 

@,- R . Comme fonction one. f est divable sur son ble de 

définition et, pour tout réel x : 

_2XG@7+ DC:  . —2x2+2x +2 ee |: 

_ a+iy - (x2 + 1) Gr 
S 

(0): 151101- 

” 

Comme produit des Fnetons +147 à 
. +, toutes ons dérivables sur Re 1. 
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S fixe in 

X : 

L'ensemble de définition de f est l’ensemble de définition de la fonction 

tangente privé de 0. 

Comme quotient de deux fonctions dérivables sur leur ee sc 
définition, f est dérivable sur son ensemble de définition et, pour tout de 
cet ensemble : 

f’@) = 

TA 

œ 
= 
& 
< 
T 
(@ 

(1 + tan? x) x x — (tan x) X 1 _ ni ue. 

x2 x? 

fix L , 
X \x dérivable et ne 

f est dérivable sur son ensemble de définition Re se pas sur un 

10 ; + o[ et, pour tout réel x strictement ; ane E 
positif : % 1 : pie sut 

dors — est déni a 

Re k 

on 2e 
(xVx) 

. 2x x Vx + x LG) == = 
x3x2Vx 

f:xm2-3x+xsinxcosx. (ZA 
Soit @ la fonction : h+- sin h cos À ; alors, , 

pour tout réel h : 

f()=2-3h+ho@{h) 

ct: lim @(h)=0, 
h—0 

donc F est dérivable en O0 et f’(0) =—3. 

_ | 

FE 

|. 

f est dérivable sur son ensemble de définition R\{1} et, pour tout ee. “ 

distinct de 1: 
_4 

f'@) = a 

La courbe 4 admet donc une tangente en tout point d’abscisse %0 d 

de 1, dont une équation est : . 

3 = f”(xo) & — x0) + f(xo) . 
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et —1,uneéquation 

ones x de J-æ;0[, 2 

f'(0)=0 
donc : - 

f est ND IEIPRIent croissante sur |- © ; 0]. 

(0-0, 
. pour tout x de 101}, Fa <0. 

1H (D=0, 

Eten décroissante sur (0; 1]. 

= 0, 
pour tout x de ]1;,+0[, f(x) > 0, 

S 
n > | 

ORRIC 
C 
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fixe Vsinx. 

° f=Vsin, 

° la fonction sinus est dérivable sur ]0 ; rl 

(car dérivable sur R }), et pour tout x de cet 

intervalle : snx>0, 

donc f est dérivable sur ]0 ; n[ , et pour 

tout x de J0:n[: f’&x)= Se 
Ysin x 

œ 

œ 
< 
== 
C 

16. 1° (E):tanx-1. 

La fonction tangente est strictement croissante 

7 À T 
sur ES le tan — =1, 

7 À 4 

donc ; est la seule solution de (£) dans 

3:31 
2 21 

2° L'ensemble de définition de la fonction 

tangente est la réunion des intervalles | à + KT ; à + kr] , k décrivant Z. 

De plus, la fonction tangente est périodique de période x et, d’après la 

question 1°, : est la seule solution de (E) dans Ï : - :| . 

Il en résulte que les solutions de (£) dans R sont les réels : +KT, 

k décrivant Z. 

LH 7% - 
Pour tout x de F5 . f@=sinx-tanx. 

. 1 À . 
f est dérivable sur Ï- - : | et, pour tout x de cet intervalle : 

1 
f Sn 

cos? x COS? x 

donc le signe de f’(x) est celui de cos x-1. La fonction cube 

Pour tout réel x: cosx<li, x k 
? (@ 

donc : co x<l, est stricte” 
ane Su ©” croiss 

2: O0. donc, pour tout x dé | — : —|: 
2 ? 
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- nn et ne s’annule de 0 ,ce 
- 2 

qui prouve que f est strictement décroissante sur H >: 3 , 

: Floti Flotz FPlotz WT HOOU [Y3=sincti-tancé 
 |-%i=d-"éx-11 | Amin=-1.5rf796.. 

 |Ya=-Xx+5 SMax= 1, OrArTIÉËs.. 
. |.Y:Bsiné#irtanéx| | #scl=i 

3 Vmin==S 
Vmax=s 
Vscl=i 

| “res=l 

% 

FL pa 1 
ne Fa 

EALRCIC 
Soit a un . réel ; h étant un réel non nul, déterminons Fe taux de 

variation de f entre a et a+h: 

+3ah+3ah+h°-a° 
h 

= 3a?+3ah+h?. 

‘lin m luth ie 

je déthable en à à. f@)=3a". 
ES 
ù À 

ntré que là 

CORRIC 
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HAPITRI 
C 

_ f n’est pas dérivable en © 
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© 1 f:  - 2; + S1tanx. : 

. FF à pour ensemble de définition celui de la ton fangente ; en particulier, . 

fe est ne sur Piero - =. à |. 

. est la somme de la fonction affine : 
Lei 2x 

et de la fonction : 
« Le 3x tan a 

de plus : 
M D 

* pour tout x de I 5: ; 4 3x tan x = x X 

° lim 3tanx=3tan0= 0, | 
XD 

_ ce qui prouve que f est dérivable en 0 et 

2 Lg. xt 2x + (+ 192 Vx 1 
g est définie sur R et, pour tout réel .. 

donc : :&C1+D=-2+2h+ hp - 

où @ est la fonction : 

h= h\ e 1 + h}° + 

o@) tendant vers O0 and h tend Vers 



1° Le point de @ d’abscisse O0 est l’origine © , et la tangente à @ en 

ce point est la droite des ordonnées. 

Si f était dérivable en O0 , elle admettrait un nombre dérivé en 0 , qui serait 
la pente de la tangente à € en O ; cette tangente serait une droite non verti- . 

cale, et ne pourrait être la droite des ordonnées. . 

En F ES C 

œ 
es 
= 
cu 
< 
Æ 
C On en déduit que f n’est pas dérivable en 0. 

2° e Soit M un point du plan de coordonnées (x, y) ; @ est la partie du _ 
cercle 7° de centre le point / de coordonnées (1 ; 0), de rayon 1, située _ . 

dans le demi-plan formé des points d’ordonnée positive, et : . 

METSM-i1S GG 1}: 7-1, 

donc M appartient à % si, et seulement si : 

° De plus : 

œ-1}+y2=1 . a . 1-6 9 
yz0 yz0 1» 20. 

ce quiprouve: ME@ & x(2-x) => 0 et y=Ni2-», 

donc : 

pour tout x de [0 ; 2], f@=\x02-x) ‘ 

3° Pour tout x de [0 : 2], f(x) = Vx(2 - x) = Vx \2 >». 
donc, pour tout réel h de 10; 2]: 

JO-FR0 _RN2R 
h h 

_h 2-4 

VhxVh 
2h - 

\h 7 

Or : lim V2-h=V2 et Em 1, 
h—0 hONR 

donc : . eds 
h—0 h 

ce qui prouve : 

f n’est pas dérivable en 0. 
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) 

; 1] avec la fonction. 
r nombre dérivé — 



HAPITRE V2 
C 

point du plan de coordonnées œ y) 

ME + 

- . , = ET 3: Ja fonction rationne ee 

.] Pau We réel | L : distinct de — N. 

don 
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_ On en déduit qu’une équation de la tangente T 7 
à la courbe € au point A(- 2 : 1) est: c 

y=-5S(x+2)+1, 

ou encore : . 
y=-5x-9, 

| Ploti Filoté Flotz ; 

[sY1 BC -4X-72/CH+3 

15 p :y=ax?+bx+c, a>0. 

_ 1° Soient X0 un nombre  . Mo le point de ® d’abscisse 10. 

Notons f le polynôme du second ie xt>ax?+bx+c dont P est la 
_ courbe représentative. 

f est dérivable sur R et, pour tout réel x: 

/ f@=2ax+b. 

_ sue équation de la tangente T à ® en M, est: 

| | Go) (x = Xo) + f(x) , 

. c'est-à-dire . y= . + b) (x —Xx0) + axoÿ +bxo+c, 

_Ouencore: = (24x09 +b)x- 4x0 +C. 

P: Y= . + br +c _ 

13 Qaxo+b)x- axy +cC. 

g; 

ORRIGÉ 
[es 
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HAPITRI 
[@ 

Ceci étant t établi pour toute valeur de Le . 
on peut _ 

3° Soit M un point de coordonnées (x, y) : . existe une 
sant par M si, et seulement si, il existe un ré 

la tangente à ® en son point d’abscisse xo 
tion 1°, si, et seulement si, l’équation (Œ } d’inc( 

y= (2axo+ bx- ; 

admet au moins une solution dans R. 

Pour tout réel X0 : : 

 . ae . - =0. 

criminant : 

A -(-241) - dat. bx- . + -  . +) 

 (E) admet au moins une it dans R et seu 

nant À est positif où nul, or : 

A20e dé thire y>= 

_ cé qui DrOUvE : 
l’ensemble des points M tels . in une tan ente à 

passant par M est la partie du plan située en dessous 1S 

de la parabole P. 
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FL clé aion du mobile. est la 

_sa vitesse, et, à tout instant f : 

x’ =2f, 

_ donc: A 

_ L'accélération étant constante, on dit que 
le mobile est animé 

d’un mouvement uniformément vari vari 

2° À tout instant 1: x@ 21, 

d’ où l’on ed : 
Par conséquent: 
et en particulier : 

autrement dit : 



Es 
LE 

dal sur 10: +  d 

ble sur R. 

PNR ET 
C 

Pour tout réel x : strictemes 

f'@ sin 
2x 

s 1 Voir Ÿ exercice 6 du 

D chapifre L 

et on sait : lim Nh = 0, io. 
h—0 h0 

fi) = FO). 
donc : Him - 

ce qui prouve que f est dérivable en 0 et 

3° D’après les deux questions précédentes, 

de définition [0 ; + cf et: 

(FO =0, 
: _Sinx de 

19 D 1 à. . + x" est la somme de 
suite a de premier terme 1 et de raiso 

1+x a +re Le 

2° Notons f la fonction: . 
bio ri+ti+ 17 

= 1 +230 

De même, notons g la fonction : 
. - 
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so . 
à 

on déduit ke réel x étant 

À dé2rtatt nan 



NN) 
C 

_ d,= R\(- étant une fonc on r 
ensemble de définition et, pour tout réel ni 

- f°@) _2XG@+ > _ BE L 
| _ _ Gil 

_ _ 

GED 
donc : _ 

J @ 0, 
ce qui implique : 

f est strictement croissante 
sur J-o;-11[ et sur ]- 1 ;+ 00 

Floti Floté Flotz UIHOOU] 
AV=-é+cos C2) | #MmiN==S 
AMD] 2 MALE 

“ec l=] 
Ymih= 78 

ares=1l 

_ G,=R ; f est dérivable sur son ensemble de définition et, pour tout rée 
non nul:  ____ 

_ Dressons le tableau 
de signes de f”’: 
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n jit que f est : 

estr ctement décroissante s sur chacun des un.  _ _ _ 

Jo; 0[ et [23+00[, 
Q strictement croissante s sur l intervalle . 21. 

oo D, 4. 

f'@=0, 

PD=042 7. 

S f est strictement décroissante sur ]0 ; 4] 
et strictement croissante sur [4 ; + co[. w v | 

MIE Pire OÙ. F YU=1/H-1/ TC 
InVi=-Sk+cos ct 2# 2 i 
1nVz=C2%4—32/CH+13P 

1nY3=1/X-1/X2 
RER 1-TCx3 

CORRIC 
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a 
< 
2e 
#n 
© 



= R\12}. 
f étant une octo rationnell 



L ) 
L 

HAPITRE : ) 
C 

Le point d gbscisse 
À 2 né O: \s 

@ est\ ons 



ot  . OU 
| Y1Btanéx) _ | Xmin=-1.5r9796.)| 
NY2B% | Amax=1.5r0r 963. 

. | Vmin=-1.5 
| Vmax=1,.5 

Vescl=il 
Hres= 

| signe de FO 

- __ sens de variation de f® 
: 

signed fO@) 
_ sens de variation de f”” 

_ signe de f(x) 

AS 
S À | sens de variation de f? 

; signe de 1 (x) 
ORRIC 
C sens de variation de f 

. sis ie fQ) - os 
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HAPITRI 
D # 
L "4 





Il en résulte que f est strictement 

: il : 
décroissante sur lo : à et strictement 

croissante sur Le : - 
ra 

a 
< 
TI 
C De plus: 

donc le minimum de f est 8 ,et il est atteint en > . 

3° Cône de volume minimal 

a. ° Le volume V du cône vérifie : 

V= : mR3F(sin 0. 

et, lorsque 6 décrit lo : à , Sin 0 décrit 0: 1[. 

+ D’après la question 2°, il existe un cône de volume minimal : celui dont le 

 . - 1 
demi-angle au sommet 6, vérifie : sin = à 

. 1 
Le volume minimal V, estalors —rR°x8, 

c’est-à-dire : 

Vo=SrR3. 
3 

b. + D’après les questions 1° et 3° a., la hauteur h, du cône de volume 

minimal satisfait à la relation : 

3 
c’est-à-dire : ER tan? 6, 

2? è 

3 
donc : ho = or 

tan? 6, 

. Ê F 

sin & sm V . 

cos? 80 1- sin? @ 1 — él 9 

3 

° tan? 6) = 
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ce qui permet de conclure: 



ions onctüo > 20087 \ 

HAPITRE %j 
[es 

2cos xt -1 <0 si 3 <<. 

Enfin : 

en 

r2)= sin — AL + cos 5 ( + uns 
3 3 3} 2 2 à: 

fn) = sin r (1 + cos ñ) = no  - d. 

et on obtient le tableau suivant : 

donc, d'après la question 2° : 

: Li : : 
elle est maximale lorsque œ= 3: et l’aire maximale 

…  D’autre part, l'angle : 

l'angle au centre BOL interceptent LE. 

même arc de cercle éè, donc : 

BAC = a : 

milieu de [BC], donc : - 
FO - -2H0 

138 e DÉRIVATION 



TL yadians = = 60: 

“ie SL _—. (1 + 2 tan 0). 

 . 

X 

CORRIGÉS 



ce qui prouve que f(x) est du signe de 2x1 , c’est-à-dire : 

. 1 
fO<0AU<x à 

. ie . 1 

Je ire, 
2 

; : 1 
PH -04ar> 

Il en résulte que f est strictement décroissante sur lo : ‘| et strictement 

| 1 | 
croissante sur | — ; + 00|. 

: 

On en déduit que f admet un minimum, atteint en - : 

#6)= 24 x[1+2x2]=0+2X228, donc: 

2 

le minimum de f sur 10 ; + co! est 8. 

3° L’aire 4(OAB) du triangle OAB vérifie : S(OAB) = - (tan 0). 

De plus, lorsque @ décrit lo se tan O décrit ]0 ; + o0!. 

L’aire du triangle OAB est donc minimale lorsque tan 0 = — , et a pour 
Di 

valeur la moitié du minimum de f; il vient : 

+ ’aire minimale du triangle OAB est égale à 4; 

* la droite (AB) correspondante est la parallèle passant par le point P àla 
droite passant par les points de coordonnées (0 ; 1) et (2; 0). 
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l- La fonction exponentielle 

Définition 

La fonction exponentielle est l’unique fonction f , dérivable sur R , telle 

que : L 
f=fret, f(O)=1. 

Notation 

La fonction exponentielle, notée exp, vérifie : 

pour tous réels x et y, exp (x + y) = exp (x) x exp (y), 

et il existe un et un seul réel, noté e , tel que : 

xD) = 1-2 718)5 

ce qui justifie la notation : 

pour tout réel x, exp (x) = e*. 

Signe 
Pour tout réel x, e* > 0. 

Sens de variation 
x e* est strictement croissante sur R , donc, pour tous réels x et y: 

x<y & e*<e? 

x= y  e*=e). 

Propriétés algébriques 

Pour tous réels x, y et tout entier n: 

e**ty _ e*e 

x 
e-*= JL e*-) = SA 

é? e? 
1 

e2 = Ve* (e*)"= ex 
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= 

cs 
< 
T 
[e 

Limites 

lim e*= + 0 lim e*=0 
X — + 00 X—»— 00 

- ec: e 
lim — =+00 lim xe*=0 

x—+00 X X — — 00 

h er —1 
Ï =] 
k—0 À 

Dérivée 

* exp est dérivable (donc continue) sur R , et, pour tout réel x : 

exp’(x) = exp (x) = e* 

+ L’approximation affine au voisinage de 0 de la fonction exponentielle est : 

h=1+h. 

e Si u est une fonction dérivable sur un intervalle 7, alors e“ est dérivable 

sur Z et, pour tout x de ]: 

(e“)/(x) = u’(x) e“® 

Tableau de variations et courbe 

° La tangente au point d’abscisse 0 a pour équation : y = x + 1 ; 

* celle au point d’abscisse 1 a pour équation : y =ex (elle passe par O). 
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Équation e*=y 

Pour tout réel y strictement positif, l’équation : e*= y, d’inconnue x, admet 

une seule solution dans R. 

Équation différentielle Perf 

Soit k un nombre réel. 

Les fonctions f dérivables sur R qui vérifient : f’ = kf 

sont les fonctions : x AeX, A décrivant R. 

Il- La fonction logarithme népérien 

Définition 

La fonction logarithme népérien, notée In , est la bijection réciproque de la 

fonction exp : 

pour tout x de ]0 ; + of ettout y de R, Inx=y = e’=x. 

Premières propriétés 

+ La fonction In a pour ensemble de définition ]0 ; + oo[ ; elle vérifie : 

pour tous réels x et y strictement positifs, In (xy) = In x + In y. 

"FOUTIOULIÉEl Un (CD EX 

+ Pour tout réel x strictement positif, elX= x. 

°In s’annule en 1: n1=0. 

Signe 

Propriétés algébriques 
Pour tous x et y de ]0 ; + oœ[ et tout entier n: 

In (xy)=Inx+Imy 

he. n==Inx-Iny 
x ” 

In Vx=-Inx Inx'=n1nx 
1 

2 
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SE Limites 

a lim In = + oo lim In = -— 0 
cs + 00 0 

< 
à In x 

S lim ——=0 
x—+0o0 X 

lim In (1 +h) _ 

h—0 h 
1 

Dérivée, sens de variation 

In est dérivable (donc continue) sur ]0 ; + œ[ et, pour tout réel x stricte- 

ment positif : 

n'GP= Ë 
x 

+ L’approximation affine au voisinage de O de la fonction h + In (1 +h) 

est h h. 

+ In est strictement croissante sur JO ; + oo[ , donc, pour tous x et y de 

10 ; + oo[ : 
x<y + Inx<ln)y, 

x=y ©'lnx= ny: 

° Si une fonction x est positive et ne s’annule pas sur un intervalle 7, alors 

In w est dérivable sur Z et, pour tout x de : 

a = 4 @) 
(in u)'() = Has 

Tableau de variations et courbe 

Dans un repère orthonormal, les courbes représentatives de exp et de In 

sont symétriques par rapport à la droite d’équation y =x. 
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Fonction logarithme décimal 

On appelle fonction logarithme décimal la fonction, notée log , et définie 

sur JO ; + cf par: 

In (x) 
log (x) = 
8 @) In 10 

lI- Fonctions x > ax 

Pour tout réel a strictement positif et tout réel b , on pose : 

Cette notation est cohérente avec les règles de calcul sur les puissances. 

Définition 
Pour tout réel a strictement positif, x > a* , appelée « fonction exponen- 

tielle de base a », est la fonction x e*h4, donc : 

* elle est définie et à valeurs strictement positives sur R ; 

- elle est dérivable sur R , de fonction dérivée : x (In a) a*. 

Tableaux de variations, courbes représentatives 

a>l 0<a<1l 
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4 IV- Croissance comparée des fonctions exponentielles, 
puissances entières et logarithme 

Pour tout entier naturel n : 

ce 
= 
= 
a 
< 
a = 
[@ e* 

lim —=+00 et lim x’e*=0 
x—+o X/ x— 00 

(à l'infini, l’exponentielle de x l’emporte sur toute puissance de x) ; 

lim mx _) 

x—+oo X/ 

(en + © , les puissances de x l’emportent sur le logarithme de .x). 

V- Fonctions racines 7-ièmes 

Pour tout entier naturel n non nul, la restriction de xx" à R, définit 
_ : Le Ê er a n 

une bijection de R, sur R, ; sa bijection réciproque est notée x > Vx et 

vérifie : 

1 
V0 =0 et, pour tout x de ]0 ; + of, Nx = x" 
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=XERCICES 
e[=Neelaliiells el een az Erslalests 

On suppose le plan rapporté à un repère orthonormal (o : ï, j) £ 

Soit x un nombre réel. 

Écrire chacun des nombres proposés sous la forme e?. 

1 3x 

er): =: eme; Ne 
e2x e-* 

Déterminer les fonctions f, dérivables sur R , telles que : f’=-2f. 

Vérifier que, parmi elles, une seule prend la valeur 2 en 1. 

E 
Déterminer l’ensemble de définition %; de la fonction f proposée. 

1° x=Inœ+1)-Inx. F5 ch 
X 

3° x In (x). ges: 
In x 

Fa 

(Corrigé p. 157) 

n étant un entier relatif, simplifier log (10”). 

À l’aide de la calculatrice, donner une valeur approchée à 10 -* près de : 

Jog(2 x 10100). 

EL (Corrigé p. 157) 

Déterminer la dérivée de la fonction f proposée. 

In x 
1° xt In? x. 2° x —., 

x 

3° x In (1 +x2). 
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Tracer la courbe représentative @; de la fonction f proposée. 
œ 

& 
< 
L 

1° xt In (ex). 2 x = in). 

C 3 xrellul, 

Soit f la fonction : 
In x 

> 

1° Déterminer l’ensemble de définition 3; de f. 

Quelle est la limite de f en 1 ? 

2° Démontrer que f est de signe constant. 
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=XERCICES 
d'entraînement 

Fonction exponentielle 

Résoudre dans R l'équation (€) : 
e2*+e*—2=0. 

X z . 1 à ‘ 
Démontrer que la fonction f: x est impaire. 

e* 

Déterminer la limite éventuelle dé la fonction f proposée en a. 

e* +3 
1° x Ve**-1, a=0. 2 x Ma ro. 

e* +2 

3° xee*sinx, a=-. 4 xeï-x, a=+o. 

. S Hier e 
1° Justifier le résultat du cours : lim = ie 

h—0 h 

2° En déduire la limite : 

SES 

a. de | quand x tend vers O0; 
x 

1 
b. de Le 1) quand x tend vers + 00. 

Déterminer la dérivée de la fonction f proposée. 

1 
1° x (e*)? + —. 2° x xie x. 

e* 

3 x—e-x+x, 
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L 
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Le but de l’exercice est d’obtenir l’encadrement polynomial suivant de la 

fonction exponentielle : 
2 2 pr x 

pour tout réel x négatif, 1+x<e*< 1 Hier 

On notera f la fonction : 
2 x 

x 1+x+—-e. 
2 

1° Déterminer f’ et f”” (dérivée de f’). 

Quelle remarque peut-on faire sur les valeurs prises en 0 par f, f” et f” ? 

2° Compléter le tableau suivant : 

En déduire le résultat souhaité. 

3° Quel encadrement de e-°01 obtient-on ? 

Fonction logarithme népérien 

Résoudre dans R chacune des équations proposées. 

1° (@,): n(3+x)=In3+Inx. 

2° (G):h6D=3hx 

3° (63): Inx+1In(x-2) =In(x+ 10). 

4° (8,3): In (x? 2x) = In (x + 10). 

150 e FONCTIONS EXPONENTIELLE ET LOGARITHME 



Résoudre dans R l’inéquation (7) : 

In?x-1Inx-6< 0. 

Déterminer là limite éventuelle de la fonction f proposée en a. 

1° x=In(9-x2), a=3. 2° x—In(1-Inx), a=e. 

3 x x-Inx, a=+0. 4° xD, 4=0. 
x 

Déterminer la dérivée de la fonction f proposée. 

xxx. 2° xi->4n(e*- 1). 

3° x= Inlxl. 

1° Justifier le résultat du cours : 

fig MA +), 
h—0 

2° En déduire la limite de x In ( + 2) quand x tend vers + co. 
æ 

D’après le cours : lim He =0: 
x—+00 ZX 

En déduire : 

1° la limite de 2 quand x tend vers + 0 ; 
\x 

2° la limite de x in x quand x tend vers 0. 
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œ 
ou 
< 
= 
DS La C 

On pose, pour tout n de N': 
n+l 

en 
?) 3 n 

Calculer S 5 S : S3 : Que vaut S 003 ? 

> BAZX) 

In x 
Soit f la fonction : 

1° Déterminer l’ensemble de définition et le signe de f. 

2° Déterminer les limites de f aux bornes de %;. 

3° Démontrer que f est strictement croissante. 

Soient f la fonction définie sur R par : 

f@ =m(A+e*), 
et @ sa courbe représentative. 

1° Déterminer les limites de f en + eten — ©. 

2° Étudier le sens de variation de f ; préciser le signe de f. 

3° Démontrer que, pour tout réel x : 

GO) =x+ f(x). 
En déduire que la courbe € admet, en + © , une asymptote, notée A. 

Préciser la position de @ par rapport à la droite A. 

4° Tracer À et €. 

Fonction logarithme décimal 

1° Soit x un entier naturel non nul, et nr le nombre de chiffres de l’écriture 

décimale de x. Justifier l'encadrement : 

n—-1<logx<n. 

2° En déduire le nombre de chiffres de l’écriture décimale de 22093. 
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Fonction exponentielle 
de base a 

Résoudre dans R l’équation (@) proposée. 

D 203 5 1F 20: 

Dresser le tableau de variations et tracer l’allure de la courbe représentative 

€ de la fonction f proposée. 

1° x 2,3*. 2° He à 3° le 
27 5 

Équations différentielles 

Les solutions de l’équations différentielle (@) : y’ = - ÿE 

z 
sont les fonctions f,: x mé? ,où m décrit R. 
On note €,, la courbe représentative de f,, . 

Le graphique suivant donne quelques-unes de ces courbes. 
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1° Existe-t-il une droite horizontale qui soit une des courbes ,, ? 

2° Soit un point Mo(xo;, Yo) ; combien de courbes €,, passent par M, ? 

3° On trace la droite À d’équation y =2. 

Quelle propriété ont les tangentes aux courbes %@,, en des points de A? 

_. 

a 
< 
pe 
C 

Un condensateur de capacité C  farads est chargé sous une tension initiale 

de 20 volts. Il se décharge ensuite dans un résistor de résistance À ohms. 

En notant (rt) la mesure de la tension en volts au bout de f secondes aux 

bornes du condensateur, w est alors une fonction définie sur [0 ; + of , qui 

est solution, sur [0 ; + of , de l’équation différentielle (€) : 

1 
ne ” RC ] 

1° Résoudre l’équation différentielle (8) . 

En déduire la fonction 4. 

2° Dans cette question, R = 1 000 et C=10-#. 

Pendant combien de temps (au centième de seconde près) la tension aux 

bornes du condensateur reste-t-elle supérieure ou égale à 5 volts ? 

Un corps est placé dans une enceinte dont on maintient la température 

constante, égale à 20 °C. 

À l'instant initial 1 =0 , Sa température est égale à 70 °C, et après 5 minutes, 

elle n’est plus que de 60 °C. 

La température du corps (exprimée en degrés Celsius) est une fonction T du 

temps # (exprimé en minutes), définie sur [0 ; + oo[ ; la loi du refroi- 

dissement de Newton énonce que T” est proportionnelle à T — 20. 

1° Justifier que la fonction f : 1 T(r) — 20 est solution sur [0 ; + œ[ 

d’une équation différentielle de la forme : 

SE 
puis déterminer la fonction T. 

2° Au degré près, à quelle température sera le corps après une demi-heure ? 

À la minute près, au bout de combien de temps aura-t-1l une température de 
40 °C ? 
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SUJETS 
de type bac 

m étant un nombre réel, on note f,, la fonction définie sur ]0 ; + oo[ par : 

2 x —1 
ere -mlnx, 

et 6, sa courbe représentative. 

1° a. Déterminer la limite de f,, en +. 

b. Suivant les valeurs de m , déterminer la limite de f,, en 0. 

2° Déterminer la fonction dérivée de f,, . 

Donner, suivant les valeurs de m , les différents tableaux de variations possi- 

bles. 

3° a. Soit M5(xo, Yo) un point du plan, avec x > 0 et xo #1. 

Démontrer qu’il passe une seule courbe €,, par M. 

b. Démontrer qu’il existe un seul point À appartenant à toutes les courbes ,,. 

4° Tracer Co, 4 et 6_, sur un même graphique. 

Le but de l’exercice est de résoudre l’équation différentielle (1) : 

y'-2y=xe", 

c’est-à-dire de déterminer toutes les fonctions y , dérivables sur R , qui 

érifient : L , 
tie pour tout réel x, y’(x)—-2y(x) =xe* . 

1° Résoudre l’équation différentielle (2) : y’ — 2y = 0 , où y désigne une 

fonction dérivable sur R. : 

2° a. Démontrer qu’il existe une solution w de (1) qui s’écrit : 

REX FPD)e", 

a et b étant des réels à déterminer. 

b. Soit v une fonction dérivable sur R. 
Démontrer que v est solution de l’équation (1) si, et seulement si, y -u est 

solution de (2). 

c. En déduire l’ensemble des solutions de (1). 

3° Déterminer la solution de l’équation (1) qui s’annule en 0. 
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Hi | ] = E 

CHAPITRE 

CORRIGÉS 
E 

des exercices 

1 Soit x un nombre réel. 

e3x 

e (er) -e 2" -e 7%, e set =. 

e- : 

1 . + 
e = e-2x . . Ve r#-e 7. .. 

e2x a 

er xe=e*xel=etl, 

+ D’après le cours, les fonctions f, dérivables sur R , telles que : 

f = 2f 

sont les fonctions x > Ae-?*, À décrivant R. 

+ La fonction x Ae=?* prend la valeur 2 (2 
‘ 1 0 — Ve. en 1 si, et seulement si : sean d=e€ 

- A6 2, 
c’est-à-dire : A-De. 

donc, parmi les fonctions précédentes, la seule qui prenne la valeur 2 en 1 

est xr>2e2xe-7*, c’est-à-dire : 
x 2e 2*+2, 

Floti Ploté FPlotz Visèe"t-anre) 

V1B2e"c -2%x+21 
\Vz= 
NY3= 
ÿy= 
jee 
“ _ 

He Ares=il 

A 1°: x m&+D-hx. 
Pour tout réel x : . 
1e, (xF1=-0ù1-0) = (x 1e: 0) & +0, 

donc : D; = ]0 ;+oo[. 

2 | à __. 

Pour tout réel x: 
x+l 

xE®,e (x40 et >0)S (xG+1>0) & (x<-1 où x>0) 

donc : D= ]- 00 ; -1[ U 10 ; + of. 
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Pour tout réel x: 

_ ; = ]0 ; + o[ ; f est dérivable sur son 10 «+ of: 

Pi x In 4) 

Pour tout réel x : 

xED, & x°70 © x#0, ii 

done Dj = ]- 00 ; OL U J0 ; + co[=R*. x 

1 Fe 
4° 1 XD mr Se 

0x fe 

1e; & (x>0 et nxz0) & (x>0 et x#l), 

donc: dE 

[4 . Par définition de la fonction log , pour tout entier relatif n : 

In 19 007) n In (0) _ 
log (107 0 0 ou 

LA 

° log (2 x 1010) = Jog 2 + log (1010) La  atatatie 5 
= 100 + log 2 messe nt de Capa) 
7 +108 2. ee n calcu 

Li 

À l’aide de la calculatrice, à 10 -? près : 
L 2 . rect de 10 10 

log (2 x 101%) = 100,301 . 

_E 1° fix In? x 

S 

ensemble de définition et, pour tout réel x 
_ strictement positif : 

CORRIGI _f'@ =2XIn° @ XI @ =2x - “ins 

| donc: … 1@- ne 
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Attention ? 
paire et Fo tout réel +. . v'égalité : 

_ _ n'est satisfaite 
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out réel * x non 
in &7) = 
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| donc: = J 3 CU Home 

D’après le cours : Lu Aéro = 1 

ce qui peut aussi s’é 

CHAPITRI 
| donc f admet e _ 1: 

 2esi ee , alors 1 x + 0 te 10 

donc: … nr 
x— 

x > | alors mx =0 et x— 170, donc: 2-0. 

Où en déduit que, pour tout x de ]0; 1[ U 1 +1, FO) 0. 

… que f est à valeurs strictement positives su on de défi 

A ©: e2+e1-2-0. 
Pour tout réel x : 

E2 — (ep. 

de plus, 1 et-2 étant les racines du polynôme … 
_ X15 X2+X-72, on peut écrire, pour tout 

ax Di. 

Il vient que, pour tout réel x : 

ex+e*-2=0 & (e*-1)(e:+2)=0 
æ e*-1=0 ou e*+2=0 
me =louce=-2 
<> e = _ 
= x=0. 

Finalement : 

0 est la seule solution de (8) dans R. 

Er: 1. 

La fonction f est définie sur R. 

Pour tout réel x : 

1 6e e 6 D.  . a 
1+6é << Cr) cri 

1—e* 

1+e*° 
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oO OO _  jcn--fo. 
_ cequi prouve que festi impaire. 

Ploti Plotz Plotz WINOOU 
sViBGl=e Ki (1 AMIE SE 
ÉHI Max=S 

Ascl=i 
nine 72 

sres=1l 

lol 1° f:xr> Ve], a=0. 

%; est l’ensemble des réels x tels que : 
e*-1=0, 

or : 

x-120Se*21e 0 e x=0, 
…. 

D; = [0 ; +oo[. | 

f est la composée de xr>e%*-1 par X+> VX: 

de plus : | 1)=et-1=-0, Lin VX =0. 

_X—0 

lim f(x) =0. 
x—0 

donc : 

WIHDOW Floti Plotë Flotz 

.V1Bfée"c3#x3-15 AMIE 1 
“z= AMAX=Z? 
“#3= ASC l=1 
syu= Mmin=:i 
“ÿr= Vmax=é 
“W6= Yescl=i 
.H7= Ares=1l 

X 

2 fixe ° Ca 

- e* +2 ; | 

. / . tout réel X: 
+ La fonction exponentielle est définie sur R pour +240 

et ne prend que des valeurs strictement 

positives, donc f est définie sur R. À 
: > 

” mer , donc f se présente comme le quotient de deux fonctions LL! 
x +00 rb 

de limite + oo en + 0, et les théorèmes généraux ne permettent pas de = 

conclure directement. On ai ainsi amené à transformer l’écriture de f(x) . ce 
. . . ” / Læ 

e ( + à 1 + _ da 
 _ ex o 

Pour our ce = 

e*|1+—| 1+— 
7 Le 
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deplus: lim e*=+0,donc: lim —-=0,ce qui implique : 
X — + © x — +00 C* 

ra lim (<=, lim (+2)=1. 
2 X — + © E* x — + 00 é- 

« >. 
_- On en déduit : 

X —+ + 00 

Ploti FPlotz Plotz 
AVisgéetésxki—1) 
\Y2Ble*(x)+31-ce 
*CKHI+2) 

W INDOW 

+ it C6 six, d- ©. 

f est définie sur R. 

Pour tout réel x : 

—-|<smi<i et ee > 0, 

donc : — e* < e Sin x < €*. 

c’est-à-dire : 

—e 14) =e. 

comme de plus: lime*=0, 
X > — 00 

le théorème des gendarmes permet de conclure : 

lim f(x) =0. 
X — — CO 

dj xt>e x, a=ro. 

3,;=R. 

f se présente sous la forme de la différence de deux fonctions de limite + oo 
en + © , et les théorèmes généraux ne permettent pas de conclure directement. 

Pour tout x de ]0 ; + ol: 

fo=x(e 1). 
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et, d’après le cours : 

donc : 

ce qui implique ‘ 

c’est-à-dire : 



. 
. 

de
 

recherc
he de j

a imit
e 

HAPITRI 
ur la 

F9 vers + %> » LÀ dx tend C 

ce qui permet de conclure: lim Le 
X — + © 

LP] 1° Se 

Peaucou! 

donc : 
| (= 2x. — _ 

af: rh. _. 

_ . 1. est définie et dérivable sur R et, pour tout 

. + xe ++. 

. . CEE 8 x 
pp:  . + 

[est défime et dérivable sur R et, pr tout 
Lo 

1. cas
e +.  _ 
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éfnimen ni 
e festin ie que 

1° 1 est hdnaient dérivable sur R et M Arvabies à vue 
_ pour tout réel x: EVE À aévables SU R- 

: S . ; … SO 

fx) SX2xer=1 +x—e*, 

f'R=1-e. 
On peut remarquer : 

2° Pour tout réel x stricten 
ét el, . : es scene" 

_ du. [oo | 
ce qui permet de complé 

tableau suivant : 

ICES 
“ vd 
LU 

Es 
Le 
ae 
12 

c’est-à-dire : 
2 

ju ]- co : 0],  . 

S De même, de la ligne « signe de FD», on déduit : 

pour tout x de J-®; : 0], J0O= 0. 

CORRIGÉ 

_ c’est-à-dire : 

pour tout x de J-æm;0], 1+x<e. 

On a don: 

_ pour tout x de J-w ;01] , 1+x< site À 
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HAPITRI 
LS C4 
LA 

«81 
- 3° Il en résulte l'encadrement de e- 01 suivant : L . 3906498337 

1-001 <= a 1 — 0,01 + 0,000 05 , 

0,99 < e-001 <0,99005. 

EI 1° G): mMG+9=-m3+mx. 
: : À : {attribuer de 

e Soit x un nombre réel ; l'équation (6:) On ne Fev 

est définie si, et seulement si : 

34x20 et xD, 

c’est-à-dire: à 0. 

+ Pour tout x de 10 : + oo[ : 

nG+x)=In3+Inx = n(3+x) = ee 

S 3+x=3x 

> 21-53 

5 
se «=, 

_ done : est la seule solution de (6:) dans R. 

7 (3):  HOD-3b+r. 

+ Soit x un nombre réel ; l’équation (@2) est définie si, et seulement si : 

31-0 tx 0 , c’est-à-dire : 
x 0. 

+ Pour tout x de 10 ; + 00! : 

In (3x) =3 Inx & n(Gx=Inx 
317 
14° 3)=0 

= x=0 où x=-V3 ou x=V3 

S +-V3, 
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3 est la seule solution de @) dans 

F Œ): mr+m@-2=i ne 
ss. un 1 nombre . . 



€ Le 

HAPITRI 
C 

FE (0: m?x-Inx-6<0. Ps 
Un : . on : ORUE 

L’inéquation (CI ) n’est définie que si le fiquation : x” pe 5. 
réel x est strictement positif ; d’aute M pisciminant: 
part, pour tout réel x strictement positif : Solutions : 

129020: 
in2x Inx 6-(nx7-mx-6: Fo 

_ de plus, pour fout réel X: 

X2-X-6=(X+2)(X-3), 

donc : 

X2-X-6<0S& -2<X<3. 

On en déduit, pour tout réel x strictement positif : 

Nfx mx 6<0— 2-mx<s, 

_ donc, la fonction exponentielle étant strictement croissante ï _ 

Inz-In4 6 ÛÙ © 2 - d. 

ce qui prouve que l’ensemble des solutions 
de (7) dans R est : 

L. 3 ER 
M 1 fix m@-x, a=3. 
° ®; est l’ensemble des réels x tels que : gfinie au VOISINAE 

9-x2-0, 

c’est-à-dire : 
x 9, 

donc : 

D,= ]- 3:31. 
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# 



” de plus : 

d’après le théorème 



2° Limite de xin x quand x tend vers 0. 

La fonction xt x In x a pour ensemble de 
définition ]0 ; + oo[ , et pour tout x de cet 

œ : 
= intervalle : 

& 1 £ (a) + 
xXBx=-1In---—; 

À — 

x 

de plus: lim +0 et lim ne 
x—+0* X X— +0 

In L 
. : x 

donc (théorème de composition) : lim . =0, 
x—0* 

x 

ce qui permet de conclure : lim xinx=0. 
x—0 

Pour tout » de N°, S=nS+m smith. 
n 

° Si=n?=In2; 

S;=m2+n5=m2+m3-Mm2=m3; 

4 4 
SE 

” A In 2-004 

2 : 2 002 2 003 

= In 2 + (In 3 — In) + (In 4 — Im 9) + 

+ (In 2-603 -— In 2-002) + (In 2 004 — In 2-003). 

et, par simplifications enchaînées (télescopage additif), on obtient : 

S 2 903 = ]1n 2 004. 

currence : 

ait démontre x par . (n + 1. 
On pourt ; 

pour tout 1 
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> r | 

ORRIC 
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DS # 
HAPITRI 
C 

Hz hure. 
ite de f en + oo 

lim e*=+0, done. dd  : +00: 
X — + 00 X + + 00 

de plus : : lim In X = + ©, donc (théorème de composition d des limites) : 
X— +00 

lim HEC PES + ©, 
oo 

. lim f(x) =. 
 X—+0o 

c’est-à-dire : 

+ Limite de f en - 

hm e*=0 donc: Him (te) =1: 
X — — 00 X +0 

de plus: lim In X=In 1 =0 , donc (théorème de composition) : - 
X—1 

lim In(1+e*)=0, 
IX? = 00 

c’est-à-dire : lim f(x) =9 ; 
X =? — 00 

la droite des abscisses est donc asymptote à la courbe en. — ©. 

+ f est dérivable sur R et, BE tout réel X: 

= - out ss: F@) : pour Ÿ a 

donc : 1@>0, 

ce qui prouve : 

f est strictement croissante. 

t que nee É 

erésultat en FT 5 ar la fonction ° 
«4 obten +€ pie de On pouvait ob on : tes sur | ensem 

nc: 
ée 

a. . grctement toute 

définition 

° f est strictement croissante sur R et de limite nulle en — © , donc : 

pour tout réel x, 
f@) >0. _ 
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2° log (22%) =2 007 x l08?, 

et, d’après la calculatrice : ya messar® 
atice affiche acité) 

2 003 x log 2 = 602,96, La cale aésement nr de 
d'erreuf (dépa 

Son ere VU) donc : 

602 < log (220%) < 603 ; 

la question 1° permet de déduire de 
cet encadrement : 

œ 
É 
o. 
< 
ci 
"E 
Le 

2488310962) 
662, 3634813 

l'écriture décimale de 220% 
comporte 603 chiffres. 

PLU 1° (6): 37 2°, 

Pour tout réel x: 

122-051 ds eric: © 

> 23-512 

 Cin3 3m2r6-0 n9-n8 #0 
= (n9-In8)x=0 |. 

— 1-0 

0 est la seule solution de (6) dans R. 

2° (6): 37% 37114) -0, 

Pour tout réel x : 

3#-3:t1+42-(0ÿ- 3x3 F2, 

de plus : 

donc : 

pour tout réel X, 

X?2-3X+2=(X-1)(X-2), 

donc: 

34-314) 0€ 6° D ) 0 

 3*-1=0 où 3*-2=0 

en D Où 
= e*h3—1 ou e*h3—7 

> xhn3=0 où tm 3-7 

In 2 
= x=0 où x=—, 

In 3 

ce qui permet de conclure : 

0 et me sont les seules solutions de (6) dans R.. 
n 
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Lx 23. 
J est la fonction exponentielle de base 
2,3. Elle est définie sur R , et comme 
2,3 > 1 , le tableau de variations de Î 

est le suivant : 

L’allure de € est « proche » de celle 
de la courbe représentative de x e*, 

tracée en noir. 

. 1 
2 - XF? 9x: 

Pour tout réel x: 

LL. Gi) 
2 2 # 

donc f est la fonction exponentielle de 
1 - - a 

_ base : , t : étant strictement infé- 

rieur à 1, le tableau de variations de f 

est le suivant : 

_ L’allure de € … « proche » de celle de 7 

la courbe ee de Arc, ea eo 
| tracée en noir. 
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S À 

ORRIC 
LT CA 
D 4 



HAPITRI 
C 



: u(t) = A ne. - 
ion D initiale étant de 20 volts : “= 20, 

ù | 

ORRIC 
C 
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2° R=1 000 «€ © 10 :. 
° Pour les valeurs numériques de R et de C imposées : 

D 
RC 10 <10 * 10 

[| 
| 

ul 

ce 

= 
< 
2e 

donc : 
QT C4 pour tout f de [0:;+00[, w(r) = 20e 10. C 

+ On en déduit, pour tout # de [0 ; + of: 

(D =5 — 20e M=5 
1 inéd)/19 

e à >= — ; . 1586294361 

ee _I01= hn4 

In 4 
S 1=<— 

10 

D’après la calculatrice, à 10 -? près : “ = 0,14, 

donc : 

la tension aux bornes du condensateur 

reste supérieure ou égale à 5 volts pendant environ 0,14 secondes. 

Ploti Flotè Flotz WI HOOQU ; Viz20e" ct -1041 
#nin=û 
ÉMAXE « D 
“scl=] 

ares=1il H= 158077 25.016606 

PI:h 1°° T° étant proportionnelle à 7 — 20, il existe un réel & tel que : 

T° = k(T — 20), 
c'est-à-dire : 

pour tout # de [0 ;+oo[, T’(6) = A(T(r) — 20). 

De plus, la fonction f: 1+> T(t) —- 20 a pour dérivée T”, donc : 

pour tout { de [0 ; +oo[, f’()=Kkf(r), 

ce qui prouve que f est solution sur [0 ; + œ[ d’une équation différen- 

tielle de la forme : y’=ky. 

° Les fonctions définies sur R qui sont solutions de l’équation différentielle : 

y’=ky sont les fonctions : 1 Ael’, où À décrit R, donc il existe un réel 
À tel que : 

pour tout { de [0 ;+o[, f({)=Aet, 
c’est-à-dire : 

pour tout ft de [0 ;+o[, T(r) = Aekt +20. 
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2G+5464/53"6 
33.1072 

S 
ù À 

ORRIC 
C 



HAPITRI 
C 

_ ce qui implique : 

Pour tout x de ]0:+oo[, 

alné2-523/lnéd-52 

26.5314186 

tout x d. 0. +. 
. 

RO mn. 

a. Limite de f,, en +. 

Les théorèmes algébriques sur les Unies ne permettant pas de 
- directement, transformons l’écriture de f,, @ 

à . - : _ _ 
@=—-mimx-=="|1-2m 

2 ) À 

: lim re . _ 
à 

nn ju eo. 

: X — + 00 

 Ona: _ ln — D 

+ 0 2 _ 

x 0 . 

im m < 

info den 
2  __ _ _ 

x—0 

_ 
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ation y 7 

Lo) à] & [AS 
S À 

CORRIC 
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X0? | _
. 

c’est-à-dire :  (nxy)Xm= 

a de plus : Xo# 1, 

= donc: Inxo#0, 

Es ce qui implique que l’équation d’inconnue m: 
Ÿ 2 Xo° — 1 

(In x0) Xm = —-Y0 

xo -l-2%0 admet une seule solution (qui est : 
2n xo 

On en déduit qu’il passe une seule courbe €,, par le point M6(xo; yo) - 

b. Pour tout réel m : f,,(1) = 0 , donc toutes les courbes %€,, passent par le 

point A(1 ; 0). 

De plus, d’après la question précédente, il existe une seule courbe Cr 

passant par un point donné, d’abscisse strictement positive et différente de 1. 

On peut en conclure que le point A(1 ; 0) est le seul point APR à 

toutes les courbes €,, . 

4° 

EU (1) : y —2}=xe". 

1° L’équation différentielle (2) : y -2y=0 
peut s’écrire : y =2y, 

donc les solutions de (2) sont les fonctions : 

x AeXx, À décrivant R. 
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l- Définition 
Une suite est une fonction de N dans R. 

Il- Raisonnement par récurrence 

Le principe de récurrence peut s’énoncer ainsi : 

Soit P(n) une propriété de l’entier naturel n ; 

si P(0) est vraie et que, pour tout entier naturel p , 

P(p) implique P(p +1), 
alors P(n) est vraie pour tout entier naturel nr. 

Démontrer par récurrence : 

« pour tout nr de N, P(n) est vraie » 

se fait en deux étapes : 

° on prouve que la propriété P(0) est vraie (initialisation), 

* on démontre que, pour tout entier naturel p , si la propriété ®P(p) est 

vraie, alors la propriété P(p + 1) est vraie (hérédité). 

IIl- Suite majorée, suite minorée, suite bornée 

Soit (4,) une suite définie sur N. 

(u,) est majorée si, et seulement si, il existe un réel M tel que : 

pour tout entier naturel n, u, < M. 

(u,) est minorée si, et seulement si, il existe un réel m tel que : 

pour tout entier naturel n, u,=m. 

(u,) est bornée si, et seulement si, elle est à la fois majorée et minorée. 
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D IV- Sens de variation 

Soit (u,) une suite définie sur N. 

(u,) est croissante si, et seulement si : 

pour tout entier naturel n, u,,;, = U,. 

œ 
Fe 
cs 
< 
= 
[os 

(u,) est décroissante si, et seulement si : 

pour tout entier naturel n, u,:1 <uU,y. 

(u,) est strictement croissante si, et seulement si : 

pour tout entier naturel n, u,;:1>u,. 

(u,) est strictement décroissante si, et seulement si : 

pour tout entier naturel n, u,,;1 <uy. c 

(u,) est constante si, et seulement si : 

pour tout entier naturel n, u,,;1=uU,. 

(u,) est monotone si, et seulement si, (4,) est croissante ou (u,) est 

décroissante. 

V- Limite 

Suite convergente 

+ Une suite est convergente si, et seulement si, elle admet une limite réelle. 

+ Une suite est divergente si, et seulement si, elle n’est pas convergente 

(c’est-à-dire si sa limite est + oo ou —  , ou si elle n’admet pas de 

limite). 

Suites et inégalités 

* Siune suite (4,) convergente est minorée par un réel m , alors : 

lim u,Zzm. 
n — + © 

° Siune suite (4,) convergente est majorée par un réel M , alors : 

lim u, <M. 
n — + 00 

° Si (u,) et (v,) sont des suites convergentes telles que : 

pour tout entier naturel n, u,<y,, 

alors : lim u, < lim v,. 
n — + 00 n — + 00 
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* Théorème des gendarmes 

Si (u,), (v,) et (w,) sont des suites telles que : 

pour tout entier naturel n, v, <u, <Ww,, 

et si (v,) et (w,) convergent vers un même réel # , alors (u,) est conver- 

gente et admet pour limite #. 

Image d’une suite par une fonction 

a et b désignent chacun un réel, + oo ou — oc. 

Si f est une fonction définie sur un intervalle 1 et si (u,) est une suite 

d’éléments de 7 telles que : 

mia, =4, im /G)=6, 
PRE ICO 7 X +4 

alors : En-f(4,)=b.: 
ñn — + CO 

Théorème de la convergence monotone 

* Toute suite croissante et majorée est convergente. 

* Toute suite décroissante et minorée est convergente. 

VI- Suites adjacentes 

Définition 

Des suites (u,) et (v,) sont dites adjacentes si, et seulement si, l’une est 

croissante, l’autre décroissante et : 

lim (v,-u,)=0. 
ñn — + CO 

Théorème des suites adjacentes 

+ Si des suites (u,) et (v,) sont adjacentes, alors elles sont convergentes et 

admettent la même limite. 

° De plus, si (4,) est croissante, (v,) décroissante, alors, en notant € leur 

limite commune : k 
pour tout entier naturel n, u <u, << V, < Vo, 

et { est l’unique réel tel que : 
pour tout entier naturel n, u, < € < v,. 
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EXERCICES 
el cohlitells el: celine 

El (Gorrigé p. 202) 

On considère la suite (u,) définie sur N par : 

uo = 2 et, pour tout entier naturel n, u,,1=2u,-3. 

nu 

HAPITRI 
[@ 

Démontrer par récurrence : 

pour tout entier naturel n, u,=3-—2". 

Étudier le sens de variation et la limite éventuelle de la suite 4 définie par : 

Un = f(n) 
dans le cas où f est la fonction : 

1 ; 2 x ln(x2+1); 
2x + 4 

3 ERA 
3 x -2+ s 4 xrexti, 

x+l 

ÉcE (Corrigé p. 203) 

Déterminer la limite quand n tend vers + © de: 

1° -n3+2n2 ; 2° 24603}; 

ARE 4° SreLe 

n n2 n 3 

1 1 
De 6° —; 

n\n hn 

TRE ane 

Lu ARE 

9° 7 
2n 
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Déterminer un majorant et un minorant de la suite (4,) proposée. 

— | mi\t 
1° u, = 2° = : 

» ptet é ) 

du Sir: 4 u 

Soit u la suite définie sur N par : 
À 1 

uo = 1 et, pour tout entier naturel n, u,,1 = : u, 1. 

1° Placer les points de l’axe (Ox) d’abscisses wo, U1, U2, u3 (sans 

calculer u,, u>, u;) ; Veiller à mettre en évidence la construction de ces 

points en utilisant les droites d et À d’équations respectives : 

el Eta=r = À 

2° Formuler une conjecture sur le sens de variation, la limite de la suite . 
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=XERCICES 
#| d'entraînement 

LT 

Raisonnement par récurrence 

HAPITRI 
C 

On considère la suite (4,) définie sur N par : 

re. 

Exprimer son terme général uw, en fonction de n (on pourra s’aider du 

calcul des premiers termes). 

u, = 1 et, pour tout entier naturel n, u,,1= 

orrigé p. 209) 

Démontrer que, pour tout entier n supérieur ou égal à 4: 2" > n?. 

Exploration numérique 
et graphique 

(Corrigé p. 210). 

192 e SUITES ET RÉCURRENCE 



Sur le graphique sont représentées : 

* la courbe représentative @ de la fonction f: x x2+ — : 
16 

* la droite À d’équation : y=x. 

Il est facile de vérifier que € et À ont deux points d’intersection, d’abs- 
; 1 é, 

cisses — et —. 
: + 

1° Que peut-on dire de la suite u: n— f(n) ? 

2° On considère maintenant une suite v qui vérifie la relation de récurrence : 

Vn+1 = JO). 

a. À l’aide du éeul graphique, formuler une conjecture (monotonie, limite) 

concernant la suite v lorsque : n 

Vo = [ME © 

TE 
® Vo = 07 : œ 

® Vo = 0,1 : UN 
ss 
Le 

« 

Lui 
us 

b. Peut-on choisir y, de manière que v soit constante ? 

Ex, | Æ p.211) 
Programmer la suite u définie par uw, = 1 et la relation de récurrence : 

1 
Un +1 — 1+—., 
F d U n 

À partir de quel indice l'affichage se stabilise-t-il ? 

Quelle conjecture est-on amené à formuler ? 

On considère la suite (F,) définie sur N par : 

Fo=l: F1 

et pour tout entier naturel n : 

Fr42= Fnr1t En: 

Programmer le calcul de es , l’entier n variant de 2 à 25. 
n 

e LT LS 2, F 

Quelle conjecture est-on amené à formuler concernant la suite n + re ? 
ñ 
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Majoration, minoration, 
sens de variation 

œ 

œ 
< 
ZT 
QT C4 C 

Démontrer que la suite (u,) définie sur N° par: 

Inn 
U, = — 

n 

est décroissante à partir du rang 3. 

j : se ee. à : 
Démontrer que la suite u: n+> _ est décroissante à partir d’un rang que 

n! 
l’on précisera. 

Soit u une suite définie sur N qui vérifie : 

pour tout entier naturel n, u,,1,=€e""n. 

Démontrer que, quel que soit le premier terme w, , la suite w est bornée par 

0 et 1 à partir du rang 2. 

On considère la suite w définie sur N par : 

SEE RS Le reg am . 
4 42 4m k=0 4k 

1° Quel est le sens de variation de la suite u ? 

2° Démontrer : 

pour tout entier naturel n, u, = 

Quelle est la limite de la suite u ? 

3° On pose : M = 1,333 333 333. 

M est-il un majorant de u ? 
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Limite 

Déterminer la limite de la suite (u,) proposée. 

+ 2 1e le 2 y, 230 +2n+1 
30427 S5n-3 

HD A 
Fu, = ——— 4° =(-1)"+Inr. 

5° Un = COS 2: 6° pr AS 

2 
7° de Lol. 8° RE 

n 17 2n2+cosn 

Quelle est la limite de la suite (w,) définie sur N° par : 

Ux= 0,51, 43 =0,575e nu ss0SS 70 
Et 

2n chiffres 

On considère la suite u: n— V\n?+n-n. 

1° Donner l’approximation décimale obtenue par un tableur ou à l’affichage 

d’une calculatrice de u,, u2, U3, ua, puis de ur pour les entiers n 

variant de 1 à 13. 

2° Démontrer : 

1 
pour tout n de N°, u, = ——. 

1 
Det 

n 
En déduire la limite de la suite u. 

3° Expliquer pourquoi les résultats des deux questions précédentes apparais- 

sent contradictoires. 

se 
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On considère la suite (w,) définie sur N par wo = 1 et la relation de 

récurrence : 

1 F 14 
Un+1= UT. 

3 3 

1° À l’aide d’un raisonnement par récurrence, démontrer que la suite (u,) 

est croissante. 

œ 

Eu 
< 
T 
C 

. ri 

b. Si la suite (u,) converge, quelle est sa limite ? 

2° a. Résoudre dans R l’équation : x = ; x + 

3° On pose : pour tout n de N, v,=u,-7. 4 

Démontrer que la suite (v,) est géométrique. 

En déduire l’expression de v, , puis celle de u, , en fonction de n. 

La suite (4,) est-elle convergente ? 

xx, Li ; 
Vrai ou faux ? 

1° Toute suite décroissante est majorée. 

2° Toute suite décroissante et minorée par 0 a pour limite 0. 

3° Toute suite croissante et majorée est bornée. 

4° Toute suite qui admet pour limite + oo n'est pas majorée. 

5° Toute suite convergente est bornée. 

6° Si u et y sont des suites convergentes qui vérifient : 

pour tout n de N,u,<v,, 

alors : lim u, < lim v,. 
n — + 00 mé 100 

Encadrement, comparaison 

1° Démontrer qu’à partir d’un rang à déterminer : 2" <(n—1)!. 
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2° Quelle est la limite de = quand n tend vers + co ? 
n! 

Soient u, un réel et (u,) la suite définie sur N par son premier terme 9 

et la relation de récurrence : 

u ser 1 . 

DE 

1° Démontrer :  pourtout n de N, lu,,11 & ce 

Ra lol 9 
2° En déduire : pour tout n de N, lu,l < … L _ 

n 

Le 
Quelle est la limite de la suite (u,) ? 

EXERC 
Suites adjacentes 

(Corrigé p. 228) 

le M ue 220 

| librpe2:l n! k=0Kkl! 

Vy=uy+ 
nxn! 

1° Démontrer que les suites (,) et (v,) sont adjacentes. 

2° En déduire un entier naturel p tel que uw, soit une valeur approchée à 

10 - 5 près par défaut de la limite commune # des deux suites ; donner 

l’écriture fractionnaire réduite de w, ainsi que l’approximation de 

obtenue à l’affichage de la calculatrice. 
P P 

On définit les suites w et v par: uo=1, vo=2, 

) u,+2Vv u, + 4v 
et, pour tout entier naturel n : GR M TS D = RTS 
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1° On pose : w=v-u. 

Démontrer que la suite w est géométrique. 

Préciser la limite de w et exprimer w, en fonction de n. 

2° Exprimer u,4,1-U» et V,41—V, en fonction de w,. 

= 

= 
< 
Æ En déduire le sens de variation des suites w et v. C 

3° Justifier que u et v sont convergentes et ont la même limite, qui sera 

notée #. 

4° On pose : {= 3u + 10v. 

Démontrer que la suite f est constante. 

En déduire la valeur de £#. 

Exemples de suites récurrentes 

Soit (4,) la suite définie par uw, = 2 et la relation de récurrence : 

u, +2 
PE HER 

2u, +1 

1° a. Justifier : pour tout n de N, u, est strictement positif. 

b. Si la suite (u,) converge, quelle est sa limite ? 

2° Le plan étant rapporté à un repère orthonormé, tracer : 

x+2 
° la courbe représentative € de la fonction f: x ré 

x + 
° la droite À d’équation y = x. 

(On se limitera au cadrage : 0 <x<2,2 et 0O<y<1,5.) 

Visualiser graphiquement u,, u>, u3 et u4. 

Que peut-on conjecturer au sujet de la convergence de la suite ? 

3° Pour démontrer la conjecture, on considère la suite (v,) définie par : 

Lien 
u,+l 

a. Démontrer que (v,) est une suite géométrique ; quelle est sa limite ? 

pour tout r» de N, v,= 

Exprimer v, en fonction de ñ. 

b. Exprimer uw, en fonction de v, ; en déduire la limite de (u,). 

Enfin, exprimer uv, en fonction de n. 
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On considère la suite définie sur N par wo = 1,5 et: 

pour tout entier naturel n, u,,1,=u,/ -u,+3. 

1° Démontrer que la suite est croissante. 

2° a. On suppose dans cette question que la suite 4 converge vers un réel €. 

Donner alors une équation du second degré vérifiée par €. 

b. En déduire que la suite x est divergente. 

Soit (4,) la suite définie par uw, = 5 et la relation de récurrence : 

Hp N2ru: 

1° Démontrer par récurrence : 

pour tout n de N,2<u,,,<u,. 

2° a. Justifier que la suite (,) est convergente et que sa limite, notée €, 

est supérieure ou égale à 2. 

b. Démontrer que # vérifie : 

L=NDETCE 

en déduire la valeur de €. 
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SUJETS 
ele ete 

LL? 

HAPITRI 
C On considère la suite u définie sur N° par : 

Re TS ee >> hs 
DANS n k=1k 

1° Démontrer : pour tout x de ]J-1;+00[ , In(x+1)<x. 

On pourra étudier le sens de variation de la fonction f: x->In(x+1)-x. 

2° En déduire : 

pour tout k de N°,In(k+1)-Ink< ? 

Se 
puis : 

pour tout n de N°, n(in+1)<u, . 

Quelle est la limite de la suite (w,) ? 

3° Écrire un programme qui détermine le plus petit entier naturel n tel que : 

u, Z 10. 

ki klk 
On considère les suites (4,) et (v,) définies sur N par 9 = 3 et les 

relations : 

Un+Vh 7 
EE Vy = 

2 Un 

1° Calculer vo, ui, Vi, U2, V2, u3 et va. 

Un+1— 

Donner l’approximation de u; et v;, lue à l’affichage de la calculatrice. 

2° Justifier, par récurrence : 

pour tout n de N, u, > 0 et v,>0. 

3° Démontrer : 

1 
pour tout n de N,u,;1—V,+1= (U, —v;)?. 

Un+1 

En déduire : 

pour tout n de N,u,-v,=0. 

4° Prouver que la suite (z,) est décroissante et que la suite (v,) est crois- 

sante. 
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5° a. Démontrer : 

pour tout n de N°, u, = —. 

b. Démontrer : 

pour tout n de N*, Manet net À TE Un =). 

En déduire, à l’aide d’un raisonnement par récurrence : 

y = ——, pour tout n de N, u,-v, 1071 

6° En déduire que les suites (4,) et (v,) sont adjacentes. 

Quelle est leur limite commune ? 

7° Justifier que u;, est une approximation de V7 à10-7 près. 

Déterminer le plus petit entier naturel n tel que u, soit une approximation 

de V7 à 10-100 près. 

#® 

ETS DE TYPE BAC 

SUJI 
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CORRIGÉS 
des exercices 

re 

& 1 uo = 2 et, pour tout entier naturel n, u,,1=2u»—3. 

S Démontrons par récurrence : 

pour tout entier naturel n, u, = 3-2”. 

Pour tout n de N, notons ®Ÿ(n) la proposition : «u, = 3 —2” ». 

° Initialisation 

uo=2 et 3-20=3-1=2,donc: uo=3-20; il vient : 

P(0O) est vraie. 

+ Hérédité 
Soit p un entier naturel quelconque ; 

supposons P(p) vraie, c’est-à-dire : u, = 3 —2?, 

et démontrons que Ÿ(p + 1) est vraie, c’est-à-dire : u,, 1 = 3 —2? Fe. 

Par définition de la suite (w,): u,,1=2u,-—3, 

donc, d’après l'hypothèse de récurrence : u,,1=2(3-2?7)-3, 

d’où : U,11=6-2X2P-3=3-2?*1, 

On a démontré : > 
P(O) est vraie, 

pour tout p de N,si ®(p) est vraie, alors ®(p + 1) est vraie. 

Le principe de récurrence permet de 

conclure que ®(n) est vraie pour tout . 

n de N\, autrement dit : eten évidence 
: résultat ME s =: 

pour tout entier naturel #, (a) SVETES ie 
\a quite Un 

n=3-2",. 

un = FC 
Pix 

24 

La fonction f est strictement croissante sur [—2 ; + oo[ ,et: lim f(x) =0; 
X —+ + CO 

de plus : NC J-2 ; + of, donc la suite w : Li est définie sur 
n+4 

N , strictement croissante, et: lim w, =0. 
- n + + 00 

2° f:xr In (x? +1). 

° f est la composée de la fonction : x x2+ 1, strictement croissante et à 
valeurs strictement positives sur [0 ; + o[ , par la fonction In, strictement 
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croissante sur ]0 ; + œ[, donc f est strictement croissante sur [0 ; + oo - 

° lim (x?2+1)=+00 et lim In X= +0 d’après le théorème de 
X —+ + © X — + 00 

composition des limites : lim In (x2+ . +0, 
. + + 

c’est-à-dire : lim n f(x) = +0. 

N étant inclus dans [0 ; + n. on en déduit que la suite 4: n->In(r?+ D 

est définie sur N , strictement croissante et : lim w,, =+ 0. 

n+l 

*. n > + 00 

3 
3 fixe -2+ — 

+: | 

La fonction x : étant strictement décroissante sur ]- 1 ; + oœo[ et 
X + 

admettant pour limite 0 en +, f est strictement décroissante sur . 
_ 1-L;roœ[et: lim f(G = 2: _ - _ = 

. X—+0 . | 3 
de plus, N est inclus dans . 1 ; + of, donc la suite uin a ne + —— ri 

de 
la 

est définie sur N, strictement décroissante et: lim Un =-2. 
n— +0 

 dfxeri, 

La fonction f est la composée : 

. 1 - 
+ de la fonction x . , Strictement décroissante sur ]- 1 ; + œ[ , de 

x + 

_ limite Oen +, 

. par la fonction exp, strictefnent croissante sur R, de limite 1 en 0, 

donc f est strictement décroissante sur [- 1 ; + of , de limite 1 en +. 
1 

N étant inclus dans |- 1 ; + oo! , il en résulte que la suite u: ne"*! 

est définie sur N, strictement décroissante et admet 1 pour limite. 

ÉS 1° n—-n+2n2. 

lim (-n+2n2)=lim(-n on 

2 n —+ + 00 a 

o) 
: ja imite

 

ü 

ératoire 
* À V’inf

ini, \a e
 

: 

Us.
 

rme de p
lus 

= 

Ge Ri
en L

A 
k 

(® 
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HAPITRI 
DS (4 
D 4 



et, si n= 0, alors: 7 e. 

LS 
DS v. | 

CORRIC 
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HAPITRI 
D ‘ 
2 



ni ‘emble que a suite u soit dévionte et qu ‘elle converge vers - > 
abscisse du point d'intersection des droites d et A. 

gi la suite U 

ne 

. ele est minorée P 

On obtient après calcul: ==, uw 

ce qui invite à démontrer par récurrence : __ _ _ _ 
1. 

br 

Pour tout » de N, notons P(n) Ja … : «Un 

Pour tout entier naturel n,  . 

_ 
- . NnEL 

° Initialisation À. 

Uo = 1 et =-=1,donc: uo= 
- NO+1 : vor! 

_iivon | 20) est: vraie. 

+ Hérédité 
Soit : un entier naturel quelcondue ; supposons Po) vraie, c c'est-à-dire : 

. 1 
À — . 

7 pri 

et démontrons que At + 1) est vraie. 

Par définition de la suite Gun) us 1 

S 
DS v | 

ORRIC 
C 
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autrement dit:  __ ___ 
__ TRES 

Code OO PC + D est vraie. 

US Re. 

On a démontré : 
° PO) est vraie, 

+ pour tout P de N, si P(p) € est vraie, alors ps 1: 

HAPITRI 
C 

Le principe de récurrence permet de conclure que LOL 6 
ndœènN, a _ 

pour tout entier nutarel h, uy= 

7 | Démontrons par récurrence : 

on tout entier naturel n, D = à 
En 

Pour tout » de N, notons P(n) la proposition : «À k3 = — 

« Initialisation 

| 0, donc : . . 
0 

Zk3=03=0 et 
k=0 # 

02 (0 + 1 

d’où : | . nn 

° Hérédité - . 
Soit p_un entier naturel quelconque : supposons PE) » vraie, . 

: D 2 ‘ 

> E5 = DPPT0U D + Le 

. k=0 + 

démonrons que P(p + 1) est vraie, C ’est-à-dire : . . 
Eu= ge — + - 

. - 
_ 

Po. . - D. _ 

Ebnrn+. +peprns Être 

donc, d'apres de de: récurrence : 

1 
. D agen 
. _ k=0 À _ : 
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p+l | : . 
autrement dit : 2 k3=— PTE tE 

£=0 
c’est-à-dire : P(p + 1) est vraie. 

L 

En définitive, on a démontré : 

+ P(0O) est vraie, 

* pour tout p de N, si P(p) est vraie, alors P(p + 1) est vraie. 

Le principe de récurrence permet de conclure que ®(n) est vraie pour tout 

n de N,ce qui signifie : 

n?(n + 1)? 
pour tout entier naturel n , D k°= 

k=0 

El Démontrons par récurrence : 

pour tout entier n supérieur ou égal à 4, 2" > n2. 

+ Initialisation 

7-16 À 1-16, don. 2°=4. 
la propriété : «2 > n2 » est donc vérifiée si n=4. 

+ Hérédité 

Soit p un entier supérieur ou égal à 4. 

Supposons : 27 > p? , et démontrons : 27*!=(p+1)2. 

Ona: 2?+1=2 x 2P, donc, d’après l'hypothèse de récurrence : 
2P +1 = 9) 2 - 

pour démontrer : 27*!> (p + 1)? , il suffit donc de prouver : 
- 2p2> (p+1)2. 

D'une part : 

2p2=(p+1) & 2p?=p?+2p+1 & p?-2p-1>0; 

d’autre part, la fonction polynôme f: x x? — 2x + 1 est croissante sur 

[1 ; + of et: f(4) = 16 —- 8 + 1 =9, ce qui implique que f est positive sur 

[4 ; + of : p étant supérieur ou égal à 4, on peut affirmer : f(p) z 0, 

c’est-à-dire : Vh =(p+r1). FT ] 

ù À En résumé, on a démontré : 
+ 24= 41, 

* pour tout entier p supérieur ou égal à 4, 
si 272 p° alors 22t1=(p+1);: 

ORRIC 
C 

. Je principe de récurrence permet d’affirmer : 

pour tout entier n supérieur ou égal à 4, 27> n°. 
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Pleti Plotz Plot3 LE JR Muiiuc-Ù 
atlin=6 
UCRIB1+1/uCR—1 3 

urine 
(n)=E 

Y=1.6666667 

n 

RU 
ln 
pour k variant de 2 à 25 

| faire 

V — A 
UV 
afficher V 
A—U 
VIU—W 
afficher W 

fin de la boucle pour 

£S 
NS v | 

ORRIC 
(@> 
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Suivons pas à pas l'exécution des instructions à un passage dans la bc 
pour la valeur p du compteur de boucle : _ 

ul 

cu 
< 
2 
C 

En exécutant sur une TI-83 Plus le programme corres- 

pondant à cet algorithme, on observe que les approxima- : “ s 

tions des termes de la suite 27 dE 1 obtenues à l’affi- :For (K, 2, 25) 

- :V— À 
chage oscillent autour de la valeur 1,618 033 989 , sur Ti eu 

laquelle ils finissent par se stabiliser. Disp V 

On est amené à conjecturer que : :Pause 

Lisuile nr 21 et pas monotone, .. 
F, VIU— W 

et qu’elle converge vers un nombre réel Disp W 

dont une « bonne approximation » :Pause 

est 1,618 033 989. ‘End 

Fr9nF IBO 463 
1.61 FASa2 

[es a 

: 
2 
2 

5 
5 
7 1. 6666666 6 
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in ne 5 
Un n+l 

On en déduit que la suite # est décroissante à partir du rang 4. 

donc : Si SsSnti=zs Sn =>41, 

LT 

Lu 
œ 

[Es 
< 
== 
#n 
| 4 

=: 
2 . u n+ 1 

: signe de = 24 tudief \e 

bled © 

14) Pour tout entier naturel n, u,,,=€ "n. 

Démontrons par récurrence : 

pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2, 0<u,<1. 

+ Quel que soit le premier terme wo de la suite w , la fonction x > e* 

étant à valeurs strictement positives : - 

é 04>0, 

donc, par définition de u: u, >0; 

la fonction x e* étant de plus strictement croissante, de l’inégalité : 

—u, <0 , on déduit : 

O<e 1e, 

c’est-à-dire : Du <T. 

La proposition « 0 < u, < 1 » est donc vraie lorsque n =2.. 

° Soit p un entier naturel supérieur ou égal à 2. 

Si: 0 <u, < 1 alors: —-u, < 0 et, en utilisant les mêmes propriétés de la 

fonction x > e* que précédemment, on obtient : 

O<eé me 1, 

c’est-à-dire : O<u,.1S 1. 

On a ainsi prouvé que la propriété «0 < u, < 1 » est héréditaire. 

D’après le principe de récurrence, on peut affirmer : 

pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2, 0<u,<1, 

ce qui implique : 

la suite x est bornée par 0 et 1 à partir du rang 2. 
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| T2 

œ = 
Eu 
« 
L 
C 

: Î e facilemen 
\ Le on peut d'ailleuts 

D * 10 AL satisfaite * 
Après avoir \ rang ”inégalité 1 a" > 10° , 

era partir de AE se 
déterminer 4 É x 0 < a 3 af 0: of : 

CRE sur + M <Un à croissante 

étant strictement © 910; 

donc, là fonction ZW ni O n 

su : 

étant strictement PO® mie ; 
Er He CU in 4 jure : 

de conc 

gin 10 Æ 1495 ee Ë 

datrice : 
dla çalcu 
à l'aide 

EQ  u,- nn | . 
.. 

Pour tout entier naturel r : 

v-à 6 
= 7 = - 

A 

3" x 1 1 14 (À) 

L’encadrement : -1 << < 1 prouve que la suite géométrique n Ë 

ñ 

converge vers 0 ; on en déduit successivement que : 

n : 

e les suites n+— 1 -É | et nt L + à convergent vers 1, … 

2} LL. 

+ la suite n— converge vers 1, 

1 + É) 3 

ce qui permet de conclure : 

lim u,=1. 
n— + © 
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1. +)n+1 

Sn- à - 
e ératoire : 

a tè ègle opét 

a suite Gui) est définie sur N et: On à a imite d'une joneon 
- infini, là otien! 

0 … >: ne ge celle du AU lim u,= lim ——= lim =nhn, rationnelle € jus haut deBTÉ- +00 n—++o SN n—1+03 es termes de PU 

donc: lim #,=+00. 
n— +00 

3 . _Li2r..+n 

rl} 
Pour tout entier naturel n non a nul, 1+24+...+n étant la somme de n 

termes consécutifs d’une suite ‘arithmétique : 

1+2+ : 
_ 2 

. 

_ etonpeutécrie:  u,=— PhD 
2@+12 2@+D). 

Il vient: lim w,= lim + 
n +0 n—+o2n 2 

4 u,=(-1)"+Inn. 

La suite (u,) est définie sur N° et, pour 
tout entier naturel n : # 

_ (C1r=-1, 
si n est non nul : 

(—-1)/'+Inn=-1+1nnr. 

à partir du rang 1, u,=-1+1nn; 

_ni+l) 
? 

des termes extrêmes 

Es 

de plus : lim Inn=+0,donc: lim (—-1+Inn)=+, 
h — + 00 n —+ + 00 

_ ce qui implique (théorème de comparaison) : 

lim u,=+00. 
—+ + 00 

ep Ç 1)" 
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T 
Sud, =:00 

3n 

w 
ul La suite (4,) est définie sur N. 
œ 

. . . 

E + De l'inégalité : 3 > 1 , on déduit: lim 3"=+ 0, ce qui implique : 
Le n — + © 

5 
rs) ri 

n—+o 37 

° de plus : lim cosx=cos0=1, 
x— 0 

donc (théorème de composition) : 

. T 
lim cos—=1; 

n > +00 

c’est-à-dire : lim u,=1. 
n — + 00 

Gn+1l)r 
6° Un ui 

: T 
Pour tout entier naturel n : u, = cos Ê +2n à) : 

par conséquent, la fonction cosinus étant périodique de période 27 : 

TL Ci 
Uy = COS — = —. 

2 3 

: : 1 . 
La suite (4,) est donc la suite constante n+> - ; on en déduit qu’elle est 

convergente et : 
: 1 
lim u,=-. 

2 n — + © 

1 nt 
7° u,= cos —. 

n 17 

La suite (u,) est définie sur N°. 

à nT 
Pour tout entier naturel n: — 1 < cos . = |, 

donc, si n est non nul : 

il 1 NT | 
Te COS = 

n n 17 

On à ainsi établi, qu’à partir du rang 1 : 

1 1 
= <uU, = . 

n n 

1 : 1 
de plus, les deux suites nr>-—, nt — convergent vers 0: 

n n 
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À es et le tableur Excel : . 

| 

Cowemsens | owemenin | over | 

0,5 0,499 999 987 

0,5 0,5 

0,5 

ER STE ss À AUS 

? , 

, 

» 

Cu} £ ÈS 
n | 

ORRIC 
C 
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1 
c’est-à-dire : Un = ner due 

Vi +-+1 
n 

° lim (+=)=1 et lim Vx=Vi=1, 
n fi —+ + 00 x] 

œ 

= 
< 
== 
C 

donc (théorème de composition) : 

lim i+l=1, 
n — + © 4) 

nn = 1 1 
ce qui implique : mn =, 

n — + oo 1 2 
ir +1 

n 

. ; 1 : 
c’est-à-dire : lim u,=-. 

nn +0 2 

3° Pour de « grandes valeurs » de n , les calculatrices et les tableurs négli- 

gent n devant n? (c’est-à-dire que le procédé de stockage des nombres ne 

leur permet pas de distinguer n? et n?+ n), ce qui explique qu’ils affichent 
O0 comme approximation de u, lorsque nr dépasse une certaine ae qui 

dépend de la calculatrice ou du tableur utilisé. 

En revanche, les résultats obtenus pour des valeurs « Donne » de n 

(correspondant ici à une plage s’étendant approximativement de 10 à à 10 
permettent de prévoir la limite de v. 

1 14 
ET] %o=1 ct ne 

1° Démontrons par récurrence : 

pour tout entier naturel n, u, <u,,1. 

° up = 1 et dE 
3 SO + : 

Up <U;. 

+ Si, pour un entier naturel p à 

p < Up+1» 

1 à 
alors : De 7. 

Re : ce qui implique : a + 

222 e SUITES ET RÉCURRENCE 



c’est-à-dire : Hp] © Up30- 

La propriété : «u, <u,,,>» est donc vraie lorsque n = 0 , et, pour tout p 

de N , si elle est vraie pour p , alors elle est vraie pour p + 1 ; le principe 

de récurrence permet d'en déduire qu’elle est vraie pour tout n de o. 
autrement dit : 

pour tout entier naturel n, u, <u,:1, 

ce qui signifie que la suite (w,) est strictement croissante. 

2° a. Pour tout réel x: 

- 1 14 2 14 
Le À 1 x), 

3 +. 3 3 

donc 7 est la séule solution dans R de l’équation : x = : x + #, 
à 

b. Par définition de la suite (u,) : 

pour tout n de N, bn 1 © à Ur +. 

Si la suite (,) converge, en notant { le réel qui est sa limite, on obtient 
par passage à la limite : 

+ D 4 

3 . 

donc, d’après la question précédente : € =7. 

On a ainsi établi que, si la suite (4,) converge, alors sa limite est 7. 

7 1,0, 1. 

* Pour tout entier naturel n, 

par définition de la suite (v,) : 

Vn+1=Uns1 ls 

donc, par définition de la suite (u,) : 

v _ ... Pi 3 n 3 ; 

- 1 14. 
et en utilisant que 7 est solution de l'équation x = à x + à 

# 

v , GxTr#) # = — — — | — nm D 4 
n+l 3 n 3 o 

Œ 
donc : ri Go 8 

(® 
_ et finalement, par définition de la suite (v,) : 

HV, "n° 
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à 4 

ce qui prouve que la suite (v,) est géométrique, de raison. 

+ On en déduit, pour tout n de N: 

cn Pa . 
Un =Vnt1=7- 

œ 

œ 
< 
Æ 
(e D 

3-1" 

Enfin, il est clair que la suite (v,) a pour limite O (c’est une suite géo- 

métrique de raison strictement comprise entre — | et D), et que la suite (un) 

est FONNERERIE, de limite 7. 

Floti Floté Flot3 
#Min= 
UÉniBuén-1)-3+1 = 

uéndin)B{iz 
AUTRE | 

: + É uénMini= 
M Horiz G-T “YÉRIZ 

WI HOOUI uzutn-1/3+14/7 
TPlotSter=]1 
#1 1=Ë 
AMAX=S 
#scl=i 
Wir in=f . 
MMSXET . ns ; 
Yscl=il HS.TESREES V6. PP 777 7E à 

BI) Vrai ou faux ? 

1° Toute suite décroissante est majorée : vrai. 

En effet, toute suite décroissante est majorée par son premier terme. 

2° Toute suite décroissante et minorée par 0 a pour limite 0 : faux. 

Toute suite décroissante et minorée est bien convergente ; si de plus elle est 

minorée par 0, alors le réel © qui est sa limite vérifie : € = 0 , mais rien 

n’assure que € soit égal à 0, comme le prouve l’exemple de la suite : 

né lr 
n+l 

qui est décroissante, minorée par 0, et qui admet pour limite 1. 

3° Toute suite croissante et majorée est bornée : vrai, 

car toute suite croissante est minorée par son premier terme. 

4° Toute suite qui admet pour limite + o n’est pas majorée: vrai. 

En effet, quel que soit le réel M, tous les termes de la suite dépassent M à 

partir d’un certain rang, donc aucun réel ne peut être un majorant de la suite. 
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5° Toute suite convergente est bornée : vrai. 

En effet, considérons une suite w convergente, que l’on peut, sans nuire à la 
généralité, supposer être définie sur N. Soit alors € le réel qui est sa 
limite. 

On sait qu’à partir d’un rang N , tous les termes de la suite appartiennent à 
lintervalle ]€ — 1 ; { + 1[, donc, à partir du rang N, la suite est bornée par 
t— 1 et © +1, et seuls les N premiers termes u9, u;.… UN : 

peuvent Évcutiellenent se trouver hors de l’intervalle 1 —-1;:€4+1[. 

En définitive, ôn peut affirmer que la suite w est : 

° minorée par le plus petit des N+ 1 nombres QG, 0j, Uni, C1. 

° majorée par le plus grand des N + 1 nombres u9, u1,... ,un_1, {+1, 

ce qui prouve que la suite est bornée. 

tous les u, tels que 

n=zN 

Pire 
£-1 € {+1 

fa] 
#51) 
2) 

5 
re 

LEE 

Fa 

un nombre fini de termes 

6° Si u et v sont des suites convergentes qui vérifient : 

pour tout n de N, u,<y,, 

alors : Lin u, < lim v, 
n— + © n— + 00 

Cette affirmation est fausse, comme le montre l’exemple des suites : 

V'nr UNE? — : 

n+l n+l 
L 

qui vérifient clairement : 

pour tout entier naturel n, u, <y,, 

et admettent toutes les deux 0 pour limite. 

S 

1° Par essais successifs pour n=0, n = 1, , on obtient que le plus 

petit entier naturel n pour lequel l’inégalité : «27 < (n— 1)!» est vérifiée, 

est 6, et on observe qu’elle semble continuer à l’être pour les entiers suivants. 
ORRIGI 
à # On est amené à démontrer par récurrence : 

pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 6, 2"<(n-—1)!. 

+ 26= 64 et 5!= 120, donc : 26<5!. 

C 
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Soit p un entier supérieur ou égal à 6. 

SUPPOSONS : <(p—1)!; 

u on peut alors écrire : 2X2<2X(p DL. 
É D'une part : 2x2r=2r+1; 
< 

d’autre part, p étant supérieur ou égal à 6: 

2*(p-D'=<pxœ- 1}, 
c’est-à-dire : 2X(p-DI£pt,. 

et finalement : 2PT1<((p+1)-1)!. 

QT C4 
L 4 

On a ainsi démontré que la propriété : «2<(n—1)!» est vraie lorsque n=6, 

et que, pour tout entier naturel p supérieur ou égal à 6, «27 < (p—1)!» 

implique «2P+1<((p+1)-1)!». 

« 
Le principe de récurrence permet de conclure : 

pour tout entier naturel 7 supérieur ou égal à 6, 2° <(n -1)!. 

2 ht 2. 
n\ +. 

D’après la question pe ee tout entier 7 supérieur ou ei à 6: 

-# D? 
. A1 : 

de plus : D< _ e | 
_n! n! nxX-1)l nr 

donc : - 0 =: 
n| n 

- 1 . 
La suite n > — convergeant vers 0, le théorème des gendarmes permet de 

conclure : 

: 27 
lim —=0. 

n—+oon! 
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1° Pour tout entier naturel n : 

> Hn 
2+u,? 

luysil= 

de plus : 

… donc : : 

2° + Démontrons par récurrence : 

pour tout n “. N, lui ST. 
luol 

2 
Initialisation 

lol _ 
20 = luol, donc : 

l4ol 
| la proposition «<lu,l < » est vraie si n=0. 

Hérédité 

Soit p un entier naturel quelconque ; supposons : lu,1< _ 3 
7 722 

> x : o lu, 

d’après la question 1° : lu,411< ee 

: donc, d’après l’hypothèse de récurrence : 

lu, + il = 4 X ol : 

ce qui implique : | lu ie T7 que : p+l 2P+1° 

En conclusion, le principe de récurrence permet d’affirmer : 

pour tout » de N, lu,1< us , 

ñn 

. : Pour + n de N, lol _ = lui x F) À 
27 2 

# 4 LA / 1 n 

et la suite géométrique n + luol x F) À 

converge vers 0 ; la suite n > lu,l est donc 
majorée par une suite de limite nille, ce qui 

. permet de conclure que la suite (u,) converge vers 0 : 

lim w,=0. 
n 7? +00 

SUITES ET RÉCURRENCE 



En choisissant : wo = 3, on obtient : 

Floti Floté Flotz WIHOOUW zut -1)/CE+u0r-1)22) 

Lu AMin=6 tTPlotStart=i 
œ UiniBuin-11-62+ PlotSter=i 
pus uén—ldéi #Min=t 
à uénMin)B£sz HMaXx=S. 5 
= BULLE RE “scl=] 
æ) uénMini= Ymin= =. 29 "= 

SWÉNRIZ= JYmax=, 5 H=1317Ul  V=.06517377 

KE] Sur N°: w a à 
11 21 n! nxn|! 

1°° Pourtout n de N”, 

par définition de (4,): u,;i=u,+ _— -, 
(n +1)! 

donc : 1: À. 

ce qui implique que la suite (w,) est strictement croissante. 

+ Pour tout n de N° : 

1 

nxn!° 
Va Un 

ce qui met en évidence que la suite (v, —u in) CEE vers (0. 

+ Enfin, pour tout # de N°: 

1 Î 
Va = Vn = nas ——— ———— }-|1u, + 
a . ( en 

1 + 
Pou e nasn es à 

(n+1)x(n+1)! nxn! 

| 
a+l)! m+Dx(m+1)! nxn! 

fn+l)xn! (n+1)xn! nxn! 

= Un+riU 

donc : 

n(n+l)+n-(n+1) n?+n+n-n2-2n-1 

nx(n+1)}xn! _ nx(n+1)}xn! 

— 

nx(n+1)xn+1)!" 

Vrtir Ve 

M ee PE d’où : D so 

ce qui prouve que la suite (v,) est strictement décroissante. 

En résumé, (w,) est croissante, (v,) est décroissante et (v, — u,) conver- 

ge vers 0, ce qui permet de conclure : 

les suites (4,) et (v,) sont adjacentes. 
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c’est-à-dire : 

Donc, pour que , soit une valeur approc 
il suffit que n vérifie : 

. 
L 2 9 7 

soit : 

1ÉO 



œ = En 
cs 
< 
pe 
C 

On en déduit que, . étant strictement compris entre — 1 et 1: 

lim w,=0; 
n —+ + 00 

de plus, pour tout entier naturel n : 

2° Pour tout entier naturel 7 : 

u,+2v u,+2v,-—3u 2 2 2 
= _—"-u a Ù, Unie MW), 3 3 à 

+4 +4y, -5y 1 
A 

+ D’après la question 1°, la suite w est à termes strictement positifs, Joue 

PQRE tout entier naturel n : 

u,,1 4, = 0 à a ne 

ce qui prouve : 

la suite z est strictement croissante 

et la suite v est strictement décroissante. 

3° D’après les deux questions précédentes, la suite a est croissante, la Suite 

v est décroissante et la suite v — 4 a pour limite 0. _ 

On en déduit que ” et v sont adjacentes, ce qui implique : 

les suite w et y sont convergentes et ont la même limite €. 

4 1=3u +10. 

+ Pour tout entier naturel # non nul : 

u,+2y, ju. + Un, 2 LIOX ES, 0. 

donc : li = ln, 

ce qui prouve que la suite £ est constante. 

+ On en déduit en particulier : 

br f, 10 = 14 Ne 23; 
fn — +0 

d’autre part, les suites w et v convergeant vers L : 

lim t,=3€ + 10€ = 13€, 
n— +0 

donc { vérifie : 13€ : 

c’est-à-dire : { = — 
= 
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u,+2 
Un =2 et u = —1——— 25 0 n+l on 

1° a. Une récurrence élémentaire prouve : 

pour tout # de N, EE _ 0 
Enefiet: u,=2, donc : uo >0, 



3° Pour tout n de N, un 
d u, + 1 

E a. Notons tout d’abord que, la suite Gr) étant à termes la suite 

& (v,) est définie sur N.  . . 

5 + Pour tout z de N: 

nn - (par définition de la suite (v,)) 
n+l 

Unt2 _; 
2u,+1  . 

donc : Vyz1= —"——— (par définition de la suite (4,)) 
Uu, +2 
1 +1 
2H, +1 à 

d’où : y, jeté CR D 

u,+2+Qu,+1) 3u,+3 3 Un + 1 

et finalement : 

1 
Phil 3 Vn» 

‘ : os : 1 
ce qui prouve que (v,) est une suite géométrique de raison — + 

+ On en déduit, la raison de (v,) étant strictement comprise entre — 1 et 1 : 

lim »,=0. 
h > + 00 

et, pour tout z de N: * 

E) Uo— 1 F | 1 
Py=VoX|— | =—— x|—| =- 

3 up+l 3 3 

b. + Pour tout n de N : 

u,—1 

7 a 

Un 1 
dt: v,= — & (u,+lDv,=u,-1 & A-v,)4, Liv... 

U, + 

dplus: Ivi<1,doù: 1 -v,#0, 

1+y 
donc : n = ———. 

1-v, 

° De plus, lim v,=0, donc: lim u,=1. 
hf —+ + 00 nn ++ 00 
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Enfin, pour tout z de N 

| 
1 |.  _— 

- Mu TS =u2 u+3. 

1° Pour tout # de N: 

us =u 2 2u, 
donc : : 

ce qui prouve . 

la suite u est strictement croissant 

2° a. Si la suite u converg 

. la suite nu, admet pour limite - 

* la suite nu 
briques des suites co ergentes) ; 

or, par définition de la suite he 
ls deux SuiEs ee et n 

c’est-à-dire : | 

b. Pour tout réel €: 



Floti Flotz Plotz WIHOOU] U=UC 112-100-1343 
nMin=à TPlotSter=1 
UCn)Bucr-1)Èè-uc Ami n=Ë 
n—12+3 AMax= 20 
uérMin)B£1i.s MSC 1=S 
VÉNIE Ynin=f 
uénMini= Ymax=26 MES 
SWÉNI= Vscl=55 H=13.3126 _Y=166.91016 , 

DL 

ce 
= 
—— 
re 
< 
ae 
#4 
L 4 



cine carrée étant continue 

- De _. P inition de Le. suite . 

les suites ne Us et nr N2+u, 

- Sont — ce qui permet d’ ee 
. _ 2.0 . 

. que € est supérieur ou u égal à Z à _ 

| Dt-t-2-0S K+D(6-2=0, 

Floti Floté Flotz v=S(vC-1)+2 | WINDOU) 
tTPlotSter=]1 eMin= LE 

SUÉni=uénm-]iè-uc #1 hn=Ë 
n—12+3 AMAX=S, 1 
uénMini=<{1l. 5 #SCl= 1 

_Vén)B Curl +2 Ymih= =, 
. ; > YMax=S, 1 53 
uéndin:B{5:E X=2AEEUOQS Y=2.02847 99 Yscl=il 

A _ | 
_ D;= ]-1; + |, + est dérivable : sur . |. +0, et pour tout . de cet 

_ intervalle : . 

L . . À 

_ x+I + | 

__ F@>0 si 1<rx<0. 

_ _ _ f'(O)=0, 
_ f@<0six>0, S 

x À ce qui que Ê est strictement croissante sur |- 1 ; 0] et strictement 

décroissante sur [0 ; + 00[. 

_ Le maximum de : sur L + oo[ est donc f(0) , c’est- à-dire 0 :onen 

A CORRIC 
_ pour tout x de L L , + @, nœ+i) 1<0, 

ce qui permet de conclure : 

pour tout + de 1J-1;+00[,Inœ+1<x. 
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2° » Soit k un entier naturel non nul ; 

 . M Œ+D-mésm=li+2), 
œ 

œ 
< 
Æ 

Of : + > 0, et a fortion: er 1: +o, 

C 

donc, d’après la question 1° : In ( + = < : - 

On en déduit : 

pour tout 4 de N°, n(&+1)-Ink< 
| 

+ Soit n un entier naturel non nul ; 
en sommant membre à membre les r inégalités obtenues en faisant varier 

l’entier k de 1 à n, on obtient : 

(in 2-—1In 1) + (In 3 —in 2) + (in 4 — In 3) + 

…+mn+D-innr< À | + à +... + L. 
à 2? n 

c’est-à-dire, après simplification (télescopage additif) : 

n(n+1)<u,. 
* On a ainsi établi : 

pour tout = de N°, n(n+1)<u,. 

On a: [74 

_ re) 
lim n(n+1)=+®; 

n — + © 

la suite (w,) est donc minorée par une 

suite de limite + oo ; on en déduit (théo- 

rème de comparaison) : 

lim u,=+00. 
n — + 00 

3° La suite (u,) diverge vers +  , elle 

n’est donc pas majorée, et on peut trouver 

un entier naturel n tel que : 

U, = 10. 

Remarquons que, (u,) étant croissante, dès 

qu’un terme est supérieur ou égal à 10, il 

en est de même pour les suivants. 

Pour déterminer le plus petit entier naturel n tel que uw, > 10 , il suffit de 
programmer l'algorithme suivant. _ 
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O—u 

Or 
tant que u < 10 faire 

Kk+l=k 

Te 

fin de boucle tant que 

afficher k 

FramHARNMO 
1256 

16. 68884581 
Done 

ADrso to) 

0 — K 

:While U < 10 
K+1—K 

U+1UK— K 

‘End 

Disp K 

Disp U 

S 

CORRIG 



 . EE _ 

2 M 
ss - SÉ2S75131 

= 
SR Lo 

va = 2,645 751 31. œ F= 
& 
< 
RE 

2° Démontrons par récurrence : 

pour tout n de N, u, >0 et v, > 0. C 

1 |! 
* Ho=2 € ee uo > 0 et vw > 0. 

Ut) 

+ Soit p un entier naturel quelconque ; 

si u,> 0 et v, > 0, alors : 
Up + Vp 

0. 
2 

c’est-à-dire, par définition de la suite (u,) : . 

Up +1 > 0 : 

1 
ce qui implique : 0, 

Up+1 

c’est-à-dire, par définition de la suite (»,) : 

Vp+1 > 0. 

La propriété « u, > 0 et v, > 0 » est donc vraie lorsque n = 0 , et, pour 

tout entier naturel p , si elle est vraie pour p , alors elle est vraie pour p + 1. 

Le principe de récurrence permet de conclure qu’elle est vraie pour tout 

entier naturel n , autrement dit : 

pour tout » de N,u,>0 et v, >0. 

3° + Pour tout nr de N : 

7 
Un+1TVn+1=Unr1— 

Un+1 

1 — 2 
ve (+1 — 1} 

Un+] 

1 (ie | | 
ee À | u,, 

Un 7 - 

_ ((u, +v,)?-4u Vu) 
=. 

1 Fa 2 
Se 4 (u, +v,/-2u,v,) 

Un+1 

et finalement : a (u,—v,)2. 
Un +1 
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Pour tout entier naturel n:. 

Uns1 7 0 et (u,-v,) 20, 
done 4, »,,, -0. 

on peut donc affirmer : _ 

_ àpartirdurang 1 + Una > 0: 

De plus : uo— m=3- 1-2, donc : Ho. Vo > 0. 

On a ainsi prouvé :  __. . 

pour tout n de N,u,-v,=0. 

4° + Pour tout entier naturel n: 

HhDV U, +11, Du, YŸ, u, D D 

donc, d’après la question 3° : _ 

u, SO, 

LEE 

ce qui prouve que la suite . est décroissante. ÿ 

° Pour tout entier naturel n: 

à =) _ . on 
? m (un) EU 

À « 

Un —U n+ 14 

Uolnsi 

= 0 

La suite . est due croissante. 

se a. D’après la question æ, Dour tout 

0 naturel n : 

U, V, > Zz 0, 

autrement dit : 

/ - _ - : 

de plus, Le suite En) est croissante, donc, 

à Pan du rang +: 

men: 
S 
n v | _ onen déduit . 

ORRIC 
C 
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et, d’après la question précédente : 

An >4x 210, 

œ 
= donc : 
= 1 
S pour tout » de N, Unis -Mnai Us pe 

. 1 
* Pour tout z de N , notons ®(n) la proposition : «u, —v, < cn ». 

Initialisation 

+ À 1 l 
Uo—-Vn=3-—-=— et — ==] ,donc: U-V < —<— ; 
| à 0 

il vient : P(O) est vraie. 

Hérédité 
Soit p un entier naturel quelconque ; 

. il 
-à- « ce a supposons P(p) vraie, c’est-à-dire : u,—v, < Low ie 

et démontrons que ®(p + 1) est vraie. 

On sait : Ho4i Voili + uv, 

donc, d’après l’hypothèse de récurrence : 

< - 
Up+1TVp+1 de 10 a. , 

Or : 

L =) - ES 
10 (1027-! 10% 1022 D 102 5-21 10711. 

donc : 

Up+17Vp+1 102 * 1 

autrement dit : P(p + 1) est vraie. 

On a démontré : 

° P(0) est vraie, 

* pour tout p de N, si P(p) est vraie, alors P(p + 1) est vraie. 

Le principe de récurrence permet de conclure que P(n) est vraie pour tout 

n de N, ce qui signifie : 

1 
pour tout entier naturel #, u,—-v, < 1021 ° 
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=+®;, re 10P 

_n.el02 | 
donc, d’après le théorème des gendarmes : 

les suites Gn) 

. - Pour tout n de N: 
UnVn = 7. 

donc a limite commune L. des deux 

suites (u,) et (v,) vérifie : 

 - 
de plus : _ 

| € 0, 

{= . 
_ Les suites (u,) et 6). 
convergent donc vers V7 . - 

donc : 

| 7 Les résultats Ponnctent d' affirmer, pour tout. n. . N: 

< <V7<u, et Ü<u, - < 1017, 

nc. un est une prima de 5. à . “7 . 

392" est 
La suite nine 

croissante ca 212128 : 
96 = 

spec acu) culaire 

nvergence dite 

ue nn 

0 

—. 

w À 

ORRIC 
C 





l- Aires et intégrales 

Le plan est rapporté à un repère orthogonal (o ; ï, j) à 

En notant À et B les points tels que : OÀ = ir, OB =; , l’unité d’aire est 

celle du rectangle de côtés [OA] et [OB1. 

Soient f une fonction continue sur un intervalle 7, et a, 

b des réels de JZ tels que a <b. 

Appelons % la surface limitée par (Ox), €; et les droites d’équations 
= dx = 0e 

Si f est positive sur Z, alors l’aire 

de la surface Ÿ est : 
b 
Î f(x) dx unités d’aire. 
a 

S est l’ensemble des points dont les coor- 

données (x, y) vérifient : 

DOS ID 

0<}y< f(x). 

Si f est négative sur 1, alors l’aire 

de Ÿ est: ; ; 

— Î fQ) dx unités d’aire. 
a 

Dans l’exemple ci-contre, f change 

de signe, et l’aire de la surface % est, 

en unités d’aire : 

_ [ 700 dx + [ r00 dx. 

fm sms nee S 

O0 \ C b x 
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Valeur moyenne 

Si a < b, alors la valeur moyenne de f 
(e 
M sur [a :b] est le réel y défini par : 
a 1 b 
= = | FO) dr 
5 b-a da | 4 

Dans le cas où f est positive sur [a ; b], 

la surface % a la même aire qu’un 

rectangle dont les dimensions sont b — a 

et la valeur moyenne de f sur [a ;b]. 

Remarque 

Toutes ces définitions restent valables dans le cas où f est une fonction en 

escalier. 

Il- Propriétés de l'intégrale 

Propriétés algébriques 

Soient f et g des fonctions continues sur un intervalle Z, et a, b des 

réels de 7. 

. [ #0) dx=0%et [ F00 dx = - [rc dE 

° Relation de Chasles : 

pour tout c de 1, [ #6 ur [ 700) dx + [#6 dx. 

+ Linéarité : 
b b - 

Pour tout réel K, | KNO) AXE | fx) dx; 

b b b 
| (FQ) + g@) ax = | 0) ax+ | g (x) dx. 

Intégrales de fonctions paires, i 

impaires, périodiques * 

° S1 f est une fonction impaire et continue 

sur un intervalle / de centre O , alors, 

pour tout a de J: 

[00 die 0e 
CL 
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* Si f est une fonction paire et continue 

sur un intervalle 7 de centre ©, alors, 

pour tout a de 1: 

[ F0 dx= 2 [rc dx: 

* Si f est une fonction continue sur R et de période T', alors, pour tout réel 

a: ‘ 
T 
2 

[76 dx = [ #6 dx = F fQ) dx. 
a 0 

Intégrales et inégalités 
Soient f et g des fonctions continues sur un intervalle 7, et a, b des 

réels de 7 tels que : a <b. 

b 
e Positivité : si fZ 0 sur [a ;b], alors: [ 00 dx= 0: 

b b 
° Ordre: si f<g sur [a ; b], alors: [ 00 ax<| g(x) dx. 

a a 

b 

<| FO) dx . [ r00 dx 

Inégalités de la moyenne 

Si m et M sont des réels tels que : 

m<f<M sur [a;b], 

b 
alors : m(b — a) < Î f(x) dx < M(b - a). 
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(e 1l- Intégrales et primitives 

Définition 

Si f est une fonction définie sur un intervalle 7, on appelle primitive de f 

sur / toute fonction F de I dans R, dérivable sur J , et qui vérifie : 

ra 

(ou 
< 
ee 
n° 
Le 

pour tout x de Z, F’(x)=f{x). 

Théorème 
Si f est une fonction continue sur un intervalle J , et si a est un réel de J, 

alors la fonction F de 1 dans R telle que : 
X 

FG)= Î f@) dt 
a 

est l’unique primitive de f sur Z qui s’annule en a. 

Propriété 

Toute fonction continue sur un intervalle 7 admet des primitives sur 1 ; 

si F est l’une d’entre elles, alors les primitives de F sur I sont les 

fonctions x F(x)+k,où k décrit R. 

b 
Calcul de Î f(® dt à l’aide d’une primitive 

a 

Si f est une fonction continue sur 7, F une primitive quelconque de f sur 7 

et a, b des réels de 7, alors l’intégrale de a à b de f est le réel F(b)— F(a); 

on écrit : 

a 

b 

| fo dr = [FO] = F) -F(o). 

IV- Intégration par parties 

Si u et v sont des fonctions dérivables sur un intervalle J , telles que u”’ 

et v’ soient continues sur J , alors, pour tous réels a et b de 1: 

b b 

| u(?) v’(n dt = Lo vole | u’(P v(n dt. 

V- Volumes et intégrales 

L’espace est rapporté à un repère orthonormé. 

Si l’unité de longueur est € , alors l’unité d’aire est celle d’un carré de côté 

£ , et l’unité de volume celle d’un cube de côté £. 
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Soient a, b des réels tels que a <b, P; et P; les plans d'équations 
respectives z=a et z=b. 

Si S(À) désigne l’aire de la section d’un solide par le plan d’équation 
z = À , et si la fonction z+ S(z) est continue sur [a ; b] , alors le volume 
V de la partie du solide située entre P, et P, vérifie : 

b 
= | S(2) dz unités de volume. 

VI- Formulaire 

Dans les deux tableaux suivants, n désigne un entier, et la fonction F de 1 

dans R est une primitive sur 7 de la fonction f. 
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Dans ce deuxième tableau, w et v sont des fonctions dérivables sur un (e 
intervalle 7. 5 

2 
< 
L 
C 

u ne s’annule pas 

sur 1 

u est à valeurs strictement 

positives sur 1 
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=XERCICES 
els eelaltdells el cela CIAles: 

Soit f la fonction en escalier représentée ci-dessus. 

1° Déterminer : 
4 0 4 
| ro ar, [rw ar, lero+ Dar. 
0 4 0 

2° Quelle est la valeur moyenne de f sur [0 ; 4] ? 

À (Corrigé p. 259) 

1° Déterminer : 

a. une primitive sur R de chacune des fonctions suivantes : 

x2x3+1, xkcos 3x, x ei; 

b. une primitive sur ]0 ; + o[ de chacune des fonctions suivantes : 

1 1 x + 3 
XI —, x —, x ; => 

x \x° x 

2° Calculer : 

1 
a. Î ex dx, 

Et 

ai 
b. | — dx. 

1 Vx 
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Vrai ou faux ? 
œ 

œ 
< 
== 

4 4 2 

1° | insar=| insar-| Inrdf. 
2 1 1 

[es 

2° de x° 2x 

-2Xx4+x2+1 
X X 

15 dt admet pour dérivée: x -| Stadt: 3° La fonction F: x -| 
1 1 

ne : ; L = 
4° Une primitive sur R de la fonction x sin? x est x - sin? x. 

0 

5° [ _ d'=lné D. 
2X= 

Un mobile se déplace sur l’axe (Ox) ; on note v(f) la vitesse du mobile à 

l'instant fr. À 

1° Exprimer la vitesse moyenne v, du mobile entre les instants f, et f) 
l 

(f1 < t)) en fonction de l’intégrale Î v(?) df. 
li 

2° Calculer la vitesse moyenne du mobile entre les instants O et 10, sachant 

qu’à tout instant f': ‘ 

VÜ=2r EE, 

Déterminer le signe de chacune des intégrales proposées. 

1 
1° | edf. 

Le 

2T 

2° | sin° fdf. 
T 

1 
3° | en rdr. 

2 
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EXERCICES 
nn Neal eharsanrsel 

Aires et intégrales 

@ est la courbe représentative de la fonction x x? , dans le plan rapporté 

à un repère orthonormé. 

On note #4 la mesure de l’aire de la surface limitée par € , (Ox), (Oy) 

et la droite d’équation x = 1. - 

1° Quel encadrement de 4 les graphiques mettent-ils en évidence ? 

2° Soit n un entier naturel non nul. 

Écrire l’encadrement de % que l’on obtient en effectuant un partage de 

[0 ; 1] en n intervalles de même longueur. 

Primitives 

Déterminer une primitive F sur l’intervalle 7 de la fonction f proposée. 

1 x cos (5x). 1=R. 2 x sin xcosx, 1=R. 
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3 

RE 7 ES O2 0 QD 
(x4+4x2+2)37 

E 5 x x(x2+1)208, J=R. 6° x xScosx+5x{sinx, I1=R. 

< 2 — X 2x—1 

D T° x ——— , ]=]-3;+00[.8 x ———, J=R. 
Gé21) Vx2— x +1 

à! 2 
9 xr>Les, J=]0:+00[. 10 = | 2. x2 2x2-7x +5 2) 

11° x tanx, 1= ei] 12° xe> MX, 7=10:+o0[. 
289) x 

(Corrigé p. 267) 

Déterminer la primitive G sur ]0 ; + œ{ de la fonction f: x _ qui 
x 

vérifie: GQ)=1.: 

Ex x 
À ; 2 te 

Démontrer que la fonction F: x à xVx est une primitive de x Vx 

(Corrigé p. 267) 

sur [0 ; +oo!. 

Calculs simples d’intégrales 

(Corrigé p. 268). 

Calculer les intégrales À, B, C et D proposées. 

His 
2 0 3 

a=| sin? x cos x dx. B=| __Ax° + 8x 
0 1 (x4+ 4x2 + 23 

2 L e 

=} Less p=| nas 
1 x? TU 
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Calculer les intégrales À, B et C proposées. 

2 100 

A=[ Qu) ar. B=| (43 +417) dr. 
0 — 100 

k+1 s 

5 \f dt. 
k=1 p k 

12F 7 ET 
1° Vérifier que la fonction : x cos 3x sin x est impaire et périodique de 

période x. 

2° Justifier les calculs suivants : 

AT T 
3h T Q) 
Î. cos 3x sin x dx= | cos 3x sin x dx = | r COS SMSIT LIU 

3 0 75 

intégrales 
de quelques fonctions 

trigonométriques 

ŒEx xx, 
1° Soit x un nombre réel. 

(Corrigé p. 271) 

En utilisant la relation : ; 

cos? x+sin2x=l1, 

prouver : 

cos x = cos x — 2 cos x sin? x + cos x sin{ x. 

2 
En déduire la valeur de l’intégrale : Î cos” x dx. 

0 

2° Calculer les intégrales À et B suivantes : 

Ga 2 nu , 
A=| sin°2xdx, B=| sin?xcos” x dx. 

0 0 
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Calculs d’aire 
) 
« % 

œ 

< 
== Dans le plan rapporté à un repère orthonormé (o SL j) , D est l’ensemble 

O<XET 

0O<y<sinx. 

[es 

des points M(x, y) tels que : 

L'unité graphique est 2 cm. 

1° Représenter % . 

2° Calculer l’aire de ® en unités d’aire, puis en cm2. 

Calculer l’aire % de la surface en couleur 

représentée ci-contre, sachant que la courbe ® 

est une parabole de sommet S. 

Calcul du volume 
d’un solide de révolution 

Soit % la courbe représentative de la fonction x e* , dans le plan 

rapporté à un repère orthonormé (o ; ii) . L'unité de longueur est 3 cm. 

Par rotation autour de l’axe (O s i) , le domaine plan limité par %@ , la 

droite (o 2 i) et les droites d’équations x =-— 1 et x = 1 engendre un 

solide de révolution, noté #. 

Calculer le volume de % ; en donner une approximation au mm près. 
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Intégration des parties 

(Corrigé p. 275) 

Calculer les intégrales A, B et C proposées à l’aide d’une intégration par 
parties. 

T e 0 

A=| x sin x dx. B=[imrar. =) Cr Pl)esrdr. 
en 

ES 
À l’aide de deux intégrations par parties, calculer les intégrales À et B 

définies par : 

=RCIC 
1 T 

A=[ x2er dx et g=| e* sin x dx. 
0 0 

D 

Obtenir des renseignements sur 
une intégrale sans la calculer 

(Gorrigé p. 278). 

Démontrer : ; 
be 

pour tout x de ]J0;+oof, Î Intdt>0. 

(Corrigé p. 279) 

* 1 
Soit F la fonction : x | ——— df. 

o V1 + 4r2 

1° Démontrer que F est définie sur R. 

2° a. Démontrer que, pour tout réel t positif, on a : 

1 K dl 

a ME 
b. En déduire que F admet pour limite + © en +0. 
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LT 

= 

œ 
< 
Æ 
[es 

X 

Soit F la fonction: x | cr. 
0 

1° Démontrer que F est croissante sur R. 

2° a. Comparer les fonctions {+ e-” et t->e-! sur [1;+ool. 

En déduire : . 

pour tout x de [1;+of, F@ < F(D+| card 
1 

b. Démontrer que F est majorée sur [1 ; + co[. 

3° Que peut-on dire du comportement de F en + 00 ? 

intégrales et suites 

22 XX 
n+l t 

Pour tout entier naturel n non nul, on pose : uw, :| eé"dre 
n 

Calculer u, , puis déterminer la limite de #, quand n tend vers + ©. 

h= 

(On rappelle le résultat : lim Ce : - = il ] 
h— 0 

Æx x 
1 

Pour tout entier naturel n , on pose : J, = DAC 
0 

1° À l’aide d’une intégration par parties, démontrer : 

pour tout z de IN, L°=e-n1,.:. 

2° Calculer 14, puis Z;, L, L3. 

3° Démontrer que la suite (7,) est décroissante. 

1 
4° Soit n un entier naturel. Calculer | t" dt , puis démontrer : 

0 

€ OST, & 
RE UE LA 

Quelle est la limite de la suite (Z,) ? 
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SUJETS 
de type bac 

DIa 

On pose : a=| XCOS2X dx, B = [x sin? x ax 
0 

1° Calculer A +B. 

2° Calculer À — B à l’aide d’une intégration par parties. 

3° Déduire des questions 1° et 2° les valeurs de À et B. 

On considère la fonction f définie sur R par : 

HÉO=e Sin x. 

On note € sa courbe représentative dans le plan rapporté à un repère ortho- 

normé. 

1° a. Calculer les dérivées successives de f jusqu’à l’ordre 4 ; trouver une 

relation entre f et sa dérivée d’ordre 4, notée f(4. 

b. En déduire une primitive F de f sur R. 

2° Pour tout n de NN, on pose : 
(2n+1)r 

je =| fo) dx, 
2nT 

a. Calculer 1, ; interpréter 14 comme l’aire d’un domaine plan. 

b. Démontrer que, pour tout n de N: 
—-2nT € 

1= (CALE) 

c. Prouver que la suite (Z,) est géométrique, et préciser sa raison. 

En déduire la limite de (Z,). 
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CORRIGÉS 
des exercices 

œ 
œ 
< 
“= 
CN (4 C 

1° Par définition de l’intégrale : 

4 

0 dt=1x1+1x2-2x1=1. 
0 - - 

ée îe est COMPU 

de la surface colorée 
risée es 

3 a1 e y FX : 

Pet cale dela ÿ osit égatiV ement- 

comptée ne 

0 4 

- [ro ar=-| ro ar=-1. 
4 0 

+ Par linéarité de l’intégrale : 

4 4 4 
| (2f@ +1 ar=2| jo ai+ | 1 dt 
0 do d 

=2X1+4=6.
 

2° On a: 

1 [ Se | . _ 

De DE ee 
. 

a 
d . 

/ D Le 

* 
on constante : PSE 

la valeur moyenne de f fe Ja fonc + . 

= 4 es! , 

sur [0 ; 4] est égale à L meme inéties 
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DS v | 

ORRIC 
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fnintée®( 3x; AR 
? 
6. 6 8983203 2 

Cetéii-e" (39345 | | 

6.6 89893285 

HAPITR 
C 



fhint(1-tn-13;X; 
" -1.098612289 

Iné35 
1.998612289 | 

» v | 

ORRIC 
C 



La a nl 

= 
la) 

< 
JL 
#9 
L_ 4 

2° vO=21+1. 

En notant v,, la vitesse moyenne du mobile entre les instants 0 et 10 : 

100 + 10 

10 
y = 1 forsnarzt : [r2 + 0° = =11 
” 104 10 

1 

EL Î éd. téeñCKEd ke = 
2 

ir. See 
La fonction + e” est continue et positive sur 

R ,et: —-2 < 1, donc, d’après la propriété de 

1 
positivité de l’intégrale : Î e” dt =0. 

2 
27 

2° Î sin” f df. fnintisiné#i"S, x 
T 3 To ZT) Ë 

- * - À “1. DÉÉ6ÉÉÉET 
La fonction sin est continue et négative sur 

[x ; 27%] ; il en est donc de même pour la fonction : 

tt sin” £. Les bornes de l'intégrale étant rangées 

2n 

dans l’ordre croissant, on obtient : | sin‘ dt <0. 
T 

1 
3° Î end. 

24 La fonction fr e! In f est continue et , 

positive sur [1 ;: 2] , donc, les bornes de Le rout réel t 

l’intégrale étant rangées dans l’ordre ; a. 

: tout + de Li? sc 
décroissant : Î e‘mtdt<0. pe ntZ0: 

2 

frintiet(silnék3 
15 3 23 

}? GÉé2586862 

: £ est et si f ©S 
role tels , alofs 

: a sont des . je sur |d  b\ 
ue, Si D a ue 

On peut démo He positive et non ide” 
nu : qe fonction C0 so di 7 0 galité lare 

dé 

pacune de 
gr eu! 

pour Cha alité stric 

obtenue pal ar V'inég® 
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C 



Fa ®) 

HAPITRI 
C 

vérifica
tion E 

pouf to
ut réel 

X 

à Vérifica
tion : 

pour to
ut réel 

x: 



g} 

DS v | 

ORRIC 
[@ 



1 | 
9° f:xr> —e*, 

Pour tout réel x non nul : f(x) = — u’(x) e“®, 
. - À 

où x est la fonction : x —, donc une primitive de f sur 10 ; + cf est 
X = 

Lu 
æœ œ 
= 

< 
ca pa 
#n Ÿ - 1 

la fonction F de 10 ; + [ dans R définie par : F(x) =-e*. 

A Es 
2x2-7x +5 : on éviden 

est solutl = 
2_1x+5 

Pour tout réel x, 2x2-7x+5=2(x- 1) (+ . à 

, 

U A * S 

etona: f=—, où u est le polynôme : xt 2x? — 7x +5, à valeurs 
u 

: 5 
strictement négatives sur [1 . | . CE 

Une primitive F de f sur [1 : 2 est Cu 

ae 2 t 
à valeuts grictemen 

donc la fonction de fr : : dans R Fer ae |: 
2 positives SE 

telle que : 

F(x) =In (-2x2+7x -5). 

IF fx -bnx. 

COS” 
f=--—,et la fonction cosinus est à valeurs strictement positives sur 

cos 

R T  . X TX 
Ï 2. à : on en déduit qu’une primitive F de f sur É 2° A est la 

fonction de H à : : | dans R définie par : F(x) = - In (cos x). 

LE J'xc> Lis - 
L 

On peut écrire : 

pour tout x de ]0 ; +, A 
… 

donc la fonction F : x In? x est une primitive de f sur ]0 ; + œo[. 
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CICES 
A 
ee A ds 

). 

en 4 
LA 

[a 19 
[a 
FE 

Pa 
ww 
#4 
4 



1 
)) 

Fa 

Eu 
= 

Sa 
_. 

=: 
pour trouvet 

cette primitive 
on peut 

écrite : 
; 

our tout X de 10 ,+®L> 
Vers 

Â 

me 

et étendre 
es ja formule 

donnant 
Un primitive 

1 
Li 

5} 

9} 

pour tout 
X los 

re 
x? 

dore 

+1 
2 

1 
1 

3 

1 
NAME. 

3 

pour tout 
x de \ + 

œ; Nx=x 
et “ 

2 

+1 
3 

+ ©Ù de 
\a fonction 

L exercic
e 1 

vtilisée p
our calcu

ler chacu
 

Wa F : sin? x cos x dx = [
: . 

2 xV=<. 

B - 
0 

X 

J1 (x{ 
- mare 

Lena 
- 

a 

1 

| 
| 45. 

2 

_e*|, 
= 

JL 

1=-C2+e =e-Ve 

2 

p=
[ 
Pr
a 

1 
Z 

1 

x 
ap 

2 
€ 

+ 
in x

f°= > (n
? 

1 2 ne In L)-
 

D | = 
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 fnt 
(ns +R E+2I T3 2 

? 
-. 1147959184 

45-392 
.1147959184 

n 
# 

fhintéetcilihisxe 
7 3 7 2) #06 

1.069568538 
ele" (1-22 

1. 8695685538 

2 
fi :- a=| (1-H-1Ddr. 

. 0 ’ 

Remarquons d’abord que la fonction #+> (1 —11 — sl)? est continue sur R, 
et que l’on a, pour tout réel fr: 

Ht—1=1-1s1<I1 

si tz= 1. 

On est ainsi conduit à écrire, en utilisant la relation de Chasles : 

1 2 

a=| G-n-npar+| (1 ii 1) dr, - . 

1 2 1 2 

donc : a=| G-a-npar+| G-6- np ar=| # at+| (2 1) dt. 
(e) VI 0 1 

fnint(ci-abséi-x 
2393 3 Ka Ga 2 4 0 1 

d’où : A=| 24 ET > F= 
4 J0 4 

et finalement : A : : 

NEC CHANI+OK I 3 
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0 
° g=| (43+417) dr. 

— 100 

Fa La fonction 1 r> 15 + 417 est 
& continue sur R (B existe), impaire, 
. et les bornes de l’intégrale sont 

Ô opposées, donc: … 
B =0. 

K+1 

° C= 2 Vs dr. 

La fonction racine carrée est continue sur [0 ; + oo! , donc C existe bien, et 

on peut écrire : 
2 3 4 5 | 

«| rar +| Vr ar + | Vrar+| Vrar+ | Vr dr, 
1 2 3 4 5 

donc, d’après la relation de Chasles : 

= [Nr ar. 

De plus, une primitive de + V£ sur [0 : + co[ est la fonction + : Vs 

(voir l'exercice 9), donc : 

et finalement : C- = (6V6 _ 1) ’ 

fnintéTésis%:1l:6 
3 

9.131292364 
CéTCÉé)-13#2-5 

9.131292364 
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œ 
= 
œ 
< 
L 
D LA C 

ga valeut j en 0 et 2 

te. de Ho ne + cos X sin x: 
9e est paire» D cos x sin * fonctions” 

$ x 00827 ÿ nction ve de . our là fo reuv 
mêÊme P ue bi e sûr : se ie éviter x des errel 

ons À 

. 5 de contrôle PES mais ce 

On en ou qu’une one sur R de la fonction cosÿ est : 
. | 

1 nu sin . Sin L, 

donc : 

DIa 

T 
2 

['coss x ax = (sin x = À sin x + 2 sin sf = on  - 
0 5 5 0 3 

fhinticos(#ki"Ss# 
CR 

ESC 
8-15 

3333333335 À 

ñ 
6 

2e a=| sin? 2x dx, 
0 

Commençons par transformer de la  . sous . e symbole _ 

d'intégration, en écrivant, pour tout réel x: 

Sin 2X= Sin 2xX sim 21-sin2t(l- - os? 20 
c’est-à-dire : sin? 2x = sin 2x — sin 2x cos? 2x ; 

. _ 

6 6 
il vient : Î sin? 2x dx = |- : cos + 1... 7: _ . 

0 2 6 D À & 2? 

d’où : _ À = . 
_. _ … 48 

T 

> 
. g=| sin? x Cos° x dx. 

0 s 

D’après la question 1°, pour tout réel x : 

sin? x cos5 x = sin2 x (cos x — 2 cos x sin? . x + COS x sint . 
= cos x sin? x — 2 cos x sin* x + cos x sin£ x 
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d’où l’on déduit : 
T - 4 : 

['sin? x coss x du = [+ sin? x - 2 sin x + + sin7af = 1242, 
0. 13 5 7 Ù 3 S ? 

et finalement : B = . 
105 

fhintésint2k2%3; 
“os d371/6 21 

1841666667 
-5-45 

. 1841666667 .8r619364762 

. O<x<xr 
EN 1° D: - 

. 

2° Soit { l’aire de en unités d’aire. FnintCsinC#):X0 
: I 

_ La fonction sinus est continue et positive sur 2 
: l'intervalle [0 ; T] , donc : 

- T 

a=| sin x dx = [- cos x]5 = 2. _ . 

_ L'unité d’aire étant 4 cm2, l’aire de ® est 8 cm2. 
] 

x A 

ORRIC 
(es 
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[@ 

\5 équat
ion énét érale

 d'une 

para pole
 d'ax' vertical e

st : 

= ax a 
px+C > 

g passe PA
 ç , donc :

 

(be 

? est sy
métriqne

 par rapp
ort 

à (SY)>
 donc :

 

bp=0: 



FaPniet2i—e"(-2 
1522 

207.6411863 

(T8) 

LY v | 
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è , 

e B=[imrdr. 
1 

€ 

En écrivant : B 1xintdt, on est conduit à poser, pour tout L de 
1 

Fée: 

u@=Int, donc: u’()=— 

v’() = 1, on peut alors choisir : v(N =f. 

Les conditions d’application d’une intégration par parties étant satisfaites 

(u et v dérivables, à dérivées continues sur [1 ; e] ), on obtient : 

= [ri di -[ rx ldiseme-mi-| 1dr=e-[rlf=e-(e-1), 
Ï t d 

soit : B=li. 

0 
e = Ox+r De dx. 

1 

En posant : 

UK) = 21F1, #21. 

PO ee v(x) =—-e 

les fonctions w, v, u’, v’ sont continues sur [- 1 : o. et l’on . en . 

intégrant par parties : 

0 

C=[-G@x+tDe-:l!, -| (-2e-*)dx=-1-e-[26 *), 
—1 

donc : C=e-3. 
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2221 
Dion dx é 0 

ghus complete? 
É 

FhintéASIinEk) sk 
2 

3. 1413592654 

re. ° A =[ e dx 
0 

Pour tout x de [0;1], 

on pose : u)=x2 et v'X=e*, 

on a alors : H (D) =24, 

et on peut choisir : Vin) 0. 
£ 1 2 : ” 

A -| u (x) v’(x) dx, où les fonctions w , v sont dérivables et w’, v’ sont 
0 

continues sur [0 ; 1], donc, en intégrant par parties : 

A = Le? ex], | 21e dX=e— 2[ x e* dx. 

_ Calculons maintenant l’intégrale Î xe*dx en posant : 

f@)=x, f @O=1, 

g @=e, g@)=E, 
ri 1 | - _ . 
10 dx fG g’(@) dx, et les fonctions f, g sont dérivables et f”, g 
V0 0 
sont continues sur [0 ; 1], donc : 

S » 

DS À 

fnintékiet (xs % 

°° ,7182818285 
e“(1)-2 

.7182818285 
ORRIC [rer dr=[rer]i- Fer dx=e-[e*lo 
C 
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T 

e 8=| ex sin x dx. 
0 

En posant : u(xX)=sSinx, u (x)=Ccosx, 

VD 6, VOD €. 

Lu 
ee 
= Le 
CE 

== p_ 
#5 
D 4 

les fonctions w, v., uw’, v’ sont continues sur [0 ; x]. 

Une intégration par parties donne alors : (2 
T T 

> 0 

B= [e7 sin x|0 -| e* cos x dx = -| cé co 1 dx, ant = Sin 0 

0 0 

Posons maintenant : 

U() = COS x, u (t)=-sinx, v(x)=e, ve, 

? Les fonctions u, v, u’, v’ sont continues sur [0 ; x] et une nouvelle 

intégration par parties conduit à : - 

T T T 

| e* cos x dx = er cos al5- | (er sina dr=-e"-1+| e* sin x dx. 
0 0 0 

En revenant à la définition de B , on peut écrire : fnint Ces sincx 
223 M3 

B=et+1-B, 12.6r7934632 
dou: Ce*(n)i+11#2 
+ . 12.07434632 

1 
B=-(eT+1). 2 ) 

19) Soit x un réel strictement positif. 

La fonction In étant continue sur RE, la fonction In? est continue sur tout 
x2 

segment d’extrémités x et x? ; cela prouve que l'écriture | In? f dé a bien 
x 

un sens. 

D'autre part, l’ordre dans lequel sont rangés les réels positifs x et 2x2 

dépend de la position de x par rapport à 1 ; nous sommes amenés à 

distinguer les deux cas : X< 1 1x1. 

Si 0<x< 1, alors x? < x, et: 

pour tout { de [x2:x], Inr<0 

(car In < O0 sur ]J0; 1] et 0O<x2<x< 1), 

X 

donc : [in rar<o, 
x 

2 

du. [ nid >0. 
x 
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ao i—  x2, et: 

pour tout t . L |. In > . 

(car In > 0 sur LE: +œl et 1<x — 

” 
NE 1. 

ne 

2) 

03 133 
(de 

ed 
La. 
[rl 
Ps 
ta 

n À 
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On a ainsi établi que F est minorée sur [0 ; + œ[ par une fonction de 

limite + © en + 0, ce qui implique : 
F admet pour limite + © en +00. 

A 

œ 

œ 
< 
Æ 
C 

X 

21 Fix | e tdi. 
0 

re 1° La fonction fe est continue sur R , donc F est la primitive sur 

R de fe qui s’annule en O ; on en déduit que F est dérivable sur R 

et, pour tout réel x : F'H=e*, 

donc : F0 = 0, 

ce qui prouve que F est strictement croissante sur R. 

2° a. + Pour tout f de [1 ; + oo! : 
<<? 1 , 

donc : 1 = 1, 

ce qui implique, la fonction exponentielle étant croissante sur R : 

- et =<et. 

+ D’après la relation de Chasles, pour tout réel x : 

F9 = [ e-" dr + | e-®dt=F(l) + e dt: 
0 i 1 
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n+l ft 

edf. 
ñ 

+ Pour tout entier naturel z non nul : 

tn+l n+l 1 | 1 | 

nn leil . # -ell=nke 7 e}J=nexe" ce), 

1 

donc : | 

e On en déduit : 

= 
ps 
< 
== 
[@ 

1 
. et— 1 

pour tout n de N°, u,=ex : 

n 

L 
à | , or | ct | 

deplus: lim —=0 et lim ———-1, donc: lim — L. 
n—+on #0 À n — + 00 L 

n 

ce qui permet de conclure : lim u,=e. 
n — + © 

1 

23 Lire 
0 

Pour tout n de N, fr fr" est continue sur R , donc sur [0 ; 1] , ce qui 

prouve que la suite (Z,) est bien définie sur N. 

1° Soit n un entier naturel non nul. 

En posant, pour tout # de [0 ; 1]: : 

HUHj=l, v(D=e, 

Wu (Dent, (0 =., 

les conditions d’application d’une intégration par parties sont satisfaites 

(u et v sont dérivables et à dérivées continues sur [0 ; 1] ), et l’on obtient : 
1 1 1 1 
[mer ar fmeïo-[ni-terarse-n [#1 e di. 
0 0 0 

c’est-à-dire : 1,=e-n1, 1. 

1 
2° ° On a: = e'ar=felo=e-1. 

0 

+ À l’aide de la relation de récurrence établie à la question 1°, on obtient 

successivement : 

I,=e-1X/,=e-(e-1)=1, 
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. L=e-2xI;-e-2, 

13=e-3X1=e-3(e-2)=6-2e. 

RS SE D fnintéktse" ct x 
CA ci 1.718281828 1 . 5634363 (1) fninténzencu),xr Î 6-20n5175 07565451 

2.718261828 | |G .S634363431 
.r1826818285 

# 

3° Pour tout entier naturel ñn: 

1 1 1 
ee erdr-| mer ar=[ (+1 ete) dr, 

0 - 0 0 

donc: n-b=| ({—1l)r'e'dt; 
- __._ 

de plus, pour tout f de [0 ; 1]: 

i l<0 #0 4c 0, 
donc : ((—-1)fret<0, 

ce qui implique, les bornes de l’intégrale étant rangées dans l’ordre croissant : 

1 

[a-nmerar<o. 
0 

c’est-à-dire : 1,4+1-1, <0. 

On à ainsi démontré que la suite (7,) est décroissante. 
A 

4° Soit n un entier naturel. 

1 / n+l 

° On a: [em ar= | Î= : . 
- 0 n+10 n+1 

D=Ir et 1 = =e, 

donc : OSmé=c«t!, 

ce qui implique, les bornes de l'intégrale étant rangées dans l’ordre croissant : 

+ Pour tout r de [0; 1]: 

1 ] 

o<fmerar<fexmar, 
0 0 

autrement dt 0 < | UE 
 _ 0 n+l 

Finalement, on a établi : - . 
pour tout # de N, 0<1I, < - 

n+i 
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= 0, donc, d’après le théorème des gendarmes : etonsait: lim 
n— +00 F1 + 

lim 7,=0. 
n — + 0 

a a 

5 . 
24 A= [x cos? x ax, B=| xsin2xdx. 

0 0 

Notons que les fonctions x + x cos? x et x x sin? x sont continues sur 

R , donc sur Lo: = : les intégrales À et B existent bien. 

1° Par linéarité de l’intégrale : 
T 
2 ; 

A+B=| (x cos? x + x sin? x) dx, 
0 

3 / 12 x20 
donc : A + B= [x (cos? x + sin?» dx = [x ax = ©] , 

0 0 2 10 

r2 
et finalement : À +B = Fs 

T : - 

2° De même : A-8=| (x cos? x — x sin? x) dx, 
0 

T T 
à 2 

donc : A B= [x (cos? x sin? 2) dx = [x cos 2x dx 
0 0 

En posant, pour tout x de Lo : à : 

UD) =X, p (D = cos 21, 

uÜ)= 1, 10= : sh 24, 

les conditions d’application d’une intégration par parties sont satisfaites 

2. à : TH ; : 
(4 et v sont dérivables et à dérivées continues sur Lo : - ), et l’on obtient : 

Ia 

A-B = Put v’( dx = [u (x) vo — Fac v(x) dx, 
0 0 

T 

D 1. 1 o 
Soit : A-B = | x sin 2x = 7 Sin 2x dx = [© cos 2x] . 

2 0 Jo2 4 ne 

1 
donc : A-B=-—-. 

2 
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fnintéscos(hii,#k 
sÊ2T 23 

- 2669082751 
Ê-l“d4 

- 3668902791 

fhintéésinéindei,# 
:8237/23 

. SÉÉS0Ë2rS 1 
ni-l6+l-“d 

. SÉÉSSTZrS 1 

g 

= r | 
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T 

a. + Par définition de la suite (Z,) : Lo | QG) dx, 
0 

= d’autre part, F est une primitive de f sur R , donc : 

& 10 — [FI = FR) - F(0) = — : e-T (cos T + sin T) + ; (cos 0 + sin 0), 
T 

Se Of : COST =- |, cosO0= I 

et snr=sin0=0, fhintée*é-Hisiné 

1 l Re DT ec p6oso1 d’où : so cent 5 +1572 

-. 7216869991 

1 
et finalement : Lo = à (e-T+1). 

T Li 

. =| fa) ax= | é  shnrdx et. 
0 0 

— la fonction f est continue sur R , donc sur [0 ; x]; 

— de plus : 
pour tout réel x, 6 = 0, 

pour tout x de [0; x], snx=z0, 

donc : pour tout x de [0; x], e-*snmx=0, 

autrement dit, f est positive sur [0 ; x]. 

On en déduit : 

I, est l’aire (en unités d’aire) du domaine plan limité par € , la 
droite des abscisses et les droites verticales d’équations x = 0 et x =r. 

b. Pour tout n de N : 

Qn+Dr 

ne fo) dx = F(Qn+1r)-F@nr), 
2nx 

286 e INTÉGRATION 



. F(@n+1) - e-@n+ D (cos ((2n + 1) 7) + sin(@n+D) | 

_ d’où, les fonctions cos et sin étant 2n-périodiques : 

F(Qn+1)r)=- : e-2n1 x e-T (cos A + sin) 

donc : 

et finalement : 

c. * D’après la question précédente, 
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