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Continuité




1) La continuité en un point - La continuité sur un intervalle

Activité 1 : 8
Considérons la fonction f dont la représentation graphique (Cf) est le suivant : o \.Q
f
, . . o , o 6 —
1) Déterminer graphiquement : f(—6) et lim f (z). Que peut-on déduire ? 4

2) Déterminer graphiquement : f (—2), lim f (:U) et lim f (a:) .
z—>-2" T—>-2"

3) Que peut-on dire sur (Cf) au point z, =-2 7 C’/G T 7O R

Définition 1 :

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert I et soit z, un élément de I .

f est continue en z, si et seulement si lim f(z)=f(z,)

Ty

Interprétation graphique
Y y

Flxo) flzq) . My
7 7
i = : £

ol 7§ o o] 7 g

f est continue en z, [ est discontinue en z,
Exemples 1

2
—1
. . fz) =" =1 .

1) Montrons que la fonction f définie par : z—1 est continue en 1.

f(1)=2

On a: lz'nllf(z):limxz ~ ! =lim($_1)(x+1) —lzm(erl) 2=f(1)

-1 p—] 71 T — 71

Par suite la fonction f est continue en 1.

st x#0 . .
T est discontinue en 0.

f(z)=
f(0)=1
ona:mf(z)zh'mM=hm [‘”"2( I)J 2x1=2%f(0)

2) Montrons que la fonction f définie par :

z—0 €T z—0

Par suite la fonction f est discontinue en 0.

Application 1

Etudier la continuité de f au point z, dans les cas suivants :

NI '8
) a1 (z)= Pl x#1 : %) 7,2 ; f(a:)— " y T #E2
f(1)=3 f(2)=12

Exercice 1

1) Etudier la continuité de f au point z, dans les cas suivants :

m 1 o f(x)=$+tan(2:c)_x¢0
a) ¢, =-1; flz)= s-1 " ; b) z,=0 ; sin(3z)
f(=1)=5 f(0)=1
F()= 4a® —3x—27
2) Déterminer la valeur de a pour que la fonction f définie par B z—3 ; ¢ # 3 soit continue en 3.
f(3)=a



Définition 2 : La continuité & droite - la continuité & gauche en un point :

e Soit f une fonction définie sur un intervalle de type [z,;z, + o[ avec a>0.

On dit que f est continue a droite en z, si lim f(z)=f(z,).

e Soit f une fonction définie sur un intervalle de type ]xo —a;mo] , avec a >0

On dit que f est continue & gauche en z, si lim f(z)=f(z,)

Interprétation graphique

y y
(%5)
ftzo) freesee=s <!
I 4
i ’f
.H-I.'JIJ
74 | .
— ! S ]
- -1 - -1
o1 Ty ol ; Ty
f est continue a droite en z, f est continue a gauche en z,
Exemples 2
. o e f2) =222 as0 -
Etudions la continuité de la fonction f définie par r+1 a gauche et a droite en 0.
f(z)=3-2" ; z<0
x—2 0-2
Ona: f(0)=3 et limf(x)=lim =——=-2
£0) H)f( ) =0r+1 0+1

>0 z>0

Puisque lim f (z)#= f(0), alors la fonction f nest pas continue a droite en 0.
<0
Ona: éi_r)rgf(x)=€i_r)rg$—:c2 =3—0=3=f(0)
<0 <0
Puisque : lzzlrg f(a:) = f(O), alors la fonction f est continue a gauche en 0.
<0
Propriété 1 :
La fonction f est continue en 7, si et seulement si f est continue a droite et a gauche en z,

En d’autres termes : f est continue en z, < lim f(z)= lim f(z)=f(z,)

1" a3~

Application 2

f(:c)=x—1 ;or>1
f(:v):(fv—l)2 ;<]

1) Etudier la continuité de f a droite et gauche en 1.

On considere f la fonction définie par {

2) f est-elle continue en 1 7

Exercice 2

= ; 0
f(z) " x>
' -1
1) Soit f la fonction définie par f(x) = c05($)+45m(:1:) ; <0
x
1

a) Etudier la continuité de f a droite et gauche en 1.

b) f est-elle continue en 1 ?




P e g(z)z—xgw_a siz<l .
2) Déterminer la valeur de a et b pour que g définie par x—1 soit continue en 1.

g(z)=2"+b siz>1

1+ s7 -1
=L(x) st x<0

h(z)
x en 0.

3) Etudier la continuité de la fonction h définie par :
h(m)=\/1+x—é st x20

Définition 3 : Continuité sur un intervalle :

Soit a et b deux réels tels que a<b.

e On dit qu’une fonction f est continue sur l'intervalle ouvert ]a;b[, si elle est continue en tout élément de cet

intervalle.

e On dit qu’une fonction f est continue sur le segment [a;b], si elle est continue sur l'intervalle ]a;b[ et continue a

droite en a et a gauche en b

Remarque 1 :

De fagon analogue, on définit la continuité d’une fonction f sur les intervalles [a;b[, ]a;b], [a;+oo[ et ]—oo;a] .

Exemple 3
La fonction f représentée ci- dessous La fonction ¢ représentée ci- dessous
est continue sur [-2;3] n’est pas continue sur [~2;3]

| w—
AN —
S i

1
2
3
_4_ ! L] ! y —
5

Propriété 2 :
e Les fonctions polynémes sont continues sur R .

e Les fonctions rationnelles sont continues sur chaque intervalle inclus dans leur ensemble &€*G

e Les fonctions constantes sont continues sur R .

o Les fonctions x> sin(z) , x> cos(z) et m|—>|a:| sont continues sur R .

e La fonction z > \/E est continue sur R .
. 1 .
e La fonction z+ — est continue sur ]O;+00[et sur ]—00;0[
s
x
e La fonction z > tan(z) est continue sur chaque intervalle inclus dans son enjemblelde définition.

2

2) La fonction g:z >
x p—

Application 3 :

2
f(m)z% st r<-1

f(x)=5x2+x—2 st r>—1

Soit f la fonction définie sur R par

1) Montrer que la fonction [ est continue sur [—I;+oo[

2) Montrer que la fonction f est continue sur |-o0;—1

3) Calculer f (—1) et montrer que f est continue a gauche en -1.
)

4) En déduire que la fonction f est continue sur ]—oo;—l] et sur R



Définition 4 : Fonction partie entiére.

La fonction qui a tout nombre réel x associé 'unique entier relatif p qui vérifie p<x < p+1 est appelée fonction
partie entiére. L'image de = par cette fonction est notée E(z) ou [z].
Exemples 5 :

E(3,3)=3 ; E(0.5)=0 ; E(~7,99)=-8 ;E(§)=1 L B(7)=7 ; B(x)=3 ; BE(-0,23)=-1 ;E(N2+3)=3

Conséquences :

Pour tout z de R et pour tout p de Z, on a :
o F (3:) =rore L.

e La fonction partie entiere est continue a droite en p et discontinue a gauche en p .
e La fonction partie entiere n’est pas continue en p

e La fonction partie entiére est continue sur lintervalle [p;p+1[.

Courbe représentative de la fonction partie entiére :

B! —
3 -—<
2 -—
1 -—
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
-—i—F

2) L’image d’un intervalle par une fonction continue

Définition 5 :

e [’image d'un intervalle [ par une fonction f est ’ensemble des images de tous les nombres de I par f on la note par
f(1).

o f(I)={f(z)! zel}

Propriété 3 : L’image d’un intervalle -L’image d’un segment

e L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.
e L’image d’un segment (intervalle fermé) par une fonction continue est un segment (intervalle fermé).

Remarque 2 :

Si f est une fonction continue sur un intervalle [a;b], alors f ([a;b]) = [m; M ] ou m est la valeur minimale de la

fonction f sur I'un intervalle [a;b], et M est la valeur maximale de la fonction f sur I'un intervalle [a;b]

()

Exemple 6 : 2
Soit f une fonction numérique définie par la courbe ci-dessous : \
a partir de la courbe de la fonction f, on déduit que : A

)

f(-5-1)) =21 ; f([-12])=[-23] : — N / | |
f([(z4])=[£3] 5 f(]-5:4])=[-2:3] \ \/




Propriété 4 : Image d’un intervalle par une fonction continue et strictement monotone :

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I.

/(1)

L’intervalle I

f est strictement

croissante

f est strictement

décroissante

[a:0]

[£(a)if(b)]

[£(8):£(a)]

[a:0]

Jait]

| F(@)stim ()]
}

Jim ():5(0)]
[ 7(0):tim £ ()]

z—a” z—b" z—>a”

ayitim i@ | Jim i(2):5(0)]
Ja;+o0] }lzm f(z); lim f(ac)[ lli%f(x)llﬁ? f(a:)[
-o0;] le’m f(2); f(b)}

|-t

Ja;t Jlim f(x)fz_’g%f(x)[ ]lz’m f(z); lim f(x)[

[a;+oo[

Exemple 7 :

i - - ] il | b

flx) e ™~

»Ona: f(J-eei=1])= |tim f(2): (1) ] (Car la fonction f est strictement croissante sur lintervalle ]-wo;~1].
Cest & dire  f(]-o0;—1]) = ]-o0;-2]

« Comme f est une strictement décroissante sur Iintervalle [~1;0] .

Aloss. f([=500) = [fim £ (+): (~1) | =]-=i-2]

*Comme f est une strictement décroissante sur Pintervalle 0;1].

Alors f(]();l]):[f(l);lm F(@)[=[2;+oo

«Comme f est une strictement croissante sur I'intervalle [1;+oo[ .

Alors f([L+oc[) =L (1); lim f(a)[=[2;+o[

Application 4

2r—3

Soit f la fonction numérique définie par : f(z)= .
T+

1) Déterminer D, I'ensemble de définition de f .

2) Etudier la monotonie de f sur D, .

3) Déterminer l'image des intervalles suivants I =]-00;-2] ; J=]-0;-1[ ; K=]-1,3] ; L=[24] ; M=]-1+|
Exercice 3

Soit f la fonction numérique définie sur R par : f (x) =1’ -3z+1.

Déterminer 'image de chacun des intervalles suivants par la fonction f : [ =]-o0;—1]:.J =]0;1[: K = |0;+o0]

Remarque 3 :

Pour toute fonction numérique f définie sur un intervalle I on a f (I ) cR



3) Opérations sur les fonctions continues

Propriété 5 :

Soient I un intervalle de R, u et v deux fonctions définies sur I .

1) Si u et v sont continues sur I .

Alors les fonctions utv, uxv , axu , |u| et u" sont continues sur . (a €R, neN")

2) Si u est continue sur I et (Vzel) wu(z)#0, alors la fonction L o ot i A
u

3) Si u et v sont continues sur I et (Vzel) wv(z)#0, alors la fonction est continue sur I .

v
4) Si u est continue sur I et (Vzel) u(z)=0, alors la fonction =+ ,fu(z) est continue sur I.

Exemple 8 :
1) La fonction f:z+>42” +3+ sin(x) est continue sur R en tant que somme de deux fonctions continue sur R qui

sont : x> 4z° +3 et :v—)sm(:v)

sont : 27 + 2z et 11

COS([E)

2+

est continue sur R . En effet :

3) La fonction f:z+>

v la fonction z > cos(z) est continue sur R.
v' la fonction z+> 2 +1 est continue sur R et ne s’annule pas sur R .
4) La fonction f:z+>+z°+2 est continue sur R. En effet :

v la fonction z+> z° +2 est continue sur R et VzeR: 27 +2>0.

Application 5 :

Montrer que f est continue sur I dans les cas suivants :

f(x):xf—j;f y I =[-3;+o0] ; f(x)z izfi;szn(z) ;I=]1;+oo[

R . N xaeeiir
f(z)_m : [_[0,3] : f(a:)— —z+1 ;I=R
Exercice 4

r)=———— si r<-1
1) Montrer que la fonction f définie par f( ) z? -1 est continue sur R

f(z)=5b2"+z-2si >-1
T
2) Soit f la fonction numérique définie sur ]—4;+oo[ par f(x) - Jr+4-2
f(0)=4
Etudier la continuité de la fonction f sur ]—4;+oo[.

Propriété 6 : Continuité du composé de deux fonctions

Soient u et v deux fonctions et [ un intervalle donné.

1) Si u est continue en | et v est continue en u(l) alors la fonction f=wvou est continue en [
2) Si u est continue sur l'intervalle I et si v est continue sur un intervalle J et u(l)c.J.
Alors la fonction f =wvou est continue sur l'intervalle I .

Exemple 9 :
1) f::cl—)cos(xg +3:z—2) est continue sur R. Car f=vou et :

e La fonction u :z > z° +3z—2 est continue sur R
. U(R) cR

e La fonction v :z+— cos(x) est continue sur R



2) fiz est continue sur R". Car f=wou et :

1+ sin’ (x)
* La fonction u 1z L? est continue sur R”*
1+ sin® (z)
.« f(R*)c=R?

e La fonction v:z— \/; est continue sur R*

Application 6

Déterminer les fonctions u et v tel que f=wvou puis montrer que f est continue sur [ dans les cas suivants :
1) f(z)=N2*-4 ; I=]-0;-2] ; 2) f(s dotd ;I =540 ;
3) f(x)zsin(2$2+l) :I=R ;o 4) f =cos(\/$ +:c+1) c I=R

Propriété 7 :
Si lim(u(x))zl et v est continue en [ alors lim(vou(m))zv(l) .

jj;:-lb AW g,

Application 7

Calculer la limite : lim Sin( T+ 3)
T—>+0 20 —7

4) Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme des valeurs intermmédiaires (T.V.I)

Soit f une fonction définie sur I'intervalle [a;b].

Version 1
{ f est continue sur [a; b]

 est compris entre £(a) et £(0) = 1l existe au moins un réel ¢ de Uintervalle [a;b]tel que f(c)=k.

Version 2

{ f est continue sur [a;b]

_ = L’équation f(z)=Fk admet au moins une solution dans l'intervalle [a;b]
k est compris entre f(a) et f(b)

Remarque 5 :
Si de plus f est strictement monotone sur [a;b], alors cette solution est unique.

Interprétation graphique :
Soit f une fonction définie sur I'intervalle [a;b] et keR

Si f est continue sur [a;b] et k est compris entre f(a)et f(b)

Alors la droite d’équation y=£k et la courbe représentative de f sont nécessairement sécantes.

Exemple 10 :
Soit f la fonction définie par f (m) =2’ +1° +4z

Montrons que ’équation f (:v) =1 admet au moins une solution dans 'intervalle [0;1]
La fonction f est bien continue sur R, et en particulier sur [0;1], de plus f(0)<1<f(1) (car f(0)=0 et f(1)=6)

Donc d’apres le TVI I'équation f(z)=1admet au moins une solution dans [0;1].
10



Version 3 de T.V.I

Soit f une fonction définie sur I'intervalle [a;b]

f est continue sur [a; b] , ) ) )
= L’équation f(z)=0admet au moins une solution dans [a;b] (et dans ]a;0[)

f(a)x f(b)<0
Si de plus f est strictement monotone sur [a;b], alors cette solution est unique.

Exemple 11 :
Montrons que I'équation 2z’ +z+1=0 admet une unique solution a tel que —I<a <0

Soit f la fonction définie par f(a:) =2’ +2+1,0ona:

* La fonction f est continue sur R, en particulier sur [—1;0]

* La fonction f est strictement croissante sur [—1;0], en effet f (:r:) =375"+1>0

. f(O)f(—1)<0 , en effet : f(0)=1>0 et f(—1)=—1<0

Donc d’aprés le T.V.I, I'équation z° +2z+1=0 admet une unique solution & tel que —~I<a <0 .

Application 8

On considere la fonction f définie par : f (m) =22" —-52° -3

1) Montrer que I'équation f (:v) =0 admet une unique solution sur l'intervalle [2;3}

2) Montrer que ’équation f (:1:) =2 admet une unique solution sur l'intervalle [1;3]

Méthode de dichotomie pour encadrer les solutions de ’équation f(x) =0

Rappel : Centre et longueur d’un intervalle :
Soit I T'un des intervalles suivants : [a;b], [a;0] , ]a;b] et ]a;b[

- b — a .
= = |
! :—-‘—__2__ 4.'—}
r e+ 6 F)

=2

* On appelle centre de l'intervalle I le nombre réel a7+b .

* On appelle "amplitude (ou la longueur) de l'intervalle I le nombre réel b—a .
Méthode de dichotomie :

Supposons que I'équation f(z)=0 admet une solution & dans lintervalle I (I =[a;b] ou [a;b[ ou Ja;b] ou ]a;8[)

Pour déterminer un encadrement de @ avec une amplitude (précision) donnée, on suit les étapes suivantes :

On calcule le nombre ¢ =a7+b le centre de l'intervalle [a;b] et f(a;bj

« Si( f(a)<0; f(e)>0; f(b)>0)ou( f(a)>0; f(c)<0 ; f(b)<0)alors f(a)xf(c)<0 donc a € ]a;c|
« Si( f(a)<0; f(c)<0; f(b)>0)ou( f(a)>0; f(c)>0; f(b)<0)alors f(b)xf(c)<0 donc ae€]c;b]
On continue en testant le milieu du nouvel intervalle jusqu’a trouver I'amplitude (la précision) demandée.

Exemple 12 :
On considere la fonction f définie sur R par: f (:v) =1’ —61° +6.

1) Montrons que I'équation f (:C) =0 admet une solution unique «a tel que —I<a<0 :

On a la fonction f est bien continue et strictement croissante sur R, et en particulier sur [—1;0]
Etona f(0)=6>0 et f(-1)=-1<0, donc f(0)xf(-1)<0

alors d’aprés TVI équation f(z)=0 admet une unique solution & tel que —1<a<0.

2) Déterminons un encadrement de a d’amplitude 0,25:

Ona: —I<a<0, cet encadrement est d’amplitude 0—(-1)=1.

3 2
— 1
Le centre de l'intervalle [—I;O]est 1+0 =—i, etona:f|——|= 1 —6x 1 +6=§> 0
2 2 2 2 2 8
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Comme f(—éj X f(—l) <0 alors —I<a< —é , cet encadrement est d’amplitude (—éj - (—1) =0.5

1 ‘é““(‘l) 3 3\ 141
Le centre de l'intervalle | —1;}—=| est —=——=——_,etona: f|——|=—>0
2 2 4 4 64

Comme f(—l)xf(_j?j<0 alors —1<a<—§,
, . 3 1 L
Cet encadrement est d’amplitude I —(—1) = 1 =0,25, la précision voulue.

Version 4 de T.V.I (cas général) : Théoréme de la bijection

Si f est continue sur un intervalle I .

j_,;:!\: oW g,
Alors pour tout réel ke f(I) I'équation f(z)=Fk admet au moins une solution dans I .

Si de plus f est strictement monotone sur [, alors cette solution est unique.

Application 9

Soit f la fonction définie sur R par : f(ac) =20 +32-4.

1) Montrer que I'équation f (x) =0 admet une unique solution & dans R.
2) Vérifier que : O<a<1.

3) Déterminer un encadrement de « d’amplitude 0,25 .

4) Donner le signe de f sur R

5) Fonction réciproque d’une fonction continue et strictement monotone

Activité 2 :

Considérons la fonction f définie sur l'intervalle I = [1;3] par : f(a:) =1’ —2z.

1) Montrer que la fonction f est continue et strictement monotone sur l'intervalle I .

2) Déterminer l'intervalle J 'image de l'intervalle I par la fonction f .

3) Soit zeJ et yel. Montrer que : f(y)=x<:>y=1+\/m (Remarquer que y° —2y=(y—1)° -1 )

— La fonction définie sur J par z+> 1+ Ji+z est appelée la fonction réciproque de f , on la note f
Ainsi : (‘v’er) f‘l(x)=1+\/m

4) Montrer que (Vz e [);(f’lof)(:z:) =z et (Vzel) (fof’l)(a:) =z

Propriété 8 :

{ f est continue sur [

) = [ admet une fonction réciproque f~' définie sur J = f(I)
f est strictement monotone sur I

Application 10

Soit f une fonction définie sur I'intervalle I . Montrer que f admet une fonction réciproque f~ définie sur intervalle

J a déterminer dans les cas suivants :

f(z)=2" =2z +5et I =[L+o[ : f(w)=4z—2" et [=]-o0;2]
f(z)=Va* -z —z et I=[0;+o0] ; f(x):$2i2 et Iz[O;\/E]

Remarque 6 :
Pour déterminer I'expression de f~'(z) pour tout zeJ , on résout 'équation f(y)=2z d’inconnue yel

Etona f(y)=z< [ (z)=y

Exemple 13 :
On considere la fonction f définie sur [ =[0;+o0o[ par: f(z)= Jr

1) Montrons que f admet une fonction réciproque
f est continue et strictement croissante sur I, donc f admet une fonction réciproque f~' définie sur J = f (I ) =[0;4o0[

2) Déterminons I'expression de f

12



Soit z eJ, résolvons dans I 1’équation f(y) =z
On a: f(y)za:@ y=2x
oy=2"el. Dou: (V:veJ), f'l(x)=x2
Exercice 5
On considere la fonction f définie sur I =]-o0;3] par : f(z)= (\/E+ 1)2.
1) Montrer que f admet une fonction réciproque f~' définie sur intervalle J & déterminer
2) Déterminer 'expression f~ pour tout zeJ

Propriétés 9 : Les propriétés de la fonction réciproque

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I, et f' sa fonction réciproque, alors :
o fest continue sur I'intervalle J=f([).

e f! est strictement monotone sur J = f(I),

e La monotonie de f™ sur J=f(I) est la méme monotonie de f sur I

e La courbe (C - ) de la fonction f'est le symétrique de la courbe (Cf) de la fonction f par rapport a la droite y =z

*(‘v’xe]);(f‘lof)(x)zx ; *(V:ceJ);(fof‘l)(x)zx () =1 j}g_::\; Aoy g,
° f(a)=b<:>f’1(b)=a :
Exemple 14 :

Tracons les courbes (Cf) et (C f_,) de I'exemple précédent dans un repere orthonorméy:

Application 11

On considere la fonction f définie sur I = {i;%o[ par : f(:z:) =22 —x+1.

1) Montrer que f admet une fonction réciproque f~ définie sur intervalle J & déterminer.
2) Dresser le tableau de variation de la fonction f™

3) Tracer les courbes (Cf) et (C f_l) dans un méme repere orthonormé.

Remarque 7 :

Soit f une fonction numérique et D, son ensemble de définition. I un intervalle de D,

La fonction ¢ définie sur I par g(x)z f (x) est appelée la restriction de f sur [

13



6) Fonction racine niéme - Puissance rationnelle d’un nombre réel
Activité 3 :

Soit f la fonction définie sur R™ par f (:1:) =z" pour tout neN".

1) Montrer que f admet une fonction réciproque f~' définie sur intervalle J & déterminer.
2) Déterminer expression de f

Définition 6 : Fonction racine niéme

Soit n un entier naturel non nul.

e La fonction réciproque de la fonction définie sur [0;+oc] par : z+> 2" est appelée fonction racine n™ notée Yz .

n

e L’image d'un réel positif x par cette fonction est notée {/z
e Le nombre ¥z est appelé racine 7™ du nombre z.

Remarques 8 :

Pour tout zeR*on a :
o £/>:$ ; %:\/; 5 3/;:\/;

o iz est appelée la racine cubique de z.

Propriétés 10 : Soit n un entier naturel non nul alors :
e Pour tous z;yeR" on a : Q/Ezy@xzy” ; Q/;z\/g?cmczy ; %Sdﬂ@xﬁy

e Pour tout zeR" : 2" =(¥/E)n=$

e La fonction z > ¥z est définie, continue et strictement croissante sur R .

o lim iz =140

T—>+0

Exemple 15 :
o7 =%3* =3 ;  Al3<¥Scar 3<8 ; ' =32c1=%32=2

Application 12

Résoudre dans R les équations suivantes :
o2’ —25=0 ; o'=16 or’ =3 ; o’ =5 ; ' =-5 -(322—4)5 =32
Propriétés 11 :

Soient n et m deux éléments de N~ et soient a et b deux éléments de R* . On a :

o=t 1 =L o) %; (4=0) 5 am=(a) =¥z ; WK ="1a
Exemple 16 :

1) Simplifier le nombre A = \/\/g + 24[81—4[243

2) Comparer les nombres suivants : a = {/§ et b= (/5

Remarques 9 :

Soit neN" et u une fonction numérique définie sur R
* L’ensemble de définition de la fonction f:z > {fu(z) est D, = {x eR/u(z)> 0}

* Pour résoudre une équation ou inéquation contenant des racines niémes on détermine premierement D l’ensemble de
définition (de 1’équation ou de 'inéquation).

Application 13

1) Résoudre dans R D'équation : /4—z =2

2) Résoudre dans R D'inéquation : /3z—1<2

3) Calculer la limite lzmM

72 xr—2

Exercice 6

1) Simplifier les nombres suivants : A=

33729 x \/\/8_1 ) 2’ z°
-————— 1 B X 12—
Y37 \ v

3fo17 —
3 y
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2) Ordonner dans 'ordre croissant les nombres : \3/\/5 ; \/\/3 X «4/?

3) Résoudre dans R les équations : z* —52° —24=0 ; Yl+z+Jl-z=2 ; 50-43r-1=0
4) Résoudre dans R les inéquations : v/2z+1<3++/z+2 ; Ne—-1-Rlz—-1>6 ; 162"'<25

Propriétés 12 :

Soit « une fonction définie sur un intervalle [

e Si u est continue et positive sur 'intervalle I, alors la fonction Yu est continue sur Uintervalle I .
o Si limu(a:)zl (120), alors lz’m:‘[u(x) =41
o Silimu(z)=+w, alors limifu(z)=+w0.

Application 14
1) On considere la fonction f définie sur R par : f(z)=3/3z" +4.

a) Etudier la continuité de f sur R.
b) Calculer lim f(z) et lim f(z)
2) Calculer les limites suivantes : lim (3 2’ +a+1 —23:) . lim (\3/ 2’ +a+1- x)

Z—>+00 T—>400

Définition 7 : Puissance rationnelle d’un nombre réel strictement positif

Soient z€R"et r un nombre rationnel non nul. On appelle puissance rationnelle du nombre = d’exposant r le nombre
. Lo . m - *
noté z", définie par : " =4z" ot r=— avec neNet meZ .
n

Exemple 17 :

3 5 1 8
st=dlsE e Wi=g -3‘5=337=d%=1

&

Propriétés 13 :

Pour tout z et y de R™ et pour tout 7 et r' de Q, on a :

r

T T

; ; 7 - ¢ ' 1 i x

o' =g e =g (@Y =gl s == VIR () ; °_=(_j
T

I

Application 15 :

Simplifier les nombres suivants : A

Résumé 1 : Continuité
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1) Continuité en un point :

f est continue en z, < lim f(z)=f(z,)

2) Continuité a droite - Continuité a gauche :

f est continue & droite en z, < lim f(z)=f(z,).

1"

continue & gauche en z, < lim f(z)=f(z,)

1)
f est continue en z, < f est continue a droite et a
gauche en z, .

3) Continuité sur un intervalle :

e On dit qu'une fonction f est continue sur I'intervalle
ouvert, ]a;b[, si elle est continue en tout élément de cet

intervalle.

e On dit qu'une fonction f est continue sur le segment
[a;b], si elle est continue sur Pintervalle ]a;b[ et

continue a droite en a et a gauche en b

e Les fonctions polynémes sont continues sur R .

e Les fonctions rationnelles sont continues sur chaque
intervalle inclus dans leur ensemble de définition.

e Les fonctions constantes sont continues sur R .

o Les fonctions z+> sin(z) , x> cos(x) et xH|x| sont

continues sur R .

e La fonction z+— \/E est continue sur R*.

. 1 .
e La fonction z+— = est continue sur ]0;+00[ et sur
T

Joei]

e La fonction z > tan(x) est continue sur chaque
intervalle inclus dans son ensemble de définition.

4) Opérations sur les fonctions continues :

1) Si u et v sont continues sur un intervalle I .

Alors les fonctions utv, uxv , axu , |u| et u" sont

continues sur I . (aeR, neN’)

2) Si u est continue sur I et (Vzel) u(z)#0, alors la

. 1 )
fonction — est continue sur /.
U

3) Si w et v sont continues sur I et (Va:e]) v(x);tO,

. U .
alors la fonction — est continue sur I .

v
4) Si u est continue sur I et (Vzel) u(z)=0, alors la

fonction z > ,/u(m) est continue sur I .

5) Si u est continue sur 'intervalle I et si v est

continue sur un intervalle J et u(I ) cJ.

Alors la fonction f =wvou est continue sur l'intervalle I .

:lim(vou(m)):v(l)

lzm(u(x)) =]
{v est continue enl
5) L’image d’un intervalle :
e L’image d'un intervalle par une fonction continue est
un intervalle.
e L’image d’un segment (intervalle fermé) par une
fonction continue est un segment

e Si f est une fonction continue sur [a;b]7 alors :
f([a;b])=[m;M] tel que :

m=min f(z)

zefa;0]

et M =max

J,'e[a,;b]

/(2)

e Si f est une fonction continue sur [, alors :

/(1)

L’intervalle

f est strictement f est strictement
! croissante décroissante
I=[a;b] [f(a)if(b)] [£(0)if(a)]
=l | [t @] | e)isa)]
=] | Jimpyie)] | [0)m ()]
=gl | Jlm st ) |t s it )]

6) Théoréme des valeurs intermédiaires :
Théoréme :

f est continue sur [a; b] . .
{k est compris entre f(a) et f(b):> L équation f(m):k
admet au moins une solution dans 'intervalle [a;b]
Si de plus f est strictement monotone sur [a;b]7 alors cette
solution est unique.
Propriété :
Soit f une fonction définie sur l'intervalle [a;b]

f est continue sur [a; b] i .
= L’équation f(:l:)=0 admet au

f(a)x f(b)<0
moins une solution dans [a;b] (et dans ]a;0[)
Si de plus f est strictement monotone sur [a;b], alors cette
solution est unique.
Propriété :
Si f est continue sur un intervalle I .
Alors pour tout réel ke f(I) Péquation f(z)=Fk admet au

moins une solution dans I .

Si de plus f est strictement monotone sur I, alors cette

solution est unique.
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7) Fonction réciproque :
Propriété 7 :

f est continue sur I i .
{ f est strictement monotone sur I = f admet une fonction
réciproque f' définie sur J = f (I )
Remarque :
Pour déterminer I’expression de f~ (fL‘) pour tout z€J , on
résout ’équation f (y) =z d’inconnue yel
Et on a f(y)zx@f’l(x)zy
Les propriétés de la fonction réciproque :

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un
intervalle I, et f' sa fonction réciproque, alors :

e f'est continue sur l'intervalle J=f (I ) .

o [ est strictement monotone sur J = f([),

e La monotonie de f~ sur J=f (I ) est la méme monotonie

de f sur [

e La courbe (C f,,) de la fonction f'est le symétrique de la

courbe (C,) de la fonction f par rapport a la droite y ==z
o (Vzel)(fof)(z)=2
o (Vzeld)i(fof *)(z)=2
o =1
e fla)=bs 1 (b)
8) Fonction racine niéme :

Définition :

Soit m un entier naturel non nul.

e La fonction réciproque de la fonction définie sur [0;+oc[ par :

T 1" est appelée fonction racine n™ notée Yz .

n

e [’image d'un réel positif = par cette fonction est notée /z
e Le nombre ¥z est appelé racine ™ du nombre z.
Propriétés :

o Yr=yoa=y

o Yr=1 yor=y

° Q/ES(‘/;@:CS?J.

Pour tout zeR" : 2" =(4/;)n=$

La fonction z (’/; est définie, continue et strictement

croissante sur R*.

o limAir =40
T—>+0
Propriétés :

Ya xifb =4ab S
Yo_Jo o mla

= nf—

B No o

Propriétés :
Soit u une fonction définie sur un intervalle
e Si u est continue et positive sur I'intervalle I, alors

la fonction Yu est continue sur Dintervalle I .
o Silimu(z)=1 (1=0), alors limzfu(z) =41
o Si limu(x)=+0, alors limifu(z)=+0.

Remarque :

Soit u une fonction numérique définie sur R

* L’ensemble de définition de la fonction :
f::EHW est D, ={xeR/u(x)20}

* Pour résoudre une équation ou inéquation contenant

des racines niemes on détermine premierement son

ensemble de définition.

9) Puissance rationnelle d’'un nombre réel

strictement positif :

Définition :

Soient z€eR et r un nombre rationnel non nul. On

appelle puissance rationnelle du nombre z d’exposant r

le nombre noté z", définie par : z" =4z" ol r=—
n

avec neNet meZ .

Propriétés :

Pour tout # et y de R™ et pour tout ret r' de Q.

z '113 = - : = x(T—r’) : (xr)r' — xv"r" :
—r r,r r ‘/I‘J T 7
== 2y =(zy) —,=(—J
Y Y
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Prof : Aissa HIYAB
Niveau : 2BACSPF-2BACSVT

Série 1

Continuité

Lycée qualifiant : Almajd
Matiere : Mathématique

Exercice 1 : Continuité en un point
Soit f la fonction définie par :

=207 +x-2

f@)=—"— :
f(2)=5

Montrer que f est continue en 2

T#2

Exercice 2
Soit f la fonction définie par :

flay=Y
ar

f(0)=4

Déterminer a sachant que f est continue en 0

#0

Exercice 3

Jr+2-2

0=

Soit f la fonction définie par :
1
2N==
f(2) y

Etudier la continuité de f a droite et a gauche en 2
Exercice 4
Soit f la fonction définie par :
fl@)=2"-3z x<1
32° -5
f(zx)= or 1 > 1
Etudier la continuité de f en 1

Exercice 5 :
Soit f la fonction définie par :

f@)=—2"+2 ; x<1
ar—2
f($)=m

Déterminer a sachant que f est continue en 1

rx>1

Exercice 6 :
Déterminer a sachant que f est continue en z, dans

les cas suivants :
4z? —32-27
1) f(.T) - T _3
f3)=a
JiTi-2

1
z—1 yox, =1

; T, =3

() =
f)=a

[(r) = Han@) rsin(@)

Exercice 7
Soit f la fonction définie sur R par :

f(@)=2"+2z-0a ; v<2

2 —a+b

fla) =22

Déterminer une relation entre a et b sachant que f est

z2>2

continue en 2

Exercice 8 : Continuité sur un intervalle

Etudier la continuité de la fonction f sur I dans les cas

suivants :
f(x)=2x—1+sin(z) et I=R

f(w)—1+ z et I=]0;+00]

Tz
3x—1 -
2)=—22"2 ot [=]-240 T
/(@) P4+l ] [

f(z) = zsin(z) et I=]0;7]
f@)=@" +D)(z"+2) et =R

f(z)=Nz"+2+1 et I=R
f(@)=~1-92" et Iz[ ;;1

8) f(z)=cos(3z° +2z—1) et =R
9) f(z)=sin(2z’ +1) et =R

Exercice 9 :

Correction
e W

Etudier la continuité de la fonction f sur R dans les

cas suivants :

f(@)=x—-~Nz-2 ;222
2)

3 .
f(x)_gj 1T <2

Exercice 10 : Image d’un intervalle
Déterminer I'image de 'intervalle I par la fonction f

dans les cas suivants :

rz+1

D fa)=25

2) f(z)=z+1 et I=[0;+o0]
1

3) flz)= 7

4) f(z)=2" et I=][-12]

{f(x)=2a:—4 ;xe]0;2[
5)
f(x)=—2x+4 ;xe[2;3[

et [=[-1;1]

et I=]-o0;-3]

et I=]0;3[




Prof : Aissa HIYAB
Niveau : 2BACSPF-2BACSVT

Série 1

Continuité

Lycée qualifiant : Almajd
Matiere : Mathématique

Exercice 11 : Théoréme des valeurs intermédiaires

Montrer que I’équation f(2)=0 admet au moins une

solution dans I dans les cas suivants :

) f(x)=72"—x—1 et I=[0;1]

2) f(x)=12"-22"+2+2 et I =]—1;0[
3) f(z)=cos(zx)—z et I = [0; %]
Exercice 12 :
Montrer que I’équation f(z) =0 admet une unique

solution dans I dans les cas suivants :

1) f(z)=22"+52—4 et 1=[0;1]
) f@)=x+tan(z)—1 et Iz[O;g}
3) fle)=2"+2" +2+2 et I=[-1;0]

4) f(x)=12"+22-4 et Iz}l,g[

Exercice 13 :

Soit f la fonction définie sur R par : f(z)=2" +z+1

1) Dresser le tableau de variations de f

2) Montrer que I'équation f(z)=0 admet une unique
solution o dans [—2;2]

3) En utilisant la dichotomie donner un encadrement de «
d’amplitude 1

Exercice 14 :

f(z)=22" -32" -1

1) Montrer que Iéquation f(2) =0 admet une unique solution

Soit f la fonction définie sur R par :

o telque I<a<?2
2) Donner un encadrement de @ d’amplitude 0, 25

3) Résoudre dans [1;2] Iinéquation f(z)>0
Exercice 15 :
1) Montrer que I'équation 2’ —62° +6=0 admet au moins une
solution o € ]1; 2 [ puis donner un encadrement de o
d’amplitude 0,5

2z

2+ 1

2) Montrer que 1’équation 3 admet au moins une

solution dans [1, 2 ]

Exercice 16 :

1) Etudier les variations de la fonction f(x)= 7’ +37-8

2) Montrer que 'équation f({L“) =0 admet une unique solution
o dans R

3) Vérifier que 1< a <2 puis donner un encadrement de o
d’amplitude 0,25

4) Dresser le tableau de signe de f(z) sur R
Exercice 17 : Fonction réciproque

Soit f une fonction définie sur l'intervalle I . Montrer que
f admet une fonction réciproque f ~! Jéfinie sur intervalle
J & préciser puis déterminer f~'(x) pour tout r€.J dans

les cas suivants :

3z+1

1) fla)="" e I=Fei

flx)=2"—dz+2 et I=[2;4]
f@)==2(z—1)*+5 et I =]+
f($)=v$+1+$ et I=[1;+oo[

fz )—
(1:)=\/3:+ -3 et I=[-1;+00]

41

f(z )—
f(:l:)zx ~32° +3z—-1et I=R

Exercice 18 : Fonction racine niéme

et I=[-11]

et I=[0;]

1) Comparer les nombres :

(4]

227 (f)

5 2
32 % [2Jj

3) Ordonner dans ’ordre croissant les nombres :

§100 ; VI3 ; 450 3 415 ; Y38

4) Rendre rationnel le dénominateur des nombres suivants :
fa-3f3 " "2+1" 1433 +30

2) Simplifier le nombre A=

1
a) ;0)
if3-1
Exercice 19 :
Calculer les limites suivantes :

1) lim \/:1:+8—2

0

3 —
2) lim a2

-8 r—8

x
3) lim Nz+l-1
x

z—0

C Rlz—-1-1
4) lim
T2 \/% 2

5) lim 2’ +z -2z

T—>+0

6) lim iz’ +1-x

7) lim 32" =5z+7

ZT—>+0

Y2’ +z+
8) lim Y ¥LHL

T—>+00 €T

Nz+2-2

9) lim

2335 +2-2

10) lim Az +2 -z +1

-1
11) lim———
ol Yfdg+ 4 -2

Vx+6
12) lim 2N ETO
T3 ,‘[4:5 3

3
13) lim a

T—>+0 3,1_ + \3/;

14) lim \4/:1:4 +z —3/:1:4 -z

T—>+0

o Yr+1+1
15) lim 2227
eovofr+1—1

Rz +1-Rr+1
16) lim —
T

0

Exercice 20 :

Résoudre dans R les équations et les inéquations suivantes :

(B):(z-4) +1=0 ;(B,):(a* +1) =32 ;(E,):z+ ¥z =30

(Ej)i/er‘\‘/E:i@ (E): (3/5)2—7%+6=0

(EG):\‘g/xZ -9 =-2 ;(E7):$+2>\3/:r:2 +8 ;(E’g):MSx
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Deérivation
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1) Rappel

1) Dérivabilité en un point et interprétation graphique :

Limite Dérivabilité Interprétation géométrique

 f(2)- f(a (C,) admet une tangente d’équation :
lzmM = [ est dérivable en aet f'(a) =1 !

e p—gq y=f'(a)(x—a)+ f(a) au point d'abscisse a

o J@ =@ _,

z—a’* r—a

f est dérivable & droite en aet f(a)=1

(C;) admet une demi-tangente d’équation

y=f(a)(x—a)+ f(a) ; T>a au point

d'abscisse a

lim f(a:)—f(a) =1

T>a rT—a

[ est dérivable a gauche en a et f;l/ (a)=1

(C;) admet une demi-tangente d’équation
y=]€,/ (a)(z—a)+ f(a) ; x<a au point

d'abscisse a

o 1@-f@

T—>a r—a

[ n’est pas dérivable en a

(C;) admet une tangente verticale au point

d'abscisse a

i 1@~ f(@)

z—>a” rT—a

+00 | f n’est pas dérivable a droite en a

(C;) admet une demi-tangente verticale

dirigée vers le haut au point d'abscisse a

i @)= f(@) __

z—a* T—a

[ n’est pas dérivable a droite en a

(C;) admet une demi-tangente verticale

dirigée vers le bas au point d'abscisse a

o F@)=1(@) _

T—>a r—a

+00 | f n’est pas dérivable a gauche en a

(C;) admet une demi-tangente verticale

dirigée vers le bas au point d'abscisse a

i @ =@ __

T>a TrT—a

[ n’est pas dérivable a gauche en a

(C;) admet une demi-tangente verticale

dirigée vers le haut au point d'abscisse a

f est dérivable en a <> f est a la fois dérivable a droite et & gauche en a et f, (a) = fq/ (a)

2) Les méthodes de calcul du nombre dérivé :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et a el

Il existe 3 méthodes pour calculer f'(a)

Méthode 1 : Sion a calculé f'(x) pour tout €, on remplace z par a dans 'expression de f'(x)

Méthode 2 : f'(a) =lim

f(x) - f(a)

T—>a x—a

Méthode 3 : f'(a) est le coefficient directeur de la tangente (') a la courbe (C;) au point d'abscisse a :

Si A(z,;y,) €(T) et Blzgiyy) € (1), alors f'(a):—yB —Ya

3) Approximation affine :

Soit f une fonction dérivable en a .

Tp =Ty

e La fonction g tel que g(z)=f '(a)( xT— a)+ f ( a) s’appelle 'approximation affine de f au voisinage de a .

Pour tout réel h voisin de a on a: f(h)=g(h)

2) Dérivabilité et continuité

Propriétés :

e Si [ est une fonction dérivable en a alors f est continue en a .

e Si f est une fonction qui n’est pas continue en a alors elle n’est pas dérivable en a .
e Une fonction peut étre continue en un point sans étre dérivable en ce point.

Exemple 1 :

Montrer que la fonction f tel que f(z)= |x| est continue en 0, mais n’est pas dérivable en 0.
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Etudier la dérivabilité de la fonction f en @ dans chacun des cas suivants :

1) f(z)=2"et a=2.

2 {f(:r)zm—é! st x>3
f@)=2"-3 si v<3

3) f(z) =|ac—1| et a=1.

et a=3.

On consideére la fonction f définie par : f(z) = (1+z)” .
1) Montrer que f est dérivable en a =0 .

2) Donner I'approximation affine de f au voisinage de zéro.

3) En déduire une valeur approchée de nombre : (1.0001)°. (Remarquer que (1.0001)* = £(0.000

Soit f la fonction représentée graphiquement ci-contre.

(€5t
1) Déterminer : f(éj etf'(g) . e

2

CK"J

2) En déduire une équation cartésienne de la tangente a la

courbe de f au point d’abscisse g . ' \

On considere la fonction f définie par : f(z)=~1+x .

Donner I'équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse a =3 .

3) Dérivabilité sur un intervalle — fonction dérivée

1) Dérivabilité sur un intervalle :

Soit f une fonction numérique.
On dit que f est dérivable sur un intervalle ]a, b[ lorsque f est dérivable en tout réel de ]a, b[.
On dit que f est dérivable sur [a,b[lorsque f est dérivable sur ]a,b[et f est dérivable a droite en a .

On dit que f est dérivable sur ]a,b] lorsque f est dérivable sur ]a,b[ et f est dérivable & gauche en b .

YV V VYV V

On dit que f est dérivable sur [a,b]lorsque f est dérivable sur ]a,b[, dérivable a droite en a et a gauche en b .

(a et b peuvent étre finis ou infinis).
2) Fonction dérivée :

> Si f est dérivable sur un intervalle I , alors la fonction qui & chaque réel z de I associe f'(x)est appelée la
fonction dérivée de f on la note par f'.

> Si f est dérivable sur un intervalle I , alors elle-est dérivable sur chaque intervalle inclus dans I .

» Si [ est dérivable sur un intervalle I alors f est continue sur [ .

3) Fonction dérivée des fonctions usuelles :

a, bet ¢ des nombres réels et neN" .

f(z) D f D i f'(z) Ecriture mathématique
¢ R R 0 (c)'=0
ar+b R R a (az+b)'=a
z" R R nx"! (z")' = nz""’
1 /
. . - 1 1
RN
i T T




1 n 1Y n
o R* R” T (Ej == s,
Jz [0; 400 10; +o0[ ! (\/E)':L
oNE N
cos(z) R R —sin(x) (cos(x))'=—sin(z)
sin(x) R R cos(z) (sin(x))"=cos(x)
Tout intervalle de
type :
tan(z) R\ {Z +kr ke Z} }_g i Ey kﬂ'[ 1+tan” (z) (tan(x))' = 1+tan®(z)
2 2
tel que keZ
cos(azx+0b) R R —axsin(ax+0b) (cos(azx+b))'=—axsin(az+Db)
sin(azx +b) R R axcos(ax+0b) (sin(ax+0b))' = axcos(ax +b)

4) Opérations sur les fonctions dérivées :

e 1 et v deux fonctions dérivables sur un intervalle [ , et soit o un réel fixé et ne N" .

Fonction F;;(;iiézn Conditions Ecriture mathématique :
uU+v u'+v' (U(ﬂi)"'v(ﬂ?))'zul(x)"'“'@)
uxv u'xv+uxy' (u(@)xv(z))" = u'(z) xv(z) +u(z) x v'(z)
axu axu' (axu(z))' =axu'(z)
1 u' 1) u'(x)
l - I 0 =—
, > (Veel) u(z)= (u(x)j @)
u u'xv—zuxv' (Voel) v(@)#0 [U(x)]l:u'(x)xv(x)‘—u(x)xv'(x)
v v () v’ (2)
A u(x - u ()
Ju ole (Va:e[) u(z) >0 (\/ ()) 2\/@
nxuxu™ (u"(2))' = nxu'(@)xu"" (z)

e Toute fonction polynéme est dérivable sur R .

e Toute fonction rationnelle (quotient de polynémes) est dérivable sur chaque intervalle de son ensemble de définition.

e Si f est une fonction dérivable sur lintervalle I | alors on écrit : (‘v’x el) f'(z)= ( f (:E)) .

5) Dérivées successives — écriture différentielle :

e Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I .
* La dérivé f' de fest appelée la dérivée premiere de f .

* Si la fonction f' est dérivable sur I, sa fonction dérivée est appelée dérivée seconde de f et notée

fou fr

o s . . . -1 . . , R éme
* Par itération, si la fonction "™ (avec n >3 )est dérivable sur I, sa fonction est appelée dérivée n™ de

f et notée f™

* La dérivée n™ de f est aussi appelée dérivée d’ordre n de f .

e Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I .

d
Si y=f(x) , alors on écrit f'(z)= Y ou dy = f'(z)dz . Cette écriture est appelée : écriture différentielle.
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Dans chacun des cas suivants étudier la dérivabilité de la fonction fsur l'intervalle I et définir sa fonction dérivée :

1) f(z)=z+7° et I =]0;+00] . ; 2) f(x)=(5z+2)cos(x) et =R

3) f(:v)=§ et I=]-o0;0] . ; 4) f(z)=(2z-3)" et I=R.

5) f(x)=a"" et I=[4;+00[ . ; 6) f(z) = zsin(z) et I::|0;£|: .

|

a b
i d az+bY c d

a, b, ¢ et d des nombres réels tels que ¢ #0 et ad—bc #0 . Montrer que | Ve e R\{—— = 5 -
c cr+d (cz+d)

f()=2"-4 si <2

Soit f la fonction définie sur R par : 1
f(x) =8——6 st x>2
x

1) Montrer que f est dérivable sur les intervalles ]—00;2[ et ]2;+00[puis calculer f'(x) pour z < 2et pour x> 2.

2) Etudier la dérivabilité de f en a=2.

3) La fonction f est-elle dérivable sur R 7

20 _ 520

En utilisant le nombre dérivé calculer les limites suivantes : lm;L—2 et lim
T—>. x —

4) Applications de la fonction dérivée

1) Dérivée et sens de variations : -~ ‘

e Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I .

* f est croissante sur I si et seulement si f'(x) >0 pour tout zde I .
* f est décroissante sur I si et seulement si f'(z) <0 pour tout z de I .

* f est constante sur I si et seulement si f'(z) =0 pour tout = de I .

e Si fest positive sur [ et ne s’y annule qu’en un nombre fini ou infini de points isolés, alors™iest-stricgement

croissante sur [

o Si f' est négative sur I et ne s’y annule qu’en un nombre fini ou infini de points isolés, alors f est strictement

décroissante sur I .

2) Dérivée et extrem‘

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et a el

e Si f admet un extremum (minimum ou maximum) local en a , alors f'(a) =0

e Si f admet un extremum local en a , alors la tangente a (Cf) au point A(a, f (a)) est horizontale.

L e =0 N
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e Si f'(a)=0 et f'change de signe au voisinage de a , alors f(a) est un extremum local de f .
> f(a) est la valeur maximale de f sur un intervalle I < (Vxel) f(z)< f(a)

> f(a)est la valeur minimale de f sur un intervalle I < (Vxel) f(z)> f(a)

On considére la fonction [ définie sur par f(z)=1z" .
1) Montrer qu'il existe un réel @ tel que f '(a)=0 .

2) La fonction f admet-il un extremum en a ?

On consideére la fonction f définie par : f(z) = T’ —2z+5 .

1) Calculer f'(x) pour tout x € Ret dresser le tableau de variations de f .

2) En déduire que (VzeR)  f(z)>4.

5) Dérivée d’une fonction composée

Propriétés : r ‘

Soit % une fonction définie sur un intervalle ouvert I et v une fonction définie sur un intervalle ouvert J avec
u(l)cJ Soit @ unréel de I .

> Si u est dérivable en a et v est dérivable en u(a), alors la fonction vou est dérivable en a et de plus
(vou)'(a) = v'(u(a)) xu'(a)
> Si u est dérivable sur I et v est dérivable sur 'intervalle u(/) , alors vou est dérivable sur I et pour tout z e/ :

(vou) "(z) =v'(u(z)) xu'(x)

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I et 7 un entier naturel non nul.

;. . , . , —1
1) En écrivant la fonction %" comme composée de deux fonctions, démontrer que : (u")'=nxu'xu"" .

2) On suppose que u est strictement positive sur [

En écrivant la fonction \/; comme composée de deux fonctions, démontrer que : (Vu)'=—= .

2Ju

Soit u et v les fonctions définies par : u(z) = tan(z) et v(z) =z°

Montrer que la fonction vou est dérivable en a = —

|

Dans chacun des cas ci-dessous, déterminer les fonctions u et v tel que f =wvou puis calculer f'(z) pour tout z el .

1) f(z) =sin(2z —g) et I=R .

2) f(x)=,/zt; et I:]1;+oo[ ;

6) Dérivée de la fonction réciproque

Propriété : Dérivée de la fonction réciproque en un point :

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I et ael

1

f'(a)

Si f est dérivable en a et f'(a)#0, alors la fonction f~"est dérivable en f(a) et on a : ( f )/ ( f (a)) =

Soit f la fonction définie sur |:0;%:| par f(z)=sin(zx)

1) Montrer que f admet une fonction réciproque f ! définie sur un intervalle J que l'on déterminera.



T V4
2) Calculer f (E) et f '(E) puis montrer que [ est dérivable en g

3) Calculer (f 4)'(@) .

Propriété : Dérivée de la fonction réciproque sur un intervalle :
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I .

Si f est dérivable sur I telle que la fonction f'ne s’annule pas sur I , alors la fonction f~' est dérivable sur J = f(I)

etona: (Vzel) (f_l)/(w):m

Soit la fonction f définie sur [—2 ; +°0[ par f(z)=2" +4x+5
1) Montrer que fadmet une fonction réciproque f ! définie sur [1; +00[ .

2) Déterminer intervalle J' sur lequel f~' est dérivable et calculer (f7')'(z) .

Propriété : Dérivée de la fonction racine n™:

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

1

nf _n—1

n\N<zT

» La fonction =z Q/E est dérivable sur ]0;+oo[ et on a: (‘v’x IS ]0;+oo[) (Q/;)/ —

> Si 4 est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I , alors la fonction > §u(z) est

dérivable surl et on a : (Vw el ) ({L/u(x) )/ = u—l
’I'L” '(u(x) )n—l

Dans chacun des cas ci-dessous, montrer que la fonction f est dérivable sur I et calculer f'(z) pour toutz €1 .

1) f(@)=%z et I=]0;+] .

2) f(@)=%/(z"=9)" et I=]3i+0] .

Propriété : Dérivée de la fonction zH—>z":

Soit 7 un nombre rationnel non nul.

r , . . / _
» La fonction > " est dérivable sur ]0;+00[ et on a : (Vz: € ]0;+oo[) (x'") =ra’
> Si ¢ est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle! | alors la fonction z > (u(z))T est

dérivable sur [ et on a : (‘v’x € I) ((u(x))' )/ = rx(u(x))r_l xu'(x)
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Résumé 2 : Dérivation

Dérivabilité en un point et interprétation graphique :

Limite Dérivabilité Interprétation géométrique

— (C,) admet une tangente d’équation :
lz’mM =1 f est dérivable en aet f'(a)=1 ! , .
o0 p—q y=f"(a)(x—a)+ f(a) au point d'abscisse a

(C;) admet une demi-tangente d’équation
o @)=

i — f est dérivable & droite en aet f/(a)=1 y=fl(a)(z—a)+ f(a) ; z>a au point

d'abscisse a

(C;) admet une demi-tangente d’équation
lim f(.Z')—f(CL) =1

L~ [ est dérivable a gauche en a et f;// (a)=1 § y= j"// (a)(x—a)+ f(a) ; z<a au point

d'abscisse a

. z)—f(a . ) (C,) admet une tangente verticale au point
llmM =100 | f n’est pas dérivable en a !
A d'abscisse a
. z)—f(a ‘ ) . ‘ (C,) admet une demi-tangente verticale
lim M =400 [ f n’est pas dérivable a droite en a !
7 z—a dirigée vers le haut au point d'abscisse a
. x)—f(a : o . . (C,) admet une demi-tangente verticale
lzmM =—o0 | f n'est pas dérivable a droite en a 4
o U= dirigée vers le bas au point d'abscisse a
. x)—f(a ‘ ) . (C,) admet une demi-tangente verticale
lim M =400 | f n’est pas dérivable & gauche en a /

e T—Q dirigée vers le bas au point d'abscisse a

_ f(@)-f(a) _ o . (C;) admet une demi-tangente verticale
lim —————=— f n’est pas dérivable a gauche en @
=0 rT—a dirigée vers le haut au point d'abscisse a

f est dérivable en a < f est a la fois dérivable a droite et & gauche en a et f](a) = f;// (a)

Fonction dérivée des fonctions usuelles - Opérations sur les fonctions dérivée :

(c)'=0 (\/;)/: 1 (EJ_—L (Jz)' = 1 (u+v)'=u'+v'

(az)'=a x’ 2z (uxv)' =u'xv+uxv'

(az+0)'=a (” u)/z HUH [1]'_ u' (\/E):;/E (axu)'=axu' (Ujlzulxv_uxvl

(z)'=1 niu — 5
v

(cos(2))' = —sin(z) (sin(z))" = cos(x) (tan(z))' = 1+tan’ (z)

e Toute fonction polynéme est dérivable sur R .
e Toute fonction rationnelle est dérivable sur chaque intervalle de son ensemble de définition.

Les méthodes de calcul du nombre dérivé :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle Tet ael
Il existe 3 méthodes pour calculer f'(a)

Méthode 1 : Si on a calculé f'(z) pour tout zel, on remplace z par adans I'expression de f'(z)

Méthode 2 : f‘(a):h’mM
r—a

Tr—a

Méthode 3 : f'(a) est le coefficient directeur de la tangente (7') a la courbe (C;) au point d'abscisse a :

SL%W%EG)%B%MQdﬂﬁmmf@F%:?
B~ Y4



Dérivabilité et continuité :

e Si f est dérivable en a alors f est continue en a
e Si f est dérivable sur un intervalle I alors f est continue sur I .

Dérivée et sens de variation :

Soit fune fonction dérivable sur un intervalle I .

e fest croissante sur I < (Vzel) f (2)>0

o [ est décroissante sur I < (Vzel) f '(£)<0 f est constante sur [ < (Vzel) f '()=0

Dérivée et extremums :

f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et ael

e f admet un maximum local en a si, et seulement s’il existe un intervalle ouvert Jcontenant a et inclus
dans I tel que : (VzelJ) f(x)<f(a).

e f admet un minimum local en a si, et seulement s’il existe un intervalle ouvert J contenant a et inclus
dans I tel que: (VzelJ) f(z)=f(a).

e Si f admet un extremum (minimum ou maximum) local en a, alors f '(a) =0.

e Sif ’(a) =0 et si f' change de signe a, alors la fonction f admet un extremum local en a .

Approximation affine :

Soit f une fonction dérivable en a .
e La fonction g tel que g(z)=f"(a)(z—a)+f(a) sappelle I'approximation affine de f au voisinage de a .
e Pour tout réel i voisin de a on a : f(h)=g(h)

Dérivée d’une fonction composée :

u est dérivable en a -
o = vou est dérivable en a

v est dérivable en u(a)

(vou) '(a) =v'(u(a))xu'(a)

u est dérivable sur I N
o - = vou est dérivable sur [
v est dérivable sur u([l)

Pour tout zel: (vou) '(z) =v'(u(z)) xu'(z)

Dérivée de la fonction réciproque :

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I et ael .
[ est dérivable en a
) { f(a)#0
Y 1
. (1) (f(@))—m
f est dérivable sur I
* {(Vwe[) fi(x)=0

= ' est dérivable en f(a)

= f' est dérivable sur J = f(I)

1

. (Voel) (fl)/(x):m
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Série 2

Dérivation

Lycée qualifiant : Almajd
Matiere : Mathématique

Exercice 1 :

Etudier la dérivabilité de la fonction f en a et interpréter

les résultats obtenus dans les cas suivants :

1) f(x)=5z+2 et a=1.

2) f(z)=m et a=2.

3 {f(x):l‘—cos(a:) si x>0 e
f(z) = sin(x)

1) f(x)=2" et a=—1.

Exercice 2 :

1) On considére la fonction f tel que : f(z)= (1+SL’)3 .

st x<0

Donner I'approximation affine de f au voisinage de zéro et
en déduire une valeur approchée de nombre b= (1.0044)3
2) Montrer que pour tout réel h voisin de zéro on a :

1 h
——=1-het JI+h=1+—.
1+h ‘ 2

Exercice 3 :
Préciser Pensemble sur lequel la fonction f est dérivable et
calculer f'(2) lorsqu’il existe dans chacun des cas
suivants :
2z+1
Ry )

e

2 +1

1) f(z)=12"-52" +7z+3

3) f(z)=Nz+5
5) f(z) =2’z -1

Exercice 4 :

2) f(x)=

1) f(z) =

6) f(x):2+i+i3
r T

N

Soit [ la fonction définie sur R par
f(@)=4Jz+1  si z>3
f(@)=2"-5z+c

1) Déterminer le réel cpour que lim f(x) = f(3)
3"

st <3

2) Pour la valeur de ¢ trouvée, montrer que f est
dérivable sur R est déterminer sa fonction dérivée.
Exercice 5 :
En utilisant la définition du nombre dérivé, calculer les
limites suivantes :
2024
) (m—2) —1 _aNT+7 -6
-~ ; lim ——
¥ z—2 r—2
. 2cos(z)-1
lim (z)
T

% tan(z) — J3
Exercice 6 :

Soit [ la fonction définie sur R par :

f(x)=22" +32° —122+1

1) Dresser le tableau de variations de f sur R .

2) En déduire que f posséde deux extremums locaux dont

on précisera la nature et 'intervalle.

Exercice 7 :

Dresser le tableau de variations de la fonction f dans les

cas suivants :

) f@)=o-1
T

2) f(z)=32"-22" +1

4 2
) f@) = @ﬂ@=£§%?l

Exercice 8

Dans la figure ci-apres (Cf) est la courbe représentative

d’une fonction f dans le repére orthonormé (O;_z:; 3) .

1) Déterminer f(=2), f'(=2) et f'(-1) [u]

2) Déterminer graphiquement f/ (1) et fg/ ()

3) En déduire que f n’est pas dérivable en 1.

4) Dresser le tableau de variations de f sur [—3;3] (on
25

donne f(3)= 3 )

5) En déduire le tableau de signe de f' sur[—3; 3]

Exercice 9 :

b et ¢ deux nombres réels strictement positifs.

On consideére la fonction f définie sur ]0; +oo[ par :
f(x)=2"+b" +c’ - 3zbc .

1) Verifior que - f(<fbe) = (Vb7 —Vle?)?

2) Vérifier que : (V€ ]0;+oo[) fl@)=3(z+ \/E)(x—\/%)

3) Etudier le signe de f'et dresser le tableau de variations de f

4) En déduire que fadmet une valeur minimale positive sur Ri
)

5) Déduire que : (Va;b;ce ]0; +OOD a’ +b° +¢* > 3abc .

Exercice 10 :

Un éditeur doit produire un livre avec les contraintes suivantes :
Sur chaque page le texte imprimé doit étre contenu dans un
rectangle de 300 cm?, les marges doivent mesurer 1,5 cm sur les

bords horizontaux et de 2 em sur les bords verticaux.

Quelles doivent étre les dimensions d’une page pour que la

consommation de papier soit minimale ?
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Exercice 11

Soit fla fonction définie sur R\ {1} par :

r+2

f(z) =

r—1"

1) Déterminer I'expression f'(x) pour tout

xeR\{l} .

2) En déduire la dérivée de g, h, k et [ définies par :

\/E+2

o) =S 1) -
ko) =2 )=
z -1

Exercice 12

T+2
r—1

sin(x)+ 2
sin(z)—1

On donne la fonction f définie sur R par

f@)=2"+z+1.

1) Montrer que f admet une fonction réciproque f

définie sur R .

2) Montrer que f'est dérivable sur R .
3) Calculer f(1) et f(-2) . En déduire (f™")'(3)et

(f)'(=9).

Exercice 13

Soit f la fonction définie sur[();%[ par f(z)=tan(x)

1) Montrer que f admet une fonction réciproque f -

2) Déterminer 1'ensemble de définition de [ ainsi que

son ensemble de dérivabilité.

3) Montrer que pour tout x de R : (f7)'(z) =

Exercice 14

1
2’ +1

Montrer que la fonction f tel que f(z)= \/M est

continue en 0, mais n’est pas dérivable en 0.

Exercice 15

Dans chacun des cas suivants donner ’expression de

la fonction dérivée de fsur [

5)

f(z) =cos(\Nz" +3)

etI=R.

) f(x)=(3"””‘2j3 ) 0= o
2’ +1 19
et [=R. I=_§;+oo‘:_
3) f(z)=\1+cos(z) |4) f(z)=tan(22) et
U |
et I=j|5,ﬂ'|:. I—_0,4|:.
6)

f(x)=(z" +2)" x sin(é)

et I=]0,+OO[ .

Exercice 16
On considere la fonction f définie par :

f(x)=x+5+i1

1) a) Montrer que fest dérivable sur R\{1}et calculer
f'(z) pour zeR\ {1}
b) Déterminer les points de (C;) ou la tangente est

parallele a I'axe des abscisses.
2) Soit h la fonction définie sur R par :

f(z) st x<0
h(z)=<2" -2z +1 st 0<z<2
Nz’ —4+z+3 si =2

Etudier la dérivabilité de h en 0 et interpréter
graphiquement les résultats obtenus.
3) a) Etudier la dérivabilité de h en 2 et interpréter
graphiquement les résultats.

b) Montrer que la fonction A est dérivable sur ]2;+o[ et

calculer h'(z) pour e |2;+o0]

¢) Ecrire une équation de la tangente a la courbe (C,)

au point d’abscisse 22

Exercice 17

Soit ¢ la fonction définie sur R par g(z) = 2° +2° +6

1) Etudier les variations de g.

2) On suppose que I'équation g(z) = 0 possede une solution
unique ¢ dans Ret que -3<a<-2.

Etudier la signe de g sur |-o;a[ et sur Ja;+o[ 3) Soit f la

2
-3r+2
fonction définie sur R* par : f(z)=x—1+ % .
T
-1
a) Montrer que f'(z)= (z - ) g(x)
T

b) En déduire les variations de f
c) Ecrire une équation de la tangente a (C,) au point

d’abscisse 2.

Exercice 18

Soit f la fonction définie par f(z)=v4—-2x .

1) Etudier les variations de la fonction f.

2) Déterminer une équation de la tangente 7' a la courbe

(C;) au point d’abscisse 0.
3) Existe-t-il une tangente a (C;) de coefficient directeur
Ly
4
4) Existe-t-il une tangente a (C,) qui passe par le

point A(2;3) 7
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Exercice 1

1) Résoudre dans R : (%—1)3 -54=0 ; R2"+8-2<z

2) Calculer les limites suivantes llzly;bjx;# : 113720 J2° +1-3z l@ﬁo ‘\‘/m -

3) Comparer les nombres 1 et 5

4) Ordonner dans 'ordre croissant les nombres : {/E X 3/3 X i/Z X \/5

Exercice 2

Soit f la fonction définie sur [0;+00[ par : f(zr)=2" —1+\/m .

1) Montrer que f est continue sur [0;+00[

2) a) Etudier la dérivabilité de fa droite en 0 et interpréter géométriquement le résultat obtenu.
b) Montrer que f est dérivable sur ]0;+00[ et calculer f'(z) .
¢) Dresser le tableau de variations de f.

3) Montrer que fadmet une fonction réciproque f' définie sur [—1;+00[ )

4) a) Montrer que I'équation f(z)=0 admet dans [0;+00[ une unique solution @ et que @ € ]0;1[
b) Vérifier que Vo’ +a =1-a”

5) Donner le sens de variation de [ .

6) Montrer que f'est dérivable sur [—1;+00[ .

Exercice 3
I. On considere f la fonction définie sur R par : f(z)=z"+z+3
1) a) Montrer que la fonction f est strictement croissante sur R
b) Déterminer I'image de R par la fonction f.
2) a) Montrer que I'équation f(z)=0 admet une unique solution & dans R et que —-2<a <-1

b) Vérifier que f(—%j = —% puis déterminer un encadrement de a d’amplitude é

¢) Vérifier que a=—a+3
3) Déterminer le signe de f(z) sur R.

1, 1
II. On considere g la fonction définie sur R par : g(z) = Zaf +§x2 +3z

) a) Etudier les variations de g
b) Dresser le tableau de variations de la fonction g
a(a+9)
4
b) Déterminer le signe de g(«)

1
2) a) Montrer que g(a)=

¢) En déduire le nombre de solutions de I"équation g(z)=p
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Exercice 1 (5pts)
1) Comparer les nombres U3 06 A2 e

2) Résoudre dans R les équations : (E,): f2°+1=2 et (E,): (5/;)2 3z +2=0

3 —_—
3) Calculer la limite suivante : lmgz\/g 82
T—> x_

YaxJ8x2

4) Simplifier le nombre :

Exercice 2 (6pts)
Soit f la fonction définie sur R par : f(z)=—-z’ -4z +2

1) Dresser le tableau de variations de f ... oo i i e et e e et et e

2) Montrer que I'équation f(z)=0 admet une unique solution @ dans R ...

)
3) Vérifier que a €]0;1[ puis déterminer un encadrement de o d’amplitude 0,25 ...
)

4) Vérifier que a” +4 = 2
a

5) On considere la fonction g définie sur R par : g(z) = —éx“ —22° +22+3

Dresser le tableau de variations de ¢ ...
Exercice 3 (9pts)

372

-1
T) = st x<1
(@) 41

f(z)=~Nz*-2 i v>1

1) Calculer les limites : lim f(z) €t 1M fE) « oot et e ettt e e e

Soit f la fonction définie sur R par :

2) Etudier la continuité de fa gauche en 1.ttt e e LPE
3) Montrer que fest dérivable a gauche en 1 et interpréter géométriquement le résultat obtenu...........1pt

(Vx € ]—oo;l[) (@)=
4) a) Montrer que (a: " et e e et e et e et e e e e e et e et et e eees v ene LD DT
(‘v’xe]l;+oo[) f’(x):%

b) Etudier le signe de f'(z) (étudier les cas z>1; 0<z <1 et <0 ) puis dresser le tableau de

4z
B 2

VATIATIONS Q@ f1 ettt e e e e et et et et et ettt ettt ettt ettt e
c¢) Déterminer I'équation de la tangente (T')a (C;)au point d’abscisse —1 ...

5) Soit g la fonction définie sur ]—o0;0[ par : g(z) = f(x)
a) Montrer que g admet une fonction réciproque ¢~ définie sur un intervalle J a déterminer. .......1pt

b) Calculer (g’l )/ (0) (remarquer que 0= f(—=1) = g(—1) )reoreoeomiiceiiieeiie et 0D

c) Dresser le tableau de variations de g7 ..o e 0.ODE

d) Déterminer g7 () POUT TOUE T € J ooiiooiveice e 0. D DT




1 XEALH | HEYOZB L paaliag=n Ll

4oTells@4 | SORCE olaC20 5 [REETS e BT QBA CSPF-B
A SDBHCA CHLLOE A 121 oo a_nk!.._)J‘L,_,_'l_,di padazily

Lo uss Tt 058y Toy2ld Tysdad) Srago8¥)
Jske ol T Lasd3Y) Ly paiad

2alyl Uoedl gl Az’ssa HIYAB

Sheures

Exercice 1 (5pts)

2 x~/6 %38
2) Comparer les nombres 3/5 et {/5
3) Résoudre dans R les équations : (E)): 2+2° =3 et (B,): (‘\‘/;)2—5‘\‘/;+4:0

4) Calculer la limite suivante : lim 127

Exercice 2 (6pts)
Soit f la fonction définie sur R par : f(z) =2’ +4z+2

1) Simplifier le nombre :

1) Dresser le tableau de VAriations de [ ..o i oo ittt ettt e e et e

2) Montrer que I'équation f(z)=0 admet une unique solution a dans R ...

4) Vérifier que a” +4 = _2

(24

)
3) Vérifier que a €]-1;0[ puis déterminer un encadrement de @ d’amplitude 0,25 ..o
)

5) On considere la fonction g définie sur R par : g(z) = éx“ +22° + 22+ 3

Dresser le tableau de variations de ¢ ... e
Exercice 3 (9pts)
f(x)=Nz"-z si <0
77 —1
xTr)=
/(@) 2 +1

1) Calculer les limites : lim f(z) €t 1M f(E) <ottt ettt D D

Soit f la fonction définie sur R par :
st x>0

2) Etudier la continuité de fa droite en 0. ... i LD

3) Montrer que f n’est pas dérivable & droite en 0 et interpréter géométriquement le résultat obtenu... 1pt
2r—1

(V:E € ]—00;0[) fl(z) = v

2

2
r —x

4) a) Montrer que cvesneee e 1OPE

/ 4x
Yz e |0;+0 )=——
(Vze]0;+o]) f'(x) (v +1)

b) Etudier le signe de f'(z) (étudier les cas <0 et z>0) et dresser le tableau de variations de f..1.5pt
c¢) Déterminer I'équation de la tangente (T')a (C;)au point d’abscisse I ... IDE
5) Soit g la fonction définie sur ]0;+oo[ par : g(z) = f(x)
a) Montrer que g admet une fonction réciproque ¢~ définie sur un intervalle J a déterminer. ........1pt
b) Calculer (g’l )/ (0) (remarquer que 0= f(1) = g(L) )it 0.5 DU

c¢) Déterminer g7 () POUT tOUL T € J oo LD
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Dans tout ce chapitre f est une fonction numérique, D, son ensemble de définition et (Cf) sa courbe
représentative dans un repere orthogonal (O;f;j).

1) Branches infinies d’une courbe

Définition 1 : Branches infinies
e On dit que (Cf) admet une branche infinie des que l'une des coordonnées d’un point de (Cf) tend vers

Vinfini. (C’est & dire lim f(z)=a , lim f(z)=2c0, ou lim f(z)=100)
z—>+00 z—at I—>F0
e Géneralement, les branches infinies décrivent le comportement de f aux bornes de D,, c’est pour cette

raison qu’on s’intéresse au calcul des limites aux bornes de D, .
e Les branches infinies sont constituées de droites asymptotes et de branches paraboliques.
1-1 Asymptote horizontale - Asymptote verticale

Définitions 2 :
e Lorsque lim f(a:)zioo ou lim f(a:)ziroo on dit que (Cf) admet une asymptote verticale d’équation r=a

r—a* z—a”

lim f(x) .; +o || | lim () o
Feail 44 | F ==}
|I I|
| I\
."/F

i

,'I lim fix) = —oo
I F—aan”

8 :|| i

e Lorsque lim f(a:)zb (Resp. lim f(a:)zb), on dit que (Cf) admet une asymptote horizontale d’équation y=">b

au voisinage de +o (Resp. —0).

L}
b

lim fizx)=h o %, i i
) \\.__. II...“Z_ Ffle)==5&

- r‘» _ w=t

4 lim fie)=h

I_li_lt]\ flz)=b = "

Exemple 1 :
2z

1) Soit f wune fonction définie par f(z)= . :
—

On a lim f(x)=2 donc (Cf) admet une asymptote horizontale d’équation y=2 an voisinage de +oo.

T—>+0

-2
2) Soit g une fonction définie par g(m)z—l :

l‘_
On a lim g(m)z—oo alors (Cq) admet une asymptote verticale d’équation z=1.
1" ¢

Application 1 :

T+ 1
> +3

1) Soit h une fonction définie sur R par h(ac)=3+

Calculer lim h(x) et lim h(a:) puis interpréter les résultats graphiquement.

T—>+00 T—>—%0

2) Soit g une fonction définie sur ]R\{—Q} par g(:p)z%
r+2)

Calculer sz2 g(:l:) puis interpréter le résultat graphiquement.
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3) Soit f une fonction numérique définie par le tablean de variations suivant :

@ —o0 0 2 +oo

T~

1 —oo 1

a) Déterminer D, V'ensemble de définition de la fonction f.
b) Déterminer les limites de f aux bornes de D, puis interpréter les mésultats graphiquement.

1-2 Asymptote oblique
Définition 3 :

Soit f une fonction avec lim f(m):ioo (Resp. lim f(x):-_lroo) .
Lorsque lim (f(x)—(ax+b)):0 (Resp. lim (f(x)—(az+b)):0), on dit que (Cf) admet une asymptote oblique

d’équation y=az+b au voisinage de +o (Resp. au voisinage de —o).

lim [fiz) = {az 4

Exemple 2 :

Soit f une fonction définie par f(z) =2r—-3+ % .
T

Montrons que la droite d’équation y=2z—-3est une asymptote oblique & (Cf) au voisinage de —oo

T——0 T——0 70

On a lim (f(x)—(2x—3))= lim ((2x—3+%j—(2x—3)}= lim%zO
x
Donc la droite d’équation y=2z—3est une asymptote oblique & la courbe (Cf) an voisinage de —oo.

Propriété 1 :
Soit f une fonction avec lim f(a:):ioo (Resp. lim f(a:):-_lroo) .

Si limM:a;tOet lim f(z)=az=b (Resp. lz’mm:a;ﬁ() et lim f(z)—ax=0b), alors (Cf) admet une

T—>+0 a;‘ I—>—00 I I—>—00
asymptote oblique d’équation y=az+b au voisinage de 400 (Resp. au voisinage de —o0).

Remarque 1 :

Cette propriété est utilisée lorsqu’on me donne pas 1’équation de V'asymptote oblique dans 'exercice.

Application 2

22% 4+ 321

Soit f une fonction définie par : f (:1;) p
T+

1) Montrer que (Cf) admet une asymptote oblique (D) au voisinage de +oo, en déterminant son équation.

2) Etudier les positions relatives de (D) et (Cf).
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Remarque 2 :

Les positions relatives de (Cf) et la droite (D): y=az+b se déduit par Vétude de signe de f(z)—(az+Db) :
e Si f(z)—(az+b)>0 pour tout zel, alors (Cf) est au-dessus de (D) sur I.
o Si f(z)—(az+b)<0 pour tout zel, alors (Cf) est au-dessous de (D) sur I.

e Si f(z)—(az+b)=0, alors (Cf

) et (D) sont confondues auxr points d’abscisses = .
1-3 Branches paraboliques
Définition 4 :

Soit f une fonction telle que : lim f(:c):ioo.

z—>to0

St lim M =t (Resp. lim M =100 ) alors (C

f) admet une branche parabolique de direction ’axe des
T—>+0 €T T—>—0 T

ordonnées (ou bien on dit que Vaxe des ordonnées est une direction asymptotique a (Cf)) au voisinage de +oo

(Resp. au voisinage de —o0).

2 ) 5 .
lim foc) fie]

\

[=

limm flz) = —a lim Jiz) =
Pt — ir r—+4am X

'

I

o f2) . f(=) - : NTTTR
St lim =0 (Resp. lim =0) alors (Cf) admet une branche parabolique de direction l'aze des
x

T—>+0 n T—>—0

abscisses (ou bien on dit que 'axe des abscisses est une direction asymptotique & (C/)) au voisinage de +oo

(Resp. au voisinage de —o0).

St limMZa;ﬁO et lim(f(:r)—ax)zioo (Resp. lz'mMzai()etlim(f(an)—ax)zi@) alors (C/) admet une

T—>+00 T T—>+0 I—>—00 T T—>—0
branche parabolique de direction la droite d’équation y=az (ou bien on dit que la droite d’équation y=az est

une direction asymptotique & (Cf)) au voisinage de +oo (Resp. au voisinage de —o0).
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Application 3

Etudier les branches paraboliques de (Cf) an voisinage de +oo dans les cas suivants :
1) f(z)=22" -z 2) f(x)=2a:+3\/; 3) f(z)=~3z+2

Remarques 3 :

e Quand on demande d’interpréter graphiquement les limites aux bornes du domaine de définition d’une

fonction, ¢a veut dire donner les branches infinies (Asymptotes et branches paraboliques) éventuelles de (Cf)

en précisant les équations des asymptotes et des directions asymptotiques et leurs voisinages.

. limM

T—>F0 €T

qu’on a : lim f(:c):ioo.

f(z)

, on a lim f(x)=0 et lim ——== lim
ZT—>+0 T—>+0 T ZT—>+00 T

— =0, mais la fonction f

Par exemple : La fonction f(x):

n'admet pas de branche parabolique de direction 'axe des abscisses au votsinage de +oo car elle le coupe
indéfiniment auz points d’abscisses z, =k avec keZ .

2) Concavité d’une courbe

Définition 5 :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I .

e Om dit que (Cf) est convexe sur [, si (Cf) est entierement située au-dessus de chacune de ses tangentes.

e On dit que (Cf) est concave sur [, si (Cf) est entierement située au-dessous de chacune de ses tangentes.

e On appelle point d'inflexion de (Cf), tout point ow elle change de concavité.

/,/Pu'mt d'inflexion
/

\ / . / 7
Fonction convexe Fonction concave / \

Propriété 2 :
Soit f une fonction définie et deux fois dérivable sur un intervalle I et ael .

°(Cf) est conveze sur I < (Vzel) f"(z)=0
°(Cf) est concave sur [ < (Vzel) f"(z)<0

. f"(a)=0 et f" change de signe au voisinage de a = le pointA(a;f(a)) est un point d’inflexion de (Cf)

=0 rn'est pas suffisante pour affirmer qu’on a une branche parabolique mais il faut s’assurer d’abord
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Exemple 3
Etudions la concavité de (Cf) ol. f estla fonction définie sur R par f(z)=2"-32"+2+4

On a (VmeR);f'(x)=3x2—6x+l domne (Va:e]R) ;f"(x)=6a:—6=6(x—1)
On o f'(2)=0=6(z-1)=0r-1=0=1=1

T - 1 “+oo

-1 — p —
f'(r) - ¢+

{ ' C'f) r "'\ convexe
' ’ concave

f"(l):Oet f" change de signe aw voisinage de 1 donc le point A(l;f(1)=3) est un point d’inflexion de (Cf)

Application 4 :
Etudier la concavité de (Cf) en précisant les points d'inflexion s'ils existent dans les cas suivants :

1) f(ac)zéac“—?ac3 +3x+5

Apoplication 5 : Etudier la concavité de (Cf) sur lintervalle [—4;4]

e f'(a)=0 et f' mechange pas de signe au voisinage de a = le point A(a;f(a)) est un point d’inflexion de (Cf)

Remarques 4 :
. f"(a)=0 ne suffit pas pour affirmer que le point d’abscisse a est un point d’inflexion de (Cf) mais il

faut vérifier de plus si f" change de signe au voisinage de a.

Par exemple : La fonction définie par f($)=$4,

On a f(O) =0 mais la courbe (Cf) nadmet pas de point d’inflexion en a=0

comme l'indique le graphe ci-contre.
e  Une fonction peut admettre plusieurs points d’inflexion.
Par exemple : La fonction f définie par f(a:)zx* -27°

On o VzeR : f'(z)=42"—62° =227 (22— 3) donc on obtient le tableau de variations ci-dessous (facile &

trouver) : x| —oo o 3 4 oo
F(x) — 0 — 0 +
——o
I \. 0 —+ ]

On a VzeR :f"(m):(4x3 —6$2)': 122° =12z =12z(z—1) donc on obtient le tableau de signe de f"

suivant (facile & trouwver):
xr |—oo 0 1 oo

=) + 0 — 0 +

Omn constate donc que (Cf) admet deux points d’inflexion en a=0 et en a=1 et non pas un seul.
‘ 39



3) Eléments de symétrie d’une courbe
Propriété 4 :

e Le point Q(a;b) est un centre de symétrie de (C

7 on a :

), si et seulement si, pour tout zeD,,

2a—zeD,; et f(2a—:c)=2b—f(z)

e La droite (A) d’équation z=a est un axe de symétrie de (Cf), si et seulement si, pour tout zeD,, on a :

2a—zeD, et f(2a—x)=f(x)

Are de ,u_;,rr.rf-!:fr'.;e' Clentre de _\-_(_,rr,ru:fr'}i'
r=a
Ly

\ |"{-f. I.' o

g f(x)
; b ;
f(2a-z)| ¥

il
ol i "2a-z T

Exemple J :

Soit f la fonction numérique définie par f (x)z ml
T+

Montrons que le point Q(—l;l) est un centre de symétrie de (C
*Onaa=-1, b=1 et D, =R\{-1},
* Soit zeD

;, montrons que —2-z €D,
Ono r#z-lo-—r#£le-2-r#-2+1<-2-x#-1. Donc —-2-zr€D,

* Soit zeD,, montrons que f(2a—x)=2b—f(a:)
(-2-=2) 24z

(-2-z)+1 w+1

Ona f(2a-z)=f(-2-12)=

T _2(.1’+1)—$_3:+2
r+1 z+ 1 T+ 1
D’ou f(2a-z)=2b-f(z) C.Q.F.D

Et 2b—f(z)=2x1-f(z)=2-

Exemple 5

Soit f la fonction numérique définie par f(a:) =31 - 2245

Montrons que la droite d’équation xzé est un are de symétrie de (Cf) :
% 1
On a azE et D, =R

2
* Donc pour tout reD, on a (2a—x)=——xeDf

2
* Pour tout zeD, on a f(2a—m):f(§—xj=3[§—xj —2(§—xj+5=...=3x2—2:v+5:f($)

D’ou f(2a—:1:)=f(:v) C.Q.F.D

Application 6

Soit f la fonction numérique définie par f (;v) =zr+2+ 3
T+

Montrer que le point A(—3;—1) est un centre de symétrie de (Cf).

Application 7

3
o’ —dr+7

Montrer que la droite d’équation z=2 est un aze de symétrie de (Cf).

Soit f la fonction numérique définie par f (z)z
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Cas particuliers :

e Si f est une fonction impaire alors la courbe (Cf) admet comme centre de symétrie le point de
coordonnées (0;0) (C’est & dire Vorigine du repere).

. . . +b
e Une hyperbole, qui est la courbe d’une fonction homographique z+> ar

, (avec c#0et ad—bc#0) admet
cx+d

—d
comme centre de symétrie le point Q(—;g] .
c ¢
e Si f est une fonction paire alors la courbe (Cf) admet comme axe de symétrie ’axe d’équation z=10
(C’est o dire 'axe des ordonnées).
e Une parabole, qui est la courbe d’une fonction polyndmiale de degré 2 : z+> az” +br+c

b
avec a#0, admet comme axe de symétrie la droite d’équation :v=—2—.
a

Remarques 5
e Un centre de symétrie n'est pas forcément un point de la courbe (Cf) (Par exemples : les hyperboles)

o Les éléments de symétries permettent de réduire 'ensemble sur lequel on étudie une fonction et donc de

réduire le cott du travail.

%) Construction d’une courbe

Démarche de la construction d'une courbe

» Placer le repére orthogonal ou orthonormé :
e Placer les deux axes du repére, en respectant l'unité de mesure,
e Placer l'élément de symétrie (axiale ou centrale), s'il y a une symétrie,
o Noter le domaine de définition.
» Comportement local :
e Placer les points remarquables (extrémums, intersection avec les azes (0:1:) et (oy) ),
o Placer les points d'inflexion, s'il existe,
o Placer les tangentes et les demi-tangentes.
» Comportement asymptotique :
o Placer les asymptotes de la courbe, en respectant les positions relatives,
e Esquisser les branches paraboligues.
» Finaliser lo construction de la courbe :
o Relier, & main levée, tous les éléments présentés ci-dessus, en respectant le tableau de variations de la

fonction.

Exemples 6

Apoplication 8 :

Exercice 1 de la série 03

Remargque 6 : compléments de cours

1) Résolution graphique des équations et des inéquations.
2) Intersection de la courbe avec les axes du Tepere.

3) Tangentes et demi-tangentes (interprétation graphique de la dérivabilité en un point)
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Résumé 3 : Etude de fonctions

Branches infinies de (C;)

i S5 =

Jim f(z)= 400

lim f(z) = o0

Lav eourbe O adimet
une asymptobe horizentale
d'équation y = b an
voisinmge de toc

La courbe Oy sl imet
e sy rphobe verticale
d'dgquation » = a

flz) _

. fiz) . r] .
iy T ez —° ey ="

La conrbe Oy alimet

une branche parabolique de
direction 'sce des ordonnées
mn volsingge de o

La courbe Oy adimet
une branche parabolique de
direction 'soe des abecisses

lim x) —ax
F—t0 i) ) an volsingge de $oc

.rlE;lm [fix) —ar) = 400 IE;nﬁ[_ﬂr]*u]:b

La courbe Oy sedmet

une branche pacaboligque de
direction la droite d'équation
= ar an voisinage de +oo

La courbe ' admet

une asyiplobe obliogue
d'Bquation = axr+ b an
voisinage de oo

(C;) admet une asymptote oblique d’équation y=az+bau

voisinage de £00 si lim (f(x)~(az+b)) =0

Concavité de (C,)

La concavité de (C,) se déduit par I’étude

de signe de f"(z) :
e (C)) est convexe sur I <
Vzel) f"()=0
e (C)) est concave sur I <
Vzel) f"(2)<0
Si f"(a)=0 et f" change de signe au
voisinage de o alors le point A(a; f(a))
est un point d’inflexion de (C;).

Positions relatives de (C;)et y=az+b

Les positions relatives de (C,) et la
droite (D): y = ax+b se déduit par

Pétude de signe de f(z)—(azx+b) :

e Si (Vzel) f(z)—(az+b)>0 alors
(C;) est au-dessus de (D) sur 1.

e Si (Vzel) f(z)—(ax+b)<0 alors
(C,) est au-dessous de (D) sur [.

® Si f(z)—(az+b)=0, alors (C,;) et
(D) sont confondues aux points

d’abscisses z .

Construction de (Cf,l) :

(C f,,) sur J = f(I) est le symétrie de

(C;) sur I par rapport a la droite y =z

Eléments de symétrie de (C,)

Q(a;b) est un centre de symétrie de (C;) <> VzeD, : 2a—zeD, et f(2a—x)=2b— f(z)

r=a est un axe de symétrie de (C;) < VzeD, : 2a—zeD et [(2a—x)=f(z)

Méthode de construction de (C;) :

e Construire les asymptotes et les branches paraboliques ;

e Construire les tangentes et les demi-tangentes ;

e Construire les points remarquables de (C,) s’ils existent : (Points d’inflexion, points d’intersection

avec les axes du repére, les extremums et le centre de symétrie)

e Construire (C;)a partir du tableau de variations de f

N.B : N’oublier pas de respecter 1'unité de mesure du repére, les positions relatives, la concavité et

tenant compte le centre ou ’axe de symétrie (s’il existe).
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Prof : Aissa HIYAB Série 3 Lycée qualifiant : Almajd

Niveau : 2BACSPF-2BACSVT Etude de fonctions Matiere : Mathématique

Exercice 1 : Branches infinies - Positions relatives - Construction de la courbe
Soit f la fonction numérique définie par f(z)=z—-1+z—1
1) Vérifier que D, =[1;+[ puis calculer lim f(z)

T—>+00

2) Etudier les branches infinies de (C;) au voisinage de +x
3) Etudier la dérivabilité de f a droite en 1, puis interpréter le résultat graphiquement.

2Nz—-1+1
24zr—1

4) a) Montrer que (Vz e |L+o0[) f'(z) =
b) En déduire les variations de f

—2
5)- a) Montrer que (Vze[L+w]) f(z)-z= ﬁ

b) En déduire les positions relatives de (C,) et la droite (D) d’équation y ==
6)- Tracer (C,)dans un repére orthonormé.
7)- a) Montrer que f admet une fonction réciproque f~' définie sur un intervalle J a déterminer.
b) Tracer (C,.) avec une autre couleur et dans le méme repere précédent.
Exercice 2 : Concavité
Soit f la fonction numérique définie sur [1,4+o0f par: f(x)= xx—1.
1)- Calculer Im f(x).

i = A2l

2)- Etudier la continuité de [ sur [1,+ocf.
3)- Déterminer la branche infinie de (“¢°,) au voisinage de +<o.
4)- Etudier la dérivabilité de f a droite en 1, puis interpréter le résultat graphiquement.
¥ 3x-2
5)- a)- Montrer que : Vx €]l,+oo[, ['(x)= ﬁ

x_
b)- En déduire les variations de f .

3x-2

2/(x-1)}

7)- Etudier la position relative de (“¢,) etla premiere bissectrice du repeére.

6)- a)- Montrer que : Vx €]l,+oo[, f"(x)=

b)- Etudier la concavité de (Cy)

8)- Tracer (€;) dans un repére orthonormé.

9)- a)- Montrer que f admet une fonction réciproque f~' définie sur un intervalle J a déterminer.

b)- Montrer que f* est dérivable en1q,puis déterminer (f ') (10) (remarquer que 10=175))

10)- Tracer avec une autre couleur et dans le méme repere précédent (€ ,).
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Exercice 3 : Lecture graphique
Soit f une fonction deux fois dérivables sur I'intervalle [—6;5]

On donne dans le repere ci-dessous, la courbe “¢”, représentative de la fonction f”, dérivée de /.

1)- Dresser le tableau de variations de f sur I'intervalle [-6 ; 5].
2)- Etudier la concavité de f sur l'intervalle [~6 ; 5] et préciser les abscisses des points d'inflexion de la

courbe ‘€ représentative de la fonction f,
Exercice 4 : Probléme 1

Soit f la fonction numerique définie par: f(x)= ﬁ
x -

1)- Verifier que : D), =[0,1{U]1, [, puis calculer les limites de f* aux bornes de D, .
2)- Determiner les deux branches infinies de ().

3)- Etudier la dérivabilité de f 4 droite en 0, puis interpréter le résultat graphiquemnt.

-2
1

b)- Dresser le tableau de variations de |

4)- a)- Montrer que: VxeD - {0}, f'(x)=

)

5)- Montrer que (%) coupe la premicre bissectrice du repére en deux points différents a déterminer.

6)- Tracer (€;) dans un repere orthonorme (on admet que le point d’abscisse 9 est un point
d"inflexion).
7)- On admet que g la restriction de f sur I'intervalle[0, 1 admet une fonction réciproque notée ¢

Tracer avec une autre couleur et dans le méme repére précedent (€ . ).

44



Exercice 5 : Probléme 2
Partie A :

Soit u la fonction numérique définie sur R par: w(x)=7x"+6x+1.

1)- Déterminer u'(x), pourtout x de R.

2)- Dresser le tableau de vanations de u (Les limites ne sont pas demandées).

3)- En déduire que : Vx [0+, wu(x)>0.

Partie B :

Soit f la fonction numéngque définie sur [ﬂ,+no[ par: f(x)= (:r't +2x+ 1}-\!’;— 3.

1)- Montrer que : Iim f(x) = +20, puis déterminer la branche infinie de f au voisinage de +.

2)- Montrer que Jf est continue sur [ﬂ.+ :ac[ X

3)- Etudier la dérivabilité de f a droite en 0, puis interpréter le résultat graphiquement.
_u(x)

e

b)- En utilisant la question A.3), déduire que f est strictement croissante sur [ﬂ,+m[_

4)- a)- Montrer que : Vx E] 0, +:¢[, f’(.‘r]

5)- Montrer que (¢";) coupe I'axe des abscisses en un seul point d’abscisse @ . puis vérifier que :
0.8<a<09.

6)- Déterminer I'équation de la tangente (7) a la courbe (°¢;) représentant la fonction f au point
d’abscisse 1.

7)- Tracer (T) et (“¢,) dans un repére orthonormé (on admet que {“(",.} posséde un point d’inflexion
d’abscisse fF=0,1) « unité : 2em ».

8)- a)- Montrer que / admet une fonction réciproque f ' définie sur un intervalle J a déterminer.

b)- Tracer dans le méme repére précédent et avec une autre couleur la courbe (¢ )

Exercice 6 : Probléme 3

Jrartic A - |

Soit g la fonction numérique sur R par: g(x)=x" —x" +3x+1.

1)- Calculer les limites de € en +oo et en —oo.
2)- Etudier les variations de g sur R.

3)- Montrer que I’équation g(x)=0 admet une seule solution & sur R, etque: -1<a<0.

4)- Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

Soit f la fonction numérique définie par: f(x)=x-

2
X+l
1)- Déterminer D, , puis calculer les limites de f en +oo et en —eo.

2)- Etudier la continuité de f* sur D,.

3)- Montrer que : Vxe D/, f‘(x)z%
x

4)- Etudier les variations de f, puis dresser son tableau de variations.
5)- Vérifier que la premiére bissectrice du repére est I’asymptote oblique de (€';) au voisinage de —oo et

de +oo.
6)- Etudier la position relative de (€ ) etla premiére bissectrice du repére.

7)- Soit h la restriction de f sur un I'intervalle I =[0,+ec[ .

a)- Montrer que /4 admet une fonction réciproque /' définie sur un intervalle J a déterminer.
b)- Dresser le tableau de variations de 4.
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Suites numeériques
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1) Rappel

n

e Formule récurrente : A partir d’une relation de récurrence : (u")

e Une suite numérique est une fonction définie sur N ou une partie de N .

e Une suite numérique (u”) _, beut étre définie :

e Formule explicite : A partir d’une fonction f de la variable n: u, = f (n)

ne

; est alors définie par son premier terme et

une relation permettant de calculer un terme a partir d’'un ou plusieurs termes précédents.

e La suite (un )“d est minorée par m

e La suite (u, )ne[ est majorée par M < (Vnel) u, <M

< (Vnel) u,2m

La suite (un )ne[ est bornée lorsqu’elle est majorée et minorée.

fonction de n si (v,) _ est une

ne

suite :

(p=0 ou p=1lou.....)

o (un )ne[ est une suite croissante < (Vnel) wu,,—u, 20.
o (un )ne[ est une suite décroissante < (Vnel) u,,—u, <0.
) (un )ne[ est une suite constante < (Vnel) u,, =u, .
Arithmétique Géométrique
Comment montrer qu’une
suite numérique (v, ),., est une Vo =V, =T v, =qu,
suite :
Comment déterminer v, en B ‘ v
v, =, + (n—p)r U, =V, Xq

(p=0 ou p=1ou....)

Comment calculer la somme

d’une suite

des termes consécutifs de la (n— D+ 1) 1—g" 7!
: . v, Fp gt AU =L (0, 40, ) | U, U Y, =0, X
suite (v,) _, si (v,) _ est une 2 1—q
suite :
Sia, b et ¢ dans cet ordre
B ) i a—+c 9
sont des termes consécutifs alors b= alors b =axc

Principe de récurrence :

Soit P(n) une fonction propositionnelle sur N et n, e N.

Pour montrer que la proposition (‘v’n > n,)) P(n) est vraie, on suit les étapes suivantes :

e Initialisation : On vérifie que P(n,) est vraie.

e Hérédité : Soit n=n,, on suppose que P(n) est vraie et on montre que P(n -+ 1)est vraie.

Exemple 1 :

Soit, (un) la suite numérique définie par :

1) Calculer u, et u,
2) Montrer par récurrence que :

3) Etudier la monotonie de la suite (un)

9

+1 =
" 6—u

n

u,=—1¢et u

(VneN): u, <3




4) On considere la suite (vn)déﬂnie par: v, =

a) Calculer v, et v,
Montrer que (vn)est une suite arithmétique. Préciser la raison et le premier terme.
b) Exprimer v, puis u, en fonction de 7.
5) Calculer en fonction de n la somme : S =v, +v, +...+v,
2) Limites de suites de références :

1) Limite finie d’une suite : Up

e On dit que la limite de la suite (u, ) . est le nombre réel [ si

n/nzn,

tout intervalle ouvert centré en [ contient tous les termes de .

la suite (u,),., & partir d’un certain rang. ¢

nzn, — LT U en Em RS 2o e e e = =

e On écrit lim u, =lou limu, =1 .

n—>+o0 .

2) Limite infinie d’une suite :

e On dit que la limite de la suite (u,),., est +00si tout intervalle de type ]A;+oo[7 ou A >0, contient tous les termes

nzny,

de la suite (u,),., & partir d’un certain rang.

n2ng,

On écrit lim u, =+ou limu, =40 .

n—>+0

e On dit que la limite de la suite (u,),., est —oosi tout intervalle de type]—oo; —A[, ou A >0, contient tous les termes

n2ny

de la suite (u,)

a partir d'un certain rang.

nng,
I . e La limite d’une suite numérique, lorsqu’elle
On écrit lim v, =—ooou limu, =—o0 . : .
n—>+0 existe, est unique.
3) Limite de suites de références : eSoit [€R,ona:
Soit p un entier naturel non nul, et @ un nombre réel. On a : lim(u, =1)=0< limu, =1 et
n—>+oo Nn—>+0
. a _ = _
o limn’ =+ ; limUn=40 et lim—=0 ; lim— | lmlu,~l|=0 limu, =1
n—>+0 Nn—>+00 n—>+0 1) n—>+0 \/_
o lim u, =+ < lim (—u,)=—o©
En particulier : e e
o limn=+0 | limn® =40 lim n® =400 . 'ﬁfﬁoun _OOQHZEZ’ZO( u,) =+ .
n—>+00 N—>+00 N—>+00
o limn=t0 lim A0 e Si u, =f(n) tel que fest une fonction
N—>+0 Y N—>+0 7o Jy I s
] ] ] ] numeérique définie sur un intervalle de type
o lim—=0 ; l’i’m—2=0 ;o lim—=0 ; lim—==0. ]A;+oo[etsi lim f(x)=1(tel que [eR,
n—r+0 n n—>+0 "’L Nn—>+00 ,\/E N—>+00 }\}/E T—>+0
. . . [ =+40ou [ =—0) alors: [i =1.
4) Suite convergente —suite divergente ou ou ) alors nlﬁﬁo Uy, =1
Soit (un)nzm, une suite numérique. e ’étude de la limite d’une suite numérique
e On dit que la suite (u,),,, est convergente sil admet une limite (1,),5,, se fait seulement quand 7 tend vers
finie. +oo donc on peut écrire lim u, au lieu de
e On dit que la suite (u,),., est divergente s’il n’a pas de limite ou i
- m u,
s’il admet une limite infinie. e
Exemple 2 :
D" +5n
Soit (u,),s,1a suite numérique définie par u, % Montrer que : ”li@o u, =5 .

5) Remarque : Opérations sur les limites des suites- Limite et ordre :

1) On admet que les opérations sur les limites des fonctions en 4o restent aussi valables pour les limites des
suites.
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2) Soit (u,),s, et (v,),s, deux suites numériques convergentes.

e Si a partir d'un certain rang on a :u, >v,, alors : limu, >limv, .

e En particulier : si a partir d’'un certain rang on a : u, >0, alors : limu, >0 .

1 5 , _onP=5n+1 _
Calculer les limites suivantes : lim — ——=+1 ; lim dn® —8n+3 : lim ——— ; lim Nnl=5n+3-n.
n—+0 7, 3 ,'I’L n—>+0 n>+o —n° +6n+7 N—>+0
T

Soit (u,)la suite numérique définie par u, =2 et pour tout neN: o = Eun + TR

1) a) Montrer par récurrence que : (VneN) u, >1.

1 . ’ ,
b) Vérifier que u,,, —u, = ——5(un —1) pour tout neN puis montrer que la suite (u,) est décroissante.

! 16
¢) En déduire que la suite (u,) est convergente.

2) Soit (v,) la suite définie par v, =u, —1 pour tout neN .

1 . .
a) Montrer que (v,) est une suite géométrique de raison % puis exprimer v, en fonction de n .

b) Montrer que u, = 1+(%) pour tout neN puis déterminer la limite de la suite (u,) .

3) Théoréme de la convergence monotone

Théoreme :
e Toute suite croissante et majorée est convergente.

e Toute suite décroissante et minorée est convergente.

R . c e d 5
On considere la suite (u,) définie par u, =— et pour tout neN: o ==—u +—.
4

n+ 4 2

1) Montrer par récurrence que : (VneN) wu, <2 .
2) Montrer que la suite (u,) est croissante.

3) En déduire que la suite (u,)est convergente.

4) Critéres de convergence

Propriétés :
o est un nombre réel strictement positif.

1) Soient (u,),., et (v,),s, deux suites numériques tels qu’a partir d’un certain rang on a : v, > au, .

e Si lim u, =+, alors : lim v, =+o0 .

n—>+00 n—>+00

e Si lim v, =—o0, alors : lim u, =—o0 .

n—>+o0 n—>+o0

2) Soient (v,),.,et (w,),., deux suites numériques convergentes et (u,),., une suite tels qu'a partir d’un

nzp n=q nng,

certain rang on a : v, <u, <w, .

e Si limuv, =1 et limw, =1, alors: limu, =1.

n—>+0 N—>+0 n—>+0

3) Soient (v,),., une suite numérique et (u,),., une suite telles qu’a partir d’'un certain rang on a :

u,—l|<av, .

e Si limwv,=0,alors: limu,=1.

n—r+0 n—>+0



|

On considére la suite (u,) définie par : u, = sm(g n)+n” +1.

1) Montrer que : (VneN) u >n’.
2) En déduire la limite de la suite (u,).

2
On consideére la suite (u,),,, définie par : u, = CO‘:(n ) 4
In
o 1
1) Montrer que : (VnEN ) ——4< u, <__4

& I

2) En déduire la limite de la suite (u,)

nx1"

On considere la suite (u,) définie par: u, =1+

1) Montrer que : (VneN") |u, —]| <z
n

2) En déduire la limite de la suite (u,) .

2ubidt

5) Limites des suites : (an )net (na )n: »

1) Limite de la suite (a”) :

Soit @ un nombre réel non nul.

eSi a>1,alors: lima" =+o.

Nn—>+00

e Si —I<a<l,alors: lima"=0.

n—>+0

eSia=1,alors: lima"=1.

n—>+o0

e Si a<—1, alors la suite (a") n’admet pas de limite.

2) Limite de la suite (n“) :

n

Soit a un nombre rationnel non nul.

e Si a>0,alors : lim n® =400 .

n—>+0

e Si a<0,alors: limn®=0.

n—>+0

Dans chacun des cas suivants déterminer la limite de la suite (u,):
1 n n n l _i
u, = — ; un=§ y U= _2 ;ou,=n? ;o u,=n“’.
2 3 2

Dans chacun des cas suivants déterminer la limite de la suite (u,):

2 342" 542" S
= — = : . = ; 'U,n='n/3—n3
57’1_2”

Soit [un nombre réel et (u,) une suite numérique vérifiant : (Vn € N) |un » —l| < k|un —l| ou ke ]0;1[ .
1) Montrer par deux méthodes que : (Vn e N) |un —l| <k" |u0 —l|

2) En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.



6) Limites de suites de la forme v, = f(u,) ou u, , = f(u,)

1) Limite de la suite (v,),,, tel que v, =f(u,):

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et (u,),., une suite numérique tel que :

nng,

u, € I pour tout n=n, .
(v,),5,, lav suite définie par : n>n, ; v, =f(u,).
Sic

e limu, =I.

o f est continue en [ . )_,_,(:JU Al g, )

.=n, €St convergente et sa limite est : lim v, = f(0) . P’?b @ .‘(‘LU

Alors la suite (v,)

7+ (—0.8)"} 4

Déterminer la limite de la suite (v,)définie par : v, = tan(

6+ (-0.8)" x
2) Limite de la suite (u,),., tel que u,, =f(u,): %’i k"""L"..h W
Théoréme : 4\’» ) \ﬁ
Soient I un intervalle fermé de R, et f est une fonction définie sur I . Dy 3 6"{4
< x \M‘rﬁ"-

Notons (uy)n, la suite définie par la relation up4q = f(uy).
Si: 1) up, €1; 2) f est continue sur I ; 3) f(D)cl ; 4) la suite (up)p, est convergente

Alors la limite de la suite (uy)p,est une solution de I'équation f(x) = x dans [
Remarques :
e Si les termes de la suite (u,)y, sont contenus dans un intervalle ouvert de la forme ]a; b[, ]—o0; a[ ou Ja; +oo[,
alors on choisit comme intervalle I respectivement [a; b], |—; a], ou [a; oo].
e Dans le cas ou 'équation f(x) = x admet plusieurs solutions sur I'intervalle I :
> Si la suite (up)y, est croissante, alors [ > uy, .
> Si la suite (up)p, est décroissante, alors [ < Uy, .
e Graphiquement, les solutions de I’équation f(x) = x sur Uintervalle I, sont les abscisses des points
d’intersection de la courbe (Cf) avec la droite d’équation y = x (appelée la premiére bissectrice), appartenant

a lintervalle I.

4x+2
T+3

Soit f la fonction numérique définie sur [ = [—1;2] par : f(z)=

On considere la suite numérique (u,) définie par u, =1 et u,,, = f(u,) pour tout neN.
1) Etudier les variations de la fonction f sur I .

2) Montrer que f(I)c1T .

3) Montrer par récurrence que : (VneN) —1<y <2.

~ —(u, +1)(u, —2)

4) Montrer que : (VneN) u,, —u
u, +3

n

5) Etudier la monotonie de la suite (u,) .

6) En déduire que la suite (u,)est convergente et déterminer sa limite.
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Résumé 4 : Suites numériques

Monotonie d’une suite numérique :
e Une suite (u,)

(Vnzn,) wu

est croissante si et seulement si

nzng

-u, 20 .

n+1

e Une suite (un)nmo est décroissante si et seulement si

(Vnzn,)) wu,, —u,<0.

n+1
e Une suite (Un)nmu est constante si et seulement si
(Vnzn)) u

Suite majorée-suite minorée-suite bornée :

U

n+l — “n °

e Une suite (un)an est majorée s’il existe un réel M tel que
(Vnz2p) u, <M.

e Une suite (Un)nzp est minorée s’il existe un réel m tel que
(Vn=2p) u,2m.

e La suite (Un)nzp est dite bornée lorsqu’elle est majorée et
minorée.

Suite arithmétique :

e Une suite (u,) est dite arithmétique s'il existe un

nzp

nombre réel T tel que : (Vn2=p) u, ., =u, +7.

n+1

. Le nombre 7 est appelé raison de la suite arithmétique
(un)HZp
(u,),5, est une suite arithmétique de raison 7
Quels que soit les entiers naturels p et ¢ on a
u, =u, +(q—p)7“ .
En particulier u, =u, +nr ; u, =u, +(n—1)r g

e Somme des termes consécutifs d'une suite arithmétique

u, +u,

u, +u,, +...tu, =(n—p+1)x”T

4 p+1
Suite géométrique :

e Une suite (u,) est dite géométrique s'il existe un nombre

nzp
réel ¢ tel que: (Vn>p) u, ., =qu, .

Le nombre ¢ est appelé raison de la suite géométrique (un)m

(u,),5, est une suite géométrique de raison ¢
Quels que soit les entiers naturels n et pona u, =u,xq"™".
: . _ noo, - n—1
En particulier v, =u,xq¢" ; u, =u,xq" .
e Somme des termes consécutifs d'une suite géométrique de

raison q # 1

n—p+1

1-¢
1-¢q '
Limite de la suite (a”) :

u, +u

p Tl +otu, =u, X

Soit @ un nombre réel non nul.

eSi a>1, alors: lima" =+ .

n—>+oo
eSi —I1<a<1,alors: lima"=0.
n—>+00
eSia=1,alors: lima"=1.

n—>+0

e Si a<—1, alors (a") n’admet pas de limite.
n

Limite de la suite (n“) :

n

Soit & un nombre rationnel non nul.

eSi >0, alors: limn” =+o0 .

n—r+o

e Si <0, alors: limn®=0.

n—r+0w
Suite convergente —suite divergente :
Soit (u,),., une suite numérique.

n2ng

¢ On dit que la suite (u,),., est convergente s’il admet une

121
limite finie.
e On dit que la suite (u,),., est divergente 8’il n’a pas de

n2ng

limite ou s’il admet une limite infinie.
Critéres de convergence :

1) Soient (u,),s,, et (v,),s,deux suites tels qu’ & partir d’'un

certain rang ona : v, 21U, .

e Si lim u, =+, alors : lim v, =+o0 .

n—>+o0o n—>+o

e Si lim v, =—o0, alors : lim u, =—o0 .

n—>+w n—>+w0

2) Soient (v,),.,et (w,),s, deux suites convergentes et

nzp nzq

(w,),5,, une suite tels qu’a partir d’un certain rang on a :
v, Su, Sw, .

eSi limwv, =1 et limw,=1,alors: limu, =1.

n—>+o00 n—>+owo n—>+0

" . . .
3) Soient (v,),s, une suite numérique et (u,),, une suite telles

38 s . ) _
qu’a partir d’'un certain rang on a : |un l| <v, .

eSi limv, =0, alors: limu, =1.

n—>+0 n—>+0
Théoréme de la convergence monotone :
e Toute suite croissante et majorée est convergente.
e Toute suite décroissante et minorée est convergente.
Limite de la suite (v,), ., tel que v, = f(u,):

nzny

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et (u,),., une

n2ng
suite numérique tel que :

u, €I pour tout n=>n, .

(Un)nZn,, la suite définie par : n2=n, ; v, = f(u,) .

Si:

o limu, =1

n—r>+w

e fest continueen [ .
Alors la suite (v,)

limwv, = f(l) .

n—>+0

en, €St convergente et sa limite est :
Limite de la suite (v,),., tel que u, = f(u,):
Soient I un intervalle fermé de R, et f est une fonction

définie sur I avec.

Notons (un )n la suite définie par la relation u,,, = f (un )
Sic:

1) u, €l ;2) f estcontinue sur [ ;3) f(])c] ;4) la
suite (un )m est convergente.

Alors la limite de la suite (un) est une solution de ’équation
N

f(x) =1z dans [

52



3
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Suites numériques

Série 4 Lycée qualifiant : Almajd

Matiere : Mathématique

Exercice 1 :

Soit (un) la suite numérique définie par :

u,=—1et u

n+1 =
—U

n

1) Calculer u, et u,

2) Montrer par récurrence que :

(VneN): u, <3
3) Etudier la monotonie de la suite (un)
4) On considere la suite (’Un)déﬁnie par: v, =———
u, =3

a) Calculer v, et v,

b) Montrer que (’Un ) est une suite arithmétique.

¢) Exprimer v, puis U, en fonction de 7.
5) a) Calculer en fonction de n la somme :

S, =v,+v,+...+v, .
b) En déduire la limite : lim S, .

N>+
Exercice 2 :

On considere la suite (un) définie par u, =1 et pour
_3u, +2

tout TLEN: un+1 —unT

1) Montrer par récurrence que : (VneN) I1<u <2.

2) Montrer que :

(Vn S N) U, —u = _(un + 1)(un _2)
n+1 n .

u, +2

3) Etudier la monotonie de la suite (1, ).
4) En déduire que la suite (un) est convergente.

Exercice 3 :

On considere la suite (un) définie par u, = g et pour

n

3
tout ne N : U, :u5+2u 4

1
1) Montrer par récurrence que : (VneN) 0<u, < 1

2) Etudier la monotonie de la suite (un) .
3) En déduire que la suite (un) est convergente.

Exercice 4 :

On considere la suite (un)nzl définie par :

1) Montrer par récurrence que : (VneN") o > Jn .

2) En déduire la limite de la suite (%, ),

Exercice 5 :

Calculer lim u, sachant que :
n—>+0

A

Exercice 6 :
Soit (u,) la suite définie par : u, =2 et pour tout n € N |
_2u, +1
n+l m :

1) Montrer par récurrence que (VneN) wu, >1

1
2) Montrer que (VneN) wu —1< g(un —1)

limite.
Exercice 7 :

u, =—1
Soit (u,) la suite définie par : (Vn € N)Z

On considere la suite (’Un) définie par :
3
(VneN):v, =, T

1) Montrer que (v, ) est une suite géométrique.
2) Exprimer v, puis U, en fonction de n .

3) En déduire lim v, et lim u, .

N—>+0 n—>+o0
Exercice 8 :
Soit f la fonction numérique définie sur I = [1; 2] par :
Sr—1
f(z)= :

z+3
1) Montrer que f est strictement croissante sur / .

)
2) Montrer que f(I)c 1 .
3) Montrer que : (Vzel) f(z)<z.
)
)
)

4) Montrer par récurrence que : (VneN) 1<y <2.

5) En déduire que la suite (un) est décroissante.

1
u, —1

7) On pose pour tout n € N: v =

n

a) Montrer que (Un) est une suite arithmétique dont on
précisera la raison et le premier terme.

b) Exprimer v, puis «, en fonction de n .

¢) Retrouver la valeur de la limite de (u,) .

Exercice 9 :
On considere la suite (un)nz1 définie par :

1 1 1

= + +. Ea——
! \/n2+1 \/n2+2 n’+n

D <y <—2
\/n2+n \/n2+1

2) Déterminer la limite de la suite (un)nzl'

U,

1) Montrer que : (Vn e N")

1 n
3) Montrer par récurrence que (VneN) u —1< (Ej .

4) Montrer alors que la suite (un) est convergente et calculer sa

u,,, =ou,+3

6) En déduire que (un) est convergente et déterminer sa limite.




Prof : Aissa HIYAB
Niveau : 2BACSPF-2BACSVT

Série 4

Suites numériques

Lycée qualifiant : Almajd
Matiere : Mathématique

Exercice 10 :

Soit f la fonction numérique définie sur [ = [0;8] par :
3
f(.l?) = ZIIZ +2.

On consideére la suite numérique (u,) définie par u, =0 et
u,,, = f(u,) pour tout neN.
1) Montrer que f(I)c 1 .
2) Montrer par récurrence que : (VneN) 0<u, <8.
3) Montrer que la suite (u,) est croissante.
4) En déduire que (u,) est convergente et déterminer sa
limite.
5) On pose pour tout neN: v, =u, -8§.
a) Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on

précisera la raison et le premier terme.
b) Exprimer v, puis u, en fonction de n .

¢) Retrouver la valeur de la limite de (u,) .
Exercice 11 :
On considere la suite (u,)
_ou, —4
1+ u,

définie par u, =5 et

nx1

un+1

1) Montrer par récurrence que : (VneN") u, >2.

2) Soit (v,),,la suite numérique définie par :

3 .
v, = p pour tout entier naturel non nul.

. 1+
a) Montrer que : (VneN") v, = Uy

n

et montrer

que (v,),.,est une suite arithmétique de raison 1.

b) Exprimer v, en fonction de n et déduire que
(VneN) u =2+2 .
n

¢) Déterminer la limite de la suite (u,)

n=1
Exercice 12 :
Soit (u,) la suite numérique définie par u, =13 et

1
U, =

n+1 Y

pour tout neN: u, +7 .

1) a) Montrer par récurrence que : (VneN) u, <14 .
2) Soit (v,) la suite définie par v, =14 —u, pour

tout neN.
a) Montrer que (v,) est une suite géométrique de

. 1 . . .
raison 5 puis exprimer v, en fonction de n .

b) Déduire que u, = 14—(%) pour tout neN puis

déterminer la limite de la suite (u,)

4) Déterminer le plus petite entier naturel n tel que
u, >13.99 .

Exercice 13 :
Soit (un) la suite numérique définie par :
u, =1
v : , .
( ne N) un+1 = 2
(1 +.Ju, )
1) Montrer que : (Vn € N): u, >0.

2) a) Vérifier que (Vn GN): L <1I.

2
(1 + 1, )
b) En déduire que la suite (u,) est décroissante puis qu’elle
est convergente.
3) On considere la suite (1/") définie par (Vn € N): v, =
a) Montrer que (U") est une suite arithmétique.
b) Exprimer v, en fonction de 7, puis montrer que :
u = 1
" (n+ 1)2

¢) En déduire lim u, .

n—r+o0

Exercice 14 :

Soit (un) la suite numérique définie par %, =4 et pour
_4u, -3

= —u .

n

tout neN:

n+1

I 1) Calculer u, et u,

2) Montrer par récurrence que : (VneN) u >3.

)
—(Unp—1)(up—3
3) Montrer que : (Vn €N)  upq —u, = w
n
4) Montrer que la suite (un) est décroissante et en déduire
u

qu’elle est convergente.

n

IT 1) Montrer que : (VneN) u, —3Sé(u —3) .

2) Montrer que : (VneN) u, —3< (éj :

3) Déterminer lim u, .

n—>+w

u, —3
ITT On pose pour tout n€N: v =

n

u, —1

1) Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on précisera
la raison et le premier terme.

2) Exprimer v, puis u, en fonction de 70 .

3) Retrouver la valeur de la limite de (un) .

v

4z—-3
Soit f la fonction définie sur [ = [3; +OO[ par . f(z)=

1) Etudier les variations de la fonction fsur I .

2) Vérifier que (VneN) wu ., = f(u,).

4) Vérifier que : f(I)c 1 .

)
)
3) Montrer par récurrence que : (VneN) u, >3 .
)
5) Retrouver la valeur de la limite de (u, ) .
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1) Définition d’une fonction primitive :

Activité 1 :

Soient f et F les fonctions définies sur R par f(z)=152"+2zx+1et F(z)=52" +2° +2-3.

1) Montrer que . F .est dérivable sur R et pour toutze R, F'(z)= f(z) .

2) Donner deux autres fonctions G et H dérivables sur R et tels que (VzeR) G'(z)=H'(z)=f(z) .
Définition :

Soient f et F deux fonctions définies sur un méme intervalle [ .

On dit que . F . est une primitive de f sur I, si: F est dérivable sur I et pour toutzel, F'(z)= f(z) .
Théoréme 1 (admis) :

Toute fonction continue sur un intervalle I admet une primitive définie sur I .

Exemple 1 :
Dans chacun des cas suivants vérifier que F' est une primitive de f sur l'intervalle I .

1) f(z)=2'-122"+3, F(z)=é$5—4$3+3x+2 et I=R.
) J@ =2~ F@) =6 -8 et 1=]054]

3) f(x)=tan’(x) - cos(x) + sin(z) — % , F(x)=tan(z) —cos(z) — sin(x) + s_ z et [= }—% g 0[ :
T z

Solution :
1) e On a: F est une fonction polynéme donc elle est dérivable sur R .
e Pour tout zeR ona:

F'(:c)z(éf 4 +3x+2] :é(xs)'—4(x3)'+ 3(z)'+ (2)':é(5x4)—4(3x2)+3x(1)+(0)=x4 1247 + 3= f(2). Donc F est

une primitive de fsur R.

2) e Ona: F est dérivable sur I = ]0;+oo[ car les fonctions > {/z et >z sont dérivables sur] .
e Pour tout z€l ona: F'($)=(6¥/;—8\/E)/=6(i’/;)/—8(\/;)/=6x(§€/x_2] ( j 2\/_ = f(z) .

Donc F est une primitive de fsur [ .

3)eOna: F est dérivable sur [ =}—%;0[ .car les fonctions x> tan(z) , z+> cos(x)et x> sin(x)sont dérivables surl .

2

e Pour tout zel ona: F'(z)= [tan(x) —cos(x) — sin(z) + 8 x 1 x) = (1 +tan® (x)) —(—sin(z))—(cos(z))+8x (—ij -1
T T

=tan’ () — cos(z) + sin(z) —;;2 = f(z) .Donc F est une primitive de fsur I .

Application 1 :

Dans chacun des cas suivants vérifier que F' est une primitive de f sur l'intervalle I .

1) f(x)=2:c+i2, F(:E)sz—l et I =]0;+00[ .
T xz
2) f(x)=(24x2+12)(23:3+3x—1)3 F(r)=(22" +37-1)" et =R .

3) f(#)=————, F(r)=——— et I:]l;+oo[ )

( 1)“ € 1)3

4) f(x)=g4(3:2+1)3 CF@) =47 +1 et I=R .

5) f(x)z—i?cos(i), F(a:)zsin(l) et I=]-o0;0[ .
T T

2
( :c—6) r—z—06

f(2) = 243" + (20 + 3) =22

6) f(z)=—

152"

o F(z) = (20 +3)V32° et T=10;+[ .
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Application 2 :

1) Justifier que la fonction f: z+> 2 — 32+ 2admet une primitive F sur R .

2) Donner le sens de variation de F' sur R.

Application 3 :

2
1) Déterminer l'ensemble de définition de f telle que f(z) =2z;2$2 .
(z+2x2+1)
, . . e ar+b
2) Déterminer a et b pour que f admette une primitive F telle que F (x):()—l'
" +r+

2) Primitives d’une fonction continue :
Activité 2 :
Soit. f la fonction définie sur [0;7z] par : f(z)=sin(2x) .

. o , o , 1 . ,
1) Montrer que l'expression générale d'une primitive F' de [ est F(z)= —5003(213) +c¢ ou ¢ est une constante réelle.

2) a) Déterminer une primitive F' de f tel que F(0)=-1.

b) Existe-il une autre primitive G de f tel que G(0)=-1 ?
Théoréme 2 :
Soit f une fonction qui admet une primitive F' sur un intervalle I .
e Toute fonction G définie sur I par G(z)=F(x)+c ou c est un réel, est une primitive de f sur I .
o Les primitives de f sur I sont de la forme : 2+ F(z)+c¢ ou c¢ est une constante réelle.
Théoréme 3 :

Pour tout z,elet y, R, il existe une unique primitive F de f sur I vérifiant : F(z,) =y, .

Exemple 2 :
Soient f une fonction continue sur un intervalle I et F' une primitive de f sur I.

1) Montrer que la fonction G définie sur I par G(z)=F(z)+cou cest un réel, est aussi une primitive de f sur I.
2) Montrer que si H est une primitive de f sur I alors la fonction H —G est constante sur I .

Solution :
1) Soit ce un réel
Puisque F' est dérivable sur I, alors la fonction G tel que z+ F(z)+c est dérivable sur I .

Pour tout zelona: G'(z)=(F(z)+c)' =F'(x)+0=F'(z)

Or: F'(z)=f(x)car F est une primitive de f sur I, alors (Vzel) G'(z)= f(z) .

2) Soit H une primitive de f sur [

Donc H est dérivable sur I , (Vzel) H'(z)= f(z) et la fonction H -G :z+> H(z)—G(z) est dérivable sur I .
Pour tout zelona: (H-G)'(z)=(H(z)-G(z) = f(z)- f(x)=0

Donc la fonction H —G est constante sur I .

Autre méthode :

On a H est une primitive de f sur/, donc il existe un réel ¢' tel que pour tout zel, H(z)=F(z)+c".
Donc pour tout ze1, (H—G)(x) =(H(:v)—G(x))'z(F(:c)+c)—(F($)+c')=c—c' .

D’ou la fonction H —G est constante sur [ .

Exemple 3 :

Soient fet F les fonctions définies sur J0;+oo[ par : f(z) =z —zet F(z) =§ZE T —éxg .

1) Montrer que F' est une primitive de f sur ]O;+00[.

2) Déterminer la primitive G de f sur |0;+o[ telle que G(I)=2 .

Solution :

1) e Ona: F est dérivable sur ]0;+o0[ car les fonctions x>z, 7+ vz et > 27 sont dérivables sur .

. N 1, /_2 S ALY
e Pour tout xe]0,+oo[ ona: F(x)—[gu’v :C—EI J _E(x\/;) —5(33 )
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:%((az)'x 117+£L’X(\/E)I)—é(2$)=§(1X\/;+$X2\1/;]—13
=g(\/;+£]—x=§x3\/_

3 5 2$—:c= z—z=f(x).

Donc F est une primitive de fsur I .

2) Soit G une primitive de fsur I .
e Donc il existe un réel ctel que G(z)=F(z)+c¢ c’est-a-dire G(x) =§1} x —éxQ +c.

eOna: G(1)=2<:>31\/I—112+c:2@c=2—g—i@c=E .
3 2 3 2 6

Application 4 :

Soit f la fonction définie par f(z)=sin(z) .
1) Donner la forme générale d’une primitive de f sur R.

2) Déterminer la fonction primitive F de f sur R telle que F(0)=2.
. 1
3) Déterminer la fonction primitive G de . f . sur R telle que G(%) = S

3) Fonctions primitives de somme de fonctions :g4
Activité 3 :

Soient fet gsont deux fonctions dérivables sur un intervalle I .

1) Montrer que les fonctions f et gadmettent des primitives sur [ .

2) Soient F' et G deux primitives respectives de fet gsur I .

a) Montrer que la fonction F +G définie sur I par : (F +G)(:17) = F(z) + G(z) est une primitive de la fonction f+g¢ sur

I.
b) Soit @ € R, montrer que la fonction aF définie sur I par : (aF )(ZU) = F(x) est une primitive de af sur I .
Théoréme 4 :
Soient et f deux réels.
Si F' et G sont deux primitives respectives de f et sur un intervalle [, alors :
e F+G est une primitive de la fonction f +g¢ sur I.

o aF + G est une primitive de la fonction af + fg sur I .

Exemple 4 :
Soient fet ¢ les fonctions définies par : f(z)=cos(z)et g(x) =i2 .
z

1) Déterminer une primitive F de f sur R.
2) Déterminer une primitive G de g sur ]0;+oo[.
3) En déduire une primitive de la fonction 2f +3¢g sur ]0;+oo[.

Solution :
1) On sait que la fonction F tel que F(z) = sin(z) , est dérivable sur R et pour tout ze R, F'(z) = f(z) .

Donc F est une primitive de f sur R.
1

2) On sait que la fonction G tel que G(z)=—— , est dérivable sur |0;+o[ et pour tout z e |0;+oo[ , G'(z) = g(z) .
T

Donc G est une primitive de ¢ sur ]O;+OO[ .
3) On a la fonction F est une primitive de f sur R, en particulier F' est une primitive de f sur ]0;+oo[ .
Or la fonction G est une primitive de ¢ sur ]0;+oo[ .

Donc la fonction 2F + 3G une primitive de la fonction 2f +3g sur ]0;+oo[.
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Application 5 :

Déterminer, dans chaque cas, une primitive de f sur I'intervalle I .
1) f(z)=—-2cos(z)+5sin(z) et I=R .
2) f(z)=—-22"+3z et I=R.

3) f(:n)z;—f+% et I=10;+00 .

4) f(z)=cos(2z)+sin(3z) et =R .

5) f(z)=4+4tan’(z) et I:}%;g[ .

6) f(:c)zg%—% ot I=[47].

4

Application 6 :
Soit. f la fonction définie par f(x)=2sin(3x)+ 3cos(2x) .

1) Déterminer une fonction primitive de f sur R .

2) Déterminer la fonction primitive G de f sur [—ﬁ;ﬁ]telle que G(0)=-1.
4) Fonctions primitives des fonctions usuelles :
Activité 4 :

Soient f, get hles fonctions définies respectifs sur les intervalles [ =]0;+oo[, - ]—00;0[ et K :}—g;%{ par :

1 1

f@=r ; g@)=-= ; he)=—F—~.

T cos” (z)

1) Vérifier que les fonctions f, get hadmet des primitives sur I, J et K respectivement.
2) Montrer que les fonctions F, G et H définies respectifs surl, Jet K par :

1

1 :
F(x)= x3 1 p g(x)==+2; h(z)=tan(z)—4, sont des primitives de f, get h respectivement.
x

£+1
3

Primitives des fonctions usuelles

a un nombre réel, neN" et reQ"\{-1} .

Dans le tableau ci-dessous F désigne une primitive de la fonction f sur un intervalle [ de R .

F
f(=) (z) i e Les primitives de la
0 c R .
fonction z > u'cos(u) sur
a ar R
1 I sont les fonctions
.TT —.Z'T+1 ]0+OO[ .
r+1 y x> sin(u) +c
1 e Les primitives de la
= 1 : : . ,
T — 10; 40 ou J-o0;0[ fonction z > w'sin(u) sur
I sont les fonctions
1 _
T N ]0;+Oo[ x> —cos(u)+c
° e Les primitives de la
sin(x) —cos(z) R ) .
fonction z > u'(az + b)
o) el R sur [ sont les fonctions
2 1
1+tan” (x) tan(z) R z —u(az+b)+c
a

Opérations sur les fonction primitives

a, b et a des nombres réels et TGQ*\{—I} .
Dans le tableau ci-dessous F désigne une primitive de la fonction f sur un intervalle I .

Si w et v sont deux fonctions dérivables sur I alors :



f F Conditions
u'+v' u+v e u et v sont dérivables sur
axu' au e 1y est dérivable sur I
uXv+uxo' UXV e 1y et v sont dérivables sur [
UXV—uxv' U e 1y et v sont dérivables sur [
v’ v o (Vzel) v(z)#0
' 1 e 1y est dérivable sur I
W’ u 3 (‘v’xe[) u(z) #0
1 :
uwxu —u™ e u’ est définie et dérivable sur I
r+1
u' e 1 est dérivable sur [
_— 2 \/E
Ju ° (‘v’xe[) u(x) >0
-
u' J_ e 1 est dérivable sur [ , j
28u
Ju"! o (Vzel) u(z)>0 .
0" e 1 est dérivable sur [
— In(lu]) 2
u o (Vzel) u(z)+0 k)

Exemple 5 :
Soient a et b des nombres réels tel que a#0 .

1 .
1) Vérifier que la fonction F':z+> —sin(ax+b)est une primitive de f:z+> cos(az+b)sur R .
a

2) Vérifier que la fonction G:z+> —=cos(az +b) est une primitive de g:z > sin(ax +b) sur R .
a

3) En déduire une primitive sur R de chacune des fonctions het k définies par : h(z) =cos(2z) et k(z)=sin(3z) .

Solution :
1)@ On a: F est dérivable sur R car les fonctionsz > az+b et z > sin(z)sont dérivables surR .

e Pour tout zeR ona:
, 1 "1 )1 S 1
F'(z)=| =sin(az +b) | ==(sin(az+b)) = —((aa: +b)" x sin’ (azx + b)) =—(axcos(az+0b))=cos(az+b) = f(z) . Donc F est une
a a a a
primitive de fsur I .

2) e On a: G est dérivable sur R car les fonctionsz > az +b et x> cos(x) sont dérivables surR .

e Pour tout zeR on a:
/
G'(x)= (l cos(ax + b)) = i(cos(aac +b) )/ = l((az +b) xcos' (az+ b)) = l(a x (—sin(az + b))) =—sin(ax+b) = g(x) . Donc G est
a a a a

une primitive de gsur [ .

3) D’apres les questions précédentes on déduit que :

e La fonction H:zmH> ész’n(2az) est une primitive de Az cos(2z)sur R .

e La fonction K:z+> —écos(&’x) est une primitive de k:z > sin(3z)sur R .
Exemple 6 :
1) Vérifier que la fonction f définies par : f(z)=tan’(4z) admet une primitive sur}—%;%[ .

2) Déterminer une primitive de f sur }—%,%[ .

3) En déduire la primitive G de f sur —Z;Z telle que G(i):—Z .
8 8 16 4
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Solution :

1) On sait que la fonction u:x > tan”(x)est continue sur.J = }—%,g[ et la fonction v:z > 4z est continue sur R, en

particulier sur [ = —Z;Z .
8 8

Or U(I) c J (facile a vérifier), alors la fonction f=wuovest continue sur [ = }—Z;z{ .
2) On sait que pour tout = e }—%,%[ : (tan(4x))/ = (4x) % (tan/ (4x)) =4x (1 +tan’ (4:1:)) =4 +tan’(4z) =4+ f(z)

Donc la primitive de f sur }—%,%[ est la primitive de z > (tan(4x))/ —4 sur }—%,%[ .

Ou encore la primitive de z > (tan(4z) —41:)/ sur }—%,%[ .

D’ou une primitive de f sur }—%,%{ est la fonction F définie par :

F(z) =tan(4z) — 4z . < La fonction hest une primitive

[ de la fonction h'.

3) Soit G une primitive de f sur }—Z;Z

§ 8

e Donc il existe un réel ctel que G(z)=F(z)+c c’est-a-dire G(z) =tan(4z) —4z+c .

eOna: G(l):—than(4£)—4£+c=—£<:>c=—1.
16 4 16 16 4

D’ou la primitive G de f sur }—%,%{ telle que G(%) = —% est définie par : G(z) =tan(4dz)—4z—1.

Exemple 7 :
Déterminer une primitive sur ]O;+oo[ de chacune des fonctions f, ¢, het k définies par :

f(x):_%a g(x):%y h(x)=£/$_2 et k(_ﬁ):mi?

Solution :
Soit a:e]();+oo[ )

«Ona: f(w)=—%=—2(ﬁj=—2(\/;)/ :

D’ott une primitive de f sur ]0;+00[ est la fonction F définie par : F(z)= NI

1
eOna: g(x)z%z;ﬁ .

1 ,i+1 .
Donc une primitive de ¢ sur ]0;+00[ est la fonction G définie par : G(z)= 7 z3 —
—+1 4
2
eOna: h(x)zi/:c_2=x5 .
L. . Lo 1 %” 557
Donc une primitive de h sur ]0;+oo[ est la fonction H définie par : H(z)= 5 x° ==Alz" .
—+1
5
1
eOna: k(z)=$—7 .
Donc une primitive de k£ sur ]0;+oo[ est la fonction K définie par : K(z) =%z‘7” :_6% )
-7+ T
Exemple 8 :

Déterminer les primitives F' sur I de la fonction f dans chacun des cas suivants :

1) f(z)=62"+22-5 et [=R %) f(x):1+2\1/; et [=10;+o0]
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2r+1

3) f(x)z—3 et I= ]—oo;O[ 4) f(x)zm et I=R
5) f(w)=m et I:E;+OO[ 6) f(x)=@2z+1)° et =R
2(z+1) B cos(\/g)

7) f(z)= et I=[1:4]

——— % et I=R. ) =
Nt +2z+4 ¢ 8) J() Jz

Solution :
1) e Soit zel,on a: f(z)=6z" +2m—5=($6+x2—5x)/ .

e D’ot1 une primitive de fsur I est la fonction F définie par : F(z)=2° +2° - 52

2) e Soit zel,ona: f(z)= 1+— (g;+f)

2z

e D’oul une primitive de fsur I est la fonction F définie par : F(x)= 4z .

/ /
4 1 1 5 1
3) @ Soit zel,ona: f(r)=—=4x—=4x o =dx| —— | .
) /(@) e z’ (—3+1 j ( 2$2j

e D’oll une primitive de fsur I est la fonction F définie par : F(z) =4><(—2L2J=—% .
x x
2 ' /
4) e Soit zel,ona: f(z)= 22x+1 == (a:o +z+3)‘) =(— 5 ! ] .
(z"+2+3) (" +z+3) r+x+3
e D’oll une primitive de fsur I est la fonction F définie par : F(z) =(—2;j .
' +xT+3
5) @ Soit ze€l,ona:
502 / ;
@)= —t 1,222y 1 <(50-2) (a-2)° =1 ( ! 5$—2)‘3”] S DUV S
(5r-2) 5 (br-2)° 5 5 \=3+1 10 (5z-2)
e D’otl une primitive de fsur I est la fonction F définie par : F(x) =—;‘) .
10(5z—2)°

6) ® Soit zel,ona: f(a:):6x5+2x—5=(m6+m2—5$)/ :

e D’oll une primitive de fsur I est la fonction F définie par : F(z)=2"+2° -5z
1 / 1( 1 "1 :
7) e Soit zel,ona: f(r)=Qz+1)°’ ==(22+1) 2z+1)°= =| —Qz+1D)"" | =| —(2z+1)" |.
) f(@)=( ) 2( ) ( ) 2(6+1( ) 14( )

. ' 4 1 ]
e D’oul une primitive de fsur I est la fonction F définie par : F(x)= ﬁ(2x+ N .

cos(\/_) 1
NN e

e D’oll une primitive de fsur I est la fonction F définie par : F(z)= 2sin(\/;) .

8) e Soit zel,ona: f(z)=—a=—"xcos([z)=2x

Application 7 :

Déterminer les primitives sur I de la fonction f dans chacun des cas suivants :

1) f(a:)=i2+3in(z) et [:]—oo;()[ 2) f(z)=cos(2z) —sin(2z)+1z° et =R
3) f(z )——1 et =140 4) f(x)=Q2z-1)(z° —z+7) et I=R
(3 2 )2 1
. C) - _ tan’(2) NN
5) f(x)—m et =R 6) f(x)—casg(z) et 1_} 2,2{
7) f(z)= ﬁ et I=]2;+OO[ 8) f(x):2\/§+z—:;;1 et [:]0;+oo[

X cos(«/;) =2x (\/;)/ x cos(«/;) = 2(sz'n(\/;))/ .
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Résumé 5 : Primitives
Soient f et F deux fonctions définies sur un méme intervalle I .
e On dit que F est une primitive de f sur I, si: F est dérivable sur I et pour toutzel, F'(z)= f(z) .
e Toute fonction continue sur un intervalle I admet une primitive définie sur I .
Soit. f une fonction qui admet une primitive F' sur un intervalle I .
e Les primitives de f sur I sont de la forme : z+> F(z)+c ou ¢ est une constante réelle.

Primitives des fonctions usuelles

Dans le tableau ci-dessous F désigne une primitive de la fonction f sur un intervalle [ de R .

e F(x) I
0 c R
a ax R
. . I :
T reQ\{-1} . —7° 10;4+00]
1
=l 1

In(e))
sin(z) —cos(x)
cos(z) sin(z)

1+tan’ (z) tan(z)
e’ e’

Opérations sur les fonction primitives

Dans le tableau ci-dessous F désigne une primitive de la fonction f sur un intervalle [ .

Si uw et v sont deux fonctions définies sur I alors

f F Conditions
u'+v' uU+v e u et v sont dérivables sur I
axu' au e u est dérivable sur /
u'Xv+uxo' UXV e .u.et v sont dérivables sur [
UXU—UuUXD" u e u et v sont dérivables sur I
v’ v o (Vzel) v(z)#0
u' 1 e u est dérivable sur [
uw u ° (V:re[) u(x) =0
u'xu” re Q*\{—l} . ﬁur” e ' est définie et dérivable sur I

e 1y est dérivable sur I
° (V:re[) u(x) >0

u' - e 1y est dérivable sur I
neN nilu
Ju"! o (Vzel) u(z)>0
u' e 1y est dérivable sur I
— ln(|u|)
u o (Vzel) u(z)#0

u'e e" e 1y est dérivable sur I
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Prof : Aissa HIYAB Série 5 Lycée qualifiant : Almajd
Niveau : 2BACSPF-2BACSVT Primitives Matiere : Mathématique

Exercice 1 :

On considere les fonctions f, F et G définies par : f(z)= —xé , F(z) =é+ let G(z)= é —-1.

1) Vérifier que f est continue sur ]-o0;0[ et sur ]0;+o0]

2) Montrer que F est la primitive de f sur ]—oo;O[S’annulant en un réel a que 'on précisera.

3) Montrer que G est la primitive de f sur ]O;+oo[s’annulant en un réel b que 'on précisera.

Exercice 2 :
Déterminer la primitive F' de f tel que F(z,)=y, dans chacun des cas suivants :

1) f(x)=3x2(x3+4)2; {%ZO 2) f($)=(2$+1)(332+z‘+1)2; {

y0:1-

z,=0 2zr+1
2, 4) f(=) %
(3x+1)d ’ y0:§ (x +x+1)

z, =1

y0=2.

3) f(:z:)z

5) f($)=sin(2x—§j - ]

Yo =

7) f(z)=%3z+2 ; {x =2

Z/n:_l .

Exercice 3 :
o —11z° + 20— 10
(z-2) '
G
(z—2)°

Soit f la fonction définie sur ]2;+o0[ par: f(z)= 2

1) Déterminer les réels a, bet ctel que : f(z)=ar+b+

2) En déduire une primitive de f sur ]2;+o0] .

Exercice 4 :
Déterminer les primitives F sur I de la fonction f dans chacun des cas suivants ;

1) fz)=~z+1 et I=]0;+00] .
2) f(z)=avaz’+1 et I=R .
3) f(z)=(z—3)Na’ -6z et I=[6;+o0[ .

4) f($)=(172+1)7(:5+éJ et =R .

5) f(x):x—é /32%: ot 1=]0;400] .

2024

6) f(z)=z(z+1)

7) fle)=—2H

NPy

Exercice 5 :

et =R (on pourra vérifier que : f(z)=(z+1)"" —(z+ 1)2024 ).

et I =]1;+[ (on pourra écrire f(z) sous la forme : f(z)=avz—1+——

2+ 2z

Soit f la fonction définie par : f(r) =—— .
(z+1)

1) Déterminer les réels aet btels que pour tout zeD,: f(z)=a +W .
T+

5

2) En déduire la primitive F de f sur |-1;+o] tel que F(I)= p
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Exercice 1 (Etude de fonctions)

On considere la fonction f définie sur [0;+oo[ par : f(x)= x(\/; —2)2
1) Etudier la continuité de f sur [0;+0]
2) Etudier la dérivabilité de f & droite en 0 puis interpréter le résultat graphiquement.
3) a) Montrer que (Vz € ]0;+[) f'(z) = 2(&—1)(6—2)
b) Dresser le tableau de variations de f
c¢) Dresser le tableau de signe de f
d) Montrer que I'équation f(z)=xz-2 admet une unique solution & dans 'intervalle ]1;4[
4) Soit g la restriction de f sur I'intervalle [4;+00[
a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~ définie sur un intervalle J a déterminer.
b) Dresser le tableau de variations de g~

¢) Calculer g(16) et déduire (g_l )/ (64)

5) a) Montrer que (Vze J): g '(z) =(1+\/1+\/;)2

/
b) Déterminer par deux méthodes 'expression de (g‘l) (z) pour tout ze J

6) Calculer lim f(z) et lim /) puis interpréter le résultat obtenu graphiquement.

T+ T>+0

7) Etudier la concavité de (C;) et montrer que (C;) admet un unique point d’inflexion I a déterminer.

)
)

8) Déterminer les points d’intersection de (C;) avec les axes du repere.
)

9) Tracer (C;) et la droite (A):y ==z dans le méme repere orthonormé (O;g; 3) on donne f(9)=9
10) Tracer (Cy,,) dans le méme repere précédent.
11) Résoudre graphiquement : f(z)=z ; f(z)<zet g '(z)=4

Exercice 2 (Suites numériques)

Exercice 22 de la série 4
Exercice 3 (Primitives)

Déterminer une primitive de la fonction f dans les cas suivants :

1) f(z)=82"-52"-32+2 | 2) f(z)=%x+7 3) f(z)=5x 4) @) =Lxin()
T T

o) @) =costa@)sin’() 1 6) f(@)=—tan’(2) M) )= 9 f)= s

9) f@)=3x—x 10) f(z)=az* +4 1) fla)=—22L | 12) f(2)=tan(z)

+r+4

3 2 2 15) j
32 1) 1) = 16) /()=
A ) /@) ($2 +1)\/x2 +1 32° +2x T

J0)= (xg + 17 +5)2

1

13) f(2)= 1
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Sheures

Le soin et la rédaction seront pris en compte dans la notation. Faites des phrases claires et précises.

Exercice 1 (8pts)
Soit f la fonction définie sur R par : f(z)= ( N +4)
f (17)

1) a) Vérifier que lzm f(x) +oo et lim ——=

b) En déduire la branche infinie de (Cf) AU VOISINAZE A€ —00 ...ovviees et s s s e en s snnen .
-2

1+ fl + ig
x

b) En déduire la branche infinie de (Cf) Al VOISINAZE A€ 400 w.oiiviie it st snnsn e snneenns O
2
—(:1; —2” + 4)
2Nz® +4

b) Dresser le tableau de variations de [ ... ittt

2) a) Vérifier que pour tout z € ]0; +oo[

3) a) Montrer que f'(z)= POUT tOUL T € TR oottt e

4) Donner 'équation de la tangente (7) & (C;)au point d’abscisse 0 ..

5) Tracer (C;)et la droite (T') dans le méme repére orthonormé (O;z;j)

6) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f~' définie sur un intervalle J a déterminer.....................0.
b) Calculer (f'l )/ 0) (remarquer que 0= F(0) )i ).

7) Tracer (Cf_l) dans le mEme repere PrECEAEIIE. ... i it oottt ettt e e et e et e e

Exercice 2 (9pts)

1 4

u, +

Soit (u,) la suite numérique définie par u, =2 et pour tout neN: o = Sl ts

1) Vérifier que u,,,—1= é(un = 1) POUT tOUE 70 E N Lt s e 0.5pt

2) a) Montrer par récurrence que : (VN € N) 2 > 1 oo s LD DU
b) Montrer que la suite (1,) €8t AECTOISSANTE .. ... ...ccuuiveciiieieiiieeeeti ittt e 1.5pt
¢) En déduire que la suite (u,) est convergente

3) Soit (v,) la suite définie par v, =u, —1 pour tout neN.

a) Montrer que (v,) est une suite géométrique de raison 3 puis exprimer v, en fonction de 7 .....cccouvvienne

1Y .
b) Montrer que u, =(E) +1 pour tout n €N puis déterminer l8m U, .......cccoevecorecenvcionecnnernecsseiseiesee e L

n—>+o0

_on+ (D) sin(n) . Vérifier que (VneN") 5|<— et déduire lim w,

n n n—>+0

4) On pose w

n

Exercice 3 (3pts)

Déterminer, dans chaque cas, une primitive F de f sur l'intervalle I .

2) f(z)=52+2 ; Z}E +oo[
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Sheures

Le soin et la rédaction seront pris en compte dans la notation. Faites des phrases claires et précises.

Exercice 1 (8pts)
Soit f la fonction définie sur R par : f(z)= —(\/xg +4+ :12)
f(z)

1) a) Vérifier que lzm f(x) 400 €t 111 == = 400 Lo e ().

T—>+0 l’

b) En déduire la branche infinie de (Cf) AU VOISINAZE € 400 ..ovei et s e e en s snnen .
-2

. fl + ig +1
x

b) En déduire la branche infinie de (Cf) Al VOISINAZE dE —00 w.oivvive ettt e et seeeenns U
2
(\/ ° +4+ a:)
2WNz® +4

b) Dresser le tableau de variations de [ ... ittt

2) a) Vérifier que pour tout z € ]—oo; 0[

3) a) Montrer que f'(z)= POUT tOUL T € TR oottt e

4) Donner 'équation de la tangente (7) & (C;)au point d’abscisse 0 ..

5) Tracer (C;)et la droite (T') dans le méme repére orthonormé (O;z;j)

6) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f~' définie sur un intervalle J a déterminer.....................0.
b) Calculer (f'l )/ 0) (remarquer que 0= F(0) )i ).

7) Tracer (Cf_l) dans le mEme repere PrECEAEIIE. ... i it oottt ettt e e et e et e e

Exercice 2 (9pts)

10 12

Soit (u,) la suite numérique définie par u, =11 et pour tout neN: v = ETRANTE

1) Vérifier que u,,, —12 =%(un —12) pour tout 7 € N Lo 0.5pt

2) a) Montrer par récurrence que : (VN € N) 4, <12 ..t LD DB
b) Montrer que la suite (U,) €St CLOISSAITE .. ccoiiiuuuivecrirnieecetii ettt ettt 1.5pt
¢) En déduire que la suite (u,) est convergente

3) Soit (v,) la suite définie par v, =u, —12 pour tout n e N .

a) Montrer que (v,) est une suite géométrique de raison H puis exprimer v, en fonction de 7 ...l

10Y' .
b) Montrer que u, =12—(1—2) pour tout n € N puis déterminer (0m U, ... L

n—>+00

_EDTcosM A iier que (WneNY) 4|<— et déduire lim w,

n n n—>+0

4) On pose w, =

Exercice 3 (3pts)

Déterminer, dans chaque cas, une primitive F de f sur l'intervalle I .

2 12
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1) Fonction logarithme népérienne

1-1-Définition-Dérivée-Monotonie-tableau de signe
Définition 1 :

La fonction logarithme népérien est la primitive de la fonction z+> — sur l'intervalle ]O;+oo[ qui
7

s’annule en 1, on la note In.

Ensemble de définition de la fonction x - In(x) est : D, =]0;+o[

Dérivée et monotonie :
. (V$e]0;+oo[) (ln(az))/ !

e 1zi>In(z) est dérivable et strictement croissante sur ]0;+oo[

e n(l)=0
o Tableau de variations et tableau de signe de la fonction In:
x 0 1 +co
r>1< In(x)>0
In(x) /+//I (Vxe]0;+oo[) O<z<l<sin(r)<0
In(z) ‘l|> r=1<In(x)=0

e L’équation [n(z) =1 admet une unique solution dans ]0;+00[ , on la note e.
Donc In(e) =1 (a l'aide d'une calculatrice e=2,71 et on a e Q)
o Pour tout reQ ona: In(e")=r
Remarque 1 : Résolution des équations et inéquations contenant In :
e Soitu une fonction définie sur R, on pose f(z)=n(u(z)). On a : D, = {x eR/ u(z)> 0}
o (VXY e0i+o]) n(X)=In(Y) < X =Y et (VXY €0;+e[) In(X)>In(Y) < X>Y
Exemple 1 :
1) () =.... ; n(Je)=. ; 5=In(...) | In(e™)=....
2) Résoudre dans R 1’équation suivante : in(z)=7
Exemple 2 :
1) Résoudre dans R les équations suivantes : In(z) =2 ; In’(z) - 3In(z)+2=0 ; In(z” —z) = In(z + 1)
2) Résoudre dans R les inéquations suivantes : in(z+5)<in(3z+6) ; In’(z)-3in(z)+2<0 ; %Z()m) <3
In(z) +In(z — 1) > In(6)
1-2-Les propriétés algébriques de la fonction In

Propriétés 1 :

Soit a et b deux réels strictement positifs et r un nombre rationnel.
o [n(ab) = © e ln(l) = e ln(g) -

a b
o [n(a") = ;e ln(\/g) = . e In(a®)=
Exemple 3 :

Simplifier les expressions suivantes : m(2x5) ; n(\3) ; In(4de) ; n(z’y®) ; ln(TZJ
Exemple 4 :

1) Calculer en fonction de In(2) et In(3) les nombres suivants :

A=In6)+n(8)+In(72) ; B=ln(é}—ln(§j+ln(\/g)—Zn(3\/§) ; C’=ln(x/2+\/§)+ln(\/2—\/§)

2) On considére les nombres suivants : E = ln(é) + ln(g) et ['= ln((7 + 4\/§)15 ) + ln((7 - 4\/§)15)

e
Montrer que F=-1 et F'=0

69



Remarque 2 :
(Va,be]—oo;O[)(Vre@) De ln(ab)zln(|a|)+ln(|b|) ;e ln(%)zln(|a|)—ln(|b|) ;e ln(a"')zrxln(|a|)

1-3-Limites de références - La courbe de la fonction In

Propriétés 2 :

Soit n un entier naturel non nul :

o 712717)1 In(z) =—o0 . I@EO In(z) =+ . lm% ln($1) 1
o 2 () = 0 . In(z) . e
° 7liTZL+ 7"In(z) ° 7[5[207 =0 o lim In(1+ z) —
o limzin(zr)=0" >0 g
o0 e lim n(z) — ()
T+
Exemple 5 :
Calculer les limites suivantes :
. 3

lim +z ; lmsin(z)xin(z) ; lim 3z-2- ln(a:) ) sin(z) 7 limIn(x)—3x ; lim M
s+ [n (1) 20" T—>+e0 T s=0" n(1+ 1) Z—>+o0 0" T
lim M ; lim ln(%) D lim In(Nz® +3 —2) ; lim(z-2)xIn(z-2) ; lim (z —2)x In(z’ =8) ; lz'mM
T—>+0 €T T—>+0 T+ T—>+0 22" 2" e r—e

Remarque 3 : La courbe de la fonction In

1-4-Dérivé de la fonction x = In(u(x)) -Primitive de u;’

Propriétés 3 :

Soit u une fonction définie sur un intervalle [ de R,

u est continue sur I ) )
= La fonction z > In(u(z)) est continue sur [

(Vzel ) u(z)>0
{u est dérivable sur I

= La fonction z > In(u(z)) est dérivable sur
(Vzel) u(z)>0

e Sila fonction =+ In(u(z)) est dérivable sur I alors (Vzel) (ln(u(:p)))/ _ Y ((1:))
u(z

Exemple 6 :
Calculer f'(z)dans les cas suivants : f(z)=In(z" —21z) ; f(z) =In(N1-4z) ; f(x) =1-I*(5z+1) ; f(z)=In(

Exemple 7 :

2r+1

$—3)

3in(z)+ 2

Montrer que la fonction f définie par f(z)=
In(z)-1

est dérivable sur I = ]0;6[ puis calculer f'(z) pour tout z €l
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Propriétés 4 :

. oy . 1 . . * . z .
Les primitives de la fonction f:z+>— sur un intervalle I inclus de R™ sont les fonctions F définies sur I par :
x

(Vw GI) F(z)= ln(|:1:|)+c lceR

Propriétés 5 :

Soit » une fonction continue et ne s’annule pas sur un intervalle I de R (i.e (‘v’w el ) u(z)#0)

Les primitives de la fonction f:z+> % sur I sont les fonctions F définies sur [ par :
u(z
(Vzel) F(z)= ln(|u(:1:)|) +c JceR

Exemple 8 :
Déterminer les primitives de la fonction f dans les cas suivants :

2x+1

f(2)=— 1
T +x

) _;' I)= Xl ) z:lxnx' r)=——— , T)=rtanx
7 @I @=L @)= xinta) @)= oo (@) = tana)

2) Logarithme de base a -Logarithme décimal
Définition 2 :

Soit a un réel strictement positif et différent de 1.

La fonction logarithme de base a est la fonction numérique, notée par log, définie sur ]0,+oo[ par : log, (L) =

Remarque 4 :

[
La fonction Logarithme de base e est la fonction logarithme népérien car : (Vz>0) log, (a;) = n(x) = ln(z)

ln(e

Propriétés 6 :
Soit a€]0;][ U )L+ et reQ
o log,(a)= ; e log,(1)= ;e log, ((1/'): - (V:I:e]O;JrooD log, ()= ; e (‘v’a: e]();+oo[) (log(, (x))/ =
e Si ae0;1[, alors la fonction log, est strictement décroissante sur ]0;+o0[
e Siae ]1;+oo[, alors la fonction log, est strictement croissante sur ]0;+oo[
Propriétés 7 :
Pour tout réels strictement positifs z et y, et pour tout reQ on a :

l = 1

+ ) o)
x
o log,| = |=log,(z)~log,(y)
Oga y - 0ga ! Oga y O loga, (xr):'rloga(x)
Exemple 9 :
1

1) On considere les nombres suivants : A =log,(2) +log,(16) +log,(4) . Montrer que A =%

. 15 1 4
2) Simplifier le nombre B =log,(—)+log,(==) +log,(=)

4 27 5
Définition 3 : logarithme de base 10
Soit a un réel strictement positif et différent de 1.
: ; g . , . ln(:l;)

La fonction logarithme de base 10 est appelée logarithme décimal. On la note log ; (V:): = ]0;+oo[) log(z)=

ln(lO)
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Remarque 5 :

° (Vme]0;+oo[) (log(z))/:

1
xln(lO)

o log(10)=1 ; e (VTEQ) log(10") =1

Exemple 10 :

;o La fonction log est strictement croissante sur ]0;+oo[

Calculer les nombres suivants : log(1000) ; log(0.01) ; log(100) +log(103)+log($)

Exemple 11 :

IS " 1
Déterminer le plus petit entier naturel n dans les cas suivants : (5) <107 ; (1,1) >100 ; v <0,03

Résumé 6 : Fonctions logarithmes

Logarithme népérien :

La fonction logarithme népérien est la primitive de la

1
fonction z+ = sur lintervalle ]0;+oo[qui s’annule en 1,
x

on la note In.
Propriétés :
e La fonction In est continue et strictement

croissante sur R .
r>1<In(x)>0

. (Vxe]0;+oo[) O<z<l&sin(r)<0.
r=1<1In(zr)=0

o (VXY €|0+o]) (X)=ln(Y)< X =Y

o (VXY e|0i+]) In(X)>I(Y) e X >Y

e Soient z et y deux réels strictement positifs et

reQ, ona:

In(zy) =In(z) + In(y) ln(g) = In(z) —In(y)

ln(i) =—In(x) In(z") = rin(x)
T

Limites de référence :

Soit n un entier naturel non nul :

o [imIn(z)=-o0 o [im In(z) =+
z—0" T—>+00
m " =0 In
o zhj;z z"In(z)=0 o ,lfﬁ, WqFlif) _o*
o limuz in(z)=0" )
o o [im In(z) =07
>+
o Zz’mM =1
r—>1 1 —
e [im In(I+2) _ 1
z—0 €T

Propriétés :
La fonction z+ in(z) est dérivable sur]0;+oo[ et on

a :(Vm € ]0;+oo[) (ln(x))/ :% )

u est dértvable sur I
= La fonction z > In(u(x)) est
(Vzel ) u(z)>0

dérivable sur I

e Si la fonction z > In(u(z)) est dérivable sur I alors
1 u'(z)
Veel) (In(u(z))) =——
(vae) (in(u(o)) =2
e Soit u une fonction continue et ne s’annule pas sur un
intervalle I de R (i.e (Ve I) u(z)#0)

u'(x)

u(x

sur [ sont les

Les primitives de la fonction f:z>

fonctions F définies sur [ par :
(Vzel) F(z)= ln(|u(:1;)])+ ¢ lceR

Fonction exponentielle de base a :
Soit a un réel strictement positif et différent de 1.

La fonction logarithme de base a est la fonction

numérique, notée par log, définie sur ]0,+oo[ par :

In(z)
In (a,)

Propriétés :
Pour tout réels strictement positifs x et y, et pour tout

log,(z)=

reQ ona
o log,(zy)=
z
. log, [_jzzogu@) log, (v)
Y
e Jo (lj——lo (x)
ga T - ga,
[ loga (xr ) = rloga (.Z')

Logarithme de base 10

e Soit a un réel strictement positif et différent de 1.
La fonction logarithme de base 10 est appelée logarithme
décimal. On la note log ;

3 ln(:L’)

a ln(l())

(Vw € ]0;+oo[)

log(:l;)

o log(10)=1 o (VreQ) log(10")=r




Série 6 :
Fonctions logarithmes

Exercice 01 :
1)- Résoudre, dans R, les équations suivantes :

(E): In(x-1)=In(3-x) (E,): In(x*+2x+2)=In(4) (Ey): In*(X)+In(x)-2=0
2)- Résoudre, dans R?, les systémes suivants :
(s): {Iznl(x)—8ln(y) :_—1 (s,): {In(i)—3ln(y) =5

n(x)-5In(y) =9 Xy=e

Exercice 02 :
1)- Résoudre, dans R, les inéquations suivantes :

(I): In(2x-1)<1 (1,): In(x*-x+1)>0 (I,): In’(X)+In(x)-2<0
2)- Déterminer la petite valeur de I’entier naturel n dans chacun des cas suivants :

(@) 3x2"-5>6 (b) (gj <0,001 © 2024—@) > 2023,99

log, 7.log, 7.log, 7

3)- Montrer que : log, 7.log, 7 +log, 7.log. 7 +log. 7.log, 7 =

log,, 7
4)- Soient a un réel supérieur strictement & 1 et n un entier non nul. Son g
1 e
Montrer que :  Vx €]0,+[, log _,(x) ==log,(X)
é n
Exercice 03 :
1+1In?(x)

On considere la fonction numérique f définie sur ]0,+oo[ par: f(x)=

1)- Calculer f (1) et la limite de f a droite en 0.

1 |n2(x):4{|nf

2)- Vérifier que : Vx € ]0,+o0

X
X Vx

3)- Déterminer les deux branches infinies de (€, ).

2
] , puis calculer la limite de f en plus l'infini.

1-Inx)’
4)- Montrer que : Vx €]0,+o[, f'(x) :—( xn Xj .
5)- Dresser le tableau de variation de f
: 1 -
6)- Montrer que la fonction F : x — g(lnz(x)+3)ln X est une primitive de f sur ]O,+oo[.

Exercice 04 :
On considere la fonction numérique f définie sur ]0,+oo[ par: f(x)= In(x+\/§), et soit (€¢;) sa courbe

- -
représentative dans un repere orthonormé (O, I, jj (unité : 2cm).

1)- Calculer les limites Iirgl f(x) et lim f(x), puis déduire une branche infinie de (€,)
2)- Déterminer la branche infinie de (<€) au voisinage de +o

3)- Etudier les variations de de f sur ]0, +oo[ , puis dresser son tableau de variations.
. > 2
4)- Construire la courbe (€,) dans le repére (O, i, jj.
5)- Montrer que f admet une fonction réciproque f * définie sur un intervalle J a déterminer.
- -
6)- Construire la courbe (€,.,) dans le méme repére (O, i, jj.

Exercice 05 :
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On considere la fonction numérique f définie sur [0,+oo[ par: f(x)=xIn(x+1)

Partie | :

1)- Déterminer f '(x), pour tout x de [0,+o0[ , puis déduire que f est croissante sur [0,
2)- Etudier la continuité de f sur [0,+oo[ , puis déterminer f ([0,e—1])

3)- Montrer que : f(x) < x, pour tout X de [O,e—l]

Partie I :

Soit (u, ) la suite numérique définie par: u, =1 et u,, =u, In(u, +1) pourtout n de IN
1)- Montrer, par récurrence, que : 0<u, <e-1, pour tout n de IN

2)- Montrer que la suite (u,) est décroissante et en déduire qu’elle est convergente.

3)- Déterminer la limite de la suite (u, )

Exercice 06 :
On considere la fonction numérique f définie sur ]0,+oo[ par: f(x)=x~In(x), et soit (€;) sa courbe

- -
représentative dans un repére orthonormé (O, I, jj (unité : 1cm).

1)- Calculer f(1), Iir(r)l f(x) et lim f(x).
2)- Déterminer les deux branches infinies de (€, ).

3)- Etudier la continuité de f sur ]0,+oo[.

4)- Montrer que : VX e ]O,+oo[, fi(x)= x-1 .
X

5)- Dresser le tableau de variation de f, puis en déduire le signe de la fonction f.
6)- Etudier la position relative de (€,) et la premiére bissectrice du repére.

- >
7)- Construire la courbe (€,) dans le repere (O, i, jj.

8)- Montrer que la fonction F : X %xz +x(1-In(x))—3 est une primitive de f sur |0, o[ .

9)- Soit (u, ) la suite numérique définie par: u, =+/3 et u,, =u,—In(u,) pourtout n de IN
a)- Montrer, par récurrence, que 1<u, <2 pour tout n de IN
b)- Montrer que la suite (un) est décroissante et en déduire qu’elle est convergente.

c)- Déterminer la limite de la suite (u,)

Exercice 07 :
Partie | :

On considere la fonction numérique g définie sur ]0,+oo[ par: g(x)=x*-1+2In(x)
1)- Calculer g(1)
2)- Déterminer g'(x), pour tout X de ]0,+o0[, puis déduire le sens de variation de g sur ]0,+oo]

3)- En déduire le signe de g(x) selon les valeurs de x

Partie Il :
On considere la fonction numérique f définie sur ]O,+oo[ par: f(x)= x—w , et soit (€;) sa courbe
X

- >
représentative dans un repere orthonormé (O, i, jj (unité : 3cm).

1)- Calculer les limites lim f(x) et lim f(x), puis déduire une branche infinie de (€;)

x—0" X—>+00
2)- Montrer que la premiére bissectrice du repére est une asymptote oblique de (€,) au voisinage de +oo
3)- Etudier la position relative de (€,) et la premiére bissectrice du repére.
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4)- a)- Montrer que : Vx €]0,+of, f'(x)= %

b)- Dresser le tableau de variations de f .
5-61In(x)
X4
b)- En déduire que (€,) admet un point d’inflexion A dont on déterminera ses coordonnées.

5)- a)- Montrer que : VX €]0,+oo, f"(x)=

- >
6)- Construire la courbe (€,) dans le repére (O, i, jj.

Exercice 08 :
On consideére la fonction numérique f définie par: f(x) = x —In(2x-1)-1, et soit (€;) sa courbe

- -
représentative dans un repere orthonormé (O, i, jj (unité : 2cm).

1)- Déterminer D, , puis calculer les limites de f aux bornes de D;.
2)- Déterminer les branches infinies de (€)
2(x—1)(2x+1)

2x—1
b)- Dresser le tableau de variations de f .

3)- a) -Montrer que : VxeD,, f'(x)=

¢)- En déduire que : Vx e E,Jroo[, In(2x-1)<x*-1

- >
4)- Construire la courbe (€,) dans le repere (O, i, jj.

5)- Soit g larestriction de f sur I’intervalle [1,+oof.
a)- Montrer que g admet une fonction réciproque g définie sur un intervalle J a déterminer.

- -
b)- Construire (%’g,l) la courbe représentative de g* dans le méme repére (O, i, jj.

6)- On considére la fonction numérique h définie par : h(x) =x*-In(2|x|-1)-1.
a)- Montrer que la fonction h est paire.

- -
b)- Construire (€, ) la courbe représentative de h dans le méme repére (O, i, j).

Correc tion
L]
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Les nombres complexes
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Prof : Aissa HIYAB
Niveau : 2BACSPF-2BACSVT

Exemples

Lycée qualifiant : Almajd
Matiere : Mathématique

Exemple 1 : Conjugué, module, argument, forme
trigonométrique et exponentielle
1) Recopier et compléter le tableau suivant :

p |Z| notation

Forme

arg(2)

trigon. expon.

2) a) Ecrire z; sous la forme algébrique.

a)
b) En déduire la valeur de cos(%) et de sin(%)

Exemple 2 : Affixe d’un vecteur-Points alignés

On considere les points A, B et C d’affixes respectifs
a=-31 ; b=1-1 ; c=2+1

Montrer que les points A, B et C' sont alignés.

Exemple 3 : Distance entre deux points-mesure
d’un angle orienté-orthogonalité-parallélisme

On considére les points A(2+37) ; B(-1) ; C(1+71%) et
D(2 +617) . Montrer que (AB) L (CD)

Exemple 4 :

On considére les points : A(1+44) ; B(7) ; C(1+7) et
D(-2-8i) . Montrer que (AB) || (CD)

Exemple 5 : Triangles remarquables

On considere les points A, B et C d’affixes respectifs
a=9+17 ; b=9-17 ; c=11-1%

Montrer que ABC est un triangle rectangle et isocéle en B.
Exemple 6 :

On considere les points A, B et C d’affixes respectifs
a=3+3i ; b=5-20 ; c=7T+1Ii

Déterminer 'affixe du point G le centre de gravité du
triangle ABC.

Exemple 7 : Quadrilatéres remarquables

On considére les points A(1+27) ; B(-=1+5%) ; C(2+74)
et D(4-27)

1) Montrer que ABCD est un parallélogramme.

2) Déterminer affixe du point H le centre de ABCD
Exemple 8 :

On considere les points A, B, Cet D d’affixes respectifs
a=~3 ;b=2+iJ3 ; c=2-3+2i et d=(2-/3)i
Montrer que le quadrilatere ABCD est un carré.
Exemple 9 :

On considere les points A, B, C'et D d’affixes respectifs
a=1+z\/§ X b=—l—2\/§ X c=2(—1+z\/§) et
d=-1+i3

ontrer que les points A, B, Cet [ _sont cocvcliques

Exemple 10 : Résolution des équations de 2iéme degré
Résoudre dans C les équations suivantes

(B):2°+22+5=0 ; (E,):52° =72+ 3=0

(B,):32° +42+2=0 ; (E,):2° —62+34=0

(B.):2* +2\32+12=0 ; (B,):2* + 235247 =0

(B.):2" —(1+2)2+2=0 ; (B,):42° —42+1=0
Exemple 11 : Transformations

Soit A le point d’affixe a =3+ 57 et u le vecteur d’affixe
b=4-2i

Soit ¢. la translation de vecteur u

1) Donner I'écriture complexe de la translation -

2) Déterminer 'affixe du point B I'image de A par t.
Exemple 12 :

Soit h ’homothétie de centre Q(—2 +7) et de rapport k = —%
1) Donner I’écriture complexe de I"homothétie h

2) Déterminer l'affixe du point B I'image du point N(— % — 20)
par 'homothétie h

Exemple 13 :

On considere les points A, B et C' d’affixes respectifs

a=4+4i ; b=3+5( ; c=3+4i

Soit M'(z") I'image du point M (z) par la rotation r de centre
C' et d’angle g .

1) Montrer que z'=dz+7 +1

2) Vérifier que B est I'image de A par la rotation r .

3) En déduire la nature du triangle ABC'.

Exemple 14 : Linéarisation

1) Linéariser cos’(z), sin’(z) et sin(2z)xcos’(5z)

2) A l'aide des formules d’Euler montrer que :
1
cos(a) x sin(b) = 2 [sz’n(a +b) —sin(a— b)]

3) a) En utilisant les formules d’Euler, montrer que :

o0 +6i9’ =2cos£‘9—9l]ei[9f]
2

Et e —¢? =2z’xsin(0_20 ]e[ ? ]

b) En déduire la forme exponentielle des nombres suivants :

LA &
zg=e? +el et z,=1-e’
Exemple 15 : Ensembles des points
Déterminer I'ensemble des points M (2) du plan complexe dans
z2=21 z2—4+2q
eR ; —e
z—=3 z+ 31
I-iz | z=1 .
eiR ; —eiR
+ 2 7

\2—3+24=5 NIt L A e LI
z2—3 2+ 31

iR

les cas suivants : |z -3+ 2i| =5

|e+2-7i|=|z—4+14 ;




Résumé 7 : Les nombres complexes

Ensemble des nombres complexes
Il existe un ensemble, noté C, appelé ensemble des nombres complexes tel que :
e C contient R, c’est-a-dire: RcC,
e |l existe un élément de C, noté i, vérifiant ; i* =—1,
e (C est muni d’une addition et d’une multiplication pour lesquelles les régles de calcul sont les
mémes que dans R.
Forme algébrique d’un nombre complexe
Tout nombre complexe z s’écrit d’une facon unique sous la forme x+iy, avec x et y sont deux réels.
o Leréel x estappelé la partie réelle de z, et noté Re(z)=x
e Leréelyestappelé la partie imaginaire de z, etnoté Im(z)=y
Si Im(z) =0, alors z =x est réel.
Si Re(z) =0, alors z =iy et, dans ce cas, on dit que z est imaginaire pur.
L’ensemble des nombres imaginaires purs est noté iR .
Conjugué d’un nombre complexe
Soit z un nombre complexe de forme algébrique x+iy.

On appelle conjugué de z le nombre complexe noté z tel que z=x-— iy.

Module d’un nombre complexe
Soit z un nombre complexe.

On appelle module de z le réel positif noté | z |=+/zz

Si x+iy est la forme algébrique de z, alors : | z|=/X* +y?
Forme trigonomeétrique d’un nombre complexe non nul
Tout nombre complexe non nul z peut s’écrire sous une forme trigonométrique : z=r(cosa +isina),
avec r un réel positif et « un réel.

o Le réel positif r est le module de z
o Leréel o estappelé un argument de z, et noté arg(z). On écrit : arg(z) = a[27]

Autres écritures :  Ecriture exponentielle : z =re™* Ecriture polaire : z=[r,«]
Remarqgue importante :
cosa —isina = cos(—a) +isin(—a) —CoSa +isina =cos(zr —a)+isin(r —a)
.. - . . T - T
—CoSa —iSina =cos(r + ) +isin(r + ) Sina +icosa =cos(5—aj+|sm(§—a]

Propriétés

Conjugué Module Argument Opérations et forme trigo.
z+7Z=2Re(2) |z|=|-z|=|Z] arg(-z)=r+arg(z)[27] [r,@]x[r',07=[rxr',0+6']
z2-7Z=2ilm(2) |zxz'|=|z|x|z'| | arg(Z)=—arg(z)[27] [r.0] _ [_ o]
I+7'=7+17' 12" |=]z|" arg(zx2") =arg(z) +arg(z)[27] | [s.a] s
DT-T || ||z|| arg(2") = n-arg(z) [27] [r,01"=[r", px0]
7MY — (7)1 z z Zy\_ B . [r,0]=[r,-0]

(Zy= 2 1 roy Y
T arg(5) =—arg(2)[27] '
zeR 7=z
zeilR ©7=-z
Formule de Moivre : (cosx+|sm x) _cos(nx)+|sm(nx) (n est un entier naturel)
Formules d’Euler : cosx = ] et smx—e ;_e
[
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Affixe, distance et mesure d’angle
Soint A, B, C et D quatres points du plan complexe.

aff ( pﬁ’) =7,-17, C est le milieu du segment [AB] si et seulement si  z. = Za ; s
AR Zp —Z¢
AB=|z;-2,]| AB,CD |=arg [27]
B~ ‘A

Equation du second degré

On considére I’équation az® +bz+c =0, avec a, b et ¢ trois réels et a non nul.
Soit A le discriminent de cette équation

e Si A>0, alors I’équation admet deux solutions réelles distinctes : z, = )

2a 2a
e Si A=0, alors I’équation admet une seule solution réelle : z, = ;—b
a
. ) . . 4 —b+iv-A
eSi A <0, alors I’équation admet deux solutions complexes conjugués : z, = 2 et
a
—b-iv-A
Z,=——
2a

Ecritures (ou représentations) complexes des transformations usuelles
Soit F une transformation plane qui a tout point M(z) associe le point M (2”).
Donner I’écriture complexe de F consiste a exprimer z” en fonction de z

DA o, VA

Transformation plane et ses g s y .

.y e Définition géometrique Ecriture complexe

éléments caractéristiques
T est la translation de .

=M" - Z'=7+W
vecteur w d’affixe w TAD=M "< L' =w
h est I’homothétie de centre ' : 2 —K(2—-)+ @
Q(w) et de rapport k h(M)=M'< QM ' =k OM =
| d QM '= QM

R est la rotation de centre . D
Q(CO) etd’angle a R(M)_M = (QM’,QM"an[Zﬂ] Z =€ (Z—a))+a)

Réciproquement, toute transformation plane d’écriture complexe z> =az + b, avec a non nul, est :

e une translation de vecteur w d’affixe b,sia=1;

e une homothétie de rapport a, si a est un réel non nul différent de 1 ;

e une rotation d’angle arg(a), si a est un nombre complexe non réel de module 1.
Dans les deux derniers cas, o I’affixe du centre Q vérifie I’égalité : w=aw+Db

L ’outil complexe pour traduire des notions geométrigues

. v Médiatrice
Ensemble des points
v Cercle
v Alignement
Trois points v Milieu d’un segment \
il ® Isocele . ° Rect_angle
® Rectangle et isocéle ® Equilatéral
v Droites paralléles
Quatre points v Droites perpendiculaires ,
- QUGB ® Parallélogramme ) Losapge
® Rectangle ® Carre
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Série 7 :
Les nombres complexes

Dans toute la suite, le plan est rapporté au repére orthonormal direct (O, U, V)
Exercice 1 :
1)- Déterminer deux réelsaetb telsque : 3i—a=(2-ib)(i—b)
2)- Soient p et g deux nombres réels tel que p est différent de 1 et de -1
Résoudre dans € I’équation: z=pz+q

Exercice 2 :
Ecrire sous forme trigonométrique chacun des nombres suivants :

. TCT . . T T .. T . T . T
Z, =[1-1)2 Z,=—COS—+1SIh— Z.=-2(cos—+1isin — Z,=SIN—+1C0S—
1 == 2 9 9 s ( 12 12) 4 5 5

7, =113 2y =(J3-) z, = (1+)™ |
1+i _Coqettn

Exercice 3 :
Résoudre dans C les équations suivantes :
(E): 22°-6z+5=0 (E,): 2°-5z2+9=0
(E,): 2°-2z+17=0 (E,): 2+ _3
z
(E): z*+4z°-21=0 (E,): 22—2(1+\/§)z+2\/§(1+\/§):0

Exercice 4 :
On considére, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation suivante : (E): z° +2z°-16=0

1)- Montrer que 2 est solution de (E), puis que (E) peut s’écrire sous la forme (z—2)(az* +bz+c)=0, ol
a, b et ¢ sont trois réels que 1I’on déterminera.
2)- En déduire les solutions de 1’équation (E) sous forme algébrique puis sous forme exponentielle.
Exercice 5 :
Soit z un nombre complexe différent de —3i

3z+i

z+3i
1)- Montrer que I’ensemble des points M (z) tels que | Z |=3 est la médiatrice du segment [AB], avec A et

Onpose: Z=

: _ 1. .
B sont deux points d’affixes respectives —gl et —3i

2)- Montrerque: |Z|=1 < |z|=1

3)- En déduire I’ensemble des points M (z) tels que : | Z |=1
Exercice 6 :

Soit P(z) =z°+62z°+13z+10

1)- Calculer P(-2)

2)- En déduire une factorisation de P(z)

3)- Résoudre dans € I’équation : P(z)=0

Exercice 7 :

On consideére les points A, B et C d’affixes respectives a=2, b=1+i"%
1)- a)- Ecrire ¢ sous forme trigonométrique

b)- Montrer que ¢*** est un nombre réel

2)- Vérifier que : b-a_ —i, puis déduire la nature du triangle ABC

3)- Montrer que ABOC est un carré
4)- Déterminer 1’ensemble des points M d’affixe z tels que [iz+1—i|=2



Exercice 8 :
1)- Résoudre dans I’ensemble € des nombres complexes 1’équation : 7z° —5z+1=0
2)- Résoudre dans I’ensemble € des nombres complexes 1’équation :  7z° —5iz—1=0
Exercice 9 :
On considere les points A, B, C et D d’affixes respectives a=-8+51 , b=-8-5i, c=i et d =11i
1)- Soit T la translation qui transforme A en B
a)- Donner la représentation complexe de T
b)- Vérifier que le point C est I’image de D par la translation T

2)- Montrer que: 2—S -1

d-b 2
3)- En déduire que le quadrilatéere ABCD est un losange et que BD =2AC
4)- Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tels que |z—i|=|z]

Exercice 10 :

On considere les points A et B d’affixes respectives a=1+i et b=2-3i
Déterminer I’affixe des points M tels que ABM soit un triangle équilatéral.
Exercice 11 :

1)- Résoudre dans I’ensemble € des nombres complexes I’équation : z° —4z+13=0

2)- On considere les points A, B et C d’affixes respectives a=i, b=2+3i et c=b
Soient z T’affixe d’unpoint M duplanet z' I’affixe du point M', imagede M par larotation R

de centre B et d’angle%

a)- Exprimer z' en fonction de z
b)- Déterminer d I’affixe du point D est I’image du point A par la rotation R
c)- En déduire la nature du triangle ABD
d)- Montrer que les points B, C et D sont alignés
Exercice 12 :
On considére, dans I’ensemble des nombres complexes, 1’équation suivante :

(E): z* +(1—J§)23 +(2—\/§)22 +(l—\/§)z+1: 0
1)- Le nombre 0 est-il solution de I’équation (E) ?
2)- Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, les équations suivantes :

(E): 22 +2+1=0 (E,): 22-z43+1=0 (Ey): 2°+(1-V3)z-3=0

3)- Montrer que I’équation (E) est équivalente a I’équation suivante
2
(E": [z+%j +(1—\/§)(z+%j—\/§:0

4)- En déduire les solutions de 1I’équation (E) sous forme algébrique

Exercice 13 :

Déterminer la nature de la transformation plane et ses eléments caractéristiques qui a tout point M d’affixe
z associé le point M ' d’affixe z' dans chacun des cas suivants :

1) 2'=z2+2-i 2) 2'=2z-1+3i 3) 2'=iz-2
4) 7'=4(z-5+i) 5) z =7(1—|)z 6) z'=-1z+7-10i

Exercice 14 :
1)- Résoudre dans I’ensemble € des nombres complexes 1’équation : z°—-2z+2=0

2)-Onpose a=1—i et b=2++/3+i
a)- Ecrire a sous forme trigonométrique

b)- Vérifier que : b = (1+ \/§)ei§ , puis écrire b sous forme trigonométrique
a

c)- Déduire que b® est un nombre imaginaire pur
3)- On consideére les points A, B et C d’affixes respectives a, b et c=-1+iv3
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Soient z P’affixe d’'unpoint M duplanet z' I’affixe du point M', imagede M par larotation R

de centre A et d’angle%

a)- Exprimer z' en fonction de z
b)- Vérifier que le point C est I’image du point B par la rotation R
c)- En déduire la nature du triangle ABC

4)- Soit (E) I’ensemble des points M d’affixe z tels que ‘2—2—\/5 —in +1—i\/§‘
a)- Déterminer ’ensemble (E)
b)- En déduire que le milieu du segment [BC] appartient a I’ensemble (E)
Exercice 15 :
1)- Résoudre dans ’ensemble € des nombres complexes 1’équation : z°—-8=0
2)- On considere les points A, B, C et D d’affixes respectives a=2 , b =—1+iv/3, c=-1-iy/3et
d=-4+2i3
a)- Vérifier que : azd_, , puis déduire que B est le milieu du segment [AD]

~b
J3

b)- Ecrire %—i7 sous forme trigonométrique

b-a = 1 i ﬁ , puis deduire la nature du triangle ABC
c-a 2 2
3)- Soit H le point d’affixe h=2—2i/3.

Montrer que ABCH est un losange.

4)- Soit (E) I’ensemble des points M d’affixe z tels que ‘Z +1+i\/§‘=‘2+4+ 2i\/§‘

a)- Déterminer I’ensemble (E)
b)- En déduire que le point B appartient a I’ensemble (E)

5)- Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tels que ‘22—4+4i\/§‘=|1—5i|

Exercice 16 :
On considere les points A et B d’affixes respectives a=4 et b=3-i
Soient z P’affixe d’'un point M duplanet z' I’affixe du point M', imagede M par larotation R

Q| D

c)- Verifier que :

de centre A et d’angle —%

1)- a)- Montrer que : z'=—iz+4+4i
b)- Vérifier que I’affixe du point C image du point B par la rotation R est ¢c=3+i
c)- En déduire la nature du triangle ABC

2)- Soient t la translation de vecteur AB et D I’image du point C par la translation t
a)- Déterminer d I’affixe du point D
b)- En déduire la nature du quadrilatere ABDC

3)- Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tels que ‘E—3—i‘:|3+i|

Exercice 17 :
On considere les points A, B, C et D d’affixes respectives a=—/2,b=1+i, c=1-ietd=2+2
1)- a)- Ecrire b sous forme trigonométrique

b)- Déterminer la plus petite valeur de I’entier naturel non nul n pour que b" soit un nombre réel

c)- Déterminer la plus petite valeur de I’entier naturel non nul n pour que b" soit un nombre imaginaire
pur

c—a
3)- a)- Montrer que le quadrilatere ABDC est un losange

2)- Verifier que : b_—a:%b, puis déduire que : AB = AC et (ﬁﬁjz% [27]

82



—
b)- En déduire que % est une mesure de I’angle orienté (ﬁ A—B>j

4)- Soient G le point d’affixe g = ix/2 et h I’homothétie de centre D et de rapport J2

a)- Déterminer la représentation complexe de h

b)- Vérifier que : h(B) =G

c)- En déduire que les points B, D et G sont alignés
5)- On pose : p:1+ﬁ+i

a)- Vérifier que : | p|=+4+ 22
b)- En utilisant la question 3)b), montrer que : arg(p) z% [27]
c)- Ecrire p sous forme trigonométrique

d)- En déduire que : tan% =J2-1

_Correctt'on
L]
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Exercice 1 (Fonctions logarithmes)

Soit f la fonction définie sur ]0; +00[ par f(x)=x+ é —In(x)+ é(ln(ar:))7 .

Soit (C,) sa courbe dans un repére orthonormé 0;1,7).

1) Calculer lim f(z) puis interpréter géométriquement le résultat.
0"

2) Vérifier que f(z)=xz+ é +(éln(z) - l]ln(x) puis déduire que lim f(z)=+0

l 2
3) a) Montrer que lim (In(z))

T—>+0 €T

=0 (on pourra poser z=1" ) .

b) Montrer que (C;) admet une branche parabolique de direction la droite (A) : y = z au voisinage de +o0.
4) Vérifier que Vz e |0;1[: (z—1)+In(z) <0 et que Vze[l+0o[: (z—1)+In(z)>0

(z—1)+in(z)

5) a) Montrer que f'(z)= pour tout z de ]0;+o0[

b) Dresser le tableau de variations de f sur ]0;+oo[

2—In(x)

6) a) Montrer que f"(z)= l—) pour tout z de ]0;+o0]
22

b) En déduire que (C;) admet un point d’inflexion / dont on déterminera les coordonnées.

7) a) Montrer que f(z)—z= é(ln(a:) —1)2 pour tout z de ]0;+o0[

b) Résoudre dans ]0;+00[ Iéquation f(z)==x

¢) En déduire la position relative de (C;) et (A) sur ]0;+o0]
8) Construire la droite (A) et la courbe (C;)
9) On considére la fonction numérique © définie par h(z) = f(|z|)

a) Déterminer D, le domaine de définition de la fonction h .

b) Montrer que h est une fonction paire.

c¢) Vérifier que h(z)= f(z) pour tout z de ]0;+00[

d) Déduire le tableau de variations de h sur D, .

Exercice 2 (Les nombres complexes)

1) Résoudre dans 'ensemble C des nombres complexes 1’équation : 2° —2z+2=0
2) On pose a=1-i et b=2+3+i

a) Ecrire a sous forme trigonométrique

g b G . Lo
b) Vérifier que —= (1+\/§ )e 3 puis écrire b sous forme trigonométrique
a
¢) Déduire que b° est un nombre imaginaire pur
3) Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O,{L,;)), on considére les points A, B et C d’affixes

respectives a, b et c=-1+i3
Soit 2z laffixe d’'un point M du plan et z' Daffixe du point M', image de M par la rotation R de centre A

V3
et d’angle —
& 2

a) Exprimer z' en fonction de z

b) Vérifier que le point est 'image du point B par la rotation R et en déduire la nature du triangle ABC
4) Soit (£) l'ensemble des points M d’affixe z tels que ‘z—2—\/§—i‘ =‘z+1—i\/§‘
a) Déterminer I'ensemble (£)

b) En déduire que le milieu du segment [B C] appartient a ’ensemble ()
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lheures

v' Le soin et la rédaction seront pris en compte dans la notation. Faites des phrases claires et précises.

v' Chaque tentative de tricher vaut un zéro.

Exercice 1

Soit z, et z, les nombres complexes définis par : z, =1+17 et z, = J3+i

1) Montrer que |z1|=\/§ € [2,] = 2 oo S T i e e NG
2) a) Montrer que arg(zl)E%[Zr] et arg(zg)zg[wr]

b) En déduire la forme trigonométrique de z, et de 2z, ool ML) LG

¢) Déterminer la forme trigonométrique de =% ..o N NS
z
2

1 1-
3) Montrer que la forme algébrique de A oest 2L +V3 + i i
2, 2, 4 4

4) En déduire la valeur de cos(ij et de sm(ij
12 12

P P 2028
5) Montrer que (—1 ‘ j =0 R .. ........... . oo enennnceecncen e e e e e e e s e

J2

Exercice 2
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O;ﬁ ;U )
On consideére les points A(1+6i) ; B(-4+3i) ; C(1) ; D(6+3i)
1) a) Montrer que ABCD est un parallElOgramme. ..o oottt
b) MOntrer que (AC) L (DB) ittt e e
¢) En déduire que ABCD €8t UN LOSANEE. ...ovomiveiiee ettt ettt et et et et et et
2) Déterminer l'affixe du point I le centre de ABCD ..ottt
Exercice 3
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O;ﬁ T U )
On considere les points A(1+6i) ; B(-4+3i) ; C(=9) ; D(4+i) ; E(-6-5i)
1) Montrer que les points A, B et C' SOt AligNES. ..ot
2) Montrer que (AB)H(DE)

3) Montrer que le triangle ABD est rectangle et isocele en A. ... e
)

4) Soit € un nombre réel. Montrer que (Vn e N) (cos(@)+z'sin(0))n =c08(n@) +1isin(nb) ......coccveeeee....
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lheures

v' Le soin et la rédaction seront pris en compte dans la notation. Faites des phrases claires et précises.

v' Chaque tentative de tricher vaut un zéro.

Exercice 1

Soit z, et z, les nombres complexes définis par : z, = 1+i~/3 et Z,=1+1

1) Montrer que |z,|=2 et |z2|:x/§

2) a) Montrer que arg(z,) E%[?ﬂ'] et arg(z,) E%[27t]

b) En déduire la forme trigonométrique de z, et de 2, oo g et e

Ve . . 7’ . Z -
¢) Déterminer la forme trigonométrique de =% ..o\ Py N TR
A ¥
2

2

1 -1
3) Montrer que la forme algébrique de =t est A V3 + + V3 (I RS
2, 2, 2 2 :

4) En déduire la valeur de cos(ij et de sm(ij
12 12

P 2028 P 2028
5) Montrer que (—lj +(—2) =0 LTI ... i ianiarensens eeeaessessns e sse sersre e see e
) p NG

Exercice 2

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O;ﬁ ;U )
On considere les points A(=1+6i) ; B(=6+3i) ; C(-11) ; D(2+1i) ; E(-8-51%)

1) Montrer que les points A, B et C' SONt AlIGNES. ..ot

)
2) Montrer que (AB)||(DE)

3) Montrer que le triangle ABD est rectangle et isocele en A. ...

4) Soit @ un nombre réel. Montrer que (Vn e N) (003(0)+i5in(0))n =c08(nl) +i81n(N6) ..o

Exercice 3

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O;ﬁ ;U )

On consideére les points A(—1+6i) ; B(—6+3i) ; C(-1) ; D(4+3i)

1) a) Montrer que ABCD est un parallElOgramme. ... oo oottt et

D) MODrer qUE (AC) L (DB) oot et et

¢) En déduire que ABCD €8t UN LOSANEE. ...ovoumiveoie oottt ettt et et et et

2) Déterminer l'affixe du point I le centre de ABOD ...t
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INSTRUCTION GENERALES

v' L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée.

v" Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant I’ordre qui
lui convient.

v L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est
a éviter.

v' Ecrire lisiblement et vérifier que le sujet est complet : il comporte 3
pages numerotees de 1 a4, celle-ci est comprise.

v’ Assurez-vous gue vous avez traité tous les exercices avant de quitter
la salle d’examen.

COMPOSANTS DU SUJET

L’épreuve est composée de quatre exercices et un probleme indépendant
entre eux et répartie suivant les domaines comme suite :

Exercice 1 Suites Numeriques 2pts
Exercice 2 Suites Numeériques 4pts
Exercice 3 Nombres complexes 3pts
Exercice 4 Nombres complexes 3pts
Probleme Etude d’une fonction numérique 8pts

v In Désigne la fonction logarithme népérien
v a le conjuguée du nombre complexe a .
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4
Exercicel
Soit (u,) ., la suite numérique définie par : . 4
= (VHEN ), Un+1:m
0.5pt |1/ Montrer par récurrence que : (Vn € N*); u, <2 .
* (un _2)2
0.25pt |2/ a/ Montrer que : (Vn eN ); Upyg — Uy T
_un
0.25pt b/ En déduire la monotonie de la suite (uy,)
« 1 1 1
0.5pt 3/ a/ Montrer que : (Vn eN ); = —=.
Uy —2 U,—2 2
0.5pt b/ En déduire u,, en fonction de n puis calculer lim u,
nN—+c0
Exercice2
On considére la suite numérique (un) définie par : (Vn . N)' U= 2u, +3
v M+l u, + 2
05pt |1/ Montrer par récurrence que : (YneN); 0<u, < J3 .
3-u?
0.25pt |2/ &/ Montrer que : (VneN); Uy, —U,=—=5" .
U, +2
0.5pt b/ En déduire que la suite (u, ) est convergente
0.75pt {3 /a/ Montrer que : (VneN) 0<~/3-u,,, < é(ﬁ—u) .
0.75pt b/ En déduire que : (vneN) 0<+3-u, s%(\@—l) .
0.25pt c/ Calculer lim u, .
4/ Soit ne N" , on pose w, = g Ty ¥ F
n
0.5pt a/ Montrer par récurrence que : (Vn € N*); W, <u,
0.5pt b/ En déduire que (Vn € N*); w, <3
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Exercice3
0.5pt |1/ Résoudre dans C I’équation suivante : z° — 23z2+4=0
2/ Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O;u;Vv), on considére les points A, Bet C
d’affixes respectives a = JB+1+ (\/g—l)i  b=+3-1+ (\/§+1)i et c=~3-i
0.75pt a/ Ecrire ¢ sous forme trigonométrique puis montrer que c® = —64
1pt b/ Montrer que (1+i)c=a et ia=b puis déduire la forme trigonométrique de a et de b
0.5pt c/ Calculer arg(B), puis déduire la nature du triangle OAB
a
d/ Soit D le point d’affixe d =1+ (+/3—4)i
0.25pt | Déterminer I’ensemble des points M (z) du plan vérifiant : ‘Z —1+i(4- \/5)‘ = )
Exerciced
Les questions 1/2/3/ sont indépendantes. .
. i Correction
1/0Onpose a=1-iv/3 , b=1+iy/3 et c=2 pF ol
1.25pt | Montrer que a?%% +bp2028 = 202
2/ Soit 6 €]0; 7], on pose z, =sin(d)(1-i)
05pt | Montrer que |z, =+/2sin(@) et arg(z;) = —%[27;]
3/ Soit a € R, on pose z, =b—(cos(a) +isin(e))b tel que b=—1+i
\/_ . (371 « . i% .
0.75pt a/ Montrer que z, =2v2xsin N xixe 2 (onrappelle que:
050t | sin(x) = 2c0s()sin(X) et cos?(X) = 1O oy inz(Xy 210 |
2 2 2 2 2
b/ En déduire |z,] et arg(z,)
Probleme:
Partie A
Soit g la fonction définie sur ]0;+oo[ par g(x) =2In(x) —1+l
X
0.5pt | 1/ Montrer que lim g(z) =+ et lim g(x) =+
T—>+00 0"
, 2x-1 .
0.5pt |2/ Montrer que g'(x) =—=—— pour tout x & |0;+oo[ .
X
0.5pt | 3/ Dresser le tableau de variations de g
0.75pt |4/ a/ Calculer g(1) puis montrer que 1’équation g(x) =0 admet une solution unique « dans }O;é[
0.5pt b/ Dresser le tableau de signe de g sur ]0;+oo]
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0.5pt
0.75pt

0.75pt

1pt

0.25pt

0.5pt
0.5pt

1pt

Partie B
f(x):xz(ln(x)—l)ﬂz: ;x>0
f(0)=0

On considére la fonction numérique f définie sur [0;-+oo[ par {

1/ a/ Montrer que f est continue a droite en 0
b/ Etudier la dérivabilité de f a droite en O puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.

2/ Montrer que f(«) =%(1—a) et 0< f(a) <i

3/ a/ Montrer que f '(x) = xg(x) pour tout X € [O; +oo[ puis dresser le tableau de variations de f .
b/ En déduire que f(x) =0 pour tout X € |0;+oo|
4/ Soit (C¢) la courbe représentative de la fonction f dans un repere orthonormé (O; T; J)
a/ Etudier la branche infinie de (C;) au voisinage de +oo
b/ Etudier la position relative de (C;) et la droite (A) d’équation y = x
c/ Tracer (C; ) dans le repére (0;7;J).

90




juegienh

I

ysajoad gEYATH essty Jed

920215202

1d gy A

920215202

o o
, m»p_..:.w\.u

-

o

e

mw:.a_% t:“ w:au
)

Vad

1 VATH essty Jed oedga

sapeidufjo p sajbajeqs Ja sadjiaxy

s sipag ) sajjawns sipag 60

$abillod vs_m. sA)oAaq

_ 34 8 = 4 2bju103 saigy soraq ¢()

voc ad vo:n_ stjors

sa3bjui0a saajaiaxa p saag G0

gV siaud ualq saumsay ¢0
i\

v.}iﬂftﬁ »tum y_so .w.v mW%n&WW EUE P_.Doo mo

§§§§

00NN P9Q P9I NI

ombbayomyany mmmos

om0U} 10 VM0 MMNOD M0V

% @

mz.z%m wﬁ%v. w@
L&«:Lt. [eali‘. <
A\ slaud 4alg _E%m& 99

- \'
, Sy
o

g i B e iy

m»_ﬁisjo,w sajfiajeqs Ja saajpuaxy

sfoums g 50

abjuas mv:E E*a»oa mo

A

5a3bjL10a sajaiaxa p saa ()] \, \
siaaid dalq saunsay ()|

sajjieiap ualg 9 ()

" onbptoogomyany mmmen)

om0 10 200ma00 W) Imoy),




