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AVANT-PROPOS 

1. Ce livre est strictement conforme au nouveau programme paru en 1991 
pour les classes de Terminales C et E. 

2. Pourquoi une nouvelle édition ? 

Pour être en conformité avec le nouveau programme et les nouvelles instructions, 

pour faire bénéficier cette nouvelle édition des remarques consécutives à l'utilisation 

de la précédente. Nous avons donc repensé le cours, les travaux pratiques, les 

exercices. En particulier, en Géométrie, de grandes simplifications ont été apportées 

dans les exposés qui restent cependant complets et rigoureux. 

En particulier aussi, les exercices sont maintenant plus nombreux, plus variés. Ils 

sont rédigés de façon à être accessibles au plus grand nombre. À la demande de 

collègues, nous avons inclus une rubrique de Q.C.M. et une rubrique de problèmes 

de synthèse. 

3. Nos intentions 

Nous avons respecté les principes qui nous ont toujours guidés : 

e Traiter le programme, mais rien que le programme. 

e Écrire un livre lisible par l'élève et utile pour lui. 

Nous avons utilisé un langage simple et clair, choisi pour donner sens aux termes 

mathématiques, pour développer de bonnes images mentales, tout en restant juste 

et précis. 

Pour que le livre soit utile, nous n'avons pas craint de donner des explications 

détaillées, même élémentaires. Nous avons traité de nombreux exercices résolus soit 

sous forme d'exemples introductifs et d'exemples d'application immédiate; soit sous 

forme de solution développée et commentée, afin de dégager, d’une part, des méthodes 

générales de travail et, d'autre part, les méthodes générales employées par la 

résolution de certains types de problèmes (elles sont explicitement indiquées par le 
cadre MÉTHODE). 

e Relier les connaissances et les structurer. 

e Montrer, chaque fois que possible, le «pourquoi» et le «comment». Montrer les 

champs d'application extérieurs aux mathématiques, en évitant néanmoins le piège 
du «faux concret ». 

4, Les problèmes de logique 

Conformément au programme, nous avons veillé constamment à développer les 

aptitudes au raisonnement logique tout au long du cours et des travaux pratiques. 

Dans l'emploi du vocabulaire de la logique, nous avons recherché les formulations 

les plus facilement compréhensibles. 
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9. Calculatrices programmables, micro-ordinateurs 

Leur utilisation est celle prévue par le programme. 

6. Organisation de l’ouvrage 

La progression suivie est pratiquement celle du programme. Il nous semble que c'est 

celle qui laisse le plus de liberté d'adaptation à l'utilisateur. Nous avons veillé à ce 

que les notions et résultats importants soient utilisés tout au long de l'ouvrage. 

7. Organisation des chapitres 

La plupart des chapitres sont subdivisés en cinq parties décrites ci-dessous. 

e Pour prendre un bon départ contient les connaissances antérieures et nécessaires 

pour aborder le chapitre, ainsi que les exercices-tests. 

e Les travaux pratiques d'approche introduisent des notions nouvelles. Les explica- 

tions utiles y sont données; il ne s’agit donc pas d’une série d'exercices classiques. 

®e Le cours est enrichi de commentaires, d'exercices résolus et commentés, de points 

de méthode, de notes historiques. 

e Les travaux pratiques d'application sont, notamment, ceux proposés par le 

programme. Ils se présentent sous forme d'exercices, expliqués de telle sorte que 

l'élève puisse avancer très progressivement dans la situation proposée. 

e Les exercices sont classés en quatre parties : 

— «Pour tester ses connaissances » ; en général, les Q.C.M. sont dans cette rubrique. 

— «Pour s'entraîner» : ce sont des exercices d'application rendus «faciles» par un 

questionnement fractionné; ces exercices, les plus nombreux, sont classés par thèmes. 

Nous avons créé dans cette partie une sous-rubrique intitulée : «Exercices du 

baccalauréat. » 

— «Pour chercher plus » : il s’agit là d'exercices moins faciles; les étapes intermédiai- 

res ne sont pas toujours indiquées. 

— «Problèmes de synthèse» : nous avons créé dans cette partie une sous-rubrique 

intitulée «Problèmes du baccalauréat». 

Àce propos, de manière générale, nous avons gardé la rédaction d'origine des exercices 

et des problèmes du baccalauréat. Généralement aussi, nous avons proposé les 

exercices et les problèmes les plus récents (excepté pour les exercices d'Analyse, 

moins fréquents ces dernières années). 
Les exercices les plus difficiles sont marqués d'un astérisque. Ces exercices ne doivent 

pas servir de référence pour la définition d'un niveau exigible. Certains exercices 

sont corrigés : une réponse succincte est fournie en fin de livre; ces exercices sont 

indiqués par leur numéro cerné d'un carré bleu. 

D'avance, nous remercions les collègues qui voudraient bien nous faire part de leurs 

remarques. 
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Rappelons le résultat suivant, valable pour tout système de deux équations 
linéaires à deux inconnues : 

ax + by=c 
le système ,aune solution et une seule lorsque son déterminant 

ax Fb'y=c 
ab'—a'b est différent de zéro. Lorsque le déterminant ab'—-a'b=0, le 
système n'a pas de solution ou a une infinité de solutions. 

Méthode de Gauss : étude d’un exemple. 
Codification des transformations 

Vous avez déjà utilisé, en classe de Première, la méthode de Gauss pour 
résoudre un système d'équations linéaires à plus de deux inconnues. 
Rappelons que cette méthode consiste à transformer le système (S) en un 
système (S') facile à résoudre, et qui a même ensemble de solutions que (S). 
Cette dernière affirmation est démontrée dans la partie «Cours». Rappelons 
aussi que la méthode de Gauss est algorithmique et donc qu'elle peut être 
programmée et utilisée sur ordinateur. 
Nous allons la mettre en œuvre sur un exemple, en indiquant une codification 
usuelle des transformations successives effectuées. 

X—-o0y raz] L 
Résolvons le système (S):{2x— y+3z=9 Lo 

DA AVE 7e LL. L; 

On note L:, L, L:, les équations ou lignes du système (S). 

== 1.1. Première étape 

Le but est d'obtenir un système (S.) de la forme suivante : 

x—3y+2z=1 
sy +az-n 

CAE | 

où le symbole # désigne des constantes. 

1. Pour cela, multiplions, par exemple, la première ligne par —2; nous 

obtenons : 
—2x+6y—-4z= —)2, 

et ajoutons-là «membre à membre» à L,. Nous obtenons : 

OxXHpy-Zz=7. 
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Du système (S) gardons la ligne L;, la ligne L; et remplaçons la ligne L; 

par O0x+5y—Zz=7, c'est-à-dire 5y —-z=7. 
Nous obtenons le système (S”) : 

SV r22 1 
(S') 5y— z=7 

3x—-2y+4z=11. 

La transformation qui fait passer de (S) à (S’) est notée : 

Lo —— 2) 

ce qui se lit : L, est remplacée par —2L; +L:. 
On note encore L:, L>, L; les équations de (S’}, bien que L; ait changé. 

DOUX partir de (S’), effectuons, par exemple, la transformation : 

L; ET LL: 31. 

Cela signifie que : 

e on garde de (S”) la ligne L, et la ligne L;; 

e on remplace dans (S'), la ligne L; par l'équation obtenue après avoir 
multiplié L, par —3 (ce qui donne : -3x+9y—6z= —3), et après avoir 
ajouté cette équation à L; (ce qui donne : 7y —-2z=—8). Nous obtenons le 
système (S;) : x—3y+2z-1 PL 

(S1) 5y— z=7 L; 
7y—2z=8. L; 

Remarque : en pratique, on passe souvent directement de (S) à (S:), sans 

écrire (S’). 

m= 1.2. Deuxième étape 

Le but est d'obtenir, à partir du système (S.), un système (S-) de la forme 
suivante : x—3y+2z=1 

(S>) 5y— z=7 

EZ — 8. 

Dans le cas présent, pour passer de (S.,) à (S), nous effectuons, par exemple 

la transformation : Lt LE L.. 

Nous obtenons : Xx—-3y+2z=1 
(S2) DE 

3z =9. 

Résolvez le système (S) et vérifiez que sa solution est aussi solution 
de (S). 

Résolution d’un système de 4 équations 
à 4 inconnues 

Résolvez, selon la méthode de Gauss, le système (S) : 

X1 + XD ur X3+ Xa=l L: 

(S) x Xo+F2X3+F2x:=1 L 

X1 TOXI TO T ta La 
2% F3x5— X3 + Xa=4. 5 
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ALGÈBRE - COMBINATOIRE - PROBABILITÉS 

COURS 

(1 Equations linéaires à p inconnues. Systèmes 
linéaires 

1.1. DÉFINITIONS D'UN p-UPLET DE NOMBRES RÉELS 
ET DE [R? 

p étant un naturel, p >2, un p-uplet de nombres réels est une liste ordonnée de p 

nombres réels. Cela signifie que, parmi ces réels, il y a un premier que nous pourrons 

noter x, (x indice 1), un deuxième x, etc. Un p-uplet, en général, est noté : 

Cri Xo., LOUE (Sr, S2,..,S2) où. 

L'ensemble de tous les p-uplets de nombres réels est noté [RP. 

Un couple de réels est un 2-uplet, c'est-à-dire une liste ordonnée de deux réels. Par 

exemple (2; 3). Notez l'importance de l’ordre : le couple (2; 3) n'est pas égal au couple 
(02) 

L'ensemble de tous ces couples est noté R?. 

Un triplet de réels est un 3-uplet. L'ensemble de tous ces triplets est noté [R*. 

1.2. ÉQUATIONS LINÉAIRES 

DÉFINITION 1 

e Une équation linéaire à p inconnues est une équation de la forme : 

@a1X1 +a2x2+..+ax, =b, 

où les nombres a:, a:, …, a, et b sont donnés. 

e Une solution dans (RP est un p-uplet (s1, …, s,) tel que, si l’on 
calcule a; s1 +...+a,s,, on trouve b. 

e Résoudre l'équation dans RP, c'est déterminer l’ensemble des 
solutions dans [R?. 

EXEMPLES 

Exemple 1. 

L'équation à deux inconnues : 2x +3 y =4 est linéaire. 
4-2 æ) 
au) 

Vous savez que l'ensemble de ses solutions est représentée, après choix d’un repère, 
par la droite d'équation : 2x+3y—4=0. 

C'est pour cette raison, et par analogie, que l'on appelle «linéaire» toute équation 

dont les inconnues sont au premier degré. 

Dans RÀ°, ses solutions sont les couples (x: 

Exemple 2. 

L'équation à deux inconnues x =2 est linéaire. 

L'équation s'écrit : x +0y = 2, et dans R? ses solutions 

sont les couples (2; y). 

Leur ensemble est représenté par la droite d d'équation 

x=2, 
1 2 

Exemple 3. | 

Les équations à trois inconnues : 2x —5y +3z=4,3x —y +5z —t =8,sontlinéaires. 

Remarque : en général, une équation linéaire a une infinité de solutions. 
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1.3. SYSTÈMES D'ÉQUATIONS LINÉAIRES 
Dans la théorie, l'usage est de noter comme ci-dessous un système de n équations à 

p inconnues : 

A1 X1 + A12X2 +. +81 Xp = D: 

A21 X1 + A22X2 +... + 82h Xp = D 

dn1X1 Hdi) Ro + dnp Xp = De 

Les inconnues sont X:, X2, .…, Xp. 

Les coefficients des inconnues sont notés avec un double indice : a;. Le premier 
indice i sert à repérer la ligne, c'est-à-dire l'équation, le second indice j repère la 

colonne, c'est-à-dire l’inconnue devant laquelle est placée le coefficient a;,. 

Exemple : a: est le coefficient de x, dans la troisième équation. On dit «a, trois, 

deux». 

Les équations, ou lignes, sont notées L:, L,, …, L,. 

DÉFINITION 2 

e Dire qu'un p-uplet de réels (s:, …, s,) est solution du système (S) 
signifie que ce p-uplet est solution dans [R? de chaque équation L:, 
1 Le. 

® Résoudre un système c'est déterminer l’ensemble % des solutions. 

Remarque : lorsqu'un système n’a pas de solutions, on dit que son ensemble # de 

solutions est l’ensemble vide. On note alors : f=@. 

1.4. SYSTÈMES ÉQUIVALENTS 

DÉFINITION 3 

Dire que deux systèmes d'équations linéaires à p inconnues sont 
équivalents signifie qu'ils ont le même ensemble de solutions. 

Il résulte directement de cette définition que pour trois systèmes (S:), (S2), (S3) à p 

inconnues, si (S.) et (S.) sont équivalents, et si (S) et (S;) sont équivalents, alors 

(S:) et (S3:) sont équivalents. 

[2 Transformations élémentaires 

2.1. PRÉLIMINAIRES 

1. Équations Let «L, « réel non nul 

EXEMPLE 
Considérons les deux équations : 

3x—-12y=24 (1) 
x— 4y=8. 2) 

Il est clair que l’on obtient (2) en divisant par 3 chaque coefficient et le second membre 
de l'équation (1). 
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! 
Lorsqu'on note L l'équation (1), l'usage est de noter 3 L l'équation (2). Il est clair 

L 
que Let 3 L ont le même ensemble de solutions. 

De manière générale, si Lest l'équation : a, x1+...+ a Xp = D, alors «Lest l'équation : 

dXaiX1t..+4a x, =D. 

Les équations L et «L, «#0, ont même ensemble de solutions. 

En effet, puisque a #0, pour tout p-uplet (s:, …, s,) dire que : a: S1t….t+a 5) =D 

équivaut à dire que «a;s1+.…+aa,s, =ab. 
Donc, dire que (s:, …, s,) est solution de L équivaut à dire que (51, …, s,) est solution 

de «L. 

2: Équations L'+aL 

EXEMPLE 

Considérons les deux équations : 

2x+3y=5 L 
Nr =. IE 

L'équation «L est l'équation : 

2a4x+3ay=54a. 

L'équation L'+aL est, par définition, l'équation obtenue en ajoutant membre à 

membre l'équation L' et l'équation wL; c'est donc l'équation : 

AF2mMx+6a-5)y=8+5 4. L'+aL 

PROPRIÉTÉ 

Let L’ sont deux équations à p inconnues : q 

di X1t.…. Fa XL =C L 

bixit.+b,x,=d. L' 

Alors, les solutions communes à L et L’ sont les solutions communes 

à Let L'+a«L. 

Démontrons ce résultat. 

Supposons que (51, …, 5) Soit une solution de L et de L’. Alors : 

dd Sun End Sp IC (@l)) 

DisirDsSt.rDs,=d! (2) 

Nous en déduisons que : 

daA1S1+da252+... +45, = CA (3) 

et donc, par addition membre à membre des égalités (2) et (3), que : 

CiFran)site, F(bEda,)s,=d+Fxc: (4) 

Les égalités (1) et (4) prouvent que (51, …, s,) est solution de L et de L'+œL. 

Réciproquement, supposons que (51, …, S,) Soit solution de L et de L'+aL. Alors, 

de cette hypothèse nous déduisons les égalités (1) et (4) écrites ci-dessus. 

Par soustraction (4)—a(1), nous obtenons l'égalité (2). 

Les égalités (1) et (2) montrent que (s:, …, s,) est solution de L et de L’. 

Systèmes linéaires - 9 



2.2. TRANSFORMATIONS ÉLÉMENTAIRES D'UN SYSTÈME (S) 

(S) est un système de n équations linéaires à p inconnues, notées de haut en bas, 

Fes Das 

1. Transformation L; <— L; 

Lorsqu'on permute deux équations L; et L,, on obtient un système (T) équivalent 

à (S). 

En effet, puisque (S) et (T) ont les mêmes équations, ils ont même ensemble de 

solutions (voir Définition 2). 

2x+3y=5 x— y=8 

2x+3y=S5. 
Exemple : les systèmes ont évidemment même 

Xi 0 

ensemble de solutions. 

2. Transformation L; <— «L,, « réel non nul 

Le système obtenu en remplaçant dans (S) l'équation L; par «L; («a #0) est 

équivalent au système (S). 

En effet, nous avons vu au paragraphe 2.1. 1., que L; et «L; ont même ensemble de 

solutions. 

Toutes les autres équations étant inchangées, les solutions communes à L:, L:, …, 

L;, …, L,, sont exactement les solutions communes à L:, L:, …, æL;, …, L,, d'où le 

résultat (voir Définition 2). 

3. Transformation L; <— L; +aL; 

Le système (T) obtenu en remplaçant dans (S) l'équation L; par l'équation 

L; + æL; est équivalent au système (S). 

En effet, nous avons vu au paragraphe 2.1. 2. que les solutions communes à L; et 

L;, sont exactement les solutions communes à L; et L;+«L,. 

Toutes les autres équations étant inchangées, les solutions communes à 

L:, Lo, …, L,, .…., L;, …, L,, Sont exactement les solutions communes à : 

Le Dal vie 

d'où le résultat. 

Exercices résolus : résolution de systèmes par 
la méthode de Gauss 

La méthode de Gauss consiste à transformer le système initial (S) en un système 

plus facile à résoudre, et surtout qui a même ensemble de solutions que le système 

(S). Pour cela, elle utilise les transformations élémentaires décrites au paragraphe 2. 

EXERCICE  Résolvez par la méthode de Gauss le système : 
RESOLU 1 DIE Y+ z=3 L, 

(S){ x+3y-4z=2 Lo 
IX-2y Hz. La 
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SOLUTION COMMENTÉE «um 

MÉTHODE ET COMMENTAIRES 

Il peut être avantageux de placer L; en 
première ligne, cela facilitera les calculs 
à l'étape suivante. (S:). 
Ceci se fait par L; <— L,, le système 
obtenu est équivalent à (S). 

X+3y—-4Z=2 
XV +; zZ=3 
SXAYE. 251 

On conserve L; de (S.) et on l’utilise pour 
éliminer l’inconnue x dans l'équation L.. s 
Ceci se fait par: L; <— L,-2L;, le (S2) 
système (S,) obtenu est équivalent à (S.). 

X+3y—-4zZ—2 
SAYAÆIZE] 

3X=2y. + z=i 

De la même manière, on utilise L; pour 
éliminer x dans La. s 
Ceci se fait par: Ls <— L,-3L,, le ($2) 
système (S:) obtenu est équivalent à (S). 

X+ 3y— 4zZ—2 
= TYTIS Ze 
NIV IS 7e ESS 

On conserve L, de (S;) et on l'utilise pour 
éliminer y de La. x+3y—4z=2 

11 —7yÿ+92z=—1 
Ceci se fait par: Ls <— Ls—— Le le (Si) k 8 D4 

——Z= —— 

système (S.) obtenu est équivalent à (S:), 7 7 
donc à (S-), donc à (S.), donc à (S). 

Le système (S.) obtenu est triangulaire. Il se résout facilement en « remontant ». 
Nous obtenons : z =8, puis : —-7y+9x8= —1, donc y =4, 
puis xX+3X*3—4x4=2, donc x=2. 
Le système (S) a une solution et une seule, le triplet : (2, 4, 3). 

EXERCICE  Résolvez le système de trois équations à trois inconnues : 
RESOLU 2 

| X+ + z=1 
(S) XL TOZ—=— | 

|-4x+5y-7z=4 

MÉTHODE ET COMMENTAIRES 

On conserve L; que l'on utilise pour y+ z=1 
éliminer x des équations suivantes par s A re eee 
Lo <— L—2L,etls — L:+4L.,;on - nee 

obtient alors S; équivalent à S. ‘4 

La <— L;+83L,; on obtient alors S; $2 ic 
équivaut à S1. 

On conserve L; que l'on utilise pour y+z=1 
éliminer y de la dernière équation par 

Le système S; n'a pas de solution, en effet sa dernière équation notée 0 = —1 
est en fait l'équation : 

Ox +0y +0z = —-1 

et on ne peut trouver aucun triplet de réels qui la vérifie. 
Ainsi S, qui est équivalent à S,, n’a pas de solution. 

ESNSSSSSSN 
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EXERCICE Résolvez le système (S) : 

RESOLU 3 x+2y+3z=11 
(S)ri-2x ay 2z=15 

XF TZ SA. 

SOLUTION COMMENTÉE ass 
En opérant comme dans l'Exercice 1, par L, <— L;+2L; et par la 
transformation La <— L;-—3L;,, nous obtenons le système (S:) : 

x+2y+3z=11 
(S:) 5y+8z=37 

O0 2—- 072 

Par la transformation : L; <— L;,+L,, nous obtenons le système (S)) : 

x+2y+3z=11 
(S2) 5y+8z=37 

0=0. 

La dernière équation, notée 0 = 0, est en fait, l'équation : Ox +0y +0zZ =0, et 
tout triplet (x, y, z) est solution. 
Ainsi, un triplet (x, y, z) est solution de (S;), donc de (S), dès qu'il est solution 
des deux premières équations de (S:), c’est-à-dire que (S) est équivalent au 
système de deux équations à trois inconnues : 

ë +2y+3z=11 

5y +8z=37. 

Z . 
» puis en reportant dans la première Nous obtenons alors : y = 

; | Z— 19 
équation XF En à 

Z=A19S1= 87 

5 
Les solutions de (S) sont donc les triplets 12), où z est 

un réel quelconque. 
19.37 

Par exemple, pour z =0, nous obtenons une solution : Taies 0 |. 

Remarque : nous aurions pu exprimer z en fonction de y, puis x en fonction 
de y. 
Les solutions de (S) s'expriment alors sous la forme : 

(A 37-5y 

8 ACER 
h y décrivant MR. 
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[1 En Électricité : loi des nœuds, loi des mailles 

Un réseau électrique est constitué de dipôles actifs et passifs dont les bornes 
sont reliées entre elles par des fils parfaitement conducteurs (on ne considère 
que des dipôles linéaires). Un nœud est un point commun à plusieurs 
conducteurs. Une branche est une portion de circuit comprise entre deux 
nœuds. 

Lorsqu'on parcourt plusieurs branches du réseau en revenant au point de 
départ après n'être passé qu'une fois en chaque nœud, on dit que l'on a 
parcouru une maille. 

Pour étudier un tel réseau, on fixe sur chaque branche un sens arbitraire 
pour les intensités de courant et sur chaque maille un sens arbitraire de 
parcours (indépendant des sens choisis pour les intensités). 

Lois des nœuds 
En aucun point du réseau, il ne peut y 
avoir accumulation des charges. Donc, 
si l'on compte positivement les intensi- 
tés qui arrivent en un nœud et négative- 
ment celles qui s'en éloignent, la somme 
algébrique des intensités est nulle. équation du nœud A : 
On obtient ainsi l'équation du nœud. 

I; nil (0) 

Lois des mailles 
Dans chaque branche : 

e les intensités sont comptées positive- 
ment si leur sens est le même que le 
sens de parcours sur la maille; 

e les forces électromotrices sont comp- 
tées positivement si le générateur 
abaisse le potentiel, négativement dans 
le cas contraire (c'est-à-dire que les 
forces électromotrices sont affectées du 
signe du premier pôle rencontré dans le 
sens de parcours de la maille). 
Quand on fait le tour complet d'une 
maille, la somme algébrique des diffé- 
rences de potentiel entre les différents E: +R; li —E> — RL + R313 — E3 = 0. 
nœuds est nulle. 
On obtient ainsi l'équation de maille. 

équation de la maille ABCA : 

Considérons le réseau ci-contre. 

a/ Écrivez les équations aux nœuds 
A, B, C, D et montrez que l'une 

quelconque d’entre elles est une con- 
séquence des trois autres. 

b/ Écrivez les équations des mailles 
ADBA (équation E) et BDCB (équa- 

tion E’). 
Montrez que E+E’ est l'équation 
d'une maille. 
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On pose R: = R3 = Rs = 100 Q et R> =R;= 50 Q2. 

c/ Déterminez l'intensité et le sens du courant circulant dans la 

branche BD lorsque e = 150 V. 

12) Programmation linéaire en Economie 

Une entreprise fabrique à la presse des clous en acier. 

1. Supposons que la presse fonctionne 21 heures par jour et que cette 
entreprise possède un stock journalier de 100 kg de matière première. 
Supposons par ailleurs que la fabrication : 

e d'un lot de 100 petits clous demande 600 grammes de matière 
première et 10 minutes de fabrication; 

e d’un lot de 100 gros clous demande 900 grammes de matière première 
et 10 minutes de fabrication. 
Notons x le nombre de lots de 100 petits clous et y le nombre de lots 
de 100 gros clous. 

a/ Expliquez pourquoi les contraintes se traduisent par le système : 

| 6x+9y<1000 
VX rl 26 
lat yeN. 

b/ Représentez graphiquement l’ensemble des solutions de ce système. 
La partie du plan obtenue, s'appelle le domaine des contraintes. 

Conseil : placez aussi précisément que possible les points d'intersec- 
tion avec les axes et choisissez des unités convenables : 1 cm pour 10 
sur chaque axe. 

c/ Chaque solution (x; y) de ce système s'appelle un programme 
réalisable. Quels sont les points du domaine des contraintes, dont les 
coordonnées correspondent à un programme réalisable ? 

2. En outre sur la vente de chaque lot de 100 petits clous l’entreprise 
fait un bénéfice de 2,50 F et sur chaque lot de 100 gros clous un bénéfice 
de 3 F. Pour x lots de 100 petits clous et y lots de 100 gros clous, le 
bénéfice réalisé est donc, en francs : 

PET mie à 1 

La fonction F qui, à tout couple (x; y) de naturels, associe le réel 

2,5 x +3 y est appelée la fonction bénéfice : 

EG; y)=257x+37 

a/ Dessinez la droite qui correspond à un bénéfice de 100 F. Un tel 
bénéfice est-il envisageable ? 

Dessinez la droite qui correspond à un bénéfice de 600 F. Un tel 
bénéfice est-il envisageable ? 

b/ L'entreprise souhaite maximiser le bénéfice. Trouvez graphique- 
ment le programme correspondant au bénéfice maximal. 

Indication : x et y sont des naturels. 

c/ Quelles sont, pour la réalisation de ce programme, les valeurs de x 
et y correspondantes, le bénéfice correspondant, ainsi que le poids de 
matière première utilisé et le temps de fonctionnement de la presse ? 
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(3 Carrés magiques 

Un carré magique est un tableau de nombres disposés en forme de carrés, 
de façon que la somme des nombres situés sur chaque ligne horizontale ou 
sur chaque ligne verticale ou sur chaque diagonale, soit toujours la même. 

Voici un carré à 16 cases 
Sur chaque ligne, sur chaque colonne et sur 
chaque diagonale, la somme des quatre 
nombres écrits est 34. 

Nous vous proposons ci-dessous de déterminer tous les carrés magiques de 
9 cases construits avec les naturels de 1 à 9, chacun d'eux étant utilisé une 

fois et une seule. 
Supposons que l'on ait trouvé un tel carré magique. 

a/ Pourquoi la somme sur chaque ligne, chaque colonne, chaque 
diagonale doit-elle être égale à 157? 

Indication : la somme des naturels de 1 à 9 est 45. 

b/ Quels sont les 7 autres carrés magiques déduits par rotation et par 
symétrie ? 

c/ Pourquoi la case centrale (intersection des diagonales) contient-elle 

nécessairement le naturel 5 ? 

d/ Déterminez tous les carrés magiques demandés. 
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EXERCICES ET PROBLÈMES 

Pour s'entraîner 
Pour les exercices 1 à 15, appliquez la méthode 
d'élimination de Gauss pour résoudre les systèmes 
proposés. 

| x+10y-3zZ=5 
[1] 2X= my +272 
2 Vhez=-S. 

8a+4b+ c=7 
a+2b— c=13 

2&-— b+2c=5. 
2. 

XÉE2IVEREZE EG 
2x+2y+4zZ-8t=10 

VENZEÉS1=S 
XX V2 z+ 4-5; 

3. 

2XÉEMY = eee 
X=3ÿ=-27—-—5 

3X+2y+ z=S. 
4. 

2a— b+3c=5 
AMD NC= Di 

—a—7b+6c=2. 
5. 

XCRPVEN Zi 
PAPY 27=2 
x—4y+7zZ=3. 

APT Ze 
2RVe Ze = 
Xe Ve z=?2 1-6; 

7{e 

GX+ 4y+ z+ 21=3 
Gx+ 8y+2z+ 5t=7 
9x+12y+3zZ+10t=18. 

X—3y+4Z-2wW=5 
9 2y+5z+ w=2 

y=32z = 4, 

2X— y+3zZ=1 
10./74X*+2y+ z=3 

"|-2x+ y+4z=4 
10%—5y—-67=-10. 

2X+6yY— z+ u=-3 
AN ion, NE 
—X—3y+3z+2u=S. 

XIE Zu v=G 
142./*+Y— z+ v=—-2 

ne: + Z=3u-2v=-8 
MED Z= NUE V=E. 

4Ax+3y— z+2t-=6 
"|8x+5y-3z+4t=12 

3X+3y—-2Z+2t=6. 

Ha z+ t=4 

13 
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2X— yY—-6Z2+ 31=-1 
7x-4y+2zZ—-15t= —-3,2 
x—2y+4z+ 9t=5 
x— y+2z- 6t=—-8. 

14. 

2X—-5y+3Z2+ 1=5 
3X—7YÆES2=NT=EN 
5x-9y+6z+2t=7 
4x—-6y+3zZ+ t=8. 

15. 

6x+ 6y+ 5z+18t+20u=14 
10x+ 9y+ 7z+24t+30u=18 

16. 12x+12y+13z +27t+35u =32 
8x+ 6y+ 6z+15t+20u=16 
4x+ 5y+ 4z+15t+15u=11. 

2H TYES zu =D 
x+ 3y+5z-2t1=3 
x+ 5y-9z+8t=1 

5x+18y+4z+5t=12. 

17 

2x+5y-8z=8 
4x+3y—-9z=9 
2xX+3y-5zZ=7 
x+8y-7z=12. 

18. 

4x+2yY+ z+2t+3u=4 
Ax+2y+3z+2it+ u=0 
2X+ y+7zZ+3(1+2u=1 

19. 

X+2yY+3zZ+4t+5u+6v=1 
2X+3y+4zZ+5t+6u+ Vv=2 
GSx+4y+5z+6t+ u+2v=3 
4x+5y+6z+ t+2u+3v=4 
5xX+6y+ z+2t+3u+4v=5 
6x+ y+2Z+3t+4u+5v=6. 

20. 

a erite dee 

21. Résolvez le système de six équations à six 
inconnues : 

X+2yY+3zZ+4t+5u+6vV=1 
2xX+3y+4Z+5t+6u+ v=2 
3x+4yY+5Z+6t+ u+2v=3 
4x+5y+6Z+ t+2u+3v=4 
5x+6yY+ z+2t+3u+4v=5 
6x+ y+2zZ+3t+4u+5v=6 

22. Résolvez dans [R* le système : 

X+ y+ z+t=0 
IX F2yYEEZ 0 5 
AAC Ze EC 
8x+4yY+2Z+t=12. 
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Application : déterminer les coefficients réels 
a, b, c, d de la fonction : 

f:X—> aX +bX2+cX+d 

Sachant que f(1)=0, f(—1)= —6, f (2) =12 
et f(1)=5. 

1. Résolvez le système linéaire à quatre 
inconnues réelles a, b, c, d: 

13 
DEC de 

2 
4a+ 3b+2c+d=0 
8a+ 4b+2c+d=-2 
82a+12b+4c+d=0. 

2. Application : 
on considère la fonction f définie par : 

f(x)=ax*+bx°+cx?+dx+e. 

Déterminez les réels a, b, c, d, e sachant 
que la courbe représentative C de f possède, 
dans le repère (O; À, j) où elle est dessinée, 
les propriétés suivantes : 

13 
C passe par les points : O (0, O); A (1 À): 

C admet en chacun des points À et B une 
tangente de vecteur directeur i. 

ar 

1. Résolvez le système : 

X+ yY+ z+ t=-4 
—X+ y— z+t=4 
8x+4y+2Z+t=1 
3SX+2y#+ z =0. 

2. Déterminez les coefficients a, b, c et d de 
la fonction : 

f:X — aX°+bX+cX+d 

sachant que f(1)= —4, f(—1)=4, f(2)=1 
et f admet un minimum pour 1. 

our chercher plus 

Déterminez les valeurs du réel k telles que le 
système suivant ait une seule solution, puis 
aucune solution, enfin plusieurs solutions. 

kxX+y+z=1 
X+ky +z=1 
X+y+kz=1. 

Résolvez, en discutant suivant les valeurs du 
réel À, le système suivant : 

2x+ 3y+ z+2t=3 
4x+ 6y+3z+4t-=5 
6x+ 9y+5z+61-=7 
LEE 

27. Résolvez, en discutant suivant les valeurs des 

28. 

30 

réels a, b, c et d, les systèmes suivants : 

x+2yY-3zZ=a 
2X— y+4z=b 
AX+3y—-2z=0cC 
3X+ y+ z=d. 

x+2yY+2zZ=a 
3x+ y=b 

X+ Y+ Z=c. 

LE 

l 
« Sensibilité » des solutions à la variation 
des coefficients 

On considère le système suivant : 

Ne (1) 

9x+8y=17 (2) 

où e est un paramètre que l’on peut interpréter 
comme une erreur relative sur le coefficient 
15 de l'équation (1). 

1. Résolvez ce système dans le cas où e =0 
puis dans le cas où e = 0 puis dans le cas où 
e =0,01. 

2. On considère maintenant le système (S') : 

(s’) CO aeRr (1) 

x+8y=17 (2') 

où f est un paramètre que l’on peut interpréter 
comme une erreur relative sur le coefficient 8 
de l'équation (1'). 

a/ Pour quelle valeur de f les droites d’équa- 
tions (1) et (2’) sont-elles parallèles ? 

b/ Résolvez le système dans le cas où 
f= —0,1. 

3. Sur un papier millimétré, en prenant 5 cm 
comme unité, représentez les droites D, et D, 
d'équations respectives (1) et (2) et interpré- 
tez géométriquement les résultats précédents. 

S est le système de trois équations à 
3 inconnues : 

X+2yY+4Z=-1 
x—my+m°z=m+1 
2X + my +2mz=2 

où m est un réel donné. 
Discutez et résolvez ce système en fonction 
des valeurs de m. 

(S) 

Problème des « bœufs de Newton » 

75 bœufs ont brouté en 12 jours l'herbe d'un 
pré de 60 ares. 
81 bœufs ont brouté en 15 jours l'herbe d'un 
pré de 72 ares. 
Combien de bœufs, un pré de 96 ares pourra- 
t-il nourrir pendant 18 jours ? 
Naturellement on supposera constante : 
— la quantité d'herbe broutée journellement 
par chaque animal; 
— la quantité initiale d'herbe par are; 
— la quantité d'herbe qui pousse journelle- 
ment par are. 
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Des notions de géométrie sont rappelées dans le chapitre 5 de ce livre : angles de 

vecteurs et leurs mesures dans le plan orienté, repères orthonormaux directs, cosinus, 

sinus... 

Par ailleurs, vous trouverez un formulaire de trigonométrie à la page 309 du tome 1. 

Déterminer 0=(i, OM) à partir 
des coordonnées de M 

Nous nous bornons ici, à rappeler le lien 

entre les coordonnées (a; b) d’un point M 

dans un repère orthonormal direct (O; i, j) 
et l'angle (i, OM). Notons 6 une mesure en 
radians de l'angle (Gi, OM). Alors : 

1. Combien y a-t-il de points M tels que : 

OM=3 et cos(i, OM)= . 

2. Dans chaque cas, ayant posé LE OM) = 0, placez 
LE point M, tel que : 

a/ OM=5, cos 0= —-—, sin 0= V2 

b/ OM=2, cos 0=0, sin 0 = -1. 

3. Dans chaque cas, on donne les coordonnées (a; b) 

du point M. Trouvez cos 6, sin 0 et 8, où 0=(i, OM). 

aka ew3, b=1 blaevVoss; =. 
\ L- 

c/ a =4, bi=5. di a= — PE) 
2 2 

18 - Les nombres complexes 
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[2 Note historique 

Certains problèmes n'ont pu être résolus que par la création de nouveaux nombres. 

Par exemple, si { désigne la longueur AD, alors {?=1+1=2. 

Or, à l'époque pythagoricienne (—550 av. J.-C.), les seuls À 2 

a 
nombres utilisés sont les fractions 7 avec a et b entiers; les L 

mn 

pythagoriciens ont probablement constaté ce qu'Aristote LÉO PE 

(— 350 av. J.-C.) a démontré : il n’y a pas de fractions dont le 

carré soit 2. Ainsi, si l’on veut exprimer la longueur £ au moyen d'un nombre, il est 

nécessaire de créer un nouveau nombre : «le nombre dont le carré est 2», c'est-à-dire 

V2 
Par exemple encore, il n'existe pas de nombre réel x tel que x?= —1. Pour que 

l'équation x?=—laitune solution, il est nécessaire de concevoir un nouveau nombre : 

«le nombre dont le carré est — 1». Ce nombre est noté i. En l’adjoignant aux réels, 

les calculs conduisent alors naturellement à utiliser les produits 1b, puis les sommes 

a + ib, avec a et b réels. L'ensemble de tous les nombres ainsi obtenus, réels compris, 

est maintenant appelé «ensemble C des nombres complexes ». 

Mais dans la réalité, les choses ne furent pas aussi simples. Au contraire, les 

évolutions furent lentes, les avancées craintives et hésitantes, les bases mal assurées. 

Ainsi, par exemple, Lazare Carnot (1753-1823) refuse d'utiliser les nombres négatifs, 

pourtant conçus depuis l'Antiquité, parce qu'ils conduisent selon lui à des paradoxes 

(—3<2 et pourtant 3° > 2°). 
Ce n'est que vers la fin du xix° siècle et au début du xx° que l’on donne un statut 

théorique rigoureux aux ensembles de nombres de plus en plus agrandis : N, 

ensemble des entiers naturels, Z, celui des entiers relatifs, Q, ensemble des rationnels 

a . 

avec a et b entiers, (R, ensemble des réels, et enfin €, ensemble des nombres 

complexes. 

Quant aux nombres complexes, ils naissent au xvi‘ siècle, lorsque des algébristes 

italiens de l’école de Cardan eurent l'idée d'introduire des «nombres imaginaires » 

pour résoudre des équations du troisième degré. Bombelli écrit en 1572 : «j'ai trouvé 

une sorte de racine cubique très différente des autres», qu'il appelle « più di méno», 

et qui est très voisine du nombre i dont le carré est — 1. 

Mais ces nombres «imaginaires» dont les carrés peuvent être négatifs permettent 

d'obtenir des résultats et, pour cette raison, sont de plus en plus utilisés avec 

confiance. 

Au xvur° siècle, D'Alembert montre que tous les imaginaires inventés sont de la forme : 

a + b V —1, et Euler en 1777 adopte le symbole i pour désigner V —1, et écrit i?= —1. 

À la fin du xvur siècle, les nombres a + ib sont d’un usage courant. 
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Premiers calculs sur les nombres complexes 

== 1.1. Le nombre i 
Les scientifiques se sont aperçus que la création d’un nombre i dont le carré 
est —1, i°= —1, facilitait les calculs et permettait des progrès dans les 
découvertes de l'algèbre (voir la note historique). 
S'il vous est difficile d'accepter l’idée qu'un carré puisse être négatif, 
considérez que, comme tous les objets mathématiques, les nombres sont des 
outils inventés par les mathématiciens pour mieux résoudre leurs problèmes. 
Le carré d'un nombre réel ne peut pas être négatif, mais rien n'empêche 
d'inventer un nombre non réel dont le carré est négatif. (L'interdit ne pourrait 
venir que de contradictions nées de l'utilisation, mais ici il n'y en a point.) 

a/ À partir de i?= — 1, calculez i°, i*, i°. 

b/ Montrez que la suite (i”) des puissances de i est une suite 

périodique. 

= 1.2. Les nombres a +ib avec a et b réels 
a et b étant des réels, ib est le produit de i par b,eta+ib la somme de a 
et de ib. On calcule avec les nombres a + ib comme s'il s'agissait de nombres 
réels, en remplaçant, lorsque cela se présente, i? par — 1. 

EXEMPLES 
21) FOPS31)—-3 #51 
(1+21)(2+3i)=2+3i+4i+6i=2+7i-6=-4+7i. 

Écrivez sous la forme a + ib, avec a et b réels, les nombres suivants: 

constatez que les résultats de ces calculs sont encore des nombres de 
la forme a +ib avec a et b réels : 

a, A-bHD)=CF30: ES) 0%): 
DSC) DCE DU ED); 

b/ Écrivez le quotient : 
12 

i 
- Sous la forme a +ib. 
i 

Indication : multipliez numérateur et dénominateur par 1 —2i. 

== 1.3. Équation 2° z° —=r avec r réel négatif 
Résolvons l'équation z°= —9. Évidemment, aucun nombre réel n’est solution. 
Mais nous allons voir que cette équation a deux nombres complexes solutions. 

a/ En écrivant —9=9;i°, et l'équation sous la forme z?—9;? =0, 
montrez qu'elle a deux solutions de la forme a +ib. 

b/ Résolvez de même les deux équations : z?= —6, z?= —8, 

1.4. Équation z?+z +1=0 
a/ Vérifiez qu'aucun nombre réel n’est solution. 

DS 
b/ Vérifiez que z°?+z+1= (2 +) Fr: 1. 

c/ Déduisez-en que l'équation z°? + z + 1=0 a deux solutions complexes 
de la forme a +ib avec a et b réels. 

20 - Les nombres complexes 
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ne en 0 6 6 

A. PREMIÈRE PARTIE : L'ENSEMBLE 
DES NOMBRES COMPLEXES 

Présentation des nombres complexes. 
Représentation géométrique 

1.1. PRÉSENTATION 
Tous les nombres que nous avons utilisés jusqu'ici sont appelés nombres réels. Leur 

ensemble est noté KR, il est représenté en général par une droite. 

Pour des raisons déjà signalées, page 19 et page 20, les mathématiciens ont crée de 

nouveaux nombres, appelés maintenant nombres complexes. Donnons l'essentiel de 

leurs démarches : 

e Ils ont introduit le nombre i dont le carré est —1, i?=—1, puis naturellement 

les nombres ib produits de i par les réels b, puis les nombres a +ib, somme des 

réels a et des nombres ib. 

e Ils ont additionné, soustrait, multiplié, divisé ces nombres a +ib comme s'il 

s'agissait de nombres réels en remplaçant i’ par — 1 lorsque le cas se présente. 

EXEMPLES 

(B+4i)+02+5i)=3+41+2+5i-5+9i 

(3+4i)X(2+5i)=6+15i+8i-20i=26+23i 

(a+ib)X(a—ib)=a-ib=a?+b°=a?+b?+0i 
Le Bai ROBAI Jon 

JA (GTA De ML ONM00S Ps 0 re 

® Ils constatent, comme vous pouvez le voir sur ces exemples, que les résultats des 

calculs sont des nombres qui s'écrivent aussi sous la forme a +ib. 

e Ce n'est que bien plus tard, lorsqu'ils eurent la preuve de l'efficacité de l’utilisation 

de ces nouveaux nombres, que les mathématiciens ont justifié rigoureusement leurs 

démarches. 

Ces justifications dépassent le cadre de cet ouvrage. 

Nous admettrons et retiendrons surtout que : 

e L'ensemble € des nombres complexes contient en particulier les réels et le 

nombre i. 

e i?=—1. 

e On additionne et on multiplie des nombres complexes comme des réels : 

pour ces opérations, les règles de calcul dans C sont exactement celles en 

vigueur dans R. 

e Tout nombre complexe s'écrit alors a +ib avec a et b réels. 

1.2. DÉFINITIONS, RÉSULTATS, REPRÉSENTATIONS 
GÉOMÉTRIQUES 

a/ Partie réelle, partie imaginaire 

L'usage est de noter z un nombre complexe quelconque. 
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On dit que z = a +ib, avec a et b réels, est la | forme algébrique de z, 

que a est la partie réelle de z,| et on note : a =Re(z) 

que b est la partie imaginaire de z,| et on note : b=Im(z). 

ATTENTION. 

e a+ib n'est une forme algébrique que si a et b sont réels. 

Par exemple, l'écriture 3+1(5—72i) n'est pas une forme algébrique. Dans ce cas, la 

forme algébrique est : 5+5i. 

e La partie imaginaire d’un complexeestun réel! Siz=3-—2;i,Re(z)=3,Im(z)= — 2; 

b/ Égalité de nombres complexes 

Nous avons dit que z peut s'écrire a +ib avec a et b RÉELS. 

Nous admettrons l’unicité de cette écriture, c'est-à-dire que : 

l-1b-a Fi) == a—-a.etb= D. 

EXEMPLES 

© Six+iy=0, alors, x =0 et y =0. 

e Six +iy = —3i,alors, x =0 et y = —35. 

e Six +iy =2+i, alors, x=2et y=1. 

1.3. REPRÉSENTATION GÉOMÉTRIQUE 
Choisissons dans le plan orienté un repère orthonormal direct. 

a/ Affixe et image 

Au complexe z=a+ib, nous pouvons 

associer le point M de coordonnées 

(a; b), et cette association est biunivo- 

que : «un pour un». 

On dit que z est de M. M est de z dans le plan 

complexe. On note M(z). 

abscisse de M=Re z 
EXEMPLE ordonnée de M = Im z. 

i=0+1iX1 

i est l’affixe de J; 

b/ Réels et imaginaires purs 

e Tout réel a s'écrit : a+1iX0. e L'image de tout réel est sur l'axe des 
ile que le complexe scoueel abscisses, appelé alors axe réel. 

équivaut à dire que Im z =0. 

e Dire que le complexe z est imagji- e L'image de tout imaginaire pur est sur 
naire pur signifie que Re z =0. l'axe des ordonnées, appelé alors axe des 

imaginaires purs. 
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[2 Calculs dans C 

2.1. RÈGLES FONDAMENTALES 
Nous admettrons et retiendrons ici que pour l'addition et la multiplication, les règles 

de calcul dans € sont les mêmes que les règles de calcul dans KR. 
Ainsi, pour tous complexes z, z',z": 

© z+z'=Z7 +2: OA E7Ae 

7-07; eo 7 <l—z7; 

OT CE Z0 ES 7 2047202 020) 28 

© z(Z'+z")=72z+zz". 

e Tout complexe z a un opposé et un seul, c'est-à-dire que pour tout complexe z il 
existe un complexe z' et un seul tel que z +z'=0. 

e Tout complexe z non nul a un inverse et un seul, c'est-à-dire que pour tout complexe 

z, il existe un complexe z' et un seul tel que : zz'=1. 

COMMENTAIRE 

Lorsqu'un ensemble est muni de deux lois + et X qui possèdent 

les propriétés énoncées ci-dessus, on dit que cet ensemble est un 

corps commutatif. € est donc un corps commutatif, de même que 

R et Q. 

e zz'—=0 équivaut à z =0 ou z'=0. 

2.2. ADDITION 

Lorsque z=a<+ib et z'=a'+ib', avec Représentation géométrique 

a, b, a', b', tous réels : 

z+z'=(a+ib)+(a'+ib") 

=a+ib+a'+ib' 
—a+at+i(b+b)). 

EXEMPLE 

z=3+4i, z'=2—i 

alors : z+z'=5+83i. 

L'opposé de z=a+ib est —a —ib : 

(ab) ES a :1b)=0, Si M est l'image de z, M’ l'image de 
z', alors le point S tel que : 
OS =OM+OM' est l’image de z +z'’. 

2.3. MULTIPLICATION. QUOTIENT 

a/ Lorsque z=a+ib, et z'=a"+ib', avec a, b, a’, b', tous réels : 

zz'=(a+ib)(a'+ib”) 

= aa'+iab'+iba'+i bb'; 

or i?= — 1, d'où: 

zz'=aa'—bb'+i(ab'+ba). 

EXEMPLE 

z=3+4i,z'=2-i, alors : z'=(3+4i)(1—i) 

=3x2+3i+8i-4i 
— OST, 
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Remarque : (a+ib)(a—ib)=a?+b?, et a°+b° est réel. 

a +ib : 
b/ Forme algébrique d’un quotient — Re avec a'+ib' non nul. 

a'+i 

MÉTHODE 

, avec 4, b, a', b' réels 
te a _. 

Pour trouver la forme algébrique ee arr 

et a'+ib' #0, on multiplie numérateur # no par a'—ib". 

EXEMPLE 
21 

z=1+2i et z'=32+4i. La forme algébrique du quotient z”= ; s'obtient en 

(+21)(3= 4i) 

is 4i ) 

= (+2 (3—-4i) = (1+2 pe + (2): 7 i) i)= i DE 26) *: 

n— écrivant que z Or, (3+4i)(3—-4i)= 43? +4?2= 925, d'où : 

2.4. LES NOMBRES COMPLEXES « N'ONT PAS DE SIGNES » 

On ne peut pas établir un ordre entre les complexes qui prolongeraïit l’ordre établi 

entre les réels et qui obéirait aux mêmes lois. En effet, si cela était, on aurait soit 

iz0, soit i<0, et dans les deux cas : i?>0; or i?=—1, et —1<0, d'où une 

contradiction. 

Donc, écrire par exemple, 3+4iZz2+i, n'a aucun sens! 

E Nombres complexes conjugués 

3.1. DÉFINITION 
Nous avons vu que lorsque a et b sont réels, le produit (a +ib)(a — ib) est réel et 

égal à a°+b°. Ce résultat permet de trouver facilement la forme algébrique d'un 
inverse et d'un quotient. a — ib est appelé le conjugué de a +ib. 

DÉFINITION 

Le conjugué du nombre a +ib, avec a et b réels, est le nombre a — ib. 
Le conjugué du complexe z est noté z. 

Les images de z et de Z sont 

symétriques par rapport à l'axe 

réel. 

EXEMPLES 

0 z=3—2i, alors : Z=3—2i. 

0 z=-4-31i, alors: Z=-4+31i. 

eo i=—i. 

3.2. PROPRIÉTÉS 

e Siz=a+ib,a et b réels, alors: zz=a?+b?. 
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° Il résulte de la définition que le conjugué de Z est a + ib, c'est-à-dire z. On dit que 

z et Z sont deux complexes conjugués. [7 =z.] 

@z+Zz=atib+a-ib=2a, donc: z+z=2Re(z) 

®zZ-Z=a+ib-a+ib=2ib, donc: z—Zz=i (2 Im(z)). 

e Or, dire que z est réel équivaut à dire que Im z =0, donc à dire que z—Z=0,z=z. 
D'où : 

z est réel équivaut à z=2Z. 

3.3. CONJUGAISON ET OPÉRATIONS 

e Le conjugué d'une somme est la somme des conjugués [2+2'22+2] 

En effet : z+z'=(a+a')+i(b +b'), d'où : 

z+z'=(a+a')-i(b+b')=(a-ib)+(a'-ib')=7+2!. 

Le résultat s'étend sans difficultés à une somme de n termes. 

e Le conjugué d'un produit est le produit des conjugués [zz'=2xz:.] 

En particulier :| (z°)>=(z)". 

EXEMPLE . > 

Si Z=32z, alors Z=3z=3XxXZz=37z. 

e Le conjugué d’un quotient est le quotient des conjugués : 

Ces deux résultats seront justifiés facilement plus loin, paragraphe 7; mais ils peuvent 

se démontrer aussi aisément par utilisation des formes algébriques. 

EXEMPLES D'APPLICATION 

1. SiZ=3z?-2z+7, alors : Z=3z?—-2Z7+7. 

: 4—5i _- 4+65i 
2. SiZ= m alors : Z= ES 

nn 81 

271 _ 9272-11 2z7?+i 
FSI Z— ! AlOTS = == 1 CAT 1 = — 1 

571 5zZz+FI 57+1I 

La Module d’un nombre complexe 

4.1. DÉFINITION 

Le module du complexe a + ib, avec a et b réels, est le nombre RÉEL positif : 

Va?+b°. 
Le module d'un complexe z est noté [z|. 
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Géométriquement, |z| est la dis- 
tance entre O et l’image M (z) dez. 

En effet : OM? = a° + b?°, 

|z]=OM. 

EXEMPLES 

eo z=—-3+4i. Or, (—-3) +(4) = 25, donc |z|=6. 

2 = oz. 

4.2. PROPRIÉTÉS 

e Nous avons vu, paragraphe 3.2., que lorsque z = a +ib, avec a et b réels, alors : 

zz = a? + b?, D'où : 

211227. 

e Puisque |z|=OM(z), dire que |[z|=0 équivaut à dire que z=0. 

® Il résulte directement de la définition du module que : 

z1=1-21=/z| 

Remarque : le module d'un réel est égal à sa valeur absolue. En effet, comme complexe 

le réel a s'écrit : a +0 X i, donc son module est Va?. Or Va? est la valeur absolue du 
réel a. Cette remarque justifie la notation employée pour le module. 

4.3. MODULE ET OPÉRATIONS 

e Le module d’un produit est égal au produit des modules :||zz'|=|z||z'|. 

En particulier, lorsque tous les facteurs sont égaux à z, nous obtenons : 

Iz°|=Iz|" | n naturel. 

e Le module d'un quotient est le quotient des modules :|| 

Ces résultats seront justifiés de façon immédiate au paragraphe 7. 

e Module d’une somme : inégalité triangulaire. 

Dans le plan complexe, lorsque M est l'image 

de z et M' l'image de z’, alors le point S tel 

que OS=OM+OM' est l'image de z+z' 

(paragraphe 2.2.). 

Or: OS<OM'+M'S et M'S=OM, 

donc : OS <OM'+OM, 

d'où : 

Iz+z'|<]zl+]z'| et |z +z'|>||z|-|2| 

En général, le module d’une somme n’est pas la somme des modules. 

26 - Les nombres complexes 



ALGÈBRE - COMBINATOIRE - PROBABILITÉS 

Formes trigonométriques d’un nombre 
complexe 

5.1. DÉFINITIONS 
Dans le plan orienté, un repère orthonormal direct ayant été choisi, il existe deux 
façons de repérer un point M. 
Première façon : par la donnée de ses 
coordonnées (a; b). 

Deuxième façon : lorsque MÆO, par la 
donnée de l'angle 9=(i, OM) CHIA AISTANCE ME 2 
OM =r. 

Il existe en effet, un point M et un seul 

satisfaisant aux conditions OM=r, 

(i, OM)= 6, lorsque r et 00 sont donnés. 
Cette autre façon de repérer un point va 

conduire à une autre écriture des nombres 
complexes. 

Die er 

Nous avons vu dans «Pour prendre un bon départ», page 18, que : 

a =OM cos 0, b=OM sin 6. 

Donc si M a pour affixe le complexe z = a + ib, nous pouvons écrire : 

z =OM cos 0 +i(OM sin 6) 

=OM (cos 0 +i sin 6). 

En outre, puisque OM=|z|, nous obtenons : z=|z|(cos 0+i sin 0). 

En résumé, nous énonçons : 

THÉORÈME 1 

z est un complexe non nul, de forme algébrique a +ib. Mat re 
M est le point d’affixe z dans le repère orthonormal direct (O FO Of) 
du plan orienté. use 108 
0 est une mesure en radians de (OI, OM). 
Alors : a =|z|cos 0, b=|z|sin 6, et z=|z| (cos 0+i sin 0). 

1. On dit que 8 estun et on note 

2. Définition : dans les conditions énoncées ci-dessus, on dit que l'écriture 

Iz|(cos 0 +i sin 0) est une | forme trigonométrique de z. 

EXEMPLES 

I 
1. arg1=0+2k7n; " arg(—1)=7+2Kkx; ARE cr 

25 Arab ; » on vérifie que [z|=1; or 

GE ON 2 : 
cos rie SIN NES donc une forme trigono- 

re RENE PEL 1'(—1) 
métrique de z est : z =Ccos rh i sin _ ï 

Notez qu'une autre forme trigonométrique de 
OR IT 

z est par exemple : Z=cos PA pra 

72) + ee E) 
= — — sine SIMoUuR: Z=Cc0S 7 lot : 
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ai 1 V3 TT 
3. Siz=1-—:iV3,|z|=2, cos 0x5 sin 0= — Ga d'où 0= Es 

2 (eos (5) ia (5) Te — SE I = |: errZz cos 3 15 3 

4, z=0 n’a pas d'arguments, car la définition de (i, OM) suppose OM non nul. 

5.2, ÉCRITURE z=r (cos 0+i sin 0), AVEC r RÉEL NON NUL 

Si z =r (cos 0 +i sin 0), avec r >0, alors : |z |=r et arg z = 06. 

Si z=r (cos 0+i sin 0), avec r <0, alors : z|= —r et arg z=xr+06. 

En effet, z=r cos 0+i sin 6, donc : |z]?=r”(cos’ 0 +sin° 0)=r°, et puisque r >0, 
Iz]=r. Alors, z =|z|(cos 0 + i sin 6), et d’après le théorème ci-dessus, 0 = arg z, donc 
r (cos 0 +i sin 0) est une forme trigonométrique de z. 

Mais si z=r(cos 0 +i sin 6), avec r <0, alors cette écriture n’est pas une forme 

trigonométrique de z. Pour obtenir une telle forme, écrivons que : 

z=—r(-—cos 0 —;i sin 0); or, —-cos 0=cos(0+x) et —sin 0=sin(0 +zx), d'où une 

forme trigonométrique de z,z=-r (cos (x +0)+i sin (x + 6). 

5.3. ÉGALITÉ DE DEUX COMPLEXES ÉCRITS SOUS FORME 
TRIGONOMÉTRIQUE 

Si deux complexes non nuls z et z' sont tels que : 

[z|(cos 0+i sin 0)=|z'|(cos 0'+i sin 0”), 

alors, |z|=|z'| et 0=0’+2kx, avec keZ. 

En effet, notons M et M' les points d'affixes z et z’ ’. Puisque z =z', ces points sont 

confondus, donc OM =OM', c'est-à-dire [z|=|z"|, et (oi, OM)=(Oi, OM), c'est-à-dire : 
0 = 0", modulo 2 x. 

5.4. ARGUMENTS DE L'OPPOSÉ, DU CONJUGUÉ, D'UN RÉEL 
z est un complexe non nul. 6 est un argument. 

a/ Tout argument de —z s'écrit b) z et Z ont des arguments principaux 

0+7x+2k06, avec keZ opposés 

c) Dire que z est réel équivaut à dire que 

M (2) est sur l'axe réel, donc à dire que OI et 

OM sont nan invaires donc que (Oi, OM) = 0 
ou (OÏ, OM)=x 

Dire que z est réel équivaut à dire qu’un argument de z est 0 ou x. 
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lé Formes exponentielles d’un complexe non nul 

Certains des résultats et définitions de ce paragraphe seront utilisés lors de l'étude 
des équations différentielles (tome 1, chapitre 13). 

6.1. AUTRES ÉCRITURES DES COMPLEXES DE MODULE 1 

On désigne par e’° le nombre complexe de module 1 et d'argument 8. 

Donc : e‘°=cos 0+i sin 6. 

Exemples : e/7=-—1: e'2=iji: e°=1 

COMMENTAIRE 

La formule e°”+1=0, écrite pour la première fois par Euler 
semble-t-il, a frappé les imaginations du fait qu’elle lie entre eux de 
façon simple cinq nombres fondamentaux, dont trois i, e, x restaient 
à l'époque quelque peu mystérieux. 
Certains virent dans cette formule un signe de Dieu. 

6.2. PROPRIÉTÉS 
a/ Propriété fondamentale 

i(O+ 0 OLA CAN eNLeRE 

En effet, e'(%*%=cos(0+0')+i sin(0+ 0") 
= cos 0 cos 0’ —sin 6 sin 0'+i(sin 6 cos @'+cos 6 sin 0’) 

et : ee ®=(cos 8 +i sin 8)(cos 0! +i sin 0!) 
= cos Ô cos 0’ —sin 6 sin 0'+i(sin 0 cos 0'+cos 6 sin 0”). 

19 10 
, b/ Le conjugué de e‘° est e”‘*, l'inverse de e ‘° est aussi e 

Pour tout réel 6 : 

En effet : 

i JE ee: 10 
e°= cos 0—i sin 0=cos(—60)+i sin(—-0)=e 
1 ent CESR Fe 

e ee e° 

c/ Autre propriété 

Pour tous réels 8 et 0’, dire que e/°=e° équivaut à dire que 0=80'+2kx 
(avec ke Z). 

Ceci résulte directement du paragraphe 5.3. 

6.3. FORMULES D'EULER 
Par addition, puis par soustraction membre à membre des deux égalités suivantes : 

cos 0+i sin 0=e'° 

Le O0—i sin 0=e *° 

on obtient les formules d’Euler (données dans son ouvrage Introductio, 1748). 
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6.4. FONCTIONS À VALEURS COMPLEXES 
Notons u et v deux fonctions à valeurs réelles, définies sur un intervalle I de R. Il 

est possible de définir une fonction f en posant, pour tout x de I: 

RD TIC) 11 C0); 

Alors f(x) est un complexe; on dit que f est une fonction définie sur I et à valeurs 

dans C. 
Par définition, on dit que f est dérivable sur I si u et v le sont, et que la fonction 

dérivée f’ est définie sur I par f'(x)=u'(x)+iv'(x); notez que f' est définie sur I et 

prend ses valeurs dans C. 
Considérons la fonction f définie sur ÎR à valeurs complexes, définie par 

f(8)= cos 0 + i sin 6. Donc f(0) est un complexe de module 1 et d'argument 6. 

f est dérivable sur KR et : 

f'(0)= if (0). 

Par ailleurs, f(0+4')=f(0)+f(0") d'après 6.2. a/. 

Ainsi f possède les propriétés fondamentales d'une fonction exponentielle à valeurs 

réelles, du type x -— e“*, k réel, x réel (tome 1, chapitre 8). C'est pour cela que 

nous avons noté e’° le nombre f(@). 

Remarque : au chapitre des équations différentielles (tome 1, chapitre 13), nous 

introduirons le nombre complexe e*, où r est un complexe et x un réel, et nous 

utiliserons le fait que ce nombre n'est jamais nul. En effet, si r = u + iv, avec u et v 

réels, et = em tir OO = 6% (cos VX +1 Sin VX). 
Or, cos vx +i sin vx est un nombre non nul, car son module est 1, et e“* n'est jamais 

nul, car pour tout y réel, e’ Æ#0. 

6.5. FORMES EXPONENTIELLES D'UN COMPLEXE NON NUL 
a/ Nous avons vu que tout complexe non nul dont un argument est @ peut s’écrire 

z=|z|(cos 0+i sin 0). 
Donc, compte tenu de ce qui précède : 

z=|2l8 

DÉFINITION 

Une forme exponentielle d'un complexe non nul z, dont un argument 
est 6, est l'écriture z =|z|e'°. 

b/ Avec cette nouvelle notation e’°, les résultats énoncés en 5.2. et 5.3. deviennent 

maintenant : 

THÉORÈME 2 

Siz=re ", avec r>0, alors : |z|=r, et 0=arg z. 
r et r’ sont des réels strictement positifs : 

re °=r'e® <= r=r ‘et: 0= 0! M{modulo 2x). 

c/ Il en résulte, compte tenu du 6.2. que : 

Si r est un réel strictement positif : re'°=re °. 
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Intérêt des formes exponentielles dans le calcul 
de produits, de quotients 

Alors que les formes algébriques se prêtent bien aux calculs de sommes, les 

formes exponentielles se prêtent bien aux calculs de produits et de quotients. 

7.1. PRODUIT 

al Siz=|zle et z'=|z'|e*, z40, z'Æ0, alors : 

zz'=|z||z'le ef =|z||z'fe10+0, 

I1 résulte du paragraphe 6.5. b/ que : 

arg Zz'=arg z+arg z' (modulo 27) | et | zz'|=1z\|z'. 

+ Multiplier deux complexes non nuls revient à multiplier leurs modules et ajouter 
leurs arguments. 

e Par conjugaison, nous obtenons : 

—i(8+#) Z' zz'=|z||z'|e car |[Z|=|z| et À} © 

Par ailleurs : Zxz'={z\e ‘*x{z'le ‘Ÿ, d'où : z'=zxz!. 

EXEMPLE D'APPLICATION 

TE. 2ix TT 2x EN à 

z=3e ‘3, z'=2e:, alors un argument de zz' est HEURE MTS Zz=0. 
3 

7.2. FORMULE DE MOIVRE 
Le résultat précédent s'étend à un nombre quelconque de complexes non nuls. 

En particulier, si 4 =arg z, alors z”° a pour argument n6, son module est |z/”. 

Lorsque |z|=1, on obtient la formule de Moivre (1722) : 
» 

THÉORÈME 3 

Pour tout naturel n, et tout réel 8 : 

(cos 0 + i sin 0)” =cos nÜ+i sin n6, 

soit, en d'autres termes : (e'*)*=e”f, 

7.3. QUOTIENT 
| 18 salé 

et z'=|z'le*, zZÆ0, z'#0, alors : =. 7 et nous avons vu que 
Z e 1z”| 

Siz=|z|e" 

ji 2 el. NES 84 ec d  ——=— iC ?, 

e Diviser deux complexes non nuls revient à «diviser les modules et retrancher 

leurs arguments ». 

NZ 
e Par passage aux conjugués nous obtiendrions : (2) Dr 

EXEMPLE D'APPLICATION 

5x z Z 57 JT) TE 
z=5e:,z'=2e 5, alors un argument de — est : x it se) c'est-à-dire nn. 

7 
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B. DEUXIÈME PARTIE : NOMBRES 
COMPLEXES EN GÉOMÉTRIE 

Dans toute cette partie, (O: OÏ, Oj) est un repère orthonormal direct. 

[8 Affixe du vecteur AB 

Par définition, l’affixe de AB est le complexe 

a + ib, où a et b sont les coordonnées de AB. 

Notons 73 l'affixe de B, z8=x8+iyp, et ZA 

l'affixe de À, zA=xaA+iyA. Alors, les coor- 

données de AB sont : (xB—Xa; YB—YaA), et 

par ailleurs Z2B —Za = (Xp — XA) + 1 (YB — YA). 

L'affixe de AB=z8—Zn. 

19. Applications du module à la Géométrie 

a/ Distance et module 

Dans le repère orthonormal (Oo; Oi, Oj), notons 

zA et z8 les affixes des deux points A et B. 

Le vecteur AB a pour affixe Zp — ZA. 

Notons C le point tel que OC = AB. L'affixe de 

OC donc de C, est aussi z8 —ZA, et d'après le 

paragraphe ci-dessus : OC =|28-24|. 

Or:OC=AB, donc : | AB=|z8—z4|. 

b/ Caractérisation d’un cercle 

Le cercle € de centre A et de rayon r est l'ensemble des points M tels que AM=r. 

Si, dans le plan complexe, on note z, l’affixe de A et z», celle de M, alors : 

M appartient au cercle de centre A et de rayon r équivaut à |[zm—zal=r. 

En particulier, le cercle de centre O et de rayon 1 représente l'ensemble des complexes 

de module 1. 

c/ EXEMPLE D'APPLICATION 

Cherchons à situer dans le plan complexe 

l'ensemble E des points M dont l’affixe z est 

solution de : [z-(1+i)|=|z-(3+2i)]. 
Notons A le point d'affixe 1 + i et B le point 

d'affixe 3+2i. Alors : [z-(1+i)=MA et |[z-(3+2i)|=MB. 
L'ensemble E est donc l'ensemble des points équidistants de A et de B, c'est donc la 
médiatrice de [AB]. 
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10) Interprétation géométrique de la fonction 
f:Z7r—— z+ta 

a étant un complexe donné, considérons la fonction f M 

de C dans C définie par f(z)=z+a. @) 
Notons M le point d'affixe z et M' le point d’affixe z + a. 
Alors l’affixe du vecteur MM' est z + a —z, J C(a) 
c'est-à-dire a. 

Notons C le point d'affixe a. Alors OC=MM, et donc puisque OC est fixe, M' est 

l’image de M par la translation de vecteur OC. 

Dans le plan complexe, la fonction f agit comme la translation de vecteur ü 
d'affixe a. 

di] Interprétation géométrique de la fonction 
f:z—> az,a#0 

M'(Z1) 
a/ Interprétation géométrique de la multiplication 

Notons M le point d'affixe z, M’ le point 

d'affixe z', M" le point d'affixe zz'. 

Posons 0 = arg z. De arg zz'=arg z +arg z' 

et de la relation de Chasles, nous 

déduisons : 

OM’, OM’) = 6. 

Notons M, l’image de M' par la rotation r de 

centre O et d'angle 6. Alors M, est sur la 

demi-droite OM”. Par ailleurs, de |zz'|=|z||z'| 
nous déduisons que OM"=OMxOM'=O0MxOM,, © 1(1) 
donc les points O, M;, M étant alignés, M est l’image de M, par l'homothétie h de 

centre O et de rapport OM. Ainsi M" est l’image de M par la composée r suivie de h. 

Nous verrons au chapitre 11 que cette composée est une similitude. 

b/ a étant un complexe non nul donné, considérons la fonction de € dans C défini 

par f(z)= az. 

Notons M le point d'affixe a, M’ celui d'affixe z et M” celui d'affixe az. D'après 
l'interprétation géométrique de la multiplication, M" est l'image de M par la composée 

de la rotation r d'angle arg a suivie de l’homothétie h de centre O, de rapport |a|. 

Nous verrons au chapitre 11 que her est la similitude de centre O, d'angle arg a, de 

rapport |a|. 
Dans le plan complexe, la fonction f agit comme cette similitude. 

Cas particuliers : 

e Lorsque [a|=1, la fonction z -— az agit comme la rotation de centre O et 

d'angle arg a. 

e Lorsque a est réel, la fonction z -— az agit comme une homothétie. En effet, 

arg a =0. 
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Se Z — 

(12) Angle (BM, AM) et argument de ——— 
Zu Z8 

a/ Arguments de ZB —ZaA 

A et B sont les points d'affixes respectives 

Za et Zp avec zA#Z8, dans un repère 

orthonormal direct (O; OÏ, Oÿ). 

Nous savons que : affixe (AB) = ZB — ZA. 

Notons C le point tel que OC = AB; l’affixe 

de OC est aussi z5 — ZA et donc un argument 

de zB—ZzA est une mesure en radians de 

l'angle (OI; OC). Ainsi : 

un argument de z8 — ZA est une mesure en radians de l'angle (OI, AB). 

b/ À, B, M, sont trois points, M£A, MÆB. 

Leurs affixes sont respectivement ZA, ZB, Zm- 

Nous savons que (oi, BM) = arg(Zm — ZB) 

et 

(OÏ, AM) = arg (zu — za). 

Donc : 

(BM, AM) =(BM, OÏ) +(OÏ, AM) 

= — arg (Zu — Z8) + arg (Zm — Za) = arg (Zm — Za) — arg (Zm — ZB) 

_n 
BM 

ZM ZA 
Remarquons que AM=|zu—2z4|, que BM=}|z"-z8|, et donc que : 

ZM = Z8B 

THÉORÈME 4 

A, B, M sont trois points tels que AZM, BÆM, et d'affixes z\, Zp, Zu. 
ZM ZA 

Alors (BM, AM) = arg 
ZM = ZB ZM 28 \ 

13] Exercices résolus 

13.1. PASSAGE DE LA FORME ALGÉBRIQUE 
À LA FORME TRIGONOMETRIQUE ET INVERSEMENT 

EXERCICE 1. Écrivez le complexe z = — 1 +i V3, sous forme trigonomé- 
RESOLU 1 trique, puis sous forme exponentielle. 

2. Donnez le module et un argument de Z=(1-V2)e*. 
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SOLUTION COMMENTÉE uu# 
1. Il s’agit d'écrire z sous la forme : z=]|z| (cos 8 +j sin 8). 

MÉTHODE 
Le développement de |z| (cos 0 +i sin 0) donne : |z|cos 0+i|z| sin 6, 
qui est la forme algébrique de z. L'unicité de cette forme implique : 

, RU ES he 
Iz|cos 0 = —1, |z|sin 9 = V3; d'où : cos 0 = TL Sin 0=—,; ce qui 

Zz 
permet de trouver cos 6, sin 6, donc 6. En effet, Iz|? est connu, c'est : 
(-DÉ+ (V8). 

Ainsi, [Z|=2, cos 0 = “ sin ee 
2 2 

La seule connaissance de cos 8 ou de 
sin 0 ne permet pas de déterminer 0, 
mais la connaissance de cos 6 et de 
sin 6 le permet. 
A l’aide du cercle trigonométrique et des 
«Valeurs remarquables » connues des 

, : 27 
Sinus et cosinus, nous trouvons 0 = A 

D'où, une forme trigonométrique de z : 

( DEA 2z) 
Z=2|cos —+i sin — |. 

3 3 

2ix 
3 Une forme exponentielle de z est:z=2e:. 

2. Lorsque Z est écrit sous la forme : re avec r >0, alors r est le module de 
Zet 0 un argument. Mais ce n'est pas le cas lorsque r <0. Il faut donc s'assurer 
du signe de 1 — V2. Or 1-V2<0. Pour obtenir la forme exponentielle de Z, 
nous écrivons : Z= —(1-—V2)(—e), donc 

Z=-(1 - V2) (cos — sin 2). et nous savons que — cos 0 =cos (8 +x), 

— sin 0=sin(0 +x), d'où : 

5 o Po z=-(1-V9 (cos 224: sx) {1 V5)0 
_ T ST 

Le module de Z est —1+ V2, un argument est Fe ra 

EXERCICE 1. Donnez le module et un argument de chacun des comple- 
RESOLU 2 1/6 — i V2 | 

XeS : Z: on et zZ:=1—Ii. 

2. Trouvez le module et l'argument de chacun des complexes 

a/ Treal b/ u*. 
Zo 

IT x IT 

3. Déduisez-en les valeurs exactes de cos 12 et sin 12 
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SOLUTION COMMENTÉE sus 
2h PR . vs 

; 2=[— | +[—}) =V2; cos 0=—; sin 0= —-—- 
3 nel 2 2 2 2 
A l’aide du cercle trigonométrique et des «valeurs remarquables » connues 

: IT 
des sinus et cosinus, nous trouvons 0 = Ti 

== T 
Le module de z, est V2, son argument principal est Toi 

b/ De la même façon, nous trouvons : 

À + IT 

Iz,|= V2, argument principal de z, : Un 

2. Deuxième question 

CONSEIL 
Écrivez z, et z, sous forme exponentielle, car c'est cette forme qui, en 
général, se prête le mieux, au calcul de produit et de quotient. 

z.=V2e %, z,=V2e i, d'où: 

V2'6T SneN UE AUS 
=. C6 

V2e”i 

T 
Donc : |u|=1, et un argument de u est : Li 

5x 
Il en résulte que u° a pour module 1 et pour argument 2 

D ns TPE UT 
3. D'après 2., u =cos —+i sin —- 

12 12 
Si nous pouvons écrire u =a +ib sans utiliser des lignes trigonométriques, 

Abe I DT 
nous en déduirons les valeurs exactes de cos 12 et de sin —- 

12 

A NB =iV2a (VE 2)(1+5)_v6+v2, V6-vz 
| NUE 4 ass A ÉMEN 

x V6+V2 «x V6-V2 
Donc : COS —=—— et sin —= 

12 4 12 4 

CLLLLLLLL 

EXERCICE 1-6 
RÉSOLU 3 | Trouvez la forme algébrique de di où 6 est un réel 

différent de x+2kx, keZ. 

SOLUTION COMMENTÉE sus 

_ MÉTHODE 
Multipliez dénominateur et numérateur par le conjugué du dénominateur. - 

0 est différent de x, modulo 2x, donc e'° est différent de —1, donc 1+e/° 
n'est pas nul. 
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Le conjugué de e est e ?, celui de 1 est 1, donc le conjugué de 1 +e° est 
1+e (le conjugué d'une somme est la somme des conjugués). 

ATTENTION de ne pas écrire que le conjugué est 1 —-e/° ou 1—-e /°! 

(i—-e")(t+e 
2 PER SR 

(i+e)(1+e 

En notant z =1+e"°, le dénominateur est zz c’est-à-dire [z|?. 
Or, z=1+cos 8 +i sin 6, d'où |z|?=(1+cos 8)? + sin? 8 

=2(1+cos 6). 

Le numérateur est : [(1—cos 0) —j sin 8][(1+cos 8) -i sin 6], ce qui, tous 
calculs faits, s'écrit : —2/j sin 6. D'où : 

sd — j sin 4 

1 +cos 0 

Donc : 

(Z est un imaginaire pur). 

13.2. CONDITIONS POUR QU'UN COMPLEXE SOIT RÉEL 

EXERCICE 1. Comment choisir le complexe z pour que Z=z?+2z-—3 
RESOLU 4 soit réel? 

ce: Z—21 
2. Comment choisir le complexe z pour que BE soit 

Z 
un réel ? 

SOLUTION COMMENTÉE sus 

MÉTHODE 
Pour démontrer qu'un complexe Z est réel, nous disposons de trois 
méthodes principales : 

1. montrer que Im(Z)=0; 

2. montrer que Z=Z; 

3. Montrer que arg Z=0 ou arg Z=x. 

1. Première question 
Il n'est pas facile de calculer un argument d'une somme. 
Nous allons utiliser alors la méthode 1, ou la méthode 2. 

e Méthode 1 : calcul de Im (2) en fonction de Re (z) et de Im (z). 
Ecrivons z = x +iy, avec x et y réels. 

Alors : Z=(x+iy}+2(x+iy) —3 
= x?+2ixy —-y°+2x+2iy —3 
=(x?-y?+2x-3)+2iy (x +1). 

Donc : Im(Z)=2y(x+1). Dire que Im(Z)=0 équivaut donc à dire que 
y (x+1)=0, c'est-à-dire, y =0 ou x = —1. 

En conclusion, Z est réel équivaut à z est égal à —1+iy (avec y réel 
quelconque), ou z est réel. 

Graphiquement, l’ensemble de ces complexes z est représenté dans le plan 
complexe par l'axe des abscisses et la droite d'équation x = — 1. 

e Méthode 2 : calcul de Z, et dans ce calcul faire apparaître z +Z 
(car z+Z=Re(z)) etz-Z (carz-Z=2i Im(z)). 
D'après les propriétés des conjugués (voir paragraphe 3.3.) : 

Z=Z7?+9z2-3=-7?+97-3. 
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Dire que Z=Z équivaut à dire que : 

Z?+9Z7-z-7°+2z-3 

donc à dire que : z?—z?+2(z-Z)=0 
(z-Z)(z+Z)+2(Z2-Z)=0 

Z-Z)(z+Z+2)=0. 

Écrivons z=x+iy (avec x et y réels). Alors: z—-Z=2ilIm(z)=2iy et 
z+zZ=2Re(z)=2x. 
Ainsi l'égalité précédente s'écrit : 2iy (2x +2)=0 soit y (x +1)=0. 
D'où y=0 ou x=-1. 
En conclusion, Z est réel équivaut à z est réel ou z = — 1 +iy (avec y réel). 

2. Deuxième question 
Nous allons utiliser la méthode 3 car il peut être facile de calculer un argument 
d'un quotient. 

Z=a 
Z s'écrit avec a=2i et b=—(1—-i)= -1+j; un argument de Z est 

donc, d’après le théorème 4, page 34, une mesure de (BM, MÀ), en notant À 
l'image de a, B celle de b, M celle de z. 

Mais le théorème 4 n'est valable que pour z-a#0etz-b+Æ0. 

Dire que Z, non nul, est réel équivaut à dire que arg Z=0 ou arg Z=x, donc 

à dire que (BM, MÀ) =0 ou (BM, MÂ) = x, donc que M appartient à la droite 
(AB) privée des points A et B. 

Dire que Z=0 équivaut à dire que z=a et zÆb. Donc l'ensemble des 
complexes z tels que Z soit réel est représenté par la droite (AB) privée du 
point B. 

Or, l’affixe du vecteur AB est z3—Za= —1-—i, et «M appartient à (AB)» 
équivaut à dire «il existe À réel tel que AM = 1 AB ». 

L'affixe de AM est donc zu—Zza=À(—1—i), donc zu= —À+i(2—2À), avec À 
réel, À #1. 

ERSSSSSuE 

13.3. NOMBRES COMPLEXES ET GÉOMÉTRIE 

EXERCICE  f est l’application de € dans € définie par : f(Z)=/z. 
RESOLU 5  E est l’ensemble des complexes z tels que |Z—1|=1. 

Quelle est l'image de E par f? 

SOLUTION COMMENTÉE «us 
Interprétons l'énoncé géométriquement. J(i) 
Un repère orthonormal direct ayant été 
choisi, l'ensemble E des complexes z 
tels que |Z—1|=1 est le cercle € de 
centre le point I(1; 0) et de rayon 1 
(paragraphe 9). 

D'après le paragraphe 11, géométri- 
quement f s’interprète comme la rota- 
tion de centre O et d'angle «, où « est 
un argument de ;. Un argument de j est 

É donc = 
2 ES 
L'image de E par f est donc représentée géométriquement par l'image de € 

T 
par la rotation de centre O et d’angle it Cette image est le cercle €’ de 

centre le point J de coordonnées (0; 1), donc d’affixe i, et de rayon est 1. 
‘' représente les complexes z' tels que |z'—;|=1. 
L'image de E par f est donc l'ensemble des complexes z' tels que |[z'—i|=1. 
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FRAVADIOPRETIQUES D APPEICATION 
Vous trouverez d'autres applications des nombres complexes dans de 
nombreux travaux pratiques de géométrie. 

Résolution des équations du second degré à 
coefficients réels 

A l'origine, les complexes ont été introduits pour donner des racines carrées 
aux réels strictement négatifs ; nous allons voir que toute équation du second 
degré az° + bz + c =0 avec a, b, créels et a #0, admet toujours deux solutions 
(éventuellement confondues). 

== 1.1. Un premier exemple 
Proposons-nous de résoudre dans C l'équation z° = —3. 
Profitons du fait que i? = —1 Fe écrire l'équation sous la forme z°=3 i°. 

D'où successivement : z°—3i°=0 

(z-iV3)(z+iV3)= 
Les deux complexes solutions de l'équation z°= —3 sont donc : 

z1=iV3 et z:=-iV3. 

Résolvez chacune des équations : 

3 
al z°+-=0,. 

4 

b/ z°=cos” 6-1 (avec 6 réel donné). 

4 
cl z+—-=0,. 

Z 

= 1.2. Équation z?=r, avec r réel et r <0 

a/ Vérifiez que r=(i Vr|). 
b/ Déduisez-en les solutions dans € de l'équation z°=r. 

Les complexes i Vir| et —i V|r| sont appelés les racines carrées du réel 
strictement négatif r. 

= 1.5. Équation az” + bz +c =0 avec a, b, c réels et a F0 
1. Proposons-nous de résoudre cette équation dans C. À la différence de la 
résolution dans (R de cette même équation, d'après 1.2. , quel que soit son 
signe, le réel A=b°-4ac admet une ou deux racines carrées ; notons Zzo 
l’une des racines carrées de b°—4 ac. 

a/ Vérifiez que, pour tout complexe z : 

24 bz+ L( pes 1h en | = _— L az DZ C Zi jé 

b/ Déduisez-en que l'équation à résoudre s'écrit : 

+) ( =) : 
- z— =0, 

ue 2a 2a 
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En conséquence : 

e lorsque b?-4ac=0, l'équation az°+bz+c=0 admet l'unique 
: b 

SONMION =: 
2a 

e lorsque b°—-4ac%Æ0, l'équation az?+bz+c=0 admet deux solutions 

-b+ —b—z 
Z1= re et Z2 = Fe où Z, désigne une racine carrée de À = b?—-4 ac. 

a a 
Notez que lorsque À 0, l'équation az? + bz + c =0 (avec a Æ0) a une ou deux 

racines réelles. 
Par contre, lorsque A <0, les deux solutions z, et z, sont des complexes 

conjugués non réels. 
Dans ce cas, en écrivant À = i?(— A), nous obtenons : z9=i V(— A) et donc : 

-b+iV-A —-b-iV-A 
DÉCRET EE De 

2a 2a 

Formellement, les formules sont les mêmes que dans R. 
Dans tous les cas on obtient la factorisation : pour tout complexe z, 

az?+bz+c=a(z—21)(z —2:). 

2. a/ Résolvez dans € chacune des équations proposées : 

2z?—-3z+4=0;: : +240; 37 #z+#1=0: 5z°=-3z=0. 

b/ Proposez une écriture factorisée de : 

2 2 2 . 71 DES 2 T273-27 07 Soie z°+18z+1681. 

[2 Des applications 

== 2.1. Résolution de systèmes 

a/ Résolvez dans C° chacun des systèmes : 

RER HOME 

uv = 50 uv = 1. 

1 

b/ Résolvez dans C? le système Fr 2 

z+2Z=V3. 

== 2.2. Des équations bicarrées 

1. Proposons-nous de résoudre dans C l'équation z*+2z?+4=0. 
Procédons comme dans ÆR, c'est-à-dire résolvons dans €? le système : 

E +2Z+4=0 

A 

a/ Résolvez dans C l'équation Z?+2Z+4=0. 
Calculez le module et un argument de chacune des solutions Z, et Zo 
de cette équation. 

b/ Calculez le module et un argument de chacune des solutions des 
équations z°?=7Z, et z2=2. 

c/ Concluez sur les solutions dans C de l'équation z*+2z?+4=0. 
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2. Il se trouve que dans € la résolution de cette équation bicarrée peut se 
faire plus simplement. Voici comment. 

. a/ Vérifiez que z°+4=(7?+2ÿ -422. 

b/ Déduisez-en une factorisation de z*+2z°+4, puis la résolution 
dans € de z*+2z7+4=0. 

3. Une autre équation bicarrée 
Résolvez dans € l'équation z*+10z?+169=0. 

== 2.3. Équations et géométrie 

t est un réel de l'intervalle Lo: z| 

a/ Résolvez dans C l'équation d’inconnue z : 

z?—2zcos t+1=0. [1] 

Donnez une forme trigonométrique de chaque solution. 

TT 
b/ Dans cette question Se 

Placez dans un repère orthonormal (O u, Ÿ) les images des solutions 
trouvées. 

c/ On note z;, la solution trouvée à la question a/ dont la partie 
imaginaire est négative. 
Pouvez-vous trouver t pour que 2z,=1-—iV3? 

d/ Résolvez l'équation d'inconnue Z : 

Z*-27° cos t+1=0. [21 

e/ M;, M;, M3, M, sont les points dont les affixes sont les solutions de 
l'équation [2]. 
Pour quelle valeur de t ces quatre points sont-ils les sommets d’un 
carré ? 

[3] Des équations du type P(z)=0 où P est un 
polynôme complexe à coefficients REELS 

Dire que P est un polynôme complexe à coefficients réels signifie que P est 
une fonction de € dans € au type : 

Zi a,7°+a, 12 +..+aiz+a 

avec 40, 41, .…., An réels. 
Lorsque a, Æ0, on dit que le polynôme est de degré n. 
Nous admettrons ici le résultat suivant : si z, est une racine du polynôme 
P (c'est-à-dire P(z9)=0), alors il existe un polynôme Q à coefficients réels, 
tel que pour tout complexe z : 

P(z)=(z —z0)Q (2). 

== 3.1. Solutions conjuguées 
P est le polynôme complexe à coetticients réels défini par : 

P(z)= a,2z" des Fi PS +4a1Z+ao. 

Supposons que Z, soit un complexe solution de l'équation P(z)=0, 
c'est-à-dire P(Zo) = 0. 

a/ Montrez que P(Zo)= P (Z5). 

sk b/ Déduisez-en que Z, est aussi solution de l'équation P(z)=0. 
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P est un polynôme complexe à coefficients réels. 

Si l'équation P (z)= 0 admet une solution z,, alors son conjugué Zo est 

aussi solution de cette équation. 

c/ Nous admettrons ici le résultat suivant : tout polynôme complexe 
de degré n a n racines dans € (distinctes ou confondues). 
Montrez que tout polynôme réel de degré impair a au moins une racine 

réelle. 
Et que tout polynôme réel de degré pair ne peut pas avoir un nombre 
impair de racines réelles. 

== 3.2. Applications 

1. On se propose de résoudre l'équation z°—z°+2z?-z+1=0. 

a/ Vérifiez que i est solution de cette équation. 
Déduisez-en une autre solution. 

b/ Pourquoi existe-t-il un polynôme Q du second degré tel que 
l'équation s'écrive : 

(z?+1)Q(z)=0? 

c/ Résolvez l'équation. 

2. On se propose de résoudre l'équation zŸ—-6z°+z°+10z-—-18=0. 

a/ Vérifiez que 1 + i est solution de cette équation. 
Déduisez-en une autre solution. 

b/ Résolvez l'équation. 

3. P est le polynôme complexe défini par P(z)=z*—V2z°—4V2z-— 16. 

a/ POurquor sait-on qu "il existe un polynôme Q tel que, pour tout 
complexe z : P(z)= (z?+4)Q(z)? 

b/ Résolvez l'équation P(z)=0. 

c/ À, B, C, D sont les points d'affixes les solutions de l'équation 
précédente. 
Démontrez que A, B, C, D sont sur un même cercle dont on donnera 
le centre et le rayon. 

Racines n-ièmes de l'unité (n naturel non nul) 

Les racines n-ièmes d’un réel positif sont définies au chapitre 9 page 000 
du tome 1. 
Par définition : tout complexe z tel que z” =1 est appelé racine n-ième de 
l'unité. 

== 4.1. Deux exemples 

1. Racines carrées de l'unité 
L'équation z°= 1 a deux solutions et deux seulement : 1 et —1. 

EN Quels sont les modules et arguments de ces deux racines carrées de 1 ? 

2. Racines cubiques de l'unité 

] a/ Factorisez z°— 1, puis résolvez l'équation z°= 1. 

b/ Quels sont les modules et arguments des trois racines cubiques de 
17? 

c/ Placez dans un repère orthonormal direct les images A, B, C de ces 
trois racines cubiques de l'unité. 
ABC est équilatéral. Pourquoi ? 
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d/ On note j = et; montrez que la troisième racine cubique de 1, autre 

que 1 et j, est égale à j”. Vérifiez que j°=j. 
Vérifiez que : 1+j+j°=0. 
Interprétez géométriquement cette égalité. 

mm 4.2. Cas général 
Pour tout naturel n>1, l'équation z° = 1 admet toujours 1 pour solution, 
mais elle ne peut pas toujours être résolue rapidement par factorisations 
successives de z° — 1. 
L'utilisation des formes trigonométriques ou exponentielles et de la formule 
de Moivre est bien plus efficace. 

a/ z est un complexe non nul tel que z=|z|e'°. 
Donnez une forme trigonométrique de z”. 

b/ Déduisez-en que si z” =1 alors |[z|=1 et que z a pour arguments 
2kx7r 
A avec Ke Z. 

c/ Expliquez pourquoi les racines n-ièmes de l'unité sont les n 
2 ikxn 

complexes, notés w, pour k naturel 0<k<n — 1, tels que : x =e ». 
à 2ix STE : : x eZ 

d/ Si l'on note w=e”, vérifiez que les n racines n-ièmes de l'unité 
sont : 

Pour tout naturel n >1, les racines n-ièmes de l'unité sont les n 

complexes : 
2 

LD, AD 2: 

2ix 1 DITIRUR 6 ui A 
OÙ @—=er —=COS —+1 Sin —- 

n n 

4.3. Premières applications et propriétés rer 

a/ Montrez que la somme des n racines n-ièmes de l'unité est nulle, 
c'est-à-dire que, pour tout naturel n>1, 

1+0+0°+...+0"7=0. 

b/ Montrez que le produit de deux racines n-ièmes de l'unité est une 
racine n-ième de l'unité. 
Montrez que l'inverse d'une racine n-ième de l'unité est aussi une racine 
n-ième de l'unité. 

c/ Vérifiez que pour n = 2, puis n = 3, vous retrouvez les racines carrées 
et cubiques de l'unité, déjà calculées. 

d/ Représentez dans un repère orthonormal direct les images A, B,C, 
D des racines quatrièmes de l'unité. ABCD est un carré. Pourquoi ? 

== 4.4. Interprétation géométrique 
n est un naturel supérieur ou égal à 3. 
Dans un repère orthonormal direct (O; ü, v), notons Mo, M, M, …, Mh-1 les 
points dont les affixes sont les n racines n-ièmes de l'unité : 1, ©, w°,…., + Mer 

a/ Pourquoi les points Mo, M1, …, M,_, sont-ils sur le cercle 

trigonométrique de centre O? 

b/ Calculez la distance M, M:. 
Montrez que pour tout naturel k tel que 0<k<n —1: 

IT 
Mx Me: =2 sin — 

n 
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= c/ Déduisez de la question a/du paragraphe 4.3. que O est l'isobarycen- 

tre de Mo, M, …, Mh-1. 

On dit que Mo M: M: .… M, - est un polygone régulier convexe de centre O. 

7 - r : \ % 
== 4.5. Résolution de l'équation z°=a,où aeCet neN 
Lorsque a = 0, la seule solution de l'équation z° =0 est z=0. 
Par la suite, nous supposons a #0; écrivons alors a sous forme exponen- 

tielle : 
œ a=lale'® (où a est un réel). 

Pour résoudre l'équation z” = a, cherchons z sous forme exponentielle : 
z=|z| e°. 
Expliquez pourquoi les solutions sont les complexes tels que : 

2 2 
lzl=Vlal et OT +KXT (avec ke Z). 

Applications : 

a/ Donnez une forme exponentielle de 1 +1. 
Résolvez l'équation z°=1+i. 

b/ Donnez une forme exponentielle du complexe i — V3. 
Résolvez l'équation z°= i — V3. 

5 Transformation de a cos 0+b sin Ooùüaetb 
sont réels 

== 9.1. Le procédé 

a et b sont deux réels dont l’un au moins est non nul. 

a/ 6 est un réel. 
Montrez que a cos 0 +b sin 0 est la partie réelle du complexe 

e‘°(a +ib). 

b/ Démontrez que, pour tout réel 0 : 

a cos 0 + b sin 0 =r cos(8 — œ) 

avec r=|a+ibl=Va?+b? et @=arg(a +ib). 

c/ Application : utilisez cette transformation pour exprimer, à l’aide 
d'un cosinus, puis à l’aide d'un sinus, chacun des réels suivants : 

e cos 0 + V3 sin 6. 

e cos 30 +sin 30. 

e 2cos 0 —3 sin @ (trouvez une valeur approchée de œ avec la 
calculatrice). 

== 2.2. Application à la résolution de l'équation 
a cos x +b sin x =c 

a et b sont des réels dont l’un au moins est non nul, et c un réel. 
D'après ce qui précède, et avec les mêmes notations, résoudre : 

a cos x+b sin x=c 

est équivalent à résoudre l'équation : 

T COS(x—p)=c. 
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L, a/ Expliquez pourquoi l'équation n'a pas de solution lorsque 
C4 D. 

CR Ce é C b/ Dans le cas où c°<a”+b”, notons « un réel tel que cos a=— 
r 

Trouvez alors les solutions de l'équation initiale. 

2. Application : utilisez les résultats précédents pour résoudre cha- 
cune des équations suivantes. 

a/ cos x + V3 sin x= —1. 

b/ 2 cos x —3 sin x = —6. 

c/ cos 3x+sin3x=1. 

d/ V3 cos? x +2 sin x cos x — V3 sin? x =V2. 

Conseil : pensez à utiliser cos 2 x et sin 2x. 

= 95.3. Un problème de tuyaux 

Un plombier doit raccorder un 
tuyau posé sur le sol à un tuyau 
horizontal situé 1,2 mètre au- 
dessus du sol comme indiqué sur 
la figure ci-contre. 
Pour relier ces deux tuyaux, il 
dispose de tuyaux droits et de 
tuyaux courbes. Tous les tuyaux 
utilisés ont pour rayon 70 mm. PEROU OR Re Ce 
Le plombier veut déterminer la A VOB dr re ------- 
longueur { du tuyau droit et l’an- 
gle 6 des tuyaux courbes. DENT ETS 

a/ Exprimez AB en fonction de sin 6 et BC en fonction de cos 6. 

Déduisez-en que : 140 sin 0 +£ cos 0 =870. [1] 

b/ Exprimez CC’ en fonction de cos 6 et C’D en fonction de sin 6. 

Déduisez-en que : 140(1 —- cos 0)+# sin 0 = 1 200. [21 

c/ Déduisez de [1] et [2] que : 

87 sin 0 —-106 cos 0 = 14. 

d/ Donnez des valeurs approchées tronquées au centième du module 
et d’un argument de 87 — 1061. 
Donnez alors des valeurs approchées de 6 en degrés et de { en mètres. 

él Conversion de sommes en produits 

== 6.1. Les formules _. 

p et q sont deux réels, écrivons e + e'1 en mettant en facteur e’ "2 ; il vient : 

; i j2+a, jP=a j P-q ; P+a Pis 
eP+eñï=ei"z (e "7 +ei 7? )=2e 7 cos 
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1. Expliquez comment en déduire les formules : 

p+q  P=g 
cos p + cos q =2 cos cos RE 

3 . pra  P=g 
sin p +sin q =2 sin cos LT 

2. Déduisez-en les formules : 

. pPTq . Pa 
cos p —cos q = —2 sin sneor 

: n NDS 1 PT 
sin p — sin q =2 sin RE 

3. Autre méthode 

e À partir des formules donnant cos (a + b)et cos (a — b), vérifiez que : 

cos (a +b)+cos(a — b)=2 cos a cos b, 

puis posez : a+b=p, a—b=q, et retrouvez la formule qui donne 
COS Di COS 

e Retrouvez de même la formule donnant sin p +sin q. 

6.2. Applications 

1. Résolvez dans R chacune des équations : 

a/ cos 3x —cos 5x =sin 6x +sin 2x. 

b/ sin x +sin 2x +sin 3x=0. 

Conseil : transformez sin x +sin 3x en un produit. 

c/ cos 5x +2 cos 3x +3 cos x =0. 

2. a/ Résolvez l'équation z°=1. 
Représentez les points d’affixe les solutions de l'équation dans un 
repère orthonormal direct. 

b/ À l'aide de la somme de ces solutions, montrez que : 

27% AT 1 
COS = FCO. 

5 2 

27 4x 1 
Montrez qu'alors : cos — cos —= —— 

5 5 = 

et 27 CA 
c/ Déduisez-en les valeurs de cos — et cos — 

Exemple de mise en œuvre 
des formules de Moivre et d’Euler 

Au chapitre 6 du tome 1, vous trouverez d'autres utilisations des formules 
de Moivre et d'Euler, en particulier pour la recherche de primitives. 
0 est un réel et n un naturel; proposons-nous de calculer les sommes : 

C=1+cos 0 +cos 20+...+cos n0 
S=sin 0+sin 20+...+sin n0. 
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MÉTHODE 
L'idée consiste à déterminer une forme trigonométrique du complexe 
C+IiS et à écrire ensuite que C est la partie réelle de ce complexe et 
S sa partie imaginaire. 

a/ Notons u =cos 0 +i sin 6. 
Expliquez pourquoi :C+iS=1+u+u?+...+ur. 

b/ Dans lecasoù06=kx27x(aveckeZ),montrezqueC=n+1etS=0. 

c/ Nous supposons par la suite 0#2 kx. 

Calculez bu. 
i=0 

ER) : (n+1) 

d/ Mettez e’? en facteur dans u—1ete' "7 en facteur dans u”*!— Le 
et déduisez-en que : 

(n+1)6 
—— S1 2 

C+iS=(ei 7 
sin — 

2 

e/ Déduisez-en C et S. 

18. Complexes et Géométrie 

== 8.1. Des relations métriques dans le triangle 
Dans le plan orienté, ABC est un triangle direct. 
Notons : 

© ZA, Zn, Zc les affixes des points A, B,C; 

e a, b, c les longueurs des segments [BC], [AC], [AB]; 

e À, B, C les angles géométriques du triangle ABC. 

a/ Démontrez que : 

ZB— ZAVUC = = b # >. 
= = (cos B+i sin B) et = (cos IC rsimMe). 
Zpezeed Zc=ZB Aa 

Zc—ZA 

(@ = D = = 
b/ Vérifiez que : — (cos B+i sin DE ps (cos C— i sin C)=1. 

a 
C = - b 

Déduisez-en que : a =b cos C+c cos B et — ee . 
sin B sinC 

c/ Par «permutation de lettres» donnez des relations analogues aux 
deux précédentes dans le triangle ABC. A 

m= 8.2. Lieu géométrique R 
Le plan complexe est rapporté à un 

repère orthonormal direct (O; u, v). 
P est le point d’affixe le réel p et Q est Q(iq) 
le point d'affixe qi (avec q réel) de façon 
que la somme p + q reste constante et 
égale à un réel a donné : | 

Drd=a. O P(p) 

On construit un carré PRQS de diagonale 
[PQ] de façon que : S 

(RG: RÉ)=S et (SG SF)= 
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a/ Notons z l’affixe de R et z' l’affixe des. 
Démontrez que : , 

Ace) EE Z —p rs 1) true 
Z —1q Z'—iq 

b/ Déduisez-en que lorsque P et Q se déplacent (avec p +q=a) le 

point R reste fixe. 

= —i 

c/ Démontrez que l’affixe du point S est : 

! 
a 2 q : 

=. CL 
V2 

Déduisez-en le lieu géométrique décrit par le point S lorsque P se 
déplace sur l'axe réel et Q sur l’axe imaginaire pur. 

Étude de la transformation liée à 

la fonction f : z = 

1 
Pour chaque complexe z non nul, nous noterons z' l’image de z par f : z'=— 

Z 
Choisissons dans le plan orienté un repère orthonormal direct, et associons 
à tout complexe z le point M d'affixe z. 

La 
Notons M' le point d’affixe z'=— A la fonction f : z -— z', nous pouvons 

Z 
associer alors une fonction F du plan complexe dans lui-même, 
F:M(Gz)—> M'(z). 

1. Sans calculs de coordonnées, en n'utilisant que les résultats connus 
sur les inverses et les conjugués : 

a/ Montrez que l'axe des abscisses est globalement invariant par F, 
c'est-à-dire que F transforme tout point de cet axe en un point de cet axe. 

b/ Montrez que z et z’ ont mêmes arguments, puis déduisez que O, M, 
M’ sont alignés, et que toute droite qui passe par l'origine est 
globalement invariante par F. 

c/ Montrez que OM XOM'=1, et déduisez-en que l’image par F d'un 
cercle de centre O est un cercle de centre O. 

2. Lorsque z = x +iy, on notera : z'=x'+iy.. 

X y 
a/ Montrez que : x'=——, y'=—— 

* x? + y? Y x? + y? 

b/ Montrez que : z =—— et sans nouveaux calculs, déduisez-en que : 
Z 

! { 

X V4 
X = ———— , y = —————— 

x'? + Ve y x'"2+ vie 

3. Image d’une droite qui ne passe pas par l'origine 

a/ d'est la droite d'équation : x+y+1=0. 
Montrez que l'image par F de la droite d est un cercle @ dont vous 
préciserez le centre I et le rayon. 

Indication : écrivez l'équation trouvée de l’image de F sous la forme : 
(x'—-aÿ +(y'-b}ÿ=r?. 
Vérifiez que ce cercle passe par l'origine et que (OI) et d sont 
perpendiculaires. 
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b/ d est la droite d'équation : ax+by+c=0, c#0. 
Montrez que l'image par F de la droite d est un cercle € qui passe par 
l'origine. 

4. Image d’un cercle 
€ est le cercle de centre A et de rayon r, où A est un point d'affixe Zo, 
avec zo = a +ib, a et b réels. 
Le ue le point M(z) appartient à € équivaut donc à dire que : 
A AO Le 

a/ Déduisez-en une relation entre x’ et y’. 

b/ Montrez que si a°+b°=r?, c'est-à-dire si le cercle € passe par 
l'origine, alors l'image de € est une droite, et que cette droite est 
perpendiculaire à (OA). 

c/ Montrez que si a°+b°#r?, alors l'image de € est un cercle dont 
vous préciserez le centre et le rayon. 

10] Suites de nombres complexes 

On pose, pour tout entier k=0 : 

_1+k(k+1)+i 
| 1+kk+1-i 

et on note : |z|=p4 et Arg zx = @x. 

Zk 

Partie A 

1. Montrez que, pour tout kz0, 

dx il 
prk=1l et tan CIRNETT ES 

2. Placez dans le plan complexe les points d'affixes Zo, Z1 et Z2. 

3. a/ Démontrez que, pour tout entier k Z 0, il existe un unique réel 8, 

de |0; “4 , tel que : 
2 tan 0, =Kk. 

b/ Calculez 6, et ea et placez sur le cercle trigonométrique les points : , 
images de e'%, e', e'%, e'":, en utilisant un procédé de construction 
simple. 

c/ Démontrez que, pour tout entier kZ0, 

mil J ANR RE 
Indication : remarquez que TIEKŒLID lHEGTD 

Partie B 

On pose: S1=Z1, S2=Z1Z2 S3=Z1Z2'Za et pour tout entier nZz4, 

Sn =Z1' Z2°Z3°...° Zn: 

1. Quel est le module de 5, ? 
Exprimez son argument en fonction de 6,,, et de 61. 

2. Par définition, une suite de nombres complexes (r,e'*") converge 
vers le nombre complexe re'° si : 

lim r,=r et lim g, =. 
n— © n— © 

Trouvez la limite de la suite $,. 
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EXERCICES ET PROBLÈMES 

Pour tester 
ses connaissances 

Pour les exercices 1 à 9, une seule des réponses 
proposées est exacte. 

| 1. ]L'égaité Re(zz')=Re(z)xRe(z'): 

a/ n'est jamais vraie; 

b/ est vraie pour tous complexes z et z'; 

c/ n'est vraie que pour z ou z' réel. 

2 L'égalité Re (iz)= — Im z : 
a/ n’est jamais vraie; 

b/ est vraie pour tout complexe z; 

c/ n'est vraie que dans certains cas. 

[3. Dans le plan complexe les points M, (0), M; (Z), 
1 

M; |—}) avec z #0: 
Z 

a/ ne sont jamais alignés; 

b/ sont toujours alignés ; 

c/ ne sont alignés que pour certaines valeurs 
de z. 

[ar est un réel strictement positif, 8 est un réel. 
Le conjugué de re ‘° est : 

a/ —re"; b/ —-re”': 1 1 cl/re 

[5./z est un complexe non nul, un de ses arguments 
est x. Alors : 

a/ z est un réel strictement négatif; 

b/ z est un réel mais on ne peut pas préciser 
son signe ; 

c/ z n'est pas nécessairement un réel. 

Si un nombre complexe z non nul a son 
conjugué égal à son inverse, alors on peut en 
déduire assurément que : 

a/ z est réel; 

b/ z est imaginaire pur; 

CiNz|= 1: 

Un nombre complexe z a pour forme trigonomé- 
trique re ‘°. 
Alors la forme trigonométrique de —z est : 

a/ —re'®; b/ —re ; c/re'tr+9, 
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| 8. est le complexe : 1+e°. Alors Z est égal à : 
ie a/ 1-68": bl1-6 "ce ent 

1-27 mn. 
EE à Alors la forme algébrique de z est : 

i 

=: b c/ + £ i dl ne PA AE Te: dodo oo 10° 10 

Pour les exercices 10 à 15, déterminez la forme 
algébrique du complexe z. 

fo.z=(1+5 (1-2) 

11. z=(2-3i) (35). 

12. z=(2i+1)(1 +1) (8i—4). 

13. z=-(5+4i)(3+7i)(2—3i). 

14. f est la fonction de € dans C définie par : 

f(zZ)=2z$-2iz?—-(1-i)z —2i. 

Calculez  (i), F(1—i), F(1+i). 

15. f est la fonction de € dans C définie par : 

f(z)=2z°+(1+1)z?—-(3+2i)z —-7+16i. 

Calculez f(1+i), f(2—i), f(2i). 

Pour les exercices 16 à 19, déterminez la forme 
algébrique des complexes z et z’. 

1j 2+i 
12 AE 

2i Î 

En -- DE 1+2i 

PET "34108 

3—-2i)(5+i i(6i—8 18.7-8=20(5+), ,,__i(6i-8) 
(5-i) (3+4i)(5—i) 

ix 

19. z = 
1+ 

avec x réel. ix 

Pour les exercices 20 à 23, résolvez le système 
d'inconnue le couple (Z; z') de complexes. 

zZ+2z'=3 
20. | 4 
22 ZE — |; 

el | 3Zz+z'=5+2;j 

—Z+z'=1—-2i. 
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22. | z— 4 9) 

2Z=(1+i)z'=-2+6i. 

5 4 +i)z+(1 Re 

8zZ— 2iz'=4—i, 

Pour S’entraïner 

24. 6 et « sont deux réels tels que 1 +e 15) 20; 
1œ 

Montrez que EPL est un réel. 

Pour les exercices 25 et 26, 4 désigne un réel; 
calculez z" pour n naturel. 

25. Z=1+cos 0 +i sin 6. 

26. Zz=1-cos 0 +j sin 6. 

Pour les exercices 27 à 30, mettez f (8) sous la 
forme r cos (0 — œ). 

(27. :(6)=3 cos 0 — V3 sin 0. 

28. f(0)= —2 cos 0 —2 sin 6. 

29. f(0)=3 cos 0 +4 sin 6. 

30. f (8)= cos 0 —2 sin 6. 

Pour les exercices 31 à 36, trouvez l'erreur sans 
faire tout le calcul. 

33. (1+/)(1 —-i)=0. 

YEN ES 

35. z°+z+2=—(Z2-1-;j)(z+2—i). 

36. z‘+z7°+3 4 
=(z2-V3z+V3)(z2?+V3z +V3). 

Pour les exercices 37 à 45, écrivez z et z' sous 
forme trigonométrique. 

37. Z=1-1V3: z'=-1+i. 

38. Zz = —2; IR 

Bo] -- 2 PL 
1-i  1+V2-i 

40 ri 07 — £ 
TO 1+iV8" Vé-ive 

1+5\$ 
43. Z=| —— ; 

44, z = 

45. z-1+e"°+e°"°. 

Pour les exercices 46 à 48, écrivez z sous forme 
algébrique. 

46. z-eï: z=2e 3. 

47. z=-V3e %: z=V2e. 

48. z=(e7): z=-9e°" 

Pour les exercices 49 à 53, résolvez dans € 
l'équation du second degré. 

z°-5z+9=0. 

50. z°-2z=0. 

51. z°+10=0. 

52. 2z°-6Z+5=0. 

53. z°+6z+34=0. 

Pour les exercices 54 et 55, placez les points 
d'affixes Z;, Z>, Za, ZA et trouvez un cercle passant 

par ces points. 

54. z;=-5+3i; 
Z3=2—4 1; 

Z.=2+2i; 
Za= —6—4ij. 

(55. z, = V5: 25= 14 V8 +i; 
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Pour les exercices 56 à 64, trouvez l'ensemble des 
points M dont l'affixe z vérifie la condition donnée. 
Une solution géométrique est parfois préférable à 
une solution algébrique. 

z—4|=|z+2il. 

.|Zz+1+il=|z 8]. 

z-5+38i|=8. 

Z+5-—il=|z-4il. 

AIT 

C4 

z+z=|zl 

z+z=|z® 

Soit z un complexe non réel; À, B, C sont les 
points d’'affixes z, z? et z$. 

a/ Trouvez l’ensemble des points A tels que 
A, B et C soient distincts. 

b/ On note O, I et J, les points d’affixes 
respectifs O, 1 et —1. 
Montrez que lorsque À, B et C sont distincts, 
dire que le triangle ABC est rectangle équivaut 
à dire que le triangle OJA est rectangle. 
Déduisez-en l’ensemble des points A tels que 
le triangle ABC soit rectangle. 

Déterminez l’ensemble des points M(z) tels 
que les points J(i), M(z) et M'(iz) soient 
alignés. 

Déterminez l’ensemble des points M(z) tels 
que les points I(1), M(z) et M’ (1 +?) soient 
alignés. 

Déterminez l’ensemble des images des com- 
plexes z tels que : 

u=(1-—2Zz)(1-iz) 

a/ soit un réel; 

b/ soit un imaginaire pur. 

u est un complexe donné. 
Déterminez l'ensemble des points M(z) tels 

PANNE PIE 
soit réel. 

u 
que le complexe a = ’ 

On considère le plan complexe rapporté à un 
repère orthonormé (O; ü, ÿ). 6 désigne un 
nombre réel de l'intervalle ]-x; +zxf. 
Pour tout 8 on définit le nombre complexe : 

z (= 0 +e ip. 
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1. Calculez (1+e/*)e-/2, déduisez-en que le 
0 

nombre complexe (1 + e'°) a pour argument, ; 

Calculez le module et l’argument de z (8). 
JT 

Représentez dans le plan complexe z A 

2. Soit M le point d’affixe z (8) et A le point 
d’affixe 1. 
On projette orthogonalement À en P sur la 
droite (OM). 
Quel est l’ensemble des points P quand 6 
varie dans ]-x; +x[? 

3. Calculez la distance PM. On séparera les 
Cas : 

ve[-55] et #e]-x: -Auf« € 2 2 e e|—x; ré Le 

4. Donnez une construction géométrique de 
l'ensemble des points M (construction point 
par point). 

. 1. Résolvez dans l’ensemble des nombres 
complexes l'équation : 

Z?-Z+1=0. 

2. Soient Z, et Z& les deux racines de cette 
équation, ZA étant celle dont la partie imagji- 
naire est positive. 
Calculez les modules |ZA| et |Zal. 

3. Le plan est rapporté à un repère ortho- 
normé (O; ü, Ÿ). 
Tracez le cercle de centre © et de rayon 1. 
Placez les points À et B d’affixes Z, et Zg ainsi 
que le point C d’affixe — 1. 

4. Calculez les modules [Za — Zg|, 
[Ze Xe Zal: 

Déduisez-en la nature du triangle ABC. 

lZs BC LEE 

1. Résolvez dans C l'équation : 

z?+V3z+1=0. 

On désigne par z4 et ze les racines de 
l'équation, la racine zs ayant une partie 
imaginaire positive. 

2. Le plan est rapporté au repère orthonormé 
(O; ü, v). On note B, C les points d'affixes 
respectives z8, Zc et A le point d’affixe j. 

a/ Montrez que les points À, B et C appartien- 
nent au cercle € de centre © et de rayon 1. 

b/ Calculez le module de z, -—Z8. 
Quelle est la nature du triangle OAB ? 

c/ Montrez que le quadrilatère OABC est un 
losange. 

Dans le plan complexe P rapporté à un repère 
orthonormé (O; ü, ÿ), on considère le point 

ms 1288 
A, d'affixe z,=—+ji ——. 

2 2 

1. Calculez |z.|. Déduisez-en que A, est sur 
le cercle T de centre O, de rayon 1. 
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Représentez A, dans P. 

(On prendra ||[ü||=4 cm.) 

2. On considère le point A, d'affixe 1 et les 
points À, d’affixes z, = (z,)"” où n estunentier 
naturel non nul. 

a/ Calculez z,. Représentez A, et A, dans P. 

b/ Calculez |z,|. Déduisez-en que les points 
A, sont sur T.. 

3. Démontrez que : 

Te vs 
Zn 2e lc (4) 

Déduisez-en le module de z,,,—2z,, puis la 
distance A, À, ,.. 

4. a/ Déduisez des questions précédentes 
que les triangles OA, À, ,, sont équilatéraux. 

b/ Donnez une mesure des angles À OÀ, Dr 
Déduisez-en que A; = A. 

c/ Représentez les points A, dans P. 

74. Soit P le plan complexe rapporté au repère 

orthonormé (O:; ü, ÿ) avec |\ü||=||v| =1 cm. 
On considère les nombres complexes : 

| VPN 2 
ZA=4HPINet ZE 1. 

2er 2 

1. Calculez les nombres complexes : 

PNR =Z 2 Ze mr7 7h 22 Ze. 

2. a/ Représentez les points A, B, C, D 
d’affixes respectives ZA, ZB, Ze; Zo- 

b/ Quelle est la nature du quadrilatère 
ABCD ? 

FA 

75. À, B et C sont les points du plan d'affixes 
respectifs z, 1+3z, 1 +z, avec z #0. 
Quel est l’ensemble des points A tels que ABC 
soit isocèle en A7? 

76. I et J sont les points d’affixes respectifs 1 et 
i. M et N sont les points du plan d'affixes 
respectives z et 2z. 
Quel est l’ensemble des points M tels que les 
droites (IM) et (JN) soient parallèles. 

77. 1. On considère la suite géométrique de réels 
dont le premier terme est 1 et la raison est 

g(g#t). ae De 
Calculez 1+q+q°+q"+q:. 

2. a/ z désignant un nombre complexe quel- 
conque différent de 1, calculez : 

Z=1+2z+z°+z$+2z*. 

b/ On suppose dans cette question que : 

APR = COS — +) ro 
£ 5 5 

78. 

79 

Déduisez du a/ les valeurs de : 

2x 47 6x 8x 
X = COS — + COS — + COS —+COS — 

5 5 5 E 

et : 

TR IT OT LOT 
VM=sin —+sin —+Ssin —+sin—- 

5 5 5 5 

| V6-iv2 
Soit les nombres complexes z; ave et 

Z>=1 — i. 

1. Mettez sous forme trigonométrique z;, Z> 
Z 

etzZ=—. 
Z2 

V6 + V2 
2. Déduisez-en que cos a IP RONE 

# - 12 4 
.. x V6-V2 
sin 

12 4 

3. On considère l'équation  d'’inconnue 
réelle x : 

(V6 + V2) cos x +(V6- V2) sin x =2. 

a/ Résolvez cette équation dans ÆR. 

b/ Placez les points images des solutions sur 
le cercle trigonométrique. 

Le plan complexe est muni d’un repère 
orthonormal direct (O; e;, e;). 
On note € le cercle de centre O et de rayon 
R>0 et A le point de € d’affixe R. 
Etant donné un entier n>2, on note r la 

2T 
rotation de centre O d'angle nn 

On considère la suite de points (M. )k=0 de € 
définie par la relation de récurrence : 

Me: =r (M) 

et la condition initiale M, = A. 
On note z, l’affixe de M,. 

1. a/ Pour tout k =0, exprimez z,.., en fonc- 
tion de z. 

b/ Déduisez-en l'expression de z, en fonction 
de k et n. 

c/ Comparez M, et M;. 

d/ Faites une figure lorsque n = 16 (on pren- 
dra R=4 cm). 

2. a/ Prouvez que, pour tout k =0 : 

NT 
Mk M... —2R sin ñ: 

b/ On note : 

L, =M M; +M; M: +...+M,_, M, 

le périmètre du polygone régulier 
(Mo, Ms, …, M,). 
Déterminez la limite de L,, lorsque n tend vers 
+ oo, 
Interprétez géométriquement le résultat ainsi 
obtenu. 
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80. Le plan est muni d'un repère orthonormé 
(O; ü, ÿ). On note A le point d'affixe 4+21, 
B le point d’affixe —2 — j et M le point d’affixe 
VA 
Soit le nombre complexe : 

DE 
Fr op 

1. Donnez une signification géométrique de 
[Z| et de Arg Z. 

2. Précisez la nature puis construisez : 
a/ l’ensemble des points M d’affixe z, tels que 

Z|=1; 
É l’ensemble des points M d’affixe z, tels que 
A\=P2} 

c/ l’ensemble des points M d’affixe z, tels que 
Z est un réel positif; 

d/ l’ensemble des points M d’affixe z, tels que 
Z est un imaginaire pur. 

81. Soit f l'application de € dans lui-même définie 
par : 

f(z)=z*-V2z$-4V2z —-16. 

1. Trouvez les deux réels a et b tels que pour 
tout nombre complexe z on ait : 

f(z)=(z°+4)(z?+ az +b). 

2. Déduisez-en l’ensemble des solutions dans 
C de l'équation f (zZ)=0. 

3. Placez dans le plan complexe rapporté au 
repère orthonormal direct (O; ü, v) les ima- 
ges À, B, C, D des solutions de l'équation 
précédente, puis montrez que ces points sont 
sur un même cercle @ dont on précisera le 
centre et le rayon. 

82. Le plan complexe est muni d’un repère 
orthonormé direct (O ; OÀ, OB). Unité graphi- 
que : 8 cm. 
On note C le milieu du segment [AB]. 
Soit r la rotation de centre C et d'angle de 

mesure Pour tout point M du plan d’affixe 

u, on note M' le transformé de M par r. 

1. a/ Placez sur une figure les points O, A, 
3 

B, M et M’ lorsque u D 

b/ Déterminez l'image du segment [OA] par r. 

c/ Calculez l’affixe u’ de M' en fonction de 
l’affixe u de M. 

2. On note P le milieu du segment [OC]. 
Soit N le milieu du segment [BM] et N' le milieu 
du segment [AM]. 

a/ Exprimez en fonction de u les affixes Z et 
Z' des vecteurs PN et PN'. 

b/ Prouvez que le triangle PNN' est rectangle 
et isocèle. 
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3 
c/ Dans le cas où u Tin placez le triangle 

PNN' sur la figure précédente. 

Pour chercher plus 

83. Prouvez que le nombre complexe 

= 12 

TRE | est un réel strictement négatif. 
[ 

Pour les exercices 84 à 88, résolvez l'équation. 

es on 84. z°= + 
2 2 

85. z°= —-8. 

86. z‘= 12. 87. z‘-z°-2=0. 

88. z‘+z°+3z°-52-0. 

89. 0 est un réel; calculez : 

( + cos 0 —i sin =) 

1—cos 0 —j sin 8 

pour n naturel. 

90. a/ Donnez une forme trigonométrique de 
1 + tan 6 pour 6 réel. 

b/ Déduisez-en (1 +i V3)'?. 

91 M est le point d’affixe a + ib avec a et b réel. 

a/ Donnez une condition nécessaire et suffi- 
sante pour que l'équation : 

z°+(1-b)z+a=0 

admette une racine double. 

b/ Construisez l’ensemble des points M 
correspondants. 

92. À, B, C sont trois points d’affixes respectifs 
a DAC: 

a/ Démontrez qu’une condition nécessaire et 
suffisante pour que À, B, C soient alignés est 
que l’on ait : 

a(b-c)+b(c-ä)+c(a-b)=0. 
b/ A etB étant donnés, écrivez une condition 
nécessaire et suffisante à laquelle doivent 
satisfaire Z et Z pour que M(z) appartienne à 
la droite (AB). 

93 Identité du parallélogramme 

z et z’ sont les affixes des points M et M'. 

a/ Interprétez sur un dessin |z +z'|et|z —z'|. 

b/ Démontrez l'identité : pour tous complexes 
ziei ze: 

Iz+z'F+1z-zP=21z2+2]z"/. 
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94**, Trouvez tous les ensembles de trois comple- 
XeS Z;, Z:, z; de module 1 tels que : 

Z1tTZ2tZ3=ZiZ22Za=|Î. 

95. a/ Après avoir trouvé une racine réelle de 
l'équation : z*-z°+3z-3=0, résolvez 
cette équation dans C. 

b/ On sait que l’équation : 

z*-z°+5z7?-47+4=0 

admet une racine imaginaire pure. 
Résolvez cette équation dans C. 

Problèmes de synthèse 

96. Cercle de Nyquist 

97. 

a, b, c, d sont quatre réels donnés, c et d 
sont non nuls. 
f est la fonction définie sur IR, à va/eurs 

a +ibx 

c +idx 
L'objet du problème est de trouver l’ensemble 
€ image de f. 

(Oz, Ï) est un repère orthonormal direct fixé. 
On note M(f (x)) le point d'affixe f (x). 

A. Étude d’un exemple 
Dans cet exemple, on choisit : a=2, b=1, 
c=1,d=-1. 

1. On note A le point d’affixe f (0). Placez A. 

2. On note (x'; y’) les coordonnées du point 
M d'affixe f (x). 

a/ Exprimez x' et y’ en fonction de x. 

b/ Déduisez-en que les points M(f(x)) et 
M'(f(—x)) sont symétriques par rapport à 
l'axe des abscisses, et donc qu'il suffit, pour 
trouver €, de faire varier x dans l'intervalle 
[0O; + of. 

3. Trouvez la position limite du point M(f(x)) 
lorsque x tend vers + >. Notez B ce point. 

4. Iétant le milieu de [AB], calculez la distance 
IM. 

5. Quel est, dans ce cas particulier, l'ensem- 
ble € ? 

B. Étude du cas général 
Trouvez l’ensemble € dans le cas général. 

complexes, par f (x) = 

Problème du BOA, du BOUC, du PAON et 
du GNOU 
(d'après P. Chevrier, Irem de Poitiers). 
BOA est un triangle quelconque. BOUC et 
PAON sont des carrés, construits extérieure- 
ment au triangle BOA. GNOU est un parallé- 
logramme. = 
On se place dans le cas où sin (OÀ, OË) >0. 
Le but est de démontrer que (AU) et (BN) 
sont perpendiculaires et que AU = BN. 

99 

P 

A. Par utilisation du produit scalaire 
En utilisant le produit scalaire, démontrez 

que : NB? = AU? et que NB:AU=0. 

Indication : NB =OB - ON; AU = OÙ - OÀ. 

B. Par utilisation d’une rotation 
Utilisez la rotation de centre O et d'angle 

(OB, OÙ), pour traiter l'exercice. 

C. Par utilisation des complexes 
Choisissez un repère orthonormal direct 
d'origine ©. 
Notez a, b, u, n, les affixes respectives de 
A, B, U, N. 

1. Montrez que : |[b—n|=NB=AU. 

u—a 
2. Montrez que : berne i. Concluez. 

—n 

f est la fonction de € dans C, définie par 

1(2)= C0 

1. Quelest l’ensemble des nombres comple- 
xes z tels que f(z)=Z? 

2. (O;ü,v) est un repère orthonormal 
direct. 

a/ Quel est l’ensemble des points M (z) tels 
que z* soit imaginaire pur ? 

b/ Déduisez-en l’ensemble des points M (z) 
tels que le triangle OMM' soit rectangle en 
O, M' désignant le point d’affixe f (z) lorsque 
z est l’affixe de M. 
Représentez cet ensemble. 

c/ Quel est l'ensemble des points M (z) tels 
que O, M(z), M'(f(z)), soient alignés ? 
Représentez cet ensemble. 

3. On note U l’ensemble des complexes de 
module 1. Quelle est l’image de U par f? 

4. Quel est l’ensemble des points M (z) tels 
que f(z)=i? Représentez cet ensemble. 

Condition sur les affixes des sommets 
pour qu’un triangle soit équilatéral 

On note ; le nombre complexe : 

PTT CAT 
COS —— +1 Sin — 

3 3 

Le plan complexe est muni du repère ortho- 
normal (O; ü, Ÿ). 
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1. a/ Placez les points d'affixe 1, j et j°. 

b/ Montrez que j°=1, que j?=j. 

c/ Montrez que : 1+j+j°=0. Comparez P(x) et (x?+d)° et montrez 

2. P est le point d’affixe z, P' est l’image de = 

c c 
2. Pourquoi a-t-on 370? On pose Sr 

{ 
F. v er ; 

P par la rotation de centre O et d'angle ar ue a ALORS Rne ON erenseMesres 

Déduisez-en la factorisation cherchée. 

3. Application : factorisez : 

xX°+1, X'FXx-+1 el 2x'—8x°+9. 

P' est l’image de P par la rotation de centre 
TT 

O et d'angle ne 

Calculez, en fonction de z, les affixes z' et 
z" de P' et de P”. 

3. À, B et C sont-trois points d'affixes 101. Factorisation d’un polynôme bicarré 

respectives a, b, c. Quelles sont les affixes Comme dans l'exercice précédent, on pose 

des vecteurs BC et BÂ? Montrez que les a £0, b, c réels et P(x)=ax*+bx?+c;on 
propositions [1] et [2] suivantes sont équiva- s'en tient au cas b°—4 ac <0. 

lentes : 1. Montrez qu'il existe deux complexes 
[1] ABC est équilatéral et de sens direct. conjugués z;, et Z; tels que, pour tout 

[2] a +bj + cj°=0. complexe z : 
P(2=a(-z)ttezi) 

100. isati + Ô i : F Factorisation d’un polynôme bicarré 2. On pose z,=u+iv avec u, v réels, et 

a, b, c sont trois réels avec a Æ0; on note on cherche x et y réels tels que t=x +iy et 
P(x)=ax*+bc?+c. Dans le cas où He: 
b°-4ac >0, on écrit : Montrez que xy a le signe de v et que x? et 

P(x}=a(x2-a)(x2-B) — y? sont solutions du système : 

où « et B, sont les racines du polynôme x°+(=y?)=u 
X > aX°+bX+c. e : v? 
Suivant le signe de « et B, la factorisation NS) 
peut, ou non, être poursuivie. 4 

Nous supposons dans ce problème que : Montrez que ce système admet un couple 
b?—4 ac <0. solution formé de deux réels de signes 

contraires. 
1. Montrez qu'alors, pour tout réel x : Déduisez-en l'existence d’un couple (x; y) 

aP(x)>0. tel que P(x +iy)=0. 

Déduisez-en que P n’a pas de racine. 3. En posant {= x +iy, montrez que : 
On ne peut donc pas espérer trouver de P(-t)=0, P(f)=0, P(-t)=0. 
olynôme du premier degré x -— a'x +b' + L 

p A que, tout 2. x : 4. Montrez que les coefficients du polynôme 
Px)=(a'x+b'}Q(x). Z— (Z F t) (z — t) sont réels et déduisez- 

On va chercher à écrire P (x) sous la forme en la factorisation de P en produit de deux 

P (x) = Q; (x) x Q, (x) où Q; et Q, sont deux polynômes du second degré. 
polynômes à coefficients réels du second o Application : factorisez x*—-6x?+25 et 
degré. x? +1. 
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Exercices et problèmes …. 78 

La combinatoire s'intéresse à la résolution de problèmes de dénombrement d'objets. 

Le langage élémentaire de la théorie des ensembles s'avère très utile. Il est conseillé 

de connaître le principe de démonstration par récurrence (chapitre 2, tome 1). 

1 Le langage des ensembles 

1.1. ENSEMBLE FINI. CARDINAL 

Lorsqu'un ensemble E a n éléments, on dit que E est un ensemble fini. On dit alors 

que son cardinal est n, et on note : card E=n. 

EXEMPLES 

e E={a, b, c} est un ensemble fini et dans ce cas card E=3. 

e L'ensemble vide (ensemble qui n’a pas d'élément), noté Q, est tel que card 2 =0. 

e Certains ensembles ne sont pas finis : par exemple, N, l'intervalle [0; 1] de R ont 

une infinité d'éléments. 

1.2. APPARTENANCE. PARTIE D'UN ENSEMBLE. INCLUSION 

e «x est un élément de E (ou x appartient à E)» se note : x€eE. 

Lorsque x n’est pas élément de EonnotexéE. 

e Dire qu'un ensemble F est une partie de E (ou que F est un sous-ensemble de E 

ou que F est inclus dans E) signifie que tous les éléments de F sont éléments de E. 

On note alors : FCE. 

e L'ensemble des parties de E se note Ÿ (E). 

Notez que par convention l'ensemble vide © est une partie de n'importe quel ensemble. 

e Toute partie de E réduite à un seul élément est appelée singleton. Lorsque 

card E= n, il y a n singletons. 

EXEMPLE 

SiE={a, b, c}, les singletons de E sont les parties : {a}, {b}, {c}. 
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1.3. INTERSECTION. RÉUNION. COMPLÉMENTAIRE 
a/ Intersection 

B 

A et B sont deux parties d'un ensem- 

ble E. 

éléments communs à À et B. 

E 

b/ Réunion 

A et B sont deux ensembles quel- 

conques. 

La réunion de À et B est l'ensemble, 

noté À UB, constitué des éléments qui A B 

sont dans A ou bien dans B. 

E 

Lorsque ANB=, on dit que À et B 
sont des parties disjointes de E. 

L'intersection de A et B est la partie 

de E, notée ANB, constituée des 

Lorsque A et B sont des ensembles 

disjoints : AUB est représenté par 

ieh 5e. 
card(AUB)= card À + card B. a partie hachurée 

c/ Complémentaire 

A est une partie d'un ensemble E. 

Le complémentaire de À dans E est 

la partie deE, constituée des éléments 

de E qui n’appartiennent pas à A. 

Le complémentaire de À dans E est noté (. À, ou plus simplement A. 

Notez que : card A = card E-— card A. 

A,Bet C sont des intervalles de KR. 

1 pl 
A=T[0; 1], B- [2 3) c=|-1; 2. 

a/ Quel est l'ensemble ANB? L'ensemble BNC? 
L'ensemble ANC ? 

b/ Quel est l’ensemble AUB ? L'ensemble BUC ? 

c/ Comparez (AUB)NC et (ANC)U(BNC). 

d/ Comparez [R(ANB) et ([RA)U(ÇrB). 
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[1 Couples. Triplets 

A et B sont les deux ensembles suivants : 

A=X\1,2,3),.B= (17279, 4 

== 1.1. Couples. Ensembles A? et B? 
La figure ci-contre représente 
dans un repère les points M dont 
l'abscisse x et l'ordonnée y sont 
des éléments de A. 

a/ Les points M(x; y) et 
M’ (y; x) sont-ils confondus ? 

b/ Dans quels cas les points M(x; y)et M'(x'; y')sont-ils confondus ? 

De manière générale, pour un ensemble E, on note E° l’ensemble des couples 
(X; y), où x et y sont des éléments de E. 

a/ Ici, card A? =3?. Pourquoi ? 

b/ Et card B°= 4°. Pourquoi ? 

= 1.2. Triplets. Ensembles A° et B° 
e On considère les points M de l'espace dont les coordonnées 
x, yet z sont des éléments de A. 

! 

a/ Dans quel cas les points M(x; y; z) et M'(x'; y'; z') sont-ils 
confondus ? 

b/ (Xo; Yo) étant un couple de A?, combien existe-t-il de triplets 
(Xo; Yo; z), avec z élément de A ? Graphiquement, où sont-ils situés ? 

e De manière générale, pour un ensemble E, on note E° l’ensemble des 
triplets (x; y; z), où x, y et z sont des éléments de E. 

a/ Ici, card A°= 3°. Pourquoi ? 

b/ Et card B°=4*. Pourquoi ? 

(2) Nombre de classements sans ex aequo 

Problème : pour un groupe d'élèves donné, combien y a-t-il de classements 

sans ex aequo par ordre de mérite ? 
On notera N, le nombre de classements possibles sans ex aequo de k élèves. 
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Pour un groupe de deux élèves {A, B}, il y a deux éléments possibles, que 

nous noterons (A, B) et (B, À). Dans ce cas, N;=2. 

1. Le groupe comprend 3 élèves. Il est noté {A, B, C}. Trouvez Na. 

2. Le groupe comprend 4 élèves. Il est noté {A, B, C, D}. Trouvez N4. 

3. Quelle relation y a-t-il entre N, et N;? Entre N; et N;? 

4. a/ Quelle relation prévoyez-vous entre N;-_, et Nzx? 

b/ Justifiez votre conjecture. 

Nombre de parties d’un ensemble 

== 3.1. Nombre total de parties 
Trouvez toutes les parties de l’ensemble E et précisez leur nombre, dans 
chacun des cas suivants. 

Un conseil important : pour écrire toutes les parties de E, utilisez une règle 
de classification pour être sûr de ne pas en oublier et de ne pas compter 
deux fois la même partie... 

a/ E=@. Réponse : 1. 

b/ E={a)}. Réponse : 2, car n'oubliez pas que, par convention, la partie 
vide est une partie de E. 

c/ E={a, b, c}. Réponse : 4. d/ E={a, b, c}. Réponse : 8. 

e/ E={a, b, c, d}. Réponse : 16. 

== 3.2. Nombre de parties à p-éléments 
E est l'ensemble {a, b, c, d}. 

Combien y a-t-il de parties de E contenant un seul élément ? Contenant 
deux éléments ? Contenant trois éléments ? Contenant 4 éléments ? 

Ces nombres sont notés respectivement Ci, C£, Cÿ, Ci. 
Plus généralement, C désigne le nombre de parties à p AÉnouE d'un 
ensemble à n éléments. E 

== 3.3. Représentation à l’aide d’un arbre 
On peut représenter à l’aide d'un 
arbre les différentes parties d'un 
ensemble {a, b, c}. 
Chaque branche de l'arbre repré- 
sente une partie, chaque nœud de 
la branche étant numéroté «1» si 
l'élément correspondant est dans 
la partie, et numéroté «0» sinon. 

Exemple : la branche de couleur rouge correspond à la partie {a, c}. 

1. Indiquez la branche qui correspond à chacune des parties : 
D} 14 D, cr @ 

2. Comment peut-on utiliser cet arbre pour trouver les parties de 
l'ensemble {a}? de l'ensemble {a, b}? 

3. a/ On rajoute à l'ensemble {a, b, c} un élément d, obtenant ainsi 
l'ensemble {a, b, c, d}. Le nombre des parties de {a, b, c, d} est 2°. 
Justifiez cette affirmation en utilisant l'arbre. 

b/ Déduisez-en que le nombre de parties d’un ensemble à n éléments 
est égal à 2”. 
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Re Le 

(1 Ensemble E° 

1.1. EXEMPLE b M 
3 e Dans le plan, lorsqu'un repère est choisi, 

chaque point est repéré par ses coordonnées 

(X; y), c'est-à-dire par un couple de nom- 2 RE 

bres. Mais dans l'écriture de ce couple, 

l'ordre a de l'importance : le point M(2; 3) 

est distinct du point N(3; 2). Aussi, dit-on 1 

qu'un couple de réels est une liste ordonnée 

-— de deux nombres réels. L'ensemble de tous 

ces couples est noté [R?. = 
D SNS MARS 

e Dans l'espace, le choix d'un repère permet de repérer chaque point par un triplet 

de nombres réels, c'est-à-dire par une liste ordonnée de trois nombres réels. 

1.2. CAS GÉNÉRAL : DÉFINITION D'UN p-UPLET 
Dans toute la suite, nous ne considérerons que des ensembles finis. 

Soit donc E un ensemble fini à n éléments; card E=n. 

DÉFINITION 1 

Un p-uplet, ou une p-liste, d'éléments de E, est une liste ordonnée de 
p-éléments de E, distincts ou confondus. 
On note EP l'ensemble de tous les p-uplets. 
Un 2-uplet est appelé couple, un 3-uplet, un triplet. 

Remarque : par convention, E'=E. 

EXEMPLE 

L'ensemble E contient 3 éléments notés a, b,c:E={a, b, c}. 

Voici des 4-uplets, éléments de E* : 

(a; b;c;a); (b;b;b;b); (a;c;a;b); (bic;a;c);… 

Remarque : dans cet exemple, p > n. La définition 1 ne suppose pas nécessairement 

P <12. 

1.3. ÉGALITÉ DE DEUX p-UPLETS 

DÉFINITION 2 

Dire que (x1; X2; …; Xb) €t (Y1; Y2; …; Yh) Sont égaux signifie que 
X; = Yi, pour tout indice i : 1<i<p, c'est-à-dire : x1 = y1, et X2 = 2, et 

ss Xp = Ÿp. 

Remarque : il suffit donc, pour que (x; …; x,) soit différent de (y1; …; y), que pour 

un seul indice i, x, soit distinct de y;. 
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1.4. CARDINAL DE EP EN FONCTION DU CARDINAL DE E 

Notons a, a, …, a, les éléments de E. 

EX, 43: 

a/ Étude de deux cas particuliers. 

e Cas où p —2 

Nous pouvons représenter les couples de E? de la manière suivante : 

Il est clair que chaque colonne contient exactement n couples, que deux couples 

situés dans deux colonnes distinctes sont distincts, et donc, puisqu'il y a n colonnes, 

que le nombre de couples est n°. 

card (E?)=n°?=(card E}). 

e Cas où p =3 

Pour écrire un triplet de E° : (O; D; D), il suffit de choisir un couple de E?, pour 

remplir les deux premières cases et de lui rajouter un élément quelconque de E. Par 

exemple, à partir du couple (a;, a2), nous obtiendrons tous les triplets (a,; a,; [), 

c'est-à-dire tous les triplets dont le premier élément est a, et le deuxième élément est 

a, en remplissant la troisième case avec un élément quelconque de E. 

Nous construisons ainsi, à partir d'un couple donné, n triplets distincts, puisque 

leurs troisièmes éléments sont deux à deux distincts. 

En faisant de même avec tous les couples nous obtiendrons tous les triplets et chaque 

triplet ne sera obtenu qu'une fois. Puisqu'il y a n° couples, le nombre de triplets est 

donc n°Xn. 

card (E°)= (card E?) X card E. 

b/ Cas où p est quelconque 

THÉORÈME 1 

Card (EP) can Ci. 

En effet, un élément de E° est un p-uplet, ou une p liste, et pour fabriquer un p-uplet, 

il suffit de remplir p cases avec un élément quelconque de E. 

P Lee 
Lire Ce Tee TIRE RE 

Supposons card E= n. Il y a donc n choix possibles pour remplir la première case, 

et pour chacun de ces choix, il y a encore n choix possibles pour remplir la deuxième 

case. Donc il y a n Xn choix possibles pour remplir les deux premières cases, et 

ainsi de suite, donc au total n° choix possibles. D'où card (E?°)=(card E}”. 
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EXEMPLE D'APPLICATION : tirage avec remise dans une urne. 

Une urne contient 3 boules numérotées 1, 2, 3. On effectue l'expérience suivante : on 

effectue 5 tirages successifs; et après chaque tirage, on note le numéro de la boule 

tirée et on la remet dans l’urne. Le résultat de l'expérience est la liste des numéros 

sortis dans l'ordre des tirages. 

Un tel résultat peut être identifié à un 5-uplet de l'ensemble E, E= {1, 2, 3}. Ainsi, 

le 5-uplet (1, 3, 2, 2, 1) désigne le résultat suivant : la première boule tirée porte le 

n° 1, la deuxième le n° 3, la troisième le n° 2, la quatrième le n° 2, la cinquièmelen° 1. 

Le cardinal de E° étant 3°, il y a dans ce cas 3° = 243 résultats possibles, ce qui peut 

paraître surprenant. Surprenant, mais vrai. 

Notez que, dans cet exemple, p >n. 

12) Arrangements et permutations 

2.1. DÉFINITIONS 

a/ Arrangements 

DÉFINITION 3 

E est un ensemble à n éléments. 
Un arrangement de p éléments de E ou un p-arrangement de E est un 
p-uplet dont tous les éléments sont deux à deux distincts. 
On note alors A% le nombre de ces arrangements. 

On dit aussi «arrangement de n objets p à p », plutôt qu'arrangement de p éléments. 

EXEMPLE 

E= {1, 2,3} et p =2. Alors tous les arrangements de E à deux éléments sont : 

(152), (1; 3, @;3) %; 1) G;D,(6;2). Dans ce cas, AË = A$=6. 

b/ Permutations 

DÉFINITION 4 

Un arrangement de n objets est appelé permutation. 

EXEMPLE 

Les permutations de l'ensemble E, E={a, b}, sont les couples (a; b) et (b; a). 

2.2. CALCUL DE A; 

a/ Lorsque p>n, AF=0 

En effet, puisque p >n, une liste de p éléments de E contiendra nécessairement au 

moins deux fois le même élément, ce ne sera donc pas un arrangement. 

b/ Calcul de A? lorsque p <n 

THÉORÈME 2 

Lorsque 1<p<n, A5 est égal au produit des p facteurs: n, 

nl; n=2*"% 

AP=n X(n—1)X(n—2)X... X[n —(p —1)]. 
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En effet, un arrangement est un p-uplet dont tous les éléments sont distincts deux à 

deux. Or, pour écrire un tel p-uplet, il suffit de remplir p cases : 

1 2 3 p 

CAEN 

de façon que les éléments de E qui y figurent soient distincts deux à deux. 

Pour remplir la case n° 1, il y a n choix possibles; ayant choisi un élément de E, soit 

a, pour remplir la case n° 2, il y a n —1 choix possibles, puisqu'il reste dans E, 

n — 1 éléments distincts de a. Donc pour remplir les cases 1 et 2,ilyanx(n-—1) 

choix possibles; et ainsi de suite, jusqu'à la case p. 

Exemple : calcul de AZ. Ici, n =5, p =2, donc A2=5xX4=720. 

2.3. NOMBRE DE PERMUTATIONS D'UN ENSEMBLE 

D'après la définition 4, le nombre de permutations de l’ensemble E à n éléments est 

A. D'après le théorème 2, on obtient : 

A=nX(n—-1)x(n—-2)x...xl1. 

Pour simplifier, on note A; =n! 

DÉFINITION 5 

n étant un entier naturel non nul, n ! désigne le produit des n premiers 
naturels non nuls. 

n'=nxX(n-1)xX..xl1. 

Lorsque n =0, on pose 0O!=1I. 
n ! se lit «factorielle n ». 

Exemple : 5!=5X4X3xX2X1=120. 

Avec cette notation, nous énonçons le théorème suivant : 

THÉORÈME 3 

Le nombre des permutations d’un ensemble ayant n éléments est n! 

[3. Combinaisons 

E est un ensemble à n éléments, card E= n. Soit p un naturel donné. 

Problème : combien y a-t-il de parties de E contenant p éléments ? 

Nous noterons C} le nombre de ces parties. 

DÉFINITION 6 

Une partie à p éléments d’un ensemble à n éléments est appelée 
combinaison de E à p éléments (ou encore combinaison de n objets 

p à p). | 
Le nombre de parties à p éléments d’un ensemble à n éléments est 

noté C£ ou 
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3.1. CAS PARTICULIERS 

Lorsque p>n, C?=0, car nous ne pouvons pas trouver une partie de E contenant 
plus d'éléments que E. 

Lorsque p=n, C;=1 : il n'y a qu'une seule partie de E ayant le même nombre 

d'éléments que E, c'est E. 

Lorsque p=1, Ci=n : ily a n parties contenant un seul élément, ce sont les 

singletons (voir page 57). 

Lorsquep=0;,4C°=1#;:1 y a par convention une partie ne contenant pas d'élément, 

c'est l'ensemble vide (voir page 57). 

3.2. EXEMPLE 

Choisissons pour E un ensemble à 5 éléments : E={a, b, c, d,e} et p =3. 

Considérons une partie F à trois éléments, par exemple {a, b, c}. 

Avec F, nous pouvons fabriquer des arrangements à trois éléments, ce sont : (a; b:; c); 

(a CD); ba; c);(bicra); (cha; pb); (c;b;.a). 

Ces arrangements sont obtenus par permutation des éléments de F, leur nombre est 

donc égal à 3! (voir 2.3.). 

En faisant de même avec toutes les parties de E à trois éléments, nous obtiendrons 

tous les arrangements à 3 éléments, et chacun d’entre eux ne sera obtenu qu'une fois. 

Donc, le nombre total d’arrangements à 3 éléments de E, AË, est égal au nombre de 

parties à 3 éléments, multiplié par 3!. Donc : 

AC 0! 

3.3. CAS GÉNÉRAL : p QUELCONQUE, 1<p <n 
La démonstration est analogue à celle de l'exemple ci-dessus. Avec une partie F ayant 

p éléments, nous pouvons obtenir, par permutation des éléments de F, des 

p-arrangements de E. Le nombre de tous ces arrangements est p! 

En faisant de même avec toutes les parties de E à p éléments, nous obtenons tous 

les p-arrangements de E, et chacun d'eux n'est obtenu qu'une fois. Puisque ce nombre 

d'arrangements est égal à A, nous en déduisons que : 

AP = (nombre de parties à p éléments)Xp! 

AP=plC2£. 

Or, AË£=nxX(n—-1)X..x(n-p+1). Multiplions et divisons par: (n—p)! (en 

supposant p #n), c'est-à-dire par : (n—-p)xX(n—-p—1)X..x1; nous obtenons : 

Pub ER G=p EX E=D)X(mp I)XAXI1 0 n! 

ñ 

— . 

; (=D)X(M=p=LX..X1 n-pl! 

n! 
Ainsi : C5 = 

(ne p)ipl 

En résumé : 

THÉORÈME 4 

Le nombre C2? de parties à p éléments d’un ensemble à n éléments est 

donné par l'une ou l’autre des deux égalités suivantes : 

n | Pre mXeX (np rl) 
P 
n 

P 

AD OT D)" P! 
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n 
Remarque sur la notation | u 

_n(n D) DE) 

.. DID IDE CCI 

La lettre n placée au-dessus de la lettre p rappelle qu’au numérateur le produit des 

p entiers consécutifs commence par n, et qu’au dénominateur le produit des p entiers 

consécutifs commence par p. Notez que dans C’, p est au-dessus de n. 

n 
elle permet de mémoriser l'égalité : | 

P 

Notez bien : bien qu'écrit sous forme fractionnaire, C? est toujours un entier naturel. 

ARLES LEGER 
Exemple : C5 =" "25 x 7 x 13 x 3= 1 365. 

4Ax3x2X1 

3.4. FORMULES SUR LES C?. TRIANGLE DE PASCAL 

Démonstration par le calcul Démonstration ensembliste 

n! ae : : 
C2 =————, d'après le théorème 4 Choisir une partie F à p 

(n—p'p! éléments revient à choisir 

n | son complémentaire F, qui a 
GE — » d'après le théorème 4 te (np)! (n _(n _p))! In éléments. Il ï a donc 

autant de parties à p élé- 

STE ments que de parties à n —p 
@-—p)'p! éléments. 

b/|C?=CP I+CP |, 1<p<n-1 

Démonstration par le calcul Démonstration ensembliste 

Posons A=CP=I+CP_, E est un ensemble à n élé- 
ments, et p un entier tel que : 

Gen)! hs =D)! LS STE 

D Di pp pl Fixons un élément a de E. 
Notons x le nombre des par- 

Or:p!=p-1)!p;(n—p)'=(n-1-p)'(n-—p) ties à p éléments qui con- 
donc : tiennent a, et y le nombre 

CD! el des parties à p éléments qui 
ne contiennent pas a. 

Dear p)l@- pp) (Pelle ADD Le nombre total des parties 
à p éléments est donc x + y. 

__@=D'p+@-D'(m-p) Donc : C2 = x + y. 
(p—-1)!(n-1-p)!(n-p}p Pour choisir une partie à p 

éléments qui ne contient pas 
_@-1)![p+n-p] n! Je a, il faut nécessairement 
Sn BOUT SNA Etes à choisir p éléments parmi les 

AE ee n —1 éléments distincts de 

a 

Donc:y=C?…. 

Pour choisir une partie à p 

éléments qui contient a, il 

faut adjoindre à a, p-1 

éléments pris parmi les n —1 

éléments distincts de a (car 

un ensemble ne contient pas 

deux fois le même élément). 

Donc =C?2 dou die 
résultat. 
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c/ Procédé de calcul rapide des C2. Triangle de Pascal 

La relation CP =CP=  +C2., permet de calculer rapidement de proche en proche les 

n | 

nombres C; sans utiliser l'égalité C}, = On dresse le tableau ci-dessous, 
appelé triangle de Pascal. p'n—p' 

C; est à l'intersection de la ligne «n » et de la colonne «p». 

On commence à écrire la colonne : «p =0». Dans cette colonne, on ne trouve que des 

chiffres 1 car C°=1, pour tout n. Puis on écrit la diagonale, qui ne contient aussi 

que des chiffres 1, car C; = 1, pour tout n. 

On complète ensuite en utilisant la relation C2 =C2=!+C2_,, de sorte que C£ est la 

somme du nombre x «situé au-dessus de lui» — c'est C?_, — et du nombre y «situé 

à gauche de x» — c'est C2! 

BI 
2 
LE 

Re 
5 
pi 
7 

8. 

La Formule du binôme 

4.1. LA FORMULE DU BINÔME 
® Introduction 

On sait que : (a+b}ÿ =a?+2a +b?, 
(a+b}Ÿ =a*+3a?b +3 ab°+b*. 

On se propose d'établir une formule plus générale pour (a +b})”. On va d'abord 

développer un produit (a, + b;)...(a, + b,), et ensuite on prendra a, =..—=2a,=a, 

b,=...—b, =D. 

e Avec deux facteurs : (a, + b,)(a;, + b;), nous obtenons : 

aa +4: b;+a,b;,+b: b;. (1) 

Dans cette somme, chaque terme est un produit de deux facteurs, et chacun de ces 

produits contient soit deux facteurs «an», (c'est-à-dire deux fois la lettre a avec des 

indices différents), c'est le cas de à, a, soit un facteur a-., c'est le cas de a, b, et de 

a, D, soit zéro facteur a-., c'est le cas de b; b:. 

e Développons 3 facteurs : (a, + b,)(a2 + b;)(a3 + b:), ce qui revient à multiplier la 

somme (1) par (a; + b;). Nous obtenons : 

ay a)a3t+a;a3b+a,a3b;+a3b,b,;+a;a,b;+a;b,b;+a,b;b;3+0b, b; b3,. 

Dans cette somme, chaque terme est un produit de trois facteurs, et chacun de ces 

produits contient soit trois facteurs a, soit deux facteurs a,,, soit un facteur ar, soit 

zéro facteur as. 

Combien y a-t-il par exemple de termes avec deux facteurs a-., c'est-à-dire de termes 

qui s'écrivent : ananb ? 

Leur nombre est évidemment égal au nombre de parties de l'ensemble {a;, a, as}, 

c'est-à-dire à C2. De même, il y a Ci termes a- b= b-, Ci termes anan an, C3 termes 
b« bi ba. 
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s : / = D 

Maintenant, si 4,=a,=a;=a, et b,=b,=b,=b, un terme as abs s'écrira ab, 

un terme an bn b- s'écrira ab”, … 
D'où : 

(a+b})(a +b}(a+b)=(a+bŸ=CSb$+Ciab?+Cia? b+Cia*. 

e Développons n facteurs : (a, + b:1)(a2 + b:)...(a, + b,). 

Nous obtenons une somme où chaque terme est de la forme : 

an.….adn  X b-... b 
LE Re) 

p facteurs (n — p) facteurs 

et où p prend toutes les valeurs de 0 à n. 

Pour p fixé, le nombre de termes de la forme ci-dessus est égal au nombre de parties 

à p éléments de l’ensemble {a;, …, a,}, c'est-à-dire qu'il est égal à C. Maintenant, 
si tous les a; sont égaux à un même nombre a, et tous les b; sont égaux à un même 

nombre b, un tel terme s'écrit : ab” P, et la somme de tels termes est : Ca? b” P. 

p variant de 0 à n, en regroupant de même les autres termes, nous obtenons la 

formule du binôme, due semble-t-il, à Newton : 

THÉORÈME 5 

Pour tous complexes a et b, et pour tout naturel n z1 : 

(a tb} 2eCE a DE: 
p=0 

COMMENTAIRE 

Notez qu'en particulier, la formule du binôme de Newton utilisée 
avec a =1 et b=x (puis b = — x) donne pour tout réel x : 

(1+x)=1+Cix+C2x?+..+CPxP? +..+CEx 

(—x)=1-Cix+C2ix+..+(—1) CPxP +...+(—1) C2x. 

4.2. APPLICATION : NOMBRE DE PARTIES D'UN ENSEMBLE 
Utilisons la formule du binôme de Newton dans le cas où a =b=1; nous obtenons 

pour tout naturel n > 1 : 

CF DAS Cr FOIE ET ECR AI PAR CRE CNE 

=Ci+Cat.+Cz. 

Or (1+1)° =2”; donc pour tout naturel n =1 : 

Co FC +. +Cr=27. 

Interprétons ce résultat en termes de parties d'un ensemble F à n éléments. C£ est 
le nombre de parties à 0 élément de F, C; le nombre de parties à 1 élément de F, _, 

C? le nombre de parties à p éléments de F, …, C? le nombre de parties à n éléments 
de F. 

Donc C2? +Ci+...+C? est le nombre total de parties de F, et nous pouvons énoncer 

le résultat suivant : 

le nombre de parties d'un ensemble à n éléments est 2”. 

COMMENTAIRE HISTORIQUE 
1 

L'égalité C2 =,2 (n — 1) est attestée au m° siècle de notre ère. 

Au xr° siècle, le mathématicien hindou, Bhaskara, connaît la formule 
générale permettant de calculer C%. Au début du xu1° siècle, Levi 
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ben Gerson sait calculer les arrangements de p éléments d'un 

uen 4 A5 
ensemble à n éléments, et connaît les égalités C£ = a CCC 

p! 
Ses travaux semblent avoir eu peu d'influence sur son époque. 

Plus tard, Cardan (1501-1576) montre que 2° — 1 est le nombre de 
parties non vides d’un ensemble à n éléments; Pascal et Fermat 

retrouvent la formule générale des Cf. Le procédé du triangle, 
attribué généralement à Pascal, semble être connu des Arabes dès 
le xu1° siècle et des Chinois au xiv° siècle. 

5. Exercices résolus 

5.1. À PROPOS D'UNE ERREUR CLASSIQUE 

EXERCICE a/ Combien y a-t-il de mains de 5 cartes (c'est-à-dire de 
RESOLU 1 paquets de 5 cartes) dans un jeu de 32 cartes ? 

b/ Combien y en at-il contenant exactement 2 cœurs? (il y 
a 8 cœurs dans un jeu de 32 cartes). 

c/ Combien y en a-t-il contenant au moins 1 roi? (il y a 4 rois 
en tout). 

SOLUTION COMMENTÉE sus 
a/ Une main de 5 cartes est une partie à 5 éléments. Le nombre de mains de 
5 cartes dans un jeu de 32 cartes est donc C3, c’est-à-dire : 

32 X 31 X 30 x 29 x 28 

EX4X3XxX2X1 | 

La réponse est donc : 201 376. 

b/ Pour constituer un paquet de 5 cartes contenant exactement 2 cœurs, on 
peut procéder ainsi : 

(1) On choisit d'abord 2 cœurs parmi les huit. 
(2) Puis 3 cartes parmi les 24 restantes. 

Il y a C£ façons de choisir 2 cœurs parmi 8. Pour chacun de ces choix, il y a 

C3: façons de choisir 3 cartes parmi les 24 restantes. 

Important : il convient de s'assurer qu’en procédant ainsi on n'obtient jamais 
plusieurs fois le même paquet de 5 cartes. 
Il en est bien ainsi, car une modification de choix dans l’une des étapes (1) ou 
(2) ci-dessus conduit nécessairement à une modification du paquet de 5 cartes 
obtenu (car une carte au moins sera différente). 

En définitive, le nombre cherché est égal à : C£ x C5, c'est-à-dire : 123092. 

Remarque : pourquoi multiplie-t-on C4 par C5, ? 

Pour chacune des C5 façons de choisir 2 cœurs, il y a C$, façons de choisir 
les 3 autres cartes. Le nombre total de choix possibles est donc : 

Cia + Cia + … + CA, c'est-à-dire : C5 x CA. 
Nes nt 

C fois 

c/ Notons A l’ensemble des mains de 5 cartes contenant au moins 1 roi. 
Pour calculer card À, il est plus simple ici de calculer d’abord card A, c'est-à-dire 
le nombre de mains de 5 cartes ne contenant aucun roi. 
Constituer une main de 5 cartes ne contenant aucun roi revient à choisir les 
5 cartes parmi les 28 cartes qui ne sont pas des rois. 
On a donc : car A=C,. Or il y a C3, mains de 5 cartes possibles. 

Par suite : card A= C3, — C2s. D'où card A = 103096. 
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CONSEIL 
Lorsqu'une question est formulée avec «au moins», pensez 

à dénombrer le complémentaire : c'est parfois plus simple. 

Une autre solution pour la question c/ 
Notons respectivement B;, l’ensemble des mains de 5 cartes contenant 
exactement 1 roi; B, : 2 rois; B, : 8 rois; B, : 4 rois. 

les B; sont 2 à 2 disjoints, et que : 
Il est clair que : 

PIE A EÉ TE UEUER, 

MÉTHODE 
E;, E», …, E, sont des parties de E disjointes deux à deux, et dont la 
réunion totale est E. 
Alors : card E= card E, +...+card E,. 

Donc card A = card B. + card B; + card B; + card B4. | 
Pour constituer une main de 5 cartes contenant exactement 1 roi, on peut 
procéder ainsi : 

e on choisit 1 roi parmi 4 : 4 choix possibles ; 

e on choisit 4 cartes parmi les 28 restantes : C4 choix possibles. 

Donc card B; =4 X Ci. 
De même, on a : card B,=C? x C5,: card B: =C°xC5.et card B,=CixC. 
Donc : card A=4XC4+C:XC+D:xXC+C:xXC; 103096: 
On retrouve le résultat précédent. 
La première solution est évidemment plus rapide. 

ATTENTION : UNE ERREUR CLASSIQUE 
Nous proposons à présent la solution suivante pour cette question c/. 
Pour constituer une main de 5 cartes contenant au moins un roi, on peut 
procéder ainsi : 

(1) on choisit d’abord 1 roi : il y a 4 choix possibles; 
(2) puis on choisit 4 cartes parmi les 31 cartes restantes (31 et non pas 28, 
car la main peut contenir d’autres rois) : il y a C£; choix possibles. 
Le nombre de mains de 5 cartes contenant au moins 1 roi est donc égal à : 
4 x Ci, = 125860. 

Cette solution est fausse! En effet, avec le procédé de dénombrement utilisé, 
certaines mains ont été comptées plusieurs fois. 
Par exemple, la main {roi de pique, roi de trèfle, as de cœur, valet de carreau, 
sept de cœur} a été comptée : 

e une fois lorsque le roi de pique a été choisi parmi les 4 rois (dans l'étape (1 TE 

e une autre fois lorsque c'est le roi de trèfle qui a été choisi dans l'étape (1). 

CLCLLILLL 

5.2. D’AUTRES EXERCICES 

EXERCICE Nous appellerons mot de 3 lettres tout assemblage ordonné 
RESOLU 2 de trois lettres de l'alphabet français, une même lettre pouvant 

être utilisée plusieurs fois (un tel mot n’a donc pas nécessaire- 
ment de sens). En utilisant les lettres du mot paris, et en 
n'utilisant que celles-là : 

1. combien peut-on écrire de mots de trois lettres ? 

2. Combien peut-on écrire de mots de trois lettres distinctes ? 

3. Combien peut-on écrire de mots de trois lettres dont la 
deuxième lettre est la lettre a ? 
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SOLUTION COMMENTÉE «um 
1. Ici l'objet est un mot; sa propriété est d’avoir trois lettres, ordonnées (voir 
l'énoncé), prises parmi les lettres : p, a,r, i,s. 
L'énoncé ne dit pas que les lettres du mot doivent être distinctes. 

e Pratiquement, comment écrire un tel mot? Nous le pouvons, par exemple, 
en remplissant chacune des trois cases, numérotées 1, 2, 3, pour rappeler que 
l’ordre intervient. 

e Quel est l'outil mathématique adapté ? 

Remplir ces trois cases selon un ordre, CONSEIL 
c'est fabriquer une 3-liste de 5 éléments 

é ; e Lorsque «l'ordre inter- 
pris dans l’ensemble : {p,a,r,i,s}. q ; vient », pensez aux p-listes 
1 nombre de ces 3-listes est donc : (répétitions possibles) ou 

5° =125. aux arrangements (répéti- 

2. Les mots où les lettres sont distinctes tions non permises). 
deux à deux sont des 3-listes dont les e Lorsque «l'ordre n'inter- 

éléments sont distincts; ce sont donc des vient pas», mais lorsqu'il 
3-arrangements. Leur nombre est donc : s'agit de choisir p objets 

parmi n, les combinaisons 
sont un outil souvent bien 

5xX4X3=60. adapté. 

A, c'est-à-dire : 

3. Les mots où la deuxième lettre est a s'obtiennent en remplissant dans 

l'ordre les cases 1 et 2, avec des lettres prises dans l’ensemble 

E={p,a,r, i, s}. Cela revient à dénombrer tous les couples d'éléments 
de E. Leur nombre est A2, c'est-à-dire : 5x4=20. 

EXERCICE  Démontrez que, pour tous naturels n et p, 1<p <n : 

RESOLU 3 DCr=NnCre. 

SOLUTION COMMENTÉE na = 

| 
CO DD (D D k(p-2)x.x1 

p!(n -p)! 
=D (P= 

n | ; #. nx(n-1)! 
Donc: pC?= - Par ailleurs : nC£P=i = . 

IT ETES E-Nh-p)! 
Or, nxX{(n—1)!=n!, donc : pC?=nC? 1. 

CCLELLLELE 
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(1. Autour de la formule du binôme 

== 1.1. Pour la technique 

1. Développez chacun des produits suivants : 

a! @Exÿ, blA+x}. 2 (1=x}. 
1 

d/(2x-3). e/ 2x5 . fl (A-i*. 

2. a/ Écrivez la forme algébrique de (1 +1) en utilisant la forme 

trigonométrique de 1 +i. 

b/ Retrouvez ce résultat par la formule du binôme. 

== 1.2. Obtention de certaines relations 

1. Écrivez le développement de (1+x)” donné par la formule du 
binôme. 

2. Déduisez-en que : 

al CC FR FCFA TCE 2. 

b/ C-Ci+C5+..+(—-1} CR+..+(—-1) Cr =0. 

ChCh2CSRICEE ATECGR ESC" 8 

d*“/ Ci+2C2+3CÈ+...+pC2+..+nC?=n2""! (pour n >1). 

3. a/ Développez (e* +e *Y. 

b/ Déduisez-en une expression de cos” x en fonction de cos 4x et de 
cos 2x. 

4. On pose f(x)=e*+e *. 
Donnez une expression de [f (x)1° en fonction de f(x), f(3x) et f(5x). 

== 1.3. Utilisation de la formule du binôme dans des problèmes 
de dénombrement 

Nous nous proposons de résoudre le problème suivant : 
dans un ensemble E à n éléments, combien y a-t-il de couples (A, B) de 
parties disjointes ? 

Un exemple : si E={a}, il y a trois couples : (9, @), (@, {ah} et ({a}, D). 
Notez bien que les couples (A, B) et (B, A) avec BA sont considérés bien 
sûr comme deux couples distincts. 

1. Cas particuliers 

a/ Cas n=2; E={a, b}. 

9 Écrivez tous les couples (A, B) de parties disjointes de E. 

Conseil : il est très important de procéder avec méthode. Par exemple, écrivez 
d'abord tous les couples (A, B) tels que card A = 0, puis tous les couples tels 
que card A=1, … 

b/ Cas n =3; E={a, b, c}. 

Écrivez tous les couples (A, B) de parties disjointes de E, en utilisant 
la méthode précédente. 

72 - Combinatoire 



ALGÈBRE - COMBINATOIRE - PROBABILITÉS 

2. Cas général : card E=n 

a/ Calculez le nombre de couples (A, B) de parties disjointes dans 
chacun des cas suivants : 

card A=0; card A=lI. 

Indication : il y a 2° parties dans un ensemble de cardinal p. 

b/ Montrez que le nombre de couples (A, B) de parties disjointes telles 
que card A=k (0<k<n) est égal à : C* 277. 

c/ Déduisez-en que le nombre de couples de parties disjointes dans 
un ensemble à n éléments est égal à 3”. 

(2) p-listes, arrangements, combinaisons à travers 
un modèle d’urne. Les différents types de 
tirages 

Une urne contient 4 boules numérotées : 10, 20, 30, 40. On effectue trois 
types d'expériences. 

== 2.1. Premier type d'expérience : tirages avec remise 
Une expérience est définie par le protocole suivant : 
on effectue trois tirages successifs avec remise, c'est-à-dire qu'après chaque 
tirage, on replace la boule tirée dans l’urne, et l’on note le numéro de chaque 
boule tirée suivant l’ordre dans lequel elle a été tirée. 
Le résultat d’une expérience peut alors être représenté par un triplet, ou une 
3-liste d'éléments de l’ensemble {10, 20, 30, 40}. Ainsi, le triplet (40, 20, 30) 
correspond au tirage suivant : la première boule tirée porte le n° 40, la 
deuxième le n° 20, la troisième le n° 30. 

BW Combien y at-il de résultats d'expérience possibles ? 

m= 2.2. Deuxième type d'expérience : tirages sans remise 
Une expérience est définie par le protocole suivant : 
on effectue trois tirages successifs sans remise, c'est-à-dire que l'on ne replace 

pas dans l'urne la boule tirée, et l'on note le numéro de chaque boule tirée 
suivant l’ordre dans lequel elle a été tirée. 
Le résultat d'une expérience peut alors être aussi représenté par un triplet, 
mais cette fois les éléments de ce triplet sont nécessairement deux à deux 
distincts, c'est donc un arrangement. 

ŒN Combien y at-il de résultats d'expérience possibles ? 

== 2.3. Troisième type d'expérience : tirage simultané 
Une expérience est définie par le protocole suivant : 
on tire simultanément 3 boules dans l’urne et on note les 3 numéros inscrits 
sur les boules tirées. Le résultat d’une expérience peut alors être représenté 
par une partie à 3 éléments de l’ensemble {10, 20, 30, 40}. 

EM Combien y a-t-il de résultats d'expérience possibles ? 
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Quelques exercices classiques de 
dénombrement 

Il est conseillé de traiter le T.P.2 avant d'aborder celui-ci. 

== 3.1. Urnes 
Une urne contient 4 boules de couleurs bleue, jaune, rouge et verte. Nous 
noterons chaque boule par l'initiale de sa couleur : B, J,R, V. 

Partie A 
On effectue les deux types d'expériences suivantes. 

e Premier type : on tire successivement 4 boules, avec remise, et on note la 

couleur de chaque boule tirée dans l’ordre du tirage. 

e Deuxième type : on tire successivement 4 boules, sans remise, et on note 
la couleur de chaque boule tirée dans l'ordre du tirage. 
Répondez aux questions suivantes, pour chacun des deux types d’expé- 
riences. 

1. Combien y a-t-il de résultats d'expérience possibles ? 

2. Combien y a-t-il de résultats d'expérience dans chacun des cas 
suivants : 

a/ la 1 boule tirée est rouge, la 2% verte et la 3° jaune; g 
Dee b/ la 1" boule tirée est bleue et la jaune; 

c/ la 2°% boule tirée est verte et la 4° bleue; 

d/ la 2°% boule est jaune. 

Partie B 

On tire à présent simultanément 3 boules de l’urne et l'on note la couleur 
des boules tirées; par exemple, {B, J, V}, signifie que l'on a tiré simultané- 
ment la boule rouge, la boule jaune, la boule verte. 

1. Combien y a-t-il de tirages possibles ? 

2. Combien y a-t-il de tirages possibles contenant : 

a/ la boule bleue ? 

b/ la boule jaune ? 

c/ la boule jaune et la boule rouge ? 

3. Combien y a-t-il de tirages sans boule bleue ? 

== 3.2. Jeux de cartes 
On tire simultanément 6 cartes dans un jeu de 32 cartes. On dit que l’on a 
alors une main de 6 cartes. 

1. Combien y a-t-il de mains de 6 cartes ? 

2. Combien y a-t-il de mains de 6 cartes : 

a/ contenant 4 rois ? b/ contenant 4 rois et 2 as? 

c/ contenant 6 cœurs ? d/ contenant exactement 3 trèfles ? 

e/ contenant 1 sept, 1 huit, 1 neuf, 1 dix, 1 valet et 1 dame? 

f/ ne contenant aucun as? g/ contenant au moins 1 roi? 

h/ contenant au moins 1 roi et au moins 1 cœur ? 
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4. Variations sur trois notes 

On note E l'ensemble constitué par les trois notes de musique DO, MI, SOL : 
E = {DO, MI, SOL}. 

== 4.1. On joue successivement trois notes de E distinctes deux à deux, 
d’'égales durées (trois noires par exemple). 

a/ Combien de phrases musicales peut-on jouer ainsi ? 

b/ Écrivez, comme dans l'exemple ci-contre, | 
chacune de ces phrases. = _. . 

= 4.2. On joue à présent successivement trois notes de E, non 
nécessairement distinctes deux à deux, d'égales durées (trois noires par 
exemple). 

a/ Combien de phrases musicales peut-on jouer ainsi ? 

b/ Combien y a-t-il de telles phrases dans lesquelles deux au moins 
des trois notes sont identiques ? 

c/ Combien y en a-t-il dans lesquelles deux des trois notes et deux 
seulement sont identiques ? 
Ecrivez, comme dans l'exemple ci-contre, 
chacune de ces phrases. E= | _— + 

4.3. On juxtapose à présent n phrases musicales (neN”). 

Combien de mélodies différentes obtient-on dans chacun des cas 

suivants : 

a/ chacune des huit phrases est du type du 1.a/; 

b/ chacune des huit phrases est du type du 2. a/. 

Application numérique (pour a/et b/):n=4; n=8; n=16; n =32. 

Un peu de solfège 
Dans les exemples ci-dessus, chaque phrase musicale dure trois temps car 
chaque note dure un temps. Si la mesure est à trois temps, ce que l'on indique 

3 : 
en écrivant » après la clé de sol au début du morceau, chaque phrase 

musicale remplit une mesure. 
Voici une mélodie constituée par cinq phrases musicales : les quatre 

premières du type 2. a/ et la cinquième ne contenant qu'une note d'une durée 
de trois temps (on dit que c'est une blanche pointée). 

CEE 

TELE 

== 4.4. Reste-t-il encore beaucoup de mélodies à composer ? 
On peut jouer 88 notes différentes sur un piano. On juxtapose 10 phrases 

musicales constituées chacune par 3 notes parmi ces quatre-vingt-huit, 

distinctes ou confondues, d'égales durées (des noires par exemple). 

BEM Combien de mélodies différentes peut-on ainsi jouer ? 
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Recherche opérationnelle : synchronisation de 
feux de circulation 

= 9.1. La circulation à un carrefour est réglée par n feux de circulation 
F:, F2, …, F,, ne pouvant être que VERT ou ROUGE. 
[En réalité, les feux sont tricolores, mais dans ce genre de problème, on 

néglige parfois «l'orange», pour simplifier. | 

On note d la durée de chaque cycle, c'est-à-dire la durée entre deux passages 
au VERT (ou au ROUGE) d'un feu donné. On note v:, v2, …, v, les durées de 
VERT respectives de ces feux au cours d’un cycle. Ces durées sont calculées 
et fixées a priori en fonction de l'importance relative de chacune des voies 
de circulation. 
Lorsque, pour des raisons de sécurité routière, deux feux F; et F; ne peuvent 
pas être verts en même temps, on dit que la paire {F;, F;} est une paire de 
disjonction. Chacun des n feux fait partie, bien sûr, d’une paire de disjonction 
au moins, sinon il serait inutile. 

Quel est le nombre maximum de paires de disjonction ? Quel est leur 
nombre minimum ? 

Application numérique : n=3,n=4,n=5,n=10. 

== 9.2. On suppose que n =3 et qu'il y a 3 paires de disjonction : 

PE {E:, F)}, = {E:, F3}, F5 {F>, F3}. 

Lors du réglage des feux au cours d’un cycle, deux choix sont possibles pour 
chacune de ces paires {F;, F;} : ou bien F; passe au vert avant F,, ou bien 
F; avant F;. 
Lorsque, pour chaque paire de disjonction, un choix est réalisé, on dit que 
l'on a effectué un arbitrage. 
On peut représenter chaque arbitrage par un triplet de nombres égaux à 1 
ou à O0, dont la i "* coordonnée est relative à la i "* paire de disjonction : 
elle est égale à 1 si l’ordre de passage au vert des feux de la paire est le 
même que l'ordre des indices de ces feux. 

Exemple : l'arbitrage (1, 1, 0) correspond aux choix suivants : F, passe au 
vert avant F>, F, avant F, et F;, avant F2. 

1. Combien y a-t-il d'arbitrages possibles ? 

2. L'arbitrage (1, 0, 1) n'est pas réalisable pratiquement : pourquoi ? 

3. a/ Écrivez tous les arbitrages possibles et déduisez-en le nombre 
d'arbitrages réalisables. 

b/ Retrouvez ce résultat d’une autre manière. 

== 2.3. Minimisation de la durée du rouge de chaque feu 

Les durées du vert v:, v, v, des feux F:, F;, F; étant fixées, la durée du rouge 
de chaque feu sera d'autant plus courte que la durée d du cycle sera plus 
courte. 
On suppose qu'il y a 2 paires de disjonction : 

P; = {E:, F>} et P; = E F3}. 

Chaque arbitrage est déterminé cette fois par un couple dont les coordonnées 
sont égales à 1 ou à O. 

d 1. a/ Combien y a-t-il d'arbitrages ? 

b/ Y en a-t-il de non réalisables, pratiquement ? 
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2. L'unité de temps étant la seconde, on suppose que : 

V1=20; v,:=30 et v:=40. 

Calculez d pour chacun des arbitrages et précisez le déroulement du, 
ou des cycles optimaux, c'est-à-dire de durée d minimale. 

lé. Comparaison du nombre des p-listes et du 
nombre des p-arrangements 

Considérons un ensemble E à n éléments et p un entier naturel, p<n. 

1. Le nombre de p-uplets, ou de p-listes, d'éléments de E est égal à n°. Le 
nombre d'arrangements, p-listes d'éléments de E distincts deux à deux, est 
égal à A, et évidemment : A? <n?. 

Retrouvez ce résultat à partir de la formule donnant A. 

2. On suppose dans cette question que n est fixé, et que p prend toutes les 
valeurs entières entre 0 et n. 

P n 
On pose alors u, === 

An 
a/ Montrez que la suite finie (u,) est strictement croissante. 

b/ Précisez le minimum et le maximum de cette suite. 

c/ Application numérique : précisez ce maximum et ce minimum 

lorsque n —5, puis lorsque n = 10. 

3. On suppose dans cette question que c'est p qui cette fois est fixé, 
égal à 2, et que c'est n qui varie de façon à prendre toutes les valeurs entières 
supérieures à 2. 

n 
On pose : y, 170 avec n >=2. 

n 

a/ Calculez v, et va. 

b/ Montrez que, pour tout naturel n 22, v,=1 LEE 

c/ La suite (v,) est-elle monotone ? A-t-elle une limite ? 

4. On suppose maintenant que p reste mais cette valeur de p n'est pas 
n 
re 

a/ Démontrez que la suite (w,) a pour limite 1. 

précisée. On pose, pour tout nZpP, Wn = 

b/ Quel est le nombre des p-listes de E (card E=n) qui contiennent 

au moins deux éléments égaux ? On notera ce nombre N,. 

N; 
n? 

c/ Quelle est la limite de la suite : n — 

Comment interpréter ce résultat ? 

Combinatoire - 77 



EXERCICES ET PROBLÈMES 

Pour tester 

ses connaissances 

Pour les exercices 1 à 7, une seule des réponses 
proposées est exacte. 

p 
A; 

| 2.]a/ CF est toujours égal à Fe 

AS 
b/ CF n'est jamais égal à ST 

AS 
c/ CF est parfois égal à Pr 

Le nombre de permutations d’un ensemble de 
5 éléments est : 

a/ 60. b/ 120. cl 5. 

ice est égal à : 

a! Ci: BE): che: 

Une urne contient cinq boules de couleurs 
différentes. On tire trois boules simultanément 
Le nombre de tirages possibles est : 

a/. 5°. b/ A. ClaCe: 

| 6. Avec les cinq chiffres 1, 2, 8, 4, 5, on peut écrire 
x nombres naturels à quatre chiffres (pas 
nécessairement distincts) et : 

a) 5 bIix=4" cl: Aë! 

| 7-]x est un complexe. 
(x —1)° est égal à : 

al x°+5x*+10x°+10x?+5x +1. 

b!/ —x°+5x"-10x°+10x°-5x +1. 

c/ x°—-5x*+10x°-10x7+5x—1. 

8. On donne quatre objets notés a, b, c, d. 

a/ Écrivez tous les arrangements deux à deux 
de ces 4 objets. 

b/ Écrivez tous les arrangements trois à trois de 
ces 4 objets. 
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9. Écrivez toutes les permutations de l'ensemble 
des lettres À, B, C, D. 

10. Combien y a-t-il de façons de classer cinq 
concurrents, sans ex aequo ? 

Combien peut-on faire de « mains » de 8 car- 
tes avec un jeu de 32 cartes ? 

Pour les exercices 12 à 15, développez en utilisant 
directement la formule du binôme. 

12. 4/(2+x).  b/ (1+x$. 

13. a/ (1-2x). bb (3x+4ÿ. 

1 4 

14. a/ (2x-1) b! (2x—3)°. 

15.2 (1-1) Bb} TE). 

16. On donne, dans le plan, huit points deux à deux 
distincts, et tels qu'il n'y en ait pas trois alignés. 

a/ Si l'on trace toutes les droites qui passent 
par deux points quelconques pris parmi ces 
huit, combien y aura-t-il de droites tracées ? 

b/ Si l'on trace tous les vecteurs qui ont deux 
quelconques de ces points pour extrémités, 
combien y aura-t-il de vecteurs ? 

17. Dans un centre de vacances accueillant 
120 personnes, on sait que 24 personnes font 
du tennis et 15 du canoë. En outre, 6 personnes 
pratiquent à la fois tennis et canoë. 
Combien de personnes ne pratiquent aucun 
des deux sports ? 

Conseil : vous pouvez représenter la situation 
par des ensembles. 

18. Un tournoi de football se joue entre cinq 
équipes. Chaque équipe doit rencontrer une 
fois et une seulement les quatre autres. 
Combien y a-t-il de matches joués en tout ? 
Combien chaque équipe joue-t-elle de 
matches ? 
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Pour s'entraîner 

19. 

N ù 

On donne un système de trois inéquations du 
premier degré à deux inconnues en faisant 
suivre : 

ax+by+c, a'x+b'y+c, 
ax +b'yct 

de l’un des signes <0, >0, <0, >0. 
Combien peut-on former de tels systèmes ? 

Dans une pièce de théâtre, il y a 6 rôles qui 
peuvent être tenus par n'importe lesquelles des 
20 personnes de la troupe. 
Combien y a-t-il de distributions possibles de 
ces rôles ? 

a/ Combien y a-t-il de nombres naturels à 
8 chiffres qui s'écrivent (dans le système 
décimal) sans utiliser le chiffre zéro ? 

b/ Combien y a-t-il de nombre naturels à p 
chiffres qui s’écrivent, dans le système décimal, 
sans utiliser le chiffre zéro ? 

Le tiercé 

Vingt chevaux, portant chacun un numéro de 
1 à 20, sont engagés dans une course. Trois 
d'entre eux vont arriver respectivement pre- 
mier, second, et troisième. (On suppose qu'il 
n'y a pas d’ex aequo). 
Par exemple : le premier est le n° 10, le second 
est le n° 3, le troisième est le n° 5. 
Si on a misé sur ce classement : 10, 8, 5, on 
gagne le tiercé dans l'ordre; si on a misé sur 
ces trois chevaux, mais dans un ordre différent, 
on gagne le ftiercé dans le désordre. 

a/ Combien y a-t-il de fiercés dans l'ordre ? 

b/ Combien y a-t-il de fiercés dans le 
désordre ? 

Le Loto national 

De façon simplifiée, la règle du jeu est la 
suivante : vous choississez six nombres natu- 
rels parmi les naturels qui vont de 1 à 49. 
Les responsables du Loto procèdent à un tirage 
de six nombres; si les six nombres tirés sont 
ceux que vous avez choisis, peu importe 
l'ordre, vous avez gagné; sinon vous avez 
perdu. 
Votre chance de gagner est donc de une sur 
CO. Donnez la valeur de []. 

De manière générale, on appelle « mot» tout 
assemblage ordonné de lettres de l'alphabet. 
Par exemple, CCBAV. 

a/ Combien y a-t-il de mots de 6 lettres ? 

b/ Combien y a-t-il de mots de 6 lettres, deux 

à deux distinctes ? 

25. 

26 

27 

28. 

Les numéros de téléphone 

Le 24 octobre 1985, une nouvelle numérota- 
tion téléphonique a été mise en place en 
France. Par exemple pour téléphoner de 
province en région parisienne, il faut compo- 
ser : le 16, le 1, puis 8 chiffres. 
Le premier de ces 8 chiffres est le 3 pour le 
Val-d'Oise et les Yvelines, le 6 pour l'Essonne 
et la Seine-et-Marne, le 4 pour la Seine, les 
Hauts-de-Seine, la Seine-Saint-Denis et le 
Val-de-Marne. 
Combien peut-il y avoir d'abonnés : 

a/ dans l'Essonne et la Seine-et-Marne ? 

b/ dans l’ensemble de ces départements ? 

Écriture Braille 

Un caractère de l'écriture Braille destinée aux 
aveugles est formé de points obtenus en 
piquant la feuille de papier à travers au moins 
un des six trous de la grille ci-dessous : 

Exemple : caractère Braille représentant la 
lettre M 

a/ Combien de caractères Braille peut-on 
concevoir ? 

b/ Dénombrez les caractères Braille formés 
de quatre points. 

Une association est formée de 35 personnes 
dont 15 hommes et 20 femmes; on se pro- 

pose de former un bureau de 5 personnes, 
dans lequel doivent se trouver au moins 
2 femmes et 2 hommes. 
Déterminez de combien de façons l'on peut 
former ce bureau dans les cas suivants : 

a/ chaque membre de l'association est can- 
didat; 

b/ deux hommes refusent d’être candidats. 

La main dans le sac 

Dans un sac se trouvent cinq jetons verts 
numérotés de 1 à 5 et quatre jetons rouges 
numérotés de 1 à 4. 

1. On tire successivement et sans remise 
3 jetons du sac, et on note, dans l'ordre, le 
résultat du tirage. 

a/ Combien y a-t-il de tirages possibles ? 

b/ Combien y a-t-il de tirages ne contenant 
que des jetons verts ? 

c/ Combien y a-t-il de tirages ne contenant 
aucun jeton vert ? 

d/ Combien y a-t-il de tirages contenant au 
plus 2 jetons verts ? 
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30 

2. Reprenez les questions précédentes dans 
le cas où l'on tire simultanément 3 jetons du 
sac. 

« Mains » de 5 cartes 

Dans un jeu de 32 cartes, combien y a-t-il de 
«mains » de 5 cartes, contenant : 

a/ exactement 1 roi? 

b/ exactement 1 roi, 1 dame, 2 valets ? 

Coïncidences 

Soit le nombre 1234. On utilise les quatre 
chiffres de ce nombre et, en les permutant au 
hasard, on obtient un nombre de quatre 
chiffres. 
On dit qu’il y a coïncidence chaque fois qu’un 
chiffre retrouve sa place initiale. Ainsi, par 
exemple : si on compose le nombre 4213 il y 
a une coïncidence car le chiffre 2 a retrouvé 
sa place; si on compose le nombre 1 324 il y 
a deux coïncidences ; si on compose le nombre 
1234, il y a quatre coincidences, etc. 

1. Combien de nombres peut-on obtenir ? 

2. a/ Existe-t-il des nombres présentant 
exactement trois coïncidences ? 

b/ Combien de nombres présentent exacte- 
ment deux coïncidences ? 

c/ Dressez la liste des nombres qui présen- 
tent exactement une coïncidence. Déduisez- 
en combien de nombres ne présentent aucune 
coïncidence. 

Pour chercher plus 

31. Sur une autoroute, une société pétrolière a 

32 

installé 5 stations-service. 
Elle veut affecter 5 gérants, notés A, B, C, D, 
E (un gérant à la tête de chaque station). 

a/ De combien de façons peut-elle faire ces 
affectations ? 

b/ Parmi ces façons, combien y en at-il où 
À, B, C sont affectés à trois stations consécu- 
tives : 
— dans l'ordre alphabétique ? 
— dans n'importe quel ordre ? 

Pour quelques milliards de poèmes 

Raymond Queneau, dans l’un de ses ouvra- 
ges, propose quatorze ensembles, E;, E;, …, 
E:, contenant dix vers chacun. 

Pour composer un poème, il suggère de choisir 
un vers dans chaque ensemble. 
Le vers choisi dans E; est le premier vers du 
poème. 
Le vers choisi dans E, est le deuxième vers 
du poème. Etc. 
Cette règle sera respectée dans toute la suite. 
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1. Raymond Queneau intitule son ouvrage : 
«Cent mille milliards de poèmes.» Le titre 
est-il exact ? 

2. Deux vers de E,, se terminent par le mot 

« destin ». 
Combien y a-t-il de poèmes se terminant par 
« destin » ? 

3. L'un des poèmes est le suivant : 

Le vieux marin breton de tabac prit sa prise 
D'aucuns par-dessus tout prisent les 
escargots 
Sur l'antique bahut il choisit sa cerise 
Qui sait si le requin boulotte les turbots ? 

Le cheval Parthénon frissonnait sous la bise 
Qui clochard devenant jetait ses oripeaux 
Un frère même bas est la part indécise 
Elle effraie le Berry comme les morvandiaux 

Le loup est amateur de cog et de cocotte 
On comptait les esprits acérés à la hotte 
I! voudra retrouver le germe adultérin 

Sa sculpture est illustre et dans le fond des 
coques 
On s'excuse il n'y a ni baleines ni phoques 
Le mammifère est roi nous sommes son 
cousin. 

(Oulipo, Atlas de Littérature Potentielle 
coliection Idées, © Gallimard.) 

Combien y a-t-il de poèmes ne contenant 
aucun de ces quatorze vers ? 
Combien y a-t-il de poèmes contenant exacte- 
ment trois de ces quatorze vers ? 

4. On s'intéresse maintenant aux poèmes 
fabriqués selon la règle (R) suivante : aucun 
mot ne doit rimer avec lui-même, c'est-à-dire 
que le mot final de deux vers différents ne peut 
être le même. 

Or, dans les 140 vers composant les 
14 ensembles, le mot « marchandise » est le 
seul mot terminant deux vers situés dans des 
ensembles différents, à savoir Es et E;. 
Combien y a-t-il de poèmes satisfaisant à la 
règle (R)? Et combien d’entre eux finissent 
par le mot « destin » ? 

(Bac A.) 

al Écrivez la forme algébrique de (1 +i)$, en 
écrivant 1 +i sous la forme re‘. 

b/ Retrouvez ce résultat par la formule du 
binôme. 

Avec un jeu de 32 cartes, combien y a-t-il de 
mains de 5 cartes contenant : 

a/ l’as de pique et au moins 2 trèfles ? 

b/ 1 roi ou 1 cœur? 

Une enquête sur la lecture de trois revues X, 
Y, Z'et portant sur un échantillon de 1 000 per- 
sonnes donne les résultats suivants : 
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— 60 % lisent X, 50 % lisent Y et 50 % lisent 41“. 206 élèves de Seconde suivent des cours 
Z; ae d'anglais (en première ou seconde langue). 
mn lisent Y et Z, 30 % lisent X et Z, 30 % IIS suivent aussi des cours dans une ou deux 
lisent X et Ne | autres langues : 
mule % lisent ces trois revues. 128 font de l'allemand, 103 de l'espagnol, 59 
Parmi ces 1 000 personnes : du latin, 21 du russe, 25 de l'allemand et de 

a/ Combien lisent deux de ces revues exac- espagnol DR ONalemenaeroueur en 
tement ? de l'espagnol et du russe. 

b/ Combien ne lisent aucune de ces revues ? a/ Combien ne font ni allemand ni espagnol ? 
: b/ Combien font du latin et de l'espagnol? 

36. Etre bien dans ses chaussures c/ Combien ne font que de l’allemand ? 
Un camelot présente un lot de chaussures en 
vrac composé de 13 paires assorties. Les 42. 404-1162 924050) 
chaussures ne se différencient que par leurs Combien de nombres à n chiffres peut-on 
pointures ou par le fait qu’elles sont du pied former avec les chiffres de A7? 
droit ou du pied gauche. Parmi les 13 paires, b/ Mé : 
il y a 4 paires de la pointure 40, 6 paires de eme Question avecles entres ide 
la pointure 41 et 3 paires de la pointure 42. B={0;1;2;:3;4;5}. 
Un client se présente et choisit simultanément 
2 Chaussures dans le tas des 26 chaussures. 43*. On donne le carré suivant « découpé » régu- 

Combien y a-t-il de cas : lièrement en 6 x 6 cases. 
a/ où les 2 chaussures sont de pointures a/ Combien y a-t-il de carrés au total ? 
différentes ? 

b/ où les 2 chaussures ont même pointure ? 

c/ où les 2 chaussures sont du pied droit ? 

d/ où les 2 chaussures sont du même pied ? Ai 

37. La fabrication d'une pièce nécessite de passer 
celle-ci sur quatre machines À, B, C, D. N fi | 
Dénombrez les trajets possibles dans chacun 
des cas suivants : ï | 

a/ l'ordre de passage est indifférent; L = 

b/ la pièce doit d’abord passer par A; 

c/ la pièce doit passer en B avant C et D. 
b/ Reprenez la question dans le cas den x n 

38. 1. Combien existe-t-il de nombres naturels à cases. 
5 chiffres, le premier chiffre étant non nul? 

2. Parmi ces nombres : 

a/ Combien sont écrits avec au moins un 
chiffre pair ? 

b/ Combien commencent par 3 chiffres pairs 
suivis de 2 chiffres impairs ? 

c/ Combien contiennent 3 chiffres pairs et 
2 chiffres impairs ? 

44. Résolvez dans N les équations : 

ai CG =170;: 

b/ CS = C5 +4: 

C/ Coin + C5n + Con = 387nN. 39*. Une urne A contient 2 boules blanches, 
3 boules bleues et 5 boules rouges. Une urne 
B contient 4 boules bleues. On tire simultané- 
ment 2 boules de l’urne A que l’on place dans 
l’urne B puis on tire 3 boules simultanément 
de l’urne B. SE 

n + 
Quel est le nombre de tirages tricolores k 

possibles ? 

45*. Démontrez que, pour tous naturels n et p 
tels que 0O<p <n +1: 

: =ÿX SEC 
=0 

46.E-0 12 nn) 
40. ï F2 

a/ Combien y a-t-il de couples (x ; y) d'élé- 
PetT 

Dénombrez les numéros de téléphone de 
8 chiffres commençant par 6 et contenant 
exactement deux fois le chiffre 2, une fois le 

3, une fois le 4, trois fois le 5. 

ments de E, avec x <y? Déduisez-en que 

D DEC 

p —0 
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b/ Pour former un triplet (x; y;z) d’élé- 
ments de E, avec x <y <z, on peut choisir 
y arbitrairement entre 0 et n. La valeur de y 
étant choisie, combien y a-t-il de choix pour 
x etz? 
Déduisez-en que la somme de tous les 
produits de deux naturels ayant pour somme 
n, est égale à C?.;, c’est-à-dire : 

> ab = (ee « 

a +b=n 

aeN;beN 

c/ Déduisez des questions précédentes 
que : 

1 M 35 

1 

p=an(n+t)(@n+t). 

Démontrez de deux façons que, pour tous 
naturels n et p, tels que p <n : 

CP ECM FA RCPECPE 

a/ en supposant p fixé, et en raisonnant par 
récurrence sur ñn ; 

b/ en écrivant CPYi =CP*'+CP£ pour : 

DIE KEN. 
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48*. Démontrez que, pour tout naturel p et tout 

49* 

naturel n zp +2: 

CP=ECE PAC EC 

a/ par un calcul direct; 

b/ en dénombrant pour un ensemble E de 
cardinal n, le nombre de parties ayant p 
éléments : 

e contenant a et b; 

e contenant a ou bien b ; 

e ne contenant ni a ni b; 

où a et b sont deux éléments distincts de E. 

Au sein d'une association de n membres est 
constitué un comité de p membres; au sein 
du comité, un bureau de q membres; au sein 
du bureau, un secrétariat de r membres. Il y 
a donc 4 catégories d’adhérents et N façons 
de grouper les adhérents dans ces 4 caté- 
gories. 

a/ Calculez N de plusieurs façons différentes 
et démontrez que : 

CPHXCIKCI= CRC RE = 
b/ Application numérique : calculez N 
pour n = 40, p = 14, q =9, r =8. 



Probabilités 

{ T.P. d'application 

| Exercices et problèmes …. 

1. Evénements associés à une expérience aléatoire 

1.1. UN EXEMPLE : LE LANCER D'UN DÉ 

On lance un dé dont les six faces sont numérotées 1, 2, 3,4, 5 et 6, et à chaque lancer 

on note le nombre inscrit sur la face supérieure. À priori, on ne peut pas prévoir quel 

sera ce nombre. 

On dit alors que l'on a effectué une expérience aléatoire. 

Il y a six éventualités. En effet, le nombre inscrit sur la face supérieure du dé peut 

être l’un des six nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6. On dira que l’ensemble des éventualités, 

noté souvent Q, est l'ensemble : 

Q= {1, 2, 3, 4, 5,6}. 

Lors d’une telle expérience aléatoire, on peut se poser des questions concernant le 

nombre obtenu. 

Par exemple : 

de 3? sera-t-il égal à 2 ? sera-t-il supérieur à 4 ?... 

UN PEU 

D'HISTOIRE 

Pacioli (1445-1514) dis- 
serte sur les jeux de hasard; 
Cardan (1501-1576) s'inté- 

resse à des problèmes de 
dés et fait un relevé des 
précautions à prendre pour 
éviter la tricherie dans les 
jeux de hasard; Galilée 
(1564-1642) montre que 
dans le lancer de trois dés, 

la somme des trois chiffres 
des faces supérieures est 
plus souvent 10 que 9. 

Cependant, on situe la 
naissance du calcul des 
probabilités dans un 
échange de  correspon- 
dance entre Pascal et Fer- 
mat (en 1654), à propos de 
deux problèmes posés par 
le chevalier de Méré. Ni l'un 
ni l’autre ne publient leurs 

résultats et c'est Huygens 

le nombre obtenu sera-t-il pair ? sera-t-il impair ? sera-t-il un multiple 

qui, reprenant leurs tra- 
vaux, résout d'autres pro- 
blèmes et publie en 1657 le 
premier traité de probabi- 
lités. 
Leibniz, Moivre, Jacob Ber- 

noulli, Laplace et Gauss au 
xvur" siècle développent 
cette nouvelle branche des 
Mathématiques. 
Le calcul des probabilités 
connaît un grand essor au 
xix° siècle avec Bertrand, 
Poincaré et Borel. 
Kolmogoroff en fonde la 
théorie en 1936. Depuis, le 
calcul des probabilités se 
développe dans deux direc- 
tions complémentaires : la 
théorie et les applications, 
ces dernières sont présen- 
tes dans la plupart des 
domaines de la connais- 

sance. 
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On peut associer de manière naturelle à chacune des situations précédentes un 

sous-ensemble de Q : 

Situation Sous-ensemble de © associé 

Le nombre obtenu est pair {2, 4, 6} 

Le nombre obtenu est impair 1355; 

| Le nombre obtenu est un multiple de 3 {3, 6} 

| Le nombre obtenu est 2 {2} 

Le nombre obtenu est strictement HAE 

supérieur à 4 

Plus généralement, chaque situation peut être associée à un sous-ensemble de Q. 

Pour cette raison, les sous-ensembles de Q sont appelés événements. 

Les singletons sont appelés événements élémentaires (par exemple, {2} en est un). 

1.2. CAS GÉNÉRAL : NOTION D'ÉVÉNEMENT 

DÉFINITION 1 

Supposons que dans une expérience aléatoire il y ait un nombre fini 
n d'éventualités, désignées par e1, @2, .…, En. 
On appelle événement tout sous-ensemble de l'ensemble 
Q = {e:, e2, …, e,} des éventualités. 
Un événement est dit élémentaire s'il est constitué par un seul élément. 

EXERCICE-TEST Une expérience aléatoire consiste à lancer deux dés 
de couleurs, l’un rouge, l’autre bleu, et à noter le 
couple de chiffres obtenus, en prenant pour premier 
élément du couple le chiffre apparu sur le dé rouge. 

a/ Quel est l’ensemble Q des éventualités ? 

b/ Quel est l'événement : le chiffre apparu sur le dé 
rouge est le double du chiffre apparu sur le dé bleu ? 

1.3. ÉVÉNEMENTS DISJOINTS OU INCOMPATIBLES. 
ÉVÉNEMENT CONTRAIRE 

e Deux événements A et B sont disjoints ou incompatibles s'ils n’ont aucun élément 
commun, c'est-à-dire si ANB=@. 

e L'événement contraire d’un événement A est l'événement A. 

Exercice-test Reprenez l'expérience aléatoire du lancer d’un dé. 

1. Citez deux événements A et B incompatibles. 

2. Quel est l'événement contraire de l'événement 
P={2;4; 6}? 
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(2) Probabilité d’un événement 

2.1. EXEMPLE : TIRAGE D'UNE BOULE DANS UNE URNE 

Une urne contient deux boules blanches, quatre boules noires et une boule rouge. 

Une expérience aléatoire consiste à tirer au hasard une boule et à noter sa couleur. 

L'ensemble Q des éventualités est : Q={B, N, R}. 

e Il est légitime de supposer qu'on a une chance sur sept de tirer une boule rouge, 

deux chances sur sept de tirer une blanche et quatre chances sur sept de tirer une noire. 

e On traduit mathématiquement cela en disant que la probabilité de l'événement 

élémentaire {R} est égale à - celle de {B} à : et celle de {N} à - 

On écrit : 

1 2 4 
PROD: P (BD=;; pUND=T 

2.2. CAS GÉNÉRAL : PROBABILITÉ SUR UN ENSEMBLE 
D'ÉVENTUALITÉS 

Q est un ensemble fini d'éventualités associé à une expérience aléatoire : 

Q = {e:, e2, …, e,}. 

DÉFINITION 2 

On dit qu'on définit une probabilité sur Q lorsqu'on associe, à chaque 
événement élémentaire {e;}, un nombre noté p ({e;}) tel que : 

e p({e;:}) appartient à [0; 1]; 
e la somme p({e;})+p({e})+..+p({e.}), est égale à 1. 
p ({e;}) est appelé probabilité de l'événement élémentaire {e:;}. 

DÉFINITION 3 

À est un événement quelconque de Q. 
La probabilité p (A) de À est la somme des probabilités des événements 
élémentaires contenus dans A. 

Conséquences : 

e p(Q)=1. 

e Lorsque A est inclus dans B, p (A)<p (B). 

e Pour tout événement À : 0<p(A)<1. 

| Exercices-tests 1. Reprenez l'expérience aléatoire de l'exemple 2.1. 
Quelle est la probabilité d'obtenir une boule rouge ou 
noire ? 

2. Une expérience aléatoire consiste à lancer un dé 
non pipé et à noter le chiffre apparu. 

a/ Quel est l’ensemble Q des éventualités ? 

b/ Quelle est la probabilité d'obtenir comme résultat 
de l'expérience un nombre impair ? Un multiple de 47? 
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Probabilité d’une réunion. Probabilité de A. 

Lien entre p (AU B) et p(ANB) 

THÉORÈME 1 

Lorsque À et B sont deux événements disjoints, on a : 

p (AUB)=p (A)+p (B). 

THÉORÈME 2 

Probabilité d’un événement contraire : 

p (A)=1-p (A). 

THÉORÈME 3 

p AUB)=p(A)+p(B)-p (ANB). 

Cas où les événements élémentaires 

sont équiprobables 
Lorsque les événements élémentaires ont tous la même probabilité élémentaire de se 

produire, on dit qu'ils sont équiprobables. 

Q est un ensemble fini d'éventualités sur lequel on a défini une probabilité. 

THÉORÈME 4 

Si tous les événements élémentaires sont équiprobables, alors la 
probabilité p (A) d’un événement À quelconque est donnée par : 

Card A 

Card Q 

Exercices-tests 1. On tire une carte au hasard dans un jeu de 
32 cartes. 
Quelle est la probabilité pour que cette carte soit un 
roi Où une carte noire ? 

p (A)= 

2. On jette simultanément un dé rouge et un dé bleu 
et on note le couple de chiffres obtenu, le premier 
élément du couple étant le chiffre apparu sur le dé 
rouge. 

a/ Quelle est la probabilité pour que le chiffre apparu 
sur le dé rouge soit le double de celui apparu sur le 
dé bleu ? 

b/ Quelle est la probabilité pour que la somme des 
deux chiffres soit 6? 
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ER 

Notion de variable aléatoire. 

Loi de probabilité associée 

1.1. EXEMPLES 

a/ EXEMPLE 1 

Lors d'un jeu, un joueur lance une pièce de monnaie non truquée et gagne 100 Francs 

s’il obtient PILE, perd 100 Francs, s’il obtient FACE. 

L'ensemble Q des éventualités est l’ensemble {P, F}. La pièce étant non truquée, les 

événements élémentaires P et F sont équiprobables, et donc la probabilité de chacun 

est — 
2 

Associons à P le nombre 100, à F le nombre — 100, et posons : 

X(P)=100, X(EF)=—100. 

On définit ainsi une fonction X de Q dans KR. 

On dit que X est une variable aléatoire. 

On note p (X = 100) la probabilité que X prenne la valeur 100. Cette probabilité est 

1 1 
égale à la probabilité d'obtenir PILE, elle est donc 5 De même, p (X = — 100) 5 car 

égale à la probabilité d'obtenir FACE. Donc : 

1 1 
DÉS et DE SNS, [1] 

On dit que ces deux égalités définissent la loi de probabilité de la variable aléatoire 

X, et que (X = 100) et (X = — 100) sont les événements élémentaires de cette loi de 

probabilité. 

Remarque : dans cet exemple, les événements élémentaires de la loi de probabilité 

de X sont équiprobables. 

b/ EXEMPLE 2 

Une urne contient 4 boules blanches et 3 boules noires. On tire au hasard 

simultanément 3 boules de l’urne, et à chaque tirage, on note le nombre de boules 

noires tirées. L'ensemble Q des éventualités est l’ensemble de tous les paquets de 

3 boules, le cardinal de Q est donc : C?=35. Les événements élémentaires sont 

card A 
équiprobables. La probabilité d'un événement A est donc égale à Lo 

car 
(voir «Pour 

prendre un bon départ», théorème 4). 

Associons à chaque élément de Q, c'est-à-dire à chaque paquet de 3 boules, le nombre 

de boules noires contenues dans ce paquet. On définit ainsi une variable aléatoire 

X, c'est-à-dire une fonction de Q dans KR, dont les valeurs sont : 0, 1, 2, 3. 

Déterminons la loi de probabilité de X, c'est-à-dire la probabilité de chacun des 

quatre événements élémentaires de cette loi, à savoir : (X =0),(X=1), (X=2)et(X =3). 

p(X=0) est la probabilité de tirer un paquet de 3 boules dont aucune n'est noire. 

Notons A, l'ensemble des paquets de 3 boules qui ne contiennent pas de boules 

noires. Alors : 

Cdi AS 2 CC: MEHIMSIXA LE (A1) 4 
= = ——— = — = >» = —_ . 

ere iare mr 71 35 
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Plus généralement, notons À, l'ensemble des paquets de trois boules qui contiennent 

i boules noires (i =0, 1, 2, 3). Alors : 

card A1. CiXC3 18 

card Q (GE 35 
pX=1)= 

card A; CaX Co 

card Q (Br: 35 
pA=2= 

ee ASC 

Der TN DEC D 

Remarque : dans cet exemple, les événements élémentaires de la loi de probabilité 

de X ne sont pas équiprobables. 

1.2. CAS GENERAL 
Q désigne l’ensemble des éventualités d’une expérience aléatoire. On suppose, comme 

toujours dans ce chapitre, que Q est un ensemble fini et qu'une probabilité est définie 

sur Q. 

Définir une variable aléatoire sur Q, c'est associer à chaque événement 
élémentaire {e} de Q, un nombre réel X(e). 

Une variable aléatoire est donc une fonction X de € dans KR. 

Notons x1, X2, …, X,, les Valeurs de X, et notons p (X=x;), la probabilité que X 

prenne la valeur x; (i = 1, 2, …., n). 

On dit que (X=x:), (X=x2), …, (X=Xx,) sont les événements élémentaires de la loi 

de probabilité de X. 

Remarques 

1. Notons A; l’ensemble des éléments e de Q tels que X(e)=x;; p(X= x;) est donc 

égal à la probabilité, dans Q, de l'événement A.. 

2. Posons p;=p(X=x;). Alors : p;+p2+..+p,=l. 

En effet, il est clair que les A; sont deux à deux disjoints et que leur réunion est égale 

à Q. La somme des probabilités des À; est donc égale à celle de Q, or la probabilité 
de Q est 1, d'où le résultat. 

COMMENTE 

La terminologie « variable aléatoire », qui est la terminologie d'usage, 
est particulièrement inadaptée et peut prêter à confusion. En effet, 
une «variable aléatoire » est une fonction, et non une variable! De 
plus, elle n’a rien d’aléatoire ! 

Espérance mathématique u 
d'une variable aléatoire. Variance. Ecart-type 

2.1. ESPÉRANCE MATHÉMATIQUE 
X est une variable aléatoire définie sur un ensemble d'éventualités Q; x4, X2, .…, Xn 
sont les valeurs de X. 

Pour tout entier i de 1 à n, on pose : p; =p (X=x;). 

Par définition, l'espérance mathématique de X est le nombre égal à : 

DIX1 Tr D2Xou. Dr Xn: 
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L'espérance mathématique de X est notée E(X). La somme : p4 X4 + Po Xo + + PoXn, 
n 

est notée : Z p;x;, d'où : 
i—1] 1 

® les x; sont les valeurs possibles de X FORT. où | 
Enr ° pi=pX=x;). 

REMARQUE : espérance mathématique et barycentre 

Choisissons sur une droite d un repère (O ; i) et, pour chaque entier i de 1 à n, notons 

M; le point de d d'abscisse x; dans le repère (O ; 1). Les points pondérés (M, p;) ont 

un barycentre G, car p1 + p2+...+p, = 1, et l’abscisse de G (voir chapitre 5, page 00) 
Dia. Des 

ER 
Dim D; 

E(X) est donc l'abscisse du barycentre des points (M;, p;). 

» c'est-à-dire E(X). 

COMMENTAIRE : espérance 
mathématique et jeux de hasard 
Supposons que lors d'un jeu, les valeurs d’une variable aléatoire 
traduisent des gains (valeurs positives) et des pertes (valeurs 

négatives), avec une probabilité p; pour un gain x,, une probabilité 
P; pour une perte x;. On conçoit alors que l'espérance mathématique 
traduise «l'espérance » de gain (ou de perte !) après un grand nombre 
de parties. Une espérance mathématique positive (resp. négative) 
signifie que le jeu est avantageux (resp. désavantageux) pour le 
joueur. Une espérance mathématique nulle signifie que le jeu est 
équitable : c'est le cas de l'exemple 1 du paragraphe 1.1. 
L'origine de la notion «d'espérance mathématique» se trouve ainsi 
expliquée. 5 

2.2. VARIANCE. ÉCART-TYPE 
Posons m =E(x). 

Par définition, la variance de la variable aléatoire X est le nombre : 

p:@1 m) +p2@2 m)+:+p,@  m). 

La variance de la variable aléatoire X est notée V(X). 

n 

La somme p:(x;-m)+..+p,(x, -m} est notée Z p,(x;-m}), d'où : 
i=1 

® les x; sont les valeurs de X 

VO)=ZE p;(;-m}),où: {e p;=p(X=x;) 
1 = e m—=E(X). 

Par définition, l’écart-type de X est : VV(X). Il est noté a (X). 

o(X)= VV (X). 

Remarques 

1. Le calcul «à la main» de V(X), donc de o(X), ne peut être effectué que si l'on 

connaît E(X). 

2. La variance peut s'interpréter comme étant l'abscisse du barycentre des points 

(M;, Pi) d'abscisses (x; -m}.. 
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2.3. EXEMPLES 
Reprenons les exemples 1. et 2. du paragraphe 1.1. 

a/ EXEMPLE 1 
On lance une pièce de monnaie et on gagne 100 F lorsqu'on obtient PILE, on perd 

100 F si l’on obtient FACE. 

Rappelons que, dans cet exemple, Q={P, F}, et que X est définie par X(P)=100, 

1 1 
X(F)= — 100, et enfin que : HOLD EE PIC ILES 

Avec les notations du paragraphe 2., nous écrivons : 

nil 1 
X1=100, x2=100, p: So, one 

Alors : 

1 1 

1 2 1 2 1 2 1 2 4 VGO = Ga —0Ÿ +5 (x? — 0) =, 400) +2 (— 100) = 10°. 

6(X)= VV (X) = V10*= 100. 

Remarque 

Ces résultats sont conformes à la réalité de l'expérience : si on lance la pièce un 

grand nombre de fois, l'espérance de gain ou de perte est nulle. Le jeu est équitable. 

b/ EXEMPLE 2 

On tire 3 boules d’une urne qui contient 4 boules blanches et 3 boules noires (voir 

page 101). Rappelons que : 

— Q est l'ensemble des paquets de 3 boules, 

— X est la fonction qui associe à chaque paquet de 3 boules le nombre de boules 

noires contenues dans ce paquet. X prend donc 4 valeurs : 0, 1, 2, 8. 

Avec les notations du paragraphe 2, nous écrivons : 

X1=0, x2=1, x3=2, X4=3, p1 =p(X=X1), P2=(X=X2), P3=(X=X3), Pa(X = x). 

N 11 4 18 12 1 
ous avons vu en 1.1. que : =; =—, =— = —. q P1 35 P2 35 P3 35 Pa 35 

Alors : 

E(X) + + + OMS OEES Es X X X Xa = — —_— sans Li 
P1X1TP2X2 T7 P3X3TPaXa 35 35 35 35 

» AA? 
77 

9 
Donc : EQ= 

On pose m =E(X). 

Alors : É 

VO=p:G@-m}) +p2(x)-m)+p:(x3-m} +p,(x-m} 
. =. A 2] _ if 1 2). 

=— |[0—-) +—|1-—=) + 2——| + 3——]. 
35 7 35 7 35 7 35 7 

Nous trouvons : V(X)=0,552 
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2.4. LIEN AVEC LA MOYENNE, LA VARIANCE 
ET L'ÉCART-TYPE D'UNE SÉRIE STATISTIQUE 

a/ EXEMPLE 

Dans l'exemple 2. traité ci-dessus, nous avons vu que : 

1 
DODEE DEN OS ENST ES 

Me 9 2 9\?2 9\2 9\2 

Here E (o-?) LD (1?) 2 (2-2) ar Al (2) | 

E (X) est donc égal à la moyenne de la série statistique suivante : 

Valeur 

Xi 

Effectif 

k; 

V(X) est égal à la variance de cette série statistique. 

b/ Cas où les événements élémentaires de @ sont équiprobables 

La situation est analogue à celle de l'exemple. 

En effet, x1, X2, …, x, étant les valeurs prises par X, notons k; le nombre des éléments 

e de Q tels que : X(e)= x;. Alors, évidemment : k, +..+k, = card Q. 

Par conséquent : p;=p(X=x; ee + D'où : 
1 

n k 
ECS DIX IT DE CRE RE) 

C 
se Xn = 

ard Q card Q card Q 

De même, «en posant m =E(X) : 

— 1 A 2 "n 2 
oies o AC) ne CR ni) 

Donc : E(X) est la moyenne de la série statistique (x;; k;) et V(X) en est la variance. 

COMMENTAIRE : cas général 
On ne suppose plus que les événements élémentaires sont équipro- 
bables. 
Dans la pratique, on peut trouver un entier k tels que tous les nombres 
kp; soient des entiers (par exemple, lorsque les p; sont des décimaux, 
il suffit de prendre pour k une puissance de dix suffisamment 
grande). 

E(X) et V(X) sont alors respectivement la moyenne et la variance 

de la série statistique (x;; kp;), puisque le barycentre d'une famille 
de points pondérés reste inchangé lorsqu'on multiplie tous les 
coefficients, ou poids, par un même nombre non nul. 

c/ Calcul de E(X), de V(X), de &(X), à l’aide d’une calculatrice 

La plupart des calculatrices permettent d'obtenir directement la moyenne, la variance, 

et l'écart-type d'une série statistique. Avec ces calculatrices, l'espérance mathémati- 

que, la variance, et l’écart-type d'une variable aléatoire se calculent exactement de la 

même manière, en remplaçant les effectifs par les p;. 
D'autres calculatrices n’acceptent pas des réels p; non entiers; il suffit alors de 

procéder avec elles de la manière indiquée dans le commentaire ci-dessus. 
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El Fonction de répartition d’une variable aléatoire 

3.1. EXEMPLE 
Reprenons l'exemple du jeu PILE ou FACE dans lequel le joueur gagne 100 F s’il 

obtient PILE et perd 100 F s’il obtient FACE (exemple 1, paragraphe 1.1.). 

Rappelons que : Q={P, F}, X(p)=100, X(F)= —100, 

1 1 
et que : p(X= ES pX= —- LUS 

À chaque réel x, associons le nombre F (x) défini par F(x)=p(X<x), où p(X<x) 

désigne la probabilité que X prenne des valeurs inférieures ou égales à x. 

La fonction F ainsi définie est appelée fonction 

de répartition de la variable aléatoire X. 

Voici la courbe représentant F dans un repère 

orthogonal. 

Il est clair, en effet, d’après la définition de F, 

que F est constante sur chacun des intervalles : 

]—o; xl, [x1; Xl, et [x2; +ol[, les valeurs 

1 
constantes étant respectivement égales à O, 5 

et 1. 

3.2. PROPRIÉTÉS DE LA FONCTION DE RÉPARTITION F 
L'exemple étudié met en évidence les propriétés suivantes de la fonction F, propriétés 
qui résultent directement de sa définition. 

e Fest définie sur tout l’ensemble KR. 

e Fest une fonction constante par intervalles. 

© Fest nulle lorsque x est strictement inférieur au plus petit des nombres x,. 

e F est constante, égale à 1, lorsque x est supérieur ou égal au plus grand des 

nombres x;. 

® Fest croissante, au sens large. 

® En chaque point x;, le «saut» de la fonction est égal à p (X = x,;). 

3.3. CAS GÉNÉRAL 

DÉFINITION 

X est une variable aléatoire définie sur un ensemble Q d’éventualités. 
La fonction de répartition de X est la fonction définie sur KR par: 

F(x)=p(X<x). : 

PROPRIÉTÉS de F 
Il résulte immédiatement de cette définition qu'une fonction de répartition F possède 
toutes les propriétés énoncées dans le paragraphe 3.2. ci-dessus (les valeurs de F 
étant les nombres x, X2, .…, Xh). 
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(4 Probabilité conditionnelle 

4.1. APPROCHE EXPÉRIMENTALE 
Une urne contient 26 boules de même rayon et de même poids, 10 rouges et 16 noires. 

Parmi ces boules, 13 sont creuses : 1 rouge et 12 noires, et 13 sont pleines : 9 rouges 

et 4 noires. Il est impossible de distinguer, par la vue ou le toucher, les boules creuses 

des boules pleines. Mais chaque boule peut être séparée en deux demi-boules, et il 

est possible alors de savoir si elle est pleine ou creuse. 

On tire une boule au hasard. On constate qu’elle est rouge. On pose alors la question : 

« Quelle est la probabilité pour que cette boule soit creuse ? » 

1 
La réponse intuitivement évidente est : 10 

En effet, parmi les 10 boules rouges, une seule est creuse. 

On peut donc dire : sachant que la boule tirée est rouge, la probabilité pour qu’elle 

1 
soit creuse est — 

10 
1 

Remarque : la probabilité de tirer une boule creuse est 5 (13 boules sur 26 sont 

creuses). Le fait de savoir que la boule tirée est rouge intervient de manière essentielle. 

4,2. APPROCHE D'UNE FORMULE GÉNÉRALE 
Notons Q l'ensemble constitué des boules contenues dans l’urne, notons R l'ensemble 

des boules rouges, N celui des boules noires, C celui des boules creuses et P celui 

des boules pleines. 

Le tirage d'une boule est effectué au hasard, donc tous les événements élémentaires 

card A 

card Q 

Notons p (C/R) la probabilité de tirer une boule creuse sachant qu'elle est rouge : 

sont équiprobables. Donc, pour tout événement A, p (A) = 

p(CANR) 

p (R) 
il 10 

En effet : PRES et DDESS car card(CNR)=1 et card R=10. 

[1] Nous constatons que : p (C/R) = 

DCR)» 4 

© p@) 10 
On dit que p (C/R) est la probabilité conditionnelle de C par rapport à R, et on utilise 
l'égalité [1] pour définir, de manière générale, une probabilité conditionnelle. 

Donc 

4.3. CAS GÉNÉRAL 

DÉFINITION 
p est une probabilité définie sur un intervalle Q d'éventualités. À et B sont deux 

parties de Q, et p (A) #0. 

On appelle probabilité conditionnelle de l'événement B par rapport à l'événement A 

p (ANB) 

p (A) 
le nombre 

Ce nombre est noté p (B/A); ainsi par définition, lorsque p (a)Æ0 : 

p (ANB) 
B/A)= p (B/A) PA) 
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Remarques 

e _p (B/A) se note aussi pA(B). 

p ANB) 
e Career, avec p(B)#0. 

4.4. AUTRES FORMULATIONS 
De la définition, nous déduisons lorsque p (A)Æ0, l'égalité : 

p (ANB)= p (A) X p (B/A) [1] 

Dans de nombreux cas, comme dans l'exemple vu en 4.1. on connaît la probabilité 

conditionnelle d'un événement B par rapport à un événement A. On peut alors en 

déduire p (ANB) en utilisant l'égalité [1] ci-dessus. 

4.5. REMARQUES IMPORTANTES 
Il n’est pas toujours indispensable, dans la résolution d’un problème de probabilités, 

de préciser l’ensemble Q des éventualités ; d’ailleurs cet ensemble n'est pas toujours 

facile à expliciter. 

Au contraire, il est parfois préférable de décrire les événements A et B dans le langage 

usuel et d'oublier que ce sont des sous-ensembles de 2. 

L'événement ANB est alors décrit comme l'événement «A et B», l'événement AUB 

est décrit comme l'événement « A ou B», l'événement À comme l'événement «non A». 

Cette remarque est illustrée par l'exercice résolu qui suit. 

4.6. EXERCICE RÉSOLU 

EXERCICE On tire au hasard successivement sans remise 2 cartes dans 
RESOLU 1 un jeu de 32 cartes. 

Quelle est la probabilité pour que la première carte tirée soit 
un pique et la deuxième, un cœur ? 

SOLUTION COMMENTÉE «us 

Rappelons qu'il y a 8 piques et 8 cœurs dans un jeu de 32 cartes. 
Notons A l'événement : «/a première carte tirée est un pique », 
et B l'événement : «/a seconde carte tirée est un cœur ». 
Il s’agit de calculer «A et B». Pour cela, nous utilisons l'égalité : 

p (A et B)=p (A) x p (B/A). 

Les tirages sont effectués au hasard, donc les événements élémentaires sont 
1 

32 4 
p (B/A) est la probabilité de tirer un cœur sachant que la première carte tirée 
est un pique. Lorsque la première carte tirée est un pique, il reste 31 cartes 

équiprobables, et donc : p (A) = 

dans le paquet dont 8 cœurs. Donc : p (B/A) = 

D'où la probabilité cherchée : 

RE 
A et B)=p (A)xXp (B/A)=-x—=— p( JPA PONS RSS 
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COMMENTAIRE : autre solution, 
sans probabilité conditionnelle 
À un tirage sans remise de deux cartes, on peut associer un couple 
(x; y), où x désigne la première carte et y la seconde, avec x # y. 
Ainsi, un tirage de deux cartes peut être considéré comme un couple 
d'éléments distincts de l’ensemble E des 32 cartes; c'est donc un 
arrangement de 32 objets 2 à 2. Nous pouvons donc choisir comme 
ensemble Q des éventualités l’ensemble de ces arrangements. 
Le cardinal de Q est alors : 32 x 31. 
Les arrangements qui donnent un cas favorable sont les couples 
(x; y) où x est un pique et y un cœur. Leur nombre est donc : 8X8. 

8x8 2 

32205 
La solution que nous avons donnée en premier est plus «simple», 
car elle résulte immédiatement de l'application d'une formule, et 
sous la forme où elle est proposée, elle nécessite moins d'efforts de 
modélisation et de calculs de dénombrement. 

D'où la probabilité cherchée : 

(5. Indépendance de deux événements 

5.1. DÉFINITION 

DÉFINITION 

Dire que deux événements A et B sont indépendants signifie que : 

p (ANB)=p (A) Xp (B). 

Justifions le choix de cette définition. 

Nous avons vu que : p(ANB)= p (A) X p (B/A). 

Donc, si p(ANB)=p (A) x p (B) et si p (A)Æ0, nous obtenons : p (B)= p (B/A). 

Cette égalité signifie que la probabilité p (B/A), c'est-à-dire la probabilité d'oobtenir 

B sachant que A est réalisé, est égale à la probabilité p (B) d'obtenir B. 

Intuitivement, cela signifie que B ne dépend pas de A. 

Nous verrions de même que p (A) = p (A/B), lorsque p (B)Æ0 et lorsque : 

p (ANB)=p (A)X p (B), 

et intuitivement, dire que p (A) = p (A/B) signifie que A ne dépend pas de B. 

Remarque : événements incompatibles et événements indépendants. 

Il ne faut pas confondre «événements indépendants » et «événements incompatibles ». 

Rappelons que, par définition, deux événements À et B sont dits incompatibles lorsque 

ANB=@. Il en résulte que: p(ANB)=p(@)=0, et donc dans ce cas l'égalité 

p (ANB)= p (A) x p (B) est impossible si p (A)Æ0 et p(B)#0. 

Donc deux événements À et B incompatibles et tels que p (A)Æ0, p (B)#0 ne sont 

jamais indépendants. 

5.2. EXERCICE RÉSOLU 

EXERCICE Une urne contient 6 boules : 4 blanches et 2 noires. On 

RÉSOLU 2 effectue au hasard deux tirages indépendants avec remise. 
Quelle est la probabilité pour que la première boule tirée soit 
blanche, et la seconde noire ? 
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SOLUTION COMMENTÉE sum 
Notons A l'événement : «/a première boule tirée est blanche », 

et B l'événement : «/a seconde boule tirée est noire ». 
Il s’agit de calculer p (A et B). Les tirages sont indépendants, donc : 

2 2 
p (A et B)=p (A) xp (B). Or p (A)= SNPIBlE = 

2 
Donc : p(Aet Bees 

Remarque : constatez que, dans ce cas aussi, nous n'avons pas explicité 
l'ensemble Q des éventualités, et que nous n'avons donc pas considéré A et 
B comme des ensembles. Nous avons préféré, parce que c’est plus commode, 
décrire les événements A et B dans le langage usuel. (Voir la remarque 4.5.) 
Une autre solution faisant intervenir explicitement un ensemble Q d'éventualités 
est possible, voir le commentaire de l'exercice résolu 1. 

CECLCELLLL 

lé. Formule des probabilités totales 

6.1. UN EXEMPLE COMMENTÉ 
Une agglomération est constituée par deux villes V, et V.. Sur un listing contenant 

les noms des habitants de cette agglomération on relève un nom au hasard. 

Avec quelles données pourra-t-on être en mesure de répondre à la question suivante : 

«Quelle est la probabilité pour que la personne portant ce nom soit un fumeur ? » 

Bien entendu, si l’on connaît exactement le nombre total N d'habitants de 

l'agglomération et le nombre total n de fumeurs, la réponse est très simple : la 
n 

probabilité cherchée est égale à N' 

Mais pratiquement, dans des situations de ce type, on dispose rarement de 

renseignements aussi précis. On dispose parfois de renseignements s'exprimant en 

termes de pourcentages ou de probabilité concernant l'importance relative de ces 

villes, et relatifs à chacune d'elles. 

Ainsi, par exemple, supposons que l'on dispose des deux hypothèses suivantes : 

(1) La probabilité qu'un habitant pris au hasard dans la ville V, (resp. V,) soit un 

fumeur est égale à 0,1 (resp. 0,2). 

(2) 60% des gens du listing habitent la ville V,, 40 % la ville V;. 

Nous allons voir que ces données permettent de répondre à la question posée. 

En effet, notons Q l'ensemble des habitants de l’agglomération, A l’ensemble des 

habitants de V;, B l'ensemble des habitants de V,, et F l’ensemble des fumeurs de 

l’agglomération (en rouge sur la figure). Il s’agit de trouver p (F). 

Tout fumeur habite l'une des villes V, ou V, et 

une seulement. o 

On a donc : 

E=EFNA)UENB) et FOVAENB)=0: 

Par suite, puisque p est une probabilité, on a : GAL 

pPP=pERAPPENB) 

Il suffit alors, pour conclure, d'utiliser les relations : 

p (FNA)=p(A):p(F/A) et p(FNB)=p(B):p(F/B). 
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On obtient donc : 

P Œ)=p (A):p (F/A) +p (B):p (F/B) [R] 

D'après l'hypothèse (1) : p(F/A)=0,1 p(F/B)=0,2. 

D'après l'hypothèse (2) : p(A)=0,6; p(B)=0,4. 

Donc : p(F)=0,6 x 0,1 +0,4 X 0,2. D'où : p (F)=0,14. 

La formule [R] est un cas particulier de la formule des probabilités totales. 

6.2. REMARQUES 
Analysons l'exemple précédent. 

A et B sont deux sous-ensembles non vides de Q tels que Q=AUB et ANB=@Q :on 

dit que À et B constituent une partition de Q. 

p étant une probabilité, on a : 

p(A)+p(B)=p(Q)=1. 

La relation «p (F)=p(A)-p (F/A)+p(B):p(F/B)> peut alors s'interpréter ainsi : le 

nombre p (EF) est le barycentre des nombres p (F/A) et p (F/B) munis des coefficients 

respectifs p (A) et p (B). 

En d'autres termes, on peut trouver p (F) dès que l'on connaît p (F/A), p (F/B) et les 

«poids » respectifs p (A) et p (B) de A et B. 

COMMENTAIRE 
1 

Dans le cas particulier «p(A)= LCR” P(E) est alors la 

demi-somme de p(F/A) et p(F/B). Intuitivement, dans l'exemple 
précédent ceci se conçoit aisément : «p (A)= p (B)> signifie que les 
deux villes ont le même nombre d'habitants. 

6.3. CAS GENERAL 

e Définition d'une partition 
On dit que des sous-ensembles non vides B;, B:, …, B, de Q constituent une partition 

de Q lorsque : 

e les B; sont deux à deux disjoints, 

e et Q=B, UB;,U..UB,. 

THÉORÈME HNItE des probabilités totales) 

si Bi, B>, …, BA constituent une partition de Q, la probabilité p (A) 
d'un événement quelconque A de Q est égale à : 

p (A)=p (B:)‘p CA/B:) + p (B2):p (A/B2) +. + p (B:)'p CA/B;). 

e Démonstration 

1. Cas où n =4 

L'ensemble À, colorié en rouge, est tel que : 

e A=(ANB,)U(ANB)U(ANB3)U(ANB:), Ne) 

e et les ensembles ANB; sont disjoints deux à 

deux. ÇATB, 

Ces propriétés se conçoivent et se vérifient Q 

aisément en utilisant le fait que les ensembles 

B;,, B>, B; et B, constituent une partition de Q. 
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On a donc, d'après les propriétés d’une probabilité : 

p (A)=p (ANB;)+p (ANB2)+ p (ANB3:)+ p (ANB:). 

On en déduit alors la formule des probabilités totales, puisque : 

p ANB;)=p (B;):p (A/B;) G=1,2, 8, 4). 

2. Cas général 
Dans le cas où n est un entier naturel quelconque, la démonstration est tout à fait 

analogue. 

EXERCICE En 1992, le contrôle des voyageurs à un poste frontière est 
RESOLU 3 assuré par trois douaniers X, Y, Z. On sait que : 

(1) chaque voyageur est contrôlé par un douanier et un seul. 

(2) la probabilité qu'il soit contrôlé par X est égale à 0,2, par 
Y à 0,8 et par Z à 0,5, 

(3) le douanier X détecte les fraudeurs une fois sur 2, le 
douanier Y une fois sur 3 et enfin Z une fois sur 4. 

Quelle est la probabilité pour qu’un fraudeur se présentant au 
hasard à ce poste frontière en 1992 ne soit pas détecté ? 

SOLUTION COMMENTÉE «su 

Notons Q l’ensemble des fraudeurs se présentant en 1992 à ce poste frontière. 
Notons A l’ensemble des fraudeurs contrôlés par le douanier X, B par Y 
et C par Z. 
Notons enfin D l’ensemble des fraudeurs détectés. 
On cherche donc p (D). 

ia L'hypothèse (3) concerne des probabilités de détecter des fraudeurs. 
__ Calculons donc d'abord p (D). On aura alors p (D)=1 —p (D). 

Les hypothèses (1), (2) et (3) nous invitent à utiliser la formule des probabilités 
totales. En effet : 

e d’après l'hypothèse (1), À, B, C constituent 
une partition de Q; 

e l'hypothèse (2) donne : 

p (A)=0,2; p (B)=0,3; p (C)=0,5; 
e et l'hypothèse (3) donne : ; | LE 

p (D/A) = ; p (D/B)=2; p (DIC) D so 
3 4 

On a donc : 

p (D)=p (A):p (D/A) + p (B):p (D/B) 
+p (C):p (D/C). 

Q 

On obtient : 

p (D)=0,325. D'où p (D)=0,675. 
Un fraudeur a donc environ deux chances sur 
trois de ne pas être détecté. 

Remarque : on aurait pu calculer directement p (D) à l’aide de la formule des 
probabilités totales. En effet, l'hypothèse (3) donne : 

a 1 " 2 " 3 
p (D/A)=;; p (P/B)=: et p (P/C)=7 
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TRAVAUX PRATIQUES D'APPLICATION 

(1 Deux classiques 

== 1.1. Jeu de cartes 
On tire au hasard une main de 5 cartes dans un jeu de 32 cartes. 

Quelle est la probabilité que la main contienne : 

a/ 5 cartes de la même couleur. 

b/ 3 cœurs et 2 piques; 

c/ 1 carré (c'est-à-dire : 4 septs ou 4 huits ou … ou 4 as): 

d/ au moins 1 trèfle; 

e/ au moins 2 rois et 2 cœurs. 

= 1.2. Jeux de dés et variables aléatoires 
On lance simultanément au hasard deux dés non pipés. 

A. On définit une variable aléatoire X en associant à chaque lancer le total 
des points marqués sur les faces supérieures. 

1. a/ Quelles sont les valeurs prises par X ? 

b/ Indiquez la loi de probabilité de X. 

2. Tracez en repère orthogonal la courbe représentative de la fonction 
de répartition de X. 

3. Calculez E(X) et V(X), en utilisant votre calculatrice si possible. 

B. Voici la règle d'un jeu : 
on gagne 1 franc si le total des points marqués sur les faces supérieures des 
2 dés est supérieur ou égal à 10. 
On perd 1 franc si ce total est inférieur ou égal à 5. 
On n'est ni gagnant ni perdant si ce total est 6, 7, 8 ou 9. 
On note Y la variable aléatoire associant à chaque lancer le «gain» (positif, 
négatif ou nul) correspondant. 

1. Indiquez la loi de probabilité de Y. 

2. Tracez en repère orthogonal la courbe représentative de la fonction 
de répartition de Ÿ. 

3. a/ Calculez E(Y). 
Le jeu est-il avantageux ? B 

b/ Calculez V(Y) et o(Y). 

C A 

12) Probabilités et géométrie 

Une urne contient six jetons portant les D EF 
lettres À, B, C, D, EF, F. Ces six lettres sont 
également les sommets de l'hexagone régu- 
lier représenté ci-contre. Ë 

1. On tire au hasard de l’urne un paquet de trois jetons. 

a/ Précisez l'ensemble Q des éventualités, lié à cette expérience 

aléatoire. 
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b/ Calculez card Q. 

2. À chaque tirage correspond un triangle (T) ayant comme sommets 

les sommets de l'hexagone écrits sur les jetons tirés. 
Trouvez la probabilité de chacun des événements suivants : 

a/ (T) est équilatéral. 

b/ (T) est isocèle et non équilatéral. 

c/ (T) est rectangle. 

d/ (T) est quelconque, c'est-à-dire d'aucun des types précédents. 

3. À chaque tirage on associe le plus grand angle, mesuré en degrés, 
du triangle (T). On définit ainsi une variable aléatoire X sur {2. 

a/ Quelles sont les valeurs prises par X ? 

b/ Construisez en repère orthogonal la courbe représentative de la 
fonction de répartition de X. 

c/ Calculez l'espérance mathémathique et la variance de X. 

[3 Probabilités, Médecine et Biologie 

== 3.1. Test médical 

On suppose qu'un sujet, venant consulter dans un service hospitalier donné, 
a la probabilité 0,30 d'être atteint d'une maladie difficile à diagnostiquer. 
Chaque sujet subit un test. On sait que : 

e si un sujet n’est pas malade, 9 fois sur 10 la réponse au test est négative; 

e s'il est malade, 8 fois sur 10 la réponse est positive. 

n | 1. Quelle est la probabilité pour qu'un sujet soit positif ? 

Indication : utilisez la formule des probabilités totales. 

2. Quelle est la probabilité pour qu'un sujet soit malade et positif ? 

3. Si le résultat est positif, quelle est la probabilité pour que le sujet 
soit malade ? 

Indication : remarquez que la probabilité demandée est une probabilité 
conditionnelle. 

= 3.2. Affections indépendantes 

On sait, par des enquêtes médicales, qu'un individu appartenant à une 
1 

population donnée à la probabilité 100 d'être atteint d'une affection A et 

1 
la probabilité 20 d'être atteint d’une autre affection B. 

Si ces affections sont indépendantes, combien environ de sujets atteints 
de l’une au moins des deux affections doit-on s'attendre à trouver dans 
un échantillon de 10 000 sujets pris dans la population ? 

== 3.3. Les albinos 

Dans une population, le nombre de mâles est la moitié du nombre de femelles. 
Des études statistiques ont montré que, dans cette population, 6 % des mâles 
avaient le caractère albinos et 0,36 % des femelles avaient ce caractère. 

1. Quelle est la probabilité pour qu'un individu au hasard soit un 
albinos ? 

Indication : pensez à la formule des probabilités totales. 
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2. Quelle est la probabilité pour qu'un individu au hasard soit mâle 
et albinos ? 

3. Déduisez-en la probabilité pour qu’un albinos de cette population 
soit un mâle. 

Indication : remarquez que la probabilité demandée est une probabilité 
conditionnelle. 

La. Deux pièces et trois urnes 
O ee U, 

On dispose de deux pièces de monnaie a e” 
bien équilibrées et de trois urnes U:, U;, 
U3. < 
U, contient 4boules blanches et U, 

3 noires, 5 -” 
U, contient 2 blanches, 1 noire et 2 
rouges, LES 

U; contient 1 blanche et 5 rouges. "+ U; 

Ce © 

m= 4.1. Première expérience aléatoire 

Une épreuve aléatoire comporte deux étapes successives : 

(1) On jette d'abord, en même temps, les deux pièces. 
(2) Puis si on obtient 2 pile, on tire au hasard une boule de U;, 

si on obtient 2 face, on tire au hasard une boule de U,, 
si on obtient 1 pile et 1 face, on tire au hasard une boule de U:. 

1. Calculez la probabilité de chacun des événements : 

a/ «la boule tirée est blanche » ; 

b/ «la boule tirée est noire» ; 

c/ «la boule tirée est rouge ». 

Indication : on pourra utiliser la formule des probabilités totales. 

2. Le résultat du 1.c/ peut-il se déduire du 1.a/ et du 1.b/? 

== 4.2. Deuxième expérience aléatoire 

On modifie à présent la seconde étape de l'épreuve aléatoire précédente, la 
première étant inchangée : 

Dans la seconde étape, on tire cette fois au hasard un paquet de trois boules 
de l’urne, celle-ci étant choisie comme précédemment en fonction du résultat 
de la première étape. 
On considère alors la variable aléatoire X associant à chaque épreuve le 
nombre de boules blanches tirées. 

1. a/ Quelles sont les valeurs de X ? 

b/ Trouvez la loi de probabilité de X. 

c/ Construisez la fonction de répartition de X. 

2. Calculez E(X) et V(X). 
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Schéma de Bernoulli 

ms 9.1. Définition 
Lorsque, dans une expérience aléatoire, on 
s'intéresse uniquement à la réalisation d'un 
certain événement S précisé (on l'appelle 
«succès ») ou à sa non-réalisation (appelée 
«échec»), on dit que cette expérience corres- 
pond à un schéma de Bernoulli. 

== 9.2. Exemples 

Exemple 1. Un jeu de dés est tel que le joueur gagne lorsque l'as sort et perd 
dans le cas contraire. Notons S l'événement « l'as sort ». L'événement contraire 
S est donc «l'as ne sort pas ». Si le dé est non pipé on a: 

1 
p(S)=7 et p(S)=" ? (car p (S)=1-p (8). 

Exemple 2. Une urne contient 10 boules : 4 rouges, 5 noires, 1 blanche. On 

tire une boule au hasard et on s'intéresse à l'événement S «la boule tirée est 
rouge », l'événement S est donc l'événement «la boule tirée est blanche ou 
noire ». 

O (S) us (S) = n à : =—, 6 =— D ART A UT 
Indiquez trois autres exemples (de votre choix) d'expériences aléatoires 
ne ondant à un schéma de Bernoulli, et précisez, pour chacun p (S) 
et p (S). 

Dans une épreuve de Bernoulli, on note p la probabilité de p (S). On définit 
une variable aléatoire X de la manière suivante : 

X= 1 en cas de succès, c'est-à-dire si S est réalisé, 

X=0 en cas d'échec, c'est-à-dire si S n'est pas réalisé. 

1. Calculez E(X) et V(X) en fonction de p. 

2. Pour chacun des deux exemples précédents : 

a/ calculez E(X) et V(X); 

b/ construisez en repère orthogonal la courbe représentative de la fonction 
de répartition de X. 

Loi binômiale 

== 6.1. Un exemple commenté 

On se propose de résoudre le problème suivant : un dé pipé est tel que la 
1 

probabilité d'obtenir le 6 est égale à ” On jette ce dé 5 fois de suite, le résultat 

de chaque lancer ne dépendant pas des autres. Quelle est la probabilité 
d'obtenir exactement trois fois le 6? 
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Notons A l'événement « le 6 est obtenu exactement trois fois», 

et À, l'événement «le 6 est obtenu lors des trois premiers lancers ». 

L'événement A, peut s'interpréter ainsi : 

«le 6 sort au premier lancer» et «le 6 sort au second» et «le 6 sort au 
troisième » et «le 6 ne sort pas au quatrième» et «le 6 ne sort pas au 
cinquième ». 
Notons respectivement E:, E>, Es, E4, Es chacun de ces cinq événements. 
On admet que, d'après l'indépendance des lancers, la probabilité de À, est 
égale au produit des probabilités des E; (i=1, 2, 3, 4,5). 

1 18 
SC USE AUS ESS et pŒD=pEd=1-2=7 

1 3 3 #) 

Ro" pa=(?) (à) 
L'événement À, dont on cherche la probabilité, peut également se réaliser 
d'autres façons; par exemple : 

À, «le 6 sort aux trois derniers lancers » ou bien 
A, «le 6 sort au premier lancer et aux deux derniers » ou bien... 

1. a/ Indiquez deux autres événements À, et À, permettant de réaliser 
l'événement A. 

b/ Il y a CÈè événements A, permettant de réaliser A. Pourquoi ? 

1\°73\ 
2. a/ Tous les A; ont la même probabilité : pan (©) (°) ; 

Pourquoi ? 

143) 
b/ p(A)=CÈ È (5) . Pourquoi ? 

== 6.2. Cas général 
1. Dans l'exemple précédent, l'expérience aléatoire est constituée par la 
succession de cinq épreuves de Bernoulli (voir la définition au T.P.5), 
identiques et indépendantes pour lesquelles la probabilité p du succès S est 
il 
= 1 l'éch tdonc 1=-=>=|. n celle de l'échec, q, es mr 

Plus généralement, considérons une expérience aléatoire constituée par la 
succession de n épreuves de Bernoulli, identiques et indépendantes, pour 
lesquelles nous notons p la probabilité du succès S et q la probabilité de 
l'échec S (q=1-p). 
On peut démontrer, comme dans l'exemple ci-dessus, que la probabilité 
d'avoir k succès (k=0, 1, 2, …, n) au cours de l'expérience est égale à : 

Cpidie. 

2. Variable aléatoire associée : 
on associe à chaque expérience le nombre de succès. On définit ainsi une 
variable aléatoire X. 

1. X peut prendre (n + 1) valeurs : 0, 1, 2, …, n. Pourquoi? 

7 DX=h)=C Da: Pourquoi? 

3. Vérifiez que : 2 prk=1, où px =p(X=Kk). 
k=0 

Indication : pensez à la formule du binôme. 

Le calcul de E(X) est proposé dans le T.P.7 «Manipulation du 2». 
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mm 6.3. Quatre exercices d'applications 

Les exercices suivants sont indépendants. On pourra, pour les résoudre, 

utiliser les résultats du 6.2. 

1. Pièce de monnaie 
On jette une pièce de monnaie non truquée 10 fois de suite, les lancers étant 
indépendants. 

&m Quelle est la probabilité d'obtenir exactement 6 fois pile ? 

2. Urne 
Une urne contient 10 boules dont 4 rouges. On effectue au hasard 7 tirages, 
indépendants, avec remise (on remet la boule tirée après chaque tirage). 

EM Quelle est la probabilité d'obtenir exactement 5 boules non rouges ? 

3. Jeux de cartes 
On dispose de 6 jeux de cartes. On tire au hasard de chacun des jeux une 
main (c'est-à-dire un paquet) de 5 cartes, les tirages étant indépendants. 

1. Quelle est la probabilité d'obtenir : 

a/ deux mains exactement contenant un carré ? 

b/ k mains exactement contenant un carré (k=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6)? 

2. On note p,. la probabilité d'obtenir exactement les k mains contenant 
un carré. Rangez les nombres p, par ordre croissant. 

4. Nombre de garçons 
Des études statistiques montrent que, lors d’une naissance, la probabilité 
d’avoir un garçon est d'environ 51 %. 
Considérons une famille de quatre enfants, sans jumeaux. On suppose que 
les fécondations sont indépendantes. 

Quelle est la probabilité pour que, dans cette famille, il y ait exactement 
3 garçons ? 

n 

(7] Manipulation du symbole >. Applications 
i=1 

Rappelons d’abord que si a:, a2, …, a, sont des réels, on a, par définition : 

d=ad1t+ta)t...+a,. 

n 

i=1 

== 7.1. Deux propriétés importantes 

À est un réel. 41, 42, …, a, sont des réels, ainsi que b:, b:, …, b,. Vérifiez que : 

145 (a; + b;)= 2 a; + >) b;. 

11 i=1 il 

22 (À a,)=À » ä;. 

1 i=1 
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== 7.2. Utilisation des deux propriétés 

1. Démonstration du théorème de Kœnig 

X est une variable aléatoire sur Q, prenant les valeurs x1, x2, …, x,. On pose 
m =E(X) et p;=p(X=x;)(i=1,2,..,n). 

En utilisant le symbole ZX et en justifiant les propriétés utilisées, 
i=1 

démontrez que : 

VŒO=Z pxi— 
{=1 

COMMENTAIRE” = ee ns pod ere 
Cette propriété est connue sous le nom de théorème de Kœnig. Elle 

est usuellement énoncée sous la forme : V(X)=E(X?)—[E(X)}. Elle 
peut souvent être utile pour le calcul à la main de V(X). Le calcul 
à la machine, bien sûr, est en général bien plus rapide. 

2. Retour sur la loi binômiale : calcul de E(X) 

Rappelons les notations et les résultats vus au T.P.6. 
X est une variable aléatoire prenant les valeurs 0, 1, 2, …, n et telle que : 

p(X=k)=C;p"q" * 
où p et q sont deux réels de [0; 1] tels que p+q=1. 

1. Montrez que, pour k=0, 1,2,...,n,ona: 

KC'=010e. 

DnOn pose A= PC ED ? g 
k=1 

uit 

a! VéritieznqueA= 2 Cp qe. 
k=0 

b/ Déduisez-en que : A=1. 

3. a EX)= 2 kpC*p“"' q""*. Pourquoi ? 

b/ Déduisez 4 ce qui précède que : 

E(X)= np. 

Remarque : on peut démontrer que : V(X)= npq. 
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EXERCICES ET PROBLÈMES 

Pour tester 

ses connaissances 

Pour les exercices 1 à 7, une seule des réponses 
proposées est exacte. 
Pour les exercices 1 à 4, l'urne considérée contient 
10 boules : 5 blanches, 3 rouges et 2 noires. 

On tire successivement, sans remise, 2 boules 
de l’urne. La probabilité de tirer une blanche 
puis une rouge est égale à : 

1 

DIRES Ge 
6 9 

On tire simultanément 2 boules. La probabilité 
— de tirer une boule blanche et une boule rouge 

est égale à : 

3 1 1 
al == DIF CI 

20 6 3 

On tire successivement 2 boules en remettant 
dans l’urne la première boule tirée avant de tirer 
la seconde. La probabilité de tirer une blanche 
puis une rouge est égale à : 

b/ L c/ & 
3 5 

4. On tire une boule de l’urne. On gagne 1 F si la 
boule tirée est blanche. On perd 1 F si elle est 
rouge et 2 F si elle est noire. X est la variable 
aléatoire associant à chaque tirage le gain 
algébrique correspondant (une perte est consi- 
dérée comme un gain négatif). 
La fonction de répartition de X a l'allure 
suivante : 
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X est la variable aléatoire définie dans 
l'exercice 4. | 
L'espérance mathématique de X est égale à : 

a/ 0. 

X est la variable aléatoire définie dans 

l'exercice 4. 
La variance de X est égale à : 

a/ 0. b/ —2,3. C!. 

p est une probabilité définie sur un ensemble 
d'éventualités Q. A etB constituent une partition 

1 

de Q; on a : p (A) a. E est un événement tel 

1 3 
que : p (E/A)=- et p (E/B)=-- 

2 4 

Alors, p (E) est égal à : 

a/ 0,2. 
2 

Di c/ 0,6. 
3 

| 8.|Un club de vacances comprend 100 touristes. 
Un sondage donne le résultat suivant : 

Pratique un sport 

Ne pratique pas 
un sport 

On choisit un touriste au hasard. 

a/ Quelle est la probabilité que ce soit un 
homme ? une femme ? qu'il pratique un sport ? 
qu'il n’en pratique pas ? que ce soit un homme 
pratiquant un sport ? 

b/ Sachant qu'il s’agit d’un homme, quelle est 
la probabilité qu'il pratique un sport ? 

Pour s’entraïner 

9. On lance deux dés non pipés; l’un est rouge et 
l’autre bleu. Une issue est représentée par un 
couple (r; b) où r et b sont respectivement les 
faces supérieures des dés rouge et bleu. 



10 

11 

12 

13 

14. 
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a/ Déterminez les parties A, B et C, ensembles 
respectifs des couples tels quer=b;bz=r+3 
etr+b=10. 

b/ Calculez les probabilités P (A), P (B) et P (C). 

c/ Quelle est la probabilité pour que les dés 
indiquent des résultats différents ? 

. Quelle est la probabilité pour qu'un joueur 
recevant une main de 5 cartes prises au 
hasard dans un jeu de 32 cartes, obtienne : 

a/ un roi? 

b/ deux dames ? 

c/ quatre trèfles ? 

d/ au moins deux piques ? 

Dans un lycée, 40 % des élèves ont déclaré 
aimer l'étude des Sciences naturelles, 60 % 
des Mathématiques, 15 % des Sciences natu- 
relles et des Mathématiques. 
Quelle est la probabilité de tirer au hasard un 
élève de ce lycée qui : 

a/ aime les Sciences naturelles, mais pas les 
Mathématiques ? 

b/ aime les Mathématiques, mais pas les 
Sciences naturelles ? 

c/ n'aime ni les Sciences naturelles, ni les 
Mathématiques ? 

. À la douane 

Un car se présente à une frontière ; le chauffeur 
sait que parmi ses 50 passagers, 10 tentent 
de frauder. 
Le douanier choisit au hasard 8 personnes 
pour les contrôler. 

a/ Quelle est la probabilité pour que les 
8 personnes soient des fraudeurs ? 

b/ Quelle est la probabilité pour que, sur ces 
8 personnes, l’une au moins soit un fraudeur ? 

Une urne contient 12 boules noires et 2 boules 

blanches. 

a/ On tire simultanément 3 boules. 
Quelle est la probabilité d'avoir 2 boules 
blanches ? au moins une boule blanche ? 

b/ Combien de boules faut-il tirer, au mini- 
mum, pour que la probabilité d'avoir au moins 

. 19 
une boule blanche soit supérieure à 5 

Mots croisés 

On veut construire une grille de mots croisés 
ayant 5 lignes et 5 colonnes. On numérote les 
cases de 1 à 25, et on écrit ces nombres sur 
des cartons, que l’on met dans une urne. 
On tire au hasard de celle-ci, huit cartons 
simultanément et on noircit les huit cases 
correspondantes. 

15 

16 

17. 

18. 

19 

a/ Quelle est la probabilité, lors d'une 
épreuve, d'obtenir une grill&ainsi constituée : 
une case noire au centre du carré et une à 
chacun des sommets, les 3 autres cases 
noires étant à une place quelconque ? 

b/ Quelle est la probabilité d'obtenir, lors 
d'une épreuve, une grille dont une colonne est 
composée de cases noires, les 3 autres cases 
noires étant à une place quelconque ? 

Dans une urne, on place dix jetons sur lesquels 
sont écrits cinq nombres positifs et cinq 
nombres négatifs. 
On tire simultanément deux jetons de l’urne. 
Y a-t-il plus de chances que le produit des 
deux nombres écrits soit positif ou négatif ? 

On considère tous les nombres de quatre 
chiffres formés par deux 1 et deux 2. 
On tire au hasard un de ces nombres. 
Déterminez la probabilité de tirer un nombre 
dont les deux 1 se suivent, sachant que le 
chiffre des unités est 2. 

Tiercé 

Douze chevaux sont au départ de la course 
du tiercé. Un joueur joue au hasard une 
combinaison de 5 chevaux. 

a/ Quelle est la probabilité pour qu'il gagne 
le tiercé dans le désordre, c'est-à-dire que les 
trois chevaux arrivés en tête figurent parmi les 
cinq choisis par le joueur ? 

b/ L'un des chevaux qu'il joue, ne participe 
pas à la course. Quelle est la probabilité pour 
que le joueur gagne le tiercé dans le désordre ? 

c/ Même question lorsque deux des chevaux 
joués ne participent pas à la course. 

Tirage au sort 

Le programme d’une épreuve d'examen com- 
porte 100 sujets. Trois d’entre eux, tirés au 
sort, sont proposés à chaque candidat. 
Un candidat n'ayant étudié que le quart des 
sujets du programme subit l'épreuve. Quelle 
est la probabilité pour que ce candidat ait 
étudié : 

a/ les trois sujets proposés ? 

b/ deux de ces sujets ? 

c/ aucun des trois ? 

d/ au moins l’un des trois ? 

Fonction et probabilité 

1. f est la fonction telle que : 

f(x) = 

Étudiez ses variations et tracez sa représenta- 
tion graphique. 

2. a/ n est un naturel non nul, une urne 
électorale contient n —1 bulletins «non» et 

n +1 bulletins « oui ». 

x?—1 

DX—YX 
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Pour réaliser un sondage sommaire, on pré- 
lève deux bulletins, chaque bulletin ayant la 
même probabilité d'être prélevé. 
Calculez la probabilité P, de l'événement : 
«on a prélevé 2 bulletins portant des votes 
différents ». 

b/ Utilisez la première question pour trouver 
le naturel n, pour lequel la probabilité P,, est 
maximum. Calculez P,,.. 

20. Deux personnes, A et B, écrivent chacune, au 
hasard, un nombre entier de deux chiffres. 
Soit m le nombre écrit par À, n le nombre écrit 
par B. Tous les couples d’entiers (m,n) 
(10<m <99,10 <n < 99) sont supposés équi- 
probables. 

a/ Quelle est la probabilité pour que A et B 
écrivent le même nombre? En d’autres ter- 
mes, calculer la probabilité de l’ensemble A 
des couples (m, n)eQ tels que m=n. 

b/ Soit E l’ensemble des couples (m, n)eQ 
tels que 10<m <50 et 10<n <50. Calculez 

p (E). 
c/ Soit F l’ensemble des couples (m, n)eQ 
tels que 10<m <50 ou 10<n <50. Calculez 

p (F). 
d/ Soit G l’ensemble des couples (m, n)eQ 
tels que m > n. Soit G' l’ensemble des couples 
(m, n)eQ, tels que m <n. Calculez p (G) et 

p (G'). 

21. On lance deux dés et on lit la somme S des 
faces supérieures. Si S<5 alors on perd 
1 franc; si 6<S<9 alors on gagne 0,4 franc, 
si 10<S<12 alors on gagne 2 francs. 
G est la variable aléatoire qui à une issue 
associe le gain algébrique correspondant. 

a/ Déterminez la loi de probabilité de G. 

b/ Quelle est votre espérance de gain si vous 
jouez un grand nombre de fois à ce jeu? 

c/ Quel est l’écart-type de G? 

d/ Tracez la courbe de la fonction de réparti- 
tion de G. 

22. Un dé pipé est tel que : 

P(6)=0,2; P(1)=0,1; 
P(2}=P(3)=P(4)=P(5)=0,175. 

On lance le dé deux fois consécutives, on lit 
chaque fois le point sur la face supérieure et 
X est la variable aléatoire qui donne la somme 
des points marqués. 

a/ Déterminez E(X), V(X), o(X). 

b/ Tracez la courbe représentant la fonction 
de répartition de X. 

23. Les faces d’un dé cubique sont numérotées 
respectivement : 

GAGAGASMTS) 
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On suppose que, lors d’un lancer, la probabilité 
d'apparition de chaque face est kx, x étant le 
numéro de la face et À étant un nombre réel. 

1. Déterminez k. 

2. Une épreuve consiste à lancer le dé une 
fois. On considère la variable aléatoire X qui, 
à chaque épreuve, associe le nombre inscrit 
sur la face supérieure du dé. 

a/ Quelle est la loi de probabilité de X? 

b/ Déterminez la fonction de répartition F 
de X. 
Représentez F. 

c/ Calculez l'espérance mathématique de X. 

d/ Calculez la variance et l'écart-type de X. 

On considère un dé rouge et un dé vert 
cubiques non pipés. 
Le dé rouge comporte : 

2 faces numérotées — 1 
2 faces numérotées 
2 faces numérotées 1. 

Le dé vert comporte : 

1 face numérotée 0 
8 faces numérotées 1 
2 faces numérotées 2. 

On lance simultanément les deux dés. 
On note X la somme des points obtenus. 

1. Déterminez la loi de probabilité de X. 

2. Définissez F, fonction de répartition de X 
et construisez sa représentation graphique. 

3. Calculez l'espérance mathématique et la 
variance de X. 

Une urne contient quatre boules vertes, deux 
blanches et une rouge, indiscernables au 
toucher. On tire au hasard et simultanément 
trois boules. Les tirages sont équiprobables. 

1. Chaque boule verte tirée vaut 1 F, chaque 
blanche 2 F, la rouge 5 F. 
Soit X la variable aléatoire qui associe à 
chaque tirage de trois boules le gain en francs. 
Déterminez la loi de probabilité de X. 

2. a/ Calculez l'espérance mathématique 
E (X). 

b/ Quelle valeur positive ou négative aurait-il 
fallu attribuer à chaque boule blanche pour 
que E(X) soit nulle, les boules vertes et la 
boule rouge conservant leur valeur initiale ? 

Espérances 

Une roulette comporte les numéros de 0 à 7. 
Il y à, au moins, deux façons distinctes de 
jouer à cette roulette. 
1°" jeu : si le 2, le 5 ou le 6 sort on est quitte: 
si le 3 ou le 7 sort on perd 1 franc; si le O ou 
le 4 sort on perd 2 francs; si le 1 sort on gagne 
3 francs. 
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X est la variable aléatoire associée à ces gains 
ou pertes. 
2° jeu : si le 2 ou le 7 sort on est quitte; si le 
6 sort on perd 1 franc; si le 1, le 3 ou le 5 sort 
on gagne 1 franc; si le O ou le 4 sort on gagne 
5 francs. 
Y est la variable aléatoire associée à ce jeu. 
Déterminez les lois de probabilité de X et de 
Y ainsi que leurs espérances mathématiques. 

27. Une urne contient 5 boules noires, 6 boules 
blanches et 2 boules rouges. 
On tire simultanément 3 boules. 

a/ Quelle est la probabilité de tirer trois boules 
de couleurs différentes ? 

b/ Sachant qu'une des boules tirées est noire, 
quelle est la probabilité que les deux autres 
soient rouges ? 

Une urne contient 3 boules blanches et 3 bou- 

les noires indiscernables au toucher. On tire 
au hasard et simultanément trois boules. 

a/ Calculez la probabilité de chacun des 
événements : 
A : «obtenir au moins une boule blanche ». 
B : «obtenir au moins deux boules noires ». 
C : «obtenir au moins une boule blanche et 
une boule noire ». 

b/ Calculez : 

p(AIB), p(AÏC), p(BlA), 
p(BIC), p(CIA), p(C|B). 

Jeu électronique 

Pierre possède un jeu électronique. Une partie 
est un duel entre Pierre et un monstre choisi 
par la machine. 
Deux choix équiprobables sont possibles : 
La machine choisit soit le monstre M,, soit le 
monstre M. 
Les deux monstres sont de forces inégales et 
on admet que si Pierre combat M, la probabilité 
pour qu'il gagne la partie est 1/3; si Pierre 
combat M, la probabilité pour qu'il gagne la 
partie est 1/4. 

1. Pierre joue une partie. 
Soit G l'événement : « Pierre gagne la partie. » 
Calculez la probabilité de G. 

2. Pierre joue une partie. Sachant qu'il a 
gagné, quelle est la probabilité qu'il ait joué 
contre M, ? 

Sur le campus 

Une enquête est faite auprès de la population 
étudiante d'un campus universitaire. 
On note F la population féminine, I l'ensemble 

31. 

32. 

des étudiants, garçons et filles, sachant jouer 
d'un instrument de musique. 
L'enquête révèle que : 

F représente 48 % de la population étudiante ; 
I représente 40 % de la population étudiante ; 
chez les étudiants du groupe I, 45 % sont des 
filles. 

1. Quelle est la probabilité pour qu'un étudiant 
interrogé au hasard appartienne au groupe I ? 

2. a/ On interroge un étudiant au hasard. 
Quelle est la probabilité pour que ce soit une 
fille sachant jouer d'un instrument de 
musique ? 

b/ On interroge une fille du campus. Quelle 
est la probabilité pour que cette fille sache 
jouer d’un instrument de musique ? 

Les deux maladies 

Dans une population donnée, 15 % des indivi- 
dus ont une maladie M,. Parmi les individus 
atteints de la maladie M,, 20% ont une 
maladie M, et parmi les individus non atteints 
de la maladie M,, 4 % ont la maladie M,.. 
On prend un individu au hasard et on désigne 
respectivement par À et B les événements 
suivants : 

« l'individu est atteint de la maladie M, »; 
« l'individu est atteint de la maladie M, ». 

A désigne l'événement contraire de A. 

a/ Donnez les valeurs de P(A), P(B|A) et 

p (B|A). 
b/ Calculez P (B). 

c/ Calculez p (A|B). 

Facteur Rhésus 

Le sang humain est classé en 4 groupes 
distincts : À, B, AB et O. 
indépendamment du groupe, le sang peut 
posséder le facteur Rhésus. Si le sang d'un 
individu possède ce facteur il est dit de Rhésus 
positif (noté Rh‘), s’il ne possède pas ce 
facteur il est dit de Rhésus négatif (noté Rh). 
Sur une population P les groupes sanguins se 
répartissent d’après le tableau suivant : 

A B ABUA EN O 
40 % 10% 5% | 45% 

Pour chaque groupe la proportion d'individus 
possédant ou non le facteur Rhésus se répartit 
d’après le tableau suivant : 

| Groupe A | B AB O | 

| Rht |82% | 81% | 83% | 80% | 
[uRhs 18% | 19% | 17% | 20% | 

Un individu ayant du sang du groupe O et de 

Rhésus négatif est appelé un donneur uni- 

versel. 
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1. a/ Quelle est la probabilité pour qu'un 
individu pris au hasard dans la population P 
ait un sang du groupe O ? 

b/ Quelle est la probabilité pour qu’un individu 
pris au hasard dans la population P soit un 
donneur universel ? 

c/ Quelle est la probabilité pour qu’un individu 
pris au hasard dans la population P ait un sang 
de Rhésus négatif ? 

2. Quelle est la probabilité pour qu'un individu 
pris au hasard parmi ceux possédant le facteur 
Rhésus négatif soit du groupe O ? 

33. On lance deux pièces. Montrez que les 
événements « /a première pièce donne face » 
et «es pièces donnent le même résultat » sont 
indépendants. 

34. On lance deux dés, l’un rouge et l’autre bleu. 

a/ Les événements : «/e dé rouge donne un 
nombre pair» et «le dé bleu un nombre 
impair » sont-ils indépendants ? 

b/ Les événements «/a somme des points 
marqués est 11 » et «/e point margué par le 
dé bleu n'est pas 5» sont-ils indépendants ? 

35. On lance successivement trois pièces. 

a/ Montrez que les événements « /a première 
pièce indique face » et «une seule des deux 
autres pièces indique pile» sont indépen- 
dants. 

b/ Les événements : «on a exactement deux 
pile» et «on a trois pile» sont-ils indépen- 
dants ? 

36. On lance deux dés (l’un est blanc et l’autre 
bleu). 
Sachant que le dé blanc indique 4, quelle est 
la probabilité que l’autre dé indique un nombre 
supérieur à 4? 

37 Une population se répartit en quatre classes 
selon deux caractères À et B. Le tableau 
suivant indique les fréquences relatives de 
chaque classe. 

Quelle relation simple doivent vérifier a, b, c, 
d pour que À et B soient indépendants ? 
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Pour chercher plus 

38. Poker 

39 

40 

Au poker, on distribue à un joueur X une main 
de 5 cartes d’un jeu de 32 cartes. Chaque 
carte a une valeur (par ordre croissant : 7, 8, 
9, 10, valet, dame, roi, as) et une couleur 
(pique, cœur, carreau, trèfle). 
Quelle est la probabilité pour que le joueur 
reçoive : 

a/ une «quinte floche » (5 cartes consécuti- 
ves de la même couleur); 

b/ une «couleur» (5 cartes de la même 
couleur et ne constituant pas une «quinte 
floche »); 

c/ un «carré» (4 cartes de la même valeur); 

d/ un «full» (3 cartes de la même valeur et 
2 autres cartes de la même valeur, par exem- 
ple 3 rois et 2 valets); 

e/ une «quinte» (5 cartes consécutives et 
ne constituant pas une « quinte floche >»); 

f/ un «brelan » (3 cartes de la même valeur, 
les 5 cartes ne constituant pas un «full »); 

g/ deux « paires » (2 cartes de la même valeur 
et 2 autres de la même valeur, par exemple : 
2 as, 2«7>» et 1 valet); 

h/ une «paire » (2 cartes de la même valeur, 
les 5 cartes n’entrant dans aucune des caté- 
gories précédentes). 

Belote 

Hervé, Eric, Muriel et Mathias jouent à la 
belote. Chacun reçoit une main de 8 cartes 
d'un jeu de 32 cartes (constitué comme dans 
l'exercice précédent). À chaque partie, une 
couleur est privilégiée et porte le nom d’atout. 
Quelle est la probabilité pour que, au cours 
d’une partie, Muriel ait : 

a/ un «carré » et un seul (4 cartes de même 
valeur) ; 

b/ un «cent» (au moins 5 cartes consécuti- 
ves d'une même couleur); 

c/ un «cinquante » (exactement 4 cartes con- 
sécutives d'une même couleur) ; 

d/ la «belote » (roi et dame d’atout); 

e/ un «cinquante beloté » (exactement 4 car- 
tes d'atout consécutives, dont la dame et le 
roi) ; 

f/ un «cent beloté » (au moins 5 cartes consé- 
cutives d'atout, dont la dame et le roi); 

g/ une «tierce belotée » (exactement 3 cartes 
d'atout consécutives, dont la dame et le roi); 

h/ une «tierce belotée » et un «cent ». 

On dispose de trois urnes U;, U;, U;, chacune 
renfermant des boules blanches et noires 
indistinctes au toucher. 
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PE v L 
La probabilité de tirer une blanche est : 5 dans 

1 1 
Ü;, 3 dans U,, à dans U. 

On tire au hasard une boule de chaque urne. 

a/ Calculez les probabilités P,, P;, P;, Pa 
d'obtenir respectivement 0, 1, 2 ou 3 boules 
blanches. 

b/ On note X la variable aléatoire qui donne 
le nombre de blanches obtenues. 
Quelle est la fonction de répartition de X? 
Représentez-la. 

. Question d’adresse 

Deux gamins, Gégé et Nanard, ont chacun 
deux pierres. Ils visent à tour de rôle une 
bouteille, Gégé en premier. Les probabilités 

nel 
qu'ils l’atteignent sont respectivement 3 et 2 

Quelle est la probabilité pour que Gégé fasse 
mouche le premier ? 

Au service 
1 

Un joueur de tennis a pour probabilité 3 de 

servir correctement sa première balle. 
Est-il exact d'affirmer que ce joueur est certain 
de servir au moins une fois correctement sa 
première balle en trois services ? 

Paris sur des figures 

1. On tire simultanément 3 cartes d’un jeu de 
32 cartes, X désigne la variable aléatoire égale 
au nombre de figures obtenues dans ce tirage. 
Tous les tirages étant supposés équiproba- 
bles, établissez la loi de probabilité de X puis 
calculez l'espérance mathématique de X. 

2. On tire maintenant successivement trois 
cartes d’un jeu de 32 cartes, chaque carte 
tirée étant remise dans le jeu avant le tirage 
de la suivante (un tel tirage est appelé tirage 
avec remise). Y désigne la variable aléatoire 
égale au nombre de figures obtenues dans ce 
tirage. Tous les tirages étant supposés équi- 
probables, établissez la loi de probabilité de 
Y puis calculez l'espérance mathématique de 
à 

3. Un joueur A parie d'obtenir au moins 
2 figures en tirant simultanément 3 cartes d'un 
jeu de 32 cartes. 
Un joueur B parie lui aussi d'obtenir au moins 
2 figures en tirant avec remise 3 cartes d'un 
jeu de 32 cartes. 
Tous les tirages étant supposés équiproba- 
bles, lequel des 2 joueurs a la plus grande 
probabilité de gagner son pari ? 

Soit n un élément de N*. 

1. Une urne contient (n +1) boules veries et 
(n — 1) boules rouges. Un essai consiste à tirer 
une boule. On suppose l’équiprobabilité des 
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tirages. Si la boule est rouge, on perd; si elle 
est verte, on gagne. 
Quelle est la probabilité P; de gagner ? Quelle 
est celle P, de perdre ? 

2. L'urne contient maintenant (n +1) boules 
vertes, (n—1) boules rouges et 2 boules 
oranges. Un essai consiste à tirer une boule. 
Si elle est rouge, on perd; si elle est verte, on 
gagne ; si elle est orange, on fait un autre essai 
sans remettre cette boule dans l’urne. Le jeu 
est donc terminé après trois essais au plus. 
Quelle est la probabilité P; de gagner et celle 
P; de perdre ? 
Comparez avec les résultats obtenus au 1. 

Une variable aléatoire inhabituelle 

Une boîte contient neuf carrés numérotés de 
1 à 9; une deuxième boîte contient quatre 
disques numérotés de 1 à 4. On tire indépen- 
damment un objet de chacune des deux 
boîtes. Les objets d'une même boîte sont 
supposés avoir la même probabilité d’être 
tirés. 

a/ On considère la variable aléatoire X qui, à 
chaque tirage, associe la valeur absolue de la 
différence des nombres indiqués sur les objets 
tirés. Déterminez la loi de probabilité de X et 
son espérance mathématique. 

b/ Déterminez et représentez graphiquement 
la fonction de répartition de X. 

Quatre jetons à caser 

On considère 4 cases numérotées de 1 à 4 et 
quatre jetons numérotés de 1 à 4. Un joueur 
place un jeton (et un seul) au hasard sur 
chacune des 4 cases. 

1. Combien y a-t-il de répartitions possibles 
des 4 jetons dans les 4 cases ? 

2. On suppose par la suite chacune de ces 
répartitions équiprobable. 
On dit qu’un jeton est «en place » quand il a 
été placé dans la case portant le même 
numéro que lui. 

a/ On associe à chaque répartition des quatre 
jetons dans les quatre cases le nombre de 
jetons «en place». On définit ainsi une 
variable aléatoire X. 
Déterminez sa loi de probabilité et représentez 
sa fonction de répartition. Calculez E (X). 

b/ On suppose que le joueur gagne 5 francs 
s’il met tous les jetons « en place », qu'il gagne 
x francs s'il ne met aucun jeton «en place » 
et qu'il perd 1 franc dans les autres cas. 
On désigne par Y le gain algébrique du joueur. 
Déterminez x pour que le jeu soit équitable 
(on dit qu’un jeu est équitable, lorsque l'espé- 
rance du gain est nulle). 

Jeu de billes 

On considère l'expérience aléatoire qui con- 
siste à lancer trois billes numérotées 1, 2, 3, 
en direction de trois trous notés a, b, c; 
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chaque bille entre dans un trou et chaque trou 
peut recevoir jusqu'à trois billes. 

1. Quel est le nombre de possibilités ? 

2. On suppose que les événements élémen- 
taires liés à cette expérience sont équipro- 
bables. 
Quelle est la probabilité pour que : 

a/ chaque trou reçoive une bille ? 

b/ le trou a reçoive deux billes exactement ? 

c/ chaque trou reçoive au maximum deux 
billes ? 

3. On désigne par X la variable aléatoire 
représentant le nombre de billes tombées dans 
le trou a. Définissez la loi de probabilité de X 
et déterminez son espérance mathématique. 

Médecins de nuit 

Dans une certaine ville, il y a trois médecins. 
Quatre habitants malades la même nuit appel- 
lent un médecin au téléphone après avoir 
choisi au hasard l’un des trois médecins dans 
l'annuaire. 

1. Quelle est la probabilité pour que les 
4 malades appellent le même médecin ? 

2. Quelle est la probabilité pour que les trois 
médecins soient appelés ? 

Vaccins 

Le quart d’une population a été vacciné contre 
une maladie contagieuse. Au cours d'une 
épidémie, on constate qu'il y a parmi les 
malades un vacciné pour quatre non vaccinés ; 
on sait de plus qu’au cours de cette épidémie, 
il y avait un malade sur douze parmi les 
vaccinés. 
Quelle était la probabilité de tomber malade 
pour un individu non vacciné ? 

Test 

Un laboratoire fabrique un test pour détecter 
des souris malades. 
Des essais montrent que 96 fois sur 100 le 
test est positif alors que la souris est malade. 
94 fois sur 100 le test est négatif alors que la 
souris n'est pas malade. 
Dans une population de souris comprenant 
3% de souris malades, on essaie le test sur 
une souris et on constate qu'il est positif. 
Quelle est la probabilité que la souris soit 
malade ? 

Dépistage 

Pour prévenir l'extension d’une épidémie 
virale on décide de soumettre la population 
menacée à des tests. D'une façon générale 
le résultat de chaque test est positif pour les 
porteurs de virus, négatif pour les personnes 
qui ne sont pas atteintes; mais il y a des 
exceptions. Le but de l'exercice est de compa- 
rer deux procédures de dépistage, l’une n’utili- 
sant qu'un test, l’autre consistant en la succes- 

En | 12 - Probabilités 

52 

53 

sion de deux tests identiques réalisés indépen- 
damment l’un de l’autre. 
On choisit un individu X au hasard et on 
considère les événements suivants : 
— V : « X est porteur du virus »; 
— T: «Je test appliqué à X est positif». 
On donne p (V)= 0,1 : 

p(T/V)=0,05 et p(T/V)=0,08. 

1. Dans cette question on étudie la procédure 
de contrôle qui n'utilise qu’un test. 
Calculez la probabilité pour que X soit porteur 
du virus sachant que le test appliqué à X est 
négatif. 

2. On effectue maintenant deux tests identi- 
ques dans des conditions qui garantissent 
l'indépendance des résultats. 
Calculez la probabilité pour que X soit porteur 
du virus sachant que les deux tests ont été 
négatifs. 

Probabilités et suite 

1. Démontrez que, pour tout réel x = 0 et pour 
tout entier n Z0, on a : 

(1+x)"=1+nx. 

2. On dispose de n boules numérotées de 1 
à n. On les place toutes au hasard dans n 
boîtes (chaque boîte pouvant contenir de O0 à 
n boules). On désigne par P, la probabilité 
que chaque boîte contienne exactement une 

n! 
boule. Montrez que P, =—- 

n n 

3. En utilisant le 1., montrez que, pour tout 
entier n >0, on a : 

n 

PF 

22 

; 

Déduisez-en que P, Sorel 

Quelle est la limite de P, quand n tend vers 
+ 00 ? 

n numéros n 

Soit ñn un nombre entier supérieur à 1. 
On considère une urne dans laquelle se 
trouvent : 
une boule portant le numéro 1, 
deux boules portant le numéro 2, 
trois boules portant le numéro 3, 
etc., 
n boules portant le numéro n. 

1. Combien l’urne contient-elle de boules ? 

2. On tire au hasard une boule dans l’urne, 
tous les tirages sont supposés équiprobables. 

al On suppose dans cette question que n est 
pair. 
Exprimez en fonction de n la probabilité pour 
que la boule tirée porte : 
— un numéro pair, 
— un numéro impair. 
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b/ Dans cette question, on suppose seule- 
ment que le nombre total de boules dans l’urne 
est 21. Quelle est la probabilité pour que la 
boule tirée porte un numéro strictement supé- 
rieur à 47? 

Indépendance de trois événements 

Par définition, dire que trois événements A, B, 
C sont indépendants, c'est affirmer que : 

p (ANB)=p (A)p (E) 
p (ANC)=p (A)p (C) [1] 
p(BNC)=p(B)p(C) 

et: p(ANBNC)=p(A)p(B)p(C). [2] 
Le but de l'exercice est de montrer que [2] ne 
se déduit pas de [1]. 
On lance deux pièces de monnaie discerna- 
bles, A est l'événement «/a première pièce 
donne face », B : «la deuxième pièce donne 
pile », C : «les deux pièces donnent ou toutes 
deux face ou toutes deux pile ». 

1. Les relations [1] sont-elles vraies ? 

2. La relation [2] est-elle vraie ? 

Trois variables aléatoires 

On considère une urne contenant trois boules 
identiques numérotées 1, 2 et 3. Trois tirages 
successifs avec remise sont effectués, et l’on 
appelle a, b et c les trois numéros ainsi 
obtenus; tous les tirages sont équiprobables. 

1. Soit X la variable aléatoire égale à la 
somme à + b. 
Etudiez la loi de probabilité de X. 

2. Soit Y la variable aléatoire égale à 2c. 
Calculez la probabilité de l'événement X = Y. 

3. On considère la variable aléatoire Z définie 

par : 

SIX=N alors 22: 
SX alors Z= Nr 
siX<Y, alors Z=+3. 

Donnez la loi de probabilité de Z. Quelle est 
l'espérance mathématique de Z? 

Pour les exercices 56 à 59, il est conseillé de revoir 

les T.P. 5 et 6, page 102. 

56. Une urne contient 12 boules blanches et 
8 boules noires. On effectue des tirages dans 
cette urne, chacune des 20 boules ayant la 
même probabilité d'être tirée. 

1. On tire simultanément 5 boules. Quelle est 
la probabilité d'obtenir : 

a/ 3 boules blanches et 2 boules noires ? 

57 

58 

59 

b/ des boules de couleurs différentes ? 

2. On tire successivement 5 boules, la boule 
tirée étant remise dans l’urne après chaque 
tirage. Quelle est la probabilité d'obtenir : 

a/ 3 boules blanches et 2 boules noires, dans 
cet ordre ? 

b/ 3 boules blanches et 2 boules noires dans 
un ordre quelconque ? 

3. On tire successivement 3 boules en remet- 
tant la boule après chaque tirage si elle est 
blanche, en ne la remettant pas si elle est 
noire. 
Quelle est la probabilité de tirer : 

a/ exactement une boule blanche ? 

b/ au moins une boule blanche ? 

On lance une pièce cinq fois de suite. On 
suppose que la probabilité pour avoir face est 
de 0,48. 

a/ Calculez la probabilité pour obtenir exacte- 
ment deux fois face. 

b/ Calculez la probabilité pour avoir au moins 
une fois face. 

Surprenant ? 

Un questionnaire à choix multiple (Q.C.M.) est 
constitué de 8 questions. 
Pour chacune d'elles, 3 réponses sont propo- 
sées dont une seule est exacte. 
Un candidat répond au hasard à chacune des 
8 questions. 
Quelle est la probabilité pour qu'il ait au moins 
4 réponses exactes ? 

Daltoniens 

1. Cinq pour cent des hommes sont dalto- 
niens; ceci signifie que la probabilité pour 
qu'un homme pris au hasard soit daltonien est 

5 
égale à 100! On suppose que le nombre N 

des hommes est suffisamment grand pour que 
une «légère» modification de N ne modifie 
pas cette probabilité. 
Quelle est la probabilité pour que, sur cinq 
hommes pris au hasard, trois exactement 
soient daltoniens ? 

2. Dans un groupe de 100 hommes, cinq sont 
daltoniens. On en choisit cinq. Quelle est la 
probabilité pour qu'il y ait exactement 3 dalto- 
niens parmi eux ? 

3. Expliquez pourquoi les résultats du 1. et du 
2. sont différents. 

Probabilités - 113 
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Rappelons qu'un formulaire de trigonométrie se trouve à la page 309 du tome 1. 

[1 Orientation du plan X+ 

Le plan est orienté lorsqu'on a choisi le même 

sens de parcours sur tous les cercles; le sens 

choisi est dit positif ou direct; en général, on 

choisit comme sens direct celui indiqué sur la 

figure ci-contre. 

Le plan étant orienté, un cercle trigonométrique 

est un cercle de rayon 1, orienté dans le sens 

direct. 

Angle d’un couple de vecteurs non nuls 
dans le plan orienté 

2.1. MESURES D'UN ANGLE DE VECTEURS. 

MESURE PRINCIPALE 

Dans le plan orienté, on associe à chaque couple de vecteurs non nuls un ensemble 

de mesures et on dit que ce sont les mesures de l'angle de vecteurs (ü, ÿ). 
Dans toute la suite, sauf mention expresse, ces mesures seront exprimées en radians. 

Par exemple, dans le cas de la figure 

ci-contre : 

e l'orientation du plan est celle indiquée = 
par la flèche rouge; DA » NBSE à dé 

e OÂ=ü, OB=Y; 

® siæestla mesure en radians de l'angle 
RS 

géométrique AOB, 0<a<x, alors, B 

on convient que chacun des nombres A 

a+2kx, avec keZ, est une mesure de LT 
l'angle de vecteurs (ü, Ÿ). O 
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On dit que « est la mesure principale de 

l'angle (ü, ÿ). Notez que la différence / e 
entre deux mesures quelconques est un u V Le 
multiple de 2x. Fu 

Autre exemple : dans le cas de la figure 

ci-contre, si «’ est une mesure de l'angle A' 
er — 

géométrique A'O'B', 0<a'<xr, toute 

autre mesure de l'angle (ü,vŸ) est: 
— æ'+2kx, avec keZ. On dit que (— a’) {ow B 
est la mesure principale. O' 

Ainsi, parmi toutes les mesures d’un angle de vecteurs, il en est une et une seule qui 

est dans l'intervalle[ —x; +], et c'est cette mesure qu’on appelle mesure principale. 

La valeur absolue de la mesure principale de l'angle (ü, v) est la mesure de 
l'angle géométrique déterminé par ü et v. 

2.2. ÉGALITÉ DE DEUX ANGLES DE VECTEURS 

Dire que deux angles de vecteurs sont égaux signifie qu'ils ont même mesure 

principale. 

Il en résulte qu'ils ont alors même ensemble de mesures. 

Nous écrirons alors : (ü, v) = (u’, vi) (modulo 2x), 

ou : (ü, v)=(u’, v') [2x]. 

Conformément à l'usage, nous confondrons un angle et sa mesure. Par exemple, 

+ — T . ce n — — T 

l'écriture (ü, v) = ne [2 x] signifie qu'une mesure de (ü, v) est — 3 Toutes les autres 

T 
mesures sont alors — = +2kx, keZ. 

2.3. LA RELATION DE CHASLES 

Pour tous vecteurs non nuls ü, V, W : 

(ü, v)+(v, w)=(üù, w). 

Cette relation signifie que la somme d’une mesure 

quelconque de (ü, ÿ) et d'une mesure quelconque 
_— 

de (ÿ, w) est une mesure de (ü, w). 
S4 

4 Mais la somme des mesures principales n'est pas, 

en général, la mesure principale de (ü, w). Par 
= 

exemple, si (ü, v) et (v, w) ont chacun pour de. 

mesure principale, alors est une mesure 

JT = 

de (ü, w), mais ce n’est pas sa mesure principale car n'est pas dans l'intervalle 

L=7: +T|. 
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De la relation de Chasles, nous déduisons que : 

ü, v)= (5, ü). 

2.4. ANGLE DE VECTEURS COLINÉAIRES 

Dire que les vecteurs non nuls ü et Ÿ sont colinéaires équivaut à dire que 

(ü, ÿ)=0 ou (ü, ÿ)=x, modulo 27. 

2.5. COSINUS ET SINUS DE L'ANGLE DE 

DEUX VECTEURS NON NULS 
Par définition, le cosinus (resp. le sinus) de l'angle (u, Ÿ) est le cosinus (resp. le 

sinus) de sa mesure principale « exprimée en radians. 

Remarque : cos(ü,v)=cos(v,u) et sin(u,v)=-—sin(v, ü). 

Repère orthonormal direct. 
Base orthonormale directe 

3.1. DÉFINITIONS 

Une unité de longueur étant choisie, un repère 

(O; i, j) est orthonormal si les vecteurs i etj sont 
unitaires, ||i]|=||f|=1, et si les droites (0; i) et 
O; j) sont perpendiculaires. 

Dans le plan orienté, si le repère orthonormal 

(oO; 1. j) est tel que (i, j) = + : on dit qu'il est direct 

et que la base Gi, j) est orthonormale directe. 

3.2. EXPRESSION DES COORDONNÉES D'UN VECTEUR ü EN 
FONCTION DE 0=(j; ü) 

(O ; si j) est un repère orthonormal direct; u est un 

vecteur non nul de coordonnées (a; b). Posons 

O=Qu) 

Alors : = |fü | cos 4, b= lu] sin 6. 

Ce résultat est redémontré au chapitre 7, page 161. 
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Déterminant d’un couple de vecteurs. 
Applications 

1.1. DEFINITION 

Nous avons montré dès la classe de Seconde que la colinéarité de deux vecteurs ü 

et v, dont on connaît les coordonnées (x; y), &'; y') dans une base (: j), se traduit 

par xy'—x'y =0. Et nous avons dit que le nombre xy'—x'y est le déterminant du 

couple (ü, Ÿ) dans la base (i, j). 

DÉFINITION 1 

Le déterminant du couple (ü, Ÿ) dans une base (ï, j) est le nombre 
y — x'y, où (x; y)et (x'; y’) sont respectivement les coordonnées de 

ü et V dans la base Gi; 5). 

Notation : ce déterminant est noté dét,,,(ü ; v) ou plus simplement, lorsque la base 
est déjà précisée : dét (u ; v). 

Re 

vor 
Le nombre xy'—x'y s'obtient alors par «produit en croix» dans l'ordre des flèches 

De 
Remarque : il résulte de la définition que : dét(u, v)= —dét(v, u). 

On écrit : dét(ü, v)= 

, et par soustraction : (1) — (2). 

1.2. EXPRESSION DU DÉTERMINANT DANS LE PLAN ORIENTÉ 
Nous allons voir que dans le plan orienté on peut calculer un déterminant sans 

utiliser de coordonnées. 

Considérons dans le plan orienté, un repère 

orthonormal direct (O; 1} j), et deux vecteurs 

uü et v, non nuls, dont les coordonnées 
respectives dans la base orthonormale 

directe (Gi; j) SON ab) (cd); 

ü=ait+b} 

ÿ=cit+dj. 

Le déterminant de (ü; v) dans la base (r j) est donc : ad — bc. 

Posons : a=(i,ü) et B=(i, v). 

D'après le paragraphe 3.2. de «Pour prendre un bon départ» (voir p. 116): 

a={|lul cos a b=|üùl sin a 

c={|vl cos 8 d=|v| sin. 

Donc, ad-—bc=||ù|| cos ax vi] sin 8-|fü| sin a x || cos 8 

= |[ü| Iw]| (cos à sin B—sin « cos B) 

= |fü] Ir] sin 00. 
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Or, B — « est une mesure de l'angle (ü, Ÿ) : en effet, d’après la relation de Chasles : 

G9=(62+G 9 
= —(i, ü)+(i, v)=-a+8. 

Donc, dét(ü, v)={||u|||[ÿ|| sin (ü, v). 
Remarque : lorsque l’un des vecteurs au moins est nul, nous poserons dét (ü, v)=0, 

en conformité avec la définition 1, car alors : xy'— yx'=0. 

THÉORÈME 1 

Dans toute base orthonormale directe du plan orienté, le déterminant 
du couple (ü, Ÿ), avec ü et v non nuls, est égal à : 

(|| 1] si (&, v). 

COMMENTATRRES EE 

1. Le déterminant dépend de l'orientation choisie; en effet, si « 
est une mesure de (u; v) pour une orientation du plan, alors —-« 
est une mesure de (äü, v) pour l’autre orientation possible; et 
sin(— æ)=—sin œ. 
Le déterminant est donc transformé en son opposé par changement 
d'orientation du plan. 

2. Le déterminant dépend aussi de l'unité de longueur choisie, car 
tel est le cas pour la norme d’un vecteur. 

1.3. COLINÉARITÉ DE DEUX VECTEURS 
Rappelons le résultat établi en classe de Seconde : 

THÉORÈME 2 

Dire que deux vecteurs ü et Ÿ sont colinéaires équivaut à dire que le 
déterminant du couple (ü, v), dans n'importe quelle base, est nul. 

Remarque : nous pouvons retrouver ce résultat, dans le cas de bases orthonormales 

directes. En effet, dans ce cas, dire que le déterminant (ü, Ÿ) est nul équivaut à dire, 

lorsque ü et v sont non nuls, que sin(ù, v)=0, donc que (ü, v)=0, ou (ü, v)=x, 
donc que ü et Ÿ sont colinéaires (paragraphe 2.4., page 116). 

Lorsque l’un des vecteurs est nul, les deux vecteurs sont alors colinéaires et 

dét(uü; v)=0. 

COMMENTAIRE, ee 0 

Lien avec le déterminant d’un système de deux équations linéaires 
à deux inconnues. 
Soit le système (S) d'inconnue le couple (x; y) : 

S (x + by =k 

ax D'y = KL. 

Soit (O ; F j) un repère. 

Notons u, v, W, les vecteurs qui dans ce repère ont pour coordonnées 
respectives (a; a’), (b; b')et (K; k'). 
Alors, dire que (x; y) est solution de (S) équivaut à dire que l’on a : 
XU + YV=W. 

Cherchons donc les couples (x; y) de réels tels que l’on ait : 
XU + YV = W. Supposons u et v non colinéaires; alors on sait que 
(Oo; U, v) est un repère du plan, et donc que tout vecteur t s'écrira 
de manière unique : t=«u +Bv; en particulier, il existe un couple 
unique (x; y) tel que W = xu + y. 
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Dans le cas où ü et v ne sont pas colinéaires, le système (S) a donc 
une solution et une seule. Or d'après le théorème 2, dire que ü et v 
ne sont pas colinéaires, équivaut à dire que dét(ü; v)Æ0; or 

de VE a 
dét(ü; v)= nr 

connu : si ab'—a'b #0 le système (S) a une solution et une seule. 
Dans les classes antérieures, nous avons appelé ab'—-a'b le 
déterminant du système (S). 

= ab'—ba', et nous retrouverons le résultat 

EXEMPLE D'APPLICATION : équation d’une droite. 

Dans un repère (O; Fe j), la droite d passe par le point A(3; 1) et a pour direction 

celle du vecteur ü (2; 1). Comment trouver une équation de d ? 

Dire que le point M(x; y) appartient à d équivaut à dire que les vecteurs AM et u 

sont colinéaires, donc que dét(ü; AM)= 0. Or, les coordonnées de AM sont 
 — = ? 

-—3; y-1)et dét(uü, AM)= | ; . =(x—3)—-2(y—1). 
= 

Une équation de la droite d est donc : x—2y —2=0. 

1.4. AIRE D'UN TRIANGLE ET AIRE D'UN PARALLÉLOGRAMME 
Nous avons vu en classe de Première que A D 

l'aire S d'un triangle ABC est telle que : 

2S= bc sin A= ca sin B= ab sin Ce 
É R — 

avec a =BC, b=AC, c=AB, A= BAC, 
_— CT AS Re 

B= CBA, C= BCA. 

Il résulte directement de l'expression du 

déterminant et de celle du sinus d’un angle 

de vecteurs que : B C 

aire (ABC) = > laét (BE BC, BA)| = = laét(AE AB, AC) = > laét(CA CÀ, CB). 

L'aire du NE ANUS ABCD est égale à 25, oùS est l'aire du triangle ABC ou ADC, 

donc : aire du parallélogramme ABCD = |dét (AB, AC)|. 

Dans cette formule, le déterminant est calculé dans une base orthonormale directe. 

Angles directs, triangles et 
quadrilatères directs, dans le plan orienté 

2.1. ANGLES DIRECTS 

Un angle de vecteurs est direct si sa mesure appartient à J0; x{ et indirect si 

elle appartient à ]—7x; Of. 

+ 

Dans le cas de la figure, pour tout M du M x 

demi-plan P;, l'angle (MA, MB) est direct (sa 

mesure principale est dans ]0; xl), pour tout 

point N du demi-plan P,, l'angle (NA, NB) 
est indirect (sa mesure principale est dans 

]-1x; O[). P, 

N 
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2.2. TRIANGLES ET QUADRILATÈRES DIRECTS 
Par définition, nous disons qu'un triangle C : 
ABC est direct lorsque l'angle (AB, AC) est Ee 
direct, c'est-à-dire lorsque la mesure princi- 

pale de (AB, AÛ) est positive, donc égale à 

BAC. 

En d’autres termes, dire que le triangle ABC 

est direct, c'est dire que sur le cercle circons- 

crit à ce triangle, les points A, B, C se A B 

succèdent dans le sens direct. 

On définit de même un quadrilatère de sens 

direct. 

[3 Angles de vecteurs dont les mesures diffèrent 
d'un multiple de pi 

Pour exprimer plus commodément la colinéarité de deux vecteurs, la cocyclicité de 

quatre points, nous introduisons, conformément au programme, les «angles de 

vecteurs modulo pi». Cette notion ne sera plus utilisée dans les « Cours » des autres 

chapitres. 

3.1. DÉFINITION ET EXEMPLES 

DÉFINITION 2 

Dire que (ü, v)=(u, v') (modulo x) signifie : 
e ou bien que (ü, v) et (u’, v’) ont la même mesure principale; 

e ou bien que leurs mesures principales diffèrent de pi. 

EXEMPLES 

D" 2 “ ” JT . Es eur : F_ 

1. Si (ü, v) a pour mesure principale LL et si (u’, v') a pour mesure principale -— 

alors : 

(ü, v)=(u’, v') (modulo x), car se (-£2) = 
4 a 

2 D 2. Si (ü, Ÿ = [2x], et si (u’, = [2x], 

alors : (ü, ÿ)=(u’, v') (modulo x). 

: : —æ — 27 Le rer T En effet, la mesure principale de (ü, Ÿ) est ;" celle de (u', v') est EL : 

— 
! 

13 Æ 
3 Star = [2x] et si (u’, 7)= [2x], 

alors : (ü, ÿ)=(u’, v') (modulo x) 

car (ü, v) et (u’, v') ont tous deux ; pour mesure principale. 

Remarque : dans les exemples 1. et 2. les angles (ü, v) et (u’, v’) ne sont pas égaux. 
Dans l'exemple 3., ils le sont. 
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3.2. CONSÉQUENCES 
Il résulte directement des définitions que : 

e si: (ù, v)=(u’, v') (modulo 2), alors (ü, ÿ)=(u’, v’) (modulo x). 

En effet, (ü, v)={(u’, v') (modulo 2x) signifie que (ü, v) et (u’, v’) ont la même 
mesure principale. 

e La relation de Chasles, vraie modulo 2 x, reste donc encore vraie modulo x. 

Remarque : notez que (ü, = (a, 4 v') (modulo x) n'implique pas 

(ü, v)=(u’, v') (modulo 2x) (voir les exemples ci-dessus). 

3.3. INTÉRÈT DE LA DÉFINITION 2 
Cette définition permet d'exprimer plus simplement certains résultats. 

e Il en est ainsi, par exemple, de la colinéarité de deux vecteurs non nuls. Nous 

avons vu, page 116, que la colinéarité de deux vecteurs ü et Ÿ non nuls se traduit 

par (ü, ÿ)=0 [2x], ou (ü, ÿ)=x [2x]. 

Avec la définition 2, nous pouvons énoncer maintenant le résultat suivant : 

Die jus üu et v sont Luc oires équivaut à dire que : 

(ü, v)=0, modulo x. 

e De même, nous pourrions énoncer le résultat suivant : 

Lorsque u’ est colinéaire à ü (= A ü) et lorsque v’ est colinéaire à 

v:(v/=1%), alors (u’, v’)= F Ÿ) (modulo 7). 

— _ 
! v' — v 7 : 

— 
=" + u 
V U 

FF =: re 

u U u 

= } a v 
y" 

1 v 

ie 
< 

= as 

Conséquence pratique : lorsqu’ on ape modulo x, on peut remplacer (re, Ÿ) par 

n'importe quel couple (u’, v v') avec u” colinéaire à ü et v’ colinéaire à v. 

Remarquez que cela est faux lorsqu'on travaille modulo 2x. 
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4. Le théorème de l'angle inscrit. Application 

4.1. LE THÉORÈME DE L'ANGLE INSCRIT 

THÉORÈME 3 

_ À, M,B sont trois points distincts 
d'un cercle de centre O. 
Alors, 

2(MÀ, MB)=(OÀ, OB) (modulo 2 7). 

Démontrons ce théorème. Toutes les égalités qui suivent sont modulo 2 x. 

D'après la relation de Chasles, (MA, MB) = (MA, MO) +(MO, MB). [1] 
Or, les triangles AOM et BOM sont isocèles en O, donc : 

(MA, MO)= (AO, AM) et (MO, MB)=(BM, BO). 

Donc, (MA, MO)+(MÀA, MO)=(AO, AM)+ (MA, MO). 

Mais (AO, AM)=(—OÀ, —-MA)=(OÀ, MA), 
d'où : (MA, MO) + (MA, MO) = (OÀ, MA) + (MA, MO)= (OA, MO). 
De même, nous obtiendrions : (MO, MB) + (MO, MB) = (MO, OB), et d'après [1] : 

(MA, MB)+(MA, MB)=(OÀ, MO) +(MO, OB)=(OÀ, OB) [2x]. 

Remarque : notons w la mesure principale de (OA, OË) et æ la mesure principale de 

(MA, MB). Nous obtenons, d'après le théorème 3, 24 =« (modulo 2 x), c'est-à-dire : 

) 
24=w+2kx, d'où ner 

) 
Puisque « et 2 sont dans l'intervalle [—x; +zx], k ne peut prendre que les valeurs 

Dion 
A) ) ro) 

Donc, . ou æ“=—+7, où A 

COMMENTAIRE 
Avec les angles géométriques, nous obtenons les résultats indiqués 
par les figures ci-dessous. L'utilisation des angles de vecteurs permet 
de ne pas distinguer tous ces cas. 

TS Re 

L'angle AMB est dit inscrit dans le cercle, l'angle AOB est dit angle 
au centre. 

M 
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4.2. ANGLES INSCRITS INTERCEPTANT LE MÊME ARC 

Si nous supposons maintenant les deux points A et B choisis et fixés sur le cercle, 

le théorème 3 reste valable quel que soit le point M du cercle, distinct de À et de B. 

Ainsi, pour deux points M et N du cercle, la mesure principale de (MA, MB) est soit 

a) n)] œ@ _— 
D. soit Ga soit ar et il en est de même de (NA, NB). 

Il en résulte, soit qu'ils ont la même mesure principale, soit que leurs mesures 

principales diffèrent de x, et donc, d’après la définition 2 que : 

(MA, MB)= (NA, NB) (modulo x). 

THÉORÈME 4 

À et B sont deux points distincts d’un cercle. 
Pour tous points M et N du cercle, distincts de A et de B : 

(MA, MB) = (NA, NB) (modulo x). 

COMMENTAIRE 

Les angles (MA, MB) et (NA, NB) ont même 
mesure principale lorsque M et N sont dans 
le même demi-plan de frontière (AB), et ils 
ont des mesures principales qui diffèrent de 
x lorsque M et N ne sont pas dans le même 
demi-plan de frontière (AB). 

SAS à 
Les angles géométriques AMB et ANB sont 
égaux ou supplémentaires. 

4.3. POINTS COCYCLIQUES 

THÉORÈME 5 

M, N, À, B sont quatre points tels que trois d'entre eux ne sont pas 
alignés, et tels que : 

(MÀ, MB) = (NA, NB) (modulo x). 
Alors, M, N, A et B sont sur un même cercle. 

Conformément au programme, ce théorème est démontré en Travaux pratiques, voir 

le T.P. 1 d'application. 
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Points cocycliques 

Dire que des points sont cocycliques signifie qu'ils appartiennent à 
un même cercle. 

Le but de ce T.P. est de trouver une condition nécessaire et suffisante pour 
que quatre points soient cocycliques. 

== 1.1. Préliminaire : angles à côtés perpendiculaires 

A, B, M, N sont quatre points du plan, 
distincts et tels que les droites (MA) et 

(NA) d'une part, (MB) et (NB) d'autre 

part, soient perpendiculaires. leu 

Les angles (MA, MB) et (NA, NB) sont 
dits à côtés perpendiculaires. 

a/ Pourquoi les points À, B, M, N appartiennent-ils à un même cercle ? 

b/ Déduisez-en que : 

(MA, MB)= (NA, NB) (modulo x). 
On énonce le résultat suivant : 

Si les angles (MA, MB) et (NA, NB) sont à côtés perpendiculaires, 
alors : 

(MA, MB) = (NA, NB) (modulo x). 

== 1.2. Angle inscrit avec un côté tangent 

1. € est un cercle de centre O; A et B sont deux points distincts de ce cercle. 
T est un point de la tangente en À à €, et distinct de A. De plus I est le 

milieu de [AB]. On dit parfois que (AT, AB) est un angle inscrit avec un côté 
tangent. 

a/ En utilisant 1.1., montrez que : 

(AT, AB)=(OÀ, OÏ) (modulo x). 
b/ Déduisez-en que : 

1 
(AT, AB) > (OA, OB) (modulo x). 

c/ M est un point de € distinct de A et 
de B. 
Pourquoi a-t-on : 

(AT, AB)= (MA, MB) (modulo x)? 

Nous énonçons alors le résultat suivant : 
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Quels que soient les points M, A, B, distincts deux à deux d’un cercle 
€ de centre O, et quel que soit le point T de la tangente en A au cercle, 
TÆA : 

(AT, AB)=(MÀ, MB) (modulo x). 

2. Réciproquement, dans la même situation, supposons que T' soit un point 
distinct de A, et tel que : 

AT, AB) = (MA ; MB) (modulo x). 

Le point T' est-il sur la tangente en A au centre ? 

En utilisant la relation de Chasles, montrez que : 

(AT, AT')=0 (modulo x), 

et concluez sur la position du point T'. 

L'ensemble des points T, distincts de A, tels que : 

(AT, AB)=(MA, MB) (modulo x), 
avec ME, est la tangente en A au cercle €, privée de A. 

== 1.3. Points cocycliques 

A, B, C, D sont quatre points distincts deux à deux. 
Supposons que les points À, B, C ne soient pas alignés. Nous savons, d'après 
le théorème 5 que si D appartient au cercle qui passe par A, B, C, alors : 

(C+ CB) = (DA, DB) (modulo 7). 

Nous nous proposons d'étudier la proposition réciproque, à savoir : que 
peut-on dire d’un point D tel que : 

(CA, CB)=(DA, DB) [modulo x] 
sachant que À, Bet C ne sont pas alignés ? 

1. Vérifiez que les points A, B et D ne sont pas alignés. 

2. Notons € le cercle circonscrit à ABC et €’ le cercle circonscrit à ABD). 
Notons T un point distinct de A de la tangente à € en A. 

a/ Montrez que (AT; AB)=(DA, DB) [modulo x]. 

b/ Déduisez-en que T est sur la tangente en A au cercle €’ (voir le 
point 2 de 1.2.). 

c/ Déduisez-en que € et €’ sont confondus. 

Nous avons démontré, pour quatre points dont trois ne sont pas alignés, que 

«A, B, C, D sont cocycliques» implique «(CA, CB)=(DA, DB) [x}», et 

réciproquement que « (CA, Che = (DA, DB) [x] » implique «A, B, C, D sont 

cocycliques ». 

Les deux propositions sont donc équivalentes. D'où le résultat suivant : 

À, B,C, D sont quatre points tels que trois d'entre eux ne sont pas 
alignés. 
Dire que A, B, C et D sont cocycliques équivaut à dire que : 

(CA, CB) = (DA, DB) [modulo x]. 
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Ensemble des points M tels que 

(MA, MB)= a (modulo x) 
A et B sont deux points donnés, « un réel donné. 
Le but ici est de déterminer l’ensemble E des points M tels que 

(MA, MB)=« (modulo x), et de construire cet ensemble pour quelques 

valeurs de «. 

== 2.1. Recherche de cet ensemble 

1. Supposons que « soit un multiple de x; «= kx avec keZ. 
Vérifiez que l'ensemble E est la droite (AB) privée des points À et B. 

2. Supposons que « ne soit pas un multiple de x. 

TT 
a/ Choisissons par exemple æ=— Placez un point M tel que 

(MA, MB)=« (modulo x). 

b/ En utilisant les résultats du T.P. 1, montrez que E est le cercle 
circonscrit au triangle ABM, hormis les points A et B. 

c/ Sans utiliser le point M, mais en utilisant la droite (AT), telle que 
a 
(AT, AB)=7 construisez le centre de ce cercle (voir T.P. 1, para- 

graphe 1.2.). 

d/ Quel est l'ensemble E’ des points M tels que : 

RS  G 
(MA, MB) = 7 (modulo 27)? 

3. Reprenez les questions du 2., avec : 

T T ST 

4 4 4 

== 2.2. Application à la Topographie 

La Topographie a pour but de représenter, sur 
une feuille plane, une portion plus ou moins 
grande de la surface terrestre. Un topographe est 
celui qui dresse la «carte» d’une région. 
Pour ce faire, il dispose d’une planchette sur 
laquelle est collée sa feuille de dessin, et sur cette 

feuille se trouvent matérialisés par des points 
certains repères naturels tels que clochers, châ- 
teaux d’eau, pylônes électriques, etc. 
Il arrive parfois que le topographe, situé en un 
lieu M du terrain, veuille placer (approximative- 
ment) ce point M sur sa feuille de dessin. En 

termes de métier, on dit qu'il «se relève». 
Il opère alors ainsi : il mesure les angles entre 
sa position M et des points A, B, C déjà 
matérialisés sur sa feuille. Puis, en utilisant les 
ÉRURE du 2.1. il place le point M. 

supposez que le topographe voit, du point 
M où il est, trois clochers, À, B, C tels que 
(en degrés) : 

AT ÉD 

AMB =60, BMC =45. 
Supposez que, sur sa feuille, les points À, 
B, C soient disposés comme ci-contre 
(l'unité de longueur est le centimètre). 
Où se trouve le point M ? 
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COMMENTAIRE 
Pour dresser les cartes, on utilise de plus en plus les photographies 
aériennes, mais certains travaux nécessitent d'aller encore sur le 
terrain, et parfois encore de «se relever». 

[3 Quelques applications de la cocyclicité 

Les cinq exercices sont indépendants. 

= 3.1. Construction sans rapporteur d’une bissectrice 

1. BAC est un ngjle inscrit dans un pee À 
cercle de centre O. La médiatrice de [BC] NX 
coupe en I l'arc intercepté par l'angle B LIT c 

BAC: 

3 PTS 

La droite (AI) est bissectrice de BAC. 

Pourquoi ? 

2. PQR est un triangle donné. 

Comment construire les bissectrices intérieures sans utiliser le 
rapporteur ? @' 

== 3.2. Des angles constants 

Deux cercles € et €’ sont sécants 
en A et B. Par B, on trace une droite 

d qui recoupe le cercle € en M et 
le cercle €’ en N. 

N 
La mesure de chacun des 
angles du triangle AMN ne dépend pas du choix de la droite d. 
Pourquoi ? 

== 3.3. Les symétriques de l’orthocentre 
par rapport aux côtés 

ABC est un triangle, H est son orthocentre. 

Nous allons voir que le symétrique de H par 
rapport à l’un des côtés est sur le cercle 
circonscrit à ABC. 

Ce résultat a déjà été démontré en classe de Première et de plusieurs façons. 
En voici une autre. 
Notons K le symétrique de H par rapport à (BC). 

a/ En utilisant le fait que la réflexion transforme un angle de vecteurs 
en son opposé, vérifiez que : 

(KB, KC) = (HC, HB) (27). 

b/ Quel est le résultat qui permet d'affirmer que : 

(HB, HC) = (HB', HC’) (modulo x)? 

c/ Montrez que (KB, KC) = (AB, AC) (modulo x), puis concluez. 
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== 3.4. Un parallélisme surprenant 

@, et >: sont deux cercles 
sécants en À et B. Par À, on 
mène une sécante quelconque 
qui coupe le cercle €, en M et 
le cercle 6, en N. Par B, on 
mène une sécante quelconque 
qui coupe 6, en M' et 6; en N’. 
Alors les droites (MM) et 
(NN') sont parallèles, nous 
allons le démontrer. 

MÉTHODE 
La présence de nombreux points cocycliques invite à utiliser les angles 
pour démontrer le parallélisme. 
Nous allons donc démontrer que MM’ et NN’ sont colinéaires, 

c’est-à-dire que (MM’, NN’)=0 (modulo x). 
Nous allons donc calculer DES ; NN’) de façon à utiliser les hypothèses. 

1. Justifiez chacune des égalités suivantes : 

a/ (MM’, NN°)=(MM’, M'B)+(M'B, NN’) (modulo x). 
b/ (MM’, M'B)=(M'M, M'B) (modulo x). 
c/ (M'M, M'B)= (AM, AB)=(AN, AB) (modulo x). 
d/ (AN, AB)=(N'N, N'B)=(N'N, M'B) (modulo x). 
2. Concluez. 

== 3.5. La droite de Simson 

ABC est un triangle, M est un point 
quelconque, P est le projeté orthogonal 
de M sur (BC), R est le projeté orthogonal 
de M sur (AB), et Q celui de M sur (AC). 

Le but est de caractériser le point M 
tel que P, R et Q soient alignés. 

1. Justifiez les égalités suivantes : 

a/ (MA, MR)=(QÀ, QR)=(CÀ, QR (modulo x). 

b/ (MR, MB)= (PR, Poe (PR, CB) (modulo x). 
c/ (CA, À, CE)= (CA, QR)+(QR, PR)+ (PR, CB) (modulo x). 
d/ (CA, CB)=(MÀA, MB)+(QR, . 
2. a/ re que les deux propositions suivantes sont équiva- 
lentes : 
(A) M est sur le cercle circonscrit au triangle ABC. 

(B) les points P, Q et R sont alignés. 

b/ Rédigez le théorème que vous venez de démontrer en utilisant la 
locution si, et seulement si. 

La droite (PQR) est appelée droite de Simson associée au point M du cercle 
circonscrit au triangle ABC. 

128 - Angles de vecteurs. Déterminants. Points cocycliques 



GÉOMÉTRIE 

EXERCICES ET PROBLÈMES 

Pour tester a/ les vecteurs sont colinéaires et de même 
e sens, 

ses connaissances b/ les vecteurs sont colinéaires et de sens 
inconnus, 

_6.|Dans un repère, les vecteurs Ü et V ont 
Pour les exercices 1 à 7, une seule des réponses respectivement pour coordonnées (—6; 21), 
RISROSC ESS LERaElES (— 2; 7). Alors leur déterminant est : 

1.| Un angle de vecteurs a pour mesure en radians A} 0 Di 42 ECG! 
JT ol . — — 

— 41 a Alors, sa mesure principale est : | 7./ et j sont des vecteurs non colinéaires. 

7x 5x ss Les vecteurs Dies tai et V=2i+1j sont 
ARR DIE Ci — EU 

6 6 6 colinéaires lorsque : 

4 3 3 
ARDENNE 

3 4 4 
À 

2. |Deux vecteurs ü et V sont tels que : 
RES IT 

(ü, Pie modulo 2. Alors : 

PR OUT 
a/ (-ü, Are (modulo 2 x), 

Pour les AN 8 à 10, on donne une mesure 
os T d'un angle (Ü, V). Donnez la mesure principale de 

b/ (—-ü,v)= 75 (modulo 2x), (G, v), son cosinus et son sinus 

27 TT 9x 77 
c/ (—-Ü,V)= -— (modulo 27). 8. 17 —- 9. — —. 10. —. 

8 3 4 6 

.|Deux vecteurs ü et V sont tels que : Pour les exercices 11 à 13, trouvez, grâce aux 
T informations données, la mesure principale de 

(ü, DE modulo zx. Alors : l'angle (ü, V)=a. 

“ AVS 
a/ (Eu ne (modulo x), 11. sin ES tan a <0. 

D CE 4x MSA a) 12 tana=-V3, cos a<0. 

1 

13. cos a=—-—,  tana>0. 
c/ (-ü,v)= == (modulo x). Fos 

JT 

= 5x ; } Fe ; 
v') a pour mesure —: Alors : Pour les exercices 14 à 17, U et V sont donnés par 

leurs coordonnées dans la base orthonormale 
directe (/, j). Calculez sin(t: v) al (G,v)=(u’,v') (modulo 2x), 

bi (ü, v)= —(u’, v’) (modulo 2x), Ha ü=37-47; 15. U=-21+); 
c! (ü,v)=(u’,v') (modulo x). V=-j-2). V=2i-j. 

16. ü=(1+V2)i+(V2-1);; 
V= 5. Deux vecteurs ü et V sont tels que : 

(ü, ÿ)=0 (modulo x). 17. Ü- 

Alors on peut affirmer que : V 

La V2-1)i+(V2+1)j. 

3—-2V2)i+j; 
=(V2-1)i+(V2+1)j. 
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Pour les exercices 18 à 20, trouvez les valeurs du 
réel a pour lesquelles les vecteurs ü et V sont 
colinéaires. 

Pour les exercices 21 et 22, en utilisant le 
déterminant d'un couple de vecteurs, déterminez 
une équation de la droite D. 

21. D passe par A(2; —3) et B(—1;5). 

22. D passe par A(3; —-1) et est parallèle à la 
droite d'équation 4x —5 y +1=0. 

Pour les exercices 23 à 25, calculez l'aire du 
triangle ABC, connaissant les coordonnées des 
sommets dans un repère orthonormé direct. 

23. A(1:=1) B(4;—5); C(0; 3). 

24 A2 D PB 5 CSP) 

25. A(—2; —2), B(6; —1), C(0;2). 

Pour s’entraîner 

26. À et B sont deux points donnés. Représentez 
l'ensemble des points M tels que : 

(MA, MÉ)=" (modulo 2x), puis l’ensemble 

des points N tels que : 

ET 
(NA, NB)=7 (modulo x). 

27. AetB sont deux points donnés. Représentez 
l’ensemble des points M tels que : 

JT 

A (MA, MË) = — 3 (modulo x). 

28. ABC est un triangle et € le cercle circonscrit 
au triangle. Par A, on mène la tangente (tf') 
au cercle €. t 

29. 

30. 

31 

Une droite d parallèle à cette tangente coupe 
[AB] en D et [AC] en E. 

1. Justifiez les égalités suivantes : 

ADE = ACB et  AED = ABC. 

2. Montrez que le quadrilatère BDEC es 
inscriptible, c'est-à-dire que les quatre points 
B, D, E, C sont cocycliques. 

Triangle orthique 

ABC est un triangle dont tous les angles sont 
aigus. [AI], [BJ], [CK] sont les trois hauteurs, 
H est l’orthocentre. 

1. Montrez que B, K, H et I sont cocycliques. 

2. Montrez que H, I, C, J sont cocycliques. 

A 

B | C 

3. Déduisez-en que (AI) est bissectrice de 
EE 

KI . 
CR. 

4. Montrez que (JB) est bissectrice de KII , 
TE 

puis que (KC) est bissectrice de IKJ . 
Ainsi les bissectrices intérieures du triangle 
IK sont les hauteurs du triangle ABC (IJK est 
appelé triangle orthique du triangle ABC). 

ABC est un triangle équilatéral. 
Le but de l'exercice est de situer les points M 
tels que, modulo x : 

(MÀ, MË) = (MB, MC) = (MC, MÀ). 
1. Démontrez que, s’il existe un tel point M, 

alors (MÀ, M) == (modulo rx). 

2. Concluez. 

Nombres complexes 

À, B, C et D sont quatre points deux à deux 
distincts, du plan complexe. Trois d’entre eux 
ne sont pas alignés. Leurs affixes respectives 
sont a, b,c, d. 
Montrez qu'une condition nécessaire et suffi- 
sante pour que À, B, C et D soient cocycliques 

(b—c)(a — d) 
est que : PRES SRE soit un réel. 
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32. On considère dans le plan complexe les points 
© d'affixe zéro, A d'’affixe 1, B d'affixe — 1. 
A tout point M du plan complexe d'affixe z Æ1, 
on associe le point M’ d’affixe : 

21 
! 
7 

eZ 
1. a/ Établissez que |z'|=1. 

! j 7 
b/ Etablissez que : est réel. 

! 

c/ Établissez que ; est imaginaire pur 

(c'est-à-dire est le produit de / par un réel). 

2. a/ Interprétez géométriquement, à l’aide 
des points M, M', O, A, B les trois propriétés 
établies dans la question précédente. 

b/ Donnez une construction géométrique de 
M’ connaissant M. 

33*. Soit un triangle ABC, les points P, Q et R pris 
respectivement sur (BC), (CA), (AB) et tous 
distincts de À, B et C. Démontrez que les 
cercles CPQ, AQR et BRP passent par un 
même point I puis démontrez que ABCI sont 
cocycliques si, et seulement si, les points P, 
Q et R sont alignés. 

34. Soit À, B, C, D quatre points distincts deux à 
deux, cocycliques et tels que les droites (AB) 
et (CD) soient orthogonales. On note O le point 
d’intersection de (AB) et (CD) et O’ le milieu 
de [AD]. Montrez que (OO) est orthogonale 
à (CB). 

35. Soit ABC un triangle (de sens direct) ayant 
ses trois angles aigus. 

1. Construisez les cercles C;,, C, et C. tels 
que : 

e C; —-{C, B} soit l’ensemble des points P 
tels que : 

(PC, PÉ)=" El, 

e C, — {A, C} soit l'ensemble des points Q 
tels que : 

(QÀ, ac) =" Er], 

e C. —{B, A} soit l'ensemble des points R 
tels que : 

—— — BEF 

(RB, RA)= [x] 

(on pourra utiliser les triangles équilatéraux 
construits à l'extérieur du triangle ABC et dont 
un côté est [CB], [AC] ou [BAÏ). 
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Démontrez que C,, C; et C: ont un point 
commun, noté I. 

2. Soit P un point de C, extérieur au triangle 
ABC. La droite (PC) recoupe C; en un point 
Q. Soit R le point d'intersection des droites 
(QA) et (PB). Montrez que R est un point de 
C.. Quelle est la nature du triangle PQR ? 

3. À chaque triangle PQR on associe : 

{(PQR)=IP +1Q+IR. 

a/ Déterminez P pour que IP soit maximum. 
Soit P, ce point. Construisez le triangle 
Po Qo Ro déterminé à partir de P4. 

b/ Montrez que € (PQR) est maximum pour 
Po Qo Ro. 

Pour chercher plus 

36. 

37. 

38. 

d est une droite et À est un point extérieur à 
d. À est la perpendiculaire à d menée par A. 
H est un point quelconque de A. 
Existe-t-il sur la droite d deux points B et C 
tels que H soit l’orthocentre du triangle ABC 

DU : ges 

ettels que 3 soit une mesure de l’angle BAC 7? 

Lieu géométrique 

I et J sont deux points d’un cercle €. M est 
un point de €. La perpendiculaire en I à (MI) 
rencontre (MJ) en P, et la perpendiculaire en 
J à (MJ) rencontre (MI) en Q. 
M décrit le cercle €. 

1. Quel est alors le lieu géométrique du point 
P? du point Q? 

Indication : montrez que, modulo x, les 

angles (PI, PJ) et (QI, QJ) sont constants. 

2. Montrez que (PQ) passe par un point fixe. 

ABC est un triangle. 
€. est le cercle tangent à (AB) et passant par 
BetC, 
€ est le cercle tangent à (CB) et passant par 
Cet A, 
€: est le cercle tangent à (AC) et passant par 
A et B. 
Démontrez que ces trois cercles ont un point 
commun. 

39*. À, B, C, D sont quatre points. Trouvez 
l’ensemble des points M tels que : 

dét (MA, MÉ) = dét (MC, MD). 



Problèmes de synthèse 

40. Avec les nombres complexes 

Partie A 

Dans le plan complexe muni d’un repère 
orthonormal direct, A, B, H sont les points 

a +b 
‘et a D. d’affixes respectives à, b et 

À chaque point M(z) distinct de A, B, H, on 
associe le point M’ (z') tel que : 

Zn due me 

Ze 2 D; 
[1] 

1. Montrez que (M'À, M'É)=(MÀ, MÉ) + x, 
modulo 2 x. 

2. a/ Montrez que : 

F-25897 
b/ Déduisez-en que la droite (AB) est bissec- 

trice de (HM, HM'), et que : HM x HM' = HA. 

c/ Montrez, sans calculs nouveaux, que si K 
est le milieu de [MM'], la droite (MM') est 

bissectrice de (KA, KB). 

3. On suppose que : 

a=2i, b=4+8i, z=1+d4i. 

Placez alors le point M'(Z'). 

Partie B 

Application aux racines carrées d’un nom- 
bre complexe 

1. « est un complexe non nul, z; et z, sont 
les deux racines carrées de «-. 
Les points M;, M,, À, B ont pour affixes 
respectives Zz;, z, « et 1. 
Montrez que pour a =« et b=1, z, et z, 
vérifient la relation [1] énoncée au début de 
la partie A. 

2. Déduisez-en que (M; M) est bissectrice de 

(OÀ, OË), où O est l’origine du repère. 

3. Placez les points M, et M, lorsque 
æ=—8+21i. 

41”. L'objet du problème est de déterminer les 
triangles dont trois droites données dis- 
tinctes D, D, D, sont les hauteurs ou les 
médiatrices ou les bissectrices. 

1. Examen du cas où deux des droites son 
perpendiculaires . 
a/ Montrez que deux hauteurs d’un triangle 
sont perpendiculaires si et seulement si ce 
triangle est rectangle. 

b/ Montrez que, si À est une bissectrice 

(intérieure ou extérieure) de l'angle A d'un 
triangle non aplati ABC et si A’ est une 
bissectrice de l’angle B, A et A’ ne sont ni 
parallèles ni perpendiculaires. 

c/ D;, D, et D, passent par H; D, et D, sont 
perpendiculaires. 
Montrez que tout point A, de D, est sommet 
d’un triangle dont D;, D, et D, sont les 
hauteurs. 

2. Problème des hauteurs 
D;, D, et D; passent par H et sont deux à 
deux non perpendiculaires. 
Montrez que tout point A, de D, est sommet 
d'un triangle dont D:, D, et D; sont les 
hauteurs. 

3. Problème des médiatrices 

a/ ABC est un triangle non aplati; A’, B'ei 
C' sont les milieux des côtés. 
Montrez que les médiatrices de ABC sont les 
hauteurs de A'B'C'. 

b/ Trouvez un triangle dont D,, D,, D, sont 
les médiatrices; comment trouve-t-on les 
autres ? 

4. Problème des bissectrices 

a/ ABC est un triangle; les bissectrices 
intérieures se coupent en I; la bissectrice 

intérieure de l'angle A et les bissectrices 

extérieures de B et C se coupent en J,; on 
définit de façon analogue les points JE et Je. 
Précisez les hauteurs et l’orthocentre de 
chacun des triangles JA Je Je, Wade, Wade 
IA JB. 
Faites un dessin avec AB =3 cm, BC =6 cm, 
CA=A4 cm. 

b/ Construisez un triangle dont D,, D, D:- 
sont les bissectrices intérieures. 

c/ Construisez un triangle dont D; est une 
bissectrice intérieure, D, et D; sont deux 
bissectrices extérieures. 
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L'outil vectoriel 
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T.P. d'application 

| Exercices et problèmes 

Ce chapitre traite des sujets suivants : dans le plan et l’espace, projections ponctuelles 

et vectorielles, barycentre de n points, caractérisations de droites, demi-droites, 

segments. 

«La caractérisation vectorielle d’un plan et sa traduction dans un repère», ne sont 

plus au programme. 

1 Barycentre 

On appelle point pondéré (ou massif) tout couple (A, a) où A est un point et a un 

nombre. On dit que a est le coefficient (ou le poids) de A. 

1.1. BARYCENTRE DE DEUX POINTS PONDÉRÉS 

Pour deux points pondérés (A, a), (B, b), lorsque a + b #0, il existe un point 

G et un seul tel que : 

aGA+bGB=0. 

Ce point G est appelé le barycentre de (A, a), (B, b). 

G est le barycentre des points p pondérés (A, a), (B, 3, b), a+b#0. 

Alors, pour tout point M:a MA + b MB=(a + b)MG. 

1.2. BARYCENTRE DE TROIS POINTS PONDÉRÉS 

Pour trois points pondérés (A, a), (B, b), (C, c) tels que a + b +c #0, il existe 

un point G et un seul tel que : 

aGA+bGB+c GC=0. 

Ce point G est le barycentre de (A, a), (B, b), (C, c). 

Exercices-tests 1. Montrez que pour tout point M : 

aMA+bMB+cMC=(a+b+c)MG. [1] 
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2. Savoir placer le barycentre de 3 points. 
ABC est un triangle. Le but est de placer sur la figure 
le barycentre G des points : (A, 2), (B, —1), (C, 3). 

a/ Notons H le barycentre de (A; 2), (B; —1). 
En utilisant la relation [1] avec M=H, montrez que : 
3 HC = 4 HG, puis déduisez-en que : GH+3GC=0,et 
donc que G est le barycentre de (H, 1), (C, 3). 

b/ Placez G sur la figure. 

c/ Les droites (BG) et (AC) se coupent en L. Pourquoi 

peut-on affirmer que L est le barycentre de (A, 2), 
CO)? 

[2 Forme vectorielle du théorème de Thalès 

THÉORÈME DE THALÈS (cas des triangles) 

ABC est un triangle, M est un point de (AB), N est un point de (AC) 
et (MN) est parallèle à (BC). 

—_— 

k est le nombre tel que : AM= Kk AB. 

Alors : AN=KkAC, MN=KkBC. 

RÉCIPROQUE DU THÉORÈME DE THALÈS 

ABC est un triangle, M est sur (AB), N sur (AC). 

Si AM = k AB ET AN=Kk AC, alors (MN) et (BC) sont parallèles. 

THÉORÈME DE THALÈS GÉNÉRALISÉ en géométrie plane 

A, B, C sont trois points alignés. 
A’, B’, C' sont leurs projetés sur une droite 
d parallèlement à une direction donnée. 

Si AC = k AB, alors A C'=KkA'B. 

Interprétation vectorielle de l'incidence et 
du parallélisme dans l’espace 

3.1. VECTEURS DIRECTEURS D'UN PLAN DANS L'ESPACE 
Un point A et deux vecteurs non colinéaires u 

et y déterminent un plan et un seul; en effet, si 

ü = AB et v= AC, ce plan est le plan (ABC). 

On dit que ü et v forment un système de vecteurs 

directeurs de ce plan; plan qui est donc 

l'ensemble des points M tels que : 

AM=au+bv avec a et b réels. 
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3.2. VECTEURS COPLANAIRES 

Dire que les vecteurs u, v, w sont coplanaires 
signifie que lorsqu'on choisit un point O quel- 

conque, le point O e O et les points A, B, C tels que : 

OÂ=ü, OB= v, OC = W sont coplanaires. 

MÉTHODE 
Pour démontrer que 3 vecteurs d, V, w sont coplanaires, on peut démontrer : 
— où bien que deux d’entre eux sont colinéaires, 
— où bien, si Ü et V, par exemple, ne sont pas colinéaires, que Ww=au +bv. 

3.3. DROITES PARALLÈLES 
Dire que les droites (AB) et (CD) sont parallèles équivaut à dire qu'il existe un réel 

k tel que AB=KkCD. 

3.4. PARALLÉLISME D'UNE DROITE ET D'UN PLAN 

Point de vue ponctuel Point de vue vectoriel 

Dire qu'une droite d est parallèle à un | Dire qu'une droite d de vecteur directeur 

plan P équivaut à dire que d est parallèle | u est parallèle à un plan P équivaut à 

à une droite de P. dire qu'il existe dans P une droite de 

vecteur directeur ü. 

de ms 

SRE 2) 
3.5. PARALLÉLISME DE DEUX PLANS 

Point de vue ponctuel Point de vue vectoriel 

Dire que deux plans sont parallèles | Dire que deux plans sont parallèles 

équivaut à dire que l'un d'eux contient | équivaut à dire qu'un système de vecteurs 

deux droites sécantes qui sont parallèles | directeurs de l'un est un système de 

à deux droites de l’autre plan. vecteurs directeurs de l’autre. 

eh 

so 
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1 Projections dans l’espace 

1.1. DÉFINITIONS (rappels) \ 

a/ Projection sur un plan 

P est un plan et À une droite non parallèle à P. 

Par tout point M de l’espace, il passe une droite 

et une seule parallèle à A. Cette droite coupe le 

plan P en un point que nous noterons M’. 

Par définition, M' est le projeté de M sur P parallèlement à A. 

Lorsque À est perpendiculaire à P, on dit que M' est le projeté orthogonal de M 

sur le plan P. 

b/ Projection sur une droite A 

P est un plan et À une droite non parallèle à P. 

Par tout point M de l'espace, il passe un plan 

et un seul parallèle à P. Ce plan coupe À en un 

point que nous noterons M'. 

Par définition, M' est le projeté de M sur 
À parallèlement à P. 

Lorsque A est perpendiculaire à P, on dit que M' est le projeté orthogonal de M 

sur À. 

c/ EXEMPLE D'APPLICATION 

(O; i, j, K) est un repère de l'espace. 
Notons d la droite de repère (O; K) et P le plan 
qui passe par O et dont i et j forment un système 

de vecteurs directeurs; autrement dit, P est le 

plan de repère (O; i, j). 
Un point M de l’espace se projette sur P 

parallèlement à d en un point m. 

Ce même point M se projette sur d parallèlement 

à P en un point m’. 

Ainsi, OmMm' est un parallélogramme et : 
—— —Ù —  — 

m est dans P, donc il existe deux réels x et y 

tels que : 

Om+xi+ y]. 

m'est un point de d, donc il existe un réel z tel que : 

Om'=z2K. 

Donc : OM = xi+ yj + zk. 
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Lorsque M a pour coordonnées (x; y; z) dans (O; i, j, k), son projeté m sur 

le plan (O; i, j) parallèlement à la droite (O:; K) a pour coordonnées (x; y) 

dans (O; De j); et son projeté m'’ sur la droite (O; K) parallèlement au plan 

(o; ñ; j) a pour coordonnées z dans le repère (O; k). 

1.2. THÉORÈME DE THALÈS DANS L'ESPACE. CONSÉQUENCES 

a/ Théorème de Thalès dans l’espace 

THÉORÈME 1 

Trois plans parallèles coupent une 
droite d en A, Bet C, et une droite 
d'; _respectivement en À’ A’, B' et C (ae 

Si AC = KkAB, alors A C'=kA'B.. 

En effet, menons par A la parallèle d” à la droite d’. d” coupe l’un des plans en B;, 

l’autre en C, (voir figure). Alors les droites (BB.) et (CC:) sont parallèles, ainsi que 

les droites (B, B') et (C; C'). 

Appliquons le théorème de Thalès de la géométrie plane (voir page 134). 

Alors, d'après ce théorème, dans le plan (ABB,) de AC=KAB nous déduisons 

AC; = kAB,. Puis dans le plan (B, B'C'C;), de AC; = kAB, nous déduisons : 

A'C'=KkA'B. 

b/ Conséquence : projection sur une droite 

Supposons que trois points distincts A, B, C 

de l'espace soient tels que AC =K AB. Alors 

ces points sont alignés sur une droite d. 

Notons A’, B', C' leurs projetés respectifs sur 

une droite d’ parallèlement à un plan P (voir 

figure). 

Alors, la situation est celle du théorème de 

Thalès, et donc d’après ce théorème : 

A'C'=KkA'B’. 

Trois points À, B, C sont projetés en A’, B’, C’ sur une droite. 

Si AC = KAB, alors A C’=KkA'B’. 
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1.3. PROJECTION SUR UN PLAN 

a/ La projection sur un plan conserve l'alignement 

THÉORÈME 2 

A,Bet C sont trois points alignés; 
A, B’, C’ sont leurs projetés respec- 
tifs sur un plan P parallèlement à une 
droite A. 
Alors : 

1. À’, B', C' sont alignés. 

2. Si AC=KAB, alors A'C'=KA'B". 

Démontrons ce théorème. Le plan Q déterminé par les droites À et d coupe P selon 

une droite d’. 
Les points A’, B’ et C’ sont à la fois dans Q et dans P, donc ils appartiennent à la 

droite d'’. “ii sn 

Le théorème de Thalès de la géométrie plane, cité page 134, dit que si AC=KkAB, 

alors A'C'=KkA'B. 

On traduit la conclusion 1 de ce théorème en disant que : 

la projection sur un plan conserve l'alignement. 

On déduit du point 2, avec k =2, que si B est milieu de [AC], alors B’ est milieu de 

[A'C']. 

b/ La projection sur un plan conserve le parallélisme 

d et d’ sont deux droites parallèles. Choisissons 

deux points À et B sur d, deux points C et D sur 

d', de façon que AB =CD. 

/ Alors ABDC est un parallélogramme. Notons I A Lx] 

son centre et notons À’, B’, C', D’, l' les projetés 

respectifs sur un plan P parallèlement à A. Si 

le plan (ABDC) n'est pas parallèle à À, A'B'D'C' 

est un quadrilatère, et puisque la projection / 

conserve le milieu, l’est le milieu des diagona- 

les [A'D'], [C'B']. ä 

Donc A'B'D'C' est un parallélogramme, A'B'= Ch les droites (A’B’) et (C’D’}) sont 

parallèles. 

Si le plan (ABDC) est parallèle à À, (A'B') et (C'D') sont confondues. 

Donc, deux droites parallèles sont projetées sur un plan selon deux droites parallèles 

ou confondues : 

| la projection sur un plan conserve le parallélisme. | 

Il résulte aussi de la démonstration que : 

si AB=CD, alors A’B'=C'D' 

Si AD = AB + AC, alors A D'=A/B'+A/C’. 
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1.4. PROJECTION VECTORIELLE 

ASSOCIEE A UNE PROJECTION PONCTUELLE 
Notons p une projection sur un plan. 

Soit ü u un vecteur, À et M deux points tels que u = AM: associons à u le vecteur 

u ee. AM’; ce vecteur dépend-t-il des points À et M? srojpans que l'on ait aussi 

Se =IN, alors, si A’, M' M’, 1”, N' sont les images de À, M,I,N , N par p, de l'égalité AM = IN, 

on déduit AM =TN db 1.3.b/. Au vecteur ü = AM on associe donc un seul 
vecteur u = A'M'. 

On définit ainsi une application, notée x, de l’ensemble des vecteurs dans lui-même, 
en posant 7 (AM) = A'M. 

DÉFINITION 1 

p est une projection ponctuelle. 
On appelle projection vectorielle associée à p l'application notée x, 

définie par x (AM) = A'M', où A’ et M' sont les images respectives des 
points À et M par p. 

Il résulte immédiatement de cette définition et du paragraphe 1.3. que, pour tous 

points À, B, C et tout réel k : 

x (AB + AC) = x (AB) +x (AC) et x (kKAB) = kx (AB). 

Pour tous vecteurs üu et v, pour tout réel k, on a alors : 

x(ü+v)=x(ü)+x(v) et x(kü)=kx(ü). 

Ce que l'on traduit en disant que x est une application linéaire. 

De manière analogue, on peut associer une projection vectorielle à une projection 

ponctuelle sur une droite. 

Existence et caractéristiques 
du barycentre de n points 

Vous avez déjà utilisé le barycentre soit en Mathématiques soit en Physique. Le but, 

ici, est d'en faire l'étude dans un cas plus général, celui où l’on considère un nombre 

quelconque n de points (en classe de Première, l'étude a été faite pour n =2, n =3 

ou n = 4). 

Les démonstrations et les résultats qui vont être donnés sont valables aussi bien en 

géométrie plane qu'en géométrie de l'espace; aussi, dans tout ce paragraphe, 

parlerons-nous de points sans préciser s'ils appartiennent au plan ou à l'espace; 

cette précision n’est nécessaire qu'au moment de l'emploi de coordonnées. 

a/ Considérons n points, distincts ou non, A1, …, À,, affectés respetivement des 

coefficients a, .…, An (1, …., à, Sont des réels). 

Problème : existe-t-il un point G et un SEUL tel que : 

dGA +a0GA +... +4, GA, =0? 

Pour résoudre le problème posée remarquons que, pour tout point G : 

4; GA, La: GA2 de. + de Gas = 4; GAS + à) (GA; FA: A2)+. «+4 (GA: +2 +A.A,,) 

=C@t. AE de FODGA: Ar ASATA, AS cd, AA, AS 

= aGA, Et u, 
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avec æ=a,+.….+as, ü =a)A A+. Han AA 

Le problème s'énonce alors : existe-t-il un point G et un seul tel que aGA; +u= 0, 

c'est-à-dire «GA; = —u ? 
Deux cas se présentent alors : 

e Premier cas : «a f0 

Dans ce cas, le point A, et le vecteur ü étant donnés, nous savons qu'il existe un 

— 

point G et un seul tel que GA; = —— u. 
æœ 

La réponse au problème posé est oui. 

e Deuxième cas : « =0 ” 

Siu= 6, alors, pour tout point G : O0 x GA, = 0, et dans ce cas il n'existe donc pas un 

seul point G tel que aGA; = = -u. 

Siu #0, alors, il n'existe pas de point G tel que 0 x ere #0: 

Donc, dans le cas 4 =0, la réponse au problème est non. 

En résumé, 

THÉORÈME 3 ET DÉFINITION 2 

(A1, a1), (A, &)), …, (À,, &,), sont n points pondérés. 
Si: : &1 + 4) Dr .+ a, #0, alors il _existe un point G et UN SEUL tel que 

A GA La GA he HA GA. = 0. 

Ce point G est appelé barycentre de ces n points pondérés. 

Remarquons de plus, toujours dans le cas où æ=0, que pour tout point G : 

a1 GA: +. + a, GA, = u; en effet, nous avons vu, que pour tout point G, 

CAES 2 CA -0GA Lu 
Puisque cela est vrai pour tout G, cela est vrai pour tout point M, et selon l'usage, 

nous dirons que le vecteur a, MA, +. + a, MA, ne dépend pas de M. 

Si: a1+a,+..+a, =0, alors le vecteur a, MA, +a,MA,+...+a, MA, ne 

dépend pas de M, il est égal à a, A, A, +..+a,A;A,. 

Ainsi, dire qu'un point G est LE barycentre de (A;, a), …, (A1, 4, ) signifie que : 

a1+.…+a, #0, et a, GA; +.….+a, GA, =0. 

b/ Définition de l’isobarycentre 

Lorsque tous les coefficients a:, …, a,, sont égaux on dit que G est l’isobarycentre 

des points A;, A, …, À,. 

e L'isobarycentre de deux points A et B est le point G tel que GA +GB= 0, c'est donc 
le milieu de [AB|. 

e L'isobarycentre de trois points A, B, C formant triangle est le point G tel que 

GA +GB+GC= 6, c'est donc le centre de gravité du triangle ABC. 

COMMENTAIRES ee 

Le barycentre G ne dépend évidemment pas de l'ordre dans lequel 
on considère les points massifs (A;, a1), …, (A,, a,). On dit parfois 

que G est le barycentre du système (A, a1), …, (A,, a,), et Z a; 
i=1 

est appelée la masse totale du système. 
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[3 Propriétés du barycentre 

Fr ww. “ n {à 

3.1. PROPRIETE FONDAMENTALE : REDUCTION DE E a, MA, 
i=1 

(A, &1), (A, 2), …, (A,, &,), sont n points ayant un barycentre G. Alors 

&+.….+a, #0 et a,GA;+..+a, GA; =0. 
Or, pour tout point M, et tout indice i de 1 à n : 

GA; =GM +MA,, 

d'où : 

a (GM+MA;)+..+a,(GM+MA,)=0, 

et donc : a1 MA, +…+a, MA, = «MG, avec æd=a+.….+a,. 

THÉORÈME 4 

(A1, 1), .…, (A», àh) Sont n points pondérés avec a: +... +a, #0. 
G est le barycentre de ces n points pondérés. 
Alors, pour tout point M : 

a1 MA; +a>MA;+...+a,MA,;=(a,+...+a,)MG. 

Remarque : la réciproque est vraie. _Si G est un point tel que, pour tout point M, 

a, MA, +. Toan MA, = (a: +. .+a,)MG, et si a1+a,+..+a,#0, alors G est le 

barycentre des n points pondérés (A, a;), …, (A,, a,). 

En effet, lorsque M = G, on obtient : a, GA, +... +a, GA, — 0. 

3.2. COORDONNÉES ET AFFIXE DU BARYCENTRE 

Dans le plan, muni d'un repère (O; da 1), d'après le théorème 4 utilisé avec M=0O, 

nous obtenons, en posant a=a;,+...+a, 

a,0A;+.…+a, OA, =«0OG. 

Si nous notons (x;; y;) les coordonnées du point AÀ,;, et (xG; Yc), celles de G, nous 

obtenons : 

il 
em (di A, 4n) 

a 

1 
ACT nn te 

Il en résulte que dans le plan complexe, si nous notons z; l’affixe de A;, et Z& l'affixe 

de G, nous obtenons : 

1 
Zend cd 22) 

«a 

car Ze = Xe + Var €t, Z; = X; + iy;, pour tout j de 1 à n. 

COMMENTAIRE 
Dans l'espace, les coordonnées du barycentre s'obtiennent par un 
raisonnement analogue, on travaille avec trois coordonnées au lieu 

de deux. 
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3.3. BARYCENTRE DE DEUX ET DE TROIS POINTS 

Le barycentre de deux points À et B distincts est sur la droite (AB). . 

En effet, notons G le barycentre de (A, a), (B, b) (a: +bÆ = 0). _ 

Alors, d'après le théorème 4, pour tout point I : a1A+bIB=(a +b)IG. 

En particulier, pour 1=A : a AA+bAB=(a+b)AG, 

—— b 

AG= = AB. 
a+b 

Cette égalité prouve que G est sur la droite (AB). 

Dans l'espace, le barycentre de trois points A, B, C distincts, non 

alignés, est dans le plan (ABC). 

La démonstration est analogue à la précédente. Nous obtiendrions : 

——_— 5 Co — 
AGE CC 

at+b+c a+b+c 

et cette égalité prouve que AG est dans le plan déterminé par AB et AC, donc dans 

le plan (ABC). 

3.4. BARYCENTRE DE (A;, ka), …, (An, Kay) 

G est le barycentre des n points massifs (A;, a:), …, (A,, a,). 

Donc : n n  — 
» a; Se 0 et > a; GA; = 0. 

i=1 i=1 

n 

Nous en déduisons que, pour tout réel k : Z ka; GA; =0, et, si k est non nul : 
i=1 

Z ka;#0. 
i=1 

I1 en résulte, d'après le théorème 3, que G est le barycentre des points massifs 
CARO) A CE KA) AINSI 

Pour tout réel k non nul, les points pondérés (A1, a), …, (A,, a,) et les points 

(A, Kka:), …, (A, ka,) ont le même barycentre. 

On ne change pas le barycentre de n points pondérés en multipliant tous les 

coefficients par un même nombre non nul. 

COMMENTAIRES 

e Le barycentre G des points massifs (A;, a), …, (A,, a,) est donc 

: a] n N 
aussile barycentre da AT AS lou md Ma etalorse 

Gaz «x i=1 

a ah 
at oe-1(0 0). 
æ c4 

e Lorsque l’on a : a,=a,=...—a,, et a, #0, l'isobarycentre G des 
points massifs (A:, a:), …, (A,, a,) est aussi l’isobarycentre des 
points massifs (A, 1), …, (A,, 1). 

142 - L'outil vectoriel 



GÉOMÉTRIE 

3.5. ASSOCIATIVITÉ DE LA BARYCENTRATION 
(A, 3) 

2 Exemple 

Comment placer, sur la figure, le barycentre 

de (A, 3), GB, 1), (C, 1)? 

Remarquez que ce TRE existe car : 
3+1+1%0. 

Notons-le G. G est déterminé par : 

3GÀ+GÉ+GC=0. [1] (B, 1) (H, 2) (6 

Notons H le barycentre de (B, 1), (C, 1), H ici est le le milieu de [BC] : HB+HC=0. 

D'après le théorème 4, pour tout point M : MB+MC=2MH. 

Avec M =G, nous obtenons : GB+GC= 2GH, et en reportant dans [1]: 

3GA+2GH= 6, et cette égalité prouve que G est barycentre de (H, 2), (A, 3). 

Or le coefficient de H, qui est 2, est la somme du coefficient 1 de B et du coefficient 
1 de C. 

Ainsi, dans la recherche du barycentre de (A, 3), (B, 1), (C, 1) nous pouvons 

remplacer (B, 1),(C, 1) parleur barycentre H affecté de la somme de leurs coefficients. 

b/ Cas général 

Considérons n points pondérés (A1, a1), …, (A,, a,) avec n >3 et a,+..+a, #0. 

Notons G leur barycentre. 

Supposons que pour un entier p,2<p<n—1l, a+..+a,#0. 

Alors les points (A;, a), …, (A, a) ont un barycentre, notons-le H. 

D'après le théorème 4, pour tout point I : 

a 1A;+..+a, IA, =BIH avec B=a;+...+a,. 

En particulier, pour I=G, nous obtenons : 

a1GA1+..+a, GA, =BGH. 

Or G est le barycentre des points (A;, a1), …, (A,, a); donc : 

a1GA1+..+a, GA, +41 GAprit + a, Gay =0. 

D'où : BGH+a,:1GA,4u +. + a, GA, =0. 

D'après le théorème 3, nous déduisons de cette égalité que G est le barycentre de 
CH, B), (Ap+1 Ap+1) + (Ans 4n). D'où le théorème suivant : 

THÉORÈME 5 AE pu ue partiel) 

Ainsi, dans la recherche du barycentre de plusieurs points, on peut remplacer certains 

d’entre eux par leur barycentre affecté de la somme de leurs coefficients. 

Il en résulte que pour construire le barycentre de plusieurs points, il 

suffit de savoir construire le barycentre de deux points. 

Remarque : lorsque n réels a;,, …, a,, Ont une somme non nulle, quel que soit l'entier 

p, 2<p<n, on peut trouver p réels parmi a, …, a,, dont la somme n'est pas nulle. 
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c/ Exemple d'application au tétraèdre 

ABCD est un tétraèdre. Notons G l’isobarycentre des quatre points A, B, C, D. On dit 

encore que G est le centre de gravité du tétraèdre. 

G est le barycentre de (A, 1), CB, 1), (C, 1), D, 1). 

e Notons K l'isobarycentre de (B, 1), 

(C, 1), (D, 1). K est le centre de gravité 

du triangle BCD. Alors, d'après le théo- 

rème 5, G est aussi le barycentre de 

(À, 1), K, 3). 

Donc : GA+3GK=0, et ainsi G est 
3 

sur le segment [AK], et AG É AK. 

(En effet, d’après le théorème 4, pour tout point M, MA + 3MK=4MG, et avec M=A, 

nous obtenons : 3AK=4 AG, et donc puisque les points sont alignés et que G est 
3 

entre À et K : AGE ak.) 

e Notons L l'isobarycentre du triangle ABC, c'est-à-dire le centre de gravité du 

triangle ABC. Alors, toujours d’après le théorème 5, G est barycentre de (D, 1), (L, 3), 

3 
donc G est aussi sur le segment [DL] et DG = DE: 

e Nous pouvons dire aussi que G est barycentre de (B, 1), (M, 3) où M est le centre 

3 
de gravité de ADC : BG E: BM. 

Et nous pouvons dire aussi que G est le barycentre de (C, 1), (N, 3), où N est le centre 

3 
de gravité de ABD : CG wa CN. 

Ainsi, dans le tétraèdre ABCD les segments joignant chaque sommet au centre 

de gravité de la face opposée, sont concourants au point G, isobarycentre de 

ABC; D: 

e Notons I le milieu de [AD] et ] le milieu de [BC]. 

Alors I est barycentre de (A, 1), (D, 1) et J est barycentre de (B, 1), (C, 1). 

D'après le théorème 5, nous pouvons dire que G, barycentre de (A, 1), (B, 1), (C, Î), 

O, 1) est aussi barycentre de (I, 2), (J, 2). Donc G est le milieu de [IJ]. 

© Par un raisonnement analogue, nous montrerions que G est le milieu des segments 

joignant les milieux des arêtes opposées. 

Ainsi, dans le tétraèdre ABCD, les segments joignant les milieux des arêtes 

opposées sont concourants en G, isobarycentre de A, B, C, D. 
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3.6. LE BARYCENTRE EST CONSERVÉ PAR PROJECTION 
Notons G le barycentre de deux points (A, a), (B, b), a + b #0. Notons À’, B', G' les 

projetés respectifs de A, B, G, sur une droite ou sur un plan. 

Nous savons que le barycentre G des points (A, a), (B, b) est le point G de la droite 

— b — 

(AB) tel que : AG 7 AB (voir paragraphe 3.3.). 

= Din 
Nous en déduisons que A’G' SE A'B’ (voir paragraphe 1.2. et paragraphe 1.3.). 

a 
Il en résulte que a G'A'+bG'B' = 0, donc G'’ est le barycentre de (A, a), (B', b). 

Le projeté du barycentre de deux points pondérés est donc le barycentre des projetés 

affectés des mêmes coefficients. En utilisant ce résultat et le théorème du barycentre 

partiel, on montre de proche en proche que le projeté du barycentre de n points 

pondérés est le barycentre des projetés affectés des mêmes coefficients. 

Caractérisation de droites, demi-droites, 
segments. Représentations paramétriques 

Dans ce paragraphe, nous travaillons dans l’espace; les résultats suivants se 

transposent aisément au cas de la géométrie plane. 

4.1. CAS DES DROITES 

a/ A et B sont deux points distincts. 

On peut traduire l'appartenance d'un point M à la droite (AB) des trois façons 

suivantes : 

® traduction vectorielle : il existe un réel t tel que AM=tAB , 

® traduction analytique dans un repère (Oo; D K). Notons (Xo; Yo; Zo) les coordonnées 

de À, et(a; b; c)les coordonnées du vecteur AB. Alors, dire que M (x F yiz) appartient 

à la droite (AB) équivaut à dire qu'il existe un réel t tel que AM =t AB, c'est-à-dire 

tel que : 

X=Xo+ta 

Y = Yo + tb 

Z=Zo+tc. 

Ce système est appelé une représentation paramétrique de la droite (AB) et on dit 

que t est le paramètre. On dit aussi que ce système est un système d'équations 

paramétriques. 

À chaque réel t on associe un point M, (xo+ ta; yYo+tb; zo+tc) et un seul; 

réciproquement, à chaque point M de (AB) correspond un réel t et un seul tel que 

AM=tAB; 

e traduction barycentrique : nous avons vu que le barycentre des points massifs 

(A, a), (B, best sur la droite (AB), quels que soient les réels a et b tels que a + b #0. 

Réciproquement, soit M un point de la droite (AB), alors il existe un réel t, et un 

seul, tel que AM = tAB: or AB = AM + ME, et donc de AM= tAB, nous déduisons : 

(-0DMA+tMB=0. 

Comme 1 — t + t est non nul, cette égalité prouve que M est le barycentre de (A, 1—t), 

(GB, t). 
Ainsi, l'ensemble des barycentres de deux points distincts À et B est la droite (AB). 
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En résumé, 

Dire que M appartient à la droite (AB) équivaut à dire que : 

il existe un réel t tel que : | il existe un réel t tel que : | il existe un réel t tel que : 

AM=tAB ms is M soit le barycentre des 
y = _ +tb points massifs : 

mr 0 

Z =Zot+tc (À, 1-t), G,t) 

avec A(Xo; Yo; Zo) 

AB(a; b;c)et M(x; y;2) 
Traduction Traduction Traduction 

vectorielle analytique barycentrique 

b/ EXEMPLES D'APPLICATION 

e EXEMPLE 1 
Equation paramétrique d’une droite dans un repère. 

d est la droite qui passe par le point A(1; 2; —1) et qui est dirigée par le vecteur 

u(2; —-1; 0). 
Dire que M(x; y; z) appartient à d équivaut à dire qu'il existe un réel t tel que : 

AM = tu, donc tel que : 

x—1=2t x=2t+1 

y—2=-t, d'où une représentation paramétrique de d': 4y=—t+2 

z+1=0 7= 11], tel. 

e EXEMPLE 2 
Comment trouver un point, un vecteur directeur d'une droite définie paramétri- 

quement ? 

e d est la droite définie, dans un repère, par : 

x=-t+1 
y==Jtr# 
Zz =: 

Nous pouvons dire directement que le vecteur u de coordonnées (—1; —-3; 1)estun 

vecteur directeur de d et que d passe par le point A(1; 4; 0). Nous pourrions 

démontrer en effet que la droite d’ dirigée par u et qui passe par le point A(1; 4; 0) 

a même représentation paramétrique que la droite d, donc que c'est la droite d. 

e d'est la droite du plan définie paramétriquement par : 

20 

Y=3t, tel. 

Alors le vecteur u (—2; 3) est un vecteur directeur de d, et d passe par le point de 

coordonnées (3; 0). 

4.2. CAS DES DEMI-DROITES 

L'appartenance d'un point M à la demi-droite [AB) M B 
(demi-droite d'origine A qui passe par B) se traduit de de de Less CE PIE ME 

manière analogue : il suffit de remplacer dans le En 

tableau précédent «t réel» par «t réel positif» (t>0). AM>=t AB, t>0 

4,3. CAS D'UN SEGMENT 
L'appartenance d'un point M au segment [AB] se B M 

traduit de manière analogue : il suffit de remplacer png" Cie) 

dans le tableau précédent «t réel» par «t réel de 

[0; 1]» (0<t<1). AM = t AB, 0 <t< 1 
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15. Exercices résolus 

EXERCICE ATTENTION, DANGER ! Comment trouver l'intersection de 
RESOLU 1 deux droites dont on connaît des équations paramé- 

triques ? 
d et d’ sont deux droites du plan respectivement définies par : 

x=2t+3 x=2t-1 
V=S83t-1, y=t+1 
teR te. 

1. Trouvez l'erreur dans le raisonnement suivant : 
Notons I, s’il existe, le point d’intersection des deux droites. 

x=2t+3 sat 
I est sur d, donc : : Iest sur d’, donc : : 

y=3t-1 V=TAA. 
Donc 2t+3=21t—1. Or ceci est impossible, donc les droites 
ne sont pas sécantes. 

2. Rectifiez le raisonnement. 

SOLUTION COMMENTÉE us = 

1. L'erreur est une erreur de logique. 
L'erreur vient de ce que l’on a utilisé le même paramètre t pour placer le point 
I sur d et sur d'. En effet, dire que I est sur d, équivaut à dire qu'il existe un 
certain réel { associé à I, et donc pas n'importe lequel, tel que x =2t+3, 
y =38t-—1. (Chaque point de d est associé à un réel et à un seul; le point I, 
s’il existe, est associé à un unique réel t.) Tout point de d'’ est aussi associé 
à un réel et à un seul. 
Le point I, en tant que point de d’, est donc associé à un réel f”, mais il n’y a 
aucune raison a priori pour que t ={'. 

2. On doit donc raisonner ainsi : 
Dire que les droites d et d’ ont un point commun I (x; y) équivaut à dire qu'il 
existe deux réels t et ft’ tels que : 

Mr Han 

y=38t-1 VLC 

ce qui équivaut à dire que t et t’ sont solutions du système : 

É t+3=2t'-1 

STONE CAN 

Or ce système a une solution : {=2, t’=4. Donc d et d’ ont un point commun 
I, de coordonnées x = 7, y —5. 

EXERCICE On veut qu’un point donné D soit le barycentre de 
RÉSOLU 2 (A, a), (B, b), (C, c), où A, B, C sont donnés. 

Comment trouver a, b, c? À (A, a) D 

Exemple : ABCD est un parallé- 
logramme. 
Trouvez des coefficients à, b,c, 
pour que D soit barycentre de 
(A, a), (B, b), (C, c). 

B (B,b) C (C, c) 
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SOLUTION COMMENTÉE «am 

MÉTHODE 
Utiliser le théorème du barycentre partiel : d'après ce théorème, D 
est le barycentre, par exemple, de (B, b) et de (H, a +c), où H est le 
barycentre de (A, a), (C, c). 
Puis, utiliser le fait que le barycentre de deux points distincts est sur la 
droite qu'ils déterminent. 

Notons donc H le barycentre de (A, a), (C, c). Nous choisirons donc a +c #0. 
H est sur (AC). Donnons à H le coefficient a +c. 
D est alors barycentre de (B, b), (H, a +c). Donc D, B, H, sont alignés. Il en 
résulte que H est à l'intersection des diagonales, c’est donc le milieu de [AC] 
et de [BD]. 
H est donc l’isobarycentre de (A, a), (C, c) donc a =c. 
D est barycenitre de (B, b)(H, 2a), donc : 

bDB+2aDH=0. 
Or H est le milieu de [DB], donc : DB = 2 DH, c’est-à-dire : DB -2DH=0. 
Nous pouvons donc choisir b=1, 2a = —2, donc a = —-1etc=—1. 
llest facile de contrôler que D est bien le barycentre de (A, — 1), (B, 1),(C, —1). 

EXERCICE Utilisation du barycentre pour préciser la position de 

RESOLU 3 points. 
ABC est un triangle, A’ est le À 
milieu de [BC], D est le milieu de 
[AA'1. E 1 
La droite (CD) coupe (AB) en E. 
Précisez la position de E sur la 
droite (AB), c'est-à-dire, trouvez B 
le nombre k tel que EA=kBA. A C 

SOLUTION COMMENTÉE ns = 

| | MÉTHODE : 
«Faire apparaître » D comme le barycentre de (A, a), (B, b), (C, c). 
Ainsi, d'après le théorème du barycentre partiel, si (CD) coupe (AB) en 
E, alors E est le barycentre de (A, a), (B, b). On peut donc placer E 
lorsqu'on connaît a et b. 

Cherchons donc des nombres a, b, c, de façon que D soit le barycentre de 
(A, a), (B, b), (C, c). 
Pour cela, utilisons le théorème du barycentre partiel et les hypothèses. 
Si on remplace (B, b), (C, c) par leur barycentre H, alors H est sur (BC) et D 
est sur (AH). Compte tenu de la figure, donc des hypothèses, nous faisons en 
sorte que H= A’. Puisque A’ est milieu de [BC], nous devons choisir b=c. 
Alors A’ est affecté du coefficient 2 c, et D est barycentre de (A, a), (A', 2c). 
Or D est milieu de [AA], donc isobarycentre de A et de A’, donc a =2c. Nous 
pouvons donc choisir a =1, b=2, c =2. 
Ainsi D est barycentre de (A, 1) (B, 2)(C, 2). 
Il en résulte que E est le barycentre de (A, 1), (B, 2). 
En effet, notons E’ ce barycentre, il est sur (AB). 
D'après le théorème du barycentre partiel, D est barycentre de (E/, 3), (C, 2), 
donc D, E’ et C sont alignés. 
Donc E’'=E. 

D'où : EÀ+2EB=0, d'où nous déduisons : EÀ = 
OC) | — 
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TRAVAUX PRATIQUES D'APPLICATION 
(1 Pour la technique : outil vectoriel dans l’espace 

Les cinq exercices sont indépendants. 

== 1.1. Points non coplanaires 

A, B, C et D sont quatre points non coplanaires. 
Placez le point O tel que : 

OD =OÀ +OB + OC. 

== 1.2. Dans un tétraèdre 

ABCD est un tétraèdre. 

1. Démontrez que : 

AB + CD = AD + CE. 
2. Gest le milieu | de [AC] et F le milieu de [BD]. 

Démontrez que AB + CD est colinéaire à GF. 

== 1.3. Points coplanaires : utilisation d’un repère 

Dans l'espace, ABC est un triangle, G est son centre de gravité. D est le 
symétrique de À par rapport à G. u est un vecteur donné non nul et non 
parallèle au plan (ABC). Les points A’, B’, C', D’ sont définis par : 

RU bb CCI 2 u DD = uU. 

Le but de l'exercice est de démontrer que les quatre points A’, B', C’, D’ sont 
coplanaires. 

1. Considérez le repère de l’espace (A; i, j, k) avec i=AB, j=AC, 
= u. 
Trouvez les coordonnées dans ce repère des points A’, B', C', D’. 

2. Montrez qu'il existe des réels a et b, tels que A’'D'=a A'C'+bA'B, 
puis concluez. 

== 1.4. Pyramide dont la base est un parallélogramme 

SABCD est une pyramide dont la base ABCD est un parallélogramme. I est 
le milieu de [SA], J est le milieu de [SB], K le milieu de [SC]. 

Montrez que les plans (BCD) et (AJK) se coupent suivant la droite d 

qui est parallèle à (JK) et qui passe par le centre de gravité du triangle 
SAB. 

== 1.5. Représentations paramétriques de droites 

(O; H j, k) est un repère de l'espace. 

1. d'est la droite qui passe par le point A(—1; 3; 5) et qui est dirigée 
par le vecteur u (—3; 1; 4). 
Donnez une représentation paramétrique de d, et calculez les coordon- 
nées, des points d'intersection de d avec chacun des plans (O; i, j), 
(0) (0/72) 
2. Mêmes questions avec la droite d’ qui passe par le point B(0; 1; 4) 
et qui est dirigée par le vecteur v(—1; —1; 1). 

3. Les droites d et d’ sont-elles sécantes ? 
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Quelques propriétés du triangle mises en 
évidence par l’utilisation du barycentre 

A 
ABC est un triangle et M est un point 
intérieur au triangle. 

== 2.1. Préliminaire ù 

#7 1. Montrez que : B 

dét (MB, MC) MA + dét (MC, MA) MB + dét (MA, MB) MC =. 
Indication : utilisez un repère. 

2. Déduisez-en que M est le barycentre des trois points pondérés 
(A, aire MBC), (B, aire MAC), (C, aire MAB). 

= 2.2. Existence et situation d'un point M tel que MBC, MAB, 
MAC aient la même aire 

1. Montrez qu'il existe un point M et un seul tel que ces trois aires 
soient égales. 

2. Précisez la position du point M. 

3. Voyez-vous une autre démonstration de ce résultat ? 

== 2,3. Propriété des bissectrices intérieures A 

I est le centre du cercle inscrit dans ABC, 
c'est-à-dire que I est le point de concours 
des bissectrices. Notons r le rayon du cercle 
inscrit. C 

1. Déduisez du 2.1. que I est le barycentre B D 
de (A, a), (B, b), (C, c) avec AB=c, 

AC=Db, BC=a. 

2. D'est le pied de la bissectrice menée par A. 

a/ Montrez que D est le barycentre de (B, b), (C, c). 

AA: DEC 
b/ Déduisez-en que : —=— 

DC pb 

c/ Calculez BD lorsque c =8, b=é6. 

2.4. Centre du cercle circonscrit 

Le triangle ABC a tous ses angles aigus. ià 
Le centre du cercle circonscrit de ABC est barycentre de : (A, sin 2 A), 
(B, sin 2B), (C, sin 2C). Pourquoi ? 

Isobarycentre d’un parallélépipède 

ABCDEFGH est un parallélépipède. 

1. Montrez que les plans (BDE) et 
(FHC) sont parallèles. 

2. On note K le centre de gravité du 
triangle BDE et L le centre de gravité 
du triangle FHC. 
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a/ En partant de l'égalité : AG = AB + BC + CG, montrez que AG=3AK. 

b/ En partant de l'égalité : CA=GCICD+ DA, montrez que GA =3GL. 

3. Déduisez que K est l'intersection de (AG) et du plan (BDE), puisque 
L est l'intersection de (AG) et du plan (FCH). 

4. Montrez que AK=KL=LG. 

9. On note O l'isobarycentre des huit sommets du parallélépipède. 

a/ Montrez que O est le barycentre de (K, 3), (L, 3), (A, 1), (G, 1). 

b/ Montrez que O est le milieu de [AG]. 

6. Montrez que les segments diagonaux [AG], [BH], [DFE] et [EC] sont 
concourants en ©, et que O est le milieu de chacun d'eux. 

7. On note P le centre de ABCD, Q le centre de EHGE, R le centre de 

ABEF, S le centre de CDHG, U le centre de BCGE, V le centre de ADHE. 
Montrez que [PQ], [RS], [UV] sont concourants en O et que O est le 
milieu de chacun d'eux. 

4 Droites concourantes. Droites coplanaires 

Les deux exercices sont indépendants. 

= 4.1. Dans le plan 

ABCD est un quadrilatère du plan. 
G est le centre de gravité du triangle 
ABC. I est le milieu de [AB], J est le 

milieu de [CB]. K est le point défini 
AE 

par ee CD, et L le point défini 

| 

par DL => DA. 

Le but de l'exercice est de démontrer que (IK), (JL) et (GD) sont concourantes 
en un point ©. 

1. Par utilisation du barycentre. 

MÉTHODE 
L'idée est de «faire apparaître» le point de concours comme un 
barycentre. Donc, trouver des coefficients a, b, c, d, de sorte que le 
barycentre O de (A, a), (B, b), (C, c), (D, d) soit sur (IK), (GD), (JL). 
Cela suppose, d’après le théorème du barycentre partiel, que O soit 
aussi barycentre de (I, a +b), (K, c +d), que O soit aussi barycentre 
de (G, a +b+c), (D, d), que O soit aussi barycentre de (J, b +c), 
L(a +d). 

a/ Vérifiez que I est le barycentre de (A, 1), (B, 1), puis que J est le 
barycentre de (B, 1), (C, 1). 
b/ Vérifiez que G est barycentre de (A, «), (B, «), (C, «), puis que 
L est barycentre de (A, 1), (D, 3) et enfin que K est barycentre de 

(C, 1}, D, 3). 

c/ Déduisez-en que si O est le barycentre de (A, 1), (B, 1), (CC, 1), (D, 3), 
alors O est sur (IK), (GD), (JL) et donc que ces trois droites sont 

concourantes. 
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2. Par utilisation d'un repère. 

Considérez, par exemple, le repère (A, 73 j) avec 1=AB, j=AC. Notez (a; b) 

les coordonnées de D dans ce repère. 

a/ Calculez les coordonnées de tous les points désignés de la figure. 

b/ Montrez que les droites (IK), (JL), (GD), sont concourantes. 

c/ L'emploi du barycentre est-il toujours utile ? 

==  4.2*. Dans l’espace 
ABCD est un tétraèdre. 
M, M’, N, N’ sont quatre points 
définis par : 

AM=— AB:  DM'=-DC: 
5 5 

AN=-AD; BN’=- BC. 
3 3 

Le but est de démontrer que les droites (MM) et (NN) sont coplanaires et 
pour cela de démontrer qu'elles ont un point commun. 

MÉTHODE 
Choisir des coefficients a, b, c, d, de sorte que le barycentre © de 
(A, a), (B, b), (C, c), (D, d) soit à la fois sur (MM) et sur (NN). 
D'après le théorème du barycentre partiel, cela suppose que O soit 
aussi le barycentre de (M, a +b), (M', c +d); et que O soit aussi le 
barycentre de (N, a +d), (N', b+c). 

En utilisant la méthode indiquée ci-dessus, trouvez des coefficients a, 
b, c, d qui conviennent, puis montrez que (MM) et (NN) ont un point 
commun. 

Inégalité : (a,+...+a,) <n(a?+...+a2) 

(O; i, j) est un repère orthonormal. 
On note E l'ensemble des points M dont les coordonnées (x; y) sont telles 
que y>=x°. 

1. Tracez la parabole Ÿ d'équation y = x° et représentez graphiquement 
l'ensemble E. 

2. A, et À, sont deux points de E de coordonnées respectives (a:; b:), 
(a; b)). Notons G le barycentre de (A, À), (A>, 1 — À), où À est un réel 
de [0; 1]. 

a/ G appartient au segment [A; A,]. Pourquoi ? 

b/ Calculez les coordonnées de G et montrez que G appartient à E. 
Interprétez géométriquement ce résultat. 
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3. À, …, À, sont n points de E, (n =3). 

a/ Sans calculs, montrez que leur isobarycentre est un point de E. 

. b/ Lorsque AÀ;, …, À,, sont les points d'abscisses a:, …, a, de la courbe 
P, déduisez-en que : (a1+..+a,) <n(aiÿ+..+a,). 

4. Pourriez-vous démontrer cette inégalité par récurrence ? 

lé. Recherche de minimum 

(D'après Exercices de géométrie, I.R.E.M. 
de Nantes.) 
M est un point intérieur à un triangle ABC. 
La droite (MA) coupe (BC) en A'; la droite 
(MB) coupe (AC) en B’ et la droite (MC) 
coupe (AB) en C’. 
On se propose de déterminer un point M 
tel que la somme : 

MA MB ” MC 
SE 

MA' MB' MC’ 

soit minimale. 

1. Montrez que M peut être considéré comme le barycentre des points 
massifs (A, «), (B, B), (C, y) où «, B, y sont des réels strictement 

positifs. 

2. Déduisez-en que : 

a MÀ + (B+7y) MA’ =0 

MA _B+y 

NAN 
et qu'alors : 

3. Déduisez-en que : 

s-(845)+(142)+(Ê42), 
4. Etudiez les variations de la fonction f définie sur J0: +o[ par 

1 
TOYJ=XÉE 

De 
Déduisez-en que : 

a/ pour tout x >0 on a f(x)22; 

b/ pour tout x>0, f(x)=2 si et seulement si x=1. 

Mae — + du mere Da. 
5. Déduisez-en que «s minimale» équivaut à : io a ES 

æœ 
Déduisez-en la position de M pour que s soit minimale. 

1: 
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EXERCICES ET PROBLÈMES 

Pour tester 

ses connaissances 

Pour les exercices 1 à 6, une seule des réponses 
proposées est exacte. 

I est le milieu du segment [AB]. Alors A est le 
barycentre de : 

a/ (1,2) et 

b/ (I, -2) et 

C/ (I, 1) et 

(B/41); 

(8:11); 
(B.. 2). 

ANBNC AD: sont quatre points distincts et non 

alignés tels que AB — AC + AD = 0. Alors : 

a/ C est le barycentre de (A, 1) et (D, 1); 

b/ B est le barycentre de (C, 1) et (D, —1); 

c/ ABCD est un parallélogramme. 

ABC est un triangle. G est le barycentre de 
(A, a), (B, 1), (C, 2), où a est un réel différent 
de —1et de —8. 
La droite (CG) coupe (AB) en F. 
Alors : 

a/ F n'est pas le barycentre de (A, a), (B, 1). 

b/ F est le barycentre de (A, a), (B, 1). 

c/ F n'est le barycentre de (A, a), (B, 1), que 
pour certaines valeurs de a. 

a. SABC est un tétraèdre. I est le milieu de [AC]. 
G est le barycentre de (A, a), (B, b), (C, c), 
(S, d) et G est sur SI. Alors : 

a/ b4ZO et a=c; 

D'ÉD=0N EMA TC: 

c/ bZO et aÆ0. 

Deux droites d et d’' de l’espace ont pour 
représentations paramétriques respectivement : 

x=—1+21 À 
y=1-4 CE 

5 
#1 À. 

F9 2) 
1eR. 

Alors : 

a/ d et d’ sont confondues; 
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b/ d et d' sont parallèles et distinctes; 

c/ d'et d’ ont un seul point commun. 

| 6.|ABC est un triangle dans l'espace. G est son 
centre de gravité. ABC se projette sur un plan, 
parallèlement à une droite, en un triangle 
A'B'C', et G en G’. Alors : 

a/ G' n'est pas toujours à l’intérieur de A'B'C’. 

b/ G' est le centre de gravité de A'B'C’. 

c/ G' est toujours à l’intérieur de A'B'C', mais 
n’est pas toujours le centre de gravité de A’B'C'. 

Pour les exercices 7 à 9, ABCD est un carré de 
centre E. Placez le barycentre du système de points 
pondérés. 

2 (A1) (PB I) CREME TA 

8 (A = NB. 2) (CAMES 2) 

9."(A/2),(B:=2);(C; 2), (D, 1): 

Pour les exercices 10 à 12, un repère ayant été 
choisi, donnez une représentation paramétrique de 
la droite D de l'espace. 

10. D passe par A(—-2;3;5)et B(2; 1; 3). 

11. D passe par A (1; 2; 4) et est parallèle à (BC); 

B(0; 2; 3), C(=1; 2;1): 

12. D passe par A(—1;0;1) et est parallèle à 
12971 3 

sc):5(-111) ET ) 
(BC) 2:46 3 4° 

Pour s'entraîner 

13. ABC est un triangle; I est le milieu de [AB] et 
et Mi 

J est le point tel que CJ 2. CA. 

Les droites (CI) et (BJ) se coupent en E. 
En utilisant le théorème du barycentre partiel, 
montrez que E est le barycentre de (A, 1), 
(B; 1); 1672); 



14. À, B, C, D sont quatre points de l’espace et 

15 

a, b, c, d quatre réels non nuls; O est un 
point de l’espace. 

On note V le vecteur : 

aOÂ+bOB+cOC+dOD. 

On suppose V = 0. Quel est le barycentre du 
système (A, a), (B, b), (C, c) lorsque 
a+b+cÆ0? 

ABC est un triangle équilatéral dont la longueur 
du côté est 12 cm. 
Représentez l’ensemble E des points M du 
plan tels que les vecteurs : 

V = MA + ME + MC 

et : Vi =MÀ+2ME+3MC 

soient colinéaires. 

Indication : réduisez l'écriture de V et celle 
de V’ en utilisant des barycentres. 

ABCD est un rectangle tel que AB=6 et 
BC= 4. 

1. Trouvez les réels x pour lesquels il existe 
un unique point M tel que CM = 2 x MA + x MB. 
On notera E l’ensemble de ces réels x. A tout 
réel x de E, on associe alors le point M tel que : 

CM = 2 x MA + x MB. 
2. a/ Précisez le point M associé à x = 0. 

b/ Construisez géométriquement le point I 
associé à x = 1. 

3. Trouvez le lieu géométrique des points M 
lorsque x décrit E. 

Parallélisme 

ABC est un triangle. 
K est le barycentre de (A, 2), (B, 1), (C, 1). 
La droite (KB) coupe (AC) en P et coupe en 
Q la parallèle à (BC) menée par A. 

1. Montrez que P est le barycentre de (A, 2), 

(C, 1). 
2. Montrez que P est le barycentre de (K, 2), 
(Q, 1). | 
Déduisez-en que (AK) et (CQ) sont parallèles. 

3. Trouvez le point D tel que P soit l'isobary- 
centre de À, Q, D. 

18. 

19. 

20 

21. 

GÉOMÉTRIE 

De deux façons 

ABC est un triangle. 
—— 

K est le point tel que BK = - BC; D est le point 

tel que AD = 2 AB + AC. 
Démontrez de deux façons que A, K et D sont 
alignés : 

CO) | — 

1. en montrant_qu'il existe un nombre k 
tel que : AD =K AK; 

2. en utilisant, après l’avoir justifié, le fait que 
À est le barycentre de (B, —2), (C, —1), 

(D, 1). 

ABCD est un tétraèdre. I et J sont les milieux 
respectifs de [AB] et [CD]. m est un réel non 
nul et G, est le barycentre de (A, 1), (B, 1), 
(CG, m2) (Dm): 

1. a/ Situez les points G; (cas m =2) et G. 
(cas m=1). 

b/ Montrez que G, est le milieu de [G; I]. 

2. a/ Montrez que : 

2miG, =(m-—2)IC+mID. 

b/ Déduisez-en que tous les points G;, appar- 
tiennent à un plan fixe que vous préciserez. 

c/ Réciproquement, tout point de ce plan fixe 
est-il un point G,, c'est-à-dire le barycentre 
de (A, 1), (B, 1), (C, m —2), (D, m), pour une 
valeur convenable de m ? 

Alignement 

ABCD est un tétraèdre. 
a est un réel. I et J sont les milieux respectifs 
de [AB] et [CD]. E et F sont les points définis 

par : AE = a AD, BF = a BC. H est le milieu de 
[EE 

D' C' 

a/ Montrez que F est le barycentre de 
(B, 1—-a), (C, a), et que E est le barycentre 
de (A, 1—-a), (D, a). 

b/ En utilisant le théorème du barycentre 
partiel, montrez que H est le barycentre de 
(A, 1—-a), (B, 1 -a), (C, a), (D, a). 
Déduisez-en que I, J et H sont alignés. 

ABD est un triangle. A’ est le symétrique de 
A par rapport à B. C est le point tel que 
ne dupe 
AC=-— AD. 

3 
Les droites (A'C) et (BD) se coupent en ©. 
Démontrez que O est le milieu de [BD]. 
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22. 

23. 

24. 

25. 

ABC est un triangle rectangle en A : 

AB=3 et AC=2. 

1. a/ Placez le barycentre K de A(1) et B(2). 

b/ Placez le barycentre D de A (2), B (—2) et 

C(-—3). Comparez les vecteurs KD et AC. 

2. Pour m+40 et mÆ2, on note H, le 
2 5 

barycentre de a(1+2) B (2-5) et 

(2) | 
a/ Soit I le milieu de [BD]. Déterminez des 
réels a, b et c tels que I soit le barycentre de 
A(a), B(b) et C(c). 

b/ Montrez que tous les points H,, sont sur 
la droite (KI). 

c/ Déterminez l’ensemble des points H,,. 

Géométrie analytique 

Les trois questions sont indépendantes. 
(O:; j, j, k) est un repère donné. 

1. Les points A(2; —1; 3), B(1; 2; O), 
C(—2; 1; 2) et D(—1; —2;5) sont-ils les 
sommets d’un parallélogramme ? 

2. Quelles sont les coordonnées de l'isobary- 
centre des points A(6; 4; 1), B(0; —1;2), 
C(0; 0; 3)? 

3. On considère les points A(2;0; —1), 
B(1; —4;8)et C(7; —12; 22). 
Quelles sont les coordonnées du vecteur 

2 OA +3 OB — OC ? Que peut-on en conclure ? 

ABC est un triangle. B' est le milieu de [AC], 
C’ le milieu de [AB], D le barycentre de (A, 3), 
(B, 2) et I est le barycentre de (A, 2), (B, 2), 
(A, 1), (C, 1). 

1. a/ Montrez que I est le barycentre de 
(B', 1), (C’, 2), et que I est aussi le barycentre 
de (D, 5), (C, 1). 

b/ Déduisez-en que I est le point d’intersec- 
tion des droites (B'C') et (CD). 

2. La droite (AI) recoupe la droite (BC) en E. 
Précisez la position de E sur la droite (BC). 

Indication : vous pourrez utiliser le fait que I 
est le barycentre de (B, 1), (C', 2). 

(Arras (A,, &) Sont n points massifs 

avecn>z8et > a; #0. Nous allons montrer 
i=1 

que pour tout naturel p tel que 1<p<n—1, 
on peut trouver un sous-système de p points 
ayant un barycentre partiel. 

a/ Traitez le cas p =1. 

b/ Pour p Z2, on suppose que chaque fois 
que l’on choisit p réels dans la liste a, a, …, 
a, la somme de ces p réels est nulle. Montrez 
que 4; = &4>, puis que a, =4>=...—= a. 

c/ Concluez. 
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26. On considère dans le plan orienté un triangle 
ABC. 
Soit : G le barycentre du système 

{(A, 3), (B, 1), (C, 1)}, 
Q le barycentre du système {(A, 3), (C, 1)} et 
R le barycentre du système {(A, 3), (B, 1)}. 

1. Démontrez que les droites (BQ) et (CR) 
passent par G. 

2. Soit P le milieu de [BC], démontrez que les 

points À, P, G sont alignés. Exprimez PG en 
fonction de PA. 

3. On suppose B et C fixes et que le point À 
décrit l'ensemble E des points M du plan tels 
+ IT 

que (MB, MC)=—. 

Déterminez alors l’ensemble E’ décrit par le 
point G. 

27. On considère un triangle isocèle ABC de côtés 
BC=2a,AC=AB=3a, a étant un réel positif 
fixé. On note A’ le milieu de [BC] et H 
l’orthocentre du triangle. 

ne ES 

1. Soit 0 une mesure de l'angle BAC. 
TA 

Montrez que cos @ G- 

2. Soit B' le projeté orthogonal de B sur la 

droite (AC). Calculez EC Déduisez-en deux 

réels « et y tels que le point B' soit le 
barycentre du système : (A, æ); (C, y). 

3. En s’aidant de la deuxième question, 
déterminez trois réels a, b, c tels que le point 
H soit le barycentre du système : 

{(A, a); (B, b); (C, c)}. 

28*. 1. Démontrez que pour tout entier naturel n 
non nul : 

124224. +n2=7 A VOL Ra 
6 

2. Soit P le plan rapporté à un repère 
(O; À, j). On note J l’ensemble {1, 2, n} 
des n premiers entiers naturels non nuls. On 
appelle M,,,,, le point de coordonnées 
(m, p) dans le repère (O; j, j), (m, p) appar- 
tenant à J x J. On affecte chaque point M,,, ,, 
du coefficient m ; on note (M,,.,,. m) le point 
pondéré obtenu. 

a/ Déterminez, dans le repère (O; f, j) les 
coordonnées du barycentre G; du système 
{(MA,p» 1); PEJ}, obtenu pour m =1. 
Déterminez, dans le repère (O;f,j), les 
coordonnées du barycentre G,,, du système 
{(Mimo.py Mo); PEJ}, obtenu pour m=ms. 



b/ Déduisez-en les coordonnées du bary- 
centre G du système : 

{(Mm,py M); (M, pJeJxJ}. 

29". À, B, C sont trois points non alignés de 
l'espace E; on donne un point P de E et trois 
réels x, y, z. 
Trouvez les points M de E tels que : 

(M; MA, ME, MC) 
soit un repère de E et que les coordonnées 
de P dans ce repère soient x, y, z. 

Pour chercher plus 

30. Deux triangles ABC et A'B'C' de l’espace ont 
même centre de gravité. 

a/ Démontrez que AA’ + BB’ +CC’=6. 

b/ Étudiez la réciproque. 

31. ABC est un triangle équilatéral. AB = a. 
G est le point tel que : 

EE re 

GB=-— AC. 
2 

a/ Calculez GA, GB, GC. 

b/ Trouvez des réels a, b, c tels que G soit 
barycentre de (A, a), (B, b), (C, c). 

32. ABCD sont quatre points non coplanaires; E 
= 2 — 

est le milieu de [AB], F est tel que ss BC 

et G est le barycentre de (C, 1) et (D, 3). 
Montrez qu'il existe un point H unique sur la 
droite (AD) tel que les droites (HF) et (EG) 
soient concourantes. 

33. Droites concourantes dans l’espace 

ABCD est un tétraèdre; E, F, G sont les points 
tels que : 

AÉ=2EB, CF-FD, BG=3GC. 
Trouvez le point H de la droite (AD) tel que 
les droites (GH) et (EF) soient concourantes. 

4. Pour préciser, dans l’espace, des points 
d’intersection 

ABCD est un tétraèdre; E est le point du 
segment [BD] tel que 5BE=2BDetF le point 
du segment [AC] tel que AC = 3 AF. J est le 
milieu du segment [EF]. 

a/ On note P le plan passant par À, B et J, et 
Q le plan passant par C, D et J. Prouvez 
l'existence d'une droite À passant par J et 
coupant les droites (AB) et (CD). 

b/ Trouvez des coefficients «, B, y, à tels que 
J soit barycentre de (A, «), (B, B), (C, y), 
(D, à). 

35. 

36. 

GÉOMÉTRIE 

c/ En utilisant les barycentres partiels de 
(A, «), (B, B) et (C, y), (D, ô) montrez l’exis- 
tence de la droite A en précisant la position 
des points communs à À, (AB) et (CD). 

Parallélisme 

ABC est un triangle. 
A' est le barycentre de (B, 2), (C, —3). B' est 
le barycentre de (C, —3), (A, 1). C' est le 
barycentre de (A, a), (B, b). 
Comment choisir a et b pour que les droites 
(AA), (B, B') et (CC') soient parallèles ? 

Dans un parallélépipède 

ABCDA'B'C'D' est un parallélépipède. 
I est le centre de gravité du triangle A'B'C'. 

1. Démontrez que 3DI=2DB;. 

2. Déduisez-en que I est le point d’intersec- 
tion de (DB) avec le plan (A'BC'). 

3. Démontrez que la droite (DB') coupe le plan 
(ACD”) en un point qui est le symétrique de I 
par rapport au centre du parallélépipède. 

37*. À l’aide du T.P.2. et en étudiant d’abord le 
cas où les angles du triangle sont aigus, puis 
l'autre cas, montrez que le barycentre de 

(A, a cos À), (B, b cos B), (C, c cos C) est 
le centre du cercle circonscrit au triangle 
ABC. 
(a=BC, b=CA, c=AB) 

38**. Trouvez l'isobarycentre des centres des 
quatre cercles tangents aux trois côtés d’un 
triangle. 

Problèmes de synthèse 

39. Lieux géométriques 

ABCD est un tétraèdre. I est le milieu de [AB] 
et J est le milieu de [CD]. M et N sont les points 

définis par : MÀ + k MC = 0, NB + «k ND = 0, où 
k est une constante réelle, k Æ — 1. 

1. Quel est le lieu géométrique de M, et quel 
est celui de N, lorsque k décrit R—{—1}7? 

2. O est le milieu de [MN]. Montrez que 
OÏ+kOJ=0. 
Quel est le lieu géométrique des points O ? 
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3. a étant un réel donné, on désigne par I; et 
J, les points tels que : 

I Â=al.B, HC=4J D: 

Quel est, lorsque k décrit R—{—1}, le lieu 
géométrique (L) des points P tels que : 

PM=a PN? 

4. Montrez que la droite (MN) varie en restant 
parallèle à un plan fixe, et que (L) reste 
parallèle à un autre plan fixe lorsqu'on fait 
varier à. 

40*. Suites et barycentres 

A et B, sont deux points distincts ; on désigne 
par À, le milieu de [A;B,] et par B, le 
barycentre de (A, 1), (Bo, 2). Par itération, 
on définit deux suites de points (A,),.:n et 
(B, en telles que, pour tout neN, À, ,, soit 
le milieu de [A, B,] et B, ., soit le barycentre 

de (A,, 1), (B,, 2). 
a/ Prenez AB, = 20 cm et construisez A;, 

B;, À, B>, A3, B3, Aa, Ba. 

b/ On pose v,, =A, B,.. 
Démontrez que la suite v est une suite 
géométrique. 
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Trouvez un naturel n, tel que si n Zn, : 

A, BA B5 1UR 

An An +: 

NENEEI 

points À, etB, se rapprochent arbitrairement 
d’un point fixe, celui-ci a une position précise, 
notée Q dans les questions suivantes. 

d/ On pose u, = A, À, ,:. 
Démontrez que la suite u est une suite 
géométrique. Exprimez AA, puis QA, en 
fonction de n. 
Que pouvez-vous en déduire concernant la 

suite (A, ); en ? 
Procédez de même pour la suite (B,), cn. 

c/ Calculez - Montrez que si les 

e/ Trouvez une homothétie h de centre Q 
telle que, pour tout neN, B,, =h (A,). 

f! À l’aide de ce qui précède, étudiez les 
variations et limites des suites numériques 
(Xn )nen et (Yn)nen définies par x5=0, Yo=1 
et pour tout neN : 

Xn Ÿ Yn Xn + 2Yn Xe cet = 
2 3 
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T.P. d'application 179 | 

Exercices et problèmes 

EE ESS 

Produit scalaire 
PA 

Produit vectoriel 
QT "mm RP 

1 Produit scalaire de deux vecteurs du plan 

1.1. DIVERSES EXPRESSIONS 

e Le produit scalaire u:v de deux vecteurs du plan peut être calculé de plusieurs 

manières qui évidemment donnent toutes le même résultat. Elles sont indiquées dans 
le tableau suivant : 

Dans un repère 

orthonormal 

uw (x: y) 

VX: y!) 

5 
AB e CD = AB XCDxcos@ 
=) —; > > 

uev={|lul|x||vlilxcos@ 

Autre expression : 2(ü-v)=|[ü|*+|v|?-|uù-v|?. 

e Ilest important de comprendre la signification de l'égalité AB-CD=AB-C'D;. Elle 

dit que : 

on ne change pas le produit scalaire de deux vecteurs en remplaçant l’un d'eux 

par sa projection orthogonale sur la droite qui porte l’autre. 

Remarque : lorsque u et v sont colinéaires, alors : 

ü-v=l{lû] x||v . si u et V sont de même sens 

ü-v=-{ulx|vl, si ü et v sont de sens contraires. 

1.2. RÈGLES DE CALCUL 
Quels que soient les vecteurs u, v, W, et quel que soit le réel a : 

1. U:v=v'u. 2. ü-(V+w)=u.v+u-w. 3, (au)-v=a(u:v). 
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Exercices-tests 1. u est un vecteur de norme 2. (O Ai j) est un repère 

+ —) JT 
orthonormal et (i, u) er 

Calculez ü:i et ü'j. 

2. ABC est un triangle. O est un point de [BC]. On 

sait que : 

AB-AO=5 et que AC:AO=3. 

Calculez BC-AO et BC-OA. 

Applications du produit scalaire 
en géométrie plane 

2.1. CALCULS DE DISTANCES 
La notation AB? désigne le produit scalaire AB:AB. 

AB?=AB?=AB.AB  |u|=uü?=ù.u. 

Pour calculer une distance AB, on peut calculer AB-AB. 

2.2. ORTHOGONALITÉ 

2.3. RELATIONS MÉTRIQUES DANS UN TRIANGLE A 

a/ Notations 

ABC est un triangle quelconque. 

L'usage est de noter : BC=a, AC=Db, AB=c, 
= A PR — B 

A= BAC, B= CBA, C= BCA, et de noter sin A au C 
lieu de sin À, cos À au lieu de cos A... 

On note p le demi-périmètre (2 pp =a +b+c)etsS l'aire de ABC, R le rayon du cercle 
circonscrit. 

b/ Avec ces notations 

a 
a?=b?+c?-—92 bc cos A 

1 
=-— bc sin A. 

c/ Le théorème de la médiane :| AB? + AC? = 2 AO? + 

2h. 

Be | 
5 | où O est le milieu de [BC]. 

Exercices-tests 1. Les vecteurs uü et V sont orthogonaux. Calculez : 
fu +v|?+|]{ù -v|? en fonction de [ü|| et de ||]. 

TES TT 1 C=— 
3 4 

2. ABC est un triangle. a =6, B= 

Calculez b, c, À. 
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GÉOMÉTRIE 

2.5. CARACTÉRISATION D'UNE DROITE PAR UN POINT ET UN 
VECTEUR NORMAL 

La droite d qui passe par le point À et qui est 

orthogonale au vecteur ü (ü 0) est l'ensemble des 
points M tels que : 

— 

AM:-u=0. 

Si dans un repère orthonormal, la droite d a pour 
équation : ax + by + c =0 alors le vecteur ü (a: b) 

est orthogonal à la droite d. 

Le cercle de diamètre [AB] est l’ensemble des points 

M tels que : 

MA-MB=0O. 

2.7. LIEN ENTRE LES COORDONNÉES DE M ET L'ANGLE (i, OM) 
(O; 1, j) est un repère orthonormal. Dans ce repère 
le point M a pour coordonnées (x, y). Alors : 

x=OM cos(i, OM)  y=OM sin(i, OM). 

En effet : OM = xi + Yi, 

donc : OM-i=x et OM-i=OM cos (OM, i). 

OM:j = y, et OM-j =OM cos (OM, j)=OM sin (i, OM), 

car cos (OM, j)= cos (j, OM)= cos LG om) | 

E Géométrie analytique dans l’espace 

Dans un repère ORTHONORMAL, si le vec- 

teur ü a pour coordonnées (a; b; c), alors : 

fu ||? = a?+b?+c?. 

Dans un repère ORTHONORMAL, si les 

points M et M’ ont pour coordonnées respec- 

tives (x; y; z)et (x'; y'; z') alors : 

MM'?=(x' x} +(y'—y}+(z'-2Y. 

Dans un repère ORTHONORMAL, dire que les vecteurs HU V2 Net 

v(x'; y'; z') sont ORTHOGONAUX équivaut à dire que : 

xx'+yy'+zz'=0. 
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LAN TARN 

A. PREMIÈRE PARTIE : 
LE PRODUIT SCALAIRE DANS L'ESPACE 

Définition du produit scalaire de deux vecteurs 
de l’espace 

1.1. PRODUIT SCALAIRE DANS UN REPÈRE ORTHONORMAL 
Choisissons un repère orthonormal et associons à tout couple de vecteurs 

u(x; y; 2), V(x'; y'; z'), le nombre xx'+yy'+2zz". 
Nous pouvons traduire l’orthogonalité de deux vecteurs ü et vŸ par une «formule » 

simple : xx'+ yy'+zz' =0, et calculer la norme de ü, par exemple, par une « formule » 

simple, elle aussi : 

—||2 
lu | =x?+y? +27. 

Notez que cette expression est de la forme : xx'+yy'+7zz', avec x=x', y=y',z=2". 

Tout cela a été vu en classe de Premières. 

Le nombre xx’ + yy' + zz' est appelé produit scalaire des vecteurs ü et v dans le repère 

orthonormal (O; 19 k). 

1.2. LE PRODUIT SCALAIRE EST INDÉPENDANT 
DU CHOIX DU REPERE 

Dans un repère orthonormal (O; 13 Fe k), deux vecteurs ü et ÿ ont respectivement pour 

coordonnées (x; y; z}, (x'; y'; z'). Alors leur produit scalaire dans (O ); i, j, k) est 

xx'+7yy'+zz'. Supposons que dans un autre repère orthonormal, (0”° 1e 1e Kk) les 

coordonnées de ü et Y soient (X; Y; Z), (X'; Y'; Z’). Alors leur produit scalaire dans 

ce repère est : XX'+YY' +77’. Montrons que : xx'+yy'+zz'=XX'+VY'+77. 

M 

Pour cela, notons M et M' les points tels que : 

OM=üù, OM’ =5. 

Alors, dans (0; de ï k) : 

OM = x° + y° +7° 
OM'2= x"? 3e vez? 

et, puisque le vecteur MM’ a pour coordonnées (x’—x; y'—y;z'—z), nous obtenons : 

MMÉ= CE +=) 
=x"?+y +2 24x74y2+22 2 (xx + yy' +221). 

Il en résulte que : 

2(xx' + yy'+zz') = OM? +OM'? -MM”? 

= [a+ la. 
Ainsi, xx'+yy'+zz' ne dépend que de la longueur de u, de la longueur de v, et de 

la longueur de v — ü. Or, ces trois longueurs sont des données constantes, dès que 
sont donnés les vecteurs u et v. 

En calculant 2(XX'+YY'+7Z7') dans (o’ ; 40 1. Kk’), nous trouverions donc aussi : 

af +15|?-Îfù-v1?, d'où le résuitat. 
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1.3. CONCLUSION 

DÉFINITION 1 

Nous pouvons donc définir LE produit scalaire de deux vecteurs u et 
v de l’espace, comme étant le nombre : 

xx'+yy'+zz 

où (x; y; z), (x'; y'; z') sont les coordonnées de ces vecteurs dans un 
repère orthonormal arbitrairement choisi. 

Notation : comme en géométrie plane, le produit scalaire de ü et v est noté uv. 

1.4. UNE AUTRE EXPRESSION DU PRODUIT SCALAIRE 
Nous avons prouvé au paragraphe 1.2. que : 

Propriétés et autres expressions du produit 
scalaire 

2.1. RÈGLES DE CALCULS DU PRODUIT SCALAIRE 
Les règles de calculs du produit scalaire dans l’espace sont analogues aux règles de 

calcul du produit scalaire dans le plan. 

THÉORÈME 1 

Pour tous vecteurs u, v, W, tous réels a et b : 

(1) u:v=v:u. 

v 

(3) d-(V+w)=u.v+u-w. 

Prouvons par exemple, la proposition (3). 

Les autres propriétés se démontreraient de manière analogue. 

Choisissons un repère orthonormal (O; 1/81; Kk) ebnotonsiC y 2), Cave rm iet 

(x"'; y'; z") les coordonnées respectives des vecteurs ü, V, W. 

Alors, v +w a pour coordonnées : (x'+x"; y'+y"; z'+2z"). 

Donc: d-(v+w)=x(x'+x9 + y(y'+y) + z(z'+2 
=ét Trot ain RAT on 22 A > 

VV 22 U 

=u:v + uw. 

2.2. LE PRODUIT SCALAIRE ET LA RELATION DE CHASLES 
La règle (3) : u-(V+w)=u4:v+u:w, se traduit en disant que le produit scalaire est 
distributif par rapport à l'addition. 

Pour calculer un SHQut scalaire du’ ou pour démontrer des égalités, il sera souvent 

avantageux d'écrire u'=v+w, grâce à la relation de Chasles, et de calculer alors 

u:v+u:w. 
L'utilisation du produit scalaire avec la relation de Chasles est une méthode très 

utilisée soit pour calculer plus facilement, soit pour démontrer des propriétés 

géométriques. 
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EXEMPLE D'APPLICATION A 

Dans le tétraèdre ABCD, on connaît le produit scalaire 

AB: BD, soit a, et Al AB: -BC, soit b. Si l'on veut calculer le 

produit scalaire AB- DC, en fonction de a et de b, on 

écrira : DC=BC-— BD, d'où : 

AB-DC = AB:(BC - BD)=AB-:BC-AB-BD=b-—a. 
B C| 

2.3. AUTRES EXPRESSIONS DU PRODUIT SCALAIRE 

Nous allons prouver les résultats suivants : 

Pour calculer le produit scalaire de deux vecteurs u et v v de l'espace, on peut 

calculer le produit scalaire de deux vecteurs coplanaires OA et OB, avec OA = U, 

OB=Ÿ. 

Donc, pour deux vecteurs ü et v, non nuls : 

5= [fa] x 15] x cos (&, 5) 
ein 

| OÂ-OË=OÂ-OH 

où H est le projeté orthogonal de B sur (OA). 

Démontrons ces résultats. 

Deux vecteurs de l’espace, ü et v, peuvent 

toujours être représentés par des vecteurs copla- 

naires; en effet, il suffit pour cela de choisir 

trois points O, À, B tels que : OÀ = ü, OB= v, et 

il y a toujours au moins un plan P qui contient 

ces trois points. 

— 

Or, nous avons vu au paragraphe 1 que u: (Hall +[FP-lu-v1?) }, et cette 

expression est exactement celle qui donne, dans A plan P, le produit scalaire OÀ-OË 

(voir « Pour prendre un bon départ», paragraphe 1). Les résultats énoncés se déduisent 

alors directement des différentes expressions du produit scalaire dans le plan. 

Remarque 

Lorsque les deux vecteurs ü et v sont colinéaires : 

ü-v=|ù| X ITA si ü et V sont de même sens 

üv=-{uù|x|vl|, siü et v sont de sens contraires. 
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E Utilité du produit scalaire 

3.1. CALCUL DE DISTANCE ET CARRÉ SCALAIRE 
Comme dans le cas de la géométrie plane, nous obtenons : 

En lorsque ü = v, l'égalité d-v= lu] x 1151] x cos (&, v) conduit à : ü-v= lu 
car cos ( ü, v)=cos 0=1. 

Lorsque ü = AB, nous écrirons aussi : AB? au lieu de AB:AB, d'où : 

AB? = AB?. 

Lorsque AB a pour coordonnées (a; b: c), AB-AB est égal à : a?+b?+c?, d'où 
AB°=a?+b°+0c?. 
On retrouve ainsi le résultat vu en classe de Première. 

MÉTHODE 
Ainsi, pour calculer une distance AB, il suffit de calculer le produit scalaire AB : AB. 

3.2. VECTEURS ORTHOGONAUX 

Nous avons rappelé dans «Pour prendre un bon départ» le résultat suivant : 
«dire que deux vecteurs u et V sont orthogonaux, équivaut à dire que xx' + yy'+zz'=0, 

où (x; y; z)et (x'; y'; z') sont les coordonnées de u et de v dans un repère 

orthonormal». 

Avec la définition du produit scalaire, nous pouvons énoncer ce résultat sous la forme 

suivante : 

THÉORÈME 1 

Dire que deux vecteurs sont orthogonaux équivaut à dire que leur 
produit scalaire est nul. 

3.3. CALCULS D’ANGLES 

L'égalité u-v={|u| x|v|| Xcos (ü, v) peut permettre de calculer cos (ü, ÿ), en 
particulier lorsqu'on connaît les coordonnées de ü et v dans un repère orthonormal. 

Mais la connaissance de son seul cosinus ne permet pas de déterminer l'angle (ü, v). 

Il faudrait pour cela, et ce serait suffisant, connaître aussi son sinus. Nous verrons 

au paragraphe 8. comment il est possible de calculer sin (ü, Ÿ). 

4 Orthogonalité de droites et de plans 

Rappelons ceci : dire que le plan P est dirigé par les vecteurs OÀ, OB, ou que OÀ, 

OB sont des vecteurs directeurs du plan, signifie que OA et OB ne sont pas colinéaires 

et que PES parallèle au plan (OAB). Plus généralement, étant donnés deux vecteurs 

u et Ko on dira que u et v sont des vecteurs directeurs de P, si OÀ et OB le sont, avec 

ü=OÀ et ÿ=OB. 

Nous allons interpréter vectoriellement les principaux résultats énoncés dans les 

classes antérieures au sujet de droites orthogonales et de droites et plans 

perpendiculaires. 
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4.1. DROITE PERPENDICULAIRE À UN PLAN 

a/ Point de vue ponctuel Interprétation vectorielle 

MÉTHODE MÉTHODE 
Pour démontrer qu’une droite d Pour démontrer qu’une droite d 
est perpendiculaire à un plan P, il est perpendiculaire à un plan P, il 
suffit de démontrer qu’elle est ortho- suffit de démontrer qu’un vecteur 
gonale à deux droites sécantes du directeur ü de d est orthogonal à un 
plan. couple V, w de vecteurs directeurs 

de P: 

ü est alors orthogonal à tout vec- 
teur AB, où A et B sont des points 
de P. 

d est alors orthogonale à toute On dit alors que le vecteur ü est 
droite du plan P. un vecteur normal à P. 

b/ Définition d’un vecteur normal à un plan 

Dire qu’un vecteur ü, non nul, est normal à un plan P, signifie que la direction 

de ü est orthogonale à P. Il en résulte que ü est orthogonal à tout couple de 

vecteurs directeurs de P. 

Lorsque uü est normal à P, on dit aussi que P est orthogonal à u. 

Remarques 

e Si ü est normal à P, alors ü est un vecteur directeur de n'importe quelle droite 

perpendiculaire à P. 

e Si uü est un vecteur normal à P, alors ü est normal à tout plan Q parallèle à P. 

4.2. CARACTÉRISATION D'UN PLAN PAR UN POINT ET UN 
VECTEUR NORMAL 

A est un point, et ü = AË, un vecteur non nul. B 

HU 
Nous savons que l’ensemble des points M tels 

que les droites (AM) et (AB) soient perpendicu- 

laires est le plan P perpendiculaire en A à (AB). 

(Nous convenons ici de dire que si M est en A, 
(AA) est perpendiculaire à AB.) 

Or, dire que (AM) et GB) sont perpendiculaires, 

équivaut à dire que AM: u =0. D'où le théorème 
suivant : 

THÉORÈME 2 

A est un point et ü un vecteur non nul. 
Le plan P qui passe par À, et qui est orthogonal à u, est l’ensemble 
des points M tels que AM‘ü =0. 
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4.3. DROITES ORTHOGONALES DANS L'ESPACE 
Rappelons que deux droites orthogonales de l’espace ne sont pas nécessairement 
sécantes. Lorsque deux droites sont orthogonales et sécantes, nous dirons qu'elles 

sont perpendiculaires. 

Point de vue ponctuel 

MÉTHODE 
Pour démontrer que deux droites 
d, et d, sont orthogonales, il suffit 
de démontrer que d, est perpendi- 
culaire à un plan contenant d:. 

4.4, PLANS PERPENDICULAIRES 

Point de vue ponctuel 

Par définition, dire que deux plans 

sont perpendiculaires signifie que 

l’un d'eux contient une droite perpen- 

diculaire à l’autre. 

Point de vue vectoriel 

MÉTHODE 
Pour démontrer que deux droites 
d, et d, sont orthogonales, il suffit 
de démontrer qu'un vecteur direc- 
teur de l'une est orthogonal à un 
vecteur directeur de l’autre. 

Point de vue vectoriel 

Deux plans sont perpendiculaires si 

et seulement si un vecteur normal à 

l’un est vecteur directeur d’une droite 

de l’autre. 

MÉTHODE 

n est un vecteur normal à P et n' 
un vecteur normal à Q. 
Pour démontrer que les plans P et 
Q sont perpendiculaires, il suffit de 
démontrer que les vecteurs ri et n' 
sont orthogonaux, à savoir n:n'=0. 

4,5. PROJECTION ORTHOGONALE SUR UN PLAN DE DEUX 
DROITES PERPENDICULAIRES 

THÉORÈME 3 

(AB) et (AC) sont deux droites perpendiculaires en À, qui se projettent 
orthogonalement sur un plan P, selon deux droites (A'B') et (A’C”). 

e Si(AB)est parallèle à P, alors (A’B')et (A'C”) sont perpendiculaires. 

e Si (A'B') et (A'C') sont perpendiculaires, alors (AB), ou (AC), est 
parallèle à P. 

Nous allons démontrer ce théorème. 

Auparavant, notons que les droites (AA), 

(BB), (CC') sont parallèles et donc que les 

points À, B, A’, B’, d'une part, et les points 

A, C, A’, C', d'autre part sont coplanaires. 
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a/ On suppose (AB) parallèle au plan P 

Nous allons montrer que, sous cette hypothèse, nous obtenons : (A'B’)L(A'"C”). 

Puisque (AB) est parallèle au plan P et coplanaire avec (A'B”), (AB) est parallèle à 

(A'B'), donc (AB) est perpendiculaire à (AA'); or, (AB) est aussi perpendiculaire à 

(AC), donc (AB) est perpendiculaire au plan (AA'CC”). Il en est donc de même de 

(A'B'), et donc (A’'B')}L(A'C'). 

b/ On suppose que (A'B'}) et (A’'C’) sont perpendiculaires 

Nous allons montrer que, sous cette hypothèse, nous obtenons : (AB) est parallèle à 

P, ou (AC) est parallèle à P. 

Supposons (AC) non parallèle à P, donc (A'C’) et (AC) sont sécantes. 

La droite (A'C'}) est orthogonale à (AB) : en effet, elle est orthogonale au plan (AA'BB”), 

car orthogonale à (AA) et (A'B'). 

La droite (AB), qui est orthogonale aux sécantes (AC) et (A'’C’), est donc 

perpendiculaire au plan (ACA'C"). 

Mais il en est de même de (A'B'); en effet (A'B')L(AA‘') et (A’'B')L(A'C"). Donc (AB) 

et (A'B') sont parallèles, donc (AB) est parallèle à P. 

Remarque : on énonce aussi ce théorème sous la forme suivante : 

une condition nécessaire et suffisante pour qu'un angle droit se projette orthogonale- 

ment selon un angle droit, est que l’un de ses côtés au moins soit parallèle au plan 

sur lequel on projette. 

5. Le produit scalaire en géométrie analytique 

5.1. ÉQUATION CARTÉSIENNE D'UN PLAN DANS UN REPÈRE 
ORTHONORMAL 

a/ (O; i, j, k) est un repère orthonormal. B 

EY 
P est un plan dont on connaît un point A de 

coordonnées (Xo; Yo; Zo) et un vecteur normal 

ü de coordonnées (a; b: c). Q 
P est donc l'ensemble des points M tels que 

AM:uüu=0 (théorème 2). Donc, dire que 
M(x; y; z) appartient à P, équivaut à dire que : 

( —Xo) a +(ÿ — Yo) b +(z —zo)c =0, 

donc, à dire que : ax + by + cz —(axo + yo + Czo) = 0. 

Cette condition, nécessaire et suffisante, d'appartenance d'un point M(x; y; z) au 

plan P est appelée équation cartésienne de P dans le repère (O; Lee K). Cette équation 

est de la forme : 

ax +by+cz+d=0, avec a, b, c non tous nuls. 

b/ Réciproquement, étant donnés quatre réels a, b, c, d, avec a, b et c, non tous 
nuls, cherchons l'ensemble des points M(x; y; z) tels que : 

ax + by +cz+d=0. 

Choisissons trois nombres x, Yo, Zo tels que : axo+ byo+ CZo+ d =0. Un tel choix 

est toujours possible. (Par exemple, si cÆ0, on choisit arbitrairement xs, Yo, puis 

enr) 

CO 
on choisit z, tel que Zzo = 
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Notons A le point de coordonnées (xs; Yo; Zo) et ü le vecteur de coordonnées (a ; b FC), 
qui est non nul par hypothèse. 

Soit M(x; y; z) un point tel que : 

ax + by + cz + d =0. [1] 

Alors, en remplaçant d par — axç — byo — czo dans l'égalité ci-dessus, nous obtenons 

successivement des conditions équivalentes à [1] : 

ax LDYACZ aX0— Dyo— CZo 0 

a(x—xo)+b(y—Yo)+Cc(z—20)=0 
AM:u=0. 

Notons P le plan qui passe par A et qui est orthogonal à ü. 

L'ensemble des points M(x; y; z) tels que ax + by + cz + d =0 est donc ce plan P. 

D'où, en résumé, le théorème suivant : 

THÉORÈME 4 

_(O:; à, j, K) est un repère ORTHONORMAL. 
1. Tout plan P a une équation de la forme : 

ax +by +cz+d=0 avec (a, b, c)Æ(0, 0, O0), 

et alors le vecteur u (a; b; c) est un vecteur normal à P. 

2. a, b, c, d étant quatre réels donnés, avec (a, b, c)Æ(0, O0, O), 
l'ensemble des points M(x; y; z) tels que : 

ax + by +cz+d=0 

est un plan orthogonal au vecteur u (a; b; c). 

EXEMPLE D'APPLICATION 

A est le point de coordonnées (2; 3; 1) et u est le vecteur de coordonnées (1; 0; 1), 

dans un repère orthonormal. Cherchons dans ce repère une équation du plan P qui 

passe par À et qui est orthogonal à u. 
Nous pouvons opérer de deux façons : 

Première méthode : d'après le théorème 4, une équation de P est de la forme 

ax + by + cz + d =0,avec(a; b; c)coordonnées de ü, donc de la forme : x +z+d=0. 

Or le point À, appartient à P, donc: 2+1+d=0, d= —3. 

Une équation de P est donc : x+z—3=0. 

Deuxième méthode : d'après le théorème 2, P est l'ensemble des points M(x; y; z) 
tels que AM:u =0, donc tels que : 

=2)X1+G—-3)X0+G-DxX1=0 
x+z—-3=0. 

Une équation de P est donc : x+z—3=0. 

5.2. ÉQUATION D'UNE SPHÈRE 
(Oo; é T. k) est un repère orthonormal. 

S est la sphère de centre I(a; b; c) et de 

rayon fr. 
Dire qu'un point M appartient à S équivaut 

à dire que : IM?= r”°, donc à dire, successive- 
ment que : 

M 

IM-IM=r°? 

@&—-a} +(y-bY +CG =c}=r. 

PA 

Cette relation d'appartenance est appelée «équation de la sphère S». 
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lé. Exercices résolus 

6.1. LE THÉORÈME DES TROIS PERPENDICULAIRES 

EXERCICE  d est une droite contenue dans un plan P. 
RESOLU 1 A est un point extérieur à P. B est le projeté orthogonal de A 

sur P. 
Montrez que A et B se projettent orthogonalement sur d en 
un même point C. 

SOLUTION COMMENTÉE na = 

Notons C le projeté orthogonal de B sur da. 
Il s’agit alors de montrer que C est le projeté 
orthogonal de A sur d, c'est-à-dire que (AC) 
est perpendiculaire à d. 

1. MÉTHODE sans utiliser le produit scalaire 
Pour démontrer que deux droites d., et d, sont orthogonales, on 
démontre que d. est perpendiculaire à un plan contenant a. 

La droite (AC) est dans le plan (ABC). Nous allons démontrer que d est 
perpendiculaire à ce plan, il en résultera : d L(AC). Pour démontrer que d est 
perpendiculaire au plan (ABC), il suffit de démontrer que d L(AB) et d 1 (BC). 
Or, (AB) est perpendiculaire à P, par hypothèse, donc (AB) est orthogonale à 
toute droite de P, et donc (AB)1d. De plus, par hypothèse d L(BC), d'où le 
résultat. 

2. MÉTHODE utilisant le produit scalaire 
introduire un vecteur directeur U de la droite d et montrer que AC-ü = 0. 

Pour pouvoir utiliser les hypothèses (AB).L@, c'est-à-dire AB-ü =0, et (BC) La, 

c'est-à-dire BC-ü =0, nous décomposons AC en AË +BC. 

D'où AC-ü = (AB +BC)-ü = AB-U +BC-ü =0, d'où le résultat. 

6.2. INTERSECTION DE PLANS 

EXERCICE Dans un repère orthonormal, deux plans P; et P; ont pour 
RESOLU 2 équations : 

(P:):x-4y+7=0; (P:):x-2Zz+5=0. 

Donnez une représentation paramétrique de leur droite d 
d'intersection, si elle existe. 
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SOLUTION COMMENTÉE «um 

MÉTHODE 
Les points M(x; y; z), communs à P; et P., sont les points tels que : 
X—4y+7=0 et x-2z+5=0. 
Ce sont donc les points dont les coordonnées sont solutions du système 

X—4y+7=0 Xx—4y = —7 

ee soit () : L* —2Z- D. 

On résout donc ce système (S) qui, a priori, soit n’a pas de solution (plans 
non sécants), soit en a une infinité (plans sécants). 
La méthode de Gauss conduit, avec L, <—— L;,—L,, à: 

Re —7 

Ay#2zZ=-2 

X=4y=7 = —3+4 
d'où : L À 2 

_1+z _1+z 
Dr: 5 

12 
Les solutions de (S) sont donc les triplets : (= 34742: ES 2) où z est un 

réel quelconque. 
Les plans P; et P, sont donc sécants selon une droite a. 
Puisque z est un réel quelconque, il suffit de poser z =t, pour obtenir une 
représentation paramétrique de da. 

= 

Nous obtenons donc : Vu 

Z=, telR. 
ESSNRRENEE 

6.3. RECONNAÎTRE DES PLANS PERPENDICULAIRES, 
DES PLANS PARALLELES 

EXERCICE P et Q sont deux plans d'équations respectives : 
RÉSOLU 3 axX+by+cz+d=0,a'x+b'y+c'z+d'=0,dansunrepère 

orthonormal. 
Justifiez les deux affirmations suivantes : 

a/ Dire que P et Q sont parallèles équivaut à dire qu'il existe 
un réel À, tel que a'=1a, b'=Àb,c'=À2c. 

b/ Dire que P et Q sont perpendiculaires équivaut à dire que 
aa'+bb'+cc'=0. 

SOLUTION COMMENTÉE «us 

Dans les deux cas, nous allons utiliser des vecteurs normaux à P et Q 

respectivement. 

a/ Parallélisme 

MÉTHODE 
Utiliser le résultat suivant : dire que P et Q sont parallèles équivaut à 
dire qu’un vecteur normal de Q est colinéaire à un vecteur normal de P. 
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Nous savons (voir théorème 4) que le vecteur 
Ü(a;b;c) est normal à P, et que le vecteur 

_— 

u 
u’(a'; b'; c') est normal à Q. és 
«P parallèle à Q >» équivaut à « ü etu’ colinéaires » /P 
et donc à «il existe un réel À tel que u'=Aü », se 
c'est-à-dire : «il existe un réel À tel que a ea u’ 
bib CEE Pr 

b/ Orthogonalité 

MÉTHODE 
Utiliser le résultat suivant : dire ‘que A et Q 
sont perpendiculaires équivaut à dire qu’un 
vecteur normal de P est orthogonal à un 
vecteur normal de Q. 

Avec les notations du a/, dire que P est perpendiculaire à Q équivaut à dire 
que ü‘u'=0, c'est-à-dire à : aa'+bb'+cc'=0. 

6.4. TROUVER L'INTERSECTION D'UNE DROITE ET D'UN PLAN 

EXERCICE Dans un repère orthonormal, le plan P a pour équation : 
RESOLU 4 x—-2y+3z—-1—0, et la droite d a pour représentation 

paramétrique : 

x=1-t 
y=2+t 
Z— ll PI. 1cRR 

Trouvez les coordonnées du point d'intersection du plan P et 
de la droite d, lorsque ce point existe. 

SOLUTION COMMENTÉE sum 

MÉTHODE 
Dire qu’un point M(x; y; z) appartient à P et à d, c’est dire qu'il 
existe un réel f, tel que : 

(1-1 20258 ET) 1e 0; 

Donc, si cette équation d’inconnue t a une solution t,, la droite d coupe P au 
point M (fo); si cette équation n’a pas de solution, la droite d et le plan P sont 
parallèles. L'équation [1] s'écrit : 31=7. 

7 
Elle a une solution : la Les coordonnées du point M (t5), intersection de P 

et de d, sont donc : 

Pr era 2 PS EE 
8 à 30 él sat ie 
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B. DEUXIÈME PARTIE : 
LE PRODUIT VECTORIEL 

NOTE 
HISTORIQUE 

Le calcul vectoriel, mainte- 
nant étudié en Mathémati- 
ques, a été utilisé d’abord 
par les physiciens, les 
mécaniciens et les ingé- 
nieurs. Son origine remonte 
aux travaux de Hamilton 
(1805-1865) et, de Grass- 
man (1809-1877), mais son 
développement est essen- 
tiellement dû au physicien 
Maxwell (1831-1879), au 

chimiste Gibbs (1839- 
1903), à l'ingénieur Heave- 

side (1850-1925). Plus tard, 

les mathématiciens, fai- 
sant abstraction de la 
nature physique des «vec- 

GÉOMÉTRIE 

teurs», ont développé la 
théorie des espaces vecto- 
riels. 
Le produit vectoriel est un 
outil essentiel en Mécani- 
que et en Physique. Il sert 
par exemple à définir le 
moment d'une force en un 
point, la force magnétique 
qui s'exerce sur une parti- 
cule électrique en mouve- 
ment dans un champ 
magnétique; pour un 
solide en rotation, le pro- 

duit vectoriel permet de cal- 
culer la vitesse d'un point 
en utilisant le vecteur 
rotation. 

(7| Orientation de l’espace 

Nous allons orienter l’espace comme le font les physiciens. Les physiciens disposent 

de plusieurs moyens pour orienter l’espace : par l'observateur d'Ampère, par la «règle 

des trois doigts de la main droite», ou par la «règle de la paume et du pouce». Nous 

n'utiliserons que le premier de ces moyens : l'observateur d'Ampère. 

7.1. REPÈRES DIRECTS, BASES DIRECTES 

a/ (0; OÀ, OB, OÙ) est un repère de l'espace; 
notons Ox, Oy et Oz les demi-droites d'origine 

O qui contiennent respectivement À, B et C. 

Un « observateur d'Ampère », pour ce repère, est 

un personnage placé le long de Oz, les pieds en 

O et qui regarde dans la direction de Ox. 

Si Oy est placé à gauche de l'observateur, on 

dit que le sens du repère est direct (ou positif). 

Si Oy est placé à droite de l'observateur, on dit 

que le sens du repère est indirect (ou négatif). 

Remarques 

1. L'ordre dans lequel sont donnés les vecteurs OÀ, OB et OC est fondamental pour 

la détermination du sens du repère. 
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2. La figure ci-contre représente un repère 

(O0; OÀ, OB, OÙ) orthonormal direct. 

Mais, par exemple, (O s OË, OA, OC) est indirect. 

b/ Lorsque le repère (Oo; fe ï k) est direct (resp. 

indirect), on dit que la base (5 de k) est directe 

(resp. indirecte). 

c/ On dit que «l’on travaille dans l’espace 

orienté » pour indiquer que l’on n'utilise que des 

repères, ou bases, directs. 

7.2. ORIENTATION D'UN PLAN DANS L'ESPACE 

L'espace est orienté; P est un plan et € un cercle 

de centre O, de ce plan. 

Considérons la droite À perpendiculaire à P 

en O, et choisissons sur À un vecteur directeur, 

par exemple OD; nous avons ainsi orienté la 

droite A. 

Soit À et B deux points du cercle € tels que le 

repère (0; OA, OB, OD) soit direct. 

L'orientation du plan P est alors donnée par le repère (O : OÀ, OË) ; le sens direct est 

celui indiqué par la flèche sur la figure. 

Si l'on choisit d'orienter À de façon contraire, l'orientation du plan P est alors donnée 

par le repère (O; OÀ, OB' OB); le sens direct est le sens contraire à celui indiqué par la 

flèche sur la figure. 

En résumé, dans l’espace orienté, orienter un plan, c’est orienter une normale à ce 

plan. On dit que l'orientation d’un plan est donnée par une normale orientée. 

18. Définition du produit vectoriel de deux vecteurs 

8.1. CAS DE DEUX VECTEURS 
AB ET AC NON COLINÉAIRES 

À, B, C sont trois points non alignés; ils 

déterminent donc un plan. On désigne par 6 la 

mesure en radians de l'angle géométrique 
Re 

BAC. 
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DÉFINITION 2 

Si AB et AC sont deux Ix vecteurs non colinéaires de l’e espace orienté, le 

produit vectoriel de AB par AC, dans cet ordre, noté AB À AC, est le 

vecteur AD défini par les conditions suivantes : 

1. la droite (AD) est perpendiculaire au plan (ABC): 

2. le repère (A; AB, AC, AD) est direct; 
3. la longueur AD est égale à AB X AC X sin 0. 

Remarques 

e Ces trois conditions déterminent le point D sans ambiguïté : la première dit que 

D est sur la perpendiculaire A en A au plan (ABC); la deuxième permet de dire sur 

quelle demi-droite d'origine A de À se trouve le point D; la troisième donne la distance 
de À à D. 

e Vous noterez que | AB A AC | = |dét (AB ; AC), et donc que cette norme est égale à 

l'aire du parallélogramme formé sur les côtés [AB] et [AC] (chapitre 5). 

e Notez que (AD) est perpendiculaire à (AB) et à (AC). AD est un vecteur normal 
au plan (ABC). 

8.2. CAS DE DEUX VECTEURS AB ET AC COLINÉAIRES 

Par définition, si AB et AC sont colinéaires, le produit vectoriel de AB 

par AC est le vecteur nul. 

Dans ce cas : AB 4 AC=0. 

Vous noterez que, dans cette définition, parmi les points A, B, C, deux d’entre eux, 

ou les trois, peuvent être confondus. 

8.3. DÉFINITION DE ü A v 

a/ Considérons maintenant deux vecteurs ü et v de l’espace; on peut toujours trouver 
trois points À, B et C tels que ü = AB et ÿ=AC. 

Nous admettrons que si A’, B' et C” C’ sont trois autres points tels que ü=A/B et 
v=A'C’ alors : AB À AC=A'B' À AC’. 2 pion pit 
Aussi posons-nous la définition suivante : u À V = AB A AC. 

b/ Conséquences 

Donc, lorsqu'il n’est pas nul, le vecteur ü …À v est 
normal à tout plan P dirigé par u et v, c'est-à-dire à 
tout plan P qui admet (ü, ÿ) pour vecteurs directeurs. 

2. (3 j, K ) est une base orthonormale directe. Alors : À Aj=Kk £ 

KAÏ =); (voir schéma ci-dessus). 

Propriétés du produit vectoriel. 
Expression analytique 

9.1. AUTRES RÈGLES DE CALCUL DU 
PRODUIT VECTORIEL 

a/ Nous avions AB À AC = AD; notons : 

AD’ = AC A AB. 

D'après la définition, D’ est symétrique de D par 

rapport à À, donc AD'= — AD. 

D 
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Pour tous vecteurs ü et v de l'espace orienté on a : 

GAV=-(V A ü). 

b/ Nous admettrons le résultat suivant : 

Pour tous vecteurs ü, v, w et pour tous réels a et b : 

(au) À (bÿ)= ab (ü A Ÿ) 

uA(V+wW)=(ù À v)+(ù À w). 

9.2. CONDITION DE NULLITÉ D'UN PRODUIT VECTORIEL 

e Par définition, si ü et vŸ sont deux vecteurs colinéaires, alors : ü À v=0. 

e Supposons que ü et Ÿ soient deux vecteurs non colinéaires; alors si üu = AB et 

v= AC, les trois points, À, B, C sont non alignés. 

D'après la définition 2, il existe un point D unique tel que AD=AB À AC, et AD 40. 

En effet, la longueur AD, qui est égale à AB X AC X sin 6, n’est pas nulle, puisqu'aucun 

des réels AB, AC, sin 0 n'est nul. 1 

Donc, si deux vecteurs ü et Ÿ sont non colinéaires : ü À VÆ0. 
Nous résumons cette discussion par le théorème suivant : 

THÉORÈME 5 

Dire que le produit vectoriel de deux vecteurs est nul, équivaut : à dire 
que ces deux vecteurs sont colinéaires. 

9.3. EXPRESSION ANALYTIQUE DU PRODUIT VECTORIEL 
DANS UNE BASE ORTHONORMALE DIRECTE (i, j, k) 

(G ; Fr k) est une base orthonormale directe. Nous avons vu en 8.3. que : 

InAj=K, jAK=i, KAÏ=]. (1) 

D'après 9.1., nous en déduisons : 

JAÏ=-Kk, KnAj=-i, ink=-ÿ. 

Calculons les coordonnées dans la base (i ; ne K) de u À v lorsque u et V sont deux 
vecteurs de l'espace ayant pour coordonnées respectives (x; y; z)et (x'; y'; z'): 

üu=xi+yj+zk et V=x'i+y'j+z'k. 

Alors : u A V=(xi+yj+zk) A (x'i+y'j+z'k). 

D'après les règles de calcul du produit vectoriel, il vient : 

dAV=xx' (iAïi)+xy (iAj)+xz (A K)+yx Gni+yy Gnji+yz'G AR) 

+zx'(K ni)+zy'(k nAj)+zz'(k A k) 

=Gy'-yx (A) +227) À K)+Cx'—x2")(K À j), 
soit, compte tenu de (1) : 

= za) + G@x'=x2)f + y R 
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COMMENTAIRE 

Pratiquement, pour obtenir les coordonnées de uü À Ÿ, on procède 
de la façon suivante : on écrit sur une première ligne les coordonnées 
de ü en répétant la première puis la seconde après la dernière, puis 
de même les coordonnées de v sur une seconde ligne : 

NET FE 
x’ y' Z! gel VA 

Pour calculer la première coordonnée de u À V, on calcule le 
déterminant qui suit la première colonne, ce déterminant dans le 
cas présent est : | 

Pour calculer la deuxième coordonnée de ü …À Ÿ, on calcule le 
déterminant qui suit la deuxième colonne, donc ici : 

et pour calculer la troisième coordonnée, on calcule le déterminant 
qui suit la troisième colonne : 

10 Aire d'un parallélogramme, d’un triangle 

e L'aire d'un parallélogramme ABCD est égale 

au déterminant de (BA, BC) calculé dans une 
base orthonormale directe. _Or cette aire est la 

norme du produit vectoriel BA A BC (voir para- ! 

graphe 8.1.), d'où : aire(ABCD)= BA A BC||. D C 

e L'aire d'un triangle ABC est la moitié de l'aire du parallélogramme de côtés [AB] 

et [BC], d'où : 

aire (ABC)=- 5 BA À BC||. 

11) Exercices résolus 

11.1. UTILISATION DU PRODUIT VECTORIEL POUR TROUVER 
L'EQUATION D'UN PLAN 

SET = 

EXERCICE Ge il, j, k) est un repère orthonormal. 
RESOLU 1 À, B, C sont les points de coordonnées : 

ATOS) 02 4160) C SNS) 
a/ Existe-t-il un plan unique contenant ces trois points ? 

b/ Si oui, donnez une équation de ce plan. 

SOLUTION COMMENTÉE na = 
a/ Existence d’un plan passant par ABC. 

MÉTHODE 
Calculer le produit vectoriel AB À AC, ou BC 4 BÀ, ou. 
Le résultat du calcul permet de savoir si À, B, C sont alignés ou non. 
En outre, si À, B, C ne sont pas alignés, AB À À AC est un vecteur normal 
au plan (ABC). 
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Les coordonnées de AË sont (3: 0; — 3), celles de AC sont (5; —2; 2). Calcul 
des coordonnées de AB 4 AC : 

SEOREES 3 0 

DES 2 5 — 2. 

; — 3 
Première coordonnée : | | = — 6. 

—2 2 

À — 3 
Deuxième coordonnée : | 2 i = — 21. 

ne À SO 
Troisième coordonnée : De = — 6. 

Le vecteur Ü = = AË A A AC a donc pour coordonnées : (—6; —21; —6), il n'est 
pas nul, donc AB et AC ne sont pas colinéaires ; A, B et C ne sont pas alignés, 
et donc ils déterminent un plan et un seul. 

b/ Trouvons une équation de ce plan. ÿ est normal au plan, et A est dans ce 
plan. Donc M(x; y; z) appartient à P, à la condition, nécessaire et suffisante, 
que AM-Ü =0. 
D'où une équation du plan (ABC) : 

—6(x+1)-21(y-1)-6(Z2-3)=0 
—6x—21y—67+33=0 
CV 20 

CELCLLELIL 

11.2. INTERSECTION DE PLANS 

EXERCICE Dans un repère orthonormal, deux plans P; et P; ont pour 
RESOLU 2 équations : 

PCX 4 y 7=0; PS: x=2z+5=0: 

Donnez un vecteur directeur de leur droite d’intersection, si 
elle existe. 

SOLUTION COMMENTÉE «us 

MÉTHODE 
Notons u; un vecteur normal à P, et U; 
un vecteur normal à Po. 
Si u; AU>=0, alors u; et U; sont 
colinéaires, donc les plans sont paral- 

\Y\ 18), 
lèles. 
Si u; AU: #0, les plans sont sécants. 
La droite d'intersection d est orthogo- 
nale à u; et à U;; elle est donc dirigée > Bs 
par Ur NE. # Us 

Le vecteur u; A U; a pour coordonnées (8; 2; 4). Donc les deux plans sont 
sécants selon une droite d dirigée par u; À u3. 

Remarque : il suffit alors de trouver un point À commun à P, et à P, pour 
trouver une représentation paramétrique de d. 
Mais si l’on veut une représentation paramétrique de d, il est préférable en 
général de procéder comme dans l'exercice résolu 2 du paragraphe 6.2. La 
(RSR ci-dessus est surtout intéressante pour trouver un vecteur directeur 
e 
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PRAPATOPRATIQUES D'APPEICATION 

a Equations de cercles, de tangentes à un cercle 

Le but de ce T.P. est de revoir quelques résultats vus en classes de Première. 
On travaille dans un repère orthonormal (O; 

=  ]1.l. Équations de cercles 

1. Écrivez une équation du cercle de centre I(4; —1) et de rayon 3. 

2. Écrivez une équation du cercle de diamètre [AB] où A et B sont les 
points de coordonnées respectives : (—1; 4), (3; 8). 

Conseil : reportez-vous au paragraphe 2.6. de «Pour prendre un bon 
départ». 

3. @ est le cercle d'équation : x? + y” —2x +4 y = 20. 
Trouvez son centre et son rayon. 

Indication : écrivez l'équation donnée sous la forme : 

ŒG—xo) +(Y— Yo) =r°. 

== 1.2. Intersection de cercles 

€ et €’ sont les deux cercles d'équations respectives : 

x?+y/-6x+4y=-5, x°+y°+2x—10y= —6. 

EM Étudiez l'intersection de ces deux cercles. 

== 1.3. Intersection d’une droite et d’un cercle. Tangentes 

€ est le cercle d'équation : x°+y”—-4x—6y= —9. 
A est le point de coordonnées : (—1; 1); d est une droite qui passe par A et 

qui est dirigée par le vecteur u (a; b). 
Le but est de trouver les coordonnées des points d'intersection de d et €, 
lorsque ces points existent. 

1. Donnez une représentation paramétrique de la droite d. 

2. a/ Écrivez l'équation d'inconnue t, dont les solutions donneront les 
points d'intersection de € et de d, lorsque ces points existent. 

b/ À quelle condition, nécessaire et suffisante, doivent satisfaire a et 
b, pour que la droite d coupe € en deux points distincts? Trouvez 
alors les coordonnées de ces deux points d'intersection. 

c/ Calculez les coordonnées de chacun des points de contact des 
tangentes à € issues de A. 

3. Notons I le centre de €. 

a/ Le cercle €’ de centre A et de diamètre AI recoupe € en deux points 
T et T’. Les droites (AT) et (AT') sont les tangentes à T issues de A. 
Pourquoi ? 

b/ Écrivez une équation du cercle €’ et trouvez les coordonnées de T 
et de T!. 

c/ Comparez cette démarche et celle suivie à la question 2. 
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[2 Sphère circonscrite à un tétraèdre 

À, B,C, D sont quatre points non coplanaires de l'espace. Savoir si ces quatre 

points sont situés sur une même sphère revient à savoir s’il existe un point 
O situé à égale distance de ces quatre points. 
Nous supposerons ici que les quatre points A, B, C, D, sont les sommets 

d'un tétraèdre. 

1. Rappelons que le plan médiateur d'un segment [PQ] est le plan 
perpendiculaire à [PQ] en son milieu. C'est donc aussi l'ensemble des 

points de l'espace équidistants de P et Q. 
Vérifiez l'affirmation énoncée ci-dessus. 

2. Cherchons d'abord l'ensemble A des points équidistants des trois 
points A, B, C. 

a/ Vérifiez qu'il existe un tel point, et un seul, dans le plan (ABC). 
b/ Montrez que À est une droite, précisez sa position. 

3. Montrez que À coupe le plan médiateur de [AD]. 

Indication : raisonnez par l'absurde, supposez que À et ce plan ne sont 
pas sécants et trouvez une contradiction. 

Il existe donc un point O et un seul de l’espace, équidistant des sommets du 
tétraèdre, et donc une sphère, et une seule, qui passe par ces quatre sommets. 
Cette sphère est dite circonscrite au tétraèdre. 

Œm 4. Examinez le cas où ABCD est régulier. 

[3 Propriétés du tétraèdre régulier. Application à 
la Chimie 

== 3.1. Propriétés du tétraèdre régulier 

Un tétraèdre régulier est un tétraèdre dont toutes 
les arêtes ont la même longueur. 

Deux arêtes d’un tétraèdre sont dites opposées 
lorsqu'elles n'ont pas de point commun. 

ABCD est un tétraèdre régulier et AB= a. B C 

1. Propriétés des arêtes 
Le but de cette partie est de démontrer que : 

e deux arêtes opposées d'un tétraèdre régulier sont orthogonales ; 

e la droite qui joint les milieux de deux arêtes opposées d'un tétraèdre 
régulier est perpendiculaire à chacune de ces arêtes. 

0 —— —— — — 

a/ Calculez : AB‘AC, AB:BC, AB:AD. 

b/ Montrez que les droites (AB) et (CD) sont orthogonales. 

Indication : calculez AB-CD en utilisant l'égalité CD =AD-AC. 

c/ Montrez que les droites (AC) et (BD) sont orthogonales, ainsi que 
les droites (AD) et (BC). 

d/ Test le milieu de [AB] et J celui de [CD]. 

yes Safe es Qi] de 
Vérifiez que I] = 2 AB + BC + 2 CD, et déduisez-en que (IJ) est perpendi- 

culaire à (AB) et à (CD). 
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2. Hauteurs du tétraèdre régulier 

a/ Gest le centre de gravité du 
triangle BCD. 

Calculez AG-CD et AG- BD, et 
déduisez-en que (AG) est la 
hauteur issue de A du 
tétraèdre. 

(La hauteur issue de A est la 

perpendiculaire menée de A 
sur le plan BCD.) 

b/ Précisez les autres hauteurs 
du tétraèdre. 

3. Propriétés de l’isobarycentre du tétraèdre 
O est l'’isobarycentre du tétraèdre ABCD, donc : 

OÀ +OB+O0C+OD-—6(. 
a/ Montrez que les points A, O, G, sont alignés. 

b/ Calculez AG et AO. 

c/ Montrez que O est le milieu de [IJ]. 

d/ Calculez les longueurs OA et OB et OI. 

Indication : travaillez dans le plan (AOB). 

e/ Montrez que le point O est équidistant des sommets du tétraèdre. 
On dit que O est le centre du tétraèdre. 

RE — 

4. Calcul de l’angle géométrique AOB 

a/ Évaluez le produit scalaire OAÀ-OË des deux façons suivantes : 
CURE Es 

e OA-:OB=OAXOB X cos «, où «= AOB ; 

e OA-OB=(OÏ+1A)-(OI+IB). 
b/ Déduisez-en une approximation de « exprimée en degrés. 

c/ Montrez que AOB = BOC = COD = DOA. 

== 3.2. Application de ces résultats à la chimie 

Voici représentée ci-contre la molécule de 
méthane CH,. Les noyaux des quatre atomes 
d'hydrogène sont les sommets d'un tétraèdre 
régulier. Le noyau C de l'atome de carbone est à 
l'intérieur de ce tétraèdre, à égale distance de 
chacun des sommets, C est donc le centre de ce 
tétraèdre. 
Pour simplifier la représentation de la molécule 
de méthane, on utilise le schéma ci-contre, où les 
valences sont figurées en couleur et les arêtes du 
tétraèdre en pointillés (pour mémoire). 
Ce schéma est la formule stéréochimique du sn: 

méthane; Le Bel (1847-1930) et Van't Hoff (1852- FERE 

1911) sont les créateurs de cette branche de la HET Din IT “ur 

chimie : la stéréochimie. #4 ‘! 

Des mesures ont permis de déterminer la lon- mi re 

gueur des liaisons C—H : 1,09X10 mètres. . 

Produit scalaire. Produit vectoriel - 181 



a/ Déterminez une approximation de la mesure de l'angle formé par 

deux liaisons C—H. 

b/ Déterminez la longueur de l'arête du tétraèdre, c'est-à-dire la 
distance entre deux atomes d'hydrogène. 

(4. Tétraëèdre orthocentrique 

== 4.1. Préliminaire : le théorème des trois perpendiculaires 

Reportez-vous à l'exercice résolu 1, page 170. 

== 4.2. Une propriété caractéristique du tétraèdre orthocentrique 

Un tétraèdre ABCD est dit orthocentrique lorsque A 
les arêtes opposées, c'est-à-dire sans point com- 
mun, sont orthogonales : 

(AB) L(CD), (AC) L(BD), (AD) L(BC). C 

1. Préliminaire 
ABCD est un tétraèdre (pas nécessairement orthocentrique). D 

a/ Montrez que DA-BC +DB-CA+DC-AB=0. 

Indication : écrivez BC = BD DC CA =CD+ DÀ, AB=...+.. 

b/ Déduisez-en que si, dans un tétraèdre, deux paires d’arêtes opposées 
sont orthogonales, alors les deux autres arêtes opposées sont orthogo- 
nales, et donc ABCD est orthocentrique. 

2. Propriété du tétraèdre orthocentrique 
ABCD est un tétraèdre orthocentrique. 

a/ On note A’ le projeté ortho- 
gonal de A sur la face (BCD). 
On dit que AA’ est la hauteur 
du tétraèdre issue de A. 

b/ Montrez que (CD) est per- 
pendiculaire au plan (ABA')et B 
déduisez-en que : (CD) L(BA'). 
On notera K le point d'intersec- 
tion de (CD) et de (BA). 

c/ Montrez que (BC) est perpendiculaire à (DA') et déduisez-en que 
A' est l'orthocentre du triangle (BCD). 

d/ On note B' le projeté orthogonal de B sur la face (ACD). 
Montrez rapidement, en procédant comme dans b/ et c/, que B' est 
l'orthocentre du triangle ACD. 

e/ Montrez que (AB'’) passe par K. 

Indication : utilisez le théorème des trois perpendiculaires. 
Déduisez-en que les droites (AA') et (BB') sont concourantes. 

f/ Montrez que les quatre hauteurs du tétraèdre sont concourantes. 

Le point de concours des hauteurs est appelé orthocentre du tétraèdre 
orthocentrique. 
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3. Etude d'une réciproque 
Démontrez le résultat suivant : 
dans un tétraèdre ABCD), si le projeté orthogonal A’ de A sur le plan 
(BCD) est l'orthocentre du triangle (BCD), alors le tétraèdre ABCD est 
orthocentrique. 

COMMENTAIRE 
Ainsi, en général, les hauteurs d’un tétraèdre ne sont pas concou- 
rantes. 
Une condition, nécessaire et suffisante, pour qu'elles le soient, est 
que le tétraèdre soit orthocentrique. 
Notez aussi que, d'après le 3 ci-dessus, le projeté orthogonal d'un 
sommet sur la face opposée n'est pas en général, l'orthocentre de 
cette face. Cela n’est vrai que dans un tétraèdre orthocentrique. 

== 4.3. Une autre propriété caractéristique du tétraèdre 
orthocentrique 

1. ABCD est un tétraèdre quelconque. 

a/ Démontrez les égalités suivantes : 

AB+CD=AD+CÉ, AD+BC=AC+BD. 
b/ Déduisez-en que : 

AB°+CD°+2AB-CD = AD°+BC°-2AD-BC 
AD° + BC° +2 AD:BC = AC° + BD° +2 AC-BD. 

c/ Si, de plus, ABCD est un tétraèdre orthocentrique, démontrez que : 

AB° +CD°= AD° + BC° = AC° + BD°. 

2. Étude du problème réciproque 
ABCD est un tétraèdre tel que : 

AB° + CD” = AD° + BC°= AC°+BD*°. 

a/ Démontrez que l'on a : 

AB-CD= -AD-BC= -AC-BD. 
b/ Démontrez alors que le tétraèdre ABCD est orthocentrique. 

5. À propos du cube 

Les deux exercices sont indépendants. 

m= 95.1. Quelques propriétés du cube 

ABCDA'B'C'D' est un cube de côté a. 

a/ Calculez les longueurs des segments 

[AC], [AC']. A 
Que pouvez-vous dire du tétraèdre ACB'D'? 
Donnez une approximation de la mesure Fu” 

PS 4, 

en degrés de l'angle BAC. | 

b/ Le point B se projette orthogonalement A C 

en H sur la droite (AC). 

En prenant, pour plan de la figure, le plan 
(ABC'D'), dessinez le triangle ABC’ et le 
point H. 
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D' se projette en K sur (AC”). Placez le point K sur la figure précédente. 

Calculez les distances AH, HK et KC'. 

c/ Montrez que les points D et A’ se projettent orthogonalement en H 

sur (AC') et que B et C’ se projettent orthogonalement en K sur (AC). 

=== 95.2. Calculs de distances et d’angles 

ABCDEEGH est un cube de côté a. 
I, J, K, L sont les milieux respectifs 

des segments [EH], [BF], [BC] et [DH]. 

a/ Démontrez que (IJ) est parallèle 
au plan (ABGH). 

Indication : exprimez le vecteur 1j en 

fonction des vecteurs AB et AH. 

b/ Démontrez que (IL) est perpendiculaire au plan (ABGH). 

c/ Déduisez de ce qui précède que le quadrilatère IJKL est un rectangle. 

d/ Quelle est la nature des quadrilatères AKGI et AJGL ? 
Déduisez-en que le plan (IJKL) est le plan médiateur du segment [AG]. 

e/ Calculez les longueurs des côtés et des diagonales du rectangle 
IJKL et démontrez que l'angle aigu des diagonales est de 60°. 

lé. Dans un tétraëèdre trirectangle 

OABC est un tétraèdre trirec- 
tangle en O, c'est-à-dire que les 
droites OA, OB, OC sont deux 
à deux perpendiculaires. 
En outre : 

OC=1, OB=2, OA=3. 

Choisissons. le repère ortho- 
normal (O; 1e Kk) défini par : 

On note H le projeté orthogonal de O sur le plan (ABC). 

1. a/ Calculez les coordonnées du point H. 

Indication : écrivez une équation du plan (ABC), et déduisez-en une 
représentation paramétrique de (OH). 

b/ Calculez OC:AË, OH-AË et déduisez-en que (AB) est perpendicu- 
laire au plan (OCH). 

c/ Démontrez que H est l'orthocentre du triangle ABC. Vous pourrez 

pour cela calculer AB-CH et AC-BH. 
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Remarque : H est l'orthocentre du triangle ABC parce que le tétraèdre OABC 
est orthocentrique (voir T.P.4). 

2. a/ Montrez que C et O se projettent orthogonalement sur (AB) en 
un même point K, et calculez les coordonnées de K. 

ER 

b/ Calculez l'angle OKC. 

3. a/ On note (S) la sphère circonscrite au tétraèdre OABC. Précisez 
son centre I et son rayon r. 

b/ Calculez les coordonnées de l'isobarycentre G du tétraèdre, et 
précisez sa position par rapport à O et I. 

(7. Recherche de surfaces de niveau 

== 7.1. Surfaces de niveau de : M -— OM-ü 

1. u étant un vecteur non nul et O un point, le but est de déterminer l'ensemble 
des points M de l’espace tels que OM:u = k, où k est un réel donné. 
Considérez le point B tel que OB=ü. 

a/ Démontrez que l'ensemble cherché est un plan p perpendiculaire en 

H à la droite (OB), le porn H étant tel que : OH-OË=Kk. 

Indication : écrivez que OM = OH + HM. 

b/ Examinez le cas où k = 0. 

2. Nous allons maintenant, dans un cas particulier, trouver une équation 
cartésienne de ce plan. 

(O; F . Kk) est un repère orthonormal. 

1 ES 7 

A est le point de coordonnées | 1; —1; 5) et u le vecteur de coordonnées 

Gt; 5). 
Déterminez une équation cartésienne de l’ensemble des points M tels 
que AM:u =3. 

== 7.2. Surfaces de niveau de f : M -— MA? +MB° 

A et B sont deux points distincts donnés. 
À chaque point M de l’espace, on associe le réel f (M) =MA° + MB?. 
Le but est de trouver la surface de niveau de f relative à k où k est un réel 

donné, c'est-à-dire l'ensemble des points M de l'espace tels que : 

MA? +MB°=Kk. 

MÉTHODE 
introduire le milieu © de [AB] pour transformer MA? + MB? en une autre écriture 
plus facile à interpréter. 

Montrez, en écrivant : 

MA? + MB? =MA°?+MB° 
= (MA + AO) + (MB + BO) 

AB° 
que : MA? + MB? = 2 MO? + ; 
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Trouver l'ensemble des points M tels que MA? + MB° = k revient donc à trouver 

l'ensemble des points M tels que 2 MO? EE k. 

À partir de l'égalité ci-dessus, trouvez l’ensemble cherché [vous 

| AB° 
discuterez selon le signe de Do 7e : 

Précisez cet ensemble lorsque AB = 6 et k = 24. 

= 7.3. Surfaces de niveau de f : M -—> MA?—MB? 

1. Cherchons l'ensemble des points M de l’espace tels que MA? — MB° = k où 
k est un réel donné. 
Dans l'étude de MA? +MB°=Kk nous avons fait intervenir le point O milieu 
de [AB]; faisons de même ici. 

a/ En partant de MA° — MB? = MA? — MB? et en utilisant le fait que 
MA =MO +OA et MB =MO +OB, montrez que : 

MA? — MB? = 2 MO-BA =20M-AB=OM:2 AB. 
b/ En utilisant 7.1., trouvez l'ensemble cherché. 

2. Application : intersection de deux sphères. 

S et S’ sont deux sphères sécantes de (S) 
rayons respectifs r et r’, et r>r', de 
centres respectifs O et O. 
On note I le milieu de [O0]. 

Montrez que l'intersection de ces 
deux sphères est un cercle € 
déterminé par les conditions sui- 
vantes : 

— le plan de € est perpendiculaire à (OO); 
Find r OO 

200’ ; 
— le centre de € est le point H de [00] défini par : OH = 

— le rayon de % est égal à : r?-OH!. 

Indication : dire qu'un point M est commun aux deux sphères équivaut 

à dire que M appartient à (S) et que : MO°-MO'?=r-r'?. 

== 7.4. Surfaces de niveau de f : M —— MA-MB 

Cherchons l’ensemble des points M de l’espace tels que MA-ME = k où k est 
un réel donné. 

1. Trouvez cet ensemble. 

Indication: en notant O le milieu de [AB], montrez d'abord que 

MA - MB = MO° — OA?. 

2. Examinez le cas où k est nul. 
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(8. Lignes ou surfaces de niveaux de : 

M +-— YE a, MA. Applications 
i=1 

n 

= 8.1. Transformations de Z a, MA? 
i=1 

A3, A), …, À, Sont n points donnés du plan ou de l’espace; 

41, 42, …, 4, SOnt n réels donnés. 
Le but est de trouver l'ensemble des points M (du plan ou de l'espace) tels 

n 

que : Z a, MA°=Kk, où k est un réel donné. | Cet ensemble est appelé, dans 
i=1 

le cas du plan, ligne de niveau relative à k de l'application : 
n 

M: > a,MA°:et dans le cas de l'espace, surface de niveau relative à 
i=1 

n 

k de l'application :M-— > a; ma?) 
i=1 

Au T.P. précédent, nous avons traité le cas de deux points A; =A, A;,=B, 
avec a, =a2=1, puis a, =1, a, = —-1. 

Nous avons simplifié l'expression MA? + MB° en utilisant le milieu O de [AB], 
qui, dans le cas a, = a,=1, est l’isobarycentre de A et B. Cela a permis de 

lier M, non plus aux deux points A et B, mais seulement au seul point O, et 

en conséquence de trouver plus facilement l’ensemble cherché. 
Nous allons suivre ici, la même idée. 

MÉTHODE 

Transformer la somme > a MA? de façon à ne lier M qu'à un SEUL point fixe, 
= 

pour trouver plus facilement l'ensemble cherché. Au vu des données, ce point fixe 
est naturellement le barycentre, lorsqu'il existe. 

On suppose que les points (A:, a1), …, (ÀA,, a,), ont un barycentre G. 

1. En écrivant que MA; = MG + GA,, et MA?=MA;-MA,, vérifiez que : 

> a,MA?=(a;"+…+a,)MG?+a,GAî+...+a, GAZ. 
1—1 

2. Application : dans l'espace, le triangle ABC est équilatéral, AB = 3. 
Déterminez l'ensemble des points M de l’espace tels que : 

MA? + MB? + MC?= 25. 

= 8.2. Application : dans un triangle, distance du centre de 
gravité au centre du cercle inscrit 

ABC est un triangle qui n'est pas équilatéral; notons a = BC, b = AC, c = AB. 
On se propose de calculer la distance du centre de gravité G au centre I du 
cercle inscrit de ce triangle. 

al 
1. Montrez que GA? Le (2b?+2c°—a°). 

2. Modifiez l'écriture de a MA? + bMB° + c MC? sachant que I est le 
barycentre des points (A, a), (B, b)et (C, c). 
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3. En calculant a MA? + b MB? + c MC” lorsque M = A, puis M =B, puis 
M=C, montrez que : 

a IA? + bIB?+ cIC?= abc. 

4. En calculant a GA? + b GB? + cGC? de deux manières, calculez GI. 

== 8.3. Une autre application (cas : a, +a,+...+a, =0) 

Dans le cas où a, + a, +... + a, =0, les points (A;, a1), …, (A,, &,) n'ont pas 
de barycentre. Mais nous savons alors que le vecteur 

IN IA D Aa TA. est indépendant du point I; si l’ est un autre 

point, alors : 2 TG +...+a, l'A, = a: IA, + + dn IA... 

ABC est un triangle équilatéral et D est le point tel que BA + BC = BD. 
On se propose de déterminer l’ensemble d des points M du plan ou de 
l'espace, tels que : 

MA? + MB? — MC? - MD° = 3 AB°. 

1. I'est un point quelconque. 

Déterminez LE vecteur IA + IB — IC —ID. 

2. Vérifiez que, pour tout point I : 

MA? + MB? - MC? -MD?=2Mi-(IA+1B—IC—1ID) 
+IA?+1IB7-— IC? -ID°. 

3. Déterminez un point particulier de l’ensemble d cherché. 

4. Montrez que l’ensemble d est une droite, ou un plan dont BC est 

un vecteur normal. 

== 8.4. Lignes ou surfaces de niveau de l'application 

f:.M—— — 
MB 

A et B sont deux points donnés de l’espace ou du plan. 

1. a/ Trouvez, en géométrie plane, la ligne de niveau de f relative à 
MA 

1, c'est-à-dire l'ensemble des points M du plan tels que : ME — [8 

b/ Trouvez en géométrie de l’espace, la surface de niveau de f relative 
AL: 

2. k est un réel donné strictement positif et différent de 1. 

MA 
a/ L'ensemble des points M tels que NE” Kk est l'ensemble des points 

M tels que MA° — k° MB° = 0. Prouvez cette affirmation. 

b/ Montrez qu'en géométrie plane, cet ensemble est un cercle dont 
vous préciserez le centre et le rayon. 

c/ Montrez qu'en géométrie de l'espace, cet ensemble est une sphère, 
dont vous préciserez le centre et le rayon. 
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19. Distance d’un point à une droite, à un plan 

== 9.1. En géométrie plane 

IF (O; d: j) est un repère orthonormal. d est la droite qui dans ce repère, a 
pour équation ax + by +c=0. M est le point de coordonnées (x; y). 

Le but est de calculer la distance de M à la droite d. 
Notons B le point de coordonnées 
(a; b), M’ le point d'intersection de 
(OM) et d,K l'intersection de (OB) et d, 

et H le projeté orthogonal de M sur (OB). 
Les coordonnées de M' seront notées 

Go 

a/ Sans calculs, justifiez l'égalité : 

OB-KH=OB-M'M. 
b/ Montrez que : OB-M'M = ax + by +c. 

[ax + by + c| 

Va?+p? 
c/ Montrez que : KH = 

2. Application 

d est la droite d'équation y = 2 x — 1, et M est le point de coordonnées (—8; 3). 

EM Calculez la distance de M à d. 

3. Autre méthode 

MÉTHODE 
Écrire une équation paramétrique de la perpendiculaire À à d, menée par M. 
En déduire les coordonnées du point d’intersection de A et d, puis la distance de 
M à d. 

Les données sont celles de la question 2 : M(—8; 3), et d est la droite 
d'équation : y=2x—1l. 
En suivant la méthode exposée ci-dessus, calculez la distance de 

M à d. 

m= 9.2. En géométrie de l'espace 

1. d est une droite déterminée par un point À et un vecteur directeur u = AB. 
M est un point de l'espace. 

Par définition, la distance de M à d est MH, où H est le projeté orthogonal 
de M sur d. 

a/ En écrivant que MÀ = MH + HA, 

montrez que : H 

[MA À AB|| = [MH À AB|| =MH x AB. . 

b/ Déduisez-en que : > M 

_ MA « AB] 
}, RSS di, # À 
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2. Applications 

a/ Dans un repère orthonormal direct, on place les points A(1; 0; O), 
B(0; 0; 1)et M; 1; 1). 
Calculez la distance de M à la droite (AB). 

b/ Dans un repère orthonormal direct, la droite d a pour représentation 
paramétrique : 

x=1+2t,, y=1-t, z=1+t, tek. 

A est le point de coordonnées (2; —1; 3). 
Calculez la distance de À à d. 

c/ Dans un repère orthonormal direct, on place les points A(1; 0; 0) 
et B(0O; 1; O0). 
d est la droite qui passe par A et qui est dirigée par le vecteur 
uüu (1; 2; 1); d'est la parallèle à d, menée par B. 
Calculez la distance de d’ à d. 

== 9.3. Distance d’un point à un plan 

Dans un repère orthonormal, le plan P a pour équation : 2x-3y+5z=4, 
et le point M a pour coordonnées (1; 2; 1). 

EX Calculez la distance de M au plan P. 

MÉTHODE 
Écrire une équation paramétrique de la perpendiculaire A au plan P, issue de M. 
En déduire les coordonnées du point d’intersection de P et de A, puis la distance 
de M à P. 
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EXERCICES ET PROBLÈMES 

Pour tester 

ses connaissances 

Pour les exercices 1 à 7, une seule des réponses 
proposées est exacte. 

1. Dans un repère orthonormal, les vecteurs ü et 
V ont pour coordonnées respectives : 
(3; —-4; a), (2; 0; 6). Alors : 

a/ ü et V sont toujours orthogonaux; 

b/ ü et V ne sont jamais orthogonaux; 

c/ sont orthogonaux pour une seule valeur de 
a. 

2.|ABCDEFGH est un cube, AB = 4. Alors : 
a/ AB-HÉ=0; H G 

b/ AB-HF=a?; 

c/ AB-HF = — a? 

B 

3. ABCDEFGH est un cube, AB = a. Alors : 
a/ AB-BG=AB-BC: 

b/ AB-BG=-4a2:  c/ AB-BG=a V2. 

4.|(0:; i, j, K) est un repère orthonormal., Les 
— vecteurs ÿ et V sont tels que :UÜ=2/+3j+k, 

V— +) K. Alors : 

.  clü-k=-V*K. 

A repère (O; OÀ, OË, OÙ) est direct. Alors : 

/ (O0; OC, OÀ, OË) est indirect; 
b/ (0; OB, OÀ, OÙ) est indirect; 

— > — 

/ (O0; OB, OC, OÀ) est indirect. 

C 

Dans un repère orthonormal, les plans P et Q 
ont pour équations respectives : 

Cl OX) 0! 

Alors P et Q sont : 

a/ parallèles et confondus; 

b/ parallèles et distincts; 

c/ sécants. 

Dans un repère orthonormal, M est le point de 
coordonnées (1; 1; 1). Le plan qui passe par 
l'origine du repère et qui est normal au vecteur 

OM, a pour équation : 

APXEY+Z— A, 

b! x+y+z+V3=0; 

Cox Z= 0; 

Pour les exercices 8 et 9, la base (f, j, K) est 
orthonormale; calculez UV, V-wW et W-ü. 

8. ü=(1+V2)i+ V3; 
V=(1-V2)i-k 
W=V3i+Kk 

3 6 2 

— L an me 2 TA 

Va OT EEK 
2 3 

W=i+Kk 

Pour les exercices 10 à 13, deux vecteurs Ü, V 
sont donnés par leurs coordonnées dans la base 
orthonormale (f, j, K). 
Trouvez un vecteur u” colinéaire à D, un vecteur v’ 
dans un plan dont un système de vecteurs directeurs 

est (Ü, v) et un vecteur w’ tels que (u’, v', w') 
forme une base orthonormale 

10. ÜU=i+) 
V=is 
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Pour les exercices 14 à 17, (/, j, ) est une base 
orthonormale directe; calculez Ü À V. 

14. 5=j-2K 15. Ü=i-2Kk 
V=i)=K V=i+)j. 

16. de 22 170 UNE e —= — + s U=I Fe SE 

= —4j+k ES Les. 4. 1e 

VESTE. 
GrrÈu9 6 

Pour les exercices 18 à 22, (, j, K) est une base 
orthonormale directe. 
Sans calculer les coordonnées de ÿ …À Ÿ, donnez 
une preuve du fait que WwÆÜ A V. 

hs.5-21-3; 21. Ü=)-2Kk 
V=i+2) V=i+k 

W=i-3Kk. W=i+)j. 

19. U=i-Kk 22. Ü=2i+j-Kk 
ÿ=i+2k V=4i+3j-2Kk 
w =0 W=i-j+2K 

20. Ü=i-j+Kk 
V=2i-2j+2k 
W=i-4) 

Pour s'entraîner 

Dans toute cette partie, les coordonnées d'un point 
de l'espace, les équations de plans, droites, sphères 
sont toujours supposées données relativement à un 
repère orthonormal, éventuellement direct, 

(Oo: TANIA k). Cette hypothèse ne sera pas rappelée 
à chaque exercice. 
Dans le cas de la géométrie plane, il est supposé 
aussi qu'un repère orthonormal a été choisi. 

23. a et b sont des réels donnés. 
Le vecteur Ü (x; y; z), avec : 

X = COS à cos b; y =cos a sin b; 
= SIN a, 

est-il un vecteur unitaire ? 

24. Dans chaque cas, existe-t-il un réel x tel que : 

(xü +v)-wWw=0? 

a! U(1;: —-1;3); V2: 35) Et: ); 

b/U(2;:0;1); v(—-1;2;1); w(-—-1;4;2). 
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25. Calculs d’angles 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

a/ Le vecteur ü est tel que : 

ü=2i+V2(+k). 
Donnez une mesure en radians de (ü, L de 
(Ü, j), de (u, k). 
b!/ ü est le vecteur de coordonnées 

(ist 
3 DE 2 D 

Déterminez l'angle (f, ü). 
Indication pour a/ et b/ : calculez le cosinus 
et le sinus de l’angle demandé. 

22H20 
/ Vérifiez que les vecteurs ü É = s î) et a/ Vérifiez q he 

A 
V 5 0) sont unitaires et ortho- 

gonaux. 

b/ Déterminez tous les vecteurs w tels que 
(ü, v, w) soit une base orthonormale. 

a/ Vérifiez que U (3, —4, 1) et V(2, 1, —2) 
sont orthogonaux. 

b/ Explicitez une base  orthonormale 
(e;, e;, e;) telle que &; (respectivement &;) 
soit colinéaire à ü (respectivement à v). 

Trouvez un vecteur ü («; B; y) orthogonal au 
vecteur V(1;,2;0) et faisant un angle de 

T £ 
mesure F avec ]. 

On donne les vecteurs : 

U(t1:1) 008200); 
(1:03) 

e;=ÙU;, e;=V+ae;,; e;=W+Be;+yes 

(a, B, y, réels). 
a/ Pouvez-vous trouver «, B, y, tels que : 
e; soit orthogonal à €e;, et que €; soit 
orthogonal à e; et à e:? 

b/ Pouvez-vous trouver une base orthonor- 

male (f;, f;, f:), telle que pour tout entier ; de 
1 à 8, f, soit colinéaire à &; ? 

Triangle rectangle isocèle 

On donne A (1, 1, V2) et B(V2, — V2, 0). C 
est le symétrique de A par rapport à O. Montrez 
que le triangle ABC est isocèle rectangle. 

Résolution d’un triangle 

a/ Trouvez les longueurs des côtés ainsi 
que les angles du triangle ABC avec 
A(2V2;0:0), B(0;3;0),C(0;0:3). 

b/ Même question pour le triangle AO, où I 
est le milieu de [BC]. 



2. Écrivez dans chacun des cas suivants une 
représentation paramétrique de la droite qui 
passe par A et qui est perpendiculaire au plan 
Gp 

a/ A(—-1,8,3), P:2x-6y+3z-4=0: 

D! A(Xo, Yo, Zo), P:x—-y=0; 

C/ A(Xo, Yo; Zo), P:y-Zz=0; 

d! A(Xo; Yo: Zo), P:z-x=0. 

Pour les exercices 33 à 37, donnez une équation 
du plan déterminé par les points À, B et C (vérifiez 
auparavant que ces points ne sont pas alignés). 

M A(:2:0), B(0:0;1), C(1:5;5). 

4. A(—2; —3;0) 
B(—4; 16; 10) 
G1673;:9). 

Pour les exercices 38 à 41, le point A et les vecteurs 
ü et V ont les coordonnées suivantes. 
Ecrivez, dans chacun des cas, une équation du plan 
passant par À et dont UÜ et V forment un système de 
vecteurs directeurs. 

8. A(1:0:1) 39. A(1; V2; V3) 
(1: 2;8) ü (V2; V3; 2) 
v (2; 3; 0). r(V3:02: V5). 

DA 
JO. A (0; 0; O) 41. a(-2:0:1) 

HE 161) Ne 
P (1: —1:1). 5 CS: vs) 

s(111) 
A EE 

2. Calculez les coordonnées de l’isobarycentre 

G des points A (10, 5, —10),B(—1, —15, 17) 

et C(2, 20, 21). 

43. 

44. 

45. 

46. 

47. 

48. 

49. 

50. 

51. 

52. 

53. 

54. 

GÉOMÉTRIE 

Vérifiez que A, B, C déterminent un plan et 
que M(— 10, 5,5) se projette orthogonale- 
ment en G sur le plan (ABC). 

Donnez une équation du plan P : 

a/ P est le plan passant par A(1, 0, 5) et 
admettant le vecteur 7ñ(1, —1,0) comme 
vecteur normal. 

b/ P est le plan médiateur du segment [A, B] 
avec A(3, —2, —5) et B(1, 4,3). 

Donnez une équation du plan P orthogonal à 
la droite (AC) et passant par l'orthocentre du 
triangle (ABC), avec A(3, 0, 4), B(—1,1,1) 
et C(2, 0, O). 

P est le plan d'équation 3x —-y+5z=0. 

1. Montrez que pour tout réel m : 

mx+(3m+5)y+z=0 

est l'équation d'un plan P,, et que P et P,, 
sont perpendiculaires. 

2. Étudiez l'ensemble des points communs à 
tous les plans P,,, m décrivant IR. 

Pour quelle valeur du réel m peut-on trouver 
un plan perpendiculaire au plan d’équation 
x+y-z+1=0 et parallèle au plan d'équa- 
tion mx +2y+3zZ—-4—=07? 

Donnez une équation du plan P qui est 
perpendiculaire au plan d'équation 
x—2y—z+1=-0 et qui passe par les points 
A (0, O, O) et B (0, 1, O). 

Pour les exercices 48 à 50, calculez la distance 
de À à la droite D. 

ADN) ADErY=?xXe x 

AHEE2) D passe par B(—-4;1) et 
CUS) 

A(=21),°Dpassen par B(=2;3)1 et 
G(1:3): 

Pour les exercices 51 et 52, calculez la distance 
de À au plan P. 

A(S2#=9), APTexX-yz + 1=0. 

A(—-1;1;1), P passe par B(0;1;0), 
ar lOJeLD(=1; 25758). 

Montrez que les plans P et P' sont parallèles : 

P:x=-2y+8z-2=0 
RAXS=2Y+H32 710; 

Déterminez l'ensemble des points équidis- 
tants de P et de P”. 

Montrez que le point A(1, 1, 1) est à égale 
distance des plans P et P': 

P : ax+by +cz=0 
P':bx +cy +az =0. 
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Évaluez cette distance lorsque P et P’ sont 
perpendiculaires et en déduire la distance de 
A à leur droite d’intersection. 

55 Exprimez dans chaque cas les coordonnées 
(x, y’, z') du point M’, projeté orthogonal de 
Mix, y, z) sur le plan P d'équation : 

a/ P:x=0; b/ P:y=0; 

CAPE Of d!/P:x-y=0; 

e/ P:y-—-z=0; f/ Pr z=x=0: 

56. P est le plan d’équation x + y +z =1 et P' le 
plan d’équation x —z = 0. 

1. Calculez la distance d'un point 
Mo (Xo; Yo: Zo) à E et à Pi 

2. Déduisez-en que l’ensemble des points M 
de € équidistants de P et P' est la réunion de 
deux plans perpendiculaires. 

57. Dans chaque cas, donnez une équation de la 
sphère : 

a/ de centre Q(1, —3, 2) et passant par 
l’origine ; 

b/ de diamètre [A, B] avec A(1, —1,1) et 
B(=292 0} 

58. Quelle est l'équation du plan tangent en 
A (1, 4, —5) à la sphère de centre 
Q (1, 3, —2) passant par A? 

59. À quelle condition nécessaire et suffisante 
(portant sur les coefficients a, b et c) le plan 
d’équation ax + by + cz — 1 =0 est-il tangent 
à la sphère de centre O et de rayon 1? 

Pour les exercices 60 à 65, trouvez le rayon et le 
centre de la sphère d'équation. 

60. x°+y°+z°-16x -8y-2z=0. 

61. x°+y°+z°-3x+y+1-0. 

62. x°+y°+z°-2x-8z+3=—0. 

63. x°+y°+z°-2x+4y-6z=0. 

64. x°+y°+z°-4x+4y—-6z-—10=0. 

65. x°+y°+z°+2x-4y+5z=0. 

66 Trouvez l'intersection de la sphère d’é- 
quation : 

x°+y?+2z2-6x+y-3z+2=0 

et de la droite passant par A(0; 1; 2) et 
B(2:52) 
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67. a/ Trouvez l'intersection des plans P et Q et 
de la sphère S sachant que : 

e P passe par A(0; 1; 0), B(0; 0; 1) et 
C(:23) 
e Q passe par C et est perpendiculaire à la 
droite (AB); 

e S a pour centre C et pour rayon 2. 

b/ Dessinez sans faire apparaître le repère. 

70 

71 

72 

73. 

Un cube a un volume de 512 cm°. Quelle est 
la longueur de sa diagonale ? 

Quel est le volume d’une sphère dont l'aire 
est 1 m°? 

Dans l'unité cm°, le volume d’une sphère est 
exprimé par le même nombre que son aire 
lorsque l'unité est le cm°. Quel est le rayon de 
cette sphère ? 

La figure ci-dessous représente un cube. 
AB=a. 
M, N, P, Q sont les milieux des arêtes. 
O est le centre du carré EHGF. 

1. Calculez le volume et l’aire totale de la 
pyramide OMNPQ. 

2. On note € le cercle circonscrit au triangle 
NPQ. 
Calculez le volume du cône de sommet © et 
de base €. 

H G 

ABC est un triangle isocèle en A, AB=AC=5, 
BC =3. 
Par rotation autour de la droite (BC), le triangle 
engendre un solide de révolution. Trouvez 
le volume de ce solide. 

1. Un cône de révolution a pour hauteur h 
et le rayon de son cercle de base est R. 
Montrez que l'aire latérale de ce cône est : 

rzR VR?+h2. 

2. Déduisez-en l’aire latérale d’un tronc de 
cône de révolution de hauteur 30 cm, dont la 
« grande base » est un cercle de rayon 15 cm, 
et la «petite base » est un cercle de rayon 
12 cm. 



74. 

79. 

80. 

À, B, C, D sont quatre points donnés de 
l'espace. 

I est le milieu de [AB] et J le milieu de [CD]. 

a/ En utilisant les points I et J, calculez : 

MÀ-MBË + MC -MD, et MÀ-MB — MC-MD. 

b/ Déduisez-en l’ensemble des points M tels 
que : 

MÂ-ME + MC -MD = 0 
puis l'ensemble des points M tels que : 

MÂ-ME — MC-MD = 0. 

A, B et C sont trois points dans l’espace et 
non alignés. 

a/ M est un point quelconque de l’espace. 
Que pouvez-vous dire du vecteur : 

MA + 2 MB — 3MC ? 
b/ Quel est l’ensemble des points M tels que : 

OM-MÀ + 2OM-MÉ — 3OM-MC =0 
où O est un point donné ? 

A et B sont deux points donnés du plan. Quel 
est l'ensemble des points M du plan tels que : 

A et B sont deux points donnés de l'espace. 
Quel est l’ensemble des points M tels que : 

5 
MA° + LEE AB°? 

A et B sont deux points de l’espace tels que 
AB = 2. 
Trouvez dans chaque cas l’ensemble dans 
l'espace des points M tels que : 

a/ MA? -MB?=1; 

b!/ MA° +MB°=3; 

c/ AB-AM = —2. 

ABC est un triangle équilatéral, AB = a. 
Quel est l'ensemble des points M du plan ABC 
tels que : 

2 MA? + MB? + MC°?=2a°? 

Produit vectoriel 

A, B, C sont trois points donnés non alignés. 

a/ Quel est l'ensemble des points M tels que : 

AM À AB=0? 

b/ Quel est l’ensemble des points M tels que : 

AB À AM= AC ? 

GÉOMÉTRIE 

c/ Vérifiez ce que vous avez trouvé en utilisant 
la géométrie analytique (choisissez un repère 
adapté). 

81. 

82 

83. 

(A, B, C) est un triangle, on pose BC=a, 
AC=b, AB=c. 

A’ est le milieu du segment [BC], B' celui de 
[AC], C’ celui de [AB]. 
Soit G l'isobarycentre du triangle (A, B, C). 

1. Montrez que pour tout point M du plan : 

a°+b°+0c° 

3 

2. En calculant de deux façons différentes 
(MA + MÉ + MC) établissez que : 

a°+b°+c° 

6 

3. On considère les points communs aux 
cercles de diamètres [AA'] et [BC], montrez 
que, lorsqu'ils existent, ils appartiennent à un 
cercle de centre G dont on donnera le rayon 
en fonction de a,b'etc. 

MA° + MB° + MC? = 3 MG? + 

2MÀ-MA’ + MB-MC = 3 MG? - 

Soit (ABC) un triangle rectangle en A, tel que 
AB=a et AC=3a (où a >0). On fera une 
figure en prenant a =2 cm. 

1. Construisez le barycentre G du système 

2. Calculez GA?, GB? et GC? en fonction de a. 

3. Déterminez et construisez l’ensemble (T°) 
des points M vérifiant : 

— 5 MA? + 6 MB° +2 MC? = 12°. 

Soit le cube ABCD EFGH représenté par la 
figure ci-dessus. 
L'espace est orienté par le repère orthonormal 
direct (A; AB, AD, AË). 
On désigne par I le milieu de [EF] et par K le 
centre du carré ADHE. 

1. a/ Vérifiez que BK=IG À IÀ. 

b/ Déduisez-en l'aire du triangle IGA. 
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85 

87 

2. Calculez le volume du tétraèdre ABIG et 
déduisez-en la distance du point B au plan 
AIG. 

L'unité est le cm. On donne dans le plan un 
triangle ABC rectangle en A tel que AB =8 et 
AC=4. 

1. Construisez le barycentre G des points A, 
B, C respectivement affectés des coefficients 
02; 

2. Déterminez et construisez l'ensemble E 
des points M du plan vérifiant : 

3 MA? — MB? + 2 MC? = — 32. 

3. Déterminez et construisez l’ensemble E 
des points M du plan vérifiant : 

8 MÂ - ME + 2MC| = ||MB + MC||. 

Dans le plan P on considère trois points A, B 
et C tels que : 

IABI=]ACI=40 et BC =24 
où d est un réel strictement positif donné. 
On considère les points A, B et C affectés 
respectivement des coefficients À, 1 et 1 où 
ÀeR-{-—2}). 

1. Déterminez l’ensemble A des barycentres 
G, de ces points lorsque À décrit R—{—2}. 

2. Dans le cas où À = —-1, on appelle G le 
barycentre des points À, B et C affectés 
respectivement des coefficients — 1, 1 et 1. 

a/ Déterminez G. 

b/ Déterminez l’ensemble & des points M du 
plan vérifiant l'égalité : 

MB]? + |MC|= MA? 
3. a/ Démontrez que pour tout point M du 

plan P, MB + MC — 2 MA est un vecteur cons- 
tant que l’on déterminera. 

b/ Déterminez l’ensemble A’ des points M du 
plan P tels que : 

IMB||? + ]IMCI|® 2 ]]MAI/?= 82 d°. 
1. Soit À, B, C et D quatre points distincts de 
l'espace. Démontrez que les droites (AB) et 
(CD) sont orthogonales si et seulement si : 

AC° + BD? = AD° + BC?. 

(On pourra par exemple exprimer AC? — AD? 
ainsi que BC? — BD? sous forme de produits 
scalaires.) 

2. On considère un tétraèdre ABCD tel que 
(AB) est perpendiculaire à (CD) et (BC) 
perpendiculaire à (AD). Montrez que (BD) est 
perpendiculaire à (AC). 

Soit un tétraèdre régulier ABCD, c'est-à-dire 
tel que : 

AB=AC=AD=BC=BD=CD=a. 

1. Soit A’ l'isobarycentre du triangle BCD. 
Déterminez le réel m tel que le point G, milieu 
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de [AA'], soit le barycentre du système 
{(A, m), (B, 1), (C, 1), (D, ‘he 
Placez ces différents points sur une figure. 
Calculez GA? et GB? en fonction de a. 

2. Déterminez l’ensemble X des points M de 
l’espace tels que : 

6 MA? + 2 MB? + 2 MC? + 2MD°=5a°. 

3. Déterminez l’ensemble II des points M de 
l’espace tels que : 

MB? + MC? + MD? — 3 MA? = a°. 

Vérifiez que II est le plan médiateur de [AA]. 
4. Déterminez l'intersection € de ZX et II et 
prouvez que les milieux I, J, K des segments 
[AB], [AC], [AD] appartiennent à €. Placez € 
sur la figure. 

Pour chercher plus 

88. Plan non parallèle à l’un des plans de 
coordonnées 

1. Montrez que tout plan non parallèle à l’un 
des plans de coordonnées a une équation de 
la forme : 

X 2 td tel 
UV CU 

où u, v, w sont des réels non nuls. Donnez 
une interprétation géométrique de ces réels. 

2. Examinez le problème réciproque. 

Projections d’un triangle et orthocentre 

On projette orthogonalement un triangle ABC 
sur un plan P non perpendiculaire au plan 
(ABC). On obtient un triangle A'B'C', où A’, 
B', C’ sont respectivement les projetés de A, 

On note H l’orthocentre de ABC et H' l’ortho- 
centre de A'B'C'. 
À quelle condition, nécessaire et suffisante, 
portant sur les plans P et (ABC), H' est-il le 
projeté de H? 

90. Projections d’un triangle rectangle sur 
deux plans 

On projette un triangle rectangle ABC, ortho- 
gonalement sur deux plans sécants P et P', 
et on obtient deux triangles A'B'C’ et A’B’C”. : 
À quelle condition, nécessaire et suffisante, 
les triangles A'B'C' et A’B"C” sont-ils tous 
deux rectangles, l’un en À, l’autre en A”? 

91 Problème d'optimisation 

ABCDEFGH est un cube. M est un point de 
la diagonale [BH]. 
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On note « l’angle sous lequel «on voit de M 
la diagonale [AC] >» : 

er 

aæ= AMC. 

On note I le milieu de [AC]. 
Le but est de trouver la valeur maximum de x. 

Montrez que « est maximum lorsque M est le 
projeté orthogonal de A sur [HB], et calculez 
la valeur de ce maximum. 

(D'après B. Destainville, IREM de Toulouse.) 

Expression analytique d’une projection 

1. (O; Es k) est un repère orthonormal. La 
projection orthogonale sur un plan P associe 
à tout point M(x ; y; z) le point M'(x'; y';z"') 
tel que : 

4 

1 TER 2e) 

1 
(S) { y'=-(2x+8y+22z) 

— © 

Eee (4x2 57). 

On notera p cette projection orthogonale. 
Trouvez une équation du plan P. 

Indication : P est l’ensemble des points 
invariants par p. Définissez P par un point et 
un vecteur normal Ü. 
Le système (S) est appelé « expression analy- 
tique de p ». 

2. On donne la droite d qui passe par 
A(0;0;1) et qui est dirigée par le vecteur 
vi; —-1;2). 
Donnez l'expression analytique de la projec- 
tion orthogonale sur d. 

Choisir un repère pour démontrer 

@ est un cercle d’un plan P, O est le centre 
de €, R est son rayon. À est un point de 
l'espace extérieur à P. 
M est un point de €. Q est le plan perpendicu- 
laire en M à la droite (AM). 
Le but est de démontrer que lorsque M décrit 
€, le plan Q passe par un point fixe. 
Démontrez ce résultat. 

Indication : choisissez un repère orthonormal 

GÉOMÉTRIE 

(O; i, j,K) de sorte que dans ce repère le 
cercle € ait pour équation : 

FA y = R?2 

z =0. 

Notez (a ; b; c) les coordonnées, fixes, de A. 

94 Équation d’un plan tangent à une sphère 

(O; j, j, K) est un repère orthonormal. 
1. S est la sphère de centre O de rayon R. 
M(a; b;c) est un point des. 
Donnez une équation du plan tangent à S en 
M. 

2. Même question, lorsque S est la sphère de 
centre I de coordonnées (xs; Yo; Zo). 

95. Volume d’un tétraèdre 

ABCD est un tétraèdre. 
Montrez que le volume de ce tétraèdre est 
égal à : 

IAB À AG)-A51. 
Oo | — 

Problèmes de synthèse 

Ces problèmes peuvent être traités sans utiliser le 
produit scalaire. 

96. P est un plan, A un point de P, D une droite 
de P passant par À et B un point hors du 
plan P. 
B se projette orthogonalement en H sur P et 
en M sur D. 

a/ Montrez que (AM) et le plan (BHM) sont 
perpendiculaires. 
Déduisez-en que (BHM) et (BMA) sont des 
plans perpendiculaires. 

b/ Le plan orthogonal à la droite (AB) mené 
par H coupe cette droite au point I et la droite 
(BM) au point N. 
Montrez que (HN) est perpendiculaire à (BM) 
et que le point N est le projeté du point H sur 
le plan (ABM). 

c/ Quel est l’ensemble des points N lorsque 
D tourne autour de A en restant dans P ? 

97. Recherche de minimum 

1. a/ On donne dans l'espace un segment 
[AB], de milieu O, et une droite fixe D. Les 
deux droites D et (AB) ne sont pas forcément 
dans un même plan. M étant un point variable 
de la droite D, comment varie la somme 
MA? + MB° lorsque M décrit la droite D? 

b/ Établissez que cette somme possède un 
minimum; quelle est la position correspon- 
dante du point M? 
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c/ Peut-on remplacer les points À et B par 
deux autres points fixes, A’ et B’, de la droite 
(AB) tels que le minimum de MA'?+MB° et 
le minimum de MA? + MB? soient obtenus pour 
la même position de M sur la droite D? 

2. Les deux points fixes A et B étant donnés, 
on suppose, dans cette question, que le point 
M peut se déplacer arbitrairement sur un plan 
fixe, P. 
Déterminez la position du point M pour que la 
somme MA? + MB? soit minimum. 

3. Les deux points fixes A et B étant donnés, 
on suppose, dans cette question, que le point 
M peut se déplacer arbitrairement sur une 
sphère fixe, S. 
Montrez que la somme MA? + MB? admet, en 
général, un minimum unique. On déterminera 
la position correspondante de M. 
Ilexiste un cas d'exception, que l’on précisera. 

4. Les deux points fixes A et B étant donnés, 
on suppose, dans cette question, que le point 
M décrit un cercle fixe, C, quelconque dans 
l'espace. 
Montrez que la somme MA? + MB? admet en 
général un minimum unique, correspondant à 
une position de M, que l’on précisera. 
Il existe un cas d'exception, que l’on étudiera. 

Lieu géométrique 

SABCD est une pyramide de sommet S, de 
base le parallélogramme ABCD. 
On choisit un point A’ sur le segment [SA] et 
un point B’ sur le segment [SB] tels que (A'B') 
soit parallèle à (AB). 

1. a/ M étant un point du segment [SC], 
construisez l'intersection N de (SD) avec le 
plan (A'B'M). Justifiez la construction. 

b/ Quelle est la nature du qauadrilatère 
A'B'MN ? 

c/ Comment faut-il choisir M pour que A'B'MN 
soit un parallélogramme ? 

2. On désigne par I le point d’intersection des 
droites (A'N) et (B'M) lorsqu'il existe et par J 
celui des droites (A'M) et (B'N). 
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99. 

a/ Quel est le lieu géométrique du point I 
lorsque M décrit [SC]? 

b/ Quel est l’ensemble des points J lorsque 
M décrit [SC]? 

Cube tronqué. Volumes 

ABCDEFGH est un cube dont l’arête mesure 
4 cm. 

1. On considère le solide ABCDEGH obtenu 
en enlevant à ce cube le tétraèdre BEFG. 

a/ Calculez le volume V, en cm”, de ce solide. 

b/ Un plan parallèle au plan ABCD coupe ce 
solide suivant le pentagone IJKLM. On dési- 
gne par x la distance AI (unité : le centimètre). 
Démontrez que : IJ=KL=4-—Xx, et calculez 
l’aire du pentagone IJKLM. 

2. a/ Calculez le volume v(x), en cm”, du 
solide ABCDIJKLM. 

b/ Montrez qu'il existe un réel x, dans JO; 4[ 
V 

et un seul, tel que v Co)==: 

Démontrez que x, est solution de l'équation : 

x°—96x +160=0. 

Donnez un encadrement d'amplitude 1 mm de 
X0- 

3. (S) est le solide obtenu en enlevant au cube 
ses huit «coins », c’est-à-dire les tétraèdres 
EBGF, FCHG, GDEH, HAFE, BDEA, FCAB, 
GDBC et ACHD. 
Représentez ce solide et calculez son volume 
en cm°. 
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T.P. d'application 

Exercices et problèmes ; 

F. Mouvements ponctuels 

== 1. Trajectoires 

(O; Te j) est un repère orthonormal fixe du plan. 

1. Dans ce repère, l'équation horaire du mouvement d’un mobile ponctuel 
M est : 

X =COs t u 4 
: eelo; ©] 

y =sint 2 

Nous noterons M(t) la position du mobile à l'instant t. D'après l'équation 
horaire, la position de M(t) est définie par ses coordonnées (cos t; sin t). 

TT TI TI TT 
a/ Placez les points M(0), M Œ). M (2). M (2). M (2). 

6 4 3 ? 

b/ Quelle est la trajectoire du mobile ? Indiquez son sens de parcours. 

2. Dans ce même repère, l'équation horaire du mouvement d’un autre mobile 
ponctuel N est : 

x=COS 1 
à te[0; 271. 

y =sint 

+ Quelle est la trajectoire du mobile N ? Indiquez son sens de parcours. 

== 2. Deux trajectoires peuvent avoir un point commun sans que 
les mobiles se rencontrent 

Deux mobiles ponctuels M et N se déplacent dans le plan. 
Dans un repère, l'équation horaire de M est : 

x=1—-2t x=t 
te R, et celle de N est : tel. 

y=2+t y=1+3t 

a/ Quelles sont les trajectoires respectives de M et N? 

b/ Montrez que ces trajectoires ont un point commun et un seul. 

c/ Vérifiez que pourtant les positions de M et N ne sont jamais 
confondues. 
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LRO OENRRSRERSRRREE 
Dans tout ce chapitre, les repères considérés seront toujours des repères orthonor- 

maux. Cette précision sera parfois omise. 

(1 Définitions 

1.1. EN CINEMATIQUE F 

Vous avez appris en Mécanique que pour 

décrire le mouvement plan d'un mobile 

ponctuel M, on précise à chaque instant sa Y(/F------" 

position par rapport à un repère (O; 1 Ole 

Les coordonnées (x; y) de M sont des 

fonctions connues du temps, et le système : 

L =f(t) 

y=g(t) 
de KR, est appelé équation horaire du mouvement. 

tel, où I est un intervalle précisé 

7 
[ X(t) 

L'ensemble des positions du point M est appelé trajectoire du point mobile M. 

Notons € cette trajectoire. 

1.2. EN MATHÉMATIQUES 
Dans la situation décrite ci-dessus, le mathématicien dira que l'écriture : 

: =f(t) 

Yæ=g (0 

est une représentation paramétrique de la courbe <. 
Plus généralement, considérons deux fonc- 

tions f et g définies sur le même intervalle 

I et à valeurs réelles, et choisissons dans le 

plan un repère orthonormal (Om j). 
A chaque réel t de I, associons alors le point 

M(t) de coordonnées (f (to) ()). 

tel, 

DU 

f(t) A 
(l 

L'ensemble des points M(t) est appelée courbe paramétrée. 

Une représentation paramétrique dans (O; 1 j) de cette courbe, est 
donnée par : 

po a 
PACE) 

On dit que le point de coordonnées (f Ga g (t)) est le point de 
paramètre ft. On le note en général M(t). 

À chaque réel t de I nous associons donc aussi le vecteur OM(t) défini par : 

OMGt)=f(t)i+g(t)j. 

On dit que la fonction t -— OM(t) est une fonction vectorielle définie sur I. 
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1.3. EXEMPLES 

EXEMPLE 1 : droite paramétrée 

A chaque réel t, associons, dans un repère choisi, le point M(t) de coordonnées 
(2+3t; 1-—t). Nous noterons parfois M, au lieu de M(t). Une représentation 

paramétrique de la courbe paramétrée ainsi 

AE le =1+t 
définie est donc teR. 

y=2t — 

Cette courbe paramétrée est une droite. En # 

effet, le point M, de paramètre O0 a pour 2 
coordonnées (1; 0), et si nous notons ü le = B- 
vecteur de coordonnées (1: 2), nous obte- O f(t) 
nons : MQM,=tu. Cette égalité, vraie pour 

tout t, prouve que M, décrit la droite dirigée 

par ü et qui passe par M. 

EXEMPLE 2 : cercle paramétré 

Cherchons à déterminer la courbe paramé- 

trée € qui, dans un repère orthonormal, a 

pour représentation paramétrique : 

X=COS t 
, te[0; 2x]. 

y=sint 

Il est clair que, pour tout t, 

x? (D +y°O=1, 
donc le point M(t) est sur le cercle de centre 

O et de rayon 1. 

Lorsque t décrit [0; 2x}, il est clair que M(t) décrit tout le cercle “€. 

La courbe cherchée est donc ce cercle €. 

Remarque : notez l'importance du renseignement «tel» dans la définition d'une 

courbe paramétrée; en effet, si à l'exemple précédent nous prenons celo: = la 

courbe cherchée n'est plus le cercle € précédent, mais seulement un quart de cercle. 

De même, nous verrions que la courbe de représentation paramétrique : 

a 2t 
; te[0; x], est aussi le cercle de centre O et de rayon 1. 

y=sin2t 

Ces représentations paramétriques sont différentes : les points M(t) de même 

paramètre t dans ces deux représentations n'ont pas la même position sur le cercle. 

Ainsi, une courbe paramétrée peut avoir plusieurs représentations paramétriques 

différentes. 

1.4. COURBES y =f(x) ET COURBES PARAMÉTRÉES 
Les courbes d'équations y =f(x) sont des courbes paramétrées. 

En effet, lorsque f est une fonction définie sur un intervalle I, sa courbe représentative 

dans un repère (O; À, j) est l'ensemble des points (x; f(x)), avec x dans I. 
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Il est clair alors que la courbe paramétrée 

définie par : 

Xx=t 
os tel fa) here 

est la courbe représentative de f. 

La notion de courbe paramétrée est donc une 

généralisation de la notion de courbe utilisée 

jusqu'ici. 

SE EN A à 

(2) Vecteur dérivé. Tangente 

2.1. DÉFINITIONS 
Considérons la courbe € définie dans un repère orthonormal par : 

Ë =f(t) 

mA) 

Supposons les fonctions f et g dérivables T 

sur I. ” 

On dit que le vecteur V(f'(t); g'(t)) est le 
vecteur dérivé en t. TR 

Supposons en outre qu'en un point to de I, 

les deux nombres f’(t,) et g'(to) ne soient 

pas simultanément nuls. Le vecteur Mtt 

Vs (ri (to); g ! (to)) n'est donc pas nul, et nous (o) 

pouvons alors considérer la droite T, dirigée 

par V, et passant par Mt). 

tel. 

Dans les conditions énoncées ci-dessus, par 

définition : 

e on dit que le vecteur V (f To! (to)) est le vecteur dérivé en t de 

la fonction t -— OMt); 

e lorsque en t, le vecteur dérivé V, n'est pas nul, on dit que la droite 

T qui passe par M(t,) et qui est dirigée par NV. est la tangente à la 
courbe paramétrique au point M(to). 

Justifions l'origine de cette définition. 

En Cinématique 

Notons M, le point M(t:). Considérons le vecteur 

MSMGE tÆto. Mo Mi = DECE est le vec- 
DAS re to 

Ce vecteur est un vecteur directeur de la sécante - teur vitesse moyenne entre 
(MM(t)). Ses coordonnées sont : les instants to et t. 

(2 —{(to) g@—g ce) 
Lo TT £ 

Lorsque t tend vers t,, elles ont pour limite 

(FCo)axg) Co): 
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Ainsi le vecteur V, apparaît, lorsque M(t) tend vers V,, limite des vecteurs 
Ms, comme la position limite des vecteurs direc- vitesse moyenne, est le vec- 
teurs des sécantes (MM (t)). Et donc, la droite T teur vitesse instantanée à 
apparaît comme la position limite des sécantes l'instant to. 
(MM (t)), d'où son nom, en conformité avec ce qui Le sens de Ve est celui du 
a été dit pour les tangentes aux courbes d'équations mouvement. 
y =f(Xx). 

2.2. EXEMPLES 

EXEMPLE 1 : le cercle 

Nous avons vu au paragraphe1.3.que la courbe 

paramétrée définie, dans un repère orthonormal, : 

par : 

x COSI: 
te[0; 2x], 

y=sint 

est le cercle de centre O et de rayon 1. 

Pour une valeur t, du paramètre, 0<t,<2 x, nous obtenons, en posant f(t)= cos t, 

g(t)=sint, f'(to)=-sinto, g'(to)=Cos to. 

Quel que soit to, f’ (to) et g' (to) ne sont pas simultanément nuls, et donc, il existe 

au point M(t,) une tangente à cette courbe paramétrée qui est le cercle €. 

Observons que le produit scalaire OM(to)- Vo est nul, car égal à : 

— Sin fo COS to + COS to Sin to. 

Les droites (OM) et T sont donc perpendiculaires : la tangente à la courbe 6, définie 

par définition, coïncide avec la tangente au cercle définie en Géométrie : droite passant 

par M(to) et perpendiculaire au rayon. 

EXEMPLE 2 : cas des courbes d'équation y =f(x) 

Notons € la courbe représentative d’une fonction f définie sur un intervalle I. Nous 

avons vu au 1.4. qu'une représentation paramétrique de € est : 

ss 
tel. 

y=f(t) 

Supposons f dérivable en un point t, de I. Le vecteur dérivé en t, a alors pour 

coordonnées : (1 + 4 CO) il est donc non nul. La droite T dirigée par V, et qui passe 

par (to; 1Ê (to)) est tangente à la courbe paramétrée. Il est facile de voir qu'une équation 

cartésienne de cette droite T est y — f(to)=f'(to)(X — to). T est donc la tangente à la 

courbe selon la définition donnée en classe de Première. 
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2.3. CAS PARTICULIERS : TANGENTE VERTICALE, 

HORIZONTALE 
Lorsque la première coordonnée du vecteur « dérivé x est nulle, par exemple si ses 

coordonnées sont (0; b), avec b #0, alors Vo= bj j : la direction de Vo est celle de 1. 

La tangente en M(t,) est verticale. 

De même, lorsque la seconde coordonnée du vecteur Vo est nulle, la tangente en M (to) 

est horizontale. 

3. Comment construire une courbe paramétrée ? 

Nous allons tracer la courbe paramétrée définie dans un repère orthonormé (O; i, j) 
par la représentation paramétrique : 

Les 

y =3t-t° 

Posons : f(t)=3t?—2 et g(t)=3t-t*. 

te[ —2; 2]. 

3.1. ÉTUDE DES FONCTIONS f ET g 
Étudions les fonctions f et g sur l'intervalle [ — 2; 2] et établissons un tableau de 

variation commun pour ces deux fonctions. 

Pour tout t : f'()=06t et g'(D=3-31 34-00); 

Ainsi : 

3.2. UTILISATION DU TABLEAU DE VARIATION POUR TRACER 
LA COURBE 

a/ Première étape 

On place les cinq points correspondants aux valeurs du paramètre qui apparaissent 

dans le tableau de variation (voir figure ci-dessous). 

M(-2=040;2; MSDEG m2) M 0)E(e220); 
MCD=(L,2); M@)=00; 52) 

b/ Deuxième étape 

En chacun de ces points, on trace le vecteur 
dérivé. 

Lorsqu'il n'est pas nul, un tel vecteur indique 

«le sens du mouvement», et est un vecteur 

directeur de la tangente au point. 
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Pratiquement, on peut remplacer un vecteur dérivé par un vecteur non nul colinéaire 

et de MÊME sens. Un tel vecteur est appelé vecteur tangent. 

Ainsi, par exemple, le vecteur dérivé pour t = —2 a pour coordonnées (—12; —9). 

Pour des commodités de dessin, nous préférons le remplacer par le vecteur de 

4 
coordonnées =. è = 1) 

; 2 me 3 
Une équation cartésienne de la tangente en M(—2) est y —2= ris 10) 

Notez que les tangentes en M(—1), M(1) sont horizontales (g'(—1)=0, g'(1)= 0), 

et que la tangente au point M(0) est verticale (f (0) = 0). 

En M(—1) nous avons remplacé le vecteur dérivé par le vecteur (— 1; 0), en M(1) le 

vecteur dérivé est remplacé par le vecteur (1; 0), … 

c/ Troisième étape 

On trace la courbe sur les intervalles où f et g sont monotones toutes les deux. 

Ici, il s’agit des intervalles [ —2; —1], [—1; 0], [0; 1]et [1; 2]. 

e Dans l'intervalle [—2; —1], f et g sont 

décroissantes toutes les deux : «M(t) se 

déplace de M(—2) à M(-—1), de façon que 

son abscisse décroisse, donc vers la gauche, 

et de façon que son ordonnée décroisse, donc 

vers le bas ». 

D'où le tracé indiqué par la figure. 

e Dans l'intervalle [ —1; 0], «l'abscisse de 

M(t) décroît et son ordonnée croît», donc, 

«à partir de M(—1) jusqu'au point M(0), 

Mt) se déplace vers la gauche (l'abscisse 

décroît) et vers le haut (l’ordonnée croît)». 

D'où le tracé de la courbe indiqué par la 

figure. 

e Dans l'intervalle [0; 1], «l'abscisse de 

M(t) croît et l'ordonnée croît». D'où le tracé 

de la courbe indiqué par la figure. 

e Dans l'intervalle [1; 2], «l'abscisse de 
M(t) croît et l’ordonnée décroît». D'où le 

tracé de la courbe indiqué par la figure. 

Courbes paramétrées - 205 



COMMENTAIRES 

1. Les tracés ont été faits dans «le sens des t croissants ». 

2. L'orientation des vecteurs dérivés (ou des vecteurs colinéaires à 
ces vecteurs et de même sens) est utile pour le tracé. Observez 
comment la figure faite lors de la deuxième étape préfigure le tracé 
définitif de la courbe. 

3.3. ÉLÉMENTS DE SYMÉTRIE 
DE LA COURBE 

On constate que l'axe des abscisses semble 

être axe de symétrie de la courbe. 

C'est effectivement le cas, car l'intervalle 

[—2; +2] est centré en zéro, et, pour tout t 

de cet intervalle, nous obtenons : 

f(—-0=3(-tÿ/ -2=1(0 

g(—-0=3(-1D-C-1ÿ=-g(t). 

Il en résulte que les points M(t) et M(—1t) ont même abscisse et des ordonnées 

opposées; ils sont donc symétriques par rapport à l’axe des abscisses et la portion 

de la courbe décrite lorsque t varie de — 2 à 0 est symétrique de la portion de courbe 

décrite lorsque t varie de 0 à 2. 

Nous aurions donc pu réduire l'intervalle d'étude à l'intervalle [0; 2]. 

En pratique, chercher à réduire l'intervalle d'étude doit évidemment être fait 

avant l'étude elle-même. 

Mais pour cette année, conformément au programme, les indications utiles 

vous seront données lorsque cette réduction sera possible. 

3.4, REMARQUE 1 : POINT DOUBLE DE LA COURBE 
Il y a un point et un seul où «la courbe se 

coupe elle-même». Ce point est appelé un Y 

point double. Par raison de symétrie, il est 

situé sur l'axe des abscisses, sinon son 

symétrique par rapport à cet axe serait aussi 

un point double, et il y aurait alors deux x 

points doubles. Fe 10 

Les points de la courbe situés sur l’axe des 

abscisses sont les points associés aux 

valeurs du paramètre qui sont solutions de 

l'équation g(t)=0, c'est-à-dire : 3t—t°=0. 

Ces points sont donc M(0), M(-— V3) et M(V3). Or M(- V3) et M (V3) ont tous deux 
pour coordonnées (0; 7). Ce point (0; 7) est le point double de €, obtenu pour deux 

valeurs distinctes du paramètre. 

3.5. REMARQUE 2 : POINTS D'INTERSECTION DE LA COURBE 
AVEC L’AXE DES ORDONNEES 

Ce sont les points correspondants aux valeurs du paramètre qui sont solutions de 

! 
l'équation f(t)=0, c'est-à-dire ici: 3t?—-2=0. Ce sont donc les points M (2 

M | = 1) |. 
3 
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FRAVATIOPRATIQUES D'APPLICATION 
Une courbe de Lissajous 

On considère la courbe paramétrée définie dans un repère orthonormé 
(O; 1É n par la représentation paramétrique : 

É = 

y=sin3t 
teR. 

1. a/ Déterminez les périodes des fonctions t— sin2t et 
ti sin 3t et montrez que 2 x est une période commune à ces deux 
fonctions. 

b/ t, est une valeur du paramètre; montrez que les points M(to) et 
M ‘ +2 x) sont confondus. Que peut-on dire des points M(to+2Kkx), 
keZ? 

c/ Déduisez-en que l’ensemble des points M(t) pour te[a; b] est 

identique à l’ensemble des points M(t) pour te[a+2x; b+21%x]. 
Que peut-on dire des ensembles des points M(t) pour : 
te[a+2kxr; b+2kx]  keZ? 

d/ Montrez que l'on obtient tous les points de la courbe en considérant 
les points M(t) pour te[ —x; x]. 

2. Montrez que les points M(t)et M(— t,) sont symétriques par rapport 
à l'origine : déduisez-en que la portion de courbe correspondant à 
te[ — x; 0] est symétrique, par rapport à l'origine, de la portion de 
courbe correspondant à te[0; x]. 

3. Montrez que les points M(to) et M(x—-t0) sont symétriques par 

rapport à Oy. Déduisez-en que la portion de courbe correspondant à 
TT } : TT 

te 2 x | est symétrique de celle qui correspond àte|0; 5 par rapport 

à Oy. 

4. Étudiez les fonctions t -— sin 2tett -— sin 3t sur l'intervalle 

UA ; ; 
(D) s, et établissez un tableau des variations simultanées de ces 

fonctions. 

LT 
5. Montrez que la portion de courbe correspondant à te Ë 4 coupe 

l'axe Ox en un point; déterminez les coordonnées de ce point et un 
vecteur tangent en ce point. 

6. En prenant 5 cm pour unité sur les deux axes, tracez la portion de 
TT 

courbe correspondant à te|0; il 

7. En utilisant les propriétés géométriques de la courbe obtenues aux 
questions 2. et 3., montrez comment on peut tracer toute la courbe à 
partir du tracé fait ci-dessus. 
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8. Cette courbe admet un second axe de symétrie; démontrez-le. 

9*. Montrez que la courbe peut aussi être définie paramétriquement 

par : 

x=sin2t 
teR et aussi par tel. 

: y=-cos3t 
y =Ssin — 

TT 
(ans le deuxième cas, posez T FN .) 

COMMENTATRE ER 

On obtient facilement une telle courbe de Lissajous sur l'écran d'un 
oscillographe cathodique en appliquant une d.d.p, sinusoïdale 
V,=sin 2œt pour le balayage horizontal, et un d.d.p. V,=sin 3œwt 
pour le balayage vertical. 

(2 Courbe de Bézier 

Le plan est rapporté à un repère orthonormal (O; 14 j). 
A(a:, à), B(b:, b2), C(C1, C2) sont trois points du plan. 

On appelle courbe de Bézier, définie à partir des trois points de contrôle 
successifs À, Bet C, l’ensemble € des points M(t) définis par : 

OM(t)=(1-t}OÂÀ+2t(1-1)0B+t2OC, tel0, 1] 

1. Montrez que A et C appartiennent à €. 

2. On choisit A=O, B(3, 12), C(O, 9). 

a/ En projetant sur les axes de coordonnées l'égalité vectorielle 
définissant €, montrez que € admet pour représentation paramétrique : 

ES 

P= ge 

où f(t)=6t-6t?, g(t)=24t-151t°. 

b/ Étudiez les variations des fonctions f et g pour tel[0, 1]. 

Montrez que les droites (OB) et (BC) sont tangentes respectivement en 
O et C à la courbe €. 

c/ Tracez la courbe €. 

3. a/ Déterminez B’(b;, b;) de telle sorte que la courbe de Bézier €’ 
définie à partir des points de contrôle successifs A (0, 0), B'(b1, b:) 
et, C(O, 9) vérifie : 

e €’ passe par un point d’abscisse — 1 et la tangente en ce point est 
verticale; 

© la tangente à €’ en C est la droite (BC). 

b/ Dans ces conditions, montrez que la courbe €’ a comme représenta- 
tion paramétrique : 

te[0, 1] 

a 41 +4t 

y=14t-51t;. 
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c/ Montrez que la droite (OB') est tangente en O à €’ et que les points 
B',Cet B sont alignés. 

d/ Tracez sur le même dessin les courbes €, €’ et le triangle OBB. 

|. Courbe paramétrée. Longueur d’un arc 

(D'après BTS en assistance technique d'ingénieur - 1990.) 

(O; i rs j) est un repère orthonormal direct dans le plan orienté. 
€ est le cercle de centre O et de rayon 1. A est le point tel que OÀ=i. 
À chaque réel t on associe le point T du 

cercle €, tel que (OA, OT)=t radians. 

On pose ü =OT, et on désigne par v le 
RL x 

vecteur unitaire tel que (ü, v)= 1 

La droite (T, v) est donc la tangente en 
T au cercle €. Sur cette tangente, on note 
M le point tel que MT = — tÿ. 

1. Vérifiez que le segment MT et le petit arc de cercle AT ont la même 
longueur. 

2. Montrez que les coordonnées de M dans le repère (O; Fa j) sont : 

X—1(l)=Ccos tEetsint 
y=g(t)=sin t-t cost. 

On pourra utiliser : OM=OT +TM. 

; OT 
3. Etudiez les variations des fonctions f et g sur l'intervalle Lo ; al 

Dressez le tableau de variation. 

4. a/ Montrez que l'équation f(t)=0 a deux racines dans l'intervalle 
5x 

0; Le . On note t, et t, ces deux racines (t;, <t,). Donnez une valeur 

approchée de t; à 10° près. 
Vérifiez que 6,12<t,<6,13. 

b/ Montrez que l'équation g(t)=0 a deux racines dans l'intervalle 

0; … . On note t, et f, ces deux racines. 

Vérifiez que 4,49<t3<4,50 et 7,72<t:<7,73. 

5. On désigne par (T';) la partie de (1°) parcourue par le point M lorsque 

t décrit l'intervalle | -$%, +22] 

Construisez (l';). 

6. Calculez la longueur de [. 

On donne la formule donnant la longueur d'un arc de courbe : pour 
b 

a<t<b, | Vr'(@t»}+g'(t} dt. 
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EXERCICES ET PROBLÈMES 

Pour s’entrainer 
Pour les exercices 1 à 4, tracez la courbe 
paramétrée définie par : 

x (t)}=1?+1 ae 

it. FE LE 

Hi SEAL rare ASS 

y(t)}=2t+9t+12t 

X()=21 31 | 

ae M 

x(t)=t"-2t 

8. 1 te[— 1; 2]. 

1) œrrer 

Pour les exercices 5 à 15, la courbe paramétrée 
proposée a une équation cartésienne simple; 
donnez cette équation et construisez la courbe. 

= ie te[0: 27] 
: e[0; : 

y (t)= —2 sin? t+1 ÿ 

(t)=Iin t-1 
6. (on h t>0. 

(t)=t+int 

x (t)= cos t +sin t 
te[0; 2x]. 

y (t)= cos t —sin t 

2t 

CORTE 
8. pion teMR. 

t)= 
y (0) 1+1° 

x(t)=3+2t 

y(t)=-t+1 

x (t)=e'-1 
10. 1 teR. 

t)=t 
y (0) e'+1 

D} =21 1 
1 teR. 

y (t)=2t 
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13. 
res 

15. ke DE 
(t)= -cost 

Pour les exercices 16 à 24, tracez la courbe définie 
par la représentation paramétrique proposée. 

ou. 
16. (D - teR. 
ee =t"+1 

re te R*. 
={? 

(t)=cos 2t 
18. Lo te[0; x]. 

(t)=sin 3t 

pe ne ‘Het 

x (t)= V2 cos t 

( t)= cos t +sint V 

| 

te[0; 2x]. 

t}=—-4t+1 y (t) 3 

t)=cos t 
. 

(t)= (sin t) (1 + cos t) te[0; 2x]. 

t$ 

23. HR 



25. 

27. 

Dans le plan rapporté à un repère orthonormal, 
on considère la courbe € dont une représenta- 
tion paramétrique est : 

Pa Ron 

y =(1+cos f)sin f. 

1. Que peut-on dire des points M et M' de € 
de paramètres respectifs { et —1? 
Déduisez-en qu'il suffit de construire la partie 
de € correspondant aux valeurs de t de 
l'intervalle [0, x] pour pouvoir obtenir €. 

2. Étudiez les variations de x et y lorsque t 
appartient à l'intervalle [0, x]. 

3. Tracez la courbe € en précisant Fe tangen- 
0 ir 

3 
On admettra qu’au point de paramètre x la 
tangente est parallèle à l'axe des abscisses. 

Indication : on prendra 6 cm comme unité de 
longueur. 

tes à € aux points de paramètres 0e Fo 

1. Dans un repère orthonormé, on considère 
le point G de coordonnées (x (t), y (t)) où : 

x (t)= y (t)=sin 2t. 

1 

3 (cos 2t+2 cost), 

Pour tout t réel, comparez G,,,, et G:, puis 
G_, et G: 

2. Étudiez les variations des fonctions 
x —— X(t) et {t —— y(t) sur l'intervalle 
[0, x]. 

3. Tracez la courbe (T°), ensemble des points 
G; pour te[-— x, x]. En particulier, prenez soin 
de préciser les points de contact des tangentes 
parallèles à l’un des axes de coordonnées. 

(D’après Bac C.) 

On considère le plan Sins rapporté à un 
repère orthonormé (O; ü 
0 désigne un res al de l'intervalle 
]=7, +al. 
Pour tout 6, on définit le nombre complexe : 

L 
z(8)=-(1+e"°}. 

2 

1. Calculez (1+e°)e-'2: déduisez-en que 

( le nombre complexe (1 + e ‘°) a pour argument 
Q 

2 
Calculez le module et l'argument de z (6). 

IT 

Représentez dans le plan complexe z (7) 

2. Soit M le point d’affixe z (8) et A le point 
d’'affixe 1. On projette orthogonalement A en 
P sur la droite (OM). 

28. 

GÉOMÉTRIE 

Quel est l'ensemble des points P quand 8 
varie dans ]— x, x[? 
Calculez la distance PM. On séparera les cas : 

I TH TT I 
gel 7. 4 et pe | T, — Lu «a 

LV 2 el"? 

3. Donnez une construction géométrique de 
l’ensemble des points M (construction point 
par point). 

Le plan P est rapporté à un repère orthonormé 
direct (O; i, j). 
On se propose de tracer la courbe C ensemble 
des points du plan dont les coordonnées sont 
définies en fonction de la variable réelle t par : 

n ie cos t— cos 2t 

y (t)=2 sin { +sin 2f. 

1. Montrez que l’on passe du point de paramè- 

tre t au point de paramètre HT par une 

rotation de centre O et dont une mesure de 

l’angle est Fe 

2. Montrez que l’on peut réduire l'intervalle 

d'étude à l'intervalle j 

3. On appelle I et A les points correspondant 
TT 

respectivement à {=0 et SES 

Construisez la droite D tangente en I à C. 
On admettra que la tangente en A à C existe 
et passe par O. 
Tracez la courbe C. 

Pour chercher plus 

29. € est la courbe définie paramétriquement 
par : 

12 

NE 
@ 1+1° 

se teR. 

(ja 
y (#) 1+1° 

1. Étudiez les fonctions t-— x({t) et 
t— y(t), sur [0; + of. 

2. Vous constatez que x'(0)=7y'(0)=0. Le 
vecteur OM(t), tÆ0, est évidemment un 
vecteur directeur de la droite (OM(t)). 

lim 20m et déduisez-en 
to X(t) 

que l’axe des abscisses est tangent en O à 
la courbe “€. 

Montrez que : 
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30*. 

31. 

3. Placez le point M (t) et le point H(1; y (t)). 
Calculez la distance MH en fonction de f, et 
montrez que : lim MH = O. 

On dit alors que la droite d’équation x = 1 est 
asymptote à € au voisinage de + ©. 

4. Tracez la courbe <. 

Construisez la courbe T définie paramétri- 
quement par : 

CE cos t+cos 2t 

y (t)=2 sin t —sin 2t. 

Montrez que T est globalement conservée 
par une rotation que vous préciserez. 

Spirale 

F est la courbe définie paramétriquement par : 

h (t)}=e'cost 

y(t)=e sin t. 

1. Par quelles transformations du plan les 
points M(t+2x)etM(t-2x)se déduisent-ils 
du point M (t) ? 

2. Étudiez les fonctions { —— x(t) et 
t —> y(t) sur l'intervalle [0 ; 2 x]. 

3. Construisez la partie de la courbe T corres- 
pondant à l'intervalle [0 ; 2 x]. 
Déduisez-en alors la partie de la courbe T 
correspondant à l'intervalle [—- 2x; 4 x]. 

Problème de synthèse 

32. (P) est le plan rapporté au repère orthonormé 
direct (O; ü, v); 
A est le point de coordonnées (1, O). 
(C) est le cercle de centre O et de rayon 1. 
A tout point de (P) de coordonnées (x, y) on 
associe son affixe z égale à x +iy où ji est le 
nombre complexe de module 1 et d’argument 
JT 

2 
f est l'application de C dans lui-même définie 
par : 

f(z)=2z-2?. 

RES 2 12 - Courbes paramétrées 

F est l'application de (P) dans lui-même qui à 
tout point m d’affixe z associe le point M 
d’affixe Z égale à f(z). 
On prendra 3 cm pour unité de longueur. 
Le but de ce problème est d'étudier l'image 
(K) du cercle (C) par F. 

I. Soit m un point de cercle (C) d'affixe z et 
M son image par F. 

1. a/ Soit m, et m, les points d’affixes 

respectives z°? et 2z. 
Quels sont les modules de z, 2z et z°? 
Donnez les arguments de 2z et z° en fonction 
de celui de z. 

b/ Montrez que le quadrilatère Om, m,M est 
un parallélogramme. 

c/ Déduisez-en une construction géométrique 
simple de M à partir de m. 

2. Montrez que A et M sont symétriques 
orthogonalement par rapport à la tangente (T) 
en m au cercle (C). 
Déduisez-en une autre construction de M à 
partir de m. 

II. Soite",te[— x, x] l’affixe d’un point m de 
(C). 

1. Calculez f (e) et déduisez-en que l’image 
(K) de (C) par F est la courbe paramétrée : 
PRIE bar tel ) 

nul); 
Y(t)=2 sin t— sin 2t Ci 

2. Montrez que les points d'affixes f(e") et 
f(e-") sont symétriques par rapport à l'axe 
des abscisses. Qu'en déduisez-vous pour 
(K) ? 
Etudiez sur l'intervalle [0, x] les variations des 
fonctions X et YŸ de la variable ft. 

3. a/ Montrez que si t est différent de O, la 
tangente à (K) au point M de paramètre t est 
dirigée par le vecteur de coordonnées : 

( SRE ) 
COS Sin} 

2 2 

On admettra que ce résultat est encore valable 
quand t est nul. 

b/ Montrez que le vecteur mM est orthogonal 
à la tangente à (K) en M. 

4. Construisez les points de (K) où la tangente 
est parallèle aux axes de coordonnées. 

5. Tracez (K). 



Les coniques 
I 

Particularités géométriques d’une parabole. 
Miroirs paraboliques 

La parabole dessinée ci-dessous représente la coupe d'un miroir parabolique. 
Dans le repère considéré, la parabole a pour équation y = x°. (Le repère est 
orthonormal, l'unité de longueur choisie est 8 cm.) 
Un rayon lumineux i, parallèle à l'axe (Oy) du miroir rencontre le miroir en 
M; le rayon réfléchi, r, est alors symétrique de i par rapport à la tangente 
en M à la parabole. 
Nous allons voir que, quel que soit 
le rayon incident i, le rayon réfléchi 
passe par un point fixe appelé foyer. 
Ainsi, un miroir parabolique concen- 
tre en un seul point toute l'énergie 
d'un faisceau de rayons lumineux. 
Et nous allons voir aussi que la 
parabole est l'ensemble des points 
équidistants du foyer F et d'une 
droite fixe. x 

Notons a l’abscisse de M, et m le 
projeté orthogonal de M sur l’axe des 
abscisses. 

1. Donnez l'équation de la tangente en M à la parabole. 

2. T est le point d’intersection de la tangente en M à la parabole et de 

l'axe Ox. 
Montrez que T est le milieu de [Om]. 

3. La perpendiculaire en T à la tangente coupe le rayon incident en P 
et l’axe de la parabole en F. 
Montrez que les points P et F sont symétriques par rapport à la droite 
(MT); déduisez-en que le rayon réfléchi passe par F. 

4. Vérifiez que les coordonnées de F sont indépendantes de a. 
Que peut-on en déduire ? 
Vérifiez aussi que l’ordonnée de P est indépendante de a. 

5. Déduisez-en que tout point de la parabole est à égale distance de 
F et d'une droite fixe, à préciser. 
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1 Présentation des coniques 

1.1. UN PEU D'HISTOIRE 
Les coniques sont les paraboles, les hyperboles, les ellipses. (Les droites et les cercles 

sont des coniques particulières, dites dégénérées.) 
Vous connaissez déjà les paraboles et les hyperboles, comme courbes représentatives 

des fonctions trinômes et des fonctions homographiques (chapitre 1, tome 1); nous 

les étudions ici d’un point de vue géométrique. 
Pour les mathématiciens grecs, les coniques sont l'intersection d’un plan et d'un cône 

de révolution, d'où leurs noms. 

Apollonius (— 260; — 200), étudie ces courbes de façon approfondie dans un traité 

célèbre intitulé Sections coniques. 

Mais l'exposé qui va suivre adopte, conformément au programme, un tout autre point 

de vue : une conique n'y apparaîtra pas comme l'intersection d’un cône et d’un plan, 

mais comme l’ensemble des points du plan dont le rapport des distances à une droite 

et à un point fixe reste constant. 

1.2. DÉFINITION D'UNE CONIQUE ET DE SES ÉLÉMENTS 
CARACTÉRISTIQUES 

Donnons-nous une droite d, un point F non situé sur M 

d et un réel e strictement positif. m 

À chaque point M du plan, associons son projeté 

orthogonal m sur la droite d. 

MF 
L'ensemble des points M du plan tels que Fee e est appelé onraue de ne 

m 
F, de directrice d, d’excentricité e. 
La perpendiculaire à à d, menée par F, est l'axe focal de la conique. 
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Lorsque e =1, la conique est appelée parabole. 

Lorsque e > 1, la conique est appelée hyperbole. 

Lorsque 0 <e <1, la conique est appelée ellipse. 

Remarque : la conique que nous venons de définir est aussi l’ensemble des points 

M tels que : MF°—-e?Mm°=0. 
MF 

En effet, avec des nombres positifs et Mm #0, l'égalité MD e est équivalente à 
m 

MF? 
;=e”, et donc à MF°-e?Mm?=0. 

Mm°? 

12 Sommets d’une conique 

€ est une conique de foyer F, de directrice d. 

Notons K l'intersection de l’axe focal et de la directrice. 

Les points communs à l'axe focal et à la conique sont les points M qui satisfont à la 

condition suivante : «M, F, K, sont alignés, et MF = eMK ». 

Vectoriellement, cette condition se traduit par : 

MÉ=eMK ou MF=-eMK 

c'est-à-dire, par : MÉ-eMK=0 ou MF+eMK=0. [1] 

Dans le cas où e #1, la condition [1] se traduit encore par : M est le barycentre de 

Œ, 1}, K, —e) ou M est le barycentre de (F, 1), (K, e). 

Dans le cas où e =1, nous obtenons ME =MK ou ME = —MK. Or il n'existe pas de 

point M tel que MF = MK, mais il existe un point M et un seul tel que ME = —MK : le 

milieu M de [EK]. 

En résumé, 

e Sie 1, c'est-à-dire si la conique est une ellipse ou une hyperbole, l'axe 

focal rencontre la conique en deux points distincts; ces points sont appelés 

les SOMMETS de l'ellipse ou de l’hyperbole. 

e Sie=1, c'est-à-dire si la conique est une parabole, l'axe focal rencontre la 

conique en un seul point, appelé SOMMET de la parabole. 

[3 Où il est dit ce que nous allons faire 

Une conique € étant donnée par son foyer F, sa directrice d, son excentricité e, nous 

allons en donner une équation dans un repère orthonormal, puis de cette équation 

nous déduirons le tracé de la conique et quelques-unes de ses propriétés. 

Mais pour aboutir à une équation «simple», nous choisirons un repère orthonormal 

particulier : l'un des axes de ce repère sera l'axe focal de la conique, l'origine de ce 

repère sera le sommet de la conique dans le cas de la parabole, le point équidistant 

des deux sommets dans les autres cas. 
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4. Équation réduite d’une parabole 

4.1. ÉQUATION RÉDUITE D'UNE PARABOLE 
Considérons la parabole Ÿ de directrice d, de foyer F. Notons S son sommet, et K le 

point d’intersection de l’axe focal et de la directrice. Nous avons vu que S est le milieu 

de [EK]. 

Définition du PARAMÈTRE d’une PARABOLE 

On appelle paramètre d’une parabole la distance du foyer à la directrice. 

On note p ce paramètre. 

p=EK; FS="; p >0. 

Choisissons un repère orthonormal 

(S: 1, j) tel que l'axe des abscisses soit 

l'axe focal orienté de S vers F. 

Les coordonnées de K sont alors (2, 0), 

P 
celles de F sont : (E É 0). 

Pour tout point M(x; y) du plan : 

donc : MF? -Mm°?=y?-2px. 

Or, dire que M appartient à ® équivaut à dire que MF?—-Mm°=0, voir remarque 

paragraphe 1.2., donc à dire que : 

V=2px 

Cette relation d'appartenance de M à Ÿ est appelée équation réduite de la parabole. 

THÉORÈME 1 

P est une parabole de sommet S, de foyer F de paramètre p. 
(S; 3,5) est un repère orthonormal d'origine S et dont l'axe des 
abscisses est l'axe focal de Ÿ, orienté du sommet vers le foyer. 
Dans un tel repère, l'équation réduite de P est : 

ÿ 2x. 

0) Remarque : Notez que les coordonnées de F sont 
N |" 

Notez qu'une équation de la directrice d est x = — 
N | 
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4.2. TRACÉ DE LA PARABOLE ® 
La parabole Ÿ est l'ensemble des points M dont les coordonnées (x; y) dans (S; ï, j) 
sont telles que y°=2 px. 
Puisque ici p >0, nécessairement x >0, et donc y=V2px ou y=— V2 px. 
Notons €, la courbe représentant la fonction f, : x —> V2px et €, la courbe 
représentant la fonction f, : x > —V2px. 

Nous avons appris, en Analyse, à tracer €,, nous 

obtenons une courbe dont l'allure est celle de 

la courbe ci-contre. 

Puisque f,= — f,, la courbe €, est symétrique 

de €;, par rapport à l’axe des abscisses, c'est-à- 

dire par rapport à l'axe focal. 

La parabole Ÿ, ensemble des points M(x; y) 

tels que y =2px, est donc la réunion de €: 
et de €, : 

P=E61 UE». 

Les moyens de l'Analyse permettent, par exemple, de tracer la tangente à P en un 

point donné. 

Notez que la tangente au sommet est l'axe des ordonnées : sa direction est donc celle 

de la directrice. 

COMMENTAIRES 

1. Symétrie d’une conique par rapport à 
l'axe focal. 

Nous venons de voir que l'axe focal est axe 
de symétrie de la parabole. 
En fait, quelle que soit la conique € considé- 
rée, l’axe focal de € est un axe de symétrie 
de €. 

En effet, si M est un point de €, alors 
Mm =eME, où e est l’excentricité de €. Or 
la réflexion par rapport à l'axe focal conserve 
le foyer, la directrice, et comme toute réfle- 
xion elle conserve la distance et l'orthogona- 
lité. Donc, pour les symétriques M’ et m’, 
nous obtenons : M'm'=eM'F, et donc M' M 
appartient à “€. 

2. Tracé point par point de la parabole. F 

Pour obtenir un point M de Ÿ, il suffit de 
choisir un point N de la directrice d. Alors 
M est l'intersection de la médiatrice de [NF] 

et de la perpendiculaire à d en N. 

4.3. RÉCIPROQUE : COURBES D'ÉQUATION : y?=ax, a #0 
(O ; F3 j) est un repère orthonormal donné. Notons € l'ensemble des points M(x; y) 

tels que y” =ax, où a est un réel non nul donné. Est-ce que € est une parabole ? 
a a 

Supposons a >0. Introduisons le point F (£. o) et la droite d, d'équation : x = — 
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Alors d’après le théorème 1, la parabole de foyer F et de directrice d a pour équation : 

AY 

y? = ax, donc l'ensemble € est cette parabole. 

Supposons a <0, alors : —-a>0, et 

donc, d’après ce qui précède la courbe 

€! d'équation : y” = — ax, est la para- 
a 

bole de foyer F' 2 o) et de direc- 

a 
trice, la droite d'’, d’équation x si 

Or la courbe € d'équation y’ = ax est 
symétrique de €’ par rapport à l'axe 

des ordonnées (Oy). 

En utilisant les propriétés de la symétrie, il est facile de montrer que € est la parabole 

a a 
de foyer F Ë Ê o) et de directrice la droite d, d’équation x = a D'où le théorème 

suivant : 

THÉORÈME 2 

Etant donnés un repère orthonormal (O ; i, j) et un nombre a non nul, 
a 

la courbe d'équation y=ax est la parabole de foyer F É ; o). de 

À 
| a 

directrice la droite d d'équation x = 

Le paramètre de cette parabole est alors 

4.4. LIENS AVEC LA DÉFINITION ANTÉRIEURE 
DE LA PARABOLE 

a/ (O; Fr j) est un repère orthonormal et a un réel non nul. Notons Ÿ la courbe qui, 

dans ce repère, a pour équation y =ax?, a #0. 

Montrons que Ÿ est une parabole. 

Faisons d'abord la remarque suivante : si un 

point M a pour coordonnées (x; y) dans le 

repère (O FE 1) alors ses coordonnées (X; Y) 

dans (O; j, i) sont données par : X=y, Y=x. M 

En effet, l’axe des abscisses de (O; fs i) est l'axe sé is 
n 1) c'est-à-dire l'axe des ordonnées de J 

OT, j); et l'axe des ordonnées de (Oo; 7 i) est 

me OP 1), c'est-à-dire l'axe des abscisses de o Re Di 

OST) ! 

ER. PS L . 1 Donc, dans (O; j, i), ® a pour équation X=aY?, ou encore Y?=— X. D'après le 
a 

4 x 1: pe x 1 théorème 2, Ÿ s’identifie donc à la parabole de foyer le point F ( 0). de directrice 
a 
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À n. L 1 . 
la droite d, d'équation X = Vars Donc, dans le repère initial (O; 1e j), le foyer F a 

: 1 1 
pour coordonnées (o; =), et la directrice a pour équation y = ras 

a a 

THÉORÈME 3 

Dans un repère orthonormal (Oo; 4, j), la courbe d'équation y = ax°, 

a 0, est la parabole de foyer F Lip , de directrice d la droite 
a 

1 n 1 
d'équation : y = Sr de sommet O. 

LE 

2al 

b/ Parabole d'équation y =ax°+bx +c. 
Nous avons vu en Analyse que toute fonction trinôme possède un extremum et un 

seul. Notons S$ le point de la courbe correspondant à cet extremum. 

Nous avons vu, par utilisation de la forme canonique, que dans le repère (S; 1° je P 

a pour équation Y=aX? (le nombre a est le même que celui qui figure dans 

y = ax? + bx + c). Ÿ est donc une parabole, de sommet S, d’après le théorème 3. 

Son paramètre est alors égal à : 

Équations réduites d’une ellipse 
et d’une hyperbole 

5.1. NOTATIONS ET RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES 
Considérons la conique € de foyer F, de directrice d, d'excentricité e, avec e #1. 

Notons (FK) son axe focal. 

Nous avons vu que cette conique a deux sommets; l’un, noté S,, est le barycentre de 

(FE, 1), (K, e), l’autre, noté S;, le barycentre de (F, 1), (K, —e) : 

S,É+eS,K=0 

S É—-eS,K=0. 

Comme e est positif, le sommet S, est un 

point du segment [EFK]. 

Notons O le milieu de [S, S] et considérons 

un repère orthonormal À d'origine O et tel 

que l'axe des abscisses soit l'axe focal orienté 

de O vers F, alors l'axe des ordonnées soit 

parallèle à la directrice. x 
+ - 

Posons : OS;,=a, OF=c. S2 

De S\É a eS\K=0, nous déduisons : 

S,0+O0F+e(S, O0 +OK)=0 

soit: OF+eOK=(1+e)OS:. [1] 

De même, de Se eS>K=0, nous déduisons : 

OF-eOK=(1-e)OS;. [2] 

Or OS; = 208: donc, par addition membre à membre de [1] et [2], puis par 

soustraction : 

DF=208, 1108 =e0r 
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En prenant la norme de chacun de ces vecteurs, et compte tenu du fait que e >0, 

btenons : nous o Ce ae ON 

; G 
d'où : ee 

a 

5.2. ÉQUATION RÉDUITE D'UNE CONIQUE À CENTRE 
Cherchons dans le repère À défini ci-dessus une équation de la conique €. Rappelons 

que € est l’ensemble des points M tels que : 

MF? - eMm°=0 

(voir remarque en 1.2.). 

Pour tout point M de coordonnées (x; y) : 

MF? =(x-— c} + y? 
: : c? a? 2 cx 2 

et : e *XMm'== | eee 
a 

Par conséquent : 

Cx . 
MF—exMm'=(xcÿ+y- (a) 

a 
2. 2 ac 

= | : }+p+e-e? 
a 

L'égalité MF° — e? x Mm° = 0 équivaut donc à : 

sc” nn Be Den pre > ul ec Pen. 

c 
Or—=eetez#l1, donc a°- c?#0, et donc en conclusion : dire que M(x; y) appartient 

a 

à la conique (hyperbole ou ellipse) équivaut à dire que : 

5.3. CONSÉQUENCES : SYMÉTRIES 
L'équation précédente montre que si le point M de coordonnées (x; y) appartient à 

la conique considérée, les points M’ de coordonnées (— x; y) et M” de coordonnées 

(—x; — y) appartiennent également à cette conique. 

Les ellipses et les hyperboles admettent donc, en plus de l’axe focal, un deuxième 

axe de symétrie : la médiatrice de [S, S]; elles admettent aussi le milieu O de [S, S;] 

comme centre de symétrie. On dit que les hyperboles et les ellipses sont des «coniques 

à centre». 

COMMENTAIRE 

Foyers et directrices 
associés 
Appelons s la réflexion 
d'axe la médiatrice de 

CS1 S2l. 
F'=s(F) est un point de 
l'axe focal, d'=s(d) est 
une droite perpendiculaire 
à l’axe focal en K'=5s(K). 
Pour tout point M, les 
points m etm'=s(msont 
les projetés orthogonaux 
sur d et sur d' des deux 
points M et M'=s(M). 
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Comme la conique est invariante par s, dire que M appartient à la 
conique équivaut à dire que M’ appartient à la conique, c'est-à-dire 
M'F 

er Or 

donc M appartient à la conique si, et seulement si, 

_M'E MF 

M'm ‘Mm Mm' 
car une réflexion conserve la distance; 

! 

Ie: ! 

Cela signifie que la conique considérée est aussi la conique de foyer 
F', de directrice d’ et d'excentricité e. 
Ainsi, toute conique à centre admet deux paires de foyers et 
directrices associés {F, d} et {F', d'}. 

5.4. ÉQUATIONS RÉDUITES D’'UNE ELLIPSE 
ET D'UNE HYPERBOLE 

Nous partons de l'équation réduite obtenue en 5.2. : 

Ellipse (0 <e <1) 

Dans ce cas, comme c=ea, nous obte- 

nons c<a; le foyer F appartient donc à 

[S1 Sol. 
En posant b=Va?-c?, l'équation de 
l'ellipse, dans le repère considéré 

s'écrit : 

2. 2 
7 

= nos 
a° D 

Grand axe et petit axe 
Les points B,(0; b) et B,(0; —b) sont 

des points de l’ellipse. Ils sont situés sur 

la médiatrice de [S; S>]. 

Comme b=Va?-c?, nous obtenons 
b<a, et B, B><S;:S2. 

On dit que (S;S) est le grand axe de 

l’ellipse et (B; B)) le petit axe. 

Notez que ces axes sont des axes de 

symétrie de l'ellipse. 

> ao seassl avec OS,=a, OP CcRerNG= ea 

Hyperbole (e > 1) 

Dans ce cas, comme c=ea, nous obte- 

nons c>a; le foyer F est donc extérieur 

au segment [S; S>] et a? —c?<0. 

En posant b=Vc?-a°, l'équation de 
l’hyperbole dans le repère considéré 

s'écrit : 
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5.5. ÉTUDE RÉCIPROQUE 
(Oo; i, j) est un repère orthonormal donné. Notons € l’ensemble des points M(x; y) 

2 2 

tels que —+—=1, où a et b sont deux réels donnés strictement positifs, a # b. 
AD 

Est-ce que € est une ellipse ? 

e Supposons a > b, et introduisons alors les éléments suivants : 
— le point F de coordonnées (c; 0) avec c = a? — b?; notons que c<a etc>0; 

2 a 
— Ja droite d d'équation x =—; 

C 

G 
— le réel strictement positif e =—; notons que 0<e<1. 

a 

D'après l'étude faite en 5.3., l'équation de 

l’'ellipse de foyer F, de directrice d et d’excentri- 
2 2 x 

cité e, est : tree 1; donc l’ensemble € est 
a 

cette ellipse. 

e Supposons a <b, et considérons alors le 

repère (O Ë Fe i). Si un point M a pour coordon- y ax 

nées (x; y) dans (O; É j), ses coordonnées 

(x', y’) dans (O; 1 i) sont x'=Yy, y =x. (Voir 

paragraphe 4.4.) = sa 

= J 
Donc, dans (O; Jr “), l'ensemble € a pour ÿ 

12 12 

4 trie RUE > ee équation : pe SF 2 let b>a. Nous avons vu, o e x 

ci-dessus, que dans ce cas, € est une ellipse. 

D'où le théorème : 

THÉORÈME 4 

(oO; L j) est un repère orthonormal, a et b sont deux réels stpiciement 
Wu avec a # b. 

2 2 
nd à À 

L'ensemble des points M(x; y) tels que .: 1 est une Si 

L'axe focal de cette ellipse est l'axe des abscisses PAGE a>b, et 
c'est l’axe des ordonnées lorsque a pe 

De manière analogue, nous démontrerions le résultat suivant : 

THÉORÈME 5 

(O; i, 1,1) est un repère orthonormal, a et b sont deux réels strictement 
Re avec à D. 

2 2 x | 

L'ensemble des points M(x; y) tels que re 1 est une hyperbole 
a | 

dont l’axe focal est l’axe des abscisses. 
gi - ‘ î . : x° 0 

L'ensemble des points M(x; y) tels que — A b = lestune ehyperbole 

dont l'axe focal est l'axe des ordonnées. 
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5.6. TABLEAUX RÉCAPITULATIFS 
L'étude précedente permet de préciser les éléments caractéristiques de l’ellipse 

2. 
7 ; LV ; : 

d'équation : rie 1, et de l'hyperbole d'équation : ——--=1. Nous les rassem- 
a b 

blons dans les tableaux suivants. 

2 3 
; 

: | x 
e Ellipse : équation —+ RS 

Directrice associée 

5.7. POUR MÉMORISER CES RÉSULTATS 

1. Vous pouvez ne retenir que les deux cas ci-dessus : 
2 2 

x 
— pour l’ellipse : = 1, avec a >b; 

a 

x 
— pour l'hyperbole, la forme : ——--=1. 

a 

2. Remarquez que dans les deux cas, ellipse, hyperbole, les foyers ont même 

coordonnées, et les directrices même équation. 

3. Ensuite, dans ces cas-là, pour déterminer c, pensez que: c°=a°+b? ou 
c?= a? — b°, et que : «le signe à choisir est le signe contraire de celui de l'équation » : 

2 

— l'équation de l’ellipse a un signe +, | —+ _ = 1 }, alors c? = a° — b° (signe moins); 
a 

x? a 

— l'équation de l’hyperbole a un signe —, Œ a. 1) alors c?=a°+b° (signe 
a 

plus). 

(Retenez aussi que l’on ne peut pas prendre CD =a tar ap.) 

2 2 2 2 

4. Dans les autres cas : Se 1, avec a <b, D 2 paf 1, pensez que l’axe focal 
a a 

est l’axe des coordonnées. Les coordonnées de F sont alors (0; c) au lieu de (c; O) 
2 2 a C 

et la directrice a pour équation : y =— au lieu de x =—; l’excentricité est alors ru 
ce 6 

(En effet, si le repère initial est (O; i, j) alors, dans le repère (0; j, i), l'équation 
2 2 12 ! 2 

+= 1 devi Ÿ_=1; et dans (0; j, à), l'équation : —-=;+7,=1, devient : 2000 p 2 mi OMAN NT ;: et dans (O; j, i), l'équation : NÉE evient : 
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X A LA 4 Y 

pie = 1, et vous êtes ramenés aux cas précédents). 
a 

Pour des exemples, voyez les exercices résolus. 

lé. Courbes d'équations : ax?+fy?=7y 

(O; k j) est un repère orthonormal donné. € est l’ensemble des points M(x; y) tels 

que : ax?+By°=7y, où «, B, y sont des réels donnés, non nuls. 
Alors € est une conique à centre ou l’ensemble vide. En effet, puisque y est non nul, 

par division par y, 

l'équation ax” +By”=7y est équivalente à une équation de la forme 
x pe 1. [1] 
P gq 

Il résulte directement des théorèmes 4 et 5 que : 

1. Si p<0, q <0, il n'existe pas de couple (x; y) solutions de l'équation [1] : € est 

l'ensemble vide. 

2. Si p >0, q >0, € est une ellipse de centre O. 

a/ Sip>q>0, l'axe des abscisses est le grand axe, donc l'axe focal. 

b/ Siq>p>0, l'axe des ordonnées est le grand axe, donc l'axe focal. 

c/ Si q=p, € est le cercle de centre O, de rayon Vp. 

3. Si pq <0, € est une hyperbole de centre O. 

a/ Si p>0, q <0, l'axe focal est l'axe des abscisses. 

b/ Si p <0, q >0, l'axe focal est l’axe des ordonnées. 

(7) Ellipses : d’autres propriétés 

2 2 

7.1. TRACÉ DE L'ELLIPSE À PARTIR DE L'ÉQUATION : —+2=1 
a 

b? 

Comme l'ellipse admet pour axes de 

symétrie les axes de coordonnées, il suffit 

alors de tracer la portion d’ellipse conte- 

nue dans le premier quadrant et d’effec- 

tuer les symétries par rapport à ces axes 

pour obtenir toute la courbe. 

SiM(x; y) est dans le premier GET 

alorsxz0etyz0; la relation 5 +5= 1 

équivaut donc, dans ce cas, à : 

b 
y=— Va?-x?. 

a 
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MAL à CREER Nous sommes alors ramenés à étudier la fonction f : x —> — Va?- x? sur [0; a]. 
a 

L'étude classique de la fonction et le tracé de sa représentation graphique permettent 
de tracer l’ellipse. 
L'ellipse admet une tangente en chaque point car f est dérivable sur [O; a]. 

7.2. PARAMÉTRAGE DE L'ELLIPSE 
Considérons la courbe paramétrée (E) définie par : 

X=a cost 
! te[0; 2x] 

y=bsint 

où a et b sont deux réels donnés strictement positifs. 

Dans un repère orthonormal, le point M, de paramètre t, a pour coordonnées 

(x =a cos t; y =b sin t). Nous en déduisons, puisque a et b sont non nuls : cos t 2e 

; y 2 2 : 

sin Gr d'où : A ren 1. Ainsi, M appartient à l’ellipse, dont l'équation réduite, 

dans ce repère orthonormal, est : 
x? ve 

a? D? * 

En outre, lorsque t décrit l'intervalle [0; 2x], le point M décrit toute l'ellipse. 

THÉORÈME 7 

| 2 2 

Dans un repère orthonormal (O:; i, ) l'ellipse d'équation RERETS 1 
a 

rest aussi la courbe définie paramétriquement par: 
NUUX Se a/COS CN à 

un te[0; 2x]. 
Üy=bsint 

7.3. ELLIPSE ET CERCLE PRINCIPAL 
Les notations sont celles du paragraphe 

précédent. 

A chaque point M de paramètre t de l'ellipse, 

associons le point M' de coordonnées 

xx Aa cost, Vi—ai:sint: 

Notez que : PM' = kPM, où P est le projeté 

orthogonal de M sur l'axe des abscisses, et 

a 
k ra On dit alors que M' est l’image de M 

par l'’affinité orthogonale dont l'axe, est l'axe 

des abscisses, et de rapport k. 

M' est le point de paramètre t du cercle € représenté paramétriquement par : 

X—=a Cost 
te[0; 2x], 

y=asint 

et il est clair que lorsque M décrit toute l’ellipse, M’ décrit tout le cercle €. 
€ est appelé cercle principal de l’ellipse : son centre est O et son diamètre : [S; S:], 

S, et S, sont, rappelons-le, les sommets de l’ellipse. 

Ce cercle est l’image de l’ellipse par l’affinité orthogonale citée ci-dessus. 

Si M(t) est le point de paramètre t de l'ellipse, alors t est le cosinus de l'angle 

(i, OM’), où M' est le point de paramètre t du cercle principal (voir figure). 

Toutes ces considérations seront développées au T.P. d'application 1. 
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7.4. PROJECTION D'UN CERCLE SUR UN PLAN 

Nous allons montrer que : 

la projection orthogonale d’un cercle sur un plan est une ellipse. 

€ est un cercle de centre O situé dans un plan Q. P est un plan qui passe par OC. 

Désignons par €’ l'ensemble des projetés orthogonaux de tous les points de €, sur 

le plan P. Choisissons dans P un repère orthonormal, d'origine O, et dont l'axe des 

abscisses (O; i) est la droite d'intersection des plans P et Q. Notons r le rayon du 

cercle €, et 0 l'angle aigu formé par les plans P et Q. 

M est un point quelconque du cercle €, M’ sa projection orthogonale sur P, N sa 

projection sur l'axe (O; i). Notons t l'angle (i, OM), et (x'; y') les coordonnées de 

M'. Alors, voir figure, x’ est aussi l’abscisse de N, donc : x'=OM cos t=r cos t. 

y'=NM'=NM cos 6, or NM =OM sin t, donc : y'=r sin t cos 6. 

Or r cos 6 est constant, en posant : b =r cos 6, nous obtenons : 

x'=a cost, y'=bsint. 

Lorsque M décrit €, t varie de 0 à 2 x, donc une équation paramétrique de €’ est : 

x'=a cost 
; “ te[0; 2x]. 

y =bsint 

€' est donc une ellipse, d'après le théorème 7. 

[8 Hyperboles : d’autres propriétés 

8.1. TRACÉ DE L'HYPERBOLE À PARTIR DE L'ÉQUATION : 
x? y? 

ci a” D 

Puisque cette hyperbole admet les axes de coordonnées comme axes de symétrie, il 
suffit alors de tracer la branche d’hyperbole située dans le premier quadrant, puis 
d'effectuer les symétries par rapport à ces axes pour obtenir toute la courbe. 
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Si M(x; y) est dans le premier quadrant, alors x >0 et y=0; dans ce cas, l'égalité 
2 x 

— — = 1 équivaut à : 
1 D 4 

b 
y=— Vx?- a?. 

a 

Nous sommes donc conduits à étudier la fonction f définie sur [a; +®[ par: 

Hé Vx?— a? 
a 

et à tracer sa courbe représentative, ce que nous savons faire par les moyens de 

l'Analyse. 

La courbe admet une tangente en chaque point. 

Elle admet aussi des asymptotes obliques : en effet, nous pouvons écrire, pour x > 0 : 

PC LAUD b 2. LES me MIN FC 
Xe ax a x 

| b° f(x) D 
Om et 1 = 1 donc limWrxe |" 

+ 00 X + 00 X a 

Nous obtenons : 

b b b b b = — ab 

HÉDESRE=— Vx?—a?-—x=—(Vx-a?-x)= _— 

a a a a a Vx°-a?+x Vx2= a2+x 

b 
donc : lim (x => rGo-2 x) =0 

+ © a 

| b 
La droite d'équation y =—x est asymptote au voisinage de + à la courbe € 

a 
b 

représentant f ; en outre, pour x >0, f(x) —— x <0, donc l'hyperbole est au-dessous 
a 

de cette asymptote. 

La courbe se trace alors aisément. 
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Remarque : hyperbole équilatère. 

Lorsque a = b, l’hyperbole est appelée équilatère. 

L'excentricité d’une hyperbole équilatère est V2. En effet: c=Va?+b?=aV2 et 

C 
e=—=V?2. 

a 

8.2. LIEN AVEC LES DÉFINITIONS ANTÉRIEURES 

Jusqu'à présent, nous avons appelé «hyperbole» toute courbe représentative d'une 

fonction x -— _ a #0, et plus généralement les courbes représentatives des 
5x 

ax +b 
à ad-—bc#0, c #0. fonctions homographiques : x -— 

CX + 

Nous verrons au T.P. d'application 4, que les courbes représentant les fonctions 

homographiques sont bien des hyperboles telles que nous venons de les définir en 

géométrie. 

Image d’une conique par une transformation 
usuelle 

a/ Démontrons d'abord par exemple, que l’image d'une conique par une homothétie 

est une conique. 

Remarquons d'abord qu'une homothétie conserve le rapport des distances. En effet, 

une homothétie h de rapport k, «multiplie les distances par |k|»; donc si A’, B',C’, 

D', sont les images par h de quatre points quelconques distincts A, B, C, D, nous 
LA ! A AB 

obtenons : A’B'=|k| AB, C'D'=|k|CD, d'où : ten (Notez que CDÆ0, impli- 

que : C'D'#Æ0.) 

Donnons-nous donc une conique € de M m 

foyer F, de directrice d, d'excentricité CE 

e, et une homothétie h. 

L'image de d par h est une droite d', 

l'image de F est un point F’. 

MF 
M étant un point de 6, ——=e, où m 

m 

est le projeté orthogonal de M sur d. d d' 

Notons M’, m' les images de M et m par h. L'homothétie conserve l'orthogonalité, 

donc m'est le projeté de M’ sur d’. En outre, h conserve le rapport des distances, 
! ! 

donc —<e; cette égalité prouve que M’ appartient à la conique €’ de foyer F’, de 
'm'_ 

directrice d', d'excentricité e (la même que €). 

Réciproquement, soit N’ un point de €’. Notons N l’image de N’' par l’homothétie 

h=' de centre I, de rapport - Alors, comme ci-dessus, nous montrerions que N 

appartient à €. Or N=h "(N’}, donc N'= h (N). Donc N'est l’image d’un point de . 

En conclusion, tout point de € a pour image un point de €, et tout point de €’ est 
l'image d'un point de € : donc, h(@)=%€". 

b/ De manière analogue, nous montrerions que l’image de € par une réflexion, ou 

une translation, ou une rotation, est une conique de même excentricité. 

L'image d'une conique, par une translation, une rotation, une réflexion, ou une 

homothétie est une conique de même excentricité. 
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Exercices résolus : mise en place des courbes 
y*=2px, ou ax°+fy? = "y 

EXERCICE Précisez le foyer et la directrice de la parabole ® qui dans le 
RESOLU 1 repère orthonormal (O; j, j) a pour équation y?=5 x. 

SOLUTION sus 

D'après le théorème 2, le foyer de ® est 
: 5 

donc le point F 2: 0 }, et sa directrice est 

donc la droite d d’équation x = À. 

EXERCICE Précisez le foyer et la directrice de la parabole ® qui, dans le 
RESOLU 2 repère orthonormal (O; j, j), a pour équation : 

ue 2x+1 for 6 

SOLUTION ss 

P représente la fonction trinôme 
L 

fix a*-2x+i. 

Nous savons que le sommet S 
de la parabole a pour abscisse 
le nombre x, tel que : f'(xo) = 0. 

x 
Or, pour tout x, f'(x) Lu donc 

X0—= 4. d 

L'ordonnée de $ est alors : Yo = —8. 
Nous savons, S aragraphe 4.1.) que 
dans le repère (S; ;,j), ® a pour équation 

d 

MERS. 
4 

(Vous pouvez retrouver ce résultat en 
utilisant la forme canonique.) 

Cette équation est du type : Y=aX°. D'après le théorème 3, le foyer F de P 
1 = 

a pour coordonnées (o: _ dans (S; À, j), donc ses coordonnées sont (0; 1). 

La directrice a alors pour équation dans (S; À, j) : y = —1. 

Donc, dans (O; fe jh F a pour coordonnées (4; —2), et d a pour équation : 
y = —4. 

BRSSRRRE 
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EXERCICE Identifiez et déterminez, les éléments caractéristi yes de la 

RESOLU 3 courbe € qui, dans le repère orthonormal (O; M) a pour 

équation : x°+ = = 

SOLUTION ss 

x° y? 

L'équation de € est du type : += 
nt d 

c'est donc une ellipse. 
ICRA ANP END car a 0 Mb 0MDonCE 
a <b, l'axe focal est l'axe des ordonnées. 
lci c?=1, donc dans (O: 11) le foyer F 
a pour coordonnées (1; 0). (Voir paragra- 

phe 5.7.) 

Donc, dans (O:; j, j), la directrice associée 
à ce foyer a pour équation : 

b? 

2 | 
Y (y : 

2 
L’excentricité est e So 

Nous obtenons l’ellipse représentée ci-dessus ; le grand axe est porté par l’axe 
des ordonnées. 
Les sommets sont les points de coordonnées (0; V2) et (0; — V2). 

EXERCICE  (O: j, j) est un repère orthonormal. 
RESOLU 4  Déterminez les éléments caractéristiques de la conique 

d'équation 2 y°— x°= 2. 

SOLUTION ss 
2 x 

L'équation s'écrit : A ve +1. 

€ est donc une hyperbole dont l'axe focal est l'axe des ordonnées. lci : c = V3. 
Dans (O:; f, j), le foyer F a donc pour coordonnées (0; V3) et la directrice d 

a pour équation : y mia (Voir le paragraphe 5.7.) 
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Cercle principal de l’ellipse 

= 1.1. Préliminaires : affinité orthogonale , 14 

À est une droite du plan, k est un réel. 
On appelle affinité orthogonale d'axe A et 
de rapport k, et on note 41 , (ou 4 s'il n'y 
a pas d'ambiguïté) l'application du plan 
dans lui-même qui, à chaque point M, fait 
correspondre le point M’ = 54 (M) défini par 
PM'=KkPM, P désignant le projeté orthogo- . 
nal de M sur A. P 

1. Montrez que tout point de A est invariant par 4\ 4, et que tout point 
invariant par 4\ 4, est un point de A. 

2. Montrez que la bijection réciproque de 4, - est une affinité d'axe A. 
Quel est son rapport ? 

d 
3. d est une droite qui coupe À en O 
et À est un point de d distinct de O; 
alors, pour chaque point M de à, il 
existe un unique réel m tel que 
OM = mOA. 
Montrez que si À’ et M’ sont les 
images de A et M par s, alors : 

OM’ = mOA'. 

4. Quelle est l’image par 4 d’une droite qui coupe À en O7? 

5. d est une droite parallèle à A. 
Montrez que l’image de d par si est parallèle à d et à A. 

6. On choisit une origine O sur A et 
on considère un repère dont l'axe des 
abscisses est porté par À et dont l'axe 
des ordonnées est perpendiculaire en 
O à A. 
Montrez que si M a pour coordonnées 
(X; y) alors son image M’ par 4 a 
pour coordonnées (x; ky). 

== 1.2. Ellipse et cercle principal 

€ est une ellipse de centre O, de sommets S, et S2. 

Le cercle principal de l'ellipse est le cercle de centre O et de diamètre 

ES: Sol. 
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Dans le repère orthonormal (O; i, j) 
représenté sur la figure, l’ellipse 6 a 

; e >. en 0 4 
pour équation : —+—=1, a >b. 

a D 

L'ellipse 6 est aussi représentée para- 
métriquement par : 

te cos 8 
0e[0; 2x]. 

y =b sin 0 el LA 

1. Vérifiez que le cercle principal € est représenté paramétriquement 

an x'=a cos 0 
F 0e[0; 2x]. 

y'=a sin 0 

2. Montrez que le cercle principal € est l’image de l’ellipse 6, par une 
affinité orthogonale, dont vous préciserez l'axe et le rapport. 

3. Montrez, réciproquement, que & est l’image de €, par une affinité 
orthogonale que vous préciserez. 

== 1.3. Tangentes à l’ellipse 

Les notations sont celles des paragraphes précédents. 
M est un point du cercle principal €. La tangente à € en M coupe l'axe des 
abscisses en T. Le point P est le projeté orthogonal de M sur l'axe des 
abscisses, et M, est l'intersection de 6 et [MP]. 

1. a/ En utilisant une affinité orthogonale, montrez que (TM,) est 
tangente à 6 en M. 

Conseil : utilisez des représentations paramétriques de é et €, plutôt 
que des équations cartésiennes. 

b/ Déduisez-en un moyen pour tracer les tangentes à & issues d’un 
point de l'axe focal. 

== 1.4. Construction point par point de l’ellipse connaissant 
aetb 

On se donne deux réels positifs 0<b <a et on veut construire l’ellipse € 
d'équation : 

2 2 

nt 
JD 

Justifiez les tracés et les affirma- 
tions suivantes. 

1. On trace le cercle € de centre 
O et de rayon a : c'est le cercle 
principal de l’ellipse. 

2. On trace le cercle €’ de centre 
O et de rayon b. On prend un point 
M sur €, le rayon [OM] coupe €’ 
en M'. 

3. On trace la parallèle à l'axe Ox 
en M’ et la perpendiculaire à Ox 
en M. Ces droites se coupent en 
M, et M, est un point de €. 
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[2 Intersection d’une ellipse et d’une droite 

(Or 1) est un repère orthonormal et € est l'ellipse dont une équation est : 
2 

y” A 

Rai Le 1=0, où R et r sont deux réels tels que : 0<r<R. 

D est une droite qui passe par le “Lire A (a; O)et qui est dirigée par le vecteur 
unitaire u (w; B). On a alors : a +/fB?=1. 

1. Trouvez une représentation paramétrique de D. 
(Réponse :x=a+at,y=ft.) 

2. Montrez qu'un point M(t) de D appartient à € si et seulement si le 
paramètre t est solution de l'équation : 

(@r?+fB?R°)t+2æar t+r?(a?—R?)=0. [1] 

3. Précisez dans quel cas : 

a/ D rencontre 6 en deux points distincts. 

b/ D ne rencontre pas €. 

c/ D rencontre & en un point et un seul. 
Dans ce cas D est tangente à €. 

4. Puissance d’un point par rapport à un cercle. 
On suppose que 6 est un cercle, c'est-à-dire queR = r, et que D rencontre 
6 en deux points P et Q. 

a/ Montrez que le produit AP-AQ est constant, donc indépendant de 
la direction D. 

Commentaire : cette constante est appelée « puissance du point À par 
rapport au cercle €». 

b/ Exprimez cette constante en fonction de AO et de KR. 

E Autour de la transformation de Joukowski : 
1 1 

Zen (z +2) 
2 7 

(O; ‘ j) est un repère orthonormal du plan. 
1 

f est la fonction, définie pour tout complexe z #0, par f(z) 0 (2 +). 

On note X la partie réelle de f(z) et Y sa partie imaginaire. 
À chaque point m d'affixe z, zÆ0, on associe le point M d'affixe f(z). 

1. a/ Montrez que lorsque m décrit le cercle de centre O et de rayon 2, 
M décrit une ellipse 6 de centre O. 
Tracez cette ellipse et précisez comment M la décrit. 

Indication : posez z=2e'*, 0<0<27x. 

b/ Plus généralement, quelle est l’image par f d'un cercle de centre O 
et de rayon r? 

Conseil : n'oubliez pas le cas particulier r —1. 
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2. a/ uü est un vecteur tel que ( Wu) Fa D est la demi-droite d'origine 

O et dirigée par u. 

Montrez que lorsque m décrit D, M décrit une branche d’hyperbole 4, 

que vous préciserez. 

Indication : posez z=re 6, r>0. 

b/ Plus généralement, quelle est l'image par f d'une demi-droite 

d'origine O ? 

3. Montrez que les tangentes à 6 et 
4 en chacun de leurs points d'inter- 
section sont orthogonales. 

4. € est un cercle qui passe par les 
points d'affixe — 1 et 1. m(z)est un 

point de € situé dans le demi-plan 
d'équation y =0. 
N est le symétrique de m par rapport 
à l'axe des ordonnées. 

1 
a/ Montrez que le point m' () est 

Z 
l'intersection de € et de (ON). 

Indication : vous pouvez utiliser la puissance de O par rapport à “€. 
(Voir T.P. 2.) Cette puissance est — 1. 

b/ Déduisez-en un procédé de construction point par point de la courbe 
€’ décrite par le point M (f ()), lorsque m décrit une seule fois le cercle 
€, en partant du point d'affixe 1, et en tournant dans le sens direct. 

1 1 
Commentaire : La fonction : z -— > (2 +) appelée transformation de 

Z 
Joukowski, est utilisée en Mécanique des fluides. Elle a servi, entre autres, 
à perfectionner des profils d'avion. 

À propos d'hyperboles 

Nous considérons une hyperbole # de centre O et d'équation réduite 
X — 

TRE 1 dans le repère orthonormal (O; 1, j) décrit au paragraphe 8.1. 

= 4.1. Équation d'une hyperbole 
rapportée à ses asymptotes 

1. Les notations étant celles de la figure, 
considérons le repère (O; ü, v) avec : 

H=-OB=2Te D] 
V=OA= ai + bj. 

Notez que ü et Y sont des vecteurs direc- 
teurs des asymptotes de #. 
Soit M un point de coordonnées (x; y) dans 

le repère orthonormal (O; i, j) et de coor- 
données (X; Y) dans le repère (O; à, ÿ). 

a/ Montrez que : 

x=a(X+Y);, y=b(X—-7Y). 
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. b/ MORTE que dans (O; ü, Ÿ) l'équation de l’hyperbole est alors : 

xY = 

2. _Choisissons maintenant un autre repère (O; u> vi) où u,; est colinéaire 
à u et V, colinéaire à v. 

Montrez que dans le repère (O; (, vi) l'hyperbole a une équation de 
la forme : 

k 
V: Re 

X1 
où k est un réel non nul. 

Remarques : l’hyperbole # représente donc dans ce repère la courbe 

de la fonction homographique : X —— | 

3. Étudions la réciproque. Donnons-nous un repère quelconque (O DT v) et 
un réel k non nul. Cherchons l’ensemble # des points M(x; y)tels que xy = k. 

Montrez que # est une hyperbole ayant pour asymptotes les axes de 
coordonnées. 

== 4.2. Propriété des cordes d’une hyperbole 

Le but de cette partie est de démontrer le résultat suivant : une droite 
quelconque coupe une hyperbole en deux points M et N, et coupe les 
asymptotes en deux points P et Q. 
Alors [MN] et [PQ] ont le même milieu. 

Reprenez la situation du paragraphe 4.1. 
Considérez une droite quelconque d, d'équation y=«æx+/f dans le 
repère (O; ü, v); supposez que d coupe l'hyperbole en deux points M 
et N, et les asymptotes en deux points P et Q, puis démontrez le résultat 
énoncé. 

5. Pour la technique : changement de repères 

A. (O ; ds j) est un repère orthonormal. @ est l'ensemble des points M(x; y) 
tels que : 

4x?+y/+16x-2y+13=0. 

Le but est d'identifier l’ensemble et de le représenter. 

1. Écrivez le premier membre de l'équation sous la forme : 

4(x—m) +(y-m)-m=0. 

2. Considérez alors le point I de coordonnées (mæ;, 8) dans (O; ee 1) 
et montrez que dans le repère (1; i, hs l'ensemble € a pour équation : 

2 
ON 
Xe 1; 

4 

3. Précisez alors l’ensemble €, ainsi que ses éléments caractéristiques, 

et représentez-le dans le repère (I; à, j). 

B. (O; ï, j) est un repère orthonormal. € est l'ensemble des points M(X; y) 

tels que : 
x°+2y/+8y+6=0. 

ŒM En procédant, comme en 5.1. identifiez l'ensemble € et représentez-le. 
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EXERCICES ET PROBLÈMES 

Pour tester 

ses connaissances 

Pour les exercices 1 à 5, une seule des réponses 
proposées est exacte. 

[1. Dans un repère orthonormal, l’ellipse E a pour 

y x 
équation : —+—=1. Alors : 

ARS 

a/ l'axe focal de E est l’axe des ordonnées; 

b/ l'axe focal de E est l’axe des abscisses et 
un foyer a pour coordonnées (0; V7); 

c/ l’axe focal de E est l’axe des abscisses et 

un foyer a pour coordonnées (V7; 0). 

Dans un repère orthonormal, la parabole P a 
pour équation y =2x°. Alors : 

1 

a/ le foyer de P a pour coordonnées (2: o): 

’ 

b/ le foyer de P a pour coordonnées (o: î) et 

’ 

sa directrice a pour équation y = ss 

1 

c/ le foyer de P a pour coordonnées (o: î et 

’ 

sa directrice a pour équation : y Fa 

| 3.]Dans un repère _orthonormal, @ est l’ellipse 

d'équation none Alors, l’un des foyers a 

pour coordonnées : 

a! (V5;0); b/ (-V5;0); c/ (0; V5). 

Dans un repère orthonormal, & est l'hyperbole 

d’équation : = +5 = 1 Alors. l’un des foyers 

a pour coordonnées : 

al (-V43:0); b/ (V13;0); ce/ (0; V13). 

f est la fonction : x -— V4x?-1, € est sa 
courbe représentative dans un repère orthonor- 
mal. Alors : 

a/ € est une demi-parabole; 

b/ € est une demi-ellipse; 

c/ € est une demi-hyperbole. 
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Pour s’entraïner 

Pour les exercices 6 à 9, un repère orthonormal 
est fixé; le point F et la droite D sont donnés. Trouvez 
une équation de la parabole de foyer F et de 
directrice D. 

6. F(8;2); D :x=1. 

2102) DEX=S; 

[e.lFt:4: D:y=2. 
D F(-2 1) DE 

Pour les exercices 10 à 14, on donne la distance 
da entre un point F et une droite D, et un réel e. 
Choisissez un repère orthonormal et trouvez une 
équation de la conique de foyer F, de directrice D 
et d'excentricité e. 

10. d=4, e=1.. 13. di. 6e 2. 

Pour les exercices 15 à 25, on donne, dans un 
repère orthonormal, une équation de la conique <. 
Identifiez cette conique et précisez ses éléments 
caractéristiques : foyer, directrice, excentricité. 

15. 4x°-9y°=1. 
x? Ve 

22. ||; 

17..X2+2X=02Y. x2 y? 
23. 25716 À 

18. 2y+3x°=0. 

19. 4x2+9y?=36 XVe 
: D a ÿ 24. |. 

ä 25 10 
20. 3y +x°=0. 

x? y? 1 x? y? 

21. a à —— RE — AUS © 25 + 11e 



26. Lieu géométrique 

D est une droite et M un point n’appartenant 
pas à D. 
Quel est le lieu du foyer d’une parabole de 
directrice D et qui passe par M? 

Pour les exercices 27 à 29, on donne deux points 
distincts À et F. Trouvez la directrice d'une parabole 
P de foyer F passant par À et satisfaisant à l'autre 
condition donnée. Discutez le nombre de solutions. 

27. L'’axe À est donné. 

28. ? passe par le symétrique A’ de A par rapport 
à F. 

29. Ÿ passe par un point M, M Z A tel que FA = FM. 

Pour les exercices 30 et 31, on donne une droite 
D et un point À non situé sur D. Trouvez le foyer 
d'une parabole ® passant par À, et de directrice D 
et satisfaisant à l'autre condition. Discutez le nombre 
de solutions. 

30. L’axe À est donné. 

31. ? passe par un point M, MÆA. 

32. On donne une droite D, un point M et un réel 
positif D. 
Trouvez le foyer d’une parabole de directrice 
D, de paramètre p et passant par M. Discutez 
le nombre de solutions. 

33. (0; ;, j) est un repère orthonormal. 
On considère le cercle € d'équation : 

x?+y°-4x+4y—1=0. 

a/ Trouvez l'image €’ de %€ par l'affinité 
orthogonale d’axe, l’axe des abscisses et de 

1 

rapport —- PP 3 

b/ Trouvez l'image €” de €’ par l'affinité 
orthogonale d’axe, l'axe des ordonnées et de 

{ 
rapport —: PP 3 

34. (0; j, j) est un repère orthonormal. 
On considère l’ellipse € d'équation : 

2 2 x LR PE 
4uc 9 

GÉOMÉTRIE 

a/ Trouvez le rapport k d’une affinité orthogo- 
nale d’axe, l’axe des abscisses qui transforme 
€ en un cercle. 

b/ D est une droite parallèle à l'axe des 
abscisses ; quelle est l'image de € par l’affinité 
orthogonale d’axe D et de rapport k ? 

c/ À est une droite parallèle à l'axe des 
ordonnées ; quelle est l'image de € par l’affinité 

, 

orthogonale d’'axe A et de rapport . 

35. (O; j, j) est un repère orthonormal. 
On considère le cercle € d’équation : 

x°+2x+y°-6y=0. 

a/ Trouvez l'image €’ de ‘€ par la rotation de 
IT 

centre O et d'angle = 

b/ Trouvez l'image €” de €’ par l’affinité 
orthogonale d’axe, l’axe des abscisses et de 
rapport 2. 

c/ Que se passe-t-il en composant dans 
l’autre sens (affinité puis rotation) ? 

36. (O; i, j) est un repère orthonormé direct. 
Soit E l’ensemble des points du plan dont 
l’affixe z vérifie la relation : 

Î 
21z[2—-(22-22)=1. LEE) 

IT 

Soit r la rotation de centre O et d'angle x et 

E' l'image de E par r. 

a/ Déterminez une équation cartésienne de 
E'. Déterminez E. 

b/ Déduisez-en le tracé de E (unité : 5 cm). 

37. Soit 0 un réel appartenant à l'intervalle 

On considère l'équation (E) d'inconnue com- 
plexe z : 

(cos? 0)z?—4(cos 8)z+5-—cos° 0=0. (E) 

1. Résolvez l'équation (E) dans l'ensemble 
des nombres complexes. Précisez pour quelle 
valeur de 6 l'équation admet une racine 
double. Donnez la valeur de cette racine 
double. 

2. Soit P le plan complexe rapporté à un 
repère orthonormal. On appelle M’ et M” les 
points de P dont les affixes respectives sont 
les nombres z' et z” solutions de l'équation 
(E). 
Montrez que lorsque @ varie, M' et M” se 
déplacent sur une hyperbole (H). Déterminez 
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38. 

39 

le centre, les sommets et les asymptotes de 
(H). Tracez (H). 

3. Montrez que, lorsque 8 décrit l'intervalle 

2. l’ensemble (&) décrit par les points 

M' et M’ est une branche de (H). 

On donne dans le plan un point O et une droite 
(A) ne passant pas par ©. 
On se propose de donner une construction de 
l'intersection d’une droite (D) passant par O 
et non perpendiculaire à (A) avec l’ellipse (E) 

1 s 
d’'excentricité —; de foyer O et de directrice 

associée (A). 

On note / un vecteur unitaire orthogonal à (A) 
et / un vecteur unitaire de (D). 

1. Pour tout point M de (D), on définit les deux 
points H et H' tels que MH et MH soient 
orthogonaux à (A) et de même norme égale 
à 2:MO. 
Montrez que, lorsque M décrit (D), H et H' 
décrivent deux droites (D.) et (D;) passant par 
O, dont vous préciserez un vecteur directeur 
en fonction de ; et de j. 

2. L'une des droites (D.) et (D;) peut-elle être 
parallèle à (A)? 

3. Utilisez les questions précédentes pour 
construire l'intersection de l’ellipse (E) et de 
la droite (D). Faites une figure soignée dans 
laquelle vous prendrez 4 cm pour la distance 

TT 
de O à (A) et 3 pour une mesure de l'angle 

(f, j). | n’est pas demandé de construire 
l’ellipse (E). 

Le plan est rapporté à un repère orthonormé 
(O; f, j). On considère le cercle € de centre 
O et de rayon a et le cercle C’ de centre O et 
de rayon b où à et b sont des nombres réels 
donnés tels que 0<b <a. 
On note D et D’ les droites passant par O et 
de vecteurs directeurs respectifs / et /. 
Pour tout nombre réel 8, on note P le point du 
cercle C tel que 8 soit une mesure (en radians) 

de l’angle (f, OP) et P' le point d'intersection 
de C’ avec la demi-droite A d'origine O 
passant par P. Soit enfin M le point d'intersec- 
tion de la droite passant par P parallèle à D’ 
et de la droite passant par P’ parallèle à D. 

1. Calculez les coordonnées x et y de M en 
fonction de 4. Déduisez-en la nature de 
NU l E décrit par M lorsque 8 parcourt 

2. a/ Déterminez un vecteur directeur de la 
tangente T à la courbe E au point M. 

b/ Soit N le point d’intersection de la droite 
passant par P parallèle à D et de la droite 
passant par P” parallèle à D'. Prouvez que T 
est orthogonale à la droite (ON). Déduisez-en 
une construction géométrique de T. 
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41. 

3. On prend a —6 et b=3. Construisez sur 
une même figure les cercles C et C', les droites 
D et D' et l’ensemble E. Placez sur cette figure 

TT 
les points 1’, P’, Met N correspondant à 0 = 7: 

et la tangente T en M à E. (On prendra 1 cm 
pour unité graphique.) 

Le plan est rapporté à un repère orthonormal 

(1; f, j). Soit & un réel non nul. On désigne 
par O,; le point de coordonnées (x, 0) et par 
O, le point de. coordonnées (— «, 0). 
P, (x) est la parabole de HET I et de foyer 

1: 

P,(«) est la parabole de sommet O; et de 
foyer O.. 

1. Montrez que les équations des paraboles 
P;(a) et P>(a) dans le repère (1; /, j) sont 
respectivement y?=4 «x et 

y°=-8ax+8a. 

2. a/ Déterminez les coordonnées des points 
d'intersection M, et N, des deux paraboles 
P; (æ) et P, (x). On désignera par M, le point 
d'intersection dont l’ordonnée est du signe de 
&X. 

b/ Déduisez-en l' ensemble des points M, et 
N, lorsque « décrit R*. 

3. Montrez que P; (x) et P, (x) sont respecti- 
vement les images de P.,(1) et P,(1) par 
l’homothétie de centre I et de rapport «. 
Déduisez-en que IM,, = = œIM; etIN, = = IN; et 
retrouvez le résultat obtenu au 2. b1. 

Le plan est muni d'un repère orthonormal 
direct (O; ü, v). 
Pour tous réels x et y, z=x +iy est l’affixe 
du point M de coordonnées (x, y), c'est aussi 
celle du vecteur OM = xü + yÿ. 
A est le point d'affixe 2 j, D la droite d'équation 
y =0. 
f est la fonction complexe de la variable 
complexe qui à z non réel associe : 

Z—?2i 
= 

VEZI AZ 
F associe à tout point M de P — D d'’affixe z le 
point M' d’affixe z'. 

1. Exprimez les parties réelle et imaginaire de 
z' en fonction de celles de z. 

1 

2. B est le point d’affixe Gi Quelles sont les 

images respectives par F des demi-droites 
ouvertes d'origine © portées par l’axe imagji- 
naire, l’axe imaginaire étant l’ensemble des 
points d'abscisse nulle. 

3. Quelle est l’affixe du projeté orthogonal H 
sur D du point M d’affixe z ? 
Quelle est celle de HM? 
Montrez que l’ensemble des points M d'affixe 

1 

z tels que |f(z)| ae est une parabole dont 

vous préciserez le foyer et la directrice. 



42. Le plan (P) 

43. 

a 4 

) est rapporté au repère orthonormal 
direct (O; Ü, V). On considère l’ensemble (E) 
des points M de (P) de coordonnées (x, y) 
vérifiant l'équation : 

25(x°+y?)=(3x — 16). (1) 

1. En interprétant géométriquement l’équa- 
tion (1), démontrez que (E) est une conique 
de foyer O et de directrice la droite (A) 

16 
d’équation ri Donnez la nature et 

l’excentricité de (E). 
Dans toute la suite de l'exercice, M désigne 
un point de (E) et 0 une détermination de 
l'angle de vecteurs (ÿ, OM). 

2. a/ Déduisez de l'équation (1) une relation 
du premier degré entre OM et l’abscisse x de 
M. 

16 

SE 3ICOS 10 

que 6 appartient à 

b/ Démontrez que OM = 

3. On suppose ici 

ÉT 
La droite (OM) coupe (A) en I et recoupe (E) 
en un point M'. 

4 1 
a/ Démontrez que — + est une cons- 

OM OM 
tante indépendante de M. 

1 2 

OM OM’ OI 
b/ Démontrez que 

On donne dans le plan deux points fixes 
distincts F et À. On considère les ellipses E 
dont un foyer est F et À le sommet de l'axe 
focal le plus voisin de F. 

1. a/ Quel est l’ensemble des points O cen- 
tres des ellipses E? 

b/ Soit O un point de cet ensemble et soit D 
la perpendiculaire en © à la droite (AF). 
Construisez (au moyen du compas seulement) 
les sommets B et B' de l’ellipse E appartenant 
à D. 

2. a/ Soit B un sommet du petit axe d'une 
ellipse E; montrez que B appartient à une 
parabole P de foyer F dont vous déterminerez 
la directrice A. 

b/ Déterminez la partie de P qui est l'ensem- 
ble des points B. 

Dans le plan P muni d'un repère orthonormé 
(O; i, j), on appelle disque unité l'ensemble 
des points M tels que OM<1. On note D ce 
disque. On appelle distance d’un point M à D, 
eton note d (M, D), /a plus petite des distances 
de M aux points de D. 

1. Démontrez que si M est extérieur au disque, 
alors d (D, M)=MM, où M, est l'intersection 
du cercle unité avec le segment [O, M]. 

45. 

46 

47. 

GÉOMÉTRIE 

Déduisez-en que si x et y sont les coordon- 
nées de M, on a alors : 

d(M, D)=Vx?+y2-1. 
2. Soit À la droite d'équation y = —2. Cher- 
chez l’ensemble des points M du plan tels 
que : d(M, D)=2d(M, A). 
Représentez D, A et l’ensemble obtenu sur 
une même figure. 

On considère, dans le plan P rapporté au 
repère orthonormal (O;j,j) où l'unité de 
longueur est 6 cm, les points M, de coordon- 
nées (x, y) définies par : 

cos 0 sin à 
X— UV 

2+cos 0 2 RCOSIO 

avec 0 élément de [0, 2 x]. 

1. Calculez en fonction de 6 la distance OM, 
et la distance de M, à la droite D d’équation 
XL 

2. Déduisez-en que, pour tout réel 4 élément 
de [0, 2x], les points M, appartiennent à une 
même ellipse (E) dont vous préciserez l’excen- 
tricité, le grand axe ainsi que les coordonnées 
des quatre sommets et des points d’intersec- 
tion avec l’axe des ordonnées. 

3. Tracez l’ellipse (E). 

Dans l’espace 

L'espace € est rapporté à un repère orthonor- 
mal (O;i,j, k). On considère le plan (P) 
d'équation 3x +4z -5=0 et l'ensemble (T) 
des points du plan (xOy) équidistants du plan 
(P) et de l'origine. 

1. Calculez la distance au plan (P) d'un point 
M, de € de coordonnées (Xo, Yo, Zo). Dédui- 
sez-en que (l) admet pour équation dans 
OH AULE 

3x—5\° 
x?+ = ps 

Y 5 

2. Soit (D) la droite d'’intersection des plans 
(P) et (xOy). Montrez que (T°) est une conique 
de foyer O et de directrice associée (D). 
Déterminez son excentricité. 

3. Précisez la nature de (T°), les sommets de 
l'axe focal, le centre et les autres sommets. 
On donnera les coordonnées de ces points 
dans le repère (O:; j, j) du plan (xOy). Repré- 
sentez (T) dans ce même repère. 

FGH est un triangle équilatéral de côté de 
longueur €. 
Soit (#) l'hyperbole de foyer F, de directrice 
(GH) et d’excentricité 2. 

1. Déterminez les sommets S et S’ de cette 
hyperbole (vous remarquerez que S et S’' sont 
sur la hauteur issue de F dans le triangle FGH), 
son centre O et le deuxième foyer F’. Calculez 
en fonction de #, la distance des sommets 2 a 
et la distance des foyers 2c. 
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2. On choisit le repère orthonormal (O; f, j) 
où O est le centre de l’hyperbole et ; un vecteur 
unitaire de la demi-droite [OF). 
Écrivez une équation de (4). Donnez l'allure 
de (). 

Pour chercher plus 

48. 

49. 

50. 

51. 

52. 

53. 

54. 

55. 

56. 

57. 

58. 

59 

Pour les exercices 48 à 53, on donne, dans un 
repère orthonormal, une équation de la conique “. 
Identifiez cette conique et précisez ses éléments 
caractéristiques : foyer, directrice, excenticité. 

Indication : changez de repère. (Voir T.P. 5.) 

y°=4x+2y+11. 

9x?—-18x+4y?+16y—-11=0. 

9(x—2}?—-16(y +1) +1=0. 

4x?-9y°-36y=0. 

x?—-2x-4y-3=0. 

16x*-72x°y?+81y"=1. 

Pour les exercices 54 et 55, trouvez l'ensemble 
des points M dont les coordonnées (x; y) dans un 
repère orthonormal, sont telles que : 

xix|+4ly|y=1. 

xx|—4ly|y=1. 

Lieu géométrique 

A et B sont deux sommets d’une ellipse E, 
situés sur deux axes distincts. 
Quel est le lieu géométrique du centre de 
gravité des triangles ABM lorsque M décrit E ? 

E est une ellipse de centre ©. Un point M de 
E étant donné, trouvez analytiquement deux 
points M’ et M sur E tels que O soit le centre 
de gravité du triangle MM'M. 

Lieu géométrique 

On donne un point À, une droite D et une 
distance d. 
Quel est l’ensemble des points M dont la 
somme de la distance à A et à la droite D est 
d? 

Quelques particularités de la parabole 

P est une parabole de foyer F de directrice d. 
K est le projeté orthogonal de F sur d. S est 
le sommet de ®. 

1. M est un point de Ÿ, À est la tangente en 
M à P. 

a/ Montrez analytiquement que le symétrique 
de F par rapport à A est sur la directrice. 
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b/ Réciproquement, N est un point de d, et 
A' est la médiatrice de [FN]. Montrez que A 
est tangente à ?. 

2. M est un point de Ÿ, H est le projeté 
orthogonal de M sur d. 
m est le projeté orthogonal de M sur l'axe focal 
(FK). 
La tangente en M à coupe l’axe focal en T. 
La perpendiculaire en M à cette tangente 
coupe l'axe focal en N. 

a/ Faites la figure correspondante. 

b/ Montrez que mN est égale au paramètre. 
(Le segment [mN] est appelé «sous- 
normale ».) 

c/ Montrez que S est le milieu de mT. 
(Le segment [mT] est appelé «sous- 
tangente ».) 

d/ Montrez que F est le milieu de [TN]. 

Courbe orthoptique de la parabole 

a/ Une parabole ® a pour foyer F et pour 
directrice D; on note H le projeté orthogonal 
d'un point M de sur D. 
Montrez analytiquement que la tangente en M 
à P est la médiatrice de [FH]. 

b/ Deux droites T, et T; sécantes et non 
perpendiculaires sont données, ainsi qu'un 
point F. 
Trouvez la directrice d’une parabole P de foyer 
F à laquelle T, et T, sont tangentes. 

c/ Deux droites T;, et T, sécantes et non 
perpendiculaires sont données, ainsi qu'une 
droite D. 
Trouvez le foyer d’une parabole P de directrice 
D à laquelle T; et T, sont tangentes. 

d/ Trouvez l’ensemble E des points N du plan 
d'où l’on peut mener deux tangentes perpendi- 
culaires à une parabole ® donnée. 

Remarque : des points de E, on voit la 
parabole sous un angle droit; E est la courbe 
orthoptique de P. 

Une particularité de l’hyperbole 

4 est une hyperbole de centre O. 
M est un point de # et A est la tangente en 
M à 4. 
A coupe les asymptotes de # en deux points 
A et B. 

1. Montrez analytiquement que M est le milieu 
de [AB]. 

2. Réciproquement, N est un point de # ; une 
droite A’ passant par N coupe les asymptotes 
en deux points P et Q, de sorte que N soit le 
milieu de [PQ]. Montrez que A’ est tangente 
à 4. 

3. M est un point de #. La tangente en M à 
4 coupe les asymptotes en deux points A et 
B. Montrez que l'aire du triangle OAB ne 
dépend pas de M. 



62. Courbe orthoptique de l’ellipse 

Le plan est rapporté au repère orthonormal 
(Q:14j):0On considère l’ellipse E d'équation 

cartésienne : 1. On cherche à déter- É Le RES = 

miner l'ensemble T des points M du plan 
desquels «on voit l'ellipse E sous un angle 
droit », c'est-à-dire desquels on puisse mener 
deux tangentes à E, T; et T, orthogonales 
entre elles. La courbe l obtenue est appelée 
courbe orthoptique de l’ellipse E. 

1. Trouvez les points de T appartenant à des 
tangentes à E verticales. 

2. Soit M (Xo, Yo) et D, la droite de pente m 
passant par M. Montrez que D,, a deux points 
communs confondus avec E (et lui est donc 
tangente) si, et seulement si, m est solution 
de l'équation d’inconnue X : 

(x$—-a°)X2—2x5yoX+y3—b?2=0. 

3. Montrez que M, se trouve sur T si, et 

seulement si, x5+ y5= a? + b?. 

4. Construisez E et T pour a =5 et b =8. 

Problèmes de synthèse 

63. Treuil électrique 

variable 

H 

La figure représente un treuil fixe électrique 
pour levage de 5 tonnes au moyen d'une 
poulie mobile P dont on se propose de trouver 
le lieu ou trajectoire (L) lorsque H varie. 
On rappelle que les brins de câble 1 et 2 allant 
respectivement au tambour moteur T et au 
point fixe F sont toujours également inclinés 
sur la verticale. On néglige dans la suite les 
rayons de T et P. 

1. Démontrez que le lieu (L) de P est une 
partie de conique que vous définirez en 
position et grandeur par rapport aux points 
fixes T, F et aux constantes d, h : déterminez 
le centre, les axes, les foyers, les asymptotes. 

2. Les données numériques étant les sui- 
vantes : 

d=0,40:m;-1n=0,801m/; 
1,00 m<H<11,00 m, 

64. 

65 
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trouver, en mm, l'écart entre les verticales des 
positions extrêmes de P et, en degrés, l’incli- 
naison de la tangente à la trajectoire (L) pour 
H=1,00 m. 

Famille de coniques 

Dans le plan rapporté à un repère orthonormal 
(O; f, j) on considère la courbe représentée 
par l'équation : 

y°=2px +qx°. (1) 

À tout couple de nombres réels (bp, q) corres- 
pond une courbe, notée T'(p, q), d'équation 
(1). Lorsque p et q prennent des valeurs 
réelles arbitraires, les courbes T'(p, q) consti- 
tuent une famille notée ©. 

1. Pour quelles valeurs de q les courbes 
F'(p, q) sont-elles : 

a/ des paraboles ? 

b/ des hyperboles ? 

c/ des ellipses d’axe focal, 
cisses ? 

l'axe des abs- 

d/ des ellipses d’axe focal parallèle à l'axe 
des ordonnées ? 

2. Exprimez, dans chacun de ces cas, l'excen- 
tricité de l'(p, q) en fonction de gq. 

Étude de fonctions. Changement de repè- 
res. Transformations 

1. a/ Étudiez la fonction f définie sur 
SE IIbare 

f(x}=-x+V2(1-x°). 

b/ On appelle C la courbe représentative de 
f dans un repère orthonormal (O:; ü, v). 
Précisez les tangentes à C aux points d’abs- 
cisses — 1 et + 1, au point À d’abscisse nulle, 
et au point B d'ordonnée nulle. Tracez la 
courbe C en prenant 5 cm pour unité de 
longueur. 

2. a/ Soit f, la fonction numérique définie sur 
EAIIpare 

f1(x)=-x-V2(1-x°) 

et soit C. la courbe représentative de f;, dans 
le repère (O; ü, v). Comparez pour x quel- 
conque, f,(x) et f(—x) et interprétez le 
résultat. Tracez C.. 

b/ On désigne par D, D’, A les droites du plan 
P d'équations respectives x=1, x=—1, 
x +y =0 et l’on désigne respectivement par 
H, H', K les projetés orthogonaux sur D, D’, 
A d'un point quelconque N de P. Soit E 
l’ensemble des points N du plan P tels que 
NK2+ NH-NH°' = 0. Montrez que E=CUC; et 
vérifiez qu'une ROUEN cartésienne de E est : 

8x°+y°?+2xy -2=0. _{E) 
3. Soit U et V les images respectives de ü et 
V dans la rotation vectorielle d'angle 0 donné. 
On définit dans P un nouveau repère (O; U, V) 
et on désigne par X, Y les coordonnées dans 
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our coordon- ce repère du point ayant x, y p 
ü,v). On pose 

t x 
nées dans le repère (O; 
Z=X+IY,Zz=Xx+iY. 

a/ Montrez que z =Z (cos 0 +i sin 6). Dédui- 
sez-en les expressions de x et y en fonction 
de X, Y et 6, puis celle de 3x°+y°+2xy en 
fonction de X, Y et 20. 

b/ On suppose p=—- Trouvez une équation 

de E dans le repère (O: UF V) correspondant. 
Déduisez-en que E est une ellipse dont vous 
indiquerez la longueur du demi-grand axe « 
et la longueur du demi-petit axe B. Vérifiez 

que : LPC 
(04 

4. À tout couple (a, b) de réels vérifiant a Æ0 
et a +b 0 on associe l'application œ;., du 
plan dans lui-même qui au point Mix, y) 
associe M'(x', y’) défini par : 

de = ax 

y'=bx+(a+b)y 

dans le repère (O; ü, Ÿ). 

On se propose de trouver, parmi les applica- 
tions œ, , celles qui laissent invariante l’el- 
lipse E du 2. 

a/ Ecrivez la relation que doivent vérifier les 
coordonnées x, y d'un point M pour que son 
image M' par œ, , appartienne à E (utiisez 
l'équation (E)). 
Exprimez que les points A et B de E (cf. 1. b/) 
satisfont à cette relation. 
Vérifiez que, s’il en est ainsi, tout point de E 
a son image sur E. 
Déduisez-en qu'il existe quatre applications 
de @ qui laissent E invariante. 

b/ Précisez la nature de ces quatre transfor- 
mations. 

On considère la relation : 

6z°-37z sin 0+cos 0=0, (1) 

qui lie les deux variables 6 et z. 

1. Z étant un nombre réel donné, (1) est alors 
une équation en 0; on cherche les valeurs 
réelles de 4, solutions de cette équation, en 
fonction de z. 

a/ Calculez effectivement ces valeurs lorsque 
v3 

Z= _— etz=———. 
3 3 

b/ Discutez suivant les valeurs de z l’exis- 
tence des solutions de l'équation et le nombre 
des extrémités des arcs du cercle trigonométri- 
que qui ont pour mesures ces solutions. 

2. 0 étant un nombre réel donné, (1) est alors 
une équation en z; on cherche les valeurs 
réelles ou complexes de z, solutions de cette 
équation. 
Déterminez les valeurs de @ pour lesquelles 
(1) possède : 
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a/ une racine double; 

b/ deux racines réelles et distinctes ; 

c/ deux racines complexes. 

Dans ce dernier cas, calculez le module des 
racines en fonctions de 8 et montrez qu'il est 
compris entre deux nombres indépendants de 

3. Dans un plan on donne un repère (O; , js 

a/ Déterminez le transformé (E) du cercle (C) 
de centre O et de rayon 1 dans l’affinité 
orthogonale d’axe, l'axe des abscisses et de 

{ 
rapport à Le point M appartenant à (C), on 

pose (Ox, OM)=0, 0<8<21x. Calculez en 
fonction de 8 les coordonnées du point M’ 
transformé de M dans cette affinité. 

b/ On donne la parabole (P) qui a pour 
tangente au sommet l’axe des ordonnées et 

; 

pour foyer le point F de coordonnées (2. o). 

H est le point de coordonnées (0; z), zÆ0. 
Déterminez en fonction de z l'équation de la 
tangente (T) à (P), qui passe par H. 

c/ Montrez que l'équation (1) est une condi- 
tion nécessaire et suffisante que doivent 
vérifier 6 et z pour que le point M’ appartienne 
à (T). 
Interprétez géométriquement les résultats des 
questions a/ et b/ (z réel). 
Déduisez-en les points communs et les tan- 
gentes communes à (E) et (P). 

67. « et B étant deux nombres réels donnés, on 
considère l'équation d’inconnue ze C : 

z°+az+B=0. (1) 

1. Le plan étant muni d’un repère orthonormé 
(unité : 2 cm), soit M le point de coordonnées 

(æ, B). 
Quel est l’ensemble des points M tels que 
l'équation (1) possède : 

a/ Une solution double ? 

b/ Deux solutions réelles distinctes ? 

c/ Deux solutions distinctes, non réelles ? 
(On représentera ces différents ensembles 
dans le plan.) 

2. y étant un réel quelconque, exprimez les 
solutions de l'équation (1) dans le cas où : 

= -2y et pes 1: 

Vérifiez que ces solutions sont réelles, de 
signes contraires, puis résolvez l'équation 
d'inconnue x réelle : 

e°*—-2ye*-1=0. 



3. Résolvez l'équation (1) dans le cas où : 

æ=13 et B=49. 

4. Déduisez-en les solutions de l'équation 
d'inconnue zeC : 

(z2°-1)(Z*+13z2+49)=0. 

Vérifiez que ses solutions sont les nombres 
complexes : 

Z=2e*S-e 3, 
[k décrivant {0, 1, 2, 3, 4, 5]. 

5. Dans le plan muni du repère orthonormé 
O; ü,ÿ), on note M, le point d'affixe z,, k 
décrivant {0, 1, 2, 3, 4, 5}. 
Démontrez que les points M. sont sur une 
même ellipse (E). 

6. Démontrez qu'une affinité orthogonale 
d'axe (O; à) transformant (E) en le cercle de 
diamètre [M,, M;] transforme l'hexagone 
MM M M M M en un hexagone régulier. 
Déduisez-en que les droites (M M;), (M: Mb), 

(MM3), (MM), (MM) et (MSMo) sont 
tangentes à une même ellipse (E'). 
Tracez les ellipses (E) et (E') et placez les 
points M. 

Le plan P orienté est rapporté au repère 
orthonormé direct (O0; 1h (unité : 4 cm). 
Dans ce qui suit les équations des courbes et 
les coordonnées les points seront données 
dans ce repère. 
Soit A le point de coordonnées (— 1; O). 

I. Soit œ la fonction de l'intervalle [— 1; 1[ 
dans [R définie par : 

1+x 

Lex 

1. Etudiez les variations de œ et tracez sa 
courbe représentative (S;). 
Précisez les tangentes ou demi-tangentes 
éventuelles à (S;) aux points A et O. 

p(x)=x 

2. Soit (S;) l'image de (S;) par la symétrie 
orthogonale par rapport à l’axe des abscisses. 
Donnez une équation de (S-). Vérifiez que 
(S)=(S;)U(S;>) a une équation : 

x +xy?+x?—y?=0. 

Tracez (S). 

3. Soit À un réel non nul et N le point de 
coordonnées (0; 1). Ecrivez une équation 
cartésienne, notée (1), de la droite (AN) en 
fonction de À. Vérifiez que le cercle C;, de 
centre N, passant par O, a pour équation : 

x?+y°-21y=0. (2) 

Pour tout À non nul, (AN) et C; se coupent en 
deux points distincts d'ordonnée non nulle. 
Exprimez À en fonction de x et y à l’aide de 
l'équation (2). Reportez l'expression trouvée 
dans l'équation (1) et vérifiez que les deux 
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points d'intersection de (AN) et de C, appar- 
tiennent à (S). 
Déduisez-en une construction de (S), par 
points, à la règle et au compas. 

IT. Les questions de cette partie du problème 
doivent être résolues sans calculs. 
M étant un point de P, on se propose d'étudier, 
s'ils existent, les points M’ de P vérifiant à la 
fois les deux conditions suivantes : 

À, M, M' alignés, (1) 

OM-OM'= 0. (2) 

Soit C le cercle de diamètre [OA]. 

1. Trouvez l’ensemble des points M’ dans les 
cas suivants (on pourra s’aider d’une figure 
pour chacun des cas) : 

a/ Mest en O. 

b/ M est en A. 

c/ M est un point de C autre que O et A. 

d/ M est un point de l’axe des abscisses autre 
que O et A. 

e/ Mestun point de l'axe des ordonnées autre 
que O. 

2. On suppose que le point M n’est pas sur C. 
Démontrez qu'il existe un point unique M' 
vérifiant les conditions (1) et (2). 
Donnez une construction géométrique de M' 
(faire un dessin). 

3. Soit P* le plan privé du cercle C et des 
axes de coordonnées. 
À tout point M de P*, on associe le point M' 
vérifiant les conditions (1) et (2). 
Démontrez que M' est un point de P*. On note 
f la fonction de P* dans P* qui à M associe 
M = f (M). Démontrez que f cf est l'identité de 
P 

III. On désigne par f l’application précé- 
demment définie. 

1. Soit (S*) la courbe (S) privée de A et O., 
En utilisant les questions I. 3. et II. 3. détermi- 
nez f (S*). 

2. a/ Soit (x; y) les coordonnées de M et 
(x'; y') celles de M'=f(M). 
Vérifiez que : 

b/ Soit (E) la courbe d’équation : 
À 2 

4 (x+1) Haye 

Tracez (E). Précisez sa nature, ses éléments 
de symétrie, ses sommets. 

c/ Soit D* la droite d'équation x = 1 privée de 
son point d’ordonnée nulle. 
Démontrez que f (D*) est la courbe (E) privée 
de O et A. 
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Déplacements EEE 

D NTTTITGT ER | 

| T.P. d'application ……… 260 | 
| Exercices et problèmes …. 272 : 

1 Composée de deux réflexions 
Des rappels sur translations, réflexions, rotations, se trouvent dans le lexique, 

page 316. 

1.1. COMPOSÉE DE DEUX RÉFLEXIONS D’'AXES SÉCANTS 
La notation s,; désigne la réflexion par rapport à la droite d. 

THÉORÈME 1 

d., et d, sont deux droites sécantes en O. 

Alors Sa, ° Sa, St la rotation de centre O 

et d'angle 2(OA:, OA;) où À, est un 
point quelconque de d; et À, un point 

quelconque de d, distincts de ©. 

Notez que sa,°5s4, est la rotation de centre O et 

d'angle 2(OA;, OA:), et donc, qu'en général, 
Sa, SDS Sa: 

1.2. COMPOSÉE DE DEUX RÉFLEXIONS D’AXES PARALLÈLES 

THÉORÈME 2 

La composée 5a,° Sa, de deux réflexions 
d’axes parallèles est une translation. 

Le vecteur de cette translation est 2 A, A;, où A, et 

À, sont des points de d, et d, respectivement, avec 

(A1 À) perpendiculaire à d1. 

Notez que Sa, ° Sa, Æ Sa° Sas: 
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(1 Généralités sur les transformations du plan 

1.1. DÉFINITIONS 
On dit que l'on a défini une application bijective f, ou une bijection, du plan dans 
lui-même, lorsque : 

— à chaque point M, on associe un point N et un seul, appelé alors image de M par 

f et noté f (M), N=f(M; 

— et lorsque chaque point N est l’image par f d'un point M et d'un seul. 

Une application bijective est appelée une transformation du plan. 

EXEMPLES 

1. Les translations, les réflexions, les rotations, les homothéties sont des transforma- 

tions. 

2. La projection sur une droite n’est pas une transformation : deux points peuvent 

avoir le même projeté. 

3. L'identité est la transformation, en général notée i, qui, à chaque point M, associe 

le point M lui-même : i(M)=M. 

1.2. ÉGALITÉ DE DEUX TRANSFORMATIONS f ET g 

Dire que f = g signifie que : f(M)= g (M) pour tout point M. 

1.3. RÉCIPROQUE D'UNE TRANSFORMATION 
a/ Lorsque f est une transformation, à chaque point f 

N on peut associer l'unique point M tel que EE cé Te 

f(M =N. sr he NEO 

On définit ainsi une transformation, dite réciproque ré 

de f, et notée f”!. 

Dire que N =f (M) équivaut à dire que M=f"* (N). 

b/ Nous avons vu en classe de Première que : 

— si r est la rotation de centre O et d'angle @, alors r est la rotation de 

centre O et d'angle —«; 
— sitestlatranslation de vecteur ü, alorst”‘estlatranslation de vecteur —u ; 

— si s est une réflexion, alors s *=s. 

1.4. COMPOSÉE DE TRANSFORMATIONS 
a/ f et g étant deux transformations, la transformation gcf est la transformation 

définie par : 

(g°:N(MD=g (f (M)) pour tout point M. 

La transformation f°g est définie par : (f°g)(M)=f (g (M)). En général, fogÆ#gof. 

Par itération, on définit la composée de plusieurs transformations. Ainsi, fegch est 

la transformation : fe(gch), et c'est aussi (fog)ch. 
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Rappelons que i désigne la transformation «identité » (i (M) = M, pour tout point M). 

Pour toute transformation f : foi=icf=f, 

et : fonte: 

En particulier, si s est une réflexion : sos =i. 

b/ Conséquence. Pour toutes transformations f, g et h : 

sih=f0g, alors f-heg ',oug=f ‘ch. 

{il A En effet, de h =fc°g, nous déduisons : hog =fcgcg 

Mais geg ‘=i,et foi=f, d'où le résultat. 
De l'égalité h = f°g, nous pouvons déduire aussi : f 'eh=f 'ofog=g. 

(2 Déplacements 

2.1. DÉFINITION 

a/ DÉFINITION 1 

On appelle déplacement toute transformation qui conserve la distance 
et les angles orientés. 

EXEMPLES 

e Les rotations, les translations, sont des déplacements. L'identité est un déplace- 

ment. Une réflexion n’est pas un déplacement : elle transforme un angle orienté en 

son opposé. 

e Rappelons qu'une symétrie centrale par rapport à un point O est une rotation de 

centre O et d'angle x. 

b/ Première conséquence 

La composée g°f de deux déplacements g et f est un déplacement. 

La démonstration de ce résultat ne fait que décrire la figure suivante : 

= Ve 

O 

M et N° sont les images respectives de M et N par gcf, et M'N'=M,N,=MN. 

0’, A’, B' sont les images par gcf de O, A, Bet: 

(O'A’, O'B’)=(0, A;, O,B;)=(OÀ, OË). 

B; 
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c/ Deuxième conséquence 

La réciproque f ” d’un déplacement f est un déplacement. 

En effet, considérons deux points quelconques L 

M et N, et leurs images par f !: M'=f (M) FA 
N'=f"(N). Alors: M=f(M') et N=f(N'), N N' 
donc MN=M'N’, et donc f ! conserve la dis- 

tance. 
p' 

Nous verrions de même que f ! conserve les 
angles orientés. HN Di M 

2.2. DÉTERMINATION D'UN DÉPLACEMENT 

La connaissance des images A’ et B' de deux B 
points A et B permet de déterminer l’image par 

f de n'importe quel point M. 

En effet, puisque f est un déplacement : 

A'M'=AM, et (AB, AM)=(A'B/, AM). 

L'image de M est le point M’ de la demi-droite 6 

A'x, tel que A'M' = AM (voir la figure ci-contre). 

On dit qu'un déplacement est déterminé par 

deux points distincts et leurs images. 

2.3. CONSÉQUENCE : ÉGALITÉ DE DEUX DÉPLACEMENTS 

Pour démontrer que deux déplacements f et g sont égaux, il suffit de démontrer 

que pour deux points A et B distincts, quelconques, f(A)= g (A), f(B)= g(B). 

En effet, puisque A'=f(A)= g (A), B'=f(B)= g(B), nous obtiendrons d'après ce qui 

précède M'=f(M)= g (M), pour tout point M, donc f=3g. 

2.4. DÉPLACEMENTS ÉCHANGEANT DEUX SEGMENTS 
DE MEME LONGUEUR 

Nous savons que les rotations et les translations sont des déplacements. Nous allons 

voir que tout déplacement est en fait une translation ou une rotation. 

a/ Démontrons d’abord le théorème suivant : 

THÉORÈME 1 

Étant donnés quatre points À, B, A’, B', tels que AB, et A'B'=AB, 
alors : 

e si A’B’ =AB, il existe une translation et une seule qui transforme A 
en A'etBen B'; 

e si A'B’ AB, il existe une rotation et une seule qui transforme À en 
A' et B en B’. | 

En effet, les hypothèses sur les points A, B, A’ et B’ font que deux cas peuvent se 

présenter et deux seulement. 
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Premier cas : AB =AB me 

Dans ce cas, la translation t de vecteur AA’ transforme À en 

A' et B en B’. Si t’ est une autre translation, telle que : 

t'(A)=A, t’(B)=B;, alors t’=t, d'après la conséquence dite 

en 2.3., car t et t' sont des déplacements. 

Deuxième cas : A'B’# AB B 

Dans ce cas, (AB, A'B')#0, et AA, ou BÆB. 

Supposons A FA". 
Posons 6=(AB, A’B'). Notons O le point de la 
médiatrice de [AA'] tel que (OA, OA’) — 0 La 

rotation r de centre O et d'angle 0 transforme A en O* 

A'. Elle transforme B en un point B; tel que: 

A'B,;=AB=A"B/, et tel que : 

(AB, A'B;)=6= (AB, A'B'); donc B, =B. 

Ainsi : r(A)=A', r(B)=B'.Si r’ est une autre rotation qui transforme A en A'’et B 

en B’, alors r'=r, d'après 2.8., car r et r’ sont des déplacements. 

Le théorème 1 est ainsi démontré. 

b/ Construction du centre de la rotation qui transforme [AB] en [A'B/] 

La démonstration du théorème 1, cas AB'+ AB, montre que le centre O de la rotation 

qui transforme À en A' et B en B’ est le point O de la médiatrice de [AA] tel que 

(OA, OA’)=(AB, AB’), lorsque AA. 
Lorsque A = À’, ce centre est évidemment le point A. 

Notez que lorsque les droites (AA') et (BB’) ne sont pas parallèles, le centre 

O est l'intersection des médiatrices de [AA’] et de [BB]. 

2.5. NATURE D'UN DÉPLACEMENT 

THÉORÈME 2 

Tout déplacement est soit une translation, soit une rotation. 

En effet, un déplacement f est déterminé par la donnée de deux points A et B distincts 

et de leurs images A’, B'. Ainsi À £B, et A'B'=AB. 

D'après le théorème 1, il existe une translation t ou une rotation r qui transforme A 
en A’'et Ben B'. Donc f=t ou f=r, d'après 2.3. 

Composée de deux rotations, d’une translation 
et d’une rotation 

3.1. COMPOSÉE DE DEUX ROTATIONS 
Considérons deux rotations : r1(O:, 6:), r2(O2, 62). r et r, sont des déplacements, 
donc r,°r, est un déplacement; d'après le théorème 2, r,er, est donc soit une 
translation, soit une rotation. 
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r, transforme deux points A et B en A;, B;, tels que : (AB, A B:) = 0;. 

r, transforme A;, B; en deux points A’, B’, tels que : (A; B:, A'B') 0: 

Il en résulte que (AB, A'B') = 0: +6,. Or, A, B' sont les images de A et B par rer. 
D'après le théorème 1, nous obtenons donc : 

Tr, eSt une rotation d'angle 6, et r, une rotation d'angle 6:. 

e lorsque : 0,+0,#0 (modulo 2x), r,cr, est une rotation d'angle 
0: + 6: 

e lorsque : 0, +0,=0 (modulo 2 x), r,cr, est une translation. 

Vous verrez au T.P. d'application 5, comment construire le centre de r,cr1. 

3.2. COMPOSÉE D'UNE TRANSLATION ET D'UNE ROTATION 
Considérons une translation t et une rotation r (O, 6), 00. 

Alors tcr est un déplacement, donc c'est une translation ou une rotation. Mais si A’ 

et B' sont les images respectives de A et B par ter, nous obtenons : (AB, A'B') = 0, 

et donc : 

Lorsque t est une translation, et r une rotation d'angle 6, alors tor 
est une rotation d'angle 6. 

Nous verrions de même que : 

rot est une rotation d'angle 6. 

Remarque : en général, rotÆtor,et ri°72#To°ri. 

4! Isométries 

4.1. DÉFINITION 

DÉFINITION 2 

On appelle isométrie toute transformation qui conserve la distance. 

EXEMPLES 
Les déplacements sont des isométries. Les réflexions, qui rappelons-le, ne sont pas 

des déplacements, sont des isométries. 

De manière analogue à ce qui était fait dans le cas des déplacements, nous verrions 

que : 

la composée de deux isométries est une isométrie; 

la réciproque d'une isométrie est une isométrie. 

Les déplacements, les réflexions, leurs composées sont des isométries. Nous allons 

voir qu'il n’y en a point d'autres, et plus précisément que toute isométrie est soit un 

déplacement, soit une composée tes, où t est une translation et s une réflexion. 

Nous verrons enfin que toute isométrie est une composée de réflexions, au plus trois. 
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4.2. ISOMÉTRIES AYANT AU MOINS UN POINT FIXE 

Rappelons ceci : dire que le point O est un point fixe de la transformation f signifie 

que : f(0)=0, c'est-à-dire que O est sa propre image. 

Considérons une isométrie f ayant au moins un point fixe O, et distincte de l'identité. 

a/ Premier cas : f a un autre point fixe, A 

Puisque f n'est pas l'identité, il existe un point, 

que nous noterons B, qui est distinct de son 

image B’. Alors, f étant une isométrie, et O et À 

étant fixes (0=0', A=A'), nous obtenons : 

OB=OB', AB= AB, et donc (OA) est la média- 

trice de [BB']. 
O M' 

Supposons que N soit un autre point fixe de f, N=N, alors : NB=NB’, et donc N 

est sur (OA). 

D'autre part, soit P un point de (OA) d'image P’. Alors : P'A = PA, P'O=PO, donc si 

PÆP', (OA) est la médiatrice de [PP']. Mais la médiatrice de [PP'] ne peut passer 

par P. Donc P =P’. 

En résumé, nous venons de voir que tout point fixe est sur (OA), et que tout point de 

(OA) est fixe. 

Donc si M est un point extérieur à (OA), son image M' est distincte de M, et des 

égalités M'A = MA, M'O =MO, nous déduisons que (OA) est la médiatrice de [MM'] : 

M' est donc le symétrique de M par rapport à OA. Il résulte de tout ceci que f est la 

réflexion d’axe OA. 

b/ Deuxième cas : O est le seul point fixe de f 

Prenons un autre point À et son image À’. Alors OA'=OA A 
et AA’. 

La médiatrice d de [AA] passe par OC. d 

Notons s la réflexion d'axe d. 

La composée f°s est une isométrie, car composée de deux 

isométries, et : O 

(s°f)(O)=s (f(0))=s(0)=0 
(SN A)=S (LCA) STADE AI 

scf a donc deux points fixes, et ce n’est pas l'identité car fÆi. 

D'après le premier cas, nous obtenons : s°cf=s', où s’ désigne la réflexion d’'axe 
(OA). Nous en déduisons : 

s_loscf=s "0s!, puis iof=s les!, car s ‘os=1; puis: f=ses!, Car icf—f, 
s_!=s (paragraphe 1.4.b/). 
Or, la composée de deux réflexions d’axes sécants en O est une rotation de centre O 

(voir paragraphe 1.1. de « Pour prendre un bon départ»). 

D'où, en résumé : 

Une isométrie qui a un seul point fixe O est une rotation de centre OC. 
Une isométrie, distincte de l'identité, qui a au moins deux points fixes 
est une réflexion. 

Remarque : il résulte de ceci qu'une isométrie qui a trois points fixes distincts est 
l'identité. 

4.3. ISOMÉTRIES N'AYANT PAS DE POINT FIXE 
Supposons que l'isométrie f n'ait aucun point fixe. 
Donnons-nous un point O, son image O', O'Æ0O. sta ne) 
Notons t’ la translation de vecteur O'O. Alors : O 
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(t'°f)(0)= 0. L'isométrie g = t'°f a donc au moins un point fixe O, c'est donc a priori, 
soit une rotation, soit une réflexion, soit l'identité. 
Notons t la réciproque de t’ :t=(t') !. test la translation de vecteur OO’. De g=t'of, 
nous déduisons : t°g = f (paragraphe 1.4.b/). 
Si g est une rotation d'angle non nul, alors t°g est une rotation (paragraphe 3.2.) 
et donc son centre est un point fixe de t°g, donc de f. Or f n’a pas de point fixe, 

donc g n'est pas une rotation d'angle non nul. 

Si g est l'identité, alors f est la translation t. Si g est une réflexion 5, alors f=tes. 

En résumé : 

Si une isométrie f n’a pas de point fixe, alors : 

e soit f est une translation, 

e soit f s'écrit t°s, où t est une translation et s une réflexion. 

Le théorème suivant résulte directement des résumés en a/ et b/, et du fait que tout 

déplacement est une translation ou une rotation. 

44, RÉCAPITULATION 

THÉORÈME 3 

Toute isométrie est : 

e soit un déplacement, 

e soit une réflexion, 

e soit la composée tes d'une translation t de vecteur non nul et d’une 
réflexion $. 

4.5. CONSÉQUENCES DU THÉORÈME 3 : PROPRIÉTÉS 
DES ISOMÉTRIES 

1. Les isométries CONSERVENT, outre la distance : 

— l'alignement, le parallélisme, l'orthogonalité, 

— le contact, 

— le barycentre, 

— la mesure des angles géométriques, 

— Jes aires. 

2. Les isométries TRANSFORMENT : 

— les droites en droites, les segments en segments, 

— les cercles en cercles, 

— Jes coniques en coniques de même excentricité. 

Le fait que les isométries conservent le barycentre sera démontré au paragraphe 6.5. 

En effet, hormis pour le barycentre, nous savons que tous ces résultats sont vrais 

pour les translations, les réflexions, les rotations, et donc pour leurs composées. Or, 

toute isométrie est un déplacement, ou une réflexion, ou la composée d'une réflexion 

et d’une translation. 

Remarque :sif=tes, alors f ne conserve pas les angles orientés, puisque la réflexion 

s les change en leurs opposés et que la translation t les conserve. 

Les isométries se divisent donc en deux classes disjointes : celles qui conservent les 

angles orientés, ce sont les déplacements, celles qui changent les angles orientés en 

leurs opposés, on dit que ce sont les anti-déplacements. 
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Décomposition d’'isométries en produits de 

réflexions 

5.1. CAS D'UNE ROTATION 

THÉORÈME 4 

Toute rotation r (I, «) peut être considérée comme la composée de deux 
réflexions d’axes sécants en I, l’une de ces réflexions pouvant être 
arbitrairement choisie. 

En effet, choisissons n'importe quelle droite d £ sl M' d' 

passant par I, et traçons la droite d’, image de 

De | 

la droite d par la rotation de centre I et d'angle 

, M 

(4 g >" 4 

ch D'après le théorème 1, rappelé dans le 

paragraphe 1.1. de «Pour prendre un bon 

départ», nous obtenons r=Ss4°8Sa. 

On dit que l’on a décomposé r en produit de 

deux réflexions. 

5.2. CAS D'UNE TRANSLATION 

THÉORÈME 5 à 

Toute translation t, peut être considérée comme 
composée de deux réflexions dont les axes sont 1 mA 
orthogonaux à u, l’une de ces deux réflexions © 
pouvant être arbitrairement choisie. 

d d' 

En effet, choisissons arbitrairement une droite d orthogonale à ü, et traçons la droite 

Le 
d', image de d par la translation de vecteur : u. Alors, d'après le théorème 2, rappelé 

dans «Pour prendre un bon départ», nous obtenons : t=sycsy. 

On dit que l’on a décomposé t en produit de deux réflexions. 

5.3. CAS D'UNE ISOMETRIE 

Bien que ce cas ne figure pas au programme, disons que toute isométrie est soit une 

réflexion, soit la composée de deux réflexions, soit la composée de trois réflexions. 
En effet, une isométrie f est : 

e soit un déplacement, et alors d'après 5.1. et 5.2., f est la composée de deux réflexions, 

® soit une réflexion, 

® soit une composée tes, où t est une translation et s une réflexion, et dans ce 
dernier cas, f est la composée de trois réflexions, d’après 5.2. 
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lé| Isométries vectorielles 

Notons Ÿ l’ensemble des vecteurs du plan. 

Lorsqu'on associe à chaque vecteur ü un vecteur u’ et un seul, on dit que l’on définit 
une fonction, ou une application de Ÿ dans Ÿ. Voici un exemple. 

6.1. EXEMPLE : ROTATIONS VECTORIELLES 

a/ Définition d’une rotation vectorielle. 

Donnons-nous d’abord un réel 00. À un 

vecteur uü, représenté par exemple par les s points 

Abu AB, associons le vecteur u’ ‘= AB, tel 

que (AE, B, AB’ AB')= 0 et AB’ = AB. 

Pour être sûr que nous avons bien défini cu 

une fonction, ou une application : ü + u’, il 

importe de vérifier que le vecteur u n’a qu'une 

image. 

D'où le _problème : si nous choisissons d'autres points C, D pour représenter le 

vecteur ü, ü = CD, et que nous associons à ü le vecteur CD, tel que (CD, CD’ Ch})= 6, 
CD’ =CD, obtiendrons- HE alors CD’= AB’? Nous allons voir que la réponse est 

oui, et donc que : üu — u’ est bien une application. 

En effet : (AB, CD’)=(AB’, AB)+(AB, CD)+(CD, CD’)= -8+0+0=0. 

Donc les vecteurs CD’ et AB’ sont colinéaires et de même sens, et, puisqu'ils ont 

même norme (car CD'= CD = AB = AB), ils sont égaux. 

L'application ü — Ti que nous venons de définir est appelée rotation vectorielle 

d'angle 6. 

La rotation vectorielle Henge 8 associe à chaque vecteur u le vecteur u’, tel 

que (ü, u’)=6, et |[[u’| =|[ü||. 

Nous noterons f (lire r tilde) une rotation vectorielle. 

b/ Linéarité d’une rotation vectorielle f. 

e Montrons que, pour tout réel À, tout vecteur u : E 

f(Aiuü)=1f(üù). [1] 

Posons OÀ = ü, OB=Àü, OA’=r(ü), OB'=10A'=1f(ü). 
En utilisant la rotation de centre O et d'angle 6, il est facile 

de montrer que : OB’= f(OB), c'est-à-dire : AF(ü)=r(1ü). 

e Montrons que, pour tous vecteurs ü et V : [21 

En effet, posons : 

OÂ=ü,0B=Y, ü+ÿ=0C, OA=f(ü) OB=f(v) G 
Par la rotation r (O, 0), le parallélogramme OACB 

est transformé en parallélogramme OA'C'B', donc : A 

OC’ = (OC) = f(ü +). Mais : 

OC’=0A'+0OB'=f(ü)+r(v), L—7 

d'où le résultat. 

Parce qu'elle vérifie les conditions [1] et [2], on dit que f est linéaire. Comme en 

outre, elle conserve la norme par définition, on dit que c’est une isométrie vectorielle. 
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6.2. CAS GÉNÉRAL ET AUTRE EXEMPLE 

a/ De manière générale : 

dire qu'une application f de Ÿ dans Ÿ est une isométrie vectorielle signifie que : 

e fest linéaire, c'est-à-dire que, pour tous vecteurs ü et V, tout réel À : 

e et que f conserve la norme, c'est-à-dire que lf( )|| = = ul. 

b/ EXEMPLE : réflexion vectorielle. 

Nous avons vu que la rotation vectorielle est une isométrie vectorielle. 

Un autre exemple d'isométrie vectorielle est donné par la réflexion vectorielle par 

rapport à un vecteur donné &, non nul. On la note &,,. A 

— 

Cette réflexion ve HÉAQRENE associe à chaque vecteur 74 W 

ü le vecteur u’ de même norme que ü, et tel 

que : (u’ ; &)= (&, ü). O 

gs A' 

Comme dans le cas de la rotation vectorielle, nous montrerions l’unicité du vecteur 

ü ainsi défini, et la linéarité de l'application &,. 

6.3. PROPRIÉTÉS DES ISOMÉTRIES VECTORIELLES 
a/ Il résulte directement de la définition d’une isométrie vectorielle que : la composée 
de deux isométries vectorielles est une isométrie vectorielle. 

b/ Une isométrie vectorielle f conserve le produit scalaire. 

Il s’agit de montrer que pour tous vecteurs üu et v : 

ee 

Nous savons que : 2(ü- v)=|àlf +15 - lu -5/f2 
Posons : u u’=f(à), v al 

Alors 2(u' -v') )=|lu’ +1 lle 
F étant linéaire : f(u—v)=f(u)-f(v )=u- u'-v’. 

En outre, f conserve la norme, donc üd-ÿ=u'-v’. 

LED 

al 

6.4. ISOMÉTRIE VECTORIELLE ASSOCIÉE À UNE ISOMÉTRIE 
PLANE 

a/ À la rotation r de centre O et d'angle 6, nous 

pouvons associer la rotation vectorielle f d'angle 06. B 
Alors, si A’=r (A) et B’=r(B), alors : 

(AB, A’B')= 06, 

et donc la rotation F d'angle 6 est telle que A 
f(AB)=A'B". 

Il est clair alors que f est aussi associée à toute \/ 
autre rotation plane de centre distinct de O, mais 
d'angle 06. 
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Remarquons que f conserve le déterminant exprimé . une base orthonormale 
directe. En effet dans ce cas, dét(uü, v)= )= [lu u | olein(s v ). Or f conserve les normes, 
et aussi les angles de vecteurs puisqu'il en est ainsi ra 1 

Donc : dét(u, v)=dét(F(v), F(v)). 

b/ À la réflexion s d’axe d, nous pouvons associer 

la réflexion vectorielle $,, où &@ est un vecteur 

directeur quelconque de d. 

Si A'=s (A), B'=s (B), alors : $, (AB)=—A'B. 

c/ À toute translation t, nous pouvons associer 

l'identité de Ÿ, c'est-à-dire l'application üu -— ü. 
En effet, si A’=t(A), B'=t(B), alors A'B'=AB. 

d/ De manière générale, si f est une isométrie tes, où t est une translation, et s une 

réflexion, nous lui associerons l’isométrie vectorielle f, telle que, f = £°$ c'est-à-dire 

$, car f est l'identité de Ÿ. 

Si A’=f(A), B'=f(B), alors f (AB)=A'B/. 

6.5. LES ISOMÉTRIES CONSERVENT LE BARYCENTRE 
Dire qu'une application f conserve le barycentre signifie que l’image du barycentre 

est le barycentre des images affectées des mêmes coefficients. 

Les isométries conservent le barycentre. 

Démontrons d'abord qu'une isométrie f conserve le barycentre G de deux points 

(A, a), (B, b), a +b #0. Il s'agit de démontrer que G'’ est le barycentre de (A, a), 

(B', b), avec G'=f(G), A'=f(A), B'=f(B). 

ces DIRE 
Le barycentre G de (A, a), (B, b) est caractérisé par : D. AB (chapitre 6, 

a 

paragraphe 3.3.). 

Notons f l’isométrie vectorielle associée à f. 

22 2 b = b 2 dr eo 

Al MAGIE [+ xÿ) = f(AB), car f est linéaire. 
au a+b TD (RE) 

Or, f (AG) ic. f (AB) = AB’, donc : A/G'= É A'B', et cette égalité prouve que 
a 

G' est le barycentre de (A, a), (B', b). Donc f conserve le barycentre de deux points. 

En utilisant, le théorème du barycentre partiel, on montre immédiatement que f 

conserve le barycentre de 3 points, et de proche en proche, de n points. 
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Exercices résolus 

7.1. UTILISATION D'UN DÉPLACEMENT TRANSFORMANT UN 
SEGMENT EN UN SEGMENT DE MEME LONGUEUR 

EXERCICE ABC est un triangle isocèle en A. 
RESOLU 1 M est un point du segment [BC]. La parallèle à (AC) menée 

par M coupe (AB) en E, et la parallèle à (AB) menée par M 
coupe (AC) en D. 
Démontrez que lorsque M décrit le segment [BC], la médiatrice 
de [ED] passe par un point fixe. 

SOLUTION COMMENTÉE aus 
1. Tirons quelques conséquences immédiates A/\0 
des hypothèses et de l’examen de la figure 
ci-contre. 

E 

Bu C 

a. est un parallélogramme ; 

les triangles MEB et MDC sont isocèles. 

2. Examinons la conclusion : il s’agit de trouver un point fixe de la figure, 
équidistant de E et D. Comment faire ? La présence de segments isométriques 
suggère d'utiliser la méthode suivante : 

MÉTHODE 
Pour démontrer que la médiatrice d’un segment [PQ] passe par un 
point fixe, il suffit de prouver que P est l’image de Q par une rotation 
dont le centre est un point fixe de la figure. 

3. Comment dans cette voie, utiliser les hypothèses et leurs premières 
conséquences ? 
Nous remarquons que BE =EM=AD, donc il existe un déplacement f qui 
transforme B en A et E en D; 

f:B-— A 

E + D. 

Or (BE) et (AD) ne sont pas parallèles, donc ce déplacement est une rotation 
r et l'angle 6 de cette rotation est (BE, AD), c'est-à-dire (BÀ, AC), voir figure. 
Son centre O est sur la médiatrice de [AB], et de [ED]. Mais nous ne pouvons 
pas affirmer encore que O est fixe car E et D sont variables. Néanmoins, nous 
avons vu que A est l’image de B par r, et donc (OB, OÀ) = 8. 
Donc, © est le point de la médiatrice de [AB] tel que (OB, OÀ) = 0. 
Or cette médiatrice et @ sont fixes, donc © est fixe. 

Remarque : O est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC. En effet, 
dans un triangle isocèle en À, et de sens direct, le centre O du cercle circonscrit 
est le point O de la médiatrice de [AB] tel que : 

(OB, OÀ) = (BA, A). 
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7.2. DÉTERMINATION D'UNE COMPOSÉE D'ISOMÉTRIES 

EXERCICE Aer en T 
RÉSOLU 2 ABC est un triangle rectangle isocèle tel que (AB, AC)= ir 

I est le milieu du segment [BC]. 

: TT : 
On note RB la rotation de centre B et d'angle + 5 Re la rotation 

IT — 

de centre C et d'angle De et T la translation de vecteur BC. 

Déterminez la transformation S=R«<°T°Rg. 

(D'après Bac, 1989.) 

SOLUTION COMMENTÉE au 
Remarque : la transformation S est parfaitement déterminée par sa définition : 
S=Rc°TeRg. Il faut comprendre la question de l'énoncé de la manière 
Suivante : «ne peut-on pas exprimer plus simplement la transformation S? » 

Étudions d'abord TeR. is 

R$ est une rotation d'angle non nul, donc f 
T°R& est une rotation d'angle égal à celui 

de R&, c'est-à-dire . (voir paragra- 

phe 3.2. du Cours). = | ‘ 

Posons r = T°R&. Nous pourrions penser à préciser le centre de r, mais dans 
ce cas, et très souvent lors de la composition de plusieurs déplacements, il est 
inutile de préciser ce centre. 

En effet : S = Rccr, et nous savons que la composée de deux rotations d'angles 
0, et 60, est une rotation d'angle 0; + 6,, lorsque 0, + 0,0. Or, ici 0; +0: = x. 
Donc, Rcer est une rotation d'angle x, c'est-à-dire une symétrie centrale. 

MÉTHODE 
Pour trouver le centre d'une symétrie centrale, il suffit de trouver l'image 
M' d’un point M quelconque. Le centre est alors le milieu de [MM]. 
On choisit M de façon que M' soit facile à trouver. 

Choisissons le cas simple M=B; nous obtenons immédiatement R4 (B)=B, 

donc : (ToRg)(B)=T(B)=C, car T est la translation de vecteur BC. Donc 
r (B)=C. Ensuite, (Rcer)(C)=Rc(C)=C. 
Le centre cherché est le milieu I de [BC]. 
En conclusion, S est la symétrie centrale de centre I. 

7.3. COMPOSÉE DE ROTATIONS 

EXERCICE À, I, J sont trois points non alignés, « est un réel donné, a #0. 

RÉSOLU 3 R, est la rotation de centre I et d'angle a. 
B est l'image de A par R,, C est l'image de J par Ri. 
R, est la rotation de centre A et d'angle «. 

D est l’image de J par R4. 
Démontrez que ABCD est un parallélogramme. 
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SOLUTION COMMENTÉE sus 
Examinons la conclusion : parmi toutes les 
façons connues pour démontrer qu’un quadrilatère 
est un parallélogramme, laquelle choisir, compte 
tenu des hypothèses ? 
Par hypothèse, nous disposons de rotations de 
centres distincts, d’angles égaux. Or, « parallélo- 
gramme », évoque plutôt «translation ». Mais nous 
savons que la composée de deux rotations peut 
être une translation, lorsque la somme de leurs 
angles est égale à 0 (modulo 2 x). Or, ce peut être 
le cas ici, car r; ', ra! ont un angle égal à — «, et 
F1, A Un angle égal à «. 
Un examen plus attentif des hypothèses montre que : 

R;! Ra 
CIE AD); 

Donc D est l’image de C par RacR;!. né 
Et RacRr ! est une translation dont le vecteur est évidemment CD. Notons ft 
cette translation. ar 
Si nous prouvons que son vecteur est aussi BA, alors nous obtiendrons 
CD =BA, et nous pourrons conclure que ABCD est un parallélogramme. 
Cherchons donc t (B). Le 
Ra°Rï ‘(B)=RA(A)=A. Donc t(B)=A, le vecteur de t est bien BA, d'où le 
résultat annoncé. sé 

7.4. UN EXERCICE DE CONSTRUCTION 

EXERCICE d, et d, sont deux droites sécantes en I. 

RÉSOLU 4 P et Q sont deux points donnés, tels que la droite (PQ) n'est 
parallèle ni à d, ni à az. 
Construisez un point M sur d; et un point N sur d,, tels que 
MN = PQ, c'est-à-dire tels que MPQN soit un parallélogramme. 

SOLUTION COMMENTÉE «um 

MÉTHODE 
1. Première étape : analyse. 

a/ On suppose le problème résolu, c’est- 
à-dire la construction effectivement réa- 
lisée. 

b/ On repère comment les éléments à 
construire (points, droites, cercles...), sont 
liés aux éléments donnés. 

c/ On essaie souvent de ramener le pro- 
blème à la recherche de points clés dont 
la connaissance permet de construire la 
figure demandée. 
En général, on détermine ces points 
comme intersections de lignes connues. 

Étape a : Supposons le problème résolu. 

Étape b : M est sur d;, N sur d,, et MN=PQ. 

Étape c : cherchons à faire apparaître l’un des points à construire, N par 
exemple, comme intersection de deux lignes que nous pourrions facilement 
construire. N est sur d:. N est-il sur une autre droite fixe ? Puisque MN = PG, 
N est l’image de M par la translation de vecteur PG, donc N est sur la droite 
d'image de d; par cette translation. 
Donc, s'il existe deux points M et N répondant à la question, nécessairement 
N est l'intersection de d, et d’; et M est l'intersection de d, et de la parallèle 
à (PQ) menée par N. 
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MÉTHODE 
2. Deuxième étape : synthèse. 
On indique la construction en justifiant que la figure faite répond aux 
conditions demandées. C'est la réciproque de la phase «analyse ». 

Pour construire M et N, on procède ainsi : 
on trace la droite d'image de d; par la 
translation de vecteur PQ. Puisque d, et 
d, sont sécantes, d' et d, le sont aussi. 
Notons N leur point d'intersection. 
Par N, menons la parallèle à (PQ) et notons 
M son point d'intersection avec d;, qui 
existe puisque (PQ) n’est pas parallèle à d.. 

Alors les points M et N répondent à la question. En effet, M est sur d;, N sur 
d:, et puisque N est aussi sur d”’, il est facile de voir, vu la définition de a”, 
que N est l’image de M par la translation de vecteur PQ, donc MN = PQ. 

Remarque : dans certains cas, une discussion peut s'imposer dans la phase 
synthèse, pour savoir si la construction est possible ou non. Par exemple, si 
l'énoncé n'avait pas précisé : «PQ non parallèle à d;,», nous aurions dû 
distinguer deux cas. Le cas : d.//(PQ), alors la construction demandée est 
impossible. Le cas : d; non parallèle à (PQ), qui a été traité. 

CECI 

7.5. FONCTIONS COMPLEXES ET ISOMÉTRIES 

EXERCICE  f est la fonction de € dans € définie par : f(Z)=2z"= —jz +i, 
2 

MEMURE où j est le complexe de module 1 et d’argument _ 

F est l'application du plan dans lui-même qui, à chaque point 
M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z'=#f(Zz). 
Caractérisez F. 

SOLUTION COMMENTÉE sum 

MÉTHODE 
Se ramener alors aux «interprétations géométriques » de fonctions 
complexes connues qui sont : z -—> az avec la|=1; z —> b+z. 

Nous savons, (chapitre 2, paragraphe 11.), que z —— az «s'interprète géomé- 
triquement », comme la rotation de centre O, origine du repère, et d'angle arg a; 
et que z ——> b +z, comme la translation dont le vecteur a pour affixe b. 
Or, pour obtenir z'=f(z), nous pouvons 
d’abord calculer —/jz, puis ensuite ajouter 
i, c'est-à-dire que géométriquement, pour 
trouver M'(Z'), nous pouvons d’abord pla- 
cer le point M;(—jz), puis de là obtenir RE 
M'(Zz') par la translation t dont le vecteur O 
a pour affixe j. M 

> 

M 
Or, M -—— M, est la rotation r de centre O et d'angle arg(—j). Donc F=ter. 

5 , A 
Or, arg(—j)= arg j += = Fe donc F est une rotation d'angle pe 

Pour trouver son centre, il suffit de chercher le point fixe de F, donc le nombre 
Z, tel que Zo=f (20). Zo est alors l’affixe du centre de la rotation F. 

! 

Or, Zo=f (Zo) équivaut à Zo= —jZo+i, donc à EEE 4) 
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géométriques 
Présentation des problèmes de lieux 

m= 1.1. En quoi consiste, en général, un problème de lieu 
géométrique ? 

On suppose que l’un des points d'une figure 
donnée se déplace sur une ligne fixe (L). 
Notons M ce point variable. 
Alors, un autre point N qui dépend de M 
d'une manière bien définie par l'énoncé, 
varie également : lorsque l'on change la 
position de M, on change aussi la position 
de N. 
Le problème est de savoir quelle ligne fixe 
est décrite alors par le point N. C'est cette 
ligne que l'on appelle le lieu géométrique 
du point N. 

Remarque : notons f la fonction: 
M -— f(M)=N. 

Chercher le lieu de N, c'est chercher l’en- 

semble de tous les points f (M), c'est donc 
chercher l'image par f de la ligne (L) sur 
laquelle M se déplace. 

== 1.2. Les étapes du raisonnement 
1. Etude directe : on cherche sur quelle 
ligne fixe se trouve le point N dont on 
cherche le lieu. Notons (L:) cette ligne. 
Pour mener à bien cette recherche, il est 
conseillé de bien distinguer les éléments 
fixes des éléments variables, puis de cher- 
cher les liens entre les éléments fixes et les 
variables. 

2. Etude réciproque : on pose la question 
de savoir si le point N décrit toute la ligne 

Li). 
Cette ligne (L:) n'est pas toujours décrite 

entièrement, comme le montre l'exemple 
étudié ci-contre, d'où la nécessité de l'étude 
réciproque, en général. 
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N 

LS 
A M B 

[AB] est un segment donné, 
AB=1. 
M est un point de [AB]. 

Dans le demi-plan Ÿ de 
frontière (AB), on construit 

le triangle rectangle isocèle 
ANM. 
Quel est le lieu géométrique 
du point N lorsque M décrit 
le segment [AB]? 

45° 

A B 

À et B sont fixes. 

AMN est rectangle et iso- 
LR, 

cèle, donc MAN = 45°. 
Donc N est sur la demi- 

droite fixe Ax. 

(L:) est cette demi-droite. 

Par hypothèse, 

V2 
AN =—— AM. 

2 

La longueur AM variant de 
v2 

DS AR ERP 

N ne décrit que le segment 
?) 

[AP] de Ax, avec AP FR 
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== 1.3. Cas où l'étude réciproque est inutile 
Lorsqu'on peut prouver que la fonction f : M -— N, est une application 
connue, alors en général on peut connaître facilement f (L), dont nous avons 
dit que c'était le lieu cherché (voir remarque en 1.1.). 

1. EXEMPLE 1 
Ainsi, dans l'exemple étudié ci-dessus, nous aurions pu dire ceci : construi- 
Sons la demi-droite Ax, alors N est le projeté orthogonal de M sur Ax. Dans 
ce cas, f est la projection orthogonale sur Ax. Le lieu de N est donc l’image 
par f du segment [AB]. 
ni cette solution, la réciproque est inutile, puisque l’on connaît directement 
FL: 

O 

2. EXEMPLE 2 
d est une droite et O un point extérieur à d. M est un d 
point de d et N est le symétrique de O par rapport à M. M 
Quel est le lieu géométrique de N lorsque M décrit d ? 

N 

Nous remarquons que ON=20M. Donc N est l'image de M par l’homothétie 
de centre O, fixe et de rapport 2, fixe aussi. Le lieu de N est donc l’image de 
d par cette homothétie. 

3. En résumé, À RETENIR 

Il n'est pas nécessaire d'envisager l'étude réciproque lorsque l'on 
parvient à démontrer que le point N dont on cherche le lieu est l’image 
par une transformation usuelle du point M qui «bouge». 

12] Quelques problèmes de lieux géométriques 

Les cinq exercices sont indépendants. 

== 2.1. Exercice 1 
@ est un cercle de centre O. À est une droite extérieure à €. P est un point 
de €. On trace le cercle €’ de centre P, de rayon PO. On note M et M' les 
points de contact des tangentes à €’, parallèles à A. 

Quel est le lieu de M, et quel est le lieu de M’, lorsque P décrit le 
cercle € ? 

Indication : introduisez les points d’intersection Q et Q’ de € et de son 

diamètre perpendiculaire à A. 

m= 2.2. Exercice 2 
Deux cercles € et &', de même rayon, sont sécants en A et A’. 
On note O le centre de € et O’ le centre de €. 
Une droite passant par A coupe € en B et €’ en C. 
La perpendiculaire menée par B à (BC) et la parallèle menée par C à (00) 
se coupent en M. 
On note A, le symétrique de A par rapport à O, et A, le symétrique de A par 
rapport à O”. 

FA 1. Prouvez que : CM=A;,A,=20"0. 
2. Quel est le lieu géométrique de M lorsque la droite (BC) pivote 
autour de A ? 
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mm 2.3. Exercice 3 
A est un point extérieur à une droite d. B est un point de d, et C est le point 

tel que ABC soit un triangle équilatéral direct. 

Em Quel est le lieu géométrique du point C lorsque B décrit d? 

== 2.4. Exercice 4 : lieu des centres des rotations qui transforment 

une droite d en une droite d' 

1. a/ rest la rotation de centre O et d'angle 6. d est une droite, et d’ 
est son image par r. Prouvez que O est équidistant de d et de d’. 

b/ Déduisez-en une façon de construire l’image d’une droite donnée 
par une rotation donnée. 

2. det d’ sont deux droites données. Trouvez le lieu des centres des 

rotations qui transforment d en d’. 

= 2.5. Exercice 5 

TT 
O et I sont deux points donnés. r est la rotation de centre O, d'angle mer 

Quel est le lieu des points M tels que M, I, M’ soient alignés ? 
à. M' désigne l’image de M par r. 

Indication : introduisez le point l’=r(1). 

E] Quelques problèmes de construction 

Les quatre exercices sont indépendants. 

== 3.1. Exercice 1 
d est une droite, À un point extérieur. r et € sont deux nombres strictement 
positifs. 

Construisez un cercle de rayon r, passant par À, et tel que l'intersection 
de d et du disque soit une corde de longueur é. 

m= 3.2. Exercice 2 

ABC est un triangle non-isocèle tel que (AB, AÛ) = (modulo 2 x). 

d. est la demi-droite d'origine B et qui passe par A. 
d, est la demi-droite d'origine C et qui passe par A. 
On souhaite construire un point P sur d, et un point Q sur d,, de sorte que : 
BP=CQ=PQ. 

Pour ce faire, on emploie la MÉTHODE d'élimination d'une contrainte, 
c'est-à-dire que l'on construit d'abord un point P sur d, et un point Q sur d, 
tel que BP =CQ. 

1. Supposez que de tels points P et Q soient effectivement construits. 
Montrez alors que la médiatrice de [PQ] passe par un point fixe O, et 
que le triangle OPQ est équilatéral. 

2. Construisez alors des points P et Q tels que P soit sur d;, Q sur d;, 
et : BP=CQ=PQ. 

262 - Déplacements. Isométries 



GÉOMÉTRIE 

== 3.3. Construction d’un carré ayant trois sommets sur trois 
droites parallèles données 

di, d, d; sont trois droites données, parallèles deux D d; 
à deux. 

Construisez un carré ABCD, de sorte que À C 
soit sur d;, B sur d;, D sur d:. d; 

re | SAS A 
Indication : le point À ayant été arbitrairement 
choisi sur d;, sur quelle droite, autre que da, d, 
doit se trouver le point D ? B 

== 3.4. Construction d’un triangle équilatéral ayant ses sommets 
sur trois cercles concentriques donnés 

1, 62, 63 sont trois cercles de centre O, de rayons 
respectifs T3, T2, ra. 

Construisez un triangle équilatéral ABC de 
sorte que À soit sur €6:, B sur €;, et C sur :. 

Indication : le point A ayant été arbitrairement 
choisi sur €:, sur quel cercle, autre que ‘;, 

doit se trouver le point C ? 

4! Rotations et nombres complexes 

== 4.1. Forme complexe d’une rotation 

(O; 7 j) est un repère orthonormal direct du 
plan orienté. 
r est la rotation de centre le point I d’affixe «w 
et d'angle 6. 

1. Mest le point distinct de I et d'affixe z; M’ 
est l’image de M par L et z' est son affixe. 
Montrez que z'—-w=e °(z—). 
(Voyez le chapitre 1.) 

On dit que : z'—œ=e'°(z — w) est la forme complexe de la rotation r. 

2. Quelle est la forme complexe d'une rotation de centre O? 

== 4.2. Application : composée de deux rotations de centres 
distincts 

r1(O:; 0:), r>(O>; 0) sont deux rotations données, telles que 6, +60,#0 
(modulo 2 x) et O, ZO;. Nous savons, paragraphe 3.1. du Cours, que rer; 

est une rotation d'angle 6, + 60.. Notons r cette rotation. 
Le but de l'exercice est de déterminer le centre de r, où r=r>cri. 

Choisissez le repère orthonormal direct (Of; i, j) tel que jet O: O: aient le 

même sens. Notez a l'abscisse de O;, M, l'image par r, d'un point M, z; 

l’affixe de M, M' l'image par r, de M’, z' l'affixe de M. 
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1. Écrivez la forme complexe de r;, puis celle de r, enfin celle de r>cr1. 

2. Trouvez l'affixe du centre I de r>,°r1. 

Indication : I est le point fixe de r>cr1. 

3. Application : sur une figure, avec O,0,=5 cm, placez le point I 

dans chacun des cas suivants : 

TT TT 
= — 0 == a/ CA 2 2 4 

27 
br Gt 

(5. Composée de deux rotations 

= 5.1. Préliminaire : construction du centre de la composée 

T1 (O1; 0,) et r:(O); 02) sont deux rotations de centres distincts, O; fO,, et 
0: +0, #0 (modulo 2 x). Nous savons (paragraphe 3.1. du Cours) que r;°r: 

est une rotation d'angle 6, + 62. 
Le but de ce paragraphe est de donner des méthodes pour déterminer le 
centre de r,°r,, autrement que par l’utilisation des complexes (voir T.P. 4). 

1. PREMIÈRE MÉTHODE 
On trouve l’image A’ par r,er; d'un point A. 

Alors, le centre de r,cr, est le point O de la médiatrice de [AA], tel que 
(OÀ, OA’)=6, +0. 

2. DEUXIÈME MÉTHODE 
On trouve les images A’, B' par r,.r;, de deux points A et B. 

Alors r,cr. est la rotation qui transforme A en A’ et B en B’. Alors, (voir le 
paragraphe 2.4. du Cours) si les médiatrices de [AA] et [BB'] sont sécantes, 
leur point d'intersection est le centre cherché; et si elles sont parallèles, le 
centre est le point O de la médiatrice de [AA'] tel que : (OA, OA’) = (AB, AB’). 

3. TROISIÈME MÉTHODE 
On décompose chacune des deux rotations en produit de deux réflexions en 
utilisant chaque fois la réflexion d'axe (O0. O;). 

Précisément, notons s la réflexion d’axe 
(O0: 0:) et décomposons r; en produit de 
deux réflexions : s°s, (voir paragraphe 5.). 

Alors, s. est la réflexion d'axe d:, où d. est 
la droite qui passe par O, et qui est dirigée 
par un vecteur O, A tel que : 

0 
O; A, O:; O:) a 
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Décomposons ensuite r, en produit s,°s : s, est alors la réflexion dont nt l'axe 
est la droite d, qui Un par O, et qui est dirigée par un vecteur O,B tel 

ÜUe-: (0: 0:; O;B) RS 

Puisque 0; + 0,0, modulo 2 x, d, et d, sont sécantes. 
Nous obtenons donc : 

LOC TES DOS SL STEESE IST, 

car scs est l'identité 1, et : Scios1 =S,08:. 
Or 5s,°5, est la rotation de centre I, où I est le point d'intersection de d, et 
de d;. (Théorème 1 de « Pour prendre un bon départ ».) 

Donc I est le centre de r,cr:. 

Sur une figure placez deux points O, et O, puis placez en utilisant la 
troisième méthode, le centre de la rotation r,cr;,, dans chacun des cas 
suivants : 

2 a! Œ=+, 6= 7 
a o 

T On 
b/ or Sr 

== 9.2. Applications 
Les deux questions suivantes sont indépendantes. 

1. Condition pour que r2°r1=r°r. 
r. et r, Sont des rotations d’angles non nuls. 

Montrez que l'égalité r°°r1=r1c°r, n'est possible qu'à la condition que 
r. et r, aient le même centre. 

2. Lieu géométrique. 
[AB] est un segment de longueur 6 cm. 

TT 
r. est la rotation de centre A et d'angle ds r, est la rotation de centre Bet 

T | 
d'angle — a Notons M, l'image d'un point quelconque M par r;, et M, l’image 

de M par r. 

a/ Montrez que la médiatrice de [M; M] passe par un point fixe O. 

MÉTHODE 
Démontrez que M, est l’image de M, par une rotation de centre fixe. 

b/ Quel est le lieu géométrique des points M tels que M, M, =8 cm? 

== 5.3. La boucle se refermera-t-elle ? 
ABC est un triangle quelconque de sens direct. 
M est un point de (AB). 

M, est l'image de M Tpar la rotation r, de centre 

A et d'angle (AB, AC); M; est l'image de M; 

par la rotation de centre C et d'angle (CA, CB); 
M; est l'image de M, par la rotation r, de centre 

B et d'angle (BC, BA). 
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Le but de l'exercice est de répondre à la question suivante : 
Peut-on choisir M pour que M; =M? 

1. Vérifiez que M, est l'image de M par la transformation ra°r2°r1, 
puis montrez que cette transformation est une symétrie centrale s. 

Indication : rappelons que pour le triangle ABC : 

(AB, AC) + (CA, CB)+(BC, BA)=7. 
2. Montrez que le centre I de s est sur (AB). Pour cela vous pourrez 
montrer que A’=5s (A) est sur (AB). 

3. Placez le point A’. Placez I. 

4. Concluez en répondant à la question initiale. 

Un théorème attribué à Napoléon. 
Utilisation d’une rotation vectorielle 

Nous allons présenter deux solutions de ce problème, l’une d'elles (6.2.) 
utilise les rotations vectorielles. 

== 6.1. Le théorème de Napoléon : une première solution 

(En réalité, on ne peut affirmer avec certitude que Napoléon soit vraiment 
l’auteur du théorème qui suit.) 
Sur les côtés d'un triangle quelconque ABC 
de sens direct, et à l'extérieur de celui-ci, 
on construit les triangles équilatéraux 
BCA', CAB’, ABC’. On désigne par I, J, K 
les centres de gravité respectifs de ces 
triangles. G désigne le centre de gravité de 
ABC. 

Attention : À, À’, G, I, ne sont pas alignés 
en général. 

Alors IJK est un triangle équilatéral et G 
est son centre de gravité. 

Voici une démonstration de ce résultat. 

1. Montrez que : AA’ = 3 GI. Introduisez le milieu À, de [BC]. 

2. Montrez que : BB'=3G] et que CC'=3GK. 

3. a/ En utilisant la rotation de centre À et d'angle montrez que 

BB'=CC' et que (BB, cc) 

(Cc?, Ax°) — DT 
3° 

c/ Déduisez de 1. et 2. et des égalités AA’ =BB'=CC', que G est le 
centre du cercle circonscrit au triangle IJK. 

b/ Montrez que : AA'= BB et que (AA’, BB’)= 

d/ Déduisez que : (GI, Gj)= (Gi, GK)=(GR Gi) — 

4. Montrez enfin que IJK est un triangle équilatéral dont G est le centre 
de gravité. 
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GÉOMÉTRIE 

== 6.2. Démonstration utilisant une rotation vectorielle 

1. Montrez que : AA’ =3Gi, BB'=36G)j, CC'=3GK (voir questions 1. 
et 2. de 6.1.). 

js 5 : 2% 
2. Notons f la rotation vectorielle d'angle CIE 

a/ Vérifiez que f (AC)=CB, f(CA')=BC. 
b/ Or AA’ =AC+CA’. Déduisez du a/ que F(AA’) = BB’. 

c/ Déduisez du 1. que : 

d/ Montrez que f (Gj)=GK. 

; 27 - 
3. Notons f la rotation de centre G et d'angle +—; et f la rotation 

vectorielle associée à f. 

a/ Vérifiez que : f=f. 

b/ Déduisez-en que : f(1)=J, f(J)=K, f(K)=I, puis que IJK est un 
triangle équilatéral dont G est le centre de gravité. 

(7 Composée de deux rotations (suite) 

ABCD est un quadrilatère convexe direct. On construit, sur les côtés du 
quadrilatère, alternativement à l'extérieur et à l'intérieur, les triangles 
équilatéraux ABa, BCb, CDc et DAd. 
On se propose de montrer que le quadrilatère abcd est un parallélogramme. 

JT " 

r, est la rotation de centre À, d'angle E et r, est la rotation de centre C, 

d'angle -7 QUI MNT 
1. Vérifiez que r>°r, est la translation de vecteur ab. 

2. Quelle est l'image de d par r,;°r1? 

3. Concluez. 
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Composée d’une rotation r et d’une translation t 

== 8.1. Préliminaire : construction du centre de la rotation ter 

Nous avons vu au paragraphe 3.2. du Cours que lorsque t et r sont toutes 

deux distinctes de l'identité, l’isométrie ter est une rotation, d'angle 6, où 6 

est l'angle de r. 
Voici trois méthodes pour construire le centre de ter. 

PREMIÈRE MÉTHODE 
On cherche l’image A’ par ter d’un point A. 

Alors, le centre tor est le point O de la médiatrice de [AA], tel que 

(OA, OA’)= 6. 

DEUXIÈME MÉTHODE 
On cherche les images A’ et B’ par f°r de deux points A et B distincts. 

tor est alors LE déplacement qui transforme A en A’ et B en B’, donc la 
rotation qui transforme A en A’et Ben B', et nous avons vu au paragraphe 2.4. 
du Cours comment construire le centre de cette rotation. 

TROISIÈME MÉTHODE 
Décomposer ft et r en produit de réflexions. Voyez l'exercice 79, page 280. 

== 68.2. Application 
ABC est un triangle; à l'extérieur de celui-ci, on construit les carrés BAHI, 
BDEC, CEGA et les parallélogrammes BIJD et CEKF. 
On se propose de montrer que le triangle AJK est isocèle et rectangle en A. 

. TT . Re 

On note r la rotation de centre B, d'angle 5 et t la translation de vecteur BD. 

1. Montrez que la rotation ter 
T 

est la rotation d'angle 5 et de 

centre, le centre O du carré 
BDEC. 

2. Quelle est l’image de A par 
tor? 

On note r’' la rotation de centre C et 
mé 

d'angle 2 et t’ la translation de 

vecteur KE. 

3. Quelle est l'image de K par r'ct'? E 

; T 
4. Montrez que rot’ est la rotation de centre O et d'angle “ 

S. Déduisez de tout ce qui précède que le triangle AJK est rectangle et 
isocèle en À, et que O est le milieu de son hypoténuse. | 
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Deux rectangles ABCD et A'B'C'D' sont 
isométriques (AB=A'B', AD=A'D'). Ils 
sont disposés de telle sorte que leurs 
frontières se coupent en huit points dis- 
tincts, comme sur la figure suivante. 

Alors, quelle que soit cette disposition, on 
obtient : 

Î 
(aire de CCE (aire du rectangle). 

Voici une démonstration de ce résultat. 

GÉOMÉTRIE 

Rectangles isométriques : une propriété 
surprenante 

(MP)L(QN), et 

1. a/ Justifiez l'existence d'un déplacement qui transforme A en A’ et 
B en B’, et donc le rectangle ABCD en le rectangle A'B'C'D’. 

b/ Pourquoi ce déplacement n'est-il pas une translation ? C'est donc 
une rotation r. Notons O son centre et « son angle. 

2. a/ M est l’image par r d'un point M, de [AB]. Pourquoi ? 

b/ N'est l'image par r d'un point N, de [BC]. Pourquoi ? 

c/ O est donc situé à l'intersection des médiatrices de [MM,] et de 
[NN;]. Pourquoi ? 
Remarquez que ces médiatrices sont perpendiculaires. 

 — JT 
3. Déduisez de la question 2. que (OM, ON) = 

Conseil : si besoin est, faites une figure auxiliaire représentant les 
triangles OM, M et ON, N. 

4. a/ Démontrez de même que (OP, OG) = = que (ON, OP) = _. et 

que (OG, OM) = = 

b/ Déduisez-en que (MP) et NQ sont perpendiculaires. 

5. a/ Montrez que aire (MNPQ)> > BC X AB. 

b/ Déduisez-en que l’aire de l'intersection des deux rectangles isométri- 
ques est supérieure (strictement) à la moitié de l'aire du rectangle 
ABCD. 

Géométrie analytique : recherche de l'angle et 
du centre d’une rotation 

(O0: i, j) est un repère orthonormal direct, l'unité de longueur est le centimètre. 

1 Plhéezdes pomis  A(l:1), B0:2) C(—3; 3) DC-—4;4). 

2. Justifiez l'existence d'un déplacement qui transforme À en C et B 
en D, et montrez que ce déplacement est une rotation. 
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3. Notons r cette rotation, I son centre, « son angle. 

Donnez la valeur de «, et les coordonnées de I. 

4. a/ Justifiez l'existence d’une rotation qui transforme A en D 

etBencC. 

b/ Précisez la valeur de son angjle, et les coordonnées de son centre, 

que nous noterons J. 

5. Notons K le milieu de [AB] et L le milieu de [CD]. Montrez que le 

quadrilatère IJKL est un carré. 

Détermination des isométries transformant une 

figure en une autre 

Nous avons vu, au paragraphe 5.3. du Cours, que toute isométrie est soit 

une réflexion, soit la composée de deux, ou de trois réflexions. Pour trouver 

les isométries qui laissent globalement invariante une figure donnée, il suffit 
donc de trouver les réflexions qui la laissent globalement invariante, puis 

de les composer. 

= 11.1. Isométries laissant globalement 
invariant un triangle équilatéral 

ABC est un triangle équilatéral de sens direct. 
Le but de l'exercice est de trouver toutes les 
isométries f qui laissent ce triangle globale- 
ment invariant, c'est-à-dire telles que l'image 
de ABC par f soit le triangle ABC. 

1. a/ Montrez que si une isométrie f laisse ABC globalement invariant, 
alors nécessairement f transforme chaque côté en un côté. 

b/ Déduisez-en que f «transforme » l'ensemble {A, B, C} en l’ensemble 
fAAB CO 
2. Montrez que, réciproquement, si une isométrie f «transforme» 
{A, B,C} en {A,B,C}, alors elle laisse globalement invariant le 
triangle ABC. 

3. Montrez que si f est une isométrie qui laisse globalement invariant 
l'ensemble {A, B, C}, alors f(0)=0O, où O est le centre du cercle 
circonscrit au triangle ABC. 

4. Déduisez de tout ce qui précède que si f est une isométrie qui laisse 
ABC globalement invariant, alors f est l’une des transformations 

; : L 27 4x 
suivantes : identité, r | O; F. PE 1 AO 1 r Sdyr San Say où di, d, d3 

sont les trois médiatrices du triangle. 

== 11.2. Isométries laissant globalement invariant un carré 

ABCD est un carré de sens direct, de centre O. 

1. En vous inspirant du travail fait en 11.1., montrez qu'il existe huit 
isométries laissant ce carré globalement invariant. 

2. Composez deux à deux ces isométries, présentez les résultats dans 
un tableau à double entrée, et vérifiez que chaque composée est bien 
une isométrie déjà trouvée. 
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Expression analytique de transformations 

(O; i, j) est un repère orthonormal. 

== 12.1. Expression analytique d’une translation 

1. test la translation de vecteur ü dont les coordonnées dans la base (Gi ; j) 
sont (a; b). On notera généralement (x; y) les coordonnées d’un point 
quelconque M, et (x'; y') les coordonnées de son image M' par M. 

x'=x+a 
i Montrez que : 

y'=y+b. 

On dit que cette écriture est l'expression analytique de la translation t. 

2. Réciproquement, f est une application du plan qui à chaque point M(x; y) 
associe le point M'(x', y')tel que: x'=x+a, y'=y+pb. 

EM fest-elle une translation ? 

3. Image d’une parabole. 
P est la parabole d'équation : y=2x?-x+1. 

EM Déterminez son image par la translation de vecteur (—2; 3). 

= 12.2. Expression analytique d'une réflexion 

d est la droite d'équation ax + by + c =0. On note s la réflexion d'axe d. Le 
point M a pour coordonnées (Xo; Yo). 

a a/ Quelles sont les coordonnées de M'=5s(M). 

b/ Quelle est alors l'expression analytique de s ? 

12.3. Expression analytique d'une rotation 

1. En utilisant la forme complexe d'une rotation, voir le T.P.4., donnez 
l'expression analytique d’une rotation de centre I(a; b) et d'angle 6. 

X : 
T puis déterminez son 2. Tracez l'hyperbole # d'équation : Pre 

TT 
image #' par la rotation de centre I(2; 2) et d'angle 4 

Déplacements. Isométries - 271 



EXERCICES ET PROBLÈMES 

Pour tester 

ses connaissances 

Pour les exercices 1 à 6, une seule des réponses 
proposées est exacte. 

t est une translation et r une rotation. Alors, ter 

est : 

a/ toujours, soit une 
translation ; 

b/ parfois une réflexion; 

c/ parfois la composée d’une translation ft” et 
d’une réflexion p'. 

rotation, soit une 

ABCD est un carré de centre H. L'image de ce 
carré par une isométrie f : 

a/ n’est pas nécessairement un carré; 

b/ est toujours un carré de centre f (H); 

c/ est toujours un carré, mais le centre du carré 
image n’est pas nécessairement f (H). 

| 3.|aBco est un carré tel que (AB, AD) = = 

C' est le symétrique de C par rapport à B. 
JT 

R, est la rotation de centre A, d'angle oi 

IT 

RG est la rotation de centre C, d'angle Lo 

Alors, RA°RG est : 

a/ une rotation; 

b/ la translation de vecteur AC; 

c/ la translation de vecteur AC’. 

Dans un repère orthonormal, on place les points 
A(1; 1), B(2; 2), C(8; 3) et D (4; 2). Alors : 

a/ il n'existe pas de déplacement f tel que 
f(A)=C et f(B)=D; 

b/ ilexiste une rotation r et une seule, telle que 
r (A)=C, r (B)=D, et le centre de r est le point 
H (0; 4); 
c/ il existe une rotation r et une seule telle que 
r(A)=C, r (B)=D, et le centre de r est le point 
I(1;4 

[s.}r. et r, sont deux rotations de centres I; et L, 
d’angles «; et «,, respectivement. On sait que 
ri°r, N'a pas de point fixe. Alors, on peut en 
déduire que : 

a/ X>— 1, b/ En 0 | c/ I; =L. 
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| 6.}r est une rotation d'angle non nul, et s est une 

réflexion. Alors s cr : 

a/ est un déplacement; 

b/ n'est jamais un déplacement; 

c/ peut être, ou non, un déplacement. 

Pour s’entrainer 

Pour les exercices 7 à 11, ABCD est un carré de 
sens direct; dans chaque cas déterminez h =gof 
et construisez h (ABCD). 

7. f est la réflexion d’axe (AB); g est la réflexion 
d’axe (CD). 

8. f est la réflexion d’axe (AC); g est la réflexion 
d’axe (BD). 

JT 

9. f est la rotation de centre A et d'angle 5: g est 

T 
la rotation de centre C et d'angle 3 

TT 
10. f est la rotation de centre A et d'angle 2 

TT 
g est la rotation de centre C et d'angle F4 

11. f est la rotation de centre A et d’angle : 

g est la réflexion d’axe (AC). 

Pour les exercices 12 à 14, ABC est un triangle 
équilatéral de sens direct et de centre O: dans 
chaque cas déterminez h=gef et construisez 
h (ABC). 

12. f est la rotation de centre A et d'angle —; 

g est la rotation de centre B et d'angle = 

| 13. f est la rotation de centre A et d'angle 
g est la réflexion d’axe (AO). 

14. f est la rotation de centre O et d'angle us 

g est la réflexion d’axe (AO). 8 



Pour les exercices 15 à 17, ABCD est un carré de 
sens direct. 
Décomposez la rotation À en deux réflexions 
h =gef.Construisez les images de ABCD par f et h. 

15. h est la rotation de centre A et d'angle plat; 
f est la réflexion d’axe (AB). 

16. h est la rotation de centre A et d'angle ie 

g est la réflexion d’axe (AB). : 

17. h est la rotation de centre A et d'angle Le 

f est la réflexion d'axe (AB). 2 

Pour les exercices 18 à 22, donnez la fonction 
F:C-— € aui, à l'affixe de M, associe l'affixe de 
F (M). 

18. f est la translation de vecteur 21—/j. 

19. f est la translation de vecteur j. 

20. f est la rotation de centre I d’affixe 1-2; et 
T 

d'angle —- 
9 2 

21. f est la rotation de centre I d'’affixe 2+j et 

d'angle 
9 6 

22. f est la rotation de centre I d’affixe 6-5; et 

d'angle = 
g 3 

Pour les exercices 23 à 28, identifiez la transforma- 
tion qui au point d'affixe z associe le point d'affixe Z. 

23. Z= -z+2i. 

24, Z=-2z-3+21i. 

25. Z=iz +1. 

tive, 26. z- 
2 

1 

27. 7 —(1=j)z 22; TA ) 

28. Z=—-iz-1+31. 

29. Au point M d’'affixe z on associe M’ d’'affixe Z 
T ; 

par une rotation f d'angle 2’ on sait que 

f (A) =B où A etB ont pour affixes les nombres 
complexes 1 + et -2+2i. 
Calculez Z en fonction de z. 

GÉOMÉTRIE 

30. Les points A et B ont pour affixes les nombres 
complexes a et b. En utilisant des rotations 
d'angle droit : 

Déterminez les affixes des points C et D tels 
que ABCD soit un carré de sens direct. 

Pour les exercices 31 à 34, trouvez la forme 
complexe de f, g et h=gef; identifiez À. 

31. f est la rotation de centre A(2—;) et d'angle 

7 
— . 

2° g est la translation de vecteur ü (1 —i). 

32. f est la translation de vecteur ü (1 —i); g est 
IT 

la rotation de centre A(2—;j) et d'angle 2 

33. f est la rotation de centre A (1 —;) et d'angle 
JT 

ae g est la rotation de centre B(2+i) et 

3T 
d'angle —. 

9 4 

34. f est la rotation de centre A(2+i) et d'angle 
27 
En g est la rotation de centre B(—1+2;)et 

d'angle er 
9 3 

35. Dans le plan orienté, on considère le triangle 

ABC tel que AB =AC, (AË, AC) = 
I, J et K sont les milieux respectifs de [BC], 
[CA] et [AB]. 

IT 
On note r la rotation de centre I et d'angle 2 

PEER 
et t la translation de vecieurs BC: 

On pose : f=rct et g=ter. 

1. Trouvez l’image de K par f et celle de J 
par g. 
Précisez la nature et les éléments caractéristi- 
ques de f et de g. 

2: al. Précisez la nature de la transformation 
(ojEN Le 

b/ Quelle est l'image de A par gef '? 
Caractérisez alors cette transformation. 

c/ M est un point quelconque du plan, M; 
l’image de M par f et M, l'image de M par g. 
Construisez le quadrilatère ACM;M:. 

Déplacements. Isométries - 273 SM 



36. Dans le plan orienté, on considère un triangle 

37. 

38 

ABC desens direct. À’,B'etC'sontles milieux 
respectifs de [BC], [CA] et [AB]. 
Soit P le point tel que : 

— — UT: 

PA=PC et (PA, QUE 

Soit Q le point tel que : 

a TT 

QA=QB et (QA, QB)= LS 

JT 
a/ rR est la rotation de centre P et d'angle a 

IT 

ra est la rotation de centre Q et d'angle & 

SA est la symétrie de centre A’. 
Etudiez l’image de A par la transformation : 

f=ra°Sarp. 

Que dire de f ? 

b/ Quelle est la nature du triangle A'PQ? 

Indication : introduisez le point P', symétrique 
de P par rapport à A’. 

On choisit dans le plan un repère orthonormal 
direct (O; j, j). 
On donne les points A (V3, 0), B(0, 3). 

TT 
r. est la rotation de centre À, d'angle ES 

2x 
r, est la rotation de centre B, d'angle R 

s est la réflexion d’axe (AB). 
Précisez la nature et les éléments géométri- 
ques de chacune des applications : 

RESTÉS OISE 

ABCD est un carré de sens direct : 

JT 

(AB, AD) 

JT 
r est la rotation de centre À, d'angle = 

t est la translation de vecteur AC. 
s est la symétrie de centre C. 

1. Déterminez la nature et les éléments carac- 
téristiques des transformations : 

f=tor, g=Ssotor, fog. 

2. a/ Donnez les écritures complexes de f et 
g dans un repère orthonormal que vous 
préciserez. 

b/ Quel est l'ensemble des points M tels que 

f (M) =g (M)? 
Indication : f (M) = g (M) équivaut à : 

M=f "(9 (M)). 

39. À, B, C, D sont des points distincts tels que : 

AB=CD et (AE, Cb)=; 
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On note I et J les milieux respectifs de [AB] 
et [CD]. 

1. a/ Justifiez l'existence d’une rotation uni- 
que r telle que r(A)=C et r(B)=D. 
Faites une figure sur laquelle vous placerez le 
centre E de r. 
Précisez l'angle de la rotation r. 

b/ On désigne par r’ la rotation transformant 
AenDetB en C. Précisez son angle. 
Placez le centre F de r’ sur la figure précé- 
dente. 

2. a/ Montrez que le quadrilatère EIFJ est un 
carré. 

b! Qu'est-ce que r'er_? 

c/ Qu'est-ce que r'er? 

d/ Qu'est-ce que r'er-'er'? 

40. 

41. 

Soit un triangle isocèle OAB (OA = OB) et un 
point P variable du segment [AB], PÆA et 
P ÆB. La parallèle menée de P à la droite (OB) 
coupe la droite (OA) en A’ et la parallèle menée 
de P à la droite (OA) coupe la droite (OB) en 
B'. 

a/ Démontrez que OA’ =BB. 

b/ Déduisez-en qu'il existe une rotation r telle 
que r (0)=B et r (A')=B" dont vous détermi- 
nerez l'angle en fonction de l'angle de vecteurs 
(OA; OB). 
Démontrez que r (A) = O. Déterminez alors le 
centre Q de cette rotation. 

c/ Montrez que les quatre points O, A’, B', Q 
sont cocycliques. 

Dans le plan rapporté à un repère orthonormé 
direct (O; ü, v), on considère les points À, B, 
C deux à deux distincts dont les affixes 
respectives sont les nombres complexes a, b, 
CG: 

1. M étant le point du plan d’affixe le nombre 
complexe z, exprimez, en fonction de z : 

a/ l’affixe z' du point M’ image de M par la 

rotation de centre A et d'angle de mesure ee 

(en radians) ; 8 

b/ l'affixe z” du point M” image de M par la 

rotation de centre A et d'angle de mesure su 

(en radians). 8 

2. Que peut-on dire du triangle ABC si les 
nombres complexes a, b, c vérifient : 



c—-a TM RRET 
Am COS ISIN 

b-a 3 ) 

CR JT JT 
D} ——=cos ——}j sin —- 

beta 3 3 

3. Établissez que le triangle ABC est un 
triangle équilatéral si, et seulement si : 

a?+b?+c?=ab + bc + ca. 

Dans le plan orienté rapporté au repère 
orthonormé direct (O: ü, A on considère les 
points distincts À, B, C d’affixes respectives 
GRDIDE 

1. Donnez une condition nécessaire et suffi- 
sante vérifiée par a et b pour que les points 
À, B, C soient alignés. 
On suppose dans la suite que les points A, B, 
C ne sont pas alignés et que la base (AB, AC) 

est directe, c'est-à-dire que la mesure princi- 
pale de (AB, AC) est positive. 

2. Sur les droites (AB) et (AC), à l'extérieur 
du triangle ABC, on construit les carrés AFGB 
et ACDE, et le parallélogramme AEHF de 

façon que les bases (AF, AB) et (AC, AË) 
soient directes. 

a/ En considérant la rotation de centre A qui 
transforme C en E, montrez que l’affixe e du 
point E est : 

e=—ib+a(1—i). 

b/ Calculez les affixes f, h, d des points 
respectifs F, H, D en fonction de a et b. 

3. Déduisez du 2. que : 

a/ FE=20OA et que les droites (EF) et (OA) 
sont perpendiculaires. 

b/ BD = CH et que les droites (BD) et (CH) 
sont perpendiculaires. 

ABCD désigne un rectangle du plan orienté, 
tel que : 

ADEBC= EMA B=CDE?2 2 

RES L 
et tel que (AB; AD) =: O est le point 

d’intersection des diagonales du rectangle. 
UT 

Soit r la rotation de centre O et d'angle 4 et 

LES 
t la translation de vecteur à AB. 

1. Dessinez le rectangle ABCD et son image 
A'B'C'D' par f=teor (avec a —4 cm). 

2. Expliquez pourquoi f est une rotation. 
Déterminez son angle. Donnez une construc- 
tion de son centre Q2. 
[Remarque : ce point Q est utilisé par les 
ébénistes lorsqu'ils construisent une table 
rectangulaire que l'on peut faire pivoter autour 
de @ puis déplier pour en doubler la surface, 
la table restant centrée sur son rectangle 
d'assiette.] 

GÉOMÉTRIE 

44. Dans le plan orienté, on donne trois points A, 

45 

46 

B, C, non alignés, se succédant dans le sens 
direct sur le cercle circonscrit au triangle qu'ils 
déterminent (on dit que le triangle ABC est 
« direct »). 

1. On appelle O et O' les points tels que : 
— le triangle BAO soit isocèle, rectangle en 
O et direct; 
— le triangle ACO' soit isocèle, rectangle en 
O' et direct. 
Faites la figure, en justifiant la construction 
des points O et O’. 

2. Soit r la rotation de centre O dont l’angle 
LA 

a pour mesure He 

Soit r’ la rotation de centre O'’ dont l’angle a 
LA 

pour mesure rt 

a/ Déterminez l'image de B par r'er. 

b/ Déterminez la nature et les éléments 
caractéristiques de r'er. 

Dans le plan orienté P, on considère un triangle 
équilatéral ABC direct, c’est-à-dire tel que 

nn — JT 
l'angle (AB; AC) ait pour mesure - 

On désigne par r; la rotation de centre A et 
JT 

d'angle de mesure à et par r, la rotation de 

27% 
centre B et d'angle de mesure 5e 

Pour tout point M du plan, on pose N=r; (M), 
M'=r;(N). On pose r=r;ori. 

1. a/ Soit D le symétrique de C par rapport à 
la droite (AB). Déterminez r (D) et r (B). 

b/ Montrez que r est la symétrie centrale par 
rapport au milieu Q de [BD]. 

2. a/ Montrez que l’ensemble T des points M 
du plan tels que M, N et M' soient alignés est 
un cercle passant par les points À et Q (on 
pourra considérer l'angle (MQ ; MA). 

b/ Prouvez que T admet [AD] pour diamètre 
et que le milieu I de [AB] appartient à T.. 
Construisez le cercle T. 

Dans P, plan orienté muni d’un repère ortho- 
normé direct (O; ü, v) deux points A et B ont 
pour coordonnées respectives (—a;0) et 
(a ; 0) (a réel strictement positif). 
rA est la rotation de centre À, d'angle de 

TT 

mesure —: 
8 

re est la rotation de centre B, d'angle de 
27 

mesure ———-: 
3 

Pour tout point M du plan P, on note 
Ma=fa(M) et MB =/8 (M). 

1. M étant un point donné de P, construisez 
les points M, et MB; justifiez la construction. 
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47 

48. 

2. Démontrez que le milieu du segment 
[MA Me] est un point fixe indépendant du choix 
de M : 

a/ en composant les applications rA' puis ra; 

b/ en utilisant les nombres complexes. 

Dans le plan orienté, on considère deux points 
distincts A et B. 
On note R, et R3 les rotations de centres 

IT 

respectifs A et B et d'angle de mesure ci 

Pour tout point M du plan, on note M, et M, 
les images respectives de M par R, et R&. 

1. On considère la transformation 

T=Rg°Ri'. 

a/ Construisez le point C image du point A 
par T. 

b/ Déterminez la nature et les éléments 
caractéristiques de T. 

c/ Déduisez-en la nature du quadrilatère 
M, M, CA. 

2. On suppose que le point M décrit le cercle 
(T) de diamètre [AB]. 

a/ Déterminez et construisez l’ensemble (T;) 
décrit par le point M, quand M décrit (T). 

b/ Soient «w et w, les milieux respectifs des 
segments [AB] et [BC]. Da: 
Comparez les vecteurs ww; et AC. 

c/ Déterminez l’ensemble décrit par le point 
I, milieu de [M M] quand M décrit (T°). 

Dans le plan complexe P rapporté au repère 
orthonormal (O0; e;,e;), l'unité graphique 
étant 4 cm, on définit l’application f qui au 
point d’affixe z associe le point M d’affixe z'’ 

définie par z'=—jz+i, où j=e's. 

1. Montrez que f admet exactement un point 
invariant Q, dont on donnera l’affixe. 
Caractérisez géométriquement f. 

2. On définit dans P la suite (M,}),:n par 
M,=0 

pour tout n, M,,:,=f(M,). 

a/ Construisez Q, M,, M;, M. 

b/ Pour tout entier n, on note z, l’affixe de 

M, et on pose Z, =z, — ef. 
Déterminez un nombre complexe a tel que, 
pour tout entier n, Z,,:=a2;. 
Mettez a sous forme trigonométrique et déter- 
minez un entier p strictement positif tel que 
a” =1. 

c/ Calculez Z, puis z, en fonction de n. 
Calculez Z;os° et placez M;o8 Sur le dessin. 
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49. Dans le plan orienté, on considère un triangle 

50 

51 

— — IT 

ABC tel que AB = AC et (AB, AC) = 5 modulo 

Pdire 
soient I, J, K les milieux respectifs de [BC], 
[CA] et [AB]. 
On appelle R la rotation de centre I et d'angle 

IT 5 
de mesure > et T la translation de vecteur 

\ = 
= BC: 
2 

On pose : f=R°T et g=T°R. 

1. a/ Déterminez l’image de K par f et l'image 
de J par g. 

b/ Précisez la nature et les éléments caracté- 
ristiques des applications f et g. 

2. a/ Déterminez la nature de la transforma- 
tion gof_ (f-! étant l'application réciproque 
de f). 

b/ Cherchez l'image de A par gef-' et 
caractérisez alors cette application. 

c/ Soit M un point quelconque du plan, M; 
l’image de M par f et M, l'image de M par g. 
Quelle est la nature du quadrilatère ACM, M; ? 

Dans le plan orienté, ABCD et AEFG sont deux 
IT 

EX carrés tels que (AB, AD) = ; (modulo 2x) et 

se — IT 

(AË, AG) > (modulo 2 x). 

On désigne par M, N, P et Q les milieux 
respectifs des segments [BD], [DE], [EG], 
[GB]. 

1. Montrez que MNPQ est un parallélo- 
gramme. 

2. Soit R la rotation de centre A et d'angle À 

Déterminez l’image du segment [BE] par cette 
rotation R. 
Déduisez-en que MNPQ est un carré. 

3. On désigne par { et m les longueurs 
respectives des côtés des carrés ABCD et 
AEFG. On pose (AB, AË)= «, «e[0; 2x. 

a/ Exprimez, en fonction de £, m et «, la 
longueur des côtés du carré MNPQ. 

b/ Déterminez « pour que l'aire du carré 
MNPQ soit maximale. 

On considère dans le plan orienté (P) deux 
points distincts À et B. Pour tout point M de 
(P), on appelle M' l’image de M dans la rotation 

rA de centre À, d'angle “A et M" l'image de 

M dans la rotation r, de centre B, d'angle _ 

1. De l'étude rac(ra) |, déduisez que, pour 
tout point M de (P), le milieu de [M'M'] est un 



ui y 

point fixe J dont on démontrera qu'il appartient 
au centre de diamètre [AB]. 

2. Le but de cette question est de déterminer 
l’ensemble des points M pour lesquels M, M, 
M" sont alignés. 

a/ Pour tout point M de (P) distinct de A et B, 
démontrez que : 

(MM, MM) = (MA, MÉ)-> (modulo 2x). 

b/ Déduisez-en l’ensemble des points M du 
plan tels que M, M’, M" soient alignés. 

Dans le plan orienté, on suppose donnés deux 
points distincts O et I. On note r le quart de 
tour direct de centre O ets la symétrie centrale 
de centre I. 

1. a/ Soit OJO'G le carré direct de centre I 

(c'esta-dire que (OJ, OG) =" |. 

Placez ces différents points sur une figure. (On 
prendra OI = 4 cm.) 

b/ Prouvez que ser est la rotation de centre 

J d'angle id 
g 2 

c/ Déduisez-en que J est le seul point du plan 
tel que r (J)=s (J). 
Désormais, pour tout couple (M, N) de points 
du plan, on note : 

A et B les images de M parr ets; 
C et D les images de Nparrets. 

2. Soit M un point donné distinct de J. On 
suppose que J est le milieu du segment [MNI]. 
Démontrez que ABCD est un carré de centre 
G. Placez M et N et le carré ABCD sur la figure. 

3. Le point M étant toujours donné distinct de 
J, on suppose inversement que N est tel que 
ABCD soit un carré. Prouvez que J est le milieu 
de [MN] et que G est le centre du carré ABCD 
on introduira le milieu J' de [MN] et le centre 

! du carré : on comparera alors r (J'}ets (J)). 

4. Soit r' le quart de tour direct de centre G. 
Prouvez que r'er=s. Déduisez-en que sous 
les hypothèses de la question 2. le carré 
ABCD est direct (c'est-à-dire que r' (A)=B). 

1. Dans le plan orienté, on considère un carré 
PQRS de centre O pour lequel l'angle 

(OP, OG) est égal à == Soit ABCD un 

parallélogramme tel que P, Q,R, S appartien- 
nent respectivement aux segments [AB], [BC], 
[CD], [DA]. 

a/ Montrez que les droites (AD) et (DC) sont 
les images des droites (BC) et (AB) par la 
symétrie s de centre O. Montrez que O est le 
centre du parallélogramme ABCD. 

GÉOMÉTRIE 

b/ Soit À l’image de la droite (AB) par la 
à IT 

rotation r de centre O, d'angle +2) 

Établissez que Q est commun aux droites (BC) 
et A. 

2. Soit À, B, C, D les points de coordonnées 
respectives (1, —2), (3, 2), (—1, 2) et 
(—3, —2), dans un plan orienté rapporté au 
repère orthonormal (O; j, j). 
En utilisant la question précédente, construi- 
sez un carré inscrit dans le parallélogramme 
ABCD (on donnera les coordonnées des 
sommets de ce carré). 

54. € est un cercle de centre O; A et B sont deux 
points fixes de ce cercle. M est un point 
variable du cercle € et H est l’orthocentre du 
triangle MAB. Le cercle de centre M et de 
rayon MH et le cercle de centre H et de rayon 
MH se coupent en P et Q. 
Quel est le lieu géométrique du point P et quel 
est le lieu géométrique du point Q, lorsque M 
décrit € ? 

55. B est un point fixe d'une droite donnée d. C 
est un point variable de d. BMC est un triangle 
isocèle en M tel que le rayon de son cercle 
circonscrit a une longueur donnée constante : 
R. 

a/ Quel est le lieu géométrique du point M 
lorsque C décrit d? 

b/ Quel est le lieu géométrique du point H, 
orthocentre de MBC, lorsque C décrit d ? 

Indication. Vous pourrez utiliser le résultat 
suivant : le symétrique de l’orthocentre par 
rapport à l’un des côtés est sur le cercle 
circonscrit. 

56. À et B sont deux points fixes d’un cercle €, 
non diamétralement opposés. Un point M 
variable décrit le petit arc AB du cercle €. Sur 
la demi-droite d'origine B et passant par M, 
on place le point N tel que BN = AM. 
Quel est le lieu géométrique de N lorsque M 
décrit l'arc AB? 

Indication. Utilisez la rotation de centre I, 
milieu de l’arc AB, qui transforme A en B. 

57. & est un cercle fixe de centre O; A et B sont 
deux pointss fixes de ‘€, non diamétralement 
opposés. Un point P variable décrit la droite 
(AB). On désigne par w le centre du cercle 
passant par P et tangent à € en À, et on 
désigne par w' le centre du cercle passant par 
P et tangent à € en B. 
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a/ Quel est le lieu de w et le lieu de w’ lorsque 
P décrit (AB) ? 

b/ Montrez que la médiatrice de [ww] passe 
par un point fixe. 

Pour chercher plus 

58. Un point A décrit un cercle € de centre O et 
se projette orthogonalement en P sur un 
diamètre fixe [BC]. Sur la demi-droite d’origine 
O et passant par À, on place le point R tel que 
OR = OP. 
Quel est le lieu géométrique du point R lorsque 
A décrit € ? 

59. 

60. 

61. 

62 

63. 

64 

€ est un cercle, D et À sont deux droites 
sécantes en I; I est à l’intérieur du cercle €. 
Trouvez M sur D et M’ sur € tels que A soit 
la médiatrice de [MM]. 

€ est un cercle de centre © et A un point de 
== 3 — 

€; B est le point tel que QE ; OA et D la 

perpendiculaire à (OB) passant par B. 
Trouvez un point M de D et un point N de € 
tels que OAMN soit un parallélogramme. 

O; AO, est un triangle rectangle en A avec 
O,A=2 cm, OA =6 cm. €, est le cercle de 
centre O, et de rayon 2 cm, €, est le cercle 
de centre O, et de rayon 3 cm. 
Trouvez une droite À parallèle à (O0; A) sur 
laquelle €, et €; découpent des cordes de 
même longueur. 

Construisez un quadrilatère ABCD, connais- 
sant les longueurs et les directions des 
diagonales [AC] et [BD] et les longueurs AB 
et CD. 

Indication. Vous pourrez placer [AC], puis 
utiliser la translation de vecteur BD. 

d et d' sont deux droites données, A est un 
point donné de à, et A’ un point donné de a’. 
€ est un réel donné, £>0. 
Construisez deux points M et M’, M sur d et 
M' sur d', tels que :AM=A'M' et MM'=2€#. 

Inscrire un carré dans un parallélogramme 

ABCD est un carré, de centre O, tel que 

(GÀ, OË) = +=. 
2 

1. On construit un parallélogramme PQRS de 
sorte que A appartienne à [PQ], B appartienne 
à [QR], C à [RS] et D à [SP]. 
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65. 

Montrez, en utilisant la symétrie de centre O, 
que O est le centre du parallélogramme PQRS. 

2. On note A l’image de (PQ) par la rotation 

de centre O et d'angle 1 Montrez que, sauf 

dans un cas à préciser, B est l'intersection de 
A et de (QR). 

3. On donne un parallélogramme P'Q'R'S’ 
de centre O’. Indiquez un procédé de construc- 
tion pour inscrire un carré dans ce parallélo- 
gramme. 

[AB] est un segment de longueur a, M est un 
point variable de ce segment. 
On construit d’un même côté de la droite (AB) 
les triangles équilatéraux PAM et QMB; C est 
le point d’intersection des droites (AP) et (BQ) ; 
I est le milieu de [AC] et J celui de [BC]. 

1. Quel est l’ensemble des milieux O de [PQ] 
lorsque M décrit le segment [AB]? 

2. Démontrez qu'il existe une rotation qui 
transforme P en Q et I en J. 
Déduisez-en que la médiatrice de [PQ] passe 
par un point fixe F. 
Que représente F pour le triangle ABC ? 
Quel est le centre du cercle circonscrit au 
triangle MPQ ? 

3. K désigne le centre du cercle circonscrit au 
triangle PQC. Quel est l’ensemble des points 
K lorsque M décrit le segment [AB]? 

4. Construisez les points P et Q dans chacun 
des cas suivants : 

a/ on connaît la direction de la droite (PQ); 

b/ on connaît la longueur du segment [PQ]. 

66. On donne deux cercles égaux de centres O 
et O’ tangents extérieurement en un point A. 
Un point M décrit le cercle (O) et un point M’ 

décrit (0’) de façon que (OM, O'M') = + 

1. Montrez que la médiatrice de [MM'] passe 
par un point fixe w. 

2. Soit w' le symétrique de w par rapport à 
(00). On fait correspondre à M le point M; 

dans la rotation de centre w’ et d'angle 4 

Montrez que (M'M;) passe par un point fixe. 

3. Démontrez que l'aire du triangle w'M'M 
garde une valeur constante. 



67. 

68. 

69. 

ABC est un triangle de sens direct; M, N, P 
sont les sommets des triangles rectangles, 
isocèles, directs MCB, NAC et PBA: I, J, K 
sont les milieux de [BC], [CA], [AB], R et S 
sont les milieux de [AM] et [NP]. 

a/ Démontrez que les triangles INP, KMN et 
JMP sont rectangles isocèles. Déduisez-en 
que les segments [AM], [IBN], et [CP] sont 
respectivement égaux et perpendiculaires à 
[NP], [PM] et [MN] et qu'ils sont concourants. 

b/ Démontrez que JRKS est un carré de 
centre le milieu de [AI]. 

c/ On construit le parallélogramme NAPQ. 
Démontrez que BMCQ est un carré, puis que 
les triangles ABC et MNP ont même centre de 
gravité. 

Le plan est muni d'un repère orthonormal 
direct (O; j, j), À et B sont les points de 
coordonnées respectives (0, V3) et (1, O);r; 

. TT 
est la rotation de centre À, d'angle 6’ r, est 

IT 

la rotation de centre B, d'angle Fi 

On désigne par f la composée r,0r.;. 

1. a/ En utilisant les nombres complexes, 
précisez la nature et les éléments caractéristi- 
ques de f. 

b/ A’ et B’ étant les images de A etB par f, 
démontrez analytiquement que la droite (A'B') 
est la médiatrice du segment [AB]. 

2. a/ En utilisant des arguments géométri- 
ques, démontrez que A’ est sur la médiatrice 
de [AB]. 

b/ On désigne par B, l’image de B par r.. 
Démontrez que B’ est le centre du cercle 
passant par À, B, B:. 

c/ Déduisez-en que la droite (A'B') est la 
médiatrice de [AB). 

ABCD est un parallélogramme de sens direct. 

a/ On construit des carrés de sens direct 
ADD, A,, DCC;D;, CBB,; C; et BAA,B:. 
Quelle est la nature du quadrilatère dont les 
sommets sont les centres de ces carrés ? 

b/ On construit des carrés de sens indirect 
ADD; A!, DCC;D;, CBB: C: et BAA;B:. 
Quelle est la nature du quadrilatère dont les 
sommets sont les centres de ces carrés ? 

70*. Problème de minimum 

ABC est un triangle ; D et E sont deux points 
du segment [BC]. 
Trouvez les points M sur [AB] et N sur [AC] 
tels que la somme DM+MN+NE soit 
minimale. 

Indication : traitez d’abord le cas où l'angle 
A est le plus petit des trois angles du triangle. 

GÉOMÉTRIE 

71. 

72. 

Isométries conservant deux droites 

d et d’ sont deux droites données. 
Trouvez tous les déplacements qui laissent 
globalement invariante la figure formée par 
ces deux droites dans chacun des cas sui- 
vanis : 

a/ d'et d' sont distinctes et parallèles. 

b/ d et d' sont perpendiculaires. 

c/ d'et d’ sécantes, et non perpendiculaires. 

Isométries conservant un losange 

ABCD est un losange, non carré. Trouvez 
toutes les isométries qui laissent ce losange 
globalement invariant. 

Problèmes de synthèse 

73. Un énoncé du baccalauréat 

Dans le plan on donne deux droites parallèles 
D et À, et un point À n’appartenant à aucune 
de ces droites. 
Construisez un triangle ABC vérifiant simulta- 
nément les conditions suivantes : 
— ABC est rectangle en A. 
— ABC est isocèle. 
— B est sur D et C est sur A. 
Précisez le nombre de solutions au problème 
posé. 
(Toute méthode sera acceptée ; géométrique, 
analytique, utilisation de nombres complexes, 

1. Méthode élémentaire 
Notez H et K les projetés orthogonaux de A 
sur D et À, respectivement, montrez que 
AH = KC, AK = BH, et traitez l'exercice. 

2. Méthode analytique 
Choisissez À pour axe des abscisses d'un 
repère orthonormal dont l'axe des ordonnées 
passe par À et traitez l'exercice en utilisant 
les relations entre les longueurs AB, BC, CA. 

3. Utilisation des nombres complexes 
Choisissez un repère orthonormal direct d'ori- 
gine A dont l’axe réel est perpendiculaire à A; 
notez b l'affixe de B, c celle de C, montrez 
que b =ic ou c =ib, et terminez l'exercice. 

4. Utilisation de rotations 
Utilisez des rotations de centre A et d’angles 
droits pour traiter l'exercice. 
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74, 

75. 

76. 

77. 

78. 

On donne deux droites sécantes D et A. 
Traitez chacune des deux questions de deux 
façons : analytiquement (choisissez bien le 
repère), puis en utilisant une transformation. 

1. On donne un point I dans le plan; construi- 
sez À sur D et B sur À tels que I soit le milieu 
de [A, B]. 

2. On donne un vecteur ü du plan; construisez 
A sur D et B sur À tels que AB=uù. 

Traitez par deux méthodes différentes au 
moins l'exercice : 
On donne deux droites perpendiculaires D et 
A et un point À. Comment peut-on construire 
un triangle équilatéral ABC tel que BeD et 
CEA? 

Traitez par deux méthodes différentes au 
moins l'exercice : 
On donne un cercle €, une droite À, et un 
point A. 
Comment peut-on construire un triangle équi- 
latéral ABC tel que B soit sur le cercle € et 
que C soit sur À ? 

H est le milieu de l’hypoténuse BC d’untriangle 
rectangle isocèle ABC. Un point M de la droite 
(BC) se projette orthogonalement en P et Q 
sur les droites (AB) et (AC). 
Le but est de montrer que HPQ est rectangle 
isocèle. 

1. Traitez l'exercice en utilisant une rotation. 

2. Traitez l'exercice par la géométrie analyti- 
que ou à l’aide des nombres complexes. 

1. ABC est équilatéral de sens direct, et M est 
un point du segment [BC]. On construit à 
l'extérieur de ABC les triangles équilatéraux 
BME et CMF. On note G, G;, G, les centres 
de gravité des triangles ABC, BME et CMF. 

a/ On note R, la rotation de centre G, et 
27 

d'angle PPT et R, la rotation de centre G, et 

É 27 
d’angle an 

Montrez que R;°R, est la rotation de centre 
2x 

G et d'angle —- 
o 

b/ En décomposant R, et R, en réflexions 
montrez que le triangle GG, G, est équilatéral. 

2. On note j=e. 

a/ Précisez dans quel repère (Of Î) les 
points A, B et C ont pour affixes #£, {j et 4j? 
où £ est un réel strictement positif. 

b/ P est un point quelconque du plan; on note 
p son affixe; on note Q l’image de P par la 

TT 

rotation de centre C et d'angle — 3 etR l'image 

JT 
de P par la rotation de centre C et d'angle 3: 

RER 230 - Déplacements. Isométries 

Enfin H; et H, sont les autres de gravité des 
triangles BPQ et CPR. 
Calculez les affixes de H;, et H; en fonction 
de £ et p et montrez que OH, H, est un triangle 
équilatéral. 

79. Centre d’une rotation ter 

80 

t est la translation de vecteur ü, ü Æ0. 
r est la rotation de centre O, d'angle 6, 00. 
Le but de l'exercice est de construire le centre 
I de la rotation tr, en décomposant t et r en 
produit de réflexions. 
d est la droite qui passe par O et qui est 
orthogonale à ü; s est la réflexion d’axe a. 
Soit v un vecteur directeur de d. 

1. d, est la droite qui passe par © et qui est 

dirigée par un vecteur w tel que (w, Ÿ) Foi 

Vérifiez que r=5s°s,.. 

2. d, est l’image de d par la translation de 

ls 
vecteur — UÜ. 

2 

a/ Vérifiez que t =54,°5. 

b/ Vérifiez que ter =54,°54.. 

c/ Vérifiez que d, et d, sont sécantes et que 
leur point d'intersection est le centre de la 
rotation for. 

Utilisation de symétries centrales dans des 
problèmes de construction 

Partie A. Préliminaire 

1. Pourquoi la composée de trois symétries 
centrales est-elle une symétrie centrale ? 

2. Pourquoi la composée de quatre symétries 
centrales est-elle une translation ? 

Partie B. Problèmes de construction 

Utilisons les résultats du A. pour étudier les 
trois situations ci-dessous, indépendantes les 
unes des autres. 

1. ABC est un triangle et f=scosscs, est la 
composée des symétries de centres A, B et C. 
I est le centre de la symétrie f. 

On pose : J=SsA(I), K=Ssg(J). 

Que pouvez-vous dire des triangles IJK et 
ABC ; déduisez-en une construction du point I. 

2. Construction d’un pentagone connais- 
sant les milieux de ses côtés. 
On donne cinq points À, B, C, D, E et on 
cherche un pentagone IJKLM tel que A, B, C, 
D et E soient les milieux respectifs de [I], 
[UK], [KL], [LM] et [MI]. 



a/ Si on a une solution, que pouvez-vous dire 
de l’image de I par la composée : 

f=SEoSboSc°SB°Sa? 

b/ Construisez alors le pentagone IJKLM. 

3. Construction d’un quadrilatère connais- 
sant les milieux de ses côtés. 
On donne quatre points À, B, C, D et on 
cherche un quadrilatère IJKL tel que A, B, C, 
D soient les milieux respectifs de [IJ], [UK], 
[KE] et [IL]. 
Montrez que cela n’est possible que si ABCD 
est un parallélogramme et qu’alors il y a une 
infinité de solutions. 

Transformations et famille de courbes 

X 

f est la fonction définie par : f (x) = x + . 
1+e* 

1. Étudiez la fonction f et tracez sa courbe 
représentative € dans un repère orthonormal 
O; À, j). Conseil : f est impaire. 

2. Pour tout réel a, on définit les applications 
S; et T; du plan dans lui-même : au point M 
de coordonnées (x; y) dans (O;j, 1h) on 
associe les points S; (M) de coordonnées 
(—-x+2a; -y+2a),etT, (M), de coordon- 
nées (X+a;y+a). 

a/ Montrez que S, est une réflexion dont vous 
préciserez l’axe, et T, une translation dont 
vous préciserez le vecteur. 

b/ Vérifiez que, pour tout réel a : 

Store 

3. On note €,,, l’image de € par T,. 

a/ Utilisez la question B.2. pour montrer que 
le point I (a ; a) est centre de symétrie de €, . 

b/ Montrez qu'il existe une fonction f,, telle 
que l'équation de €, soit y =£, (x). Vérifiez 
que : 

f, (x)}=a +f(x—-a). 

Transformations et isométries définies 
analytiquement 

Dans tout le problème, on travaille dans un 
repère orthonormal fixé (O; j, j). 

1. Soit a, b, c, d quatre nombres réels. On 
considère les deux systèmes de relations : 

lÉscnn lad—bc|=1 

(1) ! b?+d°=1 et (2) 2-0. 

PRE b?=c?. 
Montrez, soit algébriquement, soit trigonomé- 

triquement (en remarquant que, si a? +B°=1, 
il existe au moins un angle 8 tel que x = cos 0 

et B = sin 8), que (1) implique (2). La récipro- 

que est-elle vraie ? 

GÉOMÉTRIE 

2. On considère la transformation ponctuelle 
R qui, à chaque point m (x, y), fait correspon- 
dre le point M'(X', Y’) tel que : 

4 3 
X == x —— 

5 24 

€ 4 
VI= x y: 

Eine 
a/ Quels sont les points fixes de À ? 

b/ Montrez que Om =OM' et que, si P' est 
l'image de p, on a toujours pm = P'M'. 

c/ Calculez, à 2kx près, l'angle de vecteurs 
(Om, OM) et précisez la nature de X. 

3. Dans les mêmes conditions, on considère 
la transformation Ÿ qui à chaque point m (x, y) 
fait correspondre le point M"(X", Y”) tel que : 

11 

11 

a/ Quels sont ses points fixes ? 

b/ Montrez que # est une symétrie axiale. 

4. Plus généralement, tout système de rela- 
tions : 

É = ax + by 

Y=cx + dy, 

où à, b, c, d sont des nombres réels vérifiant 
l'inégalité ad — bc #0, définit une transforma- 
tion ponctuelle % par laquelle tout point 
m (X, y) a pour image M{X, Y). 

a/ Recherchez un ensemble de conditions 
nécessaire et suffisante entre les nombres a, 
b, c, d pour que la transformation correspon- 
dante soit une isométrie, c’est-à-dire conserve 
les distances (M et P étant les images de m 
et p, on a mp = MP quels que soient m et p). 

b/ À quelle condition cette isométrie est-elle 
un déplacement ? 

c/ À quelle condition est-elle une symétrie 
axiale ? 

5. On se propose maintenant d'étudier la 
transformation J' particulière définie par : 

Rx 

Y=3x+2y. 

a/ A-t-elle des points fixes ? 

b/ Quelle est la figure transformée, soit d'une 
droite parallèle à Ox, soit d’une droite parallèle 
à Oy ? 

c/ Donnez un procédé graphique simple de 
construction de l’image M d'un point quelcon- 
que m. 
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Des rappels sur l’homothétie se trouvent dans le lexique, page 316. 

Composition d’une homothétie et d’une rotation 
de même centre 

En es] 1. Généralités 

h est l'homothétie de centre O de rapport k positif, r est la rotation de centre 
O et d'angle 6. On note f la transformation rch. 

1. Vérifiez que si M’ est l’image par f d'un point M, alors : 

OM =kOM, (OM, OM')= 0. 
2. Vérifiez que f multiplie les distances par k et conserve les angles 
orientés : pour cela, montrez que pour trois points quelconques M, N, 
P, d'images respectives M’, N’, P’ : 

M'N'=KkMN, (M'N’, M'P')=(MN, MP). 

== 2. Construction d'images par une transformation rch 

Construisez l’image de la maison représentée 
ci-contre par la transformation f=rch,où h 
est l’homothétie de centre O de rapport 2, et r 

TT 
la rotation de centre O et d'angle Pos 
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GÉOMÉTRIE 

RE ER ER 

1 Définitions. Généralités 

1.1. DÉFINITION D'UNE SIMILITUDE 

DÉFINITION 1 

Une similitude directe est : 

e soit une translation, 

e soit la composée d'une homothétie de rapport positif, et d'une 
rotation de MEME centre. 

La définition ne précise pas l’ordre dans lequel on compose car, dans ce cas, le 

produit est commutatif, comme nous allons le voir. 

Précisément, notons h une homothétie de centre I, de rapport k, k >0, et une 

rotation r d'angle 0, et de même centre que h, à savoir le point I. 

Morse  rch=her. 

Ce résultat sera démontré au paragraphe 3.4. 

Remarques 

1. Les propriétés des translations vous sont connues, nous n'étudierons donc par la 

suite que les propriétés des autres similitudes. 

2. Nous dirons, au paragraphe 2., pourquoi les translations ont été incluses dans la 

famille des similitudes. 

1.2. LES ROTATIONS ET LES HOMOTHÉTIES 
SONT DES SIMILITUDES 

1. Toute rotation est une similitude directe. En effet, considérons une rotation r de 

centre ©. L'homothétie h de centre O et de rapport 1 est la transformation identité; 

donc r=rch, ce qui prouve que r est une similitude directe. 

2. De même, toute homothétie de rapport k > 0 est une similitude directe. En effet, 

si h est une telle homothétie de centre O, nous pouvons écrire : h =rch, où r est la 

rotation de centre O et d'angle nul (cette rotation r est l'identité). 

1.3. CENTRE, ANGLE ET RAPPORT D'UNE SIMILITUDE r ch 
Considérons une similitude s qui est la composée d’une rotation r de centre O, d'angle 

6, et d'une homothétie h de centre O et du rapport k, k>0. s=hcor=rch. 

Par définition, 

e Je centre de la similitude s est le centre commun de r et h, 

e le rapport de s est le rapport de l’'homothétie h, 

e l'angle de s est l'angle de la rotation r. 

Remarques 

1. La donnée d’un angle 6, d'un nombre k>0, d'un point O, définit une similitude 

s et une seule : la similitude rh, composée de la rotation de centre © et d'angle 6, 

par l’homothétie de centre O et de rapport k. 
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2. La similitude s, de centre O, de rapport k, d'angle 

0, est la transformation qui laisse O invariant, et qui 

à chaque point M, associe le point M’ tel que : 

OM'=KkOM et (OM, OM’)=06. 

3. Les rotations sont les similitudes de rapport 1. Les homothéties sont les similitudes 

d'angle nul. 

[2 Propriété fondamentale d’une similitude directe 

Considérons une similitude directe s qui s'écrit r°h, où h est l'homothétie de centre 

I, de rapport k, k>0, et r la rotation de même centre I, d'angle 6. 

M, N, P, étant trois points quelconques, notons : 

Mi=h@M), Ni=h(N), Pi=h(®) 
MM); NS AN) a AP 

Alors : MS M) NES (NN) 22—"S" (EP) 

+ 

D _. 

P; 

: FX DS 
P' M, N, 

È p 

M' 

Toute homothétie de rapport k «multiplie les distances par |[k|», et conserve les 
angles orientés, donc ici, nous obtenons, puisque k > 0 : 

MN:=XMN, (M N;, MP;)=(MN, MP). 

Toute rotation conserve la distance et les angles orientés, donc : 

M'N'=MN;, (MN, MP')=(M NN; MiP;). 

Il en résulte : 

M'N'=kMN, (M'N’, M'P')=(MN, Mb). 

Ces égalités sont vraies quels que soient les points M, N, P, d'où le théorème suivant : 

THÉORÈME 1 

Toute similitude directe r°h conserve les angles orientés et multiplie 
les distances par k, où k est le rapport de l'homothétie h. 

Puisque les translations multiplient les distances par k(k= 1) et conservent 

les angles orientés, on dit que les translations sont des similitudes directes. 

Remarque sur la définition d’une similitude. 

Certains auteurs appellent similitude directe toute transformation qui conserve 

les angles orientés et qui multiplie les distances par un réel k, k>0. Avec 

cette définition, les homothéties, les rotations, mais aussi les translations sont 

des similitudes. 

Ils montrent alors qu'une telle transformation s'écrit r°h (ou her), où h est 

une homothétie de rapport K, et r une rotation de même centre que h. 

La présentation des similitudes selon cette définition vous est proposée au 
1PPe7- 
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GÉOMÉTRIE 

COMMENTAIRE 

La similitude s est qualifiée de directe parce qu'elle conserve les 
angles orientés. La composée d’une réflexion et d'une homothétie de 
rapport k est une transformation qui multiplie les distances par k 
et qui change les angles orientés en leurs opposés. Une telle 
transformation est appelée similitude indirecte. L'étude des similitu- 
des indirectes n'est pas au programme. Lorsqu'il nous arrivera de 
parler de similitudes sans autre précision, il s'agira en fait de 
similitudes directes. 

[3] Ecriture complexe d’une similitude r°h 

3.1. PRELIMINAIRE : ECRITURE COMPLEXE D’'UNE ROTATION 

(O ; À j) est un repère orthonormal direct du 

plan orienté. r est la rotation de centre I, d'angle 

6. Notons w l'affixe de I. 

À chaque point M d'affixe z, la rotation r associe 

le point M' d'affixe z', et si MI: 

IM'=IM, (IM, IM’)=0. 

a z'=@ 
Or, (IM, IM') = arg | | (chapitre 2, théorème 4).  — 

Z—o j 

(OR 
(l 

er =. 

IM 
ÉnC 10 ; Donc est le complexe de module 1 et d’argument 6, c'est donc e'” (chapitre 2, 
Z— 0 

page 29). En résumé, z'—-w=e°(z -«), pour z £«. 

Lorsque M est en I, c'est-à-dire lorsque z =, M' est aussi en I, donc z'=w, et par 

conséquent l'égalité ci-dessus est encore vraie. 

L'écriture : z'—w=e°(z —«) est appelée écriture complexe de la rotation 

r (I, 0). w est l’affixe de I. 

COMMENTE 

Lorsque w = 0, c'est-à-dire lorsque le centre de la rotation est l'origine 
O du repère, nous obtenons : z'=e °z= az, avec a = e'°, Ainsi, nous 
retrouvons l'écriture donnée au chapitre 2, paragraphe 11 et l'idée 
fondamentale : multiplier un complexe z par un complexe de 
module 1 et d’argument 6, c'est «faire tourner» le vecteur OM(z) 

d'un angle 6. 

3.2. PRÉLIMINAIRE : ÉCRITURE COMPLEXE 
D'UNE HOMOTHÉTIE 

Dans le repère orthonormal direct (O; i, j), 
l'homothétie h (I; k) associe à chaque point 

M(z) le point M(z') tel que : IM'=kIM, donc 

tel que : 

z'—-w=Kk(z-«), où w est l’affixe de I. 

Cette écriture est appelée «écriture complexe de l’homothétie h (1; k})». 
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COMMENTAIRE 

Lorsque w =0, c'est-à-dire lorsque I est l'origine du repère, nous 

obtenons : z'= kz. Ainsi, multiplier un complexe z par un réel k>0 

revient à multiplier le vecteur OM(z) par Kk. 

3.3. ÉCRITURE COMPLEXE D'UNE SIMILITUDE s =rch 

Les notations sont celles utilisées dans 3.1. et 3.2. : w est l’affixe de I, centre commun 

de r et h. 

Le point M(z) a pour image par h, le point M; (z;), tel que : 

Zz1—-w=k(z -w), d'après 3.2. [1] 

Le point M, (z;) a pour image par r, le point M'(z'), tel que : 

z'—-w=e(z, —-), d'après 3.1. [21 

I1 résulte de [1] et [2] que : 

z'— = ke°(z - w). 

Or M'=(rch)(M). L'écriture complexe de s est donc : 

z'— © = ke’ °(z — w). 

Réciproquement, soit k un réel positif et 0 un réel; il est immédiat de montrer que 

la transformation du plan qui, au point M d'affixe z, associe le point M' d'affixe z'’ 

telle que z'—« = ke °(z —«w) est la composée de l’homothétie de centre le point I 

d'affixe w, de rapport k et de la rotation de centre I, d'angle 6. C'est donc la similitude 

de centre I, de rapport k, d'angle 6. 

THÉORÈME 2 

Dans un repère orthonormal direct, I est le point d'affixe w. D'autre 
part, k est un réel positif et 0 est un réel. 
Les deux propositions suivantes sont équivalentes : 

1. La transformation f du plan est la similitude de centre I, de rapport 
k et d'angle 06. 

2. L'image par f du point M d'affixe z est le point M’ d’affixe z' tel que : 

"z'=o=Kke (7 —©). 

Remarques 

e Avec k=1, on obtient l'écriture complexe de la rotation r (I, 6). 

e Avec 0 =0, on obtient l'écriture complexe de l'homothétie h (I, k). 

3.4. roh=hcr 

Notons maintenant M”(Z”) l'image du point M(z) par her : M'=h (r (M)). 

En opérant comme dans 3.3., si nous notons z, l'affixe de r (M), nous obtenons : 

zZ.—-@=e °(z-w) ; 

puis : z/=o=k(z: 0), 

d'où : z'— w = ke °(z — w). 

Il en résulte que z"=z", donc que M"=M/, donc que : (her)(M)=(r°h)(M). 

Cette égalité est vraie quel que soit M, d'où : 

hor=rch. 

Remarque : l'égalité r°h = hr est due essentiellement au fait que r et h ont le même 
centre. En général, si la rotation r et l'homothétie h ont des centres différents, alors : 

roh#hor. 
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GÉOMÉTRIE 

Ecriture réduite d’une similitude et résumé des 

résultats 

4.1. ÉCRITURE RÉDUITE D'UNE SIMILITUDE 

Nous avons vu que l'écriture complexe d'une similitude s de centre I(w), de rapport 

k, d'angle 06, est : z' = « = ke °(z — w). 

L'égalité : z'— «© = ke'°(z — w) s'écrit aussi : 

z'=ke z+œ(1-ke'" 

qui est de la forme z' = az + b, avec a = ke'°, b=w(1-—ke'"°). 

Réciproquement, donnons-nous deux complexes a et b, avec a Æ0, et considérons 

la transformation f du plan, qui, au point M d'affixe z, associe le point M' d'affixe 

z' tel que : 

z'=az + b. 

Deux cas se présentent : 

e a =1, alors z'=z+b et f est la translation de vecteur d’affixe b; 

e a 1, alors f admet un point invariant et un seul, c'est le point I dont l’affixe «w 

b 

= 

Nous pouvons alors écrire en remplaçant b par (1—-a)w : z'=az+o—-aw 

z'=w=a(z-@). 

vérifie © = ac + b, soit w = 

Une forme exponentielle de a est a =|ale’*, où 0 est l’un de ses arguments; alors : 

z'—-w=|ale *(z-«). 

Dans ce cas, le théorème 2 dit que f est la similitude de centre I, de rapport [a|, et 

d'angle 0. En résumé, si la transformation f a pour écriture complexe dans un repère 

orthonormal : 

Z!=az+b, a£0 

alors, si a = 1, f est une translation, 

si a 1, f est une similitude. 

4.2. RÉSUMÉ DES RÉSULTATS 

THÉORÈME 3 

Toute similitude directe s a une écriture complexe de la forme : 
z'= az + b, avec a #0. 
Cette écriture est appelée écriture réduite de la similitude. 
Le rapport de s est |a| et l'angle de s est arg a (modulo 2x). 

THÉORÈME 4 

Si une transformation f a une écriture complexe de la forme : 

z'= az +b, avec a #0 alors f est une similitude. 

e Sia=l1, alors f est une translation. 

e Sia#l, alors f est la similitude directe s, telle que : 

_— Je centre de s est le point d'affixe « tel que : «= aw+b, 

— Je rapport k de s est |a|, 
— l'angle 0 de s est arg a (modulo 2 7). 
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Propriétés des similitudes directes 

Une similitude directe est soit une translation, soit une composée r°h où h est une 

homothétie et r une rotation. 

En tant que telle, elle hérite de toutes les propriétés communes aux homothéties et 

aux rotations. Donc : 

e Toute similitude TRANSFORME les droites en droites, les segments en 

segments, les cercles en cercles, les coniques en coniques de même excentricité. 

e Toute similitude CONSERVE le parallélisme, l'alignement, l’orthogonalité, 

le contact. 

e Toute similitude de rapport k MULTIPLIE les distances par k et les aires 

Dar Ée. 

En outre, 

Toute similitude conserve le barycentre. 

En effet, nous savons que les translations et les rotations conservent le barycentre. 

Donc pour montrer qu'une similitude r°h conserve le barycentre, il suffit de montrer 

que toute homothétie h conserve le barycentre. 

Montrons d'abord qu'une homothétie h conserve le barycentre de deux points (A, a), 

GB, b), c'est-à-dire, montrons que G' est le barycentre de (A', a),(B', b)avecG'=h(G), 

—_—_— DS 
A'=h (A), B'=h(B). Pour cela, il suffit de montrer que : AG’ =——— A'B' (chapitre 6 

paragraphe 3.3.). a+b 

Or, par hypothèse : AG= AB, 
a+b 

er Dee 
d'où : kAG=Kk = AB, où k est le rapport de h. 

air 

Mais : kAG=A'G/, kAB=A'B, d'où le résultat. 
L'homothétie h conserve donc le barycentre de deux points, en utilisant le théorème 

du barycentre partiel, on en déduit qu’elle conserve le barycentre de trois points, et 

de proche en proche, celui de n points. 
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Lél Exercices résolus 

6.1. SAVOIR TROUVER LES ÉLÉMENTS CARACTÉRISTIQUES 
D'UNE SIMILITUDE À PARTIR DE SON ÉCRITURE 
COMPLEXE 

| EXERCICE _ Déterminez la similitude directe s d'écriture complexe, dans 
RÉSOLU 1 un repère orthonormal (O:; j, j) : 

= (lo) 7221; 

SOLUTION COMMENTÉE «um 

| MÉTHODE 
e Le centre de s est le point X d’affixe w, solution de l'équation z'=z. 

e On utilise ensuite le théorème 4. 

1. L'écriture complexe de s est de la forme : z'=az +b, avec a 1; donc s 
n'est pas une translation. Il s’agit donc de trouver son centre, son angle, son 
rapport. 
L'équation z'=2Zz est l'équation : ((—1)z+2—j=7, soit encore : 
(i—2)z =i—2, dont la solution est 1. 
Le centre de s est donc le point d’affixe «© =1. 

2. On se souvient que lorsque s a pour écriture complexe : z'=az +b, le 
rapport de s est |a| et l'angle de s est arg a. 

< : ; _ 87 
lci:a=i—1, donc |al=li-1|=V2, arga on 

6.2. LIEU GÉOMÉTRIQUE 

EXERCICE  ABOCD est un carré direct, le plan étant orienté comme sur la 

RÉSOLU 2 figure. , , RUOT 
É M est un point de la droite (DC); la perpendiculaire à (AM) 

passant par À coupe (BC) en N et I est le milieu de [MN]. 

a/ Montrez que le triangle rectangle AMN est isocèle. 

b/ Montrez que I est l’image de M par une similitude fixe. 

c/ Quel est l’ensemble déccrit par le point I lorsque M décrit 
(DC). 

(D'après Exercices de géométrie, l.R.E.M. de Nantes.) 
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SOLUTION COMMENTÉE sus 

MÉTHODE j: D 
Pour démontrer que le triangle AMN 
est rectangle et isocèle, on pense à 
démontrer que N est l’image de M M 
par une rotation de centre À et 

d’ en ou « nt 
C 

N B 

1. lci, vue la présence d’angles droits dans la figure (ABCD est un carré), pour 
démontrer que AMN est isocèle, on pense à démontrer que N est l'image de 

TT 
M par la rotation r de centre A et d'angle #5 

Pour montrer que r (M)=N, nous utilisons la méthode suivante : 

MÉTHODE 
Si un point M appartient à l'intersection de 2 lignes, son image r (M) est 
dans l'intersection des images de ces 2 lignes. 

M est l'intersection des droites (AM) et (DC). 
Or, l’image de (DC) par r est (BC), et l’image par r de (AM) est la perpendiculaire 
à (AM) en A. r (M) est donc à l'intersection de ces deux droites, donc c’est N. 
Le triangle AMN est donc rectangle et isocèle en A. 

2. Le milieu I de [MN] est tel que : 
2 AI=-—< AM 
2 

eg 20e JT 
AM; AI)= —-— ( er 

puisque le triangle AMN est rectangle isocèle. 5 
2 

I se déduit donc de M, par la similitude f de centre A, de rapport . et d'angle 

T 

4 

3. M décrit la droite (DC) et I= f (M), donc I décrit l'image de (DC) par f. Nous 
savons que cette image est une droite d’. Pour trouver d’, on peut chercher 
les images de D et C par f. Nous trouvons : f (D)=O, où O est le centre du 
carré et f (C)=B. Donc le lieu de I est la droite (OB). 

290 - Similitudes 



GÉOMÉTRIE 

1 Cercles homothétiques 

== 1.1. Cas de deux cercles non concentriques et de rayons 
différents 

RAPPEL 

€ et €’ sont des cercles non concentriques, de centres respectifs O et 
O’, de rayons respectifs R et R’, avec RÆR'. 

1. Aors, il existe deux homothéties, et deux seulement, transformant 
€ en €’ : 

! 

— l'une a pour rapport R et pour centre le point I de (00) tel que 

— l'autre a pour rapport DR et pour centre le point J de (O0) tel que 

R 
JO’ = -— JO. J KR] 

On peut dire que I est le barycentre des points massifs (O; R'), 
(O'; —R), et J celui de (O; R')}, (O'; R). 

2. Chacune des tangentes communes à € et €’ passe par l’un des 
points I ou ]J. 

1. Démontrez chacun des résultats énoncés ci-dessus. 

2. Indiquez et justifiez, la façon dont ont été construits I et ] sur la 
figure ci-dessus. 

3. Dans le cas de la figure ci-dessus, combien y a-t-il de tangentes 
communes à € et €’? 

== 1.2. Autres cas 

Déterminez les homothéties transformant € en €’ dans chacun des cas 

suivants : 

1. @ et €’ ont des rayons distincts et sont tangents extérieurement, 
puis intérieurement. 

2. @ et €’ ont des rayons distincts et sont concentriques. 

3. € et €’ ont même rayon. 
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(2 Segments homothétiques 

[AB] et [A'B’] sont deux segments donnés, AB+%A'B', et (AB) parallèle à 

(A'B'). 

1. Montrez qu'il existe deux homothéties AE 
et deux seulement qui transforment [AB] 

en [A'B'] situez leurs centres et précisez crus nn er ET 

leurs rapports. A' B' 

2. Montrez que les deux centres et les milieux de [AB] et de [A'B'] sont 
alignés. 

3. Application : ABCD est un trapèze, avec (AB) et (CD) parallèles. 
Les diagonales (AC) et (BD) se coupent en I, les côtés (AD) et (BC) se 

coupent en J. 
Montrez que la droite (IJ) passe par les milieux des bases (AB) et (CD). 

Problèmes de lieux géométriques 

Les six exercices sont indépendants. 
Les cinq premiers peuvent être résolus en utilisant une homothétie, le sixième 
en utilisant une similitude. 

== 3.1. det d’ sont deux droites fixes, sécantes en O. A est un point fixe. 

Une droite À varie en restant parallèle à une direction fixe. À coupe d en B 
et d'en C.lI est le milieu de [BC]. 

1. Quel est le lieu géométrique des points I lorsque A varie ? 

2. Quel est le lieu géométrique du centre de gravité des triangles ABC ? 

== 93.2. € est un cercle de centre O, A est un point extérieur au disque. 

M est un point de €. La bissectrice intérieure issue de O, du triangle AOM, 
coupe (AM) en N. 

Quel est le lieu des points N lorsque M décrit € ? 

Indication : dans tout triangle BCD, en notant E le point où la 
EC 

bissectrice intérieure de CBD coupe CD, on obtient : Co 

re = CPE 
c'est-à-dire : EC = —-—— ED. 

DB 

=== 3.3. Deux cercles € et €’ sont tangents extérieurement en un point A. 

P est un point fixe non situé sur €, non situé sur €’. Une sécante variable 
qui passe par P coupe € en M et N. La droite (AM) coupe €’ en M' et la 
droite (AN) coupe €’ en N’. 

ES Montrez que (M'N') passe par un point fixe. 

== 3.4. Deux cercles € et €’ sont tangents extérieurement en un point A. 

Dans ‘6, on trace une corde variable [AM], et dans €’, la corde [AM], 
perpendiculaire à [ AM]. 

EE Montrez que (MM') passe par un point fixe. 
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= 3.5. € est un cercle de centre O. 

À est un point de €. 
Deux points M et N, distincts de A, 

décrivent le cercle € de sorte que la 
longueur MN reste constante. On cons- 
truit le parallélogramme AMPN, et on 
note I le centre de ce parallélogramme. 

1. Montrez que l’orthocentre K du triangle MNP est un point fixe de la 
figure, autrement dit, qu'il est indépendant de la position de M et N. 

2. Quel est le lieu du point I? Quel est le lieu du point P ? 

3. Quel est le lieu de l'orthocentre H du triangle AMN ? 

== 3.6. € est un demi-cercle de dia- M € 
mètre [AB]. M est un point de € distinct 
de À et B. Nest le point de la demi-droite 
(BM), qui passe par M et tel que AM = 
BN. 

A B 
Quel est le lieu de N, lorsque M 
décrit € privé de A et B? 

Indication : choisissez un repère d'origine À et trouvez une relation 
entre l'affixe z de M et l'’affixe z' de N. 

4. Problème de construction 

La résolution de ces problèmes nécessite de connaître les résultats sur les 
cercles homothétiques (T.P.1). 

— Cercles tangents à un cercle donné et à une droite donnée 

€ est un cercle donné de centre ©. d est 
une droite donnée extérieure à €. 
On veut construire un cercle €, tangent 
à d'et à €. 

1. Supposons le problème résolu. 

Les notations sont signifiées par la 
figure. 

a/ Vérifiez qu'il suffit de connaître 
les points T et T; pour pouvoir 

construire le cercle ‘:. 
b/ Montrez que la droite (TT.;) passe 
par un point fixe. d 

Indication : 6 et 6, sont homothétiques. 

2. Synthèse 

a/ Déduisez du 1 un procédé de construction qui permette de tracer 
un cercle €, tangent à d et à €. 

b/ Justifiez que le cercle ainsi construit est effectivement tangent à € 
et à d. 
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Composition de deux homothéties. 
Une application 

== 5.1. Composition de deux homothéties de centres distincts 

h;:(O;; ki) et h:(O>; k)) sont deux homothéties données, avec O; ÆO:. 
Le but de l'exercice est de caractériser la transformation h,°h:. 

1. Utilisation des nombres complexes 
Les notations sont les suivantes : 
h;, transforme tout point M d'affixe z en un point M, d'affixe z;, tel que : 

Z1=Kk:2+b:, k; réel, k; #1. 
B2 transforme chaque point M, d’affixe z, en un point M’ d'affixe z', tel que : 

z'=k,;z1+b;, k) réel, k, F1. 

a/ Donnez l'écriture complexe de h;,°h:. 

b/ Déduisez-en que h,ch, est une translation lorsque k; k,= 1, et que 
h,°h, est une homothétie, de rapport k; k, lorsque K; k, F1. 

c/ Dans ce dernier cas, montrez que le centre de h,°h,, le centre de 
h, et le centre de h, sont alignés. 

2. Sans utiliser les nombres complexes 

ÿ a/ Montrez que, pour tous points M et N d'images M' et N’ par h;,°h; : 

M'N°=k:k>MN. 

b/ Supposez qu'une transformation f ait la propriété sui suivante : pour 

tous points M et N d'images M' et ni par f : M'N' = kMN, avec k réel, 
kÆ1. 
Démontrez que f est une bas de rapport k, lorsque k; k, #1. 

c/ Déduisez-en que h,°h, est une homothétie de rapport k; k,. Montrez 
que son centre est aligné avec O, et O2. 

Indication : choisissez un point À, posez A’ = f (A). Notez I le barycentre 
de (A’, 1), (A, —-k)et h l'homothétie de centre I de rapport k. Montrez 
alors que pour tout M, f(M)= h (M). 

==  ©.2. Une application (D'après Mélanges géométriques de 
M. Dofal) 

A1, A2, À3, À, sont quatre points donnés. 
Un mobile ponctuel M se déplace de la manière suivante. 
À l'instant initial, M est en M4. Ensuite, M se dirige de M, vers A, en ligne 
droite. Arrivé au point M;, milieu de [M A}, il se dirige en ligne droite vers 
A2. Arrivé en M,, milieu de [M; A], il se dirige en ligne droite vers A3. Arrivé 
en M:, milieu de [M, A;], il se dirige en ligne droite vers A4. Arrivé en Ma, 
milieu de [M; A;] il se dirige en ligne droite vers AÀ,, et ainsi de suite... 
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Sur la figure les points Mo, M4, Ms semblent alignés. Nous allons voir que 
ce n'est pas fortuit. 

1. Montrez que M, est l’image de M, par la composée de 4 homothéties : 
h4°h3°0h;,°h;, où pour chaque entier i de 1 à 4, h, est une homothétie 
de centre A;. Quel est le rapport de h; ? 

2. Notons H, l'homothétie : h,;°h:3°h,°h:. 
Quel est le rapport de H,? 

3. Quelle est l’image de M, par H,? Concluez sur l'alignement des 
points Mo, M4, Ma. 

4. Montrez que tous les points d'indice 4°, neN, sont alignés. 

5. On note G, le centre de H,. Placez G, sur la figure. 

lé. Utilisation des nombres complexes 

Les deux exercices sont indépendants. 

== 6.1. Étude d'une configuration 

ABCD est un quadrilatère convexe; on 
construit, à l'extérieur du quadrilatère, 
les triangles isocèles A’BA, B'CB, C'DC, 
D'AD, rectangles en A’, B', C', D’. 
Le but de l'exercice est de montrer que 
les droites (A'C’) et (B'D') sont perpen- 
diculaires et que les segments [A'C']et 
[B'D"] ont même longueur. 

(0: 1 j) étant un repère orthonormé 
direct quelconque, on désigne par a, b, 
c, d les affixes des points À, B, C, D. 
On peut remarquer par exemple que A 
se déduit de B par la similitude plane 

directe de centre À, de rapport 7 

RTE RE and 

co” 

1. Calculez les affixes des points A’, B’, C', D’. 

2. Déduisez-en les affixes des vecteurs A'C'’ et B'D’. 

Concluez. 

== 6.2. Recherche d'un ensemble de points 

On se propose de déterminer l'ensemble des points M dont l'affixe z est telle 

que : 
[A—-Dz+2-i|=V2. 

Si on pose z'=(1—-i)z+2-—i, on sait que le point M' d'affixe z’ est l'image 

du point M d'affixe z par une similitude s que l'on va préciser. 

1. Déterminez le centre, l’angle et le rapport de la similitude 5. 

2. Déterminez l’antécédent O, de O par s, O étant l'origine du repère 

dans lequel on considère les affixes des points. 

3. Déduisez-en que l'on a OM'= V? si et seulement si O,M=1. 
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4. Quel est l’ensemble des points M d'affixe z tels que : 

lA-Dz+2-i|=V2? 
5. Donnez d’autres méthodes conduisant au résultat. 

Autre présentation des similitudes directes 

Appelons similitude directe toute transformation f qui multiplie les distances 
par un nombre k>0 et qui conserve les angles orientés. 

1. Les translations, les rotations, les homothéties, les réflexions 
sont-elles des similitudes directes, au sens de cette définition ? 

2. Soit f une similitude directe qui multiplie les distances par k, 

(k>0). Notons h une homothétie de centre un point A et de rapport KL 

a/ Montrez que la transformation g = hcf est un déplacement. 

b/ Vérifiez que : f=h ‘cg. 

3. Supposons que g soit une rotation de centre I et d'angle 6, 0Æ0. 
Notez qu'a priori, I et A sont distincts. x 
Choisissons un repère orthonormal direct (A She j), dans ce repère 
l’affixe de I est «. 

: relation f=h ‘cg, déduisez l'écriture complexe de f dans 
ARR) 

b/ Déduisez-en que f a un point fixe I’ et un seul. 

c/ Vérifiez que f=h;c°r;, où r, est la rotation de centre L’ d'angle 6, et 
où h, est l'homothétie de même centre l’ et de rapport k. 
f est donc une similitude au sens de la Définition 1 du Cours. 
Supposons que g soit une translation de vecteur u. En écrivant la forme 
complexe de h ‘cg, dans un repère, vérifiez que f est une translation 
ou une homothétie. 
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EXERCICES ET PROBLÈMES 

Pour tester 

ses connaissances 

Pour les exercices 1 à 5, une seule des réponses 
proposées est exacte. 

1.| ABCD est un carré de sens direct. h est la 
— similitude de centre A, de rapport V2, d'angle 

TT 

1. Alors : par r°h : 

a/ l'image de D est O; 

b/ l'image de D est C; 

c/ l'image de C est D. 

2.|La transformation dont une écriture complexe 
est:z'=2Z—Ii est: 

a/ une translation; 

b/ une rotation; 

c/ une homothétie. 

83.|La transformation dont une écriture complexe 
est : Z'=(1+;i)z est : 

a/ une rotation; 

b/ une translation; 

c/ une similitude qui n’est ni une rotation, ni 
une translation. 

4.|La transformation dont une écriture complexe 
POS 2 =2Iz— 11 051: 

— IT 

a/ une similitude de rapport V2, d'argument 9 

JT 

b/ une similitude de rapport 2, d’argument s 

c/ une similitude de rapport 2, d'argument 7x. 

5.|La similitude dont une écriture complexe est : 
—z'=(1+i)z +38 a pour centre le point d’affixe : 

1 ; 
A Dci 

Mr: 

Pour Ss'’entraïner 

6. ABCD est un carré de sens direct. h est 
l'homothétie de centre A, de rapport 2; r est la 

: JT 
rotation de centre À, d’angle 5 

Construisez l'image du carré par her. 

_ ABCD est un carré de sens direct. h est 
l'homothétie de centre A de rapport V2; r est 

IT 
la rotation de centre A et d'angle Fi 

Construisez l'image du carré par hor. 

ABCD est un carré de sens direct. h est 
l’homothétie de centre D de rapport — V2; r est 

8T 
la rotation de centre D, d'angle . 

Construisez l’image du carré par her. 

9. ABC est un triangle équilatéral de sens direct, 
de centre ©. h est l’homothétie de centre O de 
rapport 2, r est la rotation de centre O, d'angle 

MA 

3 
Construisez l’image du triangle par her. 

10. ABCD est un carré de centre O tel que 
a — JT 

(AB, AD) = +5: ses la similitude de centre 

A, de rapport V2, d'angle ee 

Construisez l’image du carré par s. 

11. ABC est un triangle équilatéral tel que 

(AB, AC) = Te I est le milieu de [AB] et J 

est le milieu de [AC]. s est la similitude de 

centre J, de rapport V3, d'angle =. 

Construisez l’image du triangle par s. 

H2. ABC est un triangle rectangle isocèle en A tel 

que : (AB, AC)= Se On construit le carré 

CBED tel que (CB, Cb)= +2. s est la 

JT 

similitude de centre D, d'angle + +. de rapport 

V2. 
Construisez l'image de ABC par s. Que 
pouvez-vous dire du triangle image ? 

Similitudes - 297 = 



Pour les exercices 13 à 25, on donne l'écriture 
complexe, dans un repère orthonormal fixé, d'une 
transformation f. Reconnaissez f et précisez ses 
éléments caractéristiques. 

13. Z'=4Z—3. 14. z'=z-Ai. 

19 , 
145. z'=(1+i)z +21. 16. NE 

(1+iV3)z +1. 

18. z'=(2-2i)z+2-—3i. 

17. z' 

19. z'=-2jz -1., 

20. z'=(3+4i)z+4—21i. 

21.221) z 63477 

23. rar FLE 
1+)i : 

CPI, = EP. 
1 —; +1 

24. z'=5z-3i. 

25. z'=V2iz +4. 

26. Dans le plan complexe, f est la fonction : 

MZ): M (2) 

avec z'=u°z+u—1 

où u est un complexe donné. 

1. Déterminez l’ensemble des nombres com- 
plexes u pour lesquels f est une translation. 

2. Même question avec f rotation d’angle droit 
positif. 

3. Même question avec f homothétie de 
rapport — 2. 

4. Déterminez la nature de f et ses caractéris- 
tiques lorsque u = 1—i. 

Pour les exercices 27 à 30, on donne, dans un 
repère orthonormal fixé, l'écriture complexe d'une 
transformation f. Trouvez l'image par f des droites 
ou des cercles donnés. 

27.7 '=(1+2)2#2-5j; 

e D passe par A(1—-2i) et B(—1+;); 

e % a pour centre I(1—;) et pour rayon V5. 

28. z'=2iz —3; 

e €, a pour centre I(1+;) et pour rayon 2; 

e €, a pour centre © (0) et pour rayon 1; 

e D est la droite passant par les points 
communs à €. et €. 
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29. z'=(V3-i)z; 
e € passe par O (0); 

e D est la droite passant par : 

A(1+i) et B(—4i). 

30. z'=(3+4/)z-4#+21; 
€ passe par I(1—;) et est tangent en J(2) à 
la droite passant par J et K(2:i). 

Pour les exercices 31 à 33, À et À’ sont donnés 
par leurs affixes m et m'; le rapport k et l'angle « 
sont donnés par a =ke'*; trouvez l'affixe du centre 
de la similitude f de rapport k et d'angle « telle que 
f(A)=A". 

31-710; MM 2cP 31 
a=2+21i. 

32. m=1+2i, m'=3—i, 
a=V3-i. 

33. M=2—i, m'=3-—i, 
A—=9 441: 

Pour les exercices 34 à 38, ABCD est un carré tel 
re ES IT 

que (AB, AD) = — à On donne une homothétie h et 

une rotation r de centres distincts. Trouvez la 
similitude s,=r°h, puis la similitude s,=her, soit 
de manière géométrique, soit en utilisant des 
écritures complexes après choix d'un repère ortho- 
normal direct. Notez que, en général, hor#roh. 

34. h est l'homothétie de centre À, de rapport 2, 
: TT 

r est la rotation de centre B, d’angle 2 

35. h est l’homothétie de centre A, de rapport — 2, 
: JT 

r est la rotation de centre B, d'angle ue 

36. h est l'homothétie de centre A, de rapport 
— V2, r est la rotation de centre C, d'angle 

JT 
+ —: 

4 

37. h est l'homothétie de centre A, de rapport V2, 

r est la rotation de centre C, d’angle =, 

38. h est l'homothétie de centre D, de rapport > 

r est la rotation de centre O, d'angle ee O 

est le centre du carré. 



Les modifications du programme font que nombre 
d'exercices du baccalauréat sur les similitudes ne 
sont plus d'actualité. 
Parmi les modifications il faut noter : suppression 
de la composition des similitudes, des homothéties, 
suppression du théorème sur l'existence et l'unicité 
d'une similitude échangeant deux segments 
donnés. 

39. Soit P le plan complexe muni du repère 
orthonormal (O ; ü, ÿ), unité : 1 cm. On donne 
les points A et B d’affixes respectives 12 et 9; 
et l'application f de P dans P qui au point M 
d’affixe z associe le point M’ d’affixe Z défini 

3 
par Z= mr 

1. Démontrez que f admet un point invariant 
108 144 

QG de coordonnées (Æ 
25e 

que f est une similitude plane directe d'angle 

] Démontrez 

TT 3 
FE de rapport di Quel est son centre ? 

2. Quelles sont les images par f des points A 
et O? Montrez que Q est un point commun 
aux cercles (6;) et (6) de diamètres respectifs 
[OA] et [OB]. Etablissez que Q est le pied de 
la hauteur issue de O dans le triangle AOB et 
montrez que QAXQB=QO?. 
Faites une figure comportant les points À, B, 
Q ainsi que les cercles (6;) et (2). 

Dans le plan orienté on considère un carré 
ABOCD de centre ©. On suppose que ce carré 
est direct, c'est-à-dire que (AB, AD) a pour 

mesure =. On désigne par : 

r le quart de tour direct de centre A, 
t la translation de vecteur AB, E 
h l'homothétie de centre C de rapport V3. 

1. a/ Prouvez que r'=ter est une rotation, 
dont on précisera l'angle. 

b/ Déterminez les images de A et B par r. 
Déduisez-en le centre de r’. 

2. On se propose d'étudier la transformation 
ln) 

a/ Montrez que f est une similitude directe 
dont on précisera l'angle et le rapport. 

b/ Soit I le centre de f. Déterminez l'image 
— — JT 

de C par f. Prouvez que (IC, ID) et que 

ID = V3IC. 

c/ Déterminez et construisez l’ensemble T 
+ —— IT 

des points M du plan tels que (MC, MD) == 

Donnez une mesure de l'angle (CD, Ci). 
Placez I sur la figure. 

41 

42 

43. 

GÉOMÉTRIE 

d/ Prouvez que l'ensemble T’ des points M 
du plan tels que MD? — 3 MC? = 0 est un cercle 
dont on précisera le centre G et le rayon. 
Construisez T”. 

GO plan P est rapporté à un repère orthonormal 
(Oo ÉATA 

Soit z=x +iy l’affixe d’un point M{x, y) de 
ce plan. 

a/ Déterminez l'ensemble des points M du 
plan (P) tels que : 

(A —-)z+2i|=2. 

b/ Étudiez la transformation de (P), qui au 
point M d’affixe z, fait correspondre le point 
M' d’affixe : 

Zz'=(1-i)z +2i. 

c/ En utilisant la transformation précédente, 
retrouvez le résultat du a/. 

Le plan est rapporté à un repère orthonormal 
direct (unité : 2 cm). r est un nombre réel 
strictement supérieur à 1. 
On considère les points A(—1;0), A'(r;0)et 
HO) 
Soit (C) le cercle de centre A et de rayon 1, 
(C') le cercle de centre A’ et de rayon r. 
La figure sera faite dans le cas r =2. 

1. Dans cette question, r est quelconque dans 
l'intervalle ]1; + [. Déterminez, en fonction 
de r, le centre et le rayon du cercle (C:) 
transformé du cercle (C') par la similitude de 

IT 

et d'angle —- 
v2 4 

2. Dans cette question, r =2. Construisez l’un 
des triangles rectangles isocèles IMM' dont le 
sommet de l’angle droit M appartient au cercle 
(C) et le sommet M’ appartient au cercle (C'). 

centre I, de rapport 

Dans le plan on considère deux cercles C et 
C' de centres respectifs O et O’, de même 
rayon R, tangents extérieurement en un point 
A 
À tout point M de C on associe le point M’ de 
C' tel que : 

+ IT 

(OM, O'M')=S+2Kkx, k entier. 

TT 
1. Montrez qu'il existe une rotation d'angle 

dont on construira géométriquement le centre 
Q, qui envoie C sur C'. Quelle est l’image de 
M par cette rotation ? 

2. Montrez que I, milieu de MM, est l'image 
de M par une similitude f directe de centre Q. 
Déterminez les éléments caractéristiques de 
cette similitude. Déduisez-en le lieu de I quand 
M décrit C. 

3. Donnez l'image de © par la similitude f et 
une mesure de l'angle (OM, AÏ). 
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44. 

45. 

Soit O un point du plan orienté. À chaque point 
M du plan on associe le point G de la manière 
suivante : 
— si M est en O, Gest enO; 
— siMest distinct de O, on construit le triangle 
OMM' rectangle en M tel que : 

(OM, ONF) =. 

Le point G est alors le centre de gravité du 
triangle OMM'. 

1. Montrez que, si M est distinct de O : 

5 
a/ cos (OM, GOlssen: 

a V5 

b/ sin (OM, QUES 

OM 3 
2. Déduisez-en la nature et les éléments 
caractéristiques de la transformation S du plan 
qui à chaque point M associe G. 

3. Soit D une droite ne passant pas par ©. On 
suppose que M décrit D. 

a/ Quel est le lieu L du point G quand 
M décrit D? 

b/ Indiquez une construction géométrique 
de L. 

Dans le plan orienté, on considère un carré 

direct ABCD de centre O | c’est-à-dire tel que 

> —_—— TI 

(OÀ, OË) =?) 

Soit P un point du segment [BC] distinct de B. 
On note Q l'intersection de (AP) avec (CD). 
La perpendiculaire À à (AP) passant par A 
coupe (BC) en R et (CD) ens. 

1. Faites une figure (prenez BC=3 cm et 
BP =1 cm et placez (BC) horizontale sur la 
feuille). 

IT 
2. Soit r la rotation de centre A et d'angle 5. 

a/ Précisez l’image de la droite (BC) par r. 

b/ Déterminez les images de R et P par r. 

c/ Quelle est la nature des triangles RAQ et 
PAS? 

3. On note N le milieu du segment [PS] et M 
celui du segment [QR]. 
Soit s la similitude directe de centre À, d'angle 

T et d _ — et de rapport ——- 4 CRETE 
a/ Précisez les images des points R et P 
par s&. 

b/ Quel est le lieu géométrique du point N 
quand P décrit le segment [BC] privé de B? 

c/ De ce qui précède, déduisez que les points 
M, B, N et D sont alignés. 
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46. 

47. 

48. 

49. 

50. 

51. 

B et C sont deux points fixes. Un point A varie 
de sorte que le triangle ABC soit rectangle en 
A. 
Quel est alors le lieu géométrique du centre 
de gravité du triangle ABC ? 

Trois points donnés A, B, C sont tels que 
AC =3 AB. 
Un point M décrit le cercle de diamètre [BC]. 
La parallèle à (CM) passant par B coupe (AM) 
en P. 
Quel est le lieu géométrique du point P ? 

d est une droite fixe. À et B sont deux points 
fixes non situés sur d. On note C le symétrique 
de A par rapport à un point M de gd. 
Lorsque M décrit d : 

a/ Quel est le lieu du milieu E de [AM]? 

b/ Quel est le lieu du centre de gravité G du 
triangle ABM ? 

c/ Quel est le lieu de C7? 

d/ Quel est le lieu du point d’intersection de 
(BM) et (CO) (O étant le milieu de [AB]) ? 

On donne un cercle € de diamètre [AB], de 
centre O, et un point I de la droite (AB) 
extérieur au cercle €. 
A tout point M de € distinct de A et B, on 
associe le point N diamétralement opposé à 
M sur € et le point M’ d'’intersection des droites 
(BN) et (IM). 
Quel est le lieu du point M’ lorsque M décrit 
€ privé de A et B? 

B et C sont deux points fixes. 
H est un point fixe du segment [BC]. À est un 
point variable de la droite À perpendiculaire 
en H à (BC). 
G est le centre de gravité du triangle ABC, E 
est le milieu de [AC], F est le milieu de [AB]. 
Quels sont les lieux respectifs des points G, 
Etet F:? 

€ est un cercle de centre O, A et B sont deux 
points diamétralement opposés sur €. 

a/ Pour tout point M de €, distinct de A et B, 
on construit le point Q tel que MABQ soit un 
parallélogramme. Déterminez le lieu géométri- 
que du point I, milieu du segment [MQ]; puis 
le lieu du centre de gravité G du triangle BQM, 
lorsque M décrit € privé des points A et B. 

b/ On note N le symétrique de A par rapport 
à M et P le point d'intersection des droites 
(ON) et (BM). Quel rôle joue le point P 
relativement au triangle ANB ? 
Trouvez une homothétie de centre B transfor- 
mant M en P et déterminez le lieu géométrique 
du point P lorsque M décrit & privé des points 
A et B. 



52. On donne un cercle % et deux points distincts 
A etB de €. 
M est un point variable de % distinct de A et 
B. On note E le milieu de [BM] et F le milieu 
de [AE]. La droite (MF) coupe (AB) en I. 
Quel est le lieu géométrique du point I lorsque 
M décrit € ? 

Pour chercher plus 

53. Lieu géométrique 

Trois points À, B C sont donnés sur un cercle 
€ de centre O et M un point variable de € tel 
que ABCM soit un quadrilatère convexe. 
Trouvez le lieu géométrique du point d'inter- 
section des droites passant par les milieux des 
côtés opposés de ce quadrilatère. 

54. d, et d, sont deux droites sécantes en A.I 
est un point extérieur à d, et à d,. Construisez 
un point M de d, et un point N de d,, tels que 

es DES 
IN= —-—IM. 

2 

55. € est un cercle et I est un point non situé sur 
€. Construisez une droite qui passe par I, qui 
coupe le cercle en deux points A et B de sorte 
que A soit le milieu de [IB]. 

56. est un cercle de centre O, A est une droite 
extérieure au disque. Construisez une droite 
qui passe par O, qui coupe € en M, AenN, 
de sorte que M soit le milieu de [ON]. 

57’. d, et d, sont deux droites non parallèles, 
mais leur point d’intersection O est en dehors 
de la feuille. 
M est un point de la feuille. 
Comment tracer néanmoins la droite (OM) 
sur la feuille ? 

58. Une similitude cachée 

(O: f, j) est un repère orthonormal direct. D 
est la droite (O: À), A est la droite (O; j), ü et 
v sont des vecteurs non nuls tels que : 

Gu)=Gy=+e 

59. 

GÉOMÉTRIE 

Pour chaque point M, on note D,, et Au les 
droites qui passent par M et de vecteurs 
directeurs respectifs U et V. D,, coupe D en 
m, Au Coupe À en D. 
On note M' le point dont les projections 
orthogonales sur D et A sont respectivement 
m et p. 
Enfin, on note f la fonction : M -— M'. 

Le but de l'exercice est de démontrer, de deux 
façons, que f est une similitude. 

1. Méthode géométrique 

a/ Construisez l'image de M dans chacun des 
cas suivants : 

e M n'appartient pas à la réunion de D et de 
te 

e M appartient à D, et M est distinct de O. 

e M appartient à À, et M est distinct de ©. 

e M=0C. 

b/ On suppose M distinct de ©. Montrez que 
les points O, m, p, M et M’ sont sur un même 
cercle; montrez que le triangle OMM' est 

rectangle en M et que (OM, OM’) = Lee 

c/ Déduisez-en que f est une similitude. 

2. Méthode analytique 

a/ Démontrez que les coordonnées (x'; y’) 
de M' sont : 

ss =x—y V3 

y'=xV3+y 

où (x; y) sont les coordonnées de M. 

b/ Exprimez l’affixe z' de M' en fonction de 
l’affixe z de M, et déduisez-en que f est une 
similitude. 

OO'A est un triangle rectangle isocèle en A 

et (AO, AO’) = Fa 
Les cercles € et €’ passant par A et de centres 
respectifs O et O’ se recoupent en B. 
A tout point M de €, on associe M' de €’ tel 

+ —— JT 

qu'une mesure de (OM, O'M’) soit re 

1. Montrez qu'il existe une rotation r, que vous 
caractériserez, transformant O en O'et Men 
M'? 

2. M étant distinct de B, les droites (BM) et 
(BM') recoupent respectivement €’ en N’ et 
€ en N. Montrez que N' est l’image de N par 
la rotation r. 

3. On construit les carrés MBM'P' et NBN'Q'. 
Montrez que les points P et Q sont respective- 
ment les images des points M et N par une 
similitude directe S dont vous préciserez 
centre, rapport et angle. Déduisez-en les 
ensembles décrits par les points P et Q lorsque 
M varie sur €. 
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Recherche d’ensembles 

S est la transformation dont l'écriture com- 
plexe dans un repère orthonormal est : 

z'=(1+i)z+2. 

1. a/ Vérifiez que S est une similitude, préci- 
sez ses éléments caractéristiques. Le centre 
de S sera noté I. 

b/ Donnez une construction géométrique du 
point M’ image par S d’un point M. 

l’ensemble €, des points M tels 
[OM’ M. avec M'=S (M)? 

3. Quel est l’ensemble €, des points M tels 
que OM-:OM' = 0, avec M'=S (M)? 

4. Donnez une construction géométrique des 
images des points d’intersection de €, et €. 

Dans le plan rapporté à un repère orthonormé 
direct (©: Ü, V) (unités graphiques :5 cm), on 
considère les points A d’affixe 1 et B d’affixe i. 
On appelle D l’image de A dans la rotation de 

centre O et d'angle et C l’image de B 

27 
dans la rotation de centre O et d’angle mi 

1. a/ Faites une figure. 

b/ Montrez que les points À, B, C, D sont sur 
un même cercle (T) dont vous préciserez le 
centre et le rayon. 

c/ Déterminez la nature du triangle OCD; 
déduisez-en que AB = CD. 

2. a/ Calculez les affixes des vecteurs AD et 
BC. Déduisez-en la nature du quadrilatère 
ABCD. 

b/ Démontrez que les diagonales (AC) et (BD) 
sont perpendiculaires et que AC = BD. 

3. On désigne par J le point d'intersection de 
(AC) et (BD) (le calcul de l’affixe de J n'est 
pas demandé dans cette question). 
Démontrez que (OJ) est un axe de symétrie 
de ABCD. 

4. Soit h l’homothétie qui transforme A en C 
et D en B, et soit r la rotation de centre J et 

d'angle ï 
9 2 

a/ Comparez r°h et her. 

b/ On note S=hcr. Donnez la nature de S 
et ses éléments caractéristiques. 

c/ Déterminez l’image de A par S. Déduisez- 
en l’affixe de J. 

d/ Démontrez géométriquement que l’image 
O’ de © par S est sur la droite (OB). 
Calculez l’affixe de O. 

Rs 502 - Similitudes 

Problèmes de synthèse 

62. Suites de carrés 

Dans le plan P rapporté à un repère ortho- 
normé (O; j, j) on considère les points A, de 

l'axe (O:; À) définis par : 

OA; = j, A, A;=?2i, 

Ass =D TM ARA EA=E PAIE 

puis les carrés K;, K:, …, K,, … construits 
respectivement sur les segments [OA:;], 
[A; A2], …, [A, _:A,], … et dont les sommets 
ont une ordonnée positive. 

K, est l’ensemble des quatre points O, A;, B:, 

C:, 

K, est l’ensemble des quatre points A;, A, 

B;, C>, 

K, est l’ensemble des quatre points A, _:, À,, 
B,, C,, où l’abscisse de B, est supérieure à 
celle de C,.. 

On fera une figure en prenant un centimètre 
comme unité. 

I. Étude de la suite des carrés K, 

1. Calculez les coordonnées de B,, et de C,. 
Montrez que les points C:, C>, …, C, d’une 
part, les points B;, B;, …, B, d'autre part 
appartiennent à deux droites dont on donnera 
des équations. 

2. Soit O, le centre du carré K,. 
Calculez les coordonnées de I, et précisez la 
disposition des points I,. 

3. Calculez l’aire u, de K,, puis la somme : 

S;, = Us +Us+..+u,. 

S 
Déterminez la limite de la suite (&). 

4. Montrez que, pour tout n =1, il existe une 
homothétie de centre Q (— 1; 0) transformant 
le carré K; en le carré K,. Précisez le rapport 
de cette homothétie. 
Retrouvez ainsi les résultats obtenus au 1. et 
au 2. 

5. Soit d la rotation de centre O, et d'angle x. 
Montrez que h'=hcd est encore une 
homothétie transformant K; en K, ; déterminez 
son centre Q' et son rapport lorsque n = 2. 

II. Etude des similitudes directes transfor- 
mant K, en K, 

On connaît déjà deux similitudes directes 
transformant.K, en K;, à savoir les homothé- 
ties h et h’ introduites dans la partie I. On se 
propose de les déterminer toutes. 

1. Soit f une similitude directe transformant 
K; et K. Prouvez que g=h "cf est une 
similitude directe laissant K; globalement inva- 
riant. 



63. 

2. Soit g une similitude directe laissant K, 
globalement invariant. 

a/ Prouvez que g fixe le centre O, de K.. 

b/ Montrez que g est une rotation. 

3. Explicitez toutes les similitudes directes g 
laissant K; globalement invariant, en fonction 

de la rotation r de centre O, et d'angle . 

4. Déduisez-en que les seules similitudes 
directes transformant K, et K, sont h, h', her 
et h'or. 
Déterminez leur rapport et leur angle. 

5. A tout point M d'affixe z on associe son 
image par l’une des similitudes h, h', her et 
h'or. 
Calculez les affixes de ces images, notées 
respectivement z;, Z>, z; et z, en fonction de 
Z. Déduisez-en les centres «w et w' des 
similitudes h°r et h'or. 
Placez sur une même figure K;, K;, O;, O;, 
Q, Q', w et w'. 

6. Déterminez l’ensemble des points N tels 
que NO; =2N0O.. 
Prouvez enfin que les centres des similitudes 
précédentes appartiennent à cet ensemble et 
complétez la figure. 

(Bac E.) 

Des « jolygones » 

Soit P le plan co 
> 

lexe rapporté à un repère 
orthonormé (O; j, j). 

I. 1. On prend pour point M, l’origine O du 
repère; soit alors M, le point du plan P tel que 

M M; e fe 

On fixe un nombre réel r > 0 et un nombre réel 
6 dans R—-{kx;keZ}. Soit M, le point du 
plan P tel que : 

Inn] = 7 IN | 
et : (Mo M; Ê M; M;) = 0; 

Calculez l’affixe v, du vecteur MM; et l'affixe 

v. du vecteur M; M. 

2. Les points M,, M:, M; ayant été définis 
ci-dessus, pour tout n =1 dans N, on définit 
le point M, ,, à partir des points M,_; et M,, 
par : 

M, M,.:|=r M: M, || 

et : 

(M, -: M, ; M, M, ::) = 0. 

On obtient ainsi une suite de points : 

Mo, M;, M, …., M,,, …. 

et la figure obtenue en traçant les segments 

[MoM:}, [Mi MB], …, [M, M, ,;], … est appelée 

« jolygone ». 
On note v, l’affixe du vecteur M, M, ;:. 

GÉOMÉTRIE 

a/ Démontrez que pour tout n >1 : 

V, =re 1, + 

b/ Déduisez-en, pour tout n >0, l'expression 
de v, en fonction de n, r et 6. 

SE 
c/ Dans cette question, on suppose r =—= et 

IT 
0=—- 

4 

Calculez v, pour 0<n <3 et placez les points 
Mo, M3, M, M3, M,, en prenant 8 cm pour 
unité de longueur. 

IT. Dans toute la suite du problème on sup- 
pose 0<r<1 et, pour tout n =0, on note z, 
l’affixe du point M,.. 

1. Calculez z,, z, et z.. 

2. Pour tout n =0, exprimez v, en fonction de 
Zn et Z: +1; déduisez-en que, pour tout n >1 : 

Zn = Vo+V: He eV 

3. On rappelle que pour tout nombre com- 
plexe z<i,ona: 

1—-2Z° 
1+z+z?+..+2zmi- 

127 

Calculez, pour tout n =0, z, en fonction de n, 
r et 6. 

4. a/ Démontrez que le module du nombre 
a | 

complexe z, RCE" T tend vers O0 quand n 

tend vers + oo. 

b/ On note Q le point du plan P d'affixe 

or ne Interprétez géométriquement le 

résultat de la question a/ ci-dessus. 

5. Pour tout nZ0, on note z; l’affixe du 
vecteur QM,. 

a/ Calculez z; en fonction de n, r et 6. 

b/ Établissez qu'il existe un nombre complexe 
a 0 tel que, pour tout n=>1,z;=az; 1. 

c/ En interprétant géométriquement la rela- 
tion précédente, déterminez une similitude 
directe f telle que, pour tout n >=1 : 

f(M,_1)=M,. 
Précisez le centre, le rapport et l'angle de cette 
similitude. 

’ 

d/ Dans cette question, on suppose r =——et 
V2 

IT ñ 
= calculez dans ce cas les coordonnées 

du point Q et placez ce point sur la figure 
précédemment tracée. 
Indiquez une construction géométrique simple 
de M, connaissant Q et M,_, et placez les 
points M, M6, M; et M sur la figure. 

(Bac E.) 
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Notions sur 

les transformations 
| T.P. d'application 

He co de l’espace 

Pour l'étude de la géométrie de l’espace, les transformations essentielles restent les 

translations, les homothéties, les réflexions, les rotations. 

L'étude des symétries ou des rotations laissant un solide invariant est utile dans 

d'autres domaines que les Mathématiques, par exemple en Mécanique ou dans l'étude 

des cristaux. 

RE DA NNRRR 

1 Translations 

1.1. DÉFINITION ET PROPRIÉTÉS 

DÉFINITION 1 

La translation de vecteur ü est la transformation qui, à chaque point 
M de l'espace, associe le point M’ tel que MM = =u. 

Propriétés 

e test la translation de vecteur u. 

Alors, pour tous points M et N de l’espace, avec M'=t(MetN'=t(N),onaM'N'=MN. 

e t>et t> sont les translations de vecteurs respectifs u et v. 

Alors : 

ob= trot =t: u+v 

où t7.,7 est la translation de vecteur u + v. 

1.2. IMAGES D'UNE DROITE, D'UN PLAN, D'UN CERCLE, 
D'UNE SPHÈRE 

Par une translation : 

e l'image d'une droite est une droite parallèle; 

© l'image d’un plan est un plan parallèle: 

e l'image d’un cercle situé dans un plan P est un cercle de même rayon et situé dans 
un plan parallèle à P; 

e l'image d’une sphère est une sphère de même rayon. 

Nous admettrons ces résultats. 
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[2] Homothéties 

2.1. DÉFINITION ET PROPRIÉTÉS 

DÉFINITION 2 

L'homothétie de centre le point O et de rapport le réel k non nul est la 
transformation qui, à chaque point M de l'espace, associe le point M’ 
tel que OM'=KkOM. 

Lorsque k = — 1, l'homothétie est la symétrie centrale de centre O. 

Propriétés 

e h est l'homothétie de centre O et de rapport k. 

Alors, pour tous points M et N de l’espace, avec M'=h(M) et N'=h(N) on a 
M'N'=kMN. 

e Le centre O, un point M, et son image M'= h (M) sont alignés. 

2.2. IMAGES D'’UNE DROITE, D'UN PLAN, D'UN CERCLE, 

D'UNE SPHERE “ 

© Par une homothétie, l’image d'une droite 

est une droite parallèle. 

En effet, si la droite d passe par le centre O 

de l’homothétie h, alors il est évident que 

l'image de d est la droite d elle-même. 

Si d ne passe pas par O, alors d et O sont 

dans un même plan P, et l’on sait que dans 

ce plan, l'image de d est une droite d' 

parallèle à d. 

e Par une homothétie, l'image d'un plan est 

un plan parallèle. 

e Par une homothétie, l'image d'un cercle 

€ est un cercle €’. 

Les plans des deux cercles sont parallèles, 

les deux centres se correspondent dans 
! 

l'homothétie et le rapport 5 où R est le rayon 

de € et R' celui de €’, est égal à la valeur 

absolue du rapport d'homothétie. 

e Par une homothétie, l'image d'une sphère 

est une sphère. 

Nous admettrons ces résultats. 
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[3 Réflexions ou symétries orthogonales 

3.1. DÉFINITIONS 

DÉFINITION 3 

La réflexion d’axe la droite d est la 
transformation qui laisse invariant cha- 
que point de d, et qui à chaque point M 
n’appartenant pas à d, associe le point 
M' tel que d soit la médiatrice de [MM] 
dans le plan défini par M et d. 
La réflexion de plan P est la transforma- 
tion qui laisse invariant chaque point 
de P et qui, à chaque point M n'apparte- 
nant pas à P, associe le point M’ tel que 
P soit le plan médiateur du segment 
[MM]. 

Le plan médiateur du segment [MM] lorsque M ÆM' est le plan qui contient le milieu 

de [MM] et qui est perpendiculaire à la droite (MM). 

3.2. CENTRE DE SYMETRIE, AXE DE SYMETRIE, 

PLAN DE SYMETRIE D'UNE FIGURE 

Dire qu'une droite d (resp. un plan P) est un axe de symétrie d'une figure FE (resp. 

un plan de symétrie) signifie que l’image de F par la réflexion d’axe d (resp. par la 

réflexion de plan P) est la figure F elle-même. 

Dans ce cas, on dit que F est globalement invariante par la réflexion d’'axe d (resp. 

par la réflexion de plan P). 

Dire qu'un point O est centre de symétrie d’une figure F signifie que l’image de F par 

la symétrie centrale de centre O est la figure F elle-même. 

Dans ce cas, on dit que F est globalement invariante par cette symétrie centrale. 

Pour des exemples, reportez-vous aux Travaux pratiques d'application. 

3.3. IMAGE D’UNE DROITE, D'UN PLAN, D'UN CERCLE, 
D'UNE SPHERE 

Par une réflexion : 

e l'image d’une droite est une droite, en général non parallèle; 

e l’image d'un plan est un plan, en général non parallèle; 

e l'image d'un cercle est un cercle de même rayon; 

e l'image d'une sphère est une sphère de même rayon. 

Nous admettrons ces résultats. 

3.4. COMPOSEE DE DEUX RÉFLEXIONS PAR RAPPORT 
A DES PLANS SECANTS 

P, et P, sont deux plans sécants selon la droite d; s, et s, sont respectivement les 
réflexions de plans P, et P:. 

Etudions la composée s,°s,, en cherchant l'image d’un point M par s,°51. 
Si M est situé sur d, alors M est invariant par s,cs.. 
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Considérons donc un point M non situé 

sur d. Notons Q le plan passant par M et 

perpendiculaire à la droite d. 

Ce plan Q coupe P; et P, selon deux 

droites d, et d, sécantes en un point m 

de d. 

Notons M’ l'image de M par la réflexion 

d'axe d;; le milieu de [MM] qui est sur 

d;, appartient donc à P,; par ailleurs 

(MM) est perpendiculaire à P;, car ortho- 

gonale à deux droites sécantes de P;, à 

savoir d et d:. 

Donc P, est le plan médiateur de [MM'|, 

et M’ est aussi l’image de M dans la 

réflexion de plan P:. 

De même, le point M" image de M’ dans la réflexion d'axe d, est aussi l’image de M' 

dans la réflexion de plan P.. 

Donc M"=(s,°s,)(M) et M'=(s,:°5s;:)(M), en notant s: et s; les réflexions du plan 

Q, d'axes respectifs d, et d. 

Dans le plan Q, on passe donc de M à M” par la rotation égale à la composée des 

deux réflexions 52 et si. 

Orientons la droite d, définissant ainsi une orientation du plan Q (voir chapitre 7, 

paragraphe 7.2.). 

Nous pouvons alors mesurer l'angle (u;; u;) où u; est un vecteur directeur de d, et 
u; un vecteur directeur de d2. 

Dans ces conditions, M" s'obtient à partir 

de M par la rotation dans le plan Q, de 

centre m et d'angle 2(u;; u;). 
Remarquons alors ceci : soit R un autre 

plan perpendiculaire à d; R coupe P, et 

P, selon deux droites d; et d:. Les droites 

d, et d' sont parallèles, de même que d; 

et d’. L'orientation de d étant fixée, les 

plans R et Q sont orientés, et nous 

admettrons ici que 2(u;; u;)=2(u;; ui) 
où FA et u} sont respectivement des 

vecteurs directeurs de d; et de d;; en 

d'autres termes, nous admettrons ici que 

l'angle 2(u;; u:) ne dépend pas de M. 
Cette étude conduit à poser la définition 

suivante. 

4 Définition d’une rotation autour d’un axe 

DÉFINITION 4 

d est une droite, k un vecteur unitaire de d orientant la droite d (ainsi 
tout plan Q perpendiculaire à d est orienté). 
La rotation d’'axe d orienté par k et d'angle « est la transformation 
définie par les conditions suivantes : 

e si M n'est pas sur d, désignons par m le projeté orthogonal de M 
sur d, et par Q le plan passant par m et orthogonal à d. 
Le point M’, image de M par la rotation, est le point du plan Q tel que : 

mM'=mM et (mM; mM')=a; 

e si M est sur d, alors M'=M. 
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On note r(d, k, «) cette rotation. cs 
Si l'on oriente d par le vecteur —Kk, — 

l'orientation du plan Q est changée et k 

alors : 
ea _ + 

r(d, Kk, 4)= T0, =JK, — à). 

Avec cette définition, nous pouvons 

énoncer le résultat du paragraphe précé- 

dent selon le théorème suivant : d 

THÉORÈME 1 

La composée s,°s. de deux réflexions s, et s, de plans respectifs P; 
et P, sécants selon une droite d, est une rotation d’axe d. 
Pour obtenir l'angle de la rotation, on oriente la droite d, et on choisit 

un plan Q perpendiculaire à d. Ce plan est alors orienté par sa normale 
d. Il coupe P, et P, selon deux droites d, et d;; l'angle de la rotation 
est alors 2(u;; ü) où u, est un vecteur directeur de d, et u> un vecteur 
directeur de d. 

Réciproquement, toute rotation autour 
d'un axe se décompose en le produit de 

deux réflexions par rapport à des plans 

sécants selon d, l’un de ces plans pou- 

vant être choisi arbitrairement. 

Nous admettrons ces résultats. 

DÉFINITION D'UN DEMI-TOUR 

Remarquez que la rotation d'axe d 
et d'angle x est la réflexion d’axe 
d ; on appelle cette transformation 
le demi-tour d’axe d. 

15 Propriétés communes à ces transformations 

Comme en géométrie plane, on peut démontrer que chacune des transformations 

considérées, translation, homothétie, réflexion, rotation : 

e conserve le barycentre; 

e conserve le parallélisme : elle transforme deux droites (resp. plans) parallèles en 

deux droites (resp. plans) parallèles: 

e conserve l'orthogonalité : elle transforme deux droites orthogonales (resp. plans 

perpendiculaires) en deux droites orthogonales (resp. plans perpendiculaires). 
Nous admettrons ici ces ésultats. 

En outre, les translations, les réflexions, les rotations sont des isométries : elles 

conservent la distance, ainsi que les aires planes et les volumes. 
En revanche, en général, les homothéties ne conservent pas la distance: une 
homothétie de rapport k, «multiplie les distances par |k|, les aires par k? et les 
volumes par |k/° ». Nous admettrons ici tous ces résultats. 
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GEOMETRIE 

PRAVATOPRATIQUES D APPETCATIONT 

Exemples de recherche de réflexions ou 
de rotations laissant invariant un solide usuel 

= 1.1. Le tétraèdre régulier 
Considérons un tétraèdre régulier 
ABCD. Le but de l'exercice est de 
trouver toutes les réflexions et les 
rotations laissant le tétraèdre globa- 
lement invariant, ce qui revient à 
trouver les réflexions et les rotations 
laissant l'ensemble {A, B, C, D} 
globalement invariant. 
On remarquera que l'isobarycentre 

des points À, B, C, D est invariant 

par chacune de ces transformations; 
il appartient donc à l'axe ou au plan 
d'une réflexion, ainsi qu’à l’axe d'une 
rotation laissant {A, B, C, D} globale- 
ment invariant. 

a/ Iet J sont les milieux des arêtes opposées [AB] et [CD]. 

Montrez que la droite (IJ) est perpendiculaire à chacune des droites 
(AB) et (CD). 
Déduisez-en que (IJ) est axe de symétrie du tétraèdre. 
Définissez de la même manière deux autres axes de symétrie du 
tétraèdre. 

b/ H est le centre de gravité du triangle BCD. 
Montrez que la droite (AH) est perpendiculaire au plan (BCD); donnez 
une mesure de chacun des angles (HB; HC), (HC; HD) et (HD; HB). 
Déduisez-en qu'il existe trois rotations d'axe (AH) conservant le 
tétraèdre, l'un étant la transformation identité de l’espace. On notera 
id cette identité. 

Montrez alors qu'il existe 8 rotations distinctes de id laissant le 
tétraèdre globalement invariant et qui ne sont pas des réflexions. 

Indication : on remarquera qu'une réflexion d'axe d est une rotation 
d’axe d et d'angle plat. 

c/ Montrez que la réflexion de plan (ABJ) laisse le tétraèdre globale- 
ment invariant. 

Définissez de la même manière 5 autres plans de symétrie du tétraèdre. 

d/ Existe-t-il d'autres réflexions ou rotations laissant le tétraèdre 
globalement invariant ? 

Vocabulaire : considérons une rotation laissant un polyèdre invariant; si 
2k7 

l'angle de cette rotation est » Où n est un naturel, n >=2, et k un entier 

tel que 1<k<n — 1 on dit que l'axe de cette rotation est un axe d'ordre n du 

polyèdre (si n =2 on dit aussi axe binaire, ternaire si n =3, quaternaire du 
polyèdre (si n =2 on dit aussi axe binaire, ternaire si n =3, quaternaire si 

n = 4). 
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Ce] 1.2. Le cube 

Considérons un cube ABCDA'B'C'D'. On se 

propose de trouver les réflexions et rotations 

laissant ce cube globalement invariant, ce qui 

revient à trouver les rotations et réflexions 

laissant l’ensemble {A, B, C, D, À’, B',C’, D'} 
globalement invariant. 

a/ Montrez que le cube admet un centre de 

symétrie. 

b/ Let ] sont les centres des carrés AA’D'D et 
BB/C:C: 
Montrez que (I]) est un axe quaternaire du 

cube. 
Pouvez-vous définir, de la même manière, deux 
autres axes quaternaires du cube ? Vérifiez que 
ces axes quaternaires sont aussi axes de 
symétrie du cube. 

c/ B se projette orthogonalement en H sur 
CAC? 
Montrez que H est au tiers de [AC] à partir 

de A. D (@ 

d/ Montrez que D et A’ se projettent orthogona- 
lement en H sur (AC). 

e/ Montrez que D', B' et C se projettent av? 
orthogonalement en K sur (AC), K étant au 
tiers de [AC'] à partir de C’. 

©? 

f/ Montrez alors que (AC) est un axe ternaire 
du cube, et que les autres diagonales sont 
aussi des axes ternaires. A a B 

Indications : vous pouvez remarquer que H C' 
peut être considéré comme le centre du trian- 
gle A’DB dans le tétraèdre régulier C'A’DB. 

g/ A'"et C” sont les milieux des côtés [AA'] et 
[EC 
Montrez que (A”C") est un axe de symétrie (ou 
axe binaire) du cube. 

Définissez de la même manière cinq autres à A 
axes de symétrie du même type. \ 
h/ Déduisez-en que le cube admet neuf axes A 
de symétrie (n'oubliez pas les axes d'ordre 4). 

i/ Montrez que le cube admet six plans de 
symétrie perpendiculaire aux axes de symétrie. 

f*/ Montrez qu'il n'existe pas d'autres rota- 
tions ou réflexions laissant le cube globale- 
ment invariant. 
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[2] Autour du cube 

ABCDEFGH est un cube. 
I est le milieu de [HD], O est le milieu de [AC], M est le milieu de [HF]. Le 
plan (ACT) coupe (BF) en K et J est le point tel que D soit le milieu de [JH]. 

F 

1. Montrez que le plan (ACID) est le plan médiateur de [F]]. 

2. Montrez que les segments [FJ] et [AC] se coupent en O et que les 
plans (ACID) et (FH]) sont perpendiculaires et sécants selon (OI). 

3. s est la réflexion de plan (ACI). 

a/ Quelles sont les images par s des points À, C, F? 

b/ D se projette en d sur le plan (ACI). 
Vérifiez que d appartient à (OI). Construisez alors l’image D’ de D 
par s. 
Déduisez-en la position de H’= s (H) et B'=s(B). 

Indication : vous pouvez utiliser le fait que I est le milieu de [HD] et 
que O est le milieu de [BD]. 

c/ Montrez que M se projette en d sur le plan (ACI). Construisez 
M'=s(M). 

4. Les plans (ACT) et (EFJ) sont perpendiculaires. 
Montrez que leur intersection est la droite (Oa), æ étant le point 

commun aux droites (AI) et (EJ) dans le plan (EJA). 

Construisez alors le projeté orthogonal de E sur le plan (ACI) et 
E’=S$s (E). 
Déduisez-en que G’=s(G), sachant que M est le milieu de [EG]. 
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EXERCICES ET PROBLÈMES 

Pour s’entrainer 

1. ABCD et ABEF sont deux carrés situés dans 
des plans perpendiculaires. 

a/ Démontrez que (FC) est orthogonale à (DB) 
et à (AË). 

b/ H et K sont les centres de gravité des 
triangles ABC et ABF. 
Montrez que (HK) est la perpendiculaire com- 
mune à (DB) et (AE). 

2. P, et P, sont deux plans sécants; déterminez 
les plans P tels que pour la réflexion s de plan 
P on ait : 

S (P:)=P2. 

3. P, et P, sont deux plans sécants: déterminez 
les demi-tours d tels que : 

d'(P:)=P2. 

Pour les exercices 4 à 6, d, et d, sont les 
demi-tours d'axes D; et D, ; en les décomposant en 
réflexions, déterminez d,°d;. 

> D, parallèle à D.. 

: D, perpendiculaire à D. 

o D, orthogonale à D.. 

. Trouvez le lieu géométrique du symétrique d’un 
point © par rapport à un plan P qui passe par 
une droite fixe. 

Trouvez le lieu géométrique du symétrique d’un 
point O par rapport à une droite qui varie dans 
un plan en passant par un point fixe I. 

À, B, C sont trois points non alignés. A tout point 
M de l’espace, on associe les points M, et M, 
tels que MABM, et MACM, soient des parallélo- 
grammes, puis le point M’ tel que MM, M M' 
soit un parallélogramme. 
Identifiez la transformation qui transforme M en 
M'. 

© 

10. Un triangle JAB rectangle dans un plan Q a 
pour longueurs de ces côtés : JA=5, JB=3 

nl 
et AB=4,. Le point I est tel que JI Fe JA. On 

note P le plan perpendiculaire à Q contenant 
le côté [AB], S la sphère de centre I et de 
rayon 3, h l'homothétie de centre J et de 
rapport 2. 
Précisez dans le plan P les intersections de P 
avec les sphères S et h (S). 

11. On considère dans l’espace quatre points A, 
B, C, D tels que : 

12. 

13 

AC=AB=BC=BD=AD-=a 

(a réel positif donné). 

1. a/ I étant le milieu du segment [AB], 
montrez que les droites (IC) et (ID) sont 
perpendiculaires à la droite (AB). 

b/ Montrez que IC =ID; exprimez cette lon- 
gueur en fonction de a. 

2. Soit S, la réflexion de plan (ABC) et S, la 
réflexion de plan (ABD). 

a/ Quelle est la nature de la transformation 
R=S.°S:? 

b/ Déterminez en fonction de a la longueur 
x = CD pour que R soit une rotation d'angle 
plat. 

Dans l’espace, on considère trois points 
alignés À, B, C et un point O. On désigne par 
G l’isobarycentre des points À, B, C. Soit A’, 
B', C' les points définis par les relations : 

> ——>  — —— > —— 

OA’ =OB + OC, OB'=0C + OA, 

OC’ = OÀ + OB. 

1. Montrez que les segments [AA], [BB], 
[CC'] ont le même milieu I et calculez OI en 
fonction de OG. 

2. On se propose de retrouver les résultats 
de la question 1. en utilisant des transforma- 
tions convenables. 

a/ Soit À;, B,, C: les milieux respectifs des 
segments [BC], [CA], [AB]. 
Montrez qu'il existe une homothétie f de centre 
G et une seule transformant A en A;,,BenB;, 
C en C;; précisez le rapport de f. 

b/ Montrez qu'il existe une homothétie g de 
centre © et une seule transformant A, en A, 
B, en B’, CC, en C’; précisez le rapport de g. 

c/ Déterminez la nature de gcf; concluez. 

Sections du cube 

On donne un cube ABCDA'B'C'D'. L'arête 
mesure a ; on donne un réel b positif et b <a. 
Un sommet étant choisi (par exemple C), on 
considère les trois points situés à une distance 
b et C sur les demi-droites d’origine C portant 
les côtés du cube. On coupe le cube par le 
plan P, passant par ces trois points et on 
supprime la partie du cube située du même 
côté de P que le point C. 
Dans chacun des cas proposés : 

1. dessinez ce qui reste du cube après 
l'opération effectuée avec le point À; 

2. dessinez ce qui reste après les mêmes 
opérations effectuées aux points A’ et B'; 

3. dessinez ce qui reste après les mêmes 
opérations effectuées aux huit sommets ; 
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4. calculez le volume du solide restant. 

a 
a/ 19 cas Det b/R2cas 1h 

3 2 

C'RSACAS ED à) 

14. 

15. 

On considère dans l’espace quatre points À, 
B, C, D tels que : 

AC=AB=BC=-BD=AD=a 
(a réel positif donné). 

1. a/ I étant le milieu du segment [AB], 
montrez que les droites (IC) et (ID) sont 
perpendiculaires à la droite (AB). 

b/ Montrez que IC =ID; exprimez cette lon- 
gueur en fonction de a. 

2. Soit S; la réflexion de plan (ABC) et S, la 
réflexion de plan (ABD). 

a/ Quelle est la nature de la transformation 
ESS 

b/ Déterminez en fonction de a la longueur 
x = CD pour que R soit une rotation d'angle 
plat. 

Soit A, et A; deux droites distinctes de 
l'espace. On note R, et R, les demi-tours 
d’axes respectifs À, et A.. 
Le but de l'exercice est de déterminer une 
condition nécessaire et suffisante portant sur 
À, et À, pour que R;,°R;=R;cR;. 

1. On suppose que À, et À, sont sécantes 
en un point O et sont orthogonales. On note 
A la droite orthogonale en © au plan P 
contenant À. et À. On note P, et P, les plans 
passant par À et contenant respectivement A; 
et Az. 

a/ Faites une figure. 

b/ On note S,, SP, et SP, les réflexions par 

rapport aux plans respectifs P, P; et P. 
Déterminez Sh°Sp, et Sp, ° Sp. 

c/ Déduisez-en que R;°R, est le demi-tour 
R\ d’axe A. 

d/ Prouvez que R;:°R; =R;°Rz. 

2. Réciproquement on suppose que : 

R;:°R; = R; o Rs. 

Soit À un point de A, n’appartenant pas à A; 
et B l’image de A par R:. 

a/ Montrez que la droite (AB) et la droite A; 
sont sécantes et orthogonales. 

b/ En utilisant la relation R:°R;, =R;°R;, 
prouvez que B=R; (B). 

c/ Déduisez-en que A, et A; sont sécantes 
et orthogonales. 
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GÉOMÉTRIE 

On considère un cube ABCDEFGH; on 
appelle O; et O, les centres respectifs des 
faces ADHE et BCGF. 
Soit N un point du segment [HF] et P un point 
du segment [AC] définis par : 

HN=KHE et AP=KkAC où kel; 1]. 

1. Montrez que N est barycentre du système 
des points pondérés {(H, 1 —k), (F, k)}etque 
P est barycentre du système des points 
pondérés {(A, 1—Kk), (C, k)}. 

2. Soit d le demi-tour d'axe (O; O;). 
Quelles sont les images par d des points A, 
CetP? 

3. I étant le milieu du segment [NP], montrez 
que HN +AP=20,I puis que : 

HÉË LAC = 2 O, O:. 

Déduisez-en que : O;i=kO,0;, kel0:1]. 
Quel est l'ensemble des points I lorsque k 
décrit l'intervalle [0 ; 1]? 

1. Dans l'espace, on considère une droite A 
et le demi-tour s d’axe A. Etant donné deux 
points À et C, on note B et D leurs transformés 
par s. On note I le milieu de [AB] et J le milieu 
de [CD]. On suppose que A, B, C, D ne sont 
pas coplanaires. 

a/ Faites une figure. 

b/ Prouvez que AC = BD et BC = AD. 

2. Réciproquement, soit (A, B, C, D) un 
tétraèdre tel que AC = BD et BC = AD. On note 
I et Jles milieux respectifs de [AB] et [CD]. 

a/ Montrez que : 

BC° + BD°= 2BF + CD 

AC? + AD° = 2 AJ° + CD. 

b/ Déduisez-en que (I) est orthogonale à 
(AB). 

c/ Prouvez de même que (I) est orthogonale 
à (CD). 

d/ Déterminez les images de A, B, C, D par 
le demi-tour s d’axe (I). 
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19. 

3. Soit (A, B, C, D) un tel tétraèdre. On note 
K et L les milieux respectifs de [AC] et [BD] et 
G l’isobarycentre de (A, B, C, D). 
Montrez que (IJ) et (KL) sont sécantes en G 
et que IKJL est un losange de centre G. 
Placez ces points sur la figure. 

ABCDA'B'C'D' est un cube (voir figure). On 
note : 

S; la réflexion de plan (AA'BB'); 
S, la réflexion de plan (BB'CC'); 
54 la réflexion de plan (CC'DD'); 
S, la réflexion de plan (DD'AA'). 

C: 

1. a/ Montrez que r' = 5,05, est un demi-tour 
dont on précisera l’axe. 

b/ Déterminez de même 
l"=S:0°8S3. 

2. On note &s la réflexion de plan (BB'DD'). 

a/ Déterminez les réflexions s’' et s” telles 
que :r'=ses'etr"—Ss"0s. 

b/ Déduisez-en que { =r"°r' est la translation 
de vecteur 2 BD. 

la nature de 

Dans l’espace orienté, on considère un tétraè- 
dre régulier ABCD. Les points I, J, K, L, M et 
N sont les milieux respectifs des segments 
[AB], [BC], [CD], [DA], [BD] et [AC]. 

1. a/ Démontrez que la droite (BC) est ortho- 
gonale au plan (ADJ). 

b/ Indiquez cinq autres  orthogonalités 
démontrables de la même manière qu’au 1. 

c/ Soit w l’isobarycentre des points À, B et 
C. Démontrez que (Dw) est orthogonale au 
plan (ABC). 

20 

21. 

2. On considère la réflexion s par rapport au 
plan (ADJ) et la réflexion s’ par rapport au 
plan (CDI). On pose r=scs". 

a/ Déterminez l’axe de la rotation r. 

b/ Déterminez les images par r de A,B et C. 
En déduire une mesure de l'angle de r. 

Dans l’espace, on considère le cube de centre 
O représenté sur la figure ci-dessous : 

1. a/ Démontrez que les plans OAB et OBC 
sont des plans de symétrie de ce cube. 
Soit s, et 5, les réflexions correspondantes. 

b/ Soit f=5s;,0s:. 
Précisez les images des huit sommets du cube 
par f. 
Déterminez l’axe de la rotation f et montrez 
que les plans ACD’ et A'C'D sont invariants 
par f. 
Déduisez-en l’angle de f. 

2. Soit I le milieu du segment [AB]. 

a/ Démontrez que la droite (OI) est un axe 
de symétrie du cube. 
Soit r le demi-tour correspondant. 

b/ Indiquez la nature de g =rcf. Pour cela, 
on écrira r sous la forme r =53°s;, où 5, est 
une réflexion dont on indiquera le plan. 

c/ Précisez les images des huit sommets du 
cube par g et déterminez enfin les éléments 
caractéristiques de g. 

Dans l’espace orienté, on considère deux 
points distincts A et D et le plan P orthogonal 
en À à la droite (AD). On convient d'orienter 
P en choisissant pour vecteur normal le 
vecteur AD. 
Dans le plan P on considère deux points B et 
C tels que le triangle ABC soit équilatéral de 
sens direct. 
On pose AB=BC=CA=a.Onnotelle milieu 
du segment BC. 

1. a/ Placez les éléments précédents sur une 
figure (on représentera AD vertical 
ascendant). 

b/ Montrez que le plan (IAD) est le plan 
médiateur du segment [BC]. 

2. Soit s;, la réflexion par rapport au plan 
(ABC) et 5, la réflexion par rapport au plan 
(DBC). 
On note r=5;,05;. 
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a/ Indiquez l’image de D par r et déterminez 
l'axe et l'angle de r. 
Le plan (AID) est orienté de felle sorte que 

(AÏ, AD) ait pour mesure : 

b/ Déterminez en fonction de a la distance 

AD pour que l'angle de r ait pour mesure 

22. On considère un cube ABCDEFGH d'arête a. 
On note I l’isobarycentre du triangle CFH. 

1. a/ Montrez que le triangle CFH est équila- 
téral. 

b/ Prouvez que les points À, G et I appartien- 
nent au plan médiateur de [CH] et au plan 
médiateur de [CF]. 

c/ Déduisez-en que la droite (AG) est orthogo- 
nale au plan CFH et qu'elle passe par I. 

2. On note P le plan contenant les droites (AB) 
et (HG) et P' le plan contenant les droites (AD) 
et (FG). 
On désigne par s et s’ les réflexions par 
rapport aux plans P et P’. 

a/ Déterminez l'intersection des plans P et P'. 

b/ Déterminez les images des points C, F et 
H par s et s’, puis par s'°s. 

c/ Indiquez la nature de s'°s et déterminez 
ses éléments caractéristiques. 

23. On considère un triangle équilatéral ABC dans 
l’espace orienté €. 
Soit : 
— O le centre de gravité du triangle ABC; 
— Jun point extérieur au plan (ABC), équidis- 
tant de A, BetC; 
— J le symétrique de I par rapport au plan 
(ABC). 
On suppose le plan (ABC) orienté de telle sorte 
que l’angle (OÀ, OB) soit de sens direct. 
On se propose de déterminer l'ensemble %À 
des réflexions de l'espace qui transforment 
l'ensemble {A, B, C} en lui-même. 
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1. Soit S un élément de À. On note P le plan 
de S. 

a/ Montrez que P passe nécessairement par 
O. 

b/ Montrez que I a pour image I ou J par S. 
Que peut-on en déduire pour P ? 

c/ On se place dans le cas où S(I)=I. 
Déterminez alors le plan P en considérant les 
différentes possibilités pour l’image de A. 

2. Déduisez-en l’ensemble À. 

3. Déterminez l’ensemble obtenu en compo- 
sant 2 à 2 les éléments de À. 
Combien de transformations distinctes trouve- 
t-on ainsi ? 
Précisez les demi-tours obtenus. 

24. Soit ABCD un tétraèdre régulier, G son 
isobarycentre et H l’isobarycentre du triangle 
ABD. 
On note I, J, K et L les milieux respectifs des 
segments [AD], [BC], [AC] et [BD]. 

1. a/ Démontrez que les droites (IJ) et (KL) 
sont concourantes en G. 

b/ Démontrez que la droite (CG) coupe le plan 
(ABD) en H. 

c/ Placez sur une figure les données précé- 
dentes. 

2. Soits, la réflexion par rapport au plan (BIC) 
et s, la réflexion par rapport au plan (ALC). 
On pose r =5,051. 

a/ Montrez que (BIC) est le plan médiateur 
du segment [AD]; déduisez-en les images de 
A et de D par s:. 
Déterminez de même les images de B et de 
D par 52. 

b/ Déterminez les images des points À, B, C, 
D et G parr. 

c/ Démontrez que r est une rotation dont on 
déterminera l'axe et l'angle. 

25. 1. Dans l'espace, on donne deux points A et 
B distincts. 

a/ Montrez que toute rotation R de l’espace 
transformant À en B a son axe D inclus dans 
le plan médiateur de [A, B]. 

b/ Réciproquement, soit D une droite du plan 
médiateur de [A, B]. 
Montrez qu'il existe une rotation R et une seule 
d’axe D transformant À en B. On pourra 
introduire le projeté orthogonal K de A sur D. 

2. Soit OABC un tétraèdre régulier. 

a/ Montrez qu'il existe une rotation R; et une 
seule d’axe (OC) transformant A en B. 

b/ Montrez que le projeté orthogonal K de A 
sur (OC) est le milieu de [OC]. 

c/ Déterminez le cosinus de l'angle de la 
rotation R:. 



LEXIQUE 

RAPPELS SUR LES TRANSFORMATIONS USUELLES 

Définitions et propriétés spécifiques 

Translations Réflexions 
— ' 

e Latranslation de vec- Ne : La réflexion par rapport à 

teur ü associe à chaque la droite d associe : 

point M le point M' tel — à chaque point M exté- 

que MM’ =ü. M æ M' rieur à d, le point M' tel que M' 
d soit la médiatrice de [MM]; 

— à chaque point M de d, le point M 

lui-même. 

e Pour tous points M et 

N d'images respectives M’ et N° par la 

translation, on a : M'N'=MN. 

Homothéties 
M LU 

* L'homothétie de centre O La rotation de centre O et Ve 

a de rapport K(K #0) ÈE d'angle 60, 060, laisse O 
cie à chaque point M le invariant et associe à cha- Ke 

que point M, distinct de O, point M' tel que : 
O 

OM'=kOM. M M' le point M' tel que : 

e Pour tous points M et N d'images OM'=OM (OM, OM’) 0 

respectives M’ et N' par l'homothétie, on 

a : M'N’=KkMN. e Pour tous points M et N d'images M' 
On en déduit M'N’=|k|xMN. et N' : (MN, M'N’')=8 et M'N'=MN. 

Propriétés communes 

1. Ces quatre transformations TRANSFORMENT : les droites en droites, les 

segments en segments, les cercles en cercles, les parallélogrammes en parallélogram- 

mes, les coniques en coniques. 

2. CONSERVATION 

Dans ce qui suit, l’image d’un point A (resp. B, C) est notée A’ (resp. B', C'). 

Dire qu'une transformation 

CONSERVE : 

le parallélisme 

SIGNIFIE que : 

les images de deux droites parallèles sont deux 

droites parallèles 

l'orthogonalité les images de deux droites perpendiculaires sont deux 

droites perpendiculaires 

(A'B', AC’ , A'C") = (AB, AC) 
A'B' À'B'C'= = ABC 

A'B'=AB 

l'image du barycentre est le barycentre des images 

les angles orientés 

les angles géométriques 

la distance 

le barycentre 

le contact deux lignes tangentes ont pour images des lignes 
tangentes 

Propriétés des translations, réflexions, homothéties, rotations. 

On peut dire que «tout est conservé» par ces transformations, SAUF que 

l'homothétie ne conserve pas la distance, ni l'aire et SAUF que la réflexion ne 

conserve pas les angles orientés (elle transforme un angle orienté en son opposé). 
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CORRIGÉS DES EXERCICES 

P (x 48 4 1) 
= =—3s Z = " 

dit y 11 

8 || y a 3 équations pour 
4 inconnues. 
Le système peut s’écrire : 

8x+ 4y+ z= 3-2 t 
6x+ 8y+2z= 7-5 t 
9x+12y+3zZ=13—-10t. 

Si un 4-uplet (X, y, z, t) est solu- 
tion, alors nécessairement : 

8Sx+4y+z=3—21, 

et : 

2(3-2t)=7-5t, 
3(3-2t)=13-—10f, 

d’où t = 1. Il est clair que tous les 
4-uplets, (x, y, z,t), avec t=1, 
et3x +4y +2z=1 sont solutions; 
on peut donc choisir x et y 
arbitrairement, et z tel que : 

z=1-3x-4y. 

Les solutions sont donc les 
4-uplets : (x, y,1—-3x—4y, 1), 
où x et y sont des réels quelcon- 
ques, ce que nous trouverions par 
la méthode de Gauss. 

1 Réponse : c/ 

zz'=aa'—bb'+i(ab'+a'b). 

Re(zz')=aa'—bb', Re(z)=a, 
Rez'=a", dans l'égalité propo- 
sée n’a lieu que si bb'=0, c’est-à- 
dire si b =0 ou b'=0. 

2 b/ Car Re(iz)= —b, 
avec z =a +ib. 

’ 

3 b/ Car arg Z = arg = 

4 Réponse : c/ 

5 Réponse : a/ 

6 c/ Car:zZz=1etzz=|zf. 

7 c/ Car :|-z|=1|z| 
et arg(—z)=argz+r-0+7x. 

B c/ Car: 

1+e/%-1+0/"-1+e 

3 Réponse : b/ 

= JT 

27 f(8)=2V3 cos (o+2) 

32 Les nombres e'° ont pour 
module 1; la somme de deux 
nombres de module 1 a un 

module inférieur à 2 (inégalité 
triangulaire). 
Or, |(2—i|=V5, et V5>2. 

v2 

v2 Vo 
COS UIESINES—— 

2 2 

1 c/ AP=n(n-1).[n-(p-1)] 
n! 

Dre 

4 2101 
oo 

2 a/ Ge er 
pln=pl pl 

3 b/ Le nombre demandé est 5, 
et 5!= 120. 

4 b/ CF=C; P. 

5 c/ Le nombre de tirages est le 
nombre de parties à 3 éléments 
prises dans un ensemble de 
5 éléments. 

6 a/ Un naturel à quatre chiffres 
pris dans l’ensemble 
E= {1,2, 3, 4, 5}, peut être con- 
sidéré comme une liste de 4 élé- 
ments de E. Or le nombre de ces 
listes est 5°. 

7 Réponse : c/ 

11 Le nombre de mains de 8 cartes 
prises dans un jeu de 32, est 
égal au nombre de parties à 
8 éléments dans un ensemble 
de 32 éléments, il est donc égal 
40 

1 b/ La probabilité de tirer une 
5 

boule blanche est 0 et le tirage 

étant sans remise, la probabilité 
de tirer une rouge parmi les 9 

restantes est 9’ d'où la probabilité 

de tirer une blanche, puis une 
rouge est : 
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2 c/ll y a Cf, soit 45 paires de 
boules, et parmi ces paires il y en 
a 15 constituées d’une boule 
blanche et d’une boule rouge. 

3 a/ Même démarche qu’au 
numéro 1, mais le tirage étant 
cette fois avec remise, la probabi- 
lité de tirer une boule rouge est 
3 
10’ donc la probabilité de tirer une 

blanche puis une rouge est : 

SAMI ES 
— X —=—. 

LOMMIOR?20 

4 b/ En effet, dans le schéma a/, 
la fonction n’est pas croissante 
sur KR, et le schéma c/ ne peut 
convenir car la fonction présente 
un saut en zéro qui n’a pas lieu 
d’être. 

5 Réponse : c/ 

c/ On peut voir que a/ ne con- 
vient pas, car lorsque i >1, une 
variance n'est jamais nulle, et on 
peut voir que b/ ne convient pas, 
car une variance n'est jamais 
négative. 

7 b/ || suffit d'appliquer la formule 
des probabilités totales car A et B 
forment une partition; 

HAMMAM 
OA 

8 a/ La probabilité pour que le tou- 
riste choisi soit un homme est : 
64 36 l . 
—— ; une femme : ——; qu'il prati- 
100 100 

que un sport : ; qu'il n’en 
6 

100 

ti it ratique pas : ——; que ce soit un pratique p 100 q 

6 
homme pratiquant un sport : — 

100 
16 

DE 
64 

41x 5x 
1 D] —=—=-67——;: donc 

6 6 

une mesure de cet angle est 
5x 
Fe et comme : 

OT 
est la mesure principale. 



2 c/ Faire une figure. 

3 a/ Voir le paragraphe 3.3. 

JT 
4 c/ = est la mesure principale 

5 
de (ü,v), 7 est la mesure 

SATA 
principale de (u’, v’), 

57 T 
= 7: 

6 6 

5 b/ Voir le paragraphe 3.3. 

6 a/ On peut calculer le détermi- 

ee 
nant ou voir que : PE ü, donc 

que ü et V sont colinéaires, donc 
que leur déterminant est nul. 

7 a/ i et j forment une base : en 
effet, ils ne sont pas colinéaires. 
Dans cette base, 

RS 3 
dét(ü, v)= A2, 

et ce déterminant est nul lorsque 
4 

=—, et seulement lorsque À =-: 
3 3 

14 |ü|=5, ||] = V5. Par ailleurs : 

3—1 

== 

Donc, — MES (ü, v), 

et sin(u, v)= — 

= —10. dét(ü, v)= | 

Te 

1 b/ 2A1—-AB=0, donc A est le 
barycentre de (I, 2), (B, — 1), ou 
encore de (I, —2), (B, 1), puis- 
qu'on ne change pas le barycen- 
tre en multipliant les coefficients 
par un nombre non nul, ici — 1. 

2 c/ SiC'estle point tel que ABC'D 
soit un parallélogramme, alors 
AC’ = AB + AD, donc AC’ = AC et 
C'=C. On peut voir aussi que 
l'hypothèse dit que A est le bary- 
centre de (B, 1), (C, —1), (D, 1); 
donc A est le barycentre de (E, 2), 
(C, —-1)où E est le barycentre de 
(B, 1), (D, 1), c'est-à-dire le milieu 
de [BD]. lite DRE 
La relation: 2AE—-AC=0 dit 
alors que E est milieu de [AC]. 
Donc ABCD est un parallélo- 
gramme. 

3 a/ Notons F’ le barycentre de 
(A, a), (B, 1). Alors G est le bary- 
centre de (F', a +1), (C, 2) (théo- 
rème du barycentre partiel). Donc 
F', C et G sont alignés et F est 
sur (AB). Donc F'’=F. 

4 Réponse : b/ 

5 a/ Un vecteur directeur de d est 
ü (2; —4; 3) et un vecteur direc- 

1 
teur de d’ est V da 

Nous obtenons : ü = —6V, donc 
d et d’ sont parallèles ou confon- 
dues. Mais le point A(—1, 1,2) 
est un point de d'; voyons si c’est 
un point de d'; pour cela, voyons 
s’il est possible de trouver un réel 
À tel que : 

À 2À 
NS Mer 

3 3 

œi À. 

PERRET 
la première condition implique : 
À1= —3; la deuxième et la troi- 
sième aussi, donc À est aussi sur 
d'.Donc d et d’ sont confondues. 

6 b/ Une projection conserve le 
barycentre. 

1 c/ü-V=6+6a, donc «Ü et V 
sont orthogonaux» équivaut à : 
a=—liÎ. 

2 b/. Utilisez le repère 
(DÀ, DC, DH). 

3 Réponse : b/ 

4 c!üÜ-kK=1etv-K= —1, d'où le 
résultat. 

5 c/ Faire une figure. 

2x—-z—-1-=0 
6 c/ Le système : 4 , 

X+y +F1=0 
a une infinité de solutions : 
(x; —-1—-x;2x—1), avec x réel 
quelconque. Ou bien voir que les 
vecteurs ü (2,0, —1) et 
V(1, 1,0), qui sont respective- 
ment normaux à P et @ ne sont 
pas colinéaires, donc P et Q ne 
sont pas parallèles. 

7 c/ Le plan cherché a pour équa- 
tion: x+y+z=d, et puisqu'il 
passe par l’origine, d = 0. L'équa- 
tion x+y+z=0, s'écrit aussi : 
== 20) 

18 Le vecteur W n'est pas orthogo- 
nal à Ü. 

33 AB(—1, —2, 1); AC (0, 3, 5). 
AB À AC a pour coordonnées : 
(—13,5, — 3). Donc A, BC; 

non alignés. AB A AC est nor- 
mal au plan (ABC), une équation 
de ce plan est donc : 

—13x+5y-3z+d=0. 

B lui appartient, donc d =3. 
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1 c/ Nous sommes dans, le cas : 
a>b; alors c?=a?-—b?, soit ici, 
4 8=1,c=1, et l'axe focal 

est l’axe des abscisses et un foyer 
a pour coordonnées (c, 0), c'est- 
à-dire (1, O). 

2 b/ Voir le théorème 3. 

3 c/ Nous sommes dans le cas : 
a <b: alors c?=b?-a?=5, 

5, et l’axe focal est l’axe des 
ordonnées; un foyer a donc pour 
coordonnées (0, c). 

4 c/ Nous sommes dans le cas où 
«le signe moins est devant x°?», 
alors c?=a?+b?, et l’axe focal 
est l’axe des ordonnées. Un foyer 
a donc pour coordonnées (0; c), 
c'est-à-dire ici (0, V13). 

5 c/ @ est la demi- “hyperbole d'é- 
quations : PE et y?=4x?-1, 
ou 4x? — 

8 Dans le repère orthonormal fixé 

(O; i, j), le sommet S de la para- 
bole a pour coordonnées (1; 3). 
Appliquons le théorème 1. Pre- 
nons pour repère le repère ortho- 
normal d’origine S, dont l’axe des 
abscisses est l’axe focal orienté 
de S vers F, et l’axe des ordon- 

nées est l'axe (S,/). Notons 
(S; 7, j°) ce repère. Alors, d'a- 
près d théorème 1, dans 

(S:r Î,j), P a pour équation : 
Ÿ2 3x où p est le paramètre, 
ici D = 2. 
Cherchons l’équation de ® dans 

(O:; j, j). D'après les choix faits : 
= Re Pour tout point M, 

OM=OS +SM, donc, si on note 
(x, y) les coordonnées de M dans 

(O;,j): 
xi+yi=i+38j+XP + 

=(1+Y)/+(3+X)j, 
donc : 

X=1+Y, Y=3+X, Y=x—1, 
X=y—3; 

d'où, une équation de ® dans 
(O;i,j):(x-1)=4(y-3) 

1 
c'est-à-dire : y ra —2x +413]: 

1 a/ La composée de deux dépla- 
cements est toujours un déplace- 
ment, et un déplacement est soit 
une rotation, soit une translation. 

2 b/ Une isométrie conserve les 
distances, l’orthogonalité, les 
angles. 



3 c/ La somme des angles de R, 
et de Rc est nulle, modulo 2x. 
Donc, rare est une translation. 
Nous savons que : R«(C)=C et 
raA(C)=C', donc raorc est la 

translation de vecteur CC’. 

4 b/ AB=V2, CD=V2. Donc il 
existe un déplacement f, et un 
seul, tel que : f (A) =C et f (B)=D. 
Puisque (AB, CD)#0, ce dépla- 
cement est une rotation d’angle 

(AË, CD) = 7 Le centre de 

cette rotation est à l'intersection 
des médiatrices de [AC] et [BD], 
c’est donc le point (3; 1). 

b/ r;or, est nécessairement un 
déplacement, si ce déplacement 
n'a pas de point fixe, c’est une 
translation et cela n’est possible 
que si «a; +a:=0. 

6 b/ Sis cr était un déplacement f, 
alors : sor=f, d'où s=fer",et 
donc s serait un déplacement, car 
composée de deux déplace- 
ments. 
Or une réflexion n’est jamais un 
déplacement. 

1 Réponse : c/ 

2 c/ L'écriture complexe est de la 
forme : z'=az +b, avec a réel, 
différent de 1. Il s’agit donc d’une 
homothétie. 
Notons z, l’affixe du centre de 
cette homothétie, alors : z,= 
2Zo0—i, d'où z,=i. Le rapport de 
cette homothétie est 2. 
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3 c/ Notons z, l’affixe du centre de 
cette similitude, alors : 
Zo=(1+i)Zo, d'où zo=0;le cen- 
tre est l’origine du repère. Le 
rapport de la similitude est |1 +;|, 
soit V2, et l'angle est arg(1 +i), 

AT 
soit —: 

4 

Réponse : c/ 

c/ Le centre est le point d’affixe 
zotelque :Z,=(1+/)z0+8,d'où 
Zo=3i. 

12 s(C)=B; s(B)=F, F étant le 
point d’intersection de (AB) et 
(DE); s (A) =G, G étant le point 
tel que EBGF soit un carré de 
sens direct. 
L'image par s de ABC est le 
triangle BFG qui est rectangle 
isocèle en G; l’aire de BFG est 
deux fois celle de ABC. 
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