
PROGRAMME 

2012. 

\ Manuel 
_ Numeérique 



O Afficher le nombre dérivé en 2 de la fonction f définie par f(x) = -x? + 2x + 3. 

© Tracer la tangente a la courbe , au point d’abscisse 2 et afficher son équation. 

© Calculer l’intégrale de f entre -1 et 2. Afficher l’aire du domaine correspondant. 

(1) Afficher un nombre dérivé 

1. Sélectionnez le menu RUN-MAT. 2. Complétez les informations demandées. 

@ Indique «option de calcul : OP 4  Saisissez l’expression de f(x). ~ 
®@ Choisis- ez le type : F2}(d/dx). @ Saisissez la valeur 2 puis validez par EXE}. 

1. Selectionnez le menu GRAPH. ; 2. sss la ees en apouyare a 
® Saisissez expression de la fonction puis EXE ~_— 

@ Reglez | la ranétre d’affichage : 

7 ¥ Widow). © Déplacez le curseur a l'aide des touches de 
Paramétre? *-2 <x < 4et -3 < yss. direction jusqu’a obtenir x = 2 puis validez par 
e Vérifiez c: 2 le ;églage suivant est activé : E 

SHIFT| MEN‘ UP). 

Tangente " 
au point 1 

Option de | m hit 2. f 
dérivation | . ' 

_activee. Equation de 
» la tangente 

c® Calculer une intégrale 

1. Sélectionnez le menu RUN-MAT . 2. Sélectionnez le menu GRAPH. 
@ Indiquez l’option de calcul: OPTN } F4}(CALC). e Affichez lacourhe de ficf § 1.2.2), 
® Choisissez le type : F2)({ax) Tos eetiv® Ution: 
® Completez les informations dem. __.»j G-Solv} F6)> F3) (Jax; => 
sant les touches de direction, puis |, Réglez les bornes au curseur :-1 E 1 EXE) 2 EXE} 

fest continue 
__ et positive sur 

| [-1; 2]. Lintégrale | 
-exprime l’aire 
du domaine sous | 
\la courbe. : 
SSE 
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2 Suites 

Objectifs 

O Dresser le tableau des dix premieéres valeurs de la suite (u_) définie par: u =yn?+1 (ne N). 

e 3 : rae 1 3 
© Méme question pour la suite (v,)définie par:v,.=—> et'v,,.=—~——— (neN). 

e 2 file > LEY 
Afficher une représentation graphique de cette suite. 

(1 Dresser le tableau des valeurs d'une suite du type u, =f (n) 

1. Sélectionnez le menu RECUR. 2. Tableau de valeurs 
@ Réglez le type : F3}(TYPE) F4} (F1: a, = An+B). ® Paramétrez la plage des valeurs F5}(SET). 

nvarie ! 
de0a9. F/ 

‘@ Affichezle tableau de valeurs : F6) (TABL). 

Utilisez 

les touches 

de direction 

pour faire 

afficher 

les termes 

suivants. 

@) Dresser le tableau des valeurs d'une suite récurrente du typeu,. : z: f(u,) | 

1. Sélectionnez le menu RECUR. ® Affichez le tableau de valeurs : F6(TABL). 
@ Réglez le type : F3} (TYPE) F2} i 

(F2: q,4= Ad, +Bn+C). _ Utilisez 
ane ; : ; , - les touches 

® Saisissez l’expression puis validez par EXE}. an useing 

pour faire 

afficher 

les termes 

suivants. | 

3. Représentation graphique 

® Réglez la fenétre: SHIFT) F3}(V-Window) 
Paramétrez :-1 <x <3 et-1 <y <3. 

 Affichez la représentation graphique: 

F6|(TABL) F4}(WEB) EXE] EXE) EXE)... EXE} 

2. Tableau de valeurs 

@ Paramétrez la plage des valeurs : F5|(SET). 

Valeur du 

1* terme. 

Valeur de départ | 

pour une | 
représentation : 

graphique. | 3 

Si on veut obtenir une représentation graphique de la suite, 
cest ici qu'il faut indiquer as lg qui définit le départ 
de la construction. , 



4] Probabilités 
Objectifs 

X et Z sont deux variables aléatoires réelles. 

O X suit la loi binomiale de parametres n = 10, p = 0,2. Calculer P(X = 2) 

® Z suit la loi normale standard. Calculer P(-1,2<Z<0 8). 

1. Sélectionnez le menu STAT. 

® Indiquez l'option : F5)(DIST) F5}(BINM). 
® Activez le type de calcul : 

F1|(Bpd) (Binomial probability density) 

® Complétez : 

Nombre 

de succes _ _ 

Nombre 

_ d'essais 

_ Probabilité 

eValidez EXE) 

P(X= 2) 
fe 

2. Sélectionnez le menu STAT. 

® Indiquez l'option : F5}(DIST) F41}(NORM). 

® Activez le type de calcul: 

F2) (Ncd) (Normal cumulative phi 

® Complétez : 

Borne inférieure- 

Borne supérieure , 

e Descendez la liste jusqu'a (Execute). 

® Activez : F6|(DRAW).. 

Calculer la somme des termes successifs, du rang 0 au rang n, de la suite (u_,) définie par: 

u, = 1 et, pour toutn de N, u 

1. Sélectionnez le menu PRGM. 

@ Choisissez l'option 3 : NEW (F3). 

© Nommez le programme [SOMME], puis EXE}. 

Variables: ts NUE S 

Entrée: N 

Traitement: U recoit 1, S recoit 1 

Algorithme a Pour I de 1 aN Faire 

programmer | U_ recoit 0,2U+1,5 

e ere S regoit’ S+U 

Fin Pour 

Sortie: Afficher S 
L 

=0,2u +1,5; 

2. Ecrivez les instructions du programme. 

@ Validez chaque ligne d'instruction par EXE). 

Le programme passe a la ligne suivante +? 

® Enregistrez ce programme : SHIFT} EXIT | (QUIT). 

® Pour accéder aux commandes spécifiques décrites ci-dessous, appuyez sur SHIFT| VARS |(PRGM). 

Instructions 

Pour passer aux instructions suivantes, appuyez sur F6} 
Sélectionnez|'instruction désirée en appuyant sur la touche correspondante. 

Lommandes COM ( (B11) Signes REL 
{ Fe} 3). 

5) | Opérateurs logiques 

= | On y accéde en suivant : 

OPTION) F6) [> F6] [> Fa) 
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DECOUVREZ VOTRE MANUEL 

ACTIVITES . ACTIVITES 

PROLIFERATION BACTERIENNE Pactivité 3) LA METHODE DE HERON 
Lis savans ce rau ot chee es pets pour cate acne cant Vo un male 
sarrbube h Héron dAenandie [7 st dence te} pour cakcley ater LVouverture relie 

les mathématiques pp 

au monde d’aujourd’hui. aoe 
Des rappels ers z 
et des exercices-tests 

permettent de réactiver 

les connaissances. 

Suivent deux activités 

et un probleme ouvert. 

© Pp aleieus declan exept te Te 7327 
| Onerwceren en esta pectedetionme gts gy « antl 

oO Raisonnement par récurrence 

1.1) Un nouveau type de raisonnement ‘Des résultats bien 
S _ mis en evidence, 

Le cours, adapte, 

simple et efficace, présente eae ; (\es :s démonstrations 
l’essentiel a savoir. exigiblesdu 

? " programme sont 
signalées, 
Un exercice de la ~ : 

-rubrique « Le Jour — 
du BAC » permet: 
travailler sur cette 
démonstration. — “a 

°) 
contient tous les termes de la suite\ 
jlim, u, = +ce donc. par definitions 
certain indice. Notons p cet indice 
On salt aussi qu’a partir de Vindic 

24 casper see 

Pou 2) Etudier le comportement d'une suite a finfini a 
| Les connaissances | 

utiles sont rappelées _ 
| au début de ag Les exercices 

d’application 

s‘organisent 

en objectifs 

pour un travail 

en autonomie. 

Ils suivent 

les capacités 

attendues. 

@) La page « Pour se tester » permet 

a chaque éléve d‘évaluer l’acquisition des 

connaissances. 



_f Des exercices 

de narration 

de recherche 

Apprendre & chercher Narration de recherche > 

Bd co tcaginerp-bntoryrnyiomrseleel 
Les « Activités 

de recherche » permettent 

d'aborder la résolution de 

problemes de diverses facons : 

exercices guidés, narration de 

recherche, travaux dirigés, 

utilisation des TICE. 

uss, ih ont savant de ouVer NI SS, 

cas dune site define part Une frise présente 
des mathématiciens 
a connaitre. 

is) Retrouvez les corrigés des exercices sur le site 

www.transmathlycee.net/eleve-TermS 
@) Les exercices d’entrainement sont classés 

par theme et sont de difficulté progressive. 

Entrainement 

apes 4s 

'@) Dans les pages « Le jour du BAC », le premier exercice 

guide |’éléve pour un « travail en autonomie ». 

Le jour du BAC) _ screen ymin tesa | OD EP 

@ Travail en autonomie Ce 

Pa 

Les exercices 

« Pour aller 

plus loin » 

concluent 

la rubrique 

d’exercices. 



Conseils pour travailler 
efficacement avec le Transmath 

Voici comment travailler efficacement 

avec votre manuel de Mathématiques. 

A chaque étape de votre travail, 

vous pouvez vous reporter aux pages 

indiquées ci-dessous. 

soutien 

© MAITRISER LES BASES 

- Les exercices d’application, organisés autour 

des objectifs du programme, permettent 

d’acquérir les savoir-faire indispensables. 

* Dans chaque chapitre, la page « Pour se tester » 

permet de travailler a son rythme. Les corrigés 

détaillés sont téléchargeables sur le site : 

www.nathan.fr/transmath.net/eleve-TermS 

Ils permettent a chacun de travailler de facon 

autonome. 

méthodologie 

'@ PROGRESSER EN AUTONOMIE 

- Les exercices résolus présentent les 

raisonnements propres a chaque chapitre. 

Vous pouvez essayer de les refaire apres 

les avoir étudiés. 

Avec les exercices de Mise en pratique, 

vous pouvez appliquer tout de suite la méthode 

sur d’autres cas. 

» Les exercices « Apprendre a chercher » vous 

aident a progresser en raisonnement, a maitriser 

peu a peu les bons réflexes dans chaque chapitre. 

* Certains travaux dirigés sont rédigés 

spécialement pour travailler un type de 

raisonnement particulier. Ils sont signalés. 

AP) 
En classe de Terminale S, 
l'accompagnement personnalisé doit étre 

recentré sur les enseignements spécifiques, 
dont les Mathématiques. 

Cet accompagnement personnalisé est 
organisé autour de trois axes : le soutien, 

l'approfondissement, la méthodologie. 

'@ S’ENTRAINER POUR LE BAC 

« Dans chaque chapitre, le premier exercice 

des pages « Le jour du BAC » vous présente 

un exercice typique concernant le chapitre. 

Avec ses commentaires et son guide, 

vous disposez de tous les outils pour résoudre 

exercice. 

Un corrigé détaillé est téléchargeable sur le site: 

www.nathan.fr/transmath.net/eleve-TermS 

+ 1 ou 2 pages d’exercices BAC suivent, pour vous 

permettre ensuite de vous entrainer. 

Le jour du GAC 

appro ronaeeeene Ge 

Ge reroronbir 

- Certains travaux dirigés ont pour vocation 

d’approfondir les connaissances. 

Des exercices permettent Approfondissement (\ 
de prolonger la situation 

explorée. 

- Les exercices « Pour aller plus loin » font appel 

a des raisonnements plus complexes. En nombre 

raisonnable, ils vous permettent de progresser 

dans chaque chapitre. 



PROGRAMME 
D'aprés le B.O. spécial n° 8 du 13 octobre 2011 

1. Analyse 

ee CON TENUS © ect riety © ea ge: = _ CAPACITES ATTENDUES os 

Suites 

| Raisonnement par recurrence. + Savoir mener un raisonnement par récurrence. 

Limite finie ou infinie d'une suite. © Dans le cas d'une limite infinie, étant donnés une suite croissante (u,,) et un 
ie ; nombre réel A, déterminer a I’aide d’un algorithme un rang a partir duquel u,, est 

Limites et comparaison. supérieur a A. 

| Démontrer que si (u,,) et (v,,) sont deux suites telles que : 
hin u,, est inférieur Ou égal a v,, 2 partir d’un certain rang ; 

i u,, tend vers too quand n tend vers +co ; 

| 

| 
| Opérations sur les limites. alors v, tend vers +oo quand n tend vers +oo. 

Comportement a l'infini de la suite (q”), |s Etudier la limite d’une somme, d’un produit ou d’un quotient de deux suites. 

19 etant un nombre reel. i Démontrer que la suite (g"), avec g >1,a pour limite too. 

| Suite majorée, minoreée, bornée. | - Déterminer la limite éventuelle d’une suite geométrique. 

a ee | + Utiliser le théoréme de convergence des suites croissantes majorées. 

_ Limites de fonctions 

| Limite finie ou infinie d’une fonction a l'infini. 

| Limite infinie d'une fonction en un point. | 

. 

| Limite d’une somme, d'un produit, ¢ Déterminer la limite d’une somme, d’un produit, d’un quotient ou d’une composée 
_d’un quotient ou d’une composée de deux de deux fonctions. 
| fonctions. 

| Limites et comparaison. 

| Asymptote paralléle a l'un des axes 
| de coordonnées. 

+ Déterminer des limites par minoration, majoration et encadrement. 

Interpréter graphiquement les limites obtenues. | 
} 

[° 
| . on « . (3 > athe 

| Continuité sur un intervalle, théoreme | Exploiter le théoreme des valeurs intermédiaires dans le cas ou la fonction est 
| des valeurs intermédiaires | strictement monotone, pour résoudre un probleme donne. 

ean ee ee 

| t | 
_Calculs de dérivées : complements |» Calculer les dérivées des fonctions : x — Vu(x) ; x — ((u())” , n entier relatif non 

| nul; xe”) ; x — In (u(x). 
| * Calculer la dérivée d’une fonction x — f(ax + 6) ot fest une fonction dérivable, a 
etb deux nombres réels. 

a oS eS 

| Fonctions sinus et cosinus |» Connaitre la dérivée des fonctions sinus et cosinus. 
|» Connaitre quelques propriétés de ces fonctions, notamment parité et périodicité. 

| + Connaitre les représentations graphiques de ce ces fonctions. 

| 
26 

| B 
| | | | | | | | | | | 

| | 
| Fonction exponentielle 

| Fonction x -— exp (x). Démontrer l’unicité d’une fonction dérivable sur R, égale a sa dérivée 

| 
| 
| 

| et qui vaut 7 en 0. | 
| Relation fonctionnelle, notation e*. | Démontrer que , lim e% = +00 et lim_e*=0. | 

+ Utiliser la relation fonctionnelle pour “transformer une écriture. 

| * Connaitre le sens de variation et la représentation graphique de la fonction | 

| exponentielle. o* 
* Connaitre et exploiter lim cite too et tim Xen 0k 

Fonction logarithme népérien je Connaitre le sens de variation, les limites et la représentation graphique de la | 
Fonction x In x. | fonction logarithme népérien. 

| | * Utiliser, pour a réel strictement positif et b réel, l'@quivalence Iha=b GS a= e°. 

Relation fonctionnelle, dérivée. | + Utiliser la relation fonctionnelle pour transformer une écriture. | 
In x | 

/* Connaitre et exploiter lim ox =(0. 

Intégration | | 
| 

Définition de I’intégrale d’une fonction 
| continue et positive sur [a ; b] comme aire 
sous la courbe. 

Notation [te @be. | 

| Théoréme : si fest une fonction continue et 
positive sur |a; b], la fonction F définie sur 

[a;b] par F(x) = He f (t)dt est dérivable sur 
a 

[a; b| et a pour dérivée f. 
a a 



Sa 

-CONTENUS CAPACITES ATTENDUES : 
| Primitive d’une fonction continue - Déterminer des primitives des fonctions usuelles par lecture inverse du tableau des 

sur un intervalle. | derivées. 

| - Connaitre et utiliser les primitives de u’e“ ” (n entier relatif, différent de - 1) 

: Preset Bue 
et, pour u strictement positive, —, Fie | 

| Théoréme : toute fonction continue * Calculer une intégrale. u 
| sur un intervalle admet des primitives. : 
Intégrale d’une fonction continue de signe + Utiliser le calcul intégral pour déterminer une aire. 

quelconque. « Encadrer une intégrale. 

| Linéarité, positivité, relation de Chasles. ©} Pour une fonction monotone positive, mettre en ceuvre un algorithme 
Valeur moyenne. pour déterminer run encadrement d'une intégrale. & | 

2. Géométrie - Nombres complexes 
eas r as 

CONTENUS CAPACITES ATTENDUES 
————————————————— = —— 1 

Forme algébrique, conjugué. . Effectuer des calculs algébriques avec des nombres complexes. 

Somme, produit, quotient. 

Equation du second degré a coefficients 

} | 

« Résoudre dans C une équation du second degré a coefficients réels. 
{ 

réels. 
Représentation géométrique. | + Représenter un nombre complexe par un point ou un vecteur. 

{ ‘ . , . ! Affixe d’un point, d’un vecteur. + Déterminer l’affixe d’un point ou d’un vecteur. 
{ £ . > . ya . . | 

Forme trigonométrique : + Passer de la forme algébrique a la forme trigonométrique et inversement. | 
| 
{ 

— module et argument, interprétation re 3 
| géométrique dans un repére orthonormé * Connaitre et utiliser la relation zz = |z| : | 
direct ; 

~ notation exponentielle. feet Effectuer des opérations sur les nombres complexes écrits sous di différentes formes. 

Géométrie dans l’espace 

CONTENUS [ CAPACITES ATTENDUES | 
Ria a ee a el - aS = * el 

Droites et plans | | 

Positions relatives de droites et de plans : ie Etudier les positions relatives de droites et de plans. 
| intersection et parallélisme. | 

| Orthogonalité : 

— de deux droites ; 
— d'une droite et d’un plan. 

+ Etablir l’orthogonalité d'une droite et d’un plan. | 

a | 

Géométrie vectorielle 
Caractérisation d’un plan par un point et | » Choisir une décomposition pertinente dans le cadre de la résolution de problémes 

| deux vecteurs non colinéaires. | d’alignement ou de coplanarité. 

Vecteurs coplanaires. + Utiliser les coordonnées pour : 

Décomposition d’un vecteur en fonction de | - traduire la colinéarité ; 
| trois vecteurs non coplanaires. | — caractériser |’ alignement ; 

i 
| | Repérage. déterminer une décomposition de vecteurs. 

ene, paramétrique d’une droite. 
| 

Dita Ll hs a a 

| Produit scalaire 

| Produit scalaire de deux vecteurs | + Déterminer si un vecteur est normal a un plan. 
| dans l'espace : définition, propriétés. | (I Caractériser les points d’un plan de l’espace par une relation ax + by + cz=0 
Vecteur normal a un plan. | avec a, b, c trois nombres réels non tous nuls. 

Equation cartésienne d’un plan. | + Déterminer une équation cartésienne d’un plan connaissant un point et un vecteur | 
| normal. | 
| +» Déterminer un vecteur normal a un plan défini par une équation cartésienne. | 

| (&] Démontrer qu'une droite est orthogonale ¢ a toute droite d’un plan si et seulement 
| si elle est orthogonale a deux droites sécantes de ce plan. | 
|. Choisir la forme la plus adaptée entre équation cartésienne et représentation | 
paramétrique pour: | | 

| 

I~ déterminer l'intersection d'une droite et d’un plan; 
| - étudier la Position relative de deux plans. 

} 

| 
| 
| 
| : 

——_—__—___— oo —~ —————$— $$. 

5. Probabilités et statistique 
= eS sa as aaa 
Es _ CONTENUS (eee _CAPACITES ATTENDUES _ 
| 

Tage ey lee Ra 
Conditionnement, indépendance | | a 

| Conditionnement par un événement * Construire un arbre pondéré en lien avec une situation donnée. | 

| | de probabilite non nulle. - Exploiter la lecture d’un arbre pondéré pour déterminer des probabilités. 
Notation P,(B). | + Calculer la probabilité d’un événement connaissant ses probabilités 

| | conditionnelles relatives a une partition de I’univers. 
| Independance de deux événements. _ @ Démontrer que si deux événements A et B sont indépendants, alors il en est de 
| Eaaaoeee as ; ; ____méme pour A et BL 



CONTENUS 7 CAPACITES ATTENDUES ~ 

Notions de loi a densité a partir 
d’exemples 

Loi a densité sur un intervalle. 

Loi uniforme sur [a ; 6]. * Connaitre la fonction de densité de la loi uniforme sur [a ; 6]. 
| Esperance d'une variable aléatoire suivant 
une loi uniforme. | + Calculer une probabilité dans le cadre d’une loi exponentielle. 

Loi exponentielle. | &l Demontrer que l'espérance d’une variable aléatoire suivant une loi exponentielle | 

Espérance d’une variable aléatoire selon une | d atre 1. 1 | 
loi exponentielle. peat eNrets Ae Ne | 

ae Pe ata : '* Connaitre la fonction de densité i N = i | GS Rar he (0,1). “graphique é de la loi normale .N (0, 1) et sa représentation 

Théoreme de Moivre-Laplace (admis). | | Démontrer que pour 0 & ]0 ; 1[, il existe un unique réel positif u, tel que 
“PK —U, <X Su,)=1- 4 lorsque X suit la loi normale .V(0, 1). 

|° Connaitre les valeurs approchées Uoo5 © 1,96 et Ugo, ~ 2,98. 

| + Utiliser une calculatrice ou un tableur pour calculer une probabilité dans le cadre 

| 

| Loi normale Nu, 6’) despérance LL et 

Oe as oO: d'une loi normale (UL, 07). 
* Connaitre une valeur approchée de la probabilité des événements suivants : 

| {X E[U-O,W+oO]}, {Xe]W-20,u+20]! et 
(ix e[p- 30, U + 30]}, lorsque X suit la loi normale N(U, 07). 

2 See 

ae : 
| Intervaile de fluctuation 'o Démontrer que si la variable aléatoire X,, suit la loi B(n, p), alors, pour tout @ dans 

‘}o: 1[,ona_ lim P(= EI,) =1-0 
n— +00 n 

Vp(1- p) 
Sy ee oe ee ou |, désigne l’intervalle [ = Whe 

n n 
* Connaitre l'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95% : 

Vp(1- p) Vp(i-p)| . 
| p- Lara 5 /Ost cs ou p désigne la proportion dans la 
| n n 

| Niveau de confiance. * Déterminer une taille d’échantillon suffisante pour obtenir, avec une précision 
donnee, une estimation c d’ une proportion au niveau de confiance 0,95. 

| | 
| | 
| | 

| | 
| | 

i eer) POPU 2 ou ee Seer Aas 
Estimation | 
Intervalle de confiance. | + Estimer par intervalle une proportion inconnue a partir d’un échantillon. 

| | 

Algorithmique 

Instructions élémentaires (affectation, calcul, entrée, sortie) 
Les éléves, dans le cadre d’une résolution de problémes, doivent étre capables : 
+ d’écrire une formule permettant un calcul ; 
+ d‘écrire un programme calculant et donnant la valeur d’une fonction, ainsi que les instructions d’entrées et sorties nécessaires au 

traitement. 

Boucle et itérateur, instruction conditionnelle 
Les éléves, dans le cadre d’une résolution de problémes, doivent étre capables de: 
+ programmer un calcul itératif, le nombre d’itérations étant donné ; 
+ programmer une instruction conditionnelle, un calcul itératif, avec une fin de boucle conditionnelle. 

Notations et raisonnement mathématiques 
Cette rubrique, consacrée a l’apprentissage des notations mathématiques et a la logique, ne doit pas faire l'objet de séances de cours 
spécifiques, mais doit étre répartie sur toute l’année scolaire. 
En complément des objectifs rappelés ci-dessous, le travail sur la notion d’équivalence doit naturellement étre poursuivi 
(propriété caractéristique, raisonnement par équivalence) et l’on introduit le raisonnement par récurrence. 

Notations mathématiques 

Les éléves doivent connaitre les notions d’élément d’un ensemble, de sous-ensemble, d’appartenance et d’inclusion,de réunion, 
d'intersection et de complémentaire et savoir utiliser les symboles de base correspondants: ©, C, U, ) ainsi que la notation des 
ensembles de nombres et des intervalles. 

Pour le complémentaire d’un ensemble A, on utilise la notation des probabilités A . 

Pour ce qui concerne le raisonnement logique, les éleves sont entrainés sur des exemples a: 

+ utilisercorrectementiesconnecteurslogiques« et »,« OU oped ern is ace se) scourantsdes et »,« ou »danslelangageusuel ; 

* utiliser a bon escient les quantificateurs universel, existentiel (les symboles VY, J ne sont pas exigibles) et a repérer les quantifications 
implicites dans certaines propositions et, particuliérement, dans les propositions conditionnelles ; 

- distinguer, dans le cas d'une proposition conditionnelle, la proposition directe, sa réciproque, sa contraposée et sa négation ; 

* utiliser a bon escient les expressions « condition nécessaire », « condition suffisante » ; 

« formuler la négation d’une proposition ; 

+ utiliser un contre-exemple pour infirmer une proposition universelle ; 

* reconnaitre et utiliser des types de raisonnement spécifiques : raisonnement par disjonction des cas, recours a la contraposée, 

raisonnement par l’absurde. 



IDENTIFIERLES PHASES: ENTREE, TRAITEMENT ET SORTIE 

Le logiciel GeoGebra permet de créer des macro-commandes 

appelées « outils ». 
Dans le jargon des applications 
informatiques, le terme macro- 
commande désigne une commande 
créée par l'utilisateur et qui automatise 
une tache complexe. 

a) Créez une nouvelle figure GeoGebra avec trois points non alignés 

A, B et C puis construisez l’orthocentre H du triangle ABC. 

b) Créez un nouvel outil en appliquant ces paramétres indiqués ci-dessous. 

e Objets finaux : point H. 
Barre d'outils personnalisée ... 

@ Objets initiaux : A, B, C. 

=m Céret les quale: e Nom: orthocentre. 

Si la création de l’outil orthocentre aboutit sans erreur, alors le procédé de construction que vous avez 

utilisé est reproductible. Cet outil pourra étre utilisé pour construire rapidement l’orthocentre de n‘im- 

porte quel triangle. Sinon, reprenez votre construction du point H pour la rendre reproductible pour 

niimporte quel triangle. 

2 Décrivez la succession d’étapes qui vous a permis de construire l’orthocentre du triangle ABC. 

Dans |l’algorithme de construction que vous venez de décrire, iden- 

tifiez les traitements, c'est-a-dire les créations d’objets géométriques 

intermédiaires qui ne constituent pas le résultat final. les différentes étapes de construction 

d'une figure : onglet affichage, 
protocole de construction. 

Dans GeoGebra, vous pouvez visualiser 

Vocabulaire 

© Definition. Un algorithme est une suite finie et ordonnée d’opérations appliquées a des 
données en vue de produire un résultat attendu. 

Les trois phases d’un algorithme sont : 

@ l’entrée des données, parfois appelée « Input » ; 

@ le traitement des données; 

© la sortie du résultat, parfois appelée « Output ». 

6 Exemple. Le calcul de l'image d’un nombre a par une fonction f suit un algorithme. 
— La valeur a est donnée en entrée. 

~ Le traitement consiste a suivre les étapes de calcul définies par l’expression de f(x). 

—Limage f(a) est donnée en sortie. 

ne Da a pas a| 

Pratiquer l'algorithmique 



ras Entrée et sortie 

Pedro et Virginie sont séparés par un paravent. Virginie a 

donné a Pedro un graphique a compléter. 

Elle lui communique les informations suivantes : 

«Trace: 

— le point B symétrique de A par rapport a O, 

—la droite d, perpendiculaire a (OA) passant par O, 

-le cercle € de centre O passant par A, 

- EetF, les points d'intersection entre d, et 6, 

—les segments [AE], [EB], [BF] et [FA]. » 

Pedro lui annonce: « C'est bon, j‘ai réussi ». 

1. Que comportait initialement le graphique ? 

2. Qu’est-ce que Pedro a réussi a tracer ? 

ee Probléme de concentration 

A la fin du cours de mathématiques, Lucas a manqué 

d’attention durant quelques instants. Lorsqu’il regarde au 

tableau, il lit et recopie: 

blz) -= Se? — $z-+-5 

a= 

$e) = 6-5 

ti@gi==Sefay=s 

Taugente ->y = £ (alle — a) + $a) 

4 fiatr pour demain, 

Le soir venu, Lucas souhaite refaire l’exercice. 

Quels ont été les éléments donnés par l’enseignant au 

début de l’exercice et la question que celui-ci a certaine- 

ment posée ? 

ze Trinome 

Voici un programme réalisé sur calculatrice. 

Casio Tl 

Identifiez les entrées, traitements et résultats donnés par 

ce programme. 

ee Facile... 
1. On imagine une machine capable de dériver une fonc- 

tion et de résoudre les inéquations du type f’(x) 2 0 sur 

un intervalle |. 

Que pourriez-vous rapidement déduire en observant le 

résultat donné par l’algorithme suivant ? 

Entrée des données 
Entrée de 1’expression f(x) 

Entrée de l’intervalle I 

Traitement des données 

£(x) regoit 1’expression de la 

dérivée de f sur I. 

S regoit les solutions de 

liméquation £2) SsOmsum 1. 

Sortie des résultats 

Affichage de S 

2. Le logiciel XCAS en ligne : http://www.xcasenligne.fr/ 

permet de programmer cet algorithme. On prend icil=R. 

a) Recopiez le programme suivant dans la console Mii puis 

validez en appuyant sur la touche entrée de votre clavier. 

SigneDeriv(f£) :={ 

Kocal oi, Se 

g:=deriver(f); 

S:=resoudre (g>=0) ; 

afficher (“la dérivée de f est f’ (x)=",9); 

afficher (“f’ est positive pour ”,S) 

retourne ; 

} 

b) Saisissez ensuite SigneDeriv (2x*3-3x*2-12x+2) 

puis validez afin d’étudier le signe de la dérivée de la fonc- 

tion f, dérivable sur R, définie par f(x) = 2x? - 3x? - 12x + 2. 

5 | Comparer deux algorithmes 

ABC est un triangle rectangle en B. 

Cc 
Pierre et Hakim ont écrit 

b un algorithme leur per- 

4 mettant de calculer la 

distance AB. 

A B 

Lire a et b Lire bet o 

c prend la valeur V b* - a? 

Afficher c 

cprend la valeur bcos @ 

Afficher c 

Que pensez-vous de l’affirmation suivante de Pierre ? 

« Nos deux algorithmes affichent le méme résultat donc 

ils sont équivalents ». 

we 

GB Un outil cercle inscrit |4> 
Sous GeoGebra, créez un outil permettant de construire le © 

cercle inscrit d’un triangle dont les sommets sont donnés. 

Cercle inscrit: Point, Point, Point 

Pratiquer l'algorithmique 11 



SORITHMIOUR 

UNE MINI-CALCULATRICE 

On dispose d’une mini-calculatrice comportant les touches suivantes et ne dis- f 
Uf > = ca | 

posant d’aucun systéme de parenthése | 105xA+3 

En cas d’absence de saisie, l‘appui sur une touche verte rappelle préalablement | Rep - 30 

le dernier résultat affichée. 

Uappui sur la touche y déclenche le calcul de la racine carrée du nombre 
précédent le symbole 

Tous les calculs sont effectués grace a la mini-calculatrice. 

f désigne la fonction affine définie sur IR par f(x) =- 2x +3. 

Que permet la séquence de calcul suivante ? 

2 Ecrivez une séquence de calcul permettant d’obtenir l’antécédent de 5 par f. 

Vocabulaire 

e Dans la description d’un algorithme, les données sont nommées et sont souvent variables. Ces don- 

nées peuvent étre de plusieurs types : numériques, chaines de caractéres, listes, vecteurs, fonctions, ... 

Par exemple, un algorithme de calcul de l’aire d’un rectangle utilise les données initiales généralement 

nommeées longueur et largeur. Ces données sont de type numérique et varient en fonction du rectangle 

auquel s‘applique l’algorithme. 

e En programmation, une variable est un espace mémoire identifié par un nom et destiné a stocker 

des données. Selon son type, une donnée occupe plus ou moins d’espace mémoire. 

e Certains langages de programmation, comme AlgoBox, néces- 

sitent de réserver l’espace mémoire alloué au stockage des infor- | Le langage des calculatrices gére 

mations avant l’exécution du programme. Il est alors nécessaire de | « dynamiquement » les variables. 

déclarer préalablement les variables utilisées, ainsi que leur type. Ce qui signifie qu'il nest pas 
nécessaire de les déclarer. 

e Afin de faciliter la programmation et la lisibilité d’un algorithme, 

il est utile de déclarer les variables avant la description de cet algorithme. 

e Les instructions mettant en ceuvre une ou plusieurs variables sont : 

—l'affectation : saisie de l'utilisateur (entrée), r€ésultat d'une opération ; 

— les opérations : on utilise les opérations qui s‘appliquent au type de données que la variable contient, 

— l'affichage ou, plus généralement, la sortie des données contenues dans la variable. 

© Exemple. Forme canonique d’un trinéme 

Ualgorithme utilise quatre Casio Tl “| 

variables numériques. 

Les variables A, B et C servent 

a stocker les coefficients 

du trinéme. La variable D 

sert a stocker la valeur du 

discriminant. Le contenu 

de la variable D ne sera pas 

affiché et servira uniquement 

au traitement. 

12 Pratiquer l'algorithmique 



Pour les exercices 7 et 8 

Vous devez simuler l'utilisation de la mini-calculatrice 

présentée dans l’activité ci-contre. 

Calcul d’hypoténuse 

a, b et c désignent les longueurs 

des cdtés d’un triangle rectangle. 

a est la longueur de I’hypoténuse. 

Décrivez une séquence de calcul 

permettant d’obtenir a lorsque b 

b=S5etc=4. 

ea Deux fonctions 

fest la fonction définie sur R par f(x) = x* - 2x +5. 

g est la fonction définie sur R - {- 2} par g(x)= ox ; 

a) Utilisez l’expression x(x — 2) + 5 de f(x) pour écrire une 

sequence de calcul permettant d’obtenir f(4) en ne saisis- 

sant qu'une fois la valeur 4. 

b) Méme question en utilisant l’expression 2 - z 2 de 
2. 

g(x) pour obtenir g(4). 

| 9 | Riri, Fifi, Loulou 

Riri, Fifi et Loulou sont trois variables de type chaine, c’est- 

a-dire pouvant stocker des phrases ou des mots écrits 

entre guillemets. 

Associez a chaque algorithme le résultat qu'il affiche. 

Oo < 

Riri prend la valeur «Fifi» 

Fifi prend la valeur «Loulou» oe 
« Riri > 

Loulou prend la valeur Riri 

Afficher Loulou 

pases cer 

Loulou prend la valeur «Riri» 

Riri prend la valeur «Loulou» ‘ 
« Fifi > 

Fifi prend la valeur Riri 

Afficher Fifi 

iC) 3 | 
Fifi prend la valeur «Riri» 

Loulou prend la valeur Fifi 
« Loulou >» 

Riri prend la valeur Loulou 

Afficher Riri 

10 | Un minimum de variables 

On considére l’algorithme de calcul suivant. 

Choisir un nombre 

L’élever au carré 

Choisir un second nombre 

L’élever au carré 

Faire la somme des carrés 

Afficher cette somme. 

1. a) Identifiez et nommez les variables qu'il vous semble 

naturel d’utiliser. 

b) Est-il possible de restreindre le nombre de variables 

utilisées a 2 ? 

2. Programmez cet algorithme sur votre calculatrice ou un 

ordinateur en utilisant un minimum de variables. 

11 | Quelle économie ? 

Le programme suivant permet d’afficher le prix hors taxes 

(PHT) et le prix toutes taxes comprises (PTTC) d’un achat de 

n articles identiques au prix unitaire hors taxes p. Le taux 

de TVA appliqué est t %. 

¥ DEBUT ALGORITHME 
| AFFICHER "Prix HT unitaire :" 

URE p 
AFFICHER "Nombre d'articles :" 

URE n 
AFFICHER “Taux de TVA (96) :" 
URE t 
PHT PREND_LA_VALEUR ........scssseseesses0eo0e 
PTTC PREND_LA_VALEUR .......ssessesssesseesueesneeees 

|. AFFICHER PHT 
L.. AFFICHER PTIC 
FIN_ALGORITHME 

1. Identifiez les variables utilisées. 

2. Complétez les instructions relatives aux calculs de prix. 

3. Valgorithme suivant a la méme fonction que le 

précédent. 

~ DEBUT _ALGORITHME 
i} AFFICHER "Prix HT unitaire :" 
URE p 
AFFICHER "Nombre d'articles :" 

URE n 
-AFFICHER “Taux de TVA (9%) :" 
UIRE t 
p PREND_LA_ VALEUR ........c:ecseeeeees 
AFFICHER p 
Pp PREND_LA_VALEUR ..........:c:sseeeee 
AFFICHER p 

FIN_ALGORITHME 

a) Identifiez les variables utilisées. 

b) Complétez les instructions relatives aux calculs de prix. 

c} L’économie du nombre de variables vous parait-elle 

justifiée ? 

Pratiquer l'algorithmique 13 



14 

La taille de 15 éléves d'une classe de terminale a été relevée et consignée dans Cau reer 

une feuille de calcul d’un logiciel tableur. 

On souhaite déterminer les effectifs cumulés croissants de la série statistique 

ainsi obtenue selon un regroupement en classes d’amplitude 10 cm. 

La fonction NB.S! permet de compter le nombre de cellules vérifiant un critere 

D> En C2, saisissez |=NB.SIAS2:AS16 ; «< »8B2) 
3 On souhaite maintenant obtenir le regroupement en classes. Pour cela, 11. 

on utilise la colonne D. 

Par exemple, la cellule D2 indiquera le nombre d’éléves dont la taille est 14 

dans l'intervalle [155 ;165[ . 

a 

4 

a aaah i [8 oo | & iw ite 

{ 

Quelle formule, a recopier vers le bas, peut-on saisir en D2 pour obtenir 

Vocabulaire 

e La résolution de certains problémes conduit parfois a une situation dans laquelle la décision prise ~ 

le résultat souhaité ? 

est soumise a condition : 

— sila condition est vérifiée, on effectue une tache précise, 

— si elle n'est pas vérifiée, on effectue une autre tache. 

e Cela se traduit dans un algorithme 

par le schéma ci-dessous : 
= 

. eee y tic Si condition 

alors tache 1 geconmien est vérifiée. 

\! Instructions a effectuer si a 
condition nest pas vérifiée. | 
— 

Instructions a effectuer sila 

© Instructions pour la calculatrice 

Langage TI Langage Casio 

If <condition> 4 :If. <condition> 

Then <instructions> |:Then 

Else = <instructions> <instructions> 

If End 4 :Else 

<instructions> | 

:End | 

e Le «sinon» nest pas systématique. Sans cette instruction, si la condition n’est pas vérifiée, la tache 

nest pas effectuée et l’algorithme passe a l'instruction suivante. 

© Exemple. 

Deux nombres sont choisis par l'utilisateur. Le plus grand est affiché. 

Protocole Algorithme 

A et B sont de 

type numérique 

Lire A et B 

Si A>B 

Alors afficher A 

Sinon afficher B 

FinSi 

e Les variables A et B 

stockent deux nombres 

saisis par l'utilisateur. 

@ Le plus grand des deux 

nombres est affiché. 

Casio Tl 

Pratiquer Il'algorithmique 



12 | Fonction définie par morceaux 

La fonction fest définie sur R par: 
ve > , = F(x) = 1% 2x -1 st x20 

(= 2x— 1 sinon 

Ecrivez un programme qui, pour une valeur x saisie par 

l'utilisateur, renvoie le nombre f(x). 

GED Equation d'une droite 

Valgorithme suivant permet de déterminer le coefficient 

directeur d'une droite passant par deux points d’abscisses 

différentes. 

Variables 

a, b, c, d, mde type numérique 

Entrée 

Afficher « Saisissez les 

coordonnées du point A.» 

Lire a 

Lire b 

Afficher «Saisissez les 

coordonnées du point B.» 

Lire c a 
Lire d 

Traitement } 

m prend la valeur pees 

Sortie ss ; 

Afficher m Seo 

1. Complétez cet algorithme pour qu’il fournisse l’ordon- 

née a lorigine de cette droite. 

2. Programmez cet algorithme sur votre calculatrice ou 

sur un ordinateur. 

3. Cet algorithme ne prend pas en compte le cas d’une 

droite paralléle a l’axe des ordonnées. 

Modifiez l’algorithme pour que ce cas soit traité. 

14 | Tester deux vecteurs 

Le plan est rapporté a un repére orthonormé. 

Valgorithme suivant a été écrit avec AlgoBox. 

1 VARIABLES 

2 a EST_DU_TYPE NOMBRE 

3 b EST_DU_TYPE NOMBRE 

4 c EST_DU_TYPE NOMBRE 

a d EST_DU_TYPE NOMBRE 

6 DEBUT_ALGORITHME 

7 AFFICHER "Entrez les coordonnées du vecteur u." 

8 LIRE a 

9 LIRE b 

10 AFFICHER "Entrez les coordonnées du vecteur v." 

11 LIRE c 

12 LIRE d 

13 SI (a*d-b*c==0) ALORS 
14 DEBUT_SI 

15 AFFICHER “u et v sont ..........++- 4 

16 FIN_SI 

17 SI (a*c+b*d==0) ALORS 

18 DEBUT_SI 

19 AFFICHER: “ueEt VOSONE, 2.2 ae cine ose “ 

20 FIN_SI 

21 FIN_ALGORITHME 

a) Précisez l‘objectif de cet algorithme et complétez les 

lignes 15 et 19. 

b) Supposons Vv + 0. Si U et V sont colinéaires, alors il 

existe un nombre k tel que U=kv. 

Modifiez l’algorithme pour qu’il affiche la valeur k lorsque 

cela est pertinent. 

c) Que peut-on dire dans les cas U = 0 ou v = 0 ? Modifiez 

l'algorithme pour traiter séparément ces deux cas. 

15 | Trinome 

Modifiez le programme donné a I’exercice EQ pour quiil 

calcule et affiche les éventuelles racines du trinéme. 

| 16 | Une précaution utile 

Voici un algorithme. 

2 Gaia SAUCE Wokicek 2 
SES A MEA GSR MRE Oc ie tao gal fee 

jEntree. ee eae Capone) 

1. Testez cet algorithme en complétant le tableau suivant. 

Sorties Entrées 

2. Observez la colonne H et précisez alors l’objectif de cet 

algorithme. 

3. Application 
Ecrivez un programme indiquant si un triangle est rec- 

tangle. Les longueurs des cétés de ce triangle seront des 

entiers saisis par l'utilisateur dans un ordre quelconque. 

Pratiquer l'algorithmique 15 



a) Créez les vecteurs U = The etV= a BC. 

construction est reproductible. 

@ Boucle « Tant que » : on exécute une certaine tache 

tant qu’une condition est vérifiée. La condition est 

testée avant d’exécuter la tache. La tache peut ne 

pas étre exécutée. 

© Boucle « Jusqu’a » : on exécute une certaine tache 

jusqu’a ce qu'une condition soit vérifiée. La condition 

est testée apres avoir exécuté la tache. La tache sera 

donc exécutée au moins une fois. 

© Exemple. Tracer la courbe représentative de la fonc- 

tion f définie sur [- 10 ; 10] par f(x) = cd 
moet 

@ En plus de la variable x, on| Variables 

pour le pas d‘incrémentation de | Entrée 

la variable x. p prend une valeur 

choisie par 

1l‘utilisateur 

Traitement 

x prend la valeur -10 

Tant que x s 10 

Afficher le point 

ep) 28\(G3)))) 
x prend la valeur 

® On réitere la tache précédente 2G ae 79) 

tant que x <10. Fin de boucle 

Sortie 

La courbe est affichée 

© On affecte ap une valeur choisie 

par l'utilisateur et a x la borne 

inférieure de l'intervalle : — 10. 

® On place le point de coordon- 

nées (x ; f(x)) et on incrémente x 

de la valeur de p. 

a Ouvrez une nouvelle figure sous GeoGebra puis créez les points A et B en 

saisissant A = (0, 0) et B = (4, 0). Créez carré ABCD VEU EU rogue, 

b) Créez les points A’ et 4 tels que AA’ =U et BB’=v. 

c) Créez le carré A’ B’ EF. Le carré A’B’EF est inscrit dans le carré ABCD. Cette 

Em Utilisez cet outil pour créer un nouveau carré imbriqué dans A’B’EF. 

Point A. A+u A 

x F . ze ° Pe . . * Point B B+v 
> Créez l’outil Carré imbriqué permettant de construire les objets finaUx [orn soiyt: Pokgone(A. 8.4) 

ci-contre a partir des objets initiaux (attention a lordre : point A puis point B). [Seament* 

a Combien faut-il construire de carrés pour que le cété du plus petit soit inférieure a 0,5 ? 

e Un algorithme peut devoir réaliser plusieurs fois de suite la méme tache. On dit que l’algorithme 

répete une boucle. Le terme itération désigne un passage dans la boucle. 

e Lorsqu’on réalise la méme tache tant qu'une condition est vérifiée, ou jusqu’a ce qu'une condition soit 

vérifiée, on parle de « boucle conditionnelle ». On distingue deux types de boucles conditionnelles. 

© Instructions pour la calculatrice 

Langage Casio Langage T | 

:While <condition> 

:<instructions> 

:End 

While <condition> 

<instructions> 

WhileEnd 

Do + :Repeat <condition> 
<instructions> :<instructions> 
LpWhile <condition><| :End 

Algorithme 
utilise la variable numérique p| x et p de type numérique 

Avec Algobox 

Ww VARIABLES 
=x EST_DU_TYPE NOMBRE 
pas EST_DU_TYPE NOMBRE 

WwW DEBUT ALGORITHME 

AFFICHER “Entrez le pas." 
Eure pas 

PREND_LA VALEUR -10 

Ww TANT_ QUE (x==10) FAIRE 

Gea TANT _QUE 

ACER POINT (x Flix) 

=x a ORenee LA VALEUR x+pas 

= FIN TA NT QUE 

FIN _ALGORITHME 

Fonction numérique utilisée : 

F1(x)=(x-1)/(pow(x,2)+1) 

Utilisez l'onglet Dessiner dans un repére . 

ates 

16 Pratiquer l'algorithmique 



Passage en caisse 

Lors du passage 4 la caisse d’une supérette, le prix de 

chaque article est saisi au clavier puis validé par l’appui 

sur la touche « entrée » de la caisse enregistreuse. 

La saisie et la validation de la valeur 0 déclenchent I’affi- 

chage de la somme a payer. 

1. Programmez votre calculatrice pour qu'elle puisse servir 

de caisse enregistreuse. 

2. Modifiez votre programme pour que le nombre d’ar- 

ticles achetés soit également affiché. 

| 18 | Le liévre et la tortue 

Il s'agit d’un jeu qui se joue avec un dé sur un plateau de 

sept cases. 

Les régles de ce jeu suivent l’algorithme suivant. 

Variables 

T, L et D sont de type numérique 

G est de type chaine de caractéres 

Entrée 

T et L prennent la valeur 0 

Traitement 

Jusqu’a ce que T = 7 ou L = 7,faire 

D prend la valeur d’un jet de dé 

St D=6 alors 

eo 

G= « Liévre » 

Sinon 

P=T+D 

FinSi 

Stew AL Ore 

G = « Tortue » 

FinSi 

Fin de boucle 

Sortie 

Afficher « Le gagnant est : >G 

Remarque. 7 et L désignent les positions respectives de la 

tortue et du liévre. 

1. Rédigez la regle du jeu sous forme d’un texte court. 

2. Programmez cet algorithme sur votre calculatrice ou 

un ordinateur. Sur calculatrice, il peut étre nécessaire de 

désigner le liévre et la tortue par des nombres. 

3. Modifiez et complétez cet algorithme pour réaliser une 

simulation de 1 000 parties. 

4. U'un des deux protagonistes est-il avantagé par ces 

régles ? Si oui, modifiez le nombre de cases du plateau 

pour rendre ce jeu le plus équitable possible. 

Pratiquer 
UVALGORITHMIQUE 

19 | Algorithme de Babylone 

Dés l’‘Antiquité, les Mésopotamiens ont su déterminer un 

encadrement de Vn (n © N) par deux fractions avec une 

précision remarquable. 

Encadrement de V2 avec la précision p 

Variables 

U, Vio a, beet 6 sont de v=1 

type numérique Yp qu ea 

Entrée 

u prend la valeur 2 oy Ge 

v prend la valeur 1 Use Y 3 

ire p utv_3 

Traitement 2 ) 

Tant que u-v>p, faire : 

a prend la valeur ¥ So > 

4 
b prend la valeur oe 

AAD 
u prend la valeur a , ; 

u et vsont les dimensions 

d'un rectangle dont l’aire 

vaut toujours 2. 

A chaque itération, le 
rectangle obtenu est « un 

peu plus carré ». 

v prend la valeur b 

Fin de boucle 

Sortie 

Afficher u et v 

1. Programmez cet algorithme puis déterminez un enca- 

drement de V2 d’amplitude 107°. 

2. Modifiez votre programme pour déterminer un enca- 

drement de V5 d’amplitude 10° *. 

| 20 | Division euclidienne 

A, B et R désignent trois nombres entiers naturels. 

1. Ecrivez un algorithme permettant de calculer le reste 

de la division euclidienne de A par B. 

2. On a donné ci- 

contre l’algorithme 

d’Euclide permettant 

de calculer le PGCD 

de deux entiers 

naturels. 

Entrée 

Lire A et B 

R prend la valeur 1 

Traitement 

Jusqu’a ce que R = 0, 

Calculer le reste Rd 

la division de A par B 
Programmez cet 

algorithme sur votre 

calculatrice ou un 

ordinateur. 

A prend la valeur B 

B prend la valeur R 

Fin de boucle 

Sortie 
3. Calculez: NER GOCE 
PGCD(660 ; 1 050) ; 

PGCD(4 410; 2 100). 

Pratiquer l'algorithmique 17 
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1 On cherche a mettre en place un algorithme permettant de cal- 

UNE SUITE DEFINIE PAR RECURRENCE 

(u,,) désigne la suite geometrique de terme initial uy =5 etderaison [Yoriapies 

k=0,9. i, p et u sont des variables 

numériques 

Entrée : 
culer le terme de rang p, p étant un entier naturel donné. i brand le ele © 

a) Compleétez l’algorithme suivant pour qu'il reponde ace besoin. |u prend la valeur 

b) Programmez cet algorithme sur votre calculatrice ou un |Afficher «Entrez le rang p:» 

ordinateur. Lire p 

Traitement 

> Modifiez l’algorithme précédent pour qu'il vous permette de | Tant que oe 
u prend la valeur As 

i prend la valeur i+1 

Fin de boucle 

Sortie 

Afficher la valeur u 

répondre aux questions suivantes. 

A partir de quel rang les termes de la suite deviennent-ils infé- 

rieursa1?a0,1? 

Remarque. Attention au rang qui doit étre affiché. 

Vocabulaire 

e Certains algorithmes nécessitent de contrdler le nombre d’itérations d’une boucle. On utilise pour 

cela un compteur, c’est-a-dire une variable servant a compter le nombre d’itérations effectuées. 

e A chaque passage dans la boucle, le compteur est incrémenté. Cela signifie que sa valeur est aug- 

mentée d’une unité. On parle de boucle incrémentale. 

e Les structures de type « tant que » ou « jusqu’a » permettent de mettre en place des boucles incré- 

mentales, comme le montre l’activité précédente. 

e ll est souvent envisageable d’utiliser une structure tb) Instructions pour la calculatrice 

particuliére : la boucle « pour ». 
Langage Casio Langage Tl 

For 1—/ To 10 + : For (I, 1, 10) 

<instructions> : <instructions> 

Pour i allant de 1 jusqu’a 10 

faire tache 

FinPour Next 4 :End 

Cette boucle s‘exécute 10 fois. A chaque itération, la variable i sera incrémentée d'une unité et prendra 

les valeurs successives : 1, 2, 3,..., 10. Lorsque/ prend la valeur 10, les instructions sont exécutées une 

derniére fois puis la boucle s’arréte. - 

La valeur initiale et la valeur finale sont a adapter sui- Langage Casio Langage Tl 
vant les besoins. For 1-+/ To 10 Step 2 +! | : For (I, 1, 102) 
On peut aussi envisager de modifier le pas ¢ 
_ 

© Exemple. Le programme suivant simule un lancer de trois dés. Le résultat est stocké dans une liste. 

tation (voir ci-contre). 

Algobox 

WV VARIABLES 
fe EST_DU_TYPE NOMBRE 
~D EST_DU_TYPE LISTE 

¥ DEBUT_ALGORITHME 
W POURI ALLANT_DE1A3 

~ DEBUT_POUR 
D{i] PREND_LA_VALEUR ALGOBOX_ALEA_ENT(1,6) 

}- AFFICHER D{i] 
'~ FIN_POUR 

FIN_ALGORITHME 

Pratiquer l'algorithmique 



21 | Suite de l’activité 

1. Modifiez l’algorithme de la question a) de l’activité 

ci-contre pour remplacer la structure « Tant que » par une 

structure « Pour ». 

2. Pourriez-vous utiliser une structure « Pour» afin de 

répondre a la question > de l'activité ? 

| 22 | Des réponses au hasard 

Un questionnaire est composé de dix questions dont 

la réponse ne peut étre que « vrai » ou « faux ». Chaque 

réponse exacte rapporte un point. 

1. Justifiez que le programme écrit avec AlgoBox ci-des- 

sous permet de simuler une note obtenue en répondant 

aléatoirement a ce questionnaire. 

/¥ VARIABLES 
| Fi EST_DU_TYPE NOMBRE 

Note EST_DU_TYPE NOMBRE 
-¥ DEBUT_ALGORITHME 
ik POURi ALLANT_DE 1 A 10 
ee POUR 

Note PREND _LA_VALEUR Note+ALGOBOX_ALEA_ENT(0,1) 
FIN POUR 

L AFFICHER Note 
FIN_ALGORITHME 

2. On souhaite calculer, pour 10 000 simulations, la 

moyenne des notes obtenues pour ces simulations. 

Pierre a écrit le programme suivant. 

Ce programme ne fonctionne pas correctement. 

Corrigez-le. 

1| VARIABLES 

2 i EST_DU_TYPE NOMBRE 

3 j EST_DU_TYPE NOMBRE 

4| Note EST_DU_TYPE NOMBRE 
5 somme EST_DU_TYPE NOMBRE 

6| moyenne EST_DU_TYPE NOMBRE 
7; DEBUT_ALGORITHME 
8 POUR i ALLANT_DE 1 A 10080 

g DEBUT_POUR 
10) POUR j ALLANT_DE 1 A 106 
11 DEBUT_POUR 

12 Note PREND_LA VALEUR Note+ALGOBOX_ALEA_ENT(9,1) 

13 FIN_POUR 

14 Note PREND_LA_ VALEUR 6 

15 somme PREND_LA VALEUR somme+Note 

16 FIN_POUR 

V7 moyenne PREND_LA VALEUR somme/10000 

13] AFFICHER* moyenne 
19) FIN_ALGORITHME 

3. Lenseignant estime qu’un éléve répondant au hasard 

ne devrait pas pouvoir obtenir une note supérieure a 2,5. 

Pour cela, i! décide de pénaliser les réponses erronées en 

leur attribuant des points négatifs. 

Pratiquer 

L»ALGORITHMIQUE 

Modifiez l’‘algorithme précédent pour aider l’enseignant 

a choisir la note négative qui'il faut attribuer a chaque 

mauvaise réponse. 

| 23 | Diviseurs 

N désigne un entier naturel non nul. 

Voici un algorithme permettant d’obtenir la liste des divi- 

seurs de N. 

I et N sont de type numérique 

Entrée 

Lire N 

I prend la valeur 1 

Traitement 

Tant que x<2 

Si I divise N 

Alors ajouter I a la liste 

des diviseurs 

FinSi 

Incrémenter I 

Fin de boucle 

Sortie 

Afficher la liste des diviseurs 

1. a) Pourquoi est-il inutile de tester les entiers plus grand 
n 

Va ¥ ee co 
b) Comment tester « | divise N » ? 

c) Ecrivez un programme donnant la liste de tous les divi- 

seurs de N, N étant saisi par l'utilisateur. 

2. Un jeu suit la regle suivante. 

Uordinateur choisit aléatoirement un entier compris entre 

1 et 100. 

e Si ce nombre posséde sept diviseurs ou plus, le joueur 

marque p points, p EN. 

e Si ce nombre posséde entre trois et six diviseurs, le 

joueur marque 1 point. 

e Sice nombre est premier, le joueur perd 10 points. 

a) Modifiez le programme de la question 1. pour qu'il 

donne le nombre de diviseurs d’un entier donné. 

b) Complétez ce programme pour qu'il permette de simu- 

ler 100 parties de ce jeu. On pourra choisir arbitrairement 

une valeur p. 

c) Quelle valeur entiére p choisiriez-vous pour rendre ce 

jeu le plus équitable possible ? 

Pratiquer l'algorithmique 19 
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* ' = 

mauertallttde TRS 
= 

Rneeneiiemnnmenmnmenmeanauaicnl 

La chute en cascade de ces dominos géants symbolise 
la chute du mur de Berlin (lors du 20° anniversaire de cet 
événement). Le premier domino va entrainer le deuxiéme, 
qui entrainera le troisieme... Et tous les dominos finiront 
par tomber. Comme vous le verrez dans ce chapitre, 
le raisonnement par récurrence procede de la méme idée. 
Il semble que la premiére utilisation explicite de 
ce raisonnement se trouve chez Pascal, dans son Traité 
du triangle arithmétique (1654). Mais ce sont Dedekind 
et Peano qui l’ont rigoureusement formalisé 
au XIX® siécle, 

Chapitre 1 © Suites 

> Chercheurs d’hier, p. 37 



be Suites arithmétiques 
e Dire qu'une suite (u,,) est arithmétique 

signifie qu'il existe un nombre r, appelé 

la raison, tel que, pour tout entier naturel n: 

e (u,) étant une suite arithmétique, pour tous 
entiers naturels m et p, u,, =U, p) 

En particulier, si le premier terme est Ug, alors 

~ pour tout entier naturel n, u,, = u o + nr. 

e Lasomme des entiers de 1 an s‘exprime par : 

n(n +1) 
n 

) kS142434...4n= 
kal 2 

p> Suites géométriques 
e Dire qu'une suite (u,,) est geométrique 

signifie qu'il existe un nombre g non nul, appelé 

la raison, tel que, pour tout entier naturel n: 

e (u,) étant une suite géomeétrique, pour tous 
; 

entiers naturels m et p, u,=q™ ° Xu,. 

En particulier, si le premier terme est Uy, pour 

tout entier naturel n, u, =q" X Ug. 

e Lasomme des puissances successives d’un 

nombre g différent de 1 s‘exprime par : 
n he qu 

k 2 n =1+q+q°+...+q"= eva lt4ata cae 

> Sens de variation d’une suite 
e (u,) est croissante signifie que : 

pour tout entier naturel n, u, <u,,,. 

e (u,) est décroissante signifie que : 

pour tout entier naturel n, u, 2u,,,. 

e (u,) est constante signifie que : 

pour tout entier naturel n, u, =U,,,,- 

e Pour étudier le sens de variation d’une suite 

(u,,), on peut: 

— déterminer le signe de la différence u,,, -U,, ; 
1 S 

"*" et 1 dans le cas ow tous les — comparer 
n 

termes u,, sont strictement positifs ; 

— étudier les variations de la fonction f lorsque 

la suite (u,,) est définie paru,, = f(n), puisque f 

et (u,,) varient dans le méme sens. 
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& Exercices-tests faa 
numeériques 

@ Vrai ou faux 

Les suites sont définies pour tout entier naturel n. 

a) La suite (u,) définie par u, =5 + 7n est arithmétique. 

b) La suite (u,,) définie par u,, =1+n* est arithmétique. 
c) La suite (u,,) définie par u,, = 2n est géométrique. 

d)Siu,, u,,, et u,,, sont trois termes consécutifs d'une 

suite arithmétique, alors u, + U,,5 = 2U,,,,. 

® acm 

Pour chaque affirmation, une seule réponse est exacte. 

Identifiez-la en justifiant votre choix. 

1. La suite (u,,) définie pour tout entier naturel n non nul 

2n+1 
par u, = ‘ 

a) arithmétique b) géométrique 

c) ni arithmétique, ni géométrique 

eSt= 

2. La suite (u,,) définie pour tout entier naturel n par 

ee Ut 4 u, est: 

a) arithmétique b) géométrique 

c) ni arithmétique, ni géométrique 

© Vrai ou faux 

a) La suite (u,,) définie pour tout entier naturel n par 

U, = 2n — 3 est croissante. 

b) La suite (u,,) définie pour tout entier naturel n non nul 

par u, =1- - est strictement croissante. 

c) Si une suite est strictement croissante, alors ses termes 

finissent par dépasser n‘importe quel nombre choisi. 

d) Si fest une fonction croissante sur R’*, alors la suite 

définie par u,, =f(n) est croissante. 

O acm 
Pour chaque affirmation, une seule réponse est exacte. 

Identifiez-la en justifiant votre choix. 

1. La suite (u,,) définie pour tout entier naturel n par 

~ sss 
n 

a) croissante 

est: 

lb) décroissante c) non monotone 

2. La suite (u,) définie par uy =1 et pour tout naturel n, 

Ue oll ek Oeste 
n+ 

a) croissante 

3. (u,,) est la suite définie pour tout entier naturel n par 

b) décroissante 

u, =n -n*+n.La suite (u,) est: f 
¥ 
\ 

t 

c) non monotone 

a) croissante b) décroissante c) non monotone 

Corrigés sur www.transmathlycee.net/eleve-TermS 
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ACTIVITES 

22 

PROLIFERATION BACTERIENNE 

La multiplication des bactéries comprend deux phases : une phase de croissance et une phase de divi- 

sion, chaque bactérie donnant naissance a deux bactéries, qui a leur tour donneront chacune deux 

bactéries, etc. 

Dans le cas de la bactérie Escherichia Coli, la population double approximativement toutes les 

20 minutes dans des conditions optimales de croissance. Pour modéliser le phénomene, on considere 

quelle double exactement toutes les 20 minutes. 

On note u,, le nombre de bactéries Escherichia Coli obtenues (théoriquement) a lissue de n périodes 

de 20 minutes, avec Uy =1 (il existe une unique bactérie au départ). 

Exprimez u,, en fonction de n et précisez la nature de la suite (u,,). 

Estimez la population de bactéries obtenues en 4 heures. 

Au bout de combien de temps la population bactérienne dépassera-t-elle la population de 

Tokyo (38 000 000 d’habitants), la ville la plus peuplée du monde (2011) ? 

Vv vvYv On assimile la Terre a une sphére de rayon R = 6 370 km. Le volume d’une bactérie étant d’envi- 

ron 141m, en combien de temps le volume de la Terre serait-il, en théorie, atteint par la descen- 

dance d’une seule bactérie ? Commentez ce résultat. 

EXODE RURAL 

On imagine un pays dont la population reste constante et égale a 10 millions d’habitants. 

Des relevés annuels et une hypothése de stabilité dans l’évolution permettent de considérer que chaque 

année, 10 % de la population rurale émigre vers les zones urbaines alors que 5 % de la population urbaine 

émigre vers les zones rurales. 

Au début de l'étude (année 0), la répartition est : 6 millions de ruraux et 4 millions de citadins. 

Vobjectif de cette activité est de prévoir l’évolution de cette répartition et, en particulier, de savoir si, sous ces 

hypotheses, on peut prévoir une désertification totale des zones rurales. 

On note r, la population, en millions d’habitants, des zones rurales et u,, celle des zones urbaines a l’année n. 

ray = 9,9r, + 0,05u,, 
- Prouvez que : pour tout entier naturel n, { 

Up = 0,95u, =O; 17, 

ba a) Quelle hypothése vous permet d’affirmer que pour tout entier naturel n, u, =10—r, ? 

b) Déduisez-en que pour tout entier naturel n, r,,, = 0,85r, + 0,5. 
n+1 

3 a) Dans un méme repere, tracez la droite d d’équation y = x et la droite A représentative de la fonction 

affine f définie par f(x) = 0,85x + 0,5. 

b) Placez r, sur l’axe des abscisses, puis son image r, par la fonction f sur l’'axe des ordonnées. Utilisez la 

droite d pour placer r, sur l’axe des abscisses. 

Réitérez le procédé pour placer r,, r;,... 

4 Quelle conjecture pouvez-vous alors émettre concernant : 

a) le comportement des suites (r,) et (u,,) ? 

b) la désertification éventuelle des zones rurales ? 

5 Utilisez votre calculatrice pour calculer rz. et U39. 

Modifiez la répartition initiale (ry = 6 et u, = 4). Que constatez-vous ? 

Chapitre 1 © Suites 



ACTIVITES 

LA METHODE DE HERON 

Les savants de I’Antiquité ont cherché des procédés pour calculer les racines carrées. Voici une méthode 

attribuée a Héron d’Alexandrie (I°" siecle de notre ére) pour calculer des valeurs approchées de V 2. 

1 Mise en situation 

On considére un carré d’aire 2 et un rectangle de méme aire, de 
F : 2 F 

dimensions a et q \aveca rationnel,a>O eta # A 
a 

Un nombre a) Expliquez pourquoi le nombre V2 ne peut pas étre strictement 
rationnel est We S anes a. 

supérieur, ala fois, aaeta a le quotient 

= de deux LA ; raver : 2 q Peut-il étre strictement inférieur a a et ms ? Que pouvez-vous en 

nombres conclure ? 
entiers 

(q # 0). b) Il semble qu’en considérant la moyenne arithmétique de a et 2, On puisse obtenir une approximation 

du nombre V2. Notons b cette valeur: 6 = $ (a + =) : 

Démontrez que le nombre < appartient, comme 6, a I'intervalle ouvert | Vous ae . deux 

d'extrémités a et = : casa < Fi eta > a: 

c) Expliquez pourquoi b et = fournissent un encadrement plus fin de V2 que aet <. ‘ 

On concoit donc qu’en itérant ce processus, on obtient une suite de nombres rationnels qui permet 

d’approcher V2. 

2 Calcul des premiers termes 

On considére donc la suite (u,,) définie par: uy =1 et pour tout entier naturel n, u,,, = $ (u. + a : 
U, 

On admet que tous les termes de la suite sont non nuls. 
: 2 p2 

a) Calculez successivement les valeurs exactes des nombres Ug, Shi Wp Us 
: 0 

Placez-les sur un axe gradué. 

b) Calculez u, et u,. (Donnez une valeur approchée a 10 °prés.) Que pouvez-vous en conclure ? 

Eo Approche graphique 

On considére les fonctions x > x et x -> $ (x =F | pour x appartenant a |0 ; 2]. 

a) Déterminez les coordonnées (x, ; Yo) du point d’intersec- 

tion de leurs courbes représentatives. 
d ’ , : Avec Casio, utiliser le mode RECUR. 

b) Utilisez votre calculatrice pour obtenir une représenta- 

tion des premiers termes de la suite (u,,) et conjecturez son 

comportement. 

Avec Tl, utiliser le mode SUITE. 

Voir les instructions sur les rabats de la couverture. 

OS Cerise ratte... sont-ils plus faciles ? 

1 Quel est le reste de la division euclidienne par 8 de 3'* ?de 3’? ?de 3°°'*? 

1 1 1 1 : 
oe OS Bea Se OUD 01. 2 Quel est le nombre entier le plus proche de la somme 
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24 Chapitre 1 

Raisonnem @:it par récurrence 

1.1) Un nouveau type de raisonnement 

En classe de Premiere, certains résultats ont été admis sans démonstration. 

C’est le cas, par exemple, de la propriété: 
A ‘ n(n+1 

pour tout entier naturel n, la somme des entiers de 1 an s'exprime par 1+2+...+N= nin sh : 

n(n+1 
Notons (P,) la proposition: 1+ 2+...+n= — : 

‘ 1(1+1 R 4 2(2+1 
6 La proposition (P,) est vraie car 1= ios) .De méme, (P,) est vraie car 1+ 2= eeu : 

On peut encore vérifier, par exemple, que (P5) et (P,) sont vraies. 

Mais ceci ne démontre pas que (P_,) est vraie quel que soit n, puisque nous ne pouvons pas effectuer 

une infinité de vérifications. 

© Le raisonnement qui va nous permettre de conclure peut étre imagé ainsi : 

Si l’on peut se placer sur un barreau d’une échelle, et 

si l'on peut ensuite passer d’un barreau quelconque au suivant, 

alors on peut gravir tous les barreaux, a partir du barreau initial. 

© Dans notre exemple, la premiére étape est vérifiée : la proposition (P,) est 

vraie. 

On concoit et on admet que si l'on sait démontrer que « (P.) vraie » entraine 

« (P_,,) vraie », alors la proposition est vraie pour tout n entier naturel (non nul). 

Supposons donc (P,) vraie, cest-a-dire: 14+ 2+...+n= ia ne u . 

Nous devons en déduire Py) 1+ 2+ toting t= eee? 

142+...40 Hin +1) = 2D sins ty=(n40)(241) see dul rae 2 ° ce (OVP) 
= rye d'aprés (P_) 

Ainsi, (P,,,) est vraie. On peut donc conclure que la proposition est vraie pour tout entier naturel n 

(non nul). Ce raisonnement est appelé raisonnement par récurrence. 

1.2) Principe du raisonnement par récurrence 

Pour démontrer par récurrence qu'une proposition (P,) est vraie pour tout entier naturel n 

supérieur ou égal a un entier naturel ny fixé, on procéde en trois étapes. 

e ACMI étape: ol hal: que (P,) est vraie, cest-a-dire que la proposition Initialisation 

est vraie pour le premier indice n,. On dit qu'on a initialisé la récurrence. 

e Deuxiéme étape : on suppose que pour un entier n quelconque (n > ng), la Hérédité 
proposition (P,,) est vraie, et sous cette hypothése — dite de récurrence — on 

démontre que la proposition (P.,,,) est vraie. 

On a ainsi prouveé que I'hypothése de récurrence « (P.,) vraie » est héréditaire. 

e Troisiéme étape : lorsque les deux étapes ont été réalisées, on conclut que > Conclusion 
la proposition (P,) est vraie pour tout entier naturel n (n > No): 

Suites 



2) Limite d’une suite 

2.1) Limite finie 

Définiti . j : nt, ? ; Dire qu'une suite (u,) a pour limite un nombre réel ¢ signifie que tout intervalle ouvert 

contenant € contient tous les 
Teas ; Au plus un é i termes de la suite a partir P nombre Tous les u, a partir Au plus un nombre 

; nee ae finideu, avecn<N d’un indice N fini de u, avecn<N 
d’un certain indice (ou rang). aS aS 

Cette définition traduit l’accumulation des termes u,, autour de €. 

On dit que la suite (u,) est convergente de limite € ou quelle converge vers €. 

© Remarque. Lorsquielle existe, la limite € est unique. Fy Exercice 101, page 48 

© Suites de référence. Les suites définies pour tout entier naturel n non nul par u, = 

w,= _ t,= —_ ont pour limite 0. 
n Vn 

2.2) Limite infinie 

1 
n! n ae 

Dire qu'une suite (u,,) a pour limite +oo signifie que tout intervalle ouvert de la forme JA ; +00[ 

contient tous les termes de la ees b 
: 5 : u plus un nombre 3 i 

suite (u_) a partir d’un cer- AP Tous les u, a partir ihre finideu, avecn<N d’un indice N 
tain indice. 

iimeue — too 
NFO" de - 

On écrit 

Cette définition traduit l’idée que les termes u,, arrivent a dépasser tout nombre A, aussi grand soit-il. 

© Limite —co. De méme, I’écriture lim u,, =-0e signifie que tout intervalle ouvert de la forme 
+ 0oO 

]-co ; A[ contient tous les termes de la suite (u,,) a partir d’un certain indice. 

© Suites de référence. Les suites définies sur N par u, =n, v, =n’, w, =n*, t, = Vn ont pour 
limite +00. 

2.3) Limites et comparaison 

Theoreme LIE 

ROC 
=> Exercice 93 

« Le jour 
du BAC ». 

a ,) sont deux suites. Si pour tout entier naturel n supérieur a un certain entier naturel no, 

<= i = i = . eu,<v, et lim u,=+oo, alors lim v, = +00 ; 

eu,<v, et lim v,=-co, alors lim u, =—0o. 

Démonstration exigible. ell s‘agit de prouver que tout intervalle de la forme |A; +0o[ 

contient tous les termes de la suite (v,,) a partir d’un certain indice. Soit A un nombre quelconque. 

lim_u,, = +00 donc, par définition, l’intervalle JA ; +oo[ contient tous les termes u,, a partir d’un 
n>+co 

certain indice. Notons p cet indice. 

On sait aussi qu’a partir de l’indice no, u,, < v,,. Notons alors N le plus grand des deux entiers n, et p. 

A partir de l'indice N, l'intervalle JA ; +co| contient tous les termes u,, et donc a fortiori tous les 

termes v,,. Ceci étant vrai quel que soit A, ona bien: lim V, = +00. 

e De méme, on prouve que: 

si pour tout entier n> No, U, Sv, et lim v, =-0co,alors lim u,, =-0o. 
nN>+oco 
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Théoréme d’encadrement (dit « des gendarmes ») 

(admis) (u,,), (v,,) et (w,,) sont trois suites. 

Si pour tout entier naturel n supérieur a un certain entier naturel ny, v, <u, <w,, et siles suites (v,) 

et (w,,) convergent vers la méme limite €, alors la suite (u,,) converge vers €. 

E} Opérations et limites 

e Lorsque deux suites (u,,) et (v,,) ont des limites connues, on peut en général en déduire la limite de 
u 

la suite somme (u,, + v,,), de la suite produit (u,, x v,,) et de la suite quotient (=) : 
n 

e Ces régles opératoires, intuitivement évidentes, sont rassemblées dans les tableaux qui suivent. 

e Une case contenant un point d’interrogation correspond a un cas ou il n'y a pas de conclusion en 

général ; on dit alors que c’est un cas de forme indéterminée. 

3.1) Théoremes (admis) 

LUST 3! Limite d'une somme 
ce wee See Bo F mE ne eel 
Si(u,) apourlimite = [ € €o0u +co | €o0u-oo | +00 
ee eS ES —— a ee ee = E 

: re aire © ‘ , | | | Les réles de (u,) et (v,) 

mae ys oa ros : : : SN he: Sti | | Ets | peuvent étre échan és 
; a5 j Ps F cS ‘ yl 0) = y : i a | cae i g : alors (u,+v,) apourlimite | ¢+¢ $00. og | en 

Théoreme LJ Limite d’un produit 
- : 

3 (u,) a pour limite 

Les rdles de (u,,) et (v,) 

peuvent étre échangés. 
et si (v,,) a pour limite 

alors (u,, x v,) a pour limite 

Théoreme FY u 
Limite d’un quotient oe lorsque lim v, ~ 0 

n co 

cee ee inc ar ee ee em me dag mabe gna 

Si (u,,) a pour limite a 4 | CS eee a 
ee ee 
et si (v,) a pour limite {#0 ir en wlact =O. 
| a : | | re “ On détermine 
alors 7.) a pour limite 2 0 [resco | le signe de 
Save a eee UU ihe 8 la limite éventuelle 

d’un produit 

ou d'un quotient, 

en utilisant la régle 
des signes. 

Théoreme [¥ jf 

Limite d’un quotient —" lorsque lim v, =0 
V, n>+co 2 

ic eaeee eS Rte ae ee ee a anal = ar = a a om, 

‘si (u,,) a pour limite € #0 ou co | 0 ics. es LS. = | pee Rennneeane/ mene 
ieee Ae | et si (v.) a pour limite 0) en gardant un signe constant | 0 

n a partir d’un certain rang | 
[hasten ca tigasonr ss ogee Sanne meee a 1 = ——~ 

| u, a i etae 
alors |—] apourlimite | fore) it = a, 
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ROC 
—> Exercice 94 

« Le jour 
du BAC ». 

3.2| Formes indéterminées 

Les cas de formes indéterminées nécessitent une étude particuliére chaque fois qu’ils se présentent. 

Pour les mémoriser, on les note « co- 00 »;« OX co »3« 2»: 4 », mais ces écritures ne doivent 
CO 

jamais étre utilisées dans une rédaction. 

Limite d’une suite géométrique 

(u,,) est une suite geométrique de raison q non nulle. Pour tout entier naturel n, u, =u, xq". 

D’apres les théorémes sur les opérations et les limites, pour déterminer le comportement de la suite 

(u,,) al'infini, il suffit de connaitre celui de la suite (v,) définie par v, =q”. 

q désigne un nombre. Si q > 1, alors lim | gq" =+00. 

Démonstration exigible. 

Le nombre g étant strictement supérieur a 1, notons a le réel strictement positif tel que g=1+a. 

Le calcul des premiers termes de la suite: go =1,q' =1+a, q*?=1+2a+a’, gq? =1+ 3a+3a’*+a’, 

nous invite a comparer g” et 1+.na. 

e Démontrons par récurrence que : pour tout entier naturel n, g” =1+ na. 

— Initialisation : la propriété est vraie au rang O car q? = 1+ 0a. 

— Hérédité : supposons la propriété vraie au rang n, c‘est-a-dire gq” =1+ na. 

Comparons alors g”*' et 1+(n+1)a. 

(1+ na)(1+ a), 

n+1 0. n+ 

Comme g” =>1+na et g>0,ona qx q=(1+na)xq soit g’" > 

> 2 soit g”*! >1+(n+1)a+na’ et donc q 1+(n+1)a car na 

La propriété est vraie au rang n+1. 

— Conclusion : pour tout entier naturel n, gq” =1+ na. 

e aest strictement positif donc nim, (na) = +oo et lim (1+ na) =+co. 

Nous sommes dans les conditions d'utilisation du théoreme 1 : on en déduit lim q” = +00. 
> + co 

© Conséquence 

Si -1< q <1, alors lim, q” =0. 

La démonstration de ce résultat est donnée en exercice. Ry Exercice 100, page 48. 

© Remarque 

Si g <-1, alors la suite (q”) n’a pas de limite et si g = 1, la suite (q”) est constante (de limite 1). 

© Exemples 

e Lasuite géométrique de terme général u, = 5 (V2)" a pour raison q = V2 

Puisque q>1, lim  u, = +00. 

e La suite géométrique de terme général v,, = 3 x Gi a pour raison q = T : 

Puisque -1<q<1, lim v,=0. 

© La suite géométrique de terme général w,, = (- 2)", dont les premiers termes sont 1, — 2, 4, 

— 8,16, - 32,...n’a pas de limite. 
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GB Converger<e des suites monotones 

Définition EJ e Dire qu’une suite (u,) est majorée signifie qu'il existe un nombre M tel que, pour tout entier 

naturel n, u,, <M. Un tel nombre M est appelé un majorant de la suite (u,,). 

e Dire qu'une suite (u,,) est minorée signifie qu'il existe un nombre m tel que, pour tout entier 

naturel n, u,, =m. Un tel nombre m est appelé un minorant de la suite (u,). 

e Une suite a la fois minorée et majorée est dite bornée. 

© Exemples 

@ u,=3- Vn. Pour tout entier naturel n, u,, <3,donc la suite (u,,) est majorée par 3. 

Elle est aussi majorée par tout nombre supérieur a 3... 

® U, =-1 . La suite (u,,) est bornée car, pour tout entier naturel non nuln, O<— <1. 
3|- 

UTE 8} 4. Toute suite croissante majorée est convergente. 

(admis) 2. Toute suite décroissante minorée est convergente. 

© Remarques 

e Le théoréme 8 affirme la convergence mais ne précise pas le nombre € limite de la suite. 

e Pour une suite croissante, si M est un majorant, on peut seulement affirmer que & <M. 

Théoreme E] 1. Toute suite croissante non majorée a pour limite +oo. 

2. Toute suite décroissante non minorée a pour limite —co. 

| ] Démonstration 

1. Soit (u,,) une suite croissante non majorée. Par négation de la définition d’une suite majorée, 

Négationd’une = quel que soit le nombre A, il existe un indice N tel que uy >A. 
roposition rete : ; , . eee Bs . 
Bh 6s _ La suite étant croissante, il en résulte que tous les termes de la suite d’indice supérieur a N sont 

; supérieurs a A. Quel que soit le nombre A, I'intervalle |A ; +oo[ contient donc tous les termes de la 

suite a partir d’un certain indice (I'indice N) : la suite (u,,) a pour limite +00. 

2. De facon analogue, on démontre la partie 2. 

Théoréime [[t) 
1. Si une suite (u,,) est croissante et admet pour limite , alors pour tout entier naturel n, u,, < ¢ 

z 2. Si une suite (u,,) est décroissante et admet pour limite €, alors pour tout entier naturel n, u,= €. 

Démonstration. e Raisonnons par l’absurde. 

Supposons quill existe un terme de la suite noté uy tel que uy > ¢. [RAISONNER | 
Ralsonnement Notons A la distance (non nulle) u, —€. Par construction, Uy oe +—. 
par l'absurde 2 og 
> p. 468 La suite (u,,) est croissante, donc pour tout entier naturel n > N, N | N 7 

| ee. . Pee? 
Une +* et u, est a l'extérieur de I'intervalle ouvert Se 

J-Boee ee -—;f(+—]. 
2 2 

$e EE anes PLS OE 2 REAR CR 

Cet intervalle ne contient donc qu'un nombre fini de termes de la suite (au plus N). 

_ Donc le nombre ¢ ne peut pas étre la limite de la suite (u,) (cf définition 1 p. 25). 

Ainsi, pour tout entier naturel n, u,, < €. 

e Ladémonstration dans le cas ou (u,,) est décroissante est analogue. 
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come! Application 

Fopsecrie 1) Mener un raisonnement par récurrence 

© Pour démontrer qu'une proposition (P,,) est vraie pour tout entier naturel n (n 2 nq) : 

— Premiere étape : on vérifie que (P,, ) est vraie (initialisation) ; 
0 

—Deuxieme etape : on suppose que (P..) est vraie et on démontre que, sous cette hypothése de 

récurrence, (P est vraie (hérédité). 
net) 

—Troisieéme étape : on conclut. 

3G SOTA) Démontrer une égalité 
2_ n(n+1)(2n +1) 

Démontrez que pour tout entier naturel n non nul, 17+ 27+ 37+...+n?= P 

© Méthode © Solution 

e On commence par expliciter la proposition (P,). =» e Notons (P.) la proposition : 
+ 1 

(en ee 
6 

Démontrons (P,.) par récurrence. 

e On initialise le processus en vérifiant em > e Démontrons que (P,) est vraie. 
ue la proposition (P_) est vraie r le premier 1(14+1)(2+1 : 

ane aa ee alae ai ce SIAN ah 8 ie dank est visie 
indice n, ici égal a 1. 6 6 

e On veérifie l’hérédité : pm—> e Supposons que (P,) est vraie. 

on suppose « (P,) vraie », 17427 +...+n? +(n +1)? 
et on démontre que cela entraine n(n +1)(2n +1) ; 

« (P_,,) vraie », c'est-a-dire que : = +(n +1) 

17427 4...4.07+(n+1)? a n(2n +1) 
_ (n#1)(n + 2)(2n + 3) SE epee ltt th) 
2 eae eee ; 

=(n+1)x 2n°+7n+6 

6 

Le trinome 2x* + 7x + 6 a deux racines — 2 et 

Si x, et x, sont les racines du trinéme a? + bx + c, alors - 5, dou sa factorisation : (x + 2)(2x + 3). Il 

ce trindme se factorise sous la forme a(x — x,)(x — x,). : 
en résulte : 

ee eee riety 

(n+ 1)(n + 2)(2n + 3) 
tigen oes as 

La propriété (P_,,) est vraie. 
ne 

e— > e Doncla proposition (P,) est vraie pour tout 

entier naturel n non nul. 

O Mise én pratique 

4s 1. Démontrez que pour tout entier n7 1, Pour les exercices 3 et 4 

es 3 n7(n+ 1)? On utilise la notation suivante, pour n © N* : 
PED se es SS é jf 

n!=1x2x3x...xn.Onlit« factorielle n ». 
2. Déduisez-en une relation entre la somme des 

cubes et lasomme des entiers de 1 an. Eee Démontrez que pour tout entier n 21, 

1+(2«2!'+(3x3!)+...4 (nxn!) =(n+1)!-1. 
2 1. Démontrez que pour tout entiern2 1, 

n(n +1)(n + 2) gz Démontrez que pour tout entier n2 1, 
Ub PIR OP SF creed U0 1) =" am oe 
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3@q3 |) B)) Démontrer des propriétés d’une suite 

On consideére la suite (./,,) définie par uy =1 et pour tout entier naturel n, u,,, =U, +1. 

Prouvez par récurrence que tous les termes de la suite (u,,) sont strictement positifs et que la suite est 

croissante. 

© Méthode 

e On traduit les deux propriétés a démontrer 

par une double inégalité. 

e On initialise le processus, en vérifiant 
que la proposition (P,) est vraie pour le premier 

indice n, ici égal a 0. 

e On vérifie I'hérédité : 
on suppose « (P_) vraie », 

et on démontre que cela entraine 

« (P,,,) vraie », c'est-a-dire O<u,,, <u,,). 

® On conclut. 

© Mise en pratique 

| 5 | On considére la suite (u,,) définie par uy =1 

et pour tout entier naturel n, 

Oty =O) ae ar lle 

Démontrez par récurrence que pour tout entier 

naturel n, u, 2 ne 

| 6 | On considere la suite (u,,) définie par uy = 0 

et pour tout entier naturel n, 
Sy? Un =U, +1. 

Démontrez par récurrence que pour tout entier 

natureln > 4, u, 22". 

On considére la suite (u,) de l’exercice 

résolu B définie par uy =1 et pour tout entier 

naturel n, 

Un = A Ueto ; 

Démontrez par récurrence que pour tout entier 
naturel n, O<u, <2. 

8 On considere la suite (u,,) définie par uy = 2 

et pour tout entier naturel n, 

Una = vu, +5. 

Démontrez par récurrence, que pour tout entier 

naturel n, 2<u, <3. 

Suites 

© Solution 

~B—> e || s'agit de démontrer que: 

pour tout entier naturel n, O<u, <u,,,,. 

Notons (P,,) la proposition: 0<u, <u,,,,. 

p—p e Démontrons que (P)) est vraie. 

Uy =1 et U, =VuUyt =V2. 

0 <u, <u,,donc (Pp) est vraie. 

p—p © On suppose « (P,) vraie»: O<u, <u,,, 

donc 1<u,+1S0,,, +1. 
n+1 

La fonction racine carrée étant strictement 

croissante sur [ 0 ; +00[, on obtient : 

Vi <yu,+1<yu,., +1 

SOU a tl ee 

La propriété (P__,) est vraie. n+l 

p—> e La proposition (P,) est donc vraie pour tout 

entier naturel n:la suite (u,,) est croissante et 

a termes strictement positifs. 

9 | On consideére la suite (u,,) définie par uy = $ 

et pour tout entier naturel n, 

us =e = Uta 

Démontrez par récurrence, que pour tout entier 

naturel n, +< Ge 

Vous pouvez utiliser les variations de la fonction f telle que 
=i). 

Una n 

10 | On place n points distincts (n= 2) sur un 

cercle et on note S, le nombre total de segments 

que l'on peut tracer ayant pour extrémités deux de 

ces points. 

1. Determinez S,, S,, S, et S.. 

2. Conjecturez l'expression de S,, en fonction de n. 

3. Démontrez par récurrence votre conjecture. 



Fopiecrir 2 Etudier le comportement d’une suite a linfini 

Pour étudier la limite éventuelle d’une suite, on utilise les théorémes 1 a 6 en s'appuyant sur les 

limites des fonctions de référence. 

2 SSC) Utiliser les théoremes de comparaison 

Déterminez dans chaque cas, si elle existe, la limite de la suite (u,,) définie par: 
n-K(- iby? n 

a) = ——— ——— {pour n2 1), b) u, = ——— (pour n> 2), 
By n-1 

© Méthode O Solution 

a) On encadre (- 1)”, ce qui nous conduit w—p> a) Pour tout entier naturel non nul n, 

a un encadrement de (u,,) par deux expressions Se poait 

ui ont la méme limite. ‘ 
“! Diou: n-1<n+(-1)"<n+1. 

n étant non nul, ies <u,< ast 
n 

soit encore ee ipso 
n n 

e On utilise la limite de la suite ep e Comme lim - =0,ilenrésulte: 

de référence définie pour tout entier naturel 
1 i -—_ — i _— — 

Del pal aS lim, (1 ) Tet flim. (1+4) th 

e On peut alors utiliser le théoréme 2. p—> e Etant dans les conditions d'utilisation 

du théoréme 2, on peut conclure : 

tim u,=1. 

b) Le calcul de quelques termes permet p—p bb) Pour tout entier naturel n= 2, 

de conjecturer que les termes (u,,) deviennent OS neal enerdonce = 

aussi grands que l'on veut. Dou: n n-1 

Une méthode Fons jee alors a mettre nll wee cans Mae ea 

en évidence une suite de référence (v,) dn, Nana t it 

dont la limite est +oo et telle que pour tout 
: Comme lim Vn =+co,le théoreme 1 entier naturel n22,v, <u,. n>+00 ; 

Ici, (v,) est la suite définie pour tout entier par comparaison, permet de conclure : 

naturel n= 2 par v =Vn. lim u, =-+0o. 
v3 n>+co 1 

O Mise en pratique 

i a4 F : 
pour Me i 13 “ : a i 1. Justifiez que pour tout entier n> 3, u, 2 nvn. 
Déterminez, si elle existe, la limite de la suite de 
terme général u,. 2. Déduisez-en la limite de la suite (u,). 

pees my 16 | La suite (u,,) est définie pour tout entier 

1h) Ca Ti eee ni, naturel n= 4, par: 
1 1 1 

Sa ye u,=1+ + qPas0S : 
12 Se eee > Ves V3) vn 

sin(n? +1) 1. Justifiez que pour tout entier k, O<k<n, 
GED vu, =3n-(-1)" 114 me C 1 1 i : ‘ 5 

Vn+1 —— 2 ——, puis que pour tout entier n2 4, Vk Vn ate 
3 La suite (u,) est définie pour tout entier anise 

n+] 2. Précisez alors le comportement a l’infini de la 
naturel n 2 3, par: u, = : f 

fap D suite (u,). 
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32 Chapitre 1 

cates 11 (D)) Lever une indétermination du type « co — co » ou « = » 

Dans chaque cas, déterminez, si elle existe, la limite de la suite (u,,). 

a)u,=n-Vn. b) u, = 2 
Marin) 

C Méthode 

a) En présence d’une forme indéterminée 

« co- co », une factorisation permet, en général, 

de lever I'indétermination. 

e On veut mettre en facteur le terme 

« dominant », icin, lorsqu’il est non nul. 

Comme on étudie la limite en +00, seules 

les valeurs de « u,, » pour « n grand » nous 

intéressent. On se place dans lecas n 4 0, 

réalisé dés que n21. 

e On utilise les regles opératoires sur la limite 

d'une somme (théoréme 3), puis celles sur 

la limite d’un produit (théoréme 4). 

b) On justifie que l’on est en présence d’une 
: z Pay (ee) 

forme indéterminée « = 

e Le numérateur et le dénominateur 

sont des expressions polynémiales : le terme 

« dominant » est, pour chacune, le terme de plus 

haut degré. Ici c'est n* dans les deux cas. 

On factorise donc par n*, puis on simplifie 

l'écriture du quotient. 

e On utilise les regles opératoires sur les limites B—» e Comme lim =a mi0St 

pour conclure. 

O Mise en pratique 

Pour les exercices 17 a 19 

Vérifiez que l’étude du comportement a I'infini 

de chaque suite conduit a une indétermination, 

puis levez cette indétermination et donnez la 

limite éventuelle de la suite. 

GA a) u, =n? -3n. b) uu, =nVn -n?. 

n ie PRES pales vie 
4° +3 

Suites 

Snel 
(n21). 

© Solution 

=> a) lim (n)=+00 et lim Vn =+0o. 
i n->+co n>+oo 

Nous sommes en présence d’une forme 

indéterminée. 

p—p e Pour tout entier n21: 

n np =n(1 1) <n(1-4) 
n Vn /- 

: ee. m > OF lim(n) = +00 et, puisque im, [= =0, 
: 1 

alin, (1- =) = 

Donc, d’aprés la régle sur la limite d’un produit : 

lim u, = +00. 
n->+co 

me > b) lim (n*) =+00 donc lim, (2n? +1) = +00 
N>+co 

et lim (n* +n) = +00. 
N->+0o0 

Nous sommes en présence d’une forme 

indéterminée. 

Be > ePourtoutn=1: 

2n* +1 > eae ae 
: = = 

no+n n(1+1) os 
n n 

lim Asi) 
n n>+co /N 

: le \een : AG 
lim (2+—)=2 et lim (1+—)=1. 

n>+00 n2 N>+00 n 

Donc, d’aprés la régle sur la limite d’un quotient : 

nim, U, =2. 

CD») »,- 3-5 
”  2n(n+1) 

7N+3 
b) n n2 

20 | Etudiez le comportement a l'infini des suites 

(u,,), (v,) et (w,,) définies pour tout entier naturel 

nnon nul par: 

_3n?-4 U, 
n Puree BE pestered Uf age hr 



2050" E) Etudier une suite s‘exprimant avec des radicaux 

Déterminez, si elle existe, la limite de la suite de terme général : 

a) u, =3n-Vn? +1. b) v,=Vn?+1-n. 

© Méthode © Solution 

a) On examine si un calcul direct conduit au m—p> a) Pour tout entier naturel n, n*+1>n7. 
résultat ou si une indétermination nécessite : La fonction racine carrée est strictement 
une transformation d’écriture. croissante sur IR*. Il en résulte: 

VnEN, Vn24+1>Vn? soit Vn? +1 >n. 

Le symbole V signifie « quel que soit » ou « pour tout ». Or lim’ n= ceo done’ lim \ noses too 
¢ N-+oo N>+co i || nest utilisable que dans une proposition écrite en 

langage mathématique. Comme lim (3n) = +00, nous sommes en 
+-F OO 

présence d’une forme indéterminée. 

e On conjecture que lorsque n devient trés m—> e Pourtoutentiern21: 
a grand, u,, se comporte comme 3n—- Vn* =2n, ,=3n- nine (eae =n(3- ea, 

d‘ou l'idée de mettre n en facteur, lorsque n est n n 

non nul. 

e On utilise la propriété : mp e Or ed donc 1< jis Se, 
; n n n 

si x >1,alors 1< Vx <x. 

e On utilise le théoreme des gendarmes. B—p e Puisque lim ( + Fa =1,d’apres le S55 i 

théoreme des gendarmes, lim \/1+— =1. 
n-+oo0 n2 

e On peut alors conclure. B—> e Ainsi wim (3 —4/1+ +) =2 eeiee A 

dou lim u, =+00. 
n->+co 

b) On examine, de nouveau, si un calcul direct 2» b) wim Vn? +1 = +00 et tim. n=+o0o: 
—>+coo Fe 

conduit au résultat. La méthode précédente nous sommes en présence d'une forme 
conduit a une nouvelle indétermination. indéterminée. 

e On considére l’expression Vn? +1+n,dite mpeVnEN, Vn?4+14+n# Oet: 

conjuguée de Vn? +1 —1n, pour laquelle il n'y a (Vn2 +1 -—n)(Vn2 41 +n) 

pas d‘indétermination. loa Peart ee ae 

On multiplie et on divise v,, par cette expression RoE pape 1 

conjuguée (non nulle), pour utiliser ensuite Vv, = 5 = 5 : 

V'identité remarquable (a - b)(a +b) =a? - b’. Berl Oot Agee 
Or, lim (Vn? +1 +n) = +00, et par prise 

N>+co 

de l'inverse: lim v, =0. 
n>+co 

© Mise en pratique 

Pour les exercices 21 a 24 23 | a)NG on eile Daedre 
n 

Déterminez, si elle existe, la limite de la suite F 

(u,) proposée. db) ¢. =, 
e : Vnt+14+Vn +2 

OB a) u, = V2n* —5 (avec n= 2). 

b) u, = Vn? +3n. 24 ae n 
vn+] —Vne2 

@P} a) uy, = V2n? -5 - 2n (avec n>2). 
3n-V9n* +1. Fal 

b) u,=n (2+ - v2) (avec n > 0). Pu, ne+5 
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Fopiecrit 3) Utiliser !es suites geomeétriques 

EXERCICE RESOLU @ Calculer la limite (eventuelle) d’une somme de termes 

1. La suite (S,,) est définie pour tout entier n 21 par 3 = = = Poses a 
k=1 

a) Que suggére ce dessin concernant la limite éventuelle de lasomme S,, ? 

b) Démontrez votre conjecture. 

2. Déterminez la limite éventuelle de la suite (T,,) définie pour tout entier 
n 

2 r k psipate$ (3) ane (SY BCS) 
© Méthode O Solution 

1. a) On observe que chaque terme ajouté m—p> 1. a) On peut conjecturer que la suite (S,) a 

correspond a la moitié de la partie restante pour limite l’aire du disque : 1 unité d’aire. 

(en blanc). On s’approche ainsi du recouvrement 

du disque sans aller au-dela. b) feed tout entiern=1, 

b) On met en évidence la somme des premiers mB» S_=— + sili +...4+ els 
2 Z n 

termes d’une suite géométrique de raison g . 2 
x) 1 1 1 1 

=—}). =—/(1+—+—+...+ (9 2 2 ( ue Oy re) 
q tant différent de 1, on exprime cette somme 1 

en utilisant l’égalité : i, n 

leqi+g +...g° = ai Set : 
1-q 2 

: A ae * 
e Comme -1<q<1, lim q = 0 ;onen déduit RC ating (=) =O dont! ise el 

Him. eS: i - 
n>+o0 

2 —1 
2. On reconnait la somme des premiers termes 2.7, = ; (1 (2) + (2) +...+ (2)" ‘ 

d'une suite géométrique de raison q (4 = >) : 5\0 

: aes (3) 5\? 
dou —=—x 5 1) 

4 OES 4 
4 

5 n 

T= (5(3) -1) 
e Comme g>1, lim g"” =+00 ;on en déduit e Or lim (2,’ =+oo,donc lim S.=+00. 

n—>+oo n>too \ 4 No+co (CO) 

nin Si: 

© Mise en pratique 

Pour les exercices 25 a 28 

Déterminez, si elle existe, la limite lorsque n 

tend vers l’infini de lasomme S,,. 

28 | Le premier demi-disque a pour rayon 1 cm. 

On passe d'une figure a l’autre en « enlevant » un 

demi-disque dont le fed, est la moitié du précé- 
5 : n 1 dent. Les aires a, (en cm*) constituent une suite. 

n 

1 

1. ae Ayr Ay, a ae 

: 2.La suite (a,) est décroissante et minorée 
= n 5, = 064060 +2..40,6% (par 0...) donc convergente. Calculez sa limite. 
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Exercices 
interactifs 

ED) Vrai ou faux 

Vrai ou faux ? Justifiez votre réponse. 

€2) Questions sur le cours 

Complétez les propositions suivantes. 

a) Si q>1, alors lim” an a) Une suite bornée est convergente. 

b) Une suite monotone et convergente est b) Si-1<q<1,alors lim g"=.... 
N-+co s 

bornée. 
c) Une suite telle qu'il existe un nombre M 

supérieur a tous les termes de la suite est dite ... 

et le nombre M est un ... de la suite. 

c) (u,) et (v,) sont deux suites. Si lim u, = +00 
N>+co 

Vv 
et lim v,=0,alors lim —~=0. 

N>+o0o n>+oo U, 

d) Toute suite croissante et majorée est... . d) (u,,) et (v,) sont deux suites. Si lim u,, = +00 
n>+co 

e) Toute suite décroissante non minorée a pour 

limite .... 

et lim (u, +Vv,)=0,alors lim v,, =-oo. 
n>+ oo 

e) Une suite non majorée a pour limite +o. 

f) (u,) et (v,,) sont deux suites. Si pour tout entier 

n7 Nog, U, Sv, et lim u,, = +00, alors... 
f) (u,) et (v,,) sont deux suites. Sila suite (u, x v,,) 

converge, alors (u,,) et (v,,) sont convergentes. 

31 | QCM Une seule réponse exacte 

Pour chaque affirmation, une seule réponse est exacte. Identifiez-la en justifiant votre réponse. 

3n+n2 3. La suite (u,) est convergente et majorée par 3. 
1. Pour tout entier naturel n non nul, u, =——__ . ; ‘ 

fica Alors nécessairement : 

a) lim u,=3 b) lim u,=+00 ¢) lim = a) lim u.=3 b) lim u, <3 
notoo (2 nstoo (1 notoo 1 notoo 1 n>too 

: : c) La suite (u_) est croissante 
2. Si pour tout entier naturel n, v, <u, <w,, avec ) (u,,) 1 

lim v,=2et lim _w, =3,alors: 4. Si pour tout nde N*, - >< 
N>+0o N->+co 2 

a) la suite (u,) est convergente a) la suite (u,) est décroissante 

b) la suite (u,) n'a pas pour limite +o0 b) la suite (u,) est bornee 

c) la suite (u_.) n’a pas de limite 
n 

QCM aAumoins une réponse exacte | 2 

Pour chaque affirmation, plusieurs réponses peuvent étre exactes. Identifiez-les en justifiant vos réponses. 

1. La suite (S_) est définie pour tout n de N* par: | 2. La suite (S,) est définie pour n de N* par: 

Fok atlas: 2 n | ot Keele 2 n 
$= = +2 t+...4+—. Se — = + +... +. 
De ns an n n= Ben nama n* 

| a) Lasuite (S,) est décroissante. n+] 
: a) Pour tout entier naturel non nul n, S, = 

_ b) La suite (S,) n’a pas de limite réelle. n 

c) La suite (S_) est convergente | b) Pour tout entier naturel n non nul, 0<S_, <+ 
n : 

falar | at fe pel ' 4 
wi | ©) lim $,= 7: d) La suite (S,) est croissante. d) Pour tout entier naturel non nu! n, S, = 

SV SS 
% Corrigés sur www.transmathlycee.net/eleve-TermS 
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36 

endre a chercher 

33) Conjecturer puis démontrer 

La suite (u,) est définie par Uy =1 et pour tout entier 

u, 

+20 
n 

Exprimer de maniére explicite les termes de 

la suite (u,,) définie par récurrence. 

1. Lintérét du passage de la définition par récurrence a la 

définition explicite est de permettre le calcul direct d’un 

terme sans avoir a connaitre ceux qui le précédent. 

naturelin; u_= 

Une approche est de calculer les premiers termes afin de 

conjecturer comment l'indice n de u,, intervient dans la 

valeur de u,,. 

Calculez sous forme fractionnaire les termes u,, U5, U3, 

U,, U, Cte: 

2.La lecture des résultats sous forme fractionnaire 

montre que tous ces nombres sont des inverses de 

nombres entiers naturels. Le lien entre les dénominateurs 

de deux termes consécutifs peut permettre de résoudre 

le probleme. 

Calculez la différence entre les dénominateurs de-deux 

termes consécutifs allant de u, a ug. 

3. Des puissances de 2 apparaissant (a une unité preés), il 

semble maintenant possible d’exprimer u,, en fonction 

den. 

a) Enoncez une conjecture et testez-la sur les termes 

connus. 

b) Prouvez, par récurrence, que votre conjecture est vraie. 

34] Une suite arithmético-géométrique 

La suite (u,) est définie par u, =1 et pour tout entier 

1 
naturel n, u,,, = zUn +1 

Démontrer que la suite (u,,) est convergente 

et préciser sa limite. 

1. On passe d’un terme au suivant par la fonction affine 

Xoaxtl, Graphiquement, les droites d’équations 

Va xX et y= sx +1 se coupent en un point dont 

l'abscisse est la solution de |'équation x = $x +1, Cest- 

a-dire 2. 

Tracez ces droites et utilisez-les pour repérer sur l‘axe des 

abscisses les premiers termes de la suite. 

Chapitre 1 © Suites 

2. Cette approche graphique permet de conjecturer que 

la suite est croissante et majorée (par 2). 

a) Démontrez par récurrence que pour tout entier natu- 

LeU SOs 2 

b) Justifiez alors la convergence de la suite (u,). 

3. 1l reste a déterminer la limite de la suite. Le nombre 2 

semble un bon candidat, mais rien pour I’instant ne 

prouve que la limite soit bien égale a 2. 

On s‘intéresse donc a la suite (v,,) des différences, définie 

pour tout entier naturel n par v, =2—u,, en espérant 

pouvoir démontrer que cette suite est de limite zéro. 

a) Exprimez v,,, en fonction de v, et déduisez-en la 

nature de la suite (v,). 

b) Calculez alors lim v, puis lim u,. 
N>+oo Nn>+co 2 

La calculatrice permet d’obtenir une représentation des premiers 
termes de la suite (u,,) et de conjecturer son comportement. 

an+i1=6.5antl 

Y=1.9315 

Avec Casio, utiliser le mode RECUR. Avec TI, utiliser le mode SUITE. 

Voir les instructions sur les rabats de la couverture. 

ED Un encadrement utile 

La suite (u,,) est définie pour tout entier naturel non nul n 
1 1 1 

Ts 33837 ———$—=— - 
n+V¥1 n+V2 n+Vn 

Démontrer que la suite (u,,) est convergente 
et préciser sa limite. 

1. On observe que les n termes de la somme u,, sont des 

nombres positifs ordonnés. 

paru, = 

Précisez quel est le plus petit, quel est le plus grand. 

2.Chacun des termes de la somme est supérieur (ou 

égal) au plus petit et inférieur (ou égal) au plus grand. 

Dou l'idée d’encadrer la somme u,, afin d’utiliser le 
théoreme des gendarmes. 

a) Déduisez-en que pour tout entier naturel non nul n, 
n n 

Su, 
n 

n+Vn n+1 

b) Calculez lim puis lim 
NFO a ah. [n n>+co n+] 

c) Concluez. 



‘Narration de recherche 

—> Vobjectif n’est pas seulement de résoudre le probléme posé : 

vous devez aussi noter les différentes idées méme lorsqu’elles n’ont pas 

permis de trouver la réponse. Expliquez pourquoi vous avez changé 

de méthode et ce qui vous a fait avancer, etc. 

36 | Alain et Béatrice étudient le comportement d’une Dans cet exercice, on étudie la suite (u,,) définie par 
suite (u,,) qu’ils savent croissante et majorée par 1. la donnée de uy (Uy 2 0) et pour tout entier naturel n, 

Alain prétend que la suite est bornée et Béatrice affirme Oe =o = wee 

qu'il y a au plus un nombre fini de termes négatifs. ote 
Précisez le sens de variation et la convergence éventuelle 

Qu’en pensez-vous ? ; ; 2 de la suite (u,) suivant les valeurs de Ue 

Eux aussi, ils ont 
Ge MT cherché avant de trouver 

Voici quelques mathématiciens importants qui ont travaillé dans le domaine de I’Analyse. 

Augustin-Louis Cauchy Bembard Riemann 
> chap. 2 

John Neper : > Chap. 7 

=> oe 5 Joseph Fourier 
> chap. 6 

Leonhard Euler Bernhard Bolzano 
> chap. 3 > Chap. 4 

4 Woe ere 

ARITINBTICES PRIN 
NOVA METHODO EXPosrra | 

S‘appuyant sur des travaux antérieurs de Dedekind | 

(Was sind und was sollen die Zahlen), Peano construisit tivo wae 
l'ensemble N des nombres entiers naturels au moyen 
de cing axiomes, c’est-a-dire cing propositions 
acceptées comme vraies et a partir desquelles on 

démontre toutes les propriétés (construction ee 

exposée dans son Arithmetices principia, nova | 

methodo exposita, 1889 — page de titre ci-contre). 

Ces cing axiomes s‘énoncent aujourd’hui ainsi: 

1. 0 désigne un nombre appelé Zéro, élément de N. 

2. Sin est un nombre, alors n admet un unique successeur qui lui est distinct et qui est aussi 

un nombre. 

3. Zéro n’est le successeur d’aucun nombre. 

| 4, Deux nombres dont les successeurs sont les mémes sont égaux. 

| 5. Induction : Si un ensemble E de nombres contient 0 et le successeur de tout nombre de E, 

alors tout nombre est dans E. (’axiome 5 est le principe de récurrence vu dans ce chapitre.) 

Web serge.mehl.free.fr/chrono/Peano.html 
fr.wikipedia.org/wiki/Giuseppe_ Peano 
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Ge) Oler Dépasser un seuil 

ERIE 

ravaux dirigés 

Utiliser un algorithme 

On admet que la suite définie pour tout entier naturel n 
2 

+1 

aussi grand que lon veut, tous les termes de la suite dépassent ce nombre a partir d’un certain indice. 

par u, = est croissante et a pour limite +oo. Cela signifie que, quel que soit le nombre A choisi 

Cy 2479 Un nombre A étant choisi, on souhaite déterminer a partir de quel indice n, u, > A. 

EY Avec tableur 

1. a) Vérifiez que les formules données dans le tableau ci-contre [_ J a [gg 

permettent (en recopiant vers le bas) de déterminer les premiers g 

termes de la suite (u,). EB 

b) Déterminez le plus petit indice n tel que: 

eu, > 800 eu, > 10 000 

2. Pour déterminer le plus petit indice n tel que u,, > 10°, vous pouvez localiser le nombre cherché en 

incrémentant de 1 000 en 1 000. Déterminez ainsi n tel que u, > 510°. 

1 =A342*RACINE(A3)/(A3=1} 

EJ Avec un algorithme 

utilisation d’un algorithme permet d’obtenir des résultats de facon plus efficace que le tableur. 

On utilise une boucle conditionnelle « tant que » : on incrémente l'indice n tant que u,, ne dépasse pas A. 

1. Mise en ceuvre d’un algorithme : 
Variables 

Cet algorithme est rédigé pour l'étude d’une suite | a,n 

croissante de limite +oo. Algorithme 
Saisir A 

n recoit 0 

Pant que ui SA 

a) Programmez cet algorithme avec AlgoBox ou 

votre calculatrice pour la suite (u,,). 

b) Vérifiez les résultats obtenus a la partie [iy n recoit n+1 
Fin Tant que } 

2. Adaptation de I’algorithme Afficher « Le premier terme qui dé- 

On se propose d’adapter cet algorithme aucasd’une | P2sse » A < est le terme d’indice » n 
suite décroissante de limite —oo. 

a) On consideére la suite (v,) définie pour tout naturel n par V,= 

Prouvez que (v,) est décroissante et que lim V, =O. 
+00 

2n+1 

b) Modifiez l'algorithme précédent pour déterminer a partir de quel indice n, u, <—A, ot A est un 
nombre positif donné. Testez cet algorithme avec la suite (v,) pour: A= 800, A=10000, A=5x10°. 

[4 Cas d’une suite définie par récurrence 

On s'intéresse maintenant a l'étude de suites définies par récurrence, c'est-a-dire du type u,,,, =f(u,). 

1. Un nombre positif A étant choisi, écrivez un algorithme permettant pour une telle suite, croissante, de 

limite +co, de déterminer a partir de quel indice n, u,, dépasse A. 

2. La suite (u,,) est définie par u, = 2 et pour tout entiern non nul, Un =U, + Vu, .Utilisez cet algorithme 
(avec AlgoBox ou votre eieniente: pour obtenir lindice a partir duiquel lee INS de la suite dépassent 
le nombre 10°. 

Remarque. Le programme peut, selon la nature de la fonction f telle que U,,, =F(u,), utiliser des valeurs approchées 
de u_,. Cela peut entrainer une approximation sur la valeur de I’indice cherché. 

Suites 



Utiliser un algorithme 

EX) Au voisinage de la limite 

e Dire qu'une suite converge vers un nombre ¢ signifie que tout intervalle ouvert contenant ¢ contient 

tous les termes de la suite a partir d’un certain indice. 

e Dire qu'un nombre est, par exemple, « a moins de » 0,01 d’‘un nombre a revient a dire que ce nombre 

appartient a I'intervalle ouvert |a— 0,01; a+ 0,01]. 

e Pour une suite monotone qui converge vers un nombre ¢, on peut se demander a partir de quel indice 

les termes de la suite sont aussi proches de ¢ que lon veut, c'est-a-dire a une distance de € aussi petite que 

l'on veut. La suite étant monotone, le fait qu'un terme soit dans un intervalle ouvert de centre € entraine 

que tous les termes suivants y sont aussi. 

EY Cas d’une suite définie de maniére explicite, u,, = f(n) 

& Lorsque la suite (u,,) est définie de maniére explicite, on peut envisager une étude « a la main ». 
— 

End ; eae : 3n+1 ‘ ‘ 
Considérons par exemple la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n par u,, = ah On démontre ite. 

> <= @ 

(et vous pouvez le faire...) que la suite est croissante et a pour limite 3 lorsque n tend vers +co. ® 

ef ay 

eS 

On souhaite déterminer a partir de quel indice les termes de la suite sont des valeurs approchées de 3 a 

0,1 prés, c'est-a-dire dans l'intervalle ouvert | 2,9 ; 3,1[. H 
1. Résolvez la double inéquation 2,9 < ES 3,1 puis concluez. 

‘o> sf oe ee: ee 2. Faites la méme étude en remplacant 0,1 par 0,001. HERC 
Cas d’une suite définie par récurrence, u_,, = f(u_) n+1 n REC Lorsque la suite (u,,) est définie par récurrence, on doit souvent faire appel aux outils de calcul. eo 

ah ‘ wae ‘ u, jue 
Considérons par exemple la suite (u,,) définie par u, =1 et pour tout entier naturel n, u,,, = ay aP Se = 

Q ¥ 

On démontre que la suite est croissante et a pour limite 6 lorsque n tend vers +00. ie oe 
; E t yoda A WV : 
Valgorithme ci-contre, écrit avec AlgoBox, a donc pour [7 cayaran ‘Lu 

objectif de déterminer a partir de quel indice les termes de |2 n EST_DU_TYPE NOMBRE k ee 

la suite sont dans I’intervalle ouvert ]}6—r;6+r[,ourestun |? CEST Pe OPE HOMES — 
. rate > ae 4 u EST_DU_TYPE NOMBRE abhi 

nombre strictement positif choisi par l'utilisateur. 5 L EST DU TYPE NOMBRE oo * 
< i ie 6 DEBUT_ALGORITHME ¥ 

1. A quelles lignes precise-t-on 5 F. u PREND_LA_VALEUR if: *, 

‘ 8 n PREND_LA_VALEUR 9 we ee remier terme u, ? eos W ela valeur du pre 0 s rg e 

ela fonction ftelle que u,,, =f(u,,) ? 10 LIRE r “set 
11 TANT_QUE (u<=L-r ou u>=Lt+r) FAIRE 2 

2. Les lignes 11 a 15 correspondent a une boucle condition- | 12 DEBUT_TANT_QUE sige 
i 13 u PREND_LA_VALEUR F1(u) uae 

{ELSE 14 n PREND_LA_VALEUR n+1 ee s* 
% & 

e Précisez le test qui conditionne cette boucle. 15 FIN_TANT_QUE .* oe 
i ; 16 AFFICHER "Le terme u" - = — 

e A quelle condition « sort-on » de cette boucle ? 17 AFFICHER n oe 
c 18 AFFICHER " appartient @ JL-r;Ltr[." - - 

3. Utilisez cet algorithme pour déterminer a partir de |19 — FIN_ALGORITHME Pad 

quel indice n, u,, appartient : ee sa a pat. ee 
21 Fonction numérique utilisée : ‘ F 

a) a |5,99 ; 6,01[ ; 22. F1(x)=x/243 : 

b) a ]6-10°°;6+10 °[. 
u 

4. La suite (u,) est définie par uy =1 et pour tout entier naturel n 41, u,,, = aa ti 

Conjecturez le sens de variation de la suite et sa limite éventuelle L. Déterminez a partir de quel indice n 

on obtient une valeur approchée de L a 0,001 prés. 
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ACTIVITES DE RECHERCHE 

40 

ET) Suite définie par une somme 

Chapitre 1 

Un type de raisonnement 

n 

La suite (u.) est définie pour tout entier naturel n 21, par u, = y paNclie Y 
n k=l k(k + 1) 

MIG Determiner une expression explicite de u,, en fonction den afin d‘étudier le comportement 

de la suite (u,,) quand n tend vers +oo. 

| MISE EN CEUVRE | 
e Pour conjecturer une expression de u,, et le comportement de la suite (u,,), on dispose de deux 

méthodes : 

-calculer les premiers termes de la suite a l'aide d’un tableur ou d’une calculatrice AR 

— utiliser un procédé de sommation (qualifié de processus « de téléscopage ») BI 

e Pour démontrer la validité des conjectures émises, on utilise un raisonnement par récurrence [@ 

[LN Expérimenter a l'aide d’un tableur et conjecturer 

1. a) On envisage d’obtenir l’affichage des trente premiers etal eee = ae 
F loin 1/n(n+1) ee Re termes de la suite. ek pe Ue 

se : ; 2 1 = =1/(A2*(A2+1)) =B2 
ft, t n e Vérifiez que les formules ci-contre vous permettent d’obtenir 3 2 =1/(A3*(A3+2)) ee 

(en recopiant vers le bas) les premiers termes de la suite. 

b) Choisissez l’affichage des termes u,, sous la forme fractionnaire (Format — Cellule - Nombre — Fraction). 

Que pouvez-vous conjecturer en ce qui concerne la forme explicite du terme u,, ? 

2. Sélectionnez les colonnes A et C pour afficher une représentation graphique de ces trente premiers 

termes. 

Quelle est I’allure du nuage de points obtenu ? 

Que pouvez-vous conjecturer en ce qui concerne le comportement de la suite ? 

[J Utiliser un procédé de sommation pour conjecturer 
rae : 1 1 1 

1. a) Vérifiez que, quel que soit le nombre k non nul, — — = —___., jes oa , Se a k k+l kk+1) 2 
bb) Utilisez cette propriété pour obtenir la somme définissant le terme u,. a is os 

, 5 ; 2 
Remarquez alors les simplifications possibles. at 

2. a) En vous inspirant du schéma ci-contre, déduisez-en une nouvelle expression eee oe 

dé u,. x 

Ce schéma constitue une illustration du procédé. / 

_ 
bb) Que pouvez-vous alors conjecturer en ce qui concerne le comportement de la / 1 

suite ? Est-ce conforme a vos conjectures du [iW? n— oe 
1 

1 

[4 Démontrer Jn n+1 

a) Demontrez par récurrence que l’expression conjecturée de u,, est valable pour 

tout entier naturel n2>1. 

b) Déterminez lim u,,. Cela confirme-t-il votre conjecture ? 
»>+ co 

LP) Appliquer 

Etudiez de la méme maniére la suite (v,) définie pour tout entier naturel n, par: 

kay (2k -1)(2k +1) © 

Suites 



Approfondissement AP) 

41 | Approximations du nombre nx 

| OBJECTIF Approcher a l'aide d'une suite le nombre 7. 

VY) 
Ws 
Ww 

i) 
o 
WW 
a 
ee 

Principe de la méthode d’encadrement 

@ On inscrit, dans un quart de disque de rayon 1, n rectangles de méme largeur ug 
n 

@ On concoit qu’en augmentant le nombre n de rectangles, l’aire totale de ces rectangles est de plus en 

plus proche de l'aire o du quart de disque (partie Ly). 

= On en déduit un algorithme pour obtenir une approximation du nombre mt (partie (3). 

EY Expression de I’aire des rectangles 

Sur le dessin ci-contre, on a représenté, dans un repére orthonormé, le quart 

de disque de rayon 1 dont les points ont des coordonnées (x ; y) positives. 

On a partagé le rayon [OA] en 10 segments de méme longueur, puis dessiné 

les rectangles comme indiqués sur la figure. On note S,, la somme des aires 

de ces rectangles. 

On notera ainsi S(n 2 2) la somme des aires des rectangles associés a un 

partage du rayon [OA| enn segments de méme longueur. 

1. Justifiez que l’équation y = V1- x’, avec xX © [0 ; 1], caractérise l’appar- 

tenance d’un point M(x ; y) al’arc de cercle AB. 

CHERCHE | x 

eT ee tt Tt! 2. 

2. Exprimez alors S,,, puis S,. 
et 

E] Utilisation d’un algorithme 

S DER 
Dans l’algorithme ci-contre écrit avec AlgoBox : 1 VARTABLES 

—la ligne 7 correspond au choix du nombre n de seg- |2 n EST_DU_TYPE NOMBRE 

ments de méme longueur utilisés dans le partage du |3 S EST_DU_TYPE NOMBRE ‘LLd 
segment [OA]; 4 i EST_DU_TYPE NOMBRE fescce 

5 A EST_DU_TYPE NOMBRE — 
-le calcul de S, est effectué dans la boucle (lignes 9 |g DEBUT_ALGORTITHME > : 

a 12). 7 LIRE n — - 
8 S PREND_LA VALEUR 0 aad 

1. a) Que reconnaissez-vous dans la ligne 18 ? 5 POUR i ALLANT DE 1 A n-1 VU 

b) Quobtient-on a l’affichage ? 10 DEBUT_POUR <x 
Ss 11 S PREND_LA VALEUR S+(1/n)*Fi(i/n) ’ 

2. a) Utilisez Algobox (ou votre calculatrice) pour calcu- 12 FIN POUR 

ler S, pour des valeurs de n de plus en plus grandes |43 A PREND_LA VALEUR 4*S 

(jusqu’a 100 000). 14 AFFICHER A 

b) Donnez la précision obtenue pour n= 1000. im FIN_ALGORTTHME 

c) Pour obtenir une approximation du nombre 1, |47 fonction numérique utilisée : 

Archiméde (i1I° siecle avant J.-C.) a utilisé deux polygones |4g  Fa(x)=sqrt(4-x*x) 

réguliers de 96 cétés: l'un inscrit dans le cercle, l’autre 

circonscrit au cercle, ce qui lui a permis d’obtenir 

\’encadrement 3 + - <T7<3+ + 

Comparez votre résultat avec la précision obtenue par Archimede. 

Remarque. Cette méthode d’approximation d'une aire par des rectangles, qui peut paraitre ici d'une efficacité limi- 

tée, joue un role trés important dans la théorie de l'intégration abordée dans le chapitre 7. 
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Entrainement 

| 42 | La suite (u,) est définie par uy =0 et pour tout 

1 
entier naturel n, u,,, = 7 =e 

n 

Calculez u,, u, u, et conjecturez la valeur de U, 91). 

43 | La suite (u,) est définie par u, =3 et pour tout 

entier naturel n, U,,,, = 2u,, - 3. 

Calculez u,, U5, u, et conjecturez la valeur de u,,). 

Pour les exercices 44 a 51 

Déterminez, si elle existe, la limite lorsque n tend vers 

l'infini de la suite de terme général u,. 

45 | u,=2n+1. 

46 Pee 47 y= 22 

48 jon we 49 Se 
n 

Eu, =C "vn 51 | fee 

RAISONNEMENT 
PAR RECURRENCE 

52 | Démontrez que pour tout entier naturel n 2 2, 

5° 2 4) + 3°, 

(53) Démontrez que pour tout entier naturel n= 4, 

22 n°. 

54 | Démontrez que pour tout entier naturel n= 2, 

Bn? = (nee 

55 | Démontrez que pour tout entier naturel n= 5, 

Sh ee She. 

Utiliser le résultat de l’exercice 54. 

56, Deémontrez par récurrence que pour tout entier 

naturel n, 4” + 5 est un multiple de 3. 

Démontrez que pour tout entier naturel n, 2°” -1 
est un multiple de 7. 

Chapitre 1 » Suites 

G3 Pour tout entier naturel n, on note (P,) la proposi- 

tion: « 37> (n+ 2)? ». 

1. Les propositions (Pp), (P;), (P,) et (P3) sont-elles vraies ? 

2. Démontrez par récurrence que pour tout entier naturel 

n2 3, (P,) est vraie. 

59 | La suite (u,) est définie par uy =3 et pour tout 

entier naturel n, u,,,=—U, + 4. 

1. Déterminez u,, U5, U3, Uz, Us et conjecturez l’expres- 

sion de u,, en fonction de n. 

2. Démontrez cette conjecture par récurrence. 

La suite (u,,) est définie par uy =2 et pour tout 

entier naturel n, u,,,, = 2u, - 3. 

1. Déterminez u,, U,, U3, Ug, Us. 

2. a) Etudiez les premiers termes de la suite (v,) définie 

pour tout entier naturel n par v, =u, — 3. 

b) Conjecturez l’expression de v,, en fonction den. 

c) Démontrez cette conjecture par récurrence. 

3. Exprimez alors u,, en fonction den. 

61 | La suite (u,,) est définie par uy =2 et pour tout 

entier naturel n, u,,,, = 5u,, - 8. 

Démontrez par récurrence que la suite (u,,) est constante. 

| 62 | Pour tout entier naturel n non nul, on pose: 

S143: a (ene 

Al CaCUlEZ: 579, 057-55 CU Sac 

Conjecturez l’expression de S_, en fonction den. 

2. Démontrez cette conjecture par récurrence. 

3. Observez la somme S,, et donnez une autre démons- 

tration de la conjecture. 

G La suite (u,,) est définie par u, & 0; 1[ et pour tout 
entier naturel n, u,,,=Uu,(2-u,). 

Démontrez par récurrence que pour tout entier naturel n, 

UE AU is <a DA 

Utiliser la fonction Fdéfinie sur lintervalle 0 ; 1[ par: 

fx) = xQ— x). 

64 | Polygones convexes 

Un polygone est dit convexe lorsque chacun de ses 
angles mesure moins de 7 radians. 



Demontrez par récurrence que la somme des mesures 
des angles d’un polygone convexe de n cétés (n > 3) est 

égale a (n - 2) radians. 

CALCULS DE LIMITES 

Pour les exercices 65 a 70 

Etudiez, dans chaque cas, la limite éventuelle de la 

suite (u,). Précisez les propriétés ou théoreémes 

utilisés. 

Exercices résolus C, D, E. 

2n+3 5n-3 5 + cos (n) 
a ——— = = 

) Uy 3n=1 du, 3n—5 AT: n 

1 n 2n 
a = =— b pees 66 Fear cay ga ara 

2S = bp 
(67a) u, = 22 2047 bie ee 

né+n+1 2(n +1)? 

10n-1 ees alu ————— b ene airs ll 
68) du, neat )u, 3n+7 

69 Seno prea meen. 
a fi n+2 

70 By) u, = Vn? +2n -(n+1) 

b) u, = Vn (Vn? +2 - Vn? +1) 

Pour les exercices 71 a 73 

Calculez la limite éventuelle des suites (u,) et (v,), 
u 

puis celle des suites (u, +v,), (u, xv,) et (a. 
n 

Paya, =—"* et v, =n. 
2n° +1 

wee = ey = 2S 
n+Vn n+2 

1 1 Creu -— | ety =. 
Sid (eS 1\ i eee ry 

Proposez deux suites (u,) et (v,) vérifiant : 

lim_u, =+00, lim v, =—0o, 
N>+co n>+co 

et telles que: 

a) lim (u,+Vv,)=0 (WnEN,u,+v, 4 0). 

n 
b) lim (u,+v,) =10. 

N->+0o U 

d) lim —7=-5. 
n>+co 

Yn 

elim ——=0: 
n->+co Vie 

« Pour tout », « Il existe ». 
Sen 

i.La suite (u ei ‘est croissante. 

Les propositions suivantes permettent- altest d’affirmer 

que la suite (u,,) est convergente ? 

Justifiez votre réponse. Si la réponse est négative, propo- 

sez un contre-exemple. 

a) Il existe un réel M tel que, pour tout entier naturel n, 

u,<M. 

b) Pour tout réel M, il existe un entier naturel n tel que 

2. Les propositions suivantes permettent-elles d’affirmer 

que la suite (v,) a pour limite +oo ? 

Justifiez votre réponse. Si la réponse est négative, propo- 

sez un contre-exemple. 

a) Il existe un réel M tel que, pour tout entier naturel n, 

v, 2M. 

b) Pour tout réel M, il existe un entier naturel n tel que 

pour tout entierm>n,v,2M. 

ETUDE DE SUITES 

La suite (u,) est définie par u)=1 et pour tout 

entier naturel n, u,,, =u, + 2n + 3. 

1. Etudiez le sens de variation de la suite Ee 

2. Démontrez que pour tout entier naturel n, u, >1n?. 

3. Déduisez-en le comportement en +oo de la suite (u,). 

La suite (u,,) est définie par uy =1 et pour tout 

entier naturel n, u,,,=\/u, +2. 

1. Démontrez que pour tout entier naturel n, O<u, <2. 

2. Prouvez que la suite (u,,) est strictement croissante. 

3. Quel est le comportement de la suite en + co ? Justi- 

flez votre réponse. 

La suite (u,) est définie pour tout entier naturel n 
nla 

non nul par Ue OUl [NER PD BIS bn Alo 
n 

1. Justifiez que pour tout entier naturel non nul n, 
1 

O<U,S=- 
n 

2. Quel est le comportement en + co de la suite (u,) ? 

La suite (u,) est définie pour tout entier naturel n 

par u, =n+1-cos(n). 

1. Démontrez que pour tout entier naturel n, 

INSU). Sse 2c 

2. Quel est le comportement de la suite en + co ? 

Nécessaire ou suffisant ? 

Le théoréme 8 précise que si la suite (u,,) est croissante et 

non majorée, alors elle a pour limite + co. 

1. a) Déterminez les premiers termes de la suite définie, 

pour tout entier naturel n, par u, =n + (— Wee 

Chapitre 1 ® Suites 
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b) La suite est-elle majorée ? Est-elle croissante ? Justifiez 

vos réponses. 

2. a) Soit Aun nombre fixé. on note E(A) sa partie entiere. 

Pouvez-vous trouver un indice 1, tel que pour tout entier 

naturel n>1n,,u, > A ? Quel est le comportement de la 

Suite (u,,) en +00 ? 

b) La condition « croissante et non majorée » suffit pour 

conclure que la limite d’une suite est +oo. Mais est-elle 

nécessaire ? 

3. Dans les deux cas ci-dessous, précisez si la condition 

surlignée est nécessaire, suffisante, nécessaire et suffi- 

sante ou ni nécessaire et ni suffisante. 

(u,,) et (v,) sont deux suites définies pour tout entier 

naturel n. 

alors lim (u, —v,)=0. 
n>+c0 ui 

vim (u, —v,) =90. 
+00 n 

81 | Les suites (u,) et (v,,) sont définies pour tout entier 

1 1 ——— et v,=—. 
Ninel n 

1. Prouvez que 1 est un majorant de la suite (u,). 

naturel n 21, par u, = 

2. Prouvez que pour tout entier naturel n21,u,<v,. 

3. De ces deux renseignements, lequel permet de déter- 

miner le comportement de la suite (u,,) en +00 ? 

82 | Sont représentées sur le dessin ci-dessous, la fonc- 

tion définie pour x positif par f(x)=V3x et la droite 

d‘équation y = x. 

On considére la suite (u,,) définie par u, <[1; 3] et pour 

tout entier naturel n, u,,,, = \/3u,,. 

1. Lintervalle |=[{1;3] semble contenir tous les termes 

de la suite. Démontrez par récurrence que tous les 

terme (u,,) appartiennent effectivement a |. 

2. Conjecturez le sens de variation de la suite (u,) puis 

démontrez votre conjecture. 

3. Démontrez que la suite (u,,) est convergente et conjec- 

turez sa limite (voir l’exercice 103 p. 48). 

Chapitre 1 © Suites 

33 | La suite (u,,) est définie pour tout entier naturel n 

non nul par: 

1. Démontrez que la suite (u,,) est croissante. 

2. a) Démontrez, par récurrence, que pour tout entier 

naturel n21, 
1 

Le aaa 

b) Que pouvez-vous en déduire pour la suite (u,) ? 

La suite (u,,) est définie pour tout entier naturel 

non nul par: 

ice, oe n 

1. Démontrez que la suite est (u,,) croissante. 

2.a) Démontrez, par récurrence, que pour tout entier 
1 

haturehi 1, G = 2———6 
n 

b) Que pouvez-vous en déduire pour la suite (u,,) ? 

85 | On se propose d’étudier le comportement a l'infini 

de la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n non nul 

par: 

G = 
One a ge: pene 

1. Quel est le plus petit des n termes de la somme définis- 

sant u, ? Le plus grand ? 

2. Déduisez-en un encadrement de u, qui permet de 

déterminer le comportement de la suite en +o. 

Exercice 35, Apprendre a chercher, page 36 

ALGORIT! Suite définie par récurrence HMIQUE 

Variables 

ae 

Algorithme 

Saisir n 

u regoit 1 

Pour idelan 

Afficher u 

u recoit 2 SS 

Fin Pour 

1. Précisez l'objectif de cet algorithme. 

2. Utilisez cet algorithme pour programmer votre calcu- 

latrice (ou un tableur). 

3. Que pouvez-vous conjecturer pour de grandes valeurs 

de l’entier naturel n ? 

4.Comment se traduit le remplacement de la ligne 

«urecoit 1 » par « urecoit 4 » sur le sens de variation de la 
suite ? 



SUITES DUTYPE u,,,=au,+b 

Une suite (u,) est dite arithmético-géométrique 

lorsquelle vérifie une relation de récurrence de la 

forme u,,,=au,+6 otiaetbsont deux réels, a # 0. 

Lorsque a=1, (u,) est une suite arithmétique. 

Lorsque b = 0, (u,,) est une suite géomeétrique. 

Ys La suite (u,) est définie par u, =- 2 et pour tout 

2 
pills entier naturel n, u,,,, = 3 Un 

1. A l'aide d’une calculatrice ou d’un tableur, calculez les 

vingt premiers termes de la suite (u,). Quelles conjec- 

tures pouvez-vous établir ? 

2. On note & la limite supposée de la suite (u,) et on 

consideére alors la suite (v,) définie pour tout entier natu- 

reln parv, =u,-Q. 

a) Calculez les valeurs exactes des trois premiers termes 

de la suite (v,). 

b) Démontrez que (v,,) est une suite géométrique. 

c) Exprimez v,, en fonction de n, puis u,, en fonction de n. 

3. Déduisez-en la limite de la suite (u,,). 

4. (S_) est la suite définie pour tout entier naturel n par: 
n 

S,= De Uy = Ug ty +... +u 

a) Exprimez S,, en fonction de n. 

n: 

b) Déduisez-en la limite de la suite (S,). 

La suite (u,) est définie par u,=1 et pour tout 

neal 

2 

1. Donnez les cing premiers termes de la suite (u,,). 

entier naturel n, u,,,= 

2. @ est un nombre réel. La suite (v,) est définie pour 

tout entier naturel n, par v, =u, -@. 

a) Démontrez que la suite (v,) est géomeétrique si et 

seulement si @ =-1. 

b) Exprimez alors v,,, puis u, , en fonction de n. 

c) Etudiez le sens de variation et la convergence éven- 

tuelle de la suite (u,). 

d) Déterminez le plus petit entier naturel n tel que u,, 

appartient a l’intervalle |-1-10* ;-1+10~“[. 

AVEC LES TICE : 

89 | La population d’une ville augmente réguliérement 

de 5 % par an. On fait I’hypothese que ce taux reste 

constant. 

1.On note p, la population actuelle et p,, celle, prévi- 

sible, dans n années. 

a) Exprimez p,, en fonction de p, et den. 

b) Justifiez que tim. p,=to. 

2. Vobjectif est de déterminer dans combien d’années la 

population aura été multipliée par 10. 

Cette recherche aboutit a une équation que l'on ne sait 

actuellement pas résoudre (les outils seront fournis dans 

le chapitre 5). 

On peut cependant déja répondre au probleme posé en 

utilisant les outils de calculs : tableur, calculatrice, ... 

Dans une feuille de calcul d’un tableur, complétez le 

tableau ci-dessous pour afficher les valeurs successives 

de p,, et répondre a la question posée. 

| =1,054A2 

3. a) Proposez un algorithme permettant de résoudre le 

probleme posé. Lutilisation d'une boucle conditionnelle 

est adaptée a la situation. 

b) Utilisez alors cet algorithme pour programmer votre 

calculatrice (ou Algobox) et confirmer le résultat obtenu 

précédemment. 

La population de Surat en Inde croit de 5 % par an, ce qui représente 

une des plus fortes croissances mondiales. En comparaison, les 

populations des villes de France croissent de0a2 %. 

Prendre toutes 
les initiatives 

ED} Proposez deux suites (u,) et (v,) vérifiant 

n>+co ++co VY 

u 
lim u.= lim v.=0, lim’—-=3 et pour’ tout 

nN n=too (1 n on 

entier naturel n, u,, # 3v,,. 

91 | Démontrez que la suite (u,) définie pour tout 

sin (n) 

n 
entier naturel non nul n par u, = converge. 

Chapitre 1 © Suites 45 
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Le jour du BAG) 

©) Travail en autonomie 

=> Rédigez la solution de cet exercice 
en vous aidant du guide. 

Soit (u,,) la suite numérique définie sur N par: 

U,=0 et u,,,=V3u,+4. 

1. a) Démontrez que, pour tout entier naturel n, 

O<u, <4. 

b) Démontrez que (u,,) est croissante . 

c) Déduisez-en que (u,,) converge. 

2. a) Démontrez que pour tout entier naturel n, 
1 

AU Sa =the 

b) La suite(v,) est définie sur N par v, oe et lade oe 

Démontrez que pour tout entier naturel n, 
ee ee 

Oc eaks 
os wore See ae 

c) Déduisez-en la convergence de la suite (v,) et sa 

limite, puis la limite de la suite (u,). 

1. a) On pense a un raisonnement par récurrence, car la 

suite (u,,) est définie par récurrence. 

C’est la stricte croissance de la fonction racine carrée qui 

permet de passer aux inégalités suivantes. 

b) étude du signe de u,,,, —u, nécessite un change- 

ment d‘écriture. 

expression de cette différence, \/3u,, + 4 —u,,, incite a 

utiliser son expression conjuguée, \/3u, +4 +u,. <——_ 

étude du signe de u,,,, —u, se raméne ainsi a celle du 

trinome du second degré —x* + 3x +4 sur [0; 4]. 

c) Pour prouver la convergence de la suite, il suffit 

maintenant d’exploiter les propriétés de la suite (u,) 

démontrées dans les questions précédentes : la suite 

(u,,) est croissante et majorée, donc... 

2.a) Pour majorer 4—u vous pouvez utiliser n+1/ 

expression (conjuguée) 4+ 3u,+4 en remarquant 

que ce nombre est, pour tout entier naturel n, supérieur 

ou égal a 6. 

b) Traduisez le résultat précédent a l'aide de v 
n+1! Viv 

n 

puis prouvez par récurrence que v,< (5) Vo, soit 

v,& a . La positivité de tous les termes de la suite >" 

(v,,) est, quant a elle, facile a établir. 

c) Lencadrement obtenu précédemment vous permet 

de conclure que la suite (v,) converge vers 0. 

Exprimez u,, en fonction de v, pour déterminer la limite 

de la suite (u,). 
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Ste i 

ee | 

be a! 

-——_ § 

D Analyser l’énoncée 

e Vobjectif de la partie 1. est de 

prouver la convergence de la suite 

(u,,). Les questions a) et b) vous 

donnent les outils pour conclure. 

e Vutilisation d'une calculatrice est 

conseillée pour avoir une idée du 

comportement de la suite (u,). 

D Analyser I’énoncé 

Dans la partie 2., apparait la suite 

_auxiliaire (v,). Lencadrement 
demandé en b) doit permettre 

de prouver sa convergence et 

de déterminer sa limite. — 

ZOOM sur la rédaction Q 

Explicitez la propriété P, et mettez | 

bien en évidence les trois étapes { 

d’un raisonnement par récurrence: | 

initialisation — hérédité — conclusion. | 

ZOOM sur la rédaction Q 
\ 

Pensez a justifier que, pour tout 

ZOOM sur la rédaction Q 

Précisez clairement le theoréme | 

utilisé en vous assurant que les 

conditions d’application sont bien 

remplies et en les rappelant dans 

votre rédaction. 

ZOOM sur la rédaction Q 

Précisez, de nouveau, clairement 

le théoréme utilisé (ici le théoreme _ 

d’encadrement) et justifiez dans i 

votre rédaction que les conditions 

d’application sont bien remplies. 

{ 
tr 



Restitution organisée des connaissances 

Prérequis 

Définition d’une suite tendant vers +00 

Dire qu'une suite (u,,) a pour limite +oo signifie que tout 

intervalle ouvert de la forme JA; +00| contient tous les 

termes de la suite a partir d'un certain indice. 

1. Démonstration 

Démontrez le théoréme suivant : 

(u,,) et (v,,) sont deux suites. 

Si pour tout entier naturel n supérieur a un certain 

entier naturel nj, u,<v, et si lim u,, = +00, alors 
: N>+00 

lim_v, =+00. 
n->+co 

2. Application 

La suite (v,) est définie par v, =1 et pour tout entier 
n 

naturel n, v,,, =V, +2n+ 3. 

a) Démontrez que, pour tout entier naturel n, v, > n°. 

b) Quelle est la limite de la suite (v,) ? 

194 | Restitution organisée des connaissances 

1. Démonstration 

a) gest un réel strictement positif. 

Démontrez par récurrence que pour tout entier n= 1, 

(1+ a)" >1+na. 

b) Déduisez de ce qui précéde la limite d’une suite 

géométrique de raison q >1. 

Enoncez le théoréme ainsi démontré. 

2. Application 

Déterminez la limite des suites définies par : 

= (V3 +1)". ive = 
ene 

©) BAG) on considére la suite (u,) définie par 

=u, +n-2. 

a) u, 

Uy =1 et pour tout ndeN, u,,, 

1. Calculez u,,u, et u;. 

2. a) Démontrez que pour tout entier naturel n = 4, 

Vp Zee 

b) Déduisez-en que pour tout entier naturel n 2 5, 

Up 22 lh Sie 

c) Déduisez-en la limite de la suite (u,). 

3. On définit la suite (v,) par: 

nEN,v, =-2u nt3n-<. 

a) Démontrez que la suite (v,) est une suite géomé- 

trique. Précisez sa raison et Vo. 

b) Déduisez-en que pour tout nde N, 

DS i 3 21 
= +—n : 

aie 4 ( 3 2 4 

¢) Soit lasomme S, définie pour tout entier naturel n par: 
n 

3rd 
k=0 

Déterminez l’expression de S,, en fonction de n. 

U 

Le jour du BAC 

96 | BA (Extrait) 

) la suite définie sur N* par: 

1 1 1 ae 1 

On note (u,, 

1. Prouvez que pour tout n de N*, 
—3n-2 

n(2n + 2)(2n+1) © 

2. Déduisez-en le sens de variation de la suite (u,). 

Yn U, a 

3. Démontrez alors que (u,,) est une suite convergente. 

BAC" (Extrait) Vrai ou faux ? 

On considere une suite (u,) définie sur N dont aucun 

terme n’est nul. 
2 

On deéfinit alors la suite (v,) sur N par v, =-—. 
u 

Pour chaque proposition, indiquez si elle est Vai ou fausse 

et proposez une démonstration pour la réponse indiquée. 

Dans le cas d’une proposition fausse, la démonstration 

consistera a fournir un contre-exemple. 

1. Si (Uu 

2. Si (U,) 

3. Si (u,,) est décroissante, alors (v 

4. Si (u,) 

,) est convergente, alors (v,) est convergente. 

u,,) est minorée par 2, alors (v,) est minorée par — 1. 

,) est croissante. 

est divergente, alors (v,,) converge vers 0. 

98 | BAC (Extrait) 
On considére la suite (w,,) dont les termes vérifient, pour 

tout nombre entier naturel, n 21 : 

nw, =(n+1)w,_,+1 et wo=1. 

Ce tableau donne les dix premiers termes de cette suite. 

ae ow, | ow, | ces [ws | we |W cma te 
Dei es (an Sera 17 | 19 | ANG Rc esse 
1. Détaillez le calcul permettant d’obtenir w,). 

2. Dans cette question, toute trace de recherche méme 

incomplete ou d'initiative méme non fructueuse, sera prise 

en compte. 

Donnez la nature de la suite ( 

199 | D’apres BAC) 

On note u,, le nombre de foyers, exprimé en millions, 

possédant un téléviseur a écran plat l’année n. 

w,,).Calculez W, go9- 

On pose n= 0 en 2005, u, = 1 et, pour tout entier naturel 
a> 

1=79U Us(20 UF): 

1. Soit fla fonction définie sur l'intervalle [0 ; 20] par: 

f(x) = ale Xx). 

a) Etudiez les variations de la fonction f sur [0 ; 20]. 

b) Déduisez-en que pour tout x de [0 ; 10], f(x) =[0;10]. 

Nn Ur 

2. Prouvez par récurrence que: 

pour toutn de N,O<u, <u,,, <10. 

3.Prouvez que la suite (u,) est convergente et 

déterminez sa limite €. (On admettra que cette limite est 

solution de l’équation f(x) = x.) 
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Pour aller plus loin 

100 | Limite d’une suite géomeétrique 

Lobjectif est d’étudier le comportement a I'infini de la 

suite géométrique (g"), avec q # 0 et -1< q<1. 

On rappelle que pour g>1, lim q,, = +00. 

ult 
q 

Le nombre g étant non nul, posons p = 

1. On suppose que O<q<1. 

Comparez alors p et 1. Déduisez-en la limite de p” puis 

celle de g” lorsque n tend vers +oo. 

2. On suppose maintenant que —1<q <0. 

Considérez alors la suite de terme général lal’ et 

déduisez-en, par encadrement, le comportement en +co 

de la suite (q"). 

3. Concluez. 

101 | Unicité de la limite d’une suite convergente 

Uobjet de cet exercice est de démontrer 

I'unicité de la limite d’une suite Raisonnement 
convergente. Pour cela, on utilise un par absurde 

raisonnement par l’absurde. > p. 468 

Supposons que la suite (u,,) admette deux limites finies € 

et €’ distincte (€ > €’). Notons : 

X la distance (non nulle) de a €’: A= €-€’, 

|, 'intervalle de centre ¢ et de rayon a ; 

|, 'intervalle de centre ¢’ et de rayon A : 

1. a) Représentez ces deux intervalles sur un axe. 

b) Prouvez que |, et |, sont disjoints. 

Prenez un nombre quelconque de |, et prouvez quil ne peut pas 
appartenira |,. 

2. Par définition de la limite €, que pouvez-vous dire de 

l'ensemble des termes de la suite qui n’‘appartiennent pas 

a |, ? De l'ensemble des termes de la suite qui 

appartiennent a |, ? 

Concluez. 

102 | La suite (u,) est définie par u,=1 et pour tout 

U, 

1. Prouvez que pour tout entier naturel n, u, > 0. 

entier naturel n, u,,, = 

2. Prouvez que la suite (u,,) est décroissante. 

3. Justifiez la convergence de la suite (u,,). 

4. a) Donnez les valeurs exactes des cing premiers 

termes de la suite. 

Que pouvez-vous conjecturer concernant l’expression 

de u,, en fonction den ? 

Chapitre 1 © Suites 

b) Démontrez votre conjecture par récurrence. 

5. Quelle est la limite de la suite (u,,) ? 

103 | La suite (u,) est définie par u,=1 et pour tout 

entier naturel n, u,,, = y3u, . 

étude faite dans l’exercice E¥J a permis d’établir que 

cette suite est croissante et bornée (Vn € N, 1<u, <3), 

donc convergente. 

On conjecture que sa limite est 3 et on étudie la suite (v,,) 

définie par v, =3—u,. 

1. Vérifiez que pour tout entier naturel n, 
3 =u 

4 =13 
n+ 

Ju, + V3 
2. Démontrez que pour tout entier naturel n, 

V3 
n+1 S Vi, : 

1+ V3 
3. Démontrez, par récurrence, que pour tout 

mab: 
4. Déduisez-en lim vet lim u_.. 

notoo 1 Noto +2 

entier 

naturel n, v, <2 

104 | Retour sur la méthode de Héron 

Dans lactivité 3, on a conjecturé que le nombre irrationnel 

V2 est la limite d'une suite de nombres rationnels. 

On se propose, dans cet exercice, de démontrer cette 

conjecture. 

fest la fonction définie sur R* par: 

f(x) =+(x +2) : 

1. a) Justifiez que la fonction f est dérivable pour tout x 

de R*. 

b) Démontrez que pour tout x de R*: 

(x — V2) (x + V2) 
aC 

Déduisez-en le tableau de variation de f sur R*. 

f’(x) = 

2. La suite (u,,) est définie par u, = 3 et pour tout entier 

naturel n, u,,,, =f(u,). 

a) Calculez u, et u,. (Donnez les résultats sous la forme 

de fractions, puis sous forme décimale arrondie a 10 >.) 

b) Démontrez par récurrence que pour tout entier 

naturel n, V2 <u,,, < u,S 3 

Déduisez-en que la suite (u,,) est convergente. 

c) Démontrez que pour tout nde N, 

1 OANaX SEN 

d) Déduisez-en par récurrence que pour tout n de N 

0<u, V2 <= (uy - V2). 
’ 

e) Déduisez-en lim Ux 
nN>+oo 



105 | Etudiez le comportement a linfini de la suite (u,) 
définie pour tout entier naturel n non nul par : 

n 

1 k ub Ze(S) hn? ke <2 
ou E est la fonction partie entiére qui 4 tout nombre x 

associe le nombre entier E(x) tel que E(x) < x <E(x) +1 

Cest-a-dire le plus grand entier inférieur ou égal a x. 

PROLONGEMENTS DUTD 41 

Ces exercices prolongent le TD 41 : ils proposent 

d’autres approximations de réels a l'aide de suites. 

106 | Le nombre d’or 

A. Calculs et conjectures 

1. Définissez chacune des deux suites récurrentes (u,,) et 

(v,) dont le calcul des premiers termes apparait 

respectivement dans les colonnes A et B (u, =v, =1). 

> A B 
a0)1 1 
2 =1+1/A1 —_ =RACINE(1+B1) 

=14+1/A2 —- =RACINE(1+82) 

2. A l’aide d'un tableur ou d’une calculatrice, calculez les 

trente premiers termes de chacune des suites. 

3. Les suites vous semblent-elles monotones? Vous 

semblent-elles convergentes ? 

Les vues d’écran de calculatrices ci-dessous confirment- 

elles vos conjectures ? 

ant+i=1+¢€1stand3 ScistiGen 

ee 
#=1.618033989 Y=1.618033989 #=1.618093989 Y=1.618033989 

B. Démonstration 

1. a) Démontrez, par récurrence, que pour tout entier 

naturel n= 2, <u, <2. 

b) Sila suite (u 

On admet ici que ® est la solution positive de |'équation 

Xe +2 (la démonstration sera proposée dans le 

,) converge, on note ® sa limite. 

chapitre 4). 

Utilisez les graphiques des copies d'écran ci-dessus pour 

donner une valeur approchée du nombre ®. 

c) Calculez ® et vérifiez que: 

3 << 
=—<@X2. 
2 

d) Démontrez que pour tout x aS, 

relia) (1+ x ® 

e) Déduisez de ce qui Ui oags a pour tout entier 

elas flu, - 

4 
<3/* |. 

naturel n=2,/u Yay 

puis démontrez par récurrence que pour tout entier 
4 n-2 

<e(ee ot o)<(5)" [4-9 
14.V5 
~ ie 

naturel n> 2 

f) Démontrez alors que lim u, = 
n+>+oo 

Ce nombre ® est appelé « nombre d’or ». 

2.a) Démontrez Bi ee que pour tout entier 

naturel n> 2, V2 < 

b) On considére sce la suite (w,) définie pour tout 

naturel non nul n par w, = ®—v,,. 

Vérifiez que ©? = @ +1, 

c) Justifiez que pour tout entier naturel non nul n, 
D-v,, 

Way = === _ puis déduisez-en que pour tout 
O+yV1+v, 

. W,, 
entier naturel non nul n, w,,,, = 3 

d) Démontrez par récurrence que : 
1 n-1 

WndeN*,w,<(2)" 

14.75 
ES e) Déduisez-en que lim v, = 

n>+co 

Commentaire. Les termes de la suite (u,) sont des nombres 

rationnels (quotients dentiers), ceux de la suite (v,,) sont des 
nombres irrationnels (qui ne s‘expriment pas sous la forme de 

quotients dentiers). Les deux suites ont pourtant la méme 

limite : le nombre irrationnel ®. 

Le nombre e 

La suite (u,,) est définie pour tout entier naturel n non nul 
n 

par u,=1+ ol k= 1X2% 3%... xk, 
ka k! 

1. Calculs et conjecture 

a) Vérifiez que les formules données dans la colonne B du 

tableau ci-dessous permettent, en recopiant vers le bas, 

de déterminer les premiers termes de la suite (u,). 

[2 | 1 | =t+1/ract(a2) | 
[3 | 2 | =82-1/FACTIA3} | 

b) Faites afficher les trente premiers termes de la suite 

(u,,). Que pouvez-vous conjecturer quant au comporte- 

ment de la suite (u,,) en +00 ? 

2. Démonstrations 

a) Prouvez la monotonie de la suite (u,,). 

2 i 
= b) Démontrez que: Vk EN*, aT 

c) Déduisez-en que la suite (u,,) est majorée par 3. 

d) Les résultats obtenus vous permettent-ils de confirmer 

vos conjectures ? 

Commentaire. on note e /a limite de cette suite (e = 2,718). 

Vous retrouverez ce nombre e dans le chapitre 3. 
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Aux Jeux olympiques de Mexico en 1968, l’athléte américain 

Jim Hines est le premier a descendre sous la barre des 10 s 

(9,95 s). Les champions ont beau courir de plus en plus vite, 

ils ne peuvent dépasser une certaine limite. Des 

modélisations mathématiques prédisent que le record 

ultime du 100 m masculin se situe autour de 9,2 s et pourrait 

étre atteint au XxxIv* siécle. 

Au xIx® siecle, Cauchy contribue a préciser la notion 

de limite en considérant des infiniments petits. 

Chapitre 2 » Fonctions : limites 

Chercheurs d’hier, p. 65 



& Exercices-tests fm 
numeériques 

Comparaison de x, \ x et x? 
Pourtoutxde[0;1],  x?<x<Vvx. 

Pour tout x de ]1;+00[, Vx <x <x’. 

@ Vrai ou faux 

1. Pour tout x, (x +1)? >x +1. 

2. Si x <Vx <x?, alors oR 

BS valor. 
Nee 

ASS > 1) alors xo = Xx, 

a)R b) [— 2; 0] €) (277 2] 

| 
5.Si x > 0, x-1<(x -1)?. 

© acm | 

Pour chaque affirmation, une seule réponse est exacte. 

identifiez-la en justifiant votre réponse. | 

> Résoudre une inéquation Les fonctions f, g et h sont définies sur R par: 

f et g sont deux fonctions définies f(x) =2x +3, g(x)=3—x? et h(x)=x?24+2x-1. 

sur un intervalle |, de courbes représentatives 1. f(x) < g(x) pour tout x de l'intervalle : 

€, et €,. 

Résoudre l'inéquation f(x) > g(x) revient : 

2. Pour tout x de l'intervalle [— 2 ; 1]: e graphiquement, a trouver les abscisses | 

a) gix)<fix) bb) ASF) ~— od) gx) SAW) 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

des points de la courbe €, situés au-dessus 

dela courbe 6; 
| 

| 

| 

! 

] 

| 

| 

| 

| 

i 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

! 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

! 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

3.a) Pour tout x, x > 3, h(x) < F(x). 
b) Pour tout x de l’intervalle |— 2 ; 0], 

[ F(x) — g(x) ] x [f(x) — h(x)] <0. 

c) Il n'existe pas de nombre x tel que : 

f(x) < g(x) h(x). 

e parle calcul, a déterminer les valeurs de x 

pour lesquelles la différence f(x) - g(x) 

est positive. 

© Vrai ou faux 

a i J - 1. Pour tout x, x -1< x —cos(x) <x +1. 
> Sinus et cosinus d’un réel 

Les fonctions trigonométriques sont étudiées 

dans le chapitre 6. 

2. Quel que soit x, 2 sin (x) + (cos Nien 

3. fest une fonction définie sur un intervalle | telle que: 
Dans ce chapitre, nous n’‘utiliserons pour tout x de |: 

que la propriété suivante, vue en classes 

de Seconde et de Premiére : 
f(x) + sin (x) 

Pour tout x: Alors, pour tout x de I, le nombre 5 appartient | 

-1<cos(x)<1 et -1<sin(x)<1. a[-1;2]. i 
e Notation 

Ps 4. Il existe des nombres x de I'intervalle |0 ; 7] tels que 
Pour tout x, le nombre (cos(x))“ pourra étre 

noté plus simplement (cos x)* ou cos?(x). 
: 1 <a sin (x) ¥ 

D 
| Corrigés sur www.transmathlycee.net/eleve-TermS 
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ACTIVITES 

52 

COMPORTEMENT D’UNE FONCTION A L'INFINI 

Vobjectif de cette activité est d’établir, pour une suite (u,) définie par une relation du type u,, = f(n), un lien 

entre le comportement de la fonction fet celui de la suite (u,,) a l’infini lorsque la fonction f est monotone et 

la suite (u,,) convergente. 
3n-1 

On considére la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n par u, = ey 

a Calculs et conjectures 

a)A laide d’un tableur ou de votre calculatrice, calculez les vingt 

premiers termes de la suite (u,,). 
b) Représentez dans un repére (O; /, j) les sept premiers termes de la suite. 

c) Conjecturez le comportement de la suite (sens de variation et convergence 

éventuelle). 

|| sagit de placer les points de 

coordonnées (n;u,) pour 
=O; Veco M=O- 

2 Démonstration 

a) Justifiez que la suite (u,,) a pour limite 3. 
: 3x -1 

b) Pour tout naturel n, u,, =f(n) ou fest la fonction f : x — a) 

e Calculez f’(x) et déduisez-en le sens de variation de la fonction f sur [0 ; +00]. 

e Que pouvez-vous en déduire pour la suite (u,) ? 

définie (et dérivable) sur [0 ; too]. 

c) Justifiez que pour tout naturel n, u, <3. 

3. Comportement de la fonction f pour les grandes valeurs de x 

a) Utilisez la représentation des premiers termes de la suite (u,,) pour représenter la fonction f sur l’inter- 

valle [0 ; +00]. 
b) Démontrez que pour tout x positif, f(x) <3. 

c) Déterminez une valeur A de x telle que, pour tout x de l’intervalle [A ; +00|, f(x) appartient a I’inter- 

valle |2,99 ; 3[. 

d)La suite (u,) converge vers 3, donc tout intervalle de centre 3 contient tous les termes de la suite a 
partir d’un certain indice. 

e Demontrez que, quel que soit le nombre strictement positif a, l'intervalle ouvert ]3-a@;3+aQ[ 

contient tous les nombres f(x) pour x supérieur a un certain nombre positif A. 

e Exprimez ce nombre en fonction de a. 

On dit alors que f(x) a pour limite 3 quand x tend vers +oo0. 

Comme nous avons noté flim u, =3,nousnoterons lim f(x) =3. 
n>+0oo X>+00 

a Quand Ia suite (u,,) et la fonction f se comportent différemment 

Une suite (u,,) deéfinie par une relation du type u,, = f(n) peut étre convergente vers € sans que la fonc- 
tion f ait pour limite ¢. 

Considérons par exemple la suite définie pour tout entier y 

naturel n par u,=f(n), ou f est la fonction représentée 

ci-contre. 

a) Cette suite est constante (pour tout entier naturel n, u,=1); 

elle a donc pour limite 1. 

Lintervalle ouvert |0,9;1,1| (dutype }1—@;1+[)contient © 1 2 

tous les termes de la suite. 

Cet intervalle contient-il tous les f(x) a partir d’une certaine valeur de x ? 

b) La fonction f peut-elle avoir 1 comme limite quand x tend vers +co? 

Chapitre 2 e Fonctions : limites 



ACTIVITES 

DIFFERENTS COMPORTEMENTS A L'INFINI 

Lobjectif de cette activité est d’étudier le comportement de quelques fonctions lorsque la variable prend des 

valeurs de plus en plus grandes (vers +00). 

On considére donc les fonctions suivantes, définies sur |0 ; +00[ par: 

SHO=x —ShWexr eh W=xvVX ef QK)=Vx . shia 

> Calculez la dérivée de chacune de ces fonctions puis dressez un tableau de variation. 

> Etude du comportement de f,, f, et f, en +00 

a) Pour x 1, ordonnez les nombres f, (x), f(x) et f(x). 

b) Il est clair que lorsque x prend des valeurs de plus en plus grandes (vers +oo), f, (x) tend vers +co... 

Pourquoi en est-il de méme pour f, (x) et f(x) ? 

On dit alors que f, (x), f,(x) et f,(x) tendent vers +oo quand x tend vers +00. 

Onnote: lim f,(X)=+teo, lim f&)=t+eo et lim f,(x)= +00. 

3 Etude du comportement de f, en +00 

a) Résolvez dans ]0 ; +o] les inéquations : eo f,(x) > 1000; e f,(x) > 10°. 

b) Mest strictement positif. 

Pouvez-vous donner une valeur A strictement positive de x telle que pour tout x > A, f,(x) > M ? 

Ainsi, pour tout nombre M strictement positif, le nombre f,(x) dépasse M dés que x est supérieur a un 

certain nombre A. On écrit alors: lim. f,(x) = +00. 

a Etude du comportement de f, en +00 

a) Déterminez le sens de variation de la fonction f,. 

b) Justifiez que pour tout x > 0, f(x) <1. 

Déduisez-en la position relative de la courbe représentative de f, et de la droite d’équation y =1. 

c) Résolvez dans |0 ; +co| les inéquations : e f(x) >0,999; e f,(x)>1-10°. 

d) & est un nombre réel strictement positif. 

Pouvez-vous donner un nombre A strictement positif tel que pour tout x > A, f,(x) >1-a ? 

Ainsi, pour tout nombre @ de l'intervalle |0 ; 1[, le nombre f, (x) est compris entre 1— det 1 dés que x est 

supérieur a un certain nombre A. On écrit alors : im f(x) =1. eos 

Refaites cet exercice aprésle chapitre PAmioe Uni Cis 

f est la fonction définie sur ]0 ;+00[ par fix) = + et @ est sa 

représentation graphique dans un repére orthonormé. 

A tout x > 0, onassocie les points A et B de © d’abscisses respec- 

tives x et x +1. Le point D est le projeté orthogonal de B sur I’axe 

des abscisses. 

On s‘intéresse a l’aire du quadrilatere OABD. 

Comment se comporte cette aire lorsque x devient « trés grand » ? 

Lorsque x devient « trés petit » en restant positif ? 

Chapitre 2 « Fonctions : limites 53 



COURS 

ij Limite a l’infini 

1.1} Limite finie en +co. Asymptote horizontale 

Définition i] Dire qu’une fonction fa pour limite le nombre € en +00 signifie que tout intervalle ouvert conte- 

nant € contient toutes les valeurs f(x) pour tous les nombres x suffisamment grands (c’est-a-dire 

pour tous les x d’un certain intervalle |A ; +0o[). 

On dit aussi que f(x) tend vers € quand x tend vers +oo et on écrit xl n 

Cette définition traduit l’accumulation des valeurs f(x) autour du nombre €. 

On définit de maniére analogue une limite finie €’ en —oo. On écrit: Jim, fxg =e. 

© Interprétation graphique 

Quel que soit I’intervalle ouvert contenant €, et aussi petit soit-il, il existe un nombre A tel que la 

courbe ©, restreinte a l'intervalle |A ; +oo[ soit située dans la partie colorée ci-dessous. 

O 

© Vocabulaire. La droite A d’équation y = ¢ est dite asyr 

>) Exemple. fest la fonction définie sur l'intervalle ]0 ; +oo[ par f(x) = ae 

Prouvons que lim, f(x) =0, C'est-a-dire que pour tout nombre & strictement positif, f(x) € J— a ; a[ 

dés que x est supérieur a un certain nombre A. 

Comme f(x) > 0, la condition f(x) € |- a ; a[ se réduit a f(x) = ]0; a[. 

Ceci équivaut a alg a donca x > —L -Ainsi A=—L et lim =O. 
x2 a a X>+00 

© Limites a l’infini de fonctions de référence 

e Les fonctions x at Xr oh ;Xr> ae (n = N*) ont pour limite 0 en +00 et en —oo. 
x x 

Leurs courbes représentatives admettent l’axe des abscisses comme asymptote horizontale en —oco 

eten +oo. 

e La fonction x — “iy a pour limite 0 en +00. 
vx 

Sa courbe représentative admet l’axe des abscisses comme asymptote horizontale en +00. 
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1.2) Limite infinie en +00 

Définition ; : ae hia se: ; 
Dire qu'une fonction f a pour limite +oo en +co signifie que tout intervalle ouvert |M; +0o[ 

contient toutes les valeurs f(x) pour tous les nombres x suffisamment grands (cest-a-dire pour 

tous les x d’un certain intervalle |A ; +0o]). 

On dit aussi que f(x) tend vers +co quand x tend vers +oo et on écrit .\ ‘ 
i eS ‘CO 

RS 

Cette definition traduit l'idée que les valeurs f(x) arrivent, pour les grandes valeurs de x, a dépasser 

n‘importe quel nombre M aussi grand soit-il. 

On définit de maniére analogue im f(x) =—oo et les limites infinies en —oo. HCG 

© Interprétation graphique. Quel que soit le nombre M, on peut trouver un nombre A tel que 
pour tout x > A, f(x) > M:lacourbe €, restreinte a |A ; +oo[ est dans la partie colorée ci-dessous. 

O A x 

© Exemple. fest la fonction définie sur R par f(x) = x2. 
Prouvons que im, f(x) = +00, c'est-a-dire que pour tout nombre M strictement positif, f(x) = J|M ; too 

des que x est inférieur a un certain nombre A. 

La condition f(x) >M s‘écrit x? > M. Ceci équivaut a x <— VM oux > VM. 

On peut donc prendre A = — VM et Jim, f(x) = +00. 

© Limites 4 l’infini de fonctions de référence 

e Pour tout entier naturel n: 

- lim x" =+00, -Sinest pair: lim x"=+00. *Sinestimpair: lim x" =—oo. 
X>+00 X>-0o X>-0O 

e lim Vx =+0. 
X—>+00 

Cj Limite infinie en un réel a. Asymptote verticale 

2.1) Définitions 

Définition E} fest une fonction définie sur un intervalle ouvert I, le nombre a est une borne de I. 

Dire que f a pour limite +co ena signifie que tout intervalle ouvert |M;+co[ contient toutes les” 

valeurs f(x) pour tous les nombres x de l’intervalle | suffisamment proches de a, c'est-a-dire pour 

tous les nombres de | dans un certain intervalle Ja—a;a[ ou Ja;a+a{. 

+ nd x tend vers a et on écrit lim f(x) = +00. On dit aussi que f(x) tend vers +oo qua firm (x)= dq ee) 

Cette définition traduit l’idée que les valeurs f(x) arrivent, pour des valeurs de x de plus en plus 

proches de a, a dépasser n‘importe quel nombre M aussi grand soit-il. 

On définit de maniére analogue lim f(x) =—oo. 
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© Interprétation graphique dans le cas ou | =|a5 +00] . Quel que soit le nombre M, on 

peut trouver un nombre a > 0 tel que pour tout x de Ja;a+al, f(x) >M:la courbe €, restreinte a 

]a;a+ a est dans la partie colorée ci-dessous. 

2.2] Limite a gauche, limite a droite 

a 
X 

lorsque x prend des valeurs de plus en plus proches de 0, en 

distinguant les deux cas : x positif ou x négatif. 

e Cas x>0. 

Quel que soit le nombre M> 0, ‘ >M équivauta x < 

Etudions la fonction f définie sur R —{0} par f(x) = 

le uM: 

Autrement dit, quel que soit M>0, l'intervalle ]M; +oo[ 

contient les nombres f(x) dés que x appartient a jo : TE 

On dit que la limite a droite en 0 de la fonction fest +00. 

On note ee ou fe ea 
On es 

Graphiquement, l’axe des ordonnées, d’équation x = 0, est asymptote verticale a la courbe d’équa- 

aah tion y= oe 

e Cas x <0. 

On prouve de maniére analogue que lorsque x tend vers 0 en prenant des valeurs strictement infé- 
; Aer 1 
rieures a zéro, alors ae tend vers —oo, 

On dit que la limite a gauche en 0 de la fonction f est —oo. 

On note: eae ou pe 

Ainsi, l’axe des ordonnées, d’équation x = 0, est (de nouveau) asymptote verticale a la courbe d'équa- 

tion y=. 

Définition [3 a désigne un nombre. fest une fonction définie sur R — {a}. 

Dire que fa une limite infinie en a signifie que f posséde, en a, une limite & gauche et une limite a 
droite (infinies) et que ces limites sont égales. On a alors lim f(x) = lim f(x) = lim f(x). 

=> x>a xoat 

© Remarques 

e La fonction définie sur IR* par f(x) = ae n/a pas de limite en 0 car lim Bl # lim a x x20" X  ysot X 
e Pour une fonction f définie sur R — {a}, la droite d’équation x =a est asymptote verticale a la 
representation de f si l’une au moins des limites lim f(x) et lim f(x) existe et est infinie. 

x>a xoa* 
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E} Théeoremes sur les limites 

3.1) Limites et opérations 

Les theoremes du chapitre 1 (tableaux du § 3.1) sur la limite d’une somme, d’un produit et d’un quo- 

tient de deux suites sont encore valables dans le cas de calculs de limites de fonctions. 

3.2| Théoréme d’encadrement (dit « des gendarmes ») 

f,g et h sont trois fonctions définies sur |= JA ; +oo[ (ou |= R). € désigne un nombre. 

Si pour tout x de |, g(x) < f(x) < h(x), et sig et h ont la méme limite € en +00, alors dim f(x}. 

Démonstration. Par hypothése, les fonctions g et h ont pour 

limite € en +00. 

Considérons un intervalle J ouvert contenant €. II contient 

toutes les valeurs g(x) dés que x >a et toutes les valeurs 

Animation h(x) dés que x > b. Notons cle plus grand des deux nombres 

aet b. 

J contient donc toutes les valeurs g(x) et h(x) dés que x > c. 

Puisque pour tout x de I, g(x) < f(x) < h(x), J contient aussi 

toutes les valeurs f(x) dés que x >c. 

Ceci est vrai pour tout intervalle ouvert contenant €, donc dim ogh= Le. 

© Exemple. Intéressons-nous au comportement en +c de la fonction définie sur |= ]0 ; +oo[ par 

i= eins . Pour tout x de |, — 1<sin(x) <1, d’ou — = <f(x)< t : 

Or lim (- +) = lim 1 =0,doncd’aprés le théoreme 1, lim 2% <9, 
X—+00 x X>+0o X X>+00 XG 

>) Remarque. De méme, f, g et h étant trois fonctions définies sur | = |—co; Al, si pour tout x de |, 

g (x) < f(x) < h(x), et sig et h ont la méme limite € en —oo, alors im ih 4 ee he 

3.3) Comparaison a l’infini 

f et g sont deux fonctions définies sur |= JA ; +00[ (ou |= R). 

1. Si pour tout x de |, f(x) = g(x) et dim, 9 (x) = +00, alors Jim, f(x) =+00. 

Ce theoréme 
s‘adapte aux 

comparaisons 

en —oo ouena, 2. Si pour tout x de |, f(x) < g(x) et dim, g(x) = —oo, alors im, f(x) =—oo. 

Démonstration. 1. Par hypothése, tout intervalle de la forme |M ; +00| contient toutes les valeurs 

de g(x) pour x assez grand dans |. 

Il contient donc aussi toutes les valeurs de f(x) puisque f(x) 2 g(x) ; ainsi Jim f(x) =+00. 

2. On démontre de la méme maniére la deuxiéme partie du théoreme. 

© Exemple. Intéressons-nous au comportement en +co de la fonction définie sur R par 

f(x) = x + (cos x)?. Pour tout x, (cosx)* > 0, donc f(x) => x. 

Or lim x =+00, donc d’aprés le théoréme 2, lim [x + (cosx)*]=+00. 
X—>+00 X>+00 
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fet g sont des fonctions. 

(admis) 

Limite d’une fonction composee 

4.1) Limite de la composée de deux fonctions 

a, b et c désignent soit des nombres, soit +00, soit —co. 

Si lim f(x)=6 et lim g(x) =c¢, alors lim His) Se. 

e Lenombre g(f(x)) est l'image par g dunombre f(x): x — f(x) — g(f(x)). 

Quand x tend vers a, f(x) tend vers b et g(f(x)) tend vers c. 

© Exemple. Etudions la limite éventuelle en -co dela fonction h définie sur R par h(x) = Vx? +x +1. 

Utilisons un changement de variable et posons Y = x? +x +1. 

Ainsi Vx2+x+1=VY.Or lim Y=+00 et vim VY =+co0 ; donc, d’aprés le théoréme 3: 
>=-0o 

lim Vx*+x+1=+00. 
X>-0o 

4.2| Limite de la composée d’une suite et d’une fonction 

Théoréme [J fest une fonction définie sur un intervalle |. 

(admis) (v,,) est une suite dont tous les termes appartiennent a l'intervalle |. 

b et c désignent soit des nombres, soit +co, soit —co. 

Si lim v,=6 et lim f(x)=c, alors lim f(v,)=c. 
xob n>+co N>+co 

b>) Exemple. Cherchons la limite éventuelle de la suite (u,,) définie sur N par u, = \/ nee ‘ 

= Use 2 : a . [> F [> U,=VV, avec V, = aan -Or lim v,=3 et lim Vx = 3, donc nim u,=V3. 

© Cas particulier 

f est une fonction définie sur un intervalle de la forme JA ; +oo[ et (u,,) est la suite définie pour tout 
entier naturel n> A, par u, =f(n). 

La lettre € désigne soit un nombre, soit +co, soit —co. 

Si_ lim f(x)= €, alors lim u, = €. 
X~>+00 n->+co 

© Exemple. Considérons la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n non nul par u,= any) 

sin (x) 
u,, =f(n) ot fest la fonction définie sur ]0 ; +co| par f(x) = 

Or lim f(x) = 0 (voir l'exemple du théoreme 1), donc nlim u, =0. 

(Vo Attention. La réciproque de ce théoréme est fausse : la suite (u,,) peut avoir une limite €, sans 

Chapitre 2 

que la fonction admette une limite (voir Activité 1, §4, p. 52). 
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s'| Application 

Fopsecrie 1) Etudier la limite éventuelle d’une fonction 

Les theorémes concernant les opérations et les limites vues pour les suites (chapitre 1, p. 26) et 

valables pour les fonctions permettent de conclure, hormis dans quatre cas de formes 

indéterminées : « co— 00 »; « OX co »j3« @ »:« > », 
[ee) 

TESTA) Etudier le comportement a lnfini d’un polynéme 

Etudiez la limite éventuelle en +00 et en —co des fonctions définies sur R ci-dessous. 

a) f(x) =x? — x? +1 b) g(x) =(2x* +1)(1- x — x’). 

© Méthode © Solution 

a) En +co : on examine si un calcul direct p—p a) e En +oo: im x= dim x? =+00. 

permet de conclure. Le calcul de la limite de x? — x* + 1 conduit a 

une forme indéterminée. 

e En présence d'une forme indéterminée, => e Pour tout x non nul, f(x) = x? (1 - i + a : 

on met en facteur le terme dominant. “ 

e On étudie la limite de chacun des facteurs =e lim uli lim lee 0, 
g X>+co KX X>+0o x? 

puis on conclut. 1 1 
donc lim ea ela : 

X—>+00 x x? 

im x? = +00 donc, par produit, 
TCO 

im FO) = +00, 

e En—co: lim x?= lim (—x?)=-0o. 
X—--cOo X--0co Alinfini (+00 ou —co), un polynéme a méme limite 

que son monéme de plus haut degré. On peut conclure que lim f(x) =—0oo. 

b) On est en présence d’un produit de deux p—> b) im, (2x +1)= im. 2x? =+00, 

polynomes. Chacun d’eux se comporte a l’infini 
: ; lim (1—-x—x?)= lim (—x*)=—0o. 

comme son monoéme de plus haut degré. X>+00 X>+00 

len résulte lim g(x)=—co. 
X—>+0o 

e lim (2x*+1)= lim 2x?=+00. 
X—>—-co X>—-oco 

lim (—-x—x?)= lim (—x3)=+00. 
X—>—co X—>-0O 

ll en résulte im g(x) =+00. 
>—-co 

© Mise en pratique 

Pour les exercices 1 a3 hee 
ee f(x) = (x? — x* —2)(—x +5). 

Dans chacun des cas, étudiez la limite de la lei : , M 
b) f(x) =— 3(x° — x). 

fonction fen +co et en —oo. 

c) fo) = (2x +1) — x2(3x3 -1). 
GB a) fo) = 3x? -5x 41. : 

4 
b) f(x) =— 2x" +3. | 4 | Sans développer, justifiez les limites sui- 

c) f(X)=x° + x -2. vantes. 

a) lim (x + 3)°(2x - 1)? = too. 
2 a) f(x) = 2x —(3x* + x-1). 

b) F(x) =2(x5 + 3x2 +1) —(x + 2x9). b) lim (x +5)°(- x + 2)’ = +00. 
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oii@fes|11B)) Etudier le comportement a linfini d’une fonction rationnelle 

Une fonction rationnelle est le quotient de deux fonctions polynémes. 

Etudiez la limite éventuelle en +oo et en —co des fonctions rationnelles suivantes. 

a) f définie sur IR — {— 3} par fy = X= 1 

b) g définie sur R par g(x) = ae 

© Méthode © Solution 

a) On essaie d’appliquer les théoremes p> a) im, (x? + x —1)=+00 

sur les limites et les opérations. et Jim. (x53) reor 

lim (x? +x —1)=+00 et lim (x +3)=-0o. 
xXx>-cO =e) 

Pour chaque polynome, on peut utiliser la regle pratique vue En +00, comme en —co, nous sommes 
dans le résolu A. 

en présence d'une forme indéterminée. 

e En présence d’une forme indéterminée, e On suppose x non nul. 

on met en facteur le terme dominant x? ¢ yds =| ip en ale 

au numérateur et au dénominateur, > f(x) = Mia Klaas x? x ae Nene 

puis on simplifie. x(i # 3) S ee 
x x 

Or, quand x tend vers —oo et vers +00, 
Alinfini (+00 ou —oo), une fonction rationnelle a méme 1 1 
limite que le quotient simplifié des mondmes de plus haut te 
degré du numérateur et du dénominateur. ali et = fendanivercodondS = 

= 1+= 
tend vers 1. x 

e On conclut. p—>p e Ainsi, f(x) se comporte, a l'infini, comme 
2 

le quotient a c'est-a-dire comme x: 

lim f(x) =+00 et im f(x)=—co. 
X—>+00 

b) Un calcul direct conduit a une B—»p b) En +co et en —co, nous sommes 

indétermination. en présence d'une forme indéterminée 

(le numérateur et le dénominateur tendent 

vers linfini). 

e On étudie la limite du quotient des mondmes psp e En +00 et en —co, g(x) se comporte comme 

de plus haut degré. le quotient = c'est-a-dire comme “ : 

e On conclut. Pp Ss lim. g(x)=0 et im g(x)=0. 

© Mise en pratique 

Pour les exercices 5 et 6 Déterminez la limite éventuelle de fen +co et en 

Dans chacun des cas, étudiez la limite de la | —co lorsque : 

fonction fen +00 et en —oo. alae 

1 Xara f(x) = <= b) f(x) = =4; EB a w=" ) Fx)= = b) n=4; 
©) f(x) = X24 c) n> 4 etn pair; 

eZ 

(x — 3) d) n> 4 etnimpair. 
ge. aes 

CB a wo- 2 by f= 
2x(x —1) (x* —1) EAD a désigne un nombre. 

PCa oe Bare 
c) f(x)= se La fonction fest définie sur R — {— 2} par: 

2x* (x — 3) 

Foe ax? + 2x —1 
La fonction f est définie sur R par: xX+2 

Ane a Fa CT AAG naturel noninal Etudiez, suivant les valeurs du nombre a, la limite 
x +1 éventuelle de f(x) en +00 et en —oo. 
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Fomect 2, Interpréter graphiquement une limite 

f est une fonction définie sur un intervalle de la forme Ja ; +oof. 

eSi lim f(x)= ¢, 
X—>+00 

alors la droite d’équation y = ¢ est asymptote horizontale a la courbe de fen +00. 

e Si lim f(x)=+c0 ou lim f(x) =—co, 
xa Xa 

alors la droite d’équation x =a est asymptote verticale a la courbe de f. 

Approcher une asymptote horizontale 

La fonction fest définie sur l'intervalle |= 3 ; too} par f(x) = a , 

1. a) Démontrez que im f(x) = 2 et déduisez-en l’existence d’une asymptote A ala courbe 

représentative €, de f. 

b) Précisez la position relative de A et de Mops 

2. Déterminez un nombre A de | tel que, pour tout nombre x > A, f(x) -2< 0,05. 

© Méthode O Solution 

1. a) On utilise la propriété sur le comportement p—» 1. a) im C9) = im xs =). 

d’une fonction rationnelle a l’infini, vue dans 
; Erica? La droite A d’équation y = 2 est donc 
l'exercice résolu B. 

asymptote horizontale a‘€,; en +00. 

b) On étudie le signe de la différence f(x)-2. py py f(y -2 = 2X F397 = BS OxXe 
=| 2xe 
5 

Uutilisation d’une calculatrice permet de verifier es 2x —1 

2x —1 est strictement positif pour tout x de |, 

donc pour tout x de |, f(x) > 2 : la courbe 6, 

est au-dessus de son asymptote A. 

les calculs. 

2. On utilise l’expression de la différence f(x)-—2 B=» 2. f(x) -—2< 0,05 équivaut a: 

et on résout |’inéquation. 5 Ome 

2x —1 100 © 

Pour tout x del, 2x —1>0,donc: 

f(x) —2<0,05 équivaut a: 

2x —1>100 

soit a x > 50,5. 

@ On conclut. B—— Conclusion : tout nombre A = 50,5 convient. 

O Mise en pratique 

| 9 | La fonction f est définie sur l'intervalle 10 | 1. a) Justifiez que la fonction f définie sur 
—3x+1 (2x = ie 

2 
Niet) lel Che sero omar l'intervalle |-co;0[ par f(x)= a pour, 

x 
1. Prouvez que la courbe représentative 6; de f | limite 4en —co. 

admet une asymptote horizontale A et étudiez la 
position relative de A et de €,. b) Déduisez-en l’existence d’une asymptote hori- 

zontale a la courbe représentative de f. 
2.Déterminez un nombre A de l'intervalle 
|- 4; +0o[ tel que pour tout nombre x >A, 2. Déterminez un nombre A tel que: 

f(x)+3<0,1. si x <A, alors f(x) < ]3,99 ; 4,01[. 
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Fopiecrit 3) Utiliser un theoreme de comparaison 

f,g et h sont trois fonctions définies sur |= Ja ; +oo| et € est un réel. 

Théoréme 1 

Si pour tout x de |, g(x) < f(x) < h(x), et sig et h ont la méme limite € en +00, alors Jim, C= & 

Théoréme 2 

—Si pour tout x de |, f(x) 2 g(x) et Jim, g(x) =+00, alors Jim, f(x)=+00. 

is Wl —Si pour tout x de |, f(x) < g(x) et Jim, g(x) =—co, alors Jim, f(x) =—o0. 

® Ces propriétés sont analogues en —co ou ena. 

aso" D) Déterminer une limite par encadrement ou par comparaison 

Etudiez la limite éventuelle en +00 : 
2x + g(x) 

7 ,avec pour tout x del, 3<g(x) <4. a) de la fonction f définie sur |= ]1; +0o[ par f(x) = 

b) de la fonction h définie sur R par h(x)=V x4 +1. 

© Méthode © Solution 

a) Un calcul direct conduit a une forme p—> a) Pour tout x del, 2x + 3 < 2x + g(x) <2x +4 

indéterminée. On utilise l’encadrement de g et x —1>0.D’ot l’encadrement : 

pour obtenir un encadrement de f par deux 2X tS <f(x)< 2x +4 

fonctions rationnelles. XA X= 1 

; , ere : : DXetsS. 
e On détermine la limite éventuelle de chacune p» e Les fonctions rationnelles x -> 4 et 

de ces fonctions.en +09. Xro ae se comportent en +co comme 

le quotient oe cest-a-dire 2. Donc: 

@ On utilise le théoreéme d’encadrement. lim 2%+3 — lim 2X+4-) 

On s’assure au préalable que les conditions Ee eX 
d'utilisation sont remplies p—p e Les conditions d'utilisation du théoreme 

En particulier, on vérifie que les fonctions qui «des gendarmes » sont remplies, donc : 

encadrent font la méme limite en +00. eS 

b) On conjecture que h(x) tend vers +00 m—> b) Pour tout x, x* < x4 41. 
lorsque x tend vers +co. 

Une méthode consiste a minorer h par une 

fonction dont on connait la limite en +00. 

La fonction racine carrée est strictement 

croissante sur [0 ; +oo[, donc Vx* <Vx*4+1, 

soit x? < h(x). Or Jim x? =+00, donc d’aprés 

le théoreme de comparaison : On peut aussi utiliser le théoreme 3 sur la limite 
d'une fonction composée. lim h(x)=+00. 

X—>+00 

© Mise en pratique 

11 | Etudiez la limite en +00 de la fonction f défi- 13 | Une fonction fest telle que pour tout x < —1, 

nie sur l’intervalle ]0 ; +oof par f(x) = bbe le ~ S 3 — 2f (x) S <~— 

“ Etudiez le comportement de fen —co. 
12 | Une fonction fest telle que pour tout x >1, 

ize res<e 14 | Déterminez la limite éventuelle en +00 et 
a es ot aa a NG . . 

2 x en —oo des fonctions suivantes. x 
@) Xie — Cos (he b) x SS Etudiez le comportement de fen +00. 
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G53 Questions sur le cours 

Complétez les propositions suivantes. 

fet g sont deux fonctions définies sur ]3 ; +oo[. 

a) Si im, f(x) = 3, alors la droite d’équation y = 3 

est... 2G; EN +00, 

b) Si lim f(x)=+00, la droite d’équation ... est 

asymptote verticale a @,. 

c) Si pour tout x, f(x) = g(x) et lim g(x)=+09, 
X>+ 09 

AlOLS was : 

QCM Une seule réponse exacte 

Exercices 
interactifs 

@3 Vrai ou faux 

Vrai ou faux ? Justifiez votre réponse. 

f et g sont deux fonctions définies sur R, g ne 

s‘annulant pas. 

a) Si im f(x) =0 et lim, g(x) = +00 , alors 

ci, #00 xa) =0- 
b) Si h est une fonction définie sur [0 ; +oo[ telle 

que 0 <h(x) < Vx, alors im h(x) =0. 

c) Si k est une fonction définie et strictement 

croissante sur [0 ; +oo[, alors im k(x)=+00. 

Pour chaque affirmation, une seule réponse est exacte. Identifiez-la en justifiant votre réponse. 

1. Dans un repére donné, la courbe représentative de 

la fonction f définie sur R—{2} par f(x)= ace 

admet comme asymptote la droite d’équation : 
1 

a) y=2 RY Ea c)y=3 

2. fet g sont deux fonctions définies sur R* telles que 

pour tout x de R’, f(x) < g(x) < 2f(x). 

Si im, f(x) = 0, alors im, g(x) est égal a: 

b) 0 a) 2 c) On ne peut pas répondre. 

GE} OCM Au moins une réponse exacte 

_ 1, Dans un repére donné, la droite d’équation y = 2 

est asymptote en +co a la courbe représentative de la 

_ fonction f définie par: 

| a) f®)= == 

/ 2. La fonction f est définie sur R - {3} par: 

Foye 2x + sin (x) 

Mas 

ip} lim f(x) = +00 
x3 

a) lim f(x)=3 
X>+0co 

Che lime fx) —2 
X>+co 

Pour chaque affirmation, plusieurs réponses peuvent étre exactes. Identifiez-les en justifiant vos réponses. 

3. On donne le tableau de variation d’une fonction f. 

x | —co 0) 2 +00 

4 2 3 

f a seg ee 
—co 0) 

La courbe représentative de fadmet : 

a) une asymptote b) deux asymptotes 

c) trois asymptotes 

3. Dans un repére donné, la courbe représentative de 

Ve 
we 2 

la fonction f définie sur ]2;+00[ par f(x) = 

admet comme asymptote la droite d’équation : 

a) x =1 b) y=0 Gc y=| a) x=2 

4. La fonction fest définie sur R — {—1;1} par: 

eyeaeex 
y= 2 

x* -1 

a) lim f(x)=+00 b) lim f(x) =2 
X>+00 Xo+ 

c)La droite d’équation x+1=0 est asymptote 

verticale a la courbe représentative de f. 

O* ers 
i Corrigés sur www.transmathlycee.net/eleve-TermS 
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19 | Courbe et asymptote 
3x? 5 

(x +1) 

Etudier la position de la courbe “, repré- 

sentative de f par rapport a son asymptote horizontale. 

1.La courbe “, admet une asymptote horizontale, 

notée A ,en +00 et en —oo. 

La fonction fest définie sur IR — {— 1} par f(x) = 

Justifiez cette affirmation et déterminez une équation de 

cette asymptote. 

2. Pour étudier la position de la courbe , par rapport ala 

droite A , on compare les nombres f(x) et 3. 

Pour cela, on étudie le signe de la différence f(x) — 3. 

a) Exprimez la différence f(x) — 3. 

b) Déterminez le signe de cette différence suivant les 

valeurs de x dans l'ensemble Rt — {— 1}. 

c) Déduisez-en la position de la courbe 6, par rapport a 

la droite A. 

20 | Comparez des courbes a I’infini 

fet g sont les fonctions définies sur [1; +00| par: 

f(x)=Vx?7 +1 et gix)=Vx?-1. 

A est la droite d’équation y = x. 

Etudier l’allure des courbes 6, et ‘6, et leur 

position relative lorsque x tend vers +oo. 

1. Les deux fonctions ont pour limite +oo en +00. 

Justifiez cette affirmation. 

2. Les polynémes x* +1 et x?—1 ont le méme terme 

dominant x*. On peut conjecturer que f(x) et g(x) se 

comportent pour les « grandes valeurs » (positives) de x 

comme Vx? cest-a-dire comme x. 

a) Comparez, pour x 21, les nombres x, f(x) et g(x). 

Quelles conséquences graphiques pouvez-vous déduire 

de cette comparaison ? 

b) Vérifiez que pour tout x >1 : 

1 ee =| 

N KOE ex, Vx2—1 4x 

c) Calculez im [ f(x) — x] et im [g (x) — x]. 

f(x) —x = et g(x) 

Que pensez-vous de la conjecture faite ? 

d) Déduisez-en l’allure des courbes 6, et €, et leur posi- 

tion relative lorsque x tend vers +oo. 

Chapitre 2 » Fonctions : limites 

prendre a chercher 

21 | Retrouver l’équation d’une courbe 

Le graphique ci-dessous donne une partie de la courbe 

représentative d’une fonction homographique fet de ses 

deux asymptotes. 

On appelle fonction homographique toute fonction qui peut s€crire 

axt+b 
sous la forme: f : x => ,ou.a, b, cet dsont des nombres 

at+d 

tels que c #0 et ad — bc £0. 

La courbe représentative est une hyperbole. 

fe) Sftatia Retrouver l’expression de f(x). 

1. On peut supposer qu’aprés simplification, f(x) est dela 
ax+b 

forme : ,oua,betcsonttrois nombres a déterminer. 

La fonction fest définie pour tout nombre x sauf pour une 

valeur associée a l’asymptote verticale. 

a) Déterminez graphiquement cette valeur. 

b) Déduisez-en la valeur de c. 

2. La courbe admet une asymptote horizontale qui nous 

permet de déterminer, par exemple, la limite de fen +00. 

a) Déterminez graphiquement im f(x). 

b) Déduisez-en que a est non nul et déterminez sa valeur. 

3. Il reste a déterminer la valeur de b. Il suffit pour cela de 

connaitre les coordonnées d’un point de la courbe. 

Or, l'ordonnée du point d’intersection de la courbe et de 

l'axe des ordonnées est égale a —1. 

a) Déterminez b et donnez l'expression de f(x). 

b) Calculez lim f(x), lim f(x), lim f(x) et lim f(x) afin 
X>+00 X——-co xX>-1 x>-1 

de vérifier l’exactitude de l’expression trouvée. 



Narration de recherche 

—> Lobjectif n'est pas seulement de résoudre le probleme posé : vous 

devez aussi noter les différentes idées méme lorsqu’elles n’ont pas 

permis de trouver la réponse. Expliquez pourquoi vous avez changé 

de méthode et ce qui vous a fait avancer. 

22) A la recherche d’une fonction 

fest une fonction rationnelle définie pour x différent de 0 

et de 2. Sa courbe représentative admet trois asymptotes 

dont les deux axes de coordonnées. 

Enfin, f(1) = f(- +) y. 
Utilisez ces renseignements pour découvrir une telle 

fonction f. 

23 | A, B et C sont les points d’abscisses respectives x, 

x +1 et x + 2de la courbe représentative de la fonction 

racine carrée dans un repére orthonormé. 

On note S(x) l’aire du triangle ABC. 

Etudiez le comportement de S(x) lorsque x tend vers +00. 

€ux aussi, ils ont e3 
GT MC cherché avant de trouver ! lnk 

Voici quelques mathématiciens importants qui ont travaillé dans le domaine de |’Analyse. 

John Neper 
> chap. 5 

| 
1OUU 

v 

cs x 

a Joseph Fourier; | BernhardBolzano _— Giuseppe Peano 
> ee 6 ; > hap. 1 

ERCHE 
CH 

ae = 

ae ee ee ee ee 

Leonhard Euler Bernhard Riemann 
> Chap. 3 ~> Chap. 7 

bo - 
& 

- # 

Se 

co 

Entré a seize ans a l’Ecole Polytechnique, il y 

enseigne une dizaine d’années plus tard, ainsi 

qu’au Collége de France. Pour des raisons 

4 

ACTIVITES DER 

a eS A, ee ee 

politiques, il s‘exile en 1830 mais retrouve son ne 

poste de professeur en 1838. Timbre francais édité | es 

Son ceuvre scientifique est considérable, pour le bicentenaire — le 

en particulier sa contribution dans de la naissance de Cauchy. | ¥ ¥ 

l’6volution des Mathématiques. es 

Sétant notamment efforcé de formuler de maniére rigoureuse les découvertes en Analyse, 

nombreuses en ce xIx® siécle, il est a l’origine de I'Analyse moderne. II sest attaché en particulier ee 

a la notion essentielle de limite. ; 

Les définitions suivantes sont extraites de son Cours d’Analyse de I'Ecole Polytechnique (1821) : 

« Lorsque les valeurs successivement attribuées a une méme variable s‘approchent 

indéfiniment d’une valeur finie, de maniére a en différer aussi peu qu’on voudra, 

cette derniére est appelée limite de toutes les autres. : 

Lorsque les valeurs numériques successives d’une méme variable croissent de plus en plus 

_ de maniére a sélever au-dessus de tout nombre donné, on dit que cette variable a 

pour limite l’infini positif. » 

‘Sur fr.wikipedia.org/wiki/Augustin_Louis_ Cauchy 

peal mehl. oe ore html 
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Travaux dirigés 

Vv) 
WwW 
Ss) 
UW 
a 
WwW 
ms 
WwW Utiliser les outils de calcul 

Au voisinage de la limite 

TICE oe .* Mathématiques 

= Tabuler les valeurs prises par une fonction. _ = Calculer des limites. 

a Utiliser des instructions de calcul formel. = Exploiter le sens de variation d’une fonction. 

On considére une fonction f définie sur un intervalle de la forme [A ; +oo[ et qui admet une limite finie ¢ 

en +co.Uobjectif est de déterminer a partir de quelle valeur de x les nombres f(x) deviennent proches de 

£ avec une précision fixée, aussi petite soit-elle. 

¥ 
z 

EY un exemple 

aa! 
La fonction fest définie sur l'intervalle |1; +00[ par f(x) abs 

CHE — 
1. Justifiez que Jim, iG) = 2. 

2. Déterminez par le calcul un nombre M tel que: si x > M, alors 1,99 < f(x) < 2,01. 

3. Reprenez les calculs pour déterminer a partir de quelle valeur de x les nombres f(x) appartiennent a 

'intervalle 12-10 °;2+10°[. ER 
CH BI Ou les outils de calculs deviennent utiles oF 

* 

RE es Bye Xl 
La fonction g est définie sur l’intervalle |— 1; +o0| par g(x) = ; 

Xora 
% 

= 

ACTIVITES DE 

1. «Ala main» 

a) Justifiez que Jim, Gk) =5- 

b) On envisage de déterminer le plus petit entier M tel que: si x > M, alors 4,99 < g(x) << 5,01. 

Des calculs « a la main » vous permettent-ils, comme dans le A, de répondre a cette question ? 

2. Avec la calculatrice 

a) Utilisez la fonction Table (de 0 a 50, pas égal a 1). 

Quelle est la premiére valeur entiére de x pour laquelle g(x) appar- 

tient a lintervalle |= 4,99 ; 5,01[ ? 

b) Observez les valeurs prises par g pour x entier de 0 a 50. 

Quel semble étre le sens de variation de g sur I’intervalle [0 ; 50] ? 

La possibilité de voir les valeurs prises par g « sortir » de l'intervalle | nous oblige a étudier les variations de 

la fonction g sur l'intervalle [0 ; +oo[. 

3. Etude des variations de g avec un logiciel de calcul formel 

a) Les résultats, sur la copie d'écran ci-contre, ont été obtenus avec ee 
un logiciel de calcul formel, ici GeoGebra. Aigebre ee 

Pris ~ Objets libres 
Déduisez-en : Ea Rey at 

eles variations de la fonction h et le signe de h(x), x3 +1 

ela monotonie de la fonction g sur l'intervalle [10 ; too], ~Objets dependants 
, = Xe SXs al A > g’ (x) = ——$_$__—_- 

e que pour tout x de cet intervalle, g(x) <5,01. romeo sey 

b) Quel est le plus petit entier M tel que : si x>M, alors | ?h00=-2x?+18x?+1 
g(x) & ]4,999 ; 5,001[ ? © h(x) = — 6x? + 36x 

fle 
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Sa ee as Choisir la méthode adaptée 

 §E) Quelle méthode utiliser en présence de radicaux ? 

f,g eth sont trois fonctions définies sur l'intervalle [0 ; +0o[ par: 

ef(x)=Vx7+x+x eg(xX)=Vx*7+x-2x eh(x)=Vx274+x-xX 

ESET Choisir, pour chacune des fonctions f, g, h, la méthode adaptée pour déterminer sa limite 
en +00. 

EY Préliminaire 

Déterminez lim Vx? + x, en précisant les théorémes utilisés. 
TCO 

EJ Inventaire des méthodes :% 

On calcule la limite de chaque 

terme et on applique les théoremes 

relatifs a la somme. 

oy 
1'° méthode 

a) Véerifiez que l'utilisation des théorémes relatifs aux limites et 

opérations permet de déterminer im f(x). 
—+co oe. 7 Sa a 

Donnez cette limite. 

b) Cette méthode convient-elle pour déterminer im g(x) et 
>+co 

Jim h(x) ? Justifiez. 

eae ede 2° METHODE. | 
On factorise et on applique les 

théorémes relatifs au produit. 

Lorsque l'utilisation de l’expression sous la forme d’une somme 

conduit a une forme indéterminée, on pense a transformer cette 

somme en produit. 

RECHERCHE a) Justifiez la factorisation suivante : pour tout x >0: 

gxy=x(\1++ -2). 

b) Déterminez lim te et déduisez-en lim g(x). 
X>+00 x X>+00 c 4 

ACTIVITES DE 

c) Factorisez de méme l'expression h(x). 

Cette factorisation vous permet-elle de déterminer Jim h(x) ? Justifiez. 

On multiplie et divise par l’expres- 

sion conjuguée (non nulle) pour 

lever l'indétermination. 

3° méthode 

Les deux précédentes méthodes ne permettent pas de détermi- 

ner la limite de la différence h(x) quand x tend vers +oo. 

On dispose alors d’une troisieme méthode utilisant l’expression 
oe 

ca me es conjuguée de h(x) : Vx* +x +x. 

On se place dans le cas ol V x* + x + x est non nul, ce qui est réalisé lorsque x > 0. 

Ea (Vx2 +x —x)(Vx2 +x +x) 

(Vx? + x + x) 

b) Déterminez Jim, h(x). 
“4 

a) Vérifiez qu’en utilisant l’expression ¥ , on peut, apres simplification, lever 

l‘indétermination. 
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{4 Applications te 

Déterminez la limite en —co et en too de chacune des fonctions suivantes, 

définies sur R. 

a) f(x)= V2x2-x+1-x  b) g(x)=V 4x? +3 + 2x 
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Entrainement 

Pour les exercices 26 a 30 

- Dans chacun des cas, étudiez la limite de la fonction f 

en +co eten —co. 

26 | f(x) = 5x? + 8x —2. 

Py f(x) = (x2 —1)(x? + 2). 

2 x x 
ED aT 
Pour les exercices 31 a 33 

Dans chacun des cas, étudiez la limite éventuelle 

- de la fonction fen l’endroit indiqué. 

Il peut étre nécessaire d’étudier la limite a droite 

et/ou la limite a gauche. 

2 

(Bie ig 
X= 2 

a) En +00 b) En —co c) En2 

al 
EP} fw = +x 

BVEneroc* = Ub} Eaco" |. c}Eno 

1 
33 Bie en 1. 

xX-1 

34 | Vrai ou faux ? 

La droite d’équation x =3 est asymptote a la courbe 

représentative de ja fonction f définie sur |— 1; +00[ par 
—_ 3x-1 

35 | Vrai ou faux ? 

La fonction fdéfinie sur R — {0 ; 2} par f(x) = + tt 1 
x-2 

admet deux asymptotes verticales et une asymptote 

horizontale. 

36 | fet g sont deux fonctions telles que lim f(x) = +00 

et lim, gtx) = -29, 
Avec ces hypotheses, est-il toujours possible de détermi- 

ner les limites suivantes ? 

a) lim [FO x g(x) } 

b) lim [2F(x) + g(x) 

c) lim [2fO) — g(x) 

Chapitre 2 » Fonctions : limites 

LIMITE D’UNE FONCTION 

Lectures graphiques 

Par convention, la représentation graphique d’une fonc- 

tion donne avec exactitude l’allure des « branches infi- 

nies » de la courbe. Ainsi, on peut lire les limites d’une 

fonction sur sa courbe représentative. 

Ceci nest évidemment pas vrai lorsqu’on observe la 

courbe représentative d’une fonction sur une calculatrice 

ou un grapheur. 

1.La courbe “%, ci-dessous est la représentation gra- 

phique d’une fonction f définie sur R — {—1;1}. 

I 
! 
| 
| 
| 
I 
| 
| 
1 

Donnezla limite de fen —co,en-—1'-,en—-T',en T,en1* 

eten +oo. 

2.La courbe “, ci-dessous est la représentation gra- 

phique d’une fonction fdéfinie sur R — {— 2; 2}. 

en Pe 

Donnez la limite de fen —co,en —2°,en —2*,en 2-,en 

2* eten +00. 

En Lécran de calculatrice ci-dessous affiche une partie 

de la courbe représentative d'une fonction f. 

Quelles conjectures pouvez-vous émettre concernant 
des asymptotes éventuelles ? 



39 | Que pouvez-vous conjecturer concernant une 

éventuelle limite en 3 de la fonction f dont |’écran ci- 

dessous donne une partie de la table de valeurs ? 

40 | Le tableau ci-dessous décrit les variations d’une 

fonction f définie sur R. 

x —oo =5 +00 | 

+co 3 

F(x) ie ae 
-2 

1. Précisez la limite de fen —co et en +00, puis les équa- 

tions des éventuelles asymptotes horizontales ou verti- 

cales a la courbe représentative de f. 

2. Construisez une courbe correspondant au tableau. 

“ST Le tableau ci-dessous décrit les variations d’une 

fonction f définie sur |—oo ; 2[ U ]2; +00[. 

ia 

f (x) 

1. Précisez la limite de fen —co, en 27, en 2* eten +00, 

puis donnez les équations des éventuelles asymptotes 

horizontales ou verticales a la courbe représentative de f. 

2. Construisez une courbe correspondant au tableau. 

| 42 | Associez a chacune des fonctions suivantes sa 

représentation graphique choisie parmi les courbes 

ci-aores. 

‘puma = a 
1 

t } 

py 

eR i 

f + 

| 

{ | i \ 
= eee Ree Se 8 SS ee ee 

pp JES Cee 

La courbe %, représentative d’une fonction, admet 

pour asymptotes les droites d et A tracées ci-dessous, et 

ces droites seulement. 

Parmi les fonctions suivantes, les- > | Al yA. | |) 

quelles conviennent ? 

Dye aie Ss Dx =| 
f ‘) = ————_ = (x) ora g (x) = 

2 
@ h(x) eK SZ pepe Xe 

(x +1)? 2(x +1) 

La courbe %, représentative d’une fonction, admet 

pour asymptotes les droites d,, d, et A tracées ci- 

dessous, et ces droites seulement. 

Pour quelles valeurs de 6, les fonc- 

tions suivantes conviennent- 

elles ? 
Pe 

ae x + 0x 

x*—x-—2 

e g(x)= ee PEE 
(x + 1) (x — 2) 

1 b 
ar se | 

1d X+1 x-2 

45 | 1. Etudiez la limite en —co, en +00,en 1 eten 1 

de la fonction définie sur R — {1} par f(x) = a 

2. Précisez les équations des asymptotes et la position de 

la courbe représentative de f par rapport a l’asymptote - 

horizontale. 

46 | 1. Etudiez la limite en —co, en +00, en —1 eten 

= IK 

Xe 1 
2. Précisez les équations des asymptotes et la position de 

la courbe représentative de f par rapport a l’asymptote 

horizontale. 

— 1" dela fonction définie sur R — {— 1} par F(x) = 
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1. Déterminez l’allure de la représentation gra- 

phique de la fonction f définie sur R—{-2} par 

f(x)= 2! 
2x +4 

2. Déterminez un nombre o > 0 tel que: 

pour tout x = |—2—05 2 tx) 107 

, pOur x proche de — 2. 

1. Déterminez la limite en +00 de la fonction défi- 

nie sur lintervalle ]1; +oo[ par f(x) = een 

2. Trouvez un nombre A tel que si x > A, alors f(x) appar- 

tient a l’intervalle |4,9 ; 5,1[. 

49 | 1. Déterminez la limite en 1 de la fonction définie 
=| 

sur R — {1} par f(x) =——_.. 
(x -1)° 

2. Trouvez un nombre strictement positif a tel que si x 

appartient a l’intervalle ]1— a ;1+ @[, alors f(x) > 10°. 

50 | La fonction f est définie sur l'intervalle |— 2 ; +oo[ 

par: 3 
1-— x 

bd) = ; 
%) x+2 

1. Démontrez que im f(x) =—0oo . 

2. Déterminez un nombre A tel que: 

si x > Avalors fix)<—a1 07. 

51 | 1. Justifiez que la fonction f définie sur R — {— 2} 

a a pour limite +co en 2. 
(x — 2) x- 

par f(x) = 

2. Trouvez un intervalle ouvert I, centré en 2, tel que: 

pour tout x del, x # 2, f(x) > 100. 

Pour les exercices 52455 

Dans chacun des cas, étudiez la limite éventuelle 

de la fonction f en l’endroit indiqué. 

Il peut étre nécessaire d’étudier la limite a droite 

et/ou la limite a gauche. 

Vérifiez les résultats avec une calculatrice ou un 

logiciel de calcul formel. 

(52) a) f(x) = x? + Vx —5 en +00. 

b) fix) =Vx +2 en +oo eten0. 

EBD a) fx) = en -1. 
x*—1 

b) f(x) = —'— eno 
vx 

EZB a) fx) = V2 - Vx en +00. 

b) f(x) ee Wen. 
Joe 

GD a) fw =x -2VK 47 en +0. 
2 

by) fon See oh ee 
vera 
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est-elle défi- 
. . X= 1 

56. 1. La fonction f: x ONCE 

nie pour les réels —1 et 2? 

2. Etudiez le comportement de f(x) lorsque x tend vers 

—1 et lorsque x tend vers 2. 

x-1 
1. La fonction f: x — — est-elle définie 

F KE = Mm 
pour les réels — 2 et 3? 

2. Etudiez le comportement de f(x) lorsque x tend vers 

— 2 et lorsque x se tend vers 3. 

On note ,la courbe représentative de la fonction définie 

sur l'intervalle |O ; +oo[ par f(x) = 3+ Vx ; 
2Vx 

1. a) Vérifiez que pour tout x >0, f est dérivable et 

—3 
f’(x) = : 

AxVx 
b) Déterminez la limite éventuelle € de fen +oo . 

c) Dressez le tableau de variation de f. 

d) Justifiez l’existence d’une asymptote A a ,en +co et 

donnez une équation de A. 

2. On envisage de déterminer le plus petit entier A tel 

que pour tout x =A, f(x) — € <0,01. 

a) Traduisez graphiquement le probléme posé. 

b) Lalgorithme suivant doit permettre de déterminer un 

tel entier A. 

FinTant que 

Afficher x | 

Complétez-le et programmez votre calculatrice (ou l’ordi- 

nateur) afin de résoudre le probleme posé. 

c) Vérifiez le résultat proposé en utilisant la fonction Table 

de votre calculatrice. 

THEOREMES DE COMPARAISON 

fest une fonction telle que pour tout x >1, 

SXcul < f(xy < 2X41 | 
x-1 

Cet encadrement permet-il de déterminer le comporte- 

ment de f(x) lorsque x tend vers +00 ? 

60 | f est une fonction telle que pour tout x > 0, 

Se oe 
Xe 

Cet encadrement permet-il de conclure que f admet une 
limite en +00 ? 



Go fest une fonction telle que pour tout x > 0, 

a arate 1< -... 
x x 

Cet encadrement permet-il de déterminer le comporte- 

ment de f(x) lorsque x tend vers +00 ? 

62 | f est une fonction et A un nombre tels que pour 

tout x supérieur a A, —1+ + S f(x) <1+ ile ; 
x 

Peut-on en conclure que f admet une limite en +00 et 

que cette limite est comprise entre —1 et 1? 

63 | fest une fonction telle que pour tout nombre x < 0, 

f(x) = ze. fa-t-elle une limite en —co ? 

64 Implication directe et réciproque 

Pour chaque (« Si..., alors. sad)’: 

a) Précisez si elle est vraie. 

b) Enoncez sa réciproque. 

c) Cette implication réciproque est-elle vraie ? Justifiez. 

1. fest une fonction définie sur l’intervalle [0 ; +00[. 

Si pour tout x 20, f(x) 2 Vx, alors lim, Fed) = +00. 

2. f, g et h sont trois fonctions définies sur un intervalle 

|=[A;+0o[ et pour tout x de |, g(x) < f(x) < h(x). 

Si im 9 (x) = im hi) = {, alors im ROO 

3. fest une fonction définie sur l'intervalle |0 ; +oo[. 

Si fest bornée, alors fadmet une limite finie € en +00. 

LIMITE D’UNE FONCTION 
COMPOSEE 

Pour les exercices 65 a 67 

Dans chacun des cas, étudiez la limite éventuelle de 

la fonction f en chacun des endroits indiqués. 

(65 } a) f(x) = Vx2 +1 ;en -co eten too. 

b) fda yx+— sen +00 eten 0. 

c) f(x) = Sa -en +00. 

66 | a) f définie sur |3 ; +co[ par f(x) = x+e ;en 3. 

b) f définie sur |— 2; 4[ U ]4; +00[ par: 

ee en 4. 
VX aS 

(2 a) f définie sur |-co; 4| ar f(x) = ar ote 32x 
en —oo. ; 

b) f définie sur ]O ; +co[ par f(x) = (: =Vx + = : 

en +00. 

LIMITES ET SUITES 

Pour les exercices 68 et 69 

Dans chacun des cas, étudiez la limite éventuelle de 

la suite (u,,) définie sur N. 
2 

no+i GB au,-\yt4t 
2n+3 GD 9 u,= 7225 

1. Démontrez par récurrence que, pour tout entier 

naturel n, 2" >n. 

b)u,=Vn+ ie 

b) u, =(n+1) -Vn+1. 

2. Utilisez le résultat précédent pour étudier la limite de 

la suite (u,,) dans chacun des cas suivants. 
n n Fn eae sual b) u,= zal 

2° +3 4r 4] 

AVEC LES TICE 

¥4\) 1. Sur la vue d’écran ci-dessous, la fonction g est 

définie sur l’intervalle |= ]0 ; +co[, a et 6 sont les limites 

de g aux bornes de I. Précisez la limite de la fonction g a 

droite en 0 et sa limite en +00. 

Fichier Editer Affichage epeanone 

RALLIES 
gee ca ‘Remarque) 

- Objets libres 4 

i= WCE Vex Pour obtenir les limites : 

Saisie: Limite[g, 00] ~ Objets dépendants 

a= oo 

~b=0 
Saisie: LimDroite[g,0] 

2. Retrouvez ces résultats par le calcul. 

3. Précisez la position de la courbe par rapport a son 

asymptote en +00. 

724, 1. Utilisez un outil de calcul formel pour détermi- 

ner les limites suivantes. 
2 

a) lim pal coomn by tin 
ioe: esl ate) ee Ray ey) 

2. Retrouvez ces résultats par le calcul. 

f et g sont deux fonctions définies sur R — {-1} 

par: 7 

"Prendre toutes 
les initiatives 

oe y=? 2x +7 
fiji et (x) = ———— 

(x +1)? g xX+1 

Leurs courbes représentatives ont-elles les mémes 

asymptotes ? 

Etudiez lim (Vx? + 2 - Vx2 +x). 

vis) Etudiez im (Vv x? +2 - ax) suivant les valeurs 
— CO ‘ 

du nombre a. 

Chapitre 2 » Fonctions : limites 71 



72 

Le jour du BAC 

Travail en autonomie 
—> Rédigez la solution de cet exercice 

en vous aidant du guide. 

Vrai ou Faux g 

Pour chacune des affirmations ci-dessous, précisez si elle est 

vraie ou fausse. Justifiez votre réponse. 

1. Sia est un nombre réel quelconque et f une fonction 

définie et strictement décroissante sur [a;+00[, alors 

im, f(x) =—oo: 

2. f et g sont deux fonctions définies sur [0 ; +oo[, g ne 

7 . yee c ee Bi : . e a 

s'annulant pas. Si Aim #0) = 00 et lim 9) ee 

f(x) 

g (x) 
lim 

X>+ 00 
alors 

3. Si f est une fonction définie sur [0;+00[ telle que 

f(x) 
0<f(x) < Vx sur [0 ; +00[, alors dim = =0- Scan 

4. On considére un repére (O ; i j) du plan. 

Si fest une fonction définie sur R*, alors la droite d’équa- 

tion x =0 est asymptote a la courbe représentative de f 

dans le repere (O; /, j). 

1. Si la fonction f n’a pas pour limite —co en +00, 

sachant qu’elle est décroissante, imaginez graphique- 

ment I’allure de la courbe pour les grandes valeurs de x. 

Les fonctions de référence fournissent facilement un <—— 

contre-exemple. 
ns | 

2. Pour trouver un contre-exemple, contentez-vous de 

prendre pour fet g des fonctions polynomes. 

3. Lencadrement donné par hypothése doit vous inci- 

: : f(x) ie ae ye 
ter a encadrer le quotient sic puis a utiliser éventuel- 

Ce 
lement le théoréme dit « des gendarmes ». 

4. Traduisez en termes de limites l’existence de cette 

asymptote: le fait que f nest pas définie pour x =0 

entraine-t-il nécessairement que fadmet une limite infi- 

nie a gauche et/ou a droite en 0 ? i, | a 

Vous pouvez vous contenter d’un dessin pour terminer. 

Chapitre 2 » Fonctions : limites 

D Analyser l’énoncé 

Les quatre affirmations sont 

indépendantes. 

Essayez de relier ces affirmations 

a des théorémes connus. 

D Analyser Il’énoncé 

Une vision « graphique » 

de la situation semble utile ici. 

) Analyser l’énoncé 

Les hypothéses sur f et g conduisent a 

un cas d’indétermination. 

Cette affirmation est donc fausse. 

D Analyser Il’énoncé 

Un encadrement est donné par 

hypothese. Le réflexe : le théoreme 

des gendarmes. 

» Analyser I’énoncé 

Une vision « graphique » 

de la situation semble utile ici. 

ZOOM sur la rédaction Q 

Précisez clairement que votre 

contre-exemple vérifie les 

ZOOM sur la rédaction Q 

N’oubliez pas de justifier pourquoi 

on peut, ici, supposer x non nul. 

ZOOM sur la rédaction Q 
| 

Un dessin bien expliqué peut, dans 

ce cas, avoir valeur de preuve. 



BAG) acm 
Sur le graphique ci-dessous, on a représenté dans un 

repére orthonormé les courbes 6, et “6, représentatives 

de deux fonctions f, et f, définies sur I'intervalle ]O ; +0of. 

On sait que: 

- l'axe des ordonnées est asymptote aux courbes 6, et 

ae 

- l'axe des abscisses est asymptote a la courbe €, ; 

- la fonction f, est strictement croissante sur |0 ; +0o[ ; 

- la fonction f, est strictement décroissante sur l’intervalle 

]0 ; +00 ; 

- la limite quand x tend vers +00 de f, (x) est +00. 

Pour chacune des questions, une seule des trois propositions 

est exacte. Indiquez laquelle en justifiant votre réponse. 

1. La limite quand x tend vers 0 de f, (x) est: 

a) 0 b) +00 

2. La limite quand x tend vers +o de f, (x) est: 

a) 0 b) 0,2 

3. Le tableau de signes de f, (x) — f, (x) est: 

c) On ne peut pas conclure. 

c) On ne peut pas conclure. 

+co ae 

ecm 
Pour chaque question, plusieurs propositions peuvent etre 

exactes. Indiquez lesquelles en justifiant a chaque fois votre 

réponse. 

f est la fonction définie sur R — {- 3} par f(x) = 

et @ est sa représentation graphique dans un repére 

(Osnir 

Le jour du BAC 

1. a) lim Fox) = 3 b) lim, foo = > 

c) lim | f(x) = —co d) Jim, foo = - 4 
3 

a ae 
2 

2.La courbe  admet comme asymptote la droite 

d‘équation : 

3 ae) aasteod => (hh = 5 

= 3 : +0], la courbe € : 

a) x=-3 d) y=3 

3. Sur l'intervalle 

a) est au-dessus de son asymptote horizontale. 

b) est au-dessous de son asymptote horizontale. 

c) Coupe son asymptote horizontale. 

vic) Vrai ou faux 

Pour chacune des affirmations ci-dessous, précisez si elle est 

vraie ou fausse. Justifiez votre réponse. 

1. Si pour tout x > 0, f(x) < -, alors Jim f(x) = 0. 

2 
x 

limnafi(xX)i 22 
X>+0o 

2. Si pour tout x >0, 2+ <Fx) <2+ 3, alors: 

3. Si pour tout x > 0, 1+ 2 <f(x)<2+ 2, alors la fonc- 

tion fadmet une limite en +co comprise entre 1 et 2. 

4. Si im f(x) = a,la courbe représentative de fne coupe 

pas la droite d’équation y =a. 

80 | Vrai ou faux 

fet g sont deux fonctions définies sur l’intervalle [ 1; +00]. 

Pour chacune des affirmations ci-dessous, précisez si elle est 

vraie ou fausse. Justifiez votre réponse. 

1. Si lim f(x)=+0o et lim g(x)=+o, alors: 
X>+00 X>+0co 

lim ——=1. 
Ms g(x) 

2. Si lim f(x)=0 et lim g(x)=0,alors: 
X>+00 X>+0o 

sag pan 

3. Si pour tout x 21, g(x) — f(x) <0, 

et lim g(x) =+00, alors lim f(x) = +00. 

(x) 
4.Si lim ——~=+0co,alors lim f(x)=+00. 

X—>+00 ( ) X—>+00 

5.Si lim TORE iralors lim f(x) =0. 
+00 g(x) X—> +00 

im P(x) = 1, alors il existe a &[1;+00[ tel que X>+00 g(x) 

pour tout x =[a; +00, f(x) = g(x). 

D’apres concours ESIEE 2008 

6. Si 
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Pour aller plus loin 

81 | Limite d’une aire 

La courbe rouge ci-dessous représente dans un repere 
ee 1 

orthonormé la fonction fdéfinie pour x > 0 par f(x) = ae 

aest strictement supérieur a 1, 

Les points A et B de la courbe ont pour abscisses respec- 

tives a et As : 
a 

On note S(a) l’aire du triangle coloré déterminé par les 

tangentes en A et B ala courbe et I’axe des abscisses. 

Etudiez la limite de S(a) lorsque a tend vers +oo. 

82 | Image de I’image 

f est la fonction définie sur |1; +00[ par: 
fj = x+3 

x= | 

1.Calculez lim f(x) et lim f(x). 
X—>+00 xo1t 

2. a) Vérifiez que pour tout x >1, f(x) < ]1; +0of. 

b) Déterminez im, f(F(x)). 

3. Retrouvez cette derniére limite en explicitant f(f(x)). 

83 | Calculez, suivant les valeurs du nombre a, la limite 

en +oo de la fonction f définie par : 

F(x) = Vx3 + ax? tax —xVx +1. 

EZ3 Majorée par sa limite 

Démontrez la propriété suivante. 

Si une fonction f définie et croissante sur un intervalle 

|=[A;+00| admet une limite finie ¢ lorsque x tend vers 

+oo, alors pour tout x de |, f(x) < ¢. 

Aide) 
Voir la démonstration du théoreme 9 du chapitre 1, p. 28. 

85 | Avec la partie entiére 

Etudiez la limite en +co de la | Pourtoutréel x, E(x) 
, hae est I’unique entier 

fonction f définie sur |0 ; +00 par ; 
E (x) 

x= = ou E est la fonction 

relatif tel que : 

E(x) <x < E(x) +1. 

partie entiere. 

Chapitre 2 » Fonctions : limites 

86 | Des points liés 

Dans un repere (O ; i, j), on considére les points A(1; 2) 

et B(-3;1). 

A tout nombre m # 1, onassocie le point M(m ; 0). 

La droite (AM) coupe l’axe des ordonnées en N et la droite 

(BN) coupe l’axe des abscisses en P. 

On note f(m) I’abscisse du point P. 

1. Conjecturer avec GeoGebra 

a) Reproduisez la figure ci-dessous. 

b) Saisissez le point M et déplacez-le sur l’axe des abs- 

cisses. 

Que devient le point P: 

+ lorsque m— +00 ? 

- lorsque m— —oo ? 

-lorsque m1 ? 

- lorsque m > ? 

2. Démontrer 

a) Déterminez, en fonction de m, l’ordonnée du point N. 

b) Déduisez-en l’abscisse f(m) du point P. 

c) Retrouvez par le calcul les limites conjecturées en 1. b). 

Positions relatives 

On considére la fonction f définie sur R* par: 
3 

f(x) = Se Bl 

x 
et la fonction g définie sur R par g(x) = x?. 

6, et €, sont les représentations graphiques respectives 

de f et deg dans un repére (O; i, ey 

1. Determinez les limites éventuelles de la fonction f en 

—oco,0,0* et +00. 

2. Utilisez votre calculatrice pour obtenir les courbes 

6, et G. 

Quelles conjectures pouvez-vous émettre ? 



3. Determinez la position relative des deux courbes ‘6, et 

‘6, en fonction de x. 

4. Pour x non nul, on note M et P les points de coordon- 

nées respectives (x ; f(x)) et (x ; g(x)). 

a) Que pouvez-vous conjecturer concernant le segment 

[MP] : 

- lorsque x tend vers +oo ? 

+ lorsque x tend vers —co ? 

b) Démontrez votre conjecture par le calcul. 

ASYMPTOTES OBLIQUES 

On note ‘; la courbe représentative de la fonction 

définie sur R — {0} par: 

figeHx eae. 
x 

1. Déterminez lim f(x) et lim f(x). 
X>+00 X—>—oo 

2. a) Dans les calculs précédents, vous avez utilisé le fait 
Rey Tic 

aes ae 0. 

f(x) différe donc de l’expression — x +1 d’une quantité 

qui tend vers 0 lorsque x tend vers +co ou vers —oo. 

Que pouvéz-vous en déduire graphiquement ? 

b) Représentez, a l'aide de votre calculatrice ou d’un tra- 

ceur de courbe, la courbe €, et la droite A d’équation 

y=-x+1. 

La droite d’équation y = — x + 1 est dite asymptote oblique a 
la courbe 6, en —co eten +00. 

89 | f est la fonction sur R — || par: 

ie ea) 

2x-3 — 

La vue d’écran ci-dessous est une fenétre sur la représen- 

tation graphique &, de f. 

f(x) = 

1. Utilisez cette vue d’écran pour conjecturer : 

a) la limite éventuelle de fen —co, en +co et en 3 ; 

b) une équation de l’asymptote verticale a ,. 

2. Vérifiez par le calcul l’exactitude de vos conjectures. 

3.a) Quelle est l’allure de la courbe lorsque x tend vers 

—co ? vers +00 ? 

b) La fonction rationnelle fse comporte a l’infini comme 

le quotient des mondmes de plus haut degré, soit comme 
2 

2x 
—, donc comme x. 
2X 

On peut ainsi conjecturer que la courbe “é, prend vers 

'infini la direction de la droite d’équation y = x. 

Utilisez votre calculatrice pour représenter f et la droite 

d’équation y = x. Que constatez-vous ? 

c) Quelle modification vous semble nécessaire pour 

approcher au plus prés les branches infinies de la courbe 

“6, par une droite ? Faites cette modification. 

4. a) Déterminez a, b et c tels que pour tout x # S. ; 
2, 

€ 

Xo 
f(ix)=ax+b+ 5 

b) Déterminez: 

lim, [Fx) — (ax + 6)] et lim, [F(x) — (ax + 6). 

Quelle conséquence graphique en déduisez-vous ? Cela 

confirme-t-il votre choix fait en 3. ¢) ? 

90 | On note , la courbe représentative de la fonction 

ete 3 XESS 
définie sur R — |- 3} par ib) = eae 

1. Déterminez Jim, f(x) et im, f(x). 

2. La fonction rationnelle f se comporte a l’infini comme 
2 

le quotient = (des mondmes de plus haut degré du 

numérateur et du dénominateur), c’est-a-dire comme 

a) Représentez, a l'aide de votre calculatrice ou d’un tra- 

Aes courbe, la courbe “, et la droite 5 d’équation 

A= oe 

b) Graphiquement, la droite 5 vous semble-t-elle un bon 

« guide » pour le tracé de la courbe 6, lorsque x tend vers 

+00 OU —co ? Etudiez le comportement de la différence 

f(x) -— ei lorsque x tend vers +co et lorsque x tend vers 

—=00), 

3. a) Vérifiez qu'il existe trois nombres a, 6 et c tels que 

pour tout x # — 5, f(x)=ax +b + re 

b) Représentez graphiquement la droite A d’équation 

y=ax+b (ota et 6 sont les nombres précédemment 

trouvés). Que pouvez-vous dire de la droite A ? Justifiez 

votre réponse. 

91 | En vous inspirant de l'étude faite dans l’exer- 

cice EL, démontrez l’existence d'une asymptote oblique 

en +co et en —co a la courbe représentative de la 
2 

fonction définie sur R — {2} par fo) = Os et 

donnez son équation réduite. 
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Le ragondin, mammifére d’Amérique du Sud introduit en 

| Europe au xIx® siécle pour sa fourrure, est maintenant classé 

dans les espéces envahissantes : en l’absence des prédateurs 

naturels de son habitat d’origine comme le puma ou le 

caiman, il se reproduit trés rapidement. Cette prolifération 

a taux de croissance constant est dite « exponentielle ». 

Dans son Traité des infiniment petits (1748), Euler donne 

une définition et un calcul de la fonction exponentielle, 

en introduisant la notation e”. 

—> Chercheurs d’hier, p. 91 

76 Chapitre 3 « Fonction exponentielle 



& Exercices-tests f==n 
numeériques | 

Nombre dérivé 

f est une fonction définie sur un intervalle |. 

O acm 
Pour chaque question, une seule affirmation est exacte. 

a appartient a | et h est un nombre tel que a +h Identifiez-la en justifiant votre réponse. 

appartient a |. fest la fonction polynéme définie sur R par : 

F(x) = 2x” - 3x +1. 

On rappelle que fest dérivable sur R. 

Sa fonction dérivée est f’ définie par f’(x) = 4x - 3. 

f est dérivable en asi le taux d’accroissement 

f(a + h) - f(a) 

h 

finie quand h tend vers 0: 

lim f(a + h) - f(a) 

h+0 h 

defena. 

de fentreaet a+h aunelimite 

On note ; la courbe représentative de f dans un repére 

(Oisty fs = f’(a), nombre dérivé 

1. a) fest strictement décroissante sur l’intervalle [- 5 ; 1]. 

b) f est strictement croissante sur l‘intervalle |2 : 0]. 

es Equation de la tangente a c) fet f’ varient dans le méme sens. 

une courbe en un point 
f est une fonction définie et dérivable sur 

un intervalle |; @ est un nombre de |. 

2. La tangente a 6, au point d’abscisse 2 a pour équation : 

a) y=5(x -2)+2 

b) y=5x-7 
La courbe représentative de f admet au point c) y=3x-7 

d’abscisse @ une tangente de coefficient iz 

directeur f(a) et d’équation réduite : 3.La droite dd'équation y= x +1: 
a) est tangente a €, y=f(a)(x -a)+f(Q). 

b) coupe €; 

c) n’a pas de point commun avec “,. 

SS 4. Les tangentes a “6, aux points d’abscisses 0 et 2: 

a) sont paralléles 

b) se coupent en A(1; — 3) 

SSE ETS c) coupent I’axe (O ; j) en des points d’ordonnées entiéres. 

See 

> Comparaison a l'infini | @ Vrai ou faux 
f et g sont deux fonctions définies sur 1. fest une fonction définie sur R. 

|= ]b; +00]. Si pour tout nombre x > 0, f(x) - x7 >0, : 

Si pour tout x de |, f(x) < g(x) et alors Mun FX) _ Shee | 
X3+00 X | i = i =10O, im. f(x) = +00, alors Jim. g(x)=+ 

Fie ee 
Tirey) NL NeaED oe fk 

3 elie ce 
x>t+oo V xX +2 

4. fest une fonction définie sur R. 

Si lim f(x) =2 et lim f(x) = 3, 
x>3 x2 

> Limite d’une fonction composée 

f et g sont deux fonctions. 

Chacune des lettres a, b et c désigne soit 

un nombre, soit +00, soit —co. 

Si lim f(x) = b et lim gGnW=c, 

alors lim g(f(x)) =c. alors lim LEX) = 3: f 

\ t 

E . Corrigés sur www.transmathlycee.net/eleve-TermS 
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LA CROISSANCE EXPONENTIELLE 

Estimer la population mondiale des prochaines décennies est une préoccupation importante des écono- 

mistes. Savoir si la Terre pourra nourrir tous ses habitants est, en effet, une question essentielle. 

Pour cela, il est nécessaire de recourir a des modélisations de la croissance de cette population. 

Le modéle démographique retenu par certains économistes, comme |l‘Anglais Thomas Robert Malthus (1766- 

1834), est celui d’une évolution selon une progression (suite) géométrique, ce qui signifie que le taux d’évo- 

lution d'une année a l'autre est constant. a 

Autrement dit, si P, désigne la population mondiale a l'année n, le rapport ne est constant. 
n 

On parle alors de croissance exponentielle. 

Ce vocabulaire est aussi utilisé en biologie et en mathématiques. 

a» Evolution démographique 

La population mondiale a atteint officiellement 7 milliards d’habitants le 31 octobre 2011, avec un taux 

de croissance estimé a environ 1,2 % par an. 

On fait I'hypothése d’une croissance exponentielle avec un taux de croissance constant de 1,2 % par an. 

Répondez aux questions suivantes, a l’aide d’une calculatrice ou d’un tableur. 

a) De combien d’habitants sera la population dans 20 ans ? 

b) Dans combien d’années atteindra-t-elle 10 milliards ? 

c) Combien d’années seront nécessaires au doublement de la population ? 

Cette hypothése a été critiquée dés son émission comme étant trop simplificatrice et conduisant a des 
prévisions inutilement alarmistes. Il existe d’autres modéles de croissance, comme le modéle de Verhulst 
(voir l’exercice 21, p. 93). 

2 Vers une représentation par une courbe 

a) Représentez sur votre calculatrice les dix premiers termes de la suite géométrique de raison 1,012"° et 
de premier terme 7 (c‘est-a-dire telle que pour tout entier naturel n, a, =71,012'"), qui correspond a 
'évolution de la population mondiale suivant la modélisation vue en », de décennie en décennie. 
Fenétre d’affichage : X de 0 a 20, pas 1; Y de 0 a 70, pas 10. 

b) Représentez la fonction x — 7 x 1,012'™ pour x <[0; 15]. (Utilisez la touche (A).) 
Comparez la courbe obtenue avec la représentation précédente. 

Conclusion : La calculatrice permet d’obtenir une courbe qui coincide, pour les points d’abscisses 
entieres, avec la représentation de la suite. 
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ACTIVITES 

VERS UNE FONCTION EGALE A SA DERIVEE 

1 Une famille de droites 

Sur la figure ci-contre, sont représentés, dans un repere (O; i, j), 

les premiers termes de la suite géométrique (u,,) définie pour 

tout entier naturel n par u,, = 2”. 

Pour tout entier naturel n, on note A,,le point de coordonnées 

(n; 2") et M,, l'intersection de (A,,A,,,,) avec l’'axe des abscisses. 

a) Quelle conjecture faites-vous concernant les abscisses des 

n+] 

points M,, M, et M, ? Démontrez-la. 

b) On suppose avoir poursuivi la représentation des termes de 

la suite (u,) et donc la construction des points M.,,. 

Vérifiez que pour tout entier naturel n, la droite (AA 

coupe l’axe des abscisses en M,,(n - 1; 0). 
n+ 

2 Mise en ceuvre avec GeoGebra 

a) Créez successivement : 

e uncurseur n (0a 8; incrément 1), 

e lasuite de points A, =(n, 2”), 

e ladroite (A,A 

b) Faites afficher la trace de la droite lorsque le curseur varie. 

(Echelle : 1:20) 

On concoit l’existence de courbes représentatives de fonctions 

dérivables et strictement croissantes sur R, ayant pour tan- 

gentes les droites (A_A__,). n° *n+i 

ra) $ 

3 Une propriété caractéristique 

On suppose l’existence d’une fonction f dérivable et strictement croissante sur R 

dont la courbe € dans un repére (O; i, /) vérifie la propriété P : pour tout point A 

de &, la tangente en A a coupe I’axe des abscisses en un point M d’abscisse 

AY ad Gel 

a) Quelle hypothése permet d’affirmer que f’(x,) > 0 ? 

b) Déterminez une équation de la tangente en Aa ©. 

f(x ,) 

Moe a 

d) Déduisez-en que la fonction f vérifie la propriété P si et seulement si f’=f. 

La fonction exponentielle étudiée dans ce chapitre est l’une de ces fonctions. 

c) Déduisez-en que Ma pour abscisse x, — 

Refaites cet exercice apresle chapitre PRRs JC CR Cris 

Dans une chambre froide dont la température reste constante a 0 °C, on place, a l'instant t = 0, un liquide 

dont la température est 70 °C. Cing minutes plus tard, sa température est de 60 °C. 

On concoit que la température du liquide baisse continuellement, mais de moins en moins vite. 

On admet que la température, exprimée en degré Celsius, est une fonction du temps t, notée 9, telle que 

Q(t) soit proportionnel a la différence entre la température du liquide et celle de la piéce, c'est-a-dire 

Q’(t) =k Q(t). Quelle sera la température du liquide aprés 15 minutes ? 

Chapitre 3 » Fonction exponentielle 

) a pour équation y =2”"x + 2”(1-n) et quélle 

79 



El 
i 

80 

La fonction exponentielle 

fest une fonction dérivable sur R, ag et b sont deux nombres (a # 0). 

Alors la fonction g : x —— f(ax + b) est dérivable sur R. 

Sa dérivée g’ est définie par g’(x) = af’(ax + 6). 

Démonstration 

Pour tout nombre h # 0, notons T(h) le taux d’accroissement deg entrexet x +h: 

Te g(x + h) — g(x) _ flax +h) + 6) - Fax + 6) . 

h h 
= b 

Le nombre a étant non nul, T(h) =a x Hoses a fers 0) 

H 

Or: lim H=0 et lim ACS ala iat) =i ial PAE 
h=0 H>0 H 

D’aprés le théoréme sur la limite d’une fonction composée (chapitre 2, théoréme 3, p. 58) : 

re f(ax + 6 + ah) — f(ax + b) ey 

h>0 ah 
llen résulte lim T(h) =a x f’(ax + 6). Ainsi, g est dérivable en x. 

‘ 

Posons ax +b =X et ah=H ;alors T(h) =a 

Ce résultat étant vrai pour tout nombre x, g est dérivable sur R et g’(x) = af’(ax + b). 

ESTES 2) 1) existe une unique fonction f dérivable sur R telle que: 

ROC 
—> Exercice 78 

« Le jour 
du BAC ». 

Démonstration 
par l'absurde 
=> p. 468 

Chapitre 3 

pour tout nombre x, f’(x) = f(x), et (0) =1. 

Démonstration exigible 

L’existence d’une telle fonction est admise. Démontrons son unicité. 

e Soit fune fonction dérivable sur R telle que f’ =f et f(0) =1. 

Prouvons que f ne s‘annule jamais sur R. 

Considérons la fonction ¢ définie sur R par @ (x) = f(x) x F(— x). 

Produit de deux fonctions dérivables, la fonction est dérivable et pour tout nombre x, 

’(x) = F(x) x F(— x) + F(x) x [= 1x fC x)] d’aprés le théoréme 1, 

(x) = f(x) x F(— x) — F(x) x FE x). 

Par hypothése, pour tout nombre x, f’(x) = f(x). 

Il en résulte que pour tout nombre x, ’(x) = f(x) x F(— x) — f(x) x F(- x) =0. 

La fonction est donc constante sur R. 

Or, (0) = F(0) x f(0) = 1; donc pour tout nombre x, (x) =1, soit f(x) x F(— x) =1 [1]. 
On en déduit que pour tout nombre x, f(x) # 0 et f(— x) = an 5 

Xe 
e Supposons qu'il existe une fonction g, différente de f, dérivable sur R telle que g’=g et g(0)=1. 

Considérons la fonction y définie sur R par y (x) = g(x) x f(— x). 

La fonction y est le produit de deux fonctions dérivables sur R, donc w est dérivable sur R et 
pour tout nombre x, W(x) = g’(x) x F(— x) + g(x) x [= f’(- x) |] = 9 (x) x f(— x) — g(x) x F(— x) = 0. 
w est donc constante sur R. Sa valeur est définie par w (0) = g(0) x f(0) =1. 

Ainsi, pour tout x de R, w (x) =1, soit g(x) x f(— x) =1 [2]. 

D’ou, d’aprés [1] et [2], pour tout nombre x, f(x) x f(— x) = g(x) x f(— x) =1. 

Comme fne s‘annule pas sur IR, on peut simplifier l'égalité f(x) x F(— x) = g(x) x f(— x), et pour tout 
nombre x, f(x) = g(x). Or, ce résultat est absurde puisque, par hypothése, f # g. 

: e Conclusion : la fonction fest I'unique fonction dérivable sur R vérifiant f’ =f et ON Sl. 

EAL LL IMI DR EL LS TL ILE LN EIR PIETER, 
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La fonction f dérivable sur R telle que f’ =f et f(0)=1 est appelée fonction exponentielle. 
On la note exp. 

© Conséquences immédiates 

e La fonction exponentielle exp : x — exp (x) est définie et dérivable sur R, 

(exp)’=exp et exp(0)=1. 

e Pour tout nombre x, exp(x) # 0 et exp(-— x)= 
exp (x) | 

aet bsont deux nombres, a # 0. 

La fonction f définie par f(x)=exp(ax +b) est dérivable sur R et pour tout nombre x, 

F(x) =a x exp(ax + 6). 

Cela résulte directement de l’application du théoréme 1 a la fonction exponentielle. 

© Exemple. Soit la fonction h définie sur R par h(x) = exp(- 3x +1). 

h est dérivable sur Rk et pour tout nombre x, h’ (x) = — 3 exp (— 3x +1). 

| @ Propriétés de la fonction exponentielle 

2.1} Propriétés 

Pour tous nombres a et b, exp(a + b) = exp (a) x exp (6). 

Démonstration. Soit b un nombre quelconque. Le nombre exp(b) est non nul. 
exp (x + b) 

exp (b) 

La fonction x —- exp(x + 6) est dérivable sur R et a pour dérivée x — 1x exp’ (x + 6) (voir § 1). 
exp’(x +6) exp (x + b) 

On consideére la fonction g définie sur R par g(x) = 

Donc, g est dérivable sur R et pour tout nombre x, g’(x) = ————_—_ = ———— = g (xx). 
a exp (b) g g exp (b) exp (5) g 

De plus, g(0) = =i e plus, g(0) erni6) 

La fonction g est donc telle que g’=g et g(0) =1 : c'est la fonction exponentielle. 

_ exp (x + 6) 
Ainsi, pour tout x de R, exp (x) = ,d’ou exp (x + b) = exp (x) x exp(b). 

exp (b) 

Pour x =a, on obtient exp (a + b) = exp (a) x exp (b). 

© Remarque. Légalité exp(a +b) =exp(a) x exp(b) signifie que la fonction exponentielle 

transforme les sommes en produits. 

Pour tous nombres a et b, exp(a -6)= a - 

Démonstration. D’aprés le théoréme 4, exp (a — b) = exp(a + (— 6)) = exp(a) x exp(— 6). 

Or, pour tout nombre x, exp (— x) = : r (conséquence de la définition 1) 

Il en résulte que exp (a — b) = exp(a) x —!—~ = exp (a) 

2 : : me exp(b) — exp(b) * 
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Théoréme : ; . 
Pour tout nombre x et tout entier relatif n, e 

Chapitre 3 

Démonstration 

| e Démontrons par récurrence I’égalité dans le cas ol n est un entier naturel. 

Notons %, la proposition : exp (nx) =[exp(x) |", avec n EN. 

— Initialisation 

Pour n= 0, pour tout nombre x, exp (Ox) = exp (0) = 1=[exp (x) |°, car exp(x) # 0. 

La proposition YP, est donc vraie. 

— Hérédité 

Supposons la proposition P, vraie, c’est-a-dire exp (nx) = [exp (x) |". 

; Examinons la proposition P ,,. 

 D’aprés le théoréme 4: exp|[(n + 1)x] = exp (nx + x) = exp (nx) x exp (x). 

Or, par hypothése de récurrence, exp (nx) = [exp (x) |” ; 

i donc exp[(n + 1)x] =[exp (x) |” x exp (x), soit exp[(n + 1)x] =[exp(x)]"*". 

Ainsi, la proposition P,,, est vraie. 

— Conclusion 

Comme la proposition YP, est vraie au rang 0 et héréditaire, on conclut que YP, est vraie pour tout 

entier naturel n. 

e Démontrons maintenant l'égalité dans le cas ou n est un entier négatif. 

Soit n un entier négatif, alors n =—_m avec m entier naturel. 

Pour tout nombre x, exp (nx) = exp (— mx) = 

e Conclusion : On a donc prouvé que |’égalité est vraie pour tout entier relatif n. 

2.2) Nouvelle notation de la fonction exponentielle 

On pose e = exp(1). 

Une calculatrice indique e ~ 2,718. 

© Conséquences 

D’aprés le théoréme 6, pour tout entier relatif n, exp (n) =[exp (1 =e". 

On étend cette égalité a l'ensemble des nombres réels. Ainsi : 

Pour tout nombre x, exp(x)=e*. 

On lit « exponentielle de x » ou « e exposant x ». 

D’ou les notations simplifiées : 

ee =1:6' =e, , 
e Pour tous nombres a et b, eth — etx 0° ; ets a 

T 1 

e Pour tout nombre x et pour tout entier relatif n, (e)"=e™, 
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E} Etude de la fonction exponentielle 

3.1} Variations de la fonction exponentielle 

Pour tout nombre x, e* >| 

Demonstration Ao FNS. 

Pour tout nombrex,e*=e 2 = le >) ; donc e” est positif. 

Or, e* est non nul; donc e* > 0. 

La fonction exponentielle est strictement croissante sur R. 

Démonstration 

Pour tout nombre x, (exp) ’ (x) = exp (x) avec exp (x) > 0. 

Ainsi, la fonction exponentielle est strictement croissante sur R. 

© Conséquences 

Pour tous nombres aet b: 

1. a<b équivaut ae” <e”. 2. a= b équivaut ae” =e”. 
Ces équivalences résultent de la stricte croissance de la fonction exponentielle sur R. 

Elles sont utilisées en particulier lors de la résolution d’équations et d’inéquations. 

3.2) Limites a l’infini 

Stor ay 
e lim xa 

0 
eb 

Démonstration exigible 

e Démontrons que lim e*=+00 en utilisant un théoreme de comparaison (chapitre 2, 
X—>+00 

ROC 
= Exercice 68 anes : . 

théoréme 2). Comparons les fonctions x —- e” et x — x. 

Pour cela, étudions la fonction différence f définie sur R par f(x) =e*— x. 

f est dérivable sur R et pour tout nombre x, f’(x) =e” —1. 

Donec: f(xy) F0Se% S16 e* Se°SxF0. 

D’ot le tableau de variation de f ci-contre. 

f admet sur IR le nombre 1 comme minimum : 

pour tout x de R, f(x) > 0 soit e* > x. = 0 ¥ | 

Or: Jim, xX = +00 ; donc par comparaison : | F(x) | Saree, | 

lim e* =+00. 
X—>+00 

e Démontrons que lim er=0; 
=—Co 

Posons Y =— x ; ainsi, eX =e". 
: A _Y . ieee F < ee =e 

Or: lim Y=+0oo et lim e '= lim ——=0;donc, d’aprés le théoréme sur la limite de la com- 
X—>—co +00 Y>+00 e” 

SRLS NA TRL I GE Se AER ONIN TN TT NTRS 

posée de deux fonctions (chapitre 2, théoreme 4), lim, eu= 0h 
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3.3| Courbe représentative de la fonction exponentielle 

Les résultats précédents se lisent dans le tableau de variation et sur la courbe représentative © : 

Xx pee 0 1 +co 

(exp) ’ (x) + 1 + e 7 

| 

exp (x) pe 
0 a 

© Remarques 

e lim e“=0:l'axe des abscisses, d’équation 
X>—-0oO 

y =0, est asymptote horizontale a ‘6 en —oo. 

e Latangente a au point d’abscisse 0 a pour 

équation y = exp’ (0) (x — 0) + exp(0) soit y= x +1. 

3.4) Des limites importantes 

— aes 
Démonstration 

e La fonction exponentielle est dérivable en 0 et exp’ (0) = exp (0) =1. 
—1  ,... exp(0 + x)—exp(0) 

= lim ————___—_ 
x0 x x30 x 

On reconnait la limite, quand x tend vers 0, du taux d’accroissement de la fonction exp entre 0 et 
x 

0+ x ; cette limite est égale au nombre dérivé de exp en 0. Ainsi, lim e =exp (O/=1. 

e Démontrons que Jim = =+00 en utile un théoréme de comparaison. 

Comparons les fonctions x — e* et x — ot : 

Pour cela, étudions la fonction différence f définie sur R par f(x) = e* — LG : 

La fonction f est dérivable sur R et pour tout nombre x, f’(x) = e* — x. 

Or, pour tout nombre x, e* > x (voir la démonstration du théoré€me 9) donc f’(x) >0. 

La fonction f est strictement croissante sur R, avec f(0) =1. ieee 0 PS 

Ainsi, pour tout nombre x strictement positif, f(x) >1>0, f’(x) 
2 x 

COue. = cot 
2. xX ? 

. x P . e* f (x) eo oe 

Or, lim —=-+00 ; donc par comparaison, lim ~—=+00. 
X—>+00 X—>+00 2 x 

e Démontrons que dim xe* =0.Posons Y = — x ; ainsi, xe* =— Ye’ = — 2 fll 
y e 

re eer k= ie a " : Ona vu précédemment que lim — = +co ;d’ou, en considérant l'inverse: lim alte 0. Y>+oo Y +00 @Y 

Ainsi, lim Y=+00 et lim (-y|=0. 
X—>—oco X—>+00 e’ 

Donc d’aprés le théoreme sur la limite de la composée de deux fonctions, lim xe*=0. 
X~—oco 
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cae| Application 

Fopiecrie 1) Transformer une écriture exponentielle 

e@ Pour tout nombre a, tout nombre b et tout entier relatif n: 

ett — e%x 9. (e7)"=e". 

e La fonction exponentielle est strictement croissante sur R. 

e* =e? S a= b. Ainsi, une équation du type 

e?< e? Sa<b. Ainsi, une inéquation du type e4 

Etudier quelques propriétés de courbes 
Les courbes notées 6, et 6, représentent les fonctions définies sur R par : 

2e* 

1+e* 
1. Prouvez que €, admet une asymptote horizontale en +00. 

| 

f(x) = e* et g(x) = 

2. Etudiez I'intersection des courbes €; et €,. 

© Méthode © Solution 

1. On étudie la limite de g en +00. 1. lim, 2e* = +00 et dim, (1+ e*) = +00. 

Un calcul direct conduit a une forme »—p» Nous sommes en présence d’une forme 

indéterminée. On transforme alors |'écriture de indéterminée. Pour tout nombre x, 

g(x) en mettant en facteur e”, puis on simplifie. g(x) = 2e5 ieee a 
ofa e*~+1 

e ee 1) 

Or lim e*=0,donc lim g(x)=2. 
X—>+00 X>+00 

Ainsi, la droite A d’équation y = 2 est 

asymptote a6, en too. 

2. Lintersection de €, et 6, est l'ensemble des 2. Pour tout nombre x, 1+ e* # 0, donc: 
oints d’abscisse x telle que f(x) = g(x). x 

f * : : mp f(x)=9(x) Se*= 2e" (1+ e*%)e* =2e* 
e On transforme cette équation par 1+ e* 
équivalences successives. ——> & (14 ee =2 0% 40% =2 

e Pour tout nombre x, e“ # 0 donc on peut OO = SN TE 

simplifier par e”. 

e On procéde a un changement d’inconnue On pose X =e”. 

qui conduit a une équation de degré 2. L’équation [1] s’écrit X* + X -2=0 eta pour 

solutions dans R: X, =1 et X,=—2. 

B—> Or X > 0, donc l’équation [1] equivaut a 

e* = 1, cest-a-dire e* = e® soit x =0. 

e On revient a |’@quation initiale d’‘inconnue x en 

tenant compte de la condition e* > 0. 

e On conclut. m—> ‘6, et 6, se coupent au seul point A(0 ; 1). 

© Mise en pratique 

1 | f et g sont les fonctions définies dans l’exer- | b) Déduisez-en la position relative des courbes 6, 

cice résolu A. et 6, sur R. 

1. a) Démontrez que pour tout nombre x : 
ie ot ap ee fest la fonction définie sur R par: 

NRG EX \ 2 een XG ND 

b) Déduisez-en que le point J(0;1) est centre de iiskert en ua (eres). 

symétrie de Cy: 1. Représentez f sur votre calculatrice. 

2. a) Résolvez dans KR l’inéquation f(x) 2 g(x). 2. Que conjecturez-vous ? Prouvez-le. 
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Fopuecrir 2) Connaitre la courbe de la fonction exponentielle 

e La fonction exponentielle est I'unique fonction f dérivable sur R telle que f’=f et f(0)=1. 

Ainsi: (exp)’ = exp et e°=1. 
e Connaitre la courbe représentative de la fonction exponentielle 

permet de retenir que: 

— pour tout nombre x, e* > 0; 

—la fonction x -> e* est strictement croissante sur R; 

= lin @ =© ee tlm eS =46s ¢ 
X>=00 X>+00 

-la tangente T, au point d’abscisse 0 a pour équation y= x +1. 

sos 011 B) Etudier la position de € exp Par rapport a ses tangentes 

€ exp est la courbe représentative de la fonction x > e*. 

M est un point quelconque de Cexp d’abscisse m. 

1. Déterminez une équation de la tangente T,, a ae en M. 

2. a) Prouvez que la courbe ©,,, est au-dessus de T,,. 

b) Déduisez-en que pour tout nombre x, e* > x +1. 

© Méthode © Solution 

1. On écrit une Equation de la tangente au point 1. La fonction exponentielle est dérivable sur 

M d’abscisse m de ©, : Rk et égale a sa dérivée. 

y =(exp)’(m) x (x — m) + exp(m). me» Dou T:y=e"™(x-—m)+e” 

soit T,,:y=e"™x+e™(1—m). 

2. a) On étudie le signe de la fonction notée @, 2. a) Pour tout nombre x, on pose: 

différence entre la fonction x +> e* et >> @(x)=e* —e™x —e"(1_ m). 

ip Jenctions fine repiesciics Pal lc @ est la différence de deux fonctions 

dérivables sur R, donc @ est dérivable sur R. 
e Pour cela, on examine les variations de @. Pour tout nombre x, @’(x) = e* —e”. 

En utilisant la stricte croissance de la fonction 

exp sur R, on en déduit que: 

Q(x) >OSe*>e"Sx>m 

O(x)=0Se*=e"Sx=m 
e Le tableau de variation de @ indique le signe D’ot le tableau de variation de @ : 
de (x) pour tout nombre x. pe | 2 | nile Es a 

Le calcul des limites en —co et +00 n’est pas : 

nécessaire a l'étude. P &) | oa 0 i 

(x) 

@ admet sur R un minimum @ (0) = 0. 

Donc, pour tout nombre x, @ (x) > 0 soit 
6 oy, est au-dessus de n’importe laquelle de ses tangentes. 
On dit que la fonction exp est convexe. e* Sex +e(1—m). 

Ainsi, 6,,, est au-dessus de la tangente Apo 
b) On applique le résultat précédent au cas eee b) En particulier, Cexp eSt au-dessus de T, 
particulier de la tangente T,. d’équation y=x +1. 

Donc pour tout nombre x, e* > x +1. 
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© Mise en pratique 

3 Les courbes “6, et €, représentent les fonc- 

tions fet g définies sur R par: 

f(x)=e* et g(x)=~ 4x41. 
2 

y 

= a ae pee 

1. Prouvez que ‘, et &, ont une tangente 

commune T, au point d’abscisse 0. 

2. On se propose d’étudier la position relative des 

deux courbes. 

On définit sur R la fonction @ en posant : 

pour tout x de R, @ (x) = f(x) — g(x). 

a) Calculez @’(x). 

b) Déduisez-en le tableau de variation de . 

Pour toutxdefR, eX => x +1. 

c) Concluez quant a la position relative de €, et €,. 

Ae fest la fonction définie sur R par: 
F(x) n eX 51 

2e* 

1. a) Démontrez que pour tout nombre x : 

f(x) = ex eee 

b) Calculez la limite de fen —co et en +00. 

2. € désigne la courbe représentative de f dans 

un repere orthonormé (O; /, /). 

a) Etudiez le sens de variation de f. 

b) Déterminez une équation de la tangente T, a 

au point d’abscisse 0. 

3. Pour tout nombre x, on pose: 

d(x) = (x) =x. 

a) Vérifiez que pour tout nombre x, 

, (e* mt 1 a 
d’(x) = ———_ 

2e* 
b) Dressez le tableau de variation de d. 

c) Déduisez-en la position de par rapport a la 

tangente T). 

T, traverse la courbe 6 en O. On dit que O est un point 

diinflexion de 6. 

5 | Dans un repeére orthonormé, on a tracé les 

courbes 6, et 6, d’équations respectives : 

Veeumecey =e". 

On désigne par A et B les points de €, et @, de 
méme abscisse 1. 

1. Déterminez une équation de la tangente T, a 

€@, en Aetdelatangente A, a, enB. 

2. Démontrez que T, et A, sont deux droites per- 

pendiculaires. 

3. Ce résultat reste-t-il valable dans le cas général 

ou T, et A, sont les tangentes a‘€, et 6, aux 
points d’abscisses a(a <= R) ? 

| 6 | Dans un repére, on a tracé les courbes €, et 

€, représentant les fonctions f et g définies sur R 

par f(x)= S(e™ +1) et g(x)=e%, ainsi que la 

droite A d’équation y= x +1. 

1. On rappelle que A est la tangente a la courbe 

‘6, au point d’abscisse 0. 

Prouvez que A est aussi tangente a la courbe 6, 

au point d’abscisse 0. 

2. On se propose de démontrer la conjecture : 

€, est entre A et G;. 

a) Justifiez que €, est au-dessus de A. 

b) On définit la fonction d sur R par : 

d(x) = g(x) —f (x). 

Etudiez les variations de d, puis déduisez-en la 

position relative de 6, et ,. 

c) Quel encadrement de e*(x < R) pouvez-vous 

en déduire ? 
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opiecrir 3 Exploiter le comportement a l'infini de la fonction exp 

x . 

e lim £-=+00 et lim xe*% =0: ondit qu’a l’infini (en +00 et en —0o), e” l’emporte sur x. 
X>=6O X>+co Xx 

Vee sc) Etudier le comportement de deux suites 

e2n 
ie = 

Det 

1. Prouvez que la limite de la suite (u,,) est +00. 

On consideére les suites (u,,) et (v,,) définies pour tout entier n 2 2 par: 

SZ 
2. a) Vérifiez que pour tout entier n> 2,v,=4 =a ne | é 

b) Déduisez-en la limite de la suite (v,). 

© Méthode 

1. Un calcul direct conduit a une forme 

indéterminée. 

e On minore u,, pour utiliser un théoreme de 

comparaison. 
n 

oes 2 * e 
e On utilise la limite connue de = en +00. 

2.a) On prouve l’égalité demandée en partant 

du second membre, ce qui facilite le calcul. 

b) On effectue un changement de variable. 

e On utilise le théoréme sur la limite de la 

composée d'une suite et d’une fonction 

(chapitre 2, théoreme 4). 

© Mise en pratique 

Déterminez, dans chaque cas, la limite en 

too de la fonction indiquée en utilisant la trans- 

formation d’écriture proposée. 

a) fo) = © al _de la forme < x u(x). 
X+1 x 

2x x x 

b) g(x) =~" de la forme (£)’ x v(x). 
x +1 

| 8 | On consideére la suite (u,,) définie pour tout 
. > = 1-n 

entiern21 paru,=ne ~. 

1. Etudiez le sens de variation de (u,). 

2. a) Justifiez que cette suite est convergente. 

b) Déterminez sa limite. 

Chapitre 3 = Fonction exponentielle 

>_> 

> 

© Solution 

1. lim e2”=+00 et lim (n-1)=+0. 
>+ n>+co 

=— > D’ot une forme indéterminée. 
2n 2n 

e 
Sm Pour tout entier n= 2, ; 

n-1 n 

Or lim e7=+00 et li 
n>+co n> 

lim e” x 
N->+co 

Par comparaison, lim u,=+00. 
N>+co 

p—» 2. a) Pour tout entier n=2, 

p> b) On pose X = — = ainsi, v, = 4(Xe%)’ . 

nN>+co 
Or lim X=—co et lim 4(Xe*) =0, donc: 

lim v, =0. 
N>+o0 

Ainsi, (v,,) converge vers 0. 

| 9 | La suite (u,) est définie pour tout n de N 
par: 

1. Prouvez que la suite (u,,) est décroissante. 

2. a) Justifiez que la suite (u,,) converge. 

b) Quelle est sa limite ? 

10 | La fonction fest définie sur R par: 
2 42x 

(j= 
ex +1 

Sa courbe représentative €, admet-elle une 
asymptote horizontale en +co ? En —oo ? Justifiez. 



Complétez les propositions suivantes. 

a) La fonction exponentielle est la seule fonction f 

dérivable sur RK qui vérifie: ... et ... 

b) Pour tous nombres a et b, 

Co eB wae et 

c) La tangente a la courbe de la fonction x — e” 

au point d’abscisse 0 a pour equation ... 
x 

~ *@ 
lim —=... 

Xero! OX, 

e) Vinéquation e* <e“% 

d) im Sea ae TS 

éequivaut ax... 

13 | QCM Une seule réponse exacte 

Exercices 
interactifs 

G3 Vrai ou faux 

Vrai ou faux ? Justifiez votre réponse. 

a) fest la fonction définie sur R par x — e™™” 

Alors f=—2f et f(0,5)=1. 

b) La tangente a la courbe d’équation y =e” 

au point d’abscisse 1 a pour équation y =ex. 

c) Léquation e* —(e+1)e” +e=0 admet deux 

solutions dans R. 

d) ensemble de solutions de |’inéquation 

e* * <1 dans Rest [0; 2]. 

Pour chaque affirmation, une seule réponse est exacte. Identifiez-la en justifiant votre réponse. 

1. On considére dans R |’équation (E) : 

e*(eX+e)-e* =e. 

a) Léquation (E) équivaut a x(x + 1)- x =1. 

b) Si X =e%, alors (E) s‘écrit X* + (e-1)X-e=0. 

c) Léquation (E) a deux solutions. 

2. On considére dans R |’inéquation (I) : e< = , 

a) (I) ‘écrit (eX -e')(e*+e7') <0. 

b) (|) a pour ensemble de solutions [- e~ 

c) (I) n’a pas de solution. 

QcM Au moins une réponse exacte 

3. La courbe 6 est une représentation de la fonction f 
al 

définie sur |-1; lt 28 f(x)=e%*", 

a) La droite A d’équation y=3 est asymptote 

horizontale a 6. 

b) f’(0) =e 

c) Pour tout nombre x >-1, f(x) <e. 

Pour mete affirmation, plusieurs réponses peuvent étre exactes. Macnee ie en Tee vos réponses. 

1.La courbe  représente la Y 

fonction définie sur R par: 

hoy xe” 

a) € coupe I’axe des abscisses en 

deux points. 

1 

O 

_| b) fadmet sur R un maximum égal ae. 

c)La tangente T, au point d’abscisse 2 a pour 

| équation y=e- x. 

d) @ est au-dessous de T, lorsque x <2, au-dessus 

deT, lorsque x > 2. 

2. f est une fonction définie sur R telle que: 

HEI, WS INe 

Sa courbe “& dans un repére admet une tangente - 

horizontale au point A(1;-e). 

f(x) = ae + be”, 

a) € admet l’axe des abscisses comme asymptote 

horizontale. 

b) Pour tout nombre x, f(x) =e! - 2e*. 

¢c) Jim, f(x) =+00. 

d) A désigne un nombre quelconque. Le nombre de . 

solutions de l’équation f(x) =A est 0 ou 1 ou 2. 

Corrigés sur www.transmathlycee.net/eleve-TermS 
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115 | Tangentes passant par l’origine 

On consideére la fonction f définie sur RR par : 

f(x)=e*- x. 

On note © la courbe représentant f dans un repére. 

Déterminer les tangentes éventuelles a la 

courbe passant par l’origine du repére. 

1.Une premiere approche consiste a conjecturer le 

résultat a partir de la courbe ©. 

a) Etudiez la fonction fet représentez la courbe € a l'aide 

de votre calculatrice ou d’un logiciel. 

b) Conjecturez le nombre de tangentes solutions du pro- 

bleme. 

2. On sait déterminer une équation de la tangente en un 

point de la courbe. Il s‘agit alors de trouver la condition 

pour que cette tangente passe par l’origine du repére. 

a) On note a un nombre quelconque. 

Deéterminez l’équation réduite de la tangente T, a la 

courbe © au point A d’abscisse a. 

b) Pour quelle(s) valeur(s) de a la tangente T, passe- 

t-elle par l’origine du repére ? 

3. Si l/observation initiale de la courbe a pu conduire a 

conjecturer que la droite A d’équation y =- x était une 

solution, l'étude précédente a démontré que ce n’était 

pas le cas. 

Précisons néanmoins la position relative de € et A. 

a) Démontrez que la courbe © est strictement au-dessus 

deladroite A . 

b) Etudiez la limite en —co de f(x) - (- x). 

Interprétez géométriquement ce résultat. 

G7) Dérivabilite 
On considere la fonction f définie sur R par: 

f(x) = el", 

Moree Etudier la dérivabilité de f sur R. 

1. Avant tout calcul, une représentation graphique de f 

peut permettre d’avoir une idée de sa dérivabilité. 

a) Représentez graphiquement f sur votre calculatrice ou 

a l'aide d’un logiciel. 

b) Quelle conjecture pouvez-vous faire quant a la ques- 

tion posée ? 

Chapitre 3 » Fonction exponentielle 

Apprendre a chercher 

2.La fonction valeur absolue n’est pas dérivable sur R. 

Llexpression de |x -1 | change selon que x est inférieur 

ou supérieur a 1. 

Sur chacun des intervalles ouverts |-co;1[ et ]1; +00, 

f est de la forme e**?. 

a) Donnez une écriture plus simple de f(x) selon que x 

appartient a |-0o ; 1[ oua |1; +00[. 

b) Etudiez la dérivabilité de f sur chacun de ces intervalles 

ouverts. 

3. ll reste a étudier la dérivabilité de fen 1. 

Pour cela, on revient a la définition de la dérivabilité. 

On étudie la limite lorsque h tend vers 0 du taux 

d’accroissement de fentre 1 et 1+ A. 

f(1+ h) - f(1) f(1+ h) - f(1) 
a) Calculez : lim ——————— et__ lim 

h>0 h h>0 

h>0 h<0 

b) On admet que lorsque la limite a gauche et la limite a 

droite en 1 sont différentes, le taux d’accroissement n/a 

pas de limite en 1. 

Concluez quant a la dérivabilité de f sur R. 

Tangentes et paralléles 

La fonction f est définie sur R par f(x) =(3—x)e”. On 

note sa représentation graphique. 

Prouver l’existence de deux tangentes a 

paralléles ala droite d’équation y = 2x. 

1. Le probléme revient a prouver qu’il existe deux points 

de % en lesquels la courbe admet une tangente de 

coefficient directeur 2. Cela revient donc a prouver quiil 

existe deux nombres distincts en lesquels fest dérivable 

et f’(x) prend la valeur 2. 

a) Justifiez la dérivabilité de f sur R et déterminez 

l'expression de f’(x). 

b) Quelle équation doit-on alors résoudre ? 

2.On ne dispose pas de méthode permettant de 
résoudre cette équation. On étudie alors la fonction g 
définie sur R par g(x) =f’(x) — 2. 

a) Calculez g’(x) et dressez le tableau de variation de la 
fonction g. 

b) Déduisez du tableau de variation le nombre de solu- 
tions de l'équation g(x) = 0, puis concluez. 

Note. Le théoréme 4 du chapitre 4 permettra de confirmer ce 
résultat. 



Narration de recherche 

“> Lobjectif n’est pas seulement de résoudre le probleme posé : vous 

devez aussi noter les différentes idées méme lorsqu’elles n’ont pas 

permis de trouver la réponse. Expliquez pourquoi vous avez changé 

de méthode et ce qui vous a fait avancer. 

18 | La fonction exp : une fonction polynéme ? 

Existe-t-il une fonction polynéme P telle que: 

R fe ee AX) 
cout moyen unitaire —— ? 

x 

P’=P et P(0)=1? 2. Le prix de vente unitaire imposé par le marché est 80 € 

et, ace prix, toute la production est vendue. 

&) Optimiser une production Quelle est, a l’unité prés, la quantité a produire pour 

Une entreprise produit un bien en quantité x. maximiser le bénéfice ? 
Le cout total de fabrication (en euros) est donné par: 

x 

ei) 20000679". 
1. Quelle est la quantité a produire pour minimiser le 

Eux aussi, ils ont 
Ge Ma cherché avant de trouver * 

Voici quelques mathématiciens importants qui ont travaillé dans le domaine de I’Analyse. 

Augustin-Louis Cauchy 

John Neper e Chap. Bernhard Bolzano _— Giuseppe Peano 
~ Chap. 5 eel ome ~> Chap. 4 > Chap. 1 ae 

| ap. 
1600 1800 

oa 

¥ 

* . Bernhard Riemann 
> Chap. 7 

La 

ACTIVITES DE RECHERCHE 

IN ANALTSIN 

INFINITORUM 
FR f 4UCTORE 

Le Suisse Leonhard Euler est lun des plus grands LEONHARDO EULERO 
Zz aoe Profiffore EROLINERSS By mathématiciens de tous les temps. | pi ce eS Ae | 

Dans son Introduction a I’analyse des infiniment | (Meroe permen ot 

petits (1748 — page de titre ci-contre), il développe ie 

les propriétés des principales fonctions 

de I‘Analyse, notamment la fonction exponentielle. 

En étendant la définition de e*” a une variable 
LAUSANN? 

complexe, il établit un lien entre la fonction Art Maxcun-Micuascix ooseyer & dein 
NDCCXLVin, 

exponentielle et la trigonométrie (voir chapitre 8). 

Il fit d‘importantes découvertes en théorie des graphes et est également 

connu pour ses travaux en Sciences physiques (mécanique, dynamique 

des fluides, optique et astronomie). 

‘leWeb www.bibmath.net/bios/index.php 
serge.mehl.free.fr/chrono/Euler.html 
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‘Travaux dirigés 

— $$ et 

§1) Réglage et évolution d’une perfusion 

Lorsque l’on injecte un médicament par voie intraveineuse, la concentration c(t) de médicament dans le 

sang (en mg/L) évolue en fonction du temps t (en h) selon la loi: 

cl 

Hee 7) EW=SANIoe BY IL, (t) a 

ou dest le débit de la perfusion (en mg/h), V le volume de sang du patient (en L) et Cl un coefficient posi- 

tif appelé clairance (en L/h), caractérisant l’aptitude du patient a éliminer le médicament (plus Cl est 

grand, plus le médicament est éliminé rapidement). 

a() Des Mathematiques 

a 

1. Concentration limite 

Démontrez que la concentration c, en « régime plateau », ou concentration limite, est égale a cn 

% 2. Le bon débit 

Le débit doit étre adapté au patient, afin que la concentration de médicament reste comprise dans la 

« fenétre thérapeutique », c’est-a-dire entre le seuil d’efficacité thérapeutique (minimum utile) et le seuil 

de toxicité (maximum tolérable). Or, la clairance du patient est a priori inconnue. 

Bo Ww 
“25 

ka 
Cc 
& 

C'est pourquoi on procéde en deux temps: on régle d’abord le débit pour une valeur moyenne de la 

clairance puis, au bout de quelques heures, on mesure la concentration c(t). On en déduit alors la clairance 

du patient et on adapte le débit. * CHER 
Rs 

ae 

[3 
¥ 

On suppose, ici que le seuil d’efficacité d'un médicament est 12 mg/L et le seuil de toxicité 16 mg/L. 

On vise donc la concentration plateau cp, = 15 mg/L. See 

ACTIVITES DE 

a) Pour un patient dont la clairance est 7,2 L/h, quel serait le débit d, nécessaire ? 
&. 

b) A t=0, on démarre la perfusion avec ce débit d,. 

A t=5h, on effectue un prélevement pour mesurer la concentration c(5). Peu avant 10 h, le laboratoire 

indique que c(5)= 5,9 mg/L. 

Sachant que V =5L, vérifiez que Cl = 4,4 L/h. 

4 

o a 

&: 

ia 

* 

uy 

c) Quelle est la concentration c(10) atteinte a t=10h ? 
% 

x d)A t=10h, on régle le débit a la valeur d, adaptée au patient pour une concentration plateau 
* cl 

cote : -——(H1 
Cp =15 mg/L. La concentration évoluera ensuite selon la formule c(t) = ¢(10) + — ( —e@ 16V ) : 

Z d, P é 
Démontrez que c(10) + aie Cp. Déduisez-en la valeur de d, arrondie a 0,1 mg/h. 

3. Avec un tableur 

On maintient la perfusion a ce débit d, jusqu’a t=120h. 

a) A l'aide d'un tableur, tabulez et représentez la fonction c sur l’intervalle [0 ; 120]. Vous prendrez un pas 
égal a 1 et vous afficherez une décimale pour c(t). 

b) Sur quelle durée (a 1 h pres) le seuil d’efficacité thérapeutique de 12 mg/L a-t-il été dépassé ? 

c) Vérifiez que si l'on avait conservé le débit initial, le seuil de toxicité de 16 mg/L aurait été dépassé. 

D’apres Un exemple de démarche scientifique, Dominique Barbolosi, Repéres-IREM n° 71 
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©) Fonctions logistiques 

On appelle fonction logistique toute fonction fde la forme f(x) = 7 ou.a, 6, k sont des constantes 
1+ be 

strictement positives. Les fonctions logistiques ont été introduites vers 1840 par le mathématicien belge 

Pierre-Francois Verhulst (1804-1849). 

LY Evolution d’une population Année | Populatior ‘ 

$3677 53) Le modele proposé par Verhulst prend en compte des facteurs d’autorégula- 

tion (limitation de l’espace et des ressources). Ces hypothéses l’ont conduit a 
P 
m 

P 
1+ [st-1}e" 

Po 

P, la population a la date 0, P, la capacité d’accueil du milieu ot évolue la 

la formule P(t) = ou P(t) désigne la population a la date t, 

population, k un coefficient positif caractérisant la vitesse d’évolution. 

1. a) En supposant P, > P,, étudiez le sens de variation de la fonction logis- 

tique P sur [0 ; +0o[ et sa limite en +00. 4 326 697 

s F : F 4 345 940 
b) Interprétez ces résultats en termes de démographie. 

4376 214 
2. Verhulst a appliqué son modéle a la population de la Belgique entre 1815 4404 220 

et 1845, pour laquelle il disposait des données ci-contre. En prenant l’‘année 

comme unité de temps et 1815 comme année 0, il a obtenu k=0,024 et [elle oCralteprsoU Ge 2 

P_,=6940000. 1837 4 494 688 

a) Vérifiez avec un tableur l’adéquation de sa formule avec les données ec atl ad Bega S! 

observées. 1839 4570 708 

ae 

oi 

i 

1 

in 

* 

ae 

a 

b) Dans une colonne supplémentaire, faites afficher l’erreur relative (en 

format pourcentage) due a l’approximation de Verhulst. 
1841 4 650 400 

2 
UW 
ce 
wi 
a2 
YW 
Lu 
ce 

Lud 

= 

2 

a 

* 

ae 

x 

re 

ae 

of 

So 

ae 

. 

SS 

A 

€ 

a 

> 

a 

% 

5 

i 

%, 

mS 

% 

1842 4693 190 

1843 4727 391 

Population suivant le modéle — Population observée 1844 4 763 246 
Erreur relative = : ; 

Population observée 1845 4800 861 i 4 

ACTIVITES 

[J Evolution d’un taux d’équipement en bien durable 

Dans un pays, on appelle taux d’équipement des ménages pour un bien durable donné (automobile, 

téléviseur, lave-linge, ordinateur, téléphone mobile...), la proportion de ménages équipés de ce bien. 

Uévolution du taux d’équipement d’un certain bien durable peut étre modélisée de facon empirique par 

1 

1+ be 
constantes strictement positives dépendant du bien et de certaines caractéristiques (CSP, age...) de la 

i ag Saget BR a a as ae a ee ae 

une fonction logistique: T(t) = ou T(t) est le taux d’équipement a la date t, et b et k sont des 
-kt 

population étudiée. 

1. Interprétez le sens de variation de la fonction T sur R, et sa limite en —co et en too. 

2. On mesure tf en années a partir de 2000. Avec b=1 et k =0,16, on obtient approximativement |’évo- 

lution du taux d’équipement en téléphones mobiles en France entre 2000 et 2010. 

a) Quel était le taux d’équipement en 2003 ? en 2010 ? 

bb) Avec ce modeéle, quel taux d’équipement peut-on prévoir en 2015 ? 
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Fam Des Mathematiques 

©Y) La fonction exponentielle en physique 

EY Chute verticale d’un corps dans un fluide 

Un corps en chute verticale dans un fluide subit des frottements qui le freinent. 

Pour des vitesses assez faibles, on peut modéliser ces frottements fluides par une force f de mesure algé- 

brique — kv(t), ou v(t) est la vitesse instantanée du corps, et k une constante positive dépendant de sa 

forme et de la nature du fluide. Si lon néglige la poussée d’Archimede et si l'objet est laché sans vitesse 
kt 

; Mg ar boune 
initiale, sa vitesse v(t) évolue en fonction du temps t selon la loi v(t) = mes ( -e w | ,oU M est sa masse 

et g l’accélération de la pesanteur (g + 9,8m-s°). 

1. Cas général 

a) Etudiez le sens de variation sur [0 ; +co[ de la fonction v et déterminez sa limite en +00. 

b) Interprétez ces deux résultats en termes de physique. 

c) Déterminez une équation de la tangente a la courbe représentative de v au point d’abscisse 0, et 

interprétez-la en termes de physique. 

2. Un exemple 

Une balle de ping-pong de masse 2,7 x 10° kg est lachée dans lair sans vitesse initiale. 

Onadmet qu'elle subit une force de frottement de mesure algébrique — kv(t), avec k =5,4x10°kg-s"'. 

Quelle est la vitesse limite ? Au bout de combien de temps est-elle approchée 4 10? m-s_! prés ? 

[J Charge et décharge d’un condensateur (circuit RC) 

Le circuit électrique ci-contre comprend un résistor de résistance R, : : 

un condensateur de capacité C, une pile de force électromotrice E h 

(et de résistance négligeable), un interrupteur K. el = C 

A chaque instant t, la tension aux bornes du condensateur est u(t) et (e) 

l‘intensité du courant qui parcourt le circuit est i(t) = ce = (GiGi) E 

4 1. Charge 

Al'instant t = 0, le condensateur étant déchargé, on bascule l’interrupteur en position 1. 
t 

Le condensateur se charge selon la loi: u(t) = e( -e | : 

a) Etudiez le sens de variation sur [0 ; +co[ de la fonction u et sa limite en +00. 

b) Justifiez la construction ci-contre de la constante de temps T =RC. \ Tension 

(A est la tangente a l’origine.) XK 

c) Etudiez l’évolution de i en fonction du temps. 

d) Application numérique : R=10? Q, C=103F, E=6V. 
" > 

Quelle est la tension aux bornes du condensateur au bout de 10s ? T Temps 

2. Décharge 

Al'instant t =10, le condensateur étant chargé a la tension E, on bascule 'interrupteur en position 2. 
t-10 

Le condensateur se décharge selon la loi: u(t) = Ee RC. 

a) Etudiez le sens de variation sur [10 ; +o[ de la fonction u, et sa limite en +00. 

b) Etudiez l’évolution de i en fonction du temps. Comment interprétez-vous son signe ? 

¢) Application numérique : R=10? Q, C=107F, E=6V. 

Quelle est l’intensité du courant au bout de 10 secondes (c’est-a-dire a l’instant t = 20)? 

Chapitre 3 e Fonction exponentielle 
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€£) Fonctions transformant les sommes en produits 

On a vu, dans le cours, que la fonction exponentielle transforme les sommes en produits. 

On se propose de determiner toutes les fonctions f dérivables sur R ayant cette propriété. 

1. On suppose que f est une fonction dérivable sur R telle que pour tous nombres a et 6, 

f(a + b) = f(a) x f(b). 

a) Démontrez que f(0) est égal soit a 0, soit a 1. 

b) Démontrez que si (0) = 0, alors pour tout nombre x, f(x) =0. 

Ainsi, la fonction nulle est une solution possible des fonctions cherchées. 

2. On suppose désormais f(0) =1. 

a) Démontrez que pour tout nombre x, f(x) x f(- x) =1. 

b) Déduisez-en que pour tout nombre x, f(x) # 0. 

3. Etant donné un nombre a, on considére la fonction g : x — f(a + x). ; 

a) Démontrez que pour tout nombre x, g’(x) = f(a) x f’(x). wen 

b) Déduisez-en que, pour tout nombre a, f’(a) =f’(0) x f(a). 
# 

Donc, fest une fonction telle que f’= kf avec k =f’(0)et f(0)=1. 

f(x) 
ek : 

a) Prouvez que la fonction g est constante sur R. 

4. On consideére la fonction g : x — 

i ee a ee 

b) Déduisez-en que pour tout nombre x, f(x) =e™. 

On aainsi démontré que si fest une solution, alors soit fest la fonction nulle soit fest dela forme x — e®. 

si 

a ae ee oe ee a ee 

5. Vérifiez que la fonction nulle et les fonctions du type x — e™ transforment les sommes en produits. 

6. Concluez. RECHERCHE © 
oe $s Approfondissement ‘AP) 
a a 

——s a - -—-- -—XV———- 

_ §£) Comparaison a linfini de e* et x” 
¥ 

AW 

ACTIVITES DE 

n désigne un entier naturel non nul. 
x 

5 rs e 
1. Onsait que lim e*=+00, lim x" =+00 et lim —=+00. 

X>+00 X>+090 >+oo Xx > x 

x ; : a '@ 
On se propose de déterminer lim —. 

X—+00 x” 

x 
O Y=—. n pose - 

‘i Y\n 

a) Démontrez que < = = (=) : 
ia ne al 

a 
x? 

b) Déduisez-en que lim =+00. 
X>+0co 

n ? : eer, 
c) Déterminez lim —. 

X—>+00 en 

On dit que, en+oo, e* «’emporte sur» x”, ou que e” tend vers l’infini « plus vite » que x”. 

—>- oD 

2. Onsait que lim e*=0, lim x”=+0co lorsque n est pair et im x" =-oo lorsque n est impair. 
X>-00 Xi ees) 

On se propose de déterminer dim x"e%, 
—>-0Co 

On pose Y =- x. 
Wht 

a) Démontrez que x"e* =(- Ie ; 
e 

b) Déduisez-en que iim G Car=0s 
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Entrainement 

DE TETE 
(A \ 
#4) 

25 | Simplifiez les écritures suivantes : 
Bese eu a) e*e?. b) (e*)*e ™. ) 

x+2 e 

26 | Résolvez les equations suivantes : 
SX b ioe -x a) e*=1. Cn Cas 

Résolvez les inéquations : 

aye" Ke" b) ee) <1, 

28 | Indiquez la limite en +co et en -co de chacune des 

fonctions suivantes définies sur R par : 

a) f(x)=xe™. b) f(x)=2+e™%. 

c) f(x)=e*% + 0% +2. 

29 | Dans chacun des cas suivants, donnez la dérivée de 

la fonction f définie sur R par: 

a) f(x)=e?**", b) f(x) =- 3e% +1. 

30 | Une fonction u définie sur RR a pour tableau de 

variation : 

Quelle est la limite en +oo et en —co de la fonction 

fae? 

CALCULS AVEC LA FONCTION 
EXPONENTIELLE 

Pour les exercices 31 a 35 

Résolvez dans [IR les équations et les inéquations 

proposées. 

2 31 | a) e +3 =e, 

E>D a) 31)? +.e%-4=0. b) 2e*=-—! 

2 
EED a) ce? =e, 

2 

EZD a) e% <a. 

x*-5 -4x ERD aye <e", 
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b) eX +e*-220. 

36 | Donnez une justification précise de l’énoncé ci- 

dessous en citant les théorémes et les propriétés utilisés. 

« Pout tout x de lintervalle [- 1; 1], (1- x?)e* > 0.» 

Quel est, suivant les valeurs de x, le signe de 
ex cs ext ? 

38 | 1. Prouvez que pour tout nombre x, 

(e%+- e724 OF 

2. Déduisez-en que pour tout nombre x, = 21. 

39 | Pour tout nombre x, on pose: 
x =X Moe 

g)==——— eth W= 
1. Démontrez que pour tout x de R: 

[90)P -[hwP=1. 
2. Démontrez que pour tout xdeR: 

g(2x)=2[g(x)}?-1 et h(2x)=2g(x) x h(x). 

e*-e”* 
Pour tout nombre x, on pose f(x) =. 

e*+e”* 

Démontrez que pour tout nombre x, f(2x) = ae 
1+[F(x)}? 

ETUDE DE LA FONCTION 
EXPONENTIELLE 

Pour les exercices 41 a 45 

Calculez la dérivée de la fonction f proposée sur 

l’intervalle | indiqué. 

CED a) fo =e*- x -4;1=R. 
b) f(x)=(k + 1)e% -1=R. 

CB a) fix) =k? + x-1)e% IER. 
b) f(x) =(x? +2x +3)e*; IER. 

(43) a) fx) = 
e*-1 

; |=]0; +00. 

CYB a) fo = EF 1=]0; +00. 
x 

b) f(x) = Le* ; |= ]0; +00]. 

45 Fey f(x)=x+2- 

b) f(x) =e'* (x? + 2x) -I=R. 



(46) fet gsont deux fonctions définies sur R par : DES LIMITES IMPORTANTES | 

_ e*-e% F(x) e*+e* 
x) =———— et (x) : 

2 g 2 Pour les exercices 49 a 51 

On note h la fonction définie sur par h = v, Déterminez la limite éventuelle de la fonction f en 

1. Calculez f’(x) et g’(x) pout tout x de R. moe ELEN co, 
1 2. Démontrez que h’= ec 49 | a) f(x) = oe e*, b) fi) = Ss 

f = x WS = xX bas oe 

La courbe “ ci-dessous est la représentation gra- at 8) OS ang 

hi d'une fonction f défini R par: phique d’une fonction f définie sur R par 50] eer ee 

f(x) =(ax + b)e*, ota et b sont deux nombres. 
x Dg x 

GB a fo=-2—". op pee te 
Derr e412 

Pour les exercices 52 et 53 

Déterminez la limite éventuelle de la fonction f en 

0* eten +00. 

1 1 

GP a) fixy)=e*. b) f(x)=—e*. 

2x 

EB a) fw =5. b) fx)= xe, 
x 

1. A l'aide des coordonnées des points B et C, déterminez 

les nombres a et b. 

2. Calculez f’(x). 

Déduisez-en le maximum de f et les coordonnées de A. 
54] Pour tout nombre x > 0, exprimez f(x) a l'aide du 

On donne ci-dessous la courbe @ représentative | taux d’accroissement d’une fonction entre 0 et x. 

d'une fonction f définie sur R par: Déduisez-en la limite éventuelle de fen 0°. 

f(x) =ax +b + xe”, ou. a et 6 sont deux nombres. a) f(x)= ered ; b) f(x)= = cr 
2x 
2x 3x 

¢) fj = 2 io 
x 5x 

55 | On a tracé ci-dessous la courbe € représentative de 
x e 

la fonction f définie sur |- 1; +00[ par f(x) = ; 
(x +1)? 

1. Trouvez a et b sachant que la tangente a @ en A(0; 2) 

coupe l’axe des abscisses au point d’abscisse 2. 

2. a) Calculez f’(x) puis f(x). ee, 
| O 1 DEAT RGB 33 x4 

b) Déduisez-en que f’ a pour tableau de variation : 

Melos ay Tae 1. Démontrez que fa pour tableau de variation : 

f(x) | = 0 at x 

Spl +0o 

F(x) NS a i, 
-~2-e° 
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2. Mest un point de © d’abscisse a. 

Démontrez qu'il existe deux valeurs de a, que l’on calcu- 

lera, pour lesquelles la tangente en M passe par l’origine 

O du repére. 

56 | fest une fonction définie sur R par: 

f(x) = (ax? + bx + je “, oa, 6, c sont trois nombres. 

f’(x) 0 0 

+00| 

1.A l'aide des renseignements portés dans le tableau, 

déterminez les nombres a, b,c. 

La fonction fa pour tableau de variation : 

| x |-00 0 1 

f (x) 

2. Complétez le tableau de variation en justifiant vos 

réponses. 

lim 
X>+0co 

e ; 
~=+00 et lim x’e%=0. 
2 X--0cO 

fest la fonction définie sur R par: 

f(x) = (x? + 2)(x - Ie”. 

On donne son tableau de variation : 

xX | -co -—2 0 1 +00 

f’(x) = 0 ee SO) > 

0 bean 

0) 
f (x) 3 

Ss) == 

ar ae ee 
Retrouvez par le calcul les résultats portés dans ce 

tableau. 

SUITES ET EXPONENTIELLE 

58 | Dans chacun des cas suivants, étudiez la limite de la 

suite (u,,) en précisant les théoremes utilisés. 

a) La suite (u,,) est définie pour tout entier naturel n par: 

et =] 
t=. 

2e +3 

b) La suite (u,,) est définie pour tout entier naturel n par: 

e+ 

e"+3 

(u,,) est la suite définie pour tout n de N par: 
n 

= 2 U = Omen 

1. Demontrez que la suite (u,,) est géométrique. 

Chapitre 3 » Fonction exponentielle 

2. On pose pour tout entier naturel n: 

$= Ug Ft Uy ans eee 

a) Exprimez S,, en fonction de n. 

b) Quelle est la limite de S, lorsque n tend vers +00 ? 

60 | (u,,) est la suite définie pour tout n de N par: 
n 

(pes 
= 3 u,=e : 

1. Démontrez que la suite (u,) est geométrique. 

2. On pose pour tout entier naturel n: 

P. Uy KU; Xone XU, 

-n?+5n+6 

a) Prouvez que pour tout nde N, P, =e : 

b) Quelle est la limite de P, quand n tend vers +00 ? 

61 | (u,,) est la suite définie par : 

Uy =1 et pour tout entier naturel n, u,,, =u,e “". 

1. Démontrez par récurrence que: 

pour tout entier naturel n, u,, > 0. 

2. Quel est le sens de variation de la suite (u,) ? 

3. Déduisez-en que la suite (u,,) est convergente. 

62 | Dans une entreprise 

Dans une entreprise, on installe un nouvel atelier. 

Pendant la période de « mise en route », la quantité pro- 

duite le n-ieme jour (n = 1) est donnée par : 

u,=80-27e°"". 

1. Demontrez que la suite (u,,) est strictement croissante. 

2. On pose, pour tout entier n 21, v, = eon 

| a) Démontrez que la suite (v,) est géométrique. 

b) Calculez lasomme v, +v,+...+V,5. 

3.A la suite d’une avarie, l’atelier doit @tre arrété apres 

douze jours de fonctionnement. 

| Quelle est la production totale, a une unité prés, obtenue 

pendant cette période ? 



EXERCICES DE SYNTHESE 

63 | Masse salariale 

On s'‘intéresse a des courbes permettant d’analyser la 

répartition de la masse salariale d’une entreprise. 

Les fonctions f associées sont définies sur [0 ;1] et doi- 

vent vérifier les conditions suivantes : 

e f(0)=0 et F(1)=1; 

ef est croissante sur [0 ;1]; 

e pour tout x de l'intervalle [0 ; 1], f(x) <x. 

Justifiez que la fonction g définie sur R par g(x) = xe*! 

vérifie les trois conditions précédentes. 

1. Justifiez que pour tout nombre x, e* > x +1. 

2. Déduisez-en que: 

b) (x -1)e* +120. 

3. Exploitez les résultats précédents pour démontrer que 

la fonction g définie sur |0;+0o[ par gx) = est 

ajer x10; 

strictement croissante. 

65 | Dans un repére orthonormé, on a tracé la courbe 6 

représentative de la fonction f définie sur R par : 

f(x) =(1- x)e”. 

A et B sont les points de & d’abscisses respectives 1 et 

a's 

1. Démontrez que les tangentes en A et B a la courbe 6 

sont perpendiculaires. 

2. Dans cette question, on se propose d’étudier la posi- 

tion de la courbe © par rapport ala tangente T en Ba ©. 

Pour cela, on considere la fonction g définie sur IX par : 

g(x) =(1- x)e* - Lu + 3). 

a) Calculez g’(x) et g”(x) pour tout nombre x. 

b) Etudiez le sens de variation de g’ et précisez g’(- 1). 

c) Déduisez-en le sens de variation de g et concluez. 

Exploiter une représentation graphique 

A. Lecture graphique 

Dans un repére orthonormé, on a tracé les courbes © et 

2% représentatives de deux fonctions définies et déri- 

vables sur R. 

On sait que l’une des fonctions est la dérivée de I’autre. 

On note ces fonctions g et g’. 

1. Associez a chaque fonction sa courbe. 

On justifiera les résultats a l’aide d’un tableau de variation 

partiel qui sera complété dans la suite du probleme. 

2. Quel est le coefficient directeur de la tangente a au 

point d’abscisse 0 ? 

B. Détermination de la fonction g 

La fonction g est définie sur R par g(x) = (ax? + bx + ce”, 

ou a, b, c sont trois nombres. 

1.A l'aide des points A, B, C clairement définis sur la 

figure, trouvez les nombres a, b, c. 

2. Complétez alors le tableau de variation de g en justi- 

flant vos réponses. 

3. On note T la tangente en C a la courbe © et @ la fonc- 

tion définie sur R par @ (x) = g(x) — (2 - x). 

a) Etudiez les variations de @. 

b) Déduisez-en la position de par rapport aT. 

67 Si et seulement si 

1.f est une fonction définie et dérivable sur un inter- 

valle |. M est un point de la courbe © représentative de f, 

d’abscisse a telle que a appartient a |. 

Démontrez que la tangente en M a © passe par l’origine 

du repére si et seulement si f(a) - a f(a) =0. 
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2. Application 

f est la fonction définie sur |- 2; +00[ par f(x)= 
On note 6, sa courbe représentative. 

Démontrez qu'il existe deux tangentes a “6, passant par 

lorigine du repére. 

68 | Restitution organisée des connaissances 

Prérequis : La fonction exponentielle f définie sur R par 

f(x) = e* est dérivable sur R et pour tout x, 

EO TOge 

x e 

x+2- 

1. Démonstration 

a) Etudiez les variations de la fonction g définie sur R par 

g(x) =e*—x. 

b) Déduisez-en lim e* et lim e”. 
X>+0o X>—-co 

2. Application 
x 

La fonction h est définie sur R par h(x) =x — ee 
en 

Justifiez chaque affirmation portée dans son tableau de 

variation donné ci-dessous. 

69 | Restitution organisée des connaissances 
x 

Prérequis: lim eX=+c0 et lim <-=+00. 
X—>+00 X>+oo XxX 

1. Démonstration 
x 

a) On se propose de trouver la limite de a. lorsque x 

tend vers +oo. 8 
x VNE x vee e inne 

e On pose Y = — . Vérifiez que aoe ; P 2 eer aS 
e* 

e Déduisez-en lim — 
X>+00 x? 

b) En posant Y = - x, quelle est la limite de x*e* lorsque 

x tend vers -co ? 

2. Application 

fest la fonction définie sur R par f(x) = xe 
Retrouvez par le calcul tous les résultats portés dans son 

tableau de variation donné ci-dessous. 

-X 

Fonction exponentielle et suite 

Onnote @ lafonction définie sur R par @ (x) =(x —1)e* +1. 

1. Etudiez les variations de @ sur R et déduisez-en le 

signe de Q(x). 
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2. Onnote ’, 0”, p”,..., @™ les dérivées successives 

de @. Démontrez par récurrence que pour tout entier 

Ne Il, p(x) =e*(x +n-1). 

3. On pose, pour tout entiern 21: 

o’(0) (0) 
Sh ne ae T + 

N(Q 

phe Oy 
n! 

Pour tout entiern =1,n!=1*2*...Xn. 

a) Vérifiez que pour tout entier p21: 

Pilg ae 1 

pi (p= 1h ph 
b) Déduisez-en S,, en fonction de n, puis lim, oe 

Quantité d’azote dans un sol cultivé 

Selon le Suisse Hans Jenny (1899-1992), spécialiste de 

étude des sols, la quantité Q d’azote dans un sol cultivé 

(en kg/ha) évolue en fonction du temps t (en année) 

selon la loi: 

OW=0)-(©-Ojer "2 
1.En supposant Q,<Q,, étudiez les variations sur 

[0 ; +0o[ de la fonction Q. Vérifiez que jim Q(t) =Q,.. 

Cette quantité Q, indépendante de Q, apparait donc 

comme la valeur a laquelle se stabilise la quantité 

d’azote Q. 

2. a) Vérifiez que la vitesse d’évolution a l'instant t, 

d ; Foe 
oa = Q'(t), peut s‘écrire 0,06Q, - 0,06Q(t). 

Cette vitesse résulte de deux facteurs: le sol absorbe 

‘azote atmosphérique a une vitesse constante v et éli- 

mine son azote a une vitesse proportionnelile a Q. 

b) Jenny évalue v a 38 kg par ha et par an (en l’absence 

d’engrais et de résidus végétaux). Déterminez Q.. 

Réchauffement ou refroidissement 

A l'instant t=0, un corps de température Ty est placé 

dans un milieu de température ambiante T,. 

Sa température T(t) évolue en fonction du temps t selon 

la loi de Newton: T(t) = (Ty - T,) aes T, ouk est un coef- 

ficient positif dépendant de la surface de contact entre le 

corps et le milieu ambiant. 

1. Etudiez sur [0 ; +co[ le sens de variation de la fonction 

T:t-— (Ty -T,)e“' +T, et déterminez sa limite en +00. 

Vous distinguerez les cas: Ty <T, ; Ty) =T, } Ty > lee 

Interprétez ces résultats en termes de physique. 

2.Exemple: la température de votre appartement est 

20°C. A 20 h 00, vous sortez du four le gateau que vous 

avez preparé pour vos invités: sa température est alors 

de 180 °C. Vous observez qu’a 20 h 30, elle est de 100 °C. 

A quelle heure pourrez-vous servir le gateau a la tempé- 

rature idéale, soit 30 °C ? 



AVEC LES TICE 

Dans un repére orthonormé (0; i, j), on note C, 

et €, les courbes représentatives des fonctions fet g défi- 

nies sur R par: f(x)=e” et g(x)=(1-x)e™. 

Mest un point quelconque de G, d’abscisse t. 

La tangente en M a 6, coupe l’axe des ordonnées en N. 

Le point | est le milieu de | MN]. 

Le but de l’exercice est de trouver sur quelle ligne se 

déplace le point | lorsque le point M décrit 6,. 

1. Expérimentation et conjecture 

a) Créez les courbes &, et €,. 

e Créez un curseur pour le paraméetre t. 

Réglages : -10 St <10 ; incrément: 0,1. 

e Créez M sur 6; puis la tangente en Ma “, et enfin N. 

e Créez | milieu de [MN]. 

b) Activez la trace de | et déplacez le curseur. 

Sur quelle ligne semble se déplacer le point | ? 

2. Démonstration 

a) Trouvez une équation de la tangente en Ma €,. 

b) Démontrez que N a pour coordonnées (0; e'(1- t)). 

c) Déduisez-en les coordonnées de | et concluez. 

A chaque nombre m, on associe la fonction f,, défi- 

nie sur R par fF, (x) =(x + m)e*. On note ,, la représen- 
tation graphique de f, dans un repere (O; ib j) et I’ la 

courbe d‘équation y =—e”. 

1. Construction avec GeoGebra 

e Créez un curseurm: —5<m<5,incrément 0,1. 

eCréez@ et I. 

e Créez Je point M,, de ©_,, d’abscisse 1 et la tangente T,,, 

en M,,, a ©,,. 

2. Conjecture 

Faites varier m. 

a) Observez le point correspondant au minimum de f,,. 

Que pouvez-vous conjecturer ? 

b) Observez la position de la tangente T,,. Que pouvez- 

vous conjecturer ? 

3. Démonstration 

a) Dressez le tableau de variation de f,,. 

b) Calculez les coordonnées du point S,, correspondant 

au minimum de f,. 

Vérifiez que S,,, appartient a I’. 

c) Démontrez que la tangente T,,, a pour equation : 

y =e(2x —1+ mx). 

Déduisez-en que, quel que soit le nombre m,T,,, passe par 

un point fixe. 

f,g, h sont trois fonctions définies sur RX par: 
x SX 

f(x)=e*, g(x) =e * et h(x) = <= S— 

On note 6, Co ‘€, leurs courbes représentatives dans un 

repere orthonormé. 

A tout nombre t, on associe les points M et N de 6, et 6, 

de méme abscisse t. On note Ty, la tangente en Ma ©,, Ty 

la tangente en N a €, et P le point d’intersection de ces 

tangentes. Enfin, | est le milieu de [MN]. 

On s'intéresse dans la suite : 

— aux tangentes Ty, et Ty; 

—ala ligne décrite par le point | lorsque t varie ; 

- ala position de la droite (Pl) par rapport a la courbe ©,.. 

1. Expérimentation et conjecture 

a) Créez les courbes 6, 6, et ©,,. 

e Créez un curseur pour le paraméetre t. 

Réglages : -10 <t <10 ; incrément : 0,1. 

e Créez Met N sur Get 6,. 

e Créez les tangentes T,,, Ty, et le point P. 

e Créez le point | et la droite (Pl). 

b) Activez la trace de | et déplacez le curseur. 

e Quelle particularité semblent présenter les tangentes 

Ty et Ty ? 

e Sur quelle ligne semble se déplacer le point | ? 

e Quelle particularité semble présenter la droite (Pl) ? 

2. Démonstration 

a) Démontrez que les tangentes aux points M et N sont 

perpendiculaires. 

b) Calculez les coordonnées du point P, intersection de 

deux tangentes. 

c) Calculez les coordonnées de | et vérifiez que | est un 

point de &,,. 

d) Démontrez que la droite (Pl) est tangente a, en |. 

La tangente en 1a‘, a pour vecteur directeur u(1; h’ (t)).. 

Prendre toutes ques ee 
La suite (u,,) est définie par u) =1 et pour tout 

entier naturel n, u,,, =U, +1. On note (v,) la suite 

définie pour tout entier naturel n par v, =e “n. 
; é eH 

Démontrez que lim (Vo +... +V,) = Aik 

y7/) La suite (u,) définie pour tout entier naturel n 
1 

non nul par u, =n(e” — 1) est-elle convergente ? 
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Le jour du BAC 

Travail en autonomie 

=> Rédigez la solution de cet exercice 

en vous aidant du guide. ai hlycee.net/eleve-TermS 

Restitution organisée des connaissances 

Prérequis 

La fonction exponentielle est l’unique fonction dérivable 

sur IX vérifiant : 

D Analyser l’énoncé 

On pense al’utilisation d’un taux 

d’accroissement. 

pour tout nombre x, g’(x)=g(x) et g(0)=1. 

Démonstration DAnalyserV’énoncé 

Démontrez que lim Jet. =, wai On remarque que f(x) = — Ls 1 
h>0 h ‘ Jae? ? 5 eX icty 

Application a eee F ve sone ae 

A. fest la fonction définie sur ]0 ; +co[ par fa) = sa ce qui fait le lien avec le résultat de 
la démonstration. Quelle est la limite de fen 0? En +co ? 

B. La suite (u.) est définie pour tout entier n 21 par: 
tur? » Analyser l’énoncé 

1 2 

_ ii Fe aes aT) en On reconnait la somme des n Un SPQ ae Ua onc ae S : 
premiers termes d’une suite 

: 4 See particuliére. 
1. Demontrez que 1+e"+...¢e" = ; 

ee 
2. a) Démontrez que pour tout entier n= 1, D Analyser l’énoncé 

- 1 On exprime u, a l'aide de la fonction f, u, =(e-1) f(—) . Pe eo 
dont on a étudié le comportement 

b) Déduisez-en que la suite (u,,) converge vers e—1. au A. 

Démonstration 

Ecrivez le taux d’accroissement de la fonction exponen- 

tielle en x =0. On sait que la limite de ce taux est le 

nombre dérivé de la fonction exponentielle en 0. 

Application ZOOM sur la rédaction Q 

A. Pour obtenir la limite en 0, on utilise le résultat de la Penseza écrire f(x) = ~~ x 1 

démonstration. Pour obtenir la limite en +00, n‘oubliez ee lnes | 

Bane inn cee puis justifiez la limite quand x tend pas que ,lim £-=+00 .¢ ——————§——_ 
+ y i n n B. 1. On reconnait dans l’expression 1+e" +...+e verde ian x hig Taal 

e l-e 
la somme des rn premiers termes de la suite géomé- 

1 

trique de raison e” etde premier terme ee 

2. a) Dans la question précédente, on : i Z00M sur la rédaction©Q 

€ 
a établi que 

u,= - yale . Exprimez (=) en fonction de n N'oubliez pas que pour q_# 1, 
pile a 

a4 1l+qt+q?t..tq”'= ay | 
puis concluez. 1-q 

b) Si l’on pose le xe lim (=) aa lim f(X). Justifiez utilisation de cette formule. | 
n N>+0o n > 

La partie A. de l’exercice vous permet de conclure. 
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On a tracé ci-dessous la courbe représentative 6 d’une 

fonction f définie sur R par: f(x) = (ax? + bx +o)e™ 

ou a, b, c sont trois nombres. 

On donne son tableau de variation incomplet. 

x |-c0 -1 +00 

f’(x) - 0 

im nhc Sot 

1.a) A l'aide des renseignements portés sur la figure, 

déterminez les nombres a, 6, c. 

b) Complétez le tableau de variation en justifiant vos 

réponses. 

2. Dans cette question, on se propose d’étudier la posi- 

tion relative de la courbe © et de la tangenteT en Ba ©. 

a) Justifiez que le probleme revient a déterminer le signe 

de (x +1)@(x) ot @ est la fonction définie sur R par 

Q(x)=(x +1)e*-1. 

b) Etudiez le signe de @ (x) et concluez. 

EX) BAC 

A. fest la fonction définie sur [0 ; +00| par: 

Eo x -e%, 

On note & sa courbe représentative dans un repére. 

1. Démontrez que  admet une asymptote horizontale 

dont on donnera une équation. 

2. Etudiez les variations de f sur [0 ; too]. 

3. Déterminez une équation de la tangente T a @ au 

point d’abscisse 0. 

4. Démontrez que l’équation f(x) = 0 admet une solution 

unique dans I’intervalle [1; 2]. On note u cette solution. 

Déterminez un encadrement d’amplitude 107' deu. 

B. n désigne un entier naturel non nul. 

f, est la fonction définie sur [0 ; +co[ par: 

X= x 
LY) === or: 
0) x+n 

1. Dressez le tableau de variation de f,. 

Le jour du BAC 

2. a. Calculez f,(n). Quel est son signe ? 

b) Démontrez par récurrence que pour tout n de N, 

Gun y2nit il. 

c) Démontrez que |'équation f,(x)=0 admet une solu- 

tion unique dans l‘intervalle [n ;n + 1]. On note u,, cette 
solution. 

3. Calculez lim u, et lim —. 
N>+oo 2 n>+oo Nn 

Gp eke 
Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, on note 

f, la fonction définie sur R par f,(x)=x"e*. &, est la 

courbe représentative de f, dans un repére orthonormé. 

Sur la figure ci-dessous, on a tracé la courbe “, ainsi 

qu'une courbe ©, (k & N*). 

La tangenteT, a, au point M d’abcisse 1 coupe l’axe des 

ordonnées en A de coordonnées (0 :- +) A 

1. a) Quelle est la limite de f, en +00 et en -c0 ? 

b) Etudiez les variations de f, et dressez son tableau de 

variation. 

c) Al‘aide de la représentation précédente, justifiez que k 

est un entier pair supérieur ou égal a 2. 

2. a) Démontrez que pour tout entier n 21, toutes les 

courbes 6, passent par deux points fixes dont vous don- 

nerez les coordonnées. 

b) Vérifiez que pour tout entier n 2 2 et tout nombre x, 

f’ (x)= xl (n- x)e™. 

3. Sur la figure, f, semble admettre un maximum pour 

x =3.Validez cette conjecture par une démonstration. 

4. a) Démontrez que la tangente T, en M a la courbe €, 

coupe l’axe des ordonnées au point de coordonnées 

(0 2 2= A) . 
e 

b) Déduisez-en la valeur de l’entier k. 

c) Sur la figure, il semble que la fonction f, soit stricte- 

ment croissante sur [0 ; +00| et que lim f, (x) = +00. 

Validez ou non ces conjectures. 
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Pour aller plus loin 

(ER) Etude d’une famille de fonctions 

A. Etude d’une fonction 

fest la fonction définie sur R par f(x) =(x +1)e™. 

On note _, sa courbe représentative dans un repere 

orthonormé. 

1. Etudiez les variations de f, les limites en + 00 et —co. 

Résumez les résultats dans un tableau le plus complet 

possible. 

2. Repérez 6_, sur la figure ci-dessous. 

yt 
Sr 

B. Etude d’une famille de fonctions 

Pour tout entier relatif m, on note f,, la fonction définie 

sur R par f,,(x)=(x +1)e”. 

€,, est la courbe représentative de f,. 

1. a) Quelle est la nature de f, ? 

Dans la suite, on suppose m # 0. 

b) Déterminez les points d’intersection de @, et ,, et 
vérifiez que pour tout entier relatif m, ces points appar- 

tiennent a ©. 

2. Etudiez la position relative de €,,, et €,,,,- 

3. a) Calculez, pour tout nombre x, f, (x). 

b) Déduisez-en le sens de variation de f,, suivant les 

valeurs de m (on distinguera m > 0 et m< 0). 

4. Sur la figure ci-dessus, on a tracé quatre courbes corres- 

pondant a quatre valeurs différentes de m:-1;-3;1;2. 

Identifiez les courbes correspondant a ces valeurs en jus- 

tiflant votre réponse. 

83 | Suite et fonction exponentielle 

f est la fonction définie sur R par: 

f(x) =(x? +x +1)e”. 

On note f""), f, ..., f'” les dérivées successives de f. 

f) désigne la dérivée notée habituellement f’. 

Chapitre 3 » Fonction exponentielle 

1. a) Calculez f'" (x). 

b) Démontrez par récurrence que pour tout entier n7 1, 

f(x) sécrit sous la forme (x? +a,x + 6,)e”, ou a, et b, 

sont des entiers naturels. 

2. Dans cette question, on considére les suites (a,) et 

(b,,) définies sur N par: 

a,=3 et d,.,=¢,+2;0,=2 et bo 4-0) ra. 

a) Vérifiez que (a,) est une suite arithmétique et expri- 

mez a,, en fonction de n. we 

b) Démontrez que pour tout entier n21, b,=2+ y q; 

et déduisez-en l’expression de b,, en fonction de n. 

c) Quelle est l’expression de f(2°'?) (x) ? 

84 | Position relative de deux courbes 

A. Des démonstrations : 

© est la fonction définie sur R par @ (x) = e* — =a ; 

1. a) Calculez, pour tout nombre x, @’(x) et @”(x). 

b) Etudiez les variations de @ et déduisez-en que pour 
x 

tout nombre x strictement positif, oS 2 = ‘ 
x 

c) Déduisez-en lim —. 
X-Foo> SX 3 

2. w est la fonction définie sur R par y (x) = e* — : 

a) En vous aidant de la question 1., démontrez que, pour 
x 

tout nombre x strictement positif, S = : 
x x 

b) Déduisez-en lim —. 
X—>+00 x 

B. Application 

Dans un repére orthonormé, on a tracé les courbes € et 

I représentatives des fonctions fet g définies sur R par: 

fidex er Tet a g(x)=e 

1. Démontrez que les variations de f sont données par le 

tableau ci-aprés : 



2. Etudiez la position relative de € et I. 

3. On admet que pour tout m strictement supérieur a 

4e *, ladroite d’équation y = m coupe 6 enPet I enQ. 

P a pour coordonnées (x, ; m) et Q, (xqgim). 

Lobjectif de cette question est de calculer la valeur de x, 

dans I'intervalle |—co ; — 1] pour laquelle PQ =1. 

a) Pourquoi PQ = x, — XQ? 

b) Justifiez que f(xp) = g(xp — 1). 

c) Déduisez-en la valeur de x, puis celle de xq. 

85 | Une relation fonctionnelle 

On admet les résultats suivants : 

e || existe une unique fonction f dérivable et strictement 

positive sur R telle que f’=f et f(0)=1. Cette fonction 

est notée f(x) =e”. 

e || existe une unique fonction g dérivable et strictement 

positive sur R telle que g’=—g et g(0) =1. Cette fonc- 

tion est notée g(x)=e™. 

@ est une fonction définie et dérivable sur R telle que: 

+ pour tout nombre x, [@’(x) |? -[@@)? =1; 

-@'(0)=1; 
- Q’ est dérivable sur R. 

1. a) Démontrez que @(0)=0 et que pour tout 

nombre x, @’(x) # 0. 

b) Démontrez que pour tout nombre x, @”(x) = @ (x). 

2. On pose U=’+ @ et v=Q’-@. 

a) Démontrez que u(0) =v(0) =1. 

b) Démontrez que u’=u et v’=-—v. 

3. Déduisez-en l’expression de u(x) et de v(x) pour tout 

nombre x. Quelle est alors l’expression de @ (x) ? 

| 86 | Exponentielle et suite 

A. La fonction g est définie sur l’intervalle [0 ; +co| par: 

g(x)=e"-—x-1. 

1. Etudiez les variations de g. 

2. Déterminez le signe g(x) sur [0 ; +00[. 

3. Déduisez des questions précédentes que : 

a) pour tout x de [0; +oo[, e*- x >0; 

9 frre | 1 
b) pour tout x de [4.1} 5 < ie < 

B. On considére la fonction f définie sur |=[0;1] par 
x 

ioe cael . On a tracé ci-apres sa courbe représenta- 
eX — x 

tive dans un repére orthonorme. 

h(x) 
1. a) Démontrez que pour tout x de |, f’(x)= 

(e* — x)? ou h est une fonction que l'on déterminera. 

b) Etudiez les variations de h sur | et déduisez-en celles 

de f. 

c) Démontrez que pour tout x de |, f(x) El. 

2. On note la droite A d’équation y = x. 
(1— x)g (x) 

eas 
b) Déduisez-en la position relative de 6 et A sur. 

a) Démontrez que pour tout x del, f(x) — x = 

C. On considére la suite (u,,) définie par : 
1 : 

Uy = > et pour tout entier naturel n, u,,, =f(u,,). 

1. Reproduisez la figure ci-dessus et tracez A. 

Construisez sur l’axe des abscisses les premiers termes de 

la suite (u,,). Quelle conjecture faites-vous quant a la 

convergence de la suite (u,,) ? 

2. Démontrez que pour tout nde N, 

a) FSU, SU pa <1; 

b)u,-1< (=)"up -1). 

3. La suite (u,) est-elle convergente ? Le résultat est-il 

conforme a votre conjecture ? 

Suite et nombre e 

1. a) Justifiez que pour tout nombre x, 1+ x <e* [1]. 

b) Déduisez-en que pout tout nombre x, e~-1+ x 20. 

2. Démontrez que pour tout x <1, e* < <1 [2]. 

3. a) A partir de l'inégalité [1], démontrez que: 

pour tout entier naturel n non nul, (1 + iV <e. 

b) De méme, a partir de [2], démontrez que : 

pour tout entier naturel n non nul, eS (1 + uy : 

4. On définit la suite (u,,) pour tout entier n 21 par: 

u,= (1 ar iy" 

a) Démontrez que pour tout entier n2 1, 

=e OSU Se: 
n 

b) Déduisez-en que la suite (u,,) converge vers e. 
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4. 
<f 

Ce skieur s‘en donne a cceur joie dans la poudreuse 

| et dessine une magnifique trajectoire « continue ». 

La notion de continuité en mathématique est basée 

sur cette approche intuitive : une fonction est continue 

quand on peut tracer sa courbe « sans lever le crayon ». 

Mais pour définir rigoureusement cette notion, 

il fallut attendre la reconstruction des Mathématiques 

menée au xIx® siécle par plusieurs mathématiciens, ae 

dont Bernhard Bolzano. sad 
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& Exercices-tests 

Dérivées de fonctions usuelles @ acm 
Pour chaque affirmation, une seule réponse est exacte. 

Identifiez-la en justifiant votre réponse. 

heep | > R 1. La fonction f définie sur R par: 

=a Saale A F(X) 2x" = 3x1 F 

ax® + bx +¢ | 2ax'+ 6 at a pour dérivée la fonction f’(x) définie sur R par: 

x"(nE N*) a nx”! R a) f(x) = 2x -3 

ak 4 sks |-2° : O| b) Pn) = ae 3 I 

x x2 ou |0 ; +oo[ c) "(x)= 4x° — 3 i 

| ; 2. La fonction définie sur R par x —- 3x* +2 est la dérivée 
Vx Sale ]0 ; +00 de la fonction f définie sur R par : 

a Uedeehs 9 a) f(x) = 6x i 
b) f(x) =x? +2 

p> Opérations sur les dérivées c) f(x) = x? + 2x -3 
u et v sont deux fonctions dérivables sur un 

intervalle |, A est un nombre réel. 

e (U+V) =u’ +V’ e (Au)’ = Au’ 

; 

i 

3. La fonction racine carrée définie sur R° : ; 

a) est dérivable en 0 i 

b) est dérivable sur |0 ; +oo[ 

Aooer c) est dérivable sur [0 ; +co| 
e (uv) =u’v +uv 

i) 

; 
} 

e =) oe VV (v(x) 4 0 surl). 
v v? © Vrai ou faux 

ee u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle |. 

Derivees 3 a) La dérivée de u — v est 

des fonctions polynémes u’—v’, 
b) La dérivée de u? est 2u. On note u? la fonction : Toute fonction polynéme : : 
c) La dérivée de 3uvest 3u’v’. | x [u(x) > =u) x ux). 
d) Pour tout nombre x de |, 

v(x) 40. 
U+V Una 

: 

f 
i 
' 

| 

eta ont la méme dérivée. 

I 
| 
i 

3 n n- Ree OeXeehiGaieXen + ..abhidaXet GG 

(avec a, # 0) est dérivable sur R et sa dérivée 
ESES 

Alors 
1 2 ‘a n= n= PIG ot AN) On Xn oO 

© acm 

Pour chaque affirmation, une seule réponse est exacte. 

Identifiez-la en justifiant votre réponse. 

> Equation d’une tangente 
f est une fonction définie et dérivable sur un 

intervalle |, © est un nombre appartenant al. 

1. La fonction f définie sur R par f(x) = (2x? — 3)* a pour 
dérivée la fonction f’ définie sur R par: 
a) f(x) = 8x? (2x? — 3) 
b) f(x) = 8x (2x? — 3) 
c) f(x) = 4(2x? — 3) 

2. fet g sont deux fonctions définies et dérivables sur le 

méme intervalle |, telles que pour tout x de |, f(x) = g’ (x). 

On note €, et 6, leurs courbes représentatives. 

a) Toute droite tangente a 6, est tangente a, 
b) Pour tout x de |, f(x) = g(x). 

c) Il existe un nombre k tel que, pour tout x de |: 

f(x) — g(x) =k. 

La courbe représentative de fadmet au point 

d’abscisse & une tangente d’équation réduite : 

“I . he a — a ag a a = 

>" ; 
G | Corrigés sur www.transmathlycee.net/eleve-TermS | 

y 
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ACTIVITES 

LA CALCULATRICE AURAIT-ELLE PEUR DU VIDE ? 

Vobjectif de cette activité est d’étudier la fonction partie entiére, une fonction parfois utilisée en mathéma- 

tiques, et de montrer, grace a cette étude, que I’affichage de la calculatrice graphique doit étre interpret. 

re La fonction partie entiére 

Tout nombre x appartient a un unique intervalle de la forme [n;n + 1[ oun est un nombre entier. 

Cet entier n est appelé partie entiére de x; il est noté E(x). 

a) Pour chacun des nombres suivants, précisez l’unique intervalle de la forme [n ;n + 1| quile contient et 

donnez sa partie entiére : e2,5 04 eT ® 4 O=2 e—0,1. 

b) A chaque nombre x, la fonction partie entiére associe un unique entier relatif n. 

Réciproquement, tout nombre entier relatif n est-il la partie entiere d’un nombre x ? 

e Prenons, par exemple, l’entier 0. 

Donnez un nombre x dont la partie entiére est 0, c’est-a-dire une solution de |’@quation E(x) =0. Précisez 

maintenant l’ensemble des solutions de cette équation E(x) =0. 

e Prenons un entier n quelconque. Résolvez dans R l’équation E(x) =n. 

c) Expliquez pourquoi l’équation E(x) = 0,3 n’a pas de solution. 

2 Représentation graphique 

a) Utilisez votre calculatrice graphique pour représenter la fonction E: x — E(x) sur l’intervalle [0 ; 3]. 

Choisissez la fenétre d’affichage: 0X x <3 etO<yS<3. 

La fonction est préprogrammée dans la calculatrice : 

b) En vous fiant uniquement a cette Intg pour CASIO ____partEntpourTl 
représentation graphique, conjectu- fp = = 

rez la ou les solutions de l’équation 

E(x)=0,3.Est-ce cohérent avec 

étude faite en 1. c) ? 

c) Les segments verticaux qui appa- 

raissent sur l’écran posent probleme. 

e Modifiez la fenétre d’affichage en choisissant 0,99 < x <1,01, puis 0,9999< x <1,0001. 

Que constatez-vous ? 

e Utilisez l’instruction TABL pour CASIO ou table pour TI, en utilisant un pas de plus en plus fin. 

Le nombre 0,3 apparait-il dans les valeurs Y prises par la fonction ? Vérifiez que la table ne donne pour Y 
que des valeurs entiéres. 

d) Précisez E(1). 

e Lorsque x tend vers 1, x <1, quel est le comportement de E(x) ? Répondez ala méme question lorsque 
x tend vers 1, x >1. 

La fonction E est définie en 1 mais n’a pas de limite en 1. On dit qu'elle n’est pas continue en]. 

e Lacourbe représentative de la fonction E présente un saut en 1. 

Pour quels nombres retrouve-t-on ce phénoméne ? 

e) Représentez sur une feuille la fonction E sur l'intervalle [0 ; 3], puis sur[—2 ; 3]. 
Indiquez clairement les images des entiers de l’intervalle. 
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ACTIVITES 

CALCUL DE LU IMPOT SUR LE REVENU 

jusqu’a 5 963 € 

de 5 963 € a11 896€ 

de 11 896 € a 26 420€ 

de 26 420 € a 70 830€ 

Lobjectif de cette activité est d’étudier le lien fonctionnel 

entre le montant des revenus et le montant de |'impét pour 

un foyer. 

Le tableau ci-contre précise les différents taux applicables 

pour le calcul de l'impot sur les revenus de Il’‘année 2010. 

On considére alors la grille de calcul de l’impét ci-dessous : 

R est le revenu imposable, N est le nombre de parts et QF est 

14% 

30 % 

le quotient familial, c’est-a-dire le rapport R/N. piuste 7) 220 ee 

SI QF... 

nexcedepas 5963 € impot = 0 

estsupérieura 5963€  etinférieurouégala 11896€ impét= (Rx 0,055) — (327,97 € xN) 

estsupérieura 11896€ etinférieurouégala 26420€ impdt= (Rx 0,14) — (1339,13€xN) 

est supérieura 26420€ etinférieurouégala 70830€  impdt= (Rx 0,30) — (5 566,33 € xN) 

( est supérieura 70 830 € impot = R x 0,41) (13 357,63 € x N) 

bo Quelques exemples 

a) Calculez le quotient familial QF d’une famille dont le nombre de parts N est 2,5 et le revenu impo- 

sable R s'‘éléve a 21 500 €, puis déduisez-en l’impdt dd par cette famille. 

b) Déterminez le revenu imposable d’un contribuable ayant une seule part dont le montant de l’impdt 

est 3 600 €. 

c) Un contribuable (une part) déclarant un revenu imposable de 26 421 € constate que, a un euro prés, il 

change de tranche et atteint ainsi celle dans laquelle le taux d‘imposition est de 30 %. 

Calculez l'impot correspondant aux revenus voisins de 26 421 € et 26 420 €. 

Que constatez-vous, sachant que le montant doit étre arrondi a l’euro le plus prés ? 

ep Etude de la fonction « Impét » 

Dans la suite de cette activité, on s'intéresse au cas d’une personne célibataire ayant une seule part 

(N=1 et donc QF =R). Limpdt | est donc fonction de la variable R. 

a) Précisez l’ensemble de définition de la fonction f: R-— | et son découpage en cinq intervalles résul- 

tant de la définition de l’impdt. Pour chacun de ces intervalles, indiquez clairement si les bornes appar- 

tiennent a lintervalle. 

b) Justifiez que sur quatre de ces intervalles la fonction f est affine strictement croissante. 

&- Représentation graphique 

a) Justifiez l’existence desnombres lim —f(R) et lim___f(R) et vérifiez leur égalité. 
R>11896* R11 896 

On dit que la fonction f est continue en 11 896. 

b) Vérifiez qu'il en est de méme aux autres bornes des cing intervalles. 

On dit que la fonction f est continue sur I’intervalle [0 ; +oo[. 

c) Décrivez l’allure de la courbe. 

PS ee Cc ae itcme ... Est-il plus facile ? 

Combien existe-t-il de triangles isocéles d’aire 108 cm? et de périmétre 48 cm ? 

Chapitre 4 e Continuité et dérivation 109 



0 Continuité d’une fonction 

1.1} Limite finie ena 

Définition fil fest une fonction définie sur un intervalle |. 

a est un nombre qui appartient a | ou qui est une borne del. 

Dire qu'une fonction f a pour limite ¢ lorsque x tend vers a signifie que tout intervalle ouvert 

contenant ¢ contient toutes les valeurs f(x) prises par tous les nombres x de l’intervalle | suffisam- 

ment proches de a. 

scrit lim f(x) = € On écrit fim Fix) = €, 

Cette définition traduit l’accumulation des valeurs f(x) « autour » du nombre €. 

@ Illustration 

Quel que soit l'intervalle y4 
ouvert contenant €, 

(ae aes ee ee eae ... ll existe un intervalle 

on ane ae WR oe as Nees ouvert contenant a 

et aussi petit soit-il... 

pour lequel la courbe est 

dans la partie colorée. 

\s< 
i 
tHe Vs 

1.2] Continuité en a, continuité sur un intervalle 

PEE 2) . fest une fonction définie sur un intervalle |,@ est un nombre appartenant a |. 

Dire que f est continue en a signifie que fa une limite finie en a telle que” lim F(x) = 

e Dire que f est continue sur l’intervalle | signifie que f est continue en tout nombre de |. 

1.3} Continuiteé et limites de suites 

Théoréme : ee 3 : 
1 La suite (u,,) est définie par la donnée de uy et la relation de récurrence Uns, =Fu,). 

Si (u,,) a une limite finie ¢ et si fest continue en €, alors €=F (0. 

_ Démonstration. f est continue en € donc lim f(x) = f(€). (u,) converge vers €, soit nim u, = €. 

Donc d’aprés le théoréme 4 du chapitre 2, nim f(u,,) = f(€), soit encore jim Una = FE). 

Les suites (u,,) et (u,,,,), qui ne différent que par leurs premiers termes, ont la méme limite &, donc 

4 on conclut ¢ =f (€). 

© Remarques 

e fest solution de l'’quation x = f(x). 

e Par abus de langage, on dit que l’on « passe a la limite » dans la relation de récurrence Uns, =F(u,) 
pour obtenir l’égalité ¢ = f(£). 
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rj Dérivabilite et continuité 

Dans cette partie, f est une fonction définie sur un intervalle |, a est un réel appartenant a |. 

2.1} Lien entre dérivabilité et continuité 

Théoréme P} e Si fest dérivable en a, alors fest continue en a. 

e Si fest dérivable sur |, alors fest continue sur I. 

Démonstration. Dire que f est dérivable en a signifie que la fonction T, définie pour tout h diffé- 

rent de 0, avec a+h dans |, par T(h) = Aes tia te) 

Pour tout h non nul, ht(h) = f(a + h) — f(a) d’ot f(a + h) = f(a) + hT(h). 

Puisque lim T(h) = f’(a), ilen résulte que lim ht(h) = 0 et lim f(a +h) =f(a). 

a pour limite f(a) quand h tend vers 0. 

Posons x =a +h, soit h= x —a. Alors lim h(x) =0 et lim f(x) = f(a). On peut donc conclure (théo- 

reme 3 sur la limite d’une fonction composée - chap. 2, p. 58) que lim f(x) = f(a) et fest continue en a. 

ay) Attention. La réciproque de ce théoréme est fausse. Une fonction peut tre continue en a sans 

étre dérivable en a. C'est le cas, par exemple de la fonction racine carrée en zéro (voir ci-dessous) et de 

la fonction valeur absolue en zéro. 

2.2| Continuité des fonctions usuelles 

Nous avons étudié la dérivabilité de quelques fonctions dites « usuelles » et nous pouvons en déduire 

leur continuité. 

e Les fonctions polynémes sont dérivables sur IR, donc continues sur R. 

e La fonction inverse (x — +) est dérivable sur chacun des intervalles |—co ; 0[ et JO; +oof. 

Elle est donc continue sur chacun de ces intervalles. 

e La fonction racine carrée (x — Vx) est dérivable sur ]0 ; +oo[, donc continue sur ]0 ; +00f. 

Elle n’est pas dérivable en 0 (le taux d’accroissement en 0a pour limite +00 ). Mais puisque lim Vx = 0, 
. ° s . x> 

la fonction racine carrée est continue en 0, donc sur [0 ; +0o[. 

e La fonction exponentielle est dérivable sur IX, donc continue sur R. 

e || résulte dela définition 3 et des théorémes relatifs aux opérations et limites vus au chapitre 2, que: 

toutes les fonctions construites par somme, produit, quotient des fonctions usuelles sont continues 

sur tout intervalle sur lequel elles sont définies. 

2.3) Aspect graphique 

Graphiquement, la continuité d’une fonction f sur un intervalle | se traduit par le fait que la courbe 

représentative de fest d’un seul morceau. 
Y 

La représentation ci-contre de la fonction f définie 

sur l'intervalle [a ; b| permet de conjecturer que : 

e fest continue sur [a ;c]| et sur |c ; b|, mais nest pas 
continue en c (f présente une « discontinuité » en c) ; 

e fest continue en d mais nest pas dérivable en d:la 

courbe admet deux demi-tangentes distinctes au 

point d’abscisse d. 
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3) Fonctions continues et résolution d’équations 

3.1] Théoréme des valeurs intermédiaires 
s . 

f est une fonction continue sur un intervalle [a ; b]. 

(admis) pour tout nombre k compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un nombre c compris entre a et b 

tel que f(c) =k. 

Autrement dit, pour tout nombre k compris entre f(a) 

et f(b), l'@quation f(x)=k, d'inconnue x, a au moins 

une solution c dans l’intervalle [a ; 5]. 

© Remarques 

e f(a) nest pas nécessairement inférieur a f(b). 

e Limage f(x) d’un nombre x de |a; b| n'est pas néces- 

. sairement dans I'intervalle | f(a) ; f(b) ] ou [ (6) ; F(a) J. 

© Vocabulaire. Vensemble des images f(x) pour x appartenant a l'intervalle | est noté f(I) et est 
appelé image de | par f. 

3.2] Fonction continue strictement monotone sur [a; 6] 

f est une fonction continue, strictement croissante sur l‘intervalle |=[a ; 6]. 

1. Limage de l’intervalle | par fest l’intervalle | f(a) ; f(b) }. 

2. Pour tout nombre k de [f(a) ; f(b) |, '@quation f(x) = k, d’inconnue x, a une solution et une seule 
dans l'intervalle [a ; b]. 

On obtient les mémes conclusions avec une fonction continue, strictement décroissante en rempla- 
cant [f(a) ; f(b) | par [ f(b) ; F(a) ]. 

Démonstration. 

_ 1.La fonction fétant strictement croissante, pour tout x de |, f(a) < f(x) < f(b). Donc l'image de tout 
; nombre de | appartient a [ f(a) ; f(b) |. 

Réciproquement, tout nombre de |f(a);f(b)] est 
‘image par f d’au moins un nombre de | (théoréme 3). 

Conclusion : l'image de | par fest!intervalle | f(a) ; f(b) J. 

| 2. Léquation f(x)=k a au moins une solution dans | 

_ (théoréme 3). Mais, elle ne peut pas avoir deux solu- 

_ tions distinctes car, f étant strictement croissante sur I, 

deux nombres distincts ont, par f, des images dis- 

: tinctes. 

© Cas particulier : équation f(x) = 0 

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur |= [a 3 b], et si fla 

l'6quation f(x) =0 a une solution et une seule dans |. 

En effet, I'hypothese f(a) x f(b) <0 implique que f(a) et f(b) sont de signes contraires et non nuls. 
Donc 0 appartient a [ f(a) ; f(b) | ou [ f(b) ; F(a) J. 
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3.3} Généralisation a un intervalle quelconque 

Dans le théoréme 3, l'intervalle [a ; 6| est un intervalle fermé. On peut étendre ce théoréme a un 

intervalle | quelconque. 

f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle |. 

(admis) 1. Limage f(l) d'un intervalle | par fest un intervalle J. 

2. Pour tout nombre k de J, l'@quation f(x) =k a une solution et une seule dans |. 

Le tableau suivant précise l‘intervalle J = f(|) suivant le type de l’intervalle |. 

La fonction fa une limite réelle ou infinie en chaque borne de I. 

a et 6 désignent soit des nombres, soit +00, soit —co. 

fest strictement croissante sur | f est strictement décroissante sur | 

Rees  filjestlintervalle =| ———séfll)est V'intervalle 

EE DCC ee eee CO eee 
jacealasO} cd ]lim Fo) ; F(O)] [#(6) ; lim FO0[ | 

= ee eg eee 
hegasble | [Fla) ; lim FO | Jlim Fo0 + F(@)] | 
—— ee | 7 | 
sae Ja; bf ee f(x pei lim F(x) ; lim F(x) ae 

© Exemple. La fonction 
Dans un tableau de 

variation, on convient 

que les fleches obliques 

traduisent la continuité 

et la stricte monotonie 

de la fonction sur 

l'intervalle considéré. 

f :x —- e”% est continue et 

strictement croissante sur |= R 

avec lim e*=0, lim e* =+00. f (x) 
X——0©Oo X—+00 

Donc f (I) = ]0 ; +0of. 

7} calculs de dérivées 
4.1) Dérivée de x — u"(x) 

Maen 6) yest une fonction définie et dérivable sur un intervalle | et n est un entier naturel. 
ma 4 

1. Si n= 2, alors la fonction u” est dérivable sur | et (u")/ = ‘=nu'u""~ : 

2. Sin =1, alors la fonction ae est dérivabie pour tout réel x de | tel que u(x) # 0 et: 
7 

i 

(a= . Cette égalité se note encore: (u"”)’ = — nu’u <4. 

monstration. 
n-1 

Démontrons, par récurrence, que la proposition « u” est dérivable sur | et (u")’ =nu’u"~ » est 

| vraie pour tout entier n= 2. 

ane is 2,lafonction u? estle produit u x u donc u’ est dérivable ; sa dérivée est (u 2) = uu’ +u'U. 

Ainsi ( = 2u’u.La proposition est vraie au rang 2. 
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eae . ve Xe =| 

e Supposons la proposition vraie au rang n= 2:« u” est dérivable sur! et (u”)’ =nu’u"™ ». 

"*T est le produit de deux fonctions dérivables sur |: u” et u; elle est donc déri- _ Alors la fonction u 

vable sur I. 

Sa dérivée est (u” x u)’=(u"! Xu tu" xu’=nu’u”! xut+u" xu’, dou (u"*'Y = (n+ 1)uU’u" 

_ La proposition est donc vraie au rang n+1. 

e La proposition est vraie au rang 2 et héréditaire, donc elle est vraie pour tout entier n 2 2. 

2. Pour tout entiern =1, u” est dérivable sur |, donc a est dérivable pour tout réel x de | tel que 

u(x) # 0. Sa dérivée est : 

ih n Le ia | r,,n-1 , , , 
( a oP Or ae u os = = nite , soit ee =-—n me . 

© Exemple. La fonction f : x — (3x + 1)° est définie sur R. f =u? avec u(x) =3x +1. 

u est dérivable sur R avec u’(x) = 3. Donc fest dérivable sur R et pour tout x, f’(x) = 15(3x +1)*. 

4.2) Dérivée de x — Vu(x) 

u est une fonction définie et dérivable sur un AES |, et telle que pour tout x de I, u(x) >0. 

(admis) Alors la fonction Vu est dérivable sur let (V 

© Exemple. La fonction f : x —- V3x +1 est définie sur |= - a : +00. 
3 

f(x) = Vu(x) ou u est la fonction x — 3x +1 définie, dérivable et strictement positive sur |. La fonc- 

tion f est donc dérivable sur | et pour tout x de |, f’(x) = ieee 
2V3x +1 

4.3) Généralisation : dérivée de x —- f(u(x)) 

Nous avons vu dans ce chapitre et le précédent : 

x + f(ax + b) a pour dérivée x —- af’(ax + b) (Chapitre 3, théoréme 1) 

X —> exp (ax + 6) a pour dérivée x — a x exp (ax + b) (Chapitre 3, théoréme 10) 

x —» [u(x)]" a pour dérivée x — nu’ (x)[u(x) |" (Chapitre 4, théoréme 6) 

xr> u(x) a pour dérivée x — alent (u(x) > 0) (Chapitre 4, théoréme 7) 
2Vu(x) 

Ces résultats se généralisent de la maniére suivante : 

Siu est une fonction dérivable sur un intervalle | et i une fonction dérivable sur un intervalle J 
(admis) | contenant u(I), alors la fonction g définie par g(x) = F(u( 

Pour tout x de | g’(x) =u’ (x) x Fwd) 
(x)) est dérivable sur I. 

Db) Exemple. u est une fonction définie et dérivable sur un intervalle I. 

Alors la fonction avis est dérivable sur | et | (e' eo 
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Fopiecrie 1) Etudier la continuité d’une fonction 

Compléments 
numeériques Application 

fest une fonction définie sur un intervalle |, le réel a appartient a | ou est une borne de |. 

@ Dire que la fonction f est continue en a signifie que f a une limite finie en a telle que: 

@ Dire que la fonction fest continue sur I’intervalle | signifie que f est continue en tout réel de |. 

S‘assurer de la continuité (ou non) d’une fonction 

KD Six <1 

La fonction f est définie sur R par f(x) =4-x +4 sil<x <3 

=X 8x15 Si XS 3 

Etudiez la continuité de fsur R. 

© Méthode 

e On étudie la continuité de f sur chacun 

des intervalles mis en évidence par 

sa définition : |—oo; 1], ]1; 3] et ]3; +c]. 

Sur ces intervalles, la continuité de fse déduit 

de sa nature. 

e On étudie ensuite la continuité de f 

aux bornes (finies) de ces intervalles, 

en comparant les limites éventuelles de f 

a gauche et a droite de ces bornes. 

e On conclut. 

© Mise en pratique 

Pour les exercices 1a3 

Etudiez la continuité de la fonction f sur 

l'intervalle de définition | indiqué. 

Vérifiez votre étude en observant la courbe 

représentative de f sur votre calculatrice. 

x-2 sHOS KK <2 

GD o fx) =)- 2x +3 si2<x<4 el=[0;6]. 
w=) si4d<x <6 

x? six <0 

WB o fix =h Vx si0<x<4 el=R. 
x six>4 

© Solution 

p—p @ Sur chacun des intervalles |—co; 1], |1; 3] et 

]3 ; +00 |, fcoincide avec une fonction 

polynome (de degré 1 ou 2): elle est donc 

continue sur chacun de ces intervalles. 

e Etudeen1 

lim (x? + 2)=F(1)=3 et lim (— x +4) =3, 
(Ss 

x31 

donc lim f(x) = f(1). 

La fonction f est continue en 1. 

e Etude en 3 

lim, (- x + 4)=f(3)=1 et 
xX 

lim (- x? + 8x -15)=-9+24-15=0. 
Xo 

Comme lim. f(x) # lim f(x), fin’a pas de limite 
X> yea” 

en 3, donc f n'est pas continue en 3. 

m—p e En résumé, fest continue sur |—oo ; 3] et sur 

]3 ; +00]. Elle présente une discontinuité en 3. 

|x| 
3 2 Sy Slee AO HA eNO Yes 

4 | Existe-t-il des valeurs de a pour lesquelles 

la fonction fest continue sur R ? 
2 

x° +1 F(x) | : 
—-x*+axt+a six <1 

| 5 | La fonction fest continue sur D=[—5; 3]. 

Si x =[-5;-1], alors f(x) =e™~ 
2X 

+1 
Déterminez l’expression de f sur |—1; 1], sachant 

que fest affine sur cet intervalle. 

six 21 

et Six ))2)3))palors hx): : 
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ropiecrir 2, Utiliser la continuité et la stricte monotonie d’une fonction 

e Théoréme 5. f est une fonction continue et strictement 

monotone sur un intervalle |. 

1. image f(!) d’un intervalle | par fest un intervalle J. 

2. Pour tout nombre k de J, l’6quation f(x) = k a une solution 

et une seule dans |. 

e De plus. si l=[a@; 6] et si F(a) x f(b) <0, alors l’équation 

f(x) = 0 a une solution et une seule dans |. 

as oes) B)) Résoudre une équation de type f(x) = k 

La fonction f est définie sur IR par f(x)=x-2+e™”. 

Démontrez que l’équation f(x) = 2 a deux solutions et deux seulement dans R. 

© Méthode © Solution 

@ On étudie les variations de la fonction fsur R. pep» @ fest dérivable sur R et pour tout x de R, 

Pour cela: Pxy=Hi—e 

— on exprime sa dérivée f’ ; FOE) Ser ale = x 0x 0: 

— on détermine le signe de f’(x) sur R; En +co: im, (x — 2) =+00 et im, ec 

— on détermine les limites de la fonction f donc lim f(x) =+00. 
X—>+0co 

en +co et en —co'; 

— on en déduit le tableau de variation 

de la fonction f. 

En —co : f(x) =e “(xe* — 2e* +1). 

Or lim xe*=0, im, e*=Oet 

lim, e “=+00 donc lim, F(x) = +00. 

D’ou le tableau de variation de f: 

xX —©o Q (0) B +00 

Fx) PS pS = 
e La recherche des solutions de |’équation 2 : vies 

f(x) = 2 peut étre illustrée sur le tableau de ma > | f(x) a a 

variation. = ‘ee 

al 

e On justifie que f est continue. p—p e fest dérivable donc continue sur R. 

@ On étudie la fonction sur chacun p—p @ Les intervalles |= ]—co ; 0] et J=[0; +00] 

des intervalles sur lesquels elle est continue ont la méme image par f: l‘intervalle 

et strictement monotone : |- 1; +e0[ qui contient 2. 

* On s‘assure que 2 appartient aux intervalles f tant continue et strictement monotone sur | 
images ; et sur J, l'@quation f(x) = 2 admet une unique 
>on en déduit l’existence et l’unicité solution a dans | et une unique solution B 
d’une solution sur chaque intervalle. dans J. 

e@ On conclut. mp @ Ainsi l'6quation f(x) = 2 a deux solutions 

et deux seulement dans R. 

© Mise en pratique 

| 6 | La fonction fest définie sur IR — {—1} par: La fonction fest définie sur R par: 
3 3 2 eye x By X Se, (x) Seni f(x) ety OMe 

1. Etudiez les variations deFsur [= Wore, Démontrez que l’équation f(x)=4 a trois solu- 

2.Déduisez-en que l’équation f(x)=10 a une | tions dans R. Donnez un encadrement d’ampli- 
solution unique dans [—1,5;— 1]. tude 0,01 de chaque solution. 
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EXERCICE RESOLU .C)) Résoudre une équation du type f(x) = 0 

La fonction fest définie sur RR par f(x) = x? — 2x? —1, 

Démontrez que l’equation f(x) =0 admet une solution unique a dans R et que & appartient a 

'intervalle [2 ; 3]. Donnez un encadrement d’amplitude 0,1 du nombre a. 

© Méthode 

e On justifie que fest dérivable, puis on étudie 

les variations de fsur R. 

e On prouve que l’équation n’a pas de solution 

en dehors de I’intervalle indiqué. 

e On s'assure que les conditions d’application 

du théoréme 4 sont remplies sur l’intervalle 

[a;b] cité: 

- continuité et stricte monotonie de f; 

* appartenance de 0 al’intervalle image obtenu 

par l'étude du signe de f(a) x f(b). 

e On utilise la fonction Table d’une calculatrice. 

© Mise en pratique 

8: | La fonction fest définie sur R par: 

fix) = 4x? - 3x - 2 

1. Calculez f(-1), f(- 4), F(0) et f(1). 

2. Déduisez-en que |’équation f(x) =0 admet au 

moins trois solutions distinctes dans [— 1; 1]. 

| 9 | La fonction fest définie sur R par: 

f(x) = 2x? — 3x? -1. 

a) Démontrez que |'équation f(x)=0 admet une 

solution unique @ dans R et que @ appartient a 

'intervalle [1; 2]. 

b) Donnez un encadrement d’amplitude 0,1 du 

nombre a. 

10 | La fonction f est définie sur R par: 

A= ax + 1s 

Précisez f(—1) et f(0) puis démontrez l’existence 

d’un unique nombre c de l'intervalle |—1; 0[ tel 

que f(c)=0. 

m—p e Pour tout x de R, la fonction polynéme fest 

© Solution 

dérivable et f’(x) = 3x? — 4x = x(3x — 4). 

L’étude du signe de f’(x) conduit a: 

4 
yw | es 0 3 . 3 +co 

f’(x) + 0- 0 oo 

Se ; 

a 

F(x) ee 
Nees 4 

DY 

p—p e Sur |—0o ; 2[, fadmet —1 comme maximum, 

donc l’équation f(x) = 0 n’a pas de solution. 

- Sur 13; +00[, fadmet 8 comme minimum, 

donc l’équation f(x) = 0 n’a pas 

de solution. 

wp ° Sur [2; 3], fest continue (puisque dérivable) 

et strictement croissante. 

De plus, f(2) x f(3)=-— 8, 

soit f(2) x f(3) <0, donc 0 &[f(2) ; F(3)]. 

Léquation f(x) = 0 admet donc une solution 

unique @ dans lintervalle [2 ; 3]. 

p—p e Avec une calculatrice: 2,2<a<2,3. 

| 11 | 1. Déterminez le nombre de solutions dans 

R de l’équation x? + 3x? +1=0. 

2. Donnez un encadrement d’amplitude 0,01 des 

solutions éventuelles. 

12 | Le tableau de variation ci-dessous est celui 

d’une fonction f définie et continue sur R. 

Expliquez pourquoi |’équation f(x) +3=0 admet 

exactement trois solutions distinctes sur R. 

13 | 1. Un repére étant donné, déterminez le 

nombre de points communs a la courbe d’équa- 

tion y=e* + x —2 et al’axe des abscisses. 

2. Donnez un encadrement d’amplitude 0,01 des 

solutions éventuelles. 
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opsecrit 3 Calculer des dérivees 

u est une fonction dérivable sur |. a et b sont deux nombres. 

Vay’ = 
pee” 2Vu 

7,,n-1 ; u 
e (u") = nu'u" (pour n entier, n 2 2) n = ( 

(pour x tel que u(x) >0) e(e")’=u’'e" e[f( 

pour n naturel non nul 

et x tel que u(x) # 0 

“20D? Utilisez une forme usuelle pour dériver 

Pour chacune des fonctions suivantes, précisez sur quel(s) intervalle(s) elle est dérivable et exprimez 

sa fonction dérivée. 

a) fix)=Vx2—2x-3 ~—b) gi) = (2x41) ~— se) A( = —! ap d) k(x)= er 3 

xo + 

© Méthode © Solution 

a) La fonction fest dela forme Vu. p—> a) fest dela forme Vu avec u(x) = x? — 2x — 3, 

On détermine l’ensemble des réels x pour trindme dont les racines sont —1 et 3. 
lesquels u est dérivable et u(x) > 0. u(x) > 0 sur D= J-co; —1[ U ]3; +00. 

Expression de la dérivée: f’ = i= u est dérivable sur chacun de ces intervalles. 

2Vu Donc fest dérivable sur D. 

Comme u’(x) = 2x — 2, pour tout x de D: | 

f’(x) = 2x 4 Ds = xX x 1 2 

DNIC= DLS Wice-Ox aS 

b) La fonction g est de la forme u”(n = 2). p—p b) gest dela forme u” avec u(x) =2x +1 et 

Expression de la dérivée: g’ = nu’u”'. nunentier tel que n=2. 

u est dérivable sur R avecu’(x) =2. 

g(x) est un polynéme de degré 5, quiil serait maladroit, ici g est donc dérivable sur R et pour tout x de R : 
de développer. g’(x) = 5 x 2(2x +1)* =10(2x +1)*. 

~—> c) hest dela forme = avec u(x) = x? +1. 
u c) La fonction h est de la forme a 2 1). 

Pour tout réel x, u(x) #0. De plus, u est On détermine l’ensemble des réels x pour 
dérivable sur I avec u’(x) = 2x. lesquels u est dérivable et u(x) #0. 

u’ h est donc dérivable sur R et pour tout x de R: 

ee h=3k— 
GOT a) 

p—p d) k est de la forme e” avec u(x) = x* — 3. 

u est dérivable sur IR et u’(x) = 2x. 

k est donc dérivable sur R et pour tout x de R: 

k’(x) = 2xe* 3, 

Expression de la dérivée: h’=-—n 

d) La fonction k est du type e”. 

Expression de la dérivée : k’=u’e". 

© Mise en pratique 

Pour les exercices 14 a 20 

Exprimez la fonction dérivée f’ de la fonction f en précisant sur quel(s) intervalle(s) f est dérivable. 

GLB a) fo) =(4- 303. by FO) =077 + x- 3). | ERB a) fx = V3x2-1. b) fix) = J ==. 

jigert+—!— pros. ie ie 15 Be x? +1 : VoKmeae 8 = 3)° ee (3 - 2x)? 
16 | a) f(x) = xV2x. b) F(x) = Vx? = 2x. 19 | a) f(x) =e” b) f(x) =e* +e, 

2x 

20 Jey) flx) =< b) f(x) = 2xe**", 
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3 Questions sur le cours 

Complétez les propositions suivantes. 

a) Si fest une fonction dérivable sur un intervalle |, 

alors fest... sur. 

Si f est une fonction continue sur un intervalle |, 

alors l'ensemble des images par f des nombres 

de |, noté f(l), est... . 

b) fest une fonction continue sur [a ; 6]. 

Alors, pour tout nombre k compris entre f(a) et 

f(b), il existe au moins un nombre c compris entre 

aet btel que.... 

GE} OCM  Uneseule réponse exacte 

Exercices 
interactifs 

©) Vrai ou faux 

Vrai ou faux ? Justifiez votre réponse. 

a) Si fest une fonction continue sur un intervalle |, 

alors f est dérivable sur |. 

b) La fonction f étant définie sur |=[—1;1] par 

f(x)= Vx? +1, l'ensemble des images par f des 

nombres de | est l’intervalle [1; V2 ]. 

c) La fonction définie sur R* par f(x) = 3x? + V4x 
est dérivable sur |= ]0;+00[ et pour tout x de |, 

1 
f’(x) = 6x + ; 

2V 4x 

Pour chaque affirmation, une seule réponse est exacte. Identifiez-la en justifiant votre réponse. 

Le tableau de variation d’une fonction f dérivable sur 

RR est donné ci-dessous. 

we 
3 
0 

1. Vexpression de f(x) peut étre: 

a) (2—x)(x —3)* bb) (3x —7) (x —3) 

: QCM Aumoins une réponse exacte | 

2. Léquation f(x) = 0 admet dans R exactement : 

a) une solution b) deux solutions 

c) trois solutions 

3. ensemble des images par f des nombres de | 

l'intervalle |—co ; 3[ est: 

[grit 
4. L’équation f(x) = x admet dans |'intervalle [3 ; +0o[ : 

a) ]0 ; +00[ c) [0 ; +co/ 

a) aucune solution lb) une seule solution 

c) plusieurs solutions 

Pour chaque affirmation, plusieurs réponses peuvent étre exactes. Identifiez-les en justifiant vos réponses. 

1. La fonction fest définie sur [0 ; +00 par: 

f(x)=x—Vx. 

| a) fest dérivable sur |= ]0; too]. 

_ b) Pour tout x del, f’(x) est du signe de 2V x. 

| ©) fest strictement croissante sur |‘intervalle + ¢ ae 

2. La fonction g est définie sur R par: g(x) = PA) 

/ a) Pour tout x de R, g(x) =g(— x). 

bb) Léquation g(x) = 2 admet deux solutions. 

_ c¢) Léquation g(x) 0 admet deux solutions. 

| 

3. La fonction h est définie sur | = |-00 ; 1[ par: 

3 

w=] 

a) hest strictement décroissante sur I. 

bb) Pour tout nombre k, l’6équation h(x) =k admet une 

unique solution. 

c) Léquation h(x) =7 admet exactement trois solutions. L 

4. La fonction f: x — Ve*" définie et dérivable sur | 
RR a pour dérivée f’ telle que: 

a) f(x)=f) b)f(x)=e*Ve of W&= 

> 
& Corrigés sur www.transmathlycee.net/eleve-TermS 
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Apprendre a chercher 

25 | Polynomes de degré impair 

Lécriture générale d’une fonction polynéme P de degrén, 

n naturel non nul, est : 

= n 
P(x) =G,X" + O,_aXaun chasveptuy atlas 

Démontrer que si n est impair, l’équation 

P(x)=0 a au moins une solution dans R. Ainsi, tout 

polynome de degré impair a au moins une racine réelle. 

1. Il s'agit de prouver, lorsque n est impair, qu'il existe au 

moins un nombre réel c tel que P(c)=0. 

Le seul renseignement concernant la fonction P étant son 

degré, on ne peut envisager ni une étude précise, ni la 

possibilité d’établir un tableau de variation. Pour avoir 

une idée du comportement de P dans le cas « n impair », 

on peut commencer par étudier quelques fonctions 

polynomes particuliéres. 

a) Utilisez votre calculatrice pour représenter quelques 

fonctions polynomes de degré impair. 

b) Etablissez le tableau de variation de chacune des fonc- 

tions P,, P; et P, définies sur R par P,(x)=2x +1, 

P3(x)=— x? +1 et Pox) = x° — 5x +1, 

2.P étant une fonction continue, l’image de R par P est 

un intervalle J. 

Le probleme revient a montrer que cet intervalle J 

contient le nombre 0. 

Déterminez I'intervalle image J pour P,, P; et P;. Que 
constatez-vous ? . 

3. Il reste a démontrer que la propriété est vraie pour n 

entier naturel impair quelconque. 

a) Précisez la limite de P en +00 et en —co. (Envisagez 

deux cas: a, >0 et a, <0.) 

b) Précisez I'intervalle J, image de IR par P. Concluez. 

Chapitre 4 » Continuité et dérivation 

| 26 | Utiliser une fonction auxiliaire 

La simple observation d’une représentation graphique 

de la fonction fdéfinie sur R par f(x) = x*e* | — = invite 
a conjecturer que fest croissante sur R. 

Reser Verifier 'exactitude de cette conjecture. 

1.f est dérivable sur R (somme, produit de fonctions 

dérivables). 

On envisage donc de déterminer le signe de f’(x) pouren 

déduire les variations de f. 

Exprimez f’(x) sur R. 

2. Pour déterminer le signe de f’(x), on pense a une 

factorisation. 

Exprimez f’(x) sous la forme x x g(x). 

3. étude du signe de g(x) est nécessaire. Comme il n’est 

pas possible de conclure directement, nous envisageons 

donc étudier les variations de cette fonction g sur R. 

a) Calculez g’(x) et étudiez son signe suivant les valeurs 

de x. 

b) Dressez le tableau de variation de g. 

¢) Démontrez qu'il existe un unique nombre tel que: 

g(a) =0. 

Justifiez l'appartenance de a al'intervalle ]0,20 ; 0,21[. 

d) Déterminez le signe de g(x) suivant les valeurs de x. 

4. Nous sommes maintenant en mesure de déterminer le 

signe de f’(x) suivant les valeurs de x. 

a) Etudiez, suivant les valeurs de x, le signe de f’(x). 

b) Déduisez-en le sens de variation de f ainsi que son 
tableau de variation. 

c) Que pouvez-vous conclure ? 

d) Déduisez du tableau de variation le nombre de solu- 
tions de l’équation f(x) =0. 

e) Donnez l’allure de la représentation graphique de f res- 

treinte a l'intervalle [— 1; 1] avec une unité graphique suf- 
fisante. 



Narration de recherche 

> Uobjectif n'est pas seulement de résoudre le probleme posé : vous 

devez aussi noter les différentes idées méme lorsqu’elles n’ont pas 

permis de trouver la réponse. Expliquez pourquoi vous avez changé 

de méthode et ce qui vous a fait avancer. 

a désigne un nombre. 

Déterminez selon les valeurs de a le nombre de solutions 

de l'equation V2x -1 =x +a. 

Chercheurs d’hier 

Leonhard Euler John N 
ssp > Chap. 3 > chap. 5 

) 

Prétre, il fut professeur de Sciences de la religion et 

consacra son temps libre a l’étude des Mathématiques. 

Ses travaux portent principalement sur les fonctions, 

la logique et la théorie des nombres. 

Comme Augustin-Louis Cauchy, il s‘est attaché 

a la reconstruction des Mathématiques 

par des démonstrations rigoureuses et completes. 

Son premier ouvrage, publié en 1817, est consacré 

au théoréme des valeurs intermédiaires vu dans le cours de ce chapitre. 

Le titre de cet ouvrage est l’6noncé complet du théoréme (voir ci-contre). 

ESsirewen serge.mehl.free.fr/chrono/Bolzano. html 

28 a, b et c sont trois nombres. u est une fonction 

dérivable sur [RX qui a pour tableau de variation : 

—oo 0 a b 

1. Quel est le sens de variation de la fonction v, définie 

sur R par v,(x)=e4™ ? 

2. Indiquez un intervalle sur lequel il est possible de 

préciser le sens de variation de la fonction v, définie sur 

R par v,(x)=u(xje”™, 

£ux aussi, ils ont 

cherché avant de
 trouver : 

Voici quelques mathématiciens importants qui ont travaillé dans le domaine de I’Analyse. 
Augustin-Louis Cauchy 

> chap. 2 

Joseph Fourier Giuseppe Peano 
> chap. 6 > chap. 1 

1800 1900 

Bernhard Riemann 
> Chap. 7 

Rein analytifter. J 

Bewets pes Lehrfages, 

bag 

awifdjen je gwen *Wecthen, die etn " Qclejtes Refultat gemtihrey, toenlgftens Begley DBurgel ber Bleidhung Tiege; 

doa 

Bernard ¥ 
elipcefer, Doar olsano, 

eee eee 

‘Fie die Refandy ee bee t. Gefetlichaft ber Biffene 

ap eS 
Pitt Prag. 1817, ebrudt Bei Gottties ge Facsimile-Druck Berlin 1894, Pra lt 
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Travaux dirigés 

Approfondissement ({) 

_ ©) La dérivée n'est pas toujours continue 

Uobjectif est de montrer qu'une fonction continue sur un intervalle peut ne pas étre dérivable en certains 

nombres de cet intervalle. On donne les définitions suivantes. 

Nombre dérivé a droite, nombre dérivé a gauche 

2. aest un nombre et f est une fonction continue sur un intervalle ouvert contenant a. 

= w Sile rapport Aosea te a une limite finie lorsque h tend vers 0, h > 0, on dit que fest dérivable a 

droite en a. Cette limite est le nombre dérivé a droite de f en a, noté F(a). 

i « ‘6; admet une demi-tangente a droite A en (a ; f(a)) de coefficient directeur f(a) . 

ee ~ * w On définit de méme la dérivabilité a gauche en a et le nombre dérivé a gauche f(a). 

3 wSi f(a) = ie (a) , alors fest dérivable en a. 

[NJ Cas général 

Quelles conjectures pouvez-vous émettre sur la continuité et la dériva- 

bilité en a de la fonction f représentée ci-contre ? 

[-] Etude d’un exemple 
= KE ASI 2 
x7-4 six22° 

1. a) Utilisez votre calculatrice (ou un grapheur) pour représenter graphiquement la fonction f. 

lb) Démontrez que la fonction f est continue sur R. 

On considére la fonction f définie sur R par f(x) = | 

2. Justifiez la dérivabilité de la fonction f sur les intervalles | = |—co ; 2[ et J=[2; +00. 

3. On se pose naturellement la question de la dérivabilité de la fonction f pour x = 2. 

a) Calculez les limites éventuelles a droite (h > 0) et a gauche (h < 0) de 2 du rapport eet fe) : 

bb) La fonction fest-elle dérivable en 2 ? 

4. Donnez l'expression de la fonction f’ et le tableau de variation de f. ACTIVITES DE RECHERCHE 
Ainsi, pour étre dérivable, une fonction doit étre continue, mais sa fonction dérivée n'est pas nécessai- 
rement continue. 

Une discontinuité de sa fonction dérivée se traduit graphiquement par deux demi-tangentes de coef- 
ficients directeurs différents. La courbe représentative de f présente alors un point dit anguleux. 

{4 Applications 

Dans chaque cas, étudiez la continuité et la dérivabilité de la fonction fsur R. 

— 2 j 

a) Fo)=| — b) f(x) = > bee) Rae Saipan TAC WO siO<Sx <2 

=x Fox — or Sixeed 
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Utiliser Geogebra ‘e..° 

@)eD tors Lorsque la dérivée est bornée 

Vv) 
uy) 
U 
W 
oc 
WwW 
>< 
WwW 

TICE Mathématiques 

= Utiliser un grapheur m Calculer des dérivées 

mw Emettre des conjectures mw Démontrer un encadrement 

4 
‘ - ‘ 7 Fic Ei ispositi enétre Aide 

La fonction fest définie sur |=[1; 2] par f(x) = <a : ie Bison coo 
we F fe P ra te Aigeb TES Gg 
Uobjectif est d’étudier les variations de f’(x) et du taux feeds aes —— 

d’accroissement de f entre deux nombres de |. papel whi vat ahd rt 
*M#(1, 0.6) 

. i +N = (2, 4.26) 3.5; 

LY Constructions et conjectures be tat hag 
x ; 3} 

* (x) = 

1. Construction de tangentes 

a) Reproduisez la figure ci-contre. 

eUarc MN est obtenu par | | Saisie: Fonction 114,12) 15) 

e Apres avoir renommé lesex extrémités Met N, créez un pointA 

sur MN etlatangenteenAa MN. 

e Faites afficher l'équation réduite de la tangente, puis dépla- 

cez le point A sur MN. 

b) Observez les variations du coefficient directeur de la tangente. Que pouvez-vous conjecturer ? 

i ae ae a 
2. Construction de sécantes 

a) Apres avoir effacé la tangente en A, créez un nouveau point B de I’arc MN et la droite (AB). 

b) Déplacez tour a tour les points A et B sur MN. Observez les variations du coefficient directeur de la 

sécante (AB). Que pouvez-vous conjecturer concernant le taux d’accroissement de fentre x, et X, ? 

SS ee eS ee 

[J Démonstrations 

8. Cela conforte-t-il votre premiére conjecture ? 

8x — f(x). 

1. Démontrez que pour tout x del, 1<f’(x) < 

2. a) Etudiez la dérivabilité et le sens de variation de la fonction ¢ définie sur! par (x) = 

f(b) — f(a) 

a 

% 

ee b) Déduisez-en que pour tous nombres a et 6 del (avec a < b), <8. 

c) AetB sont les points de 6 d’abscisses respectives a et b (avec a <b). 

Justifiez que le coefficient directeur de la droite (AB) ne dépasse pas 8. 

3. a) En vous inspirant de ce qui précéde, démontrez que pour tous nombres a et b de! (avec a<b): 

1< f(b) — f(a) ACTIVITES DE RECHERCHE 
lb) Que pouvez-vous maintenant affirmer en ce qui concerne le coefficient directeur des droites qui cou- 

pent 6 en deux points distincts ? 

On démontrerait de méme la propriété suivante : 

f est une fonction dérivable sur un intervalle |. 

S'il existe deux nombres m et M tels que pour tout x de |, 

m <f’(x) <M, alors pour tous nombres a et b de | (avec a <b), 

re f(b) — f(a) 

—a 

Cela revient a dire que le coefficient directeur de toute droite 

sécante a la représentation graphique de la fonction f en deux 

points distincts est compris entre m et M. 

Cette double inégalité peut 

encore s‘écrire 

m(b — a) < f(b) — f(a) <M(b— a), 

ce qui Sse traduit par : 

« Sila dérivée est bornée, alors 

les accroissements de la fonction 

le sont aussi. » 

<M. 
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Entrainement 

41 | Erreur de raisonnement 

fest la fonction définie sur |=[0 ; +oo[ par f(x)= xv x. 

ED La fonction définie sur R par f(x)=Vx +1 si x >3 | On cherche a savoir si la courbe @ représentative de f 
et f(x) = 2, si x <3 est-elle continue sur R? admet une tangente au point A d’abscisse 0. 

3 
On tient pour cela le raisonnement suivant : « Une équation 

| 32 | Pourquoi la fonction f définie sur par: de la tangente en Aa est donnée par y = f(0)x + f(0). 

F(x) = x2 six <0 et f(x)=x +1 six >0 Or Fe) = = 
x 

On en déduit que © n’a pas de tangente en A. » 

EED La fonction f est continue sur |=[—3;6] et vérifie | Ce raisonnement est-il exact ? Justifiez votre réponse. 

f(23)=—2 et f(6)=3 Si vous pensez que ce raisonnement est faux, proposez 
une solution. 

donc f’(0) n’existe pas. 

n'est-elle pas continue sur R ? 

Léquation f(x) =0 a-t-elle au moins une solution dans | ? 

34 | Le tableau de variation d'une fonction f définie sur ee 
R —{-1}, continue sur |-co;—1[ et sur ]-1; +oof, est On a tracé ci-dessous les courbes représentatives des 

donné ci-dessous. fonctions f et g définies sur R par : 

FEN XC=X +1 et g)=-2 +x4t. 

=p) = 

1. Combien de solutions l’équation f(x) =0 admet-elle ? 

2. Pour chacune d’elles, donnez un encadrement par 

deux entiers. 1. Que pouvez-vous conjecturer pour ces deux courbes 

au point d’abscisse 1 ? 
35 | La fonction fest définie sur R par f(x) =e". 

Calculez f’(x) pour tout réel x. 
2. Démontrez votre conjecture. 

43 | Une fonction et ses dérivées successives 

fest la fonction définie sur R par f(x) = x + V1+x?. 

1. Vérifiez que pour tout réel x, V1+ x? x f’(x) =F (x). 

2. Déduisez-en que pour tout réel x : 

DERIVATION DE VU (1+ x2) F(x) + xf"(x) — F(x) = 0. 

Pour les exercices 37 a 40 

Calculez la dérivée de la fonction f sur l’intervalle |. 

36 | Pourquoi l’équation x*?+3x-—2=0 a-t-elle une 

solution et une seule dans I'intervalle [0 ; 1] ? 

44 | On a tracé ci-dessous la courbe € représentative de 

la fonction fdéfinie sur |=|—1; +0o[ par f(x) = x* Vx +1. 

(37) a) fod = xVx2 +1 ; I=R, yi 

b) f(x)=xV4—x ; |= |-co ; 4[. ; 6. 

ETD a) fx) =Vi-x?; I=]-1;1[. 
b) f(x)=Vx° +3; 1=[0 ; +oof. 

ELD a) fo =-x + Vx24+9; IER. 

b) fx) = =; |=[0; +00]. OHS et seca - 
Vaat |} [x 

40 | a) f(x)= : tel ls]ou if, 1. Dressez le tableau de variation de la fonction f, 

oa x 2. Quelles sont les coordonnées du point A de & corres- 
b) f(x) =Vx~* + 2x ; |= 0; +00]. pondant au maximum de f sur I’intervalle [0 he? 
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45 | On a tracé ci-dessous la courbe “ représentative de 

Vx +1 ainsi la fonction f définie sur [—1; +00[ par f(x) = 

que la droite d d’équation y = = +1. 

i d 

1. Démontrez que la droite d est tangente a 6 au point A 

d’abscisse 0. 

2. On se propose de démontrer que pour tout x de l’inter- 

valle [—1; +co[, la courbe “6 est en dessous de d. 

Pour cela, on considére la fonction g définie sur [— 1; +oo[ 

par g(x)=Vx +1 See 

Etudiez les variations de la fonction g et dressez son 

tableau de variation. Concluez. 

DERIVATION DE U" ET DE +3 

Pour les exercices 46 a 50 

Calculez la dérivée de la fonction f sur l’intervalle |. 

EP a) F(x) = (x? - 20); I=R. 
b) f(x) =(1— 3x)°; I=R. 

Cyd a) f(x) =(3x -1)2(1-2”)?;_ IER. 
b) f(x) = x?(1— x)? ; I=R. 

1 
) F(x) : |= |—; +00]. 

CE} aeD rE <o| 

2 1 b) f)=—_+ — ; [= |+—; +00]. 
wy (3x +1)? | 3 | 

xXx+2 Bete 
CED a) Fn) = (* +2)" j l= Be ol 

ote si ae eae Dis ams has ; l=}-1; +00. 

EXD a) fn) lpoeaeun: : |= ]0 ; +00[ 

2 b) flx)= (1-4 +=) ;  1=]0; +00[ 

Ga f est la fonction définie sur lintervalle ]0 ; +oo[ par 

f(x) 

son tableau de variation. 

=x+ 2 + 7 . Etudiez les variations de f et dressez 
XG X 

(52) Dressez le tableau de elias de la fonction f 
(x +2)? 

définie sur R par f(x) = 
rage 

DERIVATION DE e” 

Pour les exercices 53 a 56 

Calculez la dérivée de la fonction f sur l’intervalle |. 

EB a) fx) =e" —e'; I=R. 
b) f(x)=e"” ; I=R. 

GB a fy =2-1)e"; «IER. 
b) f(x) =(x + 2)e"; I=R. 

(55) a) fie ker: I= ]0; +00[ 
1 1 

b) flx)= (14 Je x; 1=]0; +00 

Dérivée en un point 

fest la fonction définie sur [0 ; +oo[ par f(x) = xen, 

es 
1. a) Pourquoi peut-on affirmer que f est dérivable sur 

lintervalle |= ]0 ; +00[ ? 

On note u la fonction définie sur [0 ; +oo[ par u(x) = 

b) Calculez f’(x) pour tout x de |. 

2. La fonction u nest pas dérivable en zéro. 

Faut-il en conclure que f n’est pas dérivable en zéro ? 

Justifiez votre réponse. 

G3 Fonction exponentielle et tangente en un point 

aest un réel donné non nul et fest la fonction définie sur 

R par f(x)=e%. M est un point d’abscisse x, de la 

courbe & représentative de f. M se projette orthogonale- 

ment en H sur I’axe des abscisses et la tangente en Ma © 

coupe l’axe des abscisses en T. 

Démontrez que la distance HT ne dépend pas du choix de 

Msur &. 

On a tracé ci-dessous la courbe 6 representative de 

la fonction f définie sur R par f(x) =2x ee". 

yh 

-2L 

1. Mest un point de © d’abscisse x et M’ est le point de 

 d’abscisse — x. 

Démontrez que le milieu du segment [MM] est un point 

indépendant du choix de M sur €. 
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2. Il semble que la courbe @ admette une tangente hori- 
1 : j : 1 

zontale en chacun des points d’abscisse = et — >: 

a) Contrélez l’exactitude de cette conjecture. 

b) Quelles sont les coordonnées du point A correspon- 

dant au maximum de f? 

Ry Dopage d’une puce 

La fabrication de circuits électroniques nécessite de nom- 

breuses étapes. Au cours de I’étape appelée dopage, des 

ions métalliques dits « dopants » sont introduits dans le 

siliclum. Ces ions s‘enfoncent progressivement dans le 

silicium. 

La quantité d’ions dopants présents a la profondeur d 

(d > 0) s'exprime en fonction du temps t(t > 0) par: 

Ede 
1 

N(t)}=—-e ° 
Vt 

Démontrez que N(t) est maximal pour une valeur t, du 

temps que vous déterminerez en fonction de d. 

Déduisez-en N(t,). 

Microprocesseurs sur une tranche de silicium. 

LA CONTINUITE 

61 | fest la fonction définie sur R par: 

ao 

F(x) = == 
Xx 

Six] 

Dees] 

1. La fonction f est-elle continue sur R ? 

2. La fonction f est-elle dérivable sur R ? 

62 | f est la fonction définie sur [0 ; +00| par: 

{0 eae Sl six >0 et AO = 
x Y) 

er nee 
Vel Xeet | 

2. Déduisez-en que fest continue en x =0. 

1. Démontrez que pour tout x > 0, f(x) = 

Chapitre 4 » Continuité et dérivation 

La fonction fest définie sur R par: 

1—V 1+ x? 
Oa 

x 

Quelle valeur faut-il donner am pour que la fonction fsoit 

continue sur IR ? 

six #0 et f(0)=m. 

64 | On considére la fonction f définie sur I’intervalle 
2 atte 

[0 ; +oof par f(x) =1- x* e'*’. Son tableau de variation 

est donné ci-dessous. 

x 0) 1 +00 

1 1 

F(x) Reesor waren 
0 

1. Justifiez les résultats du tableau de variation. 

2.n étant un entier naturel non nul, déterminez les 

48 ; 1 
valeurs de n pour lesquelles |’6quation HO eer admet 

deux solutions distinctes dans I’intervalle [0 ; +oo[. 

THEOREME DES VALEURS 
INTERMEDIAIRES 

65 | Le tableau de variation d’une fonction f définie sur 

Rk est donné ci-dessous. 

Pourquoi l’équation f(x) +1=0 a-t-elle trois solutions et 

trois seulement dans IR ? 

66 | f est la fonction définie sur |= ]1; +co[ par: 
1 rc 

SHS 
x-1 

1. Etudiez les variations de f et dressez son tableau de 

variation. 

f(x) = 

2. a) Déduisez-en que l’équation f(x)=0 a une unique 

solution & telle que & € ]1; 2]. 

b) Donnez un encadrement de @ d’amplitude 10°°. 

67 | Vrai ou faux ? 

fest la fonction définie par f(x) = Vx? —x +1. 
Dites si chacune des affirmations suivantes est vraie ou 

fausse. Justifiez chaque fois votre réponse. 

1. Léquation x° — x +1=0 a une unique solution a. 

2. La fonction fest dérivable sur ]a ; +0o[. 

3. mest un réel positif. Il existe des valeurs de m pour les- 
quelles l’€quation f(x) =m a trois solutions. 

| 



68 | fest la fonction définie sur R par : 

f(x) = 3x4 + 4x3 — 12x? + 4. 

Quel est le nombre de solutions de |’équation f(x)=0 

dans R ? Donnez, pour chacune des solutions, un enca- 

drement d’amplitude 10°. 

G fest la fonction définie sur |= |— 2; +co| par: 
3 

f(x)=—~_. 
00 XZ 

Démontrez que l’équation f(x) =2 a une unique solution 

a dans I'intervalle |— 2 ; +co| et donnez un encadrement 

d'amplitude 10° de a. 

ABC est un triangle isocéle en A dont le périmétre 

est égal a 20.On pose BC= x (x > 0). 

1. Démontrez que l’aire du triangle ABC est égale a : 

5100 10x avec 0<x <10. 

2. a) Etudiez les variations de la fonction f définie sur 

[0 ;10] par: 

f(x) => ¥100-10 x. 

b) Déduisez-en qu'il existe exactement deux valeurs de 

BC telles que le triangle ABC ait une aire égale a 10. 

VA) Avec une fonction auxiliaire 

1. g est la fonction définie sur R par g(x) = x? — 3x —3. 

a) Démontrez que l’équation g(x)=0 a une solution 

unique a dans R. 

b) Donnez une valeur approchée de @ a 107! pres. 

c) Déduisez des questions précédentes le signe de g(x). 

2. fest la fonction définie sur R —{—1;1} par: 

Fe Ze che 
Xora 

a) Démontrez que pour tout x de R—{-1;1}: 

_ 2x gix) 

~ 2 1)? | 
b) Dressez le tableau de variation de f. 

7 

¢) On a tracé ci-dessous la courbe représentative € de f. 

Démontrez que le point A de  d’abscisse & a pour 

3(20 + 3) 
ordonnée f(a) = 5 

a*—1 

On considére l’algorithme suivant dans lequel f est une 

fonction numérique. 

Variables 

Cole HOY (eh da\oy ato) 

Algorithme 

Sausizr a, b et p 

Tantque b—a->p 
a+b 

c recoit 

Sit (a) x Be) <0; b recor ec 

Sinon a regoit c 

Fin Tantque 

Sortie 

Afficher c 

1. Faites fonctionner l’algorithme avec : 

f:x-— x?-2,a=1, b=2 et p=0/1. 

Indiquer les valeurs successives des 

variables a, b et c dans un tableau comme 

ci-contre. 

Qu’obtenez-vous a l’affichage ? 

2. a) Justifiez que la fonction fest continue et strictement 

croissante sur l'intervalle [1;2] et vérifiez que 

f(1) x f(2) <0. Que pouvez-vous en déduire ? 

b) Représenter graphiquement f sur l’intervalle [1; 2] et 

placer successivement sur l’axe des abscisses les valeurs 

des variables a, b et c calculées précédemment. 

Que constatez-vous ? Quel est l’objectif de l’algorithme ? 

¢) Précisez le role de la variable p. 

3. Programmez votre calculatrice pour déterminer une 

valeur approchée a 10° prés de la solution positive de 

l'équation —x? — 3x +2=0. 

vi), f est une fonction continue sur R, a et b sont deux 

réels tels que O<a<6< 1, f(a)=0 et f(b)=1. 

g est la fonction définie sur R par g(x) = f(x) — x. 

1. Démontrez que g(a) <0 et g(b) >0. 

2. Déduisez-en que l’équation f(x)= x admet au moins 

une solution dans I'intervalle |0 ; 1[. 

APPLICATION A L’ETUDE DE SUITES 

sR) 
aest un nombre tel que —1< a < 0.La Suite (u,,) est défi- 

nie par u) =a et pour toutndeN, u,,, =u" +u,. 

1. Etudiez le sens de variation de la suite (u,). 

2. fest la fonction définie sur R par f(x) = x? + x. 

a) Démontrez que si x appartient a l'intervalle |—1; 0[, 

alors il en est de méme pour f(x). 
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b) Démontrez par récurrence que pour tout n de N: 

=l<u, <0: 

3. Etudiez la convergence de la suite (u 

sa limite si elle existe. 

BAG 
A. On donne ci-dessous, dans un repére orthonormé, la 

courbe & représentative de la fonction fdéfinie sur R par 

FX xee 

n) et déterminez 

1. Démontrez que la droite d d’équation y =x est tan- 

gente a‘ en x =0. 

2. a) Démontrez que pour tout m appartenant a l’inter- 

valle jo ; 4, l'équation f(x)=m a deux solutions. 

b) Dans le cas ou fie on note @ et f les solutions 

(avec a < f). 

Déterminez un encadrement de a, d’amplitude 10°. 

B. On considére la suite (u,,) définie par uy =a et pour 

toutndeN, u,,, =f(u,). 

1. a) Reproduisez la figure en prenant 5 cm pour unité. 

b) Conjecturez les variations et la convergence de (u,,). 

2. a) Démontrez par récurrence que pour tout entier 

naturel n, u, > 0. 

b) Démontrez que la suite (u,,) est décroissante. 

c) Déduisez de la question précédente que la suite (u,,) 

converge vers un nombre ¢ que vous déterminerez. 

AVEC LES TICE 

Etude d’une famille de fonctions 

Pour tout entier naturel n 41, note f, la fonction définie 

sur R par f, (x) =(x 2x)", 

1. Avec GeoGebra 

a) Créez un curseur pour n. 

Réglages : 1<n<10 ; incrément 1. 

b) Créez la fonction f, : 

Fonction [ (x? — 2x) An, —00, co}, 

c) Déplacez le curseur. Quelle particularité présentent les 

courbes représentatives ? 
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HP Ze Osi NEE 
lAlgebre (JEL |eraphique rs 

~ Objets libres 

an=3 

~ Objets dépendants 

@ f(x) = (x2 2x) 

| = all 

d) Activez la trace de la courbe. Quelle particularité pré- 

sentent toutes ces courbes ? 

2. Démonstration 

nest un entier naturel, n=1. 

a) Etudiez les variations de la fonction fe 

Et | Distinguer les cas «n pair», «n impair» et n = 1. | 

b) Dressez, pour n pair puis pour n impair, le tableau de 

variation de la fonction f,,. 

c) Vérifiez que les courbes représentatives des fonctions 

f, passent par quatre points fixes dont les coordonnées 

ne dépendent pas de I’entier n. 

Prendre toutes 
les initiatives 

fest la fonction définie sur R par f(x) = (x + 1)e* 

Est-il vrai que l’équation f(x) =- a deux solutions 

distinctes ? 

Peut-on affirmer que la fonction f définie par 

saree rp vases Ae 
e — — 

f est la fonction définie sur R par f(x) = xe* si 
X <1 et f(x)=ax +b si x >1 (a et b sont deux réels). 

Déterminez les valeurs de a et 6, si elles existent, pour 

lesquelles f est dérivable sur R. 

80 | fest la fonction définie sur R par: 

Os 

Précisez le signe de f(x) suivant les valeurs de x. 

xe* — 3x —2. 

81 | fest la fonction définie sur R par: 
] 

fx)=e * si x40 et f(0)=0. 

1. Demontrez que f et continue et dérivable sur R. 

2. La fonction dérivée f’ est-elle continue sur R ? 
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€3 Travail en autonomie 

= Rédigez la solution de cet exercice 

en vous aidant du guide. 

A. Etude d’une fonction 

1. @ est la fonction définie sur [0 ; 1] par @ (x) = 1— xe”. 

a) Démontrez que l'équation @ (x) = 0 admet une uniques —~ D Analyser I’énoncé 

solution & dans l'intervalle [0;1] et que + SO, On pense au théoréme des valeurs 

b) Déduisez-en le signe @ (x) sur l'intervalle [0 ; a]. intermediaires dans l€'cas d'une 
1 fonction strictement monotone. 

2. g est la fonction définie sur [0 ;1] par g(x) = —* 
ae 

, ; (x) 
a) Démontrez que g’(x) = —— . 

(1+ e*) 
b) Déduisez-en que g est croissante Sur [0; a] et que D Analyser I’énoncé 
g(a)=aQ. Le signe de @ (x), déterminé dans 

! la question 1., permettra de conclure. 
B. Etude d’une suite réelle ayant pour limite a 

On consideére la suite (u,) définie par : 

U, =0 et pour toutndeN, u,,,= g(u,). 

En exploitant les résultats de la partie A. ep D Analyser ’énoncé 

1. Démontrez par récurrence que pour tout ndeN: ie but de Vexercice ect d étudier 

a)O<u,<a b) u, <u,,, la convergence d’une suite définie 

par u,,,, = 9(u,), en exploitant 

des résultats sur g obtenus 

dans la partie A. 

2. a) Déduisez-en que la suite (u,) converge vers un 

réel € que l’on déterminera. 

b) Déterminez une valeur approchée de € arrondie a la 

sixieéme décimale. 

A. 1. a) On montre la stricte monotonie de la fonction Z00M sur la rédaction Q 

@ sur [0;1]. : Vaca 
ss ; se : Exposez clairement la nécessité 

Le théoréme des valeurs intermédiaires et la stricte / ees d’étudier les variations de 
décroissance de @ sur [0;1] permettent ensuite de la fonction @. Assurez-vous ensuite 

prouver l’existence et I’unicité de a, puis de vérifier que les conditions d’application 

l'encadrement proposé. du théoréme 4 sont bien remplies. 

b) On en déduit le signe de @ (x) sur [0; a]. peeing 

{ 

2. b) g’(x) s‘annule pour x = @ et @ est tel que @ (a) = 0, soit e* = = 

La croissance de g sur l'intervalle [0 ; @| est immédiate. 

B. 1. a) En exploitant le tableau de variation de g, on antwauts rédaction Q 

peut conclure que l'image de Iintervalle [0 ; |] par g <~ Faites bien ressortir les trois étapes 
est incluse dans [0 ; @]. Ceci permet de montrer I’héré- du_raisonnement par-recurrence :___} 
dité de la propriété initialisation — hérédité - conclusion. | 

2. a) On est en présence d’une suite croissante et majo- Z00M sur la rédaction Q 

rée par a, dou la conclusion immeédiate. Sse oo Saar | 

a étant I’unique solution de l’équation g(x) = x dans 

[0 ; 1], on peut conclure que €= a. 

Citez précisément le théoreme 

prouvant l’existence de ¢ dans 

l‘intervalle [0 ; 1]. 
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BACD extrait 

Restitution organisée des connaissances 

Prérequis 

La fonction exponentielle est dérivable en O et 

(exp)’(0) = 1. 

A. Démonstration : 

=1. 
e* 

Justifiez que lim 
x0 

B. Application. f est la fonction définie sur R par 

Foye Oslo Creer OeTE 
e —1 

1.a) Quelle est la limite de fen -co ? 

b) Vérifiez que pour tout réel x non nul: 

fa) =x(14 d ) 
eX —] 

Déduisez-en la limite de fen +oo. 

2. a) Démontrez que f est continue en 0. 

b) Démontrez que pour tout réel x, e* = x +1, et que 

légalité n’a lieu que pour x =0. 

3. a) Calculez la dérivée f’ de f et déterminez la fonc- 

tion g telle que pour tout x réel non nul: 

e* g(x) 

(e% 1) | 
b) Donnez le tableau de variation de f. 

fO)= 

4. On a tracé la courbe  représentative de f. M et M’ 

sont deux points de & d’abscisses respectives x et — x. 

x 
a) Démontrez que l’ordonnée de M’est 

e* -1 
b) Déduisez-en le coefficient directeur de la droite (MM’). 

c) On admet que la fonction fest dérivable en x = 0. 

Que suggeére le résultat de la question 4. bb) ? 

84 | BAC Famille de fonctions 

nest un entier naturel non nul et f, est la fonction définie 

2n x 
xe 

1. a) Etudiez les variations de f,. 

b) Précisez f,(0) et lim f(x). 

sur [0 ; +00[ par f(x) =1- 

2. a) Calculez f,(n) et précisez son signe. 

b) Démontrez par récurrence que pour tout entier natu- 

relnnonnul, e”"! > 2n+1. 

Chapitre 4 » Continuité et dérivation 

c) Déduisez-en le signe de f,(n +1). 

3. Démontrez que l’équation f, (x) = 0 a une unique solu- 

tion u, etquen<u,<n+1. 

D‘apres BAC Vrai ou faux 

On considére les fonctions fet g définies sur R par: 

x 

e* +1 

Dites si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. 

Justifiez chaque fois votre réponse. 

i= et g(x) =e*(1— x) +1. 

1. L’équation g(x) = 0 aune seule solution dans R. 

2. g est croissante sur R’. 

3. Pour tout x de R, f’(x) est du signe opposé a celui de 

g(x). 

4. Si g(a) =0, alors f(a)=a—-1. 

86 | BAC) (Extrait) 

A. Etude d’une fonction 

On donne ci-dessous la courbe & représentative de la 

fonction f définie sur RR par f(x) = x — Tx +1)e™ ainsi 

que la droite d d’équation y = x. 

1.a) Calculez, pour tout réel x, f’(x) et f(x). 

b) Déduisez-en les variations de f’. 

c) Démontrez que l’équation f’(x)=0 a une solution 

unique & telle que —1, 21<a@< —1,20. 

2. a) Déduisez de la question précédente les variations 

de f. 

b) Démontrez que si x appartient a l'intervalle | = [=n 

alors f(x) appartient également a |. 

B. Etude d’une suite 

On definit la suite (u,,) par uy =O et pour tout n de N, 

Una = f(u,,). 

1. En utilisant la représentation graphique ci-dessus, que 

pouvez-vous conjecturer concernant le sens de variation 

et la convergence de la suite (u,) ? 

2.a) Démontrez par récurrence que pour tout n de N*: 

= sure 

b) Démontrez que la suite (u,,) est décroisssante. 

c) Déduisez-en que la suite (u,) converge vers une 

limite € que l’on déterminera. 



D’aprés BAC Vrai ou faux 

Les questions suivantes portent sur les fonctions f et g 

définies sur R par f(x) = xe* et g(x) = xe”. 
On donne ci-dessous leurs courbes représentatives “6, et 

€, dans un repére orthonomé (0; i, j). 
M est le point de “6, d’abscisse m et la tangente T,, en M 

a‘, coupe I’axe des ordonnées en N. 

Dans les deux questions suivantes, dites pour chaque propo- 

sition si elle est vraie ou fausse. Justifiez vos réponses. 

1. a) Pour tout réel x, f’(x) + f(x)=e™. 

b) Pour tout réel x, 2f’(x) <1. 

c) Léquation 4f(x) =1 a deux solutions distinctes. 

2. a) Le point P de €, d’abscisse m et N ont la méme 

ordonnée. 

b) Si H est un point de l’axe des ordonnées de coordon- 

nées (0; h), alors on peut mener par le point H trois tan- 

gentes a‘, si et seulement si h& jo ; ral 

BAG) (extrait) 

Le but de l’exercice est de démontrer que l’Equation (E) : 

Ct = admet une unique solution et de construire une 

suite qui converge vers cette unique solution. 

A. Existence et unicité de la solution 

On note fla fonction définie sur R par: f(x) =x -—e™. 

1. Démontrez que x est solution de l’équation (E) si, et 

seulement si, f(x) =0. 

2. Etude du signe de Ia fonction f 

a) Etudiez le sens de variation de la fonction fsur R. 

b) Déduisez-en que l’équation (E) posséde une unique 

solution sur IR, netée a. 

c) Démontrez que & appartient a l’intervalle + ml 

d) Etudiez le signe de f sur I’intervalle [0 ; a]. 

Le jour du BAC 

B. Deuxiéme approche 

On note g la fonction définie sur l’intervalle [0 ;1] par: 
g(x) = 1+ x 

1+ e* 
1. Démontrez que |'équation f(x)=0 est équivalente a 

‘equation g(x) =x. 

2.Déduisez-en que a est l’unique nombre vérifiant 

3.Calculez g’(x) et déduisez-en que la fonction g est 

croissante sur I’intervalle [0 ; a]. 

C. Construction d’une suite de réels ayant pour 

limite ou 

On considére la suite (u,) définie par: uy =0 et, pour 

tout entier naturel n, par u,,, =g(u,,). 

1. Démontrez par récurrence que, pour tout entier natu- 

fel 0 UF = Ue SiO, 

2. Déduisez-en que la suite (u,) est convergente. On 

note € sa limite. 

3. Justifiez l’égalité g(€) = €. Déduisez-en la valeur de €. 

4.A l'aide de la calculatrice, déterminez une valeur 

approchée de u, arrondie a la sixieme décimale. 

189 | La fonction f est définie sur R par: 

[nee —x=3. 

1. a) Etudiez les variations de fsur R. 

b) Prouvez que l’équation f(x) =0 admet deux solutions 

dans R. 

c) Vérifiez que f(0) x f(2) <0. Qu’en déduisez-vous ? 

2. On considére l’algorithme suivant. 

Variables 

Koy Se 

Algorithme 

Saisir h, réel strictement positif 

x recoit 0 

ye recoit. — 1 

Tantque y<0 

x recoit x+h 

y regoit f(x) 

Fin Tantque 

Sortie 

Afficher x—h et x 

a) On saisit une valeur de h égale a 0,1. 

Quelles sont les valeurs affichées en sortie ? 

b) Que vous permettent-elles d’affirmer ? 

c) On souhaite obtenir un encadrement d’amplitude 

10°? de la solution négative de I’équation f(x) =0. 

Quelles modifications de l’algorithme sont nécessaires ? 
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Pour aller plus loin 

Ef) LociguE) Implications et réciproques 

Dans chacun des trois cas suivants : 

e précisez sila proposition (P) > (Q) est vraie ; 

e 6noncez la proposition réciproque ; 

e précisez si cette proposition réciproque est vraie. 

Justifiez vos réponses. 

1. (P) :La fonction fest continue et strictement monotone 

sur l’intervalle [a ; 6]. 

(Q): Pour k fixé, l’@quation f(x) =k admet une solution 

unique dans |a; b]. 

2. La fonction fest définie sur l'intervalle [a ; 6]. 

(P): Le réel x, de [a; 6] est tel que f’(x,) =0. 

(Q): fadmet un extremum en x,. 

3. (P) : Les fonctions u et v sont dérivables en a. 

(Q) : La fonction uv est dérivable en a. 

91 | Etude d’une configuration 

Dans un repére orthonormé (O; /, i) on considére le 

cercle  d’équation x* + y? =1 et le point | de coordon- 
nées (1; 0). 

M et N sont deux points de  tels que la droite (MN) est 

perpendiculaire en H a la droite (Ol). 

On note x l’abscisse du point H, avec -1< x <1. 

1. Calculez l’aire du triangle MNI en fonction de x. 

2.On a tracé ci-contre la 

courbe I représentative 

de la fonction f définie sur 

l'intervalle [—1;1] par 

f(x)=(1— x) V1- x? 

a) Etudiez la dérivabilité “4 

defen —1 et1. LH 
|O 

Vos résultats sont-ils conformes au tracé ? 

b) Pour quelle valeur de x, f(x) est-il maximal ? 

3. a) Déduisez-en la valeur de x pour laquelle l’aire du 

triangle MNI est maximale. 

b) Quelle est alors la nature du triangle MNI ? 
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92 | Intensité lumineuse 

% est un cercle de centre O 

et de rayon 3 m. Sur la per- 

pendiculaire en O au plan du 

cercle, on place une source 

lumineuse S. 

Le but de l’exercice est de 

déterminer la hauteur h a 

laquelle il faut placer S pour 

que |’éclairement du cercle 

soit maximal. 

La loi qui régit l’éclairement est la suivante : 

Vintensité lumineuse est proportionnelle au cosinus 

de l’angle d’incidence @ et inversement proportion- 

nelle au carré de la distance AS a la source. 

1. Démontrez que |’éclairement est proportionnel a: 

(h2+9)Vh2+9 

2. Etudiez les variations de la fonction f définie sur 
x 

(x2 +.9)Vx74+9 

3. Déduisez-en a quelle hauteur il faut placer S pour que 

'éclairement soit maximal. 

lintervalle |O ; +oo[ par f(x) = 

93 | Un probléme d’optimisation 

On a tracé ci-dessous, dans un repére orthonormé, la 

courbe 6 d’équation y =1 avec x > 0. On a placé le 

point A de coordonnées (1;-1). 

Le but de l’exercice est de déterminer, s'il existe, le point M 

de “ pour lequel la distance AM est minimale. 

1. a) Justifiez que : 

« AM est minimal » équivaut a « AM? est miminal ». 

b) Calculez d(x) = AM? en fonction de l’abscisse x de M. 

c) Démontrez que pour tout x > 0: 

die 2f (x) 
x3 

ou f(x) est un polynéme de degré 4. 

2. a) Développez (x — 1) (4x? + x +1). 

b) Etudiez les variations de f sur ]0 ; +oof. 



3.a)Demontrez que |'équation f(x)=0 admet une 

unique solution & dans I'intervalle |0 ; +0o[. 

b) Déterminez un encadrement de « d’amplitude 10°. 

4. Déduisez de ce qui précéde les variations de la fonc- 

tion d et concluez. 

5. Pour x = &, on obtient le point M, de “ le plus proche 

deA. 

Justifiez que la tangente de é en M, est perpendiculaire 

ala droite (AM,). 

94 | Etude d’une famille de fonctions 

Pour tout entier naturel non nul n, on note f, la fonction 

définie sur R — {— 1} par: 
x 

Soe 
(x +1)" 

1. En distinguant les cas n pair et n impair : 

a) Etudiez la limite de la fonction i, ,enitco: €t Ch —co- 

b) Etudiez les variations de la fonction f, et dressez son 

tableau de variation. 

2. Démontrez que toutes les courbes ©,, représentatives 

des fonctions f, passent par un méme point. 

3. Démontrez que pour tout réel x différent de —1: 

F(x) =f, (&) — nf, X). n 

95 | Fonction exponentielle et suite 

Notation. La fonction dérivée f’ de f peut admettre elle- 

méme une fonction dérivée notée f” ou f”) 

On dit que f” est la dérivée d’ordre 2 de f. 

Par itération, on définit la dérivée d’ordre n de f, notée 

f”, comme étant la dérivée de f'”"”), 

(1—2x)e*. On 
les dérivées successives de f. 

f est la fonction définie sur R par f(x) = 

CIES I rere hl 
1. a) Calculez f(x), F(x), F(x). 

b) Démontrez par récurrence sur l’entier naturel n que: 

f”) (x) =2"(1—n — 2x)e™ 

2. Pour un entier naturel n non nul, on note g,, la fonction 

définie sur R par g,,(x) =f” (x). 
La courbe  représentative de g,, 

horizontale en un point M,,. 

admet une tangente 

a) Vérifiez que M,, a pour coordonnées : 

x, =-= et | ae 

b) Démontrez que la suite (x,,) est arithmétique. 

_c) Démontrez que la suite (y,,) est géométrique. Etudiez 

sa limite. 

96 | Variations d’une aire (TICE) LAGE» 

A.g est ia fonction définie sur [0 ; +00] par: 

g(x) =e* — xe* +1. 

1. Etudiez les variations de g et dressez son tableau de 

variation. 

2.a)Démontrez que |'équation g(x)=0 admet, dans 

[0 ; +co|, une unique solution. On note o cette solution. 

b) Déterminez un encadrement d’amplitude 107 de a. 
1 c) Démontrez que e® = : 

Cet 
B. Avec GeoGebra 

Le repere est choisi orthonormé (axe X : axe Y = 1:1). 

1. e Créez la représentation Ce de la fonction g et le point 

A de ©, dordonnée 0. 

e Créez la représentation “6, de la fonction f définie sur 

'intervalle [0 ; +oo[ par f(x) = 

eCréez la perpendiculaire a be ae abscisses passant 

par A. Elle coupe €, en un point B. 

e Que pouvez-vous conjecturer ? Validez votre conjecture 

a l'aide d’une démonstration. 

2. e Dans le méme repére, créez la représentation 6, de 

la fonction h définie sur l'intervalle [0;+00[ par 

erie 

e Créez un point M de 6,,, ses projetés orthogonaux P et 

Q sur les axes et le rectangle OPMQ. 

eDéplacez M et observez, dans la partie Algebre, les 

variations de l’aire du rectangle. 

e Que pouvez-vous conjecturer ? Validez votre conjecture 

a l'aide d'une démonstration. 

3. Si x, = 0, créez la tangente en M ala courbe ©,,. Cette 

tangente est-elle paralléle a la droite (PQ) ? 

4. Les trois courbes ont-elles un point commun ? 

Vrai ou faux 

fest la fontion définie sur R par: 
1 

fi =(14 Le * six # Oet f(0)= 
Dites si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. 

Justifiez vos réponses. 

1. fest continue en 0. 

2. fest dérivable sur |-co ; O[ et sur ]O ; +00[, et, sur cha- 

cun de ces intervalles, f(x) est du signe de x. 

3. Pour tout réel x, f(x) <1 
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CHAPITRE 

134 

aun autre 

Fonction 
logarithme 
néperien 

L’échelle des décibels est logarithmique, ce qui est pertinent 

pour rendre compte de la perception humaine des sons : 

une multiplication de la puissance sonore par 2 se traduit 

par une addition de 3 décibels. 

Ainsi, les voix des trois saxophonistes accompagnant la 

chanteuse Billie Holliday en 1957 (de g. ad. Lester Young, 

Coleman Hawkins, Gerry Mulligan) enrichissent I‘harmonie 

sans paraitre trois fois plus fort. BO ihe 

C'est Neper, au début du xvii® siécle, qui a eu cette idée pra En savoir plus sur 

féconde de transformer les multiplications en additions “A John Neper 

pour simplifier les calculs astronomiques. spin — > Chercheurs d’hier, p. 151 

Chapitre 5 e Fonction logarithme népérien 



La fonction exponentielle 
e La fonction exponentielle est l’unique 

fonction f dérivable sur R telle que: 

pour tout nombre x, f’(x) = f(x), et (0) =1. 

Avec la notation exp : pour tout nombre x, 

(exp)’(x) = exp(x) et exp(0)=1. 

e Lenombre e est l'image de 1: 

exp(1) =e. 

p> Somme et produit 
La fonction exponentielle transforme 

les sommes en produits : 

pour tous nombres a et b, e7*? =e" x e?. 

> Sens de variation 
La fonction exponentielle est strictement 

croissante sur R. 

Pour tous nombres get b: 

e a<b équivauta e?<e’; 

e a=b équivauta e? =e?. 

y 

pe Dérivée de x — e!™ 
u est une fonction dérivable sur un intervalle |. 

La fonction f définie par f(x) =e” est dérivable 
sur | et pour tout x de |, f’(x) = u’(x)e"™. 

SE RT ER TT TSE I IT Te a EH MIT TE TT TST 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

! 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

! 

! 

| 

| 

! 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

! 

| 

| 

| 

! 

| 

! 

! 

! 

! 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

I 

1 

1 

| 

| 

| 

| 

! 

| 

l 

I 

! 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

I 

| 

| 

@ acm 
Pour chaque affirmation, une seule réponse est exacte. 

Identifiez-la en justifiant votre choix. 

1. Pour tout nombre x, (e*)* est égal a: 

a) eX b) e* c) 2e* 

2. Pour tout nombre x, (e%)? « (e*)? est égala: 

a) eX b) e* c) e”* 

3. k est un nombre strictement positif. 

Dans R, l’équation e“ = k admet exactement: 

a) 0 solution b) 1 solution c) 2 solutions 

© Vrai ou faux 

a) e* <1 équivaut a x <1. 

b) Pour tout nombre x, —e * <0. 

c) Pour tout nombre x, e* 2 > e*. 

d) Pour tout nombre x, e > e*. 

© Vrai ou faux 
Xe43 8 a) Léquation e e** admet deux solutions distinctes 

dans R. 

b) II n'existe pas de nombre x tel que et set, 

c) Il n’existe pas de nombre x tel que e* = ex. 

d) Léquation e* = x n’a pas de solution dans R. 

© acm 

Pour chaque affirmation, une seule réponse est exacte. 

Identifiez-la en justifiant votre choix. 

1. La fonction f est définie sur R* par f(x) = iss j 
x 

f est dérivable sur IR* et pour tout x de IR*, f’(x) est égal a: 

Bye b) e*(1— x) <) e* (x — 1) 

x? x? 

2. La fonction f est définie sur R par f(x) = etx 

f est dérivable sur R et pour tout x de R, f’(x) est égal a: 

Bb) (ac x)ex *x c) (-2x+1)e 
a 

—2x+1 —X*+X 
aje 
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ACTIVITES 

UINVENTION DES LOGARITHMES 

La fin du xvi® siécle est l’6poque des grands voyages maritimes (vers les Indes, les Amériques 

Les mesures astronomiques, nécessaires pour la 

navigation, impliquent des calculs longs et pénibles 

(trigonométrie, divisions, extractions de racines ...). 

Pour simplifier ces calculs, on cherche a construire 

des tables numériques a deux colonnes, mettant 

en correspondance les nombres, de fagon qu’au 

produit de deux nombres de la colonne de gauche 

corresponde la somme de deux nombres de la 

colonne de droite. 

12 tkokicovn 4 DE eee Wiese;  \. 

La premiére table de ce type est publiée en 1614 

Sole 

par l’astronome et mathématicien écossais John | ae *.3 
g ‘ i) Lf See 

ReneS a Bw A 5 
Neper (1550-1617). (Voir Chercheurs d’hier, p. 151.) 

approchées avec cing décimales). 

ae a) Choisissez dans la colonne de gauche deux nombres et leur produit. Vérifiez que 

leur correspondent, dans la colonne de droite, deux nombres et leur somme. 

b) Quel nombre doit-on écrire en face de 10? de 15 ?de20? 

c) Quel nombre doit-on écrire en face de 1 ? 

2 a) Quand on calcule le quotient de deux nombres de la colonne de gauche, que peut- 

on dire des nombres correspondants dans la colonne de droite ? 

lb) Déduisez-en les nombres a écrire en face de: 7;1,5;0,5;0,1. 

> Pour désigner les nombres de la colonne de droite, on invente le mot « logarithme », 

construit a partir des deux mots grecs /ogos (rapport) et arithmos (nombre entier 

naturel). En effet, si les nombres de la colonne de gauche sont dans un rapport constant 

(cest-a-dire en progression géométrique), alors ceux de la colonne de droite sont a 

différence constante (c'est-a-dire en progression arithmétique). 

Vérifiez cette propriété en considérant, dans la premiére colonne, la suite 1, 2, 4, 8, 16. 

Complétez les cases encore vides. 

a) Quand on éléve un nombre au carré, que peut-on dire de son logarithme ? 

b) Déduisez-en le logarithme de: 25 ; 100; 0,01 ; 0,25. 

On en donne ci-contre un extrait (les nombres de la colonne de droite sont des valeurs 

VV 

6 a) Quand on prend la racine carrée d’un nombre, que peut-on dire de son 

logarithme ? 

b) Déduisez-en le logarithme de V2 etde V5. 

= 

20,6915, 

1,38629 

1,79176 

at 

| f 
0 = 
11: 2,39790 
12 | 2,48491 

13 256495, 

17 | 2,83321 

19: 2,94444 
7 Ree 

Ainsi, cette table raméne les multiplications a des additions, les divisions a des soustractions, les extractions 

de racine carrée a des divisions par 2. 

Un disciple de Neper, le mathématicien anglais Henry Briggs (1556-1630), publie en 1617 une autre table 

propriétés, mais plus commode pour les calculs : les logarithmes décimaux (voir l’exercice 35, p. 152). Uhorl 

Burgi (1552-1632), fabricant d’instruments destinés a l’astronomie, construit également, de facon indépendante, une table 
de logarithmes, qu’il publie en 1620. 
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ACTIVITES 

VERS UNE NOUVELLE FONCTION 

Dans cette activité, le repére (O; /, j) est orthonormé. A est la droite d’équation y = x. 

a a) Tracez la droite A, puis placez les points A(1; 2) et B(2;1). 

Que pouvez-vous conjecturer concernant la position de ces deux points ? Démontrez-le. 

b) x et y sont deux nombres. On considére les points M(x ; y) et N(y ; x). 

Que pouvez-vous conjecturer ? Démontrez-le. 

2 On a tracé ci-contre la courbe ,,,, représentative de la fonction 

exponentielle et la courbe  symétrique de 6,,,,, dans la symétrie 
orthogonale d’axe A . 

La fonction exp est définie et dérivable sur R, et ‘image de R par 

la fonction exp est ]0;+00|. De plus, chaque nombre x a une 

image e* par la fonction exp et tout nombre strictement positif 

y est l'image d’un seul nombre. 

a) € est la représentation graphique d’une fonction f. 

e Sur quel intervalle | la fonction f est-elle définie ? 

e Al’aide du [i> b), précisez f(1) et f(e). 
b) Un nombre a étant fixé, quelles sont les coordonnées du point M de &... ayant pour abscisse a ? exp 

e Déduisez-en les coordonnées du point M’ de &, symétrique de M par rapport a A, et exprimez f(e%) 

en fonction de a. 

Par la symétrie orthogonale d’axe A , image d’un point M est un point M’ tel que : 

+ siMappartienta A, alors M=M’; — +siMn’appartient pasa A, alors A est la médiatrice de | MM’ J. 

c) Un nombre b > 0 étant fixé, quelles sont les coordonnées du point N de @ ayant pour abscisse 6 ? 

e Déduisez-en les coordonnées du point N’ de Sasa) symétrique de N par rapport a A, et exprimez e 

en fonction de b. 

f(b) 

d) Exprimez, en fonction de x, f(e*) pour un nombre x quelconque et e! nour un nombre x > 0. 

2 a) Conjecturez le sens de variation de f. 

e Conjecturez son comportement en +oo. Quelle autre limite pouvez-vous envisager ? 

b) On suppose dans cette question que f est dérivable sur |. 

e Déterminez la fonction g’, dérivée de la fonction définie sur | par g(x) = af) 

e Prouvez que pour tout x de |, g’ (x) =1 et déduisez-en alors f’(x). 

Est-ce compatible avec votre conjecture concernant le sens de variation de f? 

Conclusion. On met en évidence une nouvelle fonction f, telle que f(e”) = x, et si x > 0, e™ =X. 

Cette fonction, définie sur ]0 ; +co[, est dite « réciproque » de la fonction exponentielle. 

On I'appelle fonction logarithme népérien. Ses propriétés sont étudiées dans ce chapitre. 

Mette Ceuta .. Est-il plus facile ? 

Avec combien de chiffres s‘écrit le nombre 20127°!? ? 
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La fonction logarithme népérien 

1.1] Définition 

La fonction exponentielle étudiée dans le chapitre 3 est dérivable (donc continue) et strictement 

croissante sur R. De plus, im e* = +00 et Jim ev= 0% 

Il en résulte, d’aprés l’extension du théoréme des valeurs intermédiaires 

(théoréme 5, chapitre 4, p. 113), que: 

— l'image de R par la fonction exp est l'intervalle |0 ; +0o[ ; 

~ pour tout nombre x > 0, il existe un nombre y et un seul tel que e” = x. 

A chaque nombre x > 0, on peut associer un unique réel y. 

On définit ainsi une fonction de ]0 ; +oo[ dans R. 

Définition fl La fonction logarithme népérien, notée In, est définie sur |0 ; +oo|. 

Elle associe a tout nombre x strictement positif le nombre y, noté In (x), dont l’exponentielle est x. 

© Conséquences 

1. Pour tout nombre x > 0, e!"™ = x (par définition). 

2. Pour tout nombre x, In(e”) = x. 

3. In(1) =0 et In(e) =1. 

Pour tout nombre a strictement positif et pour tout nombre 5, 

In(a) = 6 équivaut a a=’. 

' Démonstration 

, Si In(a) = b, alors e? = e'"™ = gq. Réciproquement, si a =e”, alors In(a) =In(e°) =b. 

@ Conséquence graphique 

Dire que le point M(b; a) appartient a la courbe représenta- 

tive de la fonction exp, ou encore que a =e’, revient a dire, 

d’aprés le théoreme 1, que b =|n(a), c'est-a-dire que le point 

M’(a; 6) appartient a la courbe représentative de la fonction 

In. Dans un repére orthonormé, les deux courbes sont symé- 

triques par rapport a la droite d’équation y = x (voir l’acti- 

vité 2, p. 137). 

1.2} Sens de variation 

Sore é : : 
La fonction In est strictement croissante sur |0 ; too]. 

138 

’ Démonstration 

{ Considérons deux nombres strictement positifs u et v tels que u < v, soit encore el™™ < @I™™, 

La fonction exp est strictement croissante sur R, donc nécessairement, In(u) <In(v) :la fonction In 
est strictement croissante sur |0 ; +00. 

© Conséquence 

Pour tous nombres a et b strictement positifs : In(a)=In(b)Sa=6b et In 
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2) Proprietes de la fonction logarithme népérien 

2.1) Propriété fondamentale 
ms 

Pour tous nombres a et b strictement positifs, In (ab) = In (a) + In (6). 

Démonstration. a et b ie deux nombres, a>0 et b> 0. 
e!n(a) + In(6) = eln(@ y a) elnlo =aqbete = =ab, donc eln(ab) = ena) + In(b) 

Il en résulte que In (ab) = In(a) + In(6) (conséquence 2 du théoréme 8 du chapitre 3, p. 83). 

In(ab) 

>) Remarque. On dit que la fonction In transforme les produits en sommes. 

2.2| Consequences de la propriété fondamentale 

a 
Pour tous nombres a et 6 strictement positifs, in(2) =In(a)-1 nib) et in( (;) =—In(b). 

Cs a ae 

Démonstration. D’aprés le théoreme 3, 

In(a) =In & x b) =In (7) +In(b), dou In a = In(a) —In(b). 

Dans le cas particulier g=1, In = =In(1) —In(b6) = —In(6). 

Pour tous nombres strictement positifs a,, a, ... 
Sey, : ne oe 

Inlay xa X. Fagen In(a,) +... +In(a,). 
Démonstration. Notons (P,) cette proposition et démontrons par récurrence quelle est vraie quel 

que soit l’entier n 2 2. 

— Initialisation : la proposition est vraie pour n= 2 car In(a, x a) =In(a,) +In(a,). 

~ Hérédité : supposons (P,,) vraie pour un certain entier n 2 2 et démontrons que (P,, , ,) est vraie. 

Info, xa, x...*da,Xa,,,)=In{a, xa, x...xd,).+In(a5 ¢4): 

Puisque (P,,) est vraie, In(a, x a, x... x a,) =In(a,) +|In(a,) +...+In(a,), donc: 

In(a, Xa, X...Xa, Xa,,,)=In(a,) +In(a,)+...+In(a,) +In(a,,, ,). Ainsi, (P 

— Conclusion : la proposition est vraie pour tout entier n= 2. 

est vraie. 
n+1 aD) 

© Cas particuliers 

Fe iii 
1. Pour tout nombre a strictement positif et pour tout entier relatif n, In(a”) = nIn(a). 

Pour n= 2, cela résulte de la proposition précédente en posant a, =d, =...=d, =a. 

Pour n=1 et n=0,celarésulte de ag' =a et a°=1. 

Pourn<0O, In(a”) = n(—} =—In(a@_ ")=—Cnin(a))=nIn(@). 
a 

2. Pour tout nombre a strictement positif, Inova) =F 1n(a). 

a=VaxVa,dou In(a) =In(Va) + In(Va), donc In(Va) =F In(q). 

© Exemples 

1. In(4->) + 5 In(2) = — 3 In(22) + 5 In(2) = — 6 In(2) + 5 In(2) = — In(2). 
Te Vd 1 Sere weal 2. In(V3) +> In 3} =F In@) + FIn(5)— > In(3) = + Ins). 
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Etude de la fonction logarithme népérien 

3.1) Dérivée de la fonction In 

On admet que la fonction In est continue sur |0 ; +00]. 

f In est dérivable sur ]0 ; +oo[ In’ = 4 La fonction In est dérivable sur |O ; +co| et ( 5 
on ee 

: Démonstration. x est un nombre strictement positif. Notons T(h) le taux d’accroissement de la 

_ fonction In entre x et x +h (avec h # 0 tel que x +h > 0). 
8 

Ainsi, T(h) = meen et l'objectif est de prouver que lim T (h) =1 b 

Posons u =In(x +h) soit x +h=e", et v =In(x) soit x =e”. Ainsi, T(h) = a 
e"-e 

Notons alors k=u—v,diou u=v +k. Ainsi, T(h) = i [1] 
c evtk ev 

La fonction In est continue sur |0 ; +0o[, dou: 

i = |I —vy-li = = a 1 0p lim k lim (u—v) lim [In (x + h) — In (x)] =In (x) — In (x) 

_ De eas la fonction exp est dérivable en v avec pour nombre dérivé e” ; 
v+k Vv 

' dou: m S——— = e” = x. len résulte lim —A— =1. 
k =0 evtk aL x 

' Ainsi, a apres le théoreme sur la limite de l composée de deux fonctions (théoréme 3, chapitre 2) : 

| lim = Oe lin = ee implique, d’aprés [1], lim T(h) = ole 
; h0 k50 @v¥+k _ ev xX h0 x 1 

Cela étant vrai pour tout x > 0, la fonction In est dérivable sur ]0 ; +oo[ et In’(x) = ve 

3.2) Limites et courbe représentative de la fonction In 
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aie * unewe 
| Démonstration 

- e Démontrons que, quel que soit le nombre M > 0, In(x) > M pour tout nombre x supérieur a un 
; certain nombre A. 

| La fonction exp est strictement croissante sur R, donc In(x) >M équivaut a x > e™. 

Posons e™ = A. Ainsi, In(x) >M pour tout nombre x > A, donc lim In(x) = +00, 

e Posons X=. Alors, In (x) = In(=) = = ln (XX). OF, Jim x= re et tim [— In (X)] = —co ; 

| donc, d’aprés le théoréme sur la limite de la composée i deux fonctions, lim, In(x) =—oo. 
SENOS 

© En resume. La fonction lia) Ee cc 0 7 3 on 
est dérivable et strictement F(x) cee 4 
croissante sur |0 ; +00]. es 

Jig, tn) = +09 ie 
lim. In(x) =—0o. f(x) ndee i 
x>0t weg 

Cette derniére limite signifie que aie - 
l'axe des ordonnées, d’équation 

x=0, est asymptote verticale de la courbe représentative de la 
fonction In. 
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3.3) Des limites importantes 

Démonstration 

e La fonction In est dérivable en 1 et (In)’(1) = sles ihe 

. In(l+x : = rae ( ) ae In(1+ x) —In(1) 
x0 x x0 x 

On reconnait la limite, quand x tend vers 0, du taux d’accroissement de la fonction In entre 1 et 

1+ x, limite égale au nombre dérivé de In en 1. Ainsi, lim oe =A( Peake 
xX 

e Posons, pour x > 0, Y =In(x) soit x =e” ; alors Hue) = a ; 

ES ; Ve 
Or, lim —-=-+co (théoréme 10, chapitre 3, p. 84); donc lim ——=0. 

s>too Y Y>+oo @ 

Comme im Y = +00, le théoréme sur la limite de la composée de deux fonctions (théoreme 3, 

: lin 
chapitre 2, p. 58) permet de conclure : im, ae =); 

e Avec le méme changement de variable, x In (x) = Ye”. 

Or, lim Y =-—oo et Jim (Ye’) = 0 (théoréme 10, chapitre 3). 
x-> =O 

Le théoréme 3 du chapitre 2 permet de conclure: lim alii 10 
x 

3.4) Dérivée de x — In| u(x) | 

u est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I. é 

La fonction f définie par f(x) =|In[u(x)] est dérivable sur I, et pour tout x de |, | *Tor : 
ea 

Démonstration 

Cela se déduit immédiatement du résultat sur la dérivée de x — f(u(x)) (84.3, chapitre 4) : 

pour tout x de |, f’(x) = u’(x) x In’[u(x)] = u’(x) x lee (x) 
u(x) u(x) 

a& La fonction logarithme décimal 

— 
La fonction logarithme décimal, notée log, est définie sur |0 ; +oo[ par og) = iy ; 

© Remarques 

e In(10) >0, donc le nombre k = in = 0 est strictement positif. Ainsi, de log (x) = kIn(x), on déduit 

que la fonction log ale méme sens de variation que la fonction In. 

e Elle transforme, comme la fonction In, les produits en sommes. [BY exercice 35, page 152. 

log(10) =1, log (107) = 2,... et pour tout entier relatif n, log(10") =n. 

e Les fonctions log et In sont intégrées (de manieéres distinctes) dans les calculatrices : Piog Jin | 
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Application Compléments 
numériques 

Fopecrie 1 Transformer une écriture avec In 

e Pour tout nombre a > 0, tout nombre b > 0 et tout entier relatif n: 

a ua 

Pour tous nombres a et 6 strictement positifs : 

Sees" A) Utiliser les formules de transformation 

1. Exprimez en fonction de In(2) et de In(3) les nombres: A =In(12) ; B=In (2) Gin (V72). 

2. On désigne par a et 6 deux nombres strictement positifs. 

Ecrivez chacune des expressions suivantes sous la forme In(c) : 

M = 2In(a) +In(b) ; N=In(4qa) — 2|n(26) ; P =In(4a) —3|In(b) +2. 

© Méthode © Seclution 

1. On décompose chacun des nombres dont ma > le 12=4x3=2*x3,donc: 

on veut calculer le logarithme sous la forme A =In(22 x 3) =In(22) + In(3) = 2In(2) + In(3). 

de produits ou de quotients a l’aide des entiers ; 16 24 y 34 

On applique alors les régles de calculs. B =In(2*) —In(34) = 41In(2) — 4In(3). 

e 72=8x9=2?x3*-dou: 

C=In(V72) = $.1n (72) = 4 In(2? x 34) 

In(2*)+In(3?) _ 3In(2) 
Cz 5 5 + In (3). 

2. On regroupe les termes pour obtenir le p> 2.6e M=2In(a) +In(b) =In(a’) +In(6), donc: 

logarithme d’une seule expression. M=!In(a2b). 

On utilise les regles de calcul dans le sens e N=In(4a) — 21n(2b) =In(4a) — In(4b2) 
« inverse » par rapport a la question précédente. Aa a 

N=In (Ga) ='a(S). 
4 

e P=In(4a) — 3In(b) +2 
2 

e Noubliez pas que tout nombre p peut sécrire B® P =|n(4a) —In(b>) + In(e2) =In (“2 ) 

sous la forme In(e?). b° 

O Mise en pratique 

1. | Exprimez en fonction de |In(5) : S| Calculez les nombres suivants : 
2 1 1 Ve (25) —]; ; ~ —)|; =a ie inf = a) In(125); b) in( 2): od) In(e) a) 5 In(—) : b) InfeVe?); ¢) in( 28), 

Ba Simplifiez l'écriture des nombres suivants : ge x et y sont deux nombres strictement posi- 

a) In(3)+In(2) ; ve 
9) oan i 1 : | Ecrivez sous la forme In(z) : 

b) 3 In( A ary NE )G a) A=3In(x)—2In(y) ; 

¢) In(V.27) + 21n(2) —In(9) — In(@). b) B= In(4x) + In(2) +1. 
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9s" <1) Etudier la position de quelques courbes 

1. Pour quelles valeurs du nombre x peut-on écrire I’égalité : 

[E] In(x? —1) =In(x —1) + In(x +1) ? 

2. Les courbes ci-contre représentent les fonctions f, g et h définies 

respectivement sur ]1; +oo[, ]1; +oo[ et |- 1; +00 par: 

f(x)=In(x?-1),  g(x)=In(x —1) et A(x) =In(x +1). 

a) Etudiez l'intersection de 6, et 6,.. 

b) Etudiez la position relative de 6, et 6, sur |1; +00]. 

© Méthode © Solution 

1. On traduit les conditions d’existence des =—> 1. Le nombre x doit vérifier les conditions : 

expressions avec un logarithme. x? -1>0etx—-1>0etx+1>0. 

Ainsi, (x <—1 ou x >1)et x >1 et x >-1, 

e On représente sur un axe l'ensemble des mp soit x € |1; +oo[. adidas Gad pe 

nombres qui satisfont aux trois conditions. =] 0 1 

@ On transforme le logarithme d’un produit en => Pour tout x >1, In(x? —1) = In[(x —1)(« +1)] 

unesomme. donc In(x* — 1) =In(x —1) + In(x +1). 

2. a) On résout l'équation f(x) = h(x). B—p> 2. a) Léquation f(x) = h(x) est définie sur 

]1; +c0o[ ol x?-1>0 et x+1>0. 
e Une équation du type In[u(x)] =!In[v(x)] Pm In(x? — 1) =In(x +1) Sx? -1=x +1 
équivaut a u(x) = v(x) sous les conditions Sx —-x=2=0, 

u(x) > 0 et v(x) >0. L’équation Kot De Oke pour solutions 

dans R: x, =—1 et x, =2.Seule la valeur 2 

appartient a |1; +co[, donc convient. 

Ainsi, €, et 6, se coupent en A(2 ; |In(3)). 

b) On étudie le signe de la différence f(x) — g(x). == b) Pour tout x > 1, d’aprés l’égalité [E] : 

f(x) — g() =[In (x — 1) + In( + 1)] —In( —1) 

f(x) — g(x) =In(x +1). 

e On utilise la stricte croissance de la fonction In ==» Or, x +1>2 donc In(x +1) >In(2) ;d’ou: 

sur ]1; +00]. f(x) — g(x) >0. 

Ainsi, ; est au-dessus de 6, sur |1; +o[. 

© Mise en pratique 

1. Vérifiez que pour tout nombre x > 0, oS 1. Pour quelles valeurs de x peut-on écrire : 
f(x) — g(x) =In(x)[In (x) +1]. 

In (4**) = In(14 x) -In(1— 9? 
} ; ; 2. a) Résolvez I’inéquation f(x) — g(x) <0. 

2. a) Résolvez dans |—1; 1[ l’inéquation: hae hid ; 
b) Déduisez-en la position relative des courbes 

te ( dit x) <In(1+ x). représentatives def et g. 
—X 

b) Interprétez graphiquement le résultat. es Dans un repére, on considére les courbes 

€, et €, d’équations respectives : 

y=In(Vx24+1) et y=In(V2x). 

1.A l'aide de votre calculatrice, conjecturez la 

nature de l‘intersection des deux courbes. 

| 6 | fest la fonction définie sur R par : 

f(x) =In(Vx* +1 + x) +In(Vx? +1 —x). 

1. Représentez f sur votre calculatrice. 

j : ? : ’ : 2. Que conjecturez-vous ? Prouvez-le. 2. Démontrez votre conjecture. 

f et g sont les fonctions définies sur |0 ; +co[ 9 | Démontrez que pour tout nombre a >1: 
{| 

par: f(x) =[In(x) ? et g(x) =In(+). Dina 2 ave linia) onary: 
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Fopvecrir 2) Connaitre la courbe de la fonction In 

La lecture de la courbe représentative de la fonction x — In(x) donne 

beaucoup de renseignements : 

@ In(x) n'est défini que pour x >0; e In(1)=0 et In(e)=1; 

e latangente T, au point d’abscisse 1 a pour équation y = x —1. 

3s 0" C)) Etudier la position de €,, par rapport a ses tangentes 
€,, est la courbe représentative de la fonction x — In(x). 

1. Mest un point quelconque de &,_, d’abscisse m > 0. In’ 

a) Déterminez une équation de la tangente T,, a@,, en M. 

b) Prouvez que la courbe ,, est en dessous de T,,. 

2. Déduisez-en que pour tout nombre x strictement positif, 

In(x) <x -1. 

© Méthode © Solution 

1.a) On écrit une équation de la tangente au 1. a) La fonction In est dérivable sur ]0 ; +oo[ 

point M d’abscisse m de ©, : et sa dérivée est définie par In’ (x) = <. 

VAT) Disses a) Sg > Dood Ty: ¥ = — m) + Int) 
: 1 

TW: Y=—x-1+1 : SOIt Tet. 7 +In(m) 

b) On étudie le signe de la fonction notée @, b) Pour tout nombre x > 0, 0n pose: 
différence entre la fonction x — In(x) et la © (x) =In(x) — a In(m). 
fonction affine représentée par T_. rider : P perp @ est la difference de deux fonctions 

dérivables sur ]0 ; +oo[, donc @ est dérivable 
sur |0 ; +00f. 

e Pour étudier le signe de @, on examine ses m—> Pour tout nombre x > 0, @’(x) = 
variations a l'aide de sa fonction dérivée ©’. Ainsi: 9’) >0e LORE 1 2 eae 

D’ou le tableau de Sariation de @: 

e Le tableau de variation de @ indiquele signe m»f[ y [o m ree 
de (x) pour tout nombre x > 0. - 3 . 

Le calcul des limites en 0 et +00 n’est pas 

nécessaire a l'étude. 

x) = 0 

0 

On en déduit que pour tout nombre x > 0, 

(x) <0 soit In) <x —1+In(m). 
G,, est en dessous de nimporte laquelle de ses tangentes. 
On dit que la fonction In est concave. 

Ainsi, ‘6, est en dessous de la tangente ‘ce 

2. On applique le résultat précédent au cas m—> 2.£n particulier, ,, est en dessous de la 
particulier de la tangente T,. tangente T,:y=x-1. 

Donc pour tout nombre x > 0, In(x)< x —1. 
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© Mise en pratique 

10 | Sur le graphique ci-dessous, on a tracé les 

courbes “6, et 6, représentant respectivement : 
la fonction f : x—In(1+x) sur ]-1;+0o[ et 

la fonction g: x — aa x surR. 

1. Prouvez que “G, et €, ont une tangente com- 

mune T, en O, origine du repére. 

2. On se propose d’étudier la position relative des 

deux courbes €; et ‘6, sur |- 1; +00. 

Pour cela, on définit la fonction @ en posant: 

pour tout x >—1, @(x) =f (x) -— g(x). 

a) Calculez l’expression de la dérivée @’. 

b) Déduisez-en le tableau de variation de @. 

c) Concluez quant a la position relative de @, et 

€,: 

11 | Dans un repére orthonormé, on a tracé les 

courbes 6, et 6, d’équations respectives : 

y =In(x) et y=In() : 

On désigne par A et B les points de @, et @, de 
méme ordonnée 1. 

1. Calculez les abscisses de A et B. 

2. a) Déterminez une équation de la tangente T, 

a, enAet dela tangente A, a, en B. 

b) Vérifiez que les droites T, et A, sont perpendi- 

culaires. 

3.Le résultat précédent reste-t-il valable dans le 

cas ou T et A sont les tangentes a €, et “6, aux 
points de méme ordonnée 6 (b € R) ? 

12 | Dans un repeére orthonormé, la courbe © 

représente la fonction f définie sur |0 ; +oo[ par: 

f(x) = 2 n(x). 

m est un nombre strictement positif; M est le 

point de  d’abscisse m et B son projeté orthogo- 

nal sur l’axe des ordonnées. 

La tangente T en Ma © coupe I’axe (Oy) en A. 

a mL 

1. a) Déterminez une équation de T. 

b) Déduisez-en les coordonnées du point A. 

2. a) Comment choisir m pour que le point A soit 

enO? 

b) Exprimez l’aire du triangle ABM en fonction de 

m. Que constatez-vous ? 

13 | Les fonctions fet g sont définies sur ]0 ; +oo[ 

par: f(x) =In(x) et g(x) = Vx. 

Pour tout nombre x > 0, 0n pose: 

@ (x) = g(x) — f(x). 

1. a) Etudiez les variations de la fonction @. 

b) Prouvez que pour tout nombre x > 0, 

Vx >In(x). 

2. a) Démontrez que pour tout nombre x >1, 

In (x) 1 

In (x) 
b) Retrouvez ainsi la limite de quand x tend 

vers +coo. 

14 | 1. Etudiez les variations de la fonction f défi- 

nie sur ]O ; +oo[ par: F(x) = x + In(x). 

2. a) Justifiez que pour tout entier naturel n, 

l'@quation f(x)=n admet une unique solution, 

notée a,,,dans |0 ; +oo[. 

b) Justifiez que la suite (0,,) est croissante. 

3. a) Prouvez que pour tout nombre x > 0, 

f(x) < 2x -1. 

b) Déduisez-en que pour tout entier naturel n, 
n+1 

OQ, Z ere . 

c) Quelle est la limite de la suite (a,) ? 
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Fonsecrir 3) Utiliser le lien entre les fonctions In et exp 

e Pour tout nombre x >0, e'™ = x. 

e Pour tout nombre x, In(e*) = x. 

e Dans un repere orthonormé, les courbes représentatives des 

fonctions In et exp sont symétriques par rapport ala droite A 

d‘équation y = x. 

320 S0'') DY) Résoudre des équations et des inéquations 

Résolvez dans R: a) [In(x —1)*=2+In(-1) [E]; 

© Méthode 

a) On détermine l’ensemble de définition de 

l’équation. 

e On effectue un changement de variable qui 

conduit a une équation du 2™ degré. 

e On revient a l'inconnue initiale x. 

e On détermine les valeurs de x en utilisant le 

lien entre les fonctions In et exp. 

b) On transforme l’inéquation a l'aide d’un 

changement d‘inconnue. 

b) e* —2e*-8>0. [I]. 

© Solution 

m—> a) L'équation [E] n’est définie que pour x tel 

que x —1>0 c'est-a-dire x >1. 

[E] s‘écrit [In(x —1)]? —In(x —1)-2=0. 

B—p On pose X =In(x —1). 

On obtient I’€quation X* — X — 2=0 dont les 
solutions dans Ik sont X, =—1 et X, =2. 

e—> Ainsi, Equation [E] équivaut a: 

In(x —1)=—1 ou In(x —1)=2. 

&—> En utilisant la fonction exponentielle, on 

obtient x —1=e ' ou x —1=e?. 

D’ou l’ensemble des solutions: 

GES aes Fay 

m—> b) Linéquation est définie pour tout nombre x. 

On pose U=e” ; [1] s‘écrit U2— 2U-8>0. 
e On se rameéne ala résolution d’une inéquation m—» Le trindme U* — 2U— 8 admet pour racines 
du 2" degré, 

e On revient a l‘inconnue initiale x en tenant 

compte des conditions éventuelles. 

e On utilise le lien entre les fonctions In et exp 

et leur sens de variation. 

O Mise en pratique 

Pour les exercices 15 a 18 

Résolvez dans Ik chaque équation ou inéquation. 

rs ae 
GTB a) 20% =e%; 

[In(x) ? —5In(xy) +6 =0. 

b) In(3x —1) =2. 

b) In(x + 2) =In(x) +1. 
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U, =—2 et U, =4 ; il est positif a l’extérieur 

de ses racines donc pour U<—2 ou U>4. 

m—> Mais, U=e* doit étre strictement positif ; 

donc l'inéquation [1] équivaut a e* > 4. 

e—p En utilisant la fonction In, qui est strictement 

croissante sur |0 ; +co[, on obtient x >In(4). 

D’ou l'ensemble des solutions : ]In (4) ; +oo[. 

GED a) e* <12-6e%; b) 2e%—4>0. 

119 | Vrai ou faux 

a) Léquation e* +3e”=—2 a deux solutions 
dans R. 

b) Linéquation [In (x) |? < —In(x) a pour ensemble 
de solutions [e' ; 1]. 



Scie: <./)E) Etudier des suites liées entre elles 

(u,,) et (v,) sont les suites définies pour tout entier naturel n par: u,= eat Vv, =In(u,). 

Pour tout entier naturel n, on pose S, =Vy+V,+...+V, et P,=Ug XU, x... XU): 

EXERCICES 1. a) Justifiez que lim u,=0. 
n>+co 

b) Déterminez un entier n, tel que u,, < 10% dés que n= fig: 

2. Quelle est la limite de la suite (S,,) ? Déduisez-en la limite de la suite (P.,). 

© Méthode © Solution 

1. a) On utilise le theoréme sur la limite de B—> 1. a) On sait que: 

la composée d'une suite et d’une fonction vim (1—n)=-0co et lim e*=0. 
sf » . >++CO X——co 

(theoreme 4, chapitre 2). Donc lim e'”=0.Ainsi, lim u, =0 
N>+coo0 " notoo 2 : 

b) On transforme l'inéquation d’inconnue n => b) Lacondition u, <10% sécrit e'” <10%. 
(entier naturel) en appliquant la fonction In, Elle équivaut a In(e”) <In(10~). 

strictement croissante sur ]o : +oo|. Ainsl le n= —4in(0) done pat Ain doy 

e On peut choisir pour n, le plus petit entier me > 1+ 41n(10) = 10,21 ; on choisit donc ny =11. 

solution. Il suffit que n>11 pour que u, <10™. 

2. On détermine la nature de la suite (v,). em» 2. Pour tout entier naturel n, v, =1—n. 

expression est du type v, =V, + nr avec 

Vy =1 et r=—1 ;donc (v,) est la suite 

arithmétique de raison —1 et de premier 

e On calcule lasomme de n+1 termes terme 1. | 
Sa BN : ; Bi +v 1) (2 -- n) 

consécutifs d’une suite arithmétique. iy Ge Moura numer hs 2 Bae Dou S, =(n'+ 1) ; 
2 y) 

On obtient alors lim S,=-—oo. | 
nN>+c0o | 

S = nombre de termes « moyenne des termes extrémes. 

e On transforme le produit P, en utilisant la b> e On remarque que pour tout entier naturel n, | 
H . = ‘ AV: Vv V relation entre u, et v, : P,=Uy XU, X...XU, =O 0XE1X...XEn | 

De b 5 s ery — AVptv,t..tv._ .S 
Vv, =In(u,) équivaut a u, =e". P,=eo'1 n=e@n, | 

Or, lim S,,=—co et lim e*=0; 
x CO n>+oo = 

donc lim P, =0. 
N>+co 

O Mise en pratique | 

| 20 | Utilisez la fonction In pour déterminer le plus 23 | Les suites (u,) et (v,) sont définies sur N* 

petit entier n, tel que pour tout entier n 2 ny: paru,=n"e™ et v, =In(u,). 

POF 10) sys) /101" 210°. 1. Déterminez la limite de la suite (v,)). 

2. Déduisez-en la limite de la suite (u,). 
@3D La suite u est définie sur N par u, =e2"". 

1. Quel est son sens de variation ? Sa limite ? 24 | Les fonctions f et g sont définies par : 

2. Déterminez le plus petit entier n, tel que f(x) =In(1+ x), x © ]-1; +00[, 

u, 210° dés que n= no. GNSS = 1, EIR 

1. Pour tout nombre a >—1 et tout nombre b, 

| 22 | Les suites (u,) et (v,) sont définies sur N* | caicylez g{f(a)| et f[g(b)]. 
SS _ = an ZL 

2 ini US Ah ai 2. Dans un repére orthonormé, prouvez que les 

1. Déterminez la limite de la suite (u,,). courbes représentatives de fet g sont symétriques 
2. Déduisez-en la limite de la suite (v,,). par rapport a la droite d’équation y = x. 
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Exploiter le comportement en +co ou en zero de la fonction In 

—— =0 :ondit qu’en +co, x l‘emporte sur In(x). 

In(1+ x) 
m —_— 

x 
=1. 

“5 F)) Etudier lexistence d’asymptotes a une courbe 

ln(1+ x 
fest la fonction définie sur l'intervalle |= |0 ; +00[ par f(x) = ew 

La courbe & représentative de fadmet-elle des asymptotes ? 

© Méthode © Solution 

e On examine le comportement de f aux bornes px» On calcule la limite de f en 0 et en +o0. 

de son intervalle de définition. ~En 0, un calcul direct conduit 4 une forme 

indéterminée. 

Le tracé de la courbe de f sur une calculatrice permet de 
conjecturer le résultat. 

, In(1+ x 
e On transforme l’écriture de f(x). p—p Pour tout nombre x > 0, f(x) = + x ate : 

In(1+ x) 
i itre | io _ In(i+x On fait apparaitre expression dont on Onalin Les eee ( ) ate 

connait la limite en 0. x0" X x0" x 

donc par multiplication, lim f(x) =+00. 
xOn 

Ainsi, la courbe &@ admet I’axe des ordonnées, 

d’équation x = 0, pour asymptote verticale. 

—En +00, il ya indétermination. 

In(x(1+)) In(x) +In (14+ 1) 
e On transforme |écriture de F(x). p—p f(x) = : x= ; H/Soit 

x 
En +oo, x l'emporte sur In(x) d’ot l'idée de faire 

Mes Th __ In(x) < fij= i ee lo a apparaitre l’expression 7 dont on connait la x x e ole 

limite en +00. oer: 1 
Online ———sline———0) 

X>+oo X X—+00 x2 

: : In 
lim In(1+1) =oet lim We ye 

X—+00 xX X—+0c0 € 

_. _ In(1+ x ; ; = 
Lécriture UES x = permet aussi de lever donc lim f(x) =0. 

Vindétermination en -+-oo . Ainsi,  admet l'axe des abscisses, d’équation 

y =0, pour asymptote horizontale. 

O Mise en pratique 

25 | f est la fonction définie dans lexercice résolu F. 26 | f est la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par: 
1. Vérifiez que la dérivée f’ de fest telle que pour Ans In (x? +1) 
tout x >0: ou os x 

(= 1. Calculez la limite de fen 0 et en too. 
(1+ x)x 

Avee g(x)=x —-2(14 HIN(1+ x). 2.a) Prouvez que pour tout nombre x > 0, 

: 2 
2. Etudiez les variations de la fonction g en préci- f(x) = 2[x* = 0? + 1)In@x? +1)] 
sant sa limite en 0. x3 (x2 +1) 
3. Déduisez-en le signe de f’ sur |, puis dressez le | ») Etudiez le signe du numérateur. 
tableau de variation de f. 3. Déduisez-en le tableau de variation de f. 
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Exercices 
interactifs 

E23 Vrai ou faux 

Compleétez les propositions suivantes. Vrai ou faux ? Justifiez votre réponse. 

a) La fonction In est telle que pour tout nombre a) f est la fonction x >In(Vx) définie sur 

x > 0 et tout nombre y: n=y @*'y=... ]0 ; +00]. 

b) Pour tous nombres a et b strictement positifs : Alors, pour tout nombre x > 0, f’(x) = x : 

In(a)+In(6)=... et In (F) = b) La tangente a la courbe d’équation y =In(x) au 

¢) La fonction In est telle que: point d’abscisse e passe par l’origine du repere. 

im In(x) _ Ce seta lin In(1+ x) _ 4 c) Léquation In(x?)+In(x)-2=0 admet exac- 

tement deux solutions dans R. 

d) Linéquation In(x) >1 équivaut a x... d) Pour tout nombre x >0, x —1+In (2) 26. 
x 

X—+00 x >0 Xx 

29 | QCM Une seule réponse exacte 

Pour chaque affirmation, une seule réponse est exacte. Identifiez-la en justifiant votre réponse. 

1. On considére dans R I’équation : 3. Les courbes €, et “6, sont les représentations gra- 

In(e* +e + 1)=In(7)—In(2)__[E]. phiques des fonctions : 

a) L'équation [E] équivaut a: e+e *—-4=0. f,: x — In(e* —1), 

b) On pose X = e* ; [E] sécrit: 2X? -5X+2=0. x & ]0; too 

c) Léquation [E] n’a pas de solution. et f,:x —In(e* +1),x ER. 

2. Linéquation In (2 — x) + In(2 + x) —In(x) 2 In(3) : a), et , ont un seul point 

a) est définie sur |- 2; 2[. commun. 

b) n’a pas de solution. b) €, et 6, ont une tangente commune. 

c) a pour ensemble de solutions ]0 ; 1]. c) Pour tout nombre x > 0, f,[f, (x) |= x. 

EM} OCM 3 4u moins une réponse exacte 

Pour chaque affirmation, plusieurs réponses peuvent étre exactes. Identifiez-les en justifiant vos réponses. 

1. Les courbes €, et 6, 
représentent les fonctions 

| f, et f, définies respective- 
ment sur |—1;+0o[ et 

]O ; +o] par: 

f, (x) = xIn(1+ x) et 

f, (x) = xIn(x). 

2. fest la fonction définie sur |= |—1;1| par: 

w= Lin( tes) 
a) Pour tout x de |, f(x) + f(— x) =0. 

b) fest dérivable sur | et pour tout x de |, 

f(x) = + x tea Xep 
| a) f, admet un minimum pour x=e!, 2 1+x 

| ¢) Pour tout nombre A, l’équation f(x)=A admet 
b) , et 6, ont un seul point commun. - s) 

- = | I’unique solution x = = : 
e) lim (f, 0) —f,@)) =1. ere 

AS 

e Corrigés sur www.transmathlycee.net/eleve-TermS 
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“Apprendre a chercher 

31 | Placement a intéréts composés 

Un capital de 1000 € est placé a intéréts composés au 

taux annuel de 3 %. 

Déterminer au bout de combien d’années la 

valeur du capital dépasse 1500 €. 

1. La valeur augmente de 3 % par an. 

a) On note v,, la valeur du capital au bout de n années. 

Démontrez que la suite (v,,) est géométrique. Précisez sa 

raison et son premier terme v,. 

b) Exprimez v,, en fonction de n. 

2.Le probleme posé revient a résoudre une inéquation 

ou I’inconnue est en exposant. 

La fonction In permet de transformer cette inéquation en 

une simple inéquation du premier degré. 

a) Résolvez l'inéquation correspondant au probleme 

posé, sachant que I’inconnue n est un entier naturel. 

b) Déterminez la plus petite valeur de n vérifiant la condi- 

tion. 

32 | Tangentes communes a deux courbes 

On considére dans un méme repére les courbes , et 6, 
représentant respectivement les fonctions exp et In. 

Déterminer les droites qui sont tangentes ala 

fois a6, et €,, 

1. On trace les courbes pour avoir une idée. 

Quelle conjecture pouvez-vous faire quant au nombre de 

tangentes communes aux deux courbes et a leur posi- 

tion ? 

yt @ 
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2. Une méthode consiste a déterminer l’6quation réduite 

d'une tangente T, a @, en un point quelconque 

(d’‘abscisse a), et, de méme, l’équation réduite d’une 

tangente T, a, en un point quelconque (d’abscisse 

b>0). 

Déterminez l’équation réduite de T, et de T,. 

3. Il s'agit de trouver les conditions sur a et 6 pour que les | 

deux droites T, et T, soient confondues, ce qui signifie 

qu’elles ont le méme coefficient directeur et la méme 

ordonnée a l’origine. 

a) Démontrez que ces deux droites sont confondues si, et 

seulement si: 

= a 
b (S) 

e7(1—a)=Inb—1 

b) Prouvez que le systeme (S) équivaut a: 

1 
et = — 

b 
ate atl 

a-1 

a+] 
4.équation e7= ne peut pas étre résolue par 

une méthode algébrique. 

On pense alors a introduire la fonction f définie pour tout 

2 + 5 , afin 

d’utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires. 

nombre x différent de 1 par f(x)=e* 

a) Etudiez les variations de la fonction f, et ses limites aux 

bornes de son ensemble de définition. 

b) Déduisez-en qu'il y a deux valeurs pour lesquelles f 
s‘annule. 

c) On note a, et a, les solutions de l’équation f(x) =0, 
avec ad, <1<a,. 

Déterminez les couples solutions du systéme (S). 

d) Concluez. 

Commentaire 

Utilisez un grapheur pour représenter les courbes 6, et ,,, ainsi que 
les droites T, etT,, afin de verifier exactitude de vos calculs, 



Narration de recherche 

=> Lobjectif n'est pas seulement de résoudre le probleme posé : vous 

devez aussi noter les différentes idées méme lorsqu’elles n’ont pas 

permis de trouver la réponse. Expliquez pourquoi vous avez changé 

de méthode et ce qui vous a fait avancer. 

34 | Temps de doublement 

Quand un capital est placé a intéréts composés au taux 

33 | Ecriture décimale d’un grand nombre 

En 2011, le plus grand nombre premier connu était : 

43112609 ; ; : 70 2 ali. de r % par an, les banquiers évaluent a environ as le 

Combien de chiffr m Scri Sj ? : j aoe 
€s comporte son écriture décimale : nombre d’années nécessaires a son doublement. 

Note) Un nombre entier naturel est dit premier lorsquil n'admet que Comment sexplique cette formule approchée ? 
deux diviseurs, 1 et lui-méme. 

€ux aussi, ils ont 
Te MC cherché avant de trouver \ 

Voici quelques mathématiciens importants qui ont travaillé dans le domaine de I’Analyse. 

Augustin-Louis Cauchy 
> chap. 2 

Leonhard Euler Joseph Fourier Giuseppe Peano 
> chap. 3 > chap. 6 > Chap. 1 

1700 

Bernhard Bolzano Bernhard Riemann 
> Chap. 4 

L’Ecossais John Neper a cherché a simplifier les calculs 

astronomiques, nécessaires notamment a la navigation. 

En 1614, il publie un court traité, Mirifici Logarithmorum 

Canonis descriptio (Description de la regle merveilleuse 

des logarithmes, page de titre ci-contre) dans lequel 

il expose un « procédé sur et rapide » permettant de 

remédier a « l’ennui de ces longues opérations » : 

l'utilisation des logarithmes. 

Un demi-siécle plus tard, l‘invention par Newton 

et Leibniz du calcul différentiel (dérivées et intégrales) permettra de découvrir que, 

en plus de son utilité pratique pour les calculs, la fonction logarithme de Neper a des propriétés 

théoriques remarquables : elle a non seulement une dérivée trés simple, mais aussi un lien étroit 

avec la fonction exponentielle. 

Laplace rendit hommage a Neper : « Linvention des logarithmes, en réduisant le temps passé aux 

calculs de quelques mois a quelques jours, double, pour ainsi dire, la vie des astronomes. » 

oun Logiftics Mi: 
Awpificmes, Facifines Fa 
opti cphoes 

*EGIOMCE TIA - st etiam in 

Authore ac : 

Preis ofus, in = aa 

b fr.wikipedia.org/wiki/Logarithme 

www.bibmath.net/bios/index.php 

serge.mehl.free.fr/chrono/Neper.html 
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Travaux dirigés 

Approfondissement (1) 

ES) Autres fonctions logarithmes 

EY La fonction logarithme décimal 

Peu de temps apres la publication par Neper de ses tables de logarithmes, Henry Briggs publie une autre 

table de logarithmes, plus commode pout les calculs : la table des logarithmes décimaux. 

Lidée est la suivante: si on multiplie les logarithmes de Neper par un méme nombre k, on conservera la 

propriété de transformer les produits en sommes. Mais en choisissant k de facon que l'image de 10 soit 1, on 

aura d'autres propriétés intéressantes : l'image de 100 sera 2, celle de 1 000 sera 3, cellede 0,1 sera —1 ... 

1. Etant donné un nombre k, on considére la fonc- 

tion f définie sur |0 ; +00[ par f(x) = kIn(x). 

Démontrez que pour tous nombres x et y stricte- 

ment positifs, f(xy) = f(x) + fly). 7 * 

E 

ERCH 

2. Déterminez k de facon que f(10) =1. 

Zs 3. Pour tout nombre x strictement positif, on appelle 

logarithme décimal de x le nombre: 

In (x. 
Ste a log Oo) = ee # a: 

: o- WY a) Démontrez que pour tous nombres x et y stricte- 

ERE 
ment positifs, log (xy) =log (x) + log(y). 

b) Démontrez que pour tout entier n, log(10”) =n. 

4. a) On donne log (347) = 2,5403. Calculez de téte, 

avec quatre décimales: log(3470), log(34700), 

10g9(34,7), log(3,47), log(0,347), log(0,034 7). 

b) Quelle conjecture générale pouvez-vous faire ? 

fie Avant l’apparition des calculatrices (vers 1970), les 

tables de logarithmes décimaux étaient le principal 

outil pour effectuer des calculs numériques précis. ¥ 
7 4 

TESD — [ 

ACTIV 

& 
[J Fonctions transformant les produits en sommes 

Les fonctions de la forme x — k In(x) transforment les produits en sommes. On peut se demander s'il y 
ena diautres. 

Fi 

Soit fune fonction définie et dérivable sur R, vérifiant pour tous nombres x et y, la relation LET: 
— / f(xy) = f(x) + Fly). 

1. Démontrez que si f(0) existe, alors fest la fonction nulle. 

2. On ecarte ce cas désormais, et on cherche f définie et dérivable sur ]O ; +0o[ vérifiant la relation fe. 
: a) Déemontrez que nécessairement f(1) = 0. 

b) En supposant x > 0 fixé et y > 0 variable, démontrez que xf’(xy) = f’(y). 

Déduisez-en que pour tout nombre x > 0, xf’(x) = f’(1). 

3. On pose f’(1)=k. 

k a) Demontrez que pour tout x de |0; +oo[, f’(x)=—. 

b) Démontrez que fest la fonction x —- kIn(x). 

b) Etudiez la fonction x — F(x) — kIn(x). 4. Concluez. 
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EP La fonction logarithme en Physique 

EY En chimie : pH d’une solution aqueuse 

Pour mesurer l’acidité d'une solution aqueuse, on utilise le potentiel hydrogéne pH défini par: 

PH = — log({H*])ou [H*] est la concentration en ions H* (en ions-grammes par litre). 

1. Une solution a pour pH 5. Quelle est la concentration en ions H* ? 

2. Une solution est acide quand sa concentration en ions H* dépasse sa concentration en ions OH . 

Or, dans les conditions normales de température et de pression, [H*] x [OH ]=107'*. 

Demontrez que, dans ces conditions, une solution est acide si et seulement si son pH est inférieur a 7. 

[J En acoustique : intensité d’un son 

Lintensité | d’un son (en décibel, dB) est reliée a sa puissance de réception P (en watt par m7’) de facon 

qu'on ait, pour deux sons quelconques 1 et 2, |, —1, = 10 log (=) ; 
1 

1. A quelle variation d'intensité correspond un doublement de la puissance ? 

2. Que signifie une augmentation de 10 dB en termes de puissance sonore ? 

[4 En astronomie : magnitude apparente d’une étoile 

Les astronomes de |’Antiquité (Hipparque, Ptolémée) avaient classé les étoiles visibles a l’ceil nu selon leur 

brillance : les plus brillantes étaient dites de premiére grandeur, celles qui étaient un peu moins brillantes 

étaient de deuxiéme grandeur, etc. Le Soleil n’était pas considéré comme une étoile. 

Aujourd’hui, on appelle éclat d’une étoile la puissance lumineuse par unité de surface qu'on en recoit sur 

la Terre (en watt par m’). 

Pour faire le lien entre ces deux notions, on appelle magnitude apparente d’une étoile d’éclat E le 

nombre m= — 2,5 log (F), ou E, est I’éclat de Véga, choisie comme étoile de référence. 
0 

1. Quelle est la magnitude apparente de Véga ? 

2. Démontrez que pour deux étoiles, celle qui a l’éclat le plus grand a la magnitude la plus petite. 

3. Que signifie, pour une étoile, d’avoir une magnitude apparente négative ? 

4. Létoile la plus brillante (aprés le Soleil) est Sirius, dont l’éclat est 3,9 fois celui de Véga. 

Quelle est la magnitude apparente de Sirius ? 

5. Le Soleil a une magnitude apparente de — 26,7. Calculez le rapport de son éclat a celui de Véga. 

Culture 
scientifique 

Le Very Large Telescope (VLT) 

Le VLT de I’ESO (European Southern Observatory) est l’observatoire 

astronomique le plus puissant du monde dans le domaine visible du 

spectre de la lumiére. Il est situé sur le Mont Paranal, au Chili, a 

2 600 métres d’altitude. Sur cette photo prise au crépuscule, on peut 

voir qu’un faisceau laser rouge est lancé a partir de l'un des quatre 

télescopes hauts de 8,2 métres, pour créer une étoile artificielle a une 

altitude de 90 km dans la mésosphére de la Terre. Ce Laser Guide Star fait 

partie du systeme qui permet aux astronomes d’éliminer les effets de la 

turbulence atmosphérique et d’obtenir des images presque aussi nettes 

que si le télescope était dans l’espace. 
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| La fonction logarithme en sciences 

EX Datation archéologique au carbone 14 
. . . . . —kt . Zine 

La désintégration radioactive d’un corps suit une loi de la forme m=m,e “, ou m, désigne la masse 

initiale, m la masse au bout d’une durée t (en année), et k un coefficient positif caractéristique du corps 

considéré. 

1. On appelle demi-vie d’un corps radioactif la durée au bout de laquelle la moitié de sa masse s'est désin- 

tégrée. Démontrez que la demi-vie est indépendante de la masse initiale, et exprimez-la en fonction de k. 

2. Le carbone 14('*C) est un isotope radioactif du carbone ('2C). Sa demi-vie est 5 730 années. 

Déterminez son coefficient k. 

3.Dans un organisme vivant, la proportion 

entre la masse de carbone 14 et la masse de car- 

bone 12 reste constante, égale a 10°'*. A partir 
to de la mort, cette proportion diminue du fait de 

* 

—* + la radioactivité du carbone 14. En mesurant 
2 ig cette proportion a une date donnée, on peut 

aa Zz 

estimer la durée écoulée depuis la mort. 

HE eOn a retrouvé dans une grotte préhistorique 

les restes d’un foyer contenant des morceaux 

de charbon de bois, dans lesquels la proportion 

entre la masse de carbone 14 et la masse de car- 

bone 12 est 2,5x107!?. 
Quel est l’age de cet échantillon ? 

Cc 
2 

CHER bcd 
a 

RE [J Hauteur d’un son 

E Entre 1830 et 1850, le physiologiste allemand Ernst Heinrich Weber (1795-1878) s‘intéressa au systeme 
sensoriel de l'étre humain et émit une loi formulant un lien entre la sensation (subjective) et l’excitation 
(objective). Le psychologue allemand Gustav Fechner (1801-1887) réalisa des expériences qui confirmé- 
rent les travaux de Weber et en donna une formulation mathématique, la loi de Weber-Fechner: «La 
sensation croit comme le logarithme de l’excitation » (Eléments de psychophysique, 1860). Autrement dit: 
S=KIn(I) oUS est la sensation percue, | I'intensité de la stimulation et K une constante. 

“ 
* 

ee va 

TESD 3 

= 

ACTIVI 

Cette loi, contestée dans certains domaines, est illustrée dans l’exercice précédent (intensité d’un son, 
magnitude apparente d’une étoile). 

Un autre exemple est la hauteur h d’un son (en ton), percue par loreille, qui dépend de la fréquence f 
f. (en Hz) de ce son de fagon que pour deux sons quelconques 1 et 2, hy —h,=kIn (2), ou k est une 
1 

constante. 

1. Sachant que monter d’une octave (6 tons) équivaut a doubler la fréquence, déterminez k. 

2. Le tableau ci-dessous décrit une gamme chromatique tempeérée, ou |'écart de hauteur entre deux notes 
successives est un demi-ton (c'est le cas pour les touches successives, blanches et noires, d’un piano). 
Le « la » est celui du diapason qui, par définition, vibre a 440 Hz. 

Compleétez le tableau en indiquant les fréquences des notes (4 107! pres). 

| do# _ | rée# : fat sol | | Note do ; ré Heleomi fa sol , a. >. | =réb | —fsmib} | _ | =solb =lab 
| Fréquence 

(en Hz) 
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38 | Simplifiez : 
eln(8) 1 

na: b) In(3)+In(<). 

c) In(V2 +1) + In(V2 —1). 

39 Indiquez, dans chaque cas, pour quels nombres x 

l'expression proposée a un sens. 

pl rey Athi Sal 
In (x) x 

In(x —1). c) In(x +1)- 

40 | Résolvez les inéquations suivantes : 

a) In(x) <1. b) eX >2. 

41 | Est-il vrai que la fonction f définie sur |0 ; +co[ par 

f(x) = x +In(x) est strictement croissante sur cet inter- 

valle ? 

42. Calculez : 
ee eS) 

a) lim ‘ 
x SOnty HX 

c) lim SD) 
x>t0o XX +1 

b) im (x —In(x)). 

43 | La suite (u,,) est définie pour tout entier naturel n 

non nul par u,, =|n(2n) —In(n +1). 

Est-elle convergente ? 

CALCULS AVEC LES FONCTIONS 
In ET exp 

44 | f est la fonction définie sur |0 ; +oo[ par: 

een x] + en: 

Simplifiez l’écriture de f(x). 

45 | Déterminez, dans chaque cas, pour quels nombres 

x l'expression proposée a un sens. 

a) In(x? + 2x). _b) In(e* —1). c) e* + In(x). 

1 

a) In(x) ~ 

e) ein (x ra 

(46) Est-il vrai que la représentation graphique de la 

fonction f telle que f(x) =In(e*)—e!"~” est une demi- 
droite « ouverte » (origine non comprise) ? 

Entrainement 

Pour les exercices 47 a 52 

Résolvez l’équation ou l’inéquation proposée. 

C32 a) In(3 — 2x) =1. b) In(3— x)= -2. 
2 ~ jal = c) In(? —8)=0. d) In(t 1) 2 

CTP a) er? = b) ext! =2. 

c) (e* +1)(e* —4)=0. d) In(e* +1) =2. 

CED a) ina -1) >- b) In(x — 3) <2. 
Sew iees d) In(1+e*%) <2. 

ERD a) e' <2. b) (e% +1)(e* — 4) <0. 
X+1 

deme T d) $<e%<2. 

(51 Ja) In (3x — 4) =In(x? — 4). 

b) In(— 3x) =In(x? — 4) 

53 | Quel est l'ensemble des nombres pour lesquels 

x) =In(x -1)- 'égalité In ( - Fe In (x + 2) est vraie ? 

54 | Résolvez, dans chaque cas, l’inéquation d’‘inconnue 

n entier naturel. 

a) (2)'<o,2. b) (1+) Spe 
100 

Pour les exercices 55 et 56 

Résolvez l’équation ou I’inéquation proposée. 

(55a) 2 In (x) =In(x + 4) + In(2x). 

b) In[ (x + 3) (x + 2)]=In( +11). 

c) In(x +3) 4+In(x + 2) =In(« +11). 

56 By) F In (2x) =In(3 = x) -In(Vx-+1). 

b) In(5 — x) —In(3) + In(« —1) 20. 

1. Résolvez l’équation : 

[In(x)]? — 2In() -3=0. 

2. Résolvez l'inéquation : 

[In(x) ? — 2In(@) -320. 

| LE | Utilisez un changement d'inconnue. 

G3 1. Résolvez l’équation : 3e% — 7e% +2=0. 

2. Résolvez l’inéquation : 3e — 7e*+2>0. 

Aide) Utilisez un changement d’inconnue. 
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DES LIMITES IMPORTANTES 

Pour les exercices 59 a 61 

Etudiez la limite de la fonction f aux bornes de I. 

Ga m=; |= ]1; +00] 
In (x) 

b) f(x) = x(1-In(x)) ; | = ]0 ; +00 

Xectalle\e Se Sai €) fx) =In (47) ; l=} =co7—A| 

d) f(x)=x +In(x +1)-In(x); 1=]0; +00 

60 Eee (2 oes 
b) FX) =~ + Ino); |=]0; +00[ 

c) F(x) +a, |= 0; +00[ 
d) f(x) =In(2+e%) ; |= ]-00 ; +00]. 

z ae aye (61 Ja) Fu) = xin(1++) ; |= ]0; +00 

a Soe fee san b) fx) =x + xIn (144) ; |= ]0; +00] 

| 62 | fest la fonction définie sur 0 ; +oo[ par: 

f(x) = x?(1—In(x)) si x > 0 et f(0)=0. 
1. Démontrez que f est continue en 0. 

2. a) Calculez lim mene, 
x0 x 

b) Déduisez-en que f est dérivable en 0. 

LA FONCTION In 

63 | 1. g est la fonction définie sur R par g(x) = xe* +1. 

Démontrez que pour tout x de R, g(x) > 0. 

2. fest la fonction définie sur | = 0 ; +oo[ par: 

f(x) =e” +In(x). 

a) Démontrez que pour tout x de |, f’(x) = gu) : 

b) Dressez le tableau de variation de f. 

On peut obtenir directement les variations de fsans calculer sa 
dérivée. 

c) Déduisez-en que pour tout nombre m, |’équation 
f(x) =m aune unique solution. 

acm 
Dans un repére orthonormé (0; i, j), on a tracé les 
courbes , et 6, d’équations respectives y =In(x) et 
y =e", ainsi que la droite A d’équation VEaEXe 
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A et B sont deux points de, d’abscisses respectives a et 

6; le point | est le milieu de [AB]. 

J et Csont deux points de A ;K est un point de €,,. 

Les droites (IJ) et (KC) sont paralléles a l’axe des abscisses, 

et (JK) est paralléle a l’axe des ordonnées. 

Dites si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. 

Justifiez vos réponses 
a+b ;In(Vab)) ; 1. | a pour coordonnées ( 

2. Ca pour abscisse e’%, 

3. La tangente a €, au point d’abscisse 2 ae 

lelea A si, et seulement si, q+b=2. 

est paral- 

4. On note H le projeté orthogonal de B sur I’axe des abs- 

cisses. La tangente en B a ‘€, coupe I’axe (Ox) en K. 

K est le milieu de [OH] si, et seulement si, 6 = + ; 

D’aprés Concours FESIC 

(65) On a tracé ci-dessous la courbe € représentative de 
la fonction f définie sur [0 ; +co[ par: 

fo) = x] Ino - 3] six>0 ebro) Se: 

Ilsemble que © : 

-admet en l’origine O du repére une tangente horizon- 
tale ; 

— passe par le point A associé au minimum de fsur [0 ; too] ; 

— recoupe l’axe des abscisses en B. 

Validez les conjectures énoncées en précisant en particu- 
lier les coordonnées des points A et B. 



66) BAG) 
Dans un repere orthonormé, on a tracé les courbes et 

I déquations respectives : 

y=e* et y=lIn(x). 

On rappelle que pour tout nombre x strictement positif : 

e* > In(x). 

A tout nombre x strictement positif, on associe le point M 

de € et le point N de T de méme abscisse x. 

Le but de l’exercice est de trouver la valeur de x pour 

laquelle la distance MN est minimale. 

1. On note @ la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par: 

@ (x) = e* —In(x). 

a) Calculez @’(x) et démontrez que l’équation @’(x) =0 

admet, dans |0 ; +co[, une unique solution notée a. 

Déterminez une valeur approchée de a 4 107 pres. 

b) Déduisez-en que la distance MN est minimale lorsque 

M=Ch 

2. a) Justifiez que e® = x. 

b) Déduisez-en que les tangentes a“ et I’ aux points 

d’abscisse & sont paralléles. 

f est la fonction définie sur [0 ; +o0[ par: 

f(x)=x*In(x) six >0O et f(0)=0. 

1. Démontrez que f est continue et dérivable en 0. 

2.On a tracé ci-contre la 

courbe & représentative de f. 

a) En A, la courbe @ admet un 

minimum. Quelles sont les 

coordonnées de A? 

b) Démontrez qu'il existe deux 

tangentes a “ passant par O. 

Précisez une équation de cha- 

cune de ces tangentes. 

68 | “6 est la courbe représentative de la fonction f défi- 

nie sur |= ]0 ; +oo[ par f(x) = x(1—In(x)). 

1. Dressez le tableau de variation de f et précisez ses 

limites aux bornes de I. 

2. Aest le point de  d’abscisse aavec a> 0. 

a) Quelles sont les coordonnées du point B, intersection 

de l'axe des ordonnées et de la tangenteT, enAa ? 

b) En tenant compte des résultats précédents, explicitez 

une démarche simple pour la construction de T,. 

69 | f est une fonction définie sur |0 ; +oo[ par: 
In (x) 

f(x)=ax+b+ ou a et b sont deux nombres. 

On note 6 sa courbe représentative dans un repére. 

Le point A(1;0) est le point de @ en lequel la tangente 

est paralléle a la droite d’équation y=3x +2. 

1. a) Démontrez que a et b sont solutions du systeme : 

f: ries 

a+b=0. 

b) Déduisez-en f(x). 

2. On note g la fonction définie sur |0 ; +oo[ par: 

g(x) = 2x? + 1—In(x). 

a) Démontrez que pour tout x de |0 ; +o0[, g(x) > 0. 

b) Déduisez-en que f est strictement croissante sur I’in- 

tervalle |0 ; +oo[. 

ETUDES DE FONCTIONS 
DU TYPE x — In|u(x)| 

Zoom sur le théoréme 6 

f est la fonction définie sur [0 ; +00[ par: 

rae x 
iX=x In (— si x > 0 et f(0) =0. 

x+10 

1. Pourquoi le théoreme 6 ne permet-il pas d’affirmer 

que fest dérivable sur [0 ; +0o[ ? 

2. a) Vérifiez que fest continue en 0. 

b) Pourquoi le théoréme 6 ne permet-il pas de répondre 

ala question: f est-elle dérivable en 0 ? 

f(h) — f(0) 
c) Calculez lim, et concluez. 

h=0 
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fest la fonction définie sur D = ]-co; —1[U]-1; +00 

par fl) = xin(~—2), 

On vous propose le raisonnement suivant : 

« f est dérivable sur & comme composée de fonctions 

dérivables sur &). Pour tout x de &, on peut écrire : 

f(x) = x[In (x — 1) —In(x +1)]. 

On obtient alors : 

f’(x) =In(x —1)-—In(x +1) + x 
x-1 X+1 

soit FX) =In(2—7) ee? Sat 

Ce raisonnement est-il exact ? 

D’apreés Concours FESIC 

fest une fonction définie sur R par: 

f(x) = In (ax? + bx + 0), oa, betcsont trois nombres. Son 

tableau de variation est : 

| 5 
a 

x —co 2 
4 

F(x) 0 rr) 

fm | 0 nd ini 

1. En utilisant les données du tableau, calculez a, b, c. 

2. a) Calculez f’(x). 

ib) Vérifiez que les variations de f sur R sont bien celles 

indiquées par le tableau. 

c) Quelle est la valeur exacte du minimum de f ? 

76°) Vrai ou faux 

On a tracé ci-dessous, dans un repére orthonormé, les 

courbes € et I. représentant respectivement la fonction 

f définie sur 0 ; too[ par f(x) =In(x) et la fonction g défi- 

nie sur | — 3; +oo[ par g(x) =In(2x + 6). 

A et C sont les points de  d’abscisses respectives 1 et 3; 

B et Dsont les points de I’ d’abscisses respectives — 2 et 0. 

Ys 

Dites si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. 

Justifiez vos réponses. 
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1. Les tangentes en Aa et en Ba I sont paralléles. 

2. Le quadrilatére ABDC est un parallélogramme. 

3. SiM et N sont deux points de et I de méme ordon- 

née, alors la distance MN est constante. 

4. Sil et J sont deux points de € et’ de méme abscisse x, 

alors lim U=In(2). 
X~>+co 

D’aprés Concours FESIC 

7/') Vrai ou faux 

La courbe “ ci-dessous est la représentation graphique 

d’une fonction fdéfinie sur |—oo ; 2[. La droite d’équation 

xX = 2 et l’axe des abscisses sont asymptotes a 6. 

On note g la fonction : x — In[f(x)]. 

Parmi les propositions suivantes, dites celles qui sont 

exactes. Justifiez vos réponses. 

1. g est définie sur |— 2; 2[. 

2. g est dérivable en 0 et g’(0) = +. 

3. Lequation g(x) =1a exactement deux solutions dans 

intervalle |— 2; 2[. 

4. lim glg(x)|=—0o. 

Vrai ou faux 

fet g sont les fonctions définies sur |= ]-20 ; O[ par : 

f(x)=e*+In(—x) et g(x)=xe%+1. 

Parmi les propositions suivantes, dites celles qui sont 
exactes. Justifiez vos réponses. 

1. Pour tout x de |, g(x) =e”. 

2. Pour tout x de |, f’(x) = 4 

3. Pour tout x del, g(x) > 0. 

4. La fonction fest strictement croissante sur I. 

5. lim f(x) = +00, 

6. Léquation f(x) =0 a une unique solution a@ dans | et 
= I< (0p 

D’aprés Concours ESIEE 



LA FONCTION In ET LES SUITES 

La suite (u,) est définie par : 

u, =e° et pour tout entier naturel = S p rnaturel n, u,,, =eVu,,. 

1. Démontrez par récurrence que pour tout ndeN: 

> Whe 0), 

2. On note (v,,) la suite définie sur N par v, =In(u,,) — 2. 

a) Démontrez que la suite (v,,) est geométrique. Précisez 

sa raison. 

b) Déduisez-en (v,,) puis (u,) en fontion de n. 

3. a) Quelle est la limite de la suite (v,,) ? 

b) Prouvez que la suite (u,) converge vers e’. 

On a trace ci-dessous, dans un repére orthonormé, 

la courbe “6 représentative de la fonction f définie sur 

|= ]0 ; +00[ par eam) 

On a placé les points M,, My, M,, M, définis de la fagon 

suivante : 

-M, est l'intersection de € et de l’axe des abscisses ; 

- M, est le point de en lequel la tangente passe par 

lorigine O du repére ; 

- M, est le point de en lequel la tangente est paralléle 

a l’axe des abscisses ; 

- M, est le point de € dont l’abscisse annule la dérivée 

seconde de f. 

1. a) Calculez, pour tout x de |0 ; +0o[, f(x) et f”(x). 

b) Déduisez-en les coordonnées des points M,, M,, M; et 

M,- 

2. Démontrez que les abscisses de ces points, pris dans 

cet ordre, sont en progression géométrique. 

¥£:), Onatracéci-contrela Y 

courbe & représentative de 

la fonction f définie sur 

]1; +00[ par: r 
iM 

ibe) = For 

1. a) Dressez le tableau de 1f 

variation de f. 

b) Déduisez-en les coor- 

données du point A correspondant au minimum de f. 

c) Démontrez que pour tout nombre x > e, f(x) >e. 

2. On définit la suite (u,) par: 
U) =a avec a>e et pourtoutndeN, u,,, =flu,). 

a) A l'aide d'une calculatrice, tracez la courbe © et la 
droite A d’équation y = x. Conjecturez les variations de 

la suite (u,,) et sa limite éventuelle. 

b) Démontrez par récurrence que, pour tout nde N': 

Ure er 

c) Demontrez que la suite (u,,) est décroissante. 

d) Déduisez-en que la suite (u,,) converge et précisez sa 

limite €. 

On définit la suite (u,,) pour tout entier n 2 2 par: 

u,=In (1-1) ; 

Démontrez que pour tout entier n 2 2: 

Unt Uti ots to a) — Ie 

(v,) est la suite géométrique de premier terme 

V,. = 1,5 et de raison $ : 

On définit la suite (w,,) par w, =In(v,) pour tout n de N. 

1. Calculez v, en fonction de n et déduisez-en que la 

suite (w,,) est arithmétrique. 
n 

2. On pose S, = s Ww). 
i=0 

a) Calculez S, en fonction de n. 

b) Etudiez la limite de la suite (S_). 

3. Pour tout entier n,on pose P, =VoV,V>...V,,. 

a) Démontrez que P,, = en, 

b) Etudiez la limite de la suite (P). 

81 | Théorie de l'information 

Les opérateurs de téleécommunication cherchent a mini- 

miser la taille des messages transmis, sans perdre d’infor- 

mation. 

Pour mesurer la quantité d'information contenue dans un 

message, l’ingénieur américain Claude Shannon (1916- 

2001) a proposé, en 1948, la définition suivante: si le 

message désigne un élément parmin éléments possibles, 
In(n) 

In(2) 

ou p désigne la probabilité 

alors l'information qu'il apporte (en bit) est |= 

p p 
1. Démontrez que | = 

q In (2) 
d’obtenir |’élément cherché en choisissant au hasard un 

élément parmi n. 

2. Calculez la quantité d'information donnant le vain- 

queur d’un tournoi de tennis a 32 joueurs. 

3. Au jeu «c'est plus, c'est moins », on doit deviner, par 

des questions binaires, un nombre entier entre 1 et 100. 

Calculez la quantité d'information que donne la réponse. 
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AVEC LES TICE 

82 | Dans un repére orthonormé (0; i, j), € est le 
cercle de centre O et de rayon 1, et A le point de coordon- 

nées (0; 1). 

On note I’ la courbe past de la fonction f défi- 

—1-2In(x)]. 

M est un point ficeoreae de I d’abscisse a, H est son 

projeté orthogonal sur l’axe des abscisses et K l’intersec- 

tion de la droite (AH) et du cercle 6. 

nie sur ]O ; +oo[ par f(x) = =71" 

On se propose d‘étudier le comportement de la droite 

(OK) et de la droite T, tangenteenMaT. 

1. Construire la figure avec GeoGebra 

e Créez le cercle € et le point A. 

eCréez un curseur pour le parametre a (réglage: 

0 <a S10; incrément : 0,1) ; 

e Créez la courbe I. 

(a, f(a)). 

e Créez les points H et K ainsi que la tangenteTenMaT. 

e Créez la droite (OK). 

e Créez le point M en saisissant M = 

2. Conjecturer 

Faites varier a a l’‘aide du curseur. 

Quelle particularité semblent présenter les droites Kel 

tale 

3. Démontrer 

a) Démontrez la conjecture précédente. 

fb) Déduisez-en une construction de la tangente a Ten 

un point M quelconque. 

83 | Pour tout entier m strictement positif, on considére 

la fonction f,, définie sur [0 ; +co[ par: 

f_, (x) = 

sa courbe représentative dans un repére 

In(e* + mx) — x. 

On note ©, 

Onin p: 

1. Construction des courbes avec GeoGebra 

e Créez un curseur pour le paramétre m (réglage : 

1<mS<10, incrément 1). 

@ Saisissez f,, (x) =In(e* + mx) — x. 

e Créez le point O, puis latangente enOa Co 

2. Conjecture 

Faites varier ma l'aide du curseur. 

a) Que pouvez-vous dire des variations de f, ? 

b) Quelle particularité semble présenter la tangente en O 
at, ? 

c) Que pouvez-vous conjecturer concernant les courbes 
associées a deux valeurs différentes du paramétre m ? 
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3. Etude et propriétés 

a) Justifiez la dérivabilité de f,, sur [0 ; +oo[ et exprimez 

f(x) pour tout nombre x > 0. 

Déduisez-en les variations de f,,.. 

b) Démontrez que pour tout nombre x > 0, 

f(x) =In (1+ sa : 

Déduisez-en la limite de f,, en +co et dressez le tableau 

de variation de f,,.. 

c) Prouvez que pour tout nombre x > 0, f, (x) < = 3 

d) Déterminez l’équation réduite de la tangente en O a 

€,,,. Cela conforte-t-il votre conjecture ? 

e) p et m sont deux entiers strictement positifs (p <m). 

Etudiez la position relative des courbes €, et ©,,, 

Prendre toutes CC 
84 | ‘€ est la courbe d’équation y =In(x). A et B sont 

deux points de  d’abscisses respectives a et b 

(0 <a<6).Le point! est le milieu du segment [AB] et 

J est le point de € de méme abscisse que |. 

Démontrez que pour tout point A et tout point B de &, 

le point | est toujours en dessous de J. 

85 | (u,,) est la suite définie sur N par: 

Uy=0 et pourtoutndeN, u,,, =u, —2. 

(v,,) est la suite définie sur N par v, = Sele 

1. Démontrez que la suite (v,,) est géométrique. 
n 

; ‘ 4 
2. Démontrez que lim vV,=—. 

Ms N>+0o Py k 3 

86 | a et b sont deux nombres. Démontrez que : 

ee" = 2b équivaut a a =In(b + V14 62). 



Travail en autonomie 
=> Rédigez la solution de cet exercice 

en vous aidant du guide. 

;/,j), on a tracé les 

representatives, respectivement, des 

Dans un repére orthonormé (O 

courbes 6; et €, 

fonctions f et g définies sur |0;+0o[ par f(x) =In(x) et 

g(x) = (In(x))?. 

ya 

ye 

2. Pour x appartenant a l'intervalle ]0 ; +oo[, M et N sont 

des points de 6, et 6, de méme abscisse x. 

1. Etudiez la position relative de ces deux courbes. 

a) hest la fonction définie sur |0 ; +o0[ par: 

h(x) = f(x) — g(x). 

Etudiez les variations de h sur 0 ; +00]. 

b) Sur l’intervalle [1;e], pour quelle valeur de x la dis- — 

tance MN est-elle maximale ? Déduisez-en alors la valeur 

maximale de MN. 

c) Démontrez que sur ]0;1[ U Je; +oo[, il existe deux 

nombres a et 6 (a< 6) pour lesquels la distance MN est 

égale a 1. Précisez les valeurs deaet ba 10°' prés. 

1. f(x) — g(x) se factorise facilement et on est ramené a 

étudier le signe d’un produit de facteurs. 

La figure donnée vous permet de vérifier simplement 

l’exactitude de vos calculs. ote | 

2. a) Le calcul de la dérivée est simple, ainsi que l'étude 

de son signe sur |0 ; +oof. 

b) Attention, la distance MN est yy — Yy OU Vy — 

selon que x appartient a l'intervalle [1; e] ou non. 

Le signe de h(x) vous aidera a choisir la bonne écriture 

et la réponse apparait dans le tableau de variation. 

Yno 

c) On se raméne ici a la résolution d’une équation du 

second degré dont l’inconnue est In(x). 

On peut poser In(x) =X et se ramener a la résolution 

d’un sytéme. 

Pp Analyser Vénoncé 

BA Le jour du BAC 

» Analyser I’éenoncé 

On est ramené a étudier le signe de 

f(x) — g(x). 

a a 

a 2 

_ Dans les deux questions, on inte. § 

Si ‘intéresse a la distance MN: F 

e sur [1; el, on cherche one ele . 
maximale ; ae SA a5 

* sur |-co; 1[ U Je; +00], onest ; 
ramené a une résolution di‘ équation. 

ZOOM sur la rédaction Q 

Bien que cela ne soit pas demandé, 

il est recommandé de dresser le 

tableau de variation de hen 

placant 1 ete. 

Il est nécessaire, pour terminer 

l'exercice, de connaitrelesignede 

h(x). 

ZOOM sur la rédaction Q 

Il est important de justifier 

clairement que MN= y,, — yx 

lorsque. x eS S{ti el. 
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Le jour du BAC 

BAG §Logarithme et suite 

On considere l’équation [E]: x +In(x) =0. 

Le but de l’exercice est de prouver que l’équation [E] a 

une unique solution a dans |'intervalle |= ]0; +00] et 

d'utiliser une suite convergente pour obtenir un encadre- 

ment de a. 

A. Existence et unicité de la solution 

f est la fonction définie sur | par f(x) = x + In(x). 

Etudiez les variations de f sur | et déduisez-en l’existence 

d’un nombre a unique de | tel que f(a) = 0. 

Vérifiez que 5 <SOaell 

B. Encadrement de 
4x —|Inx 
ep mes | 

a) Démontrez qu'un nombre x de | est solution de |’équa- 

tion [E] si, et seulement si, g(x) = x. 

1..g est la fonction définie sur | par: g(x) = 

b) Etudiez les variations de g sur | et démontrez que pour 

, g(X) appartient a J. tout x de |’intervalle J = |4 | 

2. La suite (u,,) est définie par : 

Uy = $ et pour tout nde N, u,,, =g(u,). 

a) Déemontrez par récurrence que pour tout nde N: 
1 < < = 5 SU, Snug Sc 

b) Déduisez-en que la suite (u,,) converge vers a. 

3. a) Trouvez une valeur de u,, arrondie a la sixiéme 

décimale. 

b) On admet que u,, est une valeur approchée par 

défaut 4 5 «107 présde a. 

Déduisez-en un encadrement de a sous la forme 

u<QS<v ou u et v sont des nombres décimaux écrits 

avec trois décimales. 

ED Restitution organisée des connaissances 

Prérequis : Une suite tend vers +oo si, pour tout nombre 

A, tous les termes de la suite sont supérieurs a A a partir 

d'un certain rang. 

A. Démonstration 

Deémontrez qu'une suite croissante non majorée tend 

vers +00, 

B. Application 

f est la fonction définie sur |0 ; +co] par: 

f(x) = x + In(x). 

1. a) Etudiez les variations de f et dressez son tableau de 

variation. 

b) Démontrez que pour tout n de N, I’équation f(x) =n a 

une unique solution a, dans I’intervalle |0 ; +oo]. 

Ainsi, &, +In(@,) =n. 
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2. a) Reproduisez la courbe “ ci-dessous représentative 

def. 

Placez &,, &,, A, et O, surl’axe des abscisses. 

b) Quelle est la valeur exacte de a, ? 

c) Démontrez que la suite (a,,) est strictement croissante. 

3. a) Déterminez une équation de la droite A tangente a 

“6 au point d’abscisse 1. 

b) Etudiez la position relative de€ et A. 

4. a) Démontrez que pour n de N*, eat =O: 

b) Déduisez-en la limite de la suite (a.,). 

90 | BAG _ Tangentes a une courbe 

On a tracé, dans un repére orthonormé, la courbe 6 

representative de la fonction f définie sur |1; +0o[ par: 

fod'=Ino@) -—L. 
In (x) 

Le but de l’exercice est de chercher les tangentes a € pas- 

sant par l’origine O du repére. 

| 
| 
| 
| 
L 

Olt 

| 
| 
| 
| 
| 
| 

1. Soit a un nombre de l'intervalle |1;+co[. Démontrez 
que la tangente T, a“ au point d’abscisse a passe par 
l'origine O si, et seulement si, 

f(a) -—af’(a)=0. 

2. On note g la fonction définie sur |1; +0o[ par: 

g (x) = F(x) — xf’(x). 

a) Démontrez que sur |1; +co], les équations g(x) =0 et 
(In (x))* = (In (xX)? —In(x) — 1= 0 sont équivalentes. 

b) Aprés avoir étudié les variations de la fonction u défi- 
nie sur R par u(t) = t? — t? —t —1, démontrez que la fonc- 
tion u s'annule une fois et une seule sur R. 

c) Déduisez-en l’existence d'une unique tangente a & 
passant par O. 



B91) BAC) Logarithme et suite 

f est la fonction définie sur ]— 1; +0°[ par: 

In(x +1) 

Sime 

La courbe & représentative de f est donnée ci-dessous. 

A est la droite d’équation y = x. 

fie 

A. Etude de certaines propriétés de 

1. Calculez f’(x) pour tout x de |— 1; +0o[. 

2. Pour tout x de |— 1; +oo[, on pose: 

N(x) = (1+ x)? +In(14 x) -1. 

a) Vérifiez que l'on définit ainsi une fonction strictement 

croissante sur |— 1; +oo[. 

b) Calculez N(O) et déduisez-en les variations de f. 

3. Calculez les coordonnées du point d'intersection de la 

courbe & et de la droite A. 

B. Etude d’une suite convergente 

1. Démontrez que: si x =[0; 4], alors f(x) <[0; 4]. 

2. On considére la suite (u,) définie par u, = 4 et pour 

tout ndeN, u,,, =f(u,). 

a) Tracez, a l'aide d’une calculatrice, la courbe %@ et la 

droite A. Conjoncturez les variations de la suite (u,) et 

son éventuelle limite. 

b) Démontrez que pour tout nde N, u, =[0; 4]. 

c) Etudiez le sens de variation de la suite (u,,). 

d) Démontrez que la suite (u,,) est convergente et calcu- 

lez sa limite €. 

BAG Vrai ou faux 

f est la fonction définie sur |— 1; +0o[ par: 

f(x) =In(x? + x +1) —2In(x +1). 

Dites si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. 

Justifiez votre réponse. 

a) in, f(x) = —0o b) im, f(x) = +00 

¢) fest croissante sur l'intervalle [1; +oo[. 

d) L’équation f(x)=0 admet une unique solution dans 

'intervalle |— 1; +00[. 

e) Léquation f(x)=1 admet une unique solution dans 

'intervalle |— 1; +00[. 

Le jour du BAC 

CE) 
f est la fonction définie sur |=]0; +oo[ par: 

. In (x) 

Dans un repére orthonormé, on a tracé sa courbe repré- 

sentative G ainsi que la droite A d’équation y = x. 

56 

1. a) g est la fonction définie sur | par: 

g(x) = x? +1-In(x). 

Quel est le signe de g(x) sur l’intervalle | ? 

b) Déduisez-en les variations de f et dressez son tableau 

de variation. 

2. a) Etudiez la position relative de € et A. 

b) Quelle est la limite de f(x) — x quand x tend vers +oo ? 

Met N étant deux points de € et A , de méme abscisse x, 

que peut-on dire alors de la distance MN lorsque x tend 

vers +oo ? 

c) Quelles sont les coordonnées du point A de & en 

lequel la tangente a € est paralléle a A ? 

G3 Ac) 
On a tracé ci-dessous la droite d d’équation y = 2x et la 

courbe  représentative de la fonction f définie sur R 

par: f(x) =In(e* — e* +1). 

y dip 

1. Justifiez que fest bien définie sur R. 

2. a) Exprimez f’(x) et étudiez son signe sur R. 

b) Dressez le tableau de variation de f. 

Précisez les coordonnées du point A correspondant au 

minimum de f sur R. 

3. Etudiez la position relative de d et €. 
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Pour aller plus loin 

95 | Vrai ou faux 

f et g sont deux fonctions définies et dérivables sur 

|= ]O ; +oo] par: 
ee 

F(x) =x? +2-2In(x) et goj=— 

Dites si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. 

Justifiez chacune de vos réponses. 

a) Pour tout x de |, f(x) 23. 

b) Pour tout x de |, g’(x) = — ie E 

c) La courbe @ représentative de g est strictement en 

dessous de la droite d d’équation x+y=0 si, et 

seulement si, x appartient a |1; +oo|. 

d) Léquation g(x)=0 a une unique solution a dans 

]O ; +oo[. 

On cherche a calculer la limite éventuelle de Ges: 

quand n tend vers +co. A 

Pour cela, on tient le raisonnement suivant : 

fonction définie sur Sone if ie je ieeeco| pat 

f(x) =|In(1+ x). On sait que f est dérivable sur |— 1; +oo[ 

et que pour tout x >—1, f’(x)= sewa Or, en utilisant 

le changement de variable x = +, on obtient : 

lim ln In (1 + 1) 
N>+co n 

1 
n | — 

De plus, pour tout n de N*, (1+ r | =e Ne 7 

=lim 
x0 xX 

n 

Donc, on en déduit que: lim (1 + 1) = lim e°=e. 
N>+co n tol 

La limite cherchée est donc le nombre e. » 

Le raisonnement est-il exact et la rédaction est-elle 

rigoureuse ? 

Suite et fonction 

1. fest la fonction définie sur R par: 

f(x) = x —In(x? +1). 

a) Etudiez les variations de f sur l’intervalle [0 ;1 |. 

b) Déduisez-en que: si x [0 ; 1], alors f(x) <[0;1]. 

c) Résolvez dans R |'équation f(x) = x. 

2. La suite (u,,) est définie pour tout n de N par: 

Uj=t et u,,,=flu,). 

a) Démontrez par récurrence que pour tout nde N: 

UPS Op], 

b) Etudiez le sens de variation de la suite (u,). 

c) Déduisez-en que la suite (u,) est convergente et 
déterminez sa limite. 
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98 | Suite et fonction 

A. f et g sont deux fonctions définies sur [0 ; +oo[ par: 
2 

f(x)=In(x+1)—x et gx)=In +1)—x +. 

1. Etudiez les variations de fet de g. 

2. Déduisez-en que pour tout x de [0 ; +oo[, 
x2 

x— => Sint <x [1]. 

B. La suite (u,,) est définie par tout n de N* par: 
1 

eR SU aur (1+ 5m ) 

1. a) Démontrez par récurrence que pour tout n de N*: 

u,-> 0. 

b) Démontrez par récurrence que pour tout n de N*: 

1 1 1 
In(u,,) =In (+5) +In (eo +...4/n (it oeh 

2. On pose, pour tout nde N*: 

See 1 a 1 oe 
Seagate et Tn Sage ooo ae 

a) A l'aide de [1], démontrez que pour tout n de N* : 
1 

Spee ath <In(u,)SS,. 

b) Calculez S, et T, en fonction de n, et déduisez-en 
lima. :S,,. et slim--T,< 

N>+co n>+co 

1 

3.a) Démontrez que la suite (u,) est strictement 

croissante. 

b) Déduisez-en que la suite (u,,) est convergente. On 

note € sa limite. 

4.On admet que si deux suites (v,) et (w,,) sont 

convergentes et telles que pour tout n de N*, v, <w,, 

alors: lim v,< lim w,,. 
N>+co N>+o0o 

Démontrez que pour tout n de N*, > <In(u_) <1. 

Déduisez-en un encadrement de £. 

199 | Suite et fonction 

1.En étudiant les variations de deux fonctions 
convenablement choisies, démontrez que pour tout x de 
lintervalle [0 ; +co[, 

es 
X— = Sin(i+ xy<x. 

2. Démontrez par récurrence que pour tout nde N*: 

Ske _ n(n+1)(2n +1) . 

kal 6 
3. Utilisez les résultats des deux questions précédentes 
pour trouver la limite de la suite (u,,) définie pour tout n 
de N* par: 

u, = (1+ = (1+ a (14-5). 
n n n? 

Aide} Intéressez-vous a la suite de terme général In (u,). 



acm 
est la courbe représentative d'une fonction fdéfinie sur 

R telle que pour tout x, f(x) =In(ae* + b), ol. a et b sont 

deux nombres. On sait, de plus, que im f(x) =0 et que 

la tangente au point A d’abscisse 0 a pour coefficient 
4 1 

directeur — . 
2: 

Parmi les affirmations suivantes, plusieurs peuvent étre 

exactes. Justifiez chacune de vos réponses. 

a) f(x) =In(e* +1). 

c) lim EOS, 
X3+00 xX 

d) fF’) = — 
eatin 

107 | 1. f, est la fonction définie sur [0;+00[ par 

f, (x) = 2x — 2 +|n(x* +1). Etudiez les variations de f, et 
dressez son tableau de variation. 

2. nest un entier naturel non nul. On considére la fonction 
2 

f, définie sur [0 ; +oo[ par f, (x) = 2x -2+ week 
a) Démontrez que la fonction f, est strictement 

croissante sur [0 ; +oo[. 

b) Démontrez que |’équation f, (x) = 0 admet une unique 

solution a, dans [0 ; +oo[. 

c) Justifiez que pour tout n de N*,0<a, <1. 

=O. 

4. a) Démontrez que la suite (o,,) est croissante. 

3. Démontrez que pour tout nde N*, f, (a,,,,) 

b) Déduisez-en qu'elle est convergente. 

In (a7 +1) 
our déter- 

2n ¥ 
c) Utilisez l’expression a, =1— 

miner la limite de la suite (o,). 

102 | f est la fonction définie sur | = |0 ; +oo[ par: 

fi(x)= uu) +1-x 
x 

1. a) Démontrez que f est dérivable sur | et que f’(x) est 

du signe de N(x) = —[2(xVx —1) +In(x)]. 

b) Calculez N(1) et déterminez le signe de N(x) en 

distinguant les cas O< x <1 et x21. 

c) Déduisez-en le sens de variation de f sur | et son 

tableau de variation. 

2. On définit une suite (u,) par son premier terme U, 

appartenant a [ 1; 2| et pour tout naturel n, 
In(u,) 

n+1 Ju, 

a) Démontrez que pour tout nombre x de [1; 2] : 

0 ee 
x 

u 

b) Démontrez par récurrence que pour tout entier naturel 

n, U, appartient a [1; 2]. 

3. a) En remarquant que u,,,, =f(u,,) + u,,, déterminez le 

sens de variation de la suite (u,,). 

b) Déduisez-en que la suite (u,) est convergente et 

déterminez la valeur exacte de sa limite ¢. 

PROLONGEMENT DU TD 36 

Cet exercice propose un autre exemple d'utilisation du 

logarithme décimal en sciences physiques. 

103 | En électronique : le quadripdle 

Un quadripdle est un composant a deux entrées et deux 

sorties permettant le transfert d’énergie entre deux 

dipdles. C’est l’élément principal d’un amplificateur 

sonore. 

On appelle : 
U 

- gain en tension, le nombre G,, = 20 log (==) ou U, et 
e 

U, sont les tensions en entrée et en sortie. 

| 
- gain en courant, le nombre G, = 20 log [- Outlet 

e 

sont les intensités en entrée et en sortie. 

Pp 

- gain en puissance, le nombre G, = 10 log (=), ou P, 
e 

et P. sont les puissances en entrée et en sortie. 

Ces gains s‘expriment en décibel (dB). 

1. Démontrez que si la résistance R est la méme en entrée 

et sortie, alors G, = G, = Gp. 
2 

On rappelle que P = RI* = = : 

2. Si un quadripdle multiplie la tension par 10, quel est 

son gain en tension ? 

3. Que signifie qu’un gain en courant est négatif ? 

4. Que signifie un gain en puissance de 6 dB ? 
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En musique, une note produite par un instrument 

de musique est décomposable en une succession de sons purs : 

les harmoniques. Le timbre du son musical est justement 

caractérisé par le nombre et l’intensité de ces harmoniques. 

C'est en réalisant un travail de physicien sur la chaleur que 

Joseph Fourier mit au point un outil fondamental pour I’étude 

des fonctions périodiques en mathématiques : 

la décomposition en séries trigonométriques. 

Chercheurs d’hier, p. 177 
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& Exercices-tests == 
numeériques 

Repérage sur un cercle 

trigonométrique 
e Sur un cercle trigonométrique, 

@ Vrai ou faux 

1. Le point M, est associé au 

nombre o 
—a tout nombre t, on associe un point M 

unique ; 2. Le point M, est associé au 
SVE 

nombre —. 
6 

— si un point M est associé a un nombre t, alors il 

est aussi associé a tout nombre t’ tel que: 

=t-+ 2k kel: 

e Chacun des nombres 

précédents est une mesure, 

en radian, de l’angle 

orienté de vecteurs 

(Ol, OM). 
e Parmi toutes ces 

mesures, il en existe une et 

3. Le point M, est associé au 

31 
nombre — —. re 4 

4. Le point M, est associé au 
TU 

nombre — —. 
4 

© Vrai ou faux 

Sur un cercle trigonométrique : 

une seule qui appartient a l'intervalle |- 1; 7]. | 1, il existe un nombre entier relatif k tel que — a et an 
Il s'agit de la mesure principale de l’angle sont égaux a 2k7 pres. 

orienté de vecteurs (Ol, OM). 
2. ue et 2h sont associés au méme point. 

3. (Ol, OM) = oe . Sa mesure principale est —— ay > Cosinus et sinus d’un nombre 

trigonométrique, associé 6 6 

au nombre t. Dans le repére 

orthonormé (O; Ol, OJ): (3) QCM 

Pour chaque question, une seule affirmation est exacte. 

Identifiez-la en justifiant votre réponse. 
cos(t) est l’‘abscisse de M; 

sin(t) est lordonnée de M. 

e Relation trigonométrique fondamentale : M est un point d'un cercle trigonometrique. 
pour tout nombre t, La mesure principale de (Ol, OM) est tavec t > 0. 

cos?(t) + sin? (t) =1. 1. Si cos(t) =, alors: 

a) sin(t) <0 b) sin()= 2 c) sin(g) = 22 

aa Valeurs remarquables 2. Si cos? (t) — sin?(t) = 5 , alors cos(t) peut étre égal a: 

1D 1 V3 
t eee Sets 34g 

| cos(t) | (4) sgt faux 
TU TU 

sin(t) 1. cos| 3B) =00s(3). 
2. equation cos (x) = 1 admet une unique solution dans 

R. 

Be Angles associés 3. Léquation sin (x) = | admet exactement deux solutions | 

En utilisant les propriétés de symétrie du cercle, | dans |— 7; 7]. 

on obtient les relations entre le cosinus et le 

sinus d’angles associés. Par exemple : 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

I 

| 

| 

| 

| 

I 

| 

I 

| 

| 

I 

I 

1 

! 

| 

| 

I 

! 

! 

! 

! 

! 

I 

| 4. (Oi, se 
l 

! 

I 

I 

I 

! 

| 

| 

I 

I 

| 

| 

! 

| 

| 

! 

| 

| 

| 

| 

| 

i 

| 

! 

I 

| 

! 

I 

i} 

| 

l 

cos(-t)=cos(t) et sin(-t)=—sin(t). | ie } 
Si Corrigés sur www.transmathlycee.net/eleve-TermS | 

SaaS eee 
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ACTIVITES 

168 

DECOUVRIR UNE SINUSOIDE 

(O; Ol, OJ) est un repere orthonormé direct et est le cercle trigonométrique de centre O. 

A chaque nombre t de I’intervalle [— 37 ; 371], on associe le point M, du cercle trigonométrique € ; M, apour 

coordonnées (cos(t) ; sin(t)) dans le repere (O ; Ol, OJ). 

L’unité de mesure d’angle étant le radian, ce point est tel que (Ol, OM,) = AG, KCL. 

Uobjectif est de représenter, a l'aide du logiciel GeoGebra, les variations de chacune des coordonnées du 

point M, en fonction du nombre t, c'est-a-dire les variations des fonctions t — cos(t) et t — sin(t). 

Allure de la courbe représentative de t —- sin(t) i 

> a) Choisissez l’unité d’angle : BIiel-d[eIc) 

Options Configuration... Avancé Unité d’angle Radian t=0.95 y 

e Créez successivement 

—les points O(0; 0), 1(1; 0) et J(0;1) ; 

- le cercle trigonométrique 6 de centre O; 

— un curseur t, avec — 31 St S37; 

- le point M, de % associé au nombre t. 

b) Pour représenter graphiquement les variations de l’abscisse sin(t) du point M, lorsque t décrit l’inter- 

valle [— 31 ; 37], on considére le point P, de coordonnées (¢t ; sin(t)). 

e Créez le point P, de coordonnées (¢t ; sin(t)). 

e Activez la trace du point P, et faites varier t. 

| | Alill 4 ee) A e ee Déplacer 

Se) at I cd = o] Déplacer ou sélectionner un ou des objets(Ctr!) (Raccourci=Esc) ql 

y 

Le point P, a pour coordonnées (t ; sin(t)), donc lorsque t décrit [— 37 ; 370], la trace du point P, donne 
‘allure de la courbe qui représente la fonction t — sin(t). 

Cette courbe est appelée sinusoide. 

ba Allure de la courbe représentative de t —- cos (t) 

Mettez en ceuvre un processus similaire qui permet d’obtenir l’allure de la courbe qui représente la fonc- 
tion t — cos(t) sur l’intervalle [— 37 ; 370]. 

oD al 2 IF to) (| EA IS LJ 2 | | Déplacer eS 
Déplacer ou sélectionner un ou des objets(Ctr!) (Raccourci=Esc) ¢ Ad 

| = 264 

a en 

arerne- idl dall Vy 

.” Pia! 

le = *e 
#— —w. —# 
“wT » -Sm/2 e °-21 ~3RI2 

s ® ® 6 4 e 
a] 

Chapitre 6 » Fonctions trigonométriques 



ACTIVITES 

PROPRIETES GEOMETRIQUES DES COURBES 

(O; Ol, OJ) est un repére orthonormé direct et “G est le cercle trigonométrique de 

centre O. Pour tout nombre t, on note M le point du cercle associé at; le point Ma 

pour coordonnées (cos(t) ; sin(t)). 

Le but de cette activité est de mettre en évidence les propriétés des coordonnées du 

point M pour certains angles associés, afin d’en déduire des propriétés géométriques 

des courbes. 

1 M’ désigne le point du cercle € associé au nombre — t. 

a) Placez le point M’. Que pouvez-vous dire des points M et M’ ? 

b) Exprimez les coordonnées du point M’ en fonction de cos(t) et sin(t). 

2 Le plan est muni d’un repére orthogonal (O ; if fy (Voir figure ci-dessous.) 

a) On considére les points A et A’ de coordonnées respectives (t ; cos(t)) et (— t ; cos (— t)) dans le repére 

(O; i, j). Comment construire le point A’ a partir du point A ? 

b) On consideére les points B et B’ de coordonnées respectives (t ; sin(t)) et (— t ; sin (— t)) dans le repére 

(O; i, j). Comment construire le point B’ a partir du point B ? 

3 M, est le point du cercle @ associé au nombre t + 27 . 

a) Exprimez les coordonnées de M, en fonction de t. 

b) Que pouvez-vous dire des points Met M, ? 

a a) Comment construire le point A, (t + 27 ; cos(t + 27)) a partir du point A ? 

b)Comment construire le point B, (t + 27 ; sin(t + 27)) a partir du point B ? 

Les courbes obtenues dans l’activité 1 représentent l'ensemble des points A et B lorsque t décrit l'inter- 

valle |— 37 ; 370]. 

a) Quelles propriétés de ces courbes avez-vous mises en évidence dans la question 2> ? 

b)Comment pourriez-vous, a partir de ces deux courbes, construire l'ensemble des points A et l’en- 

semble des points B pour t décrivant R ? 

Refaites cet exercice apresle chapitre FR SRC Caters 

Existe-t-il une position du point M sur le quart de cercle ci-contre tel que le trajet Mt N 

O —1—M (en rouge) soit de méme longueur que le trajet |— N (en bleu) ? 
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es Fonction cosinus et fonction sinus 

1} Définitions 
M 

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O ; (Arie wag 

A tout nombre t, on associe un point unique M du cercle trigonométrique de 

centre O. 

Le point Ma pour coordonnées (cos (t) ; sin(t). 

Définition Pyare qui a tout nombre t, associe le nombre cos(t) est appelée fonction cosinus. 

cos: t+— cos(t) 

§ Définition FY La fonction qui a tout nombre t, associe le nombre sin(t) est appelée fonction sinus. 

sin: t = sin (t) 

© Remarque. Pour tout nombre t, — 1<cos(t)<1 et —1<sin(t)<1. 

2) Propriétés des fonctions cosinus et sinus 

e Pour tout nombre t, cos (— t) = cos(t) .on dit que la fonction cosinus est paire. 

e Pour tout nombre t, sin (— t) = — sin(t) : on dit que la fonction sinus est impaire. 

© Interprétation graphique 

Le plan est muni d’un repére orthogonal (O; i, De 

e Les points M(t ; cos(t)) et M’(— t ; cos(— t)) sont symétriques par rapport 

a l'axe (O; /). La courbe représentative de la fonction cosinus est donc =¢ O t 
symétrique par rapport a l’axe (O; j). 

e Les points M(t ; sin(t)) et M’(—t ; sin(— t)) sont symétriques par rapport 
a l'origine O du repére. La courbe représentative de la fonction sinus est 
donc symétrique par rapport a l’origine O du repére. 

Pour tout nombre t, cos(t + 271) = cos(t) et sin(t + 271) = sin(t) : on dit que les fonctions cosinus et 
sinus sont périodiques, de période 27 (ou « 27 -périodiques »). 

© Conséquences graphiques 
1 ' 

Les points M(t; cos (t)) et M’(t + 27 ; cos(t+27)) sont sin(t + 2m) = sin(t) gS a ee 
tels que MM’ = 27t/. De méme, les points N(t; sin(t)) iM iM’ 

, . ? ct = ~ -—____________ pe et N’(t + 27 ; sin(t + 270)) sont tels que NN’ = 277/. oi edt aS 

Il suffit donc d’étudier les fonctions sinus et cosinus sur 

un intervalle de longueur 271. On obtient chaque courbe 
sur IX par des translations de vecteurs 2kmi (k € Z). 
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COURS 

3| Etude des fonctions cosinus et sinus 

© Dérivées 

Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur R et pour tout nombre t, 

sin’(t)=cos(t) et cos’(t)=—sin(t) 

© Tableaux de variation 

Les fonctions sinus et cosinus étant périodiques de période 27, il suffit de les étudier sur un intervalle 

d’amplitude 27. On choisit l’intervalle |— 7 ; 7], centré en 0. 

Signe de | 

t = JU 0) 
= 
i} 

sin (t) 
+ c 

TM 
iby | 2 

Signe de Le ea 

cos (t) Saas 
SES 

Tl TU 
t — 1 ox > Tl 0) 1 

sin’ (t) = cos (t) — 0 + O - = 

1 1 

© Courbes représentatives | 
y ='sin(t) En utilisant les propriétés de parité et de i 

périodicité vues dans le paragraphe 1.2, ainsi 

que les valeurs remarquables connues, on 

obtient, dans un repere orthogonal, les deux 

sinusoldes ci-contre. 

| 

| 
| 
| 

4) Dérivation : compléments 

a et b sont deux nombres 

Les fonctions f et g définies sur R par f(t) = sin(at + 6) et g(t) = cos(at + 6) sont dérivables sur R, 

et pour tout nombre t, f(t) =a x cos(at + b) et g’(t)=—axsin(at + 6) . 

>) Exemples. La fonction f : x — sin(3x —1) est dérivable sur R et f’(x) = 3. cos (3x — 1). 

La fonction g: x — cos (= + 1) est dérivable sur IR et g’(x) = — 1 sin (= + 1) : 
2 2 

Lim us 3 
Os Diss. 

Démonstration. La fonction sinus est dérivable en 0 (théoréme 1), ce qui revient a dire que 

. lim Sige) =Sim (Ol Gos (0) = 1 
hoo h 
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Compleéments 
numeériques 

Fopiecrie 1) Utiliser les propriétés des fonctions sinus et cosinus 

Application 

e aet bsont deux nombres. 

Les fonctions f et g définies sur R par f(t) = sin(at + 6) et g(t) =cos(at + b) sont dérivables sur R, 

et pour tout nombre t, f(t) = acos(at + 6) et g’(t) = — asin(at + 6). (Théoréme 2) 

3iafa'@= 0 A) Etudier les variations d’une fonction 
- 

fest la fonction définie sur R par f(t) = cos(2t) et @ sa courbe représentative dans un repére (O; i, j). 

1. Vérifiez que, pour tout nombre t et tout entier relatif k, f(— t)=f(t) et f(t + km) =fF(t). 

2. Déterminez f’(t) et étudiez son signe sur I’intervalle [o : = 

3. Dressez le tableau de variation de f sur l’intervalle [- : 4), puis donnez les variations de f sur R. 
2 

© Méthode © Solution 

1. @ On utilise le fait que la fonction cosinus = > 1. Pour tout nombre x, cos(— x) = cos (x), 

est paire. donc pour tout nombre t, 

f(— t) = cos(— 2t) = cos (2t) = f(t). 

e On utilise le fait que la fonction cosinus est pB—> Pour tout nombre t et tout entier relatif k, 

périodique, de période 27. f(t + ki) = cos(2t + 2km) = cos(2t) = f(t). 

2. La fonction f est lacomposée de la fonction sm» 2. Pour tout nombre t, f’(t) = — 2sin(2t). 

cosinus et de la fonction affine t — 2t. 4 Tt , 
Si t=[0; 4], alors 0<2t <7 et sin(2)>0. 

Le théoréme 2, p. 171, permet de déterminer 
See fo aa “ TU 

l’expression de la fonction dérivée f’. Ainsi, F(t) <0 sur 'intervalle [0 ; a 

3. La fonction f est paire (pour tout nombre t, =» 3.La fonction f est paire (d’aprés 1.), dou 

f(— t) = f(t)). Cette propriété permet de déduire la symétrie de la courbe par rapport a (O; j) : 

ae i 

m—> La fonction f est périodique (d’aprés 1.). 

La courbe & s‘obtient par des translations 

de vecteur kti,kEZ. 

le comportement de f sur [- = ; 0]. Z 
Nia e On utilise la périodicité de la fonction f. 

O Mise en pratique 

ae f est la fonction définie sur R par: es g est la fonction définie sur R par : 

f(x) = sin (2x). g(x) =cos (4x + =) 
1. Démontrez que, pour tout nombre x, ; 

1.Deémontrez que pour tout nombre x et tout f(— x) =—f (x). 
: } 5 entier relatif k : 

2. Déterminez f’(x) et étudiez son signe sur l’inter- 1 

valle [0 ; +. g(x+kZ) =i. 

3. Dressez le tableau de variation de f sur l’inter- | 2+Etudiez les variations de g sur l'intervalle 
ye che i F06 

valle |- = ; 4]. — —— ; —|. 
2h 2. ie Ne 
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Fopiecrit 2) Résoudre une inéquation ou une équation 

e Deux points d’un cercle trigonométrique, e Deux points d’un cercle trigonométrique, 

d’abscisse cos(a) (avec a # ki) définissent d’abscisse sin(a) (avec ee eo kr.) 

deux arcs représentant les solutions de 2 

cos(t) = cos(a) et cos(t) < cos(a). définissent deux arcs représentant les solutions 

de sin(t) = sin(a) et sin(t) <sin(a). 

M 

sin(t) = sin(a) 

cos(t) = cos(a) cos(t) = cos(a) 

NY 

Résoudre une inéquation trigonométrique 
U 

Résolvez dans [0 ; 27[ I’inéquation cos (2¢ i 4) 2 5 et représentez l'ensemble des solutions sur un 

cercle trigonométrique €. 

© Méthode © Solution 

e® Dans un premier temps, on nese soucie pas = Bp COS (2¢ + Z) 2 + = cos (2¢ + 2) 2 COs (=) 

de I'intervalle de résolution [0 ; 27[. I tT 
S — = + 2kT <2t + = <— 4+ 2kT (k EZ) 

e On lit sur @ un enca- 3 3 

drement de 2t +. mo o- 2 + 2kn<2t< 

Pour tenir compte de 

la périodicité de la 

fonction cosinus, il ne 

faut pas oublier le 

terme + 2km dans la 

e-D+knst< + kn (k EZ). 
—_ 

Sur le cercle trigono- 

métrique, l’ensemble 

des solutions est 

résolution. représenté par les 
e ensemble des solutions est représenté sur le deux arcs en couleur. 

cercle trigonométrique. On doit prendre k dans 

Z, \e choix de k =0 et k =1 suffit. 

e ensemble des solutions dans l’intervalle p—p> Lensemble des solutions dans [0 ; 271 est: 

[0 ; 27 se lit sur le cercle trigonométrique. |= : Bh 3 
0; —|U|—— ; ——|U|—— ; 27). 
| il 4 12 4 

© Mise en pratique 

2 | Résolvez, dans chaque cas, l’inéquation dans | 4 | f est la fonction définie sur l'intervalle 

intervalle I. |=[0; 27 par F(x) = sin (2x) — xv2. 
; 2 

a) sin (2x) <— Tom |=[0; 2m]. 1. Déterminez f’(x) et étudiez son signe sur I. 

b) 2sin (2x + 4)- v2 =|-71;7}. 2. Dressez le tableau de variation de f sur |. 
4 

c) 2cos (3x - ie V3 -< =107 270 
ie | 5 | g est la fonction définie sur I'intervalle 

ae T 
ay) 2. |=[- 1; 1] par g(x) = cos (2x - 2) - x. 

Tl ST eae rane : 
e) 1-2sin(4x ——) > 0; 1=[0; 2m]. Etudiez les variations de g sur l’intervalle |. 6 g 
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oe 20" C)) Résoudre une équation 
Résolvez dans R l’équation : 2.cos? (x) — 3.cos(x) — 2 

© Méthode 

e L’équation se présente sous la forme d'une 

équation du second degré « en cos (x) ». 

e Un changement de variable permet de mettre 

en évidence une équation du second degré. 

0. 

© Solution 

Pour tout nombre x, on pose X = cos (x), avec 

ys aan 

L’équation 2 cos? (x) — 3 cos(x) — 2 =0 est 

ainsi équivalente au systeme : 

X = cos (x 

S| yetey 
On résout I’quation [E] : 2X? —- 3X -2=0. 

A=9+16=57; A>0,donc [E] admet 
deux solutions distinctes : 

(Sed Si ane De 
4 2 4 

e On tient compte du fait que X doit appartenir mp» Seule la solution X, appartient a l’intervalle 

a lintervalle [—1;1]. [—1;1], donc résoudre (S) revient a résoudre : 

: = cos (x) 
1 

X=-— 
z 

e On utilise les valeurs remarquables ainsique B® cos(x)=-— $ SxX= + 2k1,kEZ 

la périodicité de la fonction cosinus. 2T 
ou xX=— 3+ 2kT, kez. 

© Mise en pratique 

6 | Résolvez dans Ik les équations : 

a) 2sin*(x) — sin(x) —1=0. 

b) cos (x) = es 

1. Déterminez le nombre de solutions de 

l'équation 12sin*(x)+sin(x)—1=0 dans |‘inter- 
valle [0 ; 27[. 

2. Déterminez une valeur approchée, a 10> pres, 

de chacune des solutions. 

| 8 | P désigne le polynéme défini sur R par: 

P(x) = 2x? + x? -5x +2. 

1. Vérifiez que 1 est une racine de ce polynéme. 

2. Déterminez les nombres a, b et c tels que pour 

tout nombre x, P(x) = (x — 1) (ax* + bx +0). 

Chapitre 6 ® Fonctions trigonométriques 

Donc l'ensemble des solutions de l’équation 

2 cos? (x) — 3cos(x) —2=O est: 

|= + 2kn, keZ}U|-22 + 2k, kez}. 

3. a) Etudiez le signe de P(x) sur R. 

b) Déduisez-en les solutions de I’inéquation : 

2 cos?(x) + cos?(x) — 5cos(x)+2<0 

dans l'intervalle |— 7 ; 1]. 

| 9 | P est le polynome défini sur R par: 

P(X) =—12X* - 6X +6. 

1. Factorisez le polyndme P. 

2. f est la fonction définie sur [0 ; 27t| par: 

f(x) = 4cos* (x) + 3. cos? (x) — 6 cos (x). 

a) Déterminez l’expression de la dérivée f’(x). 

b) A l'aide de la réponse a la question 1, étudiez le 
signe de f’(x) puis dressez le tableau de variation 
de f sur l'intervalle [0 ; 27[. 



3 Questions sur le cours 

Complétez les propositions suivantes. 

a) Dans un repére orthonormé (0; i, j), la courbe 

representant la fonction cosinus est symétrique 

par rapporta... 

b) La courbe représentant la fonction sinus est 

l'image de la courbe représentant la fonction 

cosinus par la translation de vecteur ... 

c) Les variations de la fonction sinus dépendent 

directement du signe de la fonction ... 

sin (t) 
m —_—_ = 

t 

12 | QCM Une seule réponse exacte 

Exercices 
interactifs 

GB Vrai ou faux 

Vrai ou faux ? Justifiez votre réponse. 

a) Six et y sont deux nombres tels que x 2 y, alors 

cos (x) = cos(y). 

b) Six et y sont deux nombres tels que x # y, alors 

sin (x) # sin(y). 

c) La fonction sinus est croissante sur |/intervalle 

|- 1ST e250 
, 6 . 

d) La fonction cosinus est monotone sur 

om = 117 
l‘intervalle |= :——— |], 

Aas EA 

Pour chaque affirmation, une seule réponse est exacte. Identifiez-la en justifiant votre réponse. 

1. Dans un repére orthonormé direct (O; i, j), @ est 

le cercle trigonométrique de centre O et | le point de 

coordonnées (1; 0). 

Le point le plus proche de | sur le cercle © est : 

a) M, (23) b) m, (- 22") 
4 

o) m,(“*) 
2. Vexpression de la dérivée de la fonction u définie 

sur IX par u(x) = 3.cos(3x + 3) est: 

a) u’(x)=—3sin(3) b) u’ (x) = — 3 sin(3x + 3) 

c) u’ (x) =—9sin(3x +3) d) u’(x)=3co0s(3) 

3. vest la fonction définie sur R par: 

v(x) = cos(2x) — sin (2x). 

b) v’ (x) = 2v(x) 

c) v’ (x) — 2v(x) =— 4c0s (2x) 

a) v’(x)=0 

4. n désigne un entier naturel non nul. 

Sur lintervalle [—nt;nT], l’équation 

admet exactement : 

sin (x) =0 

a) une solution b) 2n solutions 

c) 2n+1 solutions d) 2(n +1) solutions 

QCM Au moins une réponse exacte 

Pour chaque affirmation, plusieurs réponses peuvent étre exactes. Identifiez-les en justifiant vos réponses. 

a) sin(=2) bs) sin(22) 

it mee 4 ai 
d) sin(~ “5™) é Do sins 

1. cos(Z) est égala: 

a) cos() 
6 

¢) cos( 1) aaa | ; 6 6 | 

} 

¢) sin( 

3. Six appartient a |Z ; 2h), alors : 

a) sin(x) >0 

2. sin(Z) est strictement inférieur a : ¢) sin (x) 2 cos (x) 

-TermS 
(—- F 
% Corrigés sur www.transmathlycee.net/eleve 
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Apprendre a chercher 

14 Etude d’une fonction 

La fonction fest définie sur l'intervalle |= ]0 ; 1[par: 

f(x) = sine ' 

Etudier les variations de la fonction f sur 

l‘intervalle |. 

1. La fonction f est le quotient de deux fonctions déri- 

vables sur |, quotient dont le dénominateur ne s’annule 

pas sur |. Elle est donc dérivable sur I. 

Exprimez f’(x) pour tout x de I. 

2. Vexpression de f’(x) ne nous permet pas d’en donner 

directement le signe lorsque x parcourt I. 

Le dénominateur étant un carré, f’(x) est donc du signe 

du numérateur x cos (x) — sin (x). 

a) Justifiez la dérivabilité sur | de la fonction n définie sur | 

par n(x) = xcos(x) — sin (x), et exprimez n’(x) pour tout x 

del. 

b) Apres avoir étudié le signe de n’(x) sur |, déterminez 

les variations de n sur ce méme intervalle et complétez 

son tableau de variation. 

c) Déduisez de ce qui précéde le signe de f’(x) puis les 

variations de f sur l‘intervalle I. 

G5) Etude d’une fonction (suite) 

La fonction g est définie sur l’intervalle J =[0; 7] par: 

g(0)=1 et gaan Si x 0a}: 

On remarquera que la fonction g « prolonge » la fonc- 

tion fdéfinie dans l’exercice précédent. 

Etudier la continuité et la dérivabilité de la 

fonction g sur l’intervalle J. 

n(x) ; si P 
1. Le quotient n/a de sens que pour x non nul, ce 

qui explique la donnée de g(0). 

Cependant, il parait opportun d’analyser le choix fait 

pour g(0). 

re sin (x 
a) Quelle est la limite quand x tend vers 0 de SHS): ? 

b) Etudiez la continuité de la fonction g sur l'intervalle J. 

2. On s'intéresse, dans cette question, a la dérivabilité de 

la fonction g sur J. 

Chapitre 6 » Fonctions trigonométriques 

On admet ici (voir l’exercice précédent) que la fonction g 

est dérivable sur |0; 7]. On étudie donc seulement la 

dérivabilité de g en 0. 

a) Justifiez que : prouver la dérivabilité de g en 0 revient a 

; , sin(h) —h oe : 
démontrer que le quotient ————— a une limite finie 

quand h tend vers 0 (avec h > 0). 

La représentation graphique de g, obtenue avec une 

calculatrice, permet de conjecturer que la courbe admet 

une demi-tangente horizontale au point d’abscisse 0 et 
sin(h) — h 

donc que © a pour limite 0 quand h tend vers 0. 

sin(h) —h 
On pense alors a encadrer 5 

expressions ayant pour limite 0 en 0. 

par deux 

A Vaide d’une calculatrice, on conjecture que : 

—~h< sin(h) = h <0 
h2 

b) Démontrez que, pour tout nombre h> 0, 

sin(h) —h<0. 

Aide} Etudiez les variations dela fonction  définie sur l’intervalle 
]O ; 7] par (A) = sin(h) — h. 

On envisage donc de prouver que pour h > 0, 

—h 
,ce qui équivaut a sin(h) —h>—h?. 

On introduit pour cela la fonction yw définie sur ]o; 7] 
par w(h) =h? —h+sin(h). 

¢) Déterminez y’. 

Vous est-il possible d’en étudier le signe ? 

d) Déterminez y”(h), puis y’”(h). 

e) Etudiez le signe de y’”(h). 
Déduisez-en les variations de y” sur ]0; 1]. 

f) Etudiez le signe de y”(h), puis les variations de Ww’ et 
enfin le signe de y’(h) sur ]0; 71]. 

g) Concluez en précisant le théoréme utilisé. 

Remarque. Un autre encadrement de ce taux d‘accroissement 
est proposé dans l’exercice 59, p 184 (partie B.3.) 



Narration de recherche 

=> Lobjectif n'est pas seulement de résoudre le probleme posé : vous 

devez aussi noter les différentes idées méme lorsqu’elles n’ont pas 

permis de trouver la réponse. Expliquez pourquoi vous avez changé 

de méthode et ce qui vous a fait avancer. 

16 | fet g sont les fonctions définies sur R par : I est un cercle de rayon 1. 

f(x) = tx +sin(x) et g(x)=x? —2sin(x). ABC est un triangle isocéle ins- 

‘ ; be crit dans ce cercle. 
Deéterminez et justifiez le nombre d’extremums locaux de — 

chacune de ces fonctions sur R. Onmnove Onltangle:BAG: 

Pour quelle mesure « I’aire de 

ce triangle est-elle maximale ? 

Sree 8 

Eux aussi, ils ont 

cherché avant de 
trouver ! Chercheurs d’hier 

= * 

4 et 

Voici quelques mathématiciens importants qui ont travaillé dans le domaine de I’Analyse. mr cae 

* 

Bernhard 
John Neper Augustin-Louis Cauchy Bolzano Giuseppe Peano he 
> Chap. 5 ees 2  —>Chap.4 > Chap. 1 

DE RECHERCHE © 
eS ea = 

Leonhard Euler Bernhard Riemann 
>Chap.3 > Chap. 7 

, 4 Es 
if ng 

Joseph Fourier entre en 1794 a l‘Ecole Normale Supé- 

rieure, ou il a comme professeurs Lagrange, Monge et 

Laplace. En 1797, il devient professeur a lEcole Poly- 

technique. Il fait partie des savants qui accompagnent 

Bonaparte en Egypte. 
ACTIVIT 

En 1802, il est nommeé préfet de I’Ilsére. 

C’est a Grenoble qu’il mene ses recherches sur 

la propagation de la chaleur. II met notamment 

_ en évidence l'effet de serre de l’atmosphére terrestre. 

_ Il développe une méthode pour décomposer une fonction périodique 

- ensomme de fonctions sinusoidales. Cette méthode trouvera de 

_ nombreuses applications en physique : thermodynamique, acoustique, 
Page de son | 

| Cec oimagnc tine. Calcul différentiel | 
et intégral. 

Same www.bibmath.net/bios/index.php ae 
serge mehl.free.fr/chrono/Fourier.html 
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Travaux dirigés 

Un son « pur» (ou « simple ») est une onde sinusoidale. Un son est percu en raison des variations de la 

pression atmosphérique que provoque l’onde en se propageant dans l’air. 

Un son pur est caractérisé par : 

— sa fréquence (nombre de pulsations par seconde), qui détermine sa tonalité ; 

— son amplitude (différence de pressions extrémes), qui détermine son intensité, son volume. 

On admet qu’un son pur de fréquence F (en hertz) et d’amplitude P (en pascal) peut étre représenté par 

la fonction t — P x sin(27tF x t) oi t désigne la variable temps (en seconde). 

Exemple : Le La, est un son pur de fréquence 440 Hz. Pour une amplitude donnée de 1, cette note peut 

étre associée a la fonction La, (t) = sin (8807t). 

4 Variation de pression 

1,2 période T == 

0,8F 

0,4 

4 1 1 ni ni 1 Thea an 1 

- 0,002 -0,001 0,001 0,002 0,003 \ 0,004 / 0,005 '0,006 

[J Etude des fréquences 

1. Déterminez la période de la fonction t — P x sin(27F x f). 

2.La gamme tempérée est la gamme musicale principalement utilisée dans la musique occidentale 
depuis la fin du xvil° siécle. Elle repose sur la division de l’octave en douze intervalles égaux, appelés demi- 
tons : un demi-ton entre le Do et le Do#, un demi-ton entre le Do# et le Ré, etc. 

Le rapport des fréquences de deux notés séparées par une octave 

est 2. Par exemple, le La, (La de la 3° octave), qui est la note de 

référence (tonalité du téléphone), a une fréquence de 440 Hz. 

Le La, (une octave plus haut) a une fréquence de 880 Hz. 

| | 

Es gia | 

|Fal| apoE | Si Do Ré| Mi Fa = La gest Ré| Mi 

| 

lL Lied col dahl 

octave 

a) Dans la gamme tempérée, le rapport entre les fréquences de deux notes séparées par un demi-ton est 
donc constant. Que vaut ce rapport ? 

b) Quel est le rapport des fréquences entre le Do, et le La, ? 

c) Determinez la fréquence du Do, a 10° * Hz pres. 

Chapitre 6 » Fonctions trigonométriques 



ioe Socks eae 2 ieee 
d) A l'aide d'un tableur, déterminez les fréquences de toutes les notes, du Do, au Si, 

11 La 110,00 Hz 220,00 Hz 440,00 Hz 880,00 Hz 1 760,00 Hz 3520,00Hz 7040,00 Hz 

[J Les harmoniques 

On note désormais A, (t) l’expression de la fonction représentant le signal d’une note A a |'octave n pour 

une amplitude de 1. 

1. A l'aide d’un traceur de courbes, représentez le signal sinusoidal La, et Mi, (pour des amplitudes de 1) 

sur un intervalle d’amplitude 10~ s. Que constatez-vous ? 

On dit que le Mi, est une harmonique du La,. 
; ; fréquence de H 

Une note H est une harmonique d’une note N si le rapport ———____—_ 
fréquence deN 

2. Dans la gamme tempérée, quelles sont toutes les notes harmoniques du La, (a 3Hz pres) ? 

On appelle cet ensemble la gamme harmonique du La,. 

est un entier. 

Lorsqu’un instrument produit une note, c'est en fait une « harmonie » dans laquelle cette note est « domi- 

nante ». Par exemple, si un piano joue un La,, il jouera en fait le La, ainsi que toutes ses harmoniques, mais 

avec des amplitudes moindres que la dominante La,. 

Le signal obtenu est la somme des signaux de chaque harmonique produite. 

3. A l'aide d’un traceur de courbes, tracez, sur un intervalle d’amplitude 10° s, les signaux f et g définis 

respectivement par : 

f(t) =La, (t) + 0,25 x Mi,(t)+0,05La,(t) et g(t)=La,(t)+0,8 x Mi,(t)+0,15La,(t). 

Ces deux signaux définissent la méme note sous deux « timbres » différents. 

C'est ce qui se produit lorsque deux instruments différents jouent la méme note (une fldte et un violon- 

celle par exemple). 

epee. VAIN 
un La au violoncelle | | un La ala flute | 

(4 Un algorithme de synthétiseur : le La, de « l’aléaphone » 

1. Ecrivez un algorithme permettant de : 

— générer aléatoirement un nombre entier n compris entre 3 et 10; 

— générer n nombres aléatoires a,, a,,.. ., a,, compris dans l'intervalle [0 ; 1[ ; 

— représenter le signal h défini par : 

h(t) =sin(1107t) +a, sin(2207t) + a, sin(3307t) +...+ a, sin(110(n +1) 1t). 

2. Programmez cet algorithme sur votre calculatrice ou a l'aide d’un logiciel adapte. 

Chapitre 6 » Fonctions trigonométriques 

RECHERCHE 
! 

tener ae | 

i 

yf 

ITES DE 
cA 

£ 

ACTI 

179 

ee 

¥ q 

am 



HERCHE 

ES DE REC 

ACTIVIT 

180 

_ §D) La fonction tangente 

Approfondissement ‘AP) 

iy }2ajlam Etudier les propriétés d'une nouvelle fonction : la fonction tangente. 

EN Approche graphique 
La figure ci-contre représente le cercle trigonométrique de centre O 

dans le repére orthonormé direct (O ; i j). 

On note T la tangente a au point A(1; 0). 

Pour tout nombre t de l'intervalle | = + = ; il on note M le point du 

cercle trigonométrique associé a t. 

1. a) Justifiez que la droite (OM) coupe la tangenteT pour tout nombre 

t de l'intervalle |. 

lb) Exprimez les coordonnées de OM en fonction de t. 

c) On appelle N le point d/intersection de (OM) et de T. On note tan (t) 

(on lit « tangente t ») l’ordonnée du point N ; le vecteur ON a donc pour coordonnées (1; tan(t)). 

sin (0) 

cos(t) ” 
2. On envisage de représenter dans le repére (O; i, j) la fonction tangente définie sur |. 

Démontrez que pour tout t de |, tan(t) = 

a) Etudiez la dérivabilité de la fonction tangente sur l’intervalle | et déterminez une expression de sa fonc- 

tion dérivée. 

b) Démontrez que pour tout t de |, tan(— t) = — tan(t). 

Quelle conséquence graphique résulte de cette propriété ? 

«) Déduisez-en les variations de la fonction tangente sur l’intervalle |. 

Dressez son tableau de variation sur I, en précisant les limites aux bornes de cet intervalle. 

3. a) La fonction tangente est dérivable en 0 (voir 2. a)). 

Justifiez que la représentation graphique “,,,, de la fonction tangente sur | passe par l’origine O du repére 

et déterminez l’équation réduite de la tangente den O a ©,,,.. 

fb) On envisage, dans cette question, d’étudier la position relative de € oe eu. 

On consideére pour cela la fonction f définie sur | par f(x) = tan(x) — x. 

Etudiez les variations de f sur I. 

Déduisez-en le signe de f(x) sur| et la position de an Par rapport a d. 

[J Généralisation 

Les fonctions sinus et cosinus étant définies sur R, on envisage d’étendre la fonction tangente a R. 

1. Déterminez les valeurs pour lesquelles la fonction tangente n'est pas définie. 

2. On note & l'ensemble des nombres pour lesquels la fonction tangente est définie. 

Justifiez que pour tout nombre t de &, tan(t + 7) = tan(t). Ainsi, la fonction tangente est périodique, de 
période 7. Quelle conséquence graphique en déduisez-vous ? 

3. Dans cette question, k désigne un nombre entier relatif quelconque. 
; ips ; TU é : Prouvez que la droite d’équation x = ay + km est asymptote verticale a la courbe représentant la fonction 

tangente. 

4. Tracez, éventuellement a l'aide d’une calculatrice ou d’un logiciel adapté, la courbe représentative de la 

fonction tangente et ses éventuelles asymptotes sur l’intervalle | als ; SE), 
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&2) Le mystérieux algorithme des calculatrices 

| OBJECTIF | Découvrir et compléter I’algorithme CORDIC utilisé par les calculatrices et certains 

langages de programmation 

Ualgorithme CORDIC (COordinate Rotation Digital Computer, calcul numérique par rotation de coordon- 

nées), développé par Jack E. Volder en 1959, permet un calcul peu gourmand en ressources informatiques 

pour certaines fonctions. C'est le cas ici de la fonction tangente (voir exercice 19), mais aussi des fonctions 

logarithme et exponentielle (chapitres 3 et 5). 

Son principe repose sur un calcul itératif a partir d’une table de valeurs connues de la fonction tangente 

(la saisie de cette table étant fastidieuse, la liste « tab » propose une version aménagée de celle-ci). 

Valgorithme ci-dessous présente une version de CORDIC et permet d’obtenir une approximation de 

tan(Q), pour & appartenant a [0 : 4). 

VARIABLES 

alpha EST_OU_TYPE NOMBRE 
tab EST_DU_TYPE LISTE 
k EST_OU_TYPE NOMBRE 
X EST_DU_TYPE NOMBRE 
resultat EST_DU_TYPE NOMBRE 
y EST_DU_TYPE NOMBRE 
temp EST_OU_TYPE NOMBRE 

| | | | | 
a 

ok & Wh 

DEBUT_ALGORITHME 

k PREND_LA VALEUR 9 

Xx PREND_LA_ VALEUR 1 
y PRENO_LA_ VALEUR @ 
f/Peuplement de la table de valeurs servant aux calculs 

16 tab[O] PREND_LA_VALEUR atan(1) 

17 tab[1] PREND_LA VALEUR atan(@.1) 
18 tab[2] PREND_LA_ VALEUR atan(9,.01) 
19 tab[3] PRENO_LA_VALEUR atan(@,.001) 
20 tab[4] PRENO_LA VALEUR atan(o,@001) 
ch LIRE alpha 

rae Eee | BPHREEe WHR OHMY 

ra co) 

| 

| 

| | 
| 

22 ffla ligne suivante marque le début de | 

23 //l'algorithme de CoROIC | 

24 TANT_QUE (alpha>o8.0001) FAIRE | 

i 25 OEBUT_TANT_QUE 
; 26 TANT_QUE (alphaxtab[k]) FAIRE | 

27 DEBUT_TANT_QUE | 

| 28 k PREND_LA_VALEUR K+1 | 
29 FIN_TANT_QUE i 
30 alpha PRENO_LA_ VALEUR alpha-tab[k] i 

j cp temp PREND_LA VALEUR x 
f 22 x PREND_LA VALEUR x-y*pow(@,1,k) | 

a3 y PRENO_LA_ VALEUR y+temp*pow(9.1,k) | 
} a4 FIN_TANT_QUE | 
; 35 f/f Le résultat est calculé et affiché | 

36 resultat PREND_LA_WALEUR y/x } 

37 | 

| 39 AFFICHER* resultat | 

| 40 i 

i 41 | 
| __42| FIN_ALGORITHME | 
Lesstesnasenstions Ir alsin prepe iene teats tpi co Raman aetanisinsnteinlil dain het ne immniasiniinmttitainnatmamnsnanintanicasiainien 

1. Saisissez cet algorithme dans l’éditeur de texte du logiciel AlgoBox. 

2. Pour un nombre a de l'intervalle [o : ei comparez les valeurs obtenues avec cet algorithme et la 

touche tan |de votre calculatrice. 

sin (t) 
3. La fonction tangente est ici définie sur [o ‘ 4 || par tan(t) = Cane 

a) Exprimez cos*(t) en fonction de tan? (t). 

b) En remarquant que, sur (Ose cos(t) et sin(t) sont toujours positifs ou nuls, prouvez que 

1 

1+ tan? (t) 

4. A l'aide des résultats de la question précédente, complétez les lignes vides de l’algorithme afin que 

celui-ci affiche une valeur approchée de cos(q) et sin (a). 

cos (t) = . Exprimez de méme sin(t) en fonction de tan (t). 
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Entrainement 

DE TETE 

21 | fest la fonction définie sur R par: 

f(x) = 3 sin (x) — 

Calculez, pour tout nombre x, f’(x). 

2. cos (x). 

22 | fest la fonction définie sur R par: 

f(x) = sin (2x) — 

Calculez, pour tout nombre x, f’(x). 

3.c0S(x). 

23 | Quelle est la limite de x + sin (x) lorsque x tend vers 

+oo ? 

24 | Quelles sont les solutions dans [0 ; 1] de |’équation 
. 1 —=—? sin (x) f 

25 | Est-il vrai que pour tout réel a del’intervalle [—1; 1], 

l'6quation cos(x)=a admet une unique solution dans 

'intervalle [0 ; 1] ? 

26 | La fonction f définie sur IR par f(x) = x + sin(x) est- 

elle croissante sur R ? 

CALCULS DE DERIVEES - TANGENTES 

Pour les exercices 27 a 33 

Calculez, dans chaque cas, la fonction dérivée de la 

fonction f sur l’ensemble 2) indiqué. 

O28 a) fw = sin (x) — 2cos(x); ®=R 

b) f(x) = cos(x)sin(x) ; H=R 

FED a) 09 = 0, a= 
Se en ea 

Bis cos(x) 2 =| ne ma 

Pesin (x) oes EX} a) reaver F =]0; nf. 

_ 2+sin(x) | on 

B) iss 2+ cos(x) ' As 

EXD a) F(x) = cos (2x) ; D=R 
ree (ol fe ON 5 Gye b) F(x) =sin( ax +2) ; *H=R 

EB af ) =cos(2x —1)sin(2x +3); ®=R 

a seipseeee Sy D=R* 
sin (2x) + x 

32 | a) f(x) = cos?(x) ; RG 

a sin? (x) latent 
ea D= piers: 
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EED a) fix )= Vcos (x) ; ®=[0;4[. 

b) f(x) =e%"™ ; P=R, 

c) f(t}=e" eee aR. 

34 fest la fonction définie sur R par: 

f(x) =(1+ sin(x))e™. 

Démontrez que pour tout nombre x : 

f’(x) + 2F(x) =e ~ cos(x). 

35 | Déterminez, dans chaque cas, les dérivées d’ordre 

1,2 et 3 de f, ainsi que l'ensemble sur lequel votre calcul 

est valable. 

a) f(x) = cos(2x)+sin(2x).  b) f(x) = 
cos(x) © 

| 36 | ‘et @, sont les courbes représentatives des fonc- 
tions définies sur IR par f(x) = sin(x) et g(x) =cos(x). 

Les tangentes a “6, au point d’abscisse = et a 6, au 

point d’abscisse a sont-elles paralleles ? 

Dites si les implications suivantes sont vraies ou fausses. 

Justifiez vos réponses. 

1. Si une fonction f dérivable sur R a pour période 271, 

alors sa fonction dérivée f’ a aussi pour période 27. 

2. Si une fonction f paire est dérivable sur R 

fonction dérivée f’ est impaire. 

, alors sa 

LIMITES 

ES Déterminez lim anGe ‘ 
x0 x 

Aide) sin (2x) =< sin (2x) 

Xx 2x 

Pour les exercices 39 a 41 

Calculez les limites demandées. 

(39) a) lim sin (4x) baits sin (2x — 1) 
x0 x Sul. 2 = 4x 

€) lim SO A) lin ee 
x0 sin (3x) x2 sin (4 — x°) 

40) ) lim sin (x i By in sin(x +1) 

ne le | 

41 | a) lim, (xsin (<)) : 

bm, (2n( 3) 



42 | a) lim (2x —3cos(x)). b) | anos 
X—>+00 X +00 x? aa 

e+ sin (+) 

Bray 

43 | fest la fonction définie sur IR par : 

sin(3x) 
fy=i—, S'*49 GER. 

a six 0 

Déterminez la limite de fen 0 et déduisez-en la valeur de 

a pour laquelle fest continue sur R. 

44 | La fonction fest définie sur |— 1; +oo[ par: 

f(x) =Vx+1—3cos(x). 

Déterminez la limite éventuelle de fen +oo. 

Rappell) Pour tout nombre x, — 1< cos(x) <1. 

45 | fest la fonction définie sur |0 ; +oo[ par: 

ee cos (x) 

x 

1. Déterminez la limite de fen 0. 

2. a) Déterminez deux nombres a et b tels que: 

x |o 
pour tout nombre x strictement positif, 7 < f(x) < 

b) Déduisez-en la limite de fen +co. 

f est la fonction définie sur ]1; +0o[ par: 

xX + sin (x) 
f(x) = ————_.. (x) ac 

1. Démontrez que pour tout x de |1; +00[, 

2 
ee sy: 

2. Déduisez-en la limite de fen +co. 

1. Démontrez que pour tout nombre x, 

eens ee 
ys — 2005 (x) 

SET. ; x 
2. Déduisez-en lim —————_. 

x>+co 3 — 20S (x) 

Pour les exercices 48 et 49 

Etudiez, dans chaque cas, la limite éventuelle de la 

suite (u,). 

CED a) u, = cos (2); nEN. 

By, Sos nEN. 
ly ae | 

c) u, =n(2+cos(n)) ; nEN. 

ZED a) u, = (SS); pyre Ne, ae 

Be ene 
n 

T=3n* 

RESOLUTION D’EQUATIONS 
ET D’INEQUATIONS 

Pour les exercices 50 et 51 

Résolvez, dans chaque cas, |’équation oul’inéquation 

dans l’intervalle |. 

(50) a) cos(3x) = +; |=[0; 27]. 

b) sin (2x - 4) =0; |=|-1; 7]. 

¢) 2cos(m -<) =-1, l= |- 27 ; 271]. 

ED a) cos (x +4) =o; I=R. 

b) sin (x) = cos (x) ; ale 

Se ele cos (x) = sin ( ; x) 

¢) V2 sin(2x +2) =-1; I=R. 
6 

(52) Résolvez |'inéquation cos (x) ae ‘dans chacun 

des intervalles | suivants : 

a) |=[0; 27. b) |=|—7; 7]. ad I=R. 

53 | Résolvez l'inéquation sin { 2x -3) pala dans 
; : B 2 

chacun des intervalles | suivants : 

a) |=[0; 7]. b) !=|-7; 7]. co) I=R. 

E29 Résolvez chaque inéquation dans |'intervalle 

dba Tel: 

a) 4sin?(x) -3 <0. 

b) 2cos? (3x - 2} eaheOr 

Aide) 
Pensez a factoriser. 

55 | Résolvez dans l'intervalle |=[0; 27[ : 

a) l’équation 2 cos’ (x) — 3cos(x)-2=0. 

b) I'inéquation 2 cos? (x) — 3.cos(x) -2 <0. 

56 | Résolvez dans l'intervalle |= |— 1 ; 1]: 

a) ’équation 4 sin?(x) + 2(1— V3)sin(x) — V3 =0 

b) l'inéquation 4 sin? (x) + 2(1— V3) sin(x) — V3 >0. 

Aide, 16 +8V3 =4(1+V3)?. 

57 } LOGIQUE Implication et réciproque 

1. La proposition suivante est-elle vraie ou fausse ? 

« Si we See ie 2cos(x)-120.» 

2. Enoncez la réciproque de cette proposition. 

Cette réciproque est-elle vraie ? Justifiez. 
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ETUDES DE FONCTIONS 

sane —) G3 fest la fonction définie par f(x) = 2+ cos(x) 

1. Justifiez que fest définie par tout x de R. 

2. Prouvez que f est paire. 

3. Déterminez f’(x) et étudiez son signe sur l’intervalle 

[0 ; 1] . Déduisez-en les variations de f sur cet intervalle. 

4. Dressez le tableau de variation de f sur |’intervalle 

iti]: 

EX} Etude d’une fonction 

A. Restitution organisée des connaissances 

Prérequis : |a fonction sinus est dérivable en zéro et son 

nombre dérivé en zéro est 1. 

Démonstration 
sin (x) i 

X 
Démontrez que lim 

xX 

B. Application 

f est la fonction définie sur [0 ; 27| par: 
ie sin (x) 

Uobjet de cet exercice est d’étudier précisément la fonc- 

tion fsur [0 ; 27]. 

7(0) =, set Spx 10270 |: 

1. Etude d‘une fonction auxiliaire 

yt ¢ On a tracé ci-contre la 

courbe représentative de 

la fonction g définie sur 

[0 ; 27] par: 

g(x) = xcos(x) — sin (x). 

a) Etudiez les variations de 

g et dressez son tableau de 

variation. 

b) Démontrez qu'il existe un nombre a unique de 

[7 ; 27] tel que g(x) =0. 

Donnez un encadrement de a d’amplitude 107!. 

2. Etude de la fonction f 

a) Démontrez que la fonction f est continue en zéro. 

b) Etudiez les variations de f sur l'intervalle [0 ; 271]. 

c) On a tracé ci-dessous la courbe I’ représentative de f 

sur l’intervalle [0 ; 270]. 

yh 

O 

Justifiez que la fonction fadmet un minimum pour x = a 

et que f(a) = cosa. 
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3. Etude de la dérivabilité de fen0 

a) Prouvez que pour tout nombre x Zs OF 
5 x 

<x —sin <—., 0 < x —sin(x) 

Was 

X+ F et calculez les Considérez la fonction @ : x —— sin (x) 

dérivés p’, M” et M’” pour en déduire le signe de @. 

Voir l’exercice 15, question 2. 

b) Démontrez que f est dérivable en 0 et calculez f’(0). 

Suite et fonction trigonométrique 

On se propose d‘étudier l’existence et les propriétés de la 

suite (u,,) définie par la donnée de u, et: 

Ter 

2 

1.a) Démontrez que la suite (u,,) existe si, et seulement 

Stet 1 al. 

b) Déterminez u, de maniére que la suite (u,) soit 

constante. 

pour tout entier naturel n, u,,,, = 

2. Dans la suite de l’exercice, on pose : 
: UT 

Uy =SIN(A_) avec Ay | |- =e oii 

a) Justifiez ce choix. 

Que devient (u,,) si &) = = ? 

b) Démontrez que pour tout & & [- = : = ; 

1— sin (a) : (z | 
——— =sin{—-—}. 

2 4 2 

c) Etablissez que pour tout n de N, il existe un unique 

nombre @, dans [- = : a tel que u,, =sin(a,). 

Quelle relation lie @, et @,,, ? 

3. On considére la suite (8,,) définie sur N par: 

TU 
B,, = a, a 6 . 

a) Démontrez que cette suite est géométrique. 

b) Déduisez-en a, puis u, en fonction de net a). 

c) La suite (u,,) a-t-elle une limite ? Quelle est-elle ? 

Ga Vrai ou faux 

Dites si les propositions suivantes sont vraies ou fausses. 

Justifiez chaque réponse. 

fest la fonction défini Se arene: : Onction définie sur | | A? 7 | Par: 

f(x) = sin? (x) cos (2x). 

1. Pour tout x del, f(x) >0. 

2. Pour tout x de |, f’(x) = sin2x(1— 4sin2(x)). 

3. La fonction f est décroissante sur a : 2 ; 

4. La fonction f est décroissante sur |- - oo a 

5. Pour tout x de |, f(x) < x 



62 | Une distance minimale 

“é est la courbe représentative, 

dans un repére orthonormé 

(O; 7, j), dela fonction fdéfinie 

sur [0 ; a par f(x) = sin(x). 

A est le point de coordonnées 

(1; 0)et Mun point quelconque O 

de &, d’abscisse x. 

Le but de l’exercice est de trouver la position de M sur 

pour laquelle la distance AM est minimale. 

| 

| 

n3 
TT 

le 

1. Démontrez que : AM? = (x — 1)? + sin2(x). 

2. On considére la fonction f définie sur | = [o ; a par: 

f(x) =(x -1)? 
a) Calculez, pour tout x de |, f(x) et f”(x). 

+ sin? (x). 

b) Déduisez de la question précédente les variations de 

f’ et dressez son tableau de variation. 

c) Démontrez qu'il existe un unique nombre @ de! pour 

lequel f(a) =0. 

Donnez un encadrement de @ d’amplitude 107'. 

3.a) Déduisez de la question 2. c) les variations de f et 

dressez son tableau de variation. 

b) Concluez. 

4. On note M, le point d’abscisse a. 

Démontrez que la tangente en M, a la courbe © est per- 

pendiculaire a la droite (AM,). 

Polygone de sustentation d’un paravent 

Un paravent est constitué de trois panneaux de méme 

largeur comme indiqué sur la figure ci-dessous : 

AB = BG GD)—slime 

On note 6 la mesure, en radian, de l’angle BAD. 

On souhaite disposer ces trois panneaux de maniére que 

‘aire (8) du trapéze isocéle ABCD soit maximale (aire 

du polygone de sustentation). 

(1+ cos (8)) sin (9). 1. Démontrez que XA (8) = 

2. a) Etudiez les variations de la fonction f définie sur |’in- 

5 lt ; tervalle [o : = par: 

£(®) = (1+ cos(8)) sin (6). 

b) Dressez le tableau de variation de fet concluez. 

AVEC LES TICE 

64 | fest la fonction définie sur IR par f(x) = 5 + sin (x) et 

“6 sa courbe représentative dans un repére orthonormé. 

1. On appelle T la tangente a 6 au point d’abscisse zéro. 

Déterminez une équation deT et précisez la position rela- 

tive de T et €. 

2.) A l'aide d’une calculatrice ou d’un logiciel adapté, 

conjecturez l’existence de deux droites tangentes a 6 en 

une infinité de points. 

Quel en serait le coefficient directeur ? 

b) Prouvez cette conjecture et caractérisez les abscisses 

de tous les points de tangence entre 6 et chacune de ces 

droites. 

65 | 1.En vous aidant éventuellement d’un ee ue 

calcul formel, conjecturez l’expression de f” (x), ou f” 

désigne la dérivée n-ieme (ou d’ordre n) de mies chacun 

des cas suivants : 

b) f(x) = cos? (x). 

2. Démontrez par récurrence ces conjectures. 

a) f(x) = cos (x) + sin (x). 

Vous pouvez verifier avec le module tableur de GeoGebra. 

Tableur 

snare toutes a eee 
66 | fest la fonction définie sur R par f(x) = xcos(x). 

Par récurrence, déterminez pour tout nombre x, |l’ex- 

pression f”’(x) de la dérivée n-ieme de la fonction f. 

(ys) Résolvez, dans |- 7 ; a l'inéquation : 

4cos?(x) + 2(V2 —1)cos(x)— V2 >0. 

G3 fest la fonction définie sur [0 ; 

f(x) = cos? (x) sin (2x). 

1] par: 

Démontrez que pour tout x de [0; 1], f(x) < oe 

69 | fest la fonction définie sur |=[— 1 ; 1] par: 

f(x) = 2 sin (x) (1+ sin(x)). 

1. Etudiez les variations de f sur |, et dressez son 

tableau de variation. 

2.m est un réel. Discutez suivant les valeurs de m le 

nombre de solutions de |’équation f(x) = m dans |. 
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Le jour du BAC 

Travail en autonomie 
=> Rédigez la solution de cet exercice 

en vous aidant du guide. 

Les suites (u,,) et (v,) sont définies pour tout n de N* par : 

et V 

1. Prouvez que la suite (v,,) converge vers 5 ; 

2. a) Prouvez que chacune des fonctions : 

f:x-——x-—sin(x), 
x 

9: X= cos) += 1, 

3 
et hi x — sin(x) += — x 

ne prend que des valeurs positives ou nulles sur |'inter- 

valle [0 ; +oo[. 

b) Justifiez que, pour tout entier n <1: 

142 + ee nt<en*s 

Déduisez du a) que pour tout entier n <1: 

are 2 
nee fe’ 

c) Prouvez que la suite (u,,) est convergente et calculez sa 

limite. 

ke il 

Yn © Ee. 
¥ ee 

1. En écrivant v, = Jeet ee 
of 2 

n 
numérateur une somme connue. 

Calculez cette somme en fonction de n et concluez. 

, vous retrouvez au 

2. a) Etudiez d’abord les variations de f et précisez le 

signe de f(x) pour x 20. 

En remarquant ensuite que g’(x) = f(x) et h’(x) = g(x) 

l'étude des fonctions se fait simplement. 
’ 

b) Un raisonnement par récurrence est possible, mais @—— 

on peut aussi utiliser le fait que chaque terme de la 
‘ vine z y 3 

somme est inférieur ou égala n>. 

Grace au a), vous pouvez encadrer sin(x) par deux poly- 

nomes: AS 
x : 

xX ~— Ssin(x)< x. 
6 

Pour obtenir u,,, il suffit de remplacer x successivement 
Mew Pm, EF ~ 

par —~ , — , etc, jusqu’a — . 
le 1 n 

c) C'est le théoréme des gendarmes. 
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Surle Web — 
ae, —— an. . 

eee ouvez le corrigé — 
_ de cet exercice sur le site 

(ae more » www.transm 
“* 

a thlycee.net/eleve-TermS 

D Analyser l’énoncé 

Déterminer le signe des valeurs prises 

par les fonctions, f, g et h nécessite 

l'étude de leurs variations et donc 

l'étude du signe de leurs dérivées. 

) Analyser l’éenoncé 

La suite (u,) est encadrée par deux 

suites, donc on peut penser a utiliser 

un théoréme d’encadrement 

(dit « des gendarmes »). 

ZOOM sur la rédaction Q 
K 

Si vous choisissez un raisonnement 

par récurrence, pensez a respecter 

les différentes étapes ; 

— initialisation 

— hérédité 

— conclusion. 
f { 

ZOOM sur la rédaction Q 

Les inégalités de méme sens 

« s‘ajoutent » membre a membre. 



On note f la fonction définie sur R par f(x) =e °°", 

1. a) Justifiez que f est paire et 27 -périodique. 

b) Construisez son tableau de variation sur [0 ; 70]. 

c) Tracez la courbe 6 représentative de la restriction de f 

a lintervalle [0 ; 1] dans un repére orthonormé (O; i, /) 

ot l’unité de longueur est 5 cm. 

2. On se propose de rechercher les tangentes a “6 pas- 

sant par l’origine O du repére. 

aest un nombre et A le point de ayant pour abscisse a. 

Ecrivez une équation de la tangente en A a & et prouvez 

que cette tangente passe par O si, et seulement Si, 

asin(a)=1. 

3. On définit la fonction y sur ]0; 7] par: 

ee Pall : W (x) = sin (x) a 

a) Etudiez les variations de w (on pourra étudier les 

variations de yw” pour connaitre le signe de y’). 

b) Déduisez-en l’existence, pour la fonction w, d’un 

maximum absolu M en un point x, (on ne cherchera a 

TU 

calculer ni xg, ni M). 

c) Calculez vw (3) et VW (4); déduisez-en la position 

de x, par rapport a =f et le signe de M. 

d) Démontrez alors que yw s’annule pour deux nombres 

p etqde |0; 7] et donnez, en justifiant, une valeur déci- 

male approchée par défaut, 4 107' prés, de p et deg. 

4. En utilisant les résultats précédents, concluez quant au 

nombre de tangentes a passant par O. 

On considére la suite (u,) de premier terme u,=0 et 

définie pour tout entier naturel n par la relation: 

(2 
Li eoy sep c 

1. Démontrez que pour tout entier n> 0: 

V2 Seay) ee 5 Sp 

2. Démontrez que pour tout x de I’intervalle [0 ; 1], 

Lecoste “3 os(X). 

3. Démontrez par récurrence que pour tout entier 

naturel n, 

u, = cos (—= 
Na gn 

4. Déterminez la limite de la suite (u,). 

CE) 
Soit f la fonction définie sur 

f(x) = 1+ sin(2x) + 2cos(x). On note 

sentative dans un repére orthonormé. 

By Wy BT: Tr eae 
sa CO brie repré- 

Le jour du BAC 

1. En observant la courbe sur un écran, faites une conjec- 

ture sur l’existence d'un centre de symétrie pour . 

2. Prouvez cette conjecture. 

3. Démontrez que pour tout x de |, 

f’(x) = — 2(sin (x) + 1)(2 sin (x) — 1). 

4. Etudiez les variations de f sur |. 

5. Prouvez que l’équation f(x) =0 posséde exactement 

deux solutions dans | et donnez un encadrement d’ampli- 

tude 10' de chacune de ces deux solutions. On note o 

la plus petite des solutions et B la plus grande. 

6. Déduisez-en les variations de la tonction g définie sur | 

par g(x) = 2x — cos(2x) + 4sin(x). 

Dm 
f est la fonction définie sur R par f(x) = 2x — sin(x). 

On note 6 sa courbe représentative dans un repére 

orthonormé (O; /, /). 

Lobjet de cet exercice est l'étude de la fonction f et de sa 

courbe ©. 

1. Calculez la dérivée de f et déduisez-en les variations 

def surR. 

2. a) Démontrez que pour tout x de R, 

2x —1< f(x) <2x +1. 

Déduisez-en la limite de f en +co et en —co. 

3. WH, et W, sont les droites d’équations respectives : 
Ve2B =i Co WSDc il. 

a) Déterminez les points communs a et 2), d’une part, 

a€ et W), d’autre part. 

b) Précisez les tangentes a “6 en ces points. 

4. Tracez avec précision dans le repére (O; i nN) (unités 

graphiques : 2 cm) la courbe © sur I‘intervalle [0 ; 7]. 

Déterminez et tracez les tangentes au point O et au point 

A d’abscisse 1. 

Tracez également %), et 2). 

BA co 
Le plan est muni d’un repeére orthonormé (O ; eae 

La fonction f est définie sur R par f(x) = (2 + cos(x)) e'™. 

On note “ sa courbe représentative dans le repére 

Oy 
1. Démontrez que pour tout x de R, f(x) > 0. 

2. a) Démontrez que pour tout x de R, 

V2 cos (x _ a) = cos(x) + sin(x). 

b) Déduisez-en que pour tout x de R, 

2 + cos (x) + sin(x) > 0. 

c) Démontrez que f est strictement décroissante sur R. 

3. Quelles sont les limites de f en +00 et —co ? 

4. Démontrez que, dans I'intervalle [0; 7], l’équation 

f(x)=3 admet une solution unique a@ et donnez un 

encadrement de a d’amplitude 10°. 
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Pour aller plus loin 

yi: Linégalité de Huygens 

fest la fonction définie sur | = [o ; al par 

(oj sino ae 
cos (x) 

1. Justifiez que, sur l'intervalle |, le signe de f’(x) est celui 

de 2cos*(x) — 3cos*(x) +1. 

2. Soit P le polynome défini sur ]0 ; 1] par: 

P(X) = 2X? =3.X? +15 

Etudiez le signe de P(X) sur |0; 1]. 

3. Déduisez-en le signe de f’(x), puis les variations de f 

sur lintervalle I. 

4. Prouvez alors que, pour tout nombre x de |, 

sin (x) 
2 3x 

cos (x) 
2sin(x) + 

Remarque. Christian Huygens (1629-1695), mathématicien et 

physicien néerlandais, a joué un réle fondamental dans le 

développement du calcul moderne. II est célébre pour la formu- 

lation de la théorie ondulatoire de la lumiere et le calcul de la 

force centrifuge. 

La cuve d'un wagon citerne a la forme 

d'un cylindre de 3 m de diamétre sur 

11 mde long. 

1. Déterminez le volume total de cette 

citerne. 

2.On donne 

; ci-contre une 

coupe transversale de la citerne. 

On note h lalongueur du segment 

[AH], ‘V le volume de liquide 

présent dans la citerne pour une 

hauteur h de liquide et @ Il’angle 

(QE, QF). 
a) Exprimez, en fonction de a, le 

volume de liquide présent dans la citerne, puis h. 

b) Ecrivez un algorithme permettant de compléter la 

table suivante. 

3. On souhaite mettre en place une jauge qui permette 

d’évaluer le volume de liquide présent dans la citerne. 

Cette jauge sera graduée en dizaines de milliers de litres. 

Représentez cette jauge a l'échelle 1/20 avec une 

précision de 1 mm. 

Chapitre 6 » Fonctions trigonométriques 

Comparer des aires (TICE) I 

‘“ est un quart de cercle de B 

rayon 1 et M un point de “. 

On AOM = 0 

ie) E[o : |. La tangente en M 

note avec 

a coupe (OA) en N. O 

Le but de cet exercice est de comparer les aires des 

domaines coloriés en orange et en vert. On note f(@) 

‘aire du domaine orange et g(8) I’aire du domaine vert. 

1. Conjecturer avec GeoGebra 

Construisez la figure. Créez le secteur circulaire OAM, le 

triangle OMN et l’angle @. 

Déplacez le point M sur l’arc AB et comparez les deux 

aires pour conjecturer. 

2. Démontrer 

On note h la fonction définie sur [o : =| par: 

h(®) = f(8) — g (8). 

a) Démontrez que pour 6 de [o ; =‘ 

sin (8) 

oy j 

b) Démontrez que pour 8 de [o : SL 

h’(®) = a 

2 cos* (8) 

c) Etudiez les variations de h et dressez son tableau de 

variation. 

d) Démontrez qu'il existe un unique nombre a dans 

l‘intervalle Jo ; =| tel que h(a) =0. 

Encadrez a dans un intervalle d’amplitude 107'. 

e) Comparez alors les aires des deux domaines. 

Aire commune a deux disques 

Partie A. 
On considére un disque %) de centre O et de rayon R 

délimité par un cercle € et A un point de €. 



Le but de l’exercice est de tracer un cercle 6’ de centre A 

qui partage le disque &) en deux parties de méme aire. 

On appelle B et B’ les points d’intersection de et @’. 

On note a la mesure en radian, comprise entre 0 et =, 
‘ Ea 2 

de l'angle OAB. 

1. Démontrez que le rayon AB du cercle ‘6’ est égal a 

2Rcos(Q). 

2. a) Déterminez une mesure en radian de I’angle AOB 

en fonction de a. 

b) Deduisez-en I'aire, en unité d’aire, du secteur circulaire 

AOB du disque & en fonction de a et de R. 

3. a) Calculez, en unite d’aire, l’aire du triangle AOB. 

b) Déduisez-en I'aire du domaine colorié en vert sur la 

figure. 

4. On appelle &)’ le disque de centre A et de rayon AB 

délimité par 6’. 

Calculez l’aire du domaine colorié en orange. 

5.a) On note & l’aire du domaine commun a & et &’. 

Calculez Xt. 

b) Démontrez que %’ partage 2) en deux parties de 

méme aire si, et seulement si, @ vérifie : 

2a.cos (2a) — sin(20) + = 2 

Partie B. 

On note g la fonction définie sur |= [o : | par: 

g (x) = 2x cos (2x) — sin (2x) + = ; 

1. Calculez, pour tout x de I, g’(x) et résolvez dans | 

l'6quation g’(x) =0. 

2. Dressez le tableau de variation de g sur |, en précisant 

g(0) et g (4) : 

3. a) Déduisez-en l’existence, dans |, d’un unique nombre 

Q, solution de l’équation g(x) =0. 

b) Déterminez un encadrement de a, d’amplitude 1072: 

4. Concluez. 

EX) Un calcul de limites 

1.Etablissez successivement, a l’aide d’études des 

variations de fonctions bien choisies, les inégalités 

suivantes pour tout nombre x > 0. 
2 

a) sin(x) <x; b) 1- > <cos(x) ; 

3 2 

c) x 7 Ssin(x) ; d) cos(x) <1—-~+—. 

2. Déduisez-en pour tout nombre x strictement positif un 

encadrement de sin (x) et de cos(x) par deux polynémes. 

3. Calculez: 

811 | Trigonométrie et exponentielle 

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O ; i De 

On a tracé la courbe I réprésentative de la fonction f 

définie sur [0 ; +oo| par f(x) =e * cos (4x). 

On considére également la fonction g définie sur [0 ; +co[ 

par g(x) =e * et on nomme © sa courbe représentative 

dans le repéere (O; /, /). 

1. a) Démontrez que im bg) =O. 

b) Quels sont les coordonnées des points communs a @ 

et ? 

2. On définit la suite (u,) sur N par u, = f(nZ) ‘ 

a)Démontrez que (u,) est une suite géométrique. 

Précisez sa raison. 

b) Déduisez-en le sens de variation de la suite (u,) et 

étudiez sa convergence. 

3. a) Démontrez que pour tout x de [0 ; +oo[: 

f’(x) =—e “[cos (4x) + 4sin (4x) ]. 

b) Déduisez-en que les courbes TF et & ont la méme 

tangente en chacun de leurs points communs. 

4. Donnez une valeur approchée, a 10' prés par exces, 

du coefficient directeur de la tangente T a I au point 

d’abscisse a Complétez le graphique en tragantT et 6. 

82 | Composée de fonctions 

g est la fonction définie sur |—1;1[ par g(0)=0 et 

1 

SMeOe 

(on ne cherchera pas a expliciter g(x)). 

g’(x) = ,ou g’ désigne la dérivée de g sur |— 1; 1[ 

On considére la fonction h définie sur |— 7 ; O[ par: 

h(x) = g| cos (x) ]. 

1. Démontrez que pour tout x de |— 71; O[, h(x) =1, ou 

h’ désigne la dérivée de h. 

2. Calculez h x et déduisez-en l’expression de h(x). 

« ll existe... », « Pour tout... » 

f est la fonction définie sur R par: 

f(x) = 3 sin (2x) — 2. cos(2x). 

Justifiez la proposition suivante : 

il existe deux nombres a et b tels que pour x de R, 

f” (x) + af’(x) + bf(x) = 0. 
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Integration 
et primitives 

w 
ce 

= 
a. 
< 
= 
ws) 

D’un siecle 
a un autre 

Pour mesurer comment lair pousse sur la voile, les physiciens 

décomposent celle-ci en éléments de surface « aussi petits que 

l’on veut », puis effectuent un calcul de poussée sur chacun de 

ces éléments de surface. 

Ils calculent alors la limite de la somme de forces de poussée 

infiniment petites sur tous les éléments de la surface de la voile. 

Parmi les différentes approches de I'intégrale, celle qui consiste 

a l’‘appréhender comme la limite d’une somme d‘éléments = einai 
« aussi petits que l’on veut » est due a l’‘Allemand at En savoir plus sur 

Bernhard Riemann. . Bernhard Riemann 
ee —_—- ed —> Chercheurs d’hier, p. 209 
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Notions sur les aires 

e Pour calculer l’aire @ d’une surface délimitée 

par un polygone, on décompose cette surface 

en figures usuelles (triangle, trapéze...) dont 

on sait calculer l’aire. 

Oo — @ @ @ @ C=, + Grr a. +, 

e Si une surface est délimitée par une courbe 

fermée, on obtient une valeur approchée de 

son aire en l'encadrant de plus en plus finement 

par des surfaces polygonales. 

Exemple : L'unité d’aire 

(u.a.) est l’aire d’un 

carreau. On note @l’aire 

de la surface délimitée 

par la courbe orange: 

3B @< 4/7 

En quadrillant plus fine- 

ment avec un carreau qui représente un quart 

puis un seizieme d’unité d’aire, on obtient : 

= 

178/16 
575<@<1275 7,625 < @<11,25 

En poursuivant ce processus, on peut obtenir 

des encadrements de plus en plus précis de 

‘aire @. 

p> Translations, symétries et aires 
Si une translation ou une symétrie transforme 

un domaine A du plan d’aire @en 

un domaine A’ d’aire @’, alors @= @’. 

d 
a 

Q ¥ 

Translation Symétrie Symétrie 

axiale centrale 

& Exercices-tests f= 
numeériques 

@ acm 
Pour chaque question, une seule affirmation est exacte. 

Identifiez-la en justifiant votre réponse. 

Uunité d’aire (u.a.) est celle du carré de cété 1. 

0 

.a)aire(A,)=18  b)aire(A)=2= — cJaire(a) = 

2.a) aire(A,)=10 _b) aire(A,) = 2h c) aire (A,) -2 

Se RETEST TEATS TIBET HP TT ATP © acm 

Méme consigne que pour l'exercice 1. 

On aencadré l’aire @du domaine A délimité par les axes et 

'arc de parabole d’équation y = 4 - x’, x €[0; 2], suivant 

les schémas ci-dessous. 

Quel encadrement peut-on en déduire ? 

a) 17<@<25 b) 4,25< @< 6,25 

3 2 a 2 

rx [4-A]<a<txd|4-4] ae db |< KX Ai a || 
Im Py 4 5} Py 4 

© Vrai ou faux 

Archiméde a prouvé que l’aire du domaine A représenté 

ci-dessous valait quatre tiers de l’aire du triangle AOB 

(l/unité d’aire est celle du carré de coté 1). A’ est l’aire 

du domaine vert et A” celle du domaine hachuré. 

A 1B 
1 

! 

if 

i] 

i] 

i} 

O 11 

Ces affirmations sont-elles vraies ou fausses ? 

b) aire (A’) = 4 ¢) aire (A”) = 
a|— 

a) aire (A) =-5 

> i 
es Corriges sur www.transmathlycee.net/eleve-TermS 
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ACTIVITES 

AIRE SOUS LA PARABOLE 

® est la représentation graphique, dans un repére orthonormé, de la fonction f :x —+ x? définie sur forts 

objectif est de définir l'aire @du domaine & situé sous la courbe FP sur l'intervalle [0 ;1]. 

L'unitée d’aire est celle du carré de cété 1. 

1 Protocole d’encadrement 

n est un entier strictement supérieur a 1. On partage l'intervalle [0 ; 1] 

Rectangle supérieur }/ | 
; bs 1 

enn sous-intervalles de méme longueur Pri 

Sur chaque intervalle x; sera) > —_ ee |(pour 0<k <n-—1),onconstruit les 

rectangles inférieur (hachuré) et supérieur de hauteurs respectives > = 

‘(*) et (X41) . La figure ci-contre illustre lecas n=5. 

On note u,, lasomme des aires des rectangles inférieurs et v,, celle des 
aires des rectangles supérieurs. 

a) Vérifiez que u,, =11(2) +F(2) eo 

b) De méme, exprimez v,,. 

> —~ 

MI WIN Ml nis feet > — 

2 Algorithme de calcul 

a) Calculez, a l'aide de l’algorithme indiqué, les valeurs de u,, et v,, lorsque n=5 ; 10; 100; 1 000. 

Avec une Tl 

b) Pour tout entier n 22, u, <@<v,. On congoit que lorsque n augmente, l’aire du domaine A est 
encadrée de plus en plus finement. Conjecturez la limite éventuelle de chacune des suites (u,) et (v,). 

3 Etude des sommes des aires des rectangles 

a) On rappelle (voir l'exercice résolu A du chapitre 1, page 29) que: 
n(n +1)(2n +1) 

6 
2 2 2 

Vérifiez que pour tout entier n> 2, v, = Set puis déduisez-en que v,, = MAERUA 3 
n 6n? 

b) Démontrez que la suite (v,) admet pour limite € = a 

pour tout entiern>1, 17+27+374+...4n%= 

ligarse c) Prouvez que pour tout entier n> 2, u, =v, - 777 Puis que la suite (u,,) converge aussi vers ¢. 

Conclusion 

La limite commune des suites (u,,) et (v,,) est, dans l’unité d’aire choisie, l’aire @du domaine D. 
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ACTIVITES 

D’UNE FONCTION « AIRE » ALA FONCTION In 

d est la représentation graphique, dans un repére orthonormé, de la fonc- 1 
1 

tion f:x — + sur 1= | 1; +0o|. Vunité d’aire est celle du carré de cété 1. aux: 

d Gq x Pour tout x, del, on note @(x,) l’aire du domaine délimité par Jf, l’axe des 

abscisses et les droites d’équations x =1 et x = xo. O| 

Lobjectif est d’étudier la dérivabilité en x, de la fonction @, puis de détermi- 

ner une expression de @(Xo). 

> Encadrement du taux d’accroissement et expression du nombre dérivé 

a) On suppose que fh est un nombre tel que h > 0. os 

e Utilisez les aires de rectangles bien choisis pour prouver que : 1}----- E(Xq + h) - 4%) 

hx f(xy +h) < @(Xq +h) — Q(X) SAX F(X). ! 
| @&%) oF 

@(x. +h) — @(x ee OES ae 
e Déduisez-en que: ee eos) eels O 1 Xo Xo +h 

apn h Xo 

b) On suppose que x, > 1, et que h est un nombre tel que h<0 et x, +hEl. 

e Justifiez de la méme facon que: 

—hx f(X,) = @&,) = @, 4 h) == hx f(x, + A). y 
@ _@ 

e Déduisez-en que: a < Sees PO! Biot Mya 8 Mo) < alla : a aces CX) = Olxo + h) 
Xo h Xo in 

c) Justifiez que la fonction @ est dérivable en x,. Indiquez @’(x,). (OX + h) a 

d) Quel lien avez-vous établi entre les fonctions @et fsurl'intervalle!? _O! 1 Xo th Xo 

2 Expression de l’aire 

La fonction In restreinte a l’intervalle | est telle que (In)’ =f et In(1) =0. Ainsi, elle a la méme dérivée et 

prend la méme valeur en 1 que la fonction @. 

a) On considére la fonction différence d définie sur | par d = @ - In. Justifiez que d est dérivable sur | puis 

calculez sa dérivée. 

b) Déduisez-en qu'il existe un nombre k tel que pour tout x de |, d(x) =k. 

c) Déterminez la valeur de la constante k. Que pouvez-vous en déduire ? 

Conclusion. La fonction aire @ est dérivable sur | et @’ =f. y 

On dit que @ est une primitive sur | de la fonction inverse f. dinans aye a 

Uaire du domaine sous # entre 1 et x, s‘exprime en u.a. par: eee 

@(Xq) =In(X))- 106) SON, x 
O 1 Xo 

Le motif d’une oriflamme est représenté dans un repeére orthonormé (unité : 1 m) 

par le domaine &H délimité par l’axe des ordonnées et les courbes d’équations 
1 x . 

= = SIO RING y et y 7 77% [0 | 

Uaire du motif dépasse-t-elle 0,40 m?? 
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0 Notion d’intégrale 

1.1] Aire sous la courbe et intégrale 

fest une fonction continue et positive sur [a;b],a<b. 

est sa courbe représentative dans un repére orthogonal. 

On note & le domaine situé « sous la courbe © », c‘est-a-dire 

délimité par € et les droites d’équations x =a, x =bet y=0. 

On admet que &) a une aire @ que l’on peut approcher aussi pré- 

cisément que l’on veut par des sommes d’aires de rectangles. 

Définition i] fest une fonction contin 

On appelle intégrale de f sur [a ; b| le nombre qui exprime 

aire, en u.a.,, du domaine 2 délimité par la courbe © de f, 

l'axe des abscisses et les droites d’équations x =a et x =b. 

On note: cS f(t) dt = aire (Y). 

Uunité d’aire (u.a.) est l’aire 

du rectangle de base. 

e sur un intervalle [a ; b]. 

b 
i; f(t) dt se lit « somme de aa b de f(t) dt» ou « intégrale de a a b de f(t) dt». 
: b b b 

On note indifféremment | f(t) dt, i f(x) dx, f f(u) du... 

© Exemples 

1 

I x*dx = + (voir l’activité 1) 

1.2} Dérivabilité d’une fonction aire 

Théoréme F F f est une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b]. 

Alors, la fonction ® : x — ihe f(t) dt est dérivable sur |[a;b| et ®’ =f. 

On admet Principe de la démonstration. On se place dans le cas ou fest croissante sur |=[a ; 6]. 

ce résultat X, ethsontd bres: x, © aes ae eux nombres : x, €l, f #0etx,+hel. yA D(x + h) - P(x) 

aeneral e Si h>O, comme f est croissante, f(x) <f(xy +h). (x9 + h) 
® (x, + h) - B(x,) exprime l’aire sous € SUL [Xi Xq +h]. pee A 

On encadre cette aire par celles de deux rectangles de méme HX9) ! 
largeur h et de hauteurs f(x) et f(xy +h) : 

hx F(Xq) < Oxy +h) - B(x) Sh x F (xg +h). 1 ! 

(x +h) — D(x) | a x Dou: Flt.) <<—° fxg +h). O° a. ee 

e Si h<0,on démontre de méme que: f(x, +h) < Ame aoa < f(x,). 
h 

e Or, fest continue en x9, donc lim F(x + h) = f (x9). Donc, d’aprés le théoréme d’encadrement : 
D(x. +h) - ®(%,) 
lim 
ho0 h 

Ce résultat est vrai pour tout x, de |a; |, donc ® est dérivable sur [a; b] et ®’ =f. 

= f(x,). Ainsi, ® est dérivable en Xo et O'(x,) =F(X,). 
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ry Primitives d’une fonction continue 

2.1) Définition. Lien entre deux primitives 

Définition PY f est une fonction continue sur un intervalle |. 

Une primitive de f sur | est une fonction F dérivable sur | telle que F’ =f. 

La connaissance d'une primitive de f sur | permet de les trouver toutes, dot le théoréme 2. 

2) f est une fonction définie et continue sur un intervalle |, quiadmet une primitive ® sur. 

Alors, fadmet une infinité de primitives sur | et toute primitive F de f sur | est définie par : 

F (x) = O(x) +k (k constante réelle). 

Démonstration. ® est dérivable sur | et D’ 

est aussi dérivable sur | avec F’ = ®’ = 

=f. Soit k un nombre; la fonction F: x —- ®(x)+k 

f. Donc, F est une primitive de f sur |. 

Ce résultat est vrai pour tout nombre k, donc fadmet une infinité de primitives sur I. 

e Réciproquement, si F est une primitive de fsur |, alors F’ = f = ®’ dot F’- ®’ =0. 

La fonction différence F-@® a une dérivée nulle sur |, donc F-@® est une fonction constante. 

|| existe un nombre k tel que pour tout x de |, F(x) - ®(x) =k d’ou F(x) = O(x) +k. 

© Conséquence 1. Calcul de l’intégrale d’une fonction f continue et positive sur [a ; 6] 

Le théoréme 1 prouve l’existence d’une primitive ® de fsur|[a;b|, définie par ®(x) = ale f(t) dt. 
a b 

Si lon connait une primitive quelconque F de f, on peut alors calculer l’intégrale (; f(t) dt. 
a 

En effet, il existe une constante k telle que pour tout x de [a ; b], F(x) = B(x) + k. 

Ainsi, F(a) = ®(a) + k avec ®(a) =0 ; donc k =F(a 

Or, [° Fit)dt = ©(b) = F(b) - k ; done Coeur Sati 

© Conséquence 2. Primitive avec condition initiale 

» fadmet des primitives sur I, alors pour tout x, del et tout nombre yz, il existe une primitive et une 

seule F de f sur | vérifiant la condition (dite initiale) ) F (Xo) = Yo- 

En effet, si ® est une primitive de f sur |, alors toute autre primitive F de f sur | est définie par 

F(x) = B(x) +k (k= R). Or, la condition F (x9) = y, sécrit B(x) + k = yy donc k = yg - B(x). 

La valeur de k est unique, d’ou le résultat. 

2.2) Existence de primitives 

Toute fonction continue sur un intervalle | admet des primitives sur |. 

On admet 

le résultat 

pour un 

intervalle | 

quelconque. 

Principe de la démonstration. On se place dans le cas ot | est un intervalle fermé [a ; b]. 

On admet le résultat suivant : toute fonction continue suruninter- = Y 

valle [a ; b] admet un minimum et un maximum sur [a ; b]. 

f est une fonction continue sur! etm son minimum ; 

alors, pour tout x de |, f(x)-m 20. 

La fonction @: x -— f(x) - m est continue et positive sur I, donc, 

d’aprés le théoréme 1, elle admet une primitive ® sur | et pour 

tout x de |, ®’ (x) = (x) = f(x) - m. 

Alors, la fonction F:x— ®(x)+mx est dérivable sur | et 

F’ (x) = ®’ (x) + m= f(x). Ainsi, F est une primitive de f sur I. 
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Calculs de primitives 

3.1) Primitives des fonctions usuelles 

On obtient le tableau suivant par « lecture inverse » du tableau des dérivées usuelles. 

Fonction f : x —... Une primitive F: x —... Sur l’intervalle |=... 

m (constante) mx R 

lee x"(nEN) 

as (ou x”) 
x” 

(n entier, n 2 2) 

—=xX 
x 

ail 
vx 

ks = 
cos(x) 

[ sin(x) 

3.2) Primitives et opérations sur les fonctions 

e Des operations sur les fonctions dérivables et de la définition d’une primitive, on déduit : 

Si F et G sont des primitives respectivement des fonctions f et g sur un intervalle |, 

alors F + G est une primitive de f + g sur|. 

Si F est une primitive de la fonction f sur l‘intervalle | et A un nombre, 

alors AF est une primitive de Af sur. 

e Les primitives de certains types de fonctions se déduisent des résultats connus sur les dérivées. 

Dans chaque cas, u désigne une fonction dérivable, a dérivée continue, sur un intervalle |. 

Fonction f du type... Une primitive F du type ... Conditions 

1 
uu" (nEN) Tike 

n+) 

u’ AF i 

; (ouu‘’u ") 1 1 1 
u x (ou ced Pour tout x del, u(x) # 0. 

(n entier, n> 2) i aT a shel 
A alae 

Le yo In(u) Pour tout x de |, u(x) >0. 
U 

u’ 

vu 2Vu Pour tout x del, u(x) > 0. 

u’e" ae 

x + u(ax + b) (a # 0) 1 Pour tout x de J, ax+bEl. xX ++ —U(ax + b) ten Cea) a U primitive de u sur. 
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4 Intégrale d’une fonction continue 

4.1) Extension de la notion d’intégrale 

On a defini l'intégrale d’une fonction f continue et positive sur un intervalle |a;b] (a <6), etonavu 
. . Rs & “b 

que si F est une primitive de fsur |a ; b], alors i f(t) dt =F(b) -F(a). 
a 

On admet que cette formule peut étre étendue au cas d’une fonction continue de signe quelconque, 

quelles que soient les bornes a et b de I'intégrale, sous la forme suivante : 

PETIEED 3] ¢ est une fonction continue sur un intervalle |, F est une primitive de fsur |, a et b sont deux nombres 
quelconques de |. 

b 
Uintégrale de la fonction f entre a et b est le nombre [ f(t) dt = F(b) - F(a). 

© Exemples 
ps} ei 33 

e | 3dt=[3tPh, =15—(-6) =21 e 2 =|] Aaa es 
i [3tP 8) if easel Bias 3 

© Conséquences 
a a b 

of f(t)dt =F (a) -F(a)=0. . [ode =F(a)-F(b)=-f f(t)dt. 

4.2} Linéarité de l’intégration 

f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle |, A est un nombre. Pour tous a et bde!: 

o [+ giiat= ['rydt+ [” gitat of afat =2,f” Fieyat 

Démonstration. F et G sont des primitives sur | respectivement de fet g. 

Alors, F + G est une primitive de f + g surl, et AF est une primitive de Af sur. 
b b b 

ef (f +g) (t)dt =[F (b) + G(b)|-[F (a) + Ga) =F (b) -F(a)+ G(b)-Gia)= | figde+ f g(t) dt. 

e [Patt dt = AF 6) ~ AF (a) = ALF (b)-Fia]=Af Fiat. 

© Fonction continue et négative sur [a; 5] et aire 

Si f est négative sur [a ; |, alors iF f(t)dt =- aire (%). 

En effet, —f est positive sur [a; 6], et les domaines %, et W_, sont ex 

symétriques par rapport a l’axe des abscisses, donc ont la méme aire. ; st 

Dow aire (GH) = aire (D_) = f° (-fo)dt=- [” Fleae. 

@ Aire d’un domaine entre deux courbes sur [a; 6] y 

[a;b| omaine & délimité Si€, est au-dessus €, sur alors l’aire dud 

(f — g)(t)dt. 
i par 6, et ©, sur [a ; 6] est ait 

SS) 

& 

oe 

. 2 

En effet, lorsque f et g sont positives (voir schéma ci-contre), 

aire(D) =f roat- [? ginat= f” te - g (eae. ! crs 
On admet que ce résultat reste valable dans le cas général. gq © 

x 
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cae Relation de Chasles 

7] Fest une fonction continue sur un intervalle |. Quels que soient les nombres a, b et cde |: 
= 

(relation de Chasles). 

4 Démonstration. Soit F est une primitive de f sur I. Alors: 

| [rr fiodt+ [oF (dt =F F(b) - F(a) + F(c)-F(b) =F()-Fla)= f fitjat. 

oe Remarque. Lorsque fest positive sur| et a <b <c, la relation de 

Chasles traduit l’additivité des aires: l’aire de la reunion de deux 

domaines adjacents est la somme des aires de chacun d’eux. 

Mais avec les intégrales, la relation est vraie quels que soient l’ordre 

des nombres a, b, c de | et le signe de f. 

© Exemple. Intégrale d’une fonction affine par morceaux 

On calcule l’intégrale K = [or x) dx ou fest la fonction définie sur R par f(x )=|x|-2 

Ainsi, f(x) = x -2 six 20 et f(x) =- x -2 six <0.Donc: 

5 re 5 _ i ee | a rs 
| feodx =f (-x-2)dx + [ («= 2)dx.Or: [ (- x - 2)dx = mee aed ie ae gt a” 

ee S| xt j 2 (2 ) Pie Fr Scot 
et 2) dx = 5 axl = 5 10 0=5.Donc K = 2a ae 

K se calcule aussi avec des aires (I’unité d’aire étant, dans un repére 

orthonormeé, celle du carré de cété 1). 

On distingue les intervalles ou f garde le méme signe: 

f <O sur [-2; jet fi fl x) dx = - aire(D,); 

f 20 sur[2;5 jet [°F x) dx = aire (,). 
Z 5 

D’aprés la relation de Chasles, a f(x) dx = i f(x) dx +f f(x) dx. 

Ainsi, K = — aire(H,) + aire(®,) soit K=-4+4,5=0,5. 

4.4) Positivité et ordre 

Théoréme Eg g sont deux fonctions continues sur un intervalle |. 

a et 6 sont deux nombres de | tels que a <b. 

1. Si pour tout tde [a ; b], F(t) = 0, alors ul f(t) dt > 0 (propriété de positivité). 

2. Si pour tout tde |a; b], f(t) < g(t), alors ts f(t)dt < PP? gtnat. 

Démonstration 

1. f 20 sur[a;b| et [rr t)dt exprime laire (en u.a.) sous €; ; d’ou le résultat. 

i 2. Par hypothése, f <g donc g -f > 0 sur[a; b] ; ainsi, d'aprés 1. : if (g -f)(t)dt =0. 
a 

ah HY eect Peat : rb b b b 
i En utilisant la linéarité de l'intégration, 4h git)dt - f f(t)dt > 0 ;done fyde< f g(t)dt. 

© Remarques 

e La réciproque de la propriété 1. est fausse (voir l’exemple du paragraphe 4.3.). 

e Deméme, la réciproque de la propriété 2. est fausse. 
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5) Valeur moyenne d’une fonction continue 

5.1) Valeur moyenne 
N 

y © ee ares 1 Zz rg . . 

La moyenne d’une série de N nombres x, est x = Neo x;. On généralise cette notion au cas des 
f=1 

valeurs prises par une fonction sur un intervalle | a ; b| sous la forme suivante : 

fest une fonction continue sur un intervalle [a ; b] (a< 6). 

La valeur moyenne de la fonction f sur [a ; b| est le nombre uw défini par : 

© Interprétation dans le cas d’une fonction positive 
b 

La valeur moyenne U est telle que if f(t)dt =(b-a)u. 
a 

Ainsi, lorsque f est positive sur [a ; 6], le nombre u peut étre inter- 

prété comme la hauteur du rectangle construit sur [a ; b| et ayant la 

méme aire que le domaine % situé sous la courbe €,. 

© Exemple. La valeur moyenne de la fonction sinus sur [0 ; 1] est J = ae sin(t) dt. 

Or, he sin (t) dt =|- cos(t)|§ = (- cos(m)) - (- cos(0)) =2 ; donc w= 2 ‘ 

5.2) Inégalité de la moyenne 

f est une fonction continue sur un intervalle |, a et 6 sont deux nombres de | tels que a < b. 

M et m sont deux nombres tels que pour tout t de [a;b], m<f(t) <M. Alors: 

(inégalité de la moyenne). 

Démonstration. Par hypothése, pour tout t de [a; 6], m<f(t) <M [1]. Les fonctions constantes 
b b 

tm et t-— M sont telles que: ip mdt =[mt]? =m/(b-a) et f Mdt =M(b-a). 
a a 

Puisque a <b, on est dans les conditions d'utilisation du théoréme 8.2. On dit, par abus de lan- 

gage que I’« on intégre les inégalités [1] sur |a; 6] ». Diou: 
b b 

[mat < [fina < f Mdt, soit m(b- a) < [ F(t) dt <M(b — a). 

© Interprétation dans le cas d’une fonction positive 

Si fest bornée sur [a ; b| par deux constantes m et M positives, alors 

l'inégalité de la moyenne signifie que I’aire sous la courbe ; sur 

[a; 6] est comprise entre les aires des rectangles construits sur 

[a ; b| et de hauteurs respectives m et M. 

M ;aire =(b=a)M} 
] 
\ 

I 
roy 
fs F 

' 
h © Encadrement de la valeur moyenne 

b 
En divisant chaque membre de m(b - a) < f f(t)dt <M(b —- a) 

par le nombre strictement positif b — a, on obtient m a a 

ment de la valeur moyenne de fsur|a; 6]: m<U<M. 
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Application 9 [su 

Fopecrir 1) Déterminer une primitive 

e f est une fonction continue sur un intervalle |. Alors : 

~f admet des primitives sur 1; 

—si l'on connait une primitive ® de f sur |, toute autre primitive de f 

sur | secrit ® + k ou k est une constante ; 

— il existe une unique primitive F de f sur | telle que F(x9) = Yo. 

e Dériver et chercher des primitives sont des opérations inverses l'une 

de l’autre dans le cadre des fonctions continues sur un intervalle I. 

Les courbes ci-contre représentent quelques primitives de fsur |. 

=a fees AY) Reconnaitre une primitive 

Prouvez que la fonction F est une primitive de la fonction continue f sur I’intervalle | . 

(0) = SxvVx ; fo) = Vx :1=[0; +00]. 

© Méthode © Solution 

On prouve que F est dérivable sur | et que F’ =f. F est le produit des fonctions : 

e Fest le produit de deux fonctions. (une est > Ces 2, et xo Vx. 

dérivable sur I, mais l'autre l’est seulement sur 3 

]O ; +00[. 

e On étudie la dérivabilité de F sur ]0 ; +o]. m—> e Sur |0; +00], F est dérivable comme produit 

de deux fonctions dérivables. 

Pour tout x >0, 

e On utilise la formule (uv)’ =uV + uv’. p—p F(x J=ivx+4 ex 2 x4 +Vx= Vx. 
3 <= 3 

e On étudie la dérivabilité de F a droite en 0. p—p e@ Examinons si F est dérivable a droite en 0. 

Pour cela, on examine la limite du taux 2hvh 

d’accroissement de F entre 0 et h lorsque h tend Pour h>0, Be - aan = £Vh; 

vers 0. = 
dot lim eae aU) gaat) =). 

hoot h 

Ainsi, F est dérivable a droite en 0 et le 

nombre dérivé en 0 vaut 0 soit f(0). 
e On conclut. m—p e Finalement, pour tout x de |, F’(x) = f(x), 

donc F est une primitive de f sur |. 

© Mise en pratique 

Pour les exercices 1a 3 Pour les exercices 4 et 5 

Vérifiez que la fonction F est une primitive dela | Précisez si les fonctions F et G sont deux 
fonction f sur l’intervalle I. primitives de la méme fonction f sur l’intervalle |. 

EB = xIn(x) — x ; F(x) =In(x) ; |= ]0; +00]. | 4 Bae jo Melee ee eS 
1 ; x-1 ‘ 

|= |1; +00 
| 2 Bea =(x+1)e“3fa) S— xe" p= R, | i 

FEB = 2° Vx 5 foo = xx 1=[0;+00[. | EB F00 =c0s (2x) ; GQ) =-2sin2) ;1=[0; 7]. 
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20GB) Déterminer une primitive a l'aide des formules 
Déterminez, dans chaque cas, une primitive F sur aera | de la fonction f continue sur |. 

a) f(x) =(3x -1)° IER. b) f(x) = l= [o; +00). 
‘(2x -1)4 

c) f(x) = 6xe"" | 1=R, d) £0) = =P IL. 
1-x 

© Méthode © Solution 

a) On écrit fsous la forme: f = au’u”, u étant b> a) On ee u(x)=3x = 1 Jalors U(x) = 

une fonction, & un nombre et n un entier naturel. f(x) = + x 3x (3x —1)® donc f = ; ue 

e La dérivée de u"*! est (n+1)u’u" doncune =~ Une Ee ite de fsurlest: 
ee oe: i 1 1 1 ees, iy 
rimitive de u’u” est fe =x su’ == P ale 3 Tia, gelled 

1 7 
Donc F — (3x -1 (x) 7 ( ) 

b) On utilise des exposants négatifs. p—p b) On pose u(x) = 2x —1 ; alors u’ (x) =2. 

On écrit f sous la forme: f = au’u~”, u étant une f(x) = 2x 2x (2x —1)7*.donc f =2u’u*. 
fonction, @ un nombre et n un entier naturel. 

e Ladérivée de u-”*! est (-n +1)u’u™” donc Une primitive de f sur | est: 

une primitive de u’u~" est —!—y"*". =P: ea S| 
=e =o) 3u3 

Donc F(x) = — ——— : 
3 (2x — 1) 

¢) On écrit f sous la forme: f = au’e", u étant p—p c) On pose u(x) = x* +1 ; alors u’(x) = 2x. 

une fonction et & un nombre. f(x) =3 x 2x x eS lidonsiheaiele 

e La dérivée de e” est u’e’ donc une primitive wp» Une primitive de fsur| est F =3e”. 

de u’e” est e”. Donc F(x) = 3e* *". 

d) On écrit fsous la forme: f = a, u étant une py d) On pose hes = =1- x‘ ;alors u’ ae — 2x. 

fonction telle que u(x) > 0 surlet a un nombre. f(x)=- 4x donc f =-4x a 
1x4 

u est une fonction polynéme du 2™ degré, de 

racines — 1 et 1. Elle est strictement positive 

entre ses racines : pour tout x de |, u(x) > 0. 

ela derivee de In(u) est 1 Bion une primitive m—» Une primitive def sur| est F=—4In(u). 

de“ avec u>0 est Intu). Donc F(x) = — 4In(1— x’). 

© Mise en pratique 

Pour les exercices 6a 11 | 9 | Pare 4 : i=+4 +00] 

Déterminez, dans chaque cas, une primitive de ree Pie : 

la fonction f sur l’intervalle |. b) f(x) = 2x = eR: 

Vet 
GB a) fw) = 3x +2)? 5 1=R. 
b) f(x) =2 as ol = [IR ELD a) fw = —£_ +} =]4; +00]. 

a) f(x) = sin(2x — 1) ; |=[0; 7]. b) Le 1=]4; +00. 

b) f(x) = 4cos(2x +1) ; !=[0; 7]. Me 4) 

EB a) fiwose"' FIER. GED a) FW) =sin(X)cos?(x) ;1=R. 
b) f(x ee 2s. =k. b) f(x) = cos(x) (sin? (x) +1) ; 1=[0; 7]. 
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sae) C)) Déterminer la primitive vérifiant une condition initiale 

Déterminez, dans chaque cas, la primitive F de la fonction f sur l’intervalle |, qui vérifie la condition 

imposée. 

a) f(x) = 2x? — 5x? + 3x — 4, |=R ; condition: F(- 1) =6. 

© Méthode 

a) On s’assure que f admet des primitives sur R. 

e Une primitive ® de fsur R est lasomme des 

primitives de chacun de ses mondmes. 

p+) 

Une primitive de x —— ax? sur Rest x —— a Z ; 
p+ 

@ Toute autre primitive F de fsur R s‘écrit : 

F=®+k 

e On détermine la valeur de la constante k 

a partir de la condition initiale. 

Une primitive sur IX d’une fonction polyndme de degré n 
est une fonction polyndme de degré n + 1. 

(k constante). 

b) On reprend la méthode du a). 

e On obtient des primitives sur | par lecture du 

tableau du paragraphe 3.1, page 196. 

+ Une primitive de x —— e” sur Rest x —— e”. 

* Une primitive de x — 1 sur ]0 ; +oo| est 

x — In(x). 

© Mise en pratique 

Pour les exercices 12 a 14 

Déterminez la primitive F de la fonction f sur 

l'intervalle I, qui vérifie la condition imposée. 

GED a) fw = x4 48 — x, 1= RFQ) =-1. 
2 

b) fo) == 2X41 FL 1)=0. 

GED a) fi) = sino +1, 1=[0; 20]; Fim)=n. 
b) f(x) =1-2c0s(2x) ; 1=[0; 2m]; F(m) =1. 

GB a) fix) =e — x, 1= RR; F(O)=-1. 
b) f(x) =1-e%, l=[0; 4]; F(2)=—-1. 
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b) fixy=e*—t, |= ]0 ; +oo[ ; condition: F(1)=0. 

O Solution 

pp a) La fonction polynéme f est continue sur R, 

donc elle admet des primitives sur R. 

m—> Une primitive ® est définie sur IR par 
4 3 2 x x x 

pas 4 Oi(x)i= 2b A 5x 3 +3™x 5 Xx 

Ue ove om Fay ey eT 
= xX" — =x? + =x* - Ax. ® (x) 5X 3% 5% Xx 

p—p La primitive cherchée F est telle que : 
leave ip otency ole: Uy ae Beye ER). F(x) 5X 3% + 5x 4x +k (kER) 

p—p La condition initiale F(— 1) =6 s‘écrit 

1 ay 2 s say pews © 5. 
sta t5t4+k=6,dou k= 3° 

bie lesen Mayes SS} 5 =X Ainsi, F(x) >X 3% +5x x 3 

b) f est dérivable donc continue sur |, par 

conséquent, elle admet des primitives sur I. 

m—> Une primitive ® vérifie ®(x) = e* —In(x). 

F est telle que F(x) = e* —In(x)+k (k ER). 

La condition initiale F(1) =0 s‘écrit 

e-—In(1)+k=0,d’ot k=-e. 

Ainsi, F(x) = e* —In(x) -e. 

Pour les exercices 15 a 17 

La fonction F est dérivable sur l‘intervalle |. 

De plus, on donne l’expression de sa dérivée et 

les coordonnées d’un point A de la courbe ,. 

Quelle est l’expression de F(x) ? 

uw |=R, F’(x) =e — 2e” ; A(In(2); 0). 



Fonsectir 2, Calculer une intégrale 

f est une fonction continue sur un intervalle |=[a ; b]. 

e 6 désigne sa courbe représentative dans un repére orthogonal et % est le domaine délimité par ©, 

l'axe des abscisses et les droites d’équations x =a et x =b. 
“b ea b 

1.Si f =>0 surl, alors [ f(t) dt = aire (Y). 2. Si f <0 surl, alors / f(t) dt =— aire (BH). 
~ 

a 

b 
e Si F est une primitive quelconque de f sur [a ; b], alors f(t) dt =F (b) — F(a). 

= vees 0 '' Dp) Utiliser des aires pour calculer une intégrale 

Calculez, dans chaque cas, l’intégrale K de la fonction f représentée sur son intervalle de définition. 

a) 

x 
af 

© Méthode © Solution 

a) f est positive sur [— 2; 2], donc l'intégrale est px» a) f est continue et positive sur [— 2 ; 2], donc 

définie par l’aire du domaine & situé « sous la Ke mi t)dt = aire (D). 

courbe ». 
Mix ;y)& 6S y=V4—-x7, x €[-2;2]. 

Cette condition équivaut a: 

y =4=x v0 soitx ny =4, y= 0. 

e On prouve que 6, est un demi-cercle. p—p On reconnait une équation du demi-cercle de 

Une équation du cercle de centre I(x, ; Yo) et de centre O(0; 0) et de rayon 2 situé dans le 

rayon rest (x — Beal +(y - Vou = 7. demi-plan d’équation y 2 0. 

e On utilise la formule : aire (disque) = Tr’. w—p Donc K = + xT x 2? soit K = 27. 

b) On décompose |'intervalle de définition en b) Sur [— 2; 5], f est continue et change de 

sous-intervalles sur lesquels f garde un signe p—p signe, mais d’apres la relation de Chasles : 

constant. he fiydt = [iF (yde+ fF pdt + f° F(td 
e On calcule la somme algébrique des aires p—p K = aire(W,) - aire (D,) + aire (D,). 

(en u.a.) des domaines B),, H,, W, ainsi définis. K =(3+1)—4+1 soit K=1. 

O Mise en pratique 

18 | f est la fonction représentée ci-dessous. 19 | La fonction f est définie sur [— 3 ; 5] par: 

1. Vérifiez que sa courbe Y4y=V3-(x-12 f(x) =|x -1 =p 

est un demi-cercle. 1. Représentez f dans un repére orthogonal. 

2. Déduisez-en la valeur 2. Déduisez-en la valeur de £ f(t) dt. 
14-V3 

de J= VF f(t) dt. 
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waf@laa |) E)) Calculer une intégrale a l’aide d’une primitive 

On considére la fonction f définie sur R par f(x) = 

e* 

ie" 
1. Vérifiez que pour tout réel x, f(x) = 1— 

1 

leen 

1 

2. Déduisez-en la valeur de l‘intégrale lea f(x) dx. 

© Méthode 

1. On transforme le second membre de l’égalité 

pour retrouver f(x). 

2. On ne connait pas une primitive de f sur R. 

Pour calculer J, on utilise alors la transformation 

d‘écriture précédente et la propriété de linéarité 

de l'intégration (théoréme 6). 

e On sait calculer la premiére intégrale de 

l’expression [1] ; pour la deuxiéme, on cherche 
x 

une primitive sur R de la fonction x — —— . 
Gee 

/ 

e Une primitive de a avec u > 0 est In(u). 

e Le résultat peut s‘exprimer avec le logarithme 

d'un seul nombre. 

© Mise en pratique 

Pour les exercices 20 a 25 

Calculez les intégrales suivantes a l'aide de 

primitives. 

EDD ay i= [te -3)dt. by = fe? - andr 

Rik 1 GB a= / (?-4) ae, 

b) J= ‘eee: 
PRES = A 

TU 

ERB ay = f,? cos(yde. b) J= [™ sin2nat 
6 

94 Os rere edn by eet a [23 Ie ieee ) ia 

Chapitre 7 @ Intégration et primitives 

O Solution 

p—> 1. Pour tout x de R, 
x Het bee ores 

Tepes 1hene alse: Mienes 

1 1 e* aoe 
— BE fx) dx = [ iis : - | &x, dou 

1 | = 

Dey idx — [, Aree: [1]. 

e* 

On considére la fonction h: x — : 
1+e* 

pp On pose u(x) =1+ e” ; alors u’ (x) =e”. 
u 

On reconnait une expression du type h = or 

avec u>0OsurR. 

t 

e—> Ainsi, une primitive de h sur R est définie par: 

H(x) =In(1+ e*). 

Dou: 
(je 1 

i Fe 

D’autre part : fe [keh 6g Veo Ie 

Donc d’aprés [1] : J=1—In(1+e) +|n(2). 

me Ainsi: J=In(e)—In(1+e)+In(2) 

y=In2 iy 
1+e 

— dx =[In(1+ e”) Jo =In(1+ e) —In( 

fonction x — xIn(x), x = ]0;+00[ ? 

2. Déduisez-en la valeur de l'intégrale : 
e K= [(In() + 1)dx. 

On pose: 1= [* cos? (x) dx. 

1. Justifiez que pour tout nombre x, 

cos*(x) = 4 4 SON) 
2 

2. Déduisez-en la valeur de |. 

2x -1 
EB} on pose: J= f* rae 

1. Déterminez les nombres a et 6 tels que: 

pour tout nombre x # 1, x = z 
x — 

dx. 

=aq+ 

2. Déduisez-en la valeur de J. 

2)\. 

26 | 1. Quelle est l'expression de la dérivée de la 

x =1- 



Fopecrie 3) Calculer une aire 

€@, et ‘6, sont les courbes représentatives de deux fonctions f et g 

continues sur un intervalle | ; a et b sont deux nombres de |, a< b. 

SiG, est au-dessus de “6, sur [a ; b], alors l’aire du domaine D 

entre les deux courbes sur [a ; b| s‘exprime en u.a. par : 
rb 

aire (D) = | (f -g)(t)de. 

oid tees stl EF) Determiner l’aire du domaine compris entre deux courbes 

Les fonctions polynomes f et g sont définies sur R par: 

f(x) = x2(x?-1) et g(x)=x(1- x’). 

1. Etudiez la position relative de leurs courbes représentatives. 

2. Utilisez l'étude précédente pour calculer l’aire du domaine & 

compris entre les deux courbes sur l’intervalle [— 1; 1]. 

© Méthode © Solution 

1. On étudie le signe de la fonction différence sp 1.On pose: @ (x) = f(x) — g(x). 

O=f-g. (x) = x? (x? — 1) — x(1— x7) = (x? — 1) (x? + x) 

e On factorise expression puis on détermine = mp Q(x) = (x — 1) (x +1)x(x +1) = x(x — 1) (x +1)”. 

son signe. @ s‘annule pour les valeurs — 1,0 et 1. 

Le signe de @ (x) est celui de x(x — 1), donc 

négatif entre les racines 0 et 1. 

e On interpréte alors le signe de @ =f —g. m—> Ainsi, 6, est au-dessous de 6, sur [0;1] et 

@ (x) <0 signifie €, au-dessous de €,. au-dessus sur |—oo ; 0] U[1; +oo[. 
0 1 

2. On décompose [—1;1] en sous-intervalles > 2. aire (Q) = ly (f — g) (t)dt +f, (g — f)(t)dt 

sur oe @ =f —g garde un os constant. area ie (f — g)(t) de — i (f —g)ttae. 

Sur [0 ; 1], 6, est au-dessous de ,, donc (2 GWeCE eS) Sra ee St 

aire du domaine délimité par, et 6, est donc une primitive ® de @ sur Rest 
1 1 

—f)(t)dt =— f —g)(t)dt. By eel) 
I oe i ae définiepar @(9=£ 4-6 6 
e On détermine une primitive ® de p=f-—g See eee Se 

sur IR, puis on calcule aire (D). m—> Ainsi: aire(D) =(O(0)|°, —[ (0 ]) 

aire (BH) =[®(0) — B(—1)] —[ (1) — ®(0)]. 

Or, ®(0) =0 ; donc: 

e On exprime l’aire du domaine & en ua. p> aire(#) = — O(-1)- O(1)=05. 

© Mise en pratique 

29] Soit J I’arc d’hyperbole d’équation 30] 1. Représentez sur votre calculatrice la 
iyo A = -X : ve an x E]0; tof, courbe € d’équation y = 2xe*, x €[0; +00. 

“ 2. A désigne un nombre, A > 0. 
et A ladroite d’équation y = x. 

‘ - a) Exprimez en fonction de A, I’aire @(A) du 

1. Tracez df et A dans un repére orthonorme. domaine & délimité par “, l’axe des abscisses et 

2. Déterminez l’aire du domaine % compris entre | les droites d’équations x =0 et x =A. 

les deux courbes sur I'intervalle [0,5 ; 2]. b) Calculez tim @(A). Interprétez le résultat. 
>+0o 
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Encadrer une intégrale 

f et g sont deux fonctions continues sur [a;b],a<b. 
b b eae. e Si pour tout tde [a:b], fl) <g(t), alors: [ F(tydt < [ g(t)dt (théoréme 8.2). 

e Sim et M sont deux nombres tels que pour tout tde [a ; 6], m<f(t)<M, alors: 

m(b—a)< i f(t)dt <M(b —a) (inégalité de la moyenne) (théoréme 9). 
a 

eG ) Etudier une suite d‘intégrales 

La courbe ci-contre représente la fonction f : t — = sur |0 ; +0o[. 
te 

n+] 
Pour tout entier n 21,0n pose: u,, yh f(t)dt. 

1. Démontrez que pour tout entier n 21, f(n +1) <u, <f{(n). 

2. La suite (u,,) est-elle convergente ? 

© Méthode © Solution 

1. On encadre la fonction f sur tout intervalle 1. Sur JO ; +oo[, fest dérivable et : 

d'intégration du type [n;n+1]. ‘ 
he oe “eon tte) elo. it 

e On utilise le sens de variation de f. e—> f(th= oe = = 
t2e2t f2e2t fant 

Sur ]0; +00[, f’(t) <0 donc fest décroissante. 
Si la fonction u est dérivable et ne s‘annule pas sur s Ainsi, pour tout ttel que n<t<n+1: 

Su 1 , 

]0 ; +oof, alors (7) ror f(n +1) <f(t) < fin). 

nest un entier naturel non nul. 

e On applique l’inégalité de la moyenne. p—p D’apres l’inégalité de la moyenne avec ag=n, 

b=n+1, m=f(n+1) et M=f(n) : 
n+1 

u,, feprésente l'aire sous la courbe. > (n+1—n)f(n +1) <f f(t)dt <(n + 1—n)f(n) 
Elle est encadrée par les f(n) soit f(n +1) <u. <f(n). 
aires des rectangles de base 
[n; n+ 1] et de hauteurs 
f(n + 1) et f(n). 

2. On utilise le théoreme d’encadrement 2. lim te’ =+00 donc lim, f()=0. 

(théoreme 2, chapitre 1). Ainsi, wim f(n) = lim f(n+1)=0. 

D’aprés le théoréme d’encadrement, la suite 

(u,,) converge vers 0. 

© Mise en pratique 

Pour les exercices 31 et 32 

Démontrez la double inégalité en encadrant 

convenablement la fonction a intégrer. 

2 34 | On considére la suite (v_) définie pour tout ERD v2 < [Vive ar<3. : i 
entier n21 par: v, = i. = dx. 

Shy Bk 
32 7505 < ie Re eo 1. Prouvez que la suite (v,,) est croissante. 

. 2. La suite (v,) est-elle convergente ? 

1. Prouvez que pour toutn de N, 0<u,,, <u,. 

2. La suite (u,,) converge-t-elle ? Pourquoi ? 

EE On considere la suite (u,,) définie pour tout 35 | Comparez sans les calculer les nombres : 
fe 

entier naturel n par: u,, =f (14+ t’)e'dt. I= " Asin oddx et j= xsinordx, 
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Exercices 
interactifs 

EY Questions sur le cours Vrai ou faux 

Complétez les propositions suivantes. Vrai ou faux ? Justifiez votre réponse. 

f est une fonction continue sur un intervalle |, F est f est la fonction définie sur R par f(x) =e™. 

une primitive de f sur. 
P a) Une primitive de fsur R est F=-f. 

a) F est dérivable sur| et F’= ... 
b) aire du domaine & délimité par la courbe 6, 

b) Si G est une autre primitive de f sur |, alors : 
et l'axe des abscisses sur [0 ; In(2)| vaut 0,5 u.a. 

GS 'GS ice 2 h 
c) Pour tous a et b del, | ; FH at= sas c) On pose @(A) =) F(t) dt ; 

d) Pour tous a, b, c del, alors lim @(A) = +00. 
) n 

[reode+ [*rodt= ... d)la suite (u,) définie par u, =" f(odt, 
: é : SN Scrol : 

e) Si pour tout t de l'intervalle [a ; b| inclus dans |, Bey de clobsaiite 

m<f(t)<M, alors ... < [” Fydt< by; e) Pour tout nde N*, u, +u,+...+u, 
a 

38 | QCM Une seule réponse exacte 

Pour chaque affirmation, une seule réponse est exacte. Identifiez-la en justifiant votre réponse. 

1. La courbe € représente | | 2.La courbe représente 

la fonction f définie sur R | une fonction f continue 

par: f(x) = x(x - 1)(x - 3). sur [0;+00[. Pour x 20, 

& est le domaine colorié. - on pose O( ve f(t)dt. 

a) O(1)=1. 
1 3 , 

a) ii f(t)dt =0,5. b) i f(t)dt =-3. b) Si x >1, alors B(x) =In(x). 

c) La fonction ® n’est pas dérivable en 1. 

d) © est la primitive de f telle que ®(0) =0. 
sre C= 2t (ua). 4) [Prat 2 Gy 

QCM Au moins une réponse exacte 

Pour chaque affirmation, plusieurs réponses peuvent étre exactes. Identifiez-les en justifiant vos réponses. 

© j= f' Ade et k= f' x? dx 3. On considére la suite (u.) définie sur N* par: - On pose: J= J, Fag re oh at 5 % par: 

= Uu 

a) = b) J+K=1. k= 140" 
2. Dans le repére ortho- a) La suite (u,,) est décroissante. 

normé ci-contre : 

a) aire (@,) =0,3 wa. 

b)%, et YM, sont symé- 
' triques par rapport a la 

| droite A d’équation y = x. 

oc) ,, Ds et-D, “ont Ja 
méme aire. 

b) Pour tout entiern 21 ,u, <1. 

c) La suite (u,,) est convergente. 

mT mT 

4. Onpose: A= | 4 tsin?(t) dt etB= [4 tcos*(t) dt. 

2 

a) A>B. b) BAe vat c) 

\y 
%, Corrigés sur www.transmathlycee.net/eleve-TermS 
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40 | Sur la piste d’une primitive 

La fonction fest définie sur R par: 

f(x) = e* sin(x). 

ReLsftauil Trouver une primitive F de fsur R. 

1. La fonction f est continue sur IR, donc l’existence de 

primitives de f sur R est assurée. Mais on ne reconnait 

pas, dans l’expression de f(x), l'une des formes usuelles 

qui permet le calcul de primitives. 

Une piste consiste a examiner les dérivées successives 

de f. En effet, lors d’une premiere dérivation vont 

apparaitre des termes du type e*cos(x) et donc, lors de 

la deuxiéme, des termes du type e*sin(x), dou la 

possibilité d’établir une relation entre f”(x), f(x) et F(x). 

a) Pour tout nombre x, calculez f’(x) et f”(x). 

b) Exprimez f(x) comme une combinaison de f’(x) et 

f”(x), du type f(x) = af’(x) + bf’(x) aveca]= R etbER. 

2. On connait une primitive de f’ et une primitive de f” 

sur R, d’ou l’expression d’une primitive de f. 

Déduisez-en une primitive de fsur R. 

41 | Primitive de x —- Q(x)e™ ot Q est une fonction 

polynome 

f est la fonction définie sur IR par: 

f(x) =(x? + x -2)e™. 

Exprimer, si possible, une primitive F de f sur 

IR sous la forme F(x) =P(x)e~ ot P est une fonction 

polynéme. 

1.On ne connait pas de primitive de f sur R. On en 

cherche une qui s‘exprime sous la forme indiquée. 

On suppose d’abord qu'une telle fonction polyndme P 

existe et on en tire les conséquences. 

Si F est une primitive de fsur R, alors pour tout nombre x, 

E(x) =x) 

a) Prouvez que pour tout nombre x, 

P(x) -P(x)=x?+x-2 [1]. 

b) Quel est le degré de la fonction polynéme P ? 

2. On pose alors: P(x) = ax? + bx +c. 

Or, dire que deux polynémes non nuls sont égaux signifie 

que leurs coefficients respectifs sont égaux. On identifie 

donc les coefficients dans l’égalité [1]. 

Chapitre 7 » Intégration et primitives 

Apprendre a chercher 

a) Déduisez-en que les coefficients a, b, c vérifient : 

-a=1 

2a-b=1 

b-c=-2 

b) Donnez alors l’expression de P(x). 

3. On a prouvé que si P existe, alors son expression est 

celle obtenue ci-dessus. II s‘agit maintenant de s’assurer 

que P est bien solution du probleme posé. 

Vérifiez-le, puis concluez. 

(Commentaire) 

Cette méthode peut étre généralisée. Ainsi, toute fonction du 
type x —~ Q(x)e, oll. aest un nombre donné et Q une fonction 
polyndme de degré n, admet sur [RX une primitive du type 
x — > P(x)e™ oll P est aussi une fonction polyndme de degré n. 

| 42 | Convergence d’une suite d’intégrales 

On consideére la suite (u_) définie sur N* par: 

feet in ote aae 

| Objectif | Etudier la convergence de la suite (u,,). 

n 

1. Les fonctions notées f, : x — - - sont continues et 

positives sur [0 ;1], d’ou l’idée d'interpréter la valeur de 

u,, comme l’aire sous la courbe de Pe 

On peut conjecturer le sens de variation de (u,). 

a) Démontrez que la suite (u,,) est décroissante. 

b) La suite (u,,) est-elle convergente ? Pourquoi ? 

2. Des lors, il s'agit de déterminer la limite de (u,,). 

On peut conjecturer cette limite sur le graphique. 
D’ou l'idée d’encadrer u,, pour pouvoir conclure. 

a) Prouvez que pour tout nde N* et tout x de [0;1], 
O<F,(x)< x", 

b) Déduisez-en que pour tout nde N*, 0< u,& ! 
Concluez. 



Narration de recherche 

| 43 | Un motif de décoration 

Le schéma représente le plan 

d’un panneau décoratif. 

Laire de la région sous la 

— > Lobjectif n’est pas seulement de résoudre le probleme posé : vous 

devez aussi noter les différentes idées méme lorsqu’‘elles n’ont pas 

permis de trouver la réponse. Expliquez pourquoi vous avez changé 

de méthode et ce qui vous a fait avancer. 

44 | Un rapport constant 

M et N sont des points de la 

demi-parabole d’équation : 

ieee 
courbe 6 doit mesurer un tiers 

de l’aire du panneau. 

Pour des raisons de symétrie, 

la courbe a une équation du type: y = ax* + bx* +c, 
=|) Sei} 

M et N ont pour as 

eo > 0). respectives eti - 

C désigne l’aire (en ua.) du | 

triangle OMN et @ celle du | 5-4 

domaine curviligne [OMN]. | Scie a =. % 

De plus, la courbe € doit étre tangente a I’axe horizontal 

aux points d’abscisses — 1 et 1. Archiméde a démontré que le rapport “ était constant, a 

Déterminez une équation de la courbe %. donc indépendant de t. Sauriez-vous trouver sa valeur ? 

HE 

. 

&, iy og 

Eux aussi, ils ont 

cherché avant d
e trouver ! 

e y Se: 

Chercheurs d’hier 

ERC Voici quelques mathématiciens importants qui ont travaillé dans le domaine de I’Analyse. =o 

Augustin-Louis Cauchy L S 
> Chap. 2 : aa 

John Neper Leonhard Euler JosephiFourier  Serltard Bolzano, Giuseppe veane U = 
> Chap. 5 > Chap. 3 > Gipee 7 “es ee Wu 

3 cc 

DE 

ec. Oe 

a Sa oe” oe 

= 

ee 

£ & 

. ae aa” ee Sea ee Cs 

= is 

En 1854, Riemann recherche a 

quelles conditions une fonction 

admet une intégrale. Cela le 

conduit a redéfinir cette notion, largement 

utilisée par les mathématiciens depuis son 

invention par Leibniz a la fin du xvu'® siécle. 

Alors que Leibniz utilisait le langage des 

| infinitésimaux (dx désignant une variation infiniment petite de x), Riemann utilise le langage 

_ des limites, introduit au début du xIx® siecle par Cauchy et Weierstrass. 

_ Le langage des infinitésimaux est délaissé en mathématiques, mais il reste utilisé par les 

ACTIVITES 
® # 

34 

Extrait du manuscrit d’un article | 

de Riemann sur la répartition | 
des nombres premiers (1859). | 

} 

d b 
_ physiciens, et la notation dx subsiste dans |’écriture des dérivées et des intégrales i f(x) dx. | 

le Web: serge.mehl.free.fr/chrono/Riemann. htm] 
wai imag: ee pears: ee 2s ode10, Cane 
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Utiliser une calculatrice 

©G) Trouver une valeur approchée d’une aire 

 OMPETENE 
TICE ; Mathématiques 

/ = Choisir une option de calcul. = Etudier le signe d’une fonction. 

a s Saisir un calcul d'intégrale. = Calculer une aire par une intégrale. 

*™ . Dans un repére orthonormé, on a représenté les courbes 

:”. d’équations: y=In(x) et y=In*(x), x €]0;+oof. 

. = On se propose d’obtenir une valeur approchée de l’aire du domaine 
cs 3 

. * &H délimité par les deux courbes. 
« - 

a 1. Expression de l’aire 

is ¥ Pour tout nombre x > 0,0n pose: @(x) =In(x) - In? (x). 
a 

a) Etudiez le signe de © sur l’intervalle ]0 ; +00[, puis déduisez-en 

la position relative des deux courbes. 

RCHE 
e 

b) Justifiez que l’aire du domaine & s’exprime, en u.a., par: aire (YD) = I © (x) dx. 

2. Calcul d’une valeur approchée a 0,001 prés 

Avec une Casio 
i 

a) Sélectionnez le mode RUN-MAT. — expression de 0 (x), 

e Définissez Voption de calcul: OPTN) F4| — les bornes d’intégration 1 ete’. 

(CALC). (Utilisez les touches de direction A} W |.) 
e Choisissez le type : F4 | (/ dx) 5 e Validez par EXE | 

qe 

¥ 

, 4 

ACTIVITES DE RECHE 
b) Complétez les informations demandées : Vous obtenez: aire (DH) = 0,282 u.a. 

Avec uneTI 

a) Placez-vous dans |’écran de calcul. intégrFonct (fonction, variable, borne inf, 

e Appuyez sur la touche math | puis sur 9} pour borne sup). 

sélectionner l’option 9, intégrFonct(. e Validez par entrer |. 

b) Complétez l'instruction suivant le modéle: Vous obtenez: aire (QD) = 0,282 ua. 
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r Se ee os 
Approfondissement ‘AP) 

| 
©) Calculer le volume d’un solide 

EY Volume d’un bol 

F est le solide engendré par la rotation de I’arc de parabole d’équation 

Fm ¥; -1<SyS1, dans un repére orthonormé d’axes (Oy) et (Oz) 

(unité : 1 dm). 

On congoit qu’en encadrant F de plus en plus finement par un empilage 

de cylindres, on peut approcher son volume V’. 

Lobjectif est de déterminer la valeur exacte de V’. 

Principe de la méthode d’encadrement 

m Sur (Oz), on subdivise [0 ; 1] enn (n = 1) sous-intervalles de méme 

longueur. 

mOn définit alors n-1 cylindres intérieurs (c.i.) et n cylindres 

extérieurs (c.e.). 

Les figures représentent le cas n=5. 
ee ¥ 

On note u,, lasomme des volumes des c.i. et v, celle des c.e. Rappel 
ie ee 

1. a) Justifiez que pour tout entier n 21, u, = =n +24+...+(n-1)]. | Volume d’uncylindre: V = ar°h. 

b) Démontrez que pour tout entiern 21, u, = Ex M1  péduisez-en la limite ¢ de la suite (u,). 

HERCHE c 

2. a) Prouvez que pour tout entiern 21, v, =u, + ae puis que (v,) converge aussi vers €. UW ee 

b) Déduisez-en le volume ‘V" du bol. Ce bol contient-il plus de 1 litre? oe : : 

oe 7: 

| ee 

ege . . 4 bal bs . EJ Utilisation du calcul intégral ae any 
; 

On admet le résultat suivant : Vv) 

Tt 
Dans un repére orthonormé, un solide F est délimité par les plans _ 

P, et P, d’équations respectives z=a et z=b (a<b). > 

aire de sa section par un plan variable horizontal YP d’équation Oo y — 

z=t (t€&[a;b)) est notée S(t). Si la fonction S est continue sur ve — 

[a; |, le volume V de & se calcule en unité de volume (u.v.) par : x oe 
b 

V=fosindt [11 
a i hy 

1. a) Exprimez en fonction de t I’aire S(t) de la section du bol & parle 

plan d’équation z=t (t€=[0;1}). 

b) Retrouvez, avec la formule [1], le volume du bol. 

2. F est une demi-boule de centre O et de rayon R. 
R 

a) Justifiez que son volume est : V= i q(R2 - t?)dt. 

b) Retrouvez l’expression du volume d’une boule. 

3. F est un cone de rayon r et de hauteur h. 
2 

a) Prouvez que S(t) = m——(h tyes 
SSi\/ 

b) Retrouvez l’expression du volume d’un cone. 
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Pratiquer le calcul approché 
Mettre en ceuvre un algorithme 

| Tabuler une primitive : 

fest la fonction définie sur R par: f(t) = oe 

‘6, désigne sa courbe représentative dans un repere orthogo- 

nal d’origine O. 

On admet que le domaine sous la courbe, bien que non borné, 

a une aire finie égale a V20 (u.a.). 

f est une fonction continue sur R, donc elle admet des primi- 

tives sur RX. Cependant, on ne peut pas exprimer une primitive 

de fa l'aide de fonctions usuelles. 

CYST Etudier la primitive F de f sur R qui s’annule en 0 définie par : x —— F (x) = af f(t) dt. 

Tabuler les valeurs de F(a), ol. a est un nombre positif, avec une précision donnée. 

® 
e 3 

? Pg 

:.* [ZN Etude de la fonction F 
es 

" a 1. a) Prouvez que la fonction fest paire. Déduisez-en une propriété géométrique de &,. 

€ bb) Etudiez les variations de f sur [0 ; + oof. 
& 

2. a) Démontrez que pour tout nombre x positif, F (— x) =- F(x). 
= 

HERC 
* 

Utilisez des considérations sur les aires et la propriété de symétrie de ©. 
i 

S DE REC 

thy 

b) Justifiez que la courbe représentative de F est symétrique par rapport a l’origine O. 
ce 

Sd 

3. a) Etudiez les variations de F sur [0 ; +oo[ et précisez sa limite en +00. 

x 

Interprétez la limite de Fen +o comme laire sous la courbe sur [0 ; +00]. 
e 

v4 

ACTIVITE 

b) Dressez le tableau de variation de F sur R. 
i 

[J Approximation des valeurs de F(a) (a > 0) 

Dans cette partie, on se propose de calculer une valeur approchée de F(a) avec a> 0. 
a : ee c r F (a) =, f(t)dt exprime l’aire sous la courbe “6, sur l'intervalle [0 ; a]. 

On encadre alors cette aire de plus en plus finement par des aires de rectangles. 

Principe de la méthode des rectangles yA 

mOn partage l’intervalle [0 ; a] enn sous-intervalles (n > 1) 

de méme longueur = ‘ 

BAinsi, l’aire sous 6, peut étre encadrée par la somme des 

aires des n rectangles « inférieurs » et celle des n rectangles 

« Supérieurs » correspondants. 

319 

212 Chapitre 7 » Intégration et primitives 



ooo 

Pour tout entier n> 1, on appelle u,, la somme des aires des n rectangles supérieurs et v,, la somme des 

aires des n rectangles inférieurs. 
R a : 

Tous ces rectangles ont la méme largeur 7 et des hauteurs qui sont les images par f des abscisses des 

points de la subdivision. 

A thar Ae peo 
Ainsi: u, =— 2} 7(0) +#(2) +F(22) +...+7(2@—92) | soit up Ds ee 

n 

et vn = | e(-2) +4( 28) +... +4(PoM2) 5 ta) soit v= 291 ( #2), 
n 

a 

1. a) Justifiez que pour tout entier n>1, u,-V,= al -e 2 

b) Quelle est la limite de la suite GV) 2 
a re! ty a ee 

2. a) Prouvez que pour tout entier n>1, u, -v, < 10° équivaut a n > 1000a f -e 2 ) : a ae ; 

b) On rappelle que la partie entiére d'un nombre A est le plus grand nombre entier inférieur ou égal a A. . * : : 
oe 

Cet entier, noté E(A), est tel que: E(A) <A <E(A) +1. a 
Ss. 

hae. 

On pose A=1000a\1—e 2] et N=E(A)+1. =) 
F(a) * 

Vp U, ; 
4 A Ec 

Justifiez que pour tout entiern tel que n2>N,u,-v,<10>. A a 

Conclusion. On a ainsi encadré l’aire F(a) par deux nombres v, et u, dont la dane alias 10 @e* 

différence ne dépasse pas 0,001 dés que n=N. Lil : . 

whee 
WU 

[4 Algorithme d’encadrement Py = ' 

Ualgorithme ci-contre, écrit avec AlgoBox, per- 2 VARIABLE ms 

met d’obtenir un encadrement de F(a), pour | 2 a EST_DU_TYPE NOMBRE Lud ee 

a > 0, dont I’amplitude ne dépasse 107°. : Piet ee Q 
\4 u EST DU TYPE NOMBRE i 

1. a) A quelle ligne intervient l’entier N qui défi- rE v EST_DU_TYPE NOMBRE WM 

nit le nombre de subdivisions nécessaires ? | 6 k’ ESE_DU_TYRE) NOMBRE a 
: - : 17 DEBUT ALGORITHME | -? 

b) A quelles actions correspondent les lignes 14 | ee 4m 

et15? |9 n PREND LA VALEUR floor(1000*a*(1-Fi(a)))+1| > *? 
a | 10 u PREND LA VALEUR 0 = 

2. Utilisez cet algorithme pour dresser une table Ton — 
} 11 v PREND LA VALEUR 0 . ea 

des valeurs de F(a) lorsque a prend les valeurs de | 12 POUR k ALLANT DE 1 Aa “ae 

0 a3 avec un pas de 0,2. }13 DEBUT_POUR <x & 4 

Arrondissez 4 10° prés par défaut la valeur de | +4 w PRERD LM VALEUR wt (8/n) “EE { {k-1)a/a) ,a es 
P s 15 v PREND LA VALEUR v+(a/n)*F1 (k*a/n) ot 4 

u, obtenue par l’algorithme. ad sae n 16 FIN POUR 
7 ” ” 4 

3. Comment faut-il modifier cet algorithme |~ jbo ikea een ane norton ~** 
4 d \ lie ; 18 AFFICHER v ae 

pour obtenir des encadrements dont |’ampli l19 eer ett ee 

tude n‘excéde pas une valeur p fixée? | 20 AFFICHER u = 

FIN ALGORITHME 

Introduisez une nouvelle variable p du type nombre, puis 
définissez lentier N en fonction de p et dea. 

Fonction numérique utilisée : 

Fl (x)=exp (-pow (x, 2) /2) 

3 

Remarque. En probabilité, on utilise la fonction @ = eae (voir chapitre 14). 
27 
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Vm Des Mathematiques 

La chronophotographie ci-contre illustre un 

mouvement rectiligne uniformément acce- 

léré (M.R.U.A.), c‘est-a-dire un mouvement tel 

que l’accroissement de la vitesse du mobile 

durant un intervalle de temps donné est pro- 

portionnel a la durée, avec un coefficient 

positif. 

1. Lapproche de Nicole Oresme 

D’aprés Loeuvre scientifique de Nicole Oresme, Alain Costé, Université de Caen. 

Dans l'un de ses ouvrages en latin Traité sur la configuration des qualités et du mouvement, le savant francais 

Nicole Oresme (1320 - 1382) étudie en particulier un mouvement rectiligne uniformément accéléré. 

ell représente la vitesse instantanée d’un mobile en fonction du temps. II s‘intéresse a la portion du plan 

balayée sous la courbe et affirme : « l’aire de la surface balayée pendant un intervalle de temps donné est 

proportionnelle a la distance parcourue par le mobile ». A Vitesse 

eDans le cas ou la vitesse augmente uniformément, Nicole Oresme 

obtient une figure en forme de trapeze (figure 1). Dita 

Sil est le milieu de [AB], l’aire du trapéze ABCD est égale a celledu D 

rectangle ABC’D’. Il en déduit que: « la distance parcourue durant I’in- 

tervalle de temps AB est la méme que celle qu'il parcourrait s‘il était mu 

d'une vitesse uniforme égale a celle qu'il posséde a ‘instant moyen ». 
Figure 1 

ell considére ensuite le cas ou la vitesse initiale est nulle. Alors, les 

points A et D sont confondus. Par un découpage géométrique, il montre Vitecse 

que les aires des trapezes sont proportionnelles a 1, 3, 5, 7... (figure 2). t 

Or, poursuit-il, « comme I’a remarqué Pythagore: 1=1 fois 1; 1+3=2 

fois 2; 1+3+5=3 fois 3; 1+3+5+7=4 fois 4; ... on obtient tou- 

jours un nombre carré. Par ce moyen, on peut déterminer les rapports a 

mutuels des quantités totales [i.e. aires] ». Figure 2 

e Démontrez la relation attribuée a Pythagore: 14+ 3+54+7+...+(2k-1)=k?. 

2. Le point de vue du physicien 

Sur la figure 2, la vitesse (enm-s~') est proportionnelle au temps (en s) dans le rapport noté a. 

On partage l'intervalle de temps [0 ; t] en k intervalles de méme longueur 6 ; ainsi, t = kO. 

a) Justifiez que la distance parcourue est: d(t) = $a0?(1 +3+5+...4+(2k—-1)). 

b) Retrouvez la loi fondamentale établie par Nicole Oresme: si la vitesse a I'instant zéro est nulle, alors la 
distance parcourue est proportionnelle au carré du temps. 

3. Le point de vue du mathématicien : I’‘apport du calcul intégral 

La trajectoire rectiligne étant munie d'un repére, le mobile est repéré par son abscisse x(t). 

On considére la figure 1 : le mobile démarre du point P d’abscisse Xq avec une vitesse V,. 

a) Justifiez que: v(t) = at + v, ol Vv) = v(0). Que représente le coefficient a? 

b) Exprimez la distance parcourue entre les instants t, et t, (t; <t,) al’aide d’une intégrale. 

c) Aest associé a l'instant ty et Bal'instant t, ; on note V,,, la vitesse associée al. 

pour la fonction vitesse v ? m 

t 

Prouvez que: (tf, —t))V,, = [ 'v(t)dt. Que représente V 
0 

d) Déterminez l’expression de la loi horaire du mouvement, c’est-a-dire expression de x(t). 

Integration et primitives 



ae Wie Des Mathematiques 

| (2) valeur moyenne, valeur efficace 

W) 
WwW 
S) 
ww) 
[a 
WwW 
oe 
WwW Un générateur de signaux électriques (GDS ou GBF) envoie, dans un conducteur ohmique, un courant 

périodique. Un écran indique les variations, en fonction du temps t, de la tension u(t) aux bornes de ce 

dipole. On s'intéresse aux signaux périodiques, de période T, et aux paramétres appelés tension moyenne 

et tension efficace. 

e La tension moyenne U est définie comme le quotient de l’aire algébrique du domaine compris entre la 

courbe et l’axe des temps par la période. 

ela tension efficace Ug, est la tension d’un courant continu (intensité constante) qui générerait la 

méme énergie thermique dans le conducteur ohmique durant une période. 

1. Tension moyenne 

Sur les écrans ci-dessous sont représentés deux signaux périodiques (les sensibilités sont indiquées). 

a 

< 
a) Dans chacun des cas, précisez par lecture graphique la période T du signal. 

eA 

es 

b) Utilisez les aires pour déterminer, dans chacun des cas, la tension moyenne U. 

RECHERC 

eo 

: tote a 
c) Justifiez que: U = Th u(t) dt. ae 

Bee ee 

2. Tension efficace Ww 
* 

a) On considére des signaux périodiques de valeur moyenne nulle ; ils sont dits alternatifs. . 

® Signal triangulaire alternatif @ Signal sinusoidal alternatif 
on 

ACTIVITES D 
as 

(ag hat oe’ eer ee 

cg 

ka i a ee Rehan SS eS 

Dans chacun des cas, indiquez par lecture la tension maximale et la tension efficace 

b) On considére un dipdle purement résistif de résistance R. 

0,002 ms/div 1 V/div 

On rappelle que l’énergie absorbée par la résistance sur une période T s‘exprime par : 
U2 Rg OR TR RR ee 

oy 

nt & LORS FE OTS 

2 

= ae xT (tension continue) et a= +f u*(t)dt (tension alternative). ‘ 

ee Fay oles Sah eal fl ao : Déduisez-en que : Ue = +f u‘(t)dt. ; 

¢) Un signal sinusoidal alternatif est défini par u(t) =U,,,, sin(@t) ou U,,,, est * 

la valeur maximale et @ = E la pulsation. Démontrez que : V2U 6 =U pax: ee 1— €05(2t) y 
a eae , 

Remarque. Pour un signal triangulaire alternatif, on démontre que V3 Ug =U nay: ‘ 
s a 
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Entrainement 

50 | Pour chaque figure, la courbe  représente une 

fonction affine par morceaux f. 
5} 

Quelle est la valeur de l’intégrale f SF(ode ? 

51 | La courbe @ repré- 

sente la fonction sinus 

sur [0 ; 7]. F est la fonc- 

tion définie sur [0; 7] 

par: 
Xe 

Fix)= sin (t) dt. 

Quel est le sens de variation de la fonction F ? 

52 | Dans chacun des cas, donnez une primitive de la 

fonction f sur l'intervalle |. 

a) foy=— ; |= ]0;+00f. 

- 
b) 1) ea |= ]1; +00. 

A) ineiae™ s I=R. 

d) f(x) = sin(2x) ; |=[0; 7]. 

53) Vrai ou faux 

a) La fonction x — In(x)—1 est la primitive sur ]O ; +.co| 

de la fonction x —— 7 qui s‘annule ene. 

b) La fonction x — e*'"® est la primitive sur R de la 

fonction x — e*'"? dont la courbe passe par le point de 

coordonnées (1 ; 2). 

54 | Donnez la valeur de chaque intégrale. 
i) D Ts, 

a) [ (3x° — 2x) dx. b) [ sin (x) dx. 

c) [o-ae. a) [ edt. 

55 | Quelle est l’aire (en u.a.) du 

domaine colorié sur la figure 

ci-contre ? 

“Vj see =, 

dx. 56 | On pose ea ! 
1+ x? 

Leila affirme que 0,1<K <0,2. A-t-elle raison ? 

Chapitre 7 » Intégration et primitives 

DES AIRES AUX INTEGRALES 

Les courbes €, et ‘6, représentent deux fonctions 

affines par morceaux f et g. 

1. Quelle est la valeur de l'intégrale de f et celle de l'inté- 

grale de g sur I'intervalle [— 1; 5] ? 

2. Déduisez-en les intégrales sur [—1;5] des fonctions 

f + 4g et 5f — 2g. 

G3 Les fonctions f et g sont représentées par les 

courbes , et 6, dont une equation est indiquée. 

y y=V3-(x-2)2 

1. Prouvez que ces courbes sont des arcs de cercle dont 

vous préciserez le centre et le rayon. 

2. Déduisez-en la valeur de chaque intégrale : 

(2 24+V3 
Ves f(t)dt et k=, ™ g(t)dt. 

La courbe représente la fonction u : t — 1— sin (2t) 

sur l'intervalle [0 ; 71]. ys | 
“at yr u(t) 

Pour tout x de [0 ; 7], on note 

U(x) l'aire du domaine défini 

par la courbe, l’axe des abs- 

cisses et les droites verticales 

associées aux abscisses 0 et x. O 
ee! 

1. Précisez les valeurs U(0) et U(z). 

2. a) Quelle est la dérivée de la fonction U ? 

b) Dressez le tableau de variation de U. 

60 | La courbe représente une fonction v continue sur 

'intervalle [0;5]. Pour tout x de [0;5], on note V(x) 
aire du domaine « sous la courbe » sur l'intervalle [0 ; x]. 



1. Déefinissez la fonction v. 

2. Exprimez V(x) en fonction de x. 

Aide) Qn distinguera les cas 0< x <2 et2<y<S. 

3. a) Justifiez que la fonction V est dérivable sur [0 ; 5] et 

indiquez l’expression de sa dérivée. 

b) Dressez le tableau de variation de V sur [0 ; 5]. 

PRIMITIVES 

Pour les exercices 61 a 63 

_Prouvez, dans chaque cas, que la fonction F est une 

_ primitive de la fonction f sur l’intervalle | indiqué. 

Go |= ]0; +00. 

a) fx) = In = +1 - FW =(x—1In(). 

b) f(x) = x*In(x) ; 

=k. 

a) f(x) =(x -1)e'*; 

F(x) = 51 1 W=556 riKO9) = We 

(63) 1=[0; 27]. 
[ieee 

a) f(x) = cos(x) — cos?(x) ; F(x) = 3 3in* 0). 

b) f(x) = sin (x) cos (x) ; 64) = F608 (2x + 70). 

Pour les exercices 64 a 66 

Indiquez si ies fonctions F et G sont deux primitives 

de la méme fonction f sur l’intervalle |. 

CBB ay 1= [5  +00). Ee a hee 
zZ 

ieee, Gti 
2(1+ x’) 

65 Bee 

a) F(x) =sin(x) —cos(x)-1; G(x) = V2 sin(x +2). 

_b) F(x) = Sn GK) = SK -14 sin (x) cos(x)). 

a =k. 
a) F(x) = e*(cos(x) + sin(x)) ; G(x) =e* cos (x = 4) f 

J y41n (2) 
+ G(x)=2Ve*. 

Dans chacun des cas, les courbes représentées sont 

associées a une fonction f et a une de ses primitives F sur 

lintervalle de définition. 

Attribuez a chaque courbe la fonction qui convient. 

68 | La courbe  repré- 
sente une fonction trigo- 

nométrique f sur l'inter- 

valle [0; 7]. La droite A 

d’équation x = = est axe | | : 

de symétrie de €. 

® est la primitive de f sur [0; 7] telle que ®(0) =0. 

1. Exprimez ® (x) sous la forme d'une intégrale. 

2. Précisez les valeurs de ® (4) et O(71). 

3. Dressez le tableau de variation de la fonction ©. 

Pour les exercices 69 et 70 

_Déterminez l’expression d’une primitive de la 

fonction continue f sur l’intervalle | indiqué. 

69 | Fonctions polynémes 

a) f(x) = 8x? — 6x7 +1; I=R 

b) f(x) =9x*-4x +5; I=R. 

ea er eck ae 50) = 5% 5% +403 I=R. 

4 3 Z 

Ba) fc) ee ee ae = ae Rs 

Fonctions puissances a exposants négatifs 

a) x)=; |=]0; +00f. 

b) fa) =-—=; eae 
x 

c) fo = so; |= ]0; +00]. 

1 4 1 
d) f(x) =-—-+—-—; |=]0; +0. Wi si machen ry | [ 

V4). Vrai ou faux 

On considére les fonctions trigonométriques f et g déf- 

nies sur R par: 

f(x) = cos(x) —sin(x) et g(x) =cos(x) +sin(x). 

a) g est une primitive de fsur R. 

b) —f est la primitive de g sur R qui s’annule en ae 
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Pour les exercices 72 a 77 

Reconnaissez, dans l’expression de la fonction f, 

l'une des formes citées dans le titre puis déduisez-en 

une primitive de f sur l’intervalle | indiqué. 

Forme au’u"(n EN) 

1=R. 

a) f(x) = (2x +1)" ; b) f(x) = x(1- x?)°. 

c) F(x) = cos (x) sin(x) ; d) f(x) =e*(1-e*)?. 

y;| Forme au’u "(n entier, n => 2) 

e 1 aluke a) f(x) = eee eal re j +00]. 

1 
Shih) = —— : |= lie deca. 
hang x (In (x)? Teel 

fj IE NRe 
(1+ e*) 

74 | Forme a—H(u>0) 
vu 

1 
) f(x) = : |= ]1; +00]. a ae | [ 

b) f(x) =_——;_ l=]; +00]. 
ees 

Mihi I=R. 
2Ve* +1 

vis) Forme au’e” 

I=R. 

a) f(x)=e *"” b) f(x) = xe*""” 
x?4+2x-3 

c) f(x) =(x +1)e d) f(x) = e""™ cos (x). 

y¥i<. Forme at (u > 0) 

2 
ai)=— 4 |= ]1; +00. 

je = 8 
Le — x? +4x-3 Ty 

ai oe I=R. 
1+ e” 

Forme f(x) = u(ax + b) (a # 0) 

I=R. 

a) f(x) = cos (2x — 4) .  b) f(x) =2sin (= es a) : 

1. Utilisez les formules de dérivation d’un produit 

ou d’un quotient pour déterminer une primitive de la 

fonction f sur l’intervalle | indiqué. 

a) f(x) = sin (x) + xcos(x) ; I=R. 

b) £0) = SCE Sie oes 

x 

eh i Ne oer 

2. Vérifiez vos réponses. 

Chapitre 7 « Intégration et primitives 

CALCULS D’INTEGRALES 

Pour les exercices 79 a 84 

Calculez la valeur exacte de chaque intégrale a l’aide 

d’une primitive. 

GED ay i= f(x -3)?dx; by = fx -4)7dx. 

c) K= [0 (2x +1)? + x) dx; d) L= f° 2x(x? + 1)3dx. 

80 Ee 3t 

(on) 

sale el 

2 3) 

dt ; Spit dt. 
oni 

Sy Pod d)L =f set. 

3 1 == Pa 

Pete Ne) ee 
v3 V3 je ee dS 
ROA x41 a a 

| i 2 
= t beng t-1 ERB ayi= [sear b) J= [te "de. 

0 

c) K= i et dt d) L ={ nO sin (t) dt. 
Bi nS: 

ak Bi) jae 

a) \= {2 sin (t) — tcos(t) aT 

ae 2 
6 t 

Tt 

Des at b) J= cos (2t r) dt. 

1 
<) key 3 (cos(t) —tsin(t))dt. 

d)L= f°sin(xt+ 2) at. 

85 | La courbe rouge représente une fonction f définie 

par intervalles. Calculez les intégrales |, J, K, La l’aide de la 

relation de Chasles. 



86 | Dans chaque cas, calculez | en utilisant les proprié- 

tés de l'intégration (relation de Chasles, linéarité). 

a) i= "inde + [*(t+In(1)) de. 

b) i In(1+t dt + [ In(i+t de — f° in(r+ eae. 
Te 71 

c) I= J. § cos(2edt— [© cos(2t)dt. 

1. Deéterminez deux nombres a et b tels que pour 

noutx de IR —{—3,;3}: 
6 ay b 

eS 

dx. 

Seg? eS 

A 2 1a 1 

2. Déduisez-en i= [ 
a ye 6G 

1. Déterminez trois nombres a, b et c tels que pour 

tout nombre x # —2: 
2 

MCS S Cc 
=ax+b+ : 

Meee Nesp 2 
r6 yo 

2. Déduisez-en I=. — dx. 

1. Déterminez trois nombres a, b et c tels que pour 

tout nombre x #1: 

Ss b fq 

ee de (x = 1)? 
2 . 5 

2. Déduisez-en K =f 
2 

Pour les exercices 90 et 91 

Reportez-vous a l’exercice 40, p. 208, pour la méthode 

de recherche d’une primitive de la fonction f. 

90] f est la fonction définie sur R par: 

f(x) = xsin(x). 

1. Prouvez que pour tout nombre x: 

f” (x) + F(x) = 

2. Déduisez-en la valeur de l’intégrale : 
1 

abe x sin (x) dx 

91 | fest la fonction définie sur R par: 

f(x) =(1— x)e* 

1. Prouvez que pour tout nombre x : 

f” (x) — 2f’(x) + F(x) = 

2. Déduisez-en la valeur de l’intégrale : 
1 

1= [ fleae. 
Tl 

> sin(2t) 
92 | On se propose de calculer | = i a F2sin( 

1 

2 cos (x). 

cos (t) 
Tl 

1. Calculez la valeur de ta Z Pee 

2.a) Démontrez que |1+J=1. 

b) Déduisez-en la valeur de I. 

COMPARAISON - VALEUR MOYENNE 
ENCADREMENT 

93 | Comparez, sans les calculer, les nombres | et J. 

a) Aa et eae 

1 14t? 

Bao. Démontrez les inégalités suivantes. 

In (2 
a) fr In(t)dt 2 - ia 

oui <i 
a, +1)d —, =e sin ( 

2 

195 | Deémontrez les encadrements suivants. 

dx <1. 

V5 

VIn(2) — aon oy 

2 —Vin 

96 | Calculez la valeur moyenne de la fonction f sur I’in- 

tervalle | indiqué. 

a) f(x) =5sin(2x) ; 

Tl 
b) fle) = 5 cos (2x + 2); \=[0; 4. 

c) f(x) =cos(x)xei™™ f= [- = +1: 

Déterminez graphiquement la valeur moyenne, sur 

l‘intervalle | indiqué, de la fonction représentée. 

a) |=[-7;7]; b) |=[-1;1]. 

98 | Utilisez l'inégalité de la moyenne pour donner un 

encadrement de la valeur moyenne de la fonction f sur 

l‘intervalle | indiqué. 

a) f:x-— : a 
1+ x 

b) f: x —In(x) ; 
2 

C) ia ean 

99 | Pour tout entier naturel n non nul, on pose: 
1 

| = [4 x" sin (2x) dx. 
n 

1. Démontrez que pour tout entier naturel n non nul : 
0 = | ee Tl n+1 

— n — a . 

2. Quelle est la limite de la suite (I,,) ? 
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(100) on se propose de démontrer que pour tout x de 

l'intervalle | = [o : vie x cos (x) < sin (x) < 2x cos(x). 

ya 
it y = 2xcos(x) 

Yy = sin(x), 
I 

y= xcos(x) 

ee cere 
O i meex 

4 

On considére la fonction f définie sur l’intervalle | par: 

_ sin(x) 

~ cos (x) 

1. Démontrez que f est dérivable sur | puis calculez f’(x). 

2. a) Justifiez que pour tout x de |, 

x 1 fx) = saa 

b) Prouvez que pour tout t de |, 

cee 
cos’ (t) 

c) Déduisez-en que pour tout x de |, x < f(x) < 2x. 

<2. 

3. Concluez. 

101 | BAG On se propose de déterminer une valeur 
<a) 1 

approchée, a 10 * prés, de I’intégrale Ey), f(x)dx ou 
x 

fest la fonction définie sur [0 ; 1] par x — war 

1. Démontrez que pour tout x de [0 ; 1], 

esis dill 
e 22 

2. J et K sont les intégrales définies par : 

j= (2+ x)e*dx et K =f x* f(x) dx 
0 0 ; 

a) Prouvez que J=3-—4e!. 

frie| Voir les exercices 40 et 41, p. 208. | 

b) Utilisez l’encadrement [1] pour démontrer que: 
ee 1 
—<K<— ; 36 6 [2] 

c) Démontrez que J+ K =4L. 

d) Déduisez-en un encadrement de L, puis donnez une 

valeur approchée deL a 10 pres. 

102 Al Méthode des rectangles >ORITHMIQUE 

On se propose de déterminer un encadrement de 
] 

j= | — 
f Vx? +1 

1. Justifiez que la fonction a intégrer est positive et 

décroissante sur [0 ; +o]. 

dx, dont l‘amplitude n’excéde pas 10°. 

2. a) Justifiez que l’amplitude A de l’encadrement est 

telle que A < coe 
10n 
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b) Déduisez-en une valeur de n qui assure un encadre- 

ment de J d’amplitude inférieure a 10°. 

3. Voici un algorithme incomplet écrit avec AlgoBox. 

1 VARIABLES 

2 n EST_DU_TYPE NOMBRE 

3 k EST_DU_TYPE NOMBRE 

4 I EST_DU_TYPE NOMBRE 

5 S EST_DU_TYPE NOMBRE 

6 DEBUT_ALGORITHME 

7 LITRE n 

ts} I PREND_LA_VALEUR 9 

9 S PREND_LA_VALEUR 0 

10 POUR k ALLANT_DE 1 An 

11 DEBUT_POUR 

12 I PREND_LA_ VALEUR I+.......... 

13 S PREND_LA_VALEUR St.....-5.0-% 

14 FIN_POUR 

}1s AFFICHER "Encadrement de l'intégrale J" 

16 AFFICHER I 

17 AFFICHER "<J<" 

/ 18 AFFICHER S 

‘10 FIN_ALGORITHME 

| 20 

21 Fonction numérique utilisée : 

22 F1(x)=1/sqrt(pow(x,2)+1) 

La variable | recoit la somme des aires des rectangles 

«inférieurs » et la variable S celle des aires des rectangles 

« supérieurs ». 

a) Complétez les lignes d’instruction en pointillés. 

b) Quelle valeur de n doit-on saisir lors du lancement du 

programme ? 

c) Testez l’algorithme. 

Le résultat obtenu est-il en accord avec une valeur appro- 

chée de J obtenue a la calculatrice ? 

4.Comment modifier ce programme pour obtenir un 
r ‘ r2 2 v 

encadrement de l'intégrale L=f Vx“ +1 dx dont l’am- 

plitude ne dépasse pas 107 ? 

CALCULS D’AIRES 

103 | Les courbes d’équations 

y =Vx et y =x? déterminent, 

a l'intérieur du carré unite, trois 

domaines ,, B>, D3. 

Calculez, en unité d’aire, l’aire 

de chacun d’eux. 

104 | P est la branche de para- 
Lee bole d’équation y= re 

avec x = 0.PourtoutndeN, 

on note u,, l’aire du domaine 

délimité par P et les droites 

d’équations x=n+1. et 

y =—n’. Démontrez que la 
suite (u,,) est arithmétique. 



105) On consideére la fonction f définie sur [0 ; 1] par: 
x 

f(x) = ees, 
e* — x 

‘6 désigne sa courbe représentative dans un repére 

orthonormé (unité graphique : 10 cm). 

A est la droite d’équation y = x. 

1.) Prouvez que pour tout x de [0 ; 1], 
— x _ _— Re see (1— x) (e* — x —1) : 

eX — x 

b) Etudiez la position relative de et A sur [0; 1]. 

2. Calculez l’aire, en cm?, du domaine plan délimité par 

lacourbe &, la droite A et les droites d'équations x = 0 et 

x=1. 

106 | BAG) f est la fonction définie sur [0 ; +00[ par: 

F(x) = xe. 

‘ désigne sa courbe dans un repére orthogonal (unités 

graphiques : 1 cm en abscisse, 5 cm en ordonnée). 

1. Justifiez que “ admet l’axe des abscisses comme 

asymptote en +00. 

2. A est un nombre stric- 

tement positif. 

a) Exprimez, en cm’, I'aire 
@(A) du domaine délimité 

par l’axe des abscisses, la 

courbe & et les droites 

d‘équations x =0 et x=A. 

b) Quelle est la limite de 

@(A) lorsque A tend vers +oo ? Interprétez géométri- 

quement ce résultat. 

On se propose de calculer l'intégrale : 

I(a) = "Ine +1) dx, 

ou a est un nombre strictement positif donné. 

On admet que, dans 

un repére orthonormé, 

les courbes © et 6’ 

d‘équations respectives 

y =In(x + 1)et y=e* -1 

(x =[0;+00[) sont 

symétriques par rapport 

a la droite A d’équation 

V=e 

1. Prouvez, par des considérations sur les aires, que : 
In(a+1) 

\(a)=aln(a+1)- f° (e*=1)dx. 
2. Déduisez-en la valeur de |(a) en fonction de a. 

PROLONGEMENT DU TD 46 

108 | Dans un repere ortho- 

normé, YP est l’arc de parabole 

d'équation : 

y=4-x7,-2<x 2; 

Par rotation autour de l’axe 

(Oy), P définit un solide de 

révolution noté LX. 

1. a) Quelle est la nature de la 

section de X par un plan perpendiculaire a (Oy) au point 

de coordonnées (0; t) avec O<t<4? 

b) Exprimez en fonction de t, O<t <4, sonaire S(t). 

2. Calculez le volume (en u.v.) de 2. 

f est la fonction définie sur l’intervalle [0 ; 2] par: 

f(x) =(x — 2)e”. 

@ est sa courbe représentative dans un repere ortho- 

normé (O; i, /) (unité graphique: 1 cm). 

1. Etudiez les variations de la fonction f. 

2.2% est la partie du plan comprise entre € et l’axe des 

abscisses sur I’intervalle [0 ; 2]. 

Quelle est, en cm?, la valeur exacte de l’aire @de SH ? 

iAide) Voir les exercices 40 et 41, p. 208. 

3.En tournant autour de l’axe (O; /), @ engendre un 

solide de révolution de volume V’. 

a) Déterminez trois nombres a, 6, c tels que la fonction 

G: x — (ax? + bx + ce” est une primitive de la fonction 

f* sur l'intervalle [0 ; 2]. 

b) Déduisez-en la valeur exacte, en cm?, de V’. 

ma f est la fonction définie sur IR par: 
x 

‘(jaa 
1+ e* 

 désigne sa courbe représentative dans un repere 

orthonormé (O; /, /). 

1. Prouvez que @ admet deux asymptotes horizontales 

dont vous préciserez les équations. 

2. A désigne un nombre positif. 
0 

On note V(A) l’intégrale [ mlfeoP dx. On admet que 

V(A) est une mesure, exprimée en unité de volume, du 

volume engendré par la rotation, autour de l’axe des abs- 

cisses, de l'arc. de @ obtenu pour — A < x <0. 

a) Déterminez deux nombres a, b tels que pour tout x : 

eo eae* ts be* 

(ett me” Hie in(eXa)2e. 

b) Exprimez V(A) en fonction de 2d. 

c) Calculez la limite de V(A) lorsque A tend vers +00. 

Interprétez géométriquement ce résultat. 

Chapitre 7 » Intégration et primitives 



222 

111 | Intensité efficace (électricité) 

Lintensité, 4 un instant t > 0, d’un courant alternatif de 

période T s‘exprime sous la forme: 

i(t) =1,, sin (@t) 

ou |, représente l'intensité maximale du courant et @ sa 

pulsation avec ® = ee : T 

On appelle intensité efficace du courant, notée |,, l’inten- 

sité d’un courant continu qui produit en une période le 

méme effet calorifique a travers une résistance R. 

Ainsi, énergie W fournie dans l’intervalle [0;T] est 

W= R[ Ride en courant alternatif et W= RI2T en 

courant continu. 

1. Prouvez que i est la valeur moyenne de la fonction i? 

sur [0; T]. 

2. Exprimez |, en fonction de |,,. 

2 1— 0s (2x) 
sin? (x) , 

112 BAC) Vitesse instantanée (cinématique) 

Un cycliste roule sur une route descendante rectiligne et 

tres longue. On note v(t) sa vitesse a l'instant t, ou t est 

exprimé en set v(t)enm-s!. 

On suppose, de plus, que la fonction v ainsi définie est 

dérivable sur l'intervalle [0 ; +0o[. 

Un modele simple permet de considérer que la fonction v 

doit vérifier les conditions : 

v(0)=0 et 10v’(t)+ v(t) = 30. 

1. Prouvez que la fonction v définie sur [0;+co[ par 
G 

v(t) = 30 (, —e i) vérifie les conditions indiquées. 

2. Etudiez le sens de variation de la fonction v en préci- 

sant sa limite en +00. 

3.On considere, dans cette 

situation, que la vitesse du 

cycliste est stabilisée lorsque 

son accélération v(t) est 

inférieure 20,1 m-s?. 

Déterminez, a 1 s pres, la 

plus petite valeur de t a par- 

tir de laquelle la vitesse du 

cycliste est stabilisée. 

4.a)Pour t20, justifiez 

que la distance parcourue a 

partir de instant initial est 

d()= [' v(u)du. 
b) Quelle est, a 1 m prés, la distance parcourue par ce 

cycliste en 35 secondes ? 
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DANS LES AUTRES SCIENCES EXERCICES DE SYNTHESE 

GEER BAG > Egalité d’aires 

Partie A. On considére la fonction f définie sur l'intervalle 

|= |0 ; +00| par flx)=Inx)+1-—., 

1. a) Etudiez les variations de f sur I’intervalle I. 

b) Déduisez-en le signe de f(x) lorsque x décrit I. 

2. a) Vérifiez que la fonction F définie sur |0 ;+00[ par 

F(x) = (x —1)In(x) est une primitive de fsur I. 

b) Justifiez que F est strictement croissante sur [1; +0o[. 

c) Prouvez que l’équation F(x)=1-e | admet une 

unique solution, notée a, dans |’intervalle [1;+0o[. 

Donnez un encadrement de a d’amplitude 10°. 

Partie B. On considére les fonctions g et h définies sur 

]O ; +00[ par g(x) = et h(x) =In(x) +1. 

Sur le graphique, on a tracé leurs courbes €, et 6, 

yh 

1. A est le point d’intersection de l’axe des abscisses et de 

“6, Quelles sont les coordonnées de A ? 

2. P est le point d'intersection des courbes €, et 6,,. 

Justifiez que les coordonnées de P sont (1; 1). 

3. On note +f I'aire du domaine délimité par €,, ,, et les 
droites d’équations x =e | et x =1. 

a) Exprimez, en unité d’aire, l‘aire A a l'aide de la fonction 

f définie dans la partie A. 

b) Prouvez que 4 = 1-e |. 

4. t est un nombre strictement supérieur a 1. 

On note XW, l'aire du domaine délimité par droites d’équa- 

tions x =1, x =t, et les courbes 6, et €,, 

On veut déterminer une valeur de t telle que: 4 = 4. 

a) Prouvez que XW, = (t —1)In(t). 

b) Concluez. 

114 | BAG) Suites et intégrales 

f est la fonction définie sur [0 ; +oo[ par: 

In (x + 
Og cen 

oA Xx +3 
1. Etudiez les variations de la fonction f sur [0 ; +oo| et 
preécisez sa limite en +00. 



2. On définit la suite (u,,) par son terme général : nENn 
n+) 

u, =f f(x) dx. 
n 

a) Justifiez que pour tout x de [n;n+1], 

f(n +1) S f(x) Sf(n). 

b) Déduisez-en que pour tout entier naturel n, 

f(n+1)Su, Sf(n). 

c) Justifiez que la suite (u,) ,, converge et précisez sa 

limite. 

3.a) On pose, pour tout entier naturel n, 
“n 

= i f(x) dx. 

Exprimez |, en fonction de n. 

b) On pose, pour tout entier n>1, 

Sp Up FUy ee ie 

Calculez S,.La suite (S,)., est-elle convergente ? 

115 | BAG) Primitive et aire 

Partie A. On donne le tableau de variation d’une fonc- 

tion f dérivable sur R: 

On définit la fonction F sur R par F(x) = [rode 

1. Déterminez les variations de la fonction F sur R. 

2. Prouvez que 0 <F(3) < Aes 

Partie B. On a tracé les représentations graphiques “ et 

I des fonctions fet g définies sur R par: 

iia xe 

y 

xX et g(x)=e 

1. a) Vérifiez que les variations de f sont celles du tableau 

de la partie A. ; 

b) Etudiez les positions relatives de € et I’. 

2. h est la fonction définie sur R par : h(x) =(x* -—1)e™. 

a) Déterminez une primitive H de h sur Rt sachant qu’elle 

s‘exprime sous la forme H(x) = (ax? + bx +c)e* ola, b,c 

sont trois nombres. 

b) a est un nombre tel que @ 21. 

On considére la partie du plan délimitée par @, T° et les 

droites d‘équations x =1 et x=@. 

Déterminez en fonction de a l’aire @(a), exprimée en 

unité d’aire, de cette partie du plan. 

c) Quelle est la limite de @(a) lorsque & tend vers +00 ? 

(if LociquE Raisonnement exact ou pas ? 

Soit u la suite définie pour tout n de N* par: 
2 

yes he edt. 
n 

On veut prouver que la suite u est convergente. 

On considére pour cela le raisonnement suivant : 

« Je choisis m=0 et M=1. 

Pour tout tde[1;n],ona t? >t,donc 0< Se at 

Il s‘ensuit que O<u,< is e ‘dt dot 0=u-<|—er |, 

soit enfin 0<u,<e'!-e "<1. 
n 

Cet encadrement étant vrai pour tout n de N%*, la suite u 

apparait bornée par m=0 et M=1. : 
La fonction te" est continue et positive sur [1;n] ; 

u,, représente donc l’aire de la portion de plan comprise 

entre les droites d’équations x =1, x =n, y=0, et la 

courbe représentative de cette fonction. Cette aire aug- 

mente quand n augmente, ce qui se traduit par le fait que 

la suite u est croissante. 

Conclusion : la suite u est croissante et majorée par 1, 

donc la suite u est convergente ». 

Ce raisonnement est-il exact ? Justifiez. 

D’aprés Concours FESIC 

AVEC LES TICE 

Avec GeoGebra, on a représenté sur l’intervalle 

(Oz +oo[: 
In (x) 

—la fonction f : x —— : 
x 

— sa primitive F sur ]0 ; +oo| qui s’annule en 1. 

| Fichier E 

[Lee 

1. Déterminez l’expression de F(x). 

2. Vérifiez votre réponse avec le logiciel. 

Utilisez l’instruction « Dérivée » puis éventuellement 
« Simplifier ». 
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3. La courbe de F semble couper la courbe de f au point 

correspondant au maximum de la fonction f. 

Cette conjecture est-elle exacte ? Justifiez. 

118 | Avec GeoGebra, on a représenté sur lintervalle 

]1; +00[ : 

—la fonction f : x — as i 
xX In (x) 

—sa primitive F sur ]1; +0o[ dont la courbe passe par le 

point A(e; f(e)). 

1. Déterminez l’expression de F(x). 

2. Vérifiez votre réponse avec le logiciel. 

3.La courbe de F semble couper l’axe des abscisses au 

point d’abscisse 2. 

Cette conjecture est-elle exacte ? Justifiez. 

119 | Avec GeoGebra, on a représenté sur l'intervalle 

[0 ; +00 : 
x =z, 4 ee 

slatOnction Xe) 
ee 

- sa primitive F sur [0 ; +00[ qui s’annule en 0. 

Fichier Editer Affichage Dispositions Options 
“ 

Outils Fenétre Aide 
i 
ii} HH} t |‘. Déplacer: Déplacer ou séled 

1. Déterminez l’expression de F(x). 

2. Vérifiez votre réponse avec le logiciel. 

3. Quelle est la limite en +oo de f ? Celle de F ? 

Justifiez vos réponses. 
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| Prendre toute 
les initiatives 

€F2) calcul d’une intégrale — 
1 } } . 

Quelle est la valeur exacte de ie Vx(1— x) dx ? 

sente la fonction f défi- 

nie sur [0 ; +00[ par: 

f(x)=x(1+e%). 

T désigne la tangente a6 

de coefficient directeur 1. 

Uaire (en u.a.) du do- 

maine défini par l’axe des 

ordonnées, la courbe € 

et la tangente T dépasse-t-elle un dixieme ? 

122 | Calcul d’une aire 

Déterminez a 1 millieme 

pres une valeur appro- 

chée de l’aire du do- 

maine colorié, exprimée 

en unité d’aire. 

O 1 

123 | Partage d’un domaine 

Le domaine & défini par I’axe des abscisses et la 

courbe d’équation y =e“, x €[0; +00, est partagé 

en deux par la droite d’équation y=m(0<m <1). 

Déterminez m pour que les deux parties aient la 

méme aire. 

124 | Convergence d’une suite 

La courbe & représente la fonction x +> * définie 

sur |0; +00[. 

On definit la suite (S,) par: pour tout entier n>1, 
| 1 1 

Sa ~ et. 
eh yl neat ah 

Ol 41 nn+1 Alay OK 

Prouvez que (S,,) converge et précisez sa limite. 



©9 Travail en autonomie 

=> Rédigez la solution de cet exercice 

en vous aidant du guide. 

On considére la suite (u,.) définie pour tout entier 

naturel n par: 

Ue prone. 
0 1+e% 

1. a) Démontrez que u, +u, =1. 

b) Calculez u, puis déduisez-en uy. 

2. Prouvez que pour tout entier naturel n, u, 2 0. 

3. a) Démontrez que pour tout entier naturel n non nul : 

U, < Una = 

b) Déduisez-en que pour tout entier naturel n non nul : 
‘ted a ae 

u, < —_. 
n 

4. Prouvez que (u,,) converge vers une limite que vous 

préciserez. 

1. a) Utilisez la linéarité de l’intégration. 

Vous obtenez une seule intégrale facile a calculer. 
1 em 

b) u, = if ———dx. 
° 1+e%* 

Cherchez une primitive de la fonction a intégrer. 

Vous devez reconnaitre une forme usuelle. 

2. Regardez le signe de la fonction a intégrer. Vous pou- 

vez alors conclure. 

3. a) Utilisez la linéarité de l’intégration Rie ee 

seule intégrale. 

Pensezalors a utiliser les propriétés de la fonction expo- 

nentielle. 

—Nx e 4 einttx — = eX +e 2) 

La somme u, +u,,,, s‘exprime alors comme |'intégrale 

d'une fonction que vous pouvez intégrer. 

b) Vous connaissez le signe de u,,,,. Vous pouvez en 

4. Ecrivez un encadrement de fs 

Examinez la limite de la suite qui majore la suite (u 

Vous pouvez alors conclure. 

.) 

Le jour du aR 
sur le site 
ilycee.net/eleve-TermS 

» Analyser Il’enoncé 

Notez que la somme de deux termes 

consécutifs de la suite s‘exprime 

en fonction den. 

Ces relations seront sdrement 

exploitées dans l’enchainement 

des questions. 

D Analyser I’ énoncé 

Pensez é a regrouper. les rasultsts 

intermédiaires. La suite (u i all 

est encadrée par deux suites, 

donc on peut penser a Vutilisation 

du théoreme d’e ncadrement, 

ZOOM sur la rédaction Q 

Précisez bien la forme utilisée. 

Indiquez les conditions imposées 

pour exprimer cette primitive. 

ZOOM sur la rédaction Q 

Justifiez la simplification de 

la fonction a intégrer. 

Précisez la méthode utilisée pour 

obtenir une primitive sur [0 ; 1] 

de cette fonction. 

i 

) 

Détaillez vos calculs. 

ZOOM sur la rédaction Q 

Mettez bien en évidence 

l‘articulation entre les différentes déduire l’inégalité demandée. eee ry jes , 

questions. 

Citez le théoréme utilisé et justifiez 

que les conditions de son 

application sont bien remplics.— 
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126) Restitution organisée des connaissances 

Prérequis 

u et v sont deux fonctions continues sur [a ; 6] (a< 6). 

e Siu=0 sur[a;b], alors [Puma 2), 

e Pour tous nombres a et B, 

[lau + Bvioldt =f" u(nde +B f° viede. 

Demonstration 

Démontrez que si fet g sont deux fonctions continues sur 

un intervalle [a; 6] aveca<6, 

et si, pour tout t de [a ; b], f(t) < g(t)alors: 

[Prat < f° ginae. 

Vrai ou faux 

Répondez par vrai ou par faux a chacune des questions. 

Justifiez votre réponse. La calculatrice est interdite. 

On considere les intégrales suivantes : 

Tl Tl 

_ f= 2 ea oD ley tcos‘*(t)dt et Jess) tsin* (t) dt. 

a) Pour tout nombre t, cos*(t) — sin? (t) = sin (2t). 

b) |+J=7. e)I-J=-5. 
1 Die ae 
qa et J= 16 aig ae 

D’apreés Concours FESIC 

iit 
aie 16 

128 | BAC Des intégrales et des aires 

Les courbes “, et €, ci-dessous représentent les fonc- 

tions définies sur IR par : 

f(x) = xe 1x 

1. Calcul d’intégrales 

Pour tout entier naturel n, on définit l’intégrale |, par : 

‘eee 1 
ipa edx et pourn>1,1, = [ x"el* dx, 

a) Calculez la valeur exacte de |). 

b) Prouvez que pour tout entier naturel n: 

cher ou We oa, ae 

Utilisez la formule u’v + uv’ = (wy. | 

c) Déduisez-en la valeur exacte de |, puis celle de |,. 
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2. Calcul d'une aire plane 

a) Etudiez la position relative des courbes 6, et 6,. 
b) On désigne par 4 I’aire, exprimée en unité d’aire, du 

domaine plan compris entre 6, et 6, d’une part, les 

droites d’équations x = 0 et x =1 d’autre part. 

En exprimant “ comme la différence de deux aires que 

vous préciserez, démontrez que A =3-e. 

3. Etude de l’égalité de deux aires 

a désigne un nombre strictement supérieur a 1. 

On note F(a) l’aire, exprimée en unité d’aire, du domaine 

plan compris entre 6,et 6, d’une part, les droites d’équa- 

tions x =1 et x =a d’autre part. 

On admet que F(a) s‘exprime par : 

f(a) =3-e' "(a2 +a +1). 

Uobjectif de cette question est de prouver qu'il existe une 

et une seule valeur de a pour laquelle les aires & et F(a) 

sont égales. 

a) Prouvez que |’équation S(a) = Xf est équivalente a: 

=a +041. 

b) Dans cette partie, toute trace d’argumentation, méme 

incomplete, ou d‘initiative méme non fructueuse, sera prise 

en compte dans |évaluation. 

Concluez quant a l’existence et l’unicité du réel a solution 

du probléme. 

BAG Comparaison d’aires 

1. On considére la fonction g définie sur |0 ; +0o[ par: 

g(x) =Inx)- =. 
Voici son tableau de variation : 

Démontrez toutes les propriétés de g regroupées dans ce 

tableau. 

2.f est la fonction définie sur ]0 ; +co[ par: 

five 5 In (x) ; 

x 

a) Prouvez que f(x) = ue Ou X, est le nombre vu au 1.. 
x 

, . 0 . Pee x 

b) a désigne un nombre strictement supérieur a 1. 
. ra . 

Exprimez i f(t)dt en fonction de a. 

3. On a tracé, dans un repére orthonormé (O; i, Hy les 

courbes ‘6, et 6, représentatives de f et g. On appelle | le 

point de coordonnées (1; 0), Py le point d’intersection de 

‘6, et de I’axe des abscisses, M, le point de €, ayant 
meme abscisse que Py, et H, le projeté orthogonal de 
M, sur l’axe des ordonnées. 

<A), et), sont les domaines plans indiqués sur la figure. 



i 

Démontrez que &), et Si), ont laméme aire, puis donnez 
un encadrement de cette aire, d’amplitude 0,2. 

BAG Dela conjecture a la preuve 

(I,,) désigne la suite définie pour tout nde N* par: 
ge 

i= | x"e*dx, 
/0 

1. Calculez |,. 

2. Pour tout naturel n non nul, on note ©, la représenta- 
tion graphique de la fonction f, définie sur [0 ; 1] par: 

PQS xe: 

Ainsi, pour tout naturel n non nul : 
oA 

I= J, fi0ddx. 

0,4 |O | ol2 0,8 

a) Formulez une conjecture sur le sens de variation de la 

suite (I) en décrivant votre démarche. 

b) Démontrez cette conjecture. 

c) Déduisez-en que la suite (I,,) converge. 

d) Déterminez lim |,. 
n>+co 

BAG” Encadrement d’une intégrale 

Le but de cet exercice est de donner un encadrement du 

nombre J défini par : 
Dex. 

xe" d 

J=f TEREX 

f est la fonction définie sur [0 ; 1] par: 
x 

f(x) =< 
a eare. 

1. Etudiez les variations de f sur [0 ; 1]. 
n 

2. On pose pour tout entier naturel n, S,, = > (4) . 
k=0 

a) Justifiez que pour tout entier k entre 0 et 4, ona: 
k+1 

AUG Ve as: Be ell (4+1) 
5f(5)< me = Se sme 

Le jour du BAC 

b) Déduisez-en l'encadrement suivant : 

1 te” 1 
—S,< dx <—(S,-1). 
Ce i 1+ x ay ecl, 

c) Donnez une valeur approchée a 10“ prés de S, et de 
S,, puis déduisez-en l’encadrement : 

1 x 

1oar< f <<—dx < 1,164. 

3.a) Démontrez que pour tout x de [0 ; 1]: 
2 

l Sfexpe: 
1+ x 1+ Xx 

b) Justifiez l’égaliteé : 

1 e* = 1 Fi 

i <—dx = [ (- xe%dx + J. 

c) Calculez ik (1- x)e*dx. 

d) Déduisez-en un encadrement de J d’amplitude infé- 

rieurea 10°. 

BAC ' primitive et aire 

La courbe “ ci-dessous représente la fonction f définie 
t 

sur IX par (js 
e2t 

1. a) Laxe des ordonnées semble étre axe de symétrie 

de @. Prouvez que cette conjecture est vraie. 

b) On note al’abscisse du point A et on pose c =e". 

Prouvez que c est une solution de l’équation : 

Xe AKer 0) 

Déduisez-en la valeur exacte de a. 

c) Dressez le tableau du signe de f(t). 

2.On se propose d’étudier quelques propriétés de la 

fonction F définie sur IX par : 
x Fo) = [fo de. 

a) Déterminez les variations de la fonction F sur R. 

b) Interprétez géométriquement le nombre F(a). 

Déduisez-en que - a <F(a) <0. 

c) On cherche la limite éventuelle de F en +00. 

Prouvez que pour tout nombre positif t, f(t) >1- 4e°. 

Déduisez-en que pour tout nombre positif x, 

F(x)2x-4, 

Concluez. 

d) Dans cette question, toute trace de recherche ou dinitia- 

tive, méme incomplete, sera prise en compte. 

Déterminez la limite de F(x) lorsque x tend vers —oo. 
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Pour aller plus loin 

133 | Intégration par parties 

1. Démonstration 

On se propose de démontrer le théoreme suivant : 

u et vsont deux fonctions dérivables sur un intervalle |, 

dont les dérivées u’ et v’ sont continues sur I. 

Alors, pour tous nombres a et bde |: 

[Putov'ode =[ucovio - [uwvinde. 

C'est la formule d’intégration par parties. 

a) Justifiez que la fonction uv est dérivable sur | et que sa 

dérivée (uv)’ est continue sur I. 

b) Prouvez que : 

b b b 
[unwde= [ wwiode+ fo wnat. 

c) Déduisez-en la formule d‘intégration par parties. 

2. Application 

Calculez, en utilisant la formule d'intégration par parties : 

a) J= ['(1-tedt b) K= [“In(ode 

a) Posez u(t)=1-t 

b) Posez u(t) = In(t) 

Pour les exercices 134 a 139, utilisez la formule d’in- 

tégration par parties vue dans l’exercice 133. 

134 | Calculs d’intégrales 

On se propose de calculer les intégrales suivantes : 

1 1 

Fe ee eee 1 dx. 

1. f est la fonction définie sur l’intervalle [0 ; 1] par: 

F(x) =In(x + Vx? +1). 
a) Calculez l’expression de sa dérivée f’. 

b) Déduisez-en la valeur exacte de |. 

2. a) Justifiez que 1+ J=K. 

b) A l'aide d’une intégration par parties portant sur K, 

prouvez que K = Oa 

c) Déduisez-en la valeur exacte de J et celle de K. 

135 | Calculs d’intégrales 

On considere les intégrales | = ie cos (2x) dx, 

= ay, 2 —_ WY Sete 9) Je) e* cos“ (x)dx et ey e* sin* (x) dx. 

1. A l'aide de deux intégrations par parties successives 
Tt 

er = 
gee 

2. a) Calculez J+K et J-K. 

b) Déduisez-en la valeur exacte de J et celle de K. 

, 

prouvez que |= 

Chapitre 7  Intégration et primitives 

136 | Calculs de primitives 

fet g sont les fonctions définies sur R par : 

f(x)=e*cos(x) et g(x)=e™*sin(x). 

Chacune de ces fonctions est continue sur Ik donc admet 

une unique primitive sur Rk qui s‘annule en 0. 

Ces primitives s‘expriment sous forme intégrale par : 

x x 

Foo = f f(t)dt et cw) =f g(t)dt. 
1. Par intégration par parties, prouvez que pour tout 

nombre x: 

F(x) = e™ sin (x) — 2G(x) 

et G(x) =—e”cos(x) +1+ 2F(x). 

2. Déduisez-en l’expression de F(x) et de G(x). 

Calcul d’aire 

Calculez, en unité d’aire, l’aire du domaine colorié repré- 

senté ci-dessous. 

ya 
= In(x +1) 

Gy Calcul de volume 

Sur la figure ci-contre, l’arc de 

courbe AB représente la 

fonction définie sur [0;1] 

par: 

finheer 

t est un nombre quelconque 
de l'intervalle [1; e]. 

1. Résolvez dans Rk |'équation 

e'* =t d'inconnue x. 74 0 1 ——— 
1 > 

x 

2.On considére le solide 

obtenu par rotation de l’arc de courbe AB autour de I’axe 

des ordonnées. 

On note ‘V’ son volume exprimé en unité de volume. 

a) Justifiez que V= nf (1-In(t))?dt. 

Aide) Voir Vexercice 46, p. 211. 

b) Calculez ‘V en utilisant deux intégrations par parties 
successives. 



139) Convergence d’une suite d’aires 
. Yr; ] =- 

1. Calculez l'intégrale J = fi xe “dx. 
“0 

2. Pour tout entier naturel n> 1, 0n pose: 
1 2 n k=n k (pee eae eins 

= Sapeee Pe n +...+—Le ge gl 
n n n Nn k= 

a) Exprimez S,, a l'aide de la fonction f : x —- xe*. 

b) Prouvez que la suite (S) converge vers le nombre J. 

140 | La constante d’Euler 

1. Prouvez que pour n de N* et tout x de [0;1]: 
Le hee | 

je — deal” Ig 
ent 

2. a) Calculez I — dx. 

b) Déduisez-en que pour tout entier n= 1: 

td <in(2#t)<t. 
nN 2n? n n 

3. On appelle U la suite définie sur N* par: 
n 

—-In(n). 
k= 

Démontrez que la suite U est décroissante. 

Ua 
n 

4. On désigne par V la suite définie sur N* par: 
n 

1 
V,= 247 -In(n+1). 

k=1 
Démontrez que la suite V est croissante. 

5. a) Prouvez que la suite U converge. On note Y sa 

limite. 

b) Démontrez que lim (U, — V,)=0. 
N>+00 

Déduisez-en que la suite V converge aussi vers Y. 

c) Déterminez une valeur approchée de y a 10°* prés 

par une méthode de votre choix. 

Remarque. Le nombre y est appelé constante d’Euler. 

141 | Primitive et suite 

Pour tout nombre x de [0 ; +co[, on pose: 

Ses a; Foo) = [ In(i+e2)de. 

1. Etudiez le sens de variation de F. 

2. a désigne un nombre strictement positif. 

a) Justifiez que pour tout tde[1;1+ a], —- < + Sle 
1 

<In(1+ a) <a. 
Stee a 

b) Déduisez-en que ! ci ita 
3. x désigne un nombre strictement positif. 

a) Démontrez que: 
G rel 

0 ieeX 
b) Déduisez-en que: 

ale el 2X) < Fly) < aF 5 In (2) 5 In(ite “) SF(x) 5 

4. On admet que lorsque x tend vers +00, la limite de 

F(x) est un nombre noté ¢. 

dt <F(x)< fede. 

iee2s. 
=e 5 

2 

N|= 
Justifiez que + in(Q2)< l! SE 

5. (u,,) est la suite définie pour tout n de N par: 
n+l u,= f°" Ind+e?%)de. 

n 

a) Démontrez que pour tout entier naturel n, 

0<u,<In(i+e~). 

b) Déduisez-en que (u,,) converge et précisez sa limite. 
n 

6. Pour tout entier naturel n, on pose S, = >) Uy. 
k=0 

a) Exprimez S,, al’aide de la fonction F et de n. 

b) Prouvez que la suite (S,) converge et précisez sa 

limite. 

142 | Intégrale et aire 
0,5 

On se propose de calculer le nombre K = i Nit dts 

1. On considére F la fonction définie sur [0 ; 1] par: 

Foy = [*V1- tat. 
a) Justifiez que la fonction F est dérivable sur [0 ; 1], puis 

exprimez sa dérivée F’. 

b) La fonction G est définie pour tout x de | = [o : =| par: 

G(x) = F(sin (x)). 

Prouvez que G est dérivable sur | Inde 

het oe 

c) Démontrez que pour tout x de |, 

G(x) = ox + sin (2x). 

d) Déduisez-en la valeur exacte de K. 

2. Retrouvez la valeur de K en utilisant 

la représentation graphique ci-contre 

et des considérations sur les aires. 

143 | Suite et intégrale 

(u,,) est la suite définie pour tout n de N* par: 
t 

Bef 2 2b his 
te nae: dt. 

1. a) Etudiez les variations de la fonction @ définie sur 
Zi 

92 :QO(H= ‘ [0:2] par: p(t) = 
b) Déduisez-en que pour tout nde N*, 

2 7) 
3 = ih 7 
3nler -)<u, <Zale” | : 

pales 
c) On rappelle que NU a =, 

Prouvez que si (u,,.) admet une limite £, alors : 

7 
3S €<—. 

2 

2. a) Vérifiez que pour tout t de [0 ; 2], 

7 ici oats i al 
t+2 pee 

2 
Déduisez-en la valeur de l'intégrale J = h aS ae. 

2 

b) Démontrez que pour tout nde N*, J<u,<e” x J. 

c) Prouvez que (u,,) converge et précisez sa limite €. 
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La méthode de résolution des équations du troisieme degré, 
| publiée par I’Italien Cardan dans Ars Magna (1545), aurait été 
| empruntée a un autre Italien, Tartaglia. Cette méthode fait 

apparaitre des nombres « imaginaires » qui donnent accés aux 

solutions réelles : les nombres complexes étaient nés ! 

Ces nombres complexes sont aujourd’hui abondamment 

| _utilisés pour les simplifications d’écriture et de calculs qu’ils 
| permettent, notamment en physique pour décrire le 

fonctionnement d’oscillateurs électriques. 
L = : : a = 

~> Chercheurs d’hier, p. 249 

230 Chapitre 8 » Nombres complexes 



& Exercices-tests fava 
numériques 

Repérage d'un point Pour les exercices 1a 5 

sur le cercle trigonométrique 
Le plan est rapporté a 

un repére orthonormé 

direct (O; U, V). 

Mest un point du cercle 

trigonométrique € 
de centre O. 6 est 

une mesure en radian 

de l’angle (U, OM). Alors: 

e Mapour coordonnées (cos 9 ; sin). 

e Chaque nombre de la forme 0 + 2k7 (k € Z) 

est une mesure de l’angle orienté (u, OM). 

Dites si les propositions sont vraies ou fausses. Vous justifierez 

votre réponse. 

@ a) Deux nombres opposés ont le méme sinus. ae 

b) Si deux nombres ont le méme cosinus, alors ils sont } 

égaux. 

c) Si (@, OM) = 1222 ee Ae 
, alors sa mesure principale est — eae | 

® Le plan est rapporté a un 
repere orthonormé direct i 

—— M i 
(OZG, We I 

€ est le cercle i i 
trigonométrique de centre O, 

et I le cercle de centre O et de 
e Parmi toutes les mesures de (U, OM), 

il en existe une et une seule dans |’intervalle 

|- 1 ; 1] appelée mesure principale fein: Seat go eee E , 
de(GOMI. tel que (U, OM) = 8. La demi- | 

‘ | droite [OM) coupe € en A. 

a) OM =r OA. 

Bb Trigonometrie b) Ma pour coordonnées (r cos (@) ; r sin (8)). 
e Les formules d’addition | 

Quels que soient les nombres aet b: © a désigne un nombre. 

a) cos(2a) = 2cos?(a) —1. 
Brine Lesa) 

cos(a + 6) = cos(a) cos (b) — sin (a) sin (6) 

cos (a — 6) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin (b) 

sin(a + 6) =sin(a) cos(b) + cos (a) sin (b) 

sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin (b) © Léquation — 3x + 4x —1=0 apour solutions 1 et + 

e Les formules de duplication 

Pour tout nombre a: © a désigne un nombre. 

sin (2a) = 2 sin (a) cos (a) On considére l’équation ax? — 6x -6 =0. 

a) Pour tout a > 0, l’équation a deux solutions 

distinctes dans R. 
cos (2a) = cos*(a) — sin? (a) 

b) Si a =10, l’€quation a pour solution — $ : 
> Léquation du second degré 

e Lediscriminant de |’équation ax* + bx +c =0 
QCM 

(a # 0) est le nombre A=6? - 4ac. 6] 
Pour chaque affirmation, une seule réponse est exacte. 

e Dans l'ensemble R: Identifiez-la en justifiant votre réponse. 
-si A <0, |équation n’a pas de solution ; aT 

7 : 1 sin(Z + a est égal a: 
—si A =0,l’équation a une seule solution 

ey by NG=V2 yy VOaV2 4 VB 4 V2 | 
2a 4 4 2 

—si A > 0, |'équation a deux solutions Tt SRT 2: 
distinctes: | && cos(F] est égal a: 

= b= —b+VA a eS PER “2 
2 2 

Xo =— 

SS 

D> 
€ ) Corrigés sur www. transmathlycee. net/eleve-TermS 
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ACTIVITES 

DES NOMBRES REELS AUX NOMBRES IMAGINAIRES 

Jér6me Cardan (1501-1576) a fourni, dans son ouvrage Ars 

Magna, une formule pour déterminer une solution X de l'equa- | poyrtoutnombrea, 
ees 2 : tion X? + pX +g =0 dans le cas ol 4p* + 27q* 20: Meera tls 

z Bie awe ours désigne la racine pect ene cece NEE 9 
2 | 2 27 eA. cubique dea: 

a On considére l’équation X? — 36X — 91=0 cest I'unique 

(p =— 36-et q=-—91). nombre qui, élevé 

a) Al’aide d’une calculatrice, appliquez la formule de Cardan afin | aU cube, donne a. 

de déterminer une solution a de cette équation. 

b) Déterminez deux nombres 6 et c tels que, pour tout réel X, xX? = 36K — 94=(X — QC OX os 

c) Achevez la résolution de l’équation X? — 36X — 91= 0. Combien a-t-elle de solutions dans R ? 

2 On considére l’équation (E): X? -15X —4=0 (p=—15. et q==4). 
a) Calculez 4p? + 27q*. Peut-on appliquer la formule de Cardan a cette équation ? Pourquoi ? 

b) Utilisez une calculatrice graphique afin de conjecturer le nombre de solutions de |’équation (E). 

c) Pour résoudre cette équation malgré le probléme posé par le signe de 4p* + 27q”, Cardan utilise des 

racines de nombres négatifs. Plus tard, Raffaelle Bombelli (1526-1572) introduira un nombre « imagi- 

naire », que nous noterons j, tel que | 
S 2 

Ainsi, dans le cas présent, on peut écrire Ser 2 ==121=117x i? =(11/). 

e Enutilisant le nombre i, démontrez que pour déterminer la solution de |’équation (E) par la formule de 

Cardan, il suffit de trouver deux nombres « imaginaires » dont les cubes s‘écrivent 2+11/ et 2—11/. 

e Enutilisant les regles de calcul des nombres réels et I’égalité i? = -1, démontrez que: 

(2+ /)?=2411/ et (2-2 =2-111. 

e Déduisez-en que 4 est la valeur donnée par la formule de Cardan pour |’équation (E). 

e Vérifiez que 4 est bien solution de l’équation (E). 

d) Déterminez deux réels b et c tels que, pour tout réel X : X? — 15X — 4 = (X — 4) (X? + 6X40. 

e) Achevez la résolution de I’équation X? —15X —4=0. 

ass WUTC La querelle de Fontana et Cardan 

Au xvi siécle, les mathématiciens se défiaient lors de concours mathématiques publics, 
au cours desquels ils montraient leur habileté. Ils avaient ainsi pour habitude de garder 

[QVESITI ET INVEN 
| FIONI DIVERSE 

secretes leurs découvertes. SR ELTED» 6 ERE RET ee. 
' ents F Poona suestto Lise nenras Au cours de I’un de ces concours, le mathématicien Niccolo Fontana dit Tartaglia (« Le Frafredei meres anc Cai eogne 

‘2A OFTISIONE ET CONTINENTIA DI TYTTA 
Tope met Begue ») (1499-1557) trouva en 1534 une méthode générale pour résoudre les équations | _ EP PATSE 

du type X? + pX +q=0. Il semble quill ait été le premier a utiliser pour cela la racine | 
carrée d’un nombre négatif. Il garda sa méthode secréte, mais accepta de la dévoiler a | 
Cardan, ala condition que celui-ci la garde secréte. 
Cardan développa la méthode de Fontana et réussit a l’étendre a toute équation du 3° 
degré et du 4° degré (avec son assistant Ferrari). Apprenant que la méthode de Fontana 
avait été découverte avant celui-ci par Scipione del Ferro, il passa outre sa promesse et 
publia ces résultats dans son Ars magna (1545). 
Dans Quesiti et invenzioni diverse (1546) (page de titre ci-contre), Fontana attaqua 
violemment Cardan ; il s‘ensuivit une longue querelle avec Cardan et Ferrari. Celle-ci prit 
fin au cours d’un concours entre Fontana et Ferrari, que Ferrari gagna. 
Cest finalement le nom de Cardan qui resta associé a cette méthode de résolution. 

Cee sap ae ae ee Oh 
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ACTIVITES 

REPRESENTATION GEOMETRIQUE DES NOMBRES COMPLEXES 

he Introduction 

En 1811, dans une correspondance avec un autre mathématicien, Carl 

Friedrich Gauss (1777-1855) écrit : 

« De méme qu'on peut se représenter tout le domaine des quantités réelles 

par moyen d'une ligne droite indéfinie, de méme on peut se figurer le 

domaine complet de toutes les quantités, les réelles et les imaginaires, au 

moyen d’un plan indéfini, ou chaque point, déterminé par son abscisse a et 

son ordonnée b, représente en méme temps la quantité a + ib ». 

DEUTSCHE BUNDESPOST 

Timbre allemand édité 

pour le bicentenaire 

de la naissance de Gauss. 

Adoptons la représentation de Gauss. (O; U, Vv) est un repére orthonormé 

du plan. 

ll est admis que l’axe des abscisses de ce repére représente l'ensemble R hey 

des réels. Ainsi, a tout réel x, on associe un point P sur l’axe des abs- 

cisses : le point de coordonnées (x ; 0). Et, réciproquement, a tout point 

axe des 
--ordonnées 

: ; i M(a+ bi) 
P de l’axe des abscisses, on associe un réel x. | |-64--4--- ° 

he oh = leanne Tt 
On convient que tout point M du plan représente aussi un nombre z, qui je 423 = 

nest donc pas un nombre réel et qu'on appelle nombre complexe. P : & ee agaiiaee| 

abscisses 
On convient également que: 

- le point V de coordonnées (0 ; 1) représente le nombre complexe i tel que i? = —-1; 

— tout point M de coordonnées (a ; b) représente le nombre complexe z =a + bi ; 

— tout point de l’axe des ordonnées, de coordonnées (0 ; 6) représente le nombre complexe bi. 

> Application 

a) Placez les points N,, N, et N, représentant les nombres complexes 3/, 0 et —/. 

Quelles sont les coordonnées de ces points dans le repére (O ; U, Vv) ? 

b) Quels sont les nombres complexes représentés par les points N,(0; 5) et N.(0; —2) ? 

c) Placez les points M,, M, et M, représentant respectivement les nombres complexes : 

Z,=2 t3in a Sis eles (et Z,=5 Hix 2) =5— 2. 

Quelles sont les coordonnées de ces points dans le repére (O; U, Vv) ? 

d) Quels sont les nombres complexes représentés par les points M,(1; 2) et M, (- V2; 2) ? 

| Refaites cet exercice apresle chapitre Pem-yatim twits 

a, B et y désignent les mesures principales des angles orientés. Que vaut lasomme a+ B+ ? 
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® Les nombres complexes 

1.1) Forme algébrique d’un nombre complexe 

Med 1) 1 existe un ensemble, noté C, d’éléments appelés nombres complexes, tel que : 

(admis) 1.C contient l’ensemble R des nombres réels ; 

2.C€ contient un élément i tel que nea 

3. C est muni d’une addition et d’une multiplication qui suivent des régles de calcul analogues a 

celles de l’addition et de la multiplication dans R ; 

4. tout nombre complexe z s‘écrit de maniére unique sous la forme z =a + bi ou.a et b sont deux 

réels. Cette écriture est appelée la forme algébrique de z. 

© Vocabulaire 

e On dit que le réel a est la partie réelle de z et on la note a = Re(z). 

e On dit que le réel b est la partie imaginaire de z et on la note b =Im(z). 

e Tout nombre complexe de la forme z = bi (b réel) est appelé imaginaire pur. 

© Conséquences 

e Dire que le nombre complexe z est réel équivaut a dire que Im(z) = 0. 

e Dire que le nombre complexe z est imaginaire pur équivaut a dire que Re(z) = 0. 

MST 2) Deux nombres complexes sont égaux si, et seulement si, ils ont méme partie réelle et méme partie 

Définition El Le conjugué d’un nombre complexe z = 

imaginaire : ; 

«at+bi=a' +b'i » équivauta« a=’ et b=0b’' ». 

iP) Remarque. En particulier, « a + bi =O » équivaut a« a=0 et b=0». 

1.2) Calculer dans C 

Grace aux propriétés de l’ensemble C, on calcule dans C comme dans R, en tenant compte de i* = —1. 

e Par exemple, si z=a+ bi et z’=a’ + b’i, alors: Re(z + z’) =Re(z) + Re(z’) 

Im(z + 2’) =|Im(z) + Im(z’) 

e len résulte que les identités remarquables valables dans R le sont aussi dans C. En particulier : 

(a + bi)(a — bi) =a? + b?. 

Conjugue d’un nombre complexe 

2.1) Définition 

a + bi est le nombre complexe a - bi. On le note z. 

© Exemples. Si z = 3 + 2i, alors Z=3 - 2i;si z=5, alors Z=5 ; si z=— 3/, alors Z=3i. 
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oO Conséquence. Siz=a+ bi, alors z+z=2a et z—z=2b) dou: 

llen résulte que: 

« Le nombre complexe z est réel » équivaut a « z=Z ». 

« Le nombre complexe z est imaginaire pur » équivaut a« z+ Z=0 ». 

© Relation fondamentale 

Pour tout nombre complexe z, le produit zz est un réel positif. Si z = a + bi, alors: 

2 = (a+ bi)(a— bi) =a? +b? 

2.2) Opérations sur les nombres conjugués 

zetz’ sont aoe nombres complexes. 
: => 

@ 227=2x7’ oe + (20) 

Démonstration 

On pose z=a+bi et z’=a’+bi. 

e zz’ =(aq’ — bb’) + (ab’ +.a’b)i, donc zz’ = (aa’ - bb’) — (ab’ +. a’b)i. 

D’autre part, Z=a—biet z’ =a’ —b’i.Donc: 

Zxz’ =(a—bi)(a’ — 0’i) =(ad’ — bb’) — (ab’ +.ab’)i. Dot zz’ =Zxz’. 

e Les autres résultats se démontrent de maniére analogue. 

o Remarque. Ces résultats s‘étendent a une somme de n termes ou a un produit de n facteurs. 

En particulier, pour tout naturel n non nul et tout nombre complexe z non nul (2) =(z)". 

Equation du second degré a coefficients réels 
On appelle équation du second degré a coefficients réels toute €quation qui peut s‘écrire : 

aX*+6X+c=0 

ou X est l‘inconnue, et a, b, c sont trois réels donnés, ad # 0. 

Résoudre dans C cette équation, c'est trouver tous les nombres complexes u tels que qu? + bu+c=0. 

2 Dans C, l’équation az* + bz +c =0, a # 0,a,b,c réels a toujours des solutions. 

On note A le discriminant de cette équation : ‘A=6? ~4ac. 

e Si A> 0, l’équation a deux solutions réelles. 

e Si A =0, l’équation a une solution double réelle. 

e SiA<O, Beet) a deux solutions complexes conjuguées : 

ee 
© Conséquence. Dans C, le trindme az* + bz + ¢ se factorise toujours sous la forme : 

az? + be +e = alz—2)l2 - 22). 
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Démonstration. Les régles de calcul dans C étant analogues a celles dans R, on obtient : 
/ ye b 2 oe _B a 6 ) pe 2 ¥ | 

(2+ rm Forme 
Ll od Le canonique 

2 
A 

Puisque a # 0, résoudre dans C cette équation, c'est résoudre : (2 + oe, = Ps 5 
a 

az’? +b6z+c=a 

- e@ SiA>O ou siA =0, on sait que I’équation a deux solutions dans IR et deux seulement (dis- 

tinctes ou égales). Elle a donc deux solutions complexes et deux seulement puisque R est inclus 

| 
| 
| 
| 
| dans C. 

e SiA<0,alors V—A existe et avec i? =—1, (iV—A)? =A. Donc: 
2 2 et EN i fa ey 

[| ~S(-2) A228) ape Os 
2a Aa? 2a 2a 2a 2a 2a 2a 

) Ainsi, |'@quation a deux solutions : 

Z Bsa hat bel SY et 7d ica ad Were avec Zz -Z., 
‘liga 2a he 2a 2 ie 

a 

Représentation géomeétrique 
d’un nombre complexe 

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O ; U, Vv). 

vy e 

4.1) Affixe d’un point Aye ARe 
: imaginaires purs 

e Atout nombre complexe z = a + bi, on associe le point M de coor- 

Anime données (a; b). Mest l'image de z. On note M(z). M(a + 6i) 

e Si Mest un point de coordonnées (a; b) dans le repére (O; U, V), 

le nombre complexe z = a + bi est appelé l’affixe du point M. 
axe des 

réels 

© Conséquences M(z) 
e «Mappartient a l’axe des abscisses » équivaut a « Im(z) =0 ». ne 

e «Mappartient a l’axe des ordonnées » équivaut a « Re(z) = 0 ». Ka 

e Le point M’(z) est symétrique de M(z) par rapport a l’axe des o 
abscisses. . 

i of ee Se ee = M'(z) 

4.2) Affixe d’un vecteur 

De méme qu’a un point M de coordonnées (a ; b), on associe son affixe Zy =a + bi, a tout vecteur w 
de coordonnées (a ; b), on associe le nombre complexe z = a + bi. 

Définition ’ j =e j 
2| L'affixe d’un vecteur w de coordonnées (a ; b) est le complexe z=a + bi. 
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Théoreme ‘ i : Z 
Si Z, et Zyy sontles affixes respectives des points Met M’ dans un méme repeére orthonormé, alors 

l'affixe du vecteur MM’ est égale a Zyy — Zy : 

Démonstration. Si Z), = x + yi et Zw =x’ + y’/, alors les coordonnées de M et M’ sont respective- 

ment (x ; y) et (x’; y’). Donc le vecteur MM’ a pour coordonnées (x’ — x; y’ — y). 

Ainsi, par définition, l'affixe de MM’ est (x’ — x) + (y’ — y)i, soit Zyy — Zyy- 

© Régles de calcul sur les affixes de vecteurs 

w et w’ ont pour affixes respectives z et z’. 

®@ «W=W’ » équivaut a« z=2’», 

ro ww a pour affixe z + 

© Affixe du milieu d’un segment 

z’ et pour tout réel k, kw a pour affixe kz. 

Forme trigonometrique 
d’un nombre complexe non nul 

5.1) Introduction 

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O ; U, V). Z = a+ bi est un nombre com- 

plexe non nul et M est le point d’affixe z. 

La demi-droite [OM) coupe le cercle trigonométrique 6 de centre O en A. 

On note (U, OM) = @ et OM=r. 

Le point A a pour coordonnées (cos (8) ; sin (8)). De plus, OM =r0OA avec r=OM=Va?+b?. 

Il en résulte que M a pour coordonnées (rcos (8) ; rsin(8)). 

Ainsi, le nombre complexe z = a + bi, affixe de M, s‘écrit aussi : 

Zz =r(cos(8) +/ sin(8)). 

M(z=a+bi) 

5.2| Module et argument d’un nombre complexe non nul 

PETE 3 | - est un nombre complexe non nul, z=a+bi,a #0 oub #0. 
e Unargument de z, noté arg(z),est une des mesures, exprimée en radian, de l’angle (u, OM). 

e Le module de z, noté |z|, est la longueur OM ; ainsi : 
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Si 8 est un argument d’un nombre complexe z non nul, alors tout nombre de la forme 0 + 2k7l, 

k & Z, est un argument de z. Au lieu d’écrire arg(z) = 0 + 2km, k= Z, on écrit: 

anal ane (mod 271 se lit « modulo 27». ) 27 se lit « (mod 271 se lit « modulo 27». ) Dates 

© Conséquences. Pour tout nombre complexe z non nul : 

e arg(Z) =— arg(z) e arg(— z) = arg(z) + 1 

e (Z|=|z| e |-z\=|z| 

5.3| Forme trigonométrique 

d’un nombre complexe non nul 

PEE 4) Tout nombre complexe non nul s‘écrit sous la forme suivante, dite forme trigonométrique : 

z=r(cos(@) + isin(®)) avec r =|z| et 8 = arg(z) (mod 27). 

© Egalité de deux nombres complexes écrits sous forme trigonométrique 

Si z = r(cos(8) + isin(®)) et z’ = r’(cos(8’) + isin (8’)) : 

« Z=2’ » équivauta« r=r’ et 9=0’ (mod 271) ». 

@ Lien entre forme algébrique et forme trigonométrique 

e Sil’on connait ret 8, alors a=rcos(@) et b=rsin(@). 

e Sil’on connait a et b, alors r=OM=|z|= Va’ + 6? et 0 est défini par : 

: b 
cos (8) = et inet asin OS. 

Wigie eke Vida be 

© Exemples 

e Siz=1-ij;r=V14+1 =V2;cosO= u 
1 : . Tt F 

—— ; sin8 = - — dot 8 =—-— (mod 22). Soit: 
v2 49 4 

one a ee fee bh 2|cos( TY + isin( un 

r) si z=2|cos(2%) + isin(24)] alors 2=2|-143 =-—14+V3i. 

Attention. Toute écriture dela forme z = r(cos (0) +i sin(®)) n'est pas une forme trigonométrique. 

Théoreme [J Si Z = r(cos (8) + isin(®)) avec r > 0, alors r(cos(8) + i sin(8)) est la forme trigonométrique de z; 
|z|=ret arg(z)=0 a 27). 

Démonstration. |Z |? = (rcos(8))* + (rsin(6))? = r?. Comme |z| et r sont positifs, Zi" 

aan 9’ un argument de z; la forme z=r(cos(0’) + isin(®’)) implique cos(®) =cos(0’) et 
t sin (8) = sin(6’), donc 8 = 8’ (mod 27). 

i |z|=r et 8 =0' (mod 2m), donc r(cos (8) + isin (®)) est une forme trigonométrique de z. 

5.4) Interpretation géométrique du module et de Il’argument 

wa 7 | Si A et B sont deux points d’affixes respectives z, et z, dans un repére orthonormé (O ; G, V), alors: 

ABS Fr aen 
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Démonstration. || existe un unique point M tel que OM = AB. 

Or, OM a pour affixe Zym —0=Zy et AB a pour affixe Zp — Zp ; AONC Zy = Zp — Zp. 

ll en résulte que |Zy|=|Zg — Z,q|- Or par définition, Zy|= OM et OM = AB, donc AB = |Z, — Z,\. 

© Caractérisation d’un cercle et de la médiatrice d’un segment 

A et B sont deux points d’affixes z, et 2, dans un repére orthonormé. 

e M(z) appartient au cercle de centre A et de rayon rsi, et seulement si, AM = r, ce qui se traduit par 

|Z2—Z,|=r. 

e M(z) appartient a la médiatrice du segment | AB] si, et seulement si, AM = BM, ce qui se traduit 

par |Z — Z,|=|Z — Z,|- 

Théoreme , : ; ; : ate =e 
Si Aet B sont deux points d’affixes respectives z, et Z, dans un repére orthonormé direct (O ; U, V), 

tels que A # B, alors: (G, AB) = arg(z, - Z,). 

Démonstration. || existe un unique point M tel que OM = AB. 

Comme précédemment, Z\, = Zg — Z, et (U, OM) = (U, AB). 

Or (G, OM) = arg (z,,). 

On en déduit que (U, AB) = arg (Z,,) = arg(Z, — Z,) (mod 27). 

Notation exponentielle 
de la forme trigonométrique 

6.1) Cas d’un nombre complexe de module 1 

Tout nombre complexe de module 1 s‘écrit z = cos (9) + i sin(8) avec 8 = arg(z) (mod 271). 

Aniston On note fla fonction qui a tout réel 8, associe le complexe f(8) = cos (8) + i sin(®). On se propose de 

démontrer que pour tous réels 8 et 0’, f(8 + 0’) = F(8) x F(8’) et F(O) =1. 

f(8) x F(8’) = [cos (8) + i sin (8) |[ cos (6’) + / sin (8’)| 

= [cos (8) cos (8’) — sin (8) sin (8’)] + i[cos (8) sin (8’) + sin (8) cos (8’)] 

soit : f(8) x f(8’) = cos (8 + 8’) + /sin(8 + 8’) = Ff(6 + 8’). 

De plus, f(0) = cos (0) + isin(0) =1. 

Ainsi, comme la fonction exponentielle, f « transforme les sommes en produits » et f(0) =1. 

Dou lidée de poser e” = cos(0) + isin(O). Légalité f(6 + 6’) = F(8) x F(8’) démontrée s‘écrit alors 

ere — ele! ce qui justifie cette notation exponentielle. 

Bay 5) Le complexe de module 1 dont un argument est 9 est note e” avec: 

e” = cos(@) +i sin(6). 
1 (== 
2 © Exemples. e™ =-1;e 
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6.2) Notation exponentielle de la forme trigonometrique 

Théoréme FJ Tout nombre complexe z non nul de module r et d’argument @ s‘écrit sous la forme suivante, dite 

notation exponentielle : 2 eree avec r =|z| et 9 =arg(z) (mod 271). 

j Démonstration. z, non nul, a pour forme trigonométrique z = r(cos (8) + isin(®)) avec r =|z|. 

; Comme e” = cos(@) + i sin(@), zs‘écrit donc sous la forme z = re”? 

© Conséquences. Sir >0 et r’ >0: 

e re’ =re®, e «re® =r’'e» équivauta« r=r’ et@=0’ (mod 271) ». 

6.3) Module et argument d’un produit 

zet z’ sont deux nombres complexes non nuls tels que z = re” et z’ =r’e”® 

Alors: zz’ = re® x r’e® =rxr’xe® x e™ soit ee) (voir §6.1). 

,avecr>Oetr’>0. 

Quels que soient les nombres complexes non nuls z et z’ : 

La proposition 1 

est vraie quels 

que soient zetz’. 

1. |zz’|=|2|x|2"| 2. arg (zz’)=argz+argz’ (mod 271) 

© Conséquence. On démontre par récurrence que pour tout entier naturel n non nul et tout nombre 

complexe z non nul: 

e si z=re”, alors Peyet: e |z"|=|z/ et arg(z")=narg(z) (mod 27). 

D’ou, en particulier, [cos (0) + i sin(®)}" = cos (n®) + isin(n®) pour tout entier naturel n non nul 

et tout nombre réel 8. Cette derniére égalité est la formule de Moivre. 

6.4) Module et argument d’un quotient 

Zet z’ sont deux nombres complexes non nuls tels que z = re” et z’=r’e”, avecr >Oetr’>0. 

On pose Be) soit z=Zz’. Alors r=|Z|xr’ et arg(z)=arg(Z)+arg(z’) soit |Zj=— et 
r a - 

arg(Z) = 8 — 8’ (mod 27). Donc BAe 

Théoreéme ; 
Quels que soient les nombres complexes non nuls z et z’ : 

240 

© Remarque. Ces égalités permettent de mémoriser les formules trigonométriques d’addition et 
de duplication vues en Premiére S. Par exemple, en identifiant parties réelles et parties imaginaires 

ee (a+) on retrouve les formules d’ addition. 
ia ,ib 

de ee” et e’ 
» ee! = (cos (a) + isin(a)) (cos(b) + isin (b)) 

= [cos(a)cos(b) — sin (a) sin(b)| + i[ cos (a) sin (b) + sin (a) cos (b) | (a+b) — cos(a + b) + isin(a + b) ONS 

D’ou les formules donnant cos(a + 6) et sin(a + b). BR exercice 88, page 255. 
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cate! Application 

Fowiecrir 1) Calculer dans C 

e Tout nombre complexe s‘écrit de maniére unique sous la forme z =a + bi ol.aet b sont deux réels 

et i est le nombre complexe tel que i? = —1. 

e (a+ bi)+(a’+b’'i)=(a+a’)+(b+b’i. e (a+ bi)(a’ + b’i) = (aa’ — bb’) + (ab’ +.a’b)i. 

e Z=a~— bi estle conjugué de z=a+bi. ez=a'+b’. 

e Opérations sur les conjugués 7 a an 

ZZ S2Zt2 5 ZW SzZXZ; siz’ #0, (4) =; Z+Z=2Re(2); z-z=2ilm@ 
7 

e Caractérisation d’un réel et d’un imaginaire pur 

«zréel » équivauta« Z=Z ». «zimaginaire pur » équivaut a« z+ Zz=0 ». 

2 A) Utiliser les régles de calcul 

On considere les nombres complexes z, =1+/ et z, =4-—5i. 

Déterminez la forme algébrique de chacun des nombres complexes suivants. 

a) z,+2Z,. b) z,z,. c) 3z, + 4z,. d) z?. 

© Méthode © Solution 

a) Pour calculer la somme Z, + Z3, me > a) 7,+2,=1+1+4—-5)=5-4i. 

on additionne les parties réelles entre elles 

et les parties imaginaires entre elles. 

b) Pour calculer le produit (a + ib) (a’ + ib’), p—> b) z,z,=(1+ 1) (4-5i)=44 4) -5i-Si’. 

on développe en utilisant i? = —1. Donec z,z, =9-i. 

c) 3z,+4z,=3(1+1)+4(4—5/)=3 + 3/+16-—20/ 

3Z,+4z,=19-17/. 

d) Pour calculer a on utilise l’égalité suivante mp» d) (14+)? =14+ 3143747. 

de R, valable également dans C: Or, i2 =—1, donc i? =—i.D’ou: 

(x+y)? =x? + 3x7y + Bry? +? 73=1+3)-3-/=-242i. 

© Mise en pratique 

ae On donne les nombres complexes : | 5 | Donnez la forme algébrique des nombres 

Z,=—1+2i et z,=3+4). complexes suivants. 

Déterminez la forme algébrique de: a) (2+)? (1-3). 

a)Z,+2Z,; b)2,-2Z,; ©) 2,—32,; d) 2,2). | b) (5—2/(14 4)(2-)). 

oy Donnez la forme algébrique des nombres 

complexes suivants. | 6 | x et y sont deux nombres réels. Quelle est la 

a) (1+/)?. Wie ae Cyitse)i forme algébrique de (x + 1+ iy) (x —1- iy) ? 

3 | Be 
2 wer 2 2 On donne les nombres complexes : 

1. Donnez la forme algébrique de j*. z,=1-3i, z,=4+42i et z,=5-2i. 

2. Vérifiez que 1+ j + j*=0. ae ek 

ga Quels sont les entiers naturels n pour les- | 2) Re(2, + 2) +23) ; b) Im(iz,) ; 

quels (1+ i)” est un réel ? c) Im(z,Z,) ; d) Re(2z, — 3z, + 2Z;). 
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2) 
WwW 
Ss) 
we) 
lag 
WwW 
>< 
W 

242 

acne) 1) BY) Utiliser le conjugué 
—2+ 3! 

4-5) 

2. On pose z=X + yl. 

1. Ecrivez z= sous forme algébrique . 

Quelle reiation doit lier x et y pour que le nombre Z = (z + i) (1— iz) soit réel ? 

3. zest un nombre complexe. On pose Z = zz + iz —iz +2. 

Le nombre complexe Z est-il réel ? 

© Méthode 

1. Pour trouver la forme algébrique 

d’un quotient de deux nombres complexes, 

on multiplie le numérateur et le dénominateur 

par le conjugué du dénominateur car 

zz =a* +b? est toujours un nombre réel. 

O Solution 

e—> 1. Le conjugué de 4 — 5/ est 4+ 5/ et 

(4-51) (4+5/)=16+25=41. 

(-2+3/)(4+5/ _—84+12i-10i-15 
(4 —5i)(4 + 5i) Al 

Ainsi, la forme algébrique de z est : 

23 Dae 

ey 2 
2. Z réel se traduit au moins de deux maniéres: mp 2. Z est réel si et seulement si Im(Z) = 0. 

ZréelSIm(Z)=0 ou Zréel@Z=Z. 

3. On exploite les résultats suivants : 

zz est un réel et z — Z = 2i Im(z). 

© Mise en pratique 

| 8 | Déterminez la forme algébrique de chacun 

des nombres complexes suivants. 

ai(l-i). bb) (2-31) (4+). q) Stet 

| 9 | Ecrivez sous forme algébrique : 
1 2) 3 2+3i 

a é —.- : res; Ease nary 

10 | Z est un nombre complexe. 

Précisez, dans chaque cas, si Z est réel ou imagi- 

naire pur ou ni |’un ni l’autre. 

b) Z=z-—7Z+5i. 

d) Z=Z(z +i) +i(5i- Zz). 

a) Z=z+7z-3)/. 

c) Z=7zz-Z+Z. 

11 | zest un nombre complexe. 

Dans chacun des cas suivants, exprimez Z en 

fonction de Zz. 

a) Zee0e by 22) — be). 
c) Z = (iz +3). dj ze Z 

2z-! 
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Cherchons la forme algébrique de Z. 

Z=[x+iy+i][1-ix+y] 

Z=[x+i(y+1)][1-ix+y] 

= 2x(y +1) + i(y +1)? = x7]. 

Ainsi, Z est réel si, et seulement si, 

(y+1)?-x*=0. 

pp 3. Z2=27+/(z—-Z)4+2. 

Or, z— Z = 2i |lm(z) 

donc Z=2zz+i(2ilm(z))+2 

soit Z=zz—2\|m(z)+2. 

zz et Im(z) sont des réels, donc Z est un réel. 

12 | On note z= x + yi, x ety réels. On pose: 

Zt 

el 

Démontrez que Z a pour forme algébrique : 

avec z # —1. 

ye A 2y 
je + 

weet. & +1747 

GED on note: 

let _1-i 
z,= -et Z,= , 

Lo Desi a ee 

Pourquoi peut-on affirmer sans calcul que z, + Z, 

est un nombre réel ? 

14 | Résolvez chacune des équations suivantes. 

a) (3 =2/)Z'=7= 2: 

b) (2+ f/)z =3/. 



Fopiectir 2) Résoudre des équations dans C 

@ u et vsont deux nombres complexes donnés, u # 0 ;!’€quation uz + v = 0 apour solution z = — ue 
u 

e On considére dans C l’équation az” + bz +c = 0 aveca,b,créels, a ~ 0. 

‘A=b? S4ac est le discriminant de l’€quation. 

-—Si A> 0, alors l’équation a deux solutions réelles distinctes. 

—Si A=0, alors l'equation a une solution double réelle. 

-Si A<0, alors l'quation a deux solutions complexes conjuguées : 

EXERCICE RESOLU (9 

Résolvez dans C les équations suivantes en donnant les solutions sous forme algébrique. 

a) (2+/)z-3+i/=0. 

© Méthode 

a) On applique la méthode de résolution 

d'une équation du premier degré. 

b) Une méthode consiste a remplacer z 

par x + yi et Z par x — yi. 

Les nombres complexes z =a + bi et 

z’=a’+bi’ sont égaux si, et seulement si, 

di— dsc be 

e On conclut. 

c) Il s‘agit d’une équation du second degré 

a coefficients réels (a =1, 0 =— 8V3,c= 64). 

On calcule A. 

e On applique les formules : 

A=-—64 donc V-A =V64. 

© Mise en pratique 

Pour les exercices 15 a 17 

Résolvez dans C les équations suivantes 

donnez les solutions sous forme algébrique. 

GED a) 3iz - 2447 =(1-2/z +6. 
b) (3 + 2i)z = 2iz—5i. 

ETB a) 2? - (2 +31)? =0. c)z7+4=0. 

b) iz?+(3-4)z=0. d) 242 =i, 

Gpd a) 2’ - 2z+4=0. 

c) 27 +2V3z+3=0. 

b) z=2z-2+6/. 

b) z* —8z+25=0. 

c) 2? -8V3z+64=0. 

© Solution 

p—> a) (2+ /)Z—-3+1=0 Equivaut a z= — 

eC re = 
5 5 : 

B—p b) En posant z= x + yi, l@quation 

Z=2z—2+ 6) équivaut a: 

xX + yi=2(x — yi) -—2+ 6 

SOU xX SV) — 2-5 OF, 

Cette équation équivaut a: 

—X —— 2 et 3y —6 ssolt.x—2.etly— 2. 

p—p e La solution est donc z =2 + 2i. 

p—p c) A=3x 64-4 64=- 64. 

A <0, donc |’équation a deux solutions 

complexes conjuguées : 

a3 ee LOtEE Aa Ai et 

soit z= 

B—p © Z, 

18 | Au réel a on associe |’équation : 

et z*-6z+a=0. 

1. Pour quelle valeur de a le nombre complexe 

3 —i est-il solution de cette Equation ? 

2. Donnez alors l’autre solution. 

19 | On donne I’équation (E) : 

Ze 27 Ae7 = 128-0. 

1. Vérifiez que 8 est solution de (E). 

2. a) Déterminez des réels a, b, c tels que pour 

tout zde C, 

z> —122? + 48z — 128 =(z — 8)(az? + bz +0). 

b) Résolvez dans C l’équation (E). 
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Fopiect® 3) Passer de la forme algébrique a la forme trigonometrique 

e Tout nombre complexe non nul s‘crit sous la forme : z = r(cos (8) + / sin (®)); 

8 est un argument de z et rest le module de z. 

e Si z=a+ bi est la forme algébrique d’un complexe non nul, alors : 

r=Va?+b?, cos(@) = = et sin (8) = 

e Si z=r(cos(8) +i sin(6)) avec r > 0, alors |z|=r et arg(z)=8 (mod 27). 

Seas |<)" D) Transformer des écritures 

On pose z, = V3 +/ et z,=1-i. 

1. Ecrivez Z, et z, sous forme trigonométrique. 

2. Déterminez le module et un argument de Z = — 4[cos(8) + j sin(®) |. 

© Méthode © Solution 

1. On calcule le module |z,| puisonlemeten B® 1. |z,|=V3+1 =2,2,=2 i + 7 : 

facteur dans z,. 3 
; 1 

e On en déduit les valeurs de cos(@) et sin(@) mp» @ Donc cos(0) = au et sin(8) = =" 

et on détermine 0. Done arg(z,) = £ WnOaDny 

Ainsi, Z, a pour forme trigonométrique : 

es(3) +ism(2)] 
, r 1 i 

e On procede de la méme facon. m— > oe (z,/=V1+1 =V2,z aN? (geo 
| 2| 2 V2 V2 

1 : 1 
Donc cos(9) = —— et sin(®@) = - —. 

V2 V2 

Et arg(z,) =— “ (mod 27). Il en résulte que: 

2. On cherche un angle @ tel que: z= V2|cos (- 4) ey (- 4 

— cos (8) — isin(®) = cos(a) + /sin(a). 

€ 
p> 2. Z = 4[— cos (8) —i sin(8)] 

On utilise le cercle Z = 4[cos(0 + 2) + isin(@ + 7)]. 

trigonométrique : 
Donc |Z|=4 et arg(z)=8+ 7 (mod 2z). 

a=O0+T. 

© Mise en pratique 

20 | Donnez une forme trigonométrique de cha- Pi Le plan est muni d’un repére orthonormé 
cun des nombres suivants. direct (O ; U, v). Donnez sous forme trigonomé- 
a) z,= V3 -iv3. b) Zy= 2. ez, = 7 ~~ trique les affixes des points indiqués. 

+ j 

21 | 0 est un nombre réel. 

Donnez une forme trigonométrique de chacun 

des nombres suivants. 

a) Zz, = — 2[cos(8) +/ sin(8)]. 

b) z, = 3[sin (8) + i cos(8)]. 
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Utiliser la notation exponentielle 

e Tout nombre complexe z non nul s‘écrit sous la forme : 

z=re® ot r=|z| et @=arg(z) (mod2n). 
id’ e Si z=re” et z’=r’e™, r>0 et r’>0, alors zz’ = rr’e! ®t). 2 — pein® (np EN); eee eee) 

5 Aen g 

2S E)) Exploiter une transformation d’écriture 
ae Oe ore a Be 

On donne z, = 2 (cos (4) +isin(2)) CC Ze — 1+ i. 

1. Donnez la forme algébrique de z, et de z,z,. 

2. Ecrivez z,, Z, et Z,Z, sous forme exponentielle. 

3. Déduisez-en la valeur exacte de cos ( +) et sin [S *). 

© Méthode © Solution 

1. On remplace cos (4) et sin (4) p—p 1.2, =- 24 Ta a =-1-iv3. 

par leurs valeurs exactes. Z,Z,=(-1- iV3)(-14+)=(14 V3) + (V3 -1)i 

pals 
2. Attention, — 2|.os (4) +/ sin (4) | Nest pas pep 2. -2= 2e"" et as stall sin =e 3; 

;40 
une forme trigonométrique car —2 <0. donc ee. + 55a an i= : 
On utilise la notation exponentielle. 

@ On détermine le module et un argument pp © |Z,|= V2, cos@ =— et sin@=—L. 
2 de-z;. v2 

Done 9 = 22 a (mod 27) et z, = V2e 4 7 

; : . 2570 
. > . fala plas = 

e On calcule le produit z,Z, a partir Gepie z,7,=2e 3 xV2e 4 =2V2e 12. 

des écritures exponentielles de z, et z,. 
251 _ 247 

3. On simplifie en prenant la mesure principale pp» 3. —— = + ~ =27 + = donc 
12 2 1 

de l’'argument. : 

Zan = 2NZe'T2 = 2N2 (cos 75) +7sin{ 75))) 
— 

@ On dispose de deux expressions de z sous p— p © Donc 2,2, = 2V2cos(-E) + 2V2 sin( (4)i 

forme algébrique : on identifie les parties réelles ee a 

et imaginaires. et ZZ = (1+ V3) +1 ace 

@ On conclut. p—» @ ll en résulte que: 

cos(H\= 43 41 _ V6 +V2 
(2 IV? 4 

et sin ( x) = V6 - v2 
2 4 : 

CO Mise en pratique 

1 

23 | Ecrivez les nombres complexes suivants 25 | On pose z, =— 3e 3 et Z,=2-2i. 

sous forme exponentielle. 

a) z,=2V3 -2i. b) z,=(2-2/(3+iV3). 
oe 3i 

1. Donnez la forme algébrique de z, et de z,z,. 

d) z,=- 2i (cos +i sin 2), c) Z;= 5 
puis sous forme trigonométrique. 

24 | Donnez le module et un argument de cha- | 3. Déduisez-en la valeur exacte de : 

cun des nombres suivants. ( at) ( 2m). 
cos {——} et sin 

a) V2e”°. b) —e®. <) = 2ie”. 12 ig 
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e Uaffixe du vecteur AB est Z, — Z,. 

e AB=|Z, —Zal; (u, AB) = arg (Z, — Z,) (mod 27). 

Fopiece 5) Exploiter géométriquement l’affixe d’un vecteur 

A et B sont deux points d’affixes respectives Z, et Z,. 

e Le point M d’affixe z appartient au cercle de centre A et de rayon r > 0 si, et seulement si, |Z — Z,| =F. 

e Le point M d’affixe z appartient a la médiatrice du segment [ AB] si, et seulement si, |Z — Z,| =|Z — Zg|- 

20" FE) Etudier une configuration géométrique 

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O ; U, Vv). 

1. Placez les points A et B d’affixes respectives Zz, =2 et Z, = 2e' 3 . Précisez la nature du triangle OAB. 

2. Déterminez la forme exponentielle de l’affixe du milieu | du segment | AB]. 

3. Eest le point d’affixe z, =— 2 — 23 i. Les points O, |, E sont-ils alignés ? 

© Méthode © Solution 

1. Pour placer B, on utilise le module et me > 1. |Z,|=2 donc 

‘argument. En effet, si M a pour affixe z = fer, OB =2. 

r>0,alors OM =r et (U, OM) =0 (mod 27). 

Le point M est l'intersection d’un cercle et 

d’une demi-droite. 

is Zn Te 6 
2. On utilise la formule z, = 

l'affixe du milieu d'un segment. 

. 27 

arg (Z,) = aE donc 

(ui, OB) = a Dou 
le placement de B. 

|Z,|=|Zg|=2 donc 

OA = OB: 

le triangle OAB est isocéle en O. 

oe L 

quidonne ss 2. Ecrivons Zz, sous forme algébrique. 

23 =2(cos-AZ + isin 22) - 1+iV3. 

2 Vea NB _ Ie 
2 ae 2 

Donec z, = 

3. Pour démontrer que trois points A,B,C sont em» 3. Le vecteur OE a pour affixe — 2 (1+ iV3) 

alignés, une méthode consiste a prouver que 

les vecteurs AB et AC sont colinéaires soit 

Zo — Zy, =k(Z, — Z,) avec k réel. 

O Mise en pratique 

Le plan est rapporté a un repére orthonormé 

direct (O; u,v). 

26 | 1. Placez les points A, B, C, D d’affixes respec- 

tives —4 —3/, 3-27, 4+ 5/, -3+4i. 

2. Quelle est la nature du quadrilatére ABCD ? 

‘ 

1. Placez les points A, B et C d’affixes respec- 

tives —3-— 2), 2—j et -2+6/. 

2. Démontrez que le triangle ABC est isocéle. 

Chapitre 8 » Nombres complexes 

V3 
et le vecteur Ol a pour affixe 5 + oa 

donc OE =— 401. 

ll en résulte que les points O, E, | sont alignés. 

28 | Les points A et B ont pour affixes respectives 
31 

a=2etb=2e 4. 

lest le milieu du segment [ AB]. 

1. Faites une figure. 

2. a) Trouvez une mesure de I’angle (U, Ol). 

b) Déterminez la forme algébrique de l’affixe de |. 

c) Déduisez-en que Ol= V2—V2. 

3. a) Donnez l'affixe de | sous forme exponentielle. 

b) Déduisez-en la valeur exacte de : 

cos() et sin(). 



EZ) Questions sur le cours 

Complétez les propositions suivantes. 

a) On pose z=a + bi, aet b réels. 

Le conjugué de zest ... et le module de zest.... 

b) z =Z si, et seulement Si, .... 

c) z+Zz=0 si, et seulement si, ... 

d) r(cos(8) + isin(@))est une forme trigonomé- 

trique d’un nombre complexe si rest... . 

e) On pose z = fe 6: 

Le module de zest ... et un argument de zest .... 

Eg QCM Une seule réponse exacte 

Exercices 
interactifs 

EX Vrai ou faux 

Vrai ou faux ? Justifiez votre réponse. 

zet z’ sont deux nombres complexes. 

a) |z+2z’|=|z|+|z’]. 

b) Si arg (z) = arg(z’) (mod 27), alors z =z’. 

c) Siz est un nombre réel non nul, alors : 

arg(z) =0 (mod 27) ou arg(z)= 7 (mod 27). 

d) Si |z + 2—i|=3, alors M(z) appartient au cercle 

de centre A d’affixe — 2 + ij et de rayon 3. 

Pour chaque affirmation, une seule réponse est exacte. Identifiez-la en justifiant votre réponse. 

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O; U, V). 

1. zest un nombre complexe. 

Le conjugué de z + 3/+2 est: 

b) z-—3/+2 c)z-3i+2 

2. Une forme trigonométrique de - Re + 32) 

eSt: 2) -2]eos($)+rsn() 
b) 3] cos(32) ) +isin( (22) 

oles) snl) 

a) z+3/+2 

QCM Au moins une réponse exacte 

3. ensemble des points M dont l’affixe z vérifie l’éga- 

lite, Za ale: 

a) est unedroite b)estuncercle c) est un point 

4.La droite d représentée 

ci-contre est l'ensemble des 

points M d’affixe z telle que: 

Vv 

a) |z- 4i|=2 
b) |z+ 4i|=|z -2| 
c) |z-4i|=|z+2| 

Pour chaque affirmation, plusieurs réponses peuvent étre exactes. Identifiez-les en justifiant vos réponses. 

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O; U, Vv). 

1. ensemble @ (en rouge) est l'ensemble des 

points M d’affixe z telle que: 

a) |Z +3|=|z + 3i| 

b) arg(z)= =e (mod 27) 

¢) arg(z)= us (mod 270) 

2. Lensemble des points M d’affixe z telle que |z|= 

et arg(z) = 2 +k otk décrit Z est: 

a) uncercle 6) une demi-droite ¢) une paire de points 

3. Les points A, B et C ont pour affixes fespecrves: 

a=1+i, b=2-V3 + (24V3)i et c=3V2e a 

a) Le triangle ABC est équilatéral. 

fb) Les points O, A, C sont alignés. 

c) Le point d’affixe 4/ est 6quidistant de A et C. 

eS 
) Corrigés sur www.transmathlycee.net/eleve-TermS 
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EE Recherche d’ensemble 

u est un nombre complexe donné. Pour tout nombre 

complexe z, z # 1 et z # /,on pose: ; 

7 ey eae 
4 z-i 

Déterminer l‘’ensemble des nombres com- 

plexes z tels que Z, est un réel et l'ensemble des 

nombres complexes z tels que Z, est imaginaire pur. 

Dans chaque cas, représenter cet ensemble. 

1. II s‘agit d’un probleme de détermination d’ensemble. 

Les propositions « Z est réel » et « Z est imaginaire pur » 

peuvent se traduire de trois fagons chacune: 

Zest un réel Z est un imaginaire pur 

(1) Im (Z) = 0 (1) Re(Z) =0 

(2) 22 (2) Z+Z=0 

(3) arg(Z)=O ou 7, | (3) arg(Z)=- © ou be 
2 2 

ZA 0 Hi 2 (0) 

La premiere fagon exige le calcul de Im(Z) ou de Re(Z), 

en général a partir de l’écriture algébrique z = x + yi, xet 

y réels. 

Choisir, parmi ces trois facgons, la mieux adaptée est par- 

fois délicat. La présence de u et de son conjugué u dans 

'expression Z, incite a passer par« Z = Z » pour détermi- 

ner le premier ensemble. 

a) Justifiez que Z, = a a 
-Z 

b) Démontrez que: 

Z, =Z, équivaut a (u — uw) (1—-|z) =0. 

2.Le raisonnement s’articule alors ainsi: on note @ 

l'ensemble recherché ; de ce qui précéde, il résulte que: 

«z© € » équivaut a « (u—u)(1-|zP?)=0» [1]. 

Il s‘agit de tirer de [1] une condition sur z. 

a) Démontrez que si u— u =0, alors @ est l'ensemble C 

privé de 1. 

b) Démontrez que si u—u + 0, alors © est l’ensemble 

des nombres complexes de module 1, privé de 1. 

c) Représentez l’ensemble @ lorsque u—U # 0. 

3.Pour déterminer le deuxiéme ensemble, on peut 

hésiter entre la premiére et la deuxiéme facon. On 

propose de traiter les deux. 

Avec (1) 

On pose z=x + yi, avec x et y réels, et on exprime la 

forme algébrique de Z,, Z, = X + Yi, en fonction de x et 

de y. 

Pour le raisonnement, on note # l'ensemble des nombres 

complexes z tels que Z, est imaginaire pur. 
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_ Apprendre a chercher 

2 2 
Xo + yo—1 

a) Démontrez que X = 5 
Key 1) x y= Vee 

b) Démontrez que % est l'ensemble des nombres com- 

plexes z,z # i, Z=x+yi,avecxety réels, tels que: 

x? + Ve —1=0. 

c) Représentez cet ensemble. 

4. Avec (2) 

Pour utiliser la deuxime facon, on a besoin de |’expre- 

sion de Z,. 

a) Calculez Zz en fonction du conjugué Zz de z. 

b) Calculez Z, + Z, en fonction de zet Z. 

c) Démontrez que # est l'ensemble des nombres com- 

plexes z, z # /, dont le module est égal a 1. 

d) Interprétez géométriquement cet ensemble. 

34 | Equation du troisiéme degré dans C 

On considére le polynéme du troisieme degré : 

P(z) =z? —(3 + 4i)z? — 6(3 - 2/)z + 72i. 

| Objectif | Résoudre dans C l’équation P(z)=0 [1]. 

1.Pour résoudre une équation de deuxiéme degré a 

coefficients réels, on utilise la méthode générale a l'aide du 

discriminant A . On ne dispose pas d’une telle méthode 

pour les équations du troisiéme degré. En revanche, si lon 

connait une solution z, de P(z),on peut chercher a mettre 

Z —Z, en facteur dans P(z). Ainsi, l'’@quation [1] s‘écrit sous 

la forme: (z — z,)(az* + bz +.c)=0, ot a, b, c sont des 
nombres complexes (ou réels). 

a) Vérifiez que z, = 4/ est solution de l’équation P(z) = 0. 

b) Développez l’expression (z — Z,) (az* + bz +0). 

2. Pour avoir l'égalité P(z) =(z — z,) (az*+bz+0c) pour 

tout nombre complexe z, on admet quiil suffit que les 

coefficients des termes de méme degré de P(z) et de la 

forme développée du polynéme (z — Z5) (az* + bz +0) 

soient égaux. 

a) Déterminez trois nombres a, b, et c tels que, pour tout 

zde C, P(z) =(z - z,)(az* + bz +0). 

b) Achevez la résolution de l’équation P(z) = 0. 

3. Utilisez la méme démarche pour résoudre l’équation : 

3z? + (1+ 6i)z? + (16 + 2i)z +32 =0. 



Narration de recherche 

=> Lobjectif n’est pas seulement de résoudre le probleme posé: 

vous devez aussi noter les différentes idées méme lorsqu’elles n’ont pas 

permis de trouver la réponse. Expliquez pourquoi vous avez changé 

de méthode et ce qui vous a fait avancer, etc. 

35 | Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé : = | 36 | On pose z= ~—sin(20) + 2icos?(@) avec 
direct (0; U,V). a et b sont deux réels de |'intervalle OS a; wl 

Jo; 4] Les points M et N t i i ‘SL p e ont respectivement pour | 4,Suivant les valeurs de 0, trouvez le module et un 

affixes e’” et e”. argument de z. 

Faites une figure et déterminez, en fonction de a et b, le | 2.Pour quelles valeurs de 8, z et 1—z ont-ils le méme 
module et un argument de e’“ + e””, module ? 

Eux aussi, ils ont 
ST Ma Cherché avant de trouver ! 

Voici quelques mathématiciens importants qui ont travaillé dans le domaine de la Géométrie. 

Johannes Kepler James Clerk Maxwell 
> Chap. 9 ~> Chap. 11 

1700 

Hermann Giinther Grassmann 
> chap. 10 

Jéréme Cardan (ou Girolamo Cardano) eut une vie tat oa 4 

mouvementée, ou il fut a la fois médecin, astrologue, j Sere tee Eriarrae 

ingénieur et mathématicien. Il inventa notamment ' 

un systeme pour transmettre la rotation d’un axe a 

un autre, qu’on appelle encore aujourd'hui un cardan. 

Il publia, en 1545, Ars Magna sive de regulis algebraicis 

Cs Oca ps (Grand art selon les régles algébriques), ot il étudiait 4 
rele Coles cans Amz x ei 

notamment les équations du troisieme degré. Cette publication suscita | Poe tee i 
A 

ss 
ed 

A Pass. 

une violente controverse avec Nicolo Tartaglia, qui revendiquait pry 

| la paternité de la méthode. - n 

Pour trouver la solution de certaines équations du troisieme degré, Page de titre d’un | 

- Cardan utilisait la racine carrée d'un nombre négatif. Mais des ouvrages de médecine | 

il ne donna pas de statut a ces « nombres impossibles ». de Cardan (1578). 
C’est Rafaelle Bombelli qui le fit en introduisant des nombres 

« imaginaires » dans son Algebre publiée en 1572. 

serge.mehlfree.fr/chrono/Cardan.html 

www.math93.com/Tartaglia-Cardan.html 
Niewnnoneranannininnnnanananueanemenceencrnnnermnenee sna satanannns itis apcrintalta = ee 
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Travaux dirigés 

& 
UtiliserGeoGebra * 

@) eH Ensemble de points 

TICE 

aw Utiliser un logiciel de géométrie dynamique. 

m Utiliser un curseur. 

m Tester des conjectures. 

Mathématiques 

@ Utiliser la notation exponentielle. 

m Prouver l’alignement de trois points. 

w Démontrer une conjecture. 

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O ; U, Vv). 

A est le point d’affixe 1 et B est le point d’affixe i; 8 est un réel de l’intervalle [0 ; 271[ et Mle point d’affixe 
Zs 28. 

EN Etude de l’ensemble des points tels que z = 

1. a) Avec GeoGebra, placez les points A et B. 

b) Placez le point M. Pour cela: 

e créez un curseur pour 8 entre 0 et 271 ; 

e saisissez z=en(ix8) ou Z=exp(ixO), puis validez ; 

e saisissez M = z, puis validez. 

Décochez l’affichage de |’étiquette de z pour qu’elle 

ne se superpose pas a celle de M. 

2. Activez la trace du point M, puis conjecturez la 

nature de l'ensemble & décrit par le point M lorsque 

8 décrit l’intervalle [0 ; 27|. 

3. Démontrez cette conjecture. 

[] D’autres études d’ensembles 

1. P est le point d’affixe 1+ z, ot z est l’affixe du point M. 

a) Placez le point P et affichez sa trace lorsque @ décrit lintervalle [0 ; 27[. 

b) Que peut-on conjecturer sur l'ensemble 6’ décrit par le point P lorsque @ 

décrit l'intervalle [0 ; 27[ ? 

c) Démontrez cette conjecture. 

2. M’ est le point d’affixe z’ = re” 

e”, 9€[0;27| 

GeoGebra « reconnait » le nombre complexe i. 
On peut donc saisir les affixes de A et B. 

TAR POB NSE 
Bi é _ SS) [oxaptinwe 
= Objets libres 

—~ SD A=1°0 e=44 

2 B=0+i i 2 < 
20=41 t 

= Objets dépendants } Rat 
9 M=-057-082i | 5 
9 2=-0.57 - 0.821 

Saisissez P = (1+ 2). 

,ourest un nombre réel strictement positif. 

a) Apres avoir créé un deuxiéme curseur pour r > 0, placez M’. 

Affichez simultanément les traces de M et M’ lorsque 0 décrit l'intervalle [0 ; 271. 

Recommencez en faisant cette fois varier r. 

b) Quobservez-vous ? Expliquez vos observations. 

3. Sest le point d’affixe 1+ z+ z7, ot zest I'affixe de M. 

a) Placez le point S et affichez sa trace lorsque © décrit l'intervalle [0 ; 27. 

b) Conjecturez la position relative des points O, M et S. (O est l'origine du repére.) 
Z . 2 

c) Démontrez que pour tout réel 8 de l'intervalle [0 ; 27|, le nombre complexe WEE est réel. 
Z 

d) Démontrez la conjecture émise dans la question 3. bb). 

Chapitre 8 » Nombres complexes 



‘ een 

EE) Utiliser l’affixe d’un vecteur 

Approfondissement ({) 

On place dans un repére orthonormé direct (O ; U, V). 

On rappelle que si AB est un vecteur, alors : 

e AB =|Z, — Z,| (théoreme 7) ; 

esi AB #0, alors (U, A B) = arg(z, — Z,) (théoréme 8). 

EY Quelques résultats 

1. Angle de deux vecteurs 

A, B, C, D sont quatre points d’affixes respectives Z,, Zp, Zc, Zp telles 

we B iil 
que Zn ~ Zep et 20 #Zp- 

we vex ae A S 
a) Prouvez que (AB, CD) = (U, CD) - (U, AB). ~S 

b) Déduisez-en que (AB, CD) = arg (Zp) — Z-) — arg (Z, — Z,) : =} 
inl =D D 

; ; Te Loe SS — 
c) Déduisez-en une condition nécessaire et suffisante sur l’argqument 

= 

HERCHE ~ 

2D ee 
du nombre complexe Fay, Pour que: 

a 
=25, 3 ¢. _ Condition 

ele vecteur AB soit colinéaire au vecteur CD (ou que les droites (AB) nécessaire 

et (CD) soient paralléles) ; et suffisante 
; See > p. 464 W 

eles droites (AB) et (CD) soient perpendiculaires. ES 
2. Cas particulier 

A, B, M sont trois points d’affixes respectives a, b,ztelles que z#a et z#b. 

~ esl 
he ie a a ee ae ee Oe. 

— P41 

‘LL 
7 

3. Caractérisation de certains triangles © A Pe * 
= 

A,B, Csont trois points distincts deux a deux, d’affixes respectives Z,, Zp, Zc Vi => “ 
: be] 

Démontrez les équivalences suivantes. = ™ 
Zia wL eee 

a) « ABC est rectangle en A » équivaut a « east imaginaire pur ». UW Ae 
BA ae 

pee PMs. : poem .. tera < 
b) « ABC est un triangle équilatéral direct » équivaut a « Oman). 7 

B 2A B Cc —. 7 

s 2 

oa. 

EJ Applications aa 
rd : 

1. On désigne par A, B, | les points d’affixes respectives Z, = 3+ 2/,Z,=—3 etz, 

Z 
a) Ecrivez sous forme algébrique Z = anes 

Ker 

b) Déduisez-en que le triangle IAB est rectangle isocéle. 

2. On désigne par A, B, C les points d’affixes respectives Z, = — 2/, Z, =— V3 +i, Zco= Na+ is 
Fhe — 

a) Ecrivez sous forme algébrique — 
Ee TEM 

b) Déduisez-en la nature du triangle ABC. 
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WwW 
eS) 
w) 
a 
WwW 
at 
WwW 

4 ‘3 
a E 

be gee as es 
e* =" 
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ae 
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T 
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/ 

| 

Plus N est 

grand, 

plus on se 

rapproche 

du signal 

exact u(f). 

Chapitre 8 

EX) Analyse fréquentielle des signaux 

e Un signal périodique de période T est tel que : 

pour tout réel t, u(t + T) =u(t). 

e La fréquence du signal est @ = ule exprimée en hertz. T 

e La valeur moyenne d'un signal est donnée par la formule : : 
Umoy= rf, utode. 

ele mathématicien francais Joseph Fourier (1768-1830) a montré 

qu’un signal périodique quelconque, sous certaines conditions, peut 

se construire mathématiquement comme somme de sa _ valeur 

moyenne et d’une somme finie ou infinie de fonctions sinusoidales 

de périodes multiples deT : 

n=1 

EY Calcul des coefficients a, et 6, 

1. Démontrez que pour tout réel x, 
ix -ix 

COs (0 ee ot sin(x) = 

N 
Uy(t) =a) + >, 4,, cos (nt) + b, sin(@nt), ot a, = U hoy: 

eX 7 eX 

2 2i i 

2. @ désigne un nombre réel et n un entier naturel tel que n=1. 

- Des Mathematiques 

Exemples de signaux 

27t-périodiques 

a Signal rectangulaire 

Re sk eg oe 
2 2 

HAs 31 0 sit<r< 
2 2 

(2) Signal en dents de scie 

UD St sie] O27 

a) Exprimez cos (ant) et sin(@nt) en fonction de e'®" et e 2”. 

b) Déduisez-en que a, cos (nt) + b, sin (@nt) = sia font 5 Sn gt 

3. On pose Cy = 4) =Unoy et pour tout entier n>1, ¢, = mab cies = an = 

Démontrez que u,(t) = x Cee 
n=N 

EJ Signal rectangulaire exemple (1 ) 
Pour tout entier naturel n =>1,on donne: 

a) Justifiez que a) =— > et que, pour tout entier 
naturel n 21, b, =0. 

b) Démontrez que, si n est pair, alors a, =0, et 

que, sin est impair, n= 2p +1 (p Ny) alors : 

jae ee SE 
Te Roa 

c) Déduisez-en que: 

{| 2 7) 2 
u.(t) = — + —cos(t) - — — s(t) SP lars s(t) an cos (3t) + En cos(5t). 

d) A l'aide de GeoGebra, tracez l’allure de Wea, 
Que constatez-vous ? 

SEN ea BEES J) 
. 6) 6) JN. ABC. 

[q Signal en « dents de scie » exemple (2) 

Pour tout entier naturel n=1,0n donne: 

{hee 
c= ae r 

a) Justifiez que a,=T et que, pour tout entier 

naturel n>1,a,=0. 

b) Démontrez que, pour tout entier naturel n>1, 

2 
bo =-—=. 

n n 
c) Déduisez-en que: 

ug(0=M-2| sin) +f sin (204-4 sin 30)+-L sin 40)}, 

d) A l'aide de GeoGebra, tracez I’allure de u,. 
Que constatez-vous ? 

SELES EREEE 

Nombres complexes 



Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé 

direct (O; U, Vv). 

ETP on pose z, =24 4/ et z, = 3-2. 
Donnez la forme algébrique des nombres : 

@Z,+Z, ez,-Z, e 32, 

41 | Determinez la forme algébrique de chacun des 

nombres suivants. 

a) (2/7; (—iV3)" 
b) 2/(3+5/) et 

(14-4)2: 

2(3—/)+ 4(i4+ 2). 

| 42 | Quelle est la partie réelle de (2 + 3/)(5 + 4i) ? 

43 | Quel est le conjugué de i— V2 ? 

44 | Donnez le module des nombres suivants. 

a) ti. bb) 2i. a2 d) 2+ 3i. 

45 | Donnez un argument de chacun des nombres sui- 

vants. 

a)-3. bi. ) (-iv2). c) —/. 

46 | Sachant que = est un argument de z, donnez un 

argument de chacun des nombres suivants. 

BP we bhoz. 1 c)'z. dt. 

29) Donnez la forme algébrique de chacun des 

nombres suivants. 
a5 my 5 

By Jes byisee koc)e 4. 

EFF Résolvez dans C Véquation z? = — 4. 

. 1 ae 
49 | Donnez la notation exponentielle de — 2e >. 

L’ENSEMBLE DES NOMBRES | 
COMPLEXES 

Pour les exercices 50 a 54 

Donnez la forme algébrique des nombres complexes 

proposés. 

2, - (Epo Cie oi orev (GREP 

Z, = (2+ iV3)(2-iV3). 

ED .,- (14 /)(4-3/) (1-1); z,=(3 +1)? (3-2i). 

Entrainement 

ate). Sie POS eNSTED 
BY) 2, = + i ai ns 

2+/ 

55 | Pour tout nombre complexe z, on pose f(z) = z* - z 

avec z=x + yi,xety réels. 

Démontrez que f(z) a pour partie réelle x? — y* — x et 

pour partie imaginaire y(2x —1). 

(56) Résolvez dans C les équations suivantes d’incon- 

nue z. (Donnez les solutions sous forme algébrique.) 

a) iz=3+/. 

b) (2—/)z —2i=iz+2-3i. 

c) (2iz + /)(4z —8 — 4/)=0. 

Za i 
ara) Af 

Résolvez dans C les systemes suivants. 

) 3Z +2 =2—5) b) 3Z+Z' =5+2) 

a rnae 777 Seiggie 

CONJUGUE D’UN COMPLEXE 

G3 Donnez une forme algébrique du conjugué z du 

complexe z dans chacun des cas suivants. 

eez= a) z=2+4+5)/. 

d)iz 62) ae 

me seer | 
On note z et Z,= =< 59 tia pe 

1. Pourquoi peut-on affirmer sans calcul que z, + Z, est 

réel et Z, — Z, imaginaire pur ? 

2. Retrouvez ces résultats par le calcul. 

60 | Ecrivez en fonction de z le conjugué du nombre 

complexe Z dans chacun des cas suivants. 

a) Z=-—2/ + 3z. b) Z=3+i-2iz. 

; : 2i+1-iz 
== [\O7=A2c3)), Cl aaa c) Qe iZez i) ) Soe 

61 | Résolvez dans C les équations d’inconnue z. 

4=0. b) (iz — 2+ i)(2iz +i-2)=0. 

c) 2z+iz=4. d) 2iz-—z=4i. 

a) 4z + 2/- 

Résolvez dans C les équations d’inconnue z. 

pees ily by ee 
Zao Z+il fh =I] 
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EQUATION DU SECOND DEGRE 
A COEFFICIENTS REELS 

63 | Résolvez dans C chacune des équations suivantés 

d'inconnue z. 

a) 277 -6z+5=0. 

ec) 77 +2+1=0. 

b) z*-5z+9=0. 

d) z* = 227.43=0. 

e) 2 =z+1. f) z7+3=0. 

g) 22-(14+. V3)z+ V3 =0. hh) z?+2V2z7+4=0. 

i) (z7+2)(2?-4z+4)=0. j) 

k) 22 — 2(14 ¥2)z+2(V2 +.2)=0. 

9 est un réel de l’intervalle [0 ; 27. 

1. Résolvez dans C l’équation z* — 2(sin(@))z +1=0. 

2. Donnez les solutions sous forme exponentielle. 

65 | 8 est un réel de l’intervalle [0 ; 271. 

Résolvez dans C les équations suivantes. 

a) z* —2(1+2cos@)z+5+4cos0=0. 

b) z* —2(1+ cos6)z + 2(1+ cos 6) =0. 

AFFIXE D’UN POINT, 
AFFIXE D’UN VECTEUR 

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé 

(O; u,v). 

66 | 1. Par lecture graphique, déterminez les affixes des 

points A, B, C et D puis celles des vecteurs AB et CD. 

Olu 
@ e 

—B D 

2. Que peut-on dire des droites (AB) et (CD) ? Justifiez. 

1. Placez les points A, B et C d’affixes respectives 

Nae, (= — 1] Qe eye 

2. Déterminez l’affixe du point D tel que le quadrilatére 

ABCD soit un parallélogramme. 

68 | 1. Calculez (1+ 1)?, (14 i)* et (140°. 

2. M,, est le point d’affixe (1+ 1)”, n& N. Pour quelles 

valeurs de n, le point M, appartient-il a l'axe des abs- 

cisses ? 

69 | Dans chacun des cas suivants, représentez l’en- 

semble des points M dont l’affixe z vérifie l’égalité propo- 

See; 

a) Re(z)=—2. b) Im(z) =3. 

FORME TRIGONOMETRIQUE 
ET NOTATION EXPONENTIELLE 

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé 

direct (O; u, Vv). 

yA) 1. Calculez le mo- 

dule des affixes respec- 

tives a, b et c des points A, 

B et C représentés ci- 

contre. 

2. Déduisez-en que les 

points A, B et C appartien- 

nent a un méme cercle de 

centre O. 

Calculez le module de chacun des nombres com- 

plexes suivants. 

oz, =-3+4i ez,=V6—-iV2 2z,=(V6 -iV2) 

; V6 —iV2 
ez, =(-3+ 41) (V6 —iV2) $25 Sane 

Donnez l’affxe de chaque 

sommet du carré représenté ci- 

contre, puis un argument de cha- 

cune de ces affixes. 

A 

iE D 

1. Représentez les points A, B, C, D, E, F, G et H d’af- 

fixes respectives 1+/, —1—i, 5, —3, 2/, 3-—3i, —5i et 

4+4i. ; 

2. Donnez, sans calcul, par des considérations géomé- 

triques un argument de chacun de ces nombres. 

U’hexagone régulier 
ABCDEF est de centre O. 

Donnez l'affixe de chacun 

des sommets de |’hexa- 

gone, puis un argument 

de chacune de ces affixes. 

Dans chacun des cas suivants, repésentez l’en- 

semble des points M dont l’affixe z vérifie légalité don- 

née. 

a) arg(z) = = (mod 27). b) arg(z) =- = (mod 271). 

c) arg (iz) = on (mod 7). d) arg toed = = (mod 71). 

Déterminez, dans chaque cas, un argument dans 

-|- 1; 1] dez. 

a) z =(2—-2/)(1+i). 

c) z=-3i(1+ i). 

b) z=2i(V2 +iv6). 

d) z=(V3 +3). 



Déterminez, dans chaque cas, une forme trigono- 

métrique de z. 

a) z=3+3iV3. b) z=2-2iV3. 

c)z=-V2+iVv2. d) z=2-2i. 

os a 1) 2 — 5. 
jes = Pees o. 

g) z= =k : JE reare 

-; ae : 1+ iV3 
i) z=(1-iV3)(1+/). j)z= Tas 

Donnez une forme trigonométrique de chacun des 

nombres complexes suivants. 

a) 2,=cos (2) —isin(Z ) .b) z= —cos(Z) +isin(). 

-cx()-ion). 
a .=-eo(28)on(28) 7 

e) Z, =sin (4) +icos (+) ; 

Ecrivez sous forme trigonométrique chacun des 

nombre complexes suivants. 

on( eran) 
b) z, = (V2 -iV2)(- cos(2)+isin(4)). 

c) Z SARE ie 

¢c) Z,;= 

a) Zz, = 

BAG On donne les nombres complexes : 

_ v6 -iv2 aah 
/ 2 ee OZ deel. 

1. Donnez une forme trigonométrique de : 
Zs 

1 
Zuezee cet —. 

1 2 y 

Z ie 1 
2. Donnez une forme algérique de Me 

3. Déduisez-en que: : 

Bete sin()- v6 -V2 ye 
cae ie elt 12 

et 
cos (+ 4 

81 | On considére le nombre complexe : 

= (V3 +1) + (V3 -1)i. 

1. Ecrivez z* sous forme algébrique. 

2. Déterminez le module et un argument de z’. 

3. A l'aide des propriétés du module et des arguments, 

donnez le module et un argument de z. 

4. Déduisez-en la valeur exacte de: 

cos (7 <5) et sin ( a). 
2 12 

Implication 

Pour chacune des implications suivantes : 

a) Dites si elle est vraie. 

b) Formulez l’implication réciproque. 

c) Dites si cette implication réciproque est vraie. 

Toutes les réponses doivent étre justifiées. 
: s_l 

1. Si|z|=1,alors Z7=—. 
Z 

2. Si z=2z' ou z= = 2%, alors||iz| =z": 
eZ : ‘ 5 A fj 

3. Si = est réel, alors z est réel ou z est imaginaire pur. 
Z 

83; | Donnez une forme exponentielle de chacun des 

nombres complexes suivants. 
1 hae 

ez, =-2ie 3 ez, =(1—j)e © Yes 

Late = 2 & £8) 
ier eZ,=—> ©Z, a 

ha pee jee 
@Q 4 3 5 @ = 

1 . 1 21 
i— -i— i— 

EZ} on pose z, =e eo Oe 4 etz,=V2e is 

Trouvez une forme exponentielle de chacun des nombres 

suivants. 

Zz, 3 4 2) 
e— @ Z; © Z,2Z,Z; ®Z; e— 

2) 23 

EE on pose z, =-1-i et Z,= 1 PEAS 

Z ee 1 a . : 
1. Ecrivez FZ, sous forme algébrique, puis sous forme 

2 

exponentielle. 

© Z,Z, 

Z P, A 1 é 
2. Déduisez-en le module et un argument de F_1 Puis la 

Pi 

117 117 
valeur exacte de cos —— et sin 

(|2 2 

86] BA C Le plan complexe est rapporté 4 un repére 

orthonormé direct (O ; U, V) (unité graphique 4 cm). On 

note A, B, C, D les points d’affixes respectives : 
T Tt 

i Feiioe anes 
b=e3, c==>+—i, d=—e ©. 

2 2 2 

1. Ecrivez c sous forme exponentielle et d sous forme 

algébrique. 

G—ar 

2. a) Placez les points A, B, C, D dans le repere. 

b) Démontrez que le quadrilateére OACB est un losange. 

Dans chacun des cas suivants, écrivez z sous forme 

exponentielle et déduisez-en la forme algébrique de Z et 

cellede +. 
Z 

ze b) z= (14iV3)4 
1+i 

i i 
c) z=3ie3. d) z=-12e 4. 

A l'aide de la notation exponentielle, retrouvez les 

formules trigonométriques donnant : 

e cos(a+ b) et sin(a +b) ; 

e cos(a— b) et sin(a— b) ; 

e cos(2a) et sin(2a). 
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NOMBRES COMPLEXES ET GEOMETRIE 

Pour les exercices de cette rubrique, le plan est muni 

d’un repére orthonormé direct (O ; W, V). 

89 | 1. Placez les points A, B, C d’affixes respectives : 

1 : ery q 
ee rately Zp =1+ 2i, 2ESe a rOlk 

2. Les points A, B, C sont-ils alignés ? 

90 | Dans chacun des cas suivants, on a représenté un 

ensemble @ de points M du plan dont l’affixe a pour 

module ret pour argument @. 

Caractérisez a l’aide de r ou de 8, ou des deux, cet 

ensemble @. 

91 | 1. Placez les points A, B, C et D d’affixes respectives : 

Z,=1ol, Zg=3,9+1, Z-=1—1,5/ et Z5>=—-25 =]. 

2. Quelle est la nature du quadrilatére ABCD ? Justifiez. 

On donne dans le plan complexe les points A, B et C 

d’affixes respectives : 

ZN, Zg=1+i eG Ze => 13. 

1. Placez les points A, B et C. 

2. Quelle est la nature du triangle ABC ? Justifiez. 

93 | Soit I l'ensemble des points M du plan complexe 

dont l'affixe z vérifie : |z —(2-i)|=V2. 

1. On note A le point d’affixe 2 — i. 

a) Démontrez que: MET si, et seulement si, AM= V2. 

b) Déduisez-en l'ensemble I’. Représentez I. 

2. Déterminez d’une autre facgon l'ensemble I en utili- 

sant la forme algébrique de z= x + yi, ou x et y sont 

réels. 

Chapitre 8 » Nombres complexes 

94 | Sur la figure ci-contre, on a 

placé les points A, B, C d’affixes 

respectives —/, 2+/, —1+3/, et 

les droites médiatrices A et A’ 

des segments [AB] et [BC] res- 

pectivement. 

1. Prouvez que: 

M(z)EAS|z-(CA|=|z-2-i]. 

2. Caractérisez de maniére analogue l’‘appartenance d’un 

point M(z) ala médiatrice A’. 

3. Déterminez et représentez l’ensemble des points M(z) 

tels que: 

Z| 22 die 2 oie 

95 | A est l'ensemble des points du plan complexe d’af- 

fixe z telle que: 

(Z= 12h) =I Ze 

1. On note A et B les points d’affixes respectives 1+ 2/ et 

—2+i. 

a) Démontrez que: ME A si, et seulement si, MA = MB. 

b) Déduisez-en l'ensemble A . 

2. Déterminez d’une autre facon l'ensemble A en utili- 

sant la forme algébrique de z=x + yi, ou x et y sont 

réels. 

1. Dans chacun des cas suivants, déterminez l’en- 

semble des points M du plan complexe dont l’affixe z 

vérifie la condition donnée. 

a) |z—-3|=2. 

¢) |z-i|=|z+2|. 

b) [z+ 2i|=1. 

d) |z—(2+/)|=|z|. 

2. a) Justifiez que pour tout nombre complexe z, 

[z+ i|/=|z—i). 

b) Déduisez-en l'ensemble des points M du plan com- 

plexe tels que: |Z + i|=2. 

c) Méme question avec : |Z — 2/|=|z + 2]. 

Sur la figure ci-dessous, on a représenté les cercles 

de centres B et C d’affixes respectives Zp=2+i/ et 

Zo =—2+2i, et passant par l’origine O du repére. On 

note I’, et I’ les disques fermés correspondants. 



1. Prouvez que: 

M(z)<&T, si, et seulement si, z-2-i|<V5. 

2. Caractérisez de maniére analogue l’‘appartenance du 

point M(z) au disque I.. 

3. Caractérisez l'ensemble 6 des points M(z) tels que: 

|z-2-i|<V5 et|z+2-2i|<2v2. 

98 | Le bras du robot 

Le bras d’un robot est formé de 

trois tiges pouvant pivoter (dans 

un méme plan) autour des points 

A et B, le point A étant fixe. On se 

place dans un repére ortho- 

normé direct (O; U,V) . 

1. Calculez les affixes de A, Bet C. 

2. On suppose dans cette ques- 

tion que: 

(AB, OA) =6, eo; <1. 
a) Démontrez alors que C a pour affixe: 

Z- = (4sin(®) + 2.cos(®)) + i(4 — 2 sin(®) + 4cos(8)). 

b) Pour quelle valeur de 

@ le bras du robot 

atteint-i] le point d’af- 

fixe 3V2 +i(4+V2)? 

Bras articulé du robot 

Opportunity envoyé sur la 

planeéte Mars. A son extrémité, 

se trouvent des instruments 

de mesures. 

EXERCICES DE SYNTHESE 

199 Restitution organisée des connaissances 

Prérequis 

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé 

direct (0; U, v).Sizet z’ sont deux nombres complexes 

non nuls, alors arg (zz’) = arg z + arg z’ (mod 271). 

1. Démonstration 

zet z’ sont deux nombres complexes non nuls. 

Démontrez que: 

a) arg ee) =argz-—argz’ (mod 27) ; 

b) arg ea =—2argz (mod 27). 

2. Application 

z est un complexe non nul d‘image M. On associe a M le 

point M’ d’affixe = On note dla demi-droite d'origine O 
Zz 

Tl 
et de vecteur directeur W tel que (U, W) = ome 

a) Quel est l’ensemble des points M’ lorsque M décrit la 

demi-droite d privée de O? 

b) Quel est l'ensemble des points M lorsque M’ deécrit la 

demi-droite d privée de O? 

100 Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct 

(O ; u, V). Ona tracé dans ce repére la courbe  représen- 

tative de la fonction f : x — et la droite d d’équa- 

tion x =1. Au point M d’affixe z, on associe le point MW’ 

daffixe Z=z* —2(14 1)z. 

Démontrez que si M est un point de €, alors M’ est un 

point de l’axe des abscisses. 

@) BAC 
2 Se 

Zest un complexe non nul et z’ = re 

1. Quelle relation lie les modules de z et z’ ? Les argu- 

ments dezet z’ ? 

2. Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé 

direct (O; U, v), Mest le point d’affixe z, M’ le point d’af- 

fixe z’. &) est le disque de centre O et de rayon 2, privé de 

O. A est le point d’affxe a telle que |a|=2 et 

arg (a) = - (mod 271). 

a) Quel est l'ensemble des points M’ lorsque le point M 

décrit  ? 

b) Quel est l'ensemble des points M’ lorsque le point M 

décrit le segment [OA] privé de O? 

102 | Restitution organisée des connaissances 

Prérequis. z est un nombre complexe tel que z =a + bi 

ola et 6 sont deux réels. On note Z le conjugué de z tel 

que z=a- Di. 

1. Démonstration 

a) Démontrez que pour tous nombres complexes z et Z, 

ZX Zz’ =ZXxzZ’. 

b) Démontrez par récurrence que pour tout entier naturel 

nnon nul et tout nombre complexe z: 
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2. Application 1 

On considére |'équation (E) : z* =— 4, ozest un nombre 

complexe. 

a) Démontrez que si z est solution de (E), alors —z et Z 

sont aussi solutions de (E). 

b) On considére le nombre complexe Z) =1+/. 

e Ecrivez z, sous forme exponentielle. 

e Vérifiez que z, est solution de (E). 

c) Déduisez des questions précédentes trois autres solu- 

tions de l’équation (E). 

3. Application 2 

Cette partie utilise les résultats du TD 38, page 251. 

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé 

direct (O; U,V). 

A,B, C, D ont pour affixes respectives : 

Zale Zee ll Zea zp adsl 

a) Placez A, B, C, D dans le repere. 

b) Soit Ele point d’affixe —1+ V3. 

Démontrez que le triangle BCE est équilatéral et que 

(CE, CB) = = (mod 2m). 

c) F est le point d’affixe —i(1+ V3). 

Zy— 25 
Démontrez que est un réel. 

Z AN Se 
Déduisez-en que les points A, E, F sont alignés. 

AVEC LES TICE 

103 | Trouver un ensemble de points 

Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct 

(O;u,Vv). Les points A, B, C ont respectivement pour 

affixes 4; 4+ 4/; 4i. Les points M et N sont définis par 

AM = mAB et CN =—mCB, m étant un réel de I'inter- 

valle [0 ; 1]. 

Q est le milieu du segment [MN]. 

1. Conjecturer avec GeoGebra 

a) Créez un curseur pour le paramétre m avec OS m< 4 

(incrément 0,1). 

b) Créez les points A, B et C et les vecteurs U = AB et 

vad. 

c) Saisissez : 

M=A-+(m) vecteur (u) et N= C+ (=m) vecteur (v). 

e) Créez le point 2, milieu de | MN] et affichez sa trace. 

f) Faites varier m a l’aide du curseur. Quelle ligne semble | 

décrire le point Q ? 

2. Démontrez votre conjecture. 

Chapitre 8 » Nombres complexes 

104 | Le plan est rapporté a un repére orthonormeé direct 

(O; u,v). Le réel m décrit l'intervalle [0 ; 4]. P et Q ont 

respectivement pour affixes m et (4 — m)/. est le cercle 

de centre A, milieu de [PQ], et passant par P. La média- 

trice du segment [PQ] coupe “@ aux points C et B 

(avec (AP, AC) = 2) ; 

Ons‘intéresse au comportement des points C et B lorsque 

m décrit l’intervalle [0 ; 4]. 

A. Construisez la figure avec GeoGebra. 

Aide! 
* Créez un curseur de paramétre m avec O<m<4 (incrément : 0,1). 

« Saisissez P = m + 0/ et Q = 0 + (4 — m)/. Affichez la trace de 

Bet C. 

B. Conjecturer 

Faites variez m a l'aide du curseur. Quelles conjectures 

faites-vous concernant B et C? 

C. Démontrer 

1.a) Démontrez que (G, AC) — (d, AP) = 
Na 

b) Déduisez-en que arg (Z. — Z,) — arg (Zp — Zp) = : puis 

Zc 2a 
ue ———-=/. 

z Z prea 
c) Démontrez alors que le point C est fixe en calculant son 

affixe. 

2.a) Démontrez que B a pour affixe z, = (m — 2)(1—/). 
, Sit 

b) Démontrez que Z, = (2 — m)V2e 4 siO0<mS2, et 
1 wus 

zz=(m-2)V2e 4 si2am<4. 

c) Déduisez-en que B décrit un segment que l'on préci- 

sera. 

Prendre toutes ee 
105 | Le plan complexe est muni d’un repére ortho- 

normé direct (O ; U, Vv). 

M,N, P sont trois points d’affixes respectives z, ae: 

2,zEC. 

Quel est l'ensemble des points M tels que le triangle 

MNP est rectangle en P ? 

106 | Determinez, puis représentez dans le plan com- 

plexe, l’ensemble des points M dont l’affixe z vérifie z° 

est réel. 

Z, et z, sont deux nombres complexes de 

module 1, et d'arguments respectifs a et B. 

; (Z, +2Z,)° ee 
Démontrez que est un réel positif ou nul. 

2 
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<s Sur le Web @3 Travail en autonomie = 
rrigé 

—> Rédigez la solution de cet exercice sur le site 
en vous aidant du guide. WWW. Crear at hlycee.net/eleve-TermS 

Vrai ou faux 

Pour chacune des propositions suivantes, indiquez si elle est 

vraie ou fausse et donnez une démonstration de la réponse 

choisie. 

D Analyser l’énoncé 

Les cing affirmations sont 

indépendantes. 

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé 

direct (O; U, V). 

1.A est le point d’affixe 2—5/ et B est le point d’affixe KX D Analyser lanoncé ; 7 eae @ 

7—3i. : II s‘agit de traduire Gneituctions om : “ 

Proposition 1. Le triangle OAB est rectangle isocéle. Sees l'aide des complexes." ’ 

2. On note A l'ensemble des points M d’affixe z telle que: SE FTE 

|z=1|=|z + il. 

Proposition 2. A est une droite paralléle a l’axe des 

réels. 

3. zest un nombre complexe non nul. 

Proposition 3. Si - est un argument de z, alors : 

|i+z|=1+|z]. 

4. Soit z=3+iV3. D Analyser I’énoncé 
Proposition 4. Pour tout entier naturel n non nul, Zest <— Le calcul des premiers termes vous 

Imaginaire pur. permet de répondre. 

5. zest un nombre complexe non nul. 

Proposition 5. Si |z|=1, alors z* 2 est un nombre 

réel. F 

| Guide 
1. Une figure vous permet de choisir judicieusement les jak, ZOOM sur Ia rédaction Q 

longueurs et les angles a calculer. Vous pouvez ainsi Si vous optez pour le calcul 

opter pour le calcul de yeas et son interprétation. zy 
BOK de ——*— =7Z, justifiez clairement 

3G 

que |Z|= * et arg(Z) = (AB, OA). 

2. Notez A et B les points d’affixes jet — 2/, et traduisez le Z00M sur la rédaction Q 

N‘oubliez pas de traduire 

|z—i|=|z + 2i| en termes 

d’équivalence. Donnez la définition 

exacte de l’ensemble A. 

naire pur tel que Im(z) > 0, ou encore de la forme z = ib oS ial icici 

avec 6 > 0. Z00M sur la rédaction Q 

4. On peut écrire z sous forme exponentielle et exploiter Justifiez clairement que b > 0, 

la formule (re’®)” = r’e'”®. 

module de l’affixe d'un vecteur en termes de distance. Ss 

3. Za pour argument “ cest donc un nombre imagi- 

condition indispensable pour 

5. Dire que |z|=1 signifie que z = e® OER. conduire le raisonnement. 
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109 | BAG) Le plan complexe est muni d’un repere 

orthonormé direct (O ; U, Vv), d’unité graphique 2 cm. 

On réalisera une figure que lon complétera tout au long 

de l'exercice. 

On considére les points A d’affixe i, B d’affixe — 2/ et D 

d’affixe 1. 

On appelle E le point tel que le triangle ADE est équilate- 

ral direct. 

Soit f l'application qui a tout point M d’affixe z(z # /) 
2z—! 

iz+1 
associe le point M’ d’affixe z’ définie par: z’= 

1. Démontrez que le point E a pour affixe : 

ee ee 
2. Exprimez sous forme algébrique l’affixe du point D’ 

associé au point D par l’application f. 

a) Démontrez que pour tout nombre complexe z diffé- 

rent de i, (z’+ 2/)(z —i) =1. 

b) Déduisez-en que pour tout point M d’affixe z(z # /) : 

BM’ x AM=1 et (0; BM’) =—(U ; AM) +k x 27, 
Mike Zz. 

3.a) Démontrez que les points D et E appartiennent au 

cercle @ de centre A et de rayon V2. 

b) En utilisant les résultats de la question 2. b), placez le 

point E’ associé au point E par l’application f. Vous laisse- 

rez apparents les traits de construction. 

4. Quelle est la nature du triangle BD’E’ ? Justifiez. 

110 | BAG Dans le plan complexe muni d’un repere 

orthonormé direct (O; U, V), on associe a tout point M 

d'affixe znon nulle, le point M’ milieu du segment [ MM, | 

ou M, est le point d’affixe + 

Le point MW’ est appelé image de M. 

1.a) Démontrez que: 

OM x OM, = 1et (J ;OM,)=—(@; OM) (mod 27). 

b) Sur la figure ci-dessous, le point A appartient au cercle 

de centre O et de rayon 2. 

Construisez le point A’ image de A. (On laissera apparent 

les traits de construction.) 

Chapitre 8 » Nombres complexes 

2. a) Justifiez que pour tout nombre complexe z non nul, 

le point M’ a pour affixe : 

ese | 1 
Z= > (z af +) j 

b) B et C sont les points d’affixes respectives 2/ et —2/. 

Calculez les affixes des points B’ et C’, images respec- 

tives de Bet C. 

c) Placez B, C, B’, C’ surla figure précédente. 

3. Déterminez l’ensemble des points M tels que MW’ =M. 

4. Prise d’initiative 

Démontrez que si M appartient au cercle de centre O et de 

rayon 1, alors son image M’ appartient au segment [KL] 

ou K et L sont les points d’affixes respectives —1 et 1. 

111 | BAC) Le plan complexe est rapporté a un repére 

orthonormé direct (O ; U, Vv) (unité graphique 2 cm). 

On considére les points A, B et C d’affixes respectives : 

3 els 
+i 
2 ze 

Z,= 7Zp=Z, el Zo =——3. 

Partie A. 

1. Ecrivez z, et Z, sous forme exponentielle. 

2. Placez les points A, B, C. 

3. Démontrez que le triangle ABC est équilatéral. 

Partie B. Soit fl’application qui 4 tout point M d’affixe z 

associe le point M’ d’affixe: 

, 1 Gr=3} 
Z=—iz°. 

3 

On note O’, A’, B’, C’ les points associés par f aux points 

O, A, B, C respectivement. 

1.a) Déterminez la forme exponentielle des affixes des 

points A’, B’ et C’. 

b) Placez les points A’, B’ et C’. 

c) Démontrez |’alignement des points O, A, B’, ainsi que 

celui des points O, B, A’. 

2. Démontrez que si M appartient a la droite (AB), alors 

M’ appartient ala parabole d’équation y = — =e + =. 

GE) BAC) ocm 
Pour chaque question, plusieurs réponses peuvent étre 

exactes. Justifiez vos réponses. 

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé 

direct (O; U,V). 

1. est l'ensemble des points M diaffixe z vérifiant 

z=1-2i+e"®(@ ER). 

a) © est une droite passant par le point d’affixe 2 — 2/. 

b) € est le cercle de centre d’affixe —1+ 2i etde rayon 1. 

c) est le cercle de centre d’affixe 1— 2i etde rayon 1. 

d) € est le cercle de centre d’affixe 1— 2/ etde rayon V5. 



2. fest l'application qui a tout point M d’affixe z associe le 

point M’ d’affixe z’= — iz — 2i. 

a) Le point d’affixe —1-—2i est un antécédent du point 

d’affixe i par f. 

b) Si z=—1—i, alors les points M et M’ sont confondus. 

c) Si |z’|=1, alors M est un point du cercle de centre A 

d'affixe —2 et de rayon 1. 

d) Si arg(z)= is (mod 27) alors le point M’ décrit une 

demi-droite. 

3.On considére, dans l'ensemble des nombres com- 

plexes, l’@quation (E) : 

z+|zP=7+i. 

a) (E) admet deux solutions distinctes qui ont 1 pour par- 

tie imaginaire. 

b) (E) admet une solution qui a pour partie imaginaire 2. 
3in 

c) Si z, et z, sont les solutions de (E), alors V2 e 4 est 
Zz 3 1 

la forme exponentielle du nombre complexe — avec 
2) 

Re(z,) > 0. 

GE) BAc 
Le plan complexe est rapporté a un repeére orthonormé 

direct (O; u, V). On considére l’application f du plan dans 

lui-méme qui, a tout point M d’affixe z, associe le point 

IW d’affixe z’= z? — 4z. 

1. On note A et B les points d’affixes respectives z, =1—i 

@bZ,—3--1; 

a) Calculez les affixes des points A’ et B’, images respec- 

tives des points A et B par f. 

b) On suppose que deux points ont la méme image par f. 

Démontrez qu’ils sont confondus ou que I’un est I’image 

de |’autre par une symétrie centrale que l’on précisera. 

2. | est le point d’affixe —3. 

a) Démontrez que le quadrilateére OMIM’ est un parallé- 

logramme si, et seulement si, z7 — 3z + 3=0. 

b) Résoudre dans € l’équation z? — 3z +3=0. 

3. a) Exprimez z’+ 4 en fonction de z — 2. Déduisez-en 

une relation entre |z’+ 4| et |z — 2|, puis entre arg (z’ + 4) 

et arg(z — 2). 

b) Les points J et K ont pour affixes respectives z, = 2 et 

Z.=-4. 

Démontrez que tous les points M du cercle @ de centre J 

et de rayon 2 ont leurs images M’ sur un méme cercle 

que l'on déterminera. 

c) Eest le point d’affixe z, = — 4 — 3/. 

Donnez la forme trigonométrique de z, +4 et, a l’aide 

du 3. a), démontrez qu'il existe deux points dont l'image 

par fest E. 

Précisez sous forme algébrique l’affixe de ces deux points. 
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114 BAG vrai ou faux 

Pour chaque proposition, indiquez si elle est vraie ou fausse. 

Justifiez votre réponse. 

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé 

direct (0; U,V). f est l'application qui a tout nombre 

complexe z non nul associe le nombre complexe 

z'=fla)= (2). 
[z| 

On note M le point d’affixe z= x + yi(z # 0) et M’ le 

point d’affixe z’= x’+ yi’. 

x? — y? 2xy 
2 pret ile arp 

a) x’= : 
x+y ye 

b) « z’E KR » équivaut a « M appartient a l‘axe des ordon- 

nées ». 

c) f[(1+1)°] est un réel. 

d) || existe un seul point M tel que M et M’ soient confon- 

dus. 

Pour chaque question, une seule des trois propositions est 

exacte. Justifiez chaque fois votre réponse. 

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé 

direct d’origine O. 

1. Une solution de l’6quation 2z + z=9 +/ est: 

a) 3 b) i c) 3+i 

2. zest un nombre complexe, 

b) |z—1]| 

z+i| est égala: 

a) |z|+1 c) |iz+1| 

3. z est un nombre complexe d’argument @ ; un argu- 

ment de _ A+ iN3 est: 

4. nest un entier naturel. Le nombre complexe (V3 + i)” 

est un imaginaire pur si, et seulement si: 

a) n=4 b) n=6kK+3,kKEZ ee) n=6k,kEZ 

5. A et B sont deux points d’affixes respectives / et —1. 

Llensemble des points M d’affixe ztelle que |z — ij=|z + 1| 

est: 

a) la droite (AB) b) le cercle de diamétre | AB] 

c) La droite perpendiculaire a | AB] passant par O 

6. Q est le point d’afhxe 1—/. Lensemble des points M 

d’affixe z=x+yi vérifiant |z—1+i|=|3—4/| a pour 

équation : 

a) y=-x+4+1 b) -1)?+y2=V5 

c) z=1-i+5e",6ER 
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Pour aller plus loin 

116 | Suite et nombres complexes (I) 

1. a) (r,) est la suite géométrique réelle de premier 

terme r, strictement positif et de raison = ; 

Exprimez r,, en fonction de r, et den. 

b) (6,) est la suite arithmétique réelle de premier terme 

0, appartenant a [0 ; al et de raison = i 

Exprimez 9, en fonction de ©, etn. 

c) On pose z, =r,(cos®, + isin®,), NEN. 

Sachant que Z,, Z, et Z, sont tels que Z)2,Z, = 8, déter- 

minez le module et un argument de z, et de z,. 

2. Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé 

direct (O ; U, V) (unité graphique 4 cm), on appelle M, le 

point d’affixe z,,. 

a) Placez les points M,, M,, M, et M,. 

b) Pour tout n de N, calculez M,,M,,,, en fonction de n. 

c) On pose pour tout entier naturel n, |, = DM, Mea: 

Exprimez |, en fonction den et déterminez a limite del 

quand n tend vers +co. 

Suite et nombres complexes (II) 

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé 

direct (O ; U, V) (unité graphique 1 cm). 

On consideére les nombres complexes : 

V3 41 ( (3- 
Qe + j 

4 4 
Pour tout entier naturel n non nul, on désigne par A, le 

point d’affixe z, définie par z, =a"Zp. 

H et 2,=6 + 6i. 

Partie A 

1. Déterminez la forme algébrique de z, et de aoe 

2. Déterminez une forme exponentielle de z, et démon- 

a] trez que a* = $e 

3. a) Exprimez z,, puis z, en fonction de z, et de a’. 

b) Placez les points Ay, A,, A; et A,, images respectives 

des nombres complexes Z,, Z,, Z3 et Z,. 

Partie B 

Pour tout entier naturel n, on pose |z,,|=r,,. 

1. a) Démontrez que pour tout entier naturel n, 

V2 n+) 

ania (3) 
b) Déduisez-en que la suite (r,) est une suite géomé- 

trique dont vous préciserez le premier terme et la raison. 

2. Déterminez la limite de la suite (r,,) et interprétez géo- 

métriquement le résultat obtenu. 

3. Déterminez le plus petit entier naturel p tel que 

OA, <10°% et donnez alors une mesure en radian de 

'angle orienté (u ; OA,). 
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118 | Suite et nombres complexes (III) 

On considére les nombres complexes z,, définis, pour 

tout entier naturel n, par: 
if 3 NS 

Zo eG ee ree Ta 

On note A,, le point d’affixe z,,. 

1. a) Calculez sous forme algébrique les nombres Z,, Z>, 

Lait Egnereuz ee 

b) Dans un repére orthonormé direct (unité graphique 

8 cm), placez les points Ay, A,, Az, A3, Aq, As et Ag- 

2. Pour tout entier naturel n, on pose d,, =|Z,,, — Z,|- 

a) Vérifiez que pour tout entiern 21, 

3 SIU 3 ’ 
ZZ = ae to (Geezer 

b) Déduisez-en une relation entre d, et d,_, pour tout 

n=1, puis une expression de d,, en fonction den et d,. 

c) Fournissez une interprétation géométrique des 

nombres d,. 
nl 

d) On pose L, = >) A,A,,,; L, est la longueur de la 
k=0 

ligne polygonale de sommets successifs Aj, A,,.. A,,- 

Déterminez L, en fonction de n, puis la limite de L, 

quand n tend vers +co. 

3. Pour tout entier naturel n, on désigne par a, l'argu- 

ment de z, dans l'intervalle |— 7 ; 70]. 

a) Etablissez une relation entre a, et a, , pour tout 

entier n 2 1. Déduisez-en l’expression de a, en fonction 

de n. 

b) Pour quelles valeurs de n, les points O, A, et A,, sont- 

ils alignés ? 

ULC mathématique 

Les ensembles de Julia 

Ces ensembles constituent une trés belle collection 

d'images. Ils sont liés aux suites de nombres complexes 

définies par la relation de récurrence z,,, = z C2 euG 

étant deux nombres complexes donnés). 

ensemble de Julia correspondant est la frontiére de 

l'ensemble des nombres z, pour lesquelles la suite est 

bornée, cest-a-dire telle que : il existe un réel M tel que pour 

tout naturel n, |Z,|<M. 

(La frontiére d’un ensemble est constituée des points qui, 

de facon intuitive, sont « situés au bord » de cet ensemble.) 

: om | 



119) Résolution d’une équation 

On pose P(z) = z* — 6z? + 23z? — 34z + 26. 

1. & est un nombre complexe quelconque. 

a) Démontrez que P(a) = P(Q). 

b) Déduisez-en que si P(a) = 0, alors P(a@) =0. 

2. a) Calculez P(1+ j). 

b) Indiquez deux solutions complexes de l’équation 

P(z) = 0. 

3. On pose Q(z) =[z — (1+ /)][z —(1—/)]. 

a) Vérifiez que P(z) est le produit du polyndédme Q(z) et 

d'un polynome Q,(z) du second degré que l'on détermi- 

nera. 

b) Résolvez dans C |'equation P(z) =0. 

@) Dans le plan complexe, M est un point d’affixe 

zZ=x+ yi, x ety réels. Lorsque z #1, on associe au point 

w= 2 

=| 
Mle point M’ d’affixe Z telle que: Z = 

1. Exprimez Z + Z en fonction de zet Z. 

2. Démontrez que le point M’ appartient a l’axe des 

ordonnées si, et seulement si, le point M appartient a un 

cercle privé d’un point. 

121 Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé 

(O; U,V). 

A tout nombre complexe z = x + yi, Z#—1, On associe 

2IZ =1 
le nombre complexe Z = 

jb ai | 

1. Exprimez Z en fonction de Z. 

2. a) Justifiez que |Z|=1 équivaut 4 ZZ =1. 

b) Démontrez que l'ensemble €, des points M d’affixe z 

tels que |Z|=1 est un cercle que l'on construira dans le 

repére (0; U,V). 

3. a) Justifiez que «Z est imaginaire pur» équivaut a 

«Z+Z=0». 

b) Déduisez-en l'ensemble @, des points M d’affixe z tels 

que Z est imaginaire pur. 

PROLONGEMENTS DU TD 38 

122 | Fonction trigonométrique et nombres complexes 

Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé 

direct (O; U, Vv), on considére le point A d’affixe 2 et le 

cercle & de centre O passant par A. On note & le nombre 

complexe 1+ iV3 et & le conjugué de a. 

1. a) Démontrez que a” — 4a = 20-8. 

b) Démontrez que les points B et C d’affixes respectives 

o. et & appartiennent au cercle €. 

2. D est le point de  d’affixe 2e” ot @ est un réel de 

|- 1; 1]. On note E le point de © tel que (OD, OE) = a ; 

Justifiez que E a pour affixe z, = ae”, 

3. On note F et G les milieux respectifs des segments 

[BD] et [CE]. 

a) Justifiez que F a pour affixe z, = e” et queGa 

(Ones 
pour affixe z, = ee : 

b) En utilisant la question 1. a), démontrez que : 

7672 a 
7 eee 

c) Déduisez-en que le triangle AFG est équilatéral. 

4. Dans cette question, toute trace de recherche ou diinitia- 

tive sera prise en compte. 

On se propose de démontrer qu’il existe une position du 

point D pour laquelle la longueur du cété [AF | du triangle 

AFG est minimale. 

a) Démontrez que: 

AF? = 4 — 3cos(0) + V3 sin(@). 

b) On considere la fonction f définie sur |— 1 ; 1] par: 

f(x) = 4 — 3cos(x) + V3 sin (x). 

Le tableau ci-dessous donne les variations de f sur 

lintervalle |— 7 ; 70]. 

Justifiez et complétez le tableau de variation. 

Xana a bal 5 1 
6 6 

c) Concluez. 

123 | Nombres complexes et géométrie 

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé 

direct (O; U,V). 

Partie A 

A, B, C sont des points d’affixes respectives a, b, c. Les 

points A, B, C sont distincts deux a deux. On rappelle que : 

(U ; AB) =arg(b— a). 

Démontrez que (AB, AC) = arg ( ; — S| (mod 271). 

Partie B 

A est le point d’affixe 1+/. A tout point M d’affixe z non 

nulle, on associe le point M’ d’affixe z’= aaa a . MW’ 

est appelé image de M. % 

1. a) Déterminez sous forme algébrique l’affixe du point 

B’, image du point B d’affixe i. 

b) Démontrez que z’ # 1. 

2. a) Déterminez l'ensemble @ des points M pour les- 

quels |z’|=1. 

b) Déterminez l’ensemble 4 des points M pour lesquels 

z’ est un réel différent de 1. 

Chapitre 8 » Nombres complexes 
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Pour imaginer et concevoir des édifices toujours plus 

audacieux, les ingénieurs architectes s‘appuient en 

permanence sur la géométrie euclidienne qui est un outil 

idéalement adapté a la vision et a la mesure de l’espace 

physique. 

Dans ses recherches déterminantes sur la structure 

de I’Univers (Mysterium Cosmographicum, 1596), l‘astronome 4 

allemand Johannes Kepler propose, dans une vision 

trés euclidienne, que les planétes sont séparées Ps En savoir pl 

par des polyédres réguliers. # Johannes Key 

—> Chercheurs d’hier p. 275 

264 Chapitre 9 » Droites et plans de l’espace 



Positions relatives 

de deux droites ou de deux plans 
e Dire que deux droites 

sont paralléles signifie q; pe 
qu’elles sont soit d, 
coplanaires sans point /9\ es ead 

commun, soit 

confondues. 

e Dire que deux droites 

sont sécantes signifie 

qu’elles sont situées 

dans un méme plan 

et ont un seul point 

commun. 

e Dire que deux plans sont paralléles 

signifie soit quiils n'ont aucun point commun, 

soit quiils sont confondus. 

e Deux plans non 

paralléles sont sécants 

et leur intersection | 

est une droite. 

e Si deux plans distincts 

ont en commun un point A, 

leur intersection est A 

une droite qui passe par A. 

> Position d’une droite 
et d’un plan 

e Dire qu'une droite d et un plan P sont 
paralléles signifie soit que d est contenue dans 

SP, soit que d et P n’ont aucun point commun. 

e Dire qu'une droite d et un plan P sont 

sécants signifie que leur intersection est réduite 

aun point A. 

> Regles de base 
e Par trois points non alignés A, B, C passe 

un seul plan, noté (ABC). 

e Si A et B sont deux points distincts d’un plan 

% alors tous les points de la droite (AB) 

appartiennent au plan 2. 

A AE ENE LAA AL CITT 

Compléments j) 
numeériques 9) 

Pour chacun des exercices suivants, dites si les propositions 

sont vraies ou fausses. Vous justifierez votre réponse. 

& Exercices-tests 

@ ABCDEFGH est un cube. 
| est le centre de la face 

EFGH et J le milieu de l’aréte 

[EA]. 

e Les droites (Al) et (CJ) sont 

sécantes. 

© ABCD est un tétraédre. 
M est le point du segment | AB] 

tel que 4AM = AB et Nest 

le milieu de l'aréte [AC]. 
Les droites (MN) et (BC) 

se coupent en |. 

e Les plans (BCD) et (MND) 

sont sécants selon la droite (DI). 

© ABCD est un tétraédre. 
E est un point de la face 

ACD et F un point de la face 

ABC tels que la droite (EF) et 

le plan (BCD) sont sécants. 

e La droite (EF) coupe le 

plan (BCD) en un point K 

aligné avec | et J. 

@ ABCD est un tétraédre. 
| est le point de l’aréte [AB] tel 
que 41B = AB et J est le milieu 

de I’aréte [BC]. 

a) Le plan (DIJ) coupe la face 

ADC en un point. 

b) Le plan (DI) coupe le plan 

(ADC) suivant une droite. 

Corrigés sur www.transmathlycee.net/eleve-TermS 
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ACTIVITES 

LA NAPPE DE LUMIERE 

La chambre d’une maisona la forme d’un parallélépipéde rectangle. /#*@=8 S2saiive sis sesies 

La porte UKL est rectangulaire. Une source de lumiére ponctuelle S wr eee . 
eo eA 

est placée au plafond sur la diagonale | FH]. | a Se 

Uobjectif de cette activité est de représenter, sur une vue en pers- | 

pective cavaliére, la tache de lumiére que laisse passer l’ouverture 

de la porte, a l’extérieur de la piéce sur le sol (ABCD). 

a Simulation a l’aide d’un logiciel de géométrie 

a) Avec Geospace, créez dans l’ordre : 

e le parallélépipéde rectangle (en général dans la base sous 

le nom : pavé) puis la porte UKL ; 

@ Hojselieo Maxccaileecinci\ [nl Le logiciel GeoGebra (version 5) inclut 
e le point M libre dans le polygone KL (auquel vous avez désormais la 3D. Les versions utilisant GeoGebra 

donné un nom); de tous les TP sont disponibles 
sur le site www.transmathlycee.net 

e le point N, intersection de la droite (SM) et du plan (ABC). 

e Pour avoir une idée de la tache de lumiere, activez la trace du point N: 

Afficher ® Sélection trace ; séiectionnez le point N et cliquez sur OK. 

Activez le mode Trace |"). 

e Saisissez alors le point M et déplacez-le en parcourant, dans un premier temps, le tour de la porte. 

Décrivez la trace du point N obtenue et conjecturez sa nature. 

e Vous est-il possible de « remplir » la partie du plan délimitée par la trace précédente ? Comment ? 

b) Déplacez la source de lumiére S sur le segment [FH] puis animez de nouveau le point M et activez la 

trace de N. Cette trace est-elle la méme que précédemment ? Est-elle de la méme nature ? 

> Analyse de la situation et conclusion 

a) Justifiez que: « M étant un point quelconque de la bordure de la porte, le rayon lumineux issu de S 

coupe le plan (ABC) en un point N. » 

On concoit que le point N décrit le contour de la tache de lumiére lorsque M décrit le tour de la porte UKL. 

b) M parcourt le segment | KL]. Pourquoi le point N appartient-il au plan (SKL) ? Justifiez votre réponse. 

Or N appartient aussi au plan (ABC). Quelle ligne décrit alors le point N lorsque M parcourt [KL] ? 

c) M parcourt le segment [lJ]. Inspirez-vous de ce qui précéde pour préciser quelle ligne décrit le 

point N lorsque M parcourt [IJ]. 

d) M parcourt le segment [JK]. Le point N appartient donc au plan (ABC) et au plan (SJK). La droite (IL) 
du plan (ABC) est parallele ala droite (JK) du plan (SJK). 

Que pouvez-vous alors dire de la droite commune aux deux plans ? (Pensez au théoréme « du toit », 

vu en seconde). Précisez quelle ligne décrit le point N lorsque M parcourt [JK]. 

e) M parcourt le segment [IL]. Que pouvez-vous alors dire des points M et N ? Concluez. 
f) Déduisez de ce qui précéde la nature du contour de la tache de lumiére. 

a Construction de la tache de lumiére 

Les rayons de lumiére [SK) et [SJ) coupent le plan (ABC) respectivement en P et Q. 

a) Construction du point P 

e Laparallele a (FB) passant par S coupe le plan (ABC) en S’. Justifiez que S’ est un point du segment [BD]. 

e Les droites(S’L) et (SK) sont-elles sécantes ? Justifiez. Quel est leur point commun ? 

b) Construisez de méme le point Q, puis terminez la construction de la tache de lumiére. 
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ACTIVITES 

ORTHOGONALITE DANS L’ESPACE 

i. Droites orthogonales 

Dans le cube ci-contre, d, et d, sont deux droites non coplanaires. 

Si lon trace par B les droites A, et A,, paralléles respectivement a d, 

et d,, ces droites sont perpendiculaires. Il en serait de méme si l’on 

tragait les paralléles a d, et d, passant par un point quelconque de 

l'espace. 

On dit que d, et d, sont deux droites orthogonales. 

e Citez d’autres couples de droites orthogonales sur la figure 

ci-contre. 

2 Deux droites suffisent... 

La droite d coupe le plan 9 en B. De plus, d est perpendi- 

culaire a deux droites d, et d, du plan P sécantes en B. 

On note A, | et J, les points situés respectivement sur d, d, et 

d, tels que AB=BI=BJ=1.On pose a= IBJ. 

Lobjectif de l’activité est de démontrer que la droite d est 

perpendiculaire a la droite d;, bissectrice de l’angle IBJ. 

H est I’intersection des droites (IJ) et d3. 

a) Quelle est la nature du triangle IAJ ? 

b) Pourquoi les triangles BHI et BHJ sont-ils rectangles ? 

c) Démontrez que BH? = 1- 1H? et AH? = 2-IH?. 

d) Déduisez-en que AH? - BH? = AB’, puis que d,et d sont deux droites perpendiculaires. 

On démontrerait de méme que la droite d est perpendiculaire a la droite d,, bissectrice de l’angle formé 

par d, et d,. 

Conclusion 

Si une droite est perpendiculaire en un point B a deux droites d’un plan P sécantes en B, on dit que la 

droite d est perpendiculaire au plan ?. 

On peut démontrer que la droite d est perpendiculaire a toutes les droites de P passant par B. 

Refaites cet exercice apréesle chapitre FRA Snm (ai Ct (-eg 

ABCDEFGH est un cube d’aréte 4 cm. 

| et J sont les centres respectifs des faces ABCD et ADHE. 

aire du triangle IGJ dépasse-t-elle 7 cm*? 
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® Parallélisme dans l’espace 

Si une droite d est paralléle a une droite A contenue dans 

(admis) — un plan @, alors d est paralléle au plan PP. 

d/ A 
dif 

A est contenue dans P } A 

Si deux plans , et 9, sont paralléles, alors tout plan IT 

(admis) — qui coupe YP, coupe YP, et les intersections sont deux 
droites paralléeles. 

Pees — | fhe Pad 
BGO ewer itor 7.2088 

Si une droite d est paralléle a deux plans P, et IP, sécants 
(admis) — suivant une droite A, alors d et A sont deux droites 

paralléles. 

dis: 
di =>di/\ 
CAMS aan! 

ua 4 | Si un plan P, contient deux droites sécantes paralléles a 

(admis) — unplan P,, alors P, est paralléle a P,. 

d, est contenue dans YP, 
d, est contenue dans 9, 
guid = {A} = PS. 

d, 1 P, etd, / P, 

Théoréme FY Théoréme du toit 

d, et d, sont deux droites paralléles, d, est contenue dans 
P, et d, dans %.. 

Si P, et P, sont sécants, alors leur droite commune A est 
paralléle a d, et d,. ; 

d, Wd, 
DenonRTranOR d, est contenue dans {P, A/ d, 

d, est contenue dans %P FZ WN cf 
-> Chapitre 10, > 5 

p. 292. Cs ee 
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2) Orthogonalité dans l’espace 

2.1) Droites orthogonales 
Définiti , 

Dans l'espace, dire que deux droites d, et d, sont 
orthogonales signifie qu’on peut trouver un point | tel 

que les paralléles a ces droites passant par | sont perpen- 

diculaires. 

On écrit. d, Jd... 

Si deux droites sont paralléles, alors toute droite orthogo- 

(admis) nale a l'une est orthogonale a l'autre. 

dia ds 
Maeda 

2.2] Droites perpendiculaires a un plan 

| est l’intersection d’une droite d et d'un plan P. 

Dire que d et P sont perpendiculaires signifie que d est 

perpendiculaire a deux droites d, et d, de P passant par I. 

© Remarque. On admet alors que d est perpendiculaire a 

toute droite A de P passant par I. 

Si une droite d est perpendiculaire a un plan PP, alors d est 

orthogonale a toute droite A contenue dans ?. 

Démonstration. D’aprés la remarque précédente, la 

droite A, du plan  paralléle 4 A passant par |, est 

perpendiculaire a d. Donc, d’aprés le théoréme 6, d est 

orthogonale a A. 

Pour qu'une droite det un plan  soient perpendiculaires, il 

suffit que d soit orthogonale a deux droites sécantes de 2. 
Démonstration 

> Chapitre 11, , 
page 33 © Conséquences 

1.Si deux droites sont perpendiculaires a un | 2. Sideux plans %, et 9%, sont perpendiculaires 

plan YP, alors elles sont paralléles. a une méme droite d, alors ils sont paralléles. 

dao Gta 
11 9{ 24 4, dL ®, SPW? 
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Compléments 
numériques 

Fowecnt 1 Déterminer I’intersection d’une droite et d’un plan 

Méthode du plan auxiliaire 

Application 

Pour déterminer I’intersection d’un plan Y et d’une droite d qui 

nest pas paralléle a P : 

-onchoisit un plan II qui contient d et qui coupe 9 ; 

—on détermine la droite A , intersection des plans II et P ; 

—le point commun a d et A est alors l’intersection de d et P. 

EXERCICE RESOLU G) 

ABCD est un tétraédre. | est le milieu de l’aréte [AD], G un point de la face ABC distinct des sommets 

et tel que la droite (IG) ne soit pas paralléle au plan (BCD). On note N lintersection de la droite (IG) et du 

plan (BCD). Construisez le point N en justifiant les différentes étapes de la construction. 

© Méthode © Solution 

On utilise la méthode du plan auxiliaire. 

e On choisit un plan contenant e Le plan (AIG) contient la 

la droite (IG) et qui coupe le droite (IG) et est sécant au 

plan (BCD) : c'est le plan (AIG). plan (BCD). 

e On cherche la droite e Le point D est commun aux 

intersection des plans (AIG) et deux plans. Il en est de méme 

(BCD) : c'est la droite (DJ). du point d’intersection J des 

droites (AG) et (BC). Donc (DJ) 

est l‘intersection de ces deux 

plans. 

e On détermine le point e Nest le point d'intersection 

commun a (IG) et (DJ). de (IG) et (DJ). 

© Mise en pratique Pour ces exercices, vous pouvez vous aider d’un logiciel de géométrie. 

A] SABCD est une pyramide de sommet S, M est es ABCD est un 

un point de [AS] et N un point de [CS] tels que | tétraédre, P est le milieu 

(MN) nest pas paralléle au plan (ABC). de [AD], Met N sont les 

Justifiez les étapes de la construction du point E | Points de [AB] et [AC] 
intersection de (MN) et de (ABC). Construisez ce | tels que 3AM=AB et 
point. 3CN=CA. 

Les droites (MN), (MP) 

et (NP) coupent le plan 

(BCD) respectivement en |, J, K. 

| 2 | Dans le tétraédre A 

ABCD, | et K sont des 

points des faces ABC et 

ACD tels que la droite (IK) 
Placez ces points. Pourquoi sont-ils alignés ? 

nest pas parallele au plan | 4 | ABCDEFGH est un cube, M est le milieu de 
(BCD). 2 5 'aréte [EA]. 
1.Construisez le point 1. Construisez le point K, intersection de la droite 
d'intersection de (IK) et (HM) et du plan (ABC). 
de (BCD). iC 

2.On trace par M la droite d paralléle a (HB). 
2. Construisez le point d'intersection de (BD) et de | Construisez le point |, intersection de la droite d et 
(AIK). du plan (ABC). 
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Fopiecrir 2) Déterminer |’intersection de deux plans 

Pour trouver l'intersection de deux plans sécants {P, et P,, 

il suffit de trouver deux points A et B distincts, communs aux 

plans ‘P, et YP, .Lintersection des plans 9, et P, est alors 
la droite (AB). 

EXERCICE RESOLU @ 

ABCD est un tétraédre. 

E, F, G sont des points des arétes [AB], [AC] et [AD] tels que les droites 

(EF), (FG) et (EG) ne sont pas paralléles au plan (BCD). 

1. Construisez la droite A, intersection des plans (EGF) et (BCD). 

2. Démontrez que les droites A, (BC) et (EF) sont concourantes. 

© Méthode © Solution 

1. On cherche deux points | et J 

communs aux deux plans. Pour 

cela, on cherche, par exemple, 

les intersections de (GE) et (GF) 

avec (BCD). 

1. La droite (GE), contenue 

dans le plan (ABD), n’est pas 

paralléle a (BD) ; elle coupe 

donc (BD) en un point, noté I. 

La droite (GF), contenue dans 

le plan (ACD), n’est pas 

parallele a (CD) ; elle coupe 

donc (CD) en un point, noté J. 

e | et J sont deux points 

communs des plans (EGF) et 

(BCD) : (J) est donc la droite A. 

e On conclut. 

2. On détermine l’intersection p—p 2. La droite (EF), contenue dans le plan (ABC), 

de deux des droites, ici (EF) et (BC). nest pas paralléle a (BC) ; elle coupe donc (BC) 

en un point, noté K. 

e On montre que ce point appartient m—p e K est un point commun aux plans (EFG) et 

a la troisieme droite, ici A. (BCD), donc K appartient a A. 

e On conclut. b—p> @ Le point K est commun aux droites A, 

(BC) et (EF), qui sont donc concourantes en K. 

© Mise en pratique Pour ces exercices, vous pouvez vous aider d'un logiciel de géométrie. 

| 5 | On pose un cube ABCDEFGH sur un plan . | 6 | ABCD est un A 

| et J sont les milieux respectifs de [EF] et [FG] et | tétraédre. 

K est le point de [BF] tel que 4BK = BF. M et P sont les M 

Construisez la droite A, intersection des plans | milieux  respectifs 

(UK) et P. des arétes [AB] et 
[CD], Nestle point B D 

de l’aréte [AC] tel 

que 4AN = 3AC. P 
C 

Tracez les intersections du plan (MNP) avec les 

faces du tétraédre. 
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Fopsecrie 3) Etudier l’orthogonalité de droites et de plans 

e Théoréme 7. Si une droite d est perpendiculaire a un plan YP, alors elle est orthogonale a toute 

droite de P. 

e Théoréme 8. Pour qu'une droite soit perpendiculaire a un plan &, il suffit qu'elle soit orthogonale 

a deux droites sécantes de YP. 

EXERCICE RESOLU @ 

OABC est un tétraédre trirectangle (les triangles AOB, AOC et BOC 

sont rectangles en O). 

| est le projeté orthogonal de O sur (BC) et H celui de O sur (Al). 

1. Démontrez que (Al) est une hauteur du triangle ABC. 

2. Démontrez que (OH) est perpendiculaire au plan (ABC). 

© Méthode 

1. Pour prouver que (BC) est perpendiculaire 

a (Al), il suffit de prouver que (BC) est 

perpendiculaire a un plan contenant (Al). 

On choisit le plan (AOI) et on montre que 

la droite (BC) est orthogonale a deux droites 

sécantes de ce plan. 

On applique plusieurs fois les théorémes 7 et 8. 

e On conclut. 

2. Pour prouver que (OH) est perpendiculaire 

au plan (ABC), il suffit de démontrer quéelle est 

orthogonale a deux droites sécantes de ce plan. 

© Mise en pratique 

ABCDEFGH est 
un cube. 

1.Démontrez que la 

droite (EG) est per- 

pendiculaire au plan 

(BDH). 

2.Déduisez-en que 

les droites (EG) et (HB) 

sont orthogonales. 
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© Solution 

b—p 1. La droite (OA) est perpendiculaire aux 

droites sécantes (OB) et (OC), donc elle est 

perpendiculaire au plan (BOC) (th. 8). 

Donc (BC) est orthogonale a (OA) (th. 7). 

De plus (BC) est perpendiculaire a (Ol) 

car | est le projeté orthogonal de O sur (BC). 

Ainsi, la droite (BC) est orthogonale a (OA) et 

a (Ol), qui sont deux droites sécantes du plan 

(AOl). Donc la droite (BC) est orthogonale au 

plan (AOl) (th. 8). 

(BC) est donc orthogonale a (Al) (th. 7). 

BP e Les droites (BC) et (Al) étant sécantes 

en |, (Al) est la hauteur issue de A dans 

le triangle ABC. 

m—> 2. (OH) est perpendiculaire a (Al) 

car H est le projeté orthogonal de O sur (Al). 

(OH) est orthogonale a (BC) car (BC) 

est perpendiculaire au plan (AOI) (th. 7). 

Donc (OH) est orthogonale aux droites 

sécantes (Al) et (BC) du plan (ABC) : (OH) 

est perpendiculaire au plan (ABC) (th. 8). 

GB ABcDEFGH est 
un cube. 

Démontrez que la 

droite (DG) est per- 

pendiculaire au plan 

(BEH). 



EB Questions sur le cours 

Compleétez les propositions suivantes. 

a) Si deux points A et B distincts appartiennent a 

un plan “P, alors la droite (AB) est... . 

b) Si deux plans sécants sont paralléles a une 

droite d, alors leur intersection est... . 

c) Pour qu'une droite d soit perpendiculaire a un 

plan °, il suffit que d soit orthogonale a ... de P. 

d) Siun plan, contient deux droites... paralléles 

aun plan P,, alors P, est... au plan P,. 

it | QCM Une seule réponse exacte 

Exercices 
interactifs 

@& Vrai ou faux 

Vrai ou faux ? Justifiez votre réponse. 

a) Trois points A, B, C définissent toujours un plan. 

b) Deux droites paralléles et distinctes définissent 

un plan. 

c) Si deux plans sont paralléles, toute droite de 

l'un est paralléle a au moins une droite de l’autre. 

d) Deux droites paralléles 4a une méme droite sont 

paralléles entre elles. 

e) Deux plans sont paralléles si une droite de I’un 

est paralléle a une droite de l’autre. 

Pour chaque affirmation, une seule réponse est exacte. Identifiez-la en justifiant votre réponse. 

1. ABCD est un tétraédre, tel A 

que AB=AC et DB # DC. 

| est le milieu de [BC] et H le 

projeté orthogonal de A sur le 

2. ABCDEFGH est un cube 

d’aréte 1. | est le centre de la 

face BCGF; J et K sont les 

milieux respectifs de [EF] et 

plan (BCD). Alors : p4scAy [AB]. Alors : 

a) l'intersection des plans (IBJ) 

et (ABC) est la droite (CK) 
os = 1 

b) le tétraedre FUB a pour volume =— 

a) les points H, I, D sont alignés 

b) les droites (BC) et (IH) sont perpendiculaires 

c) Hest l’orthocentre du triangle BCD c) le triangle UK est rectangle 

QCM Au moins une réponse exacte 

Pour chaque affirmation, plusieurs réponses peuvent étre exactes. Identifiez-les en justifiant vos réponses. 

1. ABCDEFGH est un cube 2. ABCDEFGH est un cube 

d’aréte 1. | est le centre de la d’aréte 1.1 et J sont les milieux 

face BCGF. Alors : E (| | respectifs de [DC] et [BC]. 

a) la droite (BG) est perpen- } _ Alors: 

diculaire au plan (EDF) pc a) le plan (EGJ) coupe le 

| b) les droites (EF) et (DI) sont segment [AB] en son milieu 
coplanaires A ®) la droite (IH) est parallele au 

c) le triangle DIB est rectangle en B plan (EGJ) 

c) le tétraedre EFJG a pour volume — 
6 

o> 
% Corrigés sur www.transmathlycee.net/eleve-TermS 
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Apprendre a chercher 

13. Section plane d’un cube 

ABCDEFGH est un cube 

d’aréte 4 cm. 

M est le point du segment 

[DE] tel que 3DM=DE. 

La droite (BF) coupe le plan 

(AMG) en I. 

e 

Représenter la section du F cube par le plan 

(AMG). Calculer l’aire de cette section et la mesure, a un 

degré prés, de l’angle IAM. 

1. utilisation d’un logiciel de géométrie permet de 

conjecturer la nature de & ainsi ique l’'aire et la mesure de 

l'angle. 

[lek Fchier Créer Ploter Afficher Divers Edter Wues Fenétre Aide Options 

| | eon) > <|BILS 

aire:19.6 

—os 

B 

M est un point particulier de la figure. Vous pouvez tracer 

en vraie grandeur le carré ADHE et placer M. 

a) Que représente M pour le triangle ADH ? 

b) Construisez le point J, intersection de la droite (DH) et 

du plan (AMG), puis le segment intersection du plan 

(AMG) et de la face DCGH. 

2.On sait que lorsque le plan (AMG) coupe deux 
faces opposées paralléles, les segments obtenus sont 
paralléles. 

a) Terminez la construction de la section &. 

Chapitre 9 » Droites et plans de l'espace 

b) Démontrez que | est le milieu du segment [BF]. 

c) Démontrez que la section & est un losange. 

3. Pour calculer l’aire de cette section, il suffit de calcula 

par exemple, la longueur de ses diagonales. 

a) Calculez la longueur des diagonales du losange AIGJ. 

b) Déduisez-en la valeur exacte de l’aire de la section , 

ainsi que la mesure, arrondie au degré, de l’angle IAM. 

14 | Un calcul de distance 

SABCD est une pyramide dont la base est un carré de coté 

4cm et le sommet S est un point de la perpendiculaire en 

A au plan (ABC) tel que AS =6 cm. 

Mest le point de l’aréte [CS] tel que 3CM=CS. 

La perpendiculaire au plan (ABC) passant par M coupe 

celui-ci en P: on dit que P est le projeté orthogonal de M 

sur le plan (ABC). 

P se projette orthogonalement en H sur la droite (AB). 

ih S 

A H B 

ReSEw Calculer la distance MH. 

1.En tenant compte des données, on peut tirer des 

conséquences immédiates. 

a) Démontrez que P est un point de la diagonale [AC]. 

b) Démontrez que (MH) est perpendiculaire a (AB). 

2. La présence du triangle rectangle MPH nous améne a 
calculer MP et PH afin d’en déduire MH. 

En exploitant uniquement le théoréme de Thalés, on 
obtient MP et PH. 

a) Calculer MP. 

PH b) Démontrez que — BC > ae , et déduisez-en PH. 
moe 

c) Déduisez-en la valeur de MH. 

Remarque. La suite de cet exercice est proposée en « Narration 
de recherche », exercice 16 ci-contre. 



GE) ascderGH est un 
cube. | est le centre de la 

face EFGH. J et K sont les 

points des segments [BG] et 
[AD] tels que: 

4GJ = GB et 4AK = AD. 

Avec un logiciel de géomé- 

trie, construisez la section du 

cube par le plan ((JK). 

Narration de recherche 

“> Lobjectif n'est pas seulement de résoudre le probleme posé : 

vous devez aussi noter les différentes idées méme lorsqu’elles n’ont pas 

permis de trouver la réponse. Expliquez pourquoi vous avez changé 

de méthode et ce qui vous a fait avancer, etc. 

16 | SABCD est une pyra- 5 

mide dont la base est un 

carré ABCD de cété 4 cm et le 

sommet S est un point de la 

perpendiculaire en A au plan 

(ABC) tel que AS =6 cm. 

M est un point de l'aréte [ CS } C 

qui se projette orthogona- Hs 

A B lementenPsurle plan (ABC). A H B 

Quelle conjecture faites-vous sur la nature de cette sec- | P se projette orthogonalement en H sur (AB). 

tion ? Prouvez-le. 

Chercheurs d’hier 

Comment choisir M sur l’aréte [CS] pour que la distance 

MH soit minimale ? (Voir un cas particulier a l’exercice 14.) 

Eux aussi, ils ont 

cherché avant de
 trouver - 

Voici quelques mathématiciens importants qui ont travaillé dans le domaine de la Géométrie. 

Jérome Cardan James Clerk Maxwell 
> chap. 8 > chap. 11 

Hermann Giinther Grassmann 
> chap. 10 

Cet astronome allemand doit sa renommée aux 

« lois de Kepler », qui rendent compte du mouvement 

des planétes sur leur orbite, qu'il publie dans son 

ouvrage sur la structure de l’Univers, le Mysterium 

Cosmographicum (1596). En se fondant sur I’hypothése 

héliocentrique de Nicolas Copernic, il repond a trois 

questions portant sur le nombre de planétes, leur 

distance au Soleil et enfin leur vitesse. 

Il y développe également une théorie des polyédres 

réguliers permettant de construire un modeéle de I’Univers. Kepler remarqua que l'on pouvait 

intercaler entre les orbites des six planétes connues a l’époque (illustration ci-contre) les cing 

solides réguliers de Platon : le cube, le tétraédre, le dodécaédre, l'icosaédre et enfin l’octaédre. 

OjSiMewen fr.wikipedia.org/wiki/Johannes Kepler 
rat camille.ollivier.free.fr/Helio-geo-centrisme/kepler_mys.htm 
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Utiliser Geospace 
— SSS 

Sections planes d’un cube 

: TICE Mathématiques 

mw Construire une figure de l’espace w Justifier le parallélisme de droites 

ey a l'aide d’un logiciel de géométrie dynamique m Démontrer que des droites de l’espace 

‘a m Emettre des conjectures sont concourantes 

ad x ¥ 

te es 

— ABCDEFGH est un cube. | et J sont les milieux des arétes [EF] et [FG] et N est un point de l’aréte [AE]. 

. s a Déterminons la nature de la section du cube par le plan (NIJ) suivant la position du point N. 
—_ : 

v sy “4 . [PB tie Geer Peter Miche Crers CBier Woes Ferdie Ade Options z — Lesh eee a ee 

a EY Mise en ceuvre (avec Geospace) F(a) rol] > |< [eal F|c0| (Mol 7] Of xelovela(es) | 

1. Construction d’une section par un plan 

Créez: 

CHE 
E(4;0; 4), F(4;4; 4), G(0;4;4) et H(0;0; 4), puis le 

cube ABCDEFGH ; 

—les milieux | et J respectivement des arétes [EF] et 

[FG] et le point N libre sur [AE] ; 

—le plan (NU) ; 

la section : Créer-Ligne ® Polygone convexe 

> Section d’un polyédre par un plan. 

Nommez les sommets K, L et M de la section JKLMN. 

2. Etude de la section 

Déplacez le point N sur le segment | AE] et décrivez la section du cube par le plan (NU) selon la position 
du point N. 

Remarque. Pour d‘autres exemples de sections d’un cube par un plan, voir l’exercice 13, p. 274. 

ACTIVITES DE RECHER 
[J Etude d’une configuration |) roid} >| < [A] #5] fom |Mal B(e} OPS zehes|gel fea) Le 

Dans cette partie, la section du cube est un hexagone 

JKLMN (comme sur la figure proposée). 

1. a) Justifiez le parallélisme des droites (MN) et UK). 

b) Donnez deux autres couples de droites paralléles 

(liées a I'hexagone). 

2. a) Créez les droites (J), (EH) et (MN). Que conjectu- 

rez-vous ? Démontrez-le. 

b) Proposez trois autres droites de la figure ayant la 

méme propriété. 

276 Chapitre 9 » Droiies et plans de l’espace 



— &®) Les alvéoles des ruches 

Les abeilles stockent leur miel dans des alvéoles. Chaque alvéole 

est un prisme droit a base hexagonale (ouverture de |’alvéole). 

Vautre extrémité de l’alvéole (fond de l’alvéole) est un 

emboitement de trois losanges identiques appelés rhombes. 

La forme hexagonale de l’ouverture fut repérée par Aristote dés 

le iV* siécle av. J.-C. Elle a, par la suite, intrigué de nombreux scien- 

tifiques. Ainsi, au xviil® si€cle, Maraldi détermina d’une maniére 

expérimentale que la mesure des angles de ces rhombes était 

109,47° et 70,53° ; Reaumur suggéra que cette construction per- 

mettait d’utiliser le minimum de cire. 

MOET Refléchir a la validité de I'hypothése de Réaumur. 

> est un prisme droit d’axe A et de hauteur h. Sa base est un 

hexagone régulier ABCDEF tel que AB=a (h> a). 

On note le plan contenant (AC) qui coupe A en S et [BG] 

en B,. 

On cherche donc la mesure 6 de l’angle AB, C pour laquelle la 

somme & = aire (AB, CS) + 2 aire (HGB, A) est minimale (cette 

somme est le tiers de l’aire totale de l’alvéole). 

EY Questions préliminaires 

De la figure 1, on a extrait les figures 2 et 3. 

1. Figure 2. Démontrez que P est le milieu de [AC] et de [OB], 

puis exprimez AP en fonction de a. 

2. Figure 3. Démontrez que P est le milieu de [B, S]. 

3. Figure 1. Démontrez que le quadrilatére AB, CS est un losange. 

EJ Le calcul des angles 

1. Démontrez que lasomme & est minimale si, et seulement si, la 

7 [Co] fe= ia @O =a 

IVITES 

& 

i e. 

% 

différence & = aire (AB, CS) - 2 [aire (ABB,)] est minimale. U a ; 

2. a) On pose BB, = x avec x > 0. Démontrez que : C- ¥ : 

B,P= > Vax" +a". ake 

b) Calculez, en fonction de a et x, aire (AB,CS) et aire (ABB,), . : PY 

puis en déduire l’expression de &. Figure 2 . ; ' . | 

3. fest la fonction définie sur |0 ; +co[ par: ane 

fo) = 2 Var +a? - x. + 
a) Etudiez les variations de f et dressez son tableau de variation. oe ace 

b) Déduisez-en la valeur x, pour laquelle 2) est minimale. iho 7 

4. a) Calculez B,P et AB, pour x = Xp. pee 

b) Déduisez-en cos (2) , puis démontrez que cos (@) =- aL. Sia / 

comparant la valeur de @ avec la valeur expérimentale de 

Maraldi, discutez de la validité de I'hypothese de Réaumur. Figure 3 
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Entrainement 
Compléments 
numériques 

19 | P, et P, sont deux plans et d est une droite. Pour 

chacune des propositions suivantes, quelles conséquences 

peut-on tirer concernant la droite det le plan P, ? 

a)Sidi7 Ff, eh 27s alors een 

b) Sid LP, set 7 alors’... 

¢) Sid 1 et Pe malors ais. 

20 | ABCDEFGH est un cube, | 

est le centre de la face BCGF. 

1. Quelle est la nature du triangle 

BEG? 

2. Les droites (EG) et (Al) sont- 

elles sécantes ? 

© 29 ABCDEFGH est un cube, | et 
J sont les milieux respectifs des 

arétes [HG| et [AB]. 

Le point E est-il un point du plan 

(ICJ) ? 

INTERSECTION D’UNE DROITE 
ET D’UN PLAN 

Pour les exercices 22 4 25, vous pouvez éventuelle- 

ment vous aider d’un logiciel de géométrie. 

En utilisant les théoremes de géométrie plane... 

ABCD est un tétraedre, | est le 

milieu de [AD] et G le centre 

de gravité du triangle ABC. 

1. Construisez le point F, 

intersection de la droite (IG) 

et du plan (BCD). 

2. Démontrez que les diago- 

nales du quadrilatére BDCF se 

coupent en leur milieu. En 

déduire la nature de BDCF. 

friael Tracez la paralléle a (AG) passant par | qui coupe (DF) en E. | 

23) ABCDEFGH est un cube, | et J sont les centres res- 

pectifs des faces ABFE et BCGF. 

On note “P, le plan (IFH) et 9, le plan (DJB). 

1. a) Construisez I’intersection de &?, et dela face ADHE. 

b) Construisez l’intersection de ve et de la face BCGF. 

2. Deduisez-en que les plans P, et 9, sont paralléles. 
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(ZF ABCDEFGH est un cube, 
| est le milieu de [EH] et M 

le point de [BG] tel que 

4BM=BG. 

Construisez l'intersection de 

la droite (IM) et du plan (ABC). 

25 | Un cube est posé sur un plan 9.1 est un point de la 

face EFGH et J un point de la face BCGF tels que la droite 

(IJ) n’est pas paralléle au plan P. 

Construisez l’intersection de la droite (IJ) et du plan P. 

26 | Comme l'indique la figure ci-dessous, un cube 

OABCDEFG est disposé dans un angle d’une piéce. 

| et J sont les milieux respectifs des arétes [EF] et [FG]. 

K est un point de l’aréte [FB] distinct de F et B. 

1. Construisez les points L, M, N, PQ, R, intersections du 
plan (JK) et des droites (AB), (BC), (DG), (GC), (EA) et (ED) 
respectivement. 

2. La droite (LM) coupe la droite (OA) en U et la droite 
(OC) enV. 

a) Pourquoi les points U, Q, R sont-ils alignés ? 

b) En est-il de méme des points V, N, P? 

c) Pourquoi les droites (QR), (OD) et (NP) sont-elles 
concourantes en W ? 

3. Si K est le milieu du segment [BF], quelle est la nature 
du triangle UVW ? 



INTERSECTION DE DEUX PLANS 

Pour les exercices de cette rubrique, vous pouvez 

conjecturer la réponse a l'aide d’un logiciel de 

géomeétrie dynamique. 

Pj ABCDEFGH est un cube. 

| et J sont les points des arétes [DC] et [BC] tels que 
4D| = DC et 4BJ = 3BC. 

1. Faites une figure et construisez le point K, intersection 

du plan (EGJ) et du segment | AB]. 

2. Déduisez-en que la droite (IH) est paralléle au plan (EGJ). 

ABCDEFGH est un cube. 4 G 

J est le milieu de [EF] et | le WAN 

point de [BF] tel que 3Bl = BF. 

Construisez l'intersection des 

plans (GlJ) et (ABC). C 

29 | SABCD est une pyramide 

dont la base ABCD est un tra- 

peze ((AD) paralléle a (BC). 

Construisez : 

a) Lintersection des plans (SAD) 

et (SBC). 

b) Lintersection des plans (SAB) 

et (SDC). 

30 | ABCD est un tétraédre. 

K, L, M sont les centres de gra- 

vité respectifs des triangles ABC, 

ACD et BCD. 

Démontrez que les plans (KLM) 

et (ABD) sont paralléles. 

SECTION D’UN POLYEDRE 
PAR UN PLAN 

Pour les exercices de cette rubrique, vous pouvez 

conjecturer la réponse a l’aide d’un logiciel de 

géométrie dynamique. 

ED lest un point de la face 

EFGH du cube ABCDEFGH. 

d est une droite du plan 

(BCG). 

1. Construisez la section du 

cube par le plan défini par | 

et la droite d. 

2. Quelle est la nature de 

cette section ? 

| 32 | 1. Construisez la sec- 

tion du tétraédre par le 

plan (EFG). 

2. Comment faut-il placer 

les points E, F,G pour que la 

section soit : 

a) un trapeze ? 

b) un parallelogramme ? 

(33) Par un point | de l’aréte [AC] d’un tétraedre ABCD, 

on trace le plan  paralléle aux droites (AB) et (CD). 

1. Tracez la section de ce tétraédre par P. 

2. a) Quelle est la nature de cette section ? 

b) Cette section peut-elle étre un rectangle ? 

34 | SABCD est une pyra- 

mide. 

| et J sont les milieux res- 

pectifs de [CS] et [CB]. 

K est le point de [AB] tel 

que 4AK =AB. 

Construisez la section de la 

pyramide par le plan (IJK). 

DROITES ET PLANS ORTHOGONAUX 

Les propositions «La droite d est perpendiculaire a un 

plan 9 contenant A » et «d est orthogonale a A » sont- 

elles équivalentes ? 

Equivalence 

36 | SABCD est une pyra- s 

mide réguliére dont la base 

ABCD est un carré. 

Démontrez que les droites 

(AS) et (DB) sont orthogo- D Cc 

nales. 

(37) saBcD est une pyra- 

mide réguliere dont toutes 

les arétes ont pour mesure a. 

|, J, K sont les milieux res- 

pectifs des arétes [AB], 

[BS] et [AD]. 

En utilisant le résultat de 

Vexercice EB, démontrez 

que le triangle KI est rec- 3 

tangle en | et que son aire est égale a g 
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38 | Projeté orthogonal d’un point 

Etant donné un plan & et 

un point M, il existe une 

M droite et une seule pas- 

sant par M et perpendi- 

culaire a 9. Cette droite 
wee coupe 9 en un point m 

appelé projeté orthogo- 

nal de M sur PP. 

BCD est un triangle du plan 9. A est un point (distinct 

de B) de la perpendiculaire en B au plan P. 

On note H le projeté orthogonal de A sur (CD) et K le pro- 

jeté orthogonal de B sur le plan (ACD). 

Démontrez que les points A, K, H sont alignés. 

39 | SABCD est une pyramide dont la base ABCD est un 

trapeze rectangle en A et D. ; 

La droite (AS) est perpendiculaire au plan (ABC). De plus: 

AD DE—AS—aanet AB 2a a> 0r 

Démontrez que toutes les faces de la pyramide sont des 

triangles rectangles. 

40, BAC) 
ABCD est un tétraédre régulier (toutes les faces sont des 

triangles équilatéraux). |, J, K, L, M et N sont les milieux 

des arétes [AB], [CD], [AD], [BC], [BD] et [AC]. 

1. a) Démontrez que le quadrilatere IKJL est un losange. 

b) Déduisez-en que les droites (IJ) et (KL) sont perpendi- 

culaires. On admettra que, de méme, (IJ) et (MN) d’une 

part, et (MN) et (LK) d’autre part, sont aussi des droites 

perpendiculaires. 

2. a) Démontrez que la droite (IJ) est orthogonale aux 

droites (LN) et (NK). 

b) Déduisez-en que (IJ) est orthogonale a (AB) et (CD). 

3. Démontrez que le point G, milieu de [lJ], est le centre 

de la sphére circonscrite au tétraédre ABCD. 
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(41) ABCDEFGH est un cube 
d’aréte a. 

En calculant de deux manieéres le 

volume du_ tétraedre BACF, 

démontrez que la distance de B 

av3 
au plan (ACF) est égale a 

La distance de B au plan (AFC) est la longueur BH, oU H est le projeté 
orthogonal de B sur le plan (AFC). 

EXERCICES DE SYNTHESE 

| 42 | Volume maximal 

OABCD est un tétraédre tel que OA = OB = OC =a. 

Les trois triangles OAB, OAC et OBC sont rectangles en O. 

M est un point du segment [OA]. On pose OM = x avec 

0=x<a. 

Le plan ? passant par M et paralléle aux droites (OC) et 

(AB) coupe le tétraédre selon un quadilatére MNPQ. 

1. Quelle est la nature de ce quadrilatére ? 

2. a) Calculez, en fonction de x et de a, le volume de la 

pyramide OMNPQ. 

b) Comment choisir M sur [OA] pour que ce volume soit 
maximal ? 

Savoir extraire une figure plane 

ABCDEFGH est un cube 

d’aréte a. |, J, K, L sont les 

milieux respectifs de [EH], 

[BF], [BC] et [HD] 

1. Quelle est la nature du 

quadrilatere KL ? 

2. Calculez la mesure, en 

radian, de l'angle aigu formé 

par les diagonales [LJ] et 

[IK] du quadrilatére KL. 



44 | Arétes opposées orthogonales 

ABC est un triangle quelconque d‘orthocentre H. Mest un 

point de la droite A perpendiculaire en H au plan (ABC). 

Démontrez que les arétes opposées au tétraedre MABC 

sont orthogonales deux a deux. 

45 | Le théoreme de Thalés 

ABCD est un tétraédre. 

| et J sont les milieux res- 

pectifs de [AD] et [BC]. K 

est le point de l’aréte [AB] 

tel que 3AK = AB. 

1. a) Construisez le point 

M, intersection de la droite 

(IK) et du plan (BCD). 

b) Démontrez que D est le 

milieu de [BM]. 

/Aidey Notez Ele milieu de [ BK ] et tracez [ ED]. 

2. a) Déduisez de la question précédente la construction 

du point L, intersection de [CD] et du plan (WK). 

b) Déterminez la valeur de k pour laquelle CL = kCD. 

MAidey Tracez [ E)]. 

46 | Section d’une pyramide par un plan 

SABCD est une pyramide et ABCD est un parallélo- 

gramme. 

| est le milieu de I’aréte [AS]. J est le point de l’aréte [SB] 

tel que SJ= Tse. 
K est le centre de gravité du triangle SDC. 

Avec un logiciel de géométrie dynamique, on a tracé la 

section IJMNP de la pyramide par le plan (IJK). 

Le but de l’exercice est d’étudier la figure afin de construire 

cette section sans le logiciel. 

i 
x 

[ale ial > <a Ale Se OIG elise ee 

B 

1. a) Pourquoi I’intersection des plans (SAB) et (SDC) est- 

elle la droite A passant par S et paralléle a (AB) ? 

b) La droite (IJ) coupe A en O. Pourquoi les points O, K, M, 

N sont-ils alignés ? 

2. Pourquoi les droites (IJ), (AB) et (NP) sont-elles concou- 

rantes ? 

3. Reproduisez la pyramide, placez |, J, K. 

Ecrivez le programme qui permet de tracer la section du 

plan (UK) et de la pyramide. 

AVEC LES TICE 

1. Conjecturer 

ABCDEFGH est un cube. 

e Avec GeoSpace, définis- 

sez le plan YP passant par 

un point quelconque M de 

[AB] et paralléle au plan 

(AFH). 

e Construisez le polygone 

intersection du cube et du 

plan 2. 

e Afficher le périmetre de ce polygone, puis déplacez M. 

@ Quelle conjecture faites-vous ? 

2. Démontrer 

On pose AM= x avec 0 < x Sa, a étant l’aréte du cube. 

Calculez le périmétre du polygone. 

Est-ce en conformité avec votre conjecture ? 

” Prendre toutes 
S| les initiatives" 

48 | Dans le cube ci- 

contre d’aréte a, M est 
un point variable de la 

diagonale [HB]. 

On note 280 la mesure de 

l'angle AMC. 

Ou faut-il choisir M sur 

[HB] pour que la mesure 

de l’angle AMC soit 

maximale ? 

49 | %P est un plan; A et B sont deux points distincts 
n‘appartenant pas a ?P tels que la droite (AB) coupe P 

en O. Mest un point variable tel que (AM) coupe en | 

et (BM) coupe en J. 

Démontrez que lorsque M varie, la droite (IJ) passe par 

un point fixe. 
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Le jour du BA i 

GJ Travail en autonomie 

= Rédigez la solution de cet exercice 
en vous aidant du guide. 

D Analyser l’énoncé “6 est un cercle de diamétre [AB] contenu dans un plan 2. 
: : F F Presque toutes les questions portent 

S est un point de la droite A perpendiculaire en A au plan Sis f 
. P Dee P sur l’orthogonalité de droites et de 

OL . . . p 3 

P et Mest un point du cercle © distinct de A et BR. <———— plans : repérez dans l’énoncé les cas 

Le point A se projette orthogonalement en | sur la droite d’orthogonalité. 

(SB) et en H sur la droite (SM). N’oubliez pas le point M qui 

A appartient au cercle de diametre [ AB]. 

) Analyser l’énoncé 

a ta On utilise le théoréme 8 : 
1. a) Démontrez que la droite (BM) est perpendiculaire pour montrer que d | P, 
au plan (ASM). il suffit de montrer d 1 d, et did, 
b) Démontrez que la droite (AH) est perpendiculaire au avec d, et d, sécantes et contenues 
plan (BMS). dans %. 

2. On note IT le plan passant par A et |, et perpendi- 

culaire a la droite (SB). 

a) Démontrez que H appartient au plan IT. ) Analyser I’énoncé 

b) Démontrez que, lorsque M décrit , le point H appar- &— La question a) dit que H appartient a 

tient au cercle I’, intersection du plan IT et de la sphere IT. Donc il suffit de montrer que H est 
de diamatre [AS] sur la sphére de diamétre [AS]. 

1. a) Cherchez deux droites du plan (ASM) sécantes et ZOOM sur la rédaction Q 
orthogonales a (BM). Vous avez le choix entre (AM), (AS) Listas eourecice bk he | 
et (SM). Pensez au théoréme 7 : si d LP, alors toute~——™ ican ae eee | 

; : avant d’en déduire la conclusion. droite de P est orthogonale a d. wel : a 
Précisez bien que les droites sont 

b) On sait que (AH) est perpendiculaire a (SM). Pour la sécantes quand vous appliquez 
deuxiéme droite, utilisez la question précédente et le le théoréme 8. 
théoréme 7. RS aE aS a 

2. Il n’existe pas de théoréme pour montrer qu'un point Z00M sur la rédaction Q 

appartient a un plan. Mais on sait que par A et |, il ne Lenointcclé de la redaction eer dean 
passe qu’un seul plan perpendiculaire a (SB). Lastuce S__ ; : ee préciser qu'il n’existe qu’un seul plan consiste a montrer que II est le plan (AHI). Ainsi H passant par A et | et perpendiculaire _ 

appartient a IT. a (SB) et d’en déduire que (AHI) = II. | 
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EB acm 
ABCDEFGH est un cube d’aréte 1. 

let J sont les milieux respectifs des arétes | AB] et [CG]. 

a 

a 

Aes 2 ee 

Pour chaque question, une seule des trois réponses pro- 

posees est exacte. Identifiez-la et justifiez votre choix. 

1. Le triangle IFJ est : 

a) isocéle b) équilatéral c) rectangle isocéle 

2. La section du cube par le plan (IFJ) est : 

a) un parallélogramme 

b) un trapeze 

c) un quadrilatére quelconque 

3. Le plan (IFJ) coupe la droite (BC) en K. 

a) Cest le milieu de [BK]. b) 2BK =3BC. c) BK =3BC. 

4. Le plan (IFJ) coupe le segment [DC] en L. 

3) SELSIED. 19) GEL ap), G) ADE zipie: 

©} BAC) extrait) 

ABCDEFGH est un cube d’aréte 1. 

| et J sont les milieux respectifs des arétes | AB] et [HG]. 

K est le centre de la face BCGF. 

1. Démontrez que le quadrilatére IFJID est un losange 

Sime V6 d‘aire —. 
2 

2. Démontrez que la droite (IJ) est orthogonale a la droite 

(FC). 

3. Déduisez-en que la droite (IJ) est perpendiculaire au 

plan (ECF) ainsi qu’a la droite (EK). 

Le jour du BAC 

G3 BAG © (Extrait) 

ABCDEFGH est un cube d’aréte 1. 

lest le point de l’aréte | AB] tel que 3Al = 2AB et J celuide 

l'aréte [HG] tel que 3HJ = 2HG. 

K est le milieu du segment [J]. La perpendiculaire menée 

par F au plan (EU) coupe ce plan en P. 

1. a) Démontrez que les triangles IEJ et IFJ sont isoceéles. 

b) Déduisez-en que la droite (J) est perpendiculaire au 

plan (EKF). 

2. Démontrez que la droite (lJ) est perpendiculaire au 

plan (EPF). 

3.a) Déduisez des questions précédentes que les points 

E, F, B K sont coplanaires. 

b) Démontrez que les points E, K, P sont alignés. 

54 | BAG@) (Extrait) 

ABCD est un tétraedre tel 

que AB=CD, AD=BC, 

AC =BD. (Un tel tétraédre 

est dit équifacial.) 

|, J,K,L,M, N sont les milieux 

respectifs des arétes [AB], 

[DC], [BC], [AD], [AC] et 

[BD]. 

1.a) Quelle est la nature du 

quadrilatere IKJL ? Précisez 

également la nature de IMJN et KNLM. 

b) Déduisez-en que les droites (J), (KL) et (MN) sont 

concourantes en un point G et quéelles sont perpen- 

diculaires deux a deux. 

2. a) Démontrez que la droite (lJ) est perpendiculaire au 

plan (MNK). 

b) Déduisez-en que (lJ) est perpendiculaire aux droites 

(AB) et (CD). 

3. Dans cette question, toute trace de recherche méme 

incomplete, ou d'initiative méme non fructueuse, sera prise 

en compte. 

Démontrez que G est le centre de la sphére circonscrite 

au tétraedre ABCD. 
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Pour aller plus loin 

55 | Volume d’un tronc de pyramide 

A. Expression du volume 

ABCDEFGH est un tronc de pyramide (les bases sont 

paralléles). 9B et 2B’ sont les aires des bases et h la hauteur 

de ce tronc. 

La pyramide SEFGH est une réduction de la pyramide 

SABCD. Si k est le coefficient de réduction, alors : 

RB’ = k? P. 

1. a) Justifiez que k = A (1) 
x+h 

; 2 _ AWVBR’ + B’) 
b) A partir de (1), démontrez que x = Tae 

2. a) Vérifiez que le tronc de pyramide a pour volume: 

V = T[(B-B)x+ Bh}, 
b) Déduisez-en que : 

V = AB + B+ BB), 

B. Application 

Le cube ci-contre a pour aréte 9 cm. Les points |, J, K des 

arétes [EF], [FG] et [AB] sont tels que: 

BSA sic: 

Le plan (JK) partage le cube en deux solides ; un de ces 

deux solides contient B. Le but de l’exercice est de calcu- 

ler le volume de ce solide. 

A K B 

1. a) Construisez la section du cube par le plan (JK). 

b) Démontrez que cette section est un trapéze isocéle. 

2.En utilisant les résultats de la partie A., calculez le 
volume demandé. 
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56 | Triangle et centre de gravité 

1. Dans le cube ci-contre, 

démontrez que la droite 

(HB) est perpendiculaire au 

plan (EDG). 

2. a) Construisez le point K, 

intersection de la droite 

(HB) et du plan (EDG). 

b) Démontrez que K est 

le centre de gravité du 

triangle EDG. 

Aire et fonction. Section d’une pyramide 

SABCD est une pyramide 

dont la base est un carré. 

S est un point de la per- 

pendiculaire en A au plan 

(ABC). 

SA =AB=6cm. 

M est un point du seg- 

ment [AC]. On trace par 

M le plan YP perpendi- 

culaire a [AC]. 

1. Construisez la section de la pyramide par le plan P 

dans chacun des cas suivants : 

a) M appartient au segment |OA]. 

b) M appartient au segment [OC]. 

2. On pose AM = x avec OX x <6yV2. 

Exprimez en fonction de x l’aire de la section suivant que 
M appartient a JOA] ou [OC]. 

3. On note f la fonction définie sur |1=[0; 6V2| qui ax 

associe l'aire de la section. 

a) Déemontrez que f est continue sur l’intervalle |. 

b) fest-elle dérivable sur I’intervalle | ? 

c) Tracez la courbe “6 représentative de f, ainsi que les 
tangentes a‘ aux points d’abscisses x =0, x =3V2 et 
x=6V2. 

58 | Une bonne année pour le « foot »... 

ABCD est un tétraédre tel D 

que les faces ABC, ABD et 

ACD sont des triangles rec- 

tangles en A. 

1. Exprimez Mee ziet en 

fonction de x?. 

2. Quelle est la valeur mini- 

male de: 

BC* BD = AC2=Abee 



&) Une aire minimale 

OABS est un tétraédre tel que 

les triangles SOA, SOB et AOB 

sont rectangles en O. 

OA='OB= 2et OS =3: 

M décrit l’aréte [OS]. 

On pose OM=x 

0<x $3. 

On note fla fonction qui a x 

associe la somme des aires 

des triangles AMS et AMB. 

avec 

1. Démontrez que f(x) = 3- x + V2x*+4. 

2. Quelle est la position du point M sur [OS] pour laquelle 

la somme des aires est minimale ? 

60 | Section pentagonale d’un cube 

ABCDEFGH est un cube d’aréte 8 cm. 

M,N, P sont les points respectivement des arétes [GH], 

[EF] et [AB] tels que: 

EN =MG=PB=2cm. 

1.a) Construisez le point Q, intersection du plan (MNP) 

avec l’aréte | BC], et le point R, intersection du plan (MNP) 

avec l’aréte [CG]. 

b) Vérifiez que la section du cube par le plan (MNP) est un 

pentagone. 

2. a) Calculez la longueur des cétés du pentagone. 

b) Dessinez ce pentagone en vraie grandeur puis calcu- 

lez, en degré, la mesure de ses angles. 

61 | Volume d’une pyramide 

SABCD est une pyramide. S 

ABCD est un rectangle et S 

est un point de la perpendi- 

culaire en A au plan (ABC). 

AB=AS=14 cm et 

AD =7 cm. 

Mest un point de l’aréte [AD | 

tel que AM= x. 

On trace par M le plan per- 

pendiculaire a (AD) qui coupe 

[BC] en |, [SC] en J et [SD] 

en kK. B (e 

Comment choisir M sur l‘aréte [AD] pour que le volume 

de la pyramide AMUK soit maximal ? 

Conjecturez la réponse avec un logiciel de géométrie 

dynamique, puis démontrez le résultat. 

62 | Fonction, aire et volume 

OACBD est une pyramide dont la base est un carré de 

coté 8 cm. Le sommet O est un point de la perpendi- 

culaire en A au plan (ABC) tel que OA = 8 cm. 

Un plan variable passant par A et D coupe I’aréte [OB] en 

N et l’aréte [OC] en M. 

O 

1.a) Démontrez que les faces latérales de la pyramide 

sont des triangles rectangles. 

lb) Déduisez-en que le quadrilatére AMND est un trapeze 

rectangle. 

2. On pose OM = xV2 avecO<x <8. 

a) Calculez MN et AM en fonction de x. 

b) Déduisez-en l’aire du trapeze AMND en fonction de x. 

3. a) Etudiez les variations de la fonction f définie sur l'in- 

tervalle [0 ; 8] par: 

fix) = 4x +8) V(8 =x) + x2. 

lb) Déduisez-en la valeur de x pour laquelle l’aire du tra- 

peze est minimale. 

4. Démontrez que le volume de la pyramide OAMND est 

un trindme du second degré en x. 

On démontrera que le projeté orthogonal H de O sur le 

plan (AMN) est un point du segment [AM] et on calculera 

‘aire (OAM) de deux facons. 

oP | co? Gat] con lA) > | < [LR FS |CC foe |Mo ||] GOLD we] sy | eel 
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Geometrie 
vectorielle 

WwW 
ae 

= 
a. 
<_ 
= 
oO 

D’un siecle 
.aun autre 

En physique, le concept de vecteur est largement utilisé. 
Les points de l’espace étant repérés par des coordonnées, 
les vecteurs position, vitesse, accélération... permettent 
de résoudre par le calcul des problemes de mécanique assez 
complexes, tels que I’étude de la trajectoire des planétes. 

oa Hermann Giinther Grassmann, mathématicien allemand A En savoir plus sur 
peu reconnu de son temps, a mis en place les fondements Hermann Giinther Grassmann 
du calcul vectoriel. oe —> Chercheurs d’hier, p. 303 
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Compléments)) 
numériques |} 

Colinéarité @ Vrai ou faux 

e Dire que deux < vecteurs [ ks <0 i Dites si les propositions sont vraies ou fausses. Justifiez vos 

non nuls AB et CD sont 

colinéaires signifie que 
réponses. 

1. A,B,C sont trois points J : 

les droites (AB) et (CD) distincts. Les points D, |, J, Ket L C L BE 

sont paralleles. sont définis comme liindiquela 
e Dire que les vecteurs 

U et V sont colinéaires 
signifie qu'il existe un réel k tel que U = kv. 

figure ci-contre. 

a) Les vecteurs DK et AL sont 

colinéaires. 

b) Les vecteurs Cl et (CB + CA) sont colinéaires. e Le vecteur nul noté 0 est colinéaire a tout | 
c) Les points I, J et K sont alignés. } 

:) 

vecteur du plan. 

2. A,B, C sont trois points distincts, et U, Vv, W désignent 

trois vecteurs non nuls. 

a) Sid =v + w, alors v et w sont des vecteurs directeurs 

de la droite (A; a). 
b) Si 3u + 2V =0, alors les droites (A; U) et (B; Vv) sont 

paralléles. 

Bp Direction d’une droite 
e Tout vecteur U non nul B 

et colinéaire au vecteur ear 
AB est un vecteur u 

directeur de la droite (AB). 

e Si A(3;—2) et B(6; 4), alors le vecteur U(1; 2) 

est un vecteur directeur de la droite (AB). 
© acm 
Pour chaque affirmation, une seule réponse est exacte. 

Identifiez-la en justifiant votre réponse. 

1. Quel triplet n’est pas un 

repere du plan ? 

a) (A; U,V) b) (0; i, V) 
c) (0; 4, j) d) (A; j, 
2. Dans le repére (O; U, V), le 

kes vecteur AJ a pour coordonnées : 

Cele a) (-1;1) b) (— 3;1) 

Be Repérage et coordonnées 
Le plan est muni d’un repére (O ; a ie 

e Pour tout vecteur w, il existe un unique couple 

de nombres (x;y) tels que W = xi + yj. 

x et y sont les coordonnées de w dans le repére 

e Les coordonnées d’un point M sont celles du c) (-3:-1) d) 6:1) 

vecteur OM. 

e Siles vecteurs U et V ont pour coordonnées © acm 

respectives (a; b) et (a’; 6’), alors: : ; 
* aes ) Pour chaque affirmation, une seule réponse est exacte. 

Tr rv; 4 , e Ua bg . . . ra 

u + V apour coordonnées (a + a’; b +b’) ; Identifiez-la en justifiant votre réponse. 

ku a pour coordonnées (ka ; kb) ; Dans un repére orthonormé (O; i, j), on considére les 

a(-1,5) et ¥(; ile t vecteurs a( 3) M5 

A(1;— 2) et B(-3;1). 

1. Le point C tel que AC +BC=U+Va pour coordonnées : 

Lee PA Ses ashy ok preg ke 
ee eS ee ree 

2. Le point D(—1; 2) est: 

a) le milieu de [AB] 

b) un point de la médiatrice de | AB | 

c) un point du cercle de diametre | AB] 

«U=V » équivaut a« a=a’ et b=b’ ». 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

I 

l 

| 

I 

im 2) ainsi que les points 
e Siles points A et B ont pour coordonnées 

respectives (xX, ; Ya) et (xg i Yp), alors le milieu! de 

[AB] a pour coordonnées : | 

a) 
Ls 27a 

e Avec les notations précédentes, si le repeére 

(O;i, j) est orthonormé, alors : 
| 

| 

| 

I 

! 

AB = \/ (xg — Xa)" + Vp — Ya)’ 

-TermS | 
a 

(- Fi 
en é Corrigés sur www.transmathlycee.net/eleve 
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ACTIVITES 

VECTEURS ET PLANS DANS UN CUBE 

ABCDEFGH est un cube d’aréte 1. 

e- Visualiser et utiliser un vecteur dans différents plans 

a) On se place dans le plan contenant la face ABFE. 

e Que pouvez-vous dire des vecteurs AB et EF d’une part, AE et BF d’autre 

part ? 

e A quelle autre face le vecteur AE appartient-il ? 

e Onnote U = AB et V=AE. 

Exprimez AF en fonction de d et V. 

b)On se place maintenant dans le plan contenant la face AEHD et on note 

w =AD. 

e Exprimez AH en fonction de V et w. 

On remarque que les vecteurs u, v et W peuvent étre représentés dans plusieurs faces du cube. 

e Recopiez et complétez le tableau suivant en indiquant si chaque vecteur peut étre représenté dans la 

face indiquée. 

| AEHD | ABCD | BCGF | CDHG | EFGH | 

e Existe-t-il une face dans laquelle les trois vecteurs U, V et W peuvent étre tous représentés ? 

2 Ecrire une somme de vecteurs issus de plans différents 

| est le centre de la face EFGH. 

a) Justifiez que le point | appartient au plan (AFH). 

b) Dans le plan (AFH), exprimez Al en fonction de AF et AH. 

c) Déduisez du 1 b) que 2Al =U +2V+w. 

2 Calculer une distance 

On note J le centre de la face BCGF. On souhaite calculer la distance AJ. 

a) Justifiez que le triangle ABJ est rectangle en B. | 

[ 

b) application du théoreme de Pythagore dans le triangle ABJ permet ainsi 
de calculer la distance AJ. Il faut préalablement connaitre la distance BJ. 

r—-———— Ft 
Justifiez que BJ = puis calculez la distance AJ. 

c) En utilisant les questions précédentes, déterminez trois nombres réels x, y 
etztels que AJ = xu + yV +. zw. 

e Comparez \ x? + y* +z? aladistance AJ. 
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ACTIVITES 

pe Deux vieilles connaissances... 

a) Dans Geogebra, saisissez A = (— 2,—1) et B =(2, 1) puis créez la droite d = droite| A,B]. 

Dans la fenétre Algébre, la caractérisation algébrique qui est associée par défaut a la droite d est une 

équation cartésienne de d. 

CARACTERISATION D’UNE DROITE 

Retrouvez cette équation par le calcul. 

Rappel Dans un repére, dire que u(a ; b) et V(a’; b’) 

sont colinéaires signifie que ab’ — a’b = 0. 9 A=(.2,-1) 
@ B=(2,1) = 

was % > Objets dependants 
b)Le menu contextuel associé a la droite d | a a:-x->—»——_— 

| 

(obtenu a l'aide d’un clic droit sur l'objet d 

dans la fenétre Algébre) permet de visualiser 

|'équation réduite de la droite d. 

ny 
Forme paramétrique 

Retrouvez l’équation réduite de d par le calcul. 

a .-. et une nouvelle 

Le menu contextuel indique une troisieme forme de caractérisation algé- fagebre SCI 

brique de la droite d: la forme paramétrique. 5 oe Pee 
@ A=(2,- 

a) Quel objet peut étre associé au couple de coordonnées (4; 2) ? # B=(2, 1) 
~ Objets dépendants 

b) Complétez la proposition (P,) suivante : « Dire qu'un point M appartient a la Od: X=(2,-1)+A (4,2) 

droite d signifie quil existe un nombre réel A tel que A... =...AB.» 

c) Nommons respectivement x et y l’abscisse et l'’ordonnée du point M. 

Complétez la proposition suivante pour qu'elle soit €quivalente a (P,) : « Dire qu’un point M appartient a 

la droite d signifie qu’il existe un nombre réel A tel que he i a 

Cette derniére caractérisation correspond a la forme paramétrique générée par GeoGebra. 

Qu’appelle-t-on ici le parametre ? 

Dans le langage particulier utilisé par le logiciel, la droite d est l'ensemble de tous les points M tels que 

« M=A+AAB » ou A parcourt R. 

3 Application 

Dans le champ de saisie de GeoGebra, entrez :| Saisie: D:X=(2,1)+t°3,1) 

a) Par simple lecture de cette saisie, donnez les coordonnées d’un point et d’un vecteur directeur de la 

droite D tracée. 

b) En utilisant la question 2-0 comme modeéle, écrivez le « systeme paramétrique » caractérisant la 

droite D. 

Mucha se aut tam ... Est-il plus facile ? 

ABCDEFGH est un cube. 

O est le centre du carré BCGF. 

Démontrez que les droites (AO) et (HB) sont sécantes en |, centre de gravité du 

triangle BAG. 
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Définition : ———— : 
i Dire que deux vecteurs non nuls AB et CD sont colinéaires signifie 

Vecteurs de l’espace 

1.1) Definitions et regles de calcul 

La notion de vecteur vue en géométrie plane se généralise a l’espace. B D 

1. A tout couple de points (A, B) de l’espace, on associe le vecteur AB de la Ls 

fagon suivante. 

e Lorsque A # B, le vecteur AB a: 

— pour direction ceile de la droite (AB) ; 

— pour sens celui de A vers B; 

- pour longueur ou norme la distance AB. On note ||AB||= AB. A z 

e Lorsque A =B, le vecteur AA est le vecteur nul noté 0. 

On dit que deux vecteurs non nuls sont égaux lorsqu’ils ont méme direction, mMéme sens et méme 

longueur. On note U = AB = CD (voir la figure ci-dessus). 

2. Lorsque quatre points A, B, C, D ne sont pas alignés : 

AB = CD équivaut a « ABCD est un parallélogramme ». 

3. Pour tout point A de l’espace, pour tout vecteur U, il existe un unique point C tel que AC =U. 

4. Les regles de calcul, y compris la relation de Chasles, sont les mémes qu’avec les vecteurs du plan. 

1.2) Vecteurs colinéaires, parallélisme, alignement 

La colinéarité de deux vecteurs de l’espace se définit comme en géométrie plane. 

que les droites (AB) et (CD) sont paralléles. 

Par convention, le vecteur nul est colinéaire a tout vecteur U. 

Comme dans le plan, on démontre les résultats suivants. 

Théoréme : =e ene et See ee ee : if e Dire que les vecteurs U et V non nuls sont colinéaires équivaut a dire qu'il existe un nombre k tel 
que V = kd. 
e Dire que les points A, B, C distincts sont alignés équivaut a dire que les vecteurs AB et AC sont 
colinéaires, donc a dire qu'il existe un nombre k tel que AC = 

A et B sont deux points distincts de l’espace. 

290 

La droite (AB) est l'ensemble des points M tels que AM et AB 
sont colinéaires, c'est-a-dire l'ensemble des points M tels que A 

AM =tAB, t étant un nombre quelconque. 
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A, B, C sont trois points non alignés. 

Définition : Be eae \ pe: 
Dire que les vecteurs U, V, W sont coplanaires signifie que 

2) Vecteurs coplanaires 

2.1) Caractérisation vectorielle d’un plan de l’espace 

Le plan (ABC) est l'ensemble des points M définis par : 

AM = xAB + yAC, 
x et y étant des nombres quelconques. 

Démonstration 

e A,B, Cnétant pas alignés, les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires donc (A ; AB, AC) est un 

repere du plan (ABC). 

Donc si M est dans ce plan, il existe un couple (x ; y) tel que AM = xAB + yAC. 

e Réciproquement, nous allons prouver que tout point M de l’espace tel que AM = xAB + yAC est 

un point du plan (ABC). 

Puisque (A; AB, AC) est un repere du plan ABC, il existe dans ce plan un point N de coordonnées 

(x ; y) tel que AN = xAB + yAC d’ou AM = AN et M=N. Mest donc bien dans le plan (ABC). 

On dit que les vecteurs AB et AC dirigent le plan ou sont des vecteurs directeurs du plan (ABC). 

D’une maniére générale, un plan est déterminé par un point et deux vecteurs U et V non colinéaires. 

On note: P(A, U, V). 

2.2) Vecteurs coplanaires 

lorsqu’on choisit ut un point O O quelconque, le point O et les points 

A,B,C tels que OA =U, OB =V et OC = W sont dans un méme 

plan. 

© Remarque. Siles vecteurs non nuls u et Vv sont colinéaires, les points O, A, B sont alignés. Donc il 

existe au moins un plan qui contient la droite (OA) et le point C, et les vecteurs u, Vv, W sont copla- 

naires. Donc si deux vecteurs parmi les trois vecteurs U, V, W sont colinéaires, alors U,V, W sont 

nécessairement coplanaires. 

a 4) U, Ve W sont trois vecteurs tels que u et V nesont pas colinéaires. 

Dire que les vecteurs U, V, W sont coplanaires équivaut a dire qu'il existe des nombres a et b 

tels que: 

W = au + bv. 

On utilise les notations de Ia figure ci-dessus. 

Puisque U et V ne sont pas colinéaires, ils sont des vecteurs directeurs du plan (OAB). Par définition 

_ «U,V, W sont coplanaires » signifie que C appartient au plan (OAB). D’aprés le théoreme 3, cette 

- appartenance équivaut a « il existe a et b tels que OC = aOA + bOB » soit: 

| Démonstration 

eB 

| w=au+bv. 
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© Conséquences Figure pour la conséquence 3. 

Cc 
1. Dire que quatre | points A,B, C, D sont coplanaires équivaut a dire ae 

que les vecteurs AB, AC et AD sont coplanaires. A B 

2. Dire que les droites (AB) et (CD) sont coplanaires équivaut a dire / 9 

que les vecteurs AB, AC et AD sont coplanaires. 

3. Dire que deux plans sont paralléles équivaut a dire que deux 

vecteurs non colinéaires de l'un et deux vecteurs non colinéaires 

de l'autre sont coplanaires. 

2.3) Application : démonstration du théoréme du toit 

Rappelons l’énoncé de ce théoréme du chapitre 9 (théoréme 5, p. 268) : d, et d, sont deux droites 

paralléles, ?, et 9, deux plans distincts tels que d, est contenue dans P, et d, dans P,. 

Si P, et P, sont sécants, alors la droite A intersection est paralléle a d, et d,. 

3 
| 

| | 

’ [] Démonstration 

_Notons U unvecteur directeur de d, et dz, et W un vecteur 

directeur de A. 

Notons (u, v,) un couple de vecteurs directeurs de ae et 

(u, v5) un couple de vecteurs directeurs de oe 

La droite A est contenue dans , donc d’aprés le théo- 

reme 4, il existe un couple (x, ; y,) tel que: 

W=X,U+y,V, (1). 

De méme, A étant contenue dans ,, il existe un couple 

(x, ; Y2) telquew=x,U+y,V5 (2). 

Il r€ésulte de (1) et (2) que: 

X,;U+Y,V, =X,U+Y,V5 soit (x, - X,)U=Y>V5—y,V, (3). 

e Si x, # x,,alors U, Vv; et v5 sont coplanaires. Ce qui est impossible car les plans P, et P, sont 
sécants. 

Donc x, = xX, et y,; = y, =0 car Vv; et v5 ne sont pas colinéaires. 

En conclusion, w = x,U et A est paralléle a d, et d,. 

Reperage dans l’espace 

3.1} Repere dans l’espace 

Choisir un repére de l’espace, c'est se donner un point O (origine du repere) et un triplet (i, i k) de 
vecteurs non coplanaires. On note (O; i, i} k) le repére. Le triplet (i, We k) est appelé base de 
vecteurs de l’espace. 

3.2) Coordonnées d’un point. Coordonnées d’un vecteur 
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(Ons, i k) est un repere de l'espace. 

Pour tout point M de l’espace, il existe un unique triplet de nombres (x ; y ; z) tel que: 
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Démonstration 

e Démontrons l’existence du triplet (x ; yi ee 

ni pas paralleles. Notons MW’ le point d’ intersection du plan (O; a j) 

et de la droite A. 

M’ est un point du plan (O;i, j) ; il existe donc deux nombres x et y 

tels que OM = xi + yj. 

Les vecteurs MM’ et k sont colinéaires, il existe donc un nombre z tel 

que MM’ = zk. 

Or, d’aprés la relation de Chasles, OM = OM’ + M’M, donc OM = xi + yj + zk. 

e On admet l’unicité de cette écriture. 

(x ; y ;z) sont les coordonnées de M dans le repére (O; /, j, k). 

x est l‘abscisse, y l'ordonnée et z la cote de M dans ce repére. 

Définition EY (O;i, i, k) est un repére. Au vecteur U associons M tel que OM = U. Par définition, les coordon- 

nées de U sont les coordonnées (x ; y ; z) de M. 

Ainsi, tout vecteur U s‘écrit de maniére unique : 

G=xit+yjtzk. 

3.3) Décomposition d’un vecteur 
en fonction de trois vecteurs non coplanaires 

Théoréme 
e U,V, W sont trois vecteurs | non n coplanaires. Pour tout vecteur V, il existe un triplet unique de 

nombres (x ; y; z) tel que V=xut+yvt+zw. 
— 

e (x; y;Z) sont les coordonnées de V dans la base (G, Vv, w). 

3.4) Calculs sur les coordonnées 

Tous les résultats de la géométrie plane s‘étendent a l'espace par l’adjonction d’une troisieme coor- 

donnée. 

1. Dans un repeére (O; i ip k) 

e Si U et V ont pour coordonnées (x ; y ; z) et (x’; y’;z’), alors: 

— pour tout réel k, ku a pour coordonnées (kx ; ky ; kz) ; 

—le vecteur U + V apour coordonnées (x + x’; y+y';z+z’). 

e Si AetB ont pour coordonnées (Xp; Yai Zq) et (Xgi Ygi Zg), alors : 

—le vecteur AB a pour coordonnées (Xp — X, i ¥g- Yai 2g - Za); 

Xat+Xg Yat Ye . ae) 

Dene er 22 
—le milieu | du segment [AB] a pour coordonnées ( 

2. Dans un repére orthonormé (O ; i, ip k) 

|G) =Vxt+ y+ 22 et AB=[AB||= \/Oxq — xq) + (Va — Val? + @p — ZA). 
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a) Représentations parameétriques 
Dans tout ce paragraphe, le plan est muni d’un repére (O ; i, j, k) quelconque. 

4.1) Paramétrage d’une droite 

La droite d passant par A(x, ; Yo ; Zp) et dirigée par le vecteur U(a ; 6 ; c) est l'ensemble des points 

294 

M(x; y;z) tels que: 

: Démonstration. La relation d’appartenance de M(x ; y ; z) ala droite d se traduit par: 

« ll existe un nombre t tel que AM = tu », 

ce qui équivaut analytiquement a: 

: X—X, =at, y—y,=bt et z—z)=ct, t© R. Dot le résultat. 

Le systeme (S) est appelé représentation paramétrique de Pour le paramétre on peut utiliser 

la droite d dans le repére (O; i, j, k) ; t est le paramétre. nimporte quelle lettre : s, k, etc. 

A chaque valeur de t, on associe un point M(x, + at ; Yo + bt ; Z) + ct) et un seul. Réciproquement, a 
chaque point M de d correspond un seul nombre t tel que AM = tu. 

© Conséquence 

Lorsqu’une représentation paramétrique d’une droite d est écrite sous la forme (S), alors on peut 
affirmer que d passe par A(x, ; ¥g ; Z9) et que U(a; b; c) est un vecteur directeur de d. 

© Exemple. La représentation paramétrique de la droite d est donnée X= It 
ci-contre. d:jy=t-1, tER 
Le point de paramétre 1 est le point M(2; 0; 3). z=t+2 

Le point P(— 6; — 4; —1) appartient-il ad? P appartient a d si, et seulement 
si, il existe t tel que: 

—6=2t;—4=t—-1 et—1=t42. 

On trouve ici t = — 3 donc P est un point de d. 

4.2) Paraméetrage d’un plan 

On caractérise un plan 9 par la donnée d’un point A et de deux vecteurs U@ et V non colinéaires. Le 
plan 9 (A ; U, V) est l'ensemble des points M tels que AM = tu +sv. 
Cette caractérisation conduit donc, comme pour la droite d(A: U), a une représentation paramé- 
trique du plan. Cette représentation dépendra cette fois de deux parametres t et s. 
Le plan étant muni d’un repére quelconque (O; i, i k), le point A a pour coordonnées Xt Vorzolt 
u(a;b;c) et Via; B ; y). Lappartenance de M(x ; y;z) AP se traduit par: 

« Il existe deux nombres t et s tels que AM =tu + sv », 
ce qui €quivaut a: x — x) =at+ ds; y—y,=bt + Bs;z-zy=ct+ys,tER. 
On dira donc que le systéme : 

X=X,+at+aQs 

(S):;y=y)+ot+Bs,teRetsER 
Z=Z),+ct+yYs 

est une représentation paramétrique de P(A ; U, Vv). 
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Fopecrie 1) Utiliser des decompositions de vecteurs 

Colinéarité 

e Dire que U et V sont colinéaires équivaut a 

dire qu'il existe un nombre k tel que Vv = ku. 

@ Dire que les points A, B, C distincts sont 

alignés équivaut a dire que les vecteurs AB 

et AC sont colinéaires. 

e Dire que les droites (AB) et (CD) sont 

paralléles équivaut a dire que les vecteurs AB 

et AC sont colinéaires. 

25 AY Démontrer que trois points sont alignés 

ABCDEFGH est un cube. | est le centre de la face BCGF. 

Le point Mest tel que MA + 2 MI = 

Démontrez que les points B, M, H sont alignés. 

© Méthode 

e On cherche a exprimer le vecteur BM 

en fonction du vecteur BH. 

Pour cela, on transforme lasomme MA + 2MI 

a l’aide de la relation de Chasles. 

e On tient compte du fait que | est le centre 

de la face BCGF. 

Compleéments 

>» © MA +2Mi = 

numériques Application 

Coplanarité 

e U,V, W Sont trois vecteurs tels que U et V 

ne sont pas colinéaires. 

Dire que u, V, W sont coplanaires équivaut a 

dire qu'il existe des nombres a et b tels que 

w=au +byv. 

e Dire que deux plans sont paralléles équivaut 

a dire que deux vecteurs non colinéaires de l’un 

et deux vecteurs non colinéaires de l'autre sont 

coplanaires. 

© Solution 

MB + BA +2MB + 2BI 

soit MA + 2Ml = 3MB + BA +2Bl. 

p—p @ lest le milieu de [BG] donc 2BI = BG. 

Donc MA +2MI =3MB + BA + BG. 

e On veut faire intervenir le point H. On identifie p—» e ABGH est un rectangle donc BA + BG =BH. 

le rectangle ABGH dans lequel BA + BG = BH. 

e On conclut. 

© Mise en pratique 

ao ABCDEFGH est un parallélépipede. 

lest le milieu du segment [EG]. 

Mest le point tel que MB + 2Mi =0. 

ME + MG. 

b) Déduisez-en que MB + ME + MG =0 (1). 

2. Démontrez que les points D, M, F sont alignés. 

1. a) Justifiez que 2MI = 

Finalement, MA + 2MIl =3MB + BH. 

Or, MA +2MI =0 donc 3MB + BH =0. 

e Ainsi BH = 3BM etles points B, M, H sont 

p—Pp alignés. 

2] ABCDEFGH est un cube. |, J et K sont les 

milieux respectifs de [AB], [AE] et [CG]. 

Le point L est tel que: 

3EL = 2El. 

1. a) Démontrez que: 

3JL =EJ + AB. 

b) Déduisez-en que B, J, L sont alignés. 

2. a) Démontrez que les vecteurs JL et HK sont 

colinéaires. 

lb) Déduisez-en la valeur de k telle que HK = k JL. 
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3 (re"es 011) Démontrer que des vecteurs sont coplanaires 

ABCDEFGH est un cube. | et J sont les centres des faces ABFE et BCGF. H G 

Les points M et N sont tels que 3EM = EH et 3AN = AB. 

1. Démontrez que les vecteurs EA, MN et BH sont coplanaires. 

2. a) Justifiez que A est un point du plan (HFI) et que G est un point du 

plan (DBJ). 

b) Déduisez-en que les plans (HFI) et (DBJ) sont paralléles. 

© Méthode © Solution 

1. Pour prouver que ces vecteurs sont m—> 1. MN =ME+EA+AN =-— +H +EA+ TAB. 

coplanaires, il suffit de prouver l’existence de Or EH = AD donc 

nombres aret b tels que MN = GER + 6BH. ae AN SER 1B _ AD) 

Avec la relation de Chasles, on décompose MN 3 

en une somme de vecteurs qui fait apparaitre MN = EA + +08 (i: 

EM et AN sur lesquels on a des informations. 

e Ona une relation avec MN et EA;il manque ®— > e Deplus DB = DH + HB =HB -— EA. 

BH.On décompose donc DB en faisant En remplacant DB par HB — EA dans (1), 
apparaitre BH. il vient : 

> 3 — 1 > 

MN = EA +—HB - EA =>EA-—BH. LE 3 3 
e On conclut. p> @ Donc les trois vecteurs sont coplanaires. 

2. a) On utilise un raisonnement géométrique: > 2. a) Le point | est le milieu de la diagonale 
les centres des faces sont les intersections des [AF] et J celui de la diagonale [BG]. Il en 
diagonales. résulte que A est un point du plan (HFI) et G 

un point du plan (DBJ). 

b) On démontre que ces deux plans m—> b) HFBD et AHGB sont deux rectangles. llen 
sont dirigés par un méme couple de vecteurs résulte que HF = DB = 0 et AH = BG =v. 

non colinéaires. Le plan (HFI) est dirigé par HF et AH et le plan 
(DBJ) par DB et BG. Ces deux plans étant 

dirigés par U et V sont paralléles. 

© Mise en pratique 

3 | ABCD est un tétraédre. E est le point de ae ABCDEFGH est un cube. | et J sont les milieux 
lespace tel que AE = +80. respectifs de [EB] et [FG]. 

Les vecteurs BA, BD, BE sont-ils coplanaires ? 

| 4 | ABCDEFGH est un cube. |, J et K sont les 
milieux respectifs de [AB], [BC] et [HG]. 

Les points |, J, K, E sont-ils coplanaires ? 

1. En décomposant le vecteur IJ de deux manieéres, 
démontrez que 21) = EF + BG. 

2. Déduisez-en que les vecteurs J, EF et BG sont 
coplanaires. 
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Fopecrir 2) Calculer dans un repére 

e (0; iP i k) est un repére de l'espace et M un point de l’espace. 

+ Il existe un unique triplet (x ; y ; z) tel que OM = xi + xj + 2k. (x ; y; z) sont les coordonnées de 

M dans le repére. 

> SiAa pour coordonnées (Xq ; Yq; Z,) Ct B(Xg ; Vg i Zp), alors AB a pour coordonnées : 

(Xg— Xai Vg VaiZg— Za)- 

e Le triplet de vecteurs non nuls (U, V, w) forme une base de vecteurs de l’espace si, et seulement si, 

U, V et W ne sont pas coplanaires. 

EXERCICE RESOLU ©@ 

Dans un repére (O; i, j, k), on donne les points A(5;0; 0), B(2;-1;1), C(10;1; — 2) et D(3;2;1). 

1. On pose U = AB, Vv =AC etw=AD. 

Démontrez que (U, V, W) est une base des vecteurs de l’espace. 

2. On se place dans le repére (A ; U, V, W).| est le milieu du segment [BC]. L est le point tel que 

3AL = AD et Gest le centre de gravité du triangle BCD. 

Démontrez que les droites (Al) et (GL) sont paralléles. 

© Méthode © Solution 

1. Il s'agit de prouver que les vecteurs U,V et W mp 1.Les vecteurs U, V et W ont respectivement 

ne sont pas coplanaires, c'est-a-dire de pour coordonnées (— 3;—1;1) ; (5;1;-—2) ; 

démontrer qu'il n‘existe pas de nombres a et b (-2;2;1).Lacondition w = au + bv se 

tels que: traduit par: 

W=au+byv. —2=-3a+5b 

2=-a +b 

(= @ = 2o 

—2=-3a+5b 

ce qui équivaut a b=-3 

a=—-5 

Or —3a+5b=0 # —2 donclesystemen’a 

pas de solution. 

e On conclut. m—> e U,V, W ne sont pas coplanaires 

donc (U, Vv, W) est une base des vecteurs 

de l'espace. 

2. Pensez p—p 2. Dans le repére(A;U,V,W), 

a faire les points B, C, D ont respectivement pour 

une figure. coordonnées (1;0;0), (0;1;0) et (0;0;1). 
1 

e@ On cherche p—p e | a pour coordonnées (+ : + : 0) 5 

les coordonnées Spas 1 
AL=LAD donc L(0;0; 2). del,LetG. 

e Posons G(x ; y;Z). IG = +0 avec 

We 1 1 1 1 Se aera) IG(x-tiy-Jiz) et D(-4 il 

Donc Ga pour coordonnées (+; + ; +) ‘ 

e Pour démontrer que les droites (Al) et (GL) m—> e Le vecteur Al a Blas Se ae 

sont paralleles, il s il suffit de démontrer que les (; Ue sali 0) € et cl (- 4 se +50) -lIlen résulte 

vecteurs Al et GL sont colinéaires. ey yas Bia 
que GL =- a . Ces vecteurs étant 

colinéaires, les droites (Al) et (LG) sont paralléles. 
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O Mise en pratique 

QB ABcDEFGH est un 
cube. | et J sont les milieux 

des arétes [EH | et | AB]. 

On choisit le repere 

(D ; DA, DC, DH). 
Démontrez que les vec- 

teurs AE, J et BH sont 

coplanaires. 

GB on reprend_ l’exer- 

cice de l’objectif 2. 

On choisit le repére 

(A ; AB, AD, AE). 
Les points |, J, K, E sont-ils 

coplanaires ? 

| 8 | Dans un repére (O; i, ip k), on donne les vec- 

teurs U(—2;3;-1), V(1;-1;-2), w(4;-2;-18). 

1. a) Existe-t-i] des nombres a et b tels que: 

w=au + bv. 

fb) Que pouvez-vous en conclure ? 

2. Déduisez de la question précédente que le point 

M(5;—1;-—14) appartient au plan passant par 

A(1;1; 4) et dirigé par le couple de vecteurs (U, V). 

| 9 | ABCDEF est un prisme droit. |, J, K, L sont les 

milieux respectifs des arétes [BC], [AD], [BE] et 
[CF]. 

On choisit le repére (B ; BA, BC, BE). 

1. Démontrez que les vecteurs Sle KL et KD sont 

coplanaires. 

2. Que pouvez-vous dire de la position relative de 
la droite (IJ) et du plan (DKL 

10 | Dans un repére (O; i, j,k), on donne les 
points D(1;0;1) et E(4;—2;1) et les vecteurs 

U= 3) =) + 2khety =) +k. 
La droite (DE) est-elle paralléle a un plan P dirigé 
par les vecteurs U et Vv ? 

Gp Dans un repére (QO; ij, 

les vecteurs u(0;—1;1), 

WE1l7—1;7—1). 

On pose AB =U, AC =v, AD=w. 

(A ; AB, AC, AD) est-il un repere de l’espace ? 

ee 

aii 

_k), on donne 

(—2;-1;3) et 
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12 | Dans un repére (O; i, j,k), on donne les 

points A(3;1;— 2), B(6;5;— 4), C(1;4;1). 

Le point H(4 ; 8 ; — 1) est-il dans le plan (ABC) ? 

13 | Dans le cube ci-dessous, on choisit le repére 

(D; DA, DC, DH). 

|, J et K sont les milieux des arétes [AD], [BC] et 

[FG]. 

1. Calculez les coordonnées des vecteurs AK, HI 

et HJ. 

2. a) Existe-t-il deux nombres a et b tels que: 

AK = aHI + bHJ ? 
b) Que pouvez-vous en conclure ? 

14 | Dans un repére (O; i, i k), on donne les 

pointsSA (6-22-51) BG 2:70) a GC eit —)eret 

M(13 ; 1; 3). 

Les quatre points A, B, C, M sont-ils coplanaires ? 

GB asco est oun 

tétraédre. | et J sont les 

milieux respectifs des 

arétes [BC] et [AD]. 

Gest le centre de gravité 

du triangle BCD. 

On pose: 

u=AB+AC+AD. 

On se propose de démontrer de deux maniéres 

que les vecteurs U, J et DG sont coplanaires. 

1 méthode : sans repére. 
1. a) Démontrez que 2) = — AB + AD — AC. 

b) Démontrez que 3DG = AB + AC —2AD. 

2. Déduisez-en que U = — 6(I) + DG). 

Concluez. 

2° méthode: avec un repére. 

On choisit le repére (A; AB, AC, AD). 

1. a) Trouvez les coordonnées des points |, J et G. 
b) Déduisez-en les coordonnées des vecteurs U 

lJ et DG. 

2. Concluez. 

, 



ropecE 3) Exploiter la caractérisation paramétrique d'une droite 

Dans un repére (O; i, i k), la droite d passant par A(X, ; Yo i Zp) et de vecteur directeur U(a;b;c) a 

pour représentation paramétrique : 
X=X,)+at 

(S):]y=y,+bt tER. 
ees 

36s) D)) Déterminer une représentation paramétrique d’une droite 

Dans un repére (O; i, a k), dest la droite passant par A(-1;0;1) et B(-5;-2; 7). 

1. Déterminez une représentation paramétrique de d. 

2. Quelle est l'intersection de la droite d et du plan (O; /, j) ? 

© Méthode © Solution 

1. On définit la droite d par le point A et p—p 1. Le vecteur AB a pour coordonnées 

le vecteur AB ou un vecteur U colinéaire a AB. (— 4; —2; 6). on peut choisir pour vecteur 

directeur U(2;1;— 3). Ainsila droite da pour 

représentation paramétrique : 
X=-14+2t 

(S)iev y set tER. 

z=1-3t 

2. On traduit l’appartenance de Maladroite d, p» 2.Notons M(x ; y ; z) un point de cette 

puis au plan (O; if j). intersection. 

M Ed si, et seulement Si, il existe t tel que : 

Ms = ls VS ee 2 = = Sie, 

ME (O;i, /) si, et seulement si, z =0. 

e On en déduit la valeur de t, puis e—p e Donc Mappartient a l’intersection si, et 

les coordonnées du point M. seulement si, x =—1+2t, y=t et 1—3t=0, 

soit t = ue : 

e On conclut. w—p e Donc d coupe le plan (O; ip j) au point 
‘Liven 

M (- SiS 0) : 
SaaS 

© Mise en pratique. Pour tous les exercices, l’espace est muni d’un repére (O ; i, j, k). 

16 | dest la droite passant par A(—1; 2; 0) et de 19 | ABCDEFGH est un cube d’aréte 1. Le point | 

vecteur directeur U(0 ;—1;1). est le milieu de l'aréte [EA]. 

1. Donnez une représentation paramétrique ded. | On choisit le repére (A; AB, AD, AE). 

2. Calculez les coordonnées des éventuels points 

d‘intersection de d avec les plans (O;i, ie 

(0; i,k) et (O; j,k). 

Reprenez les questions de lexercice 
lorsque la droite d est définie par les points : 

A(2;—1;1) et BA-—2;1; 3). 

18 | Précisez la nature géometrique de l'ensemble } ~~ 
1. Donnez une représentation paramétrique de la 

défini par: E KEE droite (IG). 
(S) yy=3t tER. 2. Quelles sont les coordonnées du point K inter- 

z=-t-2 section de la droite (IG) et du plan (ABC) ? 
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e211 e)) Etudier la position relative de deux droites 

Dans un repere (O; is ji k), les droites d et A ont respectivement pour représentation paramétrique : 

Noman 

dy = 2 3te CSI vet 

Yh By Sie 

Etudiez la position relative de ces deux droites. 

© Méthode 

X=S 

SLID SAO SS etn 

Zia 

© Solution 

e Ces droites peuvent étre paralléles, sécantes pp» e La droite d passe par A(1; 2; 3) eta pour 

ou non coplanaires. On définit 

géométriquement d et A. 

vecteur directeur U(1;—3;—3). 

La droite A passe par B(O ; — 3; 1) eta pour 

vecteur directeur v(1;—3;-1). 

e On regarde si les coordonnées de U et V sont pe» e Les coordonnées U et V ne sont pas 

proportionnelles pour savoir si ces droites sont 

paralléles. 

proportionnelles donc ces vecteurs ne sont 

pas colinéaires et d et A ne sont pas paralléles. 

e On cherche sid et A ont un point commun. pp» e det A ont un point commun si, et seulement 

e@ On conclut. 

si, il existe un couple (t ; s) vérifiant : 

tHh=s 

—3t+2=-—3s-3 

—3t+3=- s+] 

t— s=-1 (1) 

ce qui équivauta {—3t+3s=-—5 (2) 

—3f+ s=—2 (3) 

(2) sécrit t—s= 2 donc (1) et (2) sont 

incompatibles et le systeéme n’a pas de 

solution. 

p—p e Les droites d et A sont donc non coplanaires. 

© Mise en pratique. Pour tous les exercices, l’espace est muni d’un repére (O; i, j, k). 

20 | det A sont deux droites de l’espace définies 
par: 

xX=3t+2 xX=S+1 

diy=-t-1 t]@R et Aly=2s-3 sER 

y=t+1 YS= Sar 2 

Prouvez que ces droites sont sécantes. 

21 | La droite d est définie par le point 

A(2;— 3; 5) et le vecteur directeur U(1;2;1), et 

la droite A est définie par le point B(7 ;2; 4) et le 

vecteur directeur V(3;1;—1). 

Etudiez la position relative de ces deux droites. 

| 22 | La droite (AB) est définie par A(1;—1; 2) et 
B(—1; 3; 4), et A a pour représentation paramé- 

trique: 
x=-t 

WES Pke SEIN 

y=5-t 

Etudiez la position relative des droites (AB) et A. 
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23 | On donne les points A(0 ; 5; 5), B(-1;3; 0), 

C@3;2; 4) et D4;7;-3). 

Démontrez que les droites (AB) et (CD) sont 

coplanaires. 

| 24 | Etudiez la position relative des droites : 

xX=1-3t x =6s 

djy=1+t tER et d’jy=1-2s sER 

Z=— 3-4 2t Z=3-A4s 

25 | Que peut-on dire des droitesdet A définies 
ci-dessous ? 

vt x25 

djy=2+3t t&R et Aljy=5-6s sER 

Bat zZ=1-2s 



3 Questions sur le cours 

Complétez les propositions suivantes. 

a) A et B sont deux points distincts. La droite (AB) 

est l'ensemble des points M tels que AM =... 

b) A, B, C sont trois points non alignés, le plan 

(ABC) est l'ensemble des points M tels que 

AM =.... 

c) Dire que les droites (AB) et (CD) sont coplanaires 

€quivaut a dire que les vecteurs AB, AC et AD 

SON tesa: 

d) Si U a pour coordonnées (x; y;z) dans un 

repére orthonormé, alors ||U||=.... 

G3 OCM une seule réponse exacte 

Exercices 
interactifs 

Vrai ou faux 

Vrai ou faux ? Justifiez votre réponse. 

a) (A; U,V) est un plan P; d est la droite définie 

par B et w = 2U — V. Alors dest paralléle a P. 

b) ABCD est un tétraédre. Le point M tel que 

2AM = DA + BC + CA est un point d’une aréte. 

c) Lespace est muni d’un repére orthonormé 

(OF i, ip k). On donne les points A(4;3;-1), 

Bia 4) GGliser— 33) etiDi(2645) 27). 

«Les points A, B, C, D sont coplanaires. 

- Les droites (AB) et (CD) sont sécantes. 

- Le triangle ABC est isocéle. 

Pour chaque affirmation, une seule réponse est exacte. Identifiez-la en justifiant votre réponse. 

Pour les questions 1. et 2., l’espace est rapporté a un repére orthonormé (O; j, j, k). 

1.Les vecteurs G=i+j+k, V=2i+7j—3k et 

w =4i + mj —k sont coplanaires si: 

a) m=8 b) m=9 c) m=-6 

2. La droite d passant par A(—1;0;1) et dirigée par 

u(2;1;—3) a pour représentation paramétrique : 

xX =—3—As xX=3"— 6F ~a=2t — 1 

a){;y=-1-2s b)+y=2-3r c)iy=t 

Z—=—2—65 Z=—5 +94 74 = \\cm BY 

(s = R) (r= R) (t= R) 

QCM Au moins une réponse exacte 

C(0;2;1) et le point M tel que | et w(3;1; 2). 

OM =30A — OB - OC. | Ee 
a) A,B, Csont alignés. plan. 

b) M appartient au plan (ABC). 

¢) ll existe deux nombres x et y tels 

» que: 

d) O, M, B, C sont coplanaires. | plan (O; U,V). 

Pour chaque affirmation, plusieurs réponses peuvent étre exactes. Identifiez-les en justifiant vos réponses. 

Pour les questions 1. et 2., l'espace est rapporté a un repére (O; i; i k) orthonormé. 

| 1. Ondonne A(3;0;0), B(1;1;0), | 2. Ondonne d(1; 2; 3), V(2;3;1) | 3. ABCDEFGH est un cube ;I,J,K,L 

| a) (O;U,V,W) est un repére du 

b) Si OA =u, OB=vetOC=w, | ya 
alors le triangle ABC est équilatéral. 

OA = xOB + yOc. | c) M(1;4;13) est un point du 

3. ABCDEFGH est un cube 

d’aréte 1. 

| est le milieu de [EF] et J est le 

milieu de [FG]. 

Les droites (Al) et (CJ) sont: 

a) paralleles 

b) coplanaires 

c) non coplanaires 

et M sont les milieux respectifs de 

| [AB], [BC], [CG], [GH] et [AE]. 

a) J et MK sont colinéaires. 

b) Al, JK et ME sont coplanaires. 
| 

| ©) E,1,J, K sont coplanaires. 

- Poy 
Ss Corrigés sur www.transmathlycee.net/eleve-TermS 
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Apprendre a chercher 

30 | Démontrer que deux droites sont sécantes 

Un repére (O; /, j, k) est donné. On considére les points 

A(3;—1;1) B(3;—3;-1) et les vecteurs U(1;0;—2) et 

v(2;1;— 3).d est la droite passant par A et dirigée par U 

et d’ est la droite passant par B et dirigée par v. 

ie Prouver que les droites d et d’sont sécantes 

et trouver les coordonnées de leur point d’intersection. 

1. Il siagit de démontrer que deux droites de l’espace sont 

sécantes, donc de démontrer qu’elles sont non paralléles 

et coplanaires. La donnée des coordonnées nous incite a 

un traitement analytique du probleme. 

a) Justifiez que U et V ne sont pas colinéaires. 

b) Que pouvez-vous en déduire pour det d’ ? 

2.ll reste a prouver que d et d’sont coplanaires. Le 

point A et les vecteurs U et v déterminent un plan. 

Il suffit donc de prouver que les vecteurs AB, U et v sont 

coplanaires. Ce qui revient a prouver qu'il existe deux 

nombres a et b tels que AB =au + bv (1). 

a) Traduire |’égalité (1) a l'aide des coordonnées. Vous 

obtenez trois équations a deux inconnues aet b. 

b) Choisissez deux de ces équations et résolvez le sys- 

teme obtenu. a et 6 sont-ils solutions de la troisigme 

équation ? Concluez. 

3. Il reste a calculer les coordonnées (x ; y ; z) du point | 

intersection de d et d’. Pour cela, on traduit vectorielle- 

ment le fait que le point | appartient ad eta d’. 

a) Justifiez l’existence de deux nombres k et k’ tels que: 

Al = ku et Bl =k’v. 

b) Traduisez ces deux égalités avec les coordonnées. 

Déduisez-en k et k’ , puis les coordonnées du point I. 

ED Déterminer un ensemble de points 

ABCD et un tétraédre. M et M’ sont deux points variables 

sur les arétes [ AB] et [CD]. 

Le point | est le milieu du segment [MM]. 

Démontrer que | est a lintérieur d’un quadri- 

latére particulier lorsque M et M’ se déplacent sur [AB | 

et [CD]. 

Chapitre 10 » Géométrie vectorielle 

1.On peut utiliser un logiciel de géométrie pour 

conjecturer a quel ensemble appartient |. Sinon, on peut 

choisir des positions particuliéres de M et M’ et placer les 

points | correspondants. 

[ss 

a) Justifiez que les milieux E, F, H, G de [AC], [BC], [BD] et 

[AD] sont des points | particuliers. 

b) Quelle est la nature du quadrilatére EFHG ? 

2. Le point | semble étre dans le parallélogramme EFHG. 

Choisissons comme repére (A ; AB, AC, AD). 

Les points M et M’ sont tels que: 

AM = tAB et CM’ = sCD 
avec t©[0;1] et s=[0;1]. 

On va donc calculer les coordonnées du point | en 

fonction de s et t. 

a) Démontrez que | a pour coordonnées : 

a ee re ee 
Die Ds Di A pcs 

b) Déduisez-en que | est un point du plan P(E, EF, EG). 

3.Reste désormais a montrer que | est dans le paral- 

Iélogramme EFGH. 

a) Démontrez que 2El = EM + EM’ = AM+CM’. 

b) En tenant compte de AM =tAB et CM’ = sCD , dédui- 

sez de la question 3. a) que El =tEF +sEG, tSjOstt 

Se [0Ftt 

Concluez. 

Remarque. On a démontré que | est un point du parallélo- 

gramme EFHG. Réciproquement, montrons qu'un point J inté- 

rieur a EFHG est le milieu d’un segment | MM’ ]. 

En effet : EJ = xEF + yEG, xe[0 1, y =[05 1] 

alors 2E) = xAB + yCD, xAB = AM et yCD = CM’ 

soit 2EJ = AM + CM’ =A) +JM+O) 4 JM’. 
Or AJ) +CJ) =2E) donc IM+JM’ =O et J est le milieu du 
segment [MM’]. 



Narration de recherche 

=> Lobjectif n’est pas seulement de résoudre le probléme posé : 

vous devez aussi noter les différentes idées méme lorsqu’elles n’ont pas 

permis de trouver la réponse. Expliquez pourquoi vous avez changé 

de méthode et ce qui vous a fait avancer, etc. 

ES) ABCDEFGH est un cube 
d’aréte 1. 

M est un point du segment 

[AH], N est le point du segment 

[FC] tel que CN=AM et lest le 

milieu du segment [ MN]. 

33 | (O;i, ie k) est un repere orthonormé de espace. 

On donne le point A(1; 0; 0). 

1.B et C sont deux points du plan (O; i, j) tels que le 

triangle ABC est équilatéral de centre O. 

: Le Déterminez des coordonnées possibles des points B et C. 
1. Faites une figure en utilisant 

un logiciel adapté. 2. Dest un point de l’espace tel que le tétraeédre ABCD est 

2. Quelle ligne décrit le point | lorsque M parcourt le régulier : toutes ses arétes ont la méme longueur. 

segment | AH] ? Justifiez votre réponse. Déterminez des coordonnées possibles du point D. 

Eux aussi, ils ont 

GCE  cherché avant de trouver ! 

Voici quelques mathématiciens importants qui ont travaillé dans le domaine de la Géométrie. 

Jéréme Cardan Johannes Kepler James Clerk Maxweil 
> chap. 8 > chap. 9 > Chap. 11 

4 

ACTIVITES DE RECHERCHE 

Veen Ah 

Die Ausdehnungslehre Von 1844 

ee: hy [siaDisclineataeiee 
Mathématicien et philosophe allemand, Tineale Ausdehnungslehre 1 | 

Hermann Grassmann étudia d’abord la théologie weer Zvcig der Mathomatie |_| 
avant d’enseigner les mathématiques. B Mn 

durch Anwendungen auf di 1 8 uf dio Obrigen Zweige der Math 3 ige der Mathemati, 

En 1844, il publie Die Lineale Ausdehnungslehre, Bie ee 

ein neuer Zweig der Mathematik. || y expose les axiomes 

de la théorie des espaces vectoriels tels que nous les ed te be 
connaissons aujourd’hui, formalisant ainsi les travaux 

initiés par d‘autres mathématiciens avant lui comme 

_ Francois Viéte (1540-1603) ou Gottfried Leibnitz (1646-1716). 

— |l faudra attendre le début du xx* siécle pour que ses travaux soient reconnus 

et largement utilisés. Il est aujourd’hui considéré comme le pere des structures 

_ vectorielles, qui ont donné naissance a nombre de théories mathématiques 

et d’applications technologiques. 

——e 

ir le Web fr.wikipedia.org/wiki/Herman_Gtnther_Grassmann 
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Travaux dirigés 

 comPerences | 
TICE Mathématiques 

a Construire une figure de l'espace w Démontrer le parallélisme de deux plans. 

pour conjecturer. 

ABCDEFGH est un cube. 

|, J et K sont les milieux respectifs des segments [HD], [EH] et [AD]. 

L est le centre de gravité du triangle ABE. 

Vobjectif de ce TP est d’étudier la position relative des plans (JIC) et (BLK). 

1. Conjecturer avec Geospace 

a) e Créez le cube ABCDEFGH. wo [ a) w(7>1< OA) OO ss el | 

Pour cela créez, par exemple, les points : 

A(4;0;0), B(4;4;0), C(0; 4; 0) et D(0;0; 0) 

puis les points E(4;0; 4), F(4;4; 4), G0; 4; 4) et H(0;0; 4). 

e Créez les milieux |, J et K respectivement des segments [HD], [EH] 

et [AD]. 

e Pour créer le centre de gravité L du triangle (ABE), créez deux 

médianes de ce triangle et leur point d’intersection, ou utilisez la 

commande : 

Créer — Point ® Barycentre (A, 1) (B, 1) (E, 1). 

e Créez enfin les triangles (JIC) et (BLK) : 

Créer — Ligne ® Polygone convexe ® Défini par ses sommets 

b) Faites pivoter le cube et observez les deux triangles (JIC) et (BLK). [wivie) imi>i<iolaicieiealyit) 1S selsibledes 

c) Conjecturez ainsi la position relative des plans définis par ces E : 

triangles. Sue ee ees 

Observez les triangles (JIC) et (BLK). 

, 4 

ACTIVITES DE RECHERCHE 

Quels vecteurs vous semblent colinéaires ? 

d) Créez la section du cube par le plan (JIC) : 

Créer — Ligne ® Polygone convexe = 

> Section d’un polyédre par un plan. 

Pouvez-vous conjecturer la colinéarité de deux autres vecteurs ? 

2. Démontrer 

Pour prouver que les plans (JIC) et (BLK) sont paralléles, il suffit de prouver que ces deux plans sont dirigés 
par un meme couple de vecteurs non colinéaires. En observant les figures construites, on peut remarquer 
qu'un tel couple apparait assez naturellement : le couple (Cl, lJ). 

On note M le milieu de l’aréte [AE]. 

a) Justifiez que: 

e BL et BM sont colinéaires ; 

e (BM, KM) est un couple de vecteurs directeurs du plan (BLK) 

e KM =) et BM=Cl. 

b) Concluez. 

! 
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— ES) centre de gravité d’un tétraedre 

Mener une analogie 

EU Teiiae Définir la notion de centre de gravité d'un tétraédre ABCD par analogie avec le centre de 

gravité d’un triangle. 

Dans un triangle ABC, le centre de gravité G est le point de concours des médianes. Le point G est carac- 

térisé par la relation GA + GB + GC =0. D 
Dans le tétraédre ABCD, définissons donc le point G par la relation : 

GA +GB+GC+GD=0 (1), 
et définissons les analogues des médianes pour le tétraédre : 

—on appelle plan médian issu d’une aréte le plan contenant cette aréte et 

passant par le milieu de l’aréte opposée. 

— une bi-médiane est une droite passant par le milieu de deux arétes opposées. 

Exemples. Le plan (DIC) est le plan médian issu de l’aréte [DC]. (J) est une bi-médiane B 

du tétraédre ABCD. 

i ee fie Se 

1. Dans cette question, on se propose de construire le point G. 

On appelle | et J les milieux respectifs des segments [ AB] et [AC]. 

D’ désigne le centre de gravité du triangle ABC. 

Onadonc D’A +D’B +D’C =0 (2). 
ERCHE ee ei 

a) Démontrez, en tenant compte de (2), que: 
at Sei sibs Se re uae 

3GD’ + GD = 0, puis que D’G = 
4\|— 

1D 

b) Déduisez-en que les points D’, D et G sont alignés et placez le point G. 

2. Combien y a-t-il de plans médians dans un tétraédre ? DE RECH ces 

a 

3. On se propose de démontrer que toutes les bi-médianes d’un tétraedre ABCD VW) : 

sont concourantes en G. D Ee : | 

a) Combien y a-t-il de bi-médianes dans un tétraédre ? — 

b) Prouvez que la droite (IJ) est contenue dans les plans médians issus des J - : : 

arétes [AB] et [CD]. = se 

e Déduisez-en que chaque bi-médiane du tétraedre est contenue dans deux U : 

plans médians. C x : : 

c) A l'aide de l’égalité (1), prouvez que le point G appartient a la bi-médiane > 

(lJ) ainsi qu’a chaque bi-médiane du tétraédre. as ee 

d) Concluez. E | A : : ; 

ae 

Vous remarquez ici l’analogie : eiee 

« Le centre de gravité d’un triangle est le point de concours des médianes. » i ae 

«Le centre de gravité d’un tétraédre est le point de concours des bi-médianes (et aussi des plans se 

médians). » 

4. Llespace est muni d’un repere (O ; if i k) 

On note (Xi; Yy i Zy) les coordonnées d’un point désigné par la lettre M. 

a) A aide de la relation (1), exprimez OG en fonction de OA, OB, OC, et OD. 

b) Déduisez-en les coordonnées du point G en fonction des coordonnées des points A, B, C et D. 
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» Des Mathematiques 

| ET) Vecteur moment d’une force 

EG Découvrir la notion de moment de force utilisée dans l'étude des actions mécaniques 
appliquées a un solide. 

espace est muni d’un repere orthonormé 

(A; i, j, k). (AX), (Ay) et (Az) désignent les axes 

de ce repére. 

3 : Une clé (1) est utilis¢e pour desserrer une vis 

ae bloquée sur un bati (0). 

—".. 3 Leffort exercé par la main (2) de l’opérateur est 

a, représente par le vecteur F(F, ;F, ;F,). 

'—* La force exercée en M(Xqi Yui Zy) produit, main (2) 

a ee sous certaines conditions, un mouvement de ma 

~~ rotation de la clé (1) autour du pivot A. -unité: mm_ 

= 

1. On suppose que la position de M et de la clé sont telles que I’indique le croquis, et que la clé peut pivo- 

ter autour de l’axe (Az). 

Quelles seraient les caractéristiques d'une force qui ne provoquerait pas de rotation de la clé ? HE 
2. aptitude de la force F a faire tourner la clé autour du pivot A est appelée moment de F en A et est 

symbolisée par un vecteur noté bral 

Les coordonnées de ce vecteur dépendent des caractéristiques du vecteur force et de la position du point M 

ou s'applique cette force. On a ici: HERC ~ Te Xv B/E ie Vs My) (F) est égal au produit 
~] Ble Ml y MACE Px vectoriel F /\ AB. Ce vecteur : y M (A) z*M 1 x4M 

" ~ E Zn FY FX est normal au plan formé par 

ars e Donnez les coordonnées du point M indiquées par le croquis. ero 

ACTIVITES DE 

3. On applique en M la force F (60 ; 200 ; 0). 

e Déterminez les coordonnées du vecteur moment Mia) (F,) de F, enA. 

= 

bd 

s 
- 

4. abscisse 1, du vecteur moment indique l’aptitude a pivoter autour de l’axe 

(Ax), son ordonnée M, indique l’aptitude a pivoter autour de l’axe (Ay) et sa 

cote Jl, indique l’aptitude a pivoter autour de I’axe (Az). 

- 

= 
He 

£ 
Re 

Chacune des composantes, ainsi que la norme, du vecteur moment s’exprime 

en newton- metre (N-m). 

La vis ne peut pivoter qu’autour de l’axe (Oz). GISERTEY cp ptiquée 

Justifiez que seule la composante Fy du vecteur 

force est nécessaire pour permettre a la vis de 
pivoter autour de son axe. Plus le point d’application d’une 

force F est loin de lI’axe de 

rotation, plus le moment de F est 
ss grand. Ainsi, pour diminuer le gite 

La force F, permet-elle de desserrer la vis ? d'un voilier (son inclinaison sur le 

% 

Application a la voile 

5. Le couple de serrage de la vis (a vaincre pour 

la desserrer) est de 65N-m. 

cote), on se met « au rappel ». Le 

passager, en étendant son corps 

au maximum, éloigne son centre 

de gravité de l’axe de rotation du 

bateau. Le poids P s‘appliquant 

au centre de gravité, le moment 

de cette force augmente et le gite 

diminue. 

6.On applique maintenant en M la force 

F, (40; 250; — 20). 

La force F, permet-elle de desserrer la vis ? 
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DE TETE 

1. Avec quel sommet du cube 

est confondu le point M tel que : 

AM = AB + DH ? 

2. Méme question avec le point N tel 

que: 

EN = BF + EC. 

Pour les exercices 38 a 42 

Lespace est muni d’un repére (O; i, if k). 

ES On donne les points A(3;0;—1) et B(—2;3; 2). 

e Quelles sont les coordonnées du milieu de [| AB] ? 

e Quelles sont les coordonnées du vecteur AB ? 

39 | La droite d passant par A(2;1;-—1) est dirigée par 

le vecteur u(1;—1;1). 

Pourquoi le point B(3 ; 0; 0) est-il un point ded? 

40 | Pour quelle valeur de b les vecteurs U(2 ; — 4; 6) et 

v(—1; 2; b) sont-ils colinéaires ? 

41 | On se place dans un repére orthonormé. Quelle est 

la norme du vecteur U = 2i — 2j + 3k ? 

| 42 | La droite da pour représentation paramétrique : 

Xl ts 

y=1-t tER. 

z=-2+t 

Le point A(3; 2; — 3) est-il un point de d? 

VECTEURS DE L’ESPACE 

Pour les exercices 43 a 45 H G 

ABCDEFGH est un cube. 

Les points | et J sont les milieux 

respectifs des arétes [EF] et 

[FG]. 

| 43 | Complétez chacune des A 

- égalités suivantes par un som- 

-met du cube. 

a) A... = AD + BF. b) CE =C... +CG + HE. 

44) Quel est le vecteur d'origine A défini par : 

a) AB+AE+FJ? b) AE + BC + HJ ? 
oe 

45 | Les vecteurs JJ et AC sont-ils colinéaires ? 

Compléments Entrainement numeériques 

Pour les exercices 46 a 48 

ABCDEFGH est un paral- 

lélépipede. 

46 | Démontrez les égali- 

tés suivantes. 

a) CD + CG + EB=0. LOA 

bh) GhetGcenG = Ghu. rere fe 

Complétez par un sommet du parallélépipede. 

a)...H=AB+AD+CE. b)AG=AB+E...+CG. 

Situez les points P et Q vérifiant les égalités suivantes. 

a) AP =—AB +—AD + AE. 
2 2 

b) AQ = AB +2-AD + SAC. 

Pour les exercices 49 a 51 D 

ABCD est un tétraéde, | est le 

milieu de [AB], J celui de ’ 

[CD] et O celui de [IJ]. 

’ A C 
49 | 1. Complétez : 

BAL +... +JC =AC. 

2. Démontrez que AC + BD =2U). B 

50 | Justifiez que AB + CD = AD +CB. 

51 | 1. Justifiez que : 

OA + OB = 20) et OC + OD =20). 

2. Déduisez-en que OA +0B +0C +0D =O. 

52 | La vitesse v d’unavion 

est la somme vectorielle de 

sa vitesse propre Ve par rap- 

port a l’air (mesurée par 

l'anémometre) et de la 

vitesse v, de l’air (du vent). 

Le « cap » est l’angle formé 

par l’axe de l’avion et la 

direction du Nord. La 

« route » est l’angle formé par la trajectoire réelle de 

l‘avion et la direction du Nord. 

début _ 
de la piste 
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] 1. Un avion se déplace a la vitesse v, =60m-s en affi- 

chant un cap de 65°. 
Fae . = 

La météo annonce un vent de vitesse v,=20m-s 

soufflant dans la direction 120°. 

Déterminez les coordonnées du vecteur Vie 

2. Cet avion est en approche d’un terrain d’aviation. Sur 

son systeéme de géolocalisation, le début de la piste d’at- 

terrissage se trouve a la verticale du point P(10;1). 

a) Sa route actuelle lui permet-elle d’arriver a la verticale 

de la piste d’atterrissage ? 

b) Sachant que le vent reste stable en vitesse et en direc- 

tion, et que sa vitesse propre demeure constante en 

valeur, quel cap (a 1° prés) doit-il prendre pour arriver ala 

verticale de la piste ? 

3. Lavion vole actuellement a une altitude de 3 000 m par 

rapport au niveau de la mer. La piste est a une altitude de 

250m. 

a) Quelle doit étre sa vitesse (a 0,im-s_ prés) de des- 

cente moyenne pour se présenter en début de piste dans 

de bonnes conditions ? 

1 

b) Comment peut-on inclure cette vitesse de descente 

dans la caractérisation du vecteur représentant la vitesse 

propre de I’avion ? 

VECTEURS COLINEAIRES 

Pour les exercices 53 459 

Lespace est muni d’un repére (O; i, j, k). 

Dans chacun des cas suivants, précisez si U et V 
sont colinéaires. 

a) U(2;1; —3) et V(1;2;2). 

b) u(14; 245 77>) ketV (47.5). 

54] On donne les points A(1;—1;2), B(0;5;3) et 

C(4;—19;—1).Ces points sont-ils alignés ? 

55 | Existe-t-il des valeurs de a et b pour lesquelles les 

points A(1;0;—3), B(—3;2;1) et C(a;6;5)sont ali- 

gnés ? 

56 | On donne les points A(3;2;2), B(-1;-—4;4), 

C(1;0;1) et D(3;3; 2). Les droites (AB) et (CD) sont- 

elles paralléles ? 

Déterminez les nombres a et b pour lesquels les 

vecteurs U(— 2; a;—5) et vV(4; — 6; b) sont colinéaires. 

58 | La droite d est dirigée par u(2;—1; 3) et la droite 

d’ est dirigée par v(- 4; 2; — 6). 

Chapitre 10 » Géométrie vectorielle 

Quel théoréme vous permet d’affirmer que ces deux 

droites sont paralléles ? 

59 | On donne les points A(5;2;1), B(7;3;1) 

C(-1;4; 5) et D-—3;3;5). 

Le quadrilatére ABCD est-il un parallélogramme ? 

60 | A,B, Csont trois points non alignés de l’espace. | est 

lemilieude [BC].Le point Gest tel que GA + GB + GC = 0. 

1. Démontrez que GB + GC =2Gl. 

2. Déduisez-en que les points G, A, | sont alignés et que G 

est le centre de gravité du triangle ABC. 

(AD suite de l’exercice ZB D 

ABCD est un tétraédre, | est le 

milieu de [BC]. Le point G est 

le centre du gravité du 

triangle ABC, c’est-a-dire le 

point tel que: 

GA + GB +GC=0. 

On considére le point K tel 

que: 

KA + KB +KC + KD =0. 
1. a) Démontrez que 3KG +KD =0. 

b) Déduisez-en que K, G, D sont alignés. 

2. Trouvez le réel k tel que: 

DK =kDG. 

VECTEURS COPLANAIRES 

62 | ABCD est un tétraédre. Le point M est tel que: 

MA +2MB — MC =0. 
1.a) Démontrez que AM = AB — =) Ve 

b) Déduisez-en que M est un point du plan (ABC). 

2. A quel plan appartient le point N tel que: 

AN +BN —DN =0? 

(GE) ABCDEFGH est un cube. 
| est le milieu de [AB] et J celui 

de [EH]. 

1. Démontrez que 
—> — 1 —— 

J =AE+—BD. 
2 

2. Déduisez-en que 

2) = AE — HB. 
3. Pourquoi peut-on en déduire que les vecteurs AE, HB 
et IJ sont coplanaires ? 



(£3 aBcDEFGH est un cube; 
|, J, K, L sont les milieux res- 

pectifs des arétes [AE], [FG], 

[FB], [CG]. 

Démontrez que la droite (IJ) 

est paralléle au plan (AKL). 

(3 ascderGH est un cube; 
| et J sont les points tels que 

3DI = DC et3C) = CB. 

1. Construisez le point K inter- 

section du plan (EGJ) et de la 

droite (AB). 

2. a) Trouvez le nombre k tel 

que AK =kAB. 

b) Déduisez-en que (HI) est paralléle au plan (EGJ). 

Pour les exercices 66 a 72 

Llespace est muni d’un repeére (O; i, j, k). 

66 | On donne les vecteurs u(—1;3; 2), v(4;0;2) et 

w(-7;9;4). 

1. Calculez 3u —v —w. 

2. Les vecteurs U, V, W sont-ils coplanaires ? 

(67) Les points A(2;0;1), B(1;2;1), C(8;-4;1) et 
D(1;12; — 3) sont-ils coplanaires ? 

68 | 1. Démontrez que les points A(3;2;1), B(1; 2; 0), 

et C(3;1;— 2) ne sont pas alignés. 

2. Pour quelle valeur de m le point M(m;1; 3) appar- 

tient-il au plan (ABC) ? 

G Quelles relations doivent vérifier x, y, Z pour que les 

paintsoniey 279), Bl; 270), C3; 11,-— 2) et Dixy, 7Z) 
soient dans un méme plan ? 

70 Kenn donne les points A(2;1;3), B(—1;0;5), 

C(1;1;1), D(1;0;1) et E(4;-2;1) 

1. Démontrez que les points A, B, C ne sont pas alignés. 

2. La droite (DE) est-elle parallele au plan (ABC) ? 

vt) On donne les vecteurs U(0;—1;1), V(i-2;-—1; 3) 

et w(—1;—1;—1). Le triplet (U,V, W) est-il une base 

des vecteurs de l’espace ? 

On donne les vecteurs U(1;1;1), v(2;7;-3) et 

w(1;m;2). Comment faut-il choisir m pour que 

(O ; U, V, W) soit un repere de l’espace ? 

yey ABCD est un tétraédre. D 

Les points |, J, O sont les 

milieux respectifs des seg- J 

ments [AB], [CD] et [lJ]. 

1.Pourquoi (0;OA,OB,OC) A G 

est-il un repére de l’espace ? 

2. Quelles sont les coordon- 

nées des points |, J, D dans ce 

repere ? 

CALCULER DANS UN REPERE 

Dans toute cette rubrique, l’espace est muni d’un 

repére orthonormé (O; i, j, k). 

6Z3 on donne les points A(3;0;4), B(2;3;1), 

C(-1;2;3) et D(0;-1;6). 

1. Justifiez que ces quatre points sont coplanaires. 

2. Quelle est la nature du quadrilatére ABCD ? 

75 Calculez la norme des vecteurs : 

a est un nombre réel. 

On donne les vecteurs u(a ; 3; 3) etv(5;—1; 2). 

Trouvez les valeurs de a pour lesquelles : 

a) ||a||=5. b) ja ||=||v |]. c) | + V|| = v30. 

On donne les points A(0;1;3), B(V2 ;0;2) et 

C(V2 ; 2; 2). Quelle est la nature du triangle ABC ? 

On donne les points : 

A(1;1; V2) et B(V2 ;-— V2 ;0). 

C est le symétrique de A par rapport a O. 

Démontrez que le triangle ABC est rectangle et isocéle. 

GZ on Gonneslesspointsm AO: 3) ye Bion tsi) 

C(1;1;-1) et D(1;-3;3). 

Démontrez que le tétraédre ABCD est régulier. 

Un tétraédre est régulier si toutes ses faces sont des triangles 
équilatéraux. 

80 | On donne les points A(2;3;-1), B(2;8;-1), 

C(7;3;-1) et D(2; —1; 2). Démontrez que les points B, 

C, D sont sur une méme sphere de centre A. 

811 | Trouvez, sur l’axe des abscisses, un point C équidis- 

tant de A(2;—1; 3) etde B(0;5;-1). 
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82 | Plan médiateur 

Le plan médiateur 

d’un segment [AB] est 

le plan perpendiculaire 

a [AB] en son milieu |. 
Cest donc l’ensemble 

des points M équidis- 

tants deA etB: 

|| MA || = || MB |. 

Te B 

On donne les points A(5;2;—1) et B(3;0;1). 

Indiquez parmi les points suivants ceux qui appartien- 

nent au plan médiateur de [AB]. 

e C(-2;5;-2) » D(1;1;-—3) e E(3;2;1) 

On donne les points A(2;1; 0) et B(—1; 4; 2). 

1. Trouvez le nombre c tel que le point C(1;1; ©) soit 

équidistant de A et B. 

2. Mest un point de coordonnées (x ; y ; Z). 

Démontrez que: 

«Mest un point du plan médiateur de [AB] » équivaut a 

GME BW = Dz se 3 = OY 

REPRESENTATIONS PARAMETRIQUES 

Dans toute cette rubrique, l’espace est muni d’un 

repere (O; i, j,k). 

Donnez une représentation paramétrique de la 

droite d dans chacun des cas suivants. 

a) d=(A, U) avec A(—1;2;0) et U(0;—1;1). 

b) d =(AB) avec A(2;1;—1) et B(2;—-1;1). 

85 | Précisez la nature géométrique de chacun des 

ensembles @, et €, définis par les représentations para- 

meétriques suivantes. 

x=3t-1 X=2t+1 

eé, jy=t+2, tER eS, jy=3t , tER 

Zee Z=t+1 

| B86 | La droite A a pour représentation paramétrique : 

= [= Sie 

Wes Asp At SI. 

z=-1-t 

1. a) Déterminez le point | de A de paramétre 0. 

b) Déterminez un vecteur U directeur de A. 

c) Justifiez qu'il existe un point de A d’abscisse —5. 

2. La droite A passe-t-elle par Al 10: *) ? 

Chapitre 10 » Géométrie vectorielle 

Dans chacun des cas suivants, donnez une repreé- 

sentation paramétrique de la droite A paralléle ad et pas- 

sant par I(— 4;5;-—2). 

a) d=(0;k). 
b) d =(AB) avec A(-1;3; — 8) et B(--3;3;- 4). 

c) da pour représentation paramétrique : 

Xe. 

YSa7e SIR 

Zot 

On donne les droites d et d’ de représentations 

paramétriques : 

X=6-—35 xX=—3+t 

d:,y=-7+2s sE&R et d’:iy=-3 tER 

== \|\qr § Let 

Démontrez que ces droites sont sécantes et déterminez 

les coordonnées de leur point d’intersection. 

« Il existe », « Pour tout » 

Dans l’espace rapporté a un repére orthonormé 

(O; 7, j, k), on considére la droite A de représentation 

paramétrique : 

aa 

Wrest 76S. 

Lat 

P (A, U, V) est le plan passant par A(0 ; 0; 3) et dirigé par 

les vecteurs U = j —k etv=i-—j-k. 

mest un réel et D,, est la droite passant par les points 

let O).et Je tse =a tale 

Pour chacune des affirmations suivantes, dites si elle est 

vraie ou fausse. Justifiez chaque réponse. 

a) Il existe une unique valeur de m pour laquelle les 

droites A et D,, sont paralléles. 

b) Il existe une valeur de m pour laquelle A et D,, sont 

sécantes. 

c) Pour tout mde R, A et D,, ont une intersection vide. 

d) Pour tout mde R, D,,, coupe le plan P(A, U, V). 

90 | La droite d passe par le point A(0 ; 2; 3) et est diri- 

gée par le vecteur U(1;1;1). La droite d’ passe par les 

points B(2;0;-—1) et C(4;—2;2). 

Etudiez la position relative de ces deux droites. 

La droite d passe par le point A(2;0;5) et est diri- 
gée par le vecteur U(2;5;—1).La droite d’ passe par le 
point B(2 ; 2; —1) et est dirigée par le vecteur V(1;2;1). 

Apres avoir montré que ces droites sont sécantes, calcu- 
lez les coordonnées de leur point d’intersection. 



(9 ABcDEFGH est un cube |, J, 
K sont les milieux respectifs des 

segments [HG], [HE] et [AB]. 

On choisit le repére : 

(H; HE, HG, HD). 
1. a) Vérifiez que les droites (AJ) 

et (Cl) sont sécantes. 

b) Calculez les coordonnées de leur point d'intersection. 

2. Les droites (CJ) et (FK) sont-elles coplanaires ? 

93 | On donne les points A(2;1;0), B(O;1;1) et 

GOS 2): 

1. Démontrez que les points A, B, C ne sont pas alignés. 

2. Vérifiez que AB, AC et k ne sont pas colinéaires. 

3. La droite passant par O dirigée par k coupe le plan 

(ABC) au point I. 

Calculez les coordonnées de |. 

94 | On donne les vecteurs U(1;3;—1) et V(—1;2; 2). 

1. Pourquoi ce couple de vecteurs peut-il diriger un plan ? 

2. Déterminez une représentation paramétrique du plan 

YP passant par A(3;—1; 4) et dirigé par U et Vv. 

95 | On donne les points A(4;—1;3), B(3;2;—1) et 

(13 = 2): 

1. Apres avoir vérifié que les points A, B, C déterminent 

un plan, donnez une représentation paramétrique de ce 

plan. 

2. Les points Di 3; —2;13) et E-—5;7;11) appartien- 

nent-ils au plan (ABC) ? 

96 | 1. Démontrez que les trois points A(—1;2;5), 

B(1;0;—2) et C(O; 2; — 3) définissent un plan. 

2. Déterminez une représentation paramétrique de ce 

plan. 

3. a) Prouvez que les plans (ABC) et (O; ip 

paralleles. 

)) ne sont pas 

b) Déduisez-en une représentation paramétrique de la 

droite A intersection de ces deux plans. 

Le plan 9 a pour représentation paramétrique : 
oe Aarti se 

y=-t+d2s tER,sER. 

Baar 3S 

1. Précisez la position relative du plan 9 et du plan 

(O;i, f). 

2. Déterminez une représentation paramétrique du 

plan I passant par A(1; 3; 0) et paralléle a P. 

3. Déterminez une représentation paramétrique de la 

droite A intersection de II et du plan (O; ae 

POSITION RELATIVE DE DROITES 
ET DE PLANS 

98 | ABCD est un tétraédre. D 

J est le milieu de [BC]. 

| et G sont tels que 3Al = AB et 

3JG = JD. 

A l'aide d’un repére judicieuse- 

ment choisi, démontrez que la 

droite (IG) est paralléle au plan 

(ACD). 

(99) Dans un repere (O; lied k), on donne le point 

A(0;2;-—1) et les vecteurs U(—2;3;-1), v(1;-1; 2), 
Wii) 

1. Calculez 2U +3V+Ww. 

2. Déduisez-en la position relative des plans (A, U, V) et 

(O, U, W). 

100) Quelle est la position relative de la droite passant 

par le point A(A-2;5;-3) et dirigée par le vecteur 

U =—2i +3 avecle plan (O; i, j) ? 

101] Restitution organisée des connaissances 

Prérequis 

Si A, B, C sont trois points non alignés, le plan (ABC) est 

l'ensemble des points M définis par AM = xAB + yAC ou 

x et y sont des réels quelconques. 

1. Démonstration 

U,V, W sont trois vecteurs tels que U et V ne sont pas 

colinéaires. Demontrez que: 

dire que « U, V, W sont coplanaires » équivaut a dire que 

« ll existe des réels a et b tels que W =aU + bv ». 

2. Application 
ABCD est un tétraédre. Les points |, J, K sont les milieux 

respectifs de [AD], [BD] et [BC]. Le point E est le symé- 

trique de C par rapport a D et le point G est tel que 

3KG = KA. 

En choisissant un repere adapté, démontrez que les vec- 

teurs IJ, IG et IE sont coplanaires. 
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102 YX3) 
Une unité de longueur étant choisie dans l'espace, 

ABCDEFGH est un parallélépipede rectangle tel que 

CD =HD =1 et BC =2. lest le milieu de l’aréte [AD]. 

Ulespace est muni du repére orthonormé (A ; AB, Al, AE). 

1. Quelles sont les coordonnées des points E, H, G? 

2. a) Démontrez que le volume ‘V du tétraédre GFIH et 

égala a 

b) Démontrez que le triangle FIH est rectangle en |. 

c) En exprimant le volume V d’une autre maniére, cal- 

culez la distance du point G au plan (FIH). 

3. a) Donnez une représentation paramétrique du plan 

(FIH) et de la droite (AG). 

b) Déduisez-en les coordonnées du point K intersection 

du plan (FIH) et de la droite (AG). 

4.On note Z la sphere de centre G passant par K. 

Le plan (FIH) coupe-t-il la sphere & ? Quelle est la nature 

de l'intersection ? Justifiez. 

103 | espace est rapporté a un repére orthonormé 

(O;i, ji k). On donne les points A(1;—1; 0), B(2;0;1), 

C(—1;1;0) et D(—2;0;1). t et m sont deux réels. Les 

points P et Q sont définis par : 

AP =tAB et CQ=-tCD. 

On note G le point tel que (1+ m)GP +(1—m) GQ =0. 

A. Conjecturer avec Geospace 

1. a) Calculez en fonction de t les coordonnées des 

points P et Q. 

b) Déduisez-en, en fonction de t et m, les coordonnées 

du point G. 

2. Créez les points A, B, C et D en utilisant leurs coordon- 

nées. Puis créez les droites (AB) et (CD) et le solide ABCD. 

e Créez les variables libres tet m: 

Créer —- Numérique Variable réelle libre 

e Faites afficher ces variables : 

Créer — Affichage © Variable numérique déja définie 

e Créez les points P Q et G. 

Chapitre 10 » Géométrie vectorielle 

e Faites afficher la trace du point G: 

Afficher — Sélection Trace puis sélectionnez le point G et 

passez en mode Trace. 

3. Faites varier la valeur de t en pilotant t au clavier : 

Piloter - Piloter au clavier 

puis sélectionnez la variable t. 

Que conjecturez-vous concernant le point G ? 

4. Faites varier la valeur de m en pilotant m au clavier : 

Piloter — Piloter au clavier 

puis sélectionnez la variable m. 

Que conjecturez-vous concernant le point G ? 

B. Démontrer 

1. On suppose t fixé. 

Démontrez que l'ensemble des points G est une droite 

que l’on définira par un point et un vecteur directeur. 

2. On suppose m fixé. 

Démontrez que l’ensemble des points G est une droite 

que l'on définira par un point et un vecteur directeur. 

3.a) On suppose que t et m varient. Demontrez que G est 

un point de la surface [. d’équation x? — y? = 4z. 

b) Représentez les intersections de I avec les plans 

(O; 1, f), (0; j,k) puis (0; 7, k). 

Prendre toutes » 

ee [| 
104) ABCD et ADEF sont deux carrés situés dans deux 

plans perpendiculaires. Le point M est tel que 

BM =tBC et le point N est tel que AN =sAE, avec 
t <[0;1] et s=[0;1].K est le milieu de [MN]. 

Démontrez que K reste équidistant de A et B lorsque t 

et s décrivent l'intervalle [0 ; 1]. 

E 

M 
A B 

(139 Dans un repére orthonormé (O; i, ct k), on 

donne les points A(—2;3;5), B(1;-1;0) et 

C(0;2;—4).K est le symétrique de A par rapport a B. 

Les points L et M sont tels que 3CL=CB et 
3CM =—CA. 

Deémontrez que les droites (CK), (AL) et (BM) sont 
concourantes. 



Le jour du BAC) 

@9 Travail en autonomie 

—> Rédigez la solution de cet exercice 

en vous aidant du guide. 

ABCDEFGH est un cube d’aréte 1. 'espace est rapporté au 

repére orthonormé (A ; AB, AD, AE). 

| et J sont les centres des faces ADHE et ABCD. K est le 

milieu du segment |1J]. 

1. a) Calculez les coordonnées des points |, J et K. ae 

b) Démontrez que les points A, K et G ne sont pas alignés. 

2. a) Démontrez que les vecteurs AD, AK et AG sont 
coplanaires. 

b) Que peut-on en déduire pour les points A, D, K et G? 

c) Aprés en avoir montré l’existence, calculez les réels a et 

btels que: KD +aKG +bKA=0. 

3. On note L le centre de la face DCGH. 

a) Démontrez que K est le milieu de [AL]. 

b) Déduisez-en que le quadrilatére AJLI est un losange. <——___ 

1. a) Les centres des faces sont les intersections des 

diagonales des carrés. Ainsi, | et J sont les milieux de &—~ 

[AK] et [AC] ; le calcul des coordonnées est simple. 

b) Prouver que ces points ne sont pas alignés revient a 

prouver qu'il n’existe pas de réel k tel que AK = kAG. 

2. a) Oncalcule d’abord les coordonnées de AD, AK et 

AG. Il reste ensuite 4 montrer qu'il existe deux réels o 

et B tels que, par exemple, AK = GAD + BAG. 

c) D’aprés ce qui précéde, ces trois vecteurs sont copla- 

naires, d’ou l’existence de a et b. Les calculs effectués 

au 2. a) doivent vous permettre de trouver les valeurs 

de aet b. 

3. b) On montre facilement que AJLI est un parallélo- 

gramme. Il reste a montrer par exemple que Al = AJ. 

ee 

Ve 

» Analyser I’énoncé 

On montre ainsi l’existence 

du plan (AKG). 

D Analyser !’énoncé | 

On reconnait la relation caractérisant 

trois vecteurs coplanaires. 

) Analyser I’énoncé 

Cette question est indépendante 

de la question 2. Le calcul analytique 

utilise uniquement les coordonnées 

del, JetL. 

Z00M sur la rédaction Q 

Rappelez les formules qui donnent 

les coordonnées du milieu 

d’un segment. 

ZOOM sur la rédaction Q 

Pour cette question 2, énoncez 

clairement les théoremes liés 

a la coplanarité de vecteurs. 

ZOOM sur la rédaction Q 

Rappelez ici qu'un losange est un 

parallélogramme qui a deux cétés 
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Le jour du BAC 

Daprés BAG 

Partie A 

Uespace est rapporté a un repére orthonormé (O ; i. ip k). 

On donne les points : 

AC1;0;2), B(3;2;—4), C(;—4; 2) et D(5;—2; 4). 

| et K sont les milieux respectifs des segments [AB] et 

[CD]. Le point J est tel que BJ = TBC. 

1. a) Déterminez les coordonnées des points |, J et K. 

b) Démontrez que ces trois points ne sont pas alignés. 

2. On donne les vecteurs u(1; —2; 2) et vV(3;—1;—3). 
> > 

Démontrez que les plans (UK) et P (I, u, V) sont confon- 

dus. 

3.a) Déterminez une représentation paramétrique de la 

droite (AD). 

b) Démontrez que le plan % et la droite (AD) sont sécants 
: ; 1 lee 

au point L de coordonnées (+ ery 3) : 

c) Vérifiez que AL = TAD. 

Partie B. Généralisation 

ABCD est un tétraédre. | et K sont les milieux respectifs 

des arétes [AB] et [CD]. Les points L et J sont tels que: 

AL = AD et B) = BC. 
En choisissant un repére adapté, démontrez que les 

droites (IK) et (LJ) sont concourantes et que les points 

|, J, K, Lsont coplanaires. 

108 | D’aprés BAG) 

espace est rapporté a un repeére orthonormé (O; i, ake 

Pour chacune des propositions suivantes, indiquez si elle est 

vraie ou fausse et donnez une démonstration de la réponse 

choisie. 

1. La droite de représentation paramétrique : 

X= Cee 

WD, TSN 

Zeta 

est paralléle au plan P(A,U,V) avec 

nile = Tel) GeWOris— Dy 

2. Les droites de représentations paramétriques respec- 

tives : 

A\(3; 0); 0); 

y=i+t  ,tER et 4y=2+2u ,ueGR 

zZ=-3+2t Z=-6-U 

sont sécantes. 

3. On donne les points : 

A(—1;0; 2), B(1; 4; 0) et C(3;-—4;-2). 

Le point M(x ; y ; z) appartient au plan (ABC) si, et seule- 

ment si, x+zZ=1. 
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109 | Daprés BAG) 

espace est rapporté a un repére orthonormé (O ; ie is k). 

On note dla droite passant par les points A(1;— 2; —1) et 

Seite es): 

1. Démontrez qu'une représentation paramétrique de d 

est: X=1+ 20 | 
WEDS si, SNe 

B= — Hi 

2. d’ est la droite de représentation paramétrique : 

X= ete 

Wee ie SIN. 

Ze 

Démontrez que d et d’ ne sont pas coplanaires. 

3.On considére le plan Y passant par le point 

C(0;—3;0) et dirigé par les vecteurs U(1;-—4;0) et 

v(0;—5;1). 

a) Démontrez que le plan Y contient la droite d. 

b) Démontrez que le plan 9 et la droite d’ se coupent en 

un point D dont on déterminera les coordonnées. 

110 | D’aprés BAC) QCM 

Deux cubes d’aréte 1 sont disposés comme I'indique la 

figure ci-dessous. espace est rapporté au repére ortho- 

normé (O ; OA, OJ, OG). 

Pour chaque question, une seule réponse est exacte. 

Identifiez-la. 

Justifiez vos réponses. 

1. Le triangle GIB est: 

a) rectangle b) équilatéral c) isocéle 

2. Le point M tel que 2MO — MA + MC = 0 est le point : 

a) K b) | c) J 

3. Une représentation paramétrique de la droite (KE) est: 

ie = x=3+4¢t 

elites ee tER. b) ;y=t 7 HER. 

Z=t z=4t 

X=1-t 

c);y=1+t, tER. 

z=1-t 

4. Le volume du tétraédre DACH est: 

1 1 1 
a) — b) — = ) 5 ) 6 c) 3 

5. La distance de C au plan (ADH) est : 

a) 2 b) + c) V2 



BAG 

ABCDEFGH est un cube d’aréte 1. O est le centre de la face 

ABCD. Lespace est rapporté au repere orthonormé 

(A ; AB, AD, AE). 

Partie A 

1. Démontrez que le triangle BDE est équilatéral. 

2.1 est le centre de gravité du triangle BDE (a = +o) : 

Calculez les coordonnées de | et démontrez que les 

points A, | et G sont alignés. 

Partie B. Une droite particuliére 

Pour tout nombre k, M, est le point de la droite (AG) tel 

que: sed ettpe 

AM, =kAG. 

Pest le plan passant par M, et paralléle au plan (BDE). N, 

est le point d’intersection du plan P, et de la droite (BC). 

1. a) A l'aide de la partie A., identifiez: M,,, ; P,,, et Nj). 

b) Calculez la distance M,/,N,,; . 

2. a) Calculez les coordonnées du point M,. 

b) Déterminez une représentation paramétrique du plan 

P, et de la droite (BC). 

c) Déduisez-en que N, a pour coordonnées (1; 3k — 1; 0). 

3. Pour quelle valeur de k la distance M, N, est-elle mini- 

male ? Calculez alors cette distance. 

Restitution organisée des connaissances 

Prérequis 

La droite d passant par le point A et dirigée par le vecteur 

U est l'ensemble des points M tels que: 

AM = tu, tER. 

Le plan ? passant par A et dirigé par les vecteurs U et V 

non colinéaires est l'ensemble des points M tels que : 

AM =t’u +sv, te RetsER. 

1. Démonstration 

Vespace est muni d’un repeére. 

a) Quelle est la représentation paramétrique de la droite 

passant par A(X, ; Yai Z,) et dirigée par La Dec). 2 

b) Quelle est la représentation paramétrique du plan pas- 

sant par A(x,;¥qiZ,) et dirigé par Ui(GabriG)a et 

v(a; B;y) (U et Vv non colinéaires) ? 

Le jour du BAC 

2. Application 

ABCGDHFI est un parallépipede rectangle. E est le milieu 

de [AD]. On choisit le repére (A ; AB, AG, AD). 

| F 

D 

e 

E 

A B 

a) Déterminez une représentation paramétrique : 

e de la droite (EF) ; 

e du plan (BCD). 

b) Déduisez-en les coordonnées du point K, s’il existe, 

intersection de la droite (EF) et du plan (BDC). 

ABCDEFGH est un cube d’aréte 1, les points | et J 

sont les milieux des arétes [BC] et [CD]. M est un point 

quelconque du segment [EC]. On choisit le repére 

orthonormé (A ; AB, AD, AE). 

1. Quelles sont les coordonnées des points C, E, |, J ? 

2. Justifiez l’existence d’un réel t appartenant a |'inter- 

valle [0;1] tel que les coordonnées de M soient 

(1-t;1-t;t). 

3. a) Démontrez que les points E et C sont (chacun) équi- 

distants aux points | et J. 

b) Déduisez-en que le triangle MU est isocele en M. 

c) Exprimez IM? en fonction de t. 

4. Le but de cette question est de déterminer la position 

de M sur le segment [CE] pour laquelle la mesure de 

l’'angle IMJ est maximale. On note a cette mesure en 

radians. 

a) En admettant que a €[0;7], démontrez que la 
: ~ ff Gi : 

mesure de @ est maximale lorsque sin = est maximal. 

b) Déduisez-en que la mesure de l’angle IMJ est maxi- 

male lorsque la longueur IM est minimale. 

c) Etudiez les variations de la fonction f définie sur [0 ; 1] 

par fQ=3-t4t. 

d) Déduisez-en qu'il existe un unique point My de [EC] 

tel que la mesure Q soit maximale. Quelle est cette 

mesure ? 
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Pour aller plus loin 

114 | Distance minimale 

Deux carrés de cété 1 sont situés dans deux plans per- 

pendiculaires. 

M est un point de [AE] et N un point de [BD] tels que 

AM = kAE, DN = KDB avec k €[0;1]. 

On choisit le repére (D ; DA, DC, DE). 

E 

C 

iy 
A B 

1. a) Calculez les coordonnées de M et de N en fonction 

de k, ainsi que celles du vecteur MN. 

b) Pour quelle valeur de k la distance MN est-elle mini- 

male ? 

2.1 est le milieu de [AD], J celui de [BE] et O celui de 

[MN]. 

a) Démontrez que 1O = kU. 

b) Déduisez-en que O appartient a un segment fixe 

lorsque k décrit l'intervalle [0 ; 1]. 

115 | Points équidistants de trois points 

ABCDEFGH est un _ cube 

d’aréte 1. On choisit le repére 

orthonormé (A ; AB, AD, AE). 

Le but de l’exercice est de 

déterminer l'ensemble 6 des 

points M(x; y; z) équidistants 

de A, HetG. 

1. a) Calculez AM2, GM? et HM2. 

b) Démontrer que « M(x ; y ; z) est équidistant de A, H et 

G » 6quivaut a: 
y+Z=1 

(S) 3 
X+ty+z=— 4 2 

2. Déduisez-en que l’ensemble @ est la droite A dont 

une représentation paramétrique est : 

1 
ae: 

Y=1-t tER 

a 

3. Démontrez que la droite A passe par les milieux des 

segments [EF] et [DC]. 

Chapitre 10 » Géométrie vectorielle 

116 | Des points alignés 

On considére un tétraedre OABC. 

1. A’,B’ et C’ sont les points tels que : 

aie | pee emer Vaar 
——— ——— =—OA. OB 5 OB, OC 3 OC et OA 3 

a) Justifiez que les droites (AC) et (A’C’) sont sécantes en 

R, que les droites (AB) et (A’B’) sont sécantes en S et que 

les droites (BC) et (B’C’) sont sécantes enT. 

b) Démontrez que les points R, S, T sont alignés. 

2. Plus généralement, on considére trois réels quel- 

conques a, B et y. 

A’,B’et C’ sont les points définis par : 

OB’ = a0B, OC’ = BOC et OA’ =YOA. 

a) Quelles conditions doivent vérifier a, B, Y pour que 

les points R, S, T existent de maniére unique ? 

b) Prouvez que lorsque les points R, S, T existent et sont 

uniques, alors ils sont alignés. 

Qcm 
Pour chaque question, une seule réponse est exacte. 

Identifiez-la. Justifiez vos réponses. 

Dans un repére orthonormé, on considére les points 

A(—2;0;-4), B(0;-2;-4) et C(0;a;0) ol aest un 
réel. 

1. Une équation paramétrique de la droite (AB) est: 

Xe Gel xX=2t-1 

a) \y=-3t-3, tER. b) jy=-2t-1, tER. 

Za) z=-4 

x=t+2 

c){y=t+4, tER. 

z=-4 

2. On note le plan médiateur du segment [AB] : c'est le 

plan perpendiculaire au segment | AB | et passant par son 

milieu. 

a) passe par O, le centre du repére. 

b) P passe par le point de coordonnées (0; 1; 0). 

c) Aucune des deux affirmations précédentes n’est 

correcte. 

3. La longueur AB est égale a: 

a) 2V2. b) 4V2. c) 6V2. 

4. Le triangle ABC est rectangle en A si: 

a) a=4. b) a=2. c) a=8. 

5. intersection de la sphére de centre A et de rayon V3 
et du plan 9 est: 

a) vide. b) un point. c) un cercle de rayon 1. 



GE) (0; 0A, 0B, 06) est un repare orthonormé. 

On donne les NEE OsOi, IOs2°O) ea 

GO0n3)r 

points 

1. Justifiez qu'une représentation paramétrique du plan 

(A’B’C’) est: 
xX =2-t-—2s 

Veh tER,sER. 

Z— 3S 

2. Donnez une représentation paramétrique des droites 

(AC) et (BC). 

3. La droite (AC) coupe le plan (A’B’C’) en K et la droite 

(BC) coupe le plan (A’B’C’) en L. Calculez les coordon- 

nées des points K et L. 

4. a) Démontrez que les droites (AB), (A’B’) et (KL) sont 

paralléles. 

b) Caractérisez alors l’intersection des plans (ABC) et 

(A’B’C’) a l'aide des points précédemment définis. 

SEGMENTS ET DEMI-DROITES 

119 | Segments et demi-droites 

Vlespace est rapporté a un repere (O; ie ip k).Aa pour 

coordonnées (Xo i Yo i Zo) B est un point distinct de A. On 

pose U = AB avec u de coordonnées (a; b ;c). 

1. Justifiez l’@quivalence suivante : 

M(x ; y;z) €[AB] équivaut a: 
X =X, +.at 

(Sava yer bt, CS (041). 

Za Zeer 

2. Justifiez l’affirmation suivante : « Pour traduire l’appar- 

tenance de M a la demi-droite | AB), il suffit de remplacer 

t =[0;1] par t =[0 ; +oo[ dans le systeme (S). » 

120 | L’espace est rapporté a un repere (O ; ip tp k). 

Trouvez la nature géométrique de chacun des ensembles 

suivants. 

X=2t+1 

°€,:4y =3t relorii 
z=t+1 

X=1+t 

°G,:\;y=2+t t =[-1;0] 
NEP IAL 

x=3t-1 

Oar, Yatt2 telOstool 
z=t-—2 

121 | U’espace est rapporté a un repere (O; ie i k). 

On donne les points A(— 2; 1; 0) et B(2;3;1). 

Donnez une représentation paramétrique de chacun des 

ensembles suivants. 

a) La droite (AB). 

b) Le segment [AB]. 

c) La demi-droite | AB). 

d) La demi-droite [BA). 

122 | Déterminez, dans chaque cas, la nature de 

l'ensemble géométrique 6 défini par la représentation 

paramétrique : 

x=1+ f(t) 

y=-2+f(t) 

Z=—-14+f@ 

EV) FAG) Coste, 1S IIR 

1 21 
= = = b) f(t) res tg oat R 

c) f(0=14+ 4, tER*. t’ 

123 | Vrai ou faux 

Pour chacune des affirmations, dites si elle est vraie ou 

fausse. Justifiez chaque réponse. 

Uespace est rapporté a un repere orthonormé (O; /, j, k). 

On considére les points A(1;2;3), 

C@2;1;3) et D(5; 4;—3). 

Jest le milieu de [BC], K est le point tel que D est le milieu 

de [CK]. 

a) A, B, Cne sont pas alignés. 

b) Dans le triangle ABC, les médianes se coupent au 

point de coordonnées (— 2; 7; 9). 

c) Le point K a pour coordonnées (12; 7; — 9). 

d) La droite (KJ) coupe le plan (O; i, k) au point 
8 

E(0;3;-—). ( 3) 

317 Chapitre 10 « Géométrie vectorielle 



WY 
ce 
i 

o. 
<[ 
ake 
J 

Les images de synthése utilisent des structures polygonales 
(a gauche) auxquelles les artistes numériques donnent un 
aspect réaliste (a droite) en utilisant des techniques de « rendu ». 
Elles calculent notamment, en de nombreux points, le produit 
scalaire entre le vecteur de vue et la normale a la surface. 
Le concept de produit scalaire doit beaucoup a la physique. 

Le physicien écossais James Clerk Maxwell a rendu 
incontournable l’usage des vecteurs. 
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& Exercices-tests #==m 
numeériques 

Pour les exercices 1a 6 

Dites si les propositions sont vraies ou fausses. Vous justifierez 

vos réponses. 

Les expressions du produit 

scalaire dans le plan 
U et V sont deux vecteurs non nuls, d’angle 

géométrique associé 8. OSi|G-V\=|G|| x Vl), alors G et V sont colinéaires. 

eo 0-¥= [Ja +v/P — lar -I IP]. 
ie eae ABCD est un parallé| fahiex © eC | © 7-9 =| x|7 |x cost). Re aroeccouabete | oon: | 
Peet: ; a) AB- AD =6. f 

e Siu et v ont pour coordonnées (x ; y) et a6 4 | 

(x’; y’) dans un repére orthonormé, alors : b) BD=2v10. 
U-V=xx’t+yy’. 

A 6 Bf e Si C’D’ est le projeté orthogonal de CD surla 

droite (AB), alors AB - CD = AB- C’D’. @® A,B, Cet H sont représentés 
dans un repere orthonormeé. 

a) CA - CB = 32. 

b) CH= aie 

c) La mesure de ACB arrondie 

au degré est 23°. 

> Théoréme de Pythagore 
« généralisé » A 

© Dire que (U + V) et (G — V) sont orthogonaux équivaut 

a dire que ||U||=||v J. 
a? =b2 +2 —2bccosA ou 

BC? = AB? + AC? — 2AB- AC 

[2 i 
© ABCD est un rectangle ; o : 

DC =2, AD=1, 4DI=DC. : 

B 4 © 1 Oest le milieu de [AB]. | 

be Orthogonalité Les vecteurs AC et Ol sont A 5) B : 
orthogonaux. t 

e « U et V orthogonaux » équivaut a: 
«U-V=0>». 

@ a) La médiatrice de[ AB] a pour équation : 

4x + 2y —-10=0. 

b) La paralléle a (AB) passant par C a pour équation 
1 

=—Xx-1. eaeys 

c) La droite d’équation y = — 2x + 5 est une droite de i 

vecteur normal AB. 

e Si U et V ont pour coordonnées (x ; y) et 

(x’; y’) dans un repére orthonormé, alors : 

« U et V orthogonaux » équivaut a: 

« Xx" + yy’ =0 ». 

p> Vecteur normal 
Dans un repére orthonormé : 

e Sila droite da une équation de la forme 

ax + by +c=0(a # 0 0u b # 0), alors 

u(— b; a) est un vecteur directeur de d et 

n(a;b) est un vecteur normal a d. 

e Siunvecteur non nul n de coordonnées 

(a; b) est normal a une droite d, alors da une 

équation de la forme ax + by +c =0. 

ee 
4 Corrigés sur www.transmathly 

ee eh Oe ae Raat Peas et ey ce ee a OE ee ae er ee t a 

Chapitre 11 © Produit scalaire dans ’'espace 319 



ACTIVITES 

LE PRODUIT SCALAIRE : DU PLAN A L’ESPACE 

ABCDEFGH est un cube d’aréte 1, O est le centre de la face EFGH. 

On note U = BO et v=DF. 

1 a) Pourquoi les points D, B, F, O sont-ils coplanaires ? 

e Dessinez en vraie grandeur le rectangle DBFH et placez le point O. 

b) Dans cette question, on se propose de calculer, dans le plan DBFH, 

le produit scalaire U- Vv. 

e Justifiez que BO - DF = BO - DH + BO - HF = DH? — OF - HF. 

e Déduisez-en que les vecteurs U et V sont orthogonaux. 

2 Dans cette partie, on munit l’espace du repére orthonormé (D ; DA, DC, DH). 

a) Quelles sont les coordonnées de F, B, H dans ce repere ? 

Déduisez-en celles de O. 

b) Calculez les coordonnées (x ; y ; z) de DF et celles (x’; y’; z’) de BO. 

Calculez xx’ + yy’+ zz’. 

e En vous rapportant a l’expression analytique du produit scalaire dans le plan, que peut représenter 

dans l’espace l’expression xx’ + yy’ + zz’ ? 

Que traduit alors la nullité de cette expression ? 

c) Démontrez que la droite (AC) est perpendiculaire au plan (DBF) et déduisez-en que les droites (AC) et 

(BH) sont orthogonales. 

e Calculez les coordonnées (x ; y ; z) de AC et (x’; y’;z’) de BH. 

Calculez xx’ + yy’ + zz’. Quelle conclusion en tirez-vous ? 

Conclusion 

On verra dans le cours que, dans un repére orthonormé, si U et V ont pour coordonnées respectives 
(x;y; Z) et (x’; y’;z’), alors le nombre xx’ + yy’ + zz’ est la forme analytique du produit scalaire des 
vecteurs U et V dans l’espace. 

ANGLE GEOMETRIQUE DE DEUX VECTEURS DE L’ESPACE 

ABCDEFGH est un cube d’aréte 1. 

(D ; DA, DC, DH) un repére orthonormé de l'espace. 

Dans le plan, on sait définir l'angle géométrique associé 4 deux vecteurs. On se pose 
donc la question suivante : 

Qu’appelle-t-on angle géométrique associé a deux vecteurs de l'espace ? 

Pour répondre, on retiendra la méthode suivante : 

Pour représenter l’angle géométrique associé a deux vecteurs de ‘espace, on 
choisit des représentants de ces vecteurs situés dans un méme plan. 
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ACTIVITES 

fe On note & la mesure en radian de l’angle géométrique associé aux vecteurs AF et BG. 

a) Pourquoi cet angle est-il celui associé aux vecteurs AF et AH ? 

b) Quelle est la nature du triangle AFH ? Déduisez-en la valeur de a. 

> a) Dans le repére choisi, quelles sont les coordonnées des points A, F, B, G? 

Déduisez-en les coordonnées (x ; y ; z) et (x’; y’; 2’) des vecteurs AF et BG. 

b) Calculez xx’+ yy’+ zz’, puis AF et BG. 

Xx’ + yy’ + 22’ 

AF x BG 

e Quel lien faites-vous avec le produit scalaire dans le plan ? 

a Application 

On note f la mesure en radian de l’angle géométrique associé aux vecteurs BH et AD. 

a) Pourquoi le probleme se raméne-t-il a chercher la mesure de l’angle CBH ? 

b) Quelle est la nature du triangle CBH ? 

e Calculez . Interprétez ce résultat. 

e Démontrez que cos (PB) = a Quelle est la mesure B arrondie au dixiéme ? 
5 

e Retrouvez cos (fs) en vous aidant de la question >» a). 

\ - } "] Denhlemes OUVEe Bee ee ei) --. Sont-ils plus faciles ? 

a ABCDEFGH est un parallépipede rectangle. O est l’intersection des 

diagonales [HB] et [DF]. 

On note @ la mesure de l’angle DOB. 
ge ee 

Co aanhes 

b) Déduisez-en que dans un cube d’aréte a, lamesure a de l’angle 

DOB est indépendante de la longueur de l’aréte. 

a) Démontrez que cos (a) = 

Donnez une valeur approchée de @ a un degré prés. 

> SABCD est une pyramide réguliére. O est le centre du carré 

ABCD. AB=a et AS=b. 

Quelle relation doivent vérifier a et b pour que l’angle géo- 

métrique associé aux vecteurs AB et SC ait pour mesure a 

(en radian) ? 
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C Produit scalaire dans l’espace 

1.1) Définition 

Définition it Dans l’espace, une unité de longueur étant choisie, le produit scalaire des vecteurs U et V est le 

nombre noté U - Vv défini par: 

Deux vecteurs de l’espace sont nécessairement coplanaires. 

En effet, quels que soient les trois points A, B, C tels que u = AB et 

v =AC, il existe au moins un plan & contenant les points A, B, C. 

L’unité de longueur dans le plan étant celle choisie dans l’espace, la 

définition du produit scalaire des vecteurs AB et AC de l’espace 

coincide avec celle du produit scalaire de ces mémes vecteurs dans 

le plan 2. 

Il en résulte que les expressions du produit scalaire établies dans le plan (voir les rappels page 319) 

sont encore valables dans l’espace. 

e Si a est la mesure de l’angle géométrique associé a U et V, alors: 

3-7 =f) | ¥>ccosta) ; 
Conséquence: AB - AB =||AB| = AB2 (1). 

e Si dans un plan , H est le projeté orthogonal de C sur (AB) alors: 

@-V = AB-AC=AB-AH. 

1.2} Expression analytique du produit scalaire 

Si dans un repére orthonormé (x ; y ; z) et (x’; y’; z’) sont les coordonnées respectives de U et 
V, alors U+V = xx’ + yy’ + zz” 

_ Démonstration. D’aprés la conséquence (1) : ||a|? =x?+y?+2z?, |V\P=x?4+y?4+z7 et 
lG+viPP=04+ x)? + ly+ yy +24 z?. 

Donc, d’aprés la définition 1 : 
aay =Sle+xP+y ry’? (247% —x? y2 — 22 — x”? y? 2’? 

1 
U+v = 24 x + Oxx’ + y? + y’? + Dyy’ +22 4272 + 277" — x? Yara xP oy A 

soit U+V = xx’ + yy’ +22’. 

1.3] Regles de calcul 

Les régles de calcul sont identiques a celles utilisées dans le plan. (Les démonstrations se font a l'aide 
du théoréme 1.) 

Théoreme Pm —> 

sont trois vecteurs de l’espace. a et b désignent deux nombres. WwW 

V=V-U 2.U-(V+W)=U-V+Uu-W 3. (au) - (bv) = (ab) (U - Vv). 
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@) L’orthogonalité dans l’espace 

2.1) Vecteurs orthogonaux 

Dans l'espace, dire que deux vecteurs U et V non nuls sont orthogonaux signifie que si U = AB et 

v =CD, alors les droites (AB) et (CD) sont orthogonales. 

© Convention. Le vecteur nul est orthogonal a tous les vecteurs. 

3 | 1. Dire que « deux vecteurs U et V sont orthogonaux » équivaut a dire que« U-V =0 ». 

2. Donc dans un repeére orthonormé, « les vecteurs U(x ; y ; Z) et V(x’; y’; 2’) sont orthogonaux » 

équivaut a « xx’ + yy’ +2z’=0 ». 

2.2) Vecteur normal a un plan 

e Dire que le vecteur AB non nul est normal au plan % signifie que 

la droite (AB) est perpendiculaire au plan P. 

o Remarque. Tout vecteur n non nul colinéaire a AB est aussi un 

vecteur normal a 9. 

2.3) Orthogonalitée d’une droite et d’un plan 

dest une droite passant par A et de vecteur directeur n. 

Le plan P perpendiculaire a d en A est l’ensemble des points M tels 

que le vecteur AM est orthogonal an. 

Le vecteur nf est donc normal a @. Il en résulte que : 

Le plan qui passe par A et de vecteur normal 7 est l’ensemble 

des points M tels que AM -7n=0. 
= ae, 

On peut désormais démontrer le théoreme 8 du chapitre 9. Rappelons son énoncé. 

Pour qu'une droite A et un plan Y soient perpendiculaires, il suffit que A soit orthogonale a deux 

droites sécantes de P. 

' [=] Démonstration exigible. Les droites d, et d, sécantes A 

ROC en B ont respectivement pour vecteurs directeurs u, et U5. 

=» Exercice 48 Ces vecteurs ne sont ni nuls ni colinéaires. Donc P est 
défini par A, U, et u,,ouB, u, et U,.Ladroite A est défi- 
nie par A et le vecteur n. 

_ Par hypothése, A est orthogonale a d, et d, donc 

eu, =A-u,=0. 
- Notons d une droite de % de vecteur directeur v. Il existe 

deux nombres a et 6 tels que v=au,+bu, donc | 

nA-V=n-(au, +bu5)=Nn-au; +n-bu;=a(n-u,)+b(n- 

Ilen résulte que Nn -V =O donc A est orthogonale a une droite quelconque de YP. 
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2.4] Projection orthogonale sur un plan 

On ne change pas le produit scalaire de deux vecteurs AB et CD en 

remplacant l’un d’entre eux (par exemple CD) parle vecteur C’D’ tel 

que C’ et D’ sont les projetés orthogonaux de C et D sur un plan P 

contenant la droite (AB). 

En effet: 

ABCD = AB§ (CC 4+ CD 4 DD) — Ab 1GG2+ AB CD. AGED D: 

Or AB- CC’ = AB- DD’ =0 donc AB- CD = AB- CD’. 

2.5] Equation cartésienne d’un plan 

Dans un repare orthonormé 
1. Si N(a;b;0©) est un vecteur normal a %, alors P a une équation cartésienne de la forme 
ae : = ax+ by+cz+d=0. : 
2. Réciproquement, si a, b, c sont trois nombres donnés non tous nuls, l'ensemble des points M tel 

que ax + by + cz +d =0 est un plan de vecteur normal n(a; 6; 0). 

; [2] Démonstration exigible 

ROC 1, Par définition, n(a ; 6; c) normal a P est non nul. Choisissons un point A(X ; Yo i Zp) de P. 
—> Exercice 92 ; : ayes : 
epee Le plan % est l’ensemble des points M(x ; y ; z) tels que AM -n =0, soit: 

du BAC», (x — Xp)a t+ (y — yo) b + (Z — Z,)€ = (voir 2.3). 

Done ax + iby +z — 0X, — by, — cz, = 0: 

En posant d= — ax, — by, — CZ), on obtient ax + by +cz+d=0. 

Ainsi, ax + by + cz +d =0 est une équation de P. 

2. Réciproquement, notons © l'ensemble des points M tels que ax + by +cz +d =0. 

Les nombres a, b, c sont non tous nuls ; supposons donc a # 0. 

Animation Le point A (- é Or 0) est un point de €. 

f+ AM =a(x +) +by+cz=ax+by+cz+d. 

llen résulte que « M appartient a » équivaut a « 7 - AM =0 ». 

Donc @ est le plan ? passant par A et de vecteur normal f. 

2.6) Plans perpendiculaires 

Dire que P, et P, sont perpendiculaires signifie qu'une droite per- 
pendiculaire a l'un et une droite perpendiculaire a l'autre sont ortho- 
gonales. 

Cela revient a dire que si n, est un vecteur normal a P, et ns un 
vecteur normal a 5, alors n; et ny sont deux vecteurs orthogo- 
naux. Ainsi: 

Dire que « P, et P, sont perpendiculaires » équivaut a dire que « 
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Compléments 
numeriques 

Fopsectie 1 Calculer un produit scalaire 

U et V sont deux vecteurs de l’espace, d'angle géométrique associé 0. 

Pour calculer u - V, on peut utiliser les expressions suivantes : 
eee bli oa a a en festa 

1.0-V=[lla +v|P lal? - |v IF] 2. U-Vv =|U||x||V|| x cos(®). 
3. Dans un repére orthonormé, si U = (x ; y ; z) et V =(x’; y’; 2’), alors U- V = xx’ + yy’ + 22’. 

4. Si dans un plan 9 contenant les points A, B, C, le point H est le projeté orthogonal de C sur (AB), alors : 

AB - AC = AB- AH. 

eects OUT A) Calculer et exploiter un produit scalaire 
ABCDEFGH est un cube d’aréte 1. O est le centre de la face EFGH. On se place dans le repére 

orthonormé (A ; AB, AD, AE). 

1, Justifiez la suite d’égalités : AO - BF = AO - AE=AE =1. 

2. a) Quelles sont les coordonnées du point O dans le repére choisi ? 

b) Calculez AO. 

3. On note 6 la mesure de l’angle géométrique associé aux vecteurs BF et AO. 

a) Démontrez que cos (8) = Ae j 

b) Déduisez-en la valeur de 6 a un degré prés. 

© Méthode O Solution 

1. Les vecteurs BF et AE sont égaux donc 

AO -BF = AO-AE. 

e La présence du cube nous incite a rechercher pp e De plus, la droite (AE) est perpendiculaire au 

une projection orthogonale et a utiliser plan (EGH). Elle est donc perpendiculaire a 

‘expression 4 du produit scalaire. toutes les droites de ce plan, et en particulier a 

la droite (EO). 

Ainsi E est le projeté orthogonal de O sur cette 

droite et AO - AE = AE- AE =AE =1. 
2. a) On applique la formule de calcul des mB 2.a) Oest le milieu du segment [EG] 

coordonnées du point d’un segment. avec E(0;0;1) et G(1;1;1).DiouO (+ aly 1) 
y J Taney) S 2 , 2 , . 

b) On applique la formule : ep b) Dot AO (+ ; 5 : 1) et AO=\ iz. 

AB= 4 y= X4)0 + Vg — Yale + Zp — Za) ; ae ee ee ee 
valable dans le repére choisi car il est orthonormeé. SL CIE tel UE NO Dae 

3. a) La présence de cos(@) nous incite a utiliser AE =1.Or, AO - AE = AO x AE x cos (8) 

donc cos (8) = VF ‘expression 2 du produit scalaire. 

b) On conclut en utilisant la calculatrice. p> b) Donc 6 a pour mesure 35° a un degré prés. 

O Mise en pratique. Pour ces exercices, on se place dans un repére orthonormé (O; i, j,k). 

ae Ondonneles points A(2 ; — 1; 3) B(1;0;—1) 2 | On donne les points A(—1;1; 2), B(0;1; 0), 

et C(0;—1;2). On note 9 la mesure de l'angle | C(2;0; 2). 

géométrique associé aux vecteurs AB et AC. 1. Calculez les produits scalaires : 

VAIO, AB - AC, BA - BC, CA- CB. 1. Démontrez que cos (8) = 

2. Déduisez-en la valeur de © au dixi€me de | 2-Déterminez une valeur approchée a un degré 
degré prés. pres des mesures des angles du triangle ABC. 
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Fopsecrir 2) Prouver qu’un vecteur est normal a un plan 

Pour prouver qu'un vecteur N non nul est normal a 

un plan &, il suffit de prouver qu'il est orthogonal a deux 

vecteurs non colinéaires de 2. 

svad:))351'| B)) Démontrer avec ou sans repere 

ABCDEFGH est un cube d’aréte 1. Le but de l’exercice est de démontrer que 

le vecteur AG est normal au plan (CFH) de deux maniéres : 

a) sans utiliser de repére; _b) al’aide du repére orthonormé (A; AB, AD, AE). 

© Méthode © Solution 

a) On démontre que le vecteur AG est 

orthogonal a deux vecteurs non colinéaires 

du plan (CFH) : HF et FC. 

p—p a) Le point A se projette 

orthogonalement en E sur le plan (EFG) 

donc AG - HF = EG - HF =0 car [EG] et [HF] 

sont les diagonales du carré EFGH. 

A se projette orthogonalement en B sur le 

plan (BCG) donc AG- FC = BG- FC =0. 

pm» e Donc AG est orthogonal a deux vecteurs 

non colinéaires du plan (CFH) donc AG est 

un vecteur normal au plan (CFH). 

p—p b) Déterminons les coordonnées de F,G,H, C: 

FOF DP GOAl Deh O=eiret eUiieo)E 

Dio AG(1;1;1), HF(1;—1;0) et FC(0:1; —1). 

mp» © AG- HF =0 et AG- FC =0, dou le résultat. 

e On conclut. 

b) On détermine les coordonnées de F, G, H, C 

dans le repére puis celles de AG, HF et FC. 

e On calcule les produits scalaires AG - HF 

et AG - FC. 

O Mise en pratique 
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3 | Deux cubes sont disposés comme I'indique 

la figure ci-dessous. | est le milieu de [EF]. Le but 

de l’exercice est de démontrer que DJ est un vec- 

teur normal au plan (BIG). 

1. Démontrez que Bl - AJ = 0. 

2. a) Démontrez que: 

Bl-DJ=Bi- AJ et Gl-DJ=GI-H). 

Produit scalaire dans l’espace 

b) Déduisez de la question précédente que DJ est 
un vecteur normal au plan (BIG). 

cs Lespace est rapporté a un repére ortho- 

nomé (O; i, i k). On donne les points A(2; 0; 2) 

M(3;—1;3), et les vecteurs U(2;0;—2) 
VEG 2-1). 

1. Démontrer que U et V ne sont pas colinéaires. 

’ 

et 

2. Démontrer que le vecteur AM est un vecteur 
normal au plan  défini par A et les vecteurs U et v. 

5 | Dans un repére orthonormé, on donne les 
points A(1;0;1), B(0;—1; 2) et C(2;5;2). 

1. Vérifiez que ces points ne sont pas alignés. 

2. Prouvez que le vecteur 7(3;—1;2) est normal 
au plan (ABC). 



‘oper 3 Determiner une équation cartésienne d’un plan 

e Si le vecteur n de coordonnées (a; b; c) (a, b, c non tous nuls) est normal au plan Y, alors % aune 

équation cartésienne de la forme ax + by +cz+d=0. 

@ Si a, 6, c sont trois nombres non tous nuls, l'ensemble des points M(x ; y ; z) tels que 

ax + by +cz+d=0 est un plan de vecteur normal n(a; 6; 0). 

250 C)) Cas d’un plan défini par un point et un vecteur normal 

espace est muni d’un repeére orthonormé (O; /, me k). 

Dans chacun des cas suivants, déterminez une équation cartésienne du plan 2. 

a) Le plan 9 est défini par A(1; 0; 3) eta pour vecteur normal A(1; 2; — 2). 

b) Le plan est le plan paralléle au plan 2 d’équation 2x — y + 3z —1=0 passant par B(1; — 2; 3). 

© Méthode © Solution 

a) On connait un vecteur N(a;6;¢) normala P pe» a) Nn a pour coordonnées (1;2;-—2) donc Pa 

donc a une équation de la forme une équation de la forme x + 2y —2z+d=0. 

ax+by+cz+d=0. 

e Pour trouver la valeur de d, on écrit que A est 

un point de YP. 

~—» e Les coordonnées de A vérifient l’équation 

x + 2y —2z+d=0 donc 1-6+d=0 

SOitdi—e 

e On conclut. p—p» @ Pa pour équation x + 2y —-2z7+5=0. 

p—p b) Un vecteur normal au plan est le vecteur 

n(2;—1;3). A est également normal a P 

donc a une équation de la forme : 

2x -y+3z+d=0. 

p— > @ B(1; — 2; 3) est un point de P 

done 2+2+-9--d=0 soit d=—13: 

»—>» e Pa pour equation: 2x — y + 3z-13=0. 

b) Lorsque deux plans sont paralléles, un 

vecteur normal al’un est normal a l’autre. 

e On traduit le fait que le plan P passe par B. 

e@ On conclut. 

© Mise en pratique 

Pour les exercices 6 a 10 

Les coordonnées sont données dans un repére 

orthonormé (O; i, j, k). 

| 9 | ABCDEFGH est un cube d’aréte 1. 

(D ; DA, DC, DH) un repere orthonormé. 

| 6 | Le point A pour coordonnées (2; 0; 1). 

Trouvez une équation cartésienne du plan P pas- 

sant par A et de vecteur normal OA. 

Les points A et B ont respectivement pour 

coordonnées (1;1;—1) et (2;- 2; 2). 1. Calculez les produits sca- 
Trouvez une équation cartésienne du plan 9 pas- 

sant par A et de vecteur normal AB. 

| 8 | Les points A et B ont respectivement pour 

coordonnées (3; —2; 2) et (6;1;5). 

Prouvezquele plan d’équation x + y+ z-3=0 

passe par le point A en étant perpendiculaire a la 

droite (AB). 

laires DF - EG et DF - BG. 

2. a) Déduisez-en un vecteur normal au plan (EBG). 

b) Trouvez une équation cartésienne de ce plan. 

10 | Dans un repere orthonormé (O; /, i k), op 

est le plan d’équation 2x + y — 3z+1=0. 

Déterminez un point A et deux vecteurs U et V 

non colinéaires permettant de définir le plan 2. 
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ees) D Cas d’un plan défini par trois points 
Uespace est muni d’un repére orthonormé (O ; i i, k). Les points A, B, C ont respectivement pour 

coordonnées (1;—2; 4), (-2;-—6;5) et (-4;0;—3). 

1. Démontrez que les points A, B, C ne sont pas alignés. Ils définissent donc un plan YP. 

2. a) Trouvez un vecteur normal au plan 2. 

b) Déduisez-en une équation cartésienne du plan P. 

© Méthode 

1. On démontre que les vecteurs AB et AC, 

par exemple, ne sont pas colinéaires. 

e On vérifie que les coordonnées ne sont pas 

proportionnelles. 

e On conclut. 

2. a) Dire que 

n(x ; y; Z) est normal 

au plan YP équivaut a 

dire que n- AB =0 et 

n-AC =0. *B 

3} 

e On choisit un vecteur en prenant 

par exemple z =1. 

b) On est ramené a chercher l’équation 

d'un plan passant par A et de vecteur normal n 

(voir l’exercice résolu D). 

>> 

O Solution 
m— > 1. AB a pour coordonnées (— 3; —4;1) et 

AG (527 = ae 

ap e (—3;-4;1) et (3;2;-7) nesont pas 

proportionnelles donc il n‘existe pas de réel k 

tel que AC =kAB. 

e Les points A, B, C ne sont pas alignés. => 

p—p 2. a) Notons n(x ; y; z) le vecteur cherché. 

n-AB=-—3x-—4y+z=0 (1). 

-AC =—5x+2y—7z=0 (2). 3} 

Le systéme (1) et (2) 6quivaut a: 

= Says =O 

WEEE Sa Re 

it — 13x —13z=0 Ase oe 

colt} seen rape tec y= 

p—p e Les coordonnées de n sont de la forme 

@z;z;Z). Onchoisit Z=1 done m1; 131): 

b) Le vecteur N(—1;1;1) est normal a P donc 

9P a une équation de la forme: 

Xe Vata) 0. 

Or AG Pdonc —-1-2+44+d=0 

dou d=—1. 

e Il est conseillé de vérifier que les coordonnées mp e YP a pour équation — x + y+z—1=0. 
de B et C vérifient bien l’équation obtenue. 

© Mise en pratique 

11] Dans un repere orthonormé, on donne les 

pointssAC 1702), B40) et Ge a= 4 — 2). 

1. Démontrez que A, B, C définissent un plan 2. 

2. a) Démontrez que le vecteur n(1;0;1) est nor- 

mal au plan YP. 

b) Déduisez-en une équation cartésienne de &. 

12 | ABCDEFGH est un cube d’aréte 1. | est le 
milieu de | AB], J celui de [HG] et K le centre de la 

face BCGF. On choisit le repére orthonormé 

(D ; DA, DC, DH). 
Démontrez que le vecteur EK est normal au plan 

(DIJ). Déduisez-en une équation cartésienne du 
plan (DU). 

Produit scalaire dans l/espace 

13 | Dans un repére orthonormé (0; i, j, k), on 
donne les points A(1;1;0), B(1;2;1) et 
G(3i5— 152): 

1. Démontrez que le point A et les vecteurs AB et 
AC définissent un plan 2. 

2. a) Démontrez que si n(x ; y ; z) est un vecteur 
normal a P, alors ses coordonnées vérifient le sys- 

’ + Zae—i() 
teme \ 

MoS Wass S10) 

b) Déduisez-en une équation cartésienne de P. 

14 | Dans un repére orthonormé (O; i, i, k), on 
donne les points A(1; — 2; 3) et B(—1;1;0). 

Trouvez une équation du plan Y passant par O et 

perpendiculaire a la droite (AB). 



Etudier la position relative de droites et de plans 

e est un plan de vecteur normal fi et d est une droite de vecteur directeur U. 

Si n- u =0, alors la droite d est strictement paralléle a P ou incluse dans P. 

Sin-u # 0,alors la droite d coupe le plan en un point |. 

e P, est un plan de vecteur normal 7; et P, un plan de vecteur normal n3. 

Sin, et n; sont colinéaires, alors les plans 9, et YP, sont strictement paralléles ou 
confondus. 

Sin, et n5 ne sont pas colinéaires, alors les plans P, et P, sont sécants suivant une droite A. 

Etudier l'intersection d’une droite et d’un plan 

Llespace est rapporté a un repére orthonormé (O; i, ji k).Ladroiteda pour représentation paramétrique 
X=—1+t 

Vee ,t&R_ et Papour équation cartésienne x + y+z—-1=0. 

Z=3—2t 

Démontrez que la droite d coupe en un point |, puis calculez les coordonnées de I. 

© Méthode © Solution 

e Pour démontrer l’existence de |, il suffit de p—> e@ U(1;0;— 2) est un vecteur directeur de d 

prouver qu’un vecteur U directeur de d n’est pas et N(1;1;1) est un vecteur normal a P. 

orthogonal a un vecteur normal a 2. U-A=1-2=-1+# 0;doncdcoupe P 

en un point I. 

e Pour trouver les coordonnées (x; y;z) del, =p» e Dire que I(x ; y; z) appartient a P et d 

on traduit le fait que | appartient a P et a d. signifie que les coordonnées (x ; y ; Z) 

vérifient le systeme : 

x+ty+z—-1=0 SV tl ot 10 
e On détermine la valeur de t, puis on en déduit x=—1+t ae XK acta Gs 

les coordonnées de |. y=2 y=2 

Ji y= HE Z=3-—2t 

Sli r= S scone *=2,V=2, 25 — 3: 

e On conclut. p—p e | a pour coordonnées (2;2;-3). 

© Mise en pratique. Pour tous les exercices, l’espace est muni d’un repére orthonormé (0; i, j,k). 

15 | Démontrez que le plan YP d’équation 18 | 1. Démontrez que les points A(2;1; 3), 

2x —y+z-—8=0 et la droite d passant par | B(—-3;—1;7) et C(3;2; 4) définissent un plan 9. 

A(3;—1; 0) et B(1;1;—1) se coupentenun point | 2, dest la droite de représentation paramétrique : 
| dont vous calculerez les coordonnées. ey fey 

Vi 3 eae 
§) 4 j S 16 | Le plan P a pour équation : fe ee at 

BXeZy — 7161 — 0! 

Quelles sont les coordonnées des points d’inter- 

section de P avec les axes du repeére ? 

a) Démontrez que d est orthogonale a P. | 

b) Quelles sont les coordonnées du point H com- 

mun adet P? 

Etudiez la position relative de la droite d 
Le plan P passant par A(1;2;1) est dirigé 

d’‘équation paramétrique : 119 P passant par A( ) est dirig 
par les vecteurs U =2j +k et V=i+j-k. 

N= = {sp Ae 
y=7-t’ , tER La droite d passe par les points B(—1;0;1) et 

z=6+t C(3;2; 4). 

et du plan P d’équation 2x + 3y -z+4=0. Quelle est la position de d par rapport a P ? p 
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Etudier la position relative de deux plans 
Uespace est muni d’un repére orthonormé (O;; i, j, k). 

1. Démontrez que les plans P, et P, d’équations respectives x + y—z+2=O et 3x+y+z+4=0 

sont sécants. 

2. Déterminez une représentation paramétrique de leur droite d’intersection A. 

© Méthode 

1. Pour démontrer que les plans P, et P, 
sont sécants, on peut démontrer que deux 

vecteurs normaux a P, et P, ne sont pas 

colinéaires. 

2. On traduit l’appartenance de M(x; y;z) aA 

en écrivant que les coordonnées de M vérifient 

les 6équations des deux plans. 

e@ On remplace z par x + y + 2 dans la deuxiéme pp 

équation. 

e On cherche une représentation paramétrique »—p> 

de A. Ory et zs'expriment en fonction de x, qui 

prend toutes les valeurs de R. 

e Onconclut. 

© Mise en pratique 

Pour tous les exercices, l’espace est muni d’un 

repére orthonormé (O; i, j, k). 

EX) Demontrez que les plans etn, 
d’équations respectives x+2y—z+1=0 et 

2x +3y—z+2=0 sont sécants suivant une 

droite A dont on donnera une représentation 

paramétrique. 

21 | Reprenez les questions de l’exercice EX) 

avec les plans 9, et P, d’équations respectives 

XG Vi Zt 2Xe nV zal OR 

22 | La proposition suivante est-elle vraie ou 
fausse ? Justifiez votre réponse. 

Produit scalaire dans l’espace 

© Solution 

a> 1. mac -1;-—1) est un vecteur normal a oe : 

n,(3;1;1) est un vecteur normal a P,. 

Les coordonnées de ces deux vecteurs 

ne sont pas proportionnelles. Il en résulte 

que les plans P, et P, sont sécants suivant 
une droite A. 

2. Les coordonnées (x ; y; z) d’un point M 

quelconque de A vérifient le systéme : 

[Xe Z 20 

(S): ive | eee 

e (S) équivaut a (S’): 

[eee 

4x +2y +6=0 
ae 

e soita |? . 
Ze all 

x prend toutes les valeurs dans R ; on pose 

donc x =t (t=). ll en résulte que 

Vi — 26 = 3.et Vi ee 

e La droite A a donc pour représentation 

paramétrique : 

xX =Tt 

[y=-2e-3 tER. 

z=-t-T1 

«Les plans P, et P, d’équations respectives 

xX+2y—zZ—1=0 et 2x—y+z—4=0 sont 

sécants suivant la droite A passant par A(1; 2; 4) 

et de vecteur directeur U(—1;3;5).» 

GED es plans P, et P, ont pour équations res- 
pectives x + y—3z+3=0 et x—2y+6z=0. 

1. Démontrez que P, et P, sont sécants suivant 
une droite d de représentation paramétrique : 

x=-2 

ys=—1+3t, reR. 

hE 

2. Demontrez que la droite d et le plan IT d’équa- 
tion 2x — y+ 2z+2=0 sont sécants et détermi- 
nez les coordonnées de leur point d’intersection. 



€23 Questions sur le cours 

Complétez les propositions suivantes. 

On se place dans un repére orthonormé. 

a) Si @ est une mesure de I’angle géométrique 

associé a U et V, alors U-V =... . 

b) On donne U(x ; y; z) et V(x’; y’;2’). 

Dire que xx’ + yy’ + zz’ =0 équivaut a dire que U 

et v sont.... 

c) Si n(a; 6; 0 est un vecteur normal a P, alors P 

a une equation de la forme... . 

d) n est un vecteur non nul et A est un point. 

ensemble des points M tels que AM- 7 =0 est 

673 QCM uneseule réponse exacte 

Exercices 
interactifs 

3 Vrai ou faux 

Vrai ou faux ? Justifiez votre réponse. 

On se place dans un repére orthonormé. 

a) La droite d passant par A(2;0;—1) et dirigée 

par u(1; — 2; 3) est paralléle au plan P d’équation 

Nae ap 2 = S(O): 

b) La droite da pour représentation paramétrique 

yes apa VV SE ee rae WP (eS I), 

Le plan P passant par A(2 ; — 1; 3) et orthogonal a 

da pour équation 2x + y-—3=0 

c) On donne les points A(1;2;-—4), B(—3;4;1), 

C(-11;8;11) et D3; 4;1). 

Les droites (AB) et (CD) ne sont pas coplanaires. 

Pour chaque affirmation, une seule réponse est exacte. Identifiez-la en justifiant votre réponse. 

Pour les questions 1 et 2, ABCDEFGH est un cube 

d’aréte 1. (A; AB, AD, AE) est un repére ortho- 

normé. | et J sont les milieux de [EF] et [FG]. 

Le point L est tel que 4BL = BA. 

1.Le plan P d’équation 4x — 4y +3z-3=0 est: 

a) leplan(GLE) 6b) leplan(LEJ) ~ c) le plan (GFA) 

2. Le plan paralléle au plan Y passant par | coupe la 

droite (FB) au point de coordonnées : 

x) 1;0;— a ( 3 a) (0;0;-) b) (1;0;2) 

QCM Aumoins une réponse exacte 

Pour chaque affirmation, plusieurs réponses peuvent étre exactes. Identifiez-les en justifiant vos réponses. 

Pour les ques- | 

tions 1 et 2, on 

considére les deux 

cubes d’aréte 1 ci- 

contre. 

_ 1. Si & est une mesure de l’angle géométrique asso- 

cié aux vecteurs AH et FC, alors cos(a) est égal a: 

c) eal 
V3 

a) rales 
V3 

Pour les questions 3 et 4, le plan ? a pour équation 

xX + 2y — 3z —1=0 dans un repére orthonormeé. 

3. Une équation d’un plan 2 perpendiculaire a YP est : 

a) x + 2y —3Z+3=0 

b) 4x —5y —2z+3=0 

c) 3x —2y+z+1=0 

4. Le point A(—1;-—3;2) se projette orthogonale- 

ment sur 9 au point de coordonnées : 

EN (@s—iF i) b) Oy 1l) 4) (23575) 

2. a) Le triangle GBI est rectangle isocéle. 

bb) La droite (EJ) est perpendiculaire au plan (GBI). 

c) Le tétraédre EGBI a pour volume s : 

3. Dans un repére orthonormé, on donne les points 

A(2;1;0) et C(6;—7;-—4). P est le plan d’équation | 

4x + y + 5z+3=0 et dest la droite de représentation 

paramétrique : 

XSi-2tsy=—2—s3tiz—=—1= (CSR 

b) CEP. ) CEd. a) Le plan ? contient d. 

p- ae 
s Corrigés sur www.transmathlycee.net/eleve-TermS 
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Apprendre a chercher 

28 | Valeur maximale d’un angle 

(O; OA, OB, OD) est un repere orthonormé. 

Ca pour coordonnées (1; 1; 0). M est un point de [DC] tel 

que DM =tDC avec t <[0;1]. 

oe Trouver la valeur de t pour laquelle la mesure 

de l‘angle AMB est maximale. 

1. Les coordonnées des som- 

mets de la pyramide ABCD 

sont faciles a calculer. La 

relation DM =tDC permet 

alors de calculer simple- 

ment les coordonnées de M. 

a) Calculer AMB lorsque M est en C, puis lorsque M est 

en D. 

b) Calculez les coordonnées des points A, B, D. 

c) Déduisez-en que M a pour coordonnées (t ;t ;1—t). 

2. Le produit scalaire permet de calculer cos(&) ol & est 

une mesure de l’angle AMB. 

a) Démontrez que cos (a) = cal, 
MA 

b) Calculer MA - MB et MA2 en fonction det. 

2 
c) Déduisez-en que cos (a) = onl 

Sh Abe te) 

3. Afin de trouver la valeur de t pour laquelle & est maxi- 

mal, on est amené a étudier, sur l'intervalle [0 ;1], les 

3t? —4t+1 variations de la fonction f définie par f(t) = ; 
3t? - 4t +2 

a) Etudiez les variations de f et dressez le tableau de 

variation. 

b) Pourquoi la mesure de © est-elle maximale lorsque la 

valeur de t est minimale ? 

c) Précisez cette valeur de t. 

d) Déduisez-en a. 

29 | Plans perpendiculaires 

Dans un repére orthonormé (O; i, i; k), on donne les 
points A(1;—1; 2) et B(2;0; 4), et le plan P d’équation 
N= Wee Se Ch (0). 

Chapitre 11 » Produit scalaire dans l’espace 

Trouver une équation du plan 2 perpendi- 

culaire a P et passant par A et B. 

On admet l’existence et l’unicité de 2. 

1. Si on connait un vecteur A(a; 6; c) normal a, on sait 

trouver une équation de ce plan passant par A (ou B). 

Demandons-nous quelles hypotheses peuvent permettre 

de trouver n cest-a-dire a, b et c. 

Par hypothése, P et 2. 

sont perpendiculaires, 

donc 7 est orthogonal 

a un vecteur U normal 

a P. De plus, A est 

orthogonal a AB. 

a) Déterminez les coordonnées d’un vecteur U normal 

au plan P. 

b) Pourquoi AB et U ne sont-ils pas colinéaires ? (Voir la 

remarque ci-dessous.) 

c) Justifiez que 7 - U =0 et 7 - AB =0. Déduisez-en que 

a—b+3c=0eta+b+2c=0. 

2.Les deux égalités précédentes ne permettent pas de 

trouver des valeurs uniques pour a, b, c. Ceci est normal car 

il y a une infinité de vecteurs normaux a un plan. Mais 

notre objectif est de trouver un triplet. Il suffit donc de 

choisir par exemple une valeur particuliére pour c. 

a) Calculez a et b en fonction dec. 

b) Vérifiez que n(— 5; 1; 2) est normal a. 

c) Déduisez-en une équation de 9. 

Remarque. L’unicité de 2 est due au fait que la droite (AB) n’est 
pas perpendiculaire a P. 

Sila droite (AB) est perpendiculaire a P, on trouve une infinité 
de plans. 



Narration de recherche 

=) Vobjectif n’est pas seulement de résoudre le probleme posé : 

vous devez aussi noter les différentes idées méme lorsqu’elles n’ont pas 

permis de trouver la réponse. Expliquez pourquoi vous avez changé 

de méthode et ce qui vous a fait avancer, etc. 

EXERCICES 

30] Tour de contrdle de trafic aérien On note , le plan défini par le point S et la droite d, et 
On se propose d‘étudier une modélisation d'une tour de P, le plan défini par le point S et la droite ds: 
contrdle de trafic aérien chargée de surveiller deux routes 

aériennes représentées par deux droites de Poe 

On rapporte l’espace a un repére orthonormé (O; i hove k) 

(l‘unité est le kilometre). P 
Le plan (O; i, j) represente le sol. Les deux unités 2 
« aériennes » a contrdler sont représentées par deux 

droites d, et d, de représentations paramétriques : = 

xo= Seti se $ + 2s Que pensez-vous des affirmations suivantes ? Justifiez 

d,:;y=9+3t (t€R) d,:\y=4+5 (sR) vos réponses. 
ia =2 z=4-s «Les deux routes aériennes ne sont pas coplanaires. une 

On peut installer au sommet S de la tour de contréle de | coupe , et l'autre P,. Il est donc possible de choisir la 
coordonnées (3; 4; 0,1) un appareil de surveillance qui | direction du rayon A pour quiil coupe a la fois Get di 

émet un rayon représenté par la droite A. Trouvez une représentation paramétrique de A. 

Eux aussi, ils ont 

cherché avant de
 trouver ! Chercheurs d’hier ? 

Voici quelques mathématiciens importants qui ont travaillé dans le domaine de la Géométrie. 

Jérome Cardan Johannes Kepler Hermann Gunther Grassmann 
> chap. 8 > chap. 9 > chap. 10 

ACTIVITES DE RECHERCHE 
C'est pour ses recherches en électromagnétisme, 

qui ouvrirent la voie vers les résultats de la relativité restreinte, 

que Maxwell est reconnu comme l'un des savants les plus 

importants du xIx® siécle. Einstein décrivit ses travaux 

comme les « plus profonds et fructueux que la physique 

ait connu depuis le temps de Newton ». 

C'est grace a une approche vectorielle que Maxwell élabore 

les équations différentielles décrivant la nature des 

champs électromagnétiques dans l’espace et le temps 

_ (publiées dans son Traité délectricité et de magnétisme, 1873 — extrait ci-contre). 

Lignes de champ 
et lignes 

équipotentielles. 

\SurleWeb cct.cnes.fr/cct13/infos/maxwell.htm 

F serge.mehl.free.fr/anx/ProdScal.html 
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Chapitre 11 

Communiquer ses résultats 
Exercer son esprit critique 

EX) Comparer trois démonstrations 

ABCDEFGH est un cube d’aréte 1. 

Les points M et N sont les centres de gravité respectifs des 

triangles CGD et FGC. B 

OBJECTIF Comparer trois démonstrations de la proposition : 

«La droite (MN) est perpendiculaire aux droites (BG) et (CH). » , H 

| MISE EN CEUVRE | 
Chaque éleve choisit lune des trois maniéres de démontrer la proposition. Puis chaque démonstration 

est présentée a loral au reste de la classe.Quelle est la maniére qui parait la plus efficace? 

EY Maniére 1 : avec un repére orthonormé 

On choisit un repére orthonormé afin d’obtenir pour M et N des coor- 

données simples. 
Le choix de ce repére lié au cube 
est possible car les normes de 
ces trois vecteurs sont égales a 1. 

On peut prendre par exemple le repére orthonormé (G; GF ; GH ; GC). 

1. a) Quelles sont les coordonnées des points F, C et D et du milieu J de 
'aréte [CD] ? 

b) Déduisez-en les coordonnées des points M et N. 

2. Déemontrez que la droite (MN) est perpendiculaire aux droites (GB) et (CH). 

EJ Maniére 2 : avec une étude géométrique 

On note O le centre de la face BCGF. 

1. Demontrez que (OJ) est paralléle a (MN) (théoréme de Thalés) et a (FD) (théoreme des milieux). 

2. a) Démontrez que (GB) est perpendiculaire au plan (FCD) et (CH) au plan (FGD). 

b) Déduisez-en que (FD) est perpendiculaire a (GB) et a (CH). Concluez. 

[4 Maniere 3 : avec l’outil vectoriel 

1. a) Démontrez que: 3GM = 2GC + GH et 3GN = GF 1 Ge 

b) Déduisez-en que: MN = <(GF GG GH 

2. Calculez MN - GB et MN - CH. 

3. Concluez. 

PJ Quelle maniére vous parait la plus efficace ? 

Produit scalaire dans l’espace 



| Semsehuol (gh aa Un type de raisonnement a 

@en Caractérisation d’un tétraédre orthocentrique 

ABCD est un tétraédre, A, étant le projeté orthogonal de A sur le plan (BCD). On 

dit que [AA, | est la hauteur du tétraédre issue de A. 

Par definition, un tétraédre est orthocentrique lorsque quatre hauteurs sont 

concourantes en H. Le point H est alors appelé |’orthocentre du tétraédre. 

REG Caractériser les tétraédres orthocentriques par une proposition (P). 

(P) est alors une condition nécessaire et suffisante pour qu'un tétraédre soit 

orthocentrique. 

LY Explorer la situation avec Geospace 
; ; ; ey as Voir le Vocabulaire 

Tout d’abord, explorons la situation autour de deux hauteurs d’un tétraédre, celle de la logique 
issue de A et celle issue de B. Posons-nous la question : quelle est la condition >p. 464 

nécessaire et suffisante pour que ces deux hauteurs soient concourantes ? sha Meet 

1. a) Créezles points A(0 ; 0; 3), B(0;0;—1), C(3; 0; 2) et D(0; 2; 0) puis créez 

le tétraedre ABCD (nommez-le p) : Zee =D RIE a = SIS ae: 

Créer — Solide ® Polyédre ® Défini par ses sommets wi : : 

Créez les droites passant par A et B respectivement perpendicu- si i o% 

laires aux plans (BCD) et (ACD) : U 7 : 

Créer — Ligne ® Droite(s) ® Perpendiculaire a un plan cc 

Ce sont les hauteurs issues de A et B. Nommez-les d, et d,. Lu a f 

b) Créez l'intersection des deux droites : he a ne 

Créer — Point ® Intersection 2 droites VW a 

Nommez H ce point. Quelle boite de dialogue apparait ? Ms his 

c) Modifiez les coordonnées de C en (3; 0; 2): on se : 

Divers — Modifier/Dupliquer beled # a 

Que constatez-vous ? Quelle est la position relative de (AB) et (CD) ? it @ 

2. Supposons que (AA,) et (BB,) se coupent en H. bf . : 

Démontrez que les droites (AB) et (CD) sont orthogonales. A _ : 7 

3. Supposons que (AB) et (CD) sont deux droites orthogonales. ae 

a) Démontrez que A et B se projettent en un méme point | sur [CD]. => cae 

b) Déduisez-en que les hauteurs [AA, | et [BB, ] se coupent en H, orthocentre du : D fom 

triangle BIA. | UW 

4. Enoncez alors cette condition nécessaire et suffisante. C <x ; 

[J Trouver la caractérisation 

1. Démontrez que si les quatre hauteurs sont concourantes, alors les couples d’arétes opposés sont 

orthogonaux. 

2. Supposons que la droite (AB) est orthogonale a la droite (CD) et que la droite (BC) est orthogonale a la 

droite (AD). Justifiez que AB - CD + BC - AD = 0. Puis déduisez-en que AC - BD =0. 

3. Notons H l’intersection des hauteurs issues de A et B, et démontrons que les hauteurs issues de C et D 

passent par H. 

a) Justifiez la suite d’égalités : CH - BD = (CA + AH)- BD = CA- BD + AH- BD =O. 

b) Démontrez de méme que CH - AD =0 et déduisez que la droite (CH) est orthogonale au plan (BAD). 

4. On démontre de maniére analogue que (DH) est orthogonale au plan (ABC). 

Déduisez-en la proposition (P) qui caractérise un tétraedre orthocentrique. 
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Approfondissement ‘AP) 

EE} Intersection de trois plans 

LY Positions relatives de trois plans 

P,, P,P sont trois plans distincts deux a deux. Pour étudier leur intersection, une idée consiste a exa- 
miner d’abord l’intersection 6 de deux d’entre eux, P, et P, par exemple. Et si cette intersection est non 

vide, d’étudier I’intersection de € et du troisiéme plan. 

Les différents cas se résument ci-dessous. 

wo[xa7,] 
Les trois plans n‘ont aucun point 

commun. @) 

y 
47 

PMP MP, 

» (Eanes 
“Sia, | SIAN, ={1} | "Si A incluse dans ®, | 

Les trois plans n’ont Les trois plans ont Les trois plans ont une droite en 
aucun point commun. un seul point commun, le point I. commun, la droite A. 

A 

J)” 

EJ Application 

Dans un repére orthonormé (O; i, i k), les plans P, et YP, ont pour équations respectives : 

X+y=2z—-1=0 et 3x+y—z—-1=0. 

1. Déterminez une représentation paramétrique de la droite A , intersection des plans P, et cee 

2. a) P,est le plan d’équation x — y + 3z+1=0. 
Demontrez que la droite A est commune aux trois plans P,, P,, P3. 
b) P; est le plan d’équation x — y + 3z — 3=0. Démontrez que les plans P,, P,, P; n'ont aucun point 
commun. 
c) P, est le plan d’équation 2x — y + 3z —1=0. Démontrez que les plans P,, P,, P; ont un seul point 
commun. 

Chapitre 11 ® Produit scalaire dans l'espace 
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| Perpendiculaire commune a deux droites 

d, et d, sont deux droites non coplanaires définies respectivement par (A, u,) et (B, U5). 

On se propose de démontrer quiil existe une unique droite A qui coupe d, et d, perpendiculairement. 

On dit que A est la perpendiculaire commune a d, et d,. 

ri 

$ “4 A 

ie oe 

eae ee ae 

hee ates ae 

a Pee 

Cee 

= he 

_— —_— : eet ta isc ae 
1. Pourquoi u, et u, ne sont-ils pas colinéaires ? Wu @ ; 

. ys: ables ae aye is ae 
2. On note 7 un vecteur non nul orthogonal a u; et u,. 2, est le plan défini par (A, 7, U;) et P, est le ij** 

plan défini par (B, n, U5). oc me 
z Z : oe 

a) Démontrez que , et P, sont sécants suivant une droite A. Lu = ‘ 

b) Démontrez que A est perpendiculaire en H, ad, eten H, ad). ae : : 
Paths Preniniy: : Tee ;  s 

c) Déduisez-en que A est la seule droite sécante a d, et d,, et perpendiculaire a ces deux droites. UW a 

A est donc la perpendiculaire commune a d, et d,. Ww ee 
: ; : eae 

Remarque. H,H, est/a plus courte distance entre deux points quelconques M, et M, de ces deux droites. c 
ee me 

Wi 
ea 

oO 
nv 

le ee 

‘ 
me... 
— 28 

3. Une application > * 
ne ee — 

(O ; OA, OB, OD) est un repére orthonormé. — 
; ; UW “9 

Le point C a pour coordonnées (1; 1; 0). oe) 

Le but de cette partie est de déterminer une représentation paramétrique de <x socal 
5 3 . : 4 

la droite A, perpendiculaire commune aux droites (AD) et (OC). e - Fs . 

a) On cherche un vecteur n orthogonal a u; = AD et a= Ge, |. 
=< . <> a ae e 

Démontrez que le vecteur (1; —1;1) est bien orthogonal a u, et u,. a2" 
eo —— e eo 

b) P, est le plan (A, n;, u;) et P, le plan (O, n, U5). 7 

 Trouvez un vecteur normal a P, et un vecteur normal a P,. oe. ee 

e Déduisez-en une équation cartésienne de , ainsi que de P,,. ee 
P 5 : s Z oe 

c) En utilisant les résultats de la question 2. b), démontrez que la droite A a pour représentation paramé- . ‘ <a 
pee 

trique: 5 re 

aca panel 
3 $e 

y=t /te&R : ’ 

= ls =f 

3 
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Entrainement 

espace est muni d’unrepére orthonormeé (O ; i, i, k). 

35 | ABCDEFGH est un cube 

d’aréte 1. 

Calculez BG - BH. 

36 | Le vecteur U(1; —2; 4) est-il orthogonal au vecteur 

Vii2e 35)? 

Le point A(1;8;—3) appartient-il a la droite d de 

representation paramétrique : 

x=t-1 

Ga Dap she HSIN Z 

nS = l= 

38 | Le point B(2 ;—1; 1) est-il le projeté orthogonal de 

A(1;1;1) surle plan P d’équation x — 2y -4=0? 

39 | Le vecteur a(4 2S 141) est-il un vecteur direc- 

teur de la droite d de représentation paramétrique : 

X=1+2t 

Ves— ae SIN w 

Z= -—1+6t 

40 | On donne les points A(—2;0;1) et B(1; 0; 0) ainsi 

que le vecteur U(1;1; 1). Trouvez: 

a) une représentation paramétrique de la droite A pas- 

sant par A et de vecteur directeur U ; 

b) une équation du plan 9 perpendiculaire a A et pas- 

sant par B. 

LE PRODUIT SCALAIRE DANS L’ESPACE 

L’espace est munid’unrepéreorthonormé (0; i, ie k). 

On donne les vecteurs U et Vv de coordonnées res- 

pectives (1; V3 ;0) et (O724/3-4). 

1. Calculez u- Vv. 

2. Quelle est, a un degré prés, la mesure de I’angle géo- 

métrique associé a U et V ? 

GF} on donne A(2;-1; 3), B(1;0;—1) et C(O; -1;2). 
Quelle est, a un degré prés, la mesure de BAC ? 

43 | U et V sont deux vecteurs tels que: 

Jel=5 :|Vl=3 eta.v=—4, 
Calculez: 

a) 2U -(V — 3u) b) (U + V)-(U —3yv). 
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44 | SABCD est une pyra- 

mide réguliére, ABCD est un 

carré de centre O. Toutes les 

arétes ont pour longueur a. 

Calculez en fonction dea: 

a) SA - SB b) SA - SC 

c) AS - AC 

ABCDEFGH est un cube 4 G 
d’aréte g.| et J sont les milieux 

respectifs de [EF] et [CG]. E f 

1. Calculez en fonction dea: a: 

riley (ges sk 
c) El -JA d) JH -JD 

2. On note @ la mesure de A 

l'angle géométrique associé 

aux vecteurs AE et BH. Démontrez que cos (8) = 
al- @ 

ABCDEFGH est un cube 
d’aréte a. O est le centre de la 

face EFGH et | le milieu du 

segment [CG]. 

Calculez en fonction dea: 

a) AO-CG b) AO - GI 

ABCDEFGH est un parallélépipéde rectangle tel que 

AB=3, AE=BC=1. 

Les diagonales [AG] et [BH] se coupent en O. 

Quelle est la mesure (en radian) de l’angle AOB arrondie 
au dixieme ? 

ORTHOGONALITE DANS L’ESPACE 

48 Restitution organisée des connaissances 
P est le plan défini par les droites d, et d,,sécantes en A 
et de vecteurs directeurs U; et U5. 

A est la droite passant par A et de vecteur directeur un 
vecteur n orthogonal aux vecteurs U; et U5. 

Démontrez que A est orthogonale a toute droite d du 
plan 2. 



Pour les exercices 49 a 52 

Lespace est muni d’un repére orthonormé (0; i, j. k). 

49 | Les vecteurs u(2 ne et v(- Cae 3) 7 TEE? 5 
sont-ils orthogohaux ? 

50 | Pour quelle(s) valeur(s) dunombre @ les vecteurs 

PIES 1 oe 1 
u(“=:-4;2) et V(a; 2a; 4) 

sont-ils orthogonaux ? 

(51) Les points A, B, C, D ont 

respectivement pour coor- 

données (1; 0; =2), 373; 1), 
Cees ERS 

(41555) (1-355), 
Le point C est-il le projeté 

orthogonal du point D sur la 

droite (AB) ? 

52 | On donne les points : 

ANOS oil), Ol? 6)ret G(—2e83 all) 

Démontrez que la droite d passant par C et de vecteur 

directeur U(—4 ; 1; —3) est orthogonale a la droite (AB). 

53 | ABCDEFGH est un cube d’aréte a. 

Les droites (AF) et (EC) sont-elles orthogonales ? 

(23 ABCDEFGH est un cube H G 
d’aréte 1. Les points | et J sont 

tels que: 

3Al = AB et 3B) = BC. 

1. Démontrez que les droites 

(DI) et (AJ) sont perpendicu- 

laires. 

2. Déduisez-en que la droite 

(DI) est perpendiculaire au plan (AJE). 

(3B ascDEFGH est un 
cube d’aréte 1. Le point | 

est le milieu de [HD] et le 

point O est le centre de la 

face EFGH. On se propose 

de démontrer de deux 

maniéres que la droite 

(AO) est perpendiculaire 

au plan (ECI). 

1. Maniére 1 : avec un repere 

On choisit le repére orthonormé (D ; DA, DC, DH). 

a) Quelles sont les coordonnées des points A, E, |, O, C? 

b) Calculez AO - EC et AO - El. Concluez. 

2. Maniére 2: sans repére 

a) En écrivant que AO = AE + EO et EC =EG + Go cal- 

culez AO - EC. 

b) En utilisant la relation de Chasles, calculez AO - El. 

Concluez. 

(56) ABCDEFGH est un cube esl H 
d’aréte 1. Les points | et J sont La 

F tels que: 

3El = EH et 3B) =BC. 
L’espace est rapporté au repére 

orthonorme : D 

(A; AB, AD, AE). B 
J C 

La perpendiculaire menée par G au plan (FJ) coupe le 

plan (ABC) au point N de coordonnées (x ; y ; 0). 

1. a) Démontrez que la droite (GN) est orthogonale aux 

droites (Fl) et (FJ). 

b) Calculez GN - Fl et GN - FJ en fonction de x et y. 

2. Déduisez-en les coordonnées du point N. 

EQUATION CARTESIENNE 
D’UN PLAN 

Pour les exercices 57 a 66 

Llespace est muni d’un repére orthonormé (O; i, j, k). 

Déterminez, dans chaque cas, une équation carté- 

sienne du plan Y passant par A et de vecteur normal n. 

a) AG 01) et n(—13): 

B) PAGy 225) etn 231) 

58 | Déterminez, dans chaque cas, une équation carté- 

sienne du plan 9 perpendiculaire en A a la droite (AB). 

a) A(2;0;-1) et B(0;1;3). 

b) A(V2 ;-2;5) et B(-1;3; 2). 

59 | Le plan 9 a pour équation cartésienne : 

3Xe ZY = = 0" 

Les points A et B ont pour coordonnées respectives 
5 

(1;2;1) et (2 53:1). 

La droite (AB) est-elle orthogonale au plan FP ? 

60 | Le plan 2% a pour équation cartésienne 

x —3y +2z—5=0 et le point A a pour coordonnées 

(2; 3; -1).Est-il vrai que le point H(3 ; 0; 1) est le projeté 

orthogonal de A sur le plan YP ? 

61 | On donne le point A de coordonnées (1; —1; 2) et le 

vecteur U =—/ + 2j + 3k. 

Quelle est la nature de l'ensemble des points M(x ; y ; Z) 

tels que AM-U =5 ? 
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G Le plan 9? a pour équation cartésienne : 

2xX+y—3z-—2=0. 

1. Définissez 9 par un point A et un vecteur normal 7. 

2. Définissez YP par un point B et deux vecteurs U et V 

non colinéaires. 

(63) on donne les points A(1; —1; 3), B(0;3;1), 

C(2;1; 3), D(4;—6; 2) et E(6; —7;-1). 

1. Démontrez que les points A, B, C définissent un plan P 

de vecteur normal DE. 

2. Déduisez-en une équation cartésienne de P. 

64 | Déterminez une équation cartésienne du plan P 

défini par le point A(1;2;1) et les vecteurs U =i + j et 

v=j-k. 

65 | On donne les points : 

A(3;-2;1), B(5;2;—-3) etC (6; —2; —2). 

1. Vérifiez que les points A, B, C ne sont pas alignés, et 

que n(2;1; 2) est un vecteur normal au plan (ABC). 

2. Déduisez-en une equation cartésienne du plan (ABC). 

66 | Le plan a pour représentation paramétrique : 

x=14+t-—2s 

y=2-t+s, tER et sER. 

zZ=2t-—s 

1. Définissez le plan 9 par un point et deux vecteurs U et 

V non colinéaires. 

2. Définissez le plan % par une équation cartésienne. 

ORntwE k) est un repére orthonormé. Les points A, 

B, C ont pour coordonnées respectives (a;0;0), 

(0; 6; 0) et (0;0; 0c), ova, b,c sont non nuls. 

Démontrez que = a - + = —1=0 est une équation car- 

tésienne du plan (ABC). 

Dans un repére orthonormé (O; i, i, k), les points 

A, B, C ont respectivement pour coordonnées (2; 0; 0), 

(027.0), (O709t). 

1. En utilisant le résultat de l’exercice Ga, trouvez une 

équation cartésienne du plan (ABC). 
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2. Le point O se projette orthogonalement en H sur le 

plan (ABC). 

a) Donnez une représentation paramétrique de la droite 

(OH). 

b) Déduisez-en les coordonnées de H. 

c) Démontrez que H est l’orthocentre du triangle ABC. 

(EE) aBcDEFGH est un H G 
cube d’aréte 1. Les points 

M,N, P sont tels que: P 

3AM = 2AB 

3AN =2AD ; 

3CP = 2CG. 

On choisit le repére ortho- 

normé (B ; BA, BC, BF). 

1. Démontrez que AP est normal au plan (EMN). 

2. Déduisez-en une équation cartésienne du plan (EMN). 

POSITION RELATIVE D’UNE DROITE 
ET D’UN PLAN 

Pour les exercices 70 a 75 

L’espace est muni d’un repére orthonormé (O ; i, j, k). 

On donne les points A(—1; 2; 3) et B(1;2;1). 

Le plan 9 a pour équation cartésienne: 

xy 2 — Oe 

Calculez les coordonnées du point |, intersection du plan 

P et de la droite (AB). 

La droite d est définie par le point A(2; -1; 0) etle 

vecteur directeur U(1; —2; 1). 

Le plan a pour équation cartésienne: 
XO i 
Wer es 1105 

Calculez les coordonnées du point d’intersection du plan 
P etd. 

Dans chacun des cas suivants, déterminez I'inter- 

section du plan YP et de la droite d. 

x=2t-1 

a) P:x-2y+2z-1=Oetd:iy=t , ter. 

Z=1-3t 

X=1+s5 

b)P: 2x+3y—-z=Oetd:iy=14+2s , sER. 

Z=—3+8s 

GED on donne les points A(1;0;2), B(3;-1:1) et 
C(1;2;-3), et la droite d de représentation paramé- 
trique: 

X=7tF 1 

y=10t-4, tER. 

Z=4t+1 



1. Vérifiez que les points A, B, C définissent un plan 2. 

2. Demontrez que la droite d est perpendiculaire au 

plan YP. 

3. Quelles sont les coordonnées du point H, commun a la 

droite d et au plan P ? 

Les points A, B, C, D ont pour coordonnées respec- 

eves (25473), As=27a) elias DyG53.7.3). 

1. Vérifiez que A, B, C ne sont pas alignés et que le vec- 

teur n(3;1;— 4) est un vecteur normal au plan (ABC). 

2. Determinez une equation cartésienne du plan (ABC) 

ainsi qu'une représentation paramétrique de la droite d 

passant par D et perpendiculaire au plan (ABC). 

3. Déduisez-en les coordonnées du point H, projeté 

orthogonal de D sur le plan (ABC). 

ll existe, Pour tout 

Les points A et B ont respectivement pour coordonnées 

(2;1;-1) et (3;0;0). A tout nombre m, on associe le 

plan P_ d’équation cartésienne : 

mx+y+mz+m—1=0. 

Pour chaque affirmation, dites si elle est vraie ou fausse. 

Justifiez. 

1. Pour tout m, la droite (AB) est incluse dans 9. 

2. Il existe une valeur de m pour laquelle la droite (AB) est 

perpendiculaire a P,.. 

3. Pour tout m, la droite (AB) et le plan P,,, sont sécants. 

4. || existe une valeur de m et une seule pour laquelle ?,, 

est paralléle a la droite (AB). 

Deux cubes d’aréte 1 sont disposés comme |'in- 

dique la figure ci-dessous. espace est rapporté au repere 

orthonormé (D; DA, DC, DH). 

Le point | est le milieu de [EF]. 

1. a) Démontrez que DJ est normal au plan (BIG). 

b) Déduisez-en une equation cartésienne du plan (BIG). 

2. a) Déterminez une représentation paramétrique de la 

droite A passant par F et perpendiculaire au plan (BIG). 

b) La droite A coupe le plan (BIG) en L. Le point L est-il 

l'orthocentre du triangle BIG ? 

Aire et volume 

ABCDEFGH est un cube 

d’aréte 1. Les points | et J 

sont les milieux de [AB] et 

[HG], K est le centre de la 

face BCGF. 

L’espace est muni du repere 

orthonormeé : 

(A; AB, AD, AE). 
V6 

1. Démontrez que IFJD est un losange d’aire Te. 

2. a) Démontrez que le vecteur EK est normal au plan 

(Dl). 

b) Déduisez-en les coordonnées de L, intersection de la 

droite (EK) et du plan (DI). 

3. Calculez le volume de la pyramide EIFJD. 

POSITION RELATIVE 
DE DEUX PLANS 

Dans toute cette rubrique, l’espace est muni d’un 

repeére orthonormé (O; i, j, k). 

P, et P, sont deux plans d’équations respectives : 

N= Bie FSO Se ae Ware ap le. 

1. a) Démontrez P, et P, sont sécants. 

b) Trouvez une représentation paramétrique de la droite 

A, intersection de ces ceux plans. 

2. Déterminez une équation cartésienne du plan RX pas- 

sant par A(2;5;— 2) et perpendiculaire a P, et P,. 

1. A est la droite intersection des plans P, et P, 

d‘équations respectives : 

N= Were S=0) Ge Dorw=(0)- 

Donnez une représentation paramétrique de A. 

2. Déterminez les coordonnées du point d’intersection 

de A et du plan & d’équation x + y — z=0 (si ce point 

existe). 

80 | La droite A est l'intersection des plans 9, et P, 

d’équations respectives : 

i= Va V=0) Gt Dee Vva2=O. 

La droite A est-elle paralléle au plan 2 d’équation 

5x—5y + Z=0'? 

81 | Distance d’un point a une droite 

Les plans P, et P, ont pour équations respectives : 

Ma MV Zar ISO Gt KS V= ZSO, 

1. Démontrez que ces plans sont perpendiculaires. 

2. Donnez une représentation paramétrique de la droite 

A, intersection de ces deux plans. 
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3. Aest le point de coordonnées (0; 1; 1). 

Comme dans le plan, la distance d’un point A a la 

droite A est la distance AH, ot H est le point d’inter- 

section de la droite A et de la perpendiculaire a A pas- 

sant par A. 

a) Trouvez une représentation paramétrique de la droite 

d, passant par A et perpendiculaire a 9. 

b) Trouvez une représentation paramétrique de la droite 

d, passant par A et perpendiculaire a P.,. 

c) Déduisez-en les coordonnées des points H, et H,, 

intersections respectives de d, avec P, et de d, avec P.. 

d) Calculez AH, et AH,. 

Déduisez-en la distance du point A a la droite A. 

82 | On donne le point A de coordonnées (1; 1; 2), et les 

plans P, et P, d’équations respectives : 

UWxese 3) = We = '5 = (0). 

1. Démontrez que les plans P, et P, sont sécants suivant 
une droite A dont vous donnerez une représentation 

paramétrique. 

Xx+2y—z—4=0 et 

2. a) Déterminez une équation cartésienne du plan P 

passant par A et perpendiculaire a A. 

b) Déduisez-en les coordonnées du point H intersection 

du plan et de la droite A, puis la distance du point Aa 

la droite A (voir l’exercice EXD). 

83 | A tout nombre m, on associe le plan 2, d’équation : 

x+(1-—m)y +2mz-1=0. 

1. On note A la droite d‘intersection des plans P, et P,. 

Donnez une représentation paramétrique de la droite 

7X. 

2. Démontrez que la droite A est contenue dans chacun 

des plans P,.. 

3. On suppose m # + ; 

Démontrez que deux plans Pin et Ping sont orthogo- 

; ; lil; = 2 
naux si, et seulement si, = —=——$——=- 

Si 

AVEC LES TICE 

84 | Chercher une valeur minimale 

Llespace est muni d’un repére orthonormé (O; 

On donne les points A(1;0;1), B(3;1;1), C(1;1;-1) et 

D(2; —1; 0). lest le milieu du segment [AB] et M(x ; y ; 2) 

est un point de la droite (CD). 

On se propose de déterminer le point M), Sil existe, pour 

lequel m = MA? + MB? est minimale. 
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A. Conjecturer avec Geospace 

1. a) Créez les points A, B, C et D ainsi que le point | et la 

droite (CD), puis créez le point M: 

Créer — Point © Point libre ® Sur une droite 

b) Créez les segments [AB], [MA] et [MB]. 

c) Créez le nombre m (nom du calcul : m) 

Créer — Numérique ® Calcul algébrique 

puis saisissez MAA2+MBA2. 

Enfin, créez l’affichage de m (faites afficher 3 décimales) : 

Créer — Affichage Variable numérique déja définie 

2. a) Déplacez le point M sur la droite (CD). Quelle semble 

étre la valeur minimale de m ? 

b) Tracez par | la droite d perpendiculaire a la droite (CD). 

Quel semble étre le point M, ? 

B. Démontrer 

On pose CM =tCD, avec tER. 

1. a) Déterminez l’expression des coordonnées de M en 

fonction de t. 

b) Calculez MA? + MB? en fonction de t. 

2. Déterminez la valeur de t pour laquelle MA? + MB? est 

minimale. Calculez cette valeur minimale puis comparez 

avec la conjecture faite. 

3. a) Calculez les coordonnées du point Mo. 

b) Démontrez que les droites (IM) et (CD) sont perpendi- 

culaires. Concluez. 

85 | Mesure d’un angle 

Llespace est muni d’un repére orthonormé (0; i, i: k). 

On donne les points A(2;2;2), B(2;-2;=2), 

C(-2;2;-2) et D(-2;-2;2). ABCD est un tétraédre 
régulier (toutes ses faces sont des triangles équilatéraux). 

M est un point du segment [BC]. On pose BM =tBC, 
avec t©[0;1]. 

On se propose de déterminer la valeur ty, si elle existe, 
pour laquelle la mesure m de l‘angle AMD est maximale. 

A. Conjecturer avec Geospace 

1. a) Créez les points A, B, C et D. 

b) Créez le point M: 

Créer — Point Point libre Sur un segment 

c) Créez le nombre m (nom du calcul: m): 

Créer —- Numérique ® Calcul géométrique 

> Angle géométrique 

Créez l'affichage de m (faites afficher 3 décimales) : 

Créer — Affichage ® Variable numérique déja définie 



2. Déplacez le point M sur [BC]. [S=ai~i> i ascii] 

Quelle semble étre la valeur eke 
maximale de m ? : 
Quelle semble étre la position 

de M sur le segment [BC] ? : 

B. Démontrer 

1. Démontrez que: E C 

MA - MD = 16(2t? — 2t +1). i 
2. a) Calculez MA et MD en fonction de t. 

b) Déduisez-en que: 
——— 2 

cos (AMD) = 2! _— 28 +1 
Pl aes eae 

3. En étudiant les variations d’une fonction f définie sur 

intervalle [0 ; 1], démontrez que la mesure m de l’angle 

est maximale lorsque M est le milieu A du segment | BC]. 

Comparez avec la conjecture faite. 

EQUATION D’UNE SPHERE 

U’espace est muni d’un repére orthonormé (O ; i; i, k). 

X est la sphére de centre Q(x, ; Yo; Z,) et de rayon r. 

Dire que « M(x; y; z) est un point de X » équivaut a 

dire que « QM? =r? », c'est-a-dire : 

(x —x,)? +(y—Yp)? +(@- 2)? =r. 

Cette équation est une équation de la sphére 2 (Q; 1). 

| 86 | Vrai ou faux 

espace est muni d’un repére orthonormé (O; ial k). 

On donne les points : 

AQ, — 1), BEI, 2; 4), CO; 273), D171; = 2); 

et le plan P d’équation x —2y+z+1=0. 

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Jus- 

tifiez vos réponses. 

1. Les points A, B, C définissent un plan. 

2. La droite (AC) est contenue dans le plan 9. 

3. Une représentation paramétrique de la droite (AC) est : 

Xe 2 

y=-2+3t, tER. 

z=3-4t 

4. Les droites (AB) et (CD) sont orthogonales. 

5.Le point E (- 
ws w |r 

: ;2) est le projeté orthogonal de 

C sur le plan P. fa 

6. La sphere de centre D et de rayon “2 est tangente au 

plan YP. 

On considére les points A(1; —1; 4), B(7 ; — 1; — 2) 

et C(1;5;-—2). 

1. a) Démontrez que le triangle ABC est équilatéral. 

b) Déterminez une équation cartésienne du plan (ABC). 

2. dest la droite de représentation paramétrique : 

C= t 

y=-2t-2, tER. 

z=-2t-—3 

a) Démontrez que d est perpendiculaire au plan (ABC). 

b) Quelles sont les coordonnées de G, intersection de la 

droite d et du plan (ABC) ? 

c) Démontrez que G est le centre de gravité du triangle ABC. 

3. On note X la sphére de centre G passant par A. 

a) Démontrez que 2 a pour équation: 

(KS 3) FV ee = 4 

b) Quelles sont les coordonnées des points E et F, inter- 

sections de d et de la sphere 2X ? 

On se place dans un repére orthonormé 
(O; i, j,k). Les plans P, et P, ont pour équations res- 

pectives 2x + y—3z+1=0 et x-y+2=0. 

prendre toutes 
les initiatives 

Déterminez une équation du plan 9% passant par l’ori- 

gine du repére et contenant la droite intersection des 

plans P, et P,. 

89 | Dans l’espace muni d’un repére orthonormé 

(O; 7, j, k), ondonne les points A(1;2; 3), B(0;1; 4), 

C(-1;-3; 2) et D(4;-—2;5). 

Le projeté orthogonal de D sur le plan (ABC) est-il le 

centre de gravité du triangle ABC ? 

90 | Etude d’un raisonnement 

Dans l’espace muni d’un repére orthonormé, on donne 

les points A(1;0;—1), B(44;3;0), C(7;-1;1). 

On veut prouver que les points A, B, C définissent un 

plan. Pour cela, on tient le raisonnement suivant : 

« AB(3;3;1) et AC(6;—1;2). Il en résulte que 

AB=V19, AC=V41 et AB-AC=17. Comme 

|AB - AC| # AB AC, les points A, B, C ne sont pas ali- 
gnés donc ils déterminent un plan. » 

Ce raisonnement est-il exact ? 
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Le jour du BAG) 

DB Travail en autonomie 
— Rédigez la solution de cet exercice 

en vous aidant du guide. 

espace est muni d’un repére orthonormé (O; i, j, k) et 

dest ladroite passant par A(1; — 2; —1) et B(3;-5;—2). 

1. Vérifiez que la droite d a pour représentation paramé- 

trique : Were (|r 

y=-2—3t, tER. 
a — [l= 

2. d’ est la droite de représentation paramétrique : 

x=2-—s 

y=1+2s, sER. 

BS 

Démontrez que les droites d et d’ ne sont pas copla- 

naires. 

3. P est le plan d’équation 4x + y + 5z+3=0. 

a) Démontrez que le plan ? contient la droite d. 

b) Démontrez que d’ coupe en un point C dont vous 

préciserez les coordonnées. 

4. A est la droite passant par C et de vecteur SuSE 

Wileds= 

a) Démontrez que A et d’ sont perpendiculaires. 

b) Démontrez que A coupe perpendiculairement d en 

un point E dont vous préciserez les coordonnées. 

2. Les vecteurs directeurs U(2 ; —3;—1) et we slr e) 

vous permettent de démontrer que ces droites ne sont 

pas paralléles. En cherchant s'il existe deux réels t et s 

1+ 2t=2-—s 

tels que }— 2 — 3t =1+5, on voit sid et d’ ont un point 

=i S 

commun. Puis on conclut. 

3. a) Il suffit simplement de vérifier que A et B sont 

deux points de P. 

b) Il suffit de chercher la solution du systéme formé de 

l'équation paramétrique de d’ et de l’équation de YP. 

On trouve que C a pour coordonnées (6; —7;— 4). 

4. a) Le point C est commun aux droites A et d’. II suf- 

fit donc de calculer u’- V avec u’(—1; 2:1). 

b) Apres avoir démontré que A a pour représentation 

x=6+k 

paramétrique ;y=—7+k, k€Z, il reste a prouver 

z=-4-k 

que A etdsont sécantes et perpendiculaires. 
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ur le site 
nathlycee.net/eleve-TermS 

» Analyser l’énoncé 

Il est intéressant de visualiser 

la situation. 

dest incluse dans P, P d’={C}, 
Medic 

Llobjectif est donc de déterminer la 

perpendiculaire commune aux droites 

det d’ (voir TD34 page 337). 

ZOOM sur la rédaction Q 

Dans la rédaction, faites bien 

ressortir les étapes de la 

démonstration. 
On démontre que les droites ne sont 

pas paralléles... donc elles sont 
sécantes ou non coplanaires. On 

justifie ensuite que ces droites ont 

un point commun puis on conclut. 

\ 

| 

ZOOM sur la rédaction Q 

La encore, bien faire ressortir les 

étapes, | 

Il faut montrer que A et d’ d’une 

part, et A et dd’autre part, sont 

sécantes. Ensuite, a l’aide des 

vecteurs directeurs, on démontre ; 

qu’elles sont perpendiculaires. 



192 | Restitution organisée des connaissances 

1. Démonstration 

Lespace est muni d’un repére orthonormé. a, b, c sont 

trois nombres non tous nuls. 

a) Démontrez que si n(a; 6; c) est un vecteur normal au 

plan %P, alors a une équation cartésienne de la forme 

ax+by+cz+d=0. 

b) Réciproquement, démontrez que l'ensemble des 

points M(x; y;z) tel que ax+by+cz+d=0 est un 

plan de vecteur normal n(a; 6; 0). 

2. Application 

P est le plan d’équation 2x + y—z+2=0. 

Trouvez une équation du plan 2 passant par les points 

A(1;0;0) et B(0;1;1) et perpendiculaire a P. 

€5} BAC 

OABCDEFH est un cube d’aréte 1. OP = 20A, OO = 40C 
et BR =2BF. Lespace est muni du repére orthonormé 

(0; OA, OC, OD). 

1. a) Quelle est la nature du triangle PQR ? 

b) Vérifiez que le plan (PQR) a pour équation : 

4x+2y+z—8=0. 

2. Soit H le projeté orthogonal de D sur le plan (PQR). 

a) Trouvez une représentation paramétrique de la droite 

(DH). 

b) Déduisez-en les coordonnées de H. 

c) Démontrez que H est un point de la droite (PR). 

94 | BAC) Qcm 
Pour chaque question, une seule réponse est exacte. 

Indiquez la bonne réponse en justifiant. 

Llespace est muni d’un repére orthonormé (O ; it i k). 

On donne les points A(1;2;— 4), B(-3;4;1), et le plan 

PP d’équation 2x +3y —-z+4=0. 

1. La droite da pour représentation paramétrique : 

x=-8+2t 

V= ia tae eS. 

Z=10 +6 

Le jour du BAC 

a) Le plan % et la droite d sont sécants. 

b) P et dn/ont aucun point commun. 

c) La droite d est incluse dans le plan 2. 

2. P’ est le plan d’équation x + 4y —3z+4=0. 

a) YP et YP’ sont paralléles et distincts. 

b) et YP’ sont confondus. 

c) P et P’ sont sécants suivant une droite de vecteur 

directeur —j + j+k. 

d) Aucune des réponses précédentes nest exacte. 

3. Le plan médiateur du segment | AB] a pour équation : 

a) - 4x +2y 452-2 =0, 

b) - 4x +2y 452+ 2-0. 

c) Aucune des réponses précédentes n’est exacte. 

(5) BAC) acm 

ABCDEFGH est un cube d’aréte 1. | est l’intersection 

de la droite (EC) et du plan (AFH). espace est muni 

du repére orthonormé (D ; DA, DC, DH). 

1. Déterminez : 

a) une représentation paramétrique de la droite (EC) ; 

b) une équation cartésienne du plan (AFH). 

2. Déduisez-en les coordonnées de | et démontrez que la 

droite (El) est perpendiculaire au plan (AFH). 

3. a) Démontrez que la droite (IH) est perpendiculaire a la 

droite (AF). 

b) Que représente | pour le triangle AFH ? 

4.Dans cette question, toute trace de recherche méme 

incomplete ou diinitiative non fructueuse sera prise en 

compte. 

Un tétraédre est dit de type 1 si toutes ses faces ont la 

méme aire. 

Un tétraedre est dit du type 2 si toutes ses arétes oppo- 

sées sont orthogonales deux a deux 

Un tétraédre est dit du type 3 s'il est a la fois du type 1 et 

du type 2. 

Précisez de quel type est le tétraedre EAFH. 

Chapitre 11 © Produit scalaire dans l’espace 345 



Pour aller plus loin 

96 | Une propriété du tétraédre trirectangle 

OABC est un tétraédre trirectangle (les triangles AOB, 

AOC, BOC sont rectangles en O). Le point H est le projeté 

orthogonal du point O sur le plan (ABC). 

1.a) Pourquoi la droite (AB) est-elle orthogonale aux 

droites (OH) et (OC) ? 

b) Déduisez-en que la droite (AB) est perpendiculaire aux 

droites (Ol) et (IC). 

2.a) En exprimant de deux manieéres l’aire du triangle 

OIC, démontrez que : 

1 1 ] 
= + : 

Or OC aa Ol- 

b) Démontrez de méme que: 

eee 
Ol? OA? 0B? 

c) On pose OA=a, OB=b, OC=c (a>0,b>0,c>0) 

Odds (NSO) 

se 
be 

3. En exprimant de deux manieéres le volume du tétraédre 

OABC, démontrez que: 

[aire (ABC) |? = 

[1]. 
‘. eel 

Vérifiez que o = a + 

agabnes 

4h? 
4. Dans cette question, toute trace de recherche méme 

incomplete ou diinitiative non fructueuse sera prise en 

compte. 

[2]. 

Démontrez que le carré de I’aire du triangle ABC est égale 

a la somme des carrés des aires des autres faces du 

tétraeédre. 

Tétraédre régulier et sphére circonscrite 

espace est muni du repére orthonormé (O; i, i, k). 

Les points A, B, C ont pour coordonnées respectives 

(a;0;0), (0;a;0), (0;0; a) olaest un nombre stricte- 

ment positif. 

| est le milieu du segment [AB] et H est le pied de la hau- 
teur issue de O dans le triangle OIC. 

Le point D est tel que OD +OH =0. 

Chapitre 11 ® Produit scalaire dans l’espace 

1. Démontrez que H est l’orthocentre du triangle ABC. 

2. Démontrez que le tétraedre DABC est un tétraédre 

régulier. 

Rappel 

Un tétraédre est régulier lorsque ses arétes ont la méme iongueur. 

3. Démontrez que le centre Q de la sphére circonscrite 

au tétraédre ABCD est un point de la droite (OH). 

Calculez les coordonnées de Q. 

Implication 

Le plan P a pour équation x — y + 2z7—3=Oet A estla 

droite passant par A(2;p;1) et de vecteur directeur 

u(—1;m;1) op etm sont des nombres réels. 

Dites si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. 

Justifiez votre réponse. 

1.Si m # 1, alors pour tout réel p, l'intersectionde A et 

P est un point. 

2.Si p= 1,alors pour tout réel m, l'intersection de A et 

OP est un point. 

3.Si p ¥ 1,alors pour tout réelm, AN P =O. 

4.Si m=1 et p= 1,alors pour tout réel m, PQOA=A. 

5.Si m=1 et p # 1,alors pour tout réelm, POA=O. 

199 | Perpendiculaire commune a deux droites 

Cet exercice prolonge le TD34, page 337. 

espace est muni d’un repére orthonormé (O; i, if k). 
On considére la droite d passant par A(0;0;3) et dont 
un vecteur directeur est U (1;0;—1), et la droite d’ pas- 
sant par B(2;0;4) et dont un vecteur directeur est 
v (03151). 

objectif de cet exercice est de démontrer qu'il existe une 
droite unique perpendiculaire a la fois 4 d et a d’ , dela 
déterminer et de dégager une propriété de cette droite. 

1. On considére un point M de d et un point M’ de d’ 
définis par AM =au et BM’=bv ou a et b sont des 
nombres réels. 



Exprimez les s coordonnées des points M et M’, puis celles 

du vecteur MM’ en fonction de aet b. 

2. Démontrez que la droite (MM’) est perpendiculaire a 

det d’ si, et seulement si, le couple (a; b) est solution du 

2a+b=1 

a+2b=-1 

3. a) Résolvez le systéme précédent. 

systeme 

b) Déduisez-en les coordonnées de deux uniques points 

Met M’, notés H et H’, tels que la droite (HH’) est bien 

une perpendiculaire commune a det d’. 

c) Démontrez que HH’= V3 unité de longueur. 

4.M et M’ sont deux points quelconques de d et d’ 

respectivement. 

a) En utilisant les coordonnées obtenues a la question 1., 

démontrez que : 

MM’? = (a+ 6)? +(a—1)* +(b +1)? +3. 

b) Déduisez-en que la distance MM’ 

lorsque M=H et M’=H 

est minimale 

100) Distance d’un point a un plan 

Uespace est muni d’un repere 

orthonormé (O; /, j,k). 

Le plan YP a pour équation 

ax+by+cz+d=0 et on 

note n(a;b;c) un vecteur 

normal a ?. 

Le point A(x, ; Yq; Zp) se pro- 

jette orthogonalement en H(a@ ; B ; Y) surle plan P. 

A. Démonstration 

La droite (AH) passe par A et a pour vecteur directeur n. 

1. a) Les vecteurs nf et AH sont colinéaires. 

Déduisez-en que |n - AH|=||7|| x AH, 

puis |7 - AH|=Va2+6*+c? xAH_ [1]. 

2. a) En utilisant la forme analytique du produit scalaire, 

démontrez que: 

[7 - AH| =|a0 + bB + cy — ax, — by, - Z|. 

b) Justifiez que aa + bB + cy =—-d. 

c) Déduisez-en que: 

_ |X + bY) + CZ, +d| 

ia bc 

AH est la distance du point A au plan ?. 

B. Application 

ABCDEFGH est 

d’aréte 1. 

un cube 

| est le milieu de l’aréte 

[HD] et O est le centre de la 

face ABCD. L’espace est 

muni du repere_ ortho- 

normeé (A; AB : AD, AE). 

1. Vérifiez que le plan (AGI) a pour équation x + y — 2z =0 

et que le vecteur OE est un vecteur normal a ce plan. 

2. Dans cette question, on se propose de calculer de trois 

manieéres la distance du point E au plan (AGI). 

a) Maniére 1 

A l'aide de la formule établie dans la partie A., démontrez 

que la distance de E au plan (AGI) est égale a ag ‘ 

b) Maniére 2 

e Déterminez une représentation paramétrique de la 

droite (OE). 

e Déduisez-en les coordonnées au point K d’intersection 

de la droite (OE) et du plan (AGI). 

e Calculez alors la distance EK. 

c) Maniére 3 

eCalculez l’aire du triangle EAI et déduisez-en que le 

volume du tétraédre GAIE est égal a ae 

e Calculez l’aire du triangle AGI et déduisez-en la distance 

du point E au plan (AGI). 

PROLONGEMENT DU TD 33 

101 | Position relative de trois plans 

Ulespace est muni d’un repére orthonormé ae all 

On donne les points A(1;0; 2), B(1;1; 4) et C(- 

1.a) Démontrez que les points A, B, C ne sont pas 

alignés. 

b) Vérifiez que n(3;4;-—2) est un vecteur normal au 

plan (ABC). 

c) Déduisez-en une équation du plan (ABC). 

2. Les plans P, et P, ont pour équations respectives : 

DXi 2Z.- | ON eet Xe — 2 OZ 0b 

Démontrez que P, et P, sont sécants selon une droite A 
dont vous déterminerez une représentation paramé- 

trique. 

3. a) Etudiez la position relative de A et du plan (ABC). 

b) Que peut-on dire alors de la position relative des plans 

(ABC), P, et P,? 

102 | Intersection de trois plans 

Dans un repére orthonormé (O; i, j, k), on donne les 

points A(1;1;0), B(1;2;1), C(3;—1;2), et les plans P 

et 2: d’équations respectives : 

Mae Bs Ba4=0 ey Aes —22=550), 

Quelle est I’intersection (si elle existe) des plans P, ® et 

(ABC) ? 
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CHAPITRE 

348 

Probabilites 
conditionnelles 

a un autre 

Le gene des cheveux roux étant un géne récessif, la probabilité 
qu’un enfant naisse roux est assez faible. Et pourtant, les 

enfants de la célébre famille Weasley de la saga « Harry Potter » 
sont tous roux. En effet, si le gene est présent dans une famille, 
cette probabilité est alors bien supérieure. C’est parce qu’une 
des raisons de la réalisation de cet événement complexe (une 
de ses causes) est déja réalisée. 

Thomas Bayes, en s‘intéressant aux « probabilités des causes » 
vers la fin du xvii® siécle, a été amené a définir la probabilité. =~ —_En savoir plus sur 
d’un événement sachant qu’une des causes était réalisée, ee Thomas Bayes 
formule a la base des PEOP ee —> Chercheurs d’hier, p. 361 — nN 
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Probabilités d’événements 

Une expérience aléatoire est modélisée par 

un univers U muni d’une loi de probabilité P. 

e Si A et B sont deux événements quelconques, 

P(A UB) = P(A) + P(B) — P(A(B). 

— Si Af{\B=© (AetB incompatibles), alors : 

P(A UB) = P(A) + P(B). 

e ANA=@ et AUA=U. 

Ainsi: P(A) + P(A) =1. 

p> Représentation par un tableau 
Pour étudier |’intersection ou la réunion de deux 

événements A et B, on utilise souvent un 

tableau a double entrée. 

e Evénement ANB e Evénement AUB. 

On peut y lire les égalités suivantes sur 

les événements contraires de A(\B et AUB: 

ANB=AUB et AUB=ANB. 

Be Répétition d’épreuves identiques 

et indépendantes 
La répétition de n épreuves identiques et 

indépendantes peut étre représentée par 

un arbre pondéré dont l'utilisation facilite 

le calcul de probabilités. 5B 

Exemple : tirage au 

hasard de trois boules 

successivement et 

avecremisedansune 3, 5 

urne quicontient trois > ? 2 R 

boules bleues (B) et : 

deux rouges (R). : 5B 

Remarque. Dans ce cha- *° R > B >—R 

pitre, lors d’un tirage dans 5 

une urne, toutes les boules 3 x 

(ou jetons) ont la méme 5 Res 

probabilité détre tirées. >R 
5 

Sa 

numeériques 

& Exercices-tests SS 

@ Vrai ou faux 

Deux revues A et B sur l’orientation sont mises a 

la disposition des éléves de terminale d’un lycée. 

54% ont lu A, 35 % ont lu B et 33 % n’ont lu ni A ni B. 

On interroge au hasard un éléve de terminale. 

La probabilité qu'il ait lu: 

a) au moins une revue est 0,89; 

b) les deux revues est 0,22 ; 

c) uniquement la revue B est 0,13. 

© Vrai ou faux 

On lance deux fois un dé cubique parfait. On note: 

A l'événement « La somme des numéros est 5 » ; 

B l’événement « Le produit des numéros est 6 ». 

a) P(A)=P(B) b) P(AUB) = 2 c) PAU B) == 

© Vrai ou faux 

Dans une ville, une enquéte a montré que: 

70 % des ménages pratiquaient le tri sélectif, 

31 % consommaient des produits bio, 

27 % ne pratiquaient pas le tri sélectif et ne mangeaient 

pas bio. 

On interroge un ménage de la ville au hasard. 

On note T l’événement « II pratique le tri sélectif » 

et B l’événement « Il mange bio ». 

a) P(T UB) =0,73 b) P 

c) PIT B) =0,31 d) P 
e) P(T 1B) = 0,27 

© acm 

Pour chaque question, une seule affirmation est exacte. 

Identifiez-la en justifiant votre réponse 

Une urne contient trois boules indiscernables au toucher : 

une rouge R, une verte V et une noire N. 

On tire successivement avec remise trois boules. 

On note U l’événement « Tirage unicolore », B l'événement 

« Tirage bicolore » et T l'événement « Tirage tricolore ». 
ay rag = Tea) PWU)=> bb) PU) => c) P(U) = 55 

ee 1 aa 2.a) P(B)=5 —b) P(B)= 5 c) P(B)=5 

ae Sul nee 3.a) PT) = b) PIT) = SP AU re 

(UO 
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ACTIVITES 

TABLEAUX DE REPARTITION 
ET FREQUENCES CONDITIONNELLES 

Pour mesurer l'efficacité d’un vaccin, un laboratoire a effectué 

des tests auprés de 1 000 volontaires répartis en deux groupes : 

— le groupe A contient 600 personnes qui ont été vaccinées ; 

— le groupe B contient 400 personnes qui ont regu un placebo. 

Le virus est ensuite inoculé a l'ensemble des volontaires. 

a Tableau de répartition des résultats globaux 

Les résultats des tests sont présentés dans le tableau des effectifs ci-dessous. 

On note V l'ensemble des personnes vaccinées et M [ Groupe A | Groupe B | Toe 

l'ensemble des personnes malades. | = 'g | sis [Malade | 120 | 180 | 300 
On désigne par f(V) la fréquence des personnes ee a oat | 

vaccinées et par f(V) celle des personnes non |5ain ek | 220 peaee 
vaccinées. [Tora | 600 | 400 | 1000 
a) Quelles sont les valeurs de f(V) et F(V) ? 

b) Quel est l’effectifde VAM ?deVQM? 

Déduisez-en les fréquences associées f(V (1M) et f(VMM). 

2 Tableaux de répartition par groupe et fréquences conditionnelles 

Lintérét de l'étude est de connaitre les fréquences suivantes : 

~ celle des personnes malades parmi les personnes vaccinées ; 

- celle des personnes malades parmi les personnes non vaccinées. 

On considérera que le vaccin est efficace si la premiére fréquence est sensiblement inférieure a la 
seconde. 

a) On considére les personnes du groupe A. 

e Recopiez puis complétez le tableau ci-contre. Sa ea ; __, | GroupeA | Malade | Sain | La fréquence des personnes malades parmi les personnes vaccinées Fr 5 a a ; | Fréquence | | est alors notée f,(M). tees ed 

On dit que f,(M) est la fréquence conditionnelle de M parmi V. 

e Comparez f(V /\M) et F(V) x f,(M). Le résultat était-il prévisible ? 

b) On considére les personnes du groupe B. 

| 1 al 
_GroupeB | Malade Sain _ 

e Recopiez puis complétez le tableau ci-contre. 

La fréquence des personnes malades parmi les personnes non “Fré | | | vaccinées est alors notée f7(M). ie eo eee 
e Justifiez que f(V 9 M) = F(V) x f5(M). 

c) Comparez les frequences conditionnelles fy(M) et f5(M). 

Pensez-vous que le vaccin est efficace ? 

Conclusion 
r Pa ; f(V 1M) La fréquence conditionnelle de M parmi V est telle que f,(M) = ——_— 

f(V) 
Cette égalité s’6tend aux probabilités et permet de définir une répartition de probabilité que l’on appelle 
probabilité conditionnelle. 
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ACTIVITES 

PROBABILITE CONDITIONNELLE 

On lance deux dés cubiques parfaits, l'un rouge, l’autre vert. 

Lunivers U est l’ensemble des 36 couples équiprobables (x ; y) ox et y sont des entiers entre 1 et 6. 

On considére les deux événements suivants : 

A:«Lasomme des numéros sortis est strictement supérieure a 6 » ; 

B:« Le produit des numéros sortis est strictement inférieur a 18 ». 

On se place dans le cas ot l'’événement A est réalisé. 

Lobjectif est alors de déterminer la probabilité que l’événement B soit réalisé. 

ig Simulation avec un tableur : échantillon de taille 10 000 

Protocole de simulation 

e Lors du lancer de rang rn, on affiche les numéros sortis : x (dé rouge) ; y (dé vert). 

e Pour chacun des événements A, B, A(1B, on code 1 s'il est réalisé, 0 sinon. 

Le code de la réalisation de A {)B est égal au produit des codes de A et B. 

e Auterme des 10 000 lancers, le nombre de réalisations de chacun des événements A, B et A(1B est 

la somme des codes obtenus. 

e La fréquence conditionnelle de B sachant que A est réalisé est le rapport : 

f,(B) = nombre de réalisations de «A et B» 

ie nombre de réalisations de A 

a) Ouvrez une feuille de calcul ; COMPIEteZ pence poten nanan 
; BN ay, ; i Rela Balu Dige-lebesls Se | H | 

la ligne 1 comme indiqué, puis les cellules ee 2]:8s).).Dehebshotede “ | ee A B AetB fA(B) | genoa. Le ey | ety x etB  fa(B) | 
b) Codez, de F2 a H2, la réalisation des événements A, B 

puis celle de A{\B selon le protocole. En F2 et G2: = Si(Test;Valeur_si_vrai;Valeur_si_ faux) 

c) Copiez vers le bas la plage A2:H2 pour obtenir la simu- En 12: =SOMME(H2:H10001)/SOMME(E2:F10001) 

lation de 10 000 lancers. 

d) Calculez en I2 la fréquence conditionnelle f, (B). 

Observez les résultats de plusieurs simulations (Excel: |;Calc:| ||| |__). Que constatez-vous ? 

> Mise en place d’un modele 

Toutes les issues d’un lancer sont équiprobables et peuvent étre représentées dans un tableau. 

P(ANB) , 

P(A) 
On dira que ce nombre est la probabilité conditionnelle de B sachant que A est réalisé. 

a) Calculez P(A), P(B) et P(A () B). Quelle est la valeur exacte de 

b) Le résultat est-il en accord avec la fréquence conditionnelle observée lors des simulations ? 

Conclusion. On définit ainsi une nouvelle loi de probabilité appelée probabilité conditionnelle. 

ieee eu iocme.. Est-il plus facile ? 

Lors d’un jeu télévisé, un présentateur montre trois portes fermées a un candidat. Derriére l’une d’elles se 

trouve une voiture et derriére chacune des deux autres, une chevre. 

Le candidat désigne une porte. Pour ménager le suspense, le présentateur ouvre une des deux autres 

portes, et évidemment il y a une chévre. Il propose alors au candidat de modifier son choix. 

Quelle stratégie conseillez-vous au joueur : changer ou ne pas changer ? 

Chapitre 12 « Probabilités conditionnelles 351 



®) Probabilite conditionnelle 

1.1] Etude d’une situation : représentation par un arbre pondéré 

Dans un lycée, 54 % des éléves sont des filles (F). Parmi les filles, 72 % sont externes (E) alors que parmi 

les garcons (G), le pourcentage d’externes est 76 %. 

On interroge au hasard un éléve et on s‘intéresse aux deux critéres : sexe (F ou G) et qualité (E ou E). 

U'univers de cette expérience aléatoire est donc l’ensemble des éléves du lycée, et chaque éléve a la 

méme probabilité d’étre interrogé. 

La situation peut étre représentée par le graphique ci-dessous appelé arbre pondéré. 

: 072535 
© Dessin des branches : 

e Audépart, il y a deux possibilités, F ou G, représentées par deux branches. 0,54 one 

e Au noeud F, il y a deux cas, E ou E, selon que la fille est externe ou non. ‘ 

De méme a partir du noeud G. 0,76 _E 
0,46 G 

@ Inscription des probabilités bs 
E 

e Sur la branche —F, on inscrit P(F) = 0,54. 0,24 

e Sur la branche ——E, on inscrit la probabilité, pour une fille, d’étre externe : 0,72. 

On la note P, (E), ce qui se lit « probabilité de E sachant F ». 

e Sur la branche —E, on inscrit la probabilité, pour une fille, de ne pas étre externe : 0,28. 

On la note P, (E). 

e Parmi les filles, 72 % sont externes et 28 % ne le sont pas, donc P(E) + P.(E) = 

e On complete de méme l’arbre a partir de G. 

© Evénement représenté par un chemin 

Le chemin °*F 97 E représente l’événement « Léléve est une fille et elle est externe ». Cet événe- 
ment est F()E. Calculons sa probabilité. 

Si N désigne l'effectif du lycée, alors le nombre de filles est 0,54 x N et le nombre de filles externes est 
0,72 x (0,54 x N) = 0,54 x 0,72 x N. 

Or, ily a équiprobabilité, donc P (FE) = 224 8 0.72*N _ = P(F) x P-(E). Ainsi: 
N 

P(F(\E) est le produit des Beta ilites inscrites sur le chemin °%F27E et 'égalité 

P(F()E) =P(F) x P-(E) signifie que P,(E) = toa : 

On généralise cette idée. 

1.2) Probabilité de B sachant A 

Sfiniti aN | A Pye ae Définition il A et B sont deux événements d’une méme expérience aléatoire avec P(A) ¥ 0. 

La probabilité conditionnelle de B sachant A est le nombre noté P,(B) défini par: 

© Conséquence: probabilité de l’intersection A () B 
On déduit de la définition le calcul de P(A 1B) sous la forme: 

8 0 BUN) =PA, 0) PO = 0, PEA 
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1.3) Formule des probabilités totales 

© Exemple. Trois machines M,, M, et M, réalisent respectivement 20 %, 30 % et 50 % de la production 
d'une entreprise. On estime a 1,5 %, 2 % et 1 % les proportions de piéces défectueuses produites 

respectivement par M,, M, et M. On choisit une piece au hasard dans la production. 

Vobjectif est de calculer la probabilité de l’événement B : « La piéce est bonne ». 
rer : ‘4 f 0,985_B 

Pour tout entier i de 1 a 3, on note M, |'événement : « La piéce est produite par M, ». 
cube: D, M, 

e Illustrons la situation par un arbre pondéré. Ro B 

La piece choisie est produite par l'une des machines, d’ou les branches ‘ 0,015 

initiales menant a M,, M, et M3. 0.98 

A partir de chaque noeud M,, soit la piéce est bonne (B), soit elle est défec- 0,3 : ji 

tueuse (B).Plagons- nous au noeud M,. M, vg 

On connait Py, (B) = 0,015, donc P,, (B) =1— 0,015 = 0,985. 0,02 ~B8 
1 i = 

D’ou les probabilités inscrites sur M,— B et M, —B. ' ee 

Pour les autres branches, on procede de méme. 3 ‘ z 
ae ; M; 

e Calculons les probabilités correspondant aux trois chemins menant a = 

la réalisation de I’événement B. 0,01 ~8 

aN es tp M,——B représentent les événements M, (1B, M,B et M,/1B. 

Ainsi, B est la reunion de ces événements deux a deux incompatibles ; d’ou : 

P(B) =P(M, 1B) +P(M,B)+P(M,/B) [1]. 

P(M, (|B) est le produit des probabilités inscrites sur les branches du chemin —-M, —-B ; 

donc P(M, (1B) =P(M,) x Pu, (B) = 0,2 x 0,985. 

De méme, P(M, 1B) = 0,3 x 0,98 et P(M3 (1B) =0,5 x 0,99. 

Ainsi, P(B) = 0,2 x 0,985 + 0,3 x 0,98 + 0,5 x 0,99 = 0,986. 

e La méthode de calcul définie par la formule [1] est 
illustrée par le tableau. 

— On remplit les cases correspondant aux probabilités 

du type P(M,/)B). M3 
—La probabilité de B est la somme des probabilités des 

événements M,{\B. 

B 

020,985 | 0,2 0,015 P(M,) 

0,3 x 0,98 0,3 x 0,02 P(M,) 

0,5 x 0,99 0,5 x 0,01 [Pm 

P(B) P(B) 1 

© Cas général : formule des probabilités totales 

UTS 1) si univers U d'une expérience aléatoire est la reunion d’événements, A,, A, ... A, deux a deux 
incompatibles, alors pour tout événement B, 

P(B) = P(A, 1B) + P(A, 1B) +... + P(A, 1B) 
avec, pour tout entier/de 1an,si P(A,) 4 0, P(A; {B) =P(A,) x P, (B). 

On dit que 

{A,, Az... A,} est 

une partition de U. 

1.4) Construction et utilisation des arbres pondéreés 

Regle ill La somme des probabilités sur les branches partant d'un méme noeud vaut 1 (loi des noeuds). 

Régle PJ La probabilité d’un événement représenté par un chemin est égale au produit des probabilités 

inscrites sur les branches de ce chemin (loi des chemins). 

er 3) La probabilité d’un événement E est la somme des probabilités des événements associés aux 

chemins qui ménent a E. 
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Définition P Dire que deux événements A et B sont indépendants signifie que : P(A 

2) Independance 

2.1) Evénements indépendants 

A et B sont deux événements d’une méme expérience aléatoire tels que P(A) # 0 et P(B) # O. 

Dans certaines situations, le fait de savoir que A est réalisé ne change pas la probabilité que B le soit. 

On dit alors que B est indépendant de A, ce qui signifie P, (B) = P(B). 

Lévénement A/\B, qui vérifie P(A () B) = P(A) x P, (B), est donc tel que: P(A (\ B) = P(A) x P(B). 

(A) B) 
Mais alors P(A) = E P(B) =P, (A), ce qui veut dire que A est indépendant de B. D’ou la définition : 

© Remarques 

e La notion d'indépendance est liée a la loi de probabilité P. 

e Il ne faut pas confondre indépendance et incompatibilité. 

Supposons que A et B sont incompatibles ; alors A(\B = @, donc P(A(B) =0. 

Si P(A) # 0 et P(B) # 0, alors P(A) x P(B) # O donc la relation P(A B) =P(A) x P(B) n'est jamais 

vérifiée : les é6vénements A et B ne sont pas indépendants. 

© Exemple. On tire au hasard un jeton de I'urne ci-contre. 

On note respectivement R, V, N les événements : 

« Le jeton est rouge », « Le jeton est vert », « Le jeton est noir ». 

A,B, C sont les événements associés au tirage de la lettre indiquée. 

Les événements R et A sont-ils indépendants ? Méme question pour R et B. 

Deux méthodes sont possibles. 

~ Par exemple, pour R et A, comparons P,(A) et P(A). 

Pa (A) = + et P(A) = + donc P,(A) # P(A). Ainsi, R et A ne sont pas indépendants. 

— Pour R et B, comparons P(R()B) et P(R) x P(B), puis utilisons la définition 2. 

R{\B signifie « Tirage du jeton B rouge » ; donc P(R()B) = z 

Ainsi, P(R ()B) = P(R) x P(B) ; donc R et B sont indépendants. 

tole P(R)xP(B)==_x+t=_. SORA Bhs oa ame 

2.2) Passage aux événements contraires 

wT 2] si deux événements A et B sont indépendants, alors il en est de méme pour les événements : 

ROC 
—> Exercice 54 
«Le jour du 
BAC » 
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1. A etB 2.AetB 3. AetB. 

) 2] Démonstration exigible 
1. A et B sont indépendants, donc P(A(B)=P(A) x P(B) [1]. 

- Or, Aet A sont deux événements incompatibles dont la réunion est l’univers, 

_ donc d’aprés la formule des probabilités totales : P(B) =P (A(\B)+P(AB). 

_ Dot P(A) B) = P(B) — P(A/B), soit, d’aprés [1], P(A 1B) = P(B) — P(A) x P(B). 
Ainsi, P(A B) = (1—P(A)) x P(B) = P(A) x P(B) ;donc A et Bsont indépendants. 

2. La demonstration est analogue : il suffit d’échanger les réles de A et B. 

_ 3. D’aprés 1., A et B sont indépendants, donc d’aprés 2., A et B sont indépendants. 
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caa'| Application 

Fonsectie 1) Construire et exploiter un arbre pondéré 

@ Dans une experience aléatoire, si '@vénement A est tel que P(A) # 0, alors pour tout événement B: 

P a 
e Lors de la réalisation d’un arbre pondéré, on inscrit d‘abord P(A), puis 

la probabilité conditionnelle P, (B). 

Le chemin rouge représente l’événement AB. 

e Lasomme des probabilités sur les branches partant d’un méme noeud vaut 1. (Régle 1) 

® La probabilité d'une issue représentée par un chemin est le produit des probabilités inscrites le 

long de ce chemin. (Régle 2) 

e La probabilité d’un événement E est la somme des probabilités des issues associées aux chemins 

qui ménent a E. (Régle 3) 

os" A) Contréle de fabrication 

Dans un atelier, 2 % des pieces fabriquées sont défectueuses. 

Lors d'un contréle, on choisit une piéce au hasard dans la fabrication. On estime que : 

— sila piece est défectueuse, la probabilité qu’elle soit refusée est 0,99 ; 

— sila piéce est bonne, la probabilité qu'elle soit acceptée est 0,96. 

1. Représentez la situation par un arbre pondéré. 

2. Calculez la probabilité que la piéce choisie soit bonne et refusée. 

© Méthode © Solution 

1. On traduit les données de l’énoncé en 1. Notons D l’événement « Piéce défectueuse » 

termes de probabilité en distinguant bien p—p et R l'’6événement « Piece refusée ». Ainsi, 

les probabilités conditionnelles. Les événements D signifie « Piece bonne » et R « Piéce 

qui conditionnent les autres sont au départ. acceptée ». 099 _R 

e Pour la réalisation de I’arbre, on utilise : D’apres l’6noncé: 002 -D 

—la probabilité de l'événement contraire pm—p P(D)=0,02, 0,01 —R 

P(D) = 1—P(D) Pp (R) = 0,99 ! +004 oR 
—la loi des noeuds : régle 1 et P5(R) = 0,96. 0,98 ~D ae 

P,(R)+P,(R)=1 et P5(R)+P5(R)=1 D’ou l'arbre ci-contre. 0,96 ~R 

2. On repére le chemin qui représente I'inter- p—p 2. Lévénement « Piéce bonne et refusée » n'est 

section des deux événements considérés. autre que l’événement D/)R. 

e On applique la loi des chemins : régle 2. m—> Or, P(D MR) =P(D) x P5(R) ; donc: 

P(D (MR) = 0,98 x 0,04 = 0,0392. 

O Mise en pratique 

A 1.Recopiez puis 0,6 _- B 2 | Une urne contient deux boules blanches et 

A we complétez l’arbre pon- trois noires. On tire l’une apres l’autre deux boules 0,4 
déré ci-contre. au hasard et sans remise. 

2. Calculez les probabili- Re Ovaalen 1. Représentez l’expérience par un arbre. 

tés des événements : 2. Calculez la probabilité d’obtenir : 

ARBs AWG.By B | a)deuxboulesblanches; b) deux boules noires ; 

ANB; AMB. c) une boule blanche et une boule noire. 
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v(atares 1241" B)) Sondage dans une entreprise 

Le secteur de production d'une entreprise est composé de trois catégories de personnel : 

les ingénieurs (I), les techniciens de production (T) et les agents de maintenance (M). 

lly a8 % d'ingénieurs et 82 % de techniciens de production. Les femmes (F) représentent 50 % des 

ingénieurs, 25 % des agents de maintenance et 60 % des techniciens de production. 

On interroge au hasard un membre du personnel de cette entreprise. 

1. Construisez un arbre pondéré qui représente cette expérience. 

2. Quelle est la probabilité que la personne interrogée soit un homme ? 

3. Sila personne est une femme, quelle est, 4 107 prés, la probabilité qu’elle soit ingénieur ? 

© Méthode 

1. On traduit l’énoncé en repérant les 

probabilités conditionnelles. 

e On utilise la répartition du personnel : 

P(l) +P(M) + P(T) =1. 

e On utilise la loi des noeuds : régle 1. 

e Lors de la réalisation de l’arbre, les probabilités 

sur les branches du deuxiéme niveau sont 

des probabilités conditionnelles. 

Pour démarrer l’arbre, deux choix sont a priori 

possibles : la catégorie ou le sexe. 

Or, on connait la probabilité de chaque 

catégorie, donc on démarre par |, M et T. 

2. On repere tous les chemins qui ménent a 

la réalisation de cet événement. 

@ On applique alors la régle 3. 

Cette régle traduit la formule des probabilités 

totales. 

3. On utilise la définition de la probabilité 

conditionnelle d’'un événement. 

e On applique la loi des chemins : régle 2. 

O Mise en pratique 

ee A et B sont deux événements relatifs 4 une 
méme expérience aléatoire tels que : 

P(A) =0,5, P(B) =0,6 et P(AUB)=0,8. 

Calculez P(A ()B), P,(B) et P(A). 

Chapitre 12  Probabilités conditionnelles 

© Solution 

1. On note H l’événement « La personne est 

un homme ». D’aprés l’6noncé : 

@ P(l)=0,08 et P(T) = 0,82, donc 

m—> P(M)=1-—P(l) —P(T) =0,1 ; 

em» e P(F)=0,5, P.,(F) =0,25 et P,(F) = 0,6 ; donc 

P.(H) = 0,5, P,\,(H) = 0,75 et P_(H) = 0,4. 

D’ou l’arbre pondéré représentant 

( 
) 

l'expérience : 

OSele 

| ae 

op 0,08 O50 Hu 

0,1 025056 

M 

075iH 

0,82 F 

2. On calcule P(H). 

B—p Trois chemins I——H,—-M——H,—-T——H 

ménent a H, donc P(H) est la somme des 

probabilités des événements associés a ces 

chemins. 

m—P P(H) =P(IMH) + P(MOH) + P(T DH) 

P(H) = P(!) x P,(H) + P(M)  P,,(H) + P(T) x P,.(H) 

P(H) = 0,08 x 0,5 + 0,1x 0,75 + 0,82 x 0,4 

donc P(H) = 0,443. 
P(IMF) 

3. II s'agit de calculer P_(l) = : — g culer P-(I) PP) 

Or, F=H;d’ou P(F) =1—P(H) = 0,557. 

mp De plus, P(IF)=0,08 x 0,5 =0,04. 

0,04 
Done Pa) == , (I) 0557 0,072 

4) A et B sont deux événements relatifs € une 
méme expérience aléatoire tels que : 

P(A) = 0,4, P,(A) = 0,3 et P(AB) = 0,2. 

Calculez P,(B), P(B) et P(A UB). 



© Mise en pratique (suite) 

| 5 | A et B sont deux événements d'un méme 

univers tels que : 

1 ] 1 
P(A) =—, P,(B) = — RO) ema (A) 3 ‘,(B) q et Pq(B) 

Calculez P(A (1B), P(A (1B) et P(B). 

| 6 | A et B sont deux événements d'un méme 

univers tels que: 

p(a) =, p(B) == et P(ANB)=2. 
2 4 BS 

Calculez P,(B), P(A B) et Px(B). 

D’un arbre a un tableau 

Une grande entreprise est divisée en deux sec- 

teurs notés A et B. 

65 % de ses salariés travaillent dans le secteur A. 

Le directeur des ressources humaines s‘intéresse 

au niveau de stress des employés. Un question- 

naire informatisé est proposé de maniére ano- 

nyme a tous les salariés des deux secteurs. 

Cette enquéte révele que dans le secteur A, 20 % 

du personnel se dit stressé, tandis que dans le sec- 

teur B, ce taux est 30%. On choisit au hasard le 

questionnaire d’un des employés. 

On note S l’événement « Lemployé est stressé ». 

1. a) Construisez un arbre pondéré représentant 

l’expérience. 

b) Complétez le tableau ci- 

contre par les probabilités qui 

conviennent. 

2. Lentreprise examine l’opportunité d’installer 

une salle de repos. Le projet ne sera réalisé que si 

le taux d’employés stressés dépasse 25 %. 

Vimplantation de la salle aura-t-elle lieu ? 

Le résultat était-il prévisible ? 

| 8 | D’un tableau aux arbres 

Le tableau ci-contre indique les na 

résultats d a engages 'ins- eee 125 | ek 

tallation d’un parc d’horoda- }—=———}—— 
pase 150.) 504 teurs, aupres d’un échantillon 

de personnes fréquentant une ville. 

On choisit au hasard une personne de I’échantillon. 

On considére les événements : 

A:«La personne a une opinion positive » ; 

H: «La personne habite dans la ville ». 

1. Calculez P(A), P(H), P,(H) et P.,(A). 

2. Représentez la situation par un arbre : 

a) en commencant par A et A; 

b) en commencant par H et H. 

| 9 | A la suite d'un sondage effectué a propos de 

la construction d’un barrage, on estime que : 

-~ 65 % de la population concernée est contre la 

construction, et parmi ces opposants, 70 % sont 

des écologistes ; 

— parmi les personnes qui ne sont pas opposées 

a la construction, 20 % sont des écologistes. 

On interroge une personne au hasard. 

1. Calculez la probabilité qu’elle soit opposée a la 

construction du barrage et écologiste. 

2. Calculez la probabilité qu’elle ne soit pas oppo- 

sée ala construction du barrage et soit écologiste. 

3. Déduisez-en la probabilité qu’une personne 

interrogée soit écologiste. 

10) Un bijoutier vend des perles de culture pour 

fabriquer des colliers. Ces perles n‘ont que deux 

couleurs possibles : argent (A) et noir (N). 

D’autre part, elles n‘ont que trois formes possibles : 

sphérique (S), équilibrée (E) ou baroque (B). 

Dans son stock, 44 % des perles sont équilibrées et 

40 % sont baroques. De plus, 60 % des perles sont 

argentées et, parmi elles ,15 % sont sphériques et 

la moitié sont baroques. 

Le bijoutier choisit une perle au hasard dans son 

stock. A 
On se propose de repré- : N 

senter l’expérience par A 

un arbre pondéré du E ie 

Ale B 
N 

type indiqué, que vous 

compléterez au fur et a 

mesure. 

1. Reproduisez et complétez cet arbre par les pro- 

babilités fournies par l’énoncé. 

2. a) Quelle est la probabilité de S()A ?de BIA ? 

bb) Justifiez que: 

P(S() A) + P(EM A) + P(BM A) = P(A). 

Déduisez-en P(E) A). 

c) Calculez, sous forme fractionnaire, P,(A), P_(A), 

P, (A). 
3. Déduisez-en l’arbre complet. 

a Une urne contient cing boules, trois noires 

numérotées 1, 2, 3, et deux blanches numérotées 

1,2. On tire successivement deux boules au hasard 

et sans remise. 

1. Calculez les probabilités des événements : 

A: «Les boules ont la méme couleur » ; 

B:«Lasomme des numéros est 3 ». 

2. Calculez P,(A) et P,(B). 
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Fopsecrit 2) Etudier ’indépendance de deux événements 

e Dans une expérience aléatoire, dire que les événements A et B sont indépendants signifie : 

P(AB)= PIA) x P(B). 
@ Si P(A) # 0, la condition d'indépendance scrit aussi : P,(B) = P(B) 

e Si A et B sont indépendants, alors A et B le sont aussi, de méme que A et B. (Théoréme 2) 

oes 0" C Un week-end en toute indépendance 

Le comité d'entreprise d’une société bretonne souhaite organiser un week-end a Paris. 

Une enquéte est réalisée auprés des 1 200 employés afin de connaitre leur choix en matiére de moyen de 

transport : avion (A), train (T), voiture particuliére (V). 

On interroge au hasard un employé de cette entreprise. 
as Baek ac V_ToraL 

On définit naturellement les événements F, H, T, A, V. Par exemple : i 

| 

ee CEINCEARE 108 | 720 | 
H | 150, 96 | 234| 480 pe 150) 9612341 

EavIAe [618 240 342 | 1 200 

F est l'€vénement « Lemployé est une femme » 

et T est l'événement « Lemployé préfére le train ». 

Le tableau ci-contre indique les résultats de cette enquéte. 

1. Les événements F et T sont-ils indépendants ? 

2. Etudiez de méme I'indépendance des événements A et F, puis A et H. 

© Méthode © Solution 

1. On compare la probabilité de l’intersection 

des deux événements et le produit de leurs 

w—p 1. univers est l'ensemble des employés et 

tous ont la méme probabilité d’étre interrogés. 
probabilités. P(F epee Sr ae 52s 

(FD = 3500 = F000! 
720 = 3 618 _ 103 Py ee ret Pie , 

Ee) = 900) Sas et aa Ors oe) 
309 Dow P(F) x P(T) = 202 . 

aa 
Ainsi, P(F (1 T) # P(F) x P(T). 

Donc F et T ne sont pas indépendants. 

2. On peut reprendre la méthode précédente, p—p 2- P(F) # 0, donc on compare P(A) et P(A). 
mais on peut aussi en utiliser une autre: 240 1 144 1 

te, eae P(A) = > __ = = et P(A) = —— =— ; on compare la probabilité d’un événement [200° S 720 aS 
et sa probabilité conditionnelle. donc P(A) =P,(A). 

Ainsi, A et F sont indépendants. 

e On applique le théoréme 2. p—p De l'indépendance de A et F, on déduit celle 

de A et F c'est-a-dire de A et H. 

© Mise en pratique 

| 12 | Une association propose différentes activi- 13 | A et B sont deux événements relatifs € une 
tés a ses 96 adhérents, dont I’aviron et le badmin- expérience aléatoire représentée par l’arbre suivant. 
ton. 

Douze membres s‘inscrivent pour l’aviron, trente- 
deux pour le badminton dont quatre pour les es 
deux. On prend au hasard la fiche d’un adhérent. 

On considére les événements : 

A: «Uadhérent est inscrit a l’aviron » ; 

B:« Vadhérent est inscrit au badminton ». 

aly 
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1. Les événements A et B sont-ils indépendants ? 

2. En est-il de méme pour A et B ? 

Chapitre 12 » Probabilités conditionnelles 

Comment choisir la valeur de p pour que les évé- 

nements A et B soient indépendants ? 



Exercices 
interactifs 

€Z3 Questions sur le cours 8 Vrai ou faux 

Complétez les propositions suivantes. Vrai ou faux ? Justifiez votre réponse. 

A et B sont deux événements de probabilités non 1. On dispose de deux dés cubiques, l’un parfait, 

nulles, relatifs a une méme expérience aléatoire. l'autre truqué ou la probabilité de sortie du 6 est 

a) P,(B) =... 0,25. On choisit au hasard l'un des deux dés. 

b) P(A()B) =P(A) x... =P(B) x... On note S « Sortie du 6 », et T « Le dé est truqué ». 

c) Sur l'arbre pondéré qui représente l'expérience, a) P,(S) = 0,75 b) P(S)=0,2 — ¢) P.(T)= 0,6 

les probabilités conditionnelles inscrites vérifient : 2..On tire au hasard une carte d’un jeu de 

P, (B) + P, (B) = os. 32 cartes. On note A « La carte est un as », C « La 

d) Pour tout événement E, les événements ANE carte est un coeur » et F « La carte est une figure ». 

et AME sont tels que P(AME)+P(ANME) =... a) Aet Csont indépendants b) P,(C) = 0,375 

e) Si P(A B) =P(A) x P(B), alors A et B sont... c) Pc(F) = 0,625 d) Px(C) =0,75 

673 QCM Une seule réponse exacte 

Pour chaque affirmation, une seule réponse est exacte. Identifiez-la en justifiant votre réponse. 

1. Dans un lycée, il y a 180 éléves en Terminale S. 2. Une urne contient des boules équiprobables lors 

Les filles (F) sont 25 % de plus que les garc¢ons (G). d’un tirage. 20 % des boules portent le numéro 1 et 

Le tableau indique leur Pano pen SVT 1 sont rouges ; les autres portent le numéro 2 et pa 

répartition par spécialité. | ee elles, 10 % sont rouges et les autres sont vertes. On tire 

| Pass fe | F | 35% | 25% | 40% une boule au hasard. 
On choisit un éléve de + 
Terminale S auhasard. | @ | 40% | 35% 25 % a) La probabilité qu’elle soit rouge est 0,2. 

La probabilité que I’éléve soit : b) Si la boule tirée porte le numéro 2, la probabilité 

5 1 qu'elle soit verte est 0,72. 
a) une fille est ae b) en spécialité SVT est a 

Co: c) Si la boule tirée est rouge, la probabilité qu'elle 
c) un garcon en spécialité M est 0,4. ; 5 

porte le numéro 1 est 7 

QCM Au moins une réponse exacte 
: 

Pour chaque affirmation, plusieurs réponses peuvent étre exactes. Identifiez-les en justifiant vos réponses. 

1. Une urne contient sept boules blanches et trois | 

noires. Un joueur tire au hasard une boule. | chez 3 fournisseurs : 30 % chez A, 40 % chez B et le 

—Sielle est blanche, il lance un dé cubique parfait (n° 1 reste chez C. Les fournisseurs B et C garantissent res- : 

4 6), sinon un dé tétraédrique parfait (n° 1 a 4). | pectivement 95 % et 85 % de leurs pneus sans défaut. | 

— II gagne s'il obtient le numéro 1. | Une étude statistique indique que 12,5 % des pneus 

du stock ont un défaut. Le marchand prend au hasard 
B est l’événement « Il tire une boule blanche », N « Il ses 

; un pneu dans son stock. La probabilité que le pneu : 
_ tire une boule noire » et G «II gagne ». Alors : 

1 23 a) provienne de A et soit sans défaut est 0,24. 
a) P(NMG)=— b) P(G) = ——~ ie : 

4 120 | b) provienne de A sachant quiil a un défaut est 0,48. 

= J4. P=(N) = ‘ls 

23} 
c) s'il provient de A, soit sans défaut est 0,9. 

HVS 
c) P,(B) 
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2. Un marchand de cycles achéte son stock de pneus : 

e Be 

\ Corrigés sur www.transmathlycee.net/eleve-TermS 
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Apprendre a chercher 

18 | Choisir son arbre 

Une étude statistique sur un groupe de sportifs a permis 

d’estimer qu’en période de compétition, pour un sportif 

choisi au hasard dans ce groupe, la probabilité d’étre 

déclaré positif au contrdle antidopage est 0,02. 

La prise d’un médicament peut influencer le résultat du 

contrdle. Ce médicament est pris par 25% des sportifs du 

groupe. Pour un sportif utilisant ce médicament, la pro- 

babilité d’étre déclaré positif est 0,05. 

On choisit au hasard un sportif du groupe. 

On note M |’événement « II utilise le médicament » et D 

l'événement « Il est déclaré positif ». 

ero Calculer la probabilité qu’il soit déclaré 
positif sachant qu'il n’utilise pas le médicament. 

1. II s'agit d’abord de traduire les données et la question 

en termes de probabilités. 'univers de l’expérience est le 

groupe de sportifs et chacun de ces sportifs a la méme 

probabilité d’étre choisi. Le texte indique que P(D) = 0,02, 

P(M) = 0,25 et P,,(D) = 0,05. II s'agit de calculer PG (D). 

On pense alors a construire un arbre pondéré en 

commengant par M et M, de facon a enchainer par les 

probabilités conditionnées par M et par M. 

Représentez l’expérience par cet arbre pondéré. 

2. On n’oublie pas que le texte donne la probabilité de D 

et que cette hypothése n’a pas été encore utilisée. Varbre 

indique que la réalisation de D est obtenue par deux 

chemins ; il s‘agit d’exploiter cette opportunité. 

a) Quels sont ces chemins menant a D ? 

Indiquez les événements quiils représentent. 

b) Citez le théoréme qui vous permet d’exprimer la pro- 

babilité de D en fonction de P5(D). 

c) Déduisez-en Pi (D). 

Remarque. Une autre approche est possible: on peut utiliser un 
tableau a double entrée. 

P(M(D) = P(M) x P,,(D) = 0,0125 
Apres avoir compleété le tableau, on 

_ P(M1)D) 

P(M) 

119 Une suite de parties 

Max joue n parties successives sur sa console de jeu. On 

admet que la probabilité qu'il gagne la premiére partie 

est 0,1, et que: 

calcule P| (D) 

Chapitre 12 » Probabilités conditionnelles 

— s'il gagne une partie, la probabilité qu’il gagne la sui- 

vante est 0,8; 

— s'il perd une partie, la probabilité qu’il gagne la sui- 

vante est 0,6. 

Pour tout entier n21, on note G, l’événement « Max 

gagne lan-iéme partie ». On pose p, =P(G,). 

Max peut-il espérer, en jouant suffisamment 

longtemps, avoir trois chances sur quatre de gagner une 

partie ? 

1.On examine le processus sur les deux premiéres 

parties. La probabilité que Max gagne la premiére partie 

est 0,1, donc la probabilité qu’il la perde est 0,9. ’énoncé 

incite a utiliser un arbre pondéré pour représenter les 

deux premiéres parties. 

a) Construisez cet arbre pondéré. 

b) Vérifiez que p, = 0,62. 

2.Lors de l’enchainement des différentes parties, la 

réalisation d’un arbre devient vite fastidieuse. 

Une idée est de chercher une relation de récurrence entre 

la probabilité de gagner la partie n +1 et celle de gagner 

la partie n. 

a) Reproduisez puis complétez l’arbre ci-dessous. 

Gr+1 

k ee Ghat 

6 

es 
b) Déduisez-en que pour tout entier n>1 , 

p-, =02p +06: 

3.Ainsi, (p,) est une suite récurrente du type 
Pn = ap, + 6 (voir chapitre 1). Or, il s'agit de comparer, 
pour n suffisamment grand, p, et 0,75. Dou I'idée 
d'introduire la suite (u,) définie pour tout entier n>1 
par u, =p, —0,75. 

a) Démontrez que la suite (u,,) est géométrique. Précisez 
son premier terme et sa raison. 

b) Pour tout entier n >1, déduisez-en le signe de u,. 

c) Concluez quant a la question posée. 



Narration de recherche 

=> Lobjectif n'est pas seulement de résoudre le probleme posé : 

vous devez aussi noter les différentes idées méme lorsqu’elles n’ont pas 

permis de trouver la réponse. Expliquez pourquoi vous avez changé 

de méthode et ce qui vous a fait avancer, etc. 

20 | La piéce truquée 

Un tricheur a dans sa poche deux piéces de monnaie; 

lune est équilibrée tandis que l'autre est truquée. 

Pour la piece truquée, une étude statistique a permis 

d’établir que Face sort trois fois plus souvent que Pile. 

Il prend l'une des deux piéces au hasard et il obtient huit 

fois Face en dix lancers. 

Quelle est, 4 10> prés, la probabilité quiil ait pris la piéce 

truquée ? 

ata Dur d’oreille 

Dans le hall d'une gare, les informations diffusées par haut- 

parleur sont en général annoncées deux fois. Lobjectif est 

de réduire le risque que l'information ne soit pas percue. 

On suppose que pour une personne prise au hasard parmi 

les passagers, la probabilité qu’elle percoive |'information 

la premiere fois est 0,6. 

Comparez les résultats des deux modéles suivants. 

a) Il y a indépendance entre la réaction des passagers a la 

premiere annonce et a la deuxiéme. 

b) Lors de la deuxiéme annonce, les passagers qui n/ont 

pas compris la premiere fois tendent loreille, de sorte que 

la probabilité qu’ils percoivent linformation passe a 0,9. 

Eux aussi, ils ont 
GMC cherché avant de trouver * 

Voici quelques mathématiciens importants qui ont travaillé dans le domaine de la Statistique et 

des Probabilités. 
Pierre Simon Laplace 

> chap. 14 
I 

Joseph Bertrand 
> chap. 13 

) 

Karl Pearson 
> Chap. 15 

Carl Friedrich Gauss 
> chap. 14 

Abraham de Moivre 
> chap. 14 

vA 

ACTIVITES DE RECHERCHE 

LIL Ae Effay t | 
the Dehn, Petrds fobeing a Prsblin in | 

MM Chances. By the late Rex | Mathématicien britannique et pasteur de |’église 

presbytérienne, ses découvertes en probabilités ont été 

résumées dans son Essay towards solving a problem in 

the doctrine of chances, publié aprés sa mort en 1763. 

fae 
SS, 

Ses travaux, prolongés par ceux du Francais Laplace, 

ont permis de définir une méthode de calcul de « la 

probabilité des causes » : on observe un phénoméne 

qui peut avoir plusieurs causes, comment déterminer 

la cause la plus probable ? 
Premiere page de I’article 
« An Essay towards solving 

a Problem in the Doctrine 

of Chances ». 

- Des applications modernes exploitent ses idées, notamment en 

médecine (diagnostic, test clinique) et dans les systemes d’informa- 

tion (classification automatique dans la lutte contre les spams). 

le Web serge.mehl.free.fr/chrono/Bayes.html 

jybaudot.fr/Probas/bayes.html 

ff 
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Travaux dirigés 

Utiliser un algorithme 23 

Ge) §©) Duel: le premier a5 

pr 
TICE © Mathématiques 

a mw Boucle conditionnelle. u Variable aléatoire. 

Se: mw Boucle itérative. w Statistique : fréquence et moyenne. 

a « = 

Deux joueurs A et B s’affrontent dans un jeu vidéo. Un joueur marque +1 s‘il gagne une 

partie, —1 s'il perd. Le vainqueur du duel est celui qui arrive le premier a 5. 

On suppose qu’a chaque partie, le joueur A posséde trois chances sur cing de gagner. 

Le déroulement du jeu peut étre assimilé au déplacement aléatoire d’un pion sur un axe 

vertical : au départ, le pion est a lorigine ; si A gagne, le pion monte d’un cran, si B gagne, il 

descend d’un cran. 

joueurA 
| 

+O 

Be B 

YS T4 (TF Simuler le déroulement d’un duel. Estimer la probabilité que le joueur A gagne. % 

Estimer le nombre moyen de parties lors d’un duel. 

3 

LY Simulation du jeu ERCHE  — 
S 

1. Exemple de marche aléatoire 

Le graphique ci-contre représente une marche aléatoire asso- 

ciée a un duel. : 

es 

a) Qui a gagné ce duel ? Aprés combien de parties ? 

b) Quel est le nombre de parties gagnées par A? 

c) Combien de fois le pion est-il repassé par lorigine ? 

Interprétez ces éventualités. 

ay 

, a 

ACTIVITES DE RECH 

ea 2. Nombres de parties jouées 

On note N la variable aléatoire qui indique le nombre de 

parties jouées jusqu’a ce qu'il y ait un gagnant. 

§: 

4 

= 

a) Quelle est la plus petite valeur que N peut prendre ? 

Avec quelle probabilité ? 

b) Justifiez que N peut prendre une infinité de valeurs. 

oon ouwrbwnre 

3. Algorithme de simulation du jeu 

Voici un algorithme, a compléter, permettant de 

représenter un duel et d‘indiquer le nombre de parties 

nécessaires pour obtenir un vainqueur. 

e y désigne l’ordonnée du pion; 

e N désigne le nombre de parties jouées. 

a) Quel est le rdle de la variable h ? 

b) A quelle condition le duel s’arréte-t-il ? Déduisez-en 

le critére a inscrire a la ligne 8. 

GREET « c = 0 ou b = 0 » équivauta« a x b= 0». 

c) Quelle instruction inscrire a la ligne 11 ? ala ligne 17 ? 

362 Chapitre 12 » Probabilités conditionnelles 

__hombre 
de parties: 

VARIABLES 

h EST_DU_TYPE NOMBRE 

y EST_DU_TYPE NOMBRE 

N EST_DU_TYPE NOMBRE 

DEBUT_ALGORITHME 

N PREND_LA_VALEUR @ 

y PREND_LA_VALEUR 6 

TANT_QUE ( 
DEBUT_TANT_QUE 

h PREND_LA_VALEUR ALGOBOX_ALEA_ENT(1, 5) 

) ALORS 
DEBUT_SI 

y PREND_LA_VALEUR y+1 
FIN_SI 

SINON 

DEBUT_SINON 

y PREND_LA_VALEUR 

FIN_SINON 

N PREND_LA_VALEUR N41 

TRACER_POINT (N, y) 
FIN_TANT_QUE 

AFFICHER "Le nombre de parties est : " 

AFFICHER N 

FIN_ALGORITHME 

) FATRE 



d) Testez cet algorithme plusieurs fois. Existe-t-il toujours un vainqueur du duel ? 

Note. Les instructions de la ligne 6 dla ligne 21, privées de la ligne 20 (utilisée pour le graphique), constituent le pro- 

gramme « nombre de parties » de la partie C. 

[J Fréquence de réalisation de I’événement « A est vainqueur » 

On note S, l'événement « A est vainqueur » lors d’un duel. 

On se propose de simuler 10 000 duels et d’afficher la fréquence de réalisation de l’événement Sp. 

D’apres la loi des grands nombres, la fréquence observée a 95 % de chances d‘étre une approximation a 

10° prés de la probabilité de S, (notion vue en 2“). 

Voici un algorithme, a compléter, qui affiche la fréquence de réalisation de l’événement Sp. a See 

e La variable L est une liste dans laquelle on enregistre VARIABLES o> 

les 10 000 résultats d’un duel. patel atc les ate 
a le 

’ > 

k EST_DU_TYPE NOMBRE > wo ieee 

e Lavariable k est un compteur qu'on incrémente acha- h EST_OU_TVPE NOMBRE ‘ » 
F EST_DU_TYPE NOMBRE 

cune des 10 000 boucles. S EST_DU_TYPE NOMBRE . Ma : 
Lae ore Pe at y EST_DU_TVPE NOMBRE alk e Sest la variable qui indique le nombre de réalisations See icin ae 5 >. 

de l’eévénement Sy. S PREND_LA_VALEUR @ ce 
: : Z POUR k ALLANT_DE 1 A 19909 ik Saleh: 

e F est la variable qui donne la fréquence de Sy. DEBUT_POUR Ww 
a2 y PREND_LA_VALEUR @ 

1. a) Le bloc (ligne 12 a 24) reprend le programme pré- 

cédent qui simule un duel. 
TANT_QUE { ) FAIRE H * 

DEBUT_TANT_QUE UW vo 
5 5 ; a h PREND_LA_VALEUR ALGOBOX_ALEA_ENT{1,5} 

Completez les instructions qui manquent. ) ALORS Ce 7 7 

b) Que signifie l’instruction de la ligne 25 ? y PREND_LAL VALEUR ys = & ‘ 
ie We fs Abe 3 - 

c) Quel est le rdle de |’instruction conditionnelle (ligne — vm 
tes 

26 a 29) ? Complétez-la. DERUT_SINON 1 es 
. y PREND_LA VALEUR ee 

d) Quelle valeur prend la variable F (ligne 31) ? Loh a iaee ec. 

2. Testez ce programme. Estimez la probabilité de S,. ge etaiangs: “= ° A L[k] PREND_LA VALEUR y Ww nie 
: j ; : SI (y==5) ALORS 

3.Comment modifier l’algorithme pour obtenir une DEBUT_SI Q ¥ es 

estimation de la probabilité de l’événement Sz, « B est S PREND_LA_VALEUR os i : 
: ; FIN_SI W 

vainqueur » lors d’un duel ? FIN_POUR weal 
. are Re Lee fe F PREND_LA_ VALEUR ee 2 Peut-on affirmer a priori se les €vénements S, et Sp Gries i ea he — fe 

sont des événements contraires ? AFFICHER F —= 
FIN_ALGORITHHE —% 

: eee 
{4 Nombre moyen de parties dans un duel She 

Ae 

On se propose de calculer le nombre moyen de parties lors de la simulation de 10 000 duels. On donne W . 
3 = 

ci-contre le programme de cet algorithme. x a 

—L est la liste ol on enregistre le nombre N | Variables = f. 

‘ i ceed ae mb ee Aa 
de parties lors d’un duel. Eee eG naahs rt ES, ee 

Entree ” 

—h,k, y sont les variables utilisées en E) T recoit 0 i : 

-T est la variable qui indique le total des | Traitement <aa 
t Ae aticte.L, Pour k variant de 1 a 10000 ee 2 

pillices y Programme “nombre de parties” z 4 

~F est la variable qui indique la moyenne du Enregistrer N dans L[k] Ci 

nombre de parties sur les 10 000 duels. T recoit T+L[k] el 

; Fin pour 
1. Ecrivez ce programme avec AlgoBox. F recoit 1T/10000 

Testez-le. Sortie 
, ; d 4 Afficher “moyenne du nombre de parties:” 

2.Donnez une estimation du nombre REG Cena ae 

moyen de parties durant un duel. 

Commentaire. On admet que ce nombre moyen est une estimation de l'espérance de la variable aléatoire N. 
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eee $Raisonnerenprobabilites [im 

| GE} Test de dépistage 

Une maladie atteint 10 % d’une population. 

Un test de dépistage vise a détecter si un individu est malade. 

Ce test devrait étre positif si l'individu est malade, négatif sinon. Mais il est imparfait : 

— la probabilité qu’un test soit positif sachant que l‘individu est sain est 0,008 ; 

— la probabilité qu’un test soit négatif sachant que l’individu est malade est 0,02. 

On choisit un individu au hasard dans la population. On note: 

M l'événement « Lindividu est atteint de la maladie » ; T '@vénement « Le test est positif ». 

On appelle valeur diagnostique d’un test la probabilité qu'un individu dont le test est positif soit 

malade, c'est-a-dire P,(M). On appelle fiabilité d’un test la probabilité P(M( T) +P(M (7). 

RYE Calculer la valeur diagnostique et évaluer la fiabilité du test. 

Prouver l'influence de la proportion d‘individus malades sur les résultats. 

EY Etude du test 

1. Valeur diagnostique eres i 

a) Reproduisez puis complétez l’arbre pondéré illustrant la situation. M 

b) Calculez la valeur diagnostique du test. inte 

2. Fiabilité du test 

Une erreur de test survient : Li 

- soit lorsque I'individu est sain et le test positif (cas d’un « faux positif »), 

- soit lorsque l’individu est malade et le test négatif (cas d’un « faux négatif »). 

a) Reproduisez puis complétez le tableau ci-contre en indiquant les probabilités. ea 

b) Quelle est la probabilité qu’un individu sur lequel on a pratiqué le test soit un = | 1 Sa 
« faux positif » ? Un « faux négatif » ? M ibe | eo 

c) Calculez la probabilité d’une erreur de test et déduisez-en la fiabilité du test. M het 

Poot 

E] Influence de la proportion de malades 

On se place dans le cas ot la proportion de malades dans la population est x avec 0 < x <1. 

1. Sur la valeur diagnostique 

a) Exprimez la valeur diagnostique, notée d(x), en fonction de x, puis étudiez ses variations sur 10; 1]: 
b) A partir de quelle valeur de x la valeur diagnostique dépasse-t-elle 0,9 ? 

2. Sur la fiabilité du test 

a) Exprimez la fiabilité du test, notée f(x), en fonction de x. 

b) Pour quelles valeurs de x cette fiabilité dépasse-t-elle 0,99 ? 

Commentaire. La valeur diagnostique et la fiabilité du test, sur la population étudiée, 
dépendent de la proportion dindividus malades. Pour une maladie rare, un cas de test 
positif n’assure pas le diagnostic. Aussi convient-il d’effectuer d’autres tests indépen- 
dants. En outre, un dépistage systématique de la population présente l’inconvénient de 
produire une quantité non négligeable de « faux positifs », ce qui pose des problémes 
éthiques. 
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Po oa a 
beURs ee At Des Mathematiques 

EZ} Loi d’équilibre génétique \ 

Etant donné un géne possédant un couple d’alléles A et a, on 

dit qu'une plante est homozygote lorsqu’elle contient les deux 

mémes alléles sur une paire de chromosomes homologues : 

elle est alors de génotype AA ou aa. 

Une plante est hétérozygote lorsqu’elle est de génotype Aa. 

Certaines plantes, le lupin par exemple (voir ci-contre), se 

reproduisent par autogamie (ou autofécondation) : tout se 

passe pour la descendance comme si l'on fécondait deux 

plantes de méme génotype, chaque chromosome d'une paire 

étant sélectionné au hasard. 

CL IT4UTM Etudier la descendance par autogamie d’une plante hétérozygote 

ee Se 

EY Générations successives wea 

1. Premiere génération 
Sa ee 

2 

Une plante de génotype AA donne par autogamie une plante de génotype AA. 

De méme, une plante de génotype aa donne une plante aa. “HE bd 

ee 
Déterminez a l’aide d’un arbre les probabilités que la descendance de premiére génération d’une piante 

de génotype Aa soit une plante de génotype AA, Aa, aa. 

2. Générations suivantes -HERC 

Partant d’une plante hétérozygote (Aa a la génération 0), on constitue, par autogamie, des générations 

successives. On note (AA), 

~ a 

l'6vénement « La plante de la n-ieme génération est de génotype AA », et raat 

on définit de fagon analogue les €vénements (Aa), et (aa),,. * se 

Pour tout entier naturel n, on appelle x,, y, et z, les probabilités respectives des événements (AA),,, 

(Aa),, et (aa),,. ee ee ee a ee ee D 
a) Quelles sont les valeurs de x9, Yo, Zy ? Déduisez-en celles de x,, y,, Z,. 

b) Pour tout entier n 21, exprimez les probabilités conditionnelles suivantes : 

@ (AA),,,, sachant (AA) , e (AA) ,,, sachant (Aa) , e (Aa) ,,,, sachant (Aa),,. 

c) Démontrez, en utilisant les résultats précédents, que pour tout entier naturel n: 

x 

IVITES 1 
pH Ant Ayn et Yn = > Y¥n- 

d) Déduisez-en l’expression de z,,,, en fonction de x, et y,,. CTI 5 S te 

[-« a 

ee as 

EJ Evolution dans le temps eee 
oe 

1. Conjectures is : 

a) Utilisez votre calculatrice ou un tableur pour déterminer les valeurs (€crites avec six décimales) de x,,, . ae 

y, et z, pour chaque entier n entre 0 et 10. ss i 

b) Que pouvez-vous conjecturer sur le comportement des trois suites ? ee 

2. Etude des suites (x,), (y,,), (7,,) ee 

a) Quelle est la nature de la suite (y,,) ? Pour tout entier naturel n, exprimez y,, en fonction de n. are 

; 1 ca 
b) Justifiez que: x, — Xp =M%p_ — Xpay) + Kp = X pa) Foe + &% — XQ) = qVn-1 Yio cui) aa 

Déduisez-en, pour tout entier naturel n, l’expression de x, puis de z, en fonction de n. 

c) Déterminez les limites des suites (x,,), (y,,) et (z,). Interprétez le résultat. 
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Entrainement 

DE TETE 

25 | Le tableau suivant indique la répartition des 

employés d’une entreprise. 

Z __ Cadres =| Technitciens | Agents 

__ Femmes a ae 
| Hommes i. 7 9 | 24 — 

On interroge au hasard un employé. 

On note par l'initiale de la catégorie correspondante 

l'événement « La personne interrogée est... ». 

Calculez sous forme fractionnaire les probabilités : 

a) P(H) ——b) P-(H) c) P(A) d) P,(F) 

26 | A et B sont deux événe- B 

ments relatifs a une expérience ner = 

aléatoire représentée par l’arbre : 03 8B 

ci-contre. be haaee 

Calculez les probabilités : A 

a) P(AMB) b) P(AMB) ¢) P(B) B 

A et B sont deux événement relatifs a une méme 

expérience aléatoire tels que : 

P(A) = 0,2, P(B) = 0,1 et P(A(\B) =0,05. 

Calculez les probabilités suivantes : 

a) P,(A) b) P,(B) c) P(A()B) 

28) On tire une carte dans un jeu bien battu de trente- 

deux cartes. On considére les événements : 

A:«Lacarte est unas »;B:«La carte est un coeur» ; 

C:«La carte est rouge ». 

Les événements indiqués sont-ils indépendants ? 

a) AetB b) AetC c) BetC 

PROBABILITES CONDITIONNELLES 

29 | Deux ateliers A et B fabriquent des puces électro- 
niques. Pour une commande de 2 000 piéces, A produit 
1 200 puces et B le reste. Une étude a montré que A pro- 
duit 4 % de puces défectueuses et que B en produit 3 %. 

On préléve une puce au hasard dans la commande. 

On appelle A I'événement « La puce provient de A », 

B «La puce provient de B » et 

D « La puce est défectueuse ». 

1. Recopiez puis complétez le 

mande. 
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2. Calculez sous forme fractionnaire les probabilités sui- 

vantes : 

a) P(D) ; 

b) P(D) ; 

P(A()D) ; 

P(DB); 

30 | Parmi les éléves de terminale scientifique (T) d’un 

lycée, 42 % ont choisi la spécialité mathématiques (M) et 

55 % étudient l’espagnol (E) en langue vivante 2. De plus, 

27 % ne font ni espagnol, ni spécialité mathématiques. 

On interroge un éléve de terminale scientifique au 

hasard. 

1. Réalisez un diagramme du type indiqué, puis inscrivez 

les probabilités déduites de |’énoncé. 

2. a) Calculez la probabilité qu’un éléve suivant la spé- 

cialité mathématiques étudie l’espagnol. 

b) Calculez la probabilité qu’un éléve apprenant l’espa- 

gnol suive la spécialité mathématiques. 

(31) Un sondage indique les connexions d’un échan- 

tillon d'internautes (I) a trois sites notés A, B, C. 

Voici les résultats : 

e 50 % visitent le site A, 36 % le site B, 40 % le site C; 

e 12 % visitent les sites A et B, 10 % les sites A et C, 15% 

les sites B et C. 

e 9 % ne visitent aucun des trois sites. 

On interroge au hasard un internaute de |'échantillon. 

On désigne par le nom du site |’événement « Cet inter- 

naute visite le site ... ». 

1. Réalisez un diagramme du type indiqué, puis inscrivez 
toutes les probabilités déduites de I’énoncé. 

2. Calculez et interprétez les probabilités suivantes : 

a).P,(B) 5° P (Cle, UP BIC) yomenBiareye 

b) P(A) ; P-(B) ; P, qc (B) ; Pa uc(B). 

Aide} On admet la formule P(A UB UC) = P(A) + P(B) + P(Q) 
— P(A(\B) — PAM OQ —PIBAQ+P(ANBNO, 



FORMULE DES PROBABILITES 
TOTALES 

32 | Un lot de bulbes de tulipes est composé de deux 

variétés : 

© 60 % de la variété A dont 95 % donneront une fleur ; 

© 40 % de la variété B dont 90 % donneront une fleur. 

On prend un bulbe au hasard dans ce lot. 

On note F |'événement « Le bulbe produit une fleur ». 

1. Réalisez un tableau a double 

entrée et complétez-le par les 

probabilités qui conviennent. 

2. Justifiez le calcul de la pro- 

babilité de l'’événement F. 

33 | Un tiroir T, contient cing pieces d’or et cing piéces 

d'argent, un tiroir T, contient quatre piéces d'or et six 

pieces d’argent. On choisit au hasard I’un des tiroirs et 

dans ce tiroir, on prend une piéce au hasard. 

1. Recopiez puis complétez 

l'arbre pondéré qui représente 

cette expérience aléatoire. 

Les événements considérés sont 

désignés de facon naturelle par 

sip, O'etA. 

2. a) Calculez la probabilité de 

prendre une piéce d'or. 

b) On a extrait une piéce d’or. 

Quelle est la probabilité qu’elle provienne deT, ? 

34) Dans un club sportif, 30 % des membres pratiquent 

le tennis, 60 % sont des hommes et parmi eux, 55 % ne 

jouent pas au tennis. 

On interroge au hasard un membre de ce club. 

Quelle est la probabilité, si c'est une femme, qu'elle ne 

pratique pas le tennis ? 

(35) Le personnel d’un hdpital est réparti entre trois 

catégories : médecins (M), soignants (S) et personnels | 

administratifs ou techniques (AT). 

e 12 % sont des médecins et 71 % des soignants ; 

e67 % des médecins sont des hommes et 92 % des soi- 

gnants sont des femmes. 

On interroge au hasard un membre du personnel. 

1. Quelle est la probabilité que la personne interrogée 

soit une femme soignante ? Une femme médecin ? 

2. On sait que 80 % du personnel est féminin. 

a) Calculez la probabilité que la personne interrogée soit 

une femme AT. 

b) Déduisez-en la probabilité, 2 10~° prés, que la per- 
sonne interrogée soit une femme sachant que cette per- 

sonne est dans la catégorie AT. 

36 | Une école d’ingénieurs organise la sélection de ses 

futurs étudiants de la maniére suivante : 

eapres examen de leur dossier scolaire, 15 % des candi- 

dats sont admis directement ; 

etous les autres candidats passent une épreuve écrite 

dont le taux de réussite est estimé a 60 % ; 

etous les candidats ayant réussi l’épreuve écrite sont 

convoqués pour passer une épreuve orale. Ceux qui réus- 

sissent l'épreuve orale sont alors admis. 

On estime que les candidats ont une chance sur trois de 

réussir l’6preuve orale. 

On choisit un candidat au hasard. 

On considére les événements suivants : 

D:« Le candidat est admis sur dossier » ; 

E: « Le candidat passe et réussit l’@preuve écrite » ; 

O:«Le candidat passe et réussit l’épreuve orale » ; 

A:«Le candidat est admis ». 

1. Recopiez puis complétez l’arbre pondéré décrivant les 

différentes étapes de la sélection. 

2. Calculez les probabilités P(E) et P(O). 

3. Justifiez que la probabilité que le candidat soit admis 

est P(A) =0,32. 

4. Parmi les candidats admis, quelle est la proportion de 

ceux qui ont été admis sur dossier ? 

INDEPENDANCE 
ET CONDITIONNEMENT 

A et B sont deux événements indépendants relatifs 

a une méme expérience aléatoire tels que : 

P(A) < P(B), P(A) B) =0,4 et P(A UB) =0,9. 

Déterminez P(A) et P(B). 

38 | Un dé cubique truqué est tel que la probabilité de 

sortie d'un numéro est proportionnelle a ce numéro. 

On lance ce dé et on considére les événements : 

A: «Le numéro est pair »; 

B: «Le numéro est supérieur ou égal a 3 »; 

C:« Le numéro obtenu est 3 ou 4». 

1. a) Calculez les probabilités de A, B, C. 

b) Calculez la probabilité conditionnelle P,(B). 

2. Les événements A et B sont-ils indépendants ? 

Méme question pour les événements A et C. 

Chapitre 12 @ Probabilités conditionnelies 367 



Condition d‘indépendance 

Une urne contient cing boules blanches et cing boules 

noires. On en préleve n(n = 2) au hasard, successivement 

et avec remise. 

1. a) Calculez les probabilités des événements : 

e « Toutes les boules tirées sont de la méme couleur » ; 

e « On obtient exactement une boule blanche ». 

b) On considére les événements : 

A:«On obtient des boules des deux couleurs » ; 

B:« On obtient au plus une boule blanche ». 

Déduisez-en les probabilités suivantes : 

PIANB) =, BAe ie ee eee 
3m t 

2. Prouvez que A et B sont indépendants si, et seulement 

sie = Hl 

3. On considere la suite (u,,) définie pour tout entier 

n=2 paru,=2"' -(n+1). 

a) Calculez u,, U3, U4. 

b) Prouvez que la suite (u,,) est strictement croissante. 

4. Déduisez-en la valeur de l’entier naturel n pour que les 

évenements A et B soient indépendants. 

eT Transmission de l’asthme 

En France, les statistiques font apparaitre que parmi les 

adultes, environ 4% des hommes et 5% des femmes 

sont asthmatiques. Dans la population, on considére |’en- 

semble des couples homme-femme. 

Dans cet exercice, les résultats seront arrondis, si néces- 

saire,a 10° pres. 

1. Etude de I’état d’asthme du couple 

On choisit un couple au hasard. On note H l’événement 

« Uhomme est asthmatique » et F « La femme est asthma- 
tique ». On admet que les événements F et H sont indé- 
pendants. 

a) Recopiez puis complétez le 

tableau de probabilités ci- [~ | 

contre. —— + —{+— if — 

b) Déduisez-en la probabilité SS r 

de chacun des événements sui- L eeAlies 

vants concernant les deux adultes du couple: 

A:« Aucun nest asthmatique » ; 

B:« Un seul est asthmatique » ; 

C:«Les deux sont asthmatiques ». 

2. Transmission de l’asthme au premier enfant 

Les études actuelles montrent que: 

~ si aucun des deux parents n‘est asthmatique, la proba- | 

bilité que leur enfant soit asthmatique est 0,1 ; 

— si un seul des deux parents est asthmatique, la probabi- 

lité que leur enfant soit asthmatique est 0,3 ; 

- si les deux parents sont asthmatiques, la probabilité | 
que leur enfant soit asthmatique est 0,5. 
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On note E l’événement « Le premier enfant du couple est 

asthmatique ». 

a) Construisez un arbre illustrant cette situation. 

b) Calculez P(E). 

c) Calculez les probabilités conditionnelles P.(A) et 

P.(A). Interprétez ces deux résultats. 

d) Quelle est la probabilité qu’un enfant non asthma- 

tique ait au moins l’un de ses deux parents asthmatique ? 

| 42 | BAG © Suite et probabilité 

Avant le début des travaux de construction d’une auto- 

route, une équipe d’archéologie préventive procéde a 

des sondages successifs en des points réguliérement 

espacés sur le terrain. 

Si le n-ieéme sondage donne lieu a la découverte de ves- 

tiges, il est dit positif. 

On désigne par V,, ’€vénement « Le n-iéme sondage est 

positif » et on note p,, sa probabilité. 

Lexpérience acquise au cours de ce type d’investigation 

permet de prévoir que: 

—si un sondage est positif, la probabilité que le suivant 

soit aussi positif est 0,6 ; 

— si un sondage est négatif, la probabilité que le suivant 

soit aussi négatif est 0,9. 

On suppose que le premier sondage est positif c’est-a- 

dire p, =1. 

1. Calculez les probabilités des événements : 

A: «Les deuxieéme et troisieme sondages sont positifs » ; 

B: « Les deuxiéme et troisieme sondages sont négatifs ». 

2. Calculez la probabilité p, que le troisieéme sondage 

soit positif. 

3. On désigne par n un entier naturel tel que n> 2. 

Recopiez puis complétez l’arbre ci-dessous en fonction 
des données de I’énoncé. 

V n+1 

4. Prouvez que pour tout entier n>1, 

Pry =9,5p, + 0,1. 

5. On note u la suite définie pour tout entier n>1 par: 

Ui Ho (0) 

a) Démontrez que u est une suite géométrique dont vous 
préciserez le premier terme et la raison. 

b) Exprimez p,, en fonction de n. 

c) Calculez et interprétez la limite de la suite (p,,)- 



Suite double et probabilité 

Laura débute un jeu dans lequel elle a autant de chance 

de gagner que de perdre la premiere partie. 

On admet que si elle gagne une partie, la probabilité 

qu'elle gagne la suivante est 0,6 ; si elle perd une partie, la 

probabilité qu’elle perde la suivante est 0,7. 

Pour tout entier n>1, on note G, l’événement « Laura 

gagne la n-iéme partie ». 

1. Calculez les probabilités P(G,) et P(G,). 

2. Pour tout entier n =>1,0n pose: 

x= P(G,) ety, =P(G,). 

Prouvez que pour tout entier n> 1 : 

Xna1 = 0,6x,, + 0,3y,, 

Yn = 0,4X,, + 0,7y,,° 

3. Pour tout entier n =1,0n pose: 

V,=X,+y, et w, =4x, — 3y,. 

a) Prouvez que la suite (v,) est constante. 

b) Démontrez que la suite (w,) est géométrique puis 

exprimez w,, en fonction de n. 

4. a) Pour tout entier n > 1, exprimez x,, en fonction de n. 

b) Prouvez que la suite (x,) converge vers un nombre 

que vous préciserez. Interprétez ce résultat. 

| 43 | Un sac contient dix jetons équiprobables au tirage : 

sept blancs numérotés de 1 a 7, et trois noirs numérotés 

de 1 a 3. On préléve au hasard, successivement et sans 

remise deux jetons de I’urne. 

1. a) Calculez la probabilité de l’événement D: 

«Tirer deux jetons blancs ». 

b) Caiculez la probabilité de l’événement |: 

« Tirer deux jetons dont les numéros sont impairs ». 

c) Les événements D et | sont-ils indépendants ? 

2. Soit X la variable aléatoire prenant pour valeur le 

nombre de jetons blancs obtenus lors de ce tirage. 

a) Déterminez la loi de probabilité de X. 

b) Quelle est l’espérance de X ? 

44 

Aet B sont deux événements relatifs a une méme expé- 

rience aléatoire, avec 0 < P(A) <1 et O< P(B) <1. 

Les implications (Q,) > (Q,) sont-elles vraies ? 

a) (Q,) :Aest inclus dans B; (Q,) : P,(B) =1. 

Implication 

b) (Q,) :Aet Bsont incompatibles. 

(Q,) : P(B) = (1— P(A)) Px(B). 

c) (Q,) : A et B sont indépendants. 

(Q,) : P(A B) = Pg (B) x Pg(A). 

d) (Q,) :A et B sont indépendants. 

(Q,) : P(A UB) = (1—P(A)) (1— P(B)). 

EXERCICES DE SYNTHESE 

45 | BAC Test de dépistage 

Les résultats seront donnés sous forme décimale en arron- 

dissant a 10“ pres. 

Dans un pays, 2% de la population est contamineée par 

un virus, 

A. On dispose d’un test de dépistage de ce virus qui a les 

propriétés suivantes : 

—la probabilité qu'une personne contaminée ait un test 

positif est 0,99 (sensibilité du test) ; 

~la probabilité qu'une personne non contaminée ait un 

test négatif est 0,97 (spécificité du test). 

On fait passer ce test a une personne choisie au hasard 

dans cette population. 

On note V l’événement « La personne est contaminée par 

le virus » et T l’€vénement « Le test est positif ». 

1. Traduisez la situation a l'aide d’un arbre pondéré. 

2. Démontrez que la probabilité que le test soit positif est 

0,0492. 

3. a) Justifiez par le calcul la phrase suivante : 

« Sile test est positif, il ya environ 40 % de chances que la 

personne soit contaminée ». 

b) Déterminez la probabilité qu’une personne ne soit pas 

contaminée sachant que son test est négatif. 

B. On choisit successivement et au hasard dix personnes 

de la population. 

On considére que les choix sont indépendants. 

On note X la variable aléatoire qui donne le nombre de 

personnes contaminées parmi ces dix personnes. 

1. Justifiez que X suit une loi binomiale dont vous préci- 

serez les paraméetres. 

2. Calculez la probabilité qu'il y ait au moins deux per- 

sonnes contaminées parmi les dix. 

BAC) La marche de l’empereur 

Dans un zoo, l’unique activité d’un manchot est I’utilisa- 

tion d’un bassin aquatique équipé d’un sautoir pour 

plonger et d’un toboggan. 

On a observé que si un manchot choisit : 

— le sautoir, la probabilité qu'il le reprenne est 0,8 ; 

—le toboggan, la probabilité qu’il le reprenne est 0,3. 

Lors du premier passage, les deux €quipements ont la 

méme probabilité d’étre choisis. 

Pour tout entier n= 1, on considére les événements : 

S,,:«Le manchot utilise le sautoir lors de son n-ieme pas- 

sage » ; 

T,, : «Le manchot utilise le toboggan lors de son n-ieme 

passage ». 

Pour tout entier n 21, 0n pose u,, = P(T,) n/* 
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1. a) Vérifiez que P(T,) = 0,25. Ujrae 

b) Recopiez puis complé- 

tez l’arbre ci-contre. Sn+1 

c) Démontrez que pour Tas 

tout entier n21: 

47 =O0/lu, + 0,2. Sat 

d) A laide d'une calculatrice, indiquez une conjecture 

concernant la limite de la suite (u,,). 

2. On considére la suite (v 

n21 par prey 
9 

a) Prouvez que la suite (v,,) est géométrique. Précisez sa 

raison et son premier terme. 

,) définie pour tout entier 

b) Exprimez v,, puis u,, en fonction de n. 

c) Calculez la limite de la suite (u,,). Ce résultat permet-il 

de valider la conjecture du 1. d) ? 

AVEC LES TICE 

Simulation et probabilités 

Deux pieces A et B sont telles que lors d’un lancer, A 

donne Face avec une probabilité de 0,4 et B avec une pro- 

babilité de 0,6. On considére l’expérience suivante : 

— un joueur choisit au hasard une piéce et la lance; 

- s'il obtient Face, il la relance ; s‘il obtient Pile, il change 

de piéce puis lance cette derniére. 

Un joueur procéde a k lancers successifs. 

Pour tout entier n(1<n<k), onnote: 

A,, 'événement «On utilise la piece A lors du n-iéme 
lancer» et F, l'événement «On obtient Face lors du 
n-ieme lancer ». On pose: a, = P(A,) et u,, = P(F.). 

Lobjectif est de simuler 1000 expériences de ce type 
dans le cas de dix lancers successifs (k = 10). 
A partir du résultat, il s’agira de conjecturer le comporte- 
ment des suites (a,) et (u,,). 

Protocole de simulation 

e Choix de la piéce initiale : soit A, soit B. 

e Résultat d’un lancer : 

- Piece A: on simule le lancer par le choix au hasard 
d'un entier entre 1 et 5. Les entiers 1 et 2 correspon- 
dent a Face, les entiers 3, 4, 5 a Pile. 

— Piece B: on procéde de méme, mais les entiers 1, 2, 3 
correspondent a Face, et 4, 5 a Pile. 

e Codage d’un résultat : Face codé 1 et Pile codé 0, 

1. Simulation avec le tableur Calc 

a) Ouvrez une feuille de calcul du type indiqué : 

B ates 
ience [Piece initiale| Lancer 1 | Lancer 2 | 
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En colonne A, on numérote les expériences. 

En colonne B, on choisit la piéce initiale. 

b) Simulation des lancers 

On distingue deux phases : d’abord le choix de la piéce, 

puis le résultat du lancer de cette piéce. 

e Lancer 1 

— En C2, on recopie le choix de la piéce B2. 

— En D2, on simule le résultat selon le protocole. 

=SI(((C2="A")ET(ALEA.ENTRE.BORNES(1;5)<=2)) OU 

((C2="B")ET(ALEA.ENTRE.BORNES(1;5)<=3));1;0) 

e Lancer 2 

La piece lancée dépend du résultat du lancer 1. 

Pour « A et Face » ou « Bet Pile », on lance la piéce A, sinon 

on lance la piéce B. 

— En E2, on utilise donc linstruction : 

=SI(((C2="A")ET(D2=1))OU((C2="B")ET(D2=0));"A";"B") 

-En F2, le résultat du lancer se calcule comme pour le 

lancer 1. Recopiez donc la cellule D2. 

e Lancers suivants 

Le processus est enclenché, il suffit de recopier vers la 

droite la plage [E2:F2] jusqu’en V2. Vous obtenez les dix 

lancers réalisant une simulation de l’expérience 1. 

e Echantillon de 1 000 expériences 

Sélectionnez la plage de l’expérience 1, [A2:V2], et reco- 

piez-la vers le bas jusqu’au rang 1 000. 

2. Calcul des fréquences de réalisation 

a) Collectez les résultats de cet échantillon en affichant 

les frequences de A, et F.. 

Aide} Utilisez Vinstruction NB.SI(plage;critére). 

Affichez la fréquence de A1 en C1005 et celle de F1 en D1006. 

Recopiez [C1005:D1006] jusqu’en [U1005:V1006]. 

b) Simulez sur de nouveaux échantillons de taille 1 000 
(} (] (2), et conjecturez alors le comportement des 
suites des fréquences de A, et F,. 

lancer n 
3. Démonstration laheoe nt 

a) Pour tout — entier 

n= 1, complétez ‘arbre 

illustrant le choix de la 

piece lors de deux lan- 

cers consécutifs. Dédui- 

sez-en l'expression de 

a4, €n fonction de a,,. 



Quelle est la nature de la suite (a,) ? 

b) De méme, représentez par un arbre l'expérience de 

rang n41,en utilisant les événements A, et F,. 

Déduisez-en l’expression de u,, en fonction de a,. 

Quelle est la nature de la suite (u,) ? 

c) Ces résultats sont-ils en accord avec le comportement 

observe des fréquences de A, et F, ? 

CEYALCORITHMIGUE) Marche aléatoire 
Un point M peut se déplacer sur un quadrillage, d’un pas 

(cest-a-dire d'une unité) dans chacune des directions. 

Les déplacements possibles se font avec les probabilités 

suivantes : 

0,2 (droite) ; 0,4 (haut) ; 

[5 

0,3 (gauche) ; 0,1 (bas). 

Au départ, M est en O. Il se déplace jusqu’a ce qui 

atteigne le bord du carré centré en O, de cété 10. 

On note N la variable aléatoire qui indique le nombre de 

pas effectués. 

On se propose d’utiliser un algorithme pour calculer des 

valeurs prises par N, puis pour estimer le nombre moyen 

de pas nécessaires. 

Protocole 

On code 1 un déplacement d’un pas vers la droite, 2 

vers la gauche, 3 veftie haut et 4 vers le bas. 

Par exemple, la marche représentée ci-dessus se code: 

313223242242 

Chaque déplacement se traduit par une relation sur 

les coordonnées (x ; y) du point M. 
— 

ais Déplacement Relation 

1 1 pas vers la droite x devient x +1 | 
ae 1 pas vers la gauche |x devient x —1 

3 1 pas vers le haut y devient y +1 

4 1 pas vers le bas ay devient y —1 

1. Justifiez que M atteint le bord du carré si, et seulement 

si, (x — 5) (x + 5)(y —5)(y +5) =0. 

2. En utilisant cette condition, programmez avec Algo- 

Box un algorithme, appelé « Nombre de pas », qui indique 

le nombre de pas nécessaires pour que M atteigne le 

bord du carré. (Voir la partie A de l’exercice 22, page 362.) 

Testez cet algorithme. 

3. On se propose de simuler 10000 marches aléatoires 

du point M pour estimer le nombre moyen de pas néces- 

saires pour que M atteigne les bords du carré. 

a) Programmez cette simulation. (Voir la partie C de 

l'exercice 22.) 

Testez cet algorithme. 

b) Donnez une estimation du nombre moyen de pas. 

Prendre toutes ee | 
49 | Une étude statistique du service de maintenance 

d'une entreprise, concernant les pannes sur la chaine 

de production, a montré que: 

-—la probabilité qu’il n'y ait pas de panne mais que 

l‘alarme se déclenche est 0,002 ; 

—la probabilité qu'il y ait une panne et que l’alarme ne 

se déclenche pas est 0,003 ; 

— la probabilité qu'il y ait une panne est 0,04. 

Quelle est la probabilité, s'il y a une panne, que 

l'alarme se déclenche? 

50] Quatre urnes U,, U,, U;, U, contiennent cha- 

cune quatre boules. 

Pour tout entier k, 1<k <4, l’urne U, contient k 

boules blanches, les autres étant noires. On choisit une 

urne au hasard, puis une boule dans cette urne. 

Quelle est la probabilité d’obtenir une boule blanche ? 

51) Dans un lot de 100 pieces de monnaie, toutes de 

méme apparence, ont été mélangées soixante pieces 

équilibrées avec quarante pieces non équilibrées. 

La probabilité d’obtenir Face avec une piece non équi- 

librée est 0,75. 

On prend une piéce au hasard et on la lance. 

Quelle est la probabilité, si l'on obtient Face, que la 

piece soit équilibrée ? 

63 Un joueur en ligne se confronte réguliérement a 

un adversaire lors de plusieurs parties successives. 

lla constaté que: 

-il avait une chance sur deux de remporter la pre- 

miére partie ; 

—lorsqu’il gagne une partie, il a 20% de chances de 

perdre la suivante ; 

—lorsqu'il perd une partie, il a 40% de chances de 

perdre la suivante. 

Evaluez ses chances de succés a la longue. 
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Le jour du BA Sy 

3 Travail en autonomie 

= Rédigez la solution de cet exercice 

en vous aidant du guide. 

A. On dispose d'un dé cubique parfait A qui posséde une D Analyser I’énoncé 

face verte, deux noires et trois rouges. Une premiére Le protocole de cette expérience 

expérience consiste a lancer deux fois de suite ce dé. indique la succession de deux 

On note la couleur de la face obtenue a chaque lancer. épreuves identiques et 

1. a) On désigne par C l’événement « Au terme des deux indépendantes (lancer d'un dé 

lancers, les deux faces ont la méme couleur ». ELIE) 

aes ) Analyser I’énoncé 
b) Calculez la probabilité que les deux faces aient des 

ey Une issue est un couple de couleurs 
couleurs différentes. 

(C, ; C,) obtenues lors des deux 
2. A l'issue d’un jeu, les deux faces obtenues sont de !a lancers. Sa probabilité est le produit 

méme couleur. des probabilités de chaque résultat. 

Quelle est la probabilité que les deux faces soient vertes ? ; 

: x : é k 1 a 
B. On dispose d’un second dé cubique parfait B présen- ) Analyser l’énoncé 

tant quatre faces vertes et deux faces noires. Le protocole de cette nouvelle 

Voici une nouvelle expérience. On lance le déB: eas experience indique que le second 
lancer est conditionné par le résultat 

—si la face est verte, on relance B et on note la couleur du premier lancer 

obtenue; 
: : D’ou la mobilisation des 

—sinon, on lance le dé A et on note la couleur obtenue. 
connaissances sur les probabilités 

1. Calculez la probabilité d’obtenir deux faces vertes. conditionnelles. 

2. Quelle est la probabilité d’obtenir une face verte au 

deuxieme lancer ? 

A. 1.a)La répétition, dans les mémes conditions, Z00M sur la rédaction Q 

d’une €preuve peut étre représentée par un arbre. 
es ie : 3 Indiquez le type de représentation Vous pouvez utiliser cette opportunité, ou bien lui | ee | my ee on % eas : : que vous utilisez et justifiez le calcul préférer une représentation en tableau. de la probabilité demandée 

N’oubliez pas qu’il y a trois couleurs possibles. Se ee & 

b) Que représente l’événement indiqué par rapport a 

l'événement C ? Déduisez-en le résultat. ZOOM sur la rédaction Q 
2. Levénement C est réalisé. Il s’agit donc de calculer La réalisation de l’arbre doit étre | 
une probabilité conditionnelle. Revenez a la définition. soignée. 

Son utilisation a valeur de preuve, 

ce qui ne vous dispense pas de bien 

préciser les regles ou théorémes 

utilisés. 

B. 1. enchainement des deux lancers peut étre 

représenté par un arbre pondére. 

Veillez a bien utiliser les résultats de la premiére partie 

dans le cas ot on lance le dé A. 

Repérez le chemin qui conduit a la réalisation de 

l'evenement indiqué. Z00M sur la rédaction Q 
2. Lobtention d’une face verte au second lancer est 

conditionnée par la couleur sortie lors du premier. 

Pensez a utiliser la formule des probabilités totales. 

i Explicitez, dans cette situation, 
la formule des probabilités totales. 
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54 | Restitution organisée des connaissances 

Prérequis : On rappelle que deux événements A et B sont 

indépendants pour la probabilité P si, et seulement si, 

P(A ()B) = P(A) x P(B). 

1. Demonstration 

On considére deux événements A et B associés a une 

méme expérience aléatoire. 

a) Démontrez que P(B) = P(B() A) + P(B A). 

b) Démontrez que si les événements A et B sont indépen- 

dants pour la probabilité P, alors les événements A et Ble 

sont aussi. 

2. Application 
Chaque matin de classe, Stéphane peut étre victime de 

deux événements indépendants : 

R: «Il n'entend pas son réveil sonner » ; 

S :« Son scooter mal entretenu tombe en panne ». 

lla observé que chaque jour de classe, la probabilité de R 

est égale a 0,1 et celle de S est 0,05. Lorsqu’au moins |’un 

des événements se produit, Stéphane est en retard au 

lycée, sinon il est a l'heure. 

a) Calculez la probabilité qu’un jour de classe donné, 

Stéphane entende son réveil sonner et que son scooter 

tombe en panne. 

b) Calculez la probabilité que Stéphane soit a |’heure au 

lycée un jour de classe donné. 

c) Au cours d’une semaine, Stéphane se rend cing fois au 

lycée. On admet que le fait qu’il entende son réveil sonner 

un jour de classe donné niinflue pas sur le fait qu'il l’en- 

tende ou non les jours suivants. 

Quelle est la probabilité (arrondie a trois décimales) que 

Stéphane entende le réveil sonner au moins quatre fois 

au cours d’une semaine ? 

55 | Vrai ou faux 

Vous justifierez vos réponses. La calculatrice est interdite. 

On dispose de quatre urnes numérotées de 1 a 4, et com- 

posées ainsi : 

—urne U, :1 boule bleue et 3 boules rouges ; 

-urne U, : 2 boules bleues et 4 boules rouges ; 

-urne U, : 3 boules bleues et 5 boules rouges ; 

—urne U, : 6 boules rouges. 

Un joueur choisit une urne au hasard, puis préleve une 

boule au hasard de cette urne. Il n’est gagnant que s'il 

tire une boule bleue. On désigne par G |’événement 

«Le joueur gagne» et par U,(1</<4) l’événement 

« Le joueur choisit I’urne U; ». 

22 es a) Py (G) = 3 fu, b) P(G) 8 

c) P(U,) = z d) Py, (G) =Pq(U,) 

D’apres Concours FESIC 

Le jour du BAC 

56 | BAG) Qcm 
Chaque question comporte quatre réponses, une seule est 

exacte. Indiquez laquelle en justifiant. 

1. Une urne contient cing boules noires et trois boules 

rouges, équiprobables au tirage. 

On extrait au hasard, successivement et sans remise trois 

boules de l’urne. Quelle est la probabilité d’obtenir deux 

boules noires et une rouge ? 
is 15 

iret re es 
2. Au cours d’une €pidémie de grippe, on vaccine le tiers 

de la population. Parmi les grippés, un sur dix est vaccine. 

La probabilité qu'une personne choisie au hasard dans la 

population soit grippée est 0,25. 

Quelle est la probabilité, pour un individu vacciné de 

cette population, de contracter la grippe ? 
3 4 

b) 46 d) 30 

3. A et B sont deux événements indépendants relatifs a 

une méme expérience aléatoire de loi de probabilité P. 

: 

5 

P(A UB) = et P(A) = 2. Donc la probabilité de B est: 

2 2 3 1 

BAC) affaire est dans le sac 

On consideére des sacs de billes S,, S,, S3,...tels que S, 

contient trois billes jaunes et deux vertes, et chacun des 

suivants S,, S,, .... contient deux billes jaunes et deux 

vertes. Le but de l’exercice est d’étudier |'évolution des 

tirages successifs d’une bille de ces sacs, effectués de la 

maniére suivante : 

— on tire au hasard une bille de S, ; 

— on place cette bille dans S,, puis on tire au hasard une 

bille dans S, ; 

— on place alors cette bille dans S,, puis on tire au hasard 

une bille dans S, ; etc. 

Pour tout entier n 21, on note E,, l’événement « La bille 

tirée dans S, est verte » et P(E,,) sa probabilite. 

1. a)D’aprés I’énoncé, donnez les valeurs de P(E,), 

P, (E>), Pe(E,). Déduisez-en la valeur de P(E,). 

b) A l’aide d’un arbre pondéré, exprimez P(E 

tion de P(E,). 

2. On considere la suite (u,,) définie par : 
u, =0,4 

Un, =0,2uU,+0,4 pourtoutentiern21. 

nai) en fonc- 

a) Démontrez que la suite (u,,) est majorée par 0,5. 

b) Démontrez que la suite (u,,) est croissante. 

c) Justifiez que la suite (u,,) est convergente et précisez sa 

limite. 

3. a)A l'aide des résultats précédents, indiquez com- 

ment varient les probabilités P(E,). 

b) Pour quelles valeurs de |’entier naturel n a-t-on: 

0,499 99 <P(E,)<0,5 ? 
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Pour aller plus loin 

G3 Tirages conditionnés 

On consideére trois urnes U,, U,, U3. 

U, contient deux boules noires et trois rouges ; 

U, contient une boule noire et quatre rouges ; 

U, contient trois boules noires et quatre rouges. 

Une expérience consiste a tirer au hasard une boule de 

U, et une boule de U,, a les mettre dans U,, puis a tirer 

au hasard une boule de U,. 

Pour / prenant les valeurs 1, 2, 3, on désigne par N, l’évé- 

nement « On tire une boule noire de l’urne U, ». 

De méme, on définit l'6vénement R; « On tire une boule 

rouge de I’urne U, ». 

1. Représentez par un arbre pondéré cette expérience 

aléatoire. 

Sur un chemin a trois branches du type —- A——B——C, 
on inscrit successivement les probabilités P(A), P,(B), Pang(Q. 

2. a) Calculez les probabilités des événements : 

N,ON,ON; et N,MR,ONG. 

b) Déduisez-en la probabilité de N, N3. 

c) Calculez de méme la probabilité de R, ()N,. 

3. Déduisez de la question précédente la probabilité de 

'événement N,. 

4. Les événements N, et N; sont-ils indépendants ? 

5. Sachant que la boule tirée dans U, est noire, quelle est 

la probabilité que la boule tirée dans U, soit rouge ? 

& Formule de Bayes 

On considere trois événements A,, A,, A3, de probabili- 

tés non nulles, relatifs a une expérience aléatoire. Ces 

évéenements sont deux a deux incompatibles et ont pour 

réunion l’univers E. 

B est un événement de probabilité non nulle. 

1. Démonstration 

a) Ecrivez la formule des probabilités totales qui permet 
de calculer la probabilité de B. 

b) Déduisez-en la formule dite de Bayes : 

P(A,) x Pa (B) 

P(A,) x P, (B) + P(A,) x P, (8) +P(A3) xP, (B) © 
3 

P,(A,) = 

Chapitre 12 # Probabilités conditionnelles 

2. Application 
Une entreprise fait fabriquer des paires de chaussettes 

aupres de trois fournisseurs A,, A,, A. 

Toutes ces paires de chaussettes sont regroupées en un 

stock unique. La moitié du stock vient du fournisseur A,, 

le tiers de A, et le reste de Aj. 

Une étude statistique a montré que: 

e 5 % des paires provenant de A, ont un défaut ; 

@ 1,5 % des paires provenant de A, ont un défaut ; 

e sur l'ensemble du stock, 3,5 % des paires de chaussettes 

ont un défaut. 

On préléve au hasard une paire de chaussettes dans le 

stock de l’entreprise. 

Pour tout entier / entre1 et 3, on appelle A, l’@vénement 

«La paire provient du fournisseur A; » et D l'événement 

« La paire présente un défaut ». 

Les résultats seront donnés sous forme fractionnaire. 

a) Calculez les probabilités: P(A, D) et P(A, D). 

b) Déduisez-en P(A, ()D), puis P,,(D). 

c) Utilisez la formule de Bayes pour calculer la probabilité 

que la paire provienne du fournisseur A, sachant quelle 

a un défaut. 

Commentaire. Lévénement D dépend des événements AagBss 

A,.La formule de Bayes permet le calcul de P,(A;) cest-a-dire 

la probabilité de la cause A; sachant que la réalisation de D est 

assurée. De nos jours, cette formule de calcul des probabilités 

des causes trouve de nombreuses applications, notamment 

dans les domaines de la reconnaissance de forme ou en méde- 
cine (diagnostic). 

60 | Marche aléatoire 

On étudie le mouvement aléatoire d’une puce. 

Cette puce se déplace sur trois cases notées A, B, C. 
Al'instant t = 0, la puce est en A. 

Pour tout entier naturel n: 

- sia l'instant n, la puce est en A, alors a l'instant n+1, 
elle a une chance sur trois de sauter en B, sinon elle saute 
en.G; 

- sia l'instant n, la puce est en B, alors al’instant n +1, elle 

a autant de chances de sauter en A ouenC; 
~ sia l’instant n, la puce est en C, alors elle y reste. 

On designe par A, (respectivement B,,, C,) '@vénement 
« Al'instant n, la puce est en A » (respectivement en B,en 
C). On pose: a, =P(A,), b, = P(B,), c, =P(C,). 
Ainsi, ag =1, by =0 et cy =0. 

On pourra s‘aider d‘arbres pondérés. 

1.Calculez a,, 6, c,, pournentier entre 1 et 3. 

2.a) Prouvez que pour tout entier naturel n, 

2041 aa 6, a,+6b +c. =1 
; ; y ss 36,,,=4, 



b) Démontrez que pour tout entier naturel n, 

64,5 =): 

c) Déduisez-en que pour tout entier naturel p: 
1\P 

a= (4) et 

b,, =0 an etl | 2p et AR Sy a 

3. a) Justifiez que les suites (a,) et (b,) convergent 

vers 0. 

Fop4 = 9 

b) Que pouvez-vous en déduire pour la suite (c,,) ? 

Interprétez ce résultat. 

Go Culture de bactéries 

On étudie une culture de bactéries. Lévolution de chaque 

bactérie est la suivante : 

une bactérie vivante a l’instant t peut, al’instant t +1 : 

— mourir avec une probabilité p, = 0,2 ; 

— continuer a vivre avec une probabilité p, = 0,5 ; 

— se diviser en deux bactéries identiques avec une proba- 

bilité p, =0,3. 

On suppose que les bactéries présentes dans le milieu de 

culture évoluent indépendamment les unes des autres. 

1. On se place dans le cas ou, a un instant donné t, deux 

bactéries sont présentes dans le milieu. 

On appelle X la variable aléatoire qui indique le nombre 

total de bactéries a l'instant t +1. 

Déterminez la loi de probabilité de X. 

2. On suppose qu’au début de la phase de culture, c’est- 

a-dire a l’instant t =0, une seule bactérie est présente 

dans le milieu. 

a) A l'aide d'un arbre, donnez le nombre de bactéries 

possibles aux instants t=1 et t=2. 

b) On considere les événements : 

:«AVinstant t =1, ily a une bactérie » ; 
:«Alinstant t =1, il y a deux bactéries » ; 

B, :«Al‘instant t =2, ily a une bactérie » ; 
:«A linstant t = 2, il y a deux bactéries ». 

Quelles sont les probabilités : 

P,,(B,), Pa, (Ba), Pa,(B,) et Pa, (B,) ? 

c) Calculez la probabilité de B, et celle de B,. 

3. On appelle Y la variable aléatoire indiquant le nombre 

de bactéries vivantes dans la solution a l’instant t = 2. 

Déterminez la loi de probabilité de Y 

62 | Simulation et probabilités 

On reprend l’expérience et les notations de I’exercice 47, 

mais on adapte le protocole aux conditions suivantes : 

—la piéce A est équilibrée ; 

— la piéce B est telle que lors d’un lancer, on obtient Face 

avec la probabilité 0,25. 

Le but de l’exercice est de simuler 1000 expériences dans 

le cas de 50 lancers successifs. 

1. Simulation et conjecture 

a) Reprenez le processus des questions 1. et 2. de l’exer- 

cice 47, en l‘adaptant aux nouvelles conditions. 

b) Conjecturez le comportement des suites des fré- 

quences de A, et F,.. 

2. Démonstration 

a) Prouvez que pour tout entier n 21, 

Onx = 0,25 (3 —a,). 

b) On admet que la suite (a,,) est convergente. 

Déduisez-en sa limite. 

c) Pour tout entier n 21, exprimez u,, en fonction de a,, 

puis déduisez-en la limite de la suite (u,,). 

PROLONGEMENT DU TP 24 

G Génétique : génotypes de génération 1 

Une population (génération 0) de plantes est composée 

d'individus de génotypes AA, Aa, aa dans les proportions 

respectives Py, Jo, %- Un couple de cette population 

donne naissance a un individu dont le génotype est 

constitué de deux alléles, pris chacun de facon équipro- 

bable dans le génotype de chaque parent (par exemple si 

les parents sont de génotype AA et aa, les descendants 

auront le génotype Aa). 

Les génotypes Aa et aA sont identiques. 

1.Etudiez le génotype de la descendance (premiére 

génération) de tous les couples de parents possibles. 

Les résultats seront présentés dans un tableau du type 

ci-dessous, dans lequel pour chaque croisement, la pro- 

babilité d’obtention du génotype est indiquée en rouge. 

_ Parents | AA | Aa ao aa 

AA 1/2 

fo ve a 
i: za a eee 

ae > zat 

2. Les couples se forment au hasard. On appelle p,, q,, 

r, les proportions respectives d’individus de génotypes 

AA, Aa, aa dans la premiere génération. 

a) Vérifiez que: p, =(p) + 0,5q,)" et r, =(r, + 0,5q,)*. 

b) Prouvez que p, —1, =Py)—'- 

On pose alors © = p, —1, =Py—%- 

c) Démontrez que: 
1 an ae1 QD. ral 2 

p, = (1+) ; lineage ; q, => (1-@’). 

d) Quelles sont les expressions de p,, g,, r, en fonction 

de a ? Que pouvez-vous conclure ? 

Commentaire. Lors d’un appariement aléatoire, il y a stabilité 

des génotypes a partir de la génération 1. 

Cest la loi de Hardy-Weinberg. 
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: Lois 
S de probabilite 

a densité 

Mo 2 oA eS 

Dun siecle 
a@ un autre 

Les calculs de probabilités permettent de modéliser 
les situations rencontrées dans les nombreuses files d’attente 
(aéroports, hopitaux, serveurs téléphoniques, caisses des 
grands magasins...) et de rechercher des solutions optimales. 
Le mathématicien francais Joseph Bertrand (1822-1900) 
est l’auteur d’un célébre traité de Calcul des probabilités (1889) 
qui a fortement inspiré l’enseignement des probabilités au 
Xx® siécle. 

| 2A ; — ali En savoir plus sur 

Joseph Bertrand 

—> Chercheurs d’hier, p. 389 
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& Exercices-tests ===" 
numeériques jj 

Variable aléatoire 

On considére une expérience aléatoire d’univers 

fini U muni d’une loi de probabilité P. 

@ Vrai ou faux 

Une urne contient 4 jetons blancs et 3 noirs. On tire 

au hasard successivement les 7 jetons sans remise. 

e Une variable aléatoire X est une fonction qui 

a chaque issue associe un nombre. 

On note X la variable aléatoire qui prend pour valeur 

le nombre k lorsque le premier jeton blanc apparait 

Sion note x,, X5,..., X, les différentes valeurs | aU k-ieme tirage. 
prises par X, alors la loi de X est représentée par | a) X prend les valeurs 1, 2, 3, 4. 

un tableau du type: ant ee =9)= 12 BD) PRR Dias c) P(X=2)=7 6 - | 

ak eh fe d) P(X =3)= 35° e) E(X) = 2. 

f) Le premier jeton blanc sort au 3° tirage. Alors, la 

probabilité d’obtenir un jeton noir au 4° tirage est 0,25. e Lespérance mathématique de X est la 
k 

moyenne des valeurs x; : E(X) = >) p)X;- 
i=] 

® acm 

Pour chaque question, une seule affirmation est exacte. : 

Identifiez-la en justifiant votre réponse. & Calculs d’aires 
f est une fonction continue et positive sur un 

intervalle | de R. Le domaine & sous la courbe 

de f est l'ensemble des points M(x ; y) tels 

fonction f : x > 2e** sur 
Vintervalle |=[0 ; +oo[. 

© acm 
Pour chaque question, une seule affirmation est exacte. ' 

Identifiez-la en justifiant votre réponse. f 

que: xEl et O0<y<f(x). Alors l’aire du domaine sous la 

: courbe © sur |: 

acdls |e: at +4 a) n’existe pas 

aire()= | f(x) dx Ie aire(D)' . , b)est 1 ua. c) dépasse 1 u.a. ; 

ee, Ol 1a b | 2. est la courbe représentative de la fonction fdéfinie | 

e Si l=[0; +00], sur |= [o : = par f(x) =sin (=) .On note & I’aire, en u.a., 

aire(S) = Jim, f° f(x) dx A aire (D) du domaine sous la courbe % sur |. Alors : 

(lorsque cette limite Vy a) A =2-V2 b) of = V2 -1 c) 4 <0,5. : 

existe). Olen Xx 

> Intervalles de R 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 
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| 

| 

| 
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| 

| 

| 

| 

| 

i 

| 1. Lacourbe € représente la y 
| 

I 

! 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

i 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| et J désignent deux intervalles de R. On considére les intervalles |= |1; +oo[ et J =[In(3) ; +oof. 

Remarque. RX = |-co ; +oo[ et O= Ja; al (@=R) | 4, intersection 1 J est égale a: 
sont des intervalles particuliers. a) |1;In(3)| b) o laces 

e Intersection. Pour tout nombre x: Demrctnion lO eciesalea: 

x EINIS (x El) et (x GJ). a) R Bw rleeal SILA | 

Lintersection de deux intervalles est 

un intervalle. © Vrai ou faux 
! 

e Réunion. Pour tout nombre x: | let J sont deux intervalles non vides tels que | est contenu 
ew (x G1) ou & S')): | strictement dans J. Alors : 

| ‘ : : 

Si let J sont non vides et disjoints (IN J=@), , adil existe un nombre x tel que: x Cl et x J. 
| 

| 

| 

! 

| 

alors leur réunion n’est pas un intervalle. b) pourtoutx:x ElS>xEJ. INJ=l. d)lUJ=as. | 

-TermS 
> 

is Corrigés sur www.transmathlycee.net/eleve 
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ACTIVITES 

CHOIX D’UN NOMBRE AU HASARD DANS (0 ; 1| 

Les expériences aléatoires étudiées jusqu'ici conduisaient a définir un univers fini U={e, ;e,;...; e,} muni 
n 

d'une loi de probabilité P qui attribuait a chaque issue e, sa probabilité P(e,) telle que P(e,) 2 O et ee P(e) =1. 
i=1 

Dans le cas d'un univers contenant une infinité d’issues, par exemple |’intervalle [0 ; 1], la méme démarche 

conduit a attribuer a chaque issue une probabilité nulle. Uobjectif de cette activité est de montrer comment 

on définit la probabilité d’un événement qui est un intervalle contenu dans Iunivers [0 ; 1]. 

> Vers une nouvelle approche 

On choisit au hasard un nombre dans [0 ; 1]. univers [0 ; 1] contient une infinité d’issues. 

On note X la variable aléatoire qui indique le nombre obtenu. Les issues étant équiprobables, on note p 

la probabilité P(X = x) ou OX x <1. On suppose p > 0. 
ps EYE as a} On consideére, pour tout entier naturel n non nul, l'événement A, = |2 Dd a 

a) Exprimez P(X € A,) en fonction de n et de p. Que devient cette probabilité lorsque n > = ? 

b) Quelle valeur est-il nécessaire d’attribuer a la probabilité p ? 

2 Simulation avec un tableur 
B3 - f  =NB.SI(A3:A10002;"<0,1")/10000 

ALEA() permet d’obtenir un nombre au saniey pea —— 

hasard dans [0;1[. On partage [0;1[ en Se REA, 
dix sous-intervalles disjoints:1,=[0;0,1[, |2 “mr 19.3 10,1;0,2f [0.2;0,3{ [0.3;0.4f [0,4;0,5[ 
b= [O102 ee. ag = 109311: 0,806154312125910 

a) Ouvrez une feuille de calcul puis complétez comme ci-dessus. 

La plage |A3:A10002/donne la simulation de 10 000 nombres au hasard (15 décimales) dans [0 ; 1[. 

La plage |B3:K3|indique la fréquence (4 décimales) de réalisation des événements « X & 1, >. 

} 
Saisissez en B3 : =NB.SI(A3:A10002;"<0,1")/10000 ; en B4 : =(NB.SI(A3:A10002;”>=0, 1”)-NB.SI( A3:A10002;">=0,2"))/10000 ; etc. 

b) Représentez I’histogramme des fréquences. 0,15 

Quelle est la répartition de ces fréquences ? 

c) Quelle probabilité est-i] naturel d’associer 4 0,10 

chaque événement « XE 1, »? 

d) Calculez alors: 0,05 

P(X <0,5), P(X <0,2), P(X = 0,8), P(0,3 < X < 0,8). 

e) On considére un intervalle |=[a ; B] contenu 0 
NEL OL Ae, ES US 

Sp ov O° ae ° Ro RN oF? wo 3. dans [0 ; 1]. Conjecturez la valeur de P(X 1). a LS . . . . : 

Be Des aires aux probabilités 

f est la fonction constante définie sur [0 ;1] par x —-1; 

‘aire sous sa courbe est 1 u.a. 

a) Soit |=[a ; B| un intervalle quelconque contenu dans [0 ; 1]. 
Quelle est l’aire (en u.a.) du domaine &), sous la courbe de f sur | ? 

b) Comparez la valeur obtenue avec celle de P(X El) conjecturée en 2 Cc). 

Conclusion. On admet que le choix au hasard d’un nombre dans [0 ;1] peut étre modélisé par la loi de 
probabilité qui a tout intervalle [a ; | contenu dans [0 ; 1] associe P(X © [a ; B]) = aire). 
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ACTIVITES 

VERS LA DENSITE DE PROBABILITE D’UNE LOI 

On choisit au hasard et de fagon indépendante deux nombres x et y dans [0 ; 1]. 

On note D la variable aléatoire qui indique la différence x - y des deux nombres. 

ci a) Quel est l’univers U associé a cette expérience aléatoire ? 

b) Quel est l'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire D ? 

2 Simulation avec un tableur 

On va simuler 10 000 fois cette expérience puis 

dresser la table des fréquences regroupées en 

classes d’amplitude 0,1. Pour tout entier k entre 

1 et 20, on pose: |, =[- 14+ 0,1(k -1);-14+0,1k[. 

a) Ouvrez une feuille de calcul puis complétez. 

¢ fe | =NB.SI(A3:A10002;"<-0,9")/10000 
a. ae eee 

Intervalles |, 

[-1;-0,9[ [-0,9 ; -0,8[ [-0,8 ; -0,7[ [-0,7 ; -0,6 

-0,236986814205261 

Valeur de D 

La plage A3:A10002/ donne la simulation de 10 000 valeurs prises par D (15 décimales) ; 

La plage B3:U3 indique la fréquence (4 décimales) de chaque événement « D&I, ». 

Aide 

Saisissez en B3 : =NB.SI(A3:A10002;”<-0,9")/10000 ; en B4 : =(NB.SI(A3:A10002;”>=-0,9")-NB.SI(A3:A10002;”>=-0,8"))/10000 ; etc. 

b) Affichez I’histogramme des fréquences. 

c) Sur I’histogramme ci-contre, l’unité de l’axe 

des ordonnées est choisie de fagon que l’aire 

de chaque rectangle indique la fréquence de 

l'événement « D El, » correspondant. 

Quelle est lasomme des aires des rectangles ? 

d)|Indiquez la fréquence (4 10° prés) de | 

chacun des événements:« D<0 »; ie 

«D20,5 »;«-0,2<D<0,2 »; ea a: 
«0,3<D<0,8» ;« -0,75 <D <0,25». 1 Los Loe Lola Lolo | o lol lo’ | ole lols | i 

ff 9.0048 

= Mise en place d’un modele 

Uhistogramme peut étre « ajusté » par la courbe d’une fonction f continue et positive définie sur [- 1; 1]. 

a) On admet que fest affine par morceaux. Conjecturez son expression. Calculez l’aire sous sa courbe. 

b)!=[a; B] (a < B) est un intervalle inclus dans [- 1; 1]. On admet que P(D €1) = ie f(x) dx. 

Calculez la probabilité de chacun des événements du > d). 

Les résultats sont-ils en accord avec les fréquences observées lors de la simulation ? 

Conclusion. On a mis en évidence une fonction f continue et positive sur [- 1; 1] dont l’aire sous la 
courbe est 1 u.a. Cette fonction, dite de densité, permet le calcul des probabilités suivant la loi de D. 

Pe eC neu hace .. Est-il plus facile ? 

On choisit au hasard et de facgon indépendante deux nombres x et y de l'intervalle [0 ; 1]. 

Mest la variable aléatoire qui indique le plus grand des deux nombres et | celle qui indique le plus petit. 

Quelle est la probabilité de chacun des événements « M<0,4 » et «1<0,4 »? 
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FED) Lois de probabilité a densité 

On appelle densité de probabilité sur | toute fonction f définie 

f désigne une densité de probabilité définie sur |. 

1.1} Introduction 

e Dans les situations étudiées jusqu’a présent, a une expérience aléatoire on associait un univers 

fini U muni d’une loi de probabilité P. Toute variable aléatoire X ne prenait alors qu'un nombre fini de 

ValGUlSeX Xen Xe 

e Cependant, certaines expériences aléatoires conduisent a utiliser des variables aléatoires qui pren- 

nent toutes les valeurs d’un intervalle | de R. 

© Exemple 

1. On tire sur une cible circulaire de 1 m de rayon, sans jamais la manquer. La variable aléatoire qui 

indique la distance, en métre, du point d'impact au centre prend toutes les valeurs de [0 ; 1]. 

2. Lors d’un appel téléphonique, la durée de communication est une variable aléatoire qui prend ses 

valeurs dans un intervalle de temps. 

e Dans ces conditions, il n‘est plus possible de définir la loi de X en dressant le tableau des probabili- 

tés de chacun des événements « X = x, » puisqu’il y en a une infinité. 
La notation « X © J » 

est abusive car X n’est 

pas un nombre. 

Elle prolonge 

la notation « X =a» 

déja utilisée. 

Une autre approche est alors nécessaire. On s‘intéresse aux événements 

du type « X prend ses valeurs dans un intervalle J » noté « XJ ». 
Il s‘agit alors de définir la probabilité P(X — J). 

1.2) Variable aléatoire suivant une loi a densité 

Dans ce paragraphe, | désigne un intervalle | (borné ou non) de R. 

sur | telle que: 

e fest continue et positive sur |; 

e l'aire sous la courbe €, est égale a1 u.a. 

Dire qu'une variable aléatoire X suit la loi de densité f signifie 
qu’a tout intervalle J inclus dans |, on associe la probabilité : 

P(X E J) = aire(,) 
ou &, est le domaine sous la courbe 6, sur |'intervalle J. 

© Remarque. Pour tous intervalles J et K inclus dans |: 

e P(X € J)=1-P(X © J). e P(X © JUK) =P(X © J) + P(X EK) - P(X GE JNK). 
En particulier, lorsque J et K sont disjoints : P(X — JUK) = P(X © J) + P(X EK). 

© Conséquence. D'apres la définition 2, si J=|a ; B| avec a <B, alors P(X < J) = ee f(x) dx. 
Si a = B, J est réduit a la seule valeur @ et P(X = a) = de i(xax= Ox ‘ 
Ainsi, la probabilité que X prenne une valeur isolée est nulle ; « X&J»se note 

dou P(X <a) =P(X <Q). 
aussi« OLX <P », 
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eo Loi uniforme 

2.1) Modéle : tirage d’un nombre au hasard dans [a ; b| 

Sil’on choisit au hasard un nombre dans l'intervalle |=|a;b],a<6,on I J 

congoit que la probabilité que ce nombre soit dans le sous-intervalleJ = g x b 

est le quotient de la longueur de J par celle de I. 

On admet que ce modeéle correspond a une densité de probabilité constante sur |. Or, l’aire sous la 

courbe devant étre égale a 1, la valeur de cette constante est b .D’ou la définition : 

Définition E} Une variable aléatoire X suit une loi uniforme sur I’intervalle 

[a; 6| (a<b) lorsque sa densité de probabilité f est la fonction 

constante sur |, de valeur be 

© Conséquence 
Pour tout intervalle J=[a;B]aveca<a<B<6, 

po 4 1 B B-a 
Bixces)) — = ——_ = 6 /NIMS = ( ) eras ma dx we Ainsi 

ek eC eur de J. 

PX EJ) = yngueur del ~ 
a i 8 

>) Remarque. SiJ et Ksont deuxintervalles de mémelongueurinclus dans|,alors P(X € J) =P(X EK). 

D’ou le nom de loi uniforme. 

© Exemple. On choisit un nombre au hasard dans I'intervalle [0 ; 10]. 

Par définition, la variable aléatoire X qui indique le nombre choisi suit la loi uniforme sur [0 ; 10]. 

Ainsi: P(X =1)=0: PX >7)=8-4 - 9,3; Ple<X<m)= 2 -0042. 

2.2) Espérance mathematique 

Vlespérance mathématique d’une variable aléatoire X dont la densité de probabilité f est définie sur 

un intervalle fermé [a ; b| est : 
af ee ees 

E(X)= J, xf(x)dx [1]. 

tb) Remarque. Dans le cas d’une variable aléatoire X qui ne prend qu'un nombre fini de valeurs x,, 
k 

X>, +++, X, avec les probabilités p,, pz,..., Py, on sait que E(X) = oe <p; wie): 
i=1 

Dans [1], on retrouve la somme (intégrale) des produits x x f(x)dx ou f(x) dx représente l’aire d’un 

rectangle de dimensions f(x) et dx, que l’on peut interpréter comme la probabilité que X prenne des 

valeurs trés proches de x. Ainsi, la formule [1] apparait comme un prolongement de la formule [*]. 

X est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur l'intervalle [a ; b| (a <b). E(X) correspond ala 

Alors, son espérance mathématique est E(X) = a+b moyenne de tous les 
nombres entre a et b. 

. ; 6 1 VW lexe 1 b?-a* _ (b-a)(b+a)_ b+a 
_ Dé ration.E(X)= } x> dx = —|= ee é 
i Se ee I 0a b-al2la b-a 2 2(b -a) 2 
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Lois exponentielles 

3.1} Modele : loi de durée de vie sans vieillissement 

Prenons un exemple : notons X la variable aléatoire qui donne la durée de vie, en année, d’un compo- 

sant électronique. A priori, X prend ses valeurs dans l’intervalle [0 ; +oo|. 

Pour tout t de [0 ; +co[, « X >t » est l'@événement « La durée de vie dépasse t années ». 

On dit que la durée de vie de ce composant est sans vieillissement lorsque la probabilité qu'il fonc- 

tionne encore h années supplémentaires sachant qu'il fonctionne a l‘instant t ne dépend pas de t. 

Cela se traduit par : la probabilité conditionnelle Py..(X 2 t + h) ne dépend pas de t. 

Cette probabilité est donc égale, en particulier, a Py.o(X 2 h), probabilité obtenue pour t = 0. 

P(X > het X > 0) : >h)= Or:  Pyag(X = A) ea 

« X 20 » est l’événement certain donc P(X = 0) =1 

par définition, 

et« X Zh et X 20 » est aussi l’€vénement « X 2A ». 

Done, Pyso(X 2 h) =P(X 2 h). 

Ainsi, pour tous nombres t >0 eth 20, Py. (X 2t+h)=P(X Zh). 

Nous dirons par définition : 

PEE 4) Une variable aléatoire a valeurs positives X suit une loi sans vieillissement (ou sans mémoire) 
lorsque pour tous nombres positifs t et h, 

© Exemple. Sila durée de vie X d’un composant électronique est sans vieillissement, la probabilité 
que sa durée de vie dépasse dix ans sachant qu'il a déja fonctionné sept ans est P(X 2 10), soit, 
avec t=7 et h=3, Py(X 27 + 3) =P(X > 3). 

Autrement dit, le composant fonctionne « sans mémoire » des sept années passées. 

3.2] Loi exponentielle de paramétre A > 0 

On peut alors se demander si les phénoménes sans vieillissement correspondent a un type de loi 

particulier. La réponse est apportée dans ce qui suit. 

Définition E Xd désigne un nombre strictement positif. 

Une variable aléatoire X suit une loi exponentielle de paramétre A lorsque sa densité de probabi- 
lité est la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par: 

f= Ae™ 

© Remarque. On peut vérifier que f est bien une densité de probabilité sur [0 ; +oo|. En effet : 
~ la fonction f est continue et positive sur [0 ; +oo| 

— et pour tout nombre positif a, 

] - F - - . 

i) Ae dx = l-e led =-e44414 donc im I" toodx =1,ce qui 

signifie que l’aire sous la courbe de f sur [0 ; +oo[ est égale a 1. 
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© Conséquences. Pour tous nombres a et b tels que 0<a<b: y 

e PIX<a)= |" Ae dx =[-e] soit P(X <a)=1-e"7; h P(X sa) 

e « X >a »est l’événement contraire de « X <a », 7 >a) 

donc P(X > a) = e4 : Se ~b 
e P(a<X<b)= | Ae dx, d’ou P(a<X<b)=e™7-e, O| v x 

a 

Théoréme ‘ ria See ‘ : F 
2 X est une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de paramétre A > 0. 

Alors, la loi de X est sans vieillissement (ou sans mémoire). 

Démonstration. Prouvons que pour tous nombres positifs t et h, Py.,(X = t + h) = P(X 2h). 

2 > Par définition, P,.,(X>t+h)=1X2tthetX> o 
P(X 2 t) 

eee rade eae P(X 2t +h) 
Léevéenement « X2t+h et X2t »signifie« X>t+h »;d’ou Pya(X AOU cerca ar 

-A(t+h) a 
Or, PIX> t+ h)=e™") et PKS t) =e™ ; done P(X >t +h) = =—— =e MMM <M = 

Comme e” = P(X = h), on obtient Py(X 2 t +h) =P(X 2 h) : la loi de X est sans vieillissement. 

oO Remarque. On admet que réciproquement, les variables aléatoires a densité sans vieillissement 

suivent une loi exponentielle. 

Ainsi, les variables aléatoires qui suivent une loi exponentielle sont les seules variables aléatoires a 

densité sans vieillissement. 

3.3] Espérance mathématique 

X est une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle. Sa densité f est définie sur [0 ; +00|. 

On définit alors l’espérance mathématique de X par la limite suivante (lorsqu’elle existe) : 

E00 = im, [f° xfoodx 

La 3| X est une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de paramétre A > 0. 

Cl 
=> Exercice 57 

« Le jour 
du Bac » 

| ed peg 

Alors, son espérance mathématique est E(X) = —. 
ees 

[=] Démonstration exigible. Pour tout nombre a = 0, calculons l’intégrale I(a ae Axe dx, 

La fonction g définie sur [0 ; +co[ par g(x) = Axe est le produit des nee dérivables x -— x 

et x — Ae™ sur [0 ; too[. Donc g est dérivable sur [0 ; too]. 

| Pour tout nombre x > 0, g(x) = Ae - A?xe™ = Ae™ — Ag(x), dou g(x) = | (te — g’(x)). 

: rela c _ {¢ el a -Ax _ Rei es xo qa _ Onen déduit que l(a) si g(x) dx = a (Ae g (x)) dx = a e g(x) | 

= soit I(a) = alle e™4 _ g(a)) -(-1- 9(0))]= alt ee dew 1) 

e II s‘agit alors de calculer la limite de I(a) lorsque a tend vers +oo. 

Posons Y = - Aa. Ainsi, I(a) = mh e’ + Ye’ +1) etcomme A>0, lim Y =-0o, 

Or, Jim e’=Oet yim Ye" =0 (voir chapitre 3) ; dou Jim (SORE See: 

eS AA ee or eS fig hin 
Finalement, wim I(a) = x donc E(X) = ne 
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a. a P Application § [ox 

Fosecrir 1 Utiliser une loi uniforme 

X est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur l'intervalle |=[a; 6] (a< 6). 

e Sa densité de probabilité est la fonction constante x —— 
1 

=a 
e Pour tout intervalle J contenu dans |, 

cifef@s i) 1) A)) Calculer des probabilités selon la loi uniforme 

A partir de 7 h 00, les bus passent toutes les quinze minutes a un arrét A. 

Un usager se présente en A entre 7 h 00 et 7 h 30. On fait I'hypothése que la durée X (en min) entre 

7 h 00 et l'heure de son arrivée en A est une variable aléatoire uniformément répartie sur l’intervalle 

[0 ; 30]. Quelle est la probabilité que cet usager attende le prochain bus : 

a) moins de 5 minutes ? b) plus de 10 minutes ? 

© Méthode © Solution 

a) On traduit l’événement en utilisant la variable a) On note E: « Attente de moins de 5 min ». 

aléatoire X. E signifie que l’usager arrive entre 7 h 10 et 

7h 15, ou entre 7 h 25 et 7 h 30, donc: 

B= «10 GX <1 kk 25 X30: 

e Si A et B sont deux événements m> E est la réunion de deux événements 

incompatibles, alors P(A UB) = P(A) + P(B). incompatibles, donc: 

e On utilise la formule : P(E) = P(10 < X < 15) + P(25 < X < 30). 

BO eee m—> Or P(1I0<X<15)= > = et 
longueur de | ; 30 6 1 , 1 

P(25<X <30)=—;d P(E) =—+—=—. Meats eS 
b) On reprend la méthode du a). p—p b) On noteF :« Attente de plus de 10 minutes ». 

F signifie que l’usager arrive entre 7 h 00 et 

7h 05, ou entre 7h 15 et 7h 20. 

D’ou P(F)=P(0<X<5)+P(15<X< 20). 

e SiJ et K sont deux intervalles de méme => Comme ena), P(F) = = + ae 
longueur, alors P(X © J) =P(X EK). PE = 

© Mise en pratique 

ee X est une variable aléatoire qui suit la loi uni- | 3 | Anne et Boris se donnent rendez-vous dans 
forme sur l’intervalle [0 ; 10]. Calculez : un café entre 12 h 00 et 13 h 00. 
a) P(X<3). b) P(X>6). ce) P(3<X <8). | Annearrivea 12h 20. 

On suppose que la durée (en min) entre midi et 
I'heure d’arrivée de Boris est une variable aléatoire 
uniformément répartie sur l'intervalle [0 ; 60]. 

ee Une usine fabrique des tubes de diamétre 

200 mm. Le diamétre des piéces produites est une 

variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur 

[198 ; 202]. On choisit un tube au hasard. iy i558 
Apres contréle, on le rejette si son diamétre D véri- a) Boris arrive avant Anne. 
fie D<198,1 ou D> 201,9. b) Anne attende Boris plus de vingt minutes. 
Quelle est la probabilité que le tube soit rejeté ? c) Anne attende Boris moins de cing minutes. 

Calculez la probabilité que : 
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Fomsectir 2, Utiliser une loi exponentielle 

X est une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de paramétre A > 0. 

e Sa densité de probabilité est définie sur [0 ; too[ par: x — Ae™. y. 

e Pour tout nombre positif t, PO 

(i tetes/s0/11 By) Calculer des probabilités selon une loi exponentielle 

La durée de vie, exprimée en année, d’un composant électronique est une variable aléatoire notée T 

qui suit une loi exponentielle de paramétre A > 0. Une étude statistique a permis d’estimer que pour 

ce type de composant, la durée de vie ne dépasse pas 5 ans avec une probabilité de 0,675. 

1. Calculez la valeur de A arrondie a trois décimales. 

2. Quelle est la probabilité, arrondie a trois décimales, qu'un composant de ce type dure : 

a) moins de 8 ans ? b) plus de 10 ans ? 

c) au moins 8 ans sachant qu'il fonctionne encore au bout de 3 ans ? 

© Méthode 

1. On traduit la condition de l’énoncé par 

une équation d’inconnue A. 

e | est une variable aléatoire qui suit la loi 

exponentielle de paramétre A > 0, 

donc sa densité de probabilité est définie 

sur [0;+00[ par x — Ae™. 

e On utilise la fonction In, fonction réciproque 

de la fonction exp. 

2. a) On exprime |’événement indiqué a l'aide 

de T, puis on calcule sa probabilité. 

T est une variable aléatoire a densité, donc: 

PUG) — P(e ty 

© Solution 

1. D’aprés l’énoncé, P(T <5) =0,675. 

5 

p> P(T<5)= ih Ne dx =[-e 9 =- e541, 

On résout I’€quation 1- e > = 0,675 : 

1-e°4 =0,675 Se =0,325 

© - 5 =In (0,325) 
_ In (0,325) 

N= : : 

Ainsi, A + 0,225. 

2. a) Uévénement considéré s‘écrit « T <8 ». 

P(IT<8)= ie he dx =[-e§ =- 8% 41, 

ep d’ot P(T < 8) = 0,834. 

b) On utilise l'@vénement contraire, dont on sait pe» b) On considére l’événement « T > 10 ». 

calculer la probabilité. 

c) On utilise le fait qu'une loi exponentielle est 

sans vieillissement. 

e On applique la formule 

Pe5.(T 2t+h)=P(T 2h) avec t=3 et h=5. 

P(T > 10) =1-P(T <10) et 

PT<10)= "Ae dx =[- eh] =e 144, 

Pi 101 (ee yee oe 

Donc P(T > 10) ~ 0,106. 

c) Il s‘agit de calculer P,.,(T 2 8). 

Or, T suit une loi exponentielle, donc la loi de T 

est sans vieillissement. 

e—> Ainsi, P,.,(T 2 8) =P,,,(T 23 +5)=P(T 25). 

Or, d’aprés l’enoncé, P(T <5) = 0,675 ; 

donc P(T 2 5) =1-P(T <5) =0,325. 

On conclut: P,,,(T 2 8) = 0,325. 
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© Mise en pratique 

| 4 | Vrai ou faux 

La durée de vie, exprimée en année, d'un appareil 

est modélisée par une variable aléatoire X qui suit 

la loi exponentielle de paramétre A = 0,07. 

1. La probabilité (4 10°? prés) que l'appareil ait 

une durée de vie supérieure a 10 ans est égale a 

0,50. 

2. Sachant que l’appareil a fonctionné 10 ans, la 

probabilité (€ 10° prés) qu'il fonctionne encore 

5 ans est égale a 0,75. 

5 | X désigne une variable aléatoire qui suit une 

loi exponentielle de paramétre A > 0. 

La courbe tracée ci-dessous représente la fonction 

densité f associée. 

1. a) Quelle est la valeur de A ? 

b) Déduisez-en l’expression de f(x). 

2. a) Quelle est la valeur exacte (en u.a.) de l’aire 

sous la courbe de f sur [0;1] ? 

A quelle probabilité correspond cette aire ? 

b) Calculez la valeur exacte de P(X > 2). 

Interprétez graphiquement cette probabilité. 

c) Déduisez des calculs précédents la probabilité 

P(1<X <2) a 10°? prés. 

3. a) Quelle est l'espérance mathématique de X ? 
ra . . t = 

b) Déduisez-en sans calcul lim v Axe dx, 
++00 

| 6 | La durée de vie T, exprimée en jour, 

d'un composant est une variable aléatoire qui suit 

la loi exponentielle de paramétre A = 0,005. 

Une année sera assimilée a 365 jours. 

1. Calculez 4 10° prés la probabilité de chacun 
des événements suivants : 

a) la durée de vie dépasse 300 jours ; 

b) la durée de vie est d’au plus une année; 

c) la durée de vie est comprise entre 1 et 2 ans, 

2. La demi-vie de la loi deT est la durée notée t 

telle que P(T <t,,.)=P(T >t,,.). 

a) Justifiez que t,,. vérifie P(T <t,.)=0,5. 

1/2 

b) Calculez a un jour prés la valeur de by3: 
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On modeélise le temps d’attente, en minute, 

entre deux clients a un guichet par une variable 

aléatoire X qui suit une loi exponentielle de para- 

métre A > 0. 

Une étude statistique a permis icon que le 

temps moyen d’attente est de 5 minutes. 

Les résultats seront donnés en valeurs exactes. 

1. Quelle est la probabilité d’attendre plus de 

10 minutes ? Plus de 5 minutes? | 

2. Quelle est la probabilité d’attendre encore au 

moins 5 minutes sachant qu’on a déja attendu 

10 minutes ? 

Citez la propriété utilisée. 

| 8 | La durée d’attente X, exprimée en seconde, a 

un distributeur automatique est une variable aléa- 

toire qui suit une loi exponentielle de paramétre 

X.>0. La probabilité que l’attente dépasse une 

minute est 0,942. 

Les résultats seront donnés a 10° prés. 

1. Calculez une valeur approchée de A. 

2. Calculez la probabilité que l’attente dure entre 

4 et 5 minutes. 

| 9 | Le temps de réponse T, exprimé en seconde, 

a un terminal commandé par un ordinateur est 

une variable aléatoire qui suit une loi exponen- 

tielle de paramétre A, telle que P(T > 3) = 0,452. 

1. Le temps de réponse dépasse 2 secondes. 

Quelle est la probabilité qu'il dépasse 5 secondes ? 

2. Calculez la probabilité, 4 10° prés, que ce 
temps de réponse ne dépasse pas 5 secondes. 

10 | Un systeme électronique est constitué de 

trois composants montés en série. 

Les durées de vie, exprimées en heure, de ces 
composants sont indépendantes et suivent la loi 

exponentielle de parameétre A = 107. 

On note p la probabilité qu'un composant de ce 

type fonctionne au moins 1 000 heures. 

1. Prouvez que p=e"” 

2. On note S l’événement « Le systéme fonctionne 
au moins 1000 heures », 

a) Exprimez P(S) en fonction du nombre p. 

b) Déduisez-en une valeur approchée, a 107% 
pres, de la probabilité de S. 



GER Questions sur le cours 

Complétez les propositions suivantes. 

1. X désigne une variable aléatoire qui admet une 

densité de probabilité f sur un intervalle |. 

a) Si a et B sont deux nombres de | tels que 

a<B,alors P(X <[a; B]) =... 

b) Pour tout nombre @ de |, P(X <a)... P(X <q). 

2. X suit la loi uniforme sur |=[a;b|(a <6). 

a) Sa densité fest telle que: Vx El, f(x)=...; 

b) Pour tout intervalle J, JCI, P(X GJ) =.... 

3. X suit une loi exponentielle de paramétre A > 0 

sur l'intervalle |=[0 ; +oo[. 

a) Sa densité fest telle que: Vx El, f(x) =...; 

Exercices 
interactifs 

G3 Vrai ou faux 

Vrai ou faux ? Justifiez votre réponse. 

X désigne une variable aléatoire. 

1. La fonction densité f de X est définie par : 

f(x)=1+ x si x €[-1; 0] 

et f(x)=1- x si x €[0;1]. 

a) P(X <0,5)=0,75. 

b) Pour tout x de [0 ;1], P(X <— x) =P(X= x). 

2. X suit la loi uniforme sur l’intervalle [0 ; 1]. 

a) Pour tout x de [0;1], P(X<x)=x. 

b) Pour tout x de [0 ;1], P(X < x) =P(X 21- x). 

3. X suit une loi exponentielle de paramétre A > 0. 

a) Si P(X = 2) = 0,25, alors A =In(2). 

b) Lespérance mathématique de X est E(X) =.... b) Si E(X) = 10°, alors P(X <2 500) <0,9. 

13 | QCM Une seule réponse exacte 

Pour chaque affirmation, une seule réponse est exacte. Identifiez-la en justifiant votre réponse. 

1. La fonction densité f d’une WV 

variable aléatoire M est repré- 

sentée ci-contre sur [0 ; 1]. y=f (x) 

est rouge pendant 2,5 min puis vert pendant 1,5 min. 

A midi, le feu passe au rouge. Un bateau se présente 

entre 12 h 00 et 12 h O08. La variable aléatoire T qui 

donne le temps écoulé (en min), de midi a |’heure 

d’arrivée du bateau devant le feu suit la loi uniforme 

sur [0 ; 8]. Alors, la probabilité que le bateau : 

a) P(M<0,5) =0,875. 

1 3 b p(T <M<)=075, 
BEN 4 

c) E(M) = + a) passe sans s’arréter est 0,25. 

d) Pour tout m de [0;1], P?)(M<m)=2m? —m. b) attende plus de 45 s est 0,4375. 

2. A l’entrée d’un port, un feu destiné aux plaisanciers c) passe ou n’attende pas plus de 30s est 0,75. 

Pour chaque affirmation, plusieurs réponses peuvent étre exactes. Identifiez-les en justifiant vos réponses. 

1.La fonction densité f 

d'une variable aléatoire X 

est représentée ci-contre 

sur l’intervalle [0 ; 2]. 

2. La courbe représente la 

densité f d’une variable 

aléatoire X qui suit une 

loi exponentielle de para- 

métre A..La tangenteT en 

A coupe l’axe des abs- 

cisses en B(50; 0). 

a) Vabscisse de B est égale a E(X). b) N=2x 10%. 
¢) Si x) =In(2) x E(X), alors P(X S x) =0,5. 

a) P(0.5<X S1,5)=0,5. 

b) Pour tout x de [0;1], P(X < x) =P(X 22- x). 

c) Lespérance mathématique de X vaut 1. 

-TermS 
7 ae 
S Corrigés sur www.transmathlycee.net/eleve 
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Apprendre 

15 | Attente a un feu tricolore 

Un feu tricolore reste cinquante-cing secondes au vert, 

cinq secondes a l’orange puis soixante secondes au 

rouge. Un piéton ne peut traverser que lorsque le feu est 

rouge. A 8 h 00, le feu passe au rouge. On s‘intéresse aux 

piétons qui se présentent entre 8 h 00 et 8h 05. 

T est la variable aléatoire qui donne, en seconde, le 

temps écoulé de 8 h 00 jusqu’a Il’heure d’arrivée devant le 

feu d’un piéton désirant traverser. 

On suppose que T suit la loi uniforme sur [0 ; 300]. 

Calculer la probabilité qu’un piéton attende 

moins de dix secondes, plus de vingt secondes. 

1. Lénoncé décrit le protocole de l’expérience (traversée 

du piéton au feu rouge) et indique le choix de la seconde 

comme unité de temps. La variable aléatoire T suit une 

loi uniforme, donc on sait calculer la probabilité de tout 

événement du type « T& J », ot J est un sous-intervalle 

de [0 ; 300], par un quotient de longueurs. 

D’ou l'idée de représenter la situation sur un axe muni 

d'une échelle des temps de 0 a 300. 

Réalisez ce schéma en distinguant les couleurs des feux 

successifs. 

2. Pour calculer les probabilités demandées, il s’agit de 

définir les événements a l'aide de sous-intervalles de 

[0 ; 300]. Pour cela, on utilise le schéma précédent. 

a) Pour une attente de moins de 10 secondes, dans quels 

intervalles de temps doit se situer T? Déduisez-en la 

probabilité que l’attente ne dépasse pas 10 secondes. 

b) De méme, calculez la probabilité que l’attente dure 

plus de vingt secondes. 

16 | Distribution uniforme dans un carré unité 

Dans un repére orthonormé, on choisit au hasard un point 

M(X;Y) du carré unité @. On modélise ce choix par le 
couple (X; Y), ou les coordonnées X et Y sont indépen- | 
dantes et suivent la loi uniforme sur [0 ; 1].Un événement 
A est alors représenté par une partie & du carré unité et 

on admet que la loi de probabilité est définie par : 

_ aire (A) 
~ aire(@) 

On note S la variable aléatoire qui au point M associe la 

somme de ses coordonnées. 

=aire({). 

MOSES Calculer P(S < s) pourtout nombres de [0 ; 2]. 

1.X et Y prennent leurs valeurs dans [0;1], donc 
S=X-+Y prend ses valeurs dans [0 ; 2]. 

Chapitre 13 © Lois de probabilité a densité 

achercher 

Il s‘agit de représenter l’événement « S <s » dans le carré 

unité %. Il suffit d’exprimer cet événement a l’aide d'une 

inégalité sur les coordonnées X et Y. 

a) Vérifiez que: « S<s » équivaut « Y<—X +5 ». 

b) Reproduisez les deux figures et hachurez dans chaque 

cas la partie du carré qui représente « S<s ». 

Cas: 0<s5<1 Cas: 1<s<2 

Y=-X+sh Y 

2. Pour la loi indiquée, la probabilité de l’événement 

« S<s » correspond a l’aire de cette partie hachurée. 

Dans chacun des cas, exprimez en fonction de s l’aire de 

la partie hachurée. Concluez. 

Durée de vie d’un systeéme 

Pour transmettre un signal électronique, on réalise deux 

la méme loi exponentielle 

de paramétre A = 0,002. 

Comparer les probabilités que la durée de vie 

de chacun des systémes dépasse 5 ans. 

La durée de vie d’un systeme dépend de celle de chacun 
de ses composants. On note X la durée de vie (en mois) 
du systéme 1, Y celle du systéme 2 et T celle d'un compo- 

sant quelconque dont la loi est connue. 

Il s'agit de comparer P(X > 60) et P(Y > 60). 

montages utilisant des Montage 1 

SATEEN epuques: cA B | Ve —- 

Les durées de vie (en mois) 
Montage 2 

des composants sont Al 

indépendantes et suivent nad — 

A 

e Leévéenement « X > 60 » est réalisé lorsque A, B et C ont 
chacun une durée de vie qui dépasse 60 mois. 

e Levénement « Y > 60 » est réalisé lorsque le bloc AA’, 
le composant B et le composant C ont chacun une durée 
de vie qui dépasse 60 mois. 

a) Justifiez que P(X > 60) = e 18. 

b) A quelle condition, ’@vénement E, « La durée de vie du 
bloc AA’ dépasse 60 mois », est-il réalisé ? 

Déduisez-en que : P(E) = 2P(T > 60) —[P(T > 60). 
¢) Prouvez que P(Y > 60) = 26p oe eg 

d) Concluez. 



Narration de recherche 

— > Lobjectif n’est pas seulement de résoudre le probleme posé : vous 

devez aussi noter les différentes idées méme lorsqu’elles n’ont pas 

permis de trouver la réponse. Expliquez pourquoi vous avez changé 

de méthode et ce qui vous a fait avancer. 

18 | Une aire au hasard Comment choisir le nombre 0 de l'intervalle [0 ; 1] pour 

On choisit un nombre t au hasard dans [- 1; 1]. que P(S <@)=0,5 ? 

Ce choix se fait suivant la loi uniforme sur [—1; 1]. i ’ : 

M est le point d’abscisse t de la courbe d’équation : 19) Dna curée te vic opupiate 
ele Un fabricant propose dans un sachet deux types de com- 

yee posants électroniques : 

On note S la variable aléatoire qui donne l’aire du triangle | - deux tiers de composants de type C, dont la durée de 

ABM. vie (en année) suit une loi exponentielle de paramétre A ; 

—un tiers de composants de type C, dont la durée de vie 

(en année) suit une loi exponentielle de paramétre 2A. 

Une étude statistique a montré qu'un composant pris au 

4 a) 

hasard dans le sachet a une durée de vie supérieure a TT : 

3 ans avec une probabilité de 0,99. = = 

Quelle est, a 10~* prés, la valeur du paramétre A ? L ) : ) 

Euxaussi,ilsont Cc 

cherché avant de trouver - - «4 
a. = 

Voici quelques mathématiciens importants qui ont travaillé dans le domaine de la Statistique et des UW 

Probabilités. Lu i n 
Thomas Bayes Carl Friedrich Gauss Karl Pearson CE +e 
> chap. 12 > chap. 14 > chap. 15 oe 

on 19 | LU a 

HR oO 
V) 
TT 

a a 

Ess 
Abraham de Moivre Pierre Simon Laplace r 

> Chap. 14 > Chap. 14 a —= 

AC 
Mathématicien et historien des sciences, Joseph Bertrand, 

diplamé de |’Ecole Polytechnique et de I’Ecole des Mines, 

marqua son époque par sa précocité et la diversité des 

domaines dans lesquels il exerca ses talents. 

Du calcul différentiel et intégral a l’arithmétique, des 

probabilités aux sciences économiques, de |'électricité 

a la thermodynamique, il aborda la plupart des sujets 

scientifiques de son époque. 

Dans son ouvrage Calcul des probabilités, publié en 1889, Bertrand présente 

notamment le probléme connu sous le nom de « paradoxe de Bertrand » 

voir l’exercice 67). 

Web? www.bibmath.net/bios/index.php 
een reneerenenrenesnrssseereeseensmmnrenel 
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Travaux dirigés 

Utiliser un tableur 
f 

©2) La probable rencontre 

TICE Mathématiques 

= Simuler suivant la loi uniforme. = Utiliser une loi uniforme. 

= Dénombrer des cellules sous condition. = Résoudre des inéquations du 2" degré. 

1. Situation 

Léa et Clément se sont donné rendez-vous dans un café entre 18 h 00 et 19 h 00. Aucun des deux n’atten- 

dra plus d’un quart d’heure et jamais au-dela de 19 h 00. 

Les instants d’arrivée de chacun d’eux sont indépendants et assimilés a des variables aléatoires qui sui- 

vent la loi uniforme sur [0 ; 1] (instant 0 correspond a 18 h 00 et I’instant 1 4 19 h 00). 

On note X I’instant d’arrivée de Léa, Y celui de Clement et R l'événement « La rencontre a lieu dans |’inter- 

valle de temps [0; 1] ». 

a) Exprimez la durée d’attente selon que Léa ou Clément arrive en premier au rendez-vous. 

Déduisez-en que la durée d’attente est définie par | X — Y|. 

b) Justifiez que l’événement R signifie « |X — Y| < ; », 

2. Simulation a l’aide d’un tableur 

a) Ouvrez une feuille de calcul et complétez-la comme indiqué en simulant la situation sur un échantillon 

* Colonne C: utilisez la fonction 

Abs() du tableur. 

* Colonne D: utilisez ‘instruction 

NB.SI(plage;critére)/10 000. 
bb) Faites afficher la fréquence de réalisation de R en D2. 

c) Simulez plusieurs fois cette expérience ((F9) avec Excel ;(Ctrl} (2 J(F9) avec Calc). 
D’apres la loi des grands nombres, la fréquence obtenue donne une approximation de la probabilité 
cherchée. Peut-on estimer que cette probabilité dépasse 0,5 ? 

iA 

ACTIVITES DE RECHERCHE 
3.Démonstration 

Si X prend la valeur x et Y la valeur y, on modélise la situation par le point M(x ; y) du carré unité d’un 
repere orthonormé. L’événement R est alors représenté par une partie RM du carré unité et on admet que 

athe oe aire(Y 
sa probabilité est définie par P(R) = ——-— ire(R) =aire(QR). 

aire(carré) 

a) Justifiez que: « \X = Y]<z » équivaut a « X -T<yY SX +t ». 

b) Coloriez la partie 2X du carré unité qui représente l’eévénement R. Déduisez-en la valeur de P(R). 

4. Durée d’attente pour une probabilité de rencontre donnée 

On se place dans la situation ou l’attente tolérée par Léa et Clément ne dépasse pas une durée t (0 <t <1). 
On note R, l’événement : « La rencontre a lieu dans |'intervalle de temps [0 ;1] ». 
Ainsi, R, signifie « |X —Y|<t ». 

a) Représentez, comme en 3., la zone associée a l’événement Ree 

b) Exprimez la probabilité de R, en fonction de t. 

c) Quelle est, a une minute prés, la durée d’attente tolérée par Léa et Clément pour que P(R,) = 0,8 ? 
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Analyser deux situations 
Comparer des systemes 

Ge Oa Pe tear a 

| 
_ EX) Montage en série ou en paralléle ? 

Un signal se transmet par l'intermédiaire de deux composants électroniques 

notés C, et C,. On se place dans le cas ou la durée de vie, exprimée en jour, 
GC 

de chacun des composants suit une loi exponentielle de paramétre A et ot eee 

ces durées de vie sont indépendantes |’une de |autre. 

T, designe la durée de vie de C, et T, celle de C,,. o 

On admet que dire que les durées de vie T, et T, sont indépendantes signifie 

que pour tout nombre t > 0, P(T, St et T, <t)=P(T, St) x P(T, St). 

Montage en paralléle 

Montage en série 

Te eo 

WD 3]S4 ila) Comparer les lois de durée de vie des systemes lors d'un montage en paralléle et lors d’un 

montage en série. 

EY Durée de vie du systeme 

1. Montage en paralléle «=a 

On note X la variable aléatoire qui indique la durée (en jour) de transmission du signal. 2 he oe 

La transmission s’arréte a l'instant t lorsque C, et C, ne fonctionnent plus a cet instant. 

a) Prouvez que pour tout nombre t 2 0, P(X St) =P(T, St) x P(T, St). 

b) Déduisez-en que: P(X <t)=(1-e™)? [1]. 
CHE 

Oe ee 

al ee oe ee aed 

t 

c) On rappelle que si f est la densité associée a X, alors pour tout nombre t 20, P(X <t)= ih f(u)du. 

e Quelle est la dérivée de la fonction définie sur [0 ; +oo[ par t — [flu du ? 
De ae 

e Déduisez-en l’expression de la densité f. py & | 
5 a ks 

2. Montage en série jo ae 

On note Y la variable aléatoire qui indique la durée (en jour) de transmission du signal. tos : 

La transmission s‘arréte a l'instant t lorsque C, ou C, ne fonctionne plus a cet instant. a) : 1 

a) Prouvez que pour tout nombre t 20, P(Y <t) =P(T, St) + P(T, St) —P(T, St) x P(T, <0). VW) — 

b) Déduisez-en que: P(Y <t)=1-e ™ [2]. ‘Lhd i 

c) De la méme facgon quen 1. ¢), déterminez l’expression de la densité g associée a Y. st # 

[5] Comparaison des deux systeémes = a 

1. Durée de transmission WJ ; J 

Pour tout nombre t positif, on pose d(t)=P(Y <t)—P(X Sb). P= ‘ 

a) Etudiez le signe de d(t) sur l'intervalle [0 ; +00[. 

b) Interprétez le résultat obtenu. 

2. Espérance mathématique 

On rappelle que si g est la densité associée a la variable aléatoire Y, alors E(Y) = aim ss tg(t)dt. 

1 
a) Vérifiez que pour tout nombre a 20, i tg(t)dt = (- a- ne 

—2Ka ] z 4 
e + ——.Déduisez-en E(Y). 
) 2Xr 

Une primitive sur [0 ; +oo| de t — 2Ate ™ est du type t — (at + B)ene ae 

b) Vérifiez que pour tout nombre a 2 0, db tf(t)dt = ase Meo dt ips tg(t) dt. Déduisez-en E(X). 

c) Comparez les durées moyennes de transmission du signal suivant les deux systemes. 

Chapitre 13 © Lois de probabilité a densité 391 



CHE 
# 

i ERC 
- 

Pe 
a 

ie 

ee 

a 

ae 

‘a 

wh is 

& 

+ 

ACTIVI 

ti 

DE RECH 
eS 

* 

TES 

392 

! 

Chapitre 13 

pa AT As a ES, id \ * 

Pann hey at eee eg ag, wae ee 

MQ Des Mathematiques 

&P) Désintégration radioactive 

\ Vaspect probabiliste de la désintégration radioactive 

En physique, on considére que la durée de vie T d’un noyau radioactif suit une loi de durée de vie sans 

vieillissement, autrement dit, une loi exponentielle de paramétre A. 

Xd est la constante radioactive, caractéristique de |’élément étudié. 

1. Loi de désintégration radioactive 

On considére l’expérience qui consiste a examiner un noyau de cet élément a un instant t. 

a) Que signifie l'événement « T 2 t » ? Justifiez que P(T 2 t)= eae 

b) On suppose qu’a l’instant initial (t = 0), le corps radioactif contient N, noyaux actifs. 

On note Z, la variable aléatoire indiquant le nombre de noyaux non désintégrés a |‘instant t. 

Les noyaux se désintégrent indépendamment les uns des autres et du milieu environnant, et la probabi- 

lité qu'un noyau ne soit pas désintégré a linstant test p = ent 

Quelle est la loi de la variable aléatoire Z, ? 

—At c) Déduisez-en que le nombre moyen N(t) de noyaux présents a l’instant t est: N(t)=N,e 
0 

2. Demi-vie d’un élément radioactif 

La demi-vie d'un élément radioactif est la durée, notée t,/., telle que: P(T <t,,.) =0,5. 

; ini) eee Rae : : 
a) Démontrez que : t,,. = —— . Vérifiez que la demi-vie correspond au temps nécessaire pour que la 

moitié des atomes d’un échantillon donné se soient désintégrés. 

b) Aprés deux demi-vies, quel est le nombre moyen d’atomes non désintégrés ? 

3. Durée de vie moyenne d’un élément radioactif 

La durée de vie moyenne, notée T, d’un élément radioactif est l’espérance mathématique E(T) de la 
variable aléatoire de durée de vieT. 

Exprimez T en fonction de 2. Justifiez l'approximation utilisée en physique : T = 1,44t,. 

EJ Application 

1. Le technétium 99m (°° Tc) a une demi-vie de 6 heures. Déterminez sa constante radioactive. 

2. Calculez, 4 10° pres, la probabilité qu’un atome de 99™Tc se désintégre : 

a) avant 4 heures ; b) aprés 10 heures. 

3. A partir de quelle durée de vie peut-on considérer que la probabilité qu’un atome de 99™Tc se désin- 
tégre est supérieure a 0,95 ? 

Les propriétés du technétium 99m font de cet élément un 

excellent radiotraceur en médecine nucléaire, notamment 

en raison de sa trés courte demi-vie qui limite I‘irradiation 

des patients. Il est utilisé lors d’une scintigraphie, technique 

d'imagerie médicale permettant |’exploration physio- 

logique de certains organes du corps. Compte tenu de sa 

demi-vie, il ne peut pas étre stocké. Il est préparé a la 

demande, sur site (hdpitaux, laboratoires), par désin- 

tégration B du molybdene 99, lun des produits de fission 

de l’uranium 235. 

Ci-contre, préparation sur site, dans une enceinte plombée, 

des produits radioactifs nécessaires pour un examen. 

Lois de probabilité 4 densité 



Approfondissement ‘AP) 
( 

= 

(FE) Les méthodes de Monte-Carlo 

On appelle méthode de Monte-Carlo, toute méthode qui vise a calculer 

une valeur numérique en utilisant des procédés probabilistes. 
Z ae 1 

On se propose de calculer une valeur approchée de Iintégrale | = [ f(x) dx, 

ou fest une fonction continue sur [0 ; 1] a valeurs dans [0 ; 1]. 

LY Méthode dite « du rejet » 

fe aT " = = =i 
Principe de la méthode du rejet |i VARIABLES 

: , é \2 N EST DU TYPE NOMBRE | 
m On admet que, lors d’un tirage au hasard d’un 13 x EST DU TYPE NOMBRE | 

point du carré unité, la probabilité de tirer un 14 y EST_DU_T¥PE NOMBRE 

point du domaine & situé sous la courbe de fest : 2 SEE ee a 
= aire (D) ay 6 D EST_DU_TYPE NOMBRE : 2 

AS at T I EST_DU_TYPE NOMBRE : 

& On tire au hasard un grand nombre N de points 8 DESUT_ALGORITHME | : F 

dans ce carré unité. ig a | , 
)i0 D BREND LA VALEUR 0 | aa 

m D’aprés la loi des grands nombres, la fréquence jit POUR k ALLANT DE 1 AN $ 

nombre de points dans &) |i2 DEBUT_FOUR ae 
ecient Ce acu op: = fg x FREND_LA VALEUR random() LL. «- 

nombre total de points ie thes 
hée de la probabilité p donc del'intégralel. ee die prochée de la probabilité p donc de l'intégrale |. las TS ee | = 

(26 DEBUT_ST | YW « 6 

Valgorithme ci-contre permet le calcul d’une valeur ge D PREND LA VALEUR D+i «> 
‘ ;28 TRACER POINT (x,y) | 4 Se approchée de I. | Lid 

pp j19 FIN SI | os 
1. Le choix d’un point du carré unité est définiparles 20 FIN POUR i xs 

valeurs indépendantes de ses coordonnées X et Y. fee SUE DEOSDES SE POAC AN aee ee ete | Ly #3 
: : : > E > | 22 AFFICHER D | lw & | 

a) Quelle loi suivent les variables aléatoires X et Y ? 23 T PRENO LA VALEUR 2/N eee 
> : . | & } 

b) A quelles lignes correspond ce choix ? fe AFFICHER "I a pour valeur approchée:" | c ee 
: F f }25 RFFICHER I | es 

, | 2. Quelle variable de Il’algorithme contient la [26 PIN ALGORITHME Ll 3 8 

fréquence des points situés dans le domaine & ? |27 a As 
| uméri utilisée : aa 2 

3. Quel est l’effet sur le dessin du déplacement de [72  Fesstto= sumériqus utilisées Ve 
2 ; , ‘ 22) Fi(x)=sqrt (1-x) | 

l‘instruction 18 entre les instructions 19 et 20 ? Lene ieee canecnenennnensaeiseniesiennaneneascmnnnl oe 
1 a 

4. Déterminez avec cet algorithme une valeur approchée de | = i V1—x dx pour N=10 000. ase <4 

shins ‘ , ; F 1 4 
Remarque. On admet que /a précision de l‘approximation est de ordre de —— . >) : q 

N — 

[J Méthode de Il’espérance ep 

Principe de la méthode de l’espérance Variables — ; 
“np i ; IND sa Sy fc, . 

w On choisit au hasard N valeurs de l’abscisse X ces 
: Algorithme a 

du point M dans [0 ; 1]. eee wee ‘ 

Pour k de 1aN 

nombre aléatoire entre 0 et 1x 

m On calcule la somme S des N valeurs prises par 

la variable aléatoire f(X). 
S+ f(x)3S 

m On admet alors que la moyenne des N valeurs Min Doon 

de f(X) est une valeur approchée de l’espérance S/N > I 

de f(X) dont la valeur exacte est donnée par |. Afficher I 

1. a) Programmez |’algorithme ci-contre sur votre calculatrice ou avec AlgoBox. 
1 

bb) Calculez une valeur approchée de l’intégrale | = ) V1— x dx lorsque N=10 000. 

1 

2. De méme, calculez une valeur approchée de J = [ V1— x? dx pour N=10000. 
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Entrainement 

DE TETE 

Une variable aléatoire 

X suit la loi de densité f dont 

voici la représentation gra- 

phique sur [0 ; 1]. 

Calculez les probabilités sui- 

vantes : 

a) P(X <0,5) ; 

b) P(X > 0,75) ; 

c) P(0,25 < X < 0,75). 

3B 1a courbe ci-contre représente la fonction 

oes 5% sur l'intervalle [0 ; 3]. 

1. Justifiez que g définit une densité de probabilité. 

2. Une variable aléatoire X suit la loi de densité g. 

Pour tout nombre t de [0; 3], exprimez la probabilité 

P(X St) en fonction de t. 

| 26 | Une variable aléatoire U suit la loi uniforme sur 

intervalle [0 ; 10]. 

1. Quelle est la densité de probabilité associée a U ? 

2. Déterminez les probabilités suivantes : 

a) P(UE[1,7;9,2)); b)P(U<7,5);  «) P(US 25), 

La variable aléatoire T suit la loi exponentielle dont 

la loi de densité est représentée ci-dessous. 

1. Quelle est la valeur du paramétre A ? 

2. Quelle est la valeur de l’espérance deT ? 

28 | La durée de vie T d’un systeme électronique, expri- 

mée en année, suit une loi exponentielle telle que 

Ri) = 0/322 

Le systeme fonctionne depuis 5 ans. Quelle est la proba- 

bilité que sa durée de vie dépasse 8 ans ? 

Chapitre 13 « Lois de probabilité a densité 

LOIS A DENSITE 

& On considére la fonction f définie sur [0 ; 1] par: 

f(x) = 3x?. 

1. Justifiez que f est une densité de probabilité. 

2. X est une variable aléatoire de loi de densité f. 

Calculez les probabilités suivantes : 

a) P(X20,5); b)P(X<01); ¢) P(0.2<X<08). 

30 | g est la fonction définie sur [0 ; + co] par: 

gGW= 2xe™ 

1. Pour tout nombre positif a, on pose: 
a 

\(a) =) g(x) dx. 

Calculez l(a) puis déduisez-en lim, l(a). 

2. Justifiez que g est une densité de probabilité. 

3. X est une variable aléatoire qui suit la loi de densité g. 

Déterminez le nombre m tel que P(X < m)=0,5. 

31 | La fonction f représentée ci-dessous définit une 

densité de probabilité sur [- 1; 1]. 

Pour tout nombre x tel que -1< x <i, 

f(x) = a(1- x’) avec a positif. 

1. Quelle est la valeur exacte de aq? 

2. X est une variable aléatoire de loi de densité f. 

Prouvez géométriquement que pour tout t de [0 ;1 iis 

a) P(X > t) = P(X S-t). 

b) POO<X<t)=L-P(KS 0), 

(32) On considere la fonction f définie sur [0 ; 7] par: 

f(t)=asin(t) avec a positif. 

1. Pour quelle valeur de a, f est-elle une densité ? 

2. X est une variable aléatoire de loi de densité f. 

a) Calculez les probabilités suivantes : 

Tt Tt 27 31 p(x< 2), p(Z< < 2m); ( 35) 6 3 X rw Ps > a) 

b) Calculez l’espérance de X. 

On pourra poser g(t) = t x f(t) 
[0; 1], g(t) = cos(t) — g”(t) 

et verifier que pour tout t de 



33 | A la découverte d’une densité 

On tire au hasard sur une cible de 

rayon 1 m sans jamais la manquer. 

X est la variable aléatoire qui 

donne la distance, en métre, de 

l‘impact au centre de la cible. 

Ainsi, X prend ses valeurs dans 

l'intervalle [0 ; 1]. 

Selon le modéle usuel, pour tout tde [0 ; 1], la probabilité 

de I’événement « X Xt » est définie par : 

aire (disque de rayon t) 
P(X St) = 
( ) aire (cible) 

1. Pour tout tde [0; 1], on pose: F(t) =P(X St). 

Exprimez F(t) en fonction de t. 

2. On note f la densité sur [0 ; 1] de la loi de X. 

a) Ecrivez F(t) sous forme intégrale. 

b) Justifiez que F est dérivable sur [0;1] et précisez sa 

dérivée. 

c) Déduisez-en l’expression de la densité f. 

34 | Dans une sphére 

Une particule M se déplace 

au hasard a l’intérieur d’une 

enceinte sphérique de rayon R. 

Y est la variable aléatoire qui 

indique la distance OM. 

On utilise le modéle qui définit 

la probabilité de l’eévénement 

« Y Xt », ou tappartient a [0 ;R], par: 

4 volume (boule de rayon t) 
P(Y St) = ——_—_——————_ 

volume (enceinte) 

1. Pour tout t de [0 ;R], on pose: 

AG) =P0 Sa) 

Exprimez F(t) en fonction de t. 

Aes 
Boule — 3 TR : V 

2. On note f la densité de la loi de Y. 

a) Justifiez que F’ =f. 

b) Déduisez-en l’expression de f sur [0 ; R]. 

c) Calculez l’espérance de Y. 

35) On choisit au hasard un nombre dans [- 3; 7]. 

X est la variable aléatoire qui indique le nombre choisi. 

1. Calculez les probabilités des événements suivants : 

a)«X<0>»; b) «|X|<5 »; 

c)«X<O»et«|X|>1»; d)«X20»0u«X<1 », 

2. Peut-on trouver un intervalle | centré en 0 tel que 

OSI SO 

EA | désigne un intervalle du type [- & ; a| avec @ > 0. 

On choisit un nombre au hasard dans |. 

1.Calculez a, sous la forme nV2 (n=N), pour que 

la probabilité que le nombre choisi appartienne a 

[- V2 ; V8] soit égale a 0,3. 

2. Quelle est alors la probabilité que ce nombre appar- 

tienne a l'intervalle [V2 ; 18] ? 

sf, instant d’arrivée d'un bus a un arrét suit une loi 

uniformément distribuée entre 10 h 00 et 10 h 30. 

Vous arrivez a cet arrét a 10 h 00. 

1. Quelle est la probabilité que votre attente dure dix 

minutes ou plus ? 

2. Sia 10h 15, le bus nest pas encore arrivé, quelle est la 

probabilité que votre attente dure au moins dix minutes 

supplémentaires ? 

ES Alix regoit Ben entre 7 h 25 et 7 h 45 pour prendre 

un café avant de partir au lycée. Ben peut arriver a tout 

instant au hasard, uniquement dans cette plage horaire. 

1. Quelle densité de probabilité peut-on attribuer a la 

variable aléatoire T qui indique l’instant d’arrivée (en 

minute) aprés 7 h 00 de Ben ? 

2. Calculez la probabilité que Ben arrive chez Alix : 

a)a7h30; b) avant 7 h 30; 

c) aprés 7 h 30; d) entre 7 h 35 et 7 h 37. 

3. En moyenne, sur un grand nombre de visites, a quelle 

heure arrive-t-il ? 

39 | Une rame de métro relie deux stations M, et M, en 

8 a 12 minutes. 

On note X la durée du trajet lors d’une liaison et on sup- 

pose que X suit la loi uniforme sur [8 ; 12]. 

1. Quelle est la densité de probabilité de la loi de X ? 

2. Calculez la probabilité que la rame relie les deux sta- 

tions en moins de 9 min 30s. 

3. La rame quitte M, a 8h 00 et un usager arrive en M, a 

8h 11. Cette rame reste en gare une minute. 

Quelle est la probabilité que l’usager soit obligé d’attendre . 

la rame suivante ? 

“ est, dans un repére orthonormé, l‘arc de parabole 

d‘équation y = x? avec -1< x <1. 

On choisit un nombre t dans l'intervalle [- 1; 1] ; ce choix 

se fait suivant la loi uniforme sur [- 1; 1]. 

M est le point de la courbe © d’abscisse t. 
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On note S la variable aléatoire qui donne l’aire, en u.a., du 

triangle ABM. 
ae [ oT 

1. Calculez les probabilités suivantes : 

a) P(S<=0,25);  b)P(S>0,5); ¢) P(S=1). 

2. Déterminez le nombre T tel que: P(S < T)=0,5. 

LOIS EXPONENTIELLES 

Pour les exercices de cette rubrique, les probabilités 

demandées seront arrondies a 10° prés. 

Le temps, en heure, nécessaire pour réparer une 

console de jeux suit la loi exponentielle de paramétre A =1. 

1. Quelle est la probabilité que le temps de réparation 

dépasse deux heures ? 

2. Quelle est la probabilité qu'une réparation prenne au 

moins quatre heures, étant donné que sa durée a déja 

dépassé trois heures ? 

y 
La courbe € représente 1 

la densité f d’une loi expo- A 

nentielle de paramétre A. 

La tangente a au point A é 

d’abscisse 0 coupe |’axe des L 

abscisses en B. O B x 

1. Ecrivez une équation de la tangente en Aa ©. 

2. Démontrez que l’abscisse de B est égale a A. 

3.Vérifiez que [AB] partage le domaine limité par les 

axes et € en deux parties de méme aire. 

Les exercices 43 a 45 utilisent la notion de demi-vie 

associée a une variable aléatoire de durée de vie de 

type exponentiel (exercice 22, p. 392). 

La durée de vie T, en heure, d’un transistor suit une 

loi exponentielle telle que : P(T < 1000) = 0,095. 

1. Calculez la probabilité conditionnelle : 

Prevea (i= 2000): 
2. Déeterminez, a 1 h prés, la durée notée t,,, telle que: 

P(T St, ,.)=0,5. 

X est une variable aléatoire qui suit une loi expo- 

nentielle de paramétre A. 

Chapitre 13 @ Lois de probabilité a densité 

1. Déterminez en fonction de A la valeur t,/, telle que: 

P(X <iG VaR OCE: Ga)e 
2. On suppose que t,,. = 99. Calculez P(100 < X < 200). 

45 | La durée de vie X, en année, d’un élément radioactif 

suit une loi exponentielle de paramétre A. 

1. Lademi-vie t,,, ducarbone 14('3C) est estimée a envi- 
ron 5 568 ans, avec t,,. défini par P(X <t,,.)=0,5. 

a) Calculez P(X < 1000). 

b) Déterminez, a un an prés, la valeur de x telle que: 

OK < 29) = 02. 

2. La demi-vie du césium ('22Cs) est t,,, 30 ans. 

Répondez aux mémes questions. 

Méthode de datation 

La méthode de datation utilisée (spectrométrie de masse 

par accélérateur) ne nécessite qu’un infime prélévement de 

matiére, réduisant ainsi au minimum les dommages causés 

a l'échantillon. Les gants portés par le manipulateur 

permettent d’éviter la contamination de cet échantillon, 

qui pourrait conduire a des résultats erronés. 

Les laboratoires utilisent toujours la valeur estimée par 

Willard Libby en 1951, 5568 + 30 ans, méme si, depuis, de 

nouvelles mesures donnent une valeur de 5734 + 40 ans. 

Les exercices 46 et 47 portent sur les systémes de 

montage en série ou en paralléle (exercice 21, p. 391). 

Deux composants A et B sont montés en série sur 

une machine. La durée de vie (exprimée en jour) de cha- 

cun d’eux est une variable aléatoire qui suit la loi expo- 

nentielle de paramétre A = 0,000 4. 
La panne d’au moins l'un d’entre eux, A ou B, entraine I'in- 
disponibilité de la machine. Les pannes de A et B sont 

supposées indépendantes les unes des autres. 

On note T, la durée de vie de A et T, celle de B. 

1. a) Calculez P(T, > 300). 

b) Calculez la probabilité que la machine fonctionne 
apres 300 jours. 

2. On se place dans le cas oti les composants A et B sont 
montes en paralléle. La machine n’est alors indisponible 
que si A et B sont en panne. Calculez la probabilité que la 
machine fonctionne aprés 300 jours. 



Négation d’une proposition 

Trois composants identiques C,, C,, C, sont montés en 

paralléle. Ils fonctionnent indépendamment les uns des 

autres et leurs durées de vie respectives T, ,T,, T, suivent 

la méme loi exponentielle de paramétre A. 

On note T la durée de vie du montage. 

1. Proposition ®: «Le systeme fonctionne lorsqu’au 

moins un de ses composants fonctionne. » 

Pour tout nombre t > 0, utilisez © pour traduire |'événe- 

ment« T 2t », puis calculez sa probabilité. 

P(A UBUQ = P(A) + P(B) + P(Q) — P(A B) — P(A O) 

—P(BIVQ +P(AN BNO 

2. a) Enoncez la proposition @, négation de ©. 

b) Pour tout nombre t = 0, utilisez @ pour traduire |'évé- 

nement « T <tf », puis déduisez-en P(T = ft). 

3. Comparez les deux méthodes. 

EXERCICES DE SYNTHESE 

C3 BAC 
Une entreprise d’autocars dessert une région monta- 

gneuse. En chemin, les véhicules peuvent étre bloqués 

par des incidents extérieurs (chutes de pierres, présence 

de troupeaux sur la route, verglas, etc.). 

Routes dangereuses 

Un autocar part du dépdt. On note D la variable aléatoire 

qui mesure la distance, en km, que l’autocar va parcourir 

jusqu’a ce que survienne un incident. On admet que D 

suit la loi exponentielle de paramétre A = 3° 

Les résultats demandés seront arrondis 410° prés. 

1. Calculez la probabilité que la distance parcourue sans 

incident soit : 

a) comprise entre 50 et 100 km; b) supérieure a 300 km. 

2. Sachant que l’autocar a déja parcouru 300 km sans 

incident, quelle est la probabilité qu'il n’en subisse pas 

non plus au cours des 25 prochains kilometres ? 

3. Quelle est la distance moyenne d,, parcourue sans 

incident ? Justifiez. 

4. Ventreprise posséde 96 autocars. Les distances parcou- 

rues par chacun d’eux sont des variables aléatoires de 

méme loi exponentielle vue ci-dessus. 

Les incidents qui peuvent survenir aux autocars sont 

indépendants les uns des autres. 

Pour tout nombre d > 0, X, désigne la variable aléatoire 

qui donne le nombre d’autocars n’ayant subi aucun inci- 

dent aprés avoir parcouru d kilometres. 

a) Quelle est la loi de la variable aléatoire X, ? 
m 

b) Quel est, a une unité prés, le nombre moyen d’auto- 

cars n’ayant subi aucun incident aprés avoir parcouru 

d,,, kilometres ? 

Durée d’attente aux caisses 

D’apres une étude statistique sur la durée d’attente, en 

minute, aux vingt caisses d’un hypermarché : 

— six Caisses ont une durée d’attente qui suit la loi expo- 

nentielle de paramétre A = 0,05 ; 

—les autres caisses ont une durée d’attente qui suit la loi 

exponentielle de parametre Lt = 0,1. 

Un client choisit une caisse au hasard. On note T sa durée 

d’attente, exprimée en minute. 

1. On désigne par t un nombre positif . 

On se propose de déterminer la probabilité P(T < t). 

a) Représentez la situation par un arbre pondéré. 

b) Déduisez-en P(T <2). 

2.Calculez 4 10° prés la probabilité que ce client 

attende: 

a) moins d’un quart d’heure ; b) plus de 10 minutes ; 

c) entre 5 et 20 minutes. 

50 | Remboursement garanti 

Un fabricant vend un modéle de jouet électronique. 

La variable aléatoire T qui indique la durée de vie, expri- 

mée en année, d’un jouet pris au hasard dans la produc- 

tion suit la loi exponentielle de paramétre A = + 

Pour chaque probabilité demandée, on donnera sa valeur 

exacte puis une valeur approchée a 10~ pres. 

1.a) Quelle est la probabilité p que le jouet ne fonc- 

tionne plus au bout d’un an ? 

b) On désigne par t un nombre positif. 

Exprimez en fonction de tla probabilité P(T > t). 

2. J’ai acheté un jouet de ce type. 

On note A l’événement « Le jouet n’a aucune défaillance 

pendant un an » et B l’événement « Le jouet n’‘a aucune 

défaillance pendant trois ans ». 

Calculez les probabilités P(A), P(B) puis P,(B). 

3. Le fabricant garantit ses jouets un an. Il s‘engage alors 

a rembourser les jouets défectueux. 

a) Quel taux de remboursement doit-il prévoir ? 

b) Quelle durée de garantie t, (a 1 mois prés) aurait-il dd 

proposer pour que ce taux ne dépasse pas 8 % ? 

4. Un commercant achete un lot de trois jouets et le fabri- 

cant offre pour chaque jouet la garantie d’un an. 

X désigne le nombre de jouets remboursés sur ce lot. 

a) Dressez en fonction de p le tableau de la loi de X. 

b) Quelle est en fonction de p l’espérance de X ? 

D’apres Concours ENI 
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51 | De la loi uniforme a la loi exponentielle 

On choisit au hasard un nombre x de [0;1|, puis on lui 

associe le nombre y =- 2In(1- x). 

On note X la variable aléatoire qui indique le nombre 

choisi et Y la variable aléatoire définie par : 

Y= = 2.ln(l— xX): 

On sait que X suit la loi uniforme sur [0 ; 1]. 

On se propose de déterminer la loi de Y. 

1. Ensemble des valeurs prises par Y 

a) Etudiez la fonction f : x —- - 2In(1- x) sur[0;1[. 

b) Déduisez-en l'ensemble des valeurs prises par Y. 

2. Expérimentation avec un tableur 

Ouvrez une feuille de calcul et complétez comme indiqué. 

| a er Cxmbag Desde Ba] 
1 Maleursde X Valeursde Y [0;1[ [1:2[ [2;3[ 
2 

a) Simulez 10 000 valeurs de X et les valeurs correspon- 

dantes de Y. 

Affichez avec 4 décimales la fréquence des événements 

« Y&[n;n+1[ » ou nest un entier entre 0 et 12. 

Par exemple pour la fréquence des valeurs de Y dans [ 1; 2[, 
saisissez en D2 linstruction : 

=(NB.SI(B2:B10001;"<2")-NB.SI(B2:B10001;“<1"))/10000 

b) Représentez I'histogramme des fréquences avec affi- 

chage des étiquettes. 

Remarque. Lamplitude de chaque classe est 1, donc l’aire de 

chaque rectangle (qui correspond a la hauteur) indique 

directement la fréquence. 

c)ldentifiez le type de loi de probabilité que semble 

suivre la variable aléatoire Y. 

d) Vérifiez votre conjecture en affichant une courbe de 

tendance adaptée qui ajuste I’histogramme. 

3. Démonstration 

a) Pour tout nombre t positif, prouvez que l'événement 
1 -=t 

« Y St »signifie« X<1-e 2 », 
1 

-—t 
Justifiez alors que P(Y<t)=1-e 2. 

b) On note f la densité de probabilité de la loi de Y et on 

pose pour tout nombre t positif, F(t) =P(Y <t). 

eExprimez F(t) sous la forme d’une intégrale. 

e Justifiez que F est dérivable sur [0 ; +00] et précisez la 

fonction dérivée de F. 

e Déduisez-en l’expression de la fonction densité f. 

c) Ce résultat correspond-il a l’expérimentation ? 

Chapitre 13 » Lois de probabilité a densité 
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Seuil d’une durée de vie 

X est une variable aléatoire qui suit une loi de durée de 

vie sans vieillissement de parametre k > 0. 

On désigne par aun nombre tel que O<a<1. 

Uobjectif est de trouver le plus grand entier n tel que: 

P(X <n) <1-a. 

1. Résolvez le probleme algébriquement en exprimant n 

en fonction de k et a. 

‘Aide’ Utilisez la fonction partie entiere. 

2. on donne ci-dessous un algorithme dont l’objectif est 

de déterminer n. 

Variables 
ie Colne! 

Algorithme 

Lire k 

Lire a 

n regoit 0 

Tant que f(n)<l-a 

Faire n regoit n+1 

Fin Tant Que 

Afficher n 

a) Quelle est la fonction f utilisée ? 

b) Testez cet algorithme avec AlgoBox pour les couples 

(k ; a) suivants : 

(0,1 40/05); 0.01;-01)— — (O;1m@) 02): 

Comparez les résultats avec les valeurs exactes du 1.. 

c) Modifiez cet algorithme pour qu'il fonctionne. 

r Prendre toutes x= i= 
53 | (O ; A, B) est un repére orthonormé direct. 

On choisit un nombre 8 dans l’intervalle [0 ; 7] selon 
la loi uniforme. 

M est le point du cercle trigonométrique de centre O, 

repéré par 0. 

Quelle est la probabilité que l'aire du triangle AOM 

soit inférieure a 0,25 ? 

54 | T est une variable aléatoire qui suit une loi expo- 
nentielle de paramétre A. 
On note T son espérance et t,,. sa demi-vie c'est-a- 
dire le nombre tel que P(T <t,/,) =0,5. 

Léa affirme que la probabilité que T soit entre tip et 
T ne depend pas du paramétre A. 

Léa a-t-elle raison ? 
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G9} Travail en autonomie 
=> Rédigez la solution de cet exercice 

en vous aidant du guide. 

Vrai ou faux 
» Analyser l’enoncée 

Pour chaque proposition, dites si elle est vraie ou fausse, puis 

proposez une démonstration pour la réponse indiquée. 
Attention, une justification est 

attendue. 

X désigne une variable aléatoire. 

On rappelle que : V(X) = E[ (X — E(X))*]. 

1. Si X suit la loi uniforme sur lintervalle [0 ; 5], alors : 
D Analyser l’énoncé 

La partie 1 propose: 

a) il existe unique nombre a de [0 ; 5| tel que: — la résolution d’une équation ; 

7P(X - le calcul de la variance de X, d’ou 

b) la variance 4 i égale a 2. la nécessité d’utiliser la formule 

2. Si X suit une loi exponentielle de paramétre A = 0,2 ingiaues: 

sur l'intervalle [0 ; +co], alors: Ms 

a) pour tout nombre a positif, P(X 2 >q)=1-e a _D Analyser ’énoncé, =2 a nee 

b) il existe un unique nombre positif b tel que: La partie 2 propose: eT ee + 
7P(X <b) = BP (X=). - un calcul direct de probabilité; i 

-la asm d’ une , équation ; eA 
c) pour tous nombres c et d positifs : 

e baal d bree > Proc(XEC+4) =P (KSd+4). a verinc ion une égalité , 
ee dl 

You |la mobilisation des connaissances 

Fitts exponentielle, ORs mui 

1. Cette partie porte sur la loi uniforme sur [0 ; 5]. 

a) Pour obtenir la probabilité que X appartienne a un Z00M sur la rédaction Q 

sous-intervalle | de [0 ; 5], on peut utiliser directement a doit appartenir a [0; 5]. Donc, 
la formule: avant de conclure, assurez-vous que 

PKEN= longueur de | cette condition est es 
longueur de [0 ; 5] RN ETE camel 

Déduisez-en la mise en equation puis la résolution. ZOOM sur la rédaction Q 

b) Vous connaissez, d’aprés le cours, la densité fde la loi < Précisez l’expression de la densité 

de X ainsi que l’espérance E(X). ainsi que la valeur de EMA, 

Il s'agit d’ appliquer, la formule V(X) =E[(X — E(X))?] = = a er 

c'est-a-dire V(X) = ie [x — E(X) P f(x) dx. ZOOM sur la rédaction Gg 

2. Cette partie porte sur une loi exponentielle. Détaillez le calcul de l'intégrale qui 
donne la valeur de la variance. 

a) Vous connaissez l’expression de la densité f ainsi que 
qd 

la formule: P(X <a) =P(K <a) = [° Fix)dx. 
3 ZOOM sur la rédaction Q 

Les événements « X 2a » et « X <a » sont contraires . 

l'un de l’autre. Déduisez-en la probabilité cherchée. Lors du calcul d’une intégrale, 
précisez la primitive utilisée. 

b) En utilisant l’événement contraire de « X26 », 

vous pouvez transformer |l’équation proposée en 

15P(X <b) =8. ZOOM sur la rédaction Q 

Déduisez-en la mise en équation puis la résolution... Dans Ia résolution de l’equation, 
mettez en évidence les différentes 

étapes et notamment l'utilisation 

de la fonction In. 

c) Les probabilités conditionnelles qui interviennent 

doivent vous rappeler que la loi de la variable aléatoire 

X est sans vieillissement. Utilisez cette propriété. 

Chapitre 13 e Lois de probabilité a densité 399 
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56 | Restitution organisée des connaissances 
La durée de vie, exprimée en heure, d’un agenda électro- 

nique est une variable aléatoire X qui suit une loi expo- 

nentielle de paramétre A > 0. 

On rappelle que pour tout t 20, 

ta Ax PX<t)= [Ae Max. 
La fonction R définie sur [0 ; +co[ par R(t) =P(X >t) est 

appelée fonction de fiabilité. 

1. Restitution organisée de connaissances 

a) Démontrez que pour tout nombre t 2 0, R(t) = en 

b) Démontrez que la variable X suit une loi de durée de 

vie sans vieillissement, c’est-a-dire que pour tout nombre 

s20, la probabilité conditionnelle P,..(X >t+s) ne 

dépend pas du nombre t 20. 

2. Application 

Dans cette question, on prend A = 0,000 26. 

Les probabilités seront données avec trois décimales. 

a) Calculez P(X <1000) et P(X > 1000). 

b)Sachant que l’événement « X >1000 » est réalisé, 

calculez la probabilité de l’événement « X > 2 000 ». 

c)Sachant qu'un agenda a fonctionné plus de 

2000 heures, quelle est la probabilité qu'il tombe en 

panne avant 3 000 heures ? Pouvait-on prévoir ce résultat ? 

Restitution organisée des connaissances 

Prérequis 

T est une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle 

de paramétre A > 0. 

On désigne par fsa densité de probabilité. 

Vlespérance mathématique deT est définie par : 
3 x ET) = im, fe F(tvat. 

1. Démonstration 

a) Pour tout nombre positif t, on pose: @(t) =t f(t). 

Justifiez que la fonction @ est dérivable sur [0 ; +oo[ et 

vérifie pour tout t>0: 

ay =e MN , 
P(t)=e A 0. 

b) Démontrez que pour tout nombre positif x : 

[oat = =o ~ xe ae 

c) Déduisez-en la valeur de E(T). 

2. Application 

La durée de vie T, exprimée en heure, d’un jeu électro- 

nique est une variable aléatoire qui suit une loi exponen- 

tielle. Une étude statistique a montré que la durée de vie 

moyenne de ce type de jeu est 4 000 h. 

a) Calculeza 10°? prés la probabilité que la durée de vie 

d’un tel jeu soit entre 2 000 h et 6 000 h. 

b) Calculez a une heure prés la durée 5 pour laquelle 

P(T>8)=055. 

Chapitre 13 » Lois de probabilité a densité 

58 | BAC) Prise d’initiative 

On note X la variable aléatoire qui donne le nombre de 

kilométres parcourus sans crevaison par un pneu d’un 

type donné. On fait I’hypothése que X suit une loi expo- 

nentielle de paramétre A. 

1. Prouvez que P(500 < X <1000) =e °° — @ 1000" 

2.Dans cette question, toute trace de recherche, méme 

incomplete, ou d'initiative méme non fructueuse, sera prise 

en compte dans |évaluation. 

La probabilité que le pneu parcoure entre 500 et 1 000 kilo- 

métres sans crevaison est estimée a 0,25. 

Déterminez, a 10“ prés, la valeur du parametre A. 

& BAC Qcm 
SE ; 

Cet exercice est constitué de six questions : chacune com- 

porte trois réponses, une seule est exacte. 

Indiquez laquelle en justifiant la réponse. 

On s‘intéresse a la durée de vie notée T, exprimée en 

année, d’un appareil ménager avant la premiére panne. 

On modélise cette situation en considérant que la 

variable aléatoire T suit une loi exponentielle de para- 

métre A >0. 

1. Pour tout t 2 0, la valeur de P(T €[t ; +co}) est: 

a) 1-e* b) e** c) 1+e% 

2. Le nombre t tel que P(T <[0; t[) =P(T <[t ; +00) est: 

In (2) r r 
c)—— 

iN In (2) 2 

3. D’aprés une étude statistique, la probabilité que l’ap- 

pareil tombe en panne avant la fin de la premiére année 

est 0,18. La valeur exacte de A est alors : 

In (82) a) In (2) b) In a ©) Tn(100) 4) 

4. Sachant que cet appareil n'a connu aucune panne au 

cours des deux premiéres années aprés sa mise en ser- 

vice, la probabilité qu'il ne connaisse aucune panne l|’an- 

née suivante est : 

a) P(T <[1; +00[) b) P(T —[3;+00]) ¢) Pl Sj2 53) 

Dans la suite de l'exercice, on prendra X = 0,2. 

a) 

5. La probabilité que l'appareil n’ait pas eu de panne au 
cours des trois premiéres années est, 4 10~* pres: 

a) 0,552 3 b) 0,548 8 c) 0,451 2 

6. Dix appareils neufs de ce type ont été mis en service en 
méme temps. X est la variable aléatoire qui désigne le 
nombre d’appareils qui n’ont pas eu de panne au cours 
des trois premiéres années. 

La valeur la plus proche de la probabilité de l’événement 
«X=4 »est: 

a) 0,555 5 b) 0,802 2 c) 0,160 7 



CD BAC? avec des lots de composants 

Pour la fabrication d’appareils électroniques, un club 

achete des composants tous identiques mais dont cer- 

tains présentent un défaut. On estime que la probabilité 

qu’un composant ait un défaut est 0,02. 

Les probabilités seront données a 10? pres. 

Partie A. On admet que le nombre de composants pré- 

sentés dans le magasin est suffisamment important pour 

que l’achat de cinquante composants soit assimilé a 

cinquante tirages indépendants avec remise. 

Le club achete cinquante composants. On note X le 

nombre de composants défectueux parmi eux. 

1. Quelle est la probabilité que : 

a) deux composants soient défectueux ? 

b) au moins un composant soit défectueux ? 

2. Quel est, par lot de cinquante composants achetés, le 

nombre moyen de composants défectueux ? 

Partie B. On suppose que la durée de vie T, (en heure) de 

chaque composant défectueux suit la loi exponentielle 

de paramétre A, =5 x 10-* et que la durée de vie T, (en 

heure) de chaque composant sans défaut suit la loi expo- 

nentielle de paramétre A, =10-*. 

1. Calculez la probabilité que la durée de vie d'un compo- 

sant soit supérieure a 1 000 heures : 

a) si ce composant est défectueux ; 

b) si ce composant est sans défaut. 

2.T désigne la durée de vie (en heure) d’un composant 

acheté au hasard. 

Prouvez que la probabilité que ce composant soit en état 

de marche aprés t heures de fonctionnement est : 

P(T >t) =0,02e°*'° “'+0,98e710 
3. Sachant qué le composant acheté est encore en état 

de fonctionner 1 000 heures aprés son installation, quelle 

est la probabilité que ce composant soit défectueux ? 

Go Vrai ou faux 

Pour chacune des questions, dites sila proposition est vraie 

ou fausse. Justifiez vos réponses. Calculatrice interdite. 

Une rampe lumineuse est constituée d’ampoules bleues, 

rouges et jaunes provenant de deux usines U, et U. 

U, produit 60 % des ampoules. 

La durée de vie, en année, de chacune de ces ampoules 

suit une loi exponentielle dont le paramétre est indiqué 

dans le tableau suivant : 

Ampoules bleu | rous rouges _Jaunes 

deU, ya =0,25 | Ag 9=:0)202 a =0,15 
BTL ehh: ia aoe are 2 ee ee 

i} | 
| | | 

Le jour du BAC 

1. La probabilité qu'une ampoule rouge dure moins de 

5 ans sachant qu’elle vient de U, est 0,6(1—e'). 

2.La probabilité qu'une ampoule bleue dure moins de 

5 ans.estul—0,6e,.-—0,4er . 

3.La probabilité qu'une ampoule jaune dure entre 5 et 

10 ans est 0,6(e °” —e '®)+0,4(e °° 

4. La demi-vie d’une ampoule jaune de U, est 41n(2). 

Sey 

D’apreés Concours FESIC 

62 | BAC  Bombardement de particules 

Un récipient contient un gaz constitué de deux sortes de 

particules : 75 % de particules A et 25 % de particules B. 

Les particules sont projetées sur une cible formée de 

deux compartiments K, et K,. 

U’expérience est modélisée de la maniére suivante : 

—une particule au hasard parmi celles du type A entre 

dans K, (respectivement K,) avec la probabilité + 

(respectivement =| ; 

—une particule au hasard parmi celles du type B entre 

dans chacun des compartiments avec la probabilité 0,5. 

Partie A. On considére une particule au hasard. 

1. Calculez la probabilité de chacun des événements 

suivants concernant la particule : 

A, : «type A dans K, »; A,:« type A dans K, »; 

B, :« type B dans K, »; B,:« type B dans K, »; 

C,: «dans K, »; C,: «dans K, ». 

2. On procede cing fois de suite et de facon indépen- 

dante a l’épreuve décrite en introduction. 

Le nombre de particules étant grand, on admettra que les 

proportions 75 % et 25 % restent constantes. 

Quelle est la probabilité de l’événement E: «Il y a exacte- 

ment deux particules dans K, » ? 

Partie B. Les particules A sont radioactives et se transfor- 

ment spontanément en particules B. 

On note p(t) la proportion de particules A dans le gaz. 

Ainsi, al'instant t=0,o0na p(0)=0,75. 

Plus généralement, si t est exprimé en année, on a 

p(t)= 0,75e * ou A est une constante positive. 

La demi-vie des particules A est 5 730 ans. 

Note) La demi-vie est le temps au bout duquel le nombre 
de particules restantes est la moitié du nombre initial. 

1. Donnez une valeur approchée de A a 10° pres par 

défaut. 

2. Au bout de combien d’années 10 % des particules A se 

seront-elles transformées en particules B ? 

3. Déterminez la valeur de t (a un an pres) pour laquelle il 

y aura autant de particules A que de particules B. 

Chapitre 13 © Lois de probabilité a densité 
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Pour aller plus loin 

Pour les exercices 63 et 64, on utilise la formule de 

calcul de la variance (lorsqu’elle existe) d’une variable 

aléatoire X : V(X) = E| (X -— E(X))?]. 

Ge Variance et loi uniforme 

X est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur 

'intervalle [a;b| (a< 6). 

1. a) Quelle est l’expression de la densité f de X ? 

b) Quelle est la valeur de l'espérance de X ? 

2. La variance de X est alors définie par : 

V(X) = if (x -E(X))? Fox) dx. 

(b - a)? 
Démontrez que V(X) = 2 

64 | Variance et loi exponentielle 

X est une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle 

de paramétre A > 0. 

1. a) Quelle est l’expression de la densité f de X ? 

b) Quelle est la valeur de l’espérance de X ? 

2. La variance X est alors définie par : 

. A 2 VOX) = fim f° 6 = £00)? Fd dx. 

a) g est la fonction définie sur [0 ; +co[ par: 

gX= a(x - 1) eee 

Déterminez les nombres a, b, c tels que la fonction G défi- 

nie par G(x) = (ax? + bx + dje™ soit une primitive de g 

sur [0 ; too]. 

b) Pour tout nombre A strictement positif, on pose: 
A 

I(A) arp g(x) dx. 

Vérifiez que (A) = -(A2 +L) eA 4 
haa w 2 

c) Déduisez-en que V(X) = oa 5 

65 | Loi du max et loi du min 

On choisit au hasard deux nombres dans [0 ; 10]. 

On modélise ce choix par le couple (X ; Y) ot les variables 

aléatoires X et Y sont indépendantes et suivent la loi uni- 

forme sur [0 ; 10]. 

A. Loi du max 

On se propose de déterminer la loi de la variable aléatoire 

Z qui indique le plus grand des deux nombres. On écrit : 

Z=max(X ; Y).Z prend ses valeurs dans [0 ; 10]. 

1. Méthode géométrique 

La droite d’équation Y = X détermine, dans le carré ci- 

apres, deux parties triangulaires définies respectivement 

par Y<SX et Y=xX. 

Chapitre 13 @ Lois de probabilité a densité 

a) Pour tout nombre t de [0 ; 10], on considére l’événe- 

ment « Z<t ». 

Coloriez la zone qui représente cet événement. 

[e)| 

Aide} Etudiez la situation dans chaque triangle. 

b) Calculez, avec des aires, P(Z <t) en fonction de t. 

2. Méthode probabiliste 

a) Justifiez que l’événement « Z<t » n’est autre que 

I'événement «X<t»)«Y<t». 

b) Calculez alors P(Z < t) en fonction de t. 

3. Pour tout t de [0 ; 10], on pose F(t) =P(Z <t). 

On note f la densité de probabilité de la loi de Z. 

a) Justifiez que F est dérivable sur [0 ; 10] et que F’ =f. 

b) Déduisez-en l’expression de la densité f. 

B. Loi du min 

On se propose de déterminer la loi de la variable aléatoire 

T qui indique le plus petit des deux nombres. On écrit: 

T =min(X; Y).T prend ses valeurs dans [0 ; 10]. 

1. Méthode géométrique 

a) Pour tout nombre t de [0; 10], on considére l’événe- 

ment « T >t ». Coloriez dans un carré de cété 10 la zone 

qui représente cet événement. 

b) Calculez, avec des aires, P(T > t) en fonction de t, puis 

déduisez-en P(T Xt). 

2. Méthode probabiliste 

a) Justifiez que l’événement « T>t» n’est autre que 

I'événement «X >t»M«Y>t». 

b) Calculez P(T > t) en fonction de t, puis P(T <2). 

3. Pour tout t de [0 ; 10], on pose G(t) =P(T <0). 

On note g la densité de probabilité de la loi de T. 

a) Justifiez que G est dérivable sur [0 ; 10] et que G’ = g. 

b) Déduisez-en l'expression de la densité g. 

66 | Distribution uniforme dans un cube unité 

Dans un repére orthonormé de l’espace, on choisit au 
hasard un point M du cube unité @. Ce choix est modélisé 
par le triplet (X ;Y ; Z) de ses coordonnées, indépendantes 
entre elles et de méme loi uniforme sur [0 ; 1]. 



Un événement A est alors représenté par une partie 4 du 

cube unité et on admet que la loi de probabilité est défi- 
_ volume (4) 

nie par: P(A) = Telane COE volume (4). 

Uobjectif de cet exercice est d’étudier la loi de probabilité 

de la variable aléatoire S=X+Y+Z. 

1. Quel est ‘ensemble des valeurs prises par S ? 

2. Pour tout t de [0; 3], on se propose de déterminer 

P(S St). Lévénement « S<t » est représenté dans le 

cube ‘6 par la partie en dessous du plan d’équation : 

X+Y+Z=t. 

On note & le solide représentant |’événement « S<t ». 

Dans chacun des cas suivants, calculez le volume de & et 

déduisez-en P(S St). 

a) Cas1:0<t <1 (fig. 1) 

Ff est un tétraédre trirectangle. 

Fig. 1 

b) Cas 2: 1<t <2 (fig. 2) 

F est un tétraédre trirectangle privé de trois « coins ». 

Fig. 2 

c) Cas3: 2<t <3 (fig. 3) 

F est le cube privé d’un « coin ». 

3. Pour tout t de [0 ; 3], on pose F(t)=P(S <t). 

On appelle f la densité de la loi de S. 

a) Justifiez que F est dérivable sur [0 ; 3] et que F’ =f. 

b) Déduisez-en l’expression de la densité f sur [0 ; 3] en 

distinguant les trois sous-intervalles. 

Le paradoxe de Bertrand 

“6 est un cercle de centre O et de rayon 1. On choisit une 

corde de © au hasard. 

On se propose de calculer la probabilité que cette corde 

soit plus longue que le cété c du triangle équilatéral ins- 

crit dans 6. 

1. Justifiez que c= V3. 

2. La longueur d’une corde est une variable aléatoire X 

qui prend ses valeurs dans l'intervalle [0 ; 2]. 

On cherche donc la probabilité p = P(X > 0). 

a) Protocole 1 

Un point A est fixé sur %. Une A 

corde est alors déterminée par le 

choix au hasard d’un point Mde ©. 6 

e OU devez-vous placer M sur 6 40 

pour que la corde [AM] ait une 

longueur supérieure ac ? 

e Déduisez-en la probabilité p,. M 

b) Protocole 2 

Une corde est déterminée par le @ 

choix au hasard de son milieu | 

dans le disque. 

e OU devez-vous placer | dans le 

disque pour que la corde [FG] ait 

une longueur supérieure ac? 

e Déduisez-en la probabilité p,. 

c) Protocole 3 

Une corde est fixée sur €. 

On choisit alors la corde au hasard 

parmi toutes les cordes qui lui 

sont paralléles. Sa longueur est 

déterminée par sa distance d au 

centre O (d=OL). 

e OU devez-vous choisir L sur le 

diamétre perpendiculaire a (ST) pour que la longueur de ~ 

[ST] soit supérieure ac? 

e Déduisez-en la probabilité p,. 

Commentaire 

Le paradoxe nest qu‘apparent. On utilise a chaque fois la loi 

uniforme, mais sur des univers différents car la définition de la 

corde change selon le protocole. Cest ce qui explique les trois 

probabilités différentes obtenues. 

Chapitre 13 » Lois de probabilité a densité 403 aa 
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L’église de Hallgrimur a Reykjavik est la plus haute d’Islande, 
en raison de la forme trés particuliére de son clocher de 73 m, 
inspirée des orgues basaltiques naturelles. 

Mais pour un statisticien, cette forme évoque la « courbe en 
| cloche » de la loi normale. 

| Cette loi de probabilité a été introduite en 1809 par Gauss dans 

Laplace dans sa Théorie analytique des probabilités. 

Chapitre 14 ® Lois normales 

le contexte de mesures astronomiques, et reprise en 1812 eae ie 
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Loi binomiale 

On répéte rn fois une épreuve de Bernoulli ot 

la probabilité de succés est p. 

@ acm 
Pour chaque question, une seule affirmation est exacte. 

Identifiez-la en justifiant votre réponse. 

On note X la variable aléatoire qui indique 

le nombre de succés. 
Une urne contient cing boules équiprobables au tirage, 

dont une seule boule rouge. On tire au hasard une boule 

e X suit la loi binomiale de paramétres rn et p, 16 fois avec remise et on note X la variable aléatoire qui 

notée Bin, p): indique le nombre d’apparitions de la boule rouge. 

1. Une valeur approchée de P(X = 3) a 10° prés est: 

a) 0,75 b) 0,21 c) 0,25 

ou l'entier naturel k varie de Oan. 2. Vespérance de X est : 

e Lespérance de X est np. a) 3,2 b) 80 ¢c) a 

e Lécart-type de X est Vnp(1— p). 3. Lécart-type de X est : 
a) 2,56 b) 1,6 c) 0,8 

, ‘ eae , 4. La loi de probabilité de X est représentée ci-dessous par 
> Histogramme d’une loi binomiale | 4, histogramme. 

e Pour représenter une loi binomiale, 

le graphique le plus naturel est le diagramme 

en batons, ot sont indiquées en abscisses 

les valeurs possibles et ou les hauteurs 

des batons sont égales aux probabilités. 

Vaire totale des 

rectangles vaut 1. 

e Pour transformer ce diagramme en batons 

en histogramme, il suffit de remplacer chaque 

baton par un rectangle de largeur 1 et de méme 

hauteur. Les probabilités sont alors égales 

aux aires des rectangles. 

OMI 20S r4 te Ome a One Ome OM EI Sel4 sl Sal6 

aire des trois plus grands rectangles représente : 

a) P(2<X<4) b)P(2<X< 4) c)P(2<X<4) 

@ Vrai ou faux 

La variable aléatoire X prend les valeurs x,, X5,... Xz avec 
les probabilités respectives p,, P5,--. Px: 

p> Espérance et variance 
X est une variable aléatoire dont la loi de 

probabilité est définie par: 

aes , Onnote LL son espérance et O son écart-type. 

1. La variable aléatoire X’ = X — 1 vérifie: 

a 

P(X = x,) eles. a) E(x’) = b) V(X’) = V(X) = 0? 
2.La variable aléatoire Z = Gin vérifie : 

k 
EZ) 0 b) V(Z) = 

e Espérance : lL. = E(X) = >) p;X;. EAA, pe 
i=1 | 

k | 

© Variance : V(X) = >) p; (x, — )? = E((X — W)). | © acm 
i= | Une seule affirmation est exacte. Identifiez-la en justifiant 

| ‘ 

e Ecart-type : 0(X) = VV(X). Ole ope se- > ' 
? On pose Z= a , ou X est la variable aléatoire définie *| 

e Pour tous nombres a et b, ) dans l’exercice 1. Alors, 10° pres: | 

E(aX +b) =aE(X)+b et V(aX)=a’V(X). al p(z= = -1)- 0,12 b) P(z x 3) ~ 0,25 
| 

| 

| 

| 

I 

| 

> 
.) Corrigés sur www,transmathlycee.net/eleve-TermS 
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ACTIVITES 

POIDS D’UN NOUVEAU-NE 

Uhistogramme des fréquences ci-dessous indique la répartition du poids a la naissance (en kg) des bébés nés 

a terme dans une grande maternité pendant une période assez longue. 

Il s’agit, en toute Les classes de poids sont des intervalles fermés a gauche et ouverts a droite. 
rigueur, de la masse. 

a Exploitation de I’histogramme 

a) Avec le langage statistique 

e Quelle est l’aire totale de I’histo- 

gramme? l’aire d’un rectangle élé- 

mentaire ? 

Déduisez-en le tableau des fré- 

quences f,. 

e Quelle est la proportion de bébés 

dont le poids est strictement inférieur 

a 3,2 kg ? strictement inférieur a 4 kg ? 

compris entre 3,2 kg et 4 kg ? 

e Ouvrez une feuille de calcul d’un 

tableur et saisissez les données avec : 

en colonne A, les centres x; des intervalles ; en colonne B, les fréquences f.. 

Qe 2,20 2/4 20 28) 251 5/2 3/423) Om Ss Ome ea 

On admet, pour la suite, (vous pouvez faire les calculs avec un tableur ou une calculatrice) que le poids 

moyen d’un nouveau-né est 3,2 kg et l'écart-type des poids 0,5 kg (a 0,01 kg prés). 

b) Avec le langage probabiliste 

On choisit un bébé au hasard dans cette population et on appelle X la variable aléatoire qui indique son 

poids (en kg). 

e Déterminez P(X < 4), P(X < 3,2), P(3,2<X <4). 

e Quelle est l'’espérance U de X ? son écart-type o ? 

i Changement de variable et ajustement d’une courbe a I’histogramme 

a) Changement de variable aléatoire 
oe 

On pose Z= —t . Placez en colonne C les valeurs z, de Z. 

b) Histogramme des fréquences pour Z (on ne demande pas de le dessiner) 

e Vérifiez que pour I’histogramme des fréquences de Z, l’‘amplitude des classes est oe : 

e En remarquant que les fréquences sont inchangées, déduisez-en que les hauteurs d; des rectangles, 
appelées densités de fréquence, sont obtenues en multipliant les fréquences f, par 50. 
Placez ces valeurs en colonne D. 

c) Ajustement par une fonction 5 

erro 
V2m 

e Tabulez cette fonction dans une nouvelle colonne E, en prenant comme abscisses les valeurs ZR 

@ désigne la fonction définie sur R par @ (x) = 

e Représentez sur un méme graphique cette fonction et les densités d, (sélectionner les colonnes C, D, E, 
puis « nuage de points » avec EXCEL ou « XY (dispersion) » avec CALC). Qu’observez-vous ? 

3 Retour aux données initiales 

a) Exprimez X en fonction de Z, puis démontrez que P(3,2 < X < 4) = POSZA—<16)k 

b) Exprimez, de fagon approchée, cette probabilité par une intégrale de la fonction @ (on ne demande 
pas de la calculer). 
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ACTIVITES 

LOI BINOMIALE : AJUSTEMENT D’UNE COURBE A L'HISTOGRAMME 

On lance 25 fois une piéce équilibrée et on appelle succés l‘apparition de Pile. 

On note X la variable aléatoire qui indique le nombre de succés parmi les 25 lancers. 

a Loi du nombre de succés 

a) Quelle est la loi de probabilité de X ? son espérance UL ? son écart-type O ? Tabulez cette loi avec une 

calculatrice pour les valeurs entiéres de 0 a 25. 

b) Sur un papier quadrillé (en mode « paysage »), tracez le diagramme en batons représentant la loi de X. 

Vous prendrez comme unité 1 cm sur l’axe des abscisses, 1 m (oui !) sur l’axe des ordonnées. 

c) Pour transformer le diagramme en batons en histogramme, donnez a chaque baton une épaisseur 

de 1, en remplacant chaque abscisse k par I'intervalle [k — 0,5; k + 0,5]. 

e Quelle est l'aire totale de cet histogramme ? Précisez l'unité d’aire. 

e Hachurez la portion de I’histogramme dont l’aire est égale a P(11< X <15). 

z Changement de variable et ajustement par une fonction 

On cherche une fonction continue dont la courbe s’ajuste au bord supérieur de l'histogramme. 

a) Changement de variable aléatoire 

On pose Z= same 

Pour obtenir I’histogramme de la loi de Z, il suffit de changer les graduations sur les deux axes. 

e Modifiez la graduation sur l’axe des abscisses pour quelle indique les valeurs de Z a l’emplacement des 

valeurs correspondantes de X. Vérifiez que l’origine a changé et que la nouvelle unité est 2,5 cm. 

e Modifiez en conséquence la graduation sur l’axe des ordonnées pour que les aires restent inchangées. 

Vérifiez que la nouvelle unité est 40 cm. 

b) Ajustement par une fonction 2 

hae, 
V20 

e Avec une calculatrice, tabulez cette fonction pour les valeurs de — 3 a 3 avec un pas de 0,4. 

@ désigne la fonction définie sur R par @ (x) = 

e En utilisant la nouvelle graduation des deux axes, placez les points correspondants sur le graphique 

(vous pouvez multiplier les images par 40 pour avoir les ordonnées en cm) et reliez-les sommairement. 

Qu’observez-vous ? 

3 Retour au nombre de succes 

a) Exprimez X en fonction de Z, puis prouvez que P(11< X <15)=P(11,5<X <14,5) =P(-0,4<Z<0,8). 

b) Exprimez, de fagon approchée, cette probabilité par une intégrale de la fonction @ (on ne demande 

pas de la calculer). 

Refaites cet exercice apreslechapitre #m- sna CiCees 

Sur une planche de Galton, n rangées horizontales de clous sont 

disposées en quinconce: 1 clou, puis 2, puis 3, ... puis n. On incline la 

planche et on insére des petites billes par le haut, de fagon que lors 

d’une rencontre avec un clou, chaque bille ait autant de chances d’aller a 

droite qu’a gauche. Arrivées en bas, les billes se répartissent dans n+1 

cases. 
Sur le document ci-contre, ou n = 8, ona représenté une courbe : laquelle et 

pourquoi ? 
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Cj Loi normale standard 

1.1] Densité de probabilité de Laplace-Gauss 

On appelle fonction de Laplace-Gauss la fonction @ définie sur R par: 

La fonction @ est continue, dérivable, strictement positive sur R. 
1 

V2 
Elle est paire et admet en 0 un maximum, égal a 

Elle a pour limite 0 en +00 et en —co. 

Sa représentation graphique ci-contre s’appelle courbe de Gauss ou 

courbe en cloche. 

aire totale du domaine sous la courbe en cloche est égale a 1. 

(admis) 
1 1 z . . . x s . . a Re . 0 =i 

La démonstration consisterait a établir que aim, ‘ (t)dt = = et im, [ (it) dt = 7: 

ll en résulte que la fonction @, continue et positive sur R, peut définir une densité de probabilité. 

Définition PJ Dire qu'une variable aléatoire Z suit la loi normale standard signifie quelle admet pour densité de 

probabilité la fonction ©. 

Autrement dit, pour tous nombres a et b tels que a<b, 
ea 

La probabilité que Z soit compris entre a et 6 est l’aire du domaine 

sous la courbe en cloche entre les droites d‘équations x =a et x =b. 

© Remarque. Pour tout nombre x, P(Z = x)= 0 ; donc: 

PiaSZ<b)=P(a<Z<b)=P(a<Z<b)=P(a<Z<b). 

1.2| Calcul de probabilités 

Pour calculer des probabilités, il est commode d’introduire une fonction auxiliaire. 

Définition EV, étant une variable aléatoire qui suit la loi normale standard, on pose pour tout nombre x: 
ecercmmeeetnns 
(x) =P(Z<»). 

Autrement dit, le nombre ® (x) est l’aire du domaine sous la courbe en 
cloche, a gauche de la verticale correspondant au point d’abscisse x. 

Ainsi, ®(0) = 0,5, d’aprés la symétrie de la courbe en cloche par rap- 
port a l’axe (Oy). On admet que ® est une primitive de @,a savoir la 
primitive qui vérifie ®(0) =0,5. 

© Remarque. La fonction ® s'appelle la fonction de répartition de 
Z. Sa représentation graphique est donnée page 410. 

® ne peut pas s‘exprimer a l'aide des fonctions élémentaires. Les tableurs et les calculatrices permet- 
tent d’obtenir des valeurs (approchées) Exercices 24 et 25, pages 420 et 421. 
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MUTE 2] si une variable aléatoire Z suit la loi normale standard, alors pour tous nombres a et b tels que 
asxb, 

Démonstration. ® (a) est l’aire du domaine (hachuré sur la figure) 

sous la courbe, situé a gauche de l’abscisse a; ®(b) est l’aire du 

domaine sous la courbe, situé a gauche de l’abscisse b. 

Par soustraction, on obtient l’aire du domaine sous la courbe, situé 

entre a et 6. On aurait pu aussi utiliser la formule d’intégration : 

P(a<Z<b)= | p()dt=o(b)- O(a), 

Théoréme : 3) pourtournombre réelx, A. 

Démonstration. ® (— x) = P(Z < — x) par définition, et P(Z < — x) =P(Z <— x). 

Or, P(Z <— x) =P(Z > x) par symétrie de la courbe en cloche par rapport a l’axe des ordonnées ; 

donc ®(— x) =P(Z > x). 

« Z>x » est l'€vénement contraire de « Z < x », donc P(Z > x) =1—P(Z < x). D’ot le résultat. 

© Exemple. (1,96) = 0,975 donc ®(— 1,96) = 0,025. 

On peut en déduire : P(Z > 1,96) = P(Z < — 1,96) = 0,025 ; 

P(— 1,96 < Z < 1,96) = 0,950 ; 

P(Z < —1,96 ou Z > 1,96) = 0,050. 

© Valeurs a connaitre -1,96 1,96 

0,683 , 

= 1 =2 =3 3 

P(-1<Z< 1) = 0,683 P(-2<Z< 2)=0,954 P(—3<Z<3)=0,997 

1.3] Esperance et variance 

Théoreme LJ Si la variable aléatoire Z suit la loi normale standard, alors son espérance est 0 et sa variance 1. 

Exercices 82 et83 Pour cette raison, la loi normale standard s’appelle aussi loi normale centrée réduite : « centrée » car 

E(Z) = 0, « réduite » car V(Z) =1. On dit en abrégé que Z suit la loi (0; 1). 

1.4) Intervalle centré en 0 de probabilité donnée 

Z est une variable aléatoire qui suit la loi N’(0; 1). 

Etant donné un nombre a, 0<a <1, il existe un unique nombre strictement positif u, tel 

que: D(_ 2 Leap WAV 
TW gy ~~ UG eee Side 
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Démonstration exigible 

ROC - Cherchons un nombre x > 0 tel que: Px <Z< x)=1-q@. 

> Exercice 78 Cette équation équivaut a O(x)— @(— x)=1-a, cest-a-dire 

oe 2® (x) —-1=1-— a (théoréme 3), soit ®(x) =1—- a 3 

- Cette équation a-t-elle une solution dans |0 ; +oo| ? 

_ Lafonction ® est continue et strictement croissante sur ]O ; +00] ; 
; z Se ms 
lim ® (x) = ®(0) = 5 et Jim, WOG)= 1. : 

1 a 
: <@ <1 3@ —<1-=<1. ' Or, O0<a onc 5 5 

| D’aprés le théoréme 5 du chapitre 4, l’équation (x) =1- > 

_ aune solution unique dans |0 ; +oo[ : on la note u,. 
i 
e 

a tps = =O ee 3) 4 

tb) Remarque. Lintervalle | = | Yq i Ug[, centré en 0, vérifie P(X El) =1-a@. 

Les intervalles [— Uy ; Ug], [— Ug i Ug[ et ]- Ug i Ug] vérifient la méme propriété. 

© Exemples a connaitre 

Ug os ~ 1,96 Uoo1 ~ 2,58 

P(—1,96 < Z< 1,96) = 0,95 P(— 2,58 << Z<2,58)= 0,99 

@ Loi normale générale 

2.1) Présentation 

Définition [J UL désigne un nombre et 6 un nombre strictement positif. 
Dire que la variable aléatoire X suit la loi normale de paramétres [t et O7 signifie que la variable 

ue suit la loi V(0; 1). aléatoire 

; ra 
Autrement dit, la variable aléatoire ze admet pour densité de probabilité la fonction @. 

On dit en abrégé que X suit la loi N ([t ; 0). 

2.2| Esperance et variance 

Si la variable aléatoire X suit la loi N (ll ; 0’), alors son espérance est [i et sa variance 07. 

Une démonstration du théoréme 6 fait l'objet de l’exercice 45, page 426. 
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2.3) Allure des courbes de densité 

a équivaut a X =OZ+ UW. Donc quand Z prend les valeurs — 2, —1, 0, 1, 2..., X prend les 

valeurs 11 —20, U-90, U,U+0, U +20 ... FRY Exercice 70, page 429 

Cela suggeére que la densité de probabilité de X est représentée par une « courbe en cloche », mais 

dont I’axe de symétrie a pour équation x = LL, et qui est plus ou moins étirée horizontalement selon 

la valeur de oO. Laire sous la courbe étant égale a 1, plus O est grand, plus son sommet est bas : 

pH=-3 W=5 

0,6 

E} Approximation normale d’une loi binomiale 

Théoréme de Moivre-Laplace 
_ =I 

X est une variable aléatoire qui suit la loi B(n, p), et Z la variable aléatoire _—_ = 2 
OW" inp =p) 

b 
Pour tous nombres a et b tels quea<6, lim P(a <Z<b)= | @(t)dt. 

Autrement dit, pour les grandes valeurs de n, la loi binomiale {8 (n, p) est tres proche de la loi nor- 

male de méme espérance np et de méme variance np(1— p). 

oO Remarque. Quand ona -n>30,np >5,n(1- p)=5, erreur sur les probabilités calculées est 

trés faible. On ne fera l’approximation que lorsque ces trois conditions sont vérifiées. 

© Exemple. n= 36, p =0,5.Les trois conditions sont remplies. E(X) = np = 18 ; V(X) = np(1— p) =9. 

loi normale 

(densité) 

loi binomiale 
(histogramme) 

Sn. etal es 

Mw © SB WO 0 

Z -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 

Calculons P(17 < X <19) par l‘approximation normale. 

Il faut d’abord I’écrire P(16,5 < X < 19,5). En effet, on remplace un diagramme en batons par un his- 

togramme, donc chaque segment vertical est remplacé par un rectangle vertical de méme hauteur et 

de largeur 1 (voir Activité 2). C’est ce qu'on appelle la correction de continuité. 

P(16,5 < X <19,5) = P(— 0,5 < Z <0,5) = ®(0,5) — B(— 0,5) = 0,6915 — 0,308 5 = 0,383. 
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Compleéments 
numeériques 

Fosecie 1) Calculer des probabilités avec la loi normale standard 

Application 

e Les expressions suivantes sont synonymes : 

loi normale standard, loi normale d’espérance 0 et de variance 1, loi normale centrée réduite, loi N(0;1). 

e Zest une variable aléatoire qui suit la loi N (0; 1). 

— Pour calculer P(Z €1) ot! est un intervalle de R, on utilise la fonction de répartition ®, définie 

par : ®(x) =P(Z < x). 

— Pour tous nombres a et b tels que a< 6, Pa<Z<b)=©@(b)- (a) (théoréme 2). 

—Pour tout nombre x, @(-x)=1-@(x) (théoréme 3). 

e Les propriétés de la courbe en cloche facilitent le calcul des 

probabilités en utilisant des aires. 

— Vaire totale sous la courbe est égale a 1. 

— Vaxe des ordonnées est axe de symétrie. 

— aire du domaine situé a gauche de x est égale a ®(x). 

— P(a<Z<b) est l’aire du domaine sous la courbe, situé 

entre les abscisses a et b. 

oe esa Calculer des probabilités avec les événements ou avec les aires 

Une variable aléatoire Z suit la loi N (0 ; 1). On donne (1,8) = 0,964 et ®(2,3) = 0,989. 

Calculez les probabilités ci-aprés de deux facons : 

1. en utilisant le langage des événements ; 2. en utilisant le langage des aires. 

a) P(Z > 2,3) ; b) P(Z<- 1,8); c) P(-1,8 <Z < 2,3) ; d) P(Z<1,8 ouZ > 2,3). 

Vous donnerez les résultats avec trois décimales. 

© Méthode O Solution 

1. Avec le langage des événements 1. Avec le langage des événements 

a) On considére l’événement contraire, pour a)« Z>2,3 » est l/’événement contraire de 

pouvoir utiliser la fonction ®. « Z<2,3 ».Donc: 

P(Z > 2,3) =1-P(Z <2,3) =1- ®(2,3) 

P(Z > 2,3) + 1=—0,989 = 0,011. 

b) On utilise le théoréme 3 : b) P(Z < - 1,8) = ®(- 1,8) = 1- ©(1,8) 

DSN= DO), P(Z <- 1,8) ~ 1- 0,964 = 0,036. 
c) On utilise le théoréme 2: c) P(-1,8 < Z < 2,3) = O(2,3) — ®(- 1,8) 

P(a<Z<b)=(b)- ®(a). P(-1,8<Z < 2,3) = 0,989 - 0,036 = 0,953. 
d) On utilise le résultat précédent, et la formule d)« Z<-1,8 ouZ > 2,3 » est l’événement 

P(A) =1- P(A). = contraire de « 1,8<Z<2,3 ».Donc: 

P(Z<=1,8 ou.Z > 23) = 1=P(-1,8 <2 33) 

P(Z <- 1,8 ou Z > 2,3) = 1- 0,953 = 0,047. 

e Une autre méthode e Les événements « Z<-1,8 »et« Z>2,3 » 
Si deux événements A et B sont incompatibles, sont incompatibles. Donc: 
P(A ou B) = P(A) + P(B). m— > P(Z<-1,8 ouZ > 2,3) =P(Z< —1,8) + P(Z > 2,3) 

P(Z <-1,8 ouZ > 2,3) = 0,036 + 0,011= 0,047. 
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2. Avec le langage des aires 

a) Vaire totale sous la 

courbe est égale a 1. 

23 

b) Vaxe des 

ordonnées est axe 

de symétrie. 

Uaire du domaine 

situé a gauche de x 

est gale a D(x). 

c) Pia<Z<b) est 

l'aire du domaine 

compris entre 

les abscisses a et b, 

égale a ®(b) - P(a). 

d) On utilise le résultat précédent. 

e Une autre méthode 

© Mise en pratique 

Be La variable aléatoire Z suit la loi N (0; 1). 

1. Déterminez P(Z <-— 2,3) et P(Z< 2,9) avec un 

tableur ou une calculatrice, avec trois décimales. 

2. Déduisez-en, sans outil de calcul : 

a) P(Z 2 - 2,3) ; b) P(Z > 2,9) ; 

c) P(-2,3<Z<2,9); d) P(Z<-2,30uZ>2,9). 

| 2 | La variable aléatoire X suit la loi N (0; 1). 

Calculez 4 10° prés la probabilité que X prenne 

ses valeurs a l’extérieur de I’intervalle [- 1,5 ; 1,8]. 

BD La variable aléatoire Z suit la loi N (0 ; 1). 

Calculez a 10°? prés: 

a) P(-1,2<Z<1,2); b) P(Z<-1,20uZ > 1,2). 

4 | La variable aléatoire T suit la loi N (0; 1). 

Calculez P(- 1,7 < T <2,1) avec trois décimales. 

2. Avec le langage des aires 

a) P(Z > 2,3) est l’aire du domaine situé 

a droite de l’abscisse 2,3. C'est donc 

le complément a 1 de l’aire du domaine situé 

a gauche de I’abscisse 2,3, soit ®(2,3) = 0,989. 

Donc P(Z > 2,3) = 1- 0,989 = 0,011. 

b) P(Z <-1,8) est l’aire du domaine situé 

a gauche de I’abscisse — 1,8. 

Par symétrie, c'est aussi l‘aire du domaine situé 

a droite de l’abscisse 1,8. Celle-ci est 

le complément a 1 de l’aire du domaine situé 

a gauche de l’abscisse 1,8, égale a 

(1,8) = 0,964. 

Donc P(Z < - 1,8) = 1- 0,964 = 0,036. 

c) P(-1,8 <Z < 2,3) est l’aire du domaine 

entre les abscisses — 1,8 et 2,3. 

Cest donc la différence entre l’aire du 

domaine a gauche de 2,3, égale a 

® (2,3) = 0,989, et l’aire du domaine a gauche 

de - 1,8, égale a (1,8) = 0,964. Donc: 

P(-1,8 <Z < 2,3) = 0,989 — 0,036 = 0,953. 

p—> d) aire du domaine extérieur a [- 1,8 ; 2,3] 

est le complément a 1 de l’aire du domaine 

intérieur a [- 1,8 ; 2,3]. Donc: 

P(Z <-1,8 ou Z > 2,3) + 1- 0,953 = 0,047. 

z—p e Les domaines a gauche de - 1,8 et a droite 

de 2,3 sont disjoints. Donc: 

P(Z < -1,8 ou Z >2,3) = P(Z < -1,8) + P(Z >2,3). 

P(Z <-1,8 ou Z >2,3) = 0,036 + 0,011 = 0,047. 

| 5 | Sous la courbe de Gauss ci-dessous, les deux 

droites verticales délimitent trois domaines. 

Déterminez leurs aires respectives, 4 107 pres. 

| 6 | La variable aléatoire Y suit la loi normale 

standard. Illustrez par un schéma: 

a) P(Y <2); b) P(Y >-1) ; 

c) P=1< Y <2); d) P(Y <-1ouY > 2). 

Chapitre 14 Lois normales 413 

SY es So Se ee Se. Se ee. OSE. tat ae Se 6 ee 



414 

Foauecrie 2) Déterminer un intervalle centré en 0 de probabilité donnée 

Z est une variable aléatoire qui suit la loi JV (0 ; 1). 

e Pourtout o de ]0 ; 1, ilexiste un unique intervalle |=[-u, ; Ug], 

avec u, > 0, tel que P(Z El) =1-a@ (théoréme 5). 

. Aan Pee a > 
e Le nombre strictement positif u, vérifie ®(u, )=1 . 

S sh 

On peut s’aider de la courbe en cloche pour retrouver cette 

formule qui permet de déterminer u,, de fagon approchée avec 

un tableur ou une calculatrice (exercices 26 et 27). 

3(afe@s)/341) 1) B)) Exploiter les propriétés de la courbe en cloche 

Z est une variable aléatoire qui suit la loi N (0; 1). 

Déterminez l’intervalle fermé | de centre 0 tel que P(X € 1) =0,8. 

Vous donnerez les bornes de l’intervalle avec deux décimales. 

© Méthode 

e On cherche r strictement positif tel que 

P(-r<Z<nr)=08, c'est-a-dire tel que l’aire 

du domaine sous la courbe en cloche situé 

entre —r et rsoit égale a 0,8. 

@ On illustre la situation par un schéma. 

Sil s‘agit de déterminer | = |-r ; r] ou[—r;r{ ou 
|-r; r[, on procéde de la méme facon. On obtiendra 
la méme valeur de r (voir la remarque, p. 410). 

e On détermine a. 

@ On utilise la fonction de répartition ® : 

le nombre rest tel que O(n) =1- = : 

e On détermine l’antécédent de 0,9 par ® 

avec une calculatrice (ou par lecture inverse 

d'une table de valeurs de ®). 

© Mise en pratique 

Déterminez uy, avec deux décimales. 

| 8 | Z est une variable aléatoire qui suit la loi 
normale standard. 

Déterminez l’intervalle ouvert | de centre 0 tel que 

AKSIpsO7. 

Vous donnerez les bornes de |'intervalle | avec 

trois décimales. 

Chapitre 14 Lois normales 

© Solution 

Soit rle rayon de l’intervalle | ; on cherche r tel 

que P(-r <X <r) =0,8. Dot le schéma: 

ep Pi-1r<X <n)N=08=1-a,donc a=0,2. 

p> Ainsi, P(r) =1-0,1=0,9. 

bB—> Avec une calculatrice ou un tableur, on obtient 

r=1,28. 

Donc | = [- 1,28 ; 1,28]. 

| 9 | T est une variable aléatoire qui suit la loi 

normale standard. 

Déterminez a 107 prés le nombre r strictement 

positif tel que P(i-r<T<n=90 %. 

GED La variable aléatoire xX suit la loi (0; 1). 
Deéterminez l'intervalle fermé | de centre 0 tel que 

iPAQ ASE |) ab . Vous donnerez les bornes de l'inter- 

valle | avec deux décimales. 



Fopsectie 3 Calculer des probabilités avec une loi normale générale 

; ; ae ary Se . 
Dire qu'une variable aléatoire X suit la loi N’ (uu ; 0’) signifie que la variable aléatoire = ie suit 

la loi N (0; 1). Le calcul d’une probabilité suivant la loi N (Ut ; 0) se raméne alors au calcul d’une 

probabilité selon la loi N (0; 1). 

ovate isi C)) Utiliser une loi normale 

Une machine fabrique des tubes métalliques de diamétre attendu 12 mm. Mais le diamétre réel X 

(en mm) fluctue légérement de facon aléatoire autour de cette valeur : il suit la loi normale d’espérance 

12 et d'écart-type 0,08. Les tubes de diamétre inférieur 4 11,9 ou supérieur a 12,2 sont rejetés. 

1. Calculez avec trois décimales: a) P(X <11,9); b) P(X >12,2); ©) p=P(11,9<X <12,2). 

2. Interprétez en termes de proportions les résultats obtenus. 

© Méthode © Solution 

; ; pa mex bees CAI ae 
1.a) Onintroduitla variable aléatoire Z = eee b> 1.a) Posons Z= : la variable aléatoire 

On se rameéne ainsi au calcul de probabilités du Z suit la loi N (0; ibe 

type P(Z —J) ot Zsuit la loi V (0; 1). P(X< 11-9) = P(X 12-<20)1) 

Pour cela, on part des inégalités sur X: G (= ee 0,1 

— on soustrait ua chaque membre ; 0,08 0,08 | 

— puis on divise chaque membre par 0 (6 > 0). =P(Z <- 1,25) = ®(- 1,25) = 0,106. 

b) On procede comme en a). p—p b) P(X > 12,2) = P(X - 12 > 0,2) | 
=p(X-2 5 a=. | 

0,08 0,08 

e On utilise l'@vénement contraire. => alZ > 25) = l=O@)). 

P(X > 12,2) = 1- 0,994 = 0,006. 

c) On effectue le calcul directement en utilisant zp c) P(11,9 < X <12,2) =P(-0,1< X -12 <0,2) 

un encadrement de Z. < (=F. bake te n0,2 
Dene es 08e C08 a O08 
p=P(-1,25 <Z <2,5) = ®(2,5) - B(- 1,25) 

p =~ 0,994 — 0,106 = 0,888. 

2. On interpréte les Srobabilités calculées dans 2. Seuls les tubes dont le diamétre, en mm, 

les questions précédentes en tenant compte ae est compris entre 11,9 et 12,2 sont acceptés, 

des conditions d’acceptation ou de rejet. avec la probabilité p. Or p ~ 0,888. 

Donc 88,8 % des tubes sont acceptés. 

e On conclut. B—p 11,2 % sont rejetés : 10,6 % sont trop petits et 

0,6 % sont trop grands. R 

© Mise en pratique 

aan Uindice de masse corporelle (IMC) d’un indi- 12] Un producteur de pamplemousses a cons- , 

vidu est le quotient de sa masse (en kg) parle carré | taté que le diamétre des fruits arrivés a maturité était 

de sa taille (en m). En France aujourd’hui, il a pour | en moyenne de 12 cm, avec un écart-type de 3.cm. - 

moyenne 25,5 et pour écart-type 4. En supposant que le diamétre suit une loi normale, 

En admettant qu’il suit une loi normale, quelle est | quelle est la proportion de pamplemousses dont 

la proportion de personnes : le diamétre est : 

a) en sous-poids (IMC < 18,5) ? a) inférieura 11 cm? 

b) en surpoids (25 <IMC < 30) ? bb) compris entre 11 et 14cm ? 

c) obéses (IMC > 30) ? c) supérieur a 14cm ? 
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Utiliser l'approximation normale d’une loi binomiale 

Lors d'un schéma de Bernoulli, la variable aléatoire X indiquant le nombre de succés suit la loi 2B (n, p). 

e Sous les conditions n> 30, np > 5, n(1- p) > 5, on peut approcher cette loi binomiale par la loi 

normale de méme espérance np et de méme variance np(1- p). 

e Pour calculer une probabilité concernant X, on effectue d’abord la correction de continuité, puis 

on procéde comme pour une variable aléatoire suivant une loi normale (théoreme 7). 

fetes) 11D) Approcher la loi du nombre de succes 

On lance 180 fois un dé cubique régulier et on note X la variable aléatoire qui indique le nombre 

d’apparitions du 6. En utilisant l’‘approximation normale de la loi binomiale, calculez, 4 10° prés: 

a) P(X S 20) ; b) P(X > 40) ; c) P(X < 20 ou X > 40). 

© Méthode 

e On identifie |’6preuve de Bernoulli, 

les parametres n et p de la loi binomiale. 

O Solution 

p—p || s'agit d’un schéma de Bernoulli, le succes 

étant l’apparition du 6; X suit donc la loi 

binomiale de paramétres n= 180 et p =t : 

e On vérifie que les conditions d’approximation B—» n=180, np = 30 et n(1- p)=150 ; donc 

sont remplies : n 2 30, np 25, n(1-p)25. les conditions d’approximation sont remplies. 

e On calcule l’espérance LL = np B—p X a pour espérance np = 30 et pour écart-type 

et l'écart-type O = Vnp(1- p) Vnp(1-p) = 
~H 

e On introduit la variable aléatoire Z =: _ = Posons Z = X 

Z suit sensiblement la loi N (0 ;1). 

20 : la variable aléatoire Z suit 

sensiblement la loi NV (0 ; 1). 

a) On effectue au préalable sur X la correction Bp a) P(X < 20) =P(X < 20,5) 

de continuité. P(X - 30 <-9,5) 

e On transforme les inégalités concernant Xen >> ais A=30 2 9,5 ee 

inégalités concernant Z. On est ainsi ramené a 

calculer des probabilités avec la loi N (0 ; 1). P(Z <-1,9) = ae 19) = 0,029. 

m—> b) P(X > 40) = P(X > 40,5) 

= P(X - 30 > 10,5) 

b) On procéde comme en a). 

= 1- 0,982 =0,018. 

p—p c) Les deux événements « X < 20 » et 

« X > 40 » sont incompatibles. Donc: 

P(X S 20 ou X > 40) = P(X S 20) + P(X > 4) 

= 0,029 + 0,018 = 0,047. 

c) Si deux événements A et B sont 

incompatibles, P(A ou B) = P(A) + P(B). 

O Mise en pratique 
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GE D’un jeu de 32 cartes bien mélangées, on 

tire au hasard une carte 70 fois avec remise. 

On note X la variable aléatoire indiquant le 

nombre d’apparitions d’un coeur. 

En utilisant l’approximation normale de la loi bino- 

miale, calculez a 10 pres: 

a) P(X<16) b) P(16<X<20) c) P(X > 20). 

Chapitre 14 @ Lois normales 

14 | Un générateur de nombres au hasard génére 

une succession de 100 chiffres de 0 a 9, les dix 

chiffres étant équiprobables. 

On appelle X la variable aléatoire indiquant le 

nombre d’apparitions du 9. 

En utilisant ‘approximation normale de la loi bino- 

miale, calculez P(8 << X <11) 2 10° prés. 



Exercices 
interactifs 

@3 Vrai ou faux 

Vrai ou faux ? Justifiez votre réponse. 

GE) Questions sur le cours 

Complétez les propositions suivantes. 

1.Z est une variable aléatoire qui suit la loi 

N’(0;1), et ® est sa fonction de répartition. 

1. Zest une variable aléatoire qui suit la loi N (0 ; 1). 

a) P(Z <2,58)~ 0,995. b) Uy, 3. 

2. X est une variable aléatoire. a) Pour tous réels aet bb, aX b, PiaXZ<b)=... 

a) Si X suit N’ (- 20 ; 16), alors la variable aléatoire 

0,25X +5 suit VN (0;1). 

b) Si X suit N (230 ; 144), alors P(X < 230) =0,5. 

c) SiX suit VN (8 ;0,01), alors P(7,8 < X <8,2)+0,95. 

d) Si X suit % (100 ; 0,2), alors la variable aléatoire 

oe suit N (0; 1). 

e) Si X suit 23(16;0,1), alors sa loi peut étre 

approchée par NV (1,6 ; 1,44). 

f) Si X suit B (50 ; 0,3), alors 

P(X < 30) = P(X S 29,5). 

b) Pour tout nombre x, ®(x) + ®(- x)= ... 

c) P(Z20)=... d) P(Z<-20uZ>2)s... 

e) P(-1,96 <Z <1,96)= ... f) P-ug<Z<ug)= + 

2. X est une variable aléatoire. 

A é re 2 . “ X - 
a) Dire que X suit N (u;0*) signifie que 

Suit ... 

b) Si X suit B (n, p), alors sous certaines conditions 

la loi de X peut étre approchée par la loi normale 

d'espérance ... et de variance ... 

QCM  Uneseule réponse exacte 

Pour chaque affirmation, une seule réponse est exacte. Identifiez-la en justifiant votre réponse. 

1. Sous la courbe de Gauss 3. Sila variable aléatoire X suit la loi N (50 ; 100), alors 

ci-contre, l’‘aire du domaine } P(40 < X S60) = 

colorié vaut, 2 10 prés: a) 0,68 b) 0,95 <1 

a)0,68 b)0,95 c€)0,99 

2. Uys = — 4. 8 (400 ; 0,8) peut étre approchée par : 

a) 196 b)=  ¢)2 a) (400 ;0,64) b).N(320;8) —_¢).N(320; 64) 

QCM Au moins une réponse exacte 

Pour chaque affirmation, plusieurs réponses peuvent étre exactes. Identifiez-les en justifiant vos réponses. 

1. Z est une variable aléatoire qui suit la loi V (0; 1). 3. X est une variable aléatoire qui suit la loi N (5 ; 0,01). 

a) P(-2<Z<2)~0,954 a) P(4,8 <X <5,2) = 0,954 

b) P(Z <2) = 0,977 €) Ug 993 ~ 2 b) 10X - 50 suit la loi N (0 ; 1) 

2. Sous la courbe de Gauss c) P(X <5) =P(X=5) 

i- Vai loriée est ies 

A pees eo 4. X est une variable aléatoire qui suit la loi N (- 3; 10). 
égalea: 

a) Ret Z <1) a) P(X+320)=0,5 

b) P(-1<Z <1) b) E(X - 3) =0 

c) environ 0,683 c) O(X)=10 

\- cas 
Corrigés sur www.transmathlycee.net/eleve-TermS 
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19 | Taux de cholestérol 

Un centre de médecine préventive a relevé le taux de 

cholestérol des personnes venues en consultation : 

— taux inférieura 1,5 g:16%; 

— taux compris entre 1,5 g et 2,59: 76%; 

— taux supérieur a 2,5g:8%. 

On suppose que le taux de cholestérol est réparti selon 

une loi normale. 

Déterminer la moyenne et l’écart-type du 

taux de cholestérol. 

1. L'énoncé suggére que le taux de cholestérol est une 

variable aléatoire. Uépreuve aléatoire consiste a choisir 

un consultant au hasard. On peut appeler T la variable 

aléatoire qui indique son taux de cholestérol. 

Traduisez en termes de probabilités les données de 

l’énoncé. Sont-elles toutes les trois nécessaires ? 

2. On peut appeler Lt et oO l’espérance et I’écart-type de 

T, quil s‘agit de déterminer. 

Dire queT suit la loi NV’ (u ; 0’) signifie que la variable cen- 

trée réduite associée Z suit la loi NV’ (0; 1). 

a) Traduisez les données a l’aide de Z. 

bb) Exprimez-les a l'aide de la fonction ®. 

3. En passant aux antécédents par la fonction ®, on peut 

traduire (de fagon approchée) ces deux conditions par 

deux conditions plus simples. 

a) Démontrez que UL et O vérifient: 

= (5 = 739) 
Uae 0,094 et ao == 1,405. 

b) Déterminez des valeurs approchées de Lt et 0 a 107 

pres. 

20 | Gare au controle ! 

Dans une grande ville, la société de transports en commun 

estime a 2 % la proportion de personnes voyageant sans 

titre de transport. Un agent effectue chaque jour 1000 

contrdles indépendants. 

Trouver la probabilité, un jour donné, de 

verbaliser plus de 25 contrevenants. 

1. agent répete 1 000 fois un contrdle, dans les mémes 

conditions. 

Expliquez pourquoi la situation est un schéma de Ber- 

noulli, et précisez-en lordre et le paramétre. 

Chapitre 14 » Lois normales 

Apprendre a chercher. 

2. Le nombre de contrevenants verbalisés est donc une 

variable aléatoire dont la loi est connue. On note X cette 

variable aléatoire. 

Précisez la loi de X, son espérance et son écart-type. 

3. Pour calculer la probabilité cherchée, on peut utiliser la 

loi binomiale ou bien son approximation normale. 

a) Calculez P(X > 25) a 10 prés avec la loi binomiale. 

b) Vérifiez que les conditions d’approximation normale 

de la loi binomiale sont remplies, puis calculez ainsi 

P(X > 25) a 10 pres. 

21 | Démarchage téléphonique 

Une association humanitaire sollicite par téléphone des 

personnes choisies au hasard dans |’annuaire, pour pro- 

poser des bons de soutien a 50 €. 

Elle estime a 8 % la probabilité que la personne appelée 

réponde favorablement. 

Elle contacte 200 personnes par jour. On assimilera cette 

procédure a un schéma de Bernoulli. 

Déterminer la probabilité d’obtenir plus de 

1 000 euros dans une journée. 

1. Le nombre de réponses favorables est aléatoire. 

On appelle X la variable aléatoire indiquant le nombre de 

réponses favorables dans une journée. 

Précisez la loi de X, son espérance et son écart-type. 

2. La recette est une variable aléatoire, qui dépend de X. 

Exprimez en fonction de X la recette quotidienne R, puis 

calculez, 4 10°? prés, la probabilité cherchée. 

3. On peut aussi envisager l‘approximation normale. 

Vérifiez que l'approximation normale est possible, puis 

calculez ainsi, a 10 prés, la probabilité cherchée. 



Narration de recherche 

=> Vobjectif n’est pas seulement de résoudre le probleme posé : 

vous devez aussi noter les différentes idées méme lorsqu’elles n’ont pas 

permis de trouver la réponse. Expliquez pourquoi vous avez changé 

de méthode et ce qui vous a fait avancer. 

227 Asymptote ou tangente ? 

On a représenté la fonction de Laplace-Gauss @ avec un 

ordinateur dont |’écran a une résolution de 100 pixels par 

pouce (1 pouce =2,54 cm), en prenant comme unités 

1dm sur l’axe des ordonnées et 1 cm sur I’axe des 

abscisses. 

—! 

Dee AO yan) || ED Re Ae 5 

1. On a alors l’impression que la courbe se confond avec 

l'axe des abscisses en dehors d’un certain intervalle | cen- 

tré en 0. En quoi est-ce surprenant ? 

2. Déterminez |, sachant que l’ordinateur qui trace la 

courbe confond deux points quand leur distance est 

inférieure a la taille d’un pixel. 

23 | Les flacons de médicament 

Dans un laboratoire pharmaceutique, une machine auto- 

matique remplit des flacons avec un certain médicament 

liquide. Les flacons sont vendus comme contenant 

100 ml de produit. 

Quand la machine est réglée sur la valeur UW (en ml), la 

quantité de liquide par flacon est une variable aléatoire sui- 

vant une loi normale de moyenne [ et d’écart-type 1 ml. 

1. La machine est réglée sur U = 101 ml. 

Quelle est la probabilité que la quantité de liquide dans 

un flacon soit inférieure a 100 ml ? 

2. Sur quelle valeur de u (a 0,1 ml prés) faut-il régler la 

machine pour qu’au plus 5 % des flacons contiennent 

une quantité de liquide inférieure a 100 ml ? 

Eux aussi, ils ont 

cherché avant d
e trouver ! Chercheurs d’hier 

Voici quelques mathématiciens importants qui ont travaillé dans le domaine de la Statistique et 

des Probabilités. 

Thomas Bayes 
> Chap. 12 

Karl Pearson 
> Chap. 15 

Carl Friedrich Gauss 

r 4 

ACTIVITES DE RECHERCHE THEORIE 
ANALYTIQUE 

+, DES PROBABILITES; 
Pax MOLE COMTE LAPLACK, ORS, 

Abraham de Moivre Joseph Bertrand 
> Chap. 13 

Caancebioe do Sioa. ‘omervatear, 6 Memaceeetieaaee Se eet # bee @tonscar; 

En 1733, de Moivre utilise l'’exponentielle pour See 

approcher la loi binomiale. En 1809, Gauss introduit 

une loi de probabilité pour modéliser les erreurs ea ee 

de mesures astronomiques. cise mas 

Trois ans plus tard, Laplace fait le lien entre ces deux SSE 

travaux, en démontrant que la loi binomiale peut étre 

approchée par la loi de Gauss. 

serge.mehl free.fr/anx/loi_normale.html 
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© Calculer des probabilités selon N (ui ; 07) 

Travaux dirigés 

1. La variable aléatoire Z suit la loi normale standard. 

Tabulez la fonction de répartition ® : x —- P(Z < x) lorsque x décrit [- 2 ; 2] avec un pas de 0,01. 

2. La variable aléatoire X suit la loi normale d’espérance UW = 25 et d’écart-type O = 3,2. 

Affichez la probabilité p, =P(24 < X < 30) avec, si possible, le dessin illustrant l’aire associée. 

Note : le mot distribution est synonyme de loi de probabilité. 

Rapes 
1. Valeurs de © Mode FONC 

Utiliser sa calculatrice 

Menu TABLE 

e Choisir la fonction de 

répartition 

Pachali la distribution f(x)) 2nde| var | (distrib) OPTN| F6 |(>) F3 | (STAT) F1| (DIST) 
normale F1 |(NORM) 

mu 
F2| (Ncd) (“normal cumulative 

| distribution’) 

e Compléter dans l’ordre 

e Valider 

-10499, borne inf. assimilée a —co 

Borne sup. variable 

Espérance puis écart-type 

entrer | 

-1£99, borne inf. assimilée a —co 

Borne sup. variable 

Ecart-type puis espérance 

) EXE | 

e Définir la table 

L 

fae 

2nde | fenétre | (déf table) 

e Afficher la table 

— 

2nde| graphe | (table) 

2. Calcul de p, Ecran de calcul Menu STAT 

e Renseigner la fenétre (TI) 

= 

fenétre | 

= 
e Choisir la distribution 

normale 

| 2nde) var | (distrib) »| (DESSIN) 1) 

e Compléter / 

Renseigner comme indiqué 

eee ete mes 

F5 | (DIST) F1| (NORM) 

F2 | (Ncd) 

(‘normal cumulative distribution”) 

Borne inf. 

Borne sup. 

Espérance puis écart-type 

+ 

F2 |Variable 

e Afficher la représentation 

graphique 

e Onlit: p, ~ 0,5636. 

eee eee as 
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rr) ©) Afficher des probabilités selon la loi 

Utiliser un tableur 

normale standard 

TICE 

= Tabuler une fonction. 

m Représenter graphiquement une fonction. 

Mathématiques 

mExploiter la fonction de répartition de la loi 

normale standard. 

On se propose de tabuler, entre - 3 et 3, la fonction de répartition ® 
de la loi V (0; 1) et d’afficher sa représentation graphique avec un 
tableur. 

1. Tabulation de la fonction © 

La fonction LOLNORMALE.STANDARD du tableur est la fonction de 

répartition ®. 

a) Ouvrez une feuille de calcul d’un tableur et complétez les cellules A1, B1 et A2 comme indiqué. 

__f&  =LOI.NORMALE.STANDARD(A2) 
© D E 

Calculez ®(- 3) en B2. 

b) On veut obtenir des valeurs approchées de ®(x) pour x compris 
entre — 3 et 3, avec un pas de 0,1. 

Pour cela: 

— entrez en A3 la formule : =A2+0,01 ; 

— recopiez en B3 la formule écrite en B2; 

- recopiez vers le bas la plage de cellules A3:B3 jusqu’a ce que la 

valeur 3 apparaisse dans la colonne A. 

Vous afficherez les valeurs de ®(x) avec quatre décimales. 

2. Propriété de la fonction © 

— Entrez en C2 la formule : = LOILNORMALE.STANDARD(-A2) . 

— Entrez en D2 la formule : = B2+C2. BOON DMP WH 

— Recopiez ces deux formules vers le bas. 1a | 

Quelle propriété de ® a-t-on ainsi vérifiée ? 13 

3. Représentation graphique de la fonction D ) -17| 

a) Sélectionnez la plage de cellules A2:B62. 

bb) Choisissez Insertion / Nuage de points / Points liés. 18-14 

c) Comment se traduit sur la courbe la propriété du 2. ? 0 

4. On se propose de déterminer une valeur approchée du réel x tel | 22 =A) 0,587 

que ®(x)=0,85. 23 

a) Situez 0,85 entre deux valeurs consécutives de la colonne B. 251 

b) Justifiez alors que 1,05 est une valeur approchée de x a 0,05 pres. 

c) Interprétez ce résultat : 28 
29 

— en termes de probabilité ; onl 0,4207 

— en termes d’aire sous la courbe de Gauss. 

Remarque. Une valeur plus précise est fournie par la fonction LOILNORMALE.STANDARD.INVERSE (voir TP 27). 
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© Déterminer selon N (0; 1) un intervalle 
 centré en 0, de probabilité donnée 

V) 
W 
W 

i) 
fa 
wy 
oe 
W 

a étant un nombre compris strictement entre 0 et 1, le nombre u, 
ne OL 

vérifie ®(u,) =1- 5s 

1. Calculez Ugo; a 10°? pres. 

2. Tabulez u, pour & variant de 0,01 a 0,99 avec un pas de 0,01 et 

un affichage a quatre décimales. 

1.Valeurde Uyo, ~ Mode CALCUL Menu RUN-MAT 
e Choisir la distribution 2nde} var | (distrib) puis 3) OPTN) F5 | (STAT) F3 | (DIST) 
normale inverse (fonction ESS F1 |(NORM) F3 | (| ESoTH | ) (InvN) 
réciproque de la fonction ®) — ances E 

a ie Shaeaeea a 
= U e Compléter dans l’ordre Valeur 1— 5 (ici 0,975) Valeur 1— = (ici 0,975) 
* 2 

4 a Esperance puis écart-type | Ecart-type puis espérance 

E ¥ ‘a == 1 
- e Afficher la valeur de Up 9 entrer | EXE | 

eLire: Uo o5 ~ 1,960 

RE } —— Ea 
* a 2. Valeurs de u, Mode FONC Menu TABLE 
Lu pes Soa SS ey an 

4 an) e Choisir la distribution f(x)| 2nde} var | (distrib) puis 3} | OPTN) Fé }(>) F3| (STAT) F1 | (DIST) 
es normale inverse (fonction its Ea STS = 

| 

Es 
F1 |(NORM) F3 | (InvN) 

| 

| =) 
réciproque de la fonction ©), 

re a 
2 G léter dans l’ordre. 
% say if oak pelea eS Valeur 1— os (ici 1— *) | Valeur 1— = (ici 1— *) 
> e Valider 2 2 be p: 2 

ee | Espérance puis écart-type | Ecart-type puis espérance 
: ss 

a) | eR SET D2 oc aR Ne kerr 
e < e Définir la table 2nde| fenétre | (déf table) | ES | (SET) erige | " j ———[—{S_ —-_ — 

i | | TH ; 8 aS | _. | Debt b1=,8 | 

<< as 
3 e Afficher la table 2nde} graphe | (table) | F6 | (TABL) 
bad 

| f am = — aa * | es 
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Utiliser un tableur 

@ Déterminer selon WN (0; 1) un intervalle 
centré en 0, de probabilité donnée 

TICE Mathématiques 

m Tabuler une fonction. wExploiter la fonction réciproque de la fonc- 

tion ®. 

m Déterminer u,. 

Q@ étant un nombre compris strictement entre 0 et 1, le nombre uy, 

est defini par P(- u, <Z<u,)=1- a, ou la variable aléatoire Z suit la 

loi N'(0;1). 

Cela équivaut a ®(u,) =1- = (cf. démonstration du théoréme 5). 

u, est donc l’'antécédent de 1- = par la fonction ®. 

Or, la fonction LOILNORMALE.STANDARD.INVERSE du tableur est la 

fonction réciproque de la fonction ®. 

a a , s R re a » ’ © e 
: Be ae: a : 

En appliquant cette fonction a 1- —, on obtient u,. A 
2 0,01 0995 2,576 ma, 05 075 0,674 2 Lid 

3 0,02 099 2,326 52 0,51 0,745 0,659 = 3 

1. Calcul de 40,01 4 0,03 0,985 2,170 pg Deke) OTe ae d 
; : S| oce| oss | 2,054 54 0,53 0,735 0,628 J. 

a) Ouvrez une feuille de calcul d’un tableur et complétez les | ¢ gos 075 1960 | |55 054 073 0623 U 

cellules A1, B1 et C1 comme indiqué. 7 006 | 0,97 | tear | |ee) O25 | 0,725)/ 0.598 [a 
8 0,07 0,965 1812 57 056 0,72 0,583 Lu 

— Entrez en A2: 0,01. 9 008 0,96 1751 | |58 O57 0,715 0,568 
59 058 671 0,553 _ 10 0,09 0,955 1,695 . ; , 

— Entrez en B2:=1-A2/2. We oi jnossalnicis 60 059 0,705 0,539 ( ) 
©) 011 | 0945 | 1598 61 06 07 0,524 : 

- 13 022 0,94 1,555 pee 002, 0.898 )| Ono Lu 
14 013 0935 1514 Oot eee [am 
15 0,14 093 1,476 SEIS SB a S 

0,01 0,995, 16 0,15 0,925 1,440 65 0,64 0,68 0,468 
66 0,65 0675 0,454 

67 066 067 0,440 

S DE 
b) Entrez en C2 : =LOI.NORMALE.STANDARD.INVERSE(B2) . 1 EES ASST ashe ea acl nes) once 

19 0,38 0,91 1,342 : : . > ‘ 
= aa — = 69 068 066 0,1 

c2 oa fe | =LO!.NORMALE.STANDARD.INVERSE(B2) 20. 0,19 0905 1,311 
Se eal Diaries en eter een ernie eneenn aaa iee 70 0,69 0,655 0,399 = 

A B g B E F ee 71 0,7 065 0,385 ‘Lhd 
= 22 0,22 0,895 1,254 : : 

1 a 1-a/2 Ua 72. 0,71 0,645 0,372 

2,576 Bees OAS | 227 730,72 064 0,358 0,02 0,995 . 24 0,23 0,885 1,200 Y : - 
74 0,73 0,635 0,345 

Pour la colonne C, précisez « nombre avec trois décimales ». 75 0,74 063 0,332 
y, ‘ 76 O75 6625 0,319 

eInterprétez le résultat : 7? 0.76 062 0,305 

—en termes de probabilité ; ae gza [om | aces 0,77 0,615 0,292 
(8 0,78 0,62 0,279 

—en termes d’aire sous la courbe de Gauss. 079 0605 0,266 
08 0,6 0,253 

2. Tabulation de u,, sur |0,01; 0,99] par pas de 0,01 Sos: | ose | oosa| |e) O82 059 | onan 
83 682 O59 0,228 

ae 

7 

ACTIVIT 

a ae 84 083 0,585 0,215 a) Entrez en A3 :=A2+0,01 . = = sie sei 85 084 058 0,202 
= a hs . 8 O85 0575 0,189 

ee F240,01 37036 082 0915] | 
086 O57 176 

C D 38 0,37 0,815 0,896 Oe oss bases | oss 
Ua 39, 038 081 0,878 89 O88 056 0,151 

2,576 40 0,39 0,805 0,860 90 089 0555 0,138 r 

41) OA | 08 0,842) |, 09 055 0,126 
42 041 0,795 0824] |o2 091 0545 02113 

— Recopiez en B3 le conteriu de B2 et en C3 le contenu de C2. 43 042 0,79 0806] | 53 092 054 0,100 
— Recopiez la plage de cellules A3:C3 vers le bas jusqu’a ce que | %4 43 0,785 0.789) | 94 0,93 0,535 0,088 

A 45 044 0,78 0,772 95 094 0,53 0,075 

la valeur 0,99 apparaisse dans la colonne A. oes | 77s | o755| lee) oss | oss | Does 
x Ya . ‘ 47 0,46 0,77 0,739 97 096 0,52 0,050 

b) Interprétez le résultat de la ligne 6: Sees Sree 

—en termes de probabilité ; 49 048 0,76 0,706 99 0,98 051 0,025 

—en termes d’aire sous la courbe de Gauss. PLAS ST CG ee | SS | OS 
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§F} Ajuster des données par une loi normale 

Approfondissement ‘AP) 

On dispose de données statistiques concernant une variable aléatoire. 

On voudrait savoir si la répartition des données se fait approximativement selon une loi normale. 

Principe de la méthode de Henri . 

mSi X suivait la loi N (U1 ; 02), alors — 
Ki x= x 

On pourrait écrire, pour tout nombre x, P(X < x) = °( — < = =@® ( = : 

H suivrait la loi N (0; 1). 

ie = 

La fonction F : x —- P(X < x) vérifierait donc, pour tout nombre x, F(x) = o(~) [1]. 

Or, la fonction ® admet une fonction réciproque, notée O"' (cf. TP 26 et 27). 
x — 

Donc, en inversant la formule [1], on obtiendrait ®~' (F(x) = ~t = ax - = : 

La fonction g: x — ®' (F(x)) serait affine, donc représentée par une droite. 

m Par conséquent, pour tester si des données sont réparties selon une loi normale, on peut déterminer 

les valeurs prises par la fonction g, puis examiner si les points de sa représentation graphique sont 

sensiblement alignés. 

BSi c'est le cas, la droite obtenue (dite droite de Henri) a pour équation y = x ~ = : 

En échangeant les axes, autrement dit en permutant les rdles de x et y, on obtient la droite d’équation 

ae 
fo) 

Sur cette équation sont en évidence les parameétres Lt (ordonnée alorigine) et O (coefficient directeur). 

x=—y- £ ,cest-a-dire y=Ox + LL. 

On se propose de mettre en ceuvre a l’aide d’un tableur la méthode ci-dessus, pour vérifier que la distri- 

bution des poids des nouveau-nés (voir Activité 1) se fait approximativement suivant une loi normale. 

Posons, pour tout nombre x, F(x) = P(X < x). On connait les images par F des bornes supérieures x, des 

Classes : ce sont les fréequences cumulées fc;. 3 Be] =c2s83 

Par exemple, F(2,4) = P(X < 2,4) = 0,02 + 0,04 = 0,06. : : 4 
si Poids x; Fréquence f; chievubbe fey 

2 2,2 0,02 0,02 

Attention : dans l’activité 1, les x, désignaient les centres des classes ; EW = _ [oe] 
ici, ils désignent les bornes supérieures des classes. S| 28 0,1 

6 3 0,13 

1. a) Entrez en colonne A les poids x;, en colonne B les fréquences f, : 2 ie 
z 2 3,4 0,14 

et en colonne C les fréquences cumulées fc;. 5| 36 0,13 

b) Pour chaque fréquence cumulée fc,, calculez en colonne D son - <j > 

antécédent y, par la fonction ®, en utilisant la fonction [12 42 0,04 

LOI.NORMALE.STANDARD.INVERSE . a — 

2. a) Recopiez les x, en colonne E, puis repré- ) P j SATE Oe 02 Y % =LO|.NORMALE.STANDARD.INVERSE(C2) | 
sentez graphiquement (nuage de points) les 

couples (y;; x,), de sorte que les y, soient en 

abscisses et les x, en ordonnées. 

Beaks ie F 
Fréquence 

Poid: Fré Is x; quence f; cunulae fe; 

2,2 0,02 0,02 2,2 

Yi Poids x; 

b) Au vu des points obtenus, une loi normale 

convient-elle comme modele de répartition des données ? 

3. a) Affichez la droite d’ajustement et son équation réduite : faire un clic droit sur l’un des points, choisir 
Ajouter une courbe de tendance , puis cocher « Linéaire » et « Afficher I’équation sur le graphique ». 

b) Interprétez les deux coefficients de cette equation. 
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er On donne (0,5) = 0,69. Calculez ® (— 0,5). 

30 | La variable aléatoire Z suit la loi N (0; 1). 

On donne P(Z <1) = 0,84. Calculez P(-1<Z <1). 

(31) La variable aléatoire Z suit la loi N (0 ; 1). 

Le cours signale trois « valeurs a connaitre » : 

PE 1<Z2<1)=0,683 ; P(H=2<Z<2)=0,954; 

P(-3<Z< 3)=0,997 ; 

Ces formules fournissent trois valeurs de u, : lesquelles ? 

32 | La variable aléatoire X suit la loi N (15; 9). 

Calculez P(X <15), E(X), O(X). 

EED La variable aléatoire X suit la loi B(400 ; 0,2). 
X 

Explicitez la variable aléatoire od Zeki 
6(X) 

34 | La variable aléatoire X suit la loi 98(100 ; 0,5). En vue 

de calculer P(40 < X <60) par l’approximation normale, 

effectuez la correction de continuité préalable (on ne 

demande que cette premiére étape). 

LOI NORMALE CENTREE REDUITE 

35 | La variable aléatoire Z suit la loi normale standard. 

1. Déterminez P(Z <1,2), avec un tableur ou une calcula- 

trice, en arrondissant a trois décimales. 

2. Déduisez-en, sans outil de calcul : 

ae e12)5 b) P(Z <—1,2) ; 

c) P(—1,2 < Z $1,2) ; d) P(Z <—1,2 0uZ >1,2). 

36) La variable aléatoire Z suit la loi normale centrée 

réduite. Calculez P(-1< Z <2) puis P(-2<Z<1). 

Commentez. 

En utilisant la fonction ®, donnez une valeur 

approchée a 10“ prés de chaque intégrale : 

2 joge 
a) ['e 2 dt ; b) [e de, 

EE sous la courbe de 

Gauss ci-contre, l’aire du 

domaine colorié vaut 0,4. 

Déterminez x a 10° prés. 

Entrainement 

39 | Z est une variable aléatoire qui suit la loi normale 

standard. 

Déterminez & 107 prés le nombre r strictement positif 

tel que Pi-r<X<n=0,72. 

‘ ; . = . 
40 | Déterminez uy; a 10 ~ pres. 

411 | Sous la courbe de Gauss 

ci-contre, le domaine colorié 

est symétrique par rapport a 

l’'axe des ordonnées. Son aire 

vaut 0,84. Quelle est sa lar- 

geur (a 10° prés) ? 

0,84 

| 42 | La variable aléatoire Z suit la loi normale standard. 

Détermineza 10 prés le rayon de l'intervalle ouvert | de 

centre 0 tel que P(X €1)=10 %. 

Avec des valeurs absolues 

Z est une variable aléatoire qui suit la loi N’ (0 ; 1). 

1. rdésigne un nombre strictement positif. 

a) Interprétez graphiquement P(|Z|<r) et P(/Z|>r). 

b) Démontrez que : 

P((Z|\<N=2O(n-1 et 

2. Application 

P((Z|>n=2(1-O(r). 

Calculez, 4 10° pres: 

a) P(Z/ <1), P(Z|< 2), P(Z| <3) ; 

b) P(|Z| 21), P(|Z| = 2), P(/Z| > 3). 

Z@® Points d’inflexion de la courbe de Gauss 

@ désigne la fonction de Laplace-Gauss. 

1. a) Démontrez que pour tout x de R, 

~’(x) = — x@(x) et P(x) = (x? — 1) Q(x). 

b) Déduisez-en que la fonction ©’ admet un maximum 

et un minimum. 

2. On appelle I’ la courbe de Gauss et | son point d’abs- 

cisse 1. 

a) Déterminez une équation de la tangenteT a T° enl.. 

b) A l'aide de GeoGebra, tracez I et T. 

Observez qu’en lI, la tangente T traverse la courbe T° (on 

ne demande pas de le démontrer). 

3. Expliquez sans calcul pourquoi il en est de méme au 

point J d’abscisse —1. 

Remarque. On dit que | et J sont des points d’inflexion de la 

courbe. 
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45 | Espérance et variance d’une variable aléatoire 

suivant la loi N (u ; 07) 

On se propose de démontrer le théoréme 6 : 

si la variable aléatoire X suit la loi NV (lu; 67), son espé- 

rance est LL et sa variance 0”. 

On admet que les propriétés E(aY + b)=aE(Y)+6 et 

V(Y) =E((Y —E(Y))’), vraies pour une variable aléatoire 

discréte Y, restent vraies pour une variable aléatoire a 

densité. 

X—H 
1. On pose Z = ——_. 

Oo 

a) Précisez E(Z) et V(Z). 

b) Démontrez que V(Z) = E(Z’). 

c) Exprimez X en fonction de Z. 

2. Déduisez-en que E(X) =U. 

3. Déduisez-en que V(X) = 07. 

46 | Une variable aléatoire X suit la loi normale d’espé- 

rance — 4 et d‘écart-type 7. 

Calculez avec trois décimales : 

a) P(X <—11) et P(X > 3); 

c) PX <—11 ou X > 3); 

e) P(X <—18 ou X210); 

b) P(-11<X S3); 

d) P-—18<X<10); 

f) P(X <-10 ou X218). 

47 | Contrdéle de production 

Une machine produit des clous dont la longueur 

moyenne est 12 mm, avec un écart-type de 0,2 mm. 

La longueur L d'un clou pris au hasard est une variable 

aléatoire qui suit une loi normale. 

Un clou est jugé défectueux si sa longueur est supérieure 

a 12,5 mm ou inférieure a 11,5 mm. 

1. Quelle est la proportion de clous défectueux ? 

2. Pour un clou défectueux pris au hasard, quelle est la 

probabilité que sa longueur soit inférieure a 11,5 mm ? 

48 | Durée de vie d’une ampoule 

La durée de vie (en heure) d’une ampoule électrique d’un 

type donné suit une loi normale de moyenne 2 200 et 

d‘écart-type 200. 

Quelle est la probabilité qu'une telle ampoule dure : 

a) moins de 2 000 heures ? 

b) plus de 2 400 heures ? 

c) entre 2 000 et 2 400 heures ? 

Vous donnerez les résultats avec deux décimales. 

Chapitre 14 » Lois normales 

49 | Pointure 

On admet que la longueur du pied d'un homme adulte 

(en cm) suit une loi normale de moyenne 26,5 et d’écart- 

type 1,7. Les pointures usuelles sont réparties en dix 

tranches de 0,7 cm, entre 23 cm et 30 cm. Un magasin 

voudrait prévoir pour chaque pointure la proportion de 

chaussures a commander. 

Calculez ces dix proportions, en utilisant un tableur ou la 

commande « Table » de votre calculatrice. 

50 | « Poids » des nouveau-nés 

On considére la situation de l’activité 1, page 406. 

1. Calculez a 10°? prés l'intégrale de la question 3. b) : 
1,6 

i; o(t)dt. 

2. Comparez ce résultat avec la valeur exacte de 

P(3,2 < X < 4) = 0,44 trouvée a la question 1. b). 

G3 Grand froid 

Au pole Nord, la température en hiver (en °C) suit approxi- 

mativement une loi normale de moyenne — 34 et d’écart- 

type 5. Sur 180 jours d’hiver, pendant combien de jours 

peut-on s‘attendre a ce que la température soit : 

a) inférieure a — 40°? b) supérieure a — 30°? 

Une région trés convoitée 

| Si la banquise arctique constitue un excellent marqueur du 

| réechauffement climatique, cest aussi un lieu investi d’un enjeu 

économique important : le pole Nord abriterait jusqu’a 13 % 

du pétrole et 30 % du gaz naturel mondiaux encore non 

découverts. 

Chocolat 

Dans une usine de confiserie, une machine produit des 

tablettes de chocolat. La masse indiquée sur l’emballage 

de chaque tablette de chocolat est 100 g. Mais la masse 

réelle (en g) fluctue légérement de facon aléatoire : elle 
suit une loi normale de moyenne 100 et d’écart-type 0,8. 
Une tablette de chocolat n’est pas vendable si sa masse 
est inférieure a 98 g. 

Quelle est la proportion de tablettes invendables ? 



G3 Hauteur limitée 

Dans un sous-marin, l’espace de vie et de circulation de 

'équipage est calculé au plus juste. On admet que la taille 

(en cm) d’un sous-marinier suit une loi normale de 

moyenne 170 et d’€cart-type 20. 

Quelle doit étre la hauteur de plafond minimale pour 

qu’au moins 95 % des membres de |’équipage puissent 

s'y tenir debout ? 

54 | Premier et troisiéme quartiles 

A l'écrit d’un concours, les notes obtenues par les 

2 000 candidats se répartissent selon une loi normale 

d’espérance 9,25 et d’écart-type 3,62. 

On classe les candidats en trois catégories : 

A: les 500 meilleurs, qui sont admis sans oral ; 

C: les 500 moins bons, qui sont refusés sans oral ; 

B: les 1 000 autres, qui passeront un oral. 

1. On appelle x la note qui sépare les groupes C et B. 

x -—9,25 3 == =0,25. 

b) Déduisez-en la valeur de x, arrondie a deux décimales. 

a) Démontrez que o( 

2. Déterminez de méme la note y (arrondie a deux déci- 

males) qui sépare les groupes B et A. 

Remarque. x et y sont respectivement le premier et le troisiéme 

quartile de cette distribution. 

55 | Gestion de stock 

Dans un supermarché, le gérant a établi une statistique 

de ses ventes quotidiennes de packs d’eau minérale. || 

apparait que le nombre X de packs vendus chaque jour 

suit une loi normale de moyenne 52 et d’écart-type 12. 

1. Le gérant ne peut pas stocker plus de 76 packs dans sa 

réserve. Avec un tel stock, quelle serait la probabilité 

qu’un jour donné il ne puisse pas répondre a la demande 

(rupture de stock) ? 

2. || ne souhaite pas remplir completement la réserve, car 

cela rend la manutention difficile. Mais il voudrait limiter 

a5 %le risque de rupture de stock. Quel doit étre au mini- 

mum son stock quotidien ? 

(56 } « Amortissement » d’une chaudiere 

Une entreprise fabrique des chaudiéres. 

On note X Ia variable aléatoire qui, a chaque chaudiére 

prélevée au hasard dans la production, associe sa durée 

de fonctionnement, en année. On admet que X suit une 

loi normale de moyenne 15 et d’écart-type 3. 

Une chaudiére est dite « amortie » si sa durée de fonc- 

tionnement est supérieure ou égale a dix ans. 

Calculez la probabilité qu’une chaudiére prélevée au 

hasard dans la production soit amortie. 

Vous arrondirez le résultat a trois décimales. 

La variable aléatoire X suit la loi N’ (u ; 0,16). 

Déterminez L,a 10°! prés, pour que: 

a) P(X < — 3,2) =0,05. b) P(X > 5,6) =0,05. 

G3 La variable aléatoire X suit la loi N (120; 0”). 

Déterminez 0, a 10°! prés, pour que: 

a) P(X < 100) =0,05. b) P(X > 140) = 0,05. 

APPROXIMATION NORMALE 
D’UNE LOI BINOMIALE 

Pour les exercices de cette rubrique, vous vérifierez 

que l’approximation normale d’une loi binomiale 

est justifige et vous comparerez les résultats obtenus 

par cette approximation a ceux que fournirait la loi 

binomiale. Les valeurs des probabilités seront données 

avec trois décimales. 

59 | On lance 100 fois un dé tétraédrique régulier dont 

une seule face est rouge et on appelle succés l’arrét du dé 

sur cette face. On note X la variable aléatoire indiquant le 

nombre de succes. 

Calculez la probabilité P(20 < X < 30). 

60 | Gauchers 

On estime a 16% la proportion de gauchers dans une 

population. On choisit dans cette population 900 per- 

sonnes au hasard « avec remise ». Quelle est (a 10* prés) 

la probabilité qu'il y ait, dans cet échantillon : 

a) au plus 140 gauchers ? 

b) au moins 150 gauchers ? 
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61 | Lancers d’une piece 

On considére la situation de l’activité 2, page 407 (25 lan- 

cers d'une piece équilibrée). 

1. Calculez 4 107 prés l’intégrale de la question 3. b) : 
0,8 

Bost (t) dt. 

2. Comparez ce résultat avec la valeur de P(11< X < 15) 

calculée avec la loi binomiale. 

62 | Réponse au hasard 

Un questionnaire a choix multiples comprend 36 ques- 

tions. Pour chaque question, trois réponses sont propo- 

sées, dont une seule est exacte. Un candidat tres ignorant 

choisit une réponse au hasard a chaque question. 

On appelle X la variable aléatoire indiquant le nombre de 

réponses exactes. 

Calculez P(X > 5). 

63 | Fille ou gargon 

En France aujourd’hui, les démographes estiment a 0,512 

la probabilité qu’un bébé a naitre soit un garcgon. Sur une 

année, on prévoit 820 000 naissances environ. 

Quelle est la probabilité que parmi 820 000 nouveau-nés, 

le nombre de garcons dépasse 420 000 ? 

Composants électroniques 

Une usine fabrique des composants électroniques. On 

estime a 0,02 la probabilité qu’un composant pris au 

hasard dans la production soit défectueux. 

En bout de chaine, on teste 400 composants choisis au 

hasard avec remise. 

Calculez 4 10°* prés la probabilité d’avoir au moins vingt 

composants défectueux dans |’échantillon. 

65 | Allergie 

Pour un certain traitement médical, on a observé que les 

patients peuvent faire une réaction allergique avec une 

probabilité 0,02. On prévoit de traiter 1 225 personnes. 

Quelle est la probabilité qu'il y en ait au moins 30 qui fas- 

sent cette réaction allergique ? 

66 | Surréservation 

La compagnie aérienne Mankpad Air estime a 0,1 la pro- 

babilité qu’un client ayant réservé sa place ne se présente 

pas a l’embarquement. 

Sur le vol MA 2012, l’avion a une capacité de 300 places. 

Pour optimiser son remplissage, la compagnie a accepté 

plus de 300 réservations. Ce faisant, elle court le risque 

que se présentent a l'embarquement plus de 300 

personnes ayant réservé, auquel cas elle devra indemni- 

ser ceux qui ne pourront embarquer. 

Chapitre 14 & Lois normales 

On note n le nombre de réservations acceptées par la 

compagnie, et X la variable aléatoire indiquant le nombre 

de personnes ayant réservé qui se présentent a l‘embar- 

quement. On suppose les comportements des clients 

indépendants les uns des autres 

1. Justifiez que X suit une loi binomiale dont vous préci- 

serez les parametres. 

2. Justifiez que cette loi binomiale peut étre approchée 

par une loi normale dont vous préciserez les parametres. 

3. On suppose dans cette question que n= 324. 

Quelle est la probabilité que la compagnie ne puisse pas 

embarquer tous les passagers qui se présentent ? 

4. La compagnie souhaite limiter a 1% le risque de ne 

pouvoir embarquer tous les passagers qui se présentent. 

Déterminez le nombre maximum de places qu'elle peut 

proposer a la réservation. 

300,5—0,9n 
2,326 , puis posez x = Vn. 

0,3Vn 
Démontrez que 

67 | IQUE Négation d’une double inégalité 

Une variable aléatoire X suit la loi 98(36 ; 0,2). 

1. Calculez a 10° pres: 

a) P(6<X <9); b) P(6<X Nee 

c) P(6<X <9); <X : d) P(6 ) 

2. a) Ecrivez les événements contraires des précédents 

et donnez leur probabilité 4 10°? prés. 

9 

9 

Ee 
SS 

S 

b) Comparez ces résultats avec ceux que donnerait 

‘approximation normale. 

Vous voulez calculer P(O < Z<1,5), ot la variable aléa- 

toire Z suit la loi N’ (0 ;1). Mais votre calculatrice ne dis- 

pose pas de la fonction ®. 

Ecrivez un algorithme permettant d’obtenir le résultat a 
10° pres. 

Reportez-vous 4 l'exercice 47 du chapitre 7, p.212. 



J Méthode de Monte-Carlo 

Dans un repére orthonormé, on appelle “ le carré 

construit sur le repére et &) le domaine situé entre les abs- 

cisses 0 et 1, sous la courbe J d’équation y = 
x+10 

1. On choisit au hasard un point dans 6. 

Calculez la probabilité qu'il soit dans &), c’est-a-dire le 

rapport de l’aire de & a l’aire de ©. 

2. On choisit 10 000 points au hasard dans 6. 

On appelle X la variable aléatoire indiquant le nombre de 

ces points qui sont dans &). 

Calculez P(6 800 < X <7 050]. 

3. Ualgorithme ci-dessous permet de réaliser l'expé- 

rience du 2. et fournit la valeur prise par X. 

Compleétez les parties manquantes. 

v VARIABLES “| 
X EST_DU_TYPE NOMBRE 

| 

| 
Y EST_DU_TYPE NOMBRE 
N EST_DU_TYPE NOMBRE 
NB EST_DU_TYPE NOMBRE 

v DEBUT_ALGORITHME 

}- NB PREND_LA VALEUR 0 
W POURNALLANT DELA 

DEBUT_POUR 
//Choisir un point au hasard dans Je carré C 

X PREND_LA VALEUR random()} 

Y PREND LA VALEUR 

Si le ads est dans D. augmenter NB del 

‘7 Si Ree ALORS 
DEBUT SI 

Eve PREND LA VALEUR) 
FIN_SI 

FIN_POUR 
AFFICHER 

FIN_ALGORITHME 

4. Réalisez un programme correspondant a cet algo- 

rithme, et exécutez-le plusieurs fois. 

Le résultat du 2. est-il confirmé ? 

AVEC LES TICE 

Densité de la loi V (yt ; 02) 
X est une variable aléatoire suivant la loi N (u ; 07). 

On cherche l’expression de sa densité de probabilité f. 

On appelle F sa fonction de répartition, définie par : 

F(x) = P(X < x). 

1. a) Démontrez que pour tout nombre x: 

x- 2) | 

O 

b) Sachant que F est une re de f, déduisez-en que 
del 

Fx) = 0( 

pour tout nombre x, f(x) = — x9 ( 

2. a) Représentez fa l'aide de GeoGebra : vous définirez 

deux curseurs et 0, pour faire varier entre —10 et 

10, et 0 entre O et 5. 

b) Observez |’évolution des courbes selon que UW ou O 

varie. 

3. a) Démontrez que la courbe représentative de fadmet 

pour axe de symétrie la droite d’équation x = UL. 

b) Précisez les coordonnées exactes du sommet de la 

courbe représentative de f. 

4. a) Affichez |’aire du domaine situé sous la courbe entre 

les abscisses U — 20 et U+20. 

(Aide) Utilisez instruction : Intégrale(f,  — 20, + 20). 

b) Que peut-on conjecturer en faisant varier U et O ? 

c) Démontrez cette conjecture. 

Prendre toutes oe ee 
71 

On évalue a 0,3 la probabilité- 

qu'une personne en age détre. 

vaccinée contre la grippe de- 

-mande a étre vaccinée avant — 

'hiver. +o, 

Vaccins ; 

Dans une région de 1,5 mil- 

lion d’habitants en age d’étre 
vaccinés, l'‘Agence Régionale 

de Santé veut prévoir un stock 

suffisant de doses de vaccin. 

Combien doit-elle en com- 

mander pour limiter a 1% le 

risque d’en manquer ? 

Une entreprise fabrique en grande quantité des 

tiges métalliques cylindriques pour l'industrie. 

On note L la variable aléatoire qui, a chaque tige préle- 

vée au hasard dans la production, associe sa longueur 

(en mm). On suppose que L suit une loi normale de 

moyenne 100 et d’écart-type 0,3. 

Une tige de ce type est considérée comme conforme 

lorsque sa longueur appartient a_ l/intervalle 

[99,5 ; 100,5 ]. 

On contrdle successivement 100 tiges prélevées au ha- 

sard et avec remise. Quelle est la probabilité d’avoir au 

moins 95 tiges conformes ? 

Chapitre 14 Lois normales 429 



430 

Le jour du BAG) 

Travail en autonomie 

=> Rédigez la solution de cet exercice 

en vous aidant du guide. 
Me 

Dans une usine de matériel électrique, une machine 

fabrique des résistors de résistance attendue 50 ohms. 

Mais la résistance effective R fluctue légerement de facon 

aléatoire autour de cette valeur : elle suit une loi normale 

de moyenne 50 ohms et d‘écart-type 0,5 ohm. ~<—————_ 

Les résistors dont la résistance est inférieure a 49 ohms ou 

supérieure a 51 ohms sont mis au rebut en vue d’étre 

recyclés. 

1. Quelle est, 4 10 prés, la probabilité qu’un résistor 

pris au hasard soit mis at rebut 2 ———__l 

2. La machine produit 1 900 résistors par jour. On sup- 

pose in dépendantes les productions de chaque résistor. 

On note X la variable aléatoire indiquant le nombre oe 

résistors mis au rebut lors d’une journée donnée. 

Précisez la loi de probabilité de X, son espérance et son 

écart-type. 

3. Quelle est, 4 10 * prés, la probabilité que sur une jour- 

née il y ait plus de 100 résistors mis au rebut ? 

Vous détaillerez votre méthode de calcul. 

1. R suit une loi normale dont l’espérance et |'écart- 

type O sont connus. 

Pour calculer une probabilité, on se raméne a la variable 

aléatoire Z = < qui suit la loi N (0; 1). 

Et pour Z, on utilise la fonction de répartition ©. 

Les valeurs de ® sont fournies par la calculatrice. 

Vous pouvez calculer d’abord la probabilité que le résis- 

tor soit bon, puis passer a l’6vénement contraire. 

vient d’étre calculée. 

On répéte 1 900 fois la production d’un résistor, pour 

laquelle on peut appeler «succés» le fait qu'il soit 

défectueux (méme si ici le mot « échec » parait mieux 

approprié...). 

3. Deux méthodes sont possibles : 

- soit l'utilisation de la loi binomiale, (aT ee 

—soit son approximation normale, apres avoir vérifié 

que les conditions sont remplies. 

Que vous choisissiez l'une ou l‘autre des deux méthodes, 

vous avez avantage a considérer |'événement contraire : 

«lly a au plus 100 transistors mis au rebut ». 

2. La probabilité qu’un résistor produit soit mis au ie 

Chapitre 14 » Lois normales 

Degen ck bt: Bs 
~ Retrouvez le c 
NCAR ON OTAIAG de cet exer 

_ wwwetransm: 

le 

D Analyser l’énoncé 

R est une variable aléatoire. 

D Analyser I’énoncé 

Le mot « moyenne » est I’équivalent 

en langage statistique du mot 

« espérance » en langage probabiliste. 

D Analyser l’énoncé 

On cherche la probabilité que R 

prenne ses valeurs en dehors d’un 

intervalle centré sur l’espérance. 

» Analyser I’énoncé 

On reconnait un schéma de Bernoulli. 

» Analyser l’énoncé 

Lénoncé laisse le choix de la méthode, 

car il y ena deux. 

ZOOM sur Ia rédaction Q 

Rappelez la définition d’une loi / 
normale, pour justifier l’introduction 

de Z. N’hésitez pas a dessiner | 

sommairement une courbe en cloche 

pour illustrer votre raisonnement. 

ZOOM sur la rédaction Q 

Avant de parler de loi binomiale, 

expliquez pourquoi il s‘agit d’un 

schéma de Bernoulli, en soulignant | 

l'indépendance des productions 

des résistors. Précisez son ordre n et 

son parameétre p. Et indiquez que X 

est bien le nombre de succés. 

\ 
q 

\ 
\ 

i , 

1 

ZOOM sur la rédaction Q 

Si vous utilisez la loi binomiale, | 

faites attention aux inégalités 

strictes ou larges. Si vous utilisez 

l'‘approximation normale, vérifiez 

que les conditions sont remplies, 

et n’oubliez pas la correction de 

continuité. 

f 

} 
i 
f { 

| 

; i 
: 
i 
; 
; 
\ 
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On dispose d’un dé tétraédrique régulier, dont une 

seule face est rouge. On le lance 300 fois, et on note X la 

variable aléatoire qui indique le nombre de chutes sur la 

face rouge. 

1. Quelle est la loi de probabilité de X ? Précisez ses para- 

metres. 

2. Justifiez que la loi de probabilité de X peut étre appro- 

chée par une loi normale. 

Précisez les paramétres de cette loi normale. 

3. En utilisant l’‘approximation normale de la loi bino- 

miale, calculez P(60 < X < 90). 

Vous donnerez le résultat avec deux décimales. 

QcM 
Pour chaque question, une seule des trois réponses propo- 

sées est correcte. 

Une réponse exacte rapporte un point, une réponse fausse 

fait perdre 0,5 point. 

1. On a représenté ci-contre 

la courbe de Gauss. 

A 10? prés, l’aire du domaine 
colorié vaut : 

a) 0,68. b) 0,95. 

2. A 10° pres: 

a) Up 4 = 0,345. 

c) 1. 

b) Uy, = 0,645. €) Ug 4 * 0,842. 
3. Si la variable aléatoire X suit la loi N’ (2 000; 10 000), 

alors, 10° prés: 

a) P(1800 < X S 2 200) ~ 0,683. 

b) P(1800 < X <2 200) + 0,954. 

c) P(1800 < X <2 200) = 0,997. 

4. X est une variable aléatoire qui suit la loi N (15 ; 0,25). 

a) P(14<X <15)=0,68. 

b) 2X — 30 suit la loi N (0; 1). 

c) P(X <16)=0,4. 

5. X est une variable aléatoire qui suit la loi 2B (25 ; 0,1). 

a) P(X <12)=P(X S12). 

b) P(X > 12) =P(X > 12,5). 

c) X suit sensiblement la loi N (2,5 ; 1,5). 

6. X est une variable aléatoire qui suit la loi 28 (100 ; 0,1). 

a) X suit sensiblement la loi NV (100 ; 0,01). 

b) P(X <10)=0,5. 

c) <a suit sensiblement la loi N (0; 1). 

Restitution organisée des connaissances 

Prérequis : Z est une variable aléatoire qui suit la loi nor- 

male standard. Sa densité @ est une fonction paire. Sa 

fonction de répartition ® est définie par P(x) = P(X < x). 

Pour tout intervalle |, P(X El) =1—P(X €}). 

Le jour du BAC 

1. Démonstration 

Démontrez que pour tout nombre x, 

®(— x) =1- D(x). 

Vous illustrerez la démonstration a l'aide de la courbe de 

Gauss. 

2. Application 

On donne (1,7) = 0,955. 

Calculez sans outil de calcul: P(— 1,7 < Z <1,7). 

IROC ) Restitution organisée des connaissances 

Prérequis : si Z est une variable aléatoire suivant la loi 

normale standard, sa fonction de répartition ® vérifie 

® (— x) =1— B(x) pour tout nombre x. 

1. Démonstration 

Démontrez que pour tout nombre r strictement positif : 

Pi-r<Z<n=20(n)-1. 

2. Application 

On donne (1,5) = 0,933. 

Calculez sans outil de calcul: P(— 1,5 < Z <1,5). 

Restitution organisée des connaissances 

Prérequis : si Z est une variable aléatoire suivant la loi 

N'(0;1), sa fonction de répartition ® est continue et 

strictement croissante sur R. 

Elle vérifie ® (0) =+ et im, (x) =1. 

1. Démonstration 

On désigne par & un nombre de j0;1[. 

a) Démontrez qu'il existe un nombre strictement positif 

u, etun seul tel que ®(u,) =1— ee 

b) Démontrez que P(- u, <Z<u,)=1-a@. 

2. Application 
Déterminez l’intervalle ouvert | de centre 0 tel que: 

RAS 10798 

Vous donnerez les bornes avec deux décimales. 

Une enquéte a montré que 50% des éléves du 

lycée Delacour utilisent quotidiennement un ordinateur. 

On interroge successivement et de maniére indépen- 

dante 64 éléves de ce lycée choisis au hasard et « avec 

remise ». On note X la variable aléatoire qui comptabilise 

ceux qui utilisent quotidiennement un ordinateur. 

1. Justifiez que la loi de probabilité de X est une loi bino- 

miale et précisez les paraméetres de cette loi. 

2. Justifiez que cette loi peut étre approchée par une loi 

normale dont vous préciserez les parametres. 

3. Calculez la probabilité qu’au plus 36 éléves utilisent 

quotidiennement un ordinateur. 

D’apres BTS Informatique de Gestion 
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Pour aller plus loin 

EX) Globules rouges 

Le nombre X de globules rouges par mm? de sang est en 

moyenne de 4,5x10°. Pour 95% des humains, ce 
nombre est compris entre 4 x 10° et 5x 10°. 
En supposant que X suit une loi normale, quels en sont 

les parametres ? 

81 | Durée de sommeil 

La durée de sommeil quotidienne S d’un adulte est en 

moyenne de 7,5 heures. On évalue a 10 % la proportion 

d’adultes qui dorment plus de 9 heures ou moins de 

6 heures par jour. On suppose que S suit une loi normale. 

1. Quel en est I’écart-type ? 

2. Quelle est la proportion d’adultes qui dorment entre 7 

et 8 heures par jour ? 

82 | Espérance d’une variable aléatoire Z suivant la 

loi normale standard 

On se propose de démontrer la premiére partie du théo- 

reme 4: si une variable aléatoire suit la loi normale stan- 

dard, son espérance est 0. 

@ désigne la fonction de Laplace-Gauss. 

1. a) Vérifiez que pour tout nombre x, 

: x (x) =— O’(x). 

b) Déduisez-en i x@ (x) dx, puis : 
b 

sin, x9 dx 
2. Calculez de méme [xo (x) dx, puis : 

a 

lim [* x dx. 
q>—-co 

3. Concluez, sachant que E(Z) est la somme de ces deux 

limites. 

83 | Variance d’une variable aléatoire Z suivant la Soi 

normale standard 

On se propose de démontrer la deuxiéme partie du théo- 

reme 4: si une variable aléatoire suit la loi normale stan- 

dard, sa variance est 1. 

1. Justifiez que V(Z) = E(Z’). 

2. a) Démontrez que pour tout nombre x, 

x? P(x) = O”(x) + Q(x). 

b) Déduisez-en que pour tous les nombres a et b, 

[2 ewde=9'b)-9'a)+ [pb dx. 
c) Pehle ; 

lim i x*@(x)dx et lim, if x? (x) dx. 

On admettra que im, On) i= lim, @ (x) =0. 

3. Concluez, sachant que E(Z*) est la somme des deux 

limites d'intégrales obtenues en 2. ¢). 

Chapitre 14 Lois normales 

84 | Etude de la fonction de répartition ® 

1. Démontrez que pour tout nombre x, 
1 x ow= T+ / o(t)dt. 

Distinguez les deux cas x = 0 et x <0. 

2. Etudiez les variations de la fonction ®. 

3. a) Justifiez, a l'aide de la courbe de Gauss, que: 

lim ®(x)=0 et lim O(x)=1. 
X—>-—co X—>+00 

b) Déduisez-en que la courbe représentant ® admet 

deux asymptotes. 

ED Propriétés de la courbe de la fonction ® 

On appelle I’ la courbe représentant la fonction ® et K 

son point d’abscisse 0. 

1. Démontrez que K est centre de symétrie pour [. 

/Aide), M étant un point quelconque de I, trouvez les coordonnées 
de son symétrique M’ par rapport 4 K, pour établir que M’ 
appartient aI’. 

2. Déterminez |’équation réduite de la tangente T enKa 

lacourbe I. 

3. On appelle g la fonction affine représentée par la 

droite T, et hla fonction ® — g. 

a) Etudiez les variations de h sur |—co; +oo[, et dédui- 
SeZ-en son signe. 

b) Déduisez-en qu’en K, la tangente T traverse la courbe 

I. On dit que K est un point d’inflexion. 

4. Démontrez que le coefficient directeur des tangentes 

a I est maximal en K. 

86 | Quantiles de la loi .\(0 ; 1) 

Soit Z une variable aléatoire suivant la loi (0 ;1). Etant 

donné un nombre & strictement compris entre 0 et 1, on 

appelle quantile d’ordre @ le nombre q,, tel que: 

P(Z< Fa) =O 

1. Quel est le quantile d’ordre 0,5 (médiane) ? 

2. Déemontrez que q, est l'antécédent de a par la fonc- 

tion ®. Justifiez son existence et son unicité. 

3. a) Déterminez les quantiles d’ordre 0,25 et 0,75 (pre- 

mier et troisiéme quartiles). 

b) Déterminez les quantiles d’ordre : 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 

0,5 ; 0,6; 0,7 ; 0,8; 0,9 (déciles). 

c) Determinez les quantiles d’ordre 0,01 et 0,99 (premier 
et dernier centiles). 

4. Déemontrez que pour tout a de ]0;1[, les quantiles 
d’ordre @ et 1— @ sont opposés. 

5. Demontrez que pour tout a de ]0;1[, uy =9,_@. 
2 



Z est une variable aléatoire suivant la loi N (0 ; 1). 

Soit |=[a ; b] un intervalle de rayon rdonné (r > 0). 

1. Démontrez que; P(Z El) <P(Z < for pr). 

Aide), Distinguezles cas b >r, OX b<r, -—r<b<0, 
b <—r. Interprétez les probabilités en termes d’aires et 
utilisez la symétrie de la courbe en cloche par rapport a l’axe 
des ordonnées. 

2. Déduisez-en que P(Z &1) est maximal quand I‘inter- 

valle | est centré en 0. 

Don du sang 

Dans un centre de collecte de sang, on commence par 

mesurer la température corporelle et la pression artérielle 

des personnes qui se présentent pour un don. 

On admet que pour une personne prise au hasard parmi 

celles qui se présentent : 

— la température corporelle T (en °C) suit une loi normale 

d’espérance 37 et d’écart-type 0,4; 

—la pression artérielle systolique S (en cm Hg) suit une loi 

normale d’espérance 12 et d’écart-type 2. 

1. On note F l’événement «La personne a de la flévre », 

c'est-a-dire que sa température dépasse 37,8. 

Calculez la probabilité de F. 

2. On note H l’événement «La personne est hypoten- 

due », c’est-a-dire que sa pression artérielle systolique est 

inférieure a 9. 

Calculez la probabilité de H. 

3. Le don de sang est refusé si la personne a de la fieévre 

(risque d’infection) ou si la personne est hypotendue 

(risque d’évanouissement). On admet, pour simplifier, 

que ce sont les seuls cas de refus. 

En supposant indépendants les événements F et H, calcu- 

lez la probabilité que le don soit refusé. 

4. La personne sest vue refuser le don du sang. Quelle est 

la probabilité : 

a) qu'elle ait de la fiévre ? 

b) qu'elle ait de I'hypotension ? 

c) quelle ait de la fiévre et de I’hypotension ? 

Les résultats seront donnés avec trois décimales. 

89 | Loterie 

Une roue est divisée en dix sec- 

teurs égaux numérotés de 0 a 9. 

Un jeu de foire consiste, aprés 

avoir misé 1 €, a faire tourner 

cette roue devant un index: si la 

roue s‘arréte sur le 9, le joueur 

récupére sa mise augmentée de 

4 €, sinon il perd sa mise. 

On suppose que les dix numéros sont équiprobables. 

Le forain prévoit 100 clients dans sa journée. 

1. Quelle est son espérance de bénéfice sur ce jeu ? 

2. Quelle est la probabilité : 

a) qu'il perde de l’argent ? 

b) que son bénéfice dépasse 30 € ? 

Aide) Appelez X le nombre de clients qui gagnent et exprimez le 
bénéfice B en fonction de X. 

EX) contréle de qualité 
Une entreprise fabrique en grande quantité des plaques 

métalliques rectangulaires pour l’industrie. 

Dans ce qui suit, les résultats seront arrondis 4 10°. 

On préléve au hasard une piéce dans la production, et on 

appelle X et Y les variables aléatoires qui indiquent res- 

pectivement sa longueur et sa largeur (en mm). 

On suppose que X suit la loi (250; 4), et Y la loi 

Ni (5 OF-7222'5) 5 

1. Calculez la probabilité de I'6vénement A: 

« La longueur est comprise entre 246 et 254 ». 

2. Calculez la probabilité de l’événement B : 

« La largeur est comprise entre 146 et 154 ». 

3. Une piece est conforme si sa longueur est comprise 

entre 246 et 254, et sa largeur entre 146 et 154. On admet 

que les deux événements A et B sont indépendants. 

Calculez la probabilité que la piece soit conforme. 

4. La piece prélevée est non conforme. 

Quelle est la probabilité : 

a) que sa longueur soit inférieure a 246 ? 

b) que sa largeur soit supérieure a 154 ? 

PROLONGEMENT DU TP 28 

91 | Astéroide 

Un astronome a observé un astéroide dont il voudrait 

mesurer le diamétre avec précision. Mais les mesures sont 

entachées d’erreurs aléatoires. C'est pourquoi il effectue 

100 mesures de ce diamétre. 

Il obtient les résultats suivants : 

683 | 684 | 685 | 686 | 687 | 688 | 689 | 690 
Mesure ‘ . < ‘ : : 

(km) | 684] 685 | 686 | 687 | 688 | 689 | 690 | 691 

Effectif 

En utilisant la méthode de Henri (exercice 28, p. 424) : 

a) vérifiez qu'une loi normale est adaptée a ces données. 

b) donnez l’espérance et |’écart-type de cette loi normale. 

Remarque. L’espérance est une bonne estimation du diametre 

cherché, et I’écart-type indique la précision de la mesure. 
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Les loups sont officiellement revenus en France en 1992. 

Vingt ans apres, on estime qu’ils sont prés de 200, mais il n’est 

pas possible de les compter a vue. Le suivi scientifique de 

l’espéce passe donc par l'utilisation d’outils statistiques qui 
permettent estimations et projections. 

Le britannique Karl Pearson, considéré comme un des 

fondateurs des statistiques modernes, a notamment introduit 

le test du y’ pour décider si des écarts sont dus au hasard ou 
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En savoir plus sur 

Karl Pearson 
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& Exercices-tests === 
numériques 

Echantillon nage Les exercices portent sur la situation décrite ci-apres. II s‘agit, 

pour chaque question, d‘indiquer la réponse exacte, 

en justifiant votre choix. 
e Un échantillon aléatoire de taille n est 

une liste de n résultats obtenus par n répétitions 

indépendantes de la méme épreuve. Une publicité affirme que 80 % des Frangais aiment 

le chocolat. Un sondage a ce sujet est ensuite réalisé 

auprés de 1000 Francais choisis au hasard. 
e Un schéma de Bernoulli d’ordre n et 

de parametre p est une répétition de n épreuves 

de Bernoulli identiques et indépendantes, 

de probabilité de succés p. 

On fait I’hypothése que la proportion de Francais aimant 

le chocolat est bien 0,8. 

e Dans un schéma de Bernoulli d’ordre n et 

de paraméetre p, le nombre de succés est 

une variable aléatoire qui suit la loi binomiale 

de paramétres n et p, notée 9B (n, p). 

La population francaise est suffisamment nombreuse pour | 

qu'on puisse assimiler le choix des 1000 sondés a une suite | 

de tirages avec remise. 

@ Cette derniére phrase permet d’assimiler ce sondage a 
un schéma de Bernoulli. 

a) Vrai b) Faux 

>> Intervalle de fluctuation 
2) La variable aléatoire X indiquant le nombre 

de personnes de cet échantillon aimant le chocolat suit 

la loi binomiale : j 

a) B(80;1000) b)B(1000;80) ) 28(1 000; 0,8) 

Au sein d'une population, on suppose que 

la proportion d’un certain caractére est p. 

On préléve dans cette population au hasard 

et avec remise un échantillon de taille n. 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

i) 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

l 

| 

| 

I 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

v2 va | 

e Onest alors en présence d’un schéma 

de Bernoulli et la variable aléatoire X comptant : 2) On donne ci-contre un extrait de 

| 

| 

| 

| 

| 

l 

I 

! 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

! 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

le nombre de succés suit la loi B (n, p). la table des probabilités cumulées de X. |__ cis t 

Lintervalle de fluctuation au seuil — 001591) e Onnote ale plus petit entier tel que 

P(X <a) > 0,025 et ble plus petit entier de 95 % de la fréquence de personnes 773 0,01923 

tel que P(X <b) 20,975. de cet échantillon aimant le chocolat 774 0,02311 
775 0,02765 

Alors, pour la fréquence F = x Vintervallede | &t: = = 
a) [775 ; 825 822|  0,96384) 

fluctuation au seuil de 95 % est I= |2 ; wh I 9231 0,969851 | 
noon L ” \ 

b) [772 ; 825] 824] 0,97501| 
825 0,97942 

c) [0,775 ; 0,824] 

hefty ss 4) Lors du sondage, on observe que la fréquence 

b> Prise de décision de personnes aimant le chocolat est f = 0,75. ' 

On fait I’hypothése que la proportion 

d'un caractére dans une population est p. 

On observe ensuite la fréquence f de 

ce caractére dans un échantillon de taille n. 

Alors, l'hypothese p = 0,8 est: 

a) rejetée au risque d’erreur de 5 % b) acceptée 

@ Lors un autre sondage de taille 1 000, on a observé 
f = 0,812. Dans ce cas, f est suffisamment proche de 0,8 

pour qu’on accepte I’hypothése p =0,8. 

a) Vrai b) Faux 

e Si f El, alors on accepte I’hypothése selon 

laquelle cette proportion est p. 

e Si f £1, alors on rejette cette hypothése avec 

un risque d’erreur (rejeter a tort) de 5 %. 

(> ! 
Corrigés sur www.transmathlycee.net/eleve-TermS 
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ACTIVITES 

436 

FREQUENCE DE SUCCES ET APPROXIMATION NORMALE 

On effectue 100 lancers d’un dé tétraédrique parfait dont les quatre faces sont numéro- 

tées respectivement 1, 2, 3 et 4. On appelle F la variable aléatoire indiquant la fréquence 

de l’apparition du numéro 1 au terme des 100 lancers. 

On se propose d’examiner si la loi de la fréquence du nombre de succés peut étre appro- 

chée par une loi normale. 

> Loi de la fréquence du nombre de succés 

a) Donnez l'ensemble des valeurs que peut prendre F. 

e Conjecturez la valeur possible de F qui vous semble la plus probable. 

b) On note X la variable aléatoire qui indique le nombre d’apparitions du 1 au terme des 100 lancers. 

e Quelle est la loi de X ? Justifiez. 

e Déduisez-en son espérance E(X), sa variance V(X) et démontrez que son écart-type O(X) vaut as 

c) Ecrivez F en fonction de X. a 

e Déterminez alors E(F) et V(F), puis démontrez que O(F) = = 2 

d) On rappelle que si Z est une variable aléatoire suivant la loi B(n, p), alors pour tout entier k tel que 

0<k<n, P(Z=h= ta pk(1— p)*, 

Calculez, 4 10~* prés, les probabilités suivantes : 

Oo PF=O025) : e P(0,24 <F <0,26). 

> Une nouvelle variable ? 

Y est une variable aléatoire qui suit la loi normale N’ (0.25 ; oa , Cest-a-dire telle que E(F) =E(Y) et 

Va Vive ss 

On se propose de comparer les lois de F et Y. 

a) A l'aide de votre calculatrice, donnez, a 10“ prés, les probabilités suivantes : 

e P(0,245 < Y 0,255) ; e P(0,235 < Y S0,265). 

Uutilisation de Y nécessite une correction de continuité : 

poura) F=0,25 SX = 25 245 <X <25,5 } 0,245 < F < 0,255. De méme pour b). 

b) Comparez les résultats de la question précédente et ceux obtenus en 1 d), puis formulez une conjec- 
ture concernant les lois de F et Y. 

c) En supposant la conjecture validée, calculez une valeur approchée de P(0,2 <F < 0,3). 

Arrondissez votre résultat 4 10 * prés. 

(aide) Noublie pas la correction de continuite. 

Conclusion 

Plus généralement, on verra, dans le cours, que la loi de la fréquence de succés F = x ou X est une 
n 

variable aléatoire qui suit la loi binomiale 9% (n, p), peut, sous certaines conditions, étre approchée par la 
Pale 2) 

loi normale N(p; ' 
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ACTIVITES 

ESTIMATION PAR « CAPTURE-RECAPTURE » 

On cherche a évaluer le nombre N de poissons dans un étang. 

On y preleve une premiere fois un échantillon de 200 poissons que l’on marque et que l’on remet dans |'étang. 

Ensuite, on effectue 625 prélevements successifs, au hasard et avec remise (un méme poisson peut étre 

attrapé plusieurs fois). On appelle F la proportion de poissons marqués dans un tel échantillon de 625 prises. 

i» Réle de I’échantillon 

Peut-on affirmer que la fréquence observée de poissons marqués lors de la recapture est nécessairement 

la méme que la proportion p de poissons marqués dans |’étang ? Justifiez votre réponse. 

2 Encadrement de la population de poissons par un intervalle 

Compte tenu de son procédé, cette recapture peut étre modélisée par un schéma de Bernoulli d’ordre 625 

et de parameétre p. 

Un résultat vu en classe de 2° dit alors que dans environ 95 % des cas, F <|p l 
1 —~——— ;p+——]. 

V625 V 625 
z i) Rares a! 5 1 

a) D t :p-=—<FS< = —-—<ps —. ) Démontrez que: p 35 p+ 55 €quivaut a F 35 pS<F+t 55 

b) On a observé 50 poissons marqués lors des 625 prises de la recapture. 

En faisant le pari que cet échantillon entre dans les 95 % de cas étudiés ci-dessus, quel encadrement de p 

pouvez-vous écrire ? 

c) Quel encadrement plausible de N pouvez-vous en déduire ? 

3 Utilisation d’un autre type d’encadrement 

On admettra que | F — 1,96 salsa ;F+ eee est également un intervalle donnant un enca- 
V625 V625 

drement de p dans environ 95 % des cas. 

a) En faisant le méme pari qu’a la question 2 b), déduisez-en un nouvel encadrement plausible de N. 

b) Des deux intervalles obtenus, quel est celui qui donne l’encadrement de N le plus précis ? 

... Sont-ils plus faciles ? Refaites ces exercices apres le chapitre 

Un programme permet, par simulations, d’afficher la fréquence de l’apparition du 1 au terme de n 

lancers d’un dé parfait 4 quatre ou six faces. Au préalable et sans le divulguer, ce programme choisit 

au hasard le nombre de faces du dé simulé : quatre ou six. 

Estimez la valeur minimale de n qui vous permettra de dévoiler, avec un risque d’erreur d’au plus 5 %, 

le nombre de faces initialement choisi par le programme. 

Un cybercafé est composé de deux piéces équipées chacune du méme nombre d’ordinateurs. Lors 

d’un tournoi, 100 personnes se présentent successivement et choisissent au hasard, indépendam- 

ment les unes des autres, lune des deux piéces. 

Estimez le nombre minimal d’ordinateurs qu'il doit y avoir dans chaque piéce pour que dans au 

moins 95 % des cas, la personne qui entre puisse trouver un ordinateur disponible dans la salle de 

son choix. 
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Compléments sur les lois normale et binomiale 

1.1| Loi normale: intervalles centrés sur l’espéerance 

allure en cloche de la courbe de densité d’une variable aléatoire X qui suit la loi N’ (u, 07) et la symé- 

trie de cette courbe par rapport a la droite d’équation x =U conduisent a étudier des intervalles 

centrés en LL. 

Le théoréme 1 précise les intervalles associés a une probabilité donnée. 

Théoreme il Soit X une variable aléatoire qui suit la loi N (lu ; 07). 

Démonstration 

Si X suit la loi NV (u ; 0%), alors, par définition, H suit la loi N’ (0; 1). 

Soit @ un nombre de |0;1| ; on sait (théoréme 5 du chapitre 14, p. 409) qu'il existe un unique 
Xx = 

et <ug) — (l= (62 |hilib 

Or, 6 > 0 ; donc [1] équivaut a P(- Ou, <X- UWS Ou,) =1-4, 

soit Pil -Ou, <XSU+Ou,)=1-a. 

nombre strictement positif u, tel que P & Uy = 

© Valeurs remarquables 

© Valeurs & connaitre 

Ug317 ~1 

U-o | Wt+o 
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1.2) Loi de la fréquence de succés F,, 

Dans la suite du cours, X,, est une variable aléatoire qui suit la loi binomiale 2B (n, p). 

Elle indique le nombre de succés dans un schéma de Bernoulli d’ordre n et de parametre p. 
X 

La variable aléatoire F,, = 7s indique alors la fréquence de succés lors des n épreuves. 

La loi de F,, se déduit de celle de X,, 

Théoré ' , ee P : 
Lespérance et l'écart-type de la fréquence de succés F,, sont tels que: 

E(F,) =E(1X,) =E(X,) et VF,)=V (4x, = — WOK): 

Or, X,, suit la loi 2 (n, p) ; donc E(X,) =np et V(X,) = np(1— p). 

Ainsi, E(F,) = 1 x np et V(F,) = “pen np(1— p); 

eee d’ou E(F,,) = p et O(F, 
vn 

1.3) Approximation de la loi de F,, par une loi normale 

ll résulte du théoréme de Moivre-Laplace (chapitre 14, p. 411) que sous certaines conditions 
xX,-—/n 

(n= 30, np 25 et n(1— p) 25), on peut approcher la loi de la variable aléatoire emetaeaees par la 

np(1— p) 
loi N (0; 1). 

Xn Np Xn P 
X —n Frere ae F —E(F.) 

Or, la variable aléatoire eA ee soit 2 
np(1— p) Vnp(i—p) Vp(i—p) O(F,,) 

n vn 
Ainsi, la loi de cette variable aléatoire associée a la fréquence de succés F, peut étre approchée par la 

loi normale WN (0; 1). D’ou la régle d‘approximation suivante : 

Regle fil Sous les conditions n 2 30, np 25 et n(1— p) 25, la loi de la fréquence de succés F,, peut étre 

approchée par la loi normale de méme espérance et de méme variance, J 

[>] Exemple. On effectue 100 lancers d’une piéce équilibrée et on appelle succés l’apparition de Pile. 

Fi99 indique la fréquence de succés dans un schéma de Bernoulli d’ordre n= 100 et de parametre 

=10)): 
‘ MOE 405 
D’apres le théoréme 2, E(F,,,) =0,5 et O (F,,.) = p 100. 100 100 

Les trois conditions de l’approximation sont vérifiées ; en effet : n = 100 (n 2 30), np = 50 (np = 5) et 

n(1— p) = 50 (n(1— p) 2 5). On peut donc approcher la loi de F, 4, parla loi N (0,5 ; 0,057). 

= 0,05. 
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ROC 
=> Exercice 43 

« Le jour du BAC » 

Definiti 
| MPP) vp(- p) 

440 

Cj Prise de décision 

2.1) Intervalle de fluctuation asymptotique au seuil 1— 0 

pip) Sa) 
grace au théoréme 1, déterminer des intervalles qui contiennent les valeurs de F,, avec une probabi- 

La loi de la fréquence de succés F, peut étre approchée par la loi N(p; . On peut alors, 

lité d’autant plus proche d’une valeur donnée que n est grand. C’est ce qu’affirme le théoreme 3. 

Pour tout nombre a de |0;1[, on pose |, = 
Vp(1— p) Vp(1- p) | 

BS Ua rah tt 

Alors, la probabilité P(F,, €1,,) tend vers 1— a lorsque n tend vers +co. 

| [=] Démonstration exigible. X,, suit la loi 2B (n, p), donc d’aprés le théoréme de Moivre-Laplace : 
Ko = Ii) 

lim P [-u. < ceil a < us) = 1- (par définition de u, pour la loi N(0 ; 1)). Or, 
) 

: N>+co np(1—p 

" X, —np 
| -u, <———- <u, équivaut a — u, Vnp(1— p) <X,, — np <u, Vnp(1— p), soit 
' np(1— p) ‘ 

= j= 
- np-u,Vnp(1— p) <X, <np+u, Vnp(1— p), puis p—u, paueni AL P) Coe ee 

ne Vn 
_ ce qui signifie F, <1,. Finalement: lim. PE == lo 

Pour tout nombre a de |0;1[, |, =|p— est appelé intervalle SS er et —EeEeEeEeEEEs 

Se Va 
de fluctuation asymptotique de F, au seuil 1— a 

2.2} Intervalle de fluctuation au seuil de 95 % 

Comme Up os ~ 1,96, un intervalle de fluctuation eee de F, au seuil de 95 % est: 

wv pep), 1= ec au 
12 196 lBO=P, us Hea 
-ps . tah a pe 06: ce 

© Retour sur un intervalle de fluctuation vu en classe de seconde 

On avu que F, appartient a l'intervalle J = E ata ;pt+ ae 
vn’ Vn 

e Comparons les intervalles de fluctuation | et J. 

dans environ 95 % des cas. 

p(1— p)=— p* + p est un trindme du second degré ; il admet un maximum en p=0,5, qui est égal a 
0,25. Ainsi, pour tout nombre p de [0;1]|, 0< p(1— p) <0,25. 

La fonction racine carrée étant croissante sur R*, on en déduit : 0 < p(1— p) 0,5. 

Alors, 0 <1,96V p(1— p) <1,96 x 0,5, donc 0 <1,96V p(1— p) <1. 

i= = 
On en déduit : p — in —— Sp= 196 PMP) p(1— p) 1 

Sp et pp +1,96-———— _ < p + —— :donc: 
n = Vn Vn 

i196 ee, Ganga). -|<[p-L p+ soit |C J. 
Vn aa Vn Vn 

e Ainsi, P(F, <I) <P(F, <J). Sous les conditions n> 30, np=5 et n(1- p)=5, P(F, El) = 0,95 

et on admet alors que dans la plupart des cas, on peut dire que P(F, € J) > 0,95. 
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2.3] Regle de prise de décision 

Dans une population d’effectif N, on suppose que la proportion d’un certain caractére est p. 

On souhaite juger cette hypothése. Pour cela, on préléve dans la population, au hasard et avec 

remise, un échantillon de taille n sur lequel on observe la fréquence f,,,. de ce caractere. 

Hast Uae X 
fp, est une réalisation de la variable aléatoire donnant la fréquence de succés F, = —, ot X,,, qui 

indique le nombre d'individus présentant le caractére étudié, suit la loi 2B (n, p). 

Si les conditions d’approximation n= 30, np = 5 et n(1— p) =5 sont remplies, alors dans environ 

95 % des cas, la fréquence F,, est dans l’intervalle de fluctuation asymptotique : 

Vp(1— p) Vp(1— p) 

Vn Vn 
l=|p—1,96 . D’ou la régle de prise de décision suivante. 7p +1,96 

Regle PJ @ Si fy,, <I, alors on accepte I'hypothése que la proportion est p. 

e Si f,,, £1, alors on rejette cette hypothése, au seuil de 5 %. 

Cela signifie que le risque d’erreur (rejet a tort) est d’environ 5 %. 

E} Estimation par intervalles de confiance 

On envisage le cas ot la proportion p d’un certain caractére dans une population est inconnue. 

On cherche alors a estimer p a partir d’un échantillon de taille n (tirage au hasard et avec remise). 

On supposera les trois conditions d’approximation remplies : n 2 30, np 25 et n(1— p)25. 

Soit F,, la variable aléatoire qui a chacun des échantillons de taille n associe la fréquence du caractére 

dans cet échantillon. Dans environ 95% des cas, F, prend ses valeurs dans |’intervalle 

aa D’ou le résultat suivant : 

La proportion inconnue p est telle que: P (F _ i =ps<F,+ z) = 0,95. 

[5] Démonstration. P(p - — <F, <p + =| = 0.95 

Or DP ee iy PSE a pet eee donc 

cee ale, as Ainsi, P(F, - T= <p<F, + 7) =0,95. 

PEED 2) on observe une fréquence f,,, sur un échantillon de taille n. On appelle intervalle de confiance de 

p au niveau de confiance de 95 % |’intervalle fos = ae pilepech val : 

© Remarque. Cet intervalle de confiance a pour centre f,,,, et pour amplitude mee 
n 

V fobs (1 = fobs) Per OG Vices fobs) 

vn 
On admet que Iintervalle | f,,, — 1,96 ets oat a est aussi un intervalle 

n 
de confiance de p au niveau de confiance de 95 %. 

Régle EY Pour estimer une proportion inconnue a partir d’un échantillon, on utilise en général l’encadre- 

ment fourni par un intervalle de confiance au niveau de confiance de 95 %. 
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Application $= |s2z 

posiren 1 Prendre une décision a partir d’un échantillon 

e Intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % de la fréquence de succés F, 

F, est la variable aléatoire indiquant la fréquence de succes dans un schéma de Bernoulli d’ordre n 

VORP) 4 196 VPU= PI) 
apes ae et de paramétre p. On note | I’intervalle | p — 1,96 

Sous les conditions n2 30, np 25 et n(1— p) 25, P(F, <i) ~ 0,95. 

e Regle de prise de décision (Régle 2) 

On suppose que dans une population la proportion d’un certain caractere est p. 

On observe la fréquence f,,,. de ce caractére sur un échantillon de taille n, sous les conditions 

précédentes. 

Un échantillon aléatoire de taille n est assimilé a une suite de tirages avec remise. 

-Si f,,, 1, alors on accepte I'hypothese que la proportion est p. 

-Si f,,, EI, alors on rejette cette hypothése au seuil (rejet a tort) de 5 %. 

Se)" AY Prendre une décision au seuil de risque de 5 % 

D’aprés une étude de I’INSEE, en 2006, la moitié des bébés francais sont nés hors mariage. 

Sur un échantillon de 1000 naissances au cours de I’année 2010, on a observé que 556 ont eu lieu hors 

mariage. 

On fait I'hypothése que la proportion de naissances hors mariage en 2010 est la méme qu’en 2006. 

1. Pouvez-vous affirmer qu’au seuil de risque de 5 %, les résultats observés sur |’échantillon confirment 

I‘hypothese de |’énoncé ? 

2. Vérifiez que la probabilité de commettre une erreur lors de cette prise de décision est d’environ 5 %. 

© Méthode O Solution 
1. On énonce I’hypothése. p—>p 1. Uhypothése est que la proportion de 

naissances hors mariage en 2010 est p=0,5. 

e On s’assure que les conditions ep 2=1000, np =500 et n(1— p) = 500, donc 
d’approximation sont vérifiées. les conditions d’approximation sont vérifiées. 

e On détermine l’intervalle de fluctuation 1a 95 %. pm» | =|0,5-1,96 Ewe ; peaneee ee ; 
V 1000 V 1000 

e On arrondit sa borne inférieure a 10 > pres e—-> Sil’on arrondit les bornes a 10° prés, 
par défaut et sa borne supérieure a 10 > prés alors |~ [0,469 ; 0,531]. 
par excés de facon a obtenir un intervalle plus ; : C'est un intervalle de fluctuation de 
large qui contient |. 

la fréquence de naissances hors mariage a 95 % 
a 0,001 par défaut a 0,001 par exces sur un échantillon aléatoire de taille 1000. 

| 

Sur I’échantillon étudié, la fréquence observée intervalle de fluctuation exact 
de naissances hors mariage est f,,. = 0,556. 

| 
| 
| 
| 
| 

| 

| 

i} 

| 

J Ainsi, fobs &!, donc les résultats observes sur 
! | intervalle de fluctuati eu cine intervalle de fluctuation approche 'échantillon ne confirment pas I’hypothése 

e On applique la regle de prise de décision. m— > p=0,5 : cette hypothese est rejetée au seuil 
de5 %, 
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2. On calcule, sous I/'hypothése p = 0,5, 

la probabilité que la variable aléatoire qui 

indique la fréquence prenne ses valeurs 

en dehors de l'intervalle I. 

@ On utilise la regle 1 du cours. 

O Mise en pratique 

Pour ces exercices, chaque fois que l’on 

considére un échantillon aléatoire, il s’agit d’un 

échantillon assimilé a une suite de tirages avec 

remise. Les bornes des intervalles de fluctuation 

seront écrites avec trois décimales. 

ee Publicité 

Un sondage auprés de 900 consommateurs d’une 

grande marque M montre que 774 en sont satis- 

faits. Par ailleurs, une publicité affirme que 90 % 

des consommateurs de M en sont satisfaits. 

On fait I‘hypothése que la proportion de consom- 

mateurs satisfaits de la marque M est p=0,9. 

1. Démontrez que les trois conditions d’approxi- 

mation sont vérifiées. 

2. Déterminez l'intervalle de fluctuation | a 95 % 

de la fréquence de consommateurs satisfaits de M 

sur un échantillon aléatoire de taille 900. 

3. Pouvez-vous affirmer qu’au seuil de risque de 

5 %, les résultats du sondage sont en accord avec 

l’‘annonce publicitaire ? 

2] Développement durable 

En acier ou en aluminium, 

la canette est recyclable. 

En France, 60 % des 

canettes ont été recyclées 

en 2009. 

Lors d’un sondage réalisé 

en 2010 auprés_ de 

500 personnes, on a posé 

la question suivante: 

« Avez-vous recyclé votre 

dernieére canette ? ». 

On a alors récolté 320 réponses positives. 

On fait I'hypotheése que la proportion de canettes 

recyclées en 2010 est la méme qu’en 2009, soit 

jp) =O){e), 

>_> 

2. On commet une erreur si I/'hypothese 

p=0,5 est rejetée a tort. 

m—p Soit F la variable aléatoire indiquant 

la fréquence de succes dans un schéma de 

Bernoulli d’ordre 1 000 et de parametre 0,5. 

On cherche P(F €l). 

F suit une loi proche de N’ (05 ; net ; 

P(F €1)=1-—P(F El) + 1—0,9501= 0,0499 : 

la probabilité de commettre une erreur est 

denviron 5 %. 

1. Calculez les bornes de l’intervalle 

Vp(1— p) eprego6 Lee?) 

0 oe vn 
ot n désigne la taille de l’échantillon étudié. 

l=|p—1,96 

2. Donnez une valeur approchée de la probabilité 

P(Fe9, =!) OU Feoq représente la fréquence de 

canettes recyclées sur un échantillon aléatoire de 

taille 500, sans oublier de vérifier les trois condi- 

tions qui valident votre réponse. 

3.A partir de ce sondage, pouvez-vous affirmer 

qu’au risque de 5 %, la fréquence observée de 

canettes recyclées correspond a la proportion p ? 

ey Tabac 

Institut National de Prévention et d’Education 

pour la Santé (INPES) a étudié la proportion de 

fumeurs quotidiens de tabac en France en 2010. 

Chez les 15-19 ans, 26 % des garcons et 20 % des 

fillies sont des fumeurs quotidiens. 

Sur un échantillon de 1000 Lillois de cette tranche 

d’age, dont 450 sont des filles, on a dénombré 

178 fumeurs quotidiens chez les garcons et 98 

chez les filles. 

On fait I’hypothése que dans la ville de Lille, la pro- 

portion de fumeurs quotidiens chez les 15-19 ans 

est de 26 % pour les garcons et de 20 % pour les 

filles. 

Répondez aux questions suivantes pour les gar- 

¢ons puis pour les filles. 

1. Vérifiez les trois conditions d’application de la 

regle de prise de décision. 

2. Déterminez pour un tel sondage |'intervalle de 

fluctuation | a 95 % de la fréquence de fumeurs 

quotidiens chez les 15-19 ans. 

3. Pouvez-vous considérer, au seuil de risque de 

5 %, que la fréquence observée de jeunes fumeurs 

quotidiens lillois dans cet échantillon est en 

accord avec la proportion de jeunes fumeurs quo- 

tidiens de la population frangaise ? 
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Foaiecrit 2) Estimer une proportion a partir d’un échantillon 

e Intervalle de confiance d’une proportion p au niveau de confiance 95 % 

La proportion p d’un certain caractére dans une population est | 

Afin d’estimer p, on observe la fréquence f,),. de ce caractére sur un échantillon de taille n. 

Un tel échantillon est assimilé a une suite de n tirages avec remise. 

On supposera les trois conditions d’approximation remplies. 

rt; malt est un intervalle de confiance de la proportion p au 
obs A Alors, l‘intervalle | f nll if obs i 

Vn 
niveau de confiance de 95 %. 

Dans le contexte des sondages, un intervalle de confiance est souvent appelé « fourchette de 

sondage ». 

2562") B)) Utiliser une fourchette de sondage a 95% de confiance 

institut lpsos a réalisé en 2011 un sondage auprés de 600 jeunes agés de 6 a 18 ans. Cette enquéte 

classe les premiéres envies des enfants et adolescents a la veille de la rentrée scolaire. 

On assimile le choix de ces 600 jeunes a une suite de tirages au hasard et avec remise. 

Les trois envies les plus fréquentes sont : 

1) de nouveaux vétements (34 %) ; 2) de nouvelles chaussures (28 %) ; 3) un ordinateur portable (23 %). 

1. Calculez, a partir de cette enquéte, les trois fourchettes de sondage a 95 % de confiance, 

correspondant aux trois envies les plus fréquentes. Arrondissez leurs bornes a 0,1 % prés. 

2. a) Est-il vraisemblable qu’au niveau national, parmi les jeunes de 6 a 18 ans, l’envie d’un ordinateur 

portable dépasse (en termes de proportion) l’envie de nouveaux vétements ? ; 

b) Vous parait-il plausible que, sur la population des jeunes de 6 a 18 ans, l’envie d’un ordinateur 

portable dépasse celle de nouvelles chaussures ? 

© Méthode © Solution 

1. On détermine les intervalles de confiance m—> 1. A partir du sondage Ipsos, le calcul 

au niveau 95 % des trois proportions des fourchettes a 95 % de confiance donne 

correspondantes. les estimations des proportions de jeunes de 

6a 18 ans dont la premiére envie a la veille de 

la rentrée scolaire est d’avoir : 

e On arrondit leur borne inférieure a 0,1 % pres 

par défaut et leur borne supérieure a 0,1 % prés > 
— de nouveaux vétements 

Vie jo34 Sol ar ey eee 2 
par exces, de facon a obtenir un intervalle plus 600 600 

large qui contient la fourchette de sondage soit environ [29,9 % ; 38,1%] ; 
correspondante. 

' — de nouvelles chaussures 

0,4 c= 02a = o2ee ail 
A V600 V600 

‘ soit environ [23,9 % ; 32,1%] ; 
(0). 3) 

| — un ordinateur portable 

a | O jo 2 5 d =|10,23 - 70,23 + <a 0,24 ! V600 V.600 
0.15 soit environ [18,9 % ; 27,1%]. 

“Vétements 'Chaussures ' Ordinateur | 
portable 
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2. On examine l’intersection des intervalles de 

confiance. 

a) Vintersection est vide. 

b) Lintersection est un intervalle. 

O Mise en pratique 

Pour tous les exercices de cette rubrique, chaque 

fois que l’on considére un échantillon aléatoire, 

il s‘agit d’un échantillon assimilé a une suite de 

tirages avec remise. 

@P Elections 

Deux candidats (M. Legrand 

et M. Lepetit) se présentent 

a une élection. 

Le dernier sondage effec- 

tué aupres d’un échantillon 

aléatoire de 400 personnes 

donne M. Legrand gagnant 

a54%. 

M. Lepetit affirme alors : « Ce sondage rend ma vic- 

toire plausible ! » 

1. Déterminez, a partir de cette étude, la four- 

chette a 95% de confiance de la proportion de 

personnes envisageant de voter pour M. Lepetit. 

2. A partir de cette fourchette, commentez l'affir- 

mation de ce candidat. 

| 5 | Abstentionnistes 

Lors d’un sondage réalisé début 2010 aupreés d’un 

échantillon aléatoire de 1000 personnes inscrites 

sur les listes électorales, 525 ont affirmé ne pas 

vouloir aller voter lors du premier tour des élec- 

tions régionales 2010. 

1. Déterminez, a partir de cette enquéte, |’inter- 

valle de confiance a 95 % de la proportion d’abs- 

tentions lors de ce premier tour. 

Ecrivez ses bornes avec quatre décimales. 

2. Apres ce premier tour, le ministére de I'Intérieur 

a annoncé le résultat définitif de l’abstention: 

53,64 %. 

Un sondage est qualifié de « bon » si l’intervalle de 

confiance obtenu a partir de celui-ci contient la 

valeur qu’il est censé estimer. 

Le sondage de l’énoncé est-il « bon » ? 

m—> inférieure a la plus petite valeur de la 

> b) Oui, cela est plausible car, d’apres 1., 

2. a) La réponse est non car d’aprés 1., la plus 

grande valeur de la fourchette O (27,1 %) reste 

fourchette V (29,9 %). 

certaines valeurs de la fourchette O dépassent 

certaines valeurs de la fourchette C (27 % pour 

O et 24 % pour C par exemple). 

3. Un institut a réalisé, avant le premier tour des 

élections, un « bon » sondage sur un échantillon 

de 1000 personnes. 

Donnez un encadrement du nombre de personnes 

sondées ayant répondu NON a la question: « lrez- 

vous voter aux élections régionales 2010 ? » 

| 6 | Piéce truquée ? 

Pour savoir si une piéce est équilibrée, on la lance 

200 fois. 

1. On a obtenu 120 fois Pile. 

Est-il vraisemblable que la piece soit équilibrée ? 

Justifiez votre réponse a l'aide d’un intervalle de 

confiance a 95 % (bornes écrites avec trois déci- 

males). 

2. Quelles sont les valeurs possibles du nombre de 

Pile pour pouvoir affirmer au niveau de confiance 

de 95 % que la piéce est équilibrée ? 

3. Dans cette question, on utilise un intervalle de 

confiance a 95 % du type: 

f 1.96 Viens tne) fF. 41,96 Wiops (=F) | 
obs U Ni ies ODSiaiaa Vea 

a) Reprenez la question 1. 

b) On se propose de répondre a la question 2. 

Pour cela, on introduit les suites u et v définies 

pour tout entier k tel que 0 <k < 200 par: 

Ves (1-55) 
aks 200 200 FOG 

Vv 200 
et 

SoU k 200 200 
= —— + 1,96 

ETT GO 200 
A l'aide d'un tableur ou d’une calculatrice, dressez 

la table des valeurs prises par ces deux suites. 

Concluez. 

4. Comparez les résultats obtenus avec ces deux 

types d’intervalles de confiance. 

445 Chapitre 15 @ Statistique. Estimation 



446 

roaeenit 3) Déterminer la taille suffisante d’un échantillon pour estimer 
une proportion avec une précision donnée 

| 
e Amplitude de l'intervalle de confiance au niveau 95 % 

obs — * ‘obs Uintervalle de conflance lf ests. fii + nls 
Vn Vn 

| 

| d'un échantillon de taille n, a pour centre f obs 

d'une proportion p au niveau 95 %, obtenu a partir 

et pour amplitude as 
vn 

~~ C__Utiliser ’amplitude d’un intervalle de confiance 

Peu avant une élection nationale qu'on prévoit serrée entre plusieurs candidats, un institut de sondage 

est chargé de determiner, pour chaque candidat, des fourchettes a 95 % de confiance ayant une 

amplitude maximale de 1 %. 

Déterminez une taille d’échantillon suffisante pour obtenir une estimation aussi précise des intentions 

de vote. 

© Méthode © Solution 

e On utilise l‘intervalle de conflance au niveau. =m» Lamplitude d’un tel intervalle de confiance au 

95 %:/f 1... obs 
] 

obs a 
Vn vn 

niveau 95 %, pour la proportion p d‘intentions 

de vote, est shen ot_n désigne la taille de 
Vn 

l'échantillon étudié. 

e On traduit l’enoncé par une inéquation, puis © =—» On cherche donc un entier naturel non nul n 

on la résout. qui vérifie l’inéquation gobs 0,01. 
Vn 

e On utilise: Par passage aux inverses, cette inéquation 

— la décroissance de la fonction inverse sur — ee . Vn oe fea 
equivaut a —— 2100 soit Vn = 200. 

]0 ; too] ; 2 

— la croissance de la fonction carré sur [0 ;+co[. => 

e On conclut. 

© Mise en pratique 

Une urne contient des boules rouges et des 

boules noires. On cherche a estimer la propor- 

tion p de boules rouges de l’urne a l'aide de tirages 

au hasard et avec remise. 

Combien de tirages suffit-il d’effectuer pour déter- 

miner un encadrement de p d’amplitude 0,1 au 

niveau de conflance de 95 % ? 

8] Par combien faut-il multiplier la taille d’un 

éechantillon pour obtenir un intervalle de confiance 

d'une proportion a 95 % dix fois plus petit ? 

Chapitre 15 Statistique. Estimation 

En élevant au carré, cela 6quivaut a: 

n= 40000. 

p—» Ainsi, pour obtenir une estimation aussi 

precise des intentions de vote, il suffit de 

sonder un échantillon de taille (supérieure ou 

égale a) 40000. 

| 9 | Pour un sondage portant sur 1000 per- 

sonnes, on parle parfois de « marge d’erreur d’en- 

viron +3 % au niveau de confiance de 95 % ». 

1. Expliquez cette expression. 

2. Combien de personnes suffit-il de sonder pour 

obtenir une marge d’erreur de +1% au niveau de 
conflance de 95 % ? 



110) Questions sur le cours 

Complétez les propositions suivantes. 

1. SiX suit N(u ; 07), alors P(X €[...;...)) = 0,95. 

2. Soit F, la fréquence de succés dans un schéma 

de Bernoulli d’ordre n et de paramétre p (n> 30, 

np 25 et n(1— p)=5). 

a) Alors E(F,) =... et O(F,) =. 

b) F, peut étre approchée par la loi N(...; ...). 

Vp(1— p) (i= BUS Phas p 
c) Si |=] p — 1,96 oO 

Vn 
alors P(F, &l) =... 

d) Sur un échantillon de taille n, F, prend la valeur 

fobs: Alors, lf aa 
1 , 

: ese Un Inter obs ’ “obs 
Vn V n 

valle de ...de la proportion p au niveau ... %. 

12 | QCM Une seule réponse exacte 

Exercices 
interactifs 

G53 Vrai ou faux 

Vrai ou faux ? Justifiez votre réponse. 

1. F559 indique la fréquence d’apparition du 6 au 

cours de 300 lancers d’un dé cubique parfait. 

a) On peut approcher la loi de F,., par la loi 

(saa) 6 2160 

b) [0,14 ; 0,18] est un intervalle de fluctuation de 

F559 295 %. 

2. En utilisant son propre dé, Dorian a obtenu 

90 fois le 6 sur les 300 lancers. Alors, pour ce dé: 

a) I'hypothése selon laquelle la probabilité d’appa- 

rition du 6 vaut + est rejetée au seuil de 5 %. 

b) [0,307 ; 0,407 | est un intervalle de confiance de 

la probabilité d’apparition du 6 au niveau 95 %. 

Pour chaque affirmation, une seule réponse est exacte. Identifiez-la en justifiant votre réponse. 

Une urne contient dix boules équiprobables au tirage, 

des rouges et des vertes. 

On note p la proportion de boules vertes dans l’urne. 

On effectue 50 tirages successifs au hasard et avec 

remise. On a obtenu une boule verte a 15 reprises. 

1. Un intervalle de confiance de p au niveau 95 % est : 

a) [0,25;0,35]  b)[0,15;0,45] _—_¢) [0,05; 0,55] 

GE OCM Au moins une réponse exacte 

2. Donc, au niveau de confiance de 95 %, le nombre 

de boules vertes dans |’urne est : 

a) soit 4, soit 5 b) entre 3 et 7 c)entre 2 et 4 

3. Pour obtenir une amplitude dix fois plus petite de 

l‘intervalle de confiance de p a 95 %, il suffit de multi- 

plier le nombre initial de tirages par : 

a) 100 b) 10 c)4 

Pour chaque affirmation, plusieurs réponses peuvent étre exactes. Identifiez-les en justifiant vos réponses. 

1. D’aprés un sondage réalisé en 2011 auprés d’un 

échantillon de 1200 jeunes représentatifs de la popu- 

lation francaise agée de 8 a 17 ans, 48 % d’entre eux se 

connectent réguliérement a un réseau social. 

A partir de cette enquéte et en se basant sur la 

fourchette de sondage a 95 % de confiance, une valeur 

vraisemblable de la proportion p de jeunes Francais 

de 8 a 17 ans qui se connectent réguliérement a un 

réseau social est : 

a) p=0,46 b) p=04 c) p=055 d)p=0,491 

2. Une publicité affirme que la moitié des jeunes Fran- 

cais de 8 a 17 ans se connectent réguliérement a un 

réseau social. On fait I'hypothése que p=0,5. 

Selon la régle de prise de décision au seuil de risque 

de 5 %, cette hypothese est acceptée a partir d’un. 

sondage disant que se connectent a un réseau social : 

a) 54 % d'un échantillon de 1 200 jeunes 

b) 54 % d’un échantillon de 600 jeunes 

c) 46 % d'un échantillon de 600 jeunes 

ne 
% Corrigés sur www.transmathlycee.net/eleve-TermS 
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Apprendre a chercher 

14 | Contrdle de fluctuation 

On lance un dé tétraédrique parfait. On s'intéresse a la 

fréquence F, d’apparition du 1 et a sa fluctuation autour 
neues 1 : 

de sa valeur théorique a lors de n lancers successifs. 

Déterminer un nombre de lancers suffisant 

100 
de la valeur I avec un risque d’erreur d’environ 5 %. 

pour que la fréquence F,, soit éloignée d’au plus 

1. II s'agit de déterminer un nombre de lancers suffisant 

pour que 0,24<F,<0,26, avec un risque d’erreur 

denviron 5 %. 

On sait que F, prend ses valeurs dans un intervalle de 

fluctuation a environ 95%, avec un risque d’erreur 

d’environ 5%. On peut donc envisager d’utiliser un tel 

intervalle, soit celui vu en Terminale, soit celui vu en 

Seconde. 

On commence par celui vu en Terminale. Il faut donc 

d’abord déterminer a partir de quelle valeur de n les 

trois conditions d’approximation n230, np2=5 et 

n(1— p) 25 sont remplies. 

a) Pour quelles valeurs de n est-ce réalisé ? 

b) On supposera n 2 30. Rappelez l’intervalle de fluctua- 

tion asymptotique de F,, au seuil de 95 %. 

c) Déduisez-en un nombre de lancers suffisant pour que 
; ee ce eee 1 

la fréquence F,, soit éloignée d’au plus 700 de la valeur 
1 j i ; 
| avec un risque d’erreur denviron 5 %. 

2.On utilise maintenant l’intervalle de fluctuation a 

environ 95 % vu en Seconde. 

a) Rappelez l’intervalle de fluctuation de F, au seuil de 

95 % vu en Seconde. 

b) Déduisez-en un nombre de lancers suffisant pour que 

la fréquence F,, soit éloignée d’au plus . de la valeur 

+ avec un risque d’erreur d‘environ 5 %, 

3. On compare les résultats obtenus a l'aide de ces deux 

intervalles de fluctuation. 

Lequel des deux intervalles de fluctuation permet d’at- 

teindre l'objectif avec le moins de lancers ? 

15 | Approximation de 7 

On considére un quart de cercle de rayon 1 inscrit dans 

un carré de coté 1. On note p la probabilité qu’un point 

choisi au hasard dans ce carré soit dans le quart de 

disque. 
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Sur 2.500 points choisis au hasard dans ce carré, 1977 

sont situés dans le quart de disque. 

er | 

NEVE 
Ce re, | 

A K i Fae” dese 
o . 4 

gem fe EEO SPSS oS aa 
agin soy) Si rege ter ine ecees wt = 
Pees te s0is,) »?, Geer e & ‘| 

Bene 

pore tte 

nant MARTTI SO, ES 

Sele Déterminer un encadrement de 7 a partir 

des intervalles de confiance. 

1. La valeur observée de la fréquence de points dans le 

quart de disque va permettre de déterminer un intervalle 

de confiance a 95 % de p et donc de Tl. 

a) Déterminez |intervalle de confiance de p au niveau 

95 %. Ecrivez ses bornes avec quatre décimales. 

b) Déduisez-en un encadrement de @ au niveau de 

confiance de 95 %. 

2. Un second intervalle de confiance utilisant la valeur 

remarquable 1,96 peut étre utilisé. 

Reprenez les deux questions précédentes en utilisant 

comme intervalle de confiance de p au niveau 95 %: 

Wiebe ane . 96 V opet tone) 

oa: Va 
3. On compare les résultats obtenus a l'aide de ces deux 

intervalles de confiance. 

een Fels) f 
obs srl 

Quel intervalle de confiance permet d’obtenir l’estima- 

tion la plus précise de 1 ? 

4. amplitude du premier intervalle de confiance de p a 
95 % peut étre aussi petite que l’on veut en prenant n 
assez grand. 

A partir de combien de points choisis au hasard dans ce 
carré peut-on obtenir, a l’aide du premier intervalle de 
confiance, un encadrement de 7 d’amplitude inférieure 
ou égale a 0,1 ? 



Narration de recherche 

=> Lobjectif n’est pas seulement de résoudre le probleme posé : 

vous devez aussi noter les différentes idées méme lorsqu‘elles n’ont pas 

permis de trouver la réponse. Expliquez pourquoi vous avez changé 

de méthode et ce qui vous a fait avancer, etc. 

G73 Atable! 
Dans un lycée, 600 éléves prennent leur repas de midi a 

la cantine. Chaque éléve choisit au hasard et indépen- 

damment des autres éléves l’une des deux salles de réfec- 

toire. Chacune de ces deux salles contient le méme 

nombre de places. 

Estimez le nombre minimal de places qu’il doit y avoir 

dans chaque salle pour que la probabilité que chaque 

éléve trouve une place dans la salle qu'il a choisie soit 

supérieure ou égale a 99 %. 

Chercheurs d’hier 

Question confidentielle 

Lors d'un sondage, on demande a chaque personne son- 

dée, avant de répondre « oui » ou «non» a une question 

confidentielle posée, de lancer un dé cubique parfait. 

Seule la personne sondée connait le résultat de ce lancer. 

Si le résultat est 6, alors la personne répond a la question 

selon ses convictions, sinon elle ment. On suppose que 

les personnes sondées jouent parfaitement le jeu. 

Sur 1 000 personnes sondées, 425 ont répondu « oui ». 

Le choix de ces personnes est assimilé a 1 000 tirages suc- 

cessifs au hasard et avec remise. 

Déterminez alors un intervalle de confiance a 95 % de la 

proportion p des opinions «oui» dans la population 

(bornes écrites avec trois décimales). 

Eux aussi, ils ont 

cherché avant d
e trouver : 

Voici quelques mathématiciens importants qui ont travaillé dans le domaine de la Statistique et 

des Probabilités. 
Thomas Bayes 
> chap. 12 

1700 

Abraham de Moivre 
> chap. 14 

a la fin du xIx® siécle. 

et Statistiques. 

eee 

ai 
| 
| théoriques est significatif. 

Carl Friedrich Gauss 
> chap. 14 

Pierre Simon Laplace 

Mathématicien britannique, il est l’un 

des fondateurs des statistiques modernes 

ll impressionne ses contemporains par l’6étendue 

et la variété de ses apports a cette nouvelle branche 

des mathématiques qui méle probabilités 

Sa principale contribution est la création du test 

(« khi-deux ») destiné a tester si un modéle théorique est adapté a 

es Henne: observées ou si l’écart entre valeurs observées et valeurs 

serge.mehl.free.fr/chrono/Pearson.htm 

Joseph Bertrand 
> chap. 13 

a 
Extrait de son | 

article pro unt) : 

le test iG (1900). | 
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(TP) ©) Verification du seuil d’un intervalle de 

Travaux dirigés 

ee 

ea Utiliser un tableur 

- fluctuation 

TICE Mathématiques 

a Utiliser des formules contenant des adresses m Connaitre les caractéristiques de la variable 

de cellules. aléatoire F,. 

mw Utiliser des instructions conditionnelles. m Interpréter le résultat des simulations. 

Fest la variable aléatoire indiquant la fréquence de succés dans un schéma de Bernoulli dordre n et de 

paramétre p. Si les conditions n 2 30, np 25 et n(1— p) 25 sont vérifiées, alors P(F, <I) = 0,95 oul est 

un intervalle de fluctuation asymptotique de F, a 95 %, du type | =[E(F,,) — 1,960(F,) ; E(F,) + 1,960(F,,) ]. 

Uobjectif de cette activité est de vérifier le résultat précédent d’un point de vue statistique. 

On considére 1000 échantillons de taille n de l'6preuve de Bernoulli de paramétre p. On note m la 

moyenne et s l’écart-type de la série des fréquences de succés observées. II s‘agit de vérifier qu’environ 

95 % des 1 000 valeurs prises par la fréquence F,, sont dans I’intervalle [m — 1,96s ; m + 1,96s]. 

1. Simulation 

Prenons par exemple n=100 et p=0,4. 

a) Ouvrez une feuille de calcul. Complétez les cellules D2 et D3 (respectivement E(F,) et 0 (F,)). 

A B é D E F G - aS 
1 Paramétres Caractéristiques 1000 simdeF, [m-1,96s ; m+1,96s] Résultat 

2 n= 100 esperance 

3 p= 0,4 écart-type 

4 

5 Conditions Echantillon 

6) n>=30 moyenne m = 

7 np >=5 écart-type s = 

So n(1-p)>=5 

bb) Saisissez dans les cellules B6 a B8 I’instruction conditionnelle qui renvoie « OUI» si la condition 
correspondante est vérifiée, « NON » sinon. 

c) On simule les valeurs prises par F,,, avec la fonction : = CRITERE.LOI.BINOMIALE(n ; p ; ALEA() )/n. 

Entrez la formule adéquate en F2 et recopiez-la vers le bas afin d’obtenir un échantillon de 1 000 valeurs. 

2. Mise en évidence du seuil de I’intervalle de fluctuation 

a) Ecrivez les formules adéquates dans les cellules Dé et D7. 

b) Saisissez en G2 I'instruction conditionnelle qui renvoie 1 si la valeur de F, est dans l'intervalle 
[m — 1,96s ; m + 1,96s], 0 sinon. Recopiez-la vers le bas. 

Excel : s‘inspirer de la formule =SI( ET (condition1 ; condition2) ; 1; 0) 

Calc: s‘inspirer de la formule = SI{ (condition1) ET (condition2) ; 1 ; 0) 

c) Déduisez-en la formule a copier dans la cellule 12 (en format %) permettant de calculer la proportion de 
valeurs de F, qui sont dans I'intervalle [m — 1,96s ; m + 1,96s]. 

©) Remplacez n et p par 80 et 0,3 dans les cellules B2 et B3. Observez d'autres cas possibles. 
Que constatez-vous ? 
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Utiliser un tableur ‘Sl 

Ge) Un premier tour renversant 

TICE Mathématiques 

a Simuler plusieurs sondages. m Calculer des fourchettes de sondage a 95% de 

m= Composer des instructions conditionnelles. confiance. 

mw Dénombrer une plage de cellules. a Interpréter l’intersection de ces fourchettes. 

Le vendredi 19 avril 2002, deux jours avant le premier tour des élections présidentielles, un dernier son- 

dage a été effectué sur 1 000 électeurs par I'institut BVA. 

Les résultats étaient les suivants : Jacques Chirac 19 % ; Lionel Jospin 18 % ; Jean-Marie Le Pen 14 %. 

D’aprés ce sondage, Jacques Chirac et Lionel Jospin devaient s’affronter au second tour. 

La surprise a donc été grande, le dimanche suivant, au vu des résultats définitifs : 

Jacques Chirac 19,88 % ; Jean-Marie Le Pen 16,86 % ; Lionel Jospin 16,18 %. 

Ainsi, c'est Jean-Marie Le Pen qui affronta Jacques Chirac au second tour. 

Uobjectif de cette activité est double : vérifier que le sondage BVA rendait plausible un tel duel pour le 

second tour et mettre en évidence la difficulté de prévoir l’ordre des candidats a l’issue du premier tour. 

1. Analyse du sondage BVA 

a) Calculez, a partir du sondage BVA, les trois fourchettes de sondage a 95 % de confiance correspondant 

aux intentions de vote pour chacun des trois candidats. Arrondissez les bornes a 0,1 % pres. 

b) Les fourchettes obtenues contiennent-elles les valeurs qu’elles sont censées estimer ? 

c) En se basant sur ces fourchettes, déterminez tous les duels plausibles pour le second tour. 

2. Simulation d’un sondage aléatoire sur 1 000 personnes a partir des résultats définitifs 

a) Ouvrez une feuille de calcul. Entrez =ALEA() en A2, puis recopiez vers le bas jusqu’en A1001. 

Uy: fe =S(A2<=0,1988;1;51(A2<=0,3606;2;SI(A2<=0,5292;3;4))) 
Len Co a ee ee 

1 Aléas __Sondage Chirac Jospin Le Pen | 
0,52953615| al Borne inf. fourchette 

3  0,45691018 3 Borne sup. fourchette 

4 0,37642847 3 Fréquence 

b) Entrez =SI(A2<=0,1988;1;SI(A2<=0,3606;2;SI(A2<=0,5292;3;4 ))) en B2, et recopiez vers le bas jusqu’en 

B1001. Expliquez pourquoi cette formule permet de simuler un 

sondage aléatoire sur 1 000 personnes a partir des résultats définitifs 0,25 ------------------- 

du premier tour des élections présidentielles 2002. O23 te pe ua es a 

Que représente l’issue 4 de cette formule ? (eles aa! lee 

c) A l'aide de la fonction NB.SI, complétez les cellules E4, F4 et G4 9,194 --f}-----g----- | 

donnant les fréquences observées pour chaque candidat. pg eee fie poenlanes Meee 

d) Ecrivez en E2 et E3, en fonction de £4, les formules calculant 975 +-------- : ee SA 

respectivement la borne inférieure et la borne supérieure de la Ory neers We arenes 

fourchette de sondage a 95 % de confiance pour Jacques Chirac. 

Recopiez ces formules vers la droite jusqu’a la colonne G. a Wacko 2°. 

e) Aprés avoir sélectionné la plage E1:G4, insérez un graphique « stock » ene bo 2 aie hd Ses i 

ou «cours » qui permet de visualiser les trois fourchettes comme sur ‘ 

l'image ci-contre. Decker sabe Ek a. 

f) Effectuez plusieurs simulations (Excel : F9| Calc : Ctrl} ft| F9)). We Wins saul. 

Obtient-on toujours le « bon » ordre ? 0,01 ites. ee 4 

Expliquez d’ou vient cette difficulté a prévoir l’ordre des candidats. Chirac Jospin Le Pen 
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4 

Lu 
ali 
WU 
ce 
rT 
a 
WU 
uu 
ce 
Lu 
Q 
7) 
Lu 
= 
= 
- 
UW 
eg 

451 



v”) 
Ww 
= 
O 
a 
Ww) 
> 
W 

CHERCHE 

La 

ACTIVITES DE RE 

452 Chapitre 15 

Approfondissement (J) 

€T) Essai thérapeutique 

Deux groupes de personnes atteintes par une méme maladie sont soignés par deux traitements différents. 

On observe, par la suite, la différence entre les taux de guérison dans chacun des deux groupes. 

On se pose alors les questions suivantes, qui soulevent deux hypotheses. 

~ Est-ce que les taux « théoriques » de guérison sont les mémes pour ces deux traitements et donc, est-ce 

que cette différence observée est uniquement liée a des fluctuations d‘échantillonnage ? 

— Ou bien est-ce que cette différence est suffisamment importante (on parle alors de difference « statisti- 

quement significative ») pour pouvoir distinguer le traitement le plus efficace des deux ? 

On veut trancher entre ces deux hypothéses a l'aide d’une régle de prise de décision. 

1. Prise de décision 

On constitue deux échantillons aléatoires de patients souffrant de la méme maladie. 

L'un des échantillons, de taille n,, est constitué de malades soumis a un traitement A dont le taux théo- 

rique de guérison p, est inconnu, l'autre est constitué de malades soumis a un traitement B dont le taux 

théorique de guérison pz est inconnu. On supposera remplies les conditions : 

n, = 30, n, = 30, Np, 25, NgPp 2 9, Ng(1— p,) = 9 et Ng(1— pp) 2 5- 

Les deux hypothéses envisagées sont donc: pya=Pg (Hy) et Pa ~ Pg (H,).- 

On se place sous I’hypothése (H,) et on note p le taux théorique commun de guérison (p = p, = Pg)- 

On désigne par F, le taux de guérison dans un échantillon aléatoire de taille n, sous le traitement A et 

par F, le taux de guérison dans un échantillon aléatoire de taille ng sous le traitement B. 

a) En utilisant la regle 1, rappelez par quelles lois peuvent étre approchées les lois de F, et F,. 

On identifiera par la suite les lois de F, et F, a leurs lois approchées respectives. 

b) On admet que la variable aléatoire F, — F, suit une loi normale et que: 

E(F, —F,)=E(F,)—(F,) et V(F, —Fg)= V(F,) + V(Fp). 

e Déterminez l’espérance et |’écart-type de F, —F,. 

F, —F, 
e Déduisez-en que la variable aléatoire X = = suit la loi (0; 1). 

1 1 i) 
s AG, ms 

e Rappelez alors une valeur approchée de la probabilité P(— 1,96 < X <1,96). 

Commentaire. A |'issue des traitements, on note f, le taux de guérison observé dans |’échantillon de 

taille n,, et f, le taux de guérison observe dans |’échantillon de taille ng. 

On obtient une estimation de la valeur observée de X en remplac¢ant p (inconnu) par la moyenne pondé- 

f, —f, al. Oe nes ou p= 
~ Ay if 1 

\[p0-a(2 +2) 

ll en résulte la regle de prise de décision suivante : 

rée des taux f, et f,. Ainsi, x,,. = 
Ny t+Npg 

Si X op; = [— 1,96 ; 1,96], alors on accepte I’hypothése (H,) selon laquelle py, = pz. 

Si Xp, E[— 1,96 ; 1,96], alors on rejette I’hypothése (H,) au seuil de 5 % (et on accepte (H,)). 

2. Application 

Dans un groupe de 200 malades, on a canstitué par tirage au sort une série soumise a Un nouveau traite- 

ment A et une série soumise au traitement classique B. Les résultats sont: 

—avec le traitement A : 24 guérisons sur 80 patients ; 

—avec le traitement B : 30 guérisons sur 120 patients. 

a) Pouvez-vous affirmer au seuil de 5 % que ces deux traitements ont le méme taux de guérison ? 

b) Reprenez la question précédente avec les mémes taux de guérison observés mais pour des effectifs dix 

fois plus importants dans chaque groupe. 

Statistique. Estimation 



Dans les exercices de cette rubrique, chaque fois 

que l'on considére un échantillon aléatoire, il s’agit 

d’un échantillon assimilé a une suite de tirages avec 

remise. 

21 | Une étude a permis de modeéliser la taille d’un nour- 

risson (en cm) a sa naissance par une variable aléatoire 

suivant la loi \’(50 ; 1,27). 

Sur un échantillon aléatoire de 1000 naissances: 

a) combien y a-t-il, environ, de nourrissons mesurant 

entre 48,8 cm et 51,2 cm? 

b) combien y a-t-il, environ, de nourrissons dont la taille 

nest pas comprise entre 46,4 cm et 53,6 cm ? 

22 | Soit F,59 la variable aléatoire indiquant la fréquence 

de succés dans un schéma de Bernoulli d’ordre n = 100 et 

de paramétre p =0,1. 

1. Proposez une expérience aléatoire que peut modéliser 
F 

2. Déterminez l’espérance E(F,,,) et l’écart-type © (F, 99) 

de la variable aléatoire F, 59. 

100° 

3. Les conditions permettant d’approcher la loi de F,5, 

par une loi normale sont-elles remplies ? 

Si c'est le cas, précisez l’espérance et la variance de cette 

loi normale. 

23 | On fait I‘hypothése que sur une copie de philoso- 

phie d’un éléve de Terminale, la proportion de mots écrits 

avec au moins une faute d’orthographe est p=0,2. On 

prend une copie au hasard, on compte alors 100 mots 

écrits avec au moins une faute d’orthographe dans un 

paragraphe de 400 mots (le choix de ces mots est assi- 

milé a une suite de tirages au hasard et avec remise). 

1. Lintervalle de fluctuation a 95 % de la fréquence de 

mots ayant au moins une faute d’orthographe sur un 

échantillon aléatoire de 400 mots est [0,16 ; 0,24]. 

Pouvez-vous affirmer qu’au seuil de risque de 5 %, les 

résultats observés sur |'échantillon de 400 mots confir- 

ment I’hypothése de l’énoncé ? 

2. Méme question mais avec un seuil de 1 %, sachant que 

'intervalle de fluctuation a 99 % est [0,14 ; 0,26]. 

Un sondage effectué en 2007 en France aupreés 

d’un échantillon aléatoire de 2 500 foyers révéle que 45 % 

de ces foyers ont acces a internet. 

1. Quelle est la fourchette a 95 % de la proportion de 

foyers ayant un accés a internet en France en 2007 ? 

Entrainement 

2. Par combien faudrait-il multiplier le nombre de sondés 

donné dans |’énoncé pour obtenir une fourchette a 95 %, 

d’amplitude 0,01 ? 

LO] NORMALE ET INTERVALLES 

25 | Dans un lycée, la moyenne de mathématiques d’un 

éleve de Terminale S pris au hasard est une variable aléa- 

toire qui suit approximativement la loi N’(10,5 ; 6,25). 

Le proviseur de ce lycée dit alors : « Environ deux tiers des 

éleves de Terminales S ont une moyenne de mathéma- 

tiques située entre 8 et 13 ». 

A-t-il raison ? Justifiez. 

La longueur d’un saut (en metre) d’un kangourou 

adulte peut étre modélisée par une variable aléatoire qui 

suit la loi N(U ; 07). 

On sait qu’environ 95 % des sauts d’un kangourou adulte 

mesurent entre 2 metres et 10 metres de long. 

1.a) En supposant que |’intervalle de longueur, donné 

dans l’énoncé, est centré sur l’espérance [, précisez les 

valeurs de Lt et 0 (a 10~* pres). 

b) Déduisez-en un intervalle de longueur (au cm pres) 

correspondant a environ 99 % des sauts d'un kangourou 

adulte. 

2.a) On a pu observer, chez les kangourous adultes, des 

longueurs de saut dépassant les 13 métres. 

Calculez a 10~* prés la probabilité d’un tel événement. 

b) Si l’on considére qu’un kangourou adulte effectue 

10000 sauts par jour, estimez alors le nombre quotidien 

de sauts dépassant les 13 metres de long. 

X est une variable aléatoire qui suit la loi N (UL ; 0”) 

et | un intervalle centré sur l'espérance LU. 

Recopiez et complétez les tableaux suivants (arrondissez 

si nécessaire les valeurs obtenues a 10°? prés). 

za «: | 
1 4 100 

a 

Ei eerie 
0,99 0,954 | 0,683 

ay —_— |... 
0,1 | | 

(4:6) |_| 555) | (6:0) | 

0,95 | 0,954 | 0,683 | 0,997 | 
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FREQUENCE DE SUCCES 

28 | Dans chacune des situations suivantes, déterminez 

l'espérance et l’écart-type de la fréquence de succes, puis, 

si les conditions d’approximation sont remplies, précisez 

la loi normale approchant la loi de la fréquence de succes. 

a) Fréquence d’apparition de Pile au terme de 400 lancers 

d'une piéce équilibrée. 

b) Fréquence de |’événement « Obtenir une figure » au 

terme de 100 tirages au hasard et avec remise d’une carte 

d’un jeu de 32 cartes. 

c) Fréquence de |’événement « Somme des résultats des 

deux dés supérieure ou égale a 9 » au terme de dix lan- 

cers de deux dés cubiques parfaits. 

(29) Le 218 
Le «218» est un jeu trés simple: un joueur choisit au 

hasard un code a trois chiffres (entre 0 et 9). Si ce code 

contient au moins l’un des chiffres 2, 1,8 a la méme place 

que dans 218, le joueur a gagné. 

1. On appelle F la variable aléatoire donnant la fréquence 

de succés au « 218 » lors de100 tentatives. 

Prouvez que la loi de F peut étre approchée par la loi nor- 

male (0,271; 0,002). 

2. Un jour, Mathieu se vante, auprés de son professeur de 

mathématiques, d’avoir gagné plus de 40 fois au « 218 » 

sur 100 tentatives. 

« Quelle chance, rétorque celui-ci, gagner plus de 40 fois 

ace jeu sur 100 tentatives se produit dans moins de deux 

cas pour mille ! ». Justifiez cette réponse. 

Ef) ArcoriTHMIQuE Une urne aléatoire 

Une urne contient cing boules équiprobables au tirage. 

Deux couleurs y sont représentées : le rouge et le noir. 

Cependant, on ne connait pas le nombre de boules asso- 

cié a chaque couleur. 

Le but de cet exercice est d’estimer un nombre suffisant 

de tirages au hasard et avec remise a effectuer afin de 

déterminer la proportion de boules rouges dans |’urne 

avec un risque d’erreur d’au plus 5 %. 

1.Soit p la proportion de boules rouges dans |’urne. 

Quelles sont les valeurs possibles de p ? 

2. On note F,, la variable aléatoire indiquant la fréquence 

de boules rouges obtenues apres n tirages au hasard et 

avec remise. On suppose que les conditions d’approxima- 

tion sont remplies. 

a) Rappelez |’intervalle | de fluctuation (centré en p) a 

95 % de F,, en fonction de n et p. 

b) Résolvez I'inéquation d’inconnue n, n& N* : 

V0,2 x 0,8 

n 

1,96 < ils 

Chapitre 15 @ Statistique. Estimation 

Que représente l'ensemble des solutions trouve ? 

c) En vous inspirant de la question précédente, détermi- 

nez un nombre suffisant de tirages (au hasard et avec 

remise) qui permet de trouver la proportion de boules 

rouges dans I’urne avec un risque derreur d’au plus 5 %. 

3. Programme de simulation 

On donne ci-dessous des programmes réalisés sur des 

calculatrices. 

Tl Casio 

PROGRAM: URNE 
?Prompt 

3C 
rentAléat¢i,43/5 
oP 
or¢Is1,H> 
f NbrAléatsP 

we ue ue oe os ce oe oe oe 4. 

a) Que représentent, dans ces programmes, les lettres N, 

C et P par rapport au probleme d’urne aléatoire ? 

b) Vérifiez le résultat de la question 2. c) en exécutant ce 

programme sur votre calculatrice avec la valeur de n adé- 

quate. 

Devinez alors la valeur de p avant que la calculatrice ne 

l'affiche. 

PRISE DE DECISION 

Dans les exercices qui suivent, chaque fois que 

l'on considéere un échantillon aléatoire, il s’agit 

d’un échantillon assimilé a une suite de tirages 

avec remise. 

(31) on suppose que la proportion d’un certain carac- 

tere dans une population est p. On observe une fré- 

quence notée f,,. sur un échantillon aléatoire de taille n 

de cette population. 

F, est la variable aléatoire indiquant la fréquence de suc- 

ces dans un schéma de Bernoulli d‘ordre n et de para- 

metre p. 

| désigne l'intervalle de fluctuation (centré en p) 495 %de 

F,, sous trois conditions a vérifier. 

On veut alors prendre une décision au seuil de risque de 

5 % pour savoir si la fréquence observée est en accord 

avec la proportion p. 

Recopiez et complétez le tableau ci-aprés. 

Les bornes de | seront écrites avec trois décimales. 

lly a plusieurs réponses possibles pour Age: 



in 1000 100 400 10000 
aa aon | 

p 0,2 0,4 0,05 0,9 

Trois conditions 

id oe oe 0,07 . 
Décision accepte | rejette 

eee nee EE a EE 

32 | Inquiétudes a Woburn 

Woburn est une petite ville industrielle du Massachus- 

setts, au Nord-Est des Etats-Unis. Dans les années 70, la 

communauté locale s‘émeut du grand nombre d’enfants 

atteints de leucémie dans certains quartiers de la ville: 

entre 1969 et 1979, on a observé douze cas de leucémie 

sur un échantillon de 11 748 enfants de moins de 14 ans. 

A cette méme époque, aux Etats-Unis, la proportion p de 

leucémies chez les enfants de moins de 14 ans est 

0,000 45. On fait I’‘hypothése qu’a Woburn, la proportion 

théorique de leucémies chez les enfants de moins de 14 

ans est laméme que celle des Etats-Unis. 

1. a) Vérifiez que les trois conditions d’application de la 

regle de prise de décision sont remplies. 

b) Déterminez les intervalles de fluctuation (centrés en p) 

a 95 % et a 99 % de la fréquence de leucémies sur un 

échantillon aléatoire de 11748 enfants de moins de 

14 ans. Ecrivez les bornes de ces intervalles avec cinq 

décimales. 

2. a) Peut-on considérer, au seuil de risque de 5 %, que la 

fréquence observée de leucémies chez les enfants de 

moins de 14 ans a Woburn, dans cet échantillon, est en 

accord avec la proportion de leucémies chez les enfants 

de moins de 14 ans dans la population américaine ? 

b) Méme question mais au seuil de 1 %. 

D’aprés un document du groupe 

« Statistiques et citoyenneté », IREM Paris-Nord 

Commentaire. Une enquéte conduite par le Département de la 

Santé Publique du Massachusetts en 1981 confirmera que les 

sols de Woburn ont été contaminés par des résidus de tannerie 

et de produits chimiques. Les industriels concernés seront 

condamneés et la dépollution des sites sera engagée. Du point 

de vue étiologique, cst l’exposition des enfants in utero a cette 

eau contaminée qui serait a l’origine des cas de leucémies 

observes. 

La roue du voyage 

Un salon du tourisme a permis a 200 visiteurs, tirés au 

sort, de jouer pour gagner un séjour au Sri Lanka. Le jeu 

est simple : une roue de loterie se met a tourner de 

maniére automatique puis s‘arréte au bout d’un moment. 

Si le secteur de la roue correspondant au séjour, d’angle 

au centre 18°, est désigné par le pointeur, alors c’est 

gagné! Sur les 200 joueurs, il ya eu deux gagnants. 

On suppose que la proportion p de gagnants est égale au 

quotient de l’aire du secteur associé au séjour par l’aire de 

la roue. 

1. a) Quelle est la valeur de p ? 

b) Vérifiez que les trois conditions d’‘approximation per- 

mettant une prise de décision sont remplies. 

c) Déterminez lintervalle de fluctuation | (centré en p) a 

95 % de la fréquence de gagnants sur un échantillon aléa- 

toire de taille 200. 

Ecrivez les bornes de | avec trois décimales. 

2.Compte tenu du nombre de gagnants observé, 

accepte-t-on au seuil de risque de 5 % I’hypothése formu- 

lée dans l'énoncé ? 

3. Entre quelles valeurs aurait di se situer le nombre de 

gagnants pour qu’on accepte Il’‘hypothése de |’énoncé ? 

34 Réciproque 

On suppose que la proportion d’un certain caractére 

dans une population est p. 

On observe une fréquence notée f,,. sur un échantillon 

aléatoire de taille n de cette population. 

On sait que f,, > p et que cette fréquence observée 

rejette la proportion p supposée, au seuil de 5 %. 

Pour chaque affirmation écrite entre guillemets, indiquez si 

elle est vraie ou fausse. Justifiez. 

1.La méme étude, sur un autre échantillon aléatoire de 

taille n, a permis d’observer une fréquence f¢,... 

a) «Si Fon. > fobs alors f 

sée, au seuil de 5 %. » 

, 

ops Fejette la proportion p suppo- 

b) « La réciproque de l'implication précédente est vraie. » 

c) «Si FO... < fops, alors on peut affirmer au seuil de risque 

de 5 % que f%,. est en accord avec la proportion p. » 

d) « La réciproque de l‘implication précédente est vraie. » 

2. La méme étude, sur un échantillon aléatoire de taille 

2n,a permis d’observer la méme fréquence f,,... 

« Cela amene au rejet, au seuil de 5 %, de la proportion p 

supposée. » 
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INTERVALLES DE CONFIANCE 

Dans les exercices de cette rubrique, chaque fois 

que l’on considére un échantillon aléatoire, il s’agit 

d’un échantillon assimilé a une suite de tirages avec 

remise. 

(35) Le tableau ci-dessous donne la répartition, en huit 

catégories, des personnes ayant été au moins une fois au 

cinéma au cours des douze derniers mois. Ces résultats 

ont été établis pour chacune des huit catégories a partir 

d’échantillons aléatoires de 1200 personnes. 

———— 
| 16/24 ans 

25/39 ans 

40/59 ans 

60 ans ouplus | 

1. Calculez, a partir de cette enquéte, la fourchette de 

sondage a 95 % de confiance pour chacune des catégo- 

ries. Ecrivez leurs bornes avec trois décimales. 

2.a) Pour chaque catégorie d’age, parait-il plausible 

qu’au niveau national l’ordre des proportions entre les 

hommes et les femmes s‘inverse par rapport aux fré- 

quences observées dans cette étude ? 

b) Méme question en supposant que la taille des échan- 

tillons étudiés est multipliée par 50 et que les fréquences 

observées ne changent pas. 

36 | Encadrement de la superficie du lac d’Annecy 

La carte rectangulaire autour du lac d’Annecy ci-dessous 

correspond a une zone géographique mesurant 20 km de 

long (axe Nord-Sud) sur 15 km de large (axe Est-Ouest). 
i Ay) "eg 

o Ae tf Refuge du Parmelan 
Af go =" Camille Dunant 

é feBlomite & P 

Le but de cet exercice est de déterminer un encadrement 

de la superficie de ce lac. 
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Pour cela, 500 points sont tracés de manieére aléatoire sur 

cette carte. On en dénombre alors 51 qui sont « dans le 

lac ». On note p le quotient de la superficie du lac par celle 

de la zone rectangulaire. 

1. a) A partir de l’expérience relatée dans I'énoncé, déter- 

minez un intervalle de confiance de p au niveau 95 %. 

Ecrivez ses bornes avec trois décimales. 

b) Déduisez-en un encadrement de la superficie du lac 

(en km?) au niveau de confiance de 95 %. 

2. a) Reprenez les questions 1.a) et b) en utilisant 

comme intervalle de confiance de p au niveau 95 %: 

1.96 LESS 96 WF eg hoes) 

Vn Vn 
f 

obs 
2 eee eal 
1 “obs 7 

b) Quel est I'intervalle de confiance qui a permis d’obte- 

nir l’estimation la plus précise de la superficie du lac 

d’Annecy ? 

3. A partir de combien de points tracés aléatoirement sur 

cette carte peut-on obtenir, a l’aide du premier intervalle 

de confiance, un encadrement de la superficie du lac 

d‘Annecy d’amplitude inférieure ou égale a 1 km?? 

Note} La superficie du lac d’Annecy est d’environ 27 km’. 

Question confidentielle 

Un sondeur cherche a obtenir, auprés de jeunes scolari- 

sés de 15-16 ans, des réponses sincéres a une question 

sur un sujet sensible, a laquelle on répond par « oui » ou 

par «non». 

Pour éviter les fausses réponses concernant ce sujet sen- 

sible, il demande a chaque jeune sondé de tirer au hasard 

une carte d'un jeu de 32 cartes et de la remettre dans le 

paquet afin d’étre la seule personne a connaitre la carte 

tirée. Si cette carte est un coeur, alors le jeune doit 

répondre sincerement a la question, sinon il doit mentir. 

On suppose que les personnes sondées jouent parfaite- 

ment le jeu. On note p la proportion de jeunes scolarisés 

de 15-16 ans qui devraient répondre « oui» et g la pro- 

portion de jeunes scolarisés de 15-16 ans répondant 

« Oui » a ce sondage. 

1. Prouvez, éventuellement a l'aide d’un arbre pondéré, 

que q—=— 0p 70,75. 

2. a) Sur un échantillon aléatoire de 2500 jeunes scolari- 

sés de 15-16 ans, il y a eu 1375 «oui» a ce sondage. 

Déterminez un intervalle de confiance de g au niveau 

95 %. 

b) Déduisez-en un intervalle de confiance de p au niveau 

95 %. 

3. Supposons que le sondeur adopte le procédé suivant : 

sila carte tirée est rouge, alors le jeune doit répondre sin- 

cerement a la question, sinon il doit mentir. 

Quel probleme rencontrerait-il ? 



38 | On souhaite déterminer, a partir d’un échantillon 

aléatoire de taille n, un encadrement dune proportion p 

au niveau de confiance de 95 %, d’amplitude inférieure 

ou égale a e, ou e est un nombre strictement positif. 

1.a) Déterminez, en fonction de e, une taille suffisante 

pour obtenir une estimation aussi précise de p. 

b) Déduisez-en une taille suffisante dans chacun des cas 

Suivants:e=01> e=0105: e= 0,01). 

2. Pour obtenir un intervalle de confiance d’amplitude k 

fois plus petite (k = N*), par combien faut-il multiplier la 

taille de l’echantillon aléatoire ? 

AVEC LES TICE 

39 | Comparaison des intervalles de confiance 

Pour estimer une proportion inconnue p a partir de la fré- 

quence observée sur un échantillon aléatoire de taille n, 

on dispose des deux intervalles de confiance a 95 %: 

Ic1=|f Lo pore 
n 

obs” — /-obs 
Vn 

V fobs (1 = Fsbs) ; V fobs Wis fobs) 
96 ——__———_; fe +1,96 ———_———- ]. 

Vn vn 
On souhaite comparer les amplitudes de ces intervalles 

suivant les valeurs de f,,. 

et 

IC2=| fo.. 

On fixe la taille d’échantillon a n=100. 

1. En utilisant un tableur 

a) Ouvrez une feuille de calcul et complétez la premiére 

ligne comme ci-dessous. Affichez toutes les fréquences 

observées possibles dans la colonne A. 

A 8 Cc D E 

1 Fréq.obs. Borne inf.1Cl1 Borne sup.!C1 Borne inf.!C2 Borne sup. IC2 

2 0 0,1 0,1 0 0 

5) 0,01 -0,09 0,11 -0,009501754  0,029501754 

4 0,02 -0,08 0,12 -0,00744 0,04744 

5 0,03 -0,07 0,13 -0,003435095  0,063435095 

6 0,04 -0,06 0,14 0,001592001 0,078407999 

7 0,05 -0,05 0,15 0,00728279 0,09271721 

b) Les colonnes B et C (resp. D et E) contiennent respecti- 

vement les bornes inférieures et supérieures de ICI 

(resp. IC2). 

Entrez en B2, C2, D2 et E2 les formules qui permettent de 

compléter ces colonnes par recopie vers le bas. 

c) Sélectionnez les colonnes A, B, C et insérez un gra- 

phique « stock » ou « Cours ». 

Faites de méme avec les colonnes A, D, E. 

d) Expliquez les valeurs aberrantes situées dans certains 

intervalles de confiance (valeurs négatives ou supé- 

rieures a 1). 

e) Comparez graphiquement les amplitudes des deux 

types d’intervalles de confiance en fonction de f,,... 

e===ee Borne inf. 1C1 

q==seee Borne sup. IC1 

: mg (u 
a 

S N los 0 0,15 

2. En utilisant une fonction 

On note f la fonction définie sur [0 ; 1] par: 

x) = 0,392 Vx(1— x). 
a) Etudiez les variations de f sur [0 ; 1]. 

b) Déduisez-en une comparaison des amplitudes des 

deux types d’intervalles de confiance en fonction de f,,.. 

Prendre toutes 

les initiatives 

40 | A quoi joues-tu 2 fs 

Un programme permet, par simulations, d pace 

la fréquence d’apparition du 1 au terme de n lancers 

d'un dé parfait. Cependant, au préalable et sans le di- 

vulguer, ce programme choisit au hasard le nombre de 

faces du dé simulé : soit 6, soit 8, soit 12. 

Estimez la valeur minimale de n qui vous permettra 

de dévoiler, avec un risque d’erreur d’au plus 5 %, le 

nombre de faces initialement choisi par le programme. 

41 | Capture-Marquage-Recapture 

Une équipe de biologistes capture et marque 100 tor- 

tues terrestres sur une ile. 

On suppose que cette population de tortues est close * 

(pas d’échange avec l’extérieur). 

Quelques jours plus tard, cette équipe capture a nou- 

veau 50 tortues puis les relache. Ils observent 22 tor- 

tues marquées lors de cette recapture, assimilée a une 

suite de tirages au hasard et avec remise. 

Donnez un encadrement de la population de tortues 

sur cette ile avec un niveau de conflance de 95 %. 
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5) Travail en autonomie 

=> Rédigez la solution de cet exercice cete : £9 sige 

en vous aidant du guide. 

uvez le co 

Dans une population donnée, la proportion p de femmes > Analyser I’énoncé 

accouchant prematurement est 0,04. On peut utiliser les résultats du cours 
Sur un échantillon aléatoire de 170 femmes accouchant concernant la variable aléatoire 

et ayant plus de 35 ans, on a observé 13 accouchements indiquant la fréquence de succes 
prématurés. dans un schéma de Bernoulli d’ordre 

n=170 et de parametre p = 0,04. 
Cet échantillon aléatoire est assimilé a une suite de 

tirages au hasard et avec remise. 

On fait 'hypothése que la proportion de femmes gp analy ser ene 

enceintes de plus de 35 ans accouchant prématurément 

est aussi p = 0,04. 

La proportion p de femmes 

accouchant prématurément est 

connue, mais celle de femmes 

enceintes de plus de 35 ans 
regle de prise de décision sont remplies. accouchant prématurément n’est que 

b) Déterminez les intervalles de fluctuation (centrés en p) supposée étre égale a p. 

a 95 % et a 99 % de la fréquence F de femmes accouchant 

prématurément sur un échantillon aléatoire de taille 170 » Analyser I’énoncé 

Ecrivez les bornes de ces intervalles avec quatre décimales. 

1. a) Vérifiez que les trois conditions d’application de la 

Les questions guident pour la mise en 

2. a) A partir des résultats de cette enquéte, accepte-t-on place d’une prise de décision au seuil 

ou rejette-t-on I’hypothese de |’énoncé au seuil de 5% ? de risque de 5 % puis au seuil de 1 %. 

b) Méme question mais au seuil de 1 %. 

On utilise, ici, les notations du cours. FOOM <usia vadaction Q 

1. a) Les trois conditions sont: Veillez a bien définir les variables 

ne 30, np 2 5-et n= p) 2 5; = a utilisées et les intervalles obtenus. 

b) Lintervalle de fluctuation a 99 % est : pesapeatise vos calculs par des 
——— phrases d’explication, méme s'il 

> = 25g .P\l= P) rp + 2sePO= P| s‘agit essentiellement d’un procédé 

Vn Vn calculatoire. (Inspirez-vous de 

Arrondissez les bornes inférieures & 10% prés par l’exercice résolu A, page 442.) 

défaut et les bornes supérieures 4 10°“ prés par exces. soriciadaa tactile iasineaaeaia aaa mnie 

2. Appliquez la régle de prise de décision : 

— si f,,, <1, alors on accepte I’hypothese que la propor- 
ZOOM sur la rédaction Q 

tion est p; Sil’on accepte I'hypothése lors 

- si fp; El, alors on rejette cette hypothese au seuil d'une nes decision au seuil de 
risqu %, evi conrespenaaat ae que le Yo, évitez la phrase de 

cn conclusion suivante: « lly a99 %de 
Attention, lors d’une prise de décision, le seuil repré- chances que la proportion supposée | 

sente la probabilité de commettre une erreur dans le soit bien égale a p ». Gardez-vous de 
cas du rejet de I’hypothése, mais surtout pas dans le cas quantifier l’erreur commise dans un 

ou l'on accepte I’hypothése : la probabilité d’accepter a tel cas, on ne la connait pas ! 

tort est tres difficile a déterminer. ie hile ame secaaiieiaaiibiaiiceemeees 
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Ce Restitution organisée des connaissances 

Prérequis : Théoréme de Moivre-Laplace 

X est une variable aléatoire qui suit la loi {B(n, p), et Z la 
: 7 oe ORE (X} X — np 

variable aléatoire ———— = 
O(X) — /np(= p) 

Pour tous nombres aet btels que a<b: 

lim Pa<Z<b)= | (tdt 
n-oo “a 

ou @ est la densité de la loi N’ (0; 1). 

1. Démonstration 

X,, est une variable aléatoire qui suit la loi B(n, p) oun 

est un naturel non nul et p un nombre entre 0 et 1. 

On pose: F, a 

1,96 
ie Vp(1- Vp(1— p) ep 2ii06 p(1— p) . 

Vn n 
Démontrez que lim PIF SI) = 0,95: 

et l=|p 

| est un intervalle de fluctuation asymptotique de F, au 

seuil de 95 %. 

2. Application 

Dans chacune des situations suivantes, déterminez un 

intervalle de fluctuation asymptotique de la fréquence 

de succés au seuil de 95 %. Les bornes de ces intervalles 

seront écrites avec trois décimales. 

a) Fréquence de « Face » au terme de 900 lancers d’une 

piece équilibrée. 

b) Fréquence de |’événement « Obtenir un as » au terme 

de 100 tirages au hasard et avec remise d’une carte d’un 

jeu de 32 cartes. 

c) Fréquence de l’événement « Les deux dés donnent le 

méme numéro» au terme de 400 lancers de deux dés 

cubiques parfaits. 

44 | Vraiment du hasard ? 

Au moment de corriger une question du bac, ou il fallait 

choisir une réponse parmi quatre propositions, un pro- 

fesseur s’exaspeére : « On dirait qu’ils ont tous répondu au 

hasard a cette question ! ». En fait, sur son échantillon de 

120 copies, ila observé 42 bonnes réponses a cette ques- 

tion. Cet échantillon aléatoire est assimilé a une suite de 

tirages au hasard et avec remise. 

On fait alors I’‘hypothése que la proportion de bonnes 

réponses a cette question est p = 0,25. 

1. a) Vérifiez que les trois conditions d’application de la 

régle de prise de décision sont remplies. 

b) Déterminez les intervalles de fluctuation (centrés en p) 

495 % et a 99 % de la fréquence F de bonnes réponses a 

cette question sur un échantillon aléatoire de taille 120. 

Ecrivez les bornes de ces intervalles avec trois décimales. 

2. Pouvez-vous affirmer qu’au seuil de risque de 5 %, les 

résultats observés sur |’échantillon confirment I’hypo- 

these de l’6noncé ? Méme question mais au seuil de 1 %. 

Le jour du BAC 

GB acm 
Pour chaque question, une seule des trois réponses propo- 

sées est exacte. Identifiez-la, en justifiant votre choix. 

On rappelle que si Z est une variable aléatoire qui suit la 

loi N'(0;1),etsi a & ]0; 1], alors u, est l’unique nombre 

strictement positif tel que P(- u, <Z <u,) =1- a. 

1. Q, et &, appartiennent a |0;1[.Si @, <a,, alors: 

b) Ug z Ua: 

c) on ne peut pas comparer u, et u, . 
1 2 

= a) Ug Sg. 

2. F, est la fréquence de succés dans un schéma de Ber- 

noulli d’ordre n et de paramétre p. On suppose que les 

trois conditions d’approximation sont remplies. 

|, est l'intervalle de fluctuation de F, au seuil 1— a : 

PU-P,,,, Veu=p) 
ee =O +u 
i Oe sie iC 
Q, et O, appartiennent a |0;1[.Si @, <a,, alors: 

Tee B) le, Cla: 
ae 

3.On fait I’hypothése que la een d’un certain 

caractére dans une population est p. On observe une fré- 

quence de ce caractére sur un échantillon aléatoire de 

taille n de cette population. 

e Si, lors de la prise de décision au seuil de risque de 5 %, 

I‘hypothese est acceptée, alors, au seuil de 1%: 

c) on ne peut pas comparer |, et | 
1 

a) I'hypothése est nécessairement acceptée. 

b) I'hypothése est nécessairement refusée. 

c) ’hypothése peut encore étre soit acceptée soit refusée. 

e Si, lors de la prise de décision au seuil de risque de 5 %, 

l'hypothese est refusée, alors, au seuil de 1%: 

a) I/'hypothése est nécessairement acceptée. 

b) I'hypothése est nécessairement refusée. 

c) I/'hypothése peut encore étre soit acceptée soit refusée. 

46 | Contréle d’une livraison 

Une grande quantité de pieces doit étre livrée a une chaine 

d’hypermarchés. On considére un échantillon de 900 

pieces prélevées au hasard dans cette livraison. La livraison 

est assez importante pour assimiler cet échantillon a une 

suite de tirages au hasard et avec remise. 

On constate que 864 piéces sont sans défaut. On note pla 

proportion de piéces sans défaut dans cette livraison. 

1. Déterminez un intervalle de confiance de p au niveau 

95 %. Ecrivez ses bornes avec trois décimales. 

Eleni 4 +196 obs obs 

Vv 900 

2. Méme question en utilisant : 

Ve (1 —f ) 1,96 obs obs, 

V 900 

comme intervalle de confiance de p a 95 %. 

fone ’ “obs ! 

3. Quel est I‘intervalle de confiance qui a permis d’obte- 

nir estimation la plus précise ? 
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Pour aller plus loin 

Dans les exercices qui suivent, chaque fois que 

on considére un échantillon aléatoire, il s’agit 

d’un échantillon assimilé a une suite de tirages avec 

remise. 

Contréle de qualité 

1. X est une variable aléatoire qui suit la loi N(U; 0”). 

On rappelle que P(X EI.) =1-a, 

ott |, =[H — Ou, ; H+ Ou,] avec a € ]0;1[. 

B est un nombre appartenant a l’intervalle |0 ; 1[. 

a) Démontrez que: si Uy <Ug, alors & 4 B. 

b) Ecrivez la contraposée de 

l‘implication : 

sid <B, alors uy > Ug. 

Contraposée 
> p. 467 

c) Déduisez-en que la fonction @—-u, définie sur 

JO; 1[ est strictement décroissante. 

2. Application 

En utilisant les mémes notations que dans le cours, on 

accepte que la proportion d’un certain caractere est p 

lors d’une prise de décision au seuil & si, et seulement si, 

Vp(1— p) Vp(1— p) 

Vn Vn ol 
Une publicité affirme qu’on a une chance sur dix de 

gagner a un certain jeu. Au cours d’une étude portant sur 

un échantillon aléatoire de 400 joueurs, on a compté 

28 gagnants. 

fos = Pus ° pew 

a) Vérifiez que les trois conditions d’application de la 

regle de prise de décision sont remplies. 

b) Démontrez que les résultats de cette étude sont en 

accord avec I’annonce publicitaire lors d’une prise de 

décision au seuil de risque & si, et seulement si, u, > 2. 

c) Déduisez-en la plus grande valeur de & (a 0,1 % prés), 

notée ,, pour que les résultats de cette étude soient en 

accord avec l’annonce publicitaire lors d’une prise de 

décision au seuil a. 

d) Sans faire de calcul supplémentaire, quel serait alors, a 

partir de cette étude, le résultat lors d'une prise de 

décision au seuil de 5 % ? au seuil de 1 % ? 

Remarque. Cette valeur est appelée le degré de signification 

lors d'une prise de décision. 

48 | Test unilatéral 

Lors d’une campagne publicitaire, la société As promet 

d‘importants bons d’achat pour les personnes qui auront 

tiré un as d’un jeu de 32 cartes lors de leur passage en 

magasin. 

Léo dit alors a ses parents : « Je veux y aller, car hier je me 

suis entrainé et j/ai retourné 20 fois un as sur 

100 tentatives!». La fréquence élevée (f,,, = 0,2) 
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annoncée par Léo peut étre considérée soit comme le 

fruit de la fluctuation due au hasard, soit comme le 

résultat d’une triche. 

On suppose que Léo n/a pas triché, ce qui revient a faire 

’hypothése que la probabilité p de tirer un as sous ces 

conditions était bien x 

1. On appelle F la variable aléatoire donnant la fréquence 

de sortie d’un as lors de100 tentatives. Prouvez que la loi 

Me is) 
8’ 6400/° 

2. Déterminez, a l’aide de votre calculatrice, la valeur de t, 

a 10“ prés, vérifiant P(F < t)=0,95. 

Cette valeur de t représente la frontiére des fréquences 

considérées comme « significativement supérieures » a p 

au seuil de risque de 5 %. 

de F peut étre approchée par la loi N( : 

3. On définit la regle de prise de décision suivante : 

— si f,,, <t, alors on accepte I’hypothese de l’énoncé ; 

-si fp, >t, alors on refuse I’hypothése de l’énoncé, au 

risque de 5 %. 

Autrement dit, Léo n'est considéré comme un tricheur, au 

seuil de 5 %, que si la fréquence observée dépasse cette 

valeur critique t. 

A partir de cette régle, pouvez-vous présumer, au seuil de 

5 %, que Léo a triché ? 

4. Méme question mais au seuil de 1 %. 

49 | Test bilatéral relatif 4a une moyenne 

Dans une usine, une machine produit des barres de métal 

de longueur 92,50 cm. La machine se déréglant au cours 

du temps, on veut tester la moyenne m des longueurs 

des barres qu’elle produit. 

On suppose que la variable aléatoire X, qui a tout 

échantillon de 30 barres de métal prélevées au hasard 

associe la moyenne des longueurs, en cm, des barres de 

’échantillon, suit une loi (mM; 0,037). 

On fait I’hypothése que la moyenne m des longueurs des 

barres est encore 92,50 cm. 

1. Déterminez, a l'aide de votre calculatrice, un intervalle | 

centré en 92,5 tel que P(X El) = 0,95. 

Ecrivez les bornes de | avec trois décimales. 

2.Le prélevement, au hasard, d’un échantillon de 

30 barres dans la production de la machine donne les 

résultats suivants : 

Longueur (en cm) 92,1 | 92,2 | 92,3 | 92,4 : 92,5 

Nombre de barres 3 2 6 5 5 

Longueur (en cm) 92,6 | 92,7 | 92,8 | 92,9 

Nombre de barres 3 » | 2 2) 



Calculez, 4 10° prés, la moyenne observée m,,. des 

longueurs des 30 barres de métal de cet échantillon. 

3. On définit la régle de prise de décision suivante : 

—si M,,, &1, alors on accepte I’hypothése de l’énoncé ; 

—si M,,, £1, alors on refuse I’hypothése de l’énoncé, au 

seuil de 5 %. 

Au vu des résultats de cet échantillon, accepte-t-on 

I'hypothése de |’énoncé au seuil de risque de 5 % ? 

D’aprés BTS 2008 

50) Intervalle de confiance d’une moyenne 

Un industriel de l’agroalimentaire conditionne du 

ketchup dans des bouteilles en verre. 

On s'intéresse a la masse de sucre, exprimée en gramme, 

contenue dans chaque bouteille. 

On préléve au hasard et avec remise un échantillon de 

25 bouteilles dans un lot important. 

On note S la variable aléatoire qui, a tout échantillon de 

25 bouteilles prélevées au hasard et avec remise dans ce 

lot, associe la moyenne des masses de sucre (en g) 

contenues dans les bouteilles de cet échantillon. 

On suppose que S$ suit la loi N(ui 2) ou UL est 
inconnue (moyenne des masses de sucre contenues dans 

chacune des bouteilles de ce lot). Pour |’échantillon 

prélevé, la moyenne obtenue est s = 137,7. 

1. Démontrez que: 

P(ue[5-1,96x2;5+1,96 x2 ) = 0,95. 

2. Lintervalle [5 — 1,96 x £ ;5+1,96 x Z| est appelé 

intervalle de confiance de WU au niveau de confiance de 

95 %. Déterminez cet intervalle de confiance. 

D’apres BTS 2008 

PROLONGEMENTS DU TD 20 

Ces exercices prolongent le TD 20, p. 452. On utilise ici 

les mémes notations. 

G3 Fumeurs et indice de Ruffier i 

Uindice de résistance de Ruffier est destiné a mesurer la 

capacité d’adaptation physiologique a l'effort. 
F1+F2+F3— 200 

10 
ou F1 est la fréquence cardiaque au repos, F2 celle 

mesurée immédiatement aprés un effort de 30 flexions 

des jambes en 45 secondes, et F3 celle mesurée une 

minute aprés ce méme effort. 

|| est donné par la formule 

Une étude s/intéresse a la différence d’adaptation du 

coeur a l’effort entre les fumeurs et les non-fumeurs. 

Pour cela, on utilise l’indice de Ruffier. 

On conclut a une bonne adaptation a l'effort si et 

seulement si cet indice est inférieur ou égal a 5. 

Sur un échantillon aléatoire de 1240 fumeurs, on en a 

compté 347 ayant une bonne adaptation a l’effort. 

Sur un échantillon aléatoire de 1510 non-fumeurs, on en 

a compté 484 ayant une bonne adaptation a leffort. 

On se place sous I'hypothése selon laquelle la proportion 

théorique de fumeurs ayant une bonne adaptation a 

‘effort est la méme que celle des non-fumeurs. 

1. Calculez la valeur x,,.. 

2. a) A partir des résultats de cette étude, accepte-t-on 

ou rejette-t-on I’hypothése de l’énoncé au seuil de 5 % ? 

fb) Méme question au seuil de 1 %. 

3. Ecrivez, sur votre calculatrice, un programme 

permettant, a partir de n,, ng, fy, fg, &, d’afficher x,,. 

et le résultat de la prise de décision au seuil de risque @. 

Uindice A correspond a|échantillon des fumeurs et lindice B 
al'échantillon des non-fumeurs. 

52 | Effet de taille 

On s‘intéresse a |'impact des tailles d’échantillon dans 

une prise de décision lors de la comparaison de deux 

proportions. 

1. a) Calculez x,,, dans le cas: 

n, = 400, n, = 300, f, = 0,15 et f= 0,20: 

b) Quel est, dans ce cas, le résultat de la prise de décision 

concernant l’égalité des proportions au seuil de 5 % ? 

2. Démontrez qu’avec les mémes fréquences f, et fy 

mais avec des effectifs n, et n, tous deux multipliés par 

k, la valeur observée x... sera multipliée par Vk. . 

3. En reprenant l’exemple du 1. a), mais avec des effectifs 

deux fois plus importants, quelle est la nouvelle valeur de 

X ops ? Quel sera donc le résultat de la prise de décision au 

seuil de risque de 5 % ? 

4. Par combien au minimum (a 0,1 pres) faut-il multiplier 

les effectifs du 1.a) pour aboutir a un rejet de |’égalité 

des proportions au seuil de 1 % ? 
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Ces pages peuvent étre utilisées dés le début de l’année car les exemples proposés sont tous 

tirés des classes précédentes. 

Les conjonctions « et », « ou » 

1.1] La conjonction « et » 

En mathématiques , le sens de la conjonction « et » est le sens du langage courant. 

e Le nombre x est supérieur a 1 et inférieur a 3. 

e Le triangle ABC est rectangle et isocéle. 

© Lensemble « AetB » ACB 
Considérons les deux ensembles de nombres : A 

A={-5;-4;-3;-2;-1;0;1;2} et B={1;2; 3; 4}. 

Les nombres qui appartiennent a la fois a A et B sont les nombres : 

1 et 2. L'ensemble de ces nombres est appelé «A inter B »; il 

est noté ANB. On écrit: AN B= {1 ; 2}. 

1.2) La conjonction « ou » en langage mathématique 

On I’a vu, en mathématiques, le sens de la conjonction « et » est le sens du langage courant. II n’en est 

pas de méme pour la conjonction « ou ». Dans le langage courant, le « ou » est exclusif. En mathéma- 

tiques, le « ou » est non exclusif : il est inclusif. 

© Exemple 

Dans un jeu de 52 cartes, on tire une carte au hasard. On gagne si la carte tirée est « un roi ou une 

carte de couleur rouge ». 

On gagne a ce jeu lorsque la carte est un roi qui n’est pas de couleur rouge, ou alors une carte de 

couleur rouge qui n’est pas un roi, ou alors un roi de couleur rouge. 

Ainsi, en mathématiques, le « ou » accepte les deux cas a la fois. 

© Vensemble « AouB » 

Reprenons les deux ensembles A et B précédents. Quels sont les nombres qui appartiennent a A ou B? 
En mathématiques, la réponse est la suivante. 

Ces nombres sont: 

— soit les nombres qui sont dans A sans étre dans B: —5;-4;-3;-2;-1;0; 

— soit les nombres qui sont dans B sans étre dans A: 3;4; 

— soit les nombres qui sont dans A et dans B: 1;2. 

Ce sont donc les nombres: -5;-4;-3;-2;-1;0;1;2;3;4. 

Lensemble des nombres qui appartiennent a A ou a B est appelé « A union B » : il est noté AUB. 
OnecritcA B= {= 5; 4a area Orly) Oral ai core a ey 

~————_/ Les nombres qui sont a la 
eee AUB ladies fois dans A et B ne sont 
iene SE a crits qu'une seule fois. 
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1.3} Emploi de « et » et de « ou » : exemples 

Pour deux nombres aet b: 

e ab=0 équivautaa=0oub=0; 

e ab#0 équivautaa+0 et b+#0; 

e a*+b?=0 équivaut aa=0 et b=0. 

L'implication 

Le mot proposition désigne, a notre niveau, une phrase qui est soit vraie, soit fausse. 

Une proposition sera notée (P) ou (Q). 

2.1) Limplication : si..., alors... 

Examinons |’énoncé suivant : « Six = 2, alors x? = 4». 

Cet énoncé affirme ceci : 

sila proposition (P) : « x > 2 » est vraie, alors la proposition 

(Q) :« x? = 4» est vraie. Un tel énoncé est une implication. 

Le graphique ci-contre montre que l’implication est vraie. 

On dit alors que I’hypothése (P) implique la conclusion (Q). 

Ce qui se traduit par Si (P), alors (Q) ou par (P) don: 
Pour signifier que (P) implique (Q), on peut écrire (| 

© Autre exemple 

«Si AB = DG, alors ABCD est un parallélogramme (éventuellement aplati) » 

est aussi une implication vraie. A B 

>) - H 7 « Implicite » signifie que l’implication n’est pas 

Implications implicites exprimée comme on vient de l’expliquer. 

Parfois, dans un énoncé, l’implication est implicite. Par exemple, « Deux nombres opposés ont leurs 

carrés égaux » est une implication implicite. 

En effet, cette phrase signifie : « Sideux nombres sont opposés, alors leurs carrés sont égaux ». 

2.2| Condition suffisante, condition nécessaire 

Dans I‘implication « Si (P), alors (Q) », on dit que (P) est une condition suffisante pour (Q) et que (Q) 

est une condition nécessaire pour (P). 

© Exemple 
« Si le quadrilatére ABCD est un losange, alors ABCD est un parallélogramme. » 

pale a eee ee 

(P) (Q) B 

Il suffit que (P) soit vraie pour que (Q) soit vraie. 

Il faut que (Q) soit vraie pour que (P) le soit. En effet, si (Q) est fausse (si ABCD n’est pas un 

parallélogramme), (P) est fausse aussi (ABCD ne peut pas étre un losange). D 
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2.3) Implication réciproque d’une implication 

Reprenons l'implication : « Sie, alors x2 > 4 ». 

Par définition, l'implication réciproque de « si (Pj, alors (Q) » est « si (Q), alors (P) ». 

implication réciproque s’énonce : 

« Six? = 4, alors R22. 
Cette implication est fausse. 

En effet, le nombre x = —3 est tel que « x* = 4 » est vraie et « x = 2 » est fausse. 

© Autre exemple 

Reprenons l’autre exemple du paragraphe 2.1. Limplication réciproque de « si (P), alors (Q) » est: 

« Si ABCD est un parallélogramme (éventuellement aplati), alors AB = DC ». 

Cette implication réciproque est vraie. 

Propositions équivalentes 

3.1] Un exemple pour comprendre 

Reprenons les propositions : 

(P):« AB=DC» 

et (Q): « ABCD est un parallélogramme (éventuellement aplati) ». 

Nous avons vu que « Si (P), alors (Q) » et « Si (Q), alors (P) » sont des implications vraies. 

On dit alors que (P) et (Q) sont équivalentes. 

Deux propositions (P) et (Q) sont équivalentes lorsque (P) implique (Q) et lorsque (Q) implique (P). 

On peut écrire (P) <> (Q), ce qui se traduit par (P) équivaut a (Q) ou par (P) si et seulement si (Q). te 

© Autre exemple 
1 ’ 1 

1. Comme le montre le graphique ci-dessous, « peat rose équivaut a «x © ]O;2]». 

2. « ABC est un triangle rectangle en A » équivaut a « BC2 = AB2 + AC2», 

3.2) Condition nécessaire et suffisante 
Lorsque (P) équivaut a (Q), on dit que (P) est une condition nécessaire et suffisante pour (Q) ou que 
(Q) est une condition nécessaire et suffisante pour (P) 
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Les quantificateurs 

4.1} Les locutions « Quel que soit », « Pour tout » 

© Exemple 
1. La proposition (P) : « Quel que soit le nombre x de I'intervalle [0 ; 1], x? <x» 

est une ee on vraie illustrée par la figure ci-contre. 

Quel que soit est appelé quantificateur universel. Ce quantificateur permet 

de préciser l'ensemble des nombres x tels que x? S x. 

\l signifie que tout nombre x de |'intervalle [0 ; 1] possede la propriété x? < x. 

On stl dire aussi : « Pour tout nombre x de I'intervalle [0 ; 1], x? <x». 
ut » est aussi un quantificateur universel. 

2. « Pour tout nombre x, x? + 4x — 5 = (x + 2)? - 9 » est une proposition vraie. 

3. « Pour tout x de l'intervalle |- 1; 2], x? & [1; 4] » est une proposition fausse. En effet, 0 est dans 

[-1; 2] et 0? € [1; 4]. 

4. « Quelle que soit la série de données statistiques, la médiane est comprise entre les quartiles Q, et 

Q, » est une proposition vraie. 

6 Remarque : « Pour tout » et « un » 

Parfois, « quel que soit » ou « pour tout » sont remplacés par I’article indéfini « un ». 

Par exemple, la proposition : « Dans un triangle, les médianes sont concourantes » doit se comprendre 

ainsi : « Pour tout triangle, les médianes sont concourantes ». 

4.2| La locution « Il existe au moins un » 

© Un exemple pour comprendre 
f est la fonction définie sur R par f(x) = 2x + 3. 

La proposition « Il existe au moins un nombre x tel que f(x) = 5 » est une proposition vraie. 

En effet, par exemple, f(2) = 5. (En réalité, tous les nombres x tels que x = 1 sont tels que f(x) = 5.) 

in est appelé quantificateur existentiel. 

© Autres exemples 
1. « Il existe au moins un nombre x tel que 4 cos x = 5 » est une proposition fausse. 

5 
En effet, 4 cos x = 5 signifie cos x = prac ] et pour tout nombre x,-1<cosx <1. 

2. Considérons la proposition (P) : « Sia, b et c sont trois nombres positifs tels que a + b + c= 12, alors 

parmi ces trois nombres, il en existe au moins un qui est supérieur ou égal a 4 ». 

Cette proposition est vraie. En effet, sia, b et c, positifs, sont tous strictement inférieurs a 4, leur somme 

est strictement inférieure a 12. Donc au moins l'un de ces nombres est supérieur ou égal a 4. 

Négation d’une proposition 

5.1) Définition 

A partir d’une proposition (P), on peut toujours énoncer une autre proposition notée (non P) qui 

est la négation de (P). Par exemple, la négation de la proposition « Le triangle ABC est isocéle » est : 

« Le triangle ABC n’est pas isocéle ». 

Des deux propositions, évidemment, si lune est vraie, l'autre est fausse, et reciproquement. 
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5.2) Négation d’une proposition (P, et P.) 

On tire une carte d’un jeu de 32 cartes et on considére la proposition (P) : « la carte tirée est une figure 

de couleur rouge ». 

(P) est de la forme (P, et P,) avec: 

(P,): «la carte est une figure » et (P,) : « la carte est rouge ». Figure | 7, 8,9, 10, as 

Dans le tableau ci-contre, (P) est représentée par la case verte. 

Donc (non P) est représentée par les trois cases bleues. 

Ainsi, nier (P), c'est dire que « la carte n’est pas une figure » ou « la carte n’est pas rouge ». 

La négation de (P, et P,) est la proposition ((non P,) ou (non P,)). Bo eV eas ee | 1 2) 

5.3) Négation d’une proposition (P, ou P,) 

On tire une carte dans un jeu de 32 cartes. 

La proposition (P) : « la carte tirée est un Pique ou une figure » est de la forme (P, ou P,) avec: 
(P,): «la carte tirée est un Pique » et (P,) : « la carte tirée est une figure ». 

Figure | 7,8, 9, 10, as | 
Dans le tableau ci-contre, (P) est représentée par les trois cases; | 

vertes. Pique | 

Donc (non P) est représentée par la case bleue. __Non pique C ls Non (P) 
Ainsi, nier (P), c'est dire que la carte tirée n‘est pas un Pique et n'est pas une figure. 

La négation de (P, ouP Jest la proposition ((non P,) et (non P.)). ag hed Noe 2 en 1 2 

5.4) Negation d’une proposition universelle 

Une proposition universelle est une proposition qui contient le seul quantificateur « pour tout » ou 

« quel que soit » (ou « pour tous » ou « quels que soient »). 

© Exemple 

Prenons la proposition (P) suivante : « Pour tout nombre x, (x + 1)2>0>. 

Nier (P), c'est dire : « Il existe au moins un nombre x tel que (x + 1)? <0». 

(Non P) est vraie car pour x = —- 1, (x + 1)2=0. Donc (P) est fausse. 

© Cas général 

Notons (P) la proposition : « Pour tout élément x d’un ensemble E, x satisfait a une condition C ». 
Alors (non P) est la proposition : 

« Il existe au moins un élément x de E qui ne satisfait pas a la condition C ». 

© Conséquence : démonstration par recours a un contre-exemple 

A l'aide d'un contre-exemple, démontrons que la proposition (P) : « Pour tout nombre x > -1, x2 > 1» 
est fausse. 

Démontrer que (P) est fausse revient a démontrer que sa négation (non P) est vraie. 
Or (non P) est: 

«Il existe au moins un nombre x tel que x > -1, et tel que x2 < 1». 
Il s'agit donc de trouver un tel nombre x. 

On cherche au plus simple : zéro convient car 0 > -1 et 02 < 1. Donc (P) est fausse. 
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5.5| Négation d’une proposition existentielle H 

oO Exemple. La négation de la proposition (P) : « Il existe au moins un triangle 

dont l'orthocentre est a l’extérieur du triangle » est : « Pour tout triangle, l’ortho- 

centre est a l’intérieur du triangle ». 

Ici, (P) est vraie (figure ci-contre), et donc (non P) est fausse. iG 

© Cas général 

Notons (P) la proposition : « Il existe au moins un élément x de l’ensemble E qui satisfait a une 

condition C ». Alors (non P) est la proposition : 

« Pour tout élément x de E, x ne satisfait pas a C ». 

Contraposée d’une implication 

Par définition, la contraposée de |'implication : 

« (P) implique (Q) » est « (non Q) implique (non P) >. 

Une implication et sa contraposée sont équivalentes : elles sont toutes les deux vraies, ou toutes les 

deux fausses. 

@ Intérét de la contraposée 
1. Le théoreme de Pythagore est vrai: 

Si (P) : « Un triangle ABC est rectangle en A », alors (Q) : « BC? = AB’ + AC? ». 
Donc sa contraposée est vraie. Or sa contraposée s‘énonce : 

Si (non Q) :« Dans un triangle ABC, BC? # AB’ + AC? », alors (non P) : « ABC n’est pas rectangle en A ». 
Cette contraposée permet de démontrer qu’un triangle n‘est pas rectangle. 

2. La proposition suivante est vraie : 

« Dans un repere, si les vecteurs u(x; y) et v(x’; Y) sont colinéaires, alors xy’- x’y = 0. » 

Par contraposée, on déduit une autre proposition vraie : 

« Dans un repére, si deux vecteurs u(x; y) et v(x’; ) sont tels que xy’— x’y # 0, alors les vecteurs ne sont 

pas colinéaires. » 

© Différence entre implication réciproque et contraposée 
La réciproque de « (P) implique (Q) » est « (Q) implique (P) » tandis que la contraposée est « (non Q) 

implique (non BJ ». 

© Exemple 
(O; i,j) est un repére du plan. 

Une équation de la droite d est y = mx + p et une équation de la droite d’ est y = m’x + p’. 

Considérons |’implication (A) : 

< SSEPRPAIBIERTA! implique que m =m». 
—— NIECE SET 

(P) (Q) 

‘implication réciproque de (A) est: «m=m’ impliqu 

La contraposée de (A) est: « implique que det 

Ces implications sont toutes vraies. 

La réciproque sert a démontrer que deux droites du plan sont paralléles, tandis que la contraposée 

sert 4a démontrer que deux droites du plan sont non paralléles, c’est-a-dire sécantes. 

e que dest 
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cr) Démontrer une implication 
1.1] Par implications successives 

iano 
Notons (P) la proposition : «0 <x <2et0<y< 2» et (Q) la proposition : « Tac y Sil». 

Démontrons que « (P) implique (Q) » est vraie. 

O<x <2 Zz 1 
(P): et =e (Ps): et = eae. 

O<y<2 \ sds Ud N 
Ww 2B 

. 5 \ 
Passage On ajoute membre a membre 

alinverse des inégalités de méme sens. J 

On a effectué la démonstration par implications successives (P) = (P,) = (Q). 

L’organigramme d’une démonstration par implications successives est : 

(Py =P Po a = 10), 

ou chaque proposition (P;) se déduit des propositions précédentes ou d’une partie d’entre elles. 

1.2) Par transformation de la conclusion 
Au lieu de démontrer que (P) implique (Q), on remplace (Q) par une proposition (Q’) qui lui est 

équivalente. Lorganigramme d'une telle démonstration est (P) > (Q’) = (Q). 

© Exemple. Démontrons que : « pour tous nombres x et y positifs, 2\xy <xty». 
Cette proposition est l’implication : (P):« x = 0 et y = 0 » implique (Q) : « 2\xy <=xX+y». 

Dans l'ensemble des nombres positifs, on sait que « ad < b » équivaut a « a2 < b? ». 

On remplace donc (Q):« 2 xy <x+y» parla proposition équivalente (Q’) : « 4xy < (x + y)?». 

(Q’) équivaut a (Q,) :« 4xy < x? + y? + 2xy »; (Q,) équivaut a (Q,): «0 < (x-y)?». 

(Q,) est vraie car tout carré est positif ou nul, donc (P) => (Q,) = (Q,) = (Q’) = (Q). 

1.3] Par utilisation de la contraposée 
Une proposition et sa contraposée sont équivalentes. Ainsi, pour démentrer qu'une proposition est 
vraie, on peut démontrer que sa contraposée est vraie. 

© Exemple. Démontrons la proposition : 

Si le carré d’un entier naturel n est pair, alors n est pair. 

(P) (Q) 
La contraposée de cette implication est : 

Sin est un entier naturel impair, alors n? est impair. 

(non Q) (non P) 

Supposons donc que n est impair, cest-a-dire que n = 2k + 1, ok est un entier naturel. 
Alors n? = (2k + 1)?=4k? + 4k + 1 = 2(2k? + 2k) + 1. Donc n2 est impair. Ainsi, la contraposée est vraie donc 
la proposition « Si le carré d’un entier naturel n est pair, alors n est pair » est vraie. 

1.4) Par l’absurde 

Pour démontrer par l’absurde I'implication « (P) implique (Q) », on conserve I'hypothése (P) et on 
ajoute I’hypothése (non Q). 

A partir de I’hypothese (P et (non Q)), on déroule un raisonnement qui aboutit a une contradiction 
ou a une proposition impossible. Il en résulte que (non Q) est fausse, donc que (Q) est vraie. 
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Démontrons avec cette méthode I'implication : 
; ss 1 

Si (P) : «x est un nombre différent de 3 », alors (Q) : « est différent de 1 ». 
-3 

Supposons ((P) et (non Q)), c‘est-a-dire : : 

eas (P) 

et alors ** 3 soit ** > — S42 (non 0) x+1=x-3 4 = 0x 
xX- 

D’ou l'impossibilité. En conclusion, la proposition (non Q) est fausse et (Q) est vraie. 

Demontrer une équivalence 
Pour démontrer l’équivalence : (P) équivaut a (Q), on retiendra deux facons. 

& Par double implication 

On démontre que (P) => (Q) et (Q) = (P). 

© Par équivalences successives 

On démontre que (P) = (Q,) puis (Q,) = (Q,), ... jusqu’a (Q,) <= (Q). 

© Par double implication : étude d’un exemple 

a et b sont des nombres positifs. 

Démontrons |'équivalence : 

(P):«a<b» équivaut a (Q): «a? < b? ». 

e Supposons que (P) est vraie : a < b. 

(Q): «a? < b? » équivaut a (Q’) 1« (a+ b)(a-b6)<O». 

a et b sont positifs et 6 >a,donc b> 0;ainsia+b>0. 

a<bsoita-6<0,donc (a+ b)(a-b) <0. 

Ainsi (P) => (Q’) est vraie. 

Donc (P) => (Q) est vraie. 

e Supposons que (Q) est vraie : a? < b?. 

Alors (a + 6)(a- 6) <0. 

a et bsont positifs et 6 > a, donc b> 0; ainsia+b>0. 

Comme (a + 6) (a- 6) <0,onadonca-b<0,soita< b. 

Donc (Q) => (P) est vraie. 

e Conclusion : (P) = (Q) et (Q) = (P) donc (P) & (Q). 

© Par équivalences successives : étude d’un exemple 

Démontrons que (P) : « a2 = 6? » équivaut a (Q):«q=boua=-b». 

(P) équivaut a (P,): « a? - b? = 0 » et (P,) équivaut a (P,) : «(a + b)(a- 6) =O». 

Enfin (P,) équivaut a (Q):«a=-boua=b». 

Ainsi (P) <= (P,) <= (P5) = (Q). 

© Quelle méthode choisir ? 

On utilise plutdt la méthode par équivalences successives lorsque les équivalences intermédiaires 

sont bien connues. 

Sinon, en cas de doute, il est préférable d’opérer en deux étapes, par double implication. 
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3 Autres types de raisonnements 

3.1) Démonstration par disjonction des cas : exemple 

ABC est un triangle. On note AB =c, AC = b, BC = aet @ la mesure, en degré, de l’angle BAC. 

G 

A B c 
1 

On se propose de démontrer que: aire(triangle ABC) = > bc sin (a). 

Pour cela, on va examiner les trois seuls cas de figures possibles : BAC est un angle aigu ou BAC 

est un angle obtus ou BAC est un angle droit. 

e 1¢ cas: BAC est un angle aigu 

C 

eee 6 B 

Dans le triangle rectangle AHC, CH = 6 sin(q). 

1 1 
Or aire(ABC) = > AB x CH. Donc aire(ABC) = > bc sin(a). 

e@ 2°cas: BAC est un angle obtus 

Dans le triangle rectangle AHC, CH = 6 sin(). 

Or B = 180°- @ et sin(180°- a) = sin(a). Met N sont symétriques 
: : : par rapport a la droite (0B), 

Donc CH = b sin(q) et aire(ABC) = > bc sin(Q). donc: 

sin (180°— @) =sin @. 

e 3°cas: BAC est un angle droit 

: 1 1 1 
Alors aire(ABC) Sos AC x AB 5 bc =o bc sin(@) car sin(a) =1. 

e Conclusion : Pour tout triangle ABC, aire(ABC) = = bc sin(a). 

3.2) Démonstration par utilisation d’un contre-exemple 
fest la fonction définie sur R par f(x) = x2 — 4x + 3. 
(P) est la proposition : « Pour tout nombre x, x2- 4x +3 > Op». 
(P) est une proposition universelle. 
Pour démontrer que (P) est une proposition fausse, il suffit de trouver un centre- 
exemple, c'est-a-dire de prouver que la proposition (non P): 

« | existe un nombre x tel que x2 - 4x +3 <0» 
est une proposition vraie. 

Pour x = 2, f(2) =4-8+3=-1 <0 donc (non P) est vraie. Ainsi la proposition (P) est fausse. 
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Ces rappels viennent compléter ceux qui se trouvent dans chaque chapitre. 

@ Le trinome et l’equation du second degré 

P(x)=ax*+bx+c (a ¥ 0) est un trindme du second degré. 

A = b? — 4ac est le discriminant de P(x). 

deux solutions distinctes 

Equation une solution Dei 

ax? +bx+c=0 | résolution pas de solution dite double tO ast 

(a # 0) ees aioe 
2a Xy = 7. on 4 

factorisation | pas de factorisation P(x)=a(x — Xi) 

Trinéme 

P(x) = ax? + bx +¢ 
(a # 0) signe 

P(x) est du signe dea 

sauf lorsque x est entre 

Xx, et x,, auquel cas P(x) 

et a sont de signes 

contraires. 

P(x) est du signe dea 

pour tout x de R. 

P(x) est du signe dea 

pour tout x de R. 

he 

2 Derivation 

2.1) Dérivée en un point 

e f est une fonction définie sur un intervalle |, aet a +h appartiennent al. 

f(a + h) — f(a) 
fest dérivable tend vers 

ena 
signifie que 

un nombre b lorsque h tend vers 0 

e Ce nombre est appelé le nombre dérivé de fen a. Il est noté f’(a). 

2.2) Tangente en un point 

e € est la courbe représentative d’une fonction f dérivable en a. La 

droite d qui passe par A(a; f(a)) et de coefficient directeur f’(a) est 

la tangente en Aa. 

e Une équation de dest: 
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2.3) Fonctions dérivées 

Fonction _ Dérivée = Commentaire 2 

x — k (constante) xER 

xER 

x € ]-0o ; 0[ 

u et v sont deux fonctions dérivables 

sur un intervalle | 

Fonction | Dérivée =| Com 

| x 2 ou x & |0; +oo[ 

Xie) Ae A 
xe nxt! xER 

[ neNn* 

AG v(x) # Osurl x Vx Meter 2 
I age 2VXx 

e 

Les suites 

3.1) Généralités 

Une suite est une fonction définie sur N ou sur N privé de ses premiers éléments 0, 1, 2, ..., k. 

© Deux maniéres de définir une suite 

e Par une qui permet de calcu- 

ler les termes. : 

Exemple: u, =2n—5. 

ePar la donnée du premier terme et d’une 

qui permet de calculer un 

terme a partir du précédent. 

Exemple: u, =—3 et u,,, =2u, —5. 

3.2) Suites arithmétiques. Suites géométriques 

e Dire qu'une suite est arithmétique signifie quill 

existe un nombre r tel que pour tout entier natu- 

rel n, 

OT Eee Tp ferey oes 

@ Si (u,,) est une suite arithmétique de raison ret 
de premier terme Up, alors : 

eLasomme des entiers de 1ans‘écrit : 

_ n(n +1) 
Seat 142+ n 5) 

e Dire qu'une suite (u_) est géométrique signifie 

quill existe un nombie non nul g tel que pour tout 

entier naturel n, 

Une = WU, 

q est la raison de la suite. 

KOeexme” Xd xq 
aX pea 

—h—+ + ; ae 
Ug Uy U> U3 Up, Una a ots 

e Si (u,,) est une suite géométrique de raison g et 

de premier terme Up, alors : 

e Pour tous entiers naturels m et p: 

ye Ug AQ veils 

ela somme des puissances successives d’un 
nombre q, différent de 1, s‘écrit : 

1 qu 

Ln TANG at ee lq 
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3.3) Comportement d’une suite 

© Sens de variation d’une suite 

Dire que la suite (u_) est... strictement croissante strictement décroissante constante 

“signif que pour tout entier naturel n u, <u U,=Unat 

© Comment étudier le sens de variation d’une suite ? 

Pour étudier le sens de variation d'une suite, on peut : 

e Etudier le signe de u,,,, —u,,. 

e Etudier le sens de variation de la fonction f pour les suites définies par u,, = f(n) : 

— si f est strictement croissante sur [0 ; +00], alors la suite (u,,) est strictement croissante ; 

— si f est strictement décroissante sur [0 ; +oo[, alors la suite (u,,) est strictement décroissante ; 
Una 
u 

e Comparer le quotient avec 1 si tous les termes de la suite sont strictement positifs. 
n 

Vecteurs 

4.1) Vecteurs colinéaires 

e Dire que deux vecteurs non nuls AB et CD sont colinéaires équivaut a dire qu'il existe un nombre 

k(k # 0) tel que CD = KAB. 

e Les trois propositions suivantes sont équivalentes. 

DB Deeb eant Il existe un nombre k(k # 0) 
AB) // (CD) = “| oie ag see 
fee ew colinéaires — tel que CD = kAB. 

e Dire que trois points A, B, C, distincts deux a deux, sont alignés équivaut a dire qu'il existe un nombre 

k(k # 0) tel que: mi: eee 

AC =kAB. 

4.2) Expression d’un vecteur 

en fonction de deux vecteurs non colinéaires 

e SiA, B, Csont trois points non alignés, alors pour tout point M, il existe un couple unique de nombres 

(x ; y) tels que AM = xAB + yAC. Le couple (x ; y) est le couple des coordonnées de M dans le repére 

(A ; AB, AC). 

e Si U et V sont deux vecteurs non colinéaires, alors pour tout vecteur w, il existe un couple unique 

de nombres (x ; y) tels que: 
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4.3) Repéres et coordonnées 

On se place dans le repére (O; /, /). 

e Les coordonnées du vecteur AB sont (Xp Xn Vel ya) 

eu et V ont respectivement pour coordonnées (x ; y) et (x’; y’) ;k est un nombre. Alors : 

—le vecteur U + V a pour coordonnées (x + x’; y+y’) ; 
—le vecteur kU a pour coordonnées (kx ; ky) ; 

- dire que « U=V » équivaut a dire « x = x’ et y=y’ ». 

eOn donne U(X; Y) et V(X’; Y’). 

Dire que « U est colinéaire a V » équivaut a dire que « XY’ - X’¥ =0 ». 

La droite 

5.1) Vecteur directeur d’une droite 

e Un vecteur directeur d’une droite est un vecteur non nul U dont la 

direction est celle de d. 

e Un point A et un vecteur non nul U définissent une droite d unique. 

On note d(A, U) . 

e Dire que « les deux droites d et d’, de vecteurs directeurs U et u’, sont 

paralléles » équivaut a dire que « U et u’ sont colinéaires ». 

5.2) Equation cartésienne d’une droite 

Dans un repeére : 

e Toute droite da une équation cartésienne de la forme ax + by +c =0 (a ¥ Ooub & 0). Le vecteur 

u(— 6; a) est un vecteur directeur de d. 

e Sia, b,c sont trois nombres tels que a # 0 ou b # 0,l'ensemble des points Mtels que ax + by +c =0 

est une droite de vecteur directeur U(— b; a). 

Angles orientés et trigonométrie 

6.1) Cercle trigonométrique 

e Un cercle trigonométrique est un cercle de rayon 1 sur lequel on a distin- 
gué deux sens de parcours : 

la fleche rouge indique le Flitwelietad et la verte indique le Faasiatelicreg . 

e Le repére (O; j, j) est un repeére orthonormé direct. 

6.2) Le radian 

e Un angle de « 1 radian » est un angle au centre interceptant, sur un cercle, 
un arc de longueur égale au rayon du cercle, 

e Tableau de correspondance : 
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6.3) Angle orienté d’un couple de vecteurs. 
Mesure principale 

e U et V sont deux vecteurs non nuls, @ = OM, v = ON. MW’ et N’ sont 

les points d’intersection des demi-droites |OM) et [ON) avec le cercle 

trigonométrique “6. Les mesures en radian de |’angle orienté (U, V) sont 

les mesures en radian de l’angle (OM’, ON’) .On note (U,V) =x +k27. 

e Parmi les mesures x + k27 de l’angle orienté (U, v), ilen existe une et 

une seule dans I’intervalle |— 1 ; 1] . Cette mesure est la mesure prin- 

cipale de (U, v). 

© Exemple. ae = 34m + a =17 x (27) + a donc la mesure principale est = ; 

6.4) Cosinus et sinus d’un angle orienté 

Le cosinus (resp. le sinus) d'un angle orienté (UW, v) est le cosinus (resp. le sinus) de l'une quelconque 

de ses mesures en radian. On note cos(U, V) (resp. sin(U, v)). 

© Conséquence. L'angle orienté de deux vecteurs (U, V) et l’angle géométrique associé ont le 

méme cosinus. 

6.5) Angles orientés et colinéarité 

U et V sont deux vecteurs non nuls. 

« U et V colinéaires et de méme sens » équivaut | « U et V sont colinéaires et de sens contraires » 
a« (U, V)=0 ». équivaut a « (WU, V) = TU ». 

———————————— SS SSO 
Vv V 

6.6) La relation de Chasles 
> > > — > 

Pour tous vecteurs non nuls U, V, W: (U, V)+ (Vv, W)=(U, W). 

© Conséquences Sa 

6.7) Les formules d’addition et de duplication 

Quels que soient les nombres a et b: 

e cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sin(a)sin(b) e sin(a + b) =sin(a)cos(b) + sin(b) cos (a) 

e cos(a — 6) = cos(a)cos(b) + sin(a) sin (b) e sin(a — b) = sin(a)cos(b) — sin(b) cos (a) 

e@ cos(2a) = cos*(a) — sin?(a) = 2cos?(a) -1=1-—2 sin? (a) @ sin(2a) = 2sin(a)cos(a) 
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iD Le produit scalaire 

Rappels 

-1) Les diverses formes du produit scalaire 

© Définition. Le nombre note ti - F (quise lit « @ scalaire V ») est: 

Par convention, U-U =U 

© Autres expressions du produit scalaire 

Dans un repére orthonormeé, si U | Si U et V sont deux vecteurs | 

et V ont pour coordonnées non nuls, alors: 

(x;y) et (x’; y’) alors: ee ee a 

= A’B’ . CD 

© Cas particulier de deux vecteurs colinéaires 

u et V deméme sens: U et V de sens contraires : 
z a 

Acne B oe ee 
C ——___._ > |) C ———____—__ >» D 

Vv Vv 

7.2) Produit scalaire et orthogonalité 

U et V sont deux vecteurs non nuls, 0 = AB et V=CD. 

e Dire que « U et V sont orthogonaux » équivaut a dire que « les droites (AB) 
et (CD) sont perpendiculaires ». 

e Dire que « U et V sont orthogonaux » équivaut a dire que « @-V¥ =0 ou 
AB-CD=0». 

e Dans un repere orthonormé, U a pour coordonnées (x ; y) et Vix’; y’). 
Dire que « U et V sont orthogonaux » équivaut a dire que « ». 
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7.3) Droite et produit scalaire 

© Vecteur normal a une droite 

e Dire qu'un vecteur non nul (77 = PQ) est normal a une droite d signifie que 

les droites (PQ) et d sont perpendiculaires. 

e Dire que « un point M appartient a la droite d passant par A de vecteur 

normal n » équivaut a dire que « », 

o Conséquence. U et u’ sont des vecteurs directeurs des droites det d’ 
et n et n’ sont des vecteurs normaux a ces deux droites. 

did’ = F-n’=0 © U-u’=0 & FAetu’ colinéaires 

© Vecteur normal et équation de droite 

e Sid a une équation de la forme ax +by +c =0 (a # 0 ou b # 0), alors n(a; 6) est un vecteur 

normal a d. 

e Réciproquement, si N(a; b) non nul est normal a une droite d, alors d a une équation de la forme 

ax +by+c=0. 

7.4) Calculer des longueurs et des angles 

ABC est un triangle quelconque. On note a = BC ; b= AC; c =AB. A 

Les angles de sommets respectifs A, B, C sont notés A, B, C. 

e Théoreme de Pythagore e Théoréme de la médiane c 

généralisé ‘a 

a? =b? +c? — 2bccosA ie 
m, estlamesure delamédiane’ a 'e 

issue de A. 

b? +c? =2mi + 

7.5) Cercle et produit scalaire 

e Equation d’un cercle défini par son centre et | e Equation d’un cercle de diamétre [AB]. 

son rayon. Le cercle de diamétre | AB] est l'ensemble des 
est un cercle de rayon ret de centre I(x, ; Yo) | points Mtels que: 

dans le repere orthonormé (O;; /, /). 

Une équation de © est: MA-MB=0 é 
Le cercle a pour équation : 
x?+ y*—(a,+6,)x—(a,+0,)y+a,6,+a,b,=0, 

(© =X)? +(¥ = Yo)? =F. équation de la forme: 
x? +y*+ax+by+c=0. 

65] ae B 

} 
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Statistiques 

8.1) Médiane et quartiles 

au moins 50 % au moins 50 % 

des valeurs des valeurs 

pls petite pus grange 
|} 

valeur Q, Me Q3 valeur 

médiane 
—- 

au moins 25 % au moins 50 % au moins 25 % 
des valeurs des valeurs des valeurs 

8.2) Paramétres de dispersion 

© Etendue et écart interquartile 

Létendue est la différence entre les valeurs extrémes : € = X3, — Xmin« 
Lécart interquartile est la différence entre Q, et Q,: E=Q,—-Q,. 

© Variance et écart-type 

(x;, n,) est une série statistique d’effectif total N=n, +... +n, et de moyenne x. 

n, (x, —x)? +...4 es x)? 
Vari OW = riance N 

Ecart-type:s=VV. 

Les probabilites 

9.1) Généralités 

U est I'univers de l'expérience, e,,..., ¢,, sont les issues de probabilités P(e,), ..., P(e,). 

e La probabilité d’un événement A, notée P(A), est lasomme des probabilités des événements élé- 
mentaires inclus dans A. 

@ Siles événements élémentaires sont équiprobables : 

* D | =. A) 

e Quels que soient les événements A et B, P(A UB) = P(A) + P(B) — P(A ()B) . 

e Lorsque A et B n’ont pas d'issues communes, on dit qu’ils sont incompatibles. 
Dans ce cas, A(\B=© et P(A UB) = P(A) + P(B) 

4 

ANB 

P(A UB) =P(A) +P(B) —P(A(B). A et B incompatibles. 

P(A UB) =P(A) + P(B): 
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9.2) Loi d’une variable aléatoire et paramétres 

U est l'univers associé a une expérience aléatoire. 

e Définir une variable aléatoire X sur U, c‘est associer a chaque issue de U un nombre x. 

e X est une variable aléatoire sur un univers U muni d’une loi de 

probabilité P. valeur an 
On note x; (1<i <k) les valeurs prises par X. probabilité 

Définir une loi de probabilité consiste a associer 4a chaque valeur | P(X =x) 

x; la probabilité de l'événement « X = x; ». 

e Lespérance de X, notée E(X), est: 

e La variance de X, notée V(X), est: 

ou 

e L'écart-type de X, noté 0 (X), est: 

9.3) Epreuve de Bernoulli. Loi de Bernoulli 

e Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire qui admet exactement deux issues : 

S (succes) de probabilité p et S (échec) de probabilité g telle que q =1- p. 

e Dans une épreuve de Bernoulli, on note Y la variable aléatoire, qui prend la valeur 1 lorsque S est 

réalisé et la valeur 0 en cas d’échec. 

On dit que Y suit une loi de Bernoulli de parametre p. 

ie 
e On appelle schéma de Bernoulli d’ordre n l'expérience aléatoire qui est la répétition de n épreuves 

de Bernoulli identiques et indépendantes. 

e La loi de probabilité de la variable aléatoire X qui a chaque issue associe le nombre k de succés au- 

terme den épreuves, est définie par : 

(k entier naturel tel que 0<k <n). 

On dit que X suit une loi binomiale de paramétres n et p. 
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Oro Fonctions 

Objectifs 

weave! Psi 

‘Texas Instrument 

@ Afficher le nombre dérivé en 2 de la fonction f définie par f(x) = —x? + 2x + 3. 

® Tracer la tangente a la courbe , au point d’abscisse 2 et afficher son équation. 

© Calculer l’intégrale de f entre -1 et 2. Afficher l’aire du domaine correspondant. 

@ Afficher un nombre dérivé 

1. Placez-vous dans |'écran de Calcul : 
® activez math}; menu MATH option 8: nbreDérivé( . 

e Validez par entrer}. 

 s 

2. Complétez I’instruction en respectant le modéle ed 

nbrDérivé(fonction, variable, valeur). 

® Validez par entrer}. 

| 2 Tracer la tangente en un point et afficher son équation 5 

1. Placez-vous dans |’éditeur de fonctions f(x)}. 

® Saisissez l’expression de f(x) dans Y1 puis entrer}. 
 Réglez la fenétre d’affichage : fenétre |. 
Paramétrez comme indiqué. 

y, =~ 
a entre | 

PETS -2 et 4. | 

——____/'y entre 
a -3 et 5. } 

€} Calculer une intégrale 

1. Placez-vous dans I'écran de Calcul. 
® Activez math); menu MATH option 9: 
intégrFonct(. Validez par entrer). 
® Complétez l'instruction : 

intégrFonct(fonction, vprable, borne inf, borne sup). 

2. Placez-vous dans le module graphique graphe}. 

e Appuyez sur 2nde | prgm} (dessin). 

@ Sélectionnez l’option 5 : Tangente(; validez par 5}. 

® Saisissez pour x la valeur 2; validez par entrer). 

Tangente 

au point 
1 d’abscisse 2. , 

Equation de \\” 
la tangente.. | 

2. Placez-vous dans le module graphique : graphel. 

@ Affichez la courbe de f. 
® Activez 2nde) trace |(calculs) option 7 : | foodx 
@ Saisissez les bornes. Validez par entrer, 

f est continue et 

- positive sur [-1; 2]. | 
Lintégrale 
exprime l'aire ~ 
du domaine sous. 

la courbe. 



Objectifs 

© Dresser le tableau des dix premieres valeurs de la suite (u_) définie par: u, = yn2?+1 (ne N). 
1 

® Méme question pour la suite (v,) définie par: v, = my, et v ma Thy, (ne N). 

Afficher une représentation graphique de cette suite. 

( 1 Dresser le tableau des valeurs d'une suite du type u = f(n) 

1. Placez-vous en mode SUITE: 

® activez mode}; option SUITE, validez 
par entrer) puis 2nde | mode) (quitter). 

NORHAL 
FLOTT 
RADIAN 

SCI Ing 
ae SS 6 28 8 

HOWRELTIE 
SIKUL 

14bL Fe" aL 
HORI2 G-T 

BEG HEURE pe Rees ye eB 

Option SUITE — 
en surbrillance. 

® Activez f(x) |; saisissez l’expression de u. 

| orarhd GraRhe Grarh= 

SB fol es | 
Ut eB Cee +19 —4— = Expression deu. 

utehinse oS a 

(2 
1. Reprenez le 

mode SUITE. | Larelation de récurrence sera traduite | 
® Activez f(x) |; 3 

isi Sty | ici sous la forme vy =. Saisissez ne ea 
| n-l PEXDIOSSTUIMUC-Y = s UPee ee el 

n ; 
ehin=s 
A Relation de 
—utyhinde= oe —— récurrence. 

pee ec) 
. Valeur du 

_MOoMin Bt. St ay itunes 

2. Tableau de valeurs 

@ Reprenez le réglage précédent pour définir la 

plage de valeurs (cf § 1.2). 

e Affichez le tableau : 2nde | graphe} (table). 

Utilisez 

les touches 

de direction 

pour faire 

afficher 

les termes 

suivants. 

a | OV ee < =a a ll — Ci Sf 

Dresser le tableau des valeurs d'une suite récurrente du type u__ 

2. Tableau de valeurs 

@ Définissez la plage de valeurs : 

2nde} fenétre |(déf table) 

(réglages : DébTbl = 0 et Pas = 1). 

® Demandez l’affichage: 

2nde | graphe] (table). 

Utilisez 

les touches 

de direction 

pour faire 

afficher 

les termes 

suivants. 

=F (u,) 
1 

3. Représentation graphique 

® Activez: 2nde} zoom | (format); menu Esc. 

minh=" 
Xmax=4 
XGrad=1 
Ymin=—1 

| Ymax=s 
Yorad=1 

@ Appuyez sur graphe} puis sur trace |. 

Tracez la représentation graphique a |’aide de la 
touche de direction: > mle)... &. 
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X et Z sont deux variables aléatoires réelles. 

QO X suit la loi binomiale de pa “f= 2), 

© Z suit la loi normale standard. Czicuie. ry 2S 

1. Placez-vous dans I’écran de Calcul. Borne sup. \F are, 
@ Activez 2nde} var) (distrib); Menu DISTRIB. y 
@ Prenezl'option A: binomFdp(.Validez par entrer | ; 

Espérance | Ecart-type | 

@ Pour obtenir la zone de répartition ombrée : 

~ Réglez la fenétre :-3 < x < 3 et-0,25 <y <0,5. 

— Activez 2nde) var} (distrib); menu DESSIN; 

option 1: OmbreNorm(; entrer]. © Completez, dans ordre, puis validez par entrer]. 

Nombre d’essais ~Complétez comme ci-dessus. Validez par entrer}. 
Probabilite | 

Nombre = crczermomnt 

de succés | 
P(X=2) | 

2. Placez-vous dans l’écran de Calcul. 

@ Activez 2nde} var) (distrib) ; Menu DISTRIB. 

@ Prenez|option 2: normalFRép(.Validez par entrer|. 

® Complétez, dans l’ordre, puis validez par entrer |. 

C} Eléments de programmation 

Objectif) 
Calculer la somme des termes successifs, du rang 0 au rang n, de la suite (u,,) définie par : 

U, = 1 et, pour tout nde N, u,,, =0,2u,, + 1,5. 

1. Appuyez sur prgm) ®) >). 2. Ecrivez les instructions du programme. 

® Sélectionnez l'option 1 (NOUV). ® Validez chaque ligne d’instruction par EXE}. 

e Nommez le programme [SOMME], puis entrer |. Le J eae passe a la yore at affichant |). 

Variables: I,N,U,S 

Entrée: N 

Traitement: U recoit 1, S recoit 1 

Algorithme Pour I de 1 AN Faire 

. Uneecoue 0) 20+i, 5 
rogrammer | : 

es ey - lp S re¢coit S+U 

Fin Pour 

Sortie: Afficher S » ; 
@ Enregistrez ce programme: 2nde | mode |(quitter). 

@ Pour accéder aux commandes spécifiques décrites ci-dessous, ©, .oye2 Sur prgm |. 

” Menu Contréle (CTL) Menu Entrée/Sortie (E/S) Menu Test & Logique 

sein Tapez 2nde | math |(tests) 



Manuel 
Numeérique 

PREMIUM] Bs nut : et person: : 

Vintégralité du manuel papier en version numérique. ie 

» Des outils pratiques et simples a utiliser :zoom, spot... 

+ 150 ressources multimédias : animations, exercices interactifs, fichiers TICE, etc. 

Pour aller Pour aller : S’exercer 
droit au but plus loin intensivement 

INTERROS | - = | ' | i 
des | } ik 

LYCEES| ¥" = 
i i 
( 
Wy 

: 
i 
i 

: ( i) \ i 

| 

re ) 

erm ke j 
© Vessentiel 4. cours COUP poms uci Ni h 
© Méthodes ciaires et efficaces © Notions-clés « points méthode fc minnté t 
© Exercices et Sujets varies 270 exercices Varies et progressits progressifs minutes 

© Corriggs aézai 20 Stet ae bee \ detaillés i i taillés 3 Corriges TS Tous les ' 

Des conseils de { i 

Nathan San . i 

= rRéussite | M059 / Transmath Term S spécifique 
Nathan i 

Uessentiel pour le Bi Lycée de I'Essouria os donnés | 

011479 
s ay Etiquette a ne pas enlever 


