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Présentation du manuel

Ce livre a pour objectif la préparation des épreuves écrites aux baccalauréats scientifiques de spécialité
mathématiques ainsi que la préparation & une entrée dans I'enseignement supérieur.

Il a deux volumes :

v Le premier volume porte sur 'analyse et les probabilités
' v Etle second porte sur la géométrie, I'arithmétique et les nombres complexes.
Ce dernier volume contient un complément sur la géométrie vectorielle et les applications affines.

Le second volume que voici, contient une synthése du cours par chapitre et 479 exercices de niveaux
variés entiérement corrigés, regroupés par objectifs et couvrant tous les programmes de mathématiques des
dasses de Terminales SM. Les exercices sans triangle, applications directes du cours, demandent  I'éléve
d'exercer des capacités exigibles ; ceux indiqués par un triangle nécessitent une technique plus élaborée et enfin,

ceux indiquées par deux triangles sont particuliérement difficiles et demandent a l'éléve un effort de recherche
important.

L'esprit de ce manuel est d'apporter aux éléves des Terminales SM, les techniques usuelles de calculs,
I'acquisition de méthodes de raisonnement en répondant a deux exigences :
- apporter une préparation efficace & l'examen du baccalauréat SM
- donner des exercices d'un niveau supérieur (mais accessible) pour se préparer a une entrée dans
I'enseignement supérieur.

Chaque chapitre est découpé en savoir-faire fondamentaux pour permettre a I'éléve de s'entrainer sur
des situations précises et pour faciliter sa période de révision.

Je compte sur les professeurs et sur les éleves pour me faire part de leurs commentaires, de leurs
critiques et de leurs suggestions ; je les en remercie d'avance.

Remerciements a tous les inspecteurs pédagogiques, collégues et éléves qui par leurs remarques m'ont
accompagné durant I'élaboration de cette collection.
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INTRODUCTION
VAIL EFFICACE
AVANT L'EXAMEN, UNE METHODE DE TRA 1
1année scolaire n’est pas encore trop ayqp g .|
Si, par chance (.. ) vous lisez ce texte alors qué Fan Cée, yoj,
q.r.;r}.'quc.i conseils pour étre plus performant.
. fiche de synthése.
»  Alafin de chaque chapitre {raité en cours, faites une
ais aussi excellents soient-ls, ils ne remplacent,,
il exi umés tout préts dans les manugls mais au: Sner (pag
E:tf: sprli:::::fagaei? 'rf: réalisatiunpde cette fiche sera 'occasion d apprendre votre cours, d'en faire ressorj Ih-
points importants et de le réactiver. g
E
> Faites des fiches de méthodes. :
tudi jation d' ' . Vous y dresserez la liste de foutes |
Par exemple : « comment étudier le sens de variation d'une suite ?1_} \ | :
mémndespdont vous disposez pour résoudre ce type de question. Ainsi face a une question de ce type, vos
saurez ce qu ‘il convient de mettre en ceuvre pour y répondre. d g .
De plus, notez toutes les “astuces” que votre professeur ne manquera pas de vous indiquer au cours de I'année. ﬁ

s |

> Faites une correction active.

A chaque remise d'un devoir corrigé, repérez vos erreurs et analysez-les.
Commencez par en déterminer la nature :
e ermeur de calcul,
manque de connaissances,
affirmation non démontrée,
erreur de raisonnement,
rédaction incorrecte,
* erreur d'élourderie...
Analysez-les sans complaisance. Trop d'éléves considérent comme des étourderies des erreurs qui ne sont 42 I
la traduction d’une incompréhension plus profonde. I
|

Ensuite, cherchez a les comprendre, seul d'abord, pus, si cela ne suffit pas & vous éclairer, essayez le traval &
bindme, souvent fructueux. N'hésitez pas & demander, avec diplomatie, un complément d'information ¢
professeur si vous avez limpression d'avoir “tout comme dans le corﬁg:é" ; ir les pone
correspondants, Il'y a cefainement quelque chose qui vous a échappé | ... $aNs pour autant avo

Enfin, corrigez-les.

Une correction efficace comprend non seulement |a i
plusieurs méthodes) mais aussi des &lémen . S Sl el

reproduise. Is danalyse de l'erreyr commise. destings 4 éviter quele " °

PENDANT L'EXAMEN, UNE STRATEGIE GAGNANTE

Lire le probléme en entler.

Procédez & deux lectures successives :
inoncé Premiére globale, | seconda
Conlrairement a une idée trop répandue narmi
g parmi les lay ;
un investissement profitable. €5, ce n'est pas du tem - ire, €
g S ntrairé
Ainsi, vous pourrez : PS perdu | Bien au co

Pas a pas pour effectuer le décryplalg'-‘

-
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comprer}dre I'esprit du sujet pour voir Quelles méthodes vont étre mises en jeu ;
percevoir la structure du probléme, les liens logiques, les questions indépendaﬂtes etc;
+ Vous _imre une |dée, refative de la difficulté des questions : application directe du c'curs question de
réflexion, question déja rencontrée au cours de I'année ? |
voir si les questions placées plus bas dans un exercice ne foumissent pas la réponse a une question ou
une indication sur une méthode 2 utiliser pour une question placée en début de I'exercice.

> Utilisez deux sortes de brouillons.

Non, un brouillon n'est pas un instrument préhistorique et son emploi peut se révéler fort utile.

La premiére feuille vous servira a stocker les hypothéses et réponses successives. Ainsi vous n'aurez plus

besoin de rechercher dans vos multiples copies la réponse de la question 2)b) lorsque vous en aurez besoin !
Une seconde feuille servira pour les calculs intermédiaires, les essais...

En re'uanrfhf-:. .“ est indispensable de rédiger directement au propre. Si votre travail au brouillon est assez
approfondi, il 'y aura pas de probléme.

» Soigner la rédaction.

Ne négligez pas les qualités matérielles du devoir.
Certes une copie bien présentée mais remplie dinepties ne vous permettra pas d'atteindre la moyenne.
Néanmoins, certaines copies & peine lisibles risquent d'étre sous-évaluées par un examinateur exaspéré et
migraineux. Alors veillez & : -
I'écriture ;
au soin (on peut barrer, mais proprement...) ;

aérer votre devoir en sautant des lignes entre les questions ;
faire des figures claires et assez grandes.

Trois critéres d'une rédaction correcte :
L ]

Les réponses aux questions sont clairement formulées et mises en évidence (soulignées, encadrées) ;
L]

le fil conducteur de la démonstration et les étapes intermédiaires apparaissent clairement :
* tout ce qui est affirme est justifie.

Néanmoins, gardez toujours a I'esprit que pour une question donnée, il existe plusieurs rédactions correctes. Vous

l'aviez certainement déja constaté au lycée ou au collége si au cours de ces années, vous avez eu différents
enseignants de mathématiques.

Vous le retrouverez dans cet ouvrage : pour certains exercices, plusieurs corrections seront proposées.

Cela peut différer de vos propres habitudes. Cependant, c'est un repére intéressant pour vous indiquer quels
“niveaux d'exigence vous pourrez rencontrer le jour de I'examen.

» Mettez a profit les derniéres minutes avant de rendre votre copie pour :

relire globalement et faire la chasse aux étourderies ;

vérifier la cohérence des résultats et corriger ou signaler toute anomalie ;

dans la mesure du possible s'auto-vérifier. Cette démarche sera mise en évidence le plus souvent
possible dans cet ouvrage.

REPONSES A UN CERTAIN NOMBRE DE QUESTIONS

Voici, péle-méle, les réponses & quelques questions que vous n'avez jamais 0sé poser en classe.

Tous les résultats du cours sont-ils dans le formulaire ?

Non! C'est pour cela qu'il est important de se familiariser avec le formulaire au cours de l'année afin d'en
connaitre le contenu et les limites.

ey Page 13
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Ainsi, on pourra a
formulation est g
N'oub
cours

pprendre par coeur les formules qui _n'y fi
fférente de celle & laquelle on est habitué.

gurent pas et se familiariser avec [es €noncég dont,
lier pas cependant quiil ne s'agit que d'un aide-mémoire et que cela ne vous dispense Pas d'appreng, VOl

Peut-on admettre un résultat seulement cnnjecturé?‘

Cette situation est différente de celle Que nous avons déja évoquee : admettre un résultat donng par texte,
Prenons un exemple. Dans la situation précédente, le texte dirait

« Montrer que pour tout réel x, f'(x) est positif » alors que dans le cas actuel, la question
le signe de f'(x) ? .

Or, grace a votre calculatrice, vous pensez que F'(x) est positif mais vous étes inca
résultat bloque votre

Poursuite du probléme, alors, sans hésiter, admettez-le (en le di
votre résolution.

reste ouverte - qQuel egy

pable de le démontrer, g e
sant clafremenl} et Continyg;

Comment rédiger la démonstration d'une équivalence ?

Point délicat s'il en est, la démonstration d'équivalences fait souvent des ravages dans les copies d'éléves,
Ony rencontre principalement deyx types d'écueils,

* Léléve considére comme €quivalentes des propositions qui ne le sont pas. Ainsi, pour a et b réels
quelconques, a2 = p2 fy

est pas équivalent 3 a=h puisque a2 = b2 impliquea=boua=- b
* Le fond mathématique semble correct mais ['emploi malencontreux d'un “donc” séme le doute dans
Fesprit du correcteyr - implication ? équivalence ?

Une solution Sage consiste alors & rédiger en deuy temps
Pour montrer que les Propositions P et Q sont equivalentes, on montrera successivement que P implique Q, puis
que Q implique P.
Un seul inconvénient 3 signaler : une telle rédaction est souvent assez longue ce qui conduit certains éléves ay
renoncer, & tort. - '

Attention aussi 2 I'emploi de
lIs ont connu leur heure de gloire dans les programmes antérieurs lorsqu'une initiation 2 I logique
programme de seconde.,

Comme ce n'est plus le cas, |
« Les éléves peuvent utiliser convient d'éviter toyt recours systématique a ces
symboles ».

En conséquence, dans cet ouvrage, il leur sera souvent prefére une rédaction plus littéraire.

S symboles logiques = et «

figurait au
€ programme actuel précise :
les symboles = et <« mais il

Le correcteur peut-il me retirer des

points si je ne respecte
Dans un certain nombre d'exercices, on frouve des Questions déb
I'exercice suivant :

a) Montrer que le point K est le milieu des segments [BD] et [AC].

Pas la méthode demandée 7 .
Utant par «en deduire que ». Ainsi dans

: Zo—Zg
b) Montrer que = I
' e du quadrilatére ABCD. e
E.)EEQrﬁﬁ.,dalgﬁrlzt';:r:léra!orsqclairer!want que vous exgloiﬂez les répnnses des questions a) et b). Si vous ne le fal
z pénalise méme si votre demﬂnstrat!nn est par ailleurs correcte, e
Pas, Vouo seree b orte ici sur deux points : la détermination de la natyre de ABCD et votre aptitude 4 exP ﬂm
En effet. Ievaluamnegﬁons anterieures dans ce but. Si vous procédez autrement, méme avec une démonstrai®
Ie;s regrlrj]l;?:%édfuﬁsq;ux vous ne remplissez pas le contrat ; d'ol une pénalisaion
plus si -

5 1o
. 1 A ¥ i . - ' | res
- : 'énoncé n'emploie pas 'expression *déduire* mais 2 i1
e moins en apparence . s nsell
Un cas un peu dlﬁerelgtr; ggurra utiliser...” ou “en remarquant que” |a aussi, il vous est trés fortement ¢°
ion mentionne
question

En

: Ve,

d'exploiter la 5uggestlonai?n:iﬁeies indications données par I'énoncé sur les méthodes & mettre en &Y
loiter au m

t vous prenez le risque d'une pénalisation facilement évitable,
sloignant,
vous en éloig
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Dols-Je rédiger plusleurs fols une démonstration Identique 7
Il arrive que dans certains problémes, on soit confronté plusieurs fois & des démonstrations identiques.

Commencez par vous assurez qu'on est réellement dans la méme situation.
N'ya-tl pas un détail subtil qui vous a échappé 7

Si vraiment c‘agt le cas, rédigez de maniére précise la premigre démonstration puis abrégez les démonstrations
suivantes en utilisant une formule comme “on démontrerait de méme que..!!

Faut-il recopler le texte ?
NON | Certains éléves confondent & tort recopiage du texte et rédaction.

Vous pouvez, si vous le souhailez présenter les hypothéses d'un problame avant de commencer la rédaction mais
un recopiage mot a mot du texte n'apporte rien.
En revanche, I'examinateur appréciera que la réponse & chaque question débute par un titre. Il pourra ainsi se

repérer facilement dans la progression du probléme. Cette démarche sera utilisée dans certaines solutions de cet
ouvrage.

ET ENFIN, LES ERREURS A NE PAS COMMETTRE

Voicl, enfin, le récapitulatif de quelques erreurs qui peuvent vous cofitez cher.

 Mal comprendre le préambule d'un probléme.
Un certain nombre de problémes commencent par une phrase destinée & planter le décor. Ainsi "on se propose
de placer les points A, B et C dans un repére a l'aide d'un compas” ne doit pas vous inciter & vous jeter sur votre
propre compas pour construire immédiatement la figure. La construction effective des points A, B et C
n'interviendra que plusieurs questions plus loin aprés une étude sur une rotation ...
Il ne s'agissait que d'annoncer le but recherché. Il fallait ensuite se laisser guider par I'énoncé.

e Anticiper la réponse a une question ;
On ne le répétera jamais assez ! Si on vous demande de prouver & la question 5) qu'une fonction f est croissante,
ce n'est pas normal de I'avoir prouvé a la question 2). Il y avait alors certainement une autre maniére de procéder
qui vous eéviterait de donner trop t6t la réponse a une question postérieure. Vous risquez alors une double
pénalisation :  la question 2) pour ne pas avoir respecté la méthode attendue puis a la question 5) pour ne pas y
donner la réponse prévue !

Normalement, il y a un conducteur logique dans un probleme et si votre résolution ne le respecte pas, cela vaut la
peine d'y réfléchir.

e Laissez subsister des incohérences.
Contradiction entre le tableau de variation d'une fonction et sa courbe représentative, probabilité supérieur 2 1,
cosinus d'un angle égal a 2 +43 ..

Les examinateurs au baccalauréat en rencontre chaque année. Or, dans la majorité des cas, les éléves sont
conscients qu'il y a un probléme mais ne retrouvent pas leur erreur et continuent...
Traquez les incohérences sans pitié. Relisez-vous, recherchez l'erreur et si vous ne la retrouvez pas dans le

temps imparti, signaler que vous avez conscience du probléme. Il y aura certes encore une erreur mais pas une
absurdité. :

« Ne maltraiter pas (trop) I'orthographe, en particulier les noms des mathématiciens.
Entendre parler de la relation de Shall est encore amusant chez un collégien de troisiéme mais plutét ridicule
chez un presque bachelier.

Renoncez définitivement & employer des abréviations. Ni nbre, ni fct, ni Mg, ni Dq ... n'ont leur place dans une
copie d'examen.

* Eviter le gaspillage de points.

Une copie & trous ol I'éléve a papillonné a la recherche des points faciles devient vite lassante pour
I'examinateur qui a bien du mal & évaluer le niveau réel du candidat.

R S T ) R
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; i sés qui suivent ¢f les
Mais soyez sans crainte aprés avoir travaillé d'arrache-pied les exercices proposés q
L] » =
méthodes qui s’y rattachent, l'avenir ne peut étre que radieux !

BON COURAGE |

Cette introduction st inspirée du « GUIDE pour la préparation au BAC » de Bénédicte BOURGEOIS,
Mare LANGLET, B -

ernard MEYSSIREL et Claire TCHOBROUTSKY.
Des éditions ellipses.

-

Maths types Terminale SM - Volume 1- Anal
Maths types Terminale SE

Maths types Prémigre SM -Volume 1- Anal
Maths types Prémigre SM - Volume 2- Gég
Maths types Prémiére SE

Maths types Seconde §

Maths types Troisieme

yse & Probabilités

yse, Dénombrements & Statiétiques
métrie & Algébre linéaire

N o o s W N A
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&) ' ARITHMETIQUE

Vo

G

Wi
e i . e e i 5 e

, DU GOURS

A. Divisibilits - Division euclidienne

A1 - Multiples et diviseurs dans 7

a) Définition et notation : 3
On appelle muliple d'un entier relatif a, tout entier relatif b, tel qu'il existe un entier relatif q, vérifiant I'égalité b = qa.
On dit aussi, lorsque a est non nul, que a divise b, ou que a est un diviseur de b, ou que b est divisible par a.
L'ensemble des multiples de a est noté aZ,

Dol aZ = {aq,q€ Z}

® Soif a un entier relatif, (—a)

b) Propriétés :

Soif a un entier relatif _ >

P1) L'ensemble aZ , muni'de I'addition des enfiers relatifs est un groupe abélien.

Dong, soit x et y deux multiples de I'entier a.

® X +y est un multiple de a e 0 estun multiple de a e -x est un multiple de a.
P2) Toute combinaison linéaire & coefficients entiers de multiples de a est un multiple de a.

C'est-a-dire, si x1, xz, . . ., Xa sOntn multiples de a, alors pour n entiers relatifs K, ka, . . ., ka quelconques,
kixs + kaxa + ., . + knXn €5t @ussi un multiple de a.

¢) Propriétés de la division dans Z :
P1) Soit a et b deux entiers relatifs non nuls et ¢ un enfier relatif.
® adivise a
® Siadivise b etbdivise a, alorsa=boua=-b.
* Siadivise b et b divise c, alors a divise .
P2) Soita un entier naturel non nul et b un entier naturel.
® Siadiviseb,alorsb=0oua<p.
® Siadivise b et b divise a, alors a = b. b est non nul)
P3) x1, %2, . . ., % SONt n entiers relatifs, ks, ke, . . ., ka sont aussi n entiers relatifs.
Si un entier relatif non nul a divise X1, X2, . . . et Xo, alors a divise kixs + koxo + ,+ ke,

A: - Division euclidienne dans 7,

a) !}ivisian euclidienne dans | -
Soit a un entier naturel et b un entier naturel non nul.
Il existe un unique couple (q , r) d'entiers naturels tels quea=bg+r,avecO0<r<p,

Remarque :
Dans Pécriture a = bg+r,avec 0 <r<p,

. b_qr est le plus prand multiple de b inférieur on égalaa.
® Sir=0,alorsa=bg - a est alors un multiple de b,

b) Pivisiun euclidienne dans Z -
Soit a un entier rejatif et b un entier relatif non nul.

% Page 17 N
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Il existe exactement un entier relatif q et un entier naturel r tels que a=bq + r.lavec 0<r «::{|j ] S

Cette écrilure est la division euclidienne de a par b, ol1a, b, g et r sont respectivement le dividende, le diviseur, je

quotient et le resle.
A; - Numération

Soit b un entier naturel strictement plus grand que 1.

e Tout entier naturel non nul N peut s'écrire de fagon unique sous la forme N
.1 et ro sont des entiers naturels strictement inférieurs a b, avecrp #0.

e La connaissance des p + 1 entiers fp, fp1, . . ., 11 €t ro détermine N.

= ﬁ:.bFL + I'[;b-‘l.l.'.“’"'I +...+rb+ ro, OU M, My

—
On note alors N=r,f,_y..hf  qui est I'écriture de N en base b.

o Tout entier naturel strictement inférieur & b est appelé un chiffre dans le systéme de numération de base b.
e Nous utilisons habituellement la numération de base b = 10 ou systéme décimal.
Dans ce.systéme, les chiffres sont:0,1,2,3,4,5,6,7,8et9.
La numération binaire utilisée notamment en informatique est la numération en base deux.
Dans ce systéme, on a deux chiffres : 0 et 1.
Lorsque la base est strictement supérieure a dix, on peut utiliser des letires pour représenter les chiffres plus grands
que 9.

A - Congruences dans Z

a) Définition et notation :

Soit n un entier naturel strictement supérieur & 1.

L'entier relatif a est congru & I'entier relatif b modulo n, lorsque b — a est un multiple de n.
On note alors a = b[n] ou encore a = b mod(n).

Remarque :
Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs ef n un entier naturel strictement supérieur @ 1. On a :

e a=afn] o Sia=b[n],alors b =aln]. ® Sia=b[n]etb=c[n],alors a = c[n].

® a=b{n] avec 0 <b <n, si ef seulement si, b est le reste de la division euclidienne de a parn.
o a =0[n] si et seulement si n divise a.

b) Propriété fondamentale :
Soit n un entier naturel strictement supérieur 4 1.

L'entier relatif a est congru a I'entier relatif b modulo n, si et seulement si a et b ont le méme reste dans la division
euclidienne par n.

¢) Congruences et opérations :

n est un entier naturel strictement supérieur a 1.

P1) Soit a, b, a' et b’ quatre entiers relatifs, p un entier naturel et x un entier relatif.
Siaza’njetb=b’[n], alorsona:

e atb=a'+b[n] e ab=a'b[n] ® xa = xa'[n]

P2) De fagon générale.

a1, 3, . .., a etant k entiers relatifs, by, by, . . ., by étant k enfiers relatifs, xi, xa
P1, P2 - - .. P Etant k entiers naturels, '
Si pour toutiappartenanta {1,2,.. ., kjonaa = bi[n],

alors on a aussi X,af! + x,a,"2 +, .. P =y hP P
124 243 HXd™ =X by +x2b22+_'+xtbkh{n]_

® 3P =3a'%n].

.. Xk étant entiers relatifs et

d) Critéres de divisibilité :
Soit N=ryf,_1..fifp un entier naturel écrit en base 10,

e N estduvisible par 2 si et seulement si, ro est pair,
o N est divisible par 3 si et seulement si, rp + 1y + . . 41, 4 s
iiai o ren ro est divisible
o N est divisible par 4 (reps. par 25) i et seulement si, 10r, + r, est diuisiblepa;f-zﬁ
o N estduvisible par 5 si et seulement si, o est divisible par 5 (c'est-aire & g o <
o N estdivisible par 9 si et seulement si, rp + rp4 + .. + 1y + 1y est okl s guu fo = 5),
o Nestdivisible par 11 si et seulementsi, o~ +r2—r3. .+ (1), st diEisrible par 11

e Page 18
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B. Divisewry et multiples communs
By - Diviseurs communs

a) Définition :
Soit a et b deux entiers relatifs.
Tout entier d qui divise 4 la fois a et b est un diviseur commun de a et b.

b) Propriétés :
Soit a et b deux entiers naturels non nuls, avec a < b.
e Siadivise b, alors l'ensemble des diviseurs communs & a et 4 b est 'ensemble des diviseurs de a.
e Siane divise pas b.
Notons r le reste de la division euclidienne de b par a.
Alors I'ensemble des diviseurs communs & a et a b est I'ensemble des diviseurs communs aaetr.

c) Recherche des diviseurs communs d'entiers naturels : I'algorithme d’Euclide.

Soit a etb deux entiers naturels non nuls, aveca s b.

e Siadivise b, alors I'ensemble des diviseurs communs  a et b est I'ensemble des diviseurs de a.

o Sia nedivise pas b, alors on réalise la division euclidienne de b par a. Soit r1 le reste.
L'ensemble des diviseurs communs a a et b est I'ensemble des diviseurs communs & a et ri.

On applique la méme méthode a a et .
- Si ry divise a, alors I'ensemble des diviseurs communs a a et rs, donc 3 a et b, est I'ensemble des diviseurs de r:.

Si r1 ne divise par a, alors on effectue la division euclidienne de a par r1. Soit rz le reste.
L'ensemble des diviseurs communs 4 a et r1, donc a a et b, est 'ensemble des diviseurs communs & r1 €t rz.

On réitére ce raisonnement jusqu'au dernier reste non nul rn.
L'ensemble des diviseurs communs & a et b est alors 'ensemble des diviseurs de ra,

Cette méthode a le nom d'algorithme d'Euclide.
Remarque :

Soif a et b deux entiers relatifs.
L'ensemble des divisenrs communs é a et b est ensemble des diviseurs communs a ] a! ef | J .

d) Définition : Plus grand diviseur commun

Soit a et b deux entiers relatifs non tous nuls.
On appelle plus grand diviseur commun de a et b, que I'on note PGCD(a, b}, le plus grand entier naturel de l'ensemble

des diviseurs communs 43 etb.

e) Recherche du plus grand diviseur commun de deux entiers relatifs :
e Soit a et b deux entiers naturels non nuls.

- Si a divise b, alors PGCD(a, b) =a.
- Si a ne divise pas b; alors le PGCD(a , b) est le demier reste non nul r dans l'algorithme d'Euclide.

e Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. PGCD(a ,b)= PGCD(|a .| b))

Remargues :
o Tont diviseur commun a a et b divise le PGCD(a . b) el est inférieur ou égal au PGCD(a , b) .

PGCD(ka ,kb)=|k|PGCD(a , b).

e Soit a, b et k trois entiers relatifs non nuls.
a b]_ PGCD(a\,. b)

e Soil a et b deux entiers relatifs non nuls et d un divisenr commun a a etb.  PGCD [E ol r fl
(4 {

B, - Nombres premiers entre eux ou étrangers

a) Définition :
Deux entiers relatifs a et b sont dits premiers entre eux ou étrangers lorsque le PGCD(a , b) = 1.

Remarque :

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls et d le plus grand diviseur cominun de a et'b.

— e T R
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b) Théoreme de Bézout:

. h +bv=d.
|dentité de Bézout " | gl
o bk EEUZE: :!a:xi:sle deux entiers 1€ Jatifs u et
Si PGCD{a ] b] = " . . .
: : 1 oviste deux entiers relatifs u et v tels
Enorck &0 020 iebasf):?::émiers entre eUX i et seulement Si e Que
Deux entiers relatfs 8 €

au+b\{=1.

Remarque :
nhime d'Eunclide ermel de

1> Pidentité de Bézoul.
déterminer un cot le(u,v) de Pidentité d

Conséquences . . : .
P )Soiila b et ¢ rois entiers relatfs, m etn deux entiers naturels s ot bo sont preiers entre eux.
'S a et b dune pat, a et caule partsont preien enire €LX, 210

c) Théorame de Gauss :

Enoncé du théoréme de Gauss :

Soit a, b et ¢ irois entiers relatifs.

Si a divise bc et a et b sont premiers entre eux, alors a divise C.

Conséquence :
Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs.
Sia et b divisent c et a et b sont premiers entre eux, alors ab divise c.

B: - Multiples communs

a) Définition :
Soit a et b deux entiers relatifs.
o Tout entier m multiple & la fois de a et de b est un multiple commun de 3 et b

¢ On appelle plus pefit multiple commun de a et b i
N e + Que fon note PPCM(a, b), le plus petit entier naturel non nul,

b) Re;herche du plus petit multiple commun
* Soit a et b deux entiers naturels non nuis
Siadiviseb, alors PPCM(a, b) =b,
En général, PPCM(a, b)PGCD(a, b) = ab
e Soit a et b deux entiers relatifs - '

PPCM(a ,b)= PPCM (| o] 8.

de deux entiers relatifs :

Remarque :
® Soit a et b denx entiery relatifs
L’ensemble des multiples :
i Pics communs @ q et b o 1
o Tout multiple commn & i enscub
o acet b est myly; e 463 multipleg
® Soita,b el k frois entiers refatifs, p g "PCMla -h). P PPCI‘H“ i

PCM ka k by — |
a k) = |k|[.|“."’(‘.-11'tu by

® Soil a et b deux enfiers relgy
lers relatifs et d yp diviseur cop
min G g of !
2,

e Soit a el b deux entiers natyy g, ,
Sion posea=da’ c1b=dp’, gloys

f’f"(‘M’[ = P—Jf PPCM (a , b)

n = Ppe; d

[
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C. Ley nombrey premiery

C1 - Les nombres premiers
a) Définition :
Un entier relatif p est dit premier lorsqu'il a exactement quatre diviseurs : 1, -1, p et -p
b) Théoréme :
Il existe une infinité de nombres premiers.

c) Critére de primalité :

Un entier naturel n supérieur ou égal a 2 est premier si et seulement si aucun nombre premier posiif inférieur ou égal 4
Jn ne divise n.

P1) Soit p un nombre premier et a un nombre relatif.
Deux situations peuvent se présenter :

e pdivisea ou alors

P2) Soit p et q deux nombres premiers.
Deux situations peuvent se présenter :

e |p|=|q| ou alors e p et q sont premiers entre eux.
P3) Soit p un entier naturel premier et a un entier naturel non nul.

Sia <p, alors a et p sont premiers entre eux.
P4) Soit p un nombre premier, a et b deux entiers relatifs.

Si p divise ab, alors p divise a ou p divise b.

e p et a sont premiers entre eux.

C; - Décomposition d’'un nombre en produit de facteurs premiers d'un entier naturel

P1) Tout entier naturel supérieur ou égal a 2 posséde au moins un diviseur premier.

P2) Tout entier naturel a supérieur ou égal a 2 est premier ou est décomposable en un produit de facteurs premiers
positifs et cette décomposition de a est unique a l'ordre prés des facteurs.

Ps) Soit a un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Notons p,™p,"2ps™ . .. p™ la décomposition de a en produit de facteurs premiers positifs.

aposséde (o + 1)y +1)(e3 +1). . . (e +1) diviseurs.
P4) Soit a et b deux entiers naturels supérieurs ou égaux a 2.

Pour que b divise a, il faut et il suffit que tous les facteurs premiers de la decompusmon de b figurent dans la
décomposition de a avec les exposants au plus égaux.

Ps) Soit a et b deux entiers naturels supérieurs ou égaux a 2.

Notons p;*p,*p,™ . . . p™ Ia décomposition de a en produt de facteurs premiers et pPip,P2p,5 . . p A 1a
décomposition de b en produit de facteurs premiers.

Si §; désigne le plus petit nombre entre a; et B, et p; désigne le plus grand nombre entre a; et j3;, alors
pged(a,b) =p;p,2ps. .. p et ppem(a,b) =pf“p,“2psts. . . p .

e Page 21
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Chapitre 8 : Arithmétique

EXERGICES POUR GOMPRENDRE LE GOURS

4. Calculer dany dautvey systemes de numération,

1 - Changer de systéme de numération

Exercice 1 _
Ecrire I'entier x donné dans le systéme décimal en base b dans chacun des cas suivants :
a) x = 144127 et b=12, b) x = 177 et b=2.

Méthode 1 :

a) Ona: 144127 = 6x124 + 11x123 + 4x122 + 10x12 + 7. (Développement de x suivant les puissances de 12).
Dlol, x=144127 =6B4AT " ot B=11et A=10.
b) Le développement de x = 177 suivant les puissances de b =2 est:

177 = 1x27 + 0x25 + 1x25 + 124+ 0x23 + 0x22 + 02 + 1. D'o, x=177 = 10110001 "~
Méthode 2 :

Pour écrire un nombre x donné en base 10, dans une base b autre, on peut aussi procéder par des divisions :

a)144127 ‘ 12

O 12010 "
dap 1000 12
@ 8 |12
a> 6 |z
@ 0

En lisant les restes de bas en haut, on a I'écriture de x = 144127 en base 12, et I'on note : 144127 = EinﬁJdM

b) 177 |2
D 8 |2
D 4
D 22 |2
a |2

D'oli 177 =10110001""
Exercice 2

Ecrire en base dix les entiers naturels suivants : 21201 : ABC-"2¢ |

o 712017 =2x3% +1x3% +2x32 +-0x3' +1x3° =208
o ABCTZ =10x162 +8x16' +12x16° =2700.
Exercice 3 .

En utilisant 1a numération décimale comme intermédiaire, écrire :
a) 120212"“5 en base huit.

b) @ﬁdm en base deux.

a) 720212 =1x3% +2x3* +0x 3 +2x3% +1x3+2=428.

E====SSS
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Diow 120212 =428 (systéme décimal).

Or 428="6x8" +5x8' +4x8° =554™" alors 720212 = §54™"
b) 1200 =1x5° +2x52 +-0x5+0=175. Dol 1200 =175 (systéme décimal).
Or, 175=1%2" +0%2° +1x2° 4+ 0x2* +1x2® +1x 22 +1x2" +1= 001111 . alors
200°™ = 10101111,

Exercice 4

*—hl.l'
Ecrire le nombre 4207 ; dans le systéme binaire :

1) En passant par le systéme décimal.
2) Directemnent.

Définition : le systéme de base 8 est appelé le systéme octal.

1) 4207 = 4x+2xB2+0x8+7=2183. D'oy 4207 = 2183 (systéme décimal)’;
e
Or 2183 = 1%211 + 0x210 + (0x29 +0x28 + 1x27 + (%26 + ()x25 + 0x24 + 0x23 + 1x22 + 1x2 + 1= 100010000111 .

Do 4207™ = 1000100001717
2) Directement:

W“’“ = 4x83 + 2x82 + 0xB + 7 = 22x(2%)3 + 2x(232 + 1x(22+ 2+ 1) = 211 4+ 27+ 22+ 2 + 1= 100010000111 i
Do 5207 =100010000T11"

Exercice 5
Soit n un entier naturel supérieur ou égal & un.
a) Quelle est I'écriture de 27— 1 dans le systéme de numération binaire ?

' n
b) Prouver que I'entier qui s'écrit avec n chiffres 111...11 dans le systéme de numération de base b est égal 3 e

a) Notons que 20— 1= (2= 1)(20-1 +20-24 424 1) =214 20-24 4241 = 11111 (avec n fois le chifire
T

b) 111..11 =I:|“—1+b“-?+b”'3+“.+t:-+1=b 1

b—1"
Exg[cice,g
Classer les entiers suivants du plus petit au plus grand :
a) 100101 010001 1000100°
b) BICAD"" A5G F10548™ |
)T . 000 ;  Tor000”™.
b) BICA™™ A0S6TD F10548>" .
T Pokimithede: B OB |

Les nombres se classent comme en base décimale ;
® Siles deux nombres n’ont pas le méme nombre de chiffres, le plus grand est celui qui a le plus de chiffres. ||

® Siles nombres ont le méme nombre de chiffres, on compare les chiffres de méme rang a partirde la |
gauche. Dés qu’on rencontre deux chiffres différents, le plus grand nombre est celui qui a le plus grand de | 4
Ble. - ces chiffres. I

Pt Py - -y P - =

ﬁﬁm e [ . ——————

a
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2 - Effectuer I'addition et la multiplication dans une base donnée

Exercice 7 —
Effectuer les cpérations suivantes
a) 101 (base?2) b) 1 (base2)

+ 11 {base 2) x 101 (base2)

o Commengons par donner les tables d'addition et de multiplication en base doux.
Les chiffres en base deux sont: Oelt

L'addition : la multiplication :
Ll [ i N x [0 ] 1
0] 1 0]01]0
111110 11011
a) 101 (base 2) b) m (base 2)
+ 1 (base 2) x 101 (base 2)
1000  (base2) 111
+ 11

100011 (base 2)

Nolons que, ces opérations s'effectuent comme dans le systéme décimal.

e Pour effectuer ces opérations, on peut d'abord ramener les nombres en base dix, y effectuer les opérations, puis
écrire les résultats obtenus en base deux.

Onauraalors: 100 = 1x 22 +0x2+1=5: 11" =241=3 ot 5+3=8.
Or 8=1x2® +0x22 4+ 0x2+0=1000"". D'od 0T + 1™ =000,

Onaaussi, T = X2 +1x2+1=7 ; 01 =1x2 +0x2+1=5 el 7x5=35,
OF 35=1x25 4 0x2* +0x23 +0x22 +1x24+1=100011".  Dod 111 x 701 = 100011,
Exercice 8

1) Vérifier que : x(x + 1)(x + 2)(x +3) + 1 = (x¥+3x+ 1)2 pour tout réel x.
2) En déduire que dans toute base supérieure & 3, ona: 10x11x12x13+1=(13172,

Solution 8
1) Le lecteur vérifiera cette égalite.
2) Soit n un entier naturel strictement supérieur a 3.

10" <11 12" x13" +1=n(n+1)(n+2)(n+3) + 1
=(n?+3n+1)?  d'aprés la question 1)
=(131)?

Dot 10 x11 x12 x13 +1=(ﬁln]2.pour tout entier naturel strictement supérieur & 3.

3 - Retrouver le systéme de numération

Exercice 9
Soit a, b, n trois entiers supérieurs a 3.

=—a ==b
Déterminer le plus petit entier nalurel n lel que: n= 300" =33 .

Soita el b entiers strictement supérieurs & 3.

Page 4
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300 =33 ¢ 3a2=3b+3 .& al=b+1.  b+1estdoncun carré parfait supérieur 39 (cara>3).
La plus pelite valeur possible de b + 1 est 16, donc a?=16et b + 1 = 16.

Cest-a-dire a=4 et b =15, D'oli la plus petile valeur de n est: n=3x16 = 48,

Exercice 10

Existe-t-il une base dans laquelleon a : 18+14=31"
Sj oul, calculer dans cette base : 81+41 : Bix41: 18x14 .

« Soit a une telle base, a est un entier strictement supérieur a 8.
B +=3 o (@+fr@+y=dar1 = a=ti
Dou T8 +14 =31

e Effectuons les opérations : ' [ o .
81 81 18 il Point métl'mda ,
+ 41 x 41 x 14 : On peut aussi ramener les opérations | !
l

i en base décimale, les y effectuer, puis

12 81 bA | .
faire une conversion du résultat |

+2M +al 1 obtenu en base onze. _,'1

301 1 23;& R ST e B R S 6 AR Asmwerrs e

Noter que : A remplace 10 qui en base 11 est un chiffre.

Exercice 11 BAC C - Maroc
1) Trouver tous les entiers naturels dont le cube divise 18360.
2) Endéduire dans N, la résolution de I'¢quation : b3(b? + (b + 1)2) = 18360 d'inconnue b.

3) Existe-t-il un naturel b tel que 36723 s'écrive 442003b ?

1) Ona : 18360 = 23x 33x 5 x17. Les entiers dont le cube divise 18360 sont donc: 1,2, 3 et 6.
2) L'égalité b3(b2 + (b + 1)) = 18360 entraine que b? divise 18360.
Donc d'aprés la question 1), b appartient a {1, 2, 3, 6}.
Or 13(12+(1+1))=5 Pour b=1

2(22+(2+1))=104. Pour b=2

P (32+(3+1))=675. Pourb=3

63 (62 + (6 + 1)) = 18360. Pourb=6
D'oll b=6
3) 442003 =36723 4bS + 4b* + 2b% + 3 = 36723
2b5 + 2b* + b3 = 18360
b¥(b? + (b +1)3) = 18360

b=6 daprés laquestion2).

gt

D'olib = 6.

Exercice 12
Soit x, y el z trois entiers naturels tels que : y=131" et z=1p{" . avecx>3.

1) Calculer le produit xyzenbase x. |
2) Déterminer x, sachant que : x +y + z = 50. Calculer alors xyz en base dix.

1)Ona xyz = x(x® + 3+ (2 +1 =5 +3x* +2¢ + 3¢ +x+0=132310 . Doi xyz= 132310".
2) o On note que x est un entier naturel strictement supérieur & 3.
x+y+z=50 < 22+4x-48=0 < x=4 ou x=-6. Dot x=4.

o xyz=T3310"" =1972.

e Page )
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B. Eﬁbctlw"lwdwwweuohdwm” i% .

. anne dans l'ensemble des entiers ref
ivision euclidienné S
1 - Effectuer la divisi

l" e =g + freprésentant [a dvision eucidienne de a par b ; a, b, q etr sont des enfiers pa o~ !
DmSECGIER S~ 3 =657, 1=89. ;
Ly t d= 55?! r

a) Caiculer b el sachant que 517, q=T5.

b) Calcerbetrsachantque:a=
Onadonc b > 89. \

= <r<bh —_—
gr as:;‘qu:l;qaieggo & bq=468.b estdoncun diviseur de 468, supérieur & 89.

D'od b apparbent a {117, 156, 234, 468).
Cmmeq=f?,ahmleswﬂ$(b.q)somﬁonssonldonclessmvanis:(468. 1).(234,2), (156, 3) et (117 ¢

b) 1517 = 75b +r, Cest-a-dire r= 1517 - 75b.
Or 0sr<b o 0<1517-75%<h & 1§-;-T<b5:% =4 19<b<21.
D'ot b=20 et r=17. !
ice 14
Résoudre dans N, léquation 4231 = 713x +y dinconnues x ety.

La dwvision euclidienne de 4231 par 713 donne : 4231 = 713x5 +666.

Dol la plus grande valeur possible de x est 5 et
Les couples (x , y) solus : xprend la valeur 0, 1, 2, 3,4 ou 5, |

Exercice 15
Soit a= bq + r représentant Ia division euclidienne de a par b -

En faisant (B2) - (E1). onobent: 4 = 5 o

TqQretrn ; i
Quetr fmt:gs:”: gﬂc?;:": et e la divis,
=i n n -
i x:qT(m:.ﬁ:‘,rj.ﬁ_nr e’|efEstedeladM&;oﬂsﬁg’deﬂnedexparx._
Y=Gy(x—y) 45, DMC X~y =(q,._ demne dey pary .
Orona:0 S .
a: Sl":‘:l—)‘ el OSr;:I_),Dw 'h
T Y-x<

Par conséquent, on 3 Je systéme G-dessoys [ (x~ 1-'}(-:2 =0.Et donc Y-x
. = e

<
+q T~N<y_
LR v 2 =:r_-' ‘
DOUJ’.*I’:&QJMSIblepar:—y et ,;"'rl ("i"fz <X e :
Alors ri-r=0, c'est-a-dire r, = ‘ <x-y_ “?

e 26 w
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Comme 1 =1y, alors ona - (X=y)(1-qi+q2) =0 avec x>y,
Etdonc par suite, 1 - g2 =1, Finalement, ona r=rs el q-q=1.
2~ Déterminer e reste dans Ia division euclidienne d'un entier relatif
Exercice 17

Déterminer le reste de I3 division euclidienne
a) par5de 894,

b) par 5 de 35(487)20 + 42(523)10 - 224

P ———————
e ————

a) Ona: 8= 3[f ; 82z 4[5); 8 =2[5];8¢=1[5). T Point méthode : i
1974 = 493x4 + 2 ¢t

81974 = (B¢)4e3xg2, o a=b[n] équivautd a=n+bln]. 1§
or o = 1053, donc (89 =1(5),donc (89 xg2= g, donc 8 = 4[5 f| Cete remarque estimportan : el
Donc le reste dans a di

o iz d if @ une
vision euclidienne par 5 de 8197 st 4, Fhief Gegutain cae H1EES

b) Ona35= 0[5], donc 35%(487y20 = gf;; : il %3:;;2;‘3 e

Onab23 =3[5]; 5232= 4[5]; 523z 2[5]; 523¢= 1[5) On peut par exemple écrire :

100 = 4x25, donc 523100 = ((523)4)% = 1[5). 20=-1[7] ouencore 20 =6[7].

Deplusona: 42 = 2(5], Dol 42¢(523)" = 7[5 354877 + 42 (523" - 224 = -2[5]

Et comme 224 = 4[5, on peut donc conclure que : ou encore

35(4B7)20 + 42 (523)m0 - 224 = 3[5) 35(487)" +42 (523)'° - 224 = 3[5].

Ce qui permet de conclure que le reste de la division euclidienne o rest le reste de la division

par S de 35 (487)20 + 42 (523)100 _ 294 st 3. euclidienne par n de a, lorsque
L— ‘a=r[n],avec0 Sr<n.

Exercice 18

1) Enremarquant que : 999 = 27x37, m
2) En déduire le reste de I3

ontrer que pour tout entier naturel n, on a : 10% = 1[37].
division euclidienne par 37 de : 1010 + 1020 + 10%,

Solution 18

1) 1000 = 27x37 + 1. D'od 1000 = 1[37], c'est-a-dire 103 = 1[37).
Et comme, pour tout entier naturel n, on a : 10% = (10%) alors 10% = 1(37].
2) Ona:10% =101, donc 10% = 1[37].
100 = 10%2x10, donc 100 = 10[37).
10% = 106x102, alors puisque 102 = 26[37]. On peut écrire 102 = 26[37].
Et par suite 1010 + 1020 + 10% = [37].
Le reste de la division euclidienne de 1010+ 1020 + 10% par 37 est 0.
C'est-a-dire 1010+ 1020 + 10% est divisible par 37.

E}gerciée 19

1) Déterminer pour tout entier naturel n, le reste de la division euclidienne de 20 par 3.
2) Déterminer, pour tout entier naturel n, le reste de la division euclidienne de (2754230 par 3.
3) Deéterminer, 'ensemble des entiers naturels n tels que (275423 + (372121)n soit divisible par 3.

1) Ona:2= 2[3)et 22 = 1[3]. = —

Dol si n est pair, on a:n =2k, k entier naturel, et 21 = (22 dong 20= 1[3].
Sinestimpair,ona:n=2k+1, kentier naturel, et 2n= (22x2 donc 2n = 2[3].
Dol 2» =1[3] si npair et 20 = 23] si n impair.
2) On a 275423 = 23], d'olt (275423) = 2(3] pour tout entier naturel n.
Donc (275423)" et 27 ont le méme reste dans la division euclidienne par 3.
Par conséquent, si n est impair, alors (275423)r = 2[3].
Si n est pair, alors (275423)" = 1[3).
* 3)Ona 372121 = 1[3), d'olr (372121)0 = 1[3] pour tout entier naturel n,
Ainsi, si n est impair, alors (275423)r + (372121)» = 0[3).
Sin est pair, alors (275423) + (372121)" = 2[3].
D'oil (275423) + (372121)" est divisible par 3 si et seulement si, n est impair.

ey Page 27 %ﬁﬁ
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: 2 el idi "
E::.;rﬂ:lemscr naturel n, on fail correspondre le reste U. de la division emé([;hﬁ;en:% det 4’; i p;z ?'; 5
" 4 ! : il = Une ne '
Montrer qul existe un entier naturel non nul a tel que I'on ait : Us = Unes "

lution 20 = g
't nentlor naturel el U- le reste de la dmfmteuca?izn:gtjri I4 ﬁir_?. fnr: 23. :Io;suﬂl. s
o 1= | 432 1[7] el soit n el e ' e -
g'rozn :';fe; :[ ?ﬁt‘lze mg[n:]e ?este dansl,Tlla division euclidienne par 7, c'est-a-dire Uny = Uy poyr tout natum
Les valeurs possibles de U, sont 1, 2 et 4. '
Or 4™ = 47x42 dong 4™ = 2x4n (7]. Donc 42 = 2U4[7).
Ainsi, si Un = 1, alors on @ Upey = 2
SiUn =2, alors on a Uniy = 4,
SiUn=4,3lorson aUng=1.
On a alors Unez = U,
On aaussi, 4" = 4rx4, dong 41 = 4x4°(7). Donc 41 = 4Uq[7).
Ainsi, si Un = 1, alors on @ Une = 4
$i Un =2, alors on a Upes = 1
SiUn=4,alorson alp =2,
Onaalors Uner 2 Un.
Denc pour tout entier natureln,ona: U, =
Dol I'entier naturel a = 3 et tel que pour t

Unsz Uz 2 Uy el Un 2 Us.

out entier naturel n, on a - U, = Una etU, # Unsxsi 0 < k< .,

3 - Prouver que deux entiers ont le méme reste dans Ja division euclidienpe
donné -

Exercice 21

1) Démontrer que, pour tout entier nature| p, 3» et 30+ ont le méme reste dans la division eucl
2) Montrer que, pour tout entier naturel n, les entiers (2103)" et 37 ont |e méme reste dans |
Déterminer n pour Que ce reste soit égal 4 5,

Solution 21

1) Ona 3=37), 3=, P67, 3= 4[7), 352 SIL 3= 1q[),
Et pour tout entier nature| P.ONa:3r*6=3px36 dong o6 = 3[7).
D'ol 3 et 30 ont le méme reste dans la div

idienne paras
di“fiﬁl’ﬂn Dar

ision euclidienne par 7. ".1 Point
2) Ona2103= 3], d'obi 2103 = I, [ Pﬂ“;'mor;#er que de
s " - iy = i etbont € Mméme reste dap
Dol {2103) et 3" ont le méme reste dans: la division euclidienne par7. || euclidienne par 'y, et
aleur de n pour que (2103)~ = 5[7] « \faut et il suffy g
On a 3° = 1[7], donc pour tout entier naturel p, e /it de mongg
IS q[7), 31z 37, 32 = 27, 3803 = 6[7], 3eera=

: 47] et 3epsz 57).
On en déduit que Ie reste de la division euclidienne de (2103)" par 7 est 5 el seulement si n = 6p+5L0L
naturel, 3

4 - Vérifier qu'un entier relatif est divisible par un entier donné
Exercice 22

Démontrer que pour tout entier nafyrel nona:
a) 5% - 3 divisible par 11

D) 3x521 + 231 givisible par 17
Solution 22

a) 0na:555[11]et 5=
C'est-a-dire que 52 - 3n pst divisible par 11, ~

! ==
b)Ona:5=5017), 5 = 8[17]. C'est-a-dire 52 = 2017). l

Done (5%)° = (29(17], done 5 SXZ17), donc 3x521 = 15x23(17), Bl
Orona 15= 2[4 7], donc 15x23 = “2X2(47). C'est-a-dire 15x2% = 2117 1|

e Page 28

3[(11). Dong (5% = 3n

[11]. Par conséquent, on a : 52 — 30 = 0[11],11

Scanned by CamScanner



| — o -

Chapitre 8 : Arithmétigue

m

gl = 15,<23n[1'7] et 15x23 = -2301[17], alors on a 3x52*1 = -201[17),

me 3X 4
g?er:t-é-dire aygent + 23041 = 0[17]. Finalement, 3x52*! + 231 st divisible par 17
ICi .
M};ntrer que: @ Pour tout entier naturel n, 32*1 + 2x 431 est divisible par 11.

b) Pour tout entier naturel n, n%(n*- 1) est divisible par 60.

W; 42 = 5[11] ; 4 = 9[11],donc 4% = 3Y11], —]

ona:4 = 4[11]
S]unc pour tout entier naturel n, on a : 43 = 3[11].
Donc 434 = 4x32[11]. C'est-a-dire, 43 +1 = 4x3211].
On a donc 2x43* 1 = 8x3%[11],
Or on a 8 =-3[11], alors on peut écrire 8x32 = -320*1[11]. On en déduit 2x43+1 = -32+1[11],
D'ois pour tout entier naturel n, on a 3241 + 2x43+t = 0[11]. Clest-a-dire 3201 + 2x43H est divisible par 11.
b) Ona: 60=4x3x5 et n¥(ni- 1)=n(n-1)(n+1)(n2+1).
e Or, si n est pair, alors n? est divisible par 4, par conséquent, n?(n‘~ 1) est donc divisible par 4.
Si n est impair, alors n - 1 et n + 1 sont pairs et alors (n - 1)(n + 1) est divisible par 4.
Par conséquent, n?(n‘ - 1) est divisible par 4. D'oli pour tout entier naturel n, on a n?(n*- 1) est divisible par 4.
e Deplusn—-1,netn+1 sont trois entiers consécutifs. D'oll 'un d'entre eux est multiple de 3.
Par conséquent, n%(n - 1)(n + 1)(n? + 1) = n%(n*- 1) est divisible par 3.
n¢(n*— 1) étant divisible par 4 et par 3 est divisible par 12. Il suffit e vérifier que n?(n‘- 1) est divisible par 5.
Or les restes possibles dans la division euclidienne de n par S sont 0, 1, 2, 3 et4.
Sin=0[5], alors n?(n*- 1) = 0[3].
Si n=1[5], alors n* = 1[5], donc n*~ 1 = 0[5] ; et par conséquent, on a n*(n*- 1) = 0[],
Si n=2[5], on an* = 1[5], donc n* — 1 = 0[5] ; par conséquent, on a n(n*- 1) = 0[3].
Sin=3[5), onan= 1[5), donc n2(n*- 1) = 0[5].
Sin=4[5],on a n* = 1[5}, donc n3(n‘—1) = 0[3].
D'ou pour tout entier naturel n, on a n%(n*~ 1) est divisible par 5. ﬂ

On peut donc conclure que pour tout entier naturel n, ona : n(n*- 1) est divisible par 60.
Notons que nous pouvons conclure que n’(n® - 1) étant divisible par 3,4 et 5 est divisible par 3x4x5, car 3,4 et 5

sont dewx & dewx premiers entre eux. (Conséquence du théoréme de Gauss). |

Exercice 24

Trouver l'ensemble des entiers naturels n tels que I'entier n3 - 3n? - 2 soit multiple de 7.

|
Les restes possibles de n dans la division par 7 sont : 0, 1,2, 3,4, 5 et. !P
Sin =0[7], alors n? = 0[7), n2 = 0[7] et donc ni-3n2-2= 5[7]. |
Si n = 1[7], alors n* = 1(7], n2 = 1[7] et don n® — 3n2 -2 = 3[7]. I
Sin = 2[7], alors n? = 47, n? = 1[7] et donc n?-3n?-2=1[7). ' |
Si n = 3[7], alors n2 = 2[7], n3 = 6[7] et donc n3-3n2-2 = §[7].
Si n = 4[7], alors n2 = 2[7], n* = 1(7] et donc n*~ 3n? - 2 = 0[7].
Si n = 5[7], alors n? = 4[7], n? = 6[7] et donc n3- 3n? - 2 = 6[7].
Si n = 6[7], alors n2 = 1[7], n? = 6[7] et donc n?~ 3n? - 2 2 1[7].
En conclusion, n? — 3n2 — 2 est divisible par 7 si et seulement sin = 7k + 4 avec k appartenanta N,

5 - Etudier et utiliser les critéres de divisibilité par 2, 3, 4, 5, 9 et 11

Exercice 25

Soit a=a,a,_y...a48p un entier naturel écrit en base decimale. Démontrer que :

1) a=ag2) 2) a=10a: +ag4d] 3 azay+a,.q+ +ar+ag 3]
e 1*do|Jd].

4) azal5) 5) aSantan-1+.. +ar+an[9). 6) 35%{-1}%—[11]
i=0 e

—_—

Scanned by CamScanner

En déduire les critéres de divisibilité de apar 2, 3,4, 5, 9 et 11.

———— Pagel



Chapitre 8 : Arithmétique

n
e Ona: 3=§:a,><10'.
i=0

n
1) Pour tout entier naturel non nul i, on a: 10'= 0[2), d'oti a10' = 0[2] et donc Zan 0'= 0[2].
i=1

n n
Comme a=a+ 8 x10' et a + ax10'=ag[2], alorsona:a = a[2)
i=1 =1

n
2) Pour tout entier naturel i différent de Oet1,ona:101=0[4], d'ol ai10' = 0[4] et donc Eaiﬂ]i = 0[4]
=2 :

n n
Comme a=ay+10a,+ Y & x10' et ag+10a,+ ) 3 x10'=a +10a[4]  alorsona:a=a + 10af4)
|=2 i=2 "

n n
3) Pour tout entier naturel i, on a 10'= 1[3], d'ol a0’ =af3]etdonc » "a;x10'= a[3].
. i=0 i=0
Par conséquent, ona:a =an + an * ..... + @1 + ao[3].

n
4) Pour tout entier naturel non nul i, on a 10° = 0[5}, alors a10' = 0[3] et donc, ZaiTUi = 0[5] )
=1

n : n x
Comme a=ag+ Y .a;x10' et ay+) 3 x10'=ay[5], alorsona:a = a5].

i=1 i=1

n n
5) Pour tout entier naturel i, on a 10 = 1[9], alors 10 = a{9) etdonc > "a;x10'=> a9].
i=0 i=0
Donca = ant a@n-1+.... + a1 +aofd].
6) Pour tout entier naturel i, on a : 10 =-1[11], donc 10' = (-1)" [11], alors &10' =(-1)ai[11].

n n ] n .

Doncona y_a10'= ) (—1)'a[!1]. Cest-a-dire a= > (=1'a[t1].
i=0 i=0 i=0
Par 2 : a est divisible par 2 si et seulement si ao est divisible par 2.
Par 4 : a = 0[4] si et seulement si, a0 + 10a1 est divisible par 4.
Par 3: a=0[3]siet seulement si, @ +an-1+.... + a1 + ao estdivisible par 3.
Par 5: a = 0[5] si et seulement si, ao est divisible par 3.
Par 9 : a = 0[9] si et seulement §i, an + an-1 + ... + a1 + ao est divisible par 9.
n .
Par11:a = 0[11] si et seulement si, Z(— 1)'a; est divisible par 11.
i=0

Exercice 26 > B
Soit un nombre entier naturel N qui s'écrit N =r,1,_y .,.r1rudm dans le systéme décimal.
1)a) Démontrer par récurrence sur entier naturel k qu'il existe un entier naturel q tel que : 102 =11q +1.
En dedu[re que pour tout entier naturel k, il existe un entier naturel q' tel que : 1021 =11q'-1. "
b) En déduire que les entiers naturels N et ro—ry + r2—ra + ... . + (-1)°r ont le méme reste dans la division par '
¢) Enoncer un critére de divisibilté par 11.
2) applications ;
a) Indiquer, sans utiiser la calculatrice. si iers sui ivisi :
: ce, si les entiers suivants sont divisibles par 11 :
hﬁ'4 888 921 787 2563 350 008 et 152 669 325 145 222 258.
rolver, sans poser l'opération, le reste de la division euclidienne de 273 541 par 11.

9 g{’i‘eﬂﬂiner X pour que 3xTx18™" soit divisible par 11.
) Comment faut-l choisir I'entier naturel n, pour que 107 + 1 soit divisible par 117

Eiﬁ====ﬁ== Page 30
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ﬁﬁ_—%

1)a) ® Considerons la propriété Px: « il existe un enlier naturel g, tel 2 =

P)our k=0, 1029=1=11x0 + 1, donc Py est vraie. b = g 40

Supposons Pa vraie pour un entier naturel n (c'est-a-dire qu'il existe un enli

montrons alors que Pas: st aussi vraie (c'est-a-dire qu'il gxiste un entier r:ig?;rr:a?ﬁrﬂlihe; ?E?njzuin = 1}:1 +1),
D'aprés Ihypothése de récurrence, ona 10 =11q + 1, donc ; =11q' +1),
q0env2-= 100(11g + 1) = 1100q + 100 = 1100q + 99 + 1= 11(100g +9) + 1 = 11q' + "

Notons que, q étant un entier naturel, g' = 100q + 9 est aussi uniniia}r naturgl. %unlﬁt?ggt aul[s}?Er;'g .
Finalement, pour tout entier naturel n, i existe un entier naturel g, tel que 10% = 11q + 1. ie.

« Soit k un entier naturel, d'aprés ce qui précéde, il existe un entier naturel g, tel que 10% = 11q + 1
Donc 1024 = 10(11q + 1) = 110g + 10.=110q + 11~ 1= 11(10q + 1) 1= 11g'- 1, avecq' = 10 + '
Notons que g étant un entier naturel, il en est de méme pour 10q + 1, donc de g '
Finalement, pour tout entier naturel k, il existe un entier naturel q' tel que : 101 =11q'- 1.

b) D'aprés la question a), pour tout entier naturel k, 10% = 1[11], c'est-a-dire 10% = (-1)%(11].
Et 1021 = -1[11], c'est-a-dire 1021 = (-1)21[11].

En d'autres termes, pour tout entier naturel n, ona: 10" = (-1)°[11].

Donc Pour tout entier naturel n, on a 107 = (-1)ro[ 11].

P P p
Donc S 510"= (1", [11]. Cest-a-dire N=3 (-1, [11].
n=0 n=0 n=0
Donc les entiers naturels Netro—r +r—rn+...+ (~1)erp ont le méme reste dans la division par 11.

: —
c) D'aprés la question 1b), N=Typ—1--fil " etro-ritr—nt...+ (1)

. — i : o i,

Alors un entier naturel N=r,f,_q..fp  est divisible par 11l ot seulement si, lentier ro—r1 +rz= 3% ... + (1) est
divisible par 11. .

2)a) B-0+0-0+5-3+3-6+ 5_047-8+7-142-9+8-8+8-4+6-7=11 qui est un multiple de 11,
donc le nombre 764888921 72563350008 est divisible par 11 ;
g_5+2-2+2-2+5-4+1 _5+2-3+9-6+6-2+5-1 =10quin'estpasdivis;biepar11.ﬁanc!enombre

52669325145222258 n'est pas divisible par 11. _ i -
b) D'aprés la question 1)b), les nombres 973541 et1-4+5-3+7-2 ont le méme reste dans la division euclidienne

ar 11.
E‘Jr {_4+5-3+7-2=4quiapour reste 4 dans la division euclidienne par 11, donc le nombre 273 541 a pour reste

4 dans la division euclidienne par 11.
c) 3xIx19 " est divisible par 11 si et seulementsi 9 1+x-1+x- 3 = 2x + 4 est divisible par 11.

Or x est un chiffre en base dix, donc x est un entier nature! inférieur ou égal 3 9.
Or le seul entier naturel x tel que 2 + 4 soit divisible par 11 est 9. Donc x = 9,

d) Nous savons que 100 = (1)1, donc 100 + 1= (-1 + 1 [11]. Donc:
si n est pair, alors 100 + 1= 2[11].

si n est impair, alors 10° +1=0[11] " . o
Finalement?mn + 1 est divisible par 11 si et seulement si n estimpair.

6 — Déterminer le chiffre des unités d’un entier naturel

Exercice 27 . ; . : nes
a) Dans le systeme décimal, déterminer le chiffre des unités de 27 et 7o, suivant les valeurs de l'entier naturel n.

b) application : Trouver le chiffre des unités de 35489x2537°.

a) Pour 2":

On a - 20= 1[10], 2' = 2[10], 22 =4{10}, 22 = §{10], 2¢ = 6[10] et 26 = 2[10],

Remarquons que, le reste 2 revient, donc les restes formeront une suite périodique de période 4
Donc Sin=0,0n3a,2"= 1[10]. Le chiffre des unités est donc 1. '

Si n = 4k (k entier naturel non nul), on a, 21 = 6[10], donc le chiffre des unités de 2" est 6

] Page 31
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— —— - = - > l iz . &2.
5in=4h1,mar-ﬁtﬂ}mhﬂn&ﬁt;ﬁﬂ{
Sin=4k$2‘ma_2’n-l[1f‘lM‘Ebmdmdesmmwa-
Sin=lk*3.m&.2"=5{10].dor£le f

Pour T*: . ot 7= 1[10}
Ona: o= 10} T'= 710 =10} 7 Hgmmb =SS, | SO
Donc §i n = 4k (k enter natrel), on . 7= 110k damgas’, ’; ?‘”“'35 iy
Sin=dk+1, 003 7= T[10] doncle e oS U0 P —
i o oaifedesuwiisestd. | Pointmay_
Si =“+zma'?ﬂ=q1u]'m - Le e
" lo chire des uniss est3. chiffre des Umitiy oo
Sin=4k+3,0na, 77 =J10] conc ke G 3548)° = 27710] sonreste dons[g - - T~
b)Ona: 35-.353{101m354352=[101m( = g el
Or27=4x6+3, mzrsaliﬁ#dx;ﬁgi‘-ﬁﬁsﬁﬂﬂl
On a: 2537 = 7[10], donc (2537 = T v
Or 31 = 4x7 +3, donc TV =310} (3548 = 8{10] et (2537 =10}
Do (3548 (2537 = &xA{10], Cest-a-dire (3548/(2537" =410}
Dot ke chife des unités de (3548)x(2537) est4.

Exercice 28 - - L_‘_\
Trouver le chifire des unités de 7%

Solution 28 =
Ona:9=1[4] doi pour tout n appartenant3 N, on aura = 1[4] D'oC enperfcufer,ona: 95"5'_'-'_
Orona:7=7[10], 2=9{10], 7= 3{10] et 7¢= 1[10]. D'od sin=1[]dors 7= =7]10]

Puisque g%° =1[4], alors 799957[101. Le chifire des unités de 75° estdonc 7.

C. Déterminer le PGCD et lePPCM drentiery relatifs

1- Déferminer le pgcd et le ppcm
Exercice 29
Déterminer :
a) pged(588 |, -165672) b) pgod{n - 1, n + 1), olt n est un entier supérieur ou égal 22

a) On rappelle que pgcd(588 , -165672) = pged(588 , 165672).

Methode 1:
En utilisant l'algorithme d'Euclide. =
165672 = 588x281 + 444 ; Point méthode :
588 = 444 x1+144 } Sﬂ-ﬁ'ﬂ,.ﬁ,qdrqum nombres relarifs no= 72
444 = 144x3+12 ;__S.l'ﬂ=bq+r,alanpgcﬂa,b):pgﬁ.‘:‘f'-f-
144 = 12x12+0, e . — '

Dol pged(165672 , 588) = 12 (car 12 est ke demier
Et pged(588 , -165672) = 12.

Meéthode 2 :

Décomposition en produit de facteurs premiers : 165672 =

Les facteurs communs a 165672 et 588 mtzetaa,,i ﬁ:i‘;hs? et 588= 2213:??.‘
D'os pqcd (588 , -165672) = 22x3 = 12. petis exposants respectfs 2 &t 1-
b)Ona: n+1=(n-1)x1+2 dolpgedin+1,n-1)=

Si n estimpair, alors n -1 est pair, donc 2dm:]_1m(""1 i

reste non nul dans les divisions eucicennss succesS'E

" Pointméthode

e

D'odi pged(n +1,n-1) =pged(n-1,2) =2, | Tout mombre impair 682 <
Si n est pair, alors n - 1 estimpair et donc n - 1 ' premiers ente (25
L premiens S

el2 ;
D'ois pged(n + 1,n-1)=pged(n-1,2)=1, sont premiers entre ey

p |
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Exercice 30
Déterminer: &) ppcm(588 , -165672).

b) ppem(n =1, n + 1), ol1 n est un entier supérieur ou égal 4 2,

- On rappelle qu'on a déterminé a I'exercice précédent, le pgcd(588 , -165672) et le pged(n -1, n + 1),
a) Méthode 1:

pged(588 , -165672) = 12, Do,
ppem(588 , —165672) = ppem(588 , 165672)
588165672
"~ pgcd(588, 165672)
_ 588x 165672
T
= 8117928

D'ois ppem (568 , -165672) = 8 117 928
Méthode 2 ;

165672 = 29x33%13x59 et 588 = 22 x3x72.
Les facteurs premiers qui apparaissent dans les décompositions de 165672 et 588 sont : 2, 3, 7, 13, 59 avec pour plus
grands exposants respectifs 3, 3, 2, 1, 1. D'od ppem (588, -165672) = 23x33x13x50x72 = 8 117 928

_ __(=Nn+1)
b) ppem(n 1.n+1). _'___pgcq_(n—1.n+1]'

(car pged(a , b) x ppem(a , b) = ab)

' 2
Si n estimpair, pgcd(n—1,n+1)=2, d'ol ppem(n—1,n+1)="" 2_1 _

Sin est pair, pged(n-1,n+1)=1, dol ppem(n=1,n+1)=(n-1)(n+1).

Exercice 31 >
Soit a et b deux entiers relatifs. On pose A=4a +3b et B =5a + 4b. Montrer que pged(a , b) = pgcd(A , B).

On pose: 6 = pgcd(a, b) et A=pged(A, B);
e 5=pged (a, b), donc & divise a et § divise b. Ainsi,  divise 4a + 3b et § divise 5a + 4b.
C'est-a-dire 6 divise A et B. On en déduit que § < A.

A=4a+3b 4A—3B .'.;:-':';-i."':_'..,.'.-Pblnt;n‘léﬂibﬁul:~_.::;._'?;’:-:
=4a a=4A- :Si um entier naturel non ;_;'u_;'_gd,'_,.ﬁg-'déu; entiers
"R [B=5a+4b'a'°rs°” [h=-5A+4a' " relatfs a etb, alors d<pgcd(a ,b). . |

Ona:A=pged (A, B), donc A divise A et A divise B. Ainsi, A divise 4A - 3B et A divise -5A + 4B.
C'est-a-dire, A divise a et A divise b. On en déduit que A < 6.
On amontré que 5 A et A < 3, on peut alors conclure que A = 5. C'est-a-dire pged(A , B) = pged(a , b).

Exercice 32

Soit n entier naturel, on pose : A=n+1 et B=nZ+3n+6.
1)a) Montrer que pgcd(A , B) = pgcd(A , 4).
b) Déterminer suivant les valeurs de n, pged(A , B).

»

2) Pour quelles valeurs de n, -E— est un entier relatif ?

1)a)Onan?+3n+6 = (n+1)(n+2) +4, Cest-4-dire B =(n+2) A +4. Donc pged(A , B) = pged(A , 4).
b) Comme pged(A , B) = pged(A , 4), alors d = pged (A , B) i et seulement si, d = pged (A , 4). Ainsi,
sl n est pair, alors A = n + 1 estimpair et donc pged (A, 4) = 1. '
sl nestimpair, alors n = 1[4) ou n = 3(4).
5 Sin=1[4], alors A = 2[4] et pged(A , 4) = 2.
si n = 3[4], alors A = 0[4] et pgcd(A , 4) = 4.
En conclusion :
Sin=0[4] ou n= 2[4), alors pgcd(A,B) =1.

ey PA00 Y] e
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Sin= 1[4, alors pged(A . B) = 3 w
Sin = 3[4], alors pged(A, B) = A
B n®+43n+6_

Z)Ona:I= sy n+1

ta Z .Cest-a-diren+ 1 divise 4. Or,

4 ;
% appartienta Z signifie ?1_4-_{ appartien
n+1 divise 4 si et seulement i, n + 1 appartientd {-4,-2,-1. 1,2, 4). Ceest-a-dire n appartient 3 {5 .y B
B 5 ; _ . s
i et seulement si ,
Finalement, comme n est un entier naturel, alors 'PT appartienta Z si , N appartient 3 01 ;
2_ Déterminer deux nombres connaissant leur pged ou leur ppem

Exercice 33

a+b=360 i

Déterminer les couples (a, b) de Nx N tels que: [pgcd(a.h]=13'

Solution 33

a b
Onpose a'=— et b'=—.
Pk 18 18
Notons que, a’ et b’ sont des entiers naturels, car 18 étant le pged(a , b),18 divise a et b.
a+b=2360 a'+-b'=20
Donc: =
pged(a,b) =18 pged(a’,b’) =1

< a etb’ sont entier naturel premiers entre eux, dont la somme est 20.

& (@', b) appartienta {(1, 19), (3, 17), (7, 13), (9, 11), (11, 9), (13, 7), (17, 3), (13, 1)

< (a,b)appartienta {(18 , 342), (54 , 306), (126 , 234), (162, 198), (198, 162),
(234, 126) , (306 , 54) , (342, 18)}.

D'ou les couples (a , b) cherchés sont : (18, 342), (54, 306), (126, 234), (162, 198), (198 , 162), (234 , 126),
(306, 54), (342, 18).

Exercice 34 :
Soit a et b entiers naturels non nuls, on pose d = pged(a , b) et m = ppem(a , b).
m=d?
Détermineraetb pourque: {m+d=156.
b<a
On pose a'=2 et b':E,onaalurspgcd(a' b)=1et md=ab(c R
d d ‘ (C'est-a-dire m = a'b'd).
m=d? a'b'=d a'b'=d
On obtient alors : {m+d=156 < (a'*+ 1)d =156 - (d+1)d =156
b<a b'<a’ b'<a' 1).
amecel pacd(a’b) =1
En résolvant dans Nd f?:atlon +(d+1)d = 156, qui est équivalente & d2 + d - 156 = 0, on obtientd = 12
D'ou (E1) & ab'=12 < (a',b') appartient 2 ; 48.3[‘"]
_D : b'<a’ vlSpparienta (12, 1), 3)} & (a,b)appartienta {{144-12}':
pged(a'b’) =1

_____-——-——-——-_____-_-__._——_—_____'_—-————- page 39 /
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Donc les couples (a , b) cherchés sont : (144 , 12) et (48 , 36).

Exercice 35 »

1) Donner tous les diviseurs positifs de 30,

2) Trouver les couples (x, y)de N’ xN" tels que 3M-2A =30, oU M= ppem(x , y) et A = pged (x , y).

1) Les diviseurs positifs de 30 sont: 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30. _

. X y
2)Soit a=— et b=—=,
JCR we=ay A

Ona MA=xy, d'ol M=abA. On obtient donc que :
pged(a,b) =1 pged(a,b) =1
3abA —-2A =30 (3ab—-2)A=30"
Puisque (3ab - 2)A = 30 alors A divise 30. On en déduit que : A appartient (1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30}.
SiA=1,0na3ab=32 impossible, car 3 ne divise pas 32.
Si A =2, ona3ab =17 impossible, car 3 ne divise pas 17
SiA=3,0onab=4. '
SiA=6, ona3ab=7 impossible, car 3 ne divise pas 7.
Si A =10, ona 3ab = 5 impossible, car 3 ne divise pas 5.
SiA =15, ona 3ab =4 impossible, car 3 ne divise pas 4. .
SiA=30,ona ab=1.
D'otA=30ul=230.
SiA=3, alorsona:ab=4 et pged(a,b)=1.
Or les couples (a, b) vérifiant ces conditions sont: (1, 4) et (4, 1).
Etles couples (x , y) correspondants 4 ces couples (a , b) sont: (3, 12) et (12, 3).
SiA=30, alorsona:ab=1;d'ol a=b=1 etalors x =y = 30.
Finalement, les couples (x , y) vérifiant 3M - 2A = 30 sont : (3,12) et (12, 3) et (30, 30).

D. Reconnaitre et utiliser ley nombres premiery entre eun

1 - Utiliser I'identité de Bézout

M-=-20=30 & l

Exercice 36
1) En appliquant le théoréme de Bézout, démontrer que :
a) pour tout n entier naturel, n et n + 1 sont premiers entre eux.
b) Si a et b sont entiers naturels premiers entre eux, alors a et a + b sont premiers entre eux.
L
2n+1

2) Que peut-on en déduire pour les fractions : # et

1)a) 1x(n +1) - 1xn = 1, alors d'aprés la réciproque de l'identité de Bézout, n et n + 1 sont premiers entre eux.
b) Supposons que a et b sont premiers entre eux, alors d'apres le théoréme de Bézout, il existe deux entiers relatifs u
etv,telsqueau+bv=1.Doncona:au-av+av+bv=1doncalu-v)+(a+bjyv=1.
u-vetvsont des entiers relatifs, donc d'aprés la réciproque de Bézout, a et a + b sont premiers entre eux.
2)netn + 1 sont premiers entre eux, d'aprés la question 1)a), et donc d'aprés la question 1)b),

netn+(n+1)=2n+ 1 sont premiers entre eux. Donc les fractions : LB
n+1  2n+

sont irréductibles.

Exercice 37 B
Soit x un nombre réel.
1) Montrer que x appartient & @ si et seulement si x” et x'2 appartiennent 4 @ . (Utiliser I'identité de Bézout)

2) Est-il nécessairement vrai'que x appartient a Q si x* et xé le sont ?

e —— P03  ——————————— e EETETETE
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1) Soit x un nombre réel.

Si x appartient & @ , alors x” et x'2 appartiennenta Q.

Réciproquement, soit x appartenanta R , supposons que X' etx*? appartiennentd Q. 5

Puisque pged (7 , 12) = 1, alors d'aprés l'identité de Bézoul il existe deux entiers relatifs u et v tels que 7u + 12y = 1

(On peut prendre u =-5 et v =3). A
Onaalors x = xTu+12v = (x7)y(x'2)" apparilent a Q (Cﬂf (xT)e et (x'2)v appartiennent @ Q@ )

D'oll x appartienta Q meiseulements[x’ et x'2 appartiennentd Q.
2)Ona (v2)* =4 et (+/2)° =8 apparlrennenté Q, mals 2 n'appartientpasa Q.

9 Utiliser le théoréme de Gauss

Exercice 38 ik

En utilisant le théoréme de Gauss, déterminer deux entiers naturels a et b tels que :
a et b sont premiers entre eux et 33a-45b=0.

33a - 45b = 0 équivaut 4 11a = 15b. Donc a divise 15b et b divise 11a. 4
Or a et b sont premiers entre eux, alors d'aprés le théoréme de Gauss, a divise 15 etb divise G
De méme, 11 divise 15b, 15 divise 11a et 11 et 15 sont premiers entre eux. Donc d'aprés le théoréme de Gauss, 11

divise b et 15 divise a. Finalement, a= 15 etb = 11.

Exercice 39
: a .
En utilisant le théoréme de Gauss, déterminer deux entiers naturels a et b tels que la fraction = soit
irréductible et que Kl ..
b+15 b

Solution 39

Soit a et b deux entiers naturels, — 3 est weducllble donc a et b sont premiers entre eux

r E+1251 =E équivautadab +21b=ab + 15& c'est-a-dire 7b = 5a. Alors, 7 divise 5a et 5 divise 7b.

Comme 7 et 5 sont premiers entre eux, d'aprés le théoréme de Gauss, 5 divise b et 7 divise adonc 5<bet7<a.
Mais aussi, a divise 7b, b divise 5a et a et b sont premiers entre eux, donc d'aprés le théoréme de Gauss adivise 7 eth
divise 5, doncb <5eta <7. Etdonc fnalemenl a=Tetb=5.

Exercice 40

En utilisant le théoréme de Gauss, démontrer que si b et ¢ divisenta, etbetc sont premlers emre eux, aTurs be divise a
(a, b, c étant des entiers).

Solution 40

On suppose que b et ¢ premiers entre eux, divisent a :

b divise a, alors il existe un entier naturel k tel que a = kb.

De plus, c divise &, donc c divise kb. Or b et ¢ sont premiers entre eux, alors d'aprés Gauss, ¢ divise k.
C'est-a-dire qu'il existe un entier h tel que k = hc. On a alors a = h(bc). Donc be divise a.

3 - Résoudre et utiliser I'équation ax + by = ¢, d’inconnues les entiers relatifs x et y,a
coefficients entiers

Exercice 41

Résoudre dans ZxZ : a)7x-14y=3 b) 23x + 56y = 3, Tl
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a) 7 divise 14, d'oli pged (7, 14) = 7,
Or 7 ne divise pas 3, alors I'équalion 7x - 14y = 3 n'a pas de solution,
b) pged (23, 56) = 1, alors I'équation 23x + 56y = 3 admel des solutions.
Cherchons une solution particuliére, en utilisant I'algorithme d'Euclide :
Ona: 56=23x2+10
23=2x10+3
10=3x3 +1
Dol = 10-3x3
10- (23 - 2x10)x3
7%10 - 23x3
Tx(56 - 2x23) - 23x3
= 7x56 — 17x23,
On a donc 23x(-17) +56%7 = 1 Parsuite ona: 23x(-51) + 56x21 = 3. Une solution particulire est alors (-51 , 21).
Ainsi, (x , y) est solution de I'équation 23x + 56y = 3 équivaut  23x + 56y = 3.
C'est-a-dire 23x + 56y = 23x(-51) + 56x21. En d'autres termes, 23(x + 51) + 56(y - 21) = 0.
Finalement, on a : 23(x + 51) = 56(21 - y)
De cette demiére égalité, on peut dire que 23 divise 56(21 - y) et 56 divise 23(x + 51).
Or 23 et 56 sont premiers entre eux, d'oll d'aprés le théoréme de Gauss, on peut dire que :
23 divise 21 -y et 56 divise x + 51. D'oll

& Xx+51 21— . : ;
23(x+51)=56(21-y) & ;-_6 =?"J =k, oli k est un entier relatif.

< Xx=06k-51ety =21-23k kétantun entier relatif.
Vérification : Soit k, entier relatif, 23(56k — 51) + 5621 - 23k) = 3.
D'ols 'ensemble solution est : 8 = {(56k — 51, 21 - 23k) ; k appartenanta Z ).

Exercice 42

mwon

On se propose de déterminer les relatifs n tels que : [ ; E;[[% (S).
n=
: : . [4n+1=0[5)
1) Montrer que n est solution de (S), si et seulement si . :
) ’ ) ’4n+150[?] -

2) En déduire que si n est solution de (S) alors on a 35k - 4n =1, ol kappartenanta Z (1).
3) Résoudre (1), puis (S).

1) Soit n une solution de (S). Ona:n=1[5] < 4n=4[5] <> 4n+1=0[5].
nz57] & 4n=6[7] < 4n+1=0[7].

og { n=15] [4n +1= 0[5]_
n=5[7] 4n+1=0[7]

2) Sin est solution de (S), alors 4n +1 est divisible par 5 et par 7.

Orpged (5, 7) = 1, donc 4n + 1 est divisible par 35.

D'l pour tout entier relatif n, il existe un entier relatif k tel que 4n+1 = 35k.

D'olenfinona: 35k-4n =1, k appartenanta Z .

3) Résolution de (1): :

Le lecteur résoudra cette équation et devra trouver k =4a-1 et n=235a-9, oll a appartienta Z .
Résolution de (S) :

Si n est solution de (S), alors n = 35a -9, avec a appartienta Z .

Vérification :

On a 35a-9 = 1[5] et 35a - 9 = 5[7]. D'oli l'ensemble des solutions du systéme (S) :

S={35a-9, aappartenanta Z }.

1) Montrer que pour tout entier relatif n, 14n + 3 et 5n +1 sont premiers enire eux.
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it Paquat - t des entiers relatifs.
2) Soit Méquation (E) : 87x + 31y = 2 ol x ety son i " | |
Vériﬁ:rq en utilisant la question 1) qua 87 et ;L'a‘(?]ntﬁ";ﬁ:;m:ﬁ tels que 87u + 31v = 1, puis détermingr e
En diduire l'existence et déterminer un cou ‘
solution particulire (X, y) de (E).
it (E') I'squation : §7x =0, x ety appartenanta Z . ~ ] .
3]3)80‘6;151’;"1;2?:1?&‘ [il‘z;:siﬁ;otuﬁon dg fgj » si et seulementsi « (X=Xo, Y- Yo) €st solution de (E') »
b) Résoudre 'équation (E). .
¢) En déduire l'ensemble des solutions de (E).

1) Soitn enter relatf quelconque, ona: 5{14n + 3) - 14(5n + 1) = 1

Donc d'aprés la réciproqus de lidentits de Bézout, ona: 14n + 3 et 5n + 1 sont premiers entre eux.
2) » Pourn=6,0na14n+3 =87 etdn+1 =31,
Dot d'aprés la question 1), 87 et 31 sont premiers entre eux.

* Puisque 87 et 31 sont premiers entre eux, alors d'apres lidentité de Bézout, il existe au moins un couple (u,v)
d'entiers tels 87u + 3tv =1

Détermination d'un cou plefu,v):
On peut prendre (u , v) = (3, -14) (d'aprés la question 1).

* Une solution particuliére (%o, Yo) de (E) :
(10,-28).

3)2) Onad'abord : 87x10 + 31x(-28)
Ensuite, (x,y) solution de (E)

=2
) 87x+31ly=2

& BIx+3y=87x10 + 31x(-28)

S B(x-10)+31(y+28) =0

= (x=10,y +28) est solution de (E).
D'l le couple (x, y) est solution de (E). Siet seulementsi (x-10, y+ 28) est solution de.(E).
b)87x+31y=0 < g§7x=- 31y. D'od 87 divise 31y et 31 divise 87x.

Or 87 et 31 étant premiers entre Bux, alors d'aprés le théoréme de Gauss, 87 divise y et 31 divise x. Dol
BTx=3ty o X__Y¥_

T k,aveckappartenanta 7 x=31k ety=-8?k.aveckappartenantéz.
On vérifie que 87

(31K) + 31(-87K) =0 pour tout entier relatif k.
D'ol l'ensemble des couples (x , y) solutions de (E)est: §'=(31k, <87K) , k appartenanta Z, |3
c) D'aprés les questions 3)a) et 3)b), l'ensemble sohution de

E)est S ={31k-10 , 87k + 28) ,kdans Z, )
Exercice 44 >
Soita et b deux entiers naturals.

X : Xx=al9
On se propose de résoudre dans Z , le systime :{ ‘ ] , dinconnue x,

x=bjt 1]
1) Démontrer que toutes les solutions de ce systéme sont congrues a un méme nombre modulo 99.
(On pourra utiliser ldentits de Bézout).

2) Déterminer toutes les solutions de ce systéme.
Solution 44

x=a[9] x=%+a ) ;
1 Jketk étant des enti ifs.
) Ona st[”] = [x:‘l‘lk‘-i— b Nt des entiers relatifs

Onaalors: 9k +a= 11K +b. Ce qui revient a résoudre 'équation 9k - 14k = b~a (E1) dinconnues k et k.
Orpged(9, -11) = 1, d'o d'aprés l'identité de Bézout, il existe deux entiers relatifs etviels que Qu-11v=1.
On peut méme prendre u=5 et y = 4. Ainsi 9x5-11x4 = 1_ et donc 9x§(b -a) - 11;.4@,_3) =bh-a.
(3(b-a), 4(b - a)) est une solution particuliére de l'équation ()
9%k —-1K'=b-a ; oy s
: . Ce qui nous conduit 3 I'équation :
Onadonc: [9x5(b—a)—11x4(h-a)= L

9(k-5(b-a) - 11 (K ~4(b-2))=0 & 9(k-5(b-a))= 1K - 4(b~a). (&)
Dol 9 divise 11(x' - 4(b - a)) et 11 divise 3(k - 5(b - a)). .
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Or 9 et 11 sont premiers enlre eux. Alors d'aprés le théoréme de Gauss, 9 divise k'- 4(b - a) et 11 divise k - 5(b - a).
k—5b—a) k'-4(b—a)
1 9
k=1th+5(b-a)
kK'=9h+4(b-a)
Vérifions que les valeurs de k et k' trouvées satisfont I'équation (Ex).
Eneffet, 9(11th +5(b-a))-11(%h +4(b-a))=b-a.
Alors x=99h +45(b-a)+a= 99h +45b - 44a. D'oll x = 45b - 44a[99].
Par conséquent toutes les solutions du systéme sont congrues & 45b - 44a modulo 99.
2) Il suffit de vérifier si tous les entiers de la forme 99k + 45b - 44a, k appartenanta Z , sont solutions du systéme.
On a 99 = 0[9], 45 = 0[9] et 44 = -1[9]; donc 99k + 45b - 44a = a[9).
De méme, on a 99 = 0[11], 45 = 1[11] et 44 = 0[11] ; donc 99k + 45b - 44a = b[11].
Dot x est solution du systéme ci-dessus si et seulement si x = 99k + 45b - 44a.
L'ensemble solution de ce systéme est donc : S = {99k + 45b - 44a, k appartenanta Z }.

=h, hétantun entier relatif.

Dou  (E)

, h étant un entier relatif.

t. Reconmaitre et utiliser ley nombresy premiersy
1 - Reconnaitre un nombre premier

Exercice 45
Reconnaitre si 937 et 1933 sont des nombres premiers.

e Les nombres premiers inférieurs a +/937 sont2, 3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29.
Mais aucun de ces nombres ne divise 937, donc 937 est un nombre premier.

e Les nombres premiers inférieurs a \/1933 sont2, 3, 5,7, 11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41 et 43,
Mais aucun de ces nombres premiers ne divise 1933, alors 1933 est premier.

Exercice 46 _
1) Soit n entier naturel, n > 3. Démontrer que si n est premier, alors n + 1 n'est pas premier.

2) Déterminer deux entiers naturels conséculifs, tous les deux premiers.
Combien y'a-t-il de réponses possibles ?

Solution 46 ‘ i
1) Soit n un nombre premier supérieur ou égal a 3, n estimpair. Doncn+1estpairetn+1z=4.

Donc n + 1 n'est pas premier. ‘ o _
2) Soit n entier naturel premier, si n + 1 est premier, alors d'aprés I.:a question 1L_ onan< 3.
Doncn =2etn + 1= 3.2 et 3 sont premiers. Donc les seuls entiers consécutifs premiers sont 2 et 3.

Exercice 47

Soit n entier naturel premier, n = 3. Démontrer que n2+ 1 et n2 - 1 ne sont pas premiers.

: ' Srieur ol égal & n estimpair. S —————
n etantzpremrer e; superieur ou egal :1 Eéa!t:rst Lok s?ont i }, SR o 5
COHGH €51 (ML O Pl CORSSIRT T 19 pas \Le seul entier naturel pair et premier est 2. |
Oronan=>3,alors n2=9doncn2-12=8etn?+ 1210, S e et -
Finalement n2 - 1 et n2 + 1 sont deux entiers naturels pairs autres que 2, donc ils ne sont pas premiers.

EERTER T

S s

Exercice 48 :
Prouver que pour tout k appartenant a {2, 3, 4, 5}, 5! + k n'est pas un nombre premier.
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ol = 2x3x4x5 et k appartient 4 {2,3, 4,5}, donc %! appartient 4 N,

Sl
Or Sl4+k= k[_l-? - 1] etk 22, alors 51 + k n'est pas premier,

2 - Décomposer un nombre en facteurs premiers

Déterminer les diviseurs:  a) de 45 sans utiliser la decomposition de 45 en facteurs premiers. T
b) de 420 en utilisant la décomposition de 420 en facteurs premiers.

Solution 49

a) 1 et 45 sont des diviseurs de 45,

45 n'est pas divisible par 2 ; 3 divise 45 et le quotient est 15 qui divise 45.

5 divise 45 et le quotient est 9.

Les diviseurs de 45 sont donc 1,3,5,9, 15 et 45,

b) La décomposition de 420 en facteurs premiers est : 420 = 22x3x5x7.

1 est un diviseur de 420. Les diviseurs premiers de 420 sont 2, 3, 5et 7.

Les produits de deux facteurs premiers diviseurs de 420 sont : 22, 2x3, 2x5, 2x7, 3x5, 3x7, 5x7.
Les produits de trois facteurs premiers diviseurs de 420 sont : 22x3, 225, 227, 2x3x5, 2X3X7, 2x5XT, 3x5xT,
Les produits de quatre facteurs premiers diviseurs de 420 sont ; 22x3x5, 22x3x7, 22x5x7, 2x3x5x7

Et enfin le produit de cing facteurs premiers diviseur de 420 est : 22x3x5x7.

On obtient alors les diviseurs de 420 qui sont : 1, 2, 3, 5,7, 4, 6, 10, 14, 15, 21, 35, 12, 20, 28, 30, 42, 70, 105, 60, &,
140, 210 et 420.

|

Déterminer le plus petit entier naturel ayant 15 diviseurs

Puisque 15 est produitde (14 + 1) =15et (0 +1)=1oude (4 +1)=5et (2 +1) = 3.

L'entier naturel cherché a 15 diviseurs s'il s'écrit sous la forme p* ol k = 14 et p le plus petit entier naturel premier
possible soit 2 ou sous la forme p*q" ol k =4 eth = 2, p et q distincts et les plus petits entiers premiers possibles donc
p =2etq= 3. Le plus petit entier ayant 15 diviseurs est donc le petit nombre entre 2'4 et 24x3? soit 144,

3 - Nombres premiers et divisibilité

Exercice 51 —

Démontrer que si n est un entier naturel premier, alors (n - 1)! n'est pas divisible par n.

n-1=1x2x...x(n=-2)x(n=1). * _
I(’uis Eue n étant premier, si n divise le produit 1x2x.. . . X(n - 2)x(n - 1), alors n divise au moins un des facteurs du n
Dmdﬂit Or tous les facteurs de ce produit sont non nuls et inférieurs & n qui est premier, alors ils sont premiers avecn-

Donc n ne divise aucun facteur du produit et par conséquent ne divise pas ce produit.
Donc (n - 1)! n'est pas divisible par .

Remarque : si n est premier, alors (n—1
_ ' Pointméthode: = . E_. B Sl

- I it p un nombre premier entier naturel, on a les propriétés suvanies=, =

Y : 3 pf::f : et b deux entiers relatifs, si p divise ab, alors p divise a ou p dmsa;rb;m-x

R ' . Si q est un entier naturel non nul inférieur a p, alorsp et g sont premiers en :

- ST T CiTTE—

)! et n sont premiers enire eux.

i ey e e i -

> —

Exercice 52 .
Soit p un nombre premier supérieur ou égal abs.

msanm  P20€ 40
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) Démontrer que Sip - 1 est muliple de 2 et non muifiple

, gllors p + 1 est muitiple d2 2 2t non mutfiple de 4.
Démorrergue 3dvise p-1oubienp + 1.

| Enddadrsque 28 dviss pi- 1.

de 4, alors p + 1 est multiple de 4, et si p -1 est multiple de

) Ir" =

_

e Supposons gue p - 1 est muitple de 2 et non multiple de 4.

Aors i exise un endier nzlurel impar ktel quep- 1= 2k

D:a:i:n:;é‘.=Z;-2=2{k+1).Pa.£‘squeke51irnpair.aimsk+1eslpair.

Hors i =xisi un enfier nzbrel h el que k + 1= 2h. Etfinalement, p + 1 = 4h, Donc p + 1 est multiple de 4.
: S;p;ax:rsp—‘:m‘fpied-e#.abrsileﬁsteunenﬁefnaiJJretktelquep—1=4k.

D-:;.m;+1=&-;2=2{2¥::1).2k+1 étant impair, p + 1 est multiple de 2 et non multiple de 4.

h)?jmps:mae:mmmégal‘as,aia-s3nednisepasp.

Donc fes resi=s possDies dans la division suciidienns de p par 3 sont 1 et 2.

Or.sp=15] dosp-1=0[3etp+ 1=23]. Alors p— 1 est muttiple de 3 mais pas p + 1.

Esp=75l dosp-1=1fF]eip+1=0{3] Alorsp + 1 est multiple de 3, mais pasp- 1.

Donc p -1 estmuipie ¢2 3 ou bizn p 4 1 est muiSiple de 3.

:;;ﬂgani%—aapé‘&xéé.a&ﬁd’apésoeqtﬁprécéde,rmdesmmbmsp-1etp+1estrnultiplede2&1
fzutr= ==t muipie d2 £, done (- 1)(p 1) est muftiple de 8.

D= pius, d2prss 2 quasion B), p— 1 ou p + 1 est multiple de 3, donc (p - 1)(p + 1) est multiple de 3.
Comme 3218 diisent 2 - 1, &t 3 et 8 sont premiers entre eux, alors 24 = 853 divise p2-1.
Exergice 53

Sotnun enfer supéniswrou éoal 33,

2) Monirer que &7 — 1 est divisbis par 3.

t) Démontrer gue s 27 + 1 estun nombre premisr, alors 22— 1 n'est pas un nombre premier.
Solution 53

2) Puisque £ = 1[3], 2lors 4 = 1[3]. Et finalement 4" — 1 = 0[3). Donc 4" - 1 est divisible par 3.
b) Nobnsque, pusquen>3,gos 22+ 129,

Arsi, puisgue 7° + 1 st premier 2lors 3 et 2 + 1 sont premiers enfre e

Or&r—1q=(Z + 1)Z7 - 1) et 3 divise 4~ 1, alors d'aprés le théoréme de Gauss, 3 divise 20 - 1.
Zcommen23, Ziors 72— 127. Donc 22 - 1 n'est pas premier.

Exercice 54 >
Soit p un nomibre premier, p2 5.

2) Démonirer gue 2 — 1 est divisble par 3.

Z) En déduire que 8407 — 1 est divisble par 3.

<) DEmonirer qus i 8p — 1 est un nombre premier, 2lors 8p + 1 ne I'est pas, et que si 8p + 1 est un nombre premier,
dors 8p—1nelesipes

2) Vioir T'exertics 52 question b). Puisque 3 divise p - 1 oup + 1, alors 3 divise p2— 1= (p + 1)(p - 1),
b) Puisgue 84 = 1[3), alors 64p2 = p43). Donc 64p2 — 1= p2 - 1[3].

Or g2 1 = 03], zlors 84p% - 1 = 0[3]. Finalement 64p2 - 1 est divisible par 3.

c)Noons que por p > 5,0naBp-1>3et8p+1>3,

Hiors s 8p — 1 est premier alors 8p - 1 et 3 sont premiers entre eux.

D méme si 8p + 1 est premier alors 8p + 1 et 3 sont premiers entre eux.

OrB422 - 1= (Bp - 1)(8p + 1) est divisile par 3. Alors d'aprés le théoréme de Gauss :

Si 8p ~ 1 est pramier alors 3 divise 8p + 1> 3, donc Bp + 1 n'est pas premier,

Si2p + 1 est premier lors 3 divise 8p ~ 1 > 3, donc 8p — 1 n'est pas premier.
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EXERCICES POUR 5" AUTO-EVALUER

25 mj
Exercice 55 - i Aﬂmﬁ\
Soit b est un entier supérieur a 1. On considére dans toute fa suite le systéme de numération de base b,

N3 2-bh+1
1) Montrer que 10101 est divisible par 111. (On pourra calculer (b2 + b + 1);300113 )
2) Montrer que 100010001 est divisible par 10101 et divise 100000001000 -

2 .
Exercice 56 9 Minutes

. - 2+ bl + 2 o S
Démontrer que, si aucun des trois entiers naturels a, b, ¢ n'est muliple de 3, alors a2 + b? + ¢Z est multiple de 7~

Exercice 57 2‘%

1) Montrer que, soit x entier relatif, si x = 1[2], alors x2 = 1[4] . i
2) Montrer que, soit x et y entiers relatifs, si x = 12], alors x2 - 3y2 n'est pas divisible par 4.

Exercice 58 _ 20 minutes

Montrer que si p est un entier naturel premier, alors JE est Irrationnel.

Exercice 59 ' 40 minutes

Démontrer que si la fraction % estirréductible, il en est de méme pour les fractions :

2.2 ab
gj [EEE AL & 243'”’_2 d) 5.
ab a’ +b? a’+ab+b | a‘+b
Exercice 60 ' 30 minutes

Soit n entier naturel non nul.
1) Montrer que tout diviseur commun & 5n - 3 et n + 1 divise 8.

2) En déduire que 5n -3 et n + 1 sont premiers entre eux si n est pair.
3) Déterminer I'entier naturel n fel que : pged(5n-3,n + 1) = 8.

Exercice 61

Soit k entier relatif, on pose : x = 7k2 + 3k + 1 ety = 8k + 3.

1) Vérifier que 64x - (56k + 3)y = 55.

2) Quelles sont les valeurs possibles de d = pged(x , y). .

3) Montrer que d = 55 si et seulement si 55 divise y. En déduire les valeurs de k pour que d = 55,

Exercice 62 __35minutes
1) Déterminer selon n appartenant @ N , le reste de la division euclidienne de 47 par 7.
2) Méme question pour A = 8513 + 85121 + 851n + 2,

35 minutes

G Tl hr e o
3) soit B=210321 1" Déterminer dans le systeme décimal, le reste de la division euclidienne de B par7

Exercice 63 : - 30 minutes
Soit p entier naturel non nul et x entier relatif différent de 0 et 1.

1) Démontrer que, si x2 - x est multiple de p, alors, pour tout nde N

", lentier relatif x — x st multiple de p.
2) Déterminer I'ensemble des valeurs de x telles que, pour fout n appartienta N” | l'entier relatif x»— x soit un multpe
de 6.

Exercice 64
1) Montrer que, pour tout entier relatif a, on a : a¢ Z0[186) ou

el 4 . a* =1[16].
2) En déduire que pour tout entier naturel non nul k, k < 15, il existe une infinité d'entiers naturels qui ne sont pas
somme de k puissances quatriéme d'entiers.

30 minutes
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20 minutes

Exercice 65

Soit a et b deux entiers naturels non nuls, Démontrer que si a? divise b2, alors a divise b,

Exercice 66
On considére la fonction f définie sur R par:f(x) =4x? + x? + x - 3,
1) Montrer que I'équation f(x) = 0 admel dans R une unique solution a, et a appartient 4 10.1].

35 minutes

2) Montrer que si f(x) = 0 admel une racine rationnelle E . p el g élanl premiers entre eux, alors p divise 3 et q divise 4.

Quels sont les rationnels vénifiant cetle demiére condition 7

3) Trouver une solution rationnelle de I'équation f(x) = 0.
Achever la résolution de cette équation dans I'ensemble C des nombres complexes.

Exercice 67 40 minutes

On considére la suite (U)o telle que : Uy = 1, Uz = 1 et pour tout entier naturel non nul n, Upsz = Unas + 2Us.
1) Calculer Us, Us, Us et Us.

2) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, U, est un entier impair.

3) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, pged(Us, Un1) =1 et pged(Un, Une2) = 1.

gx;msﬂa : BAC C — Cameroun — 2001 45 minutes
Soit a et b deux entiers naturels nonnuls et E={zeZ :z=ax +by, xety appartenanta Z }.
1) Montrer que E contient au moins un entier naturel non nul.
2) On note d le plus petit entier naturel non nul élément de E.
a) Démontrer que tout multiple de d appartient 4 E.
b) Démontrer que tout élément z de E est multiple de d (on pourra envisager la division euclidienne de z par d).
¢) En déduire que E est I'ensemble des multiples de d.
3) Démontrer que d est le plus grand diviseur commun de a et b.

4) Application numérique :
Démontrer que I'ensemble des entiers relatifs z ol z = 9801x + 11664y est égal a I'ensemble des multiples de 81.
Exercice 69 35 minutes

Soit a et b deux entiers relatifs.

1) Développer (a + b)’. En déduire que (a + b)" est congru a a” + b” module 7.

2) En déduire que (a + b) est multiple de 7 si et seulement si a7 + b7 est divisible par 7.
—10<x<10

ntiers relatifs x tels que : .
kAR 4 L?+128 est multiple de 7

Exercice 70
Soit E un ensemble fini & n éléments, F I'ensemble des parties de E, et G I'ensemble des parties de F.

On rappelle que cardF = 2. On pose m = cardG.
Trouver, suivant les valeurs de n, le reste de la division euclidienne par 5 de l'entier m.

25 minutes

Exercice 71 |
Montrer qu'il n'existe pas quatre entiers relatifs x, y, z etk tels que l'on ail : x2 + y2 + 22 = Bk + 7. ) ! 4f

Exercice 72 — 35 minutes
Soit N = abcd en base décimal, et beda un entier naturel divisible par 7.

1)a) Montrer que, sia =0 ou a =7, alors N est divisible par 7.
b) Montrer que 10N - 3a est divisible par 7. En déduire que, si N est divisible par 7, alors a = 0 ou a =7

2) On suppose quef'ona:a=7,b=d etc=0. Déterminer N pour qu'il soit divisible par 3.

35 minutes

Exercice 73
Soit n entier naturel, on considére I'entier A, = 20 + 220 + 230,

1) Démontrer que I'on a : pour tout entier naturel n, Aasa = Aa[7].
2) En déduire I'ensemble des entiers naturels n tels que Aa soit divisible par 7.

— ————————————————————] P&QB 13 ——
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5 = 7070700 ot ¢=1001001000 en base doy -

3) Soit a, b, ¢ entiers naturels tels qué a= 1110,
Ces nombres sont-ils divisibles par 7 7

Exercice 74 ‘mmm

1) Quels sont les diviseurs positifs de 72 ? . - .
2) Soit p entier nature!, merfr?z p? - 6p - 63 s0US la forme d'une différence de deux entiers naturels tels g
camé parfait et l'autre ne dépende pas de p. . -
En déduire tous les couples (p , q) d'entiers naturels solutions de I'équation p? —6p - 63 = g2,

4x100 -1, b= 2x100—1 et cn=2x10" +.

Soit n entier naturel non nul, on pose : an =

1)a) Calculer as, by, €1, 82, bz, €2, 83, by el Cs.
b) Montrer que 3 divise an et Cn.
¢) Montrer, en utilisant a liste des nombres premiers inférieu
d) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, baXCa = @2n.

En déduire la décomposition en produit de facteurs premiers de .
&) Montrer que le pgcd de bn et ca est égal au pged de b, et 2. En déduire que bn et ¢a sont premiers entre, .

2) On considére 'équation (E) : bax + cay = 1, dlinconnues X etydans Z .

a) Justifier le fait que I'équation (E) poss
b) En appliquant I'algorithme d'Euclide aux nom
¢) Résoudre I'équation (E).

Liste des nombres premiers inférieurs & 100: 2, 3, 5,7, 11, 13,17, 19,23, 31,37, 41, 43,47, 53,59, 61,67 7+ ~

83, 89, 97.
45 minutes

Exercice 76 BAC C - Cameroun — 2002 _

1)a) Démontrer par récurrence Ia propriété suivante : pour tous réels a et b et pour tout entier naturel n différent o
et1,ona a'-b"=(a-b)(a-1+a-+ ..+ ). h
b) Démontrer que si p et q appartiennent 4 N, alors 21— 1 est divisible par 20— 1et2a-1.

2)a) On note P I'ensemble des nombres premiers.

Démontrer que, pour tout entler naturel n, si (2~ 1) appartient & P, alors n appartient & P.

b) Démontrer que 2'" = 1(23]. \
c) La réciprogue de la proposition de la question 2)a) est-¢lle vraie ? Justifier votre réponse.

30 minys,.

rs & 100 donnés ci-dessous, que by est pre ..

&de au moins une solution.
bres ¢ et bs, déterminer une solution particuliere de (E).

30 minutes

ice 77
1) On considére I'quation (E) : 6x + Ty = 57, o x et y sont des entiers relatifs.
a) Déterminer un couple dans ZxZ , solution de 'équation : 6x + 7y = 1.
b) En déduire les couples d'entiers relatifs, solutions de I'équation (E).
ites arithmétiques définies par : ao = -25 et by = -32 et pour tout entier naturel n,
rieurs & 15 fels que a =

2) Soient (an) et (bn) les sui
Anet = 8n + B, st = ba+ 7. Déterminer tous les couples (p, q) d'entiers naturels infé

3)Soit (0; 7, . k) un repére orthogonal de lespace. On considére le plan (P) d'équation : 6x + 7y + 82 =57
Montrer quiil existe un seul point de (P) de 'espace, dont les coordonnées sont des entiers naturels, qui appar=" :

plan (0; T, ). Déterminer les coordonnées de ce point.
__25 minutes—

e 78

Soit n un entier naturel.
1) Démontrer que n? + 5n + 4 et n? + 3n + 2 sont divisibles parn + 1,

2) Déterminer I'ensemble des valeurs de n telles que n + 1 divise 3n2 + 15n + 9.
pour tout entier naturel n, 3n? + 15n + 9 n'est pas divisible par n? + 3n + 2.

3) En déduire que,

Soit n entier naturel supérieur ou égal a 2.
2n + 1 sont premlers enfre eux,

1) Montrer que n et
2)0n pnsea=n+3'ﬁ=2"+1 et &=pged(a, B).
ler 2a - B et en déduire les valeurs possibles de 5.

a) Calcu : .
b) pémontrer que - « @ et 8 sont multiples de 5 » si et seulement si « n - 2 est multiple de 5 ».
fﬁ' Page d e ' #
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3) On considére:a=n*+2n2-3n et b=2n2-n-1,
Montrer, aprés factorisation que n - 1 divise a et b.
4)a) On note d = pged (n(n + 3) , 2n + 1). Montrer que & divise d, puls que & = d.
b) En déduire le pged, A, de a et b en fonction de n.
¢) Application : déterminer A pour n = 2001,
déterminer A pour n = 2002.

Exercice 80 25 minutes

Soit a, b et k trois entiers naturels non nuls.
Démontrer que : pgcd(a , b) = pged(a + b , b).
pgcd(ka , kb) = kxpged(a , b).

Exercice 81 35 minutes

1) On considére I'équation (E): 8x + 5y = 1, oli x et y sont des entiers relaifs.
a) Donner une solution particuliére de (E).
b) Résoudre (E).

2) Soit N entier tel qu'il existe deux entiers a et b vérifiant ; [

N=8a+1
N=5b+2
a) Montrer que le couple (a, -b) est solution de (E).
b) Quel est le reste dans la division euclidienne de N par 40 ?
3)a) Résoudrg I'équation (E') : 8x + 5y = 100 ol x et y sont des entiers relatifs.
b) Au VIlie siécle, un groupe composé d'hommes et de femmes a dépensé 100 pigces de monnaie dans une
auberge. Les hommes ont dépensé 8 pigces chacun et les femmes 5 piéces chacune. Combien pouvan-:r y avoir

d'hommes et de femmes dans le groupe ? .
15 minutes

Exercice 82

Soit p et q deux entiers naturels tels que p2=2q2=1.

1) Démontrer que p est impair.

2) Démontrer que q est pair.

Exercice 83 40 minutes

1) On cherche deux entiers relatifs x ety soluhons de Iéquaimn (1):ax+ by 60 (avec a, b étant deux enllers naturels

non nuls). On note d = pged(a , b). ;
a) On suppose que |'équation 1) a au moins une squtlon (X0, Yo). Montrer que d divise 60.

b) On suppose que d divise 60. -
Prouver qu'il existe alors au moins une solution (xo, yo) & I équatlc:-n (1).
2) On considére I'équation (2) : 24x + 36y = 60, ol x et y sont des entiers relatifs.
a) Donner le pged de 24 et 36, en justifiant briévement. Simplifier I'équation (2).
b) Trouver une solution particuliére pour I'équation (2) et résoudre cette équation.
On appelle S I'ensemble des couples (x , y) solutions de (2).
c) Trouver tous les couples solutions de (2) tels que -10 = x = 10.
Donner parmi eux, ceux pour lesquels x et y sont multiples de 5.
d) Dans le plan rapporté & un repére orthonormal, on considére les points A(1, 1) et B(4 , -1).

Représenter 'ensemble (E) des points M(x , y) tels que AM = kAB, k étant un nombre réel,
e) Montrer que les points ayant pour coordonnées les couples solutions (x , y) de I'équation (2) appartiennenta (E):

Comment peut-on caractériser S 7

Exercice 84 BAC ~ Liban - 2000 40 minutes
Soit x et y deux entiers naturels tels que : 1sx<8 et 1<sys<8.

Onposex' =3y+2, y'=3x-1et m=x2-y2

On se propose de déterminer tous les couples (x', y") pour lesquels m est multiple non nul de 60.

1) Montrer que la somme et la différence de deux nombres entiers a et f quelconques ont la méme parité.

2) On appelle G I'ensemble des valeurs prises par x' et H 'ensemble des valeurs prises par y'.
Ecrire la liste des éléments de G et la liste des éléments de H.
3) Montrer que x' - y' est multiple de 3.

e P00 S e
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multiple non nul de 60.

e --—- —_— 0
4) On suppose dans cefte question quedm i
a) Montrer que x - ' es! t:l'; ;’r‘luir:l:lflfiplg 46607

b) Le nombre x' - y' peut-i eire h |

c; En déduire que X' + Y’ estun rnuilllpfﬂ g:pigs <) de GXH pour lesquels m est multiple non ny g, ¢,
us les © ' :

5) Déterminer l'ensemble I"delo .
inute

Exercice 85 . o4
1) Ecrire la division euclidienne de !DUU par 13]'eurs de n, le reste de |a division euclidienne de 10% pa, 13
Soit n entier naurel,determiner, SUarl 5 v?e ‘1o a division euclidienne de 1071+ 10% par 13,

eterminer, suivant les valeurs de n, le reés 000 par 13.
g} En génga?rlae le reste de Ia division euc_lidienne de 1;”223?513 E 910 g
4) Quel est le reste de la division euclidienne par 13 de

35 min te
Exercice
g6 tiers naturels non nuls. ‘Lj\

Dans cet exercice, x et y sont des en e uation : paod (X, y) + PPEM (X, ¥) =X + 6
"l exi solution de 'équation : pged (X, ¥ ' :
1) On suppose qu'il existe un couple (xo., Yo) que p diise 6.

On pose p = pged(xo. yo) et m = ppem(Xo , Yo). Montrer
el PQCd(I.!-')+DP0m{X.}')=x+Ei ‘

2) Déterminer foutes les solutions du systéme : [ pged(x,y) =5

pgcd(x.y) +ppem(x,y)=x+6

3) Méme question pour le systéme : { pged(x,y) =2

E_MTCE 87 25 minutes

Soit p(n) = né~ 1, oli n est un entier naturel.

1) Calculer p(n) pour n appartenanta {1, 2, ..., 10}. )

Pour quelles valeurs de n comprises entre 1 et 10, le nombre p(n) est-il divisible par 9 7

2) Factoriser p(n) en produit de facteurs du premier ou du second degré a coefficient entiers.
3) Déterminer tous les entiers n pour que p(n) soit divisible par 9. j

Exercice 88 30 minutes

1) n et p sont des entiers naturels non nuls avec n > p2. Démontrer que si d divise n et p, alors d divise n - p
2) Démontrer, en utilisant la définition du pged, que pged(n , p) = pgcd(n - p?, p).

3) Déterminer alors le pgcd(10829 , 104 ).

4) Soit k entier naturel non nul. Démontrer que : pged (4k2 + 4k + 6, 2k + 1) = 5 si et seulement si, k = 2[5).

Exercice 89 ; -. 25 minutes

1) Donner tous les diviseurs naturels de 15.
2) Démontrer que si x et y sont deux entiers relatifs tels que x2y -y = 15 alo o
3) Déterminer tous les couples d'entiers relatifs (x , y) fels que};Ey{ y= 1 5 Sy

Exercice 90 itz —
1) Soit a entier relatif. Quels sont les restes possibles de Ia division euclidienne de a2 par 7 ? =

2) Soit a et b deux entiers refatifs.
Déduire de la question 1) que si 7 divise a2 + b2, alors 7 divi e
: i - Vis
Justifier alors que : « 7 divise a2+ b? » si et seulement sj. ¢ 493&22-{;5]:’@3 "
o ' »,
3) On considére dans le plan rapporté a un repére orthonormal (
Déterminer tous les points & coordonnées entiéres de ce cercle

0:1.,]).lecercle de centre O et de rayon 7

Exercice 91 B - 1
1) Soit N un entier naturel s'écrivant xyyx dans e systéme décimal
Déterminer x et y tels que N soit un multiple de 105, e

2) Soit M un entier naturel s'écrivant xyzzyx dans |e systéme
a) Montrer que M est un multiple de 11.

———————ear.  Pag6 4§ f
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b) Déterminer x el z lels que M soil multiple do 35.
¢) Déterminer y tel que M soit dgalement multiple de 3.

: 20 minutes
Déterminer tous les entiers naturels n el p pour lesquels 15° - 21° gst divisible par 12,
Exercice 93 60 minutes

A nl .
On rappelle que C“ “u L avec n et k entiers naturels tels que k < n. Soit p entier naturel premier.

1)a) Enoncer le théoréme de Gauss.
s k
b) Si 1 s ksp-1, montrer que p divise Cp (on pourra uliliser la question 1)a)).

2) En déduire, par un raisonnement par récurrence sur n appartenanta N, que p divise Ientier n - n.
3) Montrer que si n et p sont premiers entre eux, alors p divise ne=! - 1.

4) En utiisant la question précédente, montrer que, si les entiers p et q ainsi que pq et n sont premiers entre eux, alors
pq divise nip=1Ke=N-1,

Exercice 94 60 minutes

Xg=3 et y,=1
Soit (xn) et (yn) les suites définies par: {¥neN, Xnad =%xl1 +%5"n +1.

VneN, ynu =§Xn +§5’n +2

1) Demontrer par récurrence que les points M(xa ; yn) sont sur la droite (D) d'équation : 2x -y -5=0,
2} En veduire X~+1 en fonction de Xa.

3) Démontrer que (x-) et (yn) sont des suites d'entiers relatifs.
4) Soit n un entier naturel,

a) Démontrer que x» est divisible par 5 si et seulement si ya est divisible par 5.

» Demonlrer que si X et y» ne sont pas divisibles par 5, alors ils sont premiers entre eux.
§,a) Demontrer par récurrence que : pour tout entier natureln, ona: x, = 2" 41,

b) Soit n un entier naturel. Démontrer que 5 divise - si et seulement si 5 divise Xnes.

¢ En déduire les valeurs de n pour lesquelles x» et yn sont divisibles par 5.

Exercice 95 BAC C - Cameroun - 2008 33 minutes

1) Résoudre dans 72, l'équation : 12x -5y =3. -

Zy =i
2) On considére la suite de nombres complexes (z.) définie par : :
Z, pourn>0

31
L = [“”’2"‘ +§i

On désigne par M le point image de z dans le plan complexe d'origine O.

= Sam
LA L
a) Démontrer par récurrence que pour lout entier naturel n, z, = e‘[2 g

b) Déterminer I'ensémble des entiers naturels n pour lesquels Mn appartient  la demi droite [Ox).

Exercice 96 BAC C - Cameroun - 2009 50 minutes
L'entier naturel S désigne la somme des diviseurs posiifs de p*, ol p est un nombre premier plus grand que 2.
1) Exprimer S en fonction de p.

2) Démontrer que (2p2 + p)2<4S < (2p2 +p + 2)2,

3) On suppose que S est un carré parfait et on pose S = n2 oli n est un entier naturel.

a) Etablir l'existence et I'unicité de n lorsque p est fixé. (On pourra utiliser la question 2)
b) Exprimer n en fonction de p.

e e, PRl
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) Etablr qua p vérfe I relaton 3 + 2p - p = 0. (On ulsera e fall quo 45 = 4r)
d) Décuire da c), petpuisn.

Exercice 97 BAC C - BAC étranger = 2000 \mwmﬂ\

A) Soit N un entier naturel, impar et non premie.
On suppose que N = a? - b, 00 a et b sont deux entiers naturels.
1 L ; m . » z
2} g:: qq: ;e;znsmsc::m prm: de deux entiers naturels p et g.
3) Quale est la parité de p et de q 7 o
B) (}Zh acmet que gaso 507 ﬁest pa: premier, On se propose de chercher des couples d'entiers Naturelg
12 relaton (E) : a? - 250 507 = b2
1) Sott X un enter naturel, .
3) Donner dans un tableau, les restes possibles de X modulo 9 ; puis ceux de X2 modulo 9,
b) Sachant que a? - 250 507 = b2, déterminer les restes possibles modulo 9 de a2 - 250 507,
En déduire les restes possibles modulo 9 de a2
¢) Montrer que les restes possibles modulo 9 de a sont 1 ef 8.
2) Justifier que, si le couple (a , b) vérife la relation (E), alors on @ 2 501.
Montrer qu'il n'existe pas de solution du type (501, b).
3) On suppose que le couple (a , b) vérifie la refation (E).
a) Démontrer que a est congru 4 503 ou 505 modulo 9. bt
b) Déterminer le plus petit entier naturel k tel que le couple (505 + 9k , b) soit solution de (E), puis donner ;...
sdm mﬂesmﬂdant ; : { it

(a,y,

' 60 minu
Un astronome a observé au jour Jo le corps céleste A, qui apparait périodiquement tous les 105 jours. Six joyrs ey

(Js + 6), il observe le corps B, dont la période d'apparition est de 81 jours, On appelle J; le Jour de Ia prochaine
apparition simultanée des deux objets aux yeux de I'astronome.

Le but de cet exercice est de déterminer la date de ce jour J1.

1) Soit u et v le nombre de périodes effectuées respectivement par A et B enfre Joet Ji.

Montrer que e couple (u v) est solution de I'équation (E1) : 35x ~ 2ly=2,

2)a) Déterminer un couple d'entiers relatifs (xo , Yo) solution particuliére de I'équation (Ez2) : 35x - 27y =1,
b) En déduire une solution particuliére (uo, vo) de (E:).
c) Déterminer les solutions de I'équation (Es).
d) Déterminer le couple solution (u , v) permettant de déterminer J1.

3)a) Combien de jours s'écouleront entre Jo et J; ?

b) Le jour Jo était mardi 7 décembre 1999, quelle est la date exacte du jour J; ? (Rappelons que I'an 2000 étaiture

année bissextile)
¢} Si I'astronome manque ce futur rendez-vous, combien de jours devra-t-ll encore attendre jusqu'a la prochaine
conjonction des deux astres ? ;
————  Pa0e 48 =
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C.ES POUR 5" AuTo-EVALUER - '

1) 70101 =b +b2+1 et 1T =b b4 1.
Drb4+b=+1={b?+b+1](b?-b+1)={b?+b+1}{b(b-1)+1]*
Posons w=b- 1. Notons que dans la base b, w es! un chiffre car 0 < w <b.

Alors 10101 =111 xwi". Donc 111" divise 10701,
—
2) 100010001 = b+ b*+1=(b4+ b2+ 1)(b*~b2+1)=(b4+ b2+ 1)[b*b-1)+b2b-1) +1]= 10107 xwwO1 .
D'ot 10101 divise 100010001 .
Le lecteur montrera de fagon analogue que : 10000000100000001 est divisible par 100010001 .

Les restes possibles dans la division euclidienne par 3 d'un entier naturel x,sont:0,1et2.
Six =0[3], alors x2 = 0[3].

Six=1[3], alors x2= 1[3].

Six=2[3], alors x2=1[3].

On remarque que si x n'est pas divisible par 3, alors X2 a pour reste 1 dans la division par 3.
Puisque a, b et ¢ ne sont pas divisibles par 3, alors on a -

a?=1[3], b2= 1[3] el 2= 1[3]etpar suite on aura a2 + b2 + 2 = 0[3].

Ainsi si a, b, et ¢ ne sont pas multiples de 3, alors a2 + b2 + ¢2 est multiple de 3.

1) Six=1[2], alors ona:x =2k + 1, avec k appartenant 3 Z . Et par suite, ona : x2 = 4(k2 + k) + 1. D'olr x2 = 1[4].
2) Soit x et y deux entiers relatifs.

Si x ety sont impairs, alors on a : x2 = 1[4 et y2 = 1[4] (d'aprés 1)). Donc x2 - 3y2 = 2[4].

Si x estimpair et y pair alors on a : x2 = 1[4] et y2 = 0[4]. Donc x2- 3y2=1[4].
D'ols si x = 1[2] (c'est-a-dire x est impair), alors x2 - 3y? n'est pas multiple de 4 pour tout entier y,

Solution 58
Soit p un entier naturel premier. Supposons que /p est rationnel.

: a
Alors il existe deux entiers naturels a et b premiers entre eux tels que J;_: =E

Alors pb? = a2, Donc p divise a2 Donc comme p est premier, alors p divise a. Donc il existe un entier naturel h tel que
a=ph. On a alors pb? = ph?, c'est-a-dire ph? = b?; ce qui implique que p divise b2 Donc p étant premier, p divise q.
Donc p divise a et b. Or d'aprés I'hypothése, a et b sont premiers entre eux. Ce qui est contradictoire.

Donc \fp estirationnel.

On suppose que la fraction E est irréductible, alors les nombres a et b sont premiers entre eux.

a) Il suffit de montrer que pged(a + b , ab) = 1.

Soitd = pged(a + b , ab), notons que ¢ > 1.

Puisque pged(a + b, ab) = d, alors d divise a + b et d divise ab. Donc d divise a(a + b) - ab et d divise b(a + b) - ab.
Ceest-a-dire, d divise b? et d divise a2 Donc d divise pged(a? , b?), '

Puisque a et b sont premiers entre eux, alors a2 et b2 sont premiers entre eux. Donc d divise 1, doncd < 1.

Comme d <1 etd > 1, alors d = 1. Finalement, ab et a + b sont premiers entre eux, et a_;b est iméductible.
a

b) Il suffit de montrer que a2 et aZ + b2 sont premiers entre eux,

e PR 1)
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Puisque a et b sont premiers entre eux, alors a? et b2 sont premiers entre eux.
Et d'aprés la question a), a?? et aZ + b? sont premiers entre eux.

2.2
i a i ;
Par conséquent, b est une fraction irréductible.
a2 4 b

¢) Il suffit de montrer que a + beta? +ab + b2 sont premiers entre eux.
Remarquons que a2 +ab +b2=(a+b)(a+ b) - ab.

=1 (d'apré tion a)). Dol
(a+b,ab)=1(dapres la question a)) T oAl

D'ol pgod(fﬂ +ab+ b2 at b:} - ngd est iFTédUCﬁb|e_

d) Il suffit de montrer que a2 + b2 et ab sont premiers entre eux. ,
Remarquons que a2 + b? = -2ab + (a + b}?, alors pged(a® * b2, ab)=pged(ab, (@+b)*)-
2 sont aussi premiers entre eux.

Or d'aprés la question a), ab et a + b sont premiers entre eux, donc abet(a+b)

F_"’_b—? est irréductible.

Alors pged(a? + b2, ab) = pged(ab, (@ * b)) = 1. Finalement, — o
a

Solution 60

1) On remarque que : 5(n + 1)-(5n-3) = 8.

Or si d divise n + 1 et 5n - 3, alors d divise toute combinaison
5(n + 1) - (5n — 3), donc d divise 8. D'ol fout diviseur commun a
2) Soit & = pged(n + 1, 5n - 3).
Puisque tout diviseur commun an +
Par conséquent, & appartient a {1, 2, 4, 8}.
Or si n est pair, alors n + 1 et 5n -3 sont impairs, donc ne peuvent atre divisibles par un nombre pair.
D'ois & n'appartient pas a {2, 4, 8}. D'ou 8 = 1.

En conclusion, n + 1 et 5n — 3 sont premiers entre eux si n est pair.

3) Méthode 1:

pged(n + 1, 5n - 3) = 8 si et seulement si 8 divise n + 1 et 8 divise 5n - 3. (Car 8 est le plus grand diviseur commun

possible de n + 1 et 5n-3). Or,

linéaire de n + 1 et 5n = 3, alors en particulier d divise
5n-3 etn+1divise 8.

1 et 5n - 3 divise 8, alors & divise 8.

A t=0f] 1= 8k k et k' étant des entiers naturels non nuls.
5n—3=0[8] 5n—3 =28k’
—8k—
= frE= =1 k et k' étant des entiers naturels non nuls.
40k —8 =18k"

La résolution de I'équation 40k — 8 = 8K/, c'est-a-dire 5k - k' = 1 aboutit aux solutions k = h+1et k=5h+4, olhest

un entier naturel. On obtientalors n=8h +7,h appartenanta N.
n+1=0[8]

Vérifions si les n = 8h + 7 ol h est un entier, sont solutions du systéme ;
5n—3=0[8]

Eneffet,onan+1=8h+7+1 = 8(h + 1) et 5n - 3 =40h - 32 = 8(5h - 4).
Donconabeletbien:n+1 =0[8] et 5n-3 =0[8].
D'ou pged(n + 1, 5n - 3) = 8 si et seulement sin = 8h + 7, h étant un entier naturel quelconque.

Méthode 2 :

D'aprés la question 2), si n est pair, alors pged(n +1,5n=3) = 1.

Donc si pged(n + 1, 5n - 3) = 8, alors n est impair.

Les restes possibles dans la division euclidienne de n par 8 sontalors 1,3, 5¢et 7.

ine n+1= 28] o n+1= 48
Sin=1[8], alors [5n—3 = 208’ Sin=3[8], alc:rs[Sn_3 L ‘E[;]

. n+155[3] 1= 0[8

Sin = 5[8), alors{ : Sin=7[8 n+1=0[g]
5n—3 = 6[g] PRI AR {Sn—s = o8]’

Orpged(n +1,5n-3) =8 si et seulement si 8 divise n + 1 et 5n - 3
D'aprés ce qui précéde, on peut conclure que pged(n + 1, 5n - 3) =8 si et seulement si n =7(8]
C'est-a-dire n = 8h + 7 avec h entier naturel quelconque. '

e — Page5l w——
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1) Le lecteur le vérifiera, "_
2)d =pged(x , y). Donc d divise x et d divise y. Par conséquent, d divise 64x ~ (56k + 3)y.
Or 64x - (56k + 3)y = 55. On conclut alors que d divise 55.
D'oud=1 oud=5 oud=110oud=55.
3) Montrons que d = 55 sl et seulement s 55 divise y ;
e Supposons que d = 55,
Puisque d = pged(x , y), alors 55 divise x et 55 divise y. D'ol 55 divise y.
® Réciprogquement, supposons que 55 divise y.
Nous avons 64x = 55 + (56k + 3)y.
Puisque 55 divise y, alors 55 divise 55 + (56 + 3K)y ; c'est-a-dire , 55 divise 64x.
Or 55 et 64 sont premiers entre eux, alors d'aprés le théoréme de Gauss, 55 divise x et y, donc 55 s d.
Or d'apreés la question 2), onad < 55. D'oll d = 55.
On conclut donc que d = 55 si et seulement i, 55 divise y.
Les valeurs de k :
55divisey <> y=55h happartenantd Z <> B8k+3=55h h appartenanta Z

s o <» B8k-55h=-3 happartenanta Z. (1)
L? r.esolutlon del equa?mn (1) nous améne & conclure que : k=55a-21 eth=8a~3, avecadans Z .
D'ot pged(x , y) = 55 si et seulement si k = 55a - 21, avec a entier relatif.

1) Puisque 4 = 4[7), 42=2(7] et 43=1[7), alors:
Sin=3k alorsona4" = 1[7). . G
Sin = 3k+1, alors on a 40 = 4[7],
Sin=3k+2 alorsonadr =2[7).

2)Ona: 851 =4[7] donc A 4% +42 + 40+ 2[7).
Sinz 3k, alors 43 = 1[7], 420 = 1[7] et 4= 1[7), donc A = 5[7].
Sin = 3k+1, alors 4% = 1[7], 420 = 2[7] et 4n=4[7], donc A = 2[7].
Sin=3k+2, alors 43 = 1[7], 420 = 4[7] et 4= Z[7], donc A = 2[7].

3) Ona: B=2103211"" =245 +1x 45 4 3543 + 242 +1x 4 +1.
DoncB=2+2+3+4+4+1[7). D'ol B=2[7).
Le reste de la division euclidienne de B par 7 est donc 2.

1) Supposons que p divise x2 = x, et montrons que p divise x" - x.

Pourn =1, onax' - x = 0 qui est divisible par x2 - x .

Pour n entier naturel différent de 0 et 1, x2=x = x(x = 1) et x"=x=x(x=1)(x"-2+x1-3+ _ +x+1),
D'ols pour tout entier naturel non nul n, X2 - x divise x" - x et puisque p divise x2 - x, alors p divise x" - x.
2) x2—x = x(x—1) estpair car x et x — 1 sont de parités contraires.

D'oll x2 - x est divisible par 6 si et seulement si x2- x est divisible par 3.
Or les restes possibles de la division euclidienne de x par 3 sont : 0, 1et 2,
Six=0[3], alorsx2-x=0[3];
Six=1[3), alors x2-x=0[3];
Six=2[3], alors x2-x=2[3]
D'oli 6 divise x2 - x si et seulement si, x = 0[3) ou x = 1[3].
Or si p divise x2 - x, alors p divise X"~ x, pour tout entier naturel non nul n. Car x2 - x divise x" - x.
Par contre, si x = 2[3], alors x2 - x n'est pas divisible par 6.
D'oliil existe un entier naturel non nul n, tel que si x = 2[3], alors x" - x n'est pas divisible par 3.
D'olr x° - x = 0[3] pour tout entier naturel non nul si et seulement si, x =0[3] ou x= 1[3].
Par conséquent, x" - x = 0[6] si et seulement si x = 3k ou x =3k + 1 ol k est un entier relatif.

Solution 64

1) Soit a un entier relatif.
Si a est pair, alors a = 2k et a* = 16k*. Alors a*= 0[16).

e Pagel]
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Siaestimpair, alorsa=4k+1 ou a=4k+3.

Poura =4k +1,ona:a*=16(16k* + 16k? + 16k + k) + 1, donc a* = 1[16).

Poura=4k +3,0na: a* = 16(16k* + 48k3 + 54k2 +27k + 5) + 1, donc a‘ = 1[16).
D'ou pour tout entier relatif a, on a : a* = 0[16] ou a‘ = 1[16). o =
2) d'aprés la question 1), toute puissance quatriéme a pour resle 1 ou 0 dans la division euclidienne par 16,
Notons av, az, ..., ax (avec k < 15), k entiers relatifs.
Notons ry, rz, ..., i les restes respectifs de la division euclidienne de a*, a2, ..., a* par 16.
Le reste de la division euclidienne de ar* + az* + ... +ad par 16 estr + 2 + ... + .
On a pour tout i appartenanta {1, 2,....k}, i=0oun=1.
Clest-a-diren < 1etdoncr +r2+...... + kS k < 15, Donc le reste de la division euclidienne de ai +a# + 4 ady,
16 est strictement inférieur & 15. '
Or tous les nombres de la forme 16h + 15, avec h appartenanta N, ont pour reste 15 dans la division euclidienne g,
16. lis ne peuvent donc pas s'écrire comme somme de k puissances quatriémes d'entiers.
On sait qu'il existe une infinité de nombres qui s'écrivent sous la forme 16h + 15, avec h appartenanta N .
Finalement, il existe une infinité dentiers naturels qui ne sont pas somme de k puissances quatriéme d'entiers.

Solution 65
Si a2 divise b2, alors il existe un entier naturel k tel que b2 = ka? et k est un carré
parfait car sinon b=avk , avec vk irationnel. Ce qui est impossible.

Posons k = g2, b? = ka? équivaut alors successivement 3 b2 = (qa)?,

puis & (b - qa)(b + qa) = 0. a et b étant des entiers naturels non nuls, ona

b +qa non nul et donc b — qa = 0 soit b = qa. Ce qui prouve que a divise b.

ey e e

i"‘ ~ Point méthode :
r' Notons que, si un entier
\| nafurel k n’est pas un carr¢

parfait, alors sa racine carrée
__est un nombre irrationne].

T

VTS A R A2 e g

1) fest continue et dérivable sur R car fonction

polyndme et pour tout réel x, f'(x) = 12x2 + 2x + 1 > 0.
D'ol f est strictement croissante sur B .

f(R)=| lim , lim |=R et Oappartienta R .

K=b=00 X=—t—
D'ol 'équation f(x) = 0 admet une unique solution a dans IR .
De plus, f(0) =-3etf(1) = 3; alors, puisque f(0)xf(1) < 0, on peut dire que a appartienta J0, 1[.

3 2
2) e E est solution de I'équation f(x) = 0 si et seulement si, 4[%] + [E] + B 3=0.
q
49’ =q(-p*—pg+3¢%) (1)
C'est-a-dire 4p3 + p2q + pq? - 3¢3 = 0. On en déduit que : et

3q°=pldp’ +pa+q?)  (2)

D'apres I'égalité (2), p divise 3q3 et d'aprés I'égalité (1), q divise 4p?.
Or p et q sont premiers entre eux, alors p et q* d'une part, q et p* d'autre part, sont premiers entre eux.
D'oli d'aprés le théoréme Gauss, p divise 3 et g divise 4.

e Les rationnels qui vérifient la derniére condition.
p divise 3 et q divise 4, d'oll p appartient a {-3, -1, 1, 3} etqappartienta {-4, -2, -1, 1, 2, 4).

- — 3 g 1 1113. .3
D'oli qappamenta 3, 7" [ 1" 21133 .1,2 .3}.
3) @ D'aprés |a question 1), la seule solution réelle de I'équation f(x) = 0 est dans l'intervalle 10, 1].

Ainsi, si cette solution est rationnelle, d'aprés la question précédente. alors elle appartient 4 H 2 E} ‘
Or la seule valeur de cet ensemble vérifiant I'équation f(x) = 0 est x :% .

D'ou la seule solution rationnelle de I'équation f(x) = 0 est x =% 3

P g B e
e ————
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YUs=3 ; Ue=5 , Us=11 | Us=21.

2) Soit Pn la propriété : « U, est entier impair ».

Ui = 1 et U2 = 1 sont deux entiers impairs, d'oll Py el Pz sont vraies.

Supposons que Pn vrai, jusqua un certain rang n 2 2. Monirons qu'alors Pn1 est vraie, c'est-3-dire que Unss est un
entier impair.

On @ Unst = Un + 2Ua-1.0r 2Un- 1 est un entier pair et Uy est un entier impair d'aprés I'hypothése de récurrence.
Alors Uns1 = Un + 2Un -1 est un entier impair (somme d'un entier pair et d'un entier impair). D'oll Pn+1 est aussi vraie.
On peut alors dire d'aprés le principe de récurrence que Un est un entier impair pour tout enfier naturel non nul n.
3)eUi=1etUz=1,dob pged (Ui, Uz =1.

Supposons pged(Un ,Une1) = 1 pour un entier naturel non nul n, montrons qu'alors on a : pged(Uner , Unea) = 1.

II suffit de montrer que pged(Uns1 , Une2) < 1.

Soit & = pged(Un+1 , Unsz), 6 divise Uns1 et & divise Uz,

D'ol & divise toute combinaison linéaire de Un+s et Unsz

Or Uns2 = Unet + 2Un, alors 2Un = Unsz = Une1 et donc 8 divise 2Ux.

Puisque Un+1 est impair (d'aprés la question 2)), et & divise Uns1, alors & est impair.

Par conséquent, & et 2 sont premiers entre eux. Et donc d'apres le theoreme de Gauss, & divise Us.

On vient de montrer & = pged(Uns1 , Uns2) divise Un et Ups1.

D'ol & divise pged(Un , Unst) = 1. D'oll 5 < 1.

Or & étant le pged (Uns1 , Uns2), 8 est un entier naturel non nul, c'est-a-dire 8 2 1.

Alors 1=d<1,donc & =1. Et par suite, pged(Une1 , Une2) = 1.

On peut conclure d'aprés le principe du raisonnement par récurrence que, pgcd{Un Une1) = 1 pour tout entier naturel
non nul.
» Notons d = pged(Un , Une2). D'aprés ce qui précéde, ona: Png(Un Un) =1
Orona: Unz=Une +2Us, ce qui implique que Un+1 = Unsz = 2Us.
Puisque d = pged (Un , Unsz) , alors d divise Un et Unez.
D'oli d divise toute combinaison linéaire de Un et Un+z. Donc d divise Unsz — 2Un = Uper.
On vient de montrer que d divise Un et Uns+1. donc d < pged(Us , Un) = 1 (d'aprés ce qui précéde).
Or d estun entier naturel non nul, d'oii d= 1. Direque 1=d <1 signified = 1. D'ol pged(Un , Uss2) = 1.

e Le lecteur résoudra cette équation qui a pour solution : % i .;.i“‘rﬁ 13

Solution 68

1) a=1xa + 0xb. D'ol a appartient 2 E. Or a est non nul, alors il existe un entier naturel non nul dans E.

(Note : on pouvait plutdt écrire b = Oxa + Ixb, donc b appartient é E).

2)a) Soit m =kd, k appartenanta Z .

Puisque d appartient a E, alors il existe deux entiers relatifs u et v tels que d = ua + vb. Ainsi kd = (ku)a + (kv)b.
Or ku et kv sont des entiers relatifs, alors m appartient a E.

Par conséquent, tout multiple de d est élément de E.

b) soit z un élément de E.

existe deux entiers relaffs q et rels que |~ ", clestadire | > 0
existe deux entiers relatifs q et r tels que : ooy G<red
Vérifions que si zi et z; appartiennent  E, alors z -2z appartient 3 E ;

21 = EU| + b\".l
Zy =au, +bv,
D'oli z1 - zz appartient & E (car us— uz et vi— vz sont dans Z ).
Puisque z et dq sont dans E (dq appartient & E car multiple de d), alors z - dq appartient & E, donc r appartient & E (car
r=z-da).
Ainsi ona 0 <r<detd estle plus petit entier naturel non nul élément de E, alors r = 0.
Par conséquent, z = dq, donc z est multiple de d.
c) D'aprés les questions a] etb), z appartient 4 E signifie z = dg, ot d est un entier relatif.
C'est-a-dire z appartient  E si et seulement si z appartient 4 dZ . D'oll E = dZ .
3) Si b divise a et b, alors & divise toute combinaison lindaire de a et b.

ut, Uz, v1 et vz étant des entiers relatifs, alors 21 - 2z = a(u1 - ug) + b(vi - va).

e iy PO 5) e —
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D'ol & divise d (car d étant élément de E, d est une combinaison Iinéaife de aeth).

D'ol § < d. C'est-a-dire, si & divise a et b, alors & est plus petit ou éqa{a d. 4

Réciproquement, d'aprés la question 1), a et b appartiennenta E. D'oli a e_t b sont des multiples de d.

Donc d est un diviseur commun de a et b et d est plus grand que tous les diviseurs communs de a et p,
=pgcd(a, b).

Zofggserﬂgie Eies rgelatifs Z=9801x + 11664y est I'ensemble des multiples du pged(9801 11664).

Or pged(9801, 11664) = 81, alors E = {z élément de Z ; z=9801x + 11664y, x ety appartenant 3 z, }= 81z |

Solution 69
1) (a+b)7=a” + b7 + 7(ath + 3a%h? + 5a‘h? + 5a%h¢ + Jaths + abs).
Puisque 7(a% + 3a%? + 5a‘b? + 5a%b¢ + 3a2bs + abf) est multiple de 7, alors (a + b)? = a7 +b7 [7],
2) Supposons a + b multiple de 7. Alors (a + b)” est multiple de 7.
Orona:(a+b)’=a’ +b7[7), alors comme (a + b)” = 0[7], on a aussi a” + b7 = 0[7].
En conclusion, sia + b = 0[7], alors a7 + b7 = 0[7].
Réciproquement, supposons a7 + b7 = 0[7], alors puisque (a + b)7 = a7 + b7[7], on peut écrire que (a+b)7 = 07).
Onen deduitque a+b=0[7] (car 7 est un nombre premier)
D'otra + b = 0[7] si et seulement si a7 + b7 = 0[7]
3) X+128=0[7) = X1 +2720[7)
& x+2=0[7] (d'aprés la question 2)
< X=T7k-2, aveck appartenanta Z .

mmm—_,—-—,—-—n——-— pr—
Point méthode :

® Si un nombre premier P

|| divise un produit ab d’entier;,

Orona; -10 < x <10. C'est-a-dire -10 < Tk -2 =10. C'est-a-dire ﬁsk ST,E. | alors p divise a ou p divise b,

7 7 « ® En particulier, si p ¢5
Donc les valeurs de k sont : -1, 0 et 1, ) || premier et p divise a”, alors p |
Par conséquent, les valeurs possibles de x cherchées sont - -9,-2, 5, ' ""_"'-’EE-

Ona m=92",
Reste de la division euclidienne par5dem:

Ona:2=2[5] ; 22= 40] ; 23=3[5); #= 1[5]. Et de fagon générale :
Sin=0[4], alors 2n= 1[5).

Sin=1[4], alors 20 = 2(5].

Sin=2[4], alors 2 = 4[5).

Sin = 3[4], alors 20 = 3[5],

Orona:20=0[4] sin>1. Alors,

sin>1, alors 92"= 1[5] . Donc le reste de la division euclidienne de m par 5 est 1.

Sin=1, alors 22"=2% =4 e par suite, 22"=4[5]. Donc le reste de Ia division euclidienne de m par 5 est .

Si n=0, alors 2?°= 2 =2 qf par suite, 22° = 2[5] . Don le reste de la division euclidienne de m par 5 est 2.

Soit a un entier relatif, les restes possibles dans Ia division euclidienne de a par 4 sont - 0,1:2:3.

Sia=4k,alorsona:az= 16k2, d'oll a2= 0[8].

Si a=dk+1,alorsona:az= B(2k2+K)+1, doi a2z 1[8].

si a=4k+2 alorsona:a?= 8(2k2 + 2k) + 4, d'ols a2z 4[8].

si a=4k+3 alorsona:a? = B(2k2 + 3k + 1) +1, d'ots a2= 1[8].

D'ol les restes possibles d'un carré dans la division par 8 sont - 0,1et4.
Donc, les restes possibles dans Ia division euclidi

D'ou le reste de la division euclidienne de |3

Cest-a-dire, pour trois entiers relatifs x, yet z,x2 +y2+ 22 pe peut avoir pour reste 7 dans Ja division par 8.
D'ou il n’existe pas un quatriéme entier relatif k el que X2+y2+722=8k4+ 7

1)a) Sia =0, alors bed0 =10%b+10%c +10d = 10

102b+1nc+d)=1no‘tE‘d=10N.

. Page 54 ﬁﬁﬁ_sﬁﬁ#
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Pulsque 7 divise bedd, alors 7 divise 10N,
Or 1ol 10 gont premiers onlio oux, alors d'aprds lo thdordma do Gauss, 7 diviso N,
Sla=T,
bed? = 100108+ 108+ d) + 7
= 10(7x 108 4 bx0? +ex10 4 A T10%) + 7
= {0(Tx 1084 DX 107 + gx 10 +d) ~Tx10t 47
= (0N = 7(104= 1),
Dot 10N = bed7 4 7(10" = 1) = bed7 -1 70999

Or 1 divso Ded? (daprda dnoncd) ot 7 diviso 7x0999, alors 7 diviso 10N = bed7 + 7% 9999 ,

Or 7 el 10 sont promlors ontro oux, d'olr 7 divige N,

b) e 10N =3a = 10% + (10% + 10% + 10d) = 3u = (104~ )a + (10% + 107 + 10d + a) = 999G + beda.
01 0000 2 0[7) o boda =0]7] (d'aprds 'énoncd), alors 10N - 3a = 9996 + beda st divisible par 7.

On conclul done quo 10N - Ja osl divisible par 7.
o Posons M = 10N - 3n, c'ost-0-dlre, 30 = 10N - M.
OnaN£0[7) ol M 0[7], d'oli 3a=10N-M=0[7]. Dou7 divise 3a.
Or pged(7 , 3) = 1, alors d'oprds lo Ihéorome do Gauss, 7 diviso a qul appartient 4 {0, 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9).
D'olia=0 ou a= 7. Donc sl N ostdivisible par 7, alorsa=0oua =7.
2)Poura=7,bed c=0.
Détorminons N pour qu'll solt divisiblo par 3 :
N ool divisiblopar 3~ ¢ a+b+c+de0[3]
& 2+ 72009
¢ 2b+120[3)
& b=1oub=4 ou b=7.(carbappartienta {0,1,2,3,4,586,7, 8,9))

Pourb =1, ona beda=1017=2(7].
Pour b= 4, on o beda=4047=1[7].
Pour b =7, ona beda=7077=0[7].
D'oli N # 7077 pulsque par hypothoso, on a beda = 0[7].

1) 8oll n entler naturel, A = 2" + 220 4 200 gl Mg = 23820 + 206220 4 203200,
Orona; 2£1(7), donc 20222 2[7].

202 1|7], donc 22020 = 207[7],

208 1[7), donc 23.2° = 2(7).
O'ol 20,2 4 20,20 4 2929 = 20+ 20 + 290 7], On en déduit quo A E A7),
2)OnaiA=323[7), A=142 0[7] el Az = 84 = 0[7).
Dol olt k entlor naturel, d'apros la question 1), ona A 2 3(7), Awet 20[7] et Askz Z0[7].
D'oli A & 0[7) ¢l of seuloment sl n =3k + 1 oun = 3k + 2 pour tout k entier naturel.

3) a=T110"™" w2427 4.2° = Ay, donc As 2 0[7),
b= 1010100 = 22 42" 42" = Ay, donc Az £ 0[7).

0= T001007000° =28 420 427 = Ay, donc As 2 3(7)
a ot b sont divisibles par 7 ef ¢ ne l'est pas.

1) Lo diviseurs positif de 72 sont : 1, 2,3, 4,6,8,9,12,16, 24,36, 72.
2) e plabp-63=(p-3)t -T2
o Los couplos (p , 4) d'ontlors naturols solutions do I'6quation : p?-6p-63=q?:
Pulp-tizq &5 (p-2-72=@ & (p-0-3)p+q-3)=72
On peut remarquer que :p-q-35p+q-3duno parl, p=q =3 el p+q-23sontdeux diviseurs de 72, dontle
produit 68t 72 d'autre part, Ainsi,

————— P 2(J0 55 e ———————
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(P-0-3)p+q-3)=72 & (p-q-3.p+q-3)e((1,72),(236),(3.24). (4,18), (6.12),(8, 9y N
(p-q.p+q) e {(4.75).(5,39),(6.27).(7,21).(9.15).(11, 12)

=
&  (2p,2q) € {(44,34),(28,14), (24 ,6)}, carpetge N.

o & (p.g)e {(22,17).(14,7). (12, 3)
D'olt les couples (p , q) cherchés sont : (22, 17), (14, 7), (12, 3).

02) a=39 , 2,-=399 ,  a=23999. = Point méthode : -
by f 19 b2=199 |, ba = 1999 D’aprés le théoréme ci-contre, ley;,
=21 . =‘201 . G 2001. _ est premier si touf nombre premie, pﬂ’_”;
b) Ona: 10 = 1[3], d'ou soit n un entier naturel, ona 10" = 1[3]. dont le carré est inférieur ou épql ;, ;”‘f
Doncona:4x10n = 1[3] et 2x107 = 2[3]. | peut étre un diviseurdep, "

Et par suite, 4107 - 1=0[3] et 2x10"+1 = 0[3].
D'oli an et ¢ sont multiples de 3.

c) Enoncé d'un théoréme qui nous sera utile :
Théoreme :
Soit a un entier relatif quelconque non premier et distinct de 1 et de -1.
L’entier a admet au moins un diviseur positif p premier tel que I'on ait Pz 5[3’ r
En effet les nombres premiers dont le carré est inférieur ou égal & bs sont : 2, 3, 5,7, 11,13, 17,19, 23,29, 31,37, 41
et 43. Or aucun de ces nombres ne divise 1999, alors bs est premier.
d) bnxca = (2x107- 1)(2x107+ 1) = (2x107)2 - 1 = 4x102— 1 = azn. D'0li bXCa = @zn.

Décomposition de as en produit de facteurs premiers :

as = baxcs = 1999x2001. Or 2001 = 3x23x29 et bs est premier. D'ol as = 3x23x29%1999.

e) ® Posons dn = pgcd(ba , ) et s = pged(ba, 2).
dn = pged(bn , ca) = dn divise bn et dn divise ca
= dn divise b et dndivise ca—bn
= dndivise bn et dadivise 2

= da divise pged(ba , 2)

fe ) dn = 511.
On divise bn et On divise 2

De méme &, = pgcd(bn , 2) =
= On divise b et Oa divise bp + 2

= On divise bn et bn divise Ca
= &n divise pged(bn , ca)
= On < dn.

Puisque 8, < d» et dn < 80, alors &, = dn. D'oli pged(ba , €a) = pged(ba , 2).
e b, étant impair, ba et 2 sont premiers entre eux, donc pged(ba, 2) = 1.
Puisque pgcd(bn , cn) = pged pged(ba , 2), alors pged(ba , €a) = 1. D'ol ba et cn sont premiers entre eux.
2)a) Soit (E) : bax + cay = 1.
D'aprés la question 1)e), bs et c3 sont premiers entre eux.
D'aprés l'identité de Bézout, il existe au moins un couple (u , v) d'entiers relatifs tels que : bau + cav = 1.
D'olr I'équation (E) admet au moins une solution.
b) 2001=1999x1 + 2
1999 = 999x2 + 1

Donc 1= 1999 - 999x2

= 1999 - 999x(2001 - 1999)

=-899x2001 + 1000x1999. D'ou 1000bs3 + (-999)c3 = 1.
Une solution particuliére de (E) est donc le couple : (1000 , -999).

¢) La résolution de (E), donne pour ensemble solution :
S={(csk + 1000 , -bsk — 999), k appartenant 3 Z ).

1)a) Soit Pn la proposition : « a" - b" = (a - b(an-1+an-2 +...+ bn-1)y,

Pourn=2:
Le membre de gauche : a2~ b2 et le membre de droite - (a=b)(a +b) = a2~ b2 D'oll P; est vraie.
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Supposons Pn vraie pour un certain.entier naturel n strictement supérieur 4 1, montrons alors que Pre1 est vraie
(c'est-a-dire a™' - b = (a-b)(a" +an-1h+.., +bn));
(a-b)a" +a"-'b+... +b") = (a-b)a+bla-'+ar-2h+ .. . +apr-2+ br-1)]
a(a-b)+bla-b)(ar-1+an-2b+ . + apn-24 bn-1)
a (a-b)+b(a"-b") (d'apras I'hypothése de récurrence).
a*! - anb + ban - h!

aml - b, D'ol Poss est vraie.

D'o, pour tous réels a et b, et pour tout entier naturel n > 1, a7~ b= (3 - bja"-1+ a"-2b+ ...+ br-1),
b) 2M-1 = (2R- 1= (- )[(2)-1 + (2p-2+,,.... +1].

De méme, ona : M- 1 = (20— 1)[(29)e=1 + (2)a-2 +
2)a) Supposons que n n'appartient pas a P.
Onaalors n = pq avec p etq entiers naturels différents de 0 et de 1.
Ainsi 2n—1 = 2m—1 estdivisible par 2°- 1 et 20— 1.

Puisque p>1etq>1, alors 27 - 1 et 24— 1 sont strictement supérieur & 1. D'ol 27~ 1 n'est pas premier.
Conclusion, si 2'-1 appartient a P, alors n appartient 3 P.

bjona:2=2[23], 22 = 4[23], 23 = §{23), 2¢= 16[23), 25 = 9(23), 25 = 18[23], 27= 13[23], 20 = 3[23], 2 = 6[23],
20=12[23] et 2" =1[23). D'oll 21 = 1[23).

c) La réciproque est fausse, car 11 est premier - or 211 -1 = 0[23] d'aprés la question 2)b).

D'ol n appartient a P n'implique pas que 2" - 1 appartient 4 P.

m uw m m n

...... +1]. D'ol 2, 1 est divisible par 20— 1 et 20— 1,

#

1)a) Par exemple (-1, 1) est un couple solution de I'équation 6x + Ty=1.
b) Ona:6x(-1) + 7x1 = 1. D'oli 6x(-57) + 7x57 = 57,
Alors: Bx + 7y =57 ¢« Bx+7y=6x(-57) + Tx57 < B(x + 57) = 7(57 -y)
D'ol 6 divise 57—y et 7 divise x + 57 (car pged(6 , 7)=1).D'ol
6(x +57)=7(57-y) <> “;5?= =y

—5—= Kk, kappartenanta Z .

& x=Tk-5T et y=-6k+57, avec k appartenanta Z .
D'oll les couples solutions de I'équation (E) sont les couples : (Tk ~ 57 , -6k + 57), avec k entier relatif.
2) (an) est une suite arithmétique de raison 6 et de premier terme -25.
D'ol an = 6n — 25, pour tout entier naturel n.
De méme bn = 7n — 32, pour tout entier naturel n.
Orap=-by < 6p-25=-70+32 & 6p+7q=57.
D'aprés la question 1)b), ona:p =7k - 57 et q=-6k + 57, k appartenanta Z .
Orona:0 sp<15 et 0<q<15. Cest-a-dire0<7k-57 <15 et 0 <-6k + 57 < 15,

Ce qui équivaut & %5“? et ?{kgsﬁ—?.ﬂn déduit alors que i—TS k< o

On obtient alors k = 9. Par suite, p =6 et q = 3. D'oll le couple (p , q) cherché est (6,3).

S 6x+ Ty +8z=57 Bx+Ty=57
3) M(x,y,2) appartienta P)n(0:1.5) o 17 ifﬂ o l J’z_"o _
Ce qui améne a résoudre dans N, 'équation 6x + 7y = 57.

D'aprés 1)b), on aura : x = 7k — 57 et y.= -Bk + 57, k appartenanta Z .

Orona:x=0 et y = 0.Ce qui équivauta: Tk-5720 et -6k +57 0, Do O <k <

—<k<—.
7 6
On en déduit que k=9. Etdoncx=6ety=3.
En conclusion, il existe un unique point, donc les coordonnées sont des entiers naturels, commun aux plans (P) et
(031, 7) : clestle point A , 3, 0).

Solution 78

1]"z+5n+4=[n+1]{n+4]et nZ+3n+2=(n+1)(n+2). D'oln+1divisen2+5n+2etn?+3n+2.
| 53ttt 3
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N+ 1dvise3nt+ 15n+9 s n+1dvised & n+1apparenta (3, 1. 1.3} = 0 appartieotd 4,-2.0.;
D'ol les entiers naturels n pour lesquels n + 1 divise 32 + 15n + 9 sont Oet2. |
3) Soit n un entier naturel.

Comme n + 1 divise n2+ 3n + 2, alors (si n2+ 3n + 2 divise 3n2+ 150 + g, alors n + 1 divise 3n2+ 15n +9).

Orn + 1 divise n? + 3n + 2, si et seulement si n appartienta {0, 2} (d‘aprés|a question 2))
Pourn=0:n2+3n+2=2,3n2+15n+9=9 mais 2 ne divise pas 9.

Pourn=2:n?+3n+2=12, 3n2+ 15n + 9 = 51, mais 12 ne divise pas 51.

D'ois il n'existe pas d'entier naturel n pour lequel n? + 3n + 2 divise 3n2+15n+9.

1) (2n + 1) - 2n = 1, d'ol d'aprés la réciproque de lidentité de Bézout, on a pged (2n+1,2n) = 1.

D'oti 2n + 1 et 2n sont premiers entre eux.
2)a)e 2a-B=5.

e Valeurs possibles de d:
5 = pgcd(a , B), donc & divise a et b divise B. Donc & divise 2a - B. Donc 5 divise 5. Par conséquent, 5 =10u &=
D'oi1 les valeurs possibles de & sont 1 et 5.
b) Démontrons que a et § sont multiples de 5 si et seulement si, n - 2 est multiple de 5.

e Supposons que a et B sont multiples de 5.
Alors B — a est multiple de 5. C'est-a-dire n — 2 est un multiple de 5.

e Réciproguement, Supposons que n — 2 est un multiple de 5.
Alors (n—2) +5 et2(n—2) + 5 sont aussi des multiples de 5. C'est-a-dire n + 3et2n + 1 sontdes multiples de 5. [~
a et B sont aussi des multiples de 5.
On peut alors conclure que a et p sont multiples de 5, si et seulement sin — 2 est multiple de 5.
3) a=n(n-1)(n+3)etb=(2n+1)(n- 1). D'od a et b sont divisibles par n - 1.
4)a) On note pged(n(n+3), 2n + 1)=d.

e Montrons que b divise d :

5 =pgcd(a, B) = ddivisen+3etddivise2n +1
—  §divise n(n + 3) et & divise 2n + 1
— Bdivise pged(n(n +3),2n + 1)
: = Odivise d.
D'ol & divise d.

e Montronsqued=0:
Puisque d divise d, alorson a: d=d.
e |l suffit de montrer que d < 0.
d = pged(n(n + 3), 2n + 1), donc d divise n(n + 3) et d divise 2n + 1.
Or pged(2n + 1, n) = 1, ainsi, puisque d divise 2n + 1 etn(n + 3), alors d divise n + 3 (d et n seront aussi premiers e’
eux). D'ou d divise 2n + 1etn + 3.
Par conséquent d divise pged(2n + 1, n+ 3) = 8. Et par conséquent, d = 0.
Comme d < & et & < d, alors on peut conclure que d=d.
b) A=pged(a,b)= pged(n(n—1)(n +3), (2n + 1)(n-1)) = (n—1)pged(n(n +3), 2n + 1) = (n=1)d=(n—1)0C&
d=05=pgcd (a, p)-
Or les valeurs possibles de & sont 1 et b
Et§=5 <« aetpsontmultiplesde 5 (car 5 est la plus grande valeur possible de &)
s 5divise n—2 (d'aprés la question 2)b))
< n-2=0[5]
& nz2[5
& n=5k+2, olkestun entier naturel.
D'olr : sin=5k+2,alors 5=5donc pgcd(a , b) = 5(n - 1).
sin# 5k + 2, alors 5=1doncpged(a, b)=n-1.
c) Pourn= 2001, on a 2001 = 5x500 + 1, alors d'aprés la question précédente, A = 2000.
Pour n = 2002, on a 2002 = 5x500 + 2, alors d'aprés la question précédente, A = 5x2000 = 10.000.

- Posons c=a+b,d=pgcd(a,b)etd= pgcd(a + b , b).
5 diviseaetd divise b. Donc & divise a + b et & divise b. Donc b divise pged(a+ b, b) =A. :
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Onendéduitalorsqueds A (1)

Réciproquement, A divise a + b = c el A divise b, donc A divise ¢ - b et A divise b. Donc A divise a et A divi

D'oil A divise pgcd(a, b). Finalementona, As§ (2) WEeh,
Des inégalités (1) et (2) on déduit que A = 8. D'ols pged(a , b) = pged(a + b, b).

e Posons &=pgcd(a,b) et d=pgcd(ka, kb). Démontrons que d = kb, c'est-A-dire dZ = (k8)Z. .

Des définilions de d et de 8, il résulte les égalilés : §Z = aZ +bZ et dZ = (ka)Z + (kb)Z .

Soil x un élément quelconque de dZ .

x appartienta dZ , donc il existe deux entiers relatifs u et v tels que , x = (ka)u + (kb)v. Donc il existe deux entiers
relatifs u et v tels que x = k(au + bv).

L'entier au + bv appartienta aZ +bZ , donc appartient 3 67 .

Il existe donc un entier relatif w tel que au + bv = éw.

On vient donc de montrer que : si x appartient & dZ , alors il existe un entier relatif w tel que x = kbw = (kd)w.
Donc x appartienta (kb)Z .

On vient de montrer que tout élément x de dZ est aussi élément de (k8)Z . C'est-a-dire dZC (K)Z . -
Réciproquement :

Soit x appartenant & (kB)Z , il existe un entier relatif w tel que x = (kB)w.

Or b appartienta 6Z =aZ +bZ , alors il existe u et v entiers relatifs tels que = au +bv. Alors :

x appartienta (k)Z , donc il existe u, v et w entiers relatifs tels que x = kw(au + bv). Donc il existe u, v et w entiers
relatifs tels que x = (ka)(uw) + (kb)(vw). Donc il existe u' et v’ entiers relatifs tels que x = (ka)u' + (Kb)v’, (u' = uw et
v’ =vw appartiennent @ Z ). Donc x appartient & dZ .

On en déduit que (k§)Z C dZ .

Puisque dZ C (k6)Z et (k8)Z C dZ , alors (k8)Z =dZ . D'oiid = kb, c'est-a-dire pged(ka , kb) = kxpged(a , b).

Solution 81

1)a) 8= 5%1 + 3 dou  1=3-2x1
5=3x1 42 =3-(5-3x1)
3=2x1+1 =.5+2x3

= -5 +2(8 - 5x1)
= 2%8 - 3x5,

Puisque 8x2 + 5x(-3) = 1, alors un couple solution de (E) est (2, -3).
b) On a aprés résolution : x=5k +2 et y=-8k-3, aveck appartenanta Z . (Le lecteur fera les calculs).

2)a)Ona: {: _5::; . Ce qui implique que 8a + 1 = 5b + 2. Donc 8a - 5b = 1. C'est-a-dire 8a + 5(-b) = 1.

D'oli (a , -b) est solution de (E).

b) (a, -b) est solution de (E), d'oi a et — b sont sous la forme : 2 =5k + 2 et -b=-8k -3, avec k appartienta Z .
D'oit N = 8(5k + 2) + 1 = 40k + 17,
D'ols N = 17[40). Par conséquent, le reste de la division euclidienne de N par 40 est 17.
3)a) On a d'aprés la question 1)a) : 2x8 —3x5=1, d'ot 200x8 + (-300)x5 = 100.
D'olt un couple solution particulier de (E') est (200 , -300).
La solution générale de (E’) est donc :
(5k +200, -8k — 300), k étant-un entier relatif quelcongue. (Le lecteur prendra la peine de résoudre I'équation)
b) Soit x le nombre d'hommes et y le nombre de femmes. x ety sont des entiers naturels non nuls.
En traduisant I'énoncé, on aura : 8x + 5y = 100.
D'ois x = 5k + 200 et y =-8k - 300, avec k appartenanta Z . (D'apres la question 3)a)).
Or on doif avoirx >0 ety > 0.
Bt [x:>ﬂ -(5k+2nn>n [k>—40

= =3
y>0 —8k—300>0 k<-375

K peut donc prendre les valeurs : -39, -38.
Pourk=-39, x=5ety=12.
Pourk=-38,x=10 et y=4.
On pouvait y avoir 5 hommes et 12 femmes, ou alors 10 hommes et 4 femmes.

-40 <k <-37,5.
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Solution 82

1) p2-2q2=1 sietseulementsi, p? =1 +2q2

Or 2q? est pair, c'est-a-dire 1 + 2q2 est impair, D'ol p? est impair.

Supposons p pair, alors p = 2k ol k est un entier naturel. Par suile, on aurait p? = 4k2, qui est un nombre pajr
Donc le carré d'un entier n'est impair que si cel entier est impair. D'oli p est impair

2) p-22=1 & 22=(p-1)(p+1)

p étantimpair, p— 1 el p + 1 sont pairs. D'ol 22 est multiple de 4.

Par conséquent, 2 divise q2. Or 2 est premier, donc 2 divise q. D'oli q est pair.

Solution 83
1)a) (xo. yo) est solution de (E), d'oli axo + byo = 60.
Or d divise a et d divise b, alors d divise axo + byo. D'oUd divise 60.
b) d = pged(a , b), d'ol il existe un couple (u,, V) d'entiers relatifs tels que : au + bv =d.
Or d divise 60, alors il existe k entier non nul tel que 60 = kd. Donc :
au+bv=d < kf@au+bv)=kd <& alku)+ b(kv)=60 <> (ku,kv)est solution de (1).
D'ou I'équation (1) admet au moins un couple solution, qui est le couple (ku,, kv).
2)a) e 24=3x23 et 36=2%3%. Dol pged(24 , 36) = 22x3 = 12.
e Ona 24x+36y=60 & 2x+3y=5.
b) e Un couple solution de (2) est: {3513
e Résolution de (2) :
La résolution de (2) donne comme ensemble solution S ={(3k + 1, 1- 2k), k appartient & Z }. (Le lecteur fera Ja
résolution de I'équation).
c) e Les couples solutions tels que : -10<sx<10

Or-10=x<10 « —%skga.D'okarend les valeurs : -3,-2,-1,0,1,2,3.

Et les couples solutions de (E) cherchés sont: (-8,7),(6,5).(2,3).(1. 1) (,-1),(7,-3), (10, -5).
e Ceux pour lesquels x ety sont multiples de 5sont: (-5,5) et (10,-5).
d) (E) estla droite (AB).

e) o (E) est la droite d'équation 2x + Jy=5
(a, b) est solution de (2) si et seulement si 2a + 3b = 5: c'est-a-dire le point M(a , b) appartient a (E).
Dot les points du plan, de coordonnées les couples solutions (x, y) de (2) appartiennent a (E).

e S estlensemble des couples de coordonnées des points de (E) ayant des coordonnées entiéres.

1) Soit a et p deux nombres entiers.
Sia=2ketp =2k :ketk appartiennenta Z . Alorsa-p=2(k-k) et a+p=2(k+ k') sont pairs.
Si a=2ketp=2k"+1:ketk appartiennenta Z .
Alorsa-PB=2(k-K -1)+1 et a+p=2(k+K)+ 1 sontimpairs.
Si a=2k+1etp=2k:ketk appartiennentd Z .
Alorsa-B=2(k-Kk)+1 et a+p=2(k + k') + 1 sont impairs.
Si a=2k+1etp=2k +1: ketk'appartiennenta Z .
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Alorsa-pB=2(k-K') et a+p=2(k+k'+ 1) sonl pairs.

En conclusion a + B el a - ont la méme parité pour tous nombres entiers a et p.
2) » yappartienta(1,2,3,4,5,6,7,8) <« 3y+2appartient a (5,8, 11, 14, 17, 20, 23, 26}.
D'olt G={5,8, 11, 14, 17, 20, 23, 26}.

e xappartienta(1,2,3,4,5,6,7,8} < 3x-1appartienta {2, 5,8, 11, 14, 17, 20, 23},
Dol H={2,5,8, 11, 14,17, 20, 23}.
3) X'=y' =(3y+2)-(3x=1)=3(y-x+1). D'ol x' - y" est un multiple de 3.
4)a) (x' - y')(x' +y') est un multiple de 60. D'oll (x' - y')(x' + ') est pair.
l Ainsi I'un au moins des nombres X' - y' ou x' +y est pair.

Orx' -y etx'+y ontla méme parité, doli x' - y' et x' +y' sont pairs. D'ol1 2 divise x' -y
Puisque de plus, 3 divise X' - y’ d'aprés la question 3), et 2 et 3 sont premiers entre eux, alors 6 divise X' —y.
D'oll X' -y est un multiple de 6.

b) Six' - y' est multiple de 60, alors [x'—y/| est supérieur ou égal & 60, ou x’ -y’ est nul.

e x'—y estdifférentde 0, carm # 0.
e Six'-y 260alors x' 260 (x' ety étant positifs). Ce qui estimpossible car x' < 26.
e Six' -y <-60,alors X' <-60 +y'. Et comme onay < 23, alors x' <-37. Ce qui est impossible car x' > 5.
Or la plus grande valeur possible de x' est 26. D'ol x' - y' ne peut étre un multiple de 60.
c) X' -y étant pair, X' +y' I'est aussi.
o (x'=y) (x'+y') étant divisible par 60, est divisible par 5.
Or 5 est premier, donc 5 divise X' -y’ ou 5 divise X' + ¥
Si 5 divise x' - y', alors X'~y est un multiple de 30 (puisque 6 divise X' ~y’, et 5 et 6 sont premiers entre eux).
Ce qui est impossible, car sinon, on auraitx' -y’ 230 oux' -y <-30. Doncx' 2 30 ou x' £-7.
(Ce qui estimpossible car 5 < x' < 26). D'ol 5 ne divise pas X' - y'. Par conséquent, 5 divise X' + .
X +y estmultiple de 2 et 5, et pged(2 , 5) = 1. D'oli X' + y' est multiple de 10.
5) Dressons le tableau ressortant les valeurs de x' - y':

x—y' | 2. | 5 | 8 [t 1a [iar | 20 | 23
Besaw) > | o] 3] 6] 9121151 -18
aie| 6 | 3 J 0| -3]6] 9 |-12]-15
1] s |6l 3 lol3] 6 9|12
14129l 6| 3]ol 369
17| 5|12l 9l6l3flol 3]
205 18 15 12 9 ] 3 0 -3
a2z 18 15 12 9 ] 3 0

26 | 24 | 21 |18 15 ]12] 9 | 6 | 3

Les couples (x, y') tels que x'- y' soit un multiple non nul de 6 sont : (5, 11), (5, 17), (5, 23), (8,2), (8, 14),
(8,20),(11,5), (11, 17),(11,23), (14, 2), (14, 8), (14, 20), (17, 5), (17, 11), (17, 23), (20, 2), (20, 8),
(20, 14), (23, 5), (23, 11), (23, 17), (26, 2), (26, 8), (26 , 14 ), (26 , 20).

Parmi ces couples, ceux pour lesquels x'+y" est muliple de 10 sont: (8, 2), (17, 23), (23, 17), (26, 14).
Dot l={(8,2),(17,23), (23, 17), (26, 14)}.

Solution 85

1) 1000 = 13x76 + 12,
Reste de la division euclidienne de 10%" par13:
Ona  10%=12[13), c'est-a-dire aussi 102 =-1[13]. D'ol 10% = (-1)°[13].
Ainsi : Si n est pair, alors 10% = 1[13].
Si n est impair, alors 10 = 12[13).
2) Si n est pair, alors, 10% = 1[13] et 103+ = 10[13]. D'ol 10%*1 + 10%= 11[13],
Si n est impair, alors, 1020 = 12[13] et 10%*1 = 3[13]. D'ol 1031 + 10% = 2(13],
3) 11.000.000.000.000 = 1012 + 102 = 1034+t 4 103,
Puisque 4 est pair, alors, d'aprés la question 2), on a 10341 + 103« = 11[13),
D'l le reste de Ia division euclidienne de 11.000.000.000.000 par 13 est 11.
4) 10% = 10%5, et puisque 5 est impair, alors 1015 = 12[13).
Orona 25 = 12[13), alors 25%1015 +1 = 2[13).
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Solution 86

1) Posons ay=—2 et by = 20 Notons que ao et bo sont des entiers puisque p divise xo et yo.
P

On aura mp = Xoyo, donc mp = aopbop. Et par conséquent m = aobop. I
Orp +m=Xo +6, donc p + acbop = aop + 6, c'est-a-dire p(1+ aobo- ao) = 6. D'oll p divise 6.
2) Si ce systéme admet une solution (a , b), alors d'aprés la question 1), pged (a, b) divise 6.

. Orpged(a, b) =5 et 5 ne divise pas 6, alors le systéme n'a pas de solution.
3) Posons x = ap ety = bp, avec p = pged (x, y) et m = ppem(x, y).

p+abp=ap+6 : 242ab=2a+6 ab—1=2
Le systéme devient : p=2 , qui équivauta { p=2 . Clest-a-dire {p=2 _
pgcd(a,b) =1 pged(a,b)=1 pgcd(a,b) =1

Or:alb-1)=2 <« (a,b-1)appartienta{(1,2), (2.1} <« (a,b)appartienta{(1,3),(2,2)
Orpged(a, b) =1, alors (a, b) = (1, 3).

pgod(x.y) +ppem(x.Y)=X+6 . 5 )

D'o le couple solution du systéme
; ’ [ pged(x.y) =2

Solution 87
1) p(1)=0, p(2) = 63, p(3) =728, p(4) = 4 095, p(5)= 15 624,
p(6) = 46 655, p(7)= 117648,  p(8) =262 143, p(9) = 531440, p(10) =999 999.

p(n) est divisible par 9 pour les valeurs de n suivantes : 1, 2, 4, 5,7, 8¢et10.
2)p(n)=(n-1)(n+1)(n2=n+1)(n2+n+1).
3;p5[irJIEE][3].a!orsn-1 =2[3]: n+1=1[3]; n2-n+1=1[3] et n2+n+1= 1[3].
Dol (n - 1)(n + 1)(n2—n +1)(n2 + n + 1) =2[3]. )
Donc nf— 1 n'est pas divisible par 3, donc par 9.
Sin=1[3], alors n—1=0[3] et nZ+n+1=0[3].

Dot (n—1)(n+1)(n2=n+ 1)(n2+n +1) = 0[9].
C'est-a-dire, p(n) = nf — 1 est divisible par 9.

© Sinz2[3)alorsn+1=0[3] et n2-n+1=0[3].
Dol (n=1)(n+1)(n2—n+1)(n2+n+ 1) = 0[9]. C'est-a-dire p(n) est d.|~.r.|s.:ble par 9.
En conclusion, P(n) est divisible par 9 si et seulement si n n'est pas divisible par 3.

Solution 88 _ —
1) Si d divise n et d divise p, alors d divise n et d divise p2. D'ol d divise n—p2.

2) Posons d = pged(n , p) et & = pged(n - p, p).
d = pged(n , p), donc d divise n et d divise p. Donc d divise n - p? (d'aprés la question 1)) et d divise p.
Donc d divise pged (n—p?2, p). On peut alors écrired < 0.
De méme, & = pged(n - p?, p), donc & divise n - p2 et & divise p. Donc & divise n - p2, & divise p et 3 divise p*
Donc & divise (n - p?) + p? et & divise p. Ce qui implique 8 divise n et & divise p.
On peut alors écrire que o divise pged(n , p). C'est-a-dire 0 divise d. Par conséquent, ona d < d.
Puisqued<det &< d, alorsd=9. D'ou pged(n, p) = pged(n - p?, p).
3) pged(10829 , 104) = pged (10829 - 1042, 104) (d'aprés la question 2)).
= pged (13, 104)
=13 (car 13 divise 104).
_ 4) On sait d'aprés la question 2) que :
pgcd(dk? +4k + 6 , 2k + 1) = pged(dk? + 4k + 6 - (2k + 1)2, 2k + 1) = pged(5 , 2k + 1)
Etpged(5, 2k + 1) = 5 si et seulement si 2k + 1 = 0[5]. Or
si k =0[5], alors 2k +1 = 1[5). Si k =2[5], alors 2k + 1 = 0[5).
si k =1[5), alors 2k + 1= 3[5]. Si k=3[5), alors 2k +1 = 2[5).
si k = 4[5], alors 2k + 1 = 48],
D'ol pged(5, 2k + 1) = 5 si et seulement si k = 2[5).
On peut donc conclure que pged(4k? + 4k + 6, 2k + 1) = 5 si et seulement si. k = 2[5).
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Solution 83

1) Les diviseurs naturels de 15 sont: 1, 3, S el 15.

2) xy -y = 15si et seulement si, y(x?-1) = 15. Doncy divise 15.

En conclusion si Xy -y = 15, alors y divise 15.

3) D'aprés la question 2), y divise 15, donc y appartient & {-15, -5, -3, -1, 1, 2, 3, 15).
Si y=-15, alors x2=1=-1,Doncx=0.

Siy=-5, alorsx2-1=-3. Donc x2=-2. (Impossible)

Si y=-3,alors x2-1=-5. Donc x? =- 4. (Impossible)
Siy=-1,alorsx2-1=-15. Donc x2=-14. (Impossible)

Si y=1,alorsx2-1=15. Doncx =4 oux=-4.

Si y=3, alorsx2-1=5. Donc x?=6. (Impossible dans I ).

Si y=5,alorsx2-1=3. Donc x=2 ou x=-2.

Si y=15,alorsx*-=1=1.Donc x2=2 (impossible dans N ).

D'ou les couples d'entiers relatifs tels que x2y -~y = 15 sont: (0 ,-15), (4, 1), (4, 1), (2, 5) et (-2, 5).

Solution 90

1) Les restes possibles de la division euclidienne de a par 7 sont: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.
Sia=0[7), alors a =0[7]. Sia=4[7], alors a2 = 2[7).
Sia=1[7], alors a? = 1[7]. Sia = 5[7], alors a2 =4[7].
Sia=2[7], alorsa? = 4[7). Sia=6[7], alors az=1[7].

D'ou les restes possibles de la division euclidienne de a2 par 7 sont : 0, 1, 2 et 4.
2) Le tableau ci-dessous ressort les restes possibles de la division euclidienne de a2 + b2 par 7, connamsant les restes
des divisions euclidiennes de a2 et b2 par 7.

slow|rolina
oo a

5] 1

De ce tableau, on déduit que les restes possibles de la division euclidienne de a2 + b2 par 7 sont: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.
Et si a2 + b2 = 0[7] alors a2 = 0[7] et b2 = 0[7].
Or d'aprés la question 1), le camré d'un entier relatif n'est divisible par 7 que si et seulement si cet entier est divisible par
7. Donc a2 = 0[7] et b2 = 0[7), si et seulement si, a = 0[7] et b = 0[7].
Par conséquent, si a? + b? = 0[7], alorsa = 0[7] et b =0[7].
Justifions que « a2+ b2 =0[7] » si et seulement si « a?+bz=0[49] » :
Si a2 + b2 = 0[49], alors a?+b2=0[7] (car7 divise 49)
Or d'aprés ce qui précede,
a2+b2=0[7] = a=0[7] et b=0[7

= a=Tketb=Tk' ketk'appartenanta Z

— a2=49k2 et b2=49k2, ketk appartenanta Z

=5 a? = 0[49) et b2 = 0[49]

=  a?+b?2=0[49].
D'ol a2 + b2 = O[7], si et seulement si a2 + b2 = 0[48].
3) Le cercle de centre O et de rayon 7 a pour équation : x2 + y2 = 49.
X2 +y2=49 = 49divisex2+y2 = Tdivisex2+y2 = Tdivisex et 7 divisey.
Or si M(x , y) appartient au cercle de centre O etde rayon 7, alorsona:-7sx<7et -7TSysT.
D'oll x et y sont des multiples de 7 compris entre -7 et 7 inclus.
C'est-a-dire x et y appartiennent a {-7, 0, 7).
Six=-7T,x2+y2=49, doncy=0.
Six=0, x2+y2=49, donc y=7ouy=-T.
Six=7, x2+y2=49, alors y=0.
D'oll les points du cercle de centre O et de rayon 7 a coordonnées entiéres sont :

A(-7,0), B(0,-7), C(0,7) et D(7,0).
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1) N=3yx > = xx10° +yx102 +yx10+x 1007 +110y. N

Nous remarquons que 105 = 3x5x7 et 3, 5 et 7 sont deux & deux premiers enlre eux.

Donc N est multiple de 105 si et seulement si 3, 5 el 7 divisent N.

N est divisible par 5 si et seulement si x appartient a {0, 5)

Six=0, onaN-=110y.

3 divise N, donc 3 divise 110y, Or 3 et 110 sont premiers entre eux. D'oli 3 divise y.

7 divise N, donc 7 divise 110y. Or 7 et 110 sont premiers entre eux. D'oli 7 divise y.

On sait que y appartienta {0, 1,2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9} et y est divisible par 3 et 7.

Dans cet ensemble y = 0 est la seule valeur convenable. Alors x =0 ety = 0.

Six =5, onaN=5005+110y.

Or 7 divise 5005, donc 7 divise N si et seulement si 7 divise y (car 7 et 110 sont premiers entre eux).
D'otiy=0 ouy=7.Donc N = 5005 ou N = 5775.

3 ne divise pas 5005, or 3 divise 5775. D'oll la seule valeur convenable de y est 7. Dans ce cas, N = 5775,
Finalement, les valeurs de x et y cherchées sont: (x=0 et y=0) ou (x=5ety=7).

2)a) M=xyzzyx " = xx10° +yx10° +2x10° +2x10% +yx 10+ x.
Puisque 10 = -1[11], alors 10" =(-1)7[11].
D'ouM=-x+y-z+z-y+x[11]. Cest-a-dire M = 0[11]. D'ols M est un multiple de 11.
b) 35=>5x7 et 5 et 7 sont premiers entre eux.
D'oli M est divisible par 35 si et seulement si M est divisible par 5 et par 7.
M est divisible par 5 donc x=0 oux =5,
Six=0:M=10010y + 1100z
7 divise 10.010, donc 7 divise M si et seulement si 7 divise 1100z. Or 7 et 1100 sont premiers entre eux.
Donc 7 divise M si et seulement si 7 divise z. D'oliz=0 ouz="7.
Le lecteur vérifiera que si(x,z) = (0, 0) ou (x,z)=(0,7), alors M est multiple de 35.
Six=5:M=500005+ 10010y + 1100z. :
Or 10010 est divisible par 7, alors M est divisible par 7, si et seulement si 7 divise 500005 + 1100z,
Dans I'ensemble {0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9}, seule la valeur z = 5 est telle que 7 divise 500005 + 1100z.
On vérifie que pour le couple (x , z) = (5, 5), 35 divise M.
D'ou M est multiple de 35 si et seulement si (x , z) appartient a {(0, 0), (0, 7), (5, 5)}.

¢)Six=0 et z=0:alors M=y00y0.
M est divisible par 3 si et seulement si0 +y + 0 + 0 +y + 0 est divisible par 3. C'est-a-dire 3 divise 2y.
Or 2 et 3 sont premiers entre eux, alors y = 0[3]. D'ols y appartient a {0, 3, 6, 9).

Six=0 et z=7,alors M=y77y0.

Mz0[3] & 14+2y=0[3] < 2y=-2[3] & y=2[3] <« yappartienta{2,5,8}.
Six=5 et z=5,alors M="5y55y5.

M=0[3] < 20+2y=0[3] <> yappartienta{2, 5, 8}.

Solution 92
Ona:15=3[12], 152=9[12], 15°=3[12).
Dol Sin=0,alors 15" = 1[12].
Si n est pair et non nul, alors 15" = 9[12).
Si n est impair, 157 = 3[12].
Or pour tout entier naturel non nul p, ona; 219 = 9[12] et 210 = 1012].
D'ou sin=0, alors:
pourp=0,0naura 15"-21p=0. D'oll 15" - 21¢ divisible par 12,
pourp#0,onaura 15" 21p = 4[12),
si n est pair et non nul.
pourp=0,o0naura 15" -21p = 8[12].

pourp #0, on aura 157~ 21p = 0[12] (car 15" 29[12] et 21p=9[12)).
si n est impair,

pourp=0, onaura 157-21r = 2[12)].
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pourp#0,onaura 157-21p = 6[12],

D'ol 15" - 217 est divisible par 12, si et seulement si, (N, p)=(0, 0) ou (n est pair et non nul et p non nul).

1)a) Enoncé du théoréme de Gauss : _

Soient a, b et ¢ trois entiers relatifs.
Si a divise bc et a et b premiers entre eux, alors a divise .

b) Soitk et p appartenanta N, avec 1 <k <p -1 etp premier,ona - Ck = p! A
P kl{p—k)!
p est premieravec 1,2, 3, ..., kd'une partetavec 1, 2, ..., P -k d'autre part (car les nombres 1, 2, .... k d'une partet1,
2, ..., p—k d'autre part sont inférieurs & p et p est premier). D'oli p est premier avec 1x2x3x ... xk=k! etavec
1x2x3x ... X(p - K) = (p - K)\. Par conséquent pgcd(p , Kip-k))=1.

k_ pp=1) k : y
Or Cp =k et Cp est un entier naturel, alors ki(p - k)! divise p(p - 1).

Comme en plus pged(p , K!(p —k)!) = 1, alors d'aprés le théoréme de Gauss, k!(p - k)! divise (p - 1)..
(p—1)! :
ki(p—k)!

Donc

est un entier naturel d.

: k
En conclusion, Cp =pd, avec d entier naturel. D'ol p divise C: !

2) Notons Pn la propriété : « p divise ne=n ».
Pourn=0,ona 0°-0=0. Comme p divise 0, alors P; est vraie.

Supposons Py vraie (c'est-a-dire p divise np— n) pour un certain entier naturel n, montrons qu'alors Pre1 I'est aussi (c'est-
a-dire p divise (n + 1) - (n + 1)).

p p—1 p=1
L — bog o 4. cp k i k
Ona (n+1) {n+1}._§Cpn n—1=n +§Cpn +1—-n-1_n9-n+§Cpnk.
D'aprés 'hypothése de récurrence, p divise ne—n (1).

iy K , : .
D'aprés la question 1)b), p divise Cp pour tout k entier naturel compris entre 1 et p— 1, inclus.
_ =t
s divi k 3
Dol p divise l?_1(_':“.-. (2)

p-1
De (1) et (2), on déduit que p divise n? —n + ZC:“k . C'est-a-dire p divise (n +1)p - (n +1).
k=1
D'oll pne1 est vraie. Et finalement, pour tout entier naturel n, p divise n® —n.
3) D'aprés la question 2), p divise nP - n.
Or P —n =n(ne-1- 1) et p et n sont premiers entre eux, alors p divise NP~ - 1.
4) Soit n entier naturel, p et q deux entiers premiers entre eux tels que pq et n soient premiers enfre eux.
Supposons p et n non premiers entre eux, alors il existe d, entier strictement supérieur a 1 el que d divise p et d divise
n. Alors d divise pq et d divise n. Alors pq et n ne seraient pas premiers entre eusx.
Ce qui est contraire a I'hypothése pq et n sont premiers entre eux ; donc p et n sont premiers entre eux.
On monire de méme que q et n sont premiers entre eux.
Finalement, p etn d'une part, g et n d'autre part sont premiers entre eux.
Ona nlp-He-1_1= (nP=1)a=1—1 = (na-1)p-1-1,
Comme p et n sont premiers entre eux, alors p et n9-" sont premiers entre eux.
Et daprés la question précédente, on peut conclure que p divise (ne-1)p-1-1,
De méme, q et n sont premiers entre eux, donc q et n®- 1 sont premiers enfre eux.
Alors g divise (ne-1)a-1-1.
p etq divisent nte-1a-1_ 1 et p et q sont premiers entre eux, d'oli pq divise nfe-1a-1 -1,

Solution 94
1) On considére la propriété Pn: « Ma de coordonnées (xn; yn) est sur la droite (D) : 2x -y -5=0».
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Jety =
S[':-:)Pl}osons Py v Yo =1, donc 2% -

: Yo—5=0, D'oy '
raie pour un certain en Po est vraie.

fier naturel k, montrons alors que Prs1 est vraie, c'est-a-dire que p, 1ap
" Phart,

Ona 7 6 2 2
1= -5=2|= &= 9 '
MR 57 +1]h[§x" Tk +2]_5= 2= Yk =5=0 (dapres Ihypothag,

recurrence). D'ols Py est vraie,

%0; pour to_ut entier naturel n, les points Ma de coordonnées (Xn; Yn) sont sur la droite (D) d'équation : 2y - y-5e
oit n entier naturel, M appartient & la droite (D), alors 2Xa— ya — 5 = 0. Donc ya = 2%, 5. 1

. 6 2
Or par définition, x, .4 = 5% tYn +1, alors en remplagant y par sa valeur 2xs — 5, 0N @ Xns1= 2% 1.,

3) ® Montrons par récurrence que pour tout entier nturel n, x» est un entier relatif.

Considérons la propriété Qn: « x» est un entier relatif ».

Par définition, xo = 3, alors xo est entier relatif, donc Qo est vraie.

Supposons Qg vraie pour un entier naturel k, alors x« est un entier relatif, donc 2xx est un entier relatif, donc 2x;- 1
un entier relatif. C'est-a-dire xx+1 est un entier relatif.

D'ol Qu+1 est vraie. Finalement, pour tout entier naturel n, x» est un entier relati.

e D'apres la question 1), on a ya = 2%, - 5.

Ainsi puisque Xa est un entier relatif, alors y» est aussi un entier relatif.

4)a) Supposons que x, est divisible par 5, alors 5 divise 2xa - 5, donc 5 divise Yx.

Donc si x» est divisible par 5 alors yn est divisible par 5.

" Réciproquement, supposons que Yn est divisible par 5.

Alors 5 divise ya + 5, c'est-a-dire 5 divise 2x». Or 5 et 2 sont premiers entre eux, alors d'aprés le théoréme de Gauss §
divise xa. Donc si ya est divisible par 5 alors x» est divisible par 5.

Finalement, x» est divisible par 5 si et seulement si yn est divisible par 5.

b) Supposons que x» et y» ne sont pas divisibles par 5.

Soit d = pged( , yn). d divise X et d divise yn, alors d divise 2xa — yn, donc d divise 5 (car d'aprés la question 1),
2% —Yn=5). Doncd =1 0ud=5. Or xa ety ne sont pas divisibles par 5 alorsd=1.

Donc si X et yn ne sont pas divisibles par 5, alors ils sont premiers entre eux.

5)a) Xo = 3 (par définition) et 21 + 1= 3. Donc xo = 20* 1 + 1.

Supposons que xx = 2k* 1+ 1, pour un certain entier naturel k,

Or d'aprés la question 2), Xk+1 = 2Xc— 1, alors X1 = 2(2*1+1) = 1= 24241,

Finalement, pour tout entier naturel n,ona: X, = 2" 1.

b) Soit n entier naturel, on @ Xas4 = 20* 1x2¢ + 1. ‘

Or 2¢ = 1[5, alors 20+ 1x24 = 2+ 1[5], donc 2* 'x2* + 1=20+1+1[5]. Soit Xnw = Xn[5].

On en déduit que Xn4 et a ont le méme reste dans la division euclidienne par 5.

Par conséquent, 5 divise x» si et seulement si 5 divise Xns. e

c) c[;}'ap?gs Ief:u1 :qtfe(sﬂtion précédente, les restes de la division euclidienne de x» par 5 forment une suite périodique &€

période 4. _ g

Orxo=3, x1=5, x2=9 et x3=17. Alors X» est divisible par 5 si fzt seuleme_en_t sin=4k+1. .
Or d'aprés la question 4)a), xs est divisible par 5 si et seulement si yn est divisible par 5, alors X» €t yn SO
5 si et seulement si n = 4k + 1, avec k entier naturel.

t divisibles ¥

1) pgcd(12, 5) = 1, alors 'équation 12x - 5y = 3 admet des solutions.

Remarquons que 12x4 — 5x9 = 3. Alors, )

12x-5y =3 « 12x-5y=12x4-5¢9 < 12(x-4)-5(y-9)=0.

Finalement, on a : 12(x - 5) = 5(y - 9) y

De cette demiére égalité, on peut dire que 12 divise 5(y - 9) et 5 divise 12(x = 4). Apiidly-ytE divise X~ 5,
Or 12 et 5 sont premiers entre eux, alors d'aprés le théoréme de Gauss, on dit que :

ol > "'4#}j=k- oll k est un entier relatif.
Dol 12(x-4) =5(y-9) < = 12 .

e x=5k+4ety =12k+9 kétantun entier relatif.
Vérification : Soit k un entier relatif, 12(5k +4) - 5(12k +9) =3.
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Dol I'ensemble solution est: S = {(Sk + 4, 12k + 9) ; k appartenant a Z ).

Ifn_ Snn
, San
2)a) On considére la propriété Pn: « 2, = E[z Biky,
n Swlxn
: '[?" 5 ] L
D'aprés I'énoncé, ona zo =1, or e =e?2 =i=2z,.Donc Py es! vraie.

7, Sk +1}:]
- " . ' . —+—-.-—_
Supposons Px vraie pour un cerlain entier naturel k, montrons qu'alors Py.1 est vraie, c'est-3-dire z, = e{"' 8
L
——

i
En effet, D'apres I'hypothése de récurrence,ona: z, = e[z J ] ,donc:

% Skn 5x [w Skam [n S(k+1)=
3 1. 3 1) ats] = ate] e
25 =[_§+5| z, =[_%+EI e{z 6 ]=e 6 :ﬁe[2 6 ] f.-I[2 6 ].D'oﬂ Pyt est vraie.

%)
Finalement, pour tout entier naturel n, z, =e'?

n_ Snw

b) En effet, Ma est sur la demi droite [0x) < z,,=ei{2 ® Jappartienta [0, +oo[.

PO -+ 5“% = 2mm ol m est un entier relatif

2
< 12m-5n=3.
< m=5k+4etn=12k+9, kdans Z (d'aprés la question précédente).
Notons, que, 12k + 9 = 0 si et seulement si k = 0 (car k est un enfier).
Or n est un entier naturel, donc n = 12k + 9, oli k est un entier naturel.
L'ensemble des entiers naturels n pour lesquels Ms est sur la demi droite [Ox) est I'ensemble des entiers n qui s'‘écrivent
sous la forme : n = 12k + 9 ou k est un entier naturel. '

Solution 96
1) p étant premier, les diviseurs positifs de p* sont: 1, p, p?, p*etp®. DoncS=1+p+ p2 +p?+pt.
2) Ona:4S—(2p2 +p)2=3p2 +4p +4 >0, carp > 2. Donc (2p? + p)? < 4S.
4S - (2p2 +p + 2)2=-5p2 < 0, car p > 2. Donc 45 < (2p? + p + 22
De ce qui précéde, ona: (2p? + p)2 <4S<(2p2 +p +2)2
3)a) Si S =n2, alors : (2p2 + p)2 < 4S < (2p? + p + 2)2 C'est-a-dire (2p? + p)? < 4n? < (2p2+p+ 22

22 4p_ 2 4+p+2

<3

Donc

. pt+p :
Or p étant un nombre premier plus grand que 2, alors p et 2p? + p sont impairs. pzz P n'est donc pas un entier.

2 2 2 .
3" +p+2_ 2p 4P =1et o +p non entier alors il existe un entier naturel n et un seul tel que
2

2 e
2 2 2
@{n{,@%i—.

Comme-

Donc il existe un entier naturel n et un seul tel que (2p2 + p)? < 45 <r[2p?_+ pt 2}?  avec S=n2
b) Puisque p estimpair, alors 2p2 + p et 2p? +p +2 sont nombres impairs conséculifs.
Et2p2 + p + 1 est un entier naturel pair compris entre 2p2+pet2p2+p+2,

" 2p? 202 +p . 2pP+p+2
Donc Gpatpti est un entier compris entre s 5 P et > .
— .‘3£p2 +p+1
Comme d'aprés la question précédente il existe un seul tel entier qui estn, alors n= g
- CpP4p+
¢) D'aprés la question 2), on a 4S = 4n2, Or d'aprés la question 3)b),ona: n= e

e PAJC 0] —
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Chapitre 8 : Arithmdétique

On peut alors écrire : 4 + 4p + 4p? + 4p3 + 4pt = (2p2 +p + 1)2,
Ce qui équivaut aprés avoir développé el simplifié & : 3 + 2p - p2=0,
d) Ceci revient a résoudre I'équation : 3 + 2p - p2 = 0. Qui a pour solutions : -1 et 3,

Or p est positif, alors p = 3.
2p% +p+1 2x9+341

2

Comme n= etp=3 alors n= 1.

Solution 97

A)1) Notons que tout nombre a la méme parité que son carré.

Supposons a et b de méme parité, alors a? et b2 ont la méme parité. Comme la d

parité est paire, alors a? — b2 est pair. C'est-a-dire N est pair. Ce qui est contraire

D'ol a et b n'ont pas la méme parité.
2)N=a2-b?=(a-b)(a+b).Posonsp=a-betqg=a+b.

Puisque a et b sont des entiers naturels, alors q = a + b est un entier naturel et a - b est un entier relatif,

Notons que N est un entier naturel, donc N est positif. Or a + b est positif, donc le signe de N est celui de a - b
Donc a - b est positif. Donc p est aussi un entier naturel. |

Par consequent, N est un produit de deux entiers naturels p et q.
3) Comme a et b sont de parités contraires, alors p et q sont impairs.
B)1)a) Dressons un tableau donnant les restes de X et X2 modulo 9 :

RestesdeX | 0|1 ]2]|3]4]|5]6][7]s
RestesdeX2 | 0 |1 J4]o0)7]7]o0]4]1
b) Les restes possibles de a? - 250 507 modulo 9 :

Co;nme a? - 250 507 = b2, alors d'aprés la question B)1)a), les restes possibles de a2 — 250 507 modulo 9 sont : 0, ¢ ¢
et?.

Restes possibles de a? modulo 9 ;

Comme a2 = b2 + 205 507, alors les restes possibles de a2 sont 1, 2, 5 et 8. Or d'aprés la question B)1)a), les restes
possibles modulo 9 d'un carré sont 0, 1, 4 et 7. Alors le reste de a2 modulo 9 est 1.

c) D'aprés la question B)1)a), les nombres dont les carrés ont pour reste 1 modulo 9 ont pour restes 1 ou 8 modulo 8
Alors comme a2 a pour reste 1 modulo 9, alors les restes possibles modulo 9 de a sont 1 et 8.

2) Justifions que si le couple (a, b) vérifie (E), alors a2 501 :

Supposons que (a , b) est solution de (E), alors on a a2 - 250 507 2 0. Donc a2 2 250 507. Donc a 2 501.
Montrons qu'il n’existe pas de couple solution de (E) de la forme (501, b) : ,
Supposons qu'il existe un tel couple. Alors on a 5012 - 250507 = b2, C'est-a-dire b2 = 434, Ce qui est impossible car 4
n'est pas un carré parfait. Donc b n'existe pas. Donc il n'existe pas de couple (501 , b) solution de (E).

3)a) Notons qu'on a : a = 1[9] ou bien a = 8[9)].

Or on a 503 = 8[9] et 505 = 1[9], alors a est congru & 505 ou a 503 modulo 9.

b) Le couple (505 + 9k , b) est solution de (E) signifie (505 + 9k)? = 2501507 = t?i, ' )
Pour k = 0, on a : 5052 — 250 507 = b2. C'est-a-dire 4518 = b2. Ce qui estimpossible car 4518 n'est pas un carré parfs!
Pour k = 1, on a : 5142 — 250 507 = b2. C'est-a-dire 13 689 = b2. Ce qui équivauta b = 117.

Le couple solution correspondant est (514, 117).

ffféreuce de deux nombre de mz...
al'énoncé qui dit que N estimpy,

le nombre de périodes effectuées r_espectivement parAetB entre_ Joet Ji.
On a Ji — Jo = 105u et J1 — (Jo + 6) = 81v. C'est-a-dire Ji—Jo= 10§u et Ji - Jn_— B1v + 6.
On en déduit que 105u = 81v + 6. C'gst—é-dire 105u - 81y = 6. Soit 35u-27v=2.
Finalement. le couple (u , v) est solution de I'équation (Ei).

2)a) En utilisant I'algorithme d'Euclide,ona:

-10(35 - 27x1) + 3x27
-10%35 - 27x(-13)

d'ol 1=23-2x1
=97x1+8
g?' =8x3+3 3 38- I:g _33:(2:I
=.H 4+ 4AX
3?’3:% = .8 + 3(27 - 8%3)
3=2 =.10x8 + 3x27.

I— 111 ﬁﬁsﬁﬁﬁiﬁé/
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Chapitre 8 : Arithmétigue

D'oll le couple (-10 , -13) est une solution particuliére de I'équation (Ez).
b) Puisque -10x35 - 27x(-13) = 1, alors -20x35 - 27x(-26) = 2.
Ainsi, le couple (-20 , -26) est une solution de I'tquation (E;).
¢) On ad'abord : 35x(-20) - 27x(-26) = 2
Ensuite, (x,y) solution de (E1) =1 35x-27y=2

& 35x-27y = 35(-20) - 27x(-26)

= 35(x +20) = 27(y + 26).
Alors 35 divise 27(y + 26) et 27 divise 35(x + 20).

Or 35 et 27 sont premiers entre eux, alors d'aprés le théoréme de Gauss, 35 divise (y + 26) et 27 divise (x + 20).

D'ol 35(x + 20) = 27(y + 26) > Il existe un entier relatif k tel que 142,?20 =%ﬁ£ﬁ=k.

& x=27k-20 et y =35k - 26.
Vérification : Soit k un entier relatif, 35(27k - 20) - 27(35k - 26) = 2.
D'oli les couples solutions de I'équation (E:) sont les couples (27k - 20, 35k - 26) ; k appartenant 3 Z .

d) Le couple (u,, v) permettant de déterminer Ji est le couple (u , v) de plus petits entiers naturels solution de (Es).
20
Or27k—-2020 « k> % et 35%k—-26>0 « k> % . La plus petite valeur possible de k est donc k = 1.

Qui donne le couple cherché (u, v) = (7, 9). Etdonc Ji = Jo + 105%7 = Jg + 735
3)a) Le nombre de jours qui se sont écoulés est Ji — Jo = 735 jours.
b) Remarquons que 735 = 7x105. Donc le jour J1 arrive exactement 105 semaines plus tard. Soit un mardi aussi.
Puisque nous sommes le 7 décembre, il reste 24 jours pour finir 'année 1999,
L'annee 2000 etant bissextile, elle a 366 jours. Ainsi, au 31 décembre 2000, on aura passé 24 + 366 = 390 jours aprés

le jour Jo. Il nous reste donc 735 — 390 = 345 jours pour atteindre le jour Ji. Soit 20 jours avant le 31 décembre 2001.
On sera alors le 11 décembre 2001.

Finalement, La date du jour J1 sera le mardi 11 décembre 2001.

c) Si l'astronome manque ce futur rendez-vous, il devra attendre le rendez-vous qui sult et qui correspond a la valeur
k=2,doncau =34 etaujour J2 = Jo + 105x34 = Jo + 3570. Soit 3570 jours aprés le jour Jo.
C'est-a-dire 3570 - 735 = 2835 jours aprés le jour Ji.

e PR e

<

Scanned by CamScanner



G) ' GEOMETRIE DANS LESPACE

N
~,

RAPPEL DU COURS

A. Rappely sur ley angles orientéy du plan

A: - Angles orientés et cercle

a) Théoréme fondamental :
Etant donné un cercle (C) de centre O et deux points A el B de (C).

Pour tout point M de (C),on a ; mes(OA 0B) = 2mes(MA B)[2-n].

b) Condition de cocyclicité de quatre points :
Soit A, B, C et D qualre points non alignés.

—

A, B, C et D sont cocycliques sl et seulement si, mes(CA,CB) smes(D_'A.[TB'}[ﬂ].
Remarque :

Si nws[a.@) = .-nc's(m.ﬁﬁj[ﬁ] et mf.s'(affh = U['rr] s alors les points A, B, C et D sont alignés,

— o /
Ainsi, de fagon géndrale, mes(CA ,CB) = mc.s'(DA.DB)[T:] si et senlement si les points A, B, C et D sont.
cocycligues ou alignés,

Az - Angles orientés et lignes de niveau

—

a) Ensemble des points M du plan tels que mes(MA M— B = cx[2-rc] ol o appartient 4 J-i, iJ:
Soit A et B deux points distincts du plan.

e L'ensemble des points M du plan tels que mes(h_dE,MB )= [![211] est |a droite (AB) privée du segment [AB).

* L'ensemble des points M du plan tels que mes(m,MB) = 1:[211] est le segment [AB] privé des points A et B.

ol 5

e L'ensemble des points M du plan tels que mes(MA MB] oa[.?ﬁ] (o ¢ est différent de 0 et 1)
(C) de corde [AB], privé des points A et B.

Le cenlre de ce cercle est le point de renconlre de la médiatrice du segment (AB] et Ia perpendiculaire en A de la dem-
droite [AT) ; oli T est un point tel que Mes(AT AB) =

est un arc de cercle

——

Remarque : S0it C un point du plan tel gue Mes(CA .C'B] =0, cef are de cercle est |
friangle ABC, d’extrémités A et B, contenant C, privé des points A et B.

“arc du cercle circonserit au

b) Ensemble des points M du plan tels que mes(MA , MB) =

fx{ﬂ], ol ocappartientaJ-r, 7] :
Soit A el B deux points distincls du plan.
* L'ensemble des points M du plan tels que mes(m ,I‘v_lﬁ) = 0[11] est la droite (AB) privée des points A et B.

—

® L'ensemble des points M du plan tels que mes(MA , MB) = ofn) (ol e est différent de 0 et x) est un cercle (C)
passant par A el B, privé des points A et B,

J—

Remarque : Soir C un point du plan tel gue Mes(CA CB) =, cet ensemble est le cercle circonscrit au triangle ABCy

rivé des poinis A et B,

——————————s———s—s—————— Pl
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Chapitre 9 : Géométrie dans l'espace

Dans toute la suite, E désigne espace (affine) et W son espace vectoriel associé.
B. Leproduit scalaire dany Vespace
B1 - Expressions du produit scalaire

Soit T et V deux vecteurs de W. Le produit scalaire de T et ¥ estle réel noté T-V et défini comme suit :
e SiiietV sontnonnuls, alors i-V = Hﬁ"xﬁﬁ“xms(ﬁ} ,
e SilouV estnul,alors G-V=0

Soit A, B et C trois points distincts de I'espace E.
o AB-AC=ABxACxcosBAC

AB-AC =ABxAH , oll H estle projets orthogonal de C sur la droite (AB).
«  75.7c_ A% +AC? —Bc? _
Supposons I'espace E muni d'ﬁn repére orthonormé.
e Soitl(x,y,z)etV(x,y,z)deuxvecteurs de I'espace vectoriel W.
U-V=r+yy'+zz' et [[il=x*+y2+22.
* SoitA(xa,ya,za) et B(xe, ys , zs) deux points de I'espace E.

AB =J{xa —Xa)? +(¥g —Ya)? + (2 —za 2
Remarques :

Soit A et B deux points de E,ona : AB® = ﬂﬂih ~AB =AB-AB.

Soit i et Vv deux vecteurs non nuls.

. -V =0 si et seulement si i et V sont orthogonaux.

L ﬁ|[=0 si et seulement si it = 0 .

B - Equations et représentations paramétriques de plans et de droites

a)Leplan:

e Soit Aunpointde Eet U un vecteur non nul de W.

L'ensemble des points M de I'espace tels que AM-T=0 estle plan passant par A et dont un vecteur normal est G .
e |'espace E étant muni d'un repére.

L'ensemble des points M(x , y , z) de 'espace tels que ax + by +cz +d =0 (avec (a,b,c)# (0,0, 0)) estun plan P.
L'égalité ax + by + cz + d = 0 est appelée une équation cartésienne de P dans le repére donné.

Si le repére est orthonormé, alors un vecteur normal de Pest G(a,b, c).

e Soit Aunpointde E, U et vV deux vecteurs non colinéaires de W.
L'ensemble des points M de I'espace E tels qu'il existe deux réels a et b vérifiant AM = ali +bV , est e plan passant
par A, de vecteurs directeurs U et v .
e L'espace étant muni d'un repére.
x=ka+k'a't xg
L'ensemble des points M(x , y , z) de I'espace tels qu'il existe deux réels k et k' vérifiant {y = kb + k'b'+ y, ; (ol
z=ke+k'c'+ zp

(@a,b,c)=(0,0,0)et(a,b',c)=(0,0,0))estle plan P passant par A(xa, yo, 20) et de vecteurs directeurs
U(a,b,cletv(a',b',c).

Le systéme ci-dessus est une représentation paramétrique du plan P dans le repére donné.
b) La droite :

ey Page ™
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Chapitre 9 G

domélrie aans L espace \

point de E €t T un vecteur non nul de W.

o SoitAun ol exi éel a vérifiant AM = aii
. , E tels qu'i existe unr estla droita
; s points M de | gspace Pasga,
L'ensemble des po Ny
vecteur directeur u. - I
o L'espace étant mun! d'un repere. X i .
: : ' tels qu'il existe un réel kvérifiant Jy = kp 4, .
‘ ints M(x .y , ) de Iespace Yo i(ot
L'ensemble des po ( 7 ik 2, :
i o) et dont un vecteur directeur est 1
est la droite D passant par A(’fﬂ : you , _ stli(a ,
pen Idﬂ :ul) ot une représentation parametnque de la droite D dans le repére donng, JUN
Le systéme cl-des s avoir une équation de la forme ax + by +cz +d =0.

N.B : Une droite ne peul pa
B, - Distance d'un point a un plan

Lespace étant muni d'un repere orthonormeé. i .
Sgit?ﬁale plan dont une équation estax+by+cz+d=0¢l A(Xo , Yo, o) un point de E.
|axq + by + czp +d|

LadistancedeAéPestdunnéepa”af""“”ie: d(A.P)= \/;2 + b2+ ¢2

By - La sphére

a) Définition : y
Soit A un paint de E et R un réel strictement positf.
« Lensemble des points M de l'espace E tels que AM = R est la sphére de centre A et de rayon R.

« Lensemble des points M de l'espace E tels que AM < R est la boule de centre A et de rayon R.
Remarque :

—_

L’ensemble des poinis M de I'espace E tels que AM - BM =0 estla sphére de diamétre [AB].

b) Intersection d'une sphére et d’un plan :

Soit S la sphére de centre A et rayon de R et P un plan. Notons d la distance de Aa P.
e Sid>R, alors S et P ne se rencontrent pas.

e Sid=R alors S et P se rencontrent en un seul point B. P est alors tangent & S en B.

e Sid <R, alors P coupe S suivant un cercle de centre H, projeté orthogonal de A sur P et de rayon r= VR2-¢.

¢) Equation d'une sphére : _

L'espace étant muni d'un repére orthonormé. e

L'ensemble des points M(x, y , z) de E tels que (x - a)2 + (y —b)? + (z— c)? = R?, ol1 R est un réel strictement posit &
la sphére S de centre A(a, b, c) et de rayon R. . P ;

L'égalité (x—a)2 + (y—b)? + (2 )2 = R? est une &quation cartésienne de la sphére S.

d) L’ensemble des poin ;

L')espace étant muni%'untfe:‘xé(;'gd;lgg}:::;spaw tels quex?+y?+22 +ax+by +cz+d=0:

L'ensemble des points M(x, y , z) de I'espace tels 242+ 72 ' i here, S
singleton, soit l'ensemble vide. que X2 +y2 + 22+ ax + by + ¢z + d = 0 est : soit une SPME™

oitun

Bs- Le cdne et le cylindre de révolution
a) Le cylindre :
Soit (D) une droite de I'espace et R un rée| stri
‘ : trictement positi
Le cylindre d'axe (D) et de rayon RestI'ensemble des sginlg.m )
désigne la distance de M 4 la droite (D), FpFepace Tol i M. o
b) Le cone : |
Soit (D) et (D’) deux droites de I'espace, sécantes en un poi
ol point A,

=R ;OI} d(M ! {D}}

D') autre it '
(D) autre que At Cle proje orthagonal e sy (D), I'angle BAC a une mesure constat®”

e
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Chapitre 9 : Génmétrie duns Uespace

Le cone de sommet A, daxe (D) et de génératrice (') est I'ensemble des points M de 'sspace tels que : MH = AHtan8,
ol H est le projeté orthogonal de M sur (D). 6 est le demi angle au sommet A du céne,

C. Le bawrycentre

C1 - Théoréme et définition

Soit (A1, @1), (A2, @2), . . ., (An, @), n points pondérés et m=a; +a; +. . .  a,,
Sim =0, alors il existe un point G etun seul tel que : a,GA; +a,GA, +... +a,GA =0.
Le point G est le barycentre des points pondérés (A, , ay), (A2, a2),..., (A, an).

En particulier, siai1 =a2=...=a,#0, alors G est appelé l'isobarycentre des points A1, Az, . . .. Aa.
Remarque : Si G est le barycentre de trois points non (A ,a),(B ,b) et (C, c), alors les points A, B, C et G sont

coplanaires.

Cz2 - Propriétés

e On peut permuter l‘ord_re_ des points pondérés d'un systéme, son barycentre ne change pas.
® On peut multiplier ou diviser les coefficients des points pondérés d'un systéme par un méme réel non nul, son

barycentre ne change pas.
® On peut subdiviser un systéme en de sous-systémes de masses totales non nulles. Le barycentre du systéme initial

est le barycentre des barycentres des sous-systémes, affectés de leurs masses totales.

Cs - Coordonnées du barycentre

L'espace étant muni d'un repére (07,7 ,K).
Soit G le barycentre des points pondérés (A1, a1), (Az, @2), . . ., (Aa, @n).
Notons (xs, Ys , Zc) les coordonnées de G, (%, yi, z) les coordonnées de A, avec 1 <i<n.
aiXy +3Xz +..+anX, | _A Yt t A ., 347 +8p7) +.. 432,

Ona: xg= : G ; G
a;+ay +..43, 8y +a +..43, dy +d; +...+3a,

C4— Caractérisation du plan et de la droite

a) La droite :

Soit A et B deux points distincts de I'espace.

» La droite (AB) est I'ensemble des barycentres des points A et B.

¢ Le segment [AB] est I'ensemble des barycentres de A et B affectés de coefficients de méme signe.

b)Leplan:
Soit A, B et C frois points non alignés de I'espace.

e Le plan (ABC) est I'ensemble des barycentres des points A, B et C.
¢ Liintérieur du triangle ABC est 'ensemble des barycentres des points A, B et C affectés de coefficients de méme

signe.
D. Le produit vectoriel
D - orientation de I'espace

Les bases de I'espace peuvent étre reparties en deux groupes :
a) Le groupe formé des bases dont les vecteurs respectent la regle du bonhomme d'Ampére.

b) Etle groupe formé des bases dont les vecteurs ne la respectent pas.

L o T K “
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Chapitre 9 : ( séometrie dans I'espace

< de bases et choisir f'un comme dlant formé q‘r"t"--.,, _
drectes ou de sens négatil. i \

{ celles du groupe b) seront dites ingyre ..
. j k) estdirecte (resp. indie, .

Onentar lespace, C'esl distnguer ces deux groupe
formés des bases I

positd ou drect Les autres seront donc .
Par convenbon les bases du groupe a) seront dites direcles d
rect) lorsque 1 base (i

Lerepére (O:1.].K) estdt direct (resp. ind
Remarques :
® Lesbases (i . J k), (k,i.J)

o Si on permute les positio
iplic un vecieur d’une

el [} 1_ 1) ontle meme Sens.
alors son sens change. b
atif non nul, alors son sens change.

ns de denx vectenrs d'une base,

base par un récl né

D, - Le produit vectoriel

Soit U et v deux vecteurs de ['espace.
Le produit vectoriel de T et V estle vecleur noté U AV defini

e SiilietV sontcolinéaires,alorsinV =0
. SiTetv sontnoncolingaires,alors A V= ||ﬁ]|x "V"x sina.fi , ol o estla mesure de ang

Jet i estle vecteur unitaire orthogonal & U et V tel que (0,7 7 g

comme suit :

o

AC

(=)

(lorsque T = AB el ¥ = AC
une base directe.
Remarques :

. 7 . k) une base orthonormée direcle de I'espace :

*

- k.’\r=_-j‘ el j;‘n{?:?.
i=—k ; inNk=—] e E:‘\_—f:—f.
e ii AT estunvecteurorthogonal a ii etd V.

e Siii et 7 sont non colinéaires, alors (i ¥, ii AV) est une base directe.

e Si @i et ¥ sont unitaires ef orthogonaux, alors (il , ¥ ,ii AV) est une base orthonormée directe.

e Si(if .V , W) est une base orthonormée de l'espace,alorsona: w = TATV ouw=—0AV.
w — i AV lorsque (i ,V . W) est une base orthonormée directe et w = —ii AV lorsque (i, V., W) e

une base orthonormée indirccte.

D; - Propriétés algébriques du produit vectoriel

et TA(V+W)=UAVHTAW.
D. - Coordonnées du produit vectoriel

L'espace vectoriel élant muni d'une base orthonormée direcle.
Soit U et v de coordonnées respectives (x,y, z) et (x',y', z).
z ' |x x'y

y v
Ds - Utilisations du produit vectoriel

YI

¥

G AV apour coordonnees Y
Z s

a) Colinéarité et alignement :
o Deux vecteurs 0 et ¥ sont colinéaires si et seulement si § A ¥ = 0

;#ﬁl Page 74
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Chapitre 9 : Géométric dans lespace —

-

o Trois points A, B et C sont alignés si et seulement si, AB A AC = 0 _

b) Caractérisation du plan :
Soit P le plan passant par un point A et de vecteurs directeurs T et v .

e UnvecteurnomalduplanPest: G A V.
e Le plan P est donc I'ensemble des points M de I'espace tels que : AM - [u V)=

—

e Quatre points A, B, C et D de I'espace sont coplanaires si et seulement si AD D-(AB =0.

c) Position relative de plans et droites dans I'espace :
Position relative de deux droites :

Soit (D) et (D') deux droites de vecteurs directeurs respectifs T et v .
o (D)estparalléle 4 (D') si et seulementsi GA v = 0
e (D) estorthogonale & (D') si et seulement si T-7=0_
Position relative de deux plans :

Soit (P) et (P) deux plans de vecteurs normaux respectifs 7 et n'.

* (P)et(P') sont paralléles si et seulementsi R An"= 0

» (P)et(P') sont perpendiculaires si et seulement si fi-n'= 0 .

o (P)et(P') sont sécants si et seulementsi 7 AN = 0 .

Dans ce cas, (P) et (P') sont sécants suivant une droite dont un vecteur directeur est 7§ A n* .

Po:aitiun relative d'une droite et d'un plan :
Soit (D) une droite de vecteur directeur T et (P) un plan dont un vecteur normal est 7

* (D) estparalléle & (P) si et seulementsi 4.7 = 0.

e (D) et (P) sont perpendiculaires si et seulement si i A G = 0 .

d) Distance d'un point & une droite — distance d’un point a un plan :
e  Soit (D) la droite passant par un point A et de vecteur directeur U
' . " | |
La distance d(Mo , (D)) de (D) & un point Mo de I'espace est donnée par: d(M, ,(D)) = " “

e  Soit (P) le plan passant par un point A et de directeurs U et V (de vecteur normal 7 ).
La distance d(Mo , (P}) d’un point Mo au plan (P) est donnée par :
MoA (@A V)| W5 Tq'
d(Mp ,(P)) = —=——=7— ou d(Mg,(P))=
@A ¥

e) Calcul d'aires et de volumes :
* Laire d'un triangle ABC est: Aire(ABC) = %x ”-A-Ei A EE" :

*  L'aire d'un parallélogramme ABCD est : Aire(ABCD) = "A_E' A EE” .
1 —_— —— —y
* Levolume d'un tétraédre ABCD est: volume(ABCD) = in IAD -(AB A AC}l ;

® Le volume d'un pavé (paraliélépipéde) ABCDFGHI est: volume(ABCDFGHI) = |AF - (AB A AC)|.
P
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Chapitre 9 ¢ Géométrie dans ["espace

EXERCICES POUR COMPRENDRE LE COURS

A. Doy lesplarv

{ - Calculer le produit scalaire

Exercice 1
ABC est un triangle équilatéral direct de coté 2, d'un plan P.

1) Calculer de 3 facons le produutscalatre AB-AC.
2) Construire le point D tel que AD=2AB-3AC . Caicu]eria
3) On considére le point O milieu de [AB]. Sait 7=0B etj=

distance AD.
«0C , ol a est un réel stricternent positif,

a) Déterminer a pour que le repére (O i J} soit orthonorme.
b) Déterminer les coordonnées des points O, A, B et C dans ce repére.

c) Calculer alors le produit scalaire AB-AC.

Solution 1
1) 1é méthode ;. AB-AC = "ETS"X”IC”DUS(E ,AC).

Or ABC est un triangle équilatéral direct, alors mes(AB , AC) Eg[Zn]. Donc AB-AC =2x2005§=2

2¢ méthode :

Soit H le projeté orthogonal de B sur la draite (AC). Ona: AB-AC=AHxAC.

H est le milieu de [AC] donc AH =5AC . Par conséquent, AB-AC= %ACz =2

3¢ méthode :
AB-AC :%{Aﬂz +AC? -5c2)=%(22 +22-2%)=2.

2) AD? =AD" = (2RB — 3ACY? = 4AB2 + 9AC —12RB-AC =4x 2 + 9x2° ~12x2=28.

Finalement, AD = 7.
3)a) (OC) étant la médiatrice de [AB], (OC) est perpendiculaire a (OB).

D'olt 1 estorthogonal & ]
(O -7 ,T) est alors un repére orthonormé si et seulement si ||T” =”]'|| =1.

orona [[i|=08="1et [ =loloc=e0C. p
— 14 o N -
On en déduit que, "1”_1 si et seulement si &—E_
1 &
Mais, OC? =BC? --Bc*'f = %Eu:2 .D'oil OC =§ac =3 e &=%=£ :
3 3
b] O est Iongme du repére d'ou O a pour coordonnées (0, {])
OA = -CIB ——7, d'ob A a pour coordonnées (-1,0), OB=7 .d'ouBa pour coordonné

oc = __] — /3] , d'ols C a pour coordonnées (0, /3).

¢)Ona: AB apour coordonnées (2, 0) et AC a pour coordonnées (1, /3 3).
Ainsi, AB-AC = _ox1+0xy/3=2.

f Page76
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Chapitre 9 : Géométrie ¢

Exercice 2
On considére un reclangle ABCD de cités AD=aet AB=3a,a > 0,

: PTTIR T i
Soit | le point défini par Dl = EDC et J le milieu de [BC). Déterminer une mesure de l'angle 1AJ
Al.AJ= [Eﬁ +*~2'EE-][E + lEﬁ] = [E.Tj +gﬂ—ﬂ][ﬁ +lﬁ_ﬁ] =1A[1'2 +3A82 :1:32 + 3.:932) _Ea?
3 2 3 271 T T T gy

Or Al.AJ=Alx AJxcosiAl.
Pour calculer les distances Al et AJ, on utilisera le théoréme de Pythagore.

2

Onaura A =a? +4a2 =5a? et Al =92 4.2 378"
— 13a’

Finalement, cosiA)= AN 2 13185

AlxAJ B
2B x iz_al , 185
Une valeur approchée de la mesure de 'angle iAJ est 0,3 radians ou 17,1°,

2 - Calculer la distance d'un point a une droite

Exercice 3

- On considére dans le plan rapporté & un repére orthonormé (0; 7, J) les points A(-1, 1), B(1, 3) et C{4, 0).
Déterminer I'aire du triangle ABC.

¢ On peut chercher une équation de la droite (AC).
Soit M(x , ¥) un point du plan.

T 1 5
M appartient a (AC) si et seulement si det(AM , AC) =0. C'est-a-dire ;+ 1 1| =0,
Ce qui équivaut 3 x + 5y — 4 = 0. Une équation dé la droite (AC) estdonc : x + 5y -4 =0,
- Xg +Syg —4
o On calcule la distance de B & (AC) en utlisant la formule : d(B, (AC)) = [a+5s—4]_ 12 _642%

Ji2 4582 @_ 13

d(B.(AC)) x AC _ 6v26
2 2:-:13 J_ %

Nous pouvons alors calculer I'aire du triangle ABC : Aire(ABC) =
D'ols I'aire du triangle ABC est égale & : 6 u.a.

Exercice 4
On considére dans le plan rapporté & un repére orthonormé (O i , ), le cercle (C) de centre Q(2 , 3) et de rayon 2 et
la droite (D) d'équation 2x — y + 1 = 0. La droite et le cercle sont-ils sécants ?

Calculons la distance du centre du cercle a la droite :
| ZXﬂ Yo +1 ‘

o)

Cefte distance est strictement inférieure au rayon du cercle, donc {Cj et (D) se coupent en deux points distincts.

di©2,(0) =

PR TT

-

d
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Chapitre 9 : Géométrie dans l'espace

3 - Déterminer des lieux géométriques

Exercice 5 - =
Dans un plan, ABCD est un rectangle dont les diagonales se coupent en O. On pose AB = 4 et BC = 2.

Determiner I'ensemble des points M du plan tels que AO-AM=1.

T —

Solution 5 i
Commengons par chercher une solution particuliére.

Existe-t-il un point H de la droite (OA) tel que AO-AH=17 o
Si un tel point existe, alors les points A, O et H seraient alignés. Donc il existe un réel a tel que AH=0oaA0.

— B, —_ — s 1
Etpuisque AO-AH=1, alors on a AO-(AO)=1. C'est-3-dire, «OA% =1. On en déduit que “zﬁz_'

— o
Or AC? = AB? + BC2=16 + 4 = 20, alors AQ? = 5, Alors o =%. Et par suite, AH:EAD.

D'l le point H tel que AH ——5-A0 est solution de AO-AM=1. Ainsi :

T e T AT T T T Y R

AC-(AH +HM) =1 n Point méthode :
— o , Soit A et B deux points du plan et R un réel strictement pasm
AQ-AH+AQ-HM=1 | L’ensemble des points M du plan tels que :

1+ A0-HM =1

AO-HM =0

AO-AM =1

{® AM -n =0 estla droite passant par A dont un vecteur no .a_!:

ﬁn'ﬂﬁ

i ' o AM-BM=0 est le cercle de diamétre [AB].
H ® AM = BM est la médiatrice du segment [AB].
| * AM=Restle a:err:fe de centre A et de rayon R.

| ey puy=a eSS p——"

Alors 'ensemble des points M est la droite passant par H et perpendmulalre a (AO)

R T P T

Exercice 6

Soit A et B deux points distincts du plan. Déterminer 'ensemble des points M tels que :
1) (MA +MB)-MA=0. 2) (MA —MB)-MA =0,
Solution 6

1) Soit | le milieu de [AB].

(MA+MB)-MA=0 ¢ 2MI-MA=0 < Mi-MA=0.

Dol l'ensemble des points M est le cercle de diamétre [IA).

2) MA-MB)-MA=0 < BA-MA=0.

Dol l'ensemble des points M est la droite passant par A et perpendiculaire a {AB).

Exercice 7
Soit A et B deux points distincts du plan.

Déterminer, selon les valeurs du réel k, I'ensemble des points M tels que : % =k.

Solution 7
Si k<0 : alors 'ensemble des points M esi I'ensemble vide.

_ MA ;
Sik=0:alors i 0 & MA=0 < M=A Lensemble des points M est le singleton [

MA
Sik=1:alors m——-1 < MA=MB. D'oli I'ensemble des pomtsMesl la médlatnca du seg 1 nt
Sik est un réel positif différent de 0 et de 1 : alors

e ———— T o ] —
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Chapitre 9 : Géométrie dans I'espace

—2 —2 T T —
TT';,zk o MA=KMB & MA —KWB =0 o (WA —KMB)(WIA -+ kiME) = 0.

Soit Gy=bar{(A.1).(B.—Kk)} et G, =bar{(A,1),(8,k)}.
Ona MA—KMB=(1—-KMG, et MA+KkME = (1+kMG, .

Ainsi, %=k & (1K MG-MG, =0 « MGy -MG, =0. (Carona ke # 1)

D'oli 'ensemble des points M est le cercle de diamétre [G1Gy).
4 - Angles orientés dans le plan

Exercice 8

ABC est un triangle rectangle en A et mes(CA , CB) = ot +k2n, ol k est un entier relatif, dans le plan orienté.
O étant le milieu de [BC] et E le point tel que OE=CA .

Evaluer la mesure de I'angle (OA , OB) en fonction de .

Solution 8

Soit E le point tel que OE=CA ,ona:

OB=CO, OE=CA et mes(CA,CB)=mes(CA,CO)=mes(OE ,0B) = +k2n.

La droite (OE) est perpendiculaire & (AB), O est le milieu de [BC), d'ol la droite (OE) est
meédiatrice de [AB].

[OA] et [OB] sent donc symétriques par rapport a (OE).
On obtient alors : mes(OA , OF) =mes(OE , OB) + k2.

Or (OA,0B)=(0A ,OE)+(OE,0B)=2(0A,OE), alors mes(OA ,0B)=20c+k2x.

Exercice 9 >
Soit H l'orthocentre d'un triangle ABC non rectangle.

Démontrer que les points symétriques de H par rapport aux cotés du triangle sont des paints du cercle circonscrit &
| ABC.

Soit K le symétrique orthogonal de H par rapport 4 (AB).
On veut montrer que A, B, C et K sont cocycliques.

Ona (KA ,KB)=—(HA , HB) +kr, k est un entier relatif. (Car les deux
angles sont symétriques par rapport a (AB)).

Or (HA) est perpendiculaire & (BC), alors mes(HA , BC) =-;-[+kn ,olik estun

entier relatif.

Et (HB) est perpendiculaire & (AC), alors mes(AC , HB) = %Hm .

' Finalement, ona: (HA ,HB)=(HA ,BC)+(BC, AC)+(AC ,HB).
Alors, mes(HA , HE) =mes(BC , AC) + T+ k= —mes(CA , CB) + kn . Donc mes(KA , KB) =mes(CA , CB)+kr .

Oron a mes(CA , CE) # kn puisque A, B et C ne sont pas alignés, alors les points A, B, C et K sont cocycliques.

De fagon analogue, on montre que A, B, C et L (L est le symétrique de H par rapport  (BC)), d'une part, A, B, C et M
M estle symétrique de H par rapport & (AC)) d'autre part, sont cocycliques.
D'ol K, L et M sont sur le cercle circonscrit au triangle ABC.

e PAGR 7Y S
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Chapitre 9 : Géométrie dans l'espace

Exercice 10

Un triangle ABC est inscrit dans un cercle de centre O. N , — T ey
On appelle A' le milieu de I'arc de corde [BC] ne contenant pas A, B' le milieu de I'arc de corde [AC] ne cop
et C' le milieu de I'arc de corde [AB] ne contenant pas C.

Montrer que les droites (AA), (BB') et (CC') sont concourantes.

A’ estle milieu de I'arc de corde [BC), B' est le milieu de I'arc de corde [AC] et C est A ‘

le milieu de I'arc de corde [AB), d'ois : I t
(AB,AA")= (A", AC); (BC.BB)=(88",BA) et (CA.CC)=(CC",CB).
Les droites (AA"), (BB) et (CC') sont donc les bissectrices du triangle ABC.

iléecs sont par consequent concourantes au point O' centre du cercle inscrit au triangle

enant .. .

¥
- A'
Exercice 11
Soit A et B deux points distincts du plan. Déterminer I'ensemble des points M du plan tels que mes(MA ,ﬁﬁ) =a[2]
dans chacun des cas suivants : i.
a)a=0 b)a=n C) o =%r n'est pas un multiple de . 4

Construire avec précision cet ensemble, lorsque a=— et o e .

a) L'ensemble des points M du plan, tels que mes(MA ,MB)= 0[2x] estla droite (AB) privée du segment [AB].
b) L'ensemble des points M du plan tels que mes(MA ,MB)= w[ 2] estle segment [AB], privé des points A et B.

c) L'ensemble des points M tels que mes(M_'A ; M-_'B} E%—[Zﬂ] est le demi-cercle de diamétre [AB] contenant le point C,
privé des points A et B tel que ABC soit un triangle rectangle et isocéle de sens direct.

" ™ . i
1)Si o= 5 sait O le point du plan fel que OAB soit un tiangle équilatéral direct, on a :

mes(MA ,MB) = %[ 2n] équivaut & mes(MA , MB) = mes(OA , OB)[2x]. A

(c)
e {Cz]
. - _T .
L'ensemble des points M tels que mes(MA , MB) =73’-[21r] estI'arc (C1) de cercle
circonscrit au triangle OAB, d'extrémités A et B, contenant le point O, privé de A et B
: 2n . . . ; " .
2)Sia= 3 soit O le point du plan, OAB soit un Inangle équilatéral direct, on 3 - 8

="—= 2x : : ] —_ =
mes(MA .MB):TIZ"‘] equivaut a mes(MA ,MB) = T —mes(0A . 0B)[2x].

L'ensemble des points M tels que mes(MA , MB) = 2w [2n)
3

estlarc (C) de cercle circonscrit au triangle OAB,
d'extrémités A et B, ne contenant pas le point O, privé de A etB

i
Soit A et B deux points distincts du plan. Déterminer l'ensemble des points M du plan tel
gpaliicat Els que
mes(MA ,MB)= o], dans chacun des cas Suivants ; q

a)a=0. b) a n'est pas un multiple de 5

e ———e Page )
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Chapitre 9 : Géométrie dans I'espace

v . s . ™
Construire avec précision cet ensemble, pour chacune des valeurs de a suivantes : e % el % .

—

a) L'ensemble des points M du plan, tels que mes(MA , ﬁ} = D[—n] est la droite (AB) privée des points A et B.

b) L'ensemble des points M tels que mes( MA, Eﬂﬁ} = &[‘ﬂ] est un cercle passant par A et B privé des points A et B.

Pour avoir son centre, considérons un point T tel que Mes(AT , AB) = .

Son centre est le point d'intersection de la médiatrice [AB] et de la droite passant par A et perpendiculaire a la droite
(AT).

Pour o=~ :
6
A B
- T
Pour o & : s0it O le point du plan tel que OAB soit un triangle équilatéral direct, on a :

mes(MA ,ﬁ)sg[w} équivauta mes(MA , MB) = mes(OA ,C'_'B}['ﬁ]-.
L'ensemble des points M tels que mes(MA , MB) = %[1:] est le cercle circonscrit au triangle

OAB, privéde AetB. :

Pour o =§ : I'ensemble des points M tels que mes(MA , MB) Eg[w] estle cercle de diamétre [AB), privé des points
AelB.

B. Calcuder le produit scalaive dang Uespace
Exercice 13

Dans I'espace, muni d'un repére orthonormé.
On considére les points A(1, 1, 3), B(v2+1,0,2) et C(v2+1,2,2).

Calculer AB, AC et I'angle CAB. Que peut-on dire du triangle ABC ?

e AB a pour coordonnées (-ﬁ ,—=1,=1) et AC a pour coordonnées (wﬁ ,1,—1).Donc:
AB=\(V2 + 2+ =2 o AC= (V22 +12 +(~1? =2. Dol AB=AC=2,
e Dunepartona AB-AC =/2x+/2 +(-1)x1+(-)x(-1)=2.

el d'autre parton a AB-AC = ABxACcosCAB =4cosCAB.

D'ol 4cosCAB=2 . Donc cosCAB =% . Par conséquent, mesCAB =-;—E .
® AB=AC =2et mesCAB =§ , d'oll le triangle ABC est équilatéral.

Exercice 14
ABCDEFGH est un cube d'aréte a. | est e milieu de [FG].

T e, PAgR B e —————————————————
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1) Calculer les différents produits scalaires : AB-AC , AB-AH, AB-AG et Al-AF.

: . Fi R A
2) Reprendre les calouls ci-dessus en considérant le repére orthonorme [P« ;EEAB '_AEAD -A—AE] .

1) AB-AC=AB-AB=AB? =2? (B estle projeté orthogonal de C sur (AB).
-_ La droite (AB) est orthogonale aux droites (AD) et (AE), donc (AB) est orthogonale au plan (AED) qui contient la

droite (AH). D'oli (AB) est orthogonale & (AH). D'ols AB-AH=0.

Autre méthode :

On peut écrire : AH=AD + AE .

Aorsona: AB-AH=AB-AD+AB-AE=04+0=0.

* AB-AG=AB.(AB+AD+AE)=AB? + AB-AD+AB- AE =a? + 0+ 0=a.
T (= 1= —Yeeu == o A
» ‘“‘“N:=(AB+5AD+AE](M+AE)=ABE+Aa~AE+%AD-AE+%AD-AE+AE-AB+AE2=2az.

B by

2) Dans le repére orthonormeé [A:—lﬁ, ! —AE
AB 'AD 'AE )

O"a:A{D-u-0}-5(3=U-Dl.C{ara.U).F(a.U.a].G(a.a.a).H(ﬂ,a,a]etI[a,?-.a].

On obtientalors: e AB{a,0,0) et AG(a,a, 0).Donc AB-AC =axa+0xa+0x0=a2.

* AB(a,0,0)et AH(0,a,a). Donc AB-AH=ax0+0xa+0xa=0.
* AB(a,0,0) et AG(a,a,a).Donc AB-AH=axa+0xa+0xa=a?,

p— a — — —
. Al[a,i.a] et AF(a,0,a). Donc At-AF=axa+%x0+axa=2a2.

Exercice 15

L'espace est muni d'un repére orthonormé. Déterminer une équation cartésienne -
a) du plan (P) passant par A(1, 0, 1) et de vecteur normal fi(1,~1,0).
b) du plan (Q) médiateur du segment [DB), avec D(-4 ,1,7)etB(2, 3, -5).

a) Soit M(x, y, Z) un point de I'espace. _

M apparienta (P) < AM-i=0 & x-y-1=0.
Une équation cartésienne de (P) estdonc: x—y-1=0.

b) Soit | milieu de [DB]. Ona: | (-1,2, 1) et DB(6,2,—12).
Soit M(x, y, z) un point de I'espace.

M appartientd (Q) < IM-DE=0 <& 6x+2y-12z+14=0.
Une équation cartésienne de (Q) est: 3x +y—-6z+7=0.

C. Utdliser le barycentre dany Uespace bour démontrer

Exercice 16
Soit ABCD un tétraédre. —_—

1) Montrer que les droites passant par un sommet et le centre de gravité de la face opposée sont concourantes.
2) Montrer que les segments joignant les milieux des arétes opposees se coupent en un méme point.

1) Notons A', B, C' et D' les centres de gravité respectifs des faces BCD, ACD, ABD et ARC.

e Page B2 e ————
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Chapitre 9 : Géométrie dans | ‘espace

Soit G = bar{(A, 1), (B, 1),(C, 1), (D, 1)}.

Ona:G=bar{(A,1).(A', 3)}, G=bar((8,1), (8, 3)},G=bar{(C, 1), (C", 3)} et G = bar{(D , 1), (D', 3)}.

D'ou G appartient aux droites (AA), (BB), (CC') et (DD'). (AA"), (BB'), (CC') et (DD') sont donc concourantes en G.
2) Notons 1, J, K, L, M et N les milieux respectifs des segments [AB], (CD], [BC), [AD], [AC], et [BD).
G=bar{(A,1).(8.1).(C,1),(D, 1)}.

Ona:G=bar((l,2).(J,2)}, G=bar{(K,2),(L,2)} et G=bar{(M,2),(N, 2)).

D'ol G est milieu des segments [LJ], [KL] et [MN].

Les segments joignant les milieux des arétes opposés se coupent donc en leur milieu G,

Exercice 17
Soit ABCD un tétraédre. On considére les points E, F, G, H, | et J définis par:
= f i P v e o e ey B = 3=
BE=-BC, AF==AD, AG=-AC, BH=- o 2ol
3 8 5 H 2BD. Al BAB et CJ_4CD.

Démontrer que les droites (EF), (GH) et (IJ) sont concourantes en un méme point,

,

B_E'=EE* donc E=bar{(B, 3),(C, 1)}; E:%E, donc F=bar{(A, 5),(D, 3)};

— o

AG=EAC ,donc G =bar{(A, §), (C, 1)}; EIHz-;-BD , donc H=bar{(8, 1), (D, 1)} =bar {8, 3), (D, 3));
ﬁ:%ﬁ, donc 1= bar{(A,5), (8, 3k m:%ﬁb’. donc J = bar{(C, 1), (D, 3)}

Soit K=bar{(A,5),(8,3),(C,1),(D,3)).
Ona:K=bar{(l,8),(J,4)}, K=bar{(E,4),(F,8)} et K=bar{(G,6), (H, 6)}.
D'ois K appartient aux droites (1J), (EF) et (GH). Les droites (1), (EF) et (GH) sont donc concourantes en K.

Exercice 18
Soit ABCD un tétraédre. On note G le centre de gravité de la face BCD et on considére les points |, E et F définis par :

A=126, RE=12 e AF=-lAc.
4 6 5

Démontrer que les points I, E, F et D sont coplanaires.

Solution 18
G est le centre de gravité de la face BCD, c'est-a-dire G=bar{(B, 1),(C,1),(D, 1)}.

H:%E donc, I=bar{(A,3), (G, 1)}=bar{(A,9),(G.3)} = bar{(A, 9), (B, 1), (C, 1), (. 1)}

T — -
AE=1AB donc, E=bar{(A,5), (B, 1)) AF = A8 donc, F =bar((A, 4), (C, 1))

Onaalors: I= bar{(A,9),(B,1),(C,1),(D,1)}= bar{(A,5),(B,1),(A,4),(C,1),(D, 1)
Ilen résulte que |=bar{(E, 6), (F, 5), (D, 1)}. Par conséquent les points |, E, F et D sont coplanaires.

Exercice 19
Soit ABCD un parallélogramme et M un point quelconque de I'espace.
Démontrer que M, A, C d'une part et M, B, D d'autre part ont méme isobarycentre.

Soit G =bar {(M, 1), (A, 1), (C, 1)}.
ABCD est un parallélogramme, donc C = bar {(A,-1), (B, 1), (D, 1)}. (le lecteur le vérifiera)
D'ols G =bar {(M, 1), (A, 1), (A,-1), (B, 1), (D, 1)} =bar {(M, 1), (B, 1), (D, 1)}.

Les points M, A, C d'une part et M, B, D d'autre part ont le méme isobarycentre.

Soit ABCD un parallélogramme. On appelle E le barycentre de {(A, 2), (B, 1)}, F le barycentre de
{(8.2),(C, 1)}, G le barycentre de {(C, 2), (D , 1)} et H le barycentre de {(D, 2), (A, 1)}.
Montrer que le quadrilatére EFGH est un parallélogramme.

e, PR o
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Chapitre 9 : Géomélrie dans l'espace

Soit Q =bar {(F , 1), (G, -1), (H,, 1)) :
Ona Q= bar {(F, 3},(((3 -3),(H.3)) =bar {(B,2),(C.1),(C.-2,(0,-1.(D. 2. (A 1)
=bar {(A,1).(B,2), (C .-1?*_{.0,_1_)1. o
Or ABCD est un parallélogramme, alors DB =DA +DC . Donc —DB+DA +DC= 0.
Par conséquent D est le barycentre de {(A , 1), (B, -1). (C, 1)}. On en déduit que :
Q=bar{(A, 1), (8,2), (C,-1), (A, 1), (B, -1),(C, N} =bar{(A, 2), (B, N} =E.

Donc E est le barycentre de {(F . 1), (G, -1), (H., 1)}, cest-a-dire EF—EG+EH=0.
Ce qui est équivalent & GF+EH= 0.D'oi GF =HE. On en conclut que EFGH estun parallélogramme.
Exercice 21 >

Soit ABCD un parallélogramme et M le milieu [DC]. Les droites (AM) et (BD) se coupent en N, La paraliéle a (AD)
passant par N coupe (AB) en P. Soit | le milieu de [NP). Démontrer que les points A, | et C sont alignés.

Notons () le barycentre de {(A , 1), (M, 2)}, Q appartient & (AM).

ABCD est un paraliélogramme donc AC = AB+ AD donc —AC + AB+AD=0.
Par conséquent, A est le barycentre du systéme {(B , 1), (C ,-1), (D, 1)}.
On en déduit que Q = bar{(C , -1), (B, 1), (D, 1), (M, 2)} et M est le milieu de [DC] donc,
Q = bar{(C,-1),(B,1),(D,1).(D,1),(C,1)}= bar{(B, 1), (D, 2)}. D'ols Q appartient a (BD).
Q est donc le point de rencontre des droites (AM) et (BD) qui est N.
D'ot N =bar{(B, 1), (D, 2)} et N =bar{(A, 1), (M, 2)}.
Les projections conservent les barycentres donc, en projetant sur la droite (AB) parallélement a la droite (AD), on
obtient: P estle barycentre de {(B, 1), (A, 2)}.
| estle barycentre de {(N , 1), (P, 1)}.
| est le barycentre de {(N, 3), (P, 3).
| est le barycentre de {(B , 1), (D, 2), (B, 1), (A, 2)}.
| est le barycentre de {(B, 2), (D, 2), (A, 2)}.
| estle barycentre de {(B,1),(D, 1), (A, 1)}
ABCD étant un parallélogramme, D = bar {(B , -1), (C, 1), (A, 1)}.

On en déduitque : 1 =bar {(B, 1), (B, -1), (A 1), (C, 1), (A, 1)} =bar{(A, 2), (C, 1)}.
Les points A, | et C sont donc alignés.

D. Déterminer une équatiow d'une sphéve, d’un cone, dwwv
cylindre
Exercice 22

Dans I'espace muni d'un repére orthonormé (Q'; T, j , k) . On considére les points A (6,0, 0) et B(0, 6 , 0).

1) Déterminer le barycentre G du systéme (O, 1), (A, 2)et(B,3).
2) Soit C(0, 0, 4).

Déterminer 'ensemble (S) des points M de l'espace tels que : (MO + 2MA + 3ME)-MC = 0.

Donner une équation cartésienne de (S). Préciser ses éléments caractéristiques.
3) Soit (P), le plan d'équation x = 0. Déterminer lintersection de (S) et (P)

Xo + 2%, + 3x 041240 + 2y, +3y 0+0+18
e T T A

D'ol G est le point de coordonnées (2,3, 0).
2) = Soit M un point de I'espace. ‘

Ona: MO+ 2MA + 3MB =6MG . D'oii:
M appartienta (S) < 6MG-MC=0

=3| ZG =z_o.izzﬁ'_.-l.32—5=u.
6 6 6

< MG-MC=0.Dol(S)estla sphére de diamatre [GC).
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Chapitre 9 : Géométrie dans | ‘espace

» Soit M(x, y, 2) un point de I'espace.
Mappartienta (S) < MG-MC=0 & 2-x)(x)+@-y)(y)-z (4-2)=0
& XAy 4722 -3y—4z=0

3)?
e (x=1+ [}' - 5] +(z-20= % (Le lecteur fera les calculs).

2
D'oll une équation de (S) est : (x—1)? +[y _%J +(z-2?= 2 )
(S) est la sphére de centre ﬂ[1 ; % ,2| etderayon R= —J? :
3) Meéthode 1:
; 1+0+0
La distance de (2a P est: d(§2,P) = |————- = v23 , alors (S) et (P) se rencontrent suivant

==1. Comme d(Q,P) <
JI+0+40 @.P) 2

29 5
un cercle de rayon r= ,’T-1 =5 et de centre ﬂ'[ﬂ s g ,2] le projeté orthogonal de Q sur (P).

Méthode 2 ;
Soit M(x,, y, Z) un point de I'espace.
2
2 _ 3 2
M(x,y, ) appartienta (S)N(P) e |V’ +[Y‘“] RE=Irer - ["‘E} Hp=ly =~
%=1

D'otl (S) et (P) se rencontrent suivant le cercle de centre n'[u . % ,2} etde rayon r =—g ,dansleplan (0;7,K).

Exercice 23
Dans I'espace muni d'un repére orthonormé, on donne A(6 , -6, 6), B(6, 0, 6) et C{ =2, 1),
1)a)Déterminer une équation de la sphére (S) de centre B et passant parA

b) Déterminer une équation du plan (') tangent a (S) en A.
2)a)Déterminer les coordonnées du pied D de la perpendiculaire (D) & (I) passant par C.

b) Determiner les coordonnées du point d'intersection des droites (AD) et (BC).

1)a) Le rayon de (S) est: AB=+/(~6—6)2 +(0+6)% +(6—6)> =6v5.

Soit M(x , y, ) un point de I'espace. _

M(x,y.z)appartienta(S) < BM=AB < BM?=AB? & (x+6)2+y2+(z-6)2=180.
D'ou une équation de (S) est : (x + 6)2 + y2 + (z - 6)2 = 180

b) Le vecteur AB a pour coordonnées (-12 , 6, 0). Soit M(x , ¥ , z) un point de I'espace.
Mappartienta () < AM-AB=0 ¢ -12(x-6)+6(y+6)+0=0 & 2x-y- 18=0.
D'oli le plan () a pour équation 2x -y — 18 = (] '

2)a) Déterminons une représentation paramétrique de (D) :
Soit M(x , y , z) un point de I'espace.

X=-12k-2
M(x,y,z) appartienta (D) <« ilexisteunréelktelque CM=kAB y=6k-2 , ke
z=11
- [x=-12k-2
Une représentation paramétrique de (D) estdonc: { y=6k-2 , ke
z=11

Déterminons les coordonnées de D :

. PGS
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_oak—4—Bk+2-18=0 =2
2x-y-18=0 e ; 3
x=-12k-2
) X =—12k-2 =1 X=§
M(x,y, z) appartienta (D)N() <« y=6k-2 y=6k-2 _
2=11 z=11 z=14
D'oli D(6, -6, 11).
Xx=6 x=4k'-6
b) Les représentations paramétriques de (AD) et (BC) sont : (AD): ¢y=-6 . ke et (BC): \y=-2" ke .
z=5k+6 Z=5k"+6
Soit M(x, y , ) un point de I'espace,
x=6
:'.:—6 4k'—5=6 k'=3
Mapparienta (AD)N(BC) & 42~ *° Onaalors: { -2'=-6 .Cestd-dire :
x=4k'-6 k=
. 5"+ 6 =5k +6
y=-%
z2=5k'+6
D'oll x=6, y=-6 et z=21. D'oli (AD) et (BC) se rencontrent en E(6 , -6, 21).
Exercice 24
On considére I'espace rapporté & un repére orthonormé (O 7 i.K).
Ecrire une équation cartésienne de la sphére (S) de centre Q(1, 2, 3) et tangente au plan d'équation 2x - y+z+2=0

* Le rayon de la sphére est la distance de son centre Q au plan d'équation 2x—y +z + 2 = 0, qui est :
[2x1-2+3+2 5

] hy 5
=—" D'oll le rayon de la sphére est R=— .
J2+ (=12 +2 6 J6

e Soit M(x, vy, Z) un point de l'espace.

o 5
M(x,y,z) appartientd(S) < ﬂM:E PN ﬂM2=%5_ o {1_1)2”5._2)24_{_,__3)?:%?4
Une équation de la sphére de centre () et de rayon _j_ﬁ est: (x—12+(y—2)2 +(z ~3P= 25 _
6

Exercice 25

Dans I'espace muni d'un repére orthonormé (0;7,7,K), onales points A(-3,0, 1) , B(-2, 5, 1) et C(1, -1, 2).
Montrer que OABC est un tétraédre.
Déterminer une équation cartésienne de la sphére circonscrite au tétragdre OABC,

 Soit x, y et z trois nombres réels. -

XOA+y0B+20C=0 & (=3x,0,X)+(-2y.5.y)+(z.~2,22)=(0,0,0)
& (3=2y+2,5y-2,x4y+22)=(0,0,0)
=3x=2y+z=0
= S5y-z=0
X+y+2z=0
La résolution de systéme aboutita :x=y=z=0,

Alors les vecteurs OA . OB et OC sont non coplanaires, Final ; :
Alors OABC est un tétraédre. ement, les poinis O, A, B et C sont non coplanaires:

e ——— ‘ Page 86 =
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Chapitre 9 : Géométrie dans I'espace

o Soit (S) la sphére circonscrite & OABC, une équalion de (S) est sous la forme, x2 + y2 + 22 + ax + by + cz +d = 0.
0 appartienta (S)donc 0+0+0+0+0+0+d=0,s0itd=0.

A appartient  (S) donc 9+0+1-3a+0+c=0,soit3a-c=10

B appartienta (S)donc 4 +25+1-2a+5b +c=0, soit 2a-5b-c =30

C appartient 4 (S) équivauta 1+1+4+a-b+2c=0,soita-b+2c=-6.

33 —-C= 10
D'oll le systéme d'équations : 12a—5b—c=30.
a—-b+2c=-6
La résolution de ce systéme permet de trouver: a= 4 , b= L el c= _3%
18 6
Donc une équation cartésienne de (S) est : X2 4 yz +22+ §x—£y —Ez =0
18 18 6 ;

ice 26
SoitA(1,2,3),B(-2,1,4),C(2,0,3)etD(-1,2,3).
Déterminer ['intersection de la droite (CD) et de la sphére de diamétre [AB].

Déterminons une équation de la sphére (S) de diamétre [AB] :

Soit M(x , y , Z) un point de I'espace.

M(x,y,Z) appartient 4(S) & AMBM =0 o (xX-1)x+2+(y-2y-1)+@z-3)(2-4)=0
& Rry2+R+x-3y-Tz+12=0.

Une équation de (S) estdonc : x2 +y2+ 22+ x -3y -7z +12=0.

Déterminons une représentation paramétrique de la droite (CD) :

Le vecteur CD a pour coordonnées (-3, 2, 0).

X = —-3k+2
M(x,y,Z) appartientd (DC) <> ilexisteunréelktelque CM=kCD & {y =2 ke
= 3

(DC) est donc I'ensemble des points M(-3k + 2, 2k , 3) avec k variant dans R .

M(-3k + 2, 2k , 3) appartient & (S) si et seulement si (2 — 3k)? + (2k)2 +9+2-3k—-3(2k) - 7x3 +12=0.
. i V129 i —J129

Clest-a-dire 13k2 - 21k + 6 = 0. Cette équation a pour solutions : k =L+26—— et k =21T.

D'oli la droite (CD) et la sphére (S) se rencontrent en deux points :

—-11-3J129 21+4129 —11+3J129 21-129
M1 . m , 3 el M2 3 31

26 2% 1
Exercice 27 >
L'espace est muni d'un repére orthonormé (O i, j. k).
A-1) Déterminer une équation cartésienne du cylindre d'axe (O 7) et de rayon 2.
2) Déterminer une équation cartésienne du cylindre d'axe (O 1), passant par le point A(1,2, 3).

B - 1) Déterminer une équation cartésienne du cone obtenu par la rotation de la droite (OB) autour de l'axe (O ; E} .0n

B est le point de coordonnées (0, 5, 5).
2)a) Montrer que les plans (P) et (P') d'équations respectives X +y - 2z=0 et 2x - z = 0 ne sont pas paralleles.
b) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (D), intersection de (P) et (P').

¢) Déterminer une équation du cone (C) de génératrice (D)etdaxe (O;1i).

Ty S R T T M Ui e

A -1) Soit M(x , y , z) un point de I'espace et H son projeté orthogonal sur (O ; T) '

e ——— P20 B7 e e —
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Chapitre 9 : Géomélrie dans espace
H a pour coordonnges (x, 0 0).

j = T
La distance de M a (0;7) est: HM= y{x— 2 +(y— 0 + (20 =y? +2 e kL
M appartient a nolre cylindre si et seulement si, HM = 2. Clest-a-dire HM? = 4. Ce qui équivaut & y =4,
D'ou notre cyiindre a pour equalion y? + 22 = 4,

2) Soit A’ le projeté orthogonal de A sur (0 j).
. : , ‘= J(0-12 +(2-22 +(0-3)* =10
A"a pour coordonnées (0., 2., 0) et le rayon du cyfindre est AA'=+/{0—1)2 +
Soit M(x, y, z) un point de I'espace et H son projeté orthogonal sur (O ; j).
H a pour coordonnées 0,y,0):
Ladistance deMa (0;7) est: HM = \(x— 012 +(y—y)2 + (20 =2 +22 .

M appartient 3 notre cylindre si et seulement si, HM = /10 . C'est-a-dire HM? = 10. Ce qui équivaut & 2 + 22= 19,
D'ous notre cylindre a pour €quation x2 + 22 = 10,

B - 1) Soit B' le projeté orthogonal de B sur (0 ; k).

Ona:B0,0,5), B8'=/(0- 0/ +(0—57+ (557 =5 et 0B'=/(0-0)2 +(0~0f +(5—0)? =5.
Notons 6 I'angle BOB' tanB=B—B—I ; 1

e

0B’

Soit M(x , y , 2) un point de Iespace et H son projeté orthogonal sur (0;K).
H a pour coordonnées (0,0,2).

La distance de M a (0;K) est: HM=+f(x—0)% +(y— 0 + (z— 27 =X +y% et OH=v22 =[.
M appartient & notre céne si et seulement si, HM = OHtan# . Clest-a-dire HM? = OH?

x1.

Ce qui équivauta x? +y2 =22 . D'ois notre céne pour équation x2 +y2 - 72 =,
2)a) Les vecteurs 7i(1,1,—-2) et fi
Soit a un nombre réel. :
n'=an < (0,2,-1)=(a,a ,—23) 4 a=0eta=2et -23=—1. Ce qui est absurde.

Donc a n'existe pas. Et par conséquent, fi et i' sont non colinéaires, Finalement, (P) et (P") ne sont pas paralléles.
b) Soit M(x, y , z) un point de I'espace.

(2,0, 1) sontles vecteurs normaux respeclifs des plans (P) et (P').

x=k
X+y-2z=0
M(x,y,z)appartienta (P)N(P) <« {2:_2_& = ¥y=3k, ke
- z=2
x=k
Donc une représentation paramétrique de la droite (D), intersection de (P)et(P)est: {y=2ak , ke
z=2k

¢) Le sommet du céne (C) est le point de rencontre de (D) et l'axe
Un point de (D) est E(1, 3, 2) (en posantk = 1).
(C) estdonc le céne daxe (O ; 7), de sommet O et passant par E,
Soit E’ le projeté orthogonal de E sur (O ;T} ; '
Ona:E(1,0,0), EE'={1~17 +(0-32 +(0—2) = V73 of OF'= /(102

Notons 8 I'angle EOE", tanf = %E_ = ﬁ =.13.

(0;7) quiesto(0, 0, 0).

+(0~012+(0—0)2 =1,

1

Soit M(x., y , z) un point de I'espace et H son projeté orthogonal sur (0;7).
H a pour coordonnées (x, 0, 0).
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LacistncedeM (0:1) eot: WM = fix~xP +{y 0P + 12 0F = 7527 o o2 =.

M appartient a (C) si et seulement si, HM = OHtang .

est-a-dire HM? = OHZ x 13 _

Ce qui équivaut a },2 +22 =13x2. D'oll notre céne 3 pour équation 13x2 — V2 —22=(.

t. Déterminer des lieun geomélriques
Exercice 28

Dans l'espace euclidien, on considére deux points A et B de 'espace tels que AB = 6,
Déterminer 'ensemble des points M de 'espace tels que MA-MB=3_

Solution 28
Soit | le milieu de [AB] et M un point quelconque de I'espace.

MA MI-R)=3 & MP-jAZ=3 MZ-9=3 o M=23

MA-MB=3 < (Mi+iA)-(Mi+B)=3 (Mi+IA).(
D'ol I'ensemble cherché est Ia sphére de centre | et de rayon 24/3 .

Exercice 29

Dans I'espace euclidien, on considére les points A et B tels que AB = 6,

Déterminer I'ensemble des points M de lespace tels que %% =3,

Soit M un point de I'espace.

M s Py e S —_—
-M—‘;-=3 © MA=3MB < MA?=9MB? « MA’—OWB’ =0 « (A - 3MB)(MA + 3MB) = 0 .

Soit G1 = bar{(A, 1), (B,-3)) et G;= bar{(A, 1), (B, 3)}.
Ona MA-3MB =-2MG, et MA +3MB = 4MG, . Ainsi, -E—g-=3 < —8MG;-MG, =0 & MG, MG,=0.
D'ol I'ensemble cherché est la sphére de diamétre [G,G].

' Exercice 30

ABCDEFGH est un cube de coté a. Soit O le centre de la face ABCD.

Déterminer 'ensemble des points M de I'espace tels que (WA + 2MB + MC)-OE = —2a2.
Indication : On pourra vérifier que A appartient a cet ensemble.

Soit G barycentre des points pondérés (A, 1), (B , 2)et(C,1).0na:

G'=bar{(A,1),(C, 1), (B, 2)} = bar{(0, 2), (B, 2)) Dol G est milieu de [OB].
Et MA +2MB + MG = MA + MG + 2VB = 2V0 + 2B = 4WG'

Ainsi (MA+2MB+MC)-OE=-2a « 4MG-OE=-2a® & G

= 1%
M-OE=—a“.
2
e, 74
Montrons que A est une solution particuliére de : G'M- OE =§az '
Ona: E"ﬁ:%ﬁﬁ'@hﬁ‘n) et ﬁ:%(-m-ﬁ_n'+2ﬁﬁ}.
: OROE ==+ AD) (A 7D+ 22 = oAB? D) g2 12

4
2

e ——

Dol A vérifie bel et bien I'égalité G'A-OF =—~a?. Dot :
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v -_lE}‘O_E.=0 . m*aﬁ

GM-Of=1a? s GW-OE=G'A-0F e GW-0E-GA-0E=0 = (BW <0,

D'oli l'ensemblo chorchd est le plan passant par A ot dont un vecteur normal est OE .

Exercice 31 —

On considére dans l'espace E, le carré ABCD de cbté a.

1) Déterminer lo barycentre G du systéme S = {(A, 2), (B, -1), (C., 1))

2) Déterminor 'ensemble des points M de I'espace tels que
o vfoR-i+ |- 0]

¢) Q: (2MA —MB -+ MC)(MA -+ VB) =0. d) R:‘|2M-h‘d§+@“=ﬂm+hﬁﬂ_

b) P:(2MA—MB+MC).AD=0.

3) Soit f est I'application de E vers E qui & tout point M, associe le point M' tel que : GM' = 2MA — MB + MC
g est I'application de E vers E qui & tout point M, assocle le point M’ tel que : MM*=2MA —MB — MC.
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f et g.

1

1)G=bar{(A,2),(B,-1),(C 1)} & 26A-CB+GC=0 & 2@+B—c'=ﬁ.n'oaﬁfs'=5%.
2) Ona 2MA—~MB+MC=2MG et MA+MB=2Mi, ol | estle milieu de [AB]. Ainsi ;
a) MapparlientdAl < 2MG=DA & GM:%AD o GM:-;-a.

D'ol T estla sphére de centre G et de rayon %a -

b) Mappartientda P & GMAD=0. D'oll P est le plan passant par G perpendiculaire a la droite (AD).

c) MappartientdQ < GMIM=0. D'oli Q estla sphére de diamatre [GI].
d) MappartentdR < GM=IM. D'oli R estle plan médiateur du segment [IG].

e fM)=M < GM'=-2GM. D'ol f est 'homothétie de centre G et de rapport -2.
e 2MA-MB-MC=BA+CA.
gM)=M' ¢  MM'=—(AB+AC). D'oi g estla translation de vecteur —(AB+AC).

Exercice 32
On considere un cube ABCDEFGH de cdté a.

Montrer que, pour tout point M de I'espace MAZ - MD2 + MG2 = MF2,

Déterminer I'ensemble des points M de I'espace tels que :

1) MAZ-MD? + MG? = a2,

2) MA?-MD2+MG2=-a? .
3) MAZ-MD?+MG2=0,

MA2? —MD? +MG? = (MF +FA)? — (WFF +FD)? + (MF +FG)?
=MF? + 2MF(FA —FD + FG) +FA? —FD? 4 FG?

Oron a d'une part FA-FD+FG=DA+FG=10

et d'autre part, FA? - FD? + FG2 = FA? - (FA2 + AD?) + FG2 = FG2 - AD2 = 0.
D'oll MAZ - MD2 + MG2 = MF2,

1) MAZ-MD2+MG?=a? < MF2=a?2 < FM=a.
L'ensemble cherché est donc la sphére de centre F et de rayon a. Elle passe par B, E et G. I
2) MA2-MD?+MG?=-a2 < MF2=-a? (ona -a?<0).L'ensemble cherché est vide. |
3) MAZ-MD2+MG?=0 & MF2=0 ¢  M=F. D'ol L'ensemble cherché estle singleton {F}-
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F. Le produit vectoriel
1 Calculer le produit vectoriel

Exercice 33
Dans une base orthonormée directe (T,7.K),ondonne EI[2 ; —% .1] et V(—1,0,3). Déterminer GAV .
1 1 2 _1 *

o=z e, g | - =
o &3 a8 n =l 515

1
1.3 3 U “

GAV estle vecteur de coordonnées [—% =T —-;-] dans la base (i, j k).

Exercice 34
On donne les points A(-1,1,2), B(1,2,0) et C(0, 4, 6) dans un repére orthonormé direct.

1) Calculer ABAC, AB et AC. En déduire cosBAC .

Peut-on déduire de la valeur de cosBAC , la mesure en degré de langle BAC ? Si oui quelle est cette mesure ?
2) Calculer la norme du produit vectoriel AB A AC . En déduire sinBAC .

Peut-on déduire de la valeur de sinBAC la mesure en degré de l'angle BAC ?

1)Ona:AB apour coordonnées (2, 1, -2) et AC a pour coordonnées (1, 3 , 4).
e Donc ABAC=2x1+1x3+(-2)x4=-3

o AB=y22 +2+(—22 =3 et AC=yP+32+42=26.

Or ABAC = ABx AC x CosBAC , d'oll c0sBAC = —~22C __V%
ABx AC 26

o mesBAC appartient a [0, ], alors connaissant cosBAC , on peut déduire mesBAC .

Al'aide de |a calculatrice, on a mes®BAC ~101,30°.
2)e ABAAC a pour coordonnées (10, -10, 5), donc ‘|A—BAA_C"|=J100+100+25 —15.

"ﬁn EH _5VE
ABx AC %

. Of “TBAEE":ABXAstinﬁEE , D'ol sinBAC =

526

e |lyadeux réels dans [0 , 7] dont le sinus est -—25— 2

D'ols connaissant seulement sinBAC , on ne peut pas déduire mesBAC .

2 - Prouver qu’une base est orthonormée

Exercice 35

Dans une base orthonormé directe (T . k) del'espace, on donne :
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'E LK) o \\"-_Jl—[ [=2]+K).

o2
'“"LHU : ’r‘

Vom

NMontror Que (i, v

VW) ostuno base orthonormeé do I'espace. Précisor son sens.

e il= [2.0.2 |
Ona: ||u||==\’:1-0+-:.-1. I¥] = %+-3-+%=1

o _{[3;_‘_](}\/5 RRE

5 ; ~<—3--D D'oli G et V sont orthogonaus.
Déterminons los coordonnées de GAV:
Méthode 1 :
S ALD e 3
U»\\':T k]f\'—-—(—-l+j+k}--£{—if\|+lr\] A E—EAT+EAT+EAK}
W - - \{E“‘ - - - - -
D'od UAV=-€[G+k—1-1-i+0}=i§-(-‘{-2i+i)=ﬁ
Méthode 2 '
o V3 V2 5 V2 3
Soit p= ) R 3| 6 2 3| 6
P J‘ v Q= =—— ¢t r= =—
2 3|6 N , | ®
2 3 2 3 3
ona ﬁnﬁ:JE i

» alors (3,7, W) estune base orthonormée directe de l'espace.

3 - Montrer que trois points sont alignés ou que deux vecteurs sont colinéaires

Emige 36
1

Sth-—— 2,0,1)etC(3,-2,-2

A PR 2] it

Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés,

— —

1
Le vecteur AB a pour coordonnées [% ] 2] et BC a pour coordonnées (1 , -2 )

D'oll ABABC a pour coordonnées [§5~g-] (Le lecteur fera les calculs),

Puisque ABABC =0, alors A, B et C sont non alignés,

4 — Déterminer un vecteur normal et une équation cartésienne d'un plan
Exercice 37

Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC), o A(-1,1,0),B(1, 1, -2) et C(3, 1, -1) dans un repére
orthonormé direct.

: Page 8 e —————
E
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ﬁ———_ =

Vérifions d’abord si (ABC) est un plan, ¢'est-a-dire si A, B et C sont non alignés.
AB a pour coordonnées (2, 0,-2), AC a pour coordonnées (4 , 0 , -1).

D'oil ABAAC a pour coordonnées (0, -6, 0). (Le lecteur fera les calculs).
Puisque ABAAC =0, alors A, BetC sont non alignés.

Et par conséquent, (ABC) est un plan et ABAAC estun vecteur normal au plan (ABC).

Ainsi, soit M{x, ¥, 2) un point de 'espace,

M(x,y,z)appartienta (ABC) «> AM-(ABAAC)=0 & Ox(x+1)-6x(y-1)+0xz=0 <« y=1.
D'oli (ABC) est le plan d'équation y = 1.

5 - Prouver que quatre points ou trois vecteurs sont coplanaires
Exercice 38
L'espace est muni d'un repére orthonormé direct.
1) Les vecteurs T (2,-3,1), V(-1,2,4) et w(3,-2, 1) sont-ils coplanaires ?
2) Les vecteurs T (2,-3,1), V(-1,2,4) et w(3,- 4, 6) sont-ils coplanaires ?

Solution 38

-3 2f 1 4|2 -1
-Dong GAv ses (+14,-9, 1),
1 472 _1H_3 2“ Donc UV a pour coordonnées ( )

([ AV)-w==14x3-09x(-2)+1x1=-23.
Puisque (i A¥)-w =0, alors les vecteurs T, ¥ et w ne sont pas coplanaires.

!

1) UAV a pour coordonnées [

e —1
2) UV apour coordonnées £ 4 ) b X 4 .Don¢ G AV a pour coordonnées (-14,-9, 1).
. 1 402 -1]-3 2
([TAV)-w=—14x3-9x(—4)+1x6=0.
Puisque (3 AV)-w=0, alors les vecteurs T, ¥ et w sont coplanaires. .

Exercice 39

Les points A(1,0,-1), B(2,1,0), C(0,1,-1)etD(-1, 0, 4) sont-ils coplanaires dans un repére orthonormé direct ?

Les points A, B, C et D sont coplanaires si et seulement si les vecteurs E ; EE et AD sont coplanaires.

p— don il e —fll AW D] 11—
Ona AB(1,1,1), AC(1,1,0)et AD(-2, 0, 5). Doi AEAAGL ”H’ _1H1 1 ]
Clest-a-dire le vecteur ABAAC a pour coordonnées (-1, -1, 2).
(ABAAC)-AD = —1x(~2) —1x0+2x5=12. Puisque (ABAAC)-AD =0, alors les vecteurs AB, AC et AD

sont non coplanaires. Par conséguent, les points' A, B, C et D sont non coplanaires.

6 - Etudier la posm‘on relative de plans et de droites

Exercice 40
L'espace est muni d'un repére orthonormé (O, |, J, K ). Dire si les plans (Ps) et (P2) sont paralléles.
1)(P1):2x—-3y+42+42=0 et (P2):3x+2y+22-1=0.

1 1 4
2) (P1):-x+3y+82-1=0 et {Pz}:g}:—iy—iz+3=0.
e PA00 9]
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Solution 40 : —

1) ng(2,-3,4) et n, (3,2, 2) sont respeciivement des vecteurs normaux a (Ps) et (P2).

Orona ny An, (-14, 8, 13) (le lecteur fera les calculs). Comme ny An, =0, alors ny et n, sontnon Colingaires
Dol (P4) et (P2) ne sont pas paralléles. '

2) n—;(«i ,3,8) et E[%—% ; —%] sont respectivement des vecteurs normaux  (P1) et (Pz).

Orona n_; A E (0,0, 0) (le lecteur fera les calculs). Comme n_; A E =0 , alors ﬁ; et E sont non colinéaires.
Dol (P1) et (P2) sont paralléles.

Exercice 41

L'espace est muni d'un repére orthonormé (O, |, J, K) . Dire si les plans (Ps) et (P2) sont perpendiculaires,

1)(P1):2x-y+3z-1=0 et (Pz):-x+4y+2z-4=0.
2)(P1):-x+3y+4z+2=0¢et (P2):2x+y-z-6=0.

) n(2,-1,3) et E (-1,4,2) sont des vecteurs normaux respectifs de (P1) et (P2) .

Ona ﬁ;:ﬂ = 0(le lecteur fera les calculs). D'oll E; est orthogonal & E . Par conséquent (P1) est orthagonal  (p;)
2) n_'1(-1 ,3,4) et E (2,1, -1) sont des vecteurs normaux respectifs de (P1) et (P2).

Ona ny-n, =—3=0 (le lecteur fera les calculs).

Danc l'_l-|' et n_;; ne sont pas orthogonaux et les plans (Ps) et (P2) ne sont pas perpendiculaires.

7 — Calculer Paire d’un triangle ou d’un parallélogramme, le volume d’un tétraédre et a
distance d’un point a une droite ou a un plan

Exercice 42

ABCDEFGH est un cube de coté 1. L'espace est muni d'un repére orthonorme direct (A :AB,AD, AE).
On désigne par |, le milieu de [EF] et par K le centre du carre ADHE.

1)a) Vérifier que BK =IGAIA.

b) En déduire l'aire du triangle IGA. 3 | :
2) Calculer le volume du tétraedre ABIG et en déduire la distance du point B au plan (AIG).

T R R R R S e

e e = 1= _
1)a)Ona: IG =§AB—AE et lA= _EAB . Alors :
TG AR = — B A RS~ TR ARE - T RO RS- RO RE =10 + 1FE - FB = LW RB = AR+ BR =B

Par conséquent, BK =IGAIA.

Autre méthode:
On peut aussi utiliser les coordonnées des sommets du cube dans le repére donné.

b) L'aire du triangle IGA est : Aire(IGA) = %“EAE || = %BK - %,} ABZ 4 AK?

1 1 2 . 1] 2
AK? = —AH? = —(AE? +EH?) ==  al e i NG
Or 2 4( +EH*) 1 alors Aire(IGA) ; 1+4 ; ua.

2) e Le volume du tétragdre ABIG est : Volume(ABIG) = %l(ﬁ A E).I_E| .
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Dans le repdre donné,ona: B(1,0, 0), [0 -3- %] et I[%.[m],

Donc BK a pour coordonnées [—1%%] et iB a pour coordonnées [—%,(},—1],

= 5 | 1
‘ot BK.IB===40——=-1.
D'oll BK:I1B 2~I >

Et finalement, Volume(ABIG) = %
Autre méthode :
Pour le calcul de BK 1B, on peut auss! écrire : BK = —AB+;AD+ —AE et IB= % ~AE.
Alors ﬁf-lﬁ-:—%ﬂﬁz+E§-ﬁ+%ﬁ-ﬁﬁ-%ﬂn-AB+EAE-AE—%AE2= -%-%=—1.
e Soit O le projeté orthogonal de B sur le plan (AIG).
Volume(ABIG) = L0B x Aire(AIG) , drois 0B = SV(ABIG) _ 2 _ B
3 aire(AIG) 6 3
J6

La distance de B au plan (AIG) est: OB= -

Exercice 43
Dans I'espace rapporté a un repere orthonorme dlrect (0,1, J,K), on considére les points A(1, 2, 3),

B(2,-3,4)etlevecteur U (1,2,-3).
On note H le projeté orthogonal de B sur la droite D(A ; T ), passant par A et de vecteur directeur G.

1) Caleuler ‘E,HI , puis montrer que AH14 =F§,El1

2) En déduire la distance du point B 4 la droite D(A ; U ).
BAAT]
3) Calculer d(B, (D)), la distance de B & la droite D(A ; U) en utilisant la formule : d(B, (D)) = l]ﬁl

1)e Ona AB(1,-5,1), (1,2, -3).Donc AB-T=1x1+(-5)x2+1x(~3)=—12. Dol |ﬁ.ﬁ|=1z.

e Or AB.{i =(AH+-HB)- U = AH-T +HB-T; H étantle projeté orthogonal de B surla droite D(A; T ).
Ona, HB-T=0,dol AB.U=AH.U=AHx]i]x ms[A:HTTJ'}.
Puisque H appartient 4 D(A; T ), alorson a mes{mj =0[x].
D'ol lﬁ_ﬁ.ﬁ' = AHx"" X )| = AHx ||i|'|| . Comme "ﬁ“ =f14 , alors AHV14 = |A—Bﬁ]

|| 12 BJF{

2) D'aprés la question 1), ona: AH=" TS

Le triangle ABH est rectangle en H, d'oll BH? = AB? — AHZ = 1;? D'oit BH= ’1;7

La distance de B 4 la droite D(A ; T ) est BH= %1 :

Page 95
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-1 -3 |- ;l

A4 41" |5 '

C'est-a-dire BAAT a pour coordonnées (-13, 4, -7). Par sulle I]ETAAE“=J169+1B+49:J§§4_
Ju o it

D'od la distance de B & (D) est : d(B. (D)) =N

= 5 2
3) BAAU apc-..lrc:on:x'c!«::,nnées"_1 _3|.

xercice 44
E‘Ese;ace est muni 3 un repére orthonormé (0, 1, J, K). Soit A(1, 2, 3), B(-1,4, 3), C(2, 0, 1) et D(m
1) Déterminer un vecteur normal au plan (ABC).
2) Déterminer une équation du plan (ABC).
3) Montrer que le point D n'appartient pas au plan (ABC).
4) Calculer la distance de D au plan (ABC).

5) Calculer le volume du tétraédre ABCD. En déduire I'aire du triangle ABC.
Solution 44
1) Un vecteur normal au plan (ABC) est ABAAC.
Ona AB a pour coordonnées (-2,2,0)et AC a pour coordonnées (1,-2,-2),

S 2 - 0 - -2 1
donc ABAAC rdonné :

sparcamis [} 9, |%, 9 |2 ]

D'oli ABA AC de coordonnées (-4.-4 ,2)estun vecteur normal au plan (ABC).
2) M(x,y,z)appartient 3 (ABC) <« m.(mnﬁ}zﬁ

< 4x-1)-4(y-2)+2(z-3)=0.

& &X-2y+z+3=0.
D'ou une équation cartésienne du plan (ABC) est: 2x + 2y -z-3=0.

3) 2x0+2x4-1x15-3=-10 # 0. D'oli D n'appartient pas au plan (ABC).

fEna]
Orona: DA(1,-2,-12), DA-(ABAAC)=—4+8—24=—20 et ||ﬁ,»\ﬁ"=1(—15+1a+4=5.
D'ois (D , (ABC)) =1§. La distance de D au plan (ABC) est donc -2

Autre méthode ;

. |D_A'.(EE A E}|
4) La distance de D au plan (ABC) est donnée par la formule ; d(D, (ABC)) =

- : : -3 10
On peut aussi utiliser I'équation cartésienne du plan (ABC).On aura:: d(D, (ABC)) = [2%p +2yp— 2o 3 .
2424+f T
5) » Le volume du tétraédre ABCD est donné par la formule - Volume(ABCD) = 1[( AB A E‘ﬁ]_ﬁﬁ‘ = %x 0=7"
6
Le volume du tétraédre ABCD est donc : 1_0_' uv.,

. D
» Notons V le volume du tétraédre ABCD - Are(ABC) l'aire du triangle ABC et h la hauteur du tétraédre i55%° de

10
- L
On a alors : V =2hx Aite(ABC), doi Aire(ABC) =3V _ " 3

—_— 1

—_—

D'ols I'aire du triangle ABC est Aire(ABC) = 3y 5 3

e ——— s Pago 95 ﬁﬁ%
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8 — Déterminer les lieux géométriques

Exercice 45 :
Soit A, B et C trois points de I'espace orientd.

Déterminer I'ensemble des points M tels que : (MA +MB)AAC =0 .

Soit | milieu de [AB]. MA +MB = 2Mi , donc -
(MA+MB)AAC=0 ¢ MIAAC=0 & Lesvecteurs Mi et AC sont colinéaires.
D'ou I'ensemble cherché est la droite passant par | et paralléle a (AC).

Exercice 46 B
Soit A et B deux points distincts de I'espace orienté, | le milieu de [AB).

f) Démontrer que pour tout point M de I'espace, MA ANE =i A AB.
2) En déduire Fensemble (E) des points M de Fespace tels que [ A VIB| = Mix AB.

Solution 46

1) MAAMB =MA A (MA + AE) = MA A MA + MA A AB
De méme MiAAB = (MA +Al) A AB = MA A AB -+ Al A AB = MA A AB (car AINAB=10).
D'oll MAAMB =MIAAB.

2) D'aprés la question 1), on a 'IMM:‘I_B'"=HEAA_B"'.

L'ensemble (E) est donc I'ensemble des points M de I'espace tels que “ MiAAB " =MixAB.

Or i M1, alors || MiA AB | = Mix ABxsinfIA.

Donc M appartient & (E) i et seulement si sinMIA =1, c'est-a-dire mesMIA =g.

L'ensemble des points M de I'espace tels que mesMIA = % est le plan médiateur de [AB], privé du point I.
Mais si M . |, alors “ A ﬁiu =0 etlIxAB =0, d'ou I'égalité “ MiA AB “ =MIixAB est encore vraie.
Finalement, l'ensemble (E) des points M tels que “IUT‘\ A hﬁ” =MIxAB estle plan médiateur de [AB].

Exercice 47 [

L'espace est muni d'un repére orthonormé direct (O

o
EX
o B Y1
T

Soit A, B, C les points tels que OA=1, OB=] et OC=k.
1) Déterminer I'ensemble des points M de I'espace tels que ” MA AMB " = ” MB AMC " ;

2) Déterminer I'ensemble des points M de l'espace tels que ” MA AMB " = ” MB A MC " = “ MC AMA H .

1) Soit M point de I'espace de coordonnées (x , y , ).

OnaA(1,0,0),B(0,1,0)etc(, 0, 1).
Le vecteur MA AMB a pour cordonnées (z, z, 1 - x~y) (le lecteur fera les calculs).
Le vecteur MBAMC a pour coordonnées (1 - y-z,x,X) (le lecteur fera les calculs).

h‘ Page a7 [ — e
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Donc || MA A M_-B_- e el T ~

=|[MBAMC || équivautd z2+ 22+ (1 —=x = y)?= (1 =y —2)2 + X2 + X2, puis 4
q ( y)

22— x2-2x+ 2z + 2xy - 2yz = 0, ensuite & (z - x)(z + x) - 2(x — 2) + 2y(x - 2) = 0, ensuite & .
(z-x)(z +x-2y+2)=0etenfinax-z=0o0ux-2y+z+2=0. '

Par conséquent, 'ensemble des points M(x , y , z) tels que H MA AMB ﬂ = || MB AMC " est |a réunion des plang
d'équations respectives x—z=0etk-2y+z+2=0.

2) D'aprés ce qui précéde, " MA AMB H = " MBAMC H si et seulement si, x—z=00ux—-2y +z+2 =0,
Comme a la question 1), on montre que :

"WSA MC “ == ﬂ MC AMA || si et seulement si, x—y =0 ou x +y - 2z + 2 = 0 (le lecteur fera les calculs).

Alors, ||FA_A'A@":"WAWCH="WAW“ est équivalent a [x:zoux—2y+z+2=0 is a ‘x:z

X=youx+y—2z+2=0 x=y M
[ X=7 - [x—2y+z+2=0 o [x—2y+z+2=0'
X+y—2z+2=0 X=y X+y—2z+2=0
x=k x=Kk x=k x=k-2
Enfna {y=k ke R ou {y=k—2 keR ou { y=k keR ou y=k keR.
z=k z=Kk z=k-2 z=k

Finalement, I'ensemble des points M(x , y , ) de 'espace tels que :
” MA A MB " = " MBAMC ” - I‘ MC Aﬁ " est la réunion des quatre droites passant respectivement par O,

A0,-2,0),B(0.0,-2) et C(-2, 0, 0) et ayant outes pour vecteur directeur =1+ ] +K.

Exercice 48 >

Soit A, B, C trois points non alignés de I'espace orienté.

1) Déterminer 'ensemble des points M de I'espace tels que : ABAAM=ABAAC.

2) Soit | le milieu de [AC], démontrer que I'ensemble des points M de I'espace tels que : MA AMB =MB AMC estla
droite (IB).

Solution 48
1) Soit M un point de I'espace, ona: |

ABAAM=ABAAC < ABA(AM-AC)=0 « ABACM=0. |
Donc l'ensemble des points M de l'espace tels que ABAAM =ABAAC est la droite passant C et paralléle 4 la droi
AB).

(2) éoit M un point de I'espace, MA AMB =MB AMC équivaut successivement a MA AMB —MB AMC =0, puis
(MA +MC) AMB =0, ensuite 2MiAMB =0 et enfin MIAMB=0.

Ce qui signifie que les points M, | et B sont alignés. En d'autres termes, M appartient a la droite (IB).

Finalement, I'ensemble des points M de I'espace tels que : MAAMB =MB AMC est la droite (IB).

Exercice 49 > —
Dans I'espace muni d'un repére orthonormé direct, soit A et B deux points tels que AB = 5.

1) Si M est un point de |'espace, interpréter géométriquement || MA AMB H ;

2) Déterminer 'ensemble des points M de 'espace tels que “ MA AMB || =20.

Solution 49 : 1

1) [MAA M | représente le doube de Iaie du tiangle ABM.

Page 98
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Chapitre 9 ; i€ométrie dans Uespace

2) L'aire du triangle ABM est aussi égale & : M;”_"}E :

D'ol d'ﬂpl‘és la QUESﬁOH 1). "mnﬁ“: 20 équ'u.raut a ABxd(M| (AB” =20, C'est-a-dire U(M . (AB)) = 4.

D'ois lensemble des points M de I'espace tels que ”mf"-ﬁ |’ =20 estle cylindre d'axe (AB) et de rayon 4.

R e, Page Y e ————
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Chapitre 9 : Géoméltrie dans l'espace

EXERCICES POUR 5" AuTo-eVALUER

Exercice 50 Zimi‘r'mk

i e e
1) On donne dans lespace E, trois points non alignés A, B, C et le point | défini par Al = AB+-AC.

De quels coefficients a, b, ¢ faut-il affecter respectivement A, B et C pour que | soit leur barycentre ?
2) On suppose maintenant que ABC est un triangle rectangle en A et que AB=2 et AC = 1.
Déterminer I'ensemble des points M de I'espace tels que :

a) (S):MAz-2MB2-MC2=-3, b) (P):MAz-2MB? +MC?=-3,

Exercice 51 BAC Etranger 25 minutes

L'espace est muni d'un repére orthonormé (07, ] ,K).
On considere les points A(1,0,-1),B(2,1,0),C(0,1,-1)et D(-1,0,4).
1)a) Déterminer les coordonnées des vecteurs AB A AC .

b) Montrer que les points A, B, C et D sont non coplanaires.
¢) Calculer le volume du tétraédre ABCD. ;

2) Soit (S) I'ensemble des points M de I'espace tels que MA? + MD2 = 29,
a)Verifier que les points B et C appartiennent a (S). i
b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de (S).

Exercice 52 BAC C et E — Cameroun — 2000 30 minutes

0, A, B et C désignent quatre points non coplanaires de I'espace affine euclidien, P et Q les milieux respectifs des
segments [AC] et [OB].

On note D le barycentre des points 0O, A, B et C affectés des coefficients respectifs 3, 2, 3 et -2.

1) Montrer que les vecteurs DQ et AP sont colinéaires. Placer les points A, B, C, O et D sur une figure.
Dans la suite de I'exercice, on note M un point de I'espace,

V=MO—MA+MB—MC et w=23MO+2MA +3ME —2MC .
2)a) Vérifier que V=2PQ etque w=6MD.
b) En déduire la nature de A ainsi que celle de S, ol A est I'ensemble des points M tels que ¥ et w soient
colinéaires. S est 'ensemble des points M tels que ¥ et w ont la méme norme.

3) On suppose (pour cefte question) que I'espace est muni d'un repére orthonormé (0317, j , k) et que les points A, B
et C ont pour coordonnées (2,0, 0),(0,2,0)et(0, 0, 1) respectivement.
Ecrire une équation carésienne de S et un systéme d'équations paramétriques de A.

Exercice 53
ABC est un triangle. On pose BC =a, AC=b et AB = ¢.
A’est le milieu du segment [BC], B' celui de [AC], C' celui de [AB], G l'sobarycentre du triangle ABC.

35 minutes

2,02,.2
1) Montrer que, pour tout point M du plan, MAZ +MB? +MC? = amg? 4 &_tb° +¢”
2) En calculant de deux fagons différentes : (MA +MB +MC)?, établir que -
T S S
2MA - MA' 4 MB MG = mg;a—-ﬁﬁ—*"f_ .

3) On considére les points communs aux cercles de diaméatres respectifs [AA] et [BC].

Montrer que, lorsquiils existent, ils appartiennent & un cercle de centre G dont on précisera le rayon en fonction de & b
etc

Exercice54 __ BAC sportifs de haut niveau - France - 1995

. 25 minutes
Dans I'espace fapporté & un repére orthonormé direct (0; 7, 7 ,K) , on donne les points A@3,2,-1)etH(1,-1.3)

3
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1) Calculer la longueur AH.

2) Déterminer une équation du plan (P) passant par H et orthogonal & Ia droile (AH).
3) On donne les points B(6, 1, 1), C(4,-3,3) et D(-1, -5 , .1),
Démontrer que B, C et D appartiennent au plan (P),

Démontrer que |'aire du triangle BCD est éqale & 5./29 .
Démontrer que le volume du tétraédre ABCD est égal 3 1%5-

Exercice 59 : 45 minutes

A, B, C et D sont qualre points non coplanaires de 'espace ; | et J sont les milieux respectifs des segments [AB] et
[CD] ; m est un reel non nul et Gm = bar {(A , 1), (B, 1.(C,m-2),(D, m)).
1) Construire Gm dans les cas particuliers.

a) m=2 b) m=1.
= (m=2)= 1=
trer que I1G, =|——|IC +=ID.

2) Montrer q £ [Zm] 5

¢) En déduire que G; est le milieu du segment [G1J].

En déduire que I'erﬂnbfe (S) des points Gm lorsque m décrit R est inclus dans un plan que l'on précisera.
3) Montrer que mJGy, estun vecteur constant. En déduire I'ensemble (S).

Exercice 56 20 minutes
Soit P un plan affine, A et B deux points distincts de P.

Afout réel a et pour tout point M du plan, on associe le systéme : So = {(A, a), (B, a + 1), (M, -a)}.

1) Déterminer I'ensemble E des réels a pour lesquels le systéme Sa admet un barycentre.

2) Soit a appartenant a E, on note @, I'application de P vers P, qui a tout point M, associe le point M, barycentre de
Sa. Quelle est la nature de ¢ ? ’

ice 57 rait d'un BAC étran 45 minutes
L'espace est rapporté 4 un repére orthonormé direct (0; 7,7, k).
Les points A, B, C et D ont pour coordonnées respectives (-1,0,2),(3,2,-4),(1,-4,2)et(5,-2, 4).

On considére les points I, J et K définis comme suit : | miieu de [AB), K milieu de [CD] et B = %B'T_‘,' .

1) Déterminer les coordonnées des points I, J et K.

2) Montrer que les points I, J et K ne sont pas alignés. :

Justifier qu'une équation cartésienne du plan (1JK) est 8x + 9y + 52— 12 = 0. :

Déterminer une représentation paramétrique de la droite (AD) et montrer que le plan (IJK) et la droite (AD) sont sécants

PR
€n un point L dont on déterminera les coordonnées. Montrer que AL =IAD :

3) Plus généralement, dans I'espace E, on considére un tétraédre ABCD ainsi que les points I, J, K et
iy Wi, “im i

L définis par | milieu du segment [AB], K milieu du segment [CD], AL =EAD et E!J=IBC ;

Soit G le barycentre de {(A , 3), (B, 3), (C. 1), (D, 1)}.

Déterminer le barycentre de {(A , 3), (D , 1)} et le barycentre de {(B , 3), (C , 1)}.

En associant les points A, B, C et D de deux fagons différentes, montrer que G appartient aux droites (IK) et (JL).

En déduire que les points |, J, K et L sont coplanaires.

Exercice 58 Extrait d'un BAC étranger 45 minutes
Soit A, B et C trois points non alignés de I'espace et k un réel de l'intervalle [-1, 1].
On note G le barycentre du systéme {(A , k2 + 1), (B, ), (C, -K)}. .
1) Représenter les points A, B, C, le milieu | de [BC] et construire les points G et G-1,
—k -B—C.
k2 +1

2) Montrer que, pour tout réel k de l'ntervalle [1, 1], on a l'égalité : AG, =

—_——————————— Page1l1
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Etablir e tableau de variation de la fonction f définie sur [-1 , 1] par : f(x)= ;2—:1— ;

En déduire I'ensemble des points G quand k décrit lintervalle [-1, 1].

3) Déterminer 'ensemble (E) des points M de l'espace tels que : || 2MA +MB —MC ” = ” 2MA —MB +MC ” .
4) Déterminer 'ensemble (F) des points M de I'espace tels que : " 2MA +MB—MC || = || 2MA —MB —MC ﬂ

5) L'espace est maintenant rapporté & un repére orthonormé (O 1, j . k).
Les points A, B, C ont pour coordonnées respectives (0,0, 2), (-1,2,1) et (-1,.2,9)
Le point G et les ensembles (E) et (F) sont définis comme ci-dessus.

Calculer les coordonnées de G1 et G- _ :
Montrer que les ensembles (E) et (F) sont sécants. Calculer le rayon du cercle (C), intersection de (E) et (F).

Exercice 59 _25 minutes
Soit P un plan. ABC est un triangle rectangle en A et isocéle tel que AB = AC = a, ol a est un réel positif.

Soit m un paramétre réel.

1) Donner une condition nécessaire et suffisante sur m pour que le systéme de points pondérés
{(A,2),(B,-1),(C,m)}admette un barycentre Gnm.

2) Construire Go, puis Gz. Vérifier que GG, = & :

3
3) Déterminer I'ensemble (I"1) des points M tels que . " 2MA —MB + 2MC " = "m +MB+ MC ||

Exercice 60 35 minutes
Dans I'espace rapporté a un repére orthonormé direct (O ; H ,? ,E} , on considére les points A(1,2, 2), B(3,2,1) et
C1..3,3)

1) Montrer que les points A, B et C déterminent un plan. Donner une équation de ce plan. .

2) On considére les plans (P1) et (P2) d'équations respectives (P1) : x-2y +2z-1=0 et (P2):x-3y+2z+2=0.
Montrer que les plans (P1) et (Pz) sont sécants.

On notera (A) leur droite d'intersection. Montrer que le point C appartient 4 la droite (A).

Démontrer que le vecteur G (2,0, -1) est un vecteur directeur de la droite (A).

Déduire une représentation paramétrique de la droite (A).

x=2k+1
3) Pour déterminer la distance du point A a la droite (A) d'équation paramétrique: { y=3 JkeR.
z=-k+3

On consideére le point M de paramétre k de la droite (A).
Déterminer la valeur de k pour que les vecteurs AM et U soient orthogonaux.
En déduire la distance du point A a la droite (A).

Exercice 61 30 minutes

On considére dans le plan orienté un triangle non aplati ABC.
On note G le barycentre des points pondérés (A, 3), (B, 1) et (C, 1).
Q le barycentre des points pondérés (A, 3) et (C, 1),
Etenfin R le barycentre des points pondérés (A, 3) et (B , 1).
1) Démontrer que les droites (BQ) et (CR) passent par G
2) Soit P le‘milieu du segment [BC].

Démontrer que les points A, P et G sont alignés. Exprimer le vecteur PG en fonction du vecteur PA .

3) Soit A I'ensemble des points M du plan tels que : mes(MB ,MC) = g[n] g

On suppose que B et C sont fixes et que A décrit 'ensemble A. Déterminer I'ensemble I" décrit par le point G

e —— ey, PAge10? —
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Exercice 62 25 minutes

Soit A, B el C trois paints non alignés de l'espace orienté
1) Démontrer que : 7B 1. AC =CA /.CB =BCABA,

BC  CA  AB
ginBAC  6inCBA  5inACB

Exercice 63 45 minutes
L'espaca est muni dun repére orthogonal direct (0T, 7, K)

On donne les points A(1, 0, 0), B(1,-1,1),C(-2,0,1),D(-2,1,0) et M{x,, ¥, 2).

1) On considére e vecteur V tel que V = 2MA— 2B+ MC .

Détermine le triplet (x , ¥ , z) de coordonnées de M pour que 'on ait simultanément ABAV=0A et AB-V=0.

2) Déterminer le liew géomélrique des points G;, barycentres des points pondérés
(A,2);(B,2-1);(C,1-22);(D,1)lorsque A décrit R

(Indication : ABCD est un parallélogramme non aplati),

3) Soit H un point de I'espace tel que ABCH soit un tétraédre, | le milieu de [AB], J le milieu de [AC] et K le milieu de

(CH].

Soit ¢ un réel différent de -1, 0 et 1 et H,, le barycentre lorsqu'il existe des points pondérés (A, 2o+ 1), (B, ),

(C,-2),(H,-3).

a) Montrer que H,, estun point du plan (LJK).

b) Soit E le milieu de [IJ] et F le barycentre des points pondérés (J , 1) ; (K, -3).

Montrer que H,, est un point de la droite (EF).

Exercice 64 Extrait d'un BAC francais — 1987 50 minutes
L'espace est muni d'un repére orthogonal direct (07,7 ,k)

2) En déduire que .

On donne les points A[—%,u.u]. B[%,U.t}] etF(0,1,0).

1) Soit M(x , y , z) un point de I'espace.
Calculer les coordonnées du vecteur MA AMB . Déterminer le point Mo tel que MA AMGB = MF .

7) Déterminer l'ensemble des points M du plan (07 ,k) tel que: “m AM—'E!-" =“M_'F|\

En interprétant Hﬁhﬁ“ comme une aire, montrer que ces points M sont & égale distance du point F et de la droite

(AB). En déduire une solution géométrique.
3) Résoudre les mémes questions qu'4 la question 2) en remplagant e plan (O j , k) parleplan (0;7,7).

Exercice 65 Extrait d'un BAC francais — 1981 25 minutes
1) ABC est un friangle du plan P tel que AB=AC=5etBC =6
Caleuler le produit scalaire AB.AC.
2) On désigne par G le barycentre de (A, 2), (B, 3) et (C, 3).
Construire le point G et calculer la distance GA.
3) On considére I'application f de P dans R qui, & fout point M de P, associe le réel :

f(M) = 2MB -MC +MC-MA + MA-MB.

Démontrer que I'on a, pour tout point M de P, f(M) = f(G) + 4MGZ. Calculer numeriquement f{A) et f(G).
4) Déterminer et construire 'ensemble E des points M tels que : f(M) = f(A).

X A bb Irs d entree 4 [y 1€ T dOUTICIE diTE J L
ABCDE est une pyramide de base ABCD, carré de centre Oet EA=EB=EC=ED=2aetOA=a.
1) Montrer que la droite (EO) est orthogonale au plan (ABCD).
2) Déterminer suivant les valeurs du réel k, I'ensemble des points M de I'espace tels que :
MAZ + MB? + MCZ + MD2 = ka?,

e P00 10} —
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EXERCICES POUR 5 AUTo-EVALUER -  soluTioNs

(:A ' 1)- {B ' '2.)1 ‘:C ! 'T}}'

1) ﬁ‘lhﬁﬁ-rlfé & Al—2BI-Ci=0. Dou |=bar

2)a) MAZ-2MB2~MC? = (Mi-iA)2 — 2(Mii+ ig)?2 — (M4 iC)% .
— MR — 2Mi(iA + 2B —C) -+ 1A? - 21B —IC”.

-2MI2 + 1AZ - 21B2 - IC2, L

— i 1 ——t 2 ;L c2=-1,
._(AB-r-%AC)z=ABE+IA02+AB-AC_IAB A0 =

L]

—

A= B+;AC donc 1A2

= = 1= ST Ry T
— - = — Bl =—AC ==,
Al AB+2AC ,donc BI 2AC el 2 2

—_— — — —_— — — — 1= 1 2 ._'.-_'— 2 l 2=-1I—?.
Al=7B +AC donc Gi=AB-1AC ef OF = (RB -5 AC)’ = AB? +AC" ~AB-AC =B+ 2AC
ol MAZ —2MB? —MC2 = —am + 2 17 _ _omz 1 ping
D'l MA? ~ 2082 —MC? = —om? + -2 :
1 V5

MAZ-2MB2-MC2=-3 & -2M|2-§=—3 @ M==-.

Dol (S) est la sphére de centre |, de rayon %
b) @ MAZ- 2MB2 + MC? = MA? — 2(MA + AB)? + (MA + AC)? = 2MA(—2AB + AC) —2AB? + ACZ,
= 2MA(-2AB+AC)-7
Considérons le point D fel que AD =—2AB+AC , onaura alors MAZ —2MB? +MC? = 2MA.AD —7 .

Donc MAZ-2MB2+MC2=-3 ¢ MA.AD=2.

e Soit H le point de (AD) tel que HAAD =2.
Ona HA =aAD . Donc HAAD = 0AD? . !
Puisque AD=—2AB+AC , alors AD? = (—2AB + AC)? = 4AB? + AC? =17.

On en déduit HAAD = aAD? =17 . Comme HAAD =2, alors ona 17 =2. Alors a=% et ﬁz%ﬁj.

e Onobtientalors MA? - 2MB2+MC2=-3 ¢ MAAD=HAAD <« HMAD=0.
(P) estle plan passant par H et orthogonal & (AD).

1)a) Les coordonnées de AB sont (1,1, 1) etcelles de AC sont (-1, 1 ,0).
1 0] 1

. = = 1
D'ol ABAAC a pourcoordonnées( 1 'l

1 o"
b) A, B, C et D sont non coplanaires lorsque AB , AC et AD sont non coplanaires, C'est-a-dire (AB A AC)- AD #0.

Or AD a pour coordonnées (-2, 0, 5), alors (ABAAC) AD=2+40+10= =120,
A, B, C et D sont donc non coplanaires.

-1 | e
’ “ . C'est-a-dire AB A AC a pour coordonnées (-1,-1,2)

¢) Le volume du tétragdre ABCD est donné par fa formule - -—’(ABAAC)AD' 2 uv.,

2)a)  BA apour coordonnées (1,1, -1), BB a pour coordonnées (-3 , -1 , 4)
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BA=+3,BD=+0+1+16 =26 . Donc BA? + BD?= 3+ 26 = 29, D'ois B appartient 4 (S).
e CA apour coordonnées (1,-1,0), CD a pour coordonnées (-1, -1, 5),

CA=+2, CD=+/27 et CA2+CD?=2+27 =29, D'ol C appartient 4 (S).
b) Soit| le milieu de [AD], et M un point de I'espace. On a:

. o g e o 2
MA2 - MD? = (Mi+A) + (MI+ID)? = 2M2 + 2MI(iA + D) +- 21A2 = M2 +-A—I2]—_—.2MI2 +2—29.

Ainsi, M apparfienta (S) < 2M|2+2_29=29 o IMZ:ZT? - IM:?,
29

D'ol (S) est la sphére de centre |, de rayon -

1)D=bar{(0,3), (A, 2), (8, 3). (C,-2)} =bar {(0, 3), (B, 3), (A, 4), (A, -2), (C. -2)} = bar {(Q, 6), (A, 4), (P, - 4)).
Dois 600+4DA—4DP=0, cest-a-dire 6DQ+4PA=0.

Donc ﬁ:gA—P. D'oli les vecteurs DQ et AP sont colinéaires.
2)a) V= MO — MA +MB —MC = MO + MB — (VA + MC)
=2MQ — 2MP (car Q est milieude [OB] et P celui de [AC))
_ =2PQ .
W = 3MO + 2MA + 3MB — 2MC = 3(MD +DO) + 2(MD + DA) + 3(MD + DB) — 2(MD + DC})
=6MD -+ 3D0 + 2DA -+ 3DB — 2DC
=6MD (car D=bar{(0,3),(A,2).(B,3),(C,-2)) D

D'ots ¥=2PQ et w=6MD.
b) e A estla droite passant par D et de vecteur directeur PQ.

e [¥]= %] < oM= -;:PQ . Donc (8) est la sphére de centre D et de rayon %PQ o

3 7 — I PR e |D‘_|1|__ EtP = 1 1 1" 9
)Ona E{t,u.z].aw.*-ﬂl PQ[ il 2] [3 3] Rk A

Soit M(x , ¥, z) un point de I'espace.
2 2
1 2 1
® M(x,y,z) appartienta(S) DI‘.!Izng{}2 < [I_E] +(y-1]2+[z+-3-] -

1
4.

g 2
- 1 1
Donc une équation de (S) est : [x —%] +(y- 1]2 * [z +§] =
[ 2
X=-K+—
i 3

* Mx,y,z)appartientas <« DM=kPQ aveckréel <« y=k+1 aveckréel

2 3

=

2
X=—Kk+—=
+3

Donc une représentation paramétrique de la droite Aest { y=k-+1 avec k réel quelconque.
Vi

Z=——k—=
2 3

R P00 1
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% Chapitre 9 : Géomélrie dans l'espace

1) Soit M un point du plan,
® MAZ+MB2 + MC2 = (MG +GA)? + (MG +GB)? + (MG +GC)’

= 3MG? + 2MG - (GA+ 6B+ GC) + GA? + GB? +GC?

= 3MG2+ GA2+GR2+GC? (1) (car GA+GB+GC=0).
(AB +AC) , donc AG2 = (AE!2+ACE+2AE! AC).

—

e AG=

m!—-

— — AR? 2 _pp? z 2 . 1
Or AB-AC= "‘Ag BC St =7 s AG2=§(52+b2+Gz+hz—azj=-§(—az+2b2+2c2)

L e
" BG‘E(—ZAB+AC) donc

G? =—(M'~B2 +AC? —4AB-AC) :%{4& +b? —2¢2 - 2% +2a%) = 1082 —p2 +2¢%).

. l{AB —2AC), donc

w

(.p.'l

G? =§(AB'*’+4AGZ—4A_B-E)=-;-(c2+4b2-2c?—2b2+2a2)=%[2a2+252-c9;..

Dol AG? +BG? +CG? =%(32 +b%+¢?).
En remplagant cette valeur de AG? + BGZ + CG2 dans (1), on obtient bien :
MA? +MB? +MC? =3MG? +%(a|:!+h2 +c?).

2) (MA+MB+MC)? =MA? +MB? +MC? + 2MA - MB + 2MA - MC + 2MB - MC .
Donc, d'aprés la question 1,ona:
(MA +MB +MC)? = 3MG? +—:;{:a2 +b? +¢?)+2MA - (MB + MC) + 2MB-MC

=3MG? +%(az+hz +¢%)+4MA-MA" +2MB-MC (A’ est milieu de [BC],donc MB +MC =2MA')
De plus, MA+MB+MC =3MG , alors (MA+MB+MC)? =9MG? .
En égalant les deux expressions de (MA +MB+MC)?, on obtient :

MG + 3|_’a +b? +¢%)+4MA -MA"+ 2MB - MC = 9MG2.

e 1
Et finalement, 2MA - MA' + MB - MC = 3MG? _E(af +b?+¢?).

3) Supposons qu'il existe un point M commun aux cercles de diamétres [AAT] et [BC].
On a alors MA-MA'=MB-MC=0.

En remplagant dans I'égalité 2MA -MA*+MB-MC = 3MG? —1[32 +b? +c2} ,ona:

2
3M(_-‘,2-%{a +b? +¢%)=0. Clest-a-dire, GM= ;!’E‘Jr_';'fi_
le de centre G et d 1 [af+02+c?
M appartient donc au cercle de cenire G & era',.rc:n3 ~_2__

1) AH= J[;IH —xp)2 (Y — YA (2 —2a) =28

ﬁﬁﬁﬁﬁ Page 106 Eﬁﬁ‘"y
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Chapitre 9 : Géométrie dans Uespace

2) Le vecteur AH de coordonnées (-2, -3 , 4), est un vect
Ainsi, soit M(x , y , ) un point de I'espace. SURAII DAL )

M(x.y ., 2) appartienta (P) < A-AA=0 e -2x-1]-3fy+ )
Une équation du plan (P) esidunc:2x+3y_4z+13={0. )=3(y+1)+4(z-3)=0 & 2x+3y-4z+13=0.
3) e Le lecteur vérifiera que les coordonnées des points B, C et D sali bt

DoncB, CetD appartiennent & (P). P ' salisfont bel et bien I'égalité 2x + 3y -4z + 13 =0.

« L'aire du triangle BCD est donnée par la formule : Aire(BCD) =l‘|B_c;'\B_D”
; ;

Orona BC apour coordonnées (10, 4. 2) et BD, (5. - 6, -2). Alors BC ABD a pour coordonnées (20, 30, -40).
Donc |iac,«sn|\=1on_9 et Aire(BCD) =529 ua..

« Le volume du tétraédre ABCD est donné par la formule : Volume(ABCD) =-1|BTA'.[B_C' A ﬁ}l
5 i

Et comme BA a pour coordonnées (9, 1, -2), alors ona: BA-(BC ABD)=180-+30+80=290.

Dot Volume(ABCD) = % uv..

Autre méthode:
On peut aussi calculer la distance h de A au plan (BCD) = (P) et alors on aurait : Volume(ABCD) = %hx Aire(BCD) .

|oxa +3ya —4za +13 _ 29 1 145
rh= -2 _.J29, alors Volume(ABCD)=— 29 x 529 = —— (unité de volume).
J2+P (a2 1O (ABCO)=3 3 )

1)a) Gz = bar {(A, 1), (8,1),(D,2)}=bar {(1,2),(D, 2)}. Donc Gz est le milieu de [ID]. D
b) G1=bar {(A, 1), (B, 1), (C.-1), (D, 1)} = bar {,2), (-1, (0 0}

¢ 216, —CG; +DG; =0 donc 2iG; +DC =0 donc E;?:%EE.

Don
¢) G = bar{(l,2),(C ,-1), (D, 1)}
Gz=bar{(l,2).(D,2)} = bar{(l , 2), (C,-1). (D, 1),(C, 1.0, 1)}= bar {(G1,2).(J.2)}. A "
D'oi1 G2 est le milieu de [G1J]. ~
2) » Soit m un réel non nul.
Gm= bar{(l, 2), (C,m-2),(D. m)}

Gm=bar{(A.1J.(B,1),{C,m—2),{0.m}} ) (C.m-2),
2iG,, +(m—2)CGm+mDGm=0.

&
L —]
& 2E;+{m-z)(a+m]+nﬂm+m}=‘o_
Y, 2mlf§;=(m-2)lrﬁ+mﬁ.
PSR Ty =
D'os IG,, =——IC+7ID.
™ 2m 2 | o T .
o Dol Gm appariient au plan passant par | el de vecteurs directeurs 1C et iD (I, C et D sont non alignés).
uent, (S) est contenu dans le plan (ICD).

D'oll Gm appartient au plan (ICD): Par conséq
e Gn= ,m-2), D.m}=bar{tﬁ.1}.(5-1}.10.m}.(D.m}.iC.-2)}
e bar((A, 1), (8 1).(C b )= bar{(l, 2), (4. 2m), (C.- 2)}

D'ob, 26+ 2mGy)—26,C =0 ; cesta-die G+ J)+mBd =G = JC=0.

m
Donc mG,J=IC. Dol le vecteur mG,J estconstant. -

1.
m

e G J=—IC cest-a-dire JG, =—
' m

I =kﬁ,kvan‘ant dans R,

==is . 1
Soit m réel non nul, on a d'aprés ce qui précéde, JGp, e
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e T
Alors G décrit la droite passant par J et paralléle a la droite (CI), privée du point J. =

Dot (S) est la droite passant par J paralléle 4 la droite (IC), privée de J.

1) Sc admet un barycentre si et seulementsia+a +1-a#0; c'est-a-direa#-1.Donc E=R — {-1}.
2)M =bar{(A,a),(B,a+1), (M, -a)} signific que aM'A + (o« + )MB—oMM=0.

Clest-d-dire aMA + (o +1)MB=0.
Ora+(a+1)=0 équivauta u=—%.Alom:

. i 1— 1— = T — ey
e Si a=-?alﬂrsona —EMA+%M’BZD.C'est-é{Iire AM+M'A+AB=0.Donc MM'=AB.

@ , estalors la translation de vecteur AB .
2

. 1
e Si u:-:-—E.alorsoonsidémns le pnintG=bar{(A a),(B,a+1).0Ona:
oMA +(a+MB=0 < MG +GA) +(ax+)(MC+GB)=0 « oMG+(a+1)M'G=0

o oM=—2_GM.
o+1

g est Thomothétie de centre G et de rapport

'i1 (si o # 0) et @o est I'application identique.

1) Les coordonnées de | sont (1,1, -1) et celles de K sont (3,-3, 3).

f

1) [x 5
Lo =

X3 g f 51 5§

4 Yy 3| & | W= R J{z‘z' 2]
zJ+4 3 5

2)e Ona: u[% -% ~§] IK(2,—4,4) donc WAIK(-8,-9,—5)=0.

D'ols 1J et IK sontnon colinéaires et les points I, J et K sont donc non alignés.
e Les coordonnées des points I, J et K vérifient I'équation 8x+ 9y +5z-12=0,
D'ol |, J et K appartiennent au plan d'équation 8x + 9y + 5z - 12 =0,
De plus, les points I, J et K sont non alignés, alors le plan (LK) existe et a pour équation : 8x + 9y + 52— 12 = 0.

Xx=6k—-1
e M(x,y,z)appartienta (AD) <> il existe un réel k tel que, AM=KAD y=-2% ,keR.
z=2%+2
x=—146k x=—146k
o y=-2 y=-2k
artient a (IJK)N(AD) <
e M(x,y,z)app (WK)N(AD) - = L o
8x+9y+52—-12=0 —B+ 48k —18k + 10+ 10k—12=10
1 1 1 _5 T 1.5
i = ==, Y=== etz=—_D el
On en déduit que k 2 2 > 2 ‘ol (IJK) et (AD) sont sécants en L[2 2,2]
e 3 11 -
e AL a pour coordonnées [5 et -2—] de méme que —AD D'ol AL:%AD
ey Page 108 M
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Chapitre 9 : Géomiétrie duns lespace

N 1 T T
Yo Al=7AD & 4AL=AD & [D+3A=0. Dois L=bar(A,3),(0, 1))

— I

o BI=78C = 3B+IC=0. DoirJ=bar(,3)(C, 1),

e Dune part, G = bar{(A, 3),(B.3), (C, 1), (D, 1)} = bar((1, 6), (K, 2)). D'os G appartient 4 (IK)

e D'autre part, G =bar{(A, 3), (8, 3), (C, 1), (D, 1)} = bar((A, 3), (D, 1), (B, 3), (C, 1)} = bar{(L, 4), (J, 4)).
D'ou G appartienta (LJ).
Les droites (IK) et (JL) sont alors sécantes en G, donc coplanaires. D'ol les points 1, J, L et K sont coplanaires.

Solution 58
1) Gy =bar{(A, 2), (8,1), (C.-1)). D'ois AG, = -%EE.

—— Gy
G-1=bar{(A, 2), (B,-1), (C. 1)}. Doir AG_;= %gc ,
2)e Gi=bar{(A,k2+1),(B,K),(C,K) [k2+1)rgk+k3—q_m—5:=ﬁ_ .
= (K +1AG, +kBC =0 G:
= -k — N
< AG,=——-BC. Doli AG, =—BC.
TR G K2 1

2
e festune fonction définie, continue et dérivable sur [-1 1] et pour tout x élément de [-1, 1], f'(x)= ’; _12
(K +1)
Pour tout x appartenant -1, 1[,onaf’(x) <0 avec f'(1) =f(-1)=0,
fest donc strictement décroissante sur [-1, 1] et on a le tableau de variation de f qui suit ;

o e or i e T
0 - 0
1
2

2

o De Iétude de f, on déduit que, quand k décrit [-1 , 1], (k) décrit [-1 X

"2
L'ensemble des points Gk quand k décrit [-1, 1] est donc le segment [G1G-1]. )

3) Mappartient a (E) < ||2M+ﬁ-ﬁ“=“2m—ﬁ§+fﬁﬂ o |,2M_G,’]|=|]2mf;ﬂ & MG =MG-
Dol (E) est le plan médiateur du segment [G1G -1].

4) Mappartienta (F) < ”Zm+hTB'-_—ﬁE"=|IZM—ET—ELW|’ & ||2M_'{31||=”—E—EEI

]

- [#5]-| ]
& GiM=AlL

Donc (F) est la sphére de centre Gi et de rayon Al.

5) ® D'aprés la question 1), ona: AGy = M%ﬁ, BC(0,0,4) donc AG((0,0,~2) et Gi(0,0,0).

——

AG_;=—BC donc AG_,(0,0,2) et G_,(0,0,4).

1
2
* On constate que AG_, = -TG, , donc A est le milieu de [G1G-1]

Déterminons une équation cartésienne du plan (E) :
SoitM(x,y,z) un point de l'espace.

Mappartienta (£) «» AM-G,G_,;=0 < Ox(x-0)+0x(y-0)+4x(z-2)=0 & z-2=0.

e T T L e —
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Chapitre 9 : Géoméirie dans Uespace g

Donc le plan (E) a pour équation z = 2.
Le rayon de la sphére (F) est: Al= J6 (le lecteur fera les calculs).

0x0-+0x0+1x0-2 _
La distance du centre de la sphére au plan (E) est . | 7i =2<Al.

[a12
D'ou (F) et (E) se rencontrent suivant un cercle de rayon VAI® —4 = V2.

1) Le systéme {(A, 2), (B.-1), (C, m)} admet un barycentre si et seulement si:2-1+m#0.Cest-a-direm #.1,

2) e Go=bar{(A, 2), (B,-1)) donc 2GoA—GgB=0 donc GoA=AB.

Go est donc le symétrique de B par rapport a A. Gz
e Gz=bar{(A, 2), (B,-1),(C. 2)} = bar{(Go, 1), (C. 2)} o
Donc G,Gy +2G,C =0, donc CG, =%C_l’.-‘-o' G S AN
I . g
. Or 2GA-GB+26,6=0 & 3GL=AB+AC & GC=(AB+AC) (i)
R 2, . a2
Donc Gzcz=%(A52+Acz+2na-m)=%(a2+a2+0)=§a-’-. Do G,C=23=.

Puisque G,Gp +2G,C =0, alors G;Go = —2G,C.
2a\2 2a\2

. Finalement GG, = .
3 Em o2 3

3) Gz est barycentre de {(A, 2), (8,-1), (C, 2)}. Donc MA — MB + 2MC = 3!‘".71_(3_2' .

Soit G le centre de gravité du triangle ABC. On a MA +MB +MC = 3MG .
D'ol Mappartienta (') ¢ MG2=MG. (M) estdoncla médiatrice du segment [G2G].

Par conséquent GyG; =2G,C=

Solution 60
1)e Onaﬁﬁ{z,ﬂ.—ﬂ. E(D ,1,1) donc A—BAEU =2 ,2)::5 . (Le lecteur fera les calculs).
D'oli les vecteurs AB et AC sont non colinéaires.

Les points A, B et C sont par conséquent non alignés, et déterminent un plan.
e Soit M(x, Yy, ) un point de I'espace,

M appartient 3 (ABC) < AM-(ABAAC)=0 ¢ 1x(x—1)-2x(y-2)+2x(z-2)=0 & x-2y+2z-1=0.
Une équation cartésienne du plan (ABC) estdonc: x-2y+2z=1.

2)e ny(1,-2,2)etn, (1,-3,2) sont des vecteurs normaux respectifs de (P1) et (Pa).

Orona n Any(2,0,—1)=0. (Le lecteur fera les calculs)

Dol les plans (P1) et (P2) sont sécants suivant une droite (4) dont un vecteur directeur est n_; A E[Z ,0,=1).
o 1-2x3+42x3-1=0, dob C appartient a (Ps).
1-3x3+42x3+42=0, dol C appartient 3 (P2).
Puisque C appartient a (Ps) et & (P2), alors C appartient a (A).
 On constate que U=ny An, quiestun vecteur directeur de (A). Donc T est vecteur directeur de (4).
® (4) est la droite passant par C(1, 3, 3) et de vecteur directeur T (2, 0 -1).

X=2k+1
Une représentation paramétrique de (A) est : y=3 ,keR.
Z=-k+3

3) » Mestun point de () da paramélre k, do M a pour coordonnées (2k + 1,3, - + 3) kétantun réel.

e Page 110 =
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Chapitre 9 : Géométrie dans l'espace
Mi=0 o HK+k-120 & K=o,
5

D'oll AM estorthogonal a U (2, 0 ,-1) si et seulement si k:l_
5
e Soit H le projeté orthogonal de A sur (A).
. _— =
Hest e point de (A) de parametre — (d'aprés ce qui précéde). Donc Ia distance du point A a la droite (8) est AH.

=il g A _[4.%5 16_35
Orona AH[E.LEJ. donc AH= E+E+E=-—5—. Finalement, la distance de A & (A) est %

1) e Gest le barycentre des points pondérés (A , 3), (B, 1) et (C, 1) et Q le barycentre des points pondérés (A, 3) et
(C, 1). Donc G est le barycentre de (Q 4)et(8, 1). On en déduit que G apparﬁgnt ala droitg?BQ}.m B}

» Gestle barycentre des points pondérés (A, 3), (B, 1) et (C, 1) etR le barycentre des points pondérés (A , 3) et
(B, 1). Donc G est e barycentre de (R , 4) et (C, 1). On en déduit que G appartient  (CR).
Finalement, les droites (BQ) et (CR) passent par G.
2) o Gestle barycentre des points pondérés (A , 3), (B, 1)et(C, 1) et P estle milieu de [BC).
Donc G est barycentre des points pondérés (A, 3) et (P, 2). On.en déduit que A, P et G sont alignés.

o G=bar{(A,3),(P.2)} < 3BA+28P=0 « 5BP+PA<3. Dou @gﬁ.

3) o L'ensemble A est le cercle de diamétre [BC], privé des points B et C.
e Pestle milieu de [BC], P est donc le centre de ce cercle.

— J— =
De plus, PG=§PA » donc G est I'image de A par I'homothétie de centre P et de rapport % s
Si A décritle cercle de centre P et de rayon PB, alors G décrit le cercle de centre P (car P est invariant par celte

i 3 . voeds
homothétie) et de rayon gPB , privé des points images de B et C par 'homothétie définie ci-dessus.

1) Soit A, B et C trois points de I'espace.

AB A AC—CA ACB=AB A AC +BC AAC =(AB +BC)AAC=ACAAC=0.

D'ali A_.BA F\_{f =C_A ."\C_E. :

D'oi CA ACB=BCABA. Finalement, on a AB A AC =CA ACB=BCABA .

2) Soit A, B et C trois points de I'espace.

On a d'aprés ce qui précéde, AB A AC =CA ACB=BCABA . Donc "F'.E'A AC "=|‘C_A ACB ||= || EA@H ;
Ceest-a-dire ABx AC x sinBAG =CA x CBx SinACB =BC xBA xsinABC .

1 1 1

ABXACxSINBAC _ CAxCBxSinACB BCxBAxSinABC
ABxACXBC _ ABxACxBC _ ABxACxBC

AB x AC x sinBAC g CAxCBx sinﬁTC-ﬁm BC xBA xsinABC
BC AB AC

sinéﬁﬁ N sinﬁﬁﬁ =s|'nﬁ'(§§ '

Donc

En multipliant par ABXACxXBC, on a :

Ce qui permet d'écrire aprés simplification,

1) Soit G e barycentre des points (A, 2), (B, -2) et (C, 1).

L TS o T R R
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—2x14+1x1)
2x1—-2x1+1x(=2) 2x0—2><(—1)+1><0‘_?_’EE%I_%-—-—].SOII(Q.2.-1},
2-2+1 T 2-2+1 2-
Soit M(x , y , z) un point de 'espace, on a V=NG.
Donc V' a pour coordonnées (-2 -x,2-Y -1 -2

93 Géomélrie dans I’

Chapitre

G a pour coordonnées

{1 =1-2
o —2-x

0 <2y
-1 2"5‘

-1 2~Y
§ =2

|

AB a pour coordonnées (0, -1, 1) et ABAV a pour coordonnées [

soit(y+z-1,-x-2,-2=-x).
y+z—-1=1
Ainsi, ABAV =0A équivauta { —x—2=0 (1).
—x—-2=0
Et AB-V =0 équivauta 0x(-2-x) - 1x(2-y) + 1x(- 1-2) =0, soit ¥ =
y+z=2

Des relations (1) et (2), on obtient le systéme {x+2= 0.
y—z=3

z-3=0(2)

1
Z=—=

La résolution de ce systéme permet de conclure que X =-2, ¥ =§ et 2

. oy et e 5 1
Donc le point M tel que ABAV =0A et AB-V =0 estle pointde coordonnées [—2.5.—-2-]-

2) Notonsqu'ona A + (A-1)+(1-2A) +1=1et10, donc pour tout réel A, G; existe.
ABCD est un parallélogramme, donc AC=AB+AD.
G, est barycentre des points pondérés (A, A); (B, A-1);(C,1 -24); (D, 1) équivaut a
NGy A + (A —1)Gy B +(1—2\)GxC +GxD =0 Donc AG, = (\—1)AB +(1—2\)AC +AD.
Donc AG, = (\—1)AB+(1—2))(AB+AD) + AD= —MAB+(2—2))AD. -
Donc lorsque A décrit R , Gy, décrit le plan (ABC).
3)a) | est milieu [AB] donc | = bar{(A o), (B,a)};
J est milieu de [AC] donc J = bar{(A, a+ 1), (C, a+ 1)} ]
K est milieu de [CH] donc K = bar{(C,-3) , (H , -3)}- Alors,
H, = bar{(A, 2+ 1), (B, ), (C, a-2),(H .- 3)}
=bar{(A, o), (B, o), (A, o +1),(C, e +1),(C,-3), (H,-3)}
=bar{(l, 2a), (J, 20 + 2), (K, -6)}.
Puisque Hq = bar{(l, 20, (J , 20 + 2), (K, - 6)}, alors H, est un point du plan (IJK) .
b) E est le milieu de [lJ] donc E =bar{(l, 20), (J, 200} ;
F est le barycentre (J , 1), (K, -3), donc F=bar{(J, 2), (K -6)}. Alors
H, = bar{(l , 20), (J , 20+ 2), (K, - 6) }
= bar{" ' 2(1). (J ' 2(1]. {J [ 2)1 (K ] -SJ}

= bar{(E " 40(), (F P '4}}'
Puisque H = bar{(E , 40, (F , - 4)}, alors Hgest un point de la droite (EF).

Solution 64

1) SoitM(x,y,z)un point de 'espace,

e Ona ﬁﬁiﬁg—x.—y.—z] et Fﬁ[-%—x,—y,—z],

-7 —F
1

s Y

2

soit (0,-z,Y).

=y =Y
-z —z|'

donc MA AMB a pour coordonnées E

e Soit Mo(x , Yy , ) un point de l'espace,
—————— P8 112 _H
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Chapitre 9 : Géomer

rie dans espace
S e

I existe donc un seul point Mo de Tespace tel que MyA AMB =WgF , i s'agit du point MU[D,%.—%].
2) ® Soit M(x, ¥, z) un point de I'espace.
Mestdansleplan (O; j,k),doncx=0.

Nous avons donc, Wﬂh‘_ﬂlzm et W:Jm

s, PRAVB]=PHF] & ypiz=ypiz o patiyep o y=7.

L'ensemble des points M du plan (0; 7, K) tels que Wmﬁﬁ]:ﬁl est donc la droite d'équation y =- dans le
. 2
plan (0; j,K).
Notons que cette droite est la médiatrice du segment [OF] dans le plan (0;7.%).
» Notons A Iaire du triangle MAB, on 2 Fﬁmﬁl:m.
Or, A=%ABXMH.OﬂHES1bprDjetécl‘ﬂngmajde M sur (AB) et AB = 1, alors Iﬁnﬂ:MH avec MH
repuésmtanthdis@cedeMéladmite{AB]. -
Aet B étant symétriques par rapport 2 O, on a H = 0. D'os Fﬁm—slzou.
Ainsi, soit M un point du plan (0; J , ). Wnﬁl:ﬁl si et seulement si, MF = OM,
Aors les points M du plan (0; 7, K), tels que Waﬁl:lﬁl sont & égale distance de F et de la droite (AB).
* Finalement, Fensemble des points M du pian (0; 7 ,K) tels que FME]:W estla médiatrice du segment

[0F) dans le plan (0;7, k).
3) ® Soit M(x, y,, 2) un point de I'espace.
Mestdans e plan (0:7,7), doncz=0.

Nous avons donc, WA AMB]=y? et iR =32 + (1) .

: e = X241
A?H'PAMEI=FFI & R=R+(1-yf & R-Y+1=0 o y=-2l.

L'ensemble des points M du plan {O;f,f] tels que Whﬁﬁl=FFl est donc la parabole d'équation y =
dans e plan (07, ).

* Comme 4 la question 2), on montre que : [ VA AMB] = [MF] si et seulement si, MF = HM, oi H est e projets
Orthogonal de M sur la droite (AB).

Finalement, fensemble des points M du plan (O; 7, ) tels que WMEFFIEI estla parabole de foyer F i de
directrice (AB).

x2 +1

e ——— Page 113
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Chapitre

AB? 4+ AC?—BC? _25+25-36 o0 AB.AC=T.
B,3).(C.3}= bar{(A, 2), (H.6)}.

1)Ona AB-AC= -
2) » SoitH le milieu du segment [BC), on a G = bar{(A, 2).(
Clest-a-dire 2GA + 6GH =0, donc 2GA +6GA + 6AH=0.Fi

e ABC est un triangle isocéle de sommet A, et H est le milieu de [BC), donc le triangle ABH est rectangle en iy
On peut alors écrire AB? = AH? + BH2. C'est-a-dire 25 = g + AH2. Donc AH = 4.

nalement, AG = Zm .

Par suite, AG:%AH:& Donc AG = 3. :

3) ® Soit M un pointdu plan,ona:

f(M) = 2MB-MC +MC-MA +MA-MB B
=2(@+€B’}-(£4"§+E)+(W+ﬁ)-[h‘1§+ﬁ)+{ﬁ§+ﬁ}-(fﬂ_ﬁ+ﬁ) ¢

= 4MG? +H—G'-(2ﬁ+2§§+G—A+E+G_B'+EE]+2§_B'-§E+'G—C-@+(T§-G_B'
= 4MG? + MG- (2GA +3GB + 3GC) +(G).
Comme 2GA -+ 3GB + 3GC = 0 , alors on a : f(M) = 4MG? + f(G).
e En utilisant la définitionde f,ona:
f(A) = 2AB-AC + AC- AA + AA-AB = 2AB- AC , donc f(A) = 14.
e Enremplagant M par A dans I'égalité f(M) = 4MG? + f(G), ona :
f(A) = f(G) + 4AGZ. Donc 14 = f(G) + 36. Finalement, f(G) =-22.
4) Soit M un point du plan. ’
MapparientaE < fM)=1A) < f(A)=f(0)+4MG? & 14=-22+4MG CM=3.
Donc E est le cercle de centre G et de rayon 3.

Solution 66
1) EAC et EBD sont des triangles équilatéraux et 0 est milieu des segments [AC] et [BD].

Donc la droite (OE) est médiatrice de [AC] et [BD].
Donc la droite (OE) est orthogonale aux droites (AC) et (BD) qui sont sécantes en O.
Donc (OC) est orthogonale au plan (ABCD). _
2) Soit M un point de I'espace, ona: MA?2 + MB? + MC2 + MD? = 4MO? + 40A2, (Le lecteur fera les calculs).
a’(k—4)
4
Jk—4

Ainsi, MAZ + MB2 + MC2 + MD? =ka?  équivauta 4MO?2 + 40A? = ka2, Clest-a-dire OM? =

Ainsi - si k > 4, alors, 'ensemble des points M ch;rché est la sphére de centre O et de rayon ¢

si k < 4, alors, I'ensemble des points M cherché est 'ensemble vide.
si k = 4, alors, I'ensemble des points M cherché est le singleton {O}.

s PagE 114 ﬁﬁﬁﬁaﬁ‘"
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' “J(() NOMBRES COMPLEXES

RAPPEL DU COURS

A. Forme algébrique d’un nombre complexe
" A¢-Historique

o L'ensemble des nombres complexes a 1€ introduit pour repondre au probléme suivant

« Exi_stg-t-{l un ensemble contenant I'ensemble R des nombres réels, dans lequel les régles d’addition et de
mulllp;lgallnn sont les mémes que dans R et I'équation x2 = m a des solutions méme lorsque m est un réel
négatif ? ».
e Pour resoudre ce probléme, les algébristes ont construit un nombre « imaginaire » i, vérifiant I'égalité
fondamentale : i2= -1,

» Les nombres qui s'écrivent sous la forme a + b, ol a et b sont des nombres réels, permettent de résoudre le

probleme posé. Ces nombres sont appelés les nombres complexes. lis sont regroupés dans un ensemble noté C :
c'est I'ensemble des nombres complexes.

A; - Forme algébrique d'un nombre complexe

« Tout nombre complexe z s'écrit de facon unique sous la forme z =a +ib, ol a et b sont des nombres réels : c'estla
forme algébrique du nombre complexe z.
o Dans |'écriture z=a +ib, avec a et b réels :

Le réel a est la partie réelle de z : on la note Re(z).

Le réel b est |a partie imaginaire de z : on la note Im(z).

Sia=0, on dit que z est un imaginaire pur.

Sib=0,zestun réel.

A; - Opérations dans C-

o L'addition, la multiplication, la soustraction, la division, le calcul des puissances se font dans C comme dans R .

I faut juste se rappeler que : £ =-1. ' _
e Soitz=a+ibetz =a +ib', a, b, a"etb’ étant des nombres réels.

z=7sietseulementsia=a'etb=b"
z=0sietseulementsia=0etb=0.

A4 - Conjugué d’un nombre complexe

a) Définition et notation : = £
Le conjugué d'un complexe z = @ + ib, ol1 a et b sont des réels, est le complexe noté 2, défini par: z=a—ib.

b) Propriétés du conjugué d'un complexe :
Soit z et z' deux nombres mmpleer.
e zestunréel sietseulementsi, z=2.
z est un imaginaire pur si et seulementsi z=—-Z.

’ o b Z—zZ
. Re(z):z—'lzli et Imz)=——-

2i
« 7=z 4z =2+27'; 2.7'=2.7; (z")=(2)" (nestun entier naturel);
———————— PAJE 11} —————————
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Chapitre 10 : Nombres complexes

=

) . 2Z|_-Z (£ estun complexe non nul).
(z' est un complexe non nul) ; =]

——
N, |

Il
N_” -

As - Module d'un nombre c:o!nplexe
a) Définition et notation : _
Le module d'un complexe z estle réel positif noté |2| , défni par: |2|= vzz.

. it
On remarque si, comme z = a + ib, a et b étant des nombres réels, alors |7-| =va"+b".

b) Propriétés du module d'un nombre complexe :
Soit z et z' deux nombres complexes.
e Le module d'un nombre réel est sa valeur absolue.

 [=t-a=H
e |z=0 sietseulementsiz=0. .
L R R e T

e Inégalité triangulaire : |z+.2{<|z|+|z]. -

i

z '
=-— Z estun complexe nn nul.
| |z]*

B. Représentutionw géométrique d’un nombre complexe
Dans ce paragraphe, le plan est muni d’un repére orthonormé (O;T,T) |

B - Affixe et point image

A tout nombre complexe z = a + ib, a et b étant des nombres réels, on peut faire correspondre un point M(a , b) du
plan et un seul, et réciproquement.
' Le point M est appelé le point image du nombre complexe z et le complexe z est appelé I'affixe du point M.
On écrit parfois M: pour désigner le point M ef zw pour désigner le complexe z.
De fagon analogue, le vecteur U(a, b) a pour affixe le complexe z=a + ib.
On peut remarquer que :
M est sur I'axe des abscisses si et seulement si z est un réel.
M est sur I'axe des ordonnées si et seulement si z est un imaginaire pur.
L’axe des abscisses est alors appelé I'axe des réels et 'axe des ordonnées est I’ax

¢ des imaginaires purs.

On parle alors du plan complexe ou plan de Cauchy pour désigner le plan.
Deux points sont confondus lorsqu’ils ont la méme affixe.
De méme, deux vecteurs sont égaux lorsqu’ils ont la méme af]

Bz - Interprétation géométrique d'un complexe et du module d’un complexe

a) Complexe et vecteur :
Soit A et B deux points du plan d'affixes respeclives zx et zg,
* Levecteur OA a pour affixe z,

* Levecteur AB apour affixe zs - za.
Soit U et V deux vecteurs d'affixes respectives z; et zg

eta un nombre réel
* Laffixe du vecteur i + ¥ est z; + Z;.

e Laffixe du vecteur ali est a.z .
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__Chapitre 10 : Nombres complexes

b) L'affixe du milleu, I'affixe du barycentre :
Soit A et B deux points du plan d'affixes respeclives za el za.
| d'affixe 2, le milieu de [AB).

Zp + 1
Ona: z| = "2 &,

Soit (A, @)1sisn, N points pondérés du plantelsque ay + oz +.... + ﬂ;‘ £0.
G le barycentre des points pondérés (Ai, a)i sisn.
Zp, I'affixe du point Ai et z celle de G.

ayZp, + 02Zp, + ot ApZp

Ona: g =
G @+ o + ...4 g

c) Interprétation géométrique du module :.

Soit A et B deux points du plan d'affixes respectives zaetzs. .
Ona:e OA = |z, ] o AB=[z5 — 2,

C. Formes trigonométriques d’uw nombre comple I
Dans ce paragraphe, le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0;1.]) .

Ci - Argument d'un nombre complexe

a) Vocabulaire et notation :
Soit z un complexe non nul, et M son point image.

On appelle argument de z, que I'on note arg(z), toute mesure de I'angle orienté (i,0M).

Remarque :

Si @ est un argument de z, alors tout réel de la forme a + K2z, k étant un entier relatif, est aussi un argument de z.
Et tout argument de = sera aussi de la forme a + k2x, k entier relatif.

Donc tout nombre complexe a une infinité d’arguments.

Lorsque e est un argument de z, on écrira alors : argz = a + k2m (k étant un entier relatif) ou argz = a [2n1).

b) Propriétés sur I'argument
Soit z un nombre complexe non nul.
» zestun réel non nul si et seulement si argz = 0[m]
7 est un réel strictement positif si et seulement si, argz = 0[2m]
7 est un réel strictement négatif si et seulement si, argz = m(2m]

2 T
z est un imaginaire pur non nul, si et seulement si, argz = E[I] ;
-+ Siargz= a[2m], alorsona:
argz = —of2n] et arg(-z) = + e [2m].
»  Soit z et z deux nombres complexes non nuls,ona:

zZ|=|z' ) !
z=7 sietseulement si, | I l l , k entier relatif.
argz' = argz + k2w

*  Soit z et ' deux nombres complexes non nuls.

e

argz= —argz[2x] arg(zZ') £ argz + argz' [2n1]. arg(z") = nargz [2n]
arng- = —argz[2x] argi =argz—argz'[2x].
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Chapitre 10 : Nombres complexes

C. - Formes trigonométriques d'un nombre complexe non nul

a) Coordonnées cartésiennes et coordonnées polaires : _
Tout point M du plan est déterminé par la donnée de ses coordonnées cartésiennes (x , y) ou lors

qu'il est Qifférpy e
: 2, 2 J
Forigine O, par la donnée de ses coordonnées polaires (r , 8). ; ol r=0M=+/x*+y? , et est une Mesure g

langle orienté (i ,0M) .

De méme tout nombre complexe est parfaitement déterminé par sa forme algébrique x + iy ou

lorsqu'il est nop Nl pay
la donnée de son module r et I'un de ses arguments 8. On notera alors z=[r ; 8). ;

b) Formes trigonométriques d'un nombre complexe non nul :
Soit z un complexe non nul, de forme algébrique x + iy, x et y étant des réels, de module r et dont

un argument estp.
r=\}x2 -H,*z '

Ona:{ x=rcos@
y=rsinf

Donc z=r{cosd + isinB) : cette écriture est une forme frigonométrique de z.
(Notons que dans cette écriture,onar> ()

¢) Propositions ;
Soit z = r(cosB + ising) et 7' = r(cos@’ +isinB'), oui r et ¥ sont deux réels strictement positifs, B et 8" deux réels.
Ona: e zz'=rr(cos(f + 8) + isin(8 + 8")) e 2" =r"(cos(nB) +isin(nB)) ol n est un entier relatif

o Z=r(cos(~8) +isin(—8)) |

1 1 cis g
® ;:F(cos{—ﬁ')ﬂsm(—ﬁ)).
® -Z=r(cos(8 + ) +isin( +m)).

s

Z_L — 8" LienlA_a
® -;_r.(cos(ﬂ 0') +isin(6—0)

Cs - Notation exponentielle d’un complexe non nul

7
a) Notation:
e Soit 8 un nombre réel.

Le complexe de module 1 et dont un argument est 8 est noté e et se it « expcnentieile i8 ».
Donc: e® =cos®+ising .

® Siun complexe non nul z a pour module r et pour argument 8. Alors z=re® : c'est une forme exponentielle dez

b) Propriétés : '
 Soit B un nombre réel et r un réel strictement positif,

|e“*|=1 et argeH‘EB[Z-n].

_ : lg=r.
e z=re" sietseulement si, :
argz = 0[2n|
n e_ie' —e —eif — gil0+7) gl8+k2x) _ oio
; : e L
e =1 e =1 e2=j e 2=
e Soit 8 et 0 deux réels et n un entier relatif,
B . i0
P’ _ oi(0+8) {Em)n — i ._1_= o= e—.= gl0-07
elﬁ e:ﬂ

c) Formule de Moivre :
Soit n un entier relatif et x un nombre réel,
® (cosx +isinx)" = cosnx + isinnx.

® (cosx — isinx)" = cosnx - isinnx.
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Chapitre 10 : Nombres complexes

d) Formules d’Euler :
Soit x un nombre réel et n un entier relatif,

X —ix . .
e +€ m_ X
e COSX= > et sinx = e —e
) 2
e'm‘ e—mx . i i e—in'[
o COSMK=—"""7— et sinnx = :
2i

Cs - Interprétation géométrique d’un argument

Soit A, B, C et D quatre points distincts du plan d'affixes respectives a, b, cetd. Ona:

o mes(i,AB)=agb-al2x] o mes(AB AC)=agi—l2r] ¢ mes(AB, CD) = arg
—4a

d—c¢
2
b-a[ =]

D. Equationy dansC

Les équations et systémes d'équations se résolvent dans C comme dans R.
Darrs_ 5 k_?s fquarmns de la forme P(z) = 0, d’inconnue complexe z, oit P est un polyndme de degré n, admettent n
solutions disfinctes ou confondues.

D, - Racines carrées complexes

a) Théoréme et définition :

Soit A un nombre complexe.
L'équation z2 = A admet deux solutions opposées & et-d dans C.

5 et -8 sont appelés les racines carrées complexes de A.
b) Détermination des racines carrées complexes :

Soit A un nombre complexe.
o Si A est un réel posit, alors les racines carrees complexes de A sont: VA et =&,

e Si A estun réel strictement négatif, alors les racines carrées complexes de & sont: iW—A et —iv=4A.
e Si An'est pas un nombre réel. Onpose Z=Xx+iy, X et y étant des nombres réels et y est non nul.
2 —y? =Re(A)

= A, revient & résoudre le systéme: 2 +y?=|al -
2xy =Im(4)

rtie réelle, partie imaginaire) des racines carrées b et -0.

Alors résoudre I'équation 22

de ce systéme sont les couples (pa

Les couples solutions (x , y)
JE lorsque A n’est un réel positif.

Attention : Il est strictement interdit d’écrire

¢) Résolution de I'équation az?+bz+c=0,dans C. '
Cette équation se résoud dans C comme dans R :

o On calcule le discriminant A.
o On cherche les racines carrées Complexes deA:det-D. .
o On choisit une des racines carrées complexes comme étant la racine carrée de A, et on applique les formules
b —b+5
usuellesdans R © ;= -—b—ﬁ- et 2= :
2a 2a

D, - Racines n-iémes d'un complexe non nul

a) Théoreme et définition:
Soit A un complexe non nul et n un entier nature! non nul.
L'équation z0 = A admet n solutions distinctes.

e —————————— Page 119 #

Scanned by CamScanner



Chapitre 10 : Nombres complexes

Si A=re®, oiir est un réel strictement positif et 8 un nombre réel, alors les solutions de cefte équation sont ag n
(42

complexes y, =Yre n 0, kvariantdans {0,1,...,n-1}.

Les n complexes ux sont les racines n-iémes de A.

b) Détermination des racines n-iémes -

Soit A=re®, o restun réel strictement positif et 8 un nombre réel.
On pose 2= xe?, ol x est un réel strictement posit et y un nombre réel.

; : . =r
Alors résoudre I'équation z0 = A, c'est-a-dire x"e™ = e revient & résoudre e systéme . K appartieny
ny=0+k2n
azZ.
x="1r
La résolution de ce systéme permet d'écrire : 0 k2x.OUkvariedans{0,1,...,n-1}.
: )
d n n
L0 k2w
Par conséquent, les n solutions de l'équation "= A sontles u, =%re " n ', oiik varie dans {0.1,....n~1);qui

sont les racines n-iémes de A.

~ ©) Remarque importante :
Soit My, oli k estdans {0, 1, . . ., n}, les n points images des n racines n-iémes ux de A.

On remarque que : o OM, =9 . Doncles points Mx sont sur un méme cerdle de centre O et de rayon ¥r.

e mes(OM, OMy.4) EEIZW] ;
n .
Donc les points Mk forment un polygdne régulier 4 n cotés.

d) Les racines n-iémes de l'unité : :
® Les racines n-iémes de l'unité sont les racines n-iémes de 1.
. k2x
'_
Ce sont les n complexes u, =e " , ol k varie dans {0, 1 vee =1},
® Sion connait une racine n-&me zo d'un complexe A, alors pour avoir toutes les racines n-igmes de A, I suffit de
multiplier zo par les n racines.n-iémes de ['unité. \
C'est-a-dire les n racines n-iémes de A sont les complexes zpe ", kvariedans{0,1, ... Jn=1},

e — Pane )
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C hﬂpure 10 ; Nombres complexes

ExERCICES 5 POUR JR COMPRENDRE LE CoURs

A. Forme algébrique dusv nowmbre complexe

{ - Calculer dans I'ensemble des nombres complexes

" 1 I
%ﬁémque les nombres complexes suivants :

1
. ; i =(1=ip? R
a}z1=(1+|)(3+?.1]{3-l} b) z2 = (1-i) C) 73 i

i )2 i 2

2-5i 2. = A+ _—_:2—+—-'+ 1= 20 +—-

d)24=7_7 ® %5=(312 02=— W= g

= (1 +)3+20(3-) = (1 +5)3-0 =8+ 14, i
. ; : ; " 1 =i -
b:l 22‘:“—“3:[1_I:Iz{1_I)=‘2I“_I)=-2-—2I' C} Zazm m 7 2]

y—5 (2-5)2+)_9-8i_9 8,
d2=""7""g=)2+) 5 5 =

i ) 2 AE~12 o b W,

9 Zs=[3+2i] T 32 5+12 T (5+12)(5—12) 169 169
(3+|) - i 1 Uk
0 25 =(-2+i(-)+(=3-4)+—5— =1+2i-3—dgi-o=—F 5"

o, it jn¢2  j+3 olnestun entier naturel.

1) Calculer & , ,
41995

.)Calwleraturs {4i+iZ+id +. !
=1

) 2= ; P=d; . ]
fo=(p =1 ; int1=idi=ig Hne2 = fin 2= ; fe3=in. B=4

1996
) 14i4R 4.+ —1_‘——_11' _0  (car1996=4x499).
1—i —i S
Exercice 3 ,
On pose i=*l+§F.CalcuIer}2rEn déduire les relations : 1 +j+j2=0; =1 et E=j2= T
2
2 Il
1 3
Cal i -2=__l __JE_ i
alcul de j2: j 2+;2 =5
. Vérification des relations :
‘ a_2. . { 3]_1,3
o1 i = —-—1 *_J_g-__l_'£= . ; (] 3= _._1.._£ —t i | ===,
+i+]) 12+|2 2|2 0 =i 2,2 2,2 4+4

—— PAGE 12] e ——————————
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Chapitre 10 : Nombres complexes

edel P 1 8 2 A pelof]
21 ‘ 2 j
I 4% 2 2
Exercice 4
Calculer (1 +i)2; en déduire (1 + )%, —\
o (1+i)2=2

® (1:+i)100= [(1+ )20 = (2i)s0 = 2%, s0 =290 =1 125 899 906 842 624 (d'aprés I'exercice 2) 0= .q),

2 - Déterminer les parties réelle et imaginiaire d'un nombre complexe

Exercice 5
On pose z = x + iy avec x et y réels. Déterminer en fonction de x et y les parties réelle et imaginaire de:
NZi=22-3z+2+i 2)Za=(1+22+ (1 +2)i.

1) Zo=(x+iy2-3(x+iy)+2+i=(@-y?-3x+2) +i(2y -y + 1)
D'oli Re(Zi)=x2-y2-3x+2 et Im(Z1) = 2xy - 3y + 1. :

2) Zp=(1+x+iyR+(1+x+iy)i=(1+x)2-y2 - y+i2y(1+x)+1+x]= -yl + 26—y +1+i(1+x)(2y +1)
D'ol Re(Zz)=x2-y?+2x-y+1 et Im(Z2)=(1+x)(2y+1).

Exercice 6
Déterminer le réel x tel que: x? - 3x + 2 +i(2x? + x - 10) = 0.

Puisque x est réel, x2 - 3x + 2 et 2x2 + x — 10 sont réels.
Donc x? - 3x + 2 et 2x2 + x — 10 sont respectivement les parties réelle et imaginaire de x2 — 3x + 2 + i(2x? + x - 10).

2 x=1 ou x=2
—" 2:
Ainsi: (x2-3x+2) +i(2x2+x-10)=0 < pemresll o 5 & x=2,
2% +x—10=0 Xx=2 ou i
Finalement, x2—3x+2+i(2x2 + x - 10) = 0 si et seulement si x = 2.
Exercice 7 o

Déterminer la partie réelle et Ia partie imaginaire de z = ,lorsque z = x + iy, x et y étant des réels.

Z existe si et seulement si, z est différent de 0,5+0,5i

(A+x)+y  _  [(0+x)+iy][(1—2x)=i(1-2y)] _ =2 =2y x4y +14i=1+3y X
T (1-20+i1-2y)  [(1—2x)+i(1-2y) Jl(1—2x)—i(1—2y)] ~ (1—2%)2 + (1—2y)?
Finalement, Z:-Zx _2; —x+y-z+1 i —1+3y—x .
(=-20%+0-2y)° * (1—202 +(1-2y)?
D'ois Re(Z) = L 2; XHH;H et Im(2)= —1+3y—x _
(1—2x)" +(1-2y) (1-2x)% 4 (1—2y)2

3 - Déterminer Je conjugué d'un nombre complexe

Exercice 8 B
Fai 3+i
et Ei T e
Soit o= — Ase—

-
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Chapitre 10 : Nombres complexes

1) Montrer que a=8.
2) Montrer qué ¢ +p estunréeleta—[ estunimaginaire pur.

Solution 8 —

31| 3-i _3+i_

5+7i] 547 S5-Ti

2 Puisqu9ﬁ=aha|°r5: a+pf=a+d=2Re(c) et a-Pf=a-a=2m).
D'oil o+ estréelet c.—[ estimaginaire pur.

—

o=

Exercice 9

Soit z un complexe non nul. Ecrire plus simplement [z + —] =

(1+2)
Z

™~
i
+
|
N -
I

1 (+2) -, 1 14z = -
[ _]_(tz)zz —-—£=2+l—l~1=2—1.'
z z zZ z zZ. Z
Exercice 10 _

Soit P un polynéme complexe a coefficients réels.

a) Montrer que P(z)=P(z).
b) En déduire que, si Z est racine de P, alors z est aussi racine de P.

ey S T e e R

a) Soit P, polynéme de degré n, a coefficients réels.
On peut trouver n + 1 réels ao, a, ..... . an, tels que an # 0 et pour tout nombre complexe z,

P(z)=a+arz+az?+ ...+ an2"

On a alors
B 2 D i 2 n_ = iR n
P(z)=ay +aZ+3,2° +...+ 3,2 =8 +aZ +3Z +...4 32" =8 +HZ+a2" +...+ 8,2

- =2 -n
=ayg+3Z+3a3Z +...+ 3z

=P()

D'ols pour tout nombre complexe z, FT(_z_}zP(E) ; :
b) Siz est une racine de P, alors P(z) = 0 etdonc P(z)=0.Et parsuite, P(2)=0 (car P(z)=P(z)).

Cest-4-dire z est une racine de P. Finalement, si Z est racine de P alors z estaussi racine de P.

Remarque :
Cet exercice démontre une propriété importante qui stipule que :

Soit P un polynéme i coefficients réels.

Si z est racine de P, alors le conjugué de Z est aussi racine de P

4 — Calculer le module d’'un nombre complexe

Exercice 11
Déterminer le module du complexe :
) 2 b) -3 c) -4
2)a) 1—if3 b) B +i2 c) cosa +isino.
3)a) (3 +2i)s b) (-1+i)-3+)(-5+i) ¢ r_z'(z-i;.j A
Page 123 EEEE
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Chapitre 10 : Nombres complexes

2)a) [1-i3|=ViT3=2: b) [V3+iV2|=VB+2=15.

c) ]m5u+isinu|=M=1 ;

3a) [3+2)]=[3+2 = Joa74"= /13 =169/13 ;

b) [(—1-+i)(=3+i)(=5+i)| =| =1+ x|-3+ix|-5+]= V2 x 10 x/26 = 24130 ;

i ¥ - I A e
. . d = =1; dou |— =
. =i |- 5 YR Y > 1+i+1—il E
Attention : On a en général pour deux nombres complexes z et ), |z+z|=|z| +|z].
1
|-ke-1.

Soitz=x+iy avec xety réels non tous nuls, on a :

d'une part |z|=

xefci

Déterminer les complexes z tels que: || =

1
E| & =1 & +y*=1
etdautre pat

lz|=|z—1] & |x+iy|=x=1+iy| & P+y?=x-1P+y® & —2%+1=0 © x=%.

Or,x2+y2=1 ¢t x=%,alors %+y2=1.Cequiéquivauta 1‘(=-‘£'3L ou y=—lg. i
Les nombres complexes tels que |z]=’1|=]z—1 sont: 1+i£ et 1—~i—\j—:i.

: z 2 2 2 2
Exercice 13 : > —

Résoudre dans C, I'équation : z+ 3z = (2 + iﬁ}|z[ .

So

itz=x+iy,xetyétantréels.____
2+32=2+\3)fg « (x+iy)+3x—iy)=R+iVINE +y? & 4x =2y = 2/x +y? +iyf3pE +¥)
N e
- l X°+y° =4x

V3P +y2) =2y
x? +y? = 4x2

ani,Z+3§=(2+iJ§)|z] - 312+3y2:4y2 i { 312—¥2=0 - Y=I\[3- ou y:—!ﬁ |
x>0 et y<0 x20 et y<0 x>0 e y<0

Finalement, ona y = —x+/3 , avec x 2 0 (car puisque x 2 0, alors ona —x+/3 <0 et x4/3>0).
C'est-a-dire, z=x—ix+/3 avecx=0.
On peut alors conclure que I'ensemble solution de cette équation est: S = {x(1— IJE}. avec x€[0, +<[}

T e s P61 24
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Chapitre 10 : Nombres complexes

Exercice 14

Soit o un nombre réel, déterminer le module de z = 1+ad

—od

ona: TFai=1—oi, doi [I+of=[1-ci.Et|z]=

1—ail [1—ao

B. Représenter geomelriquement uvv nombre complere

o rd 3 ’ o
1 — Déterminer I'affixe d’un point, I'affixe d'un vecteur

Exercice 15

Dans la figure ci-dessous, (O ;U , V) est un repére orthonormé direct.

1) Déterminer les affixes
- a) des points 0, A,B,C,DetE.

b) des vecteurs OB, AD, EC, CB et EB
2) Vérifier que ADEC est un parallélogramme.

1)a)z0=0 ; za=1+i ; z=-1+2 ; I:-:c=-1 : o=2-i et ze=-2.
b} ZaE=ZB=—1+2i . zai:za—z(::?i g 2E=ZD_ZA=1"—E:
Z—E—B=ZB—ZE=-—1+‘“ : ZE—E=ZC—ZE=—1+2I

2) On remarque que : 2z =Zgg =1-2- D'ol AD=CE.
On peut donc conclure que ADEG est un parallélogramme.

Exercice 16
A, B et C sont les points d'affixes respectives 1 +i,-2 -1 et -3i. -
Déterminer les affixes de G, barycentre du systeme (A, 2), (B, -1) et (C, 1) et du milieu | de [AB].

22, —23 +2¢ _ 21+)—(=2=1)=3i _»

o L'affixe du barycentre G : Zg = 2 3
1+i—2-I 1
e |'affixe du milieu |l : ;= Z ;zﬁ o > =
Exercice 17
réels. On considére le nombre complexe ' = z2.

-Soit M d'affixe z = x + iy ot1 x ety sont des
a) Exprimer en fonction de x et y, les pa
b) Déterminer et dessiner les ensembles

ties réelle ef imaginaire de Z'.
des points M tels que Z' soit un réel, puis un imaginaire pur.

a) Onaz'=22=(x+iy)? = X2 —y2 + 2ixy.
D'oliRe(z' )= x2-y? et Im(z) = 2xy
b) & Zestréel <« 2y=0 <« x=0 ou y=0
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Chapitre 10 : Nombres complexey

L ] . Y (! 5 ' -‘1"“—-.
D'od I'ensemble I' des points d'affixe z pour lesquels z' soit un réel esl la réunion des axes de Coordonngg

e r'estimaginaire pur <« x*-y?=0 & y=xou y=-x >
D'oli I'ensemble Iz des points M d'affixe z tels que z' soit un imaginaire pur

est la réunion des premigre
et

bissectrices. Secong

T

_______ I

Exercice 18
On considére ics points A, B et C d'affixes respectives 24 21J5 , -4 et —1+IJ§ p
Démontrer que les points A, B et C sont alignés.
Solution 18

Ona z;z=23-2, =—6-2i\3 et L =2Lc—2Z) =-3-i3.
On constate que 2= ZZI-C . Ce qui signifie que AB=2AC. D'oll les points A, B et C sont alignés.

Exercice 19

Déterminer I'ensemble des points M d'affixe z tels que

soit imaginaire pur,

On pose z = x +iy, avec x et y réels.
1+2

————— n'existe que si et seulement si 1 +i-2z # 0, c'est-a-dire z= L +1i .
1+i-2z

Par conséquent, on doit avoir : (x, y}::[% %} Et pour fout couple de réels (x , y) # [—;— i %]
142 (4X)+y -2 -2y —x4y+1 —1—x+3y :
1+i-2z (1-20+i1-2y) (-2 +(1-2)* (-2 +(1-2y?

o g Qe Pyt
1_+Z est un imaginaire pur, si et seulement si 3 ; x+y:—1
1+i—-2z (1—-2x)" +(1-2y)

1

= 0. Ce qui signifie que
: 2 2

-2 -2y% —x4+y+1=10 X2+%K+YQ-%Y=— [£+E] +[?—l] =3

1 1] , SOit : et enfin 4 4 8.

ot L 11
n=(e-3 k=[5 3] =[5 3

On reconnait une équation du cercle de centre ) d'affixe z = —% +%i et de rayon \/E g
8

On peut aussi voir que le point d'affixe %+%i est un point de ce cercle.

e ———— P30e 126 d
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Chapitre 10 : Nombres complexes
D'ols I'ensemble cherché est le cercle de centre () et de rayon% \E , privé du point d'affixe 1 " 1 .
2 2

2 - Interpréter géométriquement le module d'un nombre complexe

Exercice 20
Soit A, B et C trois points d'affixes respectives 2, 2i et (1++/3)(1+i).

a) Déterminer les affixes des vecteurs AB, AC et BC.
b) Calculer les distances AB, AC et BC.
c) Quelle est alors la nature du triangle ABC ?

)8 Ig ety -ty=24d ® Zgp =2¢ — 25 = (14+3) + (1+4B8)i—2=(—1-+3) + (1+A)i.

L] EE_ZC_ZBz 1“|’V’E)+(1+J§]E—Ejz(‘]+.\,'§:|+(_1+.J§}il
b) Calcul des distances

o AB=|zy 25| =VA+4 =22 o AC=|zc —zu|=(-1+3R +(1+3) =22 .

o BO=|zc — 25| = (1+VB) +(~1+43) =242,
c) On remarque que AB=AC=BC. D'oll ABC est un triangle équilatéral.

Exercice 21
Soit A, B, C et D quatre points d'affixes respeclivesa=-1+i,b=-1-i,c=2ietd=2-2i,
a) Calculer les distances BC, BD et CD. Quelle est la nature du triangle BCD.

b) Déterminer I'affixe w du milieu Q du segment [CD]. Calculer la distance QA.
c)Justifier que les points A, B, C et D appartiennent a un méme cercle, dont on précisera le centre et le rayon

d) Déterminer I'affixe e du point E symétrique de B par rapport & 2.
Quelle est la nature du quadrilatére CBDE.

a) « BC=|c—b|=[1+3|=vI0  eBD=[d-b|=[3-|=+10 e CD=|d—c|=|2-4|=25
On remarque que : BC? + BD? = 10 + 10 = 20 = CD? et BC = BD.
D'ols BCD est un friangle rectangle et isocéle en B.

c+d
b) L'affixe du milieu de [CD] est: w =_;'_, =1.0a pour afixew=1.

Bt QA=[a—w|=|-2+i|=+5
¢) BCD est un triangle rectangle en B, d'ol le cercle circonscrit @ BCD a pour diamétre [CD].

Donc pour centre Q2 milieu de [CD] et pour rayon %{i= 5.

Puisque QA =+/5, alors A appartient aussi au cercle de cenfre Q2 et de

rayon /5 .

D'oli les points A, B, C et D appartiennent au cercle de centre £ el de

rayon /5 .

d) E est symétrique de B par rapport a Q signifie, Q est milieu de [BE].

o e
D'oll w=—-;£ el donce =2w-b=3+i,

Q0 étant milieu de [EB] et [CD], CBDE est un parallélogramme.
Puisque de plus, BCD est rectangle et isocéle en B, alors CBDE estun
careé,

————————————————— P20 12] e————————
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Chapitre 10 : Nombres complexes

Déterminer et représenter I'ensemble des points M dont Iaffixe z vérifie la condition imposée, dem
® algébriquement, en utilisant z = x + iy, x et y élant réels. , '
® geométriquement, en interprétant le module en terme de distance.

a) [z-2+i=2 b) [z +1+]=[z~2-{.
Méthode algébrique: I
Soitz=x+iy. x,y appartenanta R . -

3 [2-2411=2 & |x-2+iy+0]=2 & x-27+y+17 =2

& (x=2 +(y+1?2=4
D'oll lensemble (E1) cherché estle cercle de centre A daffixe 2 -ietde rayon 2. J
b |z+1+i]=|z-2-i| | (0 +ily +19)]=|(x~2) +i(y—1)| —1—g

& VX +y+17 =y(x—27 +(y—12
& (P2 +y+02 = (x—22 +(y =12
& bx+4y-3=0

Dol F'ensemble (E2) cherché est la droite d'équation 6x + 4y-3=0. |
Méthode géométrique :

a) Soit point A d'affixe 2 — i

|z-2+i|=2 & |z-2p|=2 « AM=2. L'ensemble ch
b) Soit C d'affixe-1-i et B d'affixe 2 +1,
|z.+1+i|=]z—2—i| & |z—zc]=|z—za| < CM=BM.
L'ensemble cherché (Ez) est la médiatrice du segment [BC].

3

; >
Déterminer, en utilisant la méthode géométrique, I'ensemble des points M daffixe z telle que:
a) |z-—2+i|=|z+3i|

) [(1+iz+2=[z-2

Z.—'H|=1 d) |[2iz+1-4{=8.
1+i-z

a) [z—2+i|=|§+3i| & |z—2+?=|f_+ﬁl (car|z|=l5|)
© fz—2+i|=|z_3q
Soit A et B d'affixes respectives 2 +1i et 3j. '
Ona:fz—2+q=‘2—2+i| . |z-zA|=|z—zB| & AM =BM.
L'ensemble cherché est donc la médiatrice du segment [AB]
b) | z+i | - [z.-H'I =1 |z+1=|z-1—i| avec z=1+4j
[M4i=z] 7 Ji+i=4

erché (E:) est le cercle de centre A et de rayon 2.

b)

® |z- Zc| = |z—zn| avec C et D d'affixes respectives —i et 1+i
< CM=DM
L'ensemble cherché est donc la médiatrice dy segment [CD).

. = i 2 i . ' . e
c)l(1+a)z+2!=|z—2[ o (1+|)[z+m]’=|ﬁ, & [i+ixlz+1-i=|z2-2 & 2|z +1-i=]z-2
Soit E le point d'affixe -1+ i et F le point d'affixe 2.

Ona: VEM=FM & 2EM?=FM? & 2EM2 _py

2=0 <« (FM—2EM)(FM + v2EM) =0.

| e ——— Page 128 *’J
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soit G ={(F.1.E.~V2)} e G, ={FF.1.(€.2).

On obtient alors : V2EM=FM & (T—ﬁ}a:i‘_vi.{wﬁ;é_?m:g & GMGH=0.

L'ensemble cherché est donc le cercle de diamétre [G1Gg), oy G et Gz ont pour affixes respectives
ZFr\fizE:z_ﬂE— V2 i et z —zF+"EZE -2 . 2

T -2 T T T R

. T 1
2|{z——5|—2}l=8 < 22—2~—2-il=3 &

d)|2iz+1-4]=8 «

1.
Z—-2—-—J :4
2 |

o 1.
Posons H, le point d'affixe 2 +5| ,ona: |z - zH] =4, c'est-a-dire HM =4,

L'ensemble cherché est donc le cercle de centre H et de rayon 4.

Exercice 24
Atout réel x, on associe le nombre complexe 7z — 2+ 191

1=5ix
On note M, A, Bles paints d'affixes respectives z, 2, -3. On désigne par | le milieu de [AB].
a) Démontrer que “IM” ne dépend pas de x. '

b) En déduire la courbe a laquelle appartiennent tous les points M lorsque x décrit IR .

R

a) L'affixe de | est 22—-= =

L'affixe du vecteur IM est: zy, —z, = 2+1$x+l= 5(1-+5ix)
=5 "2 2(1—5)
] [15ol_sJrezd

5
= = —X—=—=—=— D'olila distance | indé
12“"5"” 2 !1‘5i“| 2 oz 2 ou la distance IM est indépendante de x.

Alors u@‘,:

b) On a pour tout réel x, IM =§ . D'oll lorsque x décrit R » M appartient au cercle de centre | et de rayon g 1

Exercice 25
Pour tout complexe z 1, on pose z'= 5;11 , eton appelle A, B, M et M’ les points d'affixes respectives 1,-1,zetz'
z— _

dans un repére orthonormé (0 ;@ , V).

a) Comparer Iz—1| et |E—‘I| et en déduire [z]. Traduire géométrique ce résultat pour le point M.

b) Calculer en fonction de z et z le complexe r = z_+11 et déduire que r est un réel.
z —

) Montrer que les vecteurs AM et BM' sont colinéaires.
d) Utiiser ce qui précéde pour donner une construction géométrique de M connaissant M. Faire une figure.

a) & Soit z un nombre complexe, on a lz-— 1] =l;| = iz_1l‘

* Ainsi, pour z # 1, |z'|=IE‘1|— |Z~1f - Iz_1l =1

|z—1]hlE—-1| =

* Or |z]=1signifie que OM' =1, alors le point M' appartient au cercle de centre O et de rayon 1.
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Chapitre 10 : Nombres complexes ‘

—— 1 2 72
. _Z"H_z—‘l :z_1+z—1: ZIZ_ . 2
b)e Soit 2+ 1, =71 z-1  (z-Wz-1 (z-Wz-")
. 24+2-2 1 M
Dﬂu [ = —,
(z-Nz-1)
2+2-2 _ 2Re(z)-2 2 - -

insi z#1, 1= i .
o, PO —z-0  |z-1

Comme 2Re{z) -2 et |z— 1.2 sont des réels, alors r est un réel,

c) r:ﬁ—:,dmcz'+ 1=r(z-1). llen découle que BM =rAM.
z_

r &tant un réel, les vecteurs AM et BM' sont colinéaires.
d) Remarquons d'abord que A et B sont des points du cercle de centre O et de rayon 1.
Pour Re(z) # 1, d'aprés la question a), M’ appartient au cercle de centre O et de rayon 1.
D'aprés la question c) M" appartient 4 la droite passant par B et paralléle a la droite (AM). Alors M" est le point de
rencontre du cercle de centre O et de rayon 1 et la droite passant par B et paralléle & la droite (AM) autre que B.
Pour Re(z) =1, M’ et B sont confondus.

C. Ecrive uvw nombre complexe nonw il sous forme
trigonometrique
1 - Passer de la forme algébrique & une forme trigonométrique d’un réel non nul ou d’un

imaginaire pur non nul

Exercice 26
En remarquant que les complexes suivants sont réels ou imaginaires purs, préciser pour chacun, une forme
trigonométrique : '

1)a) 121 b) -3 o d) - m.
T T - m T . .
2)a) cosx {KE]_E'E{] b) smE {xe}—i,-i[.x;tﬂ] c)ix (xréel non nul)

d) —isin2x (xe]ﬂ,g{)_

T R R

1. 1 | .
1)a) —i=—| cos—+isin— |. b) -3 = 3(cosm + isinm
Rl 2( 2 2) b 3= ) |
5 s . Inx .. 3«
c) m=mfcosO +isinQ). d) —wi=m= ons?+|sm-i- ,
nn e .
2)a) Pour tout xe ]“2-' 2[ ,ona:cosx>0. Point méthode :
- .. Soit a un nombre réel non nul : !
D'ol cosx = cosx(cos0 + isin0). | o Sia<0,alors |a|=—a et arga =rf2A |
: Ll 3(_ T oK ' T
b) e Slxe]—z.ﬂl.aiors 261—:. Dl el smic:(]. |aj|=—a et a:g(ai]E—-z-[Iﬂ] .
: _ =0[2d-
D'oll siniz_[ﬂni]lwwﬂsinﬂ). * Sia>0alors |{|=a et arga =0l
2 2 oy =T2a)
r lai|=a et arg(ai) = 7 [#7"
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T
e Si xe}ﬁ 2[ alors 26‘0 -4—

el srn-z-“w-ﬂ Dot mn%:[snn ]{cosﬂ +isin0)

In In
c) ® Si p;cﬂ m——I[CUST-I*ISIH-Ew

ix>0, ix=Xx coS— + Isin—
[} Slx ll F= 2 2

d)  Sixe ]U g[ .alors 2x € |0, [ d'ol sin2x > 0. On a alors, —isin2x = {sinzx)[ms%"l Lisin®
2

2- Passer de la forme algébrque a une forme trigonométrique d'un nombre complexe non

nul
I
Ecrire sous forme frigonométrique, chacun des complexes suivants :
1)a) 2-2i3; b) -3-3; ¢) V3 +i.
2)8) (V3+0)° ; b) (2—23)(-3-3); gi===

B+

Solution 27
1)a) Posons z; =2-2/3.0na: 1z1|=-,}'4+12 =4,

1
CosGy=—
Scit 81 un argument de z, ona: . On peut prendre 8y = ——

singy = —~a
Dol 2—2iv/3 =4[ws[—% +Esin[-§]]

b)Posons z2 =-3-3i.0na: |z,|=v0+9=3V2.

cosf, = —ii- I
Soit 8z2un argument de z2,0n a: . On peut prendre 6, = =
sinfy = ——
272
Dot —3-3i=34/2 [ms[_%ﬂ] + isin[-éf-]] .
¢) Posons z3 =+/3+4i. Ona: [z3|=3+1=2.
3
i cosf, =—2- - ‘ T
Soit B3 un argument de z, on a : 5 On peut prendre 6; = 5 Donc V3 +i= 2[0053 + |smE ;
sinB, =

2)a) (\’r—+) -l [oos—+|sm [ms 3>< +isin Sxﬁ] a[ms§+isin%].
b) (2-2i/3)(~3-3) = 4[003[m§]+isin[—§] x3ﬁ[ws[—§$]+isin[—3—:]]

=12@[m5[—%—3%]+isln[—ius—“]]
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13
Dot (2-2i/3)(-3—- 3|)*12J'[oc:-s ———]+I5'n 1;
3n
_3_ _Sﬁ[ms[——#— +|sm -_]] SJ_I ]+|sm[ %E_%H
‘«'{""' 2{msﬁ+|sm6]
=El"_3[ms 1l +isin[_—11i]]
2 12
rcice

. écrire sous forme trigonométrique, chacun des complexes suivants :

Soit © un réel dans ;

a) -cos@ - ising ; b) 51"% +icos; : ¢) -cosB + isinG ; d) -sin® — icos8 ; e) cos0 + icosp

Solution 28
a) -cosd —isind = -(cos@ + isinB) = (cosT + isin)(cos@ +isinG)  (car -1 = costr +i sinm).
= cos(B + ) +isin(B + )

b) 55n£+im5£=i[ms£—isin—]—~ cos— +isin— | cos ~Z]+isin =5
7 7 7) 72 2 7 7

7
—wa[i—ﬁ]ﬁ-isinlﬁ—i]
2 T 2 7

_I:)C'.‘S—SE‘+‘|S||'|—‘rr
12

c) - cosd + isinG = — (cosB - isind) = (cost + isinm)(cos(- 8) + isin(- 8)) = cos (- 6) + isin(mr - 6)

d) -sinB - icosB = -i(cos ~ isin6) = [cnsizr + isin—z—](cas[—e) +isin(—0)) = ms[a? —9] + |5|n[3?"- G] :

car i—u:szleisinE
2 2

3
€) cosf + icosd = (cos8)(1 +1). Puisque 0 € F—.—“ alorsona cosd < 0.

2 2
2
CoOsSQe=——
Posonsz=1+i,0na |z| —+/2 et’soitaunargumentdez,ona: 2 , donc on peut prendre e,
A2 4
Sin(:d.:?‘

Etdonc z= (JE msﬁ}[cns% -!—isin%] ,
Par conséquent, cos8 +-icos8 = (—cosB)(cosw +isinm) x ﬁ.[cos—} + is‘mg] = (—cosO}2 [005[%1{] +isin[i;]] .

3 - Passer d’une forme trigonométrique a la forme algébrique
Exercice 29
1) Ecrire sous forme frigonométrique: a) (1 + i) b) (2J§ —Ei}4
2) En déduire les formes algébriques de ces complexes. ' :

1)a) {1+ i) = lw’i[cos%+ isin%]r _ [.ffﬁ [cos[ﬁ X %] + isin[ﬁ X %]] = 3[305%‘1 + ig;n%‘] s

e — P 3ge 132 ¥Eﬁ

Scanned by CamScanner




—_q

Chapitre 10 : Nonbres complexes

b) (243 -2)' = 4[cos[- r;-] + Isin[—%—” # = 25E[cus[—_—:E-J + isin[ _:“ ]] ;

I .. 3w
H E e ARl PRy u ] tl
2)a) (1+i) _B[ous 2 +1sin 2 ] (d'aprés question 1)a)). D'od, (1 +i) =- i,

: -2 I
b) [Zﬁ—'ﬂ)" =4 [DDS [—E]+|sm[-—:—ﬂ (d'aprés question 1)b))

_255[_1_,_]

=—128-128i/3
Exercice 30
2003
V3
Calculer |—=+—i
4 272
2003
1.3, 2r)™ 4006x . 4006 4 4 3
—_—t coa—+|sn— = 00§ ——— -+ isi i il —1-'—%
[2 2] [ |3] cos 3 + 15N 3 0053+I5|n3 212.
4 - Utiliser une forme trigonométrique
Exercice 31
On considére les nombres complexes: z; = nglﬁ. Zz=1+i et 2=ﬂ.
: 22_

a) Déterminer le module et un argument de z1, z2 et z. -

b) Ecrire z sous forme algébrique. En déduire cos:—z et sm-:—z-
Solution 31
m . T
a) e z Jf[oosaﬂsmﬁ] $E= { 4+ 4]
T ]
ms—-{-mm-}
o z=ﬂ=£.5_5=ws R +isin[3—1]. D'oll z:ms[—1 +isin[—1l.
2 |cosZ 4isinZ 8" & b . 12
4 4
Onadonc: [z;]=v2, |z|=+2 et [2|=1

argz, =Z[2n o argzs .—'__--— 2m| et argz_——[Eﬁ}
6 -

b)  Forme algébrique de z :

zy  B+iV2 (J_+|J-}(1—|) J_+J‘ I v’_

I=—=
Z;  201+i) 4
f V6.
* Comme d'aprés ce qui précéde z= c-::s[ ] [ l;_. :J— +J_ i , alors en identifiant les
B+2 o “'rz__"%-
parties réelles et imaginaires de z, on a: GUS[ 11;] J-4 B B 12]= 4

— PAgE 1] ——
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o ¥ =23-3 '- Pmm ~
i Oia LJ:l wdPsd =i | Soit g et rdeux réels strictement pogitf, 6 o1 Ddryy ,, ”
[ | Jeot@+ izinf) = riccid+ izsineg o o1 Mralrmmrer
Orlflri'f.a’m!f=4_Pa'c:r:'f';¢..ﬂ-,~'f{"j.=2: ! st PEEZ.
| | |,=’3~£2"
apd = _%'?“'I‘z‘r avec ke Z, Cest-ddre 2argu= ——+ilx 2v2C fEZ T .

On en dédut que ar;u=__—’2+k: arec keZ.
|

Or,on a: Re(u) >0 et Im{u) <0, 2lors, soit 6 un argument de u, on pet prendre £ s _E ;
£
- - - . BT v s
Comme —— < ——<+kr<— enfrzireddreque: —<k<—. Dol =0.
2 12 Z 12 12°
D'ols on peut prendre FJ=*%, Dol a.'guz—%-'—frz: ziec kL.
i
Exercice 33
1) Déterminer survant les valeurs du réed x, dfférent de 2, le modde et un erpurient de -
- K )
z=(x-2) quﬂsz.
2) Montrer que 7' egt un réed, préciser son sigre.
1) Six<2: ona r-zFﬂ. Dor‘cx—2.=€2-f,(':.'f(:-z:;‘isirr::).ﬂzw‘: e ——
K . 0K =
=(2~ c+isinT — +ign— |=(2-x) cos—+isn ® Siargz=727, clors 2 ext wnréed
z=(2 x)(m-sr+|sm-)lcn54+=,. 4] ( )l\ 7 TJ b
= ® Sicrgz=0[2x ,clors z ext wa réel
Do [f=2-x e agz=—r/2x]. srictement posisf.
4 o Siarg z =[x, alors  ex2 m2 rée] mos
Six»2: ona x=-2>0. 5
Done z=(x-—?;lrcmi;:+im§J est une forme MigromEriQe e 2 e Si :gzr':;f-.';,nh-::tﬂ"
. . R A—
Dol M:I»Zmargzzzizr].

2) Six<2:0nz a9z :%{2*:]. Done arg 2972 m 453x57{2x], Cest-a-dre arg 7'V = r{Zx]

Six>2:0na zgz= %{2-:1 .Dene 2rg 797 m 453022 Cest-a-dire 209 272 = x{2x]

Puisque pour tout réed x cfllrent de 2, on a arg 79 = ={2x], alcrs 797 estun réel négatd.
Autre méthode ©

av z"'m
2192 _ (- Z)m(ﬁfffzdvl.pﬁdj

PR | [ SN\ TP ——
=(x~2) [c.a'..il‘l'_i’?ﬂxgjﬂs-rﬂmx‘ﬂ

e s T LR d‘
i

|
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1972
21972 = (x-2)"" [cosg + Fsin%} = (x=2)""?(cos 493m +isind93n) = —(x —2)'%"2

Ainsi,
Comme x est un réel et 1972 est pair, alors z'972 est un réel negatif.
5 - Donner I'écriture exponentielle d’'un nombre complexe non nul
ice 34
Exercice 3 - _ :

-i— =
Donner la forme algébrique de = a) g b) e? c) e 2 d) ed.

: vl :
iz e1d I I ir;-_ w1 ij:
c) e 2=OUS[—§]+15!"[-"—2']-—I- d) e —m53+:5m3_2+| o
rcice 35 ,
Ecrire sous forme exponentielle :
;1 .
a)1+i b) -3 c) -EI drn e) ei. |

i _Agi®
o [1+]=+2 et arg(1+ﬂ=-}[21r], dou 1+i=~2e 4. o —3=3".
.|
¥l |
1 _1s72 o n=Te". e gi=exe?. |
—l==8 “. y |
L ] I 2
Exercice 36 . —
Ecrire sous forme exponentielle les complexes suivants - ‘% %
2+2i 5 S—ﬁ—-—isiﬂl c) 23=e___x_z—
8) Zj=—= b) 2=~ %533 7™"12 =
1-iv3 o2

¢ 5 i tats), alors :
4 ot 1-iWf3=2 3 (le lecteur verifier ces resul s)

a) 2+2j=2J§e
Gk
4 =
z1=_{2—{?——=ﬁe 43 $J§912 .
T
_l_—
% 3 ; {“ 1] "
- in .o 12 R
i T isiper — | +isin _Tl=e 2. Dou z,=5"xe 1?2 =5 =5e 12,
b) -5=5e™ et oosﬁ—lsm—:cos BT 12
= L 11x
o L — —i= _x _f3x =
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Chapitre 10 : Nombres complexes

E;ﬁ[acsigﬁsafzrme exponentielle: 1-i puis (1-1)% En déduire la forme algébrique de (1 )%, ——
)= ' ltats).
o |1- i|= J2 etang(i-i)= ~-4-[211] (le lecteur vérifiera ces résultats)

T

Dot 1—i=+2e ¥ .Donc (1-i)® =16e72".
« Parsuile.ona: (1—i)® =16e~2" =16(cos(—2m) +isin(—27)) =16.

6 - Utiliser les formules de Moivre et d’Euler

Exercice 38
Ecnra cos3x et sindx en fonction de cosx et sinX.

Snlutlnn 38
Soit x un nombre réel,
Cos3x + isin3x = (cosx + isinx)? = cos*x + 3icosx.sinx — 3cosx.sin?x — isinx
= (cosx — 3cosx.sin2x) + i(3cos?x.sinx — sinx)
D'ol en identifiant les parties réelles et imaginaires, on a :
Cos3x = cos - Jcosx.sin?x et sin3x = Isinx.cos?x - sin’x.

Exercice 39 ' >
.'2_'1 |4_‘t .E--.t Br :
1) Montrer que 14+ 5 +e 3 +e5 e’ =0,

En déduire que 1+ ws% + cos% + cos?s— + casﬁﬁi =0.

2) Montrer que 0052?1: + cose'?1T = 4{:052%— 2, puis que -:ns%“+ CDS—E-SI ==2 cos% :

En déduire la valeur de oos% .

5
-les
4 e
2 Ax  6x  Bn 2x (@ (@) (@2n g 1t
1)e 1+e5+a5+e5+e5~1+e5+e5 +le S| +les| = = = =0
(Ll Tl tid
’ 1—e5 -~ 1—e5 1-e?

e Un complexe est nul si et seulement si ses parties reelle et imaginaire sont nulles. Or

n 4 6w Bn \
s o O 2x 2n An . 4x br .. 6m Bn 3]
5 5 5 5 =1 — 4 isin—| 4| cos— +isin— fiates — s —
1+e° 40 +e? +e +[ms 3 + 5 [ 5 4 3 ]+[cos 3 +isin 5 ]+[cos 3 +isin 5
2 dx 6w 8n 27 4n 6 B
=1+ c0S— -+ c0S— + 05— + COS— — —_—
- 5 5 5 + COS 5 +I[Sln 5 + sin 5 + sin 5 +sin—

n ih lE“ ]Bn

2n
D'ol Ra\1+e 5465 405 e —1+ms?+ms%".+msﬁ_“+msa_“

5 5

21: -1« lﬁ-u E-u

Et comme 1+a £ +e S 4@ 5 +e 5 =0, alors 1+0052?+O054—515+ms§~+m53—“=0
5
2) » On saitque:

4

== S Pagé 136
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Chapitre 10 : Nombres complexey

ms—?* wslzn- 2 ms%n ol Lorgﬁ— ?cn_r.?g. I (car cos2x = 2087 - 1), alors -

m%!‘_ ' ms.ﬁs—“ - 2-::0525 - 4cos’ :_ 2.

 Onsaitquo wsi;'“ ms[n—%}L.-msg ol cos-ﬁ—ﬁ’l.—a ws[zn—fg’l] cmd—;m? alors
ms%* msﬁs—"ﬁZc'as%-—- —Ecos-E_ ,

e Ona:
1+ms%~+m8%+005-65—“+msﬂ?“=0 donc 1+ [WS-{+M%]+ m%+w%lzu

donc 144082 T —2-200s % =
5] 5
donc 4cos? ———2 ——1=
5 0055 1=0,

i 11 :
On en déduit que, cos; est donc solution de I'équation 4X2 - 2X - 1=0 qui a deux solutions :

xlEB o _1-4B
1 4 i 4 .
Or %e ﬂ,;—r , alorsona oos% > 0. On peut alors conclure que cos = iiﬁ
5 4
+ Exercice 40 B
n
Soit (Ur) la suite définie par : u, = Ze”‘“  avec 0 réel différent de 2pm (ol p est un entier relatif).
k=0
n+1
B!{n+1]ﬂ_1 SI"[TU] o0
1) Montrer que :u, = i , puis que u, = 0 el.
e —_— ¥
sin—
2
n snn[nThHﬂ]cos[ ﬂ] n sm[—ﬂ] sin [ ]
2) Montrer que : cos(k0) =
q kz (k0) = = et ) sin(k0)= > :
=0 smE k=0 srn-z-

3) Résoudre dans [0, 2n], Iéquation : 1 + cosx + cos2x + cos3x + cosdx = 0.

Solution 40

i n+f_
1) » On sait que 1+ Q+q% +... + Q"= q_thl , pour tous nombre complexe g différent de 1 et entier naturel n.
Or soit 0e R — : o - s in+1)0_ 4

€R-{k2m ke Z} , alors e® est différent de 1. Ainsi, u, = Z a0 = Z[ei ok — E‘;}J‘_'-

k=0 =1
1
" gl +10_4 _lnt10 _ oo n: J

n+i n+1 n+1
B'l"‘z“’] ] "] (2t
><2|sm
e'=1 T g0 - 2

_|_
af[a?—a e?xzslng

f M Page 137 m
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e |

| hurnn' )Ny ||Imth‘| \i)
bk it \

nlnl” | ll‘ im} Niff ot o by by el g

| " + | l |

o th m" it alt | u"" p “li 1 L*'l | Ilih | b
9 ' | ' th||l h\i

) \"‘ W \"‘rmlll | i\H‘ ()| 0 |t l;“ '”|" L i |
- - L h > " I | 1 B T 1 i i 114 l |
” I:rn-jll'll [ i J W hl”{”)h].l

s e

l*I"

Ml il 1, -
- ! i hll\g hlllg
n
D Pt (1), on il que | LINES |:\{l-unhu IRT{NE “ulnh)
ol
h||| hl ‘")I‘IN‘I[”“] nlll[“J IJtlnin(J J
e PAgalld (2), on dadull que | ey = ol i) = |
nlll. all)
/ /

En dgalant Jos pafion dell ol iagiaie o gy, on dadull que

nil nil

0 nlnl ] m]u{, H] i nln[ Jllnlnl iIJ

" 4 71 P :nluhllh- ’
wl)

LR
?—ﬁ hlllg h|l'|

3) On pout iemarqgues (que 0 n'aal pas solulion g 'baguation 14 menc L gonax | oondx 1 condx = 1)

niu[f’n (042X

On paul lors Aot | [ | GOBN | COBZX | DOBIX | oaAx = (il Ia aatils valatr il il

In
e

n|n; wal () dans |0 21|, on esl &0r (e uln: «0)), Nora

11 008 K 1 ooa2K ¥ gofn 4 coadx = 0 4+l h;]rm:m-ll

i+ nln[h:]-u ol noaZx =1,

4+ 'n;"k'l'- ou 5’!—; |k aveo ke 2

o Mkn # x= M
4 h
Pulsue ¥ appartiant A0 /|, wlore x = w;“ aveo ke % Gauivaul b X e "r’n!l ldf;l | !Ln : l:;'. .

“ 91_.; | kn 4 Jﬂ-—-: 'r-h,}.
kn

wilsaue X appartiant A 10, 2nf, alors T n .!u b !ul
[Pulsoun X apj | [ “:, 2R
2 441 Hn I A b fnl

RN A

nveo ke 2 dquivaul i X e ’

I inalament, f'onsumble dos nolutions asl ;
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Chapitre 10 : Nombres complexes

porice 41— =
2' - "
o e‘ mmses wiwl+w el Teawi+ud+ys
Soit W=
lortrer S
I"cl‘acja'?f“'+“h+“ﬁ+w‘+“¢+“ﬁ S TEt SXT
:;Emeg_z'e&ml
@ Al= 12z bz Al= A2z
—_ [ — - —— e
9 T:W“e? +e? tel =e T4e 7 4e T (car e® =e7®)
B= Az 2z
— Bx 6x 4= 0= 2% 12%
= T=e? teT e’ (& —=2a——,—=2x——, —=2g——
Cest—a—dre 7 A T 7
—w'+wtw
=3
Dol S
.2'.:_'{
=
i2=
6 1-e™  1-1
4 - wW LW = = ﬂ.
Zo 1w W HW W 4 W 1—w  1—w  1-w

Dol 1+w+w2+wi+wi+wi+wi =0

o 1+wiW Wt W W EWS = T+ (wHwW+wirwitwSiwd)= 1+5+T
Etpusque 1 +w+w2 +wi+wi+wi+wé = 0, alors 1+#5+T=0.

o ST=(w+W2+wW)( w3 +Wo +Wo) =W + wo +wh + 3w + wh + Wl + Wi,

Or w=1,alors wB=w, wi=w2 wid=w3,

Dol ST'w+“‘2*\'.'3+w‘+vﬁ+v.'5+3=-1+3=2.ﬁnalemenLST=2.

3)Ona 5;1_ ,alors S et T sont les solutions de I'équation X2+ X +2=0.

Résolvons Méquation X2 + X +2=0.
Son discriminant est a:—?':ﬁsﬁ )z et ses solutions sont :

e A £
1= 2 5
2% i 2% 4
R ol 2 L S DL S PN
emarquons que : ImS =sin 7 +sm 7 +5|n = sin 7 +si 7 7

La foncfion sinus étant croissante et positive sur lﬂ G %I ,et ZT-E et % appartiennant a lD % avec 2711 > % alors on
.25 . x e .2t .= 4 ’ T . 4n
a SH'IT > san? . C'est-a-dire smT —sm?:w 0. De plus T appartient a 2™ donc on a aussi smT >0

On peut alors conclure que ImS= sin27“+ sTn4—ﬂ—sin$> 0.

Findlement, T = =1=H7 —1+i7
2 g

et S=

Linéariser costy et cosx sin2x. .

: ix —ix
* Pourtout réel ¢ on 4 - cosx=8_T€ "

/ !ﬁﬁg Page 139  so—
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Chapitre 10 : Nombres complexey

y .
Xy =i . e
by E_i-ze_ =2l4[e4tt+432=x+5+4e-2ix+e 4ixy
=%I(9m +em4%) 4- 4(o2 +e—2"‘)+6] (en regroupant les termes conjugyés entre ey
-_-%(20054:: + 8cos2x + 6)
o, [e¥+e™™ ¢ 1 3
Finalement, cos” X=|————| =—cosdx+—c0s2X+—.
2 8 2 8
Xy . —ix X _ . —ix
e Pourtoutréelx,ona: c:t:ns:ut:i et sinxzi.
o i)V -2
r:u:ns%csin‘:uc:[e 2 e te
2i 2
=251 4(32ix+e—2i! +2}(e““—4e2“+6—4e—2“ _l_e_q'u.;)
Xi
= é(esb‘ — 20" g 4 44 g _ o4 4 g=bix)

17 & i ) ; . ,
= -6_4[(EE“+ T 5“}—2[3““‘ +a= 41::) __.(e2|x+ . 2|x}+4]
= %(Zcosﬁx —4cos4x —2c0s2x +4)

2 4

; . 1 1 1 1
Finalement, cos® xsin” x = —c0S6X ——C0S4X — —COS 2X +— .
32 16 32 2 16
Exercice 43 - >
Ecrire sous forme exponentielle :
- icx
1) z1=1+¢® avec o appartenant3 0, nf 2) z= eiﬁ , avec c.appartenanta 0, n.
.e — .
3) z3=(e +1?, avec aappartenant a 0, 4) zs=el +eP. avec o etpappartenanta |0, .

o 3 O - IE J&
= Ews[——]e 2 =2cas[E]e Z,
2 2

. . [ L. b
1) zi=1+e*=e¥ 1o =e2|e 24 2

Puisque a appartient a J0 , nf, alors % appartient a ]D . ;—r[ . Et par suite, on a cos%:- 0.

Mg
D'ot sous forme exponentielle, z, = [2005[%]]9,'2 :

=]

e% =, s a
ZJz—eI&+T—elu+em— ezte 2 2msE ‘ —_ _
Z_eiu_1_ g9 —g® o = —— =—-|cotan5- qui est un imaginaire pur.
ezlez—e 7 2|5|n-2—

Te

o i [0
C — | iy ’ =i E = 2 =B
omme > e]o,z[ alors oz:ntan2 >0. Donc mtan[z]—[cotan{?]]B '2.

D'ol sous forme exponentielle, z, = [cot an[E]] e—-i% )
2

———— ey, A ]2 1]}
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Chapitre 10 ; Nombres complexes

N
3) 23=2 =[4cos 3 e . D'ol sous forme exponentielle, z, =[4c052 o gl
ot a—B o=
. _ —_—— e 9_-}-_[!
4) z, = +eP=e 2 [9 2 +e 2 |=2c0s ————uza]eii :
Or o et  appartiennent a |0, xf, alors EE]U,E et :@E -I.U . Done g—_ﬁ I

a—p

) =eh o+
D'oll ona cos _‘2_}:}0* Par conséquent, I'écriture exponentielle de zqest: [2!:05 [E:E]]ET
2

7 - Retrouver des formules connues de trigonométrie grace aux nombres complexes
Exercice 44

|
: ; ; s P49
Démontrer que pour tousreelspetq,ona: e® 4 gt — 9 s[p q]e e -

En déduire que : cosp +cosq =2'305[E?—]m9[p—;—q— et sinp+sinq=2sin[~——p;q]ms[p—;~ﬂ].

Solution 44
i = P .p4q
S p+af .p-q p—q = . . L |
. e“’+E“=ET[ET+3‘T]=2NS[E——Q]eT. D'oi e +e"‘=2ms[E~;—q}e' 2,
¢ Oronad'une part, ei"+ei°'=[oosp+cosq)+i[sinp+sinq), 1)
et d'aufre part,
P+ |
p—q) 5 [p—q][ P+q .. p+q] p—q] P+q , .. p—q] . p+q
2c05|——1le = 2C05 cos +isin =2¢08| —— |cos—— + Zicos| — [sinE=2  (9)..
2 2 2 2 3 g T 2 o @

Enidentifiant les parties réelles et imaginaires dans les égalités (1) et (2), on aura:

msp+wsq=2ms[£?]ms ?] et sinp+sing= Zsin[%—{l]ms[p—gg] :

Exercice 45

Soita, b et x trois nombres réels.

1) Démontrer que la partie réelle de (a - ib)(cosx + isinx) est acosx + bsinx.

2) Mettre sous la forme pcos(x - 6) (p > 0 et 8 est un réel) les nombres complexes :
cosx +sinx, 3cosx—3+/3sinx et Brosx+2sinx.

1) (a - ib)(cosx + isinx) = (acosx + bsinx) + i(asinx - bcosx). Donc Re[(a - ib)(cosx + isinx)] = acosx + bsinx,
2) On utilise la question précédente :
* Onposea=1eth=1,alors :

4t i
CosX-+¥sinx =Re((1—i)e*) =Re(~2e 4e*)=Re(+2e { 4

* Onposea=3et b=—3~f§,alors:

)=~.'rfoos[x —%]

m

K X
300X — 3v/3 sinx = Re((3 + 3iv/3)e™) = Re(6e 3e*) = R“’(EET 3]) = EMS[H%] '
* Onpose a=+/6 et b=+2 . alors :

e ——— Fage 11— ey

_-__
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Chapitre 10 < Nombres complexes

L [x-2
22e 5™ [=Re N’Ee[ G] ﬂZﬁcos[LE]
5

JBcosx+/2sinx= Re[(sfﬁ—- iﬁ)e"‘l =Re

—

Exercice 46 . :
En utilisant la notation exponentielle, retrouver les formules swyants : -
cos(B+0) = c0s6.cosB' - sinB.sinb’ et sin(@ +0) = sinB.cosO' + cos.sinb.

Solution 46
cos(@ + 8 +isin(8 + 8) = e

8) = gle® = (cosB + isin@)(cosb’ + ising’)
= (cosBeosb’ - sinBsind’) + i(sinBcosd’ + cosBsing’)

En identifiant les parties réelles et imaginaires de cos(8 + §) +isin(6 + 8, ona:
cos(B + §') = cosBeost' — sinBsin®’ et sin(@ +0) = sinfcosB’ + cosBsing'.

8 - Interprétation géométrique de I'argument d’un nombre complexe non nul

Exercice 47
Soit A, B, C et D quatre points d'affixes respectivesa=1+i,b = 3+j,c=3+3ietd= 242 +3.

Calculer mes(CA ,CB) et mes(DA ,DB).
Montrer que A, B, CetD sont cocycliques.

b—c 1 b—c|]_= o == W w
@ ——(1+i) donc ona arg[——|=~7 2x|. Clest-a-dire mes(CA ,CB)=— 2n|= —
a-—c 2{+) rg[a—c 4[ ] ( ) 4[ ] 4

b—d 1 b—d|_ : == T
et ——= 1+i) doncona arg|l—— = 9x] . Clest-a-dire mes(DA,DB)=—(27|.

bd__1_(149 dncene an|_=g| =3 FR58) =2
o Puisque mes(CA ,CB)= mes(DA , DB)[2x], avec mes(DA , DB) =k, k appartenanta Z , alors les points A, B,C
et D sont cocycliques.
Exercice 48
Montrer que les points A, Bet G, d'affixes respectives 1, -i et-1-2i, sont alignés.
Solution 48

-7 L —

Ze—2p 2 —=2.D'olr arg Zc —Z =0[2x].
0 == Zc —1Ip — :

r mes(AB,AC) =arg—*— [2n], alors mes(AB , AC) = 0[2x]. On conclut alors que A, B et C sont alignés:

B —ZA
Soit A, B, C et D quatre points d'affixes respectivesa=-1+i,b = d-ic=2i etd=2-2i
c—a ,c—b )
Calculer les nombres complexes - et = En déduire la nature des triangles ACD et BCD.
Solution 49
w G S0, AL g B0 .
d—a 2-2i+1-i 3  d-b

. Cc—a_ 1
e Puisque —— =i, alor G4
G =5+ dorsona arg ——

_T
=E[2'ﬂ'] et 'd—alzalc—all

- — —  —— ]
Page 142
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Chapitre 1 .

Nombres complexes
Clest-a-dire, mes(AD , AC) = %[2’4 elAD = 3AC.
On conclut alors que ACD est un triangle rectangle en A,

: E:_b_. C—b]
De méme, puisque ——-=i, alors arg[;_—h-]sg[zn] et [d—b|=|c—p|.

Clest-a-dire mes(BD , BC) 5%[21:] et BD=BC.
D'oli BCD est un triangle rectangle isocéle en B.

Exercice 50

On considére les points A, B et C d'affixes respectives 242 : :
Demontrer que les droites (AC) et (BC) sont perpendi CLI]a?;ezgjﬁ' 2-23 et —14iJ3 .

8% _ /3, donc arg[EB_TE_}

e - . Vil =k
Iy —Zg Zp —Zp = _'3[2“]'

Clest-a-dire mes(CA,CB)=—T i : .
(CA,CB) 2[2-rr]. D'ol h_as droites (CA) et (CB) sont perpendiculaires,

Exercice 51
Déterminer et représenter le lieu geométrique des points M d'affixe z dy plan vérifiant ;
a) arg(z +1) E-g[?rr} b) arg(3i - 2) = 0[2n

>

o) arg((1+i)z4+1)= glﬁ] I

_ L Z+i —— i
d) arg(z + 5) = 5[1:] : e) T est un réel strictement positif ; f) z_a_-_;_ est un imaginaire pur non nul
= .

a) Soit Ale point du plan d'affixe -1. - J

arg[z-f—'l]E%[E'n] & mes{T.A—M}E%[Zw] __“,

< M appartient & la demi-droite d'origine A, dirigée par_ & |

le vecteur unitaire ﬁ{ms% ; sin%] privée du point A. :

D'oi e liew géométrique des points M du plan dont I'affixe z vérifie i

angz+1)= %[211] est la demi-droite d'origine A, dirigée par le vecteur 2 a0
» 1

e B 1) T
unitaire l,][-?-'E privée de A, e l‘[ |tl_c::|9.|.mb£._|
b)arg(3i-2)=0p2n] « argf-(z-3i)] = 0[2n] _ 1
& m+arg(z-3i)=0[2n] |
« arg(z - 3i) = n[2n)

— -"?"—-1'.

« mes(i ,BM)=n[2x], ol B est

le point d'affixe 3i.
~ < M appartient a la demi-droite d'origine B, dirigée
par U(cos, sint) , privée de B, _

Dol e liey géométrique des point M d'affixe z telle que

argm‘zliﬂlzﬂ]emlade i-droite d'origi irigé S
! mi-droite d'origine B, dirigée par le vecteur herché
© coordonnges (-1, 0) et privée de B. o i

e PAGE 16]  —

h__

| {
f i

1
s

400 1 =

1
{ =Y

Scanned by CamScanner



Chapitre 10 : Nombres complexes ‘
H— = ==

. e = . ~—
¢) Pour tout complexe z, on a (1+iz+1=(1+1) z+§{1—|) . Ainsi, \
i
£ T i 1 1 . =£[1T] r.n_ ________ e
arg[{1+|)z+1155[-n] & arg|(1+i) Z+E( -||= 3 L'ensemble R
1 % I cherché i i
H al=_ PRSP P | . o
= arg{1+|]+arg[z+-2-(1—|)]=3[1:] _ Ja
T 11 ) =E—[1T] 5 _'__.—-"'O" I.l
A A B N R
. _ L
= arg{z+ U—I)]#—Ew] | S

& mes(T ,CM) E%[Tc] ,oll C est le point d'affixe —%(1—i) ;

& M appartient a la droite passant par C dirigée par le vecteur ‘if'(cos% , sfn{_‘.] et privie

du point C. H N —

D'oli le lieu géométrique des point M d'affixe z telle que ﬂ[‘g[(1+l}2+1]E§[1\“] R i i —
R i T
et bt [

est la droite passant par C, dirigée par le vecteur v[oos sm—] et privée de O° ! Uensemble e |
! cherché : ‘ Il

d) Pour tout complexe z,on a: zZ+5=2-5. ey s 1= [ ]

-— -—_. 1T . 1
arg(z«J—SI]Eg[-n] =3 al'gl:Z—5’E}EE[1t] ENIE ! |
= 54‘-:3|2-10|5‘I 2 1 4
& Tt+al'g(2—5i:lEE[‘lT] i | I| ‘ . | |
Fi T |

& mes{T ,DM)= —%[-n] ou D est le point d'affixe 5i.

< M est sur la droite passant par D, de vecteur normal

.. —

- - e
i (dirigée par j ), privée de D. : L'ensemble
. cherché

D'ol le lieu géométrique des point M d'affixe z telle que arg(z+5i) = %[11] esti=r-== e :

I'axe des ordonnées privé du points D(0 , 5).
e) Soit E d'affixe i et E' d'affixe 1. =

i"'_; est un réel strictement positif <« arg[ +1]50[21r] T

& mes(E'M, EM) = 0[2x] 2 :
< M appartient a la droite (EE’) privée du segment [EE']

5 s P P 2 o " ' - du
D'oll le lieu géométrique des point M d'affixe z telle que z_+1 est un réel strictement posilif est la droite (EE) privee
z —

.. —n — —

segment [EE’]. | L'ensemble 1] |
7 +i z4i)l = 'cherché , \ ) |
f}— est un imaginaire pur non nul < arg[ =—[n] avecz —hee T T
=1 -1} 2 | ] IO
différent de 1 et -i. : . 2t
|~a1- LI/ 1
& mes(E'M.EM)E%[n] avec M T ‘

différent de E et E" adls

<> M appartient au cercle de diamétre ;- I ;
b=}
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Chapitre 1) :

Nombrey complexes T
[EE’], privé des points E et ',

Exercice 52
Déterminer I traduction complexe de la transformation f dans chacun des cas suivants -

1) festa translation de vecteur u(—5,2) .

: 1
2) festIhomothetie de rapport 5 etde centre Q d'affixe - 4 + 1§,
— In
3) festla rotation d'angle 5 et de centre O.

4) festla rotation d'angle %ﬂ et de centre Q d'affixe - 4 +1i.

1) La traduction complexe de la translation f de vecteur Ti(—5,2) est: f:M, — M', tel que z'=z—5+2i.

2) La traduction complexe de I'homothétie f de rapport —% et de centre Q d'affixe — 4 +iest:

f:My M tel que 2'—(~4 +1) =—§{z—t—4+m Cestadire z':—r;-z-6+:23-i |

3

3) La traduction complexe de la rotation f de centre O d'angle % est f:M, —M',. tel que z'= edz.

0 il - L] 4
4) La traduction complexe de la rotation f de centre (2 d'affixe -4 +1i, d'angle -3—“ est:

Aw
F:M, = M. tel que z'—(—4+i)=e 3 (z—(—4+1).
1_¥3 et V3 + i[3 _;ﬁ] . (le lecteur vérifiera les calculs)

C'est-a-di ' | ———i|Z
est-a-dire z [ 2 2| 5

Exercice 53
A tout complexe z, on associe le nombre : z'=(1 +iv"§}z $4J3,
On considére la transformation t du plan qui a tout point M d'affixe z associe M' d'affixe z'.
On note | le point d'affixe i et A le point d'affixe 1 +1i.
1) Caluler ' pour, successivement, z=0,z=ietz=1+i. 1

Consiruire, sur un méme graphique, les points |, A puis 0" =t(0), I'=t () et A" = t(A):
2)Onposez=x+iyetz =x +iy o x, y, X' ety sontdes réels.

a) Exprimer x' et y’ en fonction de x et y.

b) Soit (D) la droite d'équation y = xv/3 +1. ey ‘
Déterminer 'ensemble (E) des points M d'affixe z tels que le point M' d'affixe z' appartienne a la droite (D).
Construire (D) et (E) sur le graphique du 1).

S oo

1) e Pour z=0,0na: z'=+/3.

® Pourz=iona: z'=(1+iV3)i+/3 =i
* Pour z=1+j ona: z'=(1+i~.‘r§}(1+i}+J§=1+(1+J§}i.

——————————————— P3Ge 11—
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Chapitre 10 : Nombres complexes

2o)  2=x+iy=(+VAX+Y)+VE :
={x—yﬁ+ﬁ]+i(y+x\'§) | .
Dol x'=x—1.r\f5+v’5 et ‘f’=}’+xwﬁ- Y
b) Me (D) <« y=xV3+1 z
& y+x3=(x—y¥3+V3N3+1 =i/
& y+xﬁ=xd§—3y+3+1 = e r:-'f'f“@-
Finalement, y = 1. D'oll (E) est la droite d'équation y = 1. 2 VAR B ——;-—J_._T
@ :
m 5
Exercice 54
—

On considére dans le plan complexe les points A et B d'affixes respectives 1 +iet—1+2i.
1) Déterminer I'affixe du point C tel que AOBC soit un paraliélogramme.

2) Déterminer I'affixe de D, image de C par la rotation de centre B et d'angle % :

3) Déterminer I'affixe de E antécédent de C par rapport  la rotation de centre A et d'angle % .

4) Démontrer que D estimage de E par la rotation de centre O et d'angle % ;

En déduire la nature du triangle ODE.

1) AOBC est un parallglogramme <> tzz(B)=C
Or toTa(B}=C ® Igp=fp © nIL-B € zc=2zs+2za = 3i.  D'oulaffixe de C est 3i.

2) La traduction complexe de la rotation f de centre B et d'angle % est:

f:M, — M., avec z'—(—1+2i)=e?[z—(—1 +2i)).

; X
Clest-a-dire z'= %%i z+(—1+2) pg-?}
" 3o i i 3) B ¥la )
Orf(C)=D. C'est-a-dire zp = T+-2—I zo +(—1+42) 1—?—? = T+E| x 3+ (—1+2i) 1r—2-—-2-| ;
3-3 345,
Apreés calculs, on trouve que : zD=J_2 3+ 2+ i

3) La traduction complexe de Ia rotation r de centre A et d‘angle % est:

‘I'I L

iz i—
r:M, — M, avec z'—(1+i) =€ & (z—(1+1) . Cest-a-dire z'=e  (z—(1+1)+(1+i).

Orr(E) = C. C'est-a-dire z; = t=,'iE (ze —(1+1))+(1+1) . Donc
(3
%—%i {—1+2i)+2+i=-l’é@+2»1[§+ﬁ]'

m
=

4)  La traduction complexe de la rotation R de centre O d'angle -;1 est, R:M, —M',, avec z'=¢ 6z.

T
~f=
Zp=e E(ZC —1=i)+1+i=

1L
—2—r§|‘{3!—1—rl+1+|=

Page 146
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Chapitre 10 : Nombros complexes

e =REL0NE:

2 (B F£+2+1[J§+3}=-3+J5 [3.3V8) V3 (3,3
20 =8°% = |7 22 2 4 g g [ 2 7
_V3-3 (345
SR
2 2
=ZD

. ; tation de centre O, d'an e
D'otl D est image de E par la rota angle 5"

o D estimage de E par rotation de centre O, d'oli OD = O,
par conséquent, le triangle ODE est isocéle de sommet O.

t. tquations dany C

1- Déterminer les racines carrées complexes d’un nombre complexe

Exercice 55 i
Déterminer les racines carrées complexes de z =- 7 - 24i,

Déterminer les racines carrées complexes de z = - 7 - 24i, c'est déterminer les complexes u tels que u2 =-7 - 24i,
Posons u =X +iy ol X, y sont des nombres reels. On a u? = x2 - y2 + 2ixy, Par conséquent,

Boy?=_7 L 2¢ =18 Ly+L, .?
w=-7-24i signifie {x* +y* =25 L, (|~7—24i|=25). Ce qui équivauta { 22 =32 L, L, . "
Ady=—24 L, xy=—12 0,5xL,

x=3 ou x=-=3
Cest-a-dire {y=4 ou y=-4,
xy=-—12

Puisque xy =-12 < 0, alors x et y sont de signes contraires. D'oll (x=3 et y = -4) ou (x=-3 ety =4). A
Les racines carrées complexes de -7 - 24i sont alors 6 =3 - 4i et -5=-3 +4i. 4

--z__,-_m - P

Exercice 56 | :I-:
Résoudre dans | 'équation : 22 = -3 + 4i.

Solution 56 1 pee

: Pm"s Z=x *ﬂ" EV !". el yféElS. Onazi=x2- YZ + 2i:‘.‘f: ainsi :
X —y?=-3 ¢ =2 =t et
2=3+4i signifie | x2 4 y? =5 . Ce qui équivauta {2y’ =8 C'est-a-dire {y=2 ou y=-2. l :
2xy =4 Xy =2 =2 |
Pui i

2S3Ue Xy =2>0, ety sont du méme signe. D'o (x =1 et y=2) ou (x=-1et y =-2) |
L’onc 25143 o 7510 |
e i |
nSemble solution de cette équation est done S = {1+2, -1-2i. f{;j
1]
2 - Résoudre une équation du second degré !
| &

| .
Résoug L |
e dans C les equations : ﬁ

| M Page 147  e————————— it{
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Chapitre 10 : Nombres complexes

a) zZ2+iz+6=0 b) 2%+ (iW7)z—6i=0.

- 724 iz + 6 = 0. Son discriminant est A =-25 = (5i)2.
—i—3di =ikl
2

a) Considérons Iéquation
2,

=-3 et Ly =

D'oll les racines de cette équation sont : Zy =

D'oul I'ensemble solution de cette equation est : S ={-3i, 2i}

b) Considérons léquation : 22 +(iW7)z—6i=0.

Son discriminant est A = -7 + 24i. On cherche les racines carrées complexes de A :

Soit u complexe tel que u2 = A. Posonsu =x + iy, ol x et y sont des nombres réels. Ainsi,
Xt -yt =—T x=3 ou x=-3

u? = A signifie x% +y? =25 .Cequiéquivauta {y=4 ou y=-4.
2y =24 xy =12

Puisque xy = 12 > 0, alors x et y sont de méme signe.
D'ot les racines carrées complexes de Asont: 6=3+4i et -6=-3-4i.
On choisit 5 = 3 + 4i une racine carrée de A et on applique les formules habituelles connues dans R :

T3l 3 =T T3 5 il
==+ 5 ol Z=—=

Onaura: z=
2 2 2 2 2
L'ensemble solution de cette équation est: S= E4—ﬂ——“ﬁi : N ﬁi .
2 2 2 2

Exercice 58
Résoudre dans C, les équations :
1) (22+2)(z22+1)=0 2) z2-2zcos@ +1=0, ol 6 appartient a ]0, 7. ;
Solution 58
1) (22+2)(z22+1)=0 = 22+2=0 ou 22+1=0

o 22 =(i2)? ou =P

& z=i2 ou z=-iv2 ouz=iouz=-i

Les solutions de cette équation sontdonc : i, -i, iW2 et 3,
2) Le discriminant de I'équation est: A = 4cos?8 -4 = 4(cos?8 - 1) = -4sin@ = (2ising)?.
Alors les racines de cette équation sont :

isind B e N
z|=2ﬂ9—'2"2'i=0039+15m9 et zzsz—B=cosB—:smB.

Exercice 59

a) Résoudre dans C, I'équation : (22 -4z +5) +i(z+ 1) = 0.
En déduire la résolution dans C de I'équation (z2-4z+5)2+ (z+ 1)2=0.
b) Montrer qu'il existe des réels A, B, C et D qu'on peut déterminer tels que :
pour tout réel x, (x2 —4x +5)2 + (x + 1)2 = (x2 + Ax + B)(x2 + Cx + D).

|_R—

a) e (22-4z+5)+i(z+1)=0 &  ZZ+(4+iz+5+i=0.
Cette équation a pour discriminant : A = (-4 +i)2- 4(5 +i) = -5- 12,
Les racines carrées complexes de Asont: 5=2~3i et -5= -2+ 3i (Le lecteur fera les calculs)
Etles solutions de I'équation sontalors: z1=3-2i et 2z =1+|. (Lelecteur fera les calculs)
e Ona: (22-4z+5P+(z+1)2=0 & (Z2-4z+ 52—z +1)2=0
& [[Z2-4z+5)+i(z+1))[(2-4z+5)-i(z+1)]=0
& (Z2-4z+5)+iz+1)=0 (I) ou (z2-4z+5)-iz+1) =0 (I

e e, 10030 121 gﬁ
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Or z solution de (1)

Chapitre 10 : Nombres complexes

t ¢ ¢ ¢ 8

-~

(22-4z+5)+iz+ 1)=0

(2 =42 4-5) +i(z +1) =0

7 4245175 =0

(2 —4745)—iZ+1=0
@ —42+5)-iz+1=0

Z est solution de 'équation (In).

Dol z est solution de (1) si et seulement si z est solution de I'équation (11).

Ainsi, les solutions de (1l) sont les conjugués des solutions de I'équation (1).

Donc les solutions de (ll) sont: 3 + 2i et 1-i conjugués des solutions de I'équation (1).

Finalement, les solutions de I'équation (22~ 4z + 5)2 + (z + 1)2= 0 sont alors - 3 + 2, 1-1,3-2i et1+i,

b) Pour tout nombre réel x, ona:

(K = ax+5)" +(x+1) = (x—2)(x—Z3)(x — 2)(x — ) = (2 — (2, + 2%+ 2,2, (x% — (2, + )X +2,75)

= (x? — 2Re(z,)x +|z4[*)(x - 2Ref(z,)x +|z,f)
=(x* —6x+13)(x2 —2x+2)

Finalement, (x3—4x+SF+(x+1)2=(x2-6x+13}{x?-2x+2}. DoncA=-6, B=13, C=-2 et D=2.

Exercice 60

3 - Résoudre une équation bicarrée

Résoudre dans C :

Solution 60

Z+22+1=0.

Posons Z = 2, I'équation devient : Z2 + Z +1 =0 dont le discriminant est: A =—3 = (i~}’§)\2 :

V3 1 B =

-3 ef £"= i iT' (le lecteur fera les calculs)

1 .
Les racines de cette équation sont: Z'= =5 +i
1 3 2 1 3
I=——dti— & 2°=—qi—. (I
BT - 0
Posons z=x +iy, x ety étant des réels :
=
1 X=— 0uU Xx=
oy =t 2
. 2 N3
Onaalors () < X+yi=1 & y=T ou y=
V3 N
s N 3
| 2= ="
Oronaxy> 0, d'ot z:l iﬁ =—1—i£.
Xy u 2+ 3 ou z 5T
[ ] Z-__l \E 2 1 \Jr3-
Sl G P o fNT
2 2 2 2
1 .43
EﬂprCéﬂanICDmmepou;{lj'gnobﬁen[; zz—,._l_i_i% ou z=§_|l’;:_
Finalement, I'ensemble solution de I'équation initiale est :
3
o1, 1 B 1B

ShTEY g Tt 8

Mg Page 140 se—

h____

Scanned by CamScanner



Y

« Nombres complexes

Chapitre 10 :
4 - Autres types d'équations a résoudre

>
Erercioe 61—~y g+ (17 + 7z -42=0 (B}  sachantau'ell admef ung s
e

2 = ! 3 =
Résoudre dans C, 'équation : Z

' k0= Ja2 + 2(17 + 7i)a-42 = 0.
t seulement si, @* (11 +2i)a _

(E():'Z:-é?dire (a? - 112 + 34a - 42) * i(-20? + 14a) = 0.

éel. alors @3- 1102+ 34q-42 et -2a2 + 14a sont des réels. D'ol :

| [ &3_110‘.2""34!1—42:0 (’1]

202 +140=0 ()

» Lereelaest solution de

Puisque @ estun

(@3- o2 + 40— 42) +i(-20°* 14a) =0

Ona: () « 2a(a-7)=0 s a=00ua=T.

- lution de I'équation (1). , . ; - o
g?fﬁteﬁﬁz :?:susi l'équation (1), alors 7 est solution du systéme. Par conséquent 7 est l'unique solution réelle de (E).

o Posons f(z) =23 - (11 + 2022+ 2(17 +7i)z - 42. Ona alors f(7) = 0.
f(z) - (7

B% [(23]_ (1(13- Jijz2 + 2(17 + Tijz - 42] =[PP+ (11+ 2i)x72 + 2(17 + Ti)x7 - 42]

(23-73) - (11+ 2)(2-T) + 2117+ Ti)(z-7) _

(z-T)(22 + Tz +49) - (11+ 2)(z - Tz+T)+2(17+ Ti)z-T)
C(@-T)2+ T2+ 49— (11 + 2z +7) + 217 +Ti)]

(z-T)(z2-2(2 +i)z+6)
Dotf(z) = (z-T)(z2? - 22 +i)z +6)
On a alors (E) < z-7=00u 22-2(2+i)z+6=0
'équation 22— 2(2 + i)z + 6 = 0 a pour discriminant : A = -12 + 16i.
Les racines carrées complexes de A sont: 8=2+4iet -5=-2-4i (le lecteurle vérifiera). Elle a pour solution
7=3+3i ou z=1-i. Finalement, les solutions de (E) sontalors:z =7, z=3+3i et z= 1-i.

mow, mwowomn

Exercice 62 L
Soit P(z) =28 + (1 - 2i)22 + (1 - 2i)z - 2i.

1) Montrer que P(z) possede une racine imaginaire pur.

2) Résoudre dans C l'equation P(z) = 0.

Sowoa®2 S emOmaes

1) Soit z = yi, ol y est un nombre réel.
P@=0 <  (yP+(1-2)y)2+(1-2)iy-2i=0 < (-y2+2y)+i(-yi+2y2+y-2)=0
— 2 — -
& y*+2y=0
—y +2y% +y-2=0
:.r=[] ou y=2
ke Bl =0
Yok 2yt y—2=

UEtn'ze;sl pzaszs;oluﬁon de l'équation —y3+2y2+y_2=(
BH2N+2-22() Lo systs o |
e i ystéme admet donc une seule solution qui est 2 et P(z) posséde alors e o

2) P(2) = 0,dou P , '
EtP(z) PE’.L)I —[;%;f Hactorisable par 2 - 2

24 (1-2022 + (1= 20z - % _ (o »

o S -2
~ 208 22~ 4) 4 (1-20) (7~ 9iyy 4 o o

(Z-20[22+2iz -4+ (1 _= i ' i)+ (1-2i)z -2

{Z-Z:JEz:z[i1ﬁ (1202 +2i(1 - 2) + 1 -3 Ve=2)

P@)=0 & z=3 o Figided

LIS T | S (I T

L'équation z2+z+1=04 pour discriminant A

==3=(i3)2.
E*——___-!_——% Page 150 !
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Dol les racines de I'équation z? +z+1=0sont: z'=:1:_'.‘f_5_ ot 7= —-1+1y3
2 s e
2

Finalement, les solutions de P(z) = 0 sont : 2i, i‘é_“'{_i et ;1_+_!J_§

cice 63
SOIIP(IJ =7+ 7 +322422+2,

1) Montrer qué P(z) peut s'écrire comme produit de deux
2) Résoudre dans C I'équation P(z) = 0.

Eu pj(zl}=z*+z“3z“2z+-’-=i7-‘+z:‘+z=)+2tzz+z+1}=h

2) Pz)=0 « Z2+z+1=00u 22+2 =0 +Z+1)+2l:z?+z+1):(324,“1:,[2“2)'
—1+i/3

~1-ivf3
=5 0 7 (Le lecteur fera les calculs)
g 2=2 & =02 & z=i2 ouz=—i5

polynémes de degré 2 dont 'un est 22 + 2

or z¢+z+1=0 & z= uzZ=

D'ot les solutions de I'équation P(z) = 0 sont : i/2 , 2, —1-iV3 i —1+i3
2 .

2
Exercice 64 "
Résoudre dans C, les équations :
a) 2+2+(3~2)2=0 b) 422 +8fz* ~3=0 0 22 -7 4+1=0.

Solution 64

a) Posons z =x + iy, oll x et y sont des nombres réels. On a alors

242+(3-2)z=0 ] 2+(x+iy) +(3-2)(x-iy)=0 & ([@x-2y+2)+i(-2y-29=0
dx-2y+2=0
—2y—2x=0

1 1
& x=—-ely=—.
3 Y 3
G 1. 1. .. : e 1.1,
D'ols z=—E+§J.EtIensembre solution de I'équationest: S= —§+§1 ;
b) Posonsz=x +iy, oll x ety sont des nombres réels.
12482 —3=0 © ©  4x+iyP+B(xt+y)-3=0 S 122+4y2-3+8xy=0

- [12x2+4y2-3=ﬂ

By=0
o l12x2+4lf2—3=u
x=0 ou y=0
Finalement, ona: { 7 = V3 ou 1 . |
e i Rk
Dol les solutions de 'équations sont : % —j;_" 'V;—E-i' _l?i'

¢) P =X+iv of
) Posons 2= y + ly ol x ety sont des nombres reels.
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Chapitre 10 : Nombres complexes

2 3 _
Z-z+1=0 & (@-y2-x+1)+i2xy+y)=0 < ‘K ye—x+4+1=0

xz—yz—x+1=0
=

1
=0 ou X=——
4 2

1

A=

2 .2
Xe —yé —x+1= X' =¥ —Xx+1=
ﬁl y? + 0 ., 0
2

1.2
™ [x —x+1=0 3 A

L'équation x2—x + 1 = 0 n'a pas de solution dans R , alors 2% —z+1=0 équivaut 4

V7, 1 +ff.

Finalement, I'équation 2% —z +1=0 admet deux solutions : _%+TI et _E_TI'

5 - Résoudre des systémes d'équations a deux inconnues

Exercice 65

z2'=8
z2+2'=5

Soluflon85 . ooAusToreemesnc |
5+iT | 5—iT

z et Z' sont les solutions de I'équation : 22— 5z + 8 = 0 qui a pour solutions dans C : 5 et ‘ |

2
Pour z= 5+2hﬁ,ona z'=5_2'ﬁ .Etpour z= 5_2"'{? ,ona z'= 5+2:ﬁ.

5+!J_ 5—1J_] [ I\[- 5+er

Résoudre dans CxC, le systéme :

Les couples (z, 2) solutions dans CxC du systéme sont alors : 2

Exercice 66 e
22+ 201+ i)z' =4 —6i
z4+3iz2'==3-2

Solution 66

Par substitution
2Z+2+iz'=4-6i [2(-3-2f-3iz')+2(1+i)z'=4-si P (2—4i)z'=10-2
24 3iz'=—3-2; z=-3-2i-3iz" [z=—3—-2i—3iz'
12 31,

e L b

5

Résoudre dans CxC, le systéme : {

e ————————————————— P2ge 152 M
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Chapitre 10 : Nombres complexes

12 . 31.7 g

: tion de ce sysléme est : [~—-——i,— =)

pioi funique couple solU ; 5 5575

Remarque : On peut utiliser le déterminant pour résoudre ce Systéme,
¢ -

6 - Déterminer les racines n-iémes d'un nombre complexe non nuj

Exercice 67

| -
== i

2
En déduire que — A, iA et —iA sont les autres solutions de cefte équation.

§ .4 e o T 448
Démantrer que A=-2~+|J§ estracine de I'équation z —

m 4 2 l -
, 1 73 N3,
o A= l-HJE] =[——+1\E] =316 5 - Dol Aestsolution de 'équation z":E__ﬂ‘ﬁi_
2 “ 16 2 16 2
4
1‘52—1@1 — = A = [—E =1.
6 2 A
73 13,
D'oil z est solution de z* = T —;—‘@1 si et seulement si % estracine 4#me de |'ynité.
. . Zi L
Or les racines 4%me de 'unité sont: el =1, g2 —j, =y 82—
4. T3 113, z - z z
Dol ' =—e——i & —=1 oy £ o —=—1 —=—j.
T A A g W=

Ce quiéquivauta :z=A ou z=iA ou z=-A ou Z=-iA,
D'ol A, iAet -iA sontles autres solutions de I'equation initiale.

Exercice 68

1) Déterminer, sous forme exponentielle, les solutions de I'équation : z3 = 4~f5(-1 +i) dans C.

2) Al'aide des racines cubiques de I'unité, écrire les solutions de cette équation sous forme algebrique.

3) Déduire des questions précédentes les valeurs de msm et sin:‘—zil .

Solution 68

—
[
—

In,
1) Sous forme exponentielle 4N2(—1-+i) s'éerit: 42(~14i)=8e 4 .

Posons z = pe#, o p est un réel strictement positif et 8 un nombre réel.
In, In,
2= 4\:'17(*1 +i) o 23 — 537* o Pseaia= ge 4 '

< p=8et 36=3—}+k2w.kappaﬂiema Z.

o p=2e B:%-’r%kw,kappanienté{[}.LE}

Dol les oy i o 3
8 solutions de I'équation 23 — 4J2(~1+i) dans C sont: zy=2e4, =21 et 73=2"

2) Nous fémarquons que Zp

ul .
. _ =24 =2 +iy2 estsolution de léquation z° =4V2(-1+1)  (1).
®st solution ge (1)

= zﬁ=(zﬂ3 '
3
o (2] -
2
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Chapitre 10 Nombres complexey

/
|
J ¢ — ostune racine cubique de 'unitd

2
n 4
2 . .= 1 ol

g A
| Ly Iy 2 2 Zy E-Ehl_"‘

1 ﬁ]zu

& IS U 2= -—%+ii§- Z, ou z=[-5._i._.

2 2

=3 z:JE-i—i-JE ouz= _JE_JEHJE;JE ouz=

—

Les solutions de I'équation, sous forme algdbrique sont alors :

V2 +iW2, "ﬁz-\gﬂ“fg;& el “JE;JE—EJQ‘;‘@.

,alorson a cosm«::ﬂ et sin”—“::-n.
12 12

. 1t
— E
3) Puisque 2

“'“
2&

La solution 21 correspond donc au complexe _‘Ez' V6 +§“(§ ‘; V2 _
U _ —J2-6 M JB—2

‘oll 2008—= I 2sin—=
R0 e i T

1Mr —J2-V6 i JB=2
e LN Sin— = .
Donc cos m 2 et 2 2
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Chapitre 10 : Nombres complexes

eYERCICES POUR " AUTO-EVALUER

reice 6 —— —— 15 minutes
Soit A, BetC les points d'affixes respectives i, z et iz dans le plan complexe.
Déterl'lﬂlll"ler l'ensemble des nombres complexes z tels que ABC soit un triangle équilatéral.
Exercice 70. 15 minutes

1 .43
on pDSE ]-:_—-2--1‘ 2 l.
1) Déterminer e module et un argument de . Calculer j%, puis j20°%. Démontrer que 1 + + j2 =0,
2)SoitA, B, C d'affiixes respectives 1, j et j2. Démontrer que ABC est un triangle équilatéral.
Exercice 71 20 minut
Le plan P est muni d'un repére orthonormal direct (O ;4 , V). Pour x réel, on pose z=1—*
) + X

2) Placer dans le plan P les points A et B d'affixes respectives i et - i puis le point M d'affixe réelle x.
b) Montrer que le module de z est égale a 1, pour tout x réel.

Montrer que : Z 1-x2+ o

¢) Montrer que : Z= .

} 1432 . 145 :

d) Trouver le réel x tel que les partie réelle etimaginaire de z soient égales.

' 4
En déduire x tel que : z={-+'%'

Exercice 35 minutes
Soit A, B, C points du plan d'affixes respectives 1 +i,-1+3i et2 +4i. _

On construit a I'extérieur du triangle ABC trois triangles équilatéraux directs ABD, BCE et CAF.
On note M, N et P les centres de gravité des triangles ABD, BCE et CAF. .

1) Déterminer les affixes des points D, EetF. -7 B R,

" 2) Déterminer les affixes des points M, N et P. ' U A

3) Montrer que le triangle MNP est équilatéral.

Exercice 73 TN 25 minutes

On considére dans le plan complexe, la suite de points Ma d'affixes za définies par : z, = =i ;:ﬁ -
1) Placer les points Mo, M1, Mz, Ma et Ma.
2) Montrer que  |im OM,=0.
N—+o0

3) Démontrer que les points M, appartiennent & une méme demi-droite.
Exercice 74 30 minutes
On donn ; : ; g ) 1+iV3 i

e dans le plan complexe a suite de points An, d'affixes z» définie par: z,,4 = 3 z,.etzn=4.

;] Déterminer les formes algébriques de z, zz, z3 et z4. Placer les points Ag, A1, Az, As, et As.
éc'" Se propose de calculer la longueur In, de la ligne brisée AcAtAz . . An.
pose d, =z, *an-

Montrer que (db) est une suite géométrique dont on déterminera la raison et le premier terme.

n
Montrer que | = 47 l1 _{Z] ]
3
3) Déterminer 1 limite de In quand n tend vers +ee.

Nm Page 155 e ————— — e ——————
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Chapttre 10 ¢ Nowrhrey « e ey 1
Exarglco 73

On conalddre Ibauntion 20+ 1= 0, 2 dlanl un nombra comploxs, ”\

&x
1) Montror quo 81 2 oot solutlon do 2% 4 1'rf 0 nlors 7 866 60Ut 1 forme o gy () 1o,

2) Dédulra los slx solutlons dans € da I'bquation 20+ 1 = (),

3) Ecrlro 20+ 1 commo prodult do slx polyndmon du promlor degrd 4 conffic
A) Monlror quo, pour toul raol o, on (2 o)z =0 ") 2 27 = 220060, 41,

Endodulro quo s 2% 110 (22 1 (22 < 23 107 4 2403 4 1),

st dang 1

=

Exorclco 76

ABCD ot AEFG sont dos carrs dirocts do contros rospoctils P of R, Solt H of K ug POINts el que Appr: g |
solont doux parallélogrammos do centron respoctifs Q ot S, HE of e~ |
Démontror quo PQRS est un carrd, (On pourra consldéror un reptro orthonorm doriging A),

Exorcico 77 ,

On so place dans lo plan complexe, On consldbre un paraliélogramma ABCD, iﬂ]ﬂmlg_,\
La rotation do contre D ot d'angle 0 {ransformo C en F 6t fa rotation do centro B et d'angle -0 transforre

Monlrer quo AEF ast un trianglo Isocblo, ? H0rme: Cen

1) Résoudre dans I'ensemble des nombres complexes I'équation 22 - 2z + 2 = 0, e,

SoitK, L ot Mles points d'affixes respectives k=1 41,1 = 1 - | f m=-i\3,
On se place dans le plan muni d'un repére orthonormé direct (017, ).

2) On appelle N le symétrique de M par rapport & L, Vérifier que l'affixe n du point N est 2+i(y/3 -2).

3) La rotation de centre O et d'angle l;- transforme le point M en le point A et le point N en le point C.
Déterminer les affixes a et ¢ des points A et C.

4) La translation de vecteur U d'affixe 2i, transforme le point M en le point D et le point N en le point B,
Determiner les affixes d et b des points D et B,

5) Montrer que le point K d'affixe k, est milieu des segments [DB] et [AC].

Montrer que E—"—l}: =1, En déduire la nature du quadrilatére ABCD,

ONCO oy

X | g 2 ] punde — Cameroun ~ 199
Dans le plan complexe P muni d'un repére orthonormé direct (O ;G , ¥) (unité graphique : 2 cm).
On note A, B, C et D les points d'affixes respectives -2, 4 - 2i, 4 + 2i et 1.

1) Placer les points A, B, C et D sur la figure qui sera peu & peu complétée. Préciser la nature.du trl|arl19re ABFr 3 k.
2) On désigne par F, I'application de P - {A} vers P, qui & tout point M d'affixe z, associe le point M’ d'affixe ' fe

. 2—(44-2)
L =——,

Z-4-2i

a) Déterminer les images de B et C par F. -

b) Déterminer I'ensemble (E) des points M d'affixe z telle que | z| = 1. Construire (E).
3)a) Montrer que pour tout nombre complexe z distinct de ~2i, on a: (z' - 1)(z + 2i) =- 4 - 4i,

b) Montrer que pour tout point M distinct de A, et dont I'image par F est notée M’, on a ;

e M=D,

o DMxAM =442,
- {EWH—(E,W)-:%—[Z«].

£

Exercice 80

35 minutes —
2k ;
1) Exprimer les racines z¢dans C de I'¢quation 25 = 1 en fonction des nombres 0, = Tﬂ  k appartient
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\ Chapitre 10 : Nombres counplexes

0.1, % 3, f}}ratuﬂ? du polygone dont les sommets A« ont pour affixes 2. ?

tla .
-t;:fniwser 1‘isobarycenlre des points Ax. u
pe : -1, on associe z=—.
7) Atout complexe U différent de -1, u1

3) A [aide desr

n fonction de Z.
ésultats préce

. . ‘ eroun — 2003 40 minutes
plexe est muni d'un repére orthonormé direct (O ; U, V), unité graphique : 4 cm .
les points A et B d'affixes respectivesa=1etb=2. .

On note M le point d'affixe z =1 + olie.
point M appartient au cercle (C) de centre A et de rayon 1.

dents, résoudre dans C [I'équation (u - 1)5 = (u + 1)5.

Le plan cor"
On considere

soit@e 0,7l
{) Montrer que le

7) Exprimer la mesure de angle (AB, AM) en fonction de 6.

En déduire I'ensemble (E) des points M quand 6 décrit I'intervalle ]0, .
3;0“ appelle M’ l'image de M par la rotation de centre O et d'angle -28, et on note z' I'affixe de M'.
Montrer que 2'= Z , puis que M’ appartient & (C).
4) Dans la suite, on choisit 6= % On appelle r la rotation de centre O et d'angle ——2-31 el A'l'image de A parr.
a) Définir limage (C') du cercle (C) parr. . o
Placer sur une figure A, B, A', (C), M, (C) puis le point M’ image de M par .
b) Montrer que le triangle AMO est equilateral.
" ¢) Montrer que (C) et (C') se coupenten O et M )
d) Soit P le symétrique de M par rapport a A. Montrer que M’ est le milieu de [A'P].

Exercice 82 30 minutes

ABCD est un quadrilatére convexe.
Allextérieur, on construit quatre triangles rectangles isocéles ABA, B'CB, CDC etD'ADen A", B, C' et D".

Démontrer que les segments [A'C'] et [B'D'] sont orthogonaux et de méme longueur.
Indication : on pourra supposer travailler dans un repére orthonormé direct.

Exercice 83 Concours d'entree o 'ENSP de Yaoundé — Cameroun — 1938 40 minutes
Pour z, complexe différent de - i, on pose Z = }'1' +.§r . Si M est le point d'affixe z et M’ d'affixe Z.
—i

Déterminer et représenter dans le plan complexe 'ensemble des points M vérifiant les propriétés suivantes :

1) Z estun réel. 2) un argument de Z est -% -

: ; : o 1
3) Le point M’ appartient au cercle de centre B d'affixe i et de rayon 5

4) Les points B, M et M’ sont alignés. 5)M =M 6) Z + 1 estun réel non nul.
Exercice 84 BAC — 1995 — Japon 35 minutes
Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (0 ;1 , V).
; e —if2 Z
On considére les points A, B et C d'affixes respectives : 2, = JETIJ‘ ,z2=1-iet 23= —zi :
: 2

11':] Ecrire z3 sous forme algébrique.

) Déterminer le module et un argument de z1 et z2.

¢) Ecrire 3 sous forme trigonométrique. En déduire les valeurs exactes de r:r::s112 et sin-% .
2) Soit| | paint d'affixe z = 1.

A) Quelle est fa nature dy triangle OIB ?

IM Page 157 ———————————————————
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Chapitre 10 : Nombres complexes
P

b) Déterminer les images de | et B dans la rotation de centre O el d'angle % - En déduire I3 Nature ¢ \
d“'r&‘r

Exercice 85 _
Le but de I'exercice est de monlrer, & I'aide des nombres complexes, qu'un triangle ABC, dans leqyeg] |

cercle circonscnit est aussi isobarycentre, est un triangle équilatéral, ® Centrs
On désigne par [1 le plan complexe rapporte a un repére orthonormé direct (O : 4, V).

V3

1 .
On note w le nombre complexe _E+_I :

Si z est un nombre complexe, z désigne le nombre complexe conjugué de z.
1)a) Mettre w2 sous forme algébrique.

b) Montrer que 1 +w +w2=0et w=w?.
2) On cherche les nombres complexes z, tels que : [z =[f+z|=1  (1).
a) Montrer que w satisfait (1).

b) Montrer que pour un complexe z = x + iy avec x et y réels, vérifiant (1), ona x= s .
En déduire que w et w sont les seuls nombres complexes satisfaisant (1).

3) Soient A, B et C trois points du cercle T" du plan IT de centre O et de rayon R > 0.
On suppose que O est lsobarycentre des points A, B et C, c'est-3-dire : OA+0B+0C=0.

On note a l'affixe de A, b I'affixe de B, ¢ I'affixe de C ; eton pose p =E , 4=
a

c
=

a) Montrer que [p|=|q[=1 et 1+p=-q.

b) Montrer a l'aide du 2)b), que I'on a soit p = w soit p= w.
Dans la suite, on supposera que p = w.

c) Montrer, a l'aide de 1), que g= wr=w.

d) Montrerqueb-a=(w-1)a,c-b=(w-1)bet c—a =(W—1)a :

En déduire que le triangle ABC est équilatéral.

Exercice 86 BAC D — 1990 — Cameroun 30 minutes —
Soittun réel telque : 0<t <§ :

1)a) Résoudre dans I'ensemble C des nombres complexes, I'équation : 222 - 2(1 + cos2t)z + 1 + ::052? =0

b) Déterminer en fonction du réel t, le module et un argument de chacune des racines de cette équation. .
2) On suppose que les racines de z1 et z2 de 'équation (E) sont les affixes des points respectifs Mi et Mz. Montrel
M et Mz appartiennent @ un méme cercle dont on précisera le centre et le rayon.

Exercice 87 45 minutes —

On considére le plan complexe rapporté & un repére orthonormé (0 ;4 , V).
Soit U le point d'affixe 1 et V le point d'affixe i. a:
1) Démontrer que A, B et C étant trois points du plan, deux a deux distincts, d'affixes respectives a, bet ¢ on -

mes(AB , AC) Earglg_—:][h] ,

2) Déterminer I'ensemble des points M du plan d'affixe z, tels que z_—-; soit un imaginaire pur.
z —_

3) On considére dans le plan les points M d'affixe z, M’ d'affixe z' et P d'affixe zz' ol z et 2' sont deux nombres
complexes distincts et différents de 0 et 1.

a) Démontrer que les points M, M' et P sont distincts deux & deus.
b) Démontrer que pour tout complexe z et pour tout complexe ', on a :

e —— e ————— P 3] 153
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E'hnpl‘mﬂ_m s Nownbi

f __ i ——e
zz'—z']:mg[ 2! ] sl
arg =% Lrﬂlﬁ“h] i

quire que M. M' et P sont aligns si et seuloment si les polnts O, U, M of M sont

——

22'-1

g EN dé cocycliques ou alignas,
i 3
+ un nombre rée! donné. 2minutes
pes e, dans rensemble des nombres complexes, I'¢quation en Z,(E): 22-2Zcos0 + {=

surela résolution, dans 1'ens.emb1e des nombres complexes, de I'équalion en z - .
En d 0 0s + 1= 0. (Les racines seront présentées sous forme ex
) Dans e plan complexe, on considere les images M, Mz, Ma ot My des
ieurde 0 (0<6<m)ces quatre points sont-il les sommets d'un carré 9

ponentielle.)
qualre racines de I'équation (E'), Pour quelle

45 minutes
L

21 - On considére I'¢quation d'inconnue complexe z ;
(E): (1 +iz)¥(1 -itana) = (1 - izJ¥(1 +itan q).
1) Soit z uné solution de (E). |
2) Montrer que [1-+iz| = t-iz|.
b) En déduire que Z est un.reel.
14itana

Soit a un nombre réel appartenant a

7)) Exprimer ———— en fonction de e ,
b) Soit z un nombre réel, on pose z = tang, oll ¢ appartient & J% %[ _
Ecrire 'équation portant sur @ traduisant (E) et la résoudre.
¢) Déterminer les solutions z1, zz, za de (E).
Exercice J0 35 minutes

Dans tout I'exercice, le plan complexe P est rapporté & un repére orthogonal (0 ;4 , V).
On considére le polyndme complexe p(z) suivant : p(z) = 2= 4z + A, oli A est un nombre réel.

1)) Soit zo un nombre complexe. Démontrer que si p(zo) = 0 alors p(zo)=0.
b) On sait que I'équation p(z) = 0 admet trois solutions distinctes ou confondues.

Démontrer qu'elle posséde au moins une solution réelle.

2)a) Déterminer A pour que I'équation p(z) = 0 admette une racine.complexe non réelle de module 2.
b) Résoudre '¢quation p(z) = 0 pour chacune des valeurs de A ainsi trouvées.

Exercice 91 50 minutes
Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormeé direct (O ; U, V) (unité graphique 4 cm).

On désigne par § un nombre réel tel que - < <. :
On appelle A, M et N les points d'affixes respectives 1, e’ et 1'+ e, ,
On désigne par (C) le cercle de centre O et de rayon 1, et par (C) le cercle de centre A et de rayon 1.

1) Tracer (C) et (C'), et placer A, M et N dans le cas 0=

- e ——

E
6 ! i
2) Montrer que N appartient & (C') et donner la nature du quadrilatére OANM. Déterminer un argument de 1+ e".
3Onposeu=1+e®avec-t<p<m.
) Montrer que u est solution dans € de 'équation : 22 (2 + 2c0s0)z +2 + 2080 = 0
En déduire la seconde solution de I'équation. :
) Quelles sont les solutions dans C de 'équation 22~ 3z +3=07 |
:;}:O“ considére 'équation (E) : 22 - az + a = 0 ol a désigne un nombre réel appartenant a0, 4].
La"pféﬂnlmg_R le point daffixe a, et T le milieu de [OR]. ; U
o L ulaire & Iaxe réel passant par T coupe (C) en deux oA |
€rque les affixes de U et U' sont solutions de (E). .l

—— . Pagels) m— .j
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Chapitre 10 : Nombres complexes

Exercice 92 .

On considére le plan complexe muni d'un repére orthogonal (O L, !

On fera une figure, a compléter au fur et @ mesure des questions. On prendra 3 cm comme ynitg de longy,
r

1 ' () e e 2
A tout point M du plan, distinct de J, d'affixe z, on associe le point M’ d'affixe z' définie par: 7' = 2~

. ; =z’
1) Déterminer les points M confondus avec leur image M N
2) Etant donné un complexe z, distinct de ionpose:z=x+iyetz =x+Iy avecx,y, x ety réels.
—x(x +y2 =2y)
X2 +(1-y)?
En déduire I'ensemble E des points M dont limage M’ est située sur I'axe des imaginaires purs,
Dessiner I'ensemble E.

3) Trouver une relation simple liant les longueurs OM, JM et OM'.

En déduire l'ensemble F des points M du plan tels que M et M’ soient situés sur un méme cercle de centre o
Dessiner I'ensemble F.

Montrer que : x'=

4) Dans toute cette question, on considére un point M d'afixe z, situé sur le cercle de centre J et de rayon -1, M estle
point d'afivz2 z' correspondant et G l'isobarycentre des points J , M et M".
Calculer I'affixe ze de G en fonction de z.

Montrer que G est situé sur un cercle de centre O dont on précisera le rayon.

Aprés avoir comparé les angles (Ol , (_)TS') et [61 , JM) . Effectuer la construction de G. En déduire celle de M.

Exercice 93

On considére dans C , 'équation (E) : z% +(1—i3)z—(1+iv/3) =0.
1) Résoudre I'équation (E) et exprimer les solutions z' et 2" en fonction des nombres complexes :
a=—\'(§2+' et b=—1-|2_l'j§

2)a) Mettre a et b sous forme trigonométrique, puis représenter leurs points images respectifs A et B dans le plan
complexe rapporté a un repére orthonormé (0 ; 4, V).

. b) En déduire une construction simple des points M et M” images des nombres z' et 2" respectivement.

40 minutes

A i G g 1 .11
3) Mettre z' et 2" sous forme trigonométrique et en déduire les valeurs exactes de t:c:us_‘tIi et sin—

12 12

Exercice 94 BAC C — Tunisie — 2001 50 minutes
Dans le plan complexe P rapporté a un repére ortohonormé direct (O ; U, V), on considére les points A et B d'affixes
respectives a et 1, ol a est un nombre complexe donné différent de 1.

Soit f l'application de P —{a} dans P qui, 4 tout point M d'affixe 2, associe le point M’ d'affixe Z' telle que z'=—7"

z—4a
z-1

1) Montrer que les affixes des points invariants par f sont les solutions de I'équation (E): 22— 2z +a = 0.
2)a) On suppose que a=1+¢'?, oll 6 appartient & E 3—;| ;

Résoudre I'équation (E).

b) Mettre sous forme trigonométrique chacune des solutions de (E).
3) Dans cette question, on suppose a = -1.

Soit M un point de P —{a} d'affixe z et M’ d'affixe ', image de M par f.

a) Montrer que mes(u, BM) +mes(u , BM') = 0[2x] .

En déduire que la droite (AB) est une bissectrice de l'angle MBM'.
b) Montrer que z' est imaginaire pur si et seulement si, |z| =1,

c) En déduire la construction du point M’ image du point M du cercle trigométrique privé du point B.

. PARR 1Y mﬁ” !
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Chapitre 10 : Nombres complexes

eYERCICES POUR $'AUTG-EVALUER — soLuTrans

golution 69
ABC estun triangle équilatéral si et seulement si, C est I'image de B par la rotation R de centre A, d'angle T ou par sa
3

réciproque R-.

™

=
La traduction complexe de Rest: M, — M, tel que z'—i=e?3 (z—i).

o= (1 B B
Cesta-die z'=ed(z-i+i=|=4i2 |z X2 L
(z-i) RN e
. = ]
Cellede R-1est: My — M’y tel que z'—i=e 3(z—i).Clest-4-dire 2'=e I31{z—i}+i %q% z—%+5|
Finalement ABC est un triangle équilatéral si et seulement si, )
LS ) MR 1 B) 3.1
Zo=|=Fl—|g +—+=i 0U Zp =|——i—|zg =} —j
c 2 2 B 2 2 C [2 | 2 }ZE 2 +2I.
R . i N3 V31
'est-2 =|=+i—|Z+—+=i 0 T P i T b S
C'est-a-dire iz 7 H5 + 2 +2 u iz > i z ; +2
C'est-a-dire z|:—%+i{1—§]]=§+%i ou z[—%+i(1+§-D———2§ % i
V31 ~J3 1,
— =i —
enfina z= 2_2 =1+J‘3‘(——1~—i} ou z= 2 - 2 1+"'F“+l]
-l‘l'l f—ﬁ . _1+! 1.1,.,__@ 2
2 2 2 2
|
Finalement, ABC est un triangle équilatéral si et seulement si z +J_(1+|) ouz= H"FHH)

2n
- L
Do fif=1 et argj = —~{2n]. o j=ed , doi j=e"=1.
2
. 2003:3!56?4}2. D'oll jm:(jajﬁﬁer: _l+|£ __1_I£=T
2 2 2 2
3 e
* i+ = Lix 3 =1__1=[|
1—] 1—j
2 ona lzi_ P -]
J'Dna -1 J‘-—I-{:i donc _1 Cesta-dlrel ]_1 doncB =1, Donc BC = BA.
j e 1= BA

De plus on a arg['1_lj]ﬁ_-—{2n] donc mes(BA BC) —%[2'"]-

Puis " g
AEBC=BA et mes(BA 3C) = 3 [2n]. lors ABC est un tiangle équitéral (iec)

%E Page 1] e eer—
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Chapitre 10 : Nombres complexes

a) le lecteur fera une figure \

b) Soit x un nombre réel, |z|= "(_x)z + =1.
U2 41
i—x —(x—i)(x—i]_-(x2—2ix—1)_1‘xz+2ix_1—x2+ 2,
O 1= T xRx—) | R X 14+ 1+x2

1—x2 2
dle Re(z)=—— et Imz)=—"
) 2 1455 14 %2

2

L 9 2x2 & 1-x=2x &  +Xx-1=0
1+%5 14X

Cette équation a pour discriminant A =8, et pour racines Xy =142 et X =—1-— V2.

Donc Re(z)=Im(z) <

D'ol Re(z) = Im(z)s:etseulementmx_—1+u"_ ou x=-—1- J2.

2

e Valeur de x pour que z=—22:+|—2—-.

Si ;:=£+|£ alors Re(z) = Im(z). C'est-a-dire , x=_1+ﬁ ou x=—1-+2 .
I—(—1—+2 . 2A-1-+2) _-2- 2J' —2-202_ "2 2
P =—1-+2 . = = ==t
_— SRk o = J'F+'1+( 1—+2)? 4+2J_ a2 2 2
_ =420 2= 1+42) _—2+22 —2+2J- JE 2
Pour x=—1 = —
bR 48 gl 1+{)2+1+(—1+J_ a_2dz | a—242 e

JE

Finalement, z=%+iT si et seulement si x:—1+v’§.

1) ABD est équilatéral direct <> Dest image de B par la rotation de centre A d'angle %

-

.

-
& zp-z5==e3(zg—2a)
1 B
o Ip=|=+i—
° [2 2

BCE est équilatéral direct <> E estimage de C par la rotation de centre B d'angle %

(—2+42) +1+i=—3+(2-VB3)i

™
o zE~zB-—e3(zc —12g)

7+3J'

(le lecteur fera les calculs)

g = 2

CAF est équilatéral direct <> F estimage de A par la rotation de centre C d'angle %
4
= ZF—ZC=33 (ZA_ZC}
_3+33 ,.5-3
¥ 3 +i 5

(le lecteur f;\ra les calculs)

Pa;e 162 ﬁ/
g
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Chapitre 10 ;: Nombrey complexes

ptzti V3 6-V8 zygi4g
) w=""3 3 3 'Z”'"_";_—E=5—£+i———?+"ﬁ

Iy +2ct+ I =3+J§+i15—\f§
=9 2 6

1
3) Mn=|z,,-zm|=g\/1sa+gs‘f§=J§+§V/ﬁ'
(car (6v2 +4V6)? =168+-9613 ) |
MP:iEp-ZM|=J§+§'Jg et

PN='ZN —Zp|=\!§‘+“§'\f§.

! =
D'ois MN = MP = PN. Donc MNP est un triangle équilatéral, ke '
o 1.4\ 1 .3 1.3 1 .3
1) zu_-1+lsf§. Zy= 2“"""'5". Zg—ﬁi--l-l-z-, za=—E+|—B— 4_-E+|— (voir la figure ci-
dessous) {5_ r
—1+i3|_ [P+ o LN
2) OMn_|zn|ﬁ’ |=I - |=_E=L_1_ - i
| 22 | 2o, 0 L |
1
D'l fim OMy = |im —=0. [
Enl 21! B ,_ : ’!‘1_ I 7
i ¥ a1 Sl
3) 1+n|J§=2e =2 Doiar 1+iV3 SRl R N . |
| | : My [
Or mes(i,0M,) = argz, [2x], alors ona mes(i,0M }——-[21r] ‘ ~34] ! | | Mg

D'l les points Ma appartiennent 4 la demi-droite d'origine O et de vecteur directeur U tel que mes(l JU)= —“[21:] L
3

D'ol les points Mx appartiennent & la méme demi-droite.

Nzt B 8 83 32 23243
T3t nTogtTeh BT MTTH TR
2) » Soit n entier naturel, on a:
: 1+1y3 1+iV3
dn+1=izn+2—zn+1r= 3 Zo41 — 3 I’ (Zop1=2,)|= |Zn+| i'—n|—-d-
D'l (dv) est une suite géométrique de raison % , et de premier terme dy =|2z) —zp|=4 : =43£.
2“
, gt
* h=AA+AA .. +A,_A =dp+ 0y +... 40y =— Ly, = 3{1_@] 4—f
1__
3 P

%E Page 10) c——cc———— ey
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Chapitre 10 : Nombres complexes

Dml":“ﬁl1_l§]nl' - 1

=0.

3) Puisque D<§~<1.alor5 lim

=400

Finalement, lim ln:4J}_' .
M—s=-00

1) Siz est solution de 25 + 1 = 0 alors 28 = -1, donc |z“|=1. Clestadire |z[° =1.

Diois [2]=1. Par conséquent, z sécrit & avec 0 réel.

2)5=-1 & e®=¢"™ & 60=n+k2n kappartenanta Z .

Cest-a-dire 6= -'g-+ k-;'- k appartenanta {0, 1, 2, 3,4, 5}.

T X S vk 3 Air
i— |E — = —

I_
Les six solutions de I'équation z6 + 1 =0 sontdonc: e®, e2, e, ef® e2 e 6 |

[Jﬁi J§1J§1..J§1.’

L'ensemble solution de cette équation est: S= —2—+—i. i, ——4—i ,———=i , =i ,——=i}.

't 272" 2.2 "2 2

R 97 dW An
i— L i— i— —
z—eE](ZHJ[z—e 6 ][z—e 6 z—e B ]

4)e Ona: (z— ei"‘}(z:—e‘“‘]&:z2 —(e™+e ™z e a= 7% —2zcosau+1.

e Onaalors:
Alx TS ax
i— — —
| T 57 5w
- —i= i— —i—
z—eﬁl[z-e ﬁl[z—e 6 J[z—e 6

=(* - 2:«:::}5%+ )22 —st%ﬂzﬂ}(zz +1) (d'apres la question 3))

3) On peutalors écrire: 28 +1= (z+1)

EAE]

22 +1=z-e (z+i)(z—i). Donc

2 +1= (z+i)(z—i)

=(22 - 23 +1)(2 + 243 +1)2° +1)

Considérons un repére orthonormé direct d'origine A, du plan complexe.
On notera par des lettres minuscules, les affixes des points en majuscule.
e ABCD est un carré direct donc :

d—al {
AD = AB e i
mes(AB , AD) = X[2x]. Clest-a-dire |arg|3=2 = [2x] . Et par sut g LI
. AD) =2 2n]. 9|y —5 | =712 - Etparsuite,ona: 15 ;
AB=DC b—a=c—d b-—a=c—d

Or a=0,alors d=ib et b=c-d.
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Chapiire 10 : Nombres complexes

sachant que AEFG estun carré, on montre que g =ie et e =f-g (Je lecteur vérifiera fes calculs).
e=h—d
g=k=b"

o DemEMme,

AGKB sont des parallélogrammes donc AE=DH Cest-a-di
et 50 i — - \.esl-a-dire
o AEHD b {

. Exprimons alors P, @. 7 ets en fonction de a, b, c, d, e, fet g.

. d+b .

p est milieu d& [BD],d'ou p g Q est milieu de [ED], d'oU g =d¥
. +e "

R est milieu de [EG], dou =312 > . S est milieu de [BG], d'oil s:#.

. o Vérifions que PQRS est un parallélogramme :
d+e d+b_e-b ; G anh esh
Py = O el r—s= 2 = ,
2 2 2 2 7 >
Puisque q-P=T—S5 alors PQ=5R.
Par conséquent, PQRS est donc un parallélogramme.
o érifions que RSP estun triangle rectangle et isocéle de sommet S -

e—b
i z . r-s 2 _e_b
Daprésceqmprécede, p—s— W
2
: : s =T |
Deplus,ona d=ib et g = ie, alors F—_i—:ﬁ—ie:::‘
Or =3 _j signifie que F=a A arg[r__?’_]g E[g.n]
p—%§ p—s) 2

Donc %E =1 et mes{s_ﬁ SR)= %[2-;:] . C'est-a-dire SR = SP et mes(SP ,SR) = %{21:].

D'ol1 RSP est un triangle rectangle et isocéle, de sommet S.

PQRS étant un parallélogramme et RSP un triangle rectangle isocéle de sommet S, alors PQRS est un carré.

Notons a, b, ¢, d, e et f les affixes respectives de A, B, C, D,EetF. _
F estimage de C parla rotation de centre D et d'angle & dou: f=e®(c—d)+d. (1)

E estimage de C par la rotation d'angle - © et de centre Bdol: e= e‘i“{c —-b)+b. (2)

ABCD est un parallélogramme, donc AB = DC et BC=AD.

Dot b-a=c-d et c-b=d-a (3)

De Iégalité (1), on déduit que f —a=¢"(c—d)+d—a.

De I%galité (2), on déduit que e—a=e ™" (c—b)+b—2.

Enremplacant b-a par c—d et d—a par ¢-b dans les expressions de e —a et f-a, on obtient :
(c—b)+e"(c—d)

f-a=e®(c—d)+c—b et e—a=e (c—b)+c—d= o

- . B¢ —d)+c—b :

D'oly “—3]=1E'B{C'—ﬁ]+ﬂ-b| et te_a]___ ]E_(E_l_%l__—_'= |Ena(c-d)+c—bl.
e

Dlou lf —31 =lﬁ' = a| et donc AF = AE. Finalement, AEF est isocéle de sommet A.

Solution 78

1) Résolution de I'équation z22-2z+2=0: |

Son discri : . > . 242 . _ g:_z_l -
iscrimrnant est : A = - 4 = (2i)2. Les solutions de cette équation sont : Z4 =T= 14+i et = 9

e ———————————— Page 165 #g_—_—rgg
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Chapitre 10 : Nombres complexes

2) AffixedeN: | "
N = s(M) signifie n=1 = - (m~1). C'est-a-dire n=—-m+2&l=

Dot n=2+i{v3-2)
3) AffixesdeAetC: 5

; I E - . = 2 . 1 -dil’& a = . i
Aimage de M par la rotation de centre O et d'angle > signifie a=e 2m. C'est-a i(—iv3 }.

iV3+21-)=2+i(\3-2).

Finalement a=+/3 . )
i_ - .
CestimagedeNparlamtationdecentreOerd'angre% o c=e2n=a{2+l{wf§—2}}=2~ﬁ+2i_

Dol c=2-+3+2i.

4) AffixesdeDetB: .

Dimage de M par la franslation de vecteur U signifie d=m+2i=—iv3 +2i= |(2—J§} .D'oli d=i2—f3 ).
Bimage de N par la translation de vecteur U signifie b=n+2i= 2+i(\"3_—2)+2i=2+i1/§.

Dol b=2+i3.
5) Montrons que [DB] et [AC] ont pour milieu K :
Notons I le milieu [DB] et J celui de [AC) :

L'affixe du point | est : d;h= :{2—«;’5};2+hﬁ =1+i=Kk.
L'affixe du point J est ; a-;--::= ﬁ+2;ﬁ+zl=1+i=k.

Les points |, J et K ayant la méme affixe, onal=J=K.
D'oll [DB] et [AC] ont le méme milieu K.

c—k .
Montrons que —— =i
e b—k

En effe, C-—k=2—~v’§+2i—1—f= , T
b—k  24W3-1-i  1+(B -9

Nature du quadrilatére ABCD :
[DB] et [AC] ont méme milieu K. D'od ABCD est un parallélogramme.

CK _|c—k| Jc—K . * :
De plus, — = — =ll=1. D =BK.
e plus B ~ [k ’m‘ [i|=1. D'ois CK =BK

c—k] = W
Et arg[szi[Zw] (car argn=5[21r]}.

=1i. (On peut remarquer que 1—+/3 +i= i1+ (/3 —=1i)).

D'ois mes(KB , KC) = g[zﬂ] - Donc (KB) est perpendiculaire 3 (KC),

Les diagonales du paraliélogramme ABCD ont méme longueur et sont perpendiculaires, donc ABCD est un carré. l

I : Point méthode :
| Pour montrer qu’un quadrilatére est un losange, un rectangle ou un carré, en général, on montrera d’abord |
.; - ; que le q:fadrﬁafére est un parallélogramme, !
b n parallélogramme est un losange s*il a deux cétés consécutifs de méme longueur ou bien ses diagonales |
1 " perpendiculaires. 4|
¢ Un parallélogramme est un rectangle s’il a deux cités consécutifs orthogonaux ou bien ses diagonales de [
e A N méme longueur, -
parallélogramme est un Gfrm‘ s'il a deux cétés consécutifs orthogonaux et de méme longueur ou bien
ses diagonales perpendiculaires ot de méme longueur,

On dispose donc de dey ies. I’ 3 2
ﬂ-aﬁ—_m_isfrftéf'ﬁ if’me par les diagonales, Vautre par des cétés consécutifs.

T s g DR - B
—— R e A
- g = R

% Page 166 —— B
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Chapitre 10 : Nombres complexes

ot . AC=|zc —2zp|=[4+4i|=4V2 et BC=|z¢ —zp|=]|4i|=4.

ABZ+BCz=15+1a=32=(4J§}2=A02 el AB=BC. ;
‘ol ABC estun triangle rectangle et isocéle de sommet principal B. c
E):] Soit B' et C' les images deBetCparF. !
rg—(4+2) _4-2-4-2_ . v b
§="g 42 A-2Zi+2 - gr —t
, « ; 2 4 o 172 x
F.E_C_:Eiz')=4+2'_,4_,2'=[} G, 5
6= zo+2 442i+2i 2
D'ol les images de B et C par F sont respectivement les points B'(0 , -1) Mo | (B
et =0 ‘
b) M appartient a (E) si et seulement si, |z|=1. ' z
z—(4+2) ——s caci s GM
ook Al =1. Ce qui signifie =1 qui équivauta —=1.
C'est-a-dire 7—(=2) ‘ qui sig 1 —1c| quieq AM
Et finalement 8 CM = AM. D'oll (E) est la médiatrice de [AC].
3)a) Soitz un nombre complexe différent de -2i, ona:
- [z—(4+2) ] o [2—(4+2)—(z+2i)] _ )
— 2)=|——=1|(z+ )= 2)=—4—4i.
(z'—1)(z+2) [ —y (z+2) 7 (z+2i) i

Dot (Z - 1)(z + 2i) =- 4 - 4i.
b) e Supposons M’ =D, c'est-a-dire z'=1.
L'égalité (z' - 1)(z + 2i) = - 4 — 4i devient (1 - 1)z+2)=-4-4i.
C'est-a-dire 0 =- 4 - 4i. Ce qui est absurde. D'oll Z' est différent de 1. Et par conséquent, M’ est différent de D.

o (Z-1)(z+2)=-4-4i donc |(z'—1)(z+2)|=|—4—4i|
donc |z'—1|x|z+2i|=442
donc DM'xAM =4+/2 . Finalement, DM'x AM = 4+/2 ,
o (z-1)(z+2i)=-4-4i donc arg[(z'—1)(z+2i) | =arg(—4 —4i)+ k2, oll k appartienta Z .
. D
donc arg({z'—1)+arg(z+2i) = Tﬁ + k2%

e = e D s g Eh o opm T D
Clest-a-dire (T ,DM)+ (U ,AM)ET'“[&] . D'ou (U,DM)+(d .AM}ET“[zn].

Solution 80

1) @ Posons z=pe® , avec p>0 et 0eR .

=1
i . 5 —_— p

521 o %Mol o | P =1 appatentaZ o ker ke {0,1,2,3,4}.

50 = k2m e

k2n
Les racines cherchées sont, donc les complexes z, =e 5 ol ke {0,1,2,3,4}.
Kex
5

* Soitk appartenant 4 {0, 1, 2, 3, 4},ona: OA, =" 5 |=1, ol z« est I'affixe de Ax.

D'ol A« appartient au cercle de centre O et de rayon 1.

De plus, on a arg| 2t
D X

0Ules points A« sont situés sur le cercle de centre O et de rayon 1 et I'angle entre deux vecteurs conséculifs
R, .

E%[E‘n‘]. D'ols mes(OA, | UA&+1]E%[2“]-

OAy41) est constante. D'ol le polygone AcArAzAsAs est pentagone régulier.

e S

e —— o — . —
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Chapitre 10 : Nombres complexex

e Lisobarycentre des points Ax a pour affixe :

2o+ +2+23+25 _ yop

=—X% == = N —
5 5 5 A T
1-e3 1—e5 1—e$
D'ots Isobarycentre des points Ax est l'origine O du repére.
u—1 1+Z
2) z=— & wEtz=u-1 & yYz-1)=-1-z & y=-—-%2 1
) e (z-1) 1, (Notons que z ne peut prendrg a vl

3) (u-1)5 = (u+1)s [5:154 (1
u-1p = < e et )

2

. u—-1 . - .
Sion pose z=m. léquation (1) devient: 25=1, c'est-a-dire z=e 5 vavec ke {0,1,2,3,4),
Remarquons que sik =0, alors z = 1. Mais u n'existe pas pourz = 1.
Or daprés la question 2), zzu——l = u:lﬁ.
u+1 1-z

k= k= K
1422 oy B e [e’T+E*E] 2005 %
Doi u=—E.35 _e tes ——p=iootan'
S i = iootan ol ke {1,2,3,4)

k= ; .2kw k[ .—k=x kx = 7%
1-e5  eP—er 5 e‘?{e' 5 —e's 215'“_“5

Les solutions de I'équation (u - 1)5= (u + 1)5 sont les nombres complexes it:t:rtan%;'E ol kestdans {12, 3, 4).

Solution 81
1) z=1+¢% donc z—1=e%® donc [z—1=1.D00 AM=1.
Il en résulte que M appartient au cercle de centre A et de rayon 1.

- 28 ) = — —-'_'_2
2)e E :=1+: 1 1_e® Donc mes(AB.AM)Earg[;—gJ[Zn]. alors mes(AB ,AM) = 20[2n].

® Lorsque 8 décrit 0 , 1], 26 décrit ]0 , 2nf. D'oli E est le cercle (C) privé du point B,
3) @ Soitrla rotation de centre O, d'angle -26.
M'image de M par la rotation r équivauta z'=e—2%z
Donc z'=e #(14+e)=e~2® 1 1=7. Doi 2'=2
o AM'=|z'~1|=|e=2¢|=1. Doy M appartienta (C).
4)a) (C’) est le cercle de centre A" = r(A) et de méme rayon 1 que (C).

=13
2 2

E{.
b) OA=|z,|=1, OM=|z|=[1+e3 =

et AM=1 (car M appartient 4 (C)).
Puisque OA = OM = AM, alors le triangle AMO est équilatéral,
c)s OA=1,doli O appartient 2 (C).
Or r(0)= O, alors O appartient a (C') = r(C).
* Me(C) et M =r(M),d'ou M'e (C).
Or M’ appartient aussi & (C) d'aprés la question 3), alors O et M' appartiennent 3 (C) eta(C).

d) Aestlemilieu de [PM], d'ois z, = » 42'2"" .. Et par suite, zp = 224 - zu.

2, 2n 2n
=ty 0§ ~d 4 3 - S T )
P 275 A TP et 2'=z=1+¢ T

PAge 16 m—
>
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1 1 Z |+z .
L'affixe du milieu de [A'P] est : iE_P_ = —2—_2_5_1__2_ | iJj
2 3 =Z.DoiM e le miliey do (AP].

4 Solution 82
On considére dans le plan complexe, un repare orthonor

d'angle — et de cent E direct d'origine @,
s onde X g e o
Les rolations d&ngle 5 cenies respectis A', B, ¢ et D' transforment respect
¢,DetAenA B, CetD. : R, A
a,b,c d,a, b, ¢, d sontles affixes "eSpectives de A, B, ¢ p A.B,CetD ’1{1
2 P M ELA, ' <] ', b
Onaalors: d=i(a-d)+d' donc d':ji_'(d_la) 2 »
2 ' Be” "
c=ild-c)+c' donc E"—‘-l%_—i(c—id] 1 : T ?f
- I . \5'
: 2 i A -
Deméme,ona: a'=——(3_ bl | \
2 @=ib) et b =—5~(b—ic). Donc: \g?-’s

A PR . A+i '
- =—(c—id— b) =—i— - i
c-a'==(0~id~a-+ib) =i , (|c+d-|a—b)=~—;‘—'[{d—§a)—(h~ic)]{-i}=-i{d'—b’).

'Oll =8 =.ifd _ G'—'E z ’ .
Dol ¢'-a i(d b’) et E_':P‘-:-I' "Endécoufeque: C—a i1 W c'—3' I
jo—a’ . | d'—b" N |= 3.
Cestadie I—— =1 ¢t 4 [5:3_ =
|d__b|| g d,_b. = 2[211'I+

Ce qui se traduit ar£= B AlAn_ T
p BD’ 1 et mes(B'D', A'C ),__5[2“]_

On peut conclure que : A'C’

=BD' et (B'D") est perpendiculaire & (A'C).

1) Zestun réel

Z=0 ou arg Z=0fn)

& 2=2i oy Elrg[ﬂ'_2I = 0[]
_ 1—iz
. [z +2i
& - Z=-2 oua rZ =0
rg[[m]] g

_ 2i
= zZ=-2io0 s a i.—-:ﬂ
ot rg[z+i] =]

®  z=-2i oy mes{m,{?ﬁjz—g[ﬂ]. avec A d'affixe - et C daffixe -2i.

Dol Fen = M=C(0,-2) ou M appartient au cercle de diamétre [AC] privé de A et C. I

" emble des points M est le cercle (C1) de diaméire [AC], privé de A(0 -) -
2) angz = “[ % Z4+2i

=5t o  aqlil 24| 7 T tan [—"'—-]E—EZ :

2 rg[ ey T B A v 1
“Ce qui g = .

. M quivaut MES(AM,CM) = (2], c'est-a-dire M appartient au segment [AC] privé des points A et C.

Malement

Tensemble ges points cherché est le segment (A1) = JAC[.

Ylz i1 ; .
HZ r]._-_ 1= Ei,z-'-—l_—_l & Lt =1 m%:l o= |z+i|=2 & AM=2
2 e
1-iz 2 —i(z+i)] 2 |Z+Iﬁ 2

D'ojy _
4) Soit B&nswm.e dgs Points M cherché est le cercle (Cz) de centre A et de rayon 2.
' trois points deux & deux distincts.

M% Page 16  ee—
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Chapitre 10 : N_umbr:-x complexes

= Z- -0 L]
B, M et M’ sont alignes &= mes(BM , BM') = 0[n] ¢ ﬂfg [“i :Estunréel,
248 —— ,
L aoi_ e el
—= a0 21 (z=Diz+) 27+
: —1 —1
B,MelM'sontaIrgnés YT "———.BVE.‘CZqﬂletZ#I
z° +1 72 41
-1 —1 : :
o =3, avecz#-ietz#l1
Z¢4+1 25 +1
o T241=22+1, avecz#-ietz#i
o z=zouz=-z, aveczz-ietzi
& zestréel ouzestimaginaire pur; Z#- qetz#i.
< M appartient a la réunion des axes de coordonnées, avec M # A(0, -1) etM#3

Notons que siz=i,M =8, donc les trois points sont alignés. D'oll
lensemble (A2) des points M cherché est la réunion des axes de coordonnées, privée du point A0, -1).
5 M=M & Z=2 & ;‘;iz—'r-f o z22=-2 avec z#-i & Z=i2 ou z=-i2
—iz
L'ensemble des points M cherché est la paire {N(0, J2) N0 - -2}

6) Z + 1 estun réel non nul si et seulement si, arg(Z + 1) = 0[m].

o agzey=if] e anEtE 1|0l [_(1_-J_+_”_2'] of
1+2i 3 1
Cesta-dire, ag(Z+1)=0[r] « 2 = [ _'] =0[n] < arg(1+i)+a ___z+2l__d_ = ([x]
, arg = 0w rg . e m rg g oy 2

Donc arg(Z+N)=0[x] <« -}-E—m&ﬁl:éﬁ.m]_:'ﬂ[ﬂ] oi D est le point d'affixe %—-:—i

& mes(BM DM) = -—[11]
D'oli I'ensemble des points cherché est un cercle (Cs) passanl par B et D et privé des points BetD.

Solution 84
1)a) z3 L 3= "J_F_(vr IJ-)H-H) J_+J_ f J_
zz 2(1-1) 2(1-i)(141) 4 2

b) z,_‘r 2 J—[I ] J_oos ——»]+Jsm[-~g]].

Dol |z,1=~.@ et argzy= FEE%]_

V2 2 (
Z; =2 T—p-z— =2 oos[——}]+isin[—%]] . D'oli |12]=J2_' et argz, E—-}[Zﬂ‘].

o]

c)e Zz=—= -cos[ ]+|sm[ +“] cos— isin—
_% +Is:n[—-]] b A 272
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Chapitre 10 : Nombres complexes

_ _M+Mi=msi+isinl_
JOna LT 4 4 12 12

réelles et imaginaires des deux écritures de 23, on obtient :

Jant les parties
e B2 w52
rT_—— e sin—= _
e T 2 4

pona ol=|z|=1. 0B=|2|=+2 et B=|j=|z,~1=1.
Deplus, OF + IB2= 1+1=2=0B% D'ol OIB est un triangle rectangle et isocéle en|.

p)Sait I ¢t B'les images respectives de | et B par la rotation de centre O et d'angle ™  On -
12 )

il :e'ﬁa =g 2 =z . D'ou limage de I par la rotation de centre O et d'angle 1_“5 est C
iE' Zy i ]
v 75 =€ 1228 =?xzz =2y. D'oll l'mage de B par la rotation de centre 0 etdangle = estA.
2 12

» Lesimages respectives de O, | et B par la rotation de centre O et d'angle % sont O, C et A.

Dot limage du triangle OIB par cette rotation est le triangle OCA.
puisque le triangle OIB est rectangle et isocéle en |, alors le triangle OAC est rectangle et isocéle en C.

Solution 85
2 s
5 3
2

: 1 3
f))) W = —1+£| —————£I=—l—£[
2" 2 4 4 2 2
1. 43, 1 43,
f+wiw =1——4+=i———2i=0. Do 2=
b) 14w+ 2+ 2_[ 7 0. Dol 1+w +w2=0,
L Y !
2 2 ,
1.3 [13 1,43, E ;
) w|=l-——+—il= . [-4+Z = =l—-4+—l|=,]—=4+== ¥ = =
Ja) |w| R e raar 1et[1+v] AT o TAE 1. Dol |w|=[1+w|=1.

b) e Soitz=x +iy avec x et y réels, si z vérifie (1), alors [z]=[1+2].

e e s e e

Ce qui équivaut successivement a : sz +y? = Jﬁ +X)2+y? puisx2+y2=1+2x+x2+y2 enfin x= —%.

Donc pour un complexe z =  + iy avec x et y réels, vérifiant (1), ona x= Ch

* Soitz=x+iy avec x ety réels, si z vérifie (1), alors x =—% et [z|=1.

Ainsi, on 3 ’1 2 _ 2 3 3 3 T
4+¥ =1,doncy =E_Donc y=? ou y=‘-2——.

mez"’éﬁﬁem (1), alors z=_%+£”_i ou z=__21._i2§—'.0'esi-é-direz=w0u Z=W.

Or w v . N
F'ﬁalemZ: . m’laﬂ"“ (1) et le lecteur vérifiera que w vérifie aussi (1).
Ya)u p, é:et_‘t, W sont les seuls nombres complexes satisfaisant (1).

appartiennent au cercle de centre O et rayon R. D'ol OA=0B=0C =R. i

T ————— =

Cestagirg |of
Hl-e1al‘—|b|=‘~tC!=R_A]gr5|p|=§=%=1 et 'q‘=|ﬂ=g=1.DOI‘ICIPl_—'!q|=T'
L ] ‘0-‘ —_— I
A+°B+UC=0 se traduitpara + b +c=0. i

/ M Page 171  se— '}
- | 4

Scanned by CamScanner



ombres complexes

Chapitre 10: N

(en divisant les membres de l'égalite précédente par a).

¢
Donc 1+E+ -=0
a a

+q=0. Donc 1 +p=-a.
;p|=1. Deplus 1+p=-G
D'ou p vérifie la refation (1), donc d'aprés la question 2)b), soit p =w soit p=w.

¢) Comme p =W, alors-q=1+p=1+w=- w2 (car d'aprés la question 1)b), 1_+ w+ w2 =0).
D'ols q = w2. Or toujours d'aprés la question 1

On conclut alors qué 1+p

b) D'aprés la question 3)a),ona donc [1-+ p|= |_q|_= lg| =1.

Jb), w2 =w , alors q=w’=w.

c E:w.doncb=wa. Etalorsb—a=wa-a=(w-1)a.

d) e p=w,don ;

e q=Ww? donc E:wz.doncc=aw2=bw (car b=wa). Etalorsc-b=bw-b=(w-1)b.

o q=w,donc c=wa. Etalors c—a=wa—a=(w-1a.

e De ce qui précéde,ona.
AB:|b—a|:|(w—1)a|=]w-—‘}[><|a|=|w—1|xR.

BC=|c-b|=|(w—1]b]=|wr1|x|b|=|w—1]xR.
AC:[c—a]=|(ﬁ—1)a]=|ﬁ—1|x[a|=|w_—_1[><R=|W—1|><R.

Donc AB=BC = AC =|w—1|xR . Finalement, le triangle ABC est équilatéral.

Solution 86
1)a) L'équation 227 - 2(
A=4(1+cos2t)?-B8(1 + 2cos?2t

1+ cos2t)z + 1 +cos2t=0 a pour discriminant :

) = 4(1 +cos2t)(-1 + cos2t) = - 4(1 - cos?2t) =- 4sin22t = (2isin2t)?.

D'oli les racines de I'équation sont :
s _ 2(1+cos2t) +2isin2t _ 1+cos2t +isin2t . _ 2(1+ cos2t) — 2isint :1+ms2tﬂisin21_
Ui 4 B 2 ‘ 4 2
i st L0t G2t itge-it 4 gll) 2
1+00321+|sm21=1+e _e +e” _¢© (6" +e " _ ltenst.

ble z,= =
o 2 2 2 2 2
cost etargzi=t[2n].

Orona ﬂgt<% donc cost > 0. Ainsi, |21 =

e Remarquons que z2 st le conjugué de z1, donc
]zz[:|z1| —cost et argzs = -argzi[2n], c'est-a-dire argzz =- t[2n].

2) Les points M1 et Mz ont pour coordonnées respectives :
cos2t  sin2t

1 cos2t sin2t 1
xl| .:'_"i'—'_.“'_"' t "| el = ——|.
=[5+ Z]E(Xsr)[2+2 2]
1 cos2t sin2t 1 cos2t  sin2t
On remarque que [x'—*, ‘]:[——,—] et [X"——. Pl f—=y——"1"
| 27|72 2V T 1T T2
2 B opeicnd
On a donc d'une part [x'-l] +y’2=[@] +[ﬂ'_2£ =1
2 2 2 4’

2 2 Y
et d'autre part [x“—l] +y"2=[95-2—t 1 _sin2ty” _ 1
2 2 2 4

D'ols Ms et M2 appartiennent au cercle de centre A[% ; 0] et de rayon 1 \
2

Solution 87

1) Soit M et N deux points du plan tels que : AB=OM et AC=ON.
 ———————————————— P3G 172 9’—/
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Chapitre 10 : Nombre

e —— .

s complexes

e er— e e
onadune part (AB,AC)=(OM,ON)=(u,ON) - (i, OM).
n

D'autre part mes(d , ON) = argzy[2n] et mes(i,OM)= argzy 2]

- mes(AB, AC) = argzy — arg2y (27 c'est-a-dire mes(AB , AC) = arg 2t 1.

Zy
———

= == _[t-—a
Alors on peut conclure que mes(AB, AC) = arg[b___;]igﬂ] ;
2) E_‘.' est un imaginaire pur si et seulement si, arg[_l = %[“] 20 Z—-i _
7—1

Z—i
z-1 ==

, == 2 i
or d'aprés la question 1), ona mes(UM, VM) = arg[?_—‘l][ﬁ] ouz=i,alors ——-: ; est un imaginaire pur si et

— Ty x
ceulement si mes(UM , VM) = E[-;;] ouM=V.
Cest-a-dire, M appartient au cercle de diameétre [UV], privé du point U,

: ' Z—i } el
Finalement, I'ensemble des points M du plan d'affixe z tels que z_; est un imaginaire pur, est le cercle de diamétre

[UV], privé du point U. o
3ja) » Puisque z etz sont distincts, alors M et M' sont distincts.

« Supposons M =P, on aalors z = zz'. Cest-a-dire z(1 - ') = 0. Ce qui signifie z=00ou z' = 1.
Orz et ' sont différents de 0 et 1 respectivement, d'apres |'enoncé. Donc M et P sont distincts.

o Supposons M' = P, on a alors 2' = zz'. C'est-a-dire z'(1 - ) = 0. Ce qui signifie z =0ouz = 1.
Or Z et z sont différents de 0 et 1 respectivement, d'aprés I'énoncé. Donc M' et P sont distincts.
Finalement, les points M, M' et P sont distincts deux a deux.

b) Soit z et z' deux complexes differents de O et 1,ona: z-1_ X =

Z

21| aref 2 ) _arg[—Z (2], alors 2 [
Or arg T .,arg[zl_1] arg[z-1][ n, alors arg
Z—1

)

= Earg[zfz_:?] —arg[ﬁ [2x].

¢) Notons que mes(MP ,M'P)= arg

MP ,M'P {zz‘— zl]lzw] . mes(UM", OM) = arg[iz—][h] et
z'-2 z-1

mes(UM , M}Earg[ﬁ][h]. Ainsi, dire que :

—— —
JEm—

afgll::i]'z-arglz_'] _arg{—z_—1][211] signifie mes(MP ,W]Emes{UM',f)ﬁ:)rmes[U—M ,m}{h]. (1)

z'-1 z

Or M, M et P sont alignés i et seulement si mes(MP , MP) = 0[x]

Cest-a-dire daprés (1) que : mes(UM', OM') —mes(UM , OM) =0[x].

Ce qui équivaut aussi & mes(UM' , OM') = mes(UM , OM)[x].

Elen d'autres termes ceta signifie que O, U, M et M' sont cocycliques ou alignes. _
| Ansi, M,W et P sont alignés si et seulement si les points O, U, M et M' sont cocycliques ou alignés.

Solution 88
)+ L'équation (E) a pour discriminant A = 4cos8 - 4 = -4sin0 = (2isin6)2.
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Chapitre 10 : Nombres compleves

Donc les racines de I'équation (E) sont : Z' = cos0 + isin0 el Z" = cos0 - isin,

¢ Dans I'équation (E'), posons Z = 2, alors Z est solution de I'équation (E),

Cest-a-dire Z=e" ou Z=e"", cest-d-dire 22 =o" ou 22 =0,

2 2 I[ 4{—'] \
Or 22 =¢"® équivautd z=e? ou z=-e2=g'! 2/ .
i —-l= == ﬂ-z
22 =e™" équivauta z=e 2 ou z=-e 2=¢
L i[w—g I[n-l g}
Donc les solutions de I'équation (E') sont: e2, e 2, ¢ et e ,

0 0 0
. - = I[,,__ 1[ +3
2) M1, Mz, My et M« étant les points images de z, =¢ 2, Zy=e?,z,=0! 2 g 2, =0 1”2L0'[*“-;'|
0 0 :
[ -i=

® D'une part le vecteur MM, a pour affixe z, —z, = 02—pg 2 m 2is[n%

_B"[“'g] =2l51n[1r—-2—] y 2isin[g].

Les vecteurs MM, et MyM; ayant la méme affixe, sont égaux. Et donc MsMaMsMs est un parallélogramme,
_{g 10_
2e ? —2e?

o

2

et le vecteur MgM3 a pour affixe z; —z, =e{

e D'autre part M1M3 =123 —Z-il = =2

=2 et M2M4=|Z4—Zzlﬁ

D'ol les diagonales du parallélogramme précédent ont la méme longueur. Donc MiMzMsMs est un rectangle,
Ainsi pour que MiM2MsM. soit un carré, il faut et il suffit que ses diagonales soient orthogonales.

C'est-a-dire mes(MM; , MM, ) = g[ﬁ] ,

I
e = . —%a 2 g
Or mes(M;M, -Msz)Eafg[?_%JP“] et ? ZE 28 0 =e'’, alors mes(M;M3 , MM, ) = 0[2x].
374 3T g e
—2e 2

Finalement, mes(M;Ms ,M;!M.,)E%[ﬂ] si et seulement si ng{w].
Etcomme,ona:0<0 <, alors @ =% . Finalement, MiM2M3Mq est un carré si et seulement si =g—.

Solution 89
1)a) z est solution de (E), donc (1 +iz)3(1 —itan a) = (1 - iz)(1 +i tan a). Ce qui impligue successivement que :

|(1+iz}3{1—itanujl=,(1—iz}3(1+itano¢)| . puis {(1 +i2)*||1~itan =|(1—iz;-3]| 1-+itanol, et ensuite,

|1-+i2f* Y1+ tan? o =[1-izf’ i+ tan? o, entin [1+iz =|1-izf*.

llen résulte alors que |1+iz|=|1-iz|.

b) Soit z=x +iy, ol x ety sont des nombres réels, [1+iz| =|1-iz| équivaut successivement a :
|1—y+ix|=|1+y-ix|  puis (1-y)2 +x2 = (1+y)2+ 2, puis encore y =0, enfin z est un réel.
Donc |1+iz|=|1-iz| si et seulement si z appartienta R .

O si z est solution de Iéquation (E) alors |1+iz| =|1-iz.

Donc si z est solution de I'équation (E), alors, alors z est un réel.

T+itana _ coso+isina g™ 2l

===

1—itana  coso—ising g-la
b) e Pourz=tang,ona:

————————————————— Page 174 %ﬁg
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Chapitre 10 : Nombrey complexes

¥ " i . 14i 3 \
g1 -itno)=(1 =B +TEna) {4 _1+itona 142 _ s
(1-iz)> 1-itana e R
N
o [ﬁ”"‘ﬂ _plia
1—itany

- l:ezizp)ii == e?icx .
‘ | - o able — g2l
(+izf(1-itana) =(1-iz(1 +itana) equivauta eSiv — g2,

Dol (
. Eﬁi¢:eﬂia = _ 6p=2a+2kn ke Z &« ‘P=%+k% ce (0.1,2)
D'oi les solutions de [équation ebiv — gZia goni - % ' c:-al-w o a-; 2t
Notons que 12 fonction tangente est une bijection de —% % sur &,
Donc tout réel z s'écrit de fagon unique sous fa forme tang, ol ¢ appartient a _,.211 ; %{

comme les solutions de (E) sont des réels, il est légitime d'écrire z = tang.
0'oi résoudre I'équation (E) revient a résoudre l'équation %% =e?® dans J—% %{ , d'inconnue @. .

a+T

l:1+21'r]
3 |

et z3= tan{

c)Les solutions de (E) sont alors zq = tan%. z, = tan[

e e 7 — = —1 = i
1)a) Soit zo un nombre complexe. p(Zg)= 203 —4z5+X :zn3 —4zy+h=125 —4Z5+X=p(Zg %

—

Orsi plze) = 0, alors p(zg)=0 . Donc p('i;} =1

En conclusion, si p(zo) = 0 alors p(zg) = 0.

b) Soit f la fonction définie sur R par f(x) =x3- 4)§ +A. )
f est définie, continue et dérivable sur R , car fonction polynome et f(R)= R .
Comme 0 appartient @ IR , alors 'équation f(x) = 0 admet au moins une solution réelle.

Par conséquent, I'équation p(z) = 0 admet au moins une solution réelle.
2)a) Supposons que 'équation p(z) = 0 admet une solution non réelle z1 de module 2.

Soit o un argument de z1, on a: z1 = 2€" o P =0
D'aps a question 1)2), le conjugué 26 -1 de 2t est aussi solution de | equat:_on p(z) 0 g
D'aprés la question 1)b), l'équation p(x) = 0 @ uné solution réelle a. Denc l;IIZ) =(z-ze 3(32‘+ iaoc]}ga-+ 4':}2 e
Donc p(z) = (22- 2 (e® + e~z +4){z—a):(22—4zcc-sa+4}(2'33 =29 + (- 4oosa- 3)2**{ - .

Orp(z) = 23 - 4z + ), alors par identification, on @
—4cosa—a=0 4cosa=—2a 4coso=—2
facosa+4=—4 quiéquivauta |—a’+4=—4,puis3 am 242 oua=—22.

—da=) : —da=X\ —4a=X\

Pour a=2,f§'nna }.Q:-—B\'ri

P?L{f a=-22,0na A=82.
Dol les deux valeurs de A pour lesquelles I'équation p
2

M==8v2 et X, =812.
h}PDllf ),,:-BJE' ona: a=2ﬁ et Coso-_:-—-—i—_ Donc & =

réelle de module 2 sont

(z) = 0 admet une racine complexe non

In
E‘:—E[Zﬂ] ou o= -sz“l-

—‘—T_“

Page 175 M
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I."h"' . I.1” \

oo e A g d |
Qi '&\mﬁ\é\\‘ﬁw!\\:‘\\\h‘-‘\i‘\f.‘ 0wt V3, Rt oot

3 Iy i
v . \ i 3 ] ey r| . f
Pave )= 802, anat a= AT et o 3} Done w +ll w|oou p dil,
ll, L]
(o . l |
O R SRR G LRt e = 0 wonty D, setetde 4,
0
I
L] '

2 e Quramange Qe AN = |3y =2 ~1¢"'l~ 1, Pulque AN = 1, alora N appartient au cerclo (C),

e Qua neaue et ey Cequise tradult par OA +OM=ON,
Do QAN 2t e paratidlogramme, Or OA = OM = 1, alora OAMN esl un losango,
af 00
. Y JE
[ ] t\-lpx@@?%i}& =§t}n\q@- 4] ..*.t}u

N 0
=0 l?eos-z-].

)
Qrona w<RLr akos “3-\%\—- Done on a cos[z] 0,

& 0
= ] ] =
Par consdquent @ < l:mst—] estune dctiture exponentiolla do 1+ o', Et finalomont, un argument do 1+ 6" eét 7.

D) o Onas W= (24 200s0)u+ 2+ 20080 = (1402 = (240" +0-")(1 + 0% +2+0" + o :
=1+ 20“‘ + 0"‘“ ta + 301“ + umfl +0" l(lj + 94 0||'l + 0 U
= 0,

D0 v est bien solution de I'dquation 22. (2 + 2c050)2 + 2 + 2c0s0 = 0,

o Satv lautre solution, onau+v= 2+ 20080 = 2+ o + 0~ donc v = 1 + 0=,

Autre méthode :

On sat que lNéquation 22 (2 + 2c080)z + 2 + 2c0s0 = 0 ost du socond dégré & coemcionts réols, alors, onm

comme U estune de ses solutions, I'autre solution est lo conjugué da u, solt 1 + ¢~

onire QU

b) On peut remarquer que pour 0 = 3' l'dquation z2- (2 + 2cos0)z + 2 + 2c0s0 = 0 dovlont 22 - 32 +3=0.

; u N T I _.l"(-'-
Par consdquent les solutions de I'équation z2 +3z+ 3 =0sont: 1--03 ot 140 3. Solt —-——'" 0

d4) L'abscisse de Testle n'ml qul ost aussl l'abscisso des points U ot U',

nt
Pussque U et U sont S)T"fﬂ"ﬁtu')s par rapport & Faxa dos abscissos, alors lours affixos respoctives otV $°
conuguees lune de lautre,

Ainsi, u +u' = 2Re(u) =a ol uxu' H|u| = X2 +y?, slon posa u = x + ly avac X ot y réols.
Or U appartient au cercle (C') qui a pour dquation (x = 1) + y2 = 1, alors yr=l-(x=1)>2

Par conséquent, |uf® =3 +y? =3 +1= (x=1? = 2= q, car xmg.
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Chapitre 10 ; Nombrex complexes

ety ayant pour somme S = a et pour produit P = a, sont solutions ge I'dquation z2

-az+a=0(.

1) Déterminons les points M confondus a leur image M,
2
Z i
M=M & 277 & I=s—— & z-z2-7z

= ® 22-i)=0e

2=00u z= li :
2
D'oi les points M confondus a leur image sont les points affixes respectives z=0 oy z ——j

22
. =X[x"+ -
2) Montrons que : X' = ( y y)

3-{2+(1—1,r]2
7 o (x+iy)? o X —yR 5
'=— & Xt = & X'ty Ty
o i) "'

—X+i(1-y)

& xtiy= oV +2xy)-x—i1-y)
(=X 1= y))—x~i(1-y))

3?2 2 3 o
o xpip= XY —2x2ty-le+w2|+y2|-ly"’+2xy—2:q.r2

X2 +(1—y)?
_ X +y? -2 ) i +y? —y2 42y
X2 +(1-y)? X® +(1-y)?
e x(: 1y Ev}
X" +(1-y)
2) Déduisons-en I'ensemble (E).
2, .2
WeO) & x=0 & XCH7-2) ,
X“+(1-y)
By il - 2 2
& —=X(x*+y° —2y)=0 avec x +(1—y)*=0

@  x=0 ou x*+y*—2y=0 avec x=0 ou 1—y=0

& x=0 ou (x—=0%+(y—12-1=0 avec (x:y)=(0;1)

Dol (E) est Ia réunion de I'axe des ordonnées et du cercle de centre J(0, 1) etde rayon R = 1, privée du point J.
Trouvons yne relation simple liant

; les longueurs OM, JM et OM' :
On sait que - OM=[z| ; OM'=|z'| M=|z—i].
O 2| |2 oM? om?

s 'th'Il.': el 1 " Zl Ll e 1o Ml=—-—-.
f=2 ]Z| i donc izl_]z—-i| donc OM e D'oll O =

.Déduisn'ns-en F'ensemble (F) :
M un point dy plan,

M 2
R o om=on o oM="M" . oMeIMRON i OMSMOTOMED,
exuidg M

Dol (F) ¢

) L:;a”t 4 dire que M appartient a la médiatrice de [0J]ouM=0.
4 Caleylq . réu?'ﬁn de la médiatrice de [0J] et le singleton {0} .
' "S Z; I'affixe de G en fonction de z.

Ppartient
. M au cercle ga centre J et de rayon % donc Jl'u|=1
e ba .
"YCentre dy systame {,1). (M, 1), (M, 1)}. Donc
>
4 i k.
ZG*%=i+Z+Z'HI+Z+i—Z D I
2 T3 = —=Donc & 3i-2)

k FEQE 177 E
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Chapitre 10 : Nombres complexes

Montrons que G est sur un cercle de centre 0 dont on précisera le rayon.
' 1 1 § 2

Ona: 06=|2s |~ =Fi—z] 33’
2

2
Puisque OG = -g- , alors G est sur le cercle de centre O et de rayon R= 3"

Comparons (01, 0G) et (Ol,JM) :
Ona mes(Ol, 0G) = argzg +k2x et mes(Ol, JM) = arg(z—i) +k2=.

Or argzg =arg[3(z1_i)]+“"‘ = —arg(3(z —i)) +k2n = —arg3 —ang(z —i) + k2m = —arg(z — i) + ko5

—

——

D'ot mes(Ol, 0G) = —mes(Ol, JM) +k2x , donc (01, 0G)=—(0i, IM).
Construction de M’ connaissant M :

-—...

Notons que G est situé sur le cercle de centre O et de rayc-n 3 , et que (OI 0G)=—(0l, JM).

Comme G est le centre de gravité de JMM', alors soit H milieu de [JM], ona : HM' = 3HG .

J
'
\F

1) L'équation (E) a pour discrminant : A =(1—i/3)? +4(1+i/3) =2+ 23 =2(1—i/3)2 = (3 +i)".
_ 1+i~f)+(\f_+i] —14iV3 | V3 +i

Donc les racines de I'équation (E) sont : 2 2 i
P _(—1+|J_)—(\f§+|) -1-;w‘_ J_2+I b—_a.
V+i 31 x —1 V3 1 3
2)a) a= = " fi=cos—+isins et b=L=—— --E = E
2 2 2 g g = 2 2+2|.ms3+lsm3
b) On remarque que : 2 =a+b, donc OM'=0A + OB et | o]

Z'=b-a,donc OM" = OB —0A = AB . ' =
D'oll la construction de M' et M". | | '

|'r \
i |

——— P AGE 178 =$§!
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Chapitre 10 : Nombres complexes s

i " =p-a Donc
3}'z-a*bmz n 2n E_Ei_ = in
= -
el = e =8 4 1 b 2T 4isin—
yi=gb+e (e + ) (e 4+e4)=e 2:054 {cos12+r51 =
I,z 22z It -
% o 38 (3 8 36 frogm mo & g =r
o Z..:B*ar_eﬁ —e 2 (e 2 —e 2 )=ellfet-—e |I} eﬂzasm -u"_e '2e =4f2e 12
M .. 1m ' -~
e oM _  tijsin—) et z =*-.ECOS—+IS!H— :
Do 2" =208 +iSN =) (eos35 Hisin)
4B B —1-4B 1443 11x 11
Onremarque que, 2" =——"— "5 = = . Mais aussi, z _J'cos +|J_sm 1
1 —1—-.1"5 111: ~14+43
Duncd'-ms1“ -— et V2sin—= 5 -
ement. cos 1 = —1-J§=—-f—~f - & 1111_—1+J§=—J2_+J§
Fnserk 12 22 4 12 22 4
Solution 94

1) Soit M un point de P —{a} , d'affixe z.
fM=M < 5_—:-= 7 & z2-z=2-a & 7' —2z+a=0.
z —
Ainsi, les points invariants parf sont les solutions de I'équation (E). z22-2z+a=0.
2)a) L'équation (E) estalors : z2 —2z+1+ e?® =0,
Son discriminant est A =4 —4(1 +e'23} 4e'2? (2|ei9) o

_ 2ig® ; 2 +2ie®
2-287 _1_ig® et z,= i

p _e{%+a] =ei[%1_g](eﬁil%+% -mﬂ.{:+g )= —e[: g X?JS'"L + g]

=1-+-|ElB

Ainsi, les solutions de (E) sont: Z;=

e

. T0
bje z,=1—ie® = —e2e’ =¢

i

T 31Tl 8 |n 3x 6 _Im
S —g|—,—,donc —+—€ =,
Comme B'E} ' , alors 26]4, 4[ nc <12

. : —2sin[%+%} est un réel strictement negatif.
e
2

Ty, ey

T
Done, z;=e'4 2

w8
><2sm[z+2]. ]

= x 0 {-—}
2 % 2sin|l—+—=|=¢
e £x sm[4+2]
: w 0
Ainsi, une forme trigonométrique de zs est: Zq= 251n[ [ws[-— + ]+ |sm[—;+ E]] ;
n @
LT == ——
22=1+iea=eiu _i.gI?EiH:eiu-pe-[ ] [ ]{e l[‘ 2]+E[ 2]}=E[q 2l>(2005[%+%1.
L o alors EE o%
2 21 2 |44

-g]:-re{%%] x2cﬂs[1—;-+-g—]

, donc —+ § —€

2ms[£+E] est un réel strictement négatif.
42 4 2

=
2

50 @
Ainsi, une forme trigonometrique de zz est: z; = -—2005 a +E]] .

[cos[-+ ]-Hsm

4 2
3)a) & Soit M d'affixe z différente de 1, et M’ son image parf. Ona :

e ———— PA0E 170 e ——
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Chapitre 10 : Nombres mpfr.n'.t

e

e z+1
mes(u, BM) + mes(u, BM') = ag(z 1) + arg(z'- 1) =ag(z—=1)+ arg[ e 1] =arg(z—1)+ .'argz_g_i

- — arg-g{i.__u
-1
= argz

Comme on a arg2 = 0 [2r], alors on en déduit qu'on @ aussi mes(u, BM) + mes(u,BM') = 0[2x].
o Comme mes(. BM)-+mes(d ,BM) = 02x], alors mes(u, BM) = —mes(u, BM")[2].
Ainsi, la droite passant par B et de vecteur directeur U, c'est-a-dire la doite (AB) est une bissectrice de angis VB

b) Soit M d'affixe z différent de 1 et M’ g‘afﬁxe Z', son image par f.

= 1 = - - . _
z'imaginairepur & z'=-z' & ﬁ:-i & —22-2+2+1=22-24+2-1 & 222=7

o fff =1
& [g=1
Ainsi, Z' est imaginaire pur si et seulement si, |2| =1.
c) Soit M un point d'affixe z différent de 1 et M’ son image par f.
D'aprés la question 3)b), comme M appartient au cercle trigonométrique (c'est-a-dire |z| =1), alors M' est sur l'axe ¢
ordonnées (Z' est un imaginaire pur).
Mais aussi, les droites (BM) et (BM') sont symétriques par rapport a la droite (AB).

\ &

e . PAge 180 ! !!Ji
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7)| | ISOMETRIES DUPLAN
RAPPEL DU GOURS

Dans ce cours, le plan est noté P,

A. Trandlatiow - symétrie centrale - rotation - réflexiovw

A - Translatlon

a) Définition :

La translation t du plan P, do vectour T, est l'application do P vors P qul 4 tout point M du plan, assoclo lo point M' tel
que MM'=1i . Onlanote 1;.

b) Exprassion analytique d'una translation :

Une application de P vers P est une Iranslation si el seulement sl son expression analytique ost sous la forme :
X'=x+a
ey b’ Le vecteur de celle translation est U do coordonnées (a , b).

¢) Expresslon complexe d'une translation :
Une application du plan complexe P vers P est une franslation s et seulement s son expression complexe est sous la
forme : z' =z + b. Le vecleur de cette translation est U d'affixe b.

d) Propriétés :

¢ La translation qui transforme un point A en un point B, a pour vecteur AB,

o Siune translation transforme un point A en un point B et un point C en un point D alors ABDC est un
parallélogramme. :

« Latranslation de vecteur nul est 'application identique du plan P. tﬁ =ldp.

* La translation de vecteur non nul ne lalsse aucun point du plan Invariant,
Par contre, la translation de vecteur nul laisse chague point du plan Invariant.

e Latranslation de vecteur U est une bijection du plan et sa réciproque est la translation de vecteur - .
* Soit U et V deux vecleurs,ona: tyoty =tyoly=tg.q.
e La translation transforme une droite en une droite qui lul est paralléle.

A, - Symétrie centrale

a) Définition :
La symétrie centrale ou demi-tour du plan P, de centre le point (2, est I'applicalion de P vers P qui & loul point M du
Plan, associe le point M' du plan tel que, 0 est le milleu du segment [MM’]. On la note sa.

b) Expression analytique d'une symétrie centralo :
Une application de P vers P est une symétrie centrale sl et seulement sl son expression analytique est sous la

X'=—=x+a
y'==y+b

a,b
forme : . Le centre de cetle symétrie centrale est () de coordonnées [— :—] -

22

€) Expression complexe d'une symétrio :
Une application du plan complexe P vers P est une symélrie centrale sl et seulement sl son expression complexe es!

Sous la forme : 2' = -Z+b,

s . PA00 1]
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Chapitre 11 : Isoméiries du plan

ropriétés : _ -
& Lads}yrnpétrif!:J centrale qui transforme un point Aenun por_nt B, a pour qe;!ge{als lr;::lne;: r:? gu Siegmem [ A8)
e Siune symétrie centrale transforme un point A en un point B et un poin o rp Ag grs ACBD ey,
parallélogramme. Le centre de la symétrie cgntrqle est *Tzdors le centre du parallelogramme D
e La symétrie centrale laisse un seul p_oint_mvariant . C'est son pentre. t
e Toute symétrie centrale so est une bijection du plan et sa réciproque est so.

o Soit O et Q' deux points,ona: S °Sg = ldp et Sg: oS = taat

A; - Rotation

a) Définition :
Soit O un point du plan et a un nombre réel. _ . . |
La rotation du plan P de centre Q, d'angle est l'application de P vers P, qui transforme tout point M différent ) g, m
OM'=OM
et Q en Q. On la notera Mg ) -

oint M', tels que : —_—
: mes(QM,OM') = a[27]

b) Expression complexe d'une rotation :
Une application du plan complexe P vers P est une rotation si et seulement si son expression complexe est sous la

forme : ' =az + b, avec |a| —=1. L'angle de cette rotation a alors pour mesure arg(a).

¢) Propriétés:
e Sila rotation r du plan de centre Q et d'angle a transforme un point A en un point B, alors :
- OAB est un triangle isocéle de sommet principal Q.
- Q) est situé sur la médiatrice du segment [AB].
- B est situé sur le cercle de centre Q et de rayon QA.
- () est le seul point invariant par r lorsque son angle est non nul.
e Si une rotation d'angle a transforme un point A en un point B et un point C en un point D, alors : AC =BD et

mes(AC BD) = a[2n]

e La rotation de centre Q d'angle T est la symétrie centrale de centre ().
e ABC est un triangle isocéle rectangle direct (resp. indirect) de sommet A si et seulement si C est 'image de B parke

quart de tour direct (resp. indirect) de centre A.
Rappelons qu’un quart de tour direct (resp. indirect) est une rotation d’angle % (resp. -% )-

e Limage d'une droite par un quart de tour (direct ou indirect) est une droite qui lui est perpendiculaire.
e ABC est un triangle équilatéral direct (resp. indirect) si et seulement si C est [image de B par la rotation de centreA

etdangle = resp. — ).
g 3( p 3)

* La rotation de centre ) et d'angle a est une bijection et sa réciproque est la rotation de centre Q d'angle -a.
e Soitretr les rotations de centre ( et d'angles respectifs a et a'.
v Sia+a =0[2n), alors ror'=Id,.
5 ~‘f’ Sia+a #k2m (k étant un entier relafif), alors ror" estla rotation de centre Qetdanglea+d-
9/390“_ QEHEF_-’:IEE. soitr et r' les rotations de centres respectifs Q et Q' et d'angles respectifs a et d.
. S! a+ a' = 0[2m], alors ror' est une translation.
Sia+a'# k2m (k étant un entier relatif), alors ror' est une rotation d'angle a + a'.

A4 - Réflexion
a) Définition :

La réflexion ou symétrie orthogonale s du plan P, d'axe la droi preari ' ntM
; Seipa - fe A, est I'application de P vers P qui & tout PO
plan, associe le point M' du plan tel que, A est la médiatrice du segment [EAPM.]_ Orkrnof S g :

ey Page 182
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Chapitre 11 : Isométries dy plan
istés :
éﬂe:ii-:r?:m transforme un point A en un point B (avec A # B), a pour axe la
o Lar ,fexion transforme un point A en un point B et un point C en
o Siuné reble des points invariants par une réflexion est une droite A
o Llensern.;ﬁexiﬂﬂ sa est une bijection du plan et sa réciproque est Sa.l
1 ;‘;ﬁti et A deux droites, on a:

,5505ﬂ= P

_giBet A sont paralléles, alors Sa: 085 =1,— ; ol 0 est un point de 4 et Q' son projeté orthogonale sur A"

_gipetA sont sécant.es en A, alm:s Sa'©84 estla rotation de centre Aetdangle 2(G,V) ;o T et v sont i
vecteurs directeurs respectifs de A et A",

médiatrice Adus
un point D, alors AC = BD. amentisg]

et cette droite A est I'axe de cette réflexion

As - Décomposition d'une translation ou d’une rotation en réflexions

a) Décomposition d'une translation en réflexions :
Toute ransialon fg peut se decomposer, d'une infinité de fagons, en deux réflexions de droites paralleles A et A",
Pour décomposer cette translation t; :

« On choisit une droite A admettant le vecteur U comme vecteur normal.

o Pouravoir t; =S4+ 05, , on prend la droite A’ obtenue par translation de la droite A suivant le vecteur %ﬁ ,

Pour avoir {; =S, 084+, 0N prend la droite A’ obtenue par translation de la droite A suivant le vecteur —%Ei :

b) Décomposition d'une rotation en réflexions :
Toule rotation fg ) Peut se décomposer, d'une infinité de fagons, en deux réflexions de droites sécantes A et A’ en ().

Pour décomposer cette rotation fq o) : |
» On choisit une droite A passant par le point Q. . _ ‘ ! |
o Pour avoir fg ) =Sa1 084, 0N prend la droite A’ obtenue par rotation de la droite A autour de Q suivant un angle {

1
de mesure —ox .
2

ite A" i i int (2 suivant un
Pour avoir fg ) =Sa ©Sa:, on prend la droite A obtenue par rotation de la droite A autour du point 2

1
angle de mesure —Ea ]

As — Autres composées

a) Composée d'une rotation et d'une translation :

i tation d'angle a.
La composée d'une rotation de centre Q et d'angle a etd'une translation quelcongue est une ro g

' b! Composée d’une réflexion et d’une translation :
Théoréme et définition :

Soit (&) une droite et T un vecteur directeur de (A). Ona:
* Spyotg=t;054,.
* Cefte composée ne laisse aucun point invariant.
Cette composse est appelée une symétrie glissée d'axe (B

NB : Dans ce qui précéde, U "est un vecteur directeur de (4).
Remarque ;

) et de vecteur a.

Soi, , . 4
U [ une symétrie glissée d’axe (A4) et de vecteur u -
. f’-j =

—~—— Page® /
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Chapitre 11 : Isométries du plan

25t la réflexion d'axe, I'axe de la symétrie glissée.
les éléments caracléristiques d’une symétrie g

o 1;of=fola=%2)
rmel de déterminer

Théoréeme : )
Soit (A) une droite et u un vecteur.non
e Si i estun vecteur normal & (A),

o Si G mest pas un vecteur normal & (B), alors Sa) g et I 0S(a) Sont des symétries glissges,

nul.
alors S;a) 015 €t 15 0S(a) sont des réflexions,

Remarque :

Soit () une droite et u_un ye s . -
-y : orme 1i =1y +1i;, ou Uy un vecteur directeur et ii, yn

Le vecteur i s’écrit de fagon unique sous la f 1 TH, ] 2 UN Vectgy, nomg

de (4).
e On peut trouver une droite (D) telle que. t;, = 5, © 5,») - Rappelons que (D) et (4) sont paralliles.

cteur non nul, non normale et nion directeur de (4).

Afﬂs‘f’ fﬁ DSI:'-\J = !EI 0‘.’;2 Os(-':l.l == rl-.i'; (o] S(DJ o] I{ﬂ} O.‘i(ﬁ} — r&" (] SI:D) -
Comme. i, un vecteur directeur de (D), alors 1; 05, est la symétrie glissée d’axe (D) et de vecteur 1.
® On peut trouver une droite (D7) telle que 15, = 5, © 5, py . Rappelons que (D’) et (4) sont paralliles.

AITHSI_, Slﬁjof‘; =S{ﬁ} cfi': Dfl-d'] :Sfﬂ._! Osl‘:u OS{D'J O.rl-‘-‘ =S|.DFJ DIE_-I -

Comme_ i est un vecteur directeur de (D’), alors S(a) °1; est la symétrie glissée d’axe (D) et de vecteur .

Cetle remarque permet de déterminer les éléments caractéristiques d’une svm étrie glissée.,
4 ot -
B. Let isométries duw plow

By ~ Définition, exemples, propriétés

a) Définition :
Une isométrie du plan est une application de P vers P, qui conserve les distances.
En d'autres termes : s est une isométrie de P lorsque, pour tous points M et N du plan P, d'images respectives M el N
pars,ona: MN = MN. -

b) Propriétés :
e Toute isomellrie est une bijection et sa réciproque est aussi une isométrie
* La composée de deux isométries est une isomérie. ‘

¢) Les différentes isométries du plan :
a réflexion et la symétrie glissée du

Une isométrie qui lai i
meirie qui laisse un sey] PoInt A invariant est yne rotation de centre A

e ¥l

[ ]
® Uneisométrie dont Pense 1
it . Inianis est mne droite (D) est une réflexion d’axe (D)-

rants est 'application identigue.

Toute isométrie dy plan conserve : |e ba

dimensions des figures, le paraliélisme, gments, l'alignement des points, les formes el

, : l'ort it .
$r0duat S "gonalte, les carts angulaires, les distances, les aires, le contach ©
oute isomeétrie s transforme : yne droi : 1 d
de rayon R. Oite en une droite, |e cercle de centre Aetde rayon R en le cercle de centré 5(”

[

B2 - Déplac
€ments et antidep|
T T ace“.l
a) Définition ; P ents
Les isométries conservent les écarts

: angulaires. mai o Ul
ce sont des déplacements) ou alors inugrser le 'Sr:;:de:?: ;:-?uvenl conserver le sens des angles orientés (O d:ﬂj
ngles orientés (on it idéplacemen="
que ce sont des antidép

% Page 184
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Chapitre 11 : Isoméiries dy plan

: s, on a : la translation, la rotation et 'application ident:
me déplacements, IranAEtor I'application identigue,
» Eﬂme antidéplacements, on a : la réflexion et la symétrie glissée. q
L

b) Composée de déplacements et d'antidéplacements :
La composée de deux déplacements ou de deux antidéplacements do,

g S nne un dépl
2 composée d'un déplacement et d'un antidéplacement est un antidé el

placement,

Bs — Détermination d’une isometrie

a) Théoremed:
soit A, B, A' et B quatre points du plan tels que A'B'= AB et A # B,
| existe un déplacement f et un seul tel que f(A) = A" et f(B) = B,

+ Si A'B'=AB , alors f est la translation de vecteur AR’ .
o Si A'B'=AB, alors f est une rotation d'angle (AB, A'BY).
b) Théoréme2:

Soit A, B, A' et B' quatre points du plan tels que AB' = ABet A#B.
Il existe un antidéplacement f et un seul tel que f(A) = A et f(B) =B,

i o e
e e e A i

e e

(f
%ﬁﬁﬂﬁ-ﬁ Page 185 ——
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Chapitre 11 : Isométries du plan

EXERGICES POUR GOMPRENDRE LE GOURs

A. Décomposer une isométrie
1 - Décomposer une translation en deux réflexions
Exercice 1
ABCD est un rectangle. T~
Déterminer la droite A telle que : a) tg =54 °5(ap) b) tz5 = Sec) 05, .

Solulon 1 o 5|

a) Pour 15 = s, oS(ap), A est limage de (AD) par la translation de vecteur %E » Qui est la médiatrice du segmer
[AB]. Donc A est la médiatrice de [AB).

b) Pour t= = sgc) 05, , A estlimage de (BC) par Ia translation de vecteur —%Rﬁ =%ﬁ » Qui est la médiatrice da
[AB]. Donc A est la médiatrice de [AB].

2 - Décomposer une rotation en deux réflexions

: e

Exercice 2

ABC est un triangle équilatéral direct, de centre O.

Déterminer la droite A, telleque :  a) r[ 2] = Sa ©S(ag) b) r[ 2] = S(0A) ©SA -
3 . "3

a) Pour r[A. ﬂ] =S o S(ag), A estlimage de (AB) par la rotation de centre A, d'angle % :
'

Or cette image est la droite (AQ). Donc A est Ia droite (OA).

b) Pour r[o- h] = S(0a) ©Sp . A estl'image de (OA) par la rotation de centre O, d'angle —% :
"8
Or cette image est la droite (BO). Donc A est la droite (BO).

B. Composer ley isométries

1~ Composer deux réflexions

Exercice 3

ABC est un triangle équilatéral direct, de centre O, &y, A; ol As les mediatices respectives de [BC), [CAl ¢! (8}
Déterminer les transformations suivantes : a) S(Ac) © S{ag) b) sa, 954,
3

_

a) (AC) et (AB) sont sécantes en A et 2mes(AB , AC

_2r At

:I=?[2T[] ) donc SIAC] o s(.ﬂ.E} = |'[‘!'| 31] .
"3

b) Az et Assont sécantes en O, et 2mes(OB . O¢) = AT &

) (OB, OC) - [2r], donc Sa, ©Sa, zl‘[o 4n) -
'3

p
A
e e = Paye g ﬁ=ﬁiﬁﬁ/
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Chapitre 12 omdiries du plan

- Composer une translation et unoe rotation

icpd
e un Mangle &gu fatdral direct, :
AN ke FanENIDANONS Suivantes aor .
Deterney 1S FRASK ) A3 i b) 1y ‘”[A h
W 'J

1) La compasde dune rotation d'angle « et d‘una translation est una rotation d'angle «.
o ¢ 1] otyg ostune rotation d'angle 3 X
l X
Org «° t--(A} r[ ‘1](81 =C,alors:
(*7 ] *3
st X e centre de 'I . '.1] oty « le tiangle XAC est un triangle équilatéral de sens direct,
k-

Alors X est le symétnique de B par rapport 4 la droite (AC).

b) t5 ci ‘] est une rotation d'angle g car composée d'une translation et d'une rotation d'angle % i
Ai—

(A)=t5(A)=B, alors soit Y le centre de tg or .\, YAB estun triangle équilatéral de sens

W
[ s) Ny
drect. D'od Y =C.
3 - Composer deux rotations
Exercice 5

ABC est un triangle équilatéral direct, de centre O.

As, Az et As sont les médiatrices respectives de [BC], [CA] et [AB].
Déterminer les transformations suivantes :

b) r

b)) NENE
RENE) ) ) e3)

: 2
“} est une rotation d'angle —315

n :
3) —3—+-3’5=%. Puisque -25’5 n‘est pas sous la forme k2m, avec k entier, r[ 7 ] ) r[
£ ] E

Oren décomposant r, _, et _, en réflexions, ona:
[+3) " [e3)

f =
[E;-:-:-] SAI OS{EC} et r[.:-?l] i S[BGJ osb! ‘
'3

Do
F[ Jur[cl] =(8a, ©S(gc)) o (Sac) ©5a,) =54, °54, -
‘3

Le centre de

estdonc la rotation de centre 0, d'angleﬁ

Autre méthode -
Pour déterminer Je centre de .

—

[B: = J DTC.‘ % ] est le point O, intersection de Az et As. r[B; 1] o r[c:-’i]

3 e
%i%_= Page 187
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Chapitre 11 : Isométries du plan

J(A)=TB_3}(BJ=B.
'3

3 3

est donc le point de rencontre des médiatrices des segments [AC] g A

On a par exemple : r(B:%] oiIC;_}](C) = T[E%](C) =AH 'IB: E] s rc:z

B]l qUi 'ESI{}_

Le centre de r[B%] or[c:g]

b)3+3’£=n doli r yof 5, €Stune rotation d'angle . C'est-a-dire une symétrie centraje.

*3 [=3) (o)
(C)=C ,donclecentrede r
| 3]

2l s £
Autre méthode : -

On p’DU'\I’ait écrire : r[c+1‘] Oro‘ﬂ] :{SI:BC} o] 5[0,:} ) O(S(DC:I o] Sﬂl ) = S{BC] o] 5&1 5
'3

or r[c: C r[o‘ i J est le milieu de [BC),

]
Le centre de Sgc) 05, Serait alors le point dintersection de (BC) et Ay, qui est le milieu de [BC],

T

3
Orr _\or (C)= (B) =B, alors le vecteur de la translation est le vecteur CB.
b9
3 3 3
Autre méthode :
On pouvait aussi procéder comme suit : soit A la droite passant par B perpendiculaire a (BC), on a

¢) Z-==0.Dour_yor . estdoncune translation.
g g

r[a-ﬁ] o r[A- -] = (5(a) © Stae)) © (S(a8) © 5, )= S1a) 05, = g5
‘3 "3
d) B . Doy =190 x of .y estune rotation d'angle m; c'est-a-dire une symétrie centrale.
3 3 3 [A:E] [B:E [c: 5]
Orr or o .(C)=r _ or Al =r _\(A)=A.
3) ) s ) ) ()
Dol _yor x)°f 5 estla symétrie centrale de centre le milieu du segment [AC].
[+3) B3] o)
Exercice 6 >
ABC est un triangle.

Onpose : (AC,AB)=é, (BA,BC)=p, (CB,CA)=7 ef f=nc.
1) Montrer que f est une symétrie centrale.

2) Soit P le point de contact du cercle inscrit dans le riangle ABC avec [AC).
Déterminer f(P) et déduire la nature exacle def.

v °fB:p) °NA:a)-

1) (AC , AB)+(BA , BC)+(CB ,CA) =(
f étant la composée de trois rotations, f
D'ou f est une symétrie centrale.

2) ® Posons P, =Nha:0)(P) ; P =ie;3)(P) : Py

Q et R les points de contact du cercle inscrit dans le tri
: iangl ;
(BC) respectivement, Ona: P, — h.a)(P). gle ABC avec les droites (AB) et

D'oll Py appartient 4 (AB) et (AQ) est médiatrice de [pp,] '
e i ¥ c - i
(AB) et OP; = OP. D'ols P1 appartient 4 (AB) et Py a;[;pagimf:zig;;? P appartient 3
triangle ABC. D'ols Py = Q. & Inscrit au
On montre de méme que Pz =R et P; =P, Doy f(P)=p
¢ D'ol f est la symétrie centrale de centre de P. '

AC, AB) + (AB .CB)+(CB, CA)=(AC, CA) = #.
est une rotation d'angle # .

=Tc;y(P2). A
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Chapitre 11 : Isomdtries du plan

. le etisocéle, tel que mes(AB,AC)="
ABC estun triangle rectang ) 2 [2n].

BC),mla rotation de centre B d'angle % ,felarola

tion de centre C d'angle %  t1a translation de

Natc-nslle milieu de [
et f = rcotors.

a nature de f.

e de Bparf )

yecteur EE
péterminer !
2) Quele est 1M

3) caractériser f

H U T
1) tore et 1 sont des rotations d'angle 5

or B4 X =, alors f = reotors est une rotation d'angle , donc une symétrie centrale.

2)f(B) = reotors(B) = reot(B) = re(C) = C. D'ou f(B) = C.
3)festla symétrie centrale de centre le milieu | de [BC].

Exercice 8
Dans le plan orienté, on considére les quatre points A, B, C, D tels que AB+CD=0.

R, est la rotation de centre A, d'angle (AD, AB) ; 2 est la rotation de centre B, d'angle (BA ,BC).

Ryest la rotation de centre C, d'angle (CB,CD) et rs est la rotation de centre D, d'angle (DC, DA) .

On pose f = raorsorzon.
1)a) Construire Image de A par rzon.
b) Caractériser rzors.
2) Caractériser r4ors, puis .
3) Pour quel quadrilatére ABCD, f est-elle I'application identique du plan ?

Solution 8
1)a) On a rz01(A) = r2(A) = A'. Donc BA = BA’ et (BA ,BA")=(BA ,BC).
D'ol A est le point de la demi-droite [BC) tel que BA = BA'.
b) Puisque : (AD, AB) +(BA , BC)=(BA , BC)+(BC ,AB)=(BA ,AB)=",
alors r20r est une symétrie centrale.
Orrz0r1(A) = A, alors ror est la symétrie centrale de centre 0, le milieu du segment [AAT.
2)» (OC,DA)+(CE, CD)=(DC ,DA)+ (DA, CD)=(DC, CD) =1t . D'ol raors est une symétrie centrale.
Orrors(C) = r4(C) = €', o, C est le point de la demi-droite [DA) tel que DC = DC.

Done f40rs st la symétrie centrale de centre V', le milieu de [CC').
o f= (reors)o(ra0r1). Or reors et rzors sont des symétries centrales de centres respec

ranslation de vecteur 203"

) Notunls AB=DC, alors ABCD est un parallélogramme.
=15 siet seulement si, 200" =0, c'est-a-dire QQ'=0.Comme 0 et Q' sont milieux respe

tifs Q et ', alors f est une

clifs [AA] et [CC], alors

AC'=AT=00"=7. Doi A=C'etC = A", Donc, AB = BC = CD = DA, donc ABCD estun losange.

4 - Composer une translation et une réflexion

Exerciceg .

Le pl Ga —
Pan est muni 'un repare orthonormé (s GE |
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Chapitre 11 : Isométries du plan
L e —

On consideére le vecteur U(-2,3).

1) Préciserlanature de f=s -, oty el g=S54j © -
2) Caractériser g.

3) Préciser les expressions analytiques de t; , 5.0:7) ,fetfof,
4) Déterminer de deux fagons les éléments caractéristiques de f.

1)e G- 1=-2x1+3x0=—2=0.D'ol U nest pas normala (O ; 'i') . Par conséquent, f est une Symétrie lisgs
o Puisque T et ] sontorthogonaux, alors g est une réflexion,

2) Puisque i et ] sont orthogonaux, alors il existe une droite (D) telle que ti =$10.7)°S(0) -

—_—

En effet, (D) estle translaté de (O ; T) de vecteur -%-1' . Donc (D) est la droite d'équation y=-— 1

—_— LI 1
Par conséquent, g = $10:T) ° $(0:7) © (o) = S(p) - 9 est donc la réflexion d'axe (D) d'équation y=—,
o i : : TR L =
3) ® t; estlapplication du plan qui a tout point M(x , y) associe le point M (x'.y) ol, e

, I ¥=x
® S0 est I'application du plan qui a tout point M(x , y), associe le point M(x", y'), ol {

r:_y o
%, @ Soit M(x, y) un point du plan, Ms(x1 , y1) son image par tz etM(x', y') limage de M1 par s

(01
< Xg=X—2 X'=¥X=x=2 ] L X'=x=2
Ona et , . L'image de M(x , arfestM'(x', y), o, i .
[&'1=)’+3 {Y =—Yy=-y-3 y i ok { {Y =sf=d
® Soit M(x , y) un point du plan, Mi(x1, y1) son image par f et M{x', y) limage de M; par f.
Ona{ he=n= et {x'=x1—2=x—4 Dot Image de M(x , y) par fof est M ==y
; i ma X, Y) par fof est M'(x’' , y), ol
i=-y-3% | y'=oy,—3=y g yp (X.y)ou -~

4) Eléments caractéristiques de f :
Soit Al'axe defet vV son vecteur, V est vecteur directeur

Méthode 1

Nd: feem oy n P
Sio:m) °ta S{O;l}"tsj-zl‘s{o;u"tai“-.

del etona: f=spoty=t;os,.

o = s{O:Tl o S(O:T] °$(a) ot_z-i- , 00 A est la droite

" : 3
d'équation y=—2 pioy f— =
quation ¥ 3 .DGU, f S{A} Ot_zl .
~2i étant un vecteyr directeur de A, f est |3 symétrie glissée de vecteur

Méthode 2
fof=l‘-,osﬂ 0S5 oty

- 3
—2i , d'axe A, d'équation it

=ly.
Etd'aprés I'expression analytique de f
Dol 2V=—47 etdonc y=—p7

Comme f = Sta) ot_,7 alors s

Déterminons I'expression anal
Soit M(x , y) un point du plan, M,

frouvée a la question 3), fof est la translation de vecteur —47 .

(A) =f0t27 .fel tQT

étant des isométries, fo 12
ytique de fotﬂ :

7 est une isométrie.

(x1, y1) son image par Ly etM(x', ¥) limage de M, par f.
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Chapitre 1] - Isométries gy, an

t X'=x-2=x L

ona:] y,=y e y'=—yy—3=—y-3 ImagcdeM{x.ﬂparfulﬂ estM(¢,y) o, | ¥ =X
; des points invari q g3

uétenﬂiﬂﬂ"sle“"‘emble points invariants par rnt?l'

y) un peint du plan. F(M) = M équivaut 4 { X=X

" i 3
y=—y—3' cest-a-dire y =

Soit M(X»

piou fensemble des points invariants par fot,- estla droite d'équation y=_3

ot estdonca réflexion d'axe A d'équation y = _,%_
2

f

et one, et symetre gissée de vecteur V=27 et daxe la drofe A - y 3

 C. Définir une isométrie

1~ Définir une isométrie par deux points distincts et leurs images

Exercice 10 i

ABCD est un rapeze isocéle tel que (AB) est paralléle 4 (CD) et (AD) non paralléle & (BC).
Montrer qu'il existe une rotation r et une seule telle que : r(A) = B et D) =C.

préciser le centre et 'angle de cette rotation.

Solulon 10 s L AR R 7 e

Le rapéze éfant isocéle de base [AB] et [CD], alors AD = BC.
Donc il existe un unique déplacement qui transforme AenBetDen C.

Comme ona : AD = BC , alors ce déplacement n'est pas une translation. Par conséquent, c'est une rotation,
D'oli il existe une rotation r et une seule telle que : r(A) =B et r(D) = C.

L'angle de cette rotation est (AD , BC) . Son centre est le point de rencontre des droites (AD) et (BC).

Exercice 11

On donne deux points distincts A et B et une rotation r d'angle a (a # kr, k étant un entier relatif),
On pose r{A) = C et r(B) = D.
Montrer qu'il existe un seul déplacement d tel que : d(A) = D et d(B) = C. Définir d.

® Puisque r(A) = C et r(B) = D, alors AB = DC.
lFexiste donc un unique déplacement d qui transforme A en D et B en C.

. ® Langle derest (AB, CD).
Comme on g g # km, k étant un entier, alors les vecteurs AB et CD sont non colinéaires ; doncona AB=CD .

Donc d st pas une transation, mais la rotation d'angle (B, 0C) = (AB , C) + %, dont une mesure esta + m, et de
eentre le point de rencontre des médiatrices des segments [AD] et [BC].

Exercice 12

x . Sl aed T
Dans un plan Oriente, on considére un triangle équilatéral ABC tel que mes(AB , AC) EE[Zn] :

a??.qdéSig"e par e milieu de [AC] et par K le milieu de [AB].

Mgﬂlrer QU existe un unique antidéplacement g tel que ¢(B) = A et ¢(A) = C.
) Sﬂi;‘};ﬁ;ﬁue @ est une symétrie glissée dont on déterminera I'axe et le vecteur.

Symetrique de B par rapport 4 I. Montrer que 9(C) = A.

%ﬁﬁﬁﬁ PAGE 19] e —————
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Chapitre 11 Isomdtries du plun

a)OnaBA =AC et A # B, d'ot il exisle un unique antidéplacoment ¢ tol que tp{B) =Aol 'Pml 2 (.

b) e Supposons que ¢ est une réflexion d'axe une drolle A ; alors pulsquo ¢(B) I- A EI A =C, A estla i
(BA] et de [AC), et donc les droites (AB) el (AC) sonl paralldles, car perpendiculaires & une mémg droite, 8 g,
Ce qui est faux car d'aprés I'énoncé, ABC est un triangle, donc (AB) et (AC) no peuvent dire paralldlos,

D'ol @ n'est pas une réflexion, mais une symétrie glissée.

=1

— ) . 1 SSm—y
* 9o@(B) = ¢(A) = C, donc pogp est la translation de vectour BC . D'oli le vectour de ¢ ost EBC =

tz o estune réflexion, dont I'axe est celul de ¢. Or L ©#(A) =15 (C) = J, milieu de [BC),
D'oli l'axe de tz o estla médiatrice de [AJ] qui est la droite (IK).

¢ estdoncla symétrie glissée de vecteur Ki et d'axe la droite (IK).
c) Seit L, le milieu de [AD), la droite (IK) est la médiatrice de [LC]et KI=LD.
Et comme p= tm- O S(K) » alorsona: p(C)= tm o S{_IK]I:C) = i'—l_e L)y= la—u Ly=A.

Remarque : Notons que (IK) est paralléle & (BC), donc (AD),

De plus, I est le milieu de [AC], downe dans le triangle CJA, (IK) est une droite des milieux.,
D’oi (IK) coupe [JA] en son milicu.

Et comme (JA) est médiatrice de [BC], qui est paralléle & (IK), alors (JA) est perpendiculaire & (IK),
—_— —_— 1 —_ —_
On peut donc conclure que (IK) est médiatrice de [JA] et que KI = %H.C = —2-:1D =JC.

2 - Définir une isométrie par son expression analytique ou son écriture complexe

Exercice 13 R
Le plan P est rapporté au repére orthonormeé (0,1, J). On considére rapplcation f de P vers P, Ty
associe le point M(x, y), avec : SX'=-3x—4y+3

p p‘.l’ L) ] 5y1=_4x+3},+14|

1) Déterminer I'ensemble des points invariants par f.

Montrer que f est une isométrie. Reconnaitre la nature de f,
2) Déterminer fof. En déduire les éléments caractéristiques de f,

1) @ Soit M(x, y) un point de plan.

5-_-— —4 —
fiM)=M équivaut 3 {x Ay +a S dp=d (1).
Sy =—4x+4-3y +14 AX+2y=14

Or ce systéme n'admet pas de solution car son déterminant est nul et le point A

. Ce qui signifie [

H i %] appartient & la droite
d'équation 8x + 4y = 3 mais pas a la droite d'équation 4x + 2y =14, D'oli f ne laisse aucun point invariant.
® Retrouvons I'expression complexe associée & f ;

. Soit M(x, y) d'affixe z et M(x', y') d'affixe ', deux points du plan.

1
X = E(—3K—4]|’ + 3]
f(M) = M' équivaut 3 . Donc:

.

Y=z (~4x+3y+14)
lsgmanity ']
z=x+'¥=gl(-3x—4y+3)+i(—

1
4!+3v+14)]i=-§[(-3- )X+ (3 + di)y + 3+ 14i)

1
=3I+ 4)(x~iy) + 3.+ 14i
1

==l 4i)§+%(3 +14))
Soit N et M d'affixes respectives zy et 2w, N' = f(N) et M

= f(M) d'affixes respectives zy' et z¢ . Ona:
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Chapitre 11 : Isométries du plan

1 17+ (3 + 14i) + (3 + 4z — 1 : 1 e
IIN.JZH'J$|'-EIE+4I]ZN+ =3+ i)+ 5( + 4i)zy 3+ 4i)|= =23+ 4i)zy - 7
1"1::
4 T Tya

= |ZH =2y l
= lzﬂ = le
= MN

N =MN alors f conserve les distances. Par conséquent, f est une isométrie.

puisqut‘;I Ao isométrie qui ne laisse pas de point invariant, f est soit une translation de vecteur non nul, soit une
o feld

ymétie g;;s;iec;umpfﬂ «e d'une translation est sous la forme z' = z + b, alors f n'est pas une translation, mais une
Or lexpre=:

gymétre glissee:

2) e DéterminOn>

1
na:z=-50"%

d'abord l'expression complexe de fof :
n d'affixe z, M1 d'affixe z1 son image par f et M' d'affixe z' 'image de My par .

4i)z + %[3 +14i) et

—%{3+ 4i)z + %{3 +14i)| + %(3 +14).

it = — (34 4]
I.=,_,§|:3+4|]21+5[3+14|} 5( + 4i)
- 1 T 1 H .1 — i -1- i = - i
Dol 2y = _E(3+ 4i) _3[3 —4i)z+ 5{3 14|]| + : (3 + 14i) = z — 2 + 4i (le lecteur fera les calculs).
fof a donc pour expression complexe ' =z -2+ 4i. D'oll fof est la translation de vecteur (-2, 4).

. Suiti":lﬁ, v apour affixe -1 + 2i.

2
Supposons f=goly =1g og, alors on aura g:t?_ﬂ of.

Expression complexede g : : ;
Soit hl:d‘afﬁxe z un point du plan, M1 d'affixe z1 son image par f et M' d'affixe l'image de M1 par t:_ 27
' w1 7
Onaura:Z=z1+1-2i et z =-—%{3+4I]I+E[3+14|}.
xd o= .
Doi 2'=—%{3+4i}z+—;-(3+ 14i)+1—2i=—%[3+¢|}z+-§{8+4|] .

o~ 1 y
L'expression complexe de g estdonc : z'= — %(3 + 4i)z + E(B + 4i) -
* Déterminons I'ensemble des points invariants par g :
Soit M(x , y), d'affixe z. 1 1
. L. I ) : B . o r . _ 4 o 4' :
On agiM=M signifie z = _%{3_'_ 4|}I + %[8 + 4i). C'est-a-dire x'+iy'=— 5 (3+ AIHX Iﬂ =+ 5(3 + 4i)

.  [5x=-3x—4y+8 N ﬂ"""4‘-"-_‘3‘
Ce qui équivaut & 5 + Siy = (-3x — 4y + 8) + i(-4x + 3y + 4),puis 3 53,:_4”3“4"3 4x+2y=4

l['fsﬁ?“" équations de ce systéme étant équivalentes, il se réduita 2x +y =2
oulensemble des points invariants par g est la droite d'équation 2x +y = 2.

g estune isométrie, car composée de deux isomélries. i df
Alors, ensemble des points invariants étant la droite A d'équation 2x+y=2,9 est la réflexion d'axe A

R 5
D?ﬁ‘;"f‘mm aue V est un vecteur directeur de 4. :
est la symétrie glissée d'axe A et de vecteur v . - =

Exercice 14 C <

Montrer Py - térisera :
Que ch TP - i rie que I'on caracle .
acune des applications du plan suivantes est une |sorr?§3 eq
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Chapitre 11 : Isoméiries du plan

i
‘= —(=3x+4y+4)
K=l b) g:

a)f: 1

wn

- -
y':—{-—4x—3}‘) y —5( x+3y)

—

I L e S A
a) Soit M(x , ), daffixe z; et M(x', y'), d'affixe Z'. f(M) = M’ équivaut a Done

y= -5-(—4x -3y)

1 ¥ 1 E . H 1
Z'=x'+iy'= g[(-?nc+ 4y +4) +i(—4x - 3y)]= E[-—(S +4i)X —i(3 + 4i)y + 4] = ‘5‘[“[3+ 4%“”“]

. 1 .4
D'oll z' = ——(3 + 4i)z + —.
ol z 5( + :)z+5

L'expression complexe de f est sous la forme z' = az + b, avec 3 = _;;.(3 +4i) et b= 4

2 2 ’
|a| = [_ %] + [_%] =1eta#1, doncfest la rotation d'angle arg[— %(3 + 4i}J ~ —126,87° elce ouipy
4
point d'affixe = —1_5__._ 1. 1i ("affixe de I'unique point invariant par f).
1+ (3+4)

b) Le lecteur vérifiera que I'expression complexe de gest: z2'= %{—3 +4i)z.

Soit N et M d'affixes respectives zy et zw, N' = g(N) et M’ = g(M) d'affixes respectives zy' et zu’. On a:

MN'=|zy: — 24| = -51-(—3+ dijzy - %(—3 + 4i)zy | = %(—3 + 4i)

F-3+4)(3y-7)

XJZN-Zul

= 'ZN_ZM,

=|zy — 2u
_ = MN
Pmsque_ MN’= MN, alors g conserve les distances. Par conséquent, g est une isométrie.
Déterminons I'ensemble des points invariants par g :

Soit M(x , y) un point du plan,
=M ée X =—3x 44y 8x—4y=0
fiM)=M  équivauta ivaut 3 rect-a-di —y=
q [5y=4x+3y équivaut & {4x—2y:0' Clest-a-dire 2x -y =0.

D'ou 'ensemble des points invarian

emble d ts par g est la droite A d'équation y = 2x,
g est une isométrie dont 'ensemble

des points invariants est la droite A, donc g est la réflexion d'axe A:Y = 2

Exercice 15 ' —

P désigne le plan complexe.

Soitf I'app_;lication de P vers P, qui 4 tout point M d'affixe z, assacie le point M’ d'affixe z', oll Z'= iz—i+1.
1) Déterminer I'ensemble (E) des points invariants par f,

2)a) Demontrer que pour tout point M de P, [e milieu de [MM') appartient & (E) et (MM') est orthogonale a (e
b) Reconnailre f.,

1) Soit M d'affixe z = x + iy, x et y étant des réels.
f(M) = M signifie z= iz—i+1. C'est-a-dire x + iy =i(x—iy)—i+1.
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: x| K=Y+ . X—y—1=0
sy +iy=(y+1)+i(x-1), puis & » €N suit Pl
autaxtiy =y 1) +ix=1),p {Y= iy ulte & xﬁyqzoerenﬁné X=y-1=0.
' des points invanants par flest la droite (E) d'équalion X=y-1=0.
egz?ﬁ?;emilieupge [MM7], z=x +iy, laffixe de M, x et y étant deg nombres

e qui U

ot

. réels et z''affixe ge M
2l 74z iz-i+1+ZﬁJ<+y+1+x+y—1i
na:a=", — 2 2 2
_x+y+1_-x+y—1ﬁ1=0 Dot _
pon.:una:ﬂ|"}’|"1— ) 2 - U'ou | appartient 4 (E).

Donc le vecteur MM’ a pour coordonnées (x+y+1, x-y- 1).
or (1, 1) estun vecteur directeur de (E) et a'MM""(“"+F+1]+(x—y_1)=

M).
I[Mb) }f estla réflexion d'axe (E).

0, alors (E) est perpendiculaire 4

D. Utiliser une t’éovnétréezpmw

1~ démontrer des propriétés
Exercice 16

b
ABC est un triangle de sens direct.
Les points P et Q sont tels que PAC et QAB soient extérieu
estle milieu de [BC]. Soit re et ra les quarts de tour directs
1) Montrer que : reora = si.
2) En déduire que IPQ est un triangle isocéle rectangle en |.

rs a ABC, isocéles rectangle

senPetQ respectivement. |
de centres respectifs P et Q.

)Ona:p= r[ Iy =1, et %—i—% =, donc rrorq est une symétrie centrale. Q
3 7oy
2

De plus, on a reorq(B) = re(A) = C.

D'oll reora est la symétrie centrale de centre le milieu | de [BC]. P
2) Posons rr(Q) = Q' alors :

-le triangle QPQ' est rectangle isocéle de sommet P. .
-8(Q) = reora(Q) = 1p(Q) = Q', donc | est le milieu de [QQ7. : B
On en déduit alors que (IP) est la médiatrice de [QQ']. Et par suite, le triangle QPI est rectangle en |,

s aussi, puisque | est milieu de [QQ] et P est sur le cercle de diamétre [QQ'] (car QPQ' est un triangle rectangle en
P).alors IP =10 = Q. Finalement, IPQ est un triangle rectangle et isocéle en |.

Exercice 17

ABC éstun tiangle de sens direct. BCD, AEB ef CFA sont des triangles équilatéraux directs.
) Préciser la nature de f — I

3) -g)

€ AEDF est un parallélogramme.

2) Utiiser £, poyr montrer qu

)t n

373" 0, d'ol fest une franslation.
20na: f(a)—

3 3

’[a 1]‘”[,‘ w](F}=[ g{c1=n.

8,1)°T, _a(A=1_ (A)=E
Pb3pg

e e———

h-_ A B T |
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FonD,ona AlL = D, Dot AEDE o6t un paralilogramy,

Chapitre 1 Iyondirie

{ dlant unoe wranslation qul granstormo A on 2 ol

Exerclco 10 oL M un point do 1 drolto (BD).
ABCD ost uh Cillllsﬁgu|:l::!;‘::l:::(;:r::]lumﬁ mlthm_:nnnm rospoclifs l|£! M sur (M],}' (BC), (CD) ot (AD),
CHg isto un quart do tour diroct 1 tol quo :r (G) S otr(M) = P.

1) Démontror qu'il oxi

2) En déduiro quo (MC) ost |mrpnndlculnlm A (PS).

Solution 18
1) Soit R la rotation do contra B, ot d'anglo 7"

1 la translation do voclour B4 ot M lo symétriquo do M par rapport & P.
On atoR(C) = I(A) = S et toR(M) = (M) = P,

Or 10R est uno rotation f d'anglo -125 qui transformo C on SotMenP.

D'ott Il existe un quart do tour direct r qul transformo C on SotMonP.
ol (MC) est perpendiculaire & (PS),

2) Pulsquo r(C) = S ot r(M) = P, alors mos(CM , SP) =323|2n]. D'

P.
P, Q ot R sont les centros do trols carrés, el | lo milieu do [AB]. nr\—,-,- o
Comma I'indique la figura cl-contre. 3
1) Montrer quo [PA et IQR sont roctangles ol Isocdlo en |. : \
2) En dédulre que AR = PQ el (AR) est orlhogonale & (PQ). :) vt ¥ 7 U
X A
2N
7 N

1) » ABP ost rectanglo et isocdle en P, of | est lo milleu do [AB], donc IPA est un Irlangle rectanglo Isocdlo en .
« Notons J el K les projelés orthogonaux respeclifs do Q el R sur (AB).
Vérifions quo les trlanglos 1JQ ot RKI, roctanglos en J ot K rospactivement, sont superposablos :
Enocffet,ona:
KI=1A=Bl=KR+QJ
- N=IA-A)=KJ-QJ=KJ-(KJ-KR) =KR

! - Ki=Bl-BK= KR+QJ-KR=QJ.
- Donc 1J = KR et KI = QJ.

Comme do plus les triangles 1JQ of RKI sont rectangles en J et K respectivement orposables.
On endédultque RI=1Q (1), 0 P , alors Ils sont superp

Orona: (I ,iR)=(iJ,iK)~(iJ,iQ)- (R ,IK).

|
i o —

De plus (IR , 1K) = (QI, @J), uno mosuro do (iJ,iK) ost 1t ot uno mesure do (iJ,1Q)+(Ql, QJ) est "E '
Dol une mosure do (IQ, I—Fi:l o8l s (2)
d 2 '

Les 6galités (1) et (2) permottent
ﬂpsﬂl [rillg ) bt dﬁd& ﬁ?:‘cll?m quo IQR est un Irlangle rectangle et Isocdlo en |.
Glant dos trlangles roctanglos ot lsocélos do sommat I, of diracts, on a ¢ r(P) = A ot 1(Q) = R

D'oli QP = RA et mos(QF , RA) s %[21:] 0

ol QP = AR ol los drollos (AR) of (PQ) sont porpondiculalros.

Exorclco 20
A [
BC ol ACD sont deux ianglos dquilatéraux do sons direcls s

W Fuﬂﬂ 100 ‘
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Chapitre 11 : Isométries du plan

Les points O et sont les milieux respectifs de (AC] et [AB]. Les points L et E sonttels que: OC=CL=1(E

Soit tla translation de vecteur OA , rest la rotation de centre Aetd'angle = etf=rot
3

1) a) Quelle est l'image de O par f ?

—

b) Donner une mesure delangle (I0,IA).
c) Préciser la nature et les éléments caractérisiques de f.

2) M étant un point quelconque du plan, on note N = r(M), J le mifieu de [EM] et K Iz mifizu d2 [ND
a) Quel estle milieu de [LP) ? OU P est I'antécédent de M par t L i
b) Lorsque |, J et K sont distincts, démontrer que le triangle WK est équilatéral. (On pourra utiliser f{L) et f{F)).

1)) f(0) = rot(0) = r(A) = A
b) O est le miieu de [AC] et | celui de [AB]. D'ols OA = Al et mes(Al, AO) 51:;[2.—.] ; B N

D'oi1 OAI est un triangle équilatéral direct. Et finalement, mes(10 ,1A) E%izﬂ] ;
¢) f = rot, composée d'une translation et d'une rotation d’angle ;—‘ E

D'oll f est une rotation d'angle 1;—
Soit Q le centre de f, puisque f(O) = A, alors QOA estun triangle équilatéral de sens direct

D'ob = 1. D'odi f est la rotation d'angle % et de centre |.

2)a) t(P) = M, d'ous PM=0A .
Or EL=0A , alors PM= EL : c'est-a-dire PMLE estun parallélogramme.
On en déduit que [LP] et [ME] diagonales du parallélogramme PMLE, ont méme milieu J.
Finalement, le milieu de [LP] est J.
b) f(L) = rot(L) =r(C) =D et f(P) = rot(P) =r(M) =N.
[ND] est Iimage de [PL] par f, d'ou, le milieu K de [ND] est limage de J milieu de [PL] par f, rotation de centre | et

d'angle % Finalement, IJK est un triangle équilatéral direct.

Exercice 21 =
Les cordes du cerdle I de centre O, [AB] et [ED] d'une part, [BC] et [EF] d autre prtspipitien. '
On se propose de montrer que les droites (CD) et (AF) sont paraliéles. On désigne par |, J et K les milieux respactfs de
[AB), (BC] et [CD] et ry, 12 et r3 les transformations suivantes : r+ = sion0 S, 2= SO0 soq el N=Sw050q.
1) Etude de composées :
Préciser la nature des transformations r1, r2 et ra.
Al'aide de la relation de Chasles (sur les angles orientés), montrer que ri0f2 =01 = >
2) Action sur une partie de la figure :
Quelle est l'image de A par rzor: ? En déduire que (s (S(ox) (AN =E -

3) Canclusion : Prouver alors que A et F sont symétriques par rapport & (OK). puis conclure.

e —

1) ® (0J) et (Ol) sont sécantes en O, d'oll f, = S(oy) @ S(oy 5t 13 otation de centre O, d'angle 2(01,09).
n de centre O, d'angle 2(0K ,0l).

* (Ol) et (OK) sont sécantes en O, d'oil , = S(op ©S(ox) st une rotatio
ngle 2(0K,0J).

* (0J) et (OK) sont sécantes en O, d'oU T3 = Soy) © S(0K) est une rotation de centre 0,etda

——— — Page‘]ﬁ? f
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Chapitre 11 : Isométries duplan

= — —_— = pe— = =
0.267, 0 *(0: 2% .00~ (0:2(61,03)+2(0F .0 (0 20K, 0+ 231 o)

Montrons que rory = rzon =
o ': =

=T = Of ——
(0:2(0K,01) (0:2(01,0]) K
= l'z o] rar

Or (0K, 0i)+ (01, 0J) = (0K, 0J), alors fyor =, o, = =15

r(c-;zw"i ,0J)

2) L] r,{A) = 5[01} o 5{0|}(A} = S(OJ:I (B} =. B
12(C) = 5(0)) © S{0x) (C) = 510y (D) = E (car (AB) est paralléle & (ED) et (Ol) perpendiculaire 3 (AB), donc (O) et
perpendiculaire & (ED). (OI) étant perpendiculaire & (ED) passant par O, est médiatﬁc_e de [ED]). D'oyy non(A) =g .
® Holh=M= 5[03:. 2 5(0K) et rzori(A) = E. D'oll S(O'.l} DS[OK](AJ =E. C'est-a-dire SIOJ:I{S{DK](A)}= E.
3) » On sait que S(OJ}(S[OK}[A}} =E, donc 5[01}(5(0” (SI:OK} (F\)D = S[OJ](E) . C'est-a-dire S[DK:I{A) = S(q,
Or (BC) est paralléle a (FE) et (OJ) est perpendiculaire & (BC). D'oui (OJ) est perpendiculaire 3 (EF).
(0J) est une perpendiculaire & la corde [EF] qui passe par O, centre du cercle (T") ; donc (0J) est a médiatrice ge 5!
Et par conséquent, s, (E)=F . On en déduit que Sk (A)=F.
» Comme s (A)=F, alors (OK) est la médiatrice de [AF]. Donc (OK) est perpendiculaire & (AF),

Or (OK) est la médiatrice de [CD), alors (OK) est perpendiculaire & (CD).
Puisque (OK) perpendiculaire & (AF) et 4 (CD), alors (AF) est paralléle & (CD).

Exercice 22

Dans le plan P, on considére le triangle AiAzAs.

A tout point M du plan, distinct des sommets As, A2, Ay, on associe :
- les points My, Mz, M3 images de M par les réflexions S(azhs)+ Siaza,) €t S(an,) respectivement.

- les droites As, Az, A issues des sommets As, Az, As et respectivement perpendiculaires aux droites (M2Ms), (MiMy) et
(MiM2).

1) Faire un dessin.

2) a) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de S(arhg) © Sasa,) -
b) Déterminer limage de Mg par Siakg) ©S(agay) - ©
¢) En déduire que As est la médiatrice de segment [MaMs).

3) S0t § = Sip,) 0 Sy © Siagny -

a) S est-elle un déplacement ou un antidéplacement ?
b) Déterminer S(A1) et S(M). Reconnaitre alors S.
4) On suppose les points Ms, Mz, M3 non alignés.

Montrer que les droites A, Az et As sont concourantes en un point P que I'on caractérisera pour le triangle MiMMs

) (E).

|

1)

— Ml Az

2)a) (ArAz) et (A1Aq) sont sécantes en Ay, W
D'0l, S(a,a,) ©S(azn,) ©Stla rotation de centre A, et dangle 2(A,A;

Ay
B) S(asaz) © Stagag) M2) = S(an,) (M) =M, . D'oiy Stanz) ©S(aga,) (Mz) = My

e meeesess>\>=>= Page1m
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Chapitre 1] - Isométries dy plan

c) Siana) © SIAJM;{Mzél::'a 'Zt S(ak) ©S(aza,) estune rotation de centre A,
" rtient & la mediatrice du segment [M:M;], qui iculaire 2
g fg,ﬁ;s?g:ﬂ'e droi.te p?ssant par ﬁ_h et perpendlcll[;re?{hﬁf;ﬂ?{;ﬁ:lsaz? :silhliazhl:;c]éﬁiauice de [MaM
NS la composée d'un nombre impair de réflexions (qui sont des antidéplacements), d'ol) S[eszt u?'!.
antidéplacement. '
b)® S(A1)=S(anz) ©Sa, ©Siaza,)(Aq) = Staraz) ©Sa, (Aq) = Siang) (A1) =
o S(M)=S(anz) ©Sa, °S(aa,) (M) = Stamg) © Sa,Mz)= Sia
bt de_;o‘ A lacement qui laisse A1 et M invari
solace 1et M inv ‘ol éflexion d
54?%!:!:;?2}5 Asestla gé ilrion da [Mzmsfnﬂnts- D'ols S est la réflexion d'axe (AsM).
On montre aussi que Az et As sont les médiatriues respectives de [MiM] et [MiMg).
Donc As, Az et As sont concourantes au point P, centre du cercle circonscrit au triangle MiMzMs.

Ay (car Ay est sur (A1A2) et (AiAs)).
A7) (M) =M. D'oli s{M) = M.

2 - déterminer des lieux géométriques

Exercice 23

—

ABC est un triangle isocéle en A et la rotation de centre A et d'angle (AB , AC) = .
Atout point M, distinct de B et C, on associe le point M’ tel que M’ = r(M).

1) Démontrer que : mes(MC , M'C) = mes(MC , ME) +af2x].

2) En déduire le lieu des points M tels que les points C, M et M' sont alignés.

Soluion23 o R R RS T e |

—

1) SoitM un point du plan, on a : (MC,M'C) = (MC , M) + (MB ,M'C) .

Orla rotation r transforme M en M’ et B en C, alors mes(MB ,M'C) = [2x].

Do mes(MC , M°C) =mes(MC , MB) + cx[2n].

2) C, M et M' sont alignés si et seulement si mes(MC ,M'C)= Of«]. (1)

—_— ] J-:-;:

Or, d'aprés la question 1), on a : mes(MC ,M'C) = mes(MC ,MB) +«[2r]  (2) iu|
Alors de (1) et (2), on déduit que C, M et M’ sont alignés si et seulement si mes(MC ,MB) + o = 0[] . : |
Cest-a-dire mes(ME ,MC) = o[n]. |
Comme (AB, AC)= G, alors C, M et M’ sont alignés si et seulement si mes(ME , MC) = mes(AB , AC)[n]. i
C'est-a-dire M appartient au cercle circonscrit au triangle ABC, privé des points B et C. : |
Finalement, le liey géométrique des points M pour lesquels C, M et M’ sont alignes est le cercle circonscrit au triangle ' '
ABC privé des points B et C. i
] F Il
Exercice 24 > o
Soit (D) une droite, A, B deux points extérieurs a (D), M un point de (D) et M’ le second point d'intersection des cercles |

I
de centres A et B et de rayons respectifs AM et BM. |

Déterminer e liey geéométrique des points M' lorsque M décrit (D). ' | r 1

H

' Onremargue que, pour tout point M de (D) ';- l
P“"SQUE AM = AM' et BM = BM', alors (AB) est la médiatrice de [MM]. o i

Dol M' = Siagy(M) . [‘ 'l

:'; aPpartienta (D) si et seulement si, M’ appartient 2 siag) (D) - \Y\ |

Oule lieu géometrique de M est fa droite de (D) symétrique de (D) par rapport & _(AB}' :

%ﬁﬁ Page 199
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Chapitre 1 : Isomdtries du plan

e

E::fg: Iefi:‘:jseux points du plan, (C) le cercle de centre '0 passant par »‘\Ag‘ f»"t‘IPOinl ql::;alconque de (C)p »
aue [MP] estle .diamétre de (C) et N le point dintersection de la droite (AP) et la paralléle 4 (OA) Passany DaerQ{r"' N
Déterminer le lieu de N lorsque M déenit (C).

0 est le milieu de [MP] et (OA) est paralléle a ghtN). »
D'oli (OA) est une droite des milieux dans le triangle MNP. _

En utilisant le théoréme des milieux, on obtient : MN = 20A.

Clest-a-dire que N=t,5z(M). _
M appartient 4 (C) si et seulement si N appartienta (C')=1,5(C) - b
(C') estle cercle de centre O', symétrique de O par rapport a A et passant par A. (©)
Le lisu géométrique de N est le cercle (C).

Exercice 26 > >

Soit (C) un cercle, A et B deux points extérieurs a (C), M un point quelconque de (C), P le point tel que m?
paralielogramme et Q un point tel que APQ est un triangle équilatéral.

Déterminer le lisu géométrique de Q lorsque M décrit (C).

ABMP est un parallélogramme donc P = tx (M). I

APQ est un triangle équilatéral si et seulement si Q = r[ - ](P} ouQ= r[ 1E](F*) .
Az A
3 3

Dol Q= t—(M) ou Q= t—(M).
Q TA.E]O BA( } Q r[ﬁ‘_f.]a E-A( )
3 3
Donc M appartient & (C) si et seulement si Q Er[A “] otﬁfC) ou QEr[ “] otzz(C).
= A——
3 3

D'ot le lieu géométrique des points Q est la réunion des cercles (C') et(C") images de (C)
ar les rotations r, t— et t respectivement.
e ey

T

'3
Remarque :

Z e T T
r _n] c:tﬁ et IIA o ] o ia_.i sont des rotations d’angles respectifs -é- et —3- :

Ty c_'_a‘

Or '[ﬁ _;] o tB';(B} = r[A _:] otzz(B)=A , alors le centre de l'[A ."E] otzz estle point E tel que EBA soit un triangle
3 '3

équilatéral direct et le centre de r[ < °t ax et le point D tel que DBA soit un équilatéral indirect.
5

3~ réaliser des constructions

Exercice 27 ey
ABC estun In'apg!e et! estun point du segment [AB].
Construire un triangle équilatéral 1K tel que J appartient a (BC) et K appartient a (AC).

IJK est un triangle équilatéral si et seulement si, K = [I “](J) ou K==r[ “J[J)°
= e
g "3

Notons R, I'une ou l'autre des rotations r,

3" b3

Puisque J appartient 3 (BC), alors R(J) = K appartient R(BC),

. Page 200 Eﬁiﬁ-ﬁiﬁﬁﬁ’
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hapitre 171 . Isométries dy Plan ———
D'ois K est le point commun a (AC) et a limage de (

_ BC) parR. J = g- 1(K).
Jestle point de renoc_:-nlre entre la dml_ta {BC? et la médiatrice dy segment [IK].
On note que ce probléme a deux solutions. L'un des triangles |k sera direct et I'autre indirect
Conclusion : '

¢ construire 1K :
i On place | sur [AB] :

- On construitla drote (B'C) image de (BC) par R. Elle renconre 4|

- On construit la médiatrice de [IK]. Elle rencontre (BC) en J. alors (AC) en K.
Construction de K

o Pour R=f[| K

e Pour R=rl' ﬂ] : (le lecteur fera une figure).

Remarque : |
Pour construire R(BC), il suffit de construire les points B’ et C*

€ : tels que IBB’ et ICC” soient des triangles
équilatéraux directs pour R = r[[ 1t] et indirect pour R = '[
= I

,l .Eton a R(BC) = (B'C’).
2 ,

E. Déterminer MW@WMWMPW
Hobalement inwariont
Exercice 28 >

Dans le plan, on considére un carré ABCD de centre O et fel que mes(AB , AD) sg[zn] .

ABCD'le carré transformé de ABCD par Ia rotation de centre O et d'angle % . Quel est son centre ?

Sait f une isométrie transformant {A, B, C, D} en {A', B, C', D'}. Montrer que f(0) = 0.
En déduire les déplacements et les réflexions fransformant {A,B,C,D}en{A", B, C', D).

Solution 28

* Lecentre de A'B'C'D’ :

ABCD' est limage de ABCD par Ia rotation r[{:J “] .
‘7

Etle cenire de ABCD est 0, d'ol le centre de AB'C'D' est r[0 ,](0] =0.
iy

e

o=

e

* Montrons que fl0)=0:

Oest e barycentre dy systeme {(A, 1), (B, 1), (C, 1), (D, 1)}. . : :

ggﬂ Eg; estle barycentre de {((A), 1), (f(B), 1), (fC), 1), (f(D). 1)}= {(A", 1). (8", 1), (C’, 1), (D", 1)} qui est O.
=0

* Les déplacements qui transforment {A, B, C, D} en {A", B, C', D'} :

Soit fun te| deplacement, on a f(0) = O,

Dlaissg l& paint 0 invariant, done f ne peut étre une translation de vecteur non nul.
par s A B,C, D} est difiérent de (A", B, C, D), don f 'est pas Fapplicaton identiqe.
& conséquent, f est une rotation,

%ﬁﬁ P8 ] S ————

T Sy

RS ma e e

= s
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Isométries du plan

f(A)= A ou [(A)= B' ou f(A)

Chapitre 11 ¢

' M P s a
Or f transforme {A, B, C, D} en {A'. B, C" D), sl on SIf(A)=B', alors f .,
Sif(A)= A" alors =1 - )
i [o_ﬂ] i
4 SIf(A)=D'", alors f —,

o..x

4
transforment bel et bien {A, B, C, ) ¢,

Si f(A) = C', alors f=r[0.-3—:' :

Le lecteur vérifiera que r[u.%]' r[D.%“J 'TO.—%) et r[o'_:,_;_]

AL B, C, D). - LA e t
{es seuls déplacements qui transforment {A, B, C, D}en {A', B, C, D'} son r[o,ﬁ]' To.ﬁ]' ,[0 T
4 4 . 4] [g__!si.

B, C, D) en {A, B', C', D'}:

ions qui transforment (A,
Fpiprercich =0, d'ou A passe par O.

Soit ;) une telle réflexion, on a 5(a)(0) |
Ona si)(A)=A" ou s(s)(A)=B", ou s(a)(A) = C' ou s(4)(A)=D".

Si sp4)(A)=A", alors A est la droite (O1), ot | est milieu de [AAT].

Si 514)(A)=B", alors A est la droite (0J), ol J est le milieu de [BA].

Si s(4)(A)=C", alors Aestla droite (OK), ol K est le milieu de [BBT].

Si s(4)(A)=D", alors A est la droite (OL) , ot L est le milieu de [AD’] .

Le lecteur vérifiera que S0y, S(oy)» S(ok) €t Sor) ainsi définies, transforment bel et bien {A, B, C, D} en

{A', B, C', D'}. Donc les seuls réflexions qui transforment {A, B, C, D} en {A', B', C', D'} sont (o, S(ou, S(ox) et s

Remarque :
1l n’existe pas de symétrie glissée, transformant {A, B, C, D} en {A’, B’, C*, D’}, car la symétrie glissée ne laisse

aucun point invarianf.
D’oit les huit isométries trouvées ci-dessus sont les sﬁqu!‘s isométries transformant {A, B, C, D} en {A’, B’, (", D).

Exercice 29 > 3

Soit : - ABC un triangle équilatéral de centre O, de sens direct.
-A', B, C'les symétriques de A, B et C par rapport 4 O.
1) Quel est le centre du triangle A'B'C’ ? '
2) Soit f une isométrie transformant ABC en A'B'C’ (exemple : So). -
a) Quelle est I'image parfde O ?
b) Quelles sont les rotations transformant ABC en A'B'C' ?
c) Quelles sont les réflexions transformant ABC en ABC'?

1) Le centre de A'B'C’ : |

A'B'C’ est I'image de ABC par so. O é :
2)a) 'image de O par{ - par so. U etant le centre de gravité de ABC, le centre de AB'C’ est s0(0) = 0.
f est une isométrie, A'B'C' est Ii'mage de ABC par
D'ol f(O) est le centre de A'B'C' qui est 0. D'og f(cfjl;3 L%est e centre de ABC.
b) Les rotations qui transforment ABC en A'B'C’ -
- Soit r une telle rotation, d'aprés 2)a), r(0) = 0. p'a
- rtransforme ABC en AB'C’ donc r(A) (._. J),\ OU'I?A‘;TEFE““'G der est 0,
Sir(A) = A’, alors r=rjo:m = so. our(A) =C,
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Chapitre 11 : Isométries dy plan ‘

B', alors r= r0.H§

e
0.3

'-.’ériﬁcat;:?o ‘o ABC en ABC, par défintion de ABC.
R = CI Et = A' . .
3 ]{A]_. B, r[t).ﬂﬁ](m "[0 _x)(C)=A".Donc rlﬂ “] fransforme ABC en A'B'C'.

3 ol 3
= =A'etr _,(C)=B'.Donc transf
A)=CT = (B)=A"¢8 hl nsforme ABC en AB'C'.
’ 'c-'}( [0,3] 3) &
ongquitransformenmac en ABC sontdnnc:s::-.r[ “] etr[ 1.]-
0,— 0,——

3 3

sirlA)®

Fcf,alors r=F

siflA

Les rotal

sflexions qui transforment ABC en A'B'C’ :

es e ; iR ;
;];; 5ia) UNE telle réflexion, d'aprés 2)a), on a s(4)(0) =0 . D'ou O appartient a A.
h.ansfm‘me PABG en AB'C, donc S{A}{A} =A'ou SIA] {A:l =B' ou 5[‘” (A] =C'
_A', alorsAestla droite (O1) ol | est le milieu de [B'C].

la droite (OJ), ot J est le milieu de [AB].

5a)
s; SM] (F\:l
Si 5 M{A) =B*, alors Aest
—B', alors Aestla droite (OK), ol K est la milieu de [ACT].

8i 5(a) ':A}
5[0'” et 3{0*{} tl'ﬂﬂSfOl'mEI"it bel et bien ABC en ABC.

On vérifie aisément qué Sior) »

Donc les réflexions qui transforment ABG en AB'C' sont s(0)» S(ou © S(oK)-
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Chapitre 11 : Isométries du plen 1

EXERGICES POUR § AUTO-RVALUER — |

ercice 30 : —
EC est un Tiancle équiatéral de sens Cirect I est le cerdle areonsorit 2 ABC et O sencenss
La médiatrice de [BC] coupe len A&t D:_ o
A dasigne le point dimiersecton dss droites (BD) et (AC).
1) Démonirer que A'= Sc{A). . - _
2% Déterminer la nature et les ééments Caracisnsiques de Szo) °S@g) & Sica O

3C) S5y
3}0"1“3'[:3[33105693{;‘3]. o '

a) Déterminer f{A), puis la nafure & les éléments caracisnistiques ¢ef.
Exercice 31 —SE%_\
ABC est un iriangle tel que MA_B,KE)E%[ZR] etAB <AC.

[ est le cerdle circonscrit @ ABC et O est son cenfre.

Soit E le milieu de [BC] et P le point de [AC] t=l que AB = CP.

La droits (OE) coupe I en | et J, tels que J ef A soient sur le méme arc de corde [BCL.
1) a) Faire une figure.

b) Quel est Fensemble des points M du plan tels que : nﬁsﬂﬁ.m)s'%[?r]

] -

2)a) Jusfifier qul existe une unique rotation r lie que : {A) = P et r(B) = C. Déterminer son ang's.
b) Démontrer que son centre est un point da I, que l'on prédsera.
¢) Que! est la nature du triangle JAP ?

3)a) Déterminer Mmage de B par ross, oll sz est Ia symétrie centrale de cenfre B.
b) Déterminer Iz nature et les éléments caractéristiques de ross.
Exercice 32 45 minutes
Soit P, le plan orient3 muni d’'un repére orthonormé direct (O ;U , V) , deux points A et B ont pour coordonnées
respectives (-a, 0) et (a, 0), ol a est un réel strictement positif.
Onnote r, = f[n. Z]' = r[B 2 ] et pour tout point M du plan, Ma= ra(M) et Ms = rs(M).
'3 8

1) M étant un point de P, construire les points Ma et Ma.

2) Démontrer que le milieu du segment [MaMz] est un point fixe indépendant du choix de M.
a) En composant les applications ra- puis re.
b) En utilisant les nombres complexes.

3) Démontrer, par un procédé de votre choix, que lorsque M # Maet M # Mz, ona::
mes(MM,, . MM3) = mes(MA , hﬁhg[h] :

Quel est I'ensemble des points M de P tels que M, Ma, Mz soient alignés ?

Exercice 33

min

Dans le plan orienté, on considére un triangle ABC tel que AB = AC et mes(AB , AC) 5-215[2"] -
Soit I, J, K les milieux respectifs de [BC], [CA] et [AB].

On appelle R la rotation de centre | et d'angle % et T la translation de vecteur %FC _Soitf=RoTetg= ol .

A)1) Déterminer I'mage de K par f et limage de J par g.
2) Préciser la nature et les éléments caractéristiques des applications f et g

e Page204
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Chapitre 11 : Isométries du plan ‘

ner la nature dé gof . |
cher limage de A par gof ! et caractériser alors cetle application.

: int quelconque du plan, M l'image de M par f et M2 I'image de M
g soth ature du quadrlatére ACMzM: ? e
Que

W : = 30 minutes
porté & un repére orthonormal direct (O ;i , j). Ondonne A(1, 1), B(-3, 3), C(2, 2), D(-4 , 4).

gst rap) ;
pen et F les milieux respectifs de [AC] et [BD).

'l existe une rotation unique T qui transforme Aen B et C en D.
i n angle et son centre .
pémontrer qu'il existe uné unique rotation r' qui transforme Aen D et C en B.
péterminer son angle et son qentre J. ,
3) Que peut-on dire du quadrilatere |EJF 7

L

30 minutes

ice 33 _ — _
Dans le plan P, on considére un triangle équilatéral ABC inscrit dans le cercle (T).
soit M un point distinct de A et C, situé sur celui des arcs de corde [AC] dont B n'est pas élément.
segment [MB] tel que Mi = MA.

le point du
e e triangle IMA est équilateral.

1) Montrer que
2) On oriente [ plan P de fagon que mes(AB , AC)= g[zn] -Soit r la rotation de centre A et d'angle % ;

gterminer les images par r des points B et |. En déduire que MA + MC = MB.

D
rcice 36 _BAC — Amérique du Sud - 1992 40 minutes
ABC el DEF sont deux triangles squilatéraux de sens direct, les points G et H sont tels que EDBG et CDFH sont des
parallélogrammes. .
Nous allons démontrer de deux fagons que le triangle AGH est équilatéral.
1) Utlisation des complexes :

Dans le plan complexe, a, b,c d,e fgeth désignent respectivement les affixes de A, B, C, D, E, F, GetH.

LT
a) Démontrerque : c—a= e'3 (b—a)- Exprimer f - d en fonction dee-d. F'

. b)Exprimer g en fonction de b, d ete; puis h en fonction de ¢, detf.

T
¢) Démontrer que : h—a = el (g—a) . En déduire que le triangle AGH est équilatéral.

2) Utilisation d'isométries :

On désigne par t1 la translation de vecteur BD , tz la translation de vecteur DC et rest la rotation de centre D etd'angle

1
%-Unmsehtzamh. . l

3) Justifier que f est une rotation, dont on précisera langle.

Déterminer limage de B par f ; en déduire le centre de larotationf. f
b) Déterminer limage de G par f. En déduire que le triangle AGH est équilatéral. :!
- 45 minutes :

e figure. -‘

Exercice 37 .
HEC estun canre 3 son drect ot de centre I, 1) e cercle passant par A, B, Gt D. Faire un

n o : n %
On désigne par t la translation e vecteur DA, o la rotation de cenire Detdangle - .1 la rotation de centre A et

: x ; 3n
dangle =7 etrzlarotation de centre A et d'angle - |
14!

Onl:w:'eut déterminer les éléments caractéristiques de f=toro ; 91= riof etgz = rzof. i
1 allu‘é]rjn:::ntn@f que f, g1, g2 sont des rotations dont on précisera les angles. . "
D?IE"".'"ET (D) et f(A). Quel est le centre de f? .
 ADéteminer (D) ot g(D). |

LAY = gi(A) et Ay’ = ga(A). i
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Chapitre 11 : Isométries du plan ‘

1, que A est milieu du segment [Ar'A],

a) pémontrer, en utilisant g2091~ T
b) Démontrer, €n utilisant une mesure de 'angle (AD, AA’), que Ar’ est sur |a

it J le centre de g1 €t K celui de ga. _
4$§g1§glcrer queJetK appartiennent 3 (I et sont diamétralement opposés. Placer J ef

b) Démontrer que Asest sur la droite (JB). Placer les points A" et A2’ sur la figure,

Exercice 38 . — -
Dans le plan muni d'un repere orthonormé direct (O ;1 , ). \’llﬂ.ln&\
On considére lensemble E des points M(x , y) tels que : \/|?| + J|?| ],

Quelle sont les isométries qui laissent E globalement invariant ?

1ar'lg£'nl& 2n f'l é “.i

Ksurla figure

rcice 39 ‘
Soit un triangle isocéle OAB, avec OA = OB, et un point P variable du segment [AB], P # A et P#Jala-m‘%\
La paralléle menée de P a la droite (OB) coupe (OA) en A’ et la paralléle menée de P 4 la droite (O,u;] coupe (3
e

1) Montrer que OA’ = BB".
2) En déduire quil existe une rotation r telle que r(0) = B et r(A’) = B' dont on déterminera I'angle en

de vecteurs (OA ,0B) . Démontrer que r(A) = 0. Déterminer alors le centre () de cette rotation.
3) Démontrer que les quatre points O, A", B' et  sont cocycliques.

fonction ge I

Exercice 40 30 minut
Dans le plan orienté, on considére deux points distincts A et B. s

On note Ra et R les rotations de centres respectifs A et B et d'angles de mesure g :

Pour tout point M du plan, on note Mi et Mz, les images respectives de M par Ra et Re.
1) On considére la transformation T = ReoRa".

a) Construire le point C image du point A par T.

b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques deT.

¢) En déduire la nature du quadrilatére MiMzCA.
2) On suppose que le point M décrit le cercle I' de diameétre [AB].

a) Déterminer et construire 'ensemble "2 décrit par le point M quand M décrit I"

b) Soit w et 2 les milieux respectifs des segments [AB] et [BC]. Comparer les vecteurs wxw, et AC.
¢) Quel est le lieu géomeétrique du point |, milieu de [MiM], lorsque M décrit T

Exercice 41 BAC C - Cameroun — 1999 i 50 minules—

Dans le plan rapporté 4 un repére orthonormé (O ; G, V) , on considére 'application f qui au point

Mix, y) associe le point M'(x’, y') tel que (x- =Y On note z I'affixe de M et Z''affixe de M
=X

1)2) Exprimer z' en fonction de z.
b) Démontrer que f = ros ol s est la réflexion d'axe (O ; @) et r une rotation affine a préciser.

2) En décomposant r en deux réflexions, démontrer que f est une réflexion et préciser son axé. :
- . | y'=y+
3) Soit g I'application du plan qui & tout point M(x , y) associe le point M"(x", y") avec y =x+1 .
On note z I'affixe de M et 2" I'affixe de M,
a) Expnmgr 2" en fonction de z.
b) Déterminer la nature de lisométrie t telle que g = tof.

©) K étantle miliew du segment [MM"], démontrer que K appartient & une droite fixe 10rsa|®
Exercice 42 /”zjﬂlw/

On donne dans le plan P orienté, un friangle isocéle 00'A avec mes(AO , AO) Esz[Zﬂ] '




< 4
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\ s (c)et () passant par A de centres respectifs O et O' se recoupent en B.
Les

: n associe le point M’ de (C') tel qu'une mesure de (OM  O'M") soit —~
Muutp.mnth'lde (C).o ede (OM,O'M") soit >

xiste une rotation r, que l'on caractérisera, transformant O en Q' et Men M,

uile ; : :
upigﬁtf jisti nct de B, les droites (BM) et (BM') recoupent respectivement (C) en N' et (C)enN.
ﬂ;:t;r e N' est limage de N par la rotation r.
| o 43 BAC C — Cameroun - 2009 90 minutes
Exercice = Partie A :
a* —1

on considére la fonction  de la variable réelle x définie par : f(x) = ; ©t(Ci) sa courbe représentative dans un

ex

(epére orthonormé (O -7.7) duplan,

1)a) Calculer la dérivée ' de f et dresser le tableau de variation de f. _
b) Etudier le signe de la dérivée seconde de f et en déduire la position relative de (Ci) par rapport 4 sa tangente To en

DI H b - -
¢) Démontrer que l'origine O du repére est point d'inflexion pour (Cy).
2)a) Montrer que f réalise une bijection de R vers un intervalle | de R que l'on précisera.
b) Soit g la bijection réciproque de f et (Cs) sa courbe représentative. ,
1’
Montrer que pour tout x de I, g(x) =|n[1+_:] ‘
3) Construire dans le méme repere les courbes (Ci) et (Cg). (On prendra 2 cm comme unité sur les axes de |

coordonnées).
n=1

4) Pour tout entier naturel non nul n, on définit la suite numérique (Un) par: U, = j; T{In{1 + X)—In{1—x))dx.

a) Al'aide d'une intégration par parties, montrer que pour tout entier naturel non nul n

U = 2n—1 In 2n-—1]_:n_n |
e T n n’ |

b) Calculer la limite de la suite (Us) et interpréter graphiquement le résultat. ' }
Partie B : | ! i

|

|

5) Soit S la symétrie orthogonale d'axe (A) : y = x et T la translation de vecteur OA =37+ ] . On pose ¢ = ToS,

a) Donner la nature de I'application .
b) Construire l'image par ¢ de (Ci). '.". t

6) On considére les vecteurs € = Y4 ] et &, = - ]' ladroite (A) : x-y-1=0etS'la symétrié orthogonale d'axe !
(&), i
: Rt
3) Verifier que le triplet (O ; &, , 8,) forme un repére orthogonal du plan. | lL$
b t

b) Montrer que dans la base (8, ,8,), le vecteur OA se décompose de fagon unique sous la forme OA=V; +V,
00V et 1l-_"'2 sont des vecteurs colinéaires & €, et &, respectivement, que l'on précisera.

©) On désigne par H et H' les projetés orthogonaux respectifs de A sur (4) et sur (A'). Montrer que V, =2HH'. i

En déduire que T = T,08'0S ol T1 est une translation dont on précisera le vecteur.
} MUI‘IN‘Er Que S T'IUS’_

Elﬂiicg 44 60 minutes il
“S1e plan complexe rapporté & un repére orthonormé (O ;T , V) , on considére les points A, A', B et B d'affixes tl

ﬁ:ﬁﬂ;ﬁf,;‘ﬂ - 2i, ~’:¢"u'=-2+4i.23=3—1' et zs' = 5i. - ancl . ;!:
b) Soit s | ém'f_‘fs A, A', B et B' dans le plan complexe. Montrer que ABB'A’ est un rectangle. i
Do - ENexion telle que s(A) = A’ et s(B) = B'. On note (4) son axe. i
€7 une équation de (A) et Ia tracer dans le plan complexe.
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Chapitre 11 : Isométries du plan ‘

; coar | B Bk
point M' image par s du point M d'affixe z. Montrer que : 2= [g + gt]z +2-1,

¢) On note Z' I'affixe du -
2) Soit g I'application du plan dans lui-méme qui & tout point M d'affixe z associe le point P d'affixe 7' g .

6 8.)= :
2 Zilz 451,
z —[ 5']

a)Onnote CetD les images respec

complexe. ;
pLa)nSnjt lg le point d'affixe 1 +i et soit h 'homothétie de centre Q et de rapport -2.

Montrer que C et D sont les images respective?, de A' et B' par h.
¢) Soit M point d'affixe z1, l'image par h de M, d affixe Z. '
Donner les éléments caractéristiques de hr' et exprimer Z en fonction de z1.

3) On pose f = hr'og.
a) Déterminer I'expression complexe def. . : :
b) Reconnaitre f. En déduire une construction du point P, image par g du point M quelconque du plan.

ives de A et B par g. Déterminer les affixes de C et D et placer ceg Paints g
Nk

Exercice 45 velle Calédonie — 2005 50 minutes
Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O ;U , V). i
A)1) Placer les points |, J, H, A, B, C, D d'affixes respectives :

221, =i, =1+l %=2 zB:%H, 20=2i et zo=-1.

2) Soit E le symétrique de B par rapport & H. La perpendiculaire a la droite (AE) passant par C et la paralléle 4 la
droite (OC) passant par D se coupent en F. Placer E et F et vérifier que le point F a pour affixe zp = —1 +%i )

3) Montrer que les triangles OAB et OCF sont isomeétriques.

B) On considére la transformation f du plan, d'écriture complexe z'=—iz +2i.
1) Déterminer les images des points O, A et B par f.
2)a) Montrer que f est une isométrie.
b) Déterminer I'ensemble des points invariants par f.
c) f est-elle une symétrie axiale ? Sinon préciser la nature de f.
3) Soit t Ia translation de vecteur IJ. Donner I'écriture complexe de t et celle de sa réciproque t.
4) On pose s = fot -1.
a) Montrer que I'écriture complexe de sest z'=—iz +1+1.
b) Monter que | et J sont invariants par s. En déduire la nature de s.
¢) En déduire que f est la composée d'une translation et d'une symétrie axiale 4 préciser. Caractériser alors f.
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C1CES POUR 5’ AUTO-EVALUER - SoLUTLeNs

xR

jatrice du segment [AB].

iculaire @ (0C).
e (r)etB appartient a ().

.nale rectangle en B._ k _ ‘
Dol ABD est :l ;':f:g{ AB) perpen diculaire a (BD), c'est-a-dire
sque :

consequEtt = ‘.
ffé;perrigfg'i'ﬂ’gfeﬁﬂ) 1 (AB), alors (OC) est paralléle & (BA). 2 ff st i

o [BA] en son milieu, alors d'aprés le théoréme des milieux,
l:ﬁe G est le milieu de [AA].

- s

A
: Les médiatrices a ABC

on conclu
£t donC sc(A)
7e (BD) et (DC) sont seca

'2-11:_

ntes en D, doll S(gp) °S(nc) est la rotation de centre D et d'angle 2(DC , DB) dont une

(CA) et (AB) sont sécantes en A, d'oU Sca) © S(ag) est une rotation de centre A et d'angle 2(AB, AC) dontune
L ]

2r

ure est —.
mes 3

« (DC) et (CA) sont sécantes en C, d'oll spgy
o5(ca) €St symétrie centrale de centre C.

o5(c) €st la rotation de centre C et d'angle 2(CA ,CD) dont une

mesure est . Donc Sipc) . |
Ja) o 1(A)=S@p) °Sc °Sas)(A) = S(ep) °Sc (A)=S@p)(A)=A".
o Nature et éléments caractéristiques de f: o -
f=5{a|}] a5¢ 2S(aB) = S(gD) © {E{DC] o s{m, )o S(aB) (d'apres la question ).
Donc f=(s, OSDC]ﬂ(EICAI}GSME]):r _2_“: el EE .
(BD) ~ *(DC) [D. 3] [A'a]

n In

or 22422 _ 0, alors f est une translation. Puisqhe f(A) = A" alors fest la translation de vecteur AA'.
3

(d'aprés la question précédente) alors Sigp) °Sc = t © S(a8) -

b) Puisque sigp) oS¢ °S(ap) = tax t une symétrie glissée
o Sc es A

AR' n'étant pas normal & (AB), alors tz © 5(a) » C'esta-dire Sep)

Remarque : On peut déterminer les éléments caractéristiques de lﬁ- °5(aB) *

et, AR'= AB+BA' — = ,oit 4 estla perpendiculaire
fne.{fef, AA'=AB+BA' ,donc tﬁ GS{A.B} = :El' ptﬂ_ﬁ—.-l °5{AB_}'Or tEﬂ' 5S4 03{,&,3}

fA’B}pnssaﬂlpar C, alors tﬁ.—' o 5““]} = t,ﬁ oS, ©5(aB) ° S(aB) = tﬁﬁ a5, .

AB

é o ol , r AB.
clant vecteur directeur de 4, Sap) °Sc &St la symétrie glissée d’axe A et de vecteu

"12) Voir le schéma 3 fa fin de cette solution. :
0 a mes(ifE , ¥ic) E%[m] cestdire mes(8 , C) = (B , AC)(27]

| cl contenant le
ensemble des ponts M plan tels que mes(VB ,MC) = 3';:"[21‘] est arc du cercle (r) e corde [B ]
Pt A, privg des po
Nal o | €5 points B et C. : tBenC.
B on aAB=PCetA#B: d'ol il existe un unique déplacement qui transforme A en P €
i
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Orona AB «#PC , alors ce déplacement n'est pas une Iranslation. Par conséquent, 'og

tune rop -
On conclut donc qu'll existe une unlque rotation qul transforme Aen P et B en C, Otation,

e On sait que rm} =Pel r(B) =C.D'ol |'ang|ﬁ deresl (AMB. . ﬁE) = (E ' ;’{6) dont une mesyra ey M

S L
b) r(B) = C. Alors soit (2 le centre de r, on a : 2B = (1C et mes(QB, QC) = g[h] ‘

e Pulsque mes(QB, €)= %:-[2::] , alors 0 appartient & I'arc de corde [BC] de () contenany 4 iy
IR dey

et C, D'oli le centre (2 de r est un point de (I). yy
P'lus précisément, £2 appartient & I'arc du cercle (I) de corde [BC], contenant A sprivéde B ¢
e 1B =0C, donc 2 est un point de la médiatrice de [BC], qui est (OE).

Mieux encore, (1 est le point de rencontre de I'arc de corde [BC] de (I') contenant A et Ja droite (OE), QUi sy
D'ols le centre de r est J. J

¢) r est la rotation d'angle % etde centre J, et r transforme A en P, alors JAP est un triangle équilatéra) dires
3)a) ross(B) = r(B) = C.
27

b) e ros=r[ x)°78,7) et£+1r=4—".d'otarosaest une rotation d'angle —— .
13 3 3 3

—_— n

® Soit (7', le centre de ross. On a ross(B) = C, donc 'B = Q'C et mes(Q'B,Q'C) = _3.[2“]'

Donc ' est le point de rencontre de (OE), médiatrice de [BC) et I'arc de corde [BC] de () ne contenant pas A, Quieg| |
2n ]

D'oli ross est la rotation de centre | et d'angle o
7 '

1) Voir la figure ci-dessous.
2)a) Méthode 1 : utilisation de ra' puis re.

ra! est la rotation de centre A, d'angle —;;- = —t

re est la rotation de centre B, d'angle —%11 : il W

Or —%-— 23—“ =—m, d'oli reo ra~! est une symétrie centrale,

Puisque rso ra'(Ma) = ra(M) = M, alors rso ra" est la symétrie centrale de centre || |
le milieu de [MaMs]. On conclut donc que : pour tout point M du plan, le milieu de | _
[MaMa] est le centre de Ia symétrie rso ra- 1, qui est indépendant de M. =
D'olt le milieu du segment [MaMes] est un point fixe.

b) Méthode 2 ; utilisation des complexes,
-8, 3,2, 2a et zs désignent les affixes respectives des points A, B, M, Ma et Ma.

o

j=
® m(M)=Mx équivautd z, +a=c¢ 3(z+a).

1
—'+ji§- Z—-2a ..1__..|'-\L§. )
2 2 2 2

————————————— PG 21 ___——/
_

= . hd i
Ce qui signifie z, =e Yz-al-ed)=
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Chapitre 11 ; Isométries oy Plan

{M):Mn équivauta Zg—a=e 3 {z_a}_

ame I8
o pemem 2 2 ¢

et —e dz+a(l-e 3)=[—-—jX2 3 .J3
cgqlfISIgﬂlﬁEzﬂ " ( ) [ 7 I |Eta §+|—"£:,

ur affixe :

nilieu de [MaMe] @ PO
L: _1.+i£ z—a 1ui-\,—r-_:i-y _1_“5 3 . a
E(zﬁ+zsl=§2 2 g 2 2~ g Pt |[= 50+ VA

te que 'affixe du milieu de [MaMs] est indépendante de celle de M.

ta .
i Mz] est donc un paint fixe.

Le milieu de [M
3) ¢ Notons que AMMx est un triangle équilatéral de sens direct, donc mes(ViM,, , W&) = = [2n]

Le triangle BMMs est isocéle en B et mes(BM , BMg) E—?-;E[En] , donc mes(ViB, i) = 1 [:‘:— Z—RJ[Zn] .
2 3
0ol (M5 ,MMg) = (MM, ,MA) + (MA , MB) + (MB .mﬁ',:gﬂm_@H%(K_z?n}__(mm%
Dol mes(ﬁﬂ] ; m}zmes{m » I.TE)+3;—[27;] )
o M. Ma et Mg sont alignés si et seulement si mes(MM,, , MMg)=0(x].

Ce qui signifie que mes(MA , MB) + 1;- =0[x]. C'est-a-dire mes(MA ,MB) = —%[n] A

Ce qui se traduit par M appartient au cercle de diametre [AB], privé des points A et B. _
Do, l'ensemble des points M du plan lorsque M, Ma et Ms sont alignés est le cercle de diamétre [AB], privé des points
AelB.

AN) o f(K) = RoT(K) = R(J) =K. e g(J)=ToR(J) = T(K) = J. ; t
2)fetg sont des composées d'une rotation d'angle -125 et d'une translation. .I't

™
D'od f et g sont des rotations d'angle dont une mesure est i

A T :
Or d'aprés la question 1), f(K) = K et g(J) = J, alors fetg sont des rotations dgngle 1 et de centres respectifs K et J.

™
B)f) g estune rotation de centre J et d'angle % ot -1 est une rotation de centre K et d'angl -3

x
1 L

f 2. 2
I
) gof-¥(A) = g(1) = C. D'ols gof-* est Ia translation de vecteur AC .

;- 310nag(M)=M; et f(M) = My D'ol gof-1(M+) = g(M) = Mz, C'est-a-dire t
F

;. inalement, ACM;M; est un parallélogramme. :

1) L] Gna A‘C .J—
=2 el BD=+/2. _
On constate que AG = BD, alors i existe un unique déplacement quitransforme AenBetCenD.

IIEI:’:; AC=BD , alors ce déplacement n'est pas une translation, c'est donc une rotation.
Xite donc une unique rotation r qui transforme Aen B et C en D-

/v Page 211 ﬁﬁﬁﬁsﬁa’_
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Chapitre 11 : Isométries du plan ‘
______"—‘_‘—- -

o Comme r(A) = B et r(C) = D, alors langle de r est (AC ,BD).
%% _ "_11'_' =iet angi= %[211]. alors mes(AC ,BD) = g[?_n] ,
ZA—C |

i
Par conséquent, I'angle de r est s

~ o Déterminons I'expression complexe de r puis son centre | :
Soit M et M’ d'affixes respectives z et Z'

(r(M) = M" et r{A) = B) équivaut a dire que (z' - zs) =i(z - za).
Cest-a-dire z' =iz-2 + 2i.

Or r(M) = M équivautd z =iz -2 + 2i; c'est-a-dire z = -2.

D' ol le centre de r est le point d'affixe — 2. Soit I(-2 , 0).

2) » AC = DB, d'ol il existe un unique déplacement qui transforme A en D et C en B.

Or AC = DB, alors ce déplacement n'est pas une translation, c'est donc une rotation ¢’
L'angleder:

L'angle de r’ est (AC , DB).

L= 1_'| ) e o
Or L2 ——__§ et arg(—i)=~=[? f o= W
e 14 i et arg(—) 2[ «), alors une mesure de (AC , DB) est 5

r est donc une rotation d'angle —-g 4

o Soit M d'affixe z.

r(M) = M et r(A) = D donc z - 7o = -i(z - za). On en déduit que z :%:i =5i. Dol J(0 , 5) est le centre der
i

3) retr transforment [AC] en [BD].

Or E et F sont les milieux respectifs de [AC] et [BD]. Donc r(E) = F et r(E)=F.

r(E) = F équivaut & IEF est un triangle rectangle et isocéle direct de sommet 1.

r'(E) = F équivaut a JEF est un triangle rectangle et isocle indirect de sommet J.
D'oll IEJF est un carré,

Solution 35 |
1) M appartient au cercle circonscrit au triangle ABC.

Les angles ACB et AMB interceptent le méme arc et AMB = AMI , alors mesAMI = mesACB :% .

Comme MI = MA, alors AMI est un friangle isocéle dont un angle mesure 60°. c

Ce qui signifie que le triangle AMI est équilatéral.
2) o AB=AC et mes(AB , AC) = %[2::] ,d'oli r(B) = C.

o AM est équilatéral indirect, d'ois r(l) = M.

e | appartient a [MB], d'ols MB = MI + IB (1)
Par hypothése, MI = MA  (2) i
De plus, r(B) = C et r{l) = M, d'os BI = MC. (3).
Des égalités (1), (2) et (3), on déduit que MB = MA + MC.

Solution 36

s

1)a) » ABC est un friangle équilatéral direct donc, r[A “][BJ = C. Ce qui signifie que c —a= E'E(b-— a).
'3

o DEF est un triangle équilatéral direct donc,

L4
T[D 1‘](E)=F-Dnnc. f-d=e3(e—d).
vy

e s Page 212 =
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Chapitre 11 : Isowmidirics du plan
P——— %
mIEéEOQI'amme donc ED=GB.Ce qui se traduit pard-e=b- q. Dong g=b-d+e,

epaGest U e mme donc CD =HF . Ce quise traduit pard-c = f~h. Donch =f—d + c.

" coFf Ll i= g .
gic—a=ell—d+elb-a=eIb-dte-a)=eci(g-a).

o n-e=(1" 9

D:’j h___a:E.-s_(g'_a]

e

_e3(g—a) signifie r[ 1]{0} = H, alors AGH est un triangle équilatéral direct.

A=
3

™ A ' . i ' a
:nn d'anale — (car composee d'une rotation d'angle — et d'une translation).
zpl_mestunemtaMHdag 3 ( po: g 3 )

" . . T s
j 'angle — (car composée d'une rotation d'angle — et d'une translation
m;:f;omhestune rotation d’angle 3 ( po : g - )
e fB)= t-orot:(B) = tor(D) = t2(D) = C. Dot f(B) = C.
» festune rotation d'angle % etf(B) =C.
5t 0 le centre de f, OBC estun triangle équilatéral direct.
D'ﬂ:lﬂ-?‘ﬂl- Donc f= T[A ,:] .
3

b)» f(G) = torok(G) = tor(E) =t(F) =H. D'o_tl f(G) & H: o A
. f= r[ 1] et f{G) = H. D'oll AGH est un triangle équilatéral direct.
A=

3

——— T .. W L
1) » =tom est la composée d'une translation et d'une rotation d'angle = D'ol f est une rotation d'angle ri |
A }

L. T b 4
» g1 =r:of est une composée de deux rotations d'angles respectifs 3 et T

T T T p 8
(h'-—.+__—__ "W i * le —.
4 2 = N d'oil o1 est une mtatlﬂndﬂﬂg e 2

L

. 3n
* G2=r:0f est une composée de deux rotations d'angles A et 2

n n 5S¢ : X
Or T+§'=T , d'oli gz est une rotation d'angle T4 -

22 « (D) =toro(D) = t(D) = f(A) = ton(A) =t(C) =B

Centreuef:m”t[DJA" o f(A) = tod(A) = t(C)

mi’ =Aetf(A) = B, donc le centre de f est le point commun aux médiatrices des segments [AD] et [AB], qui est].
) 9(0) = riof(D) = ry(a) = A e g(D) = r:0f(D) = fA) = A,

3a) g }

Rl gr est une rotation d'angle . ,or ._3_“_£= —t, alors gz0gs-! est une symétrie centrale.
Or grogr1(a) = o :
De plys ) ‘192{51 =A, alors A étant invariant par gzogr, A est le centre de g2091™.
+S00(AY) = gx(A) = A2, alors Az’ = sa(Ar), C'est-a-dire A est le milieu de [AvA2].

& —_— n
Giestune rotation d'angle % .Etgi(A) = Ar' et gi(D) = A, alors une mesure de l'angle (AD, A A) est T

Cr {E ARTh e e Tt 5

M) =80, ARy + (AyA, AA,"), alors une mesure de 'angle (AD, AAy) est -+ T=77

n__ &

— i ———

*Maili 5 v = R T
{AI'MI']={F\|.AD]+(AD.M,').alors une mesure de I'angle ((Al, AA,’) est i SR S «
Mﬁﬁ= Page 213 ﬁﬁﬁﬁsﬁﬁ 4 é:
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Chapitre 11 : Isométries du plan

On a1t alors que (Al) est perpmﬁam & (AAr). Finzlement, A" est sur [a tangenta ENAZ M) corn
4)a) » Notons que (I) est Fensemble des points M du pian tels que mes(iD MA)==1x] oumy = Aoy .,.
15y

—

n e
e Org:(D) = A et g1 est la rotation d'angie 7 de centre J, une mesure de l'angle (4D, 77) oy X

D'ol J appartient a (I). 5
» g2(D) = A et gz est la rotation de centre K, d'angle —d.a!orsunemesurederang!e (K"ﬁ,ﬁ) -

Comme i’: E;[E],Em K appartient & (I).

e :(D) = A, d'ol J est sur la médiatrice de [AD].
g4D) = A, d'ou K est sur la médiatrice de [AD].
Or cette médiatrice de [AD] passe par | et rencontre (I') en deux points distincts, qui sont diamétralemeny ,
Et comme J et K appartiennent 4 (T) et 4 la médiatrice de [AD), et quiils sont distincts, alors J et K sont Iﬁi%.
c-dessus. D'od J et K sont donc diamétralement opposés. “X oy

b) Les angles ADB et AJB interceptent le méme arc du cerdee (1) de corde [AB).

Doi s ont la méme mesure. Une mesure de I'angle (JA , J8) est donc % .

Or g1(A) = A, alors une mesure de langle (JA, JA;) est %.D*oa (JA,JB)=(JA,IA) .

On peut donc conclure que A’ appartient 3 (JB).
Construction des points A’ et A" :
A1’ est le point de rencontre de la droite (BJ) et la tangente a (I) en A. Et A" est le symétrique de Ay par rapport3 A

Solution 38
Soit M(x , y) un point du plan.

* Mapparient 4 E s et seulement i, \fx] + yfy] =1. Ce qui signiie que 1- i = |y
Cemﬁéquivamé([ﬂ:(hm;z.avec ﬂsi);puisa( y:ﬂ-ﬂ)z ou y:—(1—\/]?,jz avec [x] <1).
Donc E est la réunion des courbes Es d'équation 1;*=(1—,A?])2 et E2d'équation )r=-{1—\n?|)z.avec-1s:s1.
* On remarquera que E; et Ez sont symétriques par rapport & l'axe des abscisses.

Il suffit alors de construire E1, pour avoir Ez, donc E. Posons alors f(x)=(1- ,j]?] }2 :

Pour tout réel x appartenanta [-1, 1), -x appartient aussi a [-1, 1] et f(-x) = f(x).
fest donc paire, et par conséquent, sa courbe est symétrique par rapport 4 I'axe des ordonnées.
I suffit donc d'étudier la restriction g de fdans [0, 1.

Etude de la fonction g telle que g(x) = (1-x }’ :

m $N=-90_ . (_2)__
:ED X ;:mlli"ﬂ—llot?‘I xj_ %

g n'est donc pas dérivable en 0, et méme, sa courbe admet en son point d'abscisse 0, une demi-tangente verficae.
g est dérivable sur ]0,, 1] et, pour tout réel x dans )0 , 1], on a : g'();):Zx%ﬁ_J;)_—. Jx-1
X X

Or pour tout réel x dans )0 , 1[, on a g'(x) <0 et g'(1) = 0. D'oi g est strictement décroissante sur )0, 1].
D'oll le tableau de variation de g quisuit ;

SN Y OSSR = -
0 | ] . 0

| 1

.-‘-_'é}' . 0

ey Page 214
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utalors construire I'ensemble E ;
onpe

———

4
|
1

11
e ol

Soit s une isométrie laissant E globalement invariant,

s transforme le segment II'] en un segment de méme lon
ponc s transforme [II'] soit en [II, soit en [JJ"), car sinon |

Chapitre 17 . I5omy

Deplus,ona:s(l) =lou s()=J ou s(l)=1 ou s())=,
Puisque s laisse O invariant, alors s est soit un déplacement laissant un point invariant, soit une réflexion,

o Soitr un déplacement laissant E globalement i
du plan.

Y

Gonsidérons les points I(1, 0), (0, 1), -1, 0) et J/(0 , -1),

ftrivy

du play

gueur, avec s(l) et s(I' appartenant A E,
alongueur de I'mage de (1] par s sera inférieure A celle de

I
E;lnc le milieu de O de [II'] est transformé en le milieu de ('] ou de [J47, qui est 0. D'ois s(0) = 0,

nvariant, r est une rotation de centre O ou alors I'application identique

Sir{l) =1, alors r est I'application identique du plan (car r est un déplacement laissant plus d'un point invariant)

Sirf)=J, alors r=p ..
03]
Sirfl) =1, alors r = so.

Sirfl)=J', alors r =, G
0.—51

Le lecteur vérifiera que ces quatre déplacements laissent E globalement im{ariant.
® Soit §, une réflexion laissant E globalement invariant. § 4(0)=0,d'oll O appartient & A.

§i s,(l)=1,alors A = (O).

SI8,()=J, alors A est la premiére bissectrice.
Si 8,()=1, alors A = (0J),

S184()=J', alors A est la seconde bissectrice.

L? [Edeur vérifiera que ces quatre réflexions laissent E globalement invariant.
Dol les isométries laissant E globalement invariant sont :

ldPl SO+ |/

1) (0n)
Dong

el Siaway)
0‘_’21]' [QI_EJ' S(o.?}- Stol]}t S{M_.r.;] (Aty=-x)
2

t?sl Paraliéle a (PB'), de méme (OB') est paralléle él{PA‘).‘
OA'PB' est parallélogramme. On en déduit que OA' = PB'.

Pl (0A) est paraligle 3 (PB"), d'ols d'aprés la propriété de

Thalgs appliquée ay triangle OAB, ona : % = % ;

Co . .
ﬂr:rge CA=0g (d'aprés I'énoncé), alors, on déduit que BB' = PB.

Dn ﬁeL?tn:[l O'A' = PBl Et BBI = PB',

3) * On anc;sﬂnc}u.r ® que OA" = BB,
ONG ] oy : -

e un Unique déplacement r qui transforme O en B et A'en &'

£5 '-.‘Ecteurs e

OA” et BB sont différents, r n'est donc pas une trans

|ation, mais une

page 215 f
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e A A Ry
— b

et e =
T A e R A \

O e B N e A R LA

O (OA" W)~ (OA 0y (GA OBy (G 10y~ p o (OAOR)

Ot ot g el A1 (OA O
o Lupulimnn A cotnnmm it yeonte da AT sl G il £ Einmie Dt gttt i 14 oof f4

I ilalos tlutgs gdbola pissitifa (ool o ol i A < AR o G - gl
M) [
w0 oy

On obionl alors -~ Al = :: A ol G = ::J':'W'

D AD = pAN ol OB = OR', ol fedine =

Con il s st d'6iin - AN A A AR <G 6l OBYOR - Of OGR! = 1),

Alite A el bty ot o (0, AN') 6l (A", OA) ol O colul e (1, AA') 68 (1, OR) (it (Of ~ O pH = 1 4

Par soiten 1(A) = bat{({O)  AR'), (1A', OMY = b (18, AK') (1, - OR)f = 0, Finalstman, on s 1hy=1) i
o (O) = ol ofA) =0 D0t s el O dles o osh los ol cammmin sz imébintricss des Enmnts O ot (1

D't b conlres e oal o contio t conlo cligonsont an iangle AL, L

3) Onni(N) = 0, dolr (GA', GRY) = 11 (GA,OF),

Cotnme (OA", OF) = (OA , OR) , sl (OA, CRY) = f {Oﬁi,ﬂli*j,
Lot polile O, A" of ¥ n'6lant pas allgnés, los points (0, A, 18 6f O sonl oAyl
olution 40

1) a) 1A) = Mol tx (A) = Iu(A) = (5,
On tomarte (s Hu(A) = G, ol lo Wangle BAG wst ractangle of lsockls an (5, d seans diaet, @,

! l '
D) M ol tne totition o'angle ; ol Ha Y ast une rolalion d'angl ;’

o
11l ges ; ?-u (mlors T ashune franslation,

Or 1(A) = G, alors 1 ot I ranslation de vactour AG
0) O [(M1) = Mol (M) = (M) = My,
Dot MM, = A, ol pist constuont, MibsGA a8t un parallélogramime,

2)a) M it o corclo da dinmélie (A] o 1Az = Ha(bA), d'oli ' o6l 16 corcle
o thamblin ([a(A)t(9)], dong 15 o8l fe corol de diaméla [5G},
b) e8! b ity chey (AT of tons o6l bs pniliens dhe 136, lors o'aprts s ihaorbme des

miliotss s s Iangle ABG, on a don @ AC — ’,’rnrn;;,

o) IM, - ;M My ol 1M, -~ ;Ni ity . | il alors Fmage da My par fa ok

Or loreegun M dbent |, My dberit 1y, ELoamme | 081 1o corcls da centra g of de rayon Bug, alors | 6ot s oarcho I
o [y ot L Aranisbatlon dley s bt m,ui Lot I corcle da contin u) ol thyon WA,

Na) ' "V Iy =y il ly) =1z, Dol 2=z,
b) Lo florton & gm0 1) Sranstorme M(2 ) on M, ') lols quo &' = £ ol y' = -y,

Montrona que fos esl une rolatlon,
GOl M datlizt 2, an it du plan, My = a(M) d'alllzn 21 6l W= (M) d'alfive 2,

Ona fysd =z ol 2" <y Dol /' =1,

; "
T i thoonts oot e futssdon conmplisn 2 = 17, done fos esl 1 rolallon 1 de centre € ol d'angly %

P mr———————————————————— 11000 4 |1}
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r e iapltre 11 - Isoméiries du play

s{=fos, oll s estlaréflexion d'axe (0;1) et r est la rotation g centre O et d'angle =

=, alm
) 7i) passe par O, déterminons la droite (D) telle que r =

5{0j0s.

ot la premiére bissectrice, c'est-a-dire, la droite d'équation y = .

poné [D}ri S0, alors f = 5(0)0S0S = 5(D). e

pusd’ +1+i(x+1)=i{x—iy}+1+|=iz +14i.D'0l 2" =iz 41+

7 =
# jq= fof, alors 1= gof. ) ' |
Y d?aﬂixe z, un point du plan, M1 = f(M) d'affixe z1 et M' = g(My) d'affixe 2.
ol _i7 o 2'=izg+1+i.Doncz' =2z +1+i. D'oli I'écriture complexe de test 2 = 7 + 1 + i
slation de vecteur d'affixe 1 +1.
z+2" _ y+1+ix+i+x+iy X+Y4+1 X4yt
: ffixe = - y+1.

g)le Il'mnlt Kapoura 2 2 9 +—'——2 l.

on emarqUe QUe YK = Xk D'ol le point K appartient 4 la droite d'équation y = X, pour tout point M du plan.

@ i )donc OM = 0A, . :

M appartient @ (C i)

A appartient a (C') donc O'M = Q'A.
or0A= O'A (car le triangle AOO’ est isocéle de sommet A, donc O'M' = OM.
| existe donc un unique déplacement qui fransforme O en O'etMen M.

Mais comme le vecteur 00" est différent du vecteur MM' ( car sinon on aurait OM=O'M' . Ce qui est impossible car

Par cﬂnséquent. testlatran

OM,0'M) = _g[zn] .), alors ce déplacement est une rotation r.
—

Dol il existe une unique rotation r qui transforme O en Q' etMen M'.
Sonangle est (OM, O'M") dont une mesure est —125 -

Son centre est B car BOO' est un triangle rectangle isocéle en B et indirect.
2) Nestle point d'intersection de (BN) avec (C) autre que B.

r[N]“est un point d'intersection des images de (BN) et (C) par la rotation r.
Orlimage de (C) est (C') et I'mage de (BN) est (BN),

#orsr(N) est B ou N' (puisque (C') et (BN') se rencontrent en B et en N' uniguement),
Elcomme r(B) = B et B # N, alors r(N) =N

D e L

Partie A :

XiaX 4y aX{gX _ X

e*(e* +1) 32(9 )_ fe >0
(e* +1) (e"+1)

1)a . ;
1) fest définie et dérivable sur R, et pour toutréel x,ona: f'(x)=

* Donc f egt strictement croissante sur R .

I::'fii!aussi- i

- lim e* =0 dong | st

5o =0, im f(x)= lim —=-1.
=00 x—r-m{ ) x—0X+1

. x_']TmEx=+oo,donc lim f(x)= lim o 22N

eau de variation de f -

EEH ' 1
SR
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b) e f'estdénvable sur R et pour tout réel x,0na: ‘ :
26" (6" +1)? — 26" (6" +1)x 2" _ _ 2 -2 _2e (1-&3).
ig= @ +1* @+ (e +1)

Pour tout réel x,on a ( 311 3 >0, donc le signe de f*(x) est celui de 1 -e*.
e

A lement si x = 0.
Or1-e>0 & e<l & x<0. Avec1-e*=0sietseu
Finalement, Pour toutx < 0,ona: f’ (x)>0 pour toutx>0,onaf’ '(x) <0etf"(0)=0.

e Notons que f(0) =0 et f'(0)= 5 . Donc une équation de Toest ¥ =%x !
D'aprés ce qui précede, f est croissante sur J-e= , 0] et décroissante sur [0, +o9,
Donc f* est majorée par f'(0) =—;- sur R.
Ainsi, pour tout x > 0, d'aprés 'inégalité des accroissements finis appliquée a fsur[0,x],ona:
f(x)—f(0) < %(x —0) . Clest-a-dire f(x) 5-;-1: . Donc (C) est au dessus de Todans [0, buf
pour fout x < 0, d'aprés Inégalité des accroissements finis appliquée afsur[x,0),ona:
f(0) —f(x) < %{0 —X) . Cest-a-dire f(x)> %x . Donc (Cy) est au dessous de To dans }<, ]

c) D'aprés la question précédente f " s'annule en 0 en changeant de signe et f(0) = 0, donc l'origine O du repére et
point d'inflexion a la courbe de f.

2)a) Montrons que f réalise une bijection de R vers un intervalle | de R que nous préciserons :
Puisque f est continue et strictement croissante sur R , alors f réalise une bijection de R vers I=f(R)=]-1,1.

b) Montrons que g(x}=ln[;]|+—:] -

Soitxdans}-1,1[etydans R. .. 1_.-_;\
P\

=y o f=x o 2tax o =1 o y=ln[1+_x]‘

el +1 o 1=x 1

Finalement, pour fout x dans }-1, 1[,on a 9(1) = |“[‘1I = x]
—X

3) Construction des (Ci) et (Cy) :
Notons que les droites d'équations y = -1 ety = 1 sont asymptotes & la courbe de f et que les courbes (Ci) et (Cs) s
symétriques par rapport & la premiére bissectrice. (Voir les courbes (Ci) et (Cg) sur le graphique ci-dessous).
4)a) Expression de Un:

-1 -1
Soit n entier naturel non nul, U, = fu " In(1+x)dx— | " In{1—x)dx
0

Posons u'(x) = 1 et v(x) = In(1 +x), pour u(x)= 1 + x et v'(x) =1L .
+X

n-1 n=1

ona: [ n |ﬂ{1+X]EiX—.I(1+X)|nI:1+X)L f g 1cb: [Zn-

[2n 1] n— 1
n
Posons maintenant, '(x) = 1 etv(x) = In(1 - x), pour u(x)= X~ 1 et v(x) = ——1—.
1-x
n-1

e
Ona-’f“lnﬁ X)dx = (x—1)in(1— x}]" _fn fdx = [ 1]|n[1] n=1_ln_n-1

n n n

R o e e e R
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C hrtpl'f 1 : Isomiéiries du plan

[2n~1]ln[2n—1]_l_n_r!.
n n n

t interprétation graphique do cette limite :

ement,on@ U =

Fina
cul de la fimite de (Un) @

p) Cal . [2n-1 [2n—1'
m-1_2 Jim |——]|In[—|=2In2
. |iTwT 2, n—+oo( N n '
n-‘
m M _0,alors lim U, =22

pinsi, OMME oo 1 n—+00

n—1
: 7" —1 etque la courb 3 ' . =
o Puisqué anm = 1etqu urbe de g est au-dessus de I'axe des abscisses dans lntervalle [0, 1], alors
_2In2 est I'aire en unité d'aire, de la partie du plan délimitée par I'axe des abscisses, la courbe de g, les

im Un
+00
;;;ites d'équations X = Detx=1.
Partie B :

5)a) Nature de @
Notons que OA n'est pas un vecteur normal a (A), donc ¢ est une symétrie glissée.

b) construction de o(Cy):
ona (Ci) = ToS(C1) = T(Cy). Donc ¢(Ci) est le translaté de (C) par Ia translation de vecteur 0A.

—

T T 1Az T L,
-HHHA e _[_"r Wi

] {¥=
| |l

N
mEE
S
[
—
IE H
N
=~

6)a) vérification que (0 ; &, , &,) forme un repére orthogonal du plan:
Puisque & et §, sont non nuls et 8.8, = 1x1+1x(=1)=0,alors (0 ; & , €,) estun repére orthogonal.

b) Montrons que dans la base (€ ,&,), le vecteur OA se décompose de fagon unique sous la forme

OA=V,+V, o ¥ et V, sont des vecteurs colinéaires & & et4 8, respectivement, que nous préciserons :

'i"fsq“e (81,€,) estune base alors le vecteur OA se décompose de fagon unique comme combinaison linéaire de

€y et Ez .

0 e — = oo — .
FOA =28, +8&,,donc OA se décompose de fagon unique Sous la forme OA =V,

¢ st
1 Montrons que V, =2HH' et déduisons en que T = T10S8'0S :

HeA . y=X =y =2 DoncH(2.2).

‘est-3-dire et finalement x =y
L o {{x—3}+fv—1l=0
] 1 5

Hea' - X—y'=1=0  fnalement x'== et y'=2.

(AH')_:_;‘}."GESt'a-dlm { (=3)+(y'~1=0 2 2

\ﬁﬁiﬁ— Page 219 —-—-___—_-
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* Supposons H(x, y), on aura; [

P méme, Pour H(X',y),ona: {
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Chagatew L1 Bomdtrios du plan

¥ 1 s
O ramaargoe Que NN .\L\\h\wm\:n\-sl‘. ,‘l.l‘ww Voo

 Ona O\ o Vg doe Nows ™ TOT; = Tyo T

Qr Sl Ty 00 Lol sont paralles, akrs T o= 10808 , ol T ost la 1

anslation g vectoyr i
= ¥

d) Montrons que @ = Tl

NG avns @ = To8 = o8 0808 = Thos'

132) Montons que ABB'A' est un rectangle :

D=NEQRD=(1=N)=2+i ot Db (2 ed) =24
Puisque 2n =20 = 2 - 2. akes AB = A8, Donc ABB'A ot un
On o, AB"= o = 23| = 8= (1= )| = |14 7| = V50 o

BA" = faye = 2] = |3 =)~ (=24 4i) = |5 - 5= V50

Puisque AB' = BA' alors ABB'A' est un paralldlogramma dont los diagonales ont la méme lonqueur.
Fnalement, ABS'A’ est un rectangle,
b) Equation de (A) :

SA) = A done (A) est la médiatrice du sogment [AA],

paralldlogramme.

Eﬁ—s .8) astun vectour normal & (4) qui passe par I[—-% . 1]. miliou do [AA'),

Donc une dquation da () est —3[x-l~-%]-i-8(y-—1)=0.soit -4y +5=0,

c) Montrons que 2'= l%+%l]'z‘ +2A-1:
Solt M(x , y) d'affixe z o M(x', y') d'affixe 2';

X+x')_[y+y'
h - --4 =D - —_— =
Ona mT:’:",;IZA c'est-d-dire 2[ 2 [ 2 ]+5 donc ((2:_3:] 3?2::-':?‘) 25&0.
( X'=Xx=—3Kol y'~y = 6k = y=y
b By o=rs o
Donc "5 18773 .onen déduit alors que T
. : , 4 3
X'=x~-3Kk ety'=y4 6k y::-s-x—gy+2
I 4 4 3 3 4 (3 4 3 4] :
Ainsi 2' = [=x =y — 1[4 [2x =2y -2 )i [ 4. 45—y 3 =ly+2i=1=[=4=i|(x—ly)+2i~1.
[5 =y ]+[5x =¥ ] [545]x 5+5Jy+ [5+5 (x—1ly)

Et finalement on a z'=[-g~+-;—i]'z'-i-2i—-1.
2)a) Affixes do C ot D :

S L oS o
o= e 5!]:,\+5 I_{ 5-ﬁ|](1+2i)-|-5-l-?-—5!

mlad Bl= o . (& 8 L
atzn—[ : 5i]zn+5—lm[ E-31](3-1-|)+5~|_:1-'n.

b) Montrons que C ot D sont los Imagos respoctives do A’ ot B' parh:
h est 'homothétie de centre Q) o

1 de rapport -2, donc son oxprosslon comploxe est ; z' - (1 +1) = -2z~ (1* i)
Cest-d-dire 2'=-2z + 3(1 + ).

L'image par h de A' a pour affixo : 22+ 4)43(1+)=7-5|= .
L'image par h de B' a pour affixe : 250 +3(1+1) =37 =zp.
Donc C et D sont les images respeclives de A' et B' par h,
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Chapitre 11 : Isométries du plan

sments caractéristiques de h! et expression de z en fonction de z ;
) El6M . . i

g ntre © d'affixe 1 + i et de rapporl ——.
! est [homothétie dece p 5

. 1 — .
e et (Mn) = M, alors z—(1+i)= —E{z, —=(141)) . C'est-a-dire z = -%z, -1-%{3 +3i).
Expression
35!:?1!.1 un Pﬂl{“d
maﬂ”l =M»
Maisonaaussi Z1=

complexe de f: :
'affixe z, P d'affixe z1 son image par g et M’ d'affixe z' image de P par h-'.

6 8.)= A 1 1
—_———i|lZ4+5—iet 2'=—2,4+—(3 :
(-2-3 S7+2(3+3)

1 6 8.— A1 y 3 4)_
| s'ensuit qué z =—"2-[[—§—-§I]Z+5—I]+§{3+34}—IE+EI]Z+ZI—1‘

Dod lexpression complexe de f est z'={%+-;—i]i +2-1,
b) Nature de f et construction du peint P, image par g d'un point M :
piaprés les questions 1)c) et 3)a) f est la réflexion d'axe (A).
onaf=h-og, donc g = hof et P =g(M) = h(f(M)).
Donc, pour construire P, image par g d'un point M, on construit d'abord le symétrique orthogonal M: de M par rapport &
(A). P est alors l'image de M+ par I'homothétie de centre © et de rapport -2.

i_ (I |
|
|

Al) Plagons les points I, J, H, A, B, C, D :
2) » Eestle symétrique de B par rapport & H, donc

Z +2,
zH:-E_.z_i_DunG ZE=22H"ZB=2+Z—%—';=%+L |
!i— = 1
x= -,eta Perpendiculaire (DF) 4 (OA) passant par D a pour équation |-+ |
--'- 2 ﬂl'SxF:_1_ o
A b—l—nr.d_'imée de F. Les droites (FC) et (AE) étant perpendiculaires, |~
. s 10

c1 .
est-a-dire (1 -0) %— 2]+{h -2)(1-0)=0.

On en déduit que %+ b—2=0.Donc b =-1-~
2

%% Page 221
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1
En définitive, zp =—1 +-£I .

3 | L1 AB =z — :1_1 [ i
3) OA=|z)|=2 05=IZB|=‘2“+i E-H_ 2 7 =2 K FH=8
2
1. 1_V5 F=|zp —2zg|=|-1-3
0C =|z¢|=2 OF=|ZF|=I_1+E'!= =7 © 5~ 2¢] = 1“"|= 1+§=~.i§g

On constate que OA = OC, OB = CF et AB = OF, donc les triangles OAB et OCF sont isométriques.

B)1) Notons O', A" et B' les images respectives dsi}. AetB. (?n a: |
o 29 =—izg +A=2=2¢ o zp=-izy +2=-i(2)+2=0=25
— 13 A 2
o Zp=—4 +ﬁ=~4[§—|]+2|=—1+51=zg.
D'ot, f{0)=C, f(A)=0cet f(B)=F.
2)a) Soit M et N deux points, M’ et N' leurs images respectives par f.
MIN'= oy — Zae| =20 + 2+ 230 — 2= | i — 2)| = | -lfaw — 20| =[2 — 2| =MN.
Puisque pour tous points M et N, et leurs images respectives M' et N', M'N' = MN, alors f est une isométrie,
b) Soit M(x , y) un point du plan.
f(M) = M si et seulement si, zy = —ia+ 2i. C'est-a-dire x +iy =-i(x —iy) + 2i.

X4+y=0
Ce quiéquivauta: x +y +i(x +y - 2) = 0. Ce qui se traduit par le systéme L ':;t .

. Ce qui est impossible car

sinon, on aurait 2 = 0. On en déduit que f ne laisse aucun point invariant.
¢) Puisque f ne laisse aucun point invariant, alors f ne peut étre une réflexion.
f est soit une translation de vecteur non nul, soit une symétrie glissée. Or d'aprés son expression complexe, f ne peut
étre une translation. Alors f est une symétrie glissée.
3) Le vecteur IJ a pour affixe zy-z=-1 +i.
e Donc l'écriture complexe de testz' =z -1 +1i.
o L'écriture complexe de t'estz’ =z +1-i,
4)a) Soit M un point du plan d'affixe z, M1 daffixe zi image de M part-1 et M’ Image de M par f.
Onazi=z+1-i et z'=—iz,+2i.Onaalors
'=—iz+1-i+2d=—Z+14+i) + A=—Z =i+ 142 =—z +1+]
L'écriture complexe de s est bel et bien z'= -z +1+i.
b) e Nntonsiet J' les images respectives de | et J pars.
Ona: zp=—iz +1+i=-i() +1+i=1=z et z;, =iz, +Hiti=—i-)+1+i=i=z,.
Donc | et J sont invariants par s.

* On remarque que s est une composée deux isométries, donc s est une isométrie.

g:tﬁiusi s laisse au moins deux distincts invariants. Alors I'ensemble des points invariants par s est soit la drolte (M)
e plan.

Or d'aprés son expression complexe, s ne peut étre I'application identi ; et uanants Dar'S
- pplication identique. Al ints invariants P
ne peut &tre e plan. C'est donc la droite (1), e Yors Tansermbl cos po

Puisque s est une isométrie donc I'ensemble des points invar : saoi o diave (1)
: points inva ndaxe(
¢) Puisque s = fot 1, alors f = sot riants est la droite (1), alors s est la réflexio

Donc f est la composée de la réflexion d'axe (1) et de |a translation de vecteur [J.
Donc f est la symétrie glissée d'axe (1)) et de vecteur |J.
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igne le plan orienté.

mmt!fhdpmpdés
A. memd%

A - Définition

similitude du plan est une application de P vers P, qui muttiplie [es d; :
Ege rielk estle rapport de cette similitude, PIe 1es distances par un réel stictement posiif k.
£ dautres termes : une application s de P vers P est une similitude g i
plan P, dimages respectives M' et N' par s, ona : MIN' = k MN, ® rapport k lorsque, pour tous points M et N du

Az - Exemples de similitudes

Lesisométries sont des similitudes de rapport 1.
homothétie de rapport k est une similitude de rapport |K| .

A; - Propriétés sur les similitudes

P1) » Toute similitude de rapport k est une bijection et sa réciproque est aussi une similitude de rapport % |
b L; La composée de deux similitudes est une similitude de rapport le produit des rapports de ces deux similitudes, “

I 4jLasimilfude conserve les écarts angulaires, le barycentre, 'alignement des points, le paraliélisme, lorthogonaiité, 1
es formes des figuress, le contact, les milieux des segments, . . . | i
Eﬁ:ﬂ'“}de sde rapport k multiplie les distances par k et les aires par k2. |

(Ret nsiorme une drpﬂe en une droite, le cercle de centre A et de rayon R en le cercle de centre s(A) et de rayon
Un Aangle en un triangle qui lui est semblable. 1
e ;‘taineEs similitudes conservent les angles orientés, ce sont les similitudes directes ; d'autres inversent le sens ;
"9s orientés, ce sont les similitudes indirectes. _ |

Dang la sui e " '
Suite, on se limitera & I’étude des similitudes directes. '

B. Similitudes dirvectes planey

By - Définition et éléments caractéristiques
% Définitigy, .
© Similtuge gy ‘ ;
Nday Bcte plane est une similitude qui conserve les angles orientés. 4D,
"es emmes, une similitude s est dite dirctl-‘,'cle lorsque pour tous points A, B, C &l D (avecA#BetC#D)

r& h " i T R 2B CD
SPectives A", B, ' gt pars,ona: (A'B',C'D')=(AB,CD).

|

|

Emples - ; ]
Les déplacements et I'homothétie sont des similitudes directes. _' 1 :

b) I-13I'|
- Ngle da |4 o
LS una ..o SiMilitude directe : - o A'el B pars.
" Similtude directe, plane. A et B étant deux points distincts dimages respectives A'e1B'P

k\‘ﬁhﬁi Page 223 /
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Chapitre 12 2 Similitudes directes planes

A'5) est constant, Sa mesure ne dépend pas du ch

- oix de A et B. \\

Cest fangle de la similide directe S
S § estune mesure de fangle (AB,A'B)), ondira tout simplement que s est une similitude d'angle g,

c) Le centre d'une similitude directe:
Soit s une similitde directe de rapportk etd angle 6.

Sik=1et 8=0[2x], alors sune translation.
Sinon, alovs § laisse un seul point Q2 invariant. ( est appelé le centre de Ia similitude directe s.

Propriété et définition : _
g)oﬂ s une similitude directe plane dé rapport k, de centre et d'angle 6.
. QA =t @l —_

I, ——m =k et mes(QA »m’)sn[zﬁ]_

s transforme un point A différent de Q en un point A’ si et seulement s
k. O et 8 sont les éléments caractérisiques de la similitude directe s.

g) Composée d'une homothétie et d'une rotation :
tie de rapport k différent de 0 et 1 de méme centre 0.

e Soit r une rotation d'angle 6 et h une homothé
si k > 0, alors roh et hor sont des similitudes directes de centre Q, de rapport k et d'angle 6.

Si k < 0, alors roh et hor sont des similitudes directes de centre Q, de rapport -k et d'angle T + 6.

e Soit s une similitude directe de rapport k # 1, de centre Q et d'angle 8.
Notons r la rotation de centre Q, d'angle 8, eth I'homothétie de rapport k de centre Q.

Ona: s = roh = hor. Cette écriture est la forme réduite de s.
B, - Expression complexe d'une similitude directe

Une application s de P vers P est une similitude directe si et seulement si, son expression complexe est sous la forme
Z=az+b, ol aetb sontdes nombres complexes et a est différent de zéro.
e Sia=1, alors s est la translation de vecteur d'affixe b.

e Sia#1, alors s estune similitude directe de rapport Ia[, d'angle arg(a) et de centre 'unigue point invariant pars.

B; - Composition de similitudes directes

Soit s une similitude directe de centre Q, de rapport k et d'angle 8, et s' la similitude directe de centre 0, de rapport K&

d'angle 6. _
e Laréciproque de s est la similitude directe de centre 0, d'angle -8 et de rapport ol

e Sikk = 1 et 8 +6' = 0[2n], alors sos’ est une translation. F A+l
Sikk'#1 ou 8 +8' n'est pas un multiple de 2m, alors sos’ est une similitude directe de rapport kk' et dangle8*"

e A " ;
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Chapitre 12 : Similitudes

EXERCIGES POUR COMPRENDRE LE GOURS

A. Elementy caracteristiques d}WLe/Muiw,ude, directe
1- Construire I'image d’une figure par yne similitude directe plane

Exet un caré de sens direct.

ABCD st

— image par la similitude directe de centre A, d'angle L;E etrapport /2 .

Notons A', B’ C' et D' les images respectives de A, B, Cet D par la similitude directe s de centre A d'angle — et de

rapport 2 J2.Comme Aestle centre de s, alors A’ = A,
De fagon générale, soit M un point du plan autre que A, et M’ son image pars,ona-

AM'=AMY2 et mes(AM , AM' ):1[21:].

Cesta-dire, M’ appartient au cercle de centre A et de rayon AMy/2 et mes(A _r{q __[21,]
=B
De plus, AB'C'D’ est un carré de méme sens que ABCD.

Il suffit donc d'avoir l'image de B ou C ou D pour construire A'B'C'D".

: " o . ¢
Remarquons que si M” est image de M par la similitude directe de centre A et d’angle % et de rapport V2 ,alors le

triangle AMM est rectangle et isocéle direct de sommet M.
Exercice 2

ABC est un triangle rectangle en C et isocéle avec mes(ﬁﬁ ; Eﬁ) = —%[21:].

Construire I'mage de B par la similitude directe de centre A, qui transforme C en B.

Soit s la similitude directe de centre A qui fransforme Cen B :

= = B'
Son rapport est = =+/2 etson angle est mes(AC , AB) = —(2x].
ms[ ] A
: _ N
SoitB'limage de B par s, on a : AB'=ABV2 et mes(AB, AB') = —T—[Eﬂ] :

Donc B!
B estle point du cercle de centre A et de rayon AB+2 tel que mes(AB , AB')= __[2“]

Rﬂ'}m u
on
Tquons que [¢ triangle ABB’ est rectangle isocéle indirect de sommet B.

2~ Dé
eterminer Jes eéléments caractéristiques d’une similitude conna:ssant son centre, un

552&'@3\ point et son image
ABC

estun tr e
flangle rectangle en A vérifiant mes(AB, AC) = —[21r] [AH] est une hauteur de ce triangle.
Nside
D‘*‘teﬂmne?re 12 similitude frect

son Tapport, son an

e de centre H qui transforme A en B.
gle et I'image du paint C.

Lkﬂ Page 2l m—
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Chapitre 12 : Similitudes direcies planes

e —————————————

c

e Soit s la similitude de centre H qui transforme Aen B:

St UL EE: HB _ AB =L t son angle est (HA, HB) dont une mesure est 5'

HA~ AC tanB

o Puisque DA = A—g et mes{ﬁ .HA) E%{Z‘n‘] alors L'image de C par s est A
HC A

Exercice 4
ABCD est un carré vérifiant mes(BC , BA) = i[2~.r;] et D est le milieu de [AE] et [IC].

1) On considére la similitude directe s: de centre | qui transforme A en D.
Déterminer son angle, son rapport et limage du point C.

2) On considére la similitude directe sz de centre | qui transforme D en A.
Déterminer son angle, son rapport et limage du point E.

3) Construire Image Bi de B par s et limage B2 de B par s2.

== o D w2
1) @ L'angle de st est: (IA,ID) dont une mesure est i et son rapport est e ccsE= i
e L'image de C par s est E. Bz
2) sz est la réciproque de s1, donc :
e L'angle de sz est u% et son rapport est J2. 7
e L'image de E par sz est C. 6./
3) @ s1(B) = B1. Donc IBBs est un triangle rectangle isocéle direct de sommet B1. B \ ‘
e 52(B) = B2. Donc IBB2 est un triangle rectangle isocéle indirect en B. By

3 - Déterminer le centre d’une similitude directe connaissant son angle, son rappor, un
point et son image

Exercice 5
ABCD est un carré de sens direct de centre O. On considére la similitude directe f de centre D qui transforme C-enCﬂ
g la similitude directe qui transforme Aen B et B en D.
1) Déterminer les angles et rapports de f et g.
2) En utilisant les nombres complexes (on utilisera un repére judicieux), Déterminer :
a) l'image du point A par f. b) Les images de Cparfetg
c) Le centre de g.

—

1) @ L'angle de fest {D_D' ,D_C'] dont une mesure est % et son rapport DC 1 N3

—_————

o=
COsS—
4

—_—

e L'angle de g est (AB, BD) dont une mesure est ST et son rapport BD

_—___

2) Considérons le repére orthonormé direct (A; 7,7}, ot § B=L28 ot ]="AD,aétantlecd® duca®
a a

Ona:za=0; z8=a; zc=a(1+i) etzo=ai.
a) Soit A’ l''mage de A parf,ona:

TI

Zp.'-zn*—“@e (za —2zp) donc z,, =~(1+i)zp + 25 = —izy = =a=2zg.Donc f(A)=B.
e ———————————  PAge 226 #/
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r’ Chapitre 12 @ Similitudes directes flines o TTene———
rimage de C par .
o S‘)ic Iﬂﬁge «

b ‘ '
:D=Jie*;[zc_zo} donc ¢ = (1+i)(a + ai —ai) +- i

. =a+Zai.
na %™ P e f(C)=C' symétrique de B par rapport 3 C
m.ﬁi;: ¢ limage dESC parg: .
S 5x g
_.-25=JEET(ZC‘ZA} donc zC"z"':"1+iH3+ai}+a=_a_ ¥
o quequeg(C)=C" symétrique de B par rapport 3 A,
E}‘J;“S Jaffixe w, le centre deq. -

(A}=BEIQ(D:'= Q, ce quiequivauta zg —z =+/2e 4 (24
a _2

S S
oonc w=5— =537

- ~Zq).Cestadiea-w=(1+ i)(-w).

oo W§ , .
xinsi Ie centre de g est le point d'affixe ga + EE’[I dans le repere (A ; 7, §) défini plus haut.
B e T e

e e S

! Po‘nt méthoda - : P T TS e
| Soit A et B deux points distincts du plan :

| ® Si une similitude s de centre A transforme B en B’

AB' == |
,alors : son rapport est g Cisonangleest (AB,ABY). |
i A — |
» Siune similitude s transforme A en A’ et B en B’, alors son rapport de s est Aﬁﬁ et son angle (AB , A'BY. ;
|

——

ST

|
:_l‘:l_mﬁ-*-_-:“l-\l
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Exercice 6 »

Dans un plan orienté, on considére un triangle équilatéral ABC tel que mes(AB, AC)= %[211] ,

On désigne par | le milieu de [AC] et par K le milieu de [AB].
Sait s la similitude directe telle que s(A) = B et s(l) = D, symétrique de B par rapporta |.
3) Déterminer le rapport et I'angle de s.
b) Soit (I) le cercle de diamétre [AB] et () le cercle de diamétre [ID).
Montrer que (I) passe par | et que () et (") sont sécants en un deuxiéme point Q.
En déduire que Q est le centre de s.

floktlon € e kR RN S A g P SR

3)s(A)=Bets(l) = D.

. =2 LIS N, Al BD) dont une mesure est —.
emppﬂﬂdesest E=2E=2tan§=2 3 etson angle est [A B ) 0 2
E:]'e;ﬁm estun triangle rectangle en I. D'ou | appartient au cercle de diamétre [AB]. B
3

dire | appartient a ().
Wi;tsLes cercles (I) et (") ont le point | en commun. Alors ils sont tangents en | ou sécants en deux

Supposons (1) et () tangents en I, alors les centres O et O' de (I) et (") respectivement, FES; /
el (AB) |. Or O" appartient 2 (BD) - {B, D}, O appartient & (AB) - {A, B} Ft les rgrc::esa & c

(01) a1son| SECantes en P, alors O n'appartient pas a (BD), c'est-a-dire O n'appartientp

L halors Q, 0" et | ne sont pas alignés. | B

(N et (") ne sont pas tangents, mais sécants en deux points distincts.

cercles () et () sont sécants en un point Q autre que le point I. ¥

™

2
Puisqug: oo s ; : x cercles de
s TeA -Q'B)E%[an et mes{m.ﬁ)z%pn].alﬂfﬁ () appartient 2
let(p) Clest.

- S w =,
| a-dire (' appartient & (1) et ' appartient & (I"). D'ou @' = Qou

fl M% Page 227 /
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Q' le centre de s, similitude directe d'angle dont une mesure est |
diameétres respectifs
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Chapitre 12 : Similitudes directes planes '

Or angle (i1, D) n'existe pas, alors ' = Q. Qestdonc le centre des.

e — - = =i N

rm—— =
it i e —

| = Point méthode : R
! Soit A et B deux points distinets du plan : i
i 1) Soit s la similitude directe de centre 2, transformant A en A” et B en B’ (A distinct de B). |
il Si (AB) et (A'B’) sont sécantes en un point I, alors :
‘ | e Siln’appartient pasa{A, B,A’, B’} alors Q est 'un des points de rencontre des cercles circonscrir |
%.E triangles IAA” et IBB’, dur
| ® Silappartienta{A, B, A’, B'}, alors on considére le point K milicu de [AB].

Son image K’ par s est le milieu de [A’B’].
‘ 12 est 'un des points de rencontre des cercles circonscrits aux triangles AKK” et ABB’,
‘ lr 2) Pour déterminer le centre d’une similitude connaissant son angle, son rapport, un point et son image, on pey; |
i utiliser les complexes, en introduisant un repére orthonormé direct (voir exercice 5 question 2)c)), e

B

)
[N, — e S R e e L S e T e ™ S W L T LT L e
---------- Y —

Exercice 7 a3
1) Le couple de points (A, B) a pour image le couple (A", B') par une similitude directe de centre O.

Démontrer que mes(AB , A'B") =mes(OA , OA)+k2x , ol K est un entier relatif,
2) ABCD est un rectangle tel que AD = 2AB et mes(AB , AD) E%[Z‘rt] :
M est le milieu de [BC], (A, B) a pourimage (M, D) par une similitude directe de centre O.

Préciser le rapport et 'angle de cette similitude.
Construire son cenfre comme intersection de deux cercles.

Solution 7
1) Puisque s(A) = A’, s(B) = B' et s(0) = O, alors soit 8 une mesure de I'angle de s, on aura :

mes(OA , OA) =0 +k2r et mes(AB, A'BY) =0k, ol k est un entier relatif.

D'ol mes(AB, ﬁ'] =mes(OA , OA) +k2 , k étant un entier relatif.
2) ® s(A) =M, s(B) =D et est la similitude directe de ce'_ntre 0.

Le rapport de s est : ¥=E=L =+/2, ol N est le milieu de [AD].

AB T
ms4

—_= = —p— — = 3t
L'angle de s est : (AB,MD) = (NM,MD) = +(MN,MD) dont une mesure est i

, 3n
D'oli s est la similitude directe de rapport v/2 etd'angle T

e Soit, le point d'intersection des droites (AB) et (MD), ona : mes(iA , IM) = _%4_ k2, k étant un entier relatl

——— p——

Or mes(OA , OM) =3—415+k21: . alors mes(OA , OM) =mes(iA , IM) + k., k entier relatif

D'oli les points O, A, M et | sont cocycliques, puisqu'ils ne sont pas alignés.

Donc O est sur le cercle (C1) circonscrit au friangle AMI. 4

De plus,ona: mes(@ ,iD)= —% +k2n et mes(ﬁ f O_D') = :il_“ +k2% .

D'otl mes(OB, OD) = mes(iB , ID) + k= . D'ols O, B, D et | qui sont non alignés sont cocycliques’

Donc O est sur le cercle (Cz) circonscrit au triangle BDI.
0 est donc un point de rencontre des cercles (C1) et (Ca).

(C1) et (Cz2) se coupent en deux points dont |, alors, puisque mes{ﬁ . ﬁ] = i—ﬂ-p k2m , le point | n'est pas le centre dé 5.

D'oi le centre O de s est le point de rencontre de (Cs) et (Cz) autre que I.

e Page 228 ﬁﬁﬁ#
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Chapitre 12 ;: Similitudes directes planes

8. Emammwmmmmmpm

s Retrouver I'écriture complexe connaissant les éléments caractéristiques

i :xpms sion complexe de chacune des similitudes directes suivantes -

mmef Centre d'affixe angle | rapport
1+2i T 2
2
6-2i I 4
2
8- 9i 2% 5
3
2i ™ 2
4 _x 1
4 2
Solution 8

Remarque : Notons que, soit s la similitude directe de centre A d'affixe a, d’angle a et de rapport k.
stransforme le point M d’affixe z en le point M’ d’affixe 2’ si et seulement si z'—a = ke'®(z—a).
Cest-i-dire 7' = ke'™z +(1—ke'™)a . D’oit le tableau :

“Centre d’affixe | " angle | rapport | = = . Expression complexe: =" ‘.
1+2i w 2 z'=2iz+5.
2
6-2i 3n 4 Z'=-4iz + 14 + 22|
2
8-9i 2% 5 5 53 453 63
i o L o — | 203 4 =i
3 z [ 2+ 2|}z+2-!3- 2 |[ J_+21}
2 m 2 Z=-2z+6i
4 = | 1 V2 V7 :
— 3 Z_=[T-Tiz+(4_ﬁ+lﬁ’

2~ Déterminer les éléments caractéris tiques d’une similitude directe connaissant son
écriture complexe
Rerdicey
onner Centre, I'an

asq4; gle et le rapport des similitudes directes associées aux fonctions f: z — z'= az+ b. .

' eth=4ys 2) a=iet b=2+2i 3) a=i+3 et b=-2
1) ' I.E e oy e W BT I o
éPport de Ia similitude est |1+ it =+2. et |

: Point méthode : _
!' Nofons qu’au 2), on @ eu |a]=1,aveca |

iil différent de 1,donc, dans ce cas, nofre
fi similitude est la rotation :

® Son il
. 3ngle a pour mesure arg(1+i) = = [2x] .
. 20N Centra int d* )
Sitzs s ﬁest le point d'affixe 7 telleque (1 +i)z+4 +5i=2,

-n
*lery y ranele de mesure arg(i) = —(27] -
Ppoi oo ; o d’angle 2
Port de Ia similityge est [i]=1 k

e de centre le point d’n_:fﬁ.re z rffle que |
iz +2 +2i=1z,50i z=21 :-{

e ——

Scanned by CamScanner



Chapitre 12 : Similitudes directes planes

e Son angle a pour mesure arg(i) = %[211]. ——

e Le cenire est le point d'affixe z telle que iz + 2 + 2i = z, soit z=2i.
3) @ Le rapport de la similitude est | i+~f5| =2

o Son angle a pour mesure arg(i++/3)= %{21:] ;

e Son centre est le point daffixe z telle que (i-++/3)z—2i=z, soit z=

2
5—243 !

e T T T T T T A T T TMLD L T e S e e R e S T e T T e e et e T

(1+(3-1)

Point méthode : 3 T
Soit s la similitude directe d’expression complexe associée 7’ =az + b :
Sia =1, alors s est la translation de vecteur d’affixe b.

|- s . b . ;

1 ! Sia=-1,alors s est la symétrie centrale de centre le point d’affixe 5 (Paffixe de I'unique point invariany)
H Si a est un réel autre que 0 et 1, s est une homothétie de rapport a. i
Si |a|_= 1, avec a différent de 1, alors s est une rotation d’angle arga. '

il
B
- it p— U S — - e —
i o i B e A R S L R R . 0 s Al 1 S I B ol L ST SN T AT 7 T r S R AT N N 4 S e, PO T T g —

Exercice 10

On considére I'application s du plan complexe P dans lui-méme qui & tout point M d'affixe z, associe le point M’ d'affixe
Z tellequez' =2iz+1-i.
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de s.

e L'expression complexe de s est sous la forme : 2’ =az +b,olla=2ietb=1-i. D'ol s estune similitude directe.

e s est la similitude directe de rapport | 2|| =2, d'angle de mesure arg(2i) = %[211] et de centre Q, le point d'affixe z

. : 3 1
telle que z=2iz + 1 -1, soit z=%—€1 . Donc Q[E’E]‘

ice 11 : S—
Ergggoudre dans C , I'équation 23— (2 - i)z +(5-3i)z - 2 + 6i = 0, sachant que I'une des racines est imaginaire pur

Soit z1 cette solution, on trouvera les deux autres solutions z2 et z3, oli z2 a une partie imaginaire négative.
2) Soit A d'affixe z1, B d'affixe zz, C d'affixe z3 et Q d'affixe 1. X .

On définit la similitude directe s telle que : s(A) = Q et s(B) —J C.
Déterminer son centre, son rapport et une mesure de son angle.

1) » Soit x un nombre réel,
ix est solution de (E) si et seylegn
Clest-a-dire (2x2 + 3x-2) * i(-x3 +

ent si (ix)° = (2-1)(x)2+(5- 3i)(ix) - 2 + 6i = 0.
x2 + 5x +6) = 0.

m?4+3x—2=0 (1)
Ce qui se traduit par le systeme @ 5xt6=0 () : |

. 1
L'équation (1) a pour solutions — 2 et 5

s 3 oille systé juion unique x = 2
' ‘équati — n'en est pas une. D'oll le systeme a une solution uniq
Or — 2 est solution de | équation (2), mais 2 enestp y

t une unique solution imaginain.:{p;; 21{]: Etrd
= -3_ (2 —i)z2 + (5-3i)z—2 + 6. Ona f(-2i) = 0, etdonc - .
@ = 1) El%-znza= o o- i}z(2 + (5.{ i)z - 2 + 6i) - (-2 ~ (2 = )(-20)2 + (5 - 30)-2) =2+ 6)
" - (- (2)) - (2- )2 - (20 + (5-3)—-(2)
= (2 +2i)(22 - 2iz—4) - (2~ )z + 2i)(z - 2) + (5 - 3i)z *+ 2)

=(z+2i)[z2-(2+i)z+ 3 +i]
Page 230 ﬁi—sﬁﬁﬁi‘sﬂ '
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autaz=-2 o z2-(2+i)z*+3+i=0.
uiv +i =0 apour discriminant & = -9 = (31 )2, et pour solutions z2 = 1 ~ietzy = 1+ 2

=0 .
T + . :
[,!dﬂﬂ) z!-l:?"’}:lz ursolutionsn =a2i, 27 1-iet za=1+2.

»wawn
; { de directe plane. . .
\an, d'affixe z, en un point M d'affixe z' sous la forme z' = az + b, a et b étant des

aquation
6993 ity
E}s "": o at point M dup
pod s::gﬂpqeges etanon nul. )
H 1 - * . -
e 17 _2ia+b et s(B) = C signifie 1+ 2i=(1-i)a+b.Onaalors le systeme : —Za+b=1
W= (1—ija+b=1+2"
teme conduit 4 la conclusion:a = {1+ietb=-1+2i

.o de Ce SYS
L‘:’ﬁiﬁssﬁnn complexe de $ est:

recte : de rapport |1+i]=

: i —1+2i
Ny—1+2i= o s0it w= =-2
R —(1+)

7=(1+i)z-1+2

b militude di J2 , d'angle de mesure arg(1 +i)= 1[2-.:] et de centre le point
sesfdﬂn 4
—i.

gafixe W elle que (

d’une similitude directe, connaissant son écriture

iner I'expression analytique
complexe

3- Déterm

Exercice 12
_méme, qui, a tout point M Jaffixe z, associe le point M’ d'affixe Z, telle

Soit f [application du plan complexe P dans lu
que:z=(3+ ijz+2 etsoit A point d'affixe a = i, Déterminer A’ = f(A) et lexpression analytique def.

D'ol A’ a pour coordonnées (1, 3).
= M' si et seulement siZ' = (3+iz+2

x'=3x—y+2
x + 3y). Donc .
Y) {y'=x+3y

int M cie le point M'(X', ), avec KBy
oint M(x , y) associé le po Y y'=x+3y ;

s Laffixede A'est:za = (3 +i)za* 2=1+3i
o Soit M(x, y) et M(x', y') deux points du plan, f(M)

Cestadire X +iy = (3 +i)(x +iy) + 2. Donc X +iy =3x-y+ 2+

D'oi f est I'application de P vers P qui a tout p

Exercice 13
Dans le plan complexe, f est la similitude directe de centre P d'affixe 2 - 3,

z} ‘E'ixz estl'affixe du point M, déterminer 'affixe 2 du point M' image de M par cette similitude.
) ng,r!:mer en fonction des coordonnées (x , y) du point M, es coordonnées (x',y') de M.
elle est limage par f de la droite (D) d'équation’y = X +1.

d'angle % et de rapport N

3(1 +ijz-3(1 +)(2-30+2 -3,

Yz’ _
(2-3) = 3\/5{0053 +i sinf-](z —(2-31)) . Clest-a-dire Z' =
A-"O'I‘SE': . 4 4
31 +i)z-13,

bOna: =3y 13
P - _ o [x=3xmY
ly (3+3n)(x+|~,r)-13=3x-3y—13+I(3=<+3ﬂ- Dﬂu{y'$3x+3‘f '
x'—_-3x-3‘f"13

C]SnitM(x
'Y) tion b), ly‘=3x+3‘f

un point du plan et M/(x', y') son image par f, on a dapres la ques
¥= -1-(2('+ }'I“f' 1 }
6

ong en tir
antx ety en fonction de x' ety', ona:
y= %(—x'+ y'=13)

%E% page 231 /
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Chapitre 12 : Similitudes directes planes

M(x , y) appartient & la droite (D) si et seulement si, y =X * 1.
1 " ] ity'=-16. |

C'est-a-dire %(—x'+3r'—13}=g(x +y'+13)+1, soitx 16

D'oil limage de (D) est la droite (D') d'équation x = -16.

4 - Déterminer 'écriture complexe d’une s:{mhtude directe connaissant | €Xpressiop
analytique

Exercice 14 e m— -
Déterminer 'expression complexe de ['application f du plan complexe P dans lui-méme, qui, a tout point Ny 31—

X ' F)I
X'=2x-y+1 i
: int M'(x' J . En déduire la nature de f.
associe le point M'(x', ') ol y'=x+2y—6
Déterminer les images de la droite (AB) et du cercle (C) de centre A et de rayon 2, avec A et B d'affixes respectives
a=ietb=1+i

e Soit M et M’ d'affixes respectives z=x +iyetz' =x'+iy’, avecx, y, x' et y’ réels et f(M) = M",
Ona:z'=x"+iy =(2x-y+1) +i(x+2y-6) =x(2+i) +iy(2+i) +1-6i= (2 +i)z + 1 - 6i.

D'oll f_est I‘app!ica_tiern de P Sjan.s i??uf a tput point M d'affixe z, !fr"“" —— ““"‘“P;i";‘t“m’ sthode : ‘“‘*“:?mﬁ-l-’
e le point M daffixe 2, 00 2' = (2 + i)z + 1 —,6"  Pour déterminer l'image d’une droite (D) par yn,
o Liexpression complexe de f est sous la forme 7' = az + b, | similitude directe du plan, on peut aussi: |
oua=2+ietb=1-6i, donc f est une similitude directe plane. o choisir deux points distincts A et B de cetie |
* Soit A’ et B' les images respectives de Aet B, ona: droite (D).
Zv=(2+i)za+1-6i.=(2+i)i+1-6i=-4i. Dol A0, -4). l|e déterminer les images respectives A’ et B’ de A |
Zg=(2+i)zs+1-6i=(2+i)(1+i)+1-6i=2-3i.D'ol B'(2,-3).: et B par cette transformation, I
Alors Iimage de la droite (AB) est la droite (A'B)). i i’!’mige de la droite (D) est donc la droite (A’B'),

2w A T L L e R e R T S ST

* L'expression complexe de fest sous laforme z =az +b,olla=2 +jetb = 1 -6,
D'ol f est une similitude directe de rapport |2+|] =5.

L'image du cercle (C) de centre A et de rayon 2 est donc le cercle (C') de centre A’ = f(A) et de rayon 25.

Exercice 15

1) Etudier I'application F du plan complexe P dans lui-méme, qui & tout point M(x , y), associe le point
Mx-y+1,x+y).

2) Montrer que le cercle (C) de centre O, de rayon 1 et la droite (D) d'équation ¥y =-1 sont tangents.
3) Construire (C) et (D). Construire leurs images par F.

1) Soit M le point du plan d'affixe z =
Z'=x +iy, X ety étant des réels.
F(M)=M' signifie, X =x-y+1 ety =x+y. Donc 2’ = (X-y+1)

X +ly, olt x ety sont des nombres réels, et M’ le point du plan d'affixe

tilx+y) = (1+i)x+iy)+1=(1+i)z+1.
Ona: |1+i|=+2 et arg(1+i)5%[2-n},[]eplus, z=(1+i)z+1 signifie z=— 1 _;
1= (1+i)

L'expression complexe de F est sous la forme Z=az+bola=1+jeth=1,

D00 F estla similitude directe de rapport v/Z , d'angle dont une mesure est ., et de cente e point d'afixe W =1

2) la distance du centre O du cercle (C) & la droite (D) est : ¢ =J.G_+_1|

Dol le cercle (C) et Ia droite (D) sont tangents.
Rem:-:rqm?ns que le point de contact de (C) et (D) est A(0 -1)

3) Déterminons les images respectives A’ et O deAetQ g;ar F ’
2= (1404 1= (1 +)(4) +1=2-1. Dou A, 1), '
Zo=(1+ilzo+1=(1+)x0+1=1, Dot O(1, 0)

=1, qui est le rayon du cercle (C).

— - wﬁ.ﬂrrﬁl—b"_“*_'.‘l"'":‘—-
Point méthode : J

La similitude directe conserve le

: | __contact et les formes des figures- _

h
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Chapitre 12 : Similitudes directes planes

est le cercle de centre O’ et passant par A',
1e tangente @ (C') en A,
y

N ©)

/

5 - Composer deux similitudes directes planes

i %uilatéml direct. G est son centre de gravité.

dé*i;“f I otation de centre G qui transforme C en A et h I'application qui,  tout point M du plan, associe M' tel que:
I

ﬁ=m+ﬁ§+m.0nposes=_hor. N
"'Démn“e' que h est une homothétie dont on précisera le centre et le rapport,
g\ préciser 2 nature et les éléments caractéristiques de s.

| Soit M un point du plan et M' = h{M).

wa: TR 418 +NIC =G + GA +-MG + GB +MG + GC = 3G +-GA + GB+ GA = 3G .
0

o Jf = MA +MB + MC signifie MG + GM* = 3MG . Clest-a-dire GM' = —2GM.

Dol hest Thomothétie de centre G et de rapport -2.

Urestlasimilitude directe de centre G, de rapport 1 et d'angle (GC , GA) , dont une mesure est %ﬂ ;
hestla similitude directe de centre G, de 'rapport 2 etd'angle .

. s : . 2 1
Dods= hor est la similitude directe de centre G, d'angle dont une mesure est ?ﬂ—n = -% et de rapport 1x2=2.

e AR, T b om o e “_l_,.__m_ - ST Qe —:H
o X -5~ " Point méthedas 70 = T LG
tune homothétie de centre G et de rapport k réel différent de 0 et 1, r une rotation de centre G et d’angle a,ona:
e roh = hor. Pl !
e roh est une similitude directe de centre G et rapport | kl P |

* Vangle de roh dépend du signe de k : si k> 0, son angle est aet si k<0, son angle est @+ %
Soit k un réel strictement posifif. : Nt S
__®Une similitude directe d’angle et de rapport k est une homol. tie de rapport - k.
* Une similitude directe d’angle nul et de rapport k est une translation sik =1, et une homothétie de rapport k

W s5i k est d;"érerd del. 2N — _
] N S L LT S S PRl e
te 17
LTI
A3 i-meé i oint M,
{3 .D] €tB(1, -1). On considére I'application s du plan complexe P dans lui-meme qul, a tout p

E 1& m i T[ ] i
, MM el que - Ms estimage de M par la rotation de centre A, d'angle 2 et M' est limage de M par
D0ir.. TIXE do M ot o0 raPPOM 3,
Heming, la n? Eri 2 celle de M". Exprimer z' en fonction de z.
® de s et ses sléments caractéristiques.

| e ——
:%%Eﬁﬁ Pag
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™
1) My, d'affixe z1 est limage de M par la rotation do centre A et d'angle rk

T

= . . 2 2 1
Cela signifie que Z)—Z5 =@ 2(z—2,) . Clest-a-dire 2z =Iz+§~§l. (1)

M' est limage de M1 par 'homothétie de centre B et de rapport 3._
Cela signifie que z' - s = 3(z1 - zs). Clest-a-direz' =3z1-2+ 2. (2

; . 2 2 )
En remplagant z1 par son expression en fonction de z dans (2), on obtient: z= 3[|z +§—§i] -242,

D'oli Z' = 3iz.
2) L'expression complexe de s est z' = 3iz, d'ol s est une similitude directe de centre O, de rapport |3|] =3 el dange

de mesure arg(3i)= %[21:] .

Exercice 18 -
On considére les deux similitudes directes F et F' associées respectivement aux fonctions complexes f et f' définies

par:f(z)=(1+i)z+1et f‘(z}:—-%z+i "

1) Donner 'angle, le centre et le rapport de chacune de ces similitudes.
2) Démontrer que FoF' et F'oF sont deux similitudes dont on précisera l'angle et le rapport.
3) FoF' et F'oF ont-elles le méme centre ? A-t-on I'égalité FoF' = F'oF 7

Solution 18

1)  F estune similitude directe de rapport |1+ |= 2, d'angle de mesure arg(1+i) E%[Zﬁ] et de centre le point

daffixe w =i.
e F'estune similitude directe de rapport | —é| =%. d'angle de mesure arg[—lz] = -%[21{] et de centre e point

2 4
JoltD ' =421
V=5 "E

=)

p—

1
2) o FoF ' estla composée de deux similitudes directes, donc FoF" est une similitude directe de rapport 2 XE: 7

et dont une mesure de ['angle est . -
4 2 2
N
xﬁ-“"{

|-

o F'oF estla composée de deux similitudes directes, donc F'oF est une similitude directe de rapport

et d'angle dont une mesure est ——~ 4+ ~ =1,

_ 2 4 2
3) e Soit M d'affixe z, M1 d'affixe z1 son image par F et M' d'affixe z' l'image de M; par F',ona:

: :
Z'=—=z;+i etzi=(1+i)z+1,donc 2= (14 '=l —z+=
5 Sl+)z+1]+i Rli=lz+3.

D'ou I'expression complexe de F'oF est z' = 1(1_ )z + i
2 -

N .. , 1 141
z= 5(1 —i)z +2 equivauta dire que z ={1+i). Ainsi, le centre de F'oF estle point d'affixe E{H ).

e Soit N d'affixe z et Ni daffixe z1 son image par F’ et N' d'affixe 2’ limage de N1 par F,ona:

Z =—%z+i et z'=(1+i)z1 +1, donc z':[1+i)l—%z+i}+1=%{1—i}z+i.
s, Page 234 #/
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Chapitre 12 : Similitudes directes planes

1 1 i
nplexe de FoF st 2= A
s
g Ll ZETEL Ainsi, le centre de FoF" est le point d'affixe 1 +i,
| bquiva ”
.:%{1'31 e iudes FOF' et F'oF ont des centres différents, alors elles sont différentes.
e LB ST e —— T ——
" WﬂJ‘:_rﬂ:ﬂ.-—_"_. — Point méthode : i
~ ntre A de rapport k et d’angle @, s’ une rotation de centre A’ de rapport k' et &'angle o - |
it similitude de ce o Sikodk’ =1 et a+ & =0[27], alors sos’ est une translation '
Soit# | ou a+- o £ 027, alors sos’ est une similitude directe de rapport kk’ et d’angle a+ o.
! : EdOE e e e S - o T —

c. utiliser des similitudes divectes planes pour
1 - Démontrer des propriétés

|

Exercice Lo

uelcongue. ’ : o
&Eﬂmun:ﬂuxﬁlgxégeur de i\BC les triangles équilatéraux A'BC, B'CA, C'AB et l'on désigne par E, F et G
On con

esoectivement les centres de gravité de ces trois triangles équilatéraux.

e AN’ =BB' =CC. _
E;u;ﬁ; gil:'nilimde directe S telle que S(B') = F et S(B) = G. Démontrer que EFG est équilatéral.

+ Soit Ru I rotation de centre A qui transforme C en B'.
OnaRu(C)=B'etRa(C')=B. Dot CC'= BB. (1)
Soit Re Ia rotation de centre C qui transforme B en A'.
OnaRdB)=A'etRe(B)=A. Dot BB'=AA. (2)

Des égalités (1) et (2), on déduit que AA' = BB' = CC".

——— —_— /
vong: A6 AP __ 1 _ 1 et mes(AB,AG)=mes(AB' AF)=—Z+k2m kEZ. ;
Bk : :
Dol G et F sont les images respectives des points B et B' par la similitude directe de centre A, ff F
1 1
Serapport — etd'angle —Z. D'oil FG=——BB"
" e g V3 8 _
féme, on montre que E et F sont les images respectives des points A’ et A par la similitude directe ¢
de tentre C de ra 1 T . 1
-Gerapport — etd'angle ——. D'oll EF=—=AA".
3 e TS J3
B

1
g ; .
HEGeLE sontes images respectives des points C et C' par la similitude directe de centre B, de rapport WA el

fangle T -, 1
—_ E‘D{E EG:"_—'CC'
E JE ‘

Taprés la queg;
Sueston précédente, AN = BB = CC, d'ois —AA'=—=BB'=—=CC'.

Esl-3-dire EF=Fg = E _ \1’3 .Ji J§
i =EG. Finalement, le triangle EFG est équilatéral.
Dang |

CI

> —
5 e S - o
Te >militude directe de centre O, qui transforme un couple (A , B) de points distincts, aulres qdue 0.
o o Similtude directe o, de centre A qui transforme B en B', transforme O en P. La simillude

DE‘ o Nire '
Nirer QUi transforme A en A’
Moy oty de gy o 0 €N G

H!re dan

s le plan complexe, un repére orthonormé direct d’origine 0).
k Pﬂge 235 M
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Chapine 12 2 Stilitdes divectes plianes

Lo plan complexe dlant mund d'un repera oihonoms direct tl‘nriu_lrm 0,
Soita, b, o', b, p ol q les atfixes respoclives do A, 1 AL DY P ot Q.
L'exprossion comploxe do s est sous la forme 2' # o,

Cello de oa est: 2"~ a f(z - a) ot coll do onost 12" = b= y(2 = D), «, Poly dlant doa complaxan noy il
e S(A) = A'al S(B) = B slgnifient o' = ey et ' = rb,

b= ae= (b -n)

® 0a(A) = A, 0A(B) = B' ot oa(Q) = P signifient D= (i

- ' b'- =ab"(-ab :
Dong = poa b2 ot parsulte pw= ~a -—-ﬂltl- e =i ] . Gomma b' = ae, nlora p - f‘i’ﬁ_,,'jl
-2 b-a b- b=n beg '

* ou(B) =B, cu(A) = A' ot on(0) = Q signifiont [“ =b=fa-b)

Qb= =4b
Donc ~ :2—_% ) B-:-ll ot par sulte q= :!‘.)[_:_1_'_';!‘2‘ Commo o' = crny, olors q e ﬂl}[!|1 : l:‘d! .

On a alors peqe= “"S‘[:“ 4 ““EE‘ "b‘“) =0, Clostd-dro OF 1-0G = 5, D'ot 0 ost millou do [PQ),

Exercice 21

| -
Dans le plan comploxe, ABC ost un tiangla de sens direct.

I, J et K sont les points tals quo les triangles IBC, JAC ot KBA sont roctanglos ot Isocdlos do sons dirocts.
1) Déterminer 'angle ot lo rapport do la similitudo directo s1 do contro A, qui transformo C on J,
2) Notons a, b et ¢ les affixes raspoctives des points A, B ot C.

a) Déterminer les affixes des points | ot K on fonction de a, b ot ¢.
b) Déterminer I'angle ot lo rapport do la similitude directo sa

qui transforme Aen K et C en |,
3) En déduire que [JAK est un parallélogramma.

—

Donc son angle est (E ,AJ) , dont une mesure est % ot son rapport est );ﬂ = cos% -- Jf ;

3
2)a) C estimage de B par la rotation de centre | 6t d'angle -125- vdonc ¢~z =02(b-7).

Cest-a-dire (¢ - z) = (b - z). On en déduit quo z, = ¢1— ilh |

T —

bl
Puisque A est limage de B par la rotation do centre K et d'anglo -E—, on montre do méme que z u1 o

——

b) sz transforme A en K et C en |, donc son angle est (AC, K1), ot son rapport KI

Ic'n
Pour avoir une mesure de I'angle (AC ,Ki) et la valour du rapport %.calculuns lo rapport 2 -2
c—a
c—ib i a—ib
=% _ 4-1  1-i __1

e . o4 1=l 4

1)~ 1] _+2 . == T ..-?-
Or am[a]=ilzw] et |=—| =5 alors une mesure de langlo (AC,KI) est 7 otson rapport ost =

H T H .JE ¥ ™
Donc s2 est une similitude directe de rapport = etd'angle Y.

S ——— Page 236
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Chapitre 12 : Similitugdes directes planes

=g(C) =J et s10827'(K) = 51(A) = A,

\ ) 0n sa que siosz”'() 1
3 = erd i s
s te de rapport —==+/2 etd'angle —T e
\ -1 gstuné similitude direC i V2 G g ' 31 estune simifityge directe de ra V2
g T i

T W
I! e o —?X\E =Tt a—a~ 0., donc s10sz-! est une translation,
N EL : _
I| rnalﬂm‘;" |a franslation qui transforme | en J, transforme aussi K en A. Donc 1JAK est un parallélogramme
i ' :

| 2 - Déterminer des lieux géométriques

' ina 92 >
f — rensemble des points M du plan P, d'affixe z vérifiant ; | (1-i)z+ 2;'| e

f)En Jtiisant la similitude associée a la fonction : z+— (1—i)z+2i.
- g)Parune autre méthode.

. {)Soitsla transformation du plan qui a tout point M, d'affixe z, associe M', d'affixe ', telle que:Z =(1-ijz+2.

| sestla simiitude directe de rapport |1—i|=+/2 , d'angle de mesure arg(1—i)= —%[21:] et de centre le point 0

| dafire @ telle que ® = (1—i)o + 2i c'est-a-dire w= =
| —(1—i

| |i-i)z+2i|=2 équivauta [z'|=2.

=2. D'oil 02, 0).

' Ainsi soit (C) l'ensemble des points M du plan, d'affixe z telle que |(1—i)z +2i|=2.
‘ Mappartient & (C) si et seulement si M’ appartient a (C') cercle de centre O et de rayon 2.

Or M est limage de M’ par la similitude directe réciproque de s, qui a pour centre (}(2 , 0), pour angle % et pour rapport

1 1
*E.Ahrs I'ensemble (C) des points M est le cercle de centre s-'(0) = O', de rayon EXTE: 2, image de (C') par

5,

Dé:tenninans I'affixe de O’ :

*(0)=0'équivaut a s(0') = 0. Cest-a-dire (1 - i)zo +2i = 0.
“20=1-i et donc O a pour coordonnées (1, -1).

(1—iJ[z+1—2_i—i‘]l=f(1—i)[z~1+i]|=|1—i[x| z2—1+]|=2z-1+].

¥ {1—i}z+2i] =2 équivaut a J5|z—1+i]=2 , puis & |z—(1—i)|:J§. enfin 2 O'M=+/2 , avec 0" daffixe
_I’N 1
Ors Tensemble (C) des points M cherché est le cercle de centre O' et de rayon V2.

T =
ermingy re"]”'s :es cercles de rayons respectifs RetR' (R#R). ‘
3si (C) et (©) mble des centres des similitudes directes s telles que s(C) = (C)-

%€ Coupent en A et B, ces points sont-ils des centres de telles similitudes ?

9 Sait zyn complexe, |(1—i)z 4 21 =
Donc, r

1.
Jsﬂllaelg'IEECe

Soitqy nires respectifs de (C) et (C'). Puisque s(C) = (C), alors s(0) = 0"

Cey f 1
nlredea, etk son rapport, on a: Q0' R

Do Rey Q0 R
002~
R 21{102. C'E'Sbé«-du'e R2 ﬂ_'(j'? _R'z ﬂ'—-—dz - [} .

\ﬁ% Page 237 ﬁaﬁﬁfﬁﬁ
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Chapitre 12 : Similitudes directes planes ‘

Rl‘
Soit G le barycentre des points (0", R?) et (0,-R?),0na G2= EGO (le lecteur fera les calculs),

RI
D'ou Q est sur le cercle de centre G et de rayon EGO .

R' . ,
Réciproquement, si ( est surle cercle de centre G et rayon EGO ,alors on a RxQ072 - R2xQQ2=

Qo' R’ v .
i signi 22 —— . Doncil existe une simil
Ce qui signifie que 0" R

Son rapport est % Elle transforme (C) en (C)).

itude directe de centre 0, qui transforme O en (

(C) = (C)) estle cercle de centre G et de rayon %:GG,

'A=0B=R.

D'oll I'ensemble des centres des similitudes s telles que s

2) Si (C) et (C') se coupent en AetB alorsOA=0B=RetO
S _D'ol1 A et B appartiennent au cercle de la question 1).

Dot —=——=7

OA OB
D'ois A et B sont des centres possibles pour de telles similitudes.

4 >

(C) est le cercle de centre 0. A et B sont deux points diamétralement opposés sur (C).
Si M est un point de (C), distinct de A et B, on nomme Q le point du plan tel que MABQ soit un parallélogramme direct
a) Déterminer le lieu géometrique du milieu | de [MQ] quand M décrit (C) — {A, B}.
b) Déterminer le lieu géométrique du centre de gravité G du triangle BQM lorsque M décrit (C)-{A, B}.
¢) Si on note N le symétrique de A par rapport @ M et P le point ol (ON) coupe (BM).
Déterminer le lieu géométrique de P quand M varie sur (C) - {A, B}. _

a) Soit M un point du cercle (C), MABQ est un parallélogramme,

| est le milieu de [MQ] et O telui de [AB], donc Mi=AO . D'oll 1=t (M).
Donc lorsque M décrit la cercle (C) prive des points A et B, | décrit limage
(C') de (C) par tz5. privée des points O =tm(A] et B'=1;5(8),

qui est le cercle de centre B=t;5(0) et de méme rayon que (C) privé des points
OetB.

b) G est le centre de gravite de MBQ. D'ol ETé:%E'I . -

C'est-a-dire G=h .
(B%}“

Diol lorsque M décrit le cercle (C) privé des points A et B, G décritle cercle image (C") de (C') par h{&zz , privé des
3
points hta-zj{o) et h{B_zj{E'J , qui est le cercle de centre h{B 2](B}=B , et de rayon %08.
3 3 3 :
c) (BM) et (NO) sont des médianes dans le triangle ABN.
D'ois P est le centre de gravité du triangle ABN (car intersection des médianes).
Dol BF = 2BM, cest-a-dire P=h_ (M).
3 (B:‘i:' P
Alors, lorsque M décrit (C) privé de A et B, P décrit le cercle image (C") de (C) par h o ,privé des points h{s;.’;}( '
(8:3)

3

h , (B)=B, quiestlecercled 2
[a;%}( ) q e de centre h{B%](O] ef de rayon EOB'

e Page 238
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Chapitre 12 : Similitudes directes planes

3 - Réaliser des constructions

)

|3

W deux droites paralléles (D) el (&), et un point A n'appartenant 4 aucune de ces

o re U1 wiangle AB vérifiant simultanément les conditions suivantes :
Epﬂséfnél est rectangle 0 A.
isocéle.
paCes T 0) et Cappartent & 4}
ions au probléme pose.

préciser Je ot
s peuvent s présenter : ABC peut étre direct ou indirect.
Deux S

angle isocéle en A de sens direct, alors C est l'image de B par la rotation r de centre A d'angle &,
2

, GiABC est rect

puisque B appa[ﬁent a
gfcapparﬁent a (::'._], alors ¢
goit (1), 1 perpendmulalr? a (AC)
Pour la construction de (D ) on ch '
tiangle rectangle isocele direct. (D

\\{D!,

(D), C appartienta la droite (D'), image de (D) parr.

lors C est le point de rencontre de (D) et (A).

en A, B est le point de rencontre de (D) et (&').

oisit arbitrairement un point D de (D). On construit son image D' parr D'AD estun

) est alors la droite passant par D" et perpendiculaire & (A).

—— — =
o gl e m n —— — — E  —— .
|

I
£ La perpendiculaire & (AC) passant par A

a rotation ' de centre A, d'angle —% ;

C appartient 4 (D') image de (D) par r’ et C appartient a (4). C est donc le point de rencontre de (A) et (D).

La pemendiculaire & (AC) en A, rencontre (D) en B.

» S ABC est indirect, alors C est Image de B par |

s .-....—-.—..—.-—nn—.--.—p-..—---—---—r-—~-|

., I La perpendiculaire a (AC) passant par A

o —
l—|-_—--_—---—-1—14—1-—----4---1— ® .

P
r‘;ﬂ:"mmﬂ de construction :
On n‘éﬁlﬁ_nre le triangle ABC :
On (D) €t (8) deux droites paralléles.
-On rr:c& le point A,
-0n pl;ci'[:df?lle (D), image de (D) par r ourr.
Yoy Point C intersection de (D') et (4).
* O place arm&ndlgulaire a (AC) passant par A.
Ca B S Ie point B intersection de (AC) et (4).
a deux solutions.

\i‘iﬁﬁfﬁ Page 239 M
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Chapitre 12 : Similitudes directes planes

EXERCICES POUR 5" AUTO-EVALUER

xercice 26 _ — {8
gn donne, dans un repére orthonormeé, les points : A(3., 1), B3, -1), C(2, 1), A2, 5), B(4, 3) 1y )

Démontrer I'existence d'une similitude directe s par laquelle (A, B, C) a pour image (A', B', C), Caractérge

Exercice 27 B E - Cameroun — 1997 — 50 mip
Le plan affine euclidien est orienté. La figure de référence est un triangle équilatéral direct surma‘ms\

AB = AC = BC = 1 et une mesure en radians de I'angle [E A A_C'] est égale a % :

On reproduira cette figure et on la complétera au fur et a mesure.
O désigne le milieu du segment [BC] et G l'isobarycentre des points A, B et C.

1) Construire G et calculer la distance GO. _
2) Déterminer la nature et les éléments géomeétriques caractéristiques de 'ensemble (S) des points M gy Plantel
MA2 + MBZ + MC? = 1,25. Tracer (S) sur la figure précédente.
Dans la suite, r désigne la rotation de centre G qui fransforme C en A et h 'application qui, & tout paint M du plan,
associe M' tel que : MM' =MA + MB +MC . On pose s = hor.
3)a) Démontrer que h est une homothétie dont on précisera le centre et le rapport.

b) Déterminer puis tracer sur la méme figure que précédemment Iimage par h de (S).

c) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de s.
4) On note | le symétrique de O par rapport & C, J le point de la droite (OA)telque 0J =1, T=0li et ¥=0J.

a) Démontrer que (O ; 4, V) est un repére orthonormé du plan.

b) M étant un point d'affixe z et M’ son image par s, exprimer I'affixe z' de M’ en fonction de z.

¢) En déduire I'expression analytique de s dans le repére (O: 1, V), ainsi que la matrice dans la base (i, 7) de
I'endomorphisme o associé a s dans le plan vectoriel.

2 E- - 45 minutes
Dans cet exercice, le plan est orienté, (i, V) désigne une mesure en radians de I'angle orienté (ﬁ} )

ABC est un triangle rectangle en A tel que AC = 2AB et (AB, KE) = %-r— k2w , (k étant un entier relatif).
On note D le barycentre du systéme {(A, -1), (B, 1), (C, 1)}, Ele point du plan tel que AE = 2AD et
(AD, ﬁ) = %+ k2w (k étant un entier relatif), (C) I'ensemble des points M du plan tels que :

2
~MA? +MB2 4+ MC? =f‘:‘;-’—.

1) On se propose de démontrer que les droites (CE) et (BD) sont perpendiculaires et que CE = 2BD.
a) Construire les points D et E.
b) Déterminer et construire (C).

¢) On note s la similitude directe de cenfre A, d'angle "211 et de rapport 2.

Déte(rnir)er les images par s des points B et D. ;
En déduire que les droites (CE) et (BD) sont perpendiculaires et que CE = 2BD.

2) Le plan est rapporté au repére orthonormé direct (A ; U, V), onpose AB=aet i = lﬁ .
& . - &
a) Déterminer en fonction de a les affixes des points B, C et D.

b)M étant. un point du plan,'ayani pour affixe z et pour image par s le point M' d'affixe z', exprime
c) Déterminer les coordonnées de E et vérifier Je résultat de la question 1) par le calcul.

e Paige 24D EJ
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Chapitre 12 : Similitudes direc tes plan
£s

' = n-1993
BCD direct de centre | inscrit dans un 45 mi
cer un camé A cercle (C) et une . minutes
1a) TR@ 1 mesure en radians de angle

— o !
(38, AD) soit 7
culer en fonction de la distance AB, I'aire du disque délimité par (C),
la similitude directe plane de centre B qui transforme A en D. Soit D' et |' s images

respectives de D et |

b) Ca
) Onnote S

pars . orles éléments géométriques de s.
' = C et en déduire que C est le milieu du segment [BD')

b) Prouver que t = & g
0 5ot (C) e corce image de (C)par a similtude s, acer (C) et évaluer i du isque odmitepar (C)
3) On suppose le plan rapporté a un repére orthonormé (O ; i , j) dans lequel B a pour coordonnées (1, 1)
2) Donner récriture complexe de la similitude s. s
b) Si un point M du plan a pour coordonnees (x, y) dans ce repére et M' son image pars a
i }ﬂ' scrire les relations entre X', y' et x et y. Y8 BA3 R RORE oK ioneces

Exercice 30 BAC C et E — Cameroun — 1987 40 minutes

¢ act e plan affine eucidien, muni du repére (O ; T, ]) orthonormé direct.
affine de E qui, & tout point M de coordonnées (x , y) associe le point M de coordonnées (X', y) telles

Saitf lapplication
:t‘=—§:c+iluf+i
X 5 § 5
e PR N
5 5. b

1)Soit z et Z' les affixes respectives des points M et M'.
Montrer quiil existe deux complexes p et q tels que z'=pz+4.Pp et gindépenda
Montrer que f est une symétrie orthogonale que I'on caractérisera. _
2)(H) est Fensemble des points dont les coordonnées vérifient a relation : 6x2 + 4y2— 11xy - 11x+ 8y-1=0. |
a) Déterminer limage (H') de (H) par f. e - ’
b) Montrer qu'une équation de (H') peut s'écrire sous la forme y = g(x). Construire (H).

ntsdezetz.

45 minutes

Exercice 31
Sotule ! incipal —
complexe de module 1 et d’argument principal i

u;;:""’“wque u est une racine cubique de - 1.
g é‘nﬂnifergug u est une solution de I'équation (E) : 22~
A déduire [a forme exponentielle de ['autre solution v
e le plan orienté, ABC est un triangle équilatéral direct.
Construit les triangles équilatéraux directs AEB et ACF. i
que les droites (CE) et (BF) sont médiatrices respectives des segments [AB] et [AC}

3 ;
10n Considére la similitude directe s de centre A qui transforme B en F.

a} Déteminer limage de E par s.

rllr'mr langle et le rapport de s.
€xpression exponentielle de la similitude directe &

4) Mo"h.&r ) )
Que : BF = CE et mes(BF , CE) = 2—;-[211] :

Ry

nins e
Plan orients = —
Oflenté, ABC est un triangle équilatéral tel que mes(AB , AC)

z+1=0.
de I'équation (E).

s j‘_[g“] . On note .
3

par R.

0,k ; B

' symé : C : E, limage

N, e de B par rapport 4 (AC) ; R, la rotation d'angle - QUi ransiore e
2] J

| [e "
la nature précise du quadrilatére ABCD ?

Scanned by CamScanner



Chapitre 12 : Similitudes direcles planes

b) Démontrer que D est le centre de la rotation R.
¢) Démontrer que C est le milieu du segment [AE).

2) A tout point M de [AB] distinct de A et B, on associe le point M’ de [CE] tel que AM = CM",
Démontrer que le triangle DMM' est équilatéral.

3) Soit G lisobarycentre du triangle DMM' et s la similitude directe plane de centre D qui transforme i g, G
a) Préciser le rapport et 'angle de s. :
b) Démontrer que s(B) = C.
¢) Construire le point A" image de A par s.

d) Démontrer que les points C, G et A' sont alignés.

Exercice 33 BAC C — Aix-Marseille — 1986. 35 miny
ABC est un triangle quelconque direct, M est le milieu de [BC]. BAB' et CAC' sont les triangles rectangleﬁtm%\
sommet A et extérieurs  ABC. e
Le but du probléme est de montrer que les droites (AM) et (B'C’) sont perpendiculaires et que B'C' = 2AM.
1) Méthode géométrique :
a) Soit h 'homothétie de centre B et de rapport 2.
Déterminer les images des points A et M par h.
Trouver une rotation r telle que roh transforme Aen B'etMen C'.
b) En déduire que les droites (AM) et (B'C’) sont perpendiculaires et que B'C' = 2AM.
2) Utilisation des complexes :

Le plan est rapporté & un repére orthonormé direct d'origine A dans lequel B et C ont pour affixes respectives belc.
a) Quelles sont les affixes m, b', ¢’ de M, B'et C',

b) Retrouver les résultats de 1)b).

Exercice 34
Soit (07, ]) un repére orthonormé direct du plan.

45 minutes

Aq le point d'affixe 6 et s la similitude directe de centre 0, de rapport i} et d'angle %

On pose Aa+1 = S(An) pour n entier allant de 0a1.

1) Déterminer en fonction de n, I'affixe du point An et vérifier que Az appartient & la demi-droite [0:7).
2) Etablir que le triangle OAsAq1 est rectangle en Aas1.

Représenter les points Ao, At, . . ., A1z (On ne demande pas de calculer explicitement leurs coordonnées) et tracer s
segments [AoA], [A1AZ], . . ., [As1Ad2).
3) Calculer la longueur du segment AcAs.

En déduire la longueur | de la ligne polygonale AsAtAz . . Avz. Donner une valeur approchée de | 3 10-3 pres.

Exercice 35 45 minutes —
On donne dans le plan orienté P, un friangle isocéle OO'A avec mes(AO , AQ') = -125[21‘] ;

Les cercles (C) et (C') passant par A et de centres respectifs O et O' se recoupent en B.
A tout point M de (C), on associe le point M’ de (C') tel que rnesljf)ﬁ i W) = —-121[211] ;

1) Montrer qu'il existe une rotation r, que l'on caractérisera, transformant O en O' et M en M.

2) M étant distinct de B, les droites (BM) et (BM') recoupent respectivement (C') et (C) en N'et N.
Montrer que N’ est Iimage de N par la rotation r. _

3) On construit les carrés MBM'P et NEBN'Q. 1o s ontOf
Montrer que les points P et Q sont respectivement les images des points M et N par une similitude directé

précisera le centre, le rapport et 'angle.

En déduire les ensembles des points P et Q quand M décrit (C).

Les différents éléments de ce probléme paraitront sur une figure soignée.

ABCD est un quadrilatére et a un complexe de module r et d'argument 8. a, b, ¢, d représentent les 8

e Page 242 J ‘
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r ohapire ce = oot WIECIeS ploney
; gre orthonormé direct.
id rep

un de rapport et d'angle 6, transforme B en Q.
pFB”P o centre ,; de rapport r etd'angle 6, transforme C en M.

A et g centre B ‘angle 8
| 0 el e C, dC rapport r etd'angle 8, transforme D en N,
e e de de rapport r et d angle 6, transforme A en P.
| ,5“.5,ded'rec ge centré o M,NetP
P di*'edep les affixes de 2{1 s . ;
| M ionde @3 : .
E e??;nﬁr 70 ::nf;'{g | ot un parallélogramme si et seulement si, n+q=m +p,

T e . i . 1

el est un parallélogramme Sl et seulement si o = — oy
i o MNPQ o 5 04 ABCD est un parallélogramme,
¥ ogramme et que o = —— .
parallélog que o S En déduire que MNPQ est un carra.

queABCD &St

AC C étranger 40 minutes

i . - ==
- est un friangle rectangle isocéle avec mes(QA ,0B)=—[2 i
e oriente OAB ) 2[ n],0A=0B =2,

ey 08 (AB]. Soit Mun point de (AQ) et b un reel tel que : MA =bOA et NE=—bOEB .
il fa,:el afgure uniquement, on prendra a = 5cm).
[

%Sﬂﬂﬁe question, 0N SUPPOSE M#A.
“ esure de 'angle en radians de (MA , NB).
gitrla rotation du plan telle que r(A) = B et r(M) = N. Preciser I'angle de r.
B gl 0 son centre. Montrer que OAQB est un carré.
- miiew de [MN] et P tel que OMPN soit un rectangle.
: le de la similitude directe s de centre Q qui transforme Men J.
ble (E) des points J lorsque M décrit la droite (OA).
ts P lorsque M décrit (OA). Représenter (E) et (F).

| éterminer lam

;,]nétenninerl'ang
y Détermine l'ensem :
oy éduire [ensemble (F) des poin

Frercice 38 50 minutes
lrsle plan P rapporté a un repere orthonormé (O ;T , V), on donne les points A(1, 0) et B(-1, 0).

Ao point M(x , y), on associe le complexe z = X + iy, affixe de M.
115t T Iapplication de P vers P, qui au point M d'affixe z, associe le point M d'affixe z1 avec zy =iz - (1 +1).

JMoarerquefona: mes(AM ,BM;) = %[211] et BM1 = AM.

tPréciser la nature de T et ses éléments caractéristiques.
| Calculer !?S coordonnées (x1 , y1) de Mi en fonction de celles de M.
ﬂsgf-lﬂel estlensemble des points Ms lorsque M décrit le cercle de diameétre [AB] 7
tﬁm:ﬁ.&m? - non nul qu.elaonque‘ on considére I'application Ta de P dans P quiau point M associe le point M,
. rlmez“els points pondérés (M, a), (M1 , -a) et (A, 1).
=X iy l'affixe de M,

4 B =t OM . OM, et OA
E@ﬂm&r]e vecteur OM' en fonction de a, OM , OM, et OA .

dédi :
Y 'Eﬁg:rm‘z*'*”‘"aﬁ*’":z‘=a(1-i)z+a(1+i)+1.
P Qugles ‘-’ﬂ'lq:tfr;-; estune similitude directe et déterminer I'affixe de son centre, son ra
i & a, I'application Ta est une rotation et donner dans ces cas son ang
Darg B = u is — 1996 45 minutes
Plan Orienté —_ T :
! ide 3 = |7 oint
\Blgue oA On considere un triangle ABC isocéle direct de sommet Atel que mes(AB, AC) = 1 [25], le poi
soit

pport et son angle. Préciser
le et |'affixe de son centre.

i inei . 3 rotation
0cle rectangle indirect de sommet C, ra la rotation de centre A qui transforme B en C, rc [a rotato

uCEﬂh'E C d'ang]a ____1_7_ i . sforme Aen B,
f=rcor. On note O son centre, s la similitude directe de cent’® O qui tran

Page 243 /
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Chaplire 12 1 Slmllitudes direcies larier

b) Montror que | est una fotalion
¢) Donnat la nature (u (uadiathio ABOG,
2)a) Danner una mosuo o I angle do &

b) Monlret que C appartient & (OA)

¢j Montror qua H nel lo milieu da [OB)

d) Montret que (CH) a8l porpendiculsrs h (Qﬂ)

0) [n déduiro quo G’ o8l 1o contre du corcl crconsent 4 OBC.
40 45 minugen

Lo plan P et rapporth au tephto orthanommé direct (O 7, 7). On désigre par T Fagphicstion &6 P 6ara P s b

point M d'affixn 2, Bs60016 lo point M" @'affire 2= (1 +1)2 ~ i
1) Montrer qua T 68t uno similitudn directs do P dont on déderminera les Eéments caracbrninues.

On nolera A le point Invariant par T,
Donner une mesure do (angla (AM , M) , en supposant M # A.

2) a) Consfruira M’ pour un point M donnd.
b) Déterminar limage () par T da la droits (D) d'équation y = 1, Constniirg (D).
3) ) Montror qu'l eviste un point B du plan distinct de A et un seul tel qué l£5 affires 2, de B et 24 ce B = T(Z) voent
lios par In rolafion zezy'® 1, Placer B o B’ sur Ia figure,
) Solt Al symétrique de A par rapport 4 O, Monlrer que

les points A, A', B et B’ sont cocyckques.

41 _25minutes
Doux cerclos (C) 6l (C') 8o coupant an A o B, Soit M un point du plan,
M déerit o corcle (C) do contro O, Son transformé M’ par une similitude directs 8 de centre A décrit le cerdle (C) d2

contra 0",
1) Comparor los anglos (OA,OM) ¢t (OAO'M).
2) Montror quo lo triangle AMM' resto somblable au triangle AOO",
En dédulre quo la droite (MM') patso par B, |
- Indo - 60 minufes

Lo doux partios do col oxorcice pouvent Hire fraitées do fagon indépendante, !

A) ABC o6t un triangle direct du plan oriontd,
On déslgna raepoctivemont par |, J of K los milioux respectifs de [AB], [EC] et [CA).
8oll ¢ un réol qul condull 4 I rballsation des la figure cl-dessous sur laquelle on raigonnera.

(Dy) o8t Mmage do la drollo (AB) par la rotation de cenlro I ot d'angle a.
(D) ost 'mago de la drolte (BC) par la rotation do canire Jetdangle a. ‘
(Ds) o8t l'mage do la droile (CA) par la rotation de contro K et d'angle a. 1

1) On appolie H la polnt d'Intersaction do (BC) ot (D1).
Montrer que les tranglos HIB ot HB1J sont semblables.
2) En dbduire que los tranglos ABC of AiBiCs sont somblablos,
3) La plan comploxe ost muni du repbrs orthonormé direct (0 1, 7).
1) Construction do la figure
n) Placor los points A(-4 - 1), B(14), C(-4 + 1), As(3 - 7i), B:(0 + 5i) 6t Co(-3 ~ )
b) Calcular los aifixos dos milloux |, J of K dos togmonts (AB], [BC] ef [CA]. pmc;” cos polnls sur la figure.

E——————————msssess P 11(]0 244
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Chapitre 12 : Similitudes directes planey

|, By sont alignes.

er Qué A, I —
¢l Montr ner UNE mesure en radians de l'angle “-——-B .
g Dsermi” (KA KA) = ~(2n] et que mes(ﬁ;r_"_ﬁ'}E .
on ggmefra que mes{i ; 4 .

" o la droite (AB) par la rotation de centre | et d'angle =
e) Quelle est [1mage d | 4

d'une similitude directe transformant ABC en AsBC;.
| RG: :t quil existe une similitude directe s transformant les points A, B et C en As, Bs et C; respectivement.
nadm [ 1 4,
‘aeri lexedesest Z'=|=+—=ilz4+2-2i of ' ; .
5 Moner que 'écriture cOmp 275 ] + 00 Z et Z' désignent respectivement les affixes

int et son image par s.
b) Déterminer le rapport et I'angle de s.
péterminer affixé du_centre Qdes. .
¢ Que représente e point Q pour ABC *

\E Page 245 j
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Chapitre 12 : Similitudes directes planes

EXERGICES POURS ATo-EVALIRR — SeTlows

Supposons qu'il existe une similitude directe s transformant (A, B) en (A", B').
Son expression complexe est sous laforme:Z = az +b. '
e s(A) = A'signifie za =aza + b. Clest-a-dire 2 + 5! =a(3 + !) +b.
o 5(B) = B'signifie zs = azs + b. C'est-a-dire 4 + 3i = a(3-i)+b.
AT 2+5i=a(3+i)+b
On a alors le system 443i=a3—0) +b
Alors I'expression complexe de s est:z'= (1 +i)z +1i.
Or(1+i)zc+i=(1+i)2+i)+i=1+4i=2zc, alors s(C) = C.

D'ot Ia similitude directe s qui a tout point M d'affixe z, associe le point M’ d'affixe ', avec 2" = (1 + i)z +i, transfome s
triplet de points (A, B, C)en (A", B",C).

,qui a pour solufiona=1+ietb=i.

Son rapport est |1+ = 2, son angle a pour mesure arg(1+i)= %[211] et son centre a pour affixe — 1, funique paint

invariant par s.

Solution 27
1) & Gisobarycenire de A, B et C signifie AG+BG+CG=0.

— — — — -

s ey —_ — - — f=
Or O est le milieu du segment [BC], c'est-a-dire BO+CO =0, alors AO+30G=0. D'ot OG=—0A.

. (:TG:%{:TA,dpnc OG=%DA. .
x  OA n 3
Or cos—=— et AB=1,alors OA=cos—=—.
6 AB 2
G
Par conséquent, OG ziﬁ—. —
2) Soit M un point du plan. \
MA? +MB? +MC? = (MG + GA)? + (MG + GB)? + (MG +GC)?
=MG? +2MG. GA + GAZ 4 MG? + 2MG- GB -+ GB2 -+ MG? + 2MG- GG + GC?
=3MG? + GA? 4 GB? + GC? + 2MG- (GA + GB + GO)
=3MG? +GA? 4GB +-GC?  (car GA + GB +GC =0)
=3MG? +3GA? (car GA=GB=GC)
=3MG? +120G?
= 3MG? +1
B

D'olt MA? + MB2 + MC2 = 1,25 équivaut & IMG2 +1=%.C'est-a-d{re GM? =% ,ce qui signifie M=

Finalement, (S) est le cercle de centre G et de rayon l@ !
3)a) Scit M un point du plan et M' = h(M). On a
MA +MB +MC =MG + GA +MG + GB + MG + GC = 3WG + GA + GB -+ GC = aWG .

Donc MM'=MA +MB +MC signifie MG + GM' = 3WG ¢ ire GM' GM
o . M = . C'est-a-dire GM'=—2GM.
D'ol h est 'homothétie de centre G et rapport -2, e =

—_———. Page24p ﬁ/
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Chapitre 12 : Similitudes directey pPlines

n(6)=C ot h est une homothétie de rapport -2, d'oli limage (S') de (S) par h est le cercle de centre G et de rayon
¢ ﬁ o _{-_3_ _Clest-a-dire le cercle circonscrit au friangle ABC.,
g 3 :

{ [ similitude directe de centre G, de rapport 1 et d'angle (GC .GA) , dont une mesure est L ;
c} I'es

o la similitude directe de centre G, de rapport 2 et d'angle - m.
he
t la similitude directe de centre G, d'angle dont une mesure est L n=—— etderapport 1x2=2.
D-ﬂu g =hor e 3 3
1
. 2 =2>(—=1 etQl=1.
ga)Ona: 01=200=23
yriangle ABC stant équilatéral et O milieu de [BC], alors la droite (OA) est la médiatrice de [BC].
Letna

it donc que (OA) est orthogonal & (OC). Clest-a-ie les vecteurs Ol et OJ sont orthogonau.
e
::l).sna (0;1,V) estun repére orthonormé du plan.

& J3,
= _i et G appartient & [0J]. D'oll G a pour affixe zg =—i.
b) 0G= 5 6

’ 0 o
s est la similitude directe de centre G, d'angle 3 et de rapport 2, d'ou .

5 T < P 0 <
s(M) = M’ signifie z'—Zg =2e 3(z—zg),cest-a-dire Z—-?Izzli—-—z—l][z ~ b

. 1
Finalement, 2' = (1—iv3)z— 5 (Le le'cteur fera les calculs)
c) e SoitM(x,y) et M'(x', y') deux points du plan.

1
1 B o o -
(M) = M équivauta z'=(1—iW3)z—=. ce qui signifie X+1y = (1—3)x+i¥)—3

1
1 | K'=K+YJ§—E
iy’ i(— ; déduit alors que * ;
Cest-a-dire X'+ 1y =x+y~J3~-§+i[ 3x+y).Onen pnliy

x+5w’§]

—X+/3+Y .

(1 VB e =0l
[ w)@]r] , alors soit Y I'endomorphisme, de matrice [—ﬁ 4 ). ona O'M'=(0OM)
s N 1 Ji)

: . : u,v) est: |-
y est donc I'endomorphisme associé @ s. D'oil la matrice de o dans la base (U, V) L N

e Soit0'=5(0),ona 0'[_1 ,0] et le vecteur oM a pourcoordonnées: [
' 2

Or

x+yJ§]
~x3+y

. _ﬁ.{.ﬁﬁ.{-ﬁ-ﬁ =6 f
1)a) D étant le barycentre du systéme {(A ,-1), (B 1),(C, N}, ona:

Cesta-die AB+DG=0.D'ol AB=CD. Alors ABDC estun parallélogramme.
b) Soit M un point du plan. R
MD? — 2ViD - DA — DA? +MD? + 2MD-DB +DB +M
_ MD? —DAZ 4 DB +DC? + 2D- (-DA+DB+DC) _
_MD? —DA? +DB? +DC?  (car —DA +DB+I:';C=UE:2+Dcz)
_MD? (car ABDC est un rectange. donc DA™ =D

/
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Chapitre 12 : Similitudes directes plunes

AD?

- , 3 AD? . AD
Binsi, ~MA? +M8? 4 MC? = 4 tavivads OM? == Clstadine DM = 7
; AD .
Finalement, (C) est le cercle de centre D et de rayon 5
c) e AC =248 et (E.E):%wzz,d’m(a):c.
AE=2AD91{E,A—E}=%+FQ1: (keZ), dois<(D) =E. b

* Puisque 5(B) = C et (D) = E, alors s transforme le seqment [BD] en [CE].
D'ois (ED ,ﬁ:"):%-ﬂ:%r. et CE ='28D, (car s estIa similftude directs de rappont 2 et d'angle dont une Mz ey
C'est-a-dire que les droites (CE) et (BD) sont perpendicuiires et que CE = 28D, Z
2)2) AB =0, donclafiredeBestzz = o,
AC = ACY =207 , donc I'affive de C est 22 = 2ai,
AD = AB+ AC = ol + 207 , d'ols Vaffixe de D est 20 = & 4 2ai.
b)sestls similtude direcle de centre A, d'angle er' et de rapport 2.

Py
D'ols s{l4) = WA si et sesement si, 2'—2,, =262 (2—7,). Cestadire 2 = Ziz
c)e s{Dj=E,d‘oﬁza=2iza=2ita+2m]=-4a+2a~i. D’oﬂlepointEapmrmordonné&sHa.Za).

* Les coordonnées de BD sont (0, 2a) et celles de CE sont (-4e , 0).
Dol BD = 2, CE = 44, Done CE=2BD.

Et BD-CE =02(~40) + 200 = 0 . Donc les drofies (BD) et (CE) sont perpendiculaires.

1)a)

b) Le disque déiimité par le cerde (C) a pour diamétre [AC).
A2 p? 2y _ap?
Son zire est donc - tf w25 :—BC )="2B A
Zja)seatumsémi!mﬁed‘:redeplaneteﬁeque:s{B)=Bets{A}=D.
f-kxsiemedesestsfwaesﬁmariampars).smrappmm

ED 1

.8_!:=-—-:_—.J§ et son angle est (Eﬁ,éﬁ}.dmﬂunemesureest —% g
Cos—
4

A

b) & Une mesure de Fagnle (B1,BC) est -E et BC=BW2,dols(l)=C,
Orsll) =1, aors |'=C,

* | esd milley de [ED), d'ols 5{1) €5t Ie miliey de [¢(B)s(D)].

Or :mzc, 98) =B et 5(D) = IV, alors C est le miliey de (BD].
'ﬂr:' é,’ '23 Ve 0ercle de entre | et de rayon 18, ol (C) = 5(C) est alors le cercle de centre s{) = C et de rayon

y wAn2
. La*:ewdiamdﬁmﬂépar(mezt 2x-’f‘-'i-=:asz
5 :

%)a) 8 et ba imittde directe de centre B daffiveb=1+

' l, de rapport /2 et d'angle —~ |
Dol st 1 e point daffive 7 of 1y d'affiye 2, §

MW e 2ob=Be oy Z-1-iz(1-ijz-(1+]) e z=(1-N-1*"

'J\.—_)n Page 243 -_EJ J
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Chapitee 12 ; Simititydes directes plunes

c ion comploxo do s o8t 2'= (1 <)z~ 1 4,
ol | QXpross YoLMIX', y') doux points du plan,

itM(x .Y ;
1?3:s=°.15~‘¢.« 2e(=0z=1) & X4y =(1-hr-qy)
8

KHlY = (k4y-1)s

[ -—'1 - i F ]*”‘_'Xi’ "'1.
0 X'e=XtY 1,D‘c-uIuxpmsslonunn[yllquuduaust:l““"'l'?—i Sl
Dﬂ yl:-—l~l-y‘|' I:—_——-x..i.yr*.1l

m
[* x+-y+~§]+I[ gr-3 [3 Difdsd

q:xn__l_i?.l:: =¥ .,__+|_ i L i 2
z'i'z[_i.q..ii].pi.__z i.+.|.§} 4 2 [_3 41~ ‘4 2
5 i

psensutque 2= =5 S T (5 s s | s g fek g -3
3 4 4 2 .
=——ti= ====,0 '=
Pour p= 5~i-i5 ot q=7~2l.onabien 2'=pz..q.
o Soit M(x, y) un point du plan,
3. . 4
"=—'5‘“+75'}'+% x=-§x+iy+i
[I:M) =M éQUWHUt a 4 3 " c'gst.a_dire 45 35 25 .
=—x e | ) i BT

Cesystéme équivautd : 2x -y-1=0,
D'ol lensemble des points invariants par f est la droite (D) d'équation 2x - y -1 =0,
B. 4 4

__x - ——
§ 8y

4 2 2
55 5

Soit M(x , y) un point du plan et M' sontimage par f. MM a pour coordonnées

Or un vecteur directeur de (D) est T(1,2) et ona: W-ﬁ:‘!x[-gx +%y +%]+2x{ %x --:-y -§]=D.

Dol si M # M', les droites (MM') et (D) sont perpendiculaires.

o X4+X Y4y 1.2 > 9 i 1] f
. I v V| ——,—=], s0it |=X+= =, =Xt=y—==], |
Soit| le milieu de [MM?], les coordonnées de | sont [ > 5 ] S0 [5 +5‘.~'+ 5'% 5‘.!' 5 i

Or, 2%~y —1= EX[-;-R +§y +§] —[%x +%y —-;-]-1 =0, alors le point | est sur la droite (D).
On peut alors conclure que f est une symétrie orthogonale d'axe (D), d'équation 2x~y-1=0.
2)a) fest une réflexion, donc f~1 =,
3,4, 14
‘ . ’ X= -gl + gy -+ E’ :
Ainsi, soit M(x ,y) et M'(x', y') deux points du plan, M'=f(M) < M=fM) < 4. 3. 9" j
y= —=x'+ - it
5 5 5
EEMaPPal'lienté H e 6x@+d2-11xy-11x+8y-1=0 ¢ A2-xy-x-1=0.
h”;i'.{H ) estla courbe d'équation : 2x2 - xy - x =1 =0,
Soit M(x , y) un point du plan.

Mappartont () si ot soulement sl 212 - xy=X-1=0; costa-draxy = 2:2-x~ 1. Done y=2=1=-

Fin 1
2ement,la courbe (H') est définle par la fonction g telle que g(x) = 2x—1- rh

" ‘l' Etudions |eg variations de g :
SLdéfinie, continye et dérivable sur R, car fonction rationnelle.

e e g s

Et
X !
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Chapitre 12 : Similitudes directes planes

D't la fonction g est strictement croissante dans chaque intervalle ou elle est définie.
lim g(x)=-+co et [m g)=-co. lim g(x)=-+o0 et lim g(x)=-+co.
0

X—+00 X——00 o

On a le tableau de variation suivant :

X——

X o 0 40
9i) * '
“alx) / /
T _-é:; - 00 - 00

1 . 1
lim (@X)—@2x=10)= lm —==0¢et lm (9X)—-2x=1N))= Im —-—=
A—+00 r—+oo X X——00 X—-oo X
D'olr la droite d'équation y = 2x - 1 est asymptote oblique a la courbe de gen + < eten -=,
D'ol la courbe (H') qui suit :

EEEEEEE [ N

e

Wins|ERRREEE
J

1)a) Notons que u= e3.Donc &* =™ =—1. Dol est une racine cubique de -1.

b) u est une racine cubique de - 1, c'est-a-dire u3 =-1, soitud + 1 =0,
Orud+1=(u+1)(u2=u+1)alorsu®+1=0 signifie u=-1ou v2-u+1=0.
Or u est différent de -1, alors on a u2 - u - 1 =0. u est donc solution de I'équation z22-z-1=0.

¢) u est solution de (E). C'est-a-dire u2 - u + 1 = 0. Ce qui équivauta u® —u+1=0.

e

Ce qui signifie 52—U+1=0, c'est-a-dire u est solution de (E). D'ols I'autre solution de (E) est: v=u=¢ *:
2) ABC, AEB et ACF étant des triangles équilatéraux directs, AEBC et ABCF sont des losanges.

D'ols (EC) et (FB) sont perpendiculaires respectivement a [AB] et [AC] en leurs milieux.
Donc les droites (CE) et (BF) sont médiatrices respectives des segments [AB] et [AC). F
J)a) s(E) =C.

AF —
b) Le rapport de s est B 1 et son angle est (AB, AF) dont une mesure est i .

¢) s est la similitude directe de centre A, d'angle dont une mesure est 2—“ et de rapport 1.

D'oU s est la rotation de centre A, d'angle dont une mesure est }1

2n
Soit M et M' deux points du plan d'affixes respectives z et z'. s(M) = M’ équivauta z'-z, = e'-f(zﬂf-a)'

4) s est la rotation d'angle 233 quitransforme Ben FetE en C.
¢ Donc les triangles ABF et AEC sont semblables,

P e Page 250 “E/

Scanned by CamScanner



( ’llf“lfl":‘ 12 :Nhni.’fnnfr:.- 1“;'”'”-.‘. Ph”" i

o do PUS, AB = AE, alors cos tianglos sonl suporposablog, [y
\k\-ﬂ.'l't i e

L) .
L W 3 :;Il 2l
| po mesBEFOI (2

oll, BF = CE.

nﬁﬁﬁ]‘-“@#*EE)"'(Bﬁ*FG)“‘[FCf‘":l);nlnrs uno mosura do (BF, GE) gg( X, 2n T 2n
L L] ] — i '!"TT‘I*—:-—..‘..?"
e — T4 2 3 2 3 .
r1=—=[2x]. Finalom e ="
g BB} 2 (2] Flnclomanl, on a EC = B o MOS(BF, CE) = 2o

0 ABCD estun losange, car il a quatre clés do mdme longueur,

p) St @ lo centro do R, QAC est un triangle dquilatéral direct,
Do plus, L8 niflexion d'axe (AC) transforme AenA,ConColBonD,
nonc e transforme 18 tiangle BAC en o trianglo DAC,
(rlo tiangle BAC est équilatéral indiract, ot a réfiexion consarve

la natura des tri isi Wt
Jrs DAC ast dquilatéral diroct. 0s Iriangles, mais inverse leur orientation,
puisquo A ot C sont fixés, alors I existe un uniqua point D tel que DAB solt un triangle équitatéral direct. Dioy 1 = 0
Db le centra de R est D. . : ,

c)DBE est un trianglo &quilatoral, ot (AC) ast la médiatrico do (DB, alors E appartient 4 fa dro

D]eplus, R(A)=C et R(B) =E, donc AB = CE. Et comme AB = AC, alors AC EDCE. dla droite (AC).
Finalement, A, C et E sont alignés et AC = CE, donc C st lo miliou de [AE).

2) Soit N, limage de M par R, puisque R(A) = C, alors AM = CN,

Orlimage da [AB] par R est [CE], et M appartient & [AB], donc N appartient & [CE],
Donc N est le point du segment [CE] tel que AM =CN, Donc N = M',

Clestd-dire M' est l'image de M par la rotation de centre D, d'angle =

§ -~
Dol Le triangle DMM' est équilatéral, o
3)sestla similitude directe de centre D qui transforme M en G.
3) Donc: le rapport de s est E= ] =£. B
o DM 9eosT 3
6

Y TR T ” g

fangle de s est (DM, DG), dontune mesure est —.
bona: S BC % et mes(DB,DC) = T{2x] . Do s(B) =C.

2DC x cos—~
KCDSE

¢) A’ estle centre de gravite du triangle DAC. irnil | -
d) A, Met B sont alignds, d'ols s(A) = A', s(M) = G et s(B) = C le sont aussl (la similitude direcle conserve e
Par conséquent, C, G et A’ sont alignés.

W .S s EEF"' (car M est le milieu de [BC)), d'olt h(M) = C.
" éﬁ\) =K', symétrique de B par rapport & A.
e i aUon telle que roh(A) = B' et ron(M) = -
= A 6thiM) = C, alors r(A) = B'et (C) = C. o angles
A der estaor paint de renconire des médialrices des segments [A'B] et [CC') qui estA (car les triang

ARB et ca sont isocéles de sommet A).
Son angle IS |
est (AC, AC') dont une mesure est — .

iung T : x
telle rotation existe, c'est la rotation de centre A et d'angle dont une mesure est 5

N a hian .
30N roh(A) = () = B et roh(M) =r(C) = C"
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Chaplire 121 Stmillndey directos planes

n
f uno mosuro 08t .
D'oll rost bel ot blen la rolalion do conlro Aol d'anglo dont >

b) roh, composde d'uno rotation d'an
danglo -g- . Alinsl, puisquo roh(A) = g' ot roh(M) = C', alors on a:

B'C' = 2AM ot mos(AM B’ C)——lzn] LT

Finalement, les droitos o
c
2)a) » Mestle milleu do (BC), d'ou l'affixe de Most m= i

o AB'B estun friangle rnctangla isocle direct de sommet A. .
i‘l‘l‘

Donc B est Iimage de B' par la rotation do centre A d'angle -5 Clest-a-dire 25 —2p =0 %(2p —2,).

D'olb = b, Finalement, b' = -ib. '
o ACC est un triangle rectangle et isocele de sommet A et de sens direct.

n

[l
D'ot ¢'-0=e82(c—0),soltc'=lc.

b) e AM:]rn|=l|b+c[ ot B'C'=|b'—c'|=|-ib-lc|=|-i|><[b+c|=|b+c|. D'ol B'C'=2AM.

. %:i:-b-)::m D'ol arg[——;—b—]sg[%].

A

Or mes(AM,B'C)= arg[c ;
Et donc les droites (AM) et (B'C') sont perpendiculaires.

b-]lzn] ,alors mes(AM,B'C') ::.%[27:].

1) » Soit n entier naturel non nul.
Le lecteur vérifiera par récurrence que An = S0S0 . 0s(Ao) = s"(Aa).

n
Or s est la similitude directe de rapport [’f] d angle 5 de centre O.

n nm n nw
Notons za I'affixe de As, on @ alors : z, = {73] xe 8 xzy.Clest-d-dire z, = B[-JZ—E] a}? .

R D LR

D'ols, z12 est un réel strictement posltif. Par conséquent, Ar2 appartient 4 la demi-droite [O; T) .

2) o I sufft de déterminer 'argument de ZL—2n+L
F ~Zn4

ot g B g 2 e-%—1 _2"[\6 1]__

~Zn4q zn+1_ 3 - -,ﬁ

Dol arg[-—E_]— [2n).
“en

e e e
Page 252
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Chapitre 12 : Similitudes directes planes

\ ar——— B
Y = n n+1 2 | _— "

| e mgs{Amt}.Anﬂﬂnl afg[—-_zm [2n], alors on a mes{A,.HU.AnuAn}:E[En].

i ¢ iangle AR est rectangle en Ansr.

i polke _ - e————

’ , Remarquons Que A= s{Aa), o mes(OA, , 0Ay..¢) = 2],

| 'ﬁ££+li —E=—E+§£|_3

| yemnslal= (2 22

!

o Soitnun entier naturel.

‘E w‘r"
. = 3
13 similtude directe plane s de rapport > transforme Aa-1en Aa et Ay en Anss. Donc ApAps = 5 AniA,.

poblasuite (ApAnstnen est une suite géometrique de raison %E-et de premier terme AoAs = 3.

f 12) 12}
2 2
& + A2 +. ..+ AnAgg alors |=[————IxAjA;. Dou |=3————|.
Orl = AcAr + Aa 1__J_§ Y 1_:@
h A

« En utilisant la calculatrice, ona : | = 18,4069 4 10-3 prés,

1) » OM=0OM, d'oll il existe un unique déplacement qui transforme O en O' et M en M.

Comme 00" =MM' , alors ce déplacement n'est pas une translation, c'est donc une rotation.
D'od l existe une unique rotation r telle que r(O) = O' et r(M) = M",

¢ Son angle est (ﬁ ,DW:) dont une mesure —;;-.

* Puisque BO = BO' et mes(BO ,BO") = —%[21:]. alors le centre de r est B. -,} i

%) L'image de (C) par r est (C'), limage de (OM) par r est (O'M).
Notons que les triangles BNM et BN'M' sont rectangles en B.

Donc les points N, O et M d'une part, les points N', O' et M' d'autre part sont alignés. : :

:'n;-ue"ﬂ [F?NF;Uin;‘d'inlemecﬁon de (OM,) et (C), autre que M, d'ol r(N) est lintersection de (O'M') et de (C') autre que M,
=N "._ \
BQ BP 1 \

3:" el —— " —{ -
BN BM ® V2 -4 -

® (BN,BQ)=(BM ,BP) donc mes(ﬁﬁ.ﬁ}s—-}[h],

Uﬂ: la similitude directe s de centre B, d'angle -

4 &l de rapport /2 ransforme Nen Q et M en P.

[ ] P = Nn
M), doli lorsque M décrit (C), P décrit e cercle

E
n.“;fi:::?ms({)? =Aetderayon 0AY2 . s
Episgpey ). do lorsque M gécrit (C), alors N décrit (C). ~ 1
=$(N), alors Q dacrit (N =s(C). T
\

"1a simiige dir

E‘est-é-dire q ecte de centre A, de rapport r et d'angle 8, transforme B en Q, donc q—a= re®(b—a).
-3

=ab-aqa. D'oliq=ab+(1-ala.

| \ﬁ PAge 20]  —————————]
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Chapitre 12 : Similitudes directes planes

2)a) MNPQ est un parallélogramme si
Cest-a-dire n + q = m + p. D'oll MNPQ est un parallélogra

b) On a montré 4 la question 1) que q = ab + (1 - a)a. ) )
De)fagon analogue, on montre aussi que :m = ac + (1 - ajp,n=ad + (1-a)c el p=aa+(1-q),

Or MNPQ est un parallélogramme <> n+q=m*p.
= Ud*“*ﬂlc“ab*“'a)ﬂ=ﬂﬂ+(1—a)b+aa+(1_a)d

= {1—2a)[(a+c}—(b+djl]=0

gnifie MN=QP . Ce qui équivautan-m=p-q.
mme si et seulementsi,n +q=m +p,

=8 u:% oub+d=a+tc.
& a =% ou ABCD est un parallélogramme (d'aprés la question 2a))

. 1
D'o MNPQ est un parallélogramme si et seulement si o =3 ou ABCD est un parallélogramme.

3) ABCD est un parallélogramme, donc MNPQ est un parallélogramme (d'aprés la question 2)b)).
Il suffit donc de montrer que les diagonales de MNPQ, [MP] et [NQ], sont orthogonales et de méme longueur,

14i 1+i
—— p—m=u(a—c)+t1—a)(d—b)=[T]‘a‘““[i'T](d'm:i
" q-n  alb-d+(1—a)a—-c) [1+i 14i '
[T]{b—d)'f‘[‘l'—?](a—C)
Alors arg[p_—m]EE[Zﬂ] et [E=M_q.
q—n) 2 q-n

Puisque, mes(NQ , MF) = arg[p_m
q—n

On en conclut alors que les droites (NQ) et (MP) sont perpendiculaires.
MP =™ ators MP 1. On en décuit MP = NQ.
q—n NQ

De plus —=

P Na
MNPQ est un parallélogramme dont les diagonales sont perpendiculaires et de méme longueur.
D'ol MNPQ est un carré,

][21:] ,alors mes(NQ , MP) Eg[zw] C

——

1)a) (MA ,NB) = (b0A , — bOB) = (OA , — OB) =(OA , 0B) + (OB , — OB).

—

D'ols une mesure de I'angle (MA , NB) est %—‘n‘ = —% .Donc mes(MA , NB) = —%{211] :

—

b) @ r(A) =B etr(M) = N, d'oll r est une rotation d'angle (MA, hﬁ] , dont une mesure est —g

* SoitQle centre de r, on ar(A) = B, d'oll mes(QA , (2B) = —%[211] et A = 0B.

Ainsi, QAB est un tiangle rectangle isocéle de sommet 0, et de sens indirect. (F)
Or OAB est un triangle rectangle isocéle de sommet O et de sens direct.
D'ol OAQNB est un carré.

2)a) r(M) = N, d'oli MON est un triangle rectangle isocéle de sommet Q.
J étant le milieu de [MN], (QJ) est la bissectrice de I'angle (M, QN).

—
L

D'oli mes(QM , Q) = _E[zﬂ], 0

Or (M, 9) est langle de la similitude directe s, alors une mesure de 'angle de s est —— .
b) @ s(A)=1.5(0) =B et s(M) = .
Do lorsque M décritla droite (OA), J décrit la droite (AB), image de (OA) par s. D'oui (E) est la droite (AB).
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_._'_._'_._-___.__________,_,_,_________________ e -

3. dorc P estimage de J par Ihomothéte h de centre O e de fappor 2
orsque M ot (OA), J céent (AB) et P déent la drode IMmage da (AB) ﬁa' h

on I;*je,q:ﬁ!ée'ala::ﬁte (A3) et pussque h(l) = Q, alors (F) est la drote Passant par 0 et pg
o - il y -'3"{.-'

i

22 (A8)

:.—Zs,_E:_Zﬂ=1 D'cd Bt et a:-g‘z‘l 28 E;[g-l
' i z-2, 221" 2
Y% — (2=Z)sy . M-z |2,
3 -;:-&.""’s_uazﬂ[-"_——]tzﬂ] e |
or =S\ (z-2a lz-zs| |z-2z,4
S . o ec(AM BML)=2022] . Clestad TR
W%Jﬁ gt nﬁ{h\l,am}_zhzn]. Cest-3-dire mes{m.m.m=-2-[2.~,] et BMy =AM,
!-% ﬂrwwmdeTesimlafmnez’:az+b.cv:laestunmplexedﬁérentdenet1,a‘m]a[=1‘
rirsbm‘mdewtﬁIemtd’aﬁxelaﬁcZﬂZ-ﬂ+i].50Etz=-iEtd'ang!edemEEw'eargi;E[z-]
- 2 Nl
oz =iz— (1 +1) éqivautaxs +iyr =il +iy) ~ (1 +1). Cestédire xs + iy =-y -1 +ifx—1). Doy | = Y1
¥Yi=x-1

.:-],Tgu-.emsfmsﬂ.h:m.!}.
EibﬂEMr&é:ﬁiecardededm_éﬂ"eLAB],(quiesﬂen&rdedemn‘u'eDetderayon1],M1 décrit le cercle de
== 7(0)= 071, -1) et de rayon 1, image du cercle précédent
72) e pont M, barycentre d2 (M, 3), (M1, -a) et (A, 1), équivauta aM'M—aM'M; +M'A=0.
e dre OM'=20M—20M,; +0A .
y o Delégzis vecloriele précédente, on deduit que :
fzz-am+i=az-ge-(1+))+1=g(1-z+a(l +i) +1.D'0 Z=a(1-i)z+a(1+i) + 1.
B) » L'sxpression complexe de T est sous la forme 2 = az + B, o a appartenanta C et B appartenanta C. !
ol Tz est une smifiude directe plane. - !
e Soncentre estle point d'affixe ztelle que z=a(1 =)z +a(1 +1i) +1, 1
. ._a+i+d 1 2 .
S Z=———= - i,
E i—a+d 1-2a+d 1-2a+d
Sen rzpport est k=[a(1—i}|=[alxﬁ et son angle a pour mesure arg(a(1 - 1)) = arga + arg(1 - )[2n].
In

Oore:sia <0, zlors une mesure de son angle est n—E=T-

sia> 0, une mesure de son angle est —%

* Tz estune rotation si et seulement si |a(1—i)|=1.

Cestd EHXJE=1.CeqLﬁéquﬁvamaa=% 0ua=——\“§_

2 a2,

\rz" __+1+_l 2 2 \ n

2 &=+ &ors T, estla rotation de centre le point d'affixe Z_JE—‘%E_:['LZJ: (1-i) etdangle —.
1—~—2_-+-E‘i

Sia V2
. =5 +@0rs T, estla rotation de centre le point d'affixe
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Chapitre 12 : S imilitudes directes planes

A) =rc(A) =1 et f(B) = rcora(B) = rc(C) C. ‘

1)a) f(A) = rcoral

b) ra est la rotation d

™ i ' i
e centre A et d'anglé 1 et 1 est la rotation de centre C et d'angle =

T T _ _T poufestlarotation d'angle -{- _comme composée de deux rotations.

—_—— —

4 2
1
c)f(8)=Cetfest la rotation de centre O &t d'angle =

e T
D'ol BOG est un triangle isocéle de sommet Oet mes(OB,OC)E-‘—i{Zn] :

D'ol ABOC est un losange.

e

— == T
2)a) I'angle de s est (OA,0B) dont une mesure est e

b)s(C) = C', doll mes(OC,0C" )E%[Z‘Tf] .

or mes(o_c'.ai)glg-[zﬂ] et (OA,0C")=(0C,0C")—(0C OA) , alors mes(OA,0C)=0[2n].

Les points O, A et C' sont donc alignés. Par conséquent, C' appartient & (OA).
¢) H est le milieu de [OA], d'oll H' = s(H) est le milieu de [s(0)s(A)].
Or s(0) = O et s(A) = B, alors H' est le milieu de [OB].
d) s(C) = C', s(H) =H,s(0) = O et s(A) =B.
D'ou les images de (OA) et (CH) par s sont respectivement (OB) et (C'H).
Puisque (OA) perpendiculaire (CH) et s est une similitude directe, alors (OB) et (C'H') sont aussi perpendiculaires.
e) H' est le milieu de [OB] et (H'C') est perpendiculaire a (OB), d'ott (H'C') estla médiatrice de [OB].
C' appartient donc aux médiatrices de [OB] et [BC] (la médiatrice de [BC] est la droite (OA)), donc C' est le point de
rencontre des médiatrices du triangle OBC. D'oti C' est le centre du cercle circonscrit au triangle 0BC.

Solution 40
1) ® T est une similitude directe plane car son expression
complexe est sous la forme z' = az + b,aveca=1+ietb=-i.

Son rapport est |14 = V2,

Son centre est le point d'affixe z, telle que z = (1 +i)z i
cest-adirez=1.

Son angle a pour mesure arg(1+i) = E[Zw] :

e Le point A a pour affixe 1.

Z-z_iz-0_. .. [(2'-2

z-1 z-1

_'-'T";..-" _ 2=z e e
Comme mes(AM,MM )=arg[—_—1][2-n], alors mes(M.W}zE[Zﬂ].
2

z
MM" |z'-z = =
2Ja) —= =1, d'ol MM' = AM MM' |
) = E‘ 1, d'ols MM’ = AM. Comme de plus mes(AM,MM?)=—[2x] , alors le triangle A
rec;?ngle etisocéle de sommet M ’
(D) est la droite passant par 0
Eoi;ﬁ o=f0)etlr=q1), R
'_a xede O'est zo=(1+i)z0~i=-i i
L'image de la droite (Ol) par f est la droi?;?g)"‘l?}del SRR

Or la droite (O'I') est I'axe des ord m
! onné "ol [
3)a) Soit z un nombre complexe et 2 es. D'ol limage de (D) par f est I'axe des ordonnées.

' . = 1 z=ij- L s x
L'équation (1) admet deux racines, donlt( |‘u+n22951'z’ -Z?i =1 équivauta (1 +i)z2-iz-1=0 (1)

—_————————— H
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, Chapitre 12 : Similitudes direcies planes

uit des racines d'une équation de degré 2, ona: 1xz"= _1(1 i)
> L

sl P
2 e d1-0).
autre Fa6iN€ =g
 ste U point B du plan distinct de A et un seul tel que les affixes zo de B et 2y’ de B' = T(B) soient liées par Ia
gobie =-1{1—i}.Et1'afﬁxedeB'est 2 1=l"—--‘!-—i.
-4.0nad Zp 0
I_Haw?.ulﬂ‘ g 2 Ly
: Aest-1.
abede” e z'—1 —_
hlzu.,_1__ E_t[-}(-Z-Q:—H:'I—Fi Aol arg[—]_z_ﬁ[z—n] , C'est-a-dire mes(AB,ABY)=" [27].
. ;;.:-1--- Z =1 z—-1) 4 4
'+1 3 A ) e ——
\ El;'ii—,-—1—i,d‘oil al'g[%]z—?ﬁ{h] , C'est-a-dire mes(A'B,A*B*)E_Ef_[g?r].
Zn+1 A
oo mes(AB ‘A'B')=mes(AB,AB')[]. D'oll les points A, A', B et B' qui sont non alignés, sont cocycliques.

f)la Smilitude directe s conserve les angles orientés.
fonas(M) =M, s(C) = (C), donc s{0) = O' et s(A) = A.

Joi (OR,0M) = (OA.O'MF) .
3o s(A)=A, s(O) =0 ets(M)=M,

AD' Nlil' -:_.'__'.‘...."' _.—"'_"‘,_.l
e 1O AV ot (AM,AM") = (AG,AQ").
FTRTTI )

A AM e g— _
o M_AM ot (AM.AMY) = (AO,AD').
oo™ & )=( )

Etdonc le friangle AMM' reste semblable au triangle AQQ".
* L'angle AQ'B est I'angle au centre associé a I'angle AM'B .

Doilangle mes(M'A,M'E) = —%mes{ﬁ'_a‘ ,0'A)[x]. Clest-a-dire mes(M'A,M'B) = —mes(0'0, 0"A)[].

Dephs, les triangles AMM' et AOO" sont semblables, d'o - mes(M'M,M'A) = mes(0'0, 0°A)[2n] .

Or (WM, M'B) = (WMM'A) + (WA, M'B) , alors mes(M'M , M'B) =mes(0'0 , 0"A) —mes(0'0 , 0"A)[x],

St (i MB)= 0[x]. C'est-a-dire M, M’ et B sont alignés. On conclut alors que B appartient & (MM’).

A1) Montrong

S que les triangles HIB et HB1J sont semblables :
) EE:;?;SH'B =mesAJB; = o et mesiHB = mesJHB; , alors les triangles HIB et HB+J sont semblables.
Daprég g M? ueABCat A1flf1 sont semblables : . .

lre?;esmn .'L}. ona meslBH= mesﬁ?ﬂ _Clest-a-dire mesABC =mesA¢B{C; .
Eton Gécluit e Igi‘_:l_'ie‘&li:}n ﬂjgii:es triangles H'AK et H'Asl sont semblables. i
B))q) Pla;uque mesB_"E"C =mesB,A,C, . Les triangles ABC et A1B1C1 sont alors semblables.
% cﬁlculnnsnf ‘e points A,B,C, A, BietCi: Voirles points |, J et K sur la figure.
e affixes des points I, J et K et plagons-les sur la figure :

Ona. , _z \ .
Y=Yl 4-6iv14 zg+2c _14-4+6i :
7 T —=5-4 =22 B2 sy

Z :
; =AY 46446
[ . —
Oir =

les poi
Points |, g o K'sur la figure,
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Chapitre 12 ; Similitudes directes planes

¢) Montrons que Ay, |, By sont alignés : . . '
Ona: zg=z-25 =5-3i-3+7i=2+4i el zﬂ=2|—231=5-3l-9—5*=—4-8r.
1

On constate que zg? = _223?- , donc B_-.|| = —2A—-|l . Par CU"Séquent, les pﬂlnls As, | et By sont alignés_

d) Déterminons une mesure en radians de I'angle (B, IBy).

Bra Zg, —7 9+5-5+3i=4+8| (4 +8i)(9-3) 2(1_“] p. arg

zg-2  14-5+3 943 (9+3)9-3) 3 __[ 7.

s s In = o e
Puisque mes(B,1B;) =arg ;1 2 ,alors mes(iB ,IB,);%[Zx].
=

e) Déterminons I'image de la droite (AB) par la rotation de centre | et d'angle % :

Puisque mes(iB, E) = %[Zn] , alors I'mage de la droite (IB) par la rotation de centre | et d'angle % est la droite (18;)

Or les droites (IB) et (AB) d'une part, (IB4) et (AiB1) d'autre part sont confondues, donc I'image de la droite (AB) parla
rotation de centre | et d'angle %L est la droite (A1B4).

2)a) Montrons que I'écriture complexe de s est z'= [%+-%i]z +2-2i:

s est une similitude directe plane, donc son expression complexe est sous la forme : 2’ = az + b.
a(—4—6i)+b=3-Ti

: = = | 4
Puisque s{A) = A1 et s(B) =Bs, alorson a [ 143 +b =9+ 5i

. , 1 1. .
La résolution de ce systéme permet de conclure que a= E+%l etb=2-2i.

Par conséquent, I'expression complexe de s est z'= [% + %i]z +2-2.
b) Déterminons le rapport et I'angle de s.

Le rapport de s est [a| = %+%i| = % et son angle a pour mesure arg[-;-+%i] , C'est-a-dire % ;

Finalement, s est une similitude de rapport —"12;2‘ et d'angle 2 ’

Déterminons I'affixe du centre Q de s.
Q est I'unique point invariant par s, donc son affixe est solution de I'équation ' = z.
s 1. 3
Or,Z =z équivauta [2 4= 2|]z + 2 Zi=z. Larésolution de cette équation permel d'écrire que z=4.

D'oli 0 a pour affixe 4.
c) Ce que représente le point Q pour ABC :
o O=[zy ~2g|=|-8-6]=10
o MB=|z5 —z5|=|10]=10
® QC=|z¢ —zq|=|-8-6]=10

Comme QA =B = QOC, alors () est le centre du cercle curconscnt
au friangle ABC.

A ] ___';i?..'--'---:
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plan est muni d’un repére orthonormé (0 ;i , j).

E“;‘{H!J"SJ le
A. Pavabole - ellipse - hyperbole
A¢ - Parabole

finition * | | - -
U Di”me (P) est une parabole lorsqu'on peut trouver un repére orthonorme (€2;, V) dans lequel son équation peut
e
e metre sous la forme Y = aX2.

= est'équation réduite de (P), Q est son sommet et la droite (£2; V) est I'axe de symétrie de (P).

b) L'allure de (P) :

cly
L]

cl Y

Sia<0
Sia>0

¢ Equation d'une tangente 2 la parabole :
La tangente au point Mo(Xo , Yo) 4 la parabole d'équation réduite Y = aX* dans
T +Yo= 2a)Xy,

Remarque :
* L courbe &' équation X = a¥? dans le repére ()i ,V) est une parabole de sommet 2 et d b
{ (xp . yo) et d’axe (21 J)-
@;1).

le repére (21, V) apour équation

rave (S 10).

* Lacourbe grgg . 7) est une parabole de somme

uation y - yo = a(x - x,)° dans (O; i
L »
parabole de sommel 2(xq , o) et d’axe

. L:l *i - N =gk P
courbe d’équation X-xp=aly~- yﬂ]z dans (0 ;i , J) estune

Az- Ellipse
%) Définitiop, .

Une Courbg ( (1:1, V) dans lequel son équation peut

E) estune ellipse lorsquion peut trouver un repére orthonormé (

€ Metirg X2 2 =
2us1a forme - +—I§ =1, ol a et b sont deux réels strictement posiifs.

)\'2 y2 a i . 0
— —— ; e!S a,uvr: =g L]
;2 b ! estléquation réduite de lellipse (E). Cette ellipse admet un centre Q, quatre somm

{0 i h} et BI{U | -h}

: ) etraxe (2;V)-
dans e repére (27, V) et deux axes de symétrie : faxe ((2:U) € raxe (
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Chapitre 13 ¢ Conigues
o ——

e e——

Sia>b, ;1) estappelé le grand axe et (§23 V) le petit axe de (E).
Sia<b, (€;) estappelé le pelitaxe et (€2 ¥) le grand axe de (E).

Sia=b, (E) est le cercle centre Q) et de rayon a.

b) L'allure de (P) : ;

BI

Sia»b

Remarque :
(x— .\',,)2 (y— _‘.'g.]z R T e \
20 g 0o =] dansle repere (031 ,J) estlUellipse de centre Q(x,, y,), de

La courbe d’équation ."
a- 2

A’(-a ,0),B0 ,b) et B’(0, -b) dans le repére ( 0, }:) el d’axes de symélrie : les droites Q:) a

sommels A(a , 0),

Q7). ]

c) Equation d'une tangente a l'ellipse :
2 2

X G o .
La tangente au point Mo(Xo , Yo) @ l'ellipse d'équation réduite — +E2_=1 dans le repére (£2;1, V) a pour équation
a

XoX |, YoY
s e TR

- —1
a2 b
d) Représentation paramétrique d'une ellipse :

x=acosO+Xg

2 des points M(x , y) dans le repére 0;7.]) tels que : Ve Al bisG UER®
L'ensemble des points M(x , y) dans le repére ( j)telsq {y=bsm9+yn

2 2
l'ellipse d'équation (x+:0] +(y+§°) =1 dans larepére (0;1, 7).
a

A; - Hyperbole

a) Définition :
Une courbe (H) est une hyperbole lorsque I'on peut trouver un repére orthonorm
2 2

peut se mettre sous la forme PRy =1, oli a et b sont deux réels strictement positifs.

¢ (Q:T,V) dans lequel SO" gquato

X+ ¥* e i
X L1 estéquation réduite de Iyperbole (H). Cette hyperbole admet un centre 0, devX sommets

a2 b

A(a, 0), A'(-a , 0), deux asymptotes d'équations respectives Y = by ot ¥= _by et deux axes d
a a

o symétie 12

iransverse (€2; U) et l'axe principal (;V).
Sia=b, (H) estune hyperbole dite équilatére. Ses asymptotes sont perpendiculaires.
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i ] e}

-

gemarque: L courbe d'équation —==-+ == I dans le repére (13l ,7) est 'lyperbole de cemre 2, de

sommels B

(0,Db) et B’(0 ,-b), d’asymplotes les droites d’équations respectives Y = b X otV =- b X', daxe
d a

p—E 7) et d’axe principal (2 ;7).

(x = -"n)z o (y— J"n):
i) EJZ

0(xy , Yo), de sommels A(a ,0) et A’(-a , 0) dans le repére (51 e j} , d’asymptotes les droltes d’équations respectives

by ay= _b x dans te repére ;7. 7), d’axe transverse (2; T) et Vaxe principal (2 J).
a a

o La courbe d’équation =1 dans le repére (07 .]) est Phyperbole de centre

¥=

Sl i) Sl ETAY a0
L“f_“).;.':-‘b—fu):] dans le repére (0 i , j) est 'hyperbole de

o La courbe d’équation —
centre Q(xo, ), de sommets B(0 , b) et B’(0 , -b) dans le repére (£ i :.r'} , d’asympiotes les droites d'équations

respectives ¥ = 2.\’ et Y= —EX dans le repére (52; . j} , d’axe transverse (0); ) et d’axe principal (2} 7.
a a

ci Equation d’une tangente a I'hyperbole :

- X g
Latangente au point Mo(Xo , Yo) & I'nyperbole d'équation réduite T_B?=1 dans le repére (92;1, V) a pour
a

&quation —-———={,

B. Définition géométrique d/une conique
B, - Définition - propriétés
3) Définition -

Sﬂlt F un point du ; - ¥ " iif
plan, (D) une droite ne contenant pas F et e un réel strictement posilil.
Mirl: ipepgue conique de foyer F, de directrice (D), d'excentricité e, l'ensemble (C) des points M du plan tels que
M. (D)), ot d(M, (D)) désigne la distance de M a la droite (D).
b Pmﬂl‘iéiés :

Sait , ' X
. ls::i]':la Perpendiculaire & (D) passant par F et K le point de rencontre de (D) et (B). (Le lecteur fera une figure)

*Si0<gc ) estune parabole de sommet S milieu de [KF] d'axe (4).

At alors (C) est une ellipse. p— |
gra:ggigtrf de (F, 1) et K, e), e&- barycentre de (F , 1) et (K , -€) sont les sommets de celte ellipse situés sur le
*Siesq a?:::se?é}re de l'eliipse est le milieu du segment [AA].

" axe trangy, F.1)et(K, e), et A" barycentre de (F , 1) et (K , -€) sont les sommels
€1se. Le centre de I'hyperbole est le milieu du segment [AA'].
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Chapitre 13 : ( ‘wnigues

a)Casdela parabole : -
Equation yi = 2ax x2= 2ay __:I
Paramétre E E
Axe focal La droite (©2;1) La droite (2} ])
a elo EJ
Foyer F{z -UJ [ e
a o a
i B i _— | t = ——
Directrice La droite d’équation X 5 La droite d'équation y s
b) Cas de I'ellipse :

et F', deux directrices (D) et (D') et une excentricité.

Chaque ellipse a deux foyers F
; FF .
L'axe focal est la droite (FF’), la distance FF' estla distance focale,et c= 5 est la demi-distance focale de I'elipse,

L Sia>bh o Sia<h
= x2 y? x2 y2
i o —+—=1 —4—=1
I_.Equatlon e R 2 bl
Demi-di_si.an.cg focale - 5 Al 30— F c=+/b? —a?
Excentricité c c
ViR e a b
Foyers =~ | F(c,0) et F'(-c,0) F(0,c) et F(0,-c)
Dlrecfnces s 3 32 32 b2 b?
B fRA T 8 {D):X:? et (D'):Xz—? D):Y=— et (D'}:Y:—?
ey et = c

Remaraue : e Les foyers F et F’ sont situés entre les deux sommets du grand axe et ils sont symétriques par rappor
A ) P

au cenire de Pellipse.
o Les directrices (D) et (D) sont paralléles entre elles, perpendiculaires au grand axe ef symétriques

par rapport au centre de Uellipse. Les sommels du grand axe sont situés entre les deux directrices.

e L’axe focal de I'ellipse est son grand axe.
o L’ellipse de foyers F et F’ est Uensemble des points M du plan tels que MF + MF’ =2a (a>0ét

2a> FF’), 2a étant la distance entre les deux sommels de Vaxe focal : ¢’est la définition bifocale de Iellipse.

c) Cas de I'hyperbole :
Chaque hyperbole a deux foyers F et F', deux directrices (D) et (D') et une excentricité.

L'axe focal est la droite (FF'), la distance FF' est la distance focale, et ¢ = % est la demi distance focale de

I'hyperbole.
Equation = | o —— — =1 AN |
. B Ao b a2+b2.
Demi-distance focale
: ' c=va’ +b? c=1a% +b’
‘Excentricité °
5 ¢ e=— B;E
. Foye! I - b —
Is F(c,0) et F(-c,0 -
Directrices o2 ) > e '26) et F(0, —L-l;;"
(D):X:T et (0):X=-2 (D):Y=P- et (D):Y=""
Cc c C
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i Ern ol SEHE enIne fox 1lnﬂl\‘jfﬂ.’l‘ﬂl'ﬂ 0K ot 1y yonif &

gt (1) ¢ (DY) Aont parik Yl

X 0N olloN, MNidon ontre fox oy ;”ml S e

NS, ot e e ')y Kpirhols,

Ihilalres 4 Vi

At ey pAr PO an conn i I'hyporpoly,

i (14
e fal the I

UL
AU

ApOEOTe O3 80N (NO RO,
iy 1 en 1 oSt Eensemble sox poinis M i plan o1 |.1M

LT M| 20° (0620«

FP), 30 tam

C, Contquey et rangforma tong dw plan,

Gy = Conlques ot slmllitudes
age dune ponlue ar e simitiiude estune conkgue do méme excent s, Dono e mdme nature
Ga = Elllpsa ot alfinitd orthogonale dy plan

) Détinltlon ¢

’ Y';
Sl () el 'aquation tédulle o ' W | dana lo tepdre (O311, ),
N

81> b alors len cerclan (Ga) el (Cu) da rayons rarpecite ol b, da cantre 0, sont respactivement la cercla principal ot
 cercle sacondalie do (L),

Sla b, alora lex cerclon (Ga) ol (G) do rayons rospeotifs 1 61 b, do centre 0, nont rspaciivement o carcle secondaia
ol le cercle principal de (1),

Ilt ?

b) Déinition ;
SOLD) una drolta o

ol Fplan ol K un nombra rdel, 4o
" Orthogonale d'nxe (1) ol da rapport k, eal lapplicalion da P vera P, qul & tout polnt M du plan, assocla le

POINEM iy Plan tal

) Théordu

L||1'|ﬂ,1'1l.“ q ) i
oy UN ol (€) parune affinitd orthogonale do |'u|u|'|n|'t un rdel non nul k ol d'axa una drolte pasgant par o

W0 do ¢ o
) out s - ';:;‘:l-'ﬂ usluno ollipan () do mdma contia que (C),
S Pincipa (sl [K| < 1) ou lo corclo sacondalra (sl |K|>= 1) do (E),

ot M= KEIM , ot 1 ant 1o projotd orthogonal do M sur (D),

: e —__—________
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Chapitre 13 : Conigues

EXERCICES POUR COMPRENDRE LE COURS

A. Définiv analytiquement une conique

1- Construire une conique connaissant sa forme réduite

Exercice 1

Tracer la courbe (C) d'équation y? = —;-x dans un repére R = (O;T,T) orthonormé.

(P) est une parabole de sommet O et d'axe (O T) "

—_—

B INNNSUENEEERRENE
e
EEENL mERE_wnNEEE NN

T
|
]

[
I

Exercice 2

2 2 -
Tracer la courbe (H) d'équation —XT+£Y—92)—=1 . Le plan étant muni d'un repére orthonormé (O;i,)).

. TN
Soit ©(0,2) dans le repére (0;7,]). BANE
(H) est I'hyperbole de centre Q, de sommets A(0,3) et A0, -3) etayant NG

pour asymptotes les droites d'équations Y =~§X et Y= --g-)( dans le

repére (2;7, 7).

Exercice 3
Le plan étant muni d'un repére orthonorme (0;1.7).

. . : xz 2 — I
Construire la courbe (E) d'équation ?+ %:1 dans le repére (€2;1,J), ol1 Q a pour coordonnées (2. 1) dans’

; el - Y WO 4. 13,
re (O;i,j)et lI=—i4+=jet J=_37 93
repére (0;i, ) 5'tsietd g
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est lellipse de contro £, da sommols A() 0), A3, 0) 1h;u\D

lE} wh o w "
A 00, -2) dang lo repero (231, J).

2 - Construire des courbos 4 I'aldo des conlquos

Exercice 4
Le plan estmunl d'un repare orthonorme (01, ]).

Sans éludier les vartations, construlre la courba (C) d'dquation ; y s o B §

Résoudre graphiquement linéquation : v/x? =2x-4.5 » ,5; X

T O WO |

y=0 y20 vao
&) . 1% 2 .
y? =X =2x4-5 ly"u(x—nh-d " ..E“_;)_.h}'d_bq

Dlod (C) est la partie de I'hyperbole dquilatére de contre (1, 0) dans lo ropdre (0} 1, J), do sommots A(0, 2) ot
A0, -2) d'asymptotes les droites D:y=x et D% y=-xdansloropdre (22} 1, ]), slludo au-dossus do I'axo dos

abscisses. | ’|: 'Il'lﬁ%

74 _.
j‘

o y=Yx?=+5 & {

|

* (C) et (A) se rencontrent aux points d'abscisses 1 ot —%. |
La courbe (C) est au-dessus de (A):y = 5—;5 dans ‘
|

lintervalle

-09, —-g—] ot dans lintervalle [1 , +=[.

D'odla solution de lnéquation est: S = [—c0 ,— g['-m oo ||

Exercice 5 F
Sait M(x, ¥) dans un repére orthonormé {D:T.T] . On se propose d'dtudier l'ensomblo dos points M tols quo :

y . g ALY .8
a}?_|5ﬂ+y§' =1 b) 4x]x|+¥‘—1ﬁxu20=0- gy 4|R o |

On distinguera les cas suivants les valeurs des coordonnéos de M
terminer et construine avec précision les arcs de courbes oblenus.

2 2 . \
USix20et y20,alorsona '33“4' LFg.' 1, qui est [dquation réduite do Tollipso Ey cyen

— i Page 265 /

tro O, do sommots

Scanned by CamScanner




| équations des asymptotes dans le repére (O; 7 T) en faisant un EENNERY 7,

Chapitre 13 : Conigues

Al5.0).A(-5.0), B(0,3) et B'(0,-3). Notons C: la partie de Ey dans [0 + «[x[0 , + e[,
2 2

Six20 ety<0alorsona % —% =1, qui estl'équation réduite de I'hyperbole Hi de centre O ¢ SOMmey,
5 é

. 3 ". 3
Al5,0), A(-5, 0) et ayant pour asymptotes les droites (D):}'=gx el (D)-Y=—gx-

Notons Cz la partie de H: dans [0 +[x}-= , 0].
. xZ Y?

Six<0 et y<Dalorsona —5—5-—?_1.
Cetie égalité est impossible.

Six <0 et y> Oalorsona ——xi+ﬁ=1.quiest

2% 9

T'égquation de 'hyperbole Hz de centre O, de sommets
8{(0,3) et B'(0, -3) et ayant pour asymptotes les droites

O):y=3x ot P)iy=—x.

Noions Cs la partie de Hzdans }= , (] xm +eo[ | |
L'ensemble des points M(x , y) du plan cherché est Ia réunion des oourbes Ci1,CzetCs.

b) Si x20alorsona 4x2+y2 - 16x - 20 = 0, c'est-a-dire 4(x-2)2+y2-36=0.

9
A(3,0). A(3,0),B(0, 6), et B(0,-6) danslerepére (2:7,]) ——\ _'"-‘_'g i 1‘;“7

Six<0alorsona:-4x2-16x +y2 - 20 = 0, c'est-a-dire
4{x+2P+y2+16-20=0.

Donc —— (x-2° —%:1 qui est une équation de I'ellipse E+' de centre 0(2,0dans le repére (O: 7 ,J]} de sommels

Donc —{x+ 2) ;%—-1 qui est une équation de I'hyperbole Hy' de————\ '\
centre 0°(-2, 0). De sommets E(0, 2) et E'(0 , -2), d'asympfotes les -
drotes D:y=2x et D': y=-2xdansle repére (Q';-i..-i.).

(Le lecteur pourra trouver les coordonnées des sommets et les o

changement de repére. Dans ce repére,ona : A(5,0),B(2,6), : ]
B’(2,6),E(-2 ,2) et E'(-2 ,-2)). LLE

 Notons I's la partie de E+" dans [0, +oo[xR et T la partie de Hy' —1 /-
daﬂs ]—QC " U]X R » ] | I i | ]
L'ensemble des points cherché est la réunion de s et I, e

2
)i x 2, AV, sefdorsona: - 2x-320. Db, y? =22 ~2x-3), cestaaie XL —y2=1,

qui est une équation de I'hyperbole Hs" de centre (1, 0). De soriimets A(2,0) et A'-2, 0), d'asfvmptoles les droites
1 1 -
(A):y=-2-x et (A):y=—§x dans le repére (Q;7, 7).
Sixe [1,3]: onaxt-2x-3<0.

= 2 1:9 , . (x—=12
Loy =—3 K ~2=3), cestadire 2 i +y? =1, qui est une équation de I'ellipse E" de centre (1. 0)

De sommets B(2,, 0), BY-2, 0), C(0, 1) et ¢

. (0, -1) dans le repére (Q;7, J)
L'ensemble des points cherché est la réunion

des courbes Hy" et Cy".
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I Chapitre

L Conlguey

ol dun rapdro orlhonormd (0:1.7).

© e somblo dos points M(x , y) du plan P tols que : 16x* + 81y* + 72xty2 - 1296y2 = 0,
f)Solt [r}L: ;]?F}UGSI la réunion de deux coniques (I'1) ot ().
Mmﬂ!ﬁ;]f; rquiord qU lo membre de gauche do I'égalité est une différence de deux carrés).

1R présenter (T) aprds avolr précisé lo centro ol les sommols des conlques (I') ot (I"2).

m bres réels.

il x ol y deux nom
ﬂ;ﬁsx?lixa?y? + 7242y2 - 1206y2 = (16x4 + 72x2y2 + 81y4) - 120By2 = (4x? + 9y2)2 - (36y)?
= (4x2 + 9y - 36y)(dx? + By + 36y).
Dol Mix,y)appartienta (I <« (4x2 + 9y2 - 36y)(4x2 + 9y? + 36y) = 0

Lgplan o5t M

& Ax2+9y2- 36y =00oudx?+9y2+36y=0
o Ax2+9(y-2)1-36=0 ou 4x2+9(y +2)2-36=0.
2 2 2 2
X, =2 L
s kg e
2 - 2 :'52 +2:I2
(1 M E{r‘-ﬂ' %4'-(-3,‘4—2)':1 ou M E{Fz): 'E'l‘g—“—=1 ;

|

)

(1) et {2) sont des ellipses. D'ol () est une réunion de deux ellipses. | ' ‘ 11
Mestrelipse do centre (0, 2) dans le repére (01, ]) etde |
sommels A(3 , 0), A'(-3 , 0), B(0 , 2) et B'(0 , -2) dans le repére (Q ;T ]}
tenlre (0, -2) et de sommets C(3, 0), C'(-3, 0), D(0, 2) et D'(0, -2) ‘ '
dans le repére QT, T} ‘ L

| La courbe est ci-contre E

~
]
Q|

[l
i
i

3 - Etudier des familles de coniques

1) Dang 1o
ﬁ**?ﬂ hD|an fapporté au repére orthonormé (0:1,]) , on considére I'ensemble (Tl

2a ;
X*1-22 a &tant un nombre réel.

usern sui il et
Vantles difiérentes valeurs de a, la nature de (Ta) et ses éléments caractéristiques.

e —— PAgE 2] o —m

| -

des points M(x ., y) tels que :

e
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Chapitre 13 : Conigues

d
2) Méme question pour (T, ): a +y? +(a +x-g= 0, a étant un nombre réel.

1) Soit M(x , y) un point du plan. ; ‘

2 2
; d 2 d
M(x , y)appartient a (Ta) si et seulement si 4(:{ +-£) +2y? =2-a*. Notons que 4[1 +§J +2¢% estun gy Posif

Done,
Si a appartient  |—oo , v2[UV2 , + o<, alors on @, 2 - a2 < 0. Ce qui est impossible. D'odl (I3) = g,

2
2 -
Si a=+/2,alorsona, 4{x+—“§} +2y? =0. Clest-a-dire x=—-";—_ et y=0. D'ol (r‘ﬁ)z{g(_

~&

2
ol 2 .
Si a=—2 alorsona, 4(::—%) +2y? =0. Cest-a-dire x:% ety=0.D'ol {Pq\,ﬂ:[n-[

~I%

Si aappartienta ]—+/2,v/2[ alorsona 2-a?>0.

X+

2
. a 2 2 2 ¥
Ainsi, 4| x+=| +2y*=2-3a" . & + =1.
( 2) J Dt 2t

4 2

e 2-—32 2—32 T o 4 ooy
Puisqu'on a >0 et 5 >0, alors () est I'ellipse de centre _5’0 dans le repére (O; i, j) elde

— 2 2 ; —g° *
dz;a . A'[_ 2;“‘ .OJ. 8[0.1’2_23 ]et 5{0'_1’2 23 Jdans!erepére @, )-

2) Sia=0 alors une équation de (o' ) est y2 =-x.
D'oll (') est une parabole de sommet O, d'axe de symétrie I'axe des abscisses.
Sia#0:alors soit M(x , y) un point du plan.

sommets A[ 0

2
{ psveas 2 (a+1 2 a_ a+1) (a+1 2 3 _p
M(x,y) appartienta (la') <  ax +[T]x‘+y _E_D © a[;\ur?]——K 2
; ;
[x+%1] 5
C'est-a-dire finalement que 7 + ?y =1,
2a°+2a+1 2a“+2a+1
4a? 4a

Remarquons que I'on a : 2a2 + 2a + 1 > 0 pour tout réel a.

2
ot 2a°+2a+1
4a

Alersona: 0

2a 42
a+a+1>

ot est du signe de a, alors :

2a? 2 , ite
Poura<0: posons o = a—::;’—"'i A | ":23 1 et B étant des réels strictement posiis
a

) 2 2
Alors M(x , y) appartient & (s) si et seulement si, (—x-‘_J_:L)L.Y—z=1 avec X = _iﬂ,
o 2

, | ” \a5ymplole®
(') est alors 'hyperbole de centre Q(Xo , 0) dans e repare (0:7,7) de sommets Aa, 0) et A-a, 0) d'asymP

les droites d'équations respectives : =Ex et :_E Rl
Y . y &x dans le repére (Q2; 1, j).

ey PaQE 268 Eﬁiﬁﬁiﬁﬁi
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2a' 42041 o\ 2 2074204 ;
: ura?“: posons & R i ____45 + @ ety élanl des ragls sirictement positifs,
po
; =% Y2
ont & (M) si et seulement si, +==1
M{I : y} ﬂppaﬂ!en ( uz “'2

st elpse de centre (X0, 0). De sommets A, 0), A'(-a, 0), B(0, p) et B0 , ) dans e repies (:7 )
lrl ' ¥ .

B. Définir geometriquement une conigue

1 - Passer de la définition géométrique a la définition analytique

ice 8 . . .
F el (D) désignent respectivement un point et une droite du plan, F n'appartient pas a (D),

sole>0.Ke projeté orthogonal de F sur (D), (') la conique de foyer F, de directrice (D) et d'excentricité e.
9 Uil om) et 6=

2)Onpose FK:E (Unité : lcm) et e = g

Construire les sommets A et A’ de F'axe focal de (I). Calculer la distance AA"

pélerminer [équation réduite de () dans un repére convenablement choisi. Dessiner (I).

t) Reprendre une étude analogue a celle de la question a) pour FK =§ - — g_ :

¢ Construire () pour FK=4 et e=1.

Solution 8

i_._.

2) o Aestle barycentre des points pondérés (F, 1) et [K ,%] , Cest-a-dire que FA=—FK.

w

K estle barycentre de (F , 1) et [K A -%] , Cest-a-dire FA' = —4FK .,

Hotons que (I') est une ellipse car e < 1.
. FA=§FK .donc FA= %FK =1 et FA'=—4FK, donc FA' = 4FK = 9.
AN'= AF + FA' (car A, A’ et F sont alignés). Donc AA’ = 10.

* Sait O milieu de [AA], T = %ﬁ'{ A .j' un vecteur unitaire et orthogonal a i

2 2 0

D T ¥
sle tepére (0:7,7) , réquation réduite de (r) est x—2+%2—=1.0ﬂ1 B=A%=5 & e
a

O g C 2 2 2
= 2 C a“-b
a = e =,__2 = ez—_- B
d 4

L'équalb | 0 ) T
N réduite de (M) est donc ;_54.%:1 ,donnée ||

Gans o repare (0:7.7)

|
|
-
i)
F

B

—
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Chapitre 13 : Coniques

e B
b) e Aestle barycentre de (F , 1) et [K -g] , c'est-a-dire que FA =-B-FK ;

7 = 5=
A’ est le barycentre de (F, 1) et [K ; -E], c'est-a-dire FA =§FK'
Notons que (I') est une hyperbole care > 1.

e Soit O milieu de [AAT], T=RII;K_# et ] un vecteur orthogonal é_T etunitairq._

. 2 2
— - x - .
Dans le repére (O; i, j) , I'équation réduite de (I) est _i'_';?=1' 1
a
. ou: a=ﬂ=3 et e:E.
2 a
e
or e=Z = g =2 tb
a a

o  b=aje?-1=4,

3 R
L'équation réduite de () est donc % -!1"—6 =1, donnée dans le

repére (O Ry _j'] ‘

c) Soit S le milieu de [KF], T = éﬁf et | orthogonala i et unitaire.

Dans le repére (S; i, j),ona F(2,0) et (D) la droite d'équation x = -2, est |

la directrice de (I). [

Remarquons que (I') est une parabole care = 1.

M(x,y) appartienta (1) < MF=d(M,(D)) + _F ‘
& MFZ=[dM, (D)) ANN NN Y
& (k-2 +y2= (x+2) " H-HHHHF
& Y T

(1) est la parabole d'équation y2 = 8x dans le repére (S ; i ; T) :

Exercice 9

Dans le plan muni d'un repére orthonorme 0:7

1) on considére les points F(0, 4) et D[ 1 (ﬂ)t‘-mlf’:‘d"”lls

passant par D, paralléle 4 'axe des abscisses. (I la conique dont les points M vérifient i(hﬂ_g% e
M,
1) Préciser la nature de (r), son excentricité, u o

2)a) Démontrer qu'une équation cartésienne d

e () dan 2 +’}' z ().
b) En déduie Péquaton réite de (1) (F) dans le repére (0; 7,7 est:x2-ay2 + 4y

Tracer cette conique.

1) Soit M un point du plan.

; d(M,F)
M appartient a (I") signifie TiAn =9
M,(4))
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Chapitre 13 : Coniques

ors () est une hyperbole d'excentricité 2, dont un
97 1,80

e 2 ) a pour €QUA1CT G
W oint du plan. dM.F) = +(y—47 et d(M1{z1~.}1=—__|2”“3|=I2v~3|
VP I

partien! a (M) siet seulement sid(M , F) = 2d(M , (4)). C'est-a-dire m B 2| 2y-3| |

foyer est FIO,4)etla directrice associée est (4).

o ‘I’p yraduiten glevant les deux membres au carré s 2+ (y~4)2 = (2y - 3)2. Soit x2 - i +dy+7=0,
u|5‘3" yation cartésienne de (F) dans lerepere (O i, j) est:x2-3y2+ dy+7=0,
o une & es reels.

[
psotxety 8% o

4 2. 4
_ g ofyr 4 +?=x2—3[ _H.] =1
12"33’2+4y+T-—x 3[‘1’ 3}'] y Sli=s

2
+7=12—3[ —g] E
y 3 +3.

2
L ; 2 '_E .
12_3},z+4y+7=0 gquivauta —X +3[y 3] e

-
x* 3

Cestadie —— T

_——]

2
(M est Ihyperbole de centre 5'2[0 .5} . De sommets les

Dol

=1 qui est I'équation

points A[[I g] et A'[{}, —2] et d'asymptotes les droites

1
d'équations : y=—1~x et y=~—1—x dans le repére {ﬂ:T.E]. 1101

V3 V3 by

2- Retrouver les éléments géométriques d’une conique a partir de la définition analytique | |

Exercice 10 v {

L plan est muni d'un repére orthonormé (O ; T3
Soi (1) la courbe d'équation x2 — 3y2 + 8x + 12y + 16 = 0. _
y Démonrer que {T}zsl une CDniqi).irB dont on précisera les éléments caractéristiques : centre, axes de symétrie, foyers,
3 oes, asymplotes, excentrci. Tracer (). |
5 "D la droite d'équation y - 3 = 0. On désigne par d(M , D) la distance deMaD.
QUQ]E‘& 6); d(M, P) désigne la distance de M & P. i
estl'ensemble des points M tels que d(M , P) = 2d(M, D) ?

1 -
}M{K.Y]allpartienta{r] o  x2-3y2+8x+ 12}"*‘16:[] o {){"'4}2—3“""2}:"12

.J"_‘Fiﬁ+£5'_'_2]i=1. i
= 12 4

Dojy . .7 Ty dasymplotes
[ estihypertoye - de centre Q-4 , 2), de sommet A(0 , 2) et A'(0,-2) dansle ropire (331, 1 . FSETE

oites (g e () ]) etdaxe
dequationg )"='—1—-)( R - 1 ”,dgxgpnn{}ipalla! (23 ) .

—x dans le repére (€2, I,

rse" I -7 t F 0 0 4J et ( :
€ (Q;7), de demi-distance focale ¢ = ﬂ(z,fj )2 4 2% =4, de foyers les points F{(

' banedit /
L¥ g
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Chapitre 13 : Coniques

dans (Q;7, 7). de directrices les droites d'équations y = 1

et y=-1dans le repére [Q;"f,‘j') et d'excentricité e =2.

2) Soit M(x , y) un point du plan.

dM,P)=2dM.D) & y(x+42+(y—62=2y-3 77
o X+8x+16+y2-12y +36 =4y~ 24y +36 (enélevantles deux membres au carré)
o x2-3y2+8x+12y+16=0

D'ou I'ensemble des points M est I'hyperbole (I).

Exercice 11
Le plan compiexe P est muni d'un repére orthonormé (O il T) :

Déterminer la nature de (E), ensemble des points M d'affixe z telle que 10zz + 3(22 B Ez) =il
Préciser ses foyers, ainsi que ses directrices et son excentricite.

Soit z = x + iy, ol x et y sont des nombres réels, |'affixe du point M.
Ona: 102z+3(z2 +2°) =10)zf +6Re(2?) = 1002 +?) +6(x — y2) = 16x2 + dy? .
D'ou Mappartienta(E) <« 16x2+4y2=4 & x—2+y2 =1

1

)

2
D'oli (E) est I'ellipse de centre O, de demi-distance focale : ¢ =, [1? — [—1-] =

ot

, de foyers : F[O J—j—] et

: 3 o .
F [0 ; —%] . de directrices les droites d'équations respectives : y = __3 et y= _2 _
V3 V3

Exercice 12
Le plan P est muni d'un repére orthonormé (0: 7, i).
Définir les foyers, les directrices et I'excentricité de chacune des ellipses d'équations :

2 2 :

X
9 16 :

2 g2 ~
P
L'ellipse d'équation — +—= s
4] Lelipsoguation g 7 ="1apourcentre O, pour demi-distance focale ¢ =32 —22 =5 pgurfﬂ}re

J_ 5,0) et F'(—5,0), pourdlrecinces les droites d'équations x=—g.. et x _—-1 dexcentncné 3
5

\"ﬁ

2
b) L'ellpse Féquation X" . =1 (y+2)

—= 2 — 2 ﬁﬁ I
16 - 3Pourcentre (1, -2), de demi-distance focale ¢= ﬂ

e ————— " 80 272 / J
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\ Chapine 11, Cinlyuey

| a‘f@)‘ﬁ FO. ﬁ 6% droitnsg dbquations « Tr; "
| 16 4ans lo reptre (€2; i, T) , d'excentricité e = ﬁ _ '
= dan :

| A=
[ Y

) ot F(0.~T) dansleepiro (2,7, 7). do diecticas

gst muni d'un repére orthonormé (O ; T T) .

anP s
\; ;tfmﬂnﬂ e foyer, la directrice et le sommel et le paramétre de chacune des paraboles d'équations :
b) X = 33;? ’

P g)Y° 2

3) La parabole d'équation y = 2x2 a pour sommet O, pour paramétre p-_—?:. , pour foyer F(U'EJ sl F{ 0, lJ i
ik

1
grectice ¥ =~

b) La parabole d'équation x = 3y2 a pour sommet O, pour paramétre p = % pour foyer F[g _OJ , soit F[% ’ DJ_ pour

_ 1
directnce J(—‘-12-

3 - Passer de la définition bifocale a la forme réduite

ice 14 . >

Soit F el F' deux points du plan donnés tels que FF' =3 ‘
Déterminer dans un repére convenablement choisi, une équation réduite de I'ensemble des points M tels que :

a) MF+MF =5, b) |MF-MF{=2.

) Soit 0, milieu de [FF), f=#ﬁ et ] un vecteur unitaire orthogonal & 1 .

(?;7,7) estun repére orthonormé.
2 2

. , o K Y
Etlensemble des points M(x , y) tels que MF + MF" = 5 est lellipse dont I'équation réduite est ;2-4- = 1,dansle

P13
fepére (2;7,), o 2a =5 et ¢ = va? —b? , ¢ étant la demi-distance focale, c'est-4-dire ¢=—==7-

Onaalors a=3 o 925 _ 12
o 22

—

Doj g3 : | :
% 8=2, b=2 et Iéquation réduite de lensemble des points M est 52 22

2

b) Consigey

ons le repére défini 4 la question a) e s 9
[ . : : | 7 Bst
Leznsemble des points M(x , y) tels que [MF—MF|=2 est I'hyperbole dont une équation dans le repére (2 1. 1) |
X g FF'_3

——

@ 2 =l0i2a=2et c=1/a? +b? , ¢ étantla deml-distance focale, cest-a-die ¢=—"=7

O”Ealars 9
a=1Et ed— 2
2 1+b°.

A

—— Page 273 f i
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Chapitre 13 ¢ Conigues

2

. . A

J— t1'équatio nrédunede|ensemb1edespomlsMest. e
e

5
(P - b s
pova=h 0= >
_!____hhh
Exercice 19— e orthonormé (037, 1)-
2)et F'4, 2) dans un 1ep
ol s gquation de [lensemble des P*’-Hﬂ":’'"'ﬂ"e's'qw3 b) [MF-MF|=4
Délermuner) urag qMF" 10 ! =4
d

préalable déterminer [ équation réduite dans un repére convenablement choisi)
(On pourra au

1 28 ot J un vecteur unitaire orthogonal @ 1.
Soit 0 le milieu de [FF, ""‘FFF et J unv

Ona Q(1,2), FF'=6, FF{B,U]‘ —7.0npeutprendre J=j.
a) Dans le repere (€ 7.7) . lensemble des points M(X,, Y) tels que MF + MF" = 10 est I'ellipse dont I'équation réqjs

2 FFI
stE—+Y——1 ou2a= 1Uetc_.v‘a —b? ——--—3

Dnu a=5, b 4 et I'6quation réduite de I'ensemble des points M(x , y) tels que MF + MF" = 10 est:
@ N
A X 1 danslerepere (1, 7).
25 ki 16 pere {

Or on a, d'aprés la relation de Chasles : (M= —00+0M.

L - = [X==1+X
SoitM(X, Y) danslerepére (2;1, ]) etM(x, ) dans lerepére (03 1. 1),y _ . -
D'ol une équation de I'ensemble des points M(x , y) tels que MF + MF' = 10 est :
=1 -2 _ 7.7
= + = =1danslerepére (O;i,j).

2
: . RN
b) L'ensemble des points M(x , y) tels que |MF —MF| =4 est I'hyperbole dont 'équation réduite est r -1;2-_
dans le repére (Q:7,7), 0l 2a= o fat gt FF
pére (2,1, ]),0l2a=4et c=+/a’ +b? =

ey =3.Alorsa=2, b= J§ et 'équation réduite de noté
2

Y 4 -
hyperbole est —4-——5—=1 dans le repére (Q: 7 , i)

T i " . 2
Dol Féquation réduite de cette hyperbole dans lerepére (0:7,7) est: (x—1)? =2 _ 4

L I - 4 5
Exercice 16

L >y
€ plan est muni d'un repare orthonormé (0 - 7. 7).
Soit F(1, 1}elF(1 1). &

On pose u———(q—j O
|
1) Déterminer dans le repére (O: G

a) MF + MF' = +V). une équation del'en

semble des points M tels que :
T i

'_-H—lﬁh-_a Page 274 __-__i/
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' Chapitre 13 : Coniques

o 1= o o = B
le milieu de [FF], U=EOF' v est un vecteur unitaire orthogonal & U et FF =22,

-Qest
s M(X , Y) du plan tels que MF + MF’" = 4 est I'ellipse dont I'équation réduite donnée dans le
nts M(X

"

a].L'ensembe t X2 +_Y_22_—.-1,Dl:l 2a=4 et c=va’-b? =%=J§.C'sst—é-direa=zei b=+2.
v)yest: —2
e (0F Neg b 2 y2

o lensemble des points M(X , ) dans le repere (O;u,v) est: T+?= 1

jon d & _
plol uné équal s M(X , Y) du plan tels que |MF—MF'| =2 estune hyperbole dont I'équation réduite donnée
n 1

1semble des PO

pjLe v kb i
: -d,V) est}—(—-—Lr =1.o£|23=?_etc:1/a2+b2:?=\{§_
gt reptre (031 Y

- 1 et l'équation réduite est X? - Y= 1

P ) - . TEET
Ctd R o reptre (037, 7) et M(X, Y) dans le repére (0:d. ).

- dans
Z]SDIIM{:J} - = X = = Y = =
22k H 1 =Xi i Attty &) TR —(i +
oM=0M Xi+yj=Xi+Yv & Xi+y] v’E(I . ”+J§{ i)

a.:
’ o X2 +yVZi = (X NT+H(X V)]
X+Y=xy2
= —X+Y=y2
X=J§(X~YJ
[—] 1 3
Y=7—E{1+YJ

-

2) DoiiFensemble des points M(x , y) dans le repére (O i, i)

2 2 2 2z
1( 1 L (x=y)t Yy
+E[_E[x+y}] =1, soit 8 + 4

tels que MF + MF' = 4 a pour équation

11

=[x =

4[5{ ) _
= 2 1= squation

b} L'ensemble des points M(x , y) dans le repére (O i . j) tels que |MF-MF|—2. a pour equa

i 2 2 N 2 x'_E_y)z ) __-_1-
[‘ﬁ(‘*ﬂl ‘[:‘%{K+F}] =1, Clest-a-dire (ié‘-"—)-—(—é—ﬂ.smt =7

4 — Déterminer des lieux géométriques

Exercice 17 > >

gﬂn (©) un cercle de centre O et de rayon R, F un point intérieur a (C).

. er que le lieu des points M, centres des cercles passant par F et tangents 4 (C), est une elipse donton
pFECISEra les fDYE IS, v
* SoitH g poy
C'estﬁ.diizm'ﬂt de contact des deux cercles, on a: OH = OM + MH.

nc appahﬂp *MF =R (car OH =R). ()
* Réciprog, ‘€Nt une ellipse de foyers O et F.
Onamo < R&rgem' Soit M un point du plan tel que MO + MF =R,
Soit le D'D'In:[ dar consequent, M est 4 l'intérieur du cercle (C).
Donc g 4 MHE(C] tel que M soit sur le segment [OH], on a MO + MH =R.
MCH egt gur o O + MF, on en déduit que MH = MF.
© cercle de centre M passant par F.

\— Page 275 ﬂ_—--__ﬁﬁ-‘=
.
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cercle de centre M passant par F el O, Met H sont alignés a.rgfs'—'h
“S deyy

me H est point de contact de (C)etle
c[:;eoges sont tagents en H. Donc M est le centre d'un cercle passant par F et tangent a (C).
Finalement, l'ensemble des points M cherché est l'ellipse de foyers O et F.
Exercice 18 : N -
n R, F un point extérieur a (C). i

Soit (C) un cercle de centre 0O et de rayo .
Démontrer que le lieu des points M, centres des cercles () passant par F et tangents a (C) est une hyperbeia

(On distinguera deux cas : (I et (C) sont tangents extérieurement.
(C) est intérieur a ().

Solution 18

e Supposons
Soit H le point de contact des d

() et (C) sont tangents extérieurement.
eux cercles (O, M et H sont alignés), ona : OH = OM - MH.

C'est-3-dire MO — MF =R (car OH = R). Donc M appartient & une hyperbole de foyers QetF.
Supposons (C) est tangent a () intérieurement, on a OM = MH - OH.

Donc FM— OM = R. D'ous M appartient @ une hyperbole de foyers O et F.

e Réciproguement, Soit M un point du plan tel que MO — MF = R ou MF - MO=R.
Si MO — MF =R, alors MO > R, M est donc & I'extérieur de (C).

Et soit H le point de (C) sur le segment [OM], on a MO-MH=R.
Donc MO — MH = MO — MF. Donc MH = MF. D'ol H est sur le cercle de centre M passant par F.

Comme H est point de contact de (C) et le cercle de centre M passant par
F et O, M et H sont alignés alors ces deux cercles sont tangents en H.

Si MF - MO =R, alors MF > R et MF > MO.
Soit H le point de (C) sur la demi droite [MO), on a MH — MO = R. Donc MH - MO = MF — MO. Donc MF = MH.

D'ol H est sur le cercle de centre M passant par F.
Comme H est point de contact de (C) et le cercle de centre M passant par F et O, M et H sont alignés alors ces deux

cercles sont tangents en H. Donc M est le centre d'un cercle passant par F et tangent a (C).
Finalement, si le point M est tel que ]MF —MO| —R alors M est le centre d'un cercle passant par F et tangenta (C).

D'oi I'ensemble des points M est une hyperbole de foyers O et Fs

| (0 :
i D
|
| M
F (€)
f (©)

| C. Courbes paramétrées
__-—-"""“

Exercice 19

2t B
, avec teR , dans un repére orthonarmé (0 1, J)-

Reconnaitre la courbe (P) définie par l r

Pour tout réel t,ona:—1scos2t <1,-1< sint <1et cos2t =1- 2sint, doncx = 1 -2y~

. |x=cos2t
Oslif o gip® TOOTER: & wet-Zhuscxdanel, ol ydast. il
Finalement, (P) est la partie de la parabole d'équation x = 1 - 2y?dans [-1, 1] x [-1, 1].
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Chapitre 13 ; Coniguey
N rthonormé (0; 7,
X e 46 4 un repere o 10514 1), \
3 : A
e’ ire la cOUrDe (H) d'équation x* - 2y? = 1. Déterminer seg Sommets, ses ag
. 3 ymploles et |5 dessiner
ral |
. gare dans le plan P, le mouvement du point M(x, y) tel que - o
mn..

1 L}
Y =—=tan2t
| | 2
rerqueld trajectoire (T) de M est une partie de (H) que l'on précisera,

N |
nyperbole de centre O, de sommets A(1 , 0), A'-1 0 ﬂdasymptotea les droites

1) ﬂ'“"”s“1 1 Nt y5
= I[D} y-___x‘ ~; £l ri [
oy=z" V2 o n anann
|

—

s o P, JH ST

2)SoitM(x., y) un point du plan, soit t appartenant 2 {0 : %[ :

AN 2 _
x_mSEt T - cos? 2t avec x21 ¥ =1+4tan’2t avec x>1
Ly o DE‘ < 1 = 2y2 =tan2t avec y>0
y=—lan2t 2_ Y42 ¥s =
2 y _ztan 2t avec y>0

o x2-2y2=1,avecxz1ety20.
< Mappartienta (H) avecxz1 et yz0.

Dol trajectoire de M est la partie de I'hyperbole (H) dans [1 , +[<{0., +=[.

Exercice 21 >
\ el +e!
= : i l
Montrer Que Ia courbe définje e 2 _avec teR , aetb étant deux constantes réelles strictemen
e
y=b= 2
Positiy .
*S.estincluse dans une hyperbole de centre O. ’
| 5
| Nﬂlﬂns. C % =ae =
| (C)ta courbe drequation - 2 avecteR.
i ~ yupta
2 : nt;ie (C) et t un nombre réel, ona: 2 oA, a2
R ety ot o e g” +€  — J
al® te B ol =0 ||| bl
; =g2|8 +e +2] et y2=lb[9__.-]] =b 4
—‘———4 2
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Chapitre 13 : Conlgques
— - == wﬁ
e
-2
o Yz o2t o2 +2_th +e~2 -2 _
Ainsi,ona: ———==

a? b 4 4 )
2 yz
D'ois M appartient & 'hyperbole d'équation -a-z- _-I:F =1.

2 2
. X
La courbe (C) est donc incluse dans I'hyperbole d'équation — - 1,

2 2
a b
Et si on allait plus loin : déterminons la partie de I'hyperbole concernée.

0.5
: e +e
e Etudions les variations de Ia fonction h:t— + ;

ol
h est dérivable sur R et pour tout réel t, h'(t)= e

Ona h'(t) > 0 équivaut successivement 3 e! -
D'ols h est strictement croissante sur [0, + e
lim h(t)=+oco et [im h(t)=

t——oc l—+oo

e-'>0,puise'>e-!, etenfint> 0,
et strictement décroissante sur Je=, Q).
+00 . D'ol le tableau de variations de h qui suit ;

t |-= 0
h'(t) . 0 +

hit) \ 1 /t:

D'ols h(R)=[1, 4 oc[. D't lorsque t varie dans R h(t) dans [1 .+w[etxvarié dans [a, 4],
{ -1
* Eludions les variations de g:x— & —€  *

——
.

i e |
g est dérivable sur R et pour tout réel t, on a g'(t)y= 930

>0, donc g est strictement croissante dans R et
h(R)=R . Ainsi, y décrit R lorsque t décrit j

2 2
La courbe (C ie de | 'équation
roe (C) est donc la partie de | hyperbole d'équation ;2'“35 =1, avec x dans [a, +o].

Exercice 22 >
x=all=t)
Montrer que la courbe définje par 142‘:2 +8VCLER , aet b étant des réels positifs, est une elipse de cenlre
y= bm
Notons (C) I3 Courbe de représentation para i aﬂ:%l
métrique : Lt teR
y=b- 2
Soit M(x , y) unzpolnlt de (C)ettun nombre réel, on g - a
" - _11_;;_2_ =g 1;1?:1;;214 o 2 “lb[‘gl—-]r _p2|_4t
( 1442 — (1412)2
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2 5,2 1-212 +l‘l a? _ 14202 444 ey
.gona‘-‘zf*?: IO R O G O U
= 2 .2

¥ . i . T 1‘
artient 3 l'ellipse d'équation 7 \ "

o M apP
oot 2 yz
¢ incluse dans lellipse d'équation : —+e==1,

s (€)€51 9T a2 b2

|3

2

: . 1—t 2t
: mme a I'exercice 21, les fonctions : t——— et t—s——.
o octeur étudierd €0 142 148

a alors yérifier que lorsque tdécrit R , x variedans [-a, a]etydans [-b, b].
Etil pou

2§
; 3 ‘ellipse. Donc que la courbe (C) est I'ellipse de centre O, d'équation —+—==1,
pioi e point M decrit toute l'ellips q (C) P 73

D. Coniques et nombres complerey

Exercice 23 Extrait d’'un BAC étranger - >
'équali i - 22 — (3cosB +isinB)z + 2= 0.

scoudre dans C , 'équation en z suwar_lte 2= 0

l;oeioh:m ef Mq les points images des solutions, et P le milieu de [MiMz].

Trouver l'ensemble décrit par P quand 8 décrit l'intervalle [0 , ).

iscrimi 'équation est : . _ _ i e
EL faglgscg Tlir;?r:g)gilaé : 900528 + BicosBsind — sin0 — 8 = -9sin2 + BicosBsind + cos™d = (cos8 + Jisind)".
Dol les solutions de I'équation sont : z1 = 2(cos6 + isin) et z2=cosB —isiné.
1+ 27 — 3

i
o L'afiixe de P est: zp = Emsﬁ +-§Ism9 .

P S0NS (Xp d 9. l 'rlﬁ DDI"lB —_Xo = {:059' Et 2\,!‘-: sing.
0 (. ' }'P] I coorn Ollliées de F. On a alors XP --'_2 t !f'p — 25‘ . 3 P

s .4 2 2 2201,
Ce qui nous donne |a relation EXP2+4YP = cos”B+sin"8

{ sduite © X’ f_—1 dans le repére {O;T.T)-
Dol P appartient a I'ellipse E d'équation réduite - 79—+ 1 =
4 4

|
B.-'z')-

D0l Fensemble décrit par P est la partie de l'ellipse d'équation

3 3 o
Lorsque 6 décrit [0 , 1), alors x décrit [#E . 51 ety décrit

33 l{, 11_
=1 dans l"i. 2})‘ 2

/‘_—!—/’
Exercice 24 i

L& plan compleye p est muni d'un repére orthonormé (O i)

+

==

722" +7)+1=0:
. lelle queé - 227
1) Déterminer et construire 'ensemble (H) des points M du pland affixe Z
"eciser les sommets, les foyers et les asymptoles d8 . la droite (O )
Conner yne mesure de I'angle de chacune des awmptolef = g un argument de z.
4 Soit M un Point de (H) d'affixe z. On note |z} =F eren deshnais

Alculer r gp fonction de cos8.

~ page 279 /

S—]

Scanned by CamScanner



Chapitre 13 : Conigues

Jution 24 .
- Soit M(x , y) un pO!

b 2
zzﬂ[zz+22]+1=lzl

nt du plan, d'affixe z. .
_ () H =X HY A =y ) = g2 1y

2‘:’2

T =1,
5

w2 2 + 1 = D |ﬁ x
Doi Mapparientd (H) € i ?

b s 23
1 ' D Et A ‘1 ' D 1 —— 1 2
Do (H) est hyperbole de centre O, de sommets A(T, 0) et A1, 0), de foyers F[ - .0] et F[ *E,DJ,

i
& oo |
d'asymptotes les droites [ﬂ]:y:Tx et (A):y= - X

e Soit o une mesure de 'angle entre (4) etll'axel des
abscisses et p une mesure de 'angle entre (A') et I'axe des
abscisses, tana et tanp sont respectivement les pentes de

(8) et (&),
3 3

‘ol =—octtanf=——.
D'olt tanc - et tanp 3

AN
.,_.‘_ E .___I..__|. ) d-__;. : -Ir_ (1

2)Soitz=re®. Ona zz—(22 +7°) +1=|gf’ —~2Re(2’) +1=r% — 2 c0s 20 +1.

Clest-a-dire &E%[’IT] et BE—%['}T] .

Doi: 2z—(22 +2)+1=0 o r2—2rzm529+:1=ﬂ & 2(1-200528)+1=0 o (2 L

Remarquons que si M appartient & (H), alors B appaﬂieﬁt a l—%+ km, % +knl , avec kdans Z

D'ol1 26 appartient & }—g— +k2m, % +k2m . Donc cos?ﬁ appartient a E T
|

Par conséquent on a ——1——> 0. Etdonc r= _|_1_
2c05260 —1 2c0820 -1

Exercice 25

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé (0: i _j) :
A tout point M d'affixe 25X+

Y, On associe le point M' d'affixe 2' = x' + iy, tel que : 2'= (3+2)z+3z~1.
1) Quelle est yne equation ca

i resienne de I'ensempl i Is que O, M et M’ soient alignés ?
2) On obtient une conique. Préciser sa nature e PO e i)

I ses éléments caractéristiques.

Z'=(342i)(x + iy) + 3i(x - iy)-1=
Donc le point M’ 3 pour coordonné

O, M et M’ sont aligngs i ef seulement si dey( G OM)=0

Or df&t{OM ,OM") = X(5% +3y) — y(3x 4 Y —1) = 5y2
Une équation Cartésienne de l'eng ol

et donc 2cos26 - 1 appartienta 0, 1)

(33-23;+3y-1)+i(2x+3y+3x}=(3x+y—1)+f(5’<+35')'
oS3k +y~1,5x+3y),

| 2
=y +y. 2_y2+y=0
emble des points M tels que 0, MetM' soient a!ignés est donc 5xz-Y

~yity=0 équivaut 3 5x2-[y._1]2__ 1 ]
2) g
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( Chapitre 13 ; Conigues

1
e hyperbole de centre ﬂ[O ,5] dans le repére (0 ] ), de Sommets A

gstun

1
0.—] et

[Lﬂ:De 2

ansle repére (2 i) etdasymptotes les droites d'équations y=x/5

11" z] M1
] De demi- gistance focale : €= E-E-_ ( de foyers : F|0

S et Y-—-Xur 9 dans e repére

o

) de directrices les droites d'équations y = ( ety= —-—J. et d'excentricité =-‘f_:.= i

o, i L
2

percice 26 >

Lagan P est muni d'un repere orthonormé direct (07, 7).

1;0;1 considére hyperbole (H) d'équation @ y2 —x2 =1.
3) Déferminer ses sommets et ses asymptotes

b Tracer cette hyperbole.

T 7
7 %it @ un réel appartenant a ]m-z- E
Résoudre dans C I'équation : z2c0s? & — zsin2a — cos?a +2=0 (E). -
35 Mle point du plan complexe ayant pour affixe la solution de (E) dont la partie imaginaire est positive.
¢ Démontrer que M appartient a I'hyperbole (H).
X3
22"

) estIhyperbole équilatére de centre O, de sommets A(0 , 1) et A'0 , -1), dasymptotes les droites d'équations
m;fw”“?-xety- X . i

b Déterminer le sous-ensemble de (H) décrit par M lorsque o décrit

|
| IJLE i b
' ﬂ*‘“d‘:;? Eamde':E} est
sta - = 2c08?%q = = 4sin?q cos?a + 4costa — 2cosia =4 €O

- 2) = -dcos’a

. 2
20 + (14
s2a(sin?a + COS - i 24c0sa.

les solys
Ulions e (E) 1 et}
Sont: z'=tang 4 ——i et z"=tana— 1.
cosa cosa
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Chapitre 13 : Coniques
.—————'__‘__'—_—-_.—_-—__.—_-__—_q——_-—r_'___'—'—h—______“
ient & _I.3 alors _1_ > 0. D'ol M a pour affixe z' = tan 1 ——
3)a) Comme a appartien 2' 2" cosa = lana + -'Cas_c:i ,
1 on a x2 = fanfa et 'jz = ! =1+tanf o
Posons x = fana el Y='o_as_a" n i .
Donc y? = 1 + ¥, soit encore y2-x2=1. D'ou M appartient a I'hyperbole (H).
b) M appartient a (H).
T L " . 1
Lorsque e décrit ]_5 E[ tana décrit R , cosa décrit]0, 1] etdonc = >1.
Finalement, lorsque a décrit ]—% .%{ , M décrit la partie (F) de 'hyperbole (H) dans Rx([1, + od] .
Exercice 27 _—— >
Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O; i, ]). b
 étant un parameétre réel vérifiant wl p< T, on considére I'équation (E) : 2 —iz+— S xd
2 2 COSY  cos? c

1) Trouver les racines complexes 7 et z" de I'équation (E).
2) Soit M' et M" les images de 2’ et 2 dans le plan complexe.

Montrer que M et M" décrivent, quand @ varie dans |—=, -1 , une branche d'une hyperbole que fon dessinea
Solution 27
2 5 . e
1) L'équation (E) est équivalente y I S —— A 0, qui a pour discriminant :
coOsyp  cos"
2
et 45— 16|22 2= yftan? o = (ditane) .
cosz*.p cos"y

1 , e 1 :
Donc les solutions de I'équation (E) sont: z'=——+ 2itany et z2"=——~2itany.
COSY cosy

2) Notons (x', ') les coordonnées de M'et (x" , ") les coordonnées de M".

1
Ona: x'=-i-. y' = 2tang, x"=——¢t y" =-2lang.
cosyp oSy

2 2

eOrx2=x"= 12 =1+tan’ et y2=y"2= dtan%y, alors x2=1+L et x"2=1+—4-.
cos* ¢ 4 e _.F e l:r--
2 ——\XT"T1- 1 /-8
o D'oil M' et M" appartiennent & I'hyperbole (H) d'équation 12—14-:1. TN I T

Vérifions que M’ et M” sont situés sur la méme branche de cette hyperbole : B j ‘T} - . fi

4 ™ T
Lorsque ¢ décrit |——,—| :
awe g céct |2 2[

|
et | i
e tang décrit R , donc 2tang et -2tang décrivent R . 3 $}
C'est-a-dire y' et y" décrivent R . - A lr |
e cos décrit J0 , 1] et donc L21.C.‘f,-st-i:l-lcrir&1::‘ etx" décrivent [1,+e[ || s
cosa I Bl |
Finalement, lorsque ¢ décrit lm%.%[.lﬂ‘ etM" décrivent la branche (F) de L | i 1

'hyperbole (H) dans [1,+oofxR . (H) est 'hyperbole de centre O, d'asymptotes
les droites d'équations y = 2x et y = -2x et de sommets A(1 , 0) et -1, 0).
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Chaptire 1) 1 ¢ Ottty

Extralt o’
A ploxe munl d'un ropdra orthonorme (014, v, —l .
tl 11‘}::,;;1!0"“"' 4 P, on noto z son allixo, :
)T.::ltn:a; nuul'ensommn dos polnts M lols quo z-)-z1- 4 = 0 og{ ung rolto (D), Tracor (D),
:: sgnontar o, pour out ot M € B i distanco do M & (D) os1 %I 24714,
L onnole Fle point d'aflixe 1 +1et (') lo plan privé do I drolto (D),
;LOME} fonsemble des points M de P' d'affixe z tels que ff_hi% - _\{2 .

pimonier QU () est une conlque & centre dont on précisera 'oxcentricité of Ia nature, Veifier qua (E) passe par 0

jon 28 t
ni't M(x,y) un point du plan P, daffixe z=x +ly.

apd=0 o Re(@+d4=0 o X+2=0 qui est une équation de droite,
|§'aﬁ (0) estla droite d'équation x = -2, . R

b) SaitM(x, y) un point du plan P, d'affixe z = x +1y. La distance de M 4 (D) est d(M, (0) =[x+2].

o Jpied|=glaRela)+4]= 2], Dot o, 0 =2fe+744.
2} Soit M un point du plan d'affixe z.

: z—1-i| V2
W appartient & (E = = _—
o i z+z+4| 4
= 1)( | = __1 _‘l = ﬂ
Z+z+4 4
2
MF J2 1 -
< M=T car d(M.(D))=§|z+z+4|.
« MF =-v;£d(M /(D)
2

< M appartient a l'ellipse (E) (% < 1) de foyer F, de directrice (D), d'excentricité e =

* Pourz=(, ong | 21— |=|—1-i|=l"§.,n’na O appartient 4 (E).
z+z+4] | 4| 4
. Déterminer Vimage dune conique pow une

transformatiov dw plawv

i

L& plan
Pe o 3 i
\ Stmuni g'un repere orthonormé direct (O, j)-
) Déterming,
"

J z 2 -2 =
Py l'ensemble (E) des points M du plan P d'affixe z, telle que : 10zz+3(z" +2 }=4-
& foyers, ains; que ses directrices. -

9 Sy
la . : ‘angle —.
; € l'homothéti rt 2 et de la rotai
Elermi Composge g I'homothétie de centre O et de rappo de la rotation de centre O etd'ang 2
3}M0nlner 'équation ge (g :
irer gua en ) 0€ (E), image de (E) par f. » -
sty {Ee)l eéf une ellipse de foyers f(F) et (F). Comparer les excentricilés do (E) et (E)-

Sur une méme figure.
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Chapitre 13 : Coniques

Solullon 29 et‘f appanenam AR

1)50i12=1+iy.(x 2 2 2\ _ 40yl 2)—|—ﬁ(x2—y2)=16x2 + 4y?
2 z)= 6Re(z*) =10(x" +Y 2
ona: 1022+ 32 +2 )=10]z|" +BRe( 2

), I'affixe du point M.

) ——y =,
D'ou Mappartienta (E) < 1ex2+dy2=4 & y

B oof B
0, de foyers: F D.—2— etF U’_T , de directrices les droites 0'équatigns

Dot (E) est I'eliipse de centre

2 e
respectives : Y=—J§ ghy= B

2) festla composée de I'homothétie de centre O et de rapport 2 et de la rotation de centre Q et d'angle ;_‘ Goifegtly

i ™
similitude directe de centre O, de rapport 2 et d'angle 3
1 i

b e [
Ainsi, soit M le point d'affixe z et M’ = f(M) d'affixe Z', ona: z'="2e 27 =2iz, c'est-a-dire z =EB 2 z'=_1iz',

= -2
D'ol M appartient a (E) & 10zz+ 3(22 +z)=4.

et

2 1= 3 2 =i
10| —=iz'||=iz' |+ —=(—2"“=2" ) =4
& [ 2|z][2:z]+4( 202 =

1.
10| —=iz' +3
(=] [ 2IZ

312 4+ 3Re(—2?)=
o 2|z[ +oRe(-2%)=4

5
@ 20y xPy?) =4

& X1+4y?-4=0,
2
D'oli une équation de (E') est ; xT +y2 -1=0.

3)'s (E) est 'ellipse de centre O, de demi-distance focale ¢'= /4 —1 — /3 , de foyers ;.—1(\;"3‘ ,0) et ﬁ'(_,ﬁ ,0).

(E) est I'ellipse de centre O, de demi-distance focale ¢ — llz-'-a-, de foyers F[D ﬁ] et F'[ﬂ - "’?]
2

Oi—lf; mages de F et par fsont es paints daffies respectives 2izg = —/3 et 2izg =3, donc de coordonnées

(=/3.0) et (v/3,0), qui sont les coordonnées des points F1' et F1. D'ols (E") est une ellipse de foyers (F) €t ’ﬂ:
V3 ] Ll

® |'excentricité de (E) est —2-=_‘£§. ' B
T2

Celle de (E') est aussi 'Jg

—_—
.

D'ol (E) et (E") ont |a méme excentricité,
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1 | 1
pour sommets A[_z-,o]. A [—5-0].8(0 1) etB(0,-1).
_de sommels C(2,, 0), C'(-2, 0), Bet B"

et une mesure de I'angle de s.

des points M du plan tels que I'_.r‘iB =_2d{M , (AC)).

3} S0l (H) 1z nature de (H)- Préciser un foyer, une directrice et son excentricité.
aner !: ature puis Un foyer et l'excentricité de limage s(H) de (H) pars.

::Dgnﬂer
sn 30
: squﬁﬂﬂ : A —_— d
X - A D'oll le rapport de s est g—c=% et son angle est (BC,BA).

g

1 gsp=8etsCl

. .
. ansh ort
% . icer e rapP

B )P nsemble

__A_ 1 Dot a=T[2
mesure de cetangle, ona cosee === Do u:;[ x].
nta (H) si et seulement si MB = 2d(M , (AC)). D'oli (H) est une conique d'excentricité 2.

I 2}3]‘” apparﬁe 3 e . e ;
ole d'excentricité 2, dont un foyer est le point B et une directrice est la droite (AC).

or2>1, alors (H) est Ihyperb , ; b :
bsestune similitude directe de centre B et (H) est 'hyperbole d'excentricite 2, dont un foyer est le point B.

Dol s{H) est aussi une hyperbole d'excentricité 2 et dont un foyer est s(8) = B.

gt a une

—

| -

Exercice 31
Dans le plan rapporté a un repére orthonorme direct (O ; i , j). on considére I'ensemble (E) des points

M(x, y) du plan tels que : 15x% + 135|r2 - nyﬁ =768.

+xryB)

}"=E(-—bﬁ+}'}-

=

Etfapplication qui & tout point M(x , y) du plan, associe le point M'(x", y'), tel que :

e I'on caractérisera. Déterminer f 1.

f) Montrer que f est une similitude directe plane qu r |
est une ellipse dont on précisera les sommets, les foyers et

2) Déterminer une équation de f(E) et montrer que f(E)

Fexcentricite.
3 En déduire que (E) est I'ensemble des points M du plan tels que : MFy+ MFy'= 16, oli F1 et Fy'sont des points du

plan que l'on précisera.
lbtion 31 - e
1

S,]L']f:mli'étern1in»::-ns Iécriture complexe de f :
(x.¥) un point du plan, d'affixe z, et M(x', y') = f(M), d'affixe Z'.

Ma: 2= xrp iy =‘-1-{x +y+f3) +%i{—xv’5 +y)= %[1 —i3)(x+iy) = %(1 ~if3)z.

Ui
lure complex de f estsous forme zZ =az+b, oll a= %(1 - iJE} et b=0.

1
hﬁ"i\ﬁ ’:—.-1_ 1 . :
L ) 5 © arg[zﬁ—lﬁ)]s-—;-[h].

D
Wlestla simili

—

: 1 . =
tude directe plane de centre O, de rapport 7 et d'angle dont une mesure est 3

¥ feoy
estla gimir ; :
A similitude directe de centre O, de rapport 2 et d'angle % ;

" Féerity
"¢ Complexe de f-1 est - ' = 2[005% + isin%]z —(1+13)z.

% Page 285 /

k TSR

Scanned by CamScanner



—

T

——————

Retrouvons |'oxpression analytiquodof-': \

itMd' = ' d'affixe z = X' +ly', son image par f -1,
SmlMdaiﬁmz-—xHymM d'af .
Ona: z'=(1+|\./§}z = x'-l-iy':—.(1+lv@](x+lyl & Xy m(x"y'ﬁ)ﬂ(x,ﬁ_;_”

Dol ;*:x.-yﬁ el y':x\ﬁﬂr ;
2) o Soit Mix,, y) un point du plan ol M(x', y') son image par f, d'aprés I'expression analylique de f-1 4, N
x=X'- v'Jﬁ ot y= '3 4y". Aingl,
Mappartientd (E) & 16x? +13y2 — 2xy/3 =768 .
o 15'=y'V3)E +13(x'V3 4y = 2x'= y'VBYx'V3 +y3 = 76

< 48x'2+64y2=768
x.z ylz S fE:l : x2 YE
Z_ 42 _=1, D'olune éguation de est: —4—=1
%12 | (Eyest: 35 T12=!
2 2
e
e f(E) a pour équation 1B+ - 1.

Dot f(E) est l'ellipse de centre O, de sommets A(4 , 0), A'(-4 , 0), B(0 ,24/3) et BY(0, —2+/3) , de demi-distance focde

¢ =+16-12 =2, donc de foyers F(2, 0) et F'(-2 , 0), d'excentricité e =

3) {(E) est I'ellipse de foyers F(2, 0) et F'(-2, 0).
f(E) est I'ensemble des points M' du plan tels que M'F + M'F' = 8.
Soil F1 et Fy' les antécédents respectifs de F et F'par f,on a:

B ra
[ 5 s

- ; i
M'F+M'F’ =%MF, +%MF = %(MF, +MF,") (f étant une similitude de rapport -% , f multiplie les distances par 5)

D'ouMF+MF'=8 équivauta MFy+MFy'=16. ;

(E) est I'ensemble des points M du plan, tels que MF + MF1' = 16, ol1 F1 et F1' sont les antécédents respectfs de Felf
parf.

Notons que (E) est par conséquent I'ellipse de foyers Fy et Fy',

Exercice 32 BAC C - Cameroun — 2002 P
Le plan est rapporté & un repére orthonormé (0; 7 , J).

X'=X
On considére I'application f qui 4 tout point M(x , y) du plan, associe le point M'(X, y') tel que : i 3 .
4
(C) est la courbe . x=2cos0 " 0, 2n. Onnoté
) est la courbe dont une représentation parameétrique est ; 26 B,Bappartenantalrntewalla[ '
y =2sin

(F) lmage de (C) parfetH le projeté orthogonal de M sur l'axe (O ; T) i
1)) Montrer que f est bijective et donner I'expression analytique de f-1 dans le repére (O i)
b) Démontrer que FINT* = SN .
4

2)a) Démontrer que (C) est un cercle do i
nton précisera le centre et le rayon.
b) Déterminer la nature et leg éléments caractéristiques de (I). Y

¢) Tracer (C) et () dans le reptre (07, 7).

1)a) Soit M'(x', y') un point du plan, Cherchans que M(x

y) tel que f(M) = M.

X'=x = X' :
(M) = M' si et seulement | v 3 . Clest-a-dire " : |
y =37 E'V'
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OUf esl bijeyy el 53
+ 3550cie le pojny M'(K',)r') tel qu =3

.,eesl"ap Y= %y
2 ol Qe du plan, et H son projete orthogonal gyr axe deg abscigges
o :
e .0 0). Cest
; S X -X [ y est-
g coordonnées {
<

a-dire HM' a poyr coordonnges [u -3-!*]
4 ; i 3__.

- 3 (x-— x.y—0).Cest-a-dire EHM a pour Coordonnges [ 3
1, Pﬂ[m

"!’] Doi il < 35 HM
{l ﬂ un pOII'It du plﬂn

2cos6
oﬁ“‘alﬁ] = L’ =2sinf’ A, Mo e e ¥ = 420529 + 4ginag =4,
j
nie (C) est e cercle de centre 0 etde rayon 2,
”m y) un point du plan et M'(x", y) son image par f.
]!l gpatient  (C) équivauta x2 + y2 = 4. C'est-a.dire x2.4. Ey v

2 2
qisiife que M appartient & l'ellipse d'équation réduite: X, ¥
i

—

" P]z )
2
; 3 4
fslleipse : de centre O, de sommets A(2 . 0), A'(-2, 0), B[ -2-] et B'[ﬁ " _%] » de grand axe (0 1) etde petit

i(0;). de demi-gistance focale c=,, i-h—\g de foyers F{—"‘g 0] et F[ V1

—--—2-, ] de directrice leg
iz (0):x 0 et (0):x= — » d'excentricité e = 1
N il

—

4
f

F-Utiligey v changement de repére pour reconnaitre une

conigue

"I

>
by ﬂilfun R Onhonmmé direct (07, 7).
Ry " " (i par flx )_-_;J___ et () sa courbe de représentative.
"Un Vaggy (r).
-uﬁ. BT“J et § “‘H-F
n
L Page 287 o —————————————
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Chapitre 13 : Coniques

a) Déterminer une équation de () dans & repere (0,1, V).
Slermi données de ses foyers g .
i ne hyperbole et déterminer les coor yers dans le re ..
b) En déduire que () estune 1yp RO

1) f est définie, continue et dérivable sur R, car fonction rationnelle, et pour tout réel X, f'(x)= 5;?'31‘3
Ona sz§ >0, pour tout réel x non nul, d'ot le signe de f'(x) est celui de x2 - 3
D'ob f'(x) > 0 pour tout x dans |—oo, —~BUN3 , +oq] .
et f'(x) <0, pour tout x dans ]—J§ ,oulo, JE] .
D'ol fest strictement croissante sur chacun des intervalles |— oo, _J?_,[ et H’ﬁ \+od].
f est strictement décroissante sur chacun des intérvalles ]—J§ O et ]0, w‘@l )

X 3
Pour tout réel x non nul, f(x) =E +% :
Dol jip f(X)=-o00, im fx)=+c0, Ilim f(x)=—co e |im f(x)=-+cc.
X——00 X—+00 x—=—0 x—=—0

Dol le tableau de variations de f qui suit :

f'(x) + 0 - - 0 +
e :._ /-2 +e0 +00
f(x) - \
+ ] .0 ot \2/
Deplus, i fm‘_x“]':- lim  [f(x)——= =0, d'ol1a droite d'équation y =— est asymplote s
—-cl VBT e V3 Ll -

courbe de f en -= et en +oo,

2)a) Soit M(x, y) dans | ;‘;Llljii i\ T
. ns le repére (O;Tx-i') et M(X
Ona OM=0M (X, Y) dans le repére

0:3.9).

. xT"‘ﬁ‘—‘Xﬁ-{-W
=

XI4y] = (xy3 )T+ (=X +Y43)]
o | *=Xfl4y
=-X+Y3 (1a formule du changement de repére).

\ Page2ss B
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r Chapitre 13 : Conigues

X2 +3

pa;ﬁenté(r} = =R

(X3 +Y)P2 43
—X+Y£—m .

o (X+AYBXVI+YWE=(XB+Y) 43
o BX2-2Y2+3=0.

=]

n R \ _ ey . ) Xz Yz
- O;u,v)est:6X2-2Y2+3=0, qu { i N
e de (1) dans le repére (O U, V) qui s'écrit aussi T +._§ 1
2 2
le repére (01, V) oastsm:ruslaﬁ::rrrue*—M—z+YE =1, o ’1 the |3
h]UHEéﬂuaﬁondE(r]dans erep U EFE=h Ua= 5 elb= =

101 estune hyperbole de foyers F(0, J2) et F'(0,—+/2) dans le repere (0;1,7).
enuiiisant la formule du changement de repére, F a pour coordonnées («ﬁ V JE_i] et F' a pour coordonnées
(2, —+/6) dans e repére (O 1))

Exercice 34 > >
Dans le plan rapporté a un repere odhonqrmé direct (O; i ,T] §

S0t (T), lensemble des points M du plan dont les coordonnées vérifient I'équation : 4 1~5r2 - 1ﬂxy~ﬁ +16=0.

1) Soit® est un nombre réel et (O; U, V) le repére orthonormé image du repére (O T o T) par la rotation de centre O
eldangle 8. On désigne par (X, ) les coordonnées de M dans le repére (O; T, V).

Délerminer 8 pour que I'€quation de (I') dans le repére (0:1,¥) soit sous Ia forme : aX? + BY? = 0.
) Endéduire la nature de (r).

1) Notons R | rotation de centre O et d'angle 8: U, V, l et J les points du plan tels que :
OU=i,0V=v,0l=7 et 0J=] .

5 st-a-dire zy = ez = cosf + isin® et zv = ez = (cosh + isinB)i = -sinB + icosh.
=801 +5in6] et ¥=~sind7 -+ cos6] . |

S:""‘”""* ine équation de (1) dans e repére (O;4,V) :

itM{x. ; - =
Y) dans le repgre (031, ]) etM(X,Y)dans le repére (O; 1, 7).

MR =UetR(y) = v, ce
Dol =

Dl'la 1_'1;__--- . -
M0 o dayjoxirvw
S Xi+y] =X(cosT + sind]) + Y(—sind + cos6])
®  Xi+y] =(Xcos6—Ysin6) i+ (Xsin6+ Ycos) ]
X = Xcosf— Ysing .
ki h nt de repére).
M{“-F}E(n l‘-"':-XSinH-t-Yoqse (la formule du changeme pére)

= 2 2
S Mosg_y . TV ~10xyv3 +16=0.

B4 11 z+11(xs]"3+'fcusﬂ}z —10(X c0s6 — Y sind)(Xsin® + Y cosB)y/3 +16=10
"0~ 543 sin2g) 4. y2

0+ gin2 6)— 5
$Y2[5{sin2

S R Ysing)?

 x | . "
X{Bog2 (sin? 8+ 11c0s20 + 5+/35in26) + 10XY(cos 26 — y/35in26) 416 =0
2 .

©05°6 — sin? )~ 5v3sin2g)

2 I -
9+ 005%0) — 500529 sin?g) -+ 53 5in26)| +10XY(c0s 29 — /3 sin20) +16 =0

— — P 8 e ———
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Chapitre 13 : Coniques "

e X¢[6—5(cos20+ J3sin Zﬂ]] +Y? [5 —5(c0s20 - \55“"29)1 +10XY(c0520 — +/35in20) + 16 = 0

6+ 10::05[20-— %ﬂ]] + 20)(‘(::.05[29 + 1;] +18=0

© x‘*’ls-mms[ze—%]]w?
D'ol une équation de () dans le repére (01U, V) est:

ls-wcas[ze —%ﬂxi +l6 + 10003[29 --231]’\(2 + ZDXYcos[ZG +%] +16=0.
Pour que cette équation soit de 1a forme : X2 + BY2 = g, il suffit de prendre cos| 20+ -11] =0,
C'est-a-dire 2%}4-% = T:Z——l— kw ,avec k dans Z . Donc 0= 1“—2 + k% ,aveckdans Z .
D'ouisi 8 =112 + k% “avec k dans Z , alors une équation de (I') dans le repere (O;U,V) est:

‘6—10m5[—%+kﬂ“f +l5+10ms[-—%+kw] Y2 +16=0

x2_3y2_q.

Si k est pair, alors cosl~%+ k‘l‘l] = _ng et une équation de () est [ 3

543 —6
16

543 +6
16

Si k est impair, alors ms[—% + kn—] = —% et I'équation de () est —

X2 —%‘ﬂ =1 (impossibl)

2) De ce qui précéde, lorsque 8= :—2-1- kw, avec k dans Z , on déduit de |'équation de () que (I) est une hyperbok.

e ———— Page 230
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r Chapitre 13 : Coniques

ZRCICES POUR ' AUTO-EVALUER

S BAC C et E — Cameroun - 2003 45 minutes

5 : A— 3 3
‘ & (0:1,])-Onnote ladroite (D) d'équation x =—= et e poi
Dhslerepﬁreor'thnnorm ( . 2 POt F15.0].

| iewe squation cartésienne de la parabole (P) de foyer F et de directrice (D).
1
e
7j0nnote A[é : 3] A le projeté orthogonal de A sur (D) et (A) la tangente & (P) en A.
2

;) cire une équation cartésienne de (A).

i Dénonirer que (4) est la bissectrice de 'angle (AA', AF).
1g) Préciser la nalure du triangle AA'F.
b) En déduire que les points F et A’ sont symétriques par rapport a (A).

Bxercice.36
Untérieur dune ellipse est la surface délimitée par I'ellipse et contenant ses foyers.
2 2

%l [E) lellipse d'équation —2+-b—2- =1, avec 0 <b < a, dans un repére orthonormé (O ; i .-il du plan.
a

comme image d'un cercle (C) de centre O par une affinité. _
emble des points de (C) d'ordonnées positives, (E1) 'ensemble des points de (E)
;“‘dﬂ‘m&ﬁs Positives et f la fonction représentée par (C1) dans le repére (O 1 , ).
g{:ﬁ'- alaide de f, une équation de (E:).
erlaire de l'intérieur de I'ellipse en fonction de a et b.

%I:?ICEEL 40 minutes
"1!.'.::;;[’:;: (031, 7) orthonormé du plan. Soit (H) d'équation y2 = x2 - 4x + 3. e
atong de gh(H) &stune hyperbole. Indiquer les coordonnées de son centre et de ses sommets, ainsi que les
1501 (04 df;ﬂnelqe Ses asymptotes.

. -lUnIJ-Er Que eﬁlle-d 'E'J.uatit}n Y=mx oll m appartienta R . 1 "

Vel ey 1‘e}133n?e“e’3|- Cette droite coupe (H) en deux points, P1 et P2. Cas d'exception

€ des points P milieux des segments [P1P2] ?

45 minutes

ill Oéfni ['elipse (E)
{0nnate (C1) l'ens

Yey h: :
bl 50 minutes
np sty
Pporté 2 - =
Mgy PO & un repere orthonormé (O ;i , j).
Dﬂintmd. 2
affix 2 +1
?]“E“Dla ey #1on nulle z, on associe le point M' d'affixe Z= =
! : I‘.lr-. = . .
qﬁ’iﬂ erxewz X+iY, oux, y, X etY appartenanta R .
: R> 0.R s ETQT]C'EiDn de xety, 0 et de rayon RO
:»T,EEM& : 1 SUppose que le point M d'affixe z = x + iy est sur e cercle (C) de cente
CIT. A
hb\ézzﬁ'_"" Que ~] T:: % &stune mesure de rangle (i ,0M).
%) ’E;ﬂ-:“re dely COsB ety = Rsing.

Quest
Yy, qe.e”,”e X St::m Y les expressions de X et Y en fonction de 6 etR.
Uire gug, lmsﬁe "elation indépendante de 8.

¢-cerala
b o nique dont on Pr
Mose g Ue M deécrit (C), rensemble des points M’ daffixe Z estune 2o

Page 291 /
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¢ hapitre 13 : Coniques ‘
f ——

ice 39 - mi "
M (E)Y -y=0. <

- 'S A .;..E-w & . . N
208 i-equadinti;:?:ﬂ:n: fetg de | équaton différentielle (E). telle que : f(0) = 3 et ()
1) Déterminer les solutor

Dresser les tableaux Ces variations de fet de g.

=1.4(0) =
W)=tagy,.,

e oo |X=26" 47!
2) Le plan est muni du repére orthonormé, (C) esta courbe degudnan

,0U e féelt din . -
5“:281 =53 ‘et p

Quele est la nature de la courbe (C) ? La construire aprés avoir précisé ses éléments géométrig
ucile L
et excentricite.

ues - SOMimess ¢

3, e
']:".

Exercice 40 BAC C et E — Cameroun — 2005 %
Dans le repére orthonormé (O ; 7,7) duplan.

3 1 3 1 _ N
On considére les points A(1 , 0), B[E 'E] et C[E ; —E] et la droite (D) d'équation x = 1.

1) Déterminer les coordonnées du point G tel que : CG=AB.
Quelle est la nature du quadrilatére ABGC ?
2) On note (I) 'ensemble des points M(x , y) du plan tels que : -MA? + MB2 + MC2 = 2(x - 1)2.
a) Montrer que B et C appartiennent a (I).
b) Montrer que (') est I'ensemble des points M tels que MG = de[M (D)), U d(M, (D)) désigne la distance ds "
gnEn déduire la nature de (I') et préciser ses éléments remarquables.
Représenter () dans le repére (O: 1 , ]') A

Exercice 41 50 minutes
F &t A sont deux points fixes et distincts du plan.

On considére les ellipses dont un foyer est F et A le sommet de I'axe focal le plus proche de F.
T)a) Quel est I'ensemble des points O centres des ellipses (E) ?

b Soit O un point de cet ensemble et soit (D) la droite perpendiculaire en O & la droite (AF). '

Construire (au moyen du compas seulement) les sommets B et B' de ['ellipse (E) appartenant 4 (D).
2)a) Soit B un sommet du pefit axe de Iellipse (E).

Montrer que B appartient & une parabole (P) de foyer F dont on précisera la direcirice (4).
b) Déterminer la partie de (P) qui est I'ensemble des points B.

Exercice 42 Extrait d’un BAC étranger 60 minutes —

Dans un repére orthonormé (0; 7, 7) du plan, on considére la droite (D) : x =6 et le point F(8, 0).

Soit © appartient 3

g i3 s d
0 ’5[ (Tg) désigne I'ensemble des points M tels que % a LB H est le projeté orhogo d
cos

M sur (D).

1) F'réciser_ la nature de (Iy) suivant les valeurs de 8,
2) Construire la courbe (o) correspondant 4 @ = 0.

T

3)a) Ecrire une équation cartésienne de la courbe correspondanta §=—
.

F'u\‘

6
€ courbe (foyers, sommets, éléments de symetrie, 8

b) Préciser les éléments caractéristiques de cett ymplﬂles)-

¢) Construire la courbe o

6
4) St (C) le cercle de centre O et de rayon 10,

. e s xe
a) Ecrire une équation cartésienne de la courbe (E) transformé de (C) par I'affinité orthogonale ayant pouf 8

droite d'équation y = 0 et de rapport 3 .
5
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Scanned by CamScanner



Chapitre 13 . Contgnges

w FTE
s

e s |I'. | & (E)aux points d intersact:

e ostangentes a b - ‘ \ersection de ces cou .

W 5 Courbes sont PEPendioyty re
. BAC C et E - Cameroun - 1998

w@h_\_ < an crenté rapporté & un repére orthonomé direct (0:3.7) on o _'—-—-ﬁr.nﬂugs___
=k 5 o2

802 Parr i apolcston d
| #3000 du plan dang -
e o 3 utpoint M d'affixe Z, associe le point M d'afixe 2 tel que 5
=20k .

(1+iV3)z-1).

4
; v 2
\ pemonver que restune rotation dont on précisera l'angle et e centre.
v e complexe 2 différent de 3, on associe I nombre complexe 7 = 22
z 33
o e (€) Fensemble des points M du plan d'affixe z, telle que Z soit un nombre réal.
2 Démonter que (E) estune draite ou une hyperbole (H) dont on déterminera fe centrs Q. les foyers. les directrices et
I 2
\ Tracer (H) dans le repére (25U, v).
3 Démontrer que limage de (H) par r est une conique (H).
Pracser sa nature, son centre et son excentricits.

Ersrcice 4 BAC C et E - Cameroun — 2009 30 minutes
L2 nizn est muni d'un repére orthonommeé.,

S (D) k2 crote d'équation x = 2. Les points M et F du plan (P) ont pour affixes respectives z et 1 -i.
1) Sxprmer en fonclion de z, la distance de M 3 la droite (D).
20nsppose z+Z —4 =0 . Pour tout réel m strictement positif, (T-) est I'ensemble des points M dont I'affixe z est
sifon ce féquation (E-) suivante : |z —1+i{—m|z +Z7 - 4|=0.
3| Deleminer suivant les valeurs de m la nature de ().
2l Parm =1, doaner les éléments caractéristiques de (T).

Erercice 45 35 minutes
Laxvee est muni dun repére orthonormé (01, . K) -

x=t
sl drofe (D) dont une représentation paramétrique est : 1y =V3t, LR

Z:Zl

'..afb Gnedaxe (0;7) etde génératrice la droite (D)-
fflmqm%éqﬂaﬁonderesty“z?:?x!. _

0% e équation et reconnattre la nature de (C) intersection de ['etdu plan (P)
ffﬂam‘équaﬁcnzﬂ.
1\¥) 3 pour équation x =7 .
jmam@daﬁm y=xJ7 +1.

'Fla o équaton 2= 3¢ + 1.

dans chacun des cas suvanis:

-
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Chapatee 1320 ongues

E)(ERCICES POUR s’ AUTO-EVALUER - soLmom—_\

1)a) Soit M(x , y) un point du plan. ‘

2
3
M(x.y) appartienta (P) > MF=d(M,(D) ¢ Ix_E] Fi .

= ¥ =6x .

3
X+ =
2

D'oli (P) est la parabole d'équation y? = 6x.
b) (P) est une parabole de sommet O, d'axe de symétrie la droite (O i).

2)a) Soit M(x , y) un point du plan.
M(x,y) appartienta () < yoly-yo)=3(x-x) << 3y—-3)= S[x—%] o y= x+§- .
Dol (A) est 1a droite d'équation y =x +% i

b) i +'j' est un vecteur directeur de (A) et son affixe est 1 + 1.

Lzl VR . WO . arg e =——[2]
Zp—2Zy -3 3 3 Zp —1Zp
Or mES(H.'.T—%T)Earg[ 1+Iz ][21'-'] alors mes(AA', 7 + l)———[?:n]
Zp —2Zp
g —Zp — =3

3 " F—Zp In
=—=—=(14i). Donc arg| ——2|=——|2x].
1+ 1+4i 2( i) rg{ 14+i ] [

Or mes(i + j 1ﬁF)Earg[zF1+?‘°‘ ]{2w].alars mes(i+ | .AF}E-—%[ZT:}.DUU (AR, T+ ])=(i+].A)
i

Enfin, la droite passant par A et de vecteur directeur 7 4 ] est la bissectrice de I'angle (AA", AF).

or< 2 +E =3, alors A appartient a (A), donc (A) est la droite passant par A et de vecteur directeur Tl

Par conséquent, (A) est la bissectrice de I'angle (W ; ﬁ:') ;

3)a) Ona:AA'=3,AF =3 et AA"AF =0 (le lecteur fera les calculs).
D'oU AA'F est un triangle rectangle et isocéle de sommet A.

b) (A) est la bissectrice de I'angle A'AF el le friangle AA'F est isocéle de sommet A.
D'ol (A) est la médiatrice du segment [A'F]. Donc A’ et F sont symétriques par rapport a (4).
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' Chapitre 13 : Conigueys

sommets A(a, 0) et A'(-a , 0) situés sur son grand axe,

i€ gstl o du cercle (C) de diamétre [AA'] par I'affinité orthogonale d'axe (AA') et de rapport E’_ .
a

L I .
olips y)un point du plan muni d'un repére orthonormé dont I'axe des abscisses est 'axe (AA).

ofel ?i:l;ﬂé;cngl de M sur (AA) estle point H(x , 0). '
Loproiet® : de M par l'affinité orthogonale d'axe (AA') et de rapport —,ona:
(M) (m2ge a
¥ X=X X!
— b2 ‘ast-a-dire b . Soitalors a -
':_.-HM . CESt d L[] o ot i
HM=2 ¥l i
2 2 a2
2 (3] 2 _ .2 SR i
aniM{I.'.l':'E{GJﬁ xt+y? =a? & X +[E] y'=a~ & a2+b2 =1 & Me(E)

H | ] b
I oo E) est[image du cercle (C) par l'affinité orthogonale d'axe (AA') et de rapport =,

: int du plan,
7) Soit M(x , y) un poin -
() < Mapparienta(Cavecy=0 e W@+y?=a awecy20 e y= val -

oo (x) = Va2 —

; b
3) (E+) est limage de (C+) par I'affinité orthogonale d'axe (AA') et de rapport =
HY- i ¥ b
Kinsi, soit M(x , y) un point du plan et M'(x’, y') son image par I'affinité d'axe (AA") et de rapport =

b

b B o B
jent 3 a ! '=—f(x' g (E1)est: y=—1(x).
Mappartienta (C1) & y=f{x) < Ey =f(x') & y'= af{x} . D'oli une equatmnld (E4) y - (x)
b Notons A Iintérieur de I'ellipse (E) et A1 la partie de A située au-dessus de Faxe des abscisses. |

; . % b
Ona: aire(A) = 2aire(A) =2 | —
-ad

e

f(x}dx=2§ _aaf(x}dL

a P
% J: a'[")dx est 'aire du demi-disque délimité par (C) situé au-dessus de I'axe des abscisses.

Ainsi. v a 1{32 Dol aim(&];.gx_tlxﬂ_az_:ﬂab-
S puisque (C) est le cercle de centre O et de rayon a, f af[x}dx=—2—- e a 2

' .
;}[:m';}m“ +¥) un point du plan.
NelH) o ypop_ax+3 o y=(x-20-1 &

0] 2.0 o repére (07, ), léquation de (H) est: X2~ Y2 =1 dansle repére (Q;1,1)-
0 ' S = A
et yperle équilatére de centre (2, 0) dans le repére (01 ]). d@ sommets Al .0

®M0-T 3 ,'-"-" ;
Wi, 1), dasymptotes les droites d'équations: Y =X et Y =-X,dans le repére (€21 1)
lu__m?)xi __4x+3=ﬂ.

"':mx

(x_Z)f,_.yﬁ:"_

(-1,0)dansle

Y
{x'ﬂa‘}pa""eméiH}n{Dm] o [y2=x2—4x+3 @)

it 1 — y=mx

p mix2-4x+3=0 (1)
UUI‘IT]:‘,:Dna 153 3 7 3
7 o y=7. Donc HN(D)= BE'E !
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3
dl |II|

Pourm=-1: (Hyn(D_,) = IB

Pourm#1 el m#-1:le disg -
Dou I'équation (1) admet deux solutig

iubor (2] adm‘-'t d"..U)’ U;up{,-:: Wty
(H) €1 (D=) & rencontrent donc en| E 8,
Conclusion : (H) et (D) s re Nt en deux pc AF28aUf pour les yaleyyp Ll T
3) SotP miieu de [P<Py). e ' Am
+ Ye, +Yp, +myx, Xp +y
XP=IP| Ipi __:_S_= 4 - 2 et yP= P2=I“IR| %=M:E“ Z‘m
2 2 A-md) 1-m 2 2 2 2"
; s o . 2 2m
S estla somme des racines de Féquation (1). D'oi P 2 pour coordonnées S :;_—_?_ _
-m 1—m
Yp 2 ' : -gxpz
Orm=-<Z alorg Y =———.Clestadire x, = 77 Ol #0,
P 1_|Ye Yo =X
Xp

Ce qui équivant 8 yp? —x,2 = =2, elenfin 4 (x, — 12
D'ols P décrit Ihyperbote d'équation (x - 1)
les droites d'équations y=x-1 ety

2
~Yp= 1.
= ¥?=1de centre (1, 0), de sommets C(2,00etC(0,0), gasympieg
e B tpkes (021, 7},

Point méthodes oo —
On peut trouver les coordonnées de A ¢

A’ et les équations deg asymplotes dans le repére (0:7, i). |
1 suffit de faire yun changement de repére, g

ur cela, on procede comme suif :
S0it M le point de coordonnées (x ,y) dang le repére (07 , T) €t (X ,Y) dans le repére (Q: i i }‘:) :
x= 24X
Ona: y formule de changement de repére).
}' —

D’oli les coordonnées de A et A’ dansg [, repére (07

V1) sont: A3 ,0) o A1 ,0).
Les équations des asymplotes dans Je repére (O - i .

T) Sonfiy=x-2 el y=-x42,

Solution 38
1) Soitz=yx+ iyetZ=X+iy,y y XetY sont des nombres réels, On g -

xw;%t‘ x4y 41 Jﬁ:y_‘}m =|(x2~y2 +1}+zxy](x-iy)

xR +92+1)+Y{X2+5'2‘13.;
2x-+iy) Yx+iy) 28 127 2 +y) T AR+
Dog, x =2+ 41 y Y4y
o i) 2 47
2)a) Soil M(I-!f)Uﬂpﬁintducercle{(:)decentrec}el derayonR, ona:
m'TZOMX{FHM?.mFRmG el aﬁ-Tz OMx"T“GOS(T.ﬁ):ﬁms[-%+ﬂ]=ﬂ5i"9-
Or OM-T = (47 +y])-T= x o E}Tﬂ'_l'z(x?+ﬁ}--i'=y. D'olr x = Reos et y = Rsine.
§ i
b ,(:-—4——._._;»_.1.:,.-_.._____ ol X ==|14.1 - —|cos0.
e A +y') 2 @y DX 2[1+H2]R°°SU 2[R+R
2,2
v +y ~1J_¥[ f ] » 1[ 1. 1[ 1]<
VeVt =l 1 » Dloll Y fq L f==|R~—/sin0.
. 2[x2+‘r'2) 9 x2+y2 u 21 ) Rsin > R

1 1 —-1[ _.l]:-'
3)a) Ona XcE(R—l-ﬁlcusﬁ el Y-2 R R [¢in0.
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Chapitre 13 : Coniquey

R——

; b=
08 R

o T =
o

4
X et sinB=T[——1—]-

2 Y? 29 4 sin? [ :
X 4 ——— =008 0+ sin“0=1. Finalement, Y

—_
Rt 1 1 12 7=
sute, i 4 R-—] _[R +_] o 1
A 1R+E] 4[ R o 4 R 4R R
. ue M décrit Ie cercle (C), M’ décrit I'ellipse de centre O, de sommets
pe LS g [ 1[ 1] } [ 1[ : 1
Yr+=|,0], Al—=|R+=].0{, B[0,=[R—=|| etBlo, —}r_1
A{Z[FH-R} SRR >\R—=|| <t B0, 2[R RH_

2 2
5 5
=.0], al-2
4 ] A[ 4'0]'

5 M Jécrit l'ellipse d'équation [—+——=1,de centre O, de sommet A
3) . efo —3). defoyers F(1,0) etFi(-1 ,0), de directrices, les croites (D):X =22 et (0):X =22,

o Pour RE

UI

|_ 4 ch _ llo;}.

| 4 1

i B R

Yo Ariaf est r2— 1 = 0 qui a pour racines -1et 1. :
li.ia's- z{?m:?; gaerﬁgzeur;st?;q: ?EC':E; EE)— y = 0 sont teg fonctions h avec h(x) = Ae* + B_e-* avec A, B appartiennentd R .
Pourtous éels A et B, h est dérivable sur R et pour tout réel x, W(x) =Ae<-Be ™%
+ Dol puisque f est solution de (E), il existe deux réels A et B tels que pour tout réel x, f(x)= Ae* + Be~%
| RiEsy
=1équivaut 3 A-B = 1 Z
Des égalités‘z'l} et (2), on déduit q(u; A=2etB=1. D'l pour tout réel x, f(x) = 2e*+ &~
* festdéfinie sur R et pour réel x, f'(x) = g(x).

W 1
Orgle) > 0 équivaut a e2 > % Cest-a-dire x> —~In2. Etg(x) <0 équivauta x <—in2.

i
ot strictement croissante sur -Emz ; +cx:| .

Dol f est strictement décroissante sur ]*m ' —';Elnz

x_f"‘ 1X) =400, lim f(x)=4o00.Dlle tableau de variations de f qui suit .
= X—+o0

-0l

- o+

e +\ zJ'/

L] gEst . . F
Etg(o) :S?EL»H]OF de (), donc il existe deux réels A et B fels que pour tout réel x. 9
0(0)= g o AUAA+B =1, (1)
5 Bal: qUWautéA_B=3_ 2 -k - gk,
s 1) et (2), on déduit n:|a\ne{.'5s:|= 9 etB = - 1. Dot pour tout réel . g{x) = 26"~€

' page 297 /
———

= Ae* Be~*.

_—4
Scanned by CamScanner



Chapitre 13 : Conigues

lim g(x)=+oco.
X—+00

lim g(x)=-00,
X——00

D'oll le tableau de variation de g qui suit :

st définie sur R et pour réel x, g '(x) = f(x) > 0. D'od g est strictement croissante Sur R
e ge

X =00 +o0

g'x) z

g(x)

2) Soit un nombre réel t,ona:

lx=23'+e‘
1. iy

Y=2e —a

X
t e'=

Lk

équivaut a A

k=Y
2

—Y]= ele ™t =1,

2

el =

+Y
Dou{ 4

2 2 2
x+y)_(x- Y_____ alors = _Y__q.
s Ny e L

2 et
Dot la courbe (C) est contenue dans 'hyperbole (H) d'équation % —!8— =
Or d'aprés la question 1), lorsque t varie dans R » X décrit 'intervalle

V2, +oof etydécrit R
Finalement, (C) est la partie de I'hyperbole (

H) dans [2v2 , + oofxR .

1) e CG=AB si et seulement si G a pour coordonnées (2,0).

* CG= AB , donc le quadrilatére ABGC est un parallélogramme.

Or BC a pour coordonnées (0, -1) et AG a pour coordonnées (1, 0).

D'oli AG-BC = =0x14+(-1)x0=0 et BC = AG=1,

Finalement, ABGC estun
un carre,

2)a) e Sjon remplace M par B dans - MA? + MB2+MC2, ona: —BA2 +BC? =-1-

3 ¥
Or 2{5—1] =%, alors B appartient 4 (n.

® Sionreplace M par C dans -MA2 + \B2 + MC2 onga:
—~CA? +B(2 =%‘

3
Or 2[5—1] --2- anrsCappamenta(F)

parallélogramme 3 diagonales perpendiculaires et de méme longueur, c'est-a-dire ABGC est

b) CG=AB €quivaut 4 - -GA+GB+GC 0.
D'ou G est le barycentre du systéme {(A,- il
On aalors : - MA2 + MB? + MC2 = g2 ~GA2+ GB2 + &
ABGC étant un carré, GA? = GB? + GC?),
Ainsi, -MA2 + MB2 + MC2 = 2(x - 1)2 équivauta Mgz = 2x-1)2,

Page 298
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Chapitre 13 ; Coniquey
x—1 alorson @ MG? = 2[d(M . (D))"
i i
ﬂfd{m.l_i (6= V2. (D) |
0 " cion2), AL+ MBS MC2 = 2(x~ 1)2 équivaut & MG = v2d(M, (D))
lag

o o de foyer G, dexcentricité 2 >1 et de directrice (D)

rest Il'[fil_!l::Ff"' (e lecteur pourTa retrouver et utiliser I'équation de (I) quiest : x2 - y2= 2,
gdell )

es points O, F, A sont alignés et F appartient & [OA).

ipse, | SR
7l € glant an: :lgdemi—dmit& de support (AF), d'origine F, ne contenant pas A et privée de F.
i gagpameﬂene demi-droite est centre d'une ellipse de foyer F et de sommet A.
Fitout po":nf;: des points O centres des ellipses (E) est cette demi-droite. B
¥ |f::sla construction de B et EI"'_.:
Pﬂ::iﬂhr-'a,ﬁi::GEtOB: OB' =b.
,:1 = a? - bz.
0“351.0;5 le OFB est un triangle rectangle en O.
EJ’EE?;:E OF2+0B2=c2+b2=a?-bi+ b? = a2,

Kjnsi FB = a. Par conséquent, B appartient au cercle (C) de centre F.et de

OA :
:::?emenl. B et B' sont les points de rencontre de (D) et (C).

2)a) Soit (&) la droite passant par Aet perpendicul?ire a(AF),ona:d(B,(A))=0A=a.
Or 4 la question 1)b), on a montreé que FB = a. D'ou FB = c!{B , (4Y)).
B appartient alors 4 la parabole (P) de foyer F et de directrice {{1_}._ o .
b) o OetB sontsitués dans le méme demi-plan (Q) de frontiere la pergendlculalre passant par F & la droite (AF).
« Soit M un point de la parabole dans le demi-plan (Q), O son projete orthogonal sur (AF). .
Oestle centre d'une ellipse (E) (car O est sur la demi-droite de la question 1)a)), de foyer F, de sommet sur I'axe focal
AM=BouM=B', sommets sur le pelit axe. . . ‘
Donc tout point de la parabole (P) dans le demi-plan (Q) est un sommet sur le petit axe d'une une ellipse (E).
Do l'ensemble des points B est la partie de la parabole (P) dans le demi-plan (Q).

f)Si8=0alors,ona —— —1. Clesta-dire IC 1, qui équivauta MF=d(M, (D).
cosh MH

Dol ([o) est une parabole de foyer F et de directrice (D).

SiBappartient 2 lﬂ I alors i appartient a]1 , +=[.
2 cos@

- 1
) estdonc une hyperbole de foyer F, de directrice (D) et d'excentricité =

2 "
) Soit Mix , ¥) un point du plan,

::[’; Yapparienta (fo) o MF=d(M, (D))
su ?st' Une parabole de sommet 0(7 , 0), d'axe de
!;melne I'axe [Q.T}
a] Sﬂ' ] . .
ME Il:ﬂ{x +¥) un point du plan,
W% o Mp=_2
n =—d(M,(D

S (B-x)? 4y =%(x—6)2

2 2
= Xy

=1

48 1
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22 :
i , e X0 ¥ I i
[1"!] estdonc Mhyperbole d'équation réduite 2= — <= = 1. donnée dans le repére (0 ;7 , )
6

b) [Ty

6

est Ihyperbole de centre O, de sommels A(4+/3,0) et A'(~44/3 ,0), Tasymploles les droftes I equatey
Vaong

1 1 (- | ; O'T i d'axe fr T
=—=X el y=——x,defoyers F(8,0), F(-8,0)dans erepére (O, j) ,daxe ansverse (0:
e T ki ol s o o )

’
L]

d'axe principal (0;]).
c)

4)a) Soit M(x, y) un point du plan.
M(x , y) appartient & C) o X2 +y2 =100.

Déterminons I'expression analytique de I'affinité f d'axe (0 ; T) et de rapport % ;

Soit M(x, y) un point du plan et M(x, y) = f(M).
Le projeté orthogonal de M sur (O : ?} est le point K(x , 0).

3 X'—x=0 X'=x
M =M o KN=2KN o 3 & 3,
9 y'=—y y'=-y
5 5
X=x X=X
Dol f est l'application qui & tout point M(x , y) du plan, associe M'(x, y') ol: 3 .Etalors 8.
—*5-!-" y= 33'
oo WY _ 2,25 o xtz ‘."’2_1
Ainsi, M(x , y) appartient 3 (C) = X+y2=100 o X +?y =100 & ﬁ'[ﬂﬁ_ '

Finalement, M(x , y) appartient 4 (C) si et seulement si, M' appartient a I'ellipse d'équation x_z +§—; =1.
- - .

D'ol une équation de (E) est: e +E =1;

b) e La demi-distance focale de Pellipse est c =+/100—36 = g

Les foyers de (E) sont alors les points F(8 , 0) et /(-8 , 0).

* Déterminons les points d'intersection de (E) et [I‘“

6
Soit M(x , y) un point du plan,
X2y y=3el x=53
T 2 2 53
8 - X" =4 =3et x=-
Me@En|r,| < 42 152 - ; B+3y* |ouy o
5 x_.+..:"_=1 9x +25y2=90{} ouy=-J3elt x=
LU nuyzfﬂelx:'—{)ﬁ
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Chapitre 13 : ¢ oniquey

pent €N quatre points E;

1.2, 3,4}, un point de rencontre de (E) et

(543.3)., E5(-53 ,3). Ey(543

F“]:
6

=3) et Ed(‘s\ﬁ,-aj‘

m‘[ﬂﬁl?" Yy g
| squation —= 41 =1, soit y = i, , 36
E; a pour equatton + =1, 50t y= — iy, 36
|aﬂgﬁ tE:El': ]en UD 35 255" y
§ 9x
e i de cette tangente €3 25}'[
; f_|en Ei a pour équation E—mztsmt = X x_lﬁ
e S "8 19 ¥ %
X .
t ——.
L_,peniede cefte tangente es 3y, N
X 3Ki2 ” i

9x;
P st —_— e =
epod 065 RS 25y; 3y, 25 Yi2

Dol les tangentes a (E) et [[‘“

6

=—1, car pour touti dans {1, 2, 3, 4}, on a ’iz=?_
Yi

) aux points d'intersection de ces courbes sont perpendiculaires.

1 .. ; PP ;
1) SoitM d'affixe z et M’ d'affixe ', sonimage parr.Ona: z'= 5(1 RS hﬁ}{z 1= -2—(1 +|~ﬁ]z—5{1 - r-ﬁ}.

Ehmﬁ)

=1 et arg[%(mﬁ)

E-;—[ZTE] .

T, 1 ) 1 :
Do fécriture complexe de r est sous la forme z' = az + b, oll a= ol +iv/3) et b=—>(1 +i3).

™ .
Comme [ =1 et argllﬁ +iJ5]] = 1[2-;r] alors r est la rotation d'angle dont une mesure est 3 et de centre le point

i}
#fixe 2, telle que z—~1+w'_z—-f1+|\"_ smtz—a —H).

3a) Soit Mix, y), d'aff

Uy

tstunréel o Z=E

2 -2
o 2 _Z

Z—3 z-3
®  2@z-3)=2 (Z 3)
=3 23__2
S (-2 +z+7)-
®  @-2R+7)+2z-
=
S y=0ou3x-y2-6x=
=

Y=0 ou (x—1)°%—

Xe Z, un point du plan .

féel g
Si etlseulement si M, distinct de

avecz#3

~3(z2 -2 ]=0 avecz #3

3z—7z)(z+2)=0 avecz #3.

3z + E)] =0 avecz#3

2iy(2(x2 - y2) + (x2 + y2) — 6x] = avec (x,y) #(3.0)

0 avec (x,y) #(3,0)-
___=1 avec (x,y) # (3. 0)

(v3)

ient
B(3, 0), est sur laxe des abscisses oU apparti

Page 301 /
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Chapitre 13 : Coniques

1 de centre Q(1, 0). De demi-distance focale ¢ =143 = 2, de fo

; - S :

, Y -t== s

(H) diéquation (x—1)" =772 1 | 2,04
R irectri ites d'équalions x = — el x = -~ ¢; -

F(-2, 0) dans le repére (1. 7). de directrices les droiles d'€q 2 2 ansle repére () o P
dexcentricité e = 2 et d'asymplotes, les droites d'équations : ¥ = xv3 el y= -ij dans le repére (5 o

b)

3) La rotation transforme foute conique en une conique de méme nature et de méme excentricité.
Dot (H') image de (H) par r est une hyperbole d'excentricité 2 et de centre r(Q2) = O.

Solution 44 '

1) Soit M(x , y), la distance de M & Ia droite (D) est : [x—2].

o S Z , alors la distance de M & la droite (D) est : %—2 , soit %[z +Z-4|.
2)a) Soit M un point du plan d'affixe z.
M appartient a (I'm) si et seulement si, %z m . C'est-a-dire %:

Ce qui équivaut a dire que % =2m, ol F est le point d'affixe 1 —i. Comme F n'appartient pas a (D), alors:

Pour m= % , (T'm) est une parabole.
Pour m >% » (I'm) est une hyperbole.

1
Pour m< 7 (T'm) est une ellipse.
dM,F) 2
d(M,(D))
D'ou (I'1) est I'hyperbole dont un foyer est F, une directrice est (D) et d'excentricité e = 2.

b)Pourm=1,0na:

1) Le sommet du cdne I" est le point de rencontre de (D) etl'axe (O ;T] quiest0(0,0,0).
I est donc le cone d'axe (O;7) , de sommet O et passant par A.

Soit A’ le projeté orthogonal de A sur (0; 7).
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Chapitre 13 : Coniques )

S UJ M'#m-\ﬁ:lz-}-{n_j}_z ='~ﬁ et OA'= {1_[))24_{0__0)2_'_(0_0:’2:1.
7 Ui s Ml
né angle AoA,tanE!:-@—T=ﬁ.

 pointde respace et Hson projeté orthogonal sur (0; 7). Ha pour coordonnées (x , 0 , )
u ] ' i

2 2 2
wwde Ma (© ) est: HM:ﬁx-x} HY =0 +(z—01 =y’ + 22 e 0H=JF=|,(|_
10500 *getseuement i, HM = OHtand . Cest-adie HMP = OH? 7.
uappaﬂﬂ!“‘a N 2= 7x2 . D'oli notre cone I a pour équation y2 + 22 = Tx2,
i équival

oint de |'espace.

{yz +22 =7x2 & {712 —y? =1

M{LT'Z z=1 z=1

. retersection (C) de P et T a pour équation 7x2 - y? = 1 dans le plan (P). Cette intersection est donc une hyperbole,
i;ggil M(x,y,2)un point de I'espace.

ye+zt =Tx* " y? +2% =49 :
M.y 2 x=~7 x=7

poifinesecton (C) de P et I a pour équation y2 + z2 = 49 dans le plan (P). Cette intersection est donc un cercle.
¢) Soit M(x, ¥ z) un point de 'espace.

y2+zzz?xzﬁ {x«ﬁ+1]2+zz=7x2ﬁ 2T -1=2?
y=x~ﬁ+1 y=x~ﬁ+1 y:xﬁﬂ

appanieni abPnf <

Ux,y,z)appartienta POl & {

V7

D'od lntersection (C) de P et I a pour équation N/ [x+1—4]= Z% dansle plan (P). Cette intersection est donc une

parabole.
d) Soit M(x , y , z) un point de I'espace.

2.0 a2 2 5 ind 2 2_,
Mx,y,2) appartient a PN e ye+2z°=7x i ¥y +(3x+1)" =7x i 2X° +6x+1+y

2
4 I
/[ E ==
A (?H-z] e

y=3x+1

y=3x+1
D.'N.I |1ﬂter59ct' (X + 2]2 2 3
'on (C) de P et a pour equation . 2+ y ~=1dans e plan (P). Cette intersection est donc une
N J7
dlip, . 2 N
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| | EXEMPLES DAPPLICATIQNs
"|£;  DELESPACE ‘

RAPPEL DU GOURS

Dens ce cours, E désigne espace (affine).

A. Projections

Soit (D) une droite et (P) un plan de lespace tels que (D) gl |jF") soient sécants. |
e On appelle projection sur (P) parallélement a (D), l'application :
p:E—E
M" appartient a (P)
(MM') est paraligle a (D)
e On appelle projection sur (D) parallélement & (P), 'application :
qQ:E—=E

M= M' telque {

M' appartient a (D)
(MM') est paralléle a (P)
mendiculaire & (P), alors p et q sont des projections orthogonales sur (P) et (D) respectivement

M> M' telque {

e Si(D)estp
Remarque :

® (P) est P'ensemble des points invariants par p.
® (D) est I'ensemble des points invarianis par q.

B. Homothétie - translatiow

B, - Translation

e Les définitions et propriétés sur la translation dans le plan restent valables dans l'espace.

e L'espace est muni d'un repére.

L'expression analytique d'une translation est sous la forme {y'= y+b.Letriplet(a,b,c) représente les coord
Z'=z+¢C

du vecteur de la translation.

Bz - Homothétie

* Les définitions et propriétés sur 'homothétie dans le plan restent valables dans I'espace.
e L'espace est muni d'un repére.

X'=ki+a

L'expression analytique d'une homothétie est sous |a forme {y'=ky +b , ol k est un réel différent de 0 etl.

z'=kz+cC

Le rapport de cette homothétie est le réel k et son centr 'uni int invari 'homothétie.
: & eest|'uni invariant par 'homo

o 'homothétie de rapport -1 est une symétria centrale, "ique pont P

Remarque : L’homothétie de rapport k :

® fransforme une droite en une droite qui lui est paralléle, un plan en un plan qui lui est paralféfe,.
rayon R en une sphére de rayon |k|xR .

e Page 04 J .
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Chapitre 142 Exemples d'applications de Iespace

ité, le barycentre, le'milien d'un'segment,

Jismes Porthogonal Valignement des poins, les formes

allé
P
1.\\!5[“: It (ﬂlﬂmr"

1
A | ! | , les aire par k2 et les volumes par ]k| ;

C. Isometvies

C1 - Définition et propriétés
de l'espace toute application de E vers E qui conserve les distances.

4 ie g '
 mappele isométr étés sur les isometries dans le plan restent valables dans I'espace.

f géﬂém!- les pT'DP[i
C. - Quelques isométries de |'espace

il franslation.
i Lasymétrie centrale.

Larotation autour d'un axe (hors programme).

Laréflexion : " g :
?Mappelle réflexion ou symétrie orthogonale de plan (P), que I'on note se), I'application de E vers E qui 4 tout point
UteE associe le point M’ de E tel que (P) soit le plan médiateur de (MM,

e - Le milieu de [MM'] appartient a (P) . ‘

(MM') est orthogonale a (P)
' Plestlensemble des points invariants par s).

' $mestune bijection et sa réciproque est spj = Sp)-
' 5905p) = Ide.

fLe demi-tour .

;Uﬂagpe I demi-tour ou retournement ou symeétrie orthogonale d'axe la droite (D), que on note So. 'application de
9 out point M de E associe le point M’ de E tel que (D) soit une médiatrice de [MM)

stagre. |L© Miieu de [MM] appartient & (D)

Dt (MM) est orthogonale & (D)

" Syeg uigsgir_nbl? des points invariants par so).

" osg, = ME_le“‘”" et sa réciproque est spy = s).

] Cs - Composée de symétries orthogonales
C”'“Pnsé
4

El'it.[pj & de doyy réflexions

H8ip) Q ®UX plans, '

Ut ) 5o " :

" §ifp D500 py Mt Parallales, afors Sos) est la translation de vecteur 2AB, ol A estun poit
(P)Ef (Q.I snﬁlﬂté Qrthl}guna' sur (Q} ) o de [P} el {Q)

:};qmp%é Nt pe endiculaires, aiors 5()0s(p) est un demi-tour d'axe la droite (D), intersection

([l] gl e de de

() 4o UK demitours -

‘3_'13] ot e droiteg, o

Son ' . . arbitrairement
oo para"iies' alors 4,080y est la translation de vecteur 2AB, 0l A estun point e O A
gonal syr (4), ‘o (D), passant par
|mu“anépendiculaires e)n un point A, alors s(oso) st un demi-tour d'axe la droite (D'), P2

L enta(D) et () '

n

Lde (P) arbitrairement

une réflexion :
I Page 305 /
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Chapirre 14 2 Bxemples d"applications de l'espace

an t wan ot (D) une droite perp&ndbukim a(F)enA
. Soose estla symetrie centrale de contre
o Or: romangue QUe, S8 = SO0SF) = S
n d'une translation, d'un demi-tour, d'une symétrie centrale

C. - Décompositio
3 '-aaa »m;‘;? p:eu't se cacomposer d'une infinité de fagons, soit en deux réflexions de plans paraliéles, soit en deyy
o 4= = L -
dami-tours d'axes pardiles.

E&E&-i-:'iu d';.te (D) peut se décomposer dune infinité de fagons, soit en deux réflexions de plans perpendiculaieg
1008 i S

suivant la érote (D), Soit en deux demi-tours d'axes perpendiculaires entre eux en A el perpendiculaires & (D) en A,

Tc}cuh q}m;n ol;:l;e da centre A peut se décomposer d'une infinité de fagons en une réflexion de plan (P) etun

derri-tour d'axe (D), o (D) et (P) sont perpendiculaires en A

/ Page 306
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o0 1 upptle it s ol Pt

' (Tpttre 1 1 1 eopy

“iGES POUR COMPRENDRE LE conp:

A, Lludier Loy Profection,

i T SRS B il T T s F—’
e "””Iéml - “JJ il M"fl NOn Pt T -
: Bﬁ:&:::ﬁ:}%:: pfju; que lo projaté onhogonal e ARG sur (1) s ; )
ol
'uﬁmum fsoclo.
IJ gullatérol,

yn fanglo
mﬂd 100 un ranglo gqullatoral ot (1) un plan non porpendiculaire au gan (464), l—

4ol ca8 sulvants, Un VA 60 prosontor ; ® (ABC) et paralible 4 (17),
[s# ® un soul Oith du frinndgle ARG 65t ansiéds 4 17,
® aucun oith da ABC rfast paralieis 4 17,
wean 81 (AEC) (P), alorts [image du trdangle ABC est un tdangls K'EC' de mbmmes dimersis s 1L,

(@ ABC o8l dyullatéral, |
weat 18l un soul €016 du frlanglo ABC est parallble 4 (P),

ty ko & [ gondralitd, supposons (AB) Il (P), alors limisge de (AE) et (W] da mbmms g g (47,
isimagos (NC ot [B'C| respoctives do [AC] ot [EC], sonl de mbme bngusur,

maAC' = BC', AC = BC of B'C' < AC. Lo triangle NE'C' a8t done lsocks,

pon 8l oucun cOt6 du irdanglo ABC n'est parallble & (P), alors (IWNE), (INC'| of (0] st 645 sergrants o4 ey seis
wek doux distinctes, Lo trlangle A'B'C’ 68t done qualcongus,

Endéfinitive |
o)l projots do ABC et un trlangle Isochle 1 et seulsment si un seul da a5 o5 65t patsits 4 (7),

b)lo projeté do ABC o5t un Iriangle bquilatéral sl et seulsment s b phan (AEC) 651 paraise 49,
Kemarque 1 §1 deux cotéy du trlangle sont parallbley b (1), wulory (ANC) 44 purallele i (1),

Rateleg 2

b ] 4 s el e
AP:14y 4255 un plan, Détorminer [oxprossion analyfiques di Is projsction orttvynls 4 ¥,

"yt projoction, Mix.y, z) et M(x',y , ) doux points do Fespacs. "y 2 D
S R

‘_“ﬂﬁ.‘*k
. JKER,

LT l_ M e P o g
W colindaira 4 7(1,1,1) unvecter rommals P ; ; "
1 %
" yo i~y =247
. KbKeby ko 2 g B RH%(#*V—Z""Q ’ )
%mab": Ko kopex Done Al B N7 'f""%("’ ilﬁ"t’d'
‘h"r'k-l-y ' ' . 7
. y'=kty gy sat?
2okt z Al E % 3(

1
Vo (20 = = Z 4 B)

088l .
Malytiquo o p gy - y' .-u;-{.-x g2y =243

2= -:}(-x ~y 42243
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Chapitre 14 : Exemples d'applications de Uespace
S ———

e —————— — o —
Exercice 3 o

Soil (D) la droite de systéme d'équalions :

Déterminer l'expression analylique de la projection orthogonale sur (D).

x=K
Une représentation paramétrique de (D) est: {y =k, k€ R . Un vecteur directeur de (D) est (1,1, 1)
Z=k
Soit M(x, y . 2), M(x', ¥, Z) des points de I'espace . g la projection orthogonale sur (D).
i g
X'=k X =§(X—I~y+z}
M) = M ik & y=k & et
- <=:. yep— —
3 v LT 2=k Feghera,
L L L = " 1
(X'=x)+(y'-y)+(z'-2)=0 Z'={x+y+2)

-
| X'=z{x+y+2)

D'ol g transforme le point M(x,y,2) enlepoint M'(x,y’, 2'), oll y'=%(x+y+z).

.
z =§(x+y+z)

B. Etudier les translations

Exercice 4

Soit (P):2x+3y+z+2=0 et (P'):2x+3y+z-2=0deuxplans.

1) Montrer que les plans (P) et (P') sont paraliéles,

2) En déduire qu'il existe une translation, dont on précisera le vecteur, qui transforme (P) en (P').

1) 7(2,3,1) est un vecteur normal & (P) et (P") simultanément, d'oti (P) et (P') sont paralléles.
2) o A(0,0,-2) estun pointde (P).

Soit A’ son projeté orthogonal sur (P').

Soit t la translation de vecteur AA', on at(A) = A',

Donc ttransforme le plan (P) en le plan passant par A' et paralléle & (P), qui est (P'").

D'ol il existe une translation qui transforme (P) en (P').

* Soit (a, b, c) les coordonnées de A', il existe un réel k tel que AA' = kii .
Donca=2k, b=3k et c=k-2

Or A’ appartient & (P'), donc on aura, 4k + 9k +k-2-2=0 . Donc k =E 7

D'l le vecteur de |a translation t est %ﬁ .

Remarque :
Supposons qu’il existe une translation t qui transforme (P) en (1),

Soit (a,b,c) son vecteur, t transforme un point M(x , y , 2) quelconque de I'espace en le point
Mi(x'=x+a,y=y+b,2 =z+c).

M appartient a(P) &  2x+3y+z+2=0 - 2x’+3y’+z’+2-2“'3f’“"'0
L’image Q de P par t a pour équation 2x+3y +72+2 - 24— 3h—c = 0.

W \:k{i] J
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r Ch

'Ui’ﬂf’im‘ _!_;_'!"_‘.ﬂﬂfhf'_ff applicationy de

/‘“ﬁ espace
a= k

":‘l_sh_‘-;-.‘ & Ja+rtbre=d & b=k’

ckelkeR.

g
{\ C = 4-2k-3k'
) ﬁm\'\‘ de riplets (@ . b, ). done il existe une infinité

l .

de translations quitransforment (F)en (P

pe® daons oud pour vecteurs U(K K" 4 =2K=3K') ket k* réels queleonques,
l}'i’ _‘.‘.‘rk=k.=ﬂ' onda E{O.U,‘”. tﬁ(P]:Pr.
pusiSS
= RCDEFGH un Cube.
S ":"1“&\- | le milieu de [BC] et J le centre de la face BCGF.
s NG o k s i
1&:-;@ s coordonnées dans le repere (A, B, D, E) des images des sommets du cube par|a transfation t de
1t\‘9‘13']:|‘
E s coordonndes des sommets sont : . _
20,01 (1.0,0).C(1. 1,0), DO, 1, 0), 0, 0, ), F{1,0, 1), G(1. 1. 1) tH0, 1, 1)
(n ramarque que ﬁ:lﬁé. D'ols 1J a pour coordonnées [0.0,1]. = g
c 4 E/ | £/
L3 ransiation t de vecteur 1J transforme le point M(x , y , 2) en le point M'(x', y', Z), i i ,'
J
X' = X l 'l' .
ael Yy =y U/ ——— 7
I
=2 + 1 A “d B !
| 2

Lssimages des sommets par t sont : 3
(o1 1 1 Vs3] & 3] [ 3] ( _]
‘_1‘ i ¥ o ' ] ' e U U|_|F TICII—IG 1,1,"‘ EIH 0|1l 5
10,0,2].3[1.0.2]. 0[1,1,2]. 0[0.1.2].E[ : 2J [ 2 2 2
C. Etudier les homotheéties

Exercice 6

:‘:CD estun tétragdre et I, J, K les milieux respectifs de [AB], [AC], [AD].

!/ Ceeraire du triangle 1JK en fonction de celle du triangle BCD.

2 Caleter le volume du tétraédre ABCD en fonction de celui du tétraedre ANK.

: " Pointméthode:

, L’homothétie de rapport k multiplie les

Ona Fj= 1 |
2

—_— — o e —— | » 3
AB , M=%AC et AK:%AD* b a;‘res_parir H.a'ﬂ: mfmff?f’f fk] - ]

Ry

Dt i 2
%L JetK sont fes images respectives de B, C et D par I'homothétie h de cenlre A, de rapport 2
)00y
fimage de BCD par h est UK. Et aire(1JK) = %aire(BCDJ :

2 0e " 1
e limage de ABCD par h est AIJK. D'oi volume(AlK) = zvolume(ABCD)-

2erei

SQ"”S - 1.1.0).
1) Das ) " sphére d'équation : x2 + y2 + 22— 2x +4y + 2z +2=0¢ll le point de coordonnées (1.

2) Dele Mer le centre et e rayon de (S).

4 e ra 0!1—'3
Miner yna équation de la sphére (S') image de (S) par [homothélie de centre | et de rapp

Page 309
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Chapitre 14 : Exemples dapplications de Uespace

1) Soit x, y et z trois réels, x? +y2 + 222y +d4y+2z+42=0 équivaut (xg 12+ (y+2)24(z+1)2=4,

D'ol (S]Test |a sphére de centre A de coordonnées (1,-2 . -1) ftl l:ée rayon 2.

2) Soit A' l'image de A par I'homothétie de centre | et de rapport -J. |

Ona: IA'=—3A,donc (x-1,y-1.2) =.3(1-1,-2-1,-1-0),00 (x.y.z) sontles coordonnées de A"

. = = = 3 el A' a pour coordonnées (1,10, ':”‘ ; ;
?;;1;; la1s.p¥1ér;ud§l;ent?e Aet dgoravon 3x2 = 6. Une équation de (S') estdonc : (x = 1)2 + (y—10)? + (z-3)2= 3¢

ice 8 i
E:?rré:gde cone de révolution est tel que l'aire de la grande base (B} e fo.dOUDIA 06 031 €0 @AM ke (B

Démontrer quil existe deux homothéties, dont on précisera les centres et les rapports, transformant (B) en ('),

Solution 8 1 :
Soit h une homothétie de rapport k de centre Q qui transforme (B) en (B').
On a aire(B') = K2aire(B).

"aprés I : ire(B) = ai B) . D'ol kz—l G'Est-ﬂ-dir8k=£ ou k:—ﬂ
Or d'aprés I'hypothése, on a aire(B') =531r6{ ). Dol k* = 3" 2 7
Soit O et O' les centres respectifs de (B) et (B'). On a h(0) = O'. Ainsi :

2 V2

Si k==-alorsona N0'= —z—ﬁ . Clest-a-dire 00 = (2++/2)00" . Donc Q existe et est unigue.
Si k= __‘?-, alorsona QO' = ~%ﬁi . C"est-a-dire 0€)=(2—+/2)00" . Donc Q existe et est unique.

N

- 2
D'oll les seules homothéties qui transforment (B) en (B') sont les deux homothéties de rapports % et =g etde
centres respectifs 01 et Q2 tels que 00 = |:2+-J:'_Z]|E'l et 0N = (2- u@](ﬁ :

Exercice 9
ABCD est un tétraédre.

Soit hi 'homothétie de centre A et de rapport % et hz 'homothétie de centre C et de rapport 2.

1) Construire l'image de ABCD par hzohs.
2) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de hzoh.

1) Soit | milieu de [AB], J celui de [AD] et K celui de [AC],
On a: hzohi(A) = ha(A) = A’ = s4(C).

hzoh1(B) = hz(l) = B' = si(C).

hz0m(C) = hz(K) = A.

hz20h1 (D) = ha{J) = D' = 54(C).
2) Nature de hzoh; :

1 .
2 x-2~ =1. D'ols hz0h est une translation.

De plus hzohs(C) = A, alors haohy est la translation de vecteur CA .

Exercice 10

Soit les points : A{1 , -2 1),B(-1,0 2), A0
e '. ] I L] i ] ¥ 1 i 1:'&1 EI{4 -3 -1
1) Démontrer qu'il existe une hom i g NG ) :
2) Determiner l'mage du point O pD;i:itrle h dont on précisera le centre et Ie rapport, telle que : A" = h(A)

1) méthode 1 ; |

e Page 310
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emples d'applicationy de Uespace

r Chapitre 14 : Ex
k, M(x,y,2) et M'(x',y', ) points de I'espace tels que h(M) =M

mothétie & rapport

s.uﬂh”ngho x'=kx+a
oo e belc tels que i‘ - :;’ 1’: <A}
. k+a=0 , —Zk+b=1, k+c=1
w=r e Lk+a:4 , —3=b , %k+c=—1 k=-2.222,b=3elc=3
e =2 X'=—2X+2
shétie N, dont 'expression analytique est {y'=—2y—3 ftransforme Aen A" et Ben B’
Lhom 2'==2z+3
2
X=—2X+2 X=5
y=-2y-3 & {y=-1.

goilMix ¥, Z) U point de l'espace, h(M)=M <
Z=—22+3 z=1

[][2 ~1 ,1] est 'unique point invariant par h.

Ihomothétie h a donc pour centre Q[% —1, 1] et pour rapport -2.

Méthode 2
+ St h une homothétie de rapport k qui transforme A en A" et B en B. On aura A'B'=kAB.

0r A'B' a pour coordonnées (4, - 4 , - 2) et AB a pour coordonnées (-2,2, 1).
On remarque que A'B' = —2AB . Ainsi, si une homothétie transforme A en A’ et B en B', alors son rapport est - 2.

» 6 le centre dune telle homothétie, ona: (2B = _20B et OA'=—20A.

Lelecteur prouvera alors que les coordonnées de 2 sont [—g ,—1, 1] -

Dot il existe une unique homothétie qui transforme Aen A’ et Ben B. Son rapport est -2 et son centre 2.

Y| Limage de O par hest 0'(2, -3, 3).
D. Etudier ley symétvies ovthogonales
Exercice 11

Dang | z T i
&lmn?ace E rapporté au repére orthonormé (O; i , | k).
dére le plan P ¢'équation 2x +y -z + 3 = 0. Soit s la symétrie ort

1M éta ! ;
Paint M, ntun point de E de coordonnées (x , y , z), déterminer les coordonnees

hogonale par rapport au plg.‘" P.
(x, y', Z)) du point M image par s du

3 0n gone;
nside ; ] o -
ére la drolte (D) passant par O et de vecteur directeur =2 —] X _
s des points de (D)-

13”11]!15 :
T des équationg paramétriques de la droite (D'), ensemble des images par -
1) (2 it
Soi

M,y z)) #stun vecteur normal de P.

UNY ®tM(X. y', ) deux points quelconques de I'espace.

S Pasiie . MM’ = ki
plan mé s i
médiateur de [MM] < le milieu | de [MM] appartien

F— page 311 /
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Chapitre 14 : Exemples d’applications de Iespace

& ﬁi=6ﬁ—~20M'u

J uﬁmmﬁanlparf nﬁlli u

& 2(0M-1)-i=0

=S ﬁ& iJ. =0 caru= ﬁ .
Y M appartient au plan passant par O dont un vecteur normal est U .
petiepan passant par O, de vecteur normal .
it —
— _  OMU j.2 —_ —
OM-ii— = (] l:o -D'ols (OM+OM)-i=0.
u

5.+ OW)-3=(20M—2N0)- U =2

L

so2 | miieu du segment [MM'], montrons que | appartient 4 (P).
5 - 0N=201. Or (OM+OM)-T=0, alors Oi-i1=0. Cest-a-ire | appartienta (P)
Vérfions que (MM’) est perpendiculaire a (P). = - 2 T

S e e —

. " Point méthode :
W= oM — OM=—2)\U. ‘| Pour montrer qu’une application fest une ||
— e " . i réflexion : |
Do ML est colinéaire @ U, qui estun vecteurnormal @ (P). | o op détermine I’ensemble (P) des points
D (VM) est orthogonale & (P). ' invariants par f. (On doit trouver un plan)
fest donc une réflexion de plan (P) ! e Soit M un point quelconque de I'espace, M’ ||

Bl son image par f et I le milieu de [MM’].
‘| On vérifie alors que I appartient a (P) et (MM’) '
ki est perpendiculaire & (P). '
' 'Si les deux conditions précédentes sont satisfaites,
el alors f est la réflexion de plan (P).

L U I T Tl

Exercice 13

Czns lespace E rapporté & un repére (O; 1, j .K) orthonormal.
‘D:rdunne:NU.D.-E], B(0,1,-1),C(0,0,4)et DO,-1,3).
'Ionirer qu'l existe un unique demi-tour, noté f tel que f(0) = Aetf(B) =B.
: C?".'Eﬂé“%f géométriquement ce demi-tour et donner son expression analytique. -
430t g application de I'espace E vers E qui 4 tout point M(x, Y, z), associe le point M'(x", y', 2 ) tel que
K= X
V'=~y . Démontrer que g est un demi-tour dont on précisera l'axe. Préciser les images de A et B par g.
'=~742

%%0h = fog. Definir analytiguement h.

s _
2 915 un demi-lour d'aye A tel que sa(0) = A et sa(B) = B. o
Vi T,la Aet A estla médiatrice de [OAJ. D'ol soit |, le milieu de [OAL A = (BI).
Doty qre (P!) est bel et bien la médiatrice de [OA]. _
Oa o °#a. de monirer que (OA) et (BI) sont perpendiculaires.

“"‘WM)' 0A(0,0,-2), Bi(0,~1,0).Donc OA-BI=0-0-0=0.
Do le ':t ) sontorthogonales. D'ots A existe et est unique. A= 8)

* Détery - U"19U€ demi-tour , el que f(O) = A et f(B) = B. C'estle demii0

nons I'expression analytique de f:

2) gt

ur d'axe (BI)-

i Y, +x y+y Z +_.z'] est le milieu de [MM).
2

1 x
M{x.y', 2) deux points de |'espace. I[—-z—— 2

Bfésentaﬁ x=0
O paramétrique de (BI) est: {y = —k.kER.
z.—_—i .
\iﬁﬁﬁﬁ page 313 /
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Yty _« —k
I € (BI) T 2 ;

M=M & , & 1 2 « 1 ¥V=Ey ks
™ L@ |zrz 242 _ yzs
2 2

MM-Bi=0 —(y'-y)=0
X'=—x
D'ois f transforme tout point M(x ,y , z) de l'espace en un point M'(x',y',Z)ou { y'=y
2'=-2-2

2) @ Déterminons I'ensemble des points invariants par g :
Soit M(x , y . Z) un point de 'espace.

x=k
y=-y
=M = —0 k étant un nombre réel.
g = Iz=—1+2 5;__1

D'oil l'ensemble des points invariants par g est la droite passant par E(0,0, 1) et de vecteur directeur i.
Soit M' = g(M), on a, MM'(0, —2y,— 2z+2) et MM'- 7 =0.. D'ols (MM) est orthogonale la (D).
Soit H le milieu de [MM7, ona H(x, 0, 1) et EH=xi . D'oli H appartient a (D).

D'l g est le demi-tour d'axe (D), la droite passant par E(0, 0, 1) et de vecteur directeur 7.
e g(A) est le point A’ de coordonnées (0,0,2+2).S0it(0,0,4)
g(B) est le point B' de coordonnées (0, -1, 1 +2). Sait (0, -1,3).
3) Soit M(x,y,2) un point de l'espace, Mi(x, y1, z1)=gM)etM'(x', y', Z) = f(Ms).

X'=—X X=X X'=—X
Ona{ y'=y; et{ yy=-y . Enremplagantxi, y:etzi dansx.y'etZ,ona{y'=-y .
2'=-2-2 |Z1=-2+2 , z'=z-4
: X'=-—X
D'ol h transforme tout point M(x , y , z) en un point M'(x", y', Z)oll { y'=—Y .
Z'=z-4
1 . _,...‘r____,_.;;i-._:;.‘-i:-.--_f'.._..:._..;—:_-u:::;...-:._::,.....__. ST O

1) Pour montrer qu’une application f est un demi-tour : )
, ® on détermine ’ensemble (D) des points invariants par f. (On doit trouver un¢ dmlfﬂJ
ﬂ e soit M un point quelconque de ’espace, M’ son image par f et I le milieu de [MM'].
On vérifie alors que I appartient & (D) et (MM’) est perpendiculaire & (D).
2) Pour déterminer Pexpression analytique d’un demi-tour f d’axe (D) :
' On considére un point M(x , y ,z) et M’(x’,y’, 2’) son image parf.
On traduit analytiguement les propositions : ® (MM’) est perpendicufal'rt a (DJ]' D)
i o le milieu I de [MM’] appartient 8 (O
' De ces deux conditions, on obtient un systéme d’équations d’inconnues X', erz-
_ On exprime enfin x’, y’ et 2’ en fonction dex,yelz. "

| —

Ny e T i A B e ————— — o e e

PR N B T A S SR

L. Eosdber MWWMWML%M
Exercice 14 . i

ABCDEFGH est un cube de cté 1 et | est le centre de |a face EFGH.
L'espace est muni du repére (A : AB, AD , AE).
Soit s la réflexion de plan (ACE) et s' Ia réflexion de plan (CFH).
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Chapitre 14 © Lxempies d applicationy de I'espace

ets'.
ACE} et (CFH) sont perpendiculaires.
ytique du demi-tour d'axe (Cl),

qm pla 5( :

des S0 mels du cube dans le repére donné sont :
&5 D(0,1,0),E(0,0,1),F(1,0,1), G(1 .1

C‘ 1.0 (1.1, 1)etH, 1
ne e{quallﬂn du plan (ACE) : ( 1).

: (1,0
4 0. u}nn ans u

“,Dﬂ‘ .QG:'\F‘E de coordonnées (1,-1,0), estun vecteur normal au plan (ACE),
TR
;ﬁM( 1 partIEﬂia[AcE) & AM-(ACAAE)=0 & x-y=

e X+x' y+y' z4+2'

sﬁﬂ]{.?-z] et M(x y’ Z}deux ]}Blnts de i'espace. L[ 3 > estle mmEUd'E[MM']
C[x4x" y+y
s T-—T=D K=—x+y

I s R = T T
= MM = k(AC A AE) Yk y'=x
i — =g
X'=y
Vs ransforme tout point M(x , y , ) de I'espace en un point M'(x',y', Z) ol {y'=x .
2'=12

+ Déterminons une équation du plan (CFH) :

levecteur CF ACH qui a pour coordonnées (-1, -1, -1) est normal au plan (CFH).
Uy.y,z)appartient & (CFH) <« CM(CFACH)=0 & x+y+z=2
\teéquation cartésienne du plan (CFH) est:x +y+z=2.

M.y, 2) et M(x y',Z') deux points de I'espace. J H: y-;y z-;z est le milieu de [MM?].

1
X+X'+y+y+z+2=4 X'=zlx-2y—-2+4)

Mew o, | I€ (CFH Kmx=—k o ly=c(-2+y-22+9
1 —] = y
MM’ = k(CF A CH) y'-y=-k ;:

!'-_-.:1;(:—23!—-22+4]

§ ransfor, ) ‘ ’
®0utpoint M(x, y, 2) de lespace en un point M ,y',Z) 0l {y'=z(-2x+y—-22+4).

z-=%(_2x—2y+z+4)

hi Ha E}:CF "\CH]
u ¥

Deﬂ*us dung {‘”‘CE)I‘\{CFH;.

ar, |
tﬂm ﬁan |:":'E"“E“té(l:i*i}p d'oti | appartient & (CFH).

g pa lors G appartj tenue dans le plan (ACE).
°0nu n1 a PPartient & (ACE) et la droite (EG) est con
ngeq tdors g (EG’ & (EG) est contenue dans (ACE), alors | appartient a (ACE).

e (ACE) o % ACEIN(CFH) = (.
®Pendiculaire 3 (CFH), alors sos’ = sic.
\ Page 315 /
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Chapitre 14 : Exemples d’applications de Uespace

Expression analytique de sos’: . o s s
ScilpM{}(.)’ .Z) un point de I'espace, Mi(x1,y1,21) = s (M) et M(x',y",Z)=s(M).

x,:%(x—2y~21+4)
x'=yy
Ona {y'=x, et y1=%{—2x+y—21+4).
z'=1,
z|=%(—2x—2y+z+4)

x' =%(—2x +-y- 2z+4)

1 A : .
En remplagant x:, y1, z1 dans X, y', Z': y':g(x—zv—hﬂ} » Qui est I'expression analytique de scy,

z'=%{—2x-—2y+z+ 4)

Remarque : Pour trouver I'expression analytique de sos’, on pouvail juste déterminer I'expression analytique de Scn
en utilisant la méthode indiguée a exercice 13.

Exercice 15

Soit (P) : 2x + y -z = 3un plan et (A) la droite passant par O, perpendiculaire a (P).

1) Déterminer les expressions analytiques :

a) de la réflexion se. b) du demi-tour sa. c) de saosp.
2) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de saose.

1)a) Soit M(x , v, 2) et M(x , y', Z) deux points de l'espace. |[ ’“; 2 ; 2 :z ] estle milieu de [MM].

x'=%(—x—2y+2z+5)
I € (P)

se(M) =M & et g ~
MM'=kn avec f(2,1,—1)

1
y'=§{—2x +2y+2+43).

z'=%(2:c+:.f+zz—3}.

x'=%{—x—2y+zz+6]

Donc se transforme tout point M(x , y , z) en le paint M(x', y' , 2) tel que: -y’=%(-2x+2y+z+3]-

1 i
'=—(2x+y+22-3
FRmR Y :
x =2k i
b) Une représentation paramétrique de Aest: { y=k , keR . !
Z=-k ‘
Soit Mix, y,z) etM(x v » . . : . | 4
Y X',y Z) deux points de l'espace. | XTX Yty 242 est le milieu de [MM]. ;
2 i 2 L
b -2) i
K+ x= 4K Rgpt !
sM=M o ﬁl.eﬁ - Y4y =2 = dox-zy-2) |
MM*-n=0 Z4hz=—2 et 8 E
A=)+ (y'~y) = (2'-2) =0 2= Hx-y-2) f
3

Eﬁﬁ%ﬁ__r_____ Page 316 ﬁj
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Chapitre 14 2 Exemples d’applications de ¢ 5
S e T espace

\ . =
e E(K +2y - 22)
tout ntM(x, Y, 2) en le point M(x', y', Z) tel que 1
111'55_._Ir3“5f°"“ . PO Y 3(22(—2};__1)
1 I 1
M F =E(“2"‘Y—Ez)
- 'aspace. Mi(x1,y1,21)= R
o M::.}'-IFU"PU'“”E'ESF' ; ‘{1‘ y1, 1) = sp(M) etM(x',y', ) = sa(My).
:uﬁl(x, +2¥1 ~224) X = 3(-‘1-25* +2z+6)
1
i 1 - —-Z et | =—(—2x+2
- ),_-:-3-[2:!1 2y 1) Y1 3( +2y+z+3).
1
;’:%{—2!1 =¥ ~22)) Z4 :§(2K+y +22-3)
: X'=—X+2
" awla;antm.wetziparleursexpressinnsdansx‘, Y.z, ona:{y'=—y+1.
z'=—z-1
) . X'=-x+2
isasp tansforme tout point M(x,y, Z) de lespace en un point M(x',y', Z) ol {y'==y+1.
z'==z-1
l 2X+y—2=3 x=1
IMx,y,Z) appartienta PNA & — , keR <« 5’:1‘
y=Kk 2
Z== Z=a-1
2

ose est une symétrie centrale, de centre ﬂ[1 g *E] .

Pet sont orthogonaux en ﬂ[1 ,—1- ; s .D'ol sa
2 2
x'==-x+2
—y+b,on peul conclure

we de 5405p €Sl SOUS la forme : {Y'=

Pemar
Que: .
En remarquant que Pexpression anal, Iytiq
z'=—-2+C

fues, o,
¢ &5l une symétrie centrale, de centre ﬂ[ﬂ LS _] ;
2 2 2
____..—--'-'-'-

Qa1
: T 'f ; E] un repére orthonorme direct de E.

Yy
Nespace 1 :

gy 2 el et de imension et st (O '
DI vy S o g et SR e Je point A de coordonnees
11, nlr&'r de vectayr directeur 'j'-—E
;isﬂﬂfh g:;,[: est contenue dans P |

; emidour : e

315?5 ek DUFdaxe D, déterminer le plan P tel que Ia composée de 13 réflexion de
a}ﬁt ® O, onner une équation de P'
b 0 Paralléle 4 P et '
inéie 1 % énuation de Q passant par O.
¢ ner :

”é!arminer Le;ngﬁﬂrdonnées de l'image A’ de A pa

Nouveaux calculs sqose, oli 'on d

D la droite passant par

plan P suivie de la réflexion

hogonale sur Q. ‘
. gtrie orthogonale par rapportd Q.

r la projection ort
ésigne par sa la sym

"R, g
"L *141) estnormal 3 P et T(0,1,—1) estun vecteur directeur de D.
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Chapitre 14 : Exemples d’applications de Uespace
- D R - I a ﬁ .
Or A-i=1x0+1x1-1x1=0.Dou n est orthogona ' i |
Par conséquent, la droite D est paraliéle au plan P. De plus, ona:0+3+0=3, donc Aappartient 4 P,

: ‘ot D est contenue dans P.
D est paralléle & P et A est un point commun aDetP.D'ou : . - .
Z}ESDi]t}F' le plan contenant D et perpendiculaire 3 P, spose est le demi-tour d'axe la droite d'intersection de p gt ps ot

est D. Alors f = spose, ol P est e plan contenant D et perpendiculaire & P.

Equation de P': o
P' est le plan passant A et de vecteurs directeurs n et u.
Donc P’ est le plan de vecteur normal est AAT(~2,1,1) etpassantpar A0, 3, 0).
Une équation de P' estdonc -2(x—0) + (y-3)*+(z-0)=0, soit -2x+y+z-3=0.
3)a) Q est paralléle  P' donc un vecteur normal de Qest IAU.
Comme Q passe par O, alors une équation de Qest:-2x+y+z=0.

b) Soit (x , y , 2) les coordonnées de A'.
Il existe un réel k tel que AA'=k(AA[),doncx=-2k, y=k+3et z=k.
Or A’ appartient 4 Q, c'est-a-dire -2(-2k) +k + 3 +k =0.

o 5 1
Alors k=—%.x=1. y=% et z=—%. Finalement, le point A’ a pour coordonnees [T'E’_E]'

¢) Puisque Q est paralléle & P, alors sqose est la translation de vecteur ZE'. de coordonnées (2,-1,-1).

Exercice 17
Dans I'espace E rapporté 4 un repére orthonormal (0 ;7,7 k).

1)s estla réflexion de plan P : y + 3z - 5 = 0. Déterminer |'expression analytique de s.
2) Soit I'application affine f de I'espace E vers lui-méme qui a tout point M(x , y , z) de E, associe le paint

1

X=X

M(x',y ,2') de Etelque: y':%{—4y+3z—3).

z':%{3y+¢z+1}

Montrer que f est une réflexion que I'on caractérisera.
3) Trouver la nature et les éléments caractéristiques de fos par des considérations géométriques.

BolaoR 17 e i v e A

1) Soit M(x,y,2) et M'(x',y', ) deux points de I'espace. i{x';"', ykY Z+1'] est le milieu de [MM].

2
I
=M lf_“” | e P
MM' est colinéaire au vecteur normal 7i(0 ,1,3) de P % MM =kiiolkeR
[y+y' z+1] 5=0
3 = .
2 " 2 , ;
=1 ){'—X:ﬂ‘ 'kE i
y'—y=k ;
z—z=% 0
X'=X

& {y'=zliy=32+9

z'=%(_.3y~42+15]

\ Page 318 a/
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r Chapitre 14 : Exemples d’applications de I'espace

X'=x

.t M(x,y.2)del'espace enun point M(x',y', z) o0 |, 1
orne oot M- Wef Ay =5éy-32+5)

g 7%

[] 1
2=5(-3y—dz415)
R y=(—4y+32-3)

& 3 & Jy-z+1=0.
f\m=~l ;:%{3y+4z+1)

mble des points invariants par f est le plan Q d'équation 3y -z + 1 =0.

poif
<l mifeu 0 MM] ol M =f(M). On a '[
y+3z-3 3y+92+1]
cw'[""“ﬁ 10 )
_L1_3y+91—9_3y+92+1
oM-av"=" 40 . 10

[l a pour coordonnées [0, = -|:53z—~3 ' 3?‘-52-{_1] et G(0,3,—1) estun vecteur normal du plan Q.

x+x' y+y' z+2'
2 L 2 ] 2 .

+1=0, alors | appartienta Q.

“'5”_33%'.2:1(3']'—1'{) =—_—'?'-!%Z-‘—1ﬁ. alors MM" est colinéaire & U .

P conséquent, (MM) est perpendiculaire a Q.

Duifest Ia réflexion de plan Q d'équation 3y -z +1=0.

) Etudions les positions relatives des plans PetQ:

A0,1,3) estun vecteur normal 3 P et 1(0,3, — 1) est un vecteur normal a Q.

0r7-i=04+3-3=0, alors ii estorthogonala i . Ce qui implique que P et Q sont perpendiculaires.

SitM(x,y,z) un point de I'espace.

x=k
_5=0 1
MappartentaPnQ <« LT & . ly=d, keR.
3y—z4+1=0 5
_8
"5

DoiPNQesta droite passant par A[{] : % ; —:-] et dont un vecteur directeur est v(1,0,0)=1.

U . ) -
s estle demi-tour d'axe la droite passant par A et de vecteur directeur 1 .

P .
et So- les demi-tours

b : ge,:LEh rois droites concourantes en O et deux & deux orthogonales. On note So, Sor
fsD, D'et D", Remplir |a table de composition ci-dessus :
2 Id So Sor So-
Id
Sy
Sp
Sp~

\_ Page 319 /
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Solution 18 -
= Id Sp Sp' Sp~

1d Id So Sp So-
So So Id Sor Sor
So' So So- Id So
So~ Sor So Sp Id

\ - —
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Chapitre 14 : Exemples d’applications de Uespa
s ce

ZERCICES POUR "AUTO-EVALUER

i C;?me —mide réguliére Gontla base ABCD est un caré de centie | 30 minutes
\-ﬂ-a > erles plans et les axes de symetne de cette pyramide.
ELQGDEFGH un cube de centre O, | le centre de gravité du triangle BCG. %5 minutes
st stermi i ints d'i i
> e de déterminer et construire les po]nts dintersection de (OI) avec les plans des face
T:ﬁ que le point d'intersection de la droite (Ol) avec le plan (ADH) est le centre de gravﬂ; f Enﬁnl?:ﬁg!e AEH
paer point J. '

- Démontrer que Di=20I.
l'b En déduire que les droites (DC) et (1J) sont sécantes en un point K que I'on précisera.

piacer le point K. .
¢ Démonrer de méme que les droites (EF) et (1J) sont sécantes en un point L que l'on précisera.

piacer le point L.

ercice 21 s 80 minutes
%t ABCDEF un octaedre régulier tel que BCDE soit un carré de centre 0 et dont les faces sont des friangles
izilatéraux

1 Déterminer les plans de symétrie de cet octaédre.
72) Démontrer que (AF) est un axe de symétrie de cet octaédre.
b) Démontrer que les axes de symélrie du carré BCDE sont des axes de symétrie de I'octaédre.
) Soi | et J les milieux respectifs de [AB] et [DF].
Dimontrer que (1J) est axe de symétrie de l'octaédre.
S0t G et G'les centres de gravité respectifs des triangles ABE et CDF.
2 Démontrer que O est milieu de [GG'] et que la droite (GG') est orthogonale aux plans (ABE) et (CDF).
b)La droite (GG est-elle un axe de symétrie de l'octaédre ?

60 minutes __

Bercice2
(ensidére un oube ABCDEFGH d'aréte 1, on note | lisobarycentre du friangle CFH.

1%) Montrer que le triangle CFH est équilatéral. .
! Montrer que les points A, G et | appartiennent au plan médiateur de [CH] et au plan médiateur de [CF].

, Y/En déduire que 1a droite est orthogonale au plan (CFH) et qu'elle passe par|.
%.",“’E (P) 1eqp1an mnien;:ﬁ;s droites ?AB) et {Hg] et {(P') le plan contenant les droiles (AD) et (FG).
é] ﬁil.gne par's et s' les réflexions par rapport aux plans (P) et (P') respectivement.
E»ﬁhmﬂn!ner I intersection des plans (P) et (P). o .
EJUnmnsi:Ier les images des points C, F et H par s et s puis par s'0S.
) Eotie I:rg le repere orthonormé direct (E,H,F, A '
. rmis équations cartésiennes des plans (P) et (P').
YEn dsg o [es expressions analytiques de s et s’
uire 'expression analytique de s'0s.

i 45 minutes

1

Onsige et B
ldE!'E dans le cube ABCDGHEF, les pﬂints | et J teis qu& Fl= EFG et DJ =

a& n”l ” - = .
a ; b el que :
"8e du cube, on rapporte 'espace au repére orthonormal direct (AP, .k teld

1) Jr‘G‘—‘Hi.'l', H}.-_-a-j' el,TB.::aE1

B -
2}*'1““ 3 eles vecteurs Al et GJ sont orthogonaux.

T e
fermine. oS PIaNs (AIB) et (GJH) sont perpendiculaires. b o
"erles coordonnges dl.(l pc-irat K intgrsgctinn des droites (Al) et (GJ) ainst QU

/ L\&__— page 321 / | |
el

Scanned by CamScanner

e représenialjun paramélrique




Chapitre 14 : Exemples d’applications de l'espace

de la droite (D) passant par K et perpendiculaire au plan (AGF).
4) Soient s1 et sz les réflexions par rapport aux plans (AIB) et (GJH) respectivement.
On pose ¢= s102. Donner la nature de ® et I'ensemble des points invariants par ¢.

Exercice 24 BAC C — Cameroun — 2002 35 minutes
L'espace est rapporté a un repére orthonormé (O i, j k).
(P1), (P2) et (Ps) désignent trois plans ayant pour equations cartésiennes respectives :
3x+y-22+2=0 ; x-y+z+3=0 et x+5y+4z-1=0

1) Démontrer que (P4) et (P2) sont perpendiculaires, puis déterminer une représentation paramétrigue de la droite (D)
intersection de (P1) et (P2). '
2)a) Démontrer que (D) est perpendiculaire a (P3).

b) En déduire que les trois plans ont un seul point de rencontre. _
3) s désigne la réflexion de plan (P3). (P1') et (P2) désignent les images respectives de (P1) et (Pz) par s.

a) Déterminer I'expression analytique de s dans le repere (O ; ', -j' .E) .
b) Démontrer que (P+') et (P2') sont perpendiculaires.
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Chapitre 14 : Exemples d'applicationy de lespace

RCICES PouR  NUTO-EVALUER — SoLuTrans

gl risobanfcenlre des[ p?mtz:l{t?ﬁvgﬁgn?l 's'
; gtrie orthogonale 1ais N ensemble {A, B, C, D, S).
e ) ant par s car s conserve ['isobarycentre.

nmﬂﬂam5 ot axes de symétrie de la pyramide passent par (0.
wlesnﬁino s les plans de symeétrie :
a)lﬂst:n gan de symetre () appartient & P,
yislau mains un sommet de la Pyramide qui n'appartient pas & P,
A \ un sommet dela pyramide n'appartenant pas a P, et N'=sp(N).

pstun sommet dela p_yramlde. et P est le plan médiateur du segment [NN)
oplostplan de symétrie sera plan mediateur de deux sommets passant par Q.
joisle: ® deuX plans médiateurs et deux seulement, aux cdtés de la base : (SIJ) et (SIK), J et K étant les milieux
pecs des segments [BC] et [CD], qui sont aussi des plans de symétrie de la pyramide.

o deux plans médiateurs et deux seulement, aux diagonales de Ia base : (SBD) et (SAC), qui sont aussi des
pans de symétrie de la pyramide. '
o quatre plans médiateurs et quatre seulement, aux faces latérales contenant Q : ils ne sont pas plans de

gmitie de la pyramide.
e conclusion, il existe quatre plans de symétrie & la pyramide SABC : (SN), (SIK), (SBD), (SAC)
b Déterminons les axes de symétrie :
%t un axe de symétrie & la pyramide, Q appartienta (4).
Jexiste au moins un sommet sur 'axe (&), car sinon la pyramide aurait un nombre pair de sommets.
Dol fout axe de symétrie est une droite passant par Q et un sommet de la pyramide.
‘(rle seul axe passant par () et un sommet qui soit axe de symétrie de la pyramide est la droite (25).
Doile seul axe de symétrie de ABCDS est (Q2S)

1) Soit so la symétrie centrale, de centre O. '
/8 =H, s0(C) = E et 50(G) = A. D'oll so transforme BCG en HEA.

Doitle centre de gravité | de BCG est transforme par so en le centre de gravité J de AEH.
Japartient a (O] (car sofl) = J), d'oir J est le point d'intersection de (O1) et (ADH).

U3 I et le ba
1 estle barycentre de {(B, 1), (G, 1), (C, 1)}
S":s':’l le miliey de [BG], | est le barycentre de {(M 2),(C, 1}k
aussile milieu de [FCJ, donc M = bar{(F , 1), (C, 1)}

W1=ba(f 1), (c. 1), (C, )= bar((F , 1), (C . 2). Per conséquen
soqu Jetso(F) = D, alors {F = DJ . Par conséquent, DJ=2C1.

n OEJ,,; 201, diols il existe une homothétie de rapport 2, qui transforme
D estle paint d'intersection des droites (J) et (CD). qui est K.

b KB — oz
D=2KC . K estdonc e symétrique de D par rapport a C.

e —— P20 3 e

L .
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Chapitre 14 : E. xemplex d’applications de Uespace

¢) Ona Fi=2EJ (on le montre comme au 2)a)). .
L est le centre de 'homothétie qui transforme E en F et J en |, car les droites (EF) et (1J) sont sécantes ep N poing

c'est le symétrique de F par rapport @ E.

1) O est le centre de l'octaédre. o ‘ ‘
Soit P un plan de symétrie de l'octaédre, O estinvariant par se. D'ou O appartient a P.

< laisse invariant lensemble des sommets (A, B, C, D, E, F}. '
e Sise transforme A en F alors P est le plan (BCDE) qui est bel et bien un plan de symétrie

de l'octaédre. »
e Sise transforme A en B, C, D ou E, alors P est le plan médiateur de [AB], [AC], [AD] ou [AE].

Qui sont bel et bien des plans de symétrie de I'octaédre.
e Sisplaisse A invariant, alors puisque P passe par O et (AO) perpendiculaire a (EBC),

P est orthogonal a (EBC).
D'ou P est le plan médiateur de [BC], [EB], [EC] ou [BD], qui sont bel et bien des plans

médiateurs de l'octaédre. 4
D'oll les plans de symétrie de cet octaédre sont les plans médiateurs de [EA], [AB], [AC], [AD], [AF], [EB], [BD], [EC)et
[BC].

2)a) Onasun(A)=A et spn(F)=F.

Or (AF) est perpendiculaire & (EBC) et (AF) passe par O milieu de [EC] et [BD], alors (AF) est une médiatrice de [EC] et

[BD]. D'ot s(E) = C, sr)(B) = D, sir(C) = E et siar(D) = B. D'ol (AF) est un axe de symétrie de cet octaédre.
Remarque :
On pouvait aussi remarquer que (ABD) est perpendiculaire a (ACE) suivant la droite (AF).

D’otl 845y = Sasp)95iace) . .
Et puisque sice) et spap) laissent globalement invariant l'ensemble {E, A, B, C, D, F}, alors sar) laisse globalement

invariant {E, A, B, C, D, F}. (AF) est donc un axe de symétrie de |'octaédre.
b) Soit (D) un axe de symétrie de (BCDE) contenu dans le plan (BCDE).
(D) est soit une diagonale du carré, soit une médiatrice d'un coté du carré. i
D'oi (D) passe par O et est une médiatrice de [AF]. s laisse alors {E, A, B, C, D, F} invariant.
D'ol (D) est un axe de symétrie de ABCDEF.
¢) ABFD estun carré, | et J étant les milieux de [AB] et [DF], (1) est une médiatrice de [AB] et [DF] et passe par O.
De plus, on a : IE = IC et JE = JC, d'oll (1)) est la médiatrice de [EC].
D'oll say(A) = B, suw(B) = A, suy(C) = E, swy(D) = F, say(E) = C et su(F) = D.
D'ou (1)) est axe de symétrie de 'octaédre.

Note :
Les axes de symétrie analogues i (LJ) sont : (PQ), (KM) et (LN) oi K, L, M, N, P et Q sont les milieux respectifs de

[AD], [AE], [BF], [CF], [AC] et [EF].

3)a)® Ona:O=bar{(A,1),(B,1),(E,1).(D,1).(C,1),(F, 1)}
G=bar{(A,1),(B,1),(E, 1)} etG={C,1),(D,1),(F.1

D'ols, 0 =bar {(G, 3), (G', 3 )}. C'est-a-dire O est milieu de [GG]]

Remarque :

On pouvait aussi voir que : sg{A) = F, sg(B) = D et so(E) = C.

G est Uisobarycentre de A, B, C et G’ celui de F, D et E. D’oit 5o(G) = G’. C’est-a-dire O est milieu de [GG'].

e ABCDEF est un octaédre régulier de centre O. D'ols OA = OB = OE et OD = OC = OF.

D'ou les pyramides ABEO et DCFO sont régulieres de sommet O. ) 0

G et G' étant les centres respectifs de ABE et CDF, (OG) et (OG') sont les hauteurs respectives des pyramides ABE

et CDFO.

Or O, G et G' sont alignés, alors (GG') est arthogonal & (ABE) et (CDF).

b) Posons A’ = sica)(A).

Ona A’ = sg(A) car (GG') orthogonale & (ABE). D'ois GA'=—GA . D'oll A' n'appartient pas & 'octaédre.

(GG') n'est donc pas un axe de symétrie de l'octaédre.

1)a) [CF], [FH) et [CH] sont les diagonales respeclives des carrés BCGH, EFGH et CDHG de méme cOté 1.
D'ot CF=FH =CH et CFH est un triangle équilatéral.
b) AC=AH,GC=GH et IC=IH.D'ot A, Get| appartiennent au plan médiateur du segment [CH}

C———— — —— ————————— e ok [o [y
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Chapitre 14 : Exemples d’applications de I'espace

_ac.GF=GCet IF =IC. D'ou A, G et | appartiennent au plan médiateur d
_-eré'.é:ﬁ 5 p’?grﬁennent aux plans médiateurs de [CH] et [CF]. ’ NSRRI
¢ ::. gret(A) sont orthogonales 4 (CH) et a (CF). C'est-a-dire, (AG) et (Al) sont orthogonales au plan (CFH).
ﬂ*ﬂ ) sont don les droiles passant par A et orthogonales a (CFH).
-"f“} ‘“13 et (A1) sont confondues et orthogonales a (CFH).
E‘ﬁlﬂ onc orthogonale a (CFH) et passe par I.
1:;',1 46 appartiennent 3ux plans (P) et (P'), car A appartient a (AB)N(AD) et G appartient a (HG)N(FG).
i L ¢otes (AB) et (HG) sont contenues dans le plan (P) et les droites (AD) et (FG) sont contenues dans le plan (F).
7a0la droe (AG) est contenue dans (P)N(P).
a PP sont deux plans distincts, puisque B appartient & P et B n'appartient pas a P'.
503 (AG) est [intersection de (P) et (P). -
b ‘_s___‘ S s'os
==l _—
c |F [ C |H C [F
Fl1C F |F | FIH
H|H HJ]C H|C

3a)e

1 vecteur normal de (P) est 7i = ABA AH = —EH-EA.

Dod (P) est le plan passant par A(0, 0, 1) et dontun vecteur normal est i(—1,0,-1).

(e équation de (P) est donc sous la forme : x -z +d =0.

Or Azppartient & (P), alors -1 +d =0, c'est-a-dire d
o (P)estle plan passant par A(0, 0, 1) et dont un ve

Do i a pour coordonnées (0, 1, 1).

e équation du plan (P') est sous la fome y +z + ¢ =0.

Or Azppartient  (P"), alors 1+ ¢ = 0, C'est-a-dire ¢ =-1. Une €qua

(P) est le plan passant par A et de vecteurs directeurs AB =EF et AH=—-EA+EH.

ble Sot M(x,y,z) et M(x .y ,Z) deux points de l'espace. | 7 2

= 1. Une équation cartésienne de (P) est alors:x+z-1=0.
cteur nommal est G =ADAAF .

tion cartésienne de (P') estdonc:y+z-1=0
x+x' Yy ZHZ | ogiie milieu de MM].

X'4+2'=2—-x-2

x'—x=-k
y=y=0
z2'-z=-k
¥=x-k
y'=y
Z'=Z*-|'l

y=¥

x+x'  Z+Z
=1
M=M {IE(P) & 2 2  ,keR @
(MM?) L(P) MM’ =kn
.l L ;
A ' )
([ .l. . .
'\ e oo el
» ®
z'=—x+1
ansforme M(x, y, z) en M'(x’,y', Z' ) ol { ¥'=Y¥
z'=—-!+1

x—k+z2-k=2-X-2

' L s i
x+X y+Y ZHZ | oqile milieu de [MM)

* Soi

IM{gly'z} et M'{flflz')ﬁguxmil'lISdB I'espace. I[ 2 ' 2

. y+y' Z+Z_,

[Mew o frem 5T e o
(MM") L (P" MM* = ki

L

X=X
y'=-z+1.
2'=-y+1
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Chapitre 14 : Exemples d’applications de l'espace
X'=X

Dot s transforme tout point M(x , y , z) en le point M(x',y Z)ol {y'=-2+ y

z'=-y+1
¢) Soit M{x , y . ) un point de I'espace, Mi(xt, y1, 21) = S(M) et M(x',y . Z)=s(M). '
Xy =—-2+1 X'=X X'=-2+1
Ona:{yi=Y et y'=_11+1.Enremplat;antm.y:etndansx‘.yetz.nna y' =X
zy==x+1 z'=-yy+1 '=—y+1
X'=—z+1
D'l s'0s transforme tout point M(x , y , 2) en le point M(x', ', Z) ol {y'=x
2'==y+1
S 7 == = = 2o E E
1) AI=AG+Gl= AG+-5#.D et GJ:GF+FJ=AD—-§AG.DOU ]
G 1
- B it 2 |
-GJ [AG+ AD] [AD--AG] 3A52+AG AD-EAD ;txt3+§s=.nz |
~4_ 1o
——%a +U+U+§a i — = =pt
=0 £

D'os Al et GJ sont orthogonaux.
2) » G et J sont des points du plan (ADF) et on a (AB) perpendiculaire & (ADF). D'od GJ L AB.
Or d'aprés la 1= question, on a Al L GJ.D'ou GJ estnormal au plan (AIB).
e De méme, A et | sont des points du plan (ADF) et on a (GH) perpendiculaire a (ADF). Do Al LGH.
Et puisque Al 1 GJ, alors Al estun vecteur normal au plan (GJH). Ainsi Al L GJ entraine (AIB) et (GJH) sont
perpendiculaires (car Al et GJ sont les vecteurs normaux aux plans (AIB) et (GJH) respectivement).
3) » Dans le repére (A ; Tl E} les points A, |, G et J ont respectivement pour coordonnees :

A(0,0,0),5(a,0,0), 1[3 2, ]et J[ a,a G] D'oilﬁ'!a.%a.t)] et ﬁ[—%a,a.ﬂ]‘

x=ak

L = |
z=0 . i

2
x=ak=—=at+a
3

Pour les coordonnées de K, résolvons le systeme y= 20k=at . Onobtientalors - 13

z=0 y=—2a

D'ol le point K a pour coordonnées {iaiia {,]
3B

® Un vecteur normal au plan (AGF) est AB . D'ol un vecteur djrecteur de la draite (D) est AB.

e Page 12t M
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Chapiire 14 Exemples d'applications de espace

9
X=—2a
13

’ 6
paramélriqua de ladroile (D)est: {y= 'ﬁa .k appartenantd R .

z=2ak
i

plans orthogonaux, suivant la droite (D). D'oll & = 5:052 es! le demi-tour d'axe (D)
o (NB)E [ cemble des points invariants par .

'_[mgsﬂ'eﬂ

soution 22 | de (P1) et Tip(1,—1,1) estun vect I de (P
A(3.1 ) est un vecteur norma ) et fip(1,—1,1) estun vecteur normal de (Pz).
CIERE I

e ﬁ#3x1+1‘-“(‘“'2ﬂ=n alors iy L Ti,. Par conséquent, (P1) et (Pz) sont perpendicuiarres.
r‘.

o Soit Mix.

\ appartient @ PONP2) <

y ) un point de I'espace.

x:lk-i
4 4
Ix+y—22+2=0 .. 1 ; :
=2k+—, ke R quiest une représentabon
lx—y+z+3=0 = d 4 4 Ll .
z=k i

paramétrique de 1a droite (D), intersection des plans (P) et (P).

) Un vecteur directeur de (D) est E[%% .1] et un vecteur normal de (P3) est Tiy(1,5,4). '|

Or ﬁ=%ﬁ3 “alors T et iy sont colinéaires. Finalement, (D) est perpendiculaire a (P3).

b) M est commun aux trois plans, si et seulement si M est commun a (D) et a (Pa).
0r (D) et (P3) sont orthogonaux. D'oll (D) rencontre (Ps) en un seul point.
Par conséquent, (P+), (P2) el (P3) se rencontrent en un seul point.

3a) Soit M(x , y , ) et M(x',y', ') deux points de l'espace. I[Ic 5 3

X AT ,“2'2 l le milieu de (MM, |

x+x'+5[5'+¥']+4[z:z 4

MM o {M:f L N 2 2 |
el =Ky k € R |
X'+ 5y'+42' =2—x—5y—42
x'—-x=K |
= Yy =5k |
z'-z=4K
x'=x+k
j!'-"='j'+5k
b r'=z+4k
|42k = 2 2x — 10y — 82
[ 1
'=—(20x -5y —4z+1
T y )
= y'=%{—-51—4y—20:+51-
z':-;—1{-4x-2ﬂy+5:+4)

\“-__ PAGE 1Y e ———————
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Chapitre14 : Exemples d*applications de I'espace

9
X'=—(20x -5y —
51 (20x =5y 4241

D'oll I'expression analytique de s dans le repére (07, ], k) est: {y'= 511-(—51: —4y—202+5).

o1
z =E{—4x-—20y+52 +4)

h_: S etant une isométrie, s conserve l'orthogonalité.
Ainsi, puisque (P1) est perpendiculaire a (P2), (P) = s(P1) et (P2) = s(P2), alors (P'y) est perpendiculaire 4 (P2).

_— - Page 328 J
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.~ [ESPACES VECTORIELS g
/O | APPLICATIONS LINEAJRES

\ePEL DU COURS

A. Espaces vectoriely sur R

A1 - Structure d’espace vectoriel sur R

J) Définition 2
espace vectoriel sur R est un ensemble non vide E muni de deux opérations :

7 lapremiére notée + et appelée addition, telle que (E., +) soit un groupe abélien,

v laseconde notée e et appelée multiplcation exlerne, vérifiant les cing régles suivantes :

» Soitaun nombre réel et x un élément de E, aex estun élément de E.

On dit que @ est une loi de composilion externe sur E.

Sl a elb deux nombres réels, x et y deux éléments de E. Ona :

> as(x+y)=aex +aey

» (atb)ex=aex +bex

» ae(bex) = (ab)ex

» fex=x
Leséléments de E seront appelés des vecteurs.

' Lékément neutre de E pbur I'opération + sera noté Og ou 0 etsera appelé : le vecteur nul.

b Exemples d'espaces vectoriels
U R? fensemble des couples (a , b) de réels.
nééntdans R? T'addition et la multipication externe comme suit:
Sr;u? D)et(@’, b') deux couples de R? et k un nombre réel.
> @.b)+@,b)=(a+a,b+b)
> kefa,b)= (ka, kb).
| de s deux opérations, R? est un espace vectoriel sur R..

{ Levecteur nul de R? estle couple (0, 0).

?a Pour (a, b) et (a', b') deux couples de réels.
=@, b') si et seulement si, a=a'etb=b".

& n
h_m "9nérale, lensemble des n-uplefs (avec entier naturel non nul) de réels est ot 1 .
l'w ﬂdee fagon analogue que dans IR, F'addtion, la multiplication exteme et Iégallts dans R
' ces opérations est un espace vectoriel sur R .
¢ .
Eﬂ's' Combinaison linéaire

Lh"!me:,uﬂ &Space vectoriel sur R . .
g, U de E s'écrit comme combinaison linéaire de n vecteurs Gy, Gz, .-

I'|a - - - T
LTI + @n tels que U=a,l; +ayly + ...+ 3ply -

i, de E, lorsqu'on peut trouvern

A, - Sous-espace vectoriel

i] m i
531[5 g 1?I'Iltltm

'L"fa'qu' *)un espace vecloriel sur R et F un sous-ensemble no?
®Festun sous-espace vectoriel de E lorsque (F, + . ®) €S

vide de E. :
un espace vectoriel.

&_— . Pagel?) ——

.
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Chapitre 15 : Espaces vecloriels el appficn.fin.us' linéaires
b) Théoréme - ) £
Soit E! un espace vectoriel sur R et Fun sous-ensémble non vide de
Les propriétés suivanles sont équivalentes : "
Ps) Pour tous i et V deux vecteurs de Fetaun nombre r e.. -
i) G+ apparfient & F (on dit que F est stable pour | adﬂlfn‘rpﬂ)-_ o
jij au appartienta F (on dit que F est stable pour [a multiplication e 4
Ps) Pourtous i et V deux vecteurs de F, a et b deux nomhfes'réels... .
ali +bV appartient & F (on dit que F est stable par combinaison linéaire).
P3) F est un sous-espace vectoriel de E.

c) Propriétés : -
Soit E un espace vectoriel sur R . .
P1) Tout sous-espace vectoriel de E contient au moins le vecteur nul de E.

P2) {ﬁ} et E sont des sous-espaces vectoriel de E, appelés des sous-espaces triviaux de E.

P3) SiF et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, alors F N G est aussi un sous-espace vectoriel de E.
Notons que F UG n’est pas toujours un sous espace vectoriel de E. .

P4) Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, alors F+G= {ﬁ +VdeE telsqueticFetie G} estun

sous-espace vectoriel de E.

Ps) Soit §;, G, ,..., U, nvecteurs de E.

L'ensemble F des combinaisons linéaires des vecteurs Uy, Uy, ..., U, de E estun sous-espace vectoriel de E.

Ceest-a-dire, F ={a,ly +a,0, +...+a i, deE, tels que 81,83,...,.8,€ | estun sous-espace vectoriel de E.
C'est le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs VAR T

A; - Sous-espaces vectoriels supplémentaires

a) Définition :
Soit F et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E.

On dira que F + G est une somme directe lorsque FNG = {E} ;

Dans ce cas, on notera cette somme F aG.

b) Théoréme:
Soit F et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E.
FNnG= {5} si et seulement si,

tout vecteur de F + G s'écrit de fagon unique comme somme d'un vecteur de F etd'un
vecteur de G.

c) Définition :
Deux sous-espaces vectoriels F et G d'un espace vectoriel

a E sont supplémentaires de E lorsque E=F +Get
FNG ={ﬂ} .On a alors E=F&G.

d) Propriétés :
Soit E un espace vectoriel sur R .

P1) F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E s et seulement si tout vecteur de E s'écrt de faon
unique comme somme d'un vecteur de F et d'un vecteur de G,

P2) F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d

> e E si et seulement si dimF + dimG = dimE €t
FNG= {0} .

S ——— 20 330 aﬁ_iﬁiﬁ"’
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l Chapitre 15 : Espaces vectoriels ef applications linéaires

As 2 Systémes de vecteurs d'un espace vectoriel

gystéme génératedr:

L vecteurs de 'espace vectoriel E est dit générateur de E lorsque tout vecteur de E

me 1,;;.,T.l:.inaismn linéaire des vecteurs Uy, Uy, ey 0.

égt&dir&. pour tout vecteur U de E,onpeuttrouvernreelsas, az, . . ., antels que :li=al +a,0, + ... +a,i,.
mmé‘éié;e (B, s U, ) de vecteurs de 'espace vecloriel E est générateur de E, lorsque E est I'ensemble des-
s asaires des vecteurs Ty, TR

gisons li
‘Tb:j systéme contenant un systeme générateur de E est générateur de E.
Rl !

D}ﬁ;ﬂliﬁ'“ P

p) Systéme libre - systéme lié :
pefinitions = L
.nndilquelesystéme{m, Uy, ...
warement dépendants lorsqu’on peut trouver n réels ay, az, . .

g1‘|#+ﬂgdllz+...+ﬂnﬁr| =0.

, T, ) de vecteurs de E est lié ou que les n vecteurs Uy, Uy, .., U, de E sont
. et as non tous nuls tels que,

 Ondit que le systéme Ty, Uy , . .., Uy) de vecteurs de E est libre ou que les vecteurs G, U; ..., U, de E sont
piarement indépendants lorsqu'il n'est pas lié.

cutadire, soitar, az, . . . etannréels, agly +ayly + ... +a5l, =0 implique que a1 =a2=. . .=~ 0.
Fropriétés :

#) Un systéme de vecteurs de E est lié si et seulement si I'un des vecteurs du systéme peut s'écrire comme

smbinzison linéaire des autres.

* Tout systéme de vecteurs de E qui contient le vecteur nul est lié.

) Tout systéme de vecteurs de E qui contient un systéme lié est lié. :

A) Tout systéme qui contient un seul vecteur de E est libre si et seulement si ce vecteur est non nul.

 Tout systéme de vecteurs extraits d'un systeme libre de E est libre.

¢) Base et dimension d'un espace vectoriel :

it E un espace vectoriel sur R .
Kfinition : la = il T
*systéme (G, Ty, ..., : )gle vecteurs de E est une base de E lorsqu'i est ﬁb%‘smémmr de @
;éo,ém etdéfiniion: . ge <

B Syeldme (= = . )
M;&::leme (G, Gy,..., T, )gst une base de E, alors toyf
: O'S que la dimension de E estn eton note dimE=n. [ - - .
I onvention, dim{ﬁ}=u. : |

base de E a exactementn vecteurs.
(e A . .

e M .

, Ples ; dimR2=2 et dimR® =3
priétgs . g
IsiF est Lﬁmt E un espace vectoriel de dimension finie.
:’} SiF estyn Sous-espace vectoriel de E, alors on a : dimF < dimE.
VS 45 S5pace vectorie de E et dimF = dimE, alors £ =F-

L] ﬂu[ 5 ] =

* Toy sﬁﬁ"‘“ de vecteurs de E ayant plus de n vecteurs est lié.

* Tout EFStémE Iﬂlénérateur de E a au moins n vecteurs.
By ou syst&me ibre de E ayant n vecteurs est une base de E.

%0t ¢ et € générateur de E ayant n vecteurs est une base de E.

BUX sous-espaces vectoriels de E. By une base de F et Bz
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Chapitre 15 : Espaces vectoviels ef applivations lindaires

F et G sont deux sous-espaces voctoriels supplémentalres do E non rdduits (U} {t}} . 81 ol seulomany s, B, g " :
2

une base de E et dimF + dimG = dimE.

Théorame et définition :

Le systéme B = (T, Ty, U) estune base de E sl et seulement sl tout vecleur U de E s'éerit do fa50n uniqug
comme combinaison lindaire des vecteurs Ty, U, ..., Ty

DoncsiB= (T, ... Uy)estunebase do E, alors pour lout vecleur U de E, on peut trouver un unique n-upjey P
rdels (an, 3, . . . . 80) tels que U= a0y + a5l + ... -+ 8ply

Le n-uplet (as, az, . . . , an) représente alors les coordonnées du vecteur U dans labase B = (i, G, , ..., Q)

As - Les espaces vectoriels de dimension un, deux et trois

a) Espace vectoriel de dimension1:
e Un espace vecloriel de dimension 1 est une droite veclorielle.
Soit D une droite veclorielle.
¢ Toute base de D a un seul vecteur.

. {Ii} est une base de D si et seulement si U est un vecleur non nul de D.

o Si {T} estune base de D, alors un vecteur ¥ appartient 4 (D) sl et seulement si on peut trouver un rée| k tel
que V=ki.

o Les sous-espaces vecloriels de D sont : D et {5} ;

b) Espace vectoriel de dimension 2 :
e Un espace vectoriel de dimension 2 est un plan vectoriel.
Soil P un plan vectoriel.
o Toute base de P a exactement deux vecteurs.

® Les sous-espaces vecloriels de P sont : P, les droites vectorielles contenues dans P et {ﬁ} ¢

e Soit B=({;, U,) une base de P.
» Unvecleur U appartient a P si et seulement si on peut trouver deux réels a et az tels que, T = a,l; +a;5;.
Lorsque ce couple (a1 , az) existe, il est unique et représente les coordonnées de ii dans la base B.
> L'ensemble des vecteurs.ﬁl{x. y) de P tels que ax + by = 0 (a et b étant deux réels non tous nuls) est uné
droile vectorielle D. Une base de celte droite D est {é'{—b . a]} ,

L'égalité ax + by = 0 est une équation cartésenne de la droite vectorielle D dans la base B.
® Toul sysléme libre de deux vecleurs de P est une base de P.

Tout systémaﬂgénéraleur de P ayant deux vecteurs est une base de P.
* Lesystéme (3, , U,) de vecteurs de P est libre si et seulement si det(l; , T,) = 0.

. Sont-m el q; deux droites veclorielles de P engendrées respeclivement par les vecleurs Ty et Uy .
Les trois propriétés suivantes sont équivalentes

P1) D1 et D: sont deux SOUS es i
‘ . paces vecloriels supplémentaires d
P2) Le systéme (w , ) estlibre, "

Ps) D,ND, ={5} )

Remarque : §i (@ ,iiy) estlié, alors DinD,=p,=p
— —_— 2-

¢) Espace vectorie| dedi
. : mension trois
Soit E un espace vecloriel de dimension lroiso y
e Toute base de E a exaclement frois vactet]rs
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spacey .:'_mn'm" el applications lnéalrey

o B= (Y N -
: eur U
. Unvec g - iolet (a1 . @ | il o :
I EEN a4l . Le triplet (a1 , a2, as) lorsquil existe, est unique et représents les conrdonnées de
U= 2
 dans la base B. 3
|'gnsemble des vecteurs T(x,y ,z) de P tels que ax + by + cz = 0 (a, b et ¢ tant trois réels non tous rits)
estun plan vectoriel P. L'égalité ax + by + cz = 0 est une équation du plan vectoriel P dans la base B,
(une base orthonormée de E, alors n(a,b,c) est un vecteur normal de P,
jiBes

appartient 4 E sl et seulement si on peut trouver frois réels ay, az et as tels que

x=al
» Toute droite veclorielle de E a une représentation paramétrique de la forme {y =bt, te R , avec(3,b,c)
z=d
diférent du triplet (0, 0, 0). Une base de cette droite est alors (€(a,b,c)).

Tl systéme libre de trois vecteurs de E est une base de E.
utsysteme générateur de E ayant trois vecteurs est une base de E. L
Destune droite vectorielle engendrée par un vecteur Uy et P un plan vecloriel engendré par les vecteurs U, et Uy.

stois propriétés suivantes sont équivalentes :
H|DetP sont deux sous espaces vectoriels supplémentaires de E

Hlesysteme (U , Uy , Us) est libre.
ranP={ﬁ},

iliy ity i) est lié, alors DN P =D .D est contenue dans P.

B. Applications linéairey

B, — Définitions et propriétés :

.3 Théoréme et définition :

4F désignent deux espaces vectoriels sur R .
*fune application de E vers F.

""me,”" propriétés suivantes sont équivalentes

S0t T et § deux vecteurs de E, a un nombre réel.
D HE9) = 1)+ 19).

P il f(al) = af(3).

I sf{"'_ﬁ et ¥ deux vecteurs de E, a et b deux nombres réels.

e U +b7) = af(G) +- b (7)

SQue ' ‘autre.
:lif;' une de ces deux propriétés est vérifide, alors il en est d méme pour 'au
b ors f est une application linéaire de E vers F.

&m‘ n;“"-'els définitions :

*Sifeg ?D?Plic_arm lingaire de E vers F.

VSig . o leclive, alors f est un isomorphisme de E vers F.

' §if e-tﬁah's fest un endomorphisme de E.

8 Fi !EEC‘]VB 6L E = F, alors  est un automorphisme de E.
: alors f est une forme linéaire.
;q 3'01 Tﬂmi&m : i licati
b "8 application lindaire de E vers F, (0g) = 0. mbre réel) et gof sont auss des applications
*néaire:,lg sont deux applications linéaires, alors : f + 9. af jadtamun T
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Chagire 13 Bxpaeces weoreneds ef applicanions findairey
——

B: - Noyau et image d'une application lineaire

Paes ce ses pangrapde, B ot B désigment dewx expices vectoriely de dimensions finies sur R
xS O ’ N

a) Noysudune application lindaire 2

R indare de Evers F
o QUCENON INeaTe G e ; :
f:’;; u;:}m; Rerf ou N(f) est lensemble des vecteurs de E qui ont pour imago 0r par |,

Propridtés :

Soit f une poication Endaire de E}*ets F.
Pdts‘fﬂmsmm'evemqeldeﬁ
Pa) f st iyjectve § ot sevfement § kerf = (D¢},

b) Image d'une application lindaire :
Défnitions -
Sait f une spplication Enéaire de E vers F et G un sous-espace vectoriel de E.
e Lmage de G par f notée f{G) est l'ensemble des vecteurs de F qui ont un antécédent par f dans G,
o Lim=ge de fnotée Imf ou f{E) est l'image de E par f.
Clest-3-dre imi est l'ensemble des vecteurs V de F tels qu'on puisse trouver un vecteur G de E vérifiant f(0) =7

Propriétes :

Sait f une applcation Enéaire de E vers F.

P1) Soit G un sous-espace vectoriel de E, f{G) est un sous-espace vectoriel de F,
En pariiculer, Imf est un sous-espace vectoriel de F.

P2) S G estle sous-espace vecloriel de E engendré par les vecteurs @, U, , ..., G, de E, alors f(G) est le sous-espace
vectorie! F engendré par (%), f(3,). ..., f(§,).
En parbicufier, si E estmuni d'une base B = (T, T, , ..., G,), alors Imf est le sous-espace vectoriel de F engendré par
les vecteurs f(ty), (%), ... ().

Pa) f est surjective si et seulement si Imf = F.

c) Compléments:
Soit f une application linéaire de E vers F.
P1) Sif est bjective, alors dimE = dimF.
P2) dmKerf + dmimf = gimE.
P3) S;,i r&nEEE;tdl_nF._ak:-.rs les sept propriétés suivantes sont équivalentes :

ii)  fest surjective

iii) fest injective

iv) kerf={0g)
V) Imf=F

vi) ftransforme une ba
- i g sede Eenunebase de F.

e base de E en une base de F.

C1 ~ Endomorphisme dy plan vectoriel

d’une ba ={i 3
estun S:B_'(t'l])- 'uedHHSIEMSE
€ndomorphisme de E sj gy seulement si son expression analyiq
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Chapitre 15 : Espaces vectoriels et applications linéaires

‘r=u+w
st oS BRTE 1o ox 4 ay”

wcas,ona: f(i)=ai +¢j et f(j)=bi+dj.

LF R

o Dans

a b
Et la matrice de f dans labase Bestalors: M= lc d‘ .

ot fun endomorphisme de P, de matrice M.
4 s biectf si et seulement si l'une des cing propriétés suivantes est vérifiée

2) M) =0. P2) (f(7).f(7)) estibre.
2 (f(7). (7)) estgénérateur de P. Ps) kerf = {0} (c'est-a-dire, f estinjectif)

By Imf=P. (Cest-a-dire f est surjectif).

C: - Endomorphisme d’espace vectoriel de dimension trois

= dasigne Fespace vectoriel de dimension 3 muni d'une base B=(7, ] .k).
» Une application f de E vers E est un endomorphisme de E si et seulement si son expression analytique dans la base
x'=ax+by+cz
Sestsouslaforme: {y'=a'x+b'y+c¢'z .
z=a"x+b"y+c"z
a b ¢
» Dans ce cas, lamatrice de fdans labase Best: M=|a' b' c¢'|.
a" b* "
v Soit f un endomorphisme de E.
fest bjlectif i et seulement si l'une des quatre propriétés suivantes est vérifiée :
) (f(7). (7). F(K) estlibre. P2) (f(7).1(7),f(K)) estgénérateur de E.
?) kerf= {0z} (c'est-a-dire, f est injectif) Ps) Imf=E. (C'est-a-dire f est surject).

%—— PRge 13 s ——
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Chapitre 15 : Espaces vectoriels el applications linéaires

EXERCICES PGUR COMPRENDRE LE COURS

A. Sur ley espaces vectoriely réely

feurs est hbre, lié, générateur, une base : ﬁlmensmn

1 - Montrer qu’un systéme de vec
coordonnées

ice 1
Soit V, un espace vectoriel sur R . i
Montrer que Uy €t Ui sont deux vecleurs liné

U, =20, — G, et Uy =0+ 30, de 'V, le sont aussi.

airement indépendants de V, si et seulement si, les vecteurs

Supposons iy et U, linéairement indépendants

Soit a et b deux nombres réels, ona:

al, +bly =0 & a2 —U;)+b(G +30)=0 <« (2a+b)f+(-a+3b)i,=0.
Ainsi, puisque Uj et U, sont linéairement indépendants,ona:2a+b=0et-a+3b=0.D'ota=b=0.
Il en résulte alors que Ty et T, sont linéairement indépendants.

Supposons maintenant U et U, linéairement indépendants :

e
Y=zl +-U
On sait entre autre que : lu:’ _ 2u7+ 3u2 ?1 ?2 i
R I =~ T+
7 7
Ainsi, soit a et b deux réels, on a:
at+bh, =0 <« [ Uy += u4]+b[——u3+ u4]=l1' =5 Ea—%b U3+[%a+§b]ﬁ4 =0.
;a—lb=0
Puisque T et Ui, sont par hypothése linéairement indépendants, alorsona: 1 ; ,soita=b=0.
. ?a+-:;bsﬁ

On conclut alors que Ty et U, sont linéairement indépendants.
En définitive, T, et G, sont deux vecteurs linéairement indépendants de V, si et seulement si, les vecteurs
Uy =24 — U, et Uy =10 + 30, deV, le sont aussi.

Exercice 2 B
E est un espace vectoriel rapporté a une base B = [T T ' —) :
Vérifier que B' =i , j+2K . 2j+K) est aussi une base de E.

Deéterminer I'ensemble des vecteurs de E qui ont le méme triplet de coordonnées dans les deux bases B et B"

Posons U=j+2 et v=2j+k.
. Soita , b et ¢ trois nombres réels,
ai+bu+cv =0 Sl e e = i k=0
PUAeV=0 &  ai+b({+K)+c(+K)=0 < ai+(b+2c)j+(2+ck=0-
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Chapitre ey '
pitre 15 @ Expaces vecluriels of applications lindaires

a=1
_b+2c=U,C'est—é-di;ea=b=c=[].
o b+c=0
asulte alors que (i, j+2k ,2j+k) estun systéme libre.

. 5yslérﬁ3 (i .]. K) étantune base de E, est libre. £t dorio

llen i
- gron sait que (i ,j + k) estune base de E, donc dimE = 3.

o, dire que (i, T+2 ,2]4K) estunsysteme libre, entraine que (i , T+ 2k . 2j+K) estunebasede

.smtx x|+y]+zk x|+:fu+zv X, ¥ et z étant des nombres réels, Ona:
Il+ﬂ+zk—xl+5’u+1‘{' < xl+w+zk=xl+m+2k}+z{2j+k] & yk+2zj =0

& y=z=0

o X=X
Ainsi, l'ensemble des vecteurs de E ayant les mémes coordonnées dans les bases B et B', est la
mgendrée par le vecteur i .

droite vectorielle

2- Efudr'er les sous-espaces vectoriels engendrés par des vecteurs d’un espace donneé

Exercice 3 >

f)Dans &*, F estl'ensemble des triplets (x , y , z) de R tels que : x + 2y + 2= 0,
a) F est-il stable par combinaison linéaire?

b) Soit u= (2 ~1,0) et v=(0,1, —2) deux vecteurs. Démontrer que (u, v) est une base de F.

¢) Exprimer le vecteur s =(1,1,— 3) en fonction de u et v .
2 G est l'ensemble des triplets (x , y , z) tels que x + y + z = 1. G est-il siable par combinaison linéaire?

fla) Soit X=(x,y,z) et ¥=(x',y'.z"),deux vecteurs de R®,aetb deux réels.
Ona: aﬁ+b? =a(x+y,z)+b(x",y', z'j:{ax-p—bx',ay+by',az+bz')

Supposons X et ¥ dansF,onadonc:x+2y+z=0 et X' +2y +7' =0.
Hors, (ax + bx) + 2(ay + by") + (az + bz') = a(x + 2y + ) + b(x" + 2y’ + 2) =ax0 + bx0 = 0.

Doh aX -+ bY appartient a F. F est par conséquent stable par combinaison lin€aire.
b Vérifions d’abord si U etv appartiennent aF :
neffet, ona: 2+ 2x(-1) +0=0,dod u=(2,~1,0)€ F.
0+2x1-2=0,dou v=(0,1—2)€F.
Yontrons que (u, V) est générateur de F.

S v -

"X=(x,y,z) appartenanta R®.

= _2k—kK'

—k ketk'eR.
kl

—

x“‘{x.Y.Z}appanEentaF & xt2y+z=0 <

Mo

o X=(-2%k-k'k,k) ketk'eR
Chemhms k., k) = aU+pv.

alors s'ils existent, deux réels o et B tels que X =(—2k— K
X

SQU+BY (==K K, kK)y=of2:-1: 0)+p0., 1. =2).
& (K=K, k. K)=(a,-a+B,2)
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i ications linéaires
Chapitre 15 : Espaces vectariels et applications linéai

20 = -2k —k'
Ainsi, X =al+pfv & {-a+f=k
-28=k'
i L
= Q=——k—-§k et Z—Ek*

c. el 3 existent, d'ol tout vecteur X de F s'écrit comme combinaison linéaire de U etv.

Par conséquent (u,v) estun systéme générateur de F.

Vérifions si ce systeme est libre :
20=0

Soit deux réels o et aﬁ+B'G =1 = —a+pB=0 < o=p=0.
-28=0

D'ois (u, V) estlibre. (U, V) étant libre et générateur de F, (u,v) estune base de F.

c)1+2x1-3=0, dob seF

s={l 4, —3) s'écrit donc comme combinaison linéaire de U etv , de fagon unique.

: - = - 3 L= 1= 3=
Soit oret f deuxréels,ona: ou+pv =5 < a:% et ﬁ:E_D‘ou s=5u+-§v._

2)1+1-1=1,dot a=(1,1,-1)€G.
1+0+0=1,dols b=(1,0,0)€G.

Or a+b=(2,1,—1) et2+1-1=2%1,alors a4+b¢G.
On peut donc conclure que G n'est pas stable par combinaison linéaire.
G n'est donc pas un sous-espace vecloriel de R®.

Exercice 4 . >

ambid .

Dans R*, on considére les vecteurs: v, =(1,1, 4), Vp=(3,-1,4) et ¥,=(1,2,6).

a) les vecteurs vy =(1,1,4), V, =(3,-1,4) etV3=(1,2,86) sontls linéairement indépendants ?
b) Montrer que le systéme (V, , V,) estlibre.

c) Soit F l'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs ¥y, V, et ¥,.

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de B2, dont on précisera une base, la dimension et la nature.

a) Soita, b et ¢ trois nombres réels :

a+3b4c=0 Bk
avy +bV, +cV, =0 <« a-b+2%=0 & b=—;k avec k appartenanta R .
4a+4b+6c=0 4
c=-—=k
| 7

Pourk=7,0na:a=7,b =-1, c=-4 et donc 7V, -V, —4¥; =0,

D'ols les vecteurs ¥y =(1, 1, 4), ,=(3 , —1,d)et V;=(1, 2, 6) sont linéairement dépendants.
b) Soit ¢ et B deux nombres réels.
ﬁ+3ﬁ= 0
oy +BV2 = 0 « a-pf=0 < a=B=0,Doullesystéme (V,V,) estlibre.
do+4p=0
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Chapitre IS ; Lspaces vectoricly o appllcations Undulrey
¢ Festrensemble des combinaisons linéaires das vectaurs 7,7, of 7, gy k.

i 3
FipsipRi AERERERSSS vectoriel de R™ engendré par les vecteurg ViV et 7,
(% ¥,.93) est donc générateur de F, .
or (V4. V2. W) estlié, daprés la question a), alors on a dimF « 2,

puisque le systeme (Vy , V) estlibre, alors (¥, 7,) estune base da F.

Il en résulte alors que dimF = 2, donc que F est le plan vectoriel de R? dont une base YORAY
Exercice S

’, -
pans R, on considére les vecteurs © Gy = (2,3, 4) | G=2,~1,2) of b,=(x,5,4)
péterminer le réel x pour que les vecteurs ¥y =(-2,3,4), G, =(2,~1,2) o

Uy =(x,5,4) solentlinéairement
gépendants. Quel est alors suivant les valeurs de x, le sous espace vectoriel engendré par les vecteurs Uy, Uy et Uy 7

o Soit 3, b et ¢ frois nombres réels,

~2a+2b+xc=0 b=23a+5¢
+bl+cl=0 4 | 3a-b+5c=0 e {da+(x+10kc=0 ()
4a+2b+4c=0 Sa+7c=0
‘ ) . 4a+(x+10)c=0
Considérons le systéme de deux équalions & deux inconnues suivan ; { 5a+7c=0 (1).

4 x-+10
Son déterminant est ; ﬁ=l x

== —22.
5 7 P

Six=—%,alorsﬁ=0.

Le systéme (I1) admet donc une infinité de solutions. Par conséquent le systéme (1) admet une infinité de solutions
Etalors (G , T, , ) estlié.

Siyee n-gsg,a!ors A#0.

Dzns ke systéme (11), on @ alors a = ¢ = 0, D'oli dans (1), b= 0, Etalors (T, Uy , Uy) estlibre.
. 22

Encondlusion, (G, T , Ty) estlié si et seulement s x=—==.

* S0it F le sous espace vectoriel de R® engendré par les vecleurs T, 0y etly.

(%5, , G) est donc générateur de F.

Sna *2—:~  alors (G, , T, , Uy) estlibre, et donc une base de F.

. imR% = F=R3,
Fest par consquent un sous espace de R® de dimension 3. Et comme dimR® =3, alors
8y 22

A alors (G , T, , Ty) estlié, donc dimF < 3.
v 3 1 -
brifiong 51 (% ,5,) estlibre ;

~2a+2b=0 —
' =b= ol , Us) estlibre.
waﬂbdeuxnombmsrﬁﬂls. aﬂ1+bﬁgsﬁ o ja-b=0 ¢ a=b=0.D00 (G L
4a+2b=0

: . séquent une
"aien Plus (G0, , Ty) estlié et générateur de F. alors (3 , Up) estgénérateur de Fiielpariconees
Y8, Aorg o olan vecloriel do R? , engendré par T et Uz

—— s P20 339 A —
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et upplications linéaires
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Chapitre 15 @ Espaces vecloriels
P (¢ /) RAICEs PE

a) Montrer que Iensemble P des combinaisons in€aires de i et] estun plan vectoriel de E.

b) Soit k un vecteur non nul de E. )
Déterminer Iensemble des combinaisons linéaires de iel k,noléV.

¢) Déterminer PV lorsque (i, ] , k) est lié, puis lorsque (i,], k) estlibre.

a) P étant I'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs i el j de E, on peut dire que, P estle sous espaes

vecloriel de E, engendré par les vecteurs i etT s

Et (i ,]) est par conséquent un systéme générateur de P,

Or d'aprés Iénoncé, (i ,]) estlibre, d'oti (i ) estune base de P.

P est donc le plan vectoriel engendré par les vecteurs i et.j' .

b) V est le sous-espace vectoriel de E engendré par les vecleurs Tetk.

Si Tet k sont linéairement dépendants, alors V est la droite vectorielle engendrée par le vecteur k.
Si Tet k sont linéairement indépendants, alors (i , k) estune base de V.

V esl alors le plan vectoriel engendré par Tetk.

c) Lorsque (i .T . k) est lié, d'aprés Ia question b), V est une droite de P (si etk sontlinéairement dépendants), ou
alors V=P (Si Tet k sontlinéairement indépendants). Dans les deux cas, PRV = V.

Lorsque (i, ] , E) est libre, V est un plan aulre que P.

Et PV est la droite vectorielle engendrée par le vecteur T

Exercice 7 > b

Iontrer que l'ensemble F des fonctions s de & vers E | telles que, pour tout réel x, fae(x) = (ax + bje2, 2 etb étant
des réels, st un plan vectoriel, dont on précisera une base.,

Théoréme :

Solt | un sous-engemble non vide de I .
L'ensemble F(I , &) des fonctions définles de I vers R , muni de I'addition + des fonctions et de la multiplication edune

fonction par un réel , est un espace vectoriel sur & .

F st par définition un sous-ensemble de F(R , R).
Notons @ 'application nulle de & .

Soit x un nombre réel, B(x) = 0 = (0x + 0)e?, D'ol ) appartient 4 F et par consé t non vide.
Soit f fonction définie de R vers R, e PAE Conscsluent s

fappartient & F < il existe deux réels a et b tels que pour tout réel x, on a f(x) = (ax + bje
pour tout réel x, on a f(x) = a(xe) + be?r

= pour tout réel x, I(x) = afy(x) + bfz(x), ol fi(x) = xe? et fz(x) = e

pour tout réel x, f(x) = (afs + bf)(x)

f= af; + bfz

F _!:zl donc l'ensemble des combinaisons linéaires des applications fy et f» définies de R vers R .
D'oli F est le sous-espace vectoriel de F(R |, R) , engendré par fs el fz.

Par suite, (f, 1) est un systéme générateur de F,
Il suffit de montrer que (fr, f2) est libre,

i PGHE ﬁ/
»
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Chapiire 15 : Espaces vecturie)s

Capplications lindaires
M bbb b LD

o7et, soita et b deux nombres réels,
T etk =8 & pourtoutréelx, (afs bly)x) = g(x)
pour tout réel x, af:(x) + bf:(x) = 0
pour tout réel x, axe + ez
pour tout réel x, (ax + ble=
pourtoutréel x, ax+b =0
a=b=0.
penrésuite que (T, Tz) estlibre, et par suite, (f:, f,) est une base de E.
On paut donc conclure que F est le plan vectoriel de KX ,R). dont
F(K) = xel gt f2{x) = e pour tout réel x.

gssoo

une base est (f1, f;) , ot
3- Montrer que deux sous-espaces d'un €Space vectoriel E sont supplémentaires de E

Exercice 8
Dzns R°, on considére les ensembles suivants;

;;={[x.y,zjei~=.3;x+2y-z=ﬂ} e G={(x.y,2)eR? 2x+y=0 e x—z=0}.
1) Montrer que F est un plan vectoriel de 22 _ Prégiser une base de F.

2) Montrer que G estune droite vectorielle de R, dont on précisera une base.

3) Déterminer FG. F et G sont-ils deux sous espaces supplémentaires de 23

Solution 8
1 0+2x0-0=0,dou (0,0,0) e FdoncF =@,

Sot X=(x,y,z)appartienta R3.
X=(x,y,z) apparient3aF e

=(k,k' k+2k') ketk'eR
=k(1,0,0)+k'0,1,2 ketkeR.

0
>l

1
>l

Posons u=(1, 0, 1) et v=(0,1, 2).
On constate que F est l'ensemble des combinaisons linéaires-des vecteurs u et v de R3.

Fest donc le sous-espace vectoriel de R engendré par les vecteurs u etV .
Par Conséquent (i, V) est générateur de F.
Vérifions ensuite que (T, V) est libre :
a=0
Soﬂﬂeuxréelsuetﬁ,ona: Ko =0 & a=B=0. (i,V) estdonclibre.
a+23=0
Yenrésuite que (u,¥) estune base de F, donc que dimF = 2.

F i u,v
Eant yn Sous-espace vectoriel de dimension 2. F est un plan vectoriel de R*, dont une base est (i , ¥) .

2 Son 7
) Soi X=(x,y,2) appartienta R,

2x+y=0

x=(k.y,z] appartientaG & [x—z'ﬂ

% Page 341 e e e
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Chapitre 15 : Espaces vectoriels et applications linéaires

x=k
Ainsi, i:{x,y,z) apparientd G < y=-2k, keR
z=Kk
o f:(k —2k , k), keR
o X=k(1.-2 1) keR.

Posons w=(1, -2, 1).

G est I'ensemble des combinaisons linéaires du vecteur w=(1, =2, 1) de R®.

G est alors le sous-espace vectoriel de R®, engendré par le vecteur w=(1, -2, 1).

D'oll (Ww=(1, —2, 1)) estun systéme générateur de G.

Puisque w=(1, =2, 1)=0,lesystéme (W=(1, =2 , 1)) estlibre, et par site une base de G.

Il en résulte que dimG = 1, donc G est la droite vectorielle de B* dont une base est ('._"f =(1, -2, 1).

3) Soit X=(x,y,z)appartienta R,

X+2y—z=0
X=(x,y,z) appartienta FAG <> 2x+y=0 & x=y=z=0. DolFNG={(0,0,0)
Xx—z=(

FAG={(0,0,0)} et dimF+dimG=dimR® =3, alors F et G sont deux sous-espaces vecloriels supplémentaires de
R?.

]-'.'. e e i e e R S T Sl o e _ M
{
i

Point méthode :
| Pour montrer que deux sous espaces vectoriels F et G d’un espace vectoriel E sont supplémentaires de E,
i des trois propriétés suivantes, il suffit de vérifier Pune
‘ Py) FAG ={0g} et dimF + dimG = dimE.
P;) Soit By est une base de F et B, une base de G.
I B = BB, est une base de E et dimF + dimG = dimE.
| P3) Tout vecteur de E s’écrit de fagon unique comme somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G.
' Si 'une de ces propriétés est Vérifiée, on peut conclure que les autres le sont aussi.

PRI I i T W S gy ¥. 3 I

Exercice 9 Ll <

On admet que (C, +,-) estun espace vectoriel sur R . + et . étant respectivement I'addition de deux complexes etla
multiplication d'un complexe par un réel, usuelles. On pose iR ={ib; be R}, ol 2=-1.

1) Montrer que (R, +,) et (iR, +,-) sontdes espaces vectoriels sur R .

2) Montrer que R et iR sont deux sous espaces vectoriels supplémentaires de C .

1) Notons que R et iR sont des paries de C .

0 appartienta R et 0=i,0, d'ou 0 appartienta iR . iR et R sont donc non vides.
Soita, b, ot et 3 quatre nombres réels,

oa + Bbappartient 4R (car R est stable pour I'addition et Ia multiplication des réels),

et ofia) + [&(ib}[= i{oa + Bb) appartient a iR . D'ogy R et iR sont stables par combinaison linéaire.
Etdonc R et iR sontdes Sous-espaces vectoriels de C .

Par suite, (R, +,-) ef (R,+,-) sontdes espaces vectoriels sur R
2) Soitz=x+iy, avec x ety réels,
zappartienta RNIR « Zappartienta R et

i Zappatienta iR e y=0 et x=0 < z=0.
D'oi RniR:{G}.

Us-espaces supplémentaires de C .

= Pagein iﬁgﬁﬁ
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ice 10 —— :
%eﬂsous-espaces vectoriels d'un espace vecloriel E. —
I

trer que - : i
L Mg:esi inclus dans Ez si et seulement si E1 + E2= Bz,

p) E: €t inclus dans Ez si et seulement si EinEz = E1.
» On suppose que dimEi1= 1, dimE2 =2 et dimE = 3.
| ﬂaﬁt{gr que E1 est inclus dans Ez ou E1 et Ez sont supplémentaires de E.

E osons E1contenu dans Ez et montrons que Ei + E2= Ez. _

Supp )
I1]-31‘50&1 a appartenant aE;,a=0e +a.

comme Og € Es(car Es est un sous-espace vectoriel de E), alors a appartient a E1 + Ea.
par conséquent, E,est contenu dans E1 + Ez.
» Montrons que Ei+ Ezest aussi contenu dans Ez.
par hypothése, E1 est contenu dans Ez, alors, soit a appartienta E1 + Ez, a = a1 + az avec arappartenant a E1 et a2
gppartenant a Ez. Puisque E1 est contenu dans Ez, alors a1 appartient a Ez.
Donc a1€ Ez, az€ Ez et B2 estun espace vectoriel. D'ol a1 + a2 € E3, c'est-a-dire que a appartient a Ez.
hinsi, si a appartient 8 E1 + Ez, alors @ appartient 4 Ez. C'est-a-dire E1 + E2< E2.Donc E1+ E2=Ea.
Réciproquement, supposons Ey + E2= E2 et montrons que Es c Ez:
Soitadlémentde Er,a= a+0ee Evt B et puisque Ei+ E2= E2, alors a appartient a Ez. D'oll Esc Ea.
Il en résulte que Es est inclus dans Ez si et seulement si Ei1+ E2=Ea.
b) Supposons Es inclus dans Ez, et montrons que EinEz=Ei:
e Soitae EsnEz,a€ Eretae Bz, doncac Ei. Et par conséquent, EsnEzc Es.
o Soit a élément de E1, d'aprés I'nypothése, a appartient a E.
Donc a appartient & EinEz et par suite Exc EinEz. D'ou si E+ est inclus dans Ez, alors EsmE2= Ei.
Réciproguement supposons EsnEz2= E et montrons que Es est inclus dans Ez:
Soit a élément de Es, a appartient & EinEz (car EsinEz=E1), alors a appartient a Ez.
Par conséquent, on a Ex inclus dans Ez. '
Finalement, E: est inclus dans Ez si et seulement si EsnEz=E1.
2) 1 est une droite vectorielle et E2 estun plan vectoriel.

Notons (3) une base de E1 et (V .w) unebase de E2.Ona: E; = {xt;xe ]It} etEy= {ﬁr’ +zw;yetzeR}.

Deux situalions peuvent se présenter : soit (U, v, W) estlié, soit (d,V,w) estlibre.

Si (U,V,W) estlié, alors U peut s'écrire comme combinaison linéaire de v et w ((V,W)) étant libre).
Clest-a-dire, qu'il existe deux réels a et b tels que : = av +biv.

Unvecteur X € E, lorsqu'il existe un réel x tel que X=xU.

Etdonc X = (xa)¥ + (xb)#. D'otl X € E, . On conclut alors que Erc Ea.
Si (I,7,W) estlibre, alors puisque dimE =3, (i ,V, W) estune base de E.
Ainsi, soit X un vecteur de E, il existe trois réels a, b et ¢ tels que X = al +bv +cw.

Or al appartient 4 Ex et by 4 o appartient & Ez, alors X appartient & E1 + E2. On en déduit que Ec Ev+ E2
Comme E; et E2 sont des sous-espaces vectoriels de E, alors E1 + E2 est un sous-espace vectoriel de E.

D'oll E++ B2 E.

Finalement, Eq+ Ez = E.

Déterminons alors EyEz:

—
=

s = o o : X=xu
Soit X appartenanta E, X appartient & ExnEz implique qu'il existe trois réels x, y etz tels que {_ -
Dol xii = y7 + 2w, c'est-a-dire xi—yv —zw=0.

Puisque (3, v, W) estlibre, alors x =-y=-z=0. Dol x=y=2z=0.D'ol X =0.Etalors E;NE, ={5} .
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Chagtre 15 - 1 spaces vecturiels et applleations Hnéaires

PusqumEvE; =E et E, nE, f”] aers on peat concurs que Er ¢ Bz sont Geu SOus GLpaces weclonels,
suppibenertanes do E
Point méthode :

Soit £ un espace vectoriel de dimension 3, 1) la droite vectorielle engendrée par le vecteur i de [ ¢ 1 f, plan
vectariel dont une base est (v, ). ['aprés exercice 11, question 2 ;

® D et P sont deus vous espaces supplémentaires de E, si el seulement si, le systéme (4,5, ) et filyp,
® Orsl (G,%,%) estlié,alorsona:Drf =D etD+FP =P,

B. Applicationy linéairey
1~ Déterminer le noyau et I'image d’une application linéaire

Exercice 11 BAC € - Cameroun - 2001
E céeigne un espace vectoriel de dimension 3, muni dune base (7, ], k) etfl'endomorphisme de E défini par -

(=7, Kj)= ,[;,=%;”1+EJ.

1) Déterminer une base de kerf, noyau de f,
2) Déterminer une base de Imf, image de f.

3) Démontrer que tout vecteur de E s'éarit de maniére umque comme somme d'un vecteur de Perf et d'un vecteur de
i

4)3) Vérifier I3 relation fof = f, ! ¥
b) Démorirer que U< Imf = f(T)=10 (On uiisera la question 4)a)).

1) Soit U= xi +yj+ 2k unvecteur de E, oli x, y et z sont des nombres réels,
i berf = (0)=0 & ((xi+yj+K)=0 = x(i)+yi(]j)+2([K)=0

e 1 er-g - o
= Xi +5(y+z]1 +%(y+z]k =0

x=0 x=0
Dld’s EE k&ff "':'r = 2
%(y—i—z):ﬂ = :L _kk, k appartenant A B .

Dol kerf est la crofte vectorielle dontune base est (] F).
2) Sot v=xT+y'J+2'% unvecteurdeE,
Velmf = ilexisteun vecteur = x|+yj+zk de E tel que flu)=v
A f(x|+yj+zk) x:+y j+2z'k
= A+ () +2(K) = x'7 i+y']+z'k
- i 1 = 1 = - - -
T Doy DR =xT 4y T4 2
X'=x

!r"='1-( +z
51V +2)

¢

1
L =—
2w+n
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Chapitre 15 :

Spaces veetoriely o applications linéaires
e 'a de solution que si et seulement si, y' = 2, pyg

Y K UImf est le plan vectoriel d'équation y = z,
oz e | 1= k', avecketk'dans R . Une base de Imf est donc (7 i+K)
= k* : ‘
=K

: " " 0 . ) . .
\3: Le systéme y= k', ketk'eR esr mff représentation paramétrique de Imf.
— Z — kl x

Cette représentation est celle du plan vectoriel engendré par les vecteurs | et T+k
Autre méthode :

pour déterminer Imf, on sait que Imf = f(E] est le sous espace de E, engendré par f(7), f(
o T(l] - r[k) alors le systéme (f [|) f(J] f(k)] est |IE

e lecteur vénfiera que?f( 1), 1(7)) estun systéme libre.

J)et f(K) .

Dol une base de Imf est (f( 1), £(7)). D'ot Imfest e plan vectoriel de base (f(7), ().
3) Il suffit de montrer que le systéme (i Jj+k .i—K) estune base de E,

Posons & = |—K , g, =i et 83 =]+K.

Soita, b et ¢ trois nombres réels :

b=0
#+b8+083=0 <« bi+(@a+c)j+(-a+ck=0 < a+c=0 & a=b=c=0.
-a+c=0

Doble systéme (i , j+k , j—k) est libre, puisqu'en plus dimE =3, alors (7 ,]+K,j—K) est une base de E.
(€€, .€;) étant une base de E, tout vecteur T de E s'écrit de fagon unique sous la forme 1= aé; +be, +ce; .

Posons U; =ag, et G, = bé, +ce3 . U s'écrit alors de fagon unique sous la fmme Uu=10; +U,, avec U ekerf et
b€ Imf .

) fof(7) = i) =1(7), fof“}“_f[f(”]—[ ]+Ek]———f{J}+ —f(k)=1(]) et fof(k)=f[f(k)]=f(K).
Dol fof =,

b)Soit T un vecteur de E.
Supposons que U appartient i Imf, alors il existe un vecteur V de E tel que U =f(v).

Uaalors f(g) < f[f(¥)] = f o f(V) = f(V) = (car fof =1).
'Pmtlllernem supposons que U soit un vecteur de E tel que f(T)=10.

“Warhent alors a f(E) = Imf,
Taement, e fnf o f(U)=3.

Yercice 13 _ >

St E espace vectoriel de dimension 3, P un plan vectoriel, B = (7,7.k) unebasede Eet B'=(i", j') unebase
-On considére I'appiication lingaire f

E — P F
- B [ x=2x—y-z . 5
U,y 2) = UOCYD O Ny 2y 4z -

~

r:erm'““’ (i), £(7) et f(K)
9 Det: ® la matrice de f relative 4 B et B.

Miner le noyau et limage de f.
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2)SOf T xi+y]+2k unvecndeE.ona NO)=(2x-y- 27 (-2 s 2y

Dioi puisque T=174 0]+ 0K, J= 074 1]+ 0K of k=0i+0j+ 1k
plors (1) =20 ", W])=-142]" o fE)=—1"4]"
2 -1 -1
b) La matnce de | dans les bases B ef B’ es! donc {_1 > 7"
c) e Sot i=xi +y]+2zk unvecteur de E.
let
3
= 2x—-y-2=0 1, I |
ue 0) = = — ——k, kappartenant 3 R .
ue kerf <  f(u)=0 e I—x+2y+z-—-ﬂ y 3 |
z2=K 1
[
1
X =-K
3
- 1 -
kerf est donc la droite vectorielle, dont une représentation paramétrique est: 1y = _Ek , k appartenantd R
z=Kk
1= 1= =
Une base de kerf est 5i--3-1+k :
e Soit v=x"i'+y']" unvecteurdeP.
xX—-y-2=x

v il exi U=xi+yj+2zk deEtel quef()=v o E
Vv € Imf <> ilexisteunvecleur u=xi+yj+ que f(u) —X+2+2=Y

Déterminer Imf revient & délerminer les conditions nécessaires ef suffisantes sur x' et y’ pour que le systéme c-Cessus
aif des solutions.

: 2 -1
Or pour tout couple (x', y') de réels, ce sysléme aura des solutions (car - = -y ).

D'ol, tout vecleur V de P admet des antécédents par f. Il en résulte que Imf = P.
Autre méthode :

imf est le sous-espace vecloriel de P engendré par 1(7)=21'- 7", ((J)=-1"+2] el I(K)=~1"+]"
Puisque dimP = 2, tout systéme de plus de deux vecteurs de P est L. D'od, (1(1),1(]), f(k)) estun systeme ié

Or det((f(7),1(])) =

2 - e
1 21=3==U.a|0f5 (1(1),1(})) estlibre. Par conséquent, une base de Imf.

O Imf = dimP = 2 et Imf est un sous-espace vectoriel de P, d'ol Imf = P.

2 - Etudier les endomorphismes

Exercice 13 = |
 est un endomorphisme du plan vectoniel P, muni d'une base B = (] | I] _

1 6

a) Déterminer (1) €t (]) dans la base B.
b) Déterminer I'expression analytique de « dans la base B.

 —— S ST LRI _J
P
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Chapitre 15 : Espaces vectoriels ef applications linéaires

¢ Monlre? L tpm—.? Vo o e
d]SO'Ilﬁ::-al-—Sj et V=|—2].
oner Q€ (G, V) estune base de P. Déterminer la matrice de ¢ dans la base B'= (i, V).

- or|a matrice de y =ldr - ¢ dans la base B.

_

3 Dans 12 pase B, (1) apour coordonnées (-5, 10) et tpi_h a pour coordonneées (-3 , 6).
5 Sol ii(x,y) et U'(x",y') dans la base B, deux vecteurs de P, ona:

i = [.—5 —3]{)&]_[;{'] —5x -3y [K'} X'=—5x—73y
iyj=u b = = "
oll) 10 6Jlyl ly % y'=10x+6y

10x + 6y
Dol o est Iapplication de P vers P qui, & tout vecteur U(x,y), associe U'(x',y') tel que [

x'=—5x—23y
y'=10x +6y
¢ Lamatrice de o¢ dans |a base B est:

-5 -3} (=5 =3} ((~5 )x(-5)+(- BN sl [ g
Az:,qxp\=[ ]x[ ]={ 5 )x(—5)4(—3)x10 (=5)x(—3)+(-3)x6 L 5 —3 i

10 6) 110 6 10%(—5)+6x10 10%(~3)+6x6 10 6
Onobtientalors A2 = A, d'oll @ 0@ = @. :

Autres méthodes :
On pouvait aussi montrer que o (1) =p(7) et wowp(7)=(]) ou utiiser lexpression analytique de .

ot i3 1 5 -
d) det(d,v)= ] 35 2]:-—1. Puisque det(t,v)==0,alors (U, V) estunebase de P.

Ona: o(@) = ¢(37 —57) = 3o(1) 50 =0 et ¢(@)=w(i ~2])=w(f)-26(7) =i~ 2j=V.

g 3 D u
D'ois la matrice de ¢ dans la base B'est: A'= [[1 1]-

¢) La matrice de w d B ‘*@—1 W =
atrice de y dans la base B est : =lo 117110 6] |-10 —5|

Exercice 14 ==
R? st rapporté 4 une base B = (3 , &, . €3)-

Soit ¢ 'endomorphisme de R®, défini par : (e =28+ gy, w(8y) = €, + 26, et ()= 8 —&;.
1) Démontrer que (g , &,) est une base de limage Im¢ de ¢.

Trouver une base du noyau N(¢) de ¢.

2 Démontrer que Imep et N(gp) sont deux sous-espaces supplémentaires de R3.
3 S‘JT‘W la restriction de @ & Ime . Démontrer que est un automorphisme de 1Ttp._'
- 9Soity-11a bijection réciproque de , trouver la matrice de y - dans la base (& (85).

e e R e

1 - = i 9 5

E] * Vérifions que &, et &, appartiennenta Im@:
neffet P(8) =8, +8, et p(E3) =8 —€;,

; 2""(31)+E‘P(93] =¢34 T3 Bl By =jevitl™g 2 2

- 1 i ) ) .
2B1+§e3 et %EI —%53 atant des vecteurs de E, alors € et €, appartiennent a Ime.

Vérifions que (8, ,€,) est générateur de Im@:
Soit § yp, vecteur de R®.

%Eﬁ———ﬁﬁﬁ PAGE 31 e ————
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Chapitre 15 : Espaces veeloviels of applications lincaires

= . ¥ . ; - - s = 3 tv =
v appartient & Im¢ signifie qu'on peut trouver un vecleur U= X + Y&, + 283 de R tel que V = (T).

Onaalors ¥ = xp(8;) + yp(€,) +2p(€3) = (x +y + z)e, +(x+ 2y ~2)8;.

¥ s'écrit donc comme combinaison linéaire de &, et &;. D'oll (&; . €2) est générateur de Im¢.
B=(§,.5,.5;) étantune base de R?, estlibre. D'ol (€; ,&;) estlibre.

Par conséquent, (&, , &) est une base de Im¢p. '

o Soit U= X8, + Y8, + 285 un vecteur de R’

F 5 = i . Xx+y+2z=0 -
ieNp) e ¢l)=0 < (x+y+2)e+(x+2y-2)g; =0 & y=k keR
. X+2y—z=0 2
. -
2
X= —.—S-k
2
D'ois N(¢p) est la droite vectorielle dont une représentation paramétrique est: | y= k .keR.
z =1k
. 2
Une base de N(g) est donc (B=-38,+28; +8;). _ .
2) Verlf'erque (8,8, &) estune base de R®.
En effet, soit a, b et ¢ trois nombres réels. i
. ; a-3c=0
aé’1+b§2+cﬁ=ﬁ & (a—3c)§1+(b+2c)§2+g§3=6 o lb+2=0 ¢ a=b=¢=0.

c=0

Le systéme (&, , €, ,€) estdonc libre, et par consequent une base de R?, puisque dimR® =3.
Comme (€; ,&, ,€) estune base de R?, tout vecteur i de R® s'écrit de fagon unique sous la forme :
U =8 +Be, +~€. o, P etyétant des nombres réels.
Comme T =~€ appartient  N(¢) et U, = o€, + €, appartienta Img, alors U s'écrit de fagon unique sous la
forme : U= U + Uy, avec U; appartenanta N(¢) et T, appartenanta Ime. '
On en déduit alors que N(¢p) et Im¢ sont deux sous-espaces supplémentaires de R®.
3) » Soit U et V deux vecteurs de Img, a et b deux nombres réels.
al+ bV appartient a Ime, car Img est un sous-espace vectoriel de R® (donc stable par combinaison linéaire).
Et «b(al +bV) = p(ati +bV) car ali+bv apparfient a Img.

= ap(li) +by(V) .

= a(T) + b(V) car U et V appartient a Img.
w est donc une application linéaire. )

e Ona 1[-’[&1:':61 +62 et ¢(§2}=§1 "‘1'262 ¥

Ime est le sous-espace vectoriel de R engendré par les vecteurs € et €,, d'oll p(Imep) est le sous-

de R? engendré par les vecteurs () et o(€,).
Or (p(84) , p(E;)) estun systeme libre (le lecteur e vérifiera) et comme (ip(8) , (E;)) est générateur € @
(d'aprés ce qui précéde), alors ((€1) , p(;)) est une base de ¢(Ime).
@(Ime) est donc le plan vectoriel engendré par (g;) et ¢(8,).

o B =2p(E)—p(E;) et €2 =—(€)) +@(E,) (le lecteur le vérifiera), donc & et & ﬂppaﬂ'e“ﬂe

e ———————————— Page 348 J
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Chapitre 15 : 1 SHCCs vertorfely

L appdicagiog, lindairey

2 ipre etdimg(lme) =2, (8, , & :
e E'tﬂ“l[[llmw " o :ilor?m ESI{"H -ﬂ;) estune base de g{tmep). Et par conss
e = imp, un endomorphism - ? Séquent, p(ima) = Im

g‘ﬂn;ft un automorphisme de Imeg. pisme surjectf e Ime. PL* e
0

: 3 B 11

e de y dans la base (e,,€;) est: M=
M= 1 Y _4, d'ot la matrice de y ' dans la base (&, &
or etM=14 2 ase (e, ,€,) esl: r.r‘=[ 2 —‘]
=1 i ;
1

¢ estunplan vectoriel muni d'une base B= (i, j).

- I.endumgrphisme de E, dont la matrice dans la base Best: M= [ 4 3 ]
-1 =2/
st 2,un nombre réel, on note: E, ={U€E; ()= ai}.
0 pémontrer qué f est un automorphisme involutif de E et Ea est un espace vectoriel sur R
7) Démontrer qUe, sian'appartientpasa{-1, 1}, alorsona E, = {5} . |

3 Déterminer Ex et E -1, en donnant pour chacun de ces sous espaces, une base.
pémontrer que E1 et E -1 sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
En déduire une nouvelle base de E, et donner la matrice de f dans cette nouvelle base.

2 o
) detM= 1 -2 . Puisque det(M) = 0, alors fest un endomorphisme bijectif.

Cest-a-dire que f est un automorphisme de E.
Déterminons la matrice M - de f-1:

o 1 (-2 -3) (2 3
“detm| 1 2) (-1 -2
On constate que M-'= M, d'ols - =, et par

o (0)=0= a.0, d'ott 0 €E, . Et par conséquent, Ea
et o et B deux réels.

=M.

conséquent, f involutif.
est non vide.

S T et ¥ deux vecteurs de Ea
i apparlient & Ea donc f(U) =al .

V appartient 3 E, donc f(V)=av.

D%, f(odd + BV) = of (@) + BH(V) = (al) +B(a¥) =
Donc E; est stable par combinaison linéaire et par conséquent, un Sous-
vectoriel,

9 Sait U(X,¥) yn vecteur de E. ox + 3y = ax - {(2 ~ax+3y=0

u o 2 3)(¥]_[¥] o
UEE, & f(l)=al <« 1 2 Y= L o 2y=ay gl
32-1.Fuisquea;¢1eia#LaIursdet#D.

est le couple (0,

oli +(V) . Dol oli+BV appariient a Ea.
espace vecloriel de E, donc un espace

-

Lo d4 P
& déterminant de ce dernier systéme est : det = i
0). Et donc Ea ={d}.

B e
4 conséquent, le systeme admet un unigue couple solution, gu!

Y Soit U
'SCIIt U{K ’ Y] un vecteur de E.
2x+3y=X o X433y 0

-x—2y=Y o -
(& =3i-1)

‘UCE) o f(l)=T « &
e base de E1 est

Dr
%UE: estla droite vectorielle d'équation X * 3 = 0.Un
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Chapitre 15 : Espaces vecloriels e

E Jy=—x
o TeE, © f(l)=—0 o r” 4 & x+y=0,
x—2y ="y

D'ous E -1 est la droite vectorielle d'équation x + y = 0. Une base de E-iest (& =

» 3y=0 A
® UeENE_y & [H— Y & x=y=0 pou E,nE_1={U},

Xx+y=0 ]
De plus, on a dimE; + dimE -1 = dimE, alors E1 et E 1 sont deux sous-espaces supplémentaires de E.
—2=0, donc (B, ,8,) est libre de E et dimE = 2, alors (€, , &) estune base de E,

o det= 2 1’

o & appartient a E1 donc f(§;) =&, &, appartient & E-1 donc f(€;)=—8, .

1
La matrice de f dans la base (€, ,€,) estalors: [ 0 1].

Exercice 16
E est un espace vectoriel de dimension 3. B= [T , T ,K) estune base de E.
Soit ¢ l'endomorphisme de E, qui & tout vecteur ¥(x,y ,z) de E, associe le vecteur V'(x",y",2) de E tel que:

x':jx _EF _Ez
3 3 3

\;'——Ex+ly—g~z
3 3 3

z'=_gx_gy+1z
< 3

1) Déterminer le noyau de ¢. Quelle conclusion peut-on en tirer ?

2) Déterminer I'ensemble des vecteurs invariants par ¢.

3) Soit V'=p(V), V étant un vecteur quelconque de E. Déterminer (V') , en déduire gog.

1) Soit ¥=xi +yj +2k un vecteurde E. ;

[1. 2 2

— N T — 0
373 8

G = 2 1 2 2 i
p¥)=0 & _Ex +§y - Ez =0 < x=y=z=0.(Le lecteur résoudra le systéme).
2 1

2
—=X—=y+—-z=0
3533

D'ol le noyau de @ est kerp = {ﬁ} . On peut conclure que  est un endomorphisme injectif de E, donc g est biect

2) Soit ¥=xi 4] +2zk un vecteur de E.
1. 2 2

S

—_ 2 1 2
p(V)=v & —§K+§Y—-§z=y & X+y+z=0,

202001
73 3T
D'ou I'ensemble des vecteurs invariants par ¢ est le plan vectoriel dont une équation cartésienne est X+ +2=0.

3) » Soit V=xi+yj+2zK un vecteur de E et V'= (7).,

Par définition de ,ona:\';":— X—2y—2AT 4.4 B
. - 2=2a 45 2y =22)] +5(-2x -2y + 2.
e Page 350 ﬁ
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Chapitre 15 : Espaces vectoriels ef applicativns lincuives

1 = 1 -
ay = —(x—2y —2Z)p( 1)+ =(— & : -
Donc. [V ]-—-3(?5 y be( 1)+ 3( 2X+y 22)4":])4‘5!:"2):-—23;.|_z)¢{k)|
B I T
1 g i =—\— - s - =
o e 07-2), wli)==(=21 + ] —2K) et p(k) =—(-27 -
0“?[1:.-,-3(! j—2k) 3 ) et (k) 3( i —2]+k),
egteur vérifiera quon @ alors (V') =Xi+yj+zk=V.
|,e. On remarque que, pour tout vecteur V de E, si o(V)=7", alors (V') =7,

gonc 9o (V) = ole(¥)= (V) =¥ . On peut donc conclure que gop = Ide,

ercice 17 . : -
gt B= (i, V) une base d'un espace vectoriel E. On considére le réel m, et on définit I'application linéaire fm
geEvers E par: () =(+m)i-V et f(V)=3i+(1-mV.
péterminer m pour que fm soit non bijective.
Délerminer, pour chacune des applications linéaires correspondant & ces valeurs, le noyau et limage de f.

+ fest non bijective si et seulement si det(f;, (U),f,(v))=0.

i+m 3
-1 1-m

ePourm=2: f(i) =30V et H(V)=3i-V.

o det(fo(U) , fn(V)) = — —m? 44 , alors fnest non bijective si et seulement sim =2 oum =-2.

- Soit X=X +YyV un vecteur de E.

X appartienta kerfz < f(X)=0

{3x+3y=0‘ s RAYE;

—X—Y =0
Dioi kerf; est la droite vectorielle d'équation x +y = 0.

(B =5(7)=0. prog l'image de 2 est la droite vectorielle engendrée par le vecteur
sPourm=-2: f_,(i) =—0—V et f_5(V) =3u+3v.

(@) =30V

- Soit X =xii+y¥ un vecteur de E.
—xX+ 3y =0

o x-3y=0.

X appartient a kerfz & f_z(f]:fi & {

Dol kerf est a droite vectorielle d'équation x - 3y = 0.
"a(l) ==3f_5(V) = 0. D'ols l'image de f2 estla droite vectorielle engendrée par le vecteur

Exercice 18 b

_j} _Déterminer les matrices, dans cette base, des endomorphismes ¢

—

'_2|:ﬁ) = —H— v .

Un plan vectoriel P, est rapporté a une base (i,
P lelsque: o(T)=—27—] et woulj)=—1i

Solution 18

Posons (7) =aT +-b] , ot a et b sont des réels. .
Ona alors : Lpolp{qn ='-p(ﬂ? +b_j.:| = a!p(-l.) +bLP{T) =a(-2 +b)l +(-a+b )]

s a=b?
E = - . ; 3{—2+b1 el g -3-di ;
thnC \Pﬂl{J{J:I=—I équwaut a l _a+b2 —0 : c'est a-dire b3_2b2 +1= 0
5 o b__1-J§ 0uh_1+~.f't'4=
aésolution de I'équation b3 — 2b2 + 1 = 0 donne pour solutions b = 10u b= 2 Sk

Sib=1, alorsona:a=1.

k. .
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Chapitre 15 : Espaces vecloriels ef applications linéaires

2 ' »
LA 1-V5 =3_J§-
2 2
2
; 1 5
Sib= +J§.alorsona:a= 145 =3+J--
2 2 2
Les matrices des endomorphismes ¢ tels que tp(-i.]=—2_i.—-]. et poy(j)=—i sontdonc:
, 3-V5 3+5
Y | B
[—2 1] 2 o 2
-1 1}’ 4 1= A 1+45 |
2 2
Exercice 19 >

Soit f endomorphisme d'un espace vectoriel E, tel que, pour tout vecteur V de E, ona: fof(V) =
Quel est le noyau de fof ? Montrer que le noyau de f contient f(E).

Montrer que I'application @ de E vers E qui au vecteur T de E associe le vecteur () = T+ f(U) estun
automorphisme.

Solution 19 : _

e Pour tout vecteur ¥ de E,ona fof(V)=0. D'oi kerfof = E.
e Soit V un vecteur de f(E) ; il existe un vecteur U de E tel que f(U)=7.

Donc f(V)=fof(l)= 0.D'ob ¥ appartient a kerf. On conclut alors que f(E) est inclus dans ker.
* Montrons que @ est linéaire : Soit Ui et V deux vecteurs de E et x et y deux réels quelconques.
@(XU + yV) = (XU + yV) + f(xT + yV) = XU + YV + xf(T) +- yf(V) (car f est linéaire)
= xU + xf(T) + yv + yf(V)
= x(U + f(u)) + y(V + f(V))
= xp(U) + ye(V)

Par conséquent ¢ est une application linéaire de E vers E, donc un endomorphisme de E.
Déterminons le noyau de ¢ :

Soit ¥ un vecteur de E.

vV appartient & ker¢ si et seulement si, (V) = 0 . C'est-a-dire f(V)=—¥ . On obtient alors f(V) = —fof(¥)=0.

Comme f(V)=—V et f(V)=0,alors ¥=0.Doncon a kerp C {5} ;
Or,  étant lingaire, on a (3) = 0.. Dol kerep ={ﬁ} .
Par conséquent ¢ est un endomorphisme inj

ectif, donc bijectif de E. Finalement, ¢ est un automorphisme de E.
Exercice 20

—

P est un plan vectoriel, dont (7, 7) est une base.

1 4
Soit f une application linéaire de P dans p ayant pour matrice dans la bage {T T] 3 3
g 2 1
Montrer que I'ensemble des vecteurs invari s .
Montrer que I'ensemble des vzacteurs llm'ar:ams parfest une droite vectorielle D dont on donnera une base (0)-
rs transf~rma " ; ; ; sciserd
une base (V). %5 parf enleurs opposés est une droite vectorielle D' dont on Précs

Vérifier que (U, V) estune & o
que (u,V) basede Petg, trla matrice de f dans cette base. Montrer que fof = Ide.
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§ lindaires

&W_ 2ix y) un vecteur du plan vectoriel P. —

it
) X gquivaut a 32 3 1 . C'est-a-dire 3 3 Ce systéme se réd
fX= iy —y= 2 .4 ' se réduit a 'équation x + 2y = 0
al ensemble des vecteurs invariants par f est la droite vectorielle D, d'équation x + 2y =0,

se ge D est (U= =2i-])

Uneba
gait X(x,¥) un vecteur du plan vectoriel P.
1. 4
y CREC . 'g‘x"%!-'=0
m(;.:—x équivaut @ _E,Pl - . C'est-a-dire { )
3 3)' y —§X+-3~3F=U

réduit a I'équation x -y = 0. D'oli I'ensemble des vecteurs transformés en leurs opposés est la droite

cgsystemese
ielle D’ dequatlonx y = 0. Une base de D' est {\F'-“I—F—];I

—3=0.D'0 (i,V) estunebase de P.

eand,

ppartienta D, donc f(i)=0 etV appartienta D', donc f(V)=—V.

sl
ponc la matrice de f dans la base (i, V) est: A=[D _1}.

D] [:3 (:] [1+D D+D]=[1 0]-PUiSqU6A2=I(matrioe de Idp), alors fof = |de.

1
A=y =lo40 o0+1) (0 1

!

T4 J.

s7=2i—] etw=

Exercice 21
Pestun plan vectoriel, dont B= (i,

_") est une base. On considére les vecteur

St f endomorphisme de E tel que - f(V) = w et f(‘;]-—ﬁ

Caleuler 1(7), (7). fof(i) et fof(j) enfonction de Tet].

Préciser la matrice M de f dans la base B= (i, j) puis calculer M2 et M2.

- . r",__f_::T-F_.
-{f[f}:w équivaut a ('#”-I-H C'est-a-dire E‘EM -.-m H ;*-'
g | ﬁh”:dlrz] f(7)+1(]) =41 2]
- - 1=
f(i):glr"a‘}
De ce systeme on déduit que 7. 5=+
f{l)- "'3"
. fof{[}-f[ _l"]=§ H _1f j)=2i
i 31 3f{l) 3“)
fnfl:])‘—f[l——i- -_z ek _.Ef':' =2
= ,_Sf[i) 3(11' )
5 1
e . 3 3
matrice de f dans la base B=(7,]) est i I 5
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5 T E z_ E‘E_.I —-3-§+§ 2 0
3 3|3 3f_[9 9 9 9 =[ ]
. Mz_ 1 5 . 1 9 ¥ _E_|_E -14‘35‘ i %
-4 -3 5 3 3 5
s 7 0o
3 3] (2 ﬂ= 3 3 _
M3=MXM2= 1 5 X[U 2] _g __19
3 "3 3 3
|
I e, Page 354
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Chapitre 13 : Expaces vectoriels et applications linéaires

EXERCICES POUR 5" AUTO-EVALUER

30 minutes

(ercice zles “nsembles suivants sont des espaces vectoriels.

ontef ?Unesembl o des suites (Un) telles que, pour tout entier naturel n, on a : Urs2= 3unst + Sun= 0.
a]Fesﬂ‘Eensembm 4es fonctions deux fois dérivables sur R telles que : f "+ af "+ bf = 8, ol @ désigne I'application
G

e T mm - e

lede R-
ye(Cl 2 = 45 minutes
cod et b deux réels, P estun plan vectoriel, dont B=(i , j) estune base.
: % a-1 -2a
. landomorphisme 4, parsa matrice danslabase B=(i,j) : A= )
On ﬂEﬁnl' lend p ab ( ” b b(a B 1:’

(Quels sont s endomorphismes o, bijectifs ?
peringr e 1OF2H et limage de «,, . On discutera suivant les valeurs du couple (@ , b).
h paricadier e YA et limage de ,q et donner pour chacun de ces sous-espaces vectoriels, une base.

faercce 24 45 minutes
E gésigne un plan vectoriel sur R , et f estun endomorphisme de E tel que N(f) = Im(f).

st & un vecteur non nul de N(f).

3) Quelle est la dimension de N(f) ? De Im(f) ?

) Etudier fof.

¢ Démontrer Iexistence de 3 , vecteur non nul tel que f(B)=&.

Démontrer que (& .B) estune base de E et trouver la matrice de f dans cefte base.
Retrouver alors la matrice de fof dans cette base.
4 (i.7) estune base de E, on pose & = 2i + | . Trouverla marice de f dans la base (.1

Exercice 25 60 minutes

Sl (7, ] ,K) une base d'un espace vectoriel E, et soient V= -7, w=2]+k.

f) Démontrer que (i, ¥, w) estune base de E et que (V W) engendre un plan vectoriel P.

2 Soit p une forme linéaire de E, telle que : @(i)=1 et (V)= @(w)=0.

Cor ), ofF) et plus généralement, () enfonctiondu rpet (x . 2)des coordonnées du vecteur m dans
abase (i ,7,k).

Endéduire qui existe une unique forme linéaire @ satisfaisant aux condifions fixées au début de cette question. '
%) Démontrer que - (M) =0 sietseulement si, m appartienta P.
En déduire une équation de P dans labase (1, .K).

4) Soi - - N
)Saity une forme lingaire de E, telle que : pour tout vecteur m de P, \{m)=0 et il existe m vecteur de E tel que

aﬁll n-‘:. A = g — -— -
M= 0.Démontrer que ¥(i)=0, et pour tout vecteur m de E, 1:(m) = {m)x P(i).

el
35-2[;53_25_ 30 minutes H

ot E. espace vectoriel sur & . [
. Smonirer que, sl existe un endomorphisme @ de E tel que pour tout vecteur U de E, |
2}:-’;:;(5: 'E 0, alors, limage, Im(p), de @, est incluse dans son noyau, ker(q).
=C, ensemble des nombres complexes, démontrer que I'application

%% PAE 155 ————————
{

Scanned by CamScanner




Chapitre 15 : Espaces vectoriels et applications lindaires

i cC — C
Z=K+i§“—"f(z}:y

vérifiant la condition de la question 1).
Déterminer Imf et Kerf. Vérifier la propriété du 1).

x et y élant des réels ; estun endomorphisme de ¢

Exercice 27 BAC C = Orléans — Tours — 1974 70 minutﬁ_____
P désigne un plan vectoriel sur R , rapporté a sa base (i, ])-
On considére l'ensemble A des endomorphismes f de P, ayant pour matrice, dans la base (i , j),

Ap= la 0) ol a et b sont des nombres réels. On pose 2 = fof, £ = fofof = Fof, efc.
a

1) f étantun élément de A, donner les matrices des endomo_rphismes R B, .
Conjecturer alors la forme de la matrice de f» pour tout entier naturel non nul n et démontrer ce résultat en raisonnant

par récurrence.
2) Soit Wo = Xp1 +Yo] un vecteur fixé de P.

Calouler w, = f(Wg) , Wp =f(wy), Wy = f(w,) , en fonction de xo et yo.

Calculer les coordonnées Xn et y de Wn: = f{m] , d'une part en fonction de Xa-1 et yn-1, d'autre part en fonction de

X0, Yo et n, pour tout entier naturel non nul n.

3) Application :

On considére les suites (Un) et (va) définies par : Uo =- 1, vo=1, Un=2Un-1 €t Va=2Va-1—Un-1.
Calculer un et va en fonction de n.

Exercice 28 __BAC C —Maroc — 1974 45 minutes
SoitE, espace vectoriel de dimension 2 sur R , etsoit (i , ) une base de E.

- a 2b
On considére f, l'endomorphisme de E, représenté dans la base (i , j) parsamatrice M= } :

b

1) Déterminer, suivant les valeurs de a et b, lmage et le noyau de f, notées respectivement Imf et Kerf.
2) Déterminer les matrices M, telles que M2 =M.

o : . 10 : a2
3) Déterminer les matrices M, telles que M2 =l ou 1= iU 1] est la matrice identite.

Exercice 29 BAC_C - Cameroun — 2005 30 minutes
Soit E2 un plan vectoriel rapporté & une base orthonormée B.= (i, 7). g lendomorphisme de Ez qui & tout vecteur

—_
N

G=xi+y] associele vecteur ‘= [x +%y]7 +(=2x-Y)j .

1)a) Déterminer la matrice de g dans la base B et montrer que g n'est pas bijectif.

b) Determiner le noyau kerg et Iimage Img de g. c) En déduire que kerg = Img.
2) Soit ¥ un vecteur de kerg. Montrer qu'il existe un vecteur U de E2 tel que g(u)=V.
3) Soit &(—1,2) el &,(—1,1).

a) Montrer que B'=(€, , €,) eslune base de Ez.
b) Donner la matrice de g dans la base B'.

Exercice 30 45 minutes —

SoitV un plan vectoriel rapporté & une base (7, ) et ¢ I'endomorphisme de V de matrice dans la base (i1

a
A ; . )
[.Xa )‘bl +A, aetb étant des nombres réels donnés. On suppose a et b non tous deux nuls.

1) Déterminer le noyau et limage de p. A quelle condition kerg = Img ?

e e —— Sy ST TR L ﬁﬁ/
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Chapitre 15 : Ey

paces vectoriels of applications linéairey
se kerg # Ime.

2) On suppo

" nant pour base (U, V), avec uelmy et Vekere, trouver la matrice de pdansia b
2

s . - se (d,V).
3 nsuppose ker@ = Imo. Monlrer que fona b %0 et que (o7 ~a] , 7) estune base e
quelle estla matrice de @ dans cette base ? Que peut-on dire de pop ? 2de V.

ercice 31
un espace vectoriel, muni d'une base orthonormée directe (7, 7).

50 minutes

Vest
on définit rendomorphisme ¢ de V comme suit : soit G = xi +y] dans v,

bk Pl0) = (x=2y)i + (=24 y)] .
{) Ectire la matrice M de ¢ dans la base B= (i , j).
péterminer les nombres réels A tels qu'il existe des vecteurs T non nuls vérifiant () =70

On trouvera deux vecteurs Aethz (M < h2).
Montrer que ['ensemble des vecteurs U de Vtels que ¢(T) =T est la droite vectorielle de base (7 + ) et qus
rensemble des vecleurs U, tels que () =\,U est la droite vectorielle de base (7 —J).

2) Ecrire la matrice M’ de ¢ dans la base B'= (T + 'l‘ F T) !
n étant un entier naturel non nul, on pose @' = @ et g"*! = gog".
Calculer par récurrence sur n la matrice de I'endomorphisme @" dans la base B'.

Exercice 32 45 minutes
Soit V un plan vectoriel. End(V) désigne I'ensemble des endomorphismes de V.

1) On suppose que ¢ appartient a End(V) et Img = kerg.

a) Démontrer que dim Img = dim kerg = 1.

b) Soit 7 un vecteur non nul de kerg.

Montrer qu'il existe un vecteur ] tel que (j)=1 ettelque (i, j) soit une basede V.

¢) On pose pog = 2 et w désigne I'application nulle de V. Démontrer que ¢* = .

2) Réciproguement, soit @ € End(V) tel que ¢ # w et ¢ = w.

Démontrer qu'il existe un vecteur U de V tel que (U, (L)) soit une base de v.

Quelle est la matrice de @ dans cette base ? Montrer que Img = kerg.

35 minutes

Exercice 33

Sail V un espace vecloriel de dimension 3 et @ appartenant & End(V). _
On pose Gog = o7 6t gogo = ¢°. On désigne par w appiication nulle de V. O suppose p? 7w et e,

1) Démontrer quil existe un vecteur G tel que (i , (D) ,w°(d) soitune base de V.
2) Soit ¥ = xii + yio(i) + zp?(Ti) un vecteur quelconque de V.
Calcuer (), w2(7) et o (7) . En déduire le noyau et limage de ¢, ¢* ¢! 9.
35 minutes
des endomorphismes de E

Exercice 34 BAC CE — Cameroun — 1988
Eestun plan vectoriel muni d'une base (T ; T} _On note End(E). l'ensemble

f_}.n Note Ide 'application identique de E.
U étant un vecteur non nul. Soit Q I'ensemble des endqmurﬁ
! g‘ﬁ_”"ﬂf que tout élément f de Q est bijectif et déterminer f-1,

Oitfun élément de Q. 0

3) Montrer que, pour tout réel A, (i) = U §i et seulement si, T=0.
b En déduire que, pour tout élément non nul G de E. (@.f(T) estun
°) Ecrire Ia matrice de f dans cette base.

hismes f de E qui vérifient : fof = -Ide.

e base de E.

S~ = Page3d ﬁs
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Chapitre 15 : Espaces vectoriels et applications finéaires

EXERCICE’S PﬁU R s pUTO-EVALUER — SOLUTIGHS

——-‘
—M

ans (N, R ), ensemble des fonctions définies de I vers R, car les suiles sont des applications ga

F estinclus d s
a) fit donc de montrer que F st un sous-espace vectoriel de 3(N, R).

N versR . llsu

- Notons (6») la suite nulle. )
On a pour tout entier naturel n, Oz = Bae1 = 0n=0, et donc One2 = 30ne1 + 50,= 0.

D'ou (0-) appartient & F | et par conséquent, F est non vide.
- Soil (v») et (us) deux suites de F, aetb deux nombres réels,
(u)e F, donc pour fout n entier naturel, on @ Unez- Juner + Sun=0. - .
(va)e F, donc pour tout n entier naturel, on @ Va2 = 3vner + Svn= 0. Ainsi, soit n entier naturel, on a :
(@Unez+ bVnez) = 3{@Une1 + bVaer) + S{aun + bVa) = a(Une2— 3Une1 + Sun) + b(Vasz— 3vae1 + Sva) = ax0 + bx0 = 0.
D'ou la suite (aus + bva) appartient a F. .
Et comme (aun + bva) = a(un) + b(va), alors F est stable par combinaison linéaire.
F est donc un sous-espace vectoriel de S(N, R ). ll en résulte que F est un espace vectoriel sur R .
b) Gestinclusdans S(R , R ).
Il suffit donc de montrer que G est un sous-espace vectoriel de S(R , R ).
- 8 est une fonction deux fois dérivable sur R , et pour tout réel x ona:
(8"+ a8+ b@)(x) = 0"(x) + aB'(x) + bB(x) =0 + ax0 + bx0 = 0.
D'ol 0"+ a0+ b0 = 0. D'oli 6 appartient & G et par conséquent, G est non vide.
- Soit f et g deux éléments de G, o et B deux réels.
f appartient & G, donc f est deux fois dérivable sur R et f"+af '+ bf = .
g appartient & G, donc g est deux fois dérivable sur R etg"+ag'+ bg = 0.
D'ot, of + Bg est deux fois dérivable sur R et :
(of + Bg)"+ a(odf + Bg)'+ blod + Bg) = (of "+ Bg" ) + a(of *+ Bg’) + b(odf + Pg) = ox(f "+ af * + bi) + B(g"+ ag' + by)
=a0+po
' =0,
Dol of + Bg appartient & G. G est donc stable par combinaison linéaire,
IT'en résulte que G est un sous-espace vectoriel de S(R , R ) ; donc un espace vectoriel sur R .

Solution 237" 7 e 2SR S0 VA RSB
* ., eslbijectif si et seulement si det(A) # 0.

a-1 -2a
2ab bla—1)
On en déduit que, ,, est bijectif si et seulement si b # 0.

Or detA =‘ =b(a—1)? +4a’b = b(5a2 —2a+1) , alors det(A) = 0 si et seulement si b = 0.

* Sib#0,alors o, estbiject, Donc kenpab={ﬁ} et Imp,, =P.

Sib=0, alorsona A= a-1 -2
0 0|

- Soit T(x ,y) dans la base B, un vecteur du plan vectoriel P.

Uekerp,, eulil=i o [3—1 -2a
0 0

x| [0 &
[ = v

Or le couple (a - 1 -2a) ne !
e ' peut étre (0, 0), car sinon, on aurait g = = i rde).
Dol kerg, , est la droite vectorielle o dpration g 1-))( b 2l;r:|=, g 1 eta =0 (ce qui est absurde)

Une base de kEI'tpa'u est (2ai +(a— 1)_j'}.

0na o, o(i)=(a=1)7 o waoll)=—2al .

%ﬁa Page 358 ﬁﬁ_/
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a2

o audl) & easl
=-2a=0), 2o Impa0
keripyo €St la droite vectorielle d'équation y = 0, et dont une base est (7).

Chapitre 15 : Expaces vectariels et applications lineear

) s'écrivant comme combinaison linéaire de i , et ne pouvant étre simultanément nuls, (car sinon

est la droite vectorielle engendrée par le vecteur |

, En panicuﬁer.
Imepy €St la droite vectorielle engendrée par le vecteur (i).

Rerﬂﬂfq“uns que kEF'-Pm = lm‘Ptu .

m f) + dimim(f) = dimE. _

imN
:}]r Hﬂ}aj[lrlnnm{et dimE = 2. D'ol dimN(f) = dimIm(f) = 1.

b) Soit T un vecteur quelconque de E.
onsait que f(d) estun élément de Im(f).

orIm(f) = N(f), alors f(U) estun élément de N(f) ; c'est-a-dire f(f(U)) =}
On vient de prouver que, pour tout vecteur U deFE, fof(d)=0.

Alors fof est I'application nulle de E.
¢) » Soit a un vecteur de N(f)— {E} , puisque N(f) = Im(f), alors & appartient a Im(f) — {ﬁ}

llen résulte qu'il existe un vecteur B, non nul de E, tel que f(B)=a.

« Vérifions que (& .ﬁ] est libre :
En effet, soit a et b deux réels.
‘ag+b8="0, si et seulement si af(3)+bB = 5. Alors f(af(B)-+bB) = 0 . Clest-a-dire af o f(B) +bf(B)=10.

Or fof(B) =0 , car fof est Iapplication nulle, alors on peut donc dire que bf(B) = 0.
Puisque f{ﬁ] —&=0,alorsb=0.
Puisque b = 0, alors légalité a& +bf = 0 devient a& = 0. Il S'en suitque a =0. (car &= 0).
Dol a=b = 0. On en déduit que (& ,[) est un systéme libre de E.
Etcomme E est un plan vectoriel, (& , ) est une base de E.
* & appartient & N(f), donc f(a) = 0.

. 3 ;i 0 1
O f(f) =& =1.6+ 0 , d'ol la matrice de f dans la base (&, ) est: [u ﬂ]'

00
Lamatrice de f 5 i et 2 '
of dans la méme base est : 00 “lo o) lo 0

9 a=27+-§. et & appartient a N(f), alors f(&) = 0. C'est-a-dire f(i:*: —2”-{}-
Posons (T) = a7 +b] .

E:E?Q;F’rl?éme“t (a,b)#(0,0), car sinon f serait I'application nulle et N(f) serait alors
elle.

éqal a E. Or N(f) est une droite

Lamatrice de f est alors sous la forme : [E _iz] . On sait quand méme que :

-Pr .7 i :
C imo, N(7) est une droite vectorielle et & = 21+ ] appartienta N(f).
omme 5 — 97, T C
sr"“'le &=27 47 estnon nul, alors une base de N(f) est (&) .
=aundo, f(7) = —2f(7) et £(7) estnon nul.

AJ a ol =
Ors Im(f) est la droite vectorielle engendrée par f(i)=ai +bi .

%ﬁtﬁﬁﬁ PAgE 100 ce———
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Chapitre 15 : Espaces vectoriels et applications linéaires

(M), dorc (@ f(T}) est un systéme ¢, cest-a-0e det(a, f{T)) = 0. Ce qui signifie, 2b - 3 = 0

. Terfn, Im{f) = N( ] o
E:F:.a:-;-rrg:*_asbe:!ama:—ice@fdans!abase (T. j) est celaforme: [b _Zb].cﬂbestun réel non ny
poekomps 2 —db

Le lecteur vérifiera que tout endomorphisme f de E dont la matrice est sous la forme [b —ZbJ satisfait toutes jog
hypoihéses de Fénoncé sur f.

e oy

1) o Sota, b et clyois nombres ree’s. L
STibiscw=0 éqivats (3+b)i —(-b+2)j+ck=0.
Cest-3-dire (a +b=0,-b+2c=0etc=0)etfinzglementa =b=c_=0. B
(7.7.W) estdonc un systéme fore, et puisque dimE = 3, alors (i ¥, w) estune base de E.
o Puisque (1,7, W) estlibre, alors (v, w) lestaussi.
Soit P le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs V et w, lesystéme (V, w) est générateur de P.
ll en résulte que, (v, w) est une base de P. Par conséquent (v, w) engendre le plan vectoriel P.
2) o of@)=ei—T)=elD)—ll) et olW)=(2]+K)=2(1) + (k).
Or o) =1et ¢(@)=9(W) =0, alors ¢{f)=e(7)=1 et ¢(k)=—2¢(j)=—2.
e De fagon générale, soit m=xi+yj+zk.
olm) = ol +y] + 2K) =x9(0) + yo(]) + zoK) = x +y— 2z
e La définition de (m) est unique, d'ol il existe une unique forme linéaire @ satisfaisant aux conditions :
A)=1 et o¥)=(w)=0.
3) » Supposons que m appartient a P, alors, il existe deux réels a et b tels que m=av+bw.
On a alors () = a¢(¥) + be(w) =ax0-+bx0=0. Finalement, si m appartienta P, alors p(m)=0.

|
|
|
|
|
|
Supposons maintenant que m n'appartient pas a P, alors il existe un réel a non nul et deux réels b et ¢ tels {l
que m=ai +bli+cv. |
Ona alors @(m) = () + by (T) + cp(V) = a. Puisque a est non nul, alors on a y(m) == 0. :
Doisi (m)=0 alors m appartienta P, i
-On peut donc conclure que, ¢(m)=0 si et seulement si m appartient a P. |
* Soit m=xi +yj +2K,

m appartient 4 P équivaut 3 w(m) =0 . Clest-a-dire x + y-2z=0.

D'ols P estle plan vectoriel dont une équation est x + y-2z=0danslabase (i ,],k).

4) » Supposons que (i) =0,

Soit m un vecteur de E, il existe trois réels . b m=ai

1 vects ._ betctlels que m=ai +bi +¢v
Comme bii +cv appartient 3 P, alors (bl +¢v) =0, e
Comme on a supposé que (1) =0, alors V() = a(7) + (b + V)=0
ITen résulte que pour tout vecteur m, on a ()= . ce qui est contraire 4 I'énoncé
Dot (7)=0. ‘
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cloriely ¢ fcati
rectoriels of upp: Cationy lindajpey

+a veclorielle engendréa par le vectour T i T e = ——
ot D,:Lg:;it:s:jicﬁﬁ P émenia[mz Y ur-1, puisque (i, W) esl una base de E, alors D g1 p
et d[e:»:cteuf m de E s'écrit de fagon unique sous la forme 7y — o
st m;; droile veclorielle engendrée par T, Il existe un réel unique a, tel
Dé:;:enl alors : L","(r-ﬁ] = (M) + (M) = p(m’) = plod) = op(1) = ex
= )= 9 = W)= 1) = ) car i
;'oﬂ pour tout m de E, p(m) = p(m)x(i).

3 traitée d I'exercice 19.

1) Deja

goSotz=X+ iyetz'=a+t |b oux,y, aet b sont des nombres réels.
sotaelpdeuxréels. az +Bz'= (ax + Ba) + i(ay + Bb), donc f(az + Bz)) = ay + pb = af(z) + Bi(z).
Fest une application lmf&alre de C vers C. Cest-a-dire un endomorphisme de C .

» Deplus,ona, soitz =X +1y, ou x et y sont des nombres réels quelconques.
wiz) = ffi2)) = fly) = f(y + 0) = 0.

0 m'eD ol miep
que m'= ¢ .

=0.

D'od, pour tout complexe z, on a fof(z) = 0. , Point méthode :

fvérifie donc la condition de la question 1), '| Onrappelle que (C ,+,-), 0 + est
o Soitz=x + iy, ol x et y sont des réels. i f'qdeffrie{n des complexes ef . la

zappartient a kerf si et seulement si f(z) = 0, Cest-a-dire y = 0. || Mmultiplication d’un complexe par un

Il .
Endlautres termes, cela signifie que z appartienta R . D'olt kerf=R. ";‘_”:} :ﬁe“:;’:‘“z::i:‘}:i ;";i'- ‘-';"'}"f
o SoitZ' =X +iy', ol X' et y' sont des nombres réels, — ot L
7 appartient a Imf si et seulement si , il existe un complexe z = x + iy, x et y étant des réels, tel que f(z) = Z.
Cest-a-dire y = x' +iy’. Donc y' = 0 et X' = y quelconque.
End'autres termes, cela signifie que z' est un nombre réel quelconque.
Dol Imf =R . Et par conséquent, Imf = kerf.

Solution 27
0 2 0
1)La matrice de : @ f2 est h,2=[z U]x[a ]=[a ]
a

b a [2ab a?
fa tAa Az A 32 0 [H D] 33 0
e fes = A" xAf = X = .

a 0)_ at 0
b a) |4a% a*)

a0
" n
Enobservant (es matrices de f2, 2, f¢, on peut se dire que la matrice de f* est A = [n a'p a"|

e fiest A,“:A;3xﬁ.,=[aa G]X
3a%h a’

Véri .
trifions cette conjecture par récurrence sur n, entier naturel non nul :

a0
n,
na" b a"

b aj’ 2a"h al b a

Soitn entier naturel non nul, notons Py la proposition : « Af" =

t aussl vrale.

HK-H 0
(k+1]akb ﬂk+1 .

u
PPosons p, vraie pour un certain entler naturel non nul k, montrons que Pk s

h . a* 0| [a 0)_
ka*"b a

ol | e
3 Droposition Py est aussi vraie.

M —=a Page e — ]
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0 0 f
conear que, pour ool T N N A R AY g
] ol

On peul dong

) Powr w,;u n,-,i' | v..f Ona

o W= l(wg) O [: “l "“]_[ # ]'"“'“' Wy kg 1 (0w 1 ay) |

aflya) Do | Ay
f ' nol ﬂu" ] ' b . ) 4
v = Hwy) O . calore wy < a"xg 1| (Zaling, 1 aty,) |
¢ ( l' [“ ﬂ] b“" l "yﬂ ['llﬂhh'" | ﬂJY”J ’ v v

’ 1
X s
n[ ": ]H[ . ]*"'HI:: Wy “"*’nr I f-ll"'rh’u ' ".'an'
[

i ‘ (]
. W —* Wal, ‘.}l [ . F
y = i) b afl2abng 1oty ) |dafhwg 1A'y

m— — - 0% Nl e i i
o w, = I{w, ) slgnifio que [:: "][:" :]w[:"].hunllh-tllm [IIM” l:”I nl'.f,, IJ (:”J

On en dédult que ; X = axa. 1 al Yo = DX 4 AYn
o Montrons par rdcurrence sur n que, pour loul entler naturel non nul n, on A ; w, = 1"(wy).

Pour n# 1, 0n a bal of blen wy = f(wy) par définlfion,
Supposona w, = (*(Wg), pour un certaln entler naturel non nul k,

Alors pulsque par définition, Wy (1 = f(wy) , alors on i w1 = ([t (wg)] = 1" (wp)
D'ol d'apréon le mlnrlpn de rdeurrance, pour fout enfler natural non nul n, on n ; W, = 1"(wy).

[l
C'onlhedire ( J ! [!"]_ 1" . '
A" 1!? a" LYo na" I i'H”Y"

On conclul alors qua X, = A%y ol Ya = na"="hyo 4 n"yn.
2 ﬂ 1l
3) On romarque que ; &oll n entler naturel non nul, 0= !
"'n “Apeq 12V Vi o

- ¥ L ] n
Posons W, = u, [ v,/ , AH[ * 1 ?] ol f'ondomorphisma da P, do malrica A,

- et | -" rj
On A nlors w, = [(W,,..¢), mals sussl , A ost do la formao (h ﬂJ Jvac s 26lh e,

D'npréss la quontion 2), W, = 1"(wWy) 611" 8 pour malrice A",
I I
D'apros I question 1), A, 1—-[ 2 ¢ , A, [ ”"] ""J 0l al ;
-n2"t P Vi n?" T vy 2" My 1 7
Uy o= == 2"
LT A A T PV e

Finalomant ,

Solution 28
1] [ asl IJIJIIC—'" &l o saulament ﬂ, 'J‘II(MJ ¢ ”, ﬁ'fmf*rl'fﬂm 0 =207 4 ).

Finalomant, { ost bljoctil ol of soulomont s) 8« by2 of w7 |
Bl nw I;-Jf of 09 ~hy? + Blors 1 osl bljoctif of par consbauont, Im(f) » £ ol kerf « { .'[J}*

N
h )

Pon e e e ————— e 111115 —___—’/
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Chapitre 15 : Espaces vectoriels ef applications linéaires

qualors: Ker(f) est la droite vectorielle d'équation x + yv2 =0, et Im(f) est 1a droite veciorielle

yérifierd -
pur L JE .

el cleur €=
g par rle ve
Hﬂgﬂd[é —\,‘Eb % 1
b2 et p#0,alorsla matrice de f est alors M= L
ga="" —/2 |
tur vérifiera &V Jlors : Ker(f) est1a droite vectorielle d'équation x— y~2 =0, et Im(f) est la drofte vectoriefie
J ch i y
ndreeparlevecteure =+2i+] |
nulle. D'ott kerf=E et Imf={0}.
; a=h =0, alors f est I'application nufie. t Imf {u} ]
, [3 2b) (a ZIJ] a? +2b° 4ab !
: _ x — 5 |
g]Ona.M —-[b allb a 2ab 3’ -{-21'.!2 |
1
2 2 = b(1—2a)=0 b=0oua=-—
mimz:Méquivauté \a ;Eh b a.c'est-édire{ 5 [ ot , et enfin 2 I
o= e b a?—a+2b°=0
5ip=0,alors a=0 ou a=1.

1 2 2 i
ia=- =— ou b=——F. _ 1
Sia 2.a!::nrs b 2 z

1 (1 L
: 0o 0y (10 g g 2 2
t G : ; et :
Les malrices M telles que M2 = M sont [U U]' [D 1] A1 J_J_f 1
4 2 4 2
2 S b=0oua=0
3 M2 =1 équivalent & a4+ 22" =1 cegtadie 5 o
2ab=0 a® +2b° =1
Sia=0, aorsona bzl{; ou bz__"";_i. .
Sib=0, alorsona a=1o0u a.:'1'
e o Z| [0 V2| (10 (-1 O
s matrices M telles que M2 = | sont : £ . 0 Jﬁ . [EI 1] et l ] _1]_

1
le Ona T=1740] et j=07+1

1
base B=(i.]) estdonc A l 2]

0
o g(i)=T—27 et aoN==1-1- La matrice de g dans [a 5

1 .
i 2 |=—14+1=0,alorsg n'est pas bijectif-

9 . }

Soit T=x7 +y] , un vecteur de Ez, U appartient 3 Ker3 signifie g(d) ="

* Puisque detA —

b)
x+15‘—
2

traduit par le systéeme : .
—x=Yy= 0 =

Ce quj g
QUi équivaut 3 {x +%y]'{ +(=2x—y)j= 0. Etquise
3 deux A .
“Quations du systeme sont équivalentes.
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Chapitre 15 : Espaces vecloriels et applications linéaires

Le systéme se réduit alors 4 I'une d'entre elles, soit 2x +y = 0.

D'ols kerg est Ia droite vectorielle d'équation 2x + y = 0. Une base de kerg est (—i +2]).
e g(i)= ZQ(T) = 0.. Donc le systéme (g(7) .g(-j.]] est lié.

Or Img = g(E) est le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs g(i) et g(j).

D'oll Img est la droite vectorielle engendrée par le vecteur g{T) = i —2j . Une équation de Img est 2x + y=0.
¢) Img et kerg sont la droite vectorielle d'équation 2x + y = 0. D'oli Img = kerg.

2) Soit v un vecteur de kerg, puisque Img = kerg, alors V est un vecteur de Img.
Et par conséquent, il existe un vecteur U de Ez, tel que g{ti)=V.

1
Donc, (& , €,) estune base de Ez.

3)a) det(€,,€,)= =1=0,donc (€, €,) estun systéme libre du plan vectoriel Ex.

b) & appartient a kerg, donc g(g,) = 0.

i - = = 21 = 1= = 1 = = 1.
Et g(e,)=—g(i =—i+2j+—-i—j=—i+|j==(-i+2j)=-¢
9(€)=—g(i)+g(j)=—i i+3 5 il=xf =3¢
o 1
D'ols la matrice de g dans la base B’ est : 21
0 0
Solution 30
1) @ Soit i=xi +y] un vecteurde V.
= =0 .
U appartient a kerg si et seulement si L\::: t:I:y _0° C'est-a-dire ax + by = 0.

Or le couple (a , b) est différent du couple (0, 0).
D'ous kerg est la droite vectorielle d'équation ax + by = 0. Une base de kerg est (h.i' ~ aT] :

o o(i)=a(i+X]j) et o(j)=b(i +X]).
Le couple (a, b) étant différent de (0 , 0), 'un au moins des vecteurs lpl:T) ou c.p(‘j-} est non nul.
(1) et ¢(j) sont colinéaires au vecteur non nul 7 + Y3
Img étant le sous-espace vectoriel engendré par (i) et ¢(j), Img est la droite vectorielle engendrée par le vecteur

&=1-+X] . Une équation de Im est Ax -y = 0.

; , o W LR B 1
® kerg = Img si et seulement si le systéme (i +X\j,bi —aj) estlié, c'est-a-dire }\‘:0.

-a
On en déduit que kerg = Img si et seulement sia + Ab = 0.
2) Remarquons que, si kerp # Img, alors (7 + ] ,bi —aj) est une base de V.,

» Vekery,dol o¥)=0.

e Soit G=xi 4+ y-j' un vecleurde V, U appartient & Img, si et seulement si Ax - y=0.
C'est-a-dire y = Ax. D'oli le vecteur G a pour coordonnées (%, Ax).

a b x] ax + Abx
Aa b)) ax + A2

D'ols la matrice de ¢ dans la base (G V) est:

=(a+ xb)[):(] . D'oll (T) = (a+ Mb).

a+xb 0
- U .
3) o D'apres la question 1), kerg = Img si et seulement sj 3 + Ab =0,
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g +hb=0siet seulement sia = 0).
b)=(0. 0), ce qui est contraire & I'hypolhése (a,b)#(0, 0).

5' b = 0| a'ﬂrs {{a
ﬁenT ;rI;::nnﬂll"E que b est non nul.
a

peut ;
, ona delbi =21 11=|_o 4

Jestnon U glors ona det(bi —aj , [)=0.D'oli (bi ~aj , J) est une base de "
r . - - - - - - i 5
’ o7 ] appartient a ker@, doU p(bi —aj) =0, et @(j)=bi +Xbj = (b7 - aj) +(a+ \b)]
[} "
- = = 0 1
: se (bi—aj, | ;
'nﬂlamalncedetpda"slﬂba ( j i) est IU a+?~b]‘
0 a+Xb
0 (a+Xb)?

0
1
0 a+Xb

S WP~

0 1
, Lamatrice de gop est: X[O a+hb]=

0 1
=(a4+Xb .
( l[u am]
o Dol gop = (a + Ab)g.

o e R T T s e e e e

1}.01-,3‘;,[1'}:?—2? et Lp('j']=—2di'+]"*Duuclamatrfcede:pdans!abaseBest:M:[ 12 _12]

o Soit i=Xi +Y] unvecteur du plan V.

(1 =2)(x) [x X—2y =X (1-A)x—2y=0
=AU signifie [ ][ ]=[ ] Ce qui équivaut a . C'est-a-dire I
o0l =2 Ty ny . =2X+y =Ny —2x+[1-—}.]y=ﬂ“
1— il
Le déterminant du systeme (1) est 6=l ; ' i =(1-2P —4=(=1=-N)(3=)).

SiA#-1et A#3, alors §# 0. Le systeme (I) admet donc une unique solution (0, 0).

Le seul vecteur U tel que (Ti)=\T estdonc T=0.

Sik=-10ouh =3, alors 5 =0. Le systéme (1) admet une infinité de solutions.

Doir il existe au moins un vecteur U non nul tel que (T)=\4.

En conclusion, il existe des vecteurs Ui non nuls vérifiant (i) = XU siet seulementsiA=-1ouA=3. .

Onaalorshi=-1et A2 =3.
® Pourhy=-1:
LF Systeme (1) est équivalent & I'équation x — y = 0.
Ansil'ensemble des vecteurs T tels que (U) = —Ui est la droite vectorielle d'équation x -y = 0,

Une base de cette droite vectorielle est (i + ).
L * Pourk;=3:
;: Systeme (1) est quivalent 4 I'équation : x +y = 0.
Nsilensemble des vecteurs G tels que () =30 est la droite vectorielle d'equation x +y = 0.
Une base de cefie droite est (i — ). | |

2 F — - = -
Je Wﬂﬁunsque (I4+],i—j)estunebasedeV:

En g - = - e —, -
effet, ﬂeth+1.i-j;=|: Y- 220, Dot (T+],7—7) estunebasede V.

PO T+ ) =—(T4T) et oi=T)=3(—T).

- 4
Maltice de ¢ dans Ia base (i+j.1-17) ESt:Mtz[D.I g]

A Dﬂa:M'2=[‘1 D]x[—1 o) (1 0] [0 o
0 3)7lo 3/ 10 9| o 22
\E PAGE 155 e — 1
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Chapitre 15 Expaces ve toriels ef applications Hndaires

3 el 1 0) (-1 Dl__!-l u] =1 n]

1" 0
On peut conjecturer que : M“:[{ D] 3"1'

Vérifions cette conjecture par récurrence :
= o
Pourn=1,0nabien M'= 5 7 ;

(-1)* 0

Supposons que pour un certain naturel k non nul, M* =[ 0 3k] , Montrons qu'alors

ks _[(0FT 0
= 0 3k+|'
0 3

k

kst ke [=0F 0l [ O _[(="'x(-)+0 0+0
=M = =

D'ou M xM [u o 3 010 b

& (—1}" 0
D'aprés I'hypothése de récurrence, ona: M™ = ;

_{(_ﬂk-i-l 0 ]
i 0 3k+1 ’

n
Alors, d'aprés le principe de récurrence, pour tout entier naturel nonnuin; M" = [[ (]1] ;’:]

1) Pour les questions 1)a), b) et ¢), vair Lexercice 24. B
2) @ étant non nulle, il existe un vecteur i non nul tel que (U)= 0.
Soit a et b deux nombres réels,
aii 4 by(l) = 0 implique y(ali+be(T))= 0. Donc aw(li)+ by o @(T)= 0. (1)
Nolons que o = w alors wop(T)=0.
L'égalité (1) ci-dessus devient alors ap(li)=0.
Comme (li)= 0, alors a = 0.
Puisque a=0 et all+by(l) =0, alors by(d)=0. Comme (d)=0,alorsb=0.
Ainsi, si ali +bep(d) =0, alorsa=b = 0. D'oll (T, (Ti)) estun systéme libre de V.
Et puisque dimV = 2, alors (U, () est une base de V.

® o(U)=0.+1.9(0).

Or l(T)] = 0., alors la matrice de ¢ dans la base (T , o(d)) es!: [[_: g]

* Soit X un vecteur de V de coordonnées (x , y) dans la base (T , (i) .
X = XU +ye(t)), donc (X) = xp(T) + yp o () = xep(il)..
Ainsi, o(X) =0 signifie que xy() = 0. C'est-a-dire x = 0 (car (d)=0).
Kerg est donc la droite vectorielle d'equation x = 0,
‘ . n 0 s‘
* Img estla droite vectorielle engendrée par le vecteur w(d) , (car wlip(d)] =0, (@)= 0 etIm? b
espace de V engendré par (i) e wle(l)]).

Une equation de Img dans la base (i +p(U)) estdonc x = 0. Il en résulte que Img = kerg.
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D i, on a ¢? # w. Dol il existe un vecteur i non nul o] qu Wiy 0,
o 4o que, 9(l)= 0 (car sinon * (i) = Plp(U)] = p(0) = 0, co qul o
o remﬂ:: o trols réels, si all 4+ bup(T) -+ 0* (1) = 0, alors 2
S‘ﬁ.a;i.-e ag?(0)+ e (@) +0¢' (@) =0.

‘:1: 2 2@ =0 (car Lpﬁtmfﬁ at:p" tEJ? T[aoaiﬁll=m{ﬁ) =0). Or p2(3) =0, alorsa =0,
;L-mmea - 0, alors 'égalité _‘c.\u +bip(U) +cp*(U) = 0 devient _hup({]] +op?(T)=10.

s o) +op3(d)) =0, cestdudire b (T)+cp®(d) =0, Soll by?(d) =7,

pisqUe A(@)=0,alorsb=0.

L contraire & I'tnoncé),
Al - () - ¢1p? (i) == §

ysntenant a =b = 0. Done légalité al -+ be(T) + c?(T) = 0 devient co?(T) =10 Soite =0 (car 2(d)=0).
Onconclut done que si all +be(T) + cp?(U) =0, alorsa=b == 0,
ear conséquent, (T, (T, (W) estlibre, et donc une base de V, puisque dimV = 3,
) Soit = X8+ Ye(l) +20° ()
A7)= e+ yo(@) + 20 (0] = () +yio? (1) + 2 (@) = xep(T) + yo(T)
) = elxe(@) +ye? @=x0° (@) + ¥’ @) =xo* (@) et o’ (@)=’ (@] =x0’(@)=0.
. ¢{¥}=ﬁ si et seulement si x = y = 0 (car le systéme (ip(T) , @* (1)) est libre).
x=0
Dol kerg est la droite vectorielle dont une représentation paramétrique est: 1y =0, keR.
2=k

St V' = x"T+y"e{ll) + 2" (T) , p(V)=V" si et seulement six' =0, y'=xetz'=y.
Imp est donc le plan vectoriel d'éguation x = 0.
U -.pz (V) — 0 sietseulementsi x = 0. D'oll kerg? est le plan vectoriel d'équation x = 0.
©?(V)=V" sietseulementsix' =y’ =0etz'=x.
x=0

Img est donc la droite vectorielle dont une représentation paramétrique est: 1y =0, kER.
z=k

* ¢’(V)=0, pour tout élément V de V. D'ol ¢ est I'application nulle de V. Donc kerg?® = V et Imip = {U} .

1) Soit f un élément de Q, on a fof = -Ide. il
U.r fof = -Ide si et seulement si —fof = Ide. Donc fo(-f) = (-fof = Ide.
D'oi f est bijectif et sa réciprogue est -1 =-.

Autres méthodes : ) e (5} Ona:
Pour montrer que f est une bijection, on pouvait aussi vérifier que doff) 8 oar virifisr que ert = [ } s

B i = = = "1 &
Dans le premier cas : fof = -Ide, donc det(fof) = det(-Ide). C'est-a-dire (detf)? = 1. Donc dett = 1 ou del

Par conséquent, on a detf # 0, et donc f est bijecti.
Dans le second cas : T appartient a kerf si et seulement si (U]
Df fof = _1

=ﬁ d donc f"{ﬁ}:ﬁ .

de, alorsona —i=0 et donc i=0. .
¢ 0 o o isme injectif).
b conséquent, kerf = {ﬂ} et f est bijectif, (car festun endomorphisme inj

N s PaGE 367
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Chapitre 15 : Espaces vectoriels et applications linéaires

S i Point méthode :
: i e E, et M la matrice de f dans une base donnée. Onalar .
w ol fui mdnmwpklsmzfdﬂ'mmﬂm de fest le i‘umrirmm de sa matrice. T siirante ;
Le déterminant de f ne change pas méme si l'on change de base. C'est-a-dire, soit B et B deux bases
matrice de f dans la base B et M’ la matrice dans la base B’, on aura detM = detp”,
e Soit A et B deux matrices carrées d’ordre deux : detf(AxB) = detAxdetB.
Donc soit f et g deux endomorphismes de E, detfog = detfx deg.

de:M!a

2)a) Soit U élément de E et f un élément de Q.
f(G)=\u sietseulementsi f[f(u)]= f(\t) (car f estinjective).

Ce qui équivaut & 12(G) = M(T) . C'est-a-dire = 2?0 . Ce qui équivauta (\> +1)i=0.
Ce qui équivauta U= 0 (car A2+ 1 est différent de zéro).

Ainsi, f(G) =i si et seulementsi G=0.

b) Supposons le systéme (G , f(3)) ié, alors il existe un réel A tel que f(U)=\u.

D'aprés la question 2)a), on en déduit que U= 0.

Or par hvoothése, on a @i == 0, alors le systéme (i, f()) est libre de E.

Et comme dimE = 2, alors (U, f(U)) estune base de E.

¢) fU)=0d+1fT) et f[f(i)]=—t=—10+0f().

D'ois la matrice de f dans la base (i , f(d) est: {10 "UT] ;

\ :
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' 9|(6) 'APPLICATIONS AFFINES
RAPPEL DU COURS

Dans ce cours, P désigne le plan et V son

E désigne I’ Plan vectoriel associs.

espace et W son espace vectoriel associde,
A. Définitiony - Détermination d'une application affine

A1 - Définitions
a) Définition :

On appelle application affine du plan P (respectivement de I'espace E), toute application f de P vers P (respectivement
de E vers E) qui conserve le coefficient de colinéarité.

C'est-é—din-afnit A, B, C et D quatre points du plan (respectivement, de I'espace) et a un nombre réel.
Si CD=aAB, alors on a aussi f(C)f(D) = af(A)f(B] .

b) Définition équivalente :

On appelle application affine du plan P (respectivement de I'espace E), toute application f de P vers P (respectivement
de E vers E) qui conserve le barycentre de deux points pondérés.

C'esl-a-dire, si G = bar{(A, a), (B, b)}, alors on a aussi f(G) = bar{(f(A), a), (f(B), b)}.
A; — Détermination d'une application affine

3) Expression analytique d'une application affine :

Pour définir une application affine, il faut et il sufiit de donner son expression analytique.

* Une application f de P vers P est affine si et seulement si, son expression analytique est sous la forme
X'=ax+by+c

Y'=a'x+b'y+¢

* Une application f de E vers E est affine si et seulement si, son expression analytique est sous Ia forme,

X'=ax+by+cz+d
Y'=a'x+b'y+c'z+d' ,ola,b,cda,b,c, d a"b" c" etd" sontdes constantes réelles.
zl = a"x + bu}r + c|rz +d1l

,ola,b,c,a’ b etc sontdes constantes réelles.

b) Endomorphisme associé 4 une application affine : . _

Une application f de P vers P (respectivement, de E vers E) est affine si et seulement si, on peut trouver un
Wmhisme ¢ de V (respectivement de W) tel que, pour tous points A et B de P (respectivement de E),
Cet endomorphi

ohisme @ lorsqu'il existe est unigue. On dit que @ est I'endomorphisme associé a f.

Ur définir une application affine f, il faut et il suffit de donner son endomorplisme associé p, un point A et son

L

"age A’ pay 1. A insi, soit M un point et M’ son image parf,ona: A'M'=g(AM). Ty

) Image d'un repére affine -

* Pour définir une application affine du plan P, il faut et il suffit de donner les images A', B' et C' de trois points 'icn
Aignés A, B et ¢,

o our définir une application affine de I'espace E, il faut et il suffit de donner les images A', B', C' et D' de quatre
OINts non coplanaires A, B, C et D.
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e Chapitre 16 : Applications affines

Remarque :
o Dans le plan. o ; >
Soit f et g deux applications affines etA, B et C trois points non alignes duplan. R
Si flA) = g(A), /TB) = g(B) et {C) = g(C), alors Jes applications afjines. fetg sa_rf_; Fgales;
e Dans I'espace. _——

et A, B, C et.D quatre poinis non c?pfaumre_s_tfq:f e5pace

applications affines s de liespace-s
=g (C)=32 D)= g(D) alorslesa fines €l g sonteg

A; - Exemples d'applications affines

a) Translation :

e La translation est une application affine. Son endomorphisme a
o Une application affine est une translation lorsque son endomorp!
W.

b) Homothétie :

e Toute homothétie de rapport k est une applica
rapport k, qui est l'endomorphisme qui a tout vecteur U , associe le vecteur ki.

e Une application affine est une homothétie de rapport k lorsque son endomorphisme associé est une homothétie

vectorielle de rapport k.

ssocié est I'application identique de V ou de W,
hisme associe est I'application identique de V oy de

tion affine. Son endomorphisme associé est 'homothétie vectoriells da

c) Rotation :
e Toute rotation d'angle a est une application affine. Son endomorphisme associé est la rotation vectorielle d'angle g,

u'll=|lu
qui est I'endomorphisme qui a tout vecteur 1, associe le vecteur U' tel que: I[ l_‘ ” ” .
mes(u , U") = o[27]

d) De fagon genérale, les projections, les isométries, les similitudes sont des applications affines.

B. Propriétés

B; - Image d’une droite, d'un plan, de I'espace par une application affine

a) Théoreme :

e L'image d'une droite par une application affine du plan P ou de I'espace E est soit une droite, soit un point.

e L'image d'un plan par une application affine du plan P ou de l'espace E est soit un plan, soit une droite, soit un point.
e Limage de I'espace par une application affine de l'espace E est soit l'espace E, soit un plan, soit une droite, soitun

point.

b) Point Méthode :
o Pour déterminer Vimage d’une droite (AB) parnine.application affine f, on pent déterminer,les imagesfiA)
{B) =B’. '
Si A’ = B’, alors Pimage de la droite (AB) par f est le singleton {A’}.
§i A’ # B’ alors Vimage de la droite (AB) par f est la droite (A’B’).
e Pour déterminer I_"image d’un plan (ABC) par une application affine f, on peut déterminerles images f{A) =AY
(B)=B’et filC)=C".
.Sl' .»-l" = {3" =C’, alors _Pi.rr.:age du plan (ABC) par [ est le singleton{A’}. '
o .5: g_-‘f B’ et C’ sont alignés ef non tous confondus, alors I'image du plan (ABC) par fest la droite passant Pt a2
et C'.
SiA’, B’ et C’ sont non alignés, alors I'image du plan (ABC) est le plan (A’B’C’).

—Alet

e Pour déterminer 'image d'un espace (ABCD) par une applicati . &7 Jéterminer Jes

- : , pplication affine f de I'espace.E, on eul de

images f(A)=A’, f{B) = B, fiC) = C’ et f{D) = D’ P ffine f de I'espace.E, o1 P
= A; 2 Ij = G =,D"' alors I'image de l'espace par f est le singleton {A’}. rAY
Si A%, B, C’ et D’ sont alignés et mon tous confondus, alors I'image de Vespace par festia droite passantPELes

B, C el D.
SiA’, B’,C’ et D’ sont coplanaires et non tous aligné: -
S, - . Ie plan pas
B’,C’elD’. enés, alors I'image de I’espace par f st teP
SiAZ, B’, C et D’ sont non coplanaires, alors I’image de Ies

sani poT A%
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B2 - Ensemble des points invariants par une application affine

) Théc‘mme'1 < distincts A et B sont invari :

, Sideux points dis nvarianls par une application affine f, alors tous les points de la droite (AB) sont
aariantSPEr L alignés A, B et C sont invari

, 5ilroiS points non align s A, B et C sont invariants par une application affine f, alors tous les points du plan (ABC)
sﬂni inva rants.

, 5iquatre point
respace sont

s non F"P'?”a" es de l'espace sont invariants par une application affine f de I'espace, alors tous €3
invariants par f.

1 affine laisse trois points non alignés invariants, alors elle laisse lous les points du plan invariants =

c:rff I'application identigue du plan.

s Dans f'ﬂF“":_"-_ : :

i une application affine laisse quatre polns non coplanaires invariants, alors elle laisse tous les poits de I'espace
ipvariants & c’est Papplication identique de I

b) Théoréme 2 .

. DansleplanP, | ensemble des points invariants par une application affine f de P est:
singleton, soit uné droite, soit le plan P.

+ Dans l'espace E, 1'§nsemble des points invariants par une application affine f de E est - soit l'ensemble vide, soit un
singleton, soit une droite, soit le plan, soit I'espace E.

soit I'ensemble vide, soit un

B, — Conservation de certaines configurations géométriques

Toute application affine f conserve le barycentre d'un systéme de points pondérés (Clest-a-dire Si G est le barycentre
des points pondeérés (A1, a1), (A2, @2) . .. (A, @), alors f(G) est le barycentre de (f(A1) , a1), (f(A2) , @2)... (f(Aa) , @n)),
Ialignement des points (C'est-a-dire, si A, B et C sont alignés, alors f(A), f(B) et f(C) sont aussi alignés)

et le milieu d'un segment.

C. Transformations affines

C¢ - Définitions

sformation du plan P (ou de ['espace E), toute application bijective de P vers P (ou de E vers E).

« On appelle tran :
une application affine bijective.

e Une transformation affine est

Pl

C, - Condition pour qu’'une application affine soit bijective

« Soit f une application affine de P dans P et p son endomorphisme associe.

Les propriétés suivantes sont équivalentes -

P1) Limage de P par f est P. _ w

P2) ftransforme trois points non alignés en trois points non alignes.

P3) ¢ est biject. _
de méme pour les deux aulres, f est alors bijective.

Sil'une des trois propriétés est vérifiée, alors il en est . _
» Soit f une application affine de E dans Eet® son endomorphisme associé.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

P1) L'mage de E par f est E. |
Py) ftransforme quatre points non coplanaires en quatre points non coplanaires.

Ps)  est bijectif,
fige, alors il en est de méme pour les de

Sil'une des trois propriétés est véri ux autres, f est alors bijective.

C; — Propriétés d'une transformation affine

n affine citees ci-dessus, la transformation affine :

PAge 17  ———————

Qutre les propriétés de I'applicatio

———

2
i) ‘i
— —— I
———
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» transforme une droite en une droite, un plan en un plan et 'espace en l'espace.
e conserve le parallélisme.,

Cs - Composées et réciproques d’'applications affines

o Soit f une transformation affine et ¢ son endomorphisme associé. _

La réciproque de f est une transformation affine d'endomorphisme associé la réciproque @' de ¢.
e Soit f et g deux applications affines d'endomorphismes associés respectifs @ et y.

fog est une application affine d'endomorphisme associé Qoy.

D. Affinités duw plarv

Soit (D) et (A) deux droites sécantes du plan et k un nombre réel.
Une affinité de base (D), de direction celle de (4) et de rapport k estI'ap

plan, associe le point M tel que FM' = kHM, o H désigne le projeté de M sur (D), parallélement & (4).
Lorsque (D) et (4) sont perpendiculaires, on dit que f est l'affinité orthogonale d'axe (D) et de rapport k.

Remarques :

e Si k=0, alors Uaffinité f est une projection sur (D) parallélement a (4).
Si k = -1, alors Paffinité f est une symétrie d’axe (D) parallélement é (4).
Si k = 1, alors I'affinité f est application identigue.

e Toute affinilé du plan est une application affine du plan.

Si son rappori k est un réel non nul, alors cefte affinité est une transformation affiine et sa réciproque est une

plication f de P vers P qui & tout point M du

affinité de méme base, de méme direction et de rapport T

e Soit f une affinité de base (D) et de direction celle de la droite (4).

(D) est P'ensemble des points invariants par f.
(4) est globalement invariante par f et pour tout point M du plan n’apparten

droites (MM?’) et (A) sont paralléles.

ant pas d (D), et M’ son image par f, les

e ] Page 372 ﬁiﬁﬁfﬁ# 3
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Chapitre 16 » ]
e 16 2 Applications affines

eXERCICES POUR COMPRENDRE LE CouRs

A. Généralitss

1- Determiner I'expression analytique d'une application

cel
Lo plan est muni dun repére (01, 7).

fest une application affine de P dans P définie par la donnée de A(2 ,-3), son image A'(-1 , 4) par f et la matrice

2 -3
2=y 4 de son endomorphisme associé ¢ dans la base (1, ).

Déterminer les coordonnées (X', y') de M' image de M(x , y) parf , en fonction de x et y.

Sth[x y) un point du plan, M'(x’, y') son image par f.
ona flA)( fIA)TM) =[AM) , c'est-a-dire A'M'=(AM).
1 - : i
Ce qui équivaut a[ X+ ] [2 3][ ] Clest-a-dire [x+1 _[Ax-2=3y+3) )
Y= y+3 y'—4) (—(x—2)+4y+3)
X'+1=2(x—2)—3(y+3) x'=2x—3y—14

On obtient alors le systéme : .|l en résulte que : .
| a [Y‘—4=—tx 2)+4(y+3) ENESUE AT 1y = —x+4y +18

Exercice 2
Le plan P est muni d'un repére [O .7). festune application affine de P vers P.

On donne A(1 , 2), B2, 4), G(1, -3), A1, 0)=f(A), B(3. 1)=fB)etC(1,-3)= f(C).
Detenmner les coordonnées de M' = f(M), ol M estun point quelconque de P de coordonnées (x , ¥) dans |e repére

by j).
et C forment un repére du plan : I _

Vérifions que les points A, B
0
=-h= 0.

w1
(1)  —=(0 AR AC)=
Eneffet,ona AB[Z] et ﬁC[ 5] , donc det(AB'AC)_'_ 2 -9
gaires, clest-a-dire que [es points A, B et C sont non alignés.

On en déduit que les vecteurs AB et AC sontnon colf
Donc (A, B, C) est un repére affine. : T
Soltmlendomnrphtsme associé 4 f. Déterminons a matrice de @ dans 1a base (i,]):

Ona (AE) = TA)BI=AE ©
2i

tient alors le systeme :

Or AB'= 4|+| et AC'= 3] Onob 1 -
o(i+2])=4T+] ¥ *P'['Hz"’{” —4T+] Duncl.p[I]=-—l—-5—|Bl Lp(j:l=-r-l+—5-|
j équivaut @
$(-5])=21 -3] i =5 (1)“21*3!
24 -?'_'
- 55|
La matrice de ¢ dans la baseé (i.]) est dont 1 3
|75 5

; nctionde x ety :
Déterminons les coordonnées (169 ) y') de M’ en fo

Soit M(x , y) et M'(x, y') des points du plan.
- — page an F___ﬁﬁﬁﬁa
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fiM) =M’ si et seulement si A'M'=p(AM) .

4 2
B Fe K=2x-zy-
C'est-a-dire 5 5 lx_ ]:[HI- ] Il en résulle que 13 -
== E y-2 y :,I"=-—-K~I-—Y-—1
5 5 5 5
Exercice 3
Dans 'espace E, muni d'un repére (0; 1,7, K) . fest I'application affine qui transforme A(1,0 ,-2), en
2 -1 4 L
A(4,3,1) etdontlamaticeest ®=|—-3 1 —3| danslabase (i . j +k) et son endomorphisme associé ¢,

1 -2 -2 -
Déterminer les coordonnées (X, ', z) de M, image par f de M de coordonnées (x,y . z), €n fonction de x, y et z.
Soit M(x , y, z) et M (x', y', Z') deux points de l'espace.

fiM) =M signifie FA)IM) =«(AM).

X'+ 4 2 =1 47 [x=1

C'est-a-dire A'_M"=Lpl:m),quiéquivauté y'—3| = [-3 w1 -3 y |. puisa

z2'-1 1" 2 =2] lz+2

x+4) (2Ax—-1)-y+4z+2) X'=2x—y+4z42
y'=3|=|-3(x—1)+y—3(z+2)| etenfina {y'=—3x+y—3Z
z'-1 x—iTZy-2(2+2} z'=x—2y—2z-4

* X'=2x-y+4z+2
Dol f transforme M(x , y, Z) en M(x’', y', Z),00 {y'=-3x+y—3z

Z'=x-2y—-2z-4

Exercice 4
L'espace E est muni d'un repére (O ; 1. 7.8
Lapphcatlc-n affine f de E vers E, transforme les points O, B(1, 0, 0), C{D 1,0) el D(0,0,1)en0%2,-1,-1),

B'(1,-3,1),C(-2,1,4)etD(1, 1, 1) respectivement.
Déterminer les coordonnées de M'(x', ¥y, Z'),image par f de M(x , y , 2), en fonction de x, y et z.

On remarque que les points O, B, C et D sont non coplanaires, donc ils définissent un repére de l'espace.
Soit @ l'endomorphisme associé 4, ona: ¢(0B)=0'8', ¢(0C)=0'C' et (0D)=0D'".

Cestadire: o(i)=—1-2]+2k, f=—4i+2]+5k et @®)=—i+2]+2kK.

wlfl s ae
La matrice de ¢ dans la base ("i',.j'.i) estdonc [-2 2 21 ;
¢ b 2
Or f(O)f(M)=(OM) équivauta W:np(ﬁﬁ).
xX=2] [-1 -4 —1)(x X'=X—dy—z42
Ce qui se traduitpar: [y'+1]=-2 2 2 |ly], On oblient Y =2+ 2y +22-1 .
z+1) (2 5 2]z 2'=2X+5y +22—1

————— e, Page 374 ﬁﬁﬁﬁﬁ
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2 - Reconnaitre une application affine définie par son expression analytique

E[ Jesigne |'application du plan P vers lui-méme, qui & toul point M(x , y), associo lo polnt M'(x", y') ol1

x' = 3}: = 2}‘ 2 1
'f. =4xX+ 5')' -2
Montrer qué f est une application affine du plan.

. Le plan P étant muni d'un repére (01, |).

x'=ax--by-c

,.oua,b,bca bel
y'=a'x4-b'y+c

festune application affine, car son expression analylique est sous la forme : {

¢ sont des nombres réels.

xercice 6 .
Montrer que I'application f de 'espace E vers lui-méme qui & tout point M(x , y , 2} , associe le point
X'=3x—-2y—z
M(x .y Z)telque: {y'=x—3y-+2z+1 dansle repére (O; 7.7.K) estune application affine, préciser son
z'=2x+y—32-1
endomorphisme associé.

Solullon B35S T SR A AL 5 1 N S R

x'=ax-by-+cz+d
« festune application affine, car son expression analytique est sous la forme : y'=a'x+b'y+c'z4d" .
z'=a"x+b"y+c"z-+d"

o Soit M(x,y,z)etM(x',y", ') deux points de I'espace tels que M’ = f(M).
Notons f(0) = 0",ona 0'(0, 1, -1).
Sait o lendomorphisme associé & f, TO)I(M) = p(OM) . C'est-a-dire O'M' = (OM) .
Ix—2y—2z] (3 -2 —1)fx
Or, O'M' a pour coordonnées |x—3y+2z|=|1 -3 2}y ).
x4+y-3z) (2 1 -3z
3 =2 -1
Alors soit y I'endomorphisme dont la matrice dans la base (T,7.k)est|1 =3 2
2 1 =3

D'aprés (1) ona O'M' = (OM) . D'oli ¢ =y.

-

D'ols l'endomorphisme associé & f a pour matrice dans labase (1,].k): [t =3 2]

Exercice 7
P désigne le plan complexe muni d'un repére (O ; T, ¥). On donne
f:P—P

M, — M’y 0l z'=%[(1—-132+(1 +1z’

Montrer que f est une application affine.

Déterminons I'expression analytiquo de f:

e — Pago 75 i ———————
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Soitz=x+iyetz =x +iy, ol x,y X et y' sont des nombres réels.

= T ; ‘ LMy —ivl=x4V.
z'=%[{1—i)z+{1+i]z] signifie alors X'+ 1y =E[(1-l)(" 4iy)+ (1 (x =) y
Do x' =x+yety =0. X'=X+y

point M(x , y) de P associe le point M(x, y') de P ou, [ y'=0

D'oli f est l'application de P vers P, qui a foul

x'=ax-+by+c

- ; . ,o00a,b,b,ca b
f est une application affine, car son expression analytique est sous |a forme : lY' =a'x+bly e a',b'et

¢' sonl des nombres réels.

- h
Exercice 8

P désigne le plan complexe muni d'un repére orthonormé (O ; e
Soit F:P-{0}—P-{0}

1 une fonction.
M, —M',. ol z'=;

1) Quelle est l'ensemble de définition de F ?
2) Définir analytiquement F. Est-ce une application affine ?
Quels sont les points invariants par F 7
3) Montrer que F est une involution.
4) Quelle est I'mage par F du cercle (C) de diamétre [OA], avec A(1, 1) 7
5) Montrer que M a pour image M’ par F, si et seulement si OMxOM' = 1 et O, M, M' sont alignés.

1) Soit M un point du plan d'affixe z.

F(M) existe si et seulement si z=0. C'est-a-dire z # 0. D'oli l'ensemble de définition de F est P - {O}.
2) » Soit M(x , y) et M'(x', y') deux points du plan.

F(M) = M’ si et seulement si 2' =l :

z
’ X
1 X+iy X y x=x2+ 4
C'est-a-dire x'+iy'=——= g 2i.D'aliJ _Y .
X=1y x“4y" x4y x4y y'=
X2 +y?

* F n'est pas une application affine car son expression analytique n'est pas sous la forme ¥y 40 , ol
yl =a|x +be +Gl
a,b,b,c, a, b etc sontdes nombres réels.
« Soit M un point du plan d'affixe z.

= ¢ A N 1_ s __ % N 2
M) = Mequivaits il 2z=1, ensuite & |2|° =1, etenfin a |2 =1.Ce qui signifie que OM = 1.

Dot I'ensemble des points invariants par F est le cercle de centr
: : e0
3) Soit M un point du plan d'affixe non nulle z. et de rayon 1.

Notons My = F(M) d'affixe z1 et M' = F(M+) d'affixe ',
1 1
Onaz'==etzy==.Dolz =2 i Ve , .
= z4 - Uz’ =2z Onen déduit que M' = M. C'est-a-dire FoF(M) = M pour tout point M du pian.
On peut alors conclure que FoF = Ide- (o). D'oli F est involutive
4) Le point A a pour affixe a= 1 +i. Le milieu 0 de [OA] a pour affixe u—ﬂ—1+ ! i
i
La distance OA est égale a [1 +ﬂ =42. (C) est donc le cercle de centre Q) et de rayon V2

Iy
P
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Chapitre I . Applicationy affines

soit M un point du plan d'affixe z et M’

Ainsl, daffixe ' son image par F. On a z'=l donc zzl
z 7'
oonc: Mappartientd (C) < |zﬁu.1|=-‘f_§ o =1---m=£
2 z' 2
d.i
POV il 5.
/]2
51 =
= u[ ——-] =£2-‘Z'|
w 2
E=1 Iml?—l =-{gl;
w| 2
& W, 1,
2 w| 2

& |z'-al=|z'| car ;=a
w

< AM'=0M.
< M appartient a la médiatrice du segment [OA].
D'oli Iimage de (C) par F est la médiatrice du segment [OA].
§) Soit M' = F(M), avec M’ d'affixe z' et M d'affixe z.

M' = F(M) & I'=

| T[N
¢

2'7=1 .
|Z'Ei=1 et arg(z'z) = 0[2n].

4 xﬁ =1et argz'+argz=0[2x].

OM.OM = 1 et argz' —argz = 0[2n].

OM'.OM = 1 et argz' = argz [2m).

OM.OM = 1 et mes(i,OM')=mes(i rO—M][2Tr]

OM'.OM = 1 et M' appartient & la demi-droite [OM) privée du point O.
On en déduit que, F(M) = M' si et seulement si OM'.OM = 1 et O, M et M’ sont alignés.

rs s ¢ 8

3 — Montrer qu’une application affine est bijective

Exercice 9
SoitF: p_p

x'=3x—2y+1 une application affine du plan P, muni d'un repére R = (0, |, J).

- M X, T T T
W=y o {Y'=4x+5)’-"2
1) Définir Iimage R* de R par f. f est-elle une bijection ?

éterminer I'ensemble des points invariants par f.
) Exprimer dans le repére R IFn}as coordonnées du point M de coordonnées (x, y) dans le repére R.

1) » Le point M(x , y) a pour image le point f(M) de coordonnées (3x =2y + 1, 4x + 5y - 2).

na0(0,0), I(1,0)etJ(0,1). :

Posons ' =(0), I' = f{1) et J' = f(J), on aura O'(1 , -2), I'(':1 -,2] ﬂ,lJH -?35',‘1 -2), I'4, 2) et J'(-1, 3)

onc fimage du repére R = (0, I, ) estle triplet R'= (0, ', J) avec O}, 22 1ho B Elal b s
* Test bijective si ot seulement si (0", I', J') 85t un repére affine, c'est-a-dire 0', I'@ gnes.

S e PAGE Y e el
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e ———

2 - 3 -2
Commeona: O : "
mme ona: l_J o Jl : ] et det(0'l IO ): '4 5

D'od f transforme le repére R en un repére R', D'oli { est bijective.
2) Soit M(x , y) un point du plan.

T T s
y=4x+5y-2

23+ 0, alors les points O', I' et J' sonl non aljg

_On aboutit alors apros rsolution du systéme & x =0 et y

Dot flaisse un seul point invaniant, qui est le point Alﬂ 1] .

3) Soit M(x, v) dans le repére R et M(a , b) dans le repére R'.

Ona OM=x0l+y0J et O'M=a0'l'+b0O'} .

Or d'aprés la relation de Chasles O'M=0"0+0M. Donc a0l +b0'J'=— 0i+20J+ xOl+ yﬁj .
Ce qui signifie a(301+40J)+b(—201+50J)=(x — )0l +(y +2)0J .

Soit (3a —2b)01+(4a + 55)0J=(x — )0l +-(y +2)0J .

: : Ja-2b=x-1 ; : ;
Ce qui aboutit au systéme suivant a * , dont la résolution donne pour solutions :
da+5b=y+2

5x+2y -1 —4x+3y+10
= et b=+,
23 23
D'ol le point M a pour coordonnées [Sx +22;Y = : == 231" 2l dans le repere R,
Exercice 10 |

Soit A, B et C trois points non alignés du plan P et M un point quelconque de P tel que : 3MA + 2MB—MC =0
On considére I'application affine f de P vers P telle que : f(A) = B, f(B) = C et f(C) = A.
1) Montrer que f est bijective.

2) Construire les points M, M' = f(M) et M"= fof(M).

Solution 10
1) Ona f(A) = B, f(B) = C et f(C) = A.

Donc f est une application affine qui transforme trois points non alignés A, B et C en trois points non alignés B, C ot
D'ou f est bijective.

2) » Soit M le point du plan tel que 3MA +2MB—MC =0,

K
M

M est le barycentre du systéme {{A, 3), (B, 2), (C, -1)}. /\
Dot M = f(M) est le barycentre du systeme {(f(A) , 3), (f(B} . 2), (f(C) , -1)}. B A |
On en déduit que M’ est le barycentre du systeme {(B , 3), (C , 2), (A, -1)}.
Notons | le barycentre du systéme {(B , 3), (A, -1)}, alors M’ est le milieu de [IC).

o M" = fof(M) = f(M’) est le barycentre du systéme {{f(B) , 3), (f(C) , 2), (f(A) , -1)}.
C'est-a-dire M" est le barycentre du systéme {(C , 3), (A, 2), (B, -1)}.
Notons J le barycentre du systéme {(C, 3), (B, -1)}, alors M" est le milieu de [JA]

« Notons K le barycentre du systeme {(A , 3), (C , -1)}, alors ivi est la milieu dé [KB]. J
Exercice 11

L'espace E est muni d'un repére (07, §, k) . Soit l'application affine f de 'espace E vers lui-méme qui & tout poit
'=3x -3y +52+41

y'=2x-2y+52+1.

Z'=2—-3y+6z+1

M(x .y, 2), associe le point M'(x', ¥’ , Z) tel que :

1) f est-elle bijective ?
2) Déterminer 'ensemble des points invariants par f.

3) Montrer que MM’ a une direction fixe, pour M non invariant.

e Page 378
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g o1, Kles points tels que Ol=T, 0i=7 et OK=K, (0,1,4,K)es
s 0= (0), =10, 3= {0 et K = (k).

fest bijective si et seulement si les points 0", ', J' et K’ sont non coplanaires.

orona: O(1, 1.1, 114.3,3), J(-2,-1,-2), K(6,6,7). Donc les vecteurs O, O'J' et O'K* ont
respectivement pour coordonnées (3,2, 2), (3,-2,-3) et (5,5,6).

0.1 J, K sont non coplanaires si et seulement siles vecteurs O, 0'J' et O'K' sont non coplanaires.

_— Ja—3b+5c=0
sga[a,betciroisnombresréels. a0'l'+b0'J' +c0K' =0 équivalenta {2a—2b+5c=0.

2a—3b+6c=0

La résolution de ce systéme donne a =b = ¢ = 0. D'ol les vecteurs O'F', 0'J' et O'K" sont non coplanaires.

Les points O', I', J' et K sont donc non coplanaires. f est par conséquent bijective.
2) SoitM(x. Y, z) un point de 'espace,

X=3x—=3y+5z+1
(M=M & {y=2x—2y+524+1 & 2x-3y+5z+1=0.
z=2—3y+6z+1
D'ou l'ensemble des points invariants par f est le plan d'équation 2x-3y +5z+1=0.
3) Soit M(x, ¥, Z) un point de I'espace.
2x—3y + 5z +1
Ona: MM 2x— 3y + 52 +1|=(2x—3y+5z+1)(i + ] +k).
2x—3y + 5z +1

A

un repére affine.

Le vecteur MM est colinéaire au vecteur 1+ | +K qui estindépendant de M. D'ol MM* a une direction fixe.
B. Etude de quelques applicationy affines pawticuliéres duw plarv
1 - Les projections

Exercice 12 . . . :
P désigne le plan complexe muni d'un repére (0T, V). fest lapplicaton de P vers P qui a tout point M d'affixe z,

1 . i
associe le point M' d'affixe z'= 5[[1 —i)z+(1+i)z].

1) Montrer que fof = . 1o invariants par f

2) Déterminer I'ensemble (D) des points invari ' — s
Montrer que pour fout point M de P, son image M’ appartient a (D) et MM' a une direction fixe.
Reconnaitre alors f.

M

- = f(Mh) 'affxe 22
1) Soit M un point du plan daffxe z, posons (M) = M d'afice 21t M2 = (V) dafxe 2

z LI iiz.] . Il s'en suit que
Ona Z1=%[(1-—i)z+(1+ijz] et z;,_=5[{1-1)z1+{1+|}z1].| s'en suit g

- o i .

zi’*%{ﬁ‘i}%[ﬁ—iJZ+{1+f)z]+[1+|]-§[(1+i)2+{1—i}z]

1 .

= %[[1 —iF (141 =ilz+ E[|;1 +2 + (11
=%E-2i+2]z+%[25+2ﬁ

. Page37d —— ;

Scanned by CamScanner



Chapitre 16 : Applications affines

Dot 2, =%[(1-'r)z+{1 +iR)=z.

Puisque zz = 71, alors f(Mi) = My , c'est-a-dire fof(M) = f(M).
Comme pour tout point M du plan on a fof(M) = f(M), alors fof = f.
2) Déterminons I'expression analytique de f:

A TN LR =X+
D'aprés I'exercice 7, f est I'application de P vers P, qui  tout M(x, y) de P associe M(x', y') de P ou

e Soit M(x , y) un point du plan P.
f(M) = M si et seulement si, X=X -.:I}- y . C'est-a-dire y = 0.
y =
D'ou I'ensemble des points invariants par f est la droite d'équation y = 0.
e Soit M(x , y) un point du plan, et M’ = f(M) .
M’ a pour coordonnées (x +y , 0). D'ou M’ appartient a la droite (D) d'équation y = 0.
e Le vecteur MM' a pour coordonnées {y.-y)
D'oll MM’ = yii —yV = y(ii— V) . Ainsi, MM' est colinéaire a G—v qui ne dépend pas de M.
Dol le vecteur MM' a une direction fixe.
e Soit M un point du plan.
f(M) appartient & (D) et le vecteur Mf(M) est colinéaire au vecteur fixe U—V .
D'ou f est une projection d'axe (D) et de direction, celle du vecteur G—V .

2 - Les translations et les homothéties

Exercice 13

Soit f de P vers P une application affine du plan ; on considére frois points non alignés A, B, C tels que f(A) =B,
f(B)=C, f(C)=A.

a) Trouver 'image du centre de gravité du triangle ABC.

b) Donner la nature exacte de f* = fofof.

Solution 13

a) Soit G le centre de gravité du triangle ABC, G est le barycentre du systéme {(A, 1), (B, 1), (C, 1)}.
D'oll f(G) est le barycentre du systéme {(f(A)} , 1), (f(B) , 1), (KC) , 1)}.

C'est-a-dire f(G) est le barycentre du systeme {(B , 1), (C, 1), (A, 1)}, quiest G. D'oli f(G) = G.

b) On a fofof(A) = fof(B) = f(C) = A, fofof(B) = fof(C) = f(A) = B et fofof(C) = fof(A) = f(B) = C.

fofof laisse trois points non alignés invariants, d'ol fofof laisse tous les points du plan invariants.

Et finalement, fofof est I'application identique du plan.

Exercice 14 < —
Soit A et B deux points distincts du plan P, (a , b) est un couple de réels. k

1) A quelle condition sur (a , b), peut-on associer & tout point M de P un pointM' tel que : aM'A + bM'B + 2M'M =_“
2) Cette condition étant réalisée, on envisage d'étudier I'application f de P dans P, qui & tout point M associé I point M
Trouver les points invariants par f.

3) Suivantquea+b=0o0ua+b # 0, déterminer la nature de f.

Solution 14 : tsi
1) Si M’ existe alors M' est le barycentre des points pondérés (A , a), (B, b) et (M, 2), qui n'existe que si el seulements
atb+2#0.

2) Soit M un point du plan.

M estinvariant si et seulement si {(M) = M. C'est-a-dire aMA+bMB=10, qui équivaut (a+ b)MA-+bAB=0 (1)

Sia+b =0, alors cette égalité devient bAB=0 . Ainsi,
sib=0,donc a=0, alors cette égalité est vérifiée pour tout point M.

—————. PR )
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Chapitre 16 Applications affines
Lwemhle des points M invariants par f est alors |e pl

=0, A= B (ce qui contredit 'énonce). Alors il

an P. fest alors |'application identi
wr ors l'application identique du plan P,

M’y a aucun point invariant par f.

b #0, 'égalité (1) équivauta AM=——AB . Il n r¢ I ,
siath ath en resulte alors quil existe un unique paint invariant, qui est la

ycentre du systéme {(A ., a), (B , b))
ysia+b=0,aors MA+DMB+2MM =0 équivaut & a'A —alf1G 4+ 20 =

o 878
Cest-a-dire MM =—EAB_

festalersla translation de vecteur i=— % 2B

gia+b#0, notons G le barycentre de (A, a) et (B , b). On aura alors :

{a+b+2]h_ﬂ;§+2§ﬂ=ﬁ , c'est-a-dire GM'= GM (car a+b+2#0).

a+b+2

Ce qui permet de conclure que, f est lhomothétie de centre G et de rapport

a+b+2
3 - Les symétries centrales

Exercice 15

Sait f I'application affine du plan, telle que fof soit I'application identité du plan.
a) fest-elle bijective ?

b) Démontrer que f a au moins un point invariant.

¢) Déterminer la nature précise de f si elle a un point invariant unique.

Sokaion 15, </ et SR A L RIS MO BRI G e AR

a) Soit Ms et Mz deux points du plan. L. N

) = f(Ms) implique fof(Ms) = fof(Me). Crest-2-dire M = M (car fof = Idr). D'ot Festinjective.

De plus, soit M un point quelconque du plan, on a: . i s

fof(M) = M, c'est-a-dire f[f(M)] = M. M admet donc f(M) comme antécédent par f. D'oll f est surjective.

Et par conséquent, f est bijective.

b) Soit M un point du plan et M’ = f(M). ; -

Nolons | e milieu de [MM], C'est-a-dire | est le barycentre du systéme (M, 1), (W', 1))

Aors () est le barycentre du systéme {(f(M) , 1), (M) , 1)}, ceest-a-dire ) est barycentre de () 1. (MY
D'ois (1) est le barycentre du systéme {(f(M) , 1). (M. 1)} (car fof(M) = M), qui et L

Doncf(l) = 1. D'ou | est invariant par f. Finalement, f laisse au moins un point invariant.

¢) Supposons que f laisse un seul point Q invariant. <, o
Soit M un puin:]du planetM = f(Mi d'aprés la question b), le milieu de [Mf(M)] est invariant par f.

0 étant le seul point invariant par f, Q est le milieu de [Mf(M)]. D'ot festla symétrie centrale de centre Q.

4 - Les symétries axiales

Exercice 16 > >
ABC est un triangle et f I'application affine définie par: f(A) = B, {(B) = AetfiC) = C.

) Démontrer que fof = de.

) Démontrer que le milieu | de [AB] est invariant par f.

) Démontrer que la droite (IC) est invariante point par point par f

9) Démontrer que Ia droite (AB) est globalement invariante par f. ) .
) Construire Emage d'L:I'I ;Eoinz M dg plan par f. (On distinguera trois : M appartient a (IC), M appartient a (AB) et M

Vappartient pas 4 (IC)U (AB) ).

) A, B et C sont trois points non alignés et on a fof(A) = f(B) = A, fof(B) = f(A) = B et fof(C) = (C) = C.

- — Page 381 ﬁ
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Chapitre 16 : A pplications affines -

D'otl pour tout point M du plan, on a fof(M) = M. Par conséquent, fof = Ide.
2) Soit I, milieu de [AB], (1) est le milieu de [f(A){(B)]. Or f(A) =B el f(B) = A.
f(1) est donc le milieu de [AB] qui est |. C'est-a-dire K(I) = I. Donc | estinvariant par f.
3) Soit M un point de la droite (Cl).
Il existe deux réels a et b tels que M = bar{(C , a), (I, b)}. Etdonc f(M) = bar{(f(C) , a), (f(1) , b)}.
C'est-a-dire f(M) = bar{(C , a), (I, b)}.
Puisque M = bar{(C , a), (I, b)}, alors f{(M) =M. D'ou la droite (CI) est invariante point par point.
Remarque :
Puisque C et I sont invariants par f, et f une application affine, on pouvait conclure
que la droite (CI) est invariante point par point. B
4) Soit M un point de la droite (AB), il existe deux réels c et d tels que
M = bar{(A, c), (B, d)}.
On a alors f(M) = bar{(f(A) , c), (f(B) , d)} = bar{(B , c), (A, d)}.
D'oli f(M) appartient & la droite (AB).
Par conséquent, la droite (AB) est globalement invariante par f.
5) e SiM appartient a la droite (IC), alors f(M) = M.

e Si M appartient & la droite (AB), alors f(M) appartient a (AB).
Si M=bar{(A, c), (B, )}, alors M' = f(M) = bar{(B , c), (A, d)}.
Soit Q 1= milieu de [MM7, ona : Q = bar{(M, ¢ +d), (M, ¢+ d)} = bar{(A , c), (B, d), (A, d), (B.c)

- =bar{(A, c+d), (B, c+d)}
=1,

D'ols M appartient a la droite (AB) et M et M’ sont symétriques par rapporta .

e SiM n'appartient pas & (IC)U(AB) , Il existe trois réels a, b et c tels que
M =bar{(A,a), (B, b),(C,c)},aveca+b+c £0.0n aalors M' =f(M) =bar{(B,a). (A, D), (C, c)}.
Notons Q le milieu de [MM7], alors :
Q=bar{(M,a+b+c), (M, a+b+c)}=bar{(A a+ b), (B, a+b), (C,2c)}=bar{(l, 2a + 2b), (C, 2c)}.
D'ou Q appartient a (IC).
De plus, aMA-+bMB+cMC=0 et bM'A +aM'B-+cM'C=0 .

D'ot: aMA -+bMB +cMC=0 et aM'A+bM'B +cM'C+ahB +bBA=0.
En faisant la différence membre & membre des deux demniéres égalités, on obtient (a+ b++c)MM'=(a— b)AB . Danc

MM =—2 ;b AB . On en déduit que les droites (MM') et (AB) sont paralléles. En résume :
a+b+c
Si M appartient a (IC), alors M =M.
Si M appartient a la droite (AB), alors M et M’ sont symétriques par rapport a | milieu de [AB]. ,
Si M n'appartient pas a (IC)U (AB) , alors le milieu de [MM?] appartient a (IC) et la droite (MM') est paralléle a la droité

(AB). M et M’ donc sont symétriques par rapport a(IC) et parallélement a (AB).
L’application f est la symétrie par rapport a (IC) et parallélement i (AB).

> —

Exercice 17
Le plan est muni d'un repére orthonormé (O 1 , j). Soit f lapplication de P dans lui-méme, qui a tout point M{x. )

x' =1—13-[5x —12y + 24)
associe le point M'(x', y') 0l 2 1 .
y'= ﬁ(-—ux — 5y + 36)

1) Démontrer que fof = Id. o
2) Démontrer que lensemble des points invariants par f est une droite (D) que I'on précisera.

3) Soit M un point du plan et M’ = f{l\:ﬂ. _
a) Démontrer que le milieu de [MM’] appartient a (D).

b) Démontrer que le vecteur MM’ a une direction fixe, orthogonale a celle de (D).
¢) En déduire la nature et les gléments caractéristiques de f.

L ———  PAge 382 J
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M
_

X = —3[5: —12y + 24)

g it y)un point du pian. K. 1) = W) et M y) = fol(M) = (M. On a

; .
=—(—12x — 5y + 36
¥ ‘Illt X — 5y + 36)

1 1

1
5><-13-{5):—123r+24]--12x%[-—12)¢—-5y+3&}+24]=:(
D01 A (20— 5y + 36) = —12x L5 12 L ‘
y'= TE( =¥ 3 13 X— '.-’+24]—5><E(—12x-5y+35}+35|=y
ol pour tout point M du plan, on M = M". C'est-a-dire fof(M) = M. Par conséquent, fof = Id.

2) Soit M(x ,y) un point du plan.
1
x=ﬁ(5x—12y+24]
iM) = M équivaut a . Cest-a-dire
y=ﬁ{—’12x—5y+ 36)

—Bx—12y+24=0
12x 418y —36=0 "

Les deux équations étant équivalentes a 2x + 3y - 6 = 0, le systéme se réduita 2x +3y-6=0.
Dol l'ensemble des points invariants par f est la droite (D) d'équation : 2x + 3y-6=0.

l(5:-:—125|r+24]
3) Soit M(x , y) un point du plan, et M’ son image par f. M' a pour coordonnées ’ .
ﬁ(—12:<—5y +36)

-
+
H—

-11—3{9::: —By+12)
a) Le milieu Q de [MM7] a pour coordonnées vl soit

Mi-i‘ P

1 .
—(—6x+ 4y +18
13[ x+4y +18)
Onaalors 2xg + 3y —6= %(Qx — By +12) +%{_6x +4y+18)—6=0. D'ouQappartienta (D).

l(—sx—12y+24)
b} Le vecteur MM' a pour coordonnées , qui sont aussi les coordonnées du vecteur
1—13-(—12:{—181; +36)

—1—(-4): —6y +12)(27 +3]) . Dol le vecteur MM est colinéaire au vecteur fixe 2i +3j .
13

Or un vecteur directeur de (D) est 31 —2] e (31 =2])(2i +3))=3x2-2x3=0.
Cest-4-dire les vecteurs 27 +3] et 31 —2] sontorthogonaux.

Hlors on peut conclure que le vecteur #M' a une direction fixe, orthogonale & celle de (D).

. ; : !
€} Soit M un point du plan et M’ son image par f. : . il '
On a montré que le milieu de [MM'] appartient a (D) et la droite (MM’) est perpendiculaire a (D).

Dol f est la réflexion d'axe (D).

5 - Les symétries glissées

Exercice 18 N g
S6 BEB" un Tangle isocele en B, On désigne par A, A el C les milieux respectils des segments [BB'], [B'B"] et [BB"],
A" o symétrique de A par rapporta A'.

considére une application affine f du plan dans lui-méme, telle que : f(A) = A’et (B) = B,
1)a) Déterminer f(B) .

b) Quelle est la nature du quadrilatére AB'A'C ?

R e P00 0] S ————— 1
/ y

|
- i
Scanned by CamScanner

}l




—— Chapitre 16 : A pplications affines
2) Démontrer que fof est une translation si et seulement si, f(A") = A"
3) Dans cette question, on suppose que : f(A') = A”. On désigne par @

a) Déterminer w(AA') et w(B'C).
b) Déterminer une symétrie orthogonale s et une translation t telles que : f =108 = sot.

rendomorphisme associé 3 f.

1)a) Ona BA=AB" , d'ou f(B)f(A)=f(A)f(B") - Cest-a-dire B'A'=A'f(B).
D'ou f(B) est le symétrique de B' par rapport @ A', qui est B Dot f(B) = B".
b) AB'A'C est un losange.

2) Supposons que fof est une translation :
Posons X = f(A’). On a alors f(A") = fof(A) = X et fof(B) = f(B) = B".

——n

Puisque par hypothése fof est une translation, alors on a BB —AX .
Or BB —AA" alors AA"=AX . Clest-a-dire X = A", et donc f(A") =A".
D'ou, si fof est une translation, alors f(A") = A",

Réciproquement, supposons f(A') = A", et déterminons f(A”) :

Ona A'A"=AA", d'ol f(A)f(A")=f(A)f(A"). On obtient alors A"f(A")=A"A"
D'ous f(A") est le symétrique de A’ par rapport aA". Cequiconduita:
fof(A) = f(A) = A", fof(B) = f(B') = B" et fof(A) = f(A").
Or AAF—BB"=A'T(A") . D'ol fof est la translation de vecteur AA”.
Finalement, fof est une translation si et seulement si, f(A") = A"
3)a) o (AR)=T(ANI(A)=A'A"=AA" .
o (B'C)=y(@B+EC)
—— (BB")+(BC), car v est linéaire
—_TB)IB)+(AA"), car BC=AA".
——BB'+AA'
—B"B'+CB"
=CB'
D'ou m(ﬁ):;ﬁ' et up(ﬁ):ﬁﬁ" .
b) Puisque f(A") = A", alors d’aprés la question 2), fof est la translation de vecteur AA" .
Supposons f = tos = sot, oi1 t est la translation de vecteur U et s une réflexion.
Aors,ona fof=(to s]o{sﬂ):to(s-:&]ot:tot:tzﬁ.

Or fof =tz alors 2 =AA" . C'est-a-dire U =%A_A"":E'_

Ainsi. si f = tos = sot, alors t estla translation de vecteur AA' .
Si t est la translation de vecteur AA', alors étudions t -'of.

= ] —1 v L - L] (1] ]
t~1of(A) =tz (A)=A, 1 of(B)=t;(B")=C et t™ of(A) =tgz(A") =A".
Or I'application affine qui transforme B’ en C et qui laisse A et A' invariants est la réflexion d'axe (AA).
Posons s = s et t= tﬁ,

Vérifions que f = tos =sot:

Sot(A) = S(A' ) = A = {(A), 50(B) =5(C) = B'=1(B) etsolfA) =s(A") = A" = (A).

tos(A) = t(A) = A, tos(A’) = t(A') = A" et tos(B) =1(B1) =B"

Comme les points A, A’ et B sont non alignés et ont les mémes images par f, sot et tos, alors f=

D'ol s est la réflexion d'axe (AA).

sot = tos.

l
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6 - Les affiniteg
pescice 13—

 un triangle dans le plan P‘et D est un point tel
gfﬁ; opication afine de P défine par : {(4) = A, f(8)

ontrer qu'il existe un point G de la droite (BC) invariant par f, et exprimer &R G i mi
y Eirgéduire tensemble des points invariants par f, Primer G8 en fonction de GC.

3) Démontrer que f est une affinité dont on précisera les éléments caractéristiques.

que C soit le miliey g
=Detf(C) =B,

> b
e [BD),

1) # Soit Mun point de (BC) tel que f(M) = M.
puisque M appartient & (BC), alors il existe un réel a tel que BM=aBC (1),
Dorc TBM)=afBIF(C) . Cest-4-ire DMi=aDB .l en ésuite que Bli=(1—a)fD=211_ajiC (2

Des égalités (1) et (2), on déduit que : BM=aBC=2(1—a)BC, avec B #C. Alors a = 2(1-a). Dol a==

On en déduit alors que, le point G tel que EG:%E est un point invariant par f.

» Exprimons GB en fonction de GC :

Ona EES:%B_{? , donc GB=—2GC.

2) Puisque f(A) = A, f(G) = G et f n'est pas I'application identique (car f(B) = D # B), alors I'ensemble des points
invariants par f est la droite (AG).

3) Soit M un point du plan et M’ son image par f.
Montrons que la droite (MM') est paralléle a la droite (BC) :

On peut écrire quil existe deux réels a et b tels que AM=aAB+bAC (3).

ors on a T(AYT(M)=af(A)I(B)+bF(A)I(C) , Cest-a-dire AM'=aAD+bAB  (4).

Des éqaités (3) et (4), l ressort que MM'=aBD +bCB=2aBC —bBC=(2a—b)C

Dol les vecteurs MM et BC sont colinéaires. Par conséquent, les droites (MM et (BC) sont paralléles.
Maintenant, soit N le point d'intersection de (MM’) et (AG).

Puisque N apparfient  (AG), alors N est invariant par f.
Puisque N appartient a (MM) alors (MN) est paralléle a (BC).

Dol il existe un réel a tel que NM=c:BC . Et par site, fN)f(M)=cf(B)f(C) .

Cesteadire NM'=oDB=— 20BC=—2NM .
En conclusion :

it M un point du plan, M' = f(M) et N le projeté de M sur la droite (AG), parallélement & (BC), ona:
M) paralizle & (BC) et NM' = —2NM .

Do st affinite e rapport -2, d'axe (AG) et de direction celle de (BC).

> >
Exercice 20 —
& = \annlication du plan dans lui-meme qui
id T3 nHl t { I'application du p
Le plan est muni d'un repére orthonormé (O} 1, j). Soit u[ 5 2] etilapp

Point M, associe e point M' tel que : OM' = (T- OM)-+(i-OM)-U-

1) Donney Fexpression analytique de f. En déduire que festune appllca_h_o_ri :afr'u-nﬂ:._fTi

2) Déterminer deux points A et B, distincts de O, tels que : f(A) = At Of(B) = —4:' ‘

3 En déduire que f est une affinité orthogonale dont on préciserd 'axe et le rapport.
XPrimer analytiquement f dans le repére (O, A, B).

85 ﬁﬁ *
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Chapitre 16 : Applications affines

1) » Soit M(x, y) et M'(x', y') deux points du plan.
Ona E-m:-—-ix_FZY et T.OM=x.D'ol OM' = (i-OM): T -+(i-OM)-U se traduit par:
2

y'=2
xX'=ax+by+4c
y'=a'x+b'y+¢'

» - - - ==+ 2y
x’T+5r'—i=l—-2*l+2}']i +x[~%i +2j]=(—3x+2';)| +42x] . C'est-a-dire l :

« fest une application affine car son expression analytique est sous la forme ,003,b,¢, 4 b

et ¢’ sont des nombres réels,
2) Soit M(x , y) un point du plan.

o f(M)=M signifie {x =eeey . Ce systeme est équivalent & I'équation 2x -y =0.

D'oi 'ensemble des points invariants est la droite (D) d'équation 2x -y = 0, dont un vecteur directeur est v de
coordonnées (1., 2).

On peut prendre tout point de (D), autre que O, comme A.

son e —4x=-3 C e
o Of(M)=—40OM signifie l : ) P systéme est équivalent a 'équation x + 2y = 0.
L'ensemble des points M du plan tels que Of{M}=—4ﬁ est la droite (D') d'équation x + 2y = 0, dont un vecteur

directeur est w de coordonnées (2, -1). On peut prendre tout point de (D), autre que O, comme B,
e Montrons que f est une affinité orthogonale :

Soit M(x , y) un point du plan et M’ son image par .
Le vecteur MM’ a pour coordonnées (-4x + 2y , 2x— ), qui sont aussi les coordonnées de (—2x + y)".fr A

D'oii les vecteurs w et MM' sont colinéaires. La droite (MM') est donc paralléle & la droite (D).
Soit H(x , yw) un point du plan tel que AM'=—4HM..

X =l(x+2y]
Ona[—31+2y—xH]___l—4x+4le'd H=%

=z —4y 4-4 '
2% YH Y+ ¥y YH =g(2:‘+4.ﬂ

Vérifions si H appartienta (D) :
2 1
Ona 2%y —Yu =E{x +2y)— §(2x + 4y)=0. D'ou H appartient bel et bien a (D).

On constate alors que H est le projeté de M sur (D), parallélement & (D'), et puisque HM'=— 4HM , alors fest [affinite.
d'axe (D), de rapport -4, de direction celle de (D').

De plus, ona ¥.w=2x1+2x(—1)=0. D'oliles vecteurs ¥ et w sont orthogonaux.
Par conséquent, les droites (D) et (D') sont perpendiculaires.

D'ods f est une affinité orthogonale d'axe (D) et de rapport - 4.

3) Soit ¢ I'endomorphisme associé a f.

Ona ¢(OA)=f(0){(A)=0A et (OB)=f(0)f(B)=—40B.

D'ols la matrice de ¢ dans la base (OA , OB) est : @zr y )

—4
Soit M(X, Y) dans le repére (O, A, B) et M/(X'

\Y') = f(M) dans le re _
Dans le repére (O, A, B) ,le poinmam“fﬂ%rdnnnéeg]“ o repére (O, A, B)

_— o T 0)(X=1) (X'=1 —
(AM)=f(A)f(M)=AM" signifie que{ “ e : | X=X
0 Y v | C'esl-a-dire Y'm— 4y’
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()
o s Pexpression anaiflicus ¢e { dans g reghes (00, 1|5 en I A'a
|V'=—dy’

EZF ercice 21 >

ﬁ_),-f,li“",:r'! s duny hé'n"?ﬂ.-’.l, Jl,i
gt f Tzpplication cu pizn dans lui-méme ol 4 o pricd 1y, 1), e b gt MUY, of ) 4 s I?' o B

B e L
Dc—:-’:r"";’f"&'f. mmages par fdes poinds O, ) & J,
£n couire que § st une a0t conton Véf 105 518, 15 drerdin & le rappnt.

™ f.ﬁ ‘ﬁ:l‘ ff’? ‘”r rI,l"II'H J',l .zsljl,l"rﬂ:l 1]‘
o f)=1, flS)=Jedtnest p’,r_,—pp,rf*m et de P,
[i'_;jfﬁ’rzer*ﬂﬂft-"ﬁp’ s invariants per et s drote (L), g 3 poue boustion 14 f =120,

r

5i f et une 26002, Zlors 5on are ek Iz ceaite (U], 52 direckion et ol de 1 deoite (1)), O beuston o - ";'f
Z

Y==r+1
Lz résciution du systéme S'éouztions f 1, Conne pos yisions ng “ }r::-:i,
=y ] "
| =3 7
D'l le i Seitersection dzs croites (OO &4 (L) 254 £ d2 coordonnézs E ;J
33
— 4 2) ,—= 2 9 o R
Or 00 3 pox ComdonnisEs -;.;J et (¥ 3 pour coordonnées --;,-;:j. ol Y0 '=~2010.
L wd ot

Firgi, o f est une 2Hnié, son repport est -2,

Yérifions tous ces résuliats :

o Soif Wix , ) un poink du plzn, et 180, v) = 104}, le yeckeus VK 2 pous coordonnbes (20~ 20+ 2, 4~y 4 1), G
otz les codonnées du wedteur (=1 =y +1 ,O‘J

Dol les wectears OO et 1M sont cofinézives, La decite (VIK) est Cone parsiée 4 16 droite (O0F).

o St Hlxe , ) un e du glan teh gue AR =~ 2401 .

f}:a:{#xpzﬁwzﬂ_ﬂ [-2'(*27“] e
—x 4 T=y ~2f +2fy

On remargue 0ue fy +Yu -f:-;{x-Zj‘-_-'-2}+;’{—x+2’;+1j—1=0, D'ols H appartient ek et tien 4 (L),
a4 o

On constzte que H st 16 projeté de W o (L)) , pardiéienment 5 (007), e pésrue HIN' =~ 7004 , slors f et Tafinité,
cane (1), oz rappont - 2, Ce drection c&lie ce (O,

C. Utiliger ley applications affines pour démontrer

Exercice 22 >
FEL et un tiarge O wers Credd, K, B ¢4 C sont les milieur respects dz [EC), [CA] 4 [FE] : .
SOt P, O ¢ 7 les certres fenpentids des cants consinits entédensement sur les oités [EC], [CA) et [R8] &« ~2C,

1) Vedtfier e GEzGE'i—E'R-———E-EC.

Z) St g 12 rotgtion werkonelie aayke 4 un quar 06 tour et du pian.
%) Dbrortrer que JAOR)=EP .

NN LA =
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Chapitre 16 : Applications affines

b) En déduire que AP = QR et que les droites (AP) et (QR) sont perpendiculaires.

——

; = ==
1) Puisque B' est le milieu de [AC] et C' celui de [AB], alors B'C =§CB'
Or d'aprés la relation de Chasles, on a QR=0B'+B'C'+C'R .
BT g .
Donc QR:QB'+C'R—§BC.

2)a) Puisque D_R'=ﬁ"+c_ﬂ'—%@ , alors

i T nion ( BE by et e B rolew
@{QR}=¢[QB'}+tp(C‘R‘_|-—;—m{BC}=B'C+C'B—E[—2A'P}

car o(QB')=BC, (CR)=CB et (BC)=y(—2AB)=—2p(A'B)=—2AP
Dol ({QR)=AB'+AC'+AP=AA+AP  car AB'+AC'=AA", A" étant le milieu de [BC]
=AP

D'oll (QR)=AP .
b) ¢ est un quart de tour direct vectoriel, c'est-a-dire la rotation vectorielle d'angle dont une mesure est % et

@(QR) = AP ; c'est-a-dire QR = AP et mes(QR ,ﬁ)z%lzﬂl.

Par conséquent, on a QR = AP et les droites (AP) et (QR) sont perpendiculaires.

Exercice 23 »
ABC est un triangle, A", B' et C' les milieux respectifs de [BC), [CA] et [AB].

Un point M du plan a pour images P, Q et R respectivement par les symétries sa, se et sc.
Démontrer que [AP], [QB] et [CR] ont le méme milieu.

e sy(M)=P. D'ol A’ est le milieu des segments [MP] et [BC].
D'oll MBPC est un parallélogramme (les diagonales ont le méme milieu).C'est-a-dire MC=BP (1)
e sg(M) = Q. D'ols B' est le milieu de [MQ] et [AC].
D'ol MAQC est un parallélogramme.
Clest-d4-dire MC=AQ (2) et MA=CQ (3)
D'oll d'aprés (1) et (2), BP = AQ . D'ol BPQA est un paraliélogramme.
Ses diagonales [AP] et [BQ] ont par conséquent le méme milieu.
Enfin s¢(M) = R. D'oli C' est le milieu de [MR] et [AB] (4).
D'oll MARB est un parallélogramme. On en déduit que MA=BR  (5).
Puisque d'aprés (3) et (5) MA=CQ et MA=BR, alors CQ=BR.
CQRB est donc un parallélogramme, c'est-2-dire [BQ) et [CR] ont le méme milieu.  (6) ¥
Finalement, d'aprés (4) et (6), [AP], [BQ] et [CR] ont le méme milieu.

e ————y,  F'AQE 388 ﬁﬁﬁ#
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Chapitre 16 : Applications affines

EXERCICES POUR s'AuTo-EvALUER

Exercice 24 40 minutes

Soit A, B et C sont trois points non alignés du plan et C' est le point défini par CC' - AB.
On désigne par f l'application affine du plan définie par f(A) = A, ((B) = B el (C) = C',

1) Montrer que f est bijeclive.

2) Déterminer I'ensemble des points invarianis par f. Se peul-il que [ soit une isométrie ?

Montrer que toutes les droites paralléles a (AB) sont globalement invariantes par f.
3) Soit G I'isobarycentre des points A, B, C et G' = 1(G),

Exprimer le vecteur GG' en fonction du vecteur AB . Montrer que G' appartient & (BC).

Exercice 25 25 minutes
Dans le plan, on considere trois points non alignés A, B et C. On désigne par |, J et K les milieux respectifs des
segments [BC], (CA] et [AB]. f est une application affine transformant le triplet (I, J, K) en (J, K, 1).
1) Soit A', B' et C' les images respectives de A, B et C parf,

a) Que représente J pour le segment [B'C’] ? Justifier votre réponse.

b) Soit G l'isobarycentre de (A, B, C).
Montrer que G est également I'isobarycentre de (1, J , K), puis de (A", B', C'). En déduire que G est invariant par f.

—_

2) (B; I, j) estun repére du plan et on suppose A et C de coordonnées respectives (-2, 1) et (4, -1).

a) Déterminer analytiquement I'application f dans le repére (B T, T) L
b) Vérifier que G est I'unique point invariant par f.

Exercice 26 30 minutes
Soit ABCD un losange et  I'application affine du plan P définie par f(A) = A, f(B) = D et f(C) = D.
1)a) Déterminer les images par f du point D, de la droite (AD) et du plan P.
b) Démontrer que fof est une application constante.
2) Soit g la symétrie orthogonale d'axe (AC).
a) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de gof.
b) En déduire la construction de I'image par f d'un point quelconque M de P.

Exercice 27 BAC C — Cameroun — 2001 35 minutes

On considére un plan (P) rapporté & un repére orthonormé (O; 7, 7). On donne :

x‘:Ex+gy+1

- g application (P) sur (P) qui, & tout point M(x , y) , associe le point M'(x', y') tel que : S 95 :
s X+ 3 y+2

- M" le symétrique de M’ par rapport a M.

- Ag le point de coordonnées (3 , 1).

- (Aw) la suite des points définie par An+1 = f(Ad).

- (n , yn) les coordonnées de Aa.

1) Démontrer que le vecteur MM' a une direction fixe indépendante de M.

2) Déterminer I'ensemble des points M" lorsque M décrit (P).

3) Déduire des questions 1) et 2) une construction géométrique du point M'.

4) a) Démontrer que les points A appartiennent tous a la droite d'équation cartésienne 2x -y -5=0.
b) En déduire que pour tout entier naturel n, on a : Xae1= 2%a = 1,

5) a) Démontrer que pour tout entier naturel n, x» el yn sont des nombres entiers.
b) Démontrer que pour tout entier naturel n, x» = 21 + 1.

Page 38 e ——
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5 —
Exercice 2§ 25 minutes

Le plan complexe est muni d'un repre orthonormé (O ; T -i.) .

. 3 e ;
Soit le point Al—g.a].le vecteur ii(JZﬁ. -1.0) el lapplication g du plan dans lui-méme qui , A tout poIntM associg

le point M tel que : AM'* = (AM- ). -+ AM.,
a) Déterminer I'ensemble (A) des points invariants par g.

b) Montrer que le vecteur MM' a une direction fixe.
¢) Montrer que g est une affinité que I'on caractérisera.

Exercice 29 _BAC E - Nancy - 1970 70 minutes
Le plan est muni d'un repére orthonormé (01, ).
1) Soit a appartenant a J0 , +=[.

On considére la fonction f définie sur [-1 , 1] par: f(x)=ax-+2y1-x* .

Etudier la variation de f et construire, lorsque a = 1, sa courbe () dans un repére orthonormé. (Unité 2 cm).
2) On considére un couple (a , b) de réels.

x'=Xx+Dby
y'=ax+2y
Quelle relation les nombres a et b doivent-ils vérifier pour que Tab Soit une bijection de P dans P ?

a et b étant quelconques, déterminer I'ensemble des points invariants par Tab. Discuter suivanta etb
3) On suppose que a +2b = 0.

Déterminer une équation du lieu géométrique de M’ lorsque M décrit le cercle (C) de centre O et de rayon 1.
Préciser la nature de ce lieu.

4) On suppose a > 0.

Montrer que Tao est une affinité, dont on précisera l'axe, la direction et le rapport.

Déterminer une équation cartésienne du lieu (E) de M’ lorsque M decrit le cercle (C).

Montrer que (I) est une partie de (E). Comment (E) peut-il se déduire de (I).

Exercice 30 30 minutes
Dans I'éspace E rapporté au repére (O ; 1.3, F) , 'application f est définie analytiquement par
X'=—x—2y+2z—6
tout point M(x , y , 2) de I'espace est transformé parfen M'| y'=—x+z-3 ;
z'=—-2x—2y+3z—-6

1) Démontrer que f est une projection sur A de direction B, A et B étant des ensembles a déterminer.
2) Définir analytiquement la symétrie par rapport a A et de direction B.

Exercice 31 35 minutes
Dans l'espace E rapporté a un repére orthonormal direct (07,7, k) .

On considére le vecteur §(1,1,1) etl'application fde I'espace E vers lui-méme qui & tout point M, associe le point W
telque: OM'=0OM-UAOM.

1) Définir analytiquement f. Montrer que f est une transformation affine et définir analytiquement f-".

2) Démontrer que I'ensemble des points invariants par f est une droite (D). (On donnera une démonstration vectoriell®
et une démonstration analytique). :

3) Démontrer que, si M ﬂ'ﬂppﬂﬂiepl pas a (D), la droite (MM') est orthogonale au plan défini par M et (D).
4) Démontrer que la distance MM est proportionnelle  la distance du point M & la droite (D).

Soit Tas 'application de P vers P, qui a tout point M(x , y) associe le point M' (X', y') ol ‘

e —ae Page 390 %ﬁﬁﬁ#
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EXERCICES POUR s AUTO-EVALUER —~ SOLUTIONS

~~_ AB. d'oul ABC'C est un parallélogramme.

1)Ona CcC'=
£t puisque A, B, C sont non alignés, alors A, B et C' le sont aussi.
f est donc une application affine bijective car elle transforme trois points non alignés A BetC en trois points non

alignés A, B et C.
2) e f(A)=Aetf(B) =B.
ts. Par conséquent, la droite (AB) est invariante par f point

Dot les points A et B sont invarian
Supposons qu'il existe un point N n'appartenant pas a (AB), invariant par f.
On aurait alors irpis points A, B et N non alignés invariants par £
Alors tous les points du plan seraient invariants par f. Etdonc on auraitf(C) =C. Orona Cc#C.
D'oll il n'existe pas de point hors de la droite (AB) qui soit invariant par f.
Il en résulte alors qué lensemble des points invariants par f est 12 droite (AB).

(AB), fserala réflexion d'axe

e Sif f;st une isometrie, alors puisque I'ensemble des points invariants est la droite
(AB). EtC serait le symetr (AB). Ce qui n'est pas le cas.

. ! que orthogonal de C par rapport & la droife
D'oll f ne peut pas étre une isométrie.

o Soit M un point du plan.
(A,B,C)estun repére du plan, donc, Il existe deux réels a et  tels que AM=cAB +BAC (1)
Notons @ l'endomorphisme du plan associéaf . Ona:
AN =T(A) (M) =p(AM)=(p(c:AB +BAC)= mp{:xé]+B@(E}suf_{ﬂ)ffﬂj+Bf{ﬁ-]f(Cj:uEE +BAC' (2).
Des égalités (1) et (2), on déduit que W:BE@:GE@ _D'ois la droite (MM) est paralléle a la droite (AB).
droite passant par M et paraliéle a la droite (AB).

D'ols M’ appartienta la

Soit (D) une droite paralléle 3 la droite (AB) : .

si M appartient & (D). alors M’ appartienta la droite passant par M et paralléle &
Ainsi, si M appartient a (D), ilenest de méme de son image M’ par .

La droite (D) est donc globalement invariante par f.

3) e SoitG I'isobarycentr

par point.

(AB), qui est (D).

. des points A, Bet C. Ona G =bar(A, 1 (8. ),(C. 1)} Donc E:%AE'%I&_
2 AG=FB+LAC'. Dol &= CC'=~AB
° i 3 8

De ce qui précéde,
1)}, etf(G) = G' =bar{(A. 1), (B, 1), (C", 1)}.

@ G=bar{(A,1},(B,1]. (C. B,
On peut donc écrire AG'+BG+C'G'=0.Ce qui équivaut 8 AC+BC+C'C+3CG'=0.
que G +BC-+BA+3CG'=0. Donc Eé"—-géﬁ

or CC'= AB , alors on déduit
D'oll G appartient @ 12 droite (BC).

milieu de [BC], donc (1) est le milieu de [f(B)C)]-
tf(c)=C'. D'oitJ est le milieu de [B'C)-
b) e |, JetKsontles milieux respectifs de [BC], [CA] et [AB], d'ol :
| =bar{(B, 1). (C. 1)}, J = bar{(C, 1), (A, 1)} et K= bar{(A. 1).(B. 1))
Or G est lisobarycentre de A BetC,dol:
G=bar{(A.2).(E 2).(C,2)}= bar{(A, 1), (B, 1), (A, 1),(C,1).(B. 1), (C, 1
D'oll G est lisobarycentre des points I, J et K.
e Commedla question 1)a), on montre qué K et | sont les milieux respectifs de [C'A] et [A'B). Alors,
(J,2}= bar{(A", 1), (B'. 1), (A", 1), (C". 1), (8", 1).(C". 1)} = bar{(A". 2).(8'.2).(C, 2)}.

G =bar{(K,2). (. 2);
D'ols G est lisobarycentre de A, B'etC.
tre de A, B et C, alors f(G) est Iisobarycentre de

e ( étant 'isobarycen
| ﬁﬁﬁﬁﬁﬁ Page 391 ﬂ-
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Clest-a-dire f(G) est l'isobarycentre de A', B' ¢t C', qui est aussi G (d'apris ce qui pricide),
Dol f(G) = G. G est par conséquent invariant par [,
2)a) Ona B(0,0), A(-2, 1), C(4 . -1).

1 1] = 11 - —j 1
Donc on a aussi : I[Z.AE].JU ,0)el K[—1.§], IJ[~1,EJ, IK(—-3,1) ol JK[.—ZIEJ_
Soit ¢ 'endomorphisme associé & f,ona: 1
(i) = ) =K et @(iK)=(K) = ~1J. Cesl-a-dire lp[aa #3 i ] -

—
| i 7

1 5 4
. ﬁtf 3 1 ..'____'
b5l etel=31+])=| =1

- 1 = - 1=
—‘P(I}+E*P‘:I}=*'2|+§J . . 3. . L
. Il en découle que (i) = =5 -+-E| et @(j)=—14i +4].

Dol le systéme : 3 e
-3¢0 +olf)=T-31
-5 -14
Ainsi la matrice de ¢ dans labase (i , j) est: | 3 4
2

Soit M(x , y) un point du plan, et M'(x', y') son image par f.

-5 —14)[x-2 ' 1
f(M)= M équivauta (IM)=JM' . Clest-a-dire 1l=", |
(M) =M’ équivauta o(IM) 3 4:~'+-[r]

2 2

X'=—5x—14y+4
D'oil le systéme 3 qui définit analytiquement f.
y'=§x+4y—1

b) G a pour coordonnées [% : D] , de méme que f(G), d'oli f(G) = G.

1)a) » AD=BC et f est une application affine. D'ot f(A)f(D)=f(B)f(C).

C'est-a-dire Af(D)=DD=0. D'l f(D) = A.
e f(A)=Aetf(D) = A. D'oli I'mage de la droite (AD) par f est le singleton {A}.
e A, BetC sonttrois points non alignés du plan P, d'ot le plan P est le plan (ABC).
Orf(A) = Aetf(B) =f(C) = D. L'image du plan P par f est donc la droite (AD).
b) A, B et C sont frois points non alignés du plan et fof(A) = f(A) = A, fof(B) = f(D) = A et fof(C) = f(D) = A.
Dol pour tout point M du plan, on a fof(M) = A.
On en déduit que fof est une application constante.
2)a) » gof(A) = g(A) = A, gof(B) = g(D) = B et gof(C) = g(D) = B, donc I'mage par gof du plan P est la droite (AB).
D'ols Iimage M’ d’un point M quelconque du plan P par gof est sur la droite (AB).
e Soit M un point du plan, il existe deux réels a et b tels que AM=aAB+-bAC (1).
ors ona oT(A)goT(M)=agoT(A)a=TB)-+bgoTAGoTG). ¥
Cest-a-dire AM'=bAB+bAB=(a+b)AB (2)

Des égalités (1) et (2), on déduit que MM'=AM'— AM=bCE .
D'ou les droites (MM') et (CB) sont paralléles.

On peut alors conclure que gof est la projection sur la droite (AB)
parallélement a la droite (BC). '
b) Construction de M’ image d'un point M du plan parf:
Notons p = gof, alors gop = f, car g = g1,

Pour construire I'mage M' d'un point M par f :

On construit d'abord son projeté H sur la droite (AB) parallélement 4 (BC)

On construit enfin le syméirique orthogonal M de H par rapport 4 la droite (AC)

ey, Page 392 ——— - ——
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1) Soit M(x, y) un point du plan.
1 2
—X+=y+1

4
—X+=y+2
505

—

(] e 2 = - L. e
Ona MM —[5x+§r + 1](! +2]). D'oli le vecteur MM' est colindaire au vecteur fixe 742]. Donc

MM a une direction fixe indépendante de M.
2) Soit (x", y") les coordonnées du point M". On a :

. 4 2 4 2 2
X"=—-X+2X=—Xx—=y-1 T M | S, oy
Gl W

$ 5 o,
2 1 . D'olr -
y =-y+=-gx+zy-2 Y +2=—cxtoy

On remarque que x"+ 1 =-2(y" + 2). C'est-a-dire x" + 2y" + 5= 0.
D'oli lorsque M décrit le plan, M™ décrit Ia droite d'équation x + 2y + 5=0. i
3) Connaissant le point M, pour construire le point M' :
e On trace la droite (D) passant par M et de vecteur directeur i+2] . A)
C'est-a-dire (MM'). On sait que M, M’ et M" sont alignés.
D'ols M™ appartient a (D).
» On trace la droite (A) d'équation x + 2y + 5 = 0. Elle contient le point M™.
M" est le point de rencontre des droites (D) et (A). M' est le symétrique de M” par rapport a M.
4)a) Considérons la propriété Ps: « A, appartient a la droite d'équation 2x -y - 5=0u
2x3—1-5= 0. D'oll A appartient a la droite d'équation 2x —y - 5= 0. C'est-a-dire Po est vraie.
Supposons 2xx — yx — 5 = 0 pour un certain entier naturel k, montrons qu'alors 2x = yr1 -5=0.

6 2
g= =%+ —¥x+1
Xk +1 5‘& 5}"!:
9

Ona: 9 .
!ﬂ:+f=gxx+ =Y +2

o

9 ? ; Z
Donc: 2Xy .1 — Ykt -—5:2[?4 +§yk +1]—[§xk+ Ey" +2]—5= 2%, —Yx —5=0 (car d'aprés Ihypothése de
récurrence, A« appartient a la droite d'équation 2x -y -5 = 0).
D'oll A:+: appartient a cette droite.
On peut alors conclure d'aprés le principe
4 la droite d'équation 2x -y -5=0.
b) Soit n un entier naturel. : _ _
D'aprés la question 4)a), le point A, appartient 4 la droite d'équation 2x-y-5=0. C'esl-a-dire 2 —ya = 5=0.
Il'en ressort que yn = 2Xa = 5.

du raisonnement par récurrence que, pour tout entier naturel n, A appartient

Done X, =g;n .i_%yn +1 =36_xn +§{2Xﬂ —5)+1=2x, —1. D'oliXm1=2%a~—1.
5)a) ® Soit Qa la propriété : « x, est un nombre entier ».

Xo =3, et 3 est un entier. D'oli Qp est vraie. :
Supposons Qx vraie pour un certain entier naturel k, et montrons que G est vraie,
On sait que X1 = 2% — 1 et xx est un entier par hypothése, donc Xx«1 est un entier (la
entiers sont des entiers). D'ols Qs st vraie. ) .
D'aprés le principe du r?sisonnemeni par récurrence, on conclut que X» estun entn?r Pour tout entr:f Paturef n.
e Puisque x» est un entier, il en est de méme pour 5x - 5, c'est-a-dire pour yn. Dol ya est un entie.
b)xo=3=20141,

Supposons X = 21 + 1 pour un certain entier naturel k.
Dol d'aprés le principe du raisonnement par récurrence,

c'est-a-dire xan estun enlier.
somme et le produit de deux

ket 4 1]_1:23-"-'+ 1.

On a alors x1 = 2a-1=2(
=2n+1,

pour lout entier naturel n, on a X

Solution 28
a) Soit M un point du plan.

s 206383 e —————
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w

M appartienta (4) & M:=M' & m={m-ﬁl-ﬁ+m.
& (AM-0)G=0
o AM.d=0 car U=0.
+ Mappartient a la droile passant par A, de vecteur normal U.

D'l (A) est la droite passant par A et de vecteur normal u.
b) Soit M un point du plan, et M' son image parg,ona.

—

A= (AM-U)-T+AM &  MM=—AM+AM'= (AM-0)-T.
Puisque MM = {m- 1i)- 4, alors le vecteur MM' est colinéaire au vecteur fixe u.

D'ol le vecteur MM' a une direction fixe.

- — 3
c) Soit M(x , y) et M'(x', y') deux points du plan, ona: AM-T=242 - 1[1 +§] ;

— = 3
Ainsi, AM' = (AM-T)-U + AM équivauté[x‘+%.y']:[{Eﬁ—1][x+%].G]+[X+E.Y]=[Eﬁlx+%l.y

M-
Vom 33
Dou 'ZJE[HB] 8.
y'=y

- (1) est la droite d'équation x +%= 0.
- Soit H le point de (&) tel qu'il existe un réel k, MH=KMM',ona:
3 3
Xy —X=Kk(2vJ2 -1)|X+= xy = k(242 —1)|x —-] X
H (242 ]IK B}d‘ﬂﬂ =k }[ i
yu—y=0 Yu=Y
A : " 3 s 3 3
Or H appartient & la droite (8), d'oU xy +E=G.Cest~a-d|re k(242 —1) Xbg|+x+3=0.

Soit (k(22 —1)+ 1}[x+%] =0,

Or le point M est quelconque dans le plan, d'ol : k{zﬂ —1)+1=0.0nendéduitque: k= e 1

2J2 -1

—1 ¥ et par suite (242 — )MH=—(MH+HMY). Dloi HM' = 2J2HM .

T 21
Dlol MM est colinéaire au vecteur fixe T et HM'= 2J2HM , avec H appartenant a (A).
Alors g est 'affinité du plan d'axe (1), de direction celle du vecteur U, et de rapport 2.

D'oll MH

1) Les variations de f:
o fest définie et continue sur [-1, 1], car somme de fonctions définies et continues sur (-1, 1].
o Etudions la dérivabilité de fen-1eten 1.

f(x)=f() _ - ax—a+2J1—xz_
x—1 < -1 -

x—1

Wiy Ao

e ,—1_:(2 =+00

D'ols f n'est pas dérivable en 1. (Notons que la courbe de f admet au point d'abscisse 1, une demi-tangente verticale)
i f-f=0_ ax+a+ 21— x T,

P S x+1 X—Sme = x+1 !_-.:_nl_1 \/1—_12_-‘-0‘3

D'ol f n'est pas dérivable en -1 (La courbe de f admet au point d'abscisse -1 une demi-tangente verticale).
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Chapitre 16 : Applications affines

2x _a { it = 2%
\"1—1'.2 \.'(1—.1:2

Le signe de [ (x) est celui de ay/1—x* —2x, car pour tout x dans 1, 1[, ona {1—x* >0.

f est donc dérivable sur J1. 1[. Et pour tout réel xdans }-1, 1, ona '(x) =a—

gi-1<x<0,alorsona: a\h— x* —2x>0 (car somme de deux nombres positifs), c'est-a-dire f'(x) > 0.
gip<x<1ona:
afi-x* —2&<0 & a -l <X a(1-x) <4 & al<(a2+4)

2
& ¥>=
a“+4
& X 2 (carx>0 et a>0).
. ~J32+4
Commeona:at<a’+4, alorsona a<+a’+4 . Ce qui implique que :' <1.
a“+4

On a donc le tableau de variation de f qui suit :
x -1- - -1 a :-. 1

8
+ | B
1=}
8

. fl(x} -

f(x) _a/ \a

a

Vo +4

La courbe de f poura=1:

2

f =+a"+4.

:z_ 4 o 1 941 2=
i 1 | 1 | |

A A IS | i

S . e 1 1

2) e festune application affine car son expression analytique est sous la forme

{ x'=ax+by+c -

y'=a'x+b'y+c"’
b’ et ¢’ sont des nombres réels.

Soit | et J deux points tels que Ol=i et 0J=], (0,1, J) estun repére du plan.

f est donc bijective si et seulement si f(0), f(1) et f(J) sont non alignés.

OrflO) =0, =1(1, a) et ) = J'(b, 2).

Et det(Or .5T3=| 1 2| —2—ab. D'oli fest bijective si et seulement siab # 2.
a

[x=x+hy - [ by=0

* SoitM i : = !
(x,y)unpointduplan,ona: f(M)=M < y=ax+2y ax+y =0
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Sib =0, alors le systéme se réduit 4 I'équation ax + y = 0, qui est une équation de droite.
Par conséquent, I'ensemble des points invariants est la droite d'équation ax +y = 0.
Sib#0,alorsonay=0etax=0.Donc:
Si de plus a = 0, alors le systéme se réduit a I'équation y = 0.
D'ols 'ensemble des points invariants par f est I'axe des abscisses.
Sia#0,alorsonax=0ety=0. _
Il existe donc un unique point invariant par f, qui est 'origine O du repere.
3) On suppose a =-2b.
Soit M(x, y) un point du plan et M'(x, y') = Tas(M).

x__2x'—|:-y'
X=x+by . |" 24w .
Ona , qui équivaut & . Ainsi,
2+ 2b°

M(x,y) appartientaucercle (C) <« x2+y?=1

2 2
—by') (2bx'+y’
o (% by;]_l_[ x+52r]:1
24+ 2b 2+2b
y?
= 2x'2+—=1
2
|2 |2
X y
PO NG
[i]z (2’
J2

<> M appartient 3 I'ellipse de centre O, de sommets les points
1 1
Al—.0|, A'l-—.0[, B(0,v2) et B'(0,—+/2).
(&) 4 9) oD ez
Dol lorsque M décrit le cercle (C), M’ décrit I'ellipse de centre O et de sommets A, A’, B et B' définis ci-dessus.

4) ® Tz transforme tout point M(x , y) de P en le point M'(X, ¥') tel que . =
y'=ax+2y

Draprés la question 2), l'ensemble des points invariants par Tao est la droite (D) d'équation ax +y = 0.

— 0 - . . s
Ona MM'[ax p Y]:(ax +Y)j . D'ol la droite (MM') est paralléle & I'axe des ordonnées.

Soit H le point de (D) tel quil existe un réel k, MH=kMM’,ona: { R _
Yu =klax+y)+y
H appartient a (D), donc ax + (ax + y)k +y = 0. C'est-a-dire (k + 1)(ax +y) = 0.

Puisque le point M est quelconque, alors k =-1. D'oli MH=—MM" . Ce qui signifie que HM'=—2AM .

En conclusion, la droite (MM') est paralléle  'axe des ordonnées et HM'=—2HM , (H est le projeté de M sur (D),

parallélement & I'axe des ordonnées). Par conséquent Tap est I'affinité du plan, d'axe la droite (D), de direction celle dé
I'axe des ordonnées et de rapport -2. ;

'—y x=X'

x'=
e Pourb=0,0na: ‘est-3-di ' '
L.=ax+zy.cesla-dlre _y'—ax'.

M(x,y) appartienta (C) <« iyl=] & x.g+[y-_ax.]

2
D'oli une équation de (E) est : x2 + [i-z_ax_] =1

o Soit M(x, y) un point du plan.

D EEEEEEEEEEEEE—— R T T — #ﬁiﬁi
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Chapitre 16 : A pplications affines

M appartienta (E) <« [

= ]

y— —ax
- 2 =y1—-x% ou Yz =—\1-x2, avec x dans [-1, 1].

= y=ax+2'q|l1—x2 ou y=ax—2y1—x2 avec xdans [-1,1).

< Mappartienta (T) ou M appartient a (') : y = ax—2v1—x? , avec xdans [-1 , 1]
D'oil (E) est la réunion de (I) et (I"). () estdonc une partie de (E).
e Soit g la fonction définie par g(x) = ax—2y1— x?

g est définie sur [-1, 1] et pour tout réel x dans [-1, 1], g(x) = -f(-x).
Dol la courbe de g se deduit de celle de f par la symétrie centrale de centre O.
Pour construire (E), il suffit de construire (T') et le symétrique de (') par rapport & O.

1) e Déterminons I'ensemble des points invariants par f .
Soit M(x , y , z) un point de I'espace.
X=—X=—2y+22—6
Ona fM=M < y=—x+2-3 = xty-z+3=0.
z=—-2x—2y+3z—-6
D'oll I'ensemble A des points invariants par f est le plan d'équationx +y -2 +3=0
e Soit M(x,y,2z) etM'(x',y', ) = f(M) deux points de I'espace.
Vérifions si M’ appartienta A :
Eneffet, X+y -z +3=(x-2y+2z-6) + (-x+2-3) - (-2x-2y +32-6)+3 =0.
D'oli M’ appartient au plan A d'équation x +y -z +3=0.
Vérifions si le vecteur MM a une direction fixe :
—-2x—2y+2z2-6
Eneffet, ona MM/| —x—y+z—3 |=(—x—y+2—=3)2i +]+2k).
—2x—2y+22—6

D'oll MM* est colinéaire au vecteur fixe 21 + T +2k.

Soit B la droite passant par O et de vecteur directeur 27 + T +2Kk etAle plan d'équation x +y-z+3=0,festla

projection sur A, parallélement a B. |
2) Soit s la symétrie par rapport a A, de direction B. :
M(x. v . z) un point de I'espace, M'(x', ¥’ , Z) = s(M) et | le milieu de [MM7]. Ona:

"X ' z'+z X'4y'-2'=—(x+y-2)-

{ Le A St sk AR +3=0 x'=2k+x

s(M)=M' < = 2 2 2 =

(MM')//B e e o o y'=k+y
MM = k(27 + ] +2K) 3o

X'=—3x—4y+4z-12
Ce quinous conduita { y'=—2x—y+22—6 . (le lecteur fera les calculs)
2'=—4x—4y +52-12 '

1) SoitM(x,y,z) et M(x',y',z) deux points de I'espace. i

R . PA0E 11 e ——
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Chapitre 16 : Applications affines

fiM=M <« OM'=0M-—TGAOM
1 2
1 %

Z

-
I

- |1 X-=
j= k
-l

& xi+yj+ z'E={x+y—z)?+[-x+3'+?-ﬁ+{’(‘5’+z:'i

X'=X+¥—1
D'ot f transforme tout point M(x , y , z) de l'espace en le point M(x,y,2) 0l {y'=—X+y+z.
Z'=X-y+2

x'=ax+by+cz+d
e L'expression analytique de f est sous la forme : y'=a'x+b'y+c'z+ d' , d'ou festune application affine.
z| = aux +b1ly +cuz + du
Soit I, J et K trois points tels que Ol=1, 0J= 7 et OK=Kk. O,1,JetKsontnon coplanaires.
Ona: f(0)=0, f()=r(,-1,1), {8)=J(1,1,-1) et fiK) =K1 4.4

Ay -1 1= I —1- - - -
DrDIAOJz‘ _1||+‘ ‘j+1 1‘k=2j+2k.

1 1 1 -1 1

Et (ﬁ"-’\m;l' OK' = —1x04+1x2+1x2=4=0. D'ol 0. I', J' et K" sont non coplanaires.
points non coplanaires. D'oll f est bijective.

f transforme quatre points non coplanaires, en quatre
Par conséquent, festune transformation affine de I'espace.
e SoitM(x,y,2) et M(x',y,Z)deux points de |'espace.

..
x'=—=(x+2)
X'+y'—2'=X ?
f(M) =M & X'+y'+z'=y & -y‘=§(x+y}. (le fecteur fera la résolution)
X'—y'+2'=2 1
|=__ +
=20y z)
x'-1(x+z}
2
Dot ' transforme tout point M(x. ¥, z) de l'espace en le point M,y Z),0u {y'= %(x +Y).
-
252W+ﬂ

2) Démonstration vectorielle :
Soit M un point de I'espace.
M=M & ON = OM — i A OM o TAOM=0.

Finalement, M appartienta la droite passant par O et de vecteur directeur U .

D'ols 'ensemble des points invariants par f est la droite passant par O et de vecteur directeur

Démonstration analytique
Soit M(x,y,z)un point de l'espace.

(1,19

X=X+y—2 x=KkK
m=M o {y=—x+y+tz S Y= k. keR. (le lecteur ferala résolution)
z=X-Yy+2Z Z=K .
x =k
. _ R.
D'ol I'ensemble des points invariants par f est la droite dont une représentation paramétriqué estiy =K. k€
7=k

C'est-a-dire, la droite passant par 0 et vecteur directeur T(1,1,1).

3) Scit M un point de I'espace, n'appartenant pas a (D).
Page 338 ﬁ/
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Chapitre 16 : Applications affines

%

Le vecteur GAOM est un vecteur normal au plan passant par M et contenant (D).
Or MM’ =—OM + OM'=—GAOM , alors MM’ est colinéaire 2 iAOM . Doncla
au plan passant par M el contenant (D).
4)Ona MM = —OM+OM'= —GAOM.

ol
Dois MM = [ A OM] =[] - V3d(M, (D). ois d(M (D)) estla distance de M 2 a dot (D).

droite (MM') est perpendiculaire a /

D'oll MM’ est proportionnelle 4 la distance de M a (D).
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Cette collection va a coup str marquer I'univers du support
didactique au Cameroun, voire au-deld de nos frontiéres
nationales.

Des les premiéres pages, le ton est donné : le lecteur est
embarqué dans le si]lége d’'une approche méthodologique et
pédagogique atypique, pittoresque, trés élaboré et accessible
a tous.

Eléves, étudiants et méme les enseignants y trouveront une
véritable source d'inspiration et une meilleure couverture des
programmes officiels. Nous ne saurions que trop leur
recommander de faire de cette collection leurs nouveaux

manuels de chevet.

Gilbert NKENG ESSOMBO
| Professeur de classe exceptionnelle
Inspecteur Pédagogique National de Mathématiques.
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