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Préface

Ce manuel comprend neuf chapitres. Chaque chapitre comprend trois rubriques :
Cours, QCM-Vrai ou faux et Exercices et problémes.

La rubrique Cours comprend

. des activités visant 4 permetire aux éléves de développer leur capacité 4
chercher, 4 expérimenter, 4 modéliser, 4 conjecturer et 48 démontrer,

. les résultats du cours 4 retenir,

. des exercices et problémes résolus.

La rubrigue QCM vise d permettre d I’éléve de faire sa propre évaluation.
La rubrique Vrai ou faux vise d I’apprentissage progressif des régles logiques.

La rubrique Exercices et problemes comprend des exercices et problémes visant a
permettre aux éléves de mobiliser leurs compétences de fagon autonome.
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Chapitre 1

Continuité et limites

C’est 1’élaboration d’une démonstration précise du théoréme des valeurs
intermédiaires, qui amena Bolzano (1817) & définir la notion de continuité
d’une fonction.

Le théoréme des valeurs intermédiaires , qui semble géométriquement
évident, a été utilisé sans scrupules par Euler et Gauss.

Bolzano, cependant estime qu’une démonstration précise est nécessaire
pour atteindre une plus grande rigueur en Analyse.

(E.Haier et al, L’analyse au fil
de ’histoire , 2000).



(Chapie 1)

Continuité et limites

|. Rappels

Dans ce paragraphe nous rappelons les principaux théorémes vus en troisi¢me année.

1.1 Continuité et limite en un réel

Activité 1
Dans chacun des cas suivants déterminer I’ensemble de définition de la fonction f et justifier
la continuité de f en tout réel de son ensemble de définition.

1. frx>l-x+ x2. . |_5x + 1| -2 . Togte fonction polynéme est continue en
4 f: x> —m —, tout réel.

. _ 1 x+3 ¢ Toute fonction rationnelle est continue en

2. fi x> x——. ! -~
x—1 %2 +1 tout réel de son ensemble de définition.
sinx +1 5.f: x> .  Les fonctions x > cosx et X > sinx
3.f:x 2t cosx x-1 sont continues en tout réel.
Théoréme

Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I et a un réel de L.

f| et f* (n € N') sont continues

« Si f est continue en a, alors les fonctions af (a €R),
en a.

. . ) 1 1 .
« Si fest continue en a et ()0, alors les fonctions R et o (n € N') sont continues

en a.
« Si f et g sont continues en a, alors f+g et f xg sont continues en a.

. . f .
« Si fet g sont continues en a et g(a)= 0, alors — est continue en a.
g

« Si f est positive sur I et f est continue en a, alors la fonction JT est continue en a.
Activité 2
2x% —4x+2
=
1. Vérifier que pour tout réel x =1, f(x)=2[x-1|.
2. En déduire lim f(x).

x—l1

Soit la fonction f:x —>

Théoreme
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I, sauf peut-étre en un réel a de 1.
S’il existe une fonction g définie sur I, continue en a et telle que g(x)=f(x) pour

tout x #a, alors lim f(x)=g(a).

X—a
r Continuité et limites \
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Activité 3
x? +sinx lim 32X _1
_—. x>0 X

Soit f la fonction définie sur R par f (x) =
X

Montrer que f est prolongeable par continuité en 0 et déterminer son prolongement.

Théoréme
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I, sauf en un réel a de 1.

Si la fonction f admet une limite finie £ lorsque x tend vers a, alors la fonction g définie
f(x) six #a,

4 six=a.

sur I par g(x)= { est continue en a.

Activite 4
Soit f la fonction définie par Une fonction f définie sur un intervalle ouvert I
( 2 est continue en un réel a de I, si et seulement si,
~4(x*+x-2) lim f(x)= lim f(x)=f(a).
W six<l, X8 x—a’
2
={ x°-1 .
f(x) ) six>1,
Jx -1
. 0 six=1.
1. Calculer lim f(x) et lim f(x).
x—1" x—-1*

2. La fonction f est-elle continue en 1 ?

Activité 5
+1
Soit la fonction f:x > u
x+1

La fonction f admet-elle une limite en —1 ?

1.2 Continuité sur un intervalle

¢ Une fonction est continue sur un intervalle

Activite
Soit f1a fonction définie sur [0 TI:] par ouvert I si elle est continue en tout réel de 1.
’ e Une fonction est continue sur un intervalle [a,b]
f(x) - 1-cosx si x e ]O,Tl:], si elle est continue sur |a,b[, & droite en a et &
X gauche en b.
f (0) =0. De fagon analogue, on définit la continuité de f sur
les intervalles [a,b[, Ja,b], [a,+[ et ]<0,a].

Montrer que f est continue sur [0,7].

( Continuité et limites \
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1.3 Opérations sur les limites
Soit L et L' deux réels.
Les résultats qui suivent concernent les opérations sur les limites en un réel ou a I’infini.

limf limg lLm(f+g) lmf lLmg lim(fxg) | | -
' ()] i L
L L s L I LxL’ &)
L +00 +00 +00 L'>0 +00 L
—© L' —© +00 L'<0 —© L L'#0 I
— — — S =L <L +00 L'>0 +00
—0) —c2) = +00 —0 —0
+00 L'<0 —00
—0 —0 +00
s i - L 1 Ll T L +0 0
imf  Lmlf]  lim ] L —0 0
o (On
L |L| \/|f| L%0 0 applique la
+00 +00 +00 régle des
—0 +00 +00 signes).

Les régles énoncées dans les tableaux précédents ne s’appliquent pas lorsqu’il s’agit
d’étudier

* la limite de la somme de deux fonctions dont I’une tend vers +oc 1’autre tend vers —o.

* la limite du produit de deux fonctions dont I’une tend vers 1’infini I’autre tend vers 0.

* la limite du quotient de deux fonctions qui tendent toutes les deux vers 1’infini ou toutes
les deux vers 0.

Une transformation d’écriture adéquate pourra nous ramener a I’un des théorémes résumés
dans les tableaux ci-dessus.

Théoréme

« La limite d’une fonction polynéme a I’infini est la méme que celle de son terme de
plus haut degré.

« La limite d’une fonction rationnelle a I’infini est la méme que celle du quotient des
termes de plus haut degré.

Activité
Déterminer les limites ci-dessous.
) 1
b ey 5. lim V2x—3| ——-2 |
X—> —
2. lim +—5x+1-3x. (x-3)
X—>—00
) 5 3
) 2 6. lim =-2x |[x” +x]).
2
3. Xl_lglw(—x —x) +4/2 X, x_,m[ 241 J( )
A 7. lim Vx -x.
4. lim 5x3+ 3x -1 ) X0
x—2 |X—2|

( Continuité et limites \
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ll. Branches infinies

Activité 1
La courbe ci-contre est la représentation
graphique d’une fonction f définie sur
o0, —1[ U1, + o[ . Les droites d’équations

x=-1, x=1,y=0et y=—x-3 sont

des asymptotes a cette courbe.
Déterminer lim f(x), lim f(x)+x+3

X—>—0 X—>—© -
lim f(x), xli_1)111+f(x) et lim f(x). T

[ [y N M
|

R Y Y E N N
|

x—(-1)

Soit f une fonction et C; sa courbe représentative dans un repére orthogonal.
On dit que C; admet une branche infinie dés que ’'une des coordonnées d’un point de Cs

tend vers 1’infini.

Nous avons résumé dans le tableau ci-dessous la nature de certaines branches infinies vues

en 3™ année.

£
1im+f(x)=+oo ou 1im+f(x)=—oo.
X—a X—a
lim f(x)=+c0 ou lim f(x)=—.
X—a X—a
lim f(x)=Lou lim f(x)=L.
X400 X——®©
I _ — i _ -0,
x_l)I}_lw(f(x) (ax+b)) 0 ou x1_1)111m(f(x) (ax+b)) 0
Activité 2

Soit f la fonction définie sur R par f(x)= VxZ+x+1.

e

LadroiteD:x =a est
asymptote a C;.

Ladroite D:y=L est
asymptote a C;.

Ladroite D:y=ax+b est
asymptote a C;.

On désigne par C; la courbe représentative de f dans un repére orthonormé.

1. a. Déterminer lim f (x)
X—>+w

b. Montrer que pour tout réel strictement positif x, £ (x)=x /1 L Lz .
X x

f
¢. En déduire lim ﬁ
X—>+0o X

( Continuité et limites \
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2. a. Montrer que pour tout réel strictement positif x, f(x)-x = \/

1+l
X

1+1+L2+1
X x

b. En déduire lim f(x)—x. Interpréter graphiquement le résultat.

X—>+00

f
3. Calculer lim f(x), lim f(x) et lim f(x)+x. Interpréter graphiquement le résultat.

X——© x—o—© X X——o0

Soit fune fonction telle que f (x) tend vers I’infini, lorsque x tend vers 1’infini. On désigne
parC; sa courbe représentative dans un repére orthogonal (O ,Y,]) . Alors la branche infinie

fx)

de C; dépend de la limite de —=, lorsque x tend vers ’infini.
X

Nous donnons dans le tableau ci-dessous un procédé de détermination de la branche infinie
de C; danslecasou lim f(x)=-co. Les autres cas se déterminent de fagon analogue.
X—>+00

f
*Si lim ﬂ est infinie, alors C; admet une branche parabolique de direction
X—>+o X

(O, _j) au voisinage de +.

f -
*Si lim (x) =0, alors C; admet une branche parabolique de direction(O, i) au
X—>+o X

voisinage de +o.

.o fi(x
*Si lim Q =a (a € ]R*) alors deux cas peuvent se présenter selon
Xx—+0 X

xl—l)r-ll-loo (f(x)—ax).
«Si lim (f(x)—ax)=b (beR) alors la droite d’équation y=ax+b est une

X—>+00
asymptote oblique a la courbe C; au voisinage de +co.

«Si lim (f (x) - ax) est infinie alors la droite d’équation y =ax est une direction
X—>+00

asymptotique a la courbe C; au voisinage de +oo.
Activité 3
Soit f la fonction définie sur [—1,+oo[ par f(x)=2x+ Jx+1et C; la courbe de f dans un
repere orthonormé (O ,T,]) .
1. Etudier les variations de f.
2. Déterminer la nature de la branche infinie de C; au voisinage de +.

( Continuité et limites \

3. Tracer C;.
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Activité 4

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O ,T,]) .

Soit A la droite d’équation y=1-x.
A tout réel x, on associe le point M de A d’abscisse x

et on désigne par f la fonction définie par f(x)=OM. e ——
N al [
Soit C; la courbe représentative de f dans le repére (O )1, j) . 21. % I
-31

1. Etudier géométriquement les variations de f, ainsi que ses
limites en 1’infini. 4l

2. a. Expliciter f(x).

. 1 Soit f une fonction définie sur D.
b. Montrer que la droite D:x = 5 estun  On désigne par C; sa courbe représentative dans un

repére orthogonal.
La droite A:x =a (aeR) est un axe de symétrie

(2a-x)eD,
f(2a-x)=f(x).

axe de symeétrie de C;.
c. Montrer que la droite D’ d’équation

2 . pour C; sipour tout x de D,
y= J2x —% est une asymptote a la f

courbe C; au voisinage de +o.
3. Etudier les variations de f et tracer C;.

lll. Continuité et limite d’une fonction composée

lll.1 Composée de deux fonctions

Activité 1
Dans la figure ci-contre Cy et C, sont les courbes
représentatives de deux fonctions f et g définies
respectivement sur R et R, .

1. Lire sur le graphique les images par f des
réels —1, 0, 1, 2 et 3, ainsi que les images
par gdes réels 0, 1, 2, et 3.
2. Soit les fonctions h:x g(f(x)) et k:ix— f(g(x)).

a. Déterminer les images par h des réels —1, 0, 1, 2 et 3.
b. Déterminer les images par k des réels 0, 1, 2 et 3.

Définition
Soit u une fonction définie sur un ensemble I et v une fonction définie sur un ensemble J
tel que u(I) est inclus dans J.

La fonction notée vou, définie sur I par vou(x)zv(u(x)), est appelée fonction

composée de u et v.

,( Continuité et limites \
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Activité 2
Dans chacun des cas suivants, déterminer deux fonctions u et v telles que f =vou.
1. f:x > cos(mx+1). 2. f:xl—)xsin(l). 3. f:xl—)tan(zlj.
X X

lll. 2 Continuité d’une fonction composée

Théoréme
Soit u une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant un réel a et v une fonction
définie sur un intervalle ouvert J contenant le réel u(a).

Si u est continue en a et v est continue en u (a) , alors la fonction vou est continue en a.

Démonstration
Soit un réel B> 0. La fonction v étant continue en u(a), il existe un réel a > 0 tel que

y—u(a)| <o = |v(y)—v(u(a))’ <B.

Puisque la fonction u est continue en a, alors il existe un réel a; >0 tel que

yel,

xel,

x-a|<a; = [u(x)-u(a)<a.
On peut donc écrire
x-a|<o; = [u(x)-u(a)l<a = ’v(u(x))—v(u(a))|<[3

11 en résulte que la fonction vou est continue en a.

xel,

Corollaire
La composée de deux fonctions continues est continue.

Activité
Etudier dans chaque cas la continuité de f sur I’intervalle 1.
1.f:x|—)sin(x2+§) I=R. 2.f:x|—)cos(x—+ij I=]1,+00f.
x p—

lll. 3 Limite d’'une fonction composée

Théoréme (admis)
Soit I et J deux intervalles ouverts, aunréel de I, £ unréel de J et £’ un réel.
Soit u une fonction définie sur I, sauf peut €tre en a et v une fonction définie sur J, sauf
peut étreen £.

Si limu(x)=£ et limv(x)=4¢,alors lim vou(x)=2¢".

X—>a x—>/ X—>a
Activité 1
Déterminer dans chaque cas la limite de (x) lorsque x tend vers a.
cos(xz)—l sin(\/;—l)
l.f:x a=0 2.fx a=1.

x2 . Jx -1

,( Continuité et limites \
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n(x®+x-12
( )
x-3

Activité 2
Soit la fonction f : x — sin

f est-elle prolongeable par continuité en 3 ?

Activité 3
Dans la figure ci-contre est représentée une fonction f
définie sur R .

Déterminer lim f(zj , lim f(x_4) et lim f(sinx—1).

x—2 X x—4 X x—0

Théoréme (admis)
Soit u et v deux fonctions. Soit a, b et ¢ finis ou infinis.
Si limu(x)=b et lim v(x)=c alors limvou(x)=c.
Xx—a Xx—b X—a
Activite 4

Soit la fonction f: x — xsin (1) )
X

Déterminer lim f(x).

X—»+a0
Activité 5
Déterminer lim tan| — | et lim (x—1)cos =
x—1* 2x X—>+a0 x-1

IV. Limites et ordre
Activité 1

Soit f, g et h les fonctions définies par f(x)=x*sin (lj +1, g(x)=—x*+1 et
X

h (x) =x%+1.
1. Montrer que pour tout réel nonnulx ona g(x)<f(x)<h(x).
2. Dans la figure ci-contre on a représenté G

les trois fonctions f, g et h.

a. Identifier la courbe de chacune de ces fonctions. c 1

. . . 2,
b. Que peut-on conjecturer sur la limite de f(x)
lorsque x tend vers 0 ? o

,( Continuité et limites \
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Cours ;
Activité 2

Dans la figure ci-contre on a représenté les Cr
fonctions f et g définies par f(x)=+/—x +cosx

%
et g(x)=v—x-1
( )

1. Etudier la position relative de C; et C, .

-15 -10 -5

2. Que peut-on conjecturer sur la limite de f (x) lorsque x tend vers —oo ?

Théoréme
Soit f, u et v trois fonctions définies sur un intervalle I sauf peut-étre en un réel a de L.
Soit deux réels £ et £'.

- Si u(x)<v(x) pourtout x #a etsi limu=2 et limv=2¢ alors £<¢'.
a a

- Si u(x)<f(x)<v(x) pourtout x #a etsi limu=1limv=/¢ alors imf =¢.
a a a

Les résultats énoncés ci-dessus restent valables lorsque 1’on considére des limites a
I’infini, a droite en a ou a gauche en a.
Démonstration
- Posons g(x)=v(x)-u(x) pourtout x #a.

D’apreés I’hypothése faite sur les fonctions u et v, la fonction g est positive et limg = ¢'— 4.
a

On en déduit que ¢<¢'.
- Posons h(x)=f(x)—u(x) et g(x)=v(x)-u(x) pourtout x #a.
D’apres 1’hypothése faite sur les fonctions f,uetv, 0 < h(x) < g(x) pour tout x #a et

limg =0. On en déduit que pour tout >0, il existe o > 0 tel que
a

xeletO<|x—aj<a = h(x)<g(x)<B.
Le théoréme en découle.

Théoréme
Soit f et u deux fonctions définies sur un intervalle I sauf peut-étre en un réel a de L.

« Si f(x)>u(x) pourtout x #a etsi limu=-+co, alors limf =-+co.
a a

« Si f(x)<u(x) pourtout x #a etsi limu=—w0, alors limf =—o.
a a

Ces résultats restent valables lorsque I’on considére des limites a I’infini, & droite en a ou
a gauche en a.

Démonstration
 Soitunréel A >0.L’égalité limu =+ implique I’existence d’un réel o > 0 tel que
a

xelet0<|x—al<a = u(x)>A.

( Continuité et limites \
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On en déduit, compte tenu de ’hypothése, que x el et 0<|x—a|]<a = f(x)>u(x)>A,

La propriété en découle.
 La deuxiéme propriété découle de la premiére en considérant les fonctions —u et —f.

Activité 3
) ) —COSX .., ) ) )
Soit la fonction f:x — . Déterminer limf et limf.
X +a0 —0

Activitée 4

Soit la fonction f:x — Lz +cos? (1) + «/; .

X X
1. Montrer que f(x)> Lz’ x eR}.
X

2. En déduire limf.
0+

V. Image d’un intervalle par une fonction continue
V. 1 Théoréme des valeurs intermédiaires

Activité 1
Dans chacun des cas suivants, déterminer graphiquement 1’image f (I) de I’intervalle 1.

Théoréme (Rappel)

L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Activité 2 S U B '
Le graphique ci-contre représente une L L 21
fonction g définie sur [-6,+[. ~  ------

Déterminer g([—6,4]) et g([—3,5]).

r Continuité et limites \

15



Théoréme des valeurs intermédiaires (Rappel)
Soit f une fonction continue sur un intervalle 1.
Soit a et b deux réels de I tels que a<b.

Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b) 1’équation o o S

f(x)=k posséde au moins une solution dans ki

I’intervalle [a,b]. f(a),__j:

En particulier, si f(a).f(b)<0 alors ’équation

f(x)=0 admet au moins une solution dans |a,b[ .

Activité 3

Montrer que les fonctions ci-dessous sont Une fonction f est strictement croissante sur un

strictement monotones sur 1.
a<b, f(a)<f(b).

intervalle I si pour tous réels a et b de I tels que

X 7 =R, ; Une fonction f est strictement décroissante sur
1+x un intervalle I si pour tous réels a et b de I tels
2 T
x> cos“x,I=[—,
6 Une fonction est strictement monotone sur un

T
3
x> (1+x)° ,1=[0,4]

Théoreme
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle 1.

1; que a<b, f(a)>f(b).

Soit a et b deux réels de I tels quea < b . Alors pour tout réel k compris entre
f(a) et f(b) I’équation f(x)=k admet une unique solution dans [a,b].

Démonstration
Elle découle des valeurs intermédiaires et de la stricte monotonie de f.

Activité 4
Le graphique ci-contre représente la fonction
f:xH2x—-cosx
1. Justifier la continuité de f sur R ..

2n

3nt

intervalle I, si elle est strictement croissante
sur I ou strictement décroissante sur 1.

2. a. Etudier les variations de sur[O,g] . P "

a
»
3

b. Montrer que 1’équation f (x) =— admet une

6 —3n+

Y

solution unique o dans [O,g].
. T T . .
3. a. Lequel des intervalles ]O,Z[ et ]Z,E[ contient la solution o ?

. : . T
b. Déterminer un encadrement de a d’amplitude P

T

2n 3l1! 4.1r

( Continuité et limites \
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Activité 5

La courbe représentée ci-contre est celle de la fonction
f:x x> +x-1.

I/ 1. Donner I’ensemble de définition de f.

2. Justifier la continuité de f sur R.

3. Montrer que I’équation f(x) =0 admet une unique solution a RN VAR
dans [0,1].

4. On se propose de trouver un encadrement de plus en plus précis de
o, en divisant a chaque fois I’intervalle contenant a en deux 4

intervalles de méme amplitude.
(Ce procédé est appelé « méthode de dichotomie »).

—_ N W

b DN\

a. Calculer f (%) et en déduire que o appartient a I’intervalle [%, 1].

b. Calculer f (%) et en déduire que a appartient & I’intervalle [%, %].

c. Poursuivre le procédé pour déduire un encadrement de o d’amplitude 107",
d. Donner un encadrement de a d’amplitude 1072

II/ Avec ’ordinateur

Anli i i B A B c [ D T E B

Pour réaliser la feuille de calcul ci-contre 8- . D B e
avec le tableur Excel, 2 0 1 05 1 10375
3 05 1 0,75 0375 1|_0,171875
¢ dans les cellules 4 03 0,75 0625 0375] 0,171875]-0,13085938)
5 0625 075 0,6875/:0,13085938] _0,171875] 0,01245117]
Al, Bl1, Cl, DI, El et FI taper 6 0,625 0,6875' 065625 13083538 G0 2451 170.061 13671
7] 065625 06875 _0671875-0,06112671] 0,01245117]-0,02482986,
; 8 0671875 06875 0,6/96875]-0,02482986] 0,01245117] -0,0063138
respectivement a, b, (a + b)/ 2, f(a), 9 [ 06796875] __ 0,6875 0,68359375 -0&3138' 0,01245117] 0,00303739
0| 06796875 068359375] 0,68164063 -0,0063138[ 0,00303739] _-0,001646
f(b) et f((a +b)/2) ; 0,68164063| 0,68359375| 068261719 _-0,001646] 0,00303739] 0,00069374]
2] 0,68164063) 0,68261719] 0,68212891] -0,001646] 0,00069374]-0,00047663
] 13] 0,68212891] 0,68261719] 0,68237305-0,00047662] 0,00069374] 0,00010844
« dans la cellule A2, taper 0 ; dans la 14 0,68212891] 0,68237305] 0,68225098]-0,00047662| 0,000108441-0,00018412

cellule B2, taper 1 (encadrement initial) ;
» dans la cellule C2, taper

=(A2+B2)/2
dans la cellule D2, taper
=PUISSANCE(A2;3)+A2-1| et recopier vers la droite en E2 et F2 ;

« dans la cellule A3, taper |=SI(F2*E2 > 0;A2;C2)| et dans la cellule B3, taper

=SI(F2*E2 > 0;C2;B2)|;

Déterminer un encadrement de o d’amplitude 1073,

Théoréme
Soit f une fonction continue sur un intervalle 1.
Si la fonction f ne s’annule en aucun point de I alors elle garde un signe constant sur 1.

( Continuité et limites \
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Démonstration

Supposons que f change de signe sur L.
Il existe alors deux réels a et B (o <B) de Itels que f(a).f(B)<0

La fonction f étant continue sur [a,B], I’équation f(x)=0 admet au moins une solution
dans [a,B] . Ce qui contredit I’hypothése « f ne s’annule en aucun point de I ».

Activité 6
1. Montrer que la fonction f:x > 1+x+ x2+x3+. +x!10 garde un signe constant sur R .

2. Montrer que la fonction f:x > 1+sinx + sin® x +sin® x +...+sin'" x garde un signe
constant sur R .

V. 2 Image d'un intervalle fermé borné par une fonction continue

Activite 1
On a représenté ci-contre la courbe d’une fonction f
définie sur [-5,4].
1. Déterminer f([—5,4]) .
2. a. Déterminer le minimum m et le maximum M
de f sur [-5,4].

b. Résoudre graphiquement chacune des équations f(x)=m et f(x)=M.

Théoréme
ML _
L’image d’un intervalle fermé borné [a,b] par une |
fonction continue est un intervalle fermé borné [m,M]. fa)l - :
Le réel m est le minimum de f sur [a,b]. fo)- Ry
Le réel M est le maximum de f sur [a,b]. Lo \E/b
my - — —
Activité 2
Soit f la fonction définie sur R par f(x)=sin’x.
1. a. Déterminer le minimum et le maximum de f sur [—g,g] .
b. En déduire f([—ﬁ,ﬁ]).
66
, . . . T 4xn T llx
2. Déterminer I’image par f de chacun des intervalles, [E’?] et [g,?].

,( Continuité et limites \
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Soit la fonction f définie sur R par f(x)=x +i.
X

Activité 3

Déterminer £ ([1,4]), £([-10,-1]).

Activité 4
Sur la figure ci-contre, # est le cercle trigonométrique de . 1
centre O et (GI,O—M) = X[21t] avec x appartenant a ]0,%[ . Q 'y
On désigne par A(x) et ?(x) aire et le périmétre du E—

rectangle OPMQ.

1. Soit f et g les fonctions définies sur [0,%] par
f(x)=sinxcosx et g(x)=2(sinx +cosx).

Déterminer ’image de ’intervalle [O,g] par chacune des fonctions f et g.

2. En déduire les valeurs maximales respectives de 4(x) et de @(x).

VI. Image d’un intervalle par une fonction strictement monotone

Théoréme (admis)
Soit fune fonction définie sur un intervalle de type [a,b[ (b fini ou infini).

« Si la fonction f est croissante et majorée alors f posseéde une limite finie en b.

« Si la fonction f est croissante et non majorée alors f tend vers +o enb.

« Si la fonction f est décroissante et minorée alors f posséde une limite finie en b.
« Si la fonction f est décroissante et non minorée alors f tend vers —o en b.

Activite 1
Soit fune fonction définie et croissante sur R, telle que pour tout entier naturel n,
f(n)=n+1. Etudier la limite de f en +o.

Théoréme (admis)

L’image d’un intervalle I par une fonction continue et strictement monotone sur I est un
intervalle de méme nature.

,( Continuité et limites \
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Exemples
e Si fest strictement Si fest strictement
I1=[a,b] f(I [f f(b ] f(1)=[f(b),f(a)]
I=[a,b[ (2R, beR) f(I)=I[f(a), llmf[ f(I)= ]hrpf,f(a)]
I1=[a,+x[(acR) f(I)=[f(a), lim T f(I)=]11mf f(a)]
I=]a,b[ (2R, beR) f(I)=1] hmf lim f] f(I)= ]hmf,hmf[
b ' a’
Activité 2
Déterminer I’image de I’intervalle I par la fonction f dans chacun des cas ci-dessous.
1.f:x “; 1=1]2, +[.

2.1 xl—)\/x -2x,I= ]—oo 0]

3.f:xH tan(xn) , I=]—5, 0[.
Probléme résolu
L. 1. Soit la fonction f définie sur I'intervalle [0,1] par f(x)= 16x* (1 —x)2 .
a. Vérifier que pour tout x €[0,1], f(x) <f (%) .
b. Montrer que f([O, 1]) =[0, 1].
2. Soit un entier n > 2. Montrer que I’équation f (x + i) =f(x) admet au moins une

solution dans I’intervalle [0, l—l] .

n
IL. Le but de cette partie est de montrer que si f est une fonction continue sur I’intervalle
[0, 1] telle que £(0)=1(1) et f([O, 1]) =[0, 1], alors pour tout entier n > 2, I’équation
f [x + l) =f(x) admet au moins une solution dans 1’intervalle [0, l—l] .
n n
Soit g la fonction définie sur [0, l—l] par g(x)=f(x)- f(x + l) .
n n

1. Montrer que g est continue sur [0, l—l] .
n

( Continuité et limites \
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2. Montrer que g(0)+ g[l) + g(gj ot g(n—_l) =0.
n n n
3. En déduire qu’il existe o €]0, l—l] tel que f[oc +l) =f(a).
n n
Solution
Lla. f(x)=16(x(1-x))’, x [0, 1].

On considére la fonction f; définie sur [0, 1] par f;(x)=x(1-x).

. . . 1 Ly
Comme la fonction f; atteint son maximum sur [0, 1] en —, on en déduit que

£(x) Sf@, xe[o0, 1].
b. La fonction f est continue sur le fermé borné [0,1], il existe deux réels o et B tels que
£([0, 1])=[f (), £(B)].
f(a) est le minimum de fsur [0, 1] et f(B) est le maximum de f sur [0, 1].
Pour tout x [0, 1], 0<f(x) sf(%) et £(0)=0, f[%) =1.
On en déduit que ([0, 1])=[0, 1].

2. Considérons la fonction h définie sur I’intervalle [0, l—l] par h(x) =f (x) —f (x + l) .
n n

. . A : 1
La fonction h est une fonction polynéme donc elle est continue sur [0, 1——] et

h(O).h(l—l)<0.

n
On en déduit, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires que 1’équation h(x) =0

admet au moins une solution sur [0, 1— l] .

IL. 1. On peut écrire g=1f —f ou, ot u est la fonction définie sur [0, 1—1] par u(x)=x+ 1 .

La fonction u est continue sur [0, l—l] et u(x)e [l, 11<]o, 1].
n n

D’autre part, la fonction f est continue sur [0, 1].

Il en résulte d’apres la continuité d’une fonction composée sur un intervalle que fou

) 1 . . . 1
est continue sur [0, 1——] et par suite la fonction g est continue sur [0, 1-—].
n

( Continuité et limites \
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2. Posons S, =g(0)+ g[l) + g(gj ot g(n—_l) , 1l entier supérieur ou égal a 2.
n n n

Montrons que pour tout entier n>2, S, =0.
Pour tout entier n> 2,

5o =8(0)+¢[ 2] g 2).rg( 1)
(r0- {222 (20

On en déduit que S, =£(0)—f(1)=0.

3. Montrons que I’équation g(x) =0 admet une solution dans 1’intervalle [0, 1— l] .
n
Supposons que pour tout réel x [0, l—l] , g(x)=0.
n

Il résulte de la continuité de g sur I’intervalle [0, l—l] , que g garde un signe constant
n

sur [0, l—l] et par conséquent le réel g(0)+ g(l) + g(gj ot g(n—j est ou bien
n n n n
strictement positif ou bien strictement négatif ce qui est en contradiction avec le résultat
g(0)+ g(lj + g[gj +..+ g(n—_lj =0.
n n n

En conclusion, il existe un a €0, l—l] tel que g(a)=0, c’est a dire f(a +l] =f(a).
n n

( Continuité et limites \
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QM VRAI m’ux

QCM

Cocher la réponse exacte.

1. Si limf =+o0 et g(x) = sin(l)—f(x) alors limg est égale a
+o0 X +o0

D + o, D n'existe pas. D — oo,

2. Si f est une fonction continue et décroissante sur [2, 5] tel que £ ([2, 5]) =[1, 3] alors

[1£(2)=3et£(5)=1. [1f(2)=1et£(5)=3.  []1<f(2)<3.

3. Si f est une fonction continue sur I’intervalle [-2, 5] tel que f(-2)=3 et f(5)=-2 alors

I’équation f(x)=-1

D n'admet pas de solution D admet au moins une D admet exactement une
dans [-2, 5]. solution dans [-2, 5]. solution dans [-2, 5].
VRAI - FAUX

Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse.

1. Si f est une fonction paire et si lim f(x)=— alors lim f(x)=—0.
X——a0 X—>+00

2. Toute fonction croissante sur R admet une limite finie en +oo.

3. Si une fonction admet une limite finie en —co et une limite finie en +oo alors elle est
bornée.

4. Si une fonction f n’est pas définie en a alors nécessairement la droite A:x =a est une

asymptote verticale a Cg.
5. Soit £, g et h trois fonctions définies sur R, telles que pour tout réel x,
g(x)<f(x)<h(x).

Si lim g(x)=3et lim h(x)=5 alors f admet une limite en +oo0.
X—>+o0 X—>+0

r Continuité et limites \
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Exercices et problémes

l
\/

Soit f la fonction définie sur R par

( ) | P/F six#0,

six=0.
Etudier la continuité de fsur R.

Soit f la fonction définie sur R par

(1+ I )|x—2| six#2,
f(x)= x-2

1 six=2.
Etudier la continuité de fsur R.

On considére la fonction f définie sur

2
R\{-2, 3} par f(x)= 3 3 5 x+10
X" +x°-8x-12
1. La fonction f est-elle prolongeable par continuité
en3?
2. La fonction f est-elle prolongeable par continuité
en =2 ?

Soit la fonction f:x x+3

|x2+x—6|

1. Déterminer 1’ensemble de définition de f.
2. Montrer que f est prolongeable par continuité en
—3 et déterminer son prolongement.

Déterminer les limites suivantes.

1 lim —- ; lim =3
xolt X1 x5 x-1
2. lim —3x ; —23x .
x> 1"x“ -1 x5-1"x°-1
xo1 X“=3x+2  xo1"x“-3x+2
1+x2 1+x2
4, lim —— ; lim
X—>+0 X X——© X

Dans chacun des cas suivants, déterminer le

prolongement par continuité de la fonction fen x .

3 2 _H,
1. f:xHM 5 xo =—1
x+1

1 \/Ecosx T
2. f:x s X0=—-
1 \/_smx 4
4x)-1
3.f:x|—)cos(—x) , Xp=0.
x2

4. f:x> 2sin((x—l)zn),xo=l.

(x-1)

La courbe ci-dessous est la représentation

graphique d’une fonction f définie sur R\ {0,2} . La
droite A et les droites d’équations respectives x =0,
x =2 et y= 0 sont des asymptotes a la courbe C.

1

1. Déterminer graphiquement,

f(x)

et

limf, limf, limf, limf, limf, limf, lim

— 0 ot 2- 2+ +00 Xx—>+0o X
lim f(x)+x-2.
X—>+00

2. Dresser le tableau de variation de f.
3. Déterminer suivant les valeurs de m, le nombre de

solutions de I’équation f(x)=m.

Dans chacun des cas suivants, étudier la

limite de la fonction f.

1. f:xl—)cos(Ttx

+1
€n —a0 .
)

2.f:x|—)sin(%] en +o0 .
(

sin «/;)

X

.f:xb en 01 .

r Continuité et limites \
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cos(x2 —l)—l

enl.
x*—2x% 41

4. f: x>

EI On considére la fonction f définie sur [0, + oo

par f(x)=(\/m—\/;)sinx.

1. Montrer que pour tout réel positif x,
¢ (x) 2sinx

Vx+2+40x

. 2
2. Montrer que pour tout réel positif x,

< —

<7

£(x)|
3. En déduire la limite de fen +oo .

f(x)= x+,/x2 +1 et on désigne par & sa courbe

représentative dans un repére orthogonal (O,T,j) .

On considére la fonction f définie sur R par

1. Montrer que I’axe des abscisses est une asymptote
a%en —o.
2. Montrer que la droite d’équation y = 2x est une

asymptote a % en +wo .
i1 <
(x-1)°

1. Déterminer lim f(x) et lim (f(x)—x—Z) et
x—l X—>+0

Soit la fonction f:x >

interpréter les résultats obtenus.
2. Etudier les variations de f et tracer sa courbe
représentative dans un repére orthogonal du plan.

@ x2—x+1
On désigne par C; la courbe représentative
de f dans un repére orthogonal du plan.

1. a. Déterminer I’ensemble D¢ de

définition de la fonction f.
b. Montrer que pour tout réel de Dy,

£(x)= (x—%)2+4

2. a. Montrer que la droite D d’équation

Soit la fonction f:x >

3

y=Xx —% est une asymptote a la courbe de fen +oo.

b. Etudier la position de la courbe de f par rapport a la
droite D.
3. Etudier la nature de la branche infinie de C¢ en —o.

4. Tracer Cs.

définies sur I’intervalle [0,+co| par

f(x)=x>+1, g(x)=x et h(x)=

On a représenté trois fonctions f, g eth

2
X——.
x+1

1. Identifier pour chaque fonction sa courbe
représentative.

2. Préciser pour chaque courbe la nature de sa branche
infinie.

14

(O ,T,j) . Déterminer la nature des branches infinies

Le plan est muni d’un repére orthogonal

de la courbe de f dans chacun des cas ci-dessous.

1. f:x > 2x-3vx-1.
2. f:xl—)l—\/x+2 .

X

3. f:xl—)x‘/x—_l.
x+1

[15]

théorémes de comparaison, étudier les limites
en(Odef.

1. f:xl—)xsin(z].
X

2. fix o1+ x2 cos(l].

Dans chacun des cas suivants, a 1’aide des

o)

Dans chacun des cas suivants, a I’aide des

3. f:xl—)l+cos

X
théoremes de comparaison, étudier les limites en 4o

eten —o de la fonction f.
2+cosx

1. f:xH
X

r Continuité et limites \
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1+ cosx

Jx

xsinx

x4+x2+l '

2. x>

3.f:x

4. f:xHcosx—x.

. gs . 1+cosx
On considére les fonctions f: x> Nk
X
xsin® x

3 et h:x— —x> +3sinx.
2x° +1

g:xH

1. Montrer, pour X > 1, les inégalités

|f(x)|$%,

2. En déduire les limites en +oo de ces fonctions.
On considére la fonction f définie sur R par
2—sin (1)
£(x) = ——2J.

X

g(x)|$2L2 et h(x)<—x>+3.
X

1. a. Montrer que pour tout x >0, f(x)2

M=

b. En déduire lim f(x).

x—0"

2. a. Montrer que pour tout x <0, f(x)<

M=

b. En déduire lim f(x) .

x—0

On considére la fonction f définie sur R par

f(x) _ 2xsinx

1+x2

1. a. Montrer que pour tout réel x, [xf (x)| <2.

b. En déduire limf et limf .

—0 +00

. . . (m—2x)cosx
2. Déterminer lim ——F——

X0 (n JZ'
I+ ——x
2

1. Trouver deux réels a et b tels que

1
pour toutréel x, a<——<b.
2-cosx

2. En déduire la limite en +o0 de chacune des
X+ cosX

fonctions f : x

Izl Dans chacun des cas suivants, étudier

la limite de la fonction fen +oo .
cos(3x—1)- 3 fox iy SOX
X 1-2x

2\/;+sin(\/;)

. 2 _ 4 f:x>b—"
2.f: x> 4x* -3cosx. \/;

1.f:x—>

@ On considére la fonction f définie sur R et

périodique de période 2 telle que

(

. 1
2x sixe[0, =],
[ 2]

f(x)=42-2x sixe]%, 1],
f(x-1) sixe]1,2].

1. Tracer dans un repére orthonormé la courbe de la
restriction de f sur [0,4].
2. Montrer que pour tout réel x, —1< f(x)<1 .

3. Tracer dans le méme repére la courbe
de la fonction g:x > 2x.

4. On considére la fonction h:x — f(x)+g(x).
a. Tracer la courbe représentative de la restriction de
hsur [0,4].

b. Déterminer limh et limh .
+00 —©

|23 Dans chacun des cas suivants, déterminer

I’image de I’intervalle I par la fonction f.

1.f:xH x+1’
x—2

I=]2, +oo[.
2. fix > fx?-2x, I=]-w, 0].

3.f:x|—)ta.n(‘n:x), I=]—%,O].

On considére la fonction

fixis—2x3 +2x-3.

1. Représenter la courbe de f dans un repére.
2. Déterminer graphiquement, le nombre de solutions

de I’équation f(x)=0.

r Continuité et limites \
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3. Déterminer une valeur approchée a 107! prés de la

solution de cette équation.

IE' On a représenté ci-dessous la fonction f

définie sur [—6 4]\{ }

[} | 1
-7 -T T~
| 1
_ -1 D
B | ! L_
T ]
-7- -7 JI._
1
- L
T |
_____ -1 _
TTTTTITT T i
[ W N A W L
6 -5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4

1. Déterminer graphiquement les variations de f.
2. Déterminer £ ([—6, 2[) et £(]2, 4]).

3. Soit la fonction h: x> ——.
f (x)

a. Déterminer I’ensemble de définition de h.
b. Déterminer h([-6, 2[) et h(]2, 4]).

c. h est-elle prolongeable par continuité en 2 ?

On a représenté ci-dessous la fonction £

définie sur )0, 5] par f(x)=2«,/;+l—3.
X

1. Justifier la continuité de fsur 0, 5].

2. Déterminer graphiquement les variations de f.
3. Déterminer f(]0, 1) et £([1, 5]).

4. a. Déterminer graphiquement, le nombre de

solutions de 1’équation 2«,/; + l =4
X

b. Déterminer une valeur approchée a 107! pres des

solutions de cette équation.

On considére la fonction f:x > +/x —L.

x—1
1. Montrer que f est strictement croissante sur chacun
des intervalles [0, 1] et |1, +oof .

2. Déterminer £ ([0, 1[) et £(]1, +oof).
3. a. Montrer que I’équation (x —1)«,/; =1 admet

dans [%, 2] une unique solution o .

b. Déterminer une valeur approchée de o a 107! pres.

Dans la figure ci-dessous, les courbes

C¢ et C, representent les fonctions f et g définies sur

[-1,1] par et f(x)=\,/1—x2 et
g(x)=%(l—x),/1—x2 .

I
|
e

2
Soit M un point de Cy d’abscisse x différent de 1. On
désigne par H le projeté orthogonal de M sur ’axe des
abscisses et on par A(x) I’aire du triangle AHM.
1. Exprimer A(x) aI’aide de x.
2. a. Déterminer graphiquement, la position du point
M pour que I’aire du triangle AHM soit maximale.
b. Déterminer graphiquement, 1’ensemble

I= {ﬁ(x), X€ [—l,l[} )
c. Montrer qu’il existe une position My de M autre
que B telle que 1’aire 4 soit égale a celle du triangle

OAB (on donnera un encadrement d’amplitude 1072
de I’abscisse xq de My ).

Soit a et b deux réels tels que a <b et fune

fonction continue sur P'intervalle [a, b] telle que

f([a, b])<[a, b].
1. Montrer que f posséde un point fixe
(c’est-a-dire qu’il existe unréel a de [a, b] tel que

fa)=a).
2. Interpréter graphiquement ce résultat.

r Continuité et limites \




Chapitre 2

Suites réelles

Dans son traité d’ Arithmétique, As- Samaw’al (1172) écrit : "Ce que I’on
extrait par approximation des racines irrationnelles au moyen du calcul est ce
par quoi on veut obtenir une quantité rationnelle proche de 1a racine irrationnelle.
11 peut exister une quantité rationnelle plus proche de la racine irrationnelle
que celle-1a. 11 peut ensuite exister une troisiéme quantité rationnelle, plus
proche de la racine irrationnelle que la deuxiéme quantité et que la premiére,
car pour toute quantité rationnelle supposée proche d’une racine irrationnelle,
la différence entre elles est en vérité une ligne droite, et 1a ligne est susceptible
d’étre divisée et d’étre partagée, indéfiniment. C’est pourquoi il devient
possible de trouver continiment une quantité rationnelle proche de la racine
irrationnelle, et de trouver une autre quantité rationnelle plus proche que
la premiére de I'irrationnelle, indéfiniment."

(R. Rashed, Entre Arithmétique
et Algébre , 1984).

Tableau d’As-Samawal




Chapitre 2

Suites réelles

I. Rappels et compléments sur les limites de suites

Activité 1
Dans chacun des cas ci-dessous, calculer la limite de la suite (un) .
1
Luy=—,n2lL 2.u, =n%+1,n>0. 3.u, =10",n20.
Activité 2
Dans chacun des cas ci-dessous, calculer la limite de la suite (un) .
0 sin<102007 0 sin<102%7 La limite d’une suite (un)
l.u, = 2.0, = ne dépend que des grandes
B —% sin>10%7, "L sin>10207. valeurs de .
n
Activité 3
. . . cos(n
On désigne par (un) la suite définie par u, = #n)n’ n>1.
2n+(-1)

1. Donner I’expression de u,, et uy,.;-

2. Que peut-on dire de la limite de u, ?
Théoréme

Soit (un) une suite réelle et a fini ou infini.

lim u, =a,sietseulement si, lim u,, =a et lim u,, ,,=a.
n—>-+w n—-+w n—-+w

Démonstration
Supposons d'abord que a est un réel.

Soit (un) une suite convergente vers a. Montrons que les suites (uzn) et (u2n+1)

convergent vers a.
Soit un réel B> 0. Il existe un entier naturel N, tel que |uIl —a| <P désque n=>N,.

Par suite [u,, —a| <P et [up,,; —a| <P dés que n>Ny.
Supposons que les suites (u2n) et (u2n+1) convergent vers a. Montrons que (u n) est une

suite convergente vers a. Posons v, =u,, et w, =uy ..

'( Suites réelles \
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Soit un réel B> 0. Il existe deux entiers naturels N; et N, tels que
[va —a|<B désque n>Nj et |w, —a|<B dés que n>N,.

Soit N, un entier supérieur 8 N; et N, et m >2N, +1.

Si m=2n alors m>Ny >N, et [uy, —a|=|v, —a|<B.

Si m=2n+1 alors m>N, >N, et |um —a|=|wn —a|<B.

Le cas ou a est infini se démontre de fagon analogue.
Activité 4
Etudier la convergence des suites ci-dessous.

1 . .
— sinestpair,
n

n —% si n est impair, n >1.
Activite 5
1. Montrer que la suite u, =(—1)", n>0 est bornée.

1 si n est pair,
2. Reprendre la question précédente pour la suite w, = Dl
-—— si n est impair, n > 1.
3n
Théoréme
Toute suite convergente est bornée.
Démonstration

Soit (un ) une suite convergente vers un réel a. Montrons qu’elle est bornée.

Par définition de la convergence d’une suite, il existe un entier N, tel que

u, —a’ <1dés
que n >N, .1l endécoule que a—1<u, <1+a désque n>Nj.

Si Ny =0, alors la suite (un) est bornée par les réels a—l et a+1.

Si Ny >1, on désigne par m le plus petit é1ément de 1’ensemble

{uo, U, uNO_l,a -1,a+ 1} et par M son plus grand élément.

Ainsi la suite (un) est bornée par les réels m et M.

Théoréme

Soit une suite (url ) convergente vers un réel a.

« S’il existe un entier N, tel que 0 <u, pour tout n >N, alors 0<a.

« S’il existe un entier N, tel que u, <0 pour tout n >N, alors a <0.
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e On suppose quea <0 et on pose € = —%.

Démonstration

Comme la suite (un) converge vers a, il existe alors un entier N, tel que

un—a’<e des
. \ a .
que n2N; .1l endécoule que a—e<u, <e+a désquen>N;.Ore+a=—<0,cequi
2

contredit la positivité de la suite (un) a partir du rang N, .

Ainsi 0<a.

« Pour démontrer la deuxiéme propriété, il suffit d’appliquer la premiére a la suite (—un) .
Conséquence

Soit un entier naturel N et une suite (uIl ), n >0 .On suppose qu’il existe deux réel m et
Mtel que m<u, <M, n>N,.

Si la suite (un) est convergente vers un réel a, alors m<a<M.

Démonstration
Pour démontrer cette propriété, il suffit d’appliquer le théoréme précédent aux suites

(up —m) et (u, —M).

Opérations sur les limites de suites
Soit a et b deux réels.
Les résultats qui suivent concernent les opérations sur les limites de suites réelles.

Soit deux suites (uIl ) et (vn) .

lim u, lim vn. .lim_l'-un‘{"vn lim lim v, P
n—+m N+ n—-rkn( ) o Uy A nlﬁfﬁ -
a b a+b —
=0 b = a b#0 e
—00 b —00 b
+00 +00 +00 » b0 oo (on applique
—® —o —® la régle des signes)
a +o0 0
a —0 0
lim u, lim v, lim (u,,) 0 (on applique
ot - n—+m n—H-w( ) aizl g la régle des signes)
a b ab
w b0 & (on appl}que
la régle des signes)
w o (on applique
la régle des signes)
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Activité 6

Dans chacun des cas ci-dessous, calculer la limite de la suite (un) .

[\®]
=
=]
7N
5|~
|
Nl
—
bw
+
(98]
=
|
[a—y
~
=
v
[a—y
N
=
=
1]
——
é‘
[a—y
|
=
m———
=
+
|
=
v
(=)

Activité 7

1. On désigne par (un) la suite définie par u, = 2[1+%)[1+%)...(1+lj , n>1.
n

Calculer u,, et déterminer la limite de (un).

2. Déterminer alors la limite de la suite (vn) définie par v, = u—rz‘ , n>1.
n
Il. Suites géométriques et applications
Activité 1
Dans chacun des cas ci-dessous, déterminer la limite de la suite (un) .

1) 2 \* n
1,un=(§) ,n20. 2.un—(—£J ,n20. 3.u, =(vx) , n20.

Théoréme
Soit (un ) une suite géométrique définie par u, = q", n >0, ou q est un réel non nul.

« Siq>1,alors lim u, =+00.
n—»-+oo

« Si [q|<1,alors lim u, =0.
n—>+00

o Si q<-1, alors la suite (un) n’a pas de limite.
* Si q =1, alors la suite (un) est constante.
Activite 2
. . T . 2
Soit a un réel et (un) la suite définie pour tout entier non nul n par u, = (cos(na)) "

1. Déterminer la limite de u,, lorsque a est un entier.

2. Déterminer la limite de u,, lorsque a n’est pas un entier.
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Activité 3

Soit a un nombre rationnel et (yn) la suite définie pour tout entier non nul n par
Yo = (sin(n!na))n :

. 1
1. Calculer y, lorsque a est un rationnel de la forme — ou q<n.

2. En déduire lim y, pour tout nombre rationnel a.
n—+co
Activité 4

Dans chacun des cas ci-dessous, calculer la limite de la suite (un) .

n
(-3 .
l.u __\3) n>2 3. u“=1+§+'"+(§) , n2>0.
- 1-n* = 3 3
. n _ n n
2 (2)_32@ 020 touy=3-2-.3 2] nzo
4(-2)"+5 \3 T g
Activité 5
On considére les suites (an) et bn) définies de la maniére suivante
a, =42,a,=422 ,a,=4.22..2 ,n21,
n chiffres
b; =4.23, b, =4223,b, =4. 22..23 ,n2>1.
H—/
n+] chiffres
1. En écrivant a_ =4.2..22 =4+ 2(10—1 +1072 +..+ 10—“), Calculer lim a_.
n" n—+o

2. Calculer lim b,.
n—»+0oo

Activité 6
Ug = 2,

On considére la suite (un) définie par {
upg=2u,-L,n20.

1. Déterminer la solution o de I’équation x =2x—1.

2. On désigne par (vn) la suite définie par v, =u, —a,n20.
Montrer que (vn) est une suite géométrique.

3. En déduire I’expression de u,, en fonction de n et calculer lim u,.
n—+oo
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Exercice résolu

Soit la fonction f:x — 1+L.
x+1

1. Déterminer les réels x tels que f(x)=x.

2(y—x)
(x+1)(y+1) '
3. On considére la suite (u, ) définie par ug =1etuy,, =f(u,), n>0.

2. Montrer que pour tous réels x et y différents de —1, £ (x)—f(y) =

a. Montrer que pour tout entier n, u, est positif.

b. Représenter la fonction f dans un repére orthonormé(O ,_i.,j]:) , ainsi que la droite
d’équation y=x.

c. Calculer et représenter les réels u;, u, et u; sur ’axe (O, T).

u, /3

u, +v3

a. A l’aide la question 2, montrer que (v, ) est une suite géométrique dont on

4. On pose pour tout entier n, v, =

déterminera la raison et le premier terme.
b. En déduire 1’étude de la convergence de la suite (u,, ).

Solution
1. La fonction fest définie sur R\{-1}.

Pour déterminer les points fixes de f, il suffit de résoudre I’équation f (x) =X.

On obtient f(\/§)=\/§ et f(—\/§)=—\/§.
2 2

2. Pour tous réels x et y différents de —1, on peut écrire f(x)—f(y)= T
x+1 y+

Le résultat en découle.
3.a.Leréel uy =1 est positif. Supposons que u, est positif. Il en résulte que u, +1

et f (un ) sont positifs. Ce qui prouve que pour tout entier n, u, est positif.
b. On a représenté ci-contre la fonction f dans W
un repére orthonormé(O ,T,}) , ainsi que la

droite d’équation y =x. 14

c. Le calcul donne u; =2, u, =§ et uy =%. e
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Unil -3 _ f(un)—f(\/g)
U +3 f(un)—f(—\/g).

1+3) "

. ) . . 1- )
Ce qui prouve que (v, ) est une suite géométrique de raison (1 ﬁ} et de premier
+

terme (l_ﬁj .

4. a. On peut écrire pour tout entiern, v, =

En utilisant la question 2, on obtient v, ; = [

1+43

b. La suite (v, ) converge vers 0 car

1-3
1+J§
B,

On peut écrire pour tout entier n, u, = ——.
I-v,

<1.

On en déduit que la suite (u,, ) converge vers V3.
lll. Suites du type v, = f(un)

Théoréme

Soit f une fonction continue sur un intervalle ouvert I et (un) une suite d’éléments de 1.

Si (un) tend vers un réel a de I alors (f(un )) tend vers f(a).

Démonstration
Soit un réel B> 0. Montrons qu’il existe un rang N, tel que ’f (uy)-f (a)| <P dés que

n>N,.
La fonction f étant continue en a, il existe un réel a tel que |f (x) —f (a)| <P pour tout x
de I tel que|x —a|<a.
La suite (un) étant convergente vers a, il existe un entier naturel N, tel que |un - a| <a
dés que n>N,.
I1 résulte de ce qui précéde que pour tout n > N, on a |un - a| <a et par suite
If (u,)-£(a)|<B.
Théoréme

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et (un) une suite d’éléments de I.

SinE)Twun = {(fini ou infini) et si il_)n}ff(x) =L(fini ou infini), alors nl—igloof(u“ ) =L.
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 Supposons que la suite (un) tend vers +oo et ftend vers une limite finie L en +c0.

Démonstration

Soit un réel B> 0. Montrons qu’il existe un rang N, tel que |f (un) — L’ <P dés que
n>N,.

La fonction f admettant pour limite L en +oo, il existe un réel B > 0 tel que ’f (x)- L’ <B
pour tout x de I tel quex > B.

La suite (un) admettant pour limite +o0, il existe un entier naturel N, tel que u, > B dés
que n > N,.

Il résulte de ce qui précéde que pour tout n>N,,ona u, >B et par suite ’f (ug)- L| <B.
« Supposons que la suite (un) tend vers +oo et f tend vers +oo0 en +oo.

Soit un réel B > 0. Montrons qu’il existe un rang N, tel que f(u,)>B dés que n>Nj.
La fonction f admettant pour limite +co en +oo , il existe unréel A >0 tel que f(x)>B
pour tout x de I tel quex > A.

La suite (un) admettant pour limite +oo, il existe un entier naturel N, tel que u, > A dés

que n 2> Nj.
I1 résulte de ce qui précéde que pour tout n>N,,ona u, > A et par suite f (un) >B.
Les autres cas se démontrent de fagon analogue.

Activité 1
Dans chacun des cas ci-dessous, calculer la limite de la suite (un) .
1.un=sin((0.75)n),n21. 3. u =tan| /2|, n>0.
! 2n+1
1—cos((0.25)n)
N 4 = >1
2- - - | 2 1 - u ] n .
U, nSln[zn) n n (025)n
Activité 2

1. Dans la figure ci-contre # est un cercle de rayon 1 et de

centre O. Les points M, N de & sont tels que MON = 2a.
Le point I est le milieu du segment [MN].
La demi-droite [OI) coupe Z en J.
La tangente 8 & en J coupe respectivement les demi-droites &z
[OM) et [ON) en M' et N'.
On désigne par A et A' les aires des triangles MON et M'ON'.
' 1

cos? (2) '

Montrer que —=
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2. Dans la figure ci-contre P, est un polygone régulier & n c6tés

inscrit dans un cercle € de rayon 1 et de centre O et P; est un

polygone régulier a n cbtés circonscrit au cercle & .

Onnote A, et A les aires respectives de P, et P;.

a. Exprimer A, et A} al’aide de n et montrer qu’elles ont une
méme limite que 1’on calculera.

82
2+42°

b. Etablir que 242 <m<

IV. Limites et ordre

Théoréme
Soit deux suites (un) et (vn) convergentes respectivement vers deux réels a et b.

S’il existe un entier N, tel que u, <v, pour tout n>Nj alorsa<b.

Démonstration
La suite (vn —un) étant positive, sa limite est alors positive.

Le théoréme en découle.

Activité 1
C 1 . s n n n
On considére la suite (v, ) définie par v, =——+——+.+———,n>1.
n“+1 n“+2 n“+n
2 n2
1. Montrer que pour tout n>1, — SVp<——.
n“+n n“+1

2. Déterminer une valeur approchée 4 10~ des réels Vigoo €t Vg6 -

3. Que peut-on conjecturer sur lim v, ?
n—»too

Théoréme
Soit trois suites réelles(u, ), (v, ) et (w,). Soit a un réel.

On suppose qu’il existe un entier N tel que v, <u, <w_ , n>Nj.

Si lim v, = lim w, =a alors lim u, =a.
n—-+w0 n—-+w0 n—>+wo

Démonstration
Nous démontrons le théoréme pour a = 0. Le cas a non nul en découlera aisément.

Soit un réel > 0. Montrons qu’il existe un rang N tel que |un| <P désque n>N.
La suite (v, ) étant convergente vers 0, il existe un entier naturel N; tel que |v,|<pB dés

que n >Ny, ou encore < v, <f dés que n>N; (I).
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La suite (w,,) étant convergente vers 0, il existe un entier naturel N, tel que |w,|<B dés
que n >N, ou encore —-B <w, <P dés que n>N, (II).

Soit un entier naturel N supérieur 4 Ny, N; et N,.

11 découle de (I) et (II) que —B < v, <P et —B <w, <P pour tout entier n>N.

De plus ’hypothése v, <u, <w,, n>N, implique que v, <u, <w, pour tout entier
n>N.

On en déduit que < v, <u, <w_ <P désque n=N,

ou encore que |un| <p dés que n>N.

Supposons a non nul. Alors les suites définies par x, =u,—-a, y,=v,—aetz,=w, —a
vérifient y, <x, <z, pour tout entier n >N, et sont telles que (y, ) et (z,)

convergent vers 0.
On en déduit que la suite (x, ) converge vers 0 et par suite la suite (u, ) converge vers a.

Corollaire
Soit deux suites réelles (un) et (vn ) .

On suppose qu’il existe un entier N tel que 0<|u,|<v,, n>N.
Si lim v, =0 alors lim u, =0.
n—+wo n—+w
Activité 2
1. On considére la suite (u, ) définie par u; =————, n>0.
n+cosn
a. Montrer que pour tout n>2, 0<u, < Ll
n —
b. En déduire lim u,.
n—+oo
cos(5n)+sin(2n
2. On considére la suite (v, ) définie par v, = ( )2 ( ), n>0.
5n” +1
a. Montrer que pour tout n >0, 0<|v|< f .
5n“+1
b. En déduire lim v,.
n—+awo
Activité 3
. : s ) 10"
On considére la suite (un) définie pour tout entier n par u, = -
n!

10 .
1. Montrer que 0< Onsl ¢ 22 pour tout entier n >10.

u
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2. Montrer alors que la suite (un) est convergente et calculer sa limite.

3. A ’aide de la calculatrice, déterminer un entier naturel n, pour que |u,| < 10, n>n,.

Activité 4
100
On considére la suite (un) définie pour tout entier n par u, = .
(1.01)"
_ _ _ 202
1. Montrer que (1.01)" > n(n-1)(n-2)..(n-100)10 , n>101,

101!
(on pourra utiliser la formule du bindme de Newton).

2. En déduire la limite de (un) .

Théoréme

Soit deux suites réelles (u,1 ) et (v,1 ) .

» S’il existe un entier Nytel queu, <v,,n=Nyetsi lim u, =+ alors lim v, =-+o0.
n—+w n—+w

« S’il existe un entier Ny tel queu, <v,,n>Njetsi lim v, =—o0 alors lim u, =—o.
n—>-+w n—>-+o

Démonstration
Soit un réel A > 0. Montrons qu’il existe un entier N tel que v, > A désque n>N.

L’hypothése lim u, =+o nous permet d’affirmer qu’il existe un entier N, tel que
n—>-+o

u, >A dés quen> N, (I).
Soit N un entier supérieur & N, et N;. On déduit de (I) que u, > A dés quen >N >N;.

L’hypothése v, >u, , n > Njnous permet alors d’écrire v, >u, > A pour tout entier n > N.
Ce qui démontre la premiére propriété du théoréme.
Pour démontrer la deuxiéme propriété, il suffit d’appliquer la premiére propriété aux suites

(—un) et (—vn ) .
Activité 5

Dans chacun des cas ci-dessous, calculer la limite de la suite (un) .

L. un=(3n+1)n,n21- 3. un=%+n3(sinn—3),n21.
n
3 6 2
n n cos”(2n)
2. =— " n>1. -
Hn 2+sin(3n)’n 4 Un n4—1t+ n’ nzl
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Activité 6

1. Ecrire les sommes suivantes en utilisant n o )
On note Zak et on lit «sigma pour k variant de 1

le symbole o
ymbole ) an des réels a, » le réel obtenu en faisant la somme

des ré vy By
a. A=1+2+3+..+n. es réels ay, a,, ..., 2y

b. B=—l+l—l —L On a donc iak=al+az+...+an.
4 8 512 k=1

2. Calculer les sommes suivantes.

500 20 10
C=>1 ; D=)(3k-1) ; E=>107%.
k=10 k=0 k=3
Activitée 7
1 1 1

1. Vérifier que pour tout entier nonnul k, —=————.
k (k + 1) k k+1

n
1
2. En déduire la limite de la suite {w, } définie par w, = Z—, n>1.
( n) " ok (k +1

)

V. Convergence des suites monotones
Activité 1

n
+ot—, n>1.

. . . 1
Soit la suite (wn) définie par w, =—+
n

n® n?
1. a. Calculer w,, .

b. Vérifier que la suite (wn ) est décroissante et minorée.

c. Montrer que (wn) est convergente et déterminer sa limite.

. . P 1 2 n
2. Soit la suite (vn) définie par v, =—+—+...+—, n2>1.
n n n
a. Vérifier que la suite (vn ) est croissante.

b. La suite (vn) est-elle convergente ?
Théoréme (admis)

Soit (un) une suite définie pour n>0.
Si la suite (un) est croissante et majorée, alors elle converge vers un réel a

etpourtout n>0, u, <a.

Si la suite (un) est décroissante et minorée, alors elle converge vers un réel b

etpourtout n>0, u, >b.
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Activité 2

Le plan est muni d’un repere orthonorme.
On construit une suite de rectangles et on note algébriquement leurs aires de la maniére
suivante.

1
. _1 n+
Le n*™ rectangle est limité par les droites d’équations y=0, y = (— ,
n
(_1)n+1
X =n—1et x =n, son aire algébrique est ———.
n

Ci-contre on a représenté les six
premiers rectangles.

Pour tout n >1, on désigne par u,
la somme des aires algébriques des n
premiers rectangles

1. a. Calculer u;,u,, u; et ug.

b. Vérifier que u, = 1—l+l—l+
2 3 4

2. a. Montrer que la suite (u,, ) est croissante.

. 1
b. Montrer par récurrence que pour tout n > 1, u,, <1 “on
n

c. En déduire que la suite (u,, ) converge vers un réel a.

3. a. Montrer que la suite (u,,,,) est décroissante.

1

b. Montrer par récurrence que pour tout n >1, u,,,; 2 0.5+ VTR
n+

4. Calculer u,,, | —u,,.
En déduire que les suites (u,, ) et (u,,,;) convergent vers la méme limite a.
5. a. Montrer alors que la suite (u, ) converge vers a.

b. Calculer u;, et uy; et en déduire un encadrement de a.

Théoréme
« Toute suite croissante et non majorée tend vers +o.
« Toute suite décroissante et non minorée tend vers —co.

Démonstration

« Soit (un ) une suite croissante et non majorée. Montrons que lim u, =+o.
n—»+oo

La suite (uIl ) étant non majorée, on en déduit que pour tout réel M > 0 il existe un entier

naturel Nj tel que u, > M.
0
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La suite (u,1 ) étant croissante, on en déduit que u, >M pour tout n > Nj.

Ce qui prouve que lim u, =+o0.
n—+w

. Si (un) est une suite décroissante et non minorée, alors la suite (—un) est croissante et

non majorée.
On déduit de la premicre propriété que lim —u, = +oo.
n—»+oo
Ce qui implique que lim u, =—o.
n—+oo
Activité 3
On considére la suite (u,, ) définie par u, =1 +%+l+ et l, n>1.
n

1. Montrer que la suite (u, ) est croissante.

1
2. Montrer que pour tout n=>1, uy, —u, >2—.

3. En déduire que la suite (u, ) est non majorée.

4. Déterminer alors lim u,.
n—+c

VI. Suites récurrentes
Théoréme
Soit une suite (u, ) vérifiant la relation de récurrence u, ; = f (un ) , n>0o0u fest une

fonction.
Si la suite (u, ) est convergente vers un réel a et si la fonction f est continue en a alors

a=f(a).
Démonstration
I1 est clair que si la suite (u,, ) converge vers un réel a, alors la suite (uy,, ) converge aussi
Vers a.

De plus, f étant continue en a, alors (f (un )) tend vers f (a) .

Comme u,,, = f(un), n > 0, et par unicité de la limite il vient alors que a =f(a).
Activité 1

Soit la suite (a, ) ,, telle que a =2, a,= V242, a3 = \/2\/%,

1. Exprimer a,,; en fonctionde a, .

2. a. Montrer que a,; est irrationnel.
b. Montrer que pour tout entier n>1, a, est irrationnel.
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3. Montrer que la suite (an) est croissante et majorée par 2.
4. Déterminer sa limite.
Activité 2
Soit la suite (a, ) définie par ag =1etay,; = \/m, n>0.
1. Montrer que la suite (a,,) est croissante et majorée par 2.
2. Déterminer sa limite.
VII. Suites adjacentes

Définition et théoréme

Deux suites (u, )n>0 et (v,) ., sont adjacentes lorsqu’elles vérifient les conditions

n=0
» pourtout n20, u, <v,,

« la suite (u, ) est croissante et la suite (v, ) est décroissante,
« la suite (v, —u,) converge vers 0.

Dans ce cas les suites (u,) et (v, ) convergent vers la méme limite.

Démonstration
La suite (v, ) étant décroissante, il vient que u, <v; <vg, n>0.
D’ou la suite (un) est majorée par v, . De plus elle est croissante, on en déduit qu’elle
converge vers un reel a.
De méme la suite (v, ) est décroissante et minorée par u,.
Donc la suite (v, ) converge vers un réel b.
En écrivant v, = (v, —u,)+u,, n>0, et en passant a la limite, on obtient b=a.

Ainsi les suites (u,) et (v, ) convergent vers la méme limite.
Activité 1

L . 11 (-1)™!
Soit la suite (u,) définie par u,=1-—+—+..+——,n2>1.
2 3 n
1. Montrer que la suite (u,, ) est croissante et majorée.
2. Montrer que la suite (u,,,;) est décroissante et minorée.

3. En déduire que la suite (un) est convergente vers un réel ao.
4. a. Vérifier que uy, <a<u,,y.

b. Calculer u, et uget donner un encadrement de a.
c. A I’aide de la calculatrice, déterminer un entier n permettant d’obtenir un
encadrement de a d’amplitude 1078,
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Activité 2

Soit les deux suites (u,, ) et (v, ) définies par
1 1
ug=1,vy=2 etpourtoutn, u, ;= E(Zun +vn) et Vo =§(un +2vn) .
1. a. Montrer que la suite (v,J —un) est une suite géométrique que 1’on déterminera.

b. En déduire que pour toutn, u, <v,

c. Montrer que la suite (u, ) est croissante et que la suite (Va ) est décroissante.
d. Vérifier alors que les suites (u, ) et (v,) sont adjacentes et qu’elles convergent
vers la méme limite o.

2. Montrer que la suite(vn + un) est une suite constante que 1’on déterminera.

3. Déterminer u, et v, en fonction de n.
4. Calculer a.

Probieme corrigé

On considére les suites (u, ) et (v, ) définies par

u, =1+ll!+2i!+...+ni! et v =1+ll!+2i!+...+nl!+$,n21.

1. Montrer que la suite (u, ) est strictement croissante et que la suite (v, ) est
strictement décroissante.

2. En déduire que les suites (u,, ) et (v, ) sont adjacentes.
On désigne par e leur limite commune.

3. On se propose de montrer que e est un irrationnel.
a. Justifier que € >0 etque u, <e<v,, n>1.

b. On suppose qu’il existe deux entiers naturels non nuls p et q tels que e ==.

Nalilo]

o . a
Montrer qu’il existe un entier naturel non nul a tel que ug = —-
q!

En déduire que a <p(q—1)!<a+1.

c. Conclure que e est un irrationnel.
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implique que la suite (u,) est strictement croissante.

Solution

1. L’égalité u,,; —u, =m

1
n(n+1)(n+1)! <0

Il en résulte que la suite (v, )_,, est strictement décroissante.

Le calcul donne v, —v, =

1 . -1
2. Remarquons que pour tout n>1, u, —v, =———. Deplus, lim | —[=0.
n.n! n—+oi n.n!
On en déduit que les suites (u, ) et (v,) sont adjacentes, par conséquent elles

convergent vers la méme limite.

3. a. La suite (un) étant strictement croissante et convergente vers €, elle est majorée par e.
Montrons que pour tout n 21, u, #e.
Supposons qu’il existe un entier ng 21 tel que u, =e.
Il en résulte que pour tout entier m >ng, uy <e et up 2u, .
Par conséquent u_, =e, ce qui contredit ’hypothése (u,,) est strictement croissante.
En conclusion, pour tout entier n 21, u, <e.
La suite (v, ) étant strictement décroissante et convergente vers e, elle est minorée

par e.
Montrons que pour tout n 21, v, #e.

Supposons qu’il existe un entier ny >1 tel que Vp, =€
11 en résulte que pour tout entier m > ng, v, =€ et v, < Vi, -

Par conséquent v, =e, ce qui contredit I’hypothése (vn) est strictement décroissante.

g n . . 1 . a .
b. En réduisant au méme dénominateur dans Ug = i Ty on obtient ug=—oua est un
o k! q!
entier naturel non nul.

Pour tout n 21, u, <e<v,. En particulier, u; <e<v,.
Ilenrésulteque£<B<£+L,ouencorea<p.(q—1)!<a+lSa+1.
9 q q! qq! q

, 1 I \
c. Le résultat a < p.(q - 1)! <a+—<a+1 esten contradiction avec I’hypothése a et

p.(q—1)! sont des entiers naturels non nuls.

Par suite, pour tous entiers naturels p et q, e # P
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QIM VRAI FA’UX

QCMm
Cocher la réponse exacte.
. . . * n2 +2
1. Soit u la suite définie sur N par u, = .
n
D lim u, =0. D u, >n, pour tout n de N, D (u,) est majorée par 1.
n—-+oo
2. On donne u, = grcosn
n+l
D lim u, =0. D lim u, =-1. D lim u, =1.
n—+w n—+w n—-+wo

3. Soit u la suite définie sur N par u, =nsin (1) .

n
[] lim u, =0. [] lim u, =+, [] tim u, =1.
n—+w n—+w n—+c
VRAI - FAUX

Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse.

1. Si (u,) prend un nombre fini de valeurs alors (u, ) est convergente.
2. Soit (u,) et (v, ) deux suites réelles.

Si (u, +v,) est convergente alors (u, ) et (v, ) sont convergentes.

3. Si la suite (un2 ) converge vers L, alors on peut affirmer que la suite (un) converge vers

\/f ou vers —\/f.

4. Soit (uy) et (v, ) deux suites réelles telles que limu, =limv, alors (u,) et (v,) sont
+00 +00

adjacentes.

5. Soit (u, ) une suite réelle telle que (u,, ) et (u,,,;) sont convergentes alors (u,) est

n

convergente.

‘r Suites réelles \

46



L Exercices et problémes )

On considére les suites (un) et (Vn) définies

par up =2+L,n20 etvy =1/4+l, n>1.
5" n

1. Calculer lim u, et lim v,.
n—>+w n—-+w

2. Déterminer, a I’aide d’une calculatrice, ’entier ng
a partir duquel |u,1 —2| <107°.
3. A I’aide d’une calculatrice, déterminer I’entier n,

a partir duquel on a |vn - 2| <107,

On considére la suite (an) définie par
__ne()

boon ()™

1. Déterminer a,, et ap,.q.

a n20

2. En déduire que la suite (an) est convergente et

calculer sa limite.

On considére la suite (un) définie par
2(_1)n n

——, n20

(_ 5 )n+1

La suite (un) est-elle convergente ?

Déterminer la limite de Ia suite (u;, ) définie
Ja

paru, =1+——, n2>0
b o (A)”

un=

Déterminer la limite de la suite (un) définie

par u, =(1—%J(l—§)...(l—%), nx1.
On consideére les suites (xn) , (yn) et (zn)

telles que

X =03 » X2 =0.33 s

x3 =0.333, ..., x, =0.333..3,
;v_l
n chiffres

y; =0.35, y;, =0.3535,

y3 =0.353535 ,..., y, =0.3535...35,
n fois 35

et z; =035, z, = 03355,

z3 = 0.333555, ..., z; = 0. 333..3 555..5.
n chiffres n chiffres

1. a. Vérifier que pour tout n € N ,
X, = 3x(10_1 +ot 10_“) .
b. En déduire que la suite (xn) est convergente et

calculer sa limite.
2. Déterminer lim y, et lim z,.

n—»+w n—»+w
= n(n+1)
1. Vérifier que Zk=—, nx1.
k=1 2

2. Soit (un) la suite définie par

Ug = 1,
Uy, =up+2n+3,n20.
Donner I’expression de u;, en fonction de n

etdéterminer lim up.
n—>-+wo

@ 1. On considére la suite (un) définie par

n
a. Montrer que pour n >4, up < (%J .

b. En déduire lim u,.
n—»+w

2. On considére la suite (vn) définie par
vy =022 —(2n)",n>1.

Calculer lim v,.
n—-+w0

On consideére les suites (un) et (Sn) définies
n n n 1

37 -4
parun=3n+4]1 et Sn=z

1. Montrer que la suite(un) est convergente et

calculer sa limite.
2. a. Exprimer S;, en fonction de n.

b. En déduire lim S, .
n—+w
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[10]

w

On considére la suite (wn) définie par

n!
=—n,n20.

n

w
1. Montrer que —2+L

Zi, n23.
w, 3

2. En déduire lim w .
n—>+0
2

n
U, =2_n’ n=0.

1. a. Placer dans un repére orthogonal les points
Ai(i,ui), i€{0,1,2,3,4,5,6,7}.

§, n23.
9

On considére la suite (u,1 ) définie par

uﬂ+1 <
Up

b. Montrer que

c.Endéduire lim u,.
n—>+0

n
2.On pose S, =Zuk, nx3.
k=3

a. Montrer que S; <9uj.

b. En déduire que la suite (Sn) est convergente.

[12]

vy =1+

On considére la suite (vn) définie par

L+...+i,n21.

V2 n

1. Montrer que v, >n, n21.

2. En déduire lim v, .

[13]

1. Déterminer lim f(x) et lim f(x).
x—0 X—»+0

sin x

On considére la fonction f: x >

X

2. Etudier la convergence des suites u, v et w définies

par u, =f[3in),vn =f(2")

et wy =f((—0.3)n), n>0.

-

limite de la suite (uIl ) .

Dans chacun des cas suivantes, calculer la

-3

r— n>l.
3" -1

1Ly, =

2. un=;n, n20.
0.8+(0.2)
3. uy =cos(4n)-4", n20.
n
4. un=[£j cosn, n2>0.
5. un=sin(l)—l, nx1.
n/ n
n? +sinn
6. up=——75—0:, n=1.
n
_ 1\
7w, cREEDWR
3n+2
8. u, =tan| - = , n20.
2n-1

[15]

On considére la suite (un ) définie par

ug =2co0s0, u,y =\/2+un, nx1.

1. Exprimer u; etu, en fonctionde 0.

Soit 6 un réel appartenant a 10, g].

2. Montrer que pour tout n 21, u, =2cos [%} .
2

3. Calculer lim u, .

n—>+0

~ E(n)+E(2r)+..+E(nr)

n =
n2

On considére la suite (un) définie par

,n21, oi E(x)

désigne la partie entiére de x.
1. Montrer que pour n 21,

LIS RPN

2 2n n 2 2n

2. En déduire lim u,.
n—»+eo

entier n>1 par

u, =sin L +sin i +...+sin 2
n =z 7zt ik

On se propose d’étudier la limite de la suite (un) .

On considére la suite (un) définie pour tout

-
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\ RSN,

1. Soit la suite vn) définie par
_1 2 51
= —+—= v Fot— 2 ,nx1,

Montrer que la suite (vn) CONVverge Vers % .

2. Montrer que pour tout n>1, P+2+..+n3<n*.

3. Montrer que pour tout x >0,
x> .
X —? <smx<X.

4. Montrer que pour tout n>1, v, — 3
6n

<up<vp

5. En déduire lim u,.
n—>-+wo

[18]

Soit (un) la suite définie par

ul—l
Upyg =4+/3u, ,n21

1. Montrer que pour tout entier n>1,u, <3.

2. Montrer que la suite (un) est croissante.

3. En déduire que (un) est convergente et

calculer sa limite.

[19]

Upg=a

Soit (un) la suite définie par

T
ouae]0, —[,
1 2[
up, =sin(uy ), n20.
1. Etudier les variations sur [0, g] de la fonction
X sinx—-x.

2. En déduire que pour tout réel x de [0, g] ,

sinx<x.
3. Montrer, par récurrence que, pour tout entier n,

T
u, €[0, =].

n €[0, 71
4. Montrer que la suite (un) est décroissante.

5. En déduire que (un) est convergente et calculer sa

limite.

1
f(x)—l+;.

1. Etudier les variations de f et déterminer f (]O,+oo[) .

Soit la fonction f définie sur ]0,+co[ par

2. Représenter la fonction f dans un repére (O, _i',_j) ,

ainsi que la droite d’équation y=x .

+45

3.Onnote ¢ = IT , montrer que f

(9)=0.
)

4. On se propose de construire une suite (xn de
rationnels qui converge vers ¢ .
),n>0.

a. Calculer et représenter les réels x;, X5, X3 et X4.

On pose xg =2 et xp, =f(x,

b. Montrer que pour tout entier n, X, est un rationnel
positif.

4
¢. Montrer que |xn+1 - q)| < §|xn - (p| .

d. Conclure.

Soit (un) la suite définie par

n

1. a. Calculer uy, u, et uj.

b. Montrer que (un) est croissante.

2. a. Vérifier que pour tout entier naturel k>2,0ona
1 1 1

Ly $———

K2 k-1 k

b. En déduire que pour tout entier n>2, up < 2—l .
n
c. En déduire que la suite (un) converge vers un réel
£ et que B <.
36
3. Soit p un entier naturel tel que p>3.

4. Soit (vn) la suite définie par v, = Z— nx1.
k—l

a. Montrer que la suite (vn) est croissante.

b. Montrer que pour tout entier naturel non nul n, on a
Vo Sup.

c. En déduire que la suite (vn) converge vers un réel

{ etque £'<2.

-
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d. On pose p=3.
Calculer les trois premiers termes de la suite (vn) .

En déduire un encadrement de ¢’ .

[22]

1x3x5x...x(2n—1)
u, =

2x4x6x...x(2n)

2x4x6x...x(2n)
Vp = , 2

3x5x...x(2n+1)

Soit (un) et (vn) les suites définies par

et

1. a. Montrer que la suite (un) est décroissante.

b. En déduire qu’elle converge vers un réel positif £ .
2. a. Montrer que la suite (vn) est décroissante.

b. En déduire qu’elle converge vers un réel

positif £’ .

3. Soit (wn) la suite définie par w, =u,.v,.

a. La suite (wn) est-elle convergente ?

b. Déterminer w,, en fonction n.
c. En déduire que £.4'=0.
4. a. Montrer que pour tout n>1, u, <v,.

b. En déduire que £=0.
¢. Montrer que pour tout n>1, 2u, ;> v,.

d. En déduire £ .
Soit la fonction f définie sur |0,+eo[ par

f(x)= 4x -3 .

X
1. Etudier les variations de f et tracer

sa courbe dans un repére orthonormé (O,_i’,_j) .
Soit la suite (u, ) telle que
ug €]0,+0o],
4u, -3

Upt1 = >
n

n>0.

2. On suppose que u =% .

a. Calculer u; et représenter ug etu; .
b. La suite (u,) est-elle définie ?

3. On suppose que ug=3.

a. Représenter uj,u; etuj.

b. Montrer que la suite(u, ) est constante.

4. On suppose que ug =5.

a. Représenter ug, uy, up etus.

b. Montrer que la suite (u,) est décroissante et que
pourtout n>1,u, >3.

c. En déduire que la suite (u, ) converge vers un réel
o que ’on déterminera.

d. A I’aide d’une calculatrice, déterminer ng pour que

un—aSIO_S,nZno.

(un) et (vn) sont adjacentes.

Pour chacun des cas suivants, dire si les suites

L. un=£, vn=—3, nx2.
n
2. un=n+2, vn=2n+3, nx4,.
n-1 2n+35

3. un=sin(l), vn=cos[lJ—l, nx2.
n n

. un=iik, vn=2+3, nx2.
k=02 n

5. un=w/n+1—\/H, vn=\/H—\/n+1, n>1.

On considére les suites (un) et (vn) définies

u, +2v
par ug=12, vy =1, un+1=%,
uy +3v
Vo =—2—2, n>0.
4
1. Montrer que pour tout n>0, uy > v, .

2. Montrer que les suites (un) et (vn) sont adjacentes
et qu’elles convergent vers la méme limite o..

3. On pose pour tout n >0, t, =3u, +8v,.

a. Montrer que (tn) est une suite constante.

b. En déduire la valeurde o .

-
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Soit un réel a > 0 et (bn ) la suite définie pour

tout entier non nul n par b, = S
(1+a)"
n(n-1)a?

>

1. Montrer que (1+a)" 3

2. En déduire la limite de b, .
3. Soit (xn) S0 une suite géométrique de raison q
n=2

telle que —1<q<1.

Montrer que lim n
n—-+w

4. Calculer les limite suivantes
1 n+2
; lim n(——) ;
n—+0 3
1 n
lim (n+1)| —— | .
Jim (1) 7

n
tout réel non nul x de -1, 1], Zxk =
k=0
2. En déduire que pour tout entier n > 1et pour tout
réel non nul x de ]—1, l[ R

X,|=0. Endéduire lim nx,.

n—-+wo

lim T
n—+e0 207

1. Montrer que pour tout entier n > et pour

1 _ xn+l

1-x

n

kak—l _ nx® - (m+Dx" +1
2
kel (1-x)
3. Utiliser le résultat précédent pour calculer les
limites des suites définies par

5 5Y
up=142>+..+(n+1)| = | , n20 et
3 3
1 n
Vp=2 22+ .+2 (n+1) [——j 20,

2

que a<b.

Soit a et b deux réels strictement positifs tels

On considére la suite (un) définie par
u =a+ b,

ab
U, =a+b——,n20.

Up

1. Vérifi b’
. Vérifier que up =————-.
b2 —a?

2. Montrer que pour tout n>0,

an+2

_an+1

bn+2 _

un+l = bn+1

3. Déterminer lim u.

n—-+w

Soit (an) la suite définie par

agp,
a2
ap,1 =ay +a,, n20.
1. Montrer que (an) est croissante.

2. Montrer que si (an) converge, alors sa limite est

nécessairement nulle.

3. Montrer que si ay >0, alors (an) diverge.

4. Montrer que si ag <—1, alors a; >0.

En déduire que (an) diverge.

5. On suppose que —1<ay<0.

a. Montrer que la suite (an) est bornée par —1 et 0.
b. En déduire que (an) converge et déterminer sa
limite.

6. Déterminer la limite de (an) lorsque

a.a5=0.

b. agp =-1.

Soit (un) la suite définie par

110 = 01

Uy, =1.6u,(1-u,), n20.
1. Etudier les variations de la fonction
f:xH1.6x(1-x%).

2. Montrer que pour tout n >0, 0.1<u, < %

3. En déduire que la suite (un) converge.

-
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4. a. Montrer que pour tout entier naturel n,

3 5 3
§—un+1 =1.6(§—un)(§—unj.

. 3
b. On pose pour tout entier natureln, v, = i u,.

Montrer que v, 20 et en déduire que Yatl <084,

n
c. Montrer alors par récurrence que pour tout entier

natureln, 0<v, <0.84".
d. En déduire la limite de (un) .

e. Déterminer un entier naturel n, tel que

OS%—unslo_s,nZno.

31

fonction définie sur R par f(x)= %[x + ﬁ) .
X

Soit a un réel strictement positif et f la

1. Montrer que pour tout x € R ,

xa)(x+48)

2x2
En déduire les variations de f.

f’(x)=(

2. On considére la suite (un) définie par
up=E(Va)+1
1 =f(un), n20,

ou E(x) désigne la partie entiére de x.

a. Montrer que pour tout entier n,

\/;<un+1 <u, <ug.

En déduire que la suite (un) est convergente.

b. Montrer que pour tout entier n,

Uy —\/Z<%(un—\/2).

¢. En déduire que pour tout entier n,
n
0<un—\/;<(%) (uo—\/;).

d. En déduire Ia limite de la suite (un) .

1. Soit a et b deux réels tels que 0 <b<a.

[32]
a+b

a. Montrer que \/E < 7

b. Montrer que (a —b)2 <a?-b2.

On considére les suites (an) et (bn) définies par
> bpy1 = Vanbn >
n>0.

2. a. Montrer que pour tout n >0, b, <a, .

a +b
ap=4a, b0=b, An1 = a n

b. Montrer que la suite (an) est décroissante et que

la suite (bn) est croissante.

3. a. Montrer que pour tout n >0,

(an+l _bn+1 )2 = (%}2 .

b. Montrer que pour tout n>0, a, —b, <

4. Montrer que les suites (an) et (bn) sont

adjacentes et qu’elles convergent vers

la méme limite o .

5. Onsupposeque a=2etb=1.

Déterminer un entier n permettant d’obtenir un

encadrement de oo d’amplitude 10719,

-

Suites réelles

)
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Dérivabilité

" [...]Pour résoudre ces éguations, il étudie ls maximum des expressions
alpéhriques. 1 prend "la dérivée premidre” de ces expressions qu'il anmule
¢t démontre que la racine de Péquation obtenme, substituée dans I'expression
algébrique donne le meximum. [...] Et comme la seule démonstration
convgincante est de faire parler le texte méme d'Al-Tusi, nous allons prendre
trois exemples dans 'muyre de ce mathématicien ;[...], le troizidme, pour
dégager comment transformation affine, divisibilité ot dérivée se conjugment
dang la solution de ["équation.”

(R. Ras hed, Entre Arithmétique
et Algdbre , 1984).

Sharaf Al Din Al Tusi est un




Chapitre 3

Dérivabilité

I. Rappels
Dans ce paragraphe nous rappelons les principaux résultats vus en troisi¢éme année.
Activité 1
Dans la figure ci-contre on a représenté une fonction f
dérivable sur R, ainsi que les tangentes aux points
d’abscisses respectives —2 et 0.

1. Déterminer les nombres dérivés de fen —2 et 0.

. . f(h)-1 . f(x
2. Déterminer lim Q et lim Q .
h—»0 h x—>—2 X+2
Activité 2
Soit f la fonction définie sur R par Une fonction f définie sur un intervalle ouvert I est

3 2 dérivable en un réel a de I s’il existe un réel, noté
f(X)=X +3x“+3x+1. f(x)—-f(a) ,
—— - =f'(a).

x—a

] ] f'(a) tel que lim
et C¢ sa courbe représentative dans un x—a

repére orthonormé (O i *'). .
P 1) Soit f:x > ap x” +...+a;x +a,

1. Déterminer le nombre dérivé de f en une fonction polynéme.
chacun desréels O et 1. La fonction f est dérivable en tout réel x et
2. Préciser les tangentes a C¢ aux points f'(x)=napx" " +..+a;.

d’abscisses O et 1.

3. Donner une approximation affine de Si f est dérivable en a, alors le réel

f(a)+ f'(a)h est une approximation affine de
chacun des réels (1.0002)" et (2.0001)’ . f(a(,ﬂ)l). =

Activité 3
Donner une approximation affine de chacun des réels sin(0.000l) ; cos(0.000l) .
Activité 4

Soit f la fonction définie par i } i
Une fonction f définie sur un intervalle ouvert I est

X six<1 dérivable en un réel a de I, si et seulement si, elle
f (x) =<x-2 ’ est dérivable 2 gauche et 3 droite en a et
(x—2)|x—2| six>1. fg(a)=1fa(a).

1. Montrer que f est continue sur R .
2. a. Etudier la dérivabilité de f a droite et & gauche en 1.
b. Montrer que f est dérivable en 2.

3. On note C; la courbe de f dans un repére orthonormé (O,Y,j) . Préciser les tangentes a

C; aux points d’abscisses 0 et 2 et les demi-tangentes au point d’abscisse 1.

r Dérivabilité \
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Activité 5

Dans chacun des cas ci-dessous, étudier la
dérivabilité de la fonction f sur ’intervalle I .
f:xH L’; , I=R.
1+cos“x
1+x+x 1
f:x»—— , I=[0,—-].
2 [ 5 1
X |x + 1|

= — 1[. b finis ou infinis.

f:x—>

1-x

» Une fonction est dérivable sur un intervalle
ouvert I si elle est dérivable en tout réel de 1.

» Soitdeux réelsaetbtelsque a<b.

Une fonction est dérivable sur [a,b] si elle est

2 dérivable sur ]a,b[, a droite en a et a gauche en b.
» On définit de fagon analogue la dérivabilité
d’une fonction sur les intervalles[a,b[, ]a,b], a et

Nous donnons dans les deux tableaux ci-dessous les dérivées de certaines fonctions usuelles,

ainsi que les régles opératoires sur les dérivées.

Dérivées des fonctions usuelles

Fonction f Intervalle
x> x", neN\{0,1} R
1 * Tout intervalle inclus dans
X —,neN .
x" R
x> sin(ax +b) R
X > cos(ax+b) R
Tout intervalle inclus dans
X+ tan (ax +b) I’ensemble de définition.

Opérations sur les fonctions dérivables
Soit f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle 1.

Fonction Intervalle
f+g I
af (aeR) I
fxg I
1 Tout intervalle inclus dans
f {er; f(x);tO}
f Tout intervalle inclus dans
g {ertelqueg(x);tO}
f* ,neN\{0,1} I
1 2 Tout intervalle inclus dans
_n’nGN {er;f(x);tO}

Dérivabilité

il R

f’
X > nx™

X > —nx ™71

X > acos(ax +b)
X > —asin(ax +b)

x|—>a(1+tan2(ax+b))

Fonction dérivée
f'+g
af’
f'xg+g'xf
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Activité 6

Soit a un réel et P un polynéme de degré n > 2.
On dit que o est une racine double du polynéme P s’il existe un polynome Q de degré

(n—2) tel que P(x)=(x —oc)2 Q(x) pour tout réel x et Q(a)=0.
1. Montrer que si o est une racine double de P, alors P(a)=P'(a)=0 et P"(a)#0.
2. On suppose que P(a)=0 et on désigne par f le polyndme tel que P(x)=(x—a)f(x).
Montrer que si P'(a)=0 alors f(a)=0.
3. Donner une condition suffisante pour que o soit une racine double de P.
4. a. Montrer que 2 est une racine double du polynome P(x)=x*-4x> +5x* —4x +4.
b. Factoriser P(x).

Il. Dérivées successives
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1.
La dérivée ' de f est appelée la dérivée premiére de f.
Si la fonction f’ est dérivable sur I, sa fonction dérivée est appelée dérivée seconde de fet

notée £ ou £

Par itération, si la fonction f (n-1) (n > 2) est dérivable sur I, sa fonction dérivée est appelée
dérivée n°™ de f et est notée £("),

La dérivée n®™ de f est aussi appelée dérivée d’ordre n de .

Activité 1
Donner, dans chacun des cas ci-dessous, les dérivées d’ordre 1, 2, 3 et 4 de f.
1. fix—2x> —4x? +x-1
2. f:x > sin(2x).

Activité 2

1. Soit f 1a fonction définie sur [2,+oo[ par f(x)=
X —

a. Calculer f'(x), f"(x) et f(3)(x), X €]2,+00.

(-1)"n!
lll. Dérivabilité des fonctions composées
Activité 1

Soit fla fonction définie sur [0,1] par f(x)=v1-x
1. Etudier la dérivabilité de f a gauche en 1.

b. Montrer que pour tout entier n>1, f (n) (x)

2
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2. Soit h la fonction définie sur [0,§]par h(t) = f(sint).

a. Vérifier que pour tout t e [0,%], h(t)=cost.
b. En déduire que h est dérivable sur [0,%] et déterminer h'(t).

c. Vérifier que pour tout t e [0,%[, h'(t)=cost.f'(sint).

Théoréme
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant un réel a et g une fonction

définie sur un intervalle ouvert J contenant f (a) )

Si f est dérivable en a et g est dérivable en f(a), alors gof est dérivable en a et

(gof) (2)=f'(2)x€'(£(2))-

Démonstration

g(yz:f(f(a)) si y=f(a),

(a)
g'(f(a)) siy="f(a).

La fonction g étant dérivable en f (a) , on en déduit que @ est continue en f(a).

Considérons la fonction ¢:ym—

La continuité de f en a implique alors que )l‘lglcp(f(x)) = (p(f(a)) =g (f(a)).

De plus, pour tout x #a on peut écrire

f(x)-f(a .
e(t()-e(6(@) _Jo(e(x))x IR ey (a)
e 0 sif(x)=f(a).
, e . gof(x)-gof(a) _, :
11 résulte alors de la dérivabilité de fen a que lim =g (f (a)).f (a).
X—a X—a
Corollaire

Si f est dérivable sur un intervalle I et g est dérivable sur un intervalle J contenant f (1),

alors gof est dérivable surIet (go f)' (x)=1f"(x)x g'[f(x)], pour tout x de L.
Activite 2
Dans chacun des cas ci-dessous, montrer que la fonction est dérivable sur I et déterminer sa

dérivée.

f:x 1-cos(nx) , 1=]0, 2. g:XI—)sin(\/g] , I=]—o,0.
( Dérivabilité \
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IV. Théoréeme des accroissements finis
Activité 1
Soit f une fonction définie sur [-3,2] et dérivable sur
-3,2|. 3
3.2 . y 3 -2 7 T 22
Dans la figure ci-contre on a représenté la courbe C; de f, 1 & T
3 % |
2

ainsi que les tangentes aux points d’abscisses —2, 0 et 5

Lire sur le graphique les abscisses des points de C; en
lesquels la tangente est parall¢le a I’axe des abscisses.

Théorame de Rolle

Soit a et b deux réels tels quea <b.
Soit f une fonction continue sur [a,b]

dérivable sur Ja, b[ et telle que f(a)=1(b).

Alors il existe un réel ¢ de Ja, b[ tel que

|
[
| [
| |
, a¢Gg 6 b
f (c) =0. Si C; est la représentation graphique de

f dans un repére (O,T,j) , alors il existe
au moins une tangente a C; paralléle a
la droite des abscisses.

Démonstration
Si f est constante sur [a, b], le résultat est immédiat.

Supposons f non constante sur [a, b].
La fonction f étant continue sur [a , b] , elle est bornée et atteint ses bornes m et M.
Soit xq et x; tels que m=f(x,) et M=f(x;). Alors I’'un des réels x, ou x, appartient a
Ja, b[, car fn’est pas constante sur [a, b]. On en déduit que f'(x¢)=0 ou f'(x;)=0.
Le théoréme en découle.
Activité 2
Soit f la fonction définie par f(x)=x-3x*-5x>+15x*>+4x+2 et # sa courbe

représentative dans un repére orthonormé (O )1, j) .

1. Calculer f(1) et £(-1).
2. En déduire que % admet au moins une tangente paralléle a 1’axe des abscisses.

( Dérivabilité \
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Activité 3

Soit f la fonction définie sur R par f (x) = %x3 —x? et @ sa courbe représentative dans un

repere orthonormé (O,Y,_J:) . Soit A et B les points de & d’abscisses respectives 3 et 1.

Existe-t-il des points de & ou la tangente est paralléle a la droite (AB)?

Théoréme des accroissements finis

Soit a et b deux réels tels que a <b et
f une fonction définie sur [a, b].

Si fest continue sur [a, b] et

dérivable sur ]a, b[, alors il existe un

réel ¢ dela, b[ tel que

f(b)-f(a)=1f'(c)(b-a). Si C; est la représentation graphique de f dans
un repere (O ,Y;j) alors il existe au moins une
tangente & C; paralléle a la droite (AB) o A
et B sont les points de C; d’abscisses

respectives a et b.

Démonstration
f(b)—f(a)(x_a)-
b—a
D’aprés I’hypothése faite sur f, la fonction g est continue sur [a, b], dérivable sur Ja, b[ et
vérifie g(a)=g(b). On déduit du théoréme de Rolle, I’existence d’un réel ¢ de Ja, b[ tel

que g'(c)=0. Le théoréme en découle.

Considérons la fonction g définie sur [a, b] par g(x)=1f(x)-

Activité 4
Le plan est muni d’un repére orthonormé (O,T;j) . Soit f la fonction définie sur [1, + oo[ par
f(x)= x2+/x -1 et C; sa courbe représentative.
Montrer que I’équation f’'(x)=4 admet au moins une solution dans I'intervalle |1, 2[ et
interpréter graphiquement le résultat.

V. Inégalité des accroissements finis

Théoreme
Soit f une fonction continue sur [a, b] (a < b) et dérivable sur Ja, b[ . Soit deux réels m et M.

Si m<f’(x)<M pour tout x de Ja, b[, alors m(b—a)<f(b)-f(a)<M(b—a).

( Dérivabilité \

59




oo )
Démonstration

Le théoréme des accroissements finis justifie 1’existence d’un réel ¢ de ]a, b[ tel que
f(b)—f(a)=1"(c)(b-a).

L’hypothése faite sur f' permet de déduire que m < f '(c) <M. Ce qui implique que
m(b-a)<f’(c)(b-a)<M(b-a), car b—a>0.Le théoréme en découle.

Corollaire
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle et M > 0.

Si f'(x)| <M pour tout x de I, alors ’f(b)—f(a)’ <Mfb-a

, pour tous réels a et b de L.

Activité 1
Soit f:[O,g]—)R
X > tanx

1. Montrer que 1<f'(x)<2, pour tout réel x de [0, %].

2. En déduire que t < tan(t) < 2t, pour tout réel t de [0, %].

Activité 2
X
J6

2. En déduire un encadrement de 1+ 10710
Activite 3

1. Montrer que 1+ <Jl+x Sl+%,pourtoutréelxde [0, %].

2
" . X
1. Montrer que pour tout réel positif x , sinx<x et 1 Y <cosx .

3
s X : , ..
2. En déduire que x - 3 <sinx < x, pour tout réel positif x.

X —sinx

six#0, .
3. Montrer que la fonction ¢ définie par @(x) = X est dérivable en 0.
0 six =0.

VI. Variations d’une fonction

Activité 1 ‘;
Le graphique ci-contre représente une fonction f 5 :
dérivable sur [-7, 7]. iy |
Déterminer graphiquement les intervalles ou f est T4 7432 -i_10 234 56\7
strictement monotone. ! 2 :
Déterminer graphiquement le signe de f'(x). ! j !
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Théoréme

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

Si la dérivée de f est strictement positive sur I, alors la fonction f est strictement
croissante sur L.

Si la dérivée de f est strictement négative sur I, alors la fonction f est strictement
décroissante sur L.

Démonstration
Supposons que f'(x)>0 pour tout x de I et considérons deux réels a et b de I

telsque a<b.
La fonction f étant dérivable sur I, elle est dérivable sur [a, b].

D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe un réel ¢ de ] a, b[ tel que
f(b)-f(a)=f'(c)(b—a). On en déduit que f(b)-f(a)>0,car f'(c)et b—a sont

strictement positifs. Ce qui prouve que f est strictement croissante sur 1.
La deuxi¢me propriété découle de la premiére en considérant la fonction —f.

Activiteé 2
On a représenté dans la figure ci-contre la 3l
fonction f définie sur R par f(x)=x—sinx. ol
1. Déterminer graphiquement le sens de |
T

variationde fsur R. [
2. a. Déterminer la fonction dérivée f'. o v e s
b. Résoudre dans R 1’équation f'(x)=0 ' ]

et interpréter graphiquement le résultat.

Théoréme
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
Si f' est positive et ne s’annule sur aucun intervalle ouvert contenu dans I, alors f est
strictement croissante sur L.
Si f' est négative et ne s’annule sur aucun intervalle ouvert contenu dans I, alors f est
strictement décroissante sur 1.

Démonstration
De I’hypothése f ’(x) > 0 pour tout réel x de I, il résulte que la fonction f est croissante

sur L.
Supposons qu’il existe deux réels a et b tels que a <b et f(a)=1(b). Il en résulte que

f(a)<f(x)<f(b), pour tout réel x de ]a, b[ . Par suite, f est constante sur [a, b]
et f'(x)=0 pour tout x de Ja, b[ .Ce qui contredit ’hypothése faite sur f'.
La deuxiéme propriété découle de la premiére en considérant la fonction —f.
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Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b] et dérivable sur Ja, b[.
« Si f est croissante (respectivement strictement croissante) sur ]a ,b[ alors f est
croissante (respectivement strictement croissante) sur [a , b] .
« Si fest décroissante (respectivement strictement décroissante) sur Ja, b[ alors f est
décroissante (respectivement strictement décroissante) sur [a, b] .
Démonstration

Soit ¢ <d deux réels de [a, b] . La fonction f étant continue sur [c, d] et dérivable sur

Je, d[ , il existe un réel x de Ic, d[ tel que f(d)—f(c)=(d—c)f'(xo)-

Le théoréme en découle.

Activité 3
. o e .3 T T
Etudier les variations de x > y1—sin” x sur [_5’ E].
VIl. Extrema
Activité 1
Dans la figure ci-dessous, on a représenté Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a
une fonction f définie sur |4, 7] e
> oL On dit que f admet un maximum local en a, s’il
Déterminer graphiquement les extrema existe un intervalle ouvert J contenant a et inclus
locaux de f. dans I tel que pour toutx de J, f(x)<f(a).
- :- - :- - On dit que f admet un minimum local en a, s’il
-r-a-1-1 existe un intervalle ouvert J contenant a et inclus
B I dans I tel que pour toutx de J, f(x)>f(a).

Lorsque f admet un minimum local ou un
maximum local en a on dit que f admet un

TR j_ 2 - extremum local en a.
Y A -
.. [ R B

| | |

Q
Activité 2

Dans la figure ci-contre on a représenté la )
restriction de la fonction f:x > 1—x2 sur ! P

1 7 . . \
[0, 1] dans un repére orthonormé ainsi que la o a
tangente en un point M d’abscisse a dans Soit f une fonction dérivable sur un intervalle
]0 1] ouvert I et a un réel de I.

>l Si f admet un extremum local en a alors

Déterminer le point M pour que ’aire du f'(a)=0.

triangle OPQ soit minimale. Si f'(x) s’annule en a en changeant de signe

alors f admet un extremum local en a.
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VIil. Point d’inflexion
Activité 1
Soit f la fonction définie sur R par f(x)= x> —3x+1
On désigne par C; la courbe de f dans un repére orthonormé.
1. Ecrire une équation de la tangente T & C; en son point d’abscisse 0.
2. Etudier la position relative de C; et T.
3. Etudier les variations de f puis tracer T et C;.
Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et
dérivable en un réel a de I et C; sa courbe dans un repére

orthogonal (O,Y,:]:).
On dit que le point A(a ,f (a)) est un point d’inflexion de Cg

si C; traverse sa tangente en ce point.

Activité 2
Soit f la fonction définie sur R par
2—-42-x six<l],
f (x) = ) Le plan est muni d’un repére orthogonal
‘/; sixl. (O,Y,]) . Soit fune fonction définie sur un
On désigne par C; la courbe de f dans unrepére  opsemble D, de courbe représentative C.
orthonormé (O,_i.,:]:) . Soit O’ le point de coordonnées (a,b).

. Le point O’ est un centre de symétrie de C, si
1. a. Montrer que le point I(1,1) estun centre e et e e R A DL B8 AR

de symétrie de C;. aDet f(2a-x)=2b—f(x).
b. Montrer que I est un point d’inflexion de Cs.

2. Etudier les variations de f.
3.Tracer la tangente a C; en I et la courbe Cy.

Activité 3
Soit a un réel et f une fonction deux fois dérivable sur Ja—h, a+h[ ,avec h>0.

On désigne par C; la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O,f,:i) .

1. Ecrire une équation de la tangente T a C; au point d’abscisse a.
2. Soit ¢ la fonction définie sur J]a—h, a+h[ par (x)=f(x)-[f'(a)(x—a)+f(a)].

a. Montrer que ¢ est une fonction deux fois dérivable sur Ja—h, a+h][.
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b. Dresser, dans chacun des cas ci-dessous, le tableau de variation de ¢'.
17 cas: f"(a)=0,f"(x)<0 (six<a)et f"(x)>0 (six>a).
28mC cag f"(a)=0, f"(x)>0 (six<a)et f"(x)<0 (six>a).

¢. En déduire pour les deux cas précédents que le point I(a ,f (a)) est un point
d’inflexion de C;.

Théoréme
Soit f une fonction deux fois dérivable sur Ja—h, a+h[, (h>0)et C; sa représentation

graphique dans un repére orthonormé.
Si la fonction dérivée seconde f” de f s’annule en a en changeant de signe, alors le point

I(a,f (a)) est un point d’inflexion de la courbe C;.
Activité 4
Soit f la fonction définie sur R par f(x)= x*—6x%+1 et C; sa courbe représentative dans
un repére orthonormé (O ,T;j) .
Montrer que C; admet deux points d’inflexion que I’on précisera.

IX. Exemples d’étude de fonctions
Probléme résolu 1
A/ 1. On considére la fonction g définie sur R par g(x) =x>+3x+2 et on note Cg sa

courbe représentative dans un repére orthonormé.
Etudier les limites de g en —o et en +oo et en déduire les branches infinies de C, .

2. Calculer g'(x) et en déduire les variations de g.

3. Montrer que 1’équation g(x)=0 admet une unique solution o dans [-1, 0].
4. Donner un encadrement de o d’amplitude 107,

5. En déduire le signe de g.
6. Déterminer le point d’inflexion de C, .

7. Déterminer la tangente D a C, au point d’abscisse 0.

8. Etudier la position relative de D et C,, . Tracer C,.
3

B/ On considére la fonction f définie sur R par f(x)= x2 et on note C; sa courbe

x“+1
représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé.
1. Etudier les limites de fen —coet en +oo et déterminer les branches infinies de C;.

2. Calculer f '(x) et dresser le tableau de variation de f.

3. Tracer Cs.
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Solution

A/ 1. La fonction g étant une fonction polyndme, il en résulte que

lim g(x)= lim x*=+w et lim g(x)= lim x*=—w0.

X—>+00 X—>+00 X——00 X——00
De plus, lim e = lim e = +00. On en déduit que Ce admet, en —oet en +oo,
X—>+wo X Xx—>-o X
deux branches paraboliques de direction (O, ]) . Tableau de variation de g
2. La fonction g est dérivable sur R et x |- a oo
’ _u2 T
g(x)—3x +3, xeR. g(x) 4o n

Remarquons que g'(x)> 0, pour tout réel x .

|
On en déduit que g est strictement croissante sur R . g /oo
3. Le calcul donne g(-1).g(0)=-4. 0
—00
On en déduit ’existence d’un réel o dans ]-1, 0] tel que g(a)=0.
L’unicité de a résulte de la stricte monotonie de g.

4. En utilisant la dichotomie on obtient que —0.6<a <—0.5.
5. On déduit du tableau de variation de g que g(x)>0, si et seulement si, x €[ o, +oo[ .

6. La fonction g est deux fois dérivable sur R et g"(x)=6x, x e R.

La dérivée seconde de g s’annule en 0, en changeant de signe. On en déduit que I(O, 2)
est un point d’inflexion de C, .

7. Latangente Da C, apouréquation y=3x+2. /
8. La position relative de D et C, dépend du signe de

NS

g(x)—3x -2, qui est strictement positif, si et seulement si,
x >0. On en déduit que C, est au dessus de D, si et

seulement si x > 0.

B/ 1. La fonction f étant une fonction rationnelle, il en résulte que

: X . . X
Jim £(x)= Jim F=oo et lim £(x)= lim ‘7=
3
M;g_—let lim M= lim m=1.
S X" +xX xo+o X x>0 X

f(x)—x=_2_x et lim f(x)-x= lim f(x)-x=0.

x“+1 X—>+00 X—>—©0
On en déduit que la droite d’équation y =x est asymptote a C;.
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2. La fonction f est dérivable sur R et f'(x)= &x)z’ xeR.
(x2 + 1)
Il en résulte que f'(x) et xg(x) sont de méme signe. Ct
X |—o0 o 0 —+00
f(x) - + + 1

; 4> |
£ _OO/ () /+°° -1'_1f

Probléme résolu 2

-1

Soit la fonction f définie sur [1,+oo[ par f(x) =1+% .
X

On désigne par C; sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O ,Y,}) .

1. Etudier les variations de f et tracer C;.
2. Montrer que 1’équation f (x)=x admet dans |1, 2[ une unique solution a.

3. a. Montrer que pour tout réel x de [1, +oof f’(x)’ < % .

b. En déduire que pour tout réel x de [1, + oo , f(x)—a’ < %|x—a| )
uO =2

4. Soit (u,) la suite définie par u 1

a. A I’aide d’une calculatrice, donner une valeur approchée a 107 des sept premiers
termes de cette suite.

. 1
b. Montrer que pour tout entier natureln, |u,,; — a| < 5|un - a| .

1
u, —a Sz—n.

d. Déterminer le plus petit entier n tel que, pour tout n>ng,

c. En déduire que pour tout entier naturel n,

u, —of <1072,

e. Donner alors une valeur approchée de o a 107! pres.
Solution

1. La fonction x 1+% est dérivable sur ]0,+ oo[ , en particulier sur [1, +oof
X

1

2x\/; ’

x21.

( Dérivabilité \
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De plus lim f (x) =1, ce qui prouve que la droite d’équation y =1 est asymptote a la

X—>+0
courbe C; de f.

Tableau de variation de f Représentation de f

X |1 400

24 -
f (%) - M__
) :
f \ |
1 0 1 2 3 4

2. Considérons la fonction g définie sur [1, +oo[ par g(x)=f(x)-x.

19}

La fonction g est continue en toutréel x 21 et vérifie g(1)=1 et g(2)=-1+

si-

0 ou

L’inégalité g(1).g(2) <0 implique I’existence d’un réel a« € |1, 2[ tel que g(a)
encore tel que f(a)=a.

D’autre part, la fonction g est dérivable en tout réel x >1 et g'(x)=- 5 1\/_ ~1.
xVx

On en déduit que g est strictement décroissante sur [1 , + oo[ .

Par suite, le réel o est I'unique solution de I’équation f(x)=x.

3. a. L’inégalité ’f’(x)’ s% est immédiate.

b. La fonction f est dérivable sur [1, +oo[ et |f ’(t)| < % pour tout réel t>1.
On déduit de I’égalité f(a)=o et de I’inégalité des accroissements finis que
’f(x)—a’ < %|x —a| , pour tout réel x de [1, +oo[ .

4. a. La calculatrice donne 2 ;1.7071 ; 1.7654 ; 1.7526 ; 1.7554 ; 1.7548 ; 1.7549 ; 1.7549 .
b. On vérifie facilement que pour tout entier naturel n, u, >1.

Pour tout entier naturel n, u,,; =f(u,) et u, >1. Il résulte alors de la question 3.b.

1
que [u,,; —ol< 5|un —q.

,neN.,

n
o . , . 1
c. En utilisant un raisonnement par récurrence, on obtient |un - a| < [E |u0 -

Le résultat découle du fait que ug=2et 1<a<2.

d. On trouve ng =7.
e. I suffit de prendre o =1.7549.
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Probléme résolu 3

Dans la figure ci-contre, & est le cercle de centre O

et de rayon 2,
D, et D, sont deux droites parall¢les, tangentes a %,

A un point de D,, B et C sont deux points de D,

\Ix

tels que BC =4 et ABC est un triangle isocéle en A. B
Une droite D variable parall¢le 8 D; et D, coupe

4

le cercle # aux points I et J, le segment [AB] en K et le segment [AC] en L.

On pose x la distance de D & D, et f(x)=IJ+KL.

1. Montrer que f(x) = 24/ 4x — x? +4-x, Xe [0, 4] .
2. a. Etudier la dérivabilité de f a droite en 0, et & gauche en 4.
b. Montrer que f est dérivable sur ]0, 4[ puis calculer f'(x).

c. Dresser le tableau de variation de f et en déduire la valeur maximale de IJ+KL.

d. Tracer la courbe de f dans un repére orthonormé.
3. a. Déterminer a € |0, 4] tel que f(a)=4.

b. Déterminer graphiquement suivant les valeurs du réel a, le nombre de solutions de

Péquation f(x)="(a). Interpréter le résultat.

Solution
1. Déterminons la distance 1J.

Soit H le projeté orthogonal du point O sur [IJ].

Le triangle OIJ est isocéle en O, alors H est le milieu de [IJ] . En considérant le triangle

OHI rectangle en H, on obtient

IJ = 2IH = 24/O12 —OH? = 2,/4 2- x Jax—x2

Déterminons la distance KL.

La médiatrice de [BC] coupe [KL] en son milieu B’ et [BC] en son milieu A’'.

En appliquant le théoréme de Thalés dans le triangle ABA’, on obtient
j:i,, =§'§:,d’oﬁ KL=4-x.
On en déduit que f(x) = 2/ 4x — x? +4-x,x€ [0, 4].
2. a. Dérivabilité de f a droite en 0

X - 2\/4x x2

Pourtoutxe]0,4], X-2 ——1 1.
X X

f(x) — f(O) , L s g
IL suit que lim —————= =+00, et f n’est pas dérivable a droite en 0.

x—0" X

( Dérivabilité \
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Dérivabilité de f a gauche en 4

(x)-1(4) _2 4x -x*+4-x _  2x

= -1.
x—4 x—4 \/4X—X2

Pour tout x [0, 4, f

f(x)-f(4
Il suit lim M =—o0, et f n’est pas dérivable a gauche en 4.
x4~ x—4

b. Dérivabilité de fsur ]0, 4] .
La fonction x > 4x —x? est dérivable et strictement positive sur ]o, 4[, alors 1a

fonction x > V4x —x2 est dérivable sur 10, 4], et par suite la fonction f est dérivable
2(2-x)

sur |0, 4] . Pour tout x € |0, 4| ,f'(x)=—=5-1.
10, 4] 10, 4. '(x) N

c. Il est clair que, si x €[2, 4], alors f'(x)<0. <lo 2- g 4
Pour tout x €10, 2], £1(x) + 4) _
5x2-20x +16 )
f'(x)= ) f N3+
Vax -x2 (2(2—X)+\/4x—x2) / \
0

Pour tout x €]0, 2], le signe de f'(x) est celui de 5x2 —20x +16.

On en déduit le tableau de variation de f sur [0, 4] et la valeur maximale de IJ+KL,
soit 2«/5 +2.
3.a.Soit a0, 4], f(a)=4, si et seulement si, a = %

b. Soit a € |0, 4[ . Résoudre 1’équation f(x)=f(a),
revient a déterminer les abscisses, s’ils existent, des
points d’intersection de la courbe de f et de la droite
d’équation y=f(a).

On en déduit que

N W s N

« Il existe deux solutions lorsque a € ]0, %[ . Dans ce

cas il y a deux positions possibles de la droite D qui 1}
assurent la condition IJ+ KL =f(a).

« Il existe une unique solution lorsque a € [1?, 4.

Dans ce cas il y a une unique position possible de la droite D qui assure la condition
J+KL =1(a).

( Dérivabilité \
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QM VRAI m’ux

Qcm
Cocher la réponse exacte.

1. La fonction x > cos(nxz) est dérivable sur R et sa dérivée est
DXI—)ZﬂSin(ﬂ.’XZ). DXI—)ansin(nxz). Dxl—)—ansin(nxz).

X

2. Soit f une fonction dérivable sur

-2 -1 0 1 2
1 -1
[-2, 2] dont le tableau de variation f' 0 1 4
de f’ est le suivant.
« Alors -2
[1£(-2)<£(-1). [1£(-1)<£(0). [1£(0)<£(1)

« Dans un repére orthogonal, la courbe de f admet exactement deux tangentes paralléles a
la droite d’équation

1 1 1
DY——E- DY—EX- DY——EX-
3. L’image de [1, +o[ par la fonction x > vx* —1-1 est
D]O,+oo[. D[—1,+oo[. D]—oo,O].

. . 1 . . .
4. La courbe représentative de la fonction x > %xs —4x?% admet un point d’inflexion

d’abscisse
Dx=0. Dx=—2. Dx=2.
5. Soit f la fonction définie sur R par f(x)=(x-1)(x-2)(x-3).
La courbe de f dans un repére orthogonal admet exactement
D deux tangentes horizontales. D une tangente horizontale. D aucune tangente horizontale.

VRAI - FAUX

Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse.
1. Soit f une fonction dérivable sur [-1, 2] telle que f(-1)=2, f(2)=-1.
Alors I’équation f'(x)=-1 admet au moins une solution dans [-1, 2].

2. Si le produit de deux fonctions est dérivable en un réel a alors chacune des deux fonctions
est dérivable en a.

3. Dans un repére orthogonal, la courbe représentative de la fonction

f:x— (x2 - x)(x —2) admet exactement deux tangentes horizontales.

4. Soit f une fonction dérivable sur [2, 5] telle que |f ’(t)’ <2 pour te[2,5].

Alors | (5)—£(2)|<6.

_f Dérivabilité \
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Le plan est muni d’un repére orthogonal.

Déterminer, dans chacun des cas suivants, une
équation de la tangente a la courbe de f au point
d’abscisse a.

1. f:XI—)(X—l)z(X—3), a=2.
4
2.f:xn—>L2, a=-1.
(x+2)
3. £:x0x(20x -3), a=4.
4, f:X|—>cos3x+sinx, a=%.
1. Donner une approximation affine de I 3
(1+h)

pour h voisin de 0.
2. En déduire une estimation des réels
1 1

et
(1.0000000002)

(0.9999999998)*

Dans chacun des cas suivants, vérifier que la

fonction f est dérivable sur 1’intervalle I et déterminer
sa fonction dérivée.

1. f:x|—>3x10—%x8+3x—10, 1=R.
2. f:xl—)(l—x—3x3)(x+2x)3 , I=R.
<2
3.fix—, I=]1, +oof.
1-x
3
x+1
4 f: |—>(x—2), I=[1,+o.
5. f:x > cos(3x)—sin(2x) , I=R.
6. f:x—> sinx , I=]0,x].
1—cosx
7. £:x 1 (L+sin(2x)), I-R.
8. f:x.—>tan2(§x], 1=[0,1.
9. f:xi> |21, I=]1, +f .
x+1
10. f:x.—>‘/;_2 I=]o, +oof.

«,/;+2’

E| Déterminer, dans chacun des cas, les dérivées

successives de la fonction f.
L fix x> —2x3 +3x+4.

2. f:x— cosx.
3. f:x > sin(2x).

@ Déterminer une fonction polyndéme f de degré 3
telle que £(1)=£'(1)=£"(1)=£C) (1) =1,

EI 1. Calculer les dérivées d’ordre 3 des fonctions
f:)n{l—)L1 et g:)n{l—)L

x+1°
2. Soit h la fonction définie sur R\{-1,1} par

X

h(x)= .
( ) x2 -1
a. Montrer qu’il existe deux réels a et b tels que pour
a b
h(x)=—+—
( ) x+1
b. En déduire la dérivée d’ordre 3 de la fonction h.
£(2)=0 et £'(2)=3.
Déterminer les limites ci-dessous.

tout réel x de R\{-1,1} ,
B x—1"
Soit f une fonction dérivable sur R telle que
f (\/ 2+x )

1. lim
=2 X-2
f(2sin(n4x))
2. lim— 22
x—2 Xx—-2
in{f
3. tim S2(E()
x—2 Xx—2
f(x2+x+2)
4, lim
x—0 X

Vérifier, dans chacun des cas suivants, que la

fonction f est dérivable sur I’intervalle I et déterminer
sa fonction dérivée.

L f:x Vx+vx , 1=]0,+00] .
2. fixi>sinx , 1=10, g].

-
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3.f:x|—)sin(£), I=[1, +oof.
X

4. f:xp>tan(sinx), I=R.

Soit f la fonction définie sur R par

2 3 4

f(x)=l+x+x +x7+x"7.

1. Montrer que pour tout x de [0, %] ,
0<f'(x)<1.234.
2. En déduire que pour tout x de [0, %] ,ona

1<f(x)<1+1.234x .

3. Donner un encadrement d’amplitude 108 de
f(0.00000000l 1).

[O, l] définie par f(x) =

Soit f la fonction définie sur
1

\/1+x.

1. Montrer que f est dérivable sur [0, 1] et que pour

£i(x) <

<—.
2
2. Montrer que pour tout x €[0, 1], ona

tout x [0, 1] ,

1—%xsf(x)sl.

3. Donner un encadrement d’amplitude 107'%e
£(0.0000000002) .

11

réelsxety.

[12]
2

T(y—x)ﬁsiny—sinxs

Montrer que |cosx —Cos y| < |x - y| , pour tous

1. Montrer que

(y—x), pour tous x et

V3
2
yde[%, g],xq-

b

—=<

2 J2-1
12

T

B

2. En déduire que
12

<

Soit f la fonction définie sur [%, g] , par

six¢£,

f(x)= tanx i
0 six=—.

2

1. Montrer que f est dérivable sur [%, g] .

I,

2. Montrer que pour tout x € [%, 2

—2<f'(x)<-1.
. A
3. En déduire que pour tout x E[Z’ E[’

E—2)(

2

. T
finis, montrer que pour tout x €[0, E[ , X<tanx.

l—tanxSE_

tan x 4

<

X.

1. a. En utilisant 1’inégalité des accroissements

b. En déduire que la fonction f:x — SIX st
X

I n
décroissante sur x €0, E[ .

y—X
COSZX

y—Xx

cos“y

2. a. Montrer que <tany—tanx <

pour tous réels x et y de [0, g[ tels que x<y.
b. En déduire que pour tout x €[0, g[ ,

x<tanx <

0052 X

¢. Montrer que pour tout x € 10, g[ )
sinx 1

< .
COSX

cosx <
X

3. Soit g la fonction définie par

SIX Gx£0
g(x)=1 x ’
1 six=0.

Montrer que g est dérivable en 0 et calculer g’(O) .

-
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On considére une fonction f dérivable sur

[0, 1] telle que £(0)=£"(0)=0 et £(1)=0.
Soit g la fonction définie sur [0, l] par

£(x)

X

0
1. Montrer que g est continue sur [0, 1].

g(X) six#0,

six=0.

2. a. Montrer qu’il existe un réel ¢ de 10, 1] tel que
cf'(c)-f(c)=0.

b. On désigne par % la courbe représentative de g
dans un repére orthogonal.

Montrer que % posséde au moins une tangente
passant par 1’origine du repére.

dans un repére orthogonal.
Soit A et B deux points distincts de.#, d’abscisses

Soit # la parabole d’équation y = x2+ax+b

respectives X, etxpg.

A TXp

. . X
Montrer que.# posséde au point d’abscisse

une tangente paralléle a la droite (AB).

[17]

1. Montrer que si la courbe de f coupe I’axe des
abscisses en deux points distincts, alors elle admet au
moins une tangente paralléle a ’axe des abscisses.

2. Montrer que si la courbe de f coupe I’axe des

abscisses en n points distincts (n>2), alors elle

admet au moins n—1 tangentes parall¢les a 1’axe des
abscisses.

[18]
f(x)= (x2 —1)3 (x4 —16)2 .

Montrer que la dérivée f’ de f admet au moins trois
racines distinctes autres que les réels -2, —1, 1 et 2.

[19]

et s’annulant pour n+1 valeurs distinctes de [a, b]
(n P l) .

Soit fune fonction dérivable sur [a, b] .

Soit f la fonction polynéme définie sur R par

Soit fune fonction n fois dérivable sur [a, b]

Montrer que sa dérivée n“™° s’annule au moins une

f(x)

1. Montrer que f est continue sur R.
2. a. Montrer que pour tout réel x non nul on a

)

b. En déduire que f est dérivable en 0.

3. a. Montrer que f est dérivable sur R et déterminer
sa fonction dérivée.

b. Soit n un entier naturel non nul.

ol

¢. La fonction f' est —elle continue en 0 ?

[21]

définie sur R. La droite A est une asymptote oblique
ala courbe de fen +oo et I’axe des abscisses est une
asymptote horizontale a la courbe de fen —o .

Soit f la fonction définie sur R par
0

x2 sin (lj six=0.

X

six=0,

—h
L~
P

" S|x|.

Calculer

On a représenté ci-dessous, une fonction f

1. Dresser le tableau de variation de f.
2. Déterminer graphiquement,

lim f(x)—f(—Z)’ lim f(x)—f(—Z)’
x—(-2) X+2 x—>(-2) X+2
i U i (60)xv4).

[22]

fonction f:x > 4x> +6x-2.

[23]

fonction f:x

Etudier et représenter graphiquement la

Etudier et représenter graphiquement la

X3 +2x+2

2x

fois dans [a, b].
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Etudier et représenter graphiquement la

+1 2
fonction f: x> x(x—) .
X —
fonction f:xl—n[x2 +2x+3.

Etudier et représenter graphiquement la

Etudier et représenter graphiquement la

on f:ixm5x+3Jx2—1.

Etudier et représenter graphiquement la
onf:xmH x+\[4—x2 .

Etudier et représenter graphiquement la

=h =h
Q e [=]

E E d E E
=4 .

. -1
fonction f: x> x = .
x+1

Soit f la fonction définie sur R par

f(x)= sin? x +cosx .

On désigne par C; sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (O,_i.,_j).

1. a. Montrer que 27 est une période de f.

b. Montrer que la droite des ordonnées est un axe de
symétrie de Cs.

2. a. Etudier les variations de f.

b. Montrer que I’équation f (x) =0 admet une
solution unique o dans [0,x].

Donner un encadrement de o d’amplitude 107",
c. Tracer la représentation graphique de la restriction
de f 4 'intervalle [-=,2x].

fonction f: x>

I. Etudier et représenter graphiquement la

(x-1

II. Soit la fonction h:x —
(sinx - 1)

3x
et on désigne

par C;, sa courbe dans un repére orthonormé.
1. a. Déterminer 1’ensemble de définition de h.

b. Vérifier que 27 est une période de h.
c. Montrer que la droite d’équation x =g est un axe
de symétrie pour Cy, .
2.a. Déterminer lim h(x).
x>T
2
b. En écrivant h =f osin, déduire le sens de variation

de h sur [—E, E[ .
2" 2

c. Résoudre I’équation h'(x)=0.

d. Montrer que I’origine du repére est un point
d’inflexion de Cy, .

3. Tracer Cy, .

[31

fonction f:x—

1. Etudier et représenter graphiquement la
X (x + l)
x-2
2. Déterminer graphiquement, suivant les valeur de m,
le nombre de solutions de 1’équation

x*+(1-m)x +2m=0.

3. Déterminer graphiquement, suivant les valeur de
m, le nombre de solutions de I’équation

cos? x+(1-m)cosx+2m=0 dans [0, 2x].

[32]

fonction f:x > sinx +%sin(2x) )

Etudier et représenter graphiquement la

fonction f:x—

X +x| six <0,

f(x)=
xx/; six>0.

On désigne par C; sa courbe représentative dans un
repére orthogonal.

1. Montrer que f est continue sur R.

2. Etudier la dérivabilité de fenOeten —1.

3. Etudier f et tracer Cy.

Etudier et représenter graphiquement la

COSX
2cosx —1

Soit f la fonction définie sur R par

| 2

-
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[35]
g(x)= 2x> +3x2 +1.

a. Etudier les variations de g.

b. Montrer que I’équation g(x)=0 admet dans R
une unique solution o et donner une valeur

1. Soit g la fonction définie sur R par

approchée de a a 107! prés.
c. En déduire le signe de g.
3

. . +
2. Soit la fonction f:x — X X3
1-x

et C¢ sa courbe

représentative dans un repére orthonormé (O,T,]) .

a. Etudier les variations de f.
b. Déterminer une équation de la tangente T a la
courbe Cy¢ au point d’abscisse 0.

c. Préciser la position de C¢ par rapport a T.
d. Tracer C¢ et T.

par g(x)=2x3+x—2.

1. On considére la fonction g définie sur R

a. Dresser le tableau de variation de g.
b. Montrer que I’équation g(x)=0 admet une unique

solution o dans R.

c. Déterminer une valeur approchée de a
21072 prés.

d. Déterminer le signe de g.

2. On considére la fonction f définie sur R par
f(x)= 4 +(x—2)2 )

a. Montrer que f est dérivable sur R et déterminer sa
fonction dérivée.

b. Dresser le tableau de variation de f et tracer la
courbe C¢ de f dans un repére orthogonal.

c. Déterminer graphiquement I’intersection de Cs¢ et
de la droite d’équation y=x .

naturel n supérieur a 1 par uy, =1+

Soit la suite (u, ) définie pour tout entier

A
ity

1
_+33

—+
23

1. Montrer que (u,, ) est croissante.

2. Soit la fonction f définie sur |0, + oo par

a. Montrer que pour tout k de [1, +co[,

2 2
<f(k)-f(k+1)<=.
(k+1)* (k)= £ (k1) K
b. Montrer que pour tout entier naturel n supérieur a 1,

11y

2 22 "2 gp?

¢. En déduire que (u,) est majorée.

3 1

d. En déduire que (u,) est convergente et donner un

encadrement de sa limite.

f(x)=tanx.
1. a. Etudier f et tracer sa courbe représentative dans

Soit f la fonction définie sur [0, g[ par

un repére orthonormé (O,T,}) , en précisant la demi
tangente au point d’abscisse 0.

b. Montrer que pour tout réel x de [0, g[ ,

tan (x) 2X.

2. a. Montrer que I’équation tanx =2x admet une

unique solution o dans 10, g[ et vérifier que
b

oa>—.
3

b. Déterminer le signe de tanx —2x sur[0, g[.

T

3. Soit (uy,) la suite définie par ug et pour tout

entier naturel n, up,; =tan(u,)—u,.
n
a. Montrer que 0 <uj < 3

b. Montrer que la suite (u,) est décroissante.

c. Montrer que la suite (u,,) converge vers 0.

Pour tout entier n >1, on considére I’équation

(Ep):x*+x?=n.
1. Montrer que pour tout entier n >1, 1’ équation
(E,) aune solution unique que I’on notera a, .

2. a. Montrer que la suite (a,,) est croissante.
b. Montrer que la suite (a, ) n’est pas majorée.

c. Déterminer la limite de la suite (a, ).

-
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| Exercices et problémes )

courbe représentative dans un repére
orthonormé (O ,Y,}) .

I. Soit 1a fonction f:x > sinx et C¢ sa

1. a. Représenter la restriction de fa [-x,3n].

b. Soit A et B deux points distincts de Cy.
Montrer que le coefficient directeur de la droite
(AB) est compris entre —1 et 1.

1. Soit la fonction g:x - sin(sinx) et C, sa courbe

représentative.

1. a. Montrer que 27 est une période de g.
b. Montrer que g est impaire.

c. Etudier les variations de g sur [0,7].

d. Représenter la restriction de g a[—m,2x].

f(x)=x |x2—x|.

L. Soit f la fonction définie sur R par

On désigne par C; sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (O,_i.,_j).
1. Montrer que C; admet deux branches paraboliques

dont on précisera les directions.

2. a. Montrer que f est dérivable en 0.

b. La fonction f est-elle dérivable en 1 ? Interpréter
graphiquement le résultat.

3. a. Ewdier les variations de f.

b. Tracer C;.

4. Soit g la restriction de fa [0, 1], déterminer les

extrema locaux de g.

II. Soit n un entier naturel non nul et g, la fonction
définie sur [0,1] par g, (x)=x"/x(1-x) et C, sa
courbe représentative dans le repére (O,T,j) .

1. Montrer que pour tout entier n> 2, la courbe C,
est au dessous de la courbe C;.

2. a. Etudier la dérivabilité de g, a droiteenOeta
gauche en 1.

b. Montrer que la fonction g, est dérivable sur ]0,1]

x (n+;—(n+1)xJ
Jx(1-x)

et que g (x)= ,xeo, 1[.

c. En déduire que pour tout entier non nul n, la
fonction g, admet un maximum local a, que I’on

preécisera.

d. Calculer lim a.
n—+w

3. Soit (u,) la suite définie par u, =g, (a,), n21.
a. Montrer que la suite (u,) est bornée.

b. Montrer que pour tout n>1,0<u, <g(a,).

c. En déduire que la suite (u,) est convergente et
calculer sa limite.

(E):x>-10x* ~1=0 admet dans R une unique

solution a et vérifier que a € J10, 11] .

1. Montrer que 1’équation

2. Vérifier que (E) est équivalente d x =10+

x2

3. Soit f la fonction définie sur [10, +oof par
£(x)=10+—.
X

a. Déterminer f([lO, +oo[).
b. Soit la suite définicpar { 0

. Soit (u, ), _y la suite définie par uy = F(ug).

1

Montrer que [u,,; —al< 5E|un —a.

Déterminer les six premiéres décimales de a.

-
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Chapitre 4

Fonctions réciproques

C’est le 29 novembre 1873 [...] que Cantor écrit a Dedekind qu’il voudrait
lui "soumettre une question qui a pour moi un certain intérét théorique,
mais a laquelle je ne puis répondre". 1l s’agissait de savoir s’il existe une
bijection entre N et R. [...] La lettre de Cantor du 7 décembre 1873
contient la premi¢re démonstration de la non-existence d’une bijection entre
Net]o, 1[.

[...] C’est seulement trois ans plus tard, le 20 juin 1877, que Cantor envoie a
Dedekind sa premiére démonstration [...] de la bijection entre [0, 1] et

[0, 1]x[0, 1], [...], écrit-il " [...]. Tant que vous ne m’aurez pas approuvé,
je ne puis que dire : je le vois, mais je ne le crois pas"

(J.Dieudonné, Abrégé d’Histoire des
Mathématiques, 1978)



Chapitre 4

Fonctions réciproques

l. Définition
Activité 1
Soit g la fonction définie sur ]-o0,0] par g(x)=2x*-3.
1.a. Déterminer g(]—oo, O])
b. Montrer que pour tout réel y de [-3, + o[, I’équation g(x)=y admet une unique

solution dans ]—0,0] que I’on déterminera.

2. Soit h la fonction définie sur [-3, +oo| par h(x)=-, /x_—|-3 :

2
Montrer que pour tout réel y de |-, 0], I’équation h(x) =y admet une unique solution
dans [-3, +oo.
3. Déterminer goh et hog.
Définition

Soit [ un intervalle de R et f une fonction définie sur L.
On dit que f réalise une bijection de I sur f(I) (ou que f est une bijection de I sur £(I)),

si pour tout y de f(I), I’équation f(x)=y admet une unique solution dans I.

Théoréme
Si f est une fonction strictement monotone sur un intervalle I, alors f réalise une bijection

de I sur £(I).

Démonstration
Soit y un réel de f(I). Par définition de f(I), il existe un réel x de I tel que f(x)=1y.

L’unicité résulte de la stricte monotonie de f.

Activité 2
Parmi les fonctions f;, i€ {1, 2,3, 4} représentées ci-apres, identifier celles qui réalisent une

bijection de I sur f;(I).

.( Fonctions réciproques \
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[-3.1]

1=[-2,3[ f,(I)
’un intervalle I sur f (I) . On appelle fonction réciproque de fet on

f5()=]-4.4

Définition

Soit fune bijection d

note ' la fonction définie sur f(I) qui a touty de f(I) associe I’unique solution dans

I de I’équation f(x)=y.

Conséquence

Soit fune bijection d’un intervalle I sur (I) et ! sa fonction réciproque.

=X .

()

f
y , pour tout y de f(I).

Pour tout x de I et tout y de f(I), f(x)=1y, si et seulement si,

_IOf(x)

x ,pourtoutxde I et fof_l(y)=

Dans la figure ci-contre on a représenté dans

Activité 3

un repére orthonormé une bijection de [-2, +oo[ sur [-1, + o[ .

Déterminer £~ (-1)

79
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Activité 4

1. Soit la fonction f : x > l }
X

a. Montrer que f réalise une bijection de R} sur R} .
b. Expliciter £ (x) pour tout réel x de R}
2. Soit la fonction g:x — m .
a. Montrer que g réalise une bijection de R, sur [1, +oo[ .

b. Déterminer g_1 .

Représentation graphique de .
Soit f une bijection de I sur f(I) et C; et C, les courbes
respectives de fet £~ dans un repére orthonormé.
Soit M; (x,y) un point duplanet M, (y,x) son
symétrique par rapport a la droite A:y=x.

y=f(x) | {X =£7'(y)

Ml(x,y)ecla{ &M, eC.

xel yef(I)
Conséquence

Les courbes respectives d’une bijection f et de sa réciproque f ! dans un repére
orthonormé sont symétriques par rapport a la droite A:y=x.

Activité 5
Le plan est muni d’un repere orthonormé.
Dans la figure ci-contre, on a représenté les courbes
de deux bijections f et g définies respectivement sur

[0,7] et [-2,5], ainsi que les courbes de leurs

fonctions réciproques.
Identifier 1a courbe de chacune des fonctions

f,f_l,getg_l.

Il. Fonction réciproque d’une fonction
strictement monotone

Théoréme
Sif est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I alors sa

réciproque £~! est continue et strictement monotone sur I’intervalle £ (I) et varie dans le

( Fonctions réciproques \

méme sens que f.
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Démonstration

« La continuité de £~ est admise.

« Supposons, par exemple que f est strictement croissante sur L.
Soit y; <y, deux réels de f(I) etsoit x, et x, les réels de I tels que y, =f(x,) et

¥, =f(x;). Sil’on avait x, >x,, on en déduirait que f(x,)>f(x,) ,c’estadire y, > y,.
Ce qui est en contradiction avec I’hypothése y; < y, . Par suite ' (y, )<f - (yp) et f “est
strictement croissante sur f(I).

Activité 1
Soit f'la fonction définie sur [—g, g] par f(x)=sinx.

1. Montrer que f admet une fonction réciproque f ! continue sur un intervalle J que I’on

précisera.
2. Donner les valeurs de ! (l) £l —ﬁ s £ ﬂ ; f_l(l).
2 2 2
Activité 2
Soit f la fonction définie sur [1,+oo[ par f(x)= 1 X 5 -
+X

1. a. Montrer que f réalise une bijection de [1, +oo[ sur un intervalle J que I’on précisera.

b. Expliciter ' (y), pour yeJ.
2. En utilisant la relation fof ' (y) =y, pour tout y €10, %[ , montrer que

(0=

()
Théoréme

Soit f une fonction strictement monotone d'un intervalle I sur f(I),a un réel de Ietb=1(a).

Si f est dérivable en a et si f'(a) # 0, alors £7! est dérivable en b et (f_l)' (b)= f,(l )
a

Ce résultat reste valable lorsqu’il s’agit de dérivée a droite ou a gauche en a.

Démonstration
Soit y un réel de (1) différent de b et soit x ="' (y). Alors x est distinct de a et
appartient a .

') x-a 1

y—b S f(x)-f(a) fx)-f(a)’

X—a

( Fonctions réciproques \
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Lorsque y tend vers b, x =f"" (v) tend vers a=f - (b) car f ! est continue en b.

s . f(x)-f(a) . ,
On en déduit que lim ————==f" (a) . Le théoréme en découle.
X—a X—a

Corollaire
Soit f une bijection d’un intervalle I sur f(I).

Si f est dérivable sur I et f'(x) = Opour tout x de I, alors f ! est dérivable sur f (T)et

(f—l )' (v)= m, pour tout y de f(I).
Activite 3

Dans la figure ci-contre on a représenté dans
un repére orthonormé une bijection f de

[-6, 5] sur [4, 4] ainsi que les tangentes au

points d’abscisses 4, —2 et —1.

Etudier la dérivabilité de la fonction £~ aux
points d’abscisses —2, 0 et 1.

Activite 4
Soit f la fonction définie sur [0, nt] par f(x)=cosx et C; sa courbe représentative dans un

repere orthonormé.
1. Tracer C;.

2. Montrer que f réalise une bijection de [0, ©] sur [-1,1].

3. a. Etudier la dérivabilité de £~! en 0 et calculer (f _1) (0) )

b. Etudier la dérivabilité de £~! & droite en —1 et a gauche en 1.
4. Tracer la courbe de £ dans le méme repére orthonormé.

lll. Fonction x— ¥x ,n>2

Théoréme et définition

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
La fonction x > x" réalise une bijection de i
R, sur R, . Elle admet une fonction
réciproque strictement croissante de

R, sur R, appelée fonction racine nE4

6]
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L’image d’un réel positif x par la fonction racine n®™ est noté ¥x et se lit

Notation

« racine n®™ de x ». Lorsque n =2 et pour x positif ¥x =vx .

Conséquence
« Pour tous réels positifs x et y ,y = x", si et seulement si, x =]y .

e lim ¥x = 4w
X—>+0

Les opérations sur les radicaux découlent immédiatement de la définition de la fonction
racine n*™°,

Conséquence
Soit deux entiers net p tels que n>2 et p>2 et deux réels positifs a et b. Alors

nj,n __ n n_ _n/, n na_%
Tea (Wfme. WB=Tadh. gE-tteso
Ya-ar. (Va)-¥a. YBa-"Pa.

Activité 1
6/5—12 3[n6 23 Y16 3
Ecrire plus simplement les réels $6a , \/2_ , \/\/3 729 , \/2 37, E, 242
Activité 2
1. Comparer €/2_4 et {1/2_3 .
2. Soit un réel x > 0.Comparer g/)T4 et it/x_3 .

Théoréme
Pour tout entier n > 2, la fonction f: x — ¥x est continue sur [0,+ oo[ et dérivable sur

]0,+ o[ . De plus, f'(x)= ), pour tout x >0.

n(rl o]

Démonstration
La fonction g : x > x" est dérivable sur R, et admet une dérivée ne s’annulant pas sur R: .

On en déduit que sa fonction réciproque est dérivable sur ]R: .

FUNUEE S B o0
Pertes 7 0)) e o) ) )

Activité 3
Etudier la dérivabilité a droite en 0 de la fonction x —» ¥x , n>2. Interpréter.

( Fonctions réciproques \
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IV. Fonction x— Ju(x)

Théoréme
Soit u une fonction dérivable et positive sur un intervalle I et un entier n>2.

La fonction f: x — Ju(x) est continue sur I et dérivable en tout réel x de I tel que
u'(x)

()

u(x)#0. De plus, f'(x)= , pour tout x de I tel que u(x)>0.

Démonstration
La fonction f est la composée de la fonction x - u(x) et de la fonction x - vx.
Le théoréme découle des propriétés de la composée de deux fonctions.

Exercice résolu 1

Soit la fonction f:x > Yx2+1 et C; sa courbe dans un repére orthonormé (O,T,j) .

1. Justifier que f est dérivable sur R et déterminer '(x) , pour tout réel x .
2. Etudier les branches infinies de C;.

3. Etudier les variations de f et construire C;.

4. Soit g la restriction de fa [0, +oof .

a. Montrer que g réalise une bijection de [0, + oo[ sur un intervalle J que I’on précisera.

b. Construire dans le repére (O ,Y,j) les courbes représentatives de f et g_1 .

Solution

1. La fonction x > x2 +1 est strictement positive et dérivable sur R .

On en déduit que la fonction f est dérivable sur R et que f'(x)= 2—x’ xeR.
3(3 (x*+1) j

2. Remarquons que la fonction f est paire. Il suffit donc d’étudier la branche infinie en +oo.
On sait que lim (x2 + 1) = +o0 et _lim X =+c0. On en déduit que lim f(x)=+o.

X+ X+ X—»-+00
f(x 3/ 2 2
De plus, on peut écrire pour tout réel x >0, ( ) = JX +l =§/X ;—1 .
X X X
f(x
Il en résulte que lim Q =0.
X—>+wo X

Ainsi, C; admet, au voisinage de +o0, une branche parabolique de direction (O, ;)
La parité de f nous permet de déduire que C; admet, au voisinage de —co, une branche

parabolique de direction (O, i ) .

( Fonctions réciproques \
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Tableau de variation de f sur R, Courbes de fet g!
x |0 +00 s Cy' 5
f (x)|0 + 4
+00 \3 C
f 2 f
1 / v 1
5432 -1 2 345

4. La fonction g est strictement croissante sur [0,+ oo[ . On en déduit que g réalise une
bijection de [0, + o[ sur g([O, +oo[) :
De la continuité de g, on déduit que g([O, + 00[) =[1, +oo .

Exercice résolu 2

I. On considére la fonction k définie sur [0, +oo[ par k(x)= —2x% +x% 1.
Dresser le tableau de variation de k. En déduire le signe de k.

II. On considéere la fonction f définie sur ]0, + oo[ par (x) =Jx - ZL et on désigne par C
X

sa courbe représentative dans un repére orthonormeé (O )1, j) .

1. Etudier les variations de f.
2. Déterminer une équation de la tangente T & C au point d’abscisse 1.
3. On se propose d’étudier la position de C et T.

Soit g la fonction définie sur ]0, +oo| par g(x)=f(x)-x +%.

a. Montrer que g'(x) =

b. En déduire le tableau de variation de g. Conclure.
4, Tracer T et C.

5. a. Montrer que f réalise une bijection de [0, +oo[ sur R.

b. On désigne par C' la courbe représentative de et par T' la tangente & C' au

point d’abscisse % . Montrer que T et T' sont parall¢les.

c. Tracer dans le méme repére T' et C'.

3
x |0 B3 +00
Solution Kolo  + 0 -
I. La fonction k est dérivable sur [0, +oo[ et pour — (3)3
+a (2
tout x>0, k'(x)=x2(3—8x). k / 48 \
On donne ci-contre le tableau de variation de k. 1 -

( Fonctions réciproques \
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En remarquant que k(1) =0 eten utilisant le tableau de variation de k,
on obtient k(x)>0six<l, k(x)=0six=1 et k(x)<0six>1.

II. 1. La fonction f est dérivable sur ]0,+oo[ comme x |0 +o0

somme de fonctions dérivables, et pour tout () +

' 1 1 +00
X>0,f(X):m+27. f /
Q0

On en déduit le tableau de variation de 1.

2. Le calcul donne f (1) = % et f '(1) =1. On en déduit qu’une équation de la tangente T a C

au point d’abscisse 1 est y=x —%.
3. a. La fonction g est dérivable sur ]0, + oo[ comme somme de fonctions dérivables, et pour
k()
2x%
b. On déduit de la question précédente que pour tout x >0,
le signe de g'(x) est celui de k(s/;) :

La fonction x - +/x étant positive et strictement x [0 1 +o0
croissante et en utilisant le signe de la fonction k, glx)

on déduit le tableau de variation de g. La fonction 0
g admet le réel 0 pour maximum absolu, donc pour g / \
fo o] —Q0

tout x >0, g(x)<0 ou encoref(x)Sx—%.

tout x >0, g'(x)=1"(x)-1=

On en déduit que la courbe C est au-dessous de la tangente T.
5. a. La fonction f étant continue strictement croissante, elle réalise une bijection de

10, +oof sur f(]O, +oo[) =R.

b. Latangente T’ a la courbe C' est la symétrique 3 _
de T par rapport 4 la droite A d’équation y=x. 2 "

Les droites A et T ont méme coefficient directeur, | // T
i

elles sont donc parall€les.

On en déduit que T et T’ sont paralléles. 2 /1 2 3
c. Lacourbe C' est la symétrique de la courbe C par -1
rapport a la droite d’équation y = x. 2

( Fonctions réciproques \
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QM VRAI m’ux

QCM

Cocher la réponse exacte.
1. Soit f 1a fonction définie sur R par f(x)=sinx.

f réalise une bijection de I sur [-1, 1].

[]1=[o, 2x]. [J1=[0, x]. Dlz[_ﬂ E}

2. Soit f la fonction définie sur [0, ] par f(x)=cosx .
(f—l)’ G) est égal &

2 _
Df' []-2.

3. Soit f une fonction dont la représentation graphique
est ci-contre. f réalise une bijection de

[1[1, 4] sur [1, 4].
[1[1, 2] sur 1, 2].
[1[1, 3] sur [1, 3].

._.___
Y M
W - —
N R

4. La fonction f:x — %/; est dérivable sur

D[0,+oo[. D]O,+oo[. D]R*,

VRAI - FAUX
Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse.

1. Soit f une fonction continue sur [1, +oo[ telle que f(1)=2 et limf =3.
+00

Alors f réalise une bijection de [1, +oof sur [2, 3[.
2. Toute fonction affine réalise une bijection de R sur R.
3. Pour tout réel x >0, i‘/; 2%/;.
4. La fonction réciproque de la fonction définie sur R, par f (x) = ¥x est dérivable a

droite en 0.
5. Si f est strictement monotone et dérivable sur un intervalle I et si f garde un signe

constant sur I, alors sa réciproque garde un signe constant sur f (I) .

r Fonctions réciproques\
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0 Exercices et problémes )

EI Montrer, dans chacun des cas, que la fonction f
réalise une bijection de I’intervalle I sur un intervalle
J que I’on précisera. Déterminer ! (x) pour tout
xdeJ.

L f(x)=1-4x ; I=]-o,1].

2. f(x)=x?—4x+1; I=[2, +o.

2x -1
3. f(x)= 7

4, f(x)=m+x ; I=[3,+00[.

I=]—l, +oo[ .

Soit g la fonction définie sur R par

g(x)=ax+bou aetb sont deux réels tels que a = 0.
1. Montrer que g réalise une bijection de R sur R.
2. Déterminer a et b pour que g_1 =g.

Soit f la fonction définie sur [0, 1] par
f(x)=%x4 -x2.

1. Etudier f et tracer sa courbe représentative C¢ dans
un repére orthonormé.
2. a. Montrer que f réalise une bijection de [0, 1] sur

un intervalle J que I’on précisera.
b. Tracer dans le méme repére la courbe

représentative de sa fonction réciproque f -1
c. Déterminer f_l(x) pour tout x de J.

Soit f la fonction définie sur [0, 1] par
f(x)=cos(nx).

1. Montrer que fréalise une bijection de [0, 1] sur un

intervalle J que 1’on précisera.
2. Tracer dans le méme repére les courbes

représentatives de chacune des fonctions fet f -1
3. Montrer que pour tout x de J,

£ (x)+f ~1(—x) =1. Interpréter graphiquement.

Soit f la fonction définie sur R, par
f(x)= Vx+/4+x et C¢ sa courbe représentative

dans un repére orthonormé (O,T,_J:) .

1. Etudier la dérivabilité de fen 0.
2. a. Montrer que fréalise une bijection de R, sur un

intervalle J que I’on précisera.
Etudier la dérivabilité de £~! sur J.
b. Tracer Cs et Cf,l dans (O,_i',_j).

Le graphique ci-dessous représente la courbe
d’une fonction f bijective de R sur R.

| = df= -4 =

- - =

On désigne par g la fonction réciproque de f.

1. Que peut-on dire de la dérivabilité de gen—1eten 1 ?
2. Dresser le tableau de variation de g.

3. Reproduire la courbe de f et représenter dans le
méme repére la courbe de g.

Le graphique ci-dessous représente la courbe C

d’une fonction f bijective de |-1, 2] sur [4, —oo[ .

La courbe C admet une asymptote verticale
d’équation x =-1.

On désigne par g la fonction réciproque de f.

1. Que peut-on dire de la dérivabilité de g

en —leten —47?

2. Dresser le tableau de variation de g.

3. Reproduire la courbe de f et représenter dans le
méme repére la courbe de g.

f Fonctions réciproquesx




0 Exercices et problémes )

A/ Soit g la fonction définie sur [—%, %] par

g(x)=sin(2x)-x.
1. Etudier les variations de g.

2. Montrer que I’équation sin(2x)=x admet une
unique solution o dans ]—%, g[ .

B/ Soit f 1a fonction définie sur [—g, g] par

f(x)=sin(2x) et C;¢ sa courbe représentative dans
un repére orthonormé (O,_i.,_j) .

1. a. Ecrire une équation de la tangente a la courbe
C¢ au point d’abscisse 0.

b. Montrer que I’origine du repére est un point
d’inflexion de la courbe Cg.

2. Etudier f et tracer Cs.

3. a. Montrer que f réalise une bijection de [—%, g]

sur [-1, 1].
On notera £~ la fonction réciproque de fet C 1 la

courbe représentative de f -1
b. Tracer C - dans le méme repére.

4, Montrer que la fonction 1 est dérivable sur

]-1,1[ et calculer (f_l)' ).

Soit 1a fonction f définie sur [0, 1] par

f(x) l—xx

1. a. Etudier la dérivabilité de f & droite en 0 et
interpréter graphiquement.

b. Etudier les variations de f et dresser son tableau de
variation.

c. Tracer C; la courbe représentative de f dans un

7

repére orthonormé (O,Y,j).
2. Montrer que f réalise une bijection de [0,1] sur un

intervalle I & préciser.
On notera ™! la fonction réciproque de fet C el la

courbe représentative de -1
3. a. La fonction f~! est-elle dérivable a droite en 0 ?

b. Calculer £~!(x), pour tout réel x de I .
c. Tracer Cf,l dans (O,_i.,_j).

Soit f la fonction définie sur [-1, 1] par

o=

On désigne par C; la courbe de f dans un repére
orthonormé (O 5,}) .

1. a. Montrer que f est dérivable sur |-1,1] et

calculer f'(x).

b. Etudier la dérivabilité de f a droite en —1 et

interpréter graphiquement.

c. Déterminer lim f(x) et interpréter graphiquement.
x—1

d. Dresser le tableau de variation de f.

2. a. Ecrire une équation de la tangente T & C; en

son point A d’abscisse 0.
b. Etudier la position relative la position relative de
Cs et T. Construire C¢ et T.

3. a. Montrer que f réalise une bijection de
[-1,1] sur un intervalle J.

On notera f~! la fonction réciproque de fet C ¢l 58

représentation graphique.
b. Tracer Cf,l dans (O,Y,j).

[11]

f (x) .
+2x+2
On désigne par C; la courbe de f dans un repére
orthonormé (O ,Y,}) .
1. Etudier les variations de f.
2. a. Montrer que le point I(~1, 0) est un centre de

Soit f la fonction définie sur R par

x+1

x2

symétrie de Cy.

b. Montrer que I est un point d’inflexion de Cg.

3. a. Montrer que la droite A:y=x coupe C¢ enun
seul point d’abscisse o etque O<a<1.

b. Déterminer la position relative de la courbe Cy et
la droite A .
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4. Construire C¢ et sa tangente T au point I.

5. a. Montrer que f réalise une bijection de R sur un
intervalle J que 1’on précisera.

On notera £~ la fonction réciproque de fet C 1 sa
représentation graphique.
b. Tracer Cs et Cf,l dans (O,Y,}).

[12]

11
]—5, 5[ par g(x)=tan(nx).
1. Etudier g et tracer sa courbe C, dans un repére

Soit g la fonction définie sur

orthonormé (0,_1’,_]:) .
2. Montrer que g réalise une bijection de I sur R.
3. Montrer que g~ est dérivable sur |0, 0[ .

4. Soit G la fonction définie sur ]—co, O par

G(x)=g ' (x)+g! (l) .
X
a. Montrer que G est dérivable sur |-, 0f et
déterminer G'(x).

b. En déduire que pour tout x de |0, 0[,
“1(x)=—L_o 11
B ()=pe (x]

[13]
h(x)=cotan[§j.

1. Montrer que h réalise une bijection de
l0, x] sur R,.
On note ¢ sa fonction réciproque.

Soit h la fonction définie sur ]0, | par

2. a. Montrer que ¢ est dérivable sur R, et
-2

1+x
b. On désigne par ¥, la fonction définie sur

10+ par w(x)=0( 2]

Calculer la dérivée de la fonction ¥ sur [0, +oof .

que ¢'(x)=—.

c. Calculer ¢(1) et en déduire que
pour tout x >0, (x)+y(x)=m.

[14]

f(x)=xV1-x? et C¢ sa courbe représentative dans

A/ Soit la fonction f définie sur [0, 1] par

un repére orthonormé (O,T,}) .
1. Etudier les variations de f et dresser son tableau de
variation.

V2

2. On désigne par g la restriction de fa [0, 7] .

a. Montrer que g réalise une bijection de [0, g] sur

I que I’on déterminera.

On notera g_1 la fonction réciproque de g.

b. Donner les propriété de g™ et déterminer g~ (x)
pour tout x de L.

3. Soit la suite (u,) définie par

ug =% et up, =f(uy), pourtoutn de N.

. 1
a. Montrer que pour tout entier naturel n, 0<u, < 5

b. Montrer que la suite (u, ) est décroissante.

c. En déduire que la suite (u,) est convergente et

calculer sa limite.

[15]

fonction f,, définie sur [0, 1] par

Pour tout entier naturel n > 2, on considére la

f, (x) =xP 4+ x4 x—l.

1. Montrer que f,, réalise une bijection de [0, 1] sur
[-1,n-1].

2. a. En déduire que ’équation f, (x)=0 admet une
unique solution a,, dans ]0,1[.

b. Montrer que pour tout n>1, (o, )n+1 =20, -1.
3. a. Montrer que la suite (a., ) est décroissante.

b. En déduire que la suite (o, ) est convergente et

calculer sa limite.
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f(x)=—x+Vx*+8 et C; sa courbe représentative

A/ Soit f la fonction définie sur R par

dans un repére orthonormé (O,T;j) .

l.a. Calculer lim f(x), lim f(x)et lim f(x)+2x.
X—>+0 X——0 X——0

b. Interpréter graphiquement les résultats obtenus.

2. Etudier les variations de f.

3. Monter que f réalise une bijection de R sur un

intervalle J que 1’on précisera.

On notera ! la fonction réciproque de fet C o153

représentation graphique.
4. a. Résoudre dans R, I’équation f(x)=x.

b. Préciser les coordonnées des points d’intersection
de Cy et Cf,l .

5. Tracer Cs et Cf,l dans (O,Y,]).
B/ 1. Montrer que f([l, 2]) c[1,2].
2. Montrer que |f’(x)| S% , pour tout x de [1, 2].

3. Soit (uy,) la suite définie par
Ug =1,
up, =f(u,),neN.

a. Montrer que pour tout entier naturel n, 1<u, <2.

b. Montrer que pour tout entier naturel n,
2| \/g
n 3 *

8
Uni1 4 /— <=
n+l 3
fy . 8
c. En déduire que la suite (u, ) converge vers 3

-3

1. Simplifier les nombres ci-dessous.

2738 Ya 32
= Y= ; t=487.
* 81 Y =3
Y1024/\64 7776 _

Ji8¥256

3. a. Développer (2 +5 )3 .

2. Montrer que 16.

b. Simplifier 338+17v5 3381745 .

L ¥x=42.
2. 2 =33,

Résoudre dans R les équations ci-dessous.

3. Y% —3Jx+2=0.
4, (1—3/;)3+8=0.

Calculer les limites ci-dessous.

2
. . X“+Xx .
lim ¥Yx2—x+1 ; 11m13/ - ; lim x=-3x ;
X+ x>0V Sinx X—>+0
. Yx-3 . Ycosx -1 . Px-Jx
lim — ; lim—— ; lim —=
x—2 X-— x>0 X X—>+0 \/;

f (x) =x2+%x.
1. Etudier les variations de f.
2. Montrer que fréalise une bijection de R, sur un

intervalle J que I’on précisera.

Soit fla fonction définie sur R, par

On notera £~! la fonction réciproque de f.
3. Tracer les courbes de fet de f~' dans un repére
orthonormé (O,T,_j) .

[21]
f(x):xé/;.

On désigne par C sa courbe représentative dans un

Soit la fonction f définie sur R, par

repére orthonormé (O,T;j).
1. Etudier la dérivabilité de f a droite en 0.
2. a. Montrer que f est dérivable sur ]R:r et que

£(x)= gé/; .

3. Etudier les variations de f.

4. Ecrire une équation de la tangente & C au point
d’abscisse 1. Tracer C.

5. a. Montrer que f réalise une bijection de R, sur

R, . On désigne par h la fonction réciproque de f.

b. Montrer que h est dérivable en 1 et calculer h'(1).

c. Déterminer les abscisses des points d’intersection
de la droite A:y=x etde C.

d. Tracer la courbe de h.

f Fonctions réciproquesx
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[22]

courbe représentative dans un repére orthonormé
(0,3).
1. Vérifier que f est une fonction paire.

Soit la fonction f:x > ¥x2 -1 et Cs sa

2. a. Montrer que pour tout x 21, f(x)=Vx4f1- !

b. En déduire lim f(x)et lim @

X—>+mo X—>+o X
3. a. Etudier la dérivabilité de f & droite en 1.
b. Montrer que f est dérivable sur |1,+c0] et calculer
f'(x).
c. Etudier les variations de la fonction f.
4. a. On désigne par A la droite d’équation y=x .

Etudier la position relative de la courbe Cy et de la

droite A.
b. Tracer la courbe Cs.

5. a. Montrer que la fonction f réalise une bijection de
[1, +oof sur R,.

b. Montrer que la fonction f~! est dérivable sur R .

c. Tracer la courbe C' de £~ dans un méme repére.

f(x)= Yx - % +3 et C; sa courbe représentative

A/ Soit la fonction f définie sur R, par

dans un repére orthonormé (O,T,]) .

1. a. Monter que pour toutréel x >0,

1 1
f(x):x[ﬁ—§]+3 .

b. Calculer lim f(x) et lim
X—>+w X+ X

c. Etudier la nature de la branche infinie de C;.
2. a. Etudier la dérivabilité de f & droite en 0.

b. Montrer que f est dérivable sur ]R: et calculer
f'(x).

c. Etudier les variations de la fonction f.

d. Montrer que I’équation f(x)=0, admet une

f(x)

unique solution a dans ]R:.

Donner une valeur approchée de o a 107! prés.
e. Tracer la courbe Cg.

x2

considére la fonction f; définie sur R par
fu(x)= X0 y3x -2,

n
On note C,, la courbe de f; dans un repére

A/ Pour tout entier naturel non nul n, on

orthonormé (O 5,}) .

1. a. Dresser le tableau de variation de f, .

b. Montrer que le point 1(0,-2) est un centre de
symétriede C,, .

c. Déterminer le point d’inflexion de C,, .

2. a. Etudier la position relative de C, et Cp,; -

b. En déduire que toutes les courbes C,, passent par

trois points fixes I, A et B que I’on déterminera.
3. a. Montrer que f;; est une bijection de R sur R.

b. Etudier la dérivabilité de f;; ! sur R et calculer

(&) (-6), (&) (-2)et (&) (2)-

4. a. Montrer que I’équation f,, (x)=0 admet une

unique solution x, et que 0<x, < % .

b. Montrer que pour tout entier naturel non nul n,
2_ x2n+l

— n

3
c. Montrer que pour tout entier naturel non nul n,

2 2n+1
0<x2tl ¢ [5) :
2n+l

d. En déduire lim xj
n—>-+wo

B/ On suppose que n=1.
On désigne par f la fonction f; et par a le réel x,.

Xn

puis lim x,.
n—+w

1. Soit la fonction ¢ définie sur [0, %] par

e )

a. Montrer que (p([O, %]) [0, %] .

b. Montrer que pour tout x de [0, %] ,

. 2 (2x+a) '
3(x2+1)
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c. Montrer que pour tout x de [0, %] R

(2x+a)[x-aqf 2

3()(2 +1) 3’

d. En déduire que pour tout x de
2 2

[0, 5] Jo(x)—qf S§|x—a| .

2. Soit la suite (uy ) définie sur N par

up=0etuy,; =0¢(uy).
a. Montrer que pour tout entier naturel non nul n,

2
0<u, <—.
173
b. Montrer que pour tout entier naturel non nul n,
2
lupy —of < §|un -q.

c. En déduire que la suite (up, ) converge vers o et

vérifier que a=\/3\/5+1—\,/3\/5—1 .

@ A/ Soit f la fonction définie sur [0, 1] par

f(x)=\/g.

On désigne par C; sa courbe représentative dans un

repére orthonormé (O,Y,j).
1. a. Etudier la dérivabilité de f 4 droite en 0.

b. Etudier les variations de f.
c. Ecrire une équation de la tangente T & C; au point

d’abscisse — .
2

d. Tracer C; etT.
2. Sur le méme graphique, tracer C, la courbe
représentative de la fonction (—f).

3. Soit C=C;UC,. Montrer que C a pour équation
cartésienne x(x2 + yz)— y2 =0.
B/ Soit A le point de coordonnées (1, 0) , % le cercle

de diamétre [OA] et A la tangente & % au point A.

Une droite D passant par O, recoupe le cercle # en N
et la tangente A en Q. On désigne par M le point tel
que OM = N_Q' . On désigne par " ’ensemble des
points M lorsque la droite D varie.

1. Donner une équation cartésienne de A et %.

2. On désigne par m le coefficient directeur de la
droite D. Ecrire une équation cartésienne de D.
3. a. Montrer que les coordonnées de N sont

(; L)

1+m?’ 1+m?)’

b. En déduire que les coordonnées de M sont
m? m’

¢) Vérifier que M appartient a la courbe C.

4. Soit M(x, y) un point de C.
a) Montrer que si x=0 alors MeI".

b) On suppose que x est non nul et on pose m = A
X

Exprimer x et y en fonction de m.

En déduire que M appartient a T".

c. Montrerque I'=C .

C/ Soit t un réel strictement positif et D, la droite

d’équation y=tx .
La droite D;coupe I' en M et A en Q.
La droite (AM) coupe I’axe des ordonnées en P.

1. a. Montrer que les coordonnées de P sont (0, t3) .

b. Vérifier que AQ=t.
2. En déduire une construction d’un segment de

longueur ¥ , en utilisant la courbe T".

A/ Soit la fonction f définie sur [0, 1] par

n
f(x)=sin| —=x |.
(x)=sin x)
1. a. Montrer que f réalise une bijection de [0, 1] sur
[0,1].
On notera f~!, la fonction réciproque de f.

b. Calculer £ (%J et £1 (QJ .

2

2. a. Montrer que £ est dérivable sur [0, 1.

b. Calculer (f_l), (%) .

c. Montrer que pour tout x de [0, [,
Y 2
£ (x)=—F—.
( ) mv1-x>

3. Tracer dans un repére orthonormé Cy et C £l
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4. Soit la suite (vy, ) définie pour tout entier naturel n

2
par v.=— ) f| —|.
n =" kZ;, =
a. Montrer que pour tout entier naturel non nul n,
f{LJSVD Sf(ij.
n2 n
b) En déduire que la suite (v, ) est convergente et

calculer sa limite.

; = gx admet une

f(x)

unique solution a dans |0, 1] . Vérifier que % <ac<l.

5. Montrer que I’équation

B/ 1. Soit la fonction g définie sur [0, g] par

g(x) =11 (sinx)+ £ (cosx).

a. Montrer que g est dérivable sur 10, g[ et calculer
g'(x).

b. Montrer que pour tout x de [0, g] ,

f_l(sinx)+ £ (cosx)=1.

2. Soit h la fonction définie sur [0, %] par

h(x)=2xV1-x2 .

a. Etudier les variations de h et dresser son tableau de
variation.

b. En déduire h([O, %]J

3. Soit la fonction k définie sur [0, %] par
k(x)=f" (uﬁ} :

Montrer que k est dérivable sur [0, %] et calculer

k’(x) . En déduire que pour tout x de [0, %] ,

£ (me ) =2f71(x).

A/ Soit f la fonction définie sur R, par

—1+«Jl+x2

X
0

On désigne par Cy la courbe de f dans un repére

six>0,

f(x)

six=0.

orthonormé (O ,_i',_j) .
1. a. Montrer que f est continue & droite en 0.

b. Montrer que f est dérivable a droite en 0.
c. Etudier la position de C; par rapport a sa demi-

tangente au point d’abscisse 0.
d. Etudier les variations de f.
e. Etudier la nature de la branche infinie de C; au

voisinage de 400 puis construire Cg.

2. a. Montrer que f réalise une bijection de R, sur un
intervalle J a déterminer.

b. Déterminer ! (x)pour xeJ.

c. Construire la courbe C’ de la fonction f~! dans le

méme repére.
B/ On désigne par g la restriction de f a I’intervalle

[0,1].
Soit (uy, ) la suite définie par
ug=letuy,; =g(u,),n20.

1. a. Montrer que pour tout entier naturel n,
O<u, <1.

b. Vérifier que g(x)= ,x€10,1].

X
1+vVx2 +1
Montrer que pour tout entier naturel n,

Upig < Eun .
c. En déduire que pour tout entier naturel n,

1 .
u, < R puis que (u,,) est convergente.

2. a. Montrer que pour tout entier naturel n,

2u
u, = n+l 5
1- (un+1 )
b. En déduire que u, = tan[zrin .

3. Soit la suite (v, ) définie par v, =2"u,, neN..
Montrer que la suite (v, ) est convergente et calculer

sa limite.
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A/ Soit f 1a fonction définie sur I = [—%, g[

par f(x)=+v1+tanx .

On désigne par C; la courbe de f dans un repére

orthonormé (O ,Y,}) .

1. a. Montrer que f est dérivable sur = ]—%, g[ et

calculer f'(x).

b. Etudier la dérivabilité de f a droite en —% et

interpréter graphiquement le résultat.
¢. Dresser le tableau de variation de f et construire C¢ .

2. a. Montrer que f réalise une bijection de [—%, g[

sur un intervalle J & préciser.
b. On désigne par g la bijection réciproque de f.

Calculer g(0), g(1) et g(\/z) .
c. Construire la courbe C,, de g dans le méme repére.

3. Montrer que g est dérivable sur J et que pour tout x

, 2x
det gt a7

4. Soit la suite (u,, ) définie par
1 2n
u, =—— k), neN,
" n+l Z g( )
k=n
a. Montrer que pour tout ne N, g(n) <uj, <g(2n).
b. En déduire que la suite (u, ) est convergente et

déterminer sa limite.

B/ Soit h la fonction définie sur R,

lg[‘/1+l] six >0,
2 X
par h(x)=
z si x =0.
4

1. a. Montrer que h est continue sur R .

b. Monter que h est dérivable sur ]R: et pour tout

-1
xeR’ Lh{(x)=——.
) 2(x*+1)
2.a. Soit x ]R: . Montrer qu’il existe un réel
ce]0, x| tel que h(x)—£=i .
4 2?41

b. En déduire que h est dérivable a droite en 0 et que
, 1
hg(0)=

c. Dresser le tableau de variation de h.
3. a. Montrer que I’équation h(x)=x admet dans

R, une solution unique a etqueae]0,1].

h’(x)l <

N | —

b. Montrer que pour toutréel xeR

4. Soit la suite (v, ) définie par

Vo € IR+ \{a},
Pour tout ne N, vy, =h(v,).
a. Montrer que pour tout

neN, vn+1—a|s%|vn—a|.

b. En déduire que la suite (v, ) est convergente et

donner sa limite.
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Chapitre 5

Primitives

" Nous appellerons la fonction fx, fonction primitive, par rapport aux
fonctions f’x, £’x, &c.qui en dérivent, et nous appellerons celles-ci,
fonctions dérivées, par rapport a celle-1a"

(Lagrange, 1797)
(Cité dans E.Haier et al, L’analyse
au fil de I’histoire, 2000)



l Chapitre 5 l

I. Définition

Activité 1
Soit les fonctions f et F définies sur R par f(x)=3x"+4x -1 et F(x)=x> +2x* —x+2.

Vérifier que F'=f.
Déterminer une fonction G dérivable sur R et distincte de F telle que G'=f .

Définition
Soit f et F deux fonctions définies sur un intervalle I. On dit que F est une primitive de £
sur I lorsque F est dérivable sur I et F'(x)=f(x), pour tout x de L.

Activité 2
Dans chacun des cas ci-dessous, vérifier que la fonction F est une primitive de la fonction £
sur I’intervalle I.

1 1
1. F(X):; , f(X)=—x—2 . I=[1,+CD[.
2. F(x)=x2 ; f(x)=2x ; I=R.
1 T T
3. F =t ; f = ; I: -—, —|.
(x) anx (x) . 1 2 2[

Théoréme (admis)

Toute fonction continue sur un intervalle I admet au moins une primitive sur 1.

Activité 3 84
Dans le plan muni d’un repére orthogonal 64
(O, T, 3) , on a représenté la courbe Cg de 41

la fonction F définie sur [0, 3] par 24

F(x)= x3—x?%—4x.

Les courbes C;, C, sont les images

respectives de Cr par des translations de

vecteurs colinéaires a j .

On désigne par G;, G, les fonctions de courbes respectives C,, C, .

'( Primitives \
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1. Déterminer la dérivée f de F. Que représente F pour f ?
2. Déterminer Gy, G, .
3. Soit H une primitive de f sur [0, 3] . Justifier que la courbe de H est I’image de celle de F

par une translation.

Théoréme
Soit f une fonction continue sur un intervalle I . Si F et G sont deux primitives de f sur

I, alors la fonction F—G est constante sur 1.

Démonstration
Les fonctions F et G étant des primitives de f sur I, il en résulte que F'(x)—G'(x) =0, pour

tout x de I. Ce qui implique que F—G est constante sur I.

Corollaire
Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soit x,un réel de I et yo un réel. Alors il

existe une unique primitive F de f sur I telle que F(xq)=yj.
Démonstration

L’unicité découle du théoréme précédent.
D’autre part, soit G une primitive de f sur L.

La fonction F définie sur I par F(x) =G(x)-G(xg)+y, est laprimitive de f qui prend la

valeur y, enxg.

Activité 4
On considére les fonctions f, g et h définies sur ]0, +oo[ par
f(x)=L+L2 ; g:X>sinx+cosx ; h:x+>sinx—cosx.

\/; (x+2)

Identifier parmi les fonctions suivantes celles qui sont des primitives sur ]0, + oo[ de I'une

des fonctions précédentes.

F11X|—)2\/—_ 2

2—4 ; B x> n—sinx—cosx ; Fj:xH —sinx—cosx-1;
X+

Fy ;x> sinx—cosx+m; F5 :XxH>sinx—cosx.
Activité 5
Soit F et f les fonctions définies sur |0, +oo| par F(x)=§x x—%x2 et f(x)=/x —x

1. Montrer que F est une primitive de f sur ]0, +oo| .

2. Déterminer la primitive G de f sur ]0, +oof telle que G(1)=2.
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Il. Primitives des fonctions usuelles et opérations

Dans le tableau ci-dessous F désigne une primitive de la fonction f sur I’intervalle I et a, c,
o et @ des réels avec @#0.

f | I F
B R X ax+c
. n+l
x—x", neN R X +C
n+1
1 x—n+l
x> —, n eN\{0,1} 10, +oof  (ou Jo0,0]) X > +c
X -n+l1
e [0, +oo xi—)%x X+cC
1
W == 0’+(X)
T ] [ x5 2Jx +¢
X > cosx R XH>sinx+c
X b sinx R X —CosX+C
x > cos(@x + ) R xl—)lsin(mx+(p)+c
®
. 1
x b sin(@x +¢) R x> ——cos(@x +¢)+c
®
A+ tanPx ]_g, g[ X > tanx +c

Le théoréme ci-dessous découle des opérations sur les fonctions dérivables.

Théoréme

Soit F et G deux primitives respectives de deux fonctions f et g sur un intervalle L.
» La fonction F+G est une primitive sur I de f+g.

« Soit A un réel. La fonction AF est une primitive sur I de Af .

Activité 1
Déterminer, dans chaque cas, une primitive de f sur ’intervalle 1.
1.f:xi—>—2x2+3x, I=R.
3 2
2. x> ——+—, =10, +oo| .
RN ot
3. f: x> —2cosx +5sinx, I=R.

4. f:x > cos(—2x)+sin(5x), I=R.
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5.f:XI—>tan2x, I= —E,E.

() ] 2 2[
2 3

6. f x> ———, I=(-3,-1].
NER [ ]

Activite 2

La quantité d’une substance chimique produite au cours des dix premicres secondes d’une

expérience a été de 12g. Au bout de t secondes du début de 1’expérience, le taux de

40 200
=—+

production instantané (en g/s) de cette substance a été de Q'(t) Tt — t2 10.
t t

1. Déterminer la fonction Q qui 4 tout t>10 associe la quantité Q(t) produite au bout de t

secondes.
2. Tracer dans un repere la courbe de la fonction Q.
3. Peut-on avoir 20 g de quantité produite ? Pourquoi ?

lll. Calcul de primitives

Dans le tableau suivant F désigne une primitive de la fonction f sur un intervalle I etu et v
désignent deux fonctions dérivables sur I.

f Condition F
u'u”, n entier naturel non utt
nul n+l
u'v+v'u u.v
14
u —n+l
—,n eN\{0,1} u ne s’annule pas sur I 4
u -n+l
u'v-v'u u
— v ne s’annule pas sur I =
v v
14 . e
u u strictement positive sur
¢ 2Ju
E I
.3 2
u’ Ju u positive sur I gu u
i (R * u est strictement positive "
u Ru ", neN \{1} sur 1 nYu
w une fonction dérivable
u' (w'ou) wou
sur u(I)
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L)-
Activité 1

Vérifier dans chaque cas que la fonction f posséde des primitives sur 1’intervalle I et

déterminer sa primitive F telle que F(xo) =Yp-

L fix (2x-1)(x*-x+3), =R, xo=1 et yo=2.
6x -1
2. f x> ——, I=11,400[, = =
(%2 —x)? ] [ Xg=2 et yp=0.
3
tan~ x T = T
3.f:x , I=]-—, =, Xg=—— et yg=-1.
cos® x ] 2 2[ 0 4 Yo
2
+1
4. fix 2xx + 2, 1=10,+o0[, xo=1 et yg=—1.
2& ] [ 0 Yo
5.fZX|—)\/2—X, I=]—CD,2], X0=1 et y0=0.
Activité 2

Un physicien étudie le mouvement d’une particule.
La vitesse initiale de la particule est de 3m/s et t secondes aprés le début de 1’expérience,
1

—3-
2(Ve+1)
1. Déterminer la vitesse de la particule t secondes aprés le début de 1’expérience.
2. Déterminer la distance parcourue par la particule t secondes apres le début de
I’expérience.
Activité 3

son accélération (en cm/s’) estde a(t)=1-

_2x® —11x% +20x-10

Soit f la fonction définie sur ]2,+eo[ par f(x) (x— 2)2

1. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que f(x)=ax +b+ ( )2 .
x—2
2. En déduire une primitive de f sur ]2,+o0[ .
Activite 4
1. Soit f la fonction telle que f(x)= sin’x.

- T 1—cos2x \ . .
Utiliser I’égalité sin? x = — pour déterminer une primitive de fsur R.

2. Soit g la fonction définie sur R par g(x) =sin®x.

Utiliser Iégalité sin® x = sin x(l — coszx) pour déterminer une primitive de g sur R .

3. Déterminer une primitive sur R de la fonction x cos’ x.

Déterminer une primitive sur R de la fonction x > cos’ x.
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1+x

Exercice résolu
2

Soit f 1a fonction définie sur [0,+ o par f(x)= et C; sa courbe représentative

1+ x+x2

dans un repére orthonormé (O ,T,]) .
1. a. Etudier f et tracer Cg.

b. En déduire que pour tout réel t de [0,+ o], %s f(t)<1.
2. Soit F la primitive de f sur [0,+ o[ qui s’annule en 0.

2
a. Montrer que pour tout réel x de [0,+ [ ona 3% <F(x)<x.

b. En déduire la limite de F en +oo.
c. Dresser le tableau de variation de F.
3. Soit G la fonction définie sur [0,+ o[ par G (x)=F(x*}.
a. Montrer que G est dérivable a droite en 0.
b. Etudier les variations de G sur [0,+ o[ .

¢. Donner ’allure de la courbe de G dans un autre orthonormé (O,ﬁ,;) .

Solution
1. a. La fonction f est une fonction rationnelle et 1+ x +x2 # 0 pour tout réel x, donc f est
continue et dérivable sur [0,+ o[ .

x? -1
Le calcul donne f'(x) = 55X 20.
(1 X +x2 )
Tableau de variations de f Courbe de f
X 10 1 +00
2
f '(x) - 0 +
T 1 y=1
f 1 2>
3 1 2 3 4

b. D’aprés le tableau de variation de f, %s f(t)<1, te[0,+o[.

2. a. La fonction F est une primitive de f'sur [0, +oo[ , elle est dérivable sur [0, + o[ et
F(t)=£(t), t>0.

De la question 1. b on déduit que % <F(t)<1,t20.
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On applique le théoréme des in€galités des accroissements finis sur [0, x] , x20.

Le résultat en découle.

b. Pour tout réel x de [0,+ o[, x |o +oo

szF(x)Sx.Deplus, lim 2x = +o0. F'(x) +
3 x—+0 3

o0
F /
Il en résulte que lim F(x)=+o0. 0

X—+0
2
G(x) Flx
. a. Pour tout réel x de [0,+oo[ , (x) = ( ) . De plus, Ex2 SF(xz) <x2.
X X 3

2 _F(x’) F(<’)

Il en résulte que =x <——~=<x, x € ]0,+0[ et par suite lim =0.
X x-0t X
On conclut que G est dérivable & droite en 0 et G4 (0) =0.
b. La fonctionG = Fou avec u: x > x2. X |0 400
Les fonctions F et u sont dérivables sur )
G )0 +

[0,+0of et u([0,+oo[)=[0,+oo[. -
I1 en résulte que la fonction G est dérivable G /
sur [0,+ oof et G'(x)=f(x2).2x 0

c. Etude de la branche infinie en +c0.

G
sz@et lim Zx=+oo .
3 X x>+ 3 3
alors lim @ = 400,

Xo+o X 2]
La courbe de G admet en +o0 une
branche parabolique de direction (O, ]) . u

0 1 2 3
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QM VRAI m’ux

QCM

Cocher la réponse exacte.
. . T oW . .
1. La fonction x > tanx est la primitive sur ]_E’ 5|: qui s’annule en 0 de la fonction

I:I X > sin? x.

[]x>1+tan?x. [Jxm ——.
sin” x

2. La primitive de la fonction x > sinx sur R, qui s’annule en 0 est la fonction
Dxl—)l—cosx. Dxl—)—cosx. Dxl—)cosx—l.

3. La primitive qui s’annule en 0 de la fonction x > 1+cosx sur R est

D paire. D impaire. D ni paire ni impaire.
4. La primitive sur ]—1, + oo[ de la fonction x > 3 qui s’annule en 0 est
1-x
Dot 1 el 1 [Quo—l L
2(1-x)" 2 4(1-x)* 4 2(1-x)" 2
5. La primitive sur R de la fonction x - x cos x, qui prend la valeur 1 en 0 est
2 Dxl—)xsinx+cosx. Dxl—)cosx—xsinx.

x° .
D X —sinx+1.
2

VRAI - FAUX
Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse.

1. La primitive sur R d’une fonction continue est une fonction continue sur R .

(1 )
. x%sin| — | si xe]R*,
2. La fonction x > X

0 six=0

—Cos (1] +2x sin(l) sixe ]R*,
X X X
0 six=0.

3. Si F est une primitive d’une fonction f sur R et G est une primitive d’une fonction g sur
R alors F.G est une primitive de f.g sur R .

4. Si F est une primitive d’une fonction f sur R alors la fonction x > F(2x) est une

est une primitive sur R de la fonction

primitive de la fonction x > f(2x) sur R.

5. Si deux primitives d’une fonction f sur un intervalle I coincident en un réel x,, de I alors

r Primitives \

elles sont égales.

104



Déterminer les primitives F sur I de chacune des

fonctions f ci-dessous.
1.f:x - -5x* +2x-3,
2.f!XI—)X+2—iz,
X
3x
2 E]
(3)(2 + 2)

:xl—)(—x+3)6,

3.f:x

4.f

5.f

6.f: x>

—4x+3’

7.f:

x2 +1

8.fixop——,
()(3+3x)5

:xl—)(x—l)(x2 —2x+7)4,

. Exercices et problémes )

I=R.

I=]—oo,0[.

I=R.

I=R.

I=R.

3
I=]-w1.

I=10,+0].

I=]—oo,—\/§[.

9.f:x > sin(2x +1)cos* (2x+1), I=R.

10. f: x > x2 sin(x3 +1),

sinx

11.f: x>

(cosx + 1)3 ’

3x2 +4x-2
P,
X

13.f x> 2L

X —X

12.f:x

14.f:x > tan? x,

I=R.

I=]-n, .

I=]—oo,0[.
I=]1,40].

T T
I=]-—~[.
1-2:71

On a représenté ci-dessous les courbes de trois

fonctions g , fet h, définies et dérivables sur [-2,2].

Ce

2 Cg
1
-1 1
I P S A
Cy
8
4
2 - — 1 2

1. On sait que f admet une primitive parmi les
fonctions g et h sur [-2,2]. Laquelle ? Justifier la

réponse.

2. On sait que h admet une primitive parmi les
fonctions f et g sur [-2,2] . Laquelle ? Justifier la
réponse.

@’ Déterminer une primitive sur I de chacune des

fonctions ci-dessous.

L fixVx+l1, I=]R:.
2. fix>xVx?+1, I=R.

3. f:xl—)(x—3)\/x2 —6x, I=[6,+o.

4. f:x X+l ,

x—1

I=]1,+oo[.

( On pourra écrire f(x) sous la forme

b
avx-l+——,acRetbeR).
Vx-1 )

5. f:xl—)(x2+x)7(x+%} I=R.

xl—)%‘/%—x, I=]R:.
X 2x

7.f:x|—)x(x+l)2008, I=R.
( On pourra vérifier que
£(x) = (x+1)2%% —(

Dans chacun des cas suivants, vérifier que la

fonction f posséde des primitives sur ’intervalle I e

6. f:

x+1)720%%),

déterminer sa primitive F vérifiant F(xo) =Yo-

1. f(x)=tanx +tan’x, 1=[o,§[, F(%J:l_

-
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( Exercices et problémes
2. f(x):cosx—cos3 x, I=R, F(g)=—l. Soit f la fonction définie sur R\ {2} par
2x+1
i aind _ _E f( )= .
3. f(x)=sinx-sin’x, I=R, F( 4) 2. (x—2)3
1. Déterminer les réels a et b tels que pour tout x de
4. £(x)=EEX 1=[0, &, F(£)=O. a b P
€os“ X 2 4 R\{2}, f(x)=

1. Soit f et g les fonctions définies sur R par
f(x)=cosx.cos(3x) et g(x)=sinx.sin(3x).

a. Déterminer une primitive sur R de chacune des
fonctions f+getf—g.

b. En déduire les primitives sur R des fonctions f et g.

2. Déterminer la primitive sur R qui s’annule en 7
de la fonction h définie par
h(x)=(1+cosx)sin(4x).

EI Soit f la fonction définie sur R par
f(x)=xsinx.

1. Montrer que f est deux fois dérivable sur R et que
pour tout réel x, f(x)=2cosx—f"(x).

2. En déduire la primitive de fsur R qui s’annule en 7.

Soit f la fonction définie sur |-1,+oo| par

x2+2

(x+ 1)4 '

On se propose de déterminer des réels a, b, c et d tels

que pour tout x de |-1,+o0[
a b c d

f(x)= + + + .

)= (x+1>  (x+1)*  (x+1)*

1. a. Calculer lim (x+1)4f(x) et

x—-(-1)’

Xglilw(x+ l)f(x) .

f(x)=

b. En déduire que d=3eta=0.
2. a. Vérifier que pour tout réel x de ]-1,+o[
x-1-¢_ b
(x+1)3 - (x+1)2 .
b. En déduire les valeurs des réels b et c.
3. Déterminer la primitive de f sur |-1,+oo[ égale 2

en 0.

(-2 (x-2)

2. En déduire une primitive de f sur ]—<0,2[.

@ On considére la fonction f définie sur |-1,1]

! > Soit F la primitive de f sur
l1-x

par f(x)=
J-1,1] qui s’annule en 0, et g la fonction définie sur
T .
-—,—| par x)=F(sinx).
1-751 par g(x)=F(sinx)
- T
1. Montrer que g est dérivable sur ]_E’E[ et

déterminer sa fonction dérivée.

2. En déduire que pour tout x € ]—g,g[, g(x)=x.

gt o). (1) ).

2 2

On considére la fonction f définie sur [0,1]

par f(x)=\/§ .

Soit F la primitive de f sur [0, 1] qui s’annule en 0, et

g la fonction définie sur [O,g] parg(x)=F(cosx).

1. Montrer que g est dérivable sur [O,g] et
déterminer sa fonction dérivée.

2. En déduire que pour tout x € [O,g] R

a

g(x)= —%x+isin(2x)+— )

4
3. Calculer F(1) et F(LJ )

V2

IE Déterminer toutes les fonctions deux fois

dérivable sur I telles que :
1. f”(x)=0, I=R.

2. f"(x)=sinx, I=R.
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1. Soit f la fonction définie sur R par

£(x)=lxl-

a. Montrer que f admet au moins une primitive sur R .
b. Déterminer la primitive F de f sur R qui prend la
valeur 0 en 4.

2. Soit la fonction g définie sur R par

g(x)=[x|+[x-1.
a. Montrer que g admet au moins une primitive sur R .
b. Déterminer une primitive G de g sur R.

Soit f la fonction définie sur R par

f(x)= sin’ (x)+ sin’ (x).
Déterminer une primitive de fsur R.

Un mobile sur un axe subit une accélération

)=1-—1
(t+1)?’

A I’instant t =0, le mobile est placé a 1’origine de

I’axe avec une vitesse nulle.

1. Déterminer I’expression de sa vitesse instantanée

v(t).

2. Déterminer sa vitesse et sa position pour t=10.

te[0,10].

IE' Soit f 1a fonction définie sur [-2,2] par

f(x):\./4—x2 .

1. a. Montrer que f admet au moins une primitive sur

[-2,2].

b. Soit F la primitive de f sur [-2,2] qui s’annule
en 0. Etudier la parité de F.
2. Soit G la fonction définie sur [0,1t] , par

G(x)=F(2cosx) et C sacourbe représentative
dans un repére orthonormé (O,Y,}) .

a. Montrer que le point I( g,O) est un centre de

symétric de C.
b. Calculer G'(x).En déduire que pour toutx de

[0,7], G(x)=m—2x+sin(2x).

c. Calculer alors F(1), F(2) et F(\/E) )

Soit u la fonction définie sur R par
u(x)=x+\/x2+1 .

1. Exprimer vx? +1 aP’aide de u(x) et v'(x).
2. Déterminer des primitives pour chacune des

fonctions ci-dessous.
1

(x+ﬁ) x2+1.
(H\/ﬁ)z

x2 +1

f:xP

g:xH

Soit les fonctions f: x — xcosx

et g:xH> xsinx.
1. En calculant f'(x)+g(x), trouver une primitive

G de gsur R.
2. En procédant de méme, déterminer une primitive F
defsur R.

Pour tout entier naturel n supérieur a 2, on

considére la fonction P, définie sur R par

P,

n-1
n .

(x)=1+2x+3x% +..+nx
1. Déterminer la primitive F, de P, surR
égalealenO.

2. Déduire une autre expression de Py (x).

@ 1. Soit g la fonction définie sur [0, par

g(x)=xsinx+cosx-1.
a. Etudier les variations de g sur [0,7].

b. Montrer que I’équation g(x)=0 admet une
solution o appartenant a ]2?“, .

Préciser le signe de g(x).
2 Soit f la fonction définie par

1-cosx
f(x)=
0 si x=0.

a. Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0.
b. Etudier les variations de f sur[0,7].

si xe0,m],

-
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¢. Vérifier que f(a)=sina.

3.Ondonne o =2,34 et f(a)=0,72.

Construire la courbe représentative de f dans un
repére orthonormé (0,_i.,_j).

4. Déduire de ce qui précéde que la restriction de f
[, 7] est une bijection de [, 7] surun intervalle I
que I’on précisera.

5.0n pose h(x)=g(x)-2cosx, x €[0,x].
Montrer que h admet des primitives sur [0,r].

Donner la primitive H de h sur [0,7] qui prend la

3 et on

valeur 1 en 0.
Pour tout réel x , on pose ¢(x) = 1 !

+x

désigne par G la primitive de ¢ sur R qui s’annule
en 0.
1. Montrer que G est une fonction impaire.

2. a. On pose pour tout x de R )
v(x)=G(x)+ G(l) .
X
Montrer que v est constante sur chacun des
intervalles ]—o,0[ et ]0,+o| .
En déduire que lim W¥(x)=2G(1).
X—>+0

T n[

5l -

-,

b. On pose u(t)=G(tant),te}

Calculer u’(t) et en déduire u(t).

3. Déterminer G(1) et en déduire
lim y(x)et lim G(x).

X—>+w© X—>+o

4. Construire la courbe représentative de G dans un

repére orthonormé.

@ Soit f la fonction définie sur [0,7] par

f (x) =V1+cosx .

1. a. Montrer que f est une bijection de [0,7] sur
[0,v2].

b. Montrer que la fonction £7! est dérivable sur

10, v2I et expliciter (£~ ) (x).

2. Soit g la fonction définie sur 1-v2, V2[ par
8(x) -

2-x2
On note G la primitive de g sur ]- V2,2 telle
que G(0)=0.
a. Calculer la dérivée de la fonction
x - G(x)+G(-x). En déduire que G est impaire.

b. Montrer que pour tout x de [0,v2[,
G(x)=rn—f"1(x). En déduire G(1).

[22]
dérivable sur ]0, 1] . On suppose que

_2
wl-x2

1. Montrer que f est une bijection de [0,1] sur [0,1].

Soit f une fonction continue sur [0, 1] et

£(0)=1,£(1)=0 et £(x)= ,xelo, 1.

2. a. Montrer que pour tout x de [0,%] ,

f(cosx) = %x .

b. En déduire £ (x) pour toutx de [0, 1].

3. On pose pour tout x de [0,%] ,
h(x)=f(cosx)+f(sinx).

a. Montrer que h est dérivable sur ]O,g[ et calculer
h'(x).

b. En déduire que pour tout x de [0,%] , h(x)=1.

4. Pour tout n de N” on pose
on(x)= cos(%x)—xn ,x€[0,1].

a. Montrer que pour tout n de N y , il existe un unique
réela, €]0,1] tel que ¢, (a,)=0.

b. Montrer que pour tout x de

10,1[, si n > p alors ¢, (x) > @, (x).

c. En déduire que la suite (a, ) est strictement

croissante et convergente.

-
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Chapitre 6

Intégrales

La parabole considérée par Thabit Ibn Qurre est définie par une propriété que
nous tradnisons sujourd’hui per I'équation y*=px et la quadrature de la parabole

astéqnivalmammlmldalwgmaﬁﬁ.

Maids e caleul immeédial d'une telle intdgrale, [...],
aurait exigé la sommation de [..] JT 42 4..44m .

Ttm Qurra étndie cettie difficulté en recoursmt 4 un artifice astucienx. [...].

(AP. Youschkevitch,
Les muthématiquegarabes, 1976).

Thabit Ibn Qurra est un
vécut au Xe sidole




Chapitre 6

I.1 Intégrale d’'une fonction continue et positive

l. Définition

Activité 1
Le plan est muni d’un repére orthonormé. Le plan étant muni d’un repére orthogonal.
On considere la fonction g définie par (O,i, j) , Punité d’aire, notée par u.a est I’aire du
—x-1 s x<-2, rectangle de dimensions H et ”j” .
g(x)= 1 si —2<x<1,

3x-2 si x>1.

1. Tracer la courbe représentative de g.
2. Hachurer la partie ® du plan limitée par I’axe des abscisses, la courbe de g et les droites
d’équations x =-3 et x =3.5.
3. Calculer I’aire de .
Activité 2
Le plan est muni d’un repére orthonormé (O :f;j) .

Soit f la fonction définie sur [-1, 1] par f(x)=41-x*.
On désigne par 4 1’aire de la partie du plan limitée par 1’axe des abscisses, la courbe C; de
f et les droites d’équations x =—1 et x=1.
1. Représenter la courbe Cg.
2. Calculer 4.

Activité 3
Le plan est muni d’un repére orthonormé.

—

Soit f la fonction définie sur R par f(x)=x.

On a tracé ci-contre la courbe C; de f.

-

Soit t e [1,+0[ et 4(t) 'aire de la partie limitée par la courbe

oy
B

=

C¢, I’axe des abscisses et les droites d’équations x =1et x =t.

-

t-h t+h

On se propose de déterminer A(t) pour tout t €[1,+oo] .

On désigne par A4 la fonction t > A4(t).
1. Que vaut A(1)?

2.Soit h>0.
a. Montrer que hf (t)< 4(t+h)-_A(t)<hf(t+h).
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b. En déduire que la fonction A est dérivable a droite en t et que 44 (t)=1£(t).
3. Soit te]l,+of et 1<t-h<t.
a. Montrer que hf (t—h)< 4(t)-.2(t—h)<hf(t).
b. En déduire que la fonction 4 est dérivable & gauche en t et que A (t)=f(t).

4. a. Montrer que ﬁ(t)—ﬁ(1)=%t3 —%, t>1.

b. Quelle est 1’aire de la partie limitée par la courbe C;, ’axe des abscisses et les
droites d’équations x =1 etx=27?
5. Soit F une primitive de f sur [1, + o] . Montrer que F(t)-F(1)=_4(t)-.4(1), t>1.
Propriete

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Si F et G sont deux primitives de f sur I
alors pour tous aet b de I, F(b)—F(a)=G(b)-G(a).

Démonstration
Les fonctions F et G étant des primitives de f sur I, 1a fonction F—G est constante sur I.

On en déduit que pour tous réels a et b de I, F(b)—G(b)=F(a)-G(a). La propriété en
découle.
Définition
Le plan est muni d’un repére orthogonal.
Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle

[a,b] et F une primitive de f sur [a,b].
L’aire (en u.a) de la partie du plan limitée par la courbe \
de f, I’axe des abscisses et les droites d’équations
x=aet x=b estleréel F(b)-F(a) .

Le réel F(b)—F(a) est appelé intégralede fdeaabet 7|

b
est notéj f(x)dx.
a

Activité 4
Le plan est muni d’un repére orthonormé.

On considére la fonction f:x > x> —x.

1. Représenter la partie @ du plan limitée par 1’axe des abscisses, la courbe de f et les
droites d’équations x =1 et x =2.
2. Calculer I’aire de ®.
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1.2 Intégrale d’une fonction continue

Définition
Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux réels de I et F une primitive
de fsur L.

b
On appelle intégrale de f entre a et b le réel, noté J. f(x)dx , défini
a
b
par j £ (x)dx =F(b)F(a).
a

Vocabulaire et notations

b
. Le réel .[ f(x)dx est appelé intégrale de fsur [a,b], ou encore de a a b, ou encore
a

entre aetb.
b

. Dans I’écriture j f(x)dx , on peut remplacer la lettre x par n’importe quelle lettre et on
a

b b b
peut écrire J. f(x)dx = .[ f(u)du =J. f(t)dt. On dit que x est une variable muette.
a a

a

b
« Pour toute primitive F de f, on écrit I f(x)dx = [F(x)]: =F(b)—F(a).

a

L’expression [F(x)]: se lit « F(x) prisentreaetb» .

Activite 1
Lo, 1 L 9g
Calculer .[1 (x —l)dx , '[ sin(7mx )dx , I ———dx.
2 0 -1{.2
(x +1)
Activité 2
1. Représenter dans le plan muni d’un repére orthonormé la fonction définie sur ]O, +oo[ par
1
f(x)=——.
()=-%

2. Calculer I’aire de la partie limitée par la courbe de —f, 1’axe des abscisses et les droites
d’équations x =let x =2.
3. En déduire que ’aire de la partie limitée par la courbe de f, I’axe des abscisses et les

2
droites d’équations x =1 et x =2 est égale a I —f(x)dx.
1
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Il. Propriétés algébriques de I'intégrale

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a, b et ¢ des réels de 1. Alors

[*t()an=0; Lbf(x)dx=—.[:f(x)dx .

c b b
'[ f(x)dx+J. f(x)dx=.[ f(x)dx (Relation de Chasles).

a C a

Démonstration
Soit F une primitive de f sur L.

.:f(x)dx=F(a)—F(a)=O.

£ (x)dx = () F(2) =~(F(2) () =~ "£(x)x.

v a

Y

b
£(x)dx+ [ £(x)dx = (E(c)-F(a)+(F(b)-F(c)) = F(b)-F(a)
Ja C
Activite 1
Dans le plan muni d’un repére orthogonal, on a tracé la courbe

C de la fonction f définie sur R par f(x)=x".

1. Tracer la courbe C' représentative de |f |
2. a. Représenter la partie P’ du plan limitée par I’axe des

abscisses, la courbe C' et les droites d’équations
x=—2etx=3.

b. Calculer ’aire de P'.
3. En déduire 1’aire la partie P du plan limitée par I’axe des
abscisses, la courbe C et les droites d’équations
x=—2etx=3.

Définition
Le plan est muni d’un repére orthogonal.
Soit f une fonction continue sur [a,b].

L’aire (en u.a) de la partie du plan limitée par ’axe des H

abscisses, la courbe de f, les droites d’équations 0)

b
x=aetx=b estleréelJ. |f(x)|dx
a
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Activité 2

Le plan est muni d’un repére orthonormé.
Calculer, dans chacun des cas ci-dessous, 1’aire de la partie du plan limitée par I’axe des
abscisses, la courbe de f, les droites d’équations x =a et x=b.

1.f:x|—>sin(2x),a=—E etb=", 2.f:x|—>;4,a=—2etb=1.
3 4 (Xz +1)
Théoréme (linéarité)
Soit f et g deux fonctions continues sur [a,b].

b b b
PourtousréelsaetB,I (af(x)+Bg(x))dx=aI f(x)dx+[3.[ g(x)dx.

Démonstration
Soit F et G deux primitives respectives de f et g sur [a ,b] . Alors pour tous réels a et B,

aF +BG est une primitive de of +Bg sur [a,b]. On peut écrire
J-ab (af (x)+Bg(x))dx =(aF(b)+BG(b))—(aF(a)+BG(a))
= o(F(b)-F(a))+B(G(b)-G(a))

b b
- aj f(x)dx+Bj. g(x)dx.
a a
Activité 3
2 2 2
CalculerJ‘ X 2dx+ .[ 2X+12
1 (x+1) 1 (x+1)
Activité 4

T
2 COS“ X

2
0 2

SR ]

dx

Soit les intégrales 1= I sin? xdx et J = I

0

1. Calculer I+2J et 2J-1.
2. En déduire les valeurs de I et J.

lll. Intégrales et inégalités

Théoréme (positivité)

b
Soit f une fonction continue sur [a,b]. Si f est positive sur [a,b], alors j f(x)dx>0.
a

Démonstration
Toute primitive sur [a,b] d’une fonction positive est croissante sur [a, b].

Le théoréme en découle.
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Soit f une fonction continue sur [a,b] ou a <b. Sifest positive et ne s’annule qu’en un

Corollaire

b
nombre fini de réels de [a,b],alors J. f(x)dx>0.
a
Démonstration

Toute primitive sur [a,b] d’une fonction positive qui ne s’annule qu’en un nombre fini de
réels de [a,b] est strictement croissante sur [a,b]. Le corollaire en découle.
Activité 1

1.MontrerqueJ‘ J. tanxdx .

COSX

1
2.Montrerquej. (1+x+x +x3+x )dx<I dx .
0

0 1-x
Corollaire (comparaison)

Soit f, g et h trois fonctions continues sur [a,b].

b b b
Sihsng,alorsI h(x)deJ. f(x)deJ. g(x)dx.
a

a a
Démonstration

La fonction f —h étant positive sur [a,b] , il résulte de la positivité de I’intégrale que

J.ab(f(x)—h(x))dx >0, ou encore quefabf(x)dx > Lbh(x)dx.

b b

g@ykzj £(x)dx.

fqg@sfm@@

La propriété découle du corollaire précédent et de la double inégalité —|f| < f </|f|.
Activite 2
On a représenté une fonction f dérivable sur [-1,4]

ainsi que les tangentes aux points d’abscisses 0 et 3.
1. Vérifier graphiquement que pour tout réel

xde[0,3], F<r(x)<2E.

On montre de méme que I

a
Corollaire

Sif est une fonction continue sur [a,b], alors

Démonstration

. 9_o3 15
2. En déduire que " <| f(x)dx< e
0
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Activité 3
1 xn+1
OnposepourtoutneN,un=I Sdx.
0l+x
Xn+1
1. Soit n € N, montrer que pour tout x de [0,1], 0 < 2 <x™
+X

2. En déduire que pour tout ne N, 0<u, S%.
n+

3. a. Donner une valeur approchée de u;, et préciser ’erreur commise.

b. Donner une valeur approchée de uqgqo €t préciser I’erreur commise.
Activité 4
On a tracé ci-contre les courbes des fonctions 1 G

f et g définies sur [—%, 1] par f(x)=x et g(x)=x".

On se propose de calculer 1’aire de la partie du plan limitée par les = 4 Cgl
courbes Cy et Cg et les droites d’équations x = —% etx=1. 2
1. a. Calculer I’aire de la partie limitée par la courbe C;, -1

’axe des abscisses et les droites d’équations x =0 et x =1.
b. Calculer I’aire de la partie limitée par la courbe C,, I’axe des abscisses et les droites

d’équations x =0 et x=1.
c. En déduire I’aire de la partie limitée par les courbes Cy¢ et C, et les droites

d’équations x =0et x =1.
2. Calculer I’aire de la partie limitée par les courbes Cy et C, et les droites d’équations
X= 1 etx=0.
3. Conclure.
Définition
Le plan est muni d’un repére orthogonal.
Soit f et g deux fonctions continues sur [a,b].

L’aire (en u.a) de la partie du plan limitée par la courbe de f, la courbe de g et les
b

droites d’équations x =a et x =b est le réel J. ’f(x) - g(x)|dx .
a

Activité 5
Le plan est muni d’un repére orthonormé.

Soit f et g les fonctions définies sur [0, g] par f(x)=sinx et g(x)=cosx.
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1. Représenter les courbes C¢ et C, de fet g sur [0, g] .

2. Etudier le signe de f —g sur [0, g].

3. Calculer I’aire de la partie du plan limitée par les courbes C¢ et C, et les droites

Lo T
d’équations, x =0 et x = 5

Activité 6
Dans le plan muni d’un repére orthogonal, 15
on a représenté les courbes Cr et Cj, des fonctions
10+
feth définies sur [0,+oo] par f (x)=4x>
5

et h(x) =% et la courbe C, de la fonction g

|
définie sur 0,-+oc] par g(x)=—5 . 0 o0s 1 15 2
X

On se propose de calculer I’aire de la partie © limitée par ces trois courbes et les droites
d’équations x =0.5et x =2.

1. Résoudre les équations f (x)=g(x) et g(x)=h(x).

2. Calculer D’aire de la partie limitée par les courbes C; et C, et les droites d’équations

x=05¢et x=1.
3. Calculer I’aire de la partie du plan limitée par les courbes C, et Cy, et les droites

d’équationsx =1 et x =2.
4. En déduire 1’aire de .

IV. Calculs d’intégrales
IV. 1 Calcul au moyen d’une primitive
Activité 1

Calculer les intégrales suivantes.

J.:(Sx4—x3—2)dx; J.__zltizdt; Iozcoizxdx ;J._zl(3x2+1)(x3+x—2)dx;
[ [otar, [
0(u2+2)3 2 , 0yx*+1 .

T sin’t
2
Activitée 2

ke

Calculer J. Esin3 xdx, J.
0

T 2
4 1+tan“ x

dx.
tan4x

L
6
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Théoréme d'intégration par parties
Soit f et g deux fonctions dérivables sur [a ,b] et telles que leurs dérivées

IV. 2 Intégration par parties

f’ et g' sont continues sur [a,b] . Alors
b b

[ t0e@a-[t@e0] -] rOe(e.
a a

Démonstration
On sait que (fg)’ =f'g + g'f . La continuité des fonctions f’ et g’ sur [a ,b] nous permet

d’écrire que Lb(fg)' (x)dx =Lb(f'(x)g(x) + g'(x)f(x))dx =|:f(x)g(x):|: :
Le théoréme en résulte.

Activité

Calculer les intégrales suivantes.
T

T T
szsinxdx ; szcosxdx ; szzcosxdx.
0 0 0

IV. 3 Calcul approché d’intégrales (Méthode des rectangles)
Activité

Dans le plan muni d’un repére orthonormé

(O ,Y,]) , on a tracé la courbe € de la fonction 1.

f définie sur ]0,+oo] par f(x) L
X

On désigne par A 1’aire (en u.a) de la partie limitée par

I’axe des abscisses, la courbe & et les droites d’équations
x=letx=2.

2
1. Vérifier que A=J. g
1 X

On se propose de donner des encadrements de A.
2. On trace les rectangles r; et R; comme A

HRZR

I’indique le schéma ci-contre.

Vériﬁerque%sAsl. 1
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3. On partage I’intervalle [1,2] en deux intervalles

de longueur 0.5.
On trace les rectangles 1, 1, et R;, R, Comme I’indique la

figure ci-contre. Vérifier que % <AL % .

4. On partage I’intervalle [1,2]en 5 intervalles, de longueur %

On trace les rectangles r; et les rectangles R; ,1<i<5.

comme 1’indique la figure ci-contre.
Donner un nouvel encadrement de A.

IV. 4 Valeur moyenne et inégalité de la moyenne
Définition

Soit fune fonction continue sur [a ,b] (a < b) . On appelle valeur moyenne de f sur

_ _ b
[a,b] le réel, notéf , défini par fz(b%a)ja f(x)dx.

Interprétation géomeétrique de la valeur moyenne
Le plan est muni d’un repére orthogonal. \Cf

Soit f une fonction continue et positive sur [a,b]. L _ _

L’aire (enu.a) de la partie du plan limitée par la courbe
de f, les droites d’équations, x =a, x=b et y=0 est

(| e

égale a celle du rectangle de c6tés (b—a) et f.

Activite 1

Soit la fonction définie sur [0,2], par f(x)=3x-1.

Calculer la valeur moyenne de f sur [0,2], puis la comparer  f(1).
Activité 2

Calculer la valeur moyenne de la fonction f définie sur [0, g] , par f(x)=cosx.

Activité 3
1. Tracer dans un repére orthogonal (O, i, _j) la parabole P d’équation y = —x%+2x.

On notera A le point d’intersection de P avec I’axe des abscisses, distinct de O.
2. Déterminer la largeur du rectangle dont un c6té est [OA] et dont 1’aire est la méme que

celle de la partie D limitée par P et I’axe des abscisses.
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Théoreme (Inégalité de la moyenne)
Soit f une fonction continue sur [a,b] (a <b). Soit m et M deux réels.

Si pour tout x de [a,b], m<f(x)<M, alors m<f<M.

Démonstration
L’hypothése m<f(x)<M, pour tout x de [a,b] implique que

b b b
J- mdeI f(x)dxs.[ Mdx.
a a a

b b
Le théoréme découle alors des égalités J‘ mdx =m(b-a) et J Mdx =M(b-a),
a a

sachant queb—a > 0.
Corollaire

Soit f une fonction continue sur [a,b] (a <b). Il existe c €[a,b], tel que f= f(c).

Démonstration
La fonction f étant continue sur [a ,b] ,on en déduit qu’il existe deux réels m et M tels que

f ([a ,b]) =[m,M]. Le corollaire en découle, sachant que m < f<M.
Activité 4

Montrer les inégalités ci-dessous

IA

1
1 -
o.ssJ‘ lzdeI, %sj.z L ﬁ

0l+x 0 \/1—-x2 3

V. Calcul de volumes de solides de révolution

. \ , T y
L’espace est muni d’un repere orthonormé (0,1, _],k) .
On considére dans le plan (Oxy), un arc AB d’une A o
courbe d’équation y =f (x) et dont les extrémités A A A
et B ont pour coordonnées dans ce plan 0 X

A(a, f(a)) et B(b, £(b)). v
La rotation de I’arc AB autour de I’axe (Ox)

engendre une surface appelée surface de révolution z
(S). (voir figure ci-contre).

( Intégrales \

120



En particulier chaque point M(x, f (x)) de ’arc AB décrit un cercle d’axe (Ox) ,de

centre H le projeté orthogonal de M sur (Ox) et de rayon HM = |f (x)| .
La partie de 1’espace limitée par la surface (S) et les plans d’équationsx =a et x =b est

appelée solide de révolution de surface (S).

La section du solide par le plan passant par M et perpendiculaire a I’axe (O ,T) est le disque

de centre H et de rayon HM.
L’aire de ce disque est S(x) = ny” = nf*(x).

Nous donnons ci-dessous la formule donnant le volume du solide de révolution engendré
par la rotation d’un arc de courbe autour de 1’axe (O, T) .

L’espace est muni d’un repére orthonormé (O ,Y,j,f().
Soit f une fonction continue et positive sur [a ,b] . Le volume V du solide de révolution

engendré par la rotation de ’arc AB = {M(x,y) telsquey =f(x) eta<x < b} autour

- b
de I’axe (O, 1) est le réel V=nI fz(x)dx.
a
Activitée 1

Soit R un réel strictement positif.

On considére dans le plan (Oxy), le demi-cercle AB
d’équation y =f(x) et dont les extrémités A et B ont
pour coordonnées dans ce plan

x=R x =-R
A , B .
{y=0 {y=0

La rotation de I’arc AB au tour de ’axe (Ox)
engendre une sphére de rayon R et de centre O.
Si M(x, f(x)) estun point de I’arc AB, alors M décrit un cercle de rayon |f(x)| :
Déterminer f(x).

Retrouver alors le volume de la sphére de centre O et de rayon R.
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Activité 2

Le solide de révolution S est obtenu en faisant
tourner la portion de la parabole d’équation

y=+x ,(0 < x < 4)au tour de son axe (Ox)

(voir figure).
Déterminer le volume du solide S.

VI. Fonctions définies par une intégrale

Théoréme
Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a un réel de I. Alors la fonction F

X
definie sur I par F(x) = I f(t)dt est la primitive de f qui s’annule en a.
a
Démonstration
X

Pour toute primitive G de f sur I et pour tout x de I, J. f(t)dt=G(x)-G(a).

a

X
On en déduit que la fonction F:x — I f(t)dt est dérivable surIet F'=f.
a

a
Le théoréme en découle sachant que F(a)= I f(t)dt=0.
a

Conséquence
Soit fune fonction continue sur un intervalle I et a un réel de I. Alors la fonction

X
F:x J. f(t)dt est dérivable sur I et F'(x)=f(x), pour tout x de L.
a

Activité 1

Justifier, dans chacun des cas, la dérivabilité de la fonction F sur I et calculer sa fonction
dérivée.

1 F(x)='|.lx\/ﬁdt,1=[—1,1]. 3, F(x)=.[lxgdt,l=]0,+oo[.

dt

X 1 X
2, F(x)='[ ——dt, I=R. 4. F(x)=.[ ,I=]-11[.
01+t 0 ,/1_t2
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X]1—cost

Exercice résolu 1

dt.

Soit F la fonction définie sur [1,+o0[ par F(x) = I
1

1. a. Montrer que F est croissante sur [1,+oo[ .

b. Montrer que F est majorée par 2.
c. En déduire que F admet une limite finie L au voisinage de +co.

2. Soit G la fonction définie sur [1,+c0] par G(x) = I Lntdt

Montrer, & ’aide d’une intégration par parties, que G(x) = F(x)+ [-cosx +cosl—1.
En déduire que G posséde une limite finie en +oo.
Solution
Sur [1, +oo[ , la fonction F est la primitive qui s’annule en 1 de la fonction t - 1= 020“ .
t

. 1—-cost i
De plus, la fonction t —> est positive sur [1, +00[ car 0 <cost<1.

+2
. , 1—cosx . .
On en déduit que pour tout x 21, F'(x) = > et par suite F est croissante sur [1,+oo[ .
X
l1-cost| 2 X*1—cost 1
b. Pour tout t > 1, 5| < - Il en résulte que I CO8? dt| < 2.[ —dt, x21.
t t 1 t2 1t

X X
Le résultat découle alors de 1’égalité 2.[ idt = |:—%:| =2 _2 <2,
1 t 1 X

c. La fonction F est croissante et majorée sur [1, +oo[ . On en déduit qu’elle admet une limite
finie L en +oo.

int v(t)=1-cost

X o1 X
On peut alors écrire J. Slf[lt dt = {1 cost} J’ 1- cost
1

On en déduit que G(x)=F(x)+ 1-cosx | cos1-1, pour tout x de [1,+<] .

X
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On sait que F admet une limite finie L en +o.

1-cosx l1-cosx| 2

<—, pourtout x 1.
X

Deplus lim =0 car 0<

X—>+0 X
Le résultat en découle.

X

Théoréme
Soit f une fonction continue sur un intervalle I, u une fonction dérivable sur un intervalle

J telle que u(J )< etaunréel del. Alors la fonction F définie sur J par

(x)
F(x) =Iu : f(t)dt est dérivable sur Jet F'(x)= f(u(x)).u'(x), pour tout x de J.
a

Démonstration
X
Remarquons que F=Gou avec G:x |—>I f(t)dtetu:x >u(x).
a

On en déduit, d’aprés les hypothéses faites sur f et u que F est dérivable et que ’on a

F'(x) = f(u(x)).u'(x) .

Activité 2

X
On considére la fonction f définie sur [0, 1] par f(x)= I dt .
01—t
1. Montrer que f est dérivable sur [0, 1[ et déterminer sa fonction dérivée f'.
dt

1-t2

sinx
2. Soit g la fonction définie sur [0, g[ par g(x)= J.
0

a. Montrer que g est dérivable sur [0, g[ et déterminer sa fonction dérivée.
b. En déduire que g(x)=x pour tout x [0, g[.

1
: , dt oo dt
3. Calculer les intégrales .[ I I 2 .
0 J1-t 01—t

o . T . .
4. a. Montrer que pour tout x € [0,1[ il existe un unique t €0, E[ vérifiant sint=x.

T
b. Montrer que lim £ (x)=2.
ontrer que lim (x) 5

5. Représenter la fonction f.
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Activité 3

Soit f une fonction continue sur un intervalle I centré en 0.

X
On considére la fonction g définie sur I par g(x)= I f(t)dt.

1. Montrer que g est dérivable sur I et calculer sa dérivée.

2. On suppose que f est impaire.
a. Montrer que pour tout x €I, g(x)=0.

0 X

f(t)dt:—j f(t)dt.

b. En déduire que pour tout x €1, J.
0

—X
3. On suppose que f est paire.
a. Montrer que g est la primitive sur I qui s’annule en 0, de la fonction t > 2f (t) .

X

f(t)dt:f f(t)dt.

0
b. En déduire que J. ’ f(t)dt= 2". xf(t)dt et que I
-X 0 0

—X
Théoréme
Soit f une fonction continue sur un intervalle I centré en O et soit a un réel de 1.

= Si f est impaire alors J.a f(x)dx=0.
-a
a a
= Si f est paire alors J. f(x)dx=2J. f(x)dx.
—a 0

Activité 4
Calculer les intégrales suivantes
5t

57 1 5 1
. t
'[ x° s1n6(x)dx , I ——dt, I xlomcosloo(x)dx, I ‘t3+t‘dt.
-57 1t +1 -5n -1

Activité 5
Soit f une fonction continue sur R , périodique de période T.
x+T

On considére la fonction g définie sur R par g(x)= j f(t)dt.

X

T
Montrer que pour tout réel x, g(x) = J. f(t)dt.
0

Théoréeme
Soit f une fonction continue sur R, périodique de période T.

a+T T
Pour tout réel a, I f(t)dtzj. f(t)dt.
0

a
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207 10n
Calculer les intégrales I lsinx|dx ; '[ |cos x|dx .
0 —10x

Activité 6

VII. Exemples de suites définies par une intégrale

Activite 1
T T
1. On pose I; =J. 2xsinxdxet J; =J. 2 x cosxdx . Montrer que I, =1 et J, =§—1.
0 0

ki

T
2. On pose pour tout n>2, I =J‘ 2x"sinxdx et J, =J‘ 2x" cosxdx.
0 0

a. Calculer I, et J,.
n
b. Montrer que I, =nJ__; et que J, = (g) -nl .

c. Calculer I3, J3, 14 et Jy4.

Exercice résolu 2

Xn

2
On pose pour tout entier n>1,1 = J. dx .
0

x%+4

1. Calculer I, .
2

2. Montrer que pour tout entier n>3, I, = I X" 2x2 +4dx—41,,.
0

3. En déduire, a I’aide d’une intégration par parties, que

nl, =2°v2 —4(n-1)1,_,, pour tout entier n > 3.

En déduire les valeurs de I et I5.

Solution

1. La fonction x > ——~ est la dérivée de la fonction x > Vx2 +4.
Vx? +4
On en déduit que I, = 242 -2.
2. Remarquons que I’on peut écrire que pour tout entier n > 3 et tout réel x,
X" x272 (x2 + 4) —4x"2

\/x2+4_ \/x2+4

2
. On en déduit que I, = J' ) x"2Vx2 +4dx—41_ ,. (%)
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2

3. Intégrons par parties I’intégrale J. x"2Vx? +4dx.
0

En posant u(x)=vx>+4 et v/(x)=x"2, il vient que

2
2 n-1 2
J.xn_lex2+4dx=|:X \/x2+4i| [T X dx.
0

n-1 0 n-1Jo x2 +4
2 n
OnendéduitqueJ. x"_Z\/x2+4dx=2 \/IE_LII“'
0 n-1 n-

En reportant la formule obtenue dans (*), on obtient le résultat.

2242 — 256

16—8J2
LA LY A
3 15

D’aprés ce qui précede, I3 =
Probléme résolu

T T
On pose I, = .[02 dt et pourtout neN", I_ = .[02 cos”(t)dt.

1. Calculer Iy, I; etl,.

. n+1
2. a. Montrer que pour tout entiern, I, ,, = —21Il .
n+

b. En déduire 15, 14, I5 et I¢.
c. Montrer que pour tout entier natureln, 0 <1, <I,.

| |
3. a. Montrer que pour tout n>0,1< -2l <o

In+2 In+2

b. Montrer alors que lim L =1.
n—>+wo In+l

4. On considére la suite (un ) définie pour tout entier naturel n par u, =(n+1)I 1 ;.

e

. . s
Montrer que la suite (un est constante et que pour tout entier naturel n, u, = E

T
< Iﬁ < — . Donner un encadrement de I, -

T
Montrer que <
2(n+1) 2n
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T T
1. a. Le calcul donne immédiatement que 1 = I 2 dt =§ et I, =I ? costdt =[sint]2 =1.
0 0

D’autre part, I, =J. 2 cos? tdt =I 2 l(cos2t+1)dt =
0 0 2 4
T

b. I,.,= .[02 cos™(t)dt

Pour n >1, on pose

u(t)=cos“+l(t) u'(t)=—(n+1)cos" (t)sint
v'(t)=cost v(t)=sint
11 en résulte que
7 L
Louy =[ cos™ (t)sint ]2 +(n+1) j Zeos” (t)sin” (1)t

T

ou encore que, I, ., =(n +1)J- 2 o™ (t)(l—cos2 (t))dt =(n+DI, —(n+1)I,,,.
0

s n+1 :
On en déduitque I, = —21n , pour tout entier n >1.
n+

D’autre part, il résulte de a) que I, = %IO = % Le résultat en découle.

c. En appliquant la relation I, =n—+;ln, n >0, on obtient que
n+
2 2 3 3n 4 8 5 S5n
oI =—I =—,.I =—I = ,.I =—I =—, oI =—I = —,
I E A T S A T A )

T g .
2. Pourtout 0<t< > 0 <cost<1.On en déduit que pour tout entier naturel n et tout

n+l

0<t<—, 0<cos t5cos“t.Dep1us,cost>0pourtoutréeltde[O,g[.

T
2

a
Il en résulte que pour tout entier naturel n, 0< J. 2cos™ tdt < J. cos" tdt, ou encore
0 0

que 0<I 4 <I,.
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3. a. D’apres la question précédente, la suite (In) est strictement positive et décroissante.

On en déduit que pour tout entier naturel n, 0<1 ,, <I ., <I, .Ce quiimplique que

1 1 )
1<l <8 sour tout entier naturel n. (*)

In+2 n+2

b. D’aprés la premiére question, I, = n—+;In , 1 >0.On en déduit que
n+
. In . n+2 N .. . . In+1
lim = lim =1. Par passage 4 la limite dans (*), on obtient lim 2+ =1.
ns+o] o oo n+1 n>+o] o

4.Pour 020, uyy —uy =T [(n+2)T,,, —(n+1)L, ]

. +1
D’aprés la question 1. b. I, = hln , ou encore, (n+2)I,,, =(n+1)I,.

I1 en résulte que u,,; —u, =0 pour tout entier naturel n , ¢’est a dire que la suite (u,) est
2 s ik T T .
constante. On déduit de I’égalite uy =1,.I; = 5 que u, = 5 pour tout entier naturel n.

La suite (I, ) étant décroissante, on peut écrire pour tout entier non nul n

nl I_,, <nl? <nl_I_,,ouencore que Ll(n +1)I L, <nl2 <nl T .
n+

11 en résulte que (L)g < nIIZI < g , pour tout entier non nul n. Ce qui implique que

T T .
<2<— , pour tout entier non nul n.

2(n+1)” " 2n

T ¥
On déduit de I’inégalité précédente que <I < )
galtiep U A 5002 = 1990 =4/5000
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qu-vnm-m:x

)/
QCMm
Cocher la réponse exacte.
I | [ I | I
Lo o
1. D’aprés la représentation graphique ci-contre, 'aire dela — — :‘ T 3- B e
partie limitée par la courbe de f, ’axe des abscisses et les -~k —:— = 2 =" —:— ---
droites d’équations x =—2 et x =3 est encadrée par L _% o
[]7 et 13. [T15et20. [J14et21. i Lo
302 -1 1 2 3
1 1
2. Iz'[ tcos” (mt)dt et Jz'[ tsin®(mt)dt . Alors I+7J est égal 2
0 0
[]1. 1 [o.
2
1 _A.5 1]_25
3. Soit I= J. wdx et J= 3X4 5% dx . Alors
-1 x"+1 1 x"+1
[J1<1. []1=1. []1=>7.
VRAI - FAUX
Répondre par vrai ou faux en justifiant 1a réponse.
W o
1. | ?sinxdx=| 2 sinxdx.
J 0 4r
o1
2. |x|dx =1.
v -1

3. Si f est une fonction dérivable sur [a, b] et sa dérivée est continue sur [a, b] alors

':f(x) ax =[x ()] - abxf'(x)dx.

4. Soit f une fonction continue sur I’intervalle [0, 1]. 5
1
Si <1 alorsJ. f(x)dx<1. )
0
: \
5. D’apreés la représentation graphique ci-contre J. f(x)dx=>0. - + : }
graphiq , (x) 2 N
-1.

b
6. Si J. f(x)dx >0 alors f >0 sur [a, b].

a
1

Y dt est définie sur R.
01+t

7. La fonction x > j
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Calculer les intégrales ci-dessous.
03 2 2
[X_—x]dx ;I t(t+1)°dt ;
J-| 2 1
2 3 2
(2x+1)(x +x—5) dx ;J‘ V2x+1dx ;
1

el
J-1

2 dx 4 dx 7
3 ;I ; J.“cos“tsintdt;
1 (1+x) 02x+1  Jo

ll 3 3
|x(x+1)|dx; J. ’x3+x|dx ;I |2t—1|dt,
-2 -3 0

e 271
|sinx|dx.
0

le plan est muni d’un repére orthonormé.

Soit a>0.
Pour quelle valeur de a, les parties D; et D, ont-elles

la méme aire ?
YX

£
I
=

[

Soit f la fonction définie sur R\ {1} par
2x -1

f(x)—(x_l)3 .

On désigne par C; sa courbe représentative dans un

repére orthonormé (O, i, 3) .

1. Etudier f et tracer Cs.

2. Montrer qu’il existe deux réels a et b tels que
f(x)= a_, b 7 pour tout x de R\ {1} .

(x=1)" (x-1)

3. Soit K<% .Onpose A(A) laire dela partie du

plan limité par la courbe Cy, I’axe des abscisses et

les droites d’équations x =A et x =% .

a. Déterminer A(A).
b. Calculer lim A(1).

A——0

El 1. On considére la fonction h définie sur

J0, +o[ par h(x)=x%-4x+6-3Vx .

a. Calculer h"(x), x>0.

b. Montrer que 1’équation h'(x) =0 posséde une
unique solution o appartenant a ]2, 3.

c. Déterminer le signe de h' et dresser le tableau de
variation de h.

d. Calculer h(1) et h(4). En déduire que 1 et 4 sont
les uniques solutions de 1’équation h(x) =0.

2. a. Représenter dans un repére orthonormé, les
fonctions f et g définies sur ]0, +oo| par

f(x)= X2 —4x+6 et g(x)=3\/;.

b. Calculer I’aire de la partie limitée par ces deux
courbes.

Le plan est muni d’un repére orthonormé.

On considére les fonctions f et g définies sur [0, g]

définies par f(x) =sinx et g(x) =sin’x.

1. Etudier les fonctions fet g.
2. Ewudier la position des courbes C; et Ce defetg.

3. Représenter C¢ et Cg .

4. Calculer I’aire de la partie limitée par ces deux
courbes.

Le plan est muni d’un repére orthonormé.

On considére la fonction f définie sur [0, =] par
f(x)=x+sinx.
1. Etudier les variations de f'sur [0, @] .
2. Etudier la position de la courbe C; de fetdela
droite D d’équation y=x.
3. Représenter Cy et D.
4. Calculer I’aire de la partie limitée par Cy et D.
1. Représenter dans un repére orthonormé, les

fonctions f et g définies sur ]0, +oo[ par

f(x)=3x2 +% et g(x)=3x2 .
X

-
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2. Soit A >0.On pose A(A) Daire de la partie

du plan limitée par les courbes de f et g et les droites
d’équations x =1 et x =A.

J‘ A 2dx
1 x3
b. Etudier et représenter la fonction A :A A(X) .

c¢. Déterminer suivant les valeurs de m, le nombre de
solutions de I’équation A(A)=m.

a. Vérifier que A(A)= . Calculer A(1).

1. Représenter dans un repére orthonormé, les

fonctions f et g définies sur |2, +oof par

f(x)= x+1+

5 et g(x)=x+1.

2. Soit A > 2. On pose A(K) I’aire de la partie du

plan limitée par les courbes de f et g et les droites
d’équations x =3 et x=A.

A 4dx
3 (x-2)"

a. Vérifier que A(X) = I

b. Calculer A(K) .
c. Etudier et représenter la fonction A:A > A(1).

d. Déterminer suivant les valeurs de m, le nombre de
solutions de I’équation A(A)=m.

. On considére les intégrales A = I —3dx
2
(1 +X )
1 x3
et B =I —23dx
0(1+x7)
1. Calculer A.

2. Calculer A+B.
3. En déduire la valeur de B.

T

1. Calculer l’mtegrale.[ sin? x dx.
0

T

2. En déduire la valeur de ’intégrale I cos?x dx .
0

[11]

T
calculer ’intégrale I xcos2xdx .
0

1. A T’aide d’une intégration par parties

bid

2. Soit les intégrales 1= I xcos?xdx et

kLY
J=I2xsin2xdx.
0

a. Calculer T+JetT1-7J.
b. En déduire les valeursde T et J.

[12]

2. Soit la fonction f définie sur [0, Z] par

T

1. Calculer I’intégrale I

0 cos2 X

f(x)= sm3x . Montrer que pour tout xe[O,E],
cos’ X 4

, 3 2

f'(x)= 4. 2"
cos X cos“x

T

4

3. Calculer I’intégrale I
0 cos*x

f(x)=

1. Montrer que pour tout réel x de [0, g] )

lsf(x)sﬁ.

Soit f la fonction définie sur [0, %] par

1
COSX

2
YRR

n
I4 d
0 cost

sinx

2. En déduire que — a

1. a. Vérifier que pour tout

sin x 1
mx

l+x2_1+ e
2

b. En déduire un encadrement de 1.

On pose 1= I dx.

1+ x2

T
xe[—,n], 0L
[2 1

7],

2. a. Vérifier que pour tout x € [g,

sinx _ sinx sinx

< < .
1+n%  1+x° (njz
1+ 5

b. En déduire un nouvel encadrement de 1.

-
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@ On considére la fonction f définie sur R, par

f(x)=

1000
f(t)dt .
100

et on pose I=J.
1+x

1. a. Vérifier que pour tout x >0, f(x)< LZ .
X

b. Montrer en utilisant 1’inégalité des accroissements

finis que pour tout x >0 1-X< ! .
1+x
c. En déduire que pour tout x >0 L1 . f(x).
T x2 x5

2. Déterminer un encadrement de 1.

On considére la fonction f définie sur ]g, [

1
par f(x)=E.

1. Montrer que f réalise une bijection de ]g, m sur

un intervalle I que 1’on précisera.
2. Montrer que la réciproque f 1 de fest dérivable

Y 1
sur L et que (f 1 (x)=—,pourtoutxdeI.
) x,/xz—l
"
3. En déduire I’intégrale J. ) —F—.
N

1. Représenter dans un repére orthonormé, la

fonction f définie sur R par f(x)=——.
1+x

2. Soit 4 I’aire de la partie du plan limitée par la

courbe de £, 1’axe des abscisses et les droites

d’équations x =let x=2.

a. Vérifier que %5;451 .

b. Utiliser la méthode des rectangles, en partageant
Iintervalle [1,2] en cinq intervalles d’amplitude 0.2,
pour donner un nouvel encadrement de 4 .

Soit Ia suite (u, ) définie par

.1 n
X
u, = —de,nzl.

- 0(x2+1)

2n+1
(x2 +l)2

pour tout entier n>1et tout 0<x <1,
2. En déduire que la suite (u,) converge et

1. Montrer que 0< < x?ntl

déterminer sa limite.

IE‘ Soit la suite (u, ) définie par

T

ug=| *cos2xdx et u, =J. 4x"cos2xdx, n21.
L 0 0

&3

1. Montrer que la suite (u, ) est décroissante.
T

2. Comparer u,, et J. 4x"dx, n>1.
0

3. En déduire que (u, ) est convergente et déterminer
sa limite.

4. a. Calculer ug ety .

b. Exprimer u,,, en fonctionde u, .

c. Calculer u, etuj.

Soit la suite (u,) définie par
e 1 1

up=| Vv1-xdx et un=J. x"Vl-xdxn2>1.
0 0

1. Montrer que pour tout n>1, 0<u, SLI.
n+

2. Endéduire lim u,.
n—-+w

3. a. Calculer ug etu,.
b. Montrer que pour tout n>1, (3+2n)u, =2nu,_,.

c. Calculer u, etus.

@ Soit la suite (u, ) définie par

I ¢
un=J. x,n21.
0 y1+x2
1. Calculer v, .

2. Montrer que pour tout n>1, 0<u, _L.
n+1

3.Endéduire lim u,.
n—-+w

-
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[22]| soit f1a fonction définie sur [0, %] par

f(x)=tan3x+tanx .

1. Etudier les variations de f.

2. Montrer que la fonction f réalise une bijection de
[0, g] sur [0,2].

3. a. Représenter dans un repére orthonormé, les

fonctions fet £ ! en précisant les demi tangentes aux
extrémités des deux courbes.

H
— 2

b. Caleuler [ #£(x)dx . En déduire | 7! (x)x.,
0 0

On considére la fonction f définie sur [0,3]
x sixe[0,1],

par f(x)=4 1
= sixell,3].

1. Vérifier que f est continue sur [0,3].
2. Soit F la fonction définie sur [0,3] par

F(x)=I0xf(t)dt.

a. Expliciter F(x), x €[0,3].
b. Représenter la fonction F dans un repére
orthonormé (O ,_i',_j) .

Le plan est muni d’un repére orthonormé
(o,T,}) .
On considére la fonction f définie sur [0,1] par

f(x) = \[1—){2 .
1. a. Etudier f.
b. Vérifier que la courbe représentative C; de fest un

quart de cercle de centre O et de rayon 1.
c. Tracer C;.

2. Pour x €[0,1] on pose F(x)=Ixf(t)dt.
0

Représenter la partie du plan dont 1’aire est égale a
F(1). En déduire F(1).
3. Pour tout a e [0,1] , on désigne par O le réel de

[0, g]tel que cosO=a.

0 a«/l—a2

a. Montrer que F(a):%_a.,. >

b. Calculer F(%], F[ﬁl

2

|25 On pose pour tout entier naturel n,

T

I =J.Zta.nn+2x dx .
0

1. a. Calculer 1.
b. Vérifier que pour toutn, 0 <1, <I,.

c. En déduire que la suite (In) est convergente.
1

3. a. Montrer que pour toutn, I, +1,,.,=——.

n+3

b. En déduire lim I.

n—+w0

On considére la fonction f définie sur ]0, +oof

1
par f (x) =
X
1. Soit n un entier naturel non nul.

a. Calculer J. nf(x)dx }
1

n—>-+0

n

b. En déduire _lim ( | f(x)dx] :
1

2. Soit k un entier naturel non nul.

k+1
Calculer J. f(x)dx .

k

+ L +...+ L
1x2  2x3 nx(n+1)

converge et déterminer sa limite.

3. Montrer que la somme

On considére la fonction f définie sur

[1, +oof par f(x)= % et on pose pour tout entier
X

n
nx1,8, = f(k).
k=1
1. a. Vérifier que fest décroissante et positive.

b. Montrer que la suite (Sn) est croissante.

-
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n

2. a. Calculer J. f(t)dt, n =1 eten déduire que
1

0< nf d<1
_L (t)t_E.

n
b. Calculer lim [J' f(t)dt}.
1

n—-+w0

3. a. Montrer que pour tout entier k>2,

k+lf dt<f(k ‘ f(t)d

t)dt< < t)at.

J.k () ( ) J.k—l ()

b. En déduire que pour tout entier n > 1,

J.2n+lf(t)dt <8, ~f(1)< J.lnf(t)dt .

¢. Montrer que pour tout entier n>1, 1<§, < % .
. 1 1 1

d. En déduire que la somme 1+—+—+...4+—
23 33 Il3

converge et de donner un encadrement de sa limite.

I28 Dans chacun des cas, calculer la valeur

moyenne de la fonction f sur ’intervalle 1.

1.f:x|—)x4—x3+1, I=[—1, 3].
2.f:mxi3_1, 1=[2, 4].
3.f:XI—)Sin(2X), I=[0, n].

En utilisant ’inégalité de la moyenne donner

4 dx
2

un encadrement de J.

2 x“—x+1

En utilisant inégalité de la moyenne donner

k1Y
2 dx

un encadrement de J.T? —
s 3+tan“ x

Dans les exercices 31, 32, 33, 34 et 35 L’espace est
muni d’un repére orthonormé (O,T,},E) .

Iﬂl Soit C={M(x, y) tels que y = x2, OSXSZ}

et S le solide obtenu par rotation de C autour de I’axe
(Ox) . Calculer le volume de S.

@ Soit C={M(x, y) telsquey:l, 15xs3}
X

et S le solide obtenu par rotation de C autour de 1’axe
(Ox) . Calculer le volume de S.

33| soit

C={M(x, y)tels que y = tanx, OSXS%} etSle

solide obtenu par rotation de C autour de ’axe (Ox).
Calculer le volume de S.

Soit

C={M(x,y) tels que y =sinx +cosx, 0 < xsg}

et S le solide obtenu par rotation de C autour de I’axe
(Ox) . Calculer le volume de S.

@ Soit C={M(x, y) tels que y =sinx, Ostg}

et C'={M(x, y) tels que y =x, Ostg}.

On note S et S' les solides obtenus respectivement
par rotation de C et C' autour de I’axe (Ox).

Calculer le volume de la partie de I’espace comprise
entre les solides Set S'.

I. On considére la fonction F définie sur
0,%} par F(x) =J.

1. Vérifier que F est dérivable sur [0, %] et

tan x dt

0 1+t2

déterminer sa fonction dérivée.
2. En déduire que pour tout x [0, %] , F(x)=x.

L dt
01+t2

3. Calculer J.

-
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II. On considére la suite (In) définie par

1 |
je———y
0(1+t2)

1. Calculer I et I; .

In

2. Montrer que pour tout n2>1,

1{1
g+l=zg(zg+(2n—1ﬁnJ.
3. Calculer I,,I5 et I4.

II1. On considére la suite (J n) définie par

1 1 +2n
%=I & aJn=I -
01+t 01+t

1. a. Vérifier que pour toutn, 0<J, <

dt, n>1.

1+2n "

b. En déduire lim J.
n—+w

1

2 a. Montrer que pour toutn, J, . +J, = Lo
+2n

b. Calculer Jl, Jz, J3, J4 eth.
3.0nposepourtout ne N,

u, =1

a. Montrer que pour tout n, J;,; =(-1)" (un - JO) .

b. En déduire lim u,.
n—+w

Soit la suite (I,) définie par

n

1y

I =] ———dx,n2>1.
" Jot+x+x?
1. a. Montrer que pour tout n>1,
1 1

<I, £——.
3(n+1)" " n+1

b. En déduire que la suite (I,,) converge et

déterminer sa limite.
2. a. Montrer que pour tout n>1,

1 n+l
- 1 . 1 J‘(1+2x)x i
3(n+1) n+1 °(1+x+x2)

b. En déduire que pour tout ne N,
1+;53(n+1)lnsl+i.
3(n+2) n+2
c. Déterminer lim nl, .

n—-+w

sinx 2
par F(x)=J.0 1-t“dt.

On consideére la fonction F définie sur [0, g]

1. Vérifier que F est dérivable sur [0, g] et
déterminer sa fonction dérivée.

2. En déduire que pour tout x [0, %] ,

F(x) = %x+%sin(2x) )

1
3. Calculer I \ll—tzdt .
0

4. Etudier les variations de F.
5. Tracer la courbe représentative de F dans un repére

orthonormé (O ,_i.,_j) .

B9l
par f(x)=x+\/4—x2 .

1. Etudier f et représenter sa courbe C dans un repére
orthonormé.

2. Soit F la fonction définie sur [0, n] par

2cosx 2
F(x)=J.0 4-t°dt.

On considére la fonction f définie sur [—2,2]

a. Montrer que F est dérivable sur [0, =] et que
F'(x)= —4sin’x, x e [0, =].
b. Calculer F[%J

c. En déduire que pour tout x €[0,7],
F(x)
3. Soit 4 l’aire de la partie du plan limité par la
courbe C, I’axe des abscisses et les droites
d’équations, y=x, x=—2etx=2.

a. Montrer que 4 =F(0)-F(x).

b. En déduire 4 .

—2x+sin(2x)+n .

-
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Chapitre 7

Fonction logarithme

néperien

M.Stifel (1544) met en évidence les deux suites
sz |t|oft|2]s]4]-]s
A lrlslelriel ] e
81412

Le passage de la ligne inférieure ("in inferiore ordine") a la ligne supérieure
("in superioreordine") transforme les produits en sommes. Par exemple,
au lieu de multiplier 8 par 32 "in inferiore ordine", on peut prendre les
"logarithmes" correspondants 3 et 5 "in superioreordine", calculer leur somme,
qui est 8, retourner "in inferiore ordine", ou 1’on trouve le produit 8.32=256.
Cette table plus détaillée, serait d’une grande utilité, car additionner est plus
facile que multiplier. Les premicres tables logarithmiques [...] ont ét€ calculées
par John Napier (1614, 1619), Henry Briggs (1624) et Jost Burgi (1620).

(E.Haier et al,L’analyse au fil
de I’histoire, 2000).



Chapitre 7

Fonction logarithme népérien

I. Introduction

Activité 1
A/ Dans le plan muni d’un repére orthonormé,
on a construit la courbe de la fonction
£:]0,40[ >R

ts s

t
Pour tout réel a >0, on désigne par S(a) I’aire de
la partie du plan limitée par la courbe de f, ’axe
des abscisses et les droites d’équations respectives
x=letx=a.

1. Que vaut S(1) ?

2. a. On partage I’intervalle [1,2] en trois intervalles de méme amplitude et on construit les

rectangles r;,1,, 1, Ry, R, et R; comme ’indique les deux figures ci-dessous.
g 112, 3, Ky, Ky 3 q gu

On désigne par A (respectivement A') la somme des aires des rectangles

(respectivement R; ), 1<i< 3. Montrer que 2—(7) <S(2)s—.

b. On partage I’intervalle [1,3] en huit
intervalles de méme amplitude et on
construit les rectangles r,, 1<1<8, comme

I’indique la figure ci-contre.
Calculer la somme des aires des rectangles

r,, 1<i<8 et vérifier que S(3)>1.

47
60
&
l r“"”sfshrg
1 2 3
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c. Montrer que S(2.5)<1.

3. a. Soit E={M(x,y) avec%ﬁxsletOSySl}
X

et F={M(x,y) avec1<x<2et OSySl}.
X
Montrer que E et F ont méme aire.

b. En déduire que S[%) =5(2).

X
B/ Pour tout réel x >0, on pose F(x)= %dt :
1
1. a. Montrer que F(x) > 0, si et seulement si, x >1.
b. En déduire F(x) & ’aide de S(x).
2. Justifier la dérivabilité de F sur ]0,+0[ et calculer F'(x).
En déduire que F est strictement croissante sur 0,+co[ .

3. Montrer qu’il existe un unique réel x appartenant a 2,3[ tel que F(x)=1.

Définition
On appelle fonction logarithme népérien et on note In, la fonction
X
XI—)lnX=J. %dt, x> 0.
1

Les résultats suivants découlent immédiatement de la définition précédente.
La fonction logarithme népérien est la primitive sur ]0,+oo[ de la fonction t > i
s’annule en 1.

La fonction In est définie, continue, dérivable sur I'intervalle ]0,+oo[ et In'(x)= l, x>0.
X

La fonction In est strictement croissante sur ]0 , +oo[ et In1=0.

11 existe un unique réel x appartenant a ]2,3[ tel que In(x) = 1.

Il en résulte que
Soit a et b deux réels strictement positifs.

Ina >Inb, si et sculement si, a>b.
Ina=1Inb, si et sculement si, a="b.
Ina =0, si et seulement si, a = 1.
Ina > 0, si et sculement si, a >1.

Ina <0, sietseulement si, 0 <a<]1.

ﬁ:onction logarithme népérieh
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Activité 2
1. Résoudre dans R, les équations ci-dessous.
a. 1n(x2+x+1)=0. b.In(1-x)=In(2+x).

2. Résoudre dans R, les inéquations ci-dessous.
a.In(4x-1)<0.  b.In(4-3x)>0. cIn(x*+x+1)<0. d.In(2x-5)<Inx.

ll. Etude et représentation graphique de la fonction In

Activité 1
On se propose d’étudier la fonction In et de construire sa courbe représentative C dans un
repére orthonormé (O ,T,]) .
1. a. Soit un entier n> 2.
2k+l

Montrer que J. ldtzlpourOSkSn—l.
okt 2

2]1 1 _1 2k+l 1 2]1 1 "
En remarquant que .[ —dt = Z J. —dt, en déduire que I —dt>—.
1t kov 2kt 1t 2
b. En déduire que la fonction In n’est pas majorée et déterminer lim Inx.
X—>+w

2. a. Montrer que les deux fonctions x > Inx et x > —ln[l) définies sur ]0,+ oo[ ont
X

méme dérivée.

b. En déduire que 1nx=—1n[l) , x>0.
X

c. Calculer alors lim Inx
x—>0"

3. a. Montrer que %S% , pour t>1. En déduire que Inx<2Jx-2, pour x >1.
t

b. Montrer alors que lim Inx =0.
X—>to X

4. a. Dresser le tableau de variation de la fonction In.
b. Ecrire une équation de la tangente T a C au point d’abscisse 1.
¢. Construire la courbe C.

L’activité 1 fournit la démonstration du théoréme suivant.

ﬁ:onction logarithme népérieh
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Théoréme
. . . Inx . Inx
lim Inx=+0 ; lim Inx=—0 ; lim —=0 ; lim——=1.
X—>+00 x>0t x>+ X x>1X —
« La fonction In réalise une bijection strictement 1

. *
croissante de R, sur R.

 L’unique solution de I’équation Inx =1 est le réel

noté €. Ainsi, Ine=1. 1

Les calculatrices donnent des valeurs approchées du

réel e, € =2.71828... 2
Activité 2

On désigne par C la courbe représentative de la fonction In dans un repére orthonormeé.
Soit A un point de C d’abscisse a, la tangente a C en A coupe 1’axe des ordonnées en K. On
désigne par H le projeté orthogonal de A sur ’axe des ordonnées et par yy et yx les

ordonnées respectives des points H et K.
1. Montrer que yy —yg est constant.
2. En déduire une construction de la tangente en un point de C.

lil. Propriétés algébriques
Activité 1
1. On considére les deux fonctions f et g définies sur 1’intervalle ]0,+ oo[ par

f(x)=Inx, g(x)=1In(ax) ou a est un réel strictement positif.
a. Comparer f'(x) et g'(x).
b. En déduire qu’il existe une constante réelle c telle que ln(ax) =lnx+c,x>0.

c. Montrer alors que In(ax)=Ina+Inx, x>0.

2. Montrer que ln[%)=lna—lnb, a>0etb>0.

Théoréme
Soit a et b deux réels strictement positifs.
In(ab)=Ina+Inb. m(%j:ma—lnb. m(%):-mb.
Activité 2

Soitun réel a > 0.
1. a. Montrer, par récurrence sur I’entier naturel p, que ln(ap ) =plna.

b. Montrer que la formule précédente reste encore vraie pour tout entier négatif p.

p
2. Soit un entier p>2. En écrivant a = (%) , montrer que ln(g/;) = llna.

p
ﬁ:onction logarithme népérieh
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Théoréme
Soit a un réel strictement positif.
« Pour tout entier p, ln(ap) =plna « Pour tout entier p>2, m({’/i) = llna .
Y

Activité 3
1. Exprimer, & 1’aide des réels In2 et In3 chacun des réels ci-dessous.

1n(J§),1n(%/5),1n108,m(%j,m(ﬂ?) et ln(\/;].

2. Simplifier les écritures ci-dessous.

n(v8). I 1), () (), m(% ot 1n(45.36).

3. Soit a et b deux réels strictement positifs. Exprimer a I’aide de Ina et Inb, les réels

a3 2 ¥a
m[b—zl, m(JZ.b )et m[ﬁ].

Activite 4
n
1. Déterminer le plus petit entier naturel n tel que (%) <107,

, . . . n 5
2. Déterminer le plus petit entier naturel n tel que (\/5 ) >10°.

Activité 5
Résoudre dans R, les €quations et les inéquations ci-dessous.
2lnx=1. (Inx)*+2Inx=3. (lnx+%)(lnx—2)=0.
In(x+3)+In(x+2)=In(x+11).
Inx>-2. 2mInx<l. (1-Inx)(2-1nx)>0.

Activité 6
Déterminer les limites ci-dessous.
' ln(é/;) . ln(%/;) . Inx . In(2x+3)
lim——=, lim , llm —, lm ———~, lim x—Inx.
x-»>1 X x—>+0 X X—>+0 19/; x>+o  3x+4 X—>+00
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IV. Autres limites

(oo )
Activité 1

Soit m un entier naturel non nul et n un entier supérieur ou égal a 2.

() [ ()]

1. a. Vérifier que ~——=| —x—=—"| , x>0.
]_n n
b. En déduire que lim ( X) =0.
x—>+0 xM

2. Calculer lim ‘xm (In x)n

x—0*
Théoréme
n
) : X .
Pour tous entiers naturels non nuls n et m, lim =0et lim x®In"x=0.
x>+ x0 x—0"

Activité 2

Déterminer les limites suivantes :

1. lim x?-In®x, lim x> +In®x.

X—>+00 x—0"
2
(1n(3-2x)

2. lim x* (1 —1n° x), lim x* (1 ~In® x), lim
x—0" X0 X——a0 4x —6
Activité 3
f(x)=x21n2x, x>0
£(0)=0
1. Etudier la dérivabilité de f sur son ensemble de définition.
2. Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative dans un repére orthonormé.
Activité 4

Considérons les réels a = (2007

Soit la fonction f définie par {

)2008 2007

et b=(2008)
Comparer a et b (on pourra calculer Ina et Inb).

V. Fonctions x> In(u(x)) et x - In(|ju(x)))
Activite 1

Soit la fonction u:x > xZ +x—2

1. Résoudre dans R, Iinéquation u(x)>0.

2. Soit la fonction f :x —> ln(x2 +x —2)

a. Déterminer 1’ensemble de définition de f.
b. Montrer que f est dérivable en tout réel de son ensemble de définition et calculer f ’(x).

ﬁ:onction logarithme népérieh
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Activité 2
Soit la fonction u:x+—1-x
1. Résoudre dans R, 1’inéquation |u(x)| >0.

4

En déduire I’ensemble de définition de la fonction f:x > ln(‘l — x4‘) .

v'(x)
u(x)
Le théoréme de dérivation des fonctions composées fournit la démonstration des théorémes
ci-dessous.

2. Montrer que f est dérivable en tout réel de son ensemble de définition et que f'(x)=

Théoréme
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I et telle que u(x) > 0, pour tout réel x

dans I.

Alors la fonctionf : x o ]n(u(x)) est dérivable sur I etf’(x) =——, pour tout x dans .

Théoréme
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I et telle que u (x) # 0, pour tout réel x

dans I.

Alors la fonctionf : x ln’u(x)’ est dérivable sur I et f'(x)=——, pour tout x dans I.

Corollaire
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I et telle que u (x) # 0, pour tout réel x

dans I.
u'(x)

u(x)

f:x— ln|u(x)| +k, ou k est une constante réelle.

Alors la fonction f:x — admet pour primitive sur I la fonction

Activité 3
Soit la fonction ;x> ]n‘tan(%)

1. Déterminer 1’ensemble de définition de f.
2. Montrer que f est dérivable en tout réel de son ensemble de définition et calculer '(x).

. . . . 1
3. Déterminer la primitive sur 1’intervalle [%, %] de la fonction x > —— ,
sin x

. i
qui s’annule en 3
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Activité 4

x+1

1. Dresser le tableau de variation de f.
2. Etudier la nature des branches infinies de la courbe de f.
3. Tracer la courbe de 1.

Soit la fonction f: x> ln(x_2]+x

Activité 5
1. Montrer que Lls1n(x+1)—ln(x)Sl,pourtoutréel x>0.
X+ X
2. Soit la suite (v, ) définie par v, =L+L+...+L, n>l.
n+l n+2 2n

a. Montrer que ln(2n +11) < v, <In(2), pour tout entier non nul n.
n+

b. En déduire que la suite (v, ) est convergente et déterminer sa limite.

Activité 6
Déterminer une primitive de la fonction f sur I’intervalle I, dans chacun des cas suivants :
X
1. f(x)= , I=[1,+of.
(-5 e
x+1 2
2. f(x)= I=]-, —[.
(x) 3x_2’ ] w’ 3[
1 1
3. f(x)= , I=]-,1.
(x) xInx ]e [
a, f(x)=&22x), I=R.
2+cos”(x)
x2—x+5
5. f(x)=— I=]-00,]|.
(X) x_l ’ ] @, [
Activité 7

Dériver la fonction x - xInx
En déduire une primitive de la fonction In.

Théoréme

La fonction x - xInx—x est une primitive de la fonction x - Inx sur ]R:r.
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Activité 8

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O ,T,]) . Soit la fonction f: x> 1-x+Inx

1. Etudier les variations de f et tracer sa courbe C;.
2. Soit o un réel de ]0,1[.
a. Exprimer & I’aide de o Iaire 4(a) de la partie du plan limitée par Cq, ’axe des
abscisses et les droites d’équations x = et x =1.

b. Déterminer lim 4(a).
a—0"

Activité 9

1. Déterminer les réels a et b tels que pour tout t e R*\{~1},

2 gt
2. Calculer alors .
1 t(t+1)
2In(1+1t)dt
3. En déduire la valeur de J. %
1 t

Activité 10
1. Soit la suite (u, ) définie par u, = I: x"In(x+2)dx, n>1. Calculer u,.
2. a. Justifier que pour tout 0<x <1, In2<In(x+2)<In3.
b. En déduire que pour tout n>1, anJ.O1 x"dx <u, < 1113.[(: x"dx.

c. Calculer lim u,.
n—+aw

Probléme résolu

n
. . . 1 . .
1. Soit la suite (S, ) définie par S, = ZE, n >1. Montrer que la suite (S, ) est divergente.
k=1

2. Soit la suite (T, ) définie par T, =S, —In(n), n>2.

1 1
a. Montrer que pour tout réel x >0, —lsln(x+1)—1nxs—.
X+ X

b. En déduire que la suite (T, ) est décroissante.

3. Soit la suite (R,,) définie par R, =S, —In(n), n>2.
a. Montrer que les suites (T, ) et (R,,) sont adjacentes.
b. Soit a la limite commune des suites (T, ) et (R,).

Montrer que pour tout entier n22, R, <a<T,.

c. Déterminer une valeur approchée a 1073 prés de a.
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Solution
1. Soit k un entier non nul.

1 L1 (N
Pour te[k, k+1], _<E par conséquent ZE Z J. —dt

n k+11 n+l 1
De I’égalité > I —dt —I —dt In(n+1), on déduit que S, >In(n+1).
k=1

Par suite lim S, =+o0, car lim ln(n+1)=+oo.
n—+ow n—-o

2. a. La fonction t > In(t) est dérivable sur R.

Le théoréme des accroissement finis appliqué sur I’intervalle [x, x +1], x > 0 justifie

Pexistence d’un réel ¢ de |x, x +1[ tel que In(x +1)-In(x) = 1
c

Le réel c est dans |x, x +1[, alors <l<l.
x+1 ¢ x

Le résultat en découle.

b. Pour n > 2.

Ty —T, = ﬁ—(ln(nﬂ)—ln(n)) <0, d'aprés 2.a.

Par conséquent la suite (T, ) est décroissante.
3.a.Soit n > 2.
T,-R, =15 0. Par suite R, <T,et lim (R, -T,)=0.
n n—-+o
La suite (T, ) étant décroissante. Il suffit donc de vérifier que la suite (R, ) est croissante.
D'aprés la question 2.a.R_,; —R, = 1 (In(n+1)-In(n))20.
n
Le résultat en découle.

b. La suite (R, ) étant croissante et convergente vers a, alors R <o, n 2.
La suite (Tn) étant décroissante et convergente vers o, alors a <T,, n>2.
On en déduit que R, <a<T,,n2>2.

c. De I’égalité T, -R = 1 , on déduit un encadrement de o d’amplitude 1072 2 partir de
n

n >1000. Il en découle que T, €t Rygoo sont des valeurs approchées de a
a 107 prés.
(En utilisant le tableur Excel on obtient Tjpg9 =0.57771558 et R, = 0.57671558).
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(” QCM - VRAI- FAUX )
(_qom- vRAI- FAUR )

QCM

Cocher la réponse exacte.

1. Pour tout réel x >0, ln(x+x2) est égal a

[]inx+In(x+1). |]1n(x2)+1nx. [ ]3lnx.
2. In (ﬁ] est égal a
_2, 1 _1
2 2

3. Soit f(x)=1In(-x), x <0. Alors f'(x)est égal a

1 1 —X,
: [ —.

4. Soit f(x)= xln(xz), x <0. Alors f'(x) est égale a

[ 2(1+1n|x]). [12(1+1nx). [in(x?)+=.

5. La limite de la fonction x - Inx en 0" est égale &

I:l+oo. XD—oo. |:|0.

6. La limite de la fonction x = Inx +l en 0" est égale &

D—w- D:; D+oo.

VRAI - FAUX
Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse.

1. La fonction x — xInx—x+1 est la primitive de la fonction In sur ]R: qui s’annule en 1.

2. La fonction In est une bijection de ]R: sur ]R: .

, *dt
3. Pour tout réel x, Inx = T+ln2.
2

4. lim ;=+oo.
x=0" xInx—x
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g Exercices et problémes )

Résoudre dans R chacune des équations ci-

dessous.
1. ]nx+ln(x+l)=0 .

2. In(Inx)=0.
3, m(i]+1n(x4)=31n2.
X
4. (nx)*-3lnx+2=0.
5. ]n|x—1|+1n|x+2| =ln|4x2 +3x—7| .

Résoudre dans R chacune des inéquations

ci-dessous.

1. m(ﬁ)a.

2. In(5x)>2+In3.
3. In(4x +1)<0.
1+x

o375 )0,
3x-5

5. (]nx)2 -2Inx<0.
6. ]n|sinx|<0.

X —

Trouver, dans chacun des cas suivants, la limite

de la fonction fen 400 .

In(x+2
1. f(x)= i+3 )
In(2x+3
2. f(X)=(3T) .
x2-2
3. f(x)= ox
ln(x2—3x+7)
4. f(x):
X
Infx’ -x3
5. f(x = ( )
X
1+Inx
6. f(x)=l—lnx'
1+x

E| Déterminer les limites ci-dessous.

Inx+In2
1

1. lim

@ Déterminer dans chacun des cas suivants, une

primitive de la fonction fsur I.

2,3
1. f(x)=l+"+x++x, 1=R}.
3x-4
2. f(x)= 5 I=1-5,+0] .
sin X —cosx T
> f(x)_sinx+cosx’ =10 5[.
2x+1
4. f(x)—x(x+l), I1=10,+o0[ .
1
5. f(x)=x1nx’ I=]1,+o0] .
3
6. £(x) = BX) 1=10,4o0[
X

EI Calculer les intégrales ci-dessous.

1
1._[ n?xdx .
[¢]

e
2. I xlnxdx .
1
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10‘[ X +3x 1
x+1

Soit f la fonction définie sur ]1,+oo| par

1
f(x)=————.
(x) x2 (x-1)
1. Déterminer les réelsa,betc
tels que pour tout x € |1,+ o[,
b c

f(X)=;+x—2+T1

2. Calculer alors I f(x)dx.
2

3In(x-1)dx .

3. En déduire la valeur de J‘ -

2 X
Etudier, dans chacun des cas ci-dessous, f et
tracer sa courbe représentative.
1. f:xl—)(lnx)z.
1
2.f: x> —.
X

3. f: x> In(Inx) .
4, f:xl—)1n|x|+1n(x2—3).

@ Soit la fonction f définie sur ]0,+co| par

f(x)=2-x+ E .
1. Calculer llm f(x)et lim f(x).
X—>+w x—)()

2. Soit la fonction g définie sur ]0,+<o[ par
g(x)=1—x2 -Inx.

a. Etudier le sens de variation de g.

b. Calculer g(1). En déduire le signe de g.

8(x)

3. Vérifier que pour tout x de ]0,+o[, f'(x)= 5
X

4. On désigne par C la courbe représentative de f
dans un repére orthonormé.
a. Montrer que la droite A:y=—-x+2 estune

asymptote a C.
b. Etudier la position relative de C et A.
c. TracerCet A.

IE‘ Soit la fonction f:x - (Inx)? ~3Inx +2.

1. Dresser le tableau de variation de f.

2. Construire, dans un repére orthonormé (O,T,]) ,la

courbe représentative de la fonction f et préciser les
points d’intersection de la courbe de f avec I’axe

(0.7).

3. Montrer que la fonction

F:x> x(lnx)2 —5xInx +7x est une primitive de la
fonction f sur ]0,+oof .

4. Calculer I’aire du domaine du plan limitée par la
courbe de fet les droites d’équations respectives

x=e,x=e2 ety=0.

Iﬁl 1. Résoudre dans R I’inéquation ]n|x|<1.

2. On considére la fonction f définie par

£ — - ’ i ]
(x){ 0 six=0.

a. Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction
f sur son ensemble de définition.

b. Etudier la parité de f, puis dresser le tableau de
variation de f.

¢. Construire dans un repére orthonormé (O,_i',_j) la

courbe de f et préciser la tangente au point
d’abscisse 0, ainsi que la nature des branches infinies.
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Soit a et b deux réels tels que 0<a<b.

Soit la fonction f définie par f(x)= —11:: EZX -_:: 3
X

1. Déterminer I’ensemble de définition de f.
2. Montrer que f est dérivable sur son ensemble de

définition et calculer f ’(x) .

3. On pose

g(x)=a(bx+1)In(bx +1)—b(ax +1)In(ax +1)
Calculer g'(x) et en déduire que f est strictement
croissante sur chacun des intervalles

]_%, 0f et ]0,+<0[

4. Montrer que m(%+1).ln(2+1) < (ln2)2 .
a

|1 3|| 1. Etudier les variations des fonctions u et v

définies sur R’ par u(x):lnx—x—_1 et
X

v(x)=x-1-Inx.

2. En déduire que x—_1<1nx<x—1,pour x>0.
X

3. Utiliser I’inégalité précédente pour déduire que

1y 1
1+—| <e<
n 1\¢
1-=
n

1. Montrer que pour

tzo,l—tsLSI—th.
t+1

2. En déduire que pour tout

n entier, n>2 .,

2 2
x20,x-2-<In(l+x)<x-Z+2
2 23

3. Soit la fonction f définie par
In(1+x)

f(x)=4" x
1 six=0.

six>0,

a. Montrer que f est dérivable sur I’intervalle

10,4+ .

b. Montrer que f est continue en 0 a droite.

c. Montrer que f est dérivable a droite en 0 et préciser
le nombre f4(0).

@ Le plan est muni d’un repére orthonormé.

Tracer la fonction x> Inx .
Pour tout entier un entier n > 2, on pose
Sp=Inl+In2+..+Inn et

Ty =lnl+In2+..+In(n-1).
n

1. Montrer que T, SI Inxdx <S, .
1

2. En déduire que ln((n—l)!) <nlhn-n+1<In(n!).

n n
Puis que e(gj Sn!Sne(E) .
€ €

IE\ Soit f la fonction définie par

f(x) =(x+1)ln|x—3|.

On note C la courbe représentative de f dans un repere
orthonormé (O ,Y,j) .

1. Préciser ’ensemble de définition D de f.

2. a. Vérifier que si x e D alors

f'(x)=;‘—:“;+1n|x—3|.

b. Calculer f"(x).

En déduire les variations de f’.

c. Montrer que f' s’annule sur ]—00,3[ pour une
valeur de o.

Donner un encadrement de o d’amplitude 0.1
Etudier le signe de f'(x) sur |-,3[.

d. Etudier le signe de f'(x) sur [3,+o] .

3. Etudier les limites de f aux bormes de son ensemble
de définition D¢ .

Préciser les asymptotes éventuelles a C.

4. Calculer les coordonnées des points d’intersection

de C avec I’axe des abscisses.

5. Tracer la courbe C.
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f(x) -

On note C la courbe représentative de f dans un

Soit f la fonction définie par

_ x—1

X
2

repére orthonormé (O,Y,j).
1. Préciser I’ensemble de définition Dy de f.
2. Dresser le tableau de variation de f.

3. Montrer que la droite A d’équation y = __2x est

une asymptote a la courbe C.
Préciser la position relative de C par rapporta A.

4. Montrer que le point I (%,—%J est un centre de

symétrie pour C.
5. Construire C.
6. Montrer que I’équation f(x)=0 admet une

L . 2 9
solution réelle unique x et que 3 <xXp<—.

20
@ A/ 1. Soit g la fonction définie sur R:_
parg(x)=(1-x)lnx .
Résoudre I’équation g(x)=0 puis déterminer le
signe de g(x).
2. Soit h la fonction définie sur R:_
parh(x)=Inx-x.

a. Dresser le tableau de variation de h.
b. En déduire le signe de h.

B/ Soit f la fonction définie sur R, .
par f(x)=Inx(lnx—x).
On désigne par C; la courbe représentative de f dans

un repére orthonormé (O, Y, 3)
1. Montrer que f est dérivable sur
_5(x)+h(x)
(x)= B2
X
2. Dresser le tableau de variation de f.
3. Déterminer la nature des branches infinies de Cy.

R: et que f’

4. a. Déterminer le point d’intersection de Cy avec
’axe des abscisses.

b. Déterminer une équation cartésienne de la tangente
T a C¢ au point d’abscisse 1.

¢. Vérifier que le point A(€, —€+1) est un point
d’intersection de C; avec T.

5. Construire Cs et T.

6. Soit a € ]0,1[ et D la partie du plan limité par Cy,

I’axe des abscisses et les droites d’équations
x=qaetx=1.

a. Déterminer  ’aide de o I'aire 4(o)de D.

b. Déterminer lim A(a).
a—0*

7. a. Montrer que f réalise une bijection de R: sur un

intervalle J a préciser.
b. Construire dans le méme repére la courbe

représentative de la fonction f -

La courbe représentative C; suivante
est celle dune fonction f dérivable sur |2,+o[.

() I [ I
r-r-r-r-r-r-rTrTr
oafr o
_I__"_I_—YF"'\’T\_‘I:_I__I_
I JI L L
ool 0o 2(f 3t 41 5 17
JEN N | R RS 1 U N EY B b Ny |
[ I T T NG
I I N S NP N SR B
I I [ T T T
L3l _L_fl_L_L_L_L_L
| I N
LA Ll Lo Lo
| I T T

1. a. Utiliser le graphique pour déterminer
les valeurs de f(3) et f'(3).
b. On sait que la tangente au point d'abscisse

. 1
4 a pour coefficient — 5 Tracer cette tangente.

2.a. Quelles semblent étre les limites de f aux bornes

de son ensemble de définition ?

b. Dresser le tableau des variations de f.
3. On suppose que la fonction f est de la forme

f(x)= ax+ b+In (x+c).

A Tl'aide des valeurs mises en évidence dans

la question 1, calculer les réels a, b et c.

Par la suite, on utilise la forme de f (x) trouvée

dans cette question.

ﬂonction logarithme népérih

152



\ Exercices et problémes )

4. Déterminer la nature de la branche infinie

de C¢ au voisinage de +co.

5. a. Tracer la droite A d'équation y = —x + 4.

b. Etudier algébriquement la position de la courbe
Cs avec A,

6. Soit g la restriction de f sur |2,3].

a. Montrer que g réalise une bijection de ]2,3]

sur un intervalle J a préciser.

b. Construire dans le méme repére la courbe C’ de g'l.

c. La fonction g'1 est-elle dérivable a gauche de 1?

A/ Soit f la fonction définie sur ]0,+ o[ \{1}
1 1
par f(X) = ;+E

On désigne par C; la courbe représentative
de f dans un repére orthonormé (O,Y,}).

1. Déterminer lim f(x), lim f(x), lim f(x),
x>0" x>l x>t

lim f(x).

X+
Interpréter les résultats graphiquement.
2. a. Montrer que f est dérivable sur ]0,+oo[\{1}
etque f'(x)= —%—;2.
x* x(Inx)

b. Dresser le tableau de variation de f.
3. Soit h la restriction de f & ]0,1[.
a. Montrer que h réalise une bijection
de ]0,1[ sur un ensemble J que 'on précisera.
b. Montrer que I'équation h(x)=0 admet dans ]0,1]
une seule solution a et que 0.5 < a < 0.6.
c. En déduire que C; coupe l'axe des abscisses
en un seul point que l'on précisera.
4. Tracer Cy.
5. Tracer dans le méme repére la courbe
représentative de la fonction h! puis déduire
le tableau de variation de la fonction h ™.

a+l

6. a. Montrer que h'(a) = -
o

b. Montrer que h™! est dérivable en 0

et exprimer (h_l) (0) en fonction de c.

B/ Soit g la fonction définie sur ]I, +oo

par g(x) = 2f(x2 )

On désigne par C; la courbe représentative

de f dans le méme repére orthonormé (O ;_i.;_j).

1. Vérifier que pour tout x € |1, +oo[
f(x)-8()=1 7

2. En déduire la position relative de

Cs et Cg sur ]l,+oo[.

3.Soitx [2, +oo[ , on désigne par M et N les points
respectifs de C¢ et C; d'abscisse x.

Pour quelle valeur de x, la distance NM est maximale ?

@ A/ On considére la fonction g définie sur

x+1
]0,+o0 par g(x)= il —Inx

1. Etudier le sens de variation de g.

2. Montrer que I’équation g(x)=0 admet une unique

solution a dans ]0,+ o[ .

Donner un encadrement de o d’amplitude 0.1

3. Déterminer le signe de g(x) sur ]0,+oof .

B/ On considére la fonction f définie sur ]0,+ oo[ par
2Inx

f(x)— 2

xX+x
On note C la courbe de f dans un repére orthogonal.

(unité 2 cm sur ’axe (Ox), 4 cm sur ’axe (Oy)).
1. Etudier les limites de fen 0 4 droite et en +o0 .
2(2x+1
(—2" g(x)
(x2 + x)

2. Montrer que pour x >0, f'(x) =

En déduire le signe de f'(x).
3. Dresser le tableau de variation de f et montrer que
2
fla)=———
(o) a(2a+1)

4. Tracer la courbe C et préciser la tangente a C au
point d’abscisse 1.
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C/ 1. a. Déterminer une primitive sur |0,+co[ de la

. Inx
fonction X > —
X

b. Montrer que pour x 21, f(x)< Inx )
X

2. Soit F la primitive de f sur[1,+ o[ qui s’annule en 1.

Sans chercher a calculer F(x) , montrer que pour

x> 1, F(x) S%(lnx)z.

@ Soit f 1a fonction définie sur [0,+ o[ par

f(x)=1n(x+x/ﬁ).

On note C la courbe représentative de f dans un

repére orthonormé (O,T,]) .

1. a. Déterminer la fonction dérivée de f.

b. Calculer alors I : .
0yi2 41

2. Btudier f et tracer (C).

3. a. Montrer que f réalise une bijection de [0,+ o[

sur un intervalle J que 1’on précisera.

b. Tracer la courbe de la fonction f!.
c. Calculer a I’aide d’une intégration par

1
pa.rtiesJ‘ ln(x+\/1+x2)dx.
0

ln(1+\/§)

. £1(x)dx..

En déduire J.

On pose pour tout entier p =1,

e €

I, = | 1 x2 (lnx)pdx.

a. Montrer que la suite (Ip ) est décroissante.

b. Montrer que la suite (Ip) vérifie la relation de

3
+
récurrence I, +pTIIp = %
c. Calculer Iy et I, .
e3 e3
2. Montrer que pour tout p21 , — <[, <—
p+4 p+3
Calculer alors lim I, et lim pl;.
p—>+o p—>+w

Soit f la fonction définie par f(x)=In(Inx).

1. Préciser ’ensemble de définition de f.
2. Etudier la dérivabilité de f et calculer f'(x).

n
3. Onpose S, = Z !
k=2 k
Montrer que pour tout entier k > 2

avec n>2.

k+1 1 1
[F Ly L
k tint kink

n+l
——dt et endéduire lim S, .
2 tint n—>+

@ 1. Montrer que pour tout x de R, ,ona

X2
x—Tsln(1+x)Sx

4. Calculer J.

n(n+1)
2

n
2. a. Montrer que Z p= et
p=l

I n(n+1)(2n+1)

2 _
2.p°= .

1 2 n
b. On pose P, =[1+—2)x(1+—2}<...x[1+—2)
n n n

Déterminer lim P, .
n—»+o0

Pour tout réel a, on désigne par f, la fonction

définie par f, (x)= ln(x2 + a) .

1. a. Indiquer, suivant les valeurs de a, I’ensemble de
définition de f, .

b. Donner les différents tableaux de variations de f,
selon les valeurs de a.

. . fi(x
¢. Déterminer lim -2 ( )
X—+w0 X

branches infinies des courbes représentatives de f,

, en déduire la nature des

dans un repére orthonormé (O ,T;j) , lorsque x tend

vers +o et lorsque x tend vers — .
d. (C,) et (C, ) désignant les courbes des fonctions

f,et £ (aveca=a’).
Soit M un point de (C,) et M’ le point de (C,) de

méme abscisse.
Montrer que MM’ est non nul.
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Que pouvez-vous en déduire pour C, et C,: ?

Montrer que MM’ tend vers 0 lorsque x tend
vers -+ .

e. Tracer, sur un méme graphique, les courbes
C_;, Cy et C; dans un méme repére orthonormé
(unité 2 cm).

Préciser les points d’intersection avec 1’axe des
abscisses et les tangentes en ces points.

2. Dans cette question, on pose a = % .

a. On se propose d’étudier la position de la courbe

C; par rapport a la droite D d’équation y =x , pour x
4

positif .

A cet effet, on considére la fonction g définie sur R,

par g(x)=x—ln(x2 +%]

Etudier le sens de variation de g.

En déduire la position de C3 par rapport a D.
4

b. Soit h la restriction de la fonction f3 4 R, .

4
Montrer que h réalise une bijection de R, sur un

ensemble que I’on précisera.

c. Tracer la représentation graphique de h et de h!
dans un repére orthonormé.

fonction définie sur R} par f, (x)=(x-1)"Inx .

A/ Soit n un entier naturel non nul et f;, la

On désigne par C,, la courbe représentative de f

dans un repére orthonormé (O,Y,}) .

1. On pose pour tout x de R, (pn(x)=nlnx+1—l
X

a. Etudier les variations de ¢, .

b. Calculer ¢, (1) et en déduire le signe de ¢, (x)
pour tout x strictement positif.

2. a. Etudier les variations de f;, et dresser , suivant

la parité de n, son tableau de variation.

b. Tracer les courbes C et C, en précisant les
positions relatives de ces deux courbes.

3. Calculer I’aire de la partie du plan limitée par
C, et Cy etles droites x =let x=2.

B/ Dans cette partie, on se propose d’étudier la suite

o (-1)*
(vp) définie par v, =1§)m ,

1. On considére la suite (u,,) définie par

2
un = |
1

2. Montrer que pour tout

n
n=>0.

f,

n

(x)dx.

)n+l

2(x —
neN", (n+1)u, =ln2—I (x—ldx.
1 X

3. En déduire alors
a. La relation

1
— L <n2 ~(n+1)u, <
2(n+2) (n+1)u,

b. Calculer la limite de (n+1)uy, lorsque n tend

——, neN .
n+2

Vers +<o .,
4. On pose, pour tout entier n>1 et pour tout réel
x>0,

S (x) =1-(x—1)+(x=1)* +...+(=1)" (x 1)

_ 1)n+l

_1\~ (=
(-1
b. En déduire, en utilisant la premiére question de la

a. Montrer que S, (x)= 1
partie B, que pour tout n de N,

In2-v, =(-1)*"[mn2—(n+1)u, ].

3. Montrer que la suite (v, ) est convergente et

calculer sa limite.

(0,.3).
I/ 1. On considére la fonction g définie sur I’intervalle
[1,+o] par g(x)=xInx—x+1.

Le plan est muni d’un repére orthonormé

a. Dresser le tableau de variation de g.
b. En déduire le signe de g(x) pour x €[1,+o[.
2. Soit f'la fonction définie par

f(x)=
1

Montrer que f est continue a droite en 1.
3. a. Montrer que pour tout réel t de [1,+oo[

x-1 si x €]l,+0],
Inx

six=1.

t—1-(t-1)2 51—%9—1.
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b. En déduire que pour tout réel x de[1,+co[

(=1 (x-1)°

2 3

2
Sx—l—lnxs@.

c. Déterminer alors lim L—h;x
+
x—1 (x—l)

d. En déduire que f est dérivable a droite en 1 et que
, 1

fd (1) =—.

4, a. Dresser le tableau de variation de la

f.
b. Tracer la courbe représentative C de f dans le

fonction

repére (O,T,j) .
(On précisera la nature de la branche infinie de C).
I/ On considére la fonction F définie sur [1,+oo| par

x* .
F(x) Ix Edt si xe|l,+oo,
In2
On désigne par C' la courbe représentative de la

si x=1.

fonction F dans le méme repére (O,T,j)
1. a. montrer que pour tout x de ]1,+ oo[ et pour tout t

2
x 1 _x
tlInt Int tint

b. En déduire que pour tout x de |1,+c0[, on a

xIn2 <F(x)< x%In2.

c¢. Montrer alors que F est continue en 1.

3. a. Montrer que pour tout x de ]1,+ oo[ , F est
dérivable et que F'(x)=f(x).

b. soit x un réel de ]1,+ oo . Montrer qu’il existe un
réel c de |1,x[ tel que F(x)-F(1)=(x-1)F(c).
c. En déduire que F est dérivable a droite en 1 et que
Fi(1)=1.

4, Dresser le tableau de variation de F et tracer la
courbe C' deF.

(On précisera la nature de la branche infinie de C").
I1I/ Soit o unréel de |1,+o0[ et A(a) laire de la

partie du plan limitée par la courbe C et les droites
d’équations y=0,x=letx=c.

de [x, x*],

1. Montrer que pour tout réel x de ]1,+oo[ , on a

F(x)

Ixf(t)dt+1n2.
1

lim 2 (j‘
a—+o

fim (%)

a—>r+o A

).

2. En déduire

]0,+ o[ par h(x)=x-Inx.
a. Dresser le tableau de variation de f.

et

I/ 1. Soit h la fonction définie sur 1’intervalle

b. En déduire que pour tout réel x de |0,+oo[,
h(x) >1.

2. Soit f la fonction définie sur [0,+co] par

six>0,

X—Inx

0

a. Montrer que f est continue sur [0,+ oo[ .

f(x)

six=0.

b. La fonction f est-elle dérivable a droite en 0 ?
11/ Soit F la fonction définie sur [0,+co| par

F(x) IZX

f(t)dt.
1. a. Montrer que F est dérivable sur [0,+ o] .

X

b. Montrer que pour tout x de 0, + o[ ,

In2-Inx
F’ = F' 0 =0.
()= S B
2. Montrer que pour tout x de ]0,+ oo,
2
I At o,
x t

3. Montrer que pour tout x de [1,+oo[ ,

OSF(x)—In2SM.

x—-Ilnx

En déduire lim F(x).
X—>+0

4. a. Montrer que F(%J <In2.

b. Montrer alors qu’il existe unréel a de [%, 1]

tel que F(a)=1n2.

5. a. Dresser le tableau de variation de F.
b. Donner I’allure de la courbe représentative de F

dans un repére orthonormé (O,Y,j) .

(On donne F(1)=0.9 et F(2)=1.1).

ﬂonction logarithme népérih

156



| Exercices et problémes )

I1I/ Dans toute cette partie, n désigne un entier naturel
non nul.

1. Soit la suite (v, ) définie par

1t
Vg = 13 1ntdt,nzl.

n

t
a. Montrer que pour tout t de |0,+oof, . ]ntSt'

b. Montrer que la suite (v, ) est croissante.
¢. En déduire que la suite (v, ) est convergente et
1

que 0< lim v, <—.
n—>+wo 2

2. Soit la suite (w

oot
W, =
n .[1 t—Int

a. Montrer que pour tout t de [1,+ oo,

o) définie par

dtnn2>1.

: tsl+1nt.

n
b. Calculer '[ 1+$dt.
1

c. En déduire lim w, .
n—-+xo

A/ Soit f la fonction définie sur [2,+oo| par
f(x)= 111(x+\/x2 —4) .
On désigne par C; la courbe de f dans un repere

orthonormé (O ,Y,j) .

1. a. Montrer que f est dérivable sur |2,+ o[ et

calculer f'(x).
f(x)-f(2
b. Montrer que lim M
xo2t  x-2
c. Dresser le tableau de variation de f.
2. a. Etudier la position de la courbe de C; et de la

droite D:y=x.
b. Construire Cg.

3. a. Montrer que f réalise une bijection de [2,+ oo

=400,

sur un intervalle J a préciser.
b. Construire dans le méme repére la courbe C' de la

fonction réciproque f et

B/ Soit F la fonction définie sur ]0,1] par
2

F(x)= I xf(t)dt .
2
1. Montrer que F est dérivable sur |0,1] et calculer

F(x).
2. a. Montrer que pour tout t&[2,+oo[, f(t)>nt.
2

b. Calculer Iintégrale '[ XIntdt .
2

¢) En déduire que pour tout x € ]0,1],

F(x) 2%[111(%)—1) .

d. Calculer alors lim F(x)

x—0*
3. Dresser le tableau de variation de F et donner une
allure de la courbe de F.

C/ Pour tout x € ]2 + oo[ et pour tout n € N, on pose

& () .[zfo_dt ot £n = lim, £ (x)-

1. Justifier I’existence de gy, (x) pour tout
X€|2,+0.

2. Calculer go(x) pour x € |2,+co[ . En déduire £, .

3. Montrer que pour tout X € |2,+o],

x)=%xx/x2 —4—2\/E+2g0(x).

En déduire /.

4. a. Montrer que pour tout X € |2,+ o[ et pour tout,
neN, g, (x) =2 [ 2 _4_2342 5
X
—(2n+ l)j t22yt% —4dt.
22
b. En déduire que pour tout x € |2,+ o[ et pour tout

neN,

2n+1 , 2 23n+2J_

+4(2n+l)gn( )-

c. Exprimer £, ,; a1’aidede £ .

(2n+2)gpy(x
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Chapitre 8

Fonction exponentielle

Des questions telles que "Si le nombre d’habitants d’une province s’accroit
tous les ans d’une trentieme, & qu’il y ait au commencement 100.000
habitants; on veut savoir combien il y en aura au bout de 100 ans ?"

(Euler 1748, Introductio §110) ou "Un particulier doit 400.000 florins, dont
il est convenu de payer tous les ans I’intérét & 5 pour cent..."

En appliquant la formule du binéme, Euler dit sans la moindre hésitation,
"Si N est un nombre plus grand qu’aucune quantité assignable la fraction

(N— 1) égalera I’unité". [...] si N tend vers I’infini, ( 1+§)N tend vers le
N

nombre d’Euler e.

(E.Haier et al, L'analyse au fil
de l'histoire, 2000)



Chapitre 8

Fonction exponentielle

l. Définition et propriétés

Activité 1
1. Dans la figure ci-contre on a représenté la
fonction logarithme népérien.
Donner graphiquement une valeur approchée

2

de I’antécédent de chacun des réels %, —7

p—

2. Montrer que la fonction In:x > Inx
admet une fonction réciproque que 1’on
désignera par exp. Tracer la courbe
représentative de la fonction exp.

3. Déterminer 1’ensemble de définition de la
fonction exp et ses limites aux bornes de
’ensemble de définition.

4. Que valent exp(0), exp(1), exp(2) et exp(-1) ?

-1

5. Montrer que exp(n)=¢" pour n entier.
exp(a)

6. a. Soit a et b deux réels. Comparer exp(a+b) et exp(a).exp(b) ; exp(a—b) et (b)"
exp

b. Montrer que pour tout n e N, exp(na)= (exp(a))11 ,aeR.

Définition
On appelle fonction exponentielle la fonction réciproque de la fonction logarithme
népérien.
L’image d’un réel x par la fonction exponentielle est noté e*.

Conséquences
« Pour tout réel x et pour tout réel strictement positify, y=€* < x=Iny.

o Pour tout réel x, ]n(ex ) =X.

« Pour tout réel x >0, e®* =x .
« ne=1.
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\ A/
Activité 2
2 V2

Utiliser une calculatrice pour donner une valeur approchée de e3 , e‘/5 ete 2.

Activité 3
Simplifier e!, 2 | ¢7123 1n(e—2) : 1n(e—21“3).

Propriétés
Soit deux réels a et b.
b ab_ € a1
P. e*™® =e?xe®, e =—, e =—.
€ €

n
P, . Pour tout entiern, €™ = (ea) .
2
P,. Pour tout entier naturel q>2, 9 =3e® .

P
—a
P, . Pour tout entier naturel q>2 et tout entier p, €4 =1eP .

Démonstration
Les propriétés P, et P, ont ét¢ démontrées dans I’activité 1.
P;. Soit q un entier tel que q =2 etaunréel .
q

a

. a : > i rin o a

En écrivant a=qx—, on obtient € =€ 9. De la propriété P, on en déduit que e* =| e
q

a
Par suite €9 =Ve®? .
Py —(pa q
P, . Soit q un entier tel queq>2 et p un entier naturel. On peut écrire €1 =e?  =veP?.

Activité 4

\/e_BQ/e_zet @106—20.

Simplifier les écritures suivantes Ye2 xe? ;

Activité 5

Résoudre dans R les équations suivantes.

1. e* =3. 3. ™+ =4, 5. (e*-1)(e*-2)=0.
2. Inx=3. 4 et _e.

6. e¥* +e*-3=0.
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\ A/
Activité 6

n
. , " . X
Soit x un réel positif. Pour tout entier n >0, on pose u, = (1 + —j .

Calculer lim Inu, etendéduire lim u,.
n—-+w n—»-+w

Il. Etude de la fonction exponentielle

Activite 1
On désigne par C la courbe de la fonction exponentielle dans un repére orthonormé

(0.,i,).

1. Déterminer lim e€* et lim e*.

X—>—00 X—>+0
2.Onpose X=¢*.
X
a. Montrer que c . X
x InX

X

g . € .. . . .
b. En déduire lim — puis interpréter le résultat graphiquement.
X+ X

3. a. Justifier la dérivabilit¢ de la fonction exponentielle sur R et déterminer sa fonction

dérivée.

. e*-1
b. Calculer alors lim
x=>0 X

c. Dresser le tableau de variation de la fonction exponentielle.
4. Etudier I’intersection de la courbe C avec les axes du repére (O ,Y,j) .
5. a. Déterminer 1’¢quation de la tangente T & C au point d’abscisse 0.
b. Soit la fonction h définie pour tout réel x par h(x)=e* -x-1.

Etudier les variations de h et en déduire la position relative de (C) par rapport a T.

6. TracerCet T.

Théoréme
: . ek . e*-1
o lim €* =0, lim €* =400 lim — =40, lim =1.
X—>—00 X—>+w© X+ X x>0 X 3

« La fonction exponentielle est dérivable sur R et sa

fonction dérivée est la fonction x > €*.
La fonction exponentielle est strictement croissante sur R . /

« La fonction exponentielle est bijective de R sur R: et

pour tout réel x, €* >0.

r Fonction exponentielle\
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On se propose de déterminer les fonctions dérivables sur R vérifiant I’équation
(E):f'(x)=1f(x) pour tout réel x..
1. Montrer que la fonction exponentielle vérifie (E).
2. Soit f une fonction qui vérifie (E) et h la fonction définie par h(x) =€ *f(x)
Montrer que h est dérivable sur R et que I’on a h'(x) =0 pour tout réel x.
3. En déduire I’ensemble des fonctions qui vérifient (E).
Activité 3
Résoudre dans R les inéquations suivantes.
1. e <e¥ .
2. e¥* <4e”,
3. e 5,

Activité 4
Dans la figure ci-contre on a représenté la fonction f: x > €* ainsi
qu’une tangente T qui passe par 1’origine.
1. Déterminer les coordonnées du point de contact A entre C; et T .
2. Soit n un entier naturel, montrer que la tangente a C; au point

d’abscisse (n + 1) passe par le point de coordonnées (n ,0) .

lll. Limites usuelles
Activité 1
Soit f la fonction définie sur R par f(x)=xe*.
On désigne par C; la courbe de f dans un repére orthonormé (O,Y,}) .

1. Déterminer la nature de la branche infinie de C; au voisinage de 4.

. . ] t
2. a. Déterminer lim —
t—+0 @

b. En déduire lim xe* puis interpréter le résultat graphiquement.
X——®©

3. Dresser le tableau de variation de f.
4. Montrer que C; admet un point d’inflexion I que I’on précisera.

5. Tracer C; en précisant la tangente T en L.
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Activité 2
N n Xk
Soit n un entier naturel non nul et f; la fonction définie sur R, par f, (x) =e* - ol
k=0 *
1. Montrer par récurrence sur I’entier naturel n, que pour tout réel x >0, f, (x) >0.
enx
2. a. Montrer que pour tous entiers naturels non nuls netm, lim ——=+0.
X—+o X
b. Calculer lim ’xm em" .
X——0
Théoréme
ellX
Soit m et n deux entiers naturels non nuls, lim — =+, lim x™e™ =0.
x—+o x™ X—>—©
Activité 2

Calculer les limites ci-dessous.
lim (xz—ezx) ; lim (x4—x)ex; lim x(ezx—ex+1) ; lim x(ezx—ex) ;

X—>+0 X—>+0 X—>+0 X—>—0
X X X
lim — ; lim x+1+ ; lim 3 ; lim 3 .
x40 X x> e¥+1 xotox’ 41 xoHox —x+1

Activité 3

Soit f la fonction définie sur R par f(x)= %xz —-e*.

On désigne par C; sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O ,Y,}) .

1. Etudier les variations de f.

2. a. Montrer que C; coupe 1’axe des abscisses en un seul point d’abscisse a et que
-1<a<0.

b. Donner une valeur approchée de a a 107! pres.
3. a. Montrer que C; admet un point d’inflexion I que I’on précisera.

b. Ecrire une équation de la tangente 4 C; au point I.

4. Tracer C;.

5. Calculer I’aire de la partie du plan limitée par C;, 1’axe des abscisses, les droites
d’équations x =0 et x =1.
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IV. La fonction x > e"®)

Activité 1
Etudier et représenter la fonction x e’x.

Théoréme
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle 1.

La fonction h: x > "™ est dérivable sur I et h'(x)= u'(x)eu(x) ,xel.

Démonstration
On peut écrire pour tout réel x de I, h(x)= f(u(x)) avec f:x— € desorte que h=fou.

Le théoréme en résulte.

Corollaire
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle 1.

Les primitives sur I de la fonction x > u'(x) eu(x) sont les fonctions

x> e'™ ik keR.

Activité 2
Calculer les dérivées des fonctions ci-dessous.

e2x

T et XI—)X3C3X.
2e“" +3

xl—)\/;e‘/;, XI—)(2X+1)C_3X, X

Activité 3
Déterminer les primitives sur R des fonctions ci-dessous.

2 2
X €73% : x > xe* ;x> (2x+1)e* ™ et x > sinx e

COSX
Activité 4
Calculer les intégrales ci-dessous.
QRPN & 1, 1 1 |
I ———dx; I xe* dx;I xe*dx etJ. xe *"dx.
0 (ex +1) 0 0 0
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2
1. Soit la fonction f:x+> €™ et C; sa courbe représentative dans un repére orthonormé.
Etudier f et représenter Cy.
2,1

—X.
2

3. Pour tout réel o > %, on désigne par A(a) Daire de la partie limitée par la courbe C,

2. Montrer que pour x > %, X

. . . 1
’axe des abscisses et les droites d’équations x =a et X = 5>

a 1y

a. Montrer que A(OL)SI1 e 2 dx.
2
b. En déduire que la fonction o > A(a) posséde une limite finie L quand

a tend vers +o.

1
4. Montrer que pour tout réel o >1, Il e *dx<A(a).
2

5. Donner un encadrement de L.

Activité 6

1
Pour tout entier naturel non nul n, on pose I, = I x"e *dx.
0

. 1
1. a. Montrer que tout entier naturel n, 0 <1, < 1
n+
b. En déduire lim I.
n—y-+w

. 1
2. Montrer que pour tout entier n >2, I =nl_;——.
€

!
3. En déduire que pour tout entier naturel non nuln, I, = &|:e - Z i:| .
€

n
4. En déduire que €= lim 1 .
n—+o 0 k!

V. Exponentielle de base a
Activité 1
3 1
411{7) —21:{7)
1. Calculer les réels €32 ,e ‘2 e 3 e_ZID‘E.

2. Vérifier que pour tout réel a strictement positif et pour tout entier n, a® = e®2 .
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Soit un réel a > 0. Pour tout réel b, on pose a® =ebhn?

Activité 2
Soit p et q deux entiers tels que q = 2 et a un réel strictement positif.
1

2 hu
Montrer que a% =¥a ; a4 =¥aP .

Activité 3
Résoudre dans R les équations ci-dessous.

2X =% , 10X+1 — 2—X+2 et (‘JE)X — 2—X+1

Les régles opératoires ci-dessous découlent des propriétés de la fonction logarithme
népérien et de la fonction exponentielle.

Propriétés
Pour tous nombres réels strictement positifs a et b et tous réels c et d,
d q a° a® (aY
a4 =2a°xad ; (ac) =a% ; 2°d == ; a’xb’ =(ab)’ ; —=|=| .
a b¢ \b
Activité 4
Le plan est muni d’un repére orthonormé.

xIn2

Soit les fonctions f:x > €*22 et g:x > €2  On note C; et C, leurs courbes

représentatives.
1. Etudier et représenter la fonction f.

2. Soitun réel a et A(a,f(a)) un point de Cs.
Montrer que le symétrique de A par rapport a 1’axe des ordonnées est un point
de C,.
3. Montrer que C; et C, sont symeétriques par rapport 4 ’axe des ordonnées.
Définition
Soit un réel a > 0. On appelle fonction exponentielle de base a la fonction x > a*.

Conséquences
Les résultats ci-dessous découlent de la définition précédente et des propriétés de la fonction
logarithme népérien et de la fonction exponentielle.

Soit un réel a > 0. La fonction x — a* est dérivable sur R et sa fonction dérivée est la
fonction x (ln a)a®.
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La fonction x — a* est strictement croissante sur R si a >1.

La fonction x — a* est strictement décroissante sur R si 0 <
La fonction x - 1* est une fonction constante.

Sia>1alors lim a* =400 ; lim a* =0.
X400 X——00

Si0O<a<lalors lim a*=0; lim a* =+,
X—>+00 X——0

Tableau de variation de la fonction f : x > a*.

a>1
—00 +00

a<l.

X X
f' (%) + f'(x)

0

Courbes représentatives

+oC +00

Activité 5

Le plan est muni d’un repére orthonormé.

Le graphique ci-contre représente C, et C, deux

courbes représentatives respectives des fonctions
X X

fbl' X (bl) et sz. X (bz) .

Déterminer les réels strictement positifs b et b, .

-3

[INT
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Activité 6

Déterminer les limites ci-dessous.

) ) 3-2x
lim 272 lim 2¥ 72X lim (—) .

X—>+0 X——0 X——0

VIl. Fonctions puissances

Activité 1
C4€3
Le plan est muni d’un repére orthonormé.
On a représenté les fonctions
x - x* XX xl—)x_4; x5 x°,x>0. 1
Identifier chacune des fonctions.
G
Cy
0 1 2

Activité 2

On a représenté les fonctions

’l
xl—)%/;; X3 —.
X

Identifier chacune des fonctions.

Activité 3
Le plan est muni d’un repére orthonormé.
Soit la fonction f définie sur R} par f(x)= Jx
3

=Inx
1. Montrer que pour tout réel x >0, f(x)=e2

2. Etudier et représenter f.
3. Montrer que f est une bijection strictement croissante de R, sur R, .

4, Déterminer 1.
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Activité 4
Soit la fonction f définie sur R, par f(x)= Yx,n22
1

Montrer que pour tout réel x >0, f(x)=x".

Notation

Pour tout rationnel r et tout x >0, on note e""* =x"

X .
Définition

Inx +>0.

Soit r un rationnel. On appelle fonction puissance r la fonction x > "

Les résultats ci-dessous découlent des propriétés des limites des fonctions In et exp.

Sir>0 alors lim x" =+ ; lim x" =0.
X—>+00 x—0"

Sir<0 alors lim x* =0 ; lim x’ =+00.

X—>+00 x—0"
Activité 5
Calculer les limites ci-dessous.
2 2 4 _4
lim x3 ; lim x3 ; lim x 3 ; lim x 3.
X—>+00 x—0" X—>+00 x—0"
Théoréme

Soit r un rationnel. La fonction x > x* est dérivable sur R’ et sa dérivée est la fonction
-1

Xrx .
Corollaire
Soit r un rationnel différent de —1. Les primitives sur R’ de la fonction x > x" sont les

. 1
fonctions x > —x"1+k, keR.
r+1

Activité 6
2 10
Soit f et g les fonctions définies sur R, par f(x)= x3 six>0, et g(x)=4% 3 six>0,
0 six=0. 0 six=0.
1. a. Montrer que f et g sont continues sur R, .

b. Etudier la dérivabilit¢ de f et g & droite en 0.
2. Etudier et représenter les fonctions f et g.
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3. Déterminer ’aire de la partie limitée par les courbes C¢ et C, et les droites

x=letx=2.
4. Montrer que les fonctions précédentes sont des bijections strictement croissantes
et déterminer leurs fonctions réciproques.

VIil. Croissances comparées

Activité 1
On considére les fonctions f :x > (In x)2 etg:xVx.
1. Etudier le signe de f'(x)-g'(x).
3. Comparer f(x) et g(x).
4. Soit les fonctions h : x > x> , X \/e—x.
Comparer h(x) et t(x).

Théoréme
Soit r un rationnel strictement positif.
. Inx . . %
lim —=0; lim x"Inx=0; lim — =+ .
x>+ xF x—0* x40 x '
Démonstration
, . Inx 1lax’ \ : . Inx
On peut écrire —— =— . Il découle alors de lim x' =+o0 et lim ——=0 que
x* r x' X—>+00 X+ X
. Inx

lim =0.
x>+ xF
On démontre de méme que lim x"Inx=0.

x—0"
eX
On peut écrire pour tout x >0, —= gxrinx,
X
Inx
De plus x—rlnx = x(l—r—).
X

Tl en résulte que lim (x—rlnx)= lim x(l—rﬁj=+oo.
X—>+00 X—>+w0 X
X

. . €
Par suite lim — =+o0.
x>+ T
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Activité 2

3 3

1. Montrer que (1+x) 4 <x 4, pour tout x >0.

1 1
2. Comparer alors (1 + x)?r et 1+x4 pour tout x >0.

Activité 3
Soit un rationnel r>0 et f:x > (1+x)".
1. Déterminer 1’ensemble de définition de f.
2. Dans cette question, on suppose que 0 <r<1.
Comparer (1+x)" et 1+1x.

3. Reprendre la question précédente lorsque r>1.

4. Représenter f lorsque r = % puis lorsque r = g .

Activité 4
Inx

1. Etudier les variations de la fonction f:x+— ——
X

1
2. En déduire les variations de la fonction g:x > x*.
3. Représenter graphiquement la fonction g.

Exercice résolu 1

Soit f 1a fonction définie sur R par f(x \/ ex six#0,
six=0.

et C; la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O ,_i',_j) .

1. a. Etudier la dérivabilité de f en tout réel différent de 0 et de 1.
b. Etudier la continuité de fen O et en 1.
c. Etudier la dérivabilité de fen 1.
d. Montrer que f est dérivable a gauche en 0.

r(x)
(%)

2. a. Pour tout x non nul et différent de 1, calculer ln(f (x)) et en déduire

b. Etudier le sens de variation de f.

f
3. Etudier la limite de f(x), puis celle de ﬁ en —oo et en +oo. Interpréter.
X

4. Dresser le tableau de variation de f puis représenter graphiquement f.
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Solution
1

1. a. La fonction x > €X est dérivable en tout réel non nul.
La fonction x > , /|x - 1| est dérivable en tout réel différent de 1.

On en déduit que f est dérivable en tout réel non nul et différent de 1.
1
b. Remarquons que llm,/ =1, lim ex = lim eX =0,
au au x-0 x—0~ X—>—
par suite lim f(x)=0= f(O).
x>0
1

lim e* = lim eX =+w. On en déduit que fn’est pas continue en 0.
x—0* X—>+o0

1
c. Pour xzletx=0, x) f V ex — |x—1|ex

= (D)1

><

1

X
De plus, lim—" = o0 , on en déduit que f n’est pas dérivable en 1.
x—1 , -1

/_ 1
d. Pour x <0, x) Z fiex ,/ [ exJ.

X - X

1

.1 - )
lim —ex = lim XeX=0.
x—-0 X X—o—w

On en déduit que f est dérivable 4 gauche en 0, f; (0)=0.
1
2.a.Pour x20etx 1, ]n(f(x))=1n( |x—1|)+]n(ex}=lln|x—l|+l.
2 X
D’aprés la question 1, la fonction f est dérivable en tout réel non nul différent de 1 et on
. f'(x) : 1( 1 1
peut écrire ) =(Inof) (x) = 5(;) —7

. . .. f'(x)
b. Pour x #0 et x =1, f(x)>0 et par suite le signe de f'(x) est celui de ——

£(x)

f'(x) x®-2(x-1) x*-2x+2 (x-1)*+1

f(x) - 2()(—1))(2 - 2()(—1))(2 - 2(x—1)x2

Le signe de f'(x) est celui de 2(x—1)x2

r Fonction exponentielle\

172



«D

f est décroissante sur chacun des intervalles |-—0,0[, ]0,1[ et croissante sur I’intervalle
]1,+oo[.
1
3. « Remarquons que lim |x—1 =+, deplus lim e* = lim e* =1,
s e 1, [T, e

X—>+0 x—0"

par suite lim f(x)=+o.
X—>+0

On montre de méme que lim f(x)=+o.

X—>—0
f(x) x| 1
s Pour x#0, = ex.
X X
e 1 X . f(x)
Les égalités lim ——=0 et lim e* =1 impliquent que lim =0.
X—>+0 X X—>+w0 Xx—>+o X
()
On montre de méme que lim =0.

Xx—>—o X

C; admet en —o et en +o0 des branches paraboliques de direction (O,T).

4. 4}
—00 0 1 400

f%)

34
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f +°°\‘+°°\‘ /‘+°°
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Exercice résolu 2
1. a. Montrer " (1+t)<1, t>0.

1234556

—t
b. En déduire les variations de la fonction u définie sur R}, par u(t)= © - L
2x ot
—dt six>0,
2. Soit F la fonction définie sur [0,+0[ par F(x)= J. < t stx
In2 six=0.
2x ot
e -1
a. Montrer que F(x)=I dt+In2, x>0.
2x o=t _ —2x
b. Montrer que e"‘—lsj © . ldtse 5 1, x>0.
X

c. En déduire que F est continue sur [0,+o[ .

3. Montrer que € *In2<F(x)<e€*In2, x>0. Endéduire lim F(x).

X—>+0
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(1 )

Cours

)

4. Montrer que F est dérivable sur [0,+oo] et préciser F;(0).

5. Tracer la courbe représentative de F dans un repére.
Solution

1. a. Soit t>0. On considére la fonction f définie sur [0, +oof par £(t)=(1+t)e™ 1.

La fonction f est dérivable sur R, et pour tout t>0, f'(t)=e™" —(1+t)e " =—te™".

On en déduit que f est décroissante sur R, .

De plus, £(0)=0. Alors f(t)<0 pour tout t> 0. Le résultat en découle.
—t

b. La fonction u:t—

est continue et dérivable sur IR:.
_1-ef(t+1)
——
D’aprés la question 1. a. € *(1+t)<1, pourtout te R .

Sa fonction dérivée est définie par u'(t) pour tout t e R, .

y . . *
On en déduit que u est croissante sur R, .

2% ot _ 2% at 2
2.a Soitx>0..[ "¢ 1dt=I xert—I x%dt=F(x)—[lnt]ix=F(x)—ln2.
X

X t X

b. La fonction u étant croissante sur ]R:.
Pour tout x >0 et pour tout te[x, 2x], u(x)<u(t)<u(2x).

2x 2x 2x
Par conséquent J. u(x)dt< I u(t)dt < I u(2x)dt . Le résultat en découle.
X X

X

et e
c. D’aprés la question 2. b. € * —1< I : dt < > pour tout x> 0.
X
e—2x -1 2x e—t -1
De plus lim =0et lim € *-1=0 alors lim dt=0.

x—0" 2 x—0* x—0"Jd x t

Par conséquent lim F(x) —In2=0. Il en résulte que f est continue a droite en 0.
x—0"

Continuité de F sur |0, +oof

—t
Soit G une primitive de v:t > eT sur R, .F(x)=G(2x)-G(x).

La fonction G est continue sur IR: .
De plus 2x >0, on déduit que la fonction x - G(2x) est continue sur R’ .

4 . *
Par conséquent F est continue sur R, .

3. Soit un réel x > 0 et t un réel de I'intervalle [x,2x].
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Cours

)

x<t<2x équivaut a —2x<-t<—x

équivaut 3 e X <e'<e ™

—2x —t -X
A . € € €
equivaut a <—Xx .
t t t

2X o~ X
dtSF(x)SI e
2x

dt.
t
De I’égalité J. 9% in2 découle ¢ ?*In2<F(x)<e *In2. Parsuite lim F(x)=0.

X t X—>+c0

2X A—2X

Par conséquent J'

X X

4. Dérivabilité de F a droite en 0

2x p—t _ —2X _
D’aprés 2. b. e"‘—lsj. © : 1dtse 5 1,x>0.
X
-X _ F —In2 —2x _
Par conséquent © ! < (x) < 1.
X X 2x
—2x _ X F(x)-F(0
Les égalités lim & =1 et lim L =_1 impliquent que lim F(x)-F(O) __;,
x-0"  2x -0t X x—0" X

Par suite la fonction F est dérivable a droite en 0 et Fj (0)=-1.

Dérivabilité de F sur R’
—t
On sait que pour x>0, F(x)=G(2x)-G(x) ou G est une primitive de t - eT sur R’ .

La fonction x - 2x est dérivable sur R: et pour tout x € R:, 2x>0.

Par suite F est dérivable sur R: et pour tout

. ' , , 2e—2x e X e—2x _e* e *le *-1
xeR+,F(x)=2G(2x)—G(x)= o x n = (x )

5. Pour tout x>0, € *—1<0 d’ou F'(x) <0 pour tout x > 0.

Tableau de variation de F Courbe de F
x 10 at 1l
F(x)|-1 -

In2 ]

In 2
: — G

1

« La droite d’équation y =0 est une asymptote a la courbe de F au voisinage de +o.
« La courbe de F admet au point d’abscisse 0 une demi tangente de coefficient directeur —1.
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QIM VRAI FA’UX

QCM

Cocher la réponse exacte.
1

—3ln( J
1. Leréel € %) est égal &

D—%- []8. []-6.

2. Le réel 2e**Y est égal a
[]e?+%. []e**e?. [ ]2e*e”.

. . 1 o \
3. L’équation €* =— est équivalente &
€

Dx=—1. Dx=lne. Dx=e.

2
4. L’inéquation —2 < €* ' <1 est équivalente a

Dex2_1>0. [1x2>1. [1-1<x<1.

5. Soit fla fonction définie sur R’ par £(x) =22 -~
X X
[] lim f(x)=0. [] lim f(x)=2. [] lim f(x)=+o.
X—>+00 X—>+00 X—>+0
6. Sur ]Ri la dérivée de f: x> & est
X
f'(x)=e*. (o) X1 , e*(x+1
[] (x) Df(x)—xze_x. Df(x)= (X2 )
1
7. Lintégrale J‘ xe® dx est égale &
0
_ 1 1

VRAI - FAUX
Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse.
1. La fonction exponentielle est dérivable sur R et égale a sa dérivée.

2. Pour tout erR:, Inx<x<e*.

3. Soit r un rationnel différent de 1.

r+l

La fonction x > X" est une primitive de x - x" sur ]0, +oo[ .

X

4. La fonction définie sur R par f(x)= © est paire.

e’ +1
, .. e'+e™ . .
5. L’équation Y =1 est équivalente a €* =1.
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. Exercices et problémes )

1. Simplifier les écritures ci-dessous.
esm(s) ot e—3ln(2) .

2. Soit X un réel, Ecrire plus simplement les réels
ci-dessous.

_ <2 e
e"ez",e.e",(e"), ,
e—X
ny
er (e )
=
e * e<*

3. Vérifier que pour tout réel x,

2x —2x X —X 2
a. e +¢ +2=(e +€ ) .
e*-e X e¥-1l

Tetve* e+l
4. a. Montrer que,

b

si 1<e* <2 alors —<e2*<].

=

b. Montrer que,

X
si 1<e* <9 alors 2<2e2 <6.

Résoudre dans R les équations et les
inéquations suivantes.
1. (x2 -5x +4)e" =0.

x
2.e4=
3. e -e*=0.

4.e* +eX-2=0.
5.e¥-5¢*+4=0.

6. m(x—_1)=4.
x+1

7. e7*<1.

8. e *>0.

9. e2x_Lsg.
ex
1

10. 2—ex >0.

2
=-

€

11.e*+ 3<0.

E On a représenté dans un méme repére les

courbes représentatives des fonctions

f:x-€*,g:ixe™, h:ix et

eZ—x

k:x—1+e*.
G

O
b

Associer chaque fonction a sa courbe.

n
| . 1
@ Pour tout entier naturel n, on pose S, = Z -

k=0€
. v
Montrer que lim S, =——.
n—>+wo e-1
@ Déterminer les limites suivantes.
. . . 1

lim x2—¢*; lim e*-2¢*; lim 2e*—— ;

X—>+0 X—>+0 X—>+0 X

. 1 . —(1- .
lim 2e* ——; lim xe (1 X); lim (x2—2x+3)ex;
X—>—m X X X——mo

1
lim (xz—x)ex; lim xex ; lim x> -€** ;
X—>—© x—07 X—>+0

. e* . 2x-¢* . ex
lim ; lim 7 ; lim —
x>0y X 41 x40 x2 4% xo0t X
2x
.oet-1 . e*-1
lim ; lim xz(ezx—ex); lim ;
x40 X X—>+00 x—=0 X
1
. X .e*-1 -
lim ; lim ; lim x| ex—1];

201X " x50t V2x T xoe0

1 1
. 2 . x(ex -1
lim X(ex —1), hm ¥ ’
X—>—® X—>+0 il
ex +1
v L
lim x2(ex —ex+); lim x2(ex —ex+l).
X+ X—>—©
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0 Exercices et problémes )

Pour chacune des fonctions suivantes, donner la

dérivée f’ sur I’intervalle I.

l. f:x—>2x-€e*, I=R.
1

2. f:x>x2+ex I=]R:r

3. f:x>xe ¥, I=R.

4 fixm 2L I=R.
ex
2x _

S.f:xl—)e2 1, I=R.
x“+1

6. f:xl—)2x—21n(1+ex) , I=R.

7. f(x)=€*In(x) , 1=R}

8. f(x)=e_"(e2"+e"—1) ,I=R.
X _ X

9.f:XI—)e © , I=R.
e*+e*

On considére la fonction f définie sur R

—X

par f(x)= (ax2 +bx+c)e
On note C sa courbe représentative dans un repére
(O,Y,]) . On sait que la courbe C passe par le point
A(0,1) et qu’elle admet une tangente paralléle a

I’axe des abscisses au point d’abscisse 1. On sait
aussi que f'(0)=—6.

Déterminer a, b et c.

IE‘ On considére la fonction f définie sur R par

f(x) = (x +1)2 e X,
1. calculer f'(x) et £"(x).

2. Pour tout entier non nul n, on note f (n) la dérivée

n°™ de f. Montrer que
£(m) (x)=(-1)" (x2 +ayx+b, )e"‘ ,ou ag etby

sont des réels.

Exprimer a, et by, d1’aidede a, etb,,.
3. Donner I’expression de a,, et b, en fonction de n.
(100)

4. En déduire I’expression de

@ Dans chacun des cas suivants, déterminer une

primitive de f sur I’intervalle I.

. f:x e, I=R.
2
2. f:xxeX | I=R.
tan x
3. fixy —— 1=}—£,£[.
cos”(x) 2°2
4. f:x > sin(2x)e™” (x) ,I=R.
1 L
5 f:x exl, I=]l,+of
2
(x-1)
6. f:xve* , I=R.
2x
7.f:x> © 7 1=
1+e“*
2x _
8.f:x|—)e 21 I=R.
1+e“*
9. f:x > xe? I=R.
1. Calculer les intégrales suivantes.
el
a. (1+e")dx.
Jo
ol 2
b. | xe* dx.
J0
ol X
c.
Jol+e*
e 2
d. dx .
J11+e*

f.j S
! (1+e_x)
21 1
1 x

2. Calculer a I’aide des intégrations par parties les
intégrales suivantes.

2
a. J‘ 2xe *dx .
1
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L Exercices et problémes )

1.3
b [ Zrax.
0 gx

. I ~In(2) ln(l +e* )

0 X

dx.

0
d.I x2e¥dx .
1
T

e. Ize—x sinxdx .
0

lﬁl 1. Montrer que pour tout t>0, t+%22.

2. En déduire que pour tout réel x,
X X

e2+e 2 22etln(l+ex)2§+ln2.

@ 1. Montrer que pour toutréel x 20,

0<e*-1<xe*.

2. En déduire que pour tout réel x>0,
x2

OSex—l—xs7{eY

@ Soit f la fonction définie sur R par

X
¢ (x) _ 2+¢ .
1+e*
1. Trouver des réels a et b tels que pour tout réel x,
X

be
f(x)=a+ .
(x) 1+¢*

late
01+e*

X

2. Calculer I dx .

X

Soit la fonction f:x > x—-2+€ 2.

On désigne par C; la courbe représentative de f dans

un repére orthonormé (O,ij) .

1. Etudier les variations de f.

2. a. Vérifier que la droite D:y=x—-2 est une
asymptote & Cs.

b. Tracer D et C¢.

3. Soit A >0 et ladroite A:x=A.

On note A()A) I’aire de la partie du plan limitée par
Cs, D, A et1’axe des ordonnées.
Calculer lim A(}).

A—>+w

X

€ —-C
eX+e ™
On désigne par C; la courbe représentative de f dans

—X

IE' Soit la fonction f:x 1>

un repére orthonormé (O,_i.,_j) .
1. Etudier la parité de f.

2. a. Etudier les variations de f.
b. Tracer Cs.

3. Soit A>1 etladroite A:x=A.
On note A(A) I’aire de la partie du plan limitée par

Cs, A, I’axe des abscisses et I’axe des ordonnées.

Calculer A(R).

IE‘ 1. a. Montrer que pour tout réel non nul x,

e*>1+x.
b. En déduire que

i. Pour toutréel nonnulx ona € *>1-x.

ii. Pour tout réel x de ]0,1[ ona €* <1L.
-x

2. Soit les suites (un) et (vn) définies par

12 1 n+l
un=(l+zj etvn=(l+H) ,nx1.

a. Montrer que pour tout entier naturel non nul n,
U, <€<V,.

b. Sachant que 2 <€ <3, montrer que v, —up, < 3
n

c. En déduire un encadrement de € d’amplitude 1075,

1 X
€
dx et

1. Calculer les intégrales A =I

1 ex
P
0(1+¢e%)
2. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que pour tout
bt N ct

0l+e*

t>0, 1 7 =a+
(1+t)
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L Exercices et problémes )

1
En déduire la valeur de 1= I i«
0

2
(1+e")
1 X
3. On pose J=I L3
0(1+e*)

Exprimer J en fonction de I et en déduire la valeur de J.

1
1. Résoudre dans R I'inéquation 2—€X >0 .

1
2. Soit la fonction f:x > In| 2—-€% |.

a. Déterminer I’ensemble de définition de f.

b. Etudier les limites de f aux bornes de son ensemble
de définition.

¢. En déduire que f est prolongeable par continuité a
gauche en 0 ( on note g le prolongement ainsi
obtenu).

3. a. Etudier la dérivabilité de g a gauche en 0.

b. Déterminer les intervalles sur lesquels g est
dérivable et expliciter g'(x) .

4. Etudier les variations de g et tracer sa courbe C,

dans un repére orthonormé (O,T,}) .

Soit unréel a >0 . On définit sur R la

2
fonction G, : x> e ™ .

1. Démontrer que G, est dérivable et calculer sa
dérivée.

2. En déduire le tableau de variation de G, .

3. Calculer la dérivée seconde de G, et démonter que
la courbe de G, admet deux points d’inflexion dont

on déterminera les coordonnées.
4. Déterminer le lieu des points d’inflexion des
courbes de G, lorsque a varie.

5. Tracer les courbes de G, pour a =%,1 et 2.

Soit f la fonction définie par

f(x)= |3x2 —1|el_x2 .

1. Vérifier que f est paire.
2. Etudier la limite de fen +<o .
3. Etudier la continuité de f.

4. Etudier la dérivabilité de fen x = L .

3

5. Dresser le tableau de variation de f.
6. Donner une représentation graphique de f.

Pour tout entier naturel n, on considére les

T

intégrales I, = I 2¢ ™ sinxdx et
0

T

AN =I 2e ™ cosxdx.
0

1. calculer I et J, .
2. On suppose n non nul.
En intégrant par parties 1, , puis J,, , montrer que
I, +nJ, =1,
_or
-nlp +J, =€ 2.
3. En déduire les expressions de I et J, en fonction

de n.

4. Déterminer lim I, et lim J,.
n—+wo n—+w

Pour tout entier naturel n, on pose

e (n+)m
I = e sinxdx.
v N7

1. A I’aide de deux intégrations par parties
. —n2p l+€"
successives, montrer que I =(-1)" €™ " —
n“+1

2. Déterminer lim I .
n—+wo
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L Exercices et problémes )

On pose,

1
1(n,m)= [ (1-"at e 1(n,0)=— .

1. Montrer a I’aide d’une intégration par parties que

I(n,m)=£l(n+l, m-1).

n+1
2. Montrer que I(n,m)= ( nj_rn!)'l(n+m,0).
n+m)!
Montrer alors que I(n,m) = (_:_ﬂ—m_:_l)' .
n+m+1)!

Soit la suite (u,) définie par

E]

1
u0=5

e’
neN.

u =
n+l >
u, +2

Dans cet exercice, on se propose de montrer que
(uy) est convergente et de donner une valeur

approchée de lim up.
n—>+w

1. On considére la fonction définie sur [0,1] par

f(x)= .

( ) x+2

a. Etudier les variations de f.
b. Montrer que pour tout

x de[0,1], f’(x)|s%.

eX

c. Montrer que I’équation f(x)=x admet
une unique solution & dans [0,1].

2. Montrer que pour tout ne N, 0<uj <1.

3. a. Justifier I’égalité f(x)—f(a)=J‘xf’(v)dv.
a

b. En déduire que pour tout entier n,
€
lups —of < Z'u" —al.

c. Montrer alors que pour tout entier n,

1(eY"
|un—a|$5[z) .

Soit n un entier naturel et m un entier non nul.

En déduire que la suite (u, ) converge vers o.

Donner une valeur approchée de a a 107! pres.

@ Calculer les limites suivantes.

1. 1im (Ji)x.

X—»+0

X x+1
4, lim (lJ —[lj .
x—>-o\ 4 4
3x+3x+1
: x_)+w2X+2X—l '
12
6. lim x3-x3.
X400
In
7. lim ﬂ
x40 X
1
8. lim x3e7*.

X—>+w
2 4
9. lim | x3 -x3 |Inx.
x—0"

10. lim 2* -e*.
X+

Soit fla fonction définie sur |0,+o par
£(x)=In(2*)-In(x*).
1. Calculer f(2)et £(4).

2. Etudier les variations de la fonction f et en déduire
son signe.

3. Comparer x2 et 2%.

@ Soit f la fonction définie sur R par

£(x) =@) +(§J 1,

1. Déterminer les limites de fen +w eten —o.
2. Déterminer le sens de variation de f.
En déduire le nombre de solutions de 1’équation

3 14X =5,
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Soit f la fonction définie sur R* par

4X
f(x)= .
1. Montrer que f est impaire.

2. Etudier les variations de f sur ]0,+o] .

3. a. Résoudre dans R 1’équation f(x)= 4

15
b. En déduire les solutions dans R de 1’équation
4
f(x)=——
(x)=—13

Calculer les intégrales suivantes.

ol
1. | 3%dx.
Jo

e —1 3X

Jo 1+3*
1

3. | In(2)px (1+2")2dx.

J0
.o 4
4 x3dx.
J1
ol _l
5. 0,4x Sdx
"2
ol
6. | ¥xdx
J0
3
ol E
7. |, (3x-1)" ax.
2

Le but de ’exercice est de calculer

' '
I=I22"cosz(x)dx et J=I22xsin2(x)dx.
0 0

21!

1. Montrer que I+J = _1.
In2

T
2. Soit K = [ 22% cos(2x)dx..
0

A I’aide de deux intégrations par parties,

montrer que K=———
2 2 2

W
mz{\/z_+1+EK}

En déduire la valeurde I-7J.
3. Donner les valeurs de I et J.

@ 1. Soit f la fonction définie sur 0,+oo[ par

f(x)=x"%, o0 a est un rationnel strictement
supérieur a 1.
Etudier les variations de f sur ]0,+0].

n
2. Soit (S, ) la suite définie par S, = Zk% ,nx1.
k=1

Soit k un entier supérieur ou égal a 1.
Montrer que pour tout x de [k,k+1],

1 k+1 1
_< I f(x)dx S —.
(k+1) k k

3. a. Montrer que pour tout entier n,
n+l n

I f(x)dx <S, <§; + I £(x)dx .
1 1

b. Montrer que la suite (Sn )n>1 est croissante et
majorée.
c. En déduire que la suite (S, ) est convergente et

donner un encadrement de sa limite.
d. Déterminer un réel a tel que la suite (Sn)

converge vers un réel compris entre 2007 et 2008.

@ A/ Soit f la fonction définie sur R par

X
f(x)=1+x-¢€ 2.
On désigne par C; sa représentation graphique dans
le plan muni d’un repére orthonormé (O ,_i.,__]:) .

1. a. Calculer lim f(x) et lim f(x).

X—+o X——©

b. Montrer que la droite D d’équation y=x+1 est
asymptote & la courbe C; en +o.
c. Etudier la position de C; par rapport a D.

2. a. Calculer la dérivée f' de fpuis étudier son

signe.
b. En déduire le tableau de variation de fsur R.
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3. Tracer dans le repére (O,Y,j) , la courbe C; etla
droite D (Unités graphiques 2 cm).

B/ Soit un entier n >0, on désigne par A, I’aire, en
unités d’aires, de la partie du plan limitée par la droite
D, la courbe C; et les droites d’équations
Xx=netx=n+1.

1. Exprimer A, en fonction de n.

2. En déduire que la suite (A,) est géométrique. On
précisera sa raison q et son premier terme A, .

3. Exprimer la somme S, = A+ A, +...+ A,

en fonction de n. Que représente S,

graphiquement ?

4. Calculer lim S;.
n—>+w

I@ On considére la fonction numérique f de la

variable réelle x, définie sur [0, +oo| par
f(x) = Jxel ™.
On note C la courbe représentative de f dans le plan
rapporté a un repére orthonormé (O,Y,j) .
1. Calculer lim f(x) .
X—>+®
Interpréter graphiquement.
2. a. Montrer que f est dérivable sur ]0,+o0 et donner
Iexpression de f'(x) pour tout réel x strictement
positif.
b. Etudier la dérivabilité de f a droite en 0.
Donner une interprétation graphique de ce résultat.

3. Dresser le tableau de variations de f.
4. Tracer la courbe C.

5. Montrer que I’équation f(x)=1 a deux solutions,

I’une a dans I’intervalle 10, %[ et I’autre § dans

]%, +oo[ . Donner un encadrement de o

d’amplitude 1072,

A/ Soit g la fonction définie sur R par

g(x)=2e*-x-2.
1. Déterminer les limites de g en +o0 eten —o .

2. Etudier le sens de variation de g et puis dresser son
tableau de variation.

3. Montrer que I’équation g(x)=0 admet exactement
deux solutions réelles 0 et o telle que
-16<a<-15.
4. En déduire le signe de g.
B/ Soit f la fonction définie sur R par
f(x)=e* —(x+1)e*.
1. Déterminer les limites de fen +oo0 eten —oo.
2. Caleuler f'(x) et montrer que f'(x) et g(x) ont
le méme signe.
Etudier les variations de f.
—(a2 + 2a)
4
En déduire un encadrement de f ().

4. Dresser le tableau de variation de f.
5. Tracer la courbe C de f dans un repére orthonormé

(0.,1,3).
6. Soit m un réel négatif.

3. Montrer que f(a) =

0
a. Calculer J- xe*dx .

m

0
b. Calculer alors J- f(x)dx.

m

0
c. Déterminer lim f(x)dx.

m——od m

A/ Soit la fonction définie sur R par

(p(x)=( 2 +x+1) e -1

1. Déterminer lim

(x) et lim @(x).
X——00 X—>+0

2. Etudier les variations de ¢ puis dresser son tableau

de variations.

3. Montrer que I’équation ¢(x)=0 admet deux
solutions dans R, dont ’'une a dans ’intervalle
[1,+00[ . Déterminer un encadrement d’amplitude
102 dea.

4. En déduire le signe de ¢(x)sur R.

( Fonction exponentielleﬂ_

183



| Exercices et problémes )

B/ On considére les fonctions f et g définies sur R

par f(x)=(2x+1)e™ et g(x)=22x—+1

x“+x+1

Onnote Cy et C, leurs courbes représentatives dans
un repere (O,Y;j).

1. Vérifier que Cy et C, passent par A(0,1).
Montrer que Cy et C; admettent en ce point la méme

tangente.

(2x+1)p(x)
x? .
b. Etudier le signede f(x)—g(x) sur R.

c. En déduire la position relative de Cy et Cg .

2. a. Vérifier que f(x)—g(x) = 1
+X+

3. a. On considére la fonction F définie sur R
par F(x)=—(2x+3)e™™.

Vérifier que F'(x)=f(x), pour tout x dans R.
b. En déduire la primitive sur R de f—g qui
s’annule en 0.

A/ On considére la fonction f définie sur R

[36]
par f(x)=e"‘ln(1+e").

et on note C la courbe représentative de f dans le plan

rapporté a un repére orthonormé (O, i, _j) .

1. On considére la fonction g définie sur [0, +eo[ par

8(t)
Etudier les variations de g sur [0,+o| et en déduire

le signe de g(t).
2. a. Montrer que f est dérivable sur R et que pour

—1n(1+e")}.

t
———In(1+t).
1+t (+)

ex
tout x dans R, f'(x)=¢€™*
1+e*

b. Etudier le sens de variations de f.
3. a. Montrer que pour tout réel x,

f(x)=xe™*+e* ln(l + e"‘) .
b. En déduire la limite de f(x) quand x tend

vers +wo .
c. Déterminer la limite de f(x) quand x tend

Vers —oo .

4. Dresser le tableau de variations de f et tracer la
courbe C.

B/ On considére la suite (u,) définie par
Ug = 05,
Upyp = f(un), neN.

1. a. Démontrer que I’équation f(x)=x admet une

seule solution notée o.. Montrer que 0.5<x<0.6 .
b. Démontrer que pour tout réel x tel que
0.5<x<0.6, 0.5<f(x)<0.6 et —0.25<f'(x)<0.

2. a. Montrer que pour tout entier naturel n,

Upi —a’ < 0.25’un —a’ .

Montrer par récurrence que |u,, — a| <(0.25)" x0.1.

b. En déduire que la suite (u,) converge vers a.

c. Déterminer le plus petit entier naturel n tel que

pour tout entier n >ng,

un—a’35x10_4.

C/ L’objet de cette partie est I’étude d’une primitive
de f.
1. Montrer que pour tout réel x,

c

f'(x)+f(x) = e

2. En utilisant la question précédente, calculer une
primitive F de f.

Partie A
On se propose d’étudier, pour tout entier n> 0, les

fonctions f, définies sur [0,+ oo
2,

parfn(x)=[ 3 kJe_x.

x
1. a. Justifier que f, est dérivable sur [0,+ o] et
calculer f'(x).

k!
b. Déterminer lim fy (x).

X—>+0

_x.

Les parties A et B sont indépendantes.

n

c. Etudier le sens de variation de f;, .
2. a. Montrer que pour tout réel x €[0,1],

-1 _,
n'sfn(x)so.

b. En déduire que g f,(x)-1<0.
n!
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3. En utilisant I’encadrement précédent,
n
, . - 1
déterminer la limite de la somme [Z —'j lorsque n
k=0 k!
tend vers +oo .

Partie B

: NN
Pour tout entier n>2, on pose u, = (1 ——J
n

et ap =In(uy).
1. Vérifier que pour tout entier n>2,
In (1 +(- 1))
N
1 .
-2
n

2. En déduire que la suite (a, ) est convergente.

a,=—

3. Déterminer la limite de la suite (u, ).

On considére la fonction f définie sur R par
3e* -1

f(x)= .

(x) e +1
On note C sa représentation graphique dans un repére
orthonormé (O,_i.,_j).

A/ 1. a. Montrer que le point A(0,1) est un centre de

symétrie de C.

b. Déterminer lim f(x) et lim f(x).Interpréter
X——w X—>+0

graphiquement les résultats.

c. Calculer f'(x) et en déduire le sens de variation de

la fonction f.

2. a. Déterminer une équation de la tangente A ala
courbe C au point A.

b. On considére la fonction g définie sur R par

g(x)=f(x)-f(x+1).

2
x —
Montrer que pour tout réel x , g'(x)=- e -1 .
e* +1

a. En déduire le sens de variation de la fonction g
(on précisera g(O)) .
b. En déduire la positionde C et A.

3. Tracer la courbe C et A.

B/ Dans cette partie, on désigne par I, I’intervalle
[2,3].

1. a. Montrer que pour tout réel x,

f(x)=x si, et seulement si,g(x)=—1.

b. En déduire que la droite D d’équation y=x coupe

la courbe C en un seul point dont 1’abscisse a. est
telle que 2<a.<3.
2. On suppose que pour tous réels

f(x)-f(x)
En déduire que, pour tout réel x de I,

|f(x)—f(a)|s%|x—a|.

xet x' del,

< l|x—x'| .
2

3. On définit la suite (u,) d’éléments de I’intervalle

u0—3,

I telle que
1 {un+1 =f(uy),neN.

a. Montrer que pour tout entier naturel n,
1
lu, —o| < —[3-q.
211
b. Déterminer un entier p tel que uy, soit une valeur

approchée de o a 1073 pres.
c. Donner en utilisant la calculatrice une valeur
approchée de u,, .

A/ On désigne par g la fonction définie sur

]0,+o0[ par g(x)=€* —In(x)—xe* +1.

1. Déterminer la limite de g en 0.

2. Déterminer la limite de g en +oo .

3. Etudier le sens de variation de g puis dresser son
tableau de variation.

4. Montrer que I’équation g(x)=0 admet une unique
solution a .
5. Justifier que o e 1.23, 1.24[ (¥).
6. Donner le signe de g(x) pour tout x € 0,+o0[ .
B/ On considére la fonction f définie sur [0,+oo[ par
X

e* —In(x)

0 six=0.

On désigne par C la représentation graphique de la
fonction f dans le plan rapporté a un repére

orthonormé (O,;,j).

six>0,

£(x)=
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1. Montrer que f est continue en 0.

2. Etudier la dérivabilité de fen 0.

3. Déterminer la limite de f en +oo . Interpréter
graphiquement le résultat.

4. Montrer que f'(x) est de méme signe que g(x).

En déduire les variations de f puis dresser son tableau
de variation.
1

5. Monter que f(a)= I
e*——
a

C/ 1. Etudier le sens de variation de la fonction h

définie sur ]0,+o[ par h(x)= !

T
eX——
X

2. En utilisant I’encadrement (*) du réel a.,
déterminer un encadrement de f(a).

En déduire que 0.38 est une valeur approchée de
fa)a1072.

3. Tracer la courbe C et préciser ses tangentes aux
points d’abscisses 0 et QL.

I40 Le plan est rapporté a un repére orthonormé
(0,1,3).
A/ On considére la fonction f définie sur R par
f(x) =lx+(l_—x e?.

2 2

On désigne par C la courbe représentative de . (On
prendra 2cm pour unité graphique)
1. a. Déterminer les limites de fen —o eten +co .

b. Montrer que la droite A d’équation y = %x est

une asymptote a la courbe C.

c. Etudier la position de la droite A par rapport a la
courbe C.

2. Montrer que f est dérivable sur R et calculer

f'(x).

3. Soit u la fonction définie sur R par

u(x) =1+(1—2x)ezx .

a. Etudier le sens de variation de u.

b. Montrer que I’équation u(x)=0 posséde, dans
I’intervalle [0,1], une solution unique o.

¢. Déterminer une valeur approchée décimale de a
par exces a 102 pres.

d. Déterminer le signe de u(x) sur R.

4. Etudier le sens de variation de f puis dresser son
tableau de variation.

B/ On considére la courbe C' d’équation y=€* etla
droite A’ d’équation y=x.
1. Pour tout réel t, on désigne par M, le point de C'

d’abscisse t. La tangente T a la courbe C’ au point
M, coupe I’axe des ordonnées au point N, .

Déterminer les coordonnées du point N, .

2. Pour tout réel t, on désigne par P, le point de A’
d’abscisse t et par G, le barycentre des points
pondérés (0,1), (M,,1), (P,,1) et (N;,1).

a. Placer les points M_,, P_, et N_, puis construire
en le justifiant le point G_,.

b. Déterminer en fonction de t, les coordonnées du
point G;.

3. Quel est I’ensemble des points G, , quand t
décrit R ?

C/ 1. Construire la courbe C.

2. Calculer I’aire 4, en cm? , de la partie du plan
délimitée par la courbe C, la droite A et les droites
d’équations x =0et y=0.

On se propose d’étudier la fonction f définie sur

1

[0,+[ par f(x)= (x+1)e * six>0,

0 six=0.
On désigne par (C) la courbe représentative de f dans
le plan rapporté a un repére orthonormé (O, i, _j) .
1. Etude des variations de f.
a. Montrer que la dérivée f’ de fsur [0,+oo]

1

est de la forme e_;Q(x) , ot Q est une fonction
rationnelle.
b. Déterminer la limite de (1+t)e™" lorsque t

tend vers +co .
En déduire que f est dérivable a droite en O et

déterminer £} (0).

c. Etudier le sens de variation de f.

d. Déterminer la limite de f(x) lorsque x tend
vers +o .
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e. Montrer que 1’équation f(x)=2 admet une unique

solution o dans [0,+[ dont on donnera un

encadrement & 107! preés.
2. Etude d’une fonction auxiliaire.
Soit ¢ la fonction définie sur [0,+co[ par

o(t)=1-(1+t)e™".
a. Calculer la dérivée de ¢ .
b. Prouver que, pour tout réel positif ou nul t,

1

0<op(t)s—=.

()5
3. Etablir que , pour tout réel strictement positif x,

1
0<x—f(x)<—.
(x)<-

En déduire que C admet une asymptote D au
voisinage de +co et préciser la position de C par

rapport a D.

4. Soit a un réel strictement positif et T, la tangente a
C au point d’abscisse 5 -
l+a+a
a. Déterminer une équation de T, .

b. Déterminer I’intersection de T, avec I’axe des

abscisses.
5. Construire C et D. On placera le point de C
d’ordonnée 2 et on précisera les tangentes a C aux

points d’abscisses %, let3

@‘ Pour tout réel k <0, on considére la fonction

kx +1

f, définie sur ]0,+oo[ par fi (x)= e*.

1. Déterminer les limites de fi, en O et en 4o .
2. Calculer fy (x) pour tout réel x de ]0,+oo[ et
déterminer le nombre de solution de I’équation
fr (x)=0.

3. On a représenté ci-aprés les fonctions

f 1, fo0s et f.

Identifier la courbe de chaque fonction.

40 C}

304
204

104

o0

-4

4. Pour tout réel a strictement positif, on pose
a+l

A(a)= f fo (x)dx.
a

a. Que représente le réel A(a)?

b. Etudier le sens de variation de a > A(a) .

c. Déterminer a pour que 1’aire du domaine limité par
Cy » I’axe des abscisses et les droites d’équation

X =a et Xx =a+1 soit minimale.
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A/ 1. Montrer que I'équation

(E):x+Inx =0 admet une unique solution o

.12
appartenant a ]5, E[.
2. Soit ¢ la fonction définie sur 0,+c0[ définie par
1
o(x)=ex.
a. Vérifier que ¢(x)=x, si et seulement si,

l+ln(l)=0.
X X

b. En déduire que L est I’'unique solution de
o

¢(x)=x dans ]0,+oo[.
2

c. Montrer que pour tout x de [%, 3], (p’(x)| < geg .

3. Soit (v, ) la suite définie par vy =2 et

Voil = (p(vn) pour tout entier naturel n.

a. Montrer que pour tout entier n, 3 <vp, 2.
2

b. Démontrer que pour tout entier n,

<—eldlv
9

c. En déduire que (vn) est convergente et déterminer

n
o

Vo4l —
o

sa limite.

B/ Etude d’une fonction.

On considére la fonction f définie par
X

f(x)={x+Inx

0 six=0.

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f 4 droite

en 0.

2. Etudier les variations de f et tracer sa courbe C

six e R} \{a},

dans un repére orthonormé (O, i, 3) .
(On prendra o =0.6).

¢/ Encadrement d’une aire.
Pour tout entier non nul n, on pose
2(x "
u, = J. (—J dx.
1\ X

1. Calculer u, .

2. Montrer a I’aide de deux intégrations par parties

2
que u, =l—ln2—%.

3. Soit un réel x >0 et n un entier naturel non nul.
Simplifier la somme

lﬂ{m)t...(_l)n(ﬂ)".

X X X
4. Pour tout entier non nul n, on pose

I, =1-u;+u, +...+(—1)n u, et

I=I12f(x)dx .

2 n+1 Inx ol
a. Montrer que 11, =J.1 (-1) f(x)[T) dx .

b. Montrer que pour tout x >0, Inx < % , puis que
X

1
lI_I"lSF'

c. En déduire lim I.
n—-+w

d. Vérifier que I, —% <I<I,.
€

D/ Fonction définie a I’aide d’une intégrale.

Soit F la fonction définie sur R, par

F(x)= [ £(e)ae.
1
1. Etudier la dérivabilité de F et déterminer F'(x).
1

>—.
+Int 2

2. Vérifier que pour tout t>1,

F
3. En déduire lim F(x) et lim (x)
X—>+x® X+ X
4. Donner I’allure de la courbe de F.
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Chapitre 9

Equations

différentielles

Le pendule isochrone. Le probléme consiste 8 modifier le pendule standard
pour rendre la période indépendante de 1’amplitude.

Hygens (1673, Horologium Oscillatorium ) a 1’idée de modifier le cercle du
pendule standard pour que la force accélératrice devienne proportionnelle a
la longueur d’arc s.

Le mouvement du pendule serait alors décrit par s"+Ks =0, dont les
oscillations sont indépendantes de 1’amplitude.

(E.Haier et al, L’analyse au fil
de I’histoire, 2000).



Chapitre 9

Equations différentielles

|. Définition

Activité 1
1. Soit la fonctionf : x — € * . Déterminer une relation entre f'et f.

2. Reprendre la méme question pour les fonctions g:x > —2¢ * et h: x> 0,5¢™*.

3. Représenter les fonctions f, g et h dans un méme repére.
4. Donner d’autres fonctions qui vérifient la relation trouvée dans la premiére question.

Activité 2
Une expérience consiste a étudier 1’évolution d’une population de bactéries.
On désigne par N le nombre de bactéries a I’instant t =0, N(t) le nombre de bactéries a

’instant t et on note N’ (t) la vitesse instantanée d’évolution des bactéries a I’instant t.

1. On constate que N(t)=9000e >,
a. Donner le nombre de bactéries aux instants t=0,t=10 et t=20.
b. Donner une relation entre N’ et N .
c. Déterminer la vitesse instantanée d’évolution aux instants t =10 et t =20.
d. Représenter la fonction t > N(t).

2. Reprendre les questions précédentes si on suppose que N(t) =3000e% .

Vocabulaire
Une équation de la forme y’ =ay, ou I’inconnue y est une fonction et a est un réel, est

appelée équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficient constant.
Résoudre dans R une équation de la forme y' =ay, c’est trouver toutes les fonctions

dérivables sur R qui vérifie y' =ay.
Ces fonctions sont appelées solutions sur R de I’équation y' =ay .

Théoréme
Soit a un réel. L’ensemble des solutions de 1’équation différentielle y’' =ay est

’ensemble des fonctions définies sur R par f:x — ke™, ot k est un réel quelconque.
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Démonstration
Désignons par (E) I’équation différentielle y'=ay .

Pour tout réel k, la fonction f définie sur R par f(x)=ke* est dérivable sur R et vérifie
f'(x) =kae™ = af(x), pour tout x de R.
Réciproquement, montrons que toute solution g de (E) est telle que g(x)=ke™ , pour tout

xde R.
Soit g une solution de (E) et h la fonction définie pour tout réel x parh(x)=g(x)e ™

b

La fonction h est dérivable sur R eth’(x)=g'(x)e ™ —ag(x)e ™, pour tout réel x .

La fonction g étant solution de (E) par hypothése, on en déduit que

h'(x)=ag(x)e ™ —ag(x)e ™, ou encore que h'(x)=0, pour tout réel x.
Ce qui implique que la fonction h est constante sur R, c¢’est a dire qu’il existe un réel k tel

que h(x)=g(x)e™ =k, pour toutx de R. O

I en résulte que g(x ) =ke™, pour tout réel x. 0

Activité 3 .
Le plan est muni d’un repére orthogonal. >
On a représent¢ ci-contre les courbes représentatives de quatre _/r Ce
fonctions f, g, h ett, solutions de ’équation y'=0.3y. %

Donner les expressions des fonctions f, g, h et t. H\' 2 4
5]
Activité 4 10 Gy

1. a. Résoudre 1’équation différentielle (E):2y’'+3y=0.
b. Montrer qu’il existe une unique solution f de (E) vérifiant f(0)=-3.

c. Représenter graphiquement cette solution.
2. Reprendre la question précédente pour l’équation(E) 1y =0.

Théoreme
Soit a un réel non nul. Pour tous réelsx,, et y,, I’équation y’'=ay admet une unique
solution qui prend la valeur y, en x,.

C’est la fonction définie sur R par f:x— yoea(x_x").

Démonstration
Soit f une solution de (E) qui prend la valeury, en x;.

Alors f(x)=ke™, pour toutx de R et ke™ =y, . Il en résulte que k = y e~ *9.
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Par suite ’'unique solution de (E) qui prend la valeury, en x; est la fonction définie sur

R par f(x) = yoe** 0,

Activité 5
Le plan est muni d’un repére (O , Y,]) .
Représenter graphiquement la fonction f dont la courbe C; passe par le point A(1,2) et
telle que la tangente en tout point M de C; a un coefficient directeur égal au double de
I’ordonnée de M.

Activité 6
On considere une substance radioactive. On désigne par N(t) le nombre de noyaux
radioactifs existants dans la substance a I’instant t (exprimée en années) et par N le
nombre de noyaux existants 4 t=0.
On constate que la vitesse N’ (t) de désintégration des noyaux a I’instant t est
proportionnelle au nombre N(t) , avec un coefficient de proportionnalité égal & —A ou le

réel strictement positif A est appelé constante radioactive du noyau.
1. Donner I’expression de N(t).

2. Déterminer, en fonction de A, le temps Tos au bout duquel la moitié des noyaux s’est
désintégree. (To s est appelé durée de demi-vie de la substance).
3. On suppose que la substance radioactive est du carbone 14.

a. Déterminer A sachant que T, 5 =5730.

b. Déterminer I’age d’un fragment d’os qui contient 60% de la quantité initiale.

Il. Equations différentielles du type y'=ay+b, ou a et b sont deux
réels tels que a=0

Activité 1
On a représenté ci-contre la fonction f:x e X 4+3, 1400
1. Montrer que f vérifie I’équation différentielle
(E):y=-2y+6. 1300

2. Montrer que g est solution de (E), si et seulement si, 00

h:x g(x)—3 est solution de I’équation différentielle
y =-2y. 1100
3. Donner toutes les solutions de(E).
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Théoréme
Soit a et b deux réels tels quea =0 .
L’ensemble des solutions de 1’équation différentielle y'=ay+b est I’ensemble des

. b 3\ 7
fonctions f: x > ke™ ——, ou k est un réel quelconque.
a

De plus pour tous réels x, ,yq, la fonction f:x > (yo + EJ g?(xx0) b est I' unique
a a

solution de y' =ay+b, telle que f(xq)=7y,.

Démonstration
Soit a non nul.

L'équation différentielle (E): y'=ay+Db, estéquivalente a I’équation différentielle

(El)i(}'%)’ =a(y+§j-

On en déduit qu'une fonction f est solution de (E) , si et seulement si, f +— est solution de
a

(El) . Il en résulte que les solutions de (E) sont les fonctions f : x > ke® —E , ou k est un
a

réel quelconque.

Si f est une solution de (E) prenant la valeur y, en x, alors

f(xg)=ke™ —2 =Y, - On en déduit que k = (y, + g)e_a"" , ou encore que festla

fonction définie sur R par f(x) = (yo + E) e2(x%0) _ b ]
a a

Activité 2
Donner, dans chacun des cas ci-dessous, la solution f de 1’équation différentielle et la
représenter.

a. V2y'-2y=1, £(0)=-1.

b. V2y' -2y=1, f(0)=—%.
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Un circuit €électrique est constitué d’un générateur i
G délivrant une tension E, d’un condensateur C et |
d’une résistance R. | I:IR

On désigne par i(t) I’intensité du courant

¢lectrique a I’instant t ( en seconde) et par q(t) la f\é)
charge a I’instant t.
1. Donner une relation entre i(t) et q'(t).

2. Montrer que Rq'(t)+éq(t) =E.

3. Donner I’expression de q(t), puis de i(t).
4. Représenter t+>i(t) sil’on sait que i(0)=10 mA .

lll. Equations différentielles du type y"+w?y=0, w réel

Activité 1
1. On considére la fonction f:x > sinx+cosx.
a. Déterminer les réels r > 0 et ¢ appartenant 8 |-, tels que f(x)=rcos(x—o)

pour tout réel x.
b. Ecrire f" en fonction de f.
c. Représenter la fonction f.

2. Reprendre les questions précédentes pour la fonction g:x > +/3 sin(2x)—cos(2x).

Activité 2
Dans la figure ci-contre on a
représenté la courbe représentative
d’une fonction de la forme
f:x > asin(3x)+bcos(3x).
1. Déterminer les réels a et b.
2. Montrer que f est deux fois
dérivable sur R et trouver une relation
entre " et f .

Vocabulaire

Une équation de la forme y" + cozy =0, ou I’inconnue y est une fonction et west un réel, est
appelée équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants.

Résoudre une équation de la forme y” + cozy =0, c’est trouver toutes les fonctions deux fois
dérivable sur R qui la vérifient.

r Equations différentielles\

194



(1 )

Cours

\ A/
Activité 3

On considére 1’équation différenticlle (E) :y"+9y =0, ou I’inconnue y est une fonction

deux fois dérivable sur R .
1. Montrer que la fonction x - sin(3x) est solution de (E) sur R.

2. Montrer que la fonction x - cos(3x) est solution de (E) sur R
3. a. Montrer que pour tous réels a et b, la fonction f : x > asin(3x)+bcos(3x)

est solution de (E) sur R.

3

b. On suppose que f(0)= - et '(0)= % . Déterminer a et b.

c. En déduire les réels r> 0 et ¢ appartenanta |-, x| tels que f(x)=rcos(3x—0)

pour tout reel x.
d. Représenter f.

Activité 4
Soit @ un réel non nul, x, et y, deux réels.
On considére 1’équation différenticlle (E):y" + w’y=0

_Yo

1. Montrer que la fonction f définie sur R par f(x) sin (@x )+ x cos(wx)

est solution de (E).
Vérifier que f(0)=x, et £'(0)=y,.
2. On suppose qu’il existe une autre fonction g solution de (E) qui vérifie
g(0)=x, et g'(0)=y,.
Soit h la fonction définie par h(x) =’ (f(x) —g(x))2 +(f'(x)-g'(x))*.
a. Montrer que h est dérivable sur R et vérifier que pour tout réel x,
b (x) =20 (1'(x) &' (x)) (€ (x) ~8()) +2("(x) & () (£ ()£ ().
b. En déduire que la fonction h est constante sur R .
c. Calculer h(0) et conclure.
Théoréme
Soit ® un réel non nul et Xy, y, deux réels.
L’équation y"+ >y =0 admet une unique solution dans R vérifiant
£(0)=x, et '(0)=y,.

Yo

C’est la fonction définie sur R par f(x)=
®

sin(@x)+xg cos(@x).
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Conséquence
Soit ® un réel non nul.

La fonction nulle est I’unique solution de I’équation différentielle y"+ @’y =0 qui vérifie
y(0)=y'(0)=0.

Activité 5
1. a. Déterminer la solution f de I’équation différentielle y”+4y =0 ,telle que

G)ter(z)

b. Représenter f .

c. Résoudre dans R les équations f(x)=1, f(x)=-1.

2. Reprendre les questions précédentes pour la solution g de 1’équation différentielle
y'+ny =0, quivérifie g(0)=0et g'(0)=1.

Activité 6
Soit ® un réel non nul et I’équation différentielle (E):y"” + w’y=0.

A/ 1. Montrer que les fonctions x > cos(wx ) et x - sin(wx) sont des solutions de (E).
2. Montrer que pour tous réels A et B la fonction x > Asin(wx)+Bcos(wx) est une
solution de (E).

B/ Soit f une solution de (E).

1. Montrer que pour tous réels A et B la fonction g définie pour tout réel x par
g(x)=f(x)—Asin(ox)-Bcos(wx) estune solution de (E).

2. a. Déterminer g'(x), xeR.

b. En déduire qu’il existe un unique couple (A,B) de réels tel que g(0)=g'(0)=0.
3. Montrer alors que les solutions de(E) sont les fonctions

x > Asin(ex)+Bcos(wx), (A,B)e R2.

Théoréme
Soit @ un réel non nul.

L’ensemble des solutions de 1’équation différentielle y”+ w2y =0 est ’ensemble des
fonctions définies sur R par f(x)= Asin(ox)+Bcos(wx), (A,B) e R.
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Activité 7

1. Résoudre dans R 1’équation différentielle y'+9y=0.

2

2. Montrer qu’il existe une seule solution de (E) telle que f (%) =" etf (gj = —% :

2

3. Existe-il une solution de (E) telle que £(0) =% et f (2?11) =17?

Probléme résolu 1 Y
Soit # la courbe représentative d’une fonction f dans un
repére orthonormé. Si la tangente T a & en un point M coupe
’axe des abscisses en un point N, on appellera « sous tangente
en M » le nombre Xy —Xp-

2

1. Dans cette question, la courbe & a pour équation y=€"*.

a. Calculer la sous tangente au point d’abscisse 0.
b. Montrer que la sous tangente en tout point de la courbe

a

d’é . _aX s L NNT ¥
équation y=€  est une constante que 1’on précisera.
2. Dans cette question, on donne un réel a # 0 et on se propose de déterminer des fonctions f
dérivables sur R dont les courbes représentatives admettent en tout point une sous
tangente constante égale  a.

Soit y =f(x) I’équation d’une telle courbe avec f'(x)= 0 pour tout x e R.

a. Soit xy € R, calculer la sous tangente au point M, d’abscisse x et vérifier que I’on a
f(xq)=-af"(xg).
b. En déduire que f est une solution de 1’équation différentielle y' = —ly
a

c. Résoudre cette équation différentielle.

Solution
1. a. On pose J le point de # d’abscisse 0.
Latangente Ta & enlJ a pour équation y=—x+1.
La tangente T coupe I’axe des abscisses en 1(1,0).
On en déduit que la sous tangente 2 & au point J est
le réel xy—xg =1.

b. Soit T une tangente & % en un point M d’abscisse a.

La tangente T a pour équation y=—€ *(x—a)+€ * ouencore y=—€ “x+¢€ *(1+a).
La tangente T coupe 1’axe des abscisses au point N tel que xy =1+a.

On en déduit que xy —xp =1.

Le résultat en découle.
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2. a. La tangente (T) a & au point d’abscisse x a pour équation
y=1"(x0)(x—x0)+f(xo)
De I’hypothése f'(xq)#0 on déduit que (T) coupe I’axe des abscisses au point N
f(xo).
f'(xo)
f(xo) _
f'(xo)

Ainsi % admet en M, une sous tangente égale a a, si et sculement si, —

2 : —_
d’abscisse xyy =Xg —

Par conséquent xy —xg =—

f(xo)
f'(xo)

=a

Autrement dit f(x)=—af"(x)
b. f admet en tout point d’abscisse x( une sous tangente égale a a, si et seulement si, la

relation f(x,)=—af’(x,) est vérifiée pour tout x, dans R,

autrement dit f est une solution de 1’équation différentielle y'=——y.
a

1
. o , 1 ) —x
c. Les solutions dans R de 1’équation y'=——1y sont les fonctions x> ke 2 ,keR.
a

Probléme résolu 2
Un mobile se déplace sur un axe horizontal (xx) avec un mouvement uniformément varié.
On désigne par x(t) la position du mobile & I’instant, x'(t) sa vitesse et x”(t) son
accélération. (t est exprimé en secondes et x (t) en métres).

On suppose de plus qu’ & tout instant t, 1’accélération x"(t) est proportionnelle & x(t) de

)
coefficient —T .

1. Donner I’équation horaire du mouvement si ’on sait que x(1)=2 et x(2)=0.

2. déterminer la position et la vitesse du mobile a I’instant t=0.
3. Représenter t > x(t).

Solution
1. La fonction x > x(t) est la restriction & R, de la solution de I’équation différentielle

2
x"+%x=0 qui vérifie x(1)=2 et x(2)=0.
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Il existe deux réels A et B tels que x(t)= Asin(g tj+Bcos(g t) ,teR, .

De ’hypothése x(1)=2 et x(2)=0 on en déduit que A=2 et B=0.

Par conséquent 1’équation horaire du mouvement est x (t) =2sin (g t), t>0.
2.« Alinstant t=0, x(0) =0, c'est-a-dire le mobile est a I’origine du repére.
« Pour tout t 20, x'(t)= ncos(%t].

Par conséquent x’(O) =m, c'est-a-dire la vitesse 4 I’instant t =0 est T m/s.

3. La fonction t > 2sin (%tj est périodique dont 4 est une période, il suffit donc de

I’étudier sur [0,4]. Pour tout t >0, x'(t)=mcos [g t).

Tableau de variation de f sur [0,4].

0 1 3 4 2[7\ __________
*0 + _ + 1:2,4,6.8:

(1) 0/2\_2/0 :;Lj_w_j_ﬂ_g__v
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QCM

Cocher la réponse exacte.

1. La fonction x > 2¢?* est solution de I’équation différentielle
[1y'=4y. [1y'=-4y. [y =2y.

2. Si f est la solution de 1’équation différentielle y' =2y telle que f (O) =1 alors la courbe
de f admet une tangente
D horizontale. D paralléle & y =2x. D paralléle & y = —x.

3. Si fest la solution de I’équation différentielle y'=—y+1 telle que £(0)=1 alors la
fonction f est
D négative. D positive. D n'a pas un signe constant.

4. La fonction x — 2cosx —3sinx est solution de I’équation différentielle
Dy"+2y=0. Dy"+y=0. Dy"+3y=0.

VRAI - FAUX
Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse.
1. La fonction f:x > 2* est solution sur R de I’équation différentielle y'—In2—y =0.

2. Si fest solution sur R de 1’équation différentielle y' =—2y alors la fonction f est
croissante sur R .

3. Si fest la solution sur R de I’équation différentielle y' =3y telle que f '(1) =3 alors
f(1)=1.

4. Si f est la solution sur R de I’équation différentielle y"+2y =0 qui s’annule et change

. i . , . . .
de signe en 2 alors sa courbe dans un repére orthonormé admet un point d’inflexion.

( Equations différentielles\_

200



\ Exercices et problémes )

EI 1. Résoudre dans R chacune des équations

différentielles ci-dessous.

a. y+3y=0.
b. y+2y=0.
c. -5y'+y=0.

2. Pour chacun des cas ci-dessous, donner la solution
fsur R de I’équation différentielle.

a. y'—%=0 et y(—l)=e.

b. 3y'—y=0et y(h18)=1.
c.y'—2y=0ety(0)=1.

1. Déterminer la fonction f définie et dérivable

f'=af,
sur R vérifiant f(O) =1,
f(x +10) = 2f(x).
2. Représenter f.
1. Résoudre sur R chacune des équations

différentielles ci-dessous

a. y-2y+1=0.

b. y—my+3=0.

c. 2y'+35y-1=0.

2. Pour chacun des cas ci-dessous, donner la solution
fsur R de I’équation différentielle.

a. y-y-1=0ety(2)=0.

b. 2y'+y-3=0et y(0)=3.

C. y'+3y+%=0 et y(—1)=0.

La loi de refroidissement de Newton, établit que

la vitesse instantanée de perte de chaleur d'un corps
homogéne et inerte est proportionnelle a la différence
de température entre le corps et le milieu.

On suppose que la température de I’air ambiant est
constante et égalea 25 °C.

Dans ces conditions, la température d'un corps
homogéne et inerte passe de 100 °C a 75 °C en
15minutes.

On désigne par f(t) la température de ce corps  t

minutes.
1. Vérifier qu’il existe un réel a tel que

£'(t)=a(f(t)-25)
£(0)=100
£(15)="75

2. Déterminer f.

3. Au bout de combien de temps ( & 1 minute prés ),
ce corps aura une température de 25°C ?

Une substance se dissout dans I’eau a une

vitesse instantanée proportionnelle a la quantité non
encore dissoute.

On place 20 g de cette substance dans un volume
d’eau suffisant pour la dissoudre totalement. On sait
que les dix premiers grammes se dissolvent en 5
minutes.

1. Donner I’expression de la quantité dissoute f (t)
(en grammes) en fonction du temps t (en minutes).

2. Quelle est la quantité (& 1mg pres) non dissoute au
bout de 10minutes ? 30minutes ? lheure ?

El On désigne par C(t) la concentration (en mg/l)

d’un certain médicament dans le sang, en fonction du
temps exprimé en heures. La concentration initiale est
de 5 mg/l.

On suppose que la vitesse instantanée d’élimination
de ce médicament par 1’organisme est donnée par

C'(t)=-0.25C(t).
1. Déterminer C(t).
2. Représenter la fonction C:t > C(t).

3. Donner un encadrement a 0.1 prés de I’instant t; a
partir duquel C(t)<1.

La charge et la décharge d’un condensateur

sont définies sur I’intervalle [0,2In3[ par la fonction

f qui vérifie les conditions suivantes :
* Sur Iintervalle [0,2In3[, f est une solution de

I’équation différentielle y'+y=0 avec f (ln3) =-2.
1. Exprimer f(x) en fonction de x.

2. Etudier f et la représenter.
1. Vérifier que la fonction u:x > 2 vérifie

I’équation différentielle y'+2y= y2 .
1. Soit E ’ensemble des fonctions f dérivables sur R,
qui ne s’annulent pas sur R, telles que

f'(x)+2f(x) = (f(x))2 pour tout réel x.

a. Vérifier que I’ensemble E est non vide.
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b. Soit f une fonction de E.

. 1 .
Montrer que la fonction g = R est une solution d’une

équation différentielle de la forme y'=ay+b,ouaet

b sont deux réels.
c. Déterminer alors E.

Dans une culture de microbes, le nombre de

microbes a un instant t, exprimé en heures, peut étre
considéré comme une fonction y & valeurs réelles de
la variable t.

La vitesse de prolifération a I’instant t du nombre de
microbes est la dérivée y' de cette fonction.

On a constaté que : y'(t) =ky(t) otk est un
coefficient réel strictement positif.

On désigne par N le nombre de microbes a I’instant
t=0.

1. Déterminer 1’unique solution de 1’équation
différentielle y'=ky telle que y(0)=N.

2. Sachant qu’au bout de deux heures, le nombre de
microbes a quadruplé, calculer en fonction de N, le
nombre de microbes au bout de trois heures.

3. Quelle est la valeur de N sachant que la culture
contient 6400 microbes au bout de cinqg heures ?

L’objet du probléme est 1’étude de quelques
propriétés de la fonction f définie sur R par
f(x)=€*sinx.

On note C sa courbe représentative dans un repére

orthogonal (O,_i.,__]:) .(I’unité graphique étant 2 cm
sur ’axe des abscisses et 10 cm sur 1’axe des

ordonnées).
1. a. Calculer f" et vérifier que

£(x)=Ze ™ cos( 4)

b. Résoudre dans Dintervalle [0, 2x] I’inéquation

cos(x+£)> 0
4

En déduire le signe de ' sur [0,27].
¢. Dresser le tableau de variation de f sur 1’intervalle
[0,2x].

Préciser les tangentes a C aux deux extrémités de
I’intervalle.
2. Onnote C; et C, les représentations graphiques

des deux fonctions x> € * et x > —€*

a. Donner les abscisses, dans [0, 2], des points oa C

rencontre C; et C,.

b. Vérifier qu’en chacun des points communs
précédents, les courbes C et C; d’une part, C et C,

d’autre part, ont méme tangente.
3. a) Vérifier que f"+2f'+2f =0.
b. Calculer, en cm? , [’aire du domaine du plan limité
par C, I’axe des abscisses et les droites d’équations

x=0etx=m.

|E| Soit I’équation différentielle (E):y’+2y = x2.
1. Déterminer les solutions de I’équation différentielle
(Eg):y'+2y=0.

2. Déterminer un trinéme du second degré qui vérifie
(E)-

3. Montrer qu’une fonction f est solution de (E), si et

seulement si, f —g est une solution de (E).
4. En déduire les solutions de 1’équation différentielle

().

IE Soit I’équation différentielle

(E):y'-y=4cosx.

1. Déterminer les solutions de I’équation différentielle
(E ) y'-y=0.

2. Déterminer les nombres a et b tels que la fonction
g, définie sur R par g(x)=acosx +bsinx,

vérifie (E).

3. Montrer qu’une fonction f est solution de (E), si et
seulement si, f —g est une solution de (E).

4. En déduire les solutions de I’équation
différentielle (E).

Dans un circuit contenant un générateur de

force électromotrice E ainsi qu’une bobine de
résistance r (en ohms) et d’inductance L ( en henrys),
on montre que I’intensité est une fonction du temps
solution de 1’équation différentielle Ly'+ry=E.

On prend E=10v, r=100Q et L =0.2H.

A l’instant 0, I’intensité est nulle dans le circuit.

1. Déterminer la fonction i:t > i(t) décrivant
I’évolution de I’intensité i en fonction du temps.

2. Déterminer la limite de i quand t tend vers +o et
interpréter ce résultat.
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Pour chacun des cas ci-dessous, donner la
solution fsur R de I’équation différentielle.

1. y"+2y=0,y(0)=let y'(0)=v2.

2. y"+16y=0, y(n)=-let y'(n)=-2.

3. y"+%=0 , y(—n)zl et y'(—n)=0.

@ On désigne par (E) ’équation différentielle

y" — 2y' 3
1. En posant z=1y', résoudre (E) sur R.
2. Déterminer la solution f de (E) vérifiant

f'(0)=1etf(0)=2.

On désigne par (E) 1’équation différentielle

y'=-3y'+1.

1. En posant z=y’, résoudre (E) sur R.
2. Déterminer la solution fde (E) vérifiant
'(0)=0et£(0)=0.

7]

y'+16y=0.

2. Trouver la solution f de cette équation vérifiant
£(0)=1et £'(0)=4.

3. Trouver deux réels positifs a et b tels que pour tout
réel t, £(t)=+2cos(at—b).

4. Calculer la valeur moyenne de f sur

1. Résoudre I’équation différentielle

I’intervalle [0, Z].
8

yn+yr=0.

1. Résoudre dans R 1’équation différentielle

2. En déduire les solutions de I’équation différentielle
yIH + yII — 0 .

[19]

2. Déterminer les réels a, b et ¢ pour que la fonction
g:x > acos(4x)+bcos(2x)+c soit solution de

1. Linéariser cos? (x).

I’équation différentielle. (E):y"+y = cos? (x).

3. Montrer qu’une fonction f est solution de (E) si et
seulement si la fonction f —g est solution de
I’équation différentielle y"+y' =0.

4. En déduire toutes les solutions de (E), puis celle

qui vérifie les conditions y(0)=1et y'(0)=0.

1. Résoudre cette équation différentielle.

2. Le plan est rapporté a un repére orthonormé
(0.i.3).

Déterminer la fonction g solution de cette équation
différentielle, qui satisfait aux conditions ci-dessous.
= La courbe représentative de g passe par le point N

1 Q]

de coordonnées | —,
272

« La tangente a cette courbe en N est paralléle a I’axe
des abscisses.
3. Vérifier que pour tout réel x,

Soit I’équation différentielle 4y"” + nly=0

@ On considére le circuit électrique ci-dessous ot

C est la capacité du condensateur, R la valeur de la
résistance et U désigne la tension aux bornes du
circuit.

En physique, on montre que Rq'(t)+ %q(t) =U ou

q, la charge du condensateur, est une fonction du
temps qui prend la valeur 0 pour t=0.

U

| -
1. Ecrire I’équation différentielle vérifiée par q.
t

2. Montrer que q(t)=CU - cue RC
3. Sachant que I’intensité i(t)=q’(t), déterminer

i(t).

@ On se propose de déterminer les fonctions f

continues sur R et vérifiant I’équation

(E): Pour tout réel x, f(x) = J. xf(t)dt+x )
0
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1. Montrer que si une fonction f vérifie 1’équation
(E), alors fest dérivable sur R.

2. Montrer que toute solution de (E) est solution de
Iéquation différentielle (E'):y'=y+1.
Réciproquement ,quelle condition doit vérifier une
solution de (E') pour étre une solution de (E) ?

3. Résoudre (E).

@ (La piqfire intraveineuse)

A Pinstant t=0 (t est exprimé en heures), on injecte
dans le sang par piqire intraveineuse une dose de 1.8
unité d’une substance médicamenteuse.

On suppose que la substance se répartit
instantanément dans le sang et qu’elle est ensuite
progressivement éliminée.

On note Q(t) la quantité de substance présente dans

le sang a I’instant t, exprimée en unités adaptées.

On admet que le processus d’élimination se modélise
par I’équation différentielle Q'(t)=—aQ(t) ot a
est un nombre qui sera déterminé expérimentalement.
1. Montrer que Q(t)=1.8"*.

Sachant qu’au bout d’une heure, la quantité de
substance présente dans le sang a diminué de 30 %,
en déduire une équation vérifiée par o .

En utilisant la fonction x > €™ , montrer qu’il existe
un réel o unique tel que € % =0.7

Donner une valeur décimale approchée de o a 107
pres.

2. Etudier le sens de variation de Q pour t>0,
déterminer sa limite en +oo et tracer la courbe
représentative C de Q.

3. On décide de réinjecter une dose analogue a
I’instant t =1 (au bout d’une heure), puis aux instants
t=2,t=3, etc.

Onnote R, la quantité de substance présente dans le
sang a I’instant t=n, dés que la nouvelle injection
est faite.

a. Montrer que R; =1.8+0.7x1.8.

b. Montrer que R, =1.8+0.7xR, et calculer R,.

c. Exprimer R, . en fonctionde R, .

d. Montrer que pour tout entier naturel n,

R, =6(1-(07)"").

e. Déterminer la limite de R, quand n tend vers
Pinfini.

On considére les deux équations
différentielles (I):y'=2yet (II):y' =y.

1. Résoudre chacune de ces équations différentielles.
2. Le graphique ci-dessous représente une partie de la
courbe C d'une fonction f et d'une de ses tangentes T,
dans un repére orthonormé.

Cette fonction f est définie sur R par
f(x)=1f;(x)—f2(x), ou f; estune solution de

Iéquation (I) et f, une solution de ’équation (IT).

4]-

2.a. A partir des données lues sur le graphique, donner
£(0) et £(0).
b. Déterminer les fonctions fj et f; .

En déduire que, pour tout réel x, f (x) =2e2X _ X

¢. Déterminer les limites de fen —o eten +owo .

d. Déterminer I'abscisse du point d'intersection de la
courbe C avec l'axe des abscisses.

3. Soitunréel t<—In2.

a. Exprimer  I’aide de t, I’aire 4(t) du domaine du

plan limité par C, ’axe des abscisses et les droites
d’équations x=tetx=-In2.

0
b. Montrer que lim ﬂ(t)=J. f£(t)dt.
—-In2

t—>—o

Interpréter graphiquement.

(E):4y'+3y=0.
b. Déterminer la fonction f, solution de (E) telle que
£(0)=—6.

2. Soit g la fonction numérique de la variable réelle x
= 8 e—0.75X

1. a. Résoudre I'équation différentielle

définie sur l'intervalle I=[0,4] par g(x)
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a. Etudier les variations de g sur I et tracer sa courbe
représentative (C) dans le plan rapporté a un repére
orthonormé.

b. Soit A le domaine plan compris entre la courbe

(C), I'axe des abscisses et les droites d'équations
x=0etx=4.

Calculer le volume V du solide engendré par la
rotation du domaine A autour de I'axe des abscisses.

On donnera la valeur exacte de V en cm® puis sa

valeur approchée arrondie au mm®.

La masse de sel ( en grammes) que contient un

mélange d’eau et de sel a l'instant t (en minutes) est
notée m(t).

Soit m la fonction qui a tout instant t associe le réel
m(t). Nous admettons que la fonction m vérifie les
conditions ci-dessous.

m(0)=300, mest solution sur [0,+[ de
I'équation différentielle (E): 5y’ +y=0.
1.a. Résoudre I'équation différentielle (E).

b. Montrer que pour tout t de [0,+o[
m(t)=300e%2".
2. Déterminer le réel tg tel que m(ty)=150.
3. Nous admettrons qu'il est impossible de détecter la
présence de sel a I'instant t, si et seulement si,
m(t)<1072,

A partir de quel instant est-il impossible de détecter
la présence de sel ?

Soit g la fonction définie sur R par

g(x)=cosx—sinx .
1. Montrer que pour tout réel x, g'(x)=g(n-x).

2. On se propose de déterminer toutes les fonctions f
définies et dérivables sur R vérifiant pour tout x réel,

f'(x)=f(n-x).

a. Montrer que f est deux fois dérivable et que f est
solution de 1 équation différentielle y"+y=0.

b. Déterminer les fonctions f.

A/ On se propose de résoudre I’équation
2

1+e 2
1. Déterminer la solution de I’équation y'—2y =0 qui

différentielle (E):y -2y =—

prend la valeur 1 en 0.
2. soit f une fonction dérivable sur R, telle que

£(0)=In2, et soit g la fonction définie sur R par

f(x)=e*g(x).

a. Calculer g(0).

b. Calculer f'(x) en fonction de g'(x) et de g(x).

¢. Montrer que f est une solution de (E), si et
e 2x

1+e72%
d. En déduire ’expression de g(x), puis celle de

seulement si, g'(x)=

f(x) de telle sorte que f soit solution de (E).
B/ Etude de la fonction f définie par
£(x)=”In(1+¢7%).

1

1.On pose h(x)=In(l1+&2* |- ———.
() ( ) e +1
a. Etudier la limite de h en +<o .

b. Etudier le sens de variation de h.
c. En déduire le signe de h(x), pour tout réel x.

2. Calculer f'(x) et montrer que f'(x) est du signe
de h(x).

3. Etudier la limite de fen +<o .

Montrer que f(x)= e |:—2x + ]11(1 +e%* )] .

En déduire la limite de fen —oo .

4. Dresser le tableau de variation de f.

5. Représenter graphiquement la fonction f dans un
repére orthonormé en prenant 5 cm pour unité.

Préciser la tangente au point d’abscisse nulle.

er

— = ’
2X 1+er

C/ 1. En remarquant que
1+¢

déterminer une primitive de la fonction

X

1+672¢
2. Calculer, a I’aide d’une intégration par parties,

I’aire (en cmz) du domaine du plan limité par I’axe

des abscisses, la courbe représentative de la fonction f
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définie au B/ et les droites d’équations
x=—-letx=0.

On donnera la valeur exacte de cette aire ainsi qu’une
valeur approchée a 1073 pres.

D/ On définit la suite (u,) définie par ug =0 et
up, =f(u,) pourtout neN.

1. Montrer que f([O,l]) <[0,1] et en déduire que
pour tout >0, up, €[0,1].

2. Montrer par récurrence que la suite (u, ) est

croissante.
En déduire qu’elle converge vers un réel a..

3. Vérifier que f(a)=aet 0<a<l.
4. Utiliser le graphique de f, pour donner une valeur
approchée de a a 107! pI€s.

Un corps dont la température initiale 0, est

égale a 30 °C, est placé dans une ambiance dont la
température T est constante.

La température de ce corps est une fonction du temps
0:t>6(t).

Une loi de physique (Newton) énonce que la dérivée
de O est proportionnelle a la différence entre la
température ambiante et la température du corps.

On a donc 6'(t) = k|:T— O(t)] ou k est le coefficient

de proportionnalité fixé par la nature, la forme, la
taille, etc. du corps.

On prend k =0.1 et 63 =30 °C, la température pour
t=0.

Le temps est exprimé en minutes, les températures en
degrés Celsius.

1. Exprimer cette loi a ’aide d’une équation
différentielle en précisant les conditions initiales.

2. Dans cette question, T, la température ambiante,
est 100 °C.

a. Déterminer 0, la solution de cette équation
différentielle.

b. Calculer la limite de ® quand t tend vers +w et
interpréter ce résultat.

3. Représenter les courbes d’évolution de la

température en fonction du temps pour
T=100°C,T=30°Cet T=-10°C.

Un fil conducteur parcouru par un courant

¢électrique d’intensité constante s’échauffe par effet
Joule et sa température, en degrés Celsius, est une

fonction © du temps t exprimé en secondes .On
choisit I’instant de mise sous tension comme origine
des temps (t=0)et, & cet instant, la température du

conducteur est égalea 0°C.

Dans les conditions de 1’expérience, la fonction 0
vérifie 0'(t)+0.16(t)=2.

1. Déterminer 6(t), teR, .

2. a. Quelle température atteint le conducteur au bout
de dix secondes, au bout d’une minute ?

b. Calculer la limite de 6(t) quand t tend vers +oo et
interpréter cette limite.

@ A/ On considére la fonction f définie par

X
3e5
X

f(x)=

et C sa courbe représentative dans un

e’ +2
plan muni d’un repére orthogonal. (L unité graphique
étant 1cm sur I’axe des abscisses et Scm sur ’axe des
ordonnées).
1. Etudier les variations de la fonction f et préciser les
asymptotes de C.
2. Donner I’équation de la tangente T a C au point
d’abscisse 0.
3. Tracer C, la tangente et les asymptotes.
4. a. Trouver la primitive de f qui s’annule en 0.
b. Calculer le nombre qui mesure (en unités d’aire)
I’aire de la partie du plan limitée par I’axe des
abscisses, I’axe des ordonnées, la courbe (C) et la

droite d’équation x =5.
B/ 1. Une population de poissons d’une certaine

espéce croit au cours des ans selon la loi g’ =% (1),

ol g désigne la quantité de poissons (exprimée en
milliers) dépendant du temps t (exprimé en années).
a. Résoudre Iéquation différentielle (I).

b. Sachant qu’a I’instant t =0, la population
comprend un millier de poissons, trouver 1’expression
de g.

2. En réalité, un prédateur de cette espéce empéche
une telle croissance, tuant chaque année une certaine
quantité de poissons (dépend de I’effectif total).

2
La population suit alors la loi : g’ = % - f—s (IT).
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a.Onpose h= 3i et on suppose que pour tout t on
-8

a g(t)=3.

Montrer que g est solution de (II), si et seulement si,
h est solution de (I).

b. Trouver les fonctions h solutions de (I), puis les
fonctions g solutions de (II).

c. Trouver la fonction g solution de (II) telle que
g(0)=1.

Montrer que cette fonction coincide avec la fonction f

étudiée dans la partie A.
d. Vers quelle limite tend la population de poissons ?

@ On considére un circuit électrique fermé

comprenant un condensateur dont la capacité,
exprimée en farads, a pour valeur C, une bobine dont
I’inductance, exprimée en henrys, a pour valeur L et
un interrupteur.

Le temps t est exprimé en secondes.

A I’instant t =0, on suppose le condensateur chargé.
On ferme [Dinterrupteur et le condensateur se
décharge dans le circuit.

On appelle q(t) (en Coulombs) la valeur de la

charge du condensateur a I’instant t.
La fonction q est deux fois dérivable sur [0,+oo] .

On admet que la fonction q est solution de I’équation
1
différentielle (E):y"+—y=0.
(E):y"+15Y

Dans tout I’exercice on prend C=1.25x 1073 et
L=0,5x10"2,

1. Résoudre I’équation différentielle (E).

2. Déterminer la solution q de (E) vérifiant
q(0)=6x1073 et q'(0) =0.

3. On sait que la valeur i(t) de Iintensité, exprimée
en ampéres, du courant qui parcourt le circuit a
Pinstant t vérifie i(t)=-q'(t) .

On définit ainsi une fonction i sur I’intervalle

[0 ,+ oo[ .

a. Vérifier que, pour tout t de [0,+o[,
i(t)=2.4sin(400t).

1
b. Calculer ﬂ 400

800t)dt .
= ). cos(800t)

a. On désigne par I, la valeur (positive), exprimée en
ampeéres, de I’intensité efficace dans le circuit.
Son carré est donné par la formule

n
2400 [ 400
(Ic) =T.[o40012(t)dt'

2
Calculer (Ie) , puis donner une valeur

approchée de I, a 1073 prés.
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