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Exercice n°1 

Dans une urne, il y a 18 boules blanches et 10 boules noires indiscernables au toucher. On considère 

l’épreuve qui consiste à extraire au hasard, l’une après l’autre et sans remise deux boules de l’urne. Ce 

tirage est équiprobable. 

1-Déterminer la loi de probabilité «la 1ère  boule tirée est blanche ».Qui est  l’évènement E 

2-On répète cinq fois de suite l’épreuve précédente ; après chaque tirage, les 2 boules sont remises dans 

l’urne les dix épreuves élémentaires sont donc indépendantes. On désigne par x la variable aléatoire qui à 

chaque partie de dix épreuves associe le nombre de fois que se produit l’évènement E. 

a) Expliquer pourquoi x suit une loi binomiale préciser les paramètres de cette loi  

b) Calculer la de probabilité de l’évènement F «E se produit exactement 10 fois» 

 

Exercice n°2 

On dispose d’un dé cubique parfait dont les faces sont numérotées de 1 à 6. On jette dé deux fois de suite 

et on note le nombre a et b obtenus on admet que les deux jets sont indépendants. On définit une variable 

aléatoire x de manière suivante : 

• Si a= b        X (a, b)=a=b 

• Si a ≠b, avec a divisible par b ou inversement X (a ; b)=
 b

a
 si a › b et x (a, b)=

a

b
  si b› a 

• Dans les autres cas x (a, b)= a+b. 

   

1-Déterminer la loi de probabilité de x.  

2-Calculer son espérance mathématique et  sa variance. 

 

Exercice 3 

Un sac contient 18 boules indiscernables au toucher : 

4 boules rouges numérotées de 1 à 4. 

6 boules blanches numérotées de 1 à 6. 

8 boules vertes numérotées de 1 à 8. 

 

1)- On tire simultanément 3 boules au sac. Calculer la probabilité de chacun des évènements A, B, C, 

suivants 

A : on obtient 3 numéros impairs. 

B : on obtient au moins une boule rouge. 

C : on obtient une boule numérotée 4 et une seulement 

 

2)-Dans cette question, on procède au tirage suivant : on tire une boule, on note sa couleur et on le replace 

dans le sac.  

Calculer la probabilité de chacun des évènements 

D : la boule est blanche 

E : on obtient au moins une fois, une boule blanche lors de n tirage. Soit P n  cette probabilité. 

3)- Déterminer le plus petit entier n0 tel que, pour tout entier n ≥ n0  on ait P n  ≥
6

5

.

 

On donne log 2 =0,301 et log 3 = 0,477 
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Exercice 4 

Sur un dé à 6 faces, l’une porte le chiffre 4, une autre le chiffre 3, deux autre le chiffre 2 et les deux 

dernières le chiffre 1. On suppose que chaque face apparaît avec la même probabilité  

1)- On lance le dé. On désigne par x la variable aléatoire définie par la somme des chiffres sur les cinq faces 

visibles. 

Quelles sont les valeurs prises par X ? 

Donner la loi de probabilité de X 

 

2) On lance trois fois de suite le dé. On désigne par Y3 la variable aléatoire   égale au nombre de fois où X 

est strictement inférieure à 10. 

Quelles sont les valeurs prises par Y3 ? 

Donner la loi de probabilité de Y3. 

Déterminer l’espérance mathématique et la variance de Y3. 

 

3) On lance n fois de suite le dé. On  désigne par Yn la variable aléatoire égale au nombre de fois où X est 

strictement inférieur à 10. 

Déterminer le plus petit entier naturel tel que P(Yn=n)≤10-3  

 

Exercice 5 
Dans le but de contrôler l’état d’ébriété du conducteur automobile, la police procède à un alcool-test. 

On admet que 2% des personnes contrôlées sont en état d’ébriété. La police contrôle n personnes. 

On considère la variable aléatoire X égale au nombre de personnes en état d’ébriété au cours de ce 

contrôle. 

1) Exprimer en fonction de n, la probabilité de l’événement  0=X   

2) Exprimer en fonction de n, la probabilité pour qu’au cours de ce contrôle, il y ait au moins une personne 

en état d’ébriété. 

3) Calculer le nombre minimum N de personnes à contrôler par la police pour que P(X=1) ≥0.95 

 

Exercice 6 

Un sac contient trois boules numérotées respectivement 0,1 et 2 incernables au toucher. 

Un jeu consiste à opérer de la manière suivante : 

• On tire une boule, on note son numéro “a “ et on la remet dans le sac. 

• Puis on tire une deuxième boule, on note son numéro “b “ et on la remet dans le sac ; 

La somme a²+b² est appelée le « score » obtenu. 

1) Donner l’ensemble de scores possibles. 

2) Soit X la variable aléatoire égale au score obtenu par un joueur .Donner la loi de probabilité, l’espérance 

mathématique, la variance et l’écart type de cette variable aléatoire X. 

3) Calculer P(X>2). 

4) Cinq personnes jouent successivement au jeu précédent. Quelle est la probabilité pour que deux d’entre 

elles seulement obtiennent un score strictement inférieur à 2 ? 

NB : toutes les boules ont la même probabilité d’être tirées. 

 

Exercice 7 

 
Dans une boite sont placés 5 jetons numérotés de 1 à 5. 

On tire simultanément 2 jetons de la boîte, tous les tirages de deux jetons étant supposés équiprobables. 

On désigne par X la variable aléatoire définie par la somme de points indiqués sur les 2 jetons tirés. 

1) Déterminer la loi de probabilité de X. Calculer son espérance mathématique et sa variance. 



 
3 

2) On réalise successivement n fois le tirage de 2 jetons. Les jetons tirés étant remis dans la boite après 

chaque tirage. Calculer en fonction de n la probabilité P d’obtenir au moins une fois une somme égale à 9. 

 

 

Exercice 8 

Partie I : 

On considère la suite numérique (Un) définie par :
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On considère la suite (Vn) sue N par Vn=Un-3 

Démontrer que (Vn) est une suite géométrique.  

Exprimer (Vn) puis  (Un) en fonction de (n) et étudier la convergence de  (Un). 

 

Partie II 

Une balle rebondit en avançant chaque fois d’une longueur égale à la moitié de la précédente. Sachant que 

le premier bond mesurait 1 mètre, quelle est la distance parcourue au bout de 10 bonds ? 

 

Exercice 9 

On définit deux suite (Un) et (Vn) par leurs premiers termes  U0 et V0 et telles que 0< U0< V0 et les relations 

de récurrence : 

nn

nn

n
VU

VU
UNn

+
= +

.2
, 1  et 

2
1

nn
n

VU
V

+
=+  

Vérifier par récurrence que NU n  , (U0>0  et V0>0) et que Un<Vn. 

1. Etudier le sens de variation des suites (Un) et (Vn). En déduire que (Un) est majorée et que (Vn) est 

minorée. 

2. montrer que (Un) et (Vn) convergent vers la même limite l. 

3. Pour tout nN, calculer Un+1. Vn+1. En déduire la valeur de l. 

 

Exercice 10 

(Un) est la suite numérique définie par : 
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  nN* 

1. Dans le plan muni d’un repère orthogonal (OIJ), étudier graphiquement le sens de variation et la 

convergence de la suite (Un). 

2. On considère la suite (Wn) numérique définie par :   












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−
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n
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W   nN* 

a- Démontrer que pour tout n élément de N*, Un  -1 

b- Démontrer que (Wn) est une suite géométrique dont on précisera le terme W1 et la raison. 

c- Exprimer (Un) puis (Wn) en fonction de n. 

d- En déduire la limite de la suite (Un). 
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Exercice 11 

(Un) est la suite définie par : 

 


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On se propose d’étudier la limite de (Un) par 2 méthodes. 

 

      1ère méthode 

1. Justifier que pour tout nombre entier naturel n,
2

1
−nU  

2. Etudier les variations de la suite (Un). 

3. Déduire des questions précédentes que (Un) est convergente. 

4. Déterminer cette limite. 

 

     2e  méthode 

(Vn) est définie par 









+

+
=

1

12

n

n

n
U

U
V n IN 

1. Démontrer que (Vn) est une suite géométrique et exprimer (Vn) en fonction de n. 

2. Exprimer (Un) en fonction de n et étudier la convergence de la suite (Un). 

 

Exercice 12 

Le tableau suivante donne l’âge X et la moyenne Y des maxima de tension artérielle en fonction de l’âge 

d’une population 

 

1. Représenter graphiquement le nuage de points dans le plan muni de repère orthogonal (0.5 cm pour les 

abscisses (an) et 3cm pour les ordonnées (unité de tension artérielle) 

2. Calculer la moyenne et la variante de séries statistiques associées aux variables X et Y. 

3. a)  Trouver une équation de la droite de régression y en fonction de x. 

     b)  Trouver une droite de régression x en fonction de y 

     c)   Représenter graphiquement ces deux droites dans le même repère que celui utilisé pour le nuage de 

points. 

4) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre les variables X et Y . 

5) Une personne de 70 ans a une tension maximale de 16,2. Cela vous parait-il normale ? 

 

Exercice 13 

Dans 10 exploitations agricoles d’une même région, on a mesuré la taille de l’exploitation ( en dizaines 

d’hectares) et le bénéfice net ( en millions de F C FA) 

 

 

 

Yi 11.8 14.00 12.6 15.0 15.5 15.1 

Xi 36 42 48 54 60 69 

 

Taille (xi) 

 

1 

 

2 

 

3 

 

4 

 

5 

6 7 8 9 10 

 

Bénéfice ( yi) 

 

1200 

 

3000 

 

4200 

 

-600 

 

4800 

 

5400 

 

4200 

 

1800 

 

8100 

 

960 
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1a) Représenter le nuage de points correspondants ainsi que le point moyen G du nuage. 

  b) Ecrire l’équation de la droite de mayer. 

2a) Calculer le coefficient de corrélation linéaire, 

  b) Justifier l’existence d’un lien entre le bénéfice et la taille de l’exploitation. 

 

Exercice n°14 

On considère la suite (Un) n  IN définie par la loi de récurrence :  

U 1+n  = 
3

1
 4+nU avec U0 = 3 et  la suite (Vn) n lN définie par vn = Un – 6. 

1- Démontrer que la suite (Vn) est géométrique puis déterminer (vn) en fonction de n. 

2- Déduire l’expression de (Un) en fonction de n 

3- A partir de quel entier n0, le nombre Un  dépasse- t – il 6 – 10-10 ? 
 

EXERCICE 15 : BARYCENTRE 

Dans le plan affine, on considère ABC un triangle rectangle en A. I le milieu du segment  AB  et J le centre 

de gravité de ABC. Pour tout réel m, différent de -1/3 , on note mG  le barycentre du système de points 

pondérés  

 )2;();;(),1;( mCmBASm =  

Pour tout point M du plan, on note  

→→→→

−−= MCMBMAV M 23  

Pour chacune des six affirmations suivantes, dire si elle est Vraie (V) ou Fausse (F) 

affirmation V ou F 

1-G1 est le milieu du segment  CI   

2-G1 est le barycentre de 








)
3

2
;();2;( CJ  

 

3- pour tout m, distinct de -1/3,
→

mAG est colinéaire à 
→

−1AG  
 

4-pour tout point  M, 
→→→

+= ACABVM 2  

 

5- 

2

1
−

IBG est un triangle rectangle  

6- pour tout point P de (
1−AG ), il existe un réel m tel que P = mG   

 

EXERCICE 16 : GEOMETRIE DE L’ESPACE 

L’espace est rapporté à un repère orthonormal );;;(
→→→

kjio  ; on considère les 

points )10;0;3(A , )15;0;0(B  , )0;20;0(C
.
 

1a) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (AB). 

  b) Montrer que la droite (AB) coupe l’axe des abscisses au point  E (9 ;0 ;0). 

  c) Justifier que les points A,B et C ne sont pas alignés. 

2- Soit H le pied de la hauteur issue de  0 dans le triangle OBC. 

  a) Justifier que la droite (BC) est perpendiculaire au plan (OEH). En déduire que (EH) est la hauteur issue de 

E dans le triangle EBC. 

  b) Déterminer une équation cartésienne du plan (OEH). 

  c) Vérifier que le plan (ABC) admet pour équation cartésienne : 20 x +9y +12z -180 = 0. 
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  d) Montrer que le système : 

 









=−++

=−

=

018012920

034

0

zyx

zy

x

            a une solution unique. Que représente cette solution ? 

  e) Calculer la distance OH, en déduire que EH = 15 et l’aire du triangle EBC. 

3)   Exprimant de deux façons le volume du tétraèdre OEBC, déterminer la distance du point 0 au plan 

(ABC). Pouvait – on prévoir le résultat à partir de l’équation obtenue en 2c ? 

 

EXERCICE 17 ARITHMETIQUE 
 

PARTIE : A 

Soit x un nombre réel 

Montrer que ²4)2²(4 24 xxx −+=+   

En déduire que 44 +x peut s’écrire comme produit de deux trinômes à coefficients entiers. 

PARTIE B 

Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. 

On considère les entiers A = n² -2 n +2 et B = n² +2n +2 et d leur PGCD. 

1) Montrer que, n 4 + 4 n’est pas premier. 

2) Montrer que, tout diviseur de A qui divise n, divise 2. 

3) Montrer que pour tout diviseur commun de A et B divise 4n. 

4) Dans cette question, on suppose que n est impair. 

a) Montrer que A et B sont impairs. En déduire que d est impair. 

b) Montrer que d divise n. 

c) En déduire que d divise 2, puis que A et B  sont premiers entre eux. 

5) On suppose maintenant que n est pair.  

a) Montrer que 4 ne divise pas n² -2n +2 . 

b) Montrer que d est de la forme d = 2p où p est impair. 

c) Montrer que p divise n. En déduire que d =2 (on pourra s’inspirer de la démonstration utilisée à la 

question 4) 

EXERCICE 18 : SIMILITUDE 

Dans le plan complexe P rapporté au repère ortho normal direct (A ;
→

u  ; 
→

v ),  

Unité graphique 1 cm. 

On considère les points B , D définis par : 

→→→→

== vADuAB 3;2 et C tel que ABCD soit un rectangle. 

NB : on fera une figure qui sera complétée au fur et à mesure de l’exercice  

1) Soit E l’image de B par la translation de vecteur
→

DB . Déterminer l’affixe Z E de E. 
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2) Déterminer les nombres réels a, b tels que le point F d’affixe ZF  = 6 – i soit le barycentre des points A, B 

et C affectés des coefficients a , b, et 1 

3) On considère la similitude S  qui transforme A en E et B en F. A tout point M d’affixe Z, on associe le 

point M’ d’affixe Z’, image de M par S   

a) Exprimer Z’ en fonction de Z  

b) Déterminer le centre I , l’angle et le rapport de la similitude de S . 

c) Déterminer les images de C et D par S .  

d) Calculer l’aire de l’image par S  du rectangle ABCD. 

4)  a)  Déterminer l’ensemble     des points M du plan tels que : 9106 =+−
→→→

MCMBMA  

      b) Déterminer, en précisant les éléments caractéristiques, l’image de   par S . 

EXERCICE 19 : CONIQUE 

L’espace (E) est muni d’un repère orthonormal );;;(
→→→

kjio
.
 

On considéré les points                  et              

Dans cette question, on se place dans le plan oP  d’équation :  x = 0 rapporté au repère );;0(
→→

KJ on note 

)(C  le cercle de centre B passant par A.  

Démontrer que la droite (OA) est tangente au cercle )(C .  

2- On nomme  la sphère engendrée par la rotation du cercle )(C  autour de l’axe (Oz) et  le cône 

engendré par la rotation de la droite (OA) autour de l’axe (Oz). 

a) Démontrer que le cône  admet pour équation x² + y² = z². 

b) Déterminer l’intersection du cône  et la sphère  .
 

c) Préciser la nature de cette intersection et ses éléments caractéristiques. 

d) Illustrer ces objets par un schéma dans l’espace . 

3- On coupe le cône  par le plan P 1 d’équation x =1.. 

Dans P 1, l’une des trois figures ci-dessous représente cette intersection, 

Identifier cette figure en donnant les justifications nécessaires. 

4- Soit M (x ; y ; z ) est un point du cône  dont les coordonnées sont des entiers relatifs non nuls. 

Démontrer que x et y ne peuvent pas être simultanément  impairs. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1 Figure 2 Figure 3 

)5;5;0(A )10;0;0(B
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EXERCICE 20 

1- Soit  U la suite définie par :









−
=

=

+

n

n
U

UINn

U

2

1
,

0

1

0

 

a- Calculer U1 , U2. Et  U3. On exprimera chacun des termes sous formes de fractions irréductibles. 

b- Comparer les quatre premiers termes de la suite U aux quatre premiers termes de la suite W définie sur 

N par 
1+

=
n

n
Wn

 

c- A l’aide d’un raisonnement par récurrence, démontrer que, pour tout entier naturel n, nn WU =  

2- Soit V a suite de terme général nV définie par 








+
=

1
ln

n

n
Vn où ln désigne la fonction logarithme 

népérien.  

a- Montrer que 4ln.321 −=++ VVV  

b- Soit nS la somme définie pour tout entier naturel non nul n par : nn vvvS .........21 ++=  

Exprimer  nS en fonction de n  

Déterminer la limite de nS lorsque n tend vers + ∞ 

 

EXERCICE 21 

Trouver dans C , les racines de -3 – 4i et résoudre : 086)2(2² =+++− iziz  

EXERCICE 22 

Soit la fonction polynôme définie et à valeur dans C  . 

iziziizzP −+−++−= 5)27(²)31()( 3
 

1- Calculer P(i). 

2- En déduire une factorisation de P(z) sous la forme : 

P(z) = (z-i)Q(z) ; avec Q(z) un polynôme du second degré  

3- Résoudre dans C , l’équation P(z) = 0. 

 

EXERCICE 23 

On se propose de résoudre l’équation (E) sur le corps des complexes :  

0
2

9
9)23(3²)4(24:)( 3 =+−−+−+ izizizE  

1- Sachant que (E) possède une racine réelle a, déterminer celle-ci. 

2- Déterminer les solutions z’ et z’’ de l’équation du second degré en 036)1(2²4: =−+−− izizZ  

3-Montrer que les solutions de (E) sont : a,z’,z’’. 

4-Les affixes des points A, M’ et M’’ étant respectivement a, z’, z’’, montrer que le triangle AM’M’’ est 

rectangle. 

EXERCICE 24 

1- Linéariser l’expression : 4sin6cos8)( 24 −+= xxxf
.
 

2- Calculer 

 

 

 

I   =  
0 

 / 2 
f (x)dx 



 
9 

EXERCICE 25 
 

PARTIE A 

 

Soit la fonction polynôme définie et à valeur dans . 

izizizz

P

8)31(4²)3(2

:

3 −+++−

→


 

1- Montrer que P(z) admet une solution imaginaire pure. 

2- Résoudre P(z) = 0 et donner le résultat sous forme trigonométrique et sous forme exponentielle . 

PARTIE B 

On donne : iZ A −= 3  ; iZ B += 3 et iZ c 2=  

1- Placer les points A, B et C dans un repère orthonormé (O, I, J). 

2- Montrer que les points A, B, et C appartiennent à un même cercle de centre O. 

3- Donner la nature du quadrilatère OABC. 

 

EXERCICE 26 

Le plan complexe est muni  du repère orthonormé ),,(
→→

jio . 

On considère l’équation (E) : z C  telle que 0514)201(²)56(3 =−−−+−+ iziziz  

1-a) Vérifier que i est une solution de l’équation (E). 

1-b) Déterminer les réels a, b et c tel que : (E) : )²)(( cbzaziz ++−  

1-c) Résoudre l’équation (E). 

2- On considère les points A, B et C d’affixes respectives i, -2+3i et -4+i. 

a) Placer les points A, B et C dans le repère. 

b) Ecrire le nombre complexe 

BC

BA

zz

zz
Z

−

−
=  sous forme trigonométrique. 

c) En déduire que le triangle ABC est rectangle et isocèle en B. 

3- Soit S la similitude directe de centre A qui transforme C en B. Et B’ est l’image de B par S. 

a) Déterminer l’écriture complexe de S. 

b) Calculer l’affixe de B’. 

4- Justifier que le triangle ABB’ est rectangle et isocèle en B’. 

 

EXERCICE 27 

f  : RR →  

       
)²1²(

1²

−

+
→

x

x
x  

Cette étude consiste à déterminer les primitives de f  de deux manières. 

1-a- Montrer que f  admet des primitives sur  1;−− ,  1;1− et  +;1 . 

1-b-Montrer que Dfx , ( )
( ) ( )










−
+

+
=

22
1

1

1

1

2

1

xx
xf  ; en déduire la primitive de f.  

2-a- Déterminer une primitive de g  : 
( )2

1²

2

−
→

x

x
x

.

 

2-b- Déterminer une primitive de gf +
.
 

2-c- En déduire une primitive de f
. 
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EXERCICE 28: BARYCENTRE 

Dans un plan, on considère un triangle rectangle en A tel que AB= 2a et AC= a, où a est un réel positif 

donné. 

1- Déterminer et construire E1 des points M du plan tels que :  

      
→→→

−+ MCMBMA =
→→→

−− MCMBMA2  

2- On désigne par H le point du plan tel que.
→→→

+= ACABAH 2
2

1
 . 

a) Démontrer que H est le barycentre des points A, B et C affectés de coefficients que l’on déterminera. 

b) On considère l’ensemble des points M du plan tels que : - 3 MA² +MB² +4MC² = k. 

Pour quelle valeur du nombre réel k, cet ensemble contient t-il le point A ? 

Pour cette valeur, préciser l’ensemble obtenu noté E2  et le construire. 

 

EXERCICE 29 : BARYCENTRE 

On donne dans le plan un triangle ABC rectangle en A tel que AB =8 et AC = 4. 

1- construire le barycentre G des points A, B, C respectivement affectés des coefficients 3 ; -1 ; 2. 

2- Déterminer et construire l’ensemble E des points M du plan vérifiant : 3MA² -MB² +2MC² = -32 

3- Déterminer et construire l’ensemble F des points M du plan vérifiant : 
→→→

+− MCMBMA 23 =
→→

+ MCMB  

      

EXERCICE 30 : SIMILITUDE 

Soit α un réel strictement positif. Dans le plan orienté. On considère le carré OABC de centre I tel que : 









=

=
→→

dOA

OCOA
2

),(


 

Soit J le milieu du segment  OI  

                                               C                                                   B                     

 

 

 

 

  I 

 

                                                        J          

 O A 

 

                                                   

                                               

1- Soit f la similitude plane directe telle que :   



=

=

JAf

IOf

)(

)(

                                                   

a) Déterminer l’angle et le rapport de f. 

b) Construire C’ = f©. déterminer f(B) 

c) Soit Ώ  le centre de la similitude de f. 

Montrer que les points (Ώ, O, I, C) d’une part et (Ώ, O, A, J) d’autre part sont cocycliques. 
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En déduire une construction de Ώ. 

d) Montrer que les droites (ΏO) et (CΏ) sont orthogonales. 

2-Le plan est rapporté au repère orthonormal (o, u, v) direct tel que A ait pour affixe d. 

Déterminer la forme complexe de f 

 

EXERCICE 31 : EQUATION DIFFERENTIELLE 

1- Résoudre l’équation différentielle : y3- ״y’+ 
2

5
  y = 0         (1) 

  

2- Soit l’équation différentielle   : y3- ״y’+ 
2

5
y = e3x      (E) 

a) Montrer que la fonction h définie par h(x) =
5

2
e3x est solution de (E). 

b) On admettra qu’une fonction f est solution de (E) si et seulement si la fonction f -h est solution de (1). 

En déduire les solutions de (E) 

3) Déterminer la solution de f de (E) dont la courbe représentative © dans un repère                        

(O, 
→

i ,
→

j ) passe par A (0 ; 
5

2
 ) et dont la tangente en A à © a pour coefficient directeur 2. 

EXERCICE 32. 

Ne connaissant pas de primitive de la fonction f définie sur [0 ; ½] par : 
x

e
xf

x

−
=

−

1
)(  

On se propose de calculer une valeur approchée de l’intégrale :  −
=

−2

1

0
1

dx
x

e
I

x

 

1- En étudiant les variations de la fonction f, démontrer pour tout nombre réel x de [0 ; ½]  l’encadrement : 

1≤ f(x) ≤
e

2
    

2-  a) Démontrer que, pour tout x de [0 ; ½] : 
x−1

1
= 1+x +

x

x

−1

²
  . 

      b)    En déduire que :I =   ++
2

1

0

2

1

0

)(²)1( dxxfxdxex x
  

      c) calculer J = 
−+

2

1

0

)1( dxex x
                                                                             

     d) déduire de (1) que :
24

1
  ≤ 

2

1

0

)(² dxxfx  ≤
e12

1
 

     e) Déduire des questions précédentes une valeur décimale approchée de I à la précision 0,01. 

 

EXERCICE 33 : SIMILITUDE 

Dans le plan orienté, on considère un rectangle ABCD tel que AB = 1, BC = 2, et  

2
);(


=


→→

BCAB  ( Modulo 2π). On appelle M le milieu du segment [BC]. 
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1- soit S la similitude directe telle que S (A)= M et S (B)=D. 

Déterminer le rapport et l’angle de S. 

2- on se propose dans cette question de préciser la position du centre O de la similitude S 

c) Les droites (AB) et (DM) se coupent en I. 

Démontrer que les points A, O, M, I sont cocycliques. 

En déduire que BM= BO= BA. 

b) Démontrer que DM=DO. 

c) En déduire que O est le symétrique de M par rapport à la droite (BD)  

3- Le plan est muni d’un repère ortho normal direct tels que les affixes des points A, B, et D sont 

respectivement 0, 1, 2i. 

a) Déterminer l’expression complexe de S et l’affixe de O. 

b) Vérifier que O est bien le symétrique de M par rapport à la droite (DB) en montrant que BM= BO et que 

les droites (OM) et (BD) sont orthogonales.. 

 

EXERCICE 34 : ROTATION 

Dans le plan orienté, soit ABC un triangle équilatéral tel que : (AB, AC) = π/3 (2π) 

I est le milieu de [BC] et J le point tel que B soit le milieu de [JC], r1 est la rotation de centre A et d’angle π/3 

et r2 la rotation de centre B et d’angle (-2π/3) 

1- Soit A’ et B’ les images respectives des points A et B par l’application r2 о r1. 

Démontrer que I est le milieu de [AA’] et B le milieu de [AB’] ; faire une figure. 

2-En précisant la nature de r2 о r1
-1, démontrer que pour tout point M du plan, I est le milieu de [M1M2], M1 

étant l’image de M par r1 et M2 l’image de M par r2. 

3- Démontrer que r2 о r1 est une rotation dont on déterminera le centre et l’angle. 

 

EXERCICE 35 : SIMILITUDE- ROTATION 

Dans le plan orienté, on considère un carré direct ABCD de centre O c’est-à-dire tel que  

Mes ( )OBOA;


 = 
2


 

Soit P un point du segment [BC] distinct de B. on note Q l’intersection de (AP) avec (CD) 

La perpendiculaire ( )  à (AP) passant par A coupe (BC) en R et (CD) en S. 

1- Faire une figure (prendre BC = 3 et BP = 1 et placer (BC) horizontal sur la feuille). 

2- Soit r la rotation de centre A et d’angle (-π/2) 

a) préciser l’image de la droite (BC) par r 

b) déterminer les images de R et P par r 

c) quelle est la nature des triangles RAQ et PAS ? 

3- On note N le milieu du segment [PS] et M celui du segment [QR]. Soit S la similitude directe de centre A, 

d’angle π/4 et de rapport 1/√2. 

a- Préciser les images de R et P par S 

b- Quel est le lieu géométrique du point N quand P décrit le segment [BC] privé de B ? 

c- De ce qui précède, déduire que les points M, B, N, et D sont alignés. 

 

EXERCICE 36 : ARITHMETIQUE 

Soit (E) l’ensemble des entiers naturels qui peuvent s’écrire sous la forme 9 + a² où a est un entier naturel 

non nul ; par exemple 10 = 9 + 1, 13 = 9 + 2², 18 = 9 + 3², etc.….  

On se propose d’étudier dans cet exercice l’existence d’élément de (E) qui sont des puissances de 2,3 ou 5. 
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Etude de l’équation d’inconnue a ; 

a² + 9 = 2n  où (a є IN, n є IN, n ≥ 4 

• Montrer que si a existe, a est impair. 

• En raisonnant modulo 4, montrer que l’équation proposée n’a pas de solution. 

 

Etude de l’équation d’inconnue a ; 

a² + 9 = 3n    où (a є IN, n є IN, n ≥ 3) 

a. Montrer que si n ≥ 3, 3n est congru à 1 ou à 3 modulo 4. 

b. Montrer que si a existe, il est pair et en déduire que nécessairement n est pair. 

c. On pose n = 2p où p est un entier naturel, p ≥ 2. 

Déduire d’une factorisation de 3n – a², que l’équation proposée n’a pas de solutions 

(1) Etude de l’équation d’inconnue a : 

a²+ 9 = 5n  où (a є IN, n є IN, n ≥ 2)  

d. En raisonnant modulo 3, montrer que l’équation est impossible si n est impair. 

e. On pose n = 2p, en s’inspirant de la question 2c, démontrer qu’il existe un unique entier naturel a tel 

que a² + 9 soit une puissance de 5. 

 

EXERCICE 37 : ARITHMETIQUE 

On désigne par p un nombre entier naturel premier supérieur ou égal à 7. 

Le but de l’exercice est de démontrer que l’entier naturel n = p4 – 1 est divisible par 240, puis d’appliquer 

ce résultat. 

1-Montrer que p est congru à -1 ou à 1 module 3. En déduire que n est divisible par 3. 

2- En remarquant  que p est impair, prouver qu’il existe un entier naturel k tel que p² - 1 = 4k (k+1), 

puis que n est divisible par 16. 

3- En considérant tous les restes possibles de la division euclidienne de p par 5, démontrer que 5 

divise n. 

4- a) Soient a, b, c trois entiers naturels. 

Démontrer que si a divise c et b divise c avec a et b premiers entre eux, alors ab divise c. 

b) Déduire de ce qui précède que 240 divise n. 

5) Existe-t-il quinze nombres premiers P1, P2,……..P15 supérieurs ou égaux à 7 tels que l’entier A = P1
4 + 

P2
4
 + ……..+ P15

4 soit un nombre premier ? 

 

 

EXERCICE 38 

PARTIE A 

Dans une urne U1, on place 4 jetons portant le nombre 100 et 3 jetons portant le nombre 200. 

On extrait simultanément au hasard 3 jetons de U1 et on note la somme des nombres inscrits sur ces 3 

jetons. 

o Montrer que la probabilité d’obtenir une somme égale à 400 vaut 18/35 

o Soit X la variable aléatoire associant à chaque tirage de 3 jetons la somme obtenue. 

1- a) Quelles sont les valeurs prises par X ? 

b) Déterminer la loi de probabilité de X. 

2- Calculer l’espérance mathématique de X 

 

PARTIE B 
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On considère l’urne U1 de la première partie et une autre urne U2 contenant trois jetons marqués 100 et 2 

jetons marqués 200. Un tirage consiste à extraire un jeton de U1 puis un jeton de U2. 

 

 

 

1. Calculer la probabilité d’obtenir 2 jetons portant le même nombre. 

2. En déduire la probabilité pour que la somme des nombres tirés soit égale à 300. 

3. Calculer la probabilité d’avoir extrait de U1 un jeton marqué 100 sachant qu’on a obtenu une somme 

égale à 300. 

 

EXERCICE 39: BARYCENTRE 

1- A, B, et C sont les points du plan d’affixe respectives -1+3i, 1+i  et  - 4. 

a) Quelle est la nature du triangle ABC ? justifier. 

b) Déterminer l’affixe ZG du barycentre G des points pondérés (A ;4), (B ;3) et (C ;5). 

c) En déduire les affixes des vecteurs ,
→

GA
→

GB  et 
→

GC  

d) Déterminer et construire l’ensemble ( C ) des points  M vérifiant :  

:
→→→→→→

−−=++ MCMBMAMCMBMA 224534  

2- On considère l’application h du plan P dans IR qui à tout point M du plan associe le nombre réel  

h(M) = 
→→→→→→

++ MAMCMCMBMBMA .3.2.  

 

a. Calculer h ( C ) et h (G)  

b. Démontrer que h (M) = 6MG² + h (G) 

c. Déterminer et construire l’ensemble (Γ) des points M du plan tel que h (M) = 18  
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Exercice n°1 

1- Déterminer la probabilité « la première boule tirée est blanche ». Soit  E cet événement 

Soit U l’univers tel que Card.(U)= 7562

28 =A  

Card.(E)= 
1

18A x
1

10A +
2

18A  

Card.(E)= 486 

P(E)=
756

486

)(

)(
=

Ucard

Ecard
 

P(E)=0,64 

2- a) on répète 5 fois l’expérience de manière indépendante donc  nous avons un schéma de bernoulli. La 

variable X aléatoire suit une loi binomiale puisqu’elle compte le nombre de succès  et les paramètres sont 

(5 et 0,64). 

     b) la probabilité de l’événement F. 

Soit E  l’échec d’où P( E )=1-P(E)=0,36 

P(F)= )²36,0)²(64,0(2

5C  

P(F)=0,19 

 

Exercice n°2 

1. Il s’agit de déterminer les valeurs que peut prendre la variable aléatoire X. le tableau suivant permet 

d’obtenir ce résultat. 

b        a                                                    1 2 3 4 5 6 

1 1 2 3 4 5 6 

2 2 2 5 2 7 3 

3 3 5 3 7 8 2. 

4 4 2 7 4 9 10 

5 5 7 8 9 5 11 

6 6 3 2 10 11 6 

 

Les différentes  valeurs étant équiprobables, nous avons pour Card (U)=6². D’où la loi de probabilité 

suivante 

Xi 1 2 3 4. 5 6 7 8 9 10 11 total 

P(X=Xi) 

36

1
 

36

7
 

36

5
 

36

3
 

36

5
 

36

3
 

36

4
 

36

2
 

36

2
 

36

2
 

36

2
 1 

 

2. calculons l’espérance mathématique et la variance 

E(x)= 
36

1
+

36

14
+

36

15
+

36

12
+

36

25
+

36

18
+

36

28
+

36

16
+

36

18
+

36

20
+

36

22
 

E(x)= =
36

189
=

4

21
 E(x)=5,25 

V(x)= E((x(x)²)=E(x²)-E(x)² 

V(x)= 
36

1
+

36

28
+

36

45
+

36

48
+

36

125
+

36

108
+

36

196
+

36

128
+

36

162
+

36

200
+

36

200
+

36

242
-

2

36

189








 



 
17 

V(x)= 
36

1283
-

2

36

189








=

1296

10467
 

V(x)= 
144

1163
  V(x)=8.07 

 

Exercice n°3 

Soit U l’univers des possibles 

Card. (U)=
3

18C = )161718(
!3

1
xx  

Card. (U)=816 

 

1. Calcul de probabilité 

Appliquons la formule suivante P (A)= 
)(

)(

Ucard

Acard
 puisqu’il y’a équiprobabilité. 

Card. (A)= 
3

9C =844 

P (A)= 
816

84
  P(A)=0.103 

La probabilité de l’événement B contraire de B. on n’obtient aucune boule rouge ; ce dernier est constitué 

des parties à trois éléments d’un ensemble de 18-4=14 objet et il possède 
3

14C  éléments ; en conséquence 

P (B)=1-P ( B )=1-
3

18

3

14

C

C
=1-

204

91204

161718

121314 −
=

xx

xx
 

P (B) = 554.0
204

113
  

2.  le sac contient exactement trois boules blanches numérotées 4 : une rouge, une blanche, une verte 

donc      card ( C ) =3
2

15C  

D’où P ( C ) = 
172

105

161718

18159
3

18

2

15 ==
xx

xx

C

C
 

P ( C ) =0.39 

3. Ici, l’expérience consiste en la répétition de n fois le tirage d’une seule boule parmi 18. 

L’événement D correspond à n=1 et il est clair que  

P (D)=
3

1

18

6
=  

P(D)=0.33 

Le moyen le plus simple pour calculer le probabilité E est de considérer l’événement contraire E  : ne tirer 

aucune boule blanche lors des n tirages. L’événement E  est l’intersection de n événements indépendants 

iD où iD est défini par : ne pas tirer de boule blanche lors du nième tirage. 

P ( iD )=P ( D )=1-P (D)=
3

2
 

 P(E)=Pn =1-

n










3

2
car P ( iD )=P ( D , n…n nD )= P ( iD ) x P ( 2D )…P ( nD ) 

P(E)=

n










3

2
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4. Déterminons n0 tel que Pn soit
6

5
 

L’inégalité 1-

n










3

2


6

5


n










3

2


6

1
 

Ou encore Log

n










3

2
 Log

6

1
 

n 4.4
2ln3ln

3ln2ln


−

+
 

Donc n0=5 

Puisque no

2

3
ln

6ln
  entraîne que n n0 

 

Exercice n°4 

1) Les valeurs prises sont : 

Comme il y a six éventualités possibles équiprobables pour lesquelles la face cachée porte respectivement 

4 ; 3 ; 2 ; 2 ; 1 ;1. Le total de tous les chiffres portés par six faces étant égal à 13, les valeurs de X sont  9 ; 

10 ;11 ; 11 ; 12 ;12. D’où l’ensemble des valeurs de X : 12,11,10,9 et la loi de probabilité est : 

Xi 9 10 11 12 total 

P(X=Xi) 
6

1
 

6

1
 

6

2
 

3

2
 1 

 

2) la variable aléatoire Y3 peut prendre les valeurs 0, 1, 2,3. elle suit une loi binominale avec N=3 et 

P=P(X 10)=P(X=9)=
6

1
 

Avec 0 3 k  on a P(X=k)=
knkk PPC −− )1(3  

Avec P=
6

1
 et Q=1-P=

6

5
 

 

 P(X=0)=
216

126

6

5
3

=







 

P(X=1)=3
216

75

6

5

6

1
2

=















 

  

P(X=2)=3
216

15

6

5

6

1
2

=















 

P(X=3)=
216

1

6

1
3

=







 

Vérification   P(X=0) +P(X=1) +P(X=2) +P(X=3)=1 

3) De même Yn suit une loi binominale B (n ;
6

1
) 

d’où P( yn = n) = 

n










6

1
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L’affirmation         P ( ) 310−= nyn
 conduit à 

310
6

1 −







n

 

       
n6 310       36log n  

    n
77815,0

3

6log

3
=  

7,3 n  

Donc     n = 4 

Conseil : Nous avons vu que 6
3
 = 216, et par suite 6

4
=1296. On voit que  6

3
< 10 3 < 6 4 d’où n=4 

 

EXERCICE 5 

1- La probabilité qu’une personne contrôlée soit sobre est de 1-
100

2
  

L’évènement  0=X  est la conjonction de n évènements indépendants. On obtient 

P ( )
nn

X 







=








−==

100

98

100

2
10  

2- Cet évènement est le complémentaire de celui envisagé au 1. Il vient donc 

P ( )
n

X 







−=

100

98
11 = 








+++








−

−

100

98
.........

100

98
1

100

98
1

1n

 

On sait que 1-  

3- Déterminons le plus petit  n 0  tel que pour tout  n 0n  

On ait 
6

5
nP  

De l’égalité au 2, l’inégalité  ( ) 95,01 XP  
100

5

100

98











n

 

100

5
log

100

98
log  n  

Comme 0
100

98
log,1

100

98
 donc l’inégalité& devient     : 

 





















100

98
log

100

5
log

n

                         
100log98log

100log5log

−

−
n  

Avec log100 = 2       log98 = 2log7 + log2. 

 
30103,06902,12

69897,02

−−

−
n        le résultat est N=149 

 

Exercice 6 

Dans le tirage il y a remise donc le tableau 

des scores possibles 
22 ba +  sont: 

 

            b 

a 

0 1 2 

0 0 1 4 

1 

100 

98 

100 

2 
........ 

100 

98 
× 

100 

2 

100 

2 

100 

98 
− 

 
 

 
 
 

 
+ + + =  

 

 
 
 

 
n n 
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1 1 2 5 

2 4 5 8 

 

Donc l’ensemble  des scores possible est  8,5,4,2,1,0  

Les valeurs 0, 1, et 8 sont possible parce qu’on remet la première boule dans le sac avant le second tirage 

2/ La loi de probabilité est : 

L’ensemble de ces couples est l’ensemble des 9 éventualités possibles, équiprobables. Chacune a pour 

probabilité 1/9.  D’où la loi de X est : 

ix  0 1 2 4 5 8 Total 

p ( )ixX =  
9

1
 

9

2
 

9

1
 

9

2
 

9

2
 

9

1
 1 

 

L’espérance mathématique est : 

E(x) = )
9

1
8()

9

2
5()

9

2
4()

9

1
2()

9

1
1()

9

1
0( +++++  

E(x) = 
9

30
     E(x) = 

3

10
 

- la variable est v(x) : 

       

E(x
2

)= )
9

1
64()

9

2
25()

9

2
16()

9

1
4()

9

1
1()

9

1
0( +++++  

E(x
2

) = 
9

152
 

Puis v(x) = E(x
2

) – (E(x))
2

= 
9

52
   v(x) =

9

52
 

 

 

• L’écart type est tel que ( )xvx =)(  

 

3

132

9

52
)( == x  

 

3/ Calculons p ( )4X  c’est-à-dire X= 8,54 ouou  

( ) ( ) ( ) ( )8542 =+=+== XXpXpXp   

( )
9

5
2 =Xp  

 

4/ Dans cette question, on réalise cinq fois de manière indépendante et on peut appeler y le nombre de 

fois ou  

X  2. C’est-à-dire ou se réalise l’évènement « x  2 » li à cette expérience et dont la probabilité est
9

5
. La 

variable aléatoire y suit une loi binomiale 

B 








9

5
,5  d’ ou P ( )2=y  =

32

2

5
9

4

9

5
















C  

P ( )
59049

16000
2 ==Y  
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P ( ) 27,02 ==Y  

 

 

 

 

 

 

Exercice n°7 

Les valeurs que peut prendre X sont en quantité finie d’où le tableau    

X Tirage de deux jetons 

3  2,1  

4  3,1  

5  4,1  ; 3,2  

6  5,1  ; 4,2  

7  5,2  ; 4,3  

8  5,3  

9  5,4  

 

1- la loi de probabilité est : 

ix  3 4 5 6 7 8 9 

)( ixXP =  
10

1
 

10

1
 

10

2
 

10

2
 

10

2
 

10

1
 

10

1
 

 

Par définition, l’espérance mathématique est donnée par 


=

==
9

3

)(.)(
k

kXPkxE  

Soit  
10

1
9

10

1
8

10

2
7

10

2
6

10

2
5

10

1
4

10

1
3)( ++++++=xE  

6)( =xE  

 

- la variante v(x) est : 

 
222 ))(()())(()( xExExExExv −=−=  

26
10

1
81

10

1
64

10

2
49

10

2
36

10

2
25

10

1
16

10

1
9)( −








++++++=xv  

3)( =xv  

 

• l’écart type est ( ) )(xvx =  d’où ( ) 3=x  

• La probabilité de réalisation de l’événement A : « X prend au moins une fois les valeurs 9 » est égale à 1. 

Au moins la probabilité de l’événement complémentaire à savoir « X ne prend jamais la valeur 9 » 

2- Le tirage de deux jetons étant indépendants, ce dernier événement a pour probabilité le produit des 

probabilités de réalisation de l’événement ( )9x .  

Ce dernier a pour probabilité ( ) ( )919 =−= xPxP  

D’où il vient ( ) ( )( )n
xPAP 911 =−−=  
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( )
n

AP 







−=

10

9
1  

 

 

 

 

Exercice n°8 

PARTIE I 

  Démontrons que ( )n  est géométrique. 

33 11 −=−= ++ nnnn   

( ) nnnn 
3

2
3

3

2
31

3

2
1 =−=−








+=+  

Donc la suite ( )n  est une suite géométrique de raison 
3

2
 

Son premier terne est : 300 −=  or 20 =  

Donc 10 −=  

D’où l’expression de n  puis n  en fonction de n est : 

nn

n 







−=








=

3

2

3

2
0  

n

n 







−=

3

2
  Comme 33 +=−= nnnn   donc

n

n 







−=

3

2
3  

( )n est une suite géométrique de raison 
3

2
 or 1

3

2
0   

Donc ( ) 0lim =n  et par conséquent ( ) 3lim =n   

 

PARTIE II 

 

Recherche d’une suite permettant de décrire la situation 

Soit  ( )n  la longueur au 
ièmen  bond  

Donc nn 
2

1
1 =+   

n étant géométrique de raison 
2

1
, on aura 

11

1

10987764321 
−

−
=+++++++++=

q

qn

S  

1

10

1
2

1

1
2

1



−

−








=S  avec 11 =  998.1=S  

Au bout de 10 bonds, la balle aura parcouru une distance de 2m 

 

Exercice n°9 

1- Vérifions par récurrence que  0, 0 INn  et 00   et que nn    
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On a :  00   et 00   et 00    

0
2

00

00

1 





+
=  , 0

2

00

1 



+

=  

2

2 00

00

00

11








+
−

+
=− 

( )
( )

0
2 00

2

00

11 





+

−
−=−  11    

Supposons que n donne nn  0  

Vérifions au rang n+1 

0
.2

1 
nn

nn

n





+
=+  et 

2
1

nn
n




+
=+

( )
( )

0
2

2

11 
nn

nn

nn





+

−
−=− ++  

Donc 1111 0 ++++ − nnnn    

Conclusion 

0, nINn       0n   donc   nn    

 

2- Etudions le sens de variation des suites 

On a : n

nn

nn
nn v 




 −

+
=−+

..2
1 

( )
nn

nnn
nn v






+

−
=−+

.
1  or 0nn  −  

Donc nnnn   11 0 ++ −  donc  ( )n  est croissante 

On a : n
nn

nn 


 −
+

=−+
2

1  0
2

1 nn

nn




−
=−+     car 0nn  −  

Donc nnnn   11 0 ++ −  d’où ( )n  est décroissante 

Conclusion 

Comme 00   nn  donc  ( )n  est majorée par 0 .
De même ( )n  est minorée par 0  

3- Montrons que ( )n  et  ( )n  converge  

On sait que ( )n  est majorée et croissante, elle converge et ( )n  est décroissante et minorée, donc elle 

converge. 

Posons ( )n
n

l 
→

= lim1  et ( )n
n

l 
→

= lim2  

( ) 11lim ln
n

=+
→
  donc 

nn

nn

n
l





+
=

→

.2
lim1  

21

2

21

21
1

2
1

..2

ll

l

ll

ll
l

+
=

+
= 221 .2 lll =+  lll == 21  

Les deux (2) suites ont une même limite l  car ce sont tous deux des suites adjacentes. 

 

4- Calculons 11. ++ nn   

Soit 
2

..2
. 11

nn

nn

nn

nn








+
−

+
=++  nnnn  .. 11 =++ ( )1  

Considérons la suite ( )nw  définie par : 

nnnwINn  ., =  donc : 111 . +++ = nnnw 
  

d’où nnnnnn ww  .. 111 −=− +++  
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nnnnnn ww  ..1 −=−+  d’après  ( )1 ,
 
on a :

   
 01 =−+ nn ww  nn ww =+1  

Par conséquent la suite ( )nw  est constante  

Calculons sa limite : 

0, wwINn n =  C’est-à-dire ;
 

000 .lim ==
→

wwn
n

Or ( ) ².limlim lw nn
n

n
n

==
→→

  

00 .² = l  d’où 
00 .=l  

La suite ( )nw  a pour limite  00 .=l  

 

Exercice n°10 

( )n  définie par la suite numérique 

   









+

+
=

=

+
3

35

4

1

1

n

n
n

u

u
u

u

 ( )*Nn  

 

1. Dans le plan muni de repère orthogonal (o,i ;j), étudions graphiquement le sens de variation et la 

convergence de la suite ( )n . 

Soit )(1 nn g  =+
 tel que 

3

35
)(

+

+
=

x

x
xg  

 3−− Rx , g est dérivable d’où 

0
)²3(

2
)('

)²3(

35)1(5
)(' 

+
=

+

−−−
=

x
xg

x

xx
xg  

 

Tableau de variation 

x −                                   -3                                                              

)(' xg  +  + 

)(xg  

                                     

+  

 

 

5 

                                                                

5 

 

 

−  

 

0)(', xgDgx  donc  )(xg  est croissante 

5)(lim)(lim ==
+→−→

xgxg
xx

  la suite ( )n  est convergente de limite 5=l  

2. On considère la suite ( )nw  numérique définie par : 

1

3

+

−
=

n

n

nw



   ( )*Nn  

a- Démontrons que 
*Nn     1−n  

nw existe si et seulement si 101 −+ nn   

Donc  1−−= RDw  

 

b- Démontrons que ( )nw  est géométrique 

1

3

+

−
=

n

n

nw



 

+
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1

3

1

1

1
+

−
=

+

+

+

n

n

nw





( )13

3
1

+

−
=+

n

n

nw





nn ww
3

1
1 =+

 

( )nw  est une suite géométrique de raison 
3

1
 et de premier terme 

5

1

14

34

1

3
1

1

1
1 =

+

−
=

+

−
= ww


  

c- Exprimons ( )nw  en fonction de n  

étant une suite géométrique  

n

nw 







=

3

1

5

1
 

1

3

+

−
=

n

n

nw



 

( ) nnnnnnn www +=−+=−  .313  

3+=− nnnn ww   ( ) 31 +=− nnn ww  

 

n

n

n
w

w

−

+
=

1

3
  

Exprimons 
n en fonction de n  

n

n

n









−

+








=

3

1

5

1
1

3
3

1

5

1

  

d -Déduisons la limite de ( )n  

( ) 3lim =
→

n
x

   car 
3

1
< 1         0

3

1
lim =









+→
n

x

 

Exercice n°11 

( )n  est définie par









+

−
=

=

+
52

12

1

1

0

n

n

n







       INn  

  1ère méthode 

1-Justifions que Nn , 
2

1
−n  

2

1
10 −= u         Vrai au premier rang 

2

1

7

1

52

12

0

0
1 −=

+

−
= 

u

u
u Vraie 

Supposons qu’elle est vraie au rang  n 

12
2

1
−− nn uu  

212 −− nu   et 452 + nu  

               
4

2

52

12 −


+

−


n

n

u

u
 

2

1
1

−
 +nu ,donc l’hypothèse est vérifiée au rang  n + 1 
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− +
2

1
, 1nuNn  

 

 

 

2-Etudions les variations de la suite (un) 

n

n

n
nn u

u

u
uu −

+

−
=−+

52

12
1 

52

)52(12
1

+

+−−
=−+

n

nnn
nn

u

uuu
uu  

 

52

)13²2(
1

+

++−
=−+

n

nn
nn

u

uu
uu  

Soit 13²2 ++= nn uuN  









−=

−=
−=

1

2

1

189)(

2

1

u

u
N 

 

Tableau de signe de nn uu −+1  

Comme a< 0 on a : 

n -∞       -5/2                 -1                   -1/2        +∞        

52 +nu  - + + + 

1+nu  - - + + 

2

1
+nu

 - - - + 

nn uu −+1  + 

 

- + - 

 

                  −+−−− + 0,;2/11;2/5 1 nn uun  nn uu 1+                                                                                 

 

Donc la suite (Un) est décroissante. 

    nnnn uuuun  11 02/1;12/5; ++ −•−−−− donc la suite (Un) est croissante 

Pour  2/1;1;2/5 −−−n , 01 =−+ nn uu  nn uu = +1
donc la suite (Un) est constante  

3. Sur   2/1,;2/1 −+− nu ( Un est minorée par -1/2) et décroissante donc elle est convergente. 

4. Déterminons la limite  

Soit )(1 nn ugu =+ et  +− ;2/1I  

0)(01 =−=−+ xxguu nn  

                       0
52

12
=−

+

−
 x

x

x
 

0)12)(1( =++ xx  

On a : 11 −=x et 2/12 −=x  

 +− ,2/11x et  +−−= ;2/12/12x    Donc  

 

2e  méthode 

( )n  est définie par : 
1

12

+

+
=

n

n

n



    ( )Nn  

2

1
−nu  

2/1−=l  



 
27 

1- Démontrons que ( )n  est une suite géométrique  

1

12

1

1

1
+

+
=

+

+

+

n

n

n



 

1
52

12

1
52

12
2

1

+
+

−

+










+

−

=+

n

n

n

n

n












)1(4

)12(3
1

+

+
=+

n

n

n



  

44

36
1

+

+
=+

n

n

n



  nn 

4

3
1 =+  

( )n  est une suite géométrique de raison 
4

3
 de premier terme   

2

3

2

12

1

12

0

0

1 =
+

=
+

+
=



  

Exprimons ( )n en fonction de n  :
 

n

n 







=

4

3

2

3
  

2- exprimons ( )n en fonction de n  

( )112
1

12
+=+

+

+
= nnn

n

n
n 




 nnnn  +=+ .12 ( ) 12 −=− nnn   

                        

                                

n

n

n





−

−
=

2

1  

 

Exprimons ( )n en fonction de n  

n

n

n





−

−
=

2

1


n

n

n









−

−








=

4

3

2

3
2

1
4

3

2

3


 

 

                  

( )





























−

−








=
→→ n

n

n
n

n

4

3

2

3
2

1
4

3

2

3

limlim 
       1

4

3


 ou encore 

 1;1
4

3
−  

0
4

3
lim →









→

n

n
                     Donc ( )

2

1
lim −=

→
n

n
   la suite est donc convergente. 

Exercice n°12 

ix  
iy  








−

−

xxi

 








−

−

yy j

 








−








−

−−

yyxx ji

 
2









−

−

xxi

 
2









−

−

yz j

 

36 11.8 -15.5 -2.2 34.1 240.25 4.84 

42 14.0 -9.5 0 0 90.25 0 

48 12.6 -3.5 -1.4 4.9 12.25 1.96 

54 15.0 2.5 -1 2.5 6.25 1 

60 15.5 8.5 1.5 12.75 72.25 2.25 

69 15.1 17.5 1.1 19.25 228.01 1.21 

    73.5 649.26 11.26 

 

1- Représentons graphiquement le nuage des points ainsi que le point moyen G. 

2- calculons la moyenne des X et Y ainsi que la variance  

 

Longueur des x  


=

−

==
n

n

iG x
n

xx
1

1
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( )696054484236
6

1
+++++=Gx  

5,51=Gx  

 

 

Longueur des y  


=

−

==
n

i

iG y
n

yy
1

1
 

( )1.155.150.156.120.148.11
6

1
+++++=Gy  

14=Gy     donc  ( )14;5,51G  

Représentation graphique des nuages de points (en annexe)  

La variance de x  est 

 
        ( ) 22.421=x  

 

La variance de y  est 

2
1

)(  







−=

−

yyn
N

y ij  

          87.1)( =y  

 

3-a) Trouvons une équation de la droite de régression de y en fonction de x . 

baxy +=   et 
( )
( )xv

yxCov
a

,
=     et 

−−

−= xayb  

10.0
26.649

5.73

)(

))((

2

==

−

−−
=




−

−−

a

xx

yyxx
a

i

ji
 

( ) 80.05.5111.014 =−=−=
−−

bxayb  

80.810.0 += xy  

 

3-b) Trouvons une équation de la droite de régression de x en fonction de y . 

52.6
26.11

5.73
2

==









−









−








−

=





−

−−

a

yy

yyxx

a

j

ii

 

78.3952.6145.51 −=−=−=
−−

byaxb  

 

78,3952,6 −= yx  

 

3-c) Voir repère au 1-a( en annexe) 

4) Calcul du cœfficient de corrélation linéaire 

 

) ( 

2 1 
) ( − = −  x x 

n 
i N 

x 
i  
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( )  







−








−=

−−

yyxxn
N

yxCov jiij

1
,  ( ) 19.12, =yxCov  

 

( )

( ) ( )yx

yxCov
r

 .

,
=                  81,0=r    il y’a une forte corrélation entre y  et x  

5) Calcul la tension maximale pour 70 ans 

 

8.8701,0 +=y     8.15= y  

Ce n’est pas normal car 2,168,15 =y  

 

Exercice n°13 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Représentation du nuage de points ( en annexe) 

 

1-b) Ecrivons l’équation de la droite de Mayer 

ix  jy  







−

−

xxi
 








−

−

yy j
 








−

−

xxi 







−

−

yy j
 

2









−

−

xxi
 

2









−

−

yy j
 

1 1200 -4.5 -2106 9477 20.25 4435236 

2 3000 -3.5 -306 1071 12.25 93636 

3 4200 -2.5 894 -2235 6.25 799236 

4 -600 -1.5 3906 5859 2.25 15256836 

5 4800 -0.5 1494 -747 0.25 2232036 

6 5400 0.5 2094 1047 0.25 4384836 

7 4200 1.5 894 1341 2.25 799236 

8 1800 2.5 -1506 3765 6.25 2268036 

9 8100 3.5 4794 16779 12.25 22982436 

10 960 4.5 -2346 -10557 20.5 5503716 

Total 

           55 
33060   18270 82.5 58755240 
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baxy +=   avec 













−









−








−

=
−

−−

2

xx

yyxx

a

i

ji

  et 
−−

−= xayb  

45.221
5.82

18270
== aa  

03.208845.2215.53306 =−= bb  

 

03.208845.221 += xy  

2-a) Calculons la corrélation linéaire r  

On sait que parfois '.aar =  où ( )'a  est le coefficient de la droite de régression de x en fonction de y  

 

58755240

18270
2

=









−









−








−

=





−

−−

yy

yyxx

j

ji

  '00031.0 a==  

)00031.0(33065.5 −=−= yxb   47.4=b  

Par la suite 45.22100031.0. == ar   

                              26.0=r  

 

 

2-b) Justification de lien 

Comme  1;87,0r  le lien qui existe entre les x  et y  n’est pas fort 

 

Exercice n°14 

1)     66 11 −=−= ++ nnnn   2
3

1
64

3

1
1 −=−+=+ nnn   ( )6

3

1
1 −=+ nn   

        
nn 

3

1
1 =+

            Donc 
n  est une suite géométrique de raison 

3

1
 

1- Exprimons 
n en fonction de n  puis 

n  en fonction de n  

n

n q0 =    or  636
000

−=−=     30 −=                    

n

n 







−=

3

1
3       

13

1
−

−=
nn  

6−= nn     6+= nn     6
3

1
1
+−=

−nn                                   

 

2- Déterminons 
0n  

 

10

1

10 1066
3

1
106 −

−

− −+−− 
nn  

10110

1
10310

3

1
 −−

−
−− n

n
 

( ) ( ) ( ) ( ) 103log110log3log 101  − − nn
 

1
3log

10

3

10
1 +−  n

loog
n    avec 47712.03log = <==>

   220 =n  
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EXERCICE 15   

 

 

 

 

 

 

 

 

1- On utilise la propriété d’associativité du barycentre, 

On obtient : 

G1 barycentre de  )2;();1;();1;( CBA  

G1 barycentre de  )2;();2;( CI
 

 

 

 

2- On a par définition du barycentre : 
→→→→

=++ 02 111 CGBGAG  

Comme J est le centre de gravité du triangle ABC, on a : 

→→→→

=++ JGCGBGAG 1111 3  

On en déduit que 
→→→

=+ 03 11 CGJG et en multipliant par 
3

2
 : 

→
→

→

=+ 0
3

2
2 11 CGJG .cela montre que  

 

 

 

 

 

3- Si 
3

1
−m ,la somme des coefficients 1 + m + 2m n’est pas nulle donc Gm

 existe et : 

)2(
31

)2(
31

1 →→→→→

+
+

=+
+

= ACAB
m

m
ACmABm

m
AGm

 

On obtient plus particulièrement dans notre cas, 

)2(
2

1
)2(

31

1
1

→→→→→

− +=+
−

−
= ACABACABAG  

de
→

mAG
.
 Ce qui donne en remplaçant dans l’expression 

 

Les vecteurs 
→

mAG et 
→

−1AG sont donc colinéaires. 

affirmation V ou F 

1-G1 est le milieu du segment  CI  V 

2-G1 est le barycentre de 









)
3

2
;();2;( CJ

 V 

3- pour tout m, distinct de -1/3,
→

mAG est colinéaire à 
→

−1AG  
V 

4-pour tout point  M, 
→→→

+= ACABVM 2  
F 

5- 5- 

2

1
−

IBG est un triangle rectangle V 

6- pour tout point P de (
1−AG ), il existe un réel m tel que P = mG  F 

C'est-à-dire G1 est milieu du segment  CI  

G1 est le barycentre de 








)
3

2
;();2;( CJ  

→

−

→

+
= 1

31

2
AG

m

m
AGm
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4- Pour tout point M du plan, on obtient :
→→→→→→

−−−−= ACMAABMAMAVM 223  

 

 

2

1
−

G est le barycentre de 5- Par définition 









−− 1;();
2

1
;();1;( CBA  

On en déduit que :  

→→→→

−

→

=−=−

−

= ACCABCBABG 22)(

2

1

1

2

1
 

La droite  )(
2

1
−

BG est parallèle à (AC) et donc orthogonale à (AB) car le triangle ABC est rectangle en A. 

comme I est le milieu du segment [AB], la droite )(
2

1
−

BG est donc orthogonal à (BI) et le triangle 

2

1
−

IBG est 

rectangle en B 

6- Pour tout point P de )( 1−AG , il existe IR  ,tel que : 
→

−

→

= 1AGAP   

D’après 3. P = Gm si et seulement si 
m

m

31

2

+
=  

Cela équivaut à mm 23 =+  soit  −=− )23(m  

• si 
3

2
 ,on trouve une solution m unique et il existe  

3

1
−m tel que P = Gm 

• si 
3

2
=  , cette équation O X m = 

3

2
−  n’a pas de solutions  

le point P de (AG-1) défini par 
→

−

→

= 1
3

2
AGAP , n’est pas un point Gm 

 

EXERCICE 16 

1a- déterminons une représentation paramétrique de la droite (AB) 

Le vecteur 
→

AB pour coordonnées (-3 ;0 ;5). Pour tout M(x ;y ;z) de l’espace, M Є(AB) si et seulement si il 

existe un réel t tel que 
→→

= ABtAM soit  









=−

=

−=−

tz

y

tx

510

0

33









+=

=

−=



tz

y

tx

510

0

33 )( IRt   

1b- Montrons que la droite (AB) coupe l’axe des abscisses au point E (9 ; 0 ; 0). 

On sait que l’axe des abscisses a pour équation : 





=

=

0

0

z

y  Soit t = -2 donc x = 9 la droite (AB) coupe l’axe des abscisses en E (9 ; 0 ; 0). 

1c- Justifions que les points A, B et C ne sont pas alignés.  

La droite (AB) est incluse dans le plan );;0(
→→

ki d’équation y = 0 dont le point C ne fait pas partie. Ces 

points ne peuvent donc être alignés car le système : 









=+

=

=−

0510

200

033

t

t
n’a pas de solution. 

- H est le pied de la hauteur issue de 0 dans le triangle OBC. 

a- Justifions que )()( OEHBC ⊥  

→→→

−−= ACABVM 2  
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La droite (BC) est incluse dans );;0(
→→

kj donc elle est orthogonale à (OE) qui a pour vecteur directeur
→

i . 

(OH) est une hauteur du triangle OBC donc (BC) est orthogonale à (OH). 

La droite (BC) étant orthogonale à (OE) et (OH), elle est orthogonale à deux droites sécantes du plan (OEH) 

elle est donc orthogonale au plan (OEH). 

On en déduit qu’elle est perpendiculaire à toute droite du plan (OEH), en particulier à (EH). 

La droite (EH) est la hauteur issue de E dans le triangle EBC. 

b- Déterminons une équation cartésienne du plan (OEH) 

Le plan (OEH) est orthogonal à (BC) et passant par O. 

Le plan (OEH) est donc l’ensemble des points M de l’espace tels 

0. =
→→

OMBC soit 034015200 =−=−+ zyzyx .une équation du plan 

(OEH) est : 

 

c- Vérifions que le plan (ABC) admet pour équation cartésienne : 20x + 9y+12z – 180 =0 

Les points A,B et C n’étant pas alignés ils définissent un plan et un seul. Il suffit donc de vérifier que leurs 

coordonnées vérifient l’équation proposée : 









=−

=−

=−+

0180209

01801512

01801012320
 (Vraie) 

d- Montrons que le système 









=−++

=−

=

018012920

034

0

zyx

zy

x
a une solution unique. 

Une équation de la droite (OH) est 





=−

=

034

0

zy

x
car la droite (OH) appartient au plan )(yoz d’équation : x 

= 0 et au plan (OEH) d’équation: 4y -3z = 0, ces deux plans sont non parallèles, ils définissent donc la droite 

(OH). 

La dernière équation 3y + 4z -60 = 0 est une équation du plan (ABC). On résous ce système en cherchant 

les points d’intersections de (OH) avec le plan (ABC). 

H Є (BC) donc il y aura donc qu’une seule solution au système, les coordonnées du point H 









=−+

=−

=

06043

034

0

zy

zy

x
Soit 









=−+

=−

=

06043

034

0

zy

zy

x
où 









=

=−

=

18025

034

0

y

zy

x
 

Donc 















=

=

=

5

48

5

36

0

z

y

x
                              

 

e- Calcul de OH 

OH²  = (36/5)² + (48/5)² = 144 donc : OH = 12.   

Déduisons-en que EH = 15 et l’aire du triangle EBC 

D’après le théorème de Pythagore ; 

 

EH² = OE² + OH² = 81 +144 = 225 donc EH = 15.  

034 =− zy  

)
5

48
;

5

36
;0(H  
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Sachant que BC² = OB² +OC² = 15² +20² =625  

soit BC = 25. 

 

Soit 2515
2

1

2

1
xxBCxEHAEBC ==  airesdunitéAEBC '...

2

375
=  

- Exprimons de deux manières le volume du tétraèdre OEBC et déterminons la distance du point O 

au plan (ABC) 

1ère méthode : 

45092015
2

1

2

1

3

1

3

1
==== OEOCOBOEAV OBC

 

450))(;0(
2

375

3

1

3

1
=== EBCdOHAV EBC

 

Donc d(O ; (EBC)) = 36/5 or d(O ; (ABC)) = d(O ; (EBC)) soit 

  

       2ième méthode 

On peut également utiliser la formule donnant la distance d’un point à un plan  

5

36

625

180

²12²9²20

180
))(;0( ==

++

−
=ABCd

 

 

La distance du point O au plan (ABC) est 36/5 unités de longueur 

 

EXERCICE 17  

 

PARTIE A 

 

1- Pour tout x réel, on a : 

4²4²44²4)²2²( 44 +=−++=−+ xxxxxx  

2- On en déduit que, pour tout x réel, 

 

 

 

 

PARTIE B 

Soit n un entier,  2n  ; on considère A = n² -2n +2 et B = n² +2n +2, d leur PGCD 

1- D’après la partie A, on peut écrire : 

n4 + 4 = (n² +2n +2)(n² -2n +2),soit   

Puisque 2n , on a A = 22)2( +−nn et 10B  

Ainsi A et B sont de diviseurs de n
4

 +4, distincts de 1 et de produit n4 + 4.donc n4+ 4 n’est pas premier 

2- Soit m un diviseur de A qui divise n .on a donc m divise n² -2n +2 et m divise n² -2n, car m divise n. on 

en déduit que m divise la différence (n² -2n +2) –(n² -2n) = 2 

3- Soit m diviseur commun à A et B puisque m divise A et B, il divise leur différence B – A = 4n 

4- On suppose que n est impair 

a- n étant impair, n² est impair ; par contre -2n + 2 = 2(-n+1) et 2n + 2 = 2(n+1) sont pairs 

d(0 ;(ABC)) = 36/5 

)22²)(22²()²2()²2²(44 xxxxxxx −+++=−+=+  

n4+ 4 = AB 
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On en déduit que A et B sont impairs, comme somme d’un nombre impair et d’un nombre pair. Si d était 

pair, 2 diviserait d et à fortiori 2 diviserait A et B, ce qui est impossible car ils sont impairs, d est donc impair 

b- d’après la question 3, d qui est un diviseur commun à A et B divise 4n. comme d est impair, il est 

premier avec 4(dont les seuls diviseurs sont 1,2 et 4). D’après le théorème de GAUSS, d, qui divise 4n et est 

premier avec 4, divise n. 

c- d’après la question 2, d qui divise A et n (d’après b) divise 2. Les seuls diviseurs de 2 sont 1 et 2 puisque 

d est impair, d = 1 

Conclusion : si n est impair, A et B sont premiers entre eux 

5- on suppose que n est pair 

a- on écrit A = n² -2n +2 = n(n-2)+2 

les nombres n et n – 2 sont pairs, donc n(n-2) est divisible par 4. Le reste dans la division de  A par 4 est 2. 

Donc A n’est pas divisible par 4. 

b- A et B sont pairs car somme de trois nombres pairs ; d est donc pair. Il s’écrit alors 

Mais d n’est pas divisible par 4, car sinon A le serait aussi, ce qui est faut, d’après a, l’entier p est donc 

impair. 

c- d qui est un diviseur commun de A et B divise 4n, d’après la question 3, il existe donc k Є N tel que 

4n=kd=2kp ; on en déduit que 2n=kp, c’est-à-dire que p divise 2n. 

Or p est impair donc premier avec 2. On en déduit, d’après la théorie de Gauss, que p divise n. Puisque 

d=2p, p divise d et à fortiori p divise A. Or p divise n, donc d’après 2, p divise 2. Puisque p est impair on en 

déduit que p=1 et donc que d=2.    

Conclusion :  si n est pair, le PGCD de A et B est 2. 

 

Exercice 18 

1- Figure (voir feuille millimétrée) 

A est l’origine du repère. A a pour affixe ZA=0,
→→

= uAB 2 , le point B a pour coordonnées (2 ; 0), pour affixe  

ZB = 2. 
→→

= vAD 3 , le point D a pour coordonnées (0 ;3), pour affixe ZD=3i. 

ABCD est un rectangle. C a pour coordonnés (2 ;3), pour affixe ZC = 2+3i. La figure sera complétée au fur et 

a mesure. 

Affixe du point E 

Puisque E est l’image de B par la translation de vecteur
→

DB , on a 
→

BE =
→

DB  
→

BE a pour affixe iZZ DB 32−=−  

−=−=
→→

iZDBBE E 322  

 

2- Déterminons les réels a et b 

F est le barycentre des points A,B et C affectés des coefficients a, b et 1 si et seulement si (a + b + 1)≠ 0 et 

si on a : cBAE czbzazzba ++=++ )1( soit ibiba 322)6)(1( ++=−++  

 d = 2p où p Є N 

iZE 34 −=  
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Deux complexes sont égaux si et seulement si leurs parties réelles et imaginaires sont égales. On résoud 

dans R² le système 





=++−

+=++

)2(3)1(

)1(22)1(6

ba

bba





=++−

+=++


)2(3)1(

)1(22)1(6

ba

bba
 

En remplaçant (a + b + 1 ) par (-3) dans (1) on a : 

• 9 = b + 1 soit b = - 10, on a alors dans (2) 

 

• a=  - 3 – b - 1 = 6.  Donc   

 

3a- exprimons z’ en fonction de z 

S étant une similitude transformant le point M d’affixe Z en M’ d’affixe z’, il existe deux nombres complexes 

c et d tels que l’on ait, pour tout complexe z, Z’ = C z+ d 

Puisque S transforme A et E, on a ZE = CzA + d c’est-à-dire 4 -3i = d 

Puisque S transforme B en F, on a  ZF=CzB + d c’est-à-dire 6 – i = 2c + d 

iiidic +=+−−=−−= 1)346(
2

1
)6(

2

1
 

 

 

 

b-centre de la similitude 

Le centre I de la similitude est invariant S(I) =  I 

Son affixe Z vérifie Z’ = Z 

On résoud (1 + i )Z + 4 -3i = Z 

(1 +  i)Z + 4 -3i = Z équivaut à iz = -(4+3i) 

Et à 

iZ

iii
i

Z

43

)34()34(
1

+=

+−−=+−=
  donc  

Rapport et angle de la similitude  

La similitude a pour rapport le module du complexe C et pour angle l’argument de C 

))
4

sin()
4

(cos(2)
2

2

2

2
(21 iiiC


+=+=+=  

42


i

eC = C a pour module 2 et pour argument 
4


 

 

 

 

 

 

c-Image de C et D par S, noté C’ et D’ 

 

 

 

 

1'134²33

34)3)(1(34)1(

23'33452

'

'

'

==−++=

−++=−++=

+=−−++=

DD

DD

CC

ZiiiZ

iiiiZiZ

iZiiZ

   

 

 

 

 

d- L’aire de l’image par S du rectangle ABCD 

a = 6 et b = -10 

iziZ 34)1(' −++=  

I = (3 ; 4) 

)2;
4

);4;3((


IS  

iiiiZiZ cC 34)32)(1(34)1(' ' −+++=−++=  

C’ = S(C) a pour affixe (3+2i) et D’ = S(D) a pour affixe 1 
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la similitude S transforme le rectangle ABCD en rectangle et les sommets du rectangle image sont les 

images des sommets du rectangle A , B, C et D ,ce sont les points E,F,C’ et D’. 

la similitude, ayant pour rapport 2 , multiplie les distances par 2 et les aires par 2²)2( =  

le rectangle ABCD a pour aire AB X AC = 2 x 3 = 6 et son image a pour aire 6 x 2 = 12 

 

 

 

 

4a- Déterminons l’ensemble   

F étant le barycentre des points A, B et C affectés des coefficients 6 ; - 10 et 1, on a pour tout point M du 

plan :
→→→→→

−=+−=+− MFMFMCMBMA 3)1106(106    

MFMFMFMCMBMA 333106 ==−=+−
→→→→→

 

 est l’ensemble des points du plan vérifiant 9106 =+−
→→→

MCMBMA ce qui équivaut à 3MF = 9 

Soit MF = 3 

 

 

b-Image de  par la similitude de S 

la similitude S transforme le cercle de centre F’ et de rayon 3 en un cercle de centre F’ =S(F) et de rayon 

23  

iiiiZiZ FF 34)6)(1(34)1(' −+−+=−++=  

iZiiiZ FF 211'34²56' +=−+−+=  

 

 

 

 

 

 

EXERCICE 19 

1- La Droite (OA) est tangente au cercle ( C ) 

On se place dans le plan OP d’équation x = 0, rapporté au repère );;(
→→

kjo . Les coordonnées de 
→

BA sont 

→

OA sont (5 ; 5) donc : (+ 5 ; - 5) et les coordonnées de 

 

La droite (OA)est orthogonale au rayon du cercle ( C )  passant par A donc c’est la tangente en A au cercle 

C . le triangle OAB est rectangle en A et on a : 

2550)²510()²50()²00(

2550²5²5²0

==−+−+−=

==++=

AB

OA  

OA = AB le triangle OAB est un triangle rectangle isocèle en A, l’angle 


AOB a pour mesure 
4

   

2a- Démontrons que Г a pour équation x² + y² = z² 

Un cône de sommet O et d’axe (Oz) a pour équation x² + y² = z²tan²θ où θ est l’angle que forme une 

génératrice avec l’axe (Oz). Comme ici l’angle 


AOB formé est 
4


donc tan²

4


= 1 d’où 

L’aire par S du rectangle ABCD est le rectangle EFC’D’, d’aire 12 

 est le cercle de centre F et de rayon 3 

S( ) est le cercle de centre F’ de coordonnées (11 ;2) et de rayon 23  

02525. =−=
→→

OABA  

 x² + y² = z² 
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une équation de Г est : 

b) Déterminons l’intersection du cône Г et de la sphère   

la génératrice du cône étant tangente au cercle (C ) qui génère la sphère . Le cône est tangent à cette 

sphère. Cette intersection est donc le cercle généré par la rotation de A autour de l’axe (Oz), c’est le cercle 

de centre D(0 ;0 ;5) passant par A. il a pour rayon 5. 

c) Illustration (en annexe) 

3-Intersection de Г par le plan P1 d’équation x =1 

Le plan P1 est parallèle à l’axe du cône Г et ne contient pas cet axe, on sait que dans ce cas l’intersection 

est une hyperbole. (Figure 3) 

4-Montrons que si M(x ;y ;z) un point du cône Г dont les coordonnées sont des entiers relatifs non nuls, x et 

y ne peuvent pas être simultanément impairs 

Raisonnons cela par l’absurde. 

Supposons que x et y sont impairs. Il existe alors deux entiers m et n tels que x = 2m – 1 et y = 2n – 1 

Z² = x² + y² =(2m – 1)² +(2n-1)²= 2[ 2 (m² + n² - m – n) + 1] 

L’entier 2(m² + n² - m – n) + 1 est un nombre impair donc 2[2(m² + n² -m – n) + 1] est un nombre pair 

divisible par 2 et non divisible par 4, ce qui est impossible dans le cas d’un carré. (x et y ne peuvent être 

simultanément impairs) 

EXERCICE 20 

1- Soit U la suite définie par 









−
=

=

+

n

n
U

UINn

U

2

1
,

0

1

0

 

a- Calculons U1 , U2 et U3 

4

3

3

2
2

1
;

3

2

2

1
2

1
;

2

1
321 =

−

==

−

== UUU

 

 

 

 

 

b)Comparons les quatre premiers termes de la suite U aux quatre premiers termes de suite W 

On a pour tout entier naturel n, Un = Wn 

 

 

 

 

 

Pour tout entier naturel n, Wn = Un 

On sait que Uo = Wo, on suppose que pour un certain entier n,  

 

   

 

 

4

3
;

3

2
;

2

1
321 === UUU  

33221100
4

3
;

3

2
;

2

1
,0 UWUWUWUW ========  

11
2

1

1
2

1

2

1

2

1
++ =

+

+
=

+
−

=
−

=
−

= n

nn

n W
n

n

n

nWU
U
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Par récurrence on a montré que pour tout entier naturel n , on  a  

2- Soit   la suite v de terme général nv définie par )
1

ln(
+

=
n

n
vn

 

a- Montrons que 
432

321
ln

4

3
ln

3

2
ln

2

1
ln321




=++=++ vvv  

Soit  

 

b- Calcule en fonction de n de 
nVVVSn +++= .......21

 et limite  

Pour tout entier non nul n, 

 nVVVSn +++= .......21  

)
1

ln(.............
3

2
ln

2

1
ln

+
++=

n

n
Sn  

)1(........432

............321
ln

+


=

n

n
Sn  

n
Sn

+
=

1

1
ln soit 

Remarque : on peut aussi utiliser une récurrence 

Déterminons 
n

x
S

+→
lim  

 )1ln(limlim +−=
+→+→

nS
x

n
x

donc −=
+→

n
x

Slim  

 

EXERCICE 21 

Trouvons dans C, les racines carrés de – 3 - 4i et résolvons l’équation Z² - 2(2+i)z + 6 +8i =0 

Soit ²2²)²(² yixyxiyxZiyxZ −+=+=+=
 

 

 

 

 









=+

−=

−=−

−−=+

)3(5²²

)2(2

)1(3²²

43)²(

yx

xy

yx

iiyx (xy < 0) 

12²2)3()1( ==+ xx ou 1−=x  

Pour 1=x on a 2−=y et 2,1 =−= yx d’où les racines carrées de – 3 -4i sont 1 - 2i et -1 + 2i 

Résolvons dans C, l’équation z² -2(2 +i)z + 6 + 8i = 0 

)86()²2()²
2

(' iiac
b

+−+=−=  

 

Comme les racines carrées de – 3i – 4i sont : 

δ 1 = 1 – 2i et δ 2 = - 1 + 2i on a : 

Z1 = b’ + δ 1         et         Z2 = b’ + δ 2   avec b’ = - b/2 = 2 + i 

 Wn = Un 

4ln321 −=++ vvv  

)1ln( +−= nSn  

i43' −−=  
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Z1 = 2 + i + 1 - 2i      et       Z2 = 2 + i – 1 + 2i 

Z1  = 3 – i  et  Z2 = 1 + 3i 

 

 

 

EXERCICE 22  

Soit iziziizzP −+−++−= 5)27(²)31()( 3
 

1- Calculons P(i) 

iiiiiiiiP −+−++−= 5)27(²)31()()( 3
 iiiiP −+−−++= 527311)(  

 

iiiiP −−+−= 2377)(  0)( =iP  

2- Déduisons une factorisation de P(z) telle que :P(z) = (z – i )Q(z) 

Déterminons Q(z) 

d°Q + d°(z – i ) = d°P      or   d°P = 3   et     d°(z – i ) = 1 

donc d°P=2    .on aura Q(z) sous la forme Q(z) = Az² +  Bz + C 

A, B et C sont à déterminer par la méthode des coefficients indéterminés 

P(z) = (z –i )(Az² + Bz + C) 

iCBizAizCzBzAzzP −−−++= ²²)( 3
 

iCziBCzAiBAzzP −−+−+= )(²)()( 3
 

Par identification : 









+=

+−=

=










−=−

−−=−

=

iC

iB

iA

iiC

iAiB

iA

51

)32(

5

31  

 

Donc  

 

3- Résolvons dans C l’équation P(z) = 0 sur le corps des complexes.    

Les racines de P(z) = 0 sont z = i et les racines de Q(z) telle que Q(z) = iz² - (2 + 3i)z + 1 + 5i = 0 

Δ = (2 + 3i)² - 4i(1 + 5i) 

 

 

Les racines de Q sont 
i

i
z

2

32
' 1++
= et 

i

i
z

2

32
'' 2++
=  

Cherchons les racines carrées de 15 + 8i 

Soit iiyxzizxz 815)²(² +=+=+=  

)0(

)3(17²²

)2(4

)1(15²²

xyet

yx

xy

yx









=+

=

=−

  





−=

−=





=

=


=

=+

1

4

1

4

16²

32²2)3()1(

y

x
ou

y

x

x

x

 

Sc = { 3 – i ; 1 + 3i} 

iziizzQ 51)32(²)( +++−=  

Δ = 15 + 8i 
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Donc      δ1 = 4 + i     et  δ2 = - 4 – i 

Par conséquent 

i
i

ii
z

i
i

ii
z

+=
−−+

=

−=
+++

=

1
2

432
''

32
2

432
'  

Les racines de P(z) = 0 sont donc i ;2 – 3i et 1 + i. Alors 

 

 

EXERCICE 23 

Soit 0
2

9
9)23(3²)4(24)( 3 =+−−+−+= izizizE   

1- Montrons que le réel a est une racine de (E) si et seulement si : 

0
2

9
9)23(3²)4(24 3 =+−−+−+ iaiaia  

C’est-à-dire si et seulement si la partie réelle et la partie imaginaire du premier membre sont nulles : 





=+−

=−+−










=+−

=−+−

0912²4

099²84

0
2

9
6²2

099²84 3
3

aa

aaa

aa

aaa
 





=−

=−+−


0)²32(

099²84 3

a

aaa
  

  

2- Déterminons les solutions Z’ et Z’’ de l’équation du second degré en Z :  

4z² - 2 (1 –i)z + 6 -3i  = 0 

Δ = 4(1 – i)² -16(6 -3i)Δ = 4(1 – 2i – 1 )  - 96 + 48 i  

    

 

               
iiyxiyx 512)²(² +−=+=+=   









=+

=

−=−



)3(13²²

)2(2/5

)1(12²²

yx

xy

yx
 













−==

−==

=+

2

25
...

2

25

2

2
...

2

2

1²2)3()1(

youy

xoux

x
 

)51(
2

2
1 i+= et )51(

2

2
2 i+−=  

Comme δ² = -12 + 5i     → Δ = 8δ²  donc  

a

b
z

2
'

+−
= et  

a

b
z

2
''

−−
=  

D’où : 

i
iiii

z

i
iii

z

2

3

8

10222

8

)51(222
''

2

1

8

84

8

)51(222
'

−=
−−−

=
+−−

=

+=
+

=
++−

=
 

3- Montrons que les solutions de (E ) sont a, z’ et z’’.  

Sc = { i ;2 – 3i ; 1 + i} 

2

3
=a  

Δ = 8 (-12 + 5i) 

Δ =  - 96 + 40i          
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On a :   izizizziziz
2

9
9)23(3²)4(24)

2

3
(36)1(24 33 +−−+−+=−−+−−   

donc les racines de (E ) sont les valeurs de Z qui annulent le premier membre précédent c’est-à-dire : 

ii
2

3
;

2

1
;

2

3
−+  

4- Montrons que le triangle AM’M’’ est rectangle. 

Les coordonnées de A, M’ et M’’ sont : 

A(3/2 ;0) ;   M’(1/2 ;1)     ;M’(0 ;-3/2) 

Prouvons que 0'''. =
→→

AMAM  

)1;1(' −
→

AM et 
)

2

3
;

2

3
('' −−

→

AM
 

0
2

3

2

3

2

3

2

3

1

1
''.' =−=



















−

−








−
=

→→

AMAM

 

On a 0''.' =
→→

AMAM donc le triangle AM’M’’ est rectangle en A. 

EXERCICE 24 

1- Linéarisons l’expression 4sin6cos8)( ²4 −+= xxxf  

On sait que )
2

(cos
ixix ee

x
−+

= et 
i

ee
x

ixix

2
sin

−−
=  

Donc 
44 )

2
(cos

ixix ee
x

−+
= et

)²2(

)²(
²sin

i

ee
x

ixix −−
=  

)464(
16

1
cos 4322344 ixixixixixixixix eeeeeeeex −−−− ++++=  

)644(
16

1
cos 22444 ++++= −− ixixixix eeex  

 )(
8

3

2

2cos

8

4cos
cos4 A

xx
x ++=  

 

)²
2

(²sin
i

ee
x

ixix −−
=  )2(

4

1
²sin 22 −+−= − ixix eex  )(

2

1

2

2cos
²sin B

x
x +−=  

 

42cos3332cos44cos)(4)(4)(8 −−+++=−+ xxxxfBA  

 

 

 

Calculons  

 

 

 = 
2 / 

0 ) (   
 

dx x f I 

  + + = = 
2 / 

0 

2 / 

0 
) 2 2 cos 4 (cos ) ( 

  
dx x x dx x f I 

2 / 

0 
2 2 sin 

2 
1 

4 sin 
4 
1  

 
 

 
 
 

 
+ + = x x x I 

8

3

416
cos

2244
4 +

+
+

+
=

−− ixixixix eeee
x

22cos4cos)( ++= xxxf  
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EXERCICE 25 

PARTIE I 

izizizzP 8)31(4²)3(2)( 3 −+++−=  

1- Montrons que P(z) admet une solution imaginaire pure. 

Soit Zo = ib 

iibiibiibibP 8)31(4)²)(3(2)()( 3 −+++−=  

ibibibbibibP 8344²2²32)( 3 −−+++−=  

Par identification on a : 







=−

=−++−








=−

=−++−

0)2(32

084²2

034²32

0)84²2( 33

bb

bbb

bb

bbbi  

202;0 ==− bbb
 
donc 20 =Z  

2- Résolvons l’équation P(z) = 0 telle que :P(z) = (z – 2i)Q(z) 

Déterminons Q(z) par division Euclidienne 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                              

                                   

 

Soit Q(z) = z² - 2 3 z +  4 

Δ = (2 3 )² - 4²   = 12  - 16 

Δ =  -  4 = (2i)²                         i2=  

a

b
z

2
1

−−
= et 

a

b
z

2
2

+−
=  

iz −= 31  et iz += 32  

 

 

Sous forme trigonométrique et exponentielle 

iz 20 =                      20 =z     

21sin

0cos 





 =

=

=
 

 

) 
2 

2 ) 
2 

2 sin( 
2 
1 

) 
2 

4 sin( 
4 
1 

( 
   

 +  +  = I 

2/

00 2..)...2/sin2/(cos2  ieZetiZ =+=  

Z3 – 2( 3 + i)z²  + 4(1 + i 3 ) z - 8i 

-(Z3 - 2iz²) 

  0      -2 3 z² + (4 + 4i 3 )z – 8i 

-(-2 3 z² + 4i 3 z) 

     0              4z – 8i 

                -(4z – 8i) 

                            0 

 

Z – 2i 

Z² - 3 2Z + 4 

I = π 
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iz −= 31  

2....
6

2

1
sin

2

3
cos

1

1

=−=

−=

=

et









 

 

 

 

 

iz += 32              
22 =z

 

6

2

1
sin

2

3
cos

2

2

2

2







 =

=

=

 
 

 

 

 

 

PARTIE II 

1) Plaçons les points dans le repère orthonormé (en annexe) 

2) Montrons que A,B et C sont sur le cercle de centre O 

2²22

21)²3(3

21²)3(3

===

=+=−=

=+=+=

iOC

iOA

iOB

  

  

 

             3) La nature du quadrilatère OABC 

OABC est un losange car OA = AB = BC = OC et 0. 
→→

OCOA 0.( 
→→

BABC pas nécessaire) 























−

−
=

→→

2

0

1

3
.OCOA = 0 – 2  

.2. −=OCOA  

 

EXERCICE 26 

Soit (E) : 0514)201(²)56(, 3 =−−−+−+ izizizCz    

1-a) Vérifions que i est une solution de (E) . 

05142056514)201(²)56(3 =−−+++−−=−−+−+−+ iiiiiiiiii    

Il s’ensuit alors que i est une solution de (E).  

1-b) Déterminons les réels a, b et c telle que (E) : )²)(( cbzaziz ++−  

(E) : icibziazczbzaz −−−++ ²²3  (E) : iczibcziabaz −−+−+ )(²)(3
 

6/

1 2))6/sin()6/(cos(2  ieiZ −=−+−=  

6/

2 2))6/sin()6/(cos(2  ieiZ =+=  

OB  =  OA = OC = rayon = 2 
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Par identification on a :









−=

−=

=















+=

−=−

−=−

=

ic

ib

a

iic

iibc

iiab

a

145

46

1

514

201

56

1

 

Donc (E) :  izizizCz 145)46(²)(, −+−+−  

1-c) Résolvons dans C  ,l’équation ( )'E  : 0145)46(² =−+−+ iziz  

i

ii

8

)145(4)²46(

=

−−−=
 

  









=−

=

=+

+−=+=

)3(0²²

)2(4

)1(8²²

2²²²:

yx

xy

yx

ixyyxziyxzPosons

 

On a : (1) + (3) = 2......28²2 =−== xouxx  

(2) 





−=

−=


2

2

y

x
        ou





=

=

2

2

y

x
 

Donc nous avons ieti 22......22 21 +=−−=   

a

b
zet

a

b
z

2
...........

2

2
2

1
1

 +−
=

+−
=  

i
ii

z

i
ii

z

32
2

2264

4
2

2264

2

1

+−=
++−

=

+−=
−−−

=

  iiiSC 32;4; +−+−=  

2- ) Soient les points A , B ,et C d’affixes respectives ietii +−+− 4....32,  

a  ) Voir feuille millimétrée 

b) Ecrivons le nombre complexe 

BC

BA

zz

zz
Z

−

−
=  

iZ
i

i

ii

ii
Z =

−−

−
=

−++−

−−
=

22

22

324

32
 

Sous forme trigonométrique, on a : 1=Z  et 
21sin

0cos 





 =

=

=
=  alors 

2
sin


iZ =  

c) Déduisons que le triangle ABC est rectangle et isocèle en B. 

        

22324

2232

=−++−=−

=+−=−

iizz

iizz

BC

BA

BCBA zzzz −=−   

Alors le triangle ABC est rectangle et isocèle en B. 

3-) Soit S la similitude directe de centre A qui transforme C en B  

a)Déterminons l’écriture complexe de S. 

BCS

AAS

→

→

)(

)(
 

Soit bazz +='  





+−=++−

=+






+−=++−

=+






=+

=+

)2....(324

)1.....(

32)4(

)(

ibaia

ibai

iibia

ibia

zbaz

zbaz

BC

AA
 

(2)-(1) iaia
2

1

2

1
224 −=+−=−  

(1) ibaiib
2

1

2

1
+−=−=  
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Donc  iziz +−−= 1)1(
2

1
'  

3-b) Calculons l’affixe de B’ 

 iziz BB +−−= 1)1(
2

1
'  

  
 

iz

iiiz

B

B

3

1)32)(1(
2

1

'

'

=

−++−−=
 

4-) Justifions que le ABB’ est rectangle et isocèle en B. 

ii

ii

zz

zz
Z

BB

BA

332

3
'

'

'

−+−

−
=

−

−
=                      iZ ='  

Calculons et vérifions que '' BBBA zzzz −=−  

22' =−=− izz BA   et      22' =−=− BB zz  d’où que '' BBBA zzzz −=−  

Alors le triangle ABB’ est rectangle et isocèle en B’. 

EXRECICE 27 

Soit ( )
( )²1²

1²

−

+
=

x

x
xf  

1- f  existe si et seulement si 01² −x    ( )( ) 011 +− xx  

   1x  et  1−x  

 

      +−−−= ;11;11;Df  

 

a- ,Dfx f  est continue et dérivable donc f  admet des primitives sur  1;−− ,  1;1−  et  +;1  

b- montrons que Dfx , ( )
( ) ( ) 







−
+

+
=

²1

1

²1

1

2

1

xx
xf  

( )
( ) ( )
( ) ( ) 









−+

−++
=

²1²1

²1²1

2

1

xx

xx
xf  ( )

( ) ( ) 








−+

+−+++
=

²1²1

12²12²

2

1

xx

xxxx
xf  

 

( )
( )

( ) ( ) 







−+

+
=

²1²1

1²2

2

1

xx

x
xf  ( )

( ) ( )²1²1

1²

+−

+
=

xx

x
xf  

 

( ) ( ) ( )( )12²12²²1²1 +−++=+− xxxxxx = 1²24 +− xx   ( 1) 

( ) 1²2²1² 4 +−=− xxx                                                      (2) 

Donc d’après (1) et (2),  ( )
( ) ( ) 







−
+

+
=

²1

1

²1

1

2

1

xx
xf  

 

 

c- Déduisons la primitive ( )xF  de f  

( ) c
xx

xF +








−
+

+
−=

1

1

1

1

2

1
 ( )

( )( )
c

xx

xx
xF +









−+

−++
−=

11

11

2

1
 ( ) c

x

x
xF +

−
−=

1²
 

2-a- Déterminons une primitive de g  avec ( )
( )²1²

2

−
=

x

x
xg  
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²

)'(
)(

U

U
xg =


( ) c

U
xG +−=

1

 avec 1² −= xU  

( ) c
x

xG +
−

−=
1²

1
 

2-b- Déterminons une primitive de gf +  

( ) ( )²1²

2

²1²

1²

−
+

−

+
=+

x

x

x

x
gf 

( )²1²

12²

−

++
=+

x

xx
gf 

( )
( )²1²

²1

−

+
=+

x

x
gf  

( )

( )( ) 211

²1

+−

+
=+

xx

x
gf 

( )
( ) ( )²1²1

²1

−+

+
=+

xx

x
gf 

( )²1

1

−
=+

x
gf  

c
x

GF +
−

−=+
1

1
 

2-c- Déduisons une primitive F de f  

( ) ( )
1

1

−
−=+

x
xFxG  ( ) ( )xG

x
xF −

−
−=

1

1

 

( )
1²

1

1

1

−
+

−
−=

xx
xF  ( )

( )
( )( )1²1

1²1

−−

−−−
=

xx

xx
xF  ( )

( )( ) 
( )( )1²1

111

−−

+−−−
=

xx

xxx
xF  

   

( )
( ) ( ) 
( )( )1²1

111

−−

+−−
=

xx

xx
xF       ( ) c

x

x
xF +

−
−=

1²
                                 

                                        

EXERCICE 28 : BARYCENTRE 

Soit G le barycentre des points A, B, C affectés respectivement des coefficients 1, 1, et -1. 

La somme 1+ 1- 1 = 1 est non nulle par suite, 
→→→→

=−+ MGMCMBMA . 

Le barycentre des points A, B, C affecté respectivement des cœfficients 2, -1, et 1 n’existe pas puisse que la 

somme des coefficients est nulle. 

Le vecteur 
→→→

−− MCMBMA2  est un vecteur indépendant de M. puisque B et C ont le même coefficient, on 

fait intervenir I milieu de [BC] d’où 
→

MA2  - )(22
→→→→→→→→

+++−+=− ICMIIBMIIAMIMCMB  

→

MA2  -
→→→

=− IAMCMB 2  

  

G                         B                      

 

 

  

 

                                        I 

 

                    

                    A                                     C 

 

M appartient à E1 si et seulement si 
→→

= IAMG 2  

Le triangle ABC étant rectangle en A, nous avons IA = IB = IC (propriété vue en classe de 5ème)  

De plus : BC² = 4a²+ a² soit BC = a√5 et IA = a√5 /2 

M appartient à E1 si seulement si MG = a 5  



 
48 

E1 est donc le cercle de centre G et de rayon a√5 passant par A 

De plus =−+
→→→

GCGBGA
→

0 d’où 
→→→

−= ACABAG 
→→

= CBAG  

2 ) Soit H le point tel que 
→→→

+= ACABAH 2
2

1
 

a) )(2)(
2

1 →→→→→

+++= HCAHHBAHAH  

→→→→

++−= HCHBHA 430  

H est donc le barycentre des points A, B, C affectés des coefficients respectifs -3, 1, et 4 avec -3 +1 +4 ≠ 0 

b)Soit F l’ensemble des points du plan tels que :- 3MA² + MB² + 4MC² = k 

A appartient à F si et seulement si : AB² + 4AC² = k or AB² = 4a² et AC² = a² donc k appartient à F si et 

seulement si k = 8a². 

Déterminons l’ensemble E2  des points M tel que : - 3MA² + MB² + 4MC² = 8a². 

D’après la question nous savons déjà que A є E2 . 

Soit H le barycentre des points A, B, C affectés des coefficients -3, 1, 4. Nous avons : 

• 3MA² + MB² + 4MC² = -3 HA² + HB² + 4HC² + 2MH² 

• 3 HA² + HB² + 4HC² + 2MH² = 8ª² avec 
→→→

+= ACABAH 2
2

1
 

Or
→→

⊥ ACAB   donc AH² =  
4

1
 AB² + 4AC² = 5a² 

→→→

+= AHBABH  soit 
→

BH = 
→→

+
−

ACAB 2
2

1
 BH² =  

4

1
 AB² + 4AC² = 5a² 

→→→

+= AHCACH soit +=
→→→

ACABCH
2

1
CH² = ²2²²

4

1
aACAB =+  

M appartient à E2 si et seulement si : 

• 15 a² +5a² +8a² + 2MH² = 8a² 

 

M appartient à E2 si et seulement si : MH² = 5a² soit MH = a√5 

E2 est donc le cercle de centre H et de rayon a√5 (il passe par A et B). (Figure illustrative en annexe) 

 

 

EXERCICE29 : BARYCENTRE 

1) Construction du point G. 

G est le barycentre du système des points pondérés {(A ;3), (B ;-1), (C ;2)},  

Donc : 3
→→→→→→→→

=+−=+− 02402 ACABGAGCGBGA (après introduction de A entre les vecteurs GB et 

GC) 

     
→→→

+
−

= ACABAG
2

1

4

1   

 

ainsi on a : 3 MA² - MB² + 2 MC² = - 32  

3 (
→→

+GAMG )² - ( 
→→

+GBMG )² + 2 (
→→

+GCMG )² = -32 

3MG² + 3GA² + 6 
→→

GAMG .  – MG² - GB² - 2 
→→

GBMG .  + 2MG² + 2GC² +  4 
→→

GCMG .  = -32                       
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4 MG² + 2 
→

MG  (3 
→→→

+− GCGBGA 2   ) + 3GA² - GB² + 2GC² = - 32 

4 MG² + 3 GA² - GB² + 2 GC² = - 32 

Cherchons les valeurs de AG², GB² et GC² 

AG² = (
→→

− ABAC
4

1

2

1
)² 

AG² = 
4

1
 AC² + 

16

1
 AB² - 

4

1
 

→→

ABAC .  

AG² = = 
4

1
 AC²  + 

16

1
 AB²     car  (

→→

⊥ ACAB ) 

  AG² =    
16

64

4

16
+    

AG² = 8 

BG² = (
→→

+ AGBA ) ²    BG² = (
→→→

−+ ABACBA
4

1

2

1
)² 

 BG² = ( 
→→

− ABAC
4

5

4

1
) ²  BG² = 

4

1
 AC² + 

16

25
AB²   BG² = 4+ 100                 BG² = 104   

CG² = (
→→

+ AGCA )² CG² = (
→

BA + 
→→

− ABAC
4

1

2

1
)²                  CG² = 8 

Le calcul de AG², BG² et CG² conduit à : 4 MG² + 24 - 104 + 16 = - 32 soit MG² = 8 

L’ensemble E des points M du plan vérifiant : 3 MA² - MB² + 2 MC² = - 32 est donc le cercle de centre G et 

de rayon 2√2  passant par A et C. 

2) soit I le milieu de [BD]  

→→→→→

+=+− MCMBMCMBMA 23
 

→→

= MIMG 24 (Après introduction du point G entre les vecteurs 
→

MA  , 
→

MB  , et 
→

MC ) et 
→→→

=+ 0ICIB  

Nous avons 4 MG² = MI² d’où  








−

→→

MIMG2 







+

→→

MIMG2
 = 0 

Soit k le barycentre du système de points pondérés  {(G ; 2), (I ; -1)} et L celui du système {(G ; 2), (I ; 1) }. 

On a alors 3 0. =
→→

MLMK  

L’ensemble F est donc le cercle de diamètre [KL]. 

Figure illustrative en annexe)
 

 

 

EXERCICE 30: SIMILITUDE 

• a) Nous avons 








 →→

IJOA;
= 








 →→

IOOA;  2  








 →→

IJOA; = 
4

3−
 2  

F est une similitude directe d’angle 
4

3−  

D’autre part, IJ = 
2

OI    et OI  = 
2

d   donc  
22

122
==

d

d

OA

IJ  
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Le rapport de la similitude f  est donc 
22

1
 

b) l’image de la droite (AC), D’, par f est une droite passant par J et donc l’angle avec (AC) est égal à π/4 

[2π]. La droite image de (AC) par f est donc la parallèle à (OA) passant par J. comme une similitude directe 

conserve l’orthogonalité, donc la droite image de (OA) doit être orthogonale à D’ et passer par I = f(0). Le 

point image de C par f est donc le point d’intersection de ces deux droites d’où (OB) et (AC) sont 

orthogonales. 

L’image de (OB) est donc la droite perpendiculaire à D’ passant par J. L’image de (OC) par f est la droite 

(IC’). Or (OC) et (AB) sont parallèles. Donc l’image de la droite (AB) est parallèle à la droite (IC’). 

B’ est le point d’intersection des deux droites images. 

c) Soit Ω le centre de la similitude. Puisque f (o) = I, on a (
→→

 IO; ) = 
4

3−
[2π]. D’autre part (

→→

CICO; ) 

=  


2
4

 .Donc nous avons (
→→

CICO; ) =(
→→

 IO; )[π] , les points I, C et O n’étant pas alignés, les points Ω, 

I, C, et O sont cocycliques. 

De même (
→→

 JA; )= 
4

3−
[2π] et  (

→→

OJOA; ) =  


2
4

. Donc (
→→

 JA; )=  (
→→

OJOA; )    .  Les points 

O, A, et J n’étant pas alignés donc Ω, O, A et J sont cocycliques. 

Déduisons une construction de Ω 

Ω appartient donc aux cercles circonscrits aux triangles OAJ et OCI. Ω est le point d’intersection de ces 

deux cercles distincts du point O. 

d)le triangle OIC est rectangle isocèle en I, donc [OC] est un diamètre du cercle circonscrit au triangle OCI. 

Ω appartient à ce cercle, donc la droite (ΩO) est orthogonale à la droite (ΩC). 

• Déterminons la forme complexe de f 

   

Le point I a pour affixe )1(
2

i
d

+  et le point J : )1(
4

i
d

+          

L’expression complexe d’une similitude directe du plan est de la forme bazz +=' avec (a   IR ou àC ) et 

|a| ≠ 1 et b   C. 

On sait que f (O) = I et f(A) = J donc on a : 










+=+

+=+

badi
d

baxi
d

)1(
4

0)1(
2                   










+−+=

+=

)1(
2

1

44

1

)1(
2

i
i

a

i
d

b
 

 

C’est-à-dire a =
4

1
  (1 + i)  et b = 

2

d
 (1 + i)  

Soit )1(
2

)1(
4

1
' i

d
ziz +++−=  

ou encore, comme a  peut s’écrire sous la forme 4

3

22

1
i

ea

−

= ,  on a l’expression complexe de f qui est 

donc       ='z  )1(
222

1
4

3

i
d

ze

i

++

− 

 

EXERCICE 31: EQUATION DIFFERENTIELLE 
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• Résolution de l’équation différentielle 0
2

5
'3'' =+− yyy       (1)                                                                                                                                                                             

Comme c’est une équation différentielle de second degré à  cœfficients constants, sans second membre, on 

a comme équation caractéristique : 

r² - 3 r + 
2

5  = 0 

Calculons le discriminant Δ 

Δ = 9 – 10 = - 1 

Δ est négatif et – 1 = i² donc √Δ = - i ou √Δ = i 

Donc 










==

−
=

+
=

2

1
....

2

3

2

3
...

2

3
21

 et

i
ret

i
r

 avec  la partie réelle et   la partie imaginaire de r1. 

 

Pour tout IRx , les solutions de (1) sont les fonctions f  telles que  

f (x) = ( )
2

1
sin

2

1
cos xx  + 2

3x

e  où    et μ sont deux constantes. 

 

2- Résolution de l’équation différentielle 
xeyyy 3

2

5
'3'' =+−  

a) Montrons que →x  
xe3

5

2
  est une solution de (E). 

Nous avons h(x) = 
5

2
 ℮3x  pour tout x de R, donc h’(x) =

5

6
℮3x  et  

xexh 3

5

18
)('' =  , 

ainsi )
5

2
*

2

5

5

18

5

18
()(

2

5
)('3)('' 3 +−=+− xexhxhxh .Par conséquent xexhxhxh 3)(

2

5
)('3)('' =+− , 

donc h est une solution de ( )E  

b) Solution de (E). 

On admet que f est la solution de (E) si et seulement si hf − est solution de (1). Or nous avons déterminé 

les solutions de (1) ; ce sont les fonctions x  → (
x

x

eexx 32

3

5

2
)

2

1
sin

2

1
cos ++   

Les fonctions de (E) sont les fonctions f telles que )()
2

sin
2

cos()( 2

3

xhe
xx

xf

x

++=   où   et 

 sont des constantes. Les solutions de (E) sont donc les fonctions f telles que pour tout IRx  

exxxf )
2

1
sin

2

1
cos()(  += 2

3x

+
x

e
3

5

2
 

3- Déterminons la solution f de (E) dont la courbe passe par A (0 ; 
5

2 ) et dont la tangente en a ( C ) a pour 

coefficient directeur 2 

• Condition 
5

2
)0( =f    et 2)0(' =f  

 

Ici nous allons déterminer les valeurs de λ et μ. 

x

xx

ee
xx

e
xx

xf 32

3

2

3

5

6
)

2
sin

2
cos(

2

3
)

2
cos

22
sin

2
()(' ++++−= 

  
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Cherchons 'f (0), nous avons alors 








=

=

=

1

1cos

sin

0e

o

oo

Alors 


2

3

2
)0(' +=f  et 

5

2
)0( += f  

Reprenons les conditions cherchées : pour que f réponde à la question, il faut et il suffit de résoudre le 

système 

(1)                                       

                   









=

=

2)0('

5

2
)0(

f

f
              










=++

=+

2
5

6

2

3

2

5

2

5

2





(2) 

 

(1)  0=  et 
5

4

2
=


d’après (2) donc la résolution conduit à   









=

=

5

8

0





        

                                                                                                                             

En conclusion, on a : la fonction est définie, pour tout x de IR  par :
x

x

ee
x

xf 32

3

5

2
)

2
sin

5

8
()( +=  

EXERCICE 32 

Soit    −
=

−2

1

0
1

dx
x

e
I

x

 

1 ) -
)²1(

)1()1(
)('

x

exe
xf

xx

−

−−−−
=

−−

  pour 










2

1
;0x  

 

)²1(
)('

x

exee
xf

xxx

−

++−
=

−−−

 

)²1(
)('

x

xe
xf

x

−
=

−

 et 0)(' xf  pour tout 










2

1
;0x , par suite, f est croissante sur l’intervalle [0 ; ½] 

 

 

 

 

Tableau de variation de f
 

x      0                                                                                 

 

Signe de )(' xf  + 

 

 

 

       
)(xf  

                                                                                 

e

2

   

 

 

1

 

                                  

 

 

2

1

e

e
f

2

2

1
)

2

1
(

2

1

==

−
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1
1

)0(
0

==
e

f      et  

Par suite : 
e

xf
2

)(1   pour tout 










2

1
;0x

 

)1(

²)1)(1(

1

²
1

x

xxx

x

x
x

−

+−+
=

−
++  

                      =
x−1

1
   

b- À l’aide du calcul précédent, nous avons pour tout 









2

1
;0x , )

1

1
()(

x
exf x

−
= −

 

)
1

²
1()(

x

x
xexf x

−
++= − 

x

ex
xexf

x
x

−
++=

−
−

1

²
)1()(  

 

 ++= −
2

1

0

2

1

0

)(²)1( dxxfxdxexI x
 

c) Calcul de J 

Utilisons une intégration par parties en posant :  

xx exvexv

xuxxu

−− −==

=+=

)()('

1)('1)(
 

 

  2

1

2

1

2

1

2

1

0
2

1

2

1

0

2

1

0

2

5
211

2

3
1)

2

3
(

)1(1

−−−

−

−

−−

−=+++−=−+−=

−−+−= 

eJeeJeeJ

dxeexJ

x
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d) D’après  1 : 

e
xf

2
)(1   Pour 










2

1
;0x   

²
2

)(²² x
e

xfxx    Car 0² x  

D’où   
2

1

0

2

1

0

2

1

0

²
2

)(²² dxx
e

dxxfxdxx  

2

1

0

2

1

0

32

1

0

3

3

2
)(²

3  















 x

e
dxxfx

x  

e
dxxfx

12

1
)(²

24

1 2

1

0

 
 

e) Nous avons  

 
 

 

− 

− + = 

+ = 

2 
1 

0 

2 
1 

2 
1 

0 

2 

5 
2 ) ( ² 

) ( ² 

e dx x f x I 

J dx x f x I 



 
54 
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EXERCICE 33 

 
1- S est la similitude directe du plan telle que S(A) = M et S(B) = D. 

 

Les triangles ABM et MCD sont isocèles rectangles respectivement en B et C (puisque AB = BM et MC = 

CD). Or on a aussi AB = CD et BM = MC donc  

MD = 2 . AB 

                                                                                   

 

           

 

                                                    

 

 

  

                

                                                                                    

 

S est une similitude directe de rapport √2. 

De plus, nous avons 
→→

MDAB.( ) = 
→→

BMAB;( ) + (
→→

MDBM;  )  2   

             

                   
→→

MDAB.( ) =
42


+   2  

                                   
4

3
);(


=

→→

MDAB   2          

S est une similitude directe d’angle 3π/4. 

2 a)  Les points A, M et I ne sont pas alignés et nous avons : 

 

4

3
);(


=

→→

OMOA   2  (puisque M est l’image de A par S) 

4
);(


−=

→→

IMIA   2  car IBM est un triangle rectangle isocèle en B. par conséquent on a : 

 );();(
→→→→

= IMIAOMOA   

M 

 

I 

 A 

 

D 

 

C 

 

O 

 

B 
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Les points A, O, I et M sont donc cocycliques. 

Déduisons que BM = BO = BA 

Le triangle AMI est rectangle en M car (AM)⊥ (DM). Le cercle circonscrit à ce triangle est donc le cercle de 

diamètre [AI]. 

Le point B est le milieu du segment [AI], donc A, O, M et I appartiennent au cercle de centre B et de rayon 

AB. 

Ainsi, on a : BM = BO = BA. 

b) on sait que DM = 2 . AB 

On a S (B) = D, donc OD = 2 . OB. Comme BO = BA, donc OD = 2 . AB et de ce fait on a DM = DO. 

c) DM = DO par conséquent D appartient à la médiatrice [OM]. O est le symétrique de M par rapport à la 

droite (BD). 

3a) Déterminons l’expression complexe de S et l’affixe de O. 

Les points A, B et D ont pour affixes respectives 0, 1 et 2i. 

Le point M admet pour affixe 1 + i. 

Toute similitude directe du plan peut s’écrire sous la forme z’ = az + b (a et b étant deux éléments de   

avec a ≠ 0). 

On sait que S(A) = M et S(B) = D, donc : 





+=

+=+

baxi

baxi

12

01
                  





+−=

+=

ib

ia

1

1
 

A tout point M d’affixe z, la similitude S fait correspondre le point M’ d’affixe z’ tel que z’ = (-1 + i)z +1 + i. 

O d’affixe z est invariant par S, il vérifie l’équation  z’ = (-1 + i)z +1 + i. 

Dans ce cas, on a (2 – i)z = 1 + i  
i

i
z

−

+
=

2

1
       

5

31 i
z

+
=  

L’affixe de O est donc 
5

31 i+
 

 

b- Calcul des distances BM et BO 

BM = | 1 + i – 1 | = | i |   BM = 1. 

BO =
5

34
1

5

31 ii +−
=−

+   

BO = 
25

916 +
   BO = 1.  Donc BM = BO 

Vérifions que (OM) ⊥  (BD) 

5

31
1

12

i
i

i

zz
zz

OM

BD

+
−+

−
=

−

−
     iIR

i

zz
zz

OM

BD =
−

−

2

5  ; les vecteurs
→

OM  et  
→

BD sont donc orthogonaux, 

ce qui prouve que (OM) ⊥  (BD). 

Sachant que (OM)⊥   (BD) et que BM = BO, O est donc bien le symétrique de M par rapport à la droite 

(BD). 

Figure (voir feuille millimétrée) 

EXERCICE 34 : ROTATION 

1) Nous avons r2 ο r1 (A) = r2 (r1 (A)). 

r2 ο r1 (A) = r2 (A). Donc A’ = r2 (A). 

AB = BA’, et les droites (IB) et (IA) sont orthogonales. Par conséquent, (IB) est médiatrice du segment [AA’] 

(le triangle ABA’ est isocèle en B). I est le milieu du segment [AA’]. 
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Nous avons  2)';();()';(
→→→→→→

+= BBBCBCBABBBA       


2
3

2

3
)';( −−=

→→

BBBA                                      

  2)';( =
→→

BBBA .      Les points A, B et B’ sont donc alignés. 

L’image du triangle équilatéral ABC par la rotation r2 est le triangle A’B’B. Par  conséquent, on a B’B = B’A’ = 

BA donc B est le milieu du segment [AB’]. 

 

2) r1
-1  est une rotation d’angle (- π/3) ; r2 ο r1

-1 est donc une rotation d’angle  

• π/3 – 2π/3 c’est-à-dire un demi tour. 

Nous avons r2 ο r1 ( C ) = r2 (B) = B, or I est milieu du segment [BC], donc I est centre du demi tour r2 ο r1
-1.  

De plus r2 ο r1
-1

 (M1) = r2 (M) = M2,  I est donc milieu du segment [M1M2].  

r2 ο r1 est la composée de deux rotations d’angles π/3 et -2π/3 et r2 ο r1 est une rotation d’angle -π/3. 

Le centre O de cette rotation est tel que OA =OA’ et OB = OB’. 

Par conséquent, O est le point d’intersection des médiatrices de [AA’]. 

JB = BC = BA’ donc JBA’ est isocèle en B. Et A’B = A’B’ donc A’ appartient à la médiatrice de  'BB  

La médiatrice de [BB’] est donc la droite (JA’). 

Le centre de r2 ο r1 est le point J 

 

 

                                                            C                                                       A’ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

EXERCICE 35 : SIMILITUDE –ROTATION 

1) Figure (voir annexe) 

ABCD est un carré direct de centre O. 

2) Soit r la rotation de centre A et d’angle π/2. 

a) L’image de la droite (BC) par r 

L’image de B par r est D (car AB = AD et mes );(
→→

ADAB  = π/2 [2π]). 

La droite image de (BC) est donc une droite orthogonale à (BC) passant par D c’est-à-dire (CD). 

b) Déterminons les images par r de R et P 

De plus (AR) ⊥  (AQ). Donc l’image de (AR) par r est la droite (AQ). 

R  Є  (BC) donc r ( R ) Є (CD). 

(AQ) ∩ (CD) = {Q}, donc r ( R ) = Q. 

J 

 

B’ 

 
B 

 

A 

 



 
57 

De même, (AP)⊥  (AS) et r (P) Є (CD) donc r (P) = S. 

c) Nature des triangles RAQ et PAS 

Comme AR = AQ et (AR)⊥  (AQ), le triangle RAQ est rectangle isocèle en A. De la même façon, on montre 

que APS est rectangle et isocèle en A. 

3a) Précisons les images de R et P par r 

Soit N le milieu du segment [PS] et M celui du segment [QR]. On considère la similitude directe S de centre 

A, d’angle π/4 et de rapport 
2

1
. 

(AM) est la médiatrice et la bissectrice dans le triangle isocèle rectangle AQR, donc : 

 


2
4

);( =
→→

AMAR   et  
2

1

4
cos ==



AR

AM
            Donc S ( R ) = M.  

De même, en considérant le triangle isocèle rectangle APS on montre que S(P) = N. 

b) L’image de b par la rotation de centre A et d’angle π/4 est le point B’ de [AC) tel que AB’ = AB.  

L’image de B’ par l’homothétie de centre A et de rapport 1/√2 est le point B″ de [AC)  

tel que : 
2

1

'

''
=

AB

AB
           Donc S(B) = O. 

Nous avons également :  


2
4

);( =
→→

ODBC   et 
2

1
=

BC

OD
  . 

L’image du segment [BC] privé du point B est donc le segment [OD] privé du point O. 

S (B) = O et S ( R ) = M, donc  


2
4

);( =
→→

OMBR   et   M Є (OB). 

Par conséquent, les points M, B, N et D sont alignés. 

 

EXERCICE 36 : ARITHMETIQUE 

• Equation a² + 9 = 2n  , (a Є IN, n Є IN et n ≥ 4) 

1-a)    a est impair 

Soit a Є IN, pair, vérifiant a² + 9 = 2n. On a alors 9 = 2n – a². 

Puisque n ≥ 1, 2n est pair. Puisque a est pair, a² est pair. 

La somme (ou la différence) de deux entiers pair étant un entier pair, (2n - a²) est pair donc 9 est pair. Ceci 

est absurde, donc la proposition est fausse : il n’existe aucun entier a pair tel que a² + 9 = 2n. Si a existe, a 

est impair. 

b)  Résolution de l’équation 

On suppose qu’il existe un entier a impair tel que a² + 9 = 2n   n ≥ 4. 2n = 2² × 2n - 2. 

2n-2 est un entier puisque n ≥ 4 donc n – 2 ≥ 0. 

2n est divisible par 4 et 2n ≡ 0 (modulo 4) 

Puisque a² + 9 = 2n, a² + 9 ≡ 0 (modulo 4) 

D’autre part 9 = 4 × 2 + 1 donc 9 ≡ 1 (modulo 4)  

a est impair, il existe un entier naturel k tel que a = 2k + 1. En conséquence : 

a² = (2k + 1)² = 4k² + 4k + 1 = 4(k² + k) + 1. 

a² ≡ 1 (modulo 4) et 9 ≡ 1 (modulo 4) donc a² + 9 ≡ 2 (modulo 4). 

(a² + 9) est congru à 0 et à 2, modulo 4, ce qui est absurde. Il n’existe donc aucun entier impair a tel que a² 

+ 9 = 2n. 

Puisqu’il n’existe pas de pair non plus, il n’existe aucun entier a vérifiant a² + 9 = 2n et l’équation proposée 

n’a aucune solution. 

• Equation a² + 9 = 3n, (a Є IN, n Є IN et n ≥ 3) 

2-a)   si n ≥ 3, 3n est congru à 1 ou à 3 modulo 4. 

Si n est pair, il existe p Є IN tel que n = 2p. 

3n = 32p  = 9p. Puisque 9 ≡ 1 (modulo 4) , il existe p Є IN tel que n = 2p + 1. 

3n = 32p + 1  = 9p × 3. 

9p ≡ 1 (modulo 4) donc 3n = 3 (modulo 4). 
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Si n ≥ 3, 3n ≡ 1 (modulo 4) ou 3n ≡ 3 (modulo 4) 

b) Toute solution a est pair. 

Dans la question 1b), on a montré que : 

Si a est impair a² + 9 ≡ 2 (modulo 4). 

D’après le résultat précèdent, s’il existe a Є IN tel que a² + 9 = 3n, alors (a² + 9) est congru à 1 ou à 3 

modulo 4, ce qui est impossible lorsque a est impair. Si a existe, a est pair. 

Si l’égalité a² + 9 = 3n est vérifiée, n est pair. 

Puisque a est pair, il existe un entier naturel k tel que a = 2k. En conséquence,  

a² = 4k². a² est divisible par 4 et a² ≡ 0 (modulo 4). 

Alors a² + 9 ≡ 9 ≡ 1 (modulo 4). L’égalité a² + 9 = 3n  n’est vérifiée que si 3n ≡ 1 (modulo 4). Or 3n  est 

congru à 1 modulo 4 si et seulement si n est pair. 

Si a existe, nécessairement n est pair. 

• l’équation n’a pas de solution 

 

n est pair et n ≥ 3, il existe un entier naturel p tel que n = 2p et p ≥ 2.  

On a 3n = 32p = (3p)² donc a² + 9 = 3n    (3p)² - a² = 9 et (3p – a) (3p + a) = 9. 

9 et (3p + a) sont diviseurs de l’entier 9.  

De plus 3p – a ≤ 3p + a (car a ≥ 0). 

Les diviseurs entiers naturels de 9 sont 1, 3, et 9. 

(3p – a) (3p + a) = 9      






=+

=−

93

13

a

a

p

p

                 ou            






=+

=−

33

33

a

a

p

p

  







=+

=−

93

13

a

a

p

p

              





=++

+=

91

13

aa

ap

                     









=
−

=

=

4
2

19

53

a

p

 

Ici, il n’existe aucune puissance de 3 égale à 5.  







=+

=−

33

33

a

a

p

p

                    




=++

+=

33

33

aa

ap

                    




=

=

0

33

a

p

                     

3p = 3     p = 1, mais on cherche p ≥ 2, donc on ne trouve aucune solution. 

Conclusion : lorsque n est un entier supérieur ou égal à 3, l’équation a² + 9 = 3n, d’inconnue a, n’a pas de 

solution. 

• Equation a² + 9 = 5n, (a Є IN, n Є IN, n ≥ 2) 

3-) Si n est impair, l’équation n’a pas de solution. 

Si n est impair, il existe un entier p tel que n = 2p + 1. 

5n = 52p + 1 = (5²)p × 5. 

5 = 1 × 3 + 2 donc 5 ≡ 2 (modulo 3) et 5² ≡ 4 ≡ 1 (modulo 3). 

5
n

=1
p

x 22 (modulo 3). Si a existe, a²+9 2 (modulo 3) 

Or 9, divisible par 3, est congru à 0 modulo 3. 

Le reste de la division de a par 3 est 0, 1 ou 2 donc a est congru à 0, 1 ou 2 modulo 3. 

a² est donc congru à 0, 1 ou 4 modulo 3 et 4 est congru à 1 modulo 3. Puisque 9 est congru à 0 modulo 3, 

(a² + 9) est congru à 0 ou 1 modulo 3 et ne peut pas être égal à 5n qui’ lui est congru à 2 modulo 3. 

Si n est impair, l’équation n’a pas de solution  

b) Résolution de l’équation. 

Comme à la question 2-c), en supposant n pair, on pose n = 2p. Puisque n ≥ 2, p ≥ 1, il suffit de remplacer, 

dans le raisonnement suivi 3p par 5p car a² + 9 = 5n  équivaut à  

(5p)² - a² = 9 et à (5p – a) (5p + a) = 9. 

(5p – a) et (5p + a) sont 2 diviseurs entiers naturels de 9 vérifiant  

1 ≤ 5p – a ≤ 5p + a ≤ 9 et il y a donc 2 possibilités. 
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





=+

=−
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a

a

p

p

                    




=++

+=

91
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aa

ap

                    




=

=
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



=

=

4

1

a

p
 

  

Ou 






=+

=−
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35

a

a

p

p

                    




=

=
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a

p

     sans solution. 

Conclusion : lorsque n ≥ 2, l’équation a² + 9 = 5n d’inconnue a, a une seule solution :  a = 4. 

EXERCICE 37 : ARITHMETIQUE 

1) Divisibilité par 3 

L’entier p est un nombre premier supérieur ou égal à 7, c’est donc un nombre impair, il n’est pas divisible 

par 3, donc le reste de p dans la division par 3 est 1 ou 2 ou encore 1 ou -1. 

Si p ≡ 1 modulo 3, ou p ≡ -1 modulo 3 que peut-on dire de p4 – 1 ? 

Si p ≡ 1 modulo 3 alors p4 ≡ (1)4  modulo 3 et donc p4 – 1 ≡ 0 modulo 3, le nombre 

n = p4 – 1est divisible par 3. 

Si p ≡ - 1 modulo 3 alors p4 ≡ (- 1)4  modulo 3 et donc p4 – 1 ≡ 0 modulo 3, le nombre 

n = p4 – 1est divisible par 3. 

En conclusion dans les deux cas, n = p4 – 1est divisible par 3. 

Remarque  

Une autre démonstration possible si p ≡ - 1 modulo 3 alors il existe un entier k tel que p = 3k – 1. On a 

alors en utilisant le binôme de Newton : 

p4 – 1 = (3k – 1)4 = 81k4 – 4 × 27k3 + 6 × 9k² - 4 × 3k + 1 – 1 . 

p4 – 1 = 3 (27k4 – 36k3 + 18k² - 4k). 

Le nombre n est divisible par 3. 

NB : on fera de même dans le cas de p ≡ 1 (modulo 3) 

2) Divisibilité de n par 16            

L’entier p étant impair supérieur ou égal à 7, il existe un entier k ≥ 3 tel que p = 2k + 1 on a alors : 

p² - 1= (2k + 1)² - 1 = 4k² + 4k + 1 – 1 = 4k (k + 1).  

De même p² + 1= (2k + 1)² + 1 = 4k² + 4k + 2 = 2 (2k² + 2k + 1) d’où 

n = p4 – 1 = 2 (2k² + 2k + 1) 4k (k + 1) = 8k (k + 1) (2k² + 2k + 1) 

Le nombre n est divisible par 8, mais le produit k (k + 1) est le produit de deux entiers consécutifs, c’est 

donc un nombre pair, il existe donc un entier k tel que k(k + 1) = 2k d’où n = 16k (2k² + 2k + 1). Le nombre 

n est divisible par 16. 

3) Reste de p modulo 5 

Le nombre p n’est pas divisible par 5 car p est un nombre premier donc les restes possibles sont 1, 2, 3, et 

4. 

Si p ≡ 1 modulo 5 alors p4 ≡ 14 modulo 5. C’est-à-dire p4 – 1 ≡ 0 modulo 5 donc le nombre n est divisible 

par 5. 

Si p ≡ 2 modulo 5 alors p4 ≡ 24 modulo 5. C’est-à-dire p4 ≡ 16 modulo 5 ou encore  

p4 -1≡ 15 modulo 5 mais 15 ≡ 0 modulo 5 donc le nombre n est divisible par 5. 

Si p ≡ 4 modulo 5 alors p4 ≡ 44 modulo 5. C’est-à-dire p4 ≡ 256 modulo 5 ou encore  

p4 -1 ≡ 255 modulo 5 mais 225 ≡ 0 modulo 5 donc le nombre n est divisible par 5. 

 

4a) Si a divise c, il existe un entier d tel que c = ad. Si b divise c il existe un entier d’ tel que c = bd’. On a 

donc ad = bd’, l’entier a divise donc le produit bd’, mais a est premier avec b d’après le théorème de Gauss 

a divise d’, il existe donc un entier d’1 tel que d’ = ad’1. On a donc c = bad’1 l’entier ba divise c. 

4b) Montre que 240 divise n 

Dans les questions 1, 2 et 3 on a montré que 3, 5 et 16 divisent n ; en utilisant la question précédente on a 

3 divise n, 5 divise n, et 3 et 5 premiers entre eux. Donc 15 divise n. De même 15 divise n et 16 divise n et 

15 et 16 premiers entre eux donc  
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15 × 16 = 240 divise n. 

5) En utilisant le résultat précédent si les nombres P1………P15 existent alors 

n1 = P1
4 – 1, n2 = P2

4 – 1, ……… n15 = P15
4 – 1, sont tous divisibles par 240 donc le nombre (P1

4 – 1) + …….+ 

(P15
4 – 1) est divisible par 240 donc le nombre A – 15 est divisible par 240 donc il existe un entier B tel que 

A – 15 = 240B. 

Soit A = 240 B + 15 = 15(16 B + 1) ; le nombre A est divisible par 15, il n’est pas premier. 

EXERCICE 38 

PARTIE A 

Notons E1 l’ensemble des 7 jetons de l’urne U1. L’expérience consiste à tirer simultanément et au hasard 

trois jetons de l’urne. On suppose donc l’équiprobabilité des tirages et la probabilité d’un évènement est : 

)(

)(
)(

1Ucard

Acard
AP =  

Trouvons Card (U 1 ) 

Puisqu’il n’y a pas d’ordre et pas de répétition possible d’un jeton lors du tirage, un tirage peut être 

considéré comme une combinaison de trois jetons de E1. Donc Card (U 1 ) = 3
3

7
=c 5 

1- a) La probabilité d’obtenir une somme égale à 400 est : 

Une somme égale à 400 ne peut être obtenue qu’en tirant 2 jetons marqués 100 parmi 4 de U1 et 1 jeton 

marqué 200 pris parmi les 3 de U1.  

Soit A cet évènement « la somme est 400 ». 

Card (A) = 36
1

3

2

4
xxcc =   donc 

35

36
)(

x
AP =                

35

18
)( =AP  

 

1- b) La loi de probabilité de X est : 

En tirant 3 jetons dans U1, on peut : 

• Tirer 3 jetons marqués 100, alors la somme X est 300 

• Tirer 2 jetons marqués 100 et 1 jeton marqué 200, alors X = 400 

• Tirer 1 jeton marqué 100 et 2 jetons marqués 200, alors X = 500 

• Tirer 3 jetons marqués 200, alors X = 600 

X = {300 ; 400 ; 500 ; 600} 

On connaît la probabilité de l’évènement « X = 400 », calculée dans la question précédente, on a de 

même : 

  
35

4

35
)300(

3

4 ===
c

XP  

  
35

34

35
)500(

2

3

1

4 xx
XP

cc
===             

35

12
)500( ==XP  

35

1

35
)600(

3

3 ===
c

XP  

X i        300         400         500          600  Total 

P(X=X i ) 

35

4  
35

18  
35

12  
35

1    

          1          

 

2) Espérance mathématique 

E(X) = 300 × 4/35 + 400 × 18/35 + 500 × 12/35 + 600 × 1/35 



 
61 

7

3000

35

15000
)( ==XE          E(X)428 

PARTIE B 

Notons E2 l’ensemble des 5 jetons de l’urne U2. L’expérience consiste à tirer 1 jeton de U1, puis un jeton de 

U2. On suppose là encore l’équiprobabilité des tirages. 

Un tirage peur être décrit par un couple (x ; y) de E1 × E2 : x est le jeton tiré de U1 et y est le jeton tiré de U2. 

Card (E1 × E2) = Card (E1) × Card (E2) = 7 × 5 = 35. Donc il y a 35 tirages possibles 

1) Probabilité de B « les 2 jetons portent le même nombre » 

B est le réunion de deux évènements incompatibles : B1 « les 2 jetons portent le nombre 100 », B2 : « les 2 

jetons portent le nombre 200 ». 

Un tirage favorable à B1 est un couple (x ; y) dans lequel x est un des 4 jetons marqué 100 de U1 et y est un 

des 3 jetons marqué 200 de U2. il y a 4 × 3 tirages possibles de B1 . 

Et 
57

34
)( 1

x

x
BP =  . De même, puisqu’il y a 3 jetons marqués 200 dans U1 et 2  jetons marqués 200 dans U2,    

57

23
)( 2

x

x
BP =  

P(B) = P(B 1 ) + P(B 2 ) =
35

18

35

6

35

12
=+                

35

18
)( =BP  

2- Probabilité de C : «obtenir une somme égale à 300 » 

En tirant un jeton dans U1, puis un jeton dans U2, une somme égale à 300 ne peut être obtenue qu’en tirant 

1 jeton marqué 100 et un jeton marqué 200 c’est- à- dire 2 jetons portant des nombres différents. 

C est l’évènement contraire de B et P© = P( B ) = 1- P(B) = 1-
35

18
            

35

17
)( =CP  

3- Probabilité d’avoir extrait de U1 un jeton 100 sachant qu’on a obtenu une somme égale à 300. 

Soit D l’évènement : « le jeton extrait de U1 est marqué 100 ». On cherche la probabilité de l’évènement D 

sachant que C est réalisé. 

)(

)(
)(

CP

CDP
DPC


=  ; D∩C est l’évènement « le jeton extrait de U1 est marqué 100 et la somme est 300 ». 

C’est-à-dire le jeton de U1 est marqué 100 et celui extrait de U2 est marqué 200. Il y a 4 × 2 couples (x ; y) 

tels que x = 100 et y = 200.  

35

8

35

24
)( ==

x
CDP    et     

17

8

35

17
35

8

)( ==DPC               
17

8
)( =DPC  

EXERCICE 39: BARYCENTRE 

1- a) ABC est un triangle rectangle en A. Car   

ii

i

zz
zz

AB

AC

311

314

−++

−+−
=

−

−          
i

i

zz
zz

AB

AC

22

33

−

−−
=

−

−      
iIRi

zz
zz

AB

AC 
−

=
−

−

2

3   (AC)⊥ (AB) 

b)  
534

534

++

++
=

zzz
z

CBA

G
 

            
12

1521 i
zG

+−
=         izG 4

5

4

7
+

−
=  

         c) zzz GAGA
−=→  

               iizGA 4

5

4

7
31 −++−=→         izGA 4

7

4

3
+=→  
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De même, izGB 4

1

4

11
−=→   et   izGC 4

5

4

9
−−=→  

d)  
→→→→→→

−−=++ MCMBMAMCMBMA 224534  

            →→→→→→→→→→→

−−−−=+++++ ACMAABMAMAGCMGGBMGGAMG 22224553344
 

               
→→→

−−= ACABMG 2212   car  4 053 =++
→→

GCGBGA  

       
→→→

+= ACABMG 212           
→→→→→

++= ICAIIBAIMG 212          
→→

= AIMG 412 car 
→→→

=+ 0ICIB  

12MG=4AI     MG = 
3

1
AI   Donc l’ensemble ( C ) des points M du plan est le cercle ( C ) de centre G et 

de rayon 
3

1
AI 

2- a)  h (C ) = 
→→→→→→

++ CACCCCCBCBCA .3.2.         h (C ) = 
→→

CBCA .     or  A est le projeté de B sur (AC) 

Donc h (C ) =CA²    h ( C ) = 18 

 h(G) = 
→→→→→→

++ GAGCGCGBGBGA .3.2.    Or )
4

1
(

4

7

3

11

4

3
. −+=

→→

xxGBGA     
8

13
. =

→→

GBGA  

 )
4

5
(

4

1

3

9

4

11
. −−

−
=

→→

xxGCGB        
8

47
. −=

→→

GCGB  

 
4

7

4

5

4

3

4

9
. xxGAGC −

−
=

→→

     
8

31
. −=

→→

GAGC  

Donc  
8

31
3

8

47
2

8

13
)( xxGh −−=         

4

87
)( −=Gh  

b)  h (M) = )).((3)).((2).()(
→→→→→→→→→→→→

++++++++ GAMGGCMGGCMGGAMGGBMGGAMG  

En développant chacun de ces termes, on a :  

 h(M) = 

→
→→→→→→→→→

++++++ GAGCGCGBGBGAGCGBGAMGMG .3.2.)534.(²6     or 4 053 =++
→→

GCGBGA  

et   h(G) = 
→→→→→→

++ GAGCGCGBGBGA .3.2.     donc  h(M) = 6 MG² + h ( G) 

        c)  h (M ) = 18   6 MG² + h ( G) = 18      6 MG² =18 – h (G )       MG² =
6

)(18 Gh−
   MG 

=
8

53
 

Or h ( C ) = 18  C( ). Donc MG² = GC²  MG = GC =
8

53   D’ où l’ensemble ( ) des points M du 

plan est le cercle (C ) de centre G et de rayon  GC . 
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PARTIE 

 

PROBLEMES 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

PROBLEME 1 
 

f  : IRIR →  

x

x
x

2

1² +
→  et ( )Cf  sa courbe de variation (o,i,j). 
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1- Etudier les variations de f
.
 

2- Montrer  que la droite d’équation ( ) xy
2

1
: =  et l’axe des ordonnées sont asymptotes à ( )Cf  et 

tracer- les. 

3- Monter que la restriction g  de f à  1;0  est une bijection de  1;0  sur un intervalle K à préciser. 

4- Déterminer la bijection réciproque 
1−g  de g . 

5- Dresser le tableau de variation de 
1−g . 

6- Tracer la courbe ( )  de 
1−g dans le même repère. 

 

PROBLEME 2 

Soit la fonction numérique définie sur  1−R  par ( )
1

1
1

−
++=

x
xxf  

1- On suppose que : 1−x , écrire l’expression correspondante de ( )xf .
 

2- Montrer que lorsque 1−→x , 
( ) ( )

1

1

+

−−

x

fxf
 tend vers une limite que l’on indiquera. 

3- On suppose que : 1−x ,  écrire l’expression correspondante de ( )xf . Chercher la limite quand 

1−→x  de 
( ) ( )

1

1

+

−−

x

fxf
 

4- La fonction est-elle dérivable au point 1−=x  ?      

5- Exprimer ( )xf '  en tout point de x  où f  est dérivable. Etudier les variations de f . 

6- Soit ( )Cf  la courbe représentative de f dans un repère orthonormé (unité de longueur=2cm) 

Montrer que ( )Cf  admet trois droites asymptotiques. 

7- Tracer la courbe ( )Cf  (on soignera le tracé au voisinage du point A  de ( )Cf  d’abscisse -1). 

8- Calculer ( )
−

−
=

1

2
1 dxxfS   et ( )−=

0

1
2 dxxfS  

 

 

PROBLEME 3 

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x , définie par ( )
1

²

−

+
=

x

xx
xf  

1- Déterminer le domaine de définition de f . En envisageant plusieurs cas, écrire ( )xf  sans utiliser les 

symboles de valeur absolue. 

Montrer que dans chaque cas, il existe trois constantes ba, et c  telle que ( )
1−

++=
x

c
baxxf  

2-Démontrer que f  est continue sur Df et dérivable sur ce domaine privé de 0. 

3- Etudier les dérivées à gauche et à droite de 0. 

4- Etudier le sens de variation de f  et tracer sa courbe dans un repère orthonormé. En déduire la position 

relative de cette courbe ( )Cf  et ses asymptotes. 

 

 

 

PROBLEME 4 

Partie A 
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Soit f la fonction numérique de la variation réelle définie par :





=

=

0)0(

ln)(

f

xxxf
      si  0x    

1- f  est-elle continue sur son domaine de définition ? 

2- f  est elle dérivable sur Df  ? 

3- Etudier la fonction f  ; construire sa courbe représentative ( )C  dans un repère orthonormé unité : 3cm 

 

On précisera les équations de tangente aux points d’intersection de ( )C  et de l’axe des abscisses ainsi que 

la position de la courbe par rapport à ces tangentes. 

Partie B 

Soit g  la fonction numérique de la variable réelle définie par:





=

−=

0)0(

ln)(

g

xxxg
      si  0x    

Etudier la fonction g  et construire sa courbe représentative ( )'C  dans le même repère. 

Que peut – on dire de ( )C  et ( )'C  ?  

Partie C 

Soit h  la fonction numérique de la variable réelle définie par : 





=

−=

0)0(

ln)(

h

xxxh
      si  0x  

 

1- h est – elle continue à droite en 00 =x ? 

h  est – elle continue en 11 =x ? 

2-  h  est – elle dérivable à droite en 00 =x ? 

h  est – elle dérivable en 11 =x ? 

3- Etudier la fonction h et tracer sa courbe représentative  ( ) dans le même repère de la  partie A 

4- Déterminer l’aire de la portion de plan délimitée par la courbe, l’axe des abscisses et les droites 

d’équations  

1=x  et  ex =  

 

1- soit  F  :    +→+ ;0;1  

                            xxx ln→  

Démontrer que  F  admet une application réciproque. 

(On ne demande pas de calculer )(1 xF −
). 

Tracer sa courbe représentative dans le même repère. 

 

PROBLEME 5 

Partie A 

Soit f  la fonction de IR  vers IR définie par : 

22)( +−=
−

xexf
x

. 

On désigne par  ( )  sa courbe représentative. 

1- Etudier la continuité de f   sur IR . 

2- Montrer que : , 12
0

)0()(
−=

−

−
−

x

e

x

fxf
x

 

 

La fonction  f est – elle dérivable en 0 ? 

3.a) Etudier les variations de f  . 

* IR x   
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b) Montrer que  ( )  admet une asymptôte oblique. 

Etudier la position de ( )  par rapport à ( )D . 

4- Construire ( ) . Unité graphique 1cm sur les axes y compris les demi tangentes au point 0. 

5- Soit g  la restriction de f à l’intervalle  +;0 . On désignera par ( )C  sa représentation graphique. 

On considère la portion du plan comprise entre la courbe ( )C , asymptôte ( )D et les droites d’équations 

0=x  et tx =  ( t  réel  strictement positif) 

Calculer l’aire )(tA  de cette portion du plan et calculer ( )tA
t +→
lim  

Partie B 

Soit : RR →+

*
 

             1ln ++→ xxx  

 

a) Etudier la fonction . Construire sa courbe représentative  dans le même repère. 

b) Déterminer  l’aire du domaine limité par ( )' , l’axe des abscisses et les droites d’équations 1=x  et 

ex = . 

 

Partie C 

On considère la transformation   du plan P  dans lui-même qui a tout M  de coordonnées ),( yx  et 

d’affixes iyxz +=  associe le point ')( MM =  de coordonnées )','( yx , d’affixe ''' iyxz +=  telle 

que : ( ) 11
2

1
' −−= ziz . 

1- Préciser la nature de la transformation   ainsi que ses éléments. 

2- Calculer 'x et 'y  en fonction de x et y . 

3- Montrer que l’image de ( )C par   est une partie de la courbe ( )' . Préciser cette partie. 

 

PROBLEME 6 

Partie I 

On considère la fonction f de IR vers IR définie par :  





=

−=

aof

xxxxf

)(

ln2)(
   

avec

si

Ra

x



 0

 

1-  Détermine a de telle sorte que la fonction f soit continue en 0=ox . Le nombre réel a étant ainsi 

déterminé, la fonction f est elle dérivable en 0=ox  ? 

2-     Détermine les limites de f quand x  tend vers + . Etudier les variations de f . 

3- Détermine les point d’intersection de ( )C  avec l’axe des abscisses ainsi que les tangentes à ( )C  en ces 

points. 

4- Construire ( )C  ainsi que les tangentes précédentes. 

 

Partie II 

On appelle g  la restriction de f à l’intervalle  e;0  

1- Montrer que g admet une fonction réciproque
1−g . 

2- Donner son tableau de variation. 

3- Construire ( )1−Cg  dans le même repère. 

 

Partie III 

 Dans cette partie on suppose que 0x . 

1- Détermine par une intégration par partie, une primitive de h définie par .ln)( xxxh =  
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2- Pour e 0 , détermine l’aire )(A du domaine limité par ( )C  et les droites d’équations =x  et 

ex = , 0=y . 

3- Détermine en cm² l’aire de la portion du plan comprise entre ( )C et )(  

 

PROBLEME 7 

1- Etudier les variations de la fonction :
 





+

→−

xxx

R
f

cos22cos

;




  

2- On donne ID , l’ensemble de définition 

















−








−− 


 ;

22
;

22
;  

  

Etudier les variations de la fonction g telle que :







 →

x
x

RD

g

cos

1


  

3- On note ( )C  et ( ) les courbes représentatives de f et g par rapport à un même repère orthonormal. 

4- Calculer les coordonnées des points communs à ( )C  et ( ) puis tracer ( )C  en trait plein et ( )  en 

pointillé. 

5- Pour préciser le tracé  sur l’intervalle











;

3

2
, on calculera une valeur approchée de 









4

3
'


f et 










4

3
'


g  

 

PROBLEME 8 

 

Soit la fonction définie sur R par ( )
xx

x
xf

3²

33

+

−
=  

I- 1) Etudier les variations de  f et construire sa courbe. 

2) Résoudre l’inéquation ( ) 1xf  (on pourra utiliser le tableau de f ). 

II- 1) Détermine deux constantes réelles a et b  telles que ( )
3+

+=
x

b

x

a
xf  

      2) En déduire une primitive de f . 

3) 1 , trouve l’aire ( )A  de la portion du plan comprise entre la courbe des abscisses, les courbes        

( )C et les équations 1=x  et =x . 

4) Donne une valeur approchée de ( )3A , (on prendra 693.02ln =  et 098.13ln = ) 

III- Soit la fonction g définie sur R  par : ( ) 








+

+
=

xx

x
xg

3²

3²
ln  

1) Etudier les variations de g  

2) Construire sa courbe dans le même repère. On pourra remarquer  ( )xf
xx

x
−=

+

+
1

3²

3²
 

3) Démontrer que ( )C  et ( )  ont un point commun A et un seul. 

4) Donner l’équation de la tangente à ( )C  et celle de la tangente à ( )  en A . 

5) Construire ces tangentes. 
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Problème 9 

Soit f la fonction réelle de variable réelle définie par ( )
1² +

=
x

x
xf  

Partie A 

1- Détermine l’ensemble de définition de f . 

Comparer ( )xf  et ( )xf − . Etudier la continuité et la dérivabilité de f au point .0=x  

2- Etudier les variations de f . 

3- Tracer la courbe ( )Cf  par rapport à un repère orthonormé d’axes ( )ox  et ( )oy  de longueur 2cm 

chacun. 

4- Soit un nombre réel 0a .soit  l’ensemble des points M de cordonnes ( )yx,  tels que : 

( )



xfy

ax





0

0
 

Calculer l’aire de  . Exprimer celle-ci en cm² dans le cas 1=a . 

 

Partie B 

Soit g définie par ( ) ( )xfxg ln−=  

1- Déterminer l’ensemble de définition de .g  

2- Etudier les variations de .g  

3- Tracer la courbe représentative de ( )  de g par rapport à un nouveau repère orthonormé d’axes ( )ox  

et ( )oy .l’unité est toujours 2cm. 

 

PROBLEME 10 
 

Partie A 

1- Soit g la fonction définie par : 
( )

( )



=

−=

00

ln

g

xxxg
  

pour 0x
 

Cette fonction est-elle continue à droite pour 0=x  ? 

2- Soit f la restriction de g à l’intervalle 








+;

1

e
 

Montrer que f admet une application réciproque 
1−f  définie sur 









−

e

1
; . 

Sur quel intervalle l’application 
1−f  est elle dérivable ? On énoncera les théorèmes vus au cours. 

3- Calculer à 
210−

près l’image par f des réels suivants :
e

1
 ;1 ; e  ; e et ee . 

Dans le repère orthonormé ( )jio ,, (unité=2cm), tracer les tangentes à la courbe représentative ( )Cf  aux 

points 
e

1
 et 1. 

Tracer également ( )1−Cf .  

Partie B 
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1- Calculer ( )
1

1

e

dxxf  ; on pourra utiliser une intégration par partie. 

2- En déduire la mesure en cm² de la région 
21 DD   du plan où       est définie par  

( )











− xfy

e
x

10

1
0

 

2D  est définie par 

( )











xfy

x
e

0

1
1

 

PROBLEME 11 

Soit f la fonction de la variable réelle x définie par : ( ) ( )xxxf 23ln −=  

1- Quel est l’ensemble de définition de f  ? 

Montrer que f est continue et dérivable en tout point de son ensemble de définition. 

2- Etudier et construire ( )Cf . Unité graphique=4cm 

Préciser le point A  de ( )Cf  d’abscisse 
2

1
 ainsi que la tangente en ce point. 

3- Soit , un nombre réel tel que 
2

3
1    

a- Par une intégration par partie, déterminer 


1
.ln dxx  et ( ) −



1
.23ln dxx  

Pour la deuxième intégrale, on pourra écrire 
x

x

23

2

−

−
 sous forme 

x

b
a

23−
+  ; a et b  étant des constantes 

à déterminer et calculer 


1
)( dxxf . 

6- Exprimer en fonction de   l’aire géométrique ( )A  du domaine plan limité par la courbe ( )Cf , l’axe 

des abscisses et les droites d’équation 1=x  et =x . 

Etudier la limite de ( )A  quand 
2

3
→  

PROBLEME 12 

Les deux parties I et II sont indépendantes. 

Partie I 

Soit la fonction 









++

→

x
x

x

RR

f
ln

1
1

:


 

1- Déterminer l’ensemble de définition de f . 

2- Calculer ( )ef , ( )1−f , 








e
f

1
, 








−

e
f

1
, ( )ef − . 

3- Etudier les limites de 
x

xx ln1+
=  

a) Quand x  tend vers 0 par valeurs négatives. 

b) Quand x  tend vers 0 par valeurs positives. 

c) Etudier les variations de f  puis dresser un tableau qui résume ces variations. 

d) Construire la courbe ( )C  de f . Unité est 2cm 

 

 

1D
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Partie II 

Soit la fonction 
( )




+

→

xxx

RR
g

ln1
:


 

1-a- Quel est l’ensemble de définition de g  ? 

Calculer ( )eg − , ( )1−g , 







−

e
g

1
, 









e
g

1
, ( )1g , ( )eg . 

1-b- Etudier les variations de g  ; (on pourra utiliser le signe de ( )xf . Construire ( )C  de g  dans un repère 

distinct du premier. 

 

   On donne                             

 

2-a- En supposant x  strictement positif, calculer )(xI  

Vérifier le résultat obtenu en calculant ( )1I . Quel est le signe de ( )xI  ? 

2-b- Si m  est un réel de  1;0 , calculer en cm² l’aire ( )mA  de l’ensemble des points M de P  dont les 

coordonnées x  et y  dans ( )jio ,,1
 . Vérifier que  1 xm  et ( ) 0 yxg . 

2-c- Etudier l’existence de la limite de ( )mA  lorsque m tend vers 0. 

PROBLEME 13 
 

Partie A 

 

Soit la fonction de IR dans IR définie par : ( )
( )xx

xf
ln1

1

−
=  et (Cf ) sa courbe représentative. 

A/ 

1- Déterminer l’ensemble de définition de f . 

2- Montrer que f est continue et dérivable sur Df . 

3- Déterminer le sens de variation de f . 

4- Etudier sur Df  le signe de ( )xx ln1− , puis déterminer les limites de f aux bornes des intervalles sur 

Df . (on rappelle que ( ) 0lnlim
0

=
+→

xx
x

). 

En déduire les droites asymptotes à ( )Cf . 

Dresser le tableau de variation de f . 

B/ 

1- Démontrer en déterminant son équation que la tangente ( )  à la courbe ( )Cf  au point d’abscisse 

e passe par 0. 

2- Calculer une valeur approchée de ( )xf  à 
210−

 près successivement pour 
x= 0,5 ; 1 ; 

e
 ; 4,5 ; 5

 B-3- 

Construire ( )Cf et la tangente ( ) dans le plan P . (unité graphique est 2cm). 

Partie B 

Soit G  la fonction de R dans R  définie par : ( ) xxG ln1ln −=  

1-a – Déterminer l’ensemble de définition de G  ( )gD' . 

1-b- Déterminer la fonction dérivée 'G  de G . 

=
x

xgxI
1

)()(
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En déduire une primitive de f . 

2- Soit  un réel tel que e 1 . On note ( )A  l’aire en cm² de la région du plan limité par la courbe 

( )Cf  et les droites d’équation 1=x  ; =x  et 0=y . 

a) Calculer ( )A . 

b) Déterminer  (  e,1 ) tel que ( )A = 16ln . 

 

 

PROBLEME 14 
 

Partie A 

Soit on se propose d’étudier la fonction









+

−+

→

1

2²:

x

xx
x

RR

f


 

1- Déterminer le domaine de définition de f . 

Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur ce domaine de définition et en particulier au point 2=x . 

2- Etudier les limites de f aux bornes de Df . 

3- Etudier les variations de f . 

4- Construire ( )Cf  tout en précisant les asymptôtes ainsi que la position de courbe par rapport à ces 

asymptôtes. 

 

 Partie B 

Soit la fonction g définie par 























+

−+

→

1

2²
ln

:

x

xx
x

RR

g


 

a- Etudier le domaine de définition de g . 

b- Etudier la continuité et la dérivabilité de g sur ce domaine. 

c- Etudier la variation de g . 

d- Construire la courbe représentative de g dans le même repère. 

 

PROBLEME 15 

    PARTIE A : ETUDE PRELIMININAIRE D’UNE FONCTION   DEFINIE SUR IR PAR : 

1)2()( −−= xexx  

1- Déterminer les limites de   en - ∞ et + ∞. 

2- Montrer que   est continue et dérivable sur R et étudier le signe de sa dérivée. 

En déduire les variations de   et préciser les valeurs de )2(− , )0( , )1( et )2(
.
 

3- Prouver que  s’annule uniquement en deux valeurs que l’on nommera α et β. 

On prendra α < β. Etudier alors le signe de la fonction   sur R et récapituler cette étude dans un tableau. 

4- A l’aide de la calculatrice, fournir un encadrement d’amplitude de 10 -2 des valeurs α et β 

5- Montrer que :




−
=

2

1
e  

PARTIE B : ETUDE D’UNE FONCTION f DEFINIE PAR 
xe

e
xf

x

x

−

−
=

1
)( ET CALCUL INTEGRAL 

1- Montrer que xe x − ne s’annule pas sur IR. en déduire que f est définie sur IR. 

2- Déterminer les limites de f en - ∞ et + ∞. 
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3- Calculer la dérivée f’ de la fonction f, puis à l’aide des résultats de la partie A, construire le tableau de 

variations de f. 

4- Montrer que  
1

1
)(

−
=


f , le nombre α étant la plus petit des deux valeurs pour lesquelles la 

fonction   de la partie A s’annule. 

5- Déterminer une primitive de f sur IR, donner une valeur exacte puis une valeur approchée à 10 -2 près de 

l’intégrale  −

−1

0

1
dx

xe

e
x

x

.

 

       PARTIE C : ETUDE DE DEUX SUITES 

1- Préciser l’ensemble de définition Dg de la fonction g définie sur cet ensemble par 

)
2

1
ln()(

x
xg

−
=

.

 

Prouver que la fonction g est croissante sur son ensemble de définition et que l’image par g de l’intervalle 

 0;2−=I est incluse dans cet intervalle. 

2- a) Soit la suite (Un) définie pour tout entier naturel n par : 





=

−=

+ )(

2

1

0

nn UgU

U

.

 

Montrer que U1 appartient à l’intervalle  0;2−=I . 

Prouver par récurrence, à l’aide des variations de la fonction g, que la suite (Un) à tous ses termes dans 

l’intervalle I et est croissante. 

b)  on considère la suite (Vn) définie pour tout entier naturel n par : 





=

=

+ )(

0

1

0

nn VgV

V

.

 

Calculer  le terme V1 et montrer que 02 011 − VVU
.
 

Etablir par récurrence, à l’aide de la croissance de la fonction g sur l’intervalle  0;2−=I , que pour tout 

entier naturel n strictement positif, on a : 

02 1 − −nnn VVU
.
 

Préciser le sens de variation de la suite (Vn). 

 

3- Soit la fonction définie sur  +;0
par 

)1ln()( xxxm +−=
.
 

a) Montrons que m est croissante et calculer m(o). en déduire que, pour tout x positif, on a xx + )1ln(
.
 

b) Vérifié que pour tout entier n, 












−

−
+=− ++

n

nn

nn
V

UV
UV

2
1ln11

.en déduire que 

n

nn

nn
V

UV
UV

−

−
− ++

2
11

.

 

Sachant que, pour tout entier n, les termes de la suite (Vn) appartiennent à l’intervalle 

 0,2− , donner un encadrement de 

nV−2

1
et établir que : 

)(
2

1
11 nnnN UVUV −− ++

.

 

Prouver alors que, pour tout entier naturel n, )(
2

1
00 UVUV nn −−

.

 

Que peut-on en déduire pour la suite de terme général nn UV − et pour les suites (Vn) et (Un) ? 

c) Donner à l’aide de la machine à calculer, un encadrement d’amplitude 10 -4 de U10 et V10. 
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PROBLEME 16 
 

PARTIE A 

Soit g la fonction numérique de la variable réelle définie par : 

x
xxg

1
ln)( +−=

.

 

1- Calculer les limites aux bornes de Dg. 

2- Etudier les variations de g puis dresser le tableau de variation. 

3- Démontrer que g(x) = 0 admet une solution unique








 2;

2

3
 . 

4- Justifier que :  
  0)(,;

0)(,;0





xgx

xgx

+





 et 

PARTIE B 

Soit f la fonction numérique de la variable réelle définie par : xexf x ln)( −=
.
et ( C f) sa courbe 

représentative. 

1- Déterminer la dérivée f’(x) de f(x). puis exprimer f’(x) en fonction de g(x). 

2- Etudier les variations de f sur son ensemble de définition . 

3- Démontrer que les droites (OI) et (OJ) sont asymptotes à ( C f). 

4- Démontrer que 



e

f =)(
.

 

5- Déterminer les coordonnées du point d’intersection de ( C f) avec l’axe des abscisses. 

6- Tracer ( C f). 

 

PARTIE C 

Soit 
1−f  la bijection réciproque de f. 

1- Démontrer que  
1−f  est dérivable en 0. 

2- Déterminer son nombre dérivé en 0. 

3- Dresser le tableau de variation de 
1−f
.
 

4- Tracer )( 1−f
C dans le même  repère que ( C f) 

 

PROBLEME   17 
 

PARTIE   A 

On donne la fonction P définie de IR par : P(x) = 452 +− xx ee . 

1) Résoudre  l’équation : IRx , P(x) = 0 

2) Démontrer que : 

   +− ;4ln0;x , P (x ) > 0 

 4ln;0x , P(x) < 0 

PARTIE   B 
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Soit la fonction f définie de IR vers IR par : 
2

1
1)(

−
+−=

e
x

xxf . 

On désigne par ( c ) sa courbe représentative dans le plan muni du repère orthonormé( O,I,J). ( Unité :2cm ). 

3- Démontrer l’ensemble de définition de f. 

4- Calculer les limites de f en + ,en − ,à gauche et à droite en ln2. 

5- On admet que f est dérivable en tout point de son ensemble de définition et on note 'f sa dérivée. 

a) Vérifier que :    
)²2(

)(
)(',;2ln2ln.;

−
=+−

e
x

xp
xfx  

b) Etudier le signe de 'f ( )x  suivant les valeurs de x  

c) Dresser le tableau de variation de f  

6- Démontrer que la droite ( )D  d’équation 1−= xy est une asymptote oblique à ( )C  en +  

7- Etudier la position de ( )C  par rapport à ( )D  sur l’intervalle  +;2ln  

8- Démontrer que :    
)2(22

3
)(,;2ln2ln;

−
+−=+−

x

x

e

e
xxfx  

9- Démontrer que la droite ( )  d’équation 
2

3
−= xy  est une asymptote oblique à ( )C en −  

10- Etudier la position de ( )C  par rapport à ( )  sur l’intervalle  2ln;− . 

11- Construire ( )C  

 

PARTIE C 

Soit  un nombre réel strictement négatif. 

c) Exprimer en fonction de   l’ aire )(A en cm² de la partie du plan comprise entre la courbe ( )C  , la 

droite ( )OJ , la droite ( )  et la droite d’équation  .=x  

d)  Calculer la limite de )(A  lorsque  tend vers − . 

 

PROBLEME 18 

Dans ce problème, le plan est rapporté au repère orthonormé (O, I, J) (unité=4 cm) 

Dans tout le problème, m est un nombre réel de l’intervalle [0 ; 1]. 

 

PARTIE A 

On considère la fonction fm de IR vers IR définie par fm (x) = 1 – mx3 – 2lnx 

1-a) calculer les limites de fm aux bornes de son ensemble de définition  

b) Etudier les variations de fm. 

2-a) Montrer que, pour tout nombre réel m de [0 ; 1], il existe un unique nombre réel am strictement positif, 

tel que fm(am) = 0 

b) Montrer que 1 ≤ am ≤ √e 

PARTIE B 

Soit la fonction gm de IR  vers IR définie par : mx
x

x
g

m
−=

²

ln
 (Cm) désigne la courbe représentative de gm 

dans le plan rapporté à (O, I, J). 

1- a) Quel est l’ensemble de définition D de gm ?  

b) Déterminer suivant les valeurs de m, les limites de la fonction gm aux bornes de D. 

c) Préciser suivant les valeurs de m, les asymptotes à la courbe (Cm). 

2- Montrer que pour tout x Є D,  )(
1

)(
3' xx f

x
g

mm
= . 

3-a) Dresser le tableau de variation de la fonction gm. 
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b) Donner une expression de gm(am) ne faisant pas intervenir la fonction ln. 

4-a) soit Am le point de la courbe (Cm) d’abscisse 1. 

Déterminer une équation de la droite (Dm) tangente en Am à (Cm) 

b) Montrer qu’il existe un point commun à toutes les droites (Dm). 

5-a) Etudier la position relative de (Cm) et de la droite (Δm), d’équation :  y = - mx 

b) m et m’ étant deux nombres réels de [0 ; 1] tel que m > m’, étudier la position relative des courbes (Cm) 

et (Cm’). 

6- Tracer les courbes (C0), (C0,5) et (C1). (1,14 est une valeur approchée de a0,5 à 10-2 près). 

 

PARTIE C 

1-a) soit la fonction φ : [0 ; 1] → [1 ; e ]     et   Φ : [1 ; e ]→  [0 ; 1]         

                                             m ma                                )ln21(
1

3
a

a
a −             

Montrer que Φ est une bijection 

b) Dresser le tableau de variation de Φ 

c) Donner le sens de variation de Φ-1. 

2-a) Déterminer l’application Φ ο φ 

b) en déduire que φ est une bijection décroissante de [0 ; 1] sur [1 ; e ] 
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RESOLUTION 

 

 

 

PROBLEMES 
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PROBLEME 1 

 

:f    

x

x
x

RR

2

1² +

→


 

 

1-Etudions les variations de f 

f  existe si et seulement si 0x  donc    +−= ;00;Df  

          ( ) −==
+

=
−→−→−→ 2

lim
2

1²
limlim

x

x

x
xf

xxx
 

Donc ( ) −=
−→

xf
x
lim              De même     ( ) +=

+→
xf

x
lim  

 

( )
x

x
xf

xx 2

1²
limlim

00

+
=

−− →→

 

 

Quand 
−→ 0x , 11² →+x  et 

−→ 02x     Donc    ( ) −=
−→

xf
x 0
lim  

 Quand 
+→ 0x , 11² →+x  et 

+→ 02x     Donc    ( ) +=
−→

xf
x 0
lim  

 

Dfx , f  est dérivable d’où  

)²2(

)1²(2)2(2
)('

x

xxx
xf

+−
= 

²4

2²2²4
)('

x

xx
xf

−−
= 

²4

)1²(2
)('

x

x
xf

−
=  

 

 

 

 

 

             ( ) 0' =xf  ( )( ) 011 =−+ xx  

 01 =+x  ou 01 =−x  

 1−=x  ou 1=x   

 

d’où le tableau de variation suivant : 

x -                -1                             0                              1                    

)(' xf  + 0 -  - 0 + 

)(xf  

                     -1 

 

 

 

                                           

                                                                                                           

         

 

 

1 

            2-Montrons que ( )C  admet des asymptotes d’équation l’axe des ordonnées et la droite 

d’équation xy 2/1=  

²2

1²
)('

x

x
xf

−
=  

+

− −

+

+
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 

  0
2

1
lim)(lim

4

22²2
lim

2

1

2

1²
lim)(lim

==−

+−
=








−

+
=−

+→+→

+→+→+→

x
yxf

x

xx
x

x

x
yxf

xx

xxx  

xy
2

1
=  est une asymptote oblique à ( )C  en +   (respectivement en − ). 

+=
+→

)(lim
0

xf
x

donc 0=x est asymptote verticale à (Cf). 

3- Montrons que f  admet une bijection sur  1;0  

Sur  1;0 , f est continue et strictement décroissante donc f réalise une bijection de  1;0 sur  ( )1;0f . 

Or  ( ) ( ) ( )   +==
−→→

;1lim;lim1;0
01

xfxff
xx

 

Donc  += ;1k  

4- Déterminons  la bijection réciproque 
1−g  de g  

( ) yxf =  y
x

x
=

+

2

1²
 xyx 21² =+  012² =+− xyx  

                     

          4²4 −= y  ( )1²4 −= y  

2

1²22
1

−−
=

yy
x  et 

2

1²22
2

−+
=

yy
x  1²1 −−= yyx     et    1²2 −+= yyx  

       
1−g  :

   





−+

→+

1²

1;0;1

xxx 
 

5- Dressons le tableau de variation de 
1−g
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6- Traçons  ( )  la courbe représentative de 
1−g  dans le même repère. (en annexe) 

 

PROBLEME 2 

Soit 
1

1
1)(

−
++=

x
xxf  

1- Sur  1−−IR on a 101 −+ xx  

 

x - ∞                              -1                                       

 

f(x) 

 

- 

 

 

0 

 

+ 

 Donc écrivons f(x) pour x > -1 

 
1

1
1)(

−
++=

x
xxf  

2- Calculons 
1

)1()(
lim

1 +

−−
+−→ x

fxf

x
 

x 1                                                                                      

)(' 1 xg −
 - 

)(1 xg −
 1                                                               

                                                                                                                                                         

0 

+

+



 
79 

)1)(1(2

1
1lim

1

)
2

1
(

1

1
1

lim
1

)1()(
lim

111 −+

+
+=

+

−
−

++

=
+

−−
+++ −→−→−→ xx

x

x

x
x

x

fxf

xxx
 

 

)1(2

1
1lim

1

)1()(
lim

11 −
+−=

+

−−
++ −→−→ xx

fxf

xx
  

 

 

3- On suppose x < -1donc 
1

1
1)(

−
+−−=

x
xxf  

 

  

 
 

4- On a :                                                                              Donc f n’est pas dérivable en -1 . 

 

 

5- Calcul de dérivée au point de Df où f est dérivable 

• si 
)²1(

1
1)(',1

−
−−=−

x
xfx   

• si 
)²1(

)2(
)(',1

−

−
=−

x

xx
xfx   

Etudions les variations de f 

 

 

 

 

 

 

 

0 donc le signe est celui de a or a < 0 

,0)(',1  xfx − d’où f est décroissante 

)²1(

)2(
)(',1

−

−
=−

x

xx
xfx   

00)2(0)(' ==−= xxxxf ou 2=x  

X - ∞                 -1                 0              1                     2                                      +∞ 

f’(x) -  + 0 -  - 0 + 

 

 

 

f(x) 

+ ∞                                                                                                                                                                                                                                                      

                                          0          

                          

                    

 

                  -1/2                             

                                                           +∞                                                                     

 

 

                      4 

                   

4 

5 

1 

) 1 ( ) ( 
lim 

) 1 ( 2 

1 
1 

1 

) 1 ( ) ( 

) 1 )( 1 ( 2 

1 
1 

1 

2 

1 

1 

1 
1 

1 

) 1 ( ) ( 
lim 

1 

1 

− 
= 

+ 

− − 

− 
+ − = 

+ 

− − 

+ − 

+ 
+ − = 

+ 

+ 
− 

+ − − 

= 
+ 

− − 

− 

− 

→ 

→ 

x 

f x f 

x x 

f x f 

x x 

x 

x 

x 
x 

x 

f x f 

x 

x 

4

3

1

)1()(
lim

1
=

+

−−
+−→ x

fxf

x
 

)('lim)('lim
11

xfxf g
x

d
x +− −→−→

  

)²1(

22²
)('

)²1(

1)2(
)(',1

−

−+−
=

−

−−−
=−

x

xx
xf

x

x
xfx 

−

+
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Recherche d’asymptotes 

1

1
1)(,1

−
+−−=−

x
xxfx      avec 1:)( 11 −−= xy  

  0)
1

1
(lim)(lim 1 =

−
=−

−→−→ x
yxf

xx
donc 11 −−= xy est asymptote oblique à (cf) en -   

1

1
1)(,1

−
++=−

x
xxfx  avec 1:)( 22 += xy  

  0)
1

1
(lim)(lim 2 =

−
=−

+→+→ x
yxf

xx
donc 1:)( 22 += xy est asymptote oblique à (cf) en +  

−=
−→

)(lim
1

xf
x

donc x = 1 est asymptote verticale 

7-Tracé de courbe (voir annexe) 

8- calculons 
−

−
=

1

2
1 )( dxxfS et −=

0

1
2 )( dxxfS  

 
1

1
1)(,1;2

−
+−−=−−

x
xxfx  

− −
+−−=

1

2
1 )

1

1
1( dx

x
xS sur  1;2 −−  ,01−x  

Donc )1ln(1ln xx −=− d’où 

 

 

2ln1
2

1

1ln(²
2

1

)1ln(1ln01;0;1

1ln²
2

1

)
1

1
1(

1

1
1)(,0;1

)(

)
21

2
ln(2

2

3

)21ln(2ln
2

3
2

)1ln(²
2

1

2

0

1

2

0

1

2

0

1

2

0

1

1

1

1

1

2

1

−+−=









−++=

−=−−−









−++=

−
++=

−
++=−

=

+
+−=

+−++−=









−+−−=

−

−

−

−

−

−





S

xxxS

xxxx

xxxS

dx
x

xS

x
xxfx

dxxfS

S

S

xxxS



 

 

 

 

                                                       

2ln
2

1
2 −=S  
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PROBLEME 3 

1- Déterminons le domaine de définition de f avec
1

²
)(

−

+
=

x

xx
xf   

f existe si et seulement si 101 − xx donc Df = R- 1   

 
)1(

²
)(,0;

−−

−
=−

x

xx
xfx  

 

 
)1(

²
)(,1;0

−−

+
=

x

xx
xfx  

 

 

Soit 
1

)(
−

++=
x

c
baxxf  

Déterminons a,b,c sur chaque intervalle 

  −=
−−

−
=

−−

−
=− x

x

xx

x

xx
xfx

)1(

)1(

)1(

²
)(,0,     (a=-1 ; b=c=0) 

 
x

xxf
x

xx

x

xx
xfx

−
+−−=

−−

+
=

−−

+
=

1

2
2)(

)1(

)1(

)1(

²
)(,1;0 









=

−=

−=

2

2

1

c

b

a

 

 











=

=

=

2

2

1

c

b

a

  
1

)1(
,

1

²
)(,;1

−

+
=

−

+
=+

x

xx

x

xx
xfx                                                                                    

2- Démontrons que f est continue en 0 

0)(lim)(lim
00

=−
−− →→

xxf
xx

 

0)
1

2
2(lim)(lim

00
=

−
+−−

+→+→ x
xxf

xx
                0)(lim)(lim

00
==

+− →→
xfxf

xx
  donc f est continue en 0 

3- Etudions la dérivée à gauche et à droite de 0 

1)(lim
0

)0()(
lim

00
−=

−
=

−

−

−→−→ x

x

x

fxf

xx
 

11

2
2

lim
0

)0()(
lim

00
=−

+−−

=
−

−

−→−→ x

x
x

x

fxf

xx
 

)('lim)('lim xfxf
d

g  donc f n’est pas dérivable en 0 

4- Etudions les sens de variations de (cf) 

 

 

 

 

 

 
)²1(

)12)(12(

)²1(

2
1)(',1,0

x

xx

x
xfsix

−

−+++
=

−
+=  

 
1

²
)(,;1

−

+
=+

x

xx
xfx

xxf −=)(  

1

2
2)(

−
++=

x
xxf  

+=+=
+− −→−→

)(lim)(lim
11

xfetfx
xx
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  0)(',1,0 xfsix  

 
)²1(

)21)(21(

)²1(

2
1)(',,1

x

xx

x
xfsix

−

+−−−
=

−
−=+  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

D’où le tableau de variation suivant 

x -                     0                        1                      1+ 2                                  +  

f’(x) -  +  -  + 

f(x)                                         +                                            

 

 

 

                        0                       

                                                                   +                                                                         

 

 

 

 

 

                              3+2 2  

 

 

 

  0
1

2
lim)2()(lim =

−
=+−

+→+→ x
xxf

xx
 donc y = x+2 est asymptote oblique à (cf) en +∞. Son signe est 

0
1

2
0)( 

−
=−

x
yxf sur  +,1  donc (cf) est au dessus de (D) 

Donc S( ) n’admet pas de limite 

 

PROBLEME 4 
 

PARTIE A 

1a) continuité 

On a  += ;0Df  

+
+

→→
===

00
)0(0)lnlim()(lim

xx
fxxxf donc f est continue en 0 

1-b dérivabilité de f en O 

 

 
+

+
→

→

−==
−

−

0
0

lnlim
0

)0()(
lim

x
x

x
x

fxf  

Donc la fonction n’est pas dérivable sur 
*

+IR  

1-C Etudions sa dérivée 

+
+
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x
x

xxfIRx ln
1

)('*, +=       

On a 0)(' xf  

Si 0)('
1

 xf
e

x  si 
e

xx
1

1ln  −  

Si 0)('
1

== xf
e

x  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Le tableau de variation est : 

x 0                       1/e                                                             +  

f’(x)  - 0 + 

f(x)  0                                                                                                                          

 

 

 

 

                    -1/e 

 

Déterminons les points d’intersections de (cf) avec l’axe (ox) 

00)( == xxf ou x = 1 

Donc (cf) coupe (ox) en O et 1 

Pour x = 1 on a f’(1) = 1 et l’équation de la tangente est )1)(1(')1( −=− xffy  

Soit y = x-1 car f(1) = 0 

 

Etudions la position de ( C ) et cette tangente   

=−−=− )1()()( xxfyxf  

Pour cela étudions   

D’où le tableau de variation suivant 

 

x 0                                     1                                                    +  

)(' x  - 0 + 

 

 

)(x  

1                                                                                                                    

 

 

 

 

                                   

On voit que pour     0)(;11;0 xx + donc f(x) >(x+1) d’où (Cf) est au dessus de (T) 

+==
+→+→

)(lnlim
)(

lim x
x

xf

xx
(Cf) présente une branche parabolique dans la direction (OJ) 

PARTIE B 

On voit que )(')(')()( xfxgxfxg −=−=  

xxf ln1)(' +=  

ee
f

1
)

1
( −=  

0 

+

+
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D’où le tableau de variation suivant 

x 0                                        1                                              +  

g’(x)  - 0 + 

g(x)                                 

                                     1/e  

 

 

 

 

                                                                                      - ∞ 

0                                                                                                    

 

 

Nous pouvons conclure que (Cg) et (Cf) sont symétriques par rapport à l’axe des abscisses (ox) 

 

 

 

PARTIE C 

Continuité 

Si 10ln  xx alors h(x) = g(x) 

Par contre si 0<x<1 alors 0ln x et )()( xgxh −=  

1) h(x) = - f(x), lorsque 0<x 1 on a 

)0(0)(lim))((lim)(lim
000

hxfxfxh
xxx

==−=−=
+++ →→→

 

D’où h est continue en 00 =x  

Puisque h(x) = f(x) si x>1 et que f est continue, on a 

0)1()(lim)(lim
11

===
++ →→

fxfxh
xx

 

Nous avons montré que )1(0)(lim
1

hxh
x

==
+→

donc h est continue en x = 1 

2) Dérivabilité Puisque h(x) = -f(x) lorsque o<x<1, on a : 

−=
−

=
−

−
++ →→ x

xf

x

hxh

xx

)(
lim

0

)0()(
lim

00
 

Donc h n’est pas dérivable en 00=x  

De même 
1

)(
lim

1

)(
lim

1

)1()(
lim

111 −
−=

−

−
=

−

−
=

−−− →→→ x

xf

x

xf

x

hxh

xxx
 

 

1)1('
1

)1()(
lim

1
−=−=

−

−
=

→
f

x

hxh

x
 

et 1)('
1

)1()(
lim

1

)(
lim

1

)1()(
lim

111
==

−

−
=

−
=

−

−
=

→→→ +
xf

x

fxf

x

xf

x

hxh

xxx
 

h n’est pas dérivable au point x = 1 car )1(')1(' dg hh   

3) Etudions les variations de h 

La définition par intervalle de h nous permet d’établir son tableau de variation 

Cette fonction est continue sur R+ et dérivable sur    + ,11;0  ; d’où le tableau de variation suivant 

 

x 0                     1/e                            1                                        +  

h’(x)  + 0 - 0 + 
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h(x)   

                     1/e                                                                                                                     

 

 

 

 

 

0                                                            0 

                                                               

 

Sa courbe est(en annexe) 

4) calcule d’aire 

   =−===

e e e e

dxxxdxxgdxxfdxxhA
1 1 1 1

)ln()()()(  

Si l’on intègre par parties, on trouve en posant 

x
uxu

1
'ln ==               et       ²

1
' x

x
vxv ==  

 

x

dxx
x

x
A

ee

−







=

11 2

²
ln

2

²
 −−=

e

xdxe
e

A
1

2

1
1ln

2

1
ln

2

²
 

 

     

 

 097,2
4

1²

2

1

2

²

2

1

2

²
=

+
=








−−=

eee
A  

En tenant compte des unités graphiques, on a : 

A = 9x 2,097cm² 

A = 18,875cm² 

5) Montrons que F admet une bijection réciproque sur  +;1  

F est continue et strictement croissante donc  F réalise une bijection de  +;1 et sur  );1( +f  

Or     Jf =+=+ ;0);1(  

Sa courbe est symétrique à celle de F par rapport à y = x (en annexe) 

PROBLEME 5 

PARTIE A 

Soit ( ) 22 +−=
−

xexf
x

 

a- Etudions la continuité de f  sur R  

( )xf  est définie sur R  tout entier car 
x

e
−

2 est continue sur R  et 2+− x  également 

Si 0x , ( ) 22 +−= − xexf x
 

Si 0x , ( ) 22 +−= xexf x
 

 

( ) ( ) 4202limlimlim 0

000
=+−== 

→→→ +−
exfxf

xxx

 

Donc f  est bel et bien continue sur R  

b- Montrons que 
( ) ( )

1
1

2
0

0
−

−
=

−

−
−

x

e

x

fxf
x

 

Pour tout 
*Rx , 224)( −−=−

−
xexf

x
 

e
xe

A
12

²

2

1

2

²








−=

+
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( ) ( ) ( ) xefxf
x

−−=−
−

120  

 

En conséquence, pour tout
*Rx ,  

 

 

Vérifions si f  est dérivable en 0=x  

( ) ( )
1

1
2lim

0

0
lim

00
−

−
=

−

−
−

→→ ++ x

e

x

fxf
x

xx


( ) ( )

( ) 3112
0

0
lim

0
−=−−=

−

−
+→ x

fxf

x

 

 

          
( ) ( )

1
1

2lim
0

0
lim

00
−

−
=

−

−
−

→→ −− x

e

x

fxf
x

xx

 

Il en arrive que 
( ) ( )

( ) 1112
0

0
lim

0
=−=

−

−
−→ x

fxf

x

 

En conclusion f  n’est  pas dérivable en 0=x  car ( ) ( ) 10'30' =−= gd ff  

Il y’a la présence de deux demi tangentes 

 

3-a-  Etudions les variations de f  

( ) −=
+→

xf
x
lim  

( ) +=
−→

xf
x
lim   car quand →x , 0→

− x
e  

Si 0x , ( ) 22 +−= − xexf x
 

( ) 012' −−= −xexf  donc f  est strictement décroissante sur   +;0  

Si, x < 0 ( ) 22 +−= xexf x
 

                ( ) 12' −= xexf  . ( ) 0' xf     012 −xe  
2

1
xe  2ln−x  

Pour cela f  est croissante sur  0;2ln−  et décroissante sur  2ln;−−  

D’où le tableau de variation suivant : 

x  −                               2ln−                                      0                             +  

( )xf '  - 0            +               1  -3            -                

( )xf  

+  

                                                                                    4 

                                   3,69 

 

                                                                                                                                            

 

3-b-  Montrons qu’elle admet une asymptote oblique 

( ) ( )  ( ) 02lim2lim ==+−−
−

→→

x

xx
exxf   

Donc 2+−= xy  est asymptote oblique à ( )Cf  en   

Position relative 

( ) 02 
x

eyxf
−

=− , la courbe ( )Cf  est au dessus de la droite ( )D  

3-c-  courbe (en annexe)  

( ) ( )
1

1
2

0

0
−

−
=

−

−
−

x

e

x

fxf
x

 

−
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4- calcul d’aire  

Soit ( ) 22 +−= − xexg x
 On a   +−−=+−−=

ttt

dxxxgdxxdxxgtA
000

)2()()2()()(  

         tx
t

x edxe 0
0

22 −− −=  ( ) 22 +−= −tetA  )1(2)( tetA −−=  

 

+→t
lim

( ) 2=tA           Car en + , 0→−te  

 

PARTIE B 

Soit   : RR →+

*
 

                1ln ++ xxx   

 

Etudions la fonction   

  += ;0D  

 

( ) −=
+→

x
x


0

lim   et  ( ) +=
+→

x
x

lim  

 + ;0x ,  est continue et dérivable donc ( ) 01
1

' +=
x

x  Le tableau de variation  

x  0                                                                                                                                +  

( )x'   + 

( )x   

                                                                                                                                                           

+  

 

 

 

 

 

 

1- Calcul d’aire 

( ) 0x   

( ) ( ) ( ) ++=++==
eeee

dxxxdxxxdxxA
1111

1ln1ln  

( ) ++=
e

dxxBA
1

1  avec =
e

xdxB
1

ln  

Par intégration par partie  exxxB 1ln −=  car ( ) xxxx ln'ln =−  

e

xxxx
x

A
1

ln
2

²








−++=  101

2

1
ln

2

²
−++−−++= eeee

e
A   

 

Partie C 

1- Cette transformation est une similitude directe : 

( ) 11
2

1
' −−= ziz  

Ses éléments sont :  

Son rapport : 
2

1

2

1

2

1
'

22

=







+








== zr  

²)
2

1

2

²
( cme
e

A −+=  

−
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Son angle est tel que 

4

7

2

2
sin

2

2

2

1
2

1

cos








=















−
=

==
 

Son centre I  est tel que 
a

b
zi

−
=

1
 

ii
i

zi
+

−
=

+

−
=

+−

−
=

1

2

2

1

1

2

1

2

1
1

1


( )

i
i

zi +−=
−−

= 1
2

12

  

d’où ( )1;1−I  

    

 

 

 

 

 

2- Calculons 'x  et 'y  en fonction de x et y  

( )( ) ( ) 1
2

1
11

2

1
'' −+−+=−+−=+ yixiyxiyxiiyx  

( ) 







−+








−+=+= xyiyxiyxzf

2

1

2

1
1

2

1

2

1
''  donc 

Il vient 










+−=

−+=

yxy

yxx

2

1

2

1
'

1
2

1

2

1
'

 

 

3- Soit ( )yxM ;  est sur la courbe ( )C  si et seulement si 0x  et 22 +−= − xey x
.  

Dans ce cas on a 










+−=+−+−=

=−+−+=

−−

−−

1)22(
2

1

2

1
'

1)22(
2

1

2

1
'

xexexy

exexx

xx

xx

 

Il résulte que ( )'ln xx −=  d’où ( ) 1ln'' ++= xxy  

Ce qui montre que ( )'' M . Donc l’image ( )cTc ='  de C  par T  est une partie de ( )'  

 

PROBLEME 6 

PARTIE I 

( )

( )







=

−=

→

af

xxxxf

RR

0

ln2   si 0x   

1- Déterminons a pour que f soit continue en x
o
=o  

On calcule ( )xf
x

=
→ *0

lim   

( ) ( ) 0ln2limlim
00

=−==
→→

xxxxf
xx

  car quand 0→x  





→

→

0ln

02

xx

x
  donc 0=a  

( )













−

2

2
;

4

7
;1,1


IS  
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Dérivabilité en 00 =x  

Si ,0=a , calculons  
( ) ( )

( )x
x

fxf

x
=

−

−

→ 0

0
lim

0
 

( ) +=−=
→

xx
x

ln2lim  

Donc f n
,
est pas dérivable en 0 car la limite n

,
est pas finie. 

2-Déterminons  ( )xf
x +→
lim  

                        ( )













−=

+→+→ 2

ln
12limlim

x
xxf

xx
 

Quand +→x  









−→−

+→

2

ln
1

2

x

x

 

donc ( ) −=
+→

xf
x
lim   car ( )( ) −=+−  

Etudions les variations de f  

Sur  0;− , ( ) ( )xxxxf −−= ln2  d’où ( ) ( )x
x

x
xf −−−= ln2'    

Sur  +;0  , ( ) xxxxf ln2 −=  d’où ( ) x
x

x
xf ln2' −−=   

 

 

 

 

On en déduit le tableau de variation suivant : 

x  
 

  

( )xf '  
- 

+  
+ 

- 

( )xf  

  
 

 

3) Déterminons les points d’intersection. 

( )xf =0     2x – x ln x =0 et 0)0( =f  

Les points cherchés ont pour abscisses vérifiant 

xxx ln2 = .  C’est-à-dire      xln2 =  

2ln =x x  = e
2 2ex −= ou x =e

2
 

Donc les points sont  A ( )0,2e     B ( )0,0        

Leurs équations de tangentes sont pour A et C 

−  +  0  e−  e  

0  0  

+  

−  
e−  

e  

0  

( ) ( )xxf −−= ln1'  

( ) xxf ln1' −=  
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( ) ( )( )000 ' xxxfxfy −=−  

( )²' ef  = ( )²' ef  = -1   et ( )ef  = e    ( )ef − = -e 

Donc les deux équations sont parallèles à la deuxième bissectrice. 

2- Construction de ( )Cf
en annexe.

 

 

PARTIE II 

Sur  e,0  g est continue et strictement croissante. Car sa dérivée est positive sur  e,0 . Par conséquent,  

elle réalise une bijection de  e,0  sur g  ( )e,0  

Or g ( ) 00 =  et  g ( ) ee =  

 

  

 

 

 

 

Tableau de variation 

y  
   

( ) ( )yg '1−
  + 

( )( )yg 1−
   

 

 

 

La bijection réciproque de g  est :
)('

1

)(

1
))((

1'

1

yoggxg
yg

−

− ==                    

Construction voir annexe 

PARTIE III 

1) Déterminons par intégration par partie, une primitive de la fonction de h définie par ( ) xxxh ln=  

Soient U’et V’ deux fonctions continues sur  x,1  et U et V deux fonctions dérivables sur  x,1  

uxU ln)( =
u

xU
1

)(' =
       

et     uxV =)('    
2

²
)(

u
xV =  

( )













−








=  u

duu
u

u
xH

xx

11 2

²
ln

2

²

      

     ( ) ( )
x

x
u

u

duu
carxx

x
xH

1

22

1

2

2

42
1

4

1
ln

2








=−−=   

2- Du calcul de H , on déduit celui de F de f sur  +,0  

( ) x
x

xxF ln
2

²
²

4

5
−=  sans la constante. 

La fonction f étant continue, on a : 

( ) ( ) ( ) ( ) 


 ln
224

5
22

22 +−−=−=
e

eFeFA  

0  e  

e  

0  

   eeg ;0;0( =  
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 ( )
2

²
²

4

5
lim

0

e
eA −=

→



  

  

1- Déterminons en cm
2
 l’aire de la portion du plan comprise entre  ( )C  et ( )  

Comme e² ≈7,389 

389,7
4

3
)( xA =   

 

PROBLEME N° 7 

1) f est définie sur   ;− par f(x) = cos(2x) + 2cosx 

f étant paire, on étudiera f sur  ;0 uniquement 

f’(x) = (cos2x)’ + (2cosx)’ 

f’(x) =-2sinx(2cosx + 1) car sin 2x = 2 cos x. sin x 

 

3

2

,
2

1
cos

01cos20)(',;0





=

−=

=+=

x

x

xxfx

car 0sin x  

D’où le tableau de variation : 

 

 

 

                                                                                

0)(',
3

2
;0 xfx 











donc f est décroissante 

0)(',;
3

2
xfx 








 


donc f est croissante 

Pour tout 0)(',
3

2
== xfx


d’où f est constante 

NB : la droite d’équation x = 0 est axe de symétrie, compte tenue de la parité 

2) soit 
x

xg
cos

1
)( =  g existe si et seulement si   ;;0cos − xx  

2
coscos


x ou 

2


−x  


















−








−−= 


 ;

22
;

22
;Dg  

x
xg

cos

1
)(  est une fonction paire donc on se contentera d’étudier g sur 




















;

22
;0  

g(0) = 1    
cos

1
)( =xg or 1cos −= donc 1)( −=g  

x  

0                              3/2                              

 

f ’(x) - 0 + 

f(x) 3                                                                   -1 

 

 

 

 

                                  -3/2 

 

²54,5)( cmA =  

( ) ²
4

3
lim

0
eA =

→



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+=
−

→

)(lim

2

xg
x


car 

−→ 0
2

cos


dans ce cas 

−=
+

→

)(lim

2

xg
x


car 

−→ 0
2

cos


dans ce cas et    
x

x

x

x
xgx

²cos

sin

²cos

)'(cos
)(',2/;0 =

−
=−   

00sin0)(' === xxxg  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Le tableau de variation suivant 

 

x 0                          2/                                     

g’(x) + 0 + 

 

 

g(x) 

                                 

+∞ 

 

 

 

1 

 

 

                                   - 1 

  

 

 

 

-∞ 

La droite 
2


=x est une droite à (Cf) 

NB : la droite d’équation x =0 est axe de symétrie compte tenu de la parité 

Et il s’en suit que 
2


−=x est asymptote à (Cf). 

3 a) calcul des points d’intersections 

xx
x

xfxg 2coscos2
cos

1
)()( +== (comme )1²cos22cos −= xx  

On a 01cos²cos2cos2 3 =−−+ xxx  

Posons 01²22cos 3 =−−+= uuuxu 0)1²2)(1( =−+ uu  

Les solutions sont :       

42

2
cos

4

3

2

2
cos

1cos







==

=−=

=−=

xx

xx

xx

 

)12(2)
4

3
('sin2sin2)('

2)
4

3
('

²cos

sin
)('

−=−−=

==





fxxxf

g
x

x
xg

 

PROBLEME N°8 
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Soit ( )
( )
( ) xx

x

xx

x
xf

3²

33

3

13

+

−
=

+

−
=  

f  existe si et seulement si 0)3( +xx  3−x  ou 0x  

     +−−−= ;00;33;Df  

 

I. 1) Etudions les variations de f  

( ) ( ) 0
3

limlimlim ===
→−→+→ x

xfxf
xxx

 

( ) 0lim =
+→

xf
x

    et ( ) 0lim =
−→

xf
x

 

De l’égalité 
( )

4
13

lim
3

=
−

−→ x

x

x
 découle 

( )

( )






+=

−=

+

−

−→

−→

xf

xf

x

x

3

3

lim

lim
 

De l’égalité 
( )

1
3

13
lim

0
−=

+

−

→ x

x

x
 découle 

( )

( )






−=

+=

+

−

−→

−→

xf

xf

x

x

0

0

lim

lim
 

Dfx , f  est dérivable. Donc :  

 

 
)²3²(

96²3

)²3²(

32)(1()3²(3
)('

xx

xx

xx

xxxx
xf

+

++−
=

+

+−−+
=  

 

( )
( )( )
( )²3²

313
'

+

−+−
=

xx

xx
xf 









−

−=

=

=

3

1

3

0)('

x

x

x

xf

 

 

Le tableau de variation s’en déduit 

x  −                             -3                    -1                      0                           +  

( )xf '  -  - +  + - 

( )xf  

0 

 

 

 

 

 

−  

 

+                              

 

 

 

 

 

                  3 

 

                
3

1
 

 

 

 

 

                             0 

 

2) Résolvons ( ) 1xf  

 

1ère méthode 

( ) 1xf


   +−− :03;x
 à travers le tableau 

2e méthode 

( ) 1xf  01
3²

33
−

+

−

xx

x 
( )

0
3

3²


+

−−

xx

x  ( ) 03 +xx  et 3−x et  x > 0 

II. 1) Déterminons a  et b pour que : 

−

+
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( )
3+

+=
x

b

x

a
xf  ( )

( )
( )3

3

+

++
=

xx

bxxa
xf  ( )

( )
( )3

3

+

++
=

xx

axba
xf  

Par identification  on a 





−=

=+

33

3

a

ba
  





=

−=

4

1

b

a
 

Finalement  

 

 

 

 

 

 

2) Déduisons une primitive de f  

Une primitive F de f  est donnée par 

( ) ( )3ln4ln ++−= xxxF  

 

3) Trouvons l’aire A(α) 

( ) ( ) ( ) 


 1

1

3ln4ln ++−==  xxdxxfA  

( ) ( ) 4ln43ln4ln −++−= A  ( ) ( ) 2ln83ln4ln −++−= A  

 

4) Donnons une valeur approchée de ( )3A  

( ) 2ln86ln43ln3 −+−=A  ( ) 2ln83ln42ln43ln3 −++−=A    ( )3ln42ln46ln4 +=  

( ) 693.04098.133 xxA −=  ( ) 522.03 =A  

 

 

On peut écrire ( )A  comme suit 

2ln8ln3)
3

1ln(4)( −++= 


A  

Quand +→ , 1
3

1 →+


 donc 0
3

1ln →







+


 

Et +→ln3  et 2ln8−  reste fixe 

 

( ) +=
+→




Alim  

III. Soit  la fonction définie par ( ) 








+

+
=

xx

x
xg

3²

3²
ln  

On pourra utiliser  donc ( ) ( ) xfxg −= 1ln  

1) Etudions les variations de g  

Dgx
  

Dfx
 et 

( ) 1xf
 

 

La résolution de ( )xf−1  conduit à  

( )
( )3

3²

3²

3²
1

+

+
=

+

+
=−

xx

x

xx

x
xf  

( )
3

41

+
+−=

xx
xf  
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( ) 01 xf−   ( ) 03 +xx 









−3

0





x

et

x

 

   +−−= ;03;Dg  

Le comportement de g  aux bornes de Dg dépend de ( )xf . Par conséquent, 

( )( ) 11lim =−
−→

xf
x

   ( ) 01lnlim ==
−→

xg
x

 

 

( )( ) 11lim =−
+→

xf
x

   ( ) 01lnlim ==
+→

xg
x

 et  ( )( ) +=−
−−→

xf
x

1lim
3

   ( ) +==
−−→

1lnlim
3

xg
x

 

 

( )( ) +=−
+→

xf
x

1lim
0

   ( ) +==
+→

1lnlim
0

xg
x

 

 

Dgx , g  est dérivable donc ( ) ( )( )xfxg −= 1ln  

 

 

 

 

Comme par définition, ( ) 01 xf− ,le signe de 'g  est celui de l’opposé de 'f . 

 

D’où le tableau de variation suivant 

 

x  −                           -3                                0                         3                    +  

( )xg '  +    - + 

( )xg  

 

 

 

 

 

 

0 

 

 

 

 

                                                  0 

 

 

 

 

                   
3

2
ln     

 

 

3) D’après ( ) ( ) 011 == fg  ( )0;1A  est le point d’intersection à Cf  et Cg  

4) L’équation de la tangente en A  à Cf  est donc  ( )1
4

3
−= xy  car ( )

4

3
1' =f  

L’équation de la tangente en A  à  Cg est donc  ( )1
4

3
−−= xy  car ( )

( )
( )

( )
4

3
1'

11

1'
1' −=−=

−
= f

f

f
g  

Ces deux tangentes sont symétriques par rapport à ( )ox  

5) Construction en annexe 

 

 

PROBLEME 9 

Soit ( )
1² +

=
x

x
xf  

PARTIE A 

1- Déterminons l’ensemble de définition de f  

( )
( )
( )xf

xf
xg

−

−
=

1

'
'

++
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Rx , 0² x  et donc 11² +x  

RDf =  

Comparons ( )xf  et ( )xf −   

( )
( )

( )xf
x

x

x

x
xf =

+
=

+−

−
=−

1²1²           ( )xf = ( )xf −  donc f  est paire 

Etudions la continuité en 0 

Quand 0→x  ; 0→x  et 11² →+x  donc ( ) ( ) 00lim
0

==
→

fxf
x

 

Par conséquent la fonction f  est continue en  0 

 

Dérivabilité en 0 

Si 0x , 
1²

1)(

0

)0()(

+
==

−

−

xx

x

x

xf

x

fxf
 

Quand 0→x , 1
1²

1
→

+x
 (quand 

−→ 0x  et  quand 
+→ 0x ) 

D’où 
( ) ( )

)0(')0('1lim;1lim
00

gd
xx

ff
x

xf
et

x

xf
−==

−+ →→
  

( )xf  n’est pas dérivable en 0=x  

Ses deux demi –tangentes sont xy −=  et  xy =  

Etude de la variation de f  

( )xf  étant paire, on a ( )
1² +

=
x

x
xf  

2222

2

22

2

)1(

)1)(1(

)1(

1

)1(

)2()1(
)('

x

xx

x

x

x

xxx
xf

+

−+
=

+

−
=

+

−+
=  

( ) 0' =xf    ( )( ) 011 =+− xx      01 =− x  ou 01 =+ x      1=x  ou 1−=x  

Pour tout 0x , on s’intéresse au signe de x−1  

Si 1x , ( ) 0' xf   

Si 10  x , ( ) 0' xf   

( ) 0
1

lim
²

lim =







==

+→+→ xx

x
xf

xx
 

 

Tout ceci nous permet de dresser le tableau partiel suivant 

x  0                                     1                                                 +  

( )xf '   + 0 - 

( )xf  
                                           

2

1
 

 

 

 

0                                                                                          0 

 

Et grâce à la parité, on a le tableau de variation suivant 

 

x  −                               -1                                  0                                            1                         +  

( )xf '  + 0 -  + 0 - 
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3-tracé de la courbe Cf  (unité=2cm) 

4- Calcul d’aire ( )  : 
( )








xfy

ax





0

0
 

L’aire   est  +
=

a

dx
x

x
A

0
1²

 

On remarque )(2
1²

2

)(

)('
xf

x

x

xU

xU
=

+
=  si on pose 1² += xU  

Donc ( ) 







+=

+
=

a a

xdx
x

x
A

0 0

²1ln
2

1

1²
 ( )²1ln

2

1
aA +=  

Pour 1=a , calculons A  

( ) 2ln
2

1
²11ln

2

1
=+=A  or ln2=0,693 

Donc 346,0=A   

Avec les unités, on a ²3864,1²2346,0 cmxA ==  

 

PARTIE B 

Soit g définie par ( ) ( )xfxg ln−=  

1- Déterminons l’ensemble de définition de g  

Comme g est la composition d’une fonction définie en 0  alors que 0ln  n’existe pas, par conséquent 

   +−== ;00;*RDg  

2- Etudions les variations  de g  

Comme f  est paire, nous étudions g sur  +;0  

( ) ( )xfxg
xx ++ →→

=
00

limlim  

Quand 0→x   ( ) +→ 0xf  et ( ) +→xfln  donc 

( ) +=
+→

xg
x 0
lim                    et                  ( ) +=

+→
xg

x
lim  

 

Pour tout 0x , ( )
( )
( ) ( )²²1

²1'
'

x

x

xf

xf
xg

+

−
−=−=      ( )

( )( )
( )²1²

11
'

+

+−
−=

x

xx
xg  qui est du signe de 1−x  

Par la suite, on a ( ) 0' xg  si 0x  et 

0)(' xg  si 10  x  

Ce qui donne le tableau de variation partiel suivant : 

x  
0                                         1                                          +  

( )xg '   - 0 + 

( )xf  
                                      

2

1
                                                                              

2

1
 

 

 

 

0                                                                       0                                                                               0 



 
98 

( )xg  

 +                                                                             +  

 

 

 

  

                                       ln2                  

 

 

Comme f  est paire, nous obtenons le tableau de variation suivant 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3- Construction de  ( )Cg  

Il est mieux de préciser l’allure de la courbe au voisinage de +  

Si 0x , on a ( )
( ) x

x

xf
xg

1²
ln

1
ln

+
=








=       ( ) 








++=
















+=

²

1
1lnln

²

1
1ln

x
x

x
xxg  

)
²

1
1ln(

1ln
lim

)(
lim

xxx

x

x

xg

xx
++=

+→+→
 

Quand +→x , 0
ln

→
x

x
 et 0

²

1
1ln →








+

x
 

( )
0lim =

+→ x

xg

x
 donc  ( )Cg  admet l’axe des abscisses comme branche parabolique.  

 

PROBLEME 10 

²PARTIE I 

1) Soit g la fonction définie par 
( )

( )



=

−=

00

ln

g

xxxg
 pour 0x  

x  
−                              -1                                   0                                           1                           +  

( )xg '  
- 0 +  - 0 + 

( )xg  

  +                                                     +                                                                                                              

 

 

 

 

 

                                       ln2 

 +                                                            +  

 

 

 

 

 

                                        ln2 
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Etude de la continuité en 0=x  

( ) ( ) 00lim
0

==
+→

gxg
x

 car ( )0lnlim
0

=
→

xx
x

 donc  g  est continue en 0 à droite 

Etablissons les variations de g  

( ) 0lim
0

=
→

xg
x

 

( ) −=
+→

xg
x
lim  car quand +→x  





−→−

+→

x

xln
 

Dgx , ( ) ( ) ( )xx
x

xxg ln1ln
1

' +−=−







−=  

( ) 0' =xg    0ln1 =+ x  

( ) 0' =xg    1ln −=x    
e

x
1

=  

Le tableau de variation est  le suivant  comme a< 0 

 

x  0                                         
e

1
                                          1                              +  

( )xg '  + 0 - 

( )xg  

 

                                          
e

1
                   

                            

                                                                                         0 

 

 

 

 

0                                                                                                                          −  

 

2) Déterminons la bijection réciproque 

 

Sur 








+;

1

e
, g  est continue et strictement décroissante ;donc g réalise  une bijection de 









+;

1

e
sur 

















+;

1

e
g = 

















+→ e
gxg

x

1
);(lim  = 








−

e

1
;  

Sur 








−

e

1
; g  est continue et dérivable mais pas en 

e

1
 avec ( )xfy =  tel que ( ) 0' xf , 

on a donc  

 

3) Calculons au 
210−

 près 

ee
f

11
=








        ( ) 01 =f       ( )

2

e
ef −=         ( ) eef −=      ( ) eeeef

2

3
−=  

 

Tableau des valeurs 

x  
e

1
 e  e  ee  

( )( )
( )xf

yf
'

11 =−
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Valeur approchée 0.36 1.65 2.72 4.48 

( )xf  0.36 -0.82 -2.72 -6.72 

 

Tracé de ( )Cf  et ( )Cg
en annexe

 

PARTIE II 

1- Calculons ( ) ( ) −=
1

1

1

1 ln
ee

dxxxdxxf  

( ) ( ) ( )  ( ) ( ) −=
1

1
1

1 '
e

ee
dxxvxuxvxudxxf  

Soit ( ) xxu −='  ( )
2

²x
xu −=  

       ( ) xxv ln=  ( )
x

xv
1

' =  

( ) dx
x

x
x

x
dxxf

e
e

e

1
.

2

²
ln

2

² 1

1

1

1

1

1  +







−=  ( )  +








−=

1

1

1

1

1

1
2

1
ln

2

²

e
e

e

xdxx
x

dxxf  

( )
1

1

1

1 ²
4

1
ln

2

²

e
e

xx
x

dxxf 







+−=

 ( )
4

1

²4

11

1 += e
dxxf

e

 ou   ( ) 







+= 1

²

1

4

11

1
e

dxxf
e

 

2—Représentation graphique 21 DD   (voir feuilles annexes) 

La région 21 DD   est symétrique par rapport à la droite d’équation xy =  

Les aires des deux régions sont égales à ( )dxxf

e

.

1

1
  et l’aire du carré est 

²

1

e
. 

L’aire cherchée est donc 
2

1

²2

3

²

1
1

²

1

2

1
+=+








+

eee
 

 

PROBLEME 11 

Soit ( ) ( )xxxf 23ln −=  

1— l’ensemble de définition est : 

f existe si et seulement si 0x  et 023 − x  

Montrons que f est continue et dérivable sur Df
 

 

 

 

 

 

 

La fonction xxu 23: −→  est continue et dérivable en tout point de Df et sa fonction dérivée est :    

x
u

232

2
'

−

−
=  

Remarque : u  est continue mais pas dérivable car Df
2

3
 









=

2

3
;0Df  



 
101 

Calculons ( )xg '  et ( )xf '  avec gf ln=  











2

3
;0x , ( )

x

x

x
xxxg

23

33

232

2
.23'

−

−
=

−

−
+−=  

 

Donc ( )
( )
( ) xx

x

xg

xg
xf

23

33'
'

−

−
=−=  

2- Etudions la fonction f  et dressons son tableau de variation 

( ) ( ) +

→→
=−=

++
023limlim

00
xxxg

xx
      donc ( ) −=

+→
xf

x 0
lim  

( ) ( ) +

→→

=−=
++

023limlim

2

3

2

3

xxxg
xx

      donc ( ) −=
+

→

xf
x

2

3

lim  

,Dgx ( )xf '  est celui de x33−  

( ) 0' =xf  ( ) 013 =− x   1=x  

  0)(',1,0 xfx donc f est croissante 

0)(',
2

3
,1 xfx 








 donc f est décroissante 

D’où le tableau de variation suivant : 

x  0                                                       1                                                                 3/2 

( )xf '   + 0 -  

( )xf  

 

 

                                                    0 

 

 

 

 

 

−                                                                                                   −  

 

Soit le point c d’abscisse 
2

1
 ; son ordonnée est 35.02ln

2

1

2

1
ln2

2

1
ln −=−==








 

De plus 
2

3

2

1
' =








f  

L’équation de la tangente au point 







− 35,0;

2

1
A  est  









−=+

2

1

2

3
2ln

2

1
xy  








+−= 2ln

2

3

2

1

2

3
xy  

 

3-a- Par intégration par partie, calculons  

   −==






1

1

1

.ln.ln
x

dx
xxxdxxI  

   

11ln xxxI −=  1ln +−= I  ( )1ln −−= I  

1ln.ln
1

+−==  


dxxI  

Pour la seconde intégrale 

Soit ( ) ( )xxu 23ln −=  dx
x

du
23

2

−
−=  et dxdv =  xv =  
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En foi de quoi, 

( ) ( )  dx
x

x
xxdxxj  −

−−−=−=






1

1

1
23

2
23ln23ln  

Cherchons a  et b  pour que 
x

b
a

x

x

2323

2

−
+=

−
−  

xxx

x

x

x

x

x

23

3
1

23

3

23

23

23

323

23

2

−
−=

−
−

−

−
=

−

−−
=

−
−

 
 

Par la suite, 1=a  et 3−=b  

( ) dx
x

j  








−
−−−=




1

23

3
123ln  ( ) ( )




1

23ln
2

3
23ln 








−+−−= xxj  

( ) ( ) 















−−+−−= 123ln

2

3
23ln j   

 

 

3-b- pour tout ,Dfx  on a 

  ( ) ( ) ( )xxxxxf 23ln23ln
2

1
ln −=−+=  

D’où le calcul de l’aire de f  est 

( ) ( ) ( )





−+−
−

−=+= 1
2

3
23ln

4

23
ln

2

1

1

JIdxxf  

( ) ( )dxxfA −=
→






1

2

3
lim   car ( ) 0xf  

Donc  ( ) ( ) ( ) ( )







−+−−−=

→→

+
1

2

3
ln23ln23

4

1
limlim

2

3

2

3




A  

Quand 
2

3+

→x  , ( ) ( ) 023ln23 →−−   

Par suite, ( ) 







−+−=

+

→

1
2

3

2

3

2

3
ln

2

3
lim

2

3




A  

         ( ) ( )
4

3
2ln3ln

2

3
lim

2

3
+−−=

+

→




A   ( ) 







−+=

+

→

3ln2ln
2

1

2

3
lim

2

3




A  

                  ( ) ( )1,169,05,05,1lim

2

3

−+=
+

→




A  

                  ( ) 15,0lim

2

3

=
+

→




A  

 

 PROBLEME 12 

PARTIE I 

Soit la fonction 









++

→

x
x

x

IRIR

f
ln

1
1

:


 

( ) ( ) 123ln
2

3
23ln

1

+−−







−=−=  



dxxj  



 
103 

3) L’ensemble de définition est : 

 0−= IRDf  

 

2-Calculons les images de  

( ) 632,1
1

2 =−=−
e

ef    ;    ( ) 01 =−f  ;  718,2
1

−=−=







− e

e
f  

718,2
1

==







e

e
f    ;     ( ) 368,2

1
2 =+=

e
ef  

3-Etudions la limite de ( )
x

xx
x

ln1+
=  

Soit  ( )
x

xx

x
x

ln1
+=  

0lnlimlnlim
00

==
+− →→

xxxx
xx

    D’après la limite des fonctions usuelles, on a 

( ) +==
++ →→ x

x
xx

1
limlim

00
       Et           ( ) −==

−− →→ x
x

xx

1
limlim

00
 

 

4) Etude de variation de f  et dressons un tableau de variation 

De l’égalité ( ) ( )xxf += 1  on a 

( ) +=
+→

xf
x 0
lim   et  ( ) −=

−→
xf

x 0
lim  

( ) +=







++=

−→−→
x

x
xf

xx
ln

1
1limlim   et    ( ) +=








++=

+→+→
x

x
xf

xx
ln

1
1limlim  

Quand 









+→

→
→

x

xx

ln

0
1

 

Etude de variation de f  

,Dfx xln  est dérivable donc ( ) ( )
x

xx
1

lnln
''
=−=  

Par la suite  

 

 

 

On en déduit le tableau de variation suivant : 

 x -∞                 -1                             0                    1                  +∞ 

)(' xf  - -  - 0 + 

)(xf  +∞ 

 

 

 

                          

                                                      

-∞ 

 +∞                                +∞ 

 

 

 

 

                    2 

 

Et la courbe (cf) qui admet pour asymptote la droite d’équation : x = 0 

( )
²

11

²

1
'

x

x

xx
xf

−
=+−=  

0 
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   +−− ;01;x , ( ) 0xf  

 0;1−x , ( ) 0xf  

 

5)  Tracé de (cf) en annexe 

 

PARTIE II 

Soit la fonction g  : 
( )




+→

→

xxx

IRIR

ln1
 

1- L’ensemble de définition est *IR  car 1+x  est définie IRx  et 0ln x 0 x  

2- Calculons les images de  

         a- ( ) 718,11 −=−=− eeg    et        ( ) ( )101 gg ==−  

             632,01
11

−=−=







−

ee
g       et             368.11

11
−=−−=









ee
g  

 

 

 

b- Etudions les variations de g  

g  est dérivable pour tout 0x  et alors ( ) x
x

x
xg ln

1
' +

+
=  

( ) ( )xfxg ='   

Dgx , le signe de 'g  est celui de f  

   +−− ;01;x , ( ) 0xf  donc ( ) 0' xg  

 0;1−x , ( ) 0xf  donc ( ) 0' xg  

D’où le tableau de variation suivant 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x  −               -1                          0                            1                         +  

( )xg '  + 0 -  + 0 + 

( )xg  

                       0 

 

 

 

 

 

−                                −  

 

                                                             

+  

 

 

                          0 

 

 

−  

 

( ) −=
−→

xg
x
lim                                          ( ) +=

+→
xg

x
lim  

 

( ) 718.31 =+= eeg  
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2-a    En supposant que ( ) ( )=
x

dttgxI
1

 

Par intégration par parties on a ( ) ( ) +=

x

tdttxI
1

ln1  

( ) = ttu ln  ( )
t

tu
1

' =  

( ) += 1' ttv  ( ) tttv += ²
2

1
 

( ) ( ) ( )dttutvtt
t

xI

xx

−















+=

11

'ln
2

²
 

( )
xx

t
t

tt
t

xI
11

4

²
ln

2

²








+−
















+=         ( )

4

5

4

²
ln

2

²
+








+−








+= x

x
xx

x
xI  

( )
4

5
1

4

1
1ln

2

1
1 +








+−








+= xI  ( ) 01 =I  

Lorsque 1x , g  est strictement croissante sur  x;1  et donc ( ) 0xI  

Lorsque 1x , g  est négative sur  1;x  donc ( ) 0
1

dttg

x

  

Alors ( ) ( ) 0
1

dttgxI

x

−=  

Ainsi pour  tout 0x , ( ) 0xI  

                  2-b    L’aire ( )mA  vaut  

( ) ( )( ) ( )dttgdttgdttg
mmm

 −=−=

111

 ( ) ( )dttgdttg

m

m

 =
1

1

 ( ) ( )mIdttg

m

=
1

 

 

L’aire ( ) ( )mImA 4=  car unité 2cm sur les l’axes 

                  2-c   Comme  ( ) ( )mImA 4=  donc ( ) ( )( ) ( )mmmmmmA 4²ln425 +−++=  

                  ( ) 5lim
0

=
+→

mA
m

 car 0lnlim
0

=
+→

mm
m

et   ( ) 04²lim
0

=+
+→

mm
m

 

 

 

 

PROBLEME 13 

PARTIE A 

Soit :f   IRIR →  

                
( )xx

x
ln1

1

−
→  

 

1- Déterminons l’ensemble de définition  

f  existe si et seulement si 0)ln1( − xx  et 0x  

0x   et        xln1  0x         ex   

Donc  

 

 

2-  Montrons que    f  est continue et dérivable sur Df . 

   += ;;0 eeDf  
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La fonction ( ) ( )xxx ln1−=  est définie sur Df , qui ne s’annule pour aucune valeur de x  

Donc Df  est dérivable pour chacun des intervalles ouverts  e;0  et  +;e  puisqu’elle est le produit de 

deux telles fonctions. 

Par conséquent


1
=f  est dérivable (donc continue) en tout point de Df . 

3- Déterminons le sens de variation de f  

Si Dfx , ( )
( )
( )  ( ) ²

ln

²

'
'

x

x

x

x
xf




=−=  car 



1
=f  

Avec, ( ) ( )( ) ( ) xx
x

xxxxx ln
1

ln1''ln1' −=−−=−=  

Dfx , le signe de ( )xf '  est celui de xln  

( ) 0' =xf  0ln =x   1=x  

 1;0x , ( ) 0' xf  donc f  est décroissante 

   + ;;1 eex , ( ) 0' xf  donc f  est  croissante 

4 -  Etudions sur Df , le signe de ( )xx ln1−  

Dfx , 0x  donc le signe est celui de xln1−  

Donc  ex ;0 , ( ) 0x  

          + ;ex , ( ) 0x  

Calculons les limites aux bornes de Df  

( )
( )xx

xf
xm ln1

1
limlim

00 −
=

++ →→
 

quand 
+→ 0x , 

+→ 0ln xx et 
+→ 0x  

Donc ( ) +=
+→

xf
x 0
lim

 

En outre ( ) +

→
=−

−
0ln1lim xx

ex
 ( ) +=

−→
xf

ex
lim  

( ) −

→
=−

+
0ln1lim xx

ex
 ( ) −=

+→

xf
ex

lim  

Enfin ( )
( )xx

xf
xx ln1

1
limlim

−
=

+→+→
 

Transformons ( )xx ln1−  en 







−1

ln

1
ln

x
xx  

11
ln

1
lim −=








−

+→ xx
  et  +=

+→
xx

x
lnlim  

Donc ( ) −=−
+→

xx
x

ln1lim  0)(lim =
+→

xf
x

 

 

D’où le tableau de variation suivant 

 

x  0                     1                           e                                                     +  

( )xf '  - 0 +  + 
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( )xf  

 +                               +  

 

 

 

 

 

                       1          

 

                                                                   

0  

 

 

 

 

 

−  

 

E n conclusion ( )Cf  admet deux asymptotes que sont :  

• verticale en 0=x  

• horizontale en 0=y  

 

B-1  Calculons ( )ef  et ( )ef '  pour déterminer l’équation de la tangente. 

( )
e

e

ef
2

2

1
1

1
=









−

=
        et       ( )

e
e

ef
2

²
2

1
1

2

1

' =

















−

=
 

La tangente ( )T  à la courbe ( )C  au point e  a pour équation ( ) ( )( )exefefy −=− '  

( )ex
ee

y −+=
22

      et     x
e

y
2

=  

Le point ( )0;0A  appartient à ( )T  

2- Calculons les images par f  des valeurs suivantes 

 18,1
2ln1

2

2

1


+
=








f      ;  ( )

( )
65,0

2ln214

1
4 −

−
=f  ;   ( ) 11 =f ( )

( )
33,0

1ln11

1
5 −

−
=f  

 

 

3- Construction de ( )Cf  unité=2cm en annexe 

PARTIE B 

Soit g définie de IR dans IR  définie par  

( ) xxg ln1ln −=  

1- Déterminons l’ensemble de définition de f  

la fonction g est définie pour 0x  et telle que 0ln1 − x  

donc    +== ;;0 eeDfDg  

2-  Déterminons la fonction dérivée de g  

( ) ( )
( )

( )xf
xx

x
x

xg −=
−

−
=−

−
=

ln1

1
'ln1

ln1

1
'  

Déduisons une primitive de f  

On voit que ( ) ( )xfxg −='  ( ) ( )xgxf '−=  

 

 

 

 

 

( ) 21.1
2

=
e

ef

( ) xxF ln1ln −−=
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2-a   Calculons l’aire ( )A  

( ) ( ) ( ) ².4²4
1 1

cmdxxfcmdxxfA  ==

 

  

( ) ( )  14 xGA −=  

( ) ( ) ( )  GGA −+= 14  

( )



ln1

1
ln4

−
=A  si e , 0ln1 −  

2-b  Déterminons  e;1    tel que ( ) 16ln=A  

Remarquons que 16=4², donc que 2ln416ln =  

L’équation ( ) 16ln=A  est alors équivalent à 2
ln1

1
=

− 
 


2

1
ln =  

64,1== e   ee ;1
 

 

PROBLEME 14 

PARTIE A 

Soit :f  la fonction  suivante   IRIR →  

                                                    
1

2²

+

−+
→

x

xx
x  

Déterminons le domaine de définition de :f  

f  existe si et seulement si 01 +x    1−x  

   +−−−= ;11;Df  

1- Donnons les trois valeurs de ( )xf  sur Df  

• si 1−x            ( )
( )
( ) 1

2²

1

2²

+

−+−
=

+−

−−
=

x

xx

x

xx
xf  

• si 21 − x      ( )
( )










+

−+−
−=

+

+−
=

+

−−
=

1

2²

1

2²

1

2²

x

xx

x

xx

x

xx
xf  

• si 2x               ( )
1

2²

+

−+
=

x

xx
xf  

 

Pour cela, on en déduit les dérivées suivantes 

• si 1−x            ( )
( )( ) ( )

( ) ( )²1

32²

²1

2²121
'

+

+−−
=

+

−+−−+−+
=

x

xx

x

xxxx
xf  

• si 21 − x      ( )
( ) ( )²1

32²

²1

32²
'

+

−+
=









+

+−−
−=

x

xx

x

xx
xf  

• si    2x            ( )
( ) 9

5

²12

322²2
2' =

+

−+
=

x
f g

 

• si     2x         ( )
( ) 9

11

²12

322²2
2' =

+

++
=

x
f d
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Et de plus )2('gf   )2('df donc f  n’est pas dérivable au point 2=x  

2- Etudions les limites aux bornes de Df  

( ) +=







=









+

−+
=

+→+→+→ x

x

x

xx
xf

xxx

²
lim

1

2²
limlim  ( ) +=

+→
xf

x
lim  

 

De même  ( ) +=
−→

xf
x
lim  

Quand 1−→x                   42² →++ xx  par continuité 

Quand 1−→x                   
+→+ 01x  par conséquent   ( ) +=

−→
xf

x 1
lim  

3- Etudions les variations de ( )xf   

 

• si 1−x            ( )
( )

( )( )
( )²1

31

²1

32²
'

+

+−
=

+

+−−
=

x

xx

x

xx
xf   est du signe de 3+x  

• si 21 − x      ( )
( )

( )( )
( )²1

3)1

²1

32²
'

+

+−
=

+

−+
=

x

xx

x

xx
xf   est du signe de 1−x  

• si    2x            ( )
( )

0
²1

32²
' 

+

++
=

x

xx
xf  D’où le tableau de variations suivant : 

 

x  -                 -3                        -1                                1                                          2                   +  

( )xf '  - 0 +  - 0            +             
9

5
  

9

11
    + 

( )xf  

 +                               +  

 

 

                                 

 

                      7 

 

+                                                                                     +  

 

 

                                                                       

 

  

                                 1 

 

Pour trouver les asymptotes obliques, on calcule d’abord  

( )
( )

1
1

2²
limlim −=

+

−+−
=

−→−→ xx

xx

x

xf

xx
 

Puis, si 1−x , ( )
1

22

1

2²

+

−
=+

+

−+−
=+

x

x
x

x

xx
xxf  

qui tend vers 2 quand x tend vers −  

donc 1+−= xy  est asymptote oblique à ( )Cf  en −  

Sa position avec ( )Cf  

( ) ( ) 2
1

22
2 −

−

−
=−+=−

x

x
xxfyxf


( ) 0

1

4


+

−
=−

x
yxf

 pour 1−x  

Donc ( )Cf  est au dessus de l’asymptote 2+−= xy  

1- quand +→x , c’est plus simple ; on remarque que  

si 2x , ( )
1

2

1

22²

+
−=

+

−+
=

x
x

x

x
xf  

ce qui montre que xy =  est asymptote à ( )Cf  en +  

 

PARTIE B 

3
4  
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Soit 









+

−+
→

→

1

2²
ln

x

xx
x

RR

g  

a- Déterminons l’ensemble de définition de g  

On remarque que pour tout Dfx , ( ) 0xf  

Donc fg ln=  DgDf =  donc g est continue sur Dg et dérivable sur  2−Dg  

Comme g  est la composée de fonction dérivable et continue, puisque ( ) ( )xfxg ln=   

On a  ( )
( )
( )xf

xf
xg

'
' =  

Au point 2=x , la fonction admet une dérivée  

• à droite 
( ) 12

11

2

)2('
=

f

f d  

• à gauche 
( ) 12

5

2

)2('
=

f

f g
 

 

Comme g n’est pas dérivable en 2=x , elle admet par conséquent deux demi tangentes en ce point 

b- Etude de limites 

 

Le fait que +=
+→

x
x

lnlim  implique que ( ) ( ) ( ) +===
+→−→−→

xgxgxg
xxx
limlimlim

1
 

c- Etude de variation 

Comme ( ) ( )xfxg ln=   ( )
( )
( )xf

xf
xg

'
' =  et que ( ) 0xf  

donc g a strictement le même sens de variation que f dans les mêmes intervalles puisque xln  est 

croissante. 

 

D’où le tableau de variation suivant :   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x  -                -3                          -1                                1                                         2                 +      

( )xg '  - 0 +  - 0              +            
12

5
  

12

11
        + 
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( )xg  

 +                              +  

 

 

 

 

 

                     7ln           

 

+                                                                                     +  

 

 

                                                                       

 

  

                              0 

 

Etudions les branches infinies 

On a :  

Si 0x  et 1−x     ( )

x

x

x

x

x

x

xx
xf

1
1

)
²

2
1(

.
²

1

2²

+

−
+

=
+

−+
=  

                                               ( )

x

xx
xxf

1
1

²

21
1

.

+

−+

=  

Par suite ( ) ( )xfxg ln=  est telle que 
( )

( )xf
xx

xg
ln

1
=  

                                         
( )

xxxxx
x

xx

xg 1
1ln

1

²

21
1ln

1
ln

1
+−








−++=  

( )
0lim =

→ x

xg

x
  donc l’axe des abscisses est branche parabolique de direction (OI)  

Tracé de ( )Cg
en annexe

 

PROBLEME 15 

PARTIE A 

1- Calcul de limites de  en + ∞ et en - ∞ 

1)2()( −−= xexx  

On a −=−
+→

)2(lim x
x

et +=
+→

x

x
elim d’où   −=

+→
)(lim x

x
 

On a +=−
−→

)2(lim x
x

et 0lim =
−→

x

x
e , 

On est en présence d’une forme indéterminée (0 x ∞) 

Pour tout réel x, 1)2()( −−= xexx , on sait que 0lim =
−→

x

x
e et 0lim =

−→

x

x
xe d’où  

 

2- Etude de la fonction dérivée de   

 est dérivable sur R car ( 2 – x ) est dérivable sur IR et 
xe aussi. Donc pour tout réel x, on a : 

3
4ln  

1)(lim −=
−→

x
x

  
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xxx exexex )1()2()(' −=−+−=  

0, xeIRx donc le signe est celui de 1 – x d’où le tableau de variation suivant : 

X -∞                              1                                 +∞ 

)(' x  
+ 0 - 

)(x  
                                  e – 1  

 

                                                             

 

 -1                                                                 - ∞                                                                        

  

Calcul de valeurs  

1)0(,1)2(,1)1( =−=−=  e  

45866,01
²

4
)2( −−=−

e
  

3- Prouvons que


  s’annule uniquement en deux valeurs   et   telles que (  <  ) 

La fonction 


 est strictement croissante sur 
 2;−−

on a 
0)2( −

, donc 


est négative sur 

 2;−−
 donc 


ne s’annule pas sur 

 2;−−
 

La fonction 


est strictement croissante et continue sur 
 0;2−

  elle réalise donc une bijection de  
 0;2−

 

sur  
 )0();2(  −

. on a 
0)2( −

et 
0)0( 

donc le réel  0  appartient à 
 )0();2(  −

 ; il existe 

donc un unique réel   appartenant à 
 0;2−

tel que
0)( =

. 

La fonction 


est strictement croissante sur 
  0)0(,1;0 

donc la fonction 


est strictement positive et 

ne s’annule pas sur 
 ,1;0

 

La fonction 


est strictement décroissante et continue sur 
 2;1

elle réalise une bijection de 
 2;1

sur 

 )1();2( 
, on a 

0)2( 
et 

0)1( 
donc le réel  0 appartient à 

 )1();2( 
. Il existe donc un réel 

unique   appartenant à 
 2;1

tel que 
0)( =f

 

La fonction 


est strictement décroissante sur 
  0)2(,;2 +

donc la fonction 


est strictement 

négative sur 
 +;2

d’où : 

 

 

X  -∞        -2               0          1                      2           +∞ 

)(x
 

        -         -   0    +         +       +      0      -              - 
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4- A l’aide de la calculatrice                               donc  

 

 

De même β = 1,8414057  

 

5- Montrons que 




−
=

2

1
e  

On a 1)2(01)2(0)( =−=−−=   ee  

Le réel   est différent de 2 car 
0)2( 

donc 02 − et 



−
=

2

1
e

  

PARTIE B 

Soit xe

e
xf

x

x

−

−
=

1
)(

 

1- Ensemble de définition de f 

,IRx
soit U la fonction définie par 

xexU x −=)(
 

La fonction U est définie et dérivable sur IR (car somme de fonctions dérivables sur IR) et
,IRx
  

                       
1)(' −= xexU

d’où le tableau de variation de U 

 

 

1)(,  xuIRx
et 

0)(,  xuIRx
 

La fonction f est le quotient de la fonction 1−xex  qui est définie sur IR, et de la fonction U qui est 

définie sur IR et non nulle sur IR, la fonction f est donc définie sur IR 

2- Calcul de limites de f en +∞ et en -∞ 

X -∞                               0                                     +∞ 

U’(x) - 0 + 

U(x) +∞                                                                    +∞                                                                        

 

 

                                      1 

14,115,1 −−   

85,184,1    

1461932,1−
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On a 
1)1(lim −=−

−→

x

x
e

et 
+=−

−→
)(lim xe x

x    donc  

Théorème vu au cours 

+=
+→

x

x
elim et −=−

+→
x

x
lim donc forme indéterminée(+∞ -∞) 

Transformons f 

x

x

x

x

x

x

x

x

e

x
e

e

x
e

e
e

xe

e
xfIRx

−

−

=

−

−

=
−

−
=

1

1
1

)1(

)
1

1(
1

)(,  

Car IRxe x  ;0  

On a 1)1(lim1)
1

1(lim =−•=−
+→+→ xxxx e

x

e
car d’après le cours 0lim =

+→ xx e

x
et +=

+→ x

e x

x
lim  

D’où                                         

 

 

3) Etude des variations de f 

IRx , f est dérivable car quotient de deux fonctions dérivables sur IR, de plus xex − est non nul. 

Pour tout réel x 

)²(

)1)(1()(
)('

xe

eexee
xf

x

xxxx

−

−−−−
=

        



       
)²(

1)2(

)²(

12.
)('

xe

ex

xe

exe
xf

x

x

x

xx

−

−−
=

−

−+−
=  

 

 

 

 

 

En utilisant le tableau de signe de la partie A-3, on obtient : 

x -∞                       α                        β                 +∞ 

f’(x) - 0 + 0 - 

  

    f(x) 

0                                                    f(β) 

 

 

                             

                           f(α)                                                                              

 

                                                                                             

1  

 

3- calcul de f(α) 

On a  d’après la question A-5 
−

=
2

1xe d’où







−

−
=

e

e
f

1
)(   

0)(lim =
−→

xf
x

 

1)(lim =
+→

xf
x

 

)²(

)(
)('

xe

x
xf

x −
=


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)2(1

)2(1

2

1

1
2

1

)(








−−

−−
=

−
−

−
−=f

         



           

)²1(

1

12²

1
)(

−

−
=

+−

−
=








f

 

Comme α ≠ 1, on peut donc simplifier par α – 1. D’où 
1

1
)(

−
=


f
 

4-Déterminons une primitive de f sur IR et calcul d’intégrale 

On sait que f est continue et dérivable sur IR, donc elle y admet des primitives donc la fonction dérivée sur 

IR de la fonction xexU x −→: est la fonction 1:' −→ xexU . On a donc
u

u
xf

'
)( = , 

On déduit donc une primitive de f sur IR qui est uln  

  1ln1lnln
1 1

0

1

0
−−=−=

−

−
 exedx

xe

e x

x

x

  

 

 

 

PARTIE C 

1) Etude de la fonction g définie par )
2

1
ln()(

x
xg

−
=  

La fonction g est la composée de deux fonctions, donc : 

Soit 
x

xxg
−

→=
2

1
)(1

et de la fonction ln. La fonction g est définie sur  2−IR  et strictement positive 

sur  2;−  , la fonction ln est définie sur 
*

+IR  ? Donc la fonction g est donc définie sur  2;−− . 

car
1

lim 0
2x x→−

=
−

donc  On a 

On a
2

1
lim

2x x−→
= +

−
 donc

2
lim ( )
x

g x
−→

= +  

 

D’où le tableau de variation de g dans lequel on a placé les réels  - 2 et 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x -∞                   -2                          0                    2 

lim ( )
x

g x
→−

= −  

54,0)1ln(
11

0
−=

−

−
 edx

xe

e
x

x
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g 

                                                                                         

+∞                                        

                                                    
1

ln( )
2

 

                         
1

ln( )
4

 

 

-∞   

 

 

 

 

La fonction g est strictement croissante sur  2;0I = − donc pour tout x de I on a 

( 2) ( ) (0)g g x g−    

On a 
1

( 2) ln( ) ln 4 1,39
4

g − = = − = − et 
1

(0) ln( ) ln 2 0,69
2

g = = − = − donc pour tout x de I on a 

2 ( ) 0g x−   , donc  0;2)( −xg et donc l’image de I  est incluse dans I  

2a-  Etudions la suite (Un) 

Soit ( )n NUn   ,la suite définie pour tout entier n par : 

0

1

2

( )n n

U

U g u+

=


=
 

 1 ( 2) ln 4 2;0U g= − = −  −  

Raisonnement par récurrence : 

•  0 2 2;0U = −  −  

• Supposons qu’il  existe un entier n tel que  2;0nU  −  

• D’après la question précédente si  2;0nU  − alors  ( ) 2;0ng u  − donc  1 2;0nu +  −  

• Donc d’après le principe de récurrence, n N  on a  2;0nU  −  

• Montrons par récurrence que la suite ( )n n Nu  est croissante 

+−=− 24ln01 uu 0.6 Donc 1 0 0u u−   

• Supposons qu’il  existe un entier n tel que 1 10n n n nu u u u+ +−   

• La fonction g étant strictement croissante sur   2;0− et tous les Un appartenant à cet intervalle 

1( ) ( )n ng u g u+  soit 2 1n nu u+ +  

• Donc d’après le principe de récurrence, 
*INn on a 1n nU U+  , la suite ( )n n NU  est strictement 

croissante. 

2-b Etudions la suite (Vn) 

Soit suite ( )n n Nv  définie pour tout entier n par : 

0

1

0

( )n n

v

v g v+

=


=
 

1 (0) ln 2 0,69v g= = − = − D’où en utilisant les valeurs approchées 1 1 1 0( 1,39); 2 0u u v v= − −      
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Montrons par récurrence que 
*n N   

12 0n n nu v v −−      

On a 1 1 02 0u v v−     , la propriété est vraie au rang 1 

Supposons qu’il  existe un entier non nul n tel que : 

12 0n n nu v v −−      

La  fonction g étant strictement croissante sur  2;0− on a : 

1( 2) ( ) ( ) ( ) (0)n n ng g u g v g v g−−      

Mais ( 2) 2g −  −
et 

(0) 0g 
donc 

0)()()(2 1 − −nnn VgVgUg  

Soit  

 

 

 

Donc d’après le principe de récurrence, pour tout entier naturel n non nul on a : 

 

02 1 − −nnn VVU  

D’après les inégalités précédentes, on a pour tout entier naturel n non nul : 1n nv v − donc la suite 

( )n n Nv  est décroissante 

3-   a)  montrons que sur R+ par ln(1 )x x+  . 

Soit m la fonction définie sur +IR par )1ln()( xxxm +−= . Elle est dérivable sur +IR , d’où: 

1
'( ) 1

1 1

x
m x

x x
= − =

+ +
 

* , '( ) 0x R m x m+   est donc strictement croissante sur 
*

+IR donc sur +IR  

Donc pour tout x de +IR ,on a ( ) (0) 0m x m = donc pour tout x de +IR , ln(1 ) 0x x− +  ou encore  

 

 

 

b) Montrons que 
1 1, ln(1 )

2

n n
n n

n

v u
x N v u

v
+ +

−
  − = +

−  

 , 2;0nx N v   − et  2;0nu  − donc les réels 2 – Vn  et 2 – Un sont strictement positif d’où : 

1 1

1 1

1 1

1 1

( ) ( )

1

2 2
ln ln( )

1 2

2

2
ln( )

2

2
ln( )

2 2

n n n n

n n
n n

n

n

n n n
n n

n

n n n
n n

n n

v u g v g u

v u
v u

v

u

v v u
v u

v

v v u
v u

v v

+ +

+ +

+ +

+ +

− = −

 
 − −
 − = =

− 
 − 

− + −
− =

−

− −
− = +

− −

 

 

1 12 0n n nu v v+ +−      

ln(1 )x x+   

1 1 ln 1
2

n n
n n

n

v u
v u

v

−
+ +

 
− = + 

−   
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Déduisons que 1 1
2

n n
n n

n

v u
v u

v
+ +

−
− =

−
 

On a montré à la question c2b que pour tout entier n, n nu v et que 2 0nv−  donc pour tout entier 

naturel n, on a 0
2

n n

n

v u

v

−


−
donc d’après la question c 2a 

ln(1 )
2 2

n n n n

n n

v u v u

v v

− −
+ 

− −
et donc pour tout entier n on a :  

On a successivement entier n, 

2 0

0 2

2 2 4

1 1 1

4 2 2

n

n

n

n

v

v

v

v

−  

 − 

 − 

 
−

car ces trois membres sont strictement positifs 

Le réel nn UV −  est positif pour tout entier n donc en multipliant les trois membres par ce réel positif on 

a : 

4 2 2

n n n n n n

n

v u v u v u

v

− − −
 

−
D’où pour tout entier n : 

ln(1 )
2 2 2

n n n n n n

n n

v u v u v u

v v

− − −
+  

− −
,il s’en suit :               (A) 

0 0

1
( )

2
n n n

v u v u−  −  Montrons que pour tout entier n, 

1ère méthode 

Si 1 1 1n n nv u w+ + +−  .on a (Wn) est une suite géométrique d’après (A) de raison 
2

1
 d’où 

1

1

2
n nw w+  donc

0 0

1
( ) ( )
2

n

n n nw v u v u= −  −   

 

2e méthode : par récurrence 

On a 
0 0 0 0

1
( ) ( )
2

v u v u−   − vraie au rang 0 

Supposons qu’il existe un entier n tel que 
0 0

1
( ) ( )
2

n

n nv u v u−  −  

D’après la propriété démontrée précédemment on a : 

1 1

1
( )

2
n n n nv u v u+ +−  − donc en utilisant l’hypothèse de récurrence 

1 1 0 0

1

1 1 0 0

1 1 1
( ) .( ) ( )

2 2 2

1
( ) ( )
2

n

n n n n

n

n n

v u v u v u

v u v u

+ +

+

+ +

−  −  −

−  −

 

La propriété est vraie au rang n +1  

1 1
2

n n
n n

n

v u
v u

v
+ +

−
− 

−
 

1 1

1
( )

2
n n n nv u v u+ +−  −  

0 0

1
( )

2
n n n

v u v u−  −  

0 0

1
( )

2
n n n

v u v u−  −  
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D’après le principe de récurrence  pour tout entier n, on a : 

 

On a démontré que pour tout entier naturel n, 0 n nv u −  

D’où  

 

 

 

 

On a 
1 1

1 lim ( ) 0
2 2

n

x→+
 = donc lim ( ) 0n n

x
v u

→+
− =  

En résumé, ( )n n Nu  est croissante, ( )n n Nv  décroissante et la suite (Vn – Un) a pour limite 0, les suites (Vn) 

et (Un) sont adjacentes, elles sont donc toutes deux convergentes et ont la même limite l = 0 

c) on obtient avec la machine U10 = -1,146200752 

 

1461,11462,1146176412,1 1010 −−−= VV  

 

PROBLEME 16 

1- Calculons les limites aux bornes de Dg 

 

0 0

1
( ) ln

0;

1
lim ( ) lim ( ln )
x x

g x x
x

Dg

g x x
x+ +→ →

= − +

= +

= − +

 

0
lim ( )
x

g x
+→

= +  car 
0

0

lim( ln )

1
lim( )

x

x

x

x

+

+

→

→

− = +

= +
 

1
lim ( ) lim ( ln )
x x

g x x
x→+ →+

= − +  

lim ( )
x

g x
→+

= −  car 

lim ( ln )

1
lim ( ) 0

x

x

x

x

→+

→+

− = −

=
 

2- Etudions les variations de g 

1 1 1
'( ) ( ln ) ' '( )

²

1
'( ) ( )

²

g x x g x
x x x

x
g x

x

= − +  = − −

+
= −

 

Sens de variation 

1
, 0

²

x
x Dg

x

+
   Donc g est strictement décroissante  sur  0;+  

Tableau de variation 

x 0                                                    +∞ 

g’(x) - 

g(x) +∞ 

 

0 0

1
0 ( ) ( )

2

n

n nv u v u −  −  

101,1463 1,1462u−   −  
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-∞                                                                                              

3- Démontrons que g(x) =0 admet une solution unique 
3

;2
2


 

 
 

 

Sur  0;+ , g est continue et strictement décroissante. 

Elle réalise donc une bijection de  0;+
sur 

 ;− +
  ou 

IR
 

Or  
3

;2 0;
2

 
 + 

 
de plus 

 0 ; − +
 

3
( ) 0,26 3

( ) (2) 02
2

(2) 0,19

g
g g

g


= 


= − 

 D’où g(x) = 0  admet solution unique 
3

;2
2


 

 
 

 

4- Justifions que : 
 
  0)(;;

0)(,;0





xgx

xgx

+






 

Sur  0;+ , on a : g est strictement décroissante et ( ) 0g  = d’où  0; , ( ) 0x g x    

et  ; , ( ) 0x g x  +   

 

PARTIE B 

 ( ) ln , 0;xf x e x Df−= = +  

1- Déterminons f’(x) 

)
1

ln()('

1
ln)('

)'ln()(',

x
xexf

e
x

xexf

xexfDfx

x

xx

x

+−=

+−=

=

−

−−

−

                            

2- Etudions les variations de f 

 0; , 0xx e−  +  donc le signe de f’(x) dépend de g(x) 

Donc 
  0)('0)(,,;0  xfxgx  

alors f est strictement croissante 

  0)('0)(,;0  xfxgx +
Alors f est strictement décroissante 

 

               Tableau de variation 

x 0                                                                   + 

f’(x) + 0 - 

 

 

f(x) 

 

 

                   

 

 

 

 

0                                                                        -                                                                                          

 

 

3- démontrons que (OI) et (OJ) sont asymptotes à (Cf) 

'( ) ( )xf x e g x−=  

f( ) 




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)ln(lim)(lim
00

xexf x

xx

−

→→ ++
=

 

−=
+→

)(lim
0

xf
x car 

−=

=

+

+

→

−

→

x

e

x

x

x

lnlim

1lim

0

0

 

D’où (OJ) est une asymptote verticale à (Cf) 

x

x
xexf

xexf

x

x

xx

x

xx

ln
limlim)(lim

)ln(lim)(lim

+→

−

+→+→

−

+→+→

=

=

                            
0)(lim =

+→
xf

x car 

0
ln

lim

0lim

=

=

+→

−

+→

x

x

xe

x

x

x

 

D’où (OI) est asymptote horizontale à (Cf) 

4- Démontrons que 


−

=
e

f )(
 










 1
)(ln)(

1
ln0

1
ln0)(

==

==+−=

−− efef

g

  

 

 

 

5- Déterminons les coordonnées du point d’intersection de (Cf) avec l’axe des abscisses 

0ln0)( == − xexf x

 

Or  
10ln0, == − xxeDfx x 

 

Donc     

 

6- Tracé de courbe en annexe 

 

PARTIE C 

1- Démontrons que 
1−f
est dérivable en 0 

0)( =xf
 =1, xdonc 1)0(

1 =−f
 

f est dérivable sur 
 +;0

en particulier en 1 

0)1(' 1 = −ef
alors 

1−f
est dérivable en 0 

2- Déterminons )0(

1)'( −f  

1)0(

1

)0(

1 1
)'(

)1('

1
)'(

−

−− ==
e

f
f

f                                              
ef =−

)0(

1)'(
 

3- Dressons le tableau de variation de
1−f
  

1−f
étant la bijection réciproque de f, on a le tableau de variation suivant : 

 

 

 

 




−

=
e

f )(  

I(1 ;0) 
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x -                                                               0  

)(

1)'( xf −
                                    +                     

 

 

))(( 1 xf −
 

                                                                             

+  

 

 

 

 

0 

D’où )(Cf  et 
)( 1−f

C
sont symétriques par rapport à la droite d’équation : y = x  (la première 

bissectrice)  

4- tracé en annexe. 

 

PROBLEME 17 
 

PARTIE  A 

 

1 ) Résolvons l’équation   0)( =xp . 

Posons X  = 
xe  et l’ équation devient 045² =+− xx  

01625 −=   =3 

X1  = 
+

2

35
X1 = 4 et X2  = 

−

2

35
X2 = 1 

Donc 4ln4 == xe x
 

01 == xe x
 

Donc l’ensemble de solution est  4ln;0=IRS  

e) Démontrons que : 

Tableau de signe de )(xp  

x 
            0                      ln4         +  

x-ln4     -              ║     -                0      + 

x     -               0    +               ║      + 

P(x)    +               0     -                0      + 

 

Alors 
   
  0)(,4ln;0

0)(,;4ln0;





xpx

xpx



+−
  

 

PARTIE B 

Soit 
2

1
1)(

−
+−=

xe
xxf  

4- Déterminons l’ensemble de définition de f  

 02/ −= xeIRxDf   2/ = xeIRxDf  2ln/ = xIRxDf  

 2ln−= IRDf  

 − 


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5- Calculons les limites de f  en + et en −  

)
2

1
1(lim)(lim

−
+−=

+→+→ xxx e
xxf  

Quand 









→
−

+→−

+→
0

2

1

1

xe

x

x             donc  +=
+→

)(lim xf
x

 

)
2

1
1(lim)(lim

−
+−=

−→−→ xxx e
xxf  

Quand 









−→
−

−→−

−→

2

1

2

1

1

xe

x

x             donc  −=
−→

)(lim xf
x

 

)
2

1
1(lim)(lim

2ln2ln −
+−=

⎯→⎯⎯→⎯


xxx e
xxf  

Quand 




−→
−

⎯→⎯


2

1
2ln

xe
x             donc  −=

⎯→⎯


)(lim
2ln

xf
x

 

 

)
2

1
1(lim)(lim

2ln2ln −
+−=

⎯→⎯⎯→⎯


xxx e
xxf  

 

Quand 




+→
−

⎯→⎯


2

1
2ln

xe
x             donc  +=

⎯→⎯


)(lim
2ln

xf
x

 

5- a)   2ln− IRx  f est dérivable car somme de fonctions dérivables 

)'
2

1
1()('

−
+−=

xe
xxf      

 

2

2

2

2

2 )2(

44

)2(

)2(

)2(
1)('

−

−+−
=

−

−−
=

−
−=

x

xxx

x

xx

x

x

e

eee

e

ee

e

e
xf  

 

22

2

)2(

)(

)2(

45
)('

−
=

−

+−
=

xx

xx

e

xp

e

ee
xf  

 

5- b)  Etudions le signe de )(' xf  

 

)²2(, − xeIRx   0 donc le signe de 
)(' xf

est celui de
)(xp

or 

 

-     ,0)(,;4ln0; +− xpx donc )(' xf 0  d’où f est strictement croissante 

 

-  4ln;0x ― 2ln , doncxp ,0)(  0)(' xf d’où f est strictement décroissante 
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Tableau de variation de f
 

 

x  -                         0                              ln2                                                   ln4                      

+  

)(' xf                 +            0             -                                                                                                         -                     0                 + 

)(xf                                  

 

 

                              -2 

 

 

 

 

 

-                                                -

                                                                                                         

 +                                                                       

+  

 

 

 

 

 

 

                                          2ln2 - 
2

1
 

 

4 ) Démontrons que ( ) 1: −= xyD est  asymptote oblique à ( )Cf  en +  

  0)
2

1
(lim)(lim =

−
=−

+→+→ e
xxx

yxf ,donc ( ) 1: −= xyD est bel et bien asymptote à ( ))Cf  en +   

5 ) Position relative de ( )D  et  ( )Cf  

2

1
)(

−
=−

e
x

yxf  

  yxfx −+ )(;2ln  ≥ 0 , donc ( )Cf  est au dessus de ( )D  

4) Démontrons que 
)2(22

3
)(

−
+−=

e
e
x

x

xxf  

)2(22

32
)(

−
+

−
=

x

x

e

ex
xf  =

)2(2

41284

−

++−−
x

xx

e

xexe
 

=)(xf
2

3

2

)3()2(

−

−
−=

−

−+−
x

x

x

xx

e

e
x

e

eex
  

2

1
1)(

−
+−=

xe
xxf  donc    +− ;2ln2ln;x    

)2(22

3
)(

−
+−=

x

x

e

e
xxf  

7 ) Démontrons que ( )  :
2

3
)( −= xxf  est asymptote oblique à ( )Cf  en -  

 
)2(2

(lim)(lim
−

=−
−→−→ x

x

xx e

e
yxf ) 

                                   =
−→x

lim )
42

1
(

xe−−
 

Quand ,−→x  
xe−− 42 +→ , donc   0)(lim =−

+→
yxf

x
,d’où 

2

3
−= xy est asymptote à ( )Cf  en -

  

8 ) Etudions la position relative de ( )Cf  , et ( )  
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)2(2
)(

−
=−

x

x

e

e
yxf  . Avec 

)2(2 −x

x

e

e
0  , on a donc ( )Cf  est au dessous de ( )   sur  2ln;−  

9 ) Voir papier millimétré 

PARTIE C 

1 ) Exprimons  l’aire )(A en fonction de   

L’ aire est délimitée par la partie comprise entre ( )Cf   la droite ( )  , la droite (OJ) , et =x  

 −=

0

))(()(


 xfyA xOIxOJ cm² 

 −
−=

0

2
2)(


 dx
e

e
A

x

x

 cm²      2ln2)( −−= xeA   cm² 

Sur  0;  , 2−xe   donc  0)2ln(2)(  xeA −−=   cm² 

)2ln(2)(  eA −=  cm² 

2 ) Calculons )(lim 


A
−→

 

2ln2)(lim =
−→




A  cm² car  0→e  en - . 

 

 

 

PROBLEM 18 

 

PARTIE A 

 

Soit fm(x) = 1 – mx3 – 2ln x, la fonction fm définie de IR vers IR  

1-a) Calcul des limites aux bornes de Dfm 

Dfm = {pour tout x Є IR, x > 0 } donc Dfm = ]0 ; + ∞[. 

+=−−=

→→

)ln21(lim)(lim 3

00
xmxxf

x
m

x
 car en 0, ( 03 →−mx  et −→− xln2  

−=−−=
+→+→

)ln21(lim)(lim 3 xmxxf
x

m
x

 car en + , ( −→− 3mx  et −→− xln2 ) 

1-b) Etude des variations de fm. 

Pour tout x Є IR*
+, fm est dérivable car somme de deux fonctions dérivables donc :                                                                       

fm’ (x) = (1 – mx3 – 2ln x)’ =- 3 mx² 
x

2
−   

Pour tout x Є IR*
+, 

x

mx
xf m

)23(
)('

3 +−
=   

Pour tout x Є IR*
+ et m Є [0 ; 1], fm’(x) < 0 donc fm est strictement décroissante sur Dfm. 

 

Tableau de variation de fm 

x 0                                                                                        +  

)(' xf m   

─ 

 
+  

 

 

                                                                                                                

-  

) ( x f m 
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2-a) Pour tout x Є ]0 ; + ∞[, fm est strictement décroissante et continue donc elle réalise une bijection de ]0 ; 

+ ∞[ dans IR. En effet, tout x de IR admet un et un seul antécédent dans ]0 ; + ∞[. Or 0 Є IR donc 0 admet 

un et unique antécédent dans  

]0 + ∞[. Par conséquent, il existe un unique nombre réel positif am tel que fm(am) = 0 

b) Montrons que 1 ≤ am ≤ e  

 )1()()()1(0)(
0)(

01)1(
mmmmmm

m

m
fafeffef

emeef

mf








−=

−=
 

Donc eam 1   car mf  est strictement décroissante. 

PARTIE B 

1-a)  L’ensemble de définition D de la fonction gm est :  

Dgm = {x Є IR, x > 0} donc Dgm =] 0 ; + ∞ [. 

1-b) Déterminons les limites de gm suivant les valeurs de m 

• m = 0 








−=

=

=


→

+→

)(lim

0)(lim

²

ln
)(

0
0

0

0 xg

xg

x

x
xg

x

x

  

●  m=1 








−=

−=

−=


→

+→

)(lim

)(lim

²

ln
)(

1
0

1

1 xg

xg

x
x

x
xg

x

x

              car 

0

0
²

ln

→−

→

x

x

x

 

●  m  1;0  

 

 

 






−=

−=

−=


→

+→

)(lim

)(lim

²

ln
)(

1;0
0

1;0

11;0 xg

xg

mx
x

x
xg

x

x

       

         

1-c) Précisons les asymptotes de (Cm) suivant les valeurs de m 

m=0 , 0)(lim 0 =
+→

xg
x

 , donc ( 0C ) admet une asymptote horizontale d’équation : y=0. 

m  1;0 ,  −=

→

)(lim
0

xgm
x

  donc )( mC admet une asymptote verticale d’équation : x=0 

m=1,   −=
+→

)(lim 1 xg
x

                              , 1
)(

lim 1 −=
+→ x

xg

x
                 ,   0)(lim 1 =+

+→
mxxg

x
   

donc )( 1C admet une asymptote oblique d’équation :y 1 = -x 

2- Montrons que pour tout xD, )(
1

)('
3

xf
x

xg mm =  

 xD, m
x

xxx
mx

x

x
xg m −

−
=−=

42

ln2
)'

ln
()('  

, m
x

x
xg m −

−
=

3

ln21
)(' =

3

3ln21

x

mxx −−
 , 

3

)(
)('

x

xf
xg m

m =  

3-a) Dressons le tableau de variation de )(xgm  

Pour tout   0,;0 3 + xx  donc le signe de )(' xg m  est celui de )(xfm  or sur   0)(,0 xfa mm  donc 

mg  est strictement croissante. 
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Pour tout XЄ ]am ; + [ , mf
(X) < 0 donc mg  est strictement décroissante. 

 

 

 

 

 

Pour m=0, on obtient le tableau de variation suivant :                            Pour m 0, on obtient le tableau de 

variation suivant : 

    x  0                  e                    +      x  0                   ma               +  

)('0 xg              +        0              - )(' xg m          +            0             - 

 

 

 )(0 xg  

                   
e2

1  

 

 

 

−                                     0  

 

 

)(xgm  

                     )( mm ag  

 

 

 

−                                  -  

 

b- Donnons l’expression de )( mm ag  

2

1
ln0ln210)(

3

3 m

mmmmm

ma
aamaaf

−
==−−=  

Donc 
2

3

2

3

2

31
)(

2

1
)(

m

m

mmm

m

m

mm
a

ma
agma

a

ma
ag

−
=−

−
=  

4- a) Déterminons une équation de )( mD tangente en mA  à )( mC  

)1()1)(1(':)( mmmm gxgyD +−=  

 

               mxmym −−−= )1)(1(                  1)1(:)( −−= xmyD mm  

4- b) Il existe un point commun qui est indépendant de m. Pour que cela soit indépendant de m, il faudrait 

x=0, d’où ce point commun à toutes droites )( mD  a pour coordonnées (0 ;-1). 

5- a) Etude des positions relatives de )( mC  et mxy −= :)(   

²

ln
)()(

²

ln
)(

x

x
yxgmxmx

x

x
yxg mm =−−−−=−  

  0
²

ln
,1;0 

x

x
x  donc )( mC  est au-dessous de )( m  

  0
²

ln
,;1 +

x

x
x  donc )( mC  est au-dessus de )( m  

5- b) Etude des positions relatives de )( mC  et )( 'mC  

)'(')()( ' mmxxmmxxgxg mm −=+−=−  or m’<m donc 0)()( ' − xgxg mm  

D’où )( mC  est au-dessous de )( 'mC  sur  +;0  avec xm
x

x
xgm '

²

ln
)(' −=  et mx

x

x
xgm −=

²

ln
)(   

6- Tracé des courbes (en annexe) 

 

PARTIE C 

• a) Montrons que   est une bijection  
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    )ln21(
1

)(
3

a
a

a −=  

 ea ;1  et )5ln6(
1

)('
4

−= a
a

a  

 ea ;1  et aa  )('  donc   est strictement décroissante et continue. D’où  réalise une bijection 

de  e;1  dans  1;0 . 

• b) Dressons le tableau de variation de   

 

         a  1                                                                 e  

)(' a  _  

 

 

 

)(a  

1 

 

 

 

 

                                                                                      

0 

 

 

• c) Donnons le sens de variation de 
1−  

1−  est la bijection réciproque de   , donc le sens de variation de 
1−  est celui de . D’où  

1− est 

décroissante de  1;0   sur  e;1  

2 .a)  Déterminons l’application de   

)ln21(
1

)()(
3 m

m

m a
a

am −==   Or d’après la question 3-b) de la partie B, 
3ln21 mm maa =− . 

Donc 
3

1
)(

ma
m =  x

3

mma              mm = )(  alors Id=   

• b) Déduisons que   est une bijection décroissante de  1;0   sur  e;1  

         

Id=   1−=  donc   est une bijection décroissante de   1;0   sur  e;1  


	G est le barycentre du système des points pondérés {(A ;3), (B ;-1), (C ;2)},
	Donc : 3(après introduction de A entre les vecteurs GB et GC)

