Exercice n°1

Dans une urne, il y a 18 boules blanches et 10 boules noires indiscernables au toucher. On considere
I'épreuve qui consiste a extraire au hasard, I'une aprés l'autre et sans remise deux boules de l'urne. Ce
tirage est équiprobable.

1-Déterminer la loi de probabilité «la 1 boule tirée est blanche ».Qui est I'événement E

2-On répete cinq fois de suite I'épreuve précédente ; aprés chaque tirage, les 2 boules sont remises dans
I'urne les dix épreuves élémentaires sont donc indépendantes. On désigne par x la variable aléatoire qui a
chaque partie de dix épreuves associe le nombre de fois que se produit I'événement E.

a) Expliquer pourquoi x suit une loi binomiale préciser les parametres de cette loi

b) Calculer la de probabilité de I'éveénement F «E se produit exactement 10 fois»

Exercice n°2

On dispose d'un dé cubique parfait dont les faces sont numérotées de 1 a 6. On jette dé deux fois de suite
et on note le nombre a et b obtenus on admet que les deux jets sont indépendants. On définit une variable
aléatoire x de maniére suivante :

eSia=b X (a, b)=a=b
b

e Si a #b, avec a divisible par b ou inversement X (a ; b)= % sia>betx(a b)=— sib>a
a

e Dans les autres cas x (a, b)= a+b.

1-Déterminer la loi de probabilité de x.

2-Calculer son espérance mathématique et sa variance.

Exercice 3
Un sac contient 18 boules indiscernables au toucher :

4 boules rouges numérotées de 1 a 4.
6 boules blanches numérotées de 1 a 6.
8 boules vertes numérotées de 1 a 8.

1)- On tire simultanément 3 boules au sac. Calculer la probabilité de chacun des événements A, B, C,
suivants

A: on obtient 3 numéros impairs.
B: on obtient au moins une boule rouge.
C: on obtient une boule numérotée 4 et une seulement

2)-Dans cette question, on procede au tirage suivant : on tire une boule, on note sa couleur et on le replace
dans le sac.

Calculer la probabilité de chacun des évenements
D : la boule est blanche

E : on obtient au moins une fois, une boule blanche lors de n tirage. Soit P, cette probabilité.

3)- Déterminer le plus petit entier ng tel que, pour tout entier n > ng on ait P, >

AN |

On donne log 2 =0,301 et log 3 = 0,477




Exercice 4

Sur un dé a 6 faces, I'une porte le chiffre 4, une autre le chiffre 3, deux autre le chiffre 2 et les deux
dernieres le chiffre 1. On suppose que chaque face apparait avec la méme probabilité

1)- On lance le dé. On désigne par x la variable aléatoire définie par la somme des chiffres sur les cinq faces
visibles.

Quelles sont les valeurs prises par X ?
Donner la loi de probabilité de X

2) On lance trois fois de suite le dé. On désigne par Y3 la variable aléatoire égale au nombre de fois ou X
est strictement inférieure a 10.

Quelles sont les valeurs prises par Y3 ?
Donner la loi de probabilité de Ys.
Déterminer I'espérance mathématique et la variance de Ya.

3) On lance n fois de suite le dé. On désigne par Y, la variable aléatoire égale au nombre de fois ou X est
strictement inférieur a 10.

Déterminer le plus petit entier naturel tel que P(Y,=n)<103

Exercice 5

Dans le but de controler I'état d'ébriété du conducteur automobile, la police procéde a un alcool-test.

On admet que 2% des personnes contrélées sont en état d'ébriété. La police controle n personnes.

On considére la variable aléatoire X égale au nombre de personnes en état d'ébriété au cours de ce
controle.

1) Exprimer en fonction de n, la probabilité de I'événement {X = 0}

2) Exprimer en fonction de n, la probabilité pour qu'au cours de ce contrdle, il y ait au moins une personne
en état d'ébriété.
3) Calculer le nombre minimum N de personnes a contrdler par la police pour que P(X=1) >0.95

Exercice 6
Un sac contient trois boules numérotées respectivement 0,1 et 2 incernables au toucher.
Un jeu consiste a opérer de la maniére suivante :

e On tire une boule, on note son numéro “a “ et on la remet dans le sac.
e Puis on tire une deuxiéme boule, on note son numéro “b “ et on la remet dans le sac ;
La somme a®+b? est appelée le « score » obtenu.

1) Donner I'ensemble de scores possibles.

2) Soit X la variable aléatoire égale au score obtenu par un joueur .Donner la loi de probabilité, I'espérance
mathématique, la variance et |'écart type de cette variable aléatoire X.

3) Calculer P(X>2).

4) Cinqg personnes jouent successivement au jeu précédent. Quelle est la probabilité pour que deux d’entre
elles seulement obtiennent un score strictement inférieur a 2 ?

NB : toutes les boules ont la méme probabilité d'étre tirées.

Exercice 7

Dans une boite sont placés 5 jetons numérotés de 1 a 5.

On tire simultanément 2 jetons de la boite, tous les tirages de deux jetons étant supposés équiprobables.
On désigne par X la variable aléatoire définie par la somme de points indiqués sur les 2 jetons tirés.

1) Déterminer la loi de probabilité de X. Calculer son espérance mathématique et sa variance.



2) On réalise successivement n fois le tirage de 2 jetons. Les jetons tirés étant remis dans la boite apres
chaque tirage. Calculer en fonction de n la probabilité P d'obtenir au moins une fois une somme égale a 9.

Exercice 8

Partie | :

On consideére la suite numérique (Un) définie par : 2

On considére la suite (V) sue N par Vo=Up-3
Démontrer que (V) est une suite géométrique.
Exprimer (Vy) puis (Un) en fonction de (n) et étudier la convergence de (Uy).

Partie |l

Une balle rebondit en avancant chaque fois d'une longueur égale a la moitié de la précédente. Sachant que
le premier bond mesurait 1 metre, quelle est la distance parcourue au bout de 10 bonds ?

Exercice 9

On définit deux suite (Un) et (Vn) par leurs premiers termes Ug et Vo et telles que 0< Up< Vo et les relations
de récurrence :

20,V u,+Vv
VneN,U, K =—""" et V,, _Yn Tt
u,+V 2

n n

Vérifier par récurrence que VU, € N, (Uo>0 et Vo>0) et que Un<Vn.

1. Etudier le sens de variation des suites (Un) et (Vn). En déduire que (Un) est majorée et que (V) est
minorée.

2. montrer que (Uy) et (Vn) convergent vers la méme limite I.

3. Pourtout ne N, calculer Un+1. Vns1. En déduire la valeur de |.

Exercice 10
(Un) est la suite numérique définie par :
U =4
_SU,+3 » neN*
n+l T m

1. Dans le plan muni d'un repere orthogonal (Ol)), étudier graphiquement le sens de variation et la
convergence de la suite (Uy).
2. On considére la suite (W,) numérique définie par :

U, -3

.= neN*
U,+1

a- Démontrer que pour tout n élément de N*, Un # 1

b- Démontrer que (W,) est une suite géométrique dont on précisera le terme W1 et la raison.
C- Exprimer (Un) puis (Wy) en fonction de n.

d- En déduire la limite de la suite (Un).



Exercice 11

(Un) est la suite définie par:

U, =1
3 2U, -1y neN
"U2U L 45

On se propose d'étudier la limite de (Un) par 2 méthodes.

1¢¢ méthode

1

. Justifier que pour tout nombre entier naturel n, U, = ——

—_

n

Etudier les variations de la suite (Un).
Déduire des questions précédentes que (Un) est convergente.
Déterminer cette limite.

> w

2¢ méthode

(V) est définie par {VH = ”—1} ne|N

n

1. Démontrer que (V) est une suite géométrique et exprimer (Vn) en fonction de n.
2. Exprimer (Un) en fonction de n et étudier la convergence de la suite (Un).

Exercice 12

Le tableau suivante donne I'age X et la moyenne Y des maxima de tension artérielle en fonction de I'age
d'une population

Yi 11.8 14.00 12.6 15.0 15.5 15.1

Xi 36 42 48 54 60 69

1. Représenter graphiquement le nuage de points dans le plan muni de repére orthogonal (0.5 cm pour les
abscisses (an) et 3cm pour les ordonnées (unité de tension artérielle)
2. Calculer la moyenne et la variante de séries statistiques associées aux variables X et V.
3. a) Trouver une équation de la droite de régression y en fonction de x.
b) Trouver une droite de régression x en fonction de 'y
c) Représenter graphiquement ces deux droites dans le méme repére que celui utilisé pour le nuage de
points.
4) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre les variables X et Y .
5) Une personne de 70 ans a une tension maximale de 16,2. Cela vous parait-il normale ?

Exercice 13

Dans 10 exploitations agricoles d'une méme région, on a mesuré la taille de I'exploitation ( en dizaines
d'hectares) et le bénéfice net ( en millions de F C FA)

Taille (x) 1 2 3 4 5

Bénéfice (i) 1200 3000 4200 -600 4800 5400 4200 1800 8100 960




1a) Représenter le nuage de points correspondants ainsi que le point moyen G du nuage.
b) Ecrire I'équation de la droite de mayer.

2a) Calculer le coefficient de corrélation linéaire,
b) Justifier |'existence d'un lien entre le bénéfice et la taille de |'exploitation.

Exercice n°14

On considére la suite (Un) n€ IN définie par la loi de récurrence :

1
U, = 5 U, +4avec Uy = 3 et la suite (Vn) ne€|N définie par v, - U, - 6.

n+

1- Démontrer que la suite (V) est géométrique puis déterminer (v,) en fonction de n.
2- Déduire I'expression de (U, en fonction de n
3- A partir de quel entier no, le nombre U, dépasse-t—il 6 - 10707

EXERCICE 15 : BARYCENTRE

Dans le plan affine, on considére ABC un triangle rectangle en A. I le milieu du segment [AB] et J le centre

de gravité de ABC. Pour tout réel m, différent de -1/3, on note G,, le barycentre du systéme de points
pondérés

Sm = {(A4:1), (B; m); (C:2m)}

Pour tout point M du plan, on note

- - - -
Vu =3MA-MB-2MC
Pour chacune des six affirmations suivantes, dire si elle est Vraie (V) ou Fausse (F)

affirmation VouF
1-G1 est le milieu du segment [CI]

2
2-G1 est le barycentre de {(J;2);(C; 5)}

- -
3- pour tout m, distinct de -1/3, AG,, est colinéaire a AG |

- - -

4-pour tout point M, V,, = AB+2 4

5- IBG |, est un triangle rectangle
2

6- pour tout point P de ( AG ), il existe un réel m tel que P = Gm

EXERCICE 16 : GEOMETRIE DE L'ESPACE

- > >
L'espace est rapporté a un repere orthonormal (o;i;j;k); on considére les

points 4(3;0;10), B(0;0;15) , €(0;20,0)

1a) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (AB).

b) Montrer que la droite (AB) coupe I'axe des abscisses au point E (9 ;0 ;0).

c) Justifier que les points A,B et C ne sont pas alignés.
2- Soit H le pied de la hauteur issue de 0 dans le triangle OBC.

a) Justifier que la droite (BC) est perpendiculaire au plan (OEH). En déduire que (EH) est la hauteur issue de
E dans le triangle EBC.

b) Déterminer une équation cartésienne du plan (OEH).

c) Vérifier que le plan (ABC) admet pour équation cartésienne : 20 x +9y +12z -180 = 0.
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d) Montrer que le systéme :

x=0
4y—-3z=0 a une solution unique. Que représente cette solution ?
20x+9y+12z-180=0

e) Calculer la distance OH, en déduire que EH = 15 et l'aire du triangle EBC.
3) Exprimant de deux fagons le volume du tétraédre OEBC, déterminer la distance du point 0 au plan
(ABC). Pouvait — on prévoir le résultat a partir de I'équation obtenue en 2¢ ?

EXERCICE 17 ARITHMETIQUE

PARTIE : A
Soit x un nombre réel

Montrer que x* +4 = (x2+2)* —4x2

En déduire que x* + 4 peut s'écrire comme produit de deux trinémes & coefficients entiers.
PARTIE B

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On considére les entiers A =n?-2n +2 et B = n® +2n +2 et d leur PGCD.
1) Montrer que, n 4 + 4 n'est pas premier.

2) Montrer que, tout diviseur de A qui divise n, divise 2.

3) Montrer que pour tout diviseur commun de A et B divise 4n.

4) Dans cette question, on suppose que n est impair.

a) Montrer que A et B sont impairs. En déduire que d est impair.

b) Montrer que d divise n.

¢) En déduire que d divise 2, puis que A et B sont premiers entre eux.
5) On suppose maintenant que n est pair.

a) Montrer que 4 ne divise pas n? -2n +2 .

b) Montrer que d est de la forme d = 2p ou p est impair.

¢) Montrer que p divise n. En déduire que d =2 (on pourra s'inspirer de la démonstration utilisée a la
question 4)

EXERCICE 18 : SIMILITUDE

- -
Dans le plan complexe P rapporté au repere ortho normal direct (A ;u ; v),

Unité graphique 1 cm.
On considere les points B, D définis par :
- - > -
AB=2u; AD =3 v et C tel que ABCD soit un rectangle.
NB : on fera une figure qui sera complétée au fur et a mesure de I'exercice

N
1) Soit E I'i'mage de B par la translation de vecteur DB . Déterminer |'affixe Z ¢ de E.
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2) Déterminer les nombres réels a, b tels que le point F d'affixe Z¢ = 6 — i soit le barycentre des points A, B
et C affectés des coefficients a, b, et 1

3) On considére la similitude S qui transforme A en E et B en F. A tout point M d'affixe Z, on associe le
point M’ d'affixe Z', image de M par §

a) Exprimer Z' en fonction de Z
b) Déterminer le centre [ , I'angle et le rapport de la similitude de S .
c) Déterminer les images de Cet D par§.

d) Calculer I'aire de I'image par S du rectangle ABCD.

4) a) Déterminer I'ensemble Q) des points M du plan tels que : =9

‘6 MA-10 MB+ MC

b) Déterminer, en précisant les éléments caractéristiques, I'image de Q par S'.

EXERCICE 19 : CONIQUE

- -5 >
L'espace (E) est muni d'un repére orthonormal (o; i; j; k)

On considéré les points A4(0;5;5) et B(0;0;10)

> >
Dans cette question, on se place dans le plan P, d'équation: x = 0 rapporté au repére (0;J; K)on note

(C) le cercle de centre B passant par A.

Démontrer que la droite (OA) est tangente au cercle (C).

2- On nomme ¢ la sphere engendrée par la rotation du cercle (C) autour de l'axe (Oz) et I'le cone

engendré par la rotation de la droite (OA) autour de I'axe (Oz).
a) Démontrer que le céne I admet pour équation x* + y? = 7°.
b) Déterminer l'intersection du cone I et la sphére ¢

c) Préciser la nature de cette intersection et ses éléments caractéristiques.

d) llustrer ces objets par un schéma dans l'espace .

3- On coupe le cone I par le plan P ; d'équation x =1..

Dans P 1, l'une des trois figures ci-dessous représente cette intersection,

Identifier cette figure en donnant les justifications nécessaires.

4- Soit M (x; y; z) est un point du cone I" dont les coordonnées sont des entiers relatifs non nuls.
Démontrer que x et y ne peuvent pas étre simultanément impairs.

Figure 1 Figure 2 Figure 3



EXERCICE 20
U, =0

1- Soit U la suite définie par : 1
PP \nev,u , = -

a- Calculer Uy, Uz Et Us On exprimera chacun des termes sous formes de fractions irréductibles.
b- Comparer les quatre premiers termes de la suite U aux quatre premiers termes de la suite W définie sur
n

Npar W =

n

n+l1
c- A l'aide d'un raisonnement par récurrence, démontrer que, pour tout entier natureln, U, =W,

n

2- Soit V a suite de terme général V définie par V, = ln( jou In désigne la fonction logarithme

n+1
népérien.
a- Montrer que V,+V,+V,.=-In4

b- Soit §,la somme définie pour tout entier naturel non nul npar: S, =v, +v, +.....»

F n

Exprimer S, en fonction de n

Déterminer la limite de S, lorsque n tend vers + o

EXERCICE 21
Trouver dans C, les racines de -3 — 4i et résoudre : z>—2(2+1i)z+6+8i =0

EXERCICE 22

Soit la fonction polyndme définie et a valeur dans C .
P(z)=iz’ —(1+3)22+(7i-2)z+5-i

1- Calculer P(i).

2- En déduire une factorisation de P(z) sous la forme :
P(z) = (z-))Q(z) ; avec Q(z) un polyndme du second degré

3- Résoudre dans C, I'équation P(z) = 0.

EXERCICE 23

On se propose de résoudre I'équation (E) sur le corps des complexes :

(E):4z3+2(i—4)22+3(3—2i)z—9+%i20

1- Sachant que (E) posséde une racine réelle a, déterminer celle-ci.
2- Déterminer les solutions z’ et z” de I'équation du second degré en Z : 4z — 2(1 - i)Z +6-3i=0
3-Montrer que les solutions de (E) sont : a,z',z".

4-Les affixes des points A, M" et M"” étant respectivement a, z', z’, montrer que le triangle AM'M" est
rectangle.

EXERCICE 24
1- Linéariser I'expression : f(x) =8cos* x+6sin’ x — 4-

2- Calculer

n/2

I = If(x)dx



EXERCICE 25
PARTIE A

Soit la fonction polynéme définie et a valeur dans .
P.ag—c

2 2 —2(\3 +i)22 +4(1+i/3)z - 8i
1- Montrer que P(z) admet une solution imaginaire pure.

2- Résoudre P(z) = 0 et donner le résultat sous forme trigonométrique et sous forme exponentielle .
PARTIE B

On donne: ZAZ\/g—i;ZB:\/g+iet ZC =2i

1- Placer les points A, B et C dans un repere orthonormé (O, |, J).
2- Montrer que les points A, B, et C appartiennent a un méme cercle de centre O.
3- Donner la nature du quadrilatere OABC.

EXERCICE 26

- >
Le plan complexe est muni du repére orthonormé (o, i, j).

On considére I'équation (E) : z € C telle que z° + (6 —5i)z>+(1—-20i)z—14-5i =0
1-a) Vérifier que i est une solution de I'équation (E).

1-b) Déterminer les réels a, b et c tel que : (E) : (z —i)(az?+bz +¢)
1-c) Résoudre I'équation (E).

2- On consideére les points A, B et C d'affixes respectives i, -2+3i et -4 +i.
a) Placer les points A, B et C dans le repére.

b) Ecrire le nombre complexe Z = Za % sous forme trigonométrique.
Zc—Zp
) En déduire que le triangle ABC est rectangle et isocele en B.
3- Soit S la similitude directe de centre A qui transforme C en B. Et B' est 'image de B par S.
a) Déterminer |'écriture complexe de S.
b) Calculer I'affixe de B'.
4- Justifier que le triangle ABB' est rectangle et isocéle en B'.

EXERCICE 27
f R—>R
x2+1
% —_—
(-1

Cette étude consiste a déterminer les primitives de f* de deux maniéres.

1-a- Montrer que f admet des primitives sur ]— oo;—l[, ]— 1;l[et ]1;+oo[.

1-b-Montrer que Vx € Df, f(x) = %{( 11)2 + (x—11)2 } ; en déduire la primitive de f.
2x

2-a- Déterminer une primitive de g : x —

2-b- Déterminer une primitive de '+ g

2-c- En déduire une primitive de f



EXERCICE 28: BARYCENTRE

Dans un plan, on considére un triangle rectangle en A tel que AB= 2a et AC= a, ou a est un réel positif
donné.

1- Déterminer et construire E1 des points M du plan tels que :

- l2aa— MB- MC

MA+ MB— MC

- 1 -
2- On désigne par H le point du plan tel que. AH = EABJr 2A4C .

a) Démontrer que H est le barycentre des points A, B et C affectés de coefficients que I'on déterminera.
b) On considére I'ensemble des points M du plan tels que : - 3 MA? +MB? +4MC® = k.

Pour quelle valeur du nombre réel k, cet ensemble contient t-il le point A ?

Pour cette valeur, préciser I'ensemble obtenu noté E, et le construire.

EXERCICE 29 : BARYCENTRE
On donne dans le plan un triangle ABC rectangle en A tel que AB =8 et AC = 4.

1- construire le barycentre G des points A, B, C respectivement affectés des coefficients 3 ; -1; 2.

2- Déterminer et construire I'ensemble E des points M du plan vérifiant : 3MA? -MB? +2MC? = -32

3- Déterminer et  construire I'ensemble F des points M du plan  vérifiant :
- - - - -

3MA— MB+2MC||=|MB+ MC

EXERCICE 30 : SIMILITUDE

Soit a un réel strictement positif. Dans le plan orienté. On considere le carré OABC de centre | tel que :

(04,0C) = %

O4A=d

Soit J le milieu du segment [Ol]

C B

fO)=1
1- Soit f la similitude plane directe telle que: | f(A)=J

a) Déterminer I'angle et le rapport de f.

b) Construire C' = f©. déterminer f(B)

C) Soit’Q le centre de la similitude de f.

Montrer que les points (Q, O, |, C) d'une part et (Q, O, A, J) d'autre part sont cocycliques.
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En déduire une construction de Q.

d) Montrer que les droites (QO) et (CQ) sont orthogonales.
2-Le plan est rapporté au repere orthonormal (o, u, v) direct tel que A ait pour affixe d.

Déterminer la forme complexe de f

EXERCICE 31 : EQUATION DIFFERENTIELLE

5
1- Résoudre I'équation différentielle : y" -3y'+ E y=0 (1)

5
2- Soit I'équation différentielle :y” -3y'+ 5 y=e¥* (F)

2
a) Montrer que la fonction h définie par h(x) = g e3*est solution de (E).

b) On admettra qu’'une fonction f est solution de (E) si et seulement si la fonction f -h est solution de (1).
En déduire les solutions de (E)

3) Déterminer la solution de f de (E) dont la courbe représentative © dans un repére
- > 2
(O, i,j)passeparA(0; g ) et dont la tangente en A a © a pour coefficient directeur 2.

EXERCICE 32.

—-X

Ne connaissant pas de primitive de la fonction f définie sur [0 ; V2] par: f(x) = 7
-X

—X

dx

1
te
On se propose de calculer une valeur approchée de l'intégrale : [ = 'fl
—-X
0

1- En étudiant les variations de la fonction f, démontrer pour tout nombre réel x de [0 ; /2] I'encadrement :

2
1< f(x) £ —
e
2

1
2- a) Démontrer que, pour tout xde [0; 2] : —— = T+x +
1-x 1-x
1 1

2 2
b) En déduire que:l = j(l + x)e’dx + Ixzf(x)dx
0 0
I
2
¢ calculer) = I(l + x)e "dx
0

1

2
d) déduirede(1)que:L sJ-xzf(x)dxs !
24

12Ve

e) Déduire des questions précédentes une valeur décimale approchée de | a la précision 0,01.

EXERCICE 33 : SIMILITUDE

Dans le plan orienté, on considere un rectangle ABCD tel que AB = 1, BC = 2, et

(AB;BC) = % ( Modulo 2m). On appelle M le milieu du segment [BC].

11



1- soit S la similitude directe telle que S (A)= M et S (B)=D.
Déterminer le rapport et I'angle de S.

2- on se propose dans cette question de préciser la position du centre O de la similitude S

c) Les droites (AB) et (DM) se coupent en |.

Démontrer que les points A, O, M, | sont cocycliques.

En déduire que BM= BO= BA.

b) Démontrer que DM=DO.

c) En déduire que O est le symétrique de M par rapport a la droite (BD)

3- Le plan est muni d'un repére ortho normal direct tels que les affixes des points A, B, et D sont
respectivement 0, 1, 2i.

a) Déterminer |'expression complexe de S et I'affixe de O.

b) Vérifier que O est bien le symétrique de M par rapport a la droite (DB) en montrant que BM= BO et que
les droites (OM) et (BD) sont orthogonales..

EXERCICE 34 : ROTATION

Dans le plan orienté, soit ABC un triangle équilatéral tel que : (AB, AC) = 1/3 (2m)

| est le milieu de [BC] et J le point tel que B soit le milieu de [JC], r1 est la rotation de centre A et d'angle 1t/3
et rzla rotation de centre B et d'angle (-2m/3)

1- Soit A’ et B' les images respectives des points A et B par I'application ro o ry.
Démontrer que | est le milieu de [AA’] et B le milieu de [AB'] ; faire une figure.

2-En précisant la nature de r; o r”", démontrer que pour tout point M du plan, | est le milieu de [M1M;], M4
étant I'image de M par ri et Mz I'image de M par r».

3- Démontrer que r, o ry est une rotation dont on déterminera le centre et I'angle.

EXERCICE 35 : SIMILITUDE- ROTATION

Dans le plan orienté, on considere un carré direct ABCD de centre O c'est-a-dire tel que

Mes (04 OB) = %

Soit P un point du segment [BC] distinct de B. on note Q l'intersection de (AP) avec (CD)

La perpendiculaire (A) a (AP) passant par A coupe (BC) en R et (CD) en S.

1- Faire une figure (prendre BC = 3 et BP = 1 et placer (BC) horizontal sur la feuille).

2- Soit r la rotation de centre A et d'angle (-1/2)

a) préciser I'image de la droite (BC) par r

b) déterminer les images de R et P par r

C) quelle est la nature des triangles RAQ et PAS ?

3- On note N le milieu du segment [PS] et M celui du segment [QR]. Soit S la similitude directe de centre A,
d'angle m/4 et de rapport 1/v2.

a- Préciser les images de R et P par S
b- Quel est le lieu géométrique du point N quand P décrit le segment [BC] privé de B ?
C- De ce qui précede, déduire que les points M, B, N, et D sont alignés.

EXERCICE 36 : ARITHMETIQUE

Soit (E) 'ensemble des entiers naturels qui peuvent s'écrire sous la forme 9 + a® ou a est un entier naturel
non nul ; parexemple 10 =9 + 1,13 =9 + 2%, 18 = 9 + 3% etc.....

On se propose d'étudier dans cet exercice I'existence d'élément de (E) qui sont des puissances de 2,3 ou 5.
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Etude de I'équation d'inconnue a;
a?+9=2"0oU(@eIN,nelN,n >4

o Montrer que si a existe, a est impair.
o En raisonnant modulo 4, montrer que I'équation proposée n'a pas de solution.

Etude de I'équation d'inconnue a ;
a?+9=3" ol@elIN,nelN, n > 3)

a. Montrer que sin > 3, 3" est congru a 1 ou a 3 modulo 4.

b. Montrer que si a existe, il est pair et en déduire que nécessairement n est pair.

¢. On pose n = 2p ou p est un entier naturel, p > 2.

Déduire d'une factorisation de 3" — a% que I'équation proposée n'a pas de solutions

(1) Etude de I'équation d'inconnue a :
a’+9=5"0ou(@aelN,nelN, n > 2)

d. En raisonnant modulo 3, montrer que I'équation est impossible si n est impair.
e. On pose n = 2p, en s'inspirant de la question 2c, démontrer qu'il existe un unique entier naturel a tel
que a® + 9 soit une puissance de 5.

EXERCICE 37 : ARITHMETIQUE

On désigne par p un nombre entier naturel premier supérieur ou égal a 7.

Le but de I'exercice est de démontrer que I'entier naturel n = p* — 1 est divisible par 240, puis d'appliquer
ce résultat.

1-Montrer que p est congru a -1 ou a 1 module 3. En déduire que n est divisible par 3.

2- En remarquant que p est impair, prouver qu'il existe un entier naturel k tel que p? - 1 = 4k (k+1),
puis que n est divisible par 16.

3- En considérant tous les restes possibles de la division euclidienne de p par 5, démontrer que 5
divise n.

4- a) Soient a, b, c trois entiers naturels.

Démontrer que si a divise c et b divise c avec a et b premiers entre eux, alors ab divise c.
b) Déduire de ce qui précede que 240 divise n.

5) Existe-t-il quinze nombres premiers P4, Pj,........ P15 supérieurs ou égaux a 7 tels que I'entier A = P44 +
Pty + P1ys* soit un nombre premier ?

EXERCICE 38
PARTIE A
Dans une urne U;, on place 4 jetons portant le nombre 100 et 3 jetons portant le nombre 200.

On extrait simultanément au hasard 3 jetons de U; et on note la somme des nombres inscrits sur ces 3
jetons.

o Montrer que la probabilité d’obtenir une somme égale a 400 vaut 18/35
o Soit X la variable aléatoire associant a chaque tirage de 3 jetons la somme obtenue.
1- a) Quelles sont les valeurs prises par X ?

b) Déterminer la loi de probabilité de X.

2- Calculer I'espérance mathématique de X

PARTIE B
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On considere I'urne U de la premiére partie et une autre urne U, contenant trois jetons marqués 100 et 2
jetons marqués 200. Un tirage consiste a extraire un jeton de U; puis un jeton de U,.

1. Calculer la probabilité d'obtenir 2 jetons portant le méme nombre.

2. En déduire la probabilité pour que la somme des nombres tirés soit égale a 300.

3. Calculer la probabilité d'avoir extrait de Us un jeton marqué 100 sachant qu'on a obtenu une somme
égale a 300.

EXERCICE 39: BARYCENTRE

1- A, B, et C sont les points du plan d'affixe respectives -1+3i, 1+i et - 4.
a) Quelle est la nature du triangle ABC ? justifier.
b) Déterminer I'affixe Zg du barycentre G des points pondérés (A ;4), (B ;3) et (C;5).
- - -
Q) En déduire les affixes des vecteurs GA, GB et G
d) Déterminer et construire I'ensemble ( C ) des points M vérifiant :
- - - - - -
[4MA+3MB+ 5 MC|| = |4 MA-2 MB-2MC
2- On considere I'application h du plan P dans IR qui a tout point M du plan associe le nombre réel

h(M) = MA.MB+2MB.MC+3MC.MA

a. Calculerh (C) et h (G)
b. Démontrer que h (M) = 6MG? + h (G)
C. Déterminer et construire I'ensemble (') des points M du plan tel que h (M) = 18

14



RESOLUTION

EXERCICES




Exercice n°1

1- Déterminer la probabilité « la premiére boule tirée est blanche ». Soit E cet événement
Soit U I'univers tel que Card.(U)= 43, =756

Card.(E)= Ay x Ay + A,

Card.(E)= 486
card(E) 486

P(E)= =
card(U) 756

2- a) on répéte 5 fois I'expérience de maniére indépendante donc nous avons un schéma de bernoulli. La
variable X aléatoire suit une loi binomiale puisqu’elle compte le nombre de succés et les parametres sont
(5 et 0,64).

b) la probabilité de I'événement F.

Soit E I'échec d'ou P( E )=1-P(E)=0,36
P(F)= C:(0,64)%(0,36)>

Exercice n°2

1. Il s'agit de déterminer les valeurs que peut prendre la variable aléatoire X. le tableau suivant permet
d’obtenir ce résultat.

b 1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6
2 2 2 5 2 7 3
3 3 5 3 7 8 2.
4 4 2 7 4 9 10
5 5 7 8 9 5 11
6 6 3 2 10 11 6

Les différentes valeurs étant équiprobables, nous avons pour Card (U)=62 D'ou la loi de probabilité
suivante

Xi 1 2 3 4. 5 6 7 8 9 10 11 total

PX=X) | 1 7 5 3 5 3 4 2 2 2 2

— = | = |= |= |= |= |= |= |= |= |1

36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

2. calculons 'espérance mathématique et la variance

1 14 15 12 25 18 28 16 18 20 22
= — 4+ —F—+—+— +—F+— +—F —+ — + —
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

E(x)==%=%©

V()= E((x(x)*)=E(x*})-E(x)

E(x)

1 28 45 48 125 108 196 128 162 200 200 242 (189]2
VX)= —+—+—+— +—+—+ —+ —+ + + + - 36

363636 36 36 36 36 36 36 36 36 36
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1283 (189j2 10467
V(X): - =

36 | 36 1296
V(x)= 1163 V(x)=8.07

—
144

Exercice n°3

Soit U l'univers des possibles
Card. (U)=Cjy = %(l8x17x1 6)
Card. (U)=816 .

1. Calcul de probabilité
card(A)

Appliquons la formule suivante P (A)= —————
card(U)

puisqu'il y'a équiprobabilité.
Card. (A)= C; =844

84
P (A)= % =|P(A)=0.103

La probabilité de I'événement B contraire de B. on n'obtient aucune boule rouge ; ce dernier est constitué
des parties a trois éléments d'un ensemble de 18-4=14 objet et il possede C134 éléments ; en conséquence
C;, . 14x13x12  204-91

P(B)=1-P (B)=1-—2% =1- =
C3 - 18x17x16 204

11
P (B) = —3 ~ 0.554
204

2. le sac contient exactement trois boules blanches numérotées 4 : une rouge, une blanche, une verte
2
donc  card (C) =3Cj;

. C> 9x15x18 105
DouP(C)= — = =
Cy  18x17x16 172

3. Ici, I'expérience consiste en la répétition de n fois le tirage d'une seule boule parmi 18.
L'événement D correspond a n=1 et il est clair que

po)=2 =1
18 3

Le moyen le plus simple pour calculer le probabilité E est de considérer I'événement contraire E : ne tirer

aucune boule blanche lors des n tirages. L'événement E est l'intersection de n événements indépendants

D. ou D, est défini par : ne pas tirer de boule blanche lors du n'*™ tirage.

P(D,)=P (D )=1-P (D)=§

= P(E)=P, =1-@) carP(D,)=P (D ,n.nD, )=P(D,)xP(D,)..P(D,)

o)
3
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5

4. Déterminons ng tel que Py, soit=> —

N (2j” 5
L'inégalité 1-| — | 2 — &
3 6

2Y 1
Ou encore Log| — | <Log—
g(3j oL

nzwz44
In3—In2

Donc

Puisque no > —3 entraine que n=ng

In>
2

Exercice n°4

1) Les valeurs prises sont :

Comme il y a six éventualités possibles équiprobables pour lesquelles la face cachée porte respectivement
4;3;2;2;1;1. Le total de tous les chiffres portés par six faces étant égal a 13, les valeurs de X sont 9;

10;11;11;12;12. D'ou I'ensemble des valeurs de X :{9,10,1 1,12}et la loi de probabilité est :

Xi

—_
—_

-
N

total

P(X=X))

A= |©

-
o\l’_‘o

(o NI \S)

w | N

1

2) la variable aléatoire Y3 peut prendre les valeurs 0, 1, 2,3. elle suit une loi binominale avec N=3 et

P=P(X< 10):P(X=9)=é

Avec 0< k <3 on a P(X=k)= Ci P*(1- P)"™*

1 5
Avec P=— et Q=1-P=—
6 6

216

DO
PX=1)=3| = | = | =——
6 \6 216

1\V(5) 15

PX=2)=3| = | | = |= —
6)l6) 216

Vérification P(X=0) +P(X=1) +P(X=2) +P(X=3)=1

3) De méme Y, suit une loi binominale B (n ;g)

1 n
d'ou P(y,=n) = (g)




L'affirmation P(yn = n) <10~ conduit (é} <107

& 6">10° < nlog6>3
3 3
nz= =
log6 0,77815
< n>37
Donc n=4

Conseil : Nous avons vu que 6° = 216, et par suite 6 * =1296. On voit que 6° < 103 < 64d'ot n=4
EXERCICE 5

2
1- La probabilité qu'une personne controlée soit sobre est de 1- —

100

L'évenement {X = O} est la conjonction de n événements indépendants. On obtient

2- Cet évenement est le complémentaire de celui envisagé au 1. Il vient donc

n n-1
P(X>1)=1- LN (1—ﬁj I+ + 28
100 100 1 100 100

(98]" 2 2 98 2 (98]"_1
| =t X+ |
100) 100 100 100 100 100

3- Déterminons le plus petit n tel que pour tout n 2 n,

On sait que 1-
Onait P, = é
6

N e 98\ 5
De I'égalité au 2, I'inégalité P(X > 1) >095 < E <=

08 5
< nlog— <log—
8700 = %100

Comme kLl < 1,log B < Odonc I'inégalité& devient
100 100

5 _
10g[100j — "> log 5 —1log 100
=——< log 98 —log 100
98
log[—j
100

Avec log100 = 2 log98 = 2log7 + log2.

> 2 —0,69897 le résultat est N=149
2—-1,6902 —0,30103

Exercice 6

Dans le tirage il y a remise donc le tableau
. 2, 72
des scores possibles a” +b” sont:

b 0 1 2




1 1 2 5
2 4 5

Donc I'ensemble des scores possible est {0,1,2,4,5,8}

Les valeurs 0, 1, et 8 sont possible parce qu’on remet la premiére boule dans le sac avant le second tirage

2/ La loi de probabilité est :

L'ensemble de ces couples est I'ensemble des 9 éventualités possibles, équiprobables. Chacune a pour

probabilité 1/9. D'ou la loi de X est :

X; 0 1 2 4 5 8 Total
1 2 1 2 2 1
X=x)| = i - i o - 1
Pl ) 9 9 9 9 9 9

L'espérance mathématique est :

1 1 1 2 2 1
E(x) = (Oxg)+(1><§)+(2><§)+(4x§)+(5x§)+(8x§)
E(x) = 30 < E(X) = 10
9 3
- lavariable est v(x) :

1 1 1 2 2 1
Ex*)= (0x=)+(Ix=)+(4dx=)+(16x=)+(25x =)+ (64 x —
x) (><9) (><9) (xg) ( ><9) ( ><9) ( ><9)

E(XZ) — E

Puis v(x) = E(x”) - (E(x))* = % =27 =%

o L'écart type est tel que O(x) = w/v()c)

SN PN E

3/ Calculons p (X - 4) C'est-a-dire X= {40u5,0u8}
p(X =2)=p(X =4)+ p(X =5)+(X =8)

5
X=2)=>
p(>)9

4/ Dans cette question, on réalise cing fois de maniére indépendante et on peut appeler y le nombre de

fois ou

X > 2. C'est-a-dire ou se réalise I'évenement « x > 2 » li a cette expérience et dont la probabilité estg. La

variable aléatoire y suit une loi binomiale

B (5,%) d'ouP(y=2)= Csz(g)z(gjs

16000
=2~ 50010
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P(Y=2)=027

Exercice n°7

Les valeurs que peut prendre X sont en quantité finie d'ou le tableau

X Tirage de deux jetons

1,2}
{13}
{1,4} :{2,3}
{15} :{2,4}
{2,5}:{3.4}
3.5
{4.5}

Ol |IN|oo|u b~ |WwW

1- la loi de probabilité est :

X, 3 4 5 6 7 8 9

pr—xy | L |L |2 |z [z [T |1
110 10 10 10 10 10 10

Par définition, I'espérance mathématique est donnée par

E(x) = i k.P(X =k)

Soit E(x):3><i+4><L+5><£+6><£+7x£+8xi+9xi
10 10 10 10 10 10

10

la variante v(x) est :

v(x) = E(x— E(x))’ = E(x”) = (E(x))’

v(x) = Ox L 4 16% - +25% 2 +36% 2 +49x 2 +64x 1 +81x - |- 62
10 10 10 10 10 10

10
e |'écart type est U(x) = ,/v(x) d'ou O'(x) =3

e La probabilité de réalisation de I'événement A : « X prend au moins une fois les valeurs 9 » est égale a 1.
Au moins la probabilité de I'événement complémentaire a savoir « X ne prend jamais la valeur 9 »

2- Le tirage de deux jetons étant indépendants, ce dernier événement a pour probabilité le produit des
probabilités de réalisation de I'événement (x * 9).

Ce dernier a pour probabilité P(x #* 9) =1- P(x = 9)
D'ou il vient P(4)=1-(1—P(x =9))"
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P(4)= 1—(3)n

10

Exercice n°8
PARTIE |

Démontrons que (&, ) est géométrique.
4, =v,-3=8.,=0v,,,-3

n+l
8., :(zun +1j—3 = %(vn —3):3,9n
3 3 3

Donc la suite (Sn) est une suite géométrique de raison —

Son premier terne est: ¢, =v, —3 or v, =2
Donc §, = -1

D'ou I'expression de @, puis v, en fonction de n est :

a3

9, z—[—j Comme 4, =v, -3 =>0v, =94, +3 dondu, =3—(§)

2
(2, ) est une suite géométrique de raison = or 0 < = <1
Donc lim(19n )=0 et par conséquent lim (Un ) =3
PARTIE I

Recherche d'une suite permettant de décrire la situation
Soit (&, ) lalongueur au n™"™ bond

Donc 4,,, = ln9n
2
& étant géométrique de raison 5 on aura
S=9+%+%+9,+9 +9% +3 +9+% +9, =119
1 10

2 -
S=-—"—"F——8 avec =1 = §=1998
——1

Au bout de 10 bonds, la balle aura parcouru une distance de 2m

Exercice n°9
1- Vérifions par récurrence que Vn e IN,v, =0 et 3, =0 etque v, <9,
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Ona: v, =0 et g >0 etv, <Y

20,9
v =20 o g
v, +9, 2

20,8, v, +9,
v +9, 2 2(v, +9,)
Supposons que n donne 0 < v, <9,

v, - = <0=p <G

Vérifions au rang n+1

2v .9 v +9 v —9 2
Un+1: —— >0 et "9n+1: - n:>Un+I_19n+]=_(n n) <0
v, + 39, 2 2(v, +9,)
DonC Un+1 - l9n+1 =< O = Un+1 < 3i1+1
Conclusion
VnelN,v, -0 9 >0 donc |v, <8,
2- Etudions le sens de variation des suites
2.0 .9 v |3 —v
Ona:v,,,-Vv,=—"—*-0, <0V, —V,=—"—""—"2or 3 —-v, >0
v, +39, v, +39,
Doncv,,, —v, =0=wv,,, > v, donc (l)n) est croissante
v +39 v -9
Ona: 4, ,-4 =—"""""-9 = ,1+1—19n=%<0 carv, =4, <0

Donc 9, -9, <0=39, <& dou (9,) est décroissante

n+l
Conclusion

Comme v, <V, <& <Y, donc (Un) est majorée par 9, De méme (‘9;1) est minorée par v,

3- Montrons que (Sn) et (Un) converge
On sait que (Un) est majorée et croissante, elle converge et (19,1) est décroissante et minorée, donc elle

converge.

Posons [, = lim(v, ) et 1, = lim(9,)

im 2v,.

li (Un+1):ll donc [, = mL‘gﬂ

n—>0 N0 U” +]9n

L P SN RN Py
ll +lz ll +12

Les deux (2) suites ont une méme limite / car ce sont tous deux des suites adjacentes.

4- Caleulons v, ,,.9, .,
20,.9, v, +39

Soit v, .9, =TT oo, 8, =0,9,((1)
v, +38, 2

Considérons la suite (Wn) définie par :

VnelN,w,=v,.8 donc:w,, =v,,.93, douw, —w =0v,.39,-0.39,

n+l "~ n+l n+l*“n
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w

-w, =09 —v,.9 dapres (1) ona: w,,,—w, =0=|w,,=w,

n+l

Par conséquent la suite (wn) est constante

Calculons sa limite :

Vn e IN,w, =w, Cest-a-dire; lim w, = w, =0,.9,0r Im w, = lim(vn .Sn): ?

n— n—0 n—o0

=P =v,.9, dou [=.,/v,.9,
La suite (wn) a pour limite |/ =,/v,.9,

Exercice n°10

(Un) définie par la suite numérique
u =4

 Su,+3 (neN* )
u, +3

n+l

1. Dans le plan muni de repére orthogonal (o,i;j), étudions graphiquement le sens de variation et la
convergence de la suite (un).

. Sx+3
SOIt Un+1 = g(Un) te' que g(x) =
x+3
Vx € R—{-3}, gestdérivable d'ou

5(x—1)—5x—3:>g,(x): 2 <0

g = (x+3) (x+3)?

Tableau de variation

X — o -3 +

g'(x) + +

+00 5
g(x) / /

5 —

Vx e Dg,g'(x) > 0 donc g(x) est croissante
lim g(x) = lim g(x) =5 lasuite (Un) est convergente de limite / =5
X—>—0 X—>+00

2. On considére la suite (wn) numérique définie par :
v, -3
v, +1

w

n

(neN*)

a- Démontrons que Vne N° v, # -1
w, existe si et seulementsi v, +120=0v, # -1
Donc|Dw=R — {— 1}‘

b- Démontrons que (wn) est géometrique

v, -3
v, +1

w

n
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Un+1 _3 Un _3

w = <> w =—w
op ] " 3o, +1)

n+l

v, —3 4-3
v, +1 4+1

S 1 ,
(Wn) est une suite geometrique de raison g et de premier terme w, =

c- Exprimons (wn) en fonction de n

1 1 n
étant une suite géométrique w, = g(gj

v,-3

n

v, +1
v, —3=wn(z)n +1):> v, =-3=w, 0, +w,

v, —WU, =W, +3:>un(l—wn)=wn +3

W, +3

L

n

- I-w,

Exprimons v, en fonction de n
11y
= +3
)
U" n
1_1(1j
5\3

d -Déduisons la limite de (Un)

X—0 3 X—>+00 3

lim(v, ) =3 carl<1 = lim (ljn:O

Exercice n°11

(v,) est définie par 20, -1 nelN

1é méthode

1
1-Justifions queVn e N, v, > 5

u, =1> —E Vrai au premier rang
2u, -1 1 )

U =———=—1>——Vraie
2uy+5 7 2

Supposons qu'elle est vraie au rang n
1

u,2——<2u, =-1
2

S2u,-1>2-2 et & 2u,+524

2u, -1 _ =2
n > =
2u,+5 4

Su,,, 2 ? ,donc I'hypothese est vérifiée au rang n + 1

25



1
VneN,u,, 2——< 1
n 2 u >——

L 2u, -1 _ 2u,—1-u,(2u, +5)
n+l n Zl/l + 5 n n+l n 21/ln + 5

_ —(2u,>+3u, +1)
2u, +5
Soit N =2u,>+3u, +1

1
U, =—=
AN)=9-8=1=7" 2
u, =-1
Tableau de signede u,., —u,
Commea<Oona:
n -0 -5/2 -1 -1/2 +00
2u,+5 |- + + +
u, +1 - - + +
v+l |- : : +
2
un+1 _un + B + B

vnel5/2-1[U1/ 2400 u,,, —u, <0= u,, <u,

n+l n+l

Donc la suite (Un) est décroissante.

Vn e |-o-5/2[U - 1;-1/2[eu,,, —u, = 0 < u,, > u,donc la suite (Un) est croissante

n+l

Pour n e {—5/2;—1;—1/2 } u,,, —u, =0 < u,  =u, donclasuite (Un) est constante

n+l

3. Sur ]—1/2;+oo[,un > —1/2(Un est minorée par -1/2) et décroissante donc elle est convergente.

4. Déterminons la limite
Soit u,,, = g(u,) et I € [-1/2;+00]

Uy —U, =0 = g(x)—x=0
2x—1
2x+5

< (x+1D)2x+1)=0

Ona:x, =—-letx,=-1/2

-x=0

x €[-1/2,400fet x, =—1/2 € [-1/2;+o0[ Donc [1=-1/2
2° méthode
(|9n) est définie par: §, = 20, +1 (neN)

v, +1
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1- Démontrons que (19”) est une suite géométrique

_ 2v,,, +1

v .. +1

n+l

n+l

6v, +3
n+l =—=
4v, +4

SN 3 ,
(|9n) est une suite géométrique de raison Z de premier terme 9, =

=

2- exprimons (Un)en fonction de n

Exprimons (9n)en fonctionde n .| g

_2v,+1
v, +1

4

n

n

Exprimons (Un)en fonction de n

3) .
2\4)

lim(zj —0
n—o\ 4

Exercice n°12

—=<1

2v, —1
2[2‘)” +5]+1 = 3. :M
~ +1
2v, +5

=20 +1=9 (v, +1)=20, +1=9,0, +9,=0v,2-9,)=9, -1

%e}m[

la suite est donc convergente.

20, +1 241

3
2

X Yi (x[ - ;C) ()/j -y (X,» —Xx (x,. —x (zj — ;;
36 11.8 -15.5 -2.2 34.1 240.25 4.84

42 14.0 -9.5 0 0 90.25 0

48 12.6 -35 -1.4 4.9 12.25 1.96

54 15.0 2.5 -1 2.5 6.25 1

60 15.5 8.5 1.5 12.75 72.25 2.25

69 15.1 17.5 1.1 19.25 228.01 1.21

735 649.26 11.26

1- Représentons graphiquement le nuage des points ainsi que le point moyen G.
2- calculons la moyenne des X et Y ainsi que la variance

Longueur des X
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xG=1(36+42+48+54+60+69)
6

x; =515

Longueur des y

— 1 n
yG :y:—zyl
n s
v, :é(l1.8+14.0+12.6+15.0+15.5+15.1)

v, =14] donc

Représentation graphique des nuages de points (en annexe)

La variance de x est

1 2
0= L1 —)
9(x)=421.22

La variance de y est

9(y) = %an[yi —yj

3-a) Trouvons une équation de la droite de régression de y en fonction dex.
Cov(x,y)
v(x)
D=0, -y 735

Z (xi _ ;C)Z 649.26

b=y—ax=14-(0.11x51.5)= b =0.80
|y =0.10x +8.80]

y=ax+b eta= etb=y—ax

=a=0.10

3-b) Trouvons une équation de la droite de régression de x en fonctionde y .

ooy
= = 735 =a=6.52
—)2 11.26

Z(yj—y

b=x—ay=51.5-14x6.52 = b =—39.78

x=6,52y-39,78

3-c) Voir repére au 1-a( en annexe)

4) Calcul du ceefficient de corrélation linéaire
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1 —
Cov(x,y)= ﬁZnU (xl. — x) Y, —

Cov(x,y)

wlgixwiyi

5) Calcul la tension maximale pour 70 ans

y

j:>‘Cov(x,y)=l2.l9‘

il y'a une forte corrélation entre y et x

y=0,1x70+8.8

Ce n'est pas normal car y =15,8 <16,2

Exercice n°13

B

o)

(xi -Xx

o

o)

X Y; (xi —X

1 1200 45 2106 9477 20.25 4435236
2 3000 35 -306 1071 12.25 93636

3 4200 25 894 2235 6.25 799236

4 -600 15 3906 5859 225 15256836
5 4800 0.5 1494 747 0.25 2232036
6 5400 05 2094 1047 0.25 4384836
7 4200 15 894 1341 225 799236

8 1800 25 ~1506 3765 6.25 2268036
9 8100 35 4794 16779 12.25 22982436
10 960 45 22346 -10557 205 5503716
Total 33060 18270 82.5 58755240

55

Représentation du nuage de points ( en annexe)

1-b) Ecrivons I'équation de la droite de Mayer
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o),

y=ax+b avec a= 5 etbh=y—ax

o
18270
a=

—— = a=221.45
82.5

b=3306-5.5%x221.45= b =2088.03

y=221.45x+2088.03
2-a) Calculons la corrélation linéaire r

On sait que parfois ¥ =+/a.a' ou (a') est le coefficient de la droite de régression de x en fonction de y

z(x" _xj(y«f _yj 18270
—)2 58755240

Z(y, —y
b=x-yy=5.5-3306(0.00031) =[b = 4.47|

Par la suite r = \/y.a =~/0.00031x221.45

y = =y =0.00031 =¢'

2-b) Justification de lien
Comme r & ]0,87;1] le lien qui existe entre les x et y n'est pas fort

Exercice n°14

Hn 8 =0-6=8,=0,,-6=>38

1 1 1
=—v,+4-6=-0,-2=>9,, ==(v, -6
n+l 3 n 3 n n+l 3( n )

1
=38, = ggn Donc &, est une suite géométrique de raison —

1- Exprimons 9, en fonction de 72 puis v, en fonction de 7

9, =v,q" or §=p,-6=>3,=3-6=> 4 =-3

4, = —3@} =38, = —Ll
3 3"

4, =v,-6 ©v,=8+6 &S|, =- +6

2- Déterminons n,

v, =6-107"° :>—3%+6>6—101°

= —3% ~—-10"" =3"" ~10"

= 10g(3"’1 ) - log(lO10 ): (n—1)log(3) > 10

10 :n>£+1 avec log3=0.47712<==> |p, =22
loog3 log3

n—1»
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EXERCICE 15

affirmation VouF
1-G1 est le milieu du segment [CI] \
2-G1 est le barycentre de {(J;z); «: g)} v
- \

3- pour tout m, distinct de -1/3, AG,, est colinéaire a Az;f1

— — — F
4-pour tout point M, p,, = 4B+2 AC
5-5- /IBG ,estun triangle rectangle \Y

2

6- pour tout point P de ( AG ), il existe un réel m tel que P = G, F

1- On utilise la propriété d'associativité du barycentre,
On obtient :

G1 barycentre de {(A;l);(B;l);(C;Z)}
G1 barycentre de {([;2);(C;2)}

C'est-a-dire G1 est milieu du segment [CT ]

2- On a par définition du barycentre :

- - - -
G A+ G B+2G,C=0
Comme J est le centre de gravité du triangle ABC, on a :

GA+GB+GC=3GJ
) ) - - - o 2 - 2 ” -
On en déduit que 3G,J+ G,C = 0 et en multipliant par 3 : 2G1J+§ G,C = 0 .cela montre que

2
G est le barycentre de {(J ;2);(C; g)}

. 1 . .
3-Sim# —E,Ia somme des coefficients 1 + m + 2m n’'est pas nulle donc Gm existe et :

(m AB+2m AC) = (AB+2 AC)
1+3m 1+3m

On obtient plus particulierement dans notre cas,

AG, =

AG,

% (AB+2 AC) = %(Zﬁur 2.4C)

- - -
Ce qui donne en remplagant dans |'expression AG = 2m AG de AG
1+3m

- —
Les vecteurs AG,, et AG , sont donc colinéaires.
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4- Pour tout point M du plan, on obtient: ., —3A74— A7A— AB—2MA—2 AC

vV, =—AB—2 AC
5- Par  définition G | est le
2

1
{(AJ)’ (B7_ 5)7 (Cs_l}

On en déduit que :

—

BG ! = % (BA-BC)=-2CA =2 AC

2

barycentre

de

La droite (BG ,)est paralléle a (AC) et donc orthogonale a (AB) car le triangle ABC est rectangle en A.

2

comme | est le milieu du segment [AB], la droite (BG l)est donc orthogonal a (BI) et le triangle ;5 1 est

2

rectangle en B

- —
6- Pour tout point P de (AG ), il existe L e IR telque: AP=1A4G

D'aprés 3. P = Gp si et seulement si ~ ; __2m
1+3m

Cela équivaut a A +3Am =2msoit m(31-2)=-1

, , ‘ I 1
o si %,on trouve une solution m unique et il existe m # —Etel que P = Gn,
3

, 2 , . 2 .
e sil= E , cette équation O X m = _E n'a pas de solutions

—

2 -
le point P de (AG-1) défini par AP = EAG_1 , n'est pas un point G,

EXERCICE 16

1a- déterminons une représentation paramétrique de la droite (AB)

5
Le vecteur AB pour coordonnées (-3 ;0;5). Pour tout M(x;y ;z) de I'espace, M €(AB) si et seulement si il

existe un réel t tel que AM =t AB soit
x—3=-3¢ x =3—3¢ ZEIR
{ 3{ ( )

y=0 »y=0
z—10=5¢ z=10+ 5¢

1b- Montrons que la droite (AB) coupe I'axe des abscisses au point E (9 ; 0; 0).

On sait que I'axe des abscisses a pour équation :

{y =0 Soit t = -2 donc x = 9 la droite (AB) coupe I'axe des abscisses en E (9; 0; 0).

z=0

1c- Justifions que les points A, B et C ne sont pas alignés.
- -

La droite (AB) est incluse dans le plan (0; i; k) d'équation y = 0 dont le point C ne fait pas partie. Ces

3—-3t=0
0=20
10+5t=0

points ne peuvent donc étre alignés car le systeme :

- Hestle pied de la hauteur issue de 0 dans le triangle OBC.

a- Justifions que (BC) L (OEH)
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- > -

La droite (BC) est incluse dans (0; j; k) donc elle est orthogonale a (OE) qui a pour vecteur directeur i

(OH) est une hauteur du triangle OBC donc (BC) est orthogonale a (OH).

La droite (BC) étant orthogonale a (OE) et (OH), elle est orthogonale a deux droites sécantes du plan (OEH)
elle est donc orthogonale au plan (OEH).

On en déduit qu’elle est perpendiculaire a toute droite du plan (OEH), en particulier a (EH).
La droite (EH) est la hauteur issue de E dans le triangle EBC.

b- Déterminons une équation cartésienne du plan (OEH)

Le plan (OEH) est orthogonal a (BC) et passant par O.
Le plan (OEH) est donc l'ensemble des points M de I'espace tels

BC.OM =0s0it0x+20y—15z=0<4y—-3z=0.une équation du plan 4y-3z=0
(OEH) est :

c- Vérifions que le plan (ABC) admet pour équation cartésienne : 20x + 9y+12z — 180 =0

Les points A,B et C n'étant pas alignés ils définissent un plan et un seul. Il suffit donc de vérifier que leurs
coordonnées vérifient I'équation proposée :

20x3+12x10—180 =0 (/i
12x15-180 =0
9%x20—-180=0
x=0
d- Montrons que le systéme 4y-3z=0 a une solution unique.

20x+9y+12z—-180=0

=0
Une équation de la droite (OH) est {z 3 0 car la droite (OH) appartient au plan (yoz) d'équation : x
y—3z=

= 0 et au plan (OEH) d'équation: 4y -3z = 0, ces deux plans sont non paralléles, ils définissent donc la droite
(OH).

La derniére équation 3y + 4z -60 = 0 est une équation du plan (ABC). On résous ce systeme en cherchant
les points d'intersections de (OH) avec le plan (ABC).

H € (BC) donc il y aura donc qu’une seule solution au systéme, les coordonnées du point H

x=0 ) x=0 . x=0
4y—3z=0  OMlgy 3--0 OUl4, 3:-0
3y+4z—60=0 3y+4z—60=0 25y =180
Donc
y=76 36 48
5 H(0;—;—)
48 5°5
P
e- Calcul de OH

OH? = (36/5)% + (48/5)2 = 144 donc : OH = 12.
Déduisons-en que EH = 15 et 'aire du triangle EBC
D’apreés le théoreme de Pythagore ;

EH? = OE? + OH? = 81 +144 = 225 donc EH = 15.
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Sachant que BC? = OB? +OC? = 15% +20% =625
soit BC = 25.

i 1 1
Soit Appe = EBCxEH = EXISXZS = Appe = 3%um'té...d'aires

- Exprimons de deux manieres le volume du tétraedre OEBC et déterminons la distance du point O
au plan (ABC)

1¢¢ méthode :

V=%AOBCxOE:%x%xOBxOCxOE=%><15><20><9=450

V= % Ay xOH = %x 3% x d(0; (EBC)) = 450

Donc d(O: (EBC) = 36/5 or d(O: (ABQ) = d(©; | 4d(0(ABC))=36/5 | ey soit

2°me méthode
On peut également utiliser la formule donnant la distance d’un point a un plan
|—180] _ 180 _ 36

d(0; (ABC)) = = =
S » J202+92+122 /625 5

La distance du point O au plan (ABC) est 36/5 unités de longueur

EXERCICE 17
PARTIE A

1- Pour tout x réel, on a:

(2 +2P—4x>=x"+4+4x>—4x>*=x"+4

2- On en déduit que, pour tout x réel,

x4+ 4 =(x2+2)P - R2x)P=(X2+2+2x)(x2+ 2 —2x)

PARTIE B
Soit n un entier, 7 >2 ; on considére A = n?-2n +2 et B = n? +2n +2, d leur PGCD

1- D'aprés la partie A, on peut écrire :

n% + 4 = (n? +2n +2)(n? -2n +2),s0it | n*+4=AB

Puisquen>2,onaA=n(n—2)+2>2et B>10

Ainsi A et B sont de diviseurs de n* +4, distincts de 1 et de produit n* + 4.donc n*+ 4 n'est pas premier

2- Soit m un diviseur de A qui divise n .on a donc m divise n? -2n +2 et m divise n? -2n, car m divise n. on
en déduit que m divise la différence (n® -2n +2) —(n® -2n) = 2

3- Soit m diviseur commun a A et B puisque m divise A et B, il divise leur différence B — A = 4n
4- On suppose que n est impair

a- n étant impair, n? est impair ; par contre -2n + 2 = 2(-n+1) et 2n + 2 = 2(n+1) sont pairs
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On en déduit que A et B sont impairs, comme somme d'un nombre impair et d'un nombre pair. Si d était
pair, 2 diviserait d et a fortiori 2 diviserait A et B, ce qui est impossible car ils sont impairs, d est donc impair

b- d'apres la question 3, d qui est un diviseur commun a A et B divise 4n. comme d est impair, il est
premier avec 4(dont les seuls diviseurs sont 1,2 et 4). D'apres le théoréme de GAUSS, d, qui divise 4n et est
premier avec 4, divise n.

c- d'apres la question 2, d qui divise A et n (d'apres b) divise 2. Les seuls diviseurs de 2 sont 1 et 2 puisque
d est impair, d = 1

Conclusion : si n est impair, A et B sont premiers entre eux
5- on suppose que n est pair
a- on écrit A = n?>-2n +2 = n(n-2)+2

les nombres n et n — 2 sont pairs, donc n(n-2) est divisible par 4. Le reste dans la division de A par 4 est 2.
Donc A n'est pas divisible par 4.

b- A et B sont pairs car somme de trois nombres pairs ; d est donc pair. Il s'écrit alors| d=2poup€N

Mais d n'est pas divisible par 4, car sinon A le serait aussi, ce qui est faut, d'aprés a, I'entier p est donc
impair.
c- d qui est un diviseur commun de A et B divise 4n, d'aprés la question 3, il existe donc k € N tel que

4n=kd=2kp ; on en déduit que 2n=kp, c'est-a-dire que p divise 2n.

Or p est impair donc premier avec 2. On en déduit, d'apres la théorie de Gauss, que p divise n. Puisque
d=2p, p divise d et a fortiori p divise A. Or p divise n, donc d'apres 2, p divise 2. Puisque p est impair on en
déduit que p=1 et donc que d=2.

Conclusion : si n est pair, le PGCD de A et B est 2.

Exercice 18

1- Figure (voir feuille millimétrée)

- -
A est 'origine du repere. A a pour affixe Za=0, AB =2 u , le point B a pour coordonnées (2 ; 0), pour affixe

Zp = 2.

— —
AD =3 v, le point D a pour coordonnées (0 ;3), pour affixe Zp=3i.

ABCD est un rectangle. C a pour coordonnés (2 ;3), pour affixe Zc = 2+3i. La figure sera complétée au fur et
a mesure.

Affixe du point E

N

- -
Puisque E est I'image de B par la translation de vecteur DB, ona BE = DB

N
BE a pour affixe Z, -7, =2-3i

BE=DB&Z,~2=2-3i= | Z,=4-3i

2- Déterminons les réels a et b

F est le barycentre des points A,B et C affectés des coefficients a, b et 1 si et seulementsi(a + b + 1)# 0 et
siona:(a+b+1)z, =az, +bz, +cz.soit (a+b+1)(6—1)=2b+2+3i
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Deux complexes sont égaux si et seulement si leurs parties réelles et imaginaires sont égales. On résoud
6(a+b+1)=2b+2() {6(a+b+1) =2b+2(1)
=

dans R? le systéme
—(a+b+1)=3(2) —(a+b+1)=3(2)

En remplacant (a + b + 1) par (-3) dans (1) on a:

¢9 =Db + 1soitb =-10, on aalors dans (2)

ea= -3-b-1=6. Donc | a=6etb=-10

3a- exprimons z' en fonction de z

S étant une similitude transformant le point M d'affixe Z en M’ d'affixe z', il existe deux nombres complexes
c et d tels que I'on ait, pour tout complexe z, Z' = Cz+ d

Puisque S transforme A et E, on a Zg = Cza + d C'est-a-dire 4 -3i =d
Puisque S transforme B en F, ona Z¢=Czs + d C'est-a-dire6-i=2c +d

1 1
c=—(6-i—d)=—(6-i—4+3i)=1+i
5 ( )=5( )

Z'=(1+i)z+4-3i

b-centre de la similitude

Le centre | de la similitude est invariant S(I) = |
Son affixe Z vérifie Z' = Z

Onrésoud (1 +i)Z+4-3i=Z

(1+ i)Z+ 4 -3i =Zéquivaut a iz = -(4+3i)

1 N .
3 Z —;(—4+3z) =—i(—4+3i) donc

Et 1=(3;4)

Z=3+4
Rapport et angle de la similitude
La similitude a pour rapport le module du complexe C et pour angle I'argument de C

C=1+i= \E(nggi) = \E(cos(%) + sin(%)i)

T
s
C=+/2¢ *Ca pour module /2 et pour argument %

S(1(3;4);§;«/5)

c-Imagede Cet D par S, noté C' et D’

Z'e=A+DZ_ +4-3i=0+DR2+3i)+4—-3;

Ze=2+5i+4-3i—3=Z'.=3+2i
Zy=A+DZ,+4-3i=0+i)3i)+4—-3i
Z, =3i+3i2+4-3i=1=2Z",=1

C’ =S(C) a pour affixe (3+2i) et D’ = S(D) a pour affixe 1

d- L'aire de I'image par S du rectangle ABCD
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la similitude S transforme le rectangle ABCD en rectangle et les sommets du rectangle image sont les
images des sommets du rectangle A, B, C et D ,ce sont les points E,F,C’ et D".

la similitude, ayant pour rapport\/i, multiplie les distances par V2 et les aires par (1/2)*=2

le rectangle ABCD a pour aire AB X AC = 2 x 3 = 6 et son image a pour aire 6 x 2 = 12

L’aire par S du rectangle ABCD est le rectangle EFC’D’, d’aire 12

4a- Déterminons I'ensemble Q

F étant le barycentre des points A, B et C affectés des coefficients 6 ; - 10 et 1, on a pour tout point M du

plan : 6 MA—10 MB+ MC = (6 —10+1) MF = -3 MF
H6Z\ZA— IOJ\ZB—i— ]\ZCH = H—3Z\/7FH = 3HZ\ZFH =3MF

Q est I'ensemble des points du plan vérifiant

‘6}\24—10]\23_.. AZCH = 9 ce qui équivaut a 3MF =9

Soit MF = 3

Q est le cercle de centre F et de rayon 3

b-Image de € par la similitude de S

la similitude S transforme le cercle de centre F' et de rayon 3 en un cercle de centre F' =S(F) et de rayon
32

Z=(+DZ, +4-3i=010+i)(6—-i)+4-3i

2, =6+51—-1?+4-3i=7"',=11+2i

S(Q) est le cercle de centre F’ de coordonnées (11 ;2) et de rayon 3\/5

EXERCICE 19

1- La Droite (OA) est tangente au cercle (C)

- > -
On se place dans le plan P, d'équation x = 0, rapporté au repére (0; j; k). Les coordonnées de BA sont

(+ 5; - 5) et les coordonnées de OA sont (5; 5) donc:

BA.OA=25-25=0

La droite (OA)est orthogonale au rayon du cercle ( C) passant par A donc c'est la tangente en A au cercle
C. le triangle OAB est rectangleen Aeton a:

OA=/0>+5>+52 =50 =52

AB = \/(0—0)>+(0—5)>+(10—5)2 =/50 =5~/2

OA = AB le triangle OAB est un triangle rectangle isocéle en A, I'angle AOB a pour mesure 7
4

2a- Démontrons que I a pour équation x? + y? = 72

Un coéne de sommet O et d'axe (Oz) a pour équation x* + y* = z’tan®0 ou © est I'angle que forme une

génératrice avec l'axe (0z). Comme ici I'angle AOB formé est Zdonc xX2+y2=7 tanzzz 1 d'ou
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une équation de I est :

b) Déterminons l'intersection du cone I et de la sphere @

la génératrice du cdne étant tangente au cercle (C ) qui génere la sphére ¢ . Le cone est tangent a cette

sphere. Cette intersection est donc le cercle généré par la rotation de A autour de I'axe (Oz), c’est le cercle
de centre D(0 ;0 ;5) passant par A. il a pour rayon 5.

¢) lllustration (en annexe)

3-Intersection de I par le plan P1 d'équation x =1

Le plan P1 est parallele a I'axe du cone I et ne contient pas cet axe, on sait que dans ce cas l'intersection
est une hyperbole. (Figure 3)

4-Montrons que si M(x_;y ;z) un point du céne I dont les coordonnées sont des entiers relatifs non nuls, x et
y ne peuvent pas étre simultanément impairs

Raisonnons cela par I'absurde.

Supposons que x et y sont impairs. Il existe alors deux entiers m et ntelsquex =2m-1ety =2n-1
ZZ=x*+y*=2m-1?+(2n-1)>=2[2 (M* + n> - m —n) + 1]

L'entier 2(m? + n> - m — n) + 1 est un nombre impair donc 2[2(m? + n®> -m — n) + 1] est un nombre pair
divisible par 2 et non divisible par 4, ce qui est impossible dans le cas d'un carré. (x et y ne peuvent étre
simultanément impairs)

EXERCICE 20
. . S Uy=0
1- Soit U la suite définie par 1
VnelN,U, K =
2-U,
a- Calculons U1, U2 et U3
1 2 3
_ 1 _ 12 _ 1 _2 U ==U,==;U; =—
U1_2:U2_2_1_33U3_ _2_4 2 3 4
2 3

b)Comparons les quatre premiers termes de la suite U aux quatre premiers termes de suite W

On a pour tout entier naturel n, Un = Wn

1 2 3
w,=0=U,,.W, =5=U1;W2 =§=U2;I/V3 =Z=U3
Pour tout entier naturel n, Wn = Un
On sat que Uo = Wo, on suppose que pour un certain entier n,

U 1 1 1 o+l
"2-U, 2-Ww, n op+2 M

38



Wn =Un

Par récurrence on a montré que pour tout entier natureln, on a

2- Soit la suite v de terme général v, définie par v, = ]n(—l)
— — n+

1 2 3 I1x2x3
a- Montronsque v, +v, +v,=n—+In—+Inh—=In——
b 2 3 4 2x3x4

Soit

v, +v,+v, =—In4

b- Calcule en fonction de nde sy, = V,+V, + + v, etlimite

Pour tout entier non nul n,

Sn=IntimZi. ... (-
2 3 +1

S In I1x2x3%........... xXn
2x3x4x%........ x(n+1)
1

Sn =In —— soit Sn=—In(n+1)
1+n

Remarque : on peut aussi utiliser une récurrence
Déterminons lim S,

X—>+0

lim S, = lim [~ In(z+1)]donc lim S, = —o

X—>+0 X—>+0

EXERCICE 21

Trouvons dans C, les racines carrés de — 3 - 4i et résolvons |'équation Z% - 2(2+i)z + 6 +8i =0
Soit Z =x+iy< 2% =(x+iy)*=x>+2ixy—y?

x2—y*=-3(1)
(x+iyyP=-3-4i<xy=-2(2) (xy<0)
x2+y*=5(3)

MD+B)=2x*=2<x=loux=-1
Pour x =1ona y=—2et x =—1,y =2d'ou les racines carrées de — 3 -4i sont 1 - 2i et -1 + 2i

Résolvons dans C, I'équation z2 -2(2 +i)z + 6 + 8i = 0

Comme les racines carrées de — 3i — 4i sont :
61=1-2iet62=-1+2iona:
Z1=b"+61 et Z2=b"+82 avecb'=-b/2=2+i
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Z1=2+i+1-2i et 22=2+i-1+2i
Z1 =3—-ietZ2=1+3i

Sc={3—i;1+3i)

EXERCICE 22

Soit P(z) =iz’ —(1+3i)z2+(7i—2)z+5—i

1- Calculons P(i)

P(i)=i(i)’ —(1+30)i>+(7i=2)i+5—i = P(i) =1+14+3i =7 —2i+5—i

P(i)=7-7+3i-2i—i = P@i)=0
2- Déduisons une factorisation de P(z) telle que :P(z) = (z —i)Q(z)

Déterminons Q(z)

d°Q+d°’(z-i)=d°P or d°P=3 et d°(z-i)=1

donc d°P=2 .on aura Q(z) sous la forme Q(z) = Az> + Bz + C

A, B et C sont a déterminer par la méthode des coefficients indéterminés
P(z) = (z-i )(Az> + Bz + C)

P(z) = Az’ + Bz>+ Cz — Aiz> — Biz—iC

P(z) = Az’ +(B - Ai)z*+(C - iB)z -iC

Par identification :

A=i A=i
B—Ai=-1-3i = {B=—(2+3i)
—iC=5—-i C=1+5i

Donc | O(z)=iz2—(2+3i)z+1+5i

3- Résolvons dans C I'équation P(z) = 0 sur le corps des complexes.

Les racines de P(z) = 0 sont z = i et les racines de Q(z) telle que Q(z) = iz - (2 + 3))z+ 1+ 5i =0

A = (2 + 3i)% - 4i(1 + 5i) A=15+38i

2+3i+9, ot o' 243i+9,

21 2i
Cherchons les racines carrées de 15 + 8i
Soit z=x+iz=>z>=(x+iy)*=15+8i

x2—y*=15(1)
=xy=4(2) et(xy > 0)
x*+y*=1703)
DH+@B)=>2x2=32
= x2=16

x=4 |[x=-4
= ou
y=1 [(y=-1

'

Les racines de Q sont z'=
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Donc &1=4+i et d2=-4-i

2+3i+4+1i

Par conséquent Zz'= > =2-3i
24+3i—4—i .
Z'=—=1+1
2 Sc=1{i2-3i:1+i!
Les racines de P(z) = 0 sont donci;2 — 3i et 1 C=i1i2-51¢ 1 +i. Alors
EXERCICE 23
. 9

Soit (E) = 4z° +2(i—4)zz+3(3—2i)z—9+5i =0
1- Montrons  que le réel a est une racine de (E) si et seulement si:

4q° +2(z’—4)a2+3(3—2i)a—9+%i=O

C'est-a-dire si et seulement si la partie réelle et la partie imaginaire du premier membre sont nulles :

2a2—6a+2=0 4a*—-12a+9=0

3 2 _o—
Jl4a 8a*+9a—9 O®{4a3—8a2+9a—920
2

3 _ 2 _ —
4a 8a?+9a-9=0 — 3
(2a-3)*=0 a=35
2- Déterminons les solutions Z' et Z" de |'équation du second degré en Z :

422-2(1-i)z+6-3i =0

A= -96+40i

A=4(1-0)%-16(6-3)=>A=4(1-2i-1) -96 +48i=>

Ly
A =8 (-12 + 5i)

O=x+iy<=0*=(x+iy)=-12+5i
x2—y?2=-12()
=<xy=5/2(2)
X2+ 12 =13(3)

ND) V2
:Tou..x:—T
D+QB)=2x>=1=
_ 52 52
2 2
V2 V2
0,=—(1+5i)et 6, =———(1+5i)
2 2
Comme &2 =-12 +5i — A =88% donc
, ~b+A o NI
Z'=————et ''=———
2a 2a
D'ou :
_2-20+20+5) _A4+8 _1 .
B 8 8 2
b 2-2i—2(0+5i) 2-2i-2-10i 3.
- 8 - 8 2
3- Montrons que les solutions de (E) sonta, z' et z".
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Ona :[423—2(1—i)z+6—3i](z—%) :423+2(i—4)22+3(3—2i)z—9+%i

donc les racines de (E ) sont les valeurs de Z qui annulent le premier membre précédent c'est-a-dire :

31 . 3.

— s —+i;— =1

2°2 2

4- Montrons que le triangle AM’M" est rectangle.

Les coordonnées de A, M’ et M" sont :
A(3/2;0); M'(1/2;1) M'(0;-3/2)
Prouvons que AM'.AM''=0

AM' (_1;1) et Aﬁ/[v '(— é — 3)

3

— — —1 Y
AM . AN = 2 |-

L_3

2

- -
Ona AM'. AM"' = 0donc le triangle AM'M" est rectangle en A.

EXERCICE 24
4 . 2
1- Linéarisons I'expression f(X) =8cos” x+6sin x—4
ix + —ix x —ix
On sait que cos x = (L) etsinx=>""—<
2 2i
eix =+ e_ix (e’lx — efix )2

)4etsin 2x =

4
Donc COS X = (
2 (2i)?

1. . o o
cos4x:E(e4’x +4e* ™ +6e* e +4e" e e 4”“)

1 _ _ _ _
Cos4x:g(e4lx+ef4lx+4e2lx+4721x+6)

A et Lo g | o2 3 cos x = cos4dx N cos2x+§(A)
cos’ x = + +— 8 2 8
16 4 8
ix —ix
) e’ —e ) 1, Y : cos2x 1
sin 2x = ( 5 )2:>sm2x=—z(ez”‘+e2”‘—2)@sm2x=——+5(8)
1

8(A)+4(B)—4= f(x)=cosd4x+4cos2x+3+3-3cos2x—4

f(x)=cos4x+cos2x+2

= JAn/Z £ (x)dx

0
Calculons

nl2 n/2
;= jo f(x)dx = jo (cos 4x + cos 2x + 2)dx

1 1 /2
Iz{—sin 4x + —sin 2x + 2x
4 2 0
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_ L. /AN n o
1—(4s1n(4>< 2)+2$m(2>< 2)+2><2)

I==n

EXERCICE 25
PARTIE |

P(z)=2 =23 +i) 22 +4(1+i/3)z—8i

1- Montrons que P(z) admet une solution imaginaire pure.

Soit Zo = ib

P(ib) = (ib)’ —2(J3 +i)(ib)> +4(1+ix3)ib—8i
P(ib) = —ib’ + 2367 + 2iB? + 4ib—4/3b — 8i

Par identification on a :

2/3b2—4/3b=0 2/3b(b—2) =0
b#0;b-2=0=b=2donc Z,=2

{i(—b3+2b2+4b—8)=0 {—b3 +2b2+4b—8=0
=

2- Résolvons I'équation P(z) = 0 telle que :P(z) = (z — 2))Q(z)

Déterminons Q(z) par division Euclidienne

72 2(\3+i)z2 +4(1+1+3)z-8i _
«(Z? - 2iz%) Z-2i
0 232+ +4i3)z-8i
(232 +4i372)
0 4z - 8i
(47 — 8i)
0

72- 327 +4

SoitQz) =z2-2+3z+ 4
A=@2~3)-42 =12 -16

A= - 4=Qi? = VA =+2i
—b-~JA —b+A
Zy=————etz,=—"—
2a 2a

z, =3—i et z2=\/§+i

Sous forme trigonométrique et exponentielle

Zy =21 |ZO|=2
cos@=0
) —0==
sin @ =1 2

Z,=2(cosz/2+isinz/2)..et.Z, =2e""
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cos 6, —ﬁ
o 2 m0=-" . e2=2

1

sin @, = ——

2

Z, =2(cos(sr / 6) +isin(z/6)) =2e”’°

PARTIE Il
1) Plagons les points dans le repére orthonormé (en annexe)
2) Montrons que A,B et C sont sur le cercle de centre O

OB =[N3 +i| = J(\[3)>+1=2
04| = [v3 —i| = V(3 +1 =2

loC| =21 =v2> =2

OB = OA=0C=rayon=2

3) La nature du quadrilatére OABC

- — - —
OABC est un losange car OA = AB = BC = OC et O4.0C # 0 (BC.BA # 0 pas nécessaire)

5A.5C=(:I/§J(2J= 0-2

04.0C = 2.

EXERCICE 26
Soit (F):z€ C,z° +(6—5i)z2+(1-20i)z—14-5i =0

1-a) Vérifions que i est une solution de (E) .

P H(6-5)2+(1-20i)i+-14—5i=—i—6+5i+i+20—-14-5/=0
Il s’ensuit alors que i est une solution de (E).

1-b) Déterminons les réels a, b et c telle que (E) : (z —i)(az*+ bz +¢)

(E):az’ +bz? +cz —iaz? —ibz —ic = (E) :az” + (b —ia)z? + (¢ —ib)z —ic
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a=1
) ) a=1
Par identification on a : |0 —ia=06-5i —lp—6_a;
c—ib=1-20i .
c=5-14i
ic=14+5i
Donc (E) :z € C,(z —i)[z2 + (6 — 4i)z + 5 —14i]
1-c) Résolvons dans C ,I'équation (E') 224+ (6—-4i)z+5-14i=0
A= (6—4i)*—4(5-14i)
A=8i
Posons : z=x+iy= z>=x>—y*+2ixy
x2+y?2=8(1)
xy =4(2)
X2 -y2=003)
Ona:(M+B)=2x>=8=x=—"2..0u.x=2

{x =-2 {x =2
2 = ou
y=-2 y=2

Donc nous avons O, = —2—2i.....et0, =2+ 2i

-b+9, -b+9,
Z = et..z, =
2a a
1 _4i-6-2-2i _ 4.
2 =S, :{i;—4+i;—2+3i}
4i—6+2+2i ]
Z2 =f=_2+3l

2-) Soient les points A, B ,et C d'affixes respectives i,—2+3i..et..—4+1i

a ) Voir feuille millimétrée

zZ,—Zz
b) Ecrivons le nombre complexe Z = ~2 B
Zc—Zp
i—2-3i 2-2i
Z= : = o Z=i
—-44+i+2-3i —-2-2i
, " cosf =0 s T
Sous forme trigonométrique, ona:|Z|=1et9= i 0 1:>9=—a|ors Z =isin —
S o =

c) Déduisons que le triangle ABC est rectangle et isocéle en B.
|ZA—ZB| = |2—3i+i| =232
|z —z,| =|-4+i+2-3]=22

Alors le triangle ABC est rectangle et isocéle en B.

3-) Soit S la similitude directe de centre A qui transforme C en B
a)Déterminons I'écriture complexe de S.

=z, —z4|=|z¢c — 24

S(A4)—> 4
S(C)—> B
Soit z'=az+b
az,+b=z, aid)+b=i ai+b=i...(»1)
= =
az. +b=z, a(-4+i)+b=-2i+3i —4da+ai+b=-2+3i..(2)

(2)-(1):>—4a:—2+2i<:>a:l—li
. 1 1.
M=>b=i—aisb=—+—i
2 2
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Donc z'= %[(1 —i)z—1+1i]
3-b) Calculons I'affixe de B’
Zp zé[(l—i)zB —1+i]

Zp = %[(1 —i)(—2+3i)+i—1]

Zp =30
4-) Justifions que le ABB' est rectangle et isocele en B.

7 Z,—Zg 130 - 21
Zp—2Zp —2+3i-3i

Calculons et veérifions que |ZA —zB,| = |ZB —zB,|
|ZA —ZB,| :|—21| =2 et |ZB —ZB,| =|—2| =2 d'oli que |ZA —ZB,| =|ZB —ZB,|

Alors le triangle ABB' est rectangle et isocéle en B'.

EXRECICE 27

x2+1

Soit f (x) = m

1- f existe si et seulementsi x2—1#0 < (x—1)x+1)=0
< x#let x#-1

& |Df = Foos—1[ U 11[U Ji+0]|

a- Vx € Df, f est continue et dérivable donc f admet des primitives sur ]— oo;—l[, ]— 1;1[ et ]1;+oo[

b- montrons que Vx € Df, f(x)zl[( _'1_1)2+( 11)2}
X X —

2
1 (x+1p+(x—1p 1 x2+2x+1+x2—2x+1}

f(x)=§_ G117 }2f(x)—§[ (x+1p(x—1p

1] 2(x2+1) x2+1

flx)= 2_(x+1)2(x_1)2} = f(x)= (x—1p(x+1)

(x—1P(x+1p=(x2+2x+1)x2—2x+1)=x" —=2x>+1 (1)
(x2—1p=x*-2x2+1 2

Donc d'aprés (1) et (2), f(_x): %{( 411)2 + ( 11)2}
X X —

c- Déduisons la primitive F(x) de f

Il 1 1 I| x+1+x-1
Flx)= | —+—— Flx)=——| =272 Flx)=-
) 2{x+l+x—l}+cj ) 2{(x+1)(x—1)}+cz> ()
2x

(> —1p

+c
x2—1

2-a- Déterminons une primitive de g avec g(x) =
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g(x) = =——+c
U? = U avec U =x*>-1
G(x):— —+c
X2 —
2-b- Déterminons une primitive de ' + g
_ox?+l 2x X2+ 2x+1 _ ()c+1)2
Py e T ey T T ey
(x+1)2 (x+1)Z 1
=—~ J S fio=—_" = fio=
LAl oy oy A S e o S B
F+G=—L+c
x—1

2-c- Déduisons une primitive F' de f

G(x)+ F( ):—?:F(x)——ﬁ—G(x)

1 1 x—1—(x2-1) x—l—[(x—l)(x+1)]
P = e = P W= e = Y ey
F(x)=(x(;1_)[ll)(;£xj)l)] & |F()=- e

EXERCICE 28 : BARYCENTRE

Soit G le barycentre des points A, B, C affectés respectivement des coefficients 1, 1, et -1.

- - - -
La somme 1+ 1- 1 = 1 est non nulle par suite, MA+ MB— MC = MG .

Le barycentre des points A, B, C affecté respectivement des ccefficients 2, -1, et 1 n’existe pas puisse que la
somme des coefficients est nulle.

- - -
Le vecteur 2 MA— MB— MC est un vecteur indépendant de M. puisque B et C ont le méme coefficient, on

- - - - - - - - -
fait intervenir | milieu de [BC] d'ot 2MA - MB— MC =2 MI+ 2 IA— (MI+ IB+ MI+ IC)
2MA -MB—-MC =214

G B

—

N
M appartient a E; si et seulement si | MG = 2|4

Le triangle ABC étant rectangle en A, nous avons IA = IB = IC (propriété vue en classe de 5°™¢)
De plus : BC? = 4a’+ a? soit BC = av5 et 1A = aVv5 /2

M appartient a Eq si seulement si MG = a \/g
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E1est donc le cercle de centre G et de rayon aVv5 passant par_A

- -

- N - - - - -
De plus.GA+ GB—GC = 0d'ot AG = AB— AC = AG=CB
- 1 - -
2) Soit H le point tel que AH = EAB+ 2AC
a) AH — %(A?H HB) + 2(AH+ HC)
- - - -
0=-3HA+ HB+4HC
H est donc le barycentre des points A, B, C affectés des coefficients respectifs -3, 1, et 4 avec -3 +1 +4 2 0

b)Soit F I'ensemble des points du plan tels que :- 3MA? + MB? + 4MC? = k

A appartient a F si et seulement si : AB® + 4AC* = k or AB? = 4a® et AC® = a® donc k appartient & F si et
seulement si k = 8a°.

Déterminons |'ensemble E, des points M tel que : - 3MA? + MB? + 4MC? = 8a2

D’'apres la question nous savons déja que A€ E; .
Soit H le barycentre des points A, B, C affectés des coefficients -3, 1, 4. Nous avons :

. 3MA? + MB? + 4MC? = -3 HA? + HB? + 4HC? + 2MH?

2 2 2 2 2 7 1 Py y
o 3 HA? + HB? + 4HC? + 2MH? = 822 avec AH:EAB+2AC

—

OrAB L AC donc AH? = % AB? + 4AC? = 532
BH = BA+ AH soit BH = %IAB+2AC = BH? = % AB? + 4AC? = 53

CH = CA+ AH soit CH = %AB+ AC = CH?* = %AB2 + AC?* =2a?
M appartient a E; si et seulement si :

. 15 a% +5a° +8a% + 2MH? = 8a2

M appartient a E; si et seulement si : MH? = 5a® soit MH = av5

E; est donc le cercle de centre H et de rayon aVv5 (il passe paTA et B). (Figure illustrative en annexe)

EXERCICE29 : BARYCENTRE

1) Construction du point G.

G est le barycentre du systéeme des points pondérés {(A ;3), (B ;-1), (C;2)},

Donc:3GA—GB+2GC =0 = 4GA— AB+2 AC = 0 (apres introduction de A entre les vecteurs GB et
GQO)

= AG =" AB+— AC
4 2
ainsiona:3MA?2-MB?+2MC?=-32
3(MG+GA?-( MG+ GB)? + 2 (MG+GC)? =-32

- - - - - -
3MG? + 3GA® + 6 MG.GA —MG? - GB?-2 MG.GB + 2MG? + 2GC* + 4 MG.GC =-32
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- - - -

4MG?+2 MG 3 GA-GB+2GC )+ 3GA?*-GB? + 2GC*=-32
4MG? +3GA*-GB?2+2GC?*=-32

Cherchons les valeurs de AG? GB? et GC?

ac?= (L qc- L By
2Ty

act= L accs Loapro L o4c 4B
4 16 4
AG == 1 A2 + L AB? car (4B L AC)
4 16
AG?= 16, 64
4 16

AG* =8

BG® = (BA+ AG)? = BG? = (BA+%AC—%AB)2

BGzz(iAC—%AB)ZSBGzz i AC? + %ABZD BG® = 4+ 100 = BG® = 104

- - - 1 1
CG? = (CA+ AG)*=CG*=(BA4 + EAC_ZAB)Z = CG>=8
Le calcul de AG? BG? et CG? conduit a:4 MG? + 24 - 104 + 16 = - 32 soit MG? = 8

L'ensemble E des points M du plan vérifiant : 3 MA? - MB? + 2 MC? = - 32 est donc le cercle de centre G et
de rayon 2V2 passant par A et C. T

2) soit | le milieu de [BD]
H3AZA— MB+ 2AZCH = HAZB+ AZCH

- - - -

- -
4 MGl = |2 azzl (Aprés introduction du point G entre les vecteurs MA , MB , et MC)et IB+IC =0

Nous avons 4 MG? = MI? d'ou [zz\}G— A}IJ (ZA}GJr Ajﬂj =0
Soit k le barycentre du systeme de points pondérés {(G; 2), (I; -1)} et L celui du systeme {(G; 2), (I; 1) }.

- -
Onaalors3SMK. ML =0
L'ensemble F est donc le cercle de diameétre [KL].

Figure illustrative en annexe)

EXERCICE 30: SIMILITUDE

e a) Nous avons
(0?1;17) = (0?1;70] [27]

(0?1;7}2 _i” [27]

F est une similitude directe d'angle — 37
4
_4_
D'autre part, 1) = @1 et Ol = d donc 1 _ & _ L
2 J2 o4 d 22



1

2\2

b) I'image de la droite (AC), D', par f est une droite passant par J et donc lI'angle avec (AC) est égal a /4
[2mt]. La droite image de (AC) par f est donc la parallele a (OA) passant par J. comme une similitude directe
conserve l'orthogonalité, donc la droite image de (OA) doit étre orthogonale a D' et passer par | = f(0). Le
point image de C par f est donc le point dintersection de ces deux droites d'ou (OB) et (AC) sont
orthogonales.

Le rapport de la similitude f* est donc

L'image de (OB) est donc la droite perpendiculaire a D’ passant par J. L'image de (OC) par f est la droite
(IC"). Or (OC) et (AB) sont paralléles. Donc I'image de la droite (AB) est paralléle a la droite (IC').

B’ est le point d'intersection des deux droites images.

- - > o

) Soit Q le centre de la similitude. Puisque f (o) = I, on a (QO;Q[) = % [2m]. D'autre part (CO;CI )

- =

= %[27[] .Donc nous avons (CO; CI') =(Q0; QI )[n], les points |, C et O n'étant pas alignés, les points Q,
l, C, et O sont cocycliques.
De méme (QA4; Q) )= % 2n] et (04;0J) = %[27[] Donc (QA4; Q) )= (OA;OJ)[ﬁ] . Les points

O, A, et ) n'étant pas alignés donc Q, O, A et J sont cocycliques.

Déduisons une construction de Q

Q appartient donc aux cercles circonscrits aux triangles OAJ et OCI. Q est le point d'intersection de ces
deux cercles distincts du point O.

d)le triangle OIC est rectangle isocele en |, donc [OC] est un diametre du cercle circonscrit au triangle OCI.
Q appartient a ce cercle, donc la droite (QO) est orthogonale a la droite (QC).

e Déterminons la forme complexe de f

Le point | a pour affixe %(1 +1) etle pointJ: %(1 +1)

L'expression complexe d'une similitude directe du plan est de la forme z'=az+bavec (@ € IRouaC(C) et
la| # Tetb € C.

On sait que f (O) = l et f(A) = Jdoncona:

%(l+i)=ax0+b — b=%(1+i)
d N 1. 7 1 .
Z(1+1)—ad+b a—4+4 2(l+l)
1 d
Cest-a-direa=— (1+i) etb=— (1+1)
4 2

1 d
Soit z'=—(1+i)z+—(1+1i
oi 4( ) 2( )

=3ir
4

ou encore, comme a peut s'écrire sous la forme a = , on a l'expression complexe de f qui est

1
——e
242
=3ir

donc z'= ——e ¢ z+3(l+i)

242
EXERCICE 31: EQUATION DIFFERENTIELLE
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5
. Résolution de I'équation différentielle y"—3y'+§y =0 M

Comme c'est une équation différentielle de second degré a ccefficients constants, sans second membre, on
a comme équation caractéristique :

rP-3r+ 2 =0
2

Calculons le discriminant A

A=9-10=-1
A est négatifet—1 = i*donc VA = -iouvA =i
3+1i 3—-i
n= et.r,=——
Donc 2 ! avec « la partie réelle et [ la partie imaginaire de r;.
a= 5 et.f= 5

Pour tout x € IR, les solutions de (1) sont les fonctions [ telles que
1 D N
fx= (lcosgx + usin Ex) e? ol A ety sontdeux constantes.

5
2- Résolution de I'équation différentielle y"—3y'+5y =e™

a) Montrons que x —> §e3x est une solution de (E).

2 6 18
Nous avons h(x) = 3 e3> pour tout x de R, donc h'(x) = 3 e et h'(x)= ?e“ ,

18 18 | 5.2, Par

ainSih"(x)—Bh'(x)+§h(x)=e3‘”(5 S

ConSéquent W' (x) —3h'(x) +§h(x) = e
donc / est une solution de (E)

b) Solution de (E).

On admet que f est la solution de (E) si et seulement si f — A est solution de (1). Or nous avons déterminé
1 3x
les solutions de (1) ; ce sont les fonctions x — (lcosax + psin Ex)e 2+ ge“

3x
X X,
Les fonctions de (E) sont les fonctions f telles que f(x):(ﬂ,cosz+,usm 5)82 +h(x) ou A et

L sont des constantes. Les solutions de (E) sont donc les fonctions f telles que pour tout x € IR
1 1
(x)=(Acos—x+ usin—x)e 2 +—e
/ TS 5

3x

3- Déterminons la solution f de (E) dont la courbe passe par A (0; 2) et dont la tangente en a (C) a pour

5
coefficient directeur 2
 Condition £(0) = z_ et 1'(0)=2
5
Ici nous allons déterminer les valeurs de A et .
P =(—Zsin X4 ﬁcosi)e% +2(AcosZ + usin f)e% +2 e
2 2 2 2 2 2 H 2 5
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sino =o 3 )
Cherchons f"(0), nous avons alors ) coso =1 = Alors f'(0) = % + Eﬂ et f(0)=A+ 3

e’ =1

Reprenons les conditions cherchées : pour que f réponde a la question, il faut et il suffit de résoudre le
systéeme

(M

2
0)== 2_2
f() 5 — ﬂ+5 5 @)
f(0)=2 334285
2 2 5
4 A=0
(= A=0 et 2 g d'aprés (2) donc la résolution conduit a 8
H=—
5

8 . x X 2
En conclusion, on a : la fonction est définie, pour tout x de IR par: f(x) = (g sin E)e 2 4

EXERCICE 32

1

—X

dx

2
Soit I=J. €
Ol—x

—e'(1-x)—e " (-1 ur |
(ES RS ]

—e " +xet+e
(1-x)*

—-X

xe
(1-x)

1)) =

S =

[ =

et f'(x) >0 pourtout , o [0. 1} , par suite, f est croissante sur l'intervalle [0 ; V2]
T2

Tableau de variation de f

X 0 %
Signe de f"'(x) +
2
Je
Sf(x)
1
1 _e%l :i
S = N "

N =



0

f(O):eT:I et

2
Par suite : ISf(x)SE pour tout xe[o;i]
2 (I+x)d-x)+x?
1-x (1-x)
1

1-—

l+x+

b- A I'aide du calcul précédent, nous avons pour tout x € [ } f(x)=e" (—)

2 _—X
=e ﬂ+x}+§e

S =

X
1 1
2 2

1= I(l + x)e “dx + Ixzf(x)dx
0 0

c) Calcul de J

Utilisons une intégration par parties en posant :

ux)=l+x=u'(x)=1

—X

Vix)=e " = v(x)=—e

3
J = [— I(1+x)e™ ]5 —'[— e 'dx
0
-1 -1 -1 -1
J= (—ée 2y 41— [] :>J——%ez+1+ez+1:>J:2—§ez
d) D'aprés 1:

ISf(x)S% Pour xe{o;%}

e

2
x2<x2f(x)£—=x? Car x22>0
Je

x2 f(x)dx ‘Z[T x2dx

)
o
c
S 10 | —
;4
I/\
o'—.N\—-

E

| E—
N[ =
IA
O 1 | —

1
w|><w

(L g%
IA
ctm—n|= °

x2 f(x)dx < |:

X
3

SIS

0

x2f(x)dx <

1
12+/e

Nous avons

x*f(x)dx+J

U [~ O 0 [ —

xzf(x)dx+2—§e
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1

1 % 1
Or — < | x2f(x)dx £
g S f s —

0

Parsute 1 ., 5 5 _,_ 1 ., 53
24 2 12+/e 2
-1 -1
4 Sy <0-2
24 12
29 2 49 5 7
2——e? ~0,534 et e 2 ~0,525

1=0,53 a 0,0lpres

EXERCICE 33

1- S est la similitude directe du plan telle que S(A) = M et S(B) = D.

Les triangles ABM et MCD sont isocéles rectangles respectivement en B et C (puisque AB = BM et MC =
CD). Or on a aussi AB = CD et BM = MC donc

MD = 2 . AB
C
D
M
A
(@]
1
A

S est une similitude directe de rapport v2.
- -

De plus, nous avons (AB.MD) = (AB;BM ) + (BM; MD )[272’]
T

(AB.MD) = z +% [27]

(AB; MD) — 37” [27]
S est une similitude directe d'angle 3m/4.

2 a) Les points A, M et | ne sont pas alignés et nous avons :
- - 371-
(04;0M) = Y [27[] (puisque M est I'image de A par S)
- > T
IA;IM)=—— 27| car IBM est un triangle rectangle isocéle en B. par conséquent on a:
4 9 9 p q
- - - >
(04;0M) = (14, IM)| ]
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Les points A, O, | et M sont donc cocycliques.

Déduisons que BM = BO = BA

Le triangle AMI est rectangle en M car (AM) L (DM). Le cercle circonscrit a ce triangle est donc le cercle de
diamétre [Al].

Le point B est le milieu du segment [Al], donc A, O, M et | appartiennent au cercle de centre B et de rayon
AB.

Ainsi, on a: BM = BO = BA.

b) on sait que DM = \/E .AB

Onas (B) = D, donc OD = +/2 . OB. Comme BO = BA, donc OD = +/2 . AB et de ce fait on a DM = DO.

¢) DM = DO par conséquent D appartient a la médiatrice [OM]. O est le symétrique de M par rapport a la
droite (BD).

3a) Déterminons I'expression complexe de S et |'affixe de O.

Les points A, B et D ont pour affixes respectives 0, 1 et 2i.

Le point M admet pour affixe 1 + i.

Toute similitude directe du plan peut s'écrire sous la forme z' = az + b (a et b étant deux éléments de &
avec a # 0).

On sait que S(A) = M et S(B) = D, donc :

l+i=ax0+b a=1+i
=
2i=ax1+b b=-1+i
A tout point M d'affixe z, la similitude S fait correspondre le point M’ d'affixe z' tel que z' = (-1 + i)z +1 +i.
O d'affixe z est invariant par S, il vérifie I'équation z' = (-1 + i)z +1 +i.
1+ 1+3i
= z=

2—1 5

Danscecas,ona(-i)z=1+i=> z=

1+3:
L'affixe de O est donc !

b- Calcul des distances BM et BO

BM=|1+i-1]=]i|] & BM=1.
BO = 1+3i_1‘_‘—4+31‘
5 N 5
16 +9
= <> BO = 1. Donc BM = BO
25
Vérifions que (OM) L (BD)
-7 2i—1 _ 5 - o
ZD—ZK = T = Zp_Zp _ 2t _yp i les vecteursOM et BD sont donc orthogonau,
Moo 1+i— + o Zu~ Zo 2

ce qui prouve que (OM) L (BD).

Sachant que (OM)_L (BD) et que BM = BO, O est donc bien le symétrique de M par rapport a la droite
(BD).

Figure (voir feuille millimétrée)
EXERCICE 34 : ROTATION

1) Nous avons rz 0 r1 (A) = r2 (r1 (A)).

rory (A) = r2 (A). Donc A" = r; (A).

AB = BA', et les droites (IB) et (IA) sont orthogonales. Par conséquent, (IB) est médiatrice du segment [AA’]
(le triangle ABA’ est isocele en B). | est le milieu du segment [AA’].
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Nous avons (BA;BB')=(BA;BC)+(BC;BB)|2x] < (BA; BB') = _% _ 2% g

- -
(BA4;BB') = 72'[27r]. Les points A, B et B sont donc alignés.

L'image du triangle équilatéral ABC par la rotation r; est le triangle A'B'B. Par conséquent, on a B'B = B'‘A’ =
BA donc B est le milieu du segment [AB].

2) ri”! est une rotation d'angle (- t/3) ; r2 0 r1”! est donc une rotation d'angle
. 1/3 - 21/3 c'est-a-dire un demi tour.
Nous avons r, o r1 (C) =r2 (B) = B, or | est milieu du segment [BC], donc | est centre du demi tourr, o ri7.

De plus r 0 r1™" (M) = r2 (M) = My, | est donc milieu du segment [M1M2].

r; o ry est la composée de deux rotations d'angles 1/3 et -2m/3 et r> o rq est une rotation d'angle -m/3.
Le centre O de cette rotation est tel que OA =OA" et OB = OB'.

Par conséquent, O est le point d'intersection des médiatrices de [AA'].

JB = BC = BA' donc JBA' est isocele en B. Et A'B = A'B’ donc A" appartient a la médiatrice de [BB']

La médiatrice de [BB'] est donc la droite (JA").

Le centre de rz o rq est le point J

EXERCICE 35 : SIMILITUDE —ROTATION

1) Figure (voir annexe)

ABCD est un carré direct de centre O.

2) Soit r la rotation de centre A et d'angle 1t/2.
a) L'image de la droite (BC) par r

- -
L'image de B par r est D (car AB = AD et mes (4AB; AD) = /2 [2m)).
La droite image de (BC) est donc une droite orthogonale a (BC) passant par D c’est-a-dire (CD).
b) Déterminons les images par r de R et P
De plus (AR) L (AQ). Donc I'image de (AR) par r est la droite (AQ).
R € (BC)doncr (R) € (CD).
(AQ) N (CD) = {Q}, doncr (R) = Q.
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De méme, (AP) L (AS) et r (P) € (CD) doncr (P) = S.

) Nature des triangles RAQ et PAS

Comme AR = AQ et (AR) L (AQ), le triangle RAQ est rectangle isocéle en A. De la méme facon, on montre
que APS est rectangle et isocéle en A.

3a) Précisons les images de R et P parr

Soit N le milieu du segment [PS] et M celui du segment [QR]. On considére la similitude directe S de centre

1
A, d'angle /4 et de rapport T
2

(AM) est la médiatrice et la bissectrice dans le triangle isocéle rectangle AQR, donc :
LA T AM /4 1
AR AM) =—|27| et —— =cos—=— DoncS(R) =M.
( ) 4 [ ] AR 4 2
De méme, en considérant le triangle isocele rectangle APS on montre que S(P) = N.
b) L'image de b par la rotation de centre A et d'angle Tt/4 est le point B’ de [AC) tel que AB’ = AB.
L'image de B’ par I'homothétie de centre A et de rapport 1/V2 est le point B” de [AC)

tel que: 48" _ 1 Donc S(B) = O

AT NG |
Nous avons également : (BC;0D) = z[272] et oD = 1
4 BC 2

L'image du segment [BC] privé du point B est donc le segment [OD] privé du point O.
- -
S(B)=0etS(R) =M, donc (BR;OM) =%[27r] et M€ (OB).

Par conséquent, les points M, B, N et D sont alignés.

EXERCICE 36 : ARITHMETIQUE

e Equationa®+9=2",(@€IN,n€EINetn > 4)
1-a) _aestimpair

Soit a € IN, pair, vérifiant a> + 9 = 2".On a alors 9 = 2" - a2

Puisque n > 1, 2" est pair. Puisque a est pair, a* est pair.

La somme (ou la différence) de deux entiers pair étant un entier pair, (2" - a®) est pair donc 9 est pair. Ceci
est absurde, donc la proposition est fausse : il n'existe aucun entier a pair tel que a*> + 9 = 2". Si a existe, a

est impair.

b) Résolution de I'équation

On suppose qu'il existe un entier a impair tel que a®> + 9 =2" n>4.2"=2%x2""2,

22 est un entier puisque n > 4 doncn -2 > 0.

2" est divisible par 4 et 2" = 0 (modulo 4)

Puisque a® + 9 = 2", a®> + 9 = 0 (modulo 4)

D'autre part 9 =4 x 2 + 1 donc 9 = 1 (modulo 4)

a est impair, il existe un entier naturel k tel que a = 2k + 1. En conséquence :

a?=k+ 1?2 =4k® +4k +1=4K> + k) + 1.

a2 =1 (modulo 4) et 9 = 1 (modulo 4) donc a®> + 9 = 2 (modulo 4).

(@®> + 9) est congru & 0 et a 2, modulo 4, ce qui est absurde. Il n'existe donc aucun entier impair a tel que a*
+9=2"

Puisqu'il n'existe pas de pair non plus, il n‘existe aucun entier a vérifiant a®> + 9 = 2" et |'équation proposée
n'a aucune solution.

e Equationa®+9=3" (@€IN,n€INetn > 3)

2-a) sin 2 3, 3"est congrua 1 oua 3 modulo 4.

Si n est pair, il existe p € IN tel que n = 2p.

3" = 32 = 9P, Puisque 9 = 1 (modulo 4) , il existe p € IN tel que n = 2p + 1.
3" =3%*1=09px 3

97 = 1 (modulo 4) donc 3" = 3 (modulo 4).
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Sin > 3,3"=1 (modulo 4) ou 3" = 3 (modulo 4)
b) Toute solution a est pair.

Dans la question 1b), on a montré que:

Si a est impair a> + 9 = 2 (modulo 4).

D'aprés le résultat précédent, s'il existe a € IN tel que a* + 9 = 3", alors (a®> + 9) est congru a 1 ou a 3
modulo 4, ce qui est impossible lorsque a est impair. Si a existe, a est pair.

Si I'égalité a® + 9 = 3" est vérifiée, n est pair.

Puisque a est pair, il existe un entier naturel k tel que a = 2k. En conséquence,

a® = 4k2. a® est divisible par 4 et a®> = 0 (modulo 4).

Alors a®> + 9 = 9 = 1 (modulo 4). L'égalité a> + 9 = 3" n'est vérifiée que si 3" = 1 (modulo 4). Or 3" est
congru a 1 modulo 4 si et seulement si n est pair.

Si a existe, nécessairement n est pair.

e I'équation n'a pas de solution

n est pair et n > 3, il existe un entier naturel p tel que n =2petp = 2.
Ona3"=3?=@3P)2donca?+9=3" < (3P2-a’=9et(3P-a)(3P+a)=09.
9 et (3P + a) sont diviseurs de I'entier 9.

De plus 3P —a < 3P + a(cara > 0).

Les diviseurs entiers naturels de 9 sont 1, 3, et 9.

3p_a:1 3p—a:3
(BP-a)(BP+a)=9 < ou
3 4 4=9 3 +a=3
P _
37 —ag=1 32 —ag+1 37 =5
= = 9-1
3 +a=9 a+l+a=9 a:T:4

Ici, il n'existe aucune puissance de 3 égale a 5.

3 —a=3 3’ =qg+3 37 =3
= =
3 +a=3 a+3+a=3 a=0
3 =3 < p =1, mais on cherche p > 2, donc on ne trouve aucune solution.

Conclusion : lorsque n est un entier supérieur ou égal a 3, I'équation a®> + 9 = 3", d'inconnue a, n'a pas de
solution.

e Equationa®+9=5"(@€IN,n€IN,n > 2)

3-) Si n est impair, I'équation n'a pas de solution.

Si n est impair, il existe un entier p tel que n =2p + 1.

5n=5%+1=(5%P x 5,

5=1x3+2donc5 =2 (modulo 3) et 52 = 4 = 1 (modulo 3).

5" =17 x2=2 (modulo 3). Si a existe, a>+9 =2 (modulo 3)

Or 9, divisible par 3, est congru a 0 modulo 3.

Le reste de la division de a par 3 est 0, 1 ou 2 donc a est congru a 0, 1 ou 2 modulo 3.

a? est donc congru a 0, 1 ou 4 modulo 3 et 4 est congru a 1 modulo 3. Puisque 9 est congru & 0 modulo 3,
(a®> + 9) est congru a 0 ou 1 modulo 3 et ne peut pas étre égal a 5" qui’ lui est congru & 2 modulo 3.

Si n est impair, I'équation n'a pas de solution

b) Résolution de I'équation.

Comme a la question 2-c), en supposant n pair, on pose n = 2p. Puisque n > 2, p > 1, il suffit de remplacer,
dans le raisonnement suivi 3P par 5P car a®> + 9 = 5" équivaut a

(5P)2-a*=9eta(5P—a) (5" + a) = 9.

(5P — a) et (5P + a) sont 2 diviseurs entiers naturels de 9 vérifiant

1<5P-—a<5P+ac<9etilyadonc?2 possibilités.

58



5p_a:1 p:a—|—1 szs p:l
& & &
5 +a=9 a+l+a=9 a=4 a=4

5V —a=3 57 =3 )
Ou & sans solution.
5/ +a=3 a=0

Conclusion : lorsque n > 2, I'équation a® + 9 = 5" d'inconnue a, a une seule solution : a = 4.

EXERCICE 37 : ARITHMETIQUE

1) Divisibilité par 3

L'entier p est un nombre premier supérieur ou égal a 7, c'est donc un nombre impair, il n'est pas divisible
par 3, donc le reste de p dans la division par 3 est 1 ou 2 ou encore 1 ou -1.

Si p = 1 modulo 3, ou p = -1 modulo 3 que peut-on dire de p*-17?

Si p = 1 modulo 3 alors p* = (1)* modulo 3 et donc p* -1 = 0 modulo 3, le nombre

n = p* - 1est divisible par 3.

Si p = - 1 modulo 3 alors p* = (- 1)* modulo 3 et donc p*-1 = 0 modulo 3, le nombre

n = p* - 1est divisible par 3.

En conclusion dans les deux cas, n = p* - 1est divisible par 3.

Remarque

Une autre démonstration possible si p = - 1 modulo 3 alors il existe un entier k tel que p =3k - 1.0n a
alors en utilisant le bindbme de Newton :

p*-=1=0Ck-1)*=81k*-4x27k3 + 6 x 9k* -4 x 3k + 1-1.
p*—1 =3 (27k* - 36k® + 18K - 4k).

Le nombre n est divisible par 3.

NB : on fera de méme dans le cas de p = 1 (modulo 3)

2) Divisibilité de n par 16

L'entier p étant impair supérieur ou égal a 7, il existe un entier k > 3 tel que p = 2k + 1 on a alors :

p?-1=Qk+ 1)*-1=4k>+ 4k + 1-1=4k (k + 1).

Deméme p® + 1= 2k + 1) + 1 = 4k® + 4k + 2 = 2 (2k?* + 2k + 1) d'ou

n=p*-1=2@Rk*+2k+ 1) 4k (k + 1) =8k (k + 1) 2k* + 2k + 1)

Le nombre n est divisible par 8, mais le produit k (k + 1) est le produit de deux entiers consécutifs, c'est
donc un nombre pair, il existe donc un entier k tel que k(k + 1) = 2k d'oli n = 16k (2k?® + 2k + 1). Le nombre
n est divisible par 16.

3) Reste de p modulo 5

Le nombre p n'est pas divisible par 5 car p est un nombre premier donc les restes possibles sont 1, 2, 3, et
4.

Si p = 1 modulo 5 alors p* = 1 modulo 5. C'est-a-dire p* — 1 = 0 modulo 5 donc le nombre n est divisible
par 5.

Si p = 2 modulo 5 alors p* = 2* modulo 5. C'est-a-dire p* = 16 modulo 5 ou encore

p*-1= 15 modulo 5 mais 15 = 0 modulo 5 donc le nombre n est divisible par 5.

Si p = 4 modulo 5 alors p* = 4* modulo 5. C'est-a-dire p* = 256 modulo 5 ou encore

p* -1 = 255 modulo 5 mais 225 = 0 modulo 5 donc le nombre n est divisible par 5.

4a) Si a divise ¢, il existe un entier d tel que ¢ = ad. Si b divise c il existe un entier d' tel que c = bd". On a
donc ad = bd’, I'entier a divise donc le produit bd’, mais a est premier avec b d'apres le théoréme de Gauss
a divise d', il existe donc un entier d'1 tel que d' = ad’y. On a donc c = bad’ I'entier ba divise c.

4b) Montre que 240 divise n

Dans les questions 1, 2 et 3 on a montré que 3, 5 et 16 divisent n ; en utilisant la question précédente on a
3 divise n, 5 divise n, et 3 et 5 premiers entre eux. Donc 15 divise n. De méme 15 divise n et 16 divise n et
15 et 16 premiers entre eux donc
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15 x 16 = 240 divise n.
5) En utilisant le résultat précédent si les nombres Pi......... P15 existent alors

N =P*=1,n=P*-1, ....... nis = P1s* — 1, sont tous divisibles par 240 donc le nombre (P1* - 1) + ....... +
(P1s* — 1) est divisible par 240 donc le nombre A — 15 est divisible par 240 donc il existe un entier B tel que
A - 15 = 240B.

Soit A =240B + 15 =15(16 B + 1) ; le nombre A est divisible par 15, il n'est pas premier.
EXERCICE 38
PARTIE A

Notons E1 I'ensemble des 7 jetons de I'urne U;. L'expérience consiste a tirer simultanément et au hasard
trois jetons de I'urne. On suppose donc I'équiprobabilité des tirages et la probabilité d'un événement est :

card(A)
card(U,)

Trouvons Card (U, )

P(A4) =

Puisqu'il n'y a pas d'ordre et pas de répétition possible d'un jeton lors du tirage, un tirage peut étre

considéré comme une combinaison de trois jetons de E4. Donc Card (U,) = C = 35

1- a) La probabilité d'obtenir une somme égale a 400 est :

Une somme égale a 400 ne peut étre obtenue qu’en tirant 2 jetons marqués 100 parmi 4 de U, et 1 jeton
marqué 200 pris parmi les 3 de Us.

Soit A cet événement « la somme est 400 ».

Card (A) = c‘z‘xcl3 = 6x3 donc P(A) = % =  P(4)= %

1- b) La loi de probabilité de X est :
En tirant 3 jetons dans Us, on peut:

e Tirer 3 jetons marqués 100, alors la somme X est 300

e Tirer 2 jetons marqués 100 et 1 jeton marqué 200, alors X = 400
e Tirer 1 jeton marqué 100 et 2 jetons marqués 200, alors X = 500
e Tirer 3 jetons marqués 200, alors X = 600

X = {300 400 ; 500 ; 600}

On connait la probabilité de I'événement « X = 400 », calculée dans la question précédente, on a de
méme :

3

P(x =300)=Cs- 4
35 35
1 2
X
P(X:SOO):M:@ = p(X=500)=£
35 35 35
3
Px=600)=C =L
35 35
X, 300 400 500 600 Total
PX=X,) | & 18 12 L
35 35 35 35

2) Espérance mathématique

E(X) = 300 x 4/35 + 400 x 18/35 + 500 x 12/35 + 600 x 1/35




B =100 g

PARTIE B
Notons E; I'ensemble des 5 jetons de 'urne U,. L'expérience consiste a tirer 1 jeton de Uy, puis un jeton de
U,. On suppose la encore I'équiprobabilité des tirages.

Un tirage peur étre décrit par un couple (x ; y) de E; x E; : x est le jeton tiré de U; et y est le jeton tiré de U,.
Card (E1 x E») = Card (E1) x Card (E;) = 7 x 5 = 35. Donc il y a 35 tirages possibles
1) Probabilité de B « les 2 jetons portent le méme nombre »

B est le réunion de deux événements incompatibles : By « les 2 jetons portent le nombre 100 », B;: « les 2
jetons portent le nombre 200 ».

Un tirage favorable a B; est un couple (x ; y) dans lequel x est un des 4 jetons marqué 100 de U ety est un
des 3 jetons marqué 200 de U,. il y a 4 x 3 tirages possibles de B .

4x3 . . . , . .
Et P(B,)) = ﬁ . De méme, puisqu’il y a 3 jetons marqués 200 dans U1 et 2 jetons marqués 200 dans U,
X

3x2
P(B,) ===
(B,) 5
12 6 18 18
P(B) = P(B,) + P(B,) = — = PB)=—
(B)=P(B,) +P(B,) 35 35 35 (B) 35

2- Probabilité de C : «obtenir une somme égale a 300 »

En tirant un jeton dans Us, puis un jeton dans U,, une somme égale a 300 ne peut étre obtenue qu’en tirant
1 jeton marqué 100 et un jeton marqué 200 c'est- a- dire 2 jetons portant des nombres différents.
17

C est I'événement contraire de B et PO = P(E) =1-P(B) = 1-% = P(C)= g

3- Probabilité d'avoir extrait de U1 un jeton 100 sachant qu’on a obtenu une somme égale a 300.

Soit D I'événement : « le jeton extrait de U1 est marqué 100 ». On cherche la probabilité de I'événement D
sachant que C est réalisé.

P(DNC
P.(D)= (—) ; DNC est I'évenement « le jeton extrait de Uq est marqué 100 et la somme est 300 ».

PC)
C'est-a-dire le jeton de U; est marqué 100 et celui extrait de U, est marqué 200. Il y a 4 x 2 couples (x; y)
tels que x = 100 et y = 200.

8
4x2 8 35 8
PDNC)=——=— e PFP.(D)==2=— = P.(D)=—
( )= 735 =35 (L) 17 1 P)=17
35
EXERCICE 39: BARYCENTRE
1- a) ABC est un triangle rectangle en A. Car
ZomZi_ —4+1-3i = zemz, -3-3% = zeoz,_-3._ .. (AQL(AB)
Zp~ Z4 I+i+1-3i Zp~ Za 2-2i Zp~ Za
b) :4ZA+3ZB+SZC
Zo 4+3+5
—-21+15: -7 5
= - - = -4+ =
ZG B ZG 4 +4l
) Zei= Za" Zo
143 7 5. _ 7.
Z(Zq__ +3Z+Z—Zl = ZG_;I_Z—FZZ



. 11 1 9 5.
De méme, Z&zz__zl et zo. = ___Zl

4

) 4]V7A+ 3]\/7B+ SJ\ZC =

4 MA-2 MB-2MC

=

4 MG+ 4 GA+3 MG+3 GB+5MG+5GC| = |14 MA—2 MA—2 AB—2 MA—-2 AC

= le AZGH = H_ 2 A%B— 2 Aﬁc car 4GA+3GB+ 5&7 =0

—

- - - - -> - - i g
HIZMGH=2 AB+ AC Al+ IB AI+ IC| < car IB+I1C=0

= |22

H12AZG -

i

1
12MG=4Al = MG = EAI Donc I'ensemble ( C) des points M du plan est le cercle ( C) de centre G et
d ! Al
e rayon —
3

2- a) h(C)= CA.CB+2CB.CC+3CC.CA < h(C)=CA.CB or Aestle projeté de B sur (AC)
Donch (C)=CA?> = h(C) =18

- 11 a - 1
h(G) = GA.GB+2GB.GC+3GC.GA Or GA. GB—%x? —x(——) GB=§3
e =0 L5 o el 4T
473 4 4 8
c.oa=—2x3 37 o ge.ga=-3!
4 4 474

87
Donc h(g)_%_z 75 % == h(G):—?

b) h (M) = (MG+ GA).(MG+ GB)+ 2(MG+ GA).(MG+ GC) + 3(MG+ GC).(MG+ GA)

En développant chacun de ces termes, on a :

—

h(M) = 6MG? + MG.(4GA+3GB +5GC) + GA.GB+2GB.GC+3GC.GA or 4GA+3GB+5GC =0

et h(G) = GA.GB+2GB.GC+3GC.GA donc h(M) = 6 MG? + h (G)

18 - h(G)

0 hM)=18< 6MG*+h(G) =18 < 6MG*=18-h(G) <& MG*= <= MG

53
8
Orh(C)=18 =Ce(I'). Donc MG?> = GC*= MG = GC = [33 D' ou I'ensemble (I") des points M du
8

plan est le cercle (C) de centre G et de rayon [GC].
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PARTIE

PROBLEMES

PROBLEME 1

f: IR>IR

x2+1
x -

et (Cf) sa courbe de variation (0,i)).
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1- Etudier les variations de f

: A 1 . X
2- Montrer que la droite d'équation (A):y :Ex et I'axe des ordonnées sont asymptotes a (Cf) et
tracer- les.
3- Monter que la restriction g de f a ]0;1] est une bijection de ]0;1] sur un intervalle  a préciser.
4- Déterminer la bijection réciproque g™' de g.
5- Dresser le tableau de variation de g™'.

6- Tracer la courbe (z) de g 'dans le méme repére.

PROBLEME 2

Soit la fonction numérique définie sur R — {1} par f(x) = |x + l| + Ll

1- On suppose que : x > —1, écrire I'expression correspondante de f(x)

- fl=1
2- Montrer que lorsque x — —1, Lfl() tend vers une limite que I'on indiquera.
X+
3- On suppose que: x <—1, écrire I'expression correspondante de f(x). Chercher la limite quand
- f(-1
)=
x+1

4- La fonction est-elle dérivable au point x =—1 ?
5- Exprimer f'(x) en tout pointde x oU f est dérivable. Etudier les variations de f .

6- Soit (Cf) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (unité de longueur=2cm)
Montrer que (Cf) admet trois droites asymptotiques.

7- Tracer la courbe (Cf) (on soignera le tracé au voisinage du point 4 de (Cf) d'abscisse -1).

8- Calculer S, = .Elﬁf(x)dx et S, =J.j f(x)dx

PROBLEME 3

_x2+|x|
)

Soit fla fonction numérique de la variable réelle x, définie par f(x)

1- Déterminer le domaine de définition de f'. En envisageant plusieurs cas, écrire f(x) sans utiliser les

symboles de valeur absolue.

c

Montrer que dans chaque cas, il existe trois constantes a,b et ¢ telle que f(x) =ax+b+
X —

2-Démontrer que [ est continue sur Df et dérivable sur ce domaine privé de 0.

3- Etudier les dérivées a gauche et a droite de 0.
4- Etudier le sens de variation de f et tracer sa courbe dans un repére orthonormé. En déduire la position

relative de cette courbe (Cf) et ses asymptotes.

PROBLEME 4
Partie A
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f(x)=xInx
/(0)=0

Soit f la fonction numérique de la variation réelle définie par :{ si x>0

1- f est-elle continue sur son domaine de définition ?
2- f estelle dérivable sur Df ?
3- Etudier la fonction f ; construire sa courbe représentative (C) dans un repere orthonormé unité : 3cm

On précisera les équations de tangente aux points d'intersection de (C) et de l'axe des abscisses ainsi que
la position de la courbe par rapport a ces tangentes.

Partie B
g(x)=—xInx
g(0)=0

Etudier la fonction g et construire sa courbe représentative (C') dans le méme repére.

Soit g la fonction numérique de la variable réelle définie par:{

Que peut - on dire de (C) et (C') ?

Partie C

h(x) = —x|ln x|
h(0)=0

Soit & la fonction numérique de la variable réelle définie par : { si x>0

1- hest-elle continue a droiteen x, =07

h est—elle continueen x, =17

2- h est—elle dérivable a droiteen x, =07?

h est - elle dérivable en x, =17

3- Etudier la fonction £ et tracer sa courbe représentative (F)dans le méme repére de la partie A

4- Déterminer l'aire de la portion de plan délimitée par la courbe, I'axe des abscisses et les droites
d’'équations
x=let x=e

1- soit F : [1;400] — [0;+00]

X —> x|ln x|

Démontrer que F' admet une application réciproque.
(On ne demande pas de calculer F! (x)).
Tracer sa courbe représentative dans le méme repeére.

PROBLEME 5

Partie A

Soit f la fonction de IR vers |R définie par :

Fx)=2e —x+2.

On désigne par (F) sa courbe représentative.

1- Etudier la continuité de /' sur |R.

vrell S@-SO e

2- Montrer que :
x—0 b

La fonction f est—elle dérivableen0?
3.a) Etudier les variations de [ .
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b) Montrer que (") admet une asymptdte oblique.
Etudier la position de (T") par rapport a (D).
4- Construire (F) Unité graphique 1cm sur les axes y compris les demi tangentes au point 0.
5- Soit g larestrictionde fa I’intervalle[0;+oo[. On désignera par (C) sa représentation graphique.
On consideére la portion du plan comprise entre la courbe (C) asymptote (D)et les droites d'équations
x =0 et x =1 (¢ réel strictement positif)
Calculer I'aire A(t) de cette portion du plan et calculer lim A(t)
t—>+0
Partie B
Soit: R’ > R

x—>hnx+x+1
a) Etudier la fonction ¢. Construire sa courbe représentative dans le méme repere.

b) Déterminer l'aire du domaine limité par(F'), I'axe des abscisses et les droites d'équations x =1 et
x=e.

Partie C

On considere la transformation T du plan P dans lui-méme qui a tout M de coordonnées (x,y) et
d'affixes z=x+iy associe le point T(M)=M" de coordonnées(x',y"), daffixe z'=x'+i)' telle

que:z’z%(l—i)z—l.

1- Préciser la nature de la transformation T ainsi que ses éléments.
2- Calculer x'et y' enfonctionde xet y.

3- Montrer que I'image de (C)par T est une partie de la courbe (I™'). Préciser cette partie.

PROBLEME 6

Partie |

f(x)=2x—xln|x| si x20

On considére la fonction f de |R vers |R définie par:
fo)=a avec ae R

1- Détermine ade telle sorte que la fonction f soit continue en x, =0. Le nombre réel aétant ainsi
déterminé, la fonction f est elle dérivableen x, =0 ?

2-  Détermine les limites de f quand x tend vers + oo . Etudier les variations de f.

3- Détermine les point d'intersection de (C) avec |'axe des abscisses ainsi que les tangentes a (C) en ces

points.
4- Construire (C) ainsi que les tangentes précédentes.

Partie |l
On appelle g la restriction de f a l'intervalle [O;e]

1- Montrer que g admet une fonction réciproque g .

2- Donner son tableau de variation.
3- Construire (Cg’l) dans le méme repere.

Partie Il

Dans cette partie on suppose que x > 0.
1- Détermine par une intégration par partie, une primitive de /4 définie par 4(x) = xIn x.
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2- Pour 0 < A < e, détermine l'aire A(A) du domaine limité par (C) et les droites d'équations x = A4 et
x=e, y=0.

3- Détermine en cm? l'aire de la portion du plan comprise entre (C)et (T
p p p

PROBLEME 7
. - : [— 7Z';7Z'] —> R
1- Etudier les variations de la fonction : f'
X > cos2x+2cosx
2- On donne |p, I'ensemble de définition —ﬁ;—z U —Z;Z U £;7z
2 22 2
D—>R
Etudier les variations de la fonction gtelleque:g 1
x
CcoS X

3- On note (C) et (F)Ies courbes représentatives de f et g par rapport a un méme repére orthonormal.

4- Calculer les coordonnées des points communs & (C) et (T')puis tracer (C) en trait plein et (T') en
pointillé.

L ) - 2 . 3z
5- Pour préciser le tracé sur Imtervalle{—;ﬁ , on calculera une valeur approchée de f'| — |et
3 4

3

PROBLEME 8

3x-3

Soit la fonction définie sur R par f(x) =
x*+3x

[- 1) Etudier les variations de f et construire sa courbe.
2) Résoudre I'inéquation f(x)=<1 (on pourra utiliser le tableau de f).

, . , a b
[I- 1) Détermine deux constantes réelles aet b telles que f(x) =—+4 3
X x4+

2) En déduire une primitive de f'.

3) @ > 1, trouve laire A(a) de la portion du plan comprise entre la courbe des abscisses, les courbes

(C)et les équations x=1let x =« .

4) Donne une valeur approchée de A(3), (on prendra In2 =0.693 et In3 =1.098)

. . e x*+3
lll- Soit la fonction g définie sur R par: g(x)=1In
x*+3x

1) Etudier les variations de g

. . . x*+3
2) Construire sa courbe dans le méme repere. On pourra remarquer 123 =1- f(x)
x*+3x

3) Démontrer que (C) et (F) ont un point commun 4 et un seul.
4) Donner I'équation de la tangente a (C) et celle de la tangente a (F) en 4.
5) Construire ces tangentes.
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Probléme 9

X
Soit f'la fonction réelle de variable réelle définie par f(x)= l—'l
X°+

Partie A
1- Détermine I'ensemble de définition de f.

Comparer f(x) et f(—x). Etudier la continuité et la dérivabilité de f au point x = 0.

2- Etudier les variations de f.
3- Tracer la courbe (Cf) par rapport a un repére orthonormé d'axes (ox) et (oy) de longueur 2cm

chacun.
4- Soit un nombre réel a > 0.soit Al'ensemble des points M de cordonnes (x,y) tels que:

{0—<x<a

0<y=<f(x)
Calculer I'aire de A. Exprimer celle-ci en cm?® dans le cas a =1.

Partie B
Soit g définie par g(x)=—In f(x)
1- Déterminer I'ensemble de définition de g.

2- Etudier les variations de g.

3- Tracer la courbe représentative de (F) de g par rapport a un nouveau repére orthonormé d‘axes (ox)
et (oy).I'unité est toujours 2cm.

PROBLEME 10

Partie A
g(x)=—-xInx pour x>0

g(0)=0

Cette fonction est-elle continue a droite pour x =0 ?

1- Soit g la fonction définie par: {

. _— <o 1
2- Soit fla restriction de g a l'intervalle [— ;+oo[
e

Montrer que f admet une application réciproque f ' définie sur }— oo;l}.
e

Sur quel intervalle I'application f ' est elle dérivable ? On énoncera les théorémes vus au cours.

< 1n- o . . 1
3- Calculera 107 prés l'image par f des réels suivants : — ;1 ;\/; ; eet ee .
e

Dans le repére orthonormé (o,i,j)(unité=2cm), tracer les tangentes a la courbe représentative (Cf) aux

. 1
points — et 1.
e

Tracer également (Cf’1 )
Partie B
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1
1- Calculer .[1 f(x)dx ; on pourra utiliser une intégration par partie.
e
2- En déduire la mesure en cm?® de la région D, N D, du plan ou D, est définie par

leSI
D, est définie par < ¢

0<y< f(x)
PROBLEME 11
Soit f la fonction de la variable réelle x définie par: f(x)z ln(x»\/3—2x)

1- Quel est I'ensemble de définition de f ?

Montrer que f est continue et dérivable en tout point de son ensemble de définition.
2- Etudier et construire (Cf'). Unité graphique=4cm

1
Préciser le point A de (Cf) d'abscisse E ainsi que la tangente en ce point.

. . 3
3- Soita, un nombre réel tel que 1< ¢ < E

o a
a- Par une intégration par partie, déterminer .[1 In x.dx et .[1 ln(3 - Zx).dx

sous forme a + ; aet b étant des constantes

Pour la deuxiéme intégrale, on pourra écrire
3-2x 3-2x

a
a déterminer et calculer L f(x)dx.

6- Exprimer en fonction de a I'aire géométrique A(a) du domaine plan limité par la courbe (Cf), I'axe

des abscisses et les droites d'équation x =1 et x=¢ .

3
Etudier la limite de A(a) quand & — 3

PROBLEME 12

Les deux parties | et Il sont indépendantes.

Partie |

R—> R

Soit la fonction f": 1
x=1+—+ 1n|x|
X

1- Déterminer I'ensemble de définition de f .
1

2- Calculer £(e), /(- 1), f@, f(— é),f(— e).

) _ 1+ x1n|x|
3- Etudier les limites de ¢ = ———
X

a) Quand x tend vers 0 par valeurs négatives.
b) Quand x tend vers 0 par valeurs positives.
c) Etudier les variations de f puis dresser un tableau qui résume ces variations.

d) Construire la courbe (C) de f. Unité est 2cm
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Partie Il

R—>R

Soit la fonction g:{ ( 1)1 | |
x> (x+1)Injx

1-a- Quel est I'ensemble de définition de g ?
1 1
Catuer (). (1) ¢ - )¢ ). 0).0)

1-b- Etudier les variations de g ; (on pourra utiliser le signe de f(x). Construire (C) de g dans un repére
distinct du premier.

On donne I(x) = J‘g(x)

2-a- En supposant x strictement positif, calculer 7(x)
Vérifier le résultat obtenu en calculant 7(1). Quel est le signe de 7(x) ?
2-b- Si m est un réel de]O;l], calculer en cm? l'aire A(m) de I'ensemble des points M de P dont les

coordonnées x et y dans (01,;',}) . Vérifier que m<x<1 et g(x)<y<0.

2-c- Etudier I'existence de la limite de A(m) lorsque m tend vers 0.

PROBLEME 13

Partie A

1
Soit la fonction de |R dans |R définie par :f(x) = (l—l) et (Cf) sa courbe représentative.
x(l-Inx

A/

1- Déterminer I'ensemble de définition de f'.

2- Montrer que f est continue et dérivable sur Df .

3- Déterminer le sens de variation de f.

4- Etudier sur Df le signe de x(1—Inx), puis déterminer les limites de f aux bornes des intervalles sur

Df . (on rappelle que lirg}(xlnx): 0).

En déduire les droites ;;mptotes a (cr).

Dresser le tableau de variation de f'.

B/

1- Démontrer en déterminant son équation que la tangente (T') a la courbe (Cf) au point d'abscisse
\/E passe par 0.

2- Calculer une valeur approchée de f(x) a 107 prés successivement pour x=05:1: \/; 45:5 B-3-
Construire (Cf)et la tangente (F)dans le plan P . (unité graphique est 2cm).

Partie B

Soit G la fonction de Rdans R définie par: G(x) = 1n|1 —In x|
1-a — Déterminer 'ensemble de définitionde G (D'g).

1-b- Déterminer la fonction dérivée G' de G .
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En déduire une primitive de f'.

2- Soit Aun réel tel que 1< A1 <e. On note A(A) I'aire en cm? de la région du plan limité par la courbe
(Cf) et les droites d'équation x=1;x=1 et y=0.

a) Calculer 4(1).

b) Déterminer A (A e [l,e[) tel que A(/i)= Inl6.

PROBLEME 14

Partie A
R —> R

f: x2+|x —2|
x> —_=

Soit on se propose d'étudier la fonction
‘x + 1‘

1- Déterminer le domaine de définition de f'.
Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur ce domaine de définition et en particulier au point x = 2.

2- Etudier les limites de f aux bornes de Df .
3- Etudier les variations de f.
4- Construire (Cf) tout en précisant les asymptdtes ainsi que la position de courbe par rapport a ces

asymptotes.
Partie B
. . 7 e . R % R
Soit la fonction g définie par o X4 |x — 2|
X+ Inf ———
‘x + 1‘

a- Etudier le domaine de définition de g.

b- Etudier la continuité et la dérivabilité de g sur ce domaine.

c- Etudier la variation de g.

d- Construire la courbe représentative de g dans le méme repere.

PROBLEME 15
PARTIE A: ETUDE PRELIMININAIRE D'UNE FONCTION ¢ DEFINIE SUR IR PAR:

p(x) = (2-x)e" 1

1- Déterminer les limites de @ en - « et + oo,

2- Montrer que @ est continue et dérivable sur R et étudier le signe de sa dérivée.

En déduire les variations de @ et préciser les valeurs de @(—2), @(0), (1) et (0(2).

3- Prouver que @ s’annule uniqguement en deux valeurs que I'on nommera o et f.
On prendra a < B. Etudier alors le signe de la fonction @ sur R et récapituler cette étude dans un tableau.

4- Al'aide de la calculatrice, fournir un encadrement d’amplitude de 10 -2 des valeurs o et B
1

2 —o

5- Montrer que : e” =

PARTIE B : ETUDE D'UNE FONCTION f DEFINIE PAR 7 (x) = ¢” —1 ET CALCUL INTEGRAL

x

1- Montrer que e* — X ne s'annule pas sur IR. en déduire que f est définie sur IR.
2- Déterminer les limites de f en - oo et + co.
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3- Calculer la dérivée ' de la fonction f, puis a I'aide des résultats de la partie A, construire le tableau de
variations de f.

1
o —1
fonction @ de la partie A s'annule.

4- Montrer que £ () = , le nombre o étant la plus petit des deux valeurs pour lesquelles la

5- Déterminer une primitive de f sur IR, donner une valeur exacte puis une valeur approchée a 10 2 prés de
I'intégrale J'le—_ldx
0™ —x ]

PARTIE C : ETUDE DE DEUX SUITES

1- Préciser Il'ensemble de définition Dg de la fonction g définie sur cet ensemble par
1
£(x) = In( )
2 —x

Prouver que la fonction g est croissante sur son ensemble de définition et que I'image par g de l'intervalle
1= [— 2;O]est incluse dans cet intervalle.

U, =-2

2- a) Soit la suite (Un) définie pour tout entier naturel n par : {
Un+1 = g(Un) .

Montrer que U, appartient a l'intervalle I = [— 2;0].

Prouver par récurrence, a l'aide des variations de la fonction g, que la suite (Un) a tous ses termes dans
I'intervalle | et est croissante.

V=0

b) on considere la suite (Vn) définie pour tout entier naturel n par : {
Vo =8,)

Calculer le terme Vy et montrerque —2<U, <V, <V, <0

Etablir par récurrence, a I'aide de la croissance de la fonction g sur l'intervalle / = [— 2;0], gue pour tout

entier naturel n strictement positif, on a :
-2<U, <V, SVHSO’

Préciser le sens de variation de la suite (Vn).

3- Soit la fonction définie sur [0;+oo[ par m(x) = x —In(1+ x)

a) Montrons que m est croissante et calculer m(o). en déduire que, pour tout x positif, on a In(1+x) < x

b) Vérifié que pour tout entier n,

Vv, .-U
Vn+1 _Un+1 = hl(l-l—n—

- v,-U
" ].en déduireque V, ,, —U S —
2-V

F

<
n+l

3

Sachant que, pour tout entier n, les termes de la suite (Vn) appartiennent a l'intervalle

[-2,0], donner un encadrement de et établir que :

VN+1 TV =

1
U, <=(,~U,)
2 :
. 1
Prouver alors que, pour tout entier natureln, V, —U, < > v, =U,)

Que peut-on en déduire pour la suite de terme général ¥, —U , et pour les suites (Vn) et (Un) ?

c) Donner a l'aide de la machine a calculer, un encadrement d'amplitude 10 # de Uqg et V1o,

72



PROBLEME 16

PARTIE A
Soit g la fonction numérique de la variable réelle définie par :

g(x):—lnx+l
X

1- Calculer les limites aux bornes de Dg.

2- Etudier les variations de g puis dresser le tableau de variation.

3- Démontrer que g(x) = 0 admet une solution unique ,, o }E .2[ .
2 2

4- Justifier que : Vx € Jo; [, g(x) = 0 et
Vx e Ja;+oof, g(x) <0

PARTIE B
Soit f la fonction numérique de la variable réelle définie par: f(x)=e " Inx et (Cf) sa courbe
représentative.

1- Déterminer la dérivée f'(x) de f(x). puis exprimer f'(x) en fonction de g(x).
2- Etudier les variations de f sur son ensemble de définition .
3- Démontrer que les droites (Ol) et (OJ) sont asymptotes a (C ).

a

e
4- Démontrer que f (&) =—
a

5- Déterminer les coordonnées du point d'intersection de ( C f) avec I'axe des abscisses.
6- Tracer (C1).

PARTIE C
Soit f_1 la bijection réciproque de f.

. -1 -
1- Démontrer que f  est dérivable en 0.
2- Déterminer son nombre dérivé en 0.

. -1
3- Dresser le tableau de variation de f

4- Tracer (Cffl )dans le méme repére que (Cf)

PROBLEME 17

PARTIE A

On donne la fonction P définie de IR par: P(x) = " —5e* + 4.
1) Résoudre I'équation: x € IR, P(x) =0

2) Démontrer que :

Vx € |- o0;0[ U Jin 4;+00[, P (x) > 0

Vx e ]O;ln4[, P(x) < 0

PARTIE B
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Soit la fonction f définie de IR vers IR par: f(x) =x—1+

e 2

On désigne par ( ¢ ) sa courbe représentative dans le plan muni du repere orthonormé( O,1,J). ( Unité :2cm ).
3- Démontrer I'ensemble de définition de f.

4- Calculer les limites de f en +00,en—o0,a gauche et a droite en In2.

5- On admet que f est dérivable en tout point de son ensemble de définition et on note f'sa dérivée.
a) Vérifier que : Vx € |- o0.;In 2[ U Jin 23400, /" (x) = &
(e -2r
b) Etudier le signe de /" (x) suivant les valeurs de x
C) Dresser le tableau de variation de f
6- Démontrer que la droite (D) d'équation y = x —1 est une asymptote oblique a (C) en+ oo

7- Etudier la position de (C) par rapport a (D) sur l'intervalle ]ln 2;+oo[

8- Démontrer que : . < I co:in 2[ U Jin 25400, £(x) = x — 3 +—<
2 2(e"—-2)

3
9- Démontrer que la droite (A) d'équation y = x — 5 est une asymptote oblique a (C)en — 0

10- Etudier la position de (C) par rapport a (A) sur l'intervalle ]— oo;ln2[.
11- Construire (C)

PARTIE C

Soit A un nombre réel strictement négatif.

) Exprimer en fonction de A I' aire A(A) en cm?® de la partie du plan comprise entre la courbe (C) ,la
droite (OJ), la droite (A) et la droite d'équation x = A.
d) Calculer la limite de A(A) lorsque A tend vers — 0.

PROBLEME 18

Dans ce probléme, le plan est rapporté au repere orthonormé (O, 1, J) (unité=4 cm)
Dans tout le probléme, m est un nombre réel de l'intervalle [0 ; 1].

PARTIE A

On considére la fonction fy, de IR vers IR définie par fn (x) = 1 — mx3 — 2Inx
1-a) calculer les limites de f, aux bornes de son ensemble de définition

b) Etudier les variations de fp,.

2-a) Montrer que, pour tout nombre réel m de [0 ; 1], il existe un unique nombre réel an, strictement positif,
tel que fm(@am) =0

b) Montrer que 1 < am < Ve

PARTIE B

Soit la fonction gm de IR vers IR définie par : g = lnizx_mx (Cm) désigne la courbe représentative de gm
m x

dans le plan rapporté a (O, |, J).

1- a) Quel est I'ensemble de définition D de gm?
b) Déterminer suivant les valeurs de m, les limites de la fonction gm aux bornes de D.

c) Préciser suivant les valeurs de m, les asymptotes a la courbe (Cn).

2- Montrer que pour tout x € D, g' (x):i}f (x)-
m x m

3-a) Dresser le tableau de variation de la fonction gm.
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b) Donner une expression de gm(am) ne faisant pas intervenir la fonction In.
4-a) soit Am le point de la courbe (Cr) d'abscisse 1.
Déterminer une équation de la droite (Dm) tangente en Ay, a (Cm)

b) Montrer qu'il existe un point commun a toutes les droites (Dm).
5-a) Etudier la position relative de (Cn) et de la droite (Am), d'équation : y = - mx

b) m et m’ étant deux nombres réels de [0 ; 1] tel que m > m’, étudier la position relative des courbes (Cr,)

6- Tracer les courbes (Co), (Cos) et (C1). (1,14 est une valeur approchée de ags a 1072 preés).
PARTIE C
1-a) soit la fonction @ : [0; 1] —[1 ;\/;] et ©:[1 ;\/;]—> [0; 1]

mk—a, aHa%(l—zlna)

Montrer que @ est une bijection

b) Dresser le tableau de variation de ®
¢) Donner le sens de variation de ®".
2-a) Déterminer |'application ® o @

b) en déduire que @ est une bijection décroissante de [0 ; 1] sur [1; \/E]
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RESOLUTION

PROBLEMES




PROBLEME 1

R —> R

f x2+1
X —
2x

1-Etudions les variations de f
[ existe si et seulement si x # 0 donc Df = ]— oo;O[u ]O;+oo[

lim /()= lim 2~ fim 5
Donc | lim f(x)=-o De méme | lim f(x)= +oo

x2+1

lim f(x)= lim

x—0" x—=0" 2x

Quand x >0, x>+1—>1 et 2x >0~ Donc |lim f(x)=-

x—0"
Quand x > 07, x>+1—1 et 2x >0  Donc lir(I)gf(x):
Vx e Df', f est dérivable d'ou
. 2x(2x)—2(x*+1) . —2x%— 2(x*-1)
S'(x)= . =>f(X)=— S (xX)=———
(2x) 4x? 4x>
2-1
' x -
="
f(x)=0=(x+1)x-1)=0
=x+1=0o0ux-1=0
=x=—-1loux=1
d'ou le tableau de variation suivant :
X -0 -1 0 1 +
S/'(x) + ‘ 0 ‘ - - ’ 0‘ +
-1 +00 +00
o / \ \ /
% o :

2-Montrons que (C) admet des asymptotes d'équation I'axe des ordonnées et la droite

d’équation y =1/2x
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-—=x

2x 2 x—>+00 4x

X—>+0

2 2 _
ljm[f(x)_y]:mn[x +1 1} oy X2 2x+2

lim [ ()~ ] = lim —— =0
X—>+0 x—>+0 Dy

1 : . .
¥y =—x estune asymptote oblique & (C) en +o (respectivement en — o).

lim f(x)=4o0donc x = 0est asymptote verticale a (Cf).

x—=0"

3- Montrons que f admet une bijection sur ]0;1]
Sur ]0;1], [ est continue et strictement décroissante donc f réalise une bijection de ]O;l]sur f(]O;l]).

or f(jo1])= fim £ (x) lim (o) = Jistoe]

Donc m

4- Déterminons la bijection réciproque g~ de g
x2+1

> =y xX*+1=2xy & x*-2xy+1=0
X

fx)=y=

A=4y>—4 = A=4(y2-1)

— (12 — 4/ 2—
:2))22—y1etx2=%<:>x1=y_\/yz_l et x, =y+4y*-1

1

L [T - Joit]
& {xl—>x+\/x2—l

5- Dressons le tableau de variation de g~

X 1

g (x)

gl |  »
0

6- Tracons (F) la courbe représentative de g’l dans le méme repere. (en annexe)

PROBLEME 2
Soit f(x) :|x—i-1|+L
x—1

1- Sur IR—{~1}ona |x+1|¢0:>x¢—1

X - co -1

f(x) - 0 +

Donc écrivons f(x) pour x > -1

f()c):x+l+L
x-1

2- Calculons lim M
xo-1" x+1
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x+l+i—(l)

lim f(X)—f(—l): lim X — 2 — + x+1
a1 x+1 a1 x+1 -1 2(x+1)(x—1)
. S)-fED
ey ey i SO)-SCD 3
x>l x+1 4
1
3- On suppose x < -1donc f(x) = —x—l-i-—1
x_
ST
lim [()= 7D _ x=1 2 _ 4, x*1
x>l " x+1 x+1 2(x—=D(x+1)
f=fCD_ ,, 1
x+1 2(x—-1)
L= (D -5
1 x+1 4
4- Ona: Yl_lfg Sla(x) # x]iIE+ f'g (x) Donc f n'est pas dérivable en -1.

5- Calcul de dérivée au point de Df ou f est dérivable

: voon_ g |1
e six=<-1f'(x)=-1 o1y
. _ ' _x(x—2)
o si x> l,f()c)——(x_l)2

Etudions les variations de f

s = (x=2)-1

A
v —XP+2x-2
R T

A < 0donc le signe est celuide aora <0
Vx <—1, f'(x) <0, dou f est décroissante

Vx> —1, £y = 222
(x—1)?
f'(x)=0=>x(x-2)=0=>x=00u x=2
X - 00 -1 0 1 2 oo
f'(x) - [T + Jo - - (0] N
+ + 00 +00
£(x) / \ 4
-1/2 —
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Recherche d'asymptotes

Vx e< —l,f(x):—x—l+L1 avec (A)):y, =—x-1
x_

. ) 1
lim [f(x) —yl]: lim (—1) =(0donc y, = —x —1 est asymptote oblique a (cf) en - ©
X—>—0 X>—0  x —

1
Vx>=—-1Lf(x)=x+1+ 1avec (A):y,=x+1

x f—
. ) 1
lim [f(x) — yz]z lim (——) =0donc (A,): y, = x+1est asymptote oblique a (cf) en + o0
X—>+00 x40y — 1
lim f(x)=—o0 donc x = 1 est asymptote verticale
x—1"

7-Tracé de courbe (voir annexe)

8- calculons S| = J:lﬁf(x)dxet S, = J:OI f(x)dx

Vx e [—ﬁ;—llf(x)z—x—l+ﬁ

S = j_‘ﬁ(—x—nL)dxsur 21 x-1<0,
x—1

Donc ]n|x - 1| =In(1-x)d'ou

—1

S, =|:—lx2—x+ln(l—x)]
2 vz

S, :—ﬁ+%+m2—m(1+ﬁ)

2

1+\5)

S, =§fﬁ+1n(
()
S, = [ S (oax
-1
Vx e [-1;0], £(x) ol
x—1
¢ 1
1 0]
S, =[—x2+x+ln‘x—l[|
2 -1
Vx e[-1;0fx—1<0 < In|x—1=In(1—x)

0
S, =|:%x2+x+ln(l—x:|
-1

S, ——Li1-m2
2

S, =L _m2
2
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PROBLEME 3

1- Déterminons le domaine de définition de f avec f(x) =

f existe si et seulement si x —1# 0 = x # 1 donc Df = R- {l}

) o x?—x
‘v’xe]—oo,O[,f(x)— D)
v e o[, £ (x) = _x(Z +_x1 )
Vx € Jl+oo], £(x) = X +lx

Soit f(x):aerb%rL1

Déterminons a,b,c sur chaque intervalle

X%+ |x|
e =1

0 -X _x(x—l)__ —

Wf}-OLﬂ)—_(_D - o
: o ox%+x x(x+1) 2

Vxe]O,l[,f(x)—_(x_l)—_(x_l):>f(x)_ ¥ 2+1_ _
; ri2s 2
Vxeh&wau>=§ff7:x$ff) S =x+2+—

2- Démontrons que f est continue en 0

lim 7(x) lim (—x) =0

hmf(x)hm( X — 2+1—) 0

x—0+

3- Etudions la dérivée & gauche et a droite de 0

@) ﬂm_l nE
x~>0— X — x—>0- x
2+ 2
b SO T
x—0— X — O x—0- X

lim /", (x) # lim /" (x)donc f n'est pas dérivable en 0
d

4- Etudions les sens de variations de (cf)

lim ( fx) = +ocet hm J(x)=+0

x—>-1"

2 (2414 0W2+1-x)
(1-xp (1-xy
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Six € [O,l[,f'(x) =1+

(a=-1; b=c=0)

a=-1
=-2
c=2
a=
=<b=2
c=2

lim f(x)=1lim f(x)=0 doncfestcontinueen0
x—0" x—0"



Six € [O,l[,f'(x) >0
2 (x—1-2)(x—1++/2)
(L=xp (L—xp

six e [l+oo[, f1(x) =1-

D'ou le tableau de variation suivant

X -0 0 1 1+\/§ +00
 (x) - ¥ - +
f(x) ¥ oo +00 T +00
0
3+2\/§

X—>+00

. ) 2
lim [f(x) —(x+ 2)] = lim 1 =0 doncy = x+2 est asymptote oblique a (cf) en +co. Son signe est
X—>+0 X —

fx)-y=0= Ll > 0 sur Jl,+o0| donc (cf) est au dessus de (D)
x_

Donc S(A) n'admet pas de limite

PROBLEME 4

PARTIE A

1a) continuité

Ona Df = [O;+oo[

lim f(x)=lm(xIlnx)=0= f(0)donc f est continue en 0
x—0"

x—0"

1-b dérivabilité de fen O

x0+— 0 x—0"

Donc la fonction n'est pas dérivable sur IR,

1-C Etudions sa dérivée
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Ve IR* () =xt+lnx < | [()=1+hx
X

Ona f'(x)>0
Six<l<:>f'(x)<05ilnx>—1<:>x>l
e e
1
1 1 Six=—< f'(x)=0
fE)=—- ¢
e e

Le tableau de variation est :

X 0 1/e + 00
f(x - o] ¥
f(x) 0 oo
-1/e

Déterminons les points d’intersections de (cf) avec I'axe (ox)

f(x)=0<= x=00ux="1

Donc (cf) coupe (ox) en O et 1

Pourx = 1 onaf(1) = 1 et I'équation de la tangente est y — f(1) = f'()(x—1)
Soity = x-1carf(1) =0

Etudions la position de ( C) et cette tangente

S -y=f(x)-(x-1)=¢
Pour cela étudions ¢
D'ou le tableau de variation suivant

0 1 + 00

#'(x) - o] +

1 + 00

$(x) \ 0 /

On voit que pour x € ]O;I[U ]1;+oo[¢(x) > 0 donc f(x) >(x+1) d’ou (Cf) est au dessus de (T)

. X .

lim UAC)) = lim (In x) = +oo (Cf) présente une branche parabolique dans la direction (OJ)
X—>+0 X X—>+w©
PARTIE B

On voit que g(x) =—f(x) < g'(x) =—1"(x)
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D’ou le tableau de variation suivant

X 0 1 + 00
g . | 0 | +
g(x)
1/e
- 0o
0

Nous pouvons conclure que (Cg) et (Cf) sont symétriques par rapport a I'axe des abscisses (ox)

PARTIE C
Continuité

Si Inx >0 < x >1alors h(x) = g(x)

Par contre si 0<x<1 alors Inx <0et A(x) =—g(x)
1) h(x) = - f(x), lorsque 0<x<1on a

lim 2(x) = lim (=f(x)) = - lim_7(x) = 0= £(0)
D'ou h est continue en x, =0

Puisque h(x) = f(x) si x>1 et que f est continue, on a

lim 2(x) = lim f(x)= /(1)=0

Nous avons montré que  lim 4(x) =0 = /(1) donc h est continue en x = 1
x—1*

2) Dérivabilité Puisque h(x) = -f(x) lorsque o<x<1,0on a:
f B =hO) _ = f () _
x—0" X — 0 x—0" X

Donc h n’est pas dérivable en x,=0

) —h() =S )

De méme lim =
1" x—1 - x—1 -1 x—1
hm:w:_fv(l):_l
x—1 X —
i LI HD @) W= fW _
x—1* x—1 -l xy—1 xol x—1

h n'est pas dérivable au pointx = 1 car ', (1) # A', (1)

3) Etudions les variations de h
La définition par intervalle de h nous permet d'établir son tableau de variation

Cette fonction est continue sur R* et dérivable sur ]O;l[u ]1,+oo[ ; d'ou le tableau de variation suivant

X 0 1/e 1 + 00

h'(x) + 0 - 0 +
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h(x)
1/e

Sa courbe est(en annexe)

4) calcule d'aire

e

A= [h(x)dx = [ £ (x)dx =—[ g(x)dx = [ (xIn x)dx
1 1 1 1
Si I'on intégre par parties, on trouve en posant

u=1nx:>u':l et v'=x:>v:lx2
X X
2 € e 2 e
A:[x—lnx} - x—@@AJ—me—lml—ljxdx
2 12 x 2 2 24

A_e_z_z[x_ZT e 1 e
2 202, :A:e———(e———jze+ ~ 2,097
En tenant compte des unités graphiques, on a :

A = 9x 2,097cm?
A = 18,875cm?
5) Montrons que F admet une bijection réciproque sur [l;+00[

F est continue et strictement croissante donc F réalise une bijection de [1;+oo[et sur f([l;+oo[)
or f([l4o0]) = [0;400[ = J
Sa courbe est symétrique a celle de F par rapport ay = x (en annexe)

PROBLEME 5
PARTIE A

Soit f(x)=2¢ ™ —x+2

a- Etudions la continuité de f sur R

|~

f(x) est définie sur R tout entier car 2¢ "' est continue sur R et —x +2 également

Si x>0, f(x)=2¢" —x+2
Si x <0, f(x)=2e" —x+2

lim f(x)=lim f(x)= lim2¢™ —0+2=4
x—0" x>0 x—>
Donc f est bel et bien continue sur R
— I
S(x)=/0) _ e -1,

x—0 X
Pour tout xeR*,f(x)—4:2e“x‘ —x=2

b- Montrons que
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7)=£(0) =2 —1)-x

En conséquence, pour toutx € R, x—0 - X
Vérifions si f* est dérivable en x =0
e M _ -
n L0=S0) o pet=t g, S)=7(0) f<0)=2(-1)—1=—3
v—)O x—0 x—>0 X x—0* X —

f()=f0) e -1

lim = lim 2
x—0" X — x—>0" X
Il en arrive que lirg M = 2(1)—1 =1
X—> X —

En conclusion f n'est pas dérivable en x =0 car f',(0)=-3 = Sy (0)=1

Il y'a la présence de deux demi tangentes

3-a- Etudions les variations de f’

lim f(x)=-

X—>+o0

lim f(x)=+00 carquand x — +w0, e 1 =0

Six>=0, f(x)=2e —x+2
f'(x)=—2e™ —1<0 donc f est strictement décroissante sur [O;+oo[

Si,x<0 f(x)=2e" —x+2

f'(x)=2¢"-1. f'(x)~0 < 2¢"-1>0 <:>ex>%<:>x>—ln2

Pour cela f est croissante sur [— In 2;0] et décroissante sur ]— 0;—1In 2]

D'ou le tableau de variation suivant :

3-b- Montrons qu’elle admet une asymptote oblique

tim [£/(x)~ (~x +2)] = lim (2™ )= 0

x—>Fo0

Donc est asymptote oblique a (Cf) en + oo

Position relative

f(x)—y =2e M 0, la courbe (Cf) est au dessus de la droite (D)

3-c- courbe (en annexe)
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4- calcul d'aire

Soit g(x) =2e¢ " —x+20na A(t) = jg(x)dx — j(—x +2)dx = j”g(x) —(—x+ 2)]dx

[[2e7dv=[-2¢"] & Alt)= 20" +22 ) =20-¢")

i
o A(t):2 Caren +o0, e’ —0

PARTIE B
Soit ¢ : R, — R

x—Inx+x+1

Etudions la fonction ¢

D¢ = ]0;+oo[

lim ¢(x)=—o0 et lim ¢(x)=+oo

x—0" X—>+00

1
Vx e ]0;+oo[,¢5 est continue et dérivable donc ¢'(x)=—+1> 0 Le tableau de variation

x 0 + o0
#(x) +
) -

1- Calcul d'aire

#x)=0

A= f¢(x)dx = JT(Inx +x+1)= JTInxdx + J‘le(l + X )dx
A=B+ Le(l +X)dx avec B = flnxdx

Par intégration par partie B = [xInx — x| car (xInx—x)=Inx

x? ‘ e? 1 2 1
A=|—+x+xInx—x| > A=—+e+elne-e——+1+0-1& A=(=—+e——)cm?
2 . 2 2 )

Partie C

1- Cette transformation est une similitude directe :
1 .

z'= —(l—l)z—l
2

Ses éléments sont :

2 2
Son rapport : 7 = |z'| = (lj + (lj = L
' 2 2) 2
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1
cosgo 2 =2
Son angle est tel que 12 <:>¢_7_7r
V2 T4
. 2
sm¢—T
b
Son centre [ est tel que z, =
l1-a
-1 -1 -2
S A RS T PR P
I="+70 —— l —2(1-i)
2.2 2 =z =——=-l+i dou 1(-1;1)
2
S 1(_1’1);7_”;£
42

2- Calculons x' et y' en fonction de xet y

X'+iy'= %(l—i)(x+iy)—1 = %(x+iy—ix+y)—l

1 1 1 1
z)=x+iy'=| —x+—y—-1|+il —y——x | donc
f(z) = x'+iy (2 S j (Zy : j

1 1
X'=—x+—-y-1
. 2 2
Il vient
, 1 Jrl
=—=Xx+t—=-y
Y 2 2

3- Soit M(x;y) est sur la courbe (C) si et seulementsi x>0 et y=2¢ " —x+2.

1 1
X'==x+—-2e " —x+2)-1=¢""
2 2
Dans ce cas on a

1 1
'=——x+—(2e " —x+2)=¢€"
yi=—gx+ )

X

—x+1

Il résulte que x = —(ln x)' d'ou y'= x'+(ln x)+1
Ce qui montre que M''e (F'). Donc I'image ¢'= T(c) de C par T est une partie de (F')

PROBLEME 6
PARTIE |

R—> R
f(x)=2x—x1n|x| six=0
f(0)=a

1- Déterminons a pour que f soit continue en x , =0

On calcule lim = f(x)

g
x>0

x>0 x>0 xlnx —>0

lim :f(x):ﬁm(2x—xlnx)=0 carquand x - 0 {2x—>0 donc
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Dérivabilité en_x, =0

Si a =0,, calculons lim £~~~ = A(x)
x—0 X —

lim A(x) =2 - In|x| = +o0
xX—>
Donc f n'est pas dérivable en 0 car la limite n”est pas finie.

2-Déterminons  lim f(x)

X—>+00

) ) 1n|x|
lim f(x)= lim 2x 1—7

2x —> 400

Quand x — +o0 1n|x|
S

donc lim f(x)=—c0 car (— oo)(+ oo) = —00

X—>+00

Etudions les variations de f

Sur]—oo;O[, f(x) = 2x—xln(— x) dou f'(x)=2 _E In(-x) = f'(x) =1 —]n(— x)
X

Sur]O;-l—oo[ ,f(x)=2x—-xInx dou 1'(x)= 2—§—lnx = f'(x)=1-Inx
On en déduit le tableau de variation suivant :

X — o0 —e 0 + 00

/() 0 '

+ 0 /
£(x) ’
/ — 0
—e

3) Déterminons les points d'intersection.
f(x)=0 = 2x-xIn |x|:0et f(0)=0

Les points cherchés ont pour abscisses vérifiant
2x = xln|x| . C'est-a-dire 2= ln|x|

ln|x| =2 :>|x| e’ = x=—-¢’oux=e’
Donc les points sont A(ez,O) B(0,0)

Leurs équations de tangentes sont pour A et C
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y_f(xo):f'(xo)(X—xo)
)= f(e2)=-1 et fle) =e fl-e)=-e

Donc les deux équations sont paralléles a la deuxiéme bissectrice.

2. Construction de (Cf) en annexe

PARTIE Il
Sur [O,e] g est continue et strictement croissante. Car sa dérivée est positive sur ]O,e[. Par conséquent,
elle réalise une bijection de [O,e] surg ([O, e])

org(0)=0 et gle)=e

= g([0;e]=[0;¢]

Tableau de variation

y 0 €
(¢} () +
e
(g7 )»)
0
TP -1 1
La bijection réciproque de g est: (g )(V) = ——=—"7
g(x) gog (¥)
Construction voir annexe
PARTIE IlI
1) Déterminons par intégration par partie, une primitive de la fonction de / définie par h(x) =xlnx

Soient et \/» deux fonctions continues sur [l,x] et |y et yy deux fonctions dérivables sur]l,x[
2

1
Ux)=hu=U'(x)=— e V'(X)=u = V(x):%
u
u? T tu?du x’ 1/, Swldu [ut
H(x): —hu| - |—— = H(x):—lnx——( —l)carJ.——: —
2 12 u 2 4 2 u 4 |
2- Du calcul de H , on déduit celui de F' de fsur ]O,+oo[
2
F(x) = %xz —%lnx sans la constante.

La fonction f étant continue, on a:

A(xl)zF(e)—F(A):%( 2 —,12)—22 +§2 InA
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A0 4 2 lim A(4) = %ez

A0

1- Déterminons en cm” I'aire de la portion du plan comprise entre (C) et (F)
Comme e* 7,389

A(L) = %x7,389 = A(A) = 5,54cm?

PROBLEME N° 7

1) fest définie sur [— ﬂ;ﬂ]par f(x) = cos(2x) + 2cosx
f étant paire, on étudiera f sur [O;ﬂ]uniquement
f'(x) = (cos2x)’ + (2cosx)’

f'(x) =-2sinx(2cosx + 1) car sin 2x = 2 cos X. sin X
Vxel0;z] f1(x) =0 < 2cosx+1=0

1 car sinx >0
<> cosx =——,
2
27
= x=—
3
D'ou le tableau de variation :
X
0 27/3 T
f'(x) - \ 0 \ +
f(x) 3 -1

-3/2

27
1]
3 9f (x) <0 donc f est décroissante

Vx e }O;
2 . .
Vx e }?;ﬂ[,f (x) > 0 donc f est croissante

2r
Pour tout x = ?,f' (x) =0d'ou f est constante

NB : la droite d’équation x = 0 est axe de symétrie, compte tenue de la parité

. , , : Vs T
2) soit g(x) = g existe si et seulement si cosx # 0; Vx € [— T 7[] COSX # COS—OU X # ——
cosx 2 2
Dg=| - ;—Z U —Z;z U Z;72
2 22 2
1 . . o 7r 7
g(x)# est une fonction paire donc on se contentera d'étudier g sur| 0;—| U | —;7
cosx 2 2
g0 =1 gx)= or coszt =—ldonc g(r)=-1

cosm
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) T -
lim g(x) = +oocar COSE — 0~ dans ce cas
T

xo>=
2

lim g(x) =—oocar cos% — 0" dans ce cas et Vx € [0;z]-{z/2},g'(x) =

xo—
2

gx)=0sinx=0<=x=0

Le tableau de variation suivant

X 0 /2 V4
g'(x) + 0 +
-1
+ 00
g(x)
1 -c0

La droite x = %est une droite a (Cf)

NB : la droite d'équation x =0 est axe de symétrie compte tenu de la parité
Et il s'en suit que x = —%est asymptote a (Cf).

3 a) calcul des points d'intersections

gx)=f(x) =

Ona 2cos’ x+2cos2x—cosx—1=0
Posons u = cosx <> 2u’ +2u>—u—1=0 < (u+1)2u2-1)=0

=2c0sx+cos2x (comme cos2x = 2cos?x —1)
CosXx

cosx=-l<<x=rx
Les solutions sont : J2 37
CoOsSXx=——— <> x="—-
2
2 T
COS X =—<> X = —
2 4

. sin x K7 4
gW=—"-og)=\2
Cos’x 4

f'(x)=-2sin 2x—sinx<:>f'(37ﬁ) =22 -1)
PROBLEME N°8
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. 3(x—l) 3x-3
Soit fix =
f( ) x(x + 3) x*+3x
f existe si et seulementsi x(x+3)#0 = x#-3 ou x#0

Df = ]— oo;—3[u ]— 3;0[ v, ]0;+oo[

1) Etudions les variations de f

lim f(x)= lim f(x)= lim 3_0

xX—xo x
lim f(x)=0[ et|lim f(x)=0

—

x—-3 X

~ lim f(x)=—o0
De I'égalité lim3(x—l) =4 découle {x_,” (x)

~ lim £(x)=+oo
De I'égalité lim—3(x 1) =—1 découle {77
=0 x+3 ( )

Vx e Df, f estdérivable. Donc:

3[(x2+3x) - (x—1)(2x+3] —3x2+6x+9

S = (x*+3x)? - (x*+3x)?
x=3
f,(x):—3(x+1)(x—3):>f,(x):0:> e
xz(x+3)2
x#-3

Le tableau de variation s'en déduit

x — o0 -3 -1 0 + oo
f'(x) + + -
0 + o0 + o 1
3
/() /' \
— 00 3 e

2) Résolvons f(x) <1

1% méthode
f(x) <1 — XE ]—oo;—3[u ]O : +oo[ a travers le tableau
2°¢ méthode

f(x)-<1<:> 3x-3 —x2-3

-1<0<=
x*+3x x(x +3)

<0< x(x+3)~0et *<=3et x>0

1) Déterminons 4 et b pour que:
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F)= b ey sty (arbhda

X)= =
x x+3 x(x +3) x(x+3)
. o a+b=3 a=-1
Par identification on a =
3a=-3 b=4
Finalement
1 4
xX)=——+
f() x x+3

2) Déduisons une primitive de_ '

Une primitive /" de f est donnée par

F(x)z —lnx+4ln(x+3)

3) Trouvons l'aire A(o)

()= [ f(e)dx =[x+ 4o+ )]

A(a): —1na+41n(a+3)—41n4 = A(a):—lna+4ln(a+3)—8ln2

4) Donnons une valeur approchée de A(3)

A(3)=-In3+4In6-8In2 = A(3)=—-In3+4In2+4In3-8In2 (4In6=4In2+4In3)
A(3)=3x1.098 — 4x0.693 < [A(3)=0.522

On peut écrire A(O() comme suit
Ala) = 41n(1+3)+31na—8]n2
(24

Quanda—)+oo,l+i—>l donc ln(1+ij—>0
o o

Et 3lna — +o et —81In2 reste fixe

lim A(a) = +o0

a—>+o

2
Soit la fonction définie par g(x)=In 3
x*+3x

On pourra utiliser donc g(x) = ln[l - f(x)]

1) Etudions les variations de ¢
xeDg _ xeDf 4 f(x)-<1

La résolution de l—f(x) conduit a

1— (x): x2+3 _ x2+3
x*+3x x(x+3)
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x>0
1-f(x)~0 < x(x+3)~0 < det

x=<-3
Dg = ]—oo;—3[u]0;+oo[

Le comportement de g aux bornes de Dg dépend de f(x) Par conséquent,

lim(1- f(x))=1 = lim g(x)=In1=0

lim(1-7(x))=1 = lim g(x)=In1=0et lim(1- f(x))=+0 = lim g(x)=1Inl=+o0

X—>+00 X—>+00 x—>-3" x—>-3"

lim(1— f(x))=+00 = lim g(x)=In1=+o

x—0" x—0*

Vx € Dg , g est dérivable donc g(x) = ln(l - f(x))

o)=L

1-f(x)

Comme par définition, 1 — f(x) >~ 0 ,le signe de g' est celui de I'opposé de f".

D'ou le tableau de variation suivant

X — o0 -3 0 3 + ©
g'(x) . - N
o o 0
&) \ /
2
0 11'15

3) D'apres g(l)= f(l)z 0= A(I;O) est le point d'intersection a Cf et Cg
3

4) L'équation de la tangente en 4 a Cf estdonc y = %(x —1) car f'(l): 2

L'équation de la tangenteen 4 a Cgestdonc y = —%(x— 1) car g'(l) = 1_}(1()1) = —f'(l): —%

Ces deux tangentes sont symétriques par rapport a (ox)
5) Construction en annexe

PROBLEME 9

a
Soit f(x)=—-—
f( ) x2+1
PARTIE A
1- Déterminons I'ensemble de définition de f
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Vxe R, x2>20 etdonc x2+12>1

Comparons f(x) et f(-x)
I N

/1 x)_(—x)2+1_x2+1 s /)

Etudions la continuité en 0

Quand x > 0 ; |x|—>0 et x>+1—1 donc lir%f(x)zf(O)zo

f(— X) donc f est paire

Par conséquent la fonction f* est continue en 0

Dérivabilité en 0

f@=fO) _fx) P 1

Six#0,
x—0 X x x2+1
Quandx — 0, — +1 (quand x > 0~ et quand x - 0")
x2+1
ouim 2 —ser im L -y [0 % /', (0)
x=0"  x =00 x

f(x) n'est pas dérivable en x =0
Ses deux demi —tangentessont y =—x et y=x
Etude de la variation de f

X

X) étant paire,ona f(x)=
f(x) étant p f&)=——
. x? +1)—x(2x 1-x? 1+ x)(1-x
f(x):( 2) 5 ) _ 22:( )(22)
(x”+1) (I+x7) (1+x7)
f'(x)zO = (1—x)(l+x)=0 = l-x=0oul+x=0 = x=loux=-1
Pour tout x > 0, on s'intéresse au signe de 1—x
Six>=1, f'(x)<0
Sio<x<1, f'(x)=0

tim 7= % = lim[ |0

Tout ceci nous permet de dresser le tableau partiel suivant

X 0 1

~

—_

=

N—
[\)|._ o

Et grace a la parité, on a le tableau de variation suivant
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N

3-tracé de la courbe Cf (unité=2cm)
0<x=<a

0£y<f(x)

dx

4- Caleul d'aire (A): {

L'aire A est A =I 2x
o X +1

U'(x) 2x
U(x) X2+

On remarque =2f(x) sionpose U =x2+1

a

Donc A:I al dx:[%ln(lvtxz)} = Az%ln(l+a2)

2
o, X2 +1 0

Pour a =1, calculons 4

A= %ln(l + 12) = %ln2 or In2=0,693

Donc |4 = 0,346

Avec les unités, on a ‘A =0,346x2% = 1,3864cm?

PARTIE B
Soit g définie par g(x)=—In f(x)

1- Déterminons I'ensemble de définition de g

Comme g est la composition d'une fonction définie en ( alors que In(0 n'existe pas, par conséquent
Dg = R*= ]— oo;O[u ]0;+oo[
2- Etudions les variations de g

Comme f est paire, nous étudions gsur]0;+oo[

lim g(x)= lim £(x)

Quand x >0 f(x)—> 0" et lnf(x) — 400 donc

lim g(x) = +00 et lim g(x) =+

x—0" X—>+00

f'(x) 1—x? - g'(x)— (x—l)(x+l)

Pour tout x > 0, g'(x): — f(x) :_(1+x2)2 ——W qui est du signe de x —1

Par la suite, ona g'(x)>=0 si x>0 et

g'(x)<0si0<x<1

Ce qui donne le tableau de variation partiel suivant :

X 0 1 + oo

g'(x) - 0 +
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Comme [ est paire, nous obtenons le tableau de variation suivant

x — -1 0 1 + o0
g'(x) - 0 + - 0 +
+ oo + oo + oo + 0
g(x)
In2 In2

3- Construction de (Cg)

[l est mieux de préciser I'allure de la courbe au voisinage de + oo

1 x?+1
Six>=0,0ona g(x zln(—jzln—c}
W= ) x

im €9 _ pim E+11n(1+i2)
X

x40 x X—>+0  x X

Quand x — +o0, ln—x—>0 et ln(1+i2j—>0

g(x) )

o) = ]n(x(

X

1+ijj=h1x+ln(l+ij
2 x2

lim ==— =0 donc (Cg) admet I'axe des abscisses comme branche parabolique.

Yoo x

PROBLEME 10
2PARTIE |

1) Soit gla fonction définie par {g




Etude de la continuité en x =0

lim g(x) = g(O) =0 car klin(}xlnx = O) donc g est continue en 0 a droite
x—0" x—>

Etablissons les variations de g

li%l g(x)=0

. Inx — +oo
lim g(x) =—00 car quand x — +oo {
X—>+00 — X —> —0

WxeDg, g'(x)= _x@ ~(inx)=—(1+1Inx)

g'(x)=0 = 1+Inx=0

g'(x):O = Inhx=-1 > le
e

Le tableau de variation est le suivant comme a< 0

X 0 l 1 + o0
e
g'(x) + 0 -
1
e \
g(x) 0
0 —

2) Déterminons la bijection réciproque
1 . . L - I 1
Sur | —;+o0| , g est continue et strictement décroissante ;donc gréalise une bijection de | —;+oo| sur
e

et Jrmacon(] - =]

1
Sur :l— oo;l[ g est continue et dérivable mais pas en — avec y = f(x) tel que f'(x) =0,
e e

on a donc (ff1 XJ/) -

/(%)
3) Calculons au 107 preés
1N 1 Ve 3
f(;j:; f(l)zO f(\/;)z—j f(e)=—e f(e\/z)=—§e\/z
Tableau des valeurs
: : Jo ‘ oo
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Valeur approchée 0.36 1.65 2.72 448

f(x) 0.36 -0.82 2.72 -6.72

Tracé de (Cf) et (Cg)

en annexe

PARTIE I

1- Calculons J',lf(x)dx = J.ll(— x In x )dx
J b= Lo b ~ [0

Soit u'(x) =-—x=u(x)= —%2

v(x) lnx:>v() l

e<::>ﬁf(x)dx:i+iou ﬁf(x)d :i(é+lj

2—Représentation graphique D1 D2 (yoir feuilles annexes)
La région D1 D2 est symétrique par rapport a la droite d'équation y = x

Les aires des deux régions sont égales a If(x).dx et l'aire du carré est -
e

L'aire cherchée est donc l i +1 |+ l = i + l
2\ e? 2

PROBLEME 11
Soit f(x) = In(xv3—2x )
1— I'ensemble de définition est :

[ existe si et seulement si x>0 et v3-2x >0

Montrons que f est continue et dérivable sur Df’
3

Df = |0;—
/ } 2[

La fonction u:x — +/3—2x est continue et dérivable en tout point de Df et sa fonction dérivée est :
-2

243-2x

. . . 3
Remarque : u est continue mais pas dérivable car E ¢ Df

|l

u =
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Calculons g'(x) et f'(x) avec f=Ing

‘v’xe}o;g[,g'(x):\/3—2x+x. —2 3o
2 2J3-2x  3-2x

g(x) xa/3—2x

2- Etudions la fonction f et dressons son tableau de variation

Donc f'(x): _g'(x) 373

lim g(x)= lim(r3-2x)=0°  donc lim f(x)=—=
lin} g(x) = lin;(x\/S - 2x): 0"  donc lm31 f(x) = -0

x> x> X
2 2 2

Vx € Dg, f'(x) est celuide 3—3x

f'(x)=0=3(1-x)=0 = x=1
Vx e ]O,l[,f'(x) > O0donc f est croissante

3
Vx e }1, E[, f'(x) < 0donc f est décroissante

D'ou le tableau de variation suivant :

X 0 1 3/2
f'(x) + 0 |-
0
— 00 — 0
. . .1 i 1 1 1
Soit le point ¢ d’abscisse — ; son ordonnée est In —2|=lh——==--1n2=-035
2 2 22

1 3
De plus f'| — |=—
p f{zj 5

L'équation de la tangente au point A(%;—OﬁSj est
3 1(3
y+lh12 :3 x—l =% =—x——(—+h12]
2 2 2

3-a- Par intégration par partie, calculons

I= Tln xdx =[xIn x|’ —j{.x.@
1

| X

I=[xInx]' -[x]' = I=alna-a+1=I=aha-(a-1)

Iz.[lnxdx:alna—a+1
1

Pour la seconde intégrale

Soit #(x)=n(3—2x) = du - 2

—-2x

dcetdv=dx=>v=x

101




En foi de quoi,

T « [ 2x
j= !]n(3 —2x)dx = [xIn(3 - 2x)]; —!_ S
Cherchons a et b pour que — 2x + b

=a
3-2x 3-2x
2x _3—2x—3_3—2x_ 3 1 3

3-2r  3-2x 3-2x 3-2x  3-2x

Par la suite, a=1 et b=-3

j =aln(3—2a)—:[(1—3_2x)dx o j:aln(3—20{)—[x+%ln(3—2x)}

a

1

j= aln(3—2a)—Ka+%ln(3—2a)—lﬂ = ; :]‘-m(3_2x)dx :(a—%jln(3—2a)—a+1

1

3-b- pour tout x € Df, on a

flx)= 1nx+%ln(3—2x): ln(x\/3—2x)
D'ou le calcul de I'aire de f* est

J.f(x}lle+%J:alna—3_2a

1

ln(3—2a)+%(l—a)

a

Ol[i_IgA(a):—.[f(x)lx car f(x)<0

Donc lim A(e)= lim
3t 3
a7 a=y

G@_2a)1n(3—2a)—a1na+%(a—1)j

+

Quand x — 37 ,3-2a)n(3-2a)—0

Par suite, lim A(O{)=—§ln§+i é—l
3* 2 2 22

—

lim+A(a)=—%(ln3—ln2)+%© lin31+A(a)=%(%+ln2—]n3j

lim A(er)=1,5(0,5+ 0,69 —1,1)

lim A(er)=0,15
1,

a—>=
2

PROBLEME 12
PARTIE |

IR — IR
Soit la fonction f : 1
4 x> 1+—+In|x]
X
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3) L'ensemble de définition est :

Df = IR-{0}

2-Calculons les images de

fl-e)= 2163
e

. f(=1)=0; f(—lJ =—e=-2,718
e

f(lj —e=2,718 ; fle)= 2l 2,368
e e

, . 1+ x1n|x|
3-Etudions la limite de CD(x) =—

X
Soit (I)(x) = l + M
x x

lin(’)li xln|x| = linol+ x1n|x| =0 D’'apres la limite des fonctions usuelles, on a
lim ®(x)= lim L=t E lim ®(x)= lim + = o
x—>0" x—>0" x x—0~ x>0 x
4) Etude de variation de f et dressons un tableau de variation
De I'égalité f(x)=1+®d(x) ona
lim f(x)=+0 et lim flx)=—o0
lim f(x)= lim (1 N ]n|x|j =+o0 et lim f(x)= lim (1 N 1n|x|j = +00
X—>—0 X—>—00 X X—>+00 X

1
——0
Quand x — o004 x

ln|x| —> +00

Etude de variation de f

Vx e Df, ln|x| est dérivable donc (]ll|x|) = (]n|_ x|) - l
X

Par la suite

On en déduit le tableau de variation suivant :

/') - -

~ o] -

J(x)

NV

Et la courbe (cf) qui admet pour asymptote la droite d'équation : x = 0
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Vx e ]— oo;—l[u ]O;+oo[, f(x) =0
Vx e -1;0[, f(x)<0

5) Tracé de (cf) en annexe

PARTIE I

IR — IR

Soit la fonction g : { _)( +1)ln| |
X X b

1- L'ensemble de définition est IR * car x+1 est définie Vx € IR et ln|x| 0= x20
2- Calculons les images de
a- g(-e)=1-e=-1,718 et g(-1)=0=g(1)
g(—lj:l—lz—0,632 et g(l :—1—1:—1.368
e e e e

gle)=1+e=3.718

b- Etudions les variations de g

L. x+1
g est dérivable pour tout x # 0 et alors g'(x) =—+ ln|x|
X

g'(x)=f(x)

Vx € Dg, le signe de g' est celuide f

Vx € |- oo;—1[ U J0;490], £(x) = 0 donc g'(x)>0
Vx e -1;0[, f(x) < 0 donc g'(x)<0

D'ou le tableau de variation suivant
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2-a  Ensupposant que I(x)= Ig(t)dt

1

Par intégration par parties on a I I t+l In tdt
1

, 1
u(t):hlt:> u (t):;

V(e)=t+1= v(t)=%t2+t
1) = K% R zjm t - jv(f)uv(z)dt

olep B PERE
I(l):[%+x]lnl— i+lj+% = I(1)=0

Lorsquex > 1, g est strictement croissante sur ]l;x] et donc I(x) =0

Lorsque x <1, g est négative sur [x;1[ donc Jg(t)dt <0
1

AIorsI J.g }it>0

Ainsi pour tout x>0, I(x)> 0
2-b Laire A(m ) vaut

j )|dt—j— )dt——J.g )dt<:>'[|g ]dt—J.g )dt<:>.[g

m m

L'aire A(m)z 4[(m) car unité 2cm sur les I'axes
2-c Comme A(m):41(m) donc A(m): 5+(2m+4)(m]nm)—(m2+4m)
lim A(m)=5 car lim mInm=0 et lim (m?+4m)=0

m—0" m—>0" m—>0"

PROBLEME 13
PARTIE A
Soit f: IR —> IR

1
x(1-1nx)

X —>

1- Déterminons I'ensemble de définition
[ existe si et seulement si x(I-Inx)#0 et x>0

x#0 g l#Inx < x#0 x#e

Df = ]O; e[ v, ]e;+oo[

Donc

2- Montrons que  f est continue et dérivable sur Df .
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La fonction ¢(x) = x(l —In x) est définie sur Df", qui ne s'annule pour aucune valeur de x

Donc Df est dérivable pour chacun des intervalles ouverts ]O;e[ et ]e;+00[ puisqu’elle est le produit de
deux telles fonctions.

1
Par conséquent f = — est dérivable (donc continue) en tout point de Df .

3- Déterminons le sens de variation de f

#'(x) In x

e D S0 rF "B <

1
¢
Avec, ¢'(x): (x(l—lnx))': x'(l —lnx)—ix =—Inx

x € Df , le signe de f"(x) est celui de Inx

f'(x)=0=>Inx=0< x=1
Vx e J0;1], f'(x)< 0 donc f est décroissante
Vx € Jl;e]u Jes+oo, f'(x)> 0 donc f est croissante
4 - Etudions sur Df , le signe de x(1—n x)
Vx € Df, x>0 donc le signe est celuide 1—Inx
Donc Vx € [0;¢[, ¢(x)>0

Vx e ]e;+oo[, ¢(x) <0

Calculons les limites aux bornes de Df

. . 1
lim_f(x) = =)
quand x > 0", xInx >0"et x > 0"

Donc lim f(x): +00

x—0"

Enoutre lim x(1—In x)=0" =|lim f(x)= -+

x—e x—e

lim x(1-In x)=0" =|lim f(x)=-o

x—e* x—e’

Enfin lim f(x)= lim *(1—Inx)

Transformons x(l —In x) en xln x(L - lj
In x

ljm[L—lj:—l et lim xIn x =+o0

x—>+o\ In x X—>+0

Donc lim x(I—In x)=—0 = lim f(x)=0

X—>+0 X—>+0

D'ou le tableau de variation suivant

f'(x) - 0 + +

106



+ 00 + 00 .
/() \ /
1

— 00

E n conclusion (Cf) admet deux asymptotes que sont :

. verticaleen x =0
. horizontaleen y =0

B-1 Calculons f(\/;) et f'(\/;) pour déterminer I'équation de la tangente.

1
o)l 2 et 2 2
Je e
47 @)
La tangente (T) a la courbe (C) au point Je a pour équation y—f(\/2)=f'(\/EXX—\/Z)

y=i+z(x—\/z) et y:%x
e

Je e
Le point 4(0;0) appartient a (T')

2- Calculons les images par f des valeurs suivantes

1 2 , 3 1 . . _ _ ~_
f(EJ_l+h12~1’18 ’f(4)_4(1—21n2) 065 S)=176) 1(1—1In1) 033

2

f(\/;)=$zl.21

3- Construction de (Cf) unité=2cm en annexe

PARTIE B

Soit g définie de IR dans IR définie par

glx)= In|l - In x]

1- Déterminons 'ensemble de définition de f°

la fonction g est définie pour x > 0 et telle que 1 —Inx =0

donc Dg = Df = ]O;e[u ]e;+oo[

2- Déterminons la fonction dérivée de g
1 -1
! = 1 —_ ln ': _— -
g'() I-Inx ( ) x(1—1Inx) /&)

Déduisons une primitive de f

On voit que g'(x) = —f(x) = f(x) = —g'(x)

F(x)=—1In[1-1n x|
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2-a Calculons l'aire A(ﬂ,)

sid<e,l1-lnA>0
A

2-b Déterminons A € [L;e] tel que 4(4)=1In16

Remarquons que 16=4% donc que In16=41n2

L'équation A(1)=In16 est alors équivalent a L 2
l-In4

:>1n/’t=l
2

A=+e=164=Jee[ld

PROBLEME 14
PARTIE A

Soit f : lafonction suivante IR — IR

x>+ |x — 2|
X—>—
|x + 1|
Déterminons le domaine de définition de f :

[ existe si et seulement si |x+ l| 20 © x=-1

Df = ]» oo;—l[u ]— 1;+oo[
1- Donnons les trois valeurs de f(x) sur Df
f( )_ xz—(x—2) = x?+x-2

o six=<-1 = =
—(x+1) x+1
. si—1<x<? f(x):xz—(x—2):x2—x+2:_(—x2+x—2j
x+1 x+1 x+1
.« six>2 Flr)=Xtx=2
x+1

Pour cela, on en déduit les dérivées suivantes
. six<—1 f'(x)= (x+1)=2x+1)—(-x2+x-2) _—x*—2x+3
(X+l)z (x+1)2
—x2-2x+3 x2+2x-3
o si—1 <2 "(x)=— =
i-l=x<2 /) ( ) j )

, , 2242x2-3 5
o si x=<2 fg(2)=W=§
S 242x2+43 11

e si x>2 f'g,(Z)_Wz3
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Etdeplus f',(2)# f';(2)donc f n'est pas dérivable au point x =2

2- Etudions les limites aux bornes de Df

(x—zj=+oo o xlir{lwf(x):+oo

X—>+00 X —+

lim f(x)= lim (@j = lim

De méme | lim f'(x)= +oo

X—>—0

Quand x = —1

Quand x —> -1

X—>+00

3- Etudions les variations de f(x)

_ X =2x+3 (1-x)x+3)

X2+ |x + 2| — 4 par continuité

x+1 = 0" par conséquent hn}lf(x) = 400

. si x < -1 f'(x)= (er 1) G+ 1) est du signe de x +3
: 242x-3  (x-D)x+3) ,
. si—1<x<2 f'(x)zx = est du signe de x —1
()c+1)2 ()c+l)2
. si x2>2 f'(x) = % > (0 D’ou le tableau de variations suivant :
X+
X -0 -3 -1 1 +00
£(x) ol s : 0 &
+ 0 + 0 +©

/() \ /

Pour trouver les asymptotes obliques, on calcule d'abord

f(x): lim —-x*+x-2 _

lim =
x—>—o  x X——0 x(x + 1)
X+ x— -
Puis, si x <—1, f(x)+x= v 2+x:2x 2
x+1 x+1

qui tend vers 2 quand x tend vers —oo
donc y =—x+1 est asymptote oblique a (Cf) en —oo

Sa position avec (Cf)

2x-2

S y= sl r-2=272
x—1 = x+1  pour x=<-1
Donc (Cf) est au dessus de l'asymptote y =—x+2
1- quand x — 400, c'est plus simple ; on remarque que
x24+2-2 2
six22, flx)=—F=x——"—
f( ) x+1 x+1

F()-y="2%0

ce qui montre que y = X est asymptote a (Cf) en + oo

PARTIE B
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R—>R
Soit g x>+ |x - 2|
|x + 1|
a- Déterminons I'ensemble de définition de g

On remarque que pour tout x € Df’, f(x) >0
Donc g =In f = Df = Dg donc g est continue sur Dg et dérivable sur Dg — {2}

Comme g est la composée de fonction dérivable et continue, puisque g(x) =In f(x)

Ona g'(x)zj;((;c))

Au point x =2, la fonction admet une dérivée

e adroite M:E
f(2) 12

. agauche 2235
(2) 12

Comme g n'est pas dérivable en x = 2, elle admet par conséquent deux demi tangentes en ce point

b- Etude de limites

Le fait que lim In x = +o0 implique que lim g(x)= lin_llg(x)z lim g(x)=+o0

c- Etude de variation

Comme g(x)z lnf(x) = g'(x)= /'(x) et que f(x)> 0

f(x)

donc ga strictement le méme sens de variation que f dans les mémes intervalles puisque Inx est

croissante.

D'ou le tableau de variation suivant :

5 11
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g(x) \ /

In7 0

Etudions les branches infinies

Ona:
x=2
) 3 o, A+
Six#0 et x#-1 f(x)zwzm_ x I
x+1 o], !
+7
x
1+l—£2
)= =7
1
1+—
X

Par suite g(x)=In f(x) est telle que @ = lln £(x)

8l) :lln|x|+lh*{l+
X X X

| )

x x?

J—lln‘ul
X X

lim ix) =0 donc I'axe des abscisses est branche parabolique de direction (Ol)
X—>0 x

Tracé de (Cg)en annexe

PROBLEME 15
PARTIE A

1- Calcul de limites de (0 en + oo eten - ©

p(x)=(2-x)e" ~1

Ona ljm(z_x):_ooet lim e” =+ 4oy lim d(x) =—0
X—>+0

X—>+0 X—>+0

ona IM (2—x) =400 lim e =0
X—>—00 X—>—0

On est en présence d'une forme indéterminée (0 x co)

X . x _ .
Pour tout réel x, (D(X) = (2 - x)e -1 , on sait que xlg{loo e =0 et IIm xe™ =0 g0y

X—>—00

lim p(x)=-1

X—>—00

2- Etude de la fonction dérivée de ¢

X
@ est dérivable sur R car (2 —x) est dérivable sur IR et € aussi. Donc pour tout réel x, on a :
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P'(x)=—e" +(2—x)e* =(1—x)e*

X
Vx e ]Ra e >0 donc le signe est celui de 1 — x d'ou le tableau de variation suivant :

X -00 1 +00

@'(x) * 0 ]
@(x) e~

Calcul de valeurs

p(H)=e-1p(2)=-1Lp0)=1

o(=2) =2 _1~-045866
e2

»

3- Prouvons que s'annule uniquement en deux valeurs & et [ telles que (a < f3)

La fonction P est strictement croissante sur ]_OO;_z]on a gp(—2) = 0, donc P est négative sur

]»oo;—2] donc P ne s'annule pas sur ]_ 005_2]

La fonction ¢
sur [(/)(_2);(0(0)]. on a (p(—2) = Oet (p(O) =0 donc le réel 0 appartient a [(p(—2);(p(0)] ; il existe

[-2;0] [-2:0]

est strictement croissante et continue sur elle réalise donc une bijection de

donc un unique réel @ appartenant a [_ 2;O]tel que ga(a) - O.

»

ne s'annule pas sur [0’1’]

La fonction P
[(/)(2);(p(1)], on a @(2)<0 et (0(1) =0 donc le réel 0 appartient a [gp(2);(p(1)]_ Il existe donc un réel

unique S appartenant a [1;2]tel que f(p=0

®

La fonction est strictement croissante sur [0;1,](p(0) ~ Odonc la fonction est strictement positive et

est striccement décroissante et continue sur [1;2]elle réalise une bijection de [l;z]sur

La fonction ¢ est strictement décroissante sur [2;+OO[’ ¢(2)<0donc la fonction (0 est strictement

négative sur [2;+°O[d’ou :
X -0 2« 0 1 J/j 2 +00
() -0+ + + 0 - :
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4- A l'aide de la calculatrice o ~ —1,1461932 donc | —LI5S<a <-114

De méme B = 1,8414057 1,84 < B <1,85

[04
5- Montrons que € =
2-«a

onap(a@)=0< 2—a)e” —1=0< (2—a)e” =1

e
Le réel o est différent de 2 car ¢(2) <0 donc 2—a#0 et 2-a

PARTIE B
e —1
JS(x)=—
Soit € —
1- Ensemble de définition de f
Vx € IR Ux)=e"—x

> soit U la fonction définie par

La fonction U est définie et dérivable sur IR (car somme de fonctions dérivables sur IR) et Vx e IR,

U'(x)=e" -1 d'ou le tableau de variation de U
X —o0 0 +00
U'(x) - 0 +
U(x) 100 +00

VxelRu(x) 21 VxelRu(x)#0

X
La fonction f est le quotient de la fonction ¥ e -1 qui est définie sur IR, et de la fonction U qui est
définie sur IR et non nulle sur IR, la fonction f est donc définie sur IR

2- Calcul de limites de f en +o0 et en -
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lim (e*—1)=-1 Ilim (e’ —x) =+ .
On a x—>7<x>( ) et x—)%( ) donC ]_]1’1’1 f(x) = O

X—>—0

Théoreme vu au cours

. x )
lim e* = +o0 et lim — x = —00 donc forme indéterminée(+oo -co)
X—>+00 X—>400

Transformons f

o1 eX(l—ix) 1—%
Vx e IR, f(x) = = € -__¢€

X

I
e

Car e* #0;Vx e IR

: 1 . X : X . e
Ona lim (I-—)=1e lim (1—-—) =1car d'aprés le cours lim o= Oet lim — =+
X—>+0 ex X—>+0 ex X—>+0 e X—>+00 X
Pou 1 jim fx) =1
X—>+00

3) Etude des variations de f

Vx € IR, f est dérivable car quotient de deux fonctions dérivables sur IR, de plus e* — x est non nul.

Pour tout réel x

f'(x)= e'(e’—x)— (e’ ~1)(e’ ~1) f1(x) = —e'x+2e" -1 _ (2—-x)e" -1

(e" —x)? <~ (e —x)? (e —x)?

)= P(x)

(e —x)?

En utilisant le tableau de signe de la partie A-3, on obtient :

X -co o B +00
fw S ) B L
0 f(B)
f(x)
f(o)
1

3- calcul de f(a)

[04

1 _ e’ —1
On a d'aprés la question A-5 ¢ = ——d'ou f(Ol) =~
1 e —«a
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1
fla)=2-2

2—a

-1
_1-C-a) o a-1  a-l
Tl—a-a) S(@)=

a?-2a+1 (a—-1)

-

1
Comme a # 1, on peut donc simplifier par a — 1. D’'ou fla)= —1
a —_

4-Déterminons une primitive de f sur IR et calcul d'intégrale

On sait que f est continue et dérivable sur IR, donc elle y admet des primitives donc la fonction dérivée sur

. . u
IR de la fonction U : x —> e —x estlafonctionU': x - e* —1.0Onadonc f(x) =—,
u

On déduit donc une primitive de f sur IR qui est ln|u|

.X_l .
Lleex_xd =[infer ~[ =tofe 11 > f4de:‘1 v =In(e—1) ~ 0,54
Ve’ —x

PARTIE C

1) Etude de la fonction g définie par g(x) = ln(%)
- X

La fonction g est la composée de deux fonctions, donc :

Soit g,(x)=x— et de la fonction In. La fonction g est définie sur /R — {2} et strictement positive

—X

sur]— 00;2[ , la fonction In est définie sur IRi ? Donc la fonction g est donc définie sur ]— oo;—Z[.

On a lim o(x) = -0 car lim =0 donc
X—>—00 g( ) x>0 ) — x
On a lim =+ donc lim g(x) =400
=2 2 —x x—2"

D'ou le tableau de variation de g dans lequel on a placé les réels -2 et 0
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1n(i)

-00

La fonction g est strictement croissante sur [ = [—2;0] donc pour tout x de | on a
g(=2) < g(x) < g(0)

On a g(-2) :ln(%) =—In4=-1,39et g(0) :ln(%) =—In2=-0,69 donc pour tout x de | on a
—2<g(x)<0,donc g(x) e [— 2;0] et donc I'image de I est incluse dans /

2a- Etudions la suite (Un)

Soit (Un)

la suite définie pour tout entier n par :

neN !

{UO =2
Un+1 = g(un)
U=g(-2)=-In4e [—2; 0]

Raisonnement par récurrence :

e Uy=-2¢€[-20]

e Supposons qu'il existe un entier n tel que U, € [—2;0]

e D’aprés la question précédente si U, € [—2;0] alors g(u,) e [—2; O] doncu € [—2;0]

n+l

« Donc d'aprés le principe de récurrence, Ve Nona U, €[-2;0]
e Montrons par récurrence que la suite (u,),_, est croissante

u, —u, =—In4+2~=06Donc u, —u, >0

e Supposons qu'il existe un entier ntel que u,,, —u, ~0<wu,, >u,

n+l

e La fonction g étant strictement croissante sur [—2;0] et tous les Un appartenant a cet intervalle

g, )~g(u,)soitu, ,>u,,

« Donc d'aprés le principe de récurrence, Vn € IN on al,,, >=U,, la suite (U,),_y est strictement

croissante.

2-b Etudions la suite (Vn)

Soit suite (v,), ., définie pour tout entier n par :

{vo =0
Vn+l = g(V”)

v, =g(0)=—-In2 =-0,69 D'ou en utilisant les valeurs approchées (1, =—1,39);-2<u, <v, <v, <0
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*
Montrons par récurrence que Vn e N
—2<u,<v <v <0
Ona —2<u, <v, <v, <0, la propriété est vraie au rang 1
Supposons qu'il existe un entier non nul n tel que :
—2<u,<v, <v_ <0
La fonction g étant strictement croissante sur [—2;0]on a:

g(-2)<g(u,)<gl,)<g, )<g(0)
Mais g(-2)2-2 , g(0)<0,  -2<gU,)<gWV,)<g¥,)<0

Soit

-2<u,,<v,  <v <0

n+l

Donc d'aprés le principe de récurrence, pour tout entier naturel n non nulon a:

—2<U, <V, <V, <0

D'aprés les inégalités précédentes, on a pour tout entier naturel n non nul: v, <v _ donc la suite

(v,),cn €st décroissante

3- a) montrons que sur R, par In(1+x)<x.

Soit m la fonction définie sur IR, parm(x)=x—In(1+x). Elle est dérivable sur/R,, d'ou:
1 X

mx)=1-—=——
) 1+x 1+x

Vx € R.,m'(x) > 0 <> mest donc strictement croissante sur IR donc sur IR,

Donc pour tout x de IR, ,on a m(x) = m(0) =0 donc pour tout x de IR, , x —In(1+ x) > 0 ou encore

In(1+x)<x

. = In(1 422"

b) Montrons que Vx e N,v

n+l
n

VxeN,v, e [—2;0] etu, e [—2;0] donc les réels 2 — Vn et 2 — Un sont strictement positif d'ou :

Vn+l _un+l = g(vn) - g(un)

1

2— 2—
vn+1_un+1 :1n lv’l =11’1(2_3’1)

2-u,

2—v +v —u
Vit = IS

2 —_
vn+l _un+1 = ln(z_zn + vn_‘ljn)

vV u
Vo —u,, =In| 1+-"—"
2—v

n
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Déduisons que v,,, —Uu,, , =

On a montré a la question c2b que pour tout entier n, u, <v et que 2—v > 0donc pour tout entier

Vﬂ _ul’l 1 hY .
naturel n, on a ——= >0 donc d'aprés la question c2a
2-v,
vV o—u
Vv, —Uu Vv, —u . _ <_n__"n
In(l+2—=) < " ¢t donc pour tout entier n | “n+t Haet = 1y ona:
2-v, 2-v, n
On a successivement entier n,
-2<v,<0
0<—y <2
2<2-vy <4
1 1 1
—-< <
4 2-v, 2

car ces trois membres sont strictement positifs
Le réel V, —U, est positif pour tout entier n donc en multipliant les trois membres par ce réel positif on

V, mU, VY, U, Y, U

4 2-v,
v, —u, _V,—u, vV, —u
In(1+2—2)< 2 —n<n —nil sen  suit: <1 (A)
2-v, " 2-v, 2 Vit ~Uy <, —u,)
2
. 1
Montrons ~ que  pour  tout  entier n, v, —u, < 2—n(v0 —u,)

1% méthode

Si v, —u

<
n+l

1
.1-0n a (Wn) est une suite géométrique d'aprés (A) de raison E d'ou

1
w <§W" doncw, =v, —u, < (E)"(V0 —u,) <

n+l —

1
v —u <—(Wv,—u
n n 2,,(0 O)

2¢ méthode : par récurrence

1
Ona v, —u, < (E)O(v0 —u, ) vraie au rang 0

Lo : 1
Supposons qu'il existe un entier n tel que v, —u, < (E)" (vo —up)

D’apres la propriété démontrée précédemment on a :

v

1 o . ,
o Uy S E(VH —u, ) donc en utilisant I'hypotheése de récurrence

1 1 1,
vn+l _un+l S E(VM _un) S 5(5) (VO _uO)

1o
vn+l _uVH-l < (E) 1(v0 _uO)

La propriété est vraie au rang n +1

1
v —u <—(v,—u
n n 2n(0 0)




D’apreés le principe de récurrence pour tout entier n,on a:

On a démontré que pour tout entier naturel n, 0<v, —u,

n

D'ou )
0 < vn _un < (E)n (v() _MO)

X—>+00

Ona %—<l:> lim(%)" =0donc lim(v, —u,)=0

En résumé, (1, ), est croissante, (v,),_, décroissante et la suite (Vn — Un) a pour limite 0, les suites (Vn)

et (Un) sont adjacentes, elles sont donc toutes deux convergentes et ont la méme limite | = 0

c)_on obtient avec la machine U1 = -1,146200752

-1,1463 <u,, <-1,1462

Vi =-1,146176412 = -1,1462 <V, <-1,1461

10 —

PROBLEME 16

1- Calculons les limites aux bornes de Dg
1

gx)=—Inx+—
X

Dg = ]O; +oo]

lim g(x) = lim(-Inx+ l)
x—0" x—0" X

lim(—In x) =+
x—0"
lim g(x) =+o0 car
0 lim(—) =+o0
x=>0" x

lim g(x)= lim(—Inx+ l)
X—>+00 X—>+00 x

lim (—Inx) =—o0

X—>+00

lim g(x)=—o0 car

X lim (l) =0
X—>+o  x
2- Etudions les variations de g
. 1, , 1 1
g =(-Inx+-) & glx)=——-—
X X X
. x+1
g=-()

Sens de variation
x+1 . L
Vx € Dg,—— > 0Donc g est strictement décroissante sur ]O; +oo[
X

Tableau de variation

X 0 +00
g'(x) -
g(x) +00
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3
3- Démontrons que g(x) =0 admet une solution unique & € }—;2

Sur ]0; +oo[, g est continue et strictement décroissante.

Elle réalise donc une bijection de ]0; +oo[ ]—oo; +oo[ IR
sur ou
Or }%;2[ S ]O; +oo[ de plus 0 ]_oo;_'_oo[
(E) =0,26 3 3
& 2 2(=)xg(2)<0D'olig(x) =0 admet solution unique « € }5;2{
g(2)=-0,19
y vxeJo;alg(x) =0
4- Justifions que :

Vx e ]a;+oo[;g(x) <0

Sur]O; +oo[, on a: g est strictement décroissante et g(a) =0d'ou Vx e ]O;a[,g(x) >0

et Vx € |a;+o0[, g(x) < 0

PARTIE B
f(x)=e"Inx,Df =]0;+0
1- Déterminons f'(x)

VxeDf, f'(x) = (e Inx)

f'(x)=—e"Inx+ ie‘x o f'(x)=e"g(x)

f)=e Clhxt )
X

2- Etudions les variations de f

Vx e ]O; +oo[,e_x > 0 donc le signe de f'(x) dépend de g(x)
bonc VX € 0;al,,g(x) = 0= f'(x) =0
Vx e ]O;+oo[,g(x) <0< f'(x)=<0

alors f est strictement croissante

Alors f est strictement décroissante

Tableau de variation

X 0 a +00
f'(x) + [0 | _

fla)

f(x) /' \

3- démontrons que (Ol) et (OJ) sont asymptotes a (Cf)
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lim £(x) = lim (¢ Inx)
x—0" x—0"

lime™ =1

x—0*"

lim f(x)=- |limInx=-o0
x—0" car x—0"

D’ou (OJ) est une asymptote verticale a (Cf)

lim f(x)= lim (e Inx) lim xe™ =0
X—>+00 X—>+00 X—>+0

. . v .. Inx . Inx
lg{lwf(x):lg?wxe xlg?wT lim f(x)=0 111’1;100720
! ! * 2SS X0 car "7
D’ou (Ql) est asymptote horizontale a (Cf)

—-a

e

fl)=

4- Démontrons que «a

g(oz)=0<:>—h10:+l:O<:>]noc:l
a o

—-a

f(a):e"‘lna<:>f(a):e”‘><é f(a):e
a

5- Déterminons les coordonnées du point d'intersection de (Cf) avec I'axe des abscisses
f(x)=0=e"Inx=0
 VxeDfe" -0 hx=0cx=1

)

Donc

I(1 ;0)

6- Tracé de courbe en annexe

PARTIE C

-1
1- Démontrons que / est dérivable en 0
-1
J(x)=0 donc,x:1:>f o =1

f est dérivable sur ]O;+oo[en particulier en 1

[ —_ -1 -1
f'M)=e"#0 alors f est dérivable en 0

2- Déterminons (ffl)'(o)
_ 1 _ 1 (f’1 ) y=¢
1N _ 18X _ (0)
= =— <
) (0) 0 ) © =
/!
3- Dressons le tableau de variation de

-1
f étant la bijection réciproque de f, on a le tableau de variation suivant :

121



e *

(/)

0

(C,.)
D'ou (Cf) et /" sont symétriques par rapport a la droite d’équation: y = x (la premiére
bissectrice)
4- tracé en annexe.

PROBLEME 17

PARTIE A

1) Résolvons I'équation  p(x) =0.

Posons X = e” et équation devient x>2—5x+4=0
A=25-16-0= /A _3

5+3 5-3
Xi= —=X1=4etXoy = ——=Xo =1
2 2
Donc e* =4=x=In4
e'=1=x=0
Donc I'ensemble de solution est S, = {O;1n4}

e) Démontrons que :
Tableau de signe de p(x)

X - 0 In4 + 0
x-In4 - | - 0 +
. o0 - -
P(x) + 0 - 0 +

Vax € |- 00;0[ U Jin 4;+00[, p(x) = 0
Vx € 0;In 4], p(x) < 0

Alors

PARTIE B

Soit f(x)=x—-1+—
e —

4- Déterminons I'ensemble de définition de f
Df={xelRie" =2%0 }= Df ={xeIR/e" #2}= Df ={xe IR/x # In 2}
< Df = IR {In 2}
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5- Calculons les limites de f en +eten —o©

lim f(x)=lm (x-1+ )
X—>+o0 X400 et =2

x—1— 400
Quand x — +o09 1 donc lim f(x)=+o0

-0 x>0

e* -2
lim f(x)=lm (x-1+ )
X—>—0 X—>—0 et =2

x—1—>—xo
Quand x =& —0y ] 1 donc lim f(x)=—o0

—_ —— X—>—0

e* -2 2
xh7>mln2f(X) - xh—<>mln2(x_1+ e’ _2)
Quand x — ,h12{ Xl — —0 donc ljmmf(x):—oo

e — T
lim = i —1+L
xﬁhlZf(X)_x—iI)nhZ(x ex—Z)
1 .
Quand x— >1n2{ . — 40 donc hm]nzf(x) = +00
e - =

5-a) VxeIR—{In2} f estdérivable car somme de fonctions dérivables

fE=a-1r oy
e’ —
' 1 e’ :(ex—Z)z—ex:ezx_4eX+4_ex
f (x) =1 (ex _2)2 (ex _2)2 (ex _2)2

e’ —5e* +4 _ px)

T TR

5- b) Etudions le signe de f"'(x)

VxelR,(e" -2) > 0 donc le signe de J'(x) est celui de p(x) or

-Vx e ]— oo;O[u ]]n 4;+OO[,p(x) > 0,donc f'(x) >0 d'ou f est strictement croissante

-Vx e ]O;ln 4[—{hl 2}, p(x)>0,donc  f'(x) <0dou f est strictement décroissante
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Tableau de variation de f

X - 00 0 In2 In4
+00
S'(%) + 0 - - 0
S(x) + 00
+ 00
/ -2
1
~ o0 _ 2In2 - E
0

4) Démontrons que (D): y =Xx—1est asymptote oblique a (Cf) en + oo

lim [f(x) — y] = lim (+) =0,donc (D): y = x —l est bel et bien asymptote a (Cf)) en + oo
X—>+00 X—>+00 e )

5 Position relative de (D) et (Cf)
1
S -y=—
e 2
Vx € Jn 2400 £ (x) = y = 0, donc (Cf) est au dessus de (D)

X

4) Démontrons que f(x):x—§+€—
2 2 -2

2x -3 e’ —4e* —8x+12 +4xe”

f(x) = +— = .
2 2e"-2) 2(e* -2)
x(e"-2)+(3-¢") e* -3
= :x_
@) 2L £
S(xX)=x-1+— 5 donc Vxe]—oo;lnz[u]lnz;+oo[ f(x):x—%
e p—

7) Démontrons que (A) f(x)=x —% est asymptote oblique a (Cf) en

X

. . e
Jim L) =)= lim G 2
T c——

o 2 de™

X

e
+ —
2(e* =2)

-0

) 3
Quand x = —0, 2—4e¢ " — +w, donc lim [f(x) — y] =0,dou y= X_E est asymptote a (Cf) en -

o0

8) Etudions la position relative de (Cf) , et (A)
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X X

e e
SO =y =0 ) M e o)

9) Voir papier millimétré

PARTIE C
1) Exprimons l'aire A(A) en fonction de A

L' aire est délimitée par la partie comprise entre (Cf) la droite (A) , la droite (O)) , et x =4

A(A) = j( 3 — £(x))xOIxOJ cm?

AA) = —2}

© _dveam® = AA)=-2In
e =2

e’ — 2‘ cm?

Sur [4:0] , e =2 donc A(4) =|-2In(2—e")], em?

A(A)=2In(2—-e") cm?
2) Calculons }m A(A)

}ml A(A)=2In2 cm?car ¢* -0 en-co.

PROBLEM 18

PARTIE A

Soit fm(X) = 1 = mx3 - 2In x, la fonction f, définie de IR vers IR

1-a) Calcul des limites aux bornes de Dfy,
Dfm = {pour tout x € IR, x > 0 } donc Dfy, =10 ; + oof.

lirr}me(x)=lin})(1—mx3 —2Inx) =+ caren0, (—mx’ —> 0 et —2Inx — —o0

lim £, (x)= lim (1—mx’ —2Inx) =—0 caren + o0, (—mx’ —> -0 et —2Inx —> —o0)

1-b) Etude des variations de f.

Pour tout x € IR, fn est dérivable car somme de deux fonctions dérivables
fn ) =(1-mx3-2Inx)' =-3mx? ==
X
Pour tout x € IR, () = - (Bmx’ +2)
X
Pour toutx € IR*s et m € [0 ; 1], fm'(x) < 0 donc fy, est strictement décroissante sur Dfy.
Tableau de variation de fn
X 0 + 00
S (%)
f o (x) +
-0

125

>0, onadonc (Cf) est au dessous de (A) sur |-oo;In 2[

donc :



2-a) Pour tout x € 10 ; + oo, fy, est strictement décroissante et continue donc elle réalise une bijection de 10 ;
+ oo dans IR. En effet, tout x de IR admet un et un seul antécédent dans 10 ; + co[. Or 0 € IR donc 0 admet
un et unique antécédent dans

10 + oo[. Par conséquent, il existe un unique nombre réel positif am tel que fm(@am) =0
b) Montrons que 1 £ am £ /&
f,(D=1-m=0
fm(\/z) =—meve <0

Donc 1<gq,, < Je car /., eststrictement décroissante.

}ﬁAJBSOSfMDC»ﬁAﬁbﬁﬁA%JSﬁAD

PARTIE B
1-a) L'ensemble de définition D de la fonction gm est :
Dgm = {Xx € IR, x > 0} donc Dgm =] 0 ; + oo [.

1-b) Déterminons les limites de gm_suivant les valeurs de m

[ ] m:o
lim g, (x)=0
X X—>+0
X)=—"=141:
go( ) X2 ?_rggo(x):—oo
e m=1
nx lim g, (x) = -0 lnzx 0
g,(x)= =z xX= lim g, (x) = —oo car| x
¥20 -x—0

e me ]0;1[
xli_{?w o[ (¥) = —©

(x)= Inx_ mx =
Eloal 2 1113}) g]o;l[(x) = —0

1-¢) Précisons les asymptotes de (Cm) suivant les valeurs de m

m=0, lim g,(x) =0, donc (C,) admet une asymptote horizontale d'équation : y=0.
X—>+0
me ]0;1[, limOgm (x) =—o0 donc (C, ) admet une asymptote verticale d'équation : x=0
xX—>

m=1, lim g,(x)=—o Clim £ _ , lim [g, (x) + mx]=0

X—>+0 X X—>+0

donc (C,) admet une asymptote oblique d'équation @y, = -x

1
2- Montrons que pour tout xeD, g', (x) =— f,,(x)
X

In —2xIn
VxeD, g', (x)z(—zx—mx)'zx—fx—m
X X

, 1-2Inx 1-2In x — mx’ , L (x)
:gm(x):T_m: x3 <:>’gm(x)=f‘x3

3-a) Dressons le tableau de variation de g, (x)

Pour tout x € ]0;+Oo[,x3 > 0 donc le signe de g', (x) est celuide f, (x) orsur ]O,am [fm (x) >0 donc

g, eststrictement croissante.
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Pour tout X€ Jam; + o[, f,, est strictement décroissante.

(X) < 0 donc Em

Pour m=0, on obtient le tableau de variation suivant : Pour m# 0, on obtient le tableau de
variation suivant :

X 0 Je +00 X 0 a, + 00
g'y(x) + 0 - g, (x) + 0 -
2% g.(a,)
2o(x) / \ 2, () / \
— 0 0 — 0 -0

b- Donnons I'expression de g, (a,,)

fm(am)=0<:>1—mam3 —21nam =0<:>lnam =T’”
D (a,) 1-ma, ma, < g, (a,) 1-3ma,
onc =—  © - —

gm m 2 31 m gm m 2(151

4- a) Déterminons une équation de (D, ) tangenteen 4, a (C,)
D,):y, =8, DHx-D+g,D)

Yy =(1=m)(x=1)—m =  D,):y,=>0-mx-1
4- b) Il existe un point commun qui est indépendant de m. Pour que cela soit indépendant de m, il faudrait
x=0, d'oli ce point commun a toutes droites (D, ) a pour coordonnées (0 ;-1).

5- a) Etude des positions relatives de (C, ) et (A):y =-mx

In x
x2

In x
2, (X) =y =~ — (o) < g, ()~ y =
X
In x
Vx e ]0;1[,—2 <0 donc (C,,) estau-dessous de (A,))
X

Vx e ]1;+oo[,ln—2x >0 donc (C, ) estau-dessusde(A,)
X

5- b) Etude des positions relatives de (C, ) et (C,,.)

g,x)—g,.(x)=—mx+m'x =x(m'-m) orm'<mdonc g, (x)—g,.(x)<0
D'ou (C, ) est au-dessous de (C, ) sur ]O'+oo[ avec _Inx et _lnx_
m m' > gm'(x) - X2 mx Em (x) = 2 mx

6- Tracé des courbes (en annexe)

PARTIE C

e a) Montrons que @ est une bijection
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CD(a)za%(l—Zlna)

1
Ya e I_l;\/EJ et CD'(CI) Za—4(6]11(l—5)

Va e [1; \/EJ et ®'(a) <a donc @ est strictement décroissante et continue. D'ou @ réalise une bijection
de [1;\/EJ dans [0;1].

e b) Dressons le tableau de variation de @

a 1 Je
D'(a) _

D(a)

e ¢) Donnons le sens de variation de D!
@' est la bijection réciproque de @, donc le sens de variation de @' est celui de® . D'ou D 'est

décroissante de [0;1] sur [l;\/ZJ
2 .a) Déterminons I'application de @ o ¢
3

1
®ogp(m)=®(a,)=—(1-2Ilna,) Or dapres la question 3-b) de la partie B, 1-2Ina, =ma,.

m

1
Donc (Do(/)(m)=—3xma; & Dop(m)=m alors Dop=1d

o b) Déduisons que ¢ est une bijection décroissante de [0;1] sur |_1;\/2J

Dop=1Id = @=>" donc ¢ est une bijection décroissante de [0;1] sur [1;JZJ
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	G est le barycentre du système des points pondérés {(A ;3), (B ;-1), (C ;2)},
	Donc : 3(après introduction de A entre les vecteurs GB et GC)

