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PARTIE 1 : ANALYSE (20pts)

L’objet de cet exercice est de calculer la valeur de [ = |

ki3
Pour tout entier naturel n, on note : I,, = foz

1.
2.

3.

A

+o0 sin(t)
b de

sin{(2n+1t] _ Esin[(2n+1)1]
—sinT)——dt et In= foz B e— dt.

Justifiez que, pour tout entier naturel n, I, et J,, sont bien définies.
Montrez que : Vn = 1,1, — I,,_; = 0. En déduire la valeur de L,.

Soit ¢ une fonction de classe Clsur |0; Z|. Montrez, a I’aide d’une intégration par parties, que
2

foE @(t) sin(2n + 1) t dt tend vers 0.

Démontrez que la fonctionh: t - o se prolonge en une fonction de classe C* sur [0 ;" 1],

t sin(®)
Déduisez en que lim (J,, — I,,) = 0.
Démontrer, en utilisant un changement de variables, que lim J, = I.
Déduisez en a valeur de I.

PARTIE 2 : ALGEBRE (20 pts)

Exercice 1

Sk W

Montrer que la fonction exponentielle de base e est un isomorphisme du groupe (R, +) vers le groupe
(R_:,x). (2 points)

Soit p un entier naturel. Démontrer que si p” est pair alors p est pair. (2 points)

Démontrer par |’absurde que log;2 est un nombre irrationnel. (2 points)

Résoudre dans Z/7Z I’équation 3x - 1 = 0. (2 points)

Démontrer que I’ensemble des translations muni de la loi o est un sous- groupe distingué du groupe des
déplacements du plan. (2 points)

Exercice 2.

Dans chacun des cas suivants, dites si la phrase est vraie ou si elle est fausse et donner sa négation.

1.

2.
3.

Toutes les applications du plan sont des transformations ou sont injectives. (2 points)

Soit E un ensemble. Alors V(A, B) € (P(E))’A ¢ B = B < A (2 points)
Soient x et y entiers naturels. xy pair & (x pair ou y pair) (2 points)

4. Soient f et g deux fonctions numériques définies sur R. Alors

[\{x ER fl)g(x)=0/=|(Vvx €R fx)=0)ou(Vx € R g(x) = 0)] (4 points)

Test d’entrée en F1AB;
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PARTIE 3 : GEOMETRIE (20 pts)
On rappelle que dans le plan orienté, Paire notée F(IJK), de tout triangle IJK est égale 3 %det (77, TI?) (et deux autres

formules analogues par permutation circulaire).

Soit A, B, C un repére affine du plan affine euclidien orienté.
1. Démontrer que pour tout point M du plan, il existe deux nombres réels 2 et ptels que : MC = AMA + uMB.

2. Démontrer alors que det(A—fﬁ, W)m + det(hﬁ , W)M—ﬁ + det(m, W)W =0.

3. En déduire que M est le barycentre de (4, SE(MBC)), (B, FA(MCA)), (C, F/HMAB)).

4. Application : Soit C(0, R) le cercle circonscrit au triangle ABC, prouver que O est le barycentre
de (4, sinZ4), (B, sinZB), (C, sin2C).

PARTIE 4 : PROBABILITES (20 pts)

Une umne contient b boules blanches et r boules rouges indiscernables au toucher (b et r sont des entiers naturels dont
au moins un est non nul).

On considére le protocole suivant :

« On tire une boule au hasard dans I'ume. Sj elle est blanche, on la remet dans I'urne. Si elie est rouge, elle n'est pas
remise dans l'urne et elle y est remplacée par une boule blanche, de sorte que le nombre N = b + r de boules dans
l'urne reste constant. »

On répéte le protocole de tirage jusqu'a I'obtention d'une boule blanche.

Partie A : On suppose que b=2 etr=3.

1. Modéliser cette expérience aléatoire a I'aide d'un arbre pondéré.

2. On note X la variable aléatoire égale au nombre de tirages effectués.

Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X et calculer son espérance E(X). Donner une interprétation
de cette espérance.

Partie B : On suppose que b et r sont des entiers naturels non nuls quelconques.

Pour tout entier strictement positif n, on note A, I'événement « la n-iéme boule tirée est rouge ». On note X la variable
aléatoire égale au nombre de tirages effectués.
1. Donner i'ensemble E des valeurs prises par X.
2. Pour k appartenant a E, exprimer 'événement (X =k) en fonction d'événements liés aux événements A;, A; Ay
3. Soit i un entier strictement positif et soient Bi....... Bi des événements liés a ’épreuve tels que:

P(B,"B,....... M B;,)>0. Aprés avoir justifié I'existence des probabilités conditionnelles

P(B./By), P(Bs/ B, nB,),..., By B,nB, ... M B, ), montrer que
P(B, "B, M. nB,)=PB1) P (B, /By) ............ P(Bi/ B,AB,N.....AB.,).

4. a. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

!
b. Vérifier que : P(X =1+ 1) =$— et que, pour tout k compris entre 1 etr,

_ r! r!
C@-k-D)INFT - k)INE

5. a. Démontrer que, pour tout entier strictement positif n et tous réels Pos- -+ eee Pus

n n—1
Dk, —p)=D (p)-rp,
k=1 k=0

P(X =k)

. k!
b. En déduire que l'espérance de X est donnée par: E(X)= ZCf Dy E
) ’ k=0

Test d’entrée en F;AB; ' - - "Pawn
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Nota Bene : les candidats sont informeés que, pour l'évaluation des copies, il sera tenu

compte de la présentarion, ainsi que de la clorié et de la rigueur. a’es solutions /)rapos ees.

Baréme : Exercices n°2, 4, 5 et 7 2 omfs‘/zacxm » 3 points pour clnzcun des autres.
Dareme P P

LLarcice 1 o:
ARC esioe L O détinit fe suire de- rosis (G Y een par:
Go = A ; Guuy est{'isobarycentre de ‘Ga, Bet C o

1. montrer que les points G, sont alignés ; B
2. montrer qu'il existe une homothn,tlc h dont on precisera le centre et e rapport telle que,.
VneN,hG,) = Govy ; —s . "y ‘ R S
. donner une relation entre IG, et 1G, ;en déduire la position limite de G, lorsque n
tend vers.l'infini. ’ -

(%)

: Exercice 2 ;
Ve . .
e . o es dinganalac.dton urdvilatace. conyave- AD»‘D,“ f‘mment 0T Farmant touasird avindos - .oy L L

étant une des mesures de I'un de ce:s angles, démontrer quel'aire S de ABCD est : S =

Exercice 3 :

Etant donnés deux réels aet b tels que a <b. on consideére les segments 1 = [a ‘, b] et
J=[1—b,l—a]:

1. 2 quelles conditions a-t-on T~ J=@

2. a quelles conditions a-t-on [~ J = fZJ 7
3. déterminer I ~ 1 .
T
Exercice 4 : Calculer la valeur de J.ln(l + tan x )dx .

G ‘

Exercice 5 : ‘ _ -

i L
— est le milieu
X

I Prouver que le point de contact d'une tangente a la courbe d'équation y

It

du segment de tangente compris entre les axes de coordonndes ;

_/ 2. Le cdté d'un carré croit 3 une vitesse comiante v. Trouver la. vitesse de variation du
pcnmefrc et de l'aire de ce carré a I'instant ot le cBté est e"mI a a,

rLSVe —s




Exercice 6 :

1

E est un ensemble non vide. On considére 7 @ Ex E ——

v N, vériflant

a) ('V(x‘,’y)eﬁz), I»(x‘,y) = Ib(y,x) =07 - -

cr
v

c)'_(V(x,.y/,z)eEB),((x,y) <i(x,z) + Iy ,.z) .

o - 1
. ~ - \k - et o TR
Montrer que ia r2lnticn R ge Lachiniepsr v Ry < Jix, y)=0 estune relalion

Jdequivalence o que [ induit une distance sur E/ R,
Exercice 7 :
Déterminer toutes les valeurs de i'entier naturel n pourque n+1,n+3 n+7, n+9 n+ 13 ,

n+ 15 soicut tous premiers ( utiliser la congruence fhodulo 35 ).

Exercice § -

AT uver foutes les annlications définies sur W telles.oue

Y, y) e, FEVEW - F(xy) = xdy il ‘,f(o), L, ;(3(4) =1 h’WcF ’VL'

, | =] g?im)”‘”
2) Trouver toutes les applicauons définies sur 91 telles aun

Vix.y)eN, fx4y)-f(x —y) = dxy (2) ‘;g)(m’ %*PC Lk e E'

I

i
—
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]
{
e
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Nota Bene : les candidats sont informés que, pour [ ‘évaluation des
copies, il sera tenu compie de la présentation, ainsi que de la clarté et de

la rigueur des solutions proposdées.

Exercice 1 (3 points)

Exercice 2 (2 points)

Soient E ¢t F deux espaces vectoriels normés sur IR et £ une application de E sur F qui

vérifie 1V (x, y) € E, fix+y) = () +t(y). o o
Montrer que si f est continue & I'origine Oy alors fest linéaire.

Exercice 3 (3 points) .

Pour tout réel t on note E(t) la partie entiére de t. On considére la fonction f défi

par: f(x) = Si!l[XE(f)] stxe 0, 2n) et f(0) =0.

1) Etudier la continuité de fen 0.

2) Résoudre dans [0, 27t] I équation E(—E) =0 puis I’équz;)on E(‘(E) =k ou k est un entier

“haturel non nul. Expliciter fsurles intervalles 1%"- A et IR

Exercice 4 (3 points)

. . fn=limy - i
. _ rosuty
1) Pour tout entier naturel n non nul on pose U, = B dt

a) déterminer la limite de Un en oo
b) Trouver un équivalent de U, |

o lsint]
2) Quelle est la nature de intégrale [ = -[t" dt.
' . 0

/

Déterminer toutes-les valeurs de I’entier naturel i pour lesquelles n+1, n+
~0F15 sont tous premiers. (On pourra utiliser Ia congruence modulo 5 ).

¢ Wt awpatt, o Gom Arm’ig/.;,\n;w

A \'V"' ‘

ez §

3 nf7, n+..9, AnJ‘rlB et :

@ Fon= o

@ Nwe? Lin

O 9= f(
|8 goueg

o fﬁ(w"jt):".

U fesn- o

nie sur [0, 27]

< W

LA

b

C_\»\ =X
2w

Ao
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Exercice 5 (3 points)
(U,) est une suite numérique ayant une'l‘ir‘nite guand n tend vers I’infini, P(n) une propriété
" dépendant de entier naturel n. ‘ o - 3

Pour démontrer=que { P(n) < [(U,) convergel}, _ .

un candidat montre que v ' -

[ (U,) converge ]=>P(n), puis que

[ (JU. tendvers+co ) = P(n) ], TT(;) éiani la.négation
" Le candidat a-t-il raisén de procéder ainsi? Justifier. ( oat- )

$

-

&h'
——
X,
?
L

Exercice 6 (4 points) » , . ' )
;i

( ylz2{3) ) oo

1) Résoudc duns 2/ 72 ’équation : x* +5 =0

2) Soient O un point fixé duplan P) et G I'ensemble des rotations r, de centre O et d’angle

. . 271" . . e -
n—;]- ,n eZ.

a) Montrer que G = { 1o, n € { 0,1,2,3,4,50) 1. N _

b) Montrer que G muni de la loi o est un groupe abélien.
¢) On pese - Iy = Inm, 0, M € 7. Montrer que (G. 0, .) est un anneau commutatii.

S

d) Soit { I’application de Z dans G dé&finie par - n— f(ix) = r;; . Montrer que festun
hamemorphisme d’anneaux surjectif. :

[

e) Montrer que G est isomorphe a Z/ 7Z, en déduire que G est un corps.

3) On poseh =TI+ 74s.

Pour quelles valeurs de n, hest- clie égale a I'identité 7

. -Exérdcc 7(@0i;zts) ,

1ie et continue sur IR, Démontrer que
+ de IR muni de la topologie usuelle .

/

Soit f une fonction numérique a variable réelie défin
I"ensemble des réels tels que f{(x) est non nut est un ouve:
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Partie 1 : Algébre et Logique (20 points)

1°/ L’ensemble des translations muni de la Joi o est-il un sous-proupe distingue du groupe des
déplacements du plan ? (Justificr-votre réponsice). (4 pts)

2°/  L’ensemble des rotations du plan tuni de la Toi o est-il un sous-groupe du proupe deg
deplacements du plan ? (Justifier votre repaonse. (4 pts)

3°/ P et Q étant deux assertions, dites si fa proposition ci-apres et vrade « Pour que 3 PPAQ) soll fausgse
il faut que 1’une au plus des deux asserrions P ou € soit lausse ». (lusutier votre réponse). (2 pts)

4°/ La fonction In (logarithme népérien) est-elle un isomorphismue de groupes ¢ un isomorphisme

d’anneaux ? (Justifier votre réponsc)- (2 pts)
5°/  Dans le programme de seconde S le produit scalaire est définic comme suit :
« A, B et C sont trois points du plan, e produit seadaire de AB ¢t AC estle réel noté de AL AC, tel que

e siA=B alors AlAC=0 |
o siA#B alars  ANAL AR w00 T est e projetd orthopanal de G (AR

Rappeler la définition d>une fotme hilineains etdites s e prodidcet are eatbine fonme bilincaire
(Justifier votre réponsc). (4 pts)

6°/ Deux étudiants Ngom e Tour¢ discntent i lesens de Uibiplicaton. On voussdemande de préeiser,
‘parmi les affirmations qulils ont finres, cctles guisont eoirectes ctde vorriger les eneurs qu’ils auraient
éventucllemcnt commises, (4 pts)

Ngoni : « f‘our Yt I implhmum ‘|' cal et veade 1D nli quv Ve o moins et cen asgertions solt
vraie ». ' :

f _

i . .
Sourd -« Won, je ne suispas daccond. Yoo pensez gui lbvondition ¢
cas. e est quand mdme néeessaire, »

Saltisante s celd n'est pay le

|

H
3
I
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Partie 3 : Probabilités-Statistique (20 points)

[y

Exercice 1

On considére une série double (X, Y). On cffectue un ajustement linéaire de Y en N par fi méthode des
moindres carrés. Soit Z la séric des valeurs estimées de y 4 partir de la droite de 1égiession de Y en X, On
considere E la série des erreuirs issues de 'estimation de Y par Z. On appelle R ¢ coelficient de
corrélation linéaire entre X ¢t Y.

1) Montrer que : Var (E) = Var (Y) - Var (Z).

2) En déduire que R appartient a [-1 11

3) Onestime que la corrélation entre N et V eat forte sila scrie doy crreurs estau nioing deux fOis
moins dispersée que celle de Y. ' |

En déduire un critére de décision pour une corrélation forte.

Exercice 2

1) De combien de fagons différentes peut-on répartir équitablement 15 boules numérotées de 12 15

5
‘ .

dans 5 urnes discernables
2) De combien fagons peut-on les répartir de telle sorte que les boules numcrotées 1 et 2 soient dans

la méme urne ?

3) De combien de fagons différentes peut-on ranger p abjets indiscernables dans n trotrs numdérotes

de 1 & n. Chaque tiroir ponvant contenic de 08 p objet !

Partie 4 : Géométric (20 potrty)
| e i de (BT te mitieu de [AC] et

i - ' . )
Soit ABC un triangle non plat daas v s uthine puclidior, A i

C’ le milicu de [AB]. On désrne par U e centre de graene dint MRS

Vel O (cercle circonserit),

1) Démimtrcr quiil existe un anigue cerele (&Y passant par tes pomts A, L |
' (4pts).

On désigne par O le centre de ce cercle,

s déduit du trinngle ABC paune homothiétio fgue ["on

2) Démontrer que Je trimgle ATRCY
l (Apts)

précfscra. Quel est le cettre de gravite du triangle ATBCHY

3) Quelles sont les hauteurs du triangle A’B°C’? (3pts).
: e . . T SPVRN N R

4) Démontrer que les huutours du triangle ABC sont sécantes au point H = 170 (0, (Spts)

(ue peut-on dire des points H Ger 7 (3pts)

(v 4]
o

Concours d’entree F1A et F101 (Heenée ot nioitiiee) = Octobre 20157 : Page Tour3
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Partie 2 : Ahalyse (20 points)

. . o . . . . . ’ .'2 2
Soit F la fonction numernque a variable réelle définie par: F(x) = [ LG

X

1. Montrez que la fonction F est délinic sur IR tout entier et est paire.
2. Montrez que F est dérivable sur 110 puis caleulez F(1) et 17(x).
3. Etudiez le sens de variation de I sup Pintervalle)(); + o],
4. &) Donnez le développement limitd 4 ordre 4 de I° en ()
b) Montrez que le developperiont hnité de I o londee oo '
' o nd L,
FQ) = et b | i »f--)(,\ R LA

‘o

oue(x) tend vers 0 quand x tend vers |1
»

: . \ . . ) ey
5. Montrez que si x>0, ona (1)1 ( ) AGEREEE NS ply)

;
6. a) Démontrez que pour tot il s 1 ona Pégalitd suiviude
i

R 1

I{x) - :§(_[71.,\“)2 ::::j r{”'(I B [E) i

X
b) Déduisez, en, pour tout réel x 1, Pencadreiment suivant
. . , 1

3(Inx) < F(x) < 3(Inx)* +-

2x¢

¢) Que représente wlors dire de fa conrbe de |

7. Tracez la courbe de v+ 3(ln 12 puns colle de 19 dang un méine iepare,

Concours d’'entrée F1A et F181 {licence o1 roitise: Cotobre 2015

(2 pts)
(3 pis)
(4 pts)
(1 pts)

il pis)

(L pts)

Ll pty)

sxo= 30 pour la courbe do i

(I pt)

(3 sy

Page :
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Partic 1

tLogique et aledhe

Fxcrciécl (13 points)

Les propositions de solitions ai-dessi st fnitee hor tor i ey

1) Pour climcune des réponses piopances par
votre réponse?

2) Pour un n® donue, luy réponss prososdes pac éradiang com pavic
réponses et pourtjuol sont elles s incohdrentes? )

3) Certaines rdponses, bien que {iusses sont cohdrentes, quelles son'
clles colidrentes? '

Pémdiant dites i elle

Excrcice 2 (7 {miuts)

3

Soit (G, .) un groupe et {1 unt sous. growpede G fnorclation [Uddn
1) Montrer que R est unc relation d"'qulvnlwcu
2) Monticx que la relation R est ompatible pvee 1 lo) e

Cnnadteing)

REPONSE A RI' I‘()NC'L 13
o |V Ctant une variable r1éelle. veaies pour au | vraics pour
n v e R oS 1m0 o
Légalité ou 'inégalité i) est-elle moms une toufes les
’ ’ valewr x de valerrs x de
R me
1) Ny ESEIyR20 ey X
D) | 6HP gy, - |
3) NN Ry
4) | Gey) T =x, X
5) |xy=x, X
6) | 2x+y-5<0, Y X

v . -
I par s Vi,

::i elsnulenne:

‘.
.'rddcmaque-

Anee )p_ ),,

L Bugée s 4 hewre

ch T dey nolutions proposdes ain:

S ek g S s e o

I 1 l’\)l\' S l’]‘ '7?4"" I
JONS e potir au /(l(/.su Jor
s e lontuy loy
{ vt vl vadonry o oy
e Pl
i K
L. - - - —hg
L
‘ u
1
| )
) l B
" |
-
R
S |

CHU Ve onn fansse el s

Crogtrehn o ey
LR EARECR RSN

tes, auclieg sonr s

VR CRONSES el polrquol oy
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Partie 2 : Analyse

On considére I’intégrale I ¢t la somme S donndes par ;[ == fl e dtet § = ~---~l--
0 (2. O (1)
L’objet de ce probléme est de calculer Pintégrale [ en IMidentifiant 4 la somme S,
f
. . 2
1. On rappelle ’identité d’Euler suivante - T =
n 6
2
a) Montrer alors quc : e T
q X7 (2k)7- 24 ‘ (1,5 pt)
b) En déduire que : § =%
) uire que : S . (1,5 pt)
2. Prouver que lintégrale / converye, (3 pts)

. o 1
3. Montrer que, pour tout entier natiel k, Mintégrale [}, = fO LN Int dt est converpente puis

caleuler [}, en fonction de k. (3 pty)
4. Montrer que, pour tout entier nature! 1t non nol, an o Pépalité suivante
ARNCY T
‘ Z‘"‘O(uu 1)? ,f,, i s'“ BECERE . (1 pts)

| (wng

5. Montrer que la fonction }t e |] et borndce s [0 1L (.} pts)

(O ponrra Stodier les Hmites en O et en 1)

. . R T
6. En d{edmrc que limy, .., f() R 0. (3 pts)
7. Déterminer alors la valeur de /. (2 pts)

o e 0 el A N S ka8 W e 4 o 4 e e e A4 A R o A4 A W b m T B A Ch d an O e oo o M AL G e

Partic 3 Gmmctl ic

Dans tout l'exercice, étant donné un triangle non aplati ABC, on note a, b ¢t ¢ les lonpueurs

respectives des cOtés BC, CA et AB. On dira que ce triangle est de type Y4/ si ses médianes passant

par A et B sont perpendiculaires.
v e
1. Montrer qu'il existe des triangles ABC tels que 'on aitles relations: ¢* == - = 5‘—}-
Etablir qu'un tel triangle est rectangle en A4 et qu'il est de type .

2. Onse fixe des points A et /i cton considere I cnscmble /des points C tels que le triangle
ABC soitde type 1.
a. Déterminer l'ensumble des points G, isobarycentres de oA, B et ¢ largque ¢ déerit /;
b. Endéduire Venscmble /7
c. Déterminer!'ensemble des valeurs pr ises parle mp;)mt -
d

Représenter I'ensemble des points H, orthocentres dos tlang]e' ABC Torsque € doerit 1"
(on se placera dang un repdre (0;1,7) tel que A et f alent pour coordonndey respectives
(~1,0) et (1,0) et 'on déterminera une fonetion £ tolle que ensembile do polnts H soit

la réunion des deux courbes d'dquations respectives y == flx) ety = o (x)).

+ Concours Q'entrée F1A et F181 (licence et maitrise) , B F’.ng 2sur3
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Partie 1 : Logique et algébre

Exercicel (13 points)
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Tesf d entree

F1A ot F1B,

Année ac adequue 2012 20)3

Durée : 4 heures

REPONSE D

Jausse pour
toutes les
valeurs x de
IR?

Les pmposittons de solutions cladesyis vont fuitey pur un dtiliunt,

votre réponge?

2) I’our!un n® donng, les réponscs proposd

réponses ¢t pourguol sont ¢lles mwlu.mm 87

clles cohdrentes?

|

Exercice 2 :(7 points)

— REPONSE A | REPONSEB | R l(_i’( ;Ngl
. y étant une variable réelle. vra‘ies pour au | vraies pour ﬁ/lmr/‘){)—z;f hz;ll
R ‘égalité ou ’inégalité i) est-elle i’;‘;;’ i{"l;' Se :2;2;{‘: e ::;)]Z;;z:'ﬁ(
IR? IR? 2
1) | xy+5x+5y+20 =y, X
2) | (xtyP=x*+2xy +y7 b
3) | x=x-+y, X N
) | (xy) 7= xy. ] X '
5) | xy=x, - -
6) | 2x+y-5<0, X £ o

s par Pétudiant not parfols incolitientes, qu

R e ek b Ak 2T S e

1) Pourr h'\cum des réponses propoudes par Udtudiant dites s elle est vrale o l.xuvsu et justifier

elles sont ces

3) Certaines réponges, hien que lausses sont cohdrentes, qm-llw sont ees réponges ef pourquol sont

Soit (G, .) un groupe ct H un sous-groupe de G, la relation R définie par: Va, b eV, aR besa'b e,

1) Montrer que R est une relation d* u,zunvf,xlcncc
2) Montrer que la relation R ¢st compall blc avec la loi de G si el sculemcnt 8 H esl dxstmg,ué
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a. Montrer qu'un triangle ARC est de type 47 si, et seulement i on a la relation
() a*+bp? =507

b. Etant donné des réels stiicteiment pronitily a, b ‘o vEahiant la colation (+), donner

une condition nécessaire stsuthsanto portam sy Je tapport ;: i

U e a, bete
sofentles lonpuents des chres o trlanple de type ) .
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Partie 4 : Statistique

? 1e ’ :-- 100 . el 3 { { e 1
L’objet de I’exiercice cst de trouver le cardinal o delensemble S, des entiers strictement positifs, inférieurs 4 n ot
premiers avec n,

I} On considere une épreuve d'univers €2 Soit Pune probabilité délinic sur Pensemble des parties de £,

a) Sojent Ay ct Ay deux ¢venements indépendants. Montrer que A, et Ag sont indépendants

b) Généralisation : Soient Ay,..., A, | k événements de Q, mutuellement indépendants, Montrer que A

Ay,... Ay sont indépendants.

Montrer par récurrence que A,, A, ,.....; A, sont indépendants.

Soit X une variable aléatoire sur {2 et prenant ses valeurs dans f1,2 ke maniere dquiprobabile, dest-a-dire pour
I 1 5 IRA| ‘ l [

tout i=1,..., n, P(X=)=1/n.

2) On considére A; 'événement « X est multiple de 2 », et Ay Pévénement « X est muliiple 5 »
a) On suppose que n=100. Calculer tes probabilités de Ay et Ao fes événements Ay et A, 500ty
indépendants ?
b) Supposons n=101, reprendre les questions du a) dans ce cas.

f

3) On suppose maintenant que lu décomposition ¢n produits de facteurs premiers de nos'cenit o } 1’ 2l on
les o; sont des entiers supdricurs ou dpunx & 1, Pour 1578k, A, désigne Pévinement « N est divisible

par p; ». Soit A I'événement « X cst premicr avee v,
a) Exprimer P(A) en fonction de n et de [}y,
b) Montrer que P(A)=1/p, et que les A, sont mulucl!cmcnl indépendants..

. — k |
¢) Exprimer A & Iaide des A, , en déduire que Card(8,)= n { Il(l o)
oo,

Concours d’entrée F1A ot F181 (licence et maitnise) Bape vur 3
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PN

nroposdes. T
‘ Bfi’r_‘én_lg: .. Exercices n®2, 4, 5 et 72 points chaeun ’
BT 3 polissipour-chacun des putres.

Excruce 1 .
Enoncer lcs newafxonk des assemom suw mtrw.:

l°/D’ns toutes 1e socu‘te< tou*‘cs fe

B/

" p, q, rsont dcs proposmom Sans, dgch”
raisonnement;pivaledtd v<f1}\,' "‘?"f‘*r-‘ OpOSi
°/(P“’«"Q)V(P%“q
2°/(rm(qr\r)) 2 {p= (1 Aan))
N.E. p dés;gnc I négation de p.

Exer cice sice 24
Soﬁ AEC‘ u by xm[% e, on o AH” NG G, BO T, Al l'il'l((.ll‘ﬂ("ll.‘litﬂ\ de la biggeotrica de

langlc B/«‘s(, ot ds (B ol (1 le \m;y(*rmw dw \/\ T, (13,6). (L,
&) M(mtu*r que ANC s - ‘\ 'Vlks

b) Montier queAl, A el G sont aligid:

\.

c) En d(.dmrc qnc G est le contrs du cere lc\ ins serit au triangle ARG

N ¥
l»,mma.c.:&;
- On dmmlcf(x)"’ 2_,'\ -%*Zk:x-HJ \/n %41
knl

1) Déterminer [’ cnscmblu de définition de £
2) Calculex lim f(\:)

R C(‘l mn‘: d L!Hlé" 19")) - B 1‘5\ C - - — . 1 /2




On appelle divisenr siiet dn entier naturel | tout diviseur de cot entie clu(l quclcntlel Tuis-
méme. : _
197 Déte 1.. m(z lns diviseurs stricts de 7220,

20/ (J i ( Al e m\hros ammhfm' deus pom

s enticrs naturels tels que chacun d'eux

SO Cont Ui e .f,l 28 epticr alurets divisg wis stets do lautre. Vér Ger que 220 et
TUN e i E i

i r . 1 o

3

".“.t:‘;),r:>|‘|1b':x_j_'{ﬁ;,;>(l me.n Jmmbn« Al dvee i-meme, I,\‘ nomp; _;2, est-]

STV 31 qu(, & noinbie 2% woit parfait, - o

N ) vy, '
¢) Pl ".(H( l(llum ‘}. ch! p tlm"rmturr\( pramicr’ or nun ontier nat -;n'
SEN k'}m;;sm Qualle doi-atre Xpression de pen fonction de n pour que 2".p soit
RETRIGES : Coe . .
A% Lionnoa s Hice dos non)l,rcwpr.»rt;ﬁ.‘i‘rss-i'cfe cetta forme iz Hre nag 10, .
dixercice 5

A cstun point fixe Oy désigne par I' tout cercle "viy de A sous unangle de By ", clest-d-dire te
: P ;

fangle ATT' et équilatdral j

e s TAT) et AT pant tangentos 3 e
178 Gtant un ;mm (E'm ¢ ',“tm'lvcr !c-l feo-tes centies dos cercles Popagsant par Beaing que e
licu des points 1oL _ F

2O G i s EET e T e a e senrres des cerelos P tanponts ddasdreite d

Aneraic |
Trouver les noatves co) mplexes v posuddant Ja Propridis s suivin.
| [
i existe denx Chimentn 1w pde Nt el e
N (gt o
Jonoreie 7 ;
SO b enticn sl Pivnics
Ll R G e i, SN e s el \/k
“p
2 / Endidir que - v (a,b) ¢ N (b)Y = 27 b modula p.
NG e que o e yodule p. RN
4 )/ Sin st non divisible Parp, en deduire que ™ = | podule D)
, .
I8 icole Hummlu Sn )uic.\nc ’ -“—"—*A(:',},,z&;[,}' donirie UG AT ———
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Partie 4 (20points): Lpreuve proposée par M. THIOUNE

Exercice |

Soit ABC un triangle tel que AB.AC* %/\B2 .
On désigne par C’ le projelé orthogonal de C sur(AB).
1) Préciser la droite 4 laquelle appartient l¢ point C

2) Sachant que AB=3 ¢t A, ,
a. Calculer la mesure de I"angle géométrique TAC . puis construire le triangle Al

b. Calculer les longueurs CC” ¢t BC

3) Calculer de deux manicres différentes  BA .BC et en déduire Ja mesure en degrd 10™ pres de
I’angle ABC.

Exercice I1

1) [AB] est un segment dc longueur non nulle,

a) Construis & I’aide de la régle non graduée et de Pequerre fe milicu de [AT3)

b) Enoncer la propriété utilisée. |

2) ABC est un angle non nul, O un point n'appartenant ni & la den droite [BA 7 ni d Lo demi drofte
[BO).

a. Construire a ’aide de la régle et I'équerre un angle xOy tel que mesx0y = mesABL

b. Enoncer la propriété utilisce

—.()'ctobrc 2013 Epreuvede pédagogic de la spécintité Page 3sur 3



Partie 2 (Xipoints) - 1 prenve proposée par (blaye FAVE

On dorme une droite(D) ¢t un point sur A non situé sur (1), Ou considére le programime suivant de
constxuctwn de la droite passant par (A% el perpendicitnire & (#),
e On imarque un point | surda droite ([)) et on cunstrult le er fe de centre t ot de rayon 1A;
ce cercle coupe la droite (I11) en iV e
* Onconstruit les demi-cercles de (Immetre [AB] et [AC], situds dans o demi-plan de
fromlere {AC) et contenant . Cos demi-cercles we coupent on H.

Explique pourquoi (AH) est la droite passant par A et pe rpendiculaiie i (D)
IT

On donnc un triangle ABC. H orthocentre de triangle et G son centre de gravite. La mediatrice de
[BC] coupe la droite (GH) en 0.

Utilise les données précédentes pour construire le.cercle circonscrit au triangle ABC, uniquement 4
’aide du compas.

Partie 3 (20points): Epreuve proposée par 8. 1. SAILL

La répartition des chiffres d aftairesten milbions de I9) de cent entreprises représenties nu niveau
d’une foire commerciale ¢t avant obtenu un chiffre d alfaires au moins ¢gal & 1O nallions, mais ne

dépassant pas la barre des 25 millions & ¢te Ta suivante,

C.A. plus | plus de plus e Tplus de lus de | plus de ]‘ plus de l plus de
de 11 ]12.5 13 13.5 |14 15 i 17 ; 20
nombre |90 |84 70 _LSQ ’ R . i .

|
|
|

4
1) Représenter I’ hlstogmmlm de Ta distribution
2) a) Calculer le chiffre d*alThires médion et interpréter sa valeur.
b) Trouver une approximation du node ot donner sa signification,

3) Faire un nouveau tableau donnant les elfectifs par classes d'amplitude 20000001,
ol . , 1 N
a) Etudier alors la dispersion autour du chiflre d*affaires moyen m.
d) Vénﬁer qu’au moins 75% des entreprises ont un chiffre d'alfuires compris enlre

m-2 o etm+20; ol o dduigne I'deurt type.

o E e o A TSR A B K e i S A
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Durée : 4 heures

1)

2)
3)

4)

5)

i
rd 3 J
Département de mathématiques |

Epreuve de pédagogie de la spsécialitc

Nota bene : Les éprenves seront traitécs sur dos Seuilles diffdrentes.

1l sera tenu compte, pour ['évaluation des copies, de la présentation ainsi que de i clarté of de la viginenr des solutions
proposées.

Partie T (20poinis): Fpeeaye propunde par Bury

Soit un tétracdre ABCD tel que BC - a  AD = 20, loy wietes (RC) et (AD) vtant orthogonales.
Le plan P passant pdr un point 1t de |A C] et paralléle (D) et {AD) coupie les autres arétes
respectivement en f, G et I Donner la nature du polyprone | FGH,

On%posc AE = a AC. Donner Paite de EFGH en fonction de o et .

Trofuver ta valeur de a pour lanuelle cette aire vst mindmale, a étant fixe,

[T Donner les valeurs de vérité des propositions suivantes justitication & Pappui.

Daws lespace, si deux droites sont orthogonales, toute droite orthoponale a V'une est
parallele a autre.

Dans I'espace, si deux droites cont orthogonales, tout plan otthogonal & lcrne est paralléle
al'autre.

Dans I'espace, si deux droites sont orthogonales, tout plan paralléle a I'unc est orthogonale

alautre.
Dans l'espace, si deux plans sont perpendiculaires, toute droite parallcle a 'un est

perpendiculalre a l'autre.

Dans l'espace, si deux plans sont perpendiculaires, tout plan parallele & T'un ost
perpendiculaire & I'autre.

Dans l'espace, si deux plans sont perpendiculaires, tout plan perpendiculaire & Pun ost
paralléle a I'autre. |
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Universiteé Cheikh Anta DIOP de Dakar

Ecole Normale Supérieure,

Département de Mathématiques.
Concdurs 2000 d'entrée en Fi A
Maz‘hématiques (durée : 4 heures)

N()'m}b’e‘n_e SHdes candidars yont nformds que, pour Uévaliation doy
copies, il sera ten compte de la présentation, ains que delo clored of de
la rigueur des solutions Proposées, : '

" Exercice ] (3 points)

Détermirner toutes les valeurs de Ienticr naturel n pourlesquelles wit, w43 0 oy el3 o
15 sont tous premiers. (On pourra utiliser Ia congruence modulo 5 ).

. . /1. . ¢ - . o
- S" bV} U-/L /\tHrhl"I) « g\:‘,\'\ o, /11\44 1y / 1] '))'/\ - \‘// S (4’1 vl ',71 W

Exercice 2 (2 points)

Soient & ¢t 17 deux espaces vectoriels normés sur R of |
vérifie 1V (x, y) € EY, fOcty) = (()4104),

: : . o~ 2 ot
bneapphcation de o 7 o % Newe ¢ (nx

‘ R e @ L= fiu

Montrer que si fest continue | orgrive O alors fest Hncnire @ 7
: . . Z ﬁ( Y"!():V{
Dxercice (3 poinss) N | LU P if(f
Pour tout réel t on note E(t) la partie enticre de t. On considére ln fonetion Cdétinie aur [0, 2] 5 4‘:\.'}'.]":{5
par: f(x) = sin[xE(-;f\f-)J sixe )0 20w 110) =0, - (\\);:l»

1) Etudier la continuité de {en 0. - : W T
2) Résou_dré dans [0, 27) I"dquation Ii( 'i'k) =0 puis 'équation L f‘ Vo kol benun criier -'-R,K\““U k

: R ' Co A R
naturel non nul, xpliciter I sur les inte villey | o ’;L ] el }’:/;‘ LI

Lixercice 4 (3 poiie)
%

1) Pour tout entier natarel o e s v e ! ARk

a) détermines In Himite dy 1 GRS
| b) Trouver un équialent Ly

S . , T MNIn .
2) Quelle est Iy nature de inegrate | e [-’--—{v---~'~<l|
‘ : : b A
t
{
ni A ‘



(L) esi e suiie e ique ayant une Hmite quand ntend vers in fing, T (n) une propriéeé

(I(‘I)Ul\(!u”t (]( ] (‘IH o H‘\M'vnl i
Vo demontrin e P e (1) sonvergel)
un cnn(llc\a Bauiiiee o

[ (Uy) converps teas
[

(R tend wvers i ‘} ) m) 1, B m) ctant la négation de la propriété P(n),

LCoeandidat a-ten ooprocéder ainst 7 Justifies, el )
I

. (2- / ".-.)"( i,!{) . )
K iy ’ . N . . EI, e} USRI
Y osoudvedn 000 Méquation - w8 =0 ( Wi J ;!

2) Selent Goun it bovd i plan 09 00 G D s able ¢

1

a) Montrer que G- e n e {0 L2045 6] ).
g .
b)Y Mantrer gue Gooam de a lor o estoun grovupe abelion,

i On RSP [ |

,
VSO ey e Aodaee Gl e fa ) 1 P Memdres que [est on
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Yroin RIDRTOR T
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mec Ao Muonrer gue (03 000 et G anneing commutatil
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tels que {0 cst non nul est un ouvert de T i de latopologic ususlle |
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. Université Cheikh Anta DIOP de Dalar
‘Ecole Normale Supérieure
Dép. de Mathématiques

Concours 1998 d'enirée en £, A

' Mathématiques(durie : 4 houros)
. Nota Bene : les candidats soni forinds qive, poar Udvalicasion des copies. il veri tem
j comple de la présentation, ainsi que dela clorid et de la rignenr des solutions Propasées,

. .

v L o ) . . . . -
) : - Bareme: Exercices 1°2 4, 5 ¢t 7 2 points chacun ;3 points pour chacior des aiitros,
) /-4" . ) . . .

) Exercice 1 :
l : +ABC est-un triangle. On définit la suite des poits (G )yen par:

Go = A ; Gasy estlisobarveenice de Ga, B et ¢
3 -

] ' 1. montrer que les points (i, sont alignds ; .

2. montrer-qu'il existe unz homothdtic h dont on précisera fe centre et (¢ rappeit elic aue
VneN, WG = Guyy ) wen . i

donner unce relation entre G, e 1, 1 en déduire b pramition bt
tend vers Pinfun,

Oy Bongue

E————
L

1. Exercice 2 :
; 7 : 1 i ' : i R Lo .
e i ....‘;J,,‘_-l,’..( dlr\gnnp'r;e_(vnu\ (\IH(\"A,:! DL e T ;\“Hl ] Tage cr ves sq] o oy (D)% ha T A
- : ’ L‘ . Ty .
. o ' g P LAY o 3 L !
g ctant {ne des mesures de Pan dioocem o vaaontier g Parre Dol AR CD est S SRR BRI

4
Exercice 3 ‘
!
j g Etanit donnds deux téels nol U tels gque a0 b, oncongiddr bos sesmments 1= [0 L] @
o Jam[1opb, t=a]:

14 quelles conditions a<t-on 1)@ 7

[o———

2. a quelles conditions a-t-on 1/ J s @ 9
3. déterminer I~ ) :

,g i ){>
P 4
J Exercice 4 : Caleuler 1a valeur de f!n(l + tan x )dx.
0 : -
g - Exercice §:
” - ) \ e l -
1. Prouver que le point de contact d'unc tangente 4 la caurbo d equation y = est le milicu
S ’ - du segment do tangente compris entre Jes axes de coordonndes ‘
' 2. Le cdté d'un carrd eroft § una vitssse constante’ v Trouver hi vitesse o Vi pation dn
j -~ périmétio et du 'nfro de o caed & lnstant ol fe odtd st épal i a,
R ‘ - ' : A Ll
SR L ‘
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Exercice ¢ :

oo e L)

E ast un ensemble non vide, On considore /- i

i y) Plr sy o

Memtoor que tn o

vl de Edénnie par v R v

Segueaionce of que ) sideit ane distanee sor 19/ 10

Locorcicn v

Déicrnmme towten fo, v tevrs de Ventiod nature! o pourque n L
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FACULTE DES SCIENCES ET TEGCHNOLOGIES
DE L'EDUCATION ET DE LA FORMATION

Département de mathématiques
http.//www.math-fastef.org/

-fastef. departement-maths@ucad.edu.sn . - _, :  Durée: 4 heurés
L Test d’entrée ' |
Sections : F1A et 1B,

L .
Nota bene : ll sera tenu compte, pour I'évaluation des copies, de Ia presentation et de Ia clarté des solutions proposées ainsi
que de la rigueur dans les démarches entreprises. -

Partie 1 : Algébre et Logique

s

Exercice .. (.. :.oints)

Soient O un point fixé d’un plan P et G I’ensemble des rotations de centre O et d’ang - t% ,neZ.

a) Montrer que G = { r(O, n ), ne {0,1,.12}}.

b) Montrer que G muni de la loi o est un groupe abélien.

c) Soit f application de Z dans G définie par : n— f(n) = r(O n— 2”) montrer que f est un

homomorphisme de groupe surjectif. En déduire que G est 1somorphe azZ/13Z.

Exercice 2 (8 points)

Dans chacun des cas suivants, dites si la proposition est vraie, justifiez votre réponse et donnez la
négation.

sin(x)

1) Soit Cy I’ensemble des points dont les coordonnées (x, y) vérifient la relation y= ——= , la proposition :
. ' x

quelque soit le réel a positif, il existe un pdint Mo (X0, ¥o) de C; tel que, quelq’ue. soit le po'int'M(x,‘ y)de Cy,
si x > x0 alors ’yISa . :

2) " Soit C, I’ensemble des pdi;xts dont les coordonnées (x, y) vériﬁent la relationy = ¢, la proposition :
quelque soit la droite (L) paraliéle a ’axe des abscisées, il existe un point Mo A(xo, vo) de Cy tel que, quelque
soit x > x0, le point M(x, y) de C; est au dessus de (L) |

3) Soit (D) la droite d’équation x = -2 ; on pose E=F =1IR et R(x .,y) M ,y)e (D). La
proposmon (Vx)3Fy)R (x ,y) | v , _

4) Soit (D,) la droite d’ equanon y -2 , onpose E=F=IRetR(x,y): M(x,y)¢(D3). La
proposmon (Vy)(ﬂx)R (x ,y) | | '

V]
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Partie 2 : Analyse (20 points)

On considére la fonction F définie par F(x) = f:mf;dt.

1. Montrer que F(x) existe pour tout réel x appartenant & Iintervalle ]0 ; 4-oof

2 Montrer que F est de classe C* sur ]0 ; +oof puis calculer sa dérivée F ’(x) sur cet intervalle
- 3. Calculerfa limite en 0% puis Ta limite en +c0de F. ™ - -
4 On cherche un équivalent usmeguivatent de F(x) lorsque x tend vers 0+

a) Montrer qu’il existe une constante C (C > 0) tel que : Vx € ]0; 1], l fxli;dt +ilnx(<C.On
pourra écrire Inx sous la forme d*une intégrale.) |
b) En déduire que F(x) est équivalent a - Inx lorsque x tend vers 0+,

5. On cherche un équivalent un équivalent de F(x) lorsque x tend vers +oo,

. , ‘{“00 p..f
2} Montrer que pour tout réel x > 0, I'intégrale f o at et convergentc

.- -t ‘ .
- b) Montrer que pour tout réel x > 0, fxﬂo%z‘d = f'(,}x_) :

¢) ATl’aide d’une intégration par parties, déduire que F(x) est équivalent & f;—x lorsque x ténd vers + oo

Partie 3 : Statistique ( 20 points)
Exercice 1 :

On dispose d’une machine qui emplit automatiquement des paquets de chips dont le pdids X varie entre

38 et 48 grammes. On préléve un échantillon de la

production ; aprés pesée, on obtient le tableau sujvant :

r X en Moins de | Moins de | Moins de | Moins de | Moins de | Moins de | Moins de -| Moins de
gramme . 39 - 40.5 4] 41.5 42 43 45 48
Nombre (

de 6 56 82 122 158 186 198 200
paquets ) :

Tracer un histogramme, calculer le poids médian et étudier la dispersion autour du poids moyen

Exercice 2 :

On lance un dé cubique rouge et un dé cubique noir ; tous deux 'équilibrés, chacun a ses faces

numérotéesde 1 3 6. LL
" des dés.

Calculer les probabilités que !’on obtienne :

1) un 3 avec le dé rouge sachant que la somme des points est 6.

2) un nombre pair avec le dé rouge sachant que la somme des points est 6 :

*3) un nombre pair avec le dé rouge sja’cha,nt que la somme des points est au plus 6 .

4) au moins un nombre pair sachant que la somme des points est au plus 10.

Concours d’entrée F1A et F1B1 (licence et maitrise) Octobre 2013
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Partie 4: Géométrie ( 20 points)
Exercice 1

Les isométries planes s'écrivent, en nombres complexes, comme indiqué dans le tableau
suivant '

1 -2 3 - g
écriture en Lz ztb zvraz+b z+—raz+ b  zeaitb
nombres la] =1 la]=1 laj =1
complexes : a+1 ab+b=0 ab+b#0

Dire dans chaque cas quelle est la nature de I’isométrie en donnant ses éléments caractéristiques.
Exercice 2 :

(La// onc.lon ~calairey s‘e Lexbwﬂ Clest ' nem tr *d ‘oviel oo la foretion T~ oar le systér
points pon:lcre: (Ai, cot oL, (ﬁ ,f; et qui, & poini i de l'espace ffine LdCudten E, associe ;.
scalaire F(M) = }:;;laiMAiz :

1) On suppose que la somme Y, a; est nulle. Montrer qu'il existe un vecteur fixe ¥ tel que, pour tout
point M' de E,
F(M) = F(M) + 2MM" .
2) Silasomme ¥, a; n'est pas nulle, on appelle G le baxycentre du systéme. Vérifier que :

F(M) = F(G) + (% a;) MG
3) Applications. On se donne un nombre réel k. Déterminer, selon les valeurs de k,

- I'ensemble des points M vérifiant I'équation MA? + MB? = k, ,
- 'ensemble des points M vérifiant 'équation MA?* — MB? =,

- I'ensemble des points M vérifiant 'équation -Al% =k.

Concours d’entrée F1A et F1B1 (Iicénce et maitrisé) Octobre 2013 Page 3sur3
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Test d’entrée

Sections : F1A et F1B,

Nota bene : I sera- tenu compte, pour I'évaluation des copies, de la presentatron et de la clarté des solutlons proposees ainsi
que de la rigueur dans les démarches entreprises.

Partic 1 : Logiquc et algébre

iierviee] (15 points)

KREPONSE A | REPONSEB | REPONSE C REPONSE D
|y étant une variable rée Ile. vraies pour au | vraies pour Jausse pour au | fausse pour-
n L égalité ou l'inégalité i) est-elle moins une toutes les moins une toutes les
' valeur x de valewrs x de .. | valeur x de valeurs x de

IR? ' IR ? "IR? . IR ?-

1) | xy F5x+5y+20 =y | X : ' X

2) | Getyy ﬂ‘*z’\y““% R SR Y I 3 X

35 X=Xy, ’ _ ¥ ! X

4) | (xy)-7T=xy, X X .

5) | xy=x, .' X - X

6) 2x+y-5<0, ' X X

Les _nrolnosirions de solutions ci-dessus sont faitzs nar un étrudiont.

1} Pour cliacune des réponses proposées par I’étudiant dites si elie est vraie ou faussc et jUStlﬁCr
votre réponse? - :

2) Pour un n° donné, les réponses pvoposces par 1’étudiant sont parfois mcohercntes quclles sont ces
réponses et pouruoi sont elles incohérentes? '

3) Certaines réponses, bien que fausses sont cohéréntes, quelles sont ces réponses et pourqum sont
elles cohérentes?

Excrcice 2 (7 poin(‘s)

Soit (G, .) un groupé et H un sous-groupe de G, la 1elat10n R définic par: Va,b eG,aRb < a'beH.
1) Montrer que R est une relatioh d’équivalence ;
2) Montrer que la relation R est compatible avec Iz loi de G siet seulement si B est dlstmoue

Concours d'entrée F1A et F1B1 (licence et maitrise) o _ ‘ - Page 1sur3
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Partie 2 + Analyse

On considére I’intégrale [ et la somme S données par : [ = f

1 Int

1
0 2o dttS ZO(Zn

+1)?’

L’objet de ce probléme est de calculer ’intégrale | en I’identifiant & la somme S.

1.

4

On rappelle I’identité d’Euler suivante : ),7° ;1; = 26_— e o - -
1 2
a) Montrer alors que : Y.q T , - (1,5pY)
‘ 2 ’ . :
b) En déduire que : S = -758— | ' | (1,5 pt)
Prouver que Pintégrale I converge. A ’ (3_‘ pts)

. < s 1 ' : .
Montrer que, pour tout entier gaturcl k, l'intégrale I;, = f 0 tk Int dt est convergente puis

vzisuler [, en ¥onction de k. ' (3 pts)
}Montrer que, pour tout entier natvrcl 2 non nul, on a I’égalité suivante :
1 1 Int 1¢2M42 e
o= 5—dt - | ——dt. 3 pts
k=0 (21 +1)2 fO t2—-1 Jo t2—1 ( pts)

Zzl_nlt est bornée sur [0 ; lj. " (3 pts)

(On pourra étudier les limites en 0 et en 1)

Montrer que la fonction [t

. . 1622 _
En déduire que lim,, 4, = 0. v : (G pts)
Déterminer alors la valeur de /. | (2 pts)

Partic 3: Géométric

Dans tout!'exercice, étant donné un triangle non aplati ABC, on note a, b et ¢ les longueurs

respectives des.cotés BC, CA et AB.On dira que ce triangle est de type 34/ si ses médianes passant

par A et B sont per pendlculalres

[\

: b2 a?
Monteer aw'il existe des triangles ARC tale qual'an o les relations: ¢ = &=

_ Etablir qu'un tel triangle est fectangle en A et qu'il est de type y4/.

On se fixe des points A et B et on considere I' ensemble Ides points C tels que le tr 1angle '
ABC soit de type (/. ‘
a. Determmerl ensemble des points G, isobarycentres de 4, B et C, lorsque C aécrit /.
b. En déduire l'ensemble 7. '
Déterminer l'ensemble des valeurs prises par le rapport 2
d. Représenter|'ensemble des points H, orthocentres des trlangles ABC, lorsque C décrit T
(on se'placera dans un repere (0;7,]) tel que 4 et B aient pour coordonnées respectives
(=1,0) et (1,0) etl'on déterminera une fonction f telle que I ensemble des points H soit
| la réunion des deux courbes d'équations respectives y = f(x) ety = —f(x)).

' Concours d’ entree FlA et ,FlBl (licence et maitrise) " A ‘ Page 2 sur 3
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a. Montrer qu'un triangle ABC est de type 14/ si, et seulemeént si, I'on a la relation ;
(*) a?+ b?* =5c?

b. Etant donné des réels strictement positifs a, b et ¢ vérifiant la relation (), donner
une condition nécessaire et suffisante portant sur le rapport '—Z— pourquea,betc

soient les longueurs des c6tés d'un triangle de type 4/.

Partie 4 : Statistique

L’objet de I’exercice est de trouver le cardinal B, de I’ensemble S, des entiers strictement positifs, inférieurs 4 n et
" premiers avec n.

1) Onconsidd une épreuve d’univers Q. Soit P une probabilité définie sur 'ercemble des narties de Q2.
Eeniy,  Lolenf Ar ot Ay, deux événements inddpendants, Ieontrer cve A et A . .ndants
=== 7 b) Généralisation : Soient Ay,..., Ay , k événements de Q, mutuellement :.. ... uants. Montrer que A4,

A,,... Ay sont indépendants.

Montrer par récurrence que 4,;,4,,....., 4, sont indépendants. :
Soit X une variable aléatoire sur Q et prenant ses valeurs dans {1,2,..,,11}de maniére équiprobable, c'est-a-dire pour

tout i=1,..., n, P(X=0)=1/n.

2} On considére A, I’événement « X est multiple de 2 », &t A; "événement « X est multiple 5»
a) On suppose gue n=100. Calculer les probabilités de Ay et A;. Les événements A; et A sont-ils
indépendants ?

b) Supposons n=101, reprendre les questions du a) dans ce cas.
’ k

. . . . . . . - P a; .
3) On suppose maintenant que la décomposition en produits de facteurs premiers de n s’€crit n =Hn p; ',ou
i=

les a; sont des entiers supérieurs ou égaux @ 1. Pour 1 <7 <k, A; désigne I’événement « X est divisible

par p; ». Soit A Pévénement « X est premier avec n ».
a) Exprimer P(A) en'fonction de netde ;. -
b) Moutrer que P(A)=1/p;, et que les A; sont mutuellement indépendants..

. . - . ' al 1
- ¢y Exprimer A & lzide des 4, , en déduire que Card(Syy= nll{l ——).
. i=] P, B
.
Concours d’entrée F1A et F1B1 (licence et maitrise) : . ' Page 3 sur3
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Département de Mathématiques

- Cogcours 1999 d'entrée en Fy A
Mathéméthues (duree 4 heures)

Nota Ben 'jl,es candxdats sont: mformes que, pour l'evalu.ttlon des coples, il sera

tenu compte de,la m’ésentatlon, ams; que de la clarté et de la rxgu eur des solutions

proposées, ¢ ‘.

Baréme : _ Fxe¢ reices n°2, 4, Set 7 12 pmnts chacun
' L polntsipour el ur. des autres,
Exercice 1: . B
Enoncer les negatlons des assertions suiv antes:
Al - :
1°/ Dans toutes- 18&‘ soctetes toutes le§ p°1;§onr s respectcm les ensergnan ts.
2°/ Pour tout rectangle tous lec angl} 'z';"ont droxtq

B/

raisonnement,. 1
1°/(p=>q)v ,

2°/(p/\(q/\r)) :>(p:> ((1/\1‘))

N.B. p désigne la négation de p.

Exercice 2. ;

Soit zw\; uli chgle Ol [+O5C A AB== 5, AC=6, RC=7, A'lintersection de la bissectrice de

langle BAC et ds (BC) et G le baxycemre de ((A,7), (B 6), \( 5. o .

a) Montrer que AC = —6— »h B. |

b) Montrer que'A', A et G sont alignés. -
c) En dedmre Jue G est Ie centre du cer cle inscrit au triangle ABC

Excrvi% 3

On deric f(x) = (Z\/_+2k,\*1 J S yntxt 41
k=l

1) Déterminer I ensemblc de deﬁmtxon de f

2) Calculer [im f(v) ' ’

‘(——Hm

/
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Exercice 4 : :
On appelle lelseur strict d'un entier naturel tout diviseur de cet enher autre que I'entier lui- -

méme.
1°/ Deternuner les diviseurs stricts de 220.
2°/ On appelle nombres amiables deiix nombres entiers naturels tels que chacun d'eux -
soit égal &'la somme: des entlers naturels diviseurs stricts de T'autre. Vérifier que 220 et

280 sont armables

a) -Orfég ”‘blle*nombre parfa,lt4‘unxnpmbne' amiable avec lui_—méme. Le hqmbr_q 220 est-il

__'ner un entler p, g ’f'er ,{el que 1e nomere 2 p s0it’ parfalt
_,;;;zéneralempnr soient p Uin‘entier naturel premier et 1 un entier naturel
Ve e dmt étre 1(‘).]]16S510n de p en fonction de n peur que 2" pealt
: - v)

R e TR
o1 .!,_

4% Dohner la liste.cles nombresiparfaits*de cette forme tels que nic 10.

-

- - -

Exercnce 5

A est un pomt fixe. On deblgne par I tout cercle "*vu de A sous un anglc de ~3— " C est-a-dire tel

"
que si [AT] et [AT'] sont tangentes a F , le _t_(xanglg ATT “est equ.llatc,ral,

1/ B étant un poini donngé,. tro'iver 1e(heu dés.cenires des cercles r passant par B ainsi que le
lieu des points T et T‘ - :

1T

&tant Uik ’d oite donuee trouveriElieT Q¢ 's‘"i:emre's-'dcs cercles Priangentsitardroite dima o

Exercice 6 ' EE :
Trouver les nombres complexes z po‘ssédant la propriéié suivante

n_ .
1l exxste deux elements netp de N* tels que J z =1

lll +2)P =1
LExercice 7 : - L A
Soit p un entier faturel premier -
ke
3/ 5ik est un cutler ﬂahhv iiggae L TR, e od que podiviss O

2°/ En deduxre que : V (ab) € T\T’ (cdb‘ﬂ” = a’ + b” modulo p.
3°/ \/[ontrer que ¥ = n modulo p. A6 et
4°/ Stn est non div: sxble par p, en déduire que n*”' = 1 medulo p.
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