Avants - Propos :

Conformément au nouveau programme de mathématiques, Ce présent manuel est le résultat
d’un travail réalisé par un comité d’enseignants du secondaire qui répond au souci du
Ministére de I’Education Nationale pour la mise en ceuvre de ’approche par compétence
(A.P.C) dans les classes de TSE (Terminale Sciences Exactes) au Mali et ayant pour objectif
d’uniformiser le niveau des ¢léves venant des classes antérieures afin de leur offrir les mémes
chances dans la poursuite de leurs études universitaires. Il permet en outre d’harmoniser la
pédagogie des mathématiques et de mettre a la disposition des éléves I’acquisition d’une
formation solide.

Chacun des chapitres recouvrant I’ensemble du programme, est composé de 04 parties :

W Situation - Probléme :

Une activité ouverte permettant d’aborder en grande partie les connaissances nouvelles.

. o_ 7 ’7 .

B Activités préparatoires :
Les activités préparatoires, approches simples des nouvelles notions a partir des
connaissances acquises dans les classes antérieures.

Le cours:

Rien que ’essentiel dans un langage clair et simple avec des démonstrations. Chaque
définition ou théoréme est suivi d’un exemple simple, court, en situation, pouvant servir de
référence et d’aide a la démonstration.

B Exercices et problémes :

- Les exercices : Inédits et ordonnés suivant la progression du cours, ils contribuent a
I’acquisition et a I’assimilation du cours.

- Les problémes : Variés, ce sont des problémes de synthése ou des problémes ouverts
pour aller plus loin dans I’acquisition de vos connaissances sans aller au-dela du
programme en vigueur.

Nous souhaitons donc que 1’utilisation de ce livre ne se substitue pas au travail des
professeurs en classe, mais qu’il constitue un support efficace, utile aux éléves pour mieux
comprendre les mathématiques dans toute sa diversité. A cet effet, nous tenons a remercier
les éditions SAMASSA ct tous ceux qui voudront bien nous faire part de leurs remarques,
critiques, suggestions ou autres solutions plus €¢légantes que les ndtres, que nous publierons
dans une future édition.

Les auteurs
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Nombres Complexes

Dans les classes de 10 “™ et 11 ™
vous avez sans doute étudiez les
équations du second degré. Mais cette
notion s’étend bien au-dela.
Exemple . Jérome Cardant
(mathématicien Italien) donna
naissance a un nouvel ensemble au
XVI ™ siécle afin de trouver des
solutions pour des équations du
second degré a discriminant négatif.
Cet ensemble s’appelleras : Ensemble

des nombres complexes noté¢ C.

Jérome Cardan (1501 — 1576)

Mathématicien, astronome, médecin et

philosophe Italien.
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Objectifs

Ce théme vise a :

- Définir ’ensemble des nombres complexes et en dégager les régles de calcul ;

- Utiliser les caractérisations complexes pour interpréter des configurations élémentaires

du plan ;

- Utiliser les nombres complexes pour résoudre des problémes.

Savoirs et savoir-faire

1) ENSEMBLE DES NOMBRES COMPLEXES

SAVOIRS

SAVOIR-FAIRE

* Forme algébrique d’un nombre complexe.
* Partie réelle (Re), partie imaginaire (Im).

* Conjugué d’un nombre complexe, propriétés.

*Somme, produit, quotient de deux nombres
complexes.

* Formule du binome

* Egalité¢ de deux nombres complexes.

* Module et argument d’un nombre complexe.
* Module et argument du produit, de I’inverse,
du quotient et de la puissance entiére d’un
nombre complexe

* Forme trigonométrique.

*Affiche d’un point, d’un vecteur

* Point image et vecteur image d’un nombre
complexe.

« Forme exponentielle (z= re®).

» Déterminer la partie réelle, la partie
imaginaire d’un nombre complexe.

* Calculer la somme, le produit et le
quotient de deux nombres complexes
donnés sous forme algébrique.

» Développer (a + b)"

* Déterminer le conjugué d’un nombre
complexe

edéterminer le module et un argument
d’un nombre complexe non nul donnés
sous forme algébrique.

* Représenter graphiquement un
nombre complexe donné sous forme
algébrique.

* Calculer le produit et le quotient de
deux nombres complexes €crits sous
formes trigonométrique.

* Passer a la forme trigonométrique a la
forme algébrique et inversement.




2) NOMBRES COMPLEXES ET TRIGONOMETRIE

SAVOIR

SAVOIR-FAIRE

*Formule de Moivre, formule d’Euler

Utiliser les formules de Moivre et d’Euler
pour

* retrouver des formules trigonométriques ;
* Linéariser des puissances de cosx et sinx a
I’aide des nombres complexes

3) EQUATIONS DANS C

SAVOIR

SAVOIR-FAIRE

* Racines carrées d’un nombre complexe non
nul.

« Equation du second degré dans C
« Racine n'*™€d’un nombre complexe non
nul.

*Racine n'®™® de I’unité ; interprétation
graphique

* Déterminer les racines carrées d’un nombre
complexe €crit sous forme algébrique.
* Résoudre une équation du second degré

dans C ou une équation s’y ramenant.
 Déterminer sous forme trigonométrique les
racines n'*™¢ d’un nombre complexe et les
représenter graphiquement

4) NOMBRES COMPLEXES ET GEOMETRIE

SAVOIR

SAVOIR-FAIRE

ZA-7B == =
e ar ne mesur D BA)
a g(zc-zn) est une mesure de ( C,
*Caractérisations complexes :
- D’uncercle;
- D’une droite.

» Déterminer que des points sont
cocycliques.
* Démontrer que des points sont alignés.
Utiliser les caractérisations complexes
pour :
- Justifier une priorité géométrique ;
- Déterminer des lieux
géométriques




Rappels et compléments des propriétés dans R

1) Ensemble des entiers naturels

L’ensemble des entiers naturels est noté : N tel que : N={0,1,2,3,4 ... ... + oo}
NB :
L’ensemble des entiers naturels privé de zéro est noté N* tel que : N* = {1,2,3,4...+00}

2) L’ensemble des entiers relatifs

L’ensemble des entiers relatifs est noté : Ztelque:Z = { —»....—2; 0,1,2,3,4, ...+ o}.

NB:

L’ensemble des entiers relatifs positifs est noté : Z% tel que Zt= {0 ;+1; ..+ }
L’ensemble des entiers relatifs négatifs est noté: Z~ tel que Z™ = {—oo w—2;-1..0 }
L’ensemble des entiers relatifs privés de zéro est noté : Z" tel que :

L'={-00..—2; =1..41; +2;..+ o}

L’ensemble des entiers relatifs positifs et privés de zéro est noté :Z  tel que :

Ly ={+1; +2; ..+ o}

L’ensemble des entiers relatifs négatifs et privés de zéro est noté :Z - tel que :

Z- ={-c..—2; -1}

3) L’ensemble des nombres rationnels

L’ensemble des nombres rationnels est I’ensemble des nombres qui peuvent s’écrire comme
quotient de deux entiers relatifs.

P *
L’ensemble des nombres rationnels est noté Q tel que: Q = {5 avecP €Z;q € L }

4) L’ensemble des nombres réels

Certains nombre comme : V2 ; Py et m ne peuvent pas s’écrire comme quotient de deux

entiers relatifs. Ce sont des nombres irrationnels et I’ensemble des nombres irrationnels et
rationnels forment I’ensemble des nombres réels.

L’ensemble des entiers relatifs est noté : R tel que :
R ={-0; —V2; _73; -2;0;1; 2; V2; %,...+oo}.

NB:NcZcQcR




Evaluation diagnostique

ACTIVITES

Activité 1:

Résous dans N puis dans Z 1’équation : x + 7 = 6. Conclure.
Activité 2:

Résous dans Z puis dans QQ I'équation : 3x = 1. Conclure.
Activité 3:

Résous dans QQ puis dans R I'équation : x> = 2=0. Conclure.
Activité 4:

Résoudre dans R I'équation : x> + 1 = 0. Conclure.

Remarque : quand une équation n’a pas de solutions, une démarche naturelle
(et historique) consiste a en chercher dans un ensemble plus grand. Au stade de nos

connaissances actuelles, I’ensemble numérique le plus grand que I’on a rencontré est R.

Ainsi un nouvel ensemble pris naissance au XVI™ siécle par JEROME CARDAN
(Mathématicien Italien) afin de trouver des solutions pour I’équation : x>+ 1 =0 ou des
équations du second degré a discriminant négatif. Cet ensemble s'appellera :

Ensemble des nombres complexes ou ensemble des corps complexes et sera noté C.

Le principal élément de C sera noté i (i comme imaginaire).

Le nombre i est tel que i* = - 1. L’équation ci-dessus posséde alors deux solutions : x> +1=0
équivaut a x> - i *= 0 soit (x - i)(x + i)=0doncx=ioux=- i




I) Définition ; vocabulaire et interprétation graphique

1) Définition :

On appelle nombre complexe, tout couple ordonné de deux nombres réels a et b tel
que Z = a + ib ou i est un imaginaire tel que i’ = — 1.

2) Notation et vocabulaire : Soit Z un nombre complexe tel que Z = a + ib .

I'écriture Z = @ + b est appelée forme algébrique de Z.
le nombre réel @ est appelé partie réelle de Z et est noté Re(Z)

le nombre réel b est appelé partie imaginaire de Z et est noté Im(Z)
NB:

-Sib=0;alors Z = a (Z est un nombre a la fois réel et complexe) car Rc C
-Sia=0; alors Z =ib (Z est un imaginaire pur).

3) Interprétation graphique :

A tout point M(g) du plan P, on peut associer un nombre complexe Z=a + ib.
- M est le point image et Z 1’affixe du point M.

- OM est le vecteur image du nombre complexe Z=a + ib I’affixe du vecteur OM.

Ainsi on a la représentation graphique du M comme suit :

A

b"""?M(h) /—>Axedesréels

/ » Axe des imaginaires purs

»
»

(Figure 1)
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Exemple

Dans chacun des nombres complexes suivants donner la partie réelle et la partie imaginaire.

-1 V2 i
a) Z=-2 —3i;b)z=+“/_;c)z=—ﬁ d)Z=i:e)Z=0:HZ=2+—

V2
Solution

a)Z=—-2 —3i=>Re(Z)=—2 etIm(Z)=-3

V2

-1+ iV2 V2
=————=>Z=——+iZ =>Re(Z) = etIm(Z)==

b) z 5
©)Z=—+3=>Re(Z)=—+3 etlm(Z)=0

d)Z=i =>Re(Z)=0ctIm(Z)=1

e) Z=0=>Re(Z)=0etlm(Z)=0

i 1
f) 7= 2+L=>Re(2)=2et1m(2):—2

NG

<‘

11



II) Operations dans C:

Soient Z et Z' deux nombres complexes tels que : Z=a +ibet Z' = a’ +ib’.

1) Egalité :

Deux nombres complexe Z et Z' sont égaux si et seulement si Z = Z' <=>
atib=a+ib'<=>a =ad et b =D

2) Somme:

La somme des deux complexes Z et Z' esttel que: Z + Z'=(a + a')+i(b + b").
3) Produit :

Le Produit des deux complexes Z et Z' est tel que :

Zx 7' =(aa' — bb"y+i(ab' + a'b) (avee i* =—1).
4) Quotient :

Le quotient de deux complexes Z et Z'est tel que :

aa’+ bbr o a'b— abr
[
(a/)z + (b/)z (a/)z + (b/)z

z
z'

1 1 1 a-—ib
B : — est 1é inver mplexe Z tel o= =
N.B:Le nombreZ est appelé inverse du complexe Z tel que 7 atib aZib?

Exemple

Ecrivez les nombres complexes suivants sous forme algébrique :

a)Z=(2-5) (3 + 1) oz = B+200+D oz At
-1 4-3i
b)Z= (4 + i) (1 + 2i0) d)Z_4+3i bz =44
Solution

a)Z=(2-5))(3+i)=>Z=11- 13i

b)Z=@A+i)(1+2))=>Z=2 + 9

12


Mamoutou
Sticky Note
Pour rendre un quotient sous forme algebrique, on multiplie le numérateur et le denominateur par l'expression conjugué du dénominateur.
Il s'agit de rendre reel le denominateur, au cas où il y a la présence de i au dénominateur.

Mamoutou
Sticky Note
Deux nombres complexes sont egaux s'ils ont memes parties reelles et memes parties imaginaires.


_ @G+20)A+i) _ _ (3+2i)(+i)? _ (3+2i)(1+2i-1) _ (3+2i)(2i)
€z i Ty 2 2
.2 . —4+6i
—>z=E0 S T o o3
2 2
S B (4-3i) _ (4-3i) _ 4 3i
d 7= 4431 O (4)2+ (3)2 25 25 25
4 4 3j (4+3i)(4+3i) 16+24i—-9 16+24i-9 74241 7
e)Z: - = = = = — [
4 — 3j (4)%2+(-3)2 25 25 25 25
.- 1-+/3i oy 12 B4 NG _ (1-V6)-i(v2+3)
1+i2 W2+ (v2)° 3

sz U2V (7)

13

. 24
25




III) Conjugué d'un nombre complexe :

1) Définition :

Soit Z =a + ib I’expression algébrique d’un nombre complexe. On appelle conjugué de Z, le
nombre complexe noté Z tel que Z = a - ib.

NB : les images des deux nombres complexes Z et Z sont symétriques par rapport a 1’axe
des réels.

A
» Axe des imaginaires purs
--------- M(Z
b 1 ( ) Axe des réels
|
1
A 1
1
|- I |-
o 1
1
1
1
1
1 —
M)
Exemple

Donner le conjugué des nombres complexes suivants :
a)Z=1-1i; b)Z=i+x/§; ©)Z= 1. d)z=3
Solution
a)Z=1-i=>Z =1+1i; b)Z=i+3=>Z = —i +43

OZ=i.=>2 =—i; d)Z=3=>7=3

14


Mamoutou
Sticky Note
L'expression conjugué d'un nombre complexe s'obtient en changeant le signe de la partie imaginaire de ce nombre complexe.


2) Propriétés :
Soient Z et Z' deux complexes :

P,:Z= 7 <& Zestunréel

P, : Z = —Z<>Z est un imaginaire pur
Py:Z+7 =7+ 7
P:ZxZ' =7x%x 7

Z Z
Ps: ?) == (avec Z' #0)

a\ a
Ps: (—)Z:(avecZ’ #0 eta € R)
Z Z

P, n = (Z_)n
Z+ Z Z-2Z
Ps:Re(Z2) = etlm (2) = Y
Py : Z X Z est un réel positif
Exemple
) 2+ Z _
Soit A un nombre complexe tel que = - (avec Z # 1)

1) Ecrire A sou forme algébrique

2) Déterminer I'ensemble des points M du plan complexe tel que :
a) A soit un réel

b) A soit un imaginaire pur.

Solution
1) Forme algébrique de A
Posons Z=x + iy =>Z_=x—iy
Ona'Z=2+(x_iy) _rx)+i(-y) _ 2+x)+i(-y) JI(1- x)—i(y) ]
' 1-(x-iy) (1-x)+i(y) (1- x)%+ (y)?

_ (2+x)(1- x)-i(2+x)(y) +i(=y)(1- x)-y?
(1-x)2 + (¥)?2

(—x2—y?2—x+2)+ i(-3y) _ (-x%2=y%2—x+2) ) (-3y)
(1-x)% + (¥)? (1-x)%2 + (¥)?2 (1-x)2 + (¥)?2

15



2) Déterminons l'ensemble des points M du plan tel que :

a) A soit un réel
Zest un réel si sa partie imaginaire est nulle c'est-a-dire Im(Z)Z 0
(=3y)

< >(1—x)2+(y)2 0 3y=0=>y=0

Alors I’ensemble des points M cherchés est la droite d’équation y = 0 ou encore 1’axe des
abscisses.

b) A soit un imaginaire pur.
A est un imaginaire pur si sa partie réelle est nulle c'est-a-dire Re(A) =0
(—x2—y2—x+2) _

<=> =0<=>—-x2—-y2—x+2=0
(1— 02 + (y)° Y

1\2 9
<=>x?+ y*+4 x—2=0<=>(x+ E) +(y — 0)2:Z

Alors I’ensemble des points M cherchés est le cercle de centre (% ;0 ) et de rayon 1 = %

a%+ b%-4c

&:x2+y2+ ax+by+c =0 <=>(x+g)2+(y+§)2= .

16



IV) Module et argument d'un nombre complexe :

1) Module :

Dans le plan rapporté a un repére (0 ; T ; J); plagons le point M de Z dont 1'affixe est
A

a
Z=a + ib=>M LbJ

» Axe des imaginaires purs

br-------5 M(})

Axe des réels

v

o
~ Y
o

lci: |[oM| =d(0M) = VaZ + b2

a- Définition :
Soit Z=a + ib un nombre complexe. On appelle module de Z, le nombre réel positif ou nul
noté : |Z| tel que |Z| =Va? + b2
Si M est le point image de Z alors |Z| =d(0 ; M) =Va? + b?
Exemple
Déterminer le module des nombres complexes suivants :

a) Z=—i:b)Z=43; c)Z=l%;d)Z=1—i\/§; &) Z=1+ i

Solution

a)Z=—i =>|Z]=(0)2+ (-1)2=V/0+1=v1 =1

b)Z=+3 =>|Z| = \/(ﬁ)2+ (0)2=4/3+0=+v3

1-i 1\2 | [(-1)? VZ _ V2
ozl @ @) i oo
d)Z==1-i3 =>|7| = \/(1)2+ (—V3) =vI+3=+2
Z=1+1i=>Z]=J(D2+ (1)2=VI+1=+2

2

b- Propriétés :

17



P, : |Z] est toujours positif o Pyi|Z|=1Z] ; P3:|Z|=0&Z=0

Py:|1ZxZ'|=|Z|x|Z'] s Ps:|Z +Z'| < |Z| + |Z'| (Inégalité triangulaire)
Ps: |£ —ﬂ(avecZ’im ; P'E—i(avechtOetaE]R)'
vzl oz C Tzl gz ’
Ps: |Z™| = |Z|™ (avecn € N¥)
Exemple

Détermine le module des nombres complexes suivants
3
. . VA
Zi=1-iW3; Zo=2 + 2i ; Zy=-1- i3 ; z4=z—1; Zs=(Z)* x Zs ; z6=(%j

2 1

Solution

Zi=1-i~3 =>|7,|= J(1)2+ (—\@)sz:ﬁ =2

Z,=2 + 2i=>|Z,|= J(2)2 + (2)?=V4+4=+8 =22

Zy=-1-iy3 =>|Z3]| = J(—1)2+ (—ﬁ)zzmzﬂ =2

Z] _ |le _ 2 \/E

Z,l = | =t =
|Z,] 2

|Z,] 2v2 2

Zs=(Zo)' x Zy =>|Zs| = |(Z2)? * Z3| = |(Z2)*| ¥ 1231 = |Z,|* % |Z5 |

=>|Zgl= (2v2)" x (2)

=>|Zs| =4x2x2= 16

(2_3)2|_|(Zs)2| I 1 G OO

Z = =
2= @) [ Ti@rl ~ mr T @2

18



2) Argument :
a- Définition :

En observant la figure 1 ci-dessus représentant un triangle rectangle d’angle 6, on a :

Cosf = ——
,/az + b2
Sinf = b

1/a2+ %

Soit Z est un nombre complexe de module |Z| ( avec |Z| # 0). On appelle argument de Z,
le nombre réel noté 0 ou arg (Z) tel que :

(Cosf = —2— _a
,a2+ B2 o CosO = Z]
. b b
| Sin = —— Sinf = —
Ja? + p? " 12l

N.B:

Le cercle de référence trigonométrique et le tableau des angles trigonométriques sont
nécessaires a connaitre pour le calcul des arguments :

19


Mamoutou
Sticky Note
La determination de l'argument d'un nombre complexe, est bassee essentiellement sur le signe de la valeur du cosinus et sinus. Selon les quadrans du cercle trigonometrique ci-dessous on a : 


Cercle triconométrique et le Tableau des angles remarquables trisonométriques

4 Sina
Degrés | Radians Sinus Cosinus
30° T 1 V3
Cosa 6 Py —
> 2 2
0
45° ™ Z |
4 — —_—
m+ o —q 2 2
60° r V3 1
90° n 1 0
2
180° T 0 -1
360° 2m 0 1
Exemple
Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants
Zi=—1-i3 Zzz-%+i§ L Zs=14i ; Zy=1- i3

Solution

Zi=—1- 13 =>|z1= (-2 + (—V3)’ =VIF3=Vi =2

-1
CosO = - .
arg(Z; ) est tel que : _3 =>0=n+-=>0=—

Sin® = —
2

20




eyoi = G (- e

-1

CosO = —= Cos® = =
L 2 T 21T
arg(Z, ) est tel que : <=> O=ng-Z=>9=
V3 . V3 3 3

| sino = = Sin® = >

Zi=1+i =>Zs|=J(D2+ 1)2=VI+1=+2

CosO = - Cos6 = E

V2 2 -

arg(Zs ) est tel que: 1<=> :>9:Z
Sin® = sinp =

Zi=1- i3 =>|7|= J(1)2+ (—V3) =VI+3=va =2
Cos® = =
2

arg(Z4 ) est tel que : =>Q-= _g
sing = =2

b- _Propriétés :
Soient Z et Z’ deux nombres complexes d’arguments respectifs arg(Z) et arg (Z')
Z
Py :arg (Z x Z')=arg(Z) + arg(Z") ; Py arg(?): arg(Z) — arg(Z")

a
P;.arg(Z™) =narg(Z) (avecn € N*) ; Py: arg(E): —arg(Z) (avec Z + 0)
Ps.arg(Z) = — arg(Z)

Exemple

Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants :

yA
Zi=1—iV3 ; Z,=2 + 2i ; Zz3=—1— i3 ;Z4=Z—1;25=(ZZ)ZXZ3 7=

2
Solution

Zi=1- 13 =>1z,]= [+ (—V3) =VTF3 =13 =2

(

Z3

Z

)
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1
CosO = -

2 T -7

arg(Z; ) est tel que : _/3 =>6=-§=>6=T
Sin@ = —

2

Zy =2 + 2i=>|Z,| = J(2)2 + (2)2=V4+4=+8 =22

2
CosO = NG . CosO =
2

SinB = WE Sin® =

arg(Z, ) est tel que : =>0 =§

SN

Zy=-1-iJ3 =>|Z5] = J(_1)2+ (—V3) =VI+3=VZ =2

Cos® = =%
- 4
arg(Zs ) est tel que : _f/g —>Q-m+o=>0=—
SinezT 3 3
Z |Z4] 2 2
5 |zl 2v2 2
Et

s -7

z
arg(Z,) = arg(i) =arg(Z, ) -arg(Z, ) = —g Ebiakre

2
Zs= (o) x Z=>IZs| =1(Z3)* » Z3| = (Z2)?| x |1Z3 | = |Z,|* x |1Z5| = (2v2) x (2)

=>|Zg| =4x2x2= 16
Et

arg(Zs) = argl(Z,)? » Zs] = arg(Z)? +arg(Zs ) = 2arg(Z, ) + arg(Z3 ) = 2(5) +(%2)

=>arg(Zs)= 3+5 = ="
27| = (Z_s)z @ _ mlk @7 _
o Z 1Z)? 1zl (2)?

arg[(i—j)z] = 2arg(§—j) =2larg(Z3) — arg(Z,)] = 2(4?” + g) = 2(5?”) = 12—”
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V) Forme trigonométrique d'un nombre complexe :

1) Définition :

Soit Z = a + ib un nombre complexe de module 1 et d’argument £ . On appelle forme
trigonométrique de Z toute écriture de la forme Z =r (cos 6 +i sind) avec r =va? + b? et

a

Cosf =
,/az + b?
0€ [-m; n| b
Sinf =

1/a2+ b?

2) Propriétés :
Soient Z et Z' deux complexe tels que Z =1 (cos@ + isin@) et Z' =1 (cos @' + isin ")

P :ZxZ' =1 Xx71'[cos(0+0") + isin(6+ 0")]

P, Zi - L [Cos(0 — 8") + isin(6 —0")]

! ,rl
P;: Z"=r"[Cos(nf) + isin(nb)]

NB:sir=1ona:Zz"=[Cos(nf) + isin(nb)] (formule de Moivre)

Exemple

Ecrivez sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants :

Z, ) z.Y
—; Zs=(L)) %Lz ;Z¢= | ==
Z, s=(22)*2Z3 ; Zs (ZJ

1

Zi=1-i3 ;2,=2+2i ; Zy=—1 — i3 ; Z4=

Solution

Z,=1-i3 =>|7,| = J(1)2+ (—\/§)2=\/m=\/1 =2

1
CosO = 3 . .
arg(Z; ) est tel que : _V3 =>6=—§=>6=T

SinB =
2

Alors Z; = Z[COS (_T") + iSin (_?”)]

23



Zy=2 + 2i=>|Z,]= /(22 + (2)2=VEd+4=8 =22

CosO = % CosO =
arg(Z, ) est tel que : =>

. 2
SinB = E Sin® =

Alors Z, =2vZ|Cos (5) + isin (3)|

NS

NMENIN

Zy=-1-iJ3 =>|Z5] = J(_1)2+ (—V3) =VI+3=VZ =2

Cos® = =
arg(Zs ) est tel que : { _ _\2/5 =>9=n+§=>9:4?n
Sin® = —
Alors Zy=2|Cos (=) +iSin ()]
Z Z 2 2
Z0= |3 = s
Et

arg(Zy) = arg(2) =arg(Zy ) — arg(Z, ) =5 — 5=
Alors Zy = ‘/2—7 [Cos (i—’;) + iSin (i—:)]

2
Zs=(2o)’ xZs=>Zs| =1(Z2)* » Zs| = |(Z2)% % |Z3| = |1Z,|* x|Z35 | = (2v2)" x (2)

=>|Zs| =4x2x2= 16 et

4T

arg(Zs)= argl(Z,)? « Zs] = arg(2,)? +arg(z;) = 2arg(z, ) + arg(Zs ) = 2(5) +(%)

/A 4T
TR )T Ty T

Alors Zs= 16[608 (HTH) + iSin (—)]
@] _ 1ml @

7 2
Z(Z_j) Izl 2l @2
arg[(é—i) ] =2arg(§—i) =2[arg(Z3) — arg(Z1)] 22(4?” — 2?11) 22(2?”)24?71

|Ze| =

Alors Zs=|Cos (%) + isin ()|
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VI) Forme polaire d’un nombre complexe

1) Définition :

Soit Z un nombre complexe de module r et d’argument#. On appelle forme polaire de Z
toute écriture de Z de la forme Z= [r ;6 |

2) Propriétés :
Soient Z et Z' deux complexetelsque Z=[1; 6 ] etZ'=[1"; 0]

P :ZeZ =[r°1' ;0+0']

Exemple

Donner la forme polaire des nombres complexes suivants :

Z3

1 i
Zi=—1-i;Zy=-—t—:Zs=1— i3 ;Z1xZy; =2 ; 7}
22 Z,
Solution
Zi=—1-i=>|Z|= J(=1)2 + (-1)2=VI+1=+2
-1 _\/E
Cosb = — Cos® = — 5
arg( Z, ) est tel que : _\/?<=> 2 Q=n+i=>0=2"
Sin® = — sine = V2 4 4
V2 2
- . 5T
Alorle—[\/E, 4]
I -1\? N2 1,1 2 V2
Zz—'5+5—>|zz|—\/(7) +(3) “itiT{iT
-1
Cos® = 2 -
> COS@—T T 31T
arg( Z, ) est tel que : P <=> O=n-—=>0=—
o 2 Sing = 2 4 *
Sin® = 1 2
2




Alors 7, =[g ; 3%]

Zy=1 — i3=>|Z;| = J(1)2+ (—V3) =VI+3=VZ =2

1

CosO =

arg(Zs ) est tel que : Sinez_Tf/g =>6=—§=>@=—§
AlorsZ;=[2; — 3

Z1XZ2=[\/E °\/2—E; ¥+ :%n =[1; 2m]

2elg - b

S
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VII) Forme exponentielle d'un nombre complexe :

1) Définition :

Soit Z un nombre complexe de module I et d’argument ©. On appelle forme exponentielle

d'un nombre complexe Z, toute écriture de Z se ramenant sous la forme Z = reon
sonconjuguéestZ=re 0

2) Propriétés :
Soient Z et Z’ deux nombres complexes de formes exponentielles respectives :
i ie’

Z=re'w et Z2=1r’e

P,: 77’ =rer’ei®+6)

Z _ T _i(e-0
Pz.;—ﬁe( )

P;: 27 =r'el(9= 0= y2ei(0) = 2ol =2 ¢ 1 = * (Avece’=1)
P4'Zn — rneine

P5 : Formule d'Euler

ei€+éi6
cosf =—— - .
2 e +8" =2cosné
sng- & €7 |e"—&" =2isinng
2i
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Exemple 1

Compléter le tableau suivant

Formes
algébriques de Z -5(1 + i/3)

Formes

trigonométriques de Z

2 (Cos (%) +isin(- g))

Formes o(2m
3
exponentielles de Z 4e ( )

Exemple 2

Soient les nombres complexes :

—i Z
21=M;22=1—i;23:—1
2 zZ,

1) Ecrire Z;,Z, et Z; sous forme trigonométrique.

2) Ecrire Zj sous forme algébrique.

A

r . TL' .
3) Déduire les valeurs exactes de cos et sin —

4) Calculez (Z5)*.

Solution1
Formes
algébriques de Z 51+ iV3) 2(-1 + ivV3) VZ2(1- i)
Formes

10[Cos () + isin ()] | 4[cos () + isin (£)]
trigonométriques de Z

Formes 4ei(%ﬂ)

1 i4m
exponentielles de Z 1065
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Solution 2

Soient les nombres complexes : Z; = M

z
5 Zr=1—-1 ) Zs= =L
2 Z,
1) Ecrire Z;,Z, et Z; sous forme trigonométrique.
_\/g—i\/i_ _\/\/EZ Va2 e 2 s B 27 _
2= 0005 == () + (-3) = irim e T V2
Ve
( cose = - Cos® = 22 Cos® = Y228
arg(Z; ) est tel que : 5 <= =>
Z Sing = —2 Sin® = —2
Sin® = —% 2V2 22
CosO = £
<=> _21
Sin@ = —
2
6
-7 e gve -7
Alors Z; =2 [Cos (?) + iSin (T)]
Zo=1- i=>|Z,|= J()2+ (-1)% =2
CosO = V2 T
arg(Z, ) est tel que : —f/i =>0 = "
Sin@ = —
2
bl [ Ay -1
Alors Z,=+/2 [Cos (T) +iSin (T)]

2

: [Cos (‘?" + g) + iSin (‘Tj’ + %)] = Cos (1”—2) +iSin (1—”2)

Alors Zy=Cos (73) + isin (3]

sl

s _
ZZ

2) Ecrire Zs sous forme algébrique.

V6 -iv2

Z, 2 Ve-ivz _ (Ve—iv2)(2+2i) _ 2(Ve+v2)+2i(Ve-2)
Ly=_——=>13= — = — = =
Z, 1-1i 2(1-1) (2)2+ (-2)2

8
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(V6+V3) | . (V6-2) (V6+V2) . (V6-+2)
" = i

4

=>/73= Alors Z

. T . s
3) En déduisons les valeurs exactes de COS Eet S

Par identification des formes trigonométrique et algébrique, on a :

LAY (V6+v2)
s () + st ()] L520 esmm_[Cos () = 5
Sin (E) =

4) Calculons (23)24.

En utilisant la formule de Moivre (Z" =cos (n@) +isin (nf)); ona:
(Z)* = Cos (33) + isin (2F) = Cos(2m) + iSin(2m)

Alors (Z3)** =Cos(2m) + iSin(2m)
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VIII) Formules de Moivre et formules d’Euler:

1) Définition :

Soit Z un nombre complexe de module 1 et d’argument£. On appelle formule de Moivre
toute écriture de Z se ramenant sous la forme Z" = cos (n0) + i sin (nf) avec (n € N*)

2) Triangle de Pascal :

Le triangle de Pascal est une méthode trés pratique utilisée pour le développement des
identités :

(a+ b)* et (a— b)".Elle se présente comme suit :

N o—

1
1
1
1

[V I SRS I (O]
—_ O\ W —
—_

31



3) Application de la formule de Moivre :

9_Z+Z
Z =cos@ +isiné cost =
_ ) & _
Z =cosf@—1sinf . Z -7
sinf = —
21
ne = "tz
Z"=cosn6?+isinn9:> costiz =
Z" =cosnf—isinnd . z"-Z"
smn9=T

7 Z"xZ" =1

Z =cos@ +isind ZxZ =1
Z =cos—isinné@

4) Linéarisation : de Cos"O et Sin"O

Pour Linéariser Cos"Oet Sin"O (n€ N) ; on peut utiliser le procédé suivant, mettant en jeu
les formules (d'Euler ou de Moivre) et du (bindme de Newton ou du triangle de Pascal).
Méthode :

) )" o z-7)" .
- Développer et réduire : Cos"® = % ousin"d = ( (2_)n) (Moivre)
|
i0 |, xif\n ] i0 _éia n
Ou encore cos"O = % ousin"f = % (Euler)
|

- Regrouper deux a deux les termes d'exposants opposés et exprimer chacun deux en
fonction des termes de la forme Coskx et Sinkx.

Exemple
En utilisant les formules de Moivre et d'Euler, linéariser les expressions suivantes :
. X .
A(x)=cos’x ; B(x)=sin’x ; C(x)= C0555 : D(x) = cos xesin’x
Solution

e Utilisation des formules de Moivre

A(x) = cos’x

7\ 3 7)3 3 27 72, 73
Z+Z Z+Z Z3+37%2Z +327%+ Z
Posons@=x=>A(x)=cos39=(6056)3 = (—) _( > _

2 (2)3 8
S A(Z) (Z3+ Z3) + (32z2Z+32Z% (Z3+Z3+ (32%2Z +32Z%)  (Z34Z3+3zZ(Z+2)
= x = = =
8 8 8
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Or Z"™+ Z™=2Cos(nO©)=>Z3+ Z3=2Cos(30) et Z+Z =2CosO
De méme Z"Z"=1=> ZZ =1

2Cos(36)+ 3(2Cos(0)) _ 2C0s36+6CosO
8 8

2 (Cos30 + 3 Cos6)
=> X )= oS + oS oro=x
A(x)=(Cos30 + 3 CosB) or0

=>A(x) =i (Cos3x + 3 Cosx)

B(x) = Sin’x

Z- 2)3 _ (z-2)* _ z3-372Z+32Z2- 73

_ _ — . 3 — ’ 3 =
Posons 6 = x =>B(x ) = Sin’0 = (SinH) ( 20 (2i)3 —8i

(Z23-Z3+ (-32%Z +32Z%) _ (z3-2Z3)- 32Z(z-2)
-8i -8i

:>B(x):

Or Z"— Z"=2iSin(n0)=>Z3 — Z3=2iSin(30) et Z—Z =2iSinO

Deméme Z"Z"=1=> 77 =1

2iSin(30)+ 3(2iSin(06)) _ 2iSin36+6iSin®

= > —
B(x) —-8i —-8i

= _2—;1 (Sin30 + 3Sind)

—>B(x)=—-(Sin30 + 3Sin0®) or0=x
4

=>B(x)=— i (Sin3x + 3Sinx)

Cx)= Cossg

(ZLZ_)S _ (z+2)°

Posons 0 =§= >C(x)=cos’0=(Cosh)5 = . OE

Z5+52%Z +10237Z%+ 102223+ 52Z%+ Z5

C(x)= 22
(z5+7Z5%)+ (52*Z +522%) +(102322 +102223)
32
(z5+7Z5)+52Z(z3+ Z3) +1022Z%(Z + Z)

32

Or Z™+ Z™=2Cos(nb)=>Z5+ Z5=2Cos(50) ;Z>+ Z3=2Cos(30) et
Z+Z =2Cosb

Deméme Z"Z"=1=> 7Z7=1etZ%7% =1
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2Cos(5@)+ 5(2Cos(3@)) + 10( 2 CosB)
32

—>C(x) = = (Cos50 + 5 Cos36 + 10Cos6)
=>C(x)=--(Cos50 + 5 Cos36 + 10C0s6) or ==

=>C(x)=i(6055—"+ 5CosZ + 106055)
16 2 2 2

D(x) = cos’xesin’x

3 ;o 53
Posons 6 = x = >D(x) = cos’0+sin’0 = (CosO)3(SinB)3 = (g) (Zzl,z)
B (2423 (z-2)® _ (z+2)3(z-2)?
=>Dx)= (2)3 8 i3 — 64i

(z3+32%2Z +32Z%+ Z3)(23-32°%Z +322%- Z3)

— 641
Aprés development, on a :

(z6-27%) + (- 32z%Z%2 +32%2Z%) _ (z5-7%) -32%22%(z*-Z?)
- 64i —64i

D(x) =
Or Z"™— Z™=2iSin(n0)=>Z%— Z°®=2iSin( 60) etZ2? — Z?=2iSin(20)
De méme Z"Z"=1=>727%=1

2iSin( 60)— 3(2iSin(20)) _
- 64i

=>D(x) = _26i4i (Sin6® — 3Sin26) =--(Sin6® — 3Sin26)

Or 0=x =>D(x)= 3i2 (Sin6x — 3Sin2x)
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e Utilisation des formules d’Euler

A(x) = cos’x

0i€ 4 e—i6)3 _(e+ e~10)?

=5 = = 30 = 3 _
Posons 6 =x => A(x ) =cos 0= (CosH) ( . BE

63i6+ 3eziee—ie+ 3ei66—2i6+ e—3i6

=>A(x)= -

=>A(x)= 8 - 8

Or em® 4 70 _)Co5(nh)=>e30 + ¢7310=2C0s(30)

Et e® + e70=2Cos0
De méme emC o ¢ IMO_ | =500 ¢ p~10_

2Cos(30)+ 3(2Cos(0)) _ 2C0s38+6Cos6
8 8

=>A(X)=

= (Cos30 + 3 Cos)
=> A(x )= (Cos36 + 3 Cos6) or O=x
=>A(x) :i (Cos3x + 3 Cosx)

Faites-en de méme avec les autres cas.
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IX) Equations dans C

1) Equation du premier degré :

a) Définition :
On appelle équation du premier degré dans C; toute équation de la forme aZ +b = 0.
Avec(a#0eta€e(C)

b) Résolution :

L'ensemble solution de I'équation aZ +b =0 est S = {_—b}
a

Exemple
Résoudre dans C l'équation: (1 + 2i)Z- (i-1) = iZ- 3.
Solution
(1+2i)Z-(i-1) = iZ-3
—>(1 +2i)Z —iZ = (i-1)-3
—SZ(1+ i) = —4 + i

-4+
1+

:(—4+i)(1—i)

(1)%+ (1)?
-3 +5i
=>7=
2
=>Z=i+—l
2
=>S={i+ —l}
2
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2) Racines carrées d'un nombre complexe :

a) Définition :

On appelle racines carrées de Z, tout nombre complexe % tel que Z=#% 2,

Exemple : Si Z =9i*=>7,=-3i ou z =3i.

b) Résolution du cas général :

SiZ=a + ib etg=x +iy. Ondit que % est une racine carree de Z si et seulement si

2 : : ; ; X2_y2:a
Z=1 (x+iy)> =a+ib X* —y? +2ixy=a+ib v —b
=S =N & 42Xy =
|Z|=‘Zz‘ x> +y?=+/a’+b’ X*+y? =+a’+b’

x> +y? =+a’+b

Exemple

Trouver les racines carréesde : Z,=5-12i; Z,=45+28i ; Z3=3 —4i

Solution
Z1=5—12i
x*—y*=5 x*— y* = (1)
2xy = —12 <=>{xy= —6 (2)
x?+ y2=./(5)2+ (- 12)2 x2+ y2=13 (3)
Effectuons : (1) +(3)
Ona:2x? = 18=>x?=9 =>x= -3 ou x=3

-6
(2):xy= -6 =>y= —

e Six= -3 =>y=:—:=2 etd ;= x+iy =>6,=-3+2i
e Six'=3 =>y’=_—36=—2 et S,=x'+iy' =>6,=3— 2i

Alors les racines carrées de Z; sont §; =—3 + 2i et 6,=3 — 2i
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7,=45 + 28i

x% — y%2 =45 x%? — y2 =45 (1)
2xy = 28 <=>{ xy= 14 (2)
x? + y? = /(45)2 + (28)? x* 4y =53 (3)

Effectuons : (1) +(3)

Ona:2x%2 =98=>x%2=49 =>x= -7 ou x=7

(2):xy=14 =>y= =

e Six= —7 =>y=_—7=—2 et Si=x+iy =>6,=-7-2i
e Six'=7 =>y’=1—:=2 et S=x'+iy' =>6,=7+ 2i

Alors les racines carrées de Z,; sont §;=—7 — 2i et 6,=7 + 2i

Z3=3—4i
x*—y* =3 X — y? = (1)
2xy = —4 <=>{xy= -2 (2)
x2+ y?2 =(3)2+ (—4)? x*4+ y*=5 (3)

Effectuons: (1) +(3)

Ona:2x? = 8=>x?=4 =>x= -2 ou x=2

(2):xy= -2 =>y=—
e Six=-2 =>y=—=1 et 6 =x+iy =>6=-2+I
e Six'=2 =>y'=—=-1 et S=x'+iy' =>6,=2—-1i

Alors les racines carrées de Z; sont6;=—2+1i et 6,=2—1
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Autre méthode pratique

Soit Z = a + ib, I’écriture algébrique d’un nombre complexe.

S

b
Si 7 est un entier relatif tel que - = b;x b, avec ( b% — b% =a)

N

Alors les racines carrées de Z sont : 6= by + ib, et &,=— by — ib,

Exemple

Déterminer les racines carrées de Z=5 — 12i

Ici:a=5 et b=-12

S="F=-6= -3 x 2
2 2
(=3)* (2)?
I I
9 — 4= 5=a

Alors: by=—3 et b,=2

Douéd;=—3+2i et 6,=—(-3+2i)=3-2i

En observant la solution obtenue a la page 26, on remarque que les résultats sont
identiques.
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Contre exemple :

Déterminer les racines carrées de Z =20 — 16i

Ici:a=20 et b=-16

L2 __8=-4 x 2
2 2
(-4)* (2)?
| |
16 — 4= 12 #a

Alors cette méthode est a rejeté.
Faites-en de méme avec les complexes 7, et Z;.

3) Equation du second degré :

a) Définition:
On appelle équation du second degré dans C, toute équation de la forme :
aZ*+bZ+c=0(@#0)

b) Résolution :

La résolution de telles équations nécessite d'abords le calcul du discriminant associé A tel que

A =b* - 4dac.
e SiA>0,0ona: Z1=ﬂ et Z2=_b+\/Z
2a 2a
. -b
e SiA=0,ona:72,=72, = —
2a
_ i - b-iva
° SiA<0,0na:Z1=b+—l\/Z et Z2=—h/—
2a 2a
-b+6,

e SiA=a’+ib’(sous forme algébrique), on a: Z; = et 7,

2a

Ou : &; et &, sontles racines carrées de A.

_ —b+9,
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Exemple

Résoudre dans C les équations suivantes :

a)Z>—27Z+2=0; b)—2Z2°+Z+1=0; ¢)Z*—4Z+4=0;
d)4Z> —4(1 + i) Z - (45 +261) =0

Solution
a)Z’—2Z+2=0
A=(—2)2—4(1)(2)=—4=4i2=(2i)2

:—(—2)—,/(21')2 _2-2i

Z4 (D) > =1-2i
=>S={1-2i; 1+2i}
ZZZ—(—2)+,/(21‘)2 _ 2 +20 142
2(1) 2

b) —2Z*+Z+1=0
A=(1)%-4(-2)(1)=9=(3)?

_—W-JB? _-1-3

Z1= 2(-2) 7 2
=>8={-2; 1}

-(1)+/(3)?2%  -1+3

ZZZ — :1
2(-2) 2
)Z'—4Z+4=0
A=(—4)2-4(1)(4)=0
() _4_ _ g =

4= 2 =~ 2 >$={2}

d) 47> —4(1 + i) Z — (45 +26i) = 0

A= [-4(1+D]?— 4(4)[- (45+26i)|=16(1+2i—1) — 16(— 45— 26i)

=720 + 448i

x?— y*2=1720 x? — y%2 =720 (1)
2xy = 448 <=>{ xy= 224 (2)
x? 4+ y% =./(720)2 + (448)2 x?+ y2 =848 (3)

Effectuons : (1) +(3)
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Ona:2x? = 1568=>x%= 784 =>x = —28 ou x =28

(2):xy =224 =>y ="
o Six = —28 =>y=%=-8 et 6;=x+iy =>6,=—28-8i
e Six'= 28 =>y’=%=8 et S,=x"+iy' =>6,=28+ 8i

Alors les racines carrées de Z, sont 6; = —28 — 8i et 6,=28+ 8i

_ —[-4(1+0)]+(—28-80) —24-4i 1.
2= 2(4) T T 33

:>S={—3— %i ; 4+ ;l}

= [-4(1+4i)]+(28+80)) _ —24—-40 3.
ZZ_ 2(4) — 3 =4+ El

4) Equations se ramenant au second degré :

a) Définition :
Ceux sont des équations dont le degré est supérieur a 2

Exemple : aZ’ +bZ* +cZ+d=0:az" +bZ’ +cZ*+dZ+e =0 etc..
b) Résolution :

La résolution de telles équations nécessites obligatoirement la reconnaissance d'une racine
¢vidente : réelle( Zyp = a) ou imaginaire( Zy = ib) ou encoreZy,=a + ib

(avec a et b # 0)afin de factorisée puis de résoudre 1’équation en utilisant I’'une des
techniques de factorisation qui suivent : (Division
Euclidienne ; tableau d’Horner ou par identification des coefficients ).

NB:
Pour les équations bicarrées : (aZ*+bZ*+ ¢ =0), il suffit de ramener 1'équation bicarrée au
second degré en posant 2 =z =>aZ> +bZ+c=0 Aveca#0

Exemples

Exemple 1

Résoudre dans C 1'équation Z*- 4i Z*— (6 + i) Z+ 3i - 1 =0, sachant quelle admet une
racine imaginaire pure.
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Exemple 2
Résoudre dans C 1'équation Z° — (3 + 5i)Z> + (— 4 + 9i) Z + 6- 4i =0, sachant qu'elle
admet une solution réelle.

Solution 1

Résolvons dans C I'équation Z* — 4i Z* — (6 + i) Z + 3i — 1 = 0, sachant quelle admet une
racine imaginaire pure.

Soit Zy = ibcette solution réelle telle que :

Z3 —4iZt —(6 + i) Zy+3i—-1=0,

<=>(ib)? — 4i(ib)>* — (6+i)(ib)+ 3i—1=0
<=>—ib*+ 4ib* - 6ib+b+3i—1=0
<=>(b—1)+ i(—b3+ 4b>— 6b+3)=0

<:>{ (b—-1)=0 (1)
(=b*+4b*—6b+3)=0(2)
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NB :0n résous toujours I’équation qui semble la plus facile.

Ainsi résolvons 1’équation (1) qui est la plus facile a résoudre : b —1=0=>b=1
Et par vérification dans ( 2 ), on obtient :

— (13 +4(1)%*-6(1)+3=0

<=>-14+4-6+3=0

<=>-3+43=0

<=> 0=0 Vraie

D’ouZy =ib = iestlasolution réelle

Factorisons : Z° —4i Z*— (6 + i) Z+ 3i — 1 ( En utilisant la méthode d’Horner )

1 —4i | —6-—1i 3i—1
i i 3 —-3i+1

1 - 3i —3—-i 0
Zo a b c

=>7’—4i 7P~ (6+i)Z+3i—1 = (Z-Zy)(aZ*+bZ+¢)

<=>7 47" —(6+i)Z+3i—-1 = (Z-i)(Z>-3iZ-3—1i)

DouZ —4iZ°—(6+i)Z+3i—-1=0<=>(Z-i)(Z*~3iZ-3—-i)=0
<=>Z7-i=0 ou Z'-3iZ-3-i=0

<=>7Z=i

Ou Z*-3iZ-3—-i=0=>A= (—3i)2— 4(1)(-=3—i) =3 +4i
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x2—y2=3 x?—y2=3 (1)
2xy = 4 <=>{ xy= (2)

x?+ y2=,/(3)2+ (4)2 x2+ y?2=5 (3)

Effectuons : (1) +(3)

Ona:2x%2 =8=>x?=4=>x= =2 ou x=2
(2):xy=2 =>y=§

o Six= -2 =>y:iz=-1 et S1=x+iy =>6,=-2—1

2

e Six'=2 :>y’:z=1 et S,=x'+iy' =>6,=2+1i
Alors les racines carrées de Z sont : 6;=—2—1i et 6,=2+ i
7, = —(=830)+(=2-0) _ —2+2i 14
2(1) 2
Zzz_(_3i)+(2+i) _ 2+4i —1 42

2(1) 2
=>S={i; —-1+i; 1+2i}

Solution 2

Résolvons dans C 1'équation 2P~ (3+50)Z*+(—4 + 9i) Z+ 6 - 4i =0, sachant quelle
admet une solution réelle.

Soit Zy = a cette solution réelle telle que :

Z3—(3 +50)Z2+(—4 + 9i))Zy+6-4i=0,
<=>(a)®— (3+5i)(@a)?+ (4 +9)(a)+ 6 —4i=0
<=>a%—-3a’ - 5ia’*— 4a+9ai+6—-4i=0
<=>@®—-3a?- 4a+ 6)+ i(—5a*+ 9a—4)=0

<_>{(a3—3a2— 4a+ 6)=0(1)
S (-5a2+9a—-4) =0 (2)
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NB : On résous toujours I’équation qui semble la plus facile.

Ainsi résolvons I’équation (2): —5a? + 9a—4 =0 =>A= (9)? — 4(-5)(—4) =1

4
=>q, =1 eta, = <
Et par vérification dans ( 1), on remarque que :
a,; =1 estlaseule solution qui vérifie I’équation ( 1)

D’ou Zy = a = 1est la solution réelle

Factorisons : Z* — (3 4 5{)Z° + (-4 + 9i) Z + 6 — 4i ( En utilisant la méthode d’Horner )

1 —3-—-5i | —4+9i 6 —4i
1 1 —2-—5i -6+ 4i
1 —2—-5i | —6+4i 0
7 a b C

=>7_(34+5)Z°+(—4 + 9)Z+6- 4i= (Z-7Zy)(aZ* +bZ+¢)
<=>7"-(3+45)Z°+(—4 + 9)Z+6-4i= (Z-1)[Z? + (-2 —50)- 6+ 4i]
Dot Z2-(3+5)Z°+(—4 + 9)Z+6-4i=0<=>

(Z-1)[Z%+ (—=2—-5)Z- 6+ 4i]=0

<=>Z7Z-1=0 ou (Z-1)[Z%+ (—2-5)Z-6+4i]=0

=>7=1

Ou (224 (=2-5)Z-6+4i]=0=>A=[-(2+5)]>— 4(1)(- 6 + 4i)

=>A=3+4+4i
x?— y* =3 ¥*—y*=3 (1)

x2+ y2=,/(3)2+ (4)2 x2+ y2=5 (3)




Effectuons : (1) +(3)
Ona:2x% =8=>x2=4=>x= -2 ou x=2

(2):xy=2 =>y= 2

X

2

o Six= -2 =>y:iz=-1 et S1=x+iy =>6,=-2—1

e Six'=2 :>y’:z=1 et S,=x'+iy' =>6,=2+1i
Alors les racines carrées de Z sont : 61=—2—1i et 6,=2+ i

= (=3D)+(-2-1) _A .
Zy= 2(1) 5 20
Zzz_(_3i)+(2+i) _ 4 +6i —2 43

2(1) 2

=>S={1; 2i; 2+3i}
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emes d'

5) Racines ni un nombre complexe :

a) Définition :

On appelle racine n'*™ de Z tout nombre complexe % telque: ;“ =7.

b) Résolution :

Soit Z =a + ib un complexe de forme polaire : [r ; ]

5= a' + ib' un complexe de forme polaire ' 6']

=2 ;0T =[r; 0]« (r')";n6'] = [r; 0]
Par identification, on a :

<:>{(r,)n =r
ne’ = 0

r=4/r

Donc p O 2kT1] © 2KJ] avecke [0;n-1]
V= I — _+
n n n n
Ainsi les racines n*™ de Z sont données par la formule :
7y = "\/ﬁ[co{—9+2KHj+isin(—eJFZKHﬂ ouZg= [“ z| —9+2KH}
n n n

AvecK € [0;n- 1]
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6) Racines n"™ de 1'unité :

Soit Z un nombre complexe tel que Z = 1.

2K H}

Les racines de z sont obtenues en utilisant la formule qui suit : Zy = [1 ——

Exemple

Déterminer :

a) Les racines carrées de - i

b) Les racines cubiques de 4 V3 —4i
c) Les racines quatriemes de 1
d) Les racines cinquiémes de I

NCE

e) Les racines sixiemes de B

Solution
a) Déterminons les racines carrées de - i

Posons Zz=—1

=>Z|= J(0)2 + (-1)2=V1=1
Et arg(Z) est tel que : { in =>0=—-

Ainsi les racines carrées de Z sont données par :

_ 2 _g + 2km i —% + 2km\| - T+4km s [ - T4k
Zk—ﬁ[Cos(—z ) + lSln<—2 )] = Cos(—4 ) + lSm( " )
Aveck€[0;1]

. Sik=0;ona:ZoZC05(i) + iSin(i)

) = Cos(n— %) + iSin(n— %)

w
3 »
SER

4

° Sik=1;0na:leCos(—) + iSin(
=>7,=—Cos G)+ iSin(%)

D’ou les racines carrées de Z sont :

{cos(=F) + isin(==) 5 = cCos(5) + isin(3)}
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b) Déterminons les racines cubiques de : 4v/3 — 4i

Posons Z = 4v/3 — 4i

=>|z| = J(4ﬁ)2+ (-4)2=64=38

V3
CosO = — .
Et arg(Z ) est tel que : 21 =>Q = —=

Ainsi les racines cubiques de Z sont données par :

-T2k -T2k _ _
Zy = %[Cos (—6 22 n) + iSin (—6 J;Z n)] = Cos( nJ;;an) + iSin( nzzzm)

Aveck €[0;2]

e Sik = 0; ona:Zo=COS(%) + iSi”(%)
e Sik =1;0na:Z =Cos(5X) + isin(5r)
o Sik = 2; ona:Zz=Cos(%) + iSin(zf—;t)

D’ou les racines cubiques de Z sont :

{cos(=) +isin(==); Cos(“=) + isin(S) ; Cos(Z5) + isin (2]
¢) Déterminons les racines quatriémes de 1

Posons z =1
Cela revient a déterminer les racines quatrieme de ’unité c'est-a-dire 1.

Or elles sont données par la formule :

_ _2KH _ B _an _ _kn: .
zk—[h - }—>Zk—[1,7]— [1,7] Aveck€[0;3]
e Sik=0;0na:2,=[1;0]

o Sik = 1;ona:21=[1;5]

e Sik =2;0na:2,=[1; 2m]
3

o Sik = 3;ona:23=[1;7

D’ou les racines quatriémes de Z sont :

{[1;0] ;[1:3] ; [1; 2m]; [1;37”}
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d) Déterminons les racines cinquiémes de i

Posons Z = i

=>z]= J(0)?+ (1)2=VI=1

Et arg(Z) est tel que : {g?rfg f f =>0 =

SIE

Ainsi les racines cinquiémes de Z sont données par :

Y4

T4k 42k
ZkZW[Cos (2 +5 n) + iSin(2 +5 n)] = Cos (w) + iSin (Lm)

10 10

Aveck € [0;4]

[uy
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o Sik =0;0na:Zy= COS(LO) + iSin(%)
ETY + iSin(Sl—Té) = Cos(g) + iSin(g)
2) + ()

13 ) + iSin (—13”)
10 10

171

)+ isin(55)

N——r

e Sik =1;0na:Z,= Cos

o Sik =2;0na:Z,= Cos

3

o Sik =3;0na:Z;= Cos

(
(
(
(

o Sik =4;0na:Zs= Cos
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X) Complexe et configurations géométriques du plan :

Dans le tableau ci-dessous sont caractérisées certaines configurations géométriques a I'aide des complexes :

Configurations géométriques Caractérisations Caractérisations complexes
géométriques
Triangle ABC isocele en A AB=AC Zc—=Za _ 4,
A ZB— ZA ou
Ze=Z4 ) _
//\\ arg(Z =7, ) =a
C B B Zcm 24 _
(ag [0; 1)) 7B~ %4
Triangle ABC équilatéral AB=AC=BC Zc—2Zg -
A Et p— =e's ou
BT 4A
—— Zr— 7 T
arg c—Z4A _ _©
ZB—Z4
Triangle ABC rectangle et AB=AC Zc—Zg
isocéle en A Et 70—z, [ ou
B 7.—7 B~ ZA
c”4a \__ T
arg(z =7 ) ~ T2
ou —
Zp—Z
A C 2 B A
Points A, B, C alignés Ze— 27y _ Z—7
arg(ZB_ZA =0+Km C— %A =q (a €RY)
A B ZBp—Z4
\CN
Triangle ABC rectangle en A Ze=Zpa N __ T | Zo—2Zy4
are Zp—1Zy 2 ———— = ib ou—ibavec
T Zp—Za
B ou — beR*
Points A, B, C, D cocycliques mesC = (mes D) [m] Zc—Zp
A Ou 70—z
A C— 4A
mes C # 0[] cR*
Zp—Zg
C Zp—Za
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Exemples

Exemple 1

Soient A, B, C trois points d'affixes respectifs : =1 -1 ; 2 + 3i ; —10- 13i.
Démontrer que ces trois points sont alignés.

Exemple 2
Soient A, B, C trois points d'affixes respectifs 3 + i; 2i; 2 - 2i.
1) Démontrer que ABC est un triangle rectangle et isocéle en A. (on fera une figure).

2) Déterminer l'affixe de D tel que ABCD soit un parallélogramme. (on placera le point
D).

Exemple 3
Soient A, B, C, D quatre points d'affixes respectifs : =1 + i; —1-1; 2i; 2 - 2i.

1) Etudier la nature des triangles ABC et BCD.
2) Démontrer que les points A, B, C et D appartiennent a un méme cercle dont on
déterminera le centre et le rayon.

SOLUTIONS :

Exemple 1

Soient A, B, C trois points d'affixes respectifs —1 - i; 2 + 3i; —10 - 13i.
Zn=—1-i=> A(-1;-1)

Zg= 2 + 3i=> B(2;3)

Zc=—10-13i=>C(-10;-13)

Démontrons que : A ; B; C sontalignés :

A ; B; C sontalignés si det( AB ; E)ZO
T xB —xa\_ D[ 3 A xc —xa\_ -~ 9
AB(YB—YA)_>AB(4) ot AC(J’C—J/A)_>AC(—12

3 -9
det( AB; AC)= = (3)-12)- (4)-9)=-36+36=0
4 -12

Puis que det( AB; AC )= 0; alors les points A ; B; C sont alignés.
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Exemple 2

Soient A, B, C trois points d'affixes respectifs 3 + i; 2i; 2 - 2i.
Za=3 +i=>A(3;1)

Zg= 2i=> B(0;2)

Zc=2-2i=>C(2;-2)

1) Démontrons que ABC est un triangle rectangle et isocele en A. (on fera une figure).

ar (M) = " ou=
. . \ . g Zp—Zy 2 2
A ; B; C estun triangle rectangle et isocele en A si : ot
AB = AC
Zc—Zy _(2-2i)—- B+ -1-3i _ (-1-3i)(-3-1) _ 10i _ i
Zg—Za4 (2i) — 3+i) -3+ i (- 3)2+ (1)2 10

Lr—27Z .
Et arg(Zg_ Zj) = arg(i) =§

AB=(xg — x0)? + (y5 — ¥a)? =/(0— 3)2+ (2 - 1)?=V10

AC=(xc — x)? + (e — ya)? =2~ 32+ (=2~ 1?2 =V/10

Conclusion :
Zc—7Z T
arg (u) _ T
Pui . Zp—Zyp 2
uisque : et

AB = AC = V10
Alors ABC est un triangle rectangle et isocele en A.

( Figure représentant cette situation )
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2) Déterminons l'affixe de D tel que ABCD soit un parallélogramme. (on placera le point D).

ABCD soit un parallélogramme si AB = DC AvecD (’}C,)

AR — (*¥p—x4) — (0-3) _ (-3 —’z(xc—xp) :(Z—x)
Or AB (}’B—}’A) (2—1) (1) DC Yc— Vb —2-y
—)_—) _ 2—x _ (-3 N 2—x=—3 _ X=5
AB = DC<—>(_2_y)—( 1)<_>{_2_y=1 _>{y: s
T 5
DouD(_3)
Exemple 3
Soient A, B, C, D quatre points d'affixes respectifs : =1 + i ; —1-i ; 2i ; 2- 2L

Za= —1+ i=>A(-1;1)
Zs=—1—i=> B(-1;-1)
Zc=2i => C(0; 2)

Zn=—2 —2i=> D( 2;-2)
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1) Etudions la nature des triangles ABC et BCD.

Pour le triangle ABC

Ze—Zap (2D - (m1+1) 1+i _ (+i)(2i)
Zg—Z4 (-1-i) = (-1+1) —2i (0)2+ (- 2)2
Zc—Z —24+2i -1 1.
—zC" 24 _ =—+ =
Zg—Z4 4 2 2

Ze=Zp) (‘_1 l') _3r
Etarg(ZB_ZA)— arg| — + >U) =,

AB=(xp — xa)? + (v — ya)? = (=14 3)2+ (-1 - 1)? =2V2

ACZ\/(XC_ x4)? + (Ve — ya)? :\/(0+1)2+(2— 1)2 =2

BC=\/(xC — x5)%+ (yc — ¥)? Z\/(O + 12+ 2+ 1)2 =410
Alors le triangle ABC est quelconque.

Pour le triangle BCD

Zp-Zp _ (2-2i)— (-1-1) _ 3-i _ (3-D@-3) _ -10i _
Zc—Zg  (2i) - (-1—-1) 1+3i  (1)%+ (3)2 10

Zp—Zp\_ ="
Et arg(m)— arg(—I) = >

BC=+/(xc — x5)2+ (¢ — ¥p)? =/ (0+ D2+ (2+ 1)2=+10

CD =Gy = %) + (5 — ¥0)? =V@ =007+ (=2~ 2)? ~V20 ~5V2

BD =/(xp — xp)? + (p — ¥5)? =/(2+ D2+ (=2+ D? =10
Alors le triangle BCD est rectangle et isocéle en B.

2) Démontrons que les points A, B, C et D appartiennent a un méme cercle dont on
déterminera le centre et le rayon.

Soit £)( x ; y) les coordonnées du centre de ce cercle.

les points A, B, C et D appartiennent a un méme cercle si :

d(A;Q)=d(B;Q)=d(C;Q)=d(D;Q)=r
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d(A;Q)=d(B;Q)<=>\/(xQ— x4)* + Vo — ya)?= \/(xn— xp)? + (Yo — yp)*?

<=>J(x+1)2+ @ — 1)%= /(x +1)*+(y +1)2
<=3+ - 107 = & A1)+ +1)
<=>(y -1 = (y+1)?

<:>—2y = Zy :>y:O

d(C;Q):d(D;Q)<:>\/(xn_ xc)?+ (Vo — Yo)*= \/(xn_ xp)? + (Yo — ¥p)?

<=>/(x—=0)2+(y —2)2=(x—-2)2+(y +2)2
<=>(x-0)+@ -2) = (x-2)+(y +2)

En remplacant y = 0 par sa valeur dans 1’équation ci-dessus, on a :
—4x+4=0=>x=1

D’Oﬁﬂ(é)

Orlerayonresttelque r=d(A;Q)=d(B;Q)=d(C;Q)=d(D;Q)

=>r=\/(x+1)2+(y —1)2={J(1+1)2+(0 — 1)2 =5

D’ou les points A, B, C,D appartiennent 2 un méme cercle de centre .Q( (1)) et de
rayon r =+/5
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XI) Complexe et lieux géométriques :

1) Distance entre deux points A et B :

Soient A et B, deux points d'affixes respectives Z et Zg.
d(A,B)= ||4B||=|Zs - Z.|

2) Cercle de centre A et de rayonr :

X
Soit M LYJ d'affixe Zy;. A d'affixe Za.

dA, M) =r&Z, -Z,|=r

Exemple

Trouver l'ensemble ( ) des points (M) du plan d'affixe Z tel que : [Z —1+4i|=3

Solution
Posons: Z—1+4i=0=>7Z=1-4i=>A(1;-4)
Ici I'ensemble chercher est le cercle de centre A (1; —4) et de rayonr =3.

3) Médiatrice d'un segment :

X
Soit M L Jd'afﬁxe Zy 5 A d'affixe Z et B d'affixe Zg.
y
M appartient a la médiatrice du segment [A, B] si d(A, M) =d(B, M) &
|ZM B ZA| - |ZM B ZB‘
Exemple

Déterminer I'ensemble ( T ) des points M du plan tel que : |Z - 2| = |Z +2+ i‘

Solution
Posons : Z-2=0 et Z+2+1=0
=> Z=2 et Z=-2-1i
=> A(2;0) et B(-2;-1)

Ici I'ensemble chercher est la médiatrice du segment [AB] avec A (2,0) et B(—2; —1).
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4) Droite passant par un point A et faisant un angle @ avec I’horizontale

X

Soit M [
y

Jd'afﬁxe Znm ; A un point d'affixe Za et ( D ) une droite du plan.

( D) passe par A et fait un angle a avec I’horizontale si Arg (ZM -Z A) =a+ kn

Exemple

Déterminer puis construire I’ensemble des points M du plan tel que :

a) Arg(Z - 2+3i)=§+kn

b) Arg(2Z -2+ i)= —%+kn

Solution

Déterminons puis construisons 1’ensemble des points M du plan tel que :

a)arg(Z-2+3i)= —§+kn

arg(Z- 2 + 3i)= —Z+kn => Arg[Z - (2-3i)] = S+ kn
<=>Arg(Zy — Z) = —5 tkm Avecz, =2-3i = A( %))

Alors I’ensemble des points M cherchés est la droite ( D ) passant par le point A(_23)et
faisant

T e
un angle o = — 3 avec I’horizontale.
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Représentation

b)ArgRZ- 2+ i)= ‘T” +kn
Arg(27-2+ i)= —gﬂm
=>—Arg(2Z+2—1i) = —§+kn
=>Arg(2Z +2-1i) = ~—kn

=>Arg2(Z+1- 2i)| =2 —kn<=>Arg(2) + Arg( Z+ 1= Si) = £ —kn

N | =

=>Arg(Z+1— %i)Zf—kn =>Arg[Z— (—1+ %l)] = f —kn

<=>Arg(Zy — Zy) = Zn —knAvecZ, = -1+ %i => A(_ll)

2
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Alors I’ensemble des points M cherchés est la droite ( D ) passant par le point A<_11 )et
2
faisant

T .
un angle 00 = ;3 avec I’horizontale.

Représentation

-3
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XII) Complexe et transformations géométriques du plan

1) Translation :
La traduction complexe d'une translation est :
f(Z)=7Z+ q (avec q € C)

Ainsi la translation qui transforme un point A d'affixe a + ib en un point B d'affixe a’ + ib’
est:

f(A)=B & (a + ib)+q=(a + ib)y=>q=(a’ + ib')—(a + ib)

Ainsi on remplace q par sa valeur dans f(Z) = Z + q pour trouver la traduction complexe.
2) Homothétie :

La traduction complexe d'une homothétie de rapport k et de centre o est :

f(Z)=KkZ+ q (avec q €x) ouQM =KOM<=>7'— o =Kk(Z - ®) avec :
- Z :imagedeZ
- K lerapport

- ®: le centre d’affixe Q

Ainsi I'homothétie de rapport k qui transforme un point A d'affixe a + ib en un point B
d'affixe

a + ib'est: f(A)=B & k(a + ib)+q=(a’ + ib)® q=(a’ + ib")-k(a + ib).
Ainsi on remplace q par sa valeur dans f (Z) = kZ + q pour trouver la traduction complexe.
3) Rotation :

La traduction complexe d'une rotation d'angle #et de centre ® est :
f(Z) = Ze'" + q (avec q € C) ou QM = e®OMZ’ — 0 = €©(Z - © ) avec :

- 7’ :imagede Z
- ©O:langle
- O : le centre d’affixe Q

Ainsi la rotation d'angle € qui transforme un point A d'affixe a + ib en un point B d'affixe
a' + ib est: f(A)=B © (a + ib)e'’+q=(a’ + ib) ® q=(a’ +ib)—(a + ib)e’ e q
=—(a + ib) (cos® +isinf).

Ainsi on remplace q par sa valeur dans f(Z) = Ze'’ + q pour trouver la traduction complexe.
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4) Similitude du plan :

Expression complexe :

Soit S une similitude directe du plan qui a tout point M d'affixe Z associe le point M' d'affixe
Z' tel que :

e (Cas d'une similitude directe :

Z'=aZ + b (ouaetb sont des complexes). Ces €léments caractéristiques sont :

- sonrapport k = |a\

- son angle @ = arg(a)

- son centre QQ d'affixe w= IL aveca# 1
—a

e (Cas d'une similitude indirecte ou inverse :
Z'=aZ +b (ou aetb sont des complexes) Ces éléments caractéristiques sont :

- sonrapport k = |a‘

- sonaxe (D):y=px+q.
b+ab
l1-aa

- son centre Q) d'affixe w =
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Retenons

Soit f la transformation : z' = az + b

- si a = 1,alors f est une translation de vecteur U et d’affixe b.

. r : 2 1
- si a = —1,alors f est la symétrie centrale de centre Q d’affixe w = Eb'
- sia e R"—{—1;1}, alors f est une homothétie de rapport k = |a| et de centre
b
( d’affixe w = .
1-b

- sia € C"—{1}et|al = 1alors f est une rotation d’angle o ,d’argument © = arg( a )

et de centre () d’affixe w =

1-b’
- sia € C"—{1}et|a] # 1alors f est une similitude directe de rapport
b
k =|a|, d’angle a ,d’argument © = arg( a ) et de centre ) d’affixe w = Pa—

Soit f la transformation : z' = azZz + b

- Si|a| = 1,alors f est une symétrie orthogonale d’axe 1’ensemble des solutions de
z'=z.
- Silal| # lalors f est une similitude indirecte de rapport k = |a|, d’angle a , d’argument
b+ab
l1-aa

©O=arg(a),d axe (A): y = px + qetdecentre Q d'affixe @ =

Exemples
Exemple 1

Déterminer la traduction complexe de la transformation f dans chacun des cas suivants :

1) f estla translation qui transforme A d'affixe - 1 + i en B d'affixe - 2 + 3i
2) f est I'nomothétie de rapport % qui transforme A d'affixe —1 + i en B d'affixe -2 +
3i.

3
3) f estlarotation d'angle:n qui transforme A d'affixe -1 + i en B d'affixe — 2 +i.

Exemple 2

Soit la similitude directe plane S de centre A (1 ; 1) ; de rapport J2 et d'angle%par

la similitude S ; le point M d'affixe Z a pour transformé le point M' d""affixe Z'.
Exprimer Z' en fonction de Z.
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Exemple 3

Soient A, B, C et D les points d’affixes :
Ian=—1-1i;Zg=i;Zc=1 4+ 3i;Zp=5 + i.Soit S la similitude directe transformant A
en CetBenD.

1) Déterminer le rapport K et I’angle 6 de S

2) Déterminer I’écriture complexe f associée a S.

3) Déterminer I’affixe de Q le centre de S

Exemple 4

I- Sot f la transformation définie par Z’ = aZ+3i

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de fsi:a=2puissia=—1i
2- Soient A(1); B(2 +1i); A’(2i); B’(1 + i)

Vérifier que AB =A’B’

Démontrer qu’il existe une unique rotation r telle que "(A)=A’et1(B)=B’

SOLUTION S

Exemple 1

1) La traduction complexe d'une translation est : f(Z)=Z + q.
fAA)=Bef(-1+i) =-2+4+3i®-1+i+tq=-2+ 3i=>q=-1+ 2i
dou f(Z)=Z —1 +2i

2) La traduction complexe d'une homothétie est f(Z) =KkZ + q.

f(A)=B <:>f(-1+i)=-2+3i<:>_71(-1+i)+q=-2+3i=>q:— >+ %i

'Ol 1, 3,5
d'ou f(Z)—ZZ St 5l
La traduction complexe d'une rotation est f(Z) = e'’Z + q.

B
fA)=B @ f-1 +i)=—2+i®e * (1 +i)+q=-2+i=>q=-2+i(1++2)

.37
dou f(2)=2Ze'+ — 2+i(1++2)
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Exemple 2
Ona:

1
- centre A (J

- rapportk = /2
Il
- angle 8 =—
8 4

D'autre part :

Z'=aZ+b
eta= |a\ (cos@ +isinf)=>a = ﬁ(cos%ﬂsin%}zlﬂ =a=1+1

De méme cherchons b.

=l+ieb=1-1i

: b
On sait que le centre a pour affixe b =0 ——
l1-a I-(1+1)

DouZ =aZ+b&Z' =(1+i)Z+1-1i

Exemple 3
m
A C
B D
[AB] [CD]

1) Déterminons le rapport K et I’angle 0 de S

_CD _|Zp-Zc| _ |(5+D)-(143)| _ 14-2i] _ V16+4 _ V20 _ _
* kK= AB  lzg—zal | i-(-1-0 [1+2i] Vi+4 & V4 =

_ A _ Zp—Zc\ _ 4-20\ _ —97) = —
e O=mes (AB;CD)=arg (ZB—ZA) arg (i+2i) arg (—2i)

2

N
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2) Déterminons I’écriture complexe f associée a S.
f(Z)=aZ+b.
S(A)=C etS(B)=D

{aZA +b = ZC (1)
aZB + b = ZD (2)
Zc-Zp = —A4+2i

(1)=(2)=>a(Za—2Zp)=2c—Zp=>a= 7.7, ~ Tizi —2i

Dans (2)ona:aZg+b=Zp=>b=Zp—aZg=>b=(5+1i)— (= 2i)(i)
2 b=5+i+2i°=5+i-2=3+i=>b=3+i
D’ou I’écriture complexe f est f(Z) = — 2iZ +3 + i

Soit o I’affixe de Q tel que :

_ b 34 (3+DA-20) _
O T ) T @2

Exemple 4

1) Soit f la transformation définie par Z’ = aZ + 3i
Déterminons la nature et les éléments caractéristiques de fsi: a=2 puissia=—1i

Sia=2
7’ =aZ+3i<=>f(Z) =27 + 3i

e Montrons que f admet un point invariant :
f admet un point invariant si : f(®) = W<=>20+3i=O<=>0 =-3i=> Q(0;-3)

e Ainsi déterminons la nature de f
Pour cela, on exprime Z’- ® en fonction de Z— @ <=>

7’=27Z+3i()
O=2m+3i( 2)
En effectuant (1) -(2);ona:Z’—® =2(Z— ® ) ; sous la forme :

7’ — ® = Kk(Z — m) qui est I’écriture complexe d’une Homothétie
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e Ces ¢léments caractéristiques sont :
- Centre : Q0 ;-3)
- Rapport: k=2

Sia=-—i

7’ =azZ+3i<=>f(Z)= —iZ + 3i

e Montrons que f admet un point invariant :

f admet un point invariant si : f(®) = W<=>—iO+3i=O<=>O = % + % i
3 3
== Q(E ; E)
e Ainsi déterminons la nature de f
Pour cela, on exprime Z’—® en fonction de Z— @< =>
7’ =—iZ+3i(1)
0= —i0+3i( 2)
En effectuant (1) —(2);ona:Z’— ®=—i(Z— ® ) ; sous la forme

7’ — 0= €' (Z — ®) qui est I’écriture complexe d’une Rotation
e Ces ¢léments caractéristiques sont :

- Centre : Q(2 ; 3 )
22
VA
- Angle=arg(—i)=—;
2) Soient A(1) ; B2+ 1) ; A’(2i) ; B’(1 + i)

Vérifions que AB = A’B’
Puis démontrer qu’il existe une unique rotation r telle que r(A)=A’ et r(B) =B’

AB=A'B’ =2

A=A = A—o =e"(A—0)=>2i —-0="(1-®) (1)
r(B)=B’=>B'-0=¢"B-0)=>1+i —-0=€"Q+i —®) (2)

(1)—=(2)donne: eia=—i=>a=—§+2kn

On en déduit que 2i —® =—i(1 — ®) =O= % et d’angle —g
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EXERCICES

Forme algébrique

. Déterminer les parties réelles et imaginaires des nombres complexes suivants :

-1 ivV2 i
a)Z=7 —3i;b)Z=+Th/_;c)Z=(—1—i)3;d)Z=i5 ) Z=0:f)Z=2+——

NG

. Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants :

DZi-— ' wmyz-(ErifV3-2); 0z, =(1—_:j3

(1+2i)3-10) 1+
. Ecrire sous forme algébrique le conjugué des nombres complexes suivants :

V3+ i

i

a)Z=—i;b)Z= ;) Z=(1+2i)*d)Z=3;e) Z=(1+i)(~=1+3i)>

. On donne les nombres complexes suivants : Z; =1—2i et Z, =3+ 1.

. i1 e 1 Z
Ecrire sous forme algébrique : Z; + Z, ; Zy — Zy ; Zy X Zy ; Z? P Z_Z
2 1

Forme trigonométrique - Forme exponentielle

. Déterminer les formes trigonométriques et exponentielles des nombres complexes suivants :

a) Z=—i ;: b)Z=3 ;c)Z=1%I d)Z=1-iV3:e)Z=1+ i

DZ--1-1i59Z=—i WZ-1+i3: hZ-—" L opz=(-v3-1)
-V3-i

K Z=—"

DZ=(1+)(=2-20) ; mZ=1—i ; nZ=—1i3

. Déterminer la forme trigonométrique des nombres complexes suivants :

V3, 1. _ 1 (1 Y _ (1= 0t
NZi =5+ 50 b Z=7— ;0 Zs=(1-13) ;d 24_—(_ﬁ_i)3
i il EL 3e_i%
e) Zs = —2e't ;f) Z,=(1+i)e°; g Z,=(1-iv3)e > ; h) Zi=— "
(1-i3)e *

.—5m

i) Zy=(-1- i\/§)3ei34_n 2§) Zio =5 (Cosg - iSing) e s

K) Z,, = (1+i\/.§)(cosa+.i§ina)
2(1-1)(cosa —isinq)
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. Compléter le tableau suivant

Formes
algébriques de Z -5(1 - iV/3)

Formes

2[cos () + isin (- )]

trigonométriques de Z

Formes i<5_7f>
exponentielles de Z €

. Onpose : A= 542(1+i) ; B=—=5 (1 +i+/3)

1) Déterminer le module et un argument de :

a8 AL By
A A
2) Soit Z un nombre complexe tel que : AZ=B

a) Ecrire Z sous forme algébrique puis sous forme trigonométrique.

. 131 . 13w
b) En déduire les valeurs exactes de COSE et Sin—

12
¢) Calculer (2)*

- On pose : Z =\/2—\/§—i\/2+\/§

1) Calculer Z* puis déterminer son module et son argument
2) En déduire de ce qui précede le module et un argument Z.

1) Ecrire - sous forme algébrique puis sous forme trigonométrique.

. T . T
2) En déduire les valeurs exactes de COSE et SmE
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Détermination de I’ensemble de points

- Déterminer puis construire :

a) ’ensemble (T ) des points M d’affixes Z telsque : | Z —i| = 2
b) I’ensemble ( A ) des points M d’affixes Ztelsque: | Z+1—-2i|=|Z—-1—1i|
¢) ensemble ( ¢ ) des points M d’affixes Z tels que : arg( Z - 1 + 2i ) = % + kn

d) ’ensemble ( ® ) des points M d’affixes Z tels que : arg(3Z- 1+ i)= —g + kn

- I) Le plan est muni d’un repére orthonormal (o Pl f)
On désigne par M le point de affixe z et M' le point d'affixe Z tel que : Z = Z—+1
Z —
a) Trouver I'ensemble (D) des points M tels que Z soit un réel

b) Trouver I'ensemble (C) des points M tel que Z soit un imaginaire.
¢) Trouver lI'ensemble (M) des points M tels que M et M' soient alignés.

2iz —i
Z+1

Soit z = x + iy un nombre complexe distinct de —1 et soit Z =

IT) Déterminer puis construire 1'ensemble des points M dont 1'affixe z vérifie les conditions
indiquées :

a) |Z|=1
b) Z est un imaginaire.
c) Z est un réel.

IIT) A tout nombre complexe z # —1 + 2i, on considere le nombre complexe Z tel que

Z—2+4i
Z+1-2i

Déterminer puis construire l'ensemble des points M dont l'affixe vérifie les conditions

indiquées :
a) |Z|=1
b) [Z|=2

¢) Z est un réel
d) Z est un imaginaire.

IV) Déterminer puis construire 1'ensemble (E) des points M du plan tel que :
a) [z+1+2i[=]z-4

b) [z-3i|=2
c) [z-2+i|=1
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Linéarisation.

X

o, . . . .2
- Linéariser les expressions : A = sin’x ; B = cos’ 5 ;C= cos’x ; D=sin"xe cos’x

Résolution d’équations et systémes.

- Résoudre dans C les équations suivantes :

a)Z’+Z+1=0 ; b)Z°-2Z+1=0; c)Z+%+1:O; d)z=\/_—%
@) 2 —2Z+1=0 ;022 +3 2| -1=0; g)iZ?+ 2Z +2-i=0

h) —3Z>+2Z+1=0 ;i) Z*+ 2sina Z+1=0 ;j) Z*—2cosa Z+1=0
k)-iZ?+Q2+20)Z+(10+5))=0 ; [)2Z*-23+2i)Z+1+8i=0

m) (=1 +20)Z*+(=5+1)Z+9i+6=0; n)4Z>—4 (1 +i) Z — (45 +261) =0
1) Développer le produit de facteurs suivant : (X — 1)<X3 +X2 X+ 1)

2) Résoudre I’équation Z* = 1
3) En déduire des questions 1) et 2) la résolution des équations suivantes :

-\ 3 -\ 2 .
Z3+ Z*+ Z+1=0 puis (3ZZ+1IJ +(3Z+Ij +(3Z+Ij+1:0

Z—i Z—Ii

Déterminer les racines carrées dans C de chacun des nombres complexes suivants :
45 + 28i ; 5 + 12i; 3 - 4i; 120 - 22i

Déterminer dans C :

a) Les racines cubiques de 4 J3 -4
b) Les racines quatriemes de 1
c) Les racines cinquiemes de i

NE

d) Les racines sixiémes de B

- On donne le nombre complexe Z tel que : Z =2 + 3i

a- Vérifier que Z*=-119-120i
b- Déterminer les racines quatriemes de l'unité.
c- En déduire les solutions dans C de I'équation : Z* = —119 — 120i
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- Résoudre dans C? les systémes
D Z,xZ,="1 .2 Z,xZ,=9
Z,+7Z,=1 Z,+Z,=3

S5IZ+2-1D)Z'=1+12i _
2-3)Z+(5-2D)Z =39-10i ’

- Résoudre dans €’ le systéme suivant :

x+y—2z=0

{ x—y+iz=0
A+ idx—2y=2z—-2i

- {(2+3i)Z ~57'=-1

(1-1)Z +22'=2(1+1)

Z+iZ'=2(1+1)
—iZ+Z'=2(1-1)

- Dans le plan muni d'un repére orthonormé (0,1, ]) , on consideére le polyndme P(Z) telque :

P(Z)=27>+91 Z* + 2(6i— 11) Z—3 (4i + 12)

a- Démontrer que 1'équation P(Z) = 0 admet une solution réelle que 1'on notera Z;, dont on

déterminera la valeur.

b- Factoriser P(Z) puis résoudre dans C 1'équation P(Z) =0

- Dans le plan muni d'un repére orthonormé (0,1, I) , on consideére le polyndme P(Z) telque :

P(Z)=2°-4iZ2*—(6+1)Z+3i—1.

a-Montrer que 1'équation P(Z) = 0 admet une solution imaginaire pure.

b-Factoriser P(Z) puis résoudre dans C 1'équation P(Z) = 0.

-Soit f la fonction a variable complexe Z telle que :

f(@)=2'-32+327-32+1

- 1

a-Prouver que si Z est une solution de I’équation f(Z) = 0 alors les complexes : z, et —

en sont aussi.

Z,

b- Déterminer f (1 + i) et en exploitant ce qui précede, trouver toutes les solutions

de I’équation f(Z)= 0.
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- Soit le polynome P(Z) définie par :

P(Z)=Z- (1+2) Z° + 2+/2)Z* =1 ++/2)Z +1

2
a- Vérifier que : P(Z) = zz[(z +%) —(Z +%j(1 +\/5)+ ﬁ} avec (Z#0)
b- En utilisant la question précédente, résoudre 1'équation P( Z ) = 0.

- Soit e polynéme P(Z) définie par :

P(Z)=2"'+27>-27Z+1
a- Déterminer les nombres réels aetbtel que VZ € C*ona:
2
P(Z) =27’ z-1) vdlz-L)sp
VA YA
b- Résoudre dans C I'équation Z*+aZ+b=0

c- En déduire la résolution de 1'équation P(Z) =0

- Soit P(Z) = Z°— (4 + 6i )Z* — (12 — 24i)Z + 32 — 24i
a- Résoudre dans C, I’équation : Z*— (2 + 6i )Z -16 + 12i=0
b- Montrer que I’équation P(Z) = 0 admet une solution réelle notée z, que 1’on déterminera.
c- Déterminer a, b et ¢ trois nombres complexes tels que P(Z) = (Z —Zo)(aZ* +bZ + ¢)

d- Résoudre dans C, I’équation P(Z) =0

- 1) Calculer : e7xe% et e?+e%

2) En déduire les solutions dans C de 1’équation : Z*—Z +1=0

- On considére dans C le complexe u tel que : u=—1—2i/2

a- Calculer les racines carrées de U.

b- Résoudre dans C I'équation : 27>+ 2i Z + i+/2 =0.
(On notera Z; et Z; les solutions de cette équation).

1 1
LI )

c- Montrer que
Zl Z2
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Soit 1’équation ( E ) définie par : Z’—(114 2i )Z*+ 2(17+ 7i ) Z — 42=0
1) Résoudre ( E ) sachant qu’elle admet une solution réelle
2) Donner la forme exponentielle de chacune des solutions de ( E )

3) Montrer que si |Z| =|Z '| =1 alors le nombre u = est un réel
1+22'
- 1) Résoudre dans C I'équation : Z°+1=0
2) On pose O = £+li
2 2
. o . P | 2
Soit A, B, C, D, E, F les points d'affixes respectives : 20 ; 40 ; 407 ; — ; — 5 —

(44 (24 a

- On pose P(Z)=27"— 62>+ 237°- 347 + 26.
1) o désigne un nombre complexe quelconque. Montrer P(@) = P(«a).
En déduire que si P(a) = 0 alors P(a@) = 0.

2) Calculer P(1 + i) puis en déduire deux solutions complexes de 1’équations P(Z ) = 0.

3)Ondonne Q(Z)=[Z— (1 +i)][Z— (1—-1i)]
a- Vérifier que le polynome P( Z ) est est divisible par Q( Z).
b- Résoudre dans C, I’équation P( Z ) = 0.

- On donne le systéme suivant : {(_ 12+ Da = 1+ 3.1
la = —4 4+ 3i

1) Déterminer le nombre complexe 0.

2) Pour tout nombre complexe Z, on pose : f(Z)=27>—(1+3)Z+ (=4 + 3i)
a- Montrer que f( Z ) s’écrit sous la forme : f(Z)=(Z — a)(Z — ia)

b- En déduire les solutions sous forme algébrique de I’équation f( Z ) = 0.

- Soient a et b € Z. On pose que a et b sont la somme de deux carrées.
Il existe x ,y € Z tels que a=x? + y?etilexiste Z ,telsque b = Z? + t2.
Démontrer que le produit ab est encore la somme de deux carrées.

(Indication : Ecrire (x2 + y?)=|x + iy|? etc....)
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Figures géométriques dans le plan.

Soient A, B, C trois points d'affixes respectifs : =1 -i ; 2 + 3i ; —10- 13i.
Démontrer que ces trois points sont alignés. (on fera une figure).

- Soient A, B, C trois points d'affixes respectifs : 3 + i ; 2i ; 2 - 2i.

a- Démontrer que ABC est un triangle rectangle et isocéle en A.
b- Déterminer l'affixe de D tel que ABCD soit un parallélogramme. (on fera une figure).

Soient A, B, C, D quatre points d'affixes respectifs : =1 + i; —1-1i; 2i; 2 - 2i.

a- Etudier la nature des triangles ABC et BCD.
b- Démontrer que les points A, B, C et D appartiennent & un méme cercle dont on déterminera
le centre et le rayon. (on fera une figure).

On considére un repere orthonormé directe (O ; U ; V )du plan complexe. Soit les points
A ; B ; C d’affixes respectives :

- Z[Cos(i—g) + iSin(i—’ST)]

Zy=—1+i ; Zg= Cos@_ism@ et Zp=2—2i

a- Ecrire les complexe Z,; Zp et Z; sous forme exponentielle.
b- Déterminer I’affixe Z, du point D tel que le triangle OBD soit équilatéral direct, c'est-a-

dire la mesure de 1’angle ( OB ; 0D )= g (on fera une figure).

Le plan est rapporté au repere orthonormé directe ( O ; u;v ).
On considére :

e Lepoint A d’affixe Z4=5—iV3.
e Lepoint B d’affixe Zp est tel que OAB soit un triangle équilatéral direct c'est-a-dire la

—_— —— T
mesure de I’angle (0A ; OB )= E

e Lepoint Q d’affixe Z @ esttel que le point Q soit milieu du segment [OB].

e Le point K d’affixe Z est tel que ABQK soit un parallélogramme.
1) Déterminer les affixes Zg . Z, et Zg respectivement des points B; Q et K.

Zy —Z
2) Démontrer que % est un imaginaire pur. En déduire la nature du triangle OKA ?
K

Placer les points A ; B ; Q et K dans le plan.

2Z
3) Soit C la point d’affixe Z tel que Zp = TA
a- Calculer ﬁ. Que peut-on en déduire pour les points B; C et K ?

K™ 4C
b- Placer le point C. (on fera une figure).
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A- Dans le plan P muni de son repére orthonormé(0 ; U ; v), on considére I’équation a
variable complexe notée et déterminée par: (E) Z3 + (1 —i)Z%? — 2(11+i)Z—48i =0

1-) Prouver que ( E) admet une solution imaginaire pure que 1’on notera z,
2-) a-) Achever la résolution de I’équation ( E). On notera Z, et Z; les autres solutions
trouvées telles que | 7> | < | 71 | .
b-) Donner les écritures exponentielles de Z,; et de Z;.
3-) On considére G et F, les points du plan d’affixes respectives Z; et de Z, Donner

I’expression exponentielle du complexe —L . Déduire que le triangle OGF est rectangle en O.

2
B- Dans le plan P muni de son repére orthonormé(0 ; u; ¥), on considére le polyndme
complexe noté et déterminé par :

P(Z)=7Z3—- (4—i)Z?>+(5—4i)Z +5i

1-) Prouver que I’affixe du point Q(0 ;-1) est une solution de I’équation P(Z) =0
2-) a-) Achever la résolution de 1’équation P(Z) =0
b-) En notant R et S les points du plan dont les affixes sont les autres solutions de a-),
placer Q,R et S dans le repére et prouver que ces points forment un triangle isocele.

On considére l'ensemble des complexes Z, tels que : Vn € C ona:

Z0=1

z s
2

n+1

a- On note M,, le point d'affixe Z, dans le plan rapporté au repere (0,U,V).
- CalculerZ, ; 7, ;73 et Za.
- Placer les points My, M|, M, M3 et My.
1 Zn

z
b- Calculer le quotient : ——
n+1

c- Quelle est la nature du triangle OM;, M;;+; ?
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Transformations géométriques du plan.

Soit (S) l'application de P dans P qui a tout point M d'affixe Z associe Z' d'affixe M' tel que
Z'=(1+1)Z+ 1—1. Déterminer la nature et les ¢léments caractéristiques de (S).

Soit la similitude directe plane S de centre A (1 ; 1) ; de rapport V2 et d'angle % par

la similitude S ; le point M d'affixe Z a pour transformé le point M' d'affixe Z'.
Exprimer Z' en fonction de Z.

Soient A, B, C et D les points d’affixes Zy=—1-i;Zg=i;Zc=1 + 3i;Zp=5 + L.
Soit S la similitude directe transformant A en C et B en D.

a- Déterminer le rapport K et ’angle 6 de S

b- Déterminer I’écriture complexe f associée a S.

c- Déterminer I’affixe de Q le centre de S

Déterminer la traduction complexe de la transformation (I") dans chacun des cas suivants :

a- (I') est la translation qui transforme A d'affixe 3 — 2i en B d'affixe — % — li

b- (I') est I'nomothétie de rapport % qui transforme A d'affixe 1 + i\/§ en B
d’affixe =1 + 1.

3
c- (I') est larotation d'angle 77T qui transforme A d'affixe 1 +1en B d'affixe —2 + 1.

- Soit f la transformation définie par Z’ = aZ + 3i

a- Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f si:a=2 puissi a= —1i.
b- Soient A(1) ; B(2 + i) ; A’(2i) ; B’(1 + i).Vérifier que AB=A’B’

c- Démontrer qu’il existe une unique rotation r telle que 7(A) =A’ etr(B)=B’

Le plan est rapporté a un repere ortho normal directe (O ; I; J). On considere 1’application

F qui & tout point M d’affixe Z associe le point M’ d’affixe Z’ definie par: Z' =u?Z + u — 1

ou u désigne un nombre complexe.

1) a. Déterminer I’ensemble des nombres complexes u pour les quels F est une translation.
b. Caractériser F pour chacune des valeurs trouvées.

2) a. Déterminer I’ensemble des nombres complexes u pour les quels F est une rotation

, T
d’angle de mesuré >

b. Caractériser F pour chacune des valeurs trouvées.
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Perfectionnement.

iz
- Soit f I’application de E= C— {— i} dans C définie par f(Z)= Pl Dans le plan

complexe rapporté au repére ortho normal direct(0, u, ),
on note M le point d’affixe z.

1) Déterminer les coordonnées du point B dont I’affixe zj et telle que f(zp) =1 + 2i
2) Soit z un ¢lément de E. on note r le module de z + i et o une mesure de son argument.
Exprimer la forme trigonométrique de f(z) — i en fonction de r et a.

3) Soit A le point d’affixe — i

a) Déterminer I’ensemble (I") des points M vérifiant |f(z) — i| = V2

b) Montrer que B appartient a (I").

- Dans le plan complexe C, on considére les points A d’affixe Z, =1 ; M d’affixe Z et N
d’affixe Zy=iZ — (1 + 1).

On note T 5 I’application qui a tout point d’affixe Z, associe le point M’, barycentre des
points pondérés (M ; L) ; (N ; -A) et (A ;1) ou A est un nombre réel non nul.

1) Démontrer que pour tout M du plan, le point N est ’image de M par une rotation dont on
précisera les éléments caractéristiques.

2) a- Démontrer que 1’affixe Z’ du point M’est telle que Z° = M1 — i) Z + AM(1+i)+1.

b- Démontrer que T ; est une similitude directe dont on précisera 1’affixe du centre Q ; le
rapport et I’angle. Pour quelle valeur de A, T ; est-elle une rotation ? Donner dans chacun de
ces cas I’angle et I’affixe de son centre.

c- Exprimer les coordonnées (x’; y") du point M’ en fonction de celles (x; y) de M.

- 1) On note g I’application affine du plan dans lui-méme qui, a tout point M d’affixe Z,
associe le point
M’ d'affixe 2 tels que Z" = | 2 — (2 = 1)i|[Z —2i od 2 < IR.
a) Quelle est la nature de g pour 4 =17 Préciser alors son €lément caractéristique.
b) Pour quelle valeur de 1, g est-elle une homothétie ? Donner ses éléments
caractéristiques.

c) Existe-t-il de valeur de 4 pour que g soit une rotation ? Si oui préciser ses ¢léments
caractéristiques.

2) a) Déterminer les ¢léments caractéristiques de la similitude indirecte S qui, a tout point M
d’affixe Z, associe le point M’ d’affixe Z’ telsque : Z' = (1 —i)Z + 1 +1i.

b) Soient les points A(2 ;—2); B(—1; 1) et C(0 ;—1). Déterminer I’expression complexe
de la similitude indirecte S.
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telle que S(A) =C ; S(B) = A.
c) Soient les points P(1 ;—1) et Q(—2 ; 1). Déterminer I’expression complexe de la similitude
directe s de centre
Q(—1;-1) telle que S(Q) =P.

d) Déterminer I’expression complexe de la similitude directe s de centre Q(—1;—1) et

d’angle ZTE et de rapport% .

Dans le plan complexe P rapporté au repére ortho normal direct (0 ; © ; v°)., unité
graphique 2cm, on considere les points A et B d’affixes respectives Zy = —1 et Zg = 3i
Soit la fonction f de P privé du point A dans P qui, a tout point M d’affixe Z, associe le point

M’ d’affixe Z’ tel que : Z'= i(z _3lj 1.
Z+1

1) Soit C le point d’affixe Z¢c = 2 — i. Montrer qu’il existe un seul point D tel que f(D) = C.
2) Déterminer la nature du triangle ABC.
3) A l’aide de I’égalité (1), montrer que, pour tout M distinct de A et B :

OM'= % et (1.OM')= % +(MIA, MB) (module 27).
4) En déduire et construire les ensembles de points suivants :
a) ’ensemble (E) des points M tels que I’image M’ soit situé sur le cercle (F) de centre O de

rayon 1.
b) I’ensemble (F) des points M tels que I’affixe de M’ soit réelle.

Le plan complexe est muni du repére orthonormé direct( 0 ; u ; v°) d’unité 2cm.
Soita €] % ; %[ ,et f, I’application du plan complexe dans lui-méme qui, au point M

d’affixe Z, associe le point M’ d’affixe Z’ telle que : Z° = (1+itanr )Z — itanx .

1) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f, .

2) Soit £2 le point d’affixe 1 et M un point du plan distinct de £2. Montrer que si & n’est
pas nul, alors MM’ €2 est un triangle rectangle en M. Pour quelle valeur de «, ce triangle
est-il isocele ?

: V2 : .
3) On pose dans cette partie o :Z et on note A, B, C et D les points d’affixes respectives :

i;20; =1 et —1+4+1.
a) Placer les points A, B, C, D dans le plan.
b) Démontrer que ABDC est un parallélogramme dont on précisera I’aire en cm?

¢) Donner ’expression analytique de .

4
d) En déduire les coordonnées des points A’ ; B” ; C’ et D, images respectives par f, des

4
points A, B,CetD.

e) Placer ces images dans le plan et montrer que A’B’ D’C’ un parallélogramme dont on
précisera I’aire en cm?.
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Partie A : Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct( 0 ; U ; V).

1) Résoudre dansC, I’équation Z* — (2 + 6i)Z - 16 + 12i = 0
- 2) Soit P(Z)=2Z— (4 +6i)Z* — (12 — 24i )Z + 32 — 24i
a)Montrer que 1’équation P( Z ) = 0 admet une solution réelle notée zy que 1’on déterminera.
b) Déterminer a, b et ¢ trois nombres complexes tels que P(Z ) = ( Z — Zy)(aZ*+ bZ +c¢)
c)Résoudre dans ¢, I’équation P(Z ) =0

Partie B:

Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (0,1, j)
On donne les points A(2), B(4 + 2i ) et C(—2 + 4i).
1) a- Placer les points A, B et C dans le repére ( o, i, j)

Lo —Z,

b- Calculer le rapport et en déduire la nature du triangle ABC

B~ “A
c-Montrer que le point F d’affixe 2i est le milieu du segment [AC]
d-Déterminer ( A) I’ensemble des points du plan d’affixe z vérifiant |Z -4 - Zi‘ = |Z +2—4i

2) Soit S la similitude du plan telle que S(A)=A et S(B)=C.
a- Déterminer le centre, le rapport k et ’angle @ de la similitude S
b- Déterminer 1’expression de la bijection complexe associée a la similitude S .

- Le plan est rapporté a un repére ortho normal direct( 0 ; U ; v°).
1. Déterminez I’ensemble des points M(Z ) duplan P telsque: (1-i)Z + 2i=2.
2. Etudiez la transformation de P qui au point M d’affixe z, fait correspondre le point M’
d’affixe: Z’=(1-1i)Z + 2i.
3. Enutilisant la transformation précédente, retrouvez le résultat du 1.

- Le plan est muni du repére orthonormal direct( 0 ; U ; v°), (unité graphique : lcm. )
On donne les points A et B d’affixes respectives 12 et 9i. On note f la similitude direct dont

I’écriture complexe est: Z' = %iZ +9i.

1. Déterminer le centre QQ, L’angle et le rapport de f.

2. Quelles sont les images par f des points A et O ? Montrez que €2est un point commun aux
cercles C, et C,de diametres respectif [OA] et [OB]. Etablissez que Q est le pied de la
hauteur issue de O dans le triangle AOB et montrez que QAx QB = Q0?2 .

3. Faites une figure comportant les points A, B, Q ainsi que les cerclesC, et C,.
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- Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O ; u ; V') I'unité de longueur
est le centimétre. Soit ABC un triangle direct dont le point O est le centre de son cercle
circonscrit. On désigne par M le milieu de [BC]. N celui de[AB]. Les affixes respectives des

points M, N et P sont notées m ; netp.

1.

Dans cette question, m = =1 —3i ; n = 2.
Construisez les triangles MNP et ABC.
Soit f la transformation du plan qui a chaque point M d’affixe Z = x + iy associe le

4
|4

€
point M’ d’affixe 22 = x’ + iy’ telleque: z'=—=(-z+m+n+p).

V2

Quelle est la nature de f ? Donnez ses éléments caractéristiques.

Soit a, b, ¢ sont les affixes respectives des points 4, B, C.

a. Montrez que MN = P4 puis Déduisezque a = n + p-m

b. Exprimez b et ¢ en fonction de m,n et p.

Onpose: f(A) = A", f(B) = B et f(C) = C.

On désigne para’, b’ et ¢’ les affixes respectives des points A’, B’ et C’.

a. Démontrezque: a = (1+iym, b = (1+i)n, ¢ = (1+0)p.

b. Déduisez-en que MA et OMsont orthogonaux et que A appartient a la droite (BC).

c. Montrez de méme que B’ appartient a la droite (AC) et que C’ appartient a la droite
(AB).

5. Complétez la figure réalisée au 1, par les points A’, B*, C’

- Le plan est muni d’un repére orthonormal direct( 0; @ ; v’). On considére les points :
A d’affixe — 4 ; B d’affixe 4 ; E d’affixe 4i; C et D tels que les quadrilateres AOEC et
BOEC soient des carrés.

Placez les points précédents dans le repére (0 ; i ; v’) et donnez les affixes des points C
et D.

Soit fla transformation du plan qui a tout point M d’affixe z fait correspondre le point M
d’affixe 2’ = (1+i ) Z + 4 + 4i.

a. Déterminez la nature et les éléments caractéristiques de f.

b. Précisez les points f(4) et f(0).

c. Déterminez 1’image par f de la droite (CA), et celle de la médiatrice du segment [AO].

d. Exprimez, pour tout point M d’affixe des vecteurs MN et MC en fonction de Z.

Déduisez-en que MM’ = MC et, pour M distinct de C, montrez qu’une mesure de I’angle de
vecteurs (MM’ ;. MC ) est %
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3. Soit J le milieu du segment [EB] et I le milieu de [AO]. Déterminez I’image de J par la

rotation de centre I et d’angle %

Le plan complexe P est muni d’un repére orthonormal direct( O ; 4 ; 7). Onnote A le
point d’affixe 2. Soit ¢ ’application de P vers P qui a tout point M d’affixe Z associe le

point M'=@(M) d’affixe Z’ définie par: Z'=

3+\/§| ~ +1—\/§
4 2
1. Déterminez :

a. L’affixe de I'image ¢(A)du point A.
b. L’affixe du point P tel que @(P)=0.

2. Déterminez la nature et les ¢léments caractéristiques de ¢ .

3. Lorsque le point M est distinct du point A :
a. Démontrez que le triangle AMM’, M'=@(M), est rectangle en M’.

b. Le point M et le milieu du segment [AM ] étant donnés, déduisez-en une construction
au compas du point M’.

- Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormal (O; U ; ¥ ), on donne les points
A et B d’affixes respectives 1 et 1 — ?

Pour chaque point M du plan, d’affixe Z, M, d’affixe Z, désigne I’image de M par la rotation
de centre O et d’angle g, puis M’d’affixe Z’ I’image de M par la translation de vecteur — u.

Enfin on note T la transformation qui a chaque point M associe le point M’.

.TT
1. a) Démontrer que Z’= esz7 -1
b) Déterminer ’image du point B par T.
c) Montrer que T admet un unique point invariant dont on précisera I’affixe.

2.0npose Z= x + iy, avec x et y des réels.
!

a) Pour Z non nul, calculer la partie réelle du quotient 7 fonction de x et de y.

b) Démontrer que I’ensemble (E) des points M du plan tels que le triangle OMM’ soit
rectangle en O, est un cercle (C), dont on précisera le centre et le rayon, privé de deux points.
c) Tracer (E).

3. Dans cette question on pose Z = 1 + 1.

a) Vérifier que M appartient a (E). Placer M et M’ sur la figure.

b) Calculer le module de Z°.

c¢) Calculer I’aire, en cm2, du triangle OMM”.
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- Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal direct (O ; U ;v ).
Soit I le point d’affixe 1. On note C le cercle de diameétre [OI] et on nomme son centre €.

Partie 1
1 1. .
Onpose: ap= 2 + 2 let on note Ajson image.

1. Montrer que le point A appartient au cercle C.

2. Soit B le point d'affixe b, avec b=- 1 + 2i, et B' le point d'affixe b’telle que b’ = agb.
a. Calculer b’.
b. Démontrer que le triangle OBB’ est rectangle en B’.

Partie I1
Soit a un complexe non nul et différent de 1, et A son image dans le plan complexe.

A tout point M d’affixe Z non nulle, on associe le point M’ d'affixe z’ telle que Z’ = aZ.
1. On se propose de déterminer I’ensemble des points A tels que le triangle OMM’ soit
rectangle en M.

. a—1
a. Interpréter géométriquement arg( " )

a—1

b. Montrer que (M’O ; M’M) = arg(T)Jr 2k (k € R).

c. En déduire que le triangle OMM? est rectangle en M’ si et seulement si A appartient au
cercle C privé de O et de 1.

2. Dans cette question, M est un point de I’axe des abscisses, différent de O. On note x son
affixe.

3. On choisit a de manicre a ce que A soit un point de C différent de I et de O.

a. Montrer que le point M’ appartient a la droite (OA).

b. En déduire que M’ est le projeté orthogonal de M sur cette droite.

- 1° On se propose de résoudre dans C 1’équation (E) : Z° +(\/§— i)Z2 + (1— I\/g)Z —-i=0.

a) Déterminer le réel y tel que iy soit solution de (E)
b) Déterminer les réels a et b tels que, pour tout nombre complexe Z :

22+ (3-ifz? + (-3l —1=(z -i)\z? +az +D).
¢) Résoudre dans C I’équation (E'): Z> + Z+/3+1=0.
d) En déduire les solutions de (E).

2° On considére le point A d’affixeZ, =1, le point d’affixe Z, =

et le point C

— 3 +i
2

symétrique de A par rapport a 1’axe des abscisses.

a) Placer ces points sur un graphique.
Z.-Z
b) Déterminer le module et un argument du quotient : ﬁ .
AT &B

c¢) En déduire une mesure en radians de 1’angle (ﬁ, ﬁf) et la nature du triangle ABC.
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Arithmeétiques

Objectifs

Ce chapitre vise a :

* approfondir les notions d’arithmétique vues au premier cycle ;
* mettre en place la congruence dans Z et 1’utiliser pour résoudre des problémes ;
* mettre en ceuvre des techniques d’algorithme et de raisonnement pour résoudre des

problémes d’arithmétique.

Savoirs et savoir-faire

1. DIVISIBILITE DANS Z

SAVOIRS

SAVOIR-FAIRE

* Multiples d’un entier relatif.
* Notation n Z.

¢ Diviseurs d’un entier relatif.

* Démontrer qu’un entier est divisible par un
entier donné.

» Déterminer 1’ensemble des diviseurs d’une
entier naturel non nul.

2. DIVISION EUCLIDIENNE

SAVOIRS

SAVOIR-FAIRE

*Division euclidienne dans N.

¢ Division euclidienne dans Z.

» Déterminer le quotient et le reste de la
division euclidienne d’un entier relatif par un
entier naturel non nul.

3. CONGRUENCE MODULO n

SAVOIRS

SAVOIR-FAIRE

*Définition.
e Propriété de conformité avec les opérations.

» Utiliser les propriétés des congruences pour
résoudre des problémes de divisibilités.
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4. NOMBRES PREMIERS

SAVOIRS

SAVOIR-FAIRE

*Définition.

» [’ensemble des nombres premiers est infini.
» Décomposition d’un entier naturel en produit
de facteurs premiers

* Démontrer qu’un nombre est premier.

» Déterminer 1’ensemble des diviseurs d’un
entier naturel non nul.

* Décomposer un entier en produit de facteurs
premiers.

5. PGCD, PPCM

SAVOIRS

SAVOIR-FAIRE

*Définition et propriétés.

* Algorithme d’Euclide.

e Nombres premiers entre eux.
* Théoréme de Bézout.

» Théoréme de Gauss

* Déterminer le PGCD de deux nombres :
- al’aide de I’algorithme d’Euclide ;
- al’aide de la décomposition en
produit de facteurs premiers.

* Déterminer le PPCM de deux nombres :

- al’aide de la décomposition en
produit de facteurs premiers ;

- al’aide du PGCD.
« Utiliser le théoréme de Bézout pour
démontrer que des entiers sont premiers entre
Cux.
» Utiliser le théoréme de Gauss pour résoudre
des problémes d’arithmétique.
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I) Activité :

a- En te référent sur les notions vues dans les classes antérieurs, décompose les nombres 450
et 320 en produit de facteur premier puis en déduire le PGCD de 450 et 320.

b- Un champ a pour dimensions 4,5m et 3,2m. On souhaite carreler cette piece avec un
nombre entier de dalles carrées, sans aucune découpe. Quel est le plus grand coté possible
(‘en cm ) de la dalle carrée ?

Solution

a- Décomposons les nombres 450 et 320 en produit de facteur premier puis en déduire le
PGCD de 450 et 320.

320 |2
4502 160| 2
225|3 80| 2
753 40 | 2
25 |5 20 | 2
5 5 10| 2
1 515
1
=>450 = 2032452 =>320 = 26+53°

Alors PGCD( 450 ; 320 )=2x5x3%=10

b- Déterminons le plus grand co6té possible ( en cm ) de la dalle carrée ?
Ona:L=45m =450cm et [=32m =320 m.

Ainsi le c6té en cm d’une dalle carrée est le PGCD( 450 ; 320)=10.

D’ou le plus grand c6té possible d’une dalle est 10 cm.

87



II) Introduction et Définition :

1) Introduction

On peut considérer que, des 1’époque préhistorique, les hommes ont utilisé leurs doigts pour
compter ou effectuer des calculs sommaires. L’emploi de symboles pour désigner les nombres
apparait sans doute en Mésopotamie, vers 2000 av. J.-C, ou I’on a retrouvé des tablettes
babyloniennes couvertes de chiffres en base 60. Puis viennent les systéemes de numération
égyptiens, grecs et romains. C’est en Greéce qu’est fondée I’arithmétique théorique par les
pythagoriciens au VI® siécle av. J.-C. A cette époque, les mathématiciens grecs savent déja
manipuler des notions arithmétiques comme les proportions, les moyennes, ou encore les
progressions. Tout ce savoir a été, par la suite, regroupé dans les Eléments d’Euclide.

2) Définition

L’ Arithmétique est la branche des mathématiques qui étudie les propriétés des Nombres
Entiers Naturels N, des Entiers Relatifs Z et des Nombres Rationnels Q.

III) Ensembles d’applications

En arithmétique, on utilise trois types de nombres :
les Nombres Entiers Naturels N ; les Nombres Entiers Relatifs Z et les Nombres
Rationnels Q.

1) Ensemble des Nombres entiers naturels :

L’ensemble des entiers naturels, noté : N est défini en extension comme suite :
N={o; 1;2; 3;..... ;n; (n+1); ...}

On défini dans N deux lois de compositions internes de la fonction suivante :
- L’addition:Va eNetvb €N, a + b=S € N.

- La multiplication : Va e Net Vb €N, a x b=p € N.
Exemple:2+1=3e N et4x3=12€N

On défini aussi dans N une relation d'ordre, c'est-a-dire que pour toutaetbde N, ona:

Soita < b, soit:b < a.
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Propriétés

P; : N a un plus petit élément noté 0.

P, : N n’a pas de plus grand élément.

P;-Toute partie non vide de N a un plus petit élément.

2) Ensemble des Nombres entiers relatifs :

L’ensemble des entiers relatifs, noté : Z est défini en extension comme suite :

L={-2;-1;0;1;2;... ;n; —n; (n+1); —(n+1),....}

Cet ensemble a la structure d'un anneau commutatif unitaire :
On défini dans Z deux lois de composition interne : une addition et une multiplication.
Propriétés :

P, : L'addition est commutative associative dans Z et admet un élément neutre qui est 0.

P, : La multiplication est commutative associative dans Z et admet un élément neutre qui est
1.

P; : La multiplication est distributive par rapport a I'addition: ae (b + ¢) = ab + ac.

P4 :L'existence d'un élément symétrique — a, c'est-a-dire que a + (—a) = 0.

NB :

L'anneau est unitaire a cause de I'existence de 1'élément neutre "1" de la multiplication.
(Z ; +) est un groupe commutatif.
(Z s+ X) est un anneau commutatif unitaire.

On défini dans Z une relation d'ordre (<) vérifiant les propriétés suivantes :

1) a<b=>a+c<b+c
2) a<betc > 0 => ac < bc
3) a<betc < 0 => ac = bc

D'autres propriétés de Z, que nous admettrons sans preuve sont :

P;- Toute partie de Z qui est non vide et qui est majorée, a un plus grand élément.

P,- Toute partie de Z qui est non vide et qui est minorée a un plus petit élément.
Ps- Si a et b sont deux entiers relatifs, et b est non nul, il existe un entier relatif n ou
nb > a.
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3) Ensemble des Nombres rationnels :

L’ensemble des nombres rationnels, noté : @ est un ensemble qui est défini en extension
comme suite :

Q={§,PEZ; qe )

NB: NcZcQ

IV) Raisonnement par récurrence :

Activité :

Tu disposes d’une infinité de batonnets alignés verticalement. On suppose que le premier
tombe et qu’en tombant, il fait tombé¢ le second, et que ce dernier en tombant fait tomber le
troisiéme batonnet ainsi de suite.

Combien de batonnet ne vont —ils pas tomber ?

Principe :
Pour démontrer qu’une proposition B, est vraie pour tout entier naturel n, on procéde de la
fagon suivante :

1°" Etape :( Initialisation):

On vérifie que la proposition P,, est vraie pour le terme initial, c'est-a-dire : (P, est vraie).

2" Etape :( Transmission) :

On suppose que la proposition B, est vraie pour tout entier naturel et ensuite on démontre
qu’elle est vraie a I’ordre n + 1. C'est-a-dire P, est vraie.

3" Etape :(Conclusion) :

On conclu qu’alors: Vn € N, B, est vraie.
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Exemple

Démontrer par récurrence les propriétés suivantes :
1) vn € N*,ona: 2"> n.

2) Vn €N,ona: 1 + 2+3+4+...+n:”(n;1)
n(n+1)( 2n+ 1)
6

3) Vn € N*,ona:1%2+ 22+ 3?2+ ....+n? =

Solution
1) vn € N*,ona: 2" > n.

ére

17" Etape :( Initialisation) :

Pour n=1;ona: 2! =2 > 1 (vraie).
Pour n= ;ona: 2% =4 > 2 (vraie).

2 Etape :( Transmission) :
Supposons 2% > k et montrons que 28t > k + 1.
On sait que : 2% > k.
En multipliant chaque membre de I’inégalité par 2, on a :
2x2K > 2k.Orvk € N,2k 2k+1dou: 2> k+k>k+1
21 > k41

3% Etape :( Conclusion) :
D'ouvn € N*,ona: 2" > n.

2) Vn €N,ona: 1+ 2 43 4 4 4 = HRFD)

Posons: P, =1+ 24+3 +4+-4+n ethP =

ére

1~ Etape :( Initialisation) :

P]_:l
1(1+1) 2
=573

Pournzl;ona:{ =>P, = P (vraie)

=1
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P,=1+2=3

, _ 2(2+1) 6
P = 2 2
2 Etape :( Transmission) :

_3 =>P, = P, (vraie)

Pour n =2;ona: {

Supposons que la proposition est vraie au rang n = k et montrons qu’elle est vraie au rang
n==k+1.

Pour n = k 4+ 1,ona:

1+ 2+3+4++k+ (k+1) = (k+1%(k+2)

k(k+ 1

Or:1 + 2+3+4+---+k:_( . )
k(k+ 1 k+ 1)(k+2
DUl + 243+ 44tk (kt1)=kr - ) 4 (k+1)=" )2( )

- 3% Etape :( Conclusion) :

n(n+ 1)

vn eN,ona: 14+ 2+3+4+--+n = 3

n(n+l)(2n+ 1)

3) Vn € N*,ona:1*+ 2+ 3°+ ...+n? = 3

n(n+1)(2n+ 1)

Posons: B, =124 22+ 3%+ ...+n? eth = 3
1°" Etape :( Initialisation) :

P=1=1

Pour n = 1;ona: {_, 1(1+1)2+1) 6 =>P, = P (vraie)
P1= =-=1

6 6

P, =1+ 22+=5

Pour n = 2;ona: { 202+1)( 4+ 1) 30 =>P, = P, (vraie)
P2: 6 = ?:5

2" Etape :( Transmission) :

Supposons que la proposition est vraie au rang n = k et montrons qu’elle est vraie au rang
n==k+1.

Pourn = k + 1,ona:

124 224 324 .4 k2 4 (k + 1)2= EFDORF2)(2KH D

6

k( k+1)(2k+ 1)

Or 124 224+ 32+ ...+ k?= A
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k( k+1)( 2k+ 1)+

A (k + 1)?

Doul?+ 22+ 32+ ....+k? + (k + 1)2=

_(k+ D(k +2)(2k+ 3)
- 6

3% Etape :( Conclusion) :

n(n+1)(2n+ 1)
6

vn € N*,ona:1%2+4+ 224 324+ ... +n? =

V) Division Euclidienne dans N

1) Définition :
Soient a et b deux entiers naturels (b = 0).

On appelle division Euclidienne de I’entier naturel @ par ’entier naturel b , toute opération
visant & déterminer un couple unique (g ; 7)€ N x N, telque @ = bq + 7.
Avec:0<r<b.

2) Notation :

- ( : est appelé le quotient de la division Euclidienne de I’entier a par I’entier b.

- T :estappelé le reste de la division Euclidienne de I’entier @ par I’entier b.

3) Propriétés :

P, :Si b divise a , alors lereste Testnul (r=0) . Ainsi: @ = bq.

P, : Si b divise a , alors pour tout entier naturel . , b divise na .
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Exemples

Exemple 1 :

Effectuer la division Euclidienne de @ par b dans chacun des cas suivants puis en déduire le

quotient, le reste et le diviseur dans la division de @ par b:
a) a = 43 et b = 5; b)a =54 et b =12
Exemple 2 :

1) Soient deux entiers naturels a etb (@ > b). La division Euclidienne de @ par b donne
pour quotient = 6 et T =47 pour reste. Par ailleursa + b + 7 =591,
Déterminer a et b.

2) Quelle peuvent étre le diviseur et le reste d'une division Euclidienne dont le dividende est
542 et le quotient est 12 ?

Exemple 3 :

Déterminer 1’ensemble des entiers relatifs n tels que (513 — n) divise (n+ 2)

Solution

Exemple 1
Effectuons le reste de la division Euclidienne de a par b dans chacun des cas suivants :

a) a=43 e¢¢ b=5 b)ya=54 e b=12

431 5 541 12
8 4
3 6
=>q=8 et r=3 =>q=4 et r=6
Exemple 2

1) Soient deux entiers naturels a et b (a > b). La division Euclidienne de a par b donne
pour

Quotient g = 6 et r =47 pour reste. Par ailleurs a +b +r = 591.
Déterminons a et b sachant que q =6 ;r=47 et a+ b+r=591(1) et d’autre part
a=qgb+r <& a=6b+47 (2). Dans la relation (1) remplagons a par sa valeur ainsi que r :

(6b+47)+b+47 =591 <i>7b=591—94<i>7b=497<i>b=g=71=>b=71
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Dans (2) a=bx71 +47=>a=473
2) Déterminons le diviseur et le reste d’une division euclidienne sachant que :
a=542etq=12.

a=qgb+r& 542=12b+r = r=542 - 12b (1) d’autre part on sait que 0 < r<b

0 <Sr<b0<542-12b<b = 12b<542<13b = 12 < %<13 donc on aura :
5%2212:>b=5442:45:>b=45

Dans (1) r=542 - 12x45=542-540 =2=>r=2

Exemple 3

Déterminons 1’ensemble des entiers relatifs 7 tels que ( 513 — n) divise (n + 2)
La division Euclidienne de (513 — n) par (n + 2 ), donne pour quotient :
Q= 5n? — 10n +19 et pour reste r = — 38

(sn’-m) eux se ramener sous la forme : ( quotient ) + _reste
(n+2) P - diviseur

(5n3-n)
(n+2)

— 38

Alors )

= (512 —-10n+19) +

(5n%-n)

(n+2)

Ainsi pour que soit un entier relatif, il faut que ( n + 2 ) soit égale a I’ensemble des

diviseurs de 38.
Or I’ensemble des diviseurs de 38 sont : {—38; —19; —2; —1;1 ;2;19;38}
=>n+2 € {—38; -19; —2; —1;1;2;19;38}

Etne {—40; —21; —4; -3;—-1;0; 17; 36}
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VI) Divisibilité dans Z

Multiples et diviseurs d’un entier relatif :

Activité :

a- Détermine tous les multiples de —8 et 12.
b- Détermine tous les multiples de —8 et 12 comprise entre — 24 et 36.

a- Définitions :

Soient a et b deux entiers relatifs.
- Ondit que a est un multiple de b , s’il existe un entier relatif k tel que : @ = kb.
- Ondit que b estun diviseurde a ,si @ = qb (ou q est le quotient de la division).

NB :

- 0 est un multiple de tout entier relatif.
- Tout entier relatif non nul divise (0, mais il ne divise aucun entier relatif.
- Si b #0,on dit que b est un diviseur de @ ou que b divise a. On note : b /a.

b- Propriété :

Soient@; b; c troisentiers telquea@ #0.
Si a divise b et a divise €, alors pour tout entier U et ¥, a divise la combinaisons
linéaire bu + cv.
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VII) Systéme de numération

1) Définition :
Soit b un entier naturel tel que b >2. Tout entier naturel x peut s’écrire de fagon unique

telque: X = g+ a;b+ ab* + ...+ a,b? = lpc=0 a;b* avec a; € N.

Ainsisi 0 <ap <b et @, # 0,onpeutécrire: X = ApA,_7 ... alao"’.
Cette écriture de x est appelée x dans la base b .

2) Propriétés :
P, :Par convention , dans le systéme décimal ( appelé aussi a base 10 ), les nombres sont

écrits a 1’aide des dix chiffres décimaux ,asavoir: 03 15 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9.
C'est-a-dire tout nombre sans barre, est écrit en base 10.

Exemple :
3201 =32011°=1x10° + 010 + 2x10%2 + 3x103=1+0+200 + 3000 = 3201

Donc, les chiffres 15 05 25 3 sont les coefficients respectifs des puissances croissantes de
la base 10.

P, : Au Delas des 10 chiffres décimaux, on peut adopter les lettres : A; B; C; D ; E...etc.
pour:10; 11; 12; 13; 14 .....etc.

3) Changement de base :

a- Systeme binaire ou systéme en base 2 :

Dans le systeme binaire les symboles utilisés sont : 0 et 1

b- Systéme octal ou systéme en base 8 :

Dans le systeme octal les symboles utiliséssont: 0;1;2;3;4;5;6;7

c- Systéme hexadécimal ou systéme en base 16 :

Dans le systeme hexadécimal les symboles utilisés sont: 0;1;2:;3;4;5;6;7:;8;9;A;
B;...;F
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Exemple

1) Ecrire dans le systéme décimal le nombre : 4325
2) Ecrire dans le systéme binaire le nombre : 12719
3) Ecrire dans le systéme décimal le nombre : FOA316
4) Sachant que 14 =13 + 1, écrire148 dans le systéme de base 13.
5) Un nombre s’écrit BABA (Avec: A=10 et B=11)dans le systéme hexadécimal.
Ecrire ce nombre dans le systéme octal.
Solution

1) Ecrivons dans le systéme décimal le nombre : 4325
4325 =4x5% +3x51 + 2 =117 ou 432° =117°

2) Ecrire dans le systéme binaire le nombre : 12710

12710 =127
127 2
1 632
11312
1 |15

312

1 _1’72
110

=>127=11111112

3) Ecrire dans le systéme décimal le nombre : FOA316

F0A3'® = Fx16° + 0x16® + Ax16' + 3 = Fx163 + Ax16 + 3

Or A=10 et F=15

=>F0A3'® =15x163 + 10x16 + 3 = 61440 + 160 + 3 = 61603

=>F0A3'% = 61603 ou FO0A3'%= 616031°

4) Sachant que 14 = 13 + 1, écrivons 148 dans le systéme de base 13.

14=13+1=>148=(13+1)8
Ainsi d’apres le triangle de Pascal, le développement de (13 + 1)8 donne :

(13 +1)8=138+ 84137 + 28+13° + 560 13° + 70 13* + 56133 + 28132 + 8e131 4 1

Or:28=13x2+2 ; 56 =13x4+4 ; 70 =13x5+5. Alors,ona:
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e 28 13%= 13%(13x2+2)=2x137 +2x13°
e 56 135= 13°(13x4 +4)=4x13° +4x13°

e 70e13*= 13%(13x5+5)=5x13%+5x13*

e 56¢13%= 133(13x4 +4)=4x13° +4x13°
o 28413%= 132(13x2+2)=2x13% +2x132

La somme des termes de méme puissance donne :

(13+1)8= 11334100137 +613%° +9¢135+9e13*+ 60133 +20132 +8133 + 1
=>(13+1)% = 148 = 146996281'3 (avec A = 10)

5) Un nombre s’écrit BABA (Avec : A=10 et B =11) dans le systéme hexadécimal.
Ecrivons ce nombre dans le systeme octal.

BABA'® =Bx163 + Ax162 + Bx161+ A Or:A=10 et B=11
=>BABA=11x163 + 10x16% + 11x16® +10
Dans le systéme octal les symboles utiliséssont: 0;1;2;3;4;5;6;7
Or: 11=8+3 ; 10 =8+2 Alors,ona:
=>BABAY® = (8+3)x16%+ (8+2)x16%2+ (8+3)x161 + (8+2)
Or: 163=(8¢2)3; 162=(8¢2)2 ; 16'=(8e¢2)! ; 10 = 8+2 Alors,ona:
BABA® = (8+3)x(8e2)3+(8+2)x(8¢2)2+(8+3)x161+(8+2)
= (8+43)x83x23 + (84 2)x8%2x22 + (8 + 3)x8x2
Le développement et la somme des termes de méme puissance donnent :

BABA® =85+ 3¢8% + 583+ 282 + 781 4+ 2

=>BABA'® = 1352728
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VIII) Congruence Modulo n

Considérons les nombres entiers relatifs ci-dessous, ou n est un entier naturel supérieur a 1,

==-2n+ 1
b=15n + 1

Des relations ci-dessus, on note que :

e aetb ont un méme reste (a savoir 1) lorsqu'ils sont divisés par n

e a-b=-2n-(15n) = — 17n, c'est-a-dire que a — b est un multiple de n.
De ces observations, nous donnons la définition de la congruence modulo n comme suite :
1) Définitions :

Définition 1:On dit que l'entier relatif a est congru a l'entier relatif b, modulo n, si la division
de a par n, et celle de b par n, ont le méme reste. Ceci est symbolisé par : a = b(n).

Définition 1 : On dit que l'entier relatif a est congru a l'entier relatif b, modulo n, si la
différence a — b est un multiple de n. Autrement dit @ = b(n)<=>3k € Z;a— b = kn.

Remarque : a = b(n) <& a = kn + b c'est-a-dire le reste de la division euclidienne de a
parn estb.

2) Propriétés :

La relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence, car elle met en évidence
les propriétés suivantes :

P; : la relation de congruence modulo n est Réflexive, c'est-a-dire :
vaeZ, ona: a=aln].

P, : la relation de congruence modulo n est Symétrique, c'est-a-dire :
V(a; b) € Z’, Sia=b[n] Alors b= a[n]

P; : la relation de congruence modulo n est Transitive, c'est-a-dire :
3
Via; b; ¢) € ZZ°, Sia=b[n] et b =c[n] alors a = c[n].
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3) Autres propriétés caractéristiques :

Pi:a=b[n]=>n divise a —b
P,:a=b[n]<=>vVk € N, ka=kb[n]

P;:a=b[n]<=>vpe N, a? =bP[n]

4) Congruences particuliéres (Caracteres de divisibilité) :

a- Divisibilité par 2

Un entier X est divisible par 2 si et seulement si son chiffre des unités simples est pair, c'est-a-
dire si I’entier X est terminé parO; 2; 4; 6 ou 8.

b- Divisibilité par 3 et par 9

Un entier X est divisible par 3 (respectivement par 9 ) si et seulement si la somme de ces
chiffres est divisible par 3 ( respectivement par 9 ).

c- Divisibilité par 5

Un entier X est divisible par 5 si et seulement si cet entier est terminé par 0 ou 5.

d- Divisibilité par 11

Un entier N est divisible par 11 si et seulement si la différence de la somme des chiffres de
rang pair et de la somme des chiffres de rang impair est divisible par 11.

e- Divisibilité par 4 et par 25

Un entier X est divisible par 4 (respectivement par 25) si et seulement si le nombre formé par
les deux derniers chiffres est divisible par 4 (respectivement par 25).

Exemple
1) Déterminer le reste de la division par Sde: 2°; 2; 22; 23 et 2"

En déduire le reste de la division de 2% par 5.

2) Déterminer le reste de la division de 7™ par 9 puis en déduire le reste de la division

72008

Euclidienne de par 9.

3) Le nombre 2798793 est —il divisible par:2; 3; 11?
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Solution

1) Pour chacun des nombres ci-dessous, déterminons le reste de la division par 5de : 2°; 2;
22; 23 ; 2%et 2" Puis en déduisons le reste de la division de 2°° par 5.

2°=1=1[5]
2=2=2[5]
22=4=4[5]
2’=8=3[5]
2'=8=1[5]

Ainsi, on remarque qu’a partir de 1 =4 , le reste 1 c’est répété.
Alors on dit que 4 est la période c'est-a-dire :

24k = 1[5]

24k+1 = 2[5]
242 = 4[5]
24k+3 = 3[5]

Sin = 4k, le reste de la division euclidienne de 2™ par 5 est 1.

Sin = 4k + 1, le reste de la division euclidienne de 2™ par 5 est 2.
Sin = 4k + 2, le reste de la division euclidienne de 2™ par 5 est 4.
Sin = 4k + 3, le reste de la division euclidienne de 2™ par 5 est 3.

Déduisons le reste de la division de 22° par 5.
Pour cela, il suffit d’écrire 20 sous la forme 20 = 4k + r

Or20= 4X5 + 0=4 x5 =>220 = 24%5+0
220 =20 =1[5]

2) Déterminons le reste de la division de 7™ par 9 puis en déduisons le reste de la division

72008

Euclidienne de par 9.

Pourn=0;ona:7°=1=1[9]
Pourn=1;ona:7'=7=7[9]
Pourn=2;ona:7%=49=4[9]
Pourn=3;ona:73= 343=7x4=28=1[9]

Ainsi, on remarque qu’a partir de n = 3 , le reste 1 ¢’est répété.
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Alors lapériode P=3=>n= Pq+r=>n= 3q+r

e Sir=0;alorsona:7"=734=(73)9=(1)1[9]=1=1[9]
e Sir=1;alorsona:7"=734t1=73ax71 =7[9]
e Sir=2;alorsona:7"=734t2=734x72 =4[ 9]

D’ou les restes possibles de la division de 7" par 9sont:1; 7; 4
En déduisons le reste de la division de 72008 par 9.
La division de 2008 par la période P =3, donne pour quotient q = 669 et pour reste r = 1

=>2008 =3x669 + 1

Alors72008 = 73%669+1 (g5y51a forme 73971 = 7[9])

Dou 72098 =719

72008

Conclusion : Le reste de la division de par9estr=7

3) Vérifions si le nombre 2798793 est —il divisible par: 2; 3; 11

- Divisibilité par 2 :

Le nombre 2798793 n’est pas divisible par 2, car : 2798793 ne se termine pas par :
0;2;4;6;8

- Divisibilité par 3 :

le nombre 2798793 est divisible par 3, car : 2 +7 + 9 + 8+7+9 + 3 = 45 qui est divisible par 3.
- Divisibilité par 11 :

le nombre 2798793 n’est pas divisible par 11, car :

(7+8+9)-(2+9+7+3) =24-21= 3 quin’est pas divisible par 11.
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IX) Congruence et Structure d’anneau (Ensemble Z/n Z) :

1) Classe d’équivalence modulo n

a- Définition :

Lorsqu'un nombre quelconque x de Z est divisé par un entier naturel n, les restes possibles
sont:0,1,2,...,n-1.

On dit qu'un élément x de Z appartient 4 la classepmodulo n si: x=p avecn —1 > 0.

D’une manicre générale, sixest un élement de Z. , alors la classe de x modulo n est

1’ensemble de tous les élements de Z qui ont le méme reste que x dans la division par n ; on
le note cl(x) = xtel que: cl(x) = x ={y € Z/ x-y = 0[n]}

b- Ensemble quotient Z/nZ, :

L'ensemble des classes pmodulo n est noté par Z/nZ. et s’appelle groupe quotient de
Z/nZ tel que : Z/nZ= {0; i;2;3;...n- 1}.

2) Propriétés dans Z./n7.

a- Propriétés (Addition) :

1) L'associativité, X+ (y+2) = (X+Y) + 2

2) La commutativité, X+ y = y+ X

3) L'¢lément neutre, 0 (car, x+0 =X+ 0= X)

4) L’¢élément— X, symétrique de x (car X +0=Xx—x=0)
b- Propriétés (Multiplication) :

1) L'associativité : Xx (yx 2) = (Xx y) x 2

2) La commutativité : Xx y = yx X

3) L'élément neutre : 1 (car IxX =1x X = X)

4) La distributivité par rapport a l'addition, soit : Xx (y+ 2) = (Xx y) + (Xx Z)
NB:

On dit qu'un anneau commutatif unitaire A est intégre si pour tout x,y de A,ona:
xxy=0=>x=0o0uy=20
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Lorsque l'anneau n'est pas intégre, il existe x et y, tous non nuls, dont le produit est zéro.
On dit alors que x et y sont des diviseurs de zéro.

Exemple
Utiliser la définition ci-dessus pour établir la table d'addition et de multiplication de Z/4Z.

Solution

Ici les restes possibles sont 0, 1, 2, 3. D'ou les deux tables suivantes

ol 1 2 3 8 0 1 2 3
0 0 1 2 3 0 0 0 0 0
1 1 2 3 0 1 0 | 2 3
2 2 3 0 I 2 0 2 0 2
3 3 0 1 2 3 0 3 2 1

Pour établir les tables ci-dessus, nous avons effectué les opérations de la maniére typique
suivante :

. .
—_——

B B . . . —_——t— .
Pour la multiplication :3 x2 = 3¢2 =6 ou Pour Paddition 3+2=3+4+2 =5
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X) Nombre Entier Naturel Premier :

1) Définition :
On dit qu'un nombre entier naturel p est premier s'il a exactement deux diviseurs, 1 et p.

D’une maniére générale :

Pour montrer qu'un nombre entier naturel p est premier, il suffit de le diviser par les entiers
naturels premiers successifs qui lui sont inférieur afin d'obtenir un entier premier d qui ne le
divise pas avec (d*< a)

Exemple

Montrer que 239 est un nombre entier premier.
Ona:a=239=>a=+239=1545

Ainsi les nombres entiers premiers inférieurs a 15,45 sont : {1, 3,5, 7, 13} et on remarque que
239 n'est pas divisible par aucun de ces nombres premiers c'est-a-dire : {1, 3,5, 7, 13}.

Conclusion : 239 est un nombre premier.

2) Théorémes :

Théorémel : Tout entier naturel n supérieur a 1, admet au moins un diviseur premier.
Théoréme 2 : L’ensemble des nombres premiers est infini.

Théoréme 3 : Tout entier naturel n supérieur a 1 admet au moins un diviseur premier d tel
que:1<d*<n

NB :

L'ensemble des nombres premiers compris entre 1 et 100 peut s'obtenir par 1'algorithme
d'Eratosthéne que nous décrivons comme suit :

1) On construit une table des nombres allant de 1 a 100.

2) On é¢élimine le nombre 1 qui n'est pas premier

3) On garde le nombre 2 et on ¢limine de la table tous ses multiples

4) Le nombre suivant non éliminé est 3, que 1'on garde. On élimine de la table tous les
multiples de 3;

5) On procede ainsi jusqu'au nombre 100 .

6) Les nombres non éliminés de la table sont tous premiers.
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On obtient alors la table suivante :

1 2 3 —4 5 A 7 & 9 16
11 12 13 14 15 16 17 15 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51+ 52 53 34 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 F6 77 & 79 80
8t 82 83 84 85 86 87 88 89 96
91 92 93 94 95 96 97 98 99 106

Théoréme 4 : (Décomposition d’un nombre entier en produit de facteur premier).

Tout entier naturel supérieur a 1 se décompose de facon unique comme un produit de facteurs

. , .. rr . _ a1 pad2 pa3 ay
premiers. La décomposition prend la forme générale : n = P{'P,*P;° ... P},

ou ¢; est le nombre de termes de valeur p; contenus dans n.

Exemple

1) Décomposer en produit de facteurs premiers le nombre 21200.
2) On pose N =21200n. Déterminer la valeur de n pour que N soit un carré parfait.

Solution
1) Décomposons en produit de facteurs premiers le nombre 21200.
Nous remarquons la présence de deux zéros a la fin du nombre.
Dot :m=212x10*=212x2°x 5

Maintenant nous utilisons la table des nombres premiers pour décomposer le terme 212
comme suite :

2122
1062
53(53
1
En regroupant les termes, on a : 2°x 53 x 2> x 5 =2% x 5* x 53'
2) On pose N =21200n. Déterminons la valeur de n pour que N soit un carré parfait.

N =21200n =2*x 5> x 53'x n. Alors N est un carré parfait sin = 532%*! (aveck € N)

Ou 2k + 1 est I’écriture d’'un nombre impaire.
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XI) PPCM et PGCD de deux entiers naturels a et b :

1) Plus Petit Commun Multiple(PPCM)

a- Définition :

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls. On appelle plus petit commun multiple de
a et b, le plus petit élement strictement positif de ( aZ N bZ.).

Notation :

Le plus petit commun multiple de a et b peut étre noté comme suit:
PPCM (a; b)=(aVb) =m.
b- Propriétés
Pi:V(a;b)e Z°; PPCM(a; b) = PPCM(|al;|b] )
C’est a dire cherché le PPCM de deux entiers relatifs, revient a cherché le PPCM de deux

entiers naturels non nuls.

PV (a; b)eE(N*)?,ona:ma(a; b)<PPCM(a;b)< asb

P3:V(a; b)e (N)?,ona:PPCM(a; b)=a<=>ae(bZ).
Exemple : PPCM (12 ;4)= 12<=>12€(4 7).
P, : L’ensemble des multiples communs de deux entiers naturels non nuls a et b est

I’ensemble des multiples de leurs PPCM, c'est-a-dire si PPCM (a ; b )=m ; alors :
(aZ nbZ)=mZ.

Exemple : PPCM (12 ; 16 ) =48 donc ( 127 n 167Z.) = 487.
Ps : Soit a ;b et k trois entiers naturels non nuls. On a :
PPCM (ka; kb) = kPPCM(a; b)

Exemple : PPCM( 120 ; 168 ) = PPCM( 24x5 ; 24X7 ) =24 = 24sPPCM( 5 ; 7 ) = 24x35
—>PPCM( 120 ; 168 ) = 840
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2) Plus Grand Commun Diviseur (PGCD)

a- Définition :

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls. On appelle Plus Grand Commun Diviseur de
a et b, le plus grand élement commun strictement positifde (a € Z nb € 7).

Notation :

Le Plus Grand Commun Diviseur de a et b peut avoir les notations suivantes :
PGCD (a; b)= (a Ab) =d=A.

b- Propriétés :
P,V (a;b)e Z*; PGCD(a; b)= PGCD(|al:|b]|)
C’est a dire cherché le PGCD de deux entiers relatifs, revient a cherché le PGCD de deux

entiers naturels non nuls.

P, : Soient a et b deux entiers naturels non nuls. On a :

PGCD(a; b)= d => D(a; b)=Dg ou Dy désigne I’ensemble des diviseurs de d.

Exemple :

PGCD (24;30)=6 => D(24;30)=D¢ ={1; 2; 3; 6}

P; : Soienta; b etk trois entiers naturels non nuls. On a :

PGCD (ka; kb )=kPGCD(a; b).

Exemple :

PGCD (228;95)= PGCD (19x12;19%x5)=19PGCD (12;5)=19x1=19

P, : Sib>a alorsPGCD(a; b)= PGCD(a; b — a)=PGCD[b—a;a—(b—a)]

Exemple 1 :

PGCD( 143 ;27 )= PGCD( 27 ; 116 ) = PGCD( 27; 89 ) = PGCD( 77; 62 ) = PGCD( 27;35 )
— PGCD(27;8)=PGCD(8;19)=1
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Exemple 2 :

PGCD(2n + 3; 51 — 2)=PGCD(3n — 5; 2n + 3)=PGCD(n- 8 ; 2n + 3)
=>PGCD(n +11;n — 8)=PGCD(19; n — 8)=19

P, :D’apreés I’algorithme d’Euclide, sia = bq + r (r+0)alors :
PGCD(a; b)=PGCD(b;r)etpuisque r=a- bq alorsona:
PGCD(a; b)=PGCDI[b; (a —bq)]

Exemple :

Montrer que PGCD[(5n3 — n); (n+2)]=PGCD[(n + 2); 38]
Solution

La division Euclidienne de (5n — n) par (n + 2) donne pour quotient :
q =5n? — 10n + 19 et pour rester = — 38.

Puisque : PGCD(a; b)=PGCD(b; r)alorsona:
PGCD[(5n3 — n); (n+2)]=PGCD[(n + 2); —38] =PGCD[(n + 2); 38]

Ps5: Soit(a; b)€ (IN*)?et d leur PGCD. Un entier relatif mest un multiple de d si et
seulement si, il existe deux entiers relatifsu et vtelque m = au + bv

Exemple :
38 est un multiple de 19 ; donc il existe un couple (u; v)€ Z? tel que:

38 = 228u 4+ 95v => 38 = 228(1) + (—2)(95) =>u=1cetv =—2

Exercices d’application

1) Déterminer le PGCD et le PPCM des entiers a et b dans chacun des cas suivants :

a- a=1455 et b=335 ; b-a=24 et b=33 ;c-a=48 et b =46

Solution
a- a =1455 et b =335
La décomposition de a et b en produit de facteurs premiers donne :

{a=1455 <:>{a= 3-5-97<:>{a = 3¢5097¢67°
b =335 b = 567 b = 5¢67¢97°3°

PGCD(1455 ; 335)=3%¢97% ¢ 67° « 51= 5 =>PGCD(1455 ; 335)=5
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=>

PPCM(1455 ; 335)=23¢5¢97+67 = 97485 =>PPCM(1455 ; 335)= 97485
b- a=24 et b=233
La décomposition de a et b en produit de facteurs premiers donne :

{a=24 <:>{a= 233 <:>{a= 2303110
b =33 b = 311 b = 3e112°

PGCD(24 ; 33)=2%¢3¢11°=3 =>PGCD(24; 33)=3

=>

PPCM(24 ; 33)=23¢3+11 =264 =>PPCM(24 ; 33)= 264
c- a=48 etbh =46

La décomposition de a et b en produit de facteurs premiers donne :

{a=48

a = 2*x3 <Z>{a=24x3x23°
b =46

<=>{
b = 2x23 b= 2x23x3°

PGCD (48;46)=2 x 3% X 23° =2 =>PGCD (48 ;46)=2 et

PPCM (48;46)=2*x3 x 23 =1104 =>PPCM (48;46 )= 1104
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XII) Algorithme d’Euclide :

1) Définition :

Soient a et b deux entiers tels que : 0 < b < a etr le reste de la division Euclidienne de a par

b.
On appelle Algorithme d’Euclide, toute opération visant a déterminer le PGCD des deux
entiers a et b en effectuant les divisions Euclidiennes successives suivantes :

» Division de a par b pour obtenir : a=bqgy + 15;Avec 0< 15 < b.
» Division de b par 1y pour obténir: b= 15q; + 11; Avec 0< 1 <7y
» Division de ry par r; pour obténir: 19=17q, + 1, ; Avec 0< 1, <1y

Et ainsi de suite jusqu’a obtention du dernier reste non nul qui correspond au PGCD des deux
entiersa et b .

NB : toutes ces opérations peuvent tres résumées dans un tableau appelé : tableau
d’Algorithme.

QuotientS| qo q1 q- ceee cenee ceeee | eeeees
Dividende |Diviseur] r T ceee cenes T
Restes To T Ty ceen ceen S
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Exemple

En utilisant le tableau d’Algorithme, déterminer le PGCD des entiers a et b dans chacun des
cas suivants :

a- a = 1455 et b =335 ; ca=46 et b =43
Solution

a- a = 1455 etb = 335

Quotients, 421 1 2
1455335 (115105 10 5
Restes 115 105 10 5 0

Ici le dernier reste non nul est 5. D’ou PGCD( 1455 ;335) = 5

c-a=46 eth =43
Quotients| 1143

46 4331

Restes 3 1 0

Ici le dernier reste non nul est 1. D’ou PGCD (1455 ;335) = 1
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XIII) Nombres Premiers entre eux ou Nombres étrangers :

1) Définitions :
Activité : Détermine le PGCD (48 ; 43)

Synthése

Le PGCD (48 ; 43) = 1. On dit alors que 48 et 43 sont premiers entre eux ou qu’ils sont
étrangers.

Définition 1 :

Soient a et b deux nombres entiers relatifs non nuls.
On dit que a et b sont premiers entre eux (ou sont étrangers) si PGCD (a; b)= 1.

Définition 2:

On dit également que a et b sont premiers entre eux (ou sont étrangers) s’ils n’admettent pas
de diviseur commun (en dehors de I’unité c'est-a-dire 1).

Exemple : 3 et 5 sont premiers entre eux alors PGCD (3 ;5)= 1

2) Théorémes :

» Théoréme 1 : (Théoréme de Bézout).

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls. a et b sont étrangers s’il existe un couple
(u; v)eE Ntelque: au + bv = 1.

» Théoréme 2 : (Théoréme de Gauss).

Soienta ; b ; et C trois entiers relatifs non nuls. Si a divise bC et que a et b sont premier
entreeux ( PGCD (a; b)=1), alors a divise C.

» Théoréme 3 : (Théoréme de Fermat).

Soit a un nombre entier non nul, et p un nombre premier. Si p ne divise pas a, alors il s’en
suit la congruence suivante : a?~! = 1[p ]
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> Théoréme 4 :

Sia et b sont premiers entre eux ( PGCD (@ ; b) =1) et si a et b divisent c, alors le
produit ab divise C.

> Théoréme 5 :

Sia et b sont premiers entre eux ( PGCD (@ ; b) =1),alorsPPCM (a; b)=ab

Exemple

1) En utilisant le théoréme de Bézout, déterminer le couple (u; v ) tel que
7u +5v = 1.

2) En utilisant le théoréme de Gauss, montrer que si n est un entier naturel, alors, le
nombre N =n3 — n est divisible par 6.

3) En utilisant le théoréme de Fermat, déterminer le reste de la division de 15%°1 par 17.

Solution

1) En utilisant le théoréeme de Bézout, déterminons le couple (u; v ) tel que
7u +5v= 1.

Puisque PGCD (7 ; 5) =1, alors utilisons la table d’ Algorithme pour déterminer le
couple (u; v)

Quotients 1 2 1
7 5 2 1
Restes 2 1 0

=>1 =5-2x2 or2 =7-1x5
=>1 =5-2(7 — 1x5)

=>1 5- 2x7 + 2x5

<=>5-2x7 + 2x5 =1
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=>7(=2)+5(1+2)=1
=>7(—=2) +5(3) =1 (Souslaforme 7u +5v= 1). Avecu = =2 et v=3
D’ou le couple (u; v)esttelque (u; v) = (—2; 3).

2) En utilisant le théoréme de Gauss, montrons que si n est un entier naturel, alors,
le nombre N = n3 — n est divisible par 6.

On peut écrire,

n-n=nmn-1 =nn+ 1) (n-1)
2 n-n=m-Dnn + 1)
= N=m-1)nn+ 1)

On note que les termes (n- 1), n et (n + 1) de N, sont des entiers successifs. Donc au
moins un de ces termes est pair, donc divisible par 2. D'autre part, la division de chacun de
ces termes par 3 donne les restes possibles 0, 1, ou 2. Donc,

Si (n - 1) 3 donne un reste de 0, alors (n - 1) est divisible par 3.

Si (n - 1)/3 donne un reste de 1, alors (n + 1) est divisible par 3.

Si (n - 1)/3 donne un reste de 2, alors n est divisible par 3.
En conclusion, n’ - n est & la fois divisible par 2 et par 3. Or 2 et 3 sont premiers entre eux.
Donc 6 divise n’ - n.

3) En utilisant le théoréme de Fermat, déterminer le reste de la division de 15401

par 17.

On note que 17 est un nombre premier et que 17 ne divise pas 15. Alors, par le Petit
Théoréme de Fermat, on a :

157 = 117) => 15"°=1(17)

D'autre part, on a :

401 =16x25+1=>15""=(15"9*x 15
Les relations ci — dessus donnent,

15%= 1 x 15' (17)

=>15""=15(17)

D’ou le reste de 15%° par 17 est 15.
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3) Relation Entre PGCD et PPCM :

Soient @ et b deux entiers naturels non nuls. Si d et M désignent respectivement le
PGCD et le PPCM des entiers naturels : @ et b,ona:

- aeb =med

Ainsi il existe deux entiers @’ et b’ premiers entre eux (PGCD(a’; b’)=1)tel que:

a =a'ed e b=b'ed =>aeb=d*eab’
Puisque @’ et b’ sont premiers entre eux (PGCD (a’; b’)=1), alors on a le théoréme

Suivant :
. PPCM(a’; b’) = a’ b’

Exemple

Déterminer les entiers naturels a et b dans chacun des cas suivants :

a) {a+b=168 . m+3A=276 . {aZ_b2=405
PGCD(a;b) =21~ 10<A<30 ’ 3m=aseb
Solution
{a +b =168
3 PGCD(a;b) = 21
Soient a’ et b’ deux entiersnonnultelque:a = a’'d et b = b’d

(avec PGCD (a’; b)) =1)
Posons : PGCD(a;b) = 21 = d. Ainsi le systéme devient :

{a'd+b'd= 168 <:>{al(a’+ b) =168 <:>{21(a’+ b) =168
d =21 d=21 d=21

<:>{ a+b =8
d=21
Puisque PGCD (a’; b’ )=1lalors (a; b) € {(3;5);(5;3); (7;1); (1;7)}

Or: a = 21a’ et b = 21b’

a=5 a =105
Pour:{ et ona: et =>S; = {(105;63)}
b =63

e —————————————
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a =3 a =63
Pour:{ et ona: { et =>S5,= {(63;105)}
b =105

a =7 a =147
Pour:{ et ona: et =>S;={(147;21)}
b=21

a =1 a=21
Pour:{ et ona: et =>S, = {(21;147)}
b =147

=>§ = {(105;63);(63;105); (147;21); (21;147)}

m+3A =276
10<A <30

Cherchons tous les diviseurs de 276

276 | 2
138 | 2
69 3
23 23
1

Dys={1;2;3;4;6;12;23;46; 69}
Soient a et b deux entiers naturels non nuls. Si A et mdésignent respectivement le
PGCD et le PPCM des entiers naturels : a et b,ona:
» aeb = meA
Ainsi il existe deux entiers a ‘et b’ premiers entre eux (PGCD (a’; b’)=1) tel que:

> a =adeA et b=DbeA =>qgeb=A%eqa’h’

=>A%2ea'h'=meA<=>m=ab e A
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Alors le systeme devient :

{a’b’oA+3A=276 <=>{A(a’bl+3)=276
0 < A<30 0 < A<30

{a’b’+3 =%
0 < A<30

Or 0< A<30<=> A€ {12 ;23 }car I’ensemble des diviseurs de 276 comprises entre
0 et 30sont: 12 et 23

1 cas: SiA=12,0na:

a'b'+3 = <=>a'b'+3 =23->a'b' =20
Puisque PGCD(a'b’) =1 alors (a'b’) € {(4;5) ; (5;4); (20;1); (1;20)}

Or a = 12a’ et b= 12b’

a =4 a =48
Pour:{ et ona: et =>5, = {(48;60)}

b =5 b =60
a =5 a =60

Pour:{ et ona: et =>5, = {(60;48)}
b’=4 b =48
a =20 a = 240

Pour : et ona: et =>S5, = {(240; 12)}
b =1 b=12
a=1 a=12

Pour:{ et ona: et =>5, = {(12;240)}
b’ =20 b = 240

=>8" = {(48;60);(60;48); (240;12); (12;240)}
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2 cas: SiA=23.0na:

roor 276 i
ab +3 = E<:>(a’b’) +3 =12=>ab =9

Puisque PGCD (a'b")=1alors (a’'b’) € {(9;1); (1;9)}

Or a = 23a’ et b= 23b’

a=9 a = 207
Pour:{ et ona: et =>5, = {(207;23)}

b'=1 b =23
a=1 a =23

Pour:{ et ona: et =>5, = {(23;207)}
b'=9 b =207

->S" = {(207;23);(23;207)}

Soient @ et b deux entiers naturels non nuls. Si d et m désignent respectivement le

PGCD et le PPCM des entiers naturels: a et b,ona:
» aeb = med

Ainsi il existe deux entiers @’ et b’ premiers entre eux (PGCD(a’; b’)=1) tel que :
» a =a’'ed et b= b'ed

Alors le systeme devient :

{(a’-d)z—(b’-d)2 =405<:>{a’20d2 — b?ed?=405__.
3m=med d= 3

{dz(a'z — b)) = 405<:>{32(a'2 — b?) =405 ___
{9(a'2 — b?) = 405 <:>{a,2 — b* =45 <:>{(a'— b)(a'+ b) =45
d= 3 d= 3 d=3
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Résoudre ce systéme, revient a résoudre les cas de systémes suivants :

a—b=1 a—b=75 - -
+ b yp PGCD(a’; b’)=1) Ainsi:
{a+b:45 ou {a+b:9 (Car PGCD(a )=1) Ainsi

Pour{a,_l__z,=1 ,ona:{ai23 =>{a=69 =>5, = {(69; 66)}

a = 45 b’ =22 b = 66
a—b =5 , _fa=7 _
Pour{a,_l_b=9 , on a.{b, 5 —>{b_6 =>5,={(7; 6)}

=>8 = {(69;66);(7;6)}
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XIV) Résolution dans Z’ des équations Diophantiennes
Equations du type (ax + by = ¢)

1) Définition :

On appelle équation Diophantienne, toute équation de Z* dont I’ensemble solution se présente
sous forme de couple( x; y).

Résolution d’un cas particulier : Equation du type ax + by = c.
ax + by =c ou:a; b; c sonttous des entiers (avec aet b non nul)
Théoréeme

L’équation: ax + by = ¢, admet des solutions dans Z si et seulement si C est un
multiple du PGCD(a; b).

2) Résolution

Pour résoudre de telles équations, nous pouvons utilisez deux méthodes :

- Laméthode par Congruence
Ou
- Laméthode d’algorithme

Exemple

1) Montrer que I’équation : (x; y)de Z*: 6y- 3x = m, admet des solutions si et
seulement si m est un multiplr de 3.

2) Résoudre dans 7., les équations suivantes :
a- 6y-3x =5
b- 6y- 3x = 3

3) En déduit de ce qui précéde, les solutions dans Z* de 1’équation :
(6y-3x—4)6y-3x+4)=1

Solution

1) Montrons que I’équation : (x; y)deZ*: 6y- 3x = m, admet des solutions si et

seulement si m est un multiplr de 3.

6y- 3x = m<=> 3(2y-x)=m<=>2y-x = ?

Alors I’équation admet donc des solutions dans Z si 3 divise m ou encore si m est un
multiple de 3.
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, 2 , . .
2) Résolvons dans Z°, les équations suivantes :

a- 6y-3x =5

Puisque 5 n’est pas un multiple de 3, alors I’équation : 6y- 3x = 5 n’admet pas de solution.
Par conséquent S = {0}

b- 6y- 3x = 3
Puisque 3 est un multiple de 3, alors 1’équation : 6y- 3x = 3 admet des solutions .
Résolution :
6y-3x = 3<=>2y-x = 1<=>x=2y—-1<=>x=-1[2]
<=>x=2k—-1

En remplagant x par sa valeur dans I’équation : 2y - x = 1l,ona: y=k

=>S = {(2k—-1; k)}

3) En déduit de ce qui précéde, les solutions dans Z* de I’équation :
(6y-3x—4)(6y-3x+4)=1
Résoudre 1’équation ( 6y- 3x — 4 )( 6y- 3x + 4 ) =1, revient a résoudre les systemes
suivant :

6y —3x—4=1
{6y—3x+4=1 (51)

_(6y—3x=5
<_>{6y—3x ——3 (51
D’aprés les questions précédents, 5 et — 5 ne sont pas des multiples de 3.

r \ . 2
Par conséquent aucun des deux systemes n’admet de solution dans Z°.

D’oul’équation: (6y - 3x —4)(6y- 3x +4)=1 n’admet pas de solution
=>5 ={0}.
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EXERCICES

Raisonnement par récurrence.
- Démontrer par récurrence les propositions suivantes :

1) Vn € N*,ona: 2">5(n + 1)

2) Vvn € N*,ona: 2"> n.

3) vn €N,ona: 1+ 2+3+4+...+n="(n2+1)
n(n+1)( 2n+ 1)

4 Vn € N*,ona:1%+ 22+ 32+ ...+n? = A

5 Vn € N",ona:2xXx6X10X ......x(4n — 2) = (n+1)(n+2)....X2n

5
. . o Up =2 et u ==
- Soit la suite réelle u,, définie par : { 0 17 2

vn € N*, Uy = Up — Upq

n . (n
Démontrer par récurrence que Vn € N, u, = 2Cos(?n) + @Sln(?n)

Divisions Euclidienne dans N et dans Z.

- 1) Déterminer dans chacun des cas suivants, le quotient et le reste la division Euclidienne de
I’entier a par lentierb.

a- a=3453 et b=13 ; b- a=-1454 et b=22

c- a=11111 et b=333 ; d- a=-994567 et b =3432

e- a=15141 et b=143 ; f- a=-396562 et b =4478

- a- La somme de 2 entiers naturels @ et b avec (@ > b) est 444. La division Euclidienne de a
par b donne q = 4 pour quotient et 7 = 24 pour reste. Déterminer les entiers a et b.

b- Soient 2 entier naturels @ et b (@ > b). La division Euclidienne de a par b donne pour
quotient ¢ = 6 et T =47 pour reste. Par ailleurs @ + b + 7 = 591. Déterminer a et b.

c- Quelle peuvent étre le diviseur et le reste d'une division Euclidienne dont le dividende est
542 et le quotient est 12 ?

d- La division Euclidienne de 'entier naturel @ par b donne pour quotient g et pour le reste 7.

D'autre par (@ + 15) diviser par (b + 5) donne g pour quotient et 7" pour reste.
Déterminer q.
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e- La division Euclidienne de l'entier naturel @ par b donne pour quotient ¢ = 356 et pour le
reste 7 = 4623.
Déterminer n pour que (@ + n) divisé par (b + n) donne pour quotient g = 356.

Divisibilité dans Z.
- a) Démontrer par récurrence que Vn € N,ona: 3™3 — 44 +2 egt divisible par 11.
b) Démontrer par récurrence que Vn € N,ona : 32"t 4 2" *2 st divisible par 7.
c) Démontrer par récurrence que Vn € N,ona: n® —n estun multiple de 3.
d) Démontrer par récurrence que Vn € N,ona: n’ —n estun multiple de 7.

e) Le nombre 2798793 est —il divisiblepar: 2; 3; 117?

- Soit la fraction A(n) = n +126 avecn € Z.
n —

1) Montrer que 'on peut écrire A(n) sous la forme : a + ou a, b sont deux entiers

naturels a déterminer.
2) Pour quelle valeur de n, A(n) est il un entier naturel.

Nombres premiers entre eux - PGCD et PPMC.

- Dans chacun des cas suivants, vérifier si les nombres @ et b sont premiers entre eux :

a- a =122 et b=32 ;  b- a =85631 et b=111
c- a =712379 et b=1551 ; d- a =96777 et b=45777
e- a =101230 et b=1200 ; = a =9975462199 et b =324411220

- Dans chacun des cas suivants, déterminer le PGCD et le PPCM des réels a et b.

a- a=24 et b=33 ; b-a=48 et b=46; ¢c- a =1455 et b =335
d-a=114 et b=22 ; e-a=999 et b=18 ; f- a = 14422 et b =332

g-a=6666 et b=111 ; h-a=42137 et b=41 ;i- a=1655 et b =77
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- Soit a et b deux entiers premiers entre eux.
1) Montrer que a + b et ab sont premiers entre eux : en déduire que les nombres a + b et

a®* — ab + b? sont premiers entre eux ou divisibles par 3.
2) Démontrer I’égalité : PGCD (a+ b ; a*—ab + b*)=PGCD (a+ b ; 3).

- Résoudre dans ZXZ. les équations suivantes :

a- 46x + 43y =1 ; b-6x-3y =5 ; e-8x +3y =1
b- 3x-5y =6 ; e-3x-7y = 23 ; f- x*-57 =y°
g-45x-28y =1 ; h-2x-3y =3 ;i xP-49 = y?

j-—22x + 18y = 1; -k 22x- 18y = =2 ; l- 12x- 15y = 4

A et m désignent respectivement le PGDC et le PPCM des entiers @ et b.
Déterminer I’ensemble des couples (a ; b) d’entiers relatifs vérifiant les conditions données

ci-dessous :
a’? — b? =405 . a’+ b?> =801 . A =90 a +b =168
1){3m=ab > 2) {m=120 >3 {m=180 4){A=21

PGCD(a;b) = 354 PPCM(a;b)=1 + 34 =276
5){ (a;b) 6) { CM(a;b) 68 7 {m

a +b = 5664 a Xb = 1008 10 < 4 <30
){m+3A = 276 9) {m+A =126
10 < 4 <30 5<4<10

- Montrer que I’équation : (x ; y) de ZxZ : 6y - 3x = m admet des solutions si et
seulement si m est un multiple de 3.
1) Résoudre dans ZxZ les équations suivantes :
a- 6y - 3x = 5.
b- 6y - 3x = 3.
2) Déduire de ce qui précéde les solutions dans ZxZ. de I'équation :

(6y-3x—4)(6y-3x+4)=1.

- Pour tout entier naturel n, on considére les nombres :
a, =4x10"—1 ; b, =2x10"—-1 ¢, =2x10"+1
a) Calculer: a; ; b;; cipour ie{1; 2; 3}.
b) Démontrer que a,, et ¢, sont divisibles par 3
c¢) Démontrer que b, est un nombre premier.

—————————————
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d) Démontrer que pour tout entier naturel n, on a : b,, X ¢, = @,,. En déduire la
décomposition en produit de facteurs premiers de a4

e) Démontrez que : PGCD(by, ; ¢;,) = PGCD(b,, ; 2). En déduire que b,, et ¢, sont
premiers entre eux ¢’est-a-dire sont étrangers.

- Les suites (X,,) et (Y,) sont définies par :

{XO = 3 " {YO = 3
XTL+1 = 2Xn - 1 YTL+1 = ZYn + 3

1) Démontrer par récurrence sur que pour tout entier naturel n, ona: X,=2"*1 + 1.
2) a- Calculer PGCD(Xg ) X9) puis PGCD(X2002 , X2003).
Que peut-on conclure pour les entiers Xg et X9 d’une part et Xy, et Xo003 d’autre part ?

b- X,, et X,,,1 sont-ils étrangers pour tout entier naturel n ? Justifier votre réponse.
3) a- Démontrer que pour tout entier naturel n, on a 2X,, — ¥, =5

b- Exprimer Y,, en fonction de n.

c- En utilisant les congruences modulo 5, étudier suivant les valeurs de 1’entier naturel k,
le reste de la division euclidienne de 2¥ par 5. En déduire le reste de la division euclidienne
I’entier N = 27214217 par 5

- 1) On considére I’équation ( 1 ) d’inconnue (x ; y)de Z2:11x - 24y = 1.
a- Justifier a I’aide de I’énoncé d’un théoréme, que cette équation admet au moins une
solution.
b- En utilisant 1’algorithme d’Euclide, déterminer une solution particulieére de ( 1).
2) Recherche du PGCD de 10! — 1 et 10%* — 1.
a- Justifier que 9 divise 101 — 1 et 10%* — 1.
b- (x ; y) désignant un couple quelconque d’entiers naturels solution de ( 1 ), montrer que
’on peut écrire : (1011* — 1) — 10(10%* — 1) =9.
c- Montrer que 1011 — 1 divise 10*** — 1.
(Onrappelleque:a® — 1=(a— 1@ 1+ a® 2+ ... + a®) avec n € N*.
d- Déduire de la question précédente 1’existence de deux entiers N et M tels que :
(10! — 1)N — (1024 — 1)M = 9.
e- Montrer que 101 — 1 et 10%* — 1 divise 9.
f- Déduire des questions précédentes le PGCD de 101! — 1 et 10%* — 1.
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- 1) Montrer que V n € N, les entiers 14n + 3 et 5n + 1 sont premiers entre eux.
2) On considere I’équation (E ) : 87x + 31y = 2 oux ety sont deux entiers relatifs.
a- Vérifier en utilisant la question 1), que 87 et 31 sont premiers entre eux. En déduire un
couple (u ; v) d’entiers relatifs tel que 87u + 31v = 1 puis une solution (x, ; y,) de
I’équation (E).
b- Déterminer I’ensemble des solutions de ( E ) dans ZxZ.

- 1. On considére x et y des entiers relatifs et 1'équation (E) 91x + 10y = 1.
a) Enoncer un théoréme permettant de justifier I'existence d'une solution a I'équation (E).
b) Déterminer une solution particuliere de (E) et en déduire une solution particuliére de
I'équation (E') : 91x + 10y = 412.
c) Résoudre (E").

2. Monter que les nombres entiers A, = 3% 1, ou n est un entier naturel non nul, sont
divisibles par 8. (Une des méthodes possibles est un raisonnement par récurrence).

3. On considere 1'équation (E") Asx + A2y = 3 296.

a) Déterminer les couples d'entiers relatifs (x ; y) solutions de I'équation (E")

b) Montrer que (E") admet pour solution un couple unique d'entiers naturels. Le déterminer.
Dans tout l'exercice, n désigne un entier naturel non nul.

- 1) a)Pour 1 < n < 6, calculer les restes de la division euclidienne de 3" par 7.
b) Démontrer que, pour tout n, 3" — 3" est divisible par 7. En déduire que 3" et 3" ont le
méme reste dans la division par 7.
a) A l'aide des résultats précédents, calculer le reste de la division euclidienne de par 7.
b) De maniére générale, comment peut — on calculer le reste de la division euclidienne de 3"
par 7, pour n quelconque ?

¢) En déduire que, pour tout entier naturel n, 3" est premier avec 7.
i=n—1

2) Soit Up=1+3+3%+.. +3"'= 23' , ou n est entier naturel supérieur ou égal a 2.
i=0

1000
3

a) Montrer que si U, est divisible par 7 alors 3" —lest divisible par 7.
b) Réciproquement, montrer que si 3" — lest divisible par 7 alors U, est divisible 7. En
déduire les valeurs de n telles que U, soit divisible par 7.
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- 1) Déterminer PGCD (2 688 ; 3 024).

2) Dans cette question, x et y sont deux entiers relatifs.

a) Montrer que les équations (1) et (2) sont équivalentes :
(1): 2688x + 3024y = —3360 et (2): 8x + 9y = 10.

b) Vérifier que (1 ; -2) est une solution particuli¢re de 1'équation (2).
¢) Déduire de ce qui précede les solutions de (2).

3) Soit (O, T, j,k)un repére orthonormé de l'espace. On considére les plans P et L d'équation
respectives : X +2y—z=-2¢t3x—y+52=0

a) Montrer que P et L se coupent suivant une droite D.
b) Montrer que les coordonnées des points de D vérifient I'équation (2).
¢) En déduire l'ensemble T des points de D dont les coordonnées sont des entiers relatifs.

Systéme de numération et congruence modulo n.

a- Ecrire dans le systéme décimal le nombre : 432°

Ecrire dans le systéme binaire le nombre : 12710

Ecrire dans le systéme décimal le nombre : FOA316

Sachant que 14 = 13 + 1, écrire148 dans le systéme de base 13.

Un nombre s’écrit BABA (Avec: A=10 et B=11) dans le syst¢tme hexadécimal.
Ecrire ce nombre dans le systéme octal.

—n

On donne A = 114" ;B=111 etC= l3054n,AxB=C

Trouver n et 'écriture décimale de A, B, C.
Véritier que le PGCD (A, B) =1

8
- On considere I'entier naturel N qui s'écrit 53x4

Déterminer x tel que :
a) N soit divisible par 7
b) N soit divisible par 6.
c¢) En déduire la valeur de x pour que N soit a la fois divisible par 6 et par 7.

- Dans le systeme d'énumération de base 3, un nombre s'écrit 2101. Dans quel systéme

d'énumération s’écrit 224. Existe — t — il un nombre de systeme d'énumération dans le quel ce
nombre s'écrit 174 ?
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- I- Soit a un entier naturel supérieur 4 2 on donne : N=2(a—1) et N'=(a— 1)"

1) Ecrire N et N' dans le systeme d'énumération de base 1.
2) Vérifier que N et N' s'écrivent avec le méme chiffre mais a I'ordre inverse.

II- Déterminer dans la base 10 l'entier naturel N tel que N? = 244 dans la base 6

Déterminer en raisonnant par récurrence que Ve N ona:
Ap=N"24 N>™+ | est divisible par 111

III- Déterminer suivant les valeurs de n le reste de la division de 4" par 7.
Déterminer suivants les valeurs de n le reste de la division de :
A=851""+851"+851"+2 par 7

Un nombre de (6) chiffres s'écrit en base 7 et comporte comme chiffre de gauche le nombre
(1). Un autre nombre de (6) chiffres s'écrit en base 7 et comporte comme chiffre de droite le
nombre (1) D'autre par ce nombre est encore le triple du précédent. Déterminer les nombres
initiaux.

En utilisant la factorisation de (x> + 3x + 1)* — 1, montré que dans tout systéme d'énumération
dont la base est supérieure a3 ona: 10x11x12x13+1=(131)

Soit N = (x—1)’et N’ = (x + 2) (x — 1). Ecrire N et N’ en base x et vérifier que les
mémes chiffres sont utilisés dans N et N'.

Déterminer x et y pour que l'entier naturel qui s'écrit x43y dans le systéme décimal soit
divisible par 2 ou par 9.

I- Soit x un entier naturel a base 10 tel que x = abcabc

Montrer que n est le produit du naturel abc par un naturel k. En déduire que :
x est divisible par 7, 11 et par 13
x peut étre un carré parfait

I1- Soit x un entier naturel X > 5 on considére les entiers n = 100X et n’ = X001 dans le
systéme de base (x + 1)

a- Ecrire n et n’ dans le systéme de base x.

b- Ecrire n + n’ dans le systéme de base x et vérifier que n + n' est divisible par
(x + 1) puis donner le quotient q de cette division en base x.

—X X
c- Déterminer les entiers aetbtel que: q= ab « aaa .
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- 1) a) Déterminer, suivant les valeurs de n, le reste de la division par 7 de I’entier3" . En

déduire le reste de la division par 7 de entier naturel (506390)"**

b) Donne le systéme de numération décimale, on considére 1’entier naturel 651X .

Déterminer x pour que (506390)'*° +651x soit divisible par 7.
2) a) Déterminer le plus grand diviseur commun des nombres 21590 et 9525
b) Déterminer I’ensemble des entiers x tels que 34X = 2[1] .

c) Résoudre I’équation : (x;y) € Z?;21590x + 9525y =1
d) Quel est le chiffre des unités de I’entiers naturels 7' écrit dans le systéme décimal ?

- 1) Déterminer dans la base dix, I’entier naturel N tel que N*s’écrit 244 dans la base six. Quel

est le nombre des diviseurs de N? dans N ?
2) Démontrer en raisonnant par récurrence que : V n € N, ona : N2+ N1+ | est divisible
par 111.

3) a- Soit n un entier naturel. Déterminer suivant n, le reste de la division par 7 de 3" ; en
déduire le reste de la division par 7 de 9.

9991

b- Soit A un nombre qui s’écrit 651X en base 10. Déterminer x pour que 651X + soit

divisible par 7.

Congruence et structure d’anneau
- Résoudre dansZ/7Z les équations suivantes :

a- 4x=3 ; b- 1x2+ 2x—3=0; c- —205x%+ 32x+ 678= 0

d- 109x? — 13x + 533 = =6 ; e-Ix* + 2x% - 77 = 88
- Résoudre dans (Z/77)? le systéme : ?X+%y :10
2X+5y=6

) ) . 2X+3y=2
Résoudre dans (Z/5Z)“ le systeme : < _

Ix+2=4

131



Arithmétiques dans les cas pratiques.

1) Décomposer les nombres 450 et 320 en produit de facteur premier puis en déduire le
PGCD de 450 et 320.

2) Un champ a pour dimensions 4,5m et 3,2m. On souhaite carreler cette piece avec un
nombre entier de dalles carrées, sans aucune découpe. Quel est le plus grand c6té possible
(en cm ) de la dalle carrée ?

1) Résoudre dans Z? I’équation 1’équation (E ): 5y + 8x = 1.
2) Soit N un entier naturel tel qu’il existe un couple (a ; b) de nombres entiers vérifiant
N =1+8a et N =2+ 5b.
a) Prouver que le couple (a ; —b) est solution de (E ).
b) Déterminer le reste de la division euclidienne de N par 40.
3) a) Résoudre dans Z? I’équation 1’équation 5y + 8x = 100.

b) A I’occasion de la féte de tabaski, un marchand de bétail a vendu tous ses taurillons et
tous ses béliers faisant ainsi une recette de 1 000 000 F au total. Sur le marché, un taurillon
cottait 80 000 F et un bélier faisait 50 000 F. Sachant que le marchand avait plus de béliers
que de taurillons, on demande de trouver le nombre de taurillons et celui de béliers qu’avait
ce marchand pour le marché.

- A) Les jumeaux Allakan et Allakoun se rendent au champ pour un achat de mangues. Le
premier dit a son frére “‘j’ain F en poche’’ et ce dernier répond ‘‘quant & moi, j’en aim F
>’ Sachant que ces entiers sont exprimés respectivement dans les systémes de numération de

base huit et sept, ils sont n = X5Y70 et m=(Y +1)26X0.

1) a) Déterminer les chiffres X et Y Sachant que I’unité de mangue cotite 15 F et que
chacun des jumeaux peut avec la totalité de son argent se payer un nombre entier de
mangues.

b) Préciser alors les entiers naturels A4 et y, désignant respectivement le nombre de
mangues achetées par Allakan et celui par Allakoun.
2) Trouver les décompositions en produit de facteurs premiers de (4 +1) et (y —3), dans le

systtme de numération décimale. En déduire & = (1 +1)A(y -3).

B) Résoudre dans 72 les équations d’inconnues X et y suivantes :
a) 7x-37y=257; b) 631x+7y=237.

- Un Champ a la forme d'un trapeze dont les deux bases mesurent respectivement 119m et
91m; les deux autres cotés mesurent 56m et 35m. Pour la cl6ture, le propriétaire Mr
DEMBELE a besoin des poteaux de support a égale distance mesurée en nombre entier de
metre pour un nombre minimum de poteaux, avec un poteau a chaque sommet.

1) a) Quelle est la distance entre deux poteaux quelconques?
b) Déterminer le nombre de poteaux nécessaires a la cloture.
2) Selon le type de cloture et la qualité de fil de fer choisi, Mr DEMBELE a dépensé

21630 F CFA (o0 o = 10) pour un nombre entier x rangées de fil de fer et
53008° F CFA pour un nombre entier y de jours de mains d’ceuvre. Aprés évaluation
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Mr DEMBELE s’est rendu compte que le colit total des travaux était de 656 513 F CFA et
le nombre de rangées de cloture dépassait le nombre de jours de travail.

a) Exprimer tous les montants dans le systéme décimal.

b) Préciser le nombre de rangées de fil de fer et le nombre de jours de mains d’ceuvre.

En un temps T, un athléte A;, étant a son 2™ tour pénétrait dans le champ visuel de la
caméra d’arrivée d’un marathon de tour du quartier. Six (6) minutes plus tard, avant que A;
n’échappe a la caméra un autre athléte A, étant a son 1¥ tour y fait son entrée. Des
investigations sportives ont affirmé que A, fait le tour du quartier en 32 minutes tandis que A,
le fait en 58 minutes. On se propose de déterminer le nouveau temps T; auquel A; et A,
réapparaitront ensemble dans le champ de la camera. Pour cela on note n; le nombre de tours
effectués par A et n, celui effectués par A, entre Tg et T;.
1) Vérifier que (n; ; ny) est solution de I’équation (E) : 16x — 29y = 3.
2) a) Résoudre dans Z?* I’équation (E).

b) En déduire les valeurs de n; et n, permettant de déterminer T;.
3) a) Déterminer le nombre de minutes s’écoulant entre Ty et T;.

b) Sachant que Ty était 8h00, déterminer le temps T; en heures et minutes.
4) A cause d’une pane électrique, la camera manque le spectacle simultané de T,. Combien de
minutes doit on attendre pour un nouveau spectacle simultané en un autre temps T,? Evaluer
ces minutes en heures.

52p+89q=15103
15p +22q=3993
2) En Novembre 2011, Mr DEMBELE a profité de la crise pour payer x kgs de bananes et y

sacs de goyaves &, seulement 284813 FCFA (avec @ = 10 et f = 11) dans le champ
d’un cultivateur désespéré. A la méme date en 2012, le cultivateur n’ayant pas connu de
disette, Mr DEMBELE, pour avoir le méme nombre de kg de bananes et le méme nombre de

sacs de goyaves fut contraint de dépenser 690001 1 FCFA en raison de 5_678 FCFA le kg de

1) Résoudre dans R? le systeéme d’inconnues p et g suivant : {

bananes et 202101 FCFA le sac de goyaves. Les statistiques locales ont montré que la disette

avait occasionné une baisse de 223 FCFA sur le kg de bananes et une baisse de 1221 FCFA
sur le sac de goyaves. Déterminer :
a) tous les montants donnés dans le systéme de numération décimale ;
b) le nombre x de kgs de bananes et le nombre y de sacs de goyaves payés par
Mr DEMBELE.
c) (x+y)et (3y — 2x) en base 12.
Effectuer dans cette base le produit (x + y)(3y — 2x).
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Perfectionnement.

1. Soit B une boite en forme de pavé droit de hauteur L, a base carrée de coté 1, ou |l et L sont
des entiers naturels non nuls tels que 1 < L. On veut remplir la boite B avec des cubes tous
identiques dont I'aréte a est un entier naturel non nul (les cubes devant remplir complétement
la boite B sans laisser d'espace vide).

a) Dans cette question, | = 882 et L = 945. Quelle est la plus grande valeur possible pour a ?
Quelles sont les valeurs possibles pour a ?

b) Dans cette question, le volume de la boite B est v =77 760. On sait que pour remplir la
boite B la plus grande valeur possible de a est 12. Montrer qu'il y a exactement deux
boites B possibles, dont on donnera les dimensions;

2. On veut remplir une caisse cubique C, dont I'aréte ¢ est un entier naturel non nul, avec des

boites B toutes identiques telles que décrites dans la questionl. (Les boites B, empilées

verticalement, doivent remplir complétement la caisse C sans laisser d'espace vide).

a) Dans cette question, | = 882 et L = 945. Quelle est la plus petite aréte ¢ pour la caisse C ?
Quel est I'ensemble de toutes les valeurs possibles pour l'aréte ¢ ?

b) Dans cette question, le volume de la boite B est 15 435. On sait que la plus petite aréte
possible pour la caisse C est 105. Quelles sont les dimensions 1 et L de la boite B ?

1. On cherche deux entiers relatifs x et y solutions de I'équation : (1) ax + by = 60.
(a et b entiers naturels donnés tels que ab # 0). On notera d le plus grand commun diviseur
de aeth.

a) On suppose que I'équation (1) a au moins une solution (X, yo). Montrer que d divise 60.
b) On suppose d divise 60. Prouver qu'il existe alors au moins une solution (xg, yo) a
1'équation (1).

2. On considére I'équation : (2) 24x + 36y =60. (x et y entier relatifs).

a) Donner le PGCD de 24 et 36 en justifiant brievement. Simplifier 1'équation (2).

b) Trouver une solution évidente pour I'équation (2) et résoudre cette équation. On appellera
S I'ensemble des couples (x, y) solutions.

c) Enumérer tous les couples (x, y) solutions de (2) et tels que -10 < x <10. Donner parmi
eux, ceux pour lesquels x et y sont multiples de 5.

d) Dans le plan rapporté a un repere orthonormé (unité graphique : 1 cm), représenter

X=1+3t
l'ensemble E des points M de coordonnées (x, y) telles que : {y 12t teR
e) Montrer que les points ayant pour coordonnées les solutions (X, y) de 1'équation (2)
appartiennent a E. Comment peut — on caractériser s ?

Soit B une boite en forme de pavé droit de hauteur L, a base carrée de coté [, ou [ et L sont
des entiers naturels non nuls tels que [ < L.

1. On veut remplir la boite B avec des cubes tous identiques dont 1’aréte a est un entier naturel
non nul (les cubes devant remplir complétement la boite B sans laisser d’espace vide).

a) Dans cette question, [ = 882 et L = 945.

Quelle est la plus grande valeur possible pour a ?

e —————————————
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Quelles sont les valeurs possibles pour a ?

b) Dans cette question, le volume de la boite B est v =77 760. On sait que pour remplir la
boite B, la plus grande valeur possible de a est 12.

Montrer qu’il y a exactement deux boites B possibles, dont on donnera les dimensions.

2. On veut remplir une caisse cubique C, dont I’aréte ¢ est un entier naturel non nul, avec des
boites B toutes identiques telles que décrites dans la question 1. Les boites B, empilées
verticalement, doivent remplir complétement la caisse C sans laisser d’espace vide.

a. Dans cette question, [ = 882 et L = 945.

Quelle est la plus petite aréte ¢ pour la caisse C ?

Quelle est I’ensemble de toutes les valeurs possibles pour I’aréte ¢ ?

b. Dans cette question, le volume de la boite B est 15 435. On sait que la plus petite aréte
possible pour la caisse C est 105.

Quelles sont les dimensions [ et L de la boite B ?

o

v

Une astronome a observé au jour Jy le corps céleste A, qui apparait périodiquement tous les
105 jours. Six jours plus tard (Jy + 6), 1l observe le corps B, dont la période d'apparition est de
81 jours. On appelle J; le jour de la prochaine apparition simultanée des deux objets aux yeux
de 'astronome. Le but de cet exercice est de déterminer la date de ce jour J;.

1- Soient u et v le nombre de périodes effectuées respectivement par A et B entre Jy et J;.
Montrer que le couple (u ; v) est solution de I'équation (E;) : 35x - 27y = 2.

2- a) Déterminer un couple d'entiers relatifs (xo; yo) solution particuliére de 1'équation
(Ep):35x - 27y = 1.

b) En déduire une solution particuliere (ug; vo) de (E)).

c¢) Déterminer toutes les solutions de 1'équation (E,).

d) Déterminer la solution (u ; v) permettant de déterminer J;.
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3- a) Combien de jours s'écouleront entre J, et J; ?

b) le jour Jy était le mardi 7 décembre 1999, quelle est la date exacte du jour J; ?
(I'année 2000 était bissextile).

¢) Si l'astronome manque ce futur rendez — vous, combien de jours devra — t — il attendre
jusqu'a la prochaine conjonction des deux astres ?

- Dans le plan muni d’un repére (0, i, ]) on donne le point A (12, 18). On désigne par B un point
de ’axe (O,E) et par C un point de I’axe (0,]) tel que (ﬁ,ﬁ): —% . On appelle x I’abscisse

de B et y I’ordonnée de C.

1) Démontrer que le couple (x, y) est solution de I’équation (E) = 2x + 3y = 78.

2) On se propose de trouvez tous les couples (B, C) de points ayant pour coordonnés des
entiers relatifs.

a) Montrer que I’on est ramené a 1’équation (E) avec x et y appartenant a Z.

b) A partir de la définition de B et de C, trouvez une solution particulierement (X0 , yo) de

E), avec X, et y, appartenant a Z.
0 o app

c) Démontrer qu’un couple (x, y) est solution de (E) et seulement s’il est de la forme (12+3k,
18-2k) ou k appartient a Z.

d) Combien y a-t-il de couples de points (B, C) ayant pour coordonnées des entiers relatifs
telsque —6<x<2let -5<y<14?

- 1) On sait que 103 ~1=9*111 et 103 +1=7%11* 13. Pour tout entier naturel, on

considére le nombre A= lOgn +2* 106 Nyox 103n +1( * désigne la multiplication).
Déterminer le reste de la division euclidienne de A par 11 .
2) On suppose que n est impaire ; démontrer que A est divisible par 7, par 11 et par 13.
3) On suppose que n est paire ;

a) Démontrer que A — 6 est divisible par 7, par 11 et par 13.

b) Quel es le reste de la division euclidienne de A par 111*1001 ?

- On se propose ici de démontrer qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus a 3
modulo 4.
1) Justifier que tout nombre impair est congru a 1 ou a 3 modulo 4, puis citer deux nombres
premiers congrus a 3 modulo 4.
2) On suppose que tous les diviseurs premiers de ’entier n sont congrus a 1 modulo 4 ;
démontrer qu’alors N=1 (4). En déduire que, si k =3 (4), alors k admet au moins un diviseur
premier congru a 3 modulo 4.
3) Si I’ensemble des nombres premiers congrus a 3 modulo 4 est fini, on appelle p son plus
grand élément.
Soit alors K =2x3x5x...x p+1 le produit de tous les nombres premiers jusqu’a p, augmenté
de 1.
A D’aide des résultats de la Question 2°, montrer qu’on aboutit alors a une contraction.
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A) Soit n un entier naturel non nul et t un entier relatif différent de 1.
Onpose S (1) =1+t+t* +..+t""

1) a) Donner une autre expression de S, (t).
b) En déduire que t" et (1 — t) sont premiers entre eux.
2) u et v étant deux entiers relatifs premiers entre eux, on désigne par (X,, Y, )une solution
dans ZxZ de I’équation (F) : ux + vy = 1. Résoudre dans ZXxZ 1’équation (F)
3) Le plan P est muni d’un repére orthonormé 0,6,\7 .
On désigne par D, la droite de P d’équation 3"x—2y =1
Déterminer 1’ensemble F, des points M(x ; y) de la droite D, dont les coordonnées sont
entiers relatifs.

B) a et b sont deux entiers naturels premiers entre eux tels que a* +a="7b’.

1) Justifier que a et b’ sont premiers entre eux.
2) Démontrer que a divise 7. Trouver les valeurs de a et b vérifiant les hypothéeses du texte.

1) Un diviseur strict d’un entier naturel n est un entier naturel diviseur de n et distinct de n.
Déterminer les diviseurs stricts de 220.

2) On dit que deux entiers naturels sont amiables si chacun d’eux est égale a la somme des
diviseurs stricts de I’autre. Vérifier que 220 et 284 sont amiables.

3) Un nombre parfait est un nombre égal a la somme de ses diviseurs stricts (il est ainsi amiable avec
lui-méme).

a) Le nombre 28 est-il parfait ?

b) Déterminer un nombre premier p tel que le nombre 2* x p soit parfait.

c) Plus généralement si n et p sont deux entiers naturels avec p premiers, préciser la seule
expression possible de p en fonction de n pour laquelle 2" x p peut étre un nombre parfait.

Donner la liste des nombres parfaits de cette forme pour n<10.

U, =14
vnelN, U, =5U, —6

1) Calculer U;, U,, Us et Us. Quelle conjecture peut-on émettre concernant les deux derniers
Chiftres de U, ?

2) Montrer que, pour tout entier naturel n, U, =U, [4]

En déduire que Vk € IN, U,, =2[4] etU,,,, =0[4].

On considére la suite (U,) d’entiers naturels définie par : {

3) a) Montrer par récurrence que Vn € IN, 2U, =52 43,

b) En déduire que, Vn e IN, 2U, =28[100]

4) Déterminer les deux derniers chiffres de 1’écriture décimale de U, suivant les valeurs de n.
5) Montrer que, le PGDC de deux termes consécutifs de (U,) est constant. Préciser sa valeur.
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- 1. On considere 1’équation (E) : 109x - 226y = 1 ou x et y sont des entiers relatifs.
a. Déterminer le PGCD de 109 et 226. Que peut-on en conclure pour 1’équation (E) ?
b. Montrer que I’ensemble de solutions de (E) est I’ensemble des couples de la forme
(141 + 226k ; 68 + 109k), ou k appartient a Z.
En déduire qu’il existe un unique entier naturel non nul d inférieur ou égal a 226 et un unique
entier naturel non nul e tels que 109d = 1 + 226e.
(On précisera les valeurs des entiers d et e).
2. Démontrer que 227 est un nombre premier.
3. On note A I’ensemble des 227 entiers naturels a tels que a <226.
On considére les deux fonctions f et g de A dans A définies de la maniére suivante :

A tout entier a de A, f associe le reste de la division euclidienne de a'®’ par 227.

A tout entier a de A, g associe le reste de la division euclidienne de a'*' par 227.
Vérifier que g[f(0)]=0.

- 1. Le plan (P) est rapporté a un repére orthonormal direct (O; G; \7)

Soit A et B dans ce plan d’affixe respectivesa = 1 + i etb = —4 —i.Soitf la
transformation du plan (P) qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ tel que
OM =2AM +BM .

a. Exprimer z’ en fonction de z.

b. Montrer que f admet un seul point invariant QQ dont on donnera 1’affixe. En déduire que f
est une homothétie dont on précisera le centre et le rapport.

2. On se place dans le cas ou les coordonnées x et y de M sont des entiers naturels avec
I<x<8etl1<y<8.

Les coordonnées (x’,y’) de M’ sont alors x’ = 3x 4+ 2ety = 3y —1.

a. On appelle G et H les ensembles des valeurs prises respectivement par x’ et y’. Ecrire la
liste des €léments de G et H.

b. Montrer que x’ et y’ est un multiple de 3.

¢) Montrer que la somme et la différence de deux entiers quelconques ont méme parité. On se
propose de déterminer tous les couples (x’,y") de G xH tels que m = x’* — ¥’ soit un
multiple non nul de 60.

d. Montrer que dans ces conditions, le nombre x” — y’ est un multiple de 6. Le nombre x’ — y
peut-il étre un multiple de 30 ?

e. En déduire que, si x> — y’? est un multiple non nul de 60, x’ + y’ est multiple de 10 et

utiliser cette condition pour trouver tous les couples (x , ¥’) qui conviennent.
En déduire les couples (x, y) correspondant aux couples (x’,y’) trouvés.
On rappelle le résultat suivant appelé petit théoréme de Fermat :

)

Si p est un nombre premier et a un entier non divisible par p alors a?”' =1 module p.

b. Montrer que, quel que soit I’entier non nul a de A : a**° =1 (modulo 227).
c. En utilisant 1.b), en déduire que, quel que soit I’entier non nul a de A : g[f (a)] =a.

Que peut-on dire de f[g(a)]=a?
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- On considére un rectangle direct ABCD vérifiant AB = 10 cm.

C B

El EZ E3 E4

D A Ay

1. Faire une figure : construire ABCD, puis les images respectives M, N et P de B, C et D par
la rotation r de centre A et d’angle — % .

2. a. Construire le centre Q de la rotation r’ qui vérifie r’(A) =N et r’(B) = P.
Déterminer I’angle de r’.
b. Montrer que I’image de ABCD par r’ est AMNP.

c. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformationr~'o r'.
3. On considére les images successives des rectangles ABCD et AMNP par la transformation de

vecteur DM .

Sur la demi-droite [DA), on définit ainsi la suite de points (A( )k21 vérifiant, en cm,

DE, =6,55n.

a. Déterminer I’entier k tel que E,,, appartienne a [A, A ., ]. Que vaut la longueur A E,,,en
cm ?

b) On cherche dans cette question pour quelle valeur minimale N, le point E,, est confondu avec
un point A .

Montrer que si un point E, est confondu avec un point A, alors : 131n — 300k = 100.

Vérifier que les nombres n = 7100 et k = 3100 forment une solution de cette équation.
Déterminer la valeur minimale N, recherchée.

- Soit N un entier naturel non nul dont la décomposition en produit de facteurs premiers est :
N =p x p3? x...x pa.
1) Démontrer qu’un entier naturel d est un diviseur de N si, et seulement si, sa décomposition
en produit de facteurs premiers est de la forme plﬁ I x pzﬁ 2 x...x py", avec, pour tout
ie{l; 2 ;...;n}, 0< B <q.
2) Quel est le nombre de diviseur de N tels que S, =...= 5, =0?
Et le nombre de diviseurs de N tels que S =...=f, =07
En utilisant au besoin un arbre, démontrer que le nombre de diviseurs de N est ¢gal a

(0{1 + 1)(0{2 + 1)...(an + 1).
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- Soit f la fonction numérique a variable réelle définie par : f(x) =

X2 + 2
X—2
a) Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0 et en 2
b) Dresser le tableau de variation de f.
2) On suppose que x est un entier naturel.
a) Déterminer x pour que f(x) soit un entier naturel
b) Déterminer x pour que f(x) soit une fraction irréductible (ie son numérateur et son
dénominateur sont étrangers).
Pour la suite, on notera par§ le PGDC (x® + 2x;x — 2) et par u le PPCM(x* + 2x;x — 2)
c) Déterminer x pour que 0 =4. Dans ce cas trouver u
d) Soit N =x* + 2x un entier naturel. Ecrire N dans le systtme de numération de base
pour x > 3.

- On considére les trois entiers naturels a, b et ¢ qui s’écrivent dans la base n respectivement

111, 114 et 13054,
1) Sachant que ¢ = ab, déterminer n puis les écritures des nombres a, b et ¢ dans le systéme
de numération décimal.
2) Vérifier en utilisant 1’algorithme d’Euclide, que aetb sont étrangers. En déduire les
solutions dans Z? de I’équation ax + by = 1
3) Résoudre :
a) équation xeZ/MZ , x* +x +1 = 0
2X-y—-2=0

b) le svyste : Z/ATY,
) le systeme (x; y)e( ) {3X+2y—1=0

1) Le nombre 2'' —1 est-il premier ?

2) Sip et q sont deux entiers naturels non nuls, comment la somme :
S=1+2P+2%P +2°P 4 4 2P@"D

peut-elle encore s’écrire ? En déduire que 2P -1 (2 P 1).

3) Démontrer que 2P —1 est divisible par les deux nombres 2° —1 et 29 1.

4) En déduire que si le nombre 2" —1 est premier, alors n est lui-méme premier. La

réciproque est-elle vraie ? Les nombres premiers de la forme 2" —1 sont appelés nombres de
MERSENNE.

1. Soit a et b deux entiers naturels dont la somme et le produit ont pour PGCD le carré d’un
nombre premier p.

a. Montrer que p* divise a®. (On pourra remarquer que a®> = a(a + b) — ab).

En déduire que p divise a. Montrer que p divise b.

b. Démontrer que le PGCD de a et b est soit p, soit p2.

2. On cherche a déterminer les entiers naturels a et b tels que :

PGCD (a + b, ab) =49 et PPCM (a, b) =231.

a. Soit a et b deux tells entiers. Montrer que leur PGCD est 7.

b. Quelles sont les solutions du probléme posé ?
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- 1) a) Résoudre dans ZxZ 1’équation d’inconnue (p ;q) suivante : 11p-7gq=1
b) La division euclidienne d’un entier naturel n par 7 donne pour reste 4, le méme entier
divisé par 11donne pour reste 3. Quel sera son reste dans la division par 77 ?

c) Déterminer les valeurs de I’entier naturel n inférieur a 200.
2) Soit (Un )une suite arithmétique croissante d’entiers naturels.

a) Sachant que U, +U, +U; =105 ; calculer U, .

b)On désigne par m et d respectivement le PPCM et le PGCD de U, et U;.
¢) En déduire I’expression de U, en fonction de n.

d) Calculez S, =U, +U, +U; +..... +U, en fonction de n.

Déterminer n pour que S, soit égale a 525.
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Fonctions numériques d’une
variable réelle
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4- Etudes de fonctions.......... 103

142



I- Généralité sur les fonctions

1) Définition d’une fonction :

On appelle fonction toute relation de A vers B qui a chaque élément de A on associe au plus
un élément de B.
2) Ensemble de définition ou domaine de définition d’une fonction numérique f :

On appelle ensemble de définition ou domaine de définition d’une fonction numérique f,
I’ensemble des éléments qui ont une image par f. On le note Df.

Exemple
- Sif(x) = u(x) (fonction polynéme) ; alors Df = R =] — oo; + oo

- Sif(x) = u(x) (fonction irrationnelle) ; alors Df = {x/xe R; u(x) 0}

- Sif(x) = % (fonction rationnelle),alors Df = {x/xe R; v(x) =0 }.

Evaluation
Déterminons 1’ensemble de définition des fonctions suivantes :

a2
DFE) =20 @) = (x+ VA -t 2
_ X+ 2 . _ V—x+3
)= x—( xz)—2x+ 1 > D) —x2-2x+4
_ tg(2x . _ 8
3) f(x) = Cos(x) ’ 6) f(x) x +Vx2+1
Synthese
-3x2+45x +1
D)=~

Di={x/x eR; x + 3 #0}

x+3#0=>x# -3 =>Df=R—{-3}=]-00; -3[U]-3; +o]
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D) f(x)=(x + 2)Vx? —-3x+2
Di={x/x ER;x?—3x+2>0}
x?2—3x+2>0.Posons x2—3x+2=0=>x;=1et x, =2

X — + oo

1 2
x2—3x+2‘ + 4///4) +

=>Df= ]—o00;1] U [2; + o]

X+ 2

D= R

Di={x/x€R; x?—=3x+2 =0 etx—Vx>—3x + 2#0 }

x2—3x+2>0.Posons x2—3x+2=0=> x; =1 et x, =2

x‘—oo 1 2 + o0
ases2l/ A/ o~ G

X—Vx2—3x +2#0<=>vVx2—-3x + 2#x<=>x%—3x + 2+ x?

=>—3x + 220 :>x¢_?2

s /000 21/
I 7

=>Df= [1;2]
T3
V@)=

Di={x/x ER;—x?—3x+4 #0 et—x +3 >0}
(1):—x?—3x+4 #0=>x; #1letx, # — 4

(2): —x+3=>20 =>x <3
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tg(2x)
Cos(x)

5)f(x)=
Df={x/x ER; 2x ;tg et Cos(x)iO}
(1):2x #2 =>x # -

(o) () (”) x¢§+2k7t
2):C #0<=>C *C —)<=>
(2):Cos(x os(x 0s |3 x¢—§=2kn

=>Df=R_ {— E ; E; E}
2 4 2

S RCIRE COSLEE (0 (0 SRS

8
0 S = e
Df={x/xER;x2+1 >0 etx+Vx2+ 1¢O}
x2+1 >0 (Vraie)

x+Vx2+ 1#0<=>Vx2+ 1#x<=>x?>+1# x2 =>1 # 0( Vraie)

=>Df=R = |- ; + oo
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3) Opération sur les fonctions .

Soit f et g deux fonctions définies respectivement sur leur ensembles de définition Df et Dg.
a- Somme :
Vx EDfetVx €Dg; (f+g)(x)=f(x)+ gx)

b- Produit :

Vx €EDfetVx €Dg; (fXxg)(x)=f(x)xg(x)

c- Quotient :
Vx €EDfetVx €Dg; (g) (x) = % avec g(x) # 0
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II- Limites

Objectifs

Ce chapitre vise a :
» Compléter I’étude de la limite d’une fonction engagée en classe de premiere par :

- L’introduction de la limite d’une fonction composée ;

- Lalimite d’une fonction monotone sur un intervalle ouvert.
* Introduire la continuité d’une fonction sur un intervalle et utiliser quelques théorémes usuels
liés a la continuité de cette fonction.

Savoirs et savoir-faire

SAVOIRS SAVOIR-FAIRE
* Limites » Déterminer la limite d’une fonction :
- Limite d’une fonction - en utilisant les limites de référence ou une
composée. expression conjuguée ;
- Limite d’une fonction monotone - en ayant recours a la définition d’un nombre
sur un intervalle ouvert dérivé.

» Déterminer la limite d’une fonction composée.

* Branches paraboliques de direction * interpréter graphiquement :
ODet(0J))d ere (O, 1, J). _ x ) x
(O et (O dans unrepére (O, 11). | | fC) o S
X—>+00 X xX—->400 X
* Continuité sur un intervalle :
- srati : x x
Operat_lrorrls, composée lim f(x) —0et lim f(x) = +oo0 (resp. —oo)
(propriétés admises). xo—00 X X—>—00

- Image d’un intervalle.
¢ Démontrer qu'une courbe admet une branche

« Fonction continue et strictement parabolique de direction (OI)(reps. (0]) )

monotone sur un intervalle :
Théoréme 1 : si f est une fonction
continue et strictement monotone sur un - en utilisant le tableau de variations ;

intervalle 1, alors f est une bijection de | _ en utilisant une méthode algébrique.

sur f(1). sa bijection réciproque f ~*est |+ Démontrer qu'une fonction réalise une bijection
continue et de méme sens de variation | d’'un intervalle I sur un intervalle | dans le cas ou fest
que la fonction f donnée par une formule explicite, déterminer f~* (x).

e Déterminer I'image d'un intervalle par une fonction
continue :

Théoréme 2 : si f est une fonction * Prouver I’existence d’une unique solution de
continue et strictement monotone sur un | I’équation : f(x) = m sur un intervalle L.
intervalle I, alors pour tout m de f(I),
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I’équation f(x) = m admet une unique
solution dans L.

Corollaire : soit f une fonction continue
et strictement monotone sur [a, b]. Si
f(a) et f(b) sont des signes contraires,
alors 1’équation f(x) = 0 admet une
unique solution dans I’intervalle ouvert
la, bl.

- Fonctions du type :
- x+ VX, (ne IR %)
- xPx"(r € Q,x e IR+*).
Définitions ; notons xp/ q

Propriétés des puissances
d’exposants rationnels
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Activité 1

1
Soit la fonction f définie sur R par: f(x)= poc

a- Compléte le tableau suivant

x | —3000000 — 2000000 — 1000000 | O | 1000000 | 2000000 3000000
fx)
b- Donne la valeur de x pour la quelle f n’est pas définie.
c- Que peux-tu conclure quand x tend vers — o ou + oo ?
Activité 2
Soit la fonction f définie sur R par f( x ) = x3
a- Compléte le tableau suivant
x | —3000000 — 2000000 — 1000000 | O | 1000000 | 2000000 3000000
fx)

b- Que peux-tu conclure quand x tend vers — oo ou + oo ?

1) Propriétés sur les limites :

a) Propriété 1

lim x=+o ; lim x*=40 ;lim x>’=+0w ; lim+yx=+o
X = +0oo X — 400 X — +oo X = +oo
lim x=—o; lim x*’=4+0 ; lim x> =—o

X > —00 X > —oo X = —o©

b) Propriété 2

lim 2=0; lim ==0; lim—=0; lim ~ =0(K €R)
X X X X

n

X — 400 X — 400 X — 400 X > 400

lim 2=0; lim 5=0; lim 5 =0; lim ~=0(keR)
X X X X

X > —o0 X > — o X > — o0 X > — o
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¢) Propriété 3 :

Si k est un réel non nul alors :

lim

x— 0

2) Opération sur les limites

k
Pl (le signe de oo dépend du signe du zéro et du signe de k).

—00 + o0

a) Somme :
f [ l + — +o
g U +00 ou — © +00 —00 —00
f+g [+ 400 ou —00 400 —00 Forme
indéterminée
b) Produit :
f l Z@O 0 00
g I (e's] 0 0
feg Lel’ oo regle des Forme oo regle des
signes indéterminée signes
¢) Quotient:
f l l 0 l o) 0
g l'@o I'=0 0 00 l 00
f L +/—owa | Forme 0 oo régle Forme
g I gauche /a | indéterminée des signes | indéterminée
droite
NB:

On remarque ainsi que I’on a quatre (4) formes indéterminées qui sont :

’

0
0@0;0—

’

0o
; - .
0o
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3) Limite des fonctions polynomes et rationnelles a I’infini.

a) Limite d’une fonction polynéme a I’infini

La limite d’une fonction polyndme en + o0 ou en — oo estégale a la limite de son terme
du plus haut degré.

Exemple: lim 1-2x?+3x=  lim —2x%=—-2 (—)?=— oo,

X > —00 X > —00

b) Limite d’une fonction rationnelle a ’infini :

La limite d’une fonction du rationnelle en + 00 ouen —ooest égale a la limite du quotient
des termes du plus haut degré du numérateur et du dénominateur.

. —3x +4x3+x%-1 . 4x8 )
Exemple : [im =lim — = lim 4x=+4w
xZ-1+x x2

X = + o X = 400 X —> 4+ o

N.B : La propriété sur les limites des fonctions polyndmes et des fonctions rationnelles ne
peut étre utilisée qu’en + o0 ou en — oo.
En aucun cas, elle ne peut étre utilisée lorsque x tend vers un nombre réel.

4) Limite de la composée de deux fonctions :

Soient f et g deux fonctions et fog leur composée définie sur un intervalle I contenant « a »
ou a est une borne.
Si: limg(x) =1 et silim f(x) =1 alors lim fog(x) =1

xX—-a x -1 xX— a

5) Limite des fonctions circulaires :

Si a est un nombre réel non nul, on a :

. Sinx sinax
lim =

=1et lim =1
ax

x—-0 x—- 0

tgx

B . tgax
lim 7=1 et lim 2225 =

1

ax
x—0 x— 0

. 1l-cosx 1 , 1-cos(ax) 1
lim——== et lim ———=-

x2 2 (ax)2 2
x—-0 x—-0
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6) Limite a gauche — Limite & droite de x,

a) Limite a gauche de x,

On appelle limite a gauche d’un réel x, d’une fonction f, la limite lors qu’elle existe quand x
tend vers x, par valeurs inferieures on note : lim f(x).
X o Xy
b) Limite a droite de x,

On appelle limite a droite d’un réel x, en une fonction f, la limite lors qu’elle existe quand x
tend vers x, par valeurs supérieures on note : lim  f(x).
+
X > Xp

NB :

Une fonction admet une limite en un point x, si sa limite & gauche est égale a sa limite a
droite.

lim f(x) = Ilim f(x)

X > Xy X - Xy

Exemple

Calculer la limite des fonctions suivantes :

x2—4 JX +1-1

. X— ) ,
a) llmxz_l, b) llmxz—x—z' c) lim ~

x—-1 x - 2% x— 0
d) im SinSX ; e) liml—_g Hlim x— Vx?+ x+2

2X x273x° 42
x— 0 X — —00 X — 400
Solution
1-1

ox—1 0 . . .
a) lim Z-1-1-1 5 (Forme .Indéterminée )
x—-1

Levons I’indétermination.

li x—1 _ li x—1 e 1 1
Mt ME—D+D) - "MGFD) T 2
x—-1 x -1 x—1

. x%-5
b) lim -

x—->—17
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Puisque la limite est étudiée a droite de-1, alors cherchons le signe du dénominateur x”2-x-2
a droite de -1

Posons: x> —x —2=0=>x; = —1 ou x, = 2
x|—oo -1 2 + o
xz—x—Z‘ + 4)— F +
x%2-5 —4
“>lim = = 2=+
Xe—x—2 0
x>—1*

NB : Le signe du zéro (07) provient de I’étude du signe du dénominateur a droite de — 1

] Vxe+1-1 0 i L
¢) lim . = ry ( Forme Indéterminée )
x— 0

Levons I’indétermination.

Jx2+1-1 Cx241-1 Vx4l <«/X2+1—1>(,/x2+1+1>

lim—— = lim—®—— = [lim
% x VxTrien {leera)
x—> 0 x—> 0 x—> 0
2
Va2+1) —12 24 1_ 0
=lim(x =1 it o lim lim —TZO
x<1/x2+1+1> x<1/x2+1+1> x( x2+1+1> (1/x2+1+1>
x—- 0 x—- 0 x—- 0 x—- 0
i 0
d) lim SInSx _ 9 (forme indéterminée)
2X 0
x— 0

Levons I’indétermination.

. sinS5X . 5 sin5x 5 Sin5x 5
lim = lim_* = lim= = =

2X 5 2X 2  5x 2
x— 0 x— 0 x— 0
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1—x
x2_3x3+2
x— 0

e) lim >

f) lim x—vVx?+4+ x+ 2= 4+ o0 — o (forme indéterminée)
X = 4+

Levons I’indétermination.

y (x=Vx2+ x+2)(x + Vx2+ x+2)
m (x + Vx2+ x12)

X — 4o

2
— lim xz—(vx2+x+2) = lim x2—(x%+x+2) _ lim x2—x%2— x—2
x + Vi + x+2 x + Va2 + x+2 x4+ Vx2+ x+2

X = +© X =+ X = +oo
im —22 -~ Iim _x2 = lim —x 2
x4 Vx4 x+2 x+ x2(1+ 1+ ) X+l 1+ 14 2
Xy X x
X = oo X = o0 X =+
—x—2 —x—2 R 4
= lim —— = lim =lim— = -1
xHx[l+ 2+ 2 x<1+ 1+1+i> x
Xy 2
X = 400 X = +oo X = +oo
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7) Théoreme sur les limites

a- Théoréme des gendarmes :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

Si f(x) Répond a I'inégalité :A(x) [Ff (x) [FB ().

limA(x) =1
X = oo . _

ot si ot alorslim ];(i);l

limB(x) =1

k X > oo
Exemple
En utilisant le théoréme des gendarmes, calculé lim %
X — 400

Solution
Onsaitque: —1 < Sinx < 1

En ajoutons 2 a chaque membre de I’inégalité, on a :
1 <2+S8inx < 3

En divisant chaque membre de I’inégalité par x + 1,0n a:

1 2+ Sinx 3
< <
x+1 — x+1 — x+1

En appliquant la limite & chaque membre de I’inégalité, on a :

) 1 . 2+ Sinx ) 3
lim < lim——— < lim
x+1 x+1 x+1
X = 4+ X = + o X = + oo
1
llmm 0
X — oo
Or et
lim—— =0
L Mo~
X — +4oo
.. . ;s . 2+Sinx
Ainsi en appliquant le théoréme des Gendarmes, on a : lim i 0
X — +4oo
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b- Théoréme de I’Hopital :

Soit f et g deux fonctions continues et dérivables en un point Xx,,.

f(x)_ frxo)
g(x) gr(xo)

Sif(xe) = g(xg) = 0etg(xy)+#0, alors:lim

X - X
Exemple
— 12
Soient f et g deux fonctions définies par: f(x) = % et g(x)= x*—5x+4

a) Etudier la continuité de f et g en xo= 1

b) Calculer g’(1)et f'(1) puisen déduire lim %
x -1
Solution

a) Etudions la continuité de f et g en xg=1

- Etude de la continuité de f en Xy= 1

LimiElf (x) = li o1 0 FI

imif (x) = lim 2 _3r12- 0 .

x -1 x -1

Levons I’indétermination :

o (x—1)2 . (x=1)* . x-1 _ 0o _
m e m - M ya— - img— =5 =0
x -1 x -1 x —>1

=> limf(x)=0
x -1

- Etude de la continuité de g en xy = 1

lim g(x)= limx*-5x+4=1-5+4=0
x =1 x -1

Alors f(1) = g(1)= 0 d’autrepart f'(1)=-1 et g'(1)=-3 #0

f() () -1 1

g(x)  gr(1) -3 3

Alors lim

x -1
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6) Interprétation graphique de la limite d’une fonction :

o Silimf(x)=1 ou lim f(x)= L (alors la droite d’équation y =1 ) est asymptote

X = —0o X = —+oo
Horizontale a la combe représentative de f.

asymptote horizontale | y=I o

o Silimf(x)=+o oulimf(x) = —oo( alors la droite d’équation x = a) est
X —a X —a
asymptote verticale a la combe représentative de f.
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asymptote verticale x = a

o Silim[f(x)-(ax+b)] =0 ou lim[f(x) — (ax+b)] =0
X — 400 X —> —00

(alors la droite d’équation y = a x + b est asymptote oblique a la combe représentatives

de ).

asymptote obliquey =ax+b
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I11I- Continuité

1) Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et soit X, un réel appartenant a I.

On dit que f est continue en X, si et seulement si f est définie en x, et si la limite de f(x)
quand x tend vers x, est égale a f(x,)

Une fonction f est continue en xgsi et seulement si :

f(xg) existe et lim  f(x) = f (xq) =L(l fini).

X— X,

Remarque : les fonctions non continues en X sont les fonctions non définies en xget les
fonctions n’admettant pas de limite en x

2) Continuité sur un intervalle :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I=[a ; b] ou I=]a ; b[.Onditque f est
continue sur I si et seulement si f est continue en tout point de 1.

3) Continuité a gauche — continuité a droite

a- Continuité a gauche :

Une fonction f est continue a gauche de x, si limf (x) = f(xo)-
X = X9~
b) Continuité a droite :

Une fonction f est continue a droit de x, silim f(x) = f(xq)

x - xpt
NB:

Une fonction est continue en un point de X, sielle est gauche et a droite de x,

4) Prolongement par continuité

Soit f une fonction numérique non définie en x ; mais admettant une limite I en ce point. La
f(x) si x+ xq

lsi x=x

est appelée le prolongement de la fonction f par continuité au point x

fonction g définie par : g(x)= {

N B : Si f n’est pas définie en x, mais admet une limite en ce point, alors on dit
que f est prolongeable par continuité au point x.

159



f

x0=0

Exemple

1) Etudions la continuité de la fonction f au point x, donné dans chacun des cas suivant:

xX—2 x+3

f(2)=4 f() =5

2) Dans chacun des cas suivants, préciser I’ensemble de définition de la fonction f puis

f(x):x2:4; Xo=2 ; b) {f(x):wx

dire si elle est prolongeable par continuité au point Xx,

(=2 b){f(x) = =

X
szo

Solution

1) Etudions la continuité de la fonction f au point x, donné dans chacun des cas suivant:

2_
2) flx) = ’;_2 Si xg = 2
f(2)=4
2_
f est continue en x, =2, si limfc_—g =f(2)
X - 2
_ x2—4 0 ; .,

lim—- = f(2) = F( Forme .Indéterminée )
x -2

Levons I’indétermination.

2_ _
limx 4=limw=limx+2=2+2=4
x—2 x —2
x -2 x> 2 x> 2
xZ-
Puisque lim =f(2)
x—2
x -2

Alors f est continue en xy =2
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f(x) _ [x—1]|+2

HOEE

2

x0=1

Ecrivons f sans le symbole de la valeur absolue :
Posonsx —1=0=> x=1

X — 1 + o
x—1 - Q +
| x — 1] —x+1 x—1
flx)= 2 six € J-o; 1]
=>
f(x)=—(x;i)3+2 six € ]1; +o0 |
(x)= 23 si x € ]—o; 1]
=> x+ 3
(x)=22L six € ]1; +oo |
x+ 3

Ainsi étudions la continuité de f a gauche et a droite de x, =1

f estcontinue en xo =1 si f (1)existeetsi limf(x)=1lim f(x)= f(1)= %

x - 17 x - 1%

Continuité a gauche :

. . o—x+3 _ 1
lim f(x)= llmx_l_—3 =3
x - 17 x - 17
Continuité a droite :

. , 1 1
limf(x)= lim X+ =

x+ 3 _2
x - 17 x - 1°

Puis que limf(x) = limf(x):f(l):%

x - 1° x - 1"

Alors fest continue enxy = 1.
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2) Dans chacun des cas suivants, précisons I’ensemble de définition de la fonction f et voyons
si f est prolongeable par continuité au point xg

_x-vE
x0=0
De=10; +oof

- Etudions la continuité de f en xy =0
f n’est pas définie en x, = 0 donc elle n’est pas continue en xy, =0
Voyons si f admet une limite finie x, =0
Levons I’indétermination.
.m(x—\/x_)(x+\/x_)_ . x? -

X
x(x+Vx) - x(x+Vx) (x+vx)
x -0 x -0 x -0 x -0

. ox —x
lim ——
X

Alors f n’est pas continue en x, = 0.
Par conséquent f n’est pas prolongeable par continuité en x, = 0.

W[ =

XO = 0
k
- D - R—{Z;k ez}
- Etudions la continuité de f en x, =0
im 9 =1
X
x =0

Par conséquent f est prolongeable par continuité en xo = 0
et son prolongement par continuité en x, = 0 est la fonction h définie par :

tgx

h(x) = {f(x)= — six # 0
1

six = 0
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IV- Dérivation :

Objectifs

Ce chapitre vise a :
» consolider les notions abordées en classe de

premicre telles que la détermination du sens de

variation d’une fonction et la recherche de tangentes a une courbe en des points donnés ;
* consolider la notion de dérivé et 1’étendre a la composée de deux fonctions dérivables ;
 compléter les théorémes concernant la dérivabilité par les notions de dérivabilité a gauche et

de dérivabilité a droite ;

« utiliser des propriétés des fonctions dérivables pour démontrer des inégalités ou établir des

encadrements.
Savoirs et savoir-faire
SAVOIRS SAVOIR-FAIRE
 Dérivées successives ; nouvelle notations. * Démontrer qu'une fonction composée est
af . d*f dérivable en un point et savoir calculer le
dx’ dx? nombre dérivé en ce point.

* Si une fonction est dérivable sur un
intervalle, alors elle continue sur cet intervalle.
* Dérivée d’une fonction composée (admise) ;
application a la dérivation des fonctions de la
forme : u" (n € Z%); Vu

* Existence de la dérivée d’une fonction
réciproque (admise), formule de la dérivée de
la fonction réciproque.

* Dérivée des fonctions puissances d’exposants
rationnels.

* Inégalité des accroissements finis (2 formes)
* nombre dérivé a droite (a gauche) d’une
fonction en un point.

* Demi-tangente

* Préciser I’ensemble des éléments ou la
fonction réciproque d’une fonction donnée
est dérivable.

* Déterminer le nombre dérivé de la
fonction réciproque en un point X,

«Utiliser I’inégalité des accroissements finis
pour :

démontrer une inégalité ;
établir un encadrement.

* Etudier la dérivabilité d’une fonction
définie par intervalles en un point de
raccordement.

* Interpréter graphiquement la dérivabilité a
droite (resp. a gauche) d’une fonction en un
point Xq.
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1) Nombre dérivé en un point x, :

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant x,.

. . . . L, ) - f(x o
On dit que f est dérivable en x, si et seulement si la quantité % admet une limite
)
finie quand x tend vers x,. Cette limite est appelée nombre dérivé en x, et est noté f ’(xo).

C'est-a-dire :

lim f(x) - f(xo) — fl(xo)

X — X,
X = X

f(xo + h) — f(x0)
h
admet une limite finie quand h tend vers zéro ; il suffit de poser h= x — x

N.B : f est dérivable en x est équivalente que la quantité

f est dérivable en x si elle admet un nombre dérivé f'(x,)

2) Lien_entre la notion de limite et de continuité :

Toute fonction dérivable en un point x, est continue en x,, .
N.B : La réciproque est inexacte.

3) Nombre dérivé a gauche — Nombre dérivée a droite

a) Nombre dérivé a gauche :

fx) — f(xo)

. existe et est finie, alors on dit que f est dérivable a gauche en x,
— x,

Si lim
X - xo_
Onla note f(xo)

b) Nombre dérivé a droite :

fx) — f(xo0)
X — x,
x - x,t

Si lim Existe et est finie, alors on dit que f est dérivable a droite en x,.

On la note f(xo)
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Théoréme :

si f est dérivable a gauche et a droite en x, et si les deux nombres dérivés sont égaux alors
f est dérivable en x,etona:

; f) = f(xo) _ qa [(X) = f(Xo) _ ¢
lim EE—— lim B =f(x,)
X > X, X > X"

4) Interprétation graphique d’un nombre dérivé

Soit f une fonction numérique d’une variable réelle et ( G ) sa courbe représentative dans le
plan muni d’un repére orthonormé (O ;1;7J)

Soit M, (;g) un point fixé de (G ). M(; ) un point courant de (G ) ; construisons la droite
(MoM ) . Lorsque x tend vers x la droite (MyM ) vient occuper une position limite

(M,T ) appelée tangente a la courbe (G ) au point Mo(;ig) ; [ '(x0) est appelé pente ou
coefficient directeur de la tangente a la courbe représentative de f au point M, (;g)

A

G )

)|

v
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a) Equation de la tangente au point d’abscisse xq: v = f '(xo) (x - x0) + f(x0)

Si le nombre dérivé a gauche et le nombre dérivé a droite existent et sont différents, alors la
courbe admet deux demi — tangentes en M, de coefficients respectifs les nombres dérivés a

gauche et a droite de x et fait un angle en ce point.

Si la courbe (G ). de la fonction f admet en un point x, , une tangente paralléle a I’axe des

abscisses alors f '(x0) = 0

5) Utilisation des dérivées :

Sens de variation d’une fonction.

Soit f une fonction définie par : x — f(x). On appelle dérivée de f, la fonction f ’ définie

par: f’':x > f’(x) nombre dérivé de la fonction f au point x

6)_Formules sur les dérivées :

a- Dérivées usuelles :

Fonctions Dérivées Domaines de dérivabilité

a (constante) O R

ax a R
ax" nax™! R
a —nax™?! R
x™ x21n
Vx 1 R

2+/x
Vax+b _a R.
2vVax+b
Cos x —Sin x R
Sin x Cos x R
kIl
Tex o= 1+tg'x R- {7
Cos (ax + b) —aSin (ax + b) R
Sin (ax + b) a Cos (ax + b) R
a k 11

tg (ax + b) — (ax+b)=1+t2g(ax+b) I[E{{—Z{aerb — 1k
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b- Opérations sur les dérivées :

Fonctions Dérivées
u+ v U + v
au (a € R) au’
(u) EE(V) uv + v'u
a —au'
a(a S R) "
u W) (W) — (W) (w)
v (U)Z
ROL n(u) (W™
—nauu™"
un (a © R) y2n
Vi o
2\/u
Cos (u) —u'Sin (u)
Sin (u) u'Cos(u)
tg (u) u'
Cos?u
u = (9of) ) v = @k F&)

7) Dérivée de la réciproque d’une fonction f :

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I.

Alors f réalise une bijection de I sur sur f () et admet une bijection f~* de f(I) dans I
Ayant méme sens de variation que f

Pour calculer (f 1Y (x,), on peut procéder comme suite :

- On détermine la solution de I’équation f(x) = x,
- On calcule f’(x) et on vérifie que f '(x) @0

- Onconclue (f'y (x) = %

8) Sens de variation d’une fonction.

Théoréme :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. On retient que les variations d’une fonction
dépendent du signe de sa dérivée. Ainsi :

- Sif’(x)<O0pourtoutx € I,alors Vx € I, f est strictement décroissante.
- Sif’(x)>0pourtoutx €1, alors Vx € I, f est strictement croissante.
- Sif’(x)=0pourtout x € I,alors V x €1, f estconstante ou stationnaire
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N.B:

Les variations d’une fonction peuvent étre résumées dans un tableau appelé tableau de
variation de f. Ainsi un tableau de variation comporte les éléments suivants :

Domaine de définition

Valeurs pour lesquelles la dérivée s’annule

Des fléches croissantes et décroissantes montrant les variations de f.

Une courbe ( Cy) admet en un point A(x, ; Yo ) une tangente horizontale ou une tangente
parall¢le a I’axe des abscisses si et seulement si: f’(xy) = 0.

Une courbe ( Cy ) admet en un point A(x, ; Yo) une tangente de coefficient directeur a si
et seulement si: f’(xy) = a.

9) Extremum d’une fonction :

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant x,. Si f '(x) s’annule en
changeant de signe en passant par x; , alors f admet un extremum en x,.

Si f’(x) passe du signe négatif au signe positif on dit que f présente un minimum
Si f’(x) passe du signe positif au signe négatif on dit que f présente un maximum

Ainsi on dit que : (Cf) admet une tangente horizontale en Mo(x0 i (xo))

Exemple

1) Etudier la dérivabilité de la fonction f au point x4 donné :
(x=2)°
f(X)=——"—
) XX+X-6 5 X =2
f(2)=0
2) Calculer la fonction dérivée f '(x) de la fonction f(x) :

—x%+3x -5

)= ==

3) Ecrire une équation de la tangent (T) a la courbe (C) de f aux points x,, :

f(x)=Cos? (%); on donne x,=2

X2+ 2x +2

4) Dresser le tableau de variation de la fonction suivante : f(x) = ]
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Solution

1) Etudions la dérivabilité de la fonction f au point x, :

X—2)
f(x):—(2 )
X*+X-6 s X =2
f(2)=0
f estdérivable en xy =2 si lim % =1 avec(l €R)
x =2
(x —2)?
lim L2 g LD 20 oy [ = g a2
x -2 x =2 x -2 x -2
Y (x — 2)? o (x — 2)? o (x — 2)?
=lim e =7 - MaT e D - MG o e D
x -2 x =2 x =2
. 1
=lim—- = 1€R
x—1
x -2

Alors f est dérivable en x, =2 et son nombre dérivé est f'(2) =1

. . . —x24+3x -5
2) Calculer la fonction dérivée f '(x) de la fonction f(x) = s

U(x)=—x*43x =5 =>U'(x) = —-2x +3

—x%24+3x -5

fo) = 2

V(x) =x3—-2 => V'(x) = 3x?

(V@) (v@) - (V) (U®) (- 2x +3)(x3- 2) — (3x2)(= x+ 3x =5)
(V) (x3-2)?

=>f'(x) =

x* — 6x3+ 15x2 4 4x — 6
2
(x3-2)

=>f'(x) =

3) Ecrivons une équation de la tangent (T) a la courbe (C) de f aux points x, :

f(x)=_Cos? (%); on donne x,=2
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L’équation de la tangent (T) a la courbe (C) de f aux points x, = 2 est :

y=f@)(x-2)+ f(2)

U(x) = Cos(%n) => U(x) = — gSin(x?n)
f(x)= Cos? (x?n)
n=2 => | UM 1(x)= Cos(%)s

=>f"(x) =n(U'(x)(U" (%))

S>fi(x) = z[(—%sm(%))(c"os(%))] =>f1(2)=-"2et f(2) =

3 1 /3 2mV3 + 3
D’ou : = — —(x—2 - =>y = — X
y 12 ) + 4 y 12 + 12
x2 +2x +2

4) Dressons le tableau de variation de la fonction f(x) = P

De=R—-{-1}=]-00; -1[U]-1; + ]

X ‘—oo -1 + o
x+1‘ - (L +
. X2 42x+2 . x? .
imf(x)=Ilim ———— = lim— = limx = —®©
l x)=1 o [ . l
X > —0 X > — X > — o0 X > —
. . 24 2x 42 . x2 )
lim fG)=lim “X2% - iimZ = lim x = + o
x+1 X
X = + X = + oo X > +00 Xx = +
. . 24 2x 42 1
lim f(x)=lim %=0—_=—oo
x - —1° x - —17
. , 24 2x 42 1
llmf(x)=llmM=—=+oo

x + 1 ot
x » —1t x - —1%

1

4
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U(x) =x%+ 2x +2 =>U(x) = 2x +2

X2+ 2x 42

f) = ——

V(ix) =x +1 =>V'(x) =1

(V@) (v@) - (V) (U®)  (x+2)(+1) — (1)(x2+ 2x +2)
(v (o) (x +1)?

=>f"(x) =

2
=>f'(x) = % or V x €Df,(x + 1)2>0

Alors le signe de f'(x) dépend donc du signe du numérateur x? + 2x.
Posons x2 + 2x =0=>x=0 ou x= —2

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

£ + - - +

+ o

— OO — 0 2

ol ]

f(=2)=-2 et f(0)=2
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V- Etude de fonctions :

1) Parité et périodicité d’une fonction :

a) Fonction paire :
Une fonction f est dite paire si et seulement si :

Vx e Dfet —x € Df;f(—x) = f(x)

b) Fonction impaire :
Une fonction f est dite impaire si et seulement si :

vx € Dfet —x € Df;f(—x) = —f(x)

¢) Fonction Périodique :

Une fonction f est dite périodique de période T s’il existe un nombre réel T tel que
Vx € Df et x+ T e Df ;f(x+T)= f(x).

Remarque :

- La fonction Cosx est paire car Cos (—x) = Cos x

- La fonction Sinx est impaire car Sin (—x) = — Sinx
.4 . 2
- Les fonctions Cos (ax + b) et Sin (ax + b) sont périodique et de période T = %
Exemple
1+ cos3x

Soit la fonction f définie par f(x) = et (C) sa courbe.

0s’ X
1) Déterminer l'ensemble de définition D¢ de f.
2) Etudier la périodicité la parité de f puis en déduire que D¢ peux se réduirea [0; ]
3(1-2cosXx)sinX

cos” X
4) Dresser le tableau de variationde fsur [0; 7 ].

3) Montrer que VX e Df ona: f'(x)=

Solution

1+ Cos3x

Soit la fonction f définie par f(x) = — ¢t (C) sa courbe
0S X

1) Déterminons I’ensemble de définition Df

Df= {x/x€R; Cos3x # 0}
Cos3x # 0 < Cosx # 0 < Cosx ¢Cos§¢>x * §+ 2km oux # —§+ 2kt avec
k €Z
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o=y |2 o | v
2 2 2 2
2) Etude de la parité et de la périodicité de f

~ Partie : f(—x) = 1+ Cos(-3x) _ 1+ Cos3x ()

Cos’ (—X) Cox’x
Alors f est paire et admet donc I’axe y’oy comme axe de symétrie.

- Périodicité : T, = % et T, = ?zﬂ]:T =T,NT, =2[1

ISR
NS
—

Alors I’étude peut donc se fait sur le domaine [—

2w

¢>Df=[— ~ 27”]=>Df=[—ﬂ ; ]
Et puisque la fonction f est paire alors nous pouvons résumer le domaine d’étude a [0 ; m].
DouDf=[0; m]

3) Montrons que Vxe Df,ona: f’'(x) = 3(1—-2Cosx)Sinx

Cos*x
f0) 1+ Cos3x|u =1+ Cos3x => u'= -3Sin3x
x = —_—
Cos’x |v =Cos*x => v'= -3SinxCos*x
, . _ —3Cos’x e Sin3x +3Sinx Cos’x(1 + Cos3x)
0= Cos®x
, 3Cos*x(—Cosx Sin3x + Sinx+ Sinx Cos3x
=>f'(x) = Cost
0s”X
, 3(Sinx e Cos3x — Sin3x Cosx + Sinx
= = X ! )
Cos™x
, 3(Sin(x —3x) + Sinx)  3(-2Cosx +1)Sinx
> o) = BN =30+ Sing _ 3( +
Cos™x Cos™x
, 3(—=2Cosx Sinx+ Sinx)  3(-2Cox +1)Sinx
:>]c (x): ( " ): ( . )
Cos™x Cos™x
, 3(1-2Cosx)sin X
= f )= 2020

Cos*x

4) Etude du signe de (1 —2cosx) sur Dg puis de variations de f.
o . o 1 _ T s T
1 —2Cosx =0=>Cosx = E<i> Cosx—Cos; =>x= -+ 2km ou x = 3t 2km

D’autre par V x [0; ] ; Sinx > 0 et Cos*x > 0
Donc le signe dépend de 1 — 2 Cosx
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D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

X 0 g E T
2 + 00 0
f(x) \ / /
0 — 00

f(=2)=-2 et f(0)=2

2) Courbes symétriques :

a) Axe de symétrie :

La droite d’équation x = a est dite axe de symétrie pour la courbe (Cf) de f si :

* fQa-x) = f(x)

ou
e f(a + x) estpaire
ou

« fla+x) =f(a-x)

b) Centre de symétrie :

Le point I(z) est dit centre de symétrie pour la courbe (Cf) de fsi

e f(Ra-x) + f(x) = 2b
ou
e f(a + x)- bestpaire
ou
e f(a+x)+ f(a-x) =2b

N.B :

- Toute fonction paire admet I’axe (y’ 0 y) comme axe de symétrie.
- Toute fonction impaire admet le point O () (origine du repére) comme centre de
symétrie.
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C) Recherche de centre de symétrie et d’axe de symétrie :

- Centre de symétrie :

ax?+ bx+c

yx+f
représentative dans le repére orthonormé (O ;7;7)ou:a; b; c; y; B sont tous des réels
avec:a #0 et yx+ [ # 0.

Soit f une fonction rationnelle définie par: f(x) = et ( C) sa courbe

!

c
yx+ p
Alors le centre de symétrie a la courbe ( C ) de f a pour coordonnée :

- Pk
yo= a'xg + b

- Axe de symétrie :

Si f peux ce mettre sous la forme: f(x) = a'x + b" +

Soit f une fonction polyndme du second degré définie par: f(x) = ax? + bx +c
avec(a#0)

2 2
) _ i . b“—4ac
Si f peux ce mettre sous la forme : f(x ) = a [(x + Za) 20 ]
Alors I’axe de symétrie a la courbe ( C ) de fa pour équation x = — % .

Exemple

1) Pour chacune des fonctions données, vérifiez si la droite d’équation x = a est un axe de
symétrie pour la courbe (C) de f.

a) f(x)=x*+2x+3eta=-1

b) f(x)=3x%— 2x +3 et aZ%

2) Pour chacune des fonctions données, vérifiez si le point | (Z) est un centre de symétrie

pour la courbe (C) de f.
3x3— x%+4 0
a) f(x)= 3)(2—_12 et [ (—?1)

b @ = e 1(3)

+1
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Solution

1) Pour chacune des fonctions données, vérifions si la droite d’équation x = a est un axe
de symétrie pour la courbe (C) de f.

a) f(x)=x*+2x+3 et a= -1
a = —1 estun axe de symétrie si f(2a- x) = f(x)
FR(=1)-%) = f(—2-x)=(—2—x)2+2(-2—x) + 3
=(24+x)*+2(-2-x)+ 3

=44+4x+ x> — 4—-2x+3

=x?— 2x+3=f(x)

Puisque f(—2-x) = f(x) alors a = —1 est un axe de symétrie pour la courbe ( C)
de f.

f(x)=3x> —2x+ 3 et a-= iz

a= 1 est un axe de symétrie si f(2a- x) = f(x)

2

f2(3 )-x) = f(1-x)=3(1-x)*— 2(1 —x) + 3
=3—6x+ 3x>— 2+2x+3
=3x2 —4x+4# f(x)

1
Puisque f(1-x) # f(x)alorsa= 2 n’est pas un axe de symétrie pour la courbe ( C ) de

f.

2) Pour chacune des fonctions données, vérifions si le point | (Z) est un centre de symétrie

pour la courbe (C) de f.

3x3— x%+4
0 Fe0= 225w 1(8)

3

Le point [ (—01) est dit centre de symétrie si f(2(0) - x) + f(x)= 2(_?1)

3

<=>f(- ) + f(0)=(3)

_3(=x)*=(-x)*+4 -3x3- x°+4

AGED)

3(-x)2-12  3x2-12
—3x3— x%+44 3x3— x%+4 —2x%48 2
=>f(-x) + f(x)= + = * — -
f(-x) + f() 3x2-12 3x2-12 3x2-12 3
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Puisque f(- x) + f(x) # — % alors I (&) n’est pas un centre de symétrie pour la
3
courbe (C)de f.
X%+ 2x +2 -1
b)f(X)—T et I(O)

Le point I(_Ol) est dit centre de symétrie si f(2(—=1) - x) + f(x) = 2(0)

<=>f(-2—-—x)+ f(x) =0

(—2-x)%+ 2(-2-x) +2

-x-2)=
f( ) (—2-x)+1
_4+4x+x2—4—2x+2 _ x%+2x
- —-2—x+1 _—x—l
Sf( 2) + F() x2+2x+2Lx2+2x—2 —x2-2x-2 +x2+2x+2 0
= - X - X = 1 = =
-x-1 x +1 x +1 x +1

Puisque f(-x-2) + f(x) =0 alors I (_01) est un centre de symétrie pour la courbe
<€)
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3) Maximum - Minimum - Extremum - Point d’inflexion

a) Minimum :
Soit f une fonction définie en un point x,. S’il existe un intervalle I centré en x, tel que V x €
Iona:f(x)=>= f(x,)alors f présente un minimu
m en X,. Ce minimum est m = f(x, ).

b) Maximum :

f admet un maximum relatif au point x,, s’il existe un intervalle I centré en x, tel que V x € |
ona: f(x)< f(x,). Le maximum est M = f(x, ).

Théoréme :

Si une fonction f est dérivable sur un intervalle I et si f’(x) s’annule en x, et change ce signe
en passant par X,, on dit alors que f présente un extremum en x,. Cet extremum est égal a
f(x,). Il est le minimum si f” passe du signe négatif au signe positif. Il est le maximum si f’
passe du signe positif au signe négatif.

NB:

Si f est une fonction dérivable sur un intervalle ouvert] a ; b[ , tel que la dérivée s’annule en
changeant de signe au point x,, alors la fonction f admet un extremum relatif en x,.

¢) Extremum :

Le systéme (Maximum-Minimum) est appelé Extremum.

- A représente le maximum relatif,
- B représente le minimum relatif,
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d) Point d’inflexion :
Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle] a ; b[. On appelle point d’inflexion,
tout point ou la dérivée seconde f >’(x) s’annule en changeant de signe.

e) Point de reboursement :

Silimf’'(x)= o0 ou  limf'(x) = £
x o x,t X > x,”

Alors on dit que f admet un point de reboursement X, a tangente parallele a ’axe des
abscisses ou des ordonnées :

y4 Y A
|
' > X »X
0 0
a)lim' f’'(x) =+ b) limf '(x) =—
X — 4 X > —®

4) Fonction réciproque

Bijection :

Une fonction f de E vers F est dite bijective si tout élément de 1’ensemble d’arrivé F admet un
et un seul antécédent dans 1’ensemble de départ E.

- En Pratique :
Une application f est bijective si et seulementsiVy € F 3!x € Eona: f(x) =y

- Graphiquement

Les courbes représentatives d’une fonction et celle de sa fonction réciproque sont
symétriques par rapport a la premiere bissectrice( A ) d’équationy = x.
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Théoréme :

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I, alors f est une
bijection de I sur f(I). et admet une bijection réciproque f~1 de f (I) sur I ayant
méme sens de variation que f

Les courbes C;et Cy' sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice A : y = x
SiM (x; y) € Cralors N (y; x ) € Cf'

Six = a estasymptote a Cyalors y = a devient asymptote pour Cy "
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5) Théoréme de valeurs intermédiaires :

L’image d’un intervalle par une fonction continue :

Théoréme 1 :

L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Soit f une fonction de R — IR et soit D¢ son ensemble de définition. Soit I=[a ; b]
oul=]a ; b[ unintervalle de Ds. Si f est continue sur I alors f(I) est aussi un intervalle

Théoréme 2:
L’image d’un intervalle fermé par une fonction continue est un intervalle fermé.

1°¢ forme :

Soit f une fonction de R = R et soit D¢ son ensemble de définition. Soit I=[a ; b ]
oul=]a ; b[ unintervalle de D¢. Si f est continue sur I alors f (I) est aussi un intervalle.

2™ forme :

Si f est continue sur I et que f(a) @f (b) < 0, alors il existe un réel a € I tel que f(a) =0
A

f(a)-

v

() ST e
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6)_Théoréme relatif aux fonctions continues et strictement monotones

1°° forme :

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [ a ; b ] etsi f(a)
et f(b) sont de signes contraires alors il existe un unique point x, élément de |a; b[ tel que

f(x0)=0

2" forme :

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle[ a ; b ] etsi
f (a) X f (b) <0 alors I’équation f (x) = 0 admet une unique solutiona € [ a ; b ]

f@}-

v

f(b)
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7) Approximation d’une solution ¢ de I’équation g(x) =0 :

a- Méthode de dichotomie :

Soit g une fonction définie sur un intervalle [ a ; b ] tel que g(a) @\q(b) < 0.
Posonsa, = b et by = b.
e Si g est strictement croissante sur [a ; b]

W= = = =

L/.:: f(a)

Ainsi on a deux suites numériques de termes généraux a,, et b, telquea € [a,; b, ].
an + bn)

On calcule g ( 3

an + by

- Sig( > )<0 alorsae[an+bn

2 bn]'

- Si g(a";b")>0 alorsae[an; a”-lz_ b”].

e Si g est strictement décroissante sur [a ; b]
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Ainsi on a deux suites numériques de termes généraux a,, et b, telquea € [ a,; by, ].

On calcule g (M)
- Si g(%b")<0alorsae[an ; a"-'z_ b"].
- Sig (%b") > Qalors a € [an-lz- bn ; bn].

b- Méthode des balavages :

C’est une méthode qui consiste a déterminée une approximation de a a partir d’un tableau de
valeur ou la valeur de o est obtenue en encadrant la valeur de x a partir du changement de
signe obtenue entre 1’antécédent positif et négatif.

X

X1

X2

X3

X4

X5

X6

X7

f(x)

f(x1)

f(x2)

f(x3)

f(x4)

f(xs)

f(x6)

f(x7)

Si par exemple f(x5)X f(xs) <0 alors o € [ x5; x4] etpar conséquent 0. =

A) Soit f(x) = x* +3x — 7.
Calculer f'(x).
Etudier le sens de variation de f.

Exemple

Dresser le tableau de variation de f.

Montrer que 1’équation f (x) = 0 admet une solution unique « telle que a € ]1 ; 2[.

r . r \ -2 \
Déterminer une valeur approchée de aa 10 pres.
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B) Soit f(x) =vx + 2.
1- Déterminer I’ensemble de définition Df de f.

2- Montrer que f réalise une bijection de I’intervalle [— 2 ; + oo[ sur un intervalle J que
I’on déterminera.

C) Soit f(x) = Cosx une fonction définie sur [ 0; %]

2- Etudier les variations de f surl’intervalle[ 0; g]

3- Trouver une valeur approchée a 1072 prés de la solution a de ’équation f(x) = x

Solution
A) Soit f(x)=x3 + 3x — 7.
1- Calculons f’(x).
Df =R

f(x)y=x3 + 3x —=7=> f'(x)=3x? + 3
2- Etudions le sens de variation de f.
Vx €Df,f'(x)>0.DouV x € Df, f eststrictement croissante.

3- Dressons le tableau de variation de f.

limf(x) = lmx+3x —7 = lim x = (-»)° = —o
X — — X — —00 X — —o0
limf(x) = limx +3x —7 = lim x> = (+»)3 = 4+
X =+ x = +oo x > + o
X - a + o0
:+
') :
: + oo
e /
—00 :
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4- Montrons que 1’équation f(x) = 0 admet une solution unique a telle que o € ]1 ; 2[

D’apres le tableau de variation, f est définie, continue et strictement croissante de
]—o; +o[ vers | —oo ; + oo [ alors I’ équation f(x) = 0 admet une solution unique o tel

que f(a)=0.

f(1)= —4
De lus:{ =>f(1)f(2)<0
1- Alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires o € ]1 ; 2[

2- Déterminer une valeur approchée de o a 107 prés.
Pour cela utilisons la méthode des balayages

X 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9
f(x) |-2,36 -1,67 -0,90 -0,05 0,87 ? ? ? ?

Ainsi d’apres le tableau, I’image par f des différentes valeurs de x commences a changé de
signe a partir des valeurs de x comprises entre 1,4 et 1,5.

14+15

Alors: a = 2 = 1,45

B) Soit f(x)=Vx + 2.

Déterminons 1’ensemble de définition Df de f.
Di={x/x €IR;x+2=>0}

x+2=20.Posons x+2=0=>x = —2

+ o0

x ‘ — -2
VA
=>Dp=[—2; + oo

Montrer que f réalise une bijection de I’intervalle [— 2 ; + oo[ sur un intervalle J que ’on

déterminera.
Pour cela, dressons le tableau de variation de f :
f(=2)=0cet limf(x)= Ilim+yx = +o
X = 4+ X = 4+

1
f@) =VxF2 =>f'(x)= 5= =>f'@) >0
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D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

X -2 + o0
f'(x) +
+ oo
f@ /
0

D’apres le tableau de variation , f est définie, continue et strictement croissante de
]—2; 4+ vers 10 ; + o[ alors f réalise une bijectionde | — 2 ; + [ vers
lintervalle J=]0; + o[

8) Théoréme de I’inégalité des accroissements finis

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle 1. Soit a et b deux réels appartenant a
I tel que (a < b).

-Sim et M sont deux réels tel que m < f’(x) < M, alorson a:
b-aym < f(b)- f(a)< (b—a) M.

-Si f est dérivable sur I, alors il existe un réel k appartenant a I tel que | f '(x)| < k.

Ainsi par conséquentVa €letb € Lona: | f(x) — f(a)| < k |x—a|.
(qui est le théoréme de I’inégalité des accroissements fins).

Exemple

x2—x—5

Soit la fonction f définie par f(x) = 3

1) Montrer que VX € [4; 5], on a |f'(x)| 53

2) En déduire que Vx €[4 ; 5],0ona: |f(x) —% S§|X—5|
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Solution

- x-5

Soit la fonction f définie par f(x) = ad P
1) Montrons que V. x € [4;5],ona: | f'(x)]| < —i

U(x) =x> —x —=5=>U(x)=2x—1

x =5

flay = 220

— V(x)=x— 3 =>1V(x) =1

(V@)(ve) - (V@) (U®)  (2x- 1D -3) - M@= x—5) _

=00 = (v)® (x -3)? -
x?- 6x+ 8

I =55

Orx € [4; 5]<x=>4< x< 5

En appliquant la fonction dérivée f’ a I’inégalité, on a :
’ ’ 3
Or f(4)=0 et f(S)ZZ

=> 0= fl(x)< 5
En appliquant la valeur absolue a I’inégalité, on a :
, 3
=>lol < If'(x)l < |3
, 3
=> 0= [fi(x)l =7

Doi Vx €[4:5], |[f(x)] <2
2) EndéduisonsqueV x €[4 ; 5],ona:|f(x)— 175 < %lx—Sl

D’apres la question 1) ,on a:
, 3
vx€[4;5], If'(x)] = ¢
Or si | f'(x )| < k,on a : d’apres le théoréme de I’inégalité des accroissements finis

|f(x) = f(a) [< klx—al

. . ' 3 . N ;N o s ey .
Ainsi pulsque| f(x )| <5 alors d’apres le théoreme de I’inégalité des accroissements
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Finisona: |f(x) = f(5) |< 2|x—5|.Avec k = = et a =5
Orf(5)= =
=>|f0 - F|< 2lx -5

DouV x €[4 ; 5],0na:|f(x)—175 < ZIx—SI

9) Etude des branches infinies :

Notion d’asymptotes :

e Silimf(x)=1 ou lim f(x) = [ (alors la droite d’équationy =1)

X —> —o00 X — oo

est asymptote horizontale a la combe représentative de f.

asymptote horizontale

e Silimf(x)=+o ou limf(x) = —oo(alors la droite d’équation x = a)
X —a X—a
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est asymptote verticale a la combe représentative de f.

asymptote verticale x = a

o Silim[f(x)-(ax+b)] =0 ou lim[f(x) — (ax+b)] =0
X— 400 X > —00

(Alors la droite d’équation y = a x + b est asymptote oblique a la combe représentatives

de f).

asymptote obliquey =ax +b

Recherche d’asymptote oblique :

I1 est évident de dire que si :lim  f(x) = £ o=, alors on a une possibilité d’asymptote oblique.
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Ainsi pour chercher I’asymptote oblique, on procéde comme suite :

e Silim @ =a alors la droite d’équation y = ax + b est
X > t oo
Asymptote oblique a la courbe (C) de f.
et lim f(x)-ax=Db
X = + oo

asymptote oblique
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[ _

e Si lim + © alors la courbe (C) de f admet ’axe (y'oy)
X— + oo comme branche parabolique.
y
4,,
3L
Branche parabolique de
2 Direction ( Oy )
l,,
Y6 -5 -4 -3 2 -1/9 1 2 3 4 5 & ix

Branche parabolique(de

Direction ( Oy ) _3
_4,,
- fx) _ ) )
Si lim —=0 alors la courbe (C) de f admet ’axe (x’0x)
x >+ oo comme branche parabolique.
y
4,,
30 Branche parabolique de
Direction ( Ox )
2,,
1,,
Y6 -5 -4 i~z -1 1 2 3 4 5 6 7x
Branche parabolique de 1l
Direction ( Ox )
_2,,
_3,,
— 4,,
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Si f est une fonction rationnelle dont le degré du numérateur est supérieur au degré du
dénominateur d’une seule unité, alors on peut écrire f(x) sous la forme :

R
f(x) = Q(x)+ e ( en effectuant une division euclidienne ) .

Q(x) = y estle quotient et est aussi appelé Asymptote oblique.
D(x) = est le diviseur
R = est le reste.

Cas Particulier d’asymptote

Toutes fonctions de la forme :
f(x) = Vaxz + bx+c ou f(x)=+/|lax? + bx +c|;(avec a # 0 et a >0)

Admet deux asymptotes :

b
- L’une en — o d’équation : y = — \/E ( X + E)

@(x+ )

- L’une en + o d’équation : y

10) Position relative d’une courbe (Cf) et de son asymptote oblique.

Pour déterminer la position relative d’une courbe (Cf) et de son asymptote oblique (A), on
¢tudie le signe de : f(x) - y. Ainsi :

- Si f(x)- y <0, alors la courbe (Cf) est en dessous de la droite (A).
- Sif(x)- y>0,alors la courbe (Cf) est au dessus de la droite (A).
- Sif(x)-y =0,alors la courbe (Cf) et la droite (A) sont confondues.

Exemple

x2-3

I- Ondonne f(x) = o

a) Démontrer que la droite (A) : y = x + 2 est asymptote oblique a la courbe(Cf) de
f en +oo.

b) Etudier la position de la courbe (Cf) et (A).

2x -4
2- Ondonne f(x) = ;_3

a) Déterminer ’ensemble de définition Df de f.
b) Calculer les limites de f aux bornes de Df .
¢) En déduire 1’équation des asymptotes a la courbe (Cf).
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Solution

x%2-3

x—2

1- On donne f(x) =

a) Démontrons que la droite (A) : y = x + 2 est asymptote oblique a la courbe (Cf) de f
en +oo.

la droite (A) d’équation y = x + 2 est asymptote oblique a la courbe (Cf) de f en +oo si :

lim [f(x)— (x + 2)] =0

X — + oo
2_3 2-3)- 2)(x-2
lim [f(x)—(x+2)]=Zim’;_z—(x+2)=lim(x )Jff; )(x-2)
X = + oo X — + oo X — + oo
= >li 2)] = lim —— = lim — = —— = 0
=>lim[f(x)- (x + 2)] = lim o - im — = —— =
X — + X — + X — +

Puisque lim [f(x)— (x + 2)] =0
X — + oo

Alors la droite (A) d’équation y = x + 2 e st asymptote oblique a la courbe (Cf) de f
en +oo

b) Etudions la position de la courbe (Cf) et de la droite (A ).

Pour cela étudions le signede f(x) — y.
1

Posons f(x) — y = 0<:>x_2=0 =>x—2=0=>x= 2

D’ou le tableau de signe est le suivant :

X |— oo 2 + o

X —2 — Q +

fy-y| (a)/ (cy | )/ (a)

AlorsV x € |—o ; 2[; f(x)-y < 0 =>
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Vx €]—wo ; 2][; lacourbe(C) esten dessous de la droite (A).
Et
Vx€|2; +o][; f(x)-y >0=>

V X € ]2 ; 4o [ ; lacourbe (C) estau dessus de la droite (A).

2x —4
x —3

2- Ondonne f(x)=

a) Déterminer I’ensemble de définition Df de f.
Di={x/x eR;x —3#0} =>D¢y=Dy=R—{3} =]—-0; 3[U]3; +x]

b) Calculons les limites aux bornes de Dy

2x — 4 . 2x

lim f(x) =lim — = lim —=2
X > —00 X o — o0 X > — o0
. - 2
lim f(x) =lim ix_: = lim ==2
X = + X = + oo X = + o
. T 2x—4 _ . L _
lim f(x) =lim — = lim — = -
x = 37 x = 37
. s 2x—4 _ . 2 _
lim f(x) =lim —— = lim - + oo
x —» 37 x —» 37

¢) En déduisons les asymptotes & la courbe (C ) de f.
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(limf(x) =2
X —> — o0
Puisque < et
limf(x)=2
X > 4+ oo

(limf(x)= — o
x - 37

et

Puisque < Alors la droite d’équation y = 3 est asymptote horizontale a

limf(x)= 4+o0
\ x> 3%

€1
Puisque lim [f x)-(x + 2)] = 0 Alors la droite d’équation y = 3 est asymptote
X = + o

obliquea (Cf).

11) Intersection de la courbe avec les axes du repere :

a) Intersection de la courbe avec ’axe des abscisses (0x)

Pour trouver le ou les points d’intersection de la courbe (Cf) avec 1’axe des abscisses, on
résous 1’équation f(x) = 0. Ainsi la courbe passe par les solutions de I’équation f(x) = 0
sur I’axe (ox).

b) Intersection de la courbe avec ’axe des ordonnées (0y)

Pour trouver le ou les points d’intersection de la courbe (Cf) avec 1’axe des ordonnées, on
calcule I’ordonnée y = f(0). Ainsi la courbe passe par y = f(0) sur I’axe des (oy).

12) Plan d’étude d’une fonction :

Pour étudier une fonction f et représenter graphiquement sa courbe (Cf) dans le repére on
adopte le plan suivant :
- On donne le domaine de définition ou ensemble de définition noté Dy
On calcule les limites aux bornes de Dy
- On étudie la parité et la périodicité de f
- On étudie la continuité de f

Alors la droite d’équation x = 2 est asymptote verticale a (Cf ).

- On étudie le sens de variation de f qui consiste a calculer la dérivée et a étudier Son signe

- On dresse le tableau de variation qui est le résumé de toutes les études précédentes
- On peut chercher les points d’intersections éventuels avec les axes de coordonnées

Exemple
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Etudier et représenter la courbe (C) de la fonction f dans chacun des cas suivants :

x24+2x +2
D fe) =2
1+ Cos3
2) Soit la fonction f définie par f(x) = % et (C) sa courbe.

a) Déterminer I'ensemble de définition Dy de f.
b) Etudier la parité et la périodicité de f . En déduire qu'il suffit d'étudier la fonction f sur
un nouvel ensemble d’étude Dg
3(1- 2Cosx)Sinx
Cos*x
d) Etudier le signe de (1 — 2cosx) sur Dg puis en déduire les variations de f sur Dg.
e) Tracer la courbe ( C).

¢) Montrer que VX € Df ona: f'(x)=

Solution

x% +2x 42

1) Etudions et représentons la courbe (C) de la fonction f(x ) = 1 1

Df =R—{-1}=]-00; -1[U]=-1; + o]

x ‘—oo -1 + o
x+1‘ - + +
lim f(x) =Ilim X242 limﬁ = limx = —
x + 1 x
X > —00 X = — X > —00 X > —
lim fx) = lim 22242 i 2 iy = 4+ oo
- x +1 - x - -
X = + X = + oo X > +00 Xx = +
. . X2+ 2x+2 1
= _ = _ = — 00
lim f(x) lim — =
x - —1" x - —1"
. . X2+ 2x 42 1
= E— —_— = o0
lim f(x) lim pr vy +

x - -1t x - —1%

U(x)=x*+2x +2 =>U"(x) = 2x +2
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X2+ 2x +2 ) B
fx) = i1 V(ix) =x +1 =>1V(x) =1

(V@)(ve@) - (V@) (U®)  @x+2)(x +1) - D)2+ 2x +2)
v@)” B (x +1)2

=>f'(x) =

2
=>f'(x) = % or Vx €Df,(x + 1) > 0 alors le signe de f'(x) dépend

donc du signe du numérateur x? + 2x.

Posons x> + 2x=0=>x=0 ou x= —2
D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

X —® -2 -1 0 +
fx) + <¥ - - +
| + o0 + oo
) -2
f'(x) / \
— — o 2
x = —1 est asymptote verticale a (C).

y = x+ 1 estasymptote obliquea (C)car lim [f(x)- (x + 1]=0 .

X = +

Ainsi on a la représentation suivante :
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1+ Cos3x

Soit la fonction f définie par f(x) = 3
Cos’x

et (C) sa courbe

a) Déterminons I’ensemble de définition Df

Df= {x/x e R;Cos’x =0}
Cos3®x #0 <=>Cosx #0<=> Cosx ¢C052<=>x * g + 2k ou
X # —§+2k1r

=>D; = ]—00; —§+2kn[u E+2kn;+oo[

b) Etude de la parité et de la périodicité de f

1+Cos(-3x) 1+Cos3x
Cos* (—x) Cox’x

- Partie: f(—x) = f(x)

Alors f est paire et admet donc 1’axe y’oy comme axe de symétrie.
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e e ., 2 2
- Per10d101te:T1=?n et T2=Tn =>T=T,NT, =2n

Alors 1’étude peut donc se fait sur le domaine [—g ; g]

¢>DE=[—27" ; 27”]=>DE=[—7T; 7]

Et puisque la fonction est paire alors nous pouvons résumer le domaine d’étude a [0 ; |
D’ouDg=DN[0; m]

c) Montrons que Vx e Df,ona: f’(x) = 3(1—2Cosx)Sinx

Cos*x
f) 1+ Cos3x|lu =1+ Cos3x => u'=-3Sin3x
x e —
Cos’x |[v=Cos*x => v'= -3SinxCos’x
, . —3Cos’x e Sin3x +3Sinx Cos’x(1 + Cos3x)
Jre0 = Cos®x
, 3Cos*x(—Cosx Sin3x + Sinx+ Sinx Cos3x
=>f'(x)= Cos’
0s°X
, 3(Sinxe Cos3x — Sin3x Cosx + Sinx
= f )= X 4 )
Cos™x
, 3(Sin(x —3x) + Sinx)  3(—2Cosx + 1)Sinx
=>f(x)=( ( 4) ) _ X 4)
Cos™x Cos™x
— ) = 3(—2Cosx Sinx+ Sinx)  3(—2Cox + 1)Sinx
Cos*x Cos*x
, 3(1—-2Cosx)sin X
= f () = U220

Cos*x

d) Etude du signe de (1 — 2cosx) sur Dg puis de variations de f.
1 —2Cosx =0=>Cosx = %¢>Cosx=Cos§ =>x = —§+2kn oux = §+2kn (kezZ)

D’autre par Vx €[0; m] ona:Sinx >0 et Cos*x >0
Donc le signe dépend de 1 — 2 Cosx

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

X 0 — r T
3 2
fl(x) - + +
2 + 0
f(x) \ / /
0 — 0




Détermination des coordonnées des points d’intersections de la courbe ( C ) avec I’axe des
abscisses puis construction de la courbe (C) de f.

- ONn(ox) => f(x) = 0L 1+Cos3x=0==Cos3x=-1

= Cos3x=Cosm < 3x=m ou 3x=—m =>
Donc (C) coupe I’axe (ox) en — g ou
- OnNn(oy)==0;ety = 2

3

Donc (C) coupe I’axe oy en 2

Ainsi on a la représentation suivante :
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EXERCICES

Limites
Limites en un point x

- Calculer les limites suivantes aux points x, donnés :

. x3-8 . Vx—3 . 2x+5 . Vx2+1-1
a- lim ; b- lim ; c-lim—-———; d-lim———
—x+ 2 -9 xé—x— 2 X
x - 2% x -9 x - 2° x -0
2 6 2 1 i+ 1
. X*—Xx—6 . Xe — I T
e-lim —=—pm~  f-lmara— T glm g
x -3 x > 1° x - 0t
- Calculer les limites suivantes aux points x, donnés :
. Sin2x . Cos2x . Sin5x . Sin3x
a- lim 222X ; b- lim ——— ; c- lim 2ox ; d- lim =222
3x 1-— Sinx Sin3x 1-2Cosx
i s
x =0 X = x =0 X =2
. Sinx . Sin4x . Sin(x— %) . tang4x — Sin2x
e-lim—; - lim—— ; g-lim ——* ; h-lim——
T—X tangx 3x—m 5x
Y
X om x =0 x >3 x =0
.. (14 x®)Sinx — x . . Sinx — xCosx
i- lim 3 ; Jj- lim ————
X X
x =-0 x =0

, . .. T . e .
- On se propose d’étudier la limite en 2 de la fonction f définie par :
Cos(x T
flx) = # pour x # —.
x— 7 2
2
1) Vérifier que I’on ait en présence d’une forme indéterminée.
C 4 , . . . T ., . .. .
En considérant I’accroissement moyenne de la fonction Cosinus en > déterminer la limite ci-

dessus.
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2) Par une méthode analogue, étudier les limites des fonctions en x, dans les cas suivants :

a- g(x)=% enxy, =0 ; b- h(x)=% en xO:E4
)
L3 [ Y ,. L3
Limites a infinie
Calculer les limites suivantes a 1’infinie :
li — b lim2EL li 2x2+2 & li Vxi+1— 1
a- lim———y ; b- lim=——— c-lim—p— d- lim————
X — —0o X — +oo X — —0oo X — +0o
e- lim——=23 . £ lim 1 : lim X1
Vo 1x 5 (1-wi+ v ° 22— 2
X — —00 X — +0oo X — —00
. > . . 4. 2+ Sinx PP
h-lim 1—x +Vx?+ x +1 ; i- lim x_i_—l(theoreme des gendarmes)
X — +0oo X — +oo

Limites et asymptotes

Calculer les limites aux bornes de 1’ensemble de définition de chacune des fonctions
ci-dessous ( on donnera ci-possible les éventuelles asymptotes ou possibilité d’asymptotes )

_x*+5 _ X+ 5 C2xf x4+ 1 _ x?
a-fx) = -x+ 7 b f () = Frer e f () = T,d'f(x)— P
J=x+2 11
- f) = VBT = 2= T: () = e f () = T

Soit la fonction f dénie par: f(x) = Vx2+x+1— x.

-

On note ( Cf ) sa courbe dans le repére orthonormé (O ;7;7).

a- Etudier les limites de f en + 0o et en — 0. La courbe ( Cf ) admet — elle une asymptote
horizontale ?

b- Démontrer que la droite ( A ) d’équation y = —2x — % est asymptote a (Cf )en —oo.

Soit la fonction f dénie par: g(x) = ax +b — Vx? + 1.

On note ( Cg ) sa courbe dans le repére orthonormé (O ;7; ).
a- Etudier la limite deg en —o. (Ondiscuterasuivantlesvaleursdea).
b- Déterminer les réels a et b pour que la droite ( D ) d’équation y = 2x + 2 soit
asymptote a la courbe représentative de f en —oo.
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Continuites

Continuité en un point x

. Etudier la continuité des fonctions suivantes aux points x, donnés :

= (x-2) o ox%-1
- {f(x)— Vrrod ot x=2 ; b {f(x)— e
F@=0 (1) =2
f(X)=x2_x+1sixE[0;1] f(x)zs_msixqtz
c-{f(x)zzx_l six € ]1; 3] et xo=1 d- ic—z
’ ’ f@2)=-1
VICosx — 1 . o
e_{f(x)=m Slx € [O; E]_{E}
f(g):i et xo = 1

f(x) =—x?—-2x+5six € |—;1]
f-{ f(x)=vV—-x2+2x+3 x € [1;3]
flx)=V—x2+2x+3 x € [3; +oo

Continuité et condition de faisabilité

. Soit la fonction f définie sur R par

{f(x)= 3;@ six € R—{2}
f2)=a

Déterminer la valeur de a pour que f soit continue en x, = 2

- Soit la fonction f définie sur R par :

f(x)= x? + ax six € |- ; —1]
fx)=2x — 1 si x € |-1; 1]
f(x)=b(x? — 1) six € ]1; 4o

a) Déterminer a pour que f soit continue au point x, = —1
b) Pouvez — vous déterminer la valeur de b pour que f soit continue au point x, =1 ?

204



Prolongement par continuité

Dans chacun des cas suivants, préciser I’ensemble de définition de la fonction f et déterminer
(s’il existe) le prolongement par continuité de cette fonction en x,.

X
x0:0

.
)

fo =52 {f(x) =

Xg = 0
- Soient f et g deux fonctions définies respectivements par :

_Jx+1-1 _ 1
fo) = = et g =

a- Déterminer les ensembles de définitions Df et Dg respectivement des fonctions f et g.

b- Vérifier que la fonction g est le prolongement par conitinuité de la fonction f en x;, = 0.

V2x -2

xX— 2

- On consideére la fonction g de la variable réelle x définie par g(x) =
1) Déterminer son ensemble de définition Dg.
2) Montrer que g admet en 2 un prolongement par continuité que 1’on notera par h.
3) Montrer que h est dérivable en 2 puis donner I’équation de la tangente a la courbe( C )
de h au point d’abscisse 2.
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Dérivabilité
Dérivabilité en un point x,

- Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes aux points x, donnés :

_ (x-2)? o ox%2-1
a—{f(x)_ x2+x-6 et xg=2 ; b- {f(x)— [x—1] et xy=1
F(2) =0 F(1) =2
flx)=x>—x+1six € [0; 1] f(x):ﬂsix;tZ
c- 20— 1 . et xo=1 d- x-2
fo =222 sixel1; 3 F2)= -2

flx) = VZCost =1 o € [O; g]_{z}

2Cos2x + 1 3

FE)=t e

e-

f(x)=+vV—x2+4+2x+3 x € [1;3]

{f(x)z—x2—2x+55ix € |—o0;1]
f
fx) = V—x2+2x+3 x € [3; +oof

Dérivabilité et condition de faisabilité

- Déterminer les réels a, et b pour que f soit continue et dérivable aux points x, donnés :

f(x)=2x*+ ax—3six <1 f(x) = 2ax*—x+b six < -2
a_{f(x)=2x+bsix>1 i f(x)zjf3 si x > -2

{f(x)z ax?— 3x+4 six <-2
c_

f(x)=x1b si x > =2

x 3

Soit f la fonction de R vers R définie par :

_ x(x+ 1) . _

. {f(x) = iy StX > -1
f(x)=2x +a si x <-1

Pour quelle valeur de a la fonction f est — elle continue au point -1 ?

Pour cette valeur, étudier la dérivabilité de la fonction f au point — 1.
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Application de la dérivée

- Déterminer une équation de la tangente en M,( xo; f(x0)) a la courbe (C) de f dans les cas
suivants :

x— Vx

Q) f(x) = x*-2x"+5x + 3 et xo= =2 ;b)f(x)= = et xo=10
2x+1 tangx

¢) f(x) = 5 et xo= 3 ; d) f(x) = — = et =10
X_

- Déterminer la fonction dérivée f” de la fonction f dans chacun des cas suivants :

X2+ 2x+ 2

Q) f(x) = x’-2x*+5x + 3 ; b)f(x)= 11

;o) f(x) = (=x*+ 2x)°

d) f(x) = V2x3 —4x2 + 1 ; o) f(x)=(1 = 3x¥)(—x%+ 1) ; Hf(x) =Cos’x

g f() = (x—=DVx® —x* ;h) f(x) = Sin(3x —D* ;1) f(x) =Sin*Bx—1)

- Soit la fonction numérique f définie par :

f(x) = —x?2— 2x+5 six <1
{f(x)=J|x2 — 2x — 3] six>1

1) Prouver que f est définie et continue sur R
2) a) Dresser le tableau de signe du trindme x* - 2x - 3 en y plagant le réel 1
b) En déduire pour tout x >1 une écriture de f(x) sous le symbole de la valeur absolue.

3) a) Etudier la dérivabilité de f au point x, = 3. Que dira — t — on pour la dérivabilité de f au
point 3 ?
b) Donner une équation de la tangente & gauche et a droite de 1. Que peut — on conclure
quant a la dérivabilité de f en 1 ?

4) a) Etudier le signe de f' sur chacun des intervalles sur lequel f est dérivable.
b) Préciser les ordonnés de chaque extremum de f.

5) Dresser le tableau de variation de la fonction f.
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Etudes de fonctions

Analyse et interprétation d’un tableau de variation.

- Analyser puis interpréter chacun des tableaux de variations suivants afin de préciser :
a- les domaines de définition.

b- les limites aux bornes du domaine de définition tout en mettant en évidence les
éventuelles asymptotes et possibilités d’asymptotes.
c- Donner I’allure de la courbe ( Cf ) dans chaque cas.

1) f est la fonction donnée par son tableau de variation ci-dessous :

X — 0
+ 0
e +
+ 0
f) -

De plus :
- La courbe ( Cf ) admet I’origine du repére comme centre de symétrie.
- La courbe ( Cf ) admet 1’ axe (y'Oy) comme branche parabolique.

2) g est la fonction donnée par son tableau de variation ci-dessous :

X — o0 -1 2 + 00
g'(x) — + 0 —
+ 00 1
9() ~ 7 T~

De plus : La courbe (Cg ) admet 1’ axe (y’'0Oy) comme branche parabolique.

3) h est la fonction donnée par son tableau de variation ci-dessous :

x — o0 -2 0 2 +00
W (%)

CHI BN
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4) p est la fonction donnée par son tableau de variation ci-dessous :

X — 0 -2 0 1 + 0

p’(x) - (L . ~ (L N

2 ‘ +o00|| +00 ‘ 2
v \ o/ \ 1/

- Dresser le tableau de variation de la fonction numérique donnée partant de ses renseignements
fournis dans les cas suivants :

1) Pour f:
» festdérivable sur R telle que I’équation f ’(x) = 0 admet les solutions x = — 1 et
3
X ==
2

= f n’est croissante qu’entre les zéros de sa dérivée f ’ et les points E; (5 ; 4) et

5
E, (—1 ;= 5) sont ses extremums

= Jesdroites y=—2 et y =3 sont ses asymptotes respectives en — oo et + oo

2) Pour g :

o 5 ) .
= gestdéfiniesur |—o0; 0]U [5 ; + [ et admet des demi tangentes verticales aux

. . 5
points d’abscisses 0 et >

= g est strictement décroissante sur son ensemble de dérivabilité.
= ladroite y=— x esta la fois asymptote oblique en — oo et + oo

= les points de coordonnées (0 ; —3) et (g ; 1) sont sur la courbe de g.

3) Pour h:

» hestdérivable sur R— {0 ; 2} et continue sur R.

» le point de coordonnées (0,3 ; 0,4) est I’extremum maximum absolue de la courbe (Cy,)
et hestcroissantesur [0 ; 0,3]U [2 ; + oof

= les droites d’équationsy = —lety = —2x + 1 sont asymptotes de (Cy)
respectivement en — oo et + oo

= les points de coordonnées (0 ; 0);(1; 0);et(2; —2);appartiennent a (Cy)
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Analyse et interprétation d’un graphique.

- a- Analyser chacune des courbes représentatives données dans un repére orthonormé du plan
afin d’établir son tableau de variation.
b- Déterminer les réels a; b; c..... en utilisant le graphique.

1) f est la fonction dont la courbe est donnée ci-dessous par : f(x) =ax® + bx? +cx +d

b
51
.l
3L
ol

a
\

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 T o T 3 3 4 5 6 7 8 x

Deplus: E;(1; 0) et Ez( _?1 ; ;) sont les sommets de la courbe (Cf)

ax+ b
cx2+ d

2) La fonction donnée est g telle que : g(x) =
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3) La fonction donnée est h telle que : h(x) =

ax?+ bx +c
dx + e

=
N
w
N
o1+
o
x
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Fonctions d’initialisations.

X%+ 2x+2
x+ 1

- Soit la fonction f définie par f(x) =

-

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; ).
1) Déterminer I’ensemble de définition Df .

2) Calculer les limites aux bornes de Df .

3) Déterminer lesréelsa; b et ctelque f(x)= ax + b + o

4) a- Montrer que la droite ( D ) d’équation y = ax + b est asymptote a la courbe Cf .
b- Déterminer la position de la courbe Cf et de la droite ( D).

5) Montrer que le point I(_Ol) est centre de symétrie pour la courbe Cf.

6) Déterminer une équation de la tangente a la courbe Cf au point d’abscisse — 2
7) Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction f au point d’abscisse nul.
8) Calculer la dérivée f’ de la fonction f puis dresser le tableau de variation de f.
9) Construire la courbe Cf et la droite ( D ) dans le méme repere.

x2+ ax+b
x2+ cx+d

- Soit la fonction f définie par f(x) =

-

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; ).

1) Déterminer lesréelsa; b ; cetd tel que:
a- La courbe Cf admet comme asymptote les droites x = 2 et x = —1.
b- La courbe Cf passe par le point A(_lz) et admet en ce point une tangente de

coefficient directeur — 5.
2) Etudier la fonction f puis représenter sa courbe Cf dans le repére.

x4+ ax+b
cx2+ dx— 2

- Soit la fonction f définie par f(x) =

-

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; ).

1) Déterminer lesréelsa; b ; cetd tel que:

a- La courbe Cf admet comme asymptote les droites = 2.

b- La courbe Cf n’admet pas d’asymptote parallele a ’axe ( ox ).

c- La courbe Cf passe par le point A(_ll) et admet en ce point une tangente de

coefficient directeur 2.
2) Etudier la fonction f puis représenter sa courbe Cf dans le repere.
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x3+ ax?+ bx+ ¢

Soit la fonction f définie par f(x) =
- f par f(x) mx?+ nx+p
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; ).

1) Déterminerlesréelsa; b ¢ ; m; n et p telque:
a- La courbe Cf admet comme asymptote les droites x =2 et x = —1.

b- La courbe Cf passe par le point A(g) et admet en ce point une tangente de

coefficient directeur — 3.
2) Etudier la fonction f puis représenter sa courbe Cf dans le repere.

x3-9x

- Soit la fonction f définie par f(x) = 22— 1)

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; ).

1) Etudier les variations de f.

2) Préciser les asymptotes a la courbe Cf.

3) Soit A l'asymptote non parallele aux axes de coordonnées, déterminer la position de
Cf par rapport a A dans I’intervalle ]— 1;1 [

4) Construire Cf.

X2+ 2x+4

- Soit la fonction f définie par: f(x) = "

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; ).

-

1) Etudier et construire la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O ; 7; ).

2) Montrer que le point d'intersection des asymptotes est un centre de symétrie de (Cf)

3) Discuter graphiquement suivant les valeurs de m 'existence et le signe des racines de
l'équation : x>+ 2(1- m)x + 4 = 0

4) Montrer que la restriction h de f a l'intervalle I = [ 2 ; + oo [est une bijection de I sur un
intervalle J que I'on précisera. Construire la courbe représentative de la fonction

réciproque h~ ! de h dans le repére (O ; T; J). puis calculer (A~ 1)’ (%)
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Fonctions dans les cas pratiques.

- Une entreprise fabrique et commercialise chaque mois x objets dont le cot total de
2

. . y eq1qe J4 X
production, exprimé en milliers de francs est donnée par C(x) = - + 5x + 200 avec

x € [5; 60].
On admet que toute la production est vendue chaque mois. On rappelle que le colit moyen

Lo . . . , C(x
unitaire de fabrication d’un objet est donné par C,,(x) = %

1) Calculer C;,(x) puis en déduire le tableau de variation de C,,(x).
2) Pour quel nombre d’objets le colit moyen unitaire est il minimum ?

La production exprimée en tonne d’une entreprise sur les cinq derniéres années est donnée
2

par la fonction suivante t = f(t) = —% + 2t + 36 ou t s’exprime en années.

1) Calculer la dérivée f'(t) de la fonction f(t) puis en déduire les varitions et le tableau de
variation de f. Donner une interprétation commerciale en utilisant le tableau.

2) Tracer la courbe ( Cf) de f dans un repére orthonormé (O ; 7; J).

3) La production totale sur les cinq années est donnée par f of (t)dt.

Calculer la production totale.

- Une entreprise produit du decapant liquide. Une étude a permis de modéliser le colit moyen
de production par f(x) = 0,5x + — ou >0.

Le colt moyen f(x) est exprimé en mllhers de francs CFA et la quantité produite x en
hectolitres.

Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (o;t ;) d’unité graphique lcm.
1) Etudier les variations de cette fonction dans I’intervalle] 0 ; + oo [.

2) Etudier la position de la courbe (C) par rapport a la droite ( D ) d’équation y = 0,5x.

3) Pour combien d’hectolitres le colit de production est il minimum ?

4) Déterminer les colits de production pour 4 hectolitres ; 8 hectolitres et 16 hectolitres.

5) Construire la courbe ( C) et la droite ( D ) dans le méme repere.

- Une entreprise fabrique des objets. On estime que le bénéfice, en centaine d’euros, réalisé par
la production et la vente de x centaines d’objets est : B(x) = 3x3 + 33x — 54 ou
I1<x <10
1) a- Calculer B’(x). En déduire le tableau de variations de B sur [ 1 ; 10].
b - Quel est le nombre d’objets a produire, et & vendre, pour réaliser un bénéfice
maximum ? Préciser la valeur de ce bénéfice.
2) a- Résoudre I’équation B(x) = 0. En déduire les points morts de la production.
b-Résoudre I’inéquation B(x) = 0. En déduire la marge de bénéfice de la production.
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- On note f(x) la population ( en milliers ) d’une ville fondée en 1960, ou x désigne la durée

¢coulée depuis le début de I’année 1960, exprimée en années.
60x + 40

On donne f(x)=m01‘1x €[0; +ool.

. b
1) Déterminer les réels a et b tels que f(x) =a + " pourx € [0 ; +oo].

+ 10
2) a- Calculer la dérivée f’(x) de la fonction f(x).

b- Justifier que la population est croissante.
3) a- Résoudre dans R I’équation : f(x) = 52.
b- En déduire a partir de quelle année la population de cette ville sera supérieur a 52.000
habitants.
4) a- Quelle set la limite de f en + oo ?
b- En déduire une interprétation quant a la population de cette ville ;
5) Tracer la courbe ( Cf) de f dans un repére orthonormé (O ; T; J).
Echelle : 1 cm — 10 ans sur I’axe des abscisses
1 cm — 10.000 habitants sur I’axe des ordonnées.

- Une entreprise produit d’un certain nombre x de crayons de couleur par jour ou :
(x exprimé en millier).
Lorsque la quantité x est comprise entre 3 et 10, on admet que le colit de production
journalier, exprimé en euro est donné par : C(x) =x3 — 48x + 600
L’entreprise vend chaque millier de crayons a 99 euros.
1) En supposant que toute la production du jour est vendue, déterminer la recette journalicre
en fonction de x que I’on notera R(x).
2) Montrer que la bénéfice B(x), exprim¢ en euro, est donnée par :
B(x) =—x3+ 147x — 600 avec € [3 ;10].(Onrappelle que R(x) - C(x) = B(x)).
3) Calculer B’(x) ou désigne la fonction dérivée de B.
4) Etudier le signe de B’(x) sur I’intervalle [ 3 ;10] .
Dresser le tableau de variation de la fonction B.
5) En déduire le nombre de milliers de crayons a produire quotidiennement pour obtenir un
bénéfice maximal. Quel est alors ce bénéfice maximal ?
6) a- Montrer qu’il existea € |3 ; 7[ et B€ |7; 10[ tel que B(a) = B(B) = 0.
b- Calculer B(4) ; B(8); B(5); B(9) puis en déduire les valeurs entiéres minimale et
maximale a I’extérieur des quelles (x) < 0.
7) Quelles sont les productions qui assurent a I’entreprise un bénéfice positif ?

- Dans le Périgord, un producteur de truffes noires cultive, ramasse et conditionne de 1 a 45kg
de truffes par semaine durant la période de production de la truffe. Chaque kilo de truffes est
vendu 950 FCFA.

On désigne par f(x) le colit moyen, en euro par kg, pour x kg de truffes traités en une
semaine.

On estime que la fonction f est définie sur [ 1 ;45] par: f(x) = x? — 60x + 1250.

1) Justifier que le colit de production total C(x) pour x kg de truffes est donné, en FCFA, par :
C(x) = x3 — 60x? + 1250x..

2) Exprimer le bénéfice B(x), en euro, réaliser par ce producteur pour x kg de truffes
conditionnés et vendus.
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3) a) Calculer B’(x) et en déduire le tableau de variations de B sur [ 1 ; 45].
b) Pour quelles quantité de truffes de bénéfice du producteur est-il maximal ? Arrondir le
résultat a 100g pres. Quel est alors ce bénéfice maximal, a 100 FCFA pres ?

Une entreprise fabrique entre 1000 et 4000 chats en porcelaine par mois. Ils sont tous
identiques. On estime que le coft total de fabrication de x milliers de bibelots, en millier
d’euros, est, pour 1 <x <4; C(x) =2x — 14/x
4/x - 1
1) Montrer que, pour toutréel x de [1 ;4],ona: C'(x) = \/5—\/}
2) a- Résoudre I’inéquation 4v/x — 1 >0
b- En déduire le sens de variation du coft total C sur I’intervalle [ 1 ; 4].
Interpréter économiquement.

Le coft, en euro, de x repas préparés dans un restaurant peut s’écrire :
C(x) =0,1x2 — x + 640 avec x € [40;160].

On note C,,(x) le colit moyen de x repas, en euro par repas.
1) Justifier que C est croissante sur [ 40 ; 160]. .
2) a- Calculer le colit moyen de 40 repas, puis de 100 repas.

b- Exprimer le coit moyen C,,(x) par repas en fonction du nombre x de repas préparés.
3) a- Etudier le sens de variation du cott moyen C,,

b- Quel est le nombre de repas a servir pour que le colit moyen par repas soit minimal ?

La sociét¢ EDM désire mesurer la satisfaction de ces consommateurs par une « fonction de
satisfaction » f, dont la valeur se situe dans I’intervalle[ 0 ; 100]. Si la satisfaction vaut 0,
les consommateurs ne sont pas satisfaits et quant elle vaut 100 les consommateurs sont
pleinement satisfaits : on parle alors de « satisfaction ».

On définit la fonction « envie » v comme étant la dérivée de la fonction f tel que v = f°.
On dit qu’il y a « envie » lorsque v est positive. Sinon on dit qu’il y a « rejet ». Ainsi ’EDM
propose différents types de formules pour la consommation de 1’¢électricité et décide d’étudier
la satisfaction de ses clients concernant la durée en jours d’une consommation.

La fonction de satisfaction f est définie sur ’intervalle [ 1; 21] par :

f(t) =0,02t3 — 1,4t? + 22t + 640 ou t est la durée en jour de la consommation.

1) Calculer f’(t), puis en étudier le signe sur [ 0 ; 21].

2) Dresser le tableau de variations de f sur [ 0; 21].

3) Quelle doit étre la durée, en jour, de la consommation pour qu’il y ait saturation ?

4) Sur quel(s) intervalle(s) y a-t-il envie ? rejet ?
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On veut construire le long d’une riviére un enclos rectangulaire d’aire 200 m?.

Soit x la dimension exprimée en metres du co6té paralléle au cours d’eau.

On désigne par f(x) la longueur totale, exprimée en métres de cloture nécessaire a la
réalisation de I’enclos.

<+«———— Riviére

— C(Cloture
X

1) Exprimer f(x) en fonction de x.
400
2) On suppose que f(x) =x + ~ oux >0

a- Etudier les variations de f sur ’intervalle[ 5 ; 50 ].
b- Pour quelle valeur de x la longueur de la cloture est-elle minimale ?
c- En déduire ce minimal.
d- Tracer la courbe ( Cf) de f dans un repére orthonormé (O ; 7; J) et sur
I’intervalle[ 5 ; 50].
3) On dispose de 50 m de cloture. Quelle sont les dimensions des enclos que 1’on peut
construire en utilisant toute la cléture ?

On considére, dans le plan ( P ) rapporté a un repére orthonormal (O ; 7; ), le cercle (')
de centre O et de rayon 1.
Soit A le point de coordonnées (1 ; 0) et A’ le point de coordonnées (—1; 0) .

1) Pour tout point H du segment[ AA], distinct de A et A’, on méne la perpendiculaire
(A)aladroite (AA"). La droite (A ) coupe le cercle (I')en M et M’.
On pose OH = x. Calculer en fonction de x I’aire du triangle AMM’.
2) Soit f la fonction définie sur |—1 ; 1[par f(x)=(1—x)V 1— x2.
a- Etudier les variations de f.
b- Montrer que le triangle AMM’ d’aire maximale est équilatéral.
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Fonctions circulaires.

Sin3x

Soit f la fonction définie r]_E;E[ r: f(x) =
- oit f la fonction définie su > 5 5| pa f(x) Cosx
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; T; J).

1) Déterminer Df
2) Etudier la périodicité et la parité de f puis en déduire un intervalle d'étude Dg.
3) Etudier les limites aux bornes de Dg.

3Cos2
4) Montrer que Vx € Df,f'(x) = co(;s‘*;
5) Tracer (Cf).

puis dresser le tableau de variation de f.

1+ Cos3x

- Soit la fonction f définie par f(x) = Cos3x

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; ).

1) Déterminer l'ensemble de définition Df.
2) Etudier la périodicité et la parité de f puis en déduire un intervalle d'étude Dg.

3(1— 2Cosx)Sinx
Cos*x

3) Montrer que Vx € Df,f '(x) =

4) Etudier le signe de (1 — 2cosx) sur Dg puis en déduire les variations de f sur Dg.

5) Déterminer les coordonnées des points d'intersections de la courbe (C) avec I'axe des
abscisses.

6) Tracer la courbe Cf.

- On considére la fonction numérique g définie par : g(x) = Sin2xCosx .
Soit Cg sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).

1) a- Prouver que la verticale x = g est un axe de symétrie pour la courbe Cg et étudier la
parité de g.
b- Justifier que I’on peut étudier g sur Dg = [ 0; g] puis décrire les étapes a suivre pour

avoir la courbe Cg sur R.
2) a- Déterminer g’(x) et justifier que son signe est celui de 3Cos*x — 2 pour tout x € Dg

b- En admettant que Cos(0,45) = 0,9 et que Cos(2,69) = —0,9 et en exploitant les résultats
obtenus en 1), établir le tableau de variation de g sur Dg

3) a- Tracer (Cg) sur[O; %]
o 3
272

b- En déduire le tracer de (Cg) sur [— ].
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Partie A : On considére la fonction numérique h de variable réelle u définie sur [—1 ; 1]
par: h(u) = 2u’ + 8u” — 4.

1) Déterminer I’arrondi d’ordre zéro de h(—0,79) et de h(0,66).

2) Etablir le tableau de variation de h et donner les signes de h(u) pour € [-1; 1].

Sin2x

Cosx + 2~
Soit Cg sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).

Partie B : On donne la fonction numérique g telle que g(x) =

1) Déterminer I’ensemble de définition Dg.

2) En étudiant la périodicité et la parité de g puis montrer que I’on peut étudier g sur un
nouvel ensemble d’étude DE = [ 0 ; m | d’amplitude 2.

3) Déterminer g’(x) et prouver g’(x) dépend en signe et en racine de :
2cos’x + 8cos*x — 4 pour tout x € Dg

4) En admettant que Cos(0,85) = 0,66 et que Cos(2,49) = —0,79, établir le tableau de
variation de g sur Dg.

5) a- Tracer Cg sur Dg.

b- En déduire le tracer de Cg sur L.

Partie A :

1) Déterminer 1’arrondi d’ordre quatre de Sin(—0,1396).

2) A I’aide d’un changement de variable convenable, résoudre dans [— g ; g ] I’inéquation
—2sin*x — 8sinx — 1 > 0.

Partie B :

- s . , . Y- Cos2x
On considére la fonction numérique f définie par : f(x) = St 3

-

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; ).

1) Quel est le domaine de définition Df de f ?

. T T L.
2) Prouver que les droites x = > etx = — > sont des axes de symétrie pour Cf.

3) Apres avoir étudié la périodicité de f, justifier que I’on peut étudier f sur [— % ; %] puis
donner le processus a suivre pour compléter 1’étude de f sur [— 7 ; 7).
4) (On rappelle que Sin2x = 2CosxSinx et que Co2x = 1- Sin’x)
a- Déterminer f’(x) pour tout x € Dg puis établir que f’(x) dépend en signe et en racine de
—2sin’*x — 8sinx — 1
. : s T
b- Comment sont les tangentes a Cf aux points d’abscisses x = > etx =— > ?

5) Déterminer I’arrondi d’ordre quatre de f(—0,1396) puis dresser le tableau de variation
de f sur I’ensemble Dg.

6) Tracer Cf sur Dg en mettant en évidence les points d’intersection de Cf avec les axes de
coordonnées.
En déduire le tracé de Cf sur [— ; m].
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Fonctions paramétriques.

Soit f;,, la fonction définie sur R par: f,(x) = @Cm- 1) x*- (m + 4)x*- m + 5.
Ou x est la variable et m est un parametre réel.
Soit (C,,) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).

1) Montrer que toutes les courbes (C,,,) passent par deux points fixes dont on déterminera les
coordonnées.
2) Etudier les fonctions fyet f; puis représenter leur courbe respectives (Cp) et (C;).

. . s 2+ 3x+ 4
- Soit f;, la fonction définie sur R par : f,,,(x) = p _f (Smi 1);n+ .

Ou x est la variable et m est un parametre réel.
Soit (C,,) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).

1) Montrer que toutes les courbes (C,,) passent par trois points fixes dont on déterminera les
coordonnées.

2) Déterminer m pour que le point d'intersection Ide (C,y,) et I'asymptote paralléle a (x'ox)
. . 3
ait pour abscisse -

3) Etudier les fonctions fyet f; puis représenter leur courbe respectives courbe (Cy) et (Cy).

. ) e x%— mx
Soit f;, la fonction définie sur R par: f,(x) = —— T

X
Ou x est la variable et m est un paramétre réel.
Soit (C,,) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).

1) Donner le tableau de variation de la fonction f,,, suivant les valeurs de m.
(On distingueralescasoum # 1 et m>0).
2) Comparer f,,(x) et f_,,(—x) puis donner la position relative des courbes (Cp,) et (C_p,).
3) Quelle sont les coordonnées des points de (C,;,) a tangentes paralleles a (ox) quand
ceux-ci existent ?
4) Montrer que ces points sont sur une méme courbe fixe.
5) Etudier les fonctions f, et f; puis représenter leur courbe respectives (Cy) et (Cy).
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Fonctions auxiliaires.

Partie A : On considére le polyndme P définie : P(x) = 2x° - 3x* - 1

1) Donner le tableau de variation de P.

2) Démontrer que 1'équation P(x) = 0 a une solution unique o dans I’intervalle]1,6 ; 1,7 [.

3) Donner le signe de P(x) dans I’intervalle]—1 ; + oo [.

Partie B : On consideére la fonction f :]—1 ; + o [—> R
1-x

X -
1+ x3
5

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; ).

1) a) Justifier la dérivabilité de f sur |[—1 ; + oo [.
, o ) P(x)
b) Calculer f "(x) puis établir que f '(x) (11 x3)2
2) Donner le tableau de variation de f.
3) Déterminer les équations des asymptotes a la courbe Cf de f.
4) Placer a puis tracer Cf.
5) Soit g la restriction de f a I’intervalle[ 2 ; + oo [.
Montrer que g réalise une bijection de [ 2 ; + oo [ sur un intervalle J que 1'on précisera.
6) On désignera g sa bijection réciproque.
a) Donner le tableau de variation de g
b) Tracer la courbe Cg” de g

Partie A : On donne la fonction g définie par g(x) = x° - 3x - 4

1) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.
2) Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique a et que 2,19 < a <2,20
3) En déduire le signe de g(x) sur R

3 + 2 2
Partie B : On considére la fonction f définie sur R—{— 1 ; 1} par f(x) = %

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; ).

1) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition Df.
: xg(x)

2) MontrerqueVx €ER—-{—1; 1}, ona: f'(x)= Z_ 1)2

3) Etudier le signe de f '(x) et en déduire les variations de f puis son tableau de variation de
la fonction f.

4) Montrer que la droite (D) d'équation y = x + 2 est une asymptote oblique a la courbe
Cf . Etudier la position de Cf et (D).

5) Tracer Cf.

221



x3 + 2x?
xZ2 -1

- On considere la fonction f définie sur R — {-1, 1} par: f(x) =

-

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; ).

Partie A :
Soit la fonction g définie sur R par g(x) = x° - 3x - 4

1) Etudier la fonction g (limites et sens de variation)

2) Montrer qu'il existe un réel o unique tel que g(a) = 0, puis déterminer une valeur
approchée a 107 prés du réel a.
3) Etudier le signe de g sur R

Partie B :

1) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition Df.

Montrer que VX e Dt ona: f'(x)= % puis déduire le tableau de variation de f.

x+ 2
x2 —

2) a)Montrer que VXxe Dt ; f(x) = x + 2+

b) En déduire que (C) admet une asymptote oblique (D) en —oo et + .
c¢) Etudier la position de (C) par rapport a (D).

3) Tracer la courbe (C) et la droite (D).

Partie C :

1) Déterminer I'abscisse des points de la courbe (C) ou la tangente est parallele a la droite
d'équationy = x + 2.

2) Déterminer une équation de chacune de ces tangentes et les représenter.

3) En déduire graphiquement, suivant les valeurs de m, le nombre de solution de I'équation
f(x) =m + x.
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- 1) Soit la fonction g définie sur R par: g(x) = 2x —vVx? + 1

a)
b)

c)

Etudier les variations de la fonction g.
Montrer que g(x) = 0 admet une solution unique & que I'on déterminera.

En déduire le signe de g sur R

2) Soit la fonction f définie sur R par f(x) =2vx% + 1 — x.
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; ).

-

On note (D) et (D) les droites d'équations respectives : y = —3x et y = x.

a)
b)

©)
d)

€)
f)
)

x
- On considere la fonction f définie par: f(x) = T- 23

Etudier les limitesde f en+ e t -
9(x)
VXt +1
En déduire le tableau de variation de f.
Déterminer la limite en - d e f(x) - (—3x). Quelle conséquence graphique peut — on
déduire de ce résultat ?
Montrer la droite (D') est asymptote a la courbe (C) en +

Etudier la position de (C) par rapport aux deux droites (D) et (D").
Tracer la courbe (C), les droites (D) et (D").

Montrerque Vx € R; f'(x) =

x3

-

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; ).

Partie A :

Soit la fonction g définie sur R par g(x) = 2x° + 1

1) Etudier la fonction g (limites et sens de variation)

2) Résoudre dans R, I’équation g(x) = 0, puis en déduis I’arrondi d’ordre 2 de I’abscisse x
du point d’intersection I de la courbe de g avec 1’axe des abscisses.

3) En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

Partie B :

1) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition Df puis donner une
interprétation géométrique des résultats obtenues.
2) a- Prouver que le signe de la fonction dérivée f' de f dépend en signe et en racine de la
fonction g étudier dans la partie A.

b- Déterminer g(x,) ou x, est I’abscisse x, du point d’intersection I de la courbe de g
avec I’axe des abscisses obtenu dans la partie A 2).

c- Dresser le tableau de variation de f.
3) tracer la courbe ( Cf ) dans le repére orthonormé (O ; T; ).
4) Déterminer graphiquement le nombre et le signe des solutions de I’équation paramétrique :

(Em) :

mx> + x — m ol m est un paramétre réel.
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Fonction irrationnelle —fonction avec valeur absolue.

- Soit la fonction f définie par f(x) = x,[—

1+ X
1-X

-

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; ).

1)
2)

Donner I'ensemble de définition Df de f .

Etudier les variations de f, puis tracer avec soins sa courbe représentative dans un repére
-5 N

orthonormé. On donne : ~ —0,6 et f(1 2\/—) = —0,3

- Soit la fonction f définie sur Rpar: f(x) = —x + vx? + 8

-

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; ).

1))

2)

- Soit f la fonction définie par : f(x) =

a) Démontrer que Vx € R,ona: x —vx? + 8<0

b) Etudier les limites de f aux bornes de Df. En déduire que la courbe (C) de f admet une
asymptote horizontale dont on précisera une équation.

¢) Démontrer que la droite (D) d'équation y = —2x est asymptote a (C) en -

a) Calculer f'(x). Puis en déduire de 1) a) le sens et le tableau de variation de f.
b) Tracer (C) et (D) dans un repere orthonormé (unité graphique : 2 cm)

‘x2+x‘+1

x| +1

-

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; ).

1)
2)
3)
4)

5)

'

Déterminer le domaine de définition de f et écrire f (x) sans les symboles "valeur absolue'
Etudier la dérivabilité de f en —1 et en 0, puis interpréter géométriquement les résultats
Etudier les variations de f

Montrer que les droites d'équations y = —x - 2 et y = x sont asymptotes a la courbe

©O)etf
Tracer (C)

- Soit la fonction numérique f définie par f(x) = ‘Xz —2X— 3‘

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; ).

1)
2)
3)

4)
5)

6)
7)

-

Déterminer I'ensemble de définition de f

Ecrire f(x) sans valeur absolue

Etudier la dérivabilité de f en x, = —1 et en x, = 3 puis interpréter graphiquement vos
résultats.

Montrer que la courbe (C) de f admet une asymptote oblique (A) au voisinage de - et

une asymptote oblique (D) au voisinage de + .

Déterminer les coordonnées des points d'intersection de (C) avec (A) et (D)
Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation
Tracer dans un repére orthonormé la courbe (C) de f.
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- Soit la fonction f définie de R vers R par f(x) = |X|‘ /Ll
X —

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; ).

1) Déterminer I'ensemble de définition Df de f
2) a) Etudier la dérivabilité de f au point x = 0, en déduire l'ensemble de dérivabilité de f.
b) Calculer f '(x) pour x élément des intervalles de dérivabilité.
c) Calculer les limites de f(x) aux bornes de Df et préciser les équations des asymptotes a
la courbe (C) de f.
d) Dresser le tableau de variation de f
3) Soit g la restriction de f a l'intervalle [=]-, 0]
a) Montrer que g réalise une bijection de I sur un intervalle J a déterminer. On désigne
par g la bijection réciproque de g et (Cg™) sa courbe.

b) Calculer f(0),f(—=1),f(2),f(3)

¢) Construire dans le méme repére orthonormé les courbes (C) et (Cg™)
d) Calculer (g")' [%)
- Soit la fonction f définie sur R par : f(x) = | x> —6X+5 |

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; ).

1) Etudier suivant les valeurs de x, le signe du polynome et l'expression de f(x) sans le
symbole "valeur absolue".

2) Etudier la continuité et la dérivabilité de f, en particulier en 1 et en 5. La courbe admet —
elle des tangentes en ces points ?

3) Etudier les variations de f.

4) Démontrer que la droite d'équation x = 3 est axe de symétrie pour la courbe (C).

5) Démontrer que les droites d'équations y = x - 3 ety = —x + 3 sont asymptotes a la
courbes (C).

6) Déterminer les coordonnées des points A et B d'intersection de la courbe (C) avec ses
deux asymptotes, A étant le point dont 1'abscisse est supérieure a 3.

7) Soit I le point de coordonnées (3 ; 0). Démontrer que Vx € [1 ; 5] le point M de
coordonnées (x, f (x)) est une distance constante du point I. En déduire la nature
géométrique de la courbe (C), lorsque 1 < x < 5

8) Tracer (C) et ces asymptotes. Faire figurer les points A et B.
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Perfectionnement.

- La fonction f de R dans R est donnée par une partie de son tableau de variation.

On sait de plus que la droite d'équation x = 2 est axe de symétrie pour la courbe C de f.

1)
2)

3)

X —00 2 4 + oo
()
f'(x) B -
1 o0
£ \ \
—0 3

Tracer la courbe C de f
Compléter le tableau de variation de f
X* +bx
On suppose que f(x) est de la forme f(x) = a2+—b+c
X"+ X+«

Déterminer lesréelsa; b ; c; f et a

Montrer que la restriction gde f al=]2 ; 4] réalise une bijection de I sur un intervalle
J a préciser.

Donner I'équation de la tangente a la courbe C' de g au point d'abscisse 1

Tracer C'

Discuter graphiquement suivant les valeurs du parametre m, du nombre et des signes des

solutions de I'équation (3 —m)x* - (12- 4m)x + 8 = 0

- On donne la figure ci-dessous qui représente une partie de la courbe d'une fonction g.
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3/
| | | | | | :: | | >
-6 -5 -4 -3 -2 -1 2 3 4 5 6X
_1,,
_2,,
_3,,
_4,,

1) Compléter la courbe de la fonction g sachant que g est impaire.

2) Donner les équations des asymptotes a (Cg)

3) Quel est le domaine de définition de g sous forme de réunion d'intervalles
Donner les limites de g aux bornes de Dg.

4) Dresser le tableau de variation de g.

2
, : . o ax" +bx+c | ,
Soit f la fonction numérique définie par f(x) = “ad ou a, b, ¢, d sont des réels et
X+

(Cf) sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthonormé (O,T, T)

1) Trouver lesréels a; b; cet d sachant que la droite d'équation x = 3 est asymptote et
(Cf) passe par les points A(2;3),B(4;7) et admet au point d'abscisse 2 une tangente
horizontale.

2) Dans la suite du probleme on prendraa = 1; b = —=1;c¢c = =5 etd = -3

a- Etudier la fonction f

b- Etudier la position de (Cf) par rapport & son asymptote oblique
c- Montrer que la restriction g de f'a l'intervalle [ 4 ; +oo[ réalise une bijection de [ 4; +oo[
sur un intervalle J que 1'on précisera.

d- Calculer g(5); g(6); (g™ (gj
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3) Montrer que (Cf) admet un centre de symétrie que 1'on déterminera
4) Montrer que 1'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions a et 3

5) a- Montrer que VX € [4,5] ona | f '(x)| S%

b- En déduire que

f(m—%f

<3lx-5
4

6) Tracer (Cf) dans le repére (0,1, 17) ainsi que (Cg™) la courbe de g’

- Partie A : Soit f la fonction numérique définie sur Df =] 1 ; +oo[ par: f(x)= Ll—\/;
X —_

1) Montrer que la dérivée de f garde un signe constant sur Df .
2) Etudier les variations de f (limite et sens de variation)
3) En déduire que 1'équation f(x) = 0 admet une solution unique dans l'intervalle | 1 ; 2[

Partie B: On se propose de résoudre I'équation f(x) =0dans |1 ; 2[ .

: . . 1
1) Montrer que 1'équation f(x) = 0, a méme ensemble de solution que 1'équation 1+ —= = X

Jx

2) On appelle g la fonction définie sur ] 0 ; +oo[ par: g(x)=1+ €L soit o la solution de

Jx
I'équation f(x) =0 (Onadonc g(a)=aet 1 < <2)
a) Montrer que si x est élément de | 1 ; 2[ alors g(x) est aussi élémentde | 1 ; 2[.
b) Justifier la dérivabilité de g sur [ 0 ; +oo[Calculer la dérivée de g puis montrer que

pour tout x €[1,2]ona: ’g'(x)| S%

¢) En déduire que pour tout x de [1, 2], ona |g(X) —a < %|X -0

P 4x? -4
- Soit la fonction f définie sur R—{1} par f(x) = X ( X fo et soit (C) sa courbe
X J—

représentative dans le repére (0,1, ) .

1) Etudier la fonction f (limites, variations).
cx+d

(x=1)°

2) a- Déterminer lesréelsa; b; cetdtelque VX#1 ona: f(x) = ax+b+

b- En déduire que la droite (D) d'équation y = x - 2 est asymptote a (C)

c- Préciser la position de la courbe (C) et la droite (D) et les coordonnées du point commune |
a la courbe (C) et (D).

3) Tracer (C) et (D)

4) a- Déterminer l'abscisse du point J de la courbe (C) ou la tangente est parallele (D) ; puis
'équation de cette tangente. Tracer cette tangente (T).

b- En déduire graphiquement suivant les valeurs de m, le nombre de solution de 1'équation
f(x) = x + m.

5) On se propose de retrouver par calcul le résultat trouvé en 4)
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a) Montrer que les abscisses des points d'intersection de (C) et de la droite d'équation
y = x + m sont les solutions de I'équation :
E):(m + DX’ +(-2m-T)x + m+ 4 =0
b) Trouver suivant les valeurs de m, le nombre de solution de 1'équation (E).
c¢) Pour quelles valeurs de m la courbe (C) et la droite d'équation y = x + m ont — elles
deux points communs M et N ?
d) Dans ce cas, calculer en fonction de m, l'abscisse du milieu I de [M N].
e) Montrer que lorsque m varie, le point I appartient a la courbe (C') d'équation :
7—4x
2x-2

- Soit la fonction f définie par f(x) = Ll et (C) sa courbe.
X+

y =x +

1) a- Démontrer que la courbe représentative de la fonction f sur l'intervalle [ 0; +oo[est au
dessus de sa tangente en tout point.

b- En déduire que Va € [0; +oo[ ,ona: >1-a (1)

l+a
2) Soit la fonction g définie sur [0, + [ , par g (x) = v/ X+1 et soit a un réel strictement positif.

3) Déterminer la dérivée premiére et seconde de g sur [ 0; +oof
<gs<s
a "2

5) En utilisant le théoréme de I'inégalité des accroissements finis a la fonction g sur

a
241+a

4) Vérifier queVx € [0; al ona:

l'intervalle [ 0 ;a ], démontré que 1 + <Jl+ac< 1+% 2)
6) a) Déduire des relations (1) et (2) que :

2
Va € [0; +oof ,0na:1+%—%£«/1+a£1+%

b) Etablir alors l'inégalité suivante : 1,0475 < \/ﬁ <1,05

c¢) En déduire une valeur approchée de 4/1,1 tout en précisant la marge d'incertitude.

7) Etudier la fonction f puis tracer la courbe (C).
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Suites Numériques

Objectifs

Ce théme vise a :

« ¢tudier le comportement global d’une suite numérique (majoration, minoration,

convergence, variations) ;

* mettre en ceuvre le raisonnement par récurrence
* donner des outils pour traiter des problémes d’approximation.

Savoirs et savoir-faire

SAVOIRS

SAVOIR-FAIRE

* Suites monotones
* Suites majorées, minorées, bornées
* Suites convergentes :
- Notion de convergence.
- Unicité de la limite (admise)
- Toute suite croissante et majorée
converge
- Toute suite décroissante et minorée
converge.
- Si f est une fonction numérique telle
que nl_igloo f(x) = [ alors la suite

définie par u, = f(n) converge vers .

* s1(up) est une suite convergeant vers a et
une fonction continue en a alors la suite
Vn=f(u,)COnverge vers f(a).

* Convergence des suites géométriques
(suites du type (a")).

* Suites divergentes

» Convergence des suites géométriques et des
suites du type n%

* Suites divergentes

* Théoréemes de comparaison :
Soient les suites (v,,) et (uy)
1) Sia partir d’un certain rang,
v < uy et si (vy) tend vers +oo, alors (uy,)
tend vers +oo.
2) Si apartir d’un certain rang,
Vi < u, etsi (u,) tend vers —oo, alors (vy,)

* Démontrer qu’une suite est monotone :
- Par comparaison de deux termes
généraux consécutifs ;
- Par I’étude des variations d’une
fonction ;
- Par un raisonnement par récurrence.
* Démontrer qu’une suite est majorée et/ou
minorée :
- Par un calcul direct ;
- Par I’étude des variations d’une
fonction ;
- Par un raisonnement par récurrence.
* Démontrer qu’une suite est convergente ou
divergente par :
- L’¢tude du comportement d’une
fonction ;
- L’utilisation des opérations sur les
limites ;
- L’utilisation des théorémes de
comparaison.

sconjecturer a partir d’une représentation
graphique et comportement d’une suite
récurrente.
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tend vers —oo.

3) Si a partir d’un certain rang,
|vo—I] < up etsi(uy)tend vers 0,
alors (vy) tend vers .

4) Si a partir d’un certain rang,
vp < u, < wpetsi(vy) et (wy) tend
vers |, alors (u,) tend vers I.

5) Si a partir d’un certain rang v,, < uy
et (u,) tend vers | et (v,,) tend vers
[’alors I'< L.

esuites (a™) et (n®). Croissance comparée
Limites et comportements asymptotiques
comparés des suites (In n) ; (a™), a> 0 et
n%), a > 0.

Suites récurrentes définies par une relation du
type : up41 = f(uy ).

Soit (u,) une suite définie par u,,; =
f(up).

Si (u,) converge vers | et si f est continue en
| alors f(I) = 1.
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I- Généralité :
1) Définition :

On appelle suite numérique toute fonction définie de N—R. On note

U:N—>R
n—Umn)=u,
Exemple :
) ) . 1
Soit une suite u, définie par : u,= +2 .Calculer: ug;uy;uy;us;uy
n+
0 s U1 s U2 43 3 59 4 6 7

2) Mode de définition d'une suite :

- Une suite peut étre définie par 1 formule explicite c'est-a-dire : u,, en fonction de n

up = f(n).
2n — 4 2
Exem]gle:un=n+3;17n=n+1 ;Wp=4n"-3n + 1

- Une suite peut étre définie par son 1 terme et une formule de récurrence, c'est-a-dire
U, 41 S'exprime en fonction de u,,.

u0:2

Exemple : soit la suite : _ 3 4 .Calculer : uq ;uy ;uz; Uy
Upy1 = zun +

Solution :

Pour n=0, u, =§u0+4=§(2)+ 4=7

3 29
Pour n=1,u2=5u1+4=?

3 103
Pour n=2,u3=zu2 +4:T

3 341
Pourn=3,u4=5u3 +4=?

Uug est le 1 terme de la suite et u,, est le terme général.
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3) Sens de variation d’une suite

- Siuyy—u, 20;Vn € N alors u, est croissante
- Siuyy—uy, <0;Vn € N alors u, est décroissante
- Siuyy—u, =0;vn € N alors u, estconstante

Exemple :

Ftudier le sens de variation de chacune des suites :

_2n+3 ) 3 44
e
2n+ 3 2n+ 1)+3 2n+ 5
u = = u = =
"o+ 2 "Lty 1)+ 2 n+ 3
2n+ 5 2n+ 3 1 >0
Upsp — Uy = — =
n+l n n+3 n+2 m+ 3)(n+ 2)
D’ou u, estcroissante
3 3 3 5
Up==sn+4=> vy ==+ D+i4=—-n+-

Ups1— VUp = (—§n+§)—(—§n+4)= —% <0

3 . ..
Unp1 = Vp = =5 < 0 D’ou v, est décroissante
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4) Représentation des termes d'une suite :

Pour représenter les termes d’une suite u,, sur I'axe de abscisses, on trace la 1 bissectrice
(D) d’équation = x . Puis on trace la fonction associée a la suite u,, en posant u,= x et U, ;1=

f(x). On détermine les termes de la suite sur 1'axe des abscisses par projection.

Exemple
UO = — 1
Soit (u,,) définie Par : U 342U,
1T o,

Représenter sur I'axe (0x) les 3 premiers termes de la suite u,,.
Solution

. . . 3+ 2
Désignons par f'la fonction définie sur ]— 2+ OO[ par: f(x)= T;

En suivant les reégles de constructions ci-dessous , on a la représentation suivante :

He
N
N
N
N
N
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II- Convergence d'une suite
1) Activités :

Activité] :
. . 1
Soit la suite u,, = — pourn € N*

1) Calculer u; 5 uz ; Us000 5 100000000
2) En déduire le sens de variation de u,
3) Que peut — on conclure ?
Solution :
1) Calculons : ug ; Uy 5 U100 5 U100000000-

Pour n=1 alors u; =1
1
Pour n=2 alors u, = 5

Pour n.=1000 alors w3999 === 0,001

Pour n = 100000000 alors U100000000 — L

—=0,00000001
100000000

En déduisons le sens de variation de u,
Puis que : uy > uy; > Ug900 > U100000000 alOTs U, est une suite décroissante.
2) Conclusion : on remarque que lors que n tend vers +oco alors u, tend vers 0.

. 1
Onnote : lim u, = lim Z:O
n—+ n—o-+

On dit alors que la valeur limite de la suite u,, est 0, quand n tant vers +.
Activité 2 :

Soit v, = n + 2. Calculer vy ; vy ; V1000 ; V100000000- PUls conclure.

Solution :
1) Calculons : vy ;v ; V1000 5 100000000

Pour n=1 alors v; =3
Pour n=2 alors v, =4
Pour n=1000 alors v;p99 = 1002

Pour n = 100000000 alors V100000000 = 100000002
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2) Définition :

Une suite u,, est dite convergente si et seulement si son terme général u,, a une limite finie [.
on note :

lim u, =1 avecl € R
n—+

Remarque :

Si lim u, = 4+ ou lim u,= +x
n—— n—+
Alors u, est dite divergente.

Si lim u,, = alors la suite u, converge vers [.
n — —+oo
Evaluation :
Etudier la convergence de chacune des suites suivantes :

Tl+2.v _2—311
n+3° " n+ 4

-n

Un = ; Wp = 2
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I1I- Suite majorée — minorée —bornée :

1) Définitions :
- Une suite u,est majorée si et seulement Va € RetVneN:U,<a.

- Une suite u,, est minorée si et seulement Va €R etVn e N:U,>a.

- Une suite u, est bornée si et seulementVa € R; b € RetqueVne€ Nona:
b<u,<a

2) Théorémes :
a) Théorémel :

- Toute suite croissante et majorée est convergente.
- Toute suite décroissante et minorée est convergente.

Exemple :
. . e i 1 1 1
Soit la suite u, définie par Vn € N* u,=—+ T
n n+1 2n

1
n+1

, 1 1 L L
Montrer que la suite u,= - + o est décroissante et minorée.

En déduire qu'elle est convergente.
Solution :

On remarque tous les termes de la suite u,, sont positifs.
Donc cette suite est minorée par 0. Etudions maintenant sa décroissance.

B *2) ) . Donc la suite Un est décroissant
u - Uu, = — . Donc l1a Suite un €St decroissante.
n+1 n nn+ 1)(2n + 2)

Déduction : u, étant a la fois positive et décroissante, alors elle est convergente.
b) Théoréme 2 :

Tout sous-ensemble non vide E de nombres réels a une borne supérieure A : c'est-a-dire
Vx €eE; x<A
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3) Propriétés :
Soient u, etwv, deux suites tel que :

lim u, =1 et lim v,=1
n—+ n—+

On a les propriétés suivantes :
Py:Siu, <v, : alors | < I

Py:lim(u, +v,)=1+1
n — oo

P3: Si (u,,) est bornée et si (v,,) est divergente, alors :

a) lim(u, +v,)= +o b) lim (uy*xv,)=
n — oo n — oo

IV- Relations entre les limites :

Théoréme : (Théoréme des gendarmes).

Considérons les trois suites u,, ; v, et w, (n>n,)

Tel que : u, <v, <w,

u, et wy, Siconverge vers la méme limite [ ; alors v,, converge vers [.
Preuve :

A partir de la relation donnée entre les suites on a :

lim u, < lim v, =< limw,
n — oo n — oo n — oo
& < lim v, < 1
n — oo

Alors lim v, =1
n — oo
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V- Suites Adjacentes :

Définition :
Une suite (u,,) est adjacente a une autre suite (v,) si l'une des deux suites est décroissante
tandis que l'autre est croissante et si
Alors lim (u, —v,)=0
n — ©o
Théoréme 1 :
Si les suites u,, et v, sont adjacentes (u,croissante et v,décroissante) alors :
VneNona:u,<v,.
Preuve :
Supposons que le contraire de la conclusion du théoréme soit vrai pour n = k, c'est-a-dire :
Uy 2 V.
Pourn > k, puisque u, est décroissante et que v,, est décroissante, on a :

= (Up —Vp) 2 (W — V)

lm U,-V,)=0

Nn— oo

Théoréme 2 : si deux suites sont adjacentes, alors elles convergent a une méme limite.
Preuve :
Puis que les suites sont adjacentes et que u,, est croissante et v, décroissante, le théoréme 1
implique : uy < u, < v, < vy
On note alors que :

a) u, est croissante et elle est majorée par v, , donc elle converge vers .

b) v, est décroissante et elle est minorée par u, donc elle converge vers ['.

=

Ainsi

lim (U, -V )=I-I

n— oo
2 0=]l-1<=1=1

Ce qu'il fallait prouver.

Exemple :

Considérons les deux suites suivantes : Upy; = 4/U oV (moyenne géométrique)
Et (0<Up< V)

u,+V

Vit = Tﬂ (moyenne arithmétique)

1y Calculer V,” —U_ puis en déduire qu'il est non négatif, donc que Vi1 > Uy

(Pour tout n € N).
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2) Utiliser les résultats de la question 1) pour montrer que Uy,:1> U, et Vi < V.
C'est-a-dire que u,, est croissante et que v,, est décroissante.
3) Montrer que les suites u,et v, sont adjacentes.

Solution :

V 2
1) Vn+12 _Un+12 :w_(\jun .Vn )2

_ U 42U eV, 4V’

-U, eV,

_ U +2U eV, 4V —4U, eV,
4

V 2_U 2:(Un_vn)2

n+1 n+1
4

(U n _Vn)2
4

Puis que >0 alors VM2 ~U,.,” estnon négatif.

n+1

Upt] = \/Un oV 2> \/Un oeU, puis que u, < vy) => Vi > Uy

u,+v, U +V,
= <

] = 5 < puis que U, < V), => Uy < vy,

3) A partir de la définition des suites, nous avons :

\Y Vv
Un+1—un+1=Un;_ n—,,[Un.Vn SUn—i_ n—ﬁUn.Vn

2
u,+V
n T n_U

= Un+1— Un+1 < n

1
2 VUptl — Up+1 < Py (Vn - Un)

Cette dernicre relation étant valable pour tout n € N, on obtient par récurrence.
n
Untl — Un+1 = [E] (vo—1up) ce qui donne a la limite

0<lim  (Unei—unet) < lim (%} (Vo —ug) =0

n— n—

lim  (V,-U,)=0
n— oo

=

Donc les deux suites sont adjacentes.
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VI- Suites Arithmétiques

1) Activité :

Au 17 Janvier 2012, le prix d’un kilo de sucre est de 550 f CFA.
Sachant que le prix du kilo subit une augmentation de 50 f CFA au 1¢ Janvier de chaque
année, quel serait le prix du kilo de sucre au 1% Janvier 2013 2 Au 1% Janvier 2014 ?
On désigne par p,, le prix du kilo du sucre au 1 Janvier + n.
Calculer Py ; P, ; P3 et p,.
Calculer pp41 — Pn.

Solution

Soit Py le prix d’un kilo de sucre au 1* Janvier 2012 tel que Py = 550.
Calculons le prix d’un kilo de sucre :

- Au 1" Janvier 2013, le prix d’un kilo de sucre serait P; = Pg+ 50 = 550 + 50 = 600.
- Au 1" Janvier 2014, le prix d’un kilo de sucre serait P, = P; + 50 = 600 + 50 = 650.

Soit P, le prix d’un kilo de sucre au 1 Janvier + n.
Calculons : P;;P,; P; et p,.

- P() = 550

- Py =Py+50=550+50= 600.
- P,=P;+50=660+50= 650.
- P3;=P,+50=650+50= 700.
- p,=Pot 50n=550+50n.

Calculons ppi1 — Pn.
Pn.= 550+ 50n => p,yq =550+50(n + 1)=550+ 50+ 50n = 600 + 50n

=> Pps1 — Pn= (600+50n)-(550+50n )= 600+ 50n — 550 —50n =50
Alors on a : une suite arithmétique de raison 7 = 50.
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2) Définition :

Une suite u,, est dite arithmétique si et seulementsi: Vne N ;u,,; —u, =r1.
T est appelé la raison de la suite u,, .

Exemple :

Soit une suite u,, définie par: u, = —=n+4.

W | N

Démontrer que u,, est une suite arithmétique dont on précisera la raison et le 1 terme Uj.

2
Uy =§n+4

U =z(n+l)+4:zn+E =>
3 3 3

n+1

U, -u

n+1

2 \ . . (s . 2
N = 3 d'ou U, est une suite arithmétique de raison 1" = 3 et de 1%terme uy =4

3) Expression du terme général :

Soit U, une suite de 1¥ de terme Uy et de raison r.

Ul-U0=r
U2-Ul=r
U3-U2=r

Un _Un—l =T
U,-U,=nr
=Uy, = Uy +nr

D'une fagon générale si u, est le ler terme l'expression du terme genéral est :
Up = Uy + (M —p)T

Exemple :

0= -1

Soit la suite réel définie par
vneN;U_ ., =U

-3

n

a) Démontrer que u, est une suite arithmétique dont on précisera la raison et le 1* terme.
b) Exprimer u,, en fonction de n.

a) Upp1=Up —3=>Upyq —Uy =—3
D'ou Un est une suite arithmétique de raison r = — 3 etde 1 terme uy = —1.

n=U0+nr =-1+n(-3)=>u,=-3n- 1.
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4) Termes équidistants d’une suite :

Soit (u,) n € N une suite arithmétique p un entier naturel tel que p < n les termes u,, et
Un—p sont des termes équidistants des termes extrémes u, et u, car il ya p termes avant le
terme u,, et p termes aprés le terme u,_, ona:

5) Somme des termes équidistants d’une suite arithmétique

Soit p un entier naturel tel que p < n
Les termes u, et u,, sont des termes équidistants des termes extrémes
U, tUpp= (Ug+Ppr)HUuy +(n—p)r)=uy H(uy+nr)dou

U, + Uy_p = Ug + U, d’oule théoréme

Théoréme : la somme de deux termes équidistants d’une suite arithmétique est égale a la
somme des termes extrémes

6) Propriétés :

En application du théoréme on a :
P, : Trois nombres a, b, ¢ forment une progression arithmétique si :

2b=a+c.
Preuve :

Soit a, b et c trois réels

b a+r

c=b+r

a+c=a+b+r=2a+2r =2(+r)Alors:a+ c = 2b

P, :Trois nombres a, b, ¢ forment une progression arithmétique de raison 7 si :

b=a+71r et c =a+ 2r.

P3 :Quatre nombres a, b, ¢, d forment une progression arithmétique de raison r si :
3b-d = 2d

Py : Soit u, une suite arithmétique de 1* terme u,. La somme de deux termes équidistants est
toujours a la somme des extrémes

LT R ) Up_2; Un_1; Up
Uq; U1 sont équidistants

Uy T Up=Up + Upyp

243



Exemple

Trouver 3 nombres consécutifs a ; b et ¢ d’une suite en progression arithmétique sachant que

{ a+b+c= 3
3a—6b+c= 6

Trouvons 3 nombres consécutifs a ; b et ¢ d’une suite en progression arithmétique sachant

ue{ a+b+c=3
M1 3a—6b+c=6

On sait que pour une progression arithmétique de 3 termesa; b;c,ona: a+c= 2b
Ainsi I’équation dévient :

{ 2b + b= 3 :>{ 3b=3 :>{ b= 1
3a—6b+c=6 3a—6b+c=6 3a—6b+c=6

D’autre partat+b+c=3=>a+1+c=3=>a+c=2

{ at+c= 2 :>{a+ c =2 :>{—a—c = -2
3a—6+c=6 3a +c=12 3a + c=12
=>2a=10 =>a=5 etc=-—3

D’oulesnombresa; b etcsonttelsquea =5; b=1 etc= —3
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7) Sens de variation d'une suite arithmétique

Soit u,, une suite arithmétique de raisonr. On a :
Upsr —U, =r1rd’ou:

- Sir >0 alors u,, estcroissante

- Sir<0alors u, estdécroissante

- Sir=0alorsu, estconstante

8) Somme des termes d'une suite arithmétique :

Soit u,, une suite arithmétique de 1* terme u, et de raison .
Si=Up+U;+Upt.iii + U+ U+ Uy
Si=Up+Up 1+ Upot.oi. + U+ U+ U
2S,=(Up+ Uy) HU; + Up) + (Uz + Upp) +..een + (U, + Uy)
28, = (Uo + Uy) + (Up + Un) + (Up + Up) e +(Uo + Uy)

=>28, =+ 1) (Up + Uy)

S, = nT+1(U0 +U, )<=>S,= nombre 3e termes (1*" terme + dernier terme)
ou [8,= Py L)

Remargque : une suite arithmétique est toujours divergente
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VII- Suites géométriques

Situation probléme

Le premier Janvier 1999, la population d’une commune rurale était de 3000 habitants.
On admet que cette population diminue de 4 % chaque année.

Calcule la population de cette commune :

a) Au 1¥ Janvier 2005 ;

b) Au 1 Janvier 2006

¢)Au 1¥ Janvier 2012

Solution

Soit U, la population de cette commune au 1% Janvier de I’année n.
Soit U; = 3000 la population initiale de cette commune.

Ona:

U; =3000.

U,=U—4%U; =>U,=Uy(1-4%)= Ul(l—%) =U1(0,96)

Us :Uz( 0,96 )

Uni1 = Un(0,96 )

_Unia —
=> Un 0,96.

Alors on a : une suite géométrique de raison q = 0,96.
D’ou son expression est : Uy =U1(q)n_1 =3000( 0,96 )" 1!
Déterminons ainsi la population :
- Au 1% Janvier 2005
On sait que : U, =3000( 0,96 )™t et n= 2005— 1999=6
D’ou la population au 1° Janvier 2005 est :Ug = 3000( 0,96 )~ = 3000( 0,96 )°
=> Ug=2446,11 ~ 2446

Ainsi la population au 1% Janvier 2005 est : 2244 habitants.
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- Au 1% Janvier 2006
On sait que : U, =3000( 0,96 )"t et n= 2006 — 1999 =7
D’ou la population au 1°" Janvier 2006 est :U; = 3000( 0,96 )"~ = 3000( 0,96 )°
=> U;=2348,27 = 2348
Ainsi la population au 1" Janvier 2006 est : 2348 habitants.
- Au 1° Janvier 2012
On sait que : U, =3000(0,96 )" et n= 2012 — 1999 =13
D’ou la population au 1°" Janvier 2005 est :Uj3 =3000( 0,96 )13~ = 3000( 0,96 )12
=> U;3=1838,12 = 1838
Ainsi la population au 1% Janvier 20012 est : 1838 habitants.

1) Définition :

n

. . . ) 1
U, est une suite géométrique si et seulementsi: Vn € N =(q ou Uy = qU,.

g est un réel fixé appelé la raison de la suite géométrique.

Exemple :

1,2,4,8,16,32........... 2" sont les termes d'une suite géométrique de raison q =2 et de 1°
terme Ug =1
L'expression de terme général est U, = 2"

2) Expression du 1 _terme générale

Soit u,, une suite géométrique de raison q et de 1* terme u,

U1 = qU()
Uz = qu
U; =qU;
U4 = qU3
U,= qUn-l

Multiplions membre a membre les termes de 1’égalité.
U xU;xUsxUyg X........... x Uy =(qUp) (qU)) (qU>).......... (qUp-1)

u, =q"'xUy ou d’une maniére générale U, = U,.q" " (aprés simplification des facteurs
semblables dans les deux membres)

Ou Up désigne le 1 terme.
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3) Produit des termes équidistants des termes extrémes d’une suite géométrique :

Théoréme : Le produit de deux termes €quidistants des termes extrémes est égal au produit
des termes extrémes c'est-a-dire UpxU,, = UpxU,

Propriétés :
P, : Trois nombres @, b, € forment une progression géométrique si :
b* = ac. (en application du théoréme précédent)

P, : Trois nombres @, b, € forment une progression géométrique de raison q si :

b = gaetc = g’a.

P; : Quatre nombres @, b, €, d forment une progression géométrique de raison q si :
— — 2 _ 3
b=qa ; c=qaetd=qa

Exemple
Trouver 3 nombres consécutifs a ; b et ¢ d’une suite en progression géométrique sachant
aebec=28
queja+b = -1
c—a=1

. . S 2
On sait que pour une progression géométrique de 3 termesa; b;c,ona: axc=b
Ainsi I’équation dévient :

(@sc)eb=38 i(bz)ob=8 {b3=8 { b=3 {b=3
=> => =>

a+b= -1 a+b= -1 a+b=-1=>a+b= -1 a= —4
c—a=1 c—a=1 c—a=1 c—a=1 c—a=1
b=3
=>ja= —4
c = -3
D’ou lesnombres a; b etcsonttelsquea = —4; b = 3 etc = —3
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4) Sens de variation d'une suite géométrique :

Soit u,, suite géométrique de raison et de 1° terme u, :
er :
e 1" casUyp>0:s1

- g>1=>u, estcroissante
- 0<q<1=> u, estdécroissante

- q=1alorsu, constante
o 2¢CasUy<O0:si
- q>1=>u, estcroissante
- 0<qg<1=>u, estdécroissante
- q=1=>u, estconstante

9) Con vergence d’une suite géométrique :

La limite d’une suite étant la limite de son terme général une géométrique est convergente
st —1<qg<1
La suite est divergente si g€ |—oo; —1]u]1; +oo[

5) Somme des termes d'une suite géométrique :

Soit U, une suite géométrique de raison q et de 1* terme Uy
Sp= UgtU; +Us+Us it + U, (1)

an :qUO +qu +qU2 + qU3 ......... + qUn ( 2 )

En effectuant la différence des équations (1) et (2),ona:
Si—gSh=Up—qU,orU,=Upx q"
Sn (1 -9)=Uos—a(q" x Uy)

Sa(1-q)=Uo(1-q"")

U.(1- n+l
5,= 079 ) (g 1)
1-q
g = ler terme (1 _ raisonnombre de terme)

1—raison
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D'une maniére générale si Up est le 1¥ terme alors I'expression de la somme est :

U 1_ n—p+l1
S =p(—CI) Avec (q#1)

1-q

6) Cas d'une suite géométrique :

Soit u,, une suite géométrique de raison q

- Si |q| <1 alors U, converge vers 0

- Si |q| >1 alors U, est divergente

- Si |q| =1 alors U, converge vers Uy
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VIII- Suites économiques :

1) Les intéréts :
L’intérét est la rémunération d’un placement pendant une période donnée,
( c'est-a-dire entre un temps T et un temps T ).
Ainsi les intéréts sont classés en deux catégories: (intéréts simples et intéréts composés ).
NB:
- L’intérét simple est utilisé pour des placements a court et moyen terme.
- L’intérét composé est utilisé pour des placements a long terme.
a- Intéréts simples :

Un placement est fait a intérét simple, lorsque, a des époques fixées d’avance celui qui préte
ou place son argent en touche les intéréts de facon que le capital placé reste le méme jusqu’a
I’époque du remboursement.

Sa formule est :

Ceten _ (Capital placé)s( Taux d'intérét)s( Durée du placement )
P Période

NB

» Si: nesten jours, alors la période P = 36.000.
» Si: nesten mois, alors la période P =1.200.
» Si: nesten année, alors la période P =100.

b- Intéréts composés :

Un placement est fait a intérét composé, lorsque, a la fin de chaque unité de temps, I’intérét
est ajouté au capital pour produire un intérét a son tour, pendant I’unité de temps suivante.

Sa formule est :

I,=Co[(1 + i)"-1]=(Capital initial )[(1 + taux d'intérét )Pvrée — 1|
NB :

> 1 an =2 semestres = 4 trimestres = 12 mois.

1
> 1 semestre = 2 trimestres = 6 mois = Ean.

1 1
> 1 trimestre = Esemestre = 3 mois = Zan.
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> 1 bi - an =4 semestres = 8 trimestres = 24 mois = 2 ans.

c¢- Valeurs acquises :

C,= Co(1 +i)" = (Capitalinitial)(1 + Taux d'intérét )Puree

NB :

Le taux d’intérét s’exprime toujours en pourcentage ( % )

2) Taux de décroissance —Taux d’accroissement d’une population :

a-Notion de population et d’individu :

L’ensemble sur le quel porte une étude statistique est appelé population et un élément de cet
ensemble est I’individu.

NB:
Dans une étude statistique, les mots : population et individu peuvent désignés des étres, des

objets animés ou inanimés.

b-Taux de décroissance d’une population :

Définition :

Soit (en % ) est le taux de décroissance d’une population et Up la population initiale a
I’année n, alors le taux de décroissance de cette population représente une progression
géométrique de premier terme Up et de raisonq = 1 — t.

Ainsi le taux de décroissance d’une population a I’année n est donné par I’expression :
U, =Up(1—=¢t)" P ou U,=Up(q)*Pavecq=1-t.

NB :

Si la population initiale est Up a I’année M4 ,alors la population a I’année M qest :

Up,—n, = Up(1—t)m2n)-p oy Up,—n, = UP(q)(nz—m)— P avecq=1-t
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c-Taux de d’accroissement d’une population :

Définitions :

Définition 1 :Soit ( en % ) est le taux d’accroissement d’une population et Up la population
initiale a I’année n, alors le taux d’accroissement de cette population représente une

progression géométrique de premier terme Up et de raisonq =1 + t.
Ainsi le taux d’accroissement d’une population a 1I’année n est donné par 1’expression :
Un=Up(1+E)" P ou U,=Up(q)" P avecq=1+t.

NB :

Si la population initiale est Up a I’année M q,alors la population a ’année Myest :
Unz—n1 — UP( 1+t )(nz_nl)_pou l]nz_n1 — UP(q)(nZ_nl)_p avec q = 1+t

Définition 2 : Si 7 exprimé ( en FCFA) est la raison d’accroissement d’une population et
U, la population initiale a I’année n, alors la raison d’accroissement de cette population
représente une progression arithmétique de premier terme u,, et de raison 7.

Ainsi la raison d’accroissement d’une population a I’année n est donnée par 1’expression :

Upyr —Up =T
Evaluationl

Ali a regu de son pére une somme de 100.000 FCFA.
Aprés réception, il dépose cette somme a la banque le 1 Janvier 2009 a intérét composé au
taux annuel de 5 % en vue d’acheter une moto a 300000 FCFA.
1. A partir de quelle année pourra-t-il acheter sa moto sachant qu’il ne dispose que de cette
somme ?
2. Quelle serrait la nouvelle valeur acquise par Ali s’il place un capital de 100.000 FCFA au
bout de 30 semestres au taux de 2 % par semestre ?
Evaluation2

Le premier Janvier 2011, le nombre d’éleve d’une école était de 6000 .
Le nombre d’¢leve de cette école diminue chaque année de 5 % faute de performence.
Quelle sera le nombre d’éléve de cette école au 1¢ Janvier 2015 ?
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Evaluation3

Le premier Janvier 2012, le prix d’essence au Mali était de 690 FCFA.

a-Sachant que le prix du litre subit une augmentation de 5 FCFA au 1¥ Janvier de chaque
année, calculer le prix du litre d’essence au premier Janvier 2013 ? Au premier Janvier
2014 ?

b-Soit p,, le prix du litre d’essence au premier Janvier + n, calculer : P, et p,41 — pn puis
en déduire la nature et la raison de la suite p,,

Syntheése 1 :

a-Déterminons le temps au bout du quel Ali pourra acheter sa moto.
Soient :

= (Cp=100.000 FCFA : le capital initial.

= (C,=300.000 FCFA : la valeur acquise.
5

- 1 =5% = Y 0,05 : le taux d’intérét.

Calculons ainsi la durée n pour que Ali puisse acheter sa moto.

300000
100000

C
Ona:C,=Co(1+)"<=>(1+D" = C—” =>(1+40,05)" =
0

=>(1,05)" = 3(or a® = e™na)

(1,05)" =3 <=>™n(05) =3 (gre? = b < =>a = Inb)

In3
e™n(105) = 3 < =>pnin(1,05) = In3 =>n = —=
In(1,05)
1,09
=>n= — =>n= 27,25 =~ 27.
0,04

Donc Ali pourra acheter sa moto au bout de 27 ans.

b-Déterminons la nouvelle valeur acquise par Ali au bout de 30 semestres au taux de 2 %.

C,=Co(1+i)"=>C3,=100.000(1+ 2%)3°<=>C3,=100.000(1+ 0,02)3°
=>(C3,=100.000( 1,02)3° =181.136 FCFA.

Donc Ali aura une valeur acquise de 181.136 FCFA au bout de 30 semestres.
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Synthése 2

Soit U, le nombre d’éléve de cette école au 1% Janvier de ’année n .
Soit U; = 6000 le nombre d’éléve de cette école au 1% Janvier 2011 .
Ona:

U; =6000 .

U=U—5%U; =>U,=Ui(1=5%)= U(1——=) =Uy(0,95)

100

Us; =U2( 0,95 )

Un1 = Uy(0,95)

:>@ = 0,96.
Un

Alors on a : une suite géométrique de raison q = 0,95.
D’ou son expression est : U, =U; (q)n—l =6000( 0,95 )1

Déterminons ainsi le nombre d’éléve de cette école au 1¥ Janvier 2015 :
- Au 1° Janvier 2015
On sait que : U, = 6000( 0,95)" 1 et n= 2015— 2011=4
D’ou la population au 1% Janvier 2015 est :Uy = 6000( 0,95 )*~1 = 6000( 0,95 )3
=> Uys=5144,25 =~ 5144

Ainsi Deffectif de 1’école serrait de 5144 éléves au 1¢ Janvier 2015.
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Synthése 3 :

a-Sachant que le prix du litre subit une augmentation de 5 FCFA au 1¥ Janvier de chaque
année, calculons le prix du litre d’essence au premier Janvier 2013 ? Au premier Janvier
2014 ?

Soit Py = 690 FCFA le prix initial de I’essence au 1*Janvier 2012.

Au 1% Janvier 2013,0ona: P, =P, +5 =>P; = 690 + 5= 695 FCFA.

Au 1*Janvier 2014,ona : P, =P, +5 =>P, = 695 + 5=700 FCFA.

b-Si p,, est le prix du litre d’essence au premier Janvier + n, calculons : p,, et
Pn+1 — Pn puis en déduisons la raison et la nature de la suite p,, .

On sait que :
Py = 690.

Py =Py +5.
P, =P, +5.
P;=P,+5.

Pn = Duos + 51

Alors p, =Py +5n

Calculons pp41 — P

Onsaitque p, =Py +5n =>p,,1 =Py +5(n +1) = Py +5n+5.

Alors ppy1 — P =(Po ¥5n+5)—(Py +5n)= Py t5n+5—-Py—5n=5
=>Dnt1 ~Pn =5

Déduction :
P est une suite arithmétique de raison " =5 et de premier terme py = 690.
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EXERCICES

Exercice 1 :
U,xuU, =32

Soit Un une suite géométrique décroissante U tel que
U,+U, =18

1) Calculer U, et Us
2) Déterminer la raison de la suite U.
3) Donner l'expression de la suite U en fonction de n.

4) Onpose S, = U, + U +..... +U,. Calculer S, en fonction de n puis en déduire la
somme des 20 premiers termes de la suite U,

Exercice 2 :
Soit la suite Un définie par :

U et la suite V, définie

n

U, +1

n

Par Vn =

n
1) Calculer V1 en fonction de U, puis en fonction de V,,.
2) En déduire que V, est une suite arithmétique dont on précisera la raison et le premier
terme V.
3) Exprimer V, puis U, en fonction de n.
4) Onpose S;,=V;+Vo+t.....+V,
a) Exprimer S, en fonction de n
b) Calculer la somme de 30 premiers termes de la suite V,

Exercice 3 :
Soit la suite (Uy),€ N* a termes positifs tel que :

U, =1
U,.)" =eU,

n-+1

1) Calculer U; ; U, ; Uz ; Uy

\

(on donnera les résultats sous forme de €)

2) Onpose V,=1,U,—a;ou(a eR] etn e N*)

a) Déterminer le réel a pour que V,, soit une suite gé¢ométrique dont on déterminera la
raison et le premier terme V.

b) Calculer la limite de V,, pui celle de U, en +

3) Soita =1, on désigne par S, la somme des n premiers termes de la suites U,.
Déterminer Sn et P, en fonction de n.

257



Exercice 4 :

On donne deux suites (Uy) et (V,) telles que, Vn € N

U, =3U,+2V, Uo=1
V., =2U, +3V, Vo =2

1) Calculer U, ; Vi;U,; V,; Uset V.

2) On définit deux suites (X,) et (Yy) par: X,=U,+ VyetY,=U,—V,
a) Montrer que (X,) est une suite géométrique et (Y,) une suite constante.
b) Exprimer U, puis V, en fonction de n

3) Calculer la somme des n premiers termes de la suite X,,.

Exercice S :

Quatre (4) entiers strictement positifs a, b, c, et d forment dans cet ordre une suite
géométrique dont la raison est un entier premier avec a.

Trouver ces nombres sachant qu'ils vérifient en outre la relation 10a® = d —b.

Exercice 6 :

Soit (U,) une suite dans laquelle les dix premiers termes de la suite sont en progression
arithmétique de raison r et a partir de U les termes sont en progression géométrique de
raison q.

Ondonne:U1=O;U16=;—71 etrq=1

1) Calculerq;r;Ujpet Uy
2) Calculer deux cas suivants : a) n <10
b)n>10

Exercice 7 :
Soit la suite (Un) définie par son premier terme U, et par la relation de récurrence

Upii = (neN)

4-U,
1) a) Déterminer U, pour que U, soit constante.
b) Démontrer que si U,< 2 alors
Up,<Up1 <2 (n € N). En déduire que si U,< 2 alors pour tout entier naturel on a :
U,< 2 et que la suite est monotone.

2) On suppose maintenant que U, = -1
a) Calculer U; ; U, ; Us.

b) Soit la suite V,, définie par V,, =

. Démontrer que V,, est une suite arithmétique dont
-
on déterminera le premier terme et la raison.

c) Calculer U, en fonction de n puis étudier sa limite en + .
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Exercice 8 :

1) Déterminer suivant les valeurs de I'entier naturel m, les restes de la division euclidienne
par 16 des entiers 5™ et 6™.

2) Soit (Uy) la suite arithmétique de raison 16 et de premier terme U, = 9 et V, la suite
géométrique de raison S et de premier terme V, = 1. Démontrer que ces deux suites ont
une infinité de termes égaux dont on calculera les deux premiers.

3) Soit (U'y) la suite arithmétique de raison 16 et de premier terme U', = 8 et (V'y) la suite
géométrique de raison 6 et de premier terme V', = 9. Démontrer que ces deux suites n'ont
qu'un seul terme en commun que I'on déterminera. /.

Exercice 9 :
On considére la suite numérique (Uy) définie par Ve N ;U =e""

1) a) Calculer Uy, U; ; Uy ; Uz et Upyy
b) Démontrer que la suite Un est une suite géométrique dont on précisera la raison.
c¢) Exprimer en fonction de n la somme

Sh=U,+U;+Up +.......... U,.
d) Calculer im S,
n—+

e) Trouver la valeur minimum de n telle que S, > 10

NB :Ondonnee=2,7; e’=19,7

e’=73etln 171 =5,14
2) Soit la suite Vn définie par Vne N, Vn =1, (Uy).
a) Exprimer la somme

Sh=Vo+Vi+.......... +V,

b) Exprimer le produit
P.=U,xUX.o.on.. xUpn
Exercicel0 :

Soit U, la suite définie par :

U, =4
U, =Inl+U,)

1) Tracer la courbe représentation de la fonction x > In (1+x) puis en déduire une
représentation graphique des 4 premiers termes de la suite U,,.
2) Démontrer que la suite (U,) est convergente et démontrer qu'elle converge vers 0.

Exercicell:

Un commergcant place en banque une somme de 200 000 F CFA le 02/01/2008. La banque
lui propose un intérét de 5% par mois.

a) Calculer l'intérét percu le 31/01/2008

b) Quel montant aura —t —il le 31/12/2008.

259



Exercicel2

Un capital A est placé a intéréts composés au taux de 3 9 ’an. On appelle C,le capital initial

et C, le capital aprés n années.
1) Expliquer la relation C;= 1.03Cy et écrire le capital C, en fonction de Cyet de n en
justifiant soigneusement cette relation.
2) Au bout de combien d’années le capital est il doublé ?
3) Aubout de combien d’années le capital est il triplé?

Exercice13 (non corrigé)

On considére deux suites (U,) et (V,) définies pour tout entier naturel n par U, =1 ;

Uy =2U,+1etV,=Uy— U,

a) Montrer que V,, est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.
b) Exprimer, pour tout entier naturel n, V,, en fonction de n.

¢) Soit la somme S;=V,+ Vi +Vy+............ + Vo

d) Montrer que pour tout entier naturel n, S, = U, — U,.
e) Calculer S, en fonction de n, puis Un en fonction de n.

Exercicel14

1)soientaetbdeux réelstel que (a; a+4b; 5Sa + 2b) et (b+3; 3a+1; 6a +b)soit
des termes consécutifs de suite respectivement arithmétique et géométrique. Trouver a et b.

2) Quatre entiers strictement positifsa; b; cetd, forment dans cet ordre une suite

géométrique dont la raison q est un entier premier avec a. Trouver ces nombres sachant qu’is
. . 2

vérifient en outre la relation 10a”=d —b.

3) soient Z; ; Z, et Z3 trois nombres complexes dont le produit est 3iv/3 , les arguments
respectifs a; ; a, et asz forment une suite arithmétique de raison g et les modules

. . 2
11 ; T, et rz une suite géométrique de raison 2. Sachant que 0 < a; < ?n .
Déterminer : Z; ; Z, et Zs.
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Primitives-Intégrales-Calculs
d’aires

Objectifs

Ce chapitre vise a :
* mettre en place la notion de primitive

einitier les €léves au calcul de primitives a partir des formules de dérivation.

Savoirs et savoir-faire

SAVOIR

SAVOIR-FAIRE

* Définition d’une primitive.

*Existence de primitives d’une fonction
continue sur un intervalle (admis).
*Ensemble des primitives d’une fonction
continue

*Unicité de la primitive d’une fonction
prenant une valeur donnée en un point donné
sprimitives des fonctions de référence.

* Primitive de u + v, Au (4 € IR),

v X (Wov), uxu"(nQ — {—1})

* Déterminer les primitives d’une fonction en

utilisant les primitives des fonctions de

référence.

* Déterminer la primitive d’une fonction qui

prend une valeur donnée en un point donng¢.

* Déterminer les primitives d’une fonction du

type :
- au+ Bv,(«;B) € R?;

v X (U ov);

wxu(nQ—{-1})
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I) Primitives :

Situation probléme :

1) Soit f la fonction définie par f(x) = 2x —5
a- Détermine une fonction telle que F'(x) = f(x)
b- Méme question pour f(x) = x2 + 2
c- Peux-tu en donner d’autres ?

2) f estle polyndme définipar f (x) = x + 1
a- Trouver une fonction F dont la dérivée est f
b- Montrer que pour tout réel ¢ la fonction G définie par G(x) = F(x) + c est telle que

G'(x) =f(x)

Activité 1 (Recherche de primitive)

Soit f la fonction définie par f(x ) : 3x2—-2x+1
Détermine une fonction F du 3" degré telle que ; F'(x) = f(x)

Activite 2 (Calculs d’aire et de primitive)

“ 7 . 2 \ 1: . Z
L’unité de longueur est le cm, 1’unité d’aire est le cm” et les reperes utilisés sont
orthonormaux.

A A

y y=x+1
y=2 g

AR )

1 1

1 1 {

1 1 1

1 1 1

1 1 1

i I 1

1 I \

1 I |

1 1 1

: : X / L x
o a b g /a=1 0 b -

Dans chacun des cas ci-dessus :
a) Calculez I’aire du domaine colorié¢ ;

b) Trouvez une primitive F de la fonction f représentée, puis calculez : F(b) — F(a).
¢) Que constatez-vous ?
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Conclusion : de fagon générale, nous admettrons que lorsque f est une fonction continue
sur intervalle[a; b], alors I’aire du domaine colorié ci-contre est égale a F est une
primitive de f sur [a; b] (I’unité d’aire étant I’aire du rectangle OIAJ ).

VA
I 1
» G
11J A ! !
| 1
I 1
I | X
0 1 a b g

1) Définition :

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. On appelle primitive de la fonction f sur
l'intervalle I toute fonction F dérivable sur I telleque Vx €1; F'(x) = f(x)

1. a) f estle polynome défini par f(x) = x + 1.
Trouvez une primitive F de f sur R, c’est-a-dire une fonction F dont la dérivée soit f.
b) Montrez que pour tout réel c, la fonction G définie par G(x) = F(x) + ¢ estune
primitive de f sur R.
¢) Trouvez une primitive G de f sur R telle que G(2) = — 3.
Existe — t-il d’autres primitives de f qui prennent la valeur —3 en 2 ?
2. Dans chaque cas, trouvez une primitive sur R de la fonction f définie par :

a) f(x) =2x> +x+ 1. b) f(x) = x>-4x + V2. ¢)f(x) = 2 + cosx.

2) Propriétés

P, : Toute fonction continue sur un intervalle I admet une infinité de primitives sur cet
intervalle.

P, : L'ensemble des primitives d'une fonction f sur un intervalle I est 'ensemble des fonctions
définies sur cet intervalle par x = F(x) + k ou k est un nombre réel.
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3) Recherche de la primitive d'une fonction :

La fonction x — x* a pour dérivée x — 4x3
. 1 e
Donc la fonction x — Zx“‘ a pour dérivée x — x3

Alors d'une maniere générale, n étant un nombre entier nature non nul, la fonction :

x - x"1 apour dérivée x - (n+ 1) x™

1

1 L
doncx —» — x™1 estune primitive de x ™.
n

Ainsi par lecture inverse des tableaux de dérivation, on établit le tableau des primitives :

a) Primitives des fonctions usuelles

Fonctions Primitives Intervalles
a(a €R) ax + k R=]—00; +oof
n * n+1 — | .
x™ (n € N*) X R=]-00; +oof
n+1
{R* sin<O0
ax™ n+1 Rsin >0
ax + k
n+1
— %k
2 ik R
x?2 x
-1
1 — ¥k ,
oD (n—-1)x R* avec (n # 1)
a
x™ 2 . R*avec(n # 1)
(n-1)xn-1
1
; In|lx| + k R
1
ﬁ 2Vx + k R}
a 2avVx + k
NE; R
Vx 2
3 xvx +k R
A/ 2
ax +b g(ax+b)\/ax+b+k R
Sin x — Cosx + k R
Cos x Sinx + k R

264




=1+ tang?x
Cos?x g Tex +k R—{§+ an;kez}
_ 2
Sin%x 1+ cotang™x —cotgx + k R— {km ; k € 7}
. * 1
Sin (ax + b) (a€ R") —aCos(ax+b)+k R.
1 .
1
tg(ax + b) (a€ RY) aCos(ax+b)+ k R
b) Opérations sur les Primitives :
Fonctions Primitives
u+v+ K
u + v
uev + K
u'v + v'u
au + K
au' (ae R)
u e " n+1
W™
n+1
!
-1
- n-D@)n1 Tk
u)n -
@
E Inlul+ k
ul
\/ﬂ 2\/& + k
Sin (u)
1
——Cos(u) + k
u
Cos (u)
1
—Sin(u) + k
: u
=1+ tang?u +
Cos?u g tg () +k
!
, = 1+ cotang?u +
Sin?u 9 Cotg (u) + k
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2n +1

NB: (W)™Vu = (u) 2

Exemple

Déterminer ’ensemble des primitives des fonctions suivantes
a) f(x) = x3-x%2 +3x-2 ;b) f(x) =1 —+3x-1

AW =goms O = ¢ 0N 20

e) f(x) = (x + 1)vx+1;

18x—15

bt = V3x2 —5x+1

a) f(x) = x3-x% + 3x-2 =>F(x)=ix4— §x3+ ;xz_ 2x +K

b) f(x) =1 —3x-1=>F(x)=x — %(Sx—l)\/Sx—l—l— K

__ _2,_ 1 -1,
A _(2x+3)5 A (2x+3)° I =2 (2x +3)°
= >F(x) =~ - + K=>Fx)=2e-T 4+ K
=>F() =3 (5-1)(2x +3)5-1 =>Fx)=; 4(2x+3)*
Y
== (x)_8(2x+3)4

d) ) = (X + VX +2x7 <=>f(x) = (23 + x)(x* + ZxZ)%

=>f(0) = 0+ D@+ 2007 =>F() = S (4xt + A0 (x4 2x7)2

=> F(x) =

1 1
(x* + 2x2)7" 1] +K=> F(x) = | (x*+ 222" |+ K
o+ 1 45+1

3 3

=> F(x) :% [é(x‘* + 2x2)2] + K=> F(x) Zé(x‘* + 2x%)2 + K

2

3

=> F(x) Zé(x‘* + 2x2)z + K => F(x) Z%(x‘* + 2x%)Vxt + 2x2 4+ K

e) f(x) = (x + DX+1l<=>f(x) = (x+1)g=> F(x)=§(x+1)§+ K
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=> F(x)=§(x+1)2\/x+1+ K

_ 18x-15 Cco>f(x) =3 6x — 5 —
D@ = = erosxr 1

F(x)=3(2V3x2—5x + 1)+ K =>F(x) =6v3x2— 5x + 1+ K
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II) Intégrale d'une fonction

Objectifs

Ce théme vise a :

* Calculer des intégrales a 1’aide de techniques particulieres (utilisation des primitives,
intégration par partie, changement de variable affine) ;

* Réinvestir dans les calculs aires les techniques du calcul intégral ;

* Elargir le champ des fonctions étudiées a des fonctions définies par une intégrale.

Savoirs et savoir-faire

SAVOIRS

SAVOIR-FAIRE

* Définition de ’intégrale d’une fonction
continue f :

f: f(®)dt = F(b) -F(a)ou F est une primitive
def.

* La fonction X~ f: f (t)dt est 'unique
primitive de f qui s’annule en a.

* Interprétation graphique de I’intégrale d’une
fonction continue positive.

* Propriétés :
- Linéarité ;

- Relation de Chasles ;
Positivité ;
Si f< g sur [a, b] alors

[ f@®dt < [7 g(t)dt ;
Inégalité de la moyenne :

- Sim< f < M sur [a,b]alors
m(b—a) < [ f(Odt <M (b—a);

Si |f] < M,alors [ f(t)dt| < M|b —al.

* Valeur moyenne d’une fonction ;
* Intégration par parties ;
*Changement de variable affine.

*application au calcul d’aire.

«La fonction du type F : x— f: f(t)dt

* Calculer une intégrale :

- En utilisant les primitives des fonctions
usuelles ;

- En utilisant une intégration par partie ;

- En utilisant un changement de variable
affine

» Utiliser la relation de Chasles pour effectuer
un calcul intégral.

» Connaissant un encadrement d’une fonction f
sur [a ; b], trouver un encadrement de

[2 f(®)dt.
* Calculer I’aire d’une partie du plan limitée
par :

-La courbe représentative d’une fonction,
I’axe des abscisses et les droites
d’équation X =aetx =b.

- Les courbes représentatives de deux
fonctions et les droites d’équation
X=aetX=b.

* Etant donné¢ la fonction
X
F:xe [ f(t)dt:

-a partir d’une majoration et d’une
minoration donnée, déduire 1’existence
ou non de la limite de F aux bornes de
son ensemble de définition ;

-étudier les variations de F ;

-donner une allure de la présentation
graphique de F.
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Situation probléme :

Construis dans un repere orthonormé (O ;I ;J ) du plan affine ladroite A:y = x + 2 et
La droite d’équation x = 3 ; on désigne par le point d’intersection de A et I” axe des

ordonnées

Par B et C les points d’intersections de A et de x = 3 et de 1’axe des abscisses avec x = 3

a- Calcule I’aire du quadrilatére OABC
b- Calcule une primitive de F de ftel que f(x) =x + 2
c- Calcule F(3)—F(0) puis compare-le a I’aire du trapeze OABC

1) Définition :

Soit f une fonction définie, dérivable sur un intervalle [ = [a, b] et F une primitive de f sur L
On appelle intégrale de la fonction f entre a et b le nombre réel A tel que :

A= jb f(xydx=[FOL = F(b) - F(a)

2) Propriétés :
Propriété 1 : (linéarité)
Soient f et g deux fonctions continues sur [=[a; b],ona:
- [(f+g)dx =[] f(dx + [} g(x)dx
- (a; B) € R; [M(af +Bg)dx = [l af()dx + [} Bg(x)dx
- VkeR: jb kf (X)dx = kj” f (x)dx
-Sif>0; alors Lbf(x)dxz 0

-Sif>g;alors f:f(x)dx > f:g(x)dx

- Si |f ‘ est continue sur I, alors

[f (x)dx‘ < ['|f|ax

Propriété 2 : (Relation de Chasles).

Soit f une fonction continue sur un intervalle L.
Soient trois réels a, b, ¢ éléments de 1'intervalle I

D'aprés Chasles [ g(x)dx = jb f(dx+ [ f (X
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Conséquences :

e sia = b alors E f(x)dx=0
b a
o L f(x)dx:—J'ID f (x)dx
Propriété 3 : (Inégalité et valeur de la moyenne)

a) Inégalité de la moyenne :

Sia <b et m<f SM,alorsona:mSb%j:f(x)deM

b) Valeur moyenne :

On appelle valeur moyenne de f, le réel M tel que :

M = ﬁ I: f (x)dx. etil existe unréel C € [a,b] tel que :

_ L
f©)=— j f (x)dx
Exemple :

m
Encadrer l'intégrale A= .[02 (2 —sinx)dx
211 .
A= J.O (2—sinx)dx ; Posons f(x) = 2 - sinx.

Puisque 0 < x <2m et —-1<sinx <1
Alors le minimum et le maximum de f sont :

m=2-1)=1;M=(2-(-1))=3

D'ou I'encadrement : m (b - a) SLZH f(X)dx<M(b-a)

est équivalenta: 1 (b —a) <[ F(x)dx<3(b-a)
Ora=0 et b=2n
2 12r — 0)< [ f(x)dx < 3(2m — 0)

=>21 < foznf(x)dx <ém
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III) Primitives et intégrales indéfinies :

Théoréme 1 :

X
Si f est une fonction continue et F sa primitive, alors, on peut écrire F(x) = I f(t)dt
a

De mémeon a: iF(X):iJ‘Xf(t)dtz f(X)
dx dxa

1) Définition :

Si F'(x) = f(x), on dit que F(x) est une primitive de f(x) et on peut symboliquement écrire
F(x) =D"[f(x)]

Ou D™ indique l'opération inverse de la dérivée.

Théoréme 2 :

Si F et F> sont deux primitives de f(x), il s'en suit que : F;(x) = F2(x) +C. Ou C est une
constante

Théoréme 3 :
Si F1(x) est une primitive quelconque de f(x), alors F(x) = I f(dt=F (x)-F(a)
a

C'est-a-dire que la valeur de l'intégrale définie peut s'obtenir a partir d'une de ses primitives
évaluées a la limite supérieure et a la limite inférieure.
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IV) Intégration par parties — Intégration par

changement de variable affine

1) Intégration par Parties

Théoréme :

Siu et v sont deux fonctions différentiables sur un l'intervalle I = [a, b], alors on appelle
intégration par parties, toutes opérations définie par :

Lb u(x) e V'(x)dx =[u(x) e v(x)]> — J.:u'(x) o v(X)dx

2) Intégration par substitution ou par changement de variable

Dans certaines intégrales, 1'intégration est effectuée plus facilement lorsqu'on substitue a la
place de la variable x une autre variable qui est fonction de x.

Meéthode pratique :

Pour calculer l'intégrale ’ f(at + f)dt (a # 0) ; on utilise la méthode suivante :
gr a

e faire le changement de variable en posant :
u=at+ 3 eton obtient du = codt

o utiliser I'égalité : J.b f(at+ p)dt = j-:bm:l f(u)du
a + o
Exemple

1) En utilisant une intégration par partie, calculer les intégrales suivantes :

A= J?x-Coszxdx ;B= f

X
0 \JX+2

2) En utilisant la méthode de substitution, calculer l'intégrale

=l

Posonsu=2x+3 &du=2dx=>dx = %du

il
dx ; C= j 3 X cos(x +1)dx
2

2x+

Uu=2Xx+3

u-3
X=——
2

Six=0=>u=3
De plus

six=-1=u=1

-3
= DoncIZJ.3 } —j (\/_ )du I= ﬂ3u u—6\/a} =§—\/§
1 u 1
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Doul= g—\/g

V) Calculs de valeurs approchées d'une intégrale

Méthode de rectangles :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [a ; b] tel que | f' admet un majorant M sur cet

intervalle.

Lorsque l'on partage [a; b] en n intervalles de méme amplitude et d'extrémités
A= X0 ;X1 3X2 i, ;Xn=Db;

ona:

e Une suite (S,) n € N*de termes général Sn tel que ;

b-—ag ., . . b
Sp=——>_ f(xi) qui converge vers A = I f(t)dt
n s a

vneN *;|A—Sn|sM(b—a)2
2n

Exemple

1
Déterminer une valeur approchée de l'intégrale A = J.O dx en partageant l'intervalle

X +1
[0, 1] en 5 intervalles de méme amplitude.

Solution

1

x? +1

Posons f(x) =

Vx e [0,1]; fest décroissante donc on a :

s, m=l{f(0)+ f(lj+ f(3j+ f(§j+ f(fj=o,83
5 5)7 N 5)TG)TTG

S, =M =l[f(lj+ f[3)+ f(§j+ f(ij+ F(1)=0,73
5|5 G) TG

On obtient ainsi s5s = 0,83 ; et S5 =0,73.

De méme déterminer une valeur approchée de

X2

1 R
A= J; e 2 dx, en par partageant l'intervalle [0, 1] en 10 intervalles de méme amplitude.
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VI) Calcul d'aires :

Situation probléme

L’unité de longueur est le cm ; I"unité d’aire est le cm? et les repéres utilisés sont
orthonormaux

ﬁgl ﬁgl ﬁgl

Dans chacun des cas ci-dessus :
a) Calcule I’aire du domaine colorié ;

b) Trouve une primitive F de la fonction f représentée puis calcule F(b)-F(a)
¢) Que constates-tu ?

Syntheése :

De fagon générale nous admettrons que lorsque f est une fonction continue sur un
intervalle [a; b] alors I’aire du domaine colorié ci-contre est égale a F(b)-F(a) ou F est une
primitive de f sur [a; b] ( I’unité d’aire étant I’aire du rectangle OIAJ ).

Par la définition de 1'intégrale définie, la surface entre une fonction f(x) et 'axe des abscisses
ou encore entre deux fonctions f et g ( f > g) et I'axe des abscisses est donnée
respectivement comme suit, lorsque x vadeaversb (a < b)

S = [ f(0dx (unité daire)

OusS = j:(f(x) — g()dx (unité d'aire)

NB : Dans cette intégration, les portions de surface au dessus de 1’axe des abscisses donnent
une contribution positive, tandis que les portions en dessous de I’axe des abscisses donnent
une contribution négative.

Ainsi quelques méthodes de calcul des surfaces sont illustrées dans les cas de figure qui
suivent :
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1° Cas :

as<x<b
M(x,y) € D<=>{

0<y<f(x)
Ainsi l'aire du domaine plan Da
est A(D) = [ F(x)dx (unité diaire)

2°™ Cas :
M(x,y) €D as<x<b
x,y) eD&s
Y f(x)<y<0
Ainsi l'aire du domaine plan

Dest A(D) = — j: f (X)dx (unité d'aire)

3™ Cas :
as<x<h

M) EDQ{gmsys F(x)

Ainsi l'aire du domaine plan limité
par les deux courbes (Cf) et (Cg) est :

AD) = [ ((0) - g(x))dx
(car (Cf) est au dessus de (Cg).

4™ Cas :
a<x<betb<x<c
M(x,y) eD<<3g(x)<y < f(x)et
f(X)<y<g(x)

Ainsi l'aire du domaine plan limité
par les deux courbes est :

AD) =[2(f(x) — g(x))dx + [ (g(x) -

[~

s

f(x))dx

Exemple

a

\
I~
\

o

X
2) Calculer puis représenter 1'aire A de 'ensemble des points M [yJ du plan compris

entre les courbes (Cf) et (Cg) de fonction respectives f(x) = 2x2—-2x + 1let

g(x) = x’ - 3x + 3 etles droites d'équations : x = —letx = 1.
3) Calculer puis représenter 1'aire de la portion du plan limité par la courbe (Cf) de la
fonction f(x) = 1- x” et les droites d'équations x = —2etx = 2.
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Solution

X
1) Calculons puis représentons l'aire A de I'ensemble des points M [ J du plan compris
y

entre les courbes (Cf) et (Cg) de fonction respectives f(x) = 2x*- 2x + 1let
g(x) = x* - 3x + 3etles droites d'équations : x = —letx = 1

La représentation des courbes (Cf) et (Cg) dans le repére donne :

&

Intégrale = -2,66667

A=l (f) = g())dx = [ ((2x* = 2x +1) — (x® - 3x +3))dx
=>A = f_ll(— x3+2x%+ x—2)dx = [—ix4 + §x3 + %xz - Zx] 1

1

:>A=[—§+ 24— 2]— [—i— 242+ 2]= —2(uA)
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2) Calculons puis représentons l'aire de la portion du plan limité par la courbe (Cf) de la

fonction f(x) = 1- x* et les droites d'équations x = —1 et x = 0.

La représentation de la fonction f dans le repére donne :

Int¢grale = 0,666667

A =f_01f(x)dx = f_ol( 1—x%)dx
an [x- 2

-1

=>A=[0]- [-1+ 3] = - 2(uA)
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EXERCICES

Primitives directes

En utilisant les formules de primitives directes, calculer I’ensemble des primitives des
fonctions suivantes :

I-f(x)= 4x3+x>—4 ; 2-f(x)=(x*-3)3 ;3-f(x)=%x3—§x2—1

SIO=NTEFZ @5 6 f0)=3(-x—2DBx+2)?
7-f(x) = Cos(~6x+5) : 8 f(x) =3Sin(1 —4x) ;9 f(x) =s——
0-fO)=Gras 1 f@) =G = H@x® — 4 +1)%512- f(x) = \/%
13- () = ﬁ 14 f(x) = (x — 1)(=3x2 + 6x + 7)%; 15- f(x) = \/%
16- f(x) = —XZCOSX__ 17 £(x) = 3Cos(2x + 1)Sin®(2x + 1) —1 — tang?x

(Cosx + Sinx)3 °

Primitives et linéarisation

En utilisant les formules de primitives directes, linéariser puis calculer I’ensemble des
primitives des fonctions suivantes :

1) f(x)=Sin’x ; 2) f(x)=Cos® gx : 3) f(x)=Sin’x+Cos’x
4 fOO)=Sin (~x+3) : 5) f(x)=Cos®(3x+ 1) . 6) f(x) = Cos’2x+Sin2x

Primitives vérifiant une condition

- Déterminer la primitive F de la fonction f vérifiant les conditions indiquées :

I-f(x)=x3—x*—1 et FO)=7 ;0 2-f(x)=(x—3)% et F(3)=0
W= G FO=0 5 4 f)=(=3) et F3)=0
5- f(x)szz"%;s et FO)=v5 : 6 f(x)ch:fx et F(Z)=1
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Sinx — Cosx

; _ 2inx = Cosx - : ) — cj 4 —
7- f(x) Cosix et Fm=1 ; 8- f(x) =SinxCos*x et F(mw)=0
- Soit la fonction f : R = R
3x3- 7x%+ 5x+1
X —
(x—1)2
1) Déterminer 1'ensemble de définition
C
2) Déterminer les réels a,b et c tel que : f(x) = ax + b + 12

3) En déduire la primitive de f qui s'annule en 0

Primitives et dérivées
1) Soit g la fonction définie sur ] 0 ; +oo[ par g(x) = xvx
a- Calculer la dérivée de g sur ] 0 ; +oof .

b- Soit f la fonction définie sur ] 0 ; +oo[ par f(x) = Vx.
c- Déduire des questions précédentes une primitive de f sur | 0 ; +oof .

- Soit les fonctions f et F définies par : f(x) = xV3 — 2x et F(x) = (ax? + bx + ¢)V3 — 2x

, ) , 3 ) o 3
Déterminer les réels a ; b et c tel queV x € ]—oo ;3 ], F soit une primitive de f sur ]—oo ; 5]

Intégrations a ’aide d’une primitive

- En utilisant les formules des primitives, calculer les intégrales suivantes :

)I=[(4x - 32> +2x—5)dx ; 6) 1= fzs %
2)1=[" Sin(—2x + m)dx ;D I= flz _\/x;%;s dx
T S C
4 by Iinx—CLosx
3) 1= [ vax + 9dx ;8 I= _me
2
V35
41=—4 [ = dx L9 1=}~ D - 3x+ 1)dx
1= [ (x + DVF F 2dx L 10 1= f (=20 + DVERT = Bx F A dx

279



Intégrations par parties

- En utilisant la formule de I’intégration par partie, calculer les intégrales suivantes :

1) = [§xSin2xdx : 4) 1= f_lz(x — 5)V2 — xdx
2 X . _ 2

2)1= f_l—m dx ; 5)1=[" (x+2)Vx + 1dx

3) 1= [ xax + 9dx . 6) 1= [%x?Cos(x + 1)dx

- Soient les intégrales I et J définies par : 1= [2(x + 1)Cos?2xdx et J=[2(x + 1)Sin®2xdx

1) Calculer : I + J.
2) Calculer : I - J en utilisant la technique de I’intégration par parties.
3) Déduisez — en les valeurs de I et J.

Intégrations par changement de variable

- En utilisant un changement de variable, calculer les intégrales suivantes :

DI= f_zl\/%dx ; 3) 1= f_lz(x + DVx2 — 2dx
2 x+2 7
)I=1=[", ——dx ; 4 1= [ (x +2)Vx + 2dx

Soit le polyndme p définie par : p(x) = x3 — 12x — 16.
1) Montrer que —2 est un zéro double de P.
2) Calculer I en utilisant la méthode de I’intégration par partie et la méthode par changement

de variable, I’intégrale : [ = [ 45 p(x)dx

Intégrales et suites

- Soit l'intégrale I, définie par :
T

I= 2 Sin"xdx

1) En utilisant la technique d'intégration par parties, trouver une relation entre I,, et [,, 4
(On posera : Sin™x = Sin™ 1x+Sinx.

2) Calculerly; Iy; 1, et I,
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2n+1

1
- Soit I'intégrale I, définie par : L= |, jﬁdx (n>0)

1) Calculer I,
2) En intégrant par parties, montrer que Vn > 1 ona:(2n+ 1), =v2 — 2nl,_;.
3) En déduire la valeurde I; ; I, et I5.

1 d
- Soit l'intégrale I, définie par : I,,= f —

0 C052n+ 1X
Y

1) Déterminer le seul réel a tel que : V x [O ; Z] ona:

1  aCosx aCosx

Cosx 1- Sinx ' 1+ Sinx
2) Calculer la valeur de I,.

3) Démontrer a l'aide d'une intégration par partiesque: Vn € N ona:

_ 2~ " 1 1 1
2nl, = 2n—-1)I,_, + 7z (On pourra poser : = X )

Cos®™ Ty Cos®™ Ix Cos’x

- Soit I'intégrale I,, définie par : I,,= fol x™/1 — x2dx
1) Calculer I;.

., . n-—1 n n-1
2) En intégrant par parties, montrer que [,,= T2 I,_, (onposera x" =xex )

- Soit I'intégrale In définie par :

1]
I,= dx neN
IO X" +1 ( )
1) Montrer que Vn e N ; I, est croissante et majorée.

1 . I .
2) Montrer que Vne N,ona: 1-——<1|, <1 En déduire la limite de la suite .

n+1
- Soit l'intégrale In définie par :

L= | “t"(Int)dt  (x>0) avec (n e N et différent de -1)
1) En intégrant par parties ; calculer I,* = J'lxt” (Int)dt.

2) En déduire le calcul de J,™ = let” (Int)*dt.
3) a) Calculer ,9-7,©.

1,(&)—J,(®)

c) Déterminer la limite de —
e

quand n tend vers + .
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- Soit I'intégrale I, définie par :

I,= Lix“h(1+-x)dx.(n eN)

Déterminer le sens de variation de I,

Soit I’intégrale J, définie par J,= J._ll.(t2 - 1) "dt (n appartenant a N)

: _~ ("2 _1)n
1) Démontrer que J,=2 L .(t 1) dt
2 Démontrer que pour tout n appartenant a N*,on a :

Jn: —2n In-l
1+2n
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m
) . : - 1
Soient les intégrales I et J définies par : [= |4 ———dx et J=|*

4dx
0 cos” X 0 cos” X

1) Calculer I

2) Soit la fonction définie sur [0, u] par: f(x) = sm3x
4 cos’ X
3 2

a) Montrer que V x [0, u] ona:f'(x)= ——-—
4 cos” X cos” X

b) En déduire une relation entre I et J.
c) CalculerJ.

Soient les intégrales suivantes :
u u 1
I= _[02 cos*xdx J= _LZ sinx et K= J:)z 2sin’ X cos” X dx

1) CalculerI-Jel+J+K
2) Calculer la primitive de Cos4x
3) En déduire la valeur de : I +J — 3K puis celles de I, J et K.

Exercice 7 :

Soient les intégrales I et J définies par :
n 1 -
~ cosX — sinX
I=I2+dxetJ= 2—————dx
0 cosX+sIinX 0 cosX+sIinX

1) Calculer I +J et I —-1J.
En déduire les valeurs de I et J.

Exercice 8 :

. . xe*
On se propose de calculer l'intégrale J définie par J = J.Olmdx
+€

X

1) Calculer les deux intégrales A et B tel que A J.; € et B= 'E(le—x)zdx
+€

1+e”
. . . 1 bt ct
2) Déterminer les réels a, b et c tel que S=a+ + )
(1+1) I+t (1+1)
1 1

3) Enposant t=e" dans I'égalité (1), calculer I = J.O (l—x)de
+€

4) a) A l'aide d'une intégration par partie, exprimer J en fonction de 1.
b) En déduire la valeur de J.
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1 . , i T,
On considére les intégrales I = J.O cos*xdx et J= J.O sin® xdx.

1. a) Montrer que l'intégrale I peut s'écrire [ = J.Oﬂcos X(cosX —cosXsin® X)dXx.
. . ) T 1
b) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que [ = IO sin’ de—g J.

c) Montrer de méme que J = J.Oﬁ cos’ de—é l.

2.a) Montrer que [ +J = 377[

b) Montrer que J - 1=0
¢) En déduire les intégrales I et J.
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Fonctions Logarithmes
Népériens

Objectifs

Ce théme vise a :

* définir et étudier la fonction logarithme népérien

!

o . u
 mettre en place les primitives de fonction de la forme ”

Savoirs et savoir-faire

SAVOIR

SAVOIR-FAIRE

* Fonction logarithme népérien :
- Définition, notation, propriétés,
représentation graphique.

- Limite de référence.
!

e u
- Primitives de ”
* Logarithme décimal : définition.

*Dérivée des fonctions du type (no(u) et
Ino(|ul)

* Résoudre des équations ou inéquations

faisant intervenir la fonction logarithme

népérien.

*Déterminer les primitives d’une fonction du
u,

type o,

 Etant donnée une fonction f faisant
intervenir la fonction logarithme népérien :

- Trouver les limites de f aux bornes de

son ensemble de définition ;
- Etudier les variations de f
- Représenter graphiquement f.
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1- Situation probléme :

1
Soit la fonction définie par f(x) = 2 S I’intervalle] 0 ; +oof.

a- Construis dans le plan muni d’un repére orthonormé (O ;7 ;] ) sa courbe ( C).

b- Calcule I’aire de la région du plan délimitée par la courbe ( C ), I’axe des abscisses et
la droite d’équation x = a aveca > 0.

c- Que peut-on conclure ?

Un mathématicien du nom de Napier ou Népere trouva la solution a ce probléme et lui donna
son Nom : Logarithme Népérien.

2- Définition :

On appelle fonction Logarithme Népérien notée (In), la primitive de la fonction x— 7 qui

prend la valeur 0 en 1 sur I’intervalle ] 0; + oo [

3- Conséquences de la définition

Par définition :

- La fonction logarithme est dérivable sur | 0; + oo [ et sa fonction dérivée est or
- La fonction logarithme est croissante sur | 0; + o[ carVx € |0 ; + oo ,
1
" > ().Tapez une équation ici.

- M1 =0;Vvxe |0;1[,Inx < O0et;Vx€]l; +o[, Inx > 0.
- Lafonction logarithme est une bijectionde ] 0 ; + oo dans R ; elle admet

donc une bijection réciproque de Rdans ] 0 ; + oof .
Remarque : un nombre négatif n’a pas de logarithme

Evaluation

Soita € ] 0 ; 1[. Résous dans R 1équation xIna>2

4- Ensemble de définition des fonctions logarithmiques :

- Sif(x)=Ilnx=>Df=]0; 4o
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Sif(x)=In(ax + b) =>Df={x/x €R; ax + b > 0}
Si f(x)=In[u(x)] =>Df={x/x € R; u(x) > 0}

Si f(x) = In (%) —>Df={x/x € R;%> 0}

Si f(x) =In|u(x)| =>Df={x/x € R; u(x) = 0}

5- Propriétés Remarquables :

Va>0etVb>0, ona:

1
Py: In(aXDb)=In(a)+ In(b) P6:lnx/a=lna5=%lna

Pzzln(%)=lna—lnb P;:ln(a)=In(b) > a=b
P3:ln(%)=—lna Pg:lne"=a et elna — 5
Py: In(a)"=nina Py:In(a)>In(b) ®a = b etin(a)=In(b) <> a = b
Ps: Ine=1letinl=0 Plozlna=b¢>a=eb
Evaluation

a- Calcule les réels suivants : A= [n2 +In3 -5ln9 ; B= ln% +In5 -3In36;

b- Exprime en fonction de [n2, les expressions suivantes : C = [n8 + %ln16 -2 ;
D=mn2+m(2+ v2)+ In(2 + V2 + V2) +in(2- V2 + V2).

c- Résous dans R les équations et inéquations suivantes :
Inx(2x +7) =In(x-3); In(x2-2x-3) = In(x + 7)
Inx + n(Bx +2)=n2x +3);In(x-3)=Inx+7)-n(x+ 1)
m(2x-2) + In(x+2) <3n2;In(x—2) + In(x +3) > 2In(x +1).
6- Limites remarquables

lim Inx = —oo; lim Inx = 4+
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x - 0 X > + oo

lim xlnx =0 et lim xninx =0
x =0 x >0
lim xinx = 40 et lim xnlnx = + o
X = + X — +o
. Inx . Inx
lim — = —o et lim —f = —o
X X
x -0 x -0
. Inx . Inx _
lim —=0 et lim — =0
X X
X — + oo X — + oo
lim Ot — 1 et lim % = 1 (Nombre dérivé de la fonction In au point 1)
x>0 -1

7- Dérivées logarithmiques:

La dérivée logarithmique d’une fonction u, est la dérivée de In|u|

Sif(x) =lnx => f'(x) ==

a
ax+b

- Sif(x) Infax + b| => f'(x) =

- Sif(x)=m(UX))= >f()— (x)

CSif) =in (M) o pry = LB VO
v(x) u (x) v (x)
u (x) v'(x)

- Sif()=In(U) e v(x)=>f"(x) = T

L Sif(0) = In [u@)]=> f(x) = nzgg

8- Primitives remarquables :

Activité
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En appliquant la technique de I’intégration par parties, calcule une primitive des fonctions :
x = Inx et x = In(ax + b). Ainsi on retiendra :

- Sif(x) =Inx =>F(x) =xlnx-x + K

- Sif(x) = In(ax + b) => F(x) = (x + 2)In(ax +b) — x+K

. Sif(x) = %=> F(x) = Inu@)|+ K

9- Etude de la fonction x » Inx:

Le nombre € est I'unique solution de 1’équation Inx = 1 avec e =2,718....

Soit f(x) = Inx etde courbe représentative ( C).

Df=]0; 4 oof
lim f(x) = —o0 et lim f(x) = + oo
x>0 x > +oo

Alors la courbe ( C ) admet des branches : x = 0 est asymptote verticale pour la
courbe ( C).

(x’Ox ) est branche parabolique (car lim lnTx =0)

X = +
fO) = lnx => f'(x) = 2> 0

D’ou le tableau de variation est le suivant :

X 0 + o0
f'(x) +

f(x)  '+00

- (C)@(OX) &lnx = 0&x = e= 1

Donc (C) coupe I'axe (0ox) en 1

- (O @(OY) => x = 0et f(0) = In(0) qui n’existe pas.
Donc (C) ne coupe pas 'axe (0y).

Ainsi on a la représentation graphique suivante :
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10- Fonction logarithme de base a :

a) Définition :
Soit @ un réel strictement positif et différent de 1. On appelle logarithme de base @, la
fonction définie par: log (x) :R} =R

l
x & log,(x)=2=.

lpa
N.B : Lorsque @ = 10, la fonction logarithme de base 10 est appelé fonction logarithme
l
décimale. Ainsi la fonction logarithme d’un nombre réel positif est noté log x = : nlxo
n

1
M= Inio est appelée la Mantisse du logarithme décimal ; ainsi log x = Me Inx.

b)_Propriétés :
P, :log(ab) = loga + logb P3:l0g(%) = loga — logb

P, : log(ab)" = nloga Py:log(10)"= n
Ps: (logx) =

xIn10
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11- Etude de la fonction log (x):

Soit f(x) = log,(x) etde courbe représentative ( C,).

1"Cas:0<a <1(lna<0)

Df=10;+ |
lim f(x)= 4o et lim f(x)= —oo.
x -0 X - + oo

Alors la courbe ( C) admet des branches : x = 0 est asymptote verticale pour la
courbe ( C).

(x’Ox ) est branche parabolique (car lim lnTx =0)

X — 4 oo
1

fx) =lnx => f’'(x) = =—< 0

xlna

D’ou le tableau de variation est le suivant :

X 0 400
f'(x) -

f@|ro—oou

- (O[FOX) @nx = 0&x = e= 1

Donc (C) coupe I'axe (0ox) en 1

- (O @(OY) => x = Oet f(0) = In (0) qui n’existe pas.
Donc (C) ne coupe pas 'axe (0y).

2™ Cas:a >1(lna>0)
Df =]0; + oof

lim f(x)= —o et lim f(x)= +oo.
x —>0 x — +oo

Alors la courbe ( C) admet des branches : x = 0 est asymptote verticale pour la
courbe ( C).

( x’Ox ) est branche parabolique (car lim lnTX =0)

X = +
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f(x) = lnx => f'(x) = ——> 0

xlna

D’ou le tableau de variation est le suivant :

x |0 +o0
f'(x) +
f(x) / + o

- (O[FOX) @nx = 0&x = e= 1

Donc (C) coupe 'axe (0ox) en 1

- (O @(OY) => x = Oet f(0) = In (0) qui n’existe pas.

Donc (C) ne coupe pas 'axe (0y).

NB : dans tousles cas, log,(x) =1<=>x = e

Représentation
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“—a >1

EXERCICES

Exercice 1 :

1) Exprimer en fonction de In2 les réels suivants :

A=In8+ %ln16 In2 ;B=In2+1In (2++2)+1n (2+«/2+\/§)+1n(2— 2+ﬁ)

anﬁ

3

3In22

c=1n2\/§+1n22—1ni :D=2In +/2 +1n+/2° -

NG

2) Résoudre dans R :

a) Les équations suivantes :

In(2x+7)=In(x—3);In (x> - 2x—3)=In (x + 7)
Inx +In(3x+2)=In(2x+3);In(x-3)=In(x+7)-In(x+1).
In(2x —2)+ In(x+2) =3In2 ; In (x-2) + In (x +3) =2 In (x +1).

Iny/2x-3 :ln(6—x)—%lnx ; In [x—1|+1n2x-1=0
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In vx+1 :ln(3—X)—%ln2X ;ln( x—1 j:o

2x-3
3(nx)*—7Inx+2=0; -5(nx)*+(nx)+6=0
b) Les inéquations suivantes :

In2-3x)>Inx ; In2x-5)+In(x+1)<2In2

In(x*+2x+2) 2 In(x*+x+3);In(x+8) —In(x+14)+In(x +2) < 0

In@2x-1)-In(1-x)<In3;In(x+1)>In@x-1)—In(x-1).
(Inx)’—Inx-6<0;(Inx )*+2lnx+1=0
In(x*+2x+2)>1In (3 +x —x%) ; In (5x* + 6x + 1) < 0.

¢) Les systémes suivants :

Inx+Iny=1 3
{x+y:15 _ {x2+y2=13 nx+iny=Iin>

InXx+Iny=1In36" |Inx+Iny=1In6 ’ 7

X+y=§
(Inx)e(lny)=-10  [5x+4y=12 ~|2Inx=Iny=0
Inx+Ilny=3 In(x—=1)+Iny=In3-In5 ~ |4lnx+Iny=3
Xey =243 ~[2In(x =1 +3In(x + y) = -2
4(log, y+log, x)=17 ’ |3In(x — 1)+ 5In(x + y) = —4.

Exercice 2 :

D Soit le polynéme p définie par p(x) = 2x° — 5x* — 4x + 3

a) Calculer p(-1) puis factoriser p(x) en trois produits de facteur du premier degré.

b) Résoudre 1'équation p(x) =0

¢) En déduire la résolution de l'équation : 2(In x)* — 5(Inx)*—4Inx +3 < 0

II)  Soit le polynéme q définie par q(x) = 2x> + 3x* — 8x + 3.

a) Calculer q(1) puis résoudre I'équation q(x) =0 et q(x) > 0
b) En déduire la résolution de :

- I'équation : 2(In x)’ +3(Inx)*—8lnx+3=0
- Tlinéquation 2(In x)’ + 3(Inx)*— 8lnx +3>0

Exercice 3 :

)] Dresser le tableau de variation des fonctions suivantes :

Dfx)=In2-x) ; 2)fx)=In(-x*+2x+3) ; 3)f(x)=xlnx—x; 4)f(x)=

2xXInx
X+1
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2X‘31j ;6) fx) = In [x* ~3x+2

5)f(x)=1In [

II) Soit la fonction f définie sur R par :

f(X) = (x+1)In[x+1] si x = -1
f(x)=0 si x=-1

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de fen -1
2) Dresser le tableau de variation de f puis construire sa courbe

III)  Soit la fonction g définie sur R — {-1; 0 ; 1} par g(x) = ( 21 5
X(X* —

1) Déterminer les nombres réels a, b et c tel que VX e ]1;+oo[
On ait g(x) = E+L+L

X Xx-=1 x+1
2) Déterminer une primitive de la fonction g sur J1 ; + [
3) A l'aide d'une intégration par partie, calculer : 1= Jj —( >Zln i()z

X" —

Probléme 1 :

L'objet de ce probléme est d'étudier, a I'aide d'une fonction auxiliaire, une fonction et de
résoudre une équation différentielle dont elle est solution.

A. FEtude d'une fonction auxiliaire

- In(1 + 2¢%).

Soit g la fonction définie sur R par g(x) =

X

1) Calculer g'(x) et montrer que ce nombre est strictement négatif pour tout x de
R.

2) Déterminer les limitesde gen- e t+

3) Dresser le tableau de variation de g.

4) Donner le signe de g(x).

B. Etude d'une fonction et calcul d'une aire :
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e** In(1+ 2¢%).

On note C sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repere orthogonal (unités
graphiques : 4 cm sur l'axe des abscisses et 1 cm sur I'axe des ordonnées.)
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1) Calculer f'(x) et montrer que pour tout réel x, f'(x) = 2e g(x).
2) a) Déterminer la limite de fen -
b) Déterminer la limite fen + . On pourra remarquer que :

si on pose X =1 + 2¢*, f(x) s'écrit 4%111—)(
(X-1)" X
3. Dresser le tableau de variation de f.
4. Tracer C.
5. Soit o un réel strictement positif.
. , e _X e
a) Vérifier que, pour tout réel x, =e —2—
1+ 2¢* e +2

En déduire la valeur de l'intégrale I(a)) = I
0

—dx
+2e
b) Calculer, a l'aide d'une intégration par parties, 1'intégrale : J(a) = J- f (x)dx
0
Donner une interprétation graphique de J(a).

C) Résolution d'une équation différentielle

—X

e
1+2e*
1. Vérifier que la fonction f étudi¢e dans la partie B est solution de (E).
2. montrer qu'une fonction ¢ est solution de (E) si et seulement si ¢ - f est solution de
I'équation différentielle. (E') : y' + 2y =0
3. résoudre (E') et en déduire les solutions de (E).
Probleme 2 :

On consideére I'équation différentielle (E) : y' + 2y =2

Le but de ce probleme est d'étudier dans la partie A la fonction numérique f définie sur

I Inx , . . . o\
10, + [ par f(x) =x + —+—-, de déterminer ensuite dans la partie B la position de sa

X X
courbe représentative par rapport a son asymptote oblique et enfin d'étudier une suite
récurrente dans la partie C, cette derniere partie étant dans une large mesure indépendante des
deux autres.

Partie A :

1) Soit g la fonction numérique définie sur 0 ; + [ par g(x) = X —x—2Inx+1
a) Montrer que la fonction g est dérivable et que pour tout x € 0, + [

X—1)(3x* +3x+2
g(x) = (xX=1)( . )

b) Etudier les variations de la fonction g puis déterminer le signe de g(x).

2) a. Déterminer les limites de fen O et en + .

9(x)

b) Montrer que pour tout x €]0,+ [ f'(x)= == puis donner le tableau de
X

variations de f.
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Partie B :

I' désigne la représentation graphique de la fonction f dans un repére orthonormal (O ; I, ]) ,
unité graphique 2 cm.

1.1 soit h la fonction définie sur |0, + [ par h(x) =x + In x.

a) Etudier le sens de variation de h puis montrer que 1'équation h(x) = 0 admet une solution
unique o sur l'intervalle [0,4 ; 0,7].

b) Montrer que l'on a : ¢ = a.

2) a) Vérifier que la droite A d'équation y = x est asymptote oblique a I' en + .
b) Utiliser les résultats de la question 1.a) pour déterminer les positions relatives de I et A.

3) Construire I' et A dans le repére ortho normal (O ; 1, J).
. . : : 1
4) a) Calculer au moyen d'une intégration par parties, l'intégrale I = J;Ztht dt.
¢) En déduire l'aire, en cm® de la portion de plan limitée par la courbe T', la droite A et
les droites parall¢les a 1'axe des ordonnées d'équation x = 1 et x = 2.

297



Partie C : Etude d'une suite
Dans cette partie :

e [ désigne l'intervalle [0,4 ; 0,7]
e (o estle réel mis en évidence au B. 1.
e ¢ estla fonction définie sur R par ¢ (x)=¢™

u, =0,4
e U est la suite récurrente définie par < et
u,, =@(U,) pourtoutneN

1) Montrer qu'on a pour tout x €1 :

a) p(X) € |
b) o '(x)]<0,7

c) |(p(x) - a| <0,7

x—a.

2) a) Montrer qu'on a pour toutn € N |un+1 - a| <0,7u, - a| puis en déduire par récurrence
qu'on a pour toutn € N|un - a| <0,3(0,7)".

b) Conclure alors quant a la convergence de la suite u.

3) Déterminer un entier p tel que pour n > p on ait |un - a| <10~ puis donné a l'aide de la

calculatrice une valeur approchée de u, a 10~ prés.
Probléme 3 :

Dans tout le texte e désigne le nombre réel qui vérifie In e = 1. On considere la fonction f

définie sur 0 ; + [ par f(x) = lnx—erxe
X

On note I sa courbe représentative dans un repere orthonormal (O, U,V), unité graphique :
2 cm.

Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire
On considére la fonction g définie sur 10 ; + ] par g(x) =-2In x —xe + 1.
1) Déterminer les limites de gen 0 eten + .
2) Etudier le sens de variation de g.
3) Montrer que dans [0,5 ; 1] 1'équation g(x) = 0 admet une solution et une seule
notée a. Déterminer un encadrement de o a 0,1 pres.
4) En déduire le signe de g(x) selon les valeurs de x.

Partie B : Etude de la fonction f

1) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
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2) Soit f'la fonction dérivée de f. Vérifier que f' (x) = 9(x)

puis étudier le sens de

X3
variation de fsur J0 ; + [.
3) Montrer que f(a) = I+ 0{2 €
2a

4) Donner le tableau de variation de f.
5) Construire T.

Partie C : Intégrale et suite

. n+l 1 en+l .
Soit I, = J. en tlztdt et A, = Ln f (t)dt pour tout entier naturel n.
e
N , TS . n+1 n+2
1) Montrer a l'aide d'une intégration par parties que : I, = —— ———
€ €

2) a) Montrer que A, = I, +e.
b) Calculer I et Ay.
c¢) Donner une interprétation géométrique de Ay.
3) Montrer que la suite (A,) converge vers e.

Probléme 4 :
Les butes du probléme sont 1'é¢tude de la fonction f définie sur l'intervalle 0 ; + [ par

In(e** —1) . o .
f(x) = ————=, puis la recherche de primitives de cette fonction.
€

Premiére partie : Etude de fonctions auxiliaires.

1) On définit la fonction g sur l'intervalle ]1 ; + [ par g(x) =2x —(x-1) In (x — 1).

lim XInx=0

a) On admet le résultat suivant : . En déduire la limite de g(x) lorsque

X—0
x tend vers 1.
b) Calculer g'(x) pour x appartenant a I’intervalle] 1 ; + [.

c) Résoudre lI'inéquation 1 — In(x-1)>0, d'inconnue x appartenant a I’intervalle] 1 ; + [.

d) Etudier le sens de variation de g sur I’intervalle] 1 ; + [.
e) Montrer que I'équation g(x) = 0 a une solution unique, notée a, dans l'intervalle
[e+1;e’ +1], et étudier le signe de g(x) sur chacun des intervalles] 1 ; a[ et Jo; + [.

) . - .. In(x* —1)
2) Soit ¢ la fonction définie sur 'intervalle] 1 ; + [ par ¢ (x) = ——=
X
. . lim o(X) lim p(X)=0
a) Déterminer et prouver que
X—1 X —> 40

b) Calculer ¢ '(x) et montrer que ¢ '(x) est du signe de g(xz) sur I’intervalle] 1 ; +
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c) Montrer que ¢ est croissante sur I’intervalle] 1 ; \/E [et décroissante sur ’intervalle]

Ja i+ L

Deuxiéme partie : Etude de la fonction

1) Vérifier que pour tout x appartenant a I’intervalle] 0 ; + [on a f(x) = ¢ (e").

2) En déduire :

a) La limite de f(x) lorsque x tend vers 0.

b) La limite de f(x) lorsque x tend vers +

c) Le sens de variation de f sur I’intervalle] 0 ; + [et que f admet un maximum en

In (Ver )
2Na

3) Montrer que, pour tout x de I’intervalle] 0 ; + [, f(x) < po—
a —

4) Reproduire le tableau suivant et le compléter en donnant des valeurs approchées a
107 prés :

X

0,1 0,5 1 1,5 2 3

f(x)

5) Représenter graphiquement f dans un repere orthogonal, d'unités 5 cm en abscisse et
10 cm en ordonnée. On prendra 10 comme valeur approchée de a.

Troisiéme partie : Recherche de primitives de f

X X

1) Verifier que f est solution de I'équation différentielle y ' +y= — i Xe "
e” — e” +
2) On pose h(x) = Xe - f
e" -1 e’ +1

a) Trouver une primitive H de h sur I’intervalle] 0 ; + [
b) En déduire les primitives F de f sur 'intervalle] 0 ; + [.

Probléme 5 :

Soit f la fonction définie sur I’intervalle] 0 ; + [ par f(x) = xIn(x”) — 2x.

On

désigne par (C) sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repere orthonormal

(O;1,]) ;unité graphique 1 cm.

Partie A : Etude de f.

1) Montrer que, pour x >0, f(x) = 2xInx — 2x puis que f(x) = 2X1n£
€

2) a) Etudier la limite de fen + .
b) Montrer que f est dérivable en tout x > 0 ; calculer f'(x) pour x > 0.
c¢) Etudier le sens de variation de fsur |0 ; + [.
d) Donner le tableau de variation de fsur J0 ; + [.
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3) Déterminer par le calcul l'abscisse du point d'intersection de la courbe (C) avec axe des
abscisses.
4) Montrer que l'équation f(x) =2 admet sur l'intervalle [1 ; 5] une unique solution et en
donner la valeur décimale arrondie 4 107
Partie B : Calcul d'aires.

F0)=0

1) Soit F la fonction définie sur l'intervalle [0 ; + [ par Ix2
F(x)=x? lnX_T si>0

lim XInx=0 . L
a) On admet que 0 ; montrer que F est dérivable en 0 et préciser F '(0).
X—>

b) Montrer que, pour tout X appartenant a |0 ; + [, F '(x) = f(x).
2) On considere pour chaque entier n positif ou nul, la droite D, d'équation y = nx. On
trouvera en annexe un tracé de la courbe (C) et les droites Dy, Dy, D».

a) Déterminer les coordonnées du point I,,, d'abscisse strictement positive, intersection de
(C) et de D,. On appelle P, le point de I'axe des abscisses de méme abscisse que I,
Placer les points Iy, 11, I, Po, Py, P2, sur la figure donnée en annexe.
b) Déterminer la position relative de (C) et de Dn pour les abscisses appartenant a
10;+ [
3) Pour tout n > 1, on considére le domaine A, situé dans le quart de plan défini par x > 0 et
y >0, délimité par (C), D, et D,. On note a, son aire, exprimée en unité d'aire.
a) Faire apparaitre les domaines A; et A sur la figure.
b) Calculer l'aire t, du triangle OP,l,, en unités d'aire.
c) Calculer l'aire u,, en unités d'aire, du domaine situé dans le quart de plan défini par
x >0 ety >0, délimité par (C), I'axe des abscisses, et les paralleles a I'axe des ordonnées
passant par Py et P,,.

d) Vérifier que l'aire vy, en unités d'aire, du domaine situé dans le quart de plan défini par
2

. . e’ .
x >0 ety >0, délimité par (C), I'axe des abscisse et Dy, est v, =t, —u, = 7(e -1).

e) Calculer alors ay,.
4) Montrer que la suite (a,) est une suite géométrique. En préciser la raison et le premier
terme.

Probléme 6 :

A) Etude d'une fonction

On consideére la fonction f définie sur ]0; + [ par f(x) =1 +ln_x. Sur C la courbe
X

représentative de f dans le plan rapporté a un repere orthonormal (O ; i, ]) ; unité graphique :
5 cm.

1) Calculer les limites de fen 0 et en + . Déterminer les asymptotes de C.
2) Etudier le sens de variation de f. Dresser le tableau de variation de f.

301



3) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet sur l'intervalle F ; 1} une solution unique,
€

notée a. Déterminer un encadrement de o, d'amplitude 102, Donner, suivant les
valeurs de x, le signe de f(x) sur ]0 ; + [.
4) Tracer la courbe C.

B) Calcul d'aire

1) Déterminer une équation de la tangente D a C au point d'abscisse 1.
2) a)soit ¢ la fonction définie pour tout x > 0 par: @ (X) =x — x* + Inx. Calculer @ '(X).
En déduire le sens de variation de ¢, puis le signe de ¢ (x), sur l'intervalle |0 ; + [.

b) Montrer que, pour tout x >0, f(x) —x = M
X

¢) En déduire la position relative de C et de D.

3) On considéere le domaine limité sur le graphique par 'axe des abscisses, la courbe C et
la tangente D.

a) Hachurer ce domaine.

b) Soit A son aire, en cm®. Ecrire la valeur exacte de A comme expression polynomiale
du second degré en o.

C) Etude d'une suite

. . < e 1 . .
Soit x¢ un réel appartenant a l'intervalle }— ; a[ on note My le point de C d'abscisse X.
e

1) a) Donner une équation de la tangente Fy a C en My, en fonction de Xy, f(X¢) et f' (xo).
b) Soit x; 'abscisse du point d'intersection de Fy avec des abscisses. Ecrire x; en fonction
de x0, f(x¢) et £'(xo).

2) On considere la fonction h définie sur }l ; a[ par h(x) = x- ff'((x)) (On remarquera que
€ X
h(xo) =x1)
a) Montrer que h'(x) = M
(']
b) Calculer f"(x) et étudier son signe sur }l ; a[ .
€

s . . 1 .
c) En déduire que h est strictement croissante sur }— ; a} , puis montrer que X;< d.
e

f(x)
f'(x)

d) En écrivant h(x) —x = - , ¢tudier le signe de h(x) — x sur }l ; a[ . En déduire
e

1
que E<x0<x1<a

3) a) Démonter que, pour tout X appartenant é}l ; a} , h(x) appartient a }l ; a} .
e e
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b) On consideére la suite (x,) de réels définie par x¢ et x,; = h(X,) pour tout entier
naturel n. Montrer que la suite (x,) es strictement croissante.

Probléme 7 :
D Soit la fonction g définie sur ]0; + [ par g(x) =-x*+ 1 —Inx

1) Dresser le tableau de variation de g.
2) Calculer g(1) puis en déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

1)) Soit la fonction f définie sur ]0 ; + [ par f(x) = -% X+1+ Inx

2X

1) Dresser le tableau de variation de f.
2) Démontrer que 1'équation f(x) = 0 admet 2 solutions ¢ et S (a < f).

3) a) Montrer que la droite ( A) d'équation y = - % X +1 est asymptote a la courbe (C) de
f.
b) Etudier le signe de f(x) — (— % X+ 1] puis en déduire la position de (C) et (A).
4) Tracer (C) et (A) dans le méme repere.
Probleme 8
Partie A :

On considére la fonction g définie sur 10, + [ par g(x) =x*+2—-21Inx

1- Etudier les limites de la fonction g aux bornes de son ensemble de définition.
2- Dresser le tableau de variation de g puis en déduire son signe sur |0, + [

Partie B :

On considére la fonction f définie sur 0, + [ par:
1 . , . . , = =
fx)=x+2e nx et soit (C) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (0,1, J)
X
d'unité graphique 2 cm.
1) a) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

b) Etudier les variations de f et dresser sont tableau de variation.

¢) Montrer que la droite (A) d'équation y = x est asymptote a la courbe (C), puis

étudier la position de (C) par rapport a la droite (A).

2) Déterminer les coordonnées du point A sachant que la courbe (C) admet au point A une
tangente (T) paralléle a (A).

3) Montrer que l'équation f(x) = 0 admet une solution unique a et que o € {%;1} .

4) Tracer (C) et (A) dans le méme repere.
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5) Hachurer puis calculer 'aire du domaine plan limité par la courbe (C) ; la droite (A) et les
droites d'équation x =1 et x = 2.

Probléme 9 :

Partie A :
1) On considére la fonction numérique g définie par g(x) = 1 +x* — 2x° In x
a) Dresser le tableau de variation de g.
b) Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique o telle que
1,89 <a < 1,90.
c) Déduire de ce qui précéde le signe de g(x).
2) On considére la fonction numérique f définie sur Jo, +[ par f(x) = lln X2 et soit (C)
+ X
sa courbe représentative dans le repére orthonormé (0,1, J) d'unité graphique (2 cm).
a) Dresser le tableau de variation de f.
b) amplitude 2.107.
c) Tracer (C) dans le repére.
Partie B :

On considére la fonction numérique définie sur ]0, + [ par : F(x) = J.] i (t)dt

1)

a) Prouver que F est dérivable sur ]0; + [ et préciser F'(x).
b) En déduire le sens de variation de F.

2) a) Vérifierque Vt>1ona: Int < f@®)< 1r12t
(1+1) t
b) Pour tout x > 0 on pose I(x) = _[ «Int —dtet J(x) = J. Int
1+ t)

1) a l'aide d'une intégration par parties, calculer I(x)
i1) a l'aide d'une intégration par partie et de 1'égalité :

! = Lo pour t > 0, calculer J(x).

t(I+t) t 1+t

c¢) Déduire de ce qui précede que VX >1 ona:

X Inx Inx 1

X+1 X+1 X X

In2 +1n (—j——< F(X)<1-—=——

d) Onadmet que limi  F(x) = 6. Sans calculer 6 vérifierqueIn2< 6 <1

X—+
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Probléme 10 :

On considére la fonction g définie sur l'intervalle I = [— %;+oo[ par g(x)=In(1 +x)—x +

—X—ln(21+x) Six#0

x> 3 f(x)=
Y et la fonction numérique f définie sur ]-1 ; + [ par:

f(o):%

1) a) Démontrer que pour tout réel t >0 ; -2t°< g'(t) < 0
b) Démontrer que pourt e [— %;0} ; 0<g'(t) < 2t
2) En utilisant les inégalités précédentes, démontrer que pour toutx € [o;+[ ona:

1 . . .
) x* < g(x) <0 (on utilisera une intégration).

“90, 1 x
X 2 3

b) En utilisant l'inégalité de la question 2) ; démontrer que f est dérivable en 0.
c) fest — elle continue en 0 ? Justifier votre réponse.

3) a) Vérifier que pour tout x > - % etx#0; f(x) =

_— 2 _—
4) Soit h la fonction définie sur | -1 ; + [ par : h(x) = );—2)( +2In(1+ Xx)
+ X

a) Etudier le sens de variation de h. Calculer h(o) et en déduire le signe de h(x) sur ]-1 ; + [
h(x

X3

b) Démontrer que pour toutx € J-1 ;+ [U]J0;+ [ona:f'(x)=

c¢) Dresser le tableau de variation de f en précisant les limites de f aux bornes de son ensemble
de définition.

5) On appelle (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repére orthonormal
(0, T,]) dunité graphique 2 cm.

a) Déterminer I'équation de la tangente (T) a (C) en son point d'abscisse O.

b) Préciser les asymptotes a (C) puis construire (C).

c) Calculer en cm2 l'aire A(a) du domaine plan limité par la courbe (C) ; 1'axe des
abscisses et les droites d'équations x = 1 et x = o (a0 > 1). Déterminer la limite
A(a) lorsque a tend vers + .
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Probléme 11 :

A) Soit k un nombre réel strictement positif, soit la fonction numérique fy définie sur
10;+ [ par: fi(x) =k - %—%lnx.

On appelle (Cy) la courbe représentative de fi dans le plan muni d'un repére orthonormé
(0, T,]) ou l'unité est 5 cm.

1) Etudier les variations de fi et dresser sont tableau de variation en précisant les limites
de fi aux bornes de son ensemble de définition.
2) Soit M le point de (Cy) correspondant au minimum de fy. Déterminer dans le repére

o, 1, I) une équation cartésienne de 1"'ensemble (I") des points My quand k décrit
10, + [
3) Tracer sur une méme figure les courbes (C,) et (I") apres avoir précisé leur position
relative.

B) Soit f' la fonction définie sur ]0 ; + [ par: f(x) = %Xz —i—%lnx

1) On note o un nombre réel strictement positif

1
a) A l'aide d'une intégration par parties calculer f Inxdx. En déduire la valeur de

1= [ f(xdx

b) Déterminer la limite de I(a) quand o tend vers + .

n
2) Pour n entier naturel supérieur ou égal a 2. On pose S;, = lz f (Ej
p=1 \ N

a) En utilisant le sens de variation de f sur 0 ; 1], démontrer que pour p entier naturel

P+1
vérifiant 1< p<n-1 ona: lf(PJrlJSJ.P”f(X)dXSlf[E)
n — n n

n

js IGJSSn puis quel(ljssn < |(1)+lf[lj
n n n n n
1

lim =

n
g 1 (1
b) En déduire que : S,, - — f(_
n n
1 S
c¢) En déduire que : n

W

n — +oo
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Probléme 12 :

In(x+1) si x>0
Soit la fonction f définie sur Jo, +[ par: f:x— X
f(o)=1

On note (C) sa courbe dans le repere d'unité graphique 2 cm.

Partie A : (Encadrement de In(x+1)).

1- Montrer que VX>0 ona:1-x< LSl
X+1
2

2- FEtudier rapidement les fonctions x —»In(x+1)—xetx — In(x+ 1) —=x + X7

2
puis en déduire que VX>0 ona:x - XTS lin(x+1)<x (1)

Partie B : (Etude d'une fonction auxiliaire)

Soit g la fonction définie sur [0, +[ parg(x)=In(x+1) - 2—X2
X+

1) Montrer que g est dérivable puis calculer g'(x).
2

2) Montrer que VX=>0,ona0<g'(x)< XT En déduire que VX>0,o0na:

0<g(x)< % )

3

(on pourra étudier la fonction x> g(x) - i(—z)

Partie C : (Etude des variations de f)

1) Montrer que f est dérivable sur Jo, + [ et calculer f'(x).
2) Etablir que VX >0 ; g(x) < In(x+1) - Ll Puis grace a la relation (2). En déduire le
X+

sens de variation de f.
Partie D : (Etude de f aux bornes de I'ensemble de définition)

1) Déterminer la limite de f(x) quand x tend vers +
X—In(x+1) 1
2) Montrer que ! X2 ~ 2 (on pourra utiliser (2) )

X—0
En déduire que f est dérivable en 0 et calculer £'(0).
Donner une équation de la tangente (T) a (C) au point d'abscisse 0 et grace a (1), préciser la
position de (C) par rapport a (T).
3) Dresser le tableau de variation de la fonction f.
4) Tracer la courbe (C) et la droite (T) dans le méme repére.
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Problémel3 ( non corrigé)

Partie A :

On considere la fonction f définie par f(x) =In (1
+

X . , .
j et soit ( C ) sa courbe représentative
X

dans le repére orthonormé ( o,1,j).
1) Déterminer I’ensemble de définition Dedef

2) Calculer les limites aux bornes deDs puis en déduire que ( C) admet deux

asymptotes dont on précisera les équations.
3) Dresser le tableau de variation de

4) a-Ecrire une équation de la tangente ( T ) a la courbe ( C ) au point d’abscisse 1
b-Etudier la position de ( C ) et ( T ) puis tracer ( C ) et ( T ) dans le méme

repere.
0
5) On consideére I’intégrale I définie par I= L f (x)dx.

a-Calculer I en utilisant une intégration par parties.

b-En déduire en cm*I’aire A de la partie du plan délimité par la courbe (C ), la

tangente ( T ) et la droite d’équation X:_?

Partie B :

On considére dans cette partie la fonction numérique h définie sur JO;%J par

h (x)= %f(cosx) ou fest la fonction définie dans la Partie A :

1) Vérifier que h est la primitive qui s’annule en % de la fonction g définie par

1
gx)= —
Sin X

2) Calculer I’intégrale K= F ! dx

z

< sin X

2cos" X

3) Soit I'intégrale ( I, ) ; n appartenant a IN définie par I, = J. dx

T sinX
a-Calculer Iy et I;

b- Calculer I’intégrale Ifcos” Xsin X dx

3

c- En déduire I’expression de I,-I,+2 en fonction de n puis calculer I,,15,14 et Is
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Problémel4 ( non corrigé)

PARTIE A :
Soit g la fonction définie sur |0 ; +oo[ par g(x) = @(z + 3x - 1- [nx. On désigne par Cg
la courbe représentative de g dans un repére orthonormé( O ; 7 ; J) d’unité graphique 1cm.
1) Etudier les limites de g en 0 et en + oo.
2) Etudier les branches infinies de la courbe Cg.
3) Etudier les variations de g.
4) Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une solution unique a dans I’intervalle[ 2 ;3 ].
Déterminer un encadrement de o & 1072 prés par dichotomie.
5) Déduire de ce qui préceéde le signe de g(x) en fonction de x.
Interpréter graphiquement le résultat.
6) a- Tracer la courbe Cg.
a- Discuter graphiquement suivant les valeurs du périmeétre réel m, le nombre de
solution de 1’équation g(x) =m

PARTIE B :

Soit la fonction définie sur ]0; 4oo[ par f(x) = . On désigne par (Cf ) la courbe

x?%—xlnx
représentative de f dans un repére orthonormé (O ; 7 ; j) d’unité graphique : 1 cm.

1) a) Montrer que pour tout x de ] 0; + oo[, ona x > Inx.
b) justifier que la fonction f est bien définie sur ]0; +oof.

2) Etudier les limites de f en 0 et en +00. Que peut-on en déduire ?
x

3)a- Monter que pour tout x de ]0; +oo[ , f’(x) = %

b- Dresser le tableau de variation de f.

¢ — Montrer que f(a ) = puis en déduire un encadrement de f( a ).

a(a—1)
4) Déterminer une équation de la tangente ( T ) a la courbe (Cf ) de f au point d’abscisse 1.
5) Résoudre I’équation f( x ) = 0 puis tracer la courbe (Cf ) et la tangente ( T ) dans le méme
repere.
1
X
x—Ilnx
b- Soit A(a) I’aire de la partie du plan délimité par la courbe (Cf ), I’axe des abscisses et
les droites d’équations x =1 etx = .
Montrer que A(a)=2In( @ — 1) puis en déduire un encadrement de A(@).
7) Soit n un entier naturel supérieur ou €gale a .

6) a- Montrer que pour tout x € ]0; +oo[ ,ona: f’(x)=

a- Calculer a, = [ 1n f(x)dx. Interpréter graphiquement ce résultat.

b- Calculer la limite de a,lorsque n tend vers +co.
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PARTIE C:

X
Soit la fonction &,déﬁnie sur R par h(x) = | 1e f(t)dt. On désigne par (C[[IE) la courbe
représentative de %dans un repére orthonormé (0 ; 7 ; J) d’unité graphique : 1 cm.

1) a- Montrer que h(x) = In(e* — x).
b- Montrer que pour tout nombre réel x ,ona: e* > x.

2) a-Calculer lim h(x) puis lim P

X > —00xX — — 00

Que peut-on en déduire pour la courbe (C[[IE) ?

1
b- Montrer que pour tout nombre réel x ,ona: h(x)=x + In (1 - —)

ex
En déduire  lim h(x)
X — 4+ oo
3) a- Montrer que la droite ( A ) d’équation y = x est asymptote oblique a la courbe (CI]E

) au voisinage de + co.
b- Etudier la position relative de (C[IIE) etde (A).

4) Dresser le tableau de variation de [ﬂ}puis tracer.

Problémel5 (non corrigé)

PARTIE A :

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = ln( 2x + V4x? + 1). On désigne par (Cf) la
courbe représentative de f dans un repére orthonormé(O ; T ; J) d’unité graphique lcm.

1)
2)

3)
4)
5)
6)
7)
8)

Montrer que f est impaire.
2

Montrer que f est dérivable sur R puis montrer que sa dérivée f'(x) = ———.
1/4x2 +1
Dresser le tableau de variation de f.

Etudier les branches infinies de la courbe (Cf).

Trouver une équation cartésienne de la tangente (T ) a (Cf) au point d’abscisse nul.
Préciser la position de ( T ) et (Cf).

Tracer la droite ( T ) et la courbe (Cf)

Soit o un réel strictement positif. Calculer en fonction de a , I’aire de la partie du plan

délimitée par la courbe (Cf) et les droites d’équations respectives x =0,y =0 et x = a.
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PARTIE B :

1) Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque g définie sur un intervalle I
que I’on précisera.
2) Construis dans le méme repere que (Cf) , la courbe (Cg) de la fonction g.
1 —
3) Montrer que pourtoutx € Lona: g(x) = 2 (ex —e x).
4) Montrer que I’équation g(x) = x admet dans I’intervalle ] 0 ; + oo [ une solution
unique @ et que OLE _Tﬁ ; ?[
5) Calculer en fonction de o 1’aire du domaine limité par les deux courbes (Cf) et (Cg)
et situées dans le demi-plan x > 0.
PARTIE C:
o . o gx)
On considére la fonction ¢ définie sur R par @ (x) = 21"

1)
2)

Montrer que ¢ est une bijection de R sur un intervalle J que 1’on précisera.
On pose h(x) = ¢~ 1(x). Donner les expressions de h(x) et h' (x).
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Fonctions Exponentielles

Objectifs

Ce terme vise a :

* Définir et étudier les fonctions exponentielles et puissances ;

* Mettre en place les primitives de fonctions de la forme u” e* et u’u® (ae R\ {—1}).

Savoirs et savoir-faire

SAVOIR

SAVOIR-FAIRE

* Fonction exponentielle népérienne :

- définitions, notation, propriétés,

représentation graphique ;

- limite de référence ;

- primitive de u'e"
* Définition de la fonction exponentielle de
basea (a € R})
* Définition de la fonction puissance
d’exposant réel non nul.
e Primitive de u’ X u™ (n € R —{—1}).
* Croissance comparée des fonctions
logarithme  népérien,  exponentielle et
puissances.
* Dérivées de fonctions du type expo, u®
(e R).

+ Etant donnée une fonction faisant intervenir
la fonction exponentielle népérienne ou une
fonction puissance, 1’étudier et la représenter
graphiquement.

» Résoudre des équations ou inéquations
faisant intervenir des fonctions
exponentielles.
* Déterminer les primitives d’une fonction du
type :

- u'xu'*(n € R—{-1}).

u'e

« Utiliser les limites sur la croissance
comparée pour calculer d’autres limites.
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1- Situation probléme :

On sait que la fonction Logarithme est une bijection de R’} dans R. Elle admet une

bijection réciproque de R vers IR’} ayantle méme sens de variation que la fonction
logarithme.

2- Définition :

La fonction exponentielle noté « expox » ou « €% » est la fonction réciproque de la fonction
Inx définie sur R=]— o0 ; + oof

3- Ensemble de définition de la fonction exponentielle :

Si f(x)=e€* alors Df =R=]— o ; + o[
NB .

Vx € R, e* > 0 (car la fonction exponentielle est la bijection réciproque de la fonction
logarithme Népérien. Elle prend ces valeurs dans R7).

4- Propriétés remarquables :

P, : %P = (e®)b P,: %t P=p% x e?
a

. ,a—b _e_ —-a __1
P;:e = oD Ps:e = )
Ps:(e®)™" = ™4 Pe: e =ine®*=gq
P,:el=1ectel=¢c Ps:lne= e™=1
Py:e%=elea = b Po:e%>eloa>bete?<elea<b
Pllzea=b¢>a=lnb

5- Limites remarquables :
lim e¥ = 0 et lim e¥ = 4o
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X > — X — + oo
lim xe* =0 et lim x"e* =0
X > — o0 X > —
lim xe* = + o0 et lim x"e* = 4+ o
X — + oo X = + o
X X
lim %:o et lim ;—n=0
X > — o0 X > — o
. ex , ex
lim ~ =t et lim = t®
X — + oo X = + o
. e*—1 . a”
lim = 1 etpoura >0,ona: lim m=+oo et
x - 0 x > + o0

6- Dérivées remarquables :

7-

8-

Sif(x) = e => f'(x) = &
Sif(x) = @D => f'(x) = ge@+D
Si f(x) = elt®] => (%) = u/(x)elt®)]

Primitives remarquables :

Sif(x) =e¥=> F(x) =e* + K
Sif(x) =@+ D) => () == @+ 4k

Si f(.X') = u’(x) e[u(x)] => F(x) = e[u(x)]_l_ K

Etude de la fonction x — e*

. a*
lim x—p =

X = 4+ oo

+ oo
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Soit f(x) = e* et (C) sa courbe.
Df=R=]-00; +oof

lim f(x)=0 ; lim f(x)=+4+o

X —> — 00 X = +oo

(G ). admet des branches infinies : y = 0 est asymptote a (G ). et (Y'OY ) est branche
parabolique pour la courbe (G).

f(x) =e*=>f'(x) = e¥ => f’(x) > 0

D’ou le tableau de variation est le suivant :

f'(x) +

f(x)  » t o

- (G) @(OX) &e*X = 0 &x = [n0impossible
Donc (C) ne coupe pas l'axe (0X).

- (G)N (OY)=>x = 0et f(0)=e¥ =1,
Donc (C) coupe l'axe (OY) en 1

Ainsi on a la représentation graphique suivante :
!
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NB : les courbes représentatives des fonctions x — Inx et x = e* dansun repére
orthonormé, sont symétriques par rapport a la droite ( D )d’équation :
y = x ( premiere bissectrice )

Inx

Evaluation

Activité 1 :

Simplifie les expressions suivantes :

_ ,ln3 _-In2 “Insg ~In; . _ 3 1 e?
A=e™_¢ +ez" —2e 4 ; C=-21Ine®+ Inve — In(lne) + Eln(?)

Activité 2 :

Résous dans R les équations suivantes :




X

+1

e 1oe-et e 1
-4 2 e +e” e -

9- Fonctions puissances :

a)Définition :

On appelle fonction puissance toute fonction f, définie sur ] 0 ; + oo [ par:
fa(x)=a* = e*™2,0u a est un nombre réel positif et différent de 1.

b) Etude des fonctions puissances :

- Dérivée :f,(x) = (") = [nae*?, dou: f,(x)=a*lna

- Tableaux de variation :
Les tableaux de variations suivants résument 1’étude de f, suivant les valeurs de a.

1 cas : Si0 < a < 1 alors on a: le tableau suivant

fa,(x) -

e ——o
0

2%me ¢as : Si a > 1 alors on a : le tableau suivant

x |—oo T

fo' () +

fa(x)  " too
0

- Représentations graphiques:

317



“— a >1

1 2 3
_l,,
-2l
Evaluation
Activité 1
Résous dans IR les équations et inéquations suivantes :
a- 3*=4 ; b-2¥=3 ; c4*=3 ;d-3*>6 ; e 27*>3 ; fL 37X < 3%

Activité 2

Dans le plan rapporté a un repére orthonormé (O ; 7; J), trace la courbe représentative de
chacune des fonctions suivantes :

a f) =2 b f0=(2)
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EXERCICES

Exercice 1 : Simplifier les expressions suivantes :

—lni l+ln 4

1
—In8
A:elns_e-ln2+ g2 _J¢ 4 PB= g3 g2 _g3h2 o2

2 p— l e 1 e—ln2
C= —21ne3+lnx/g—1n(lne)+lln(lezj ‘D= n\/z_Jr +
2 \2 1+Ine’> In(elne)
Exercice 2 :
D Résolvez dans R les équations suivantes :

e =2 ; ele; eX:—% ;e =42

3
2) ex—z :1 : eSxH — e—x+3 : eX2+1 — e2x
3) 3*=4 ; 2°=3; 47*=3
X X -X 2x
4) e” +1 :l , e € -1 € _ 1
e’ -4 2 e’ +e”" e*+1 e

5)x*+3x—4=0 et e +3e*—4=0
6)2x*—5x+2=0 et 20> —5e*+2=0

1)) Résolvez dans R les inéquations suivantes :

e <2 ; e*=21 ; e <e
2) (" =1)@Ee*-4)<0 ; € -DR2e*+1)=0
3)3*>6  ; 27=3 ; 37*<3*

4)x*+2x-3<0 et e +2e*-3<0
5)x*—x-2>0 et 4°-2-2>0

III)  soit la fonction polyndme définie par f(x) = x> — 4x* — 29x — 24

1) Calculer f(-1) et f(-3) puis en déduire une factorisation de f sous forme d'un produit de
3 facteurs du premier degré.

2) Résolvez I'équation f(x) =0

3) En déduire la résolution de I'équation : e** —4e* —29-24e™* =0

IV)  Résoudre les systémes suivants :

X y _
2e* —e¥ =15 e +e =3 e*e¥ =8
a) b 3 c)
e*+2e¥ =40 e’x+e’y:5 e“+e’ =6
e¥+e’ =5 3e* -2lny =13
d e) ny
e’ =6 5¢* +3lny=9
el xe¥? =2 ) 2X 22V =0 h) 3 %31 =
Inx+Iny=In(x-1)+In(y—1) = |2*+22 —0 3239 Z 3
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Exercice 3 :

I Calculer la limite des fonctions suivantes aux bornes de leur ensemble de
définition :
Dfx)=x-¢" ; fx)=x+e* ; fx)=xe" ; f(x)=xe™
eX eX ) eX
2) f(x) = ;o fx)=—— ; fx) = ; fx)=
M= = (x) 0=
2X 1 .
D= =xe - = T
—€e
II) Déterminer la dérivée des fonctions suivantes :
1
D fx)=e™" ; fx)=e" ; f(x)= e
Dfx)=2x-1)¢e" ;fx)=x-17e" ; fix) =x*+1)¢e”?
x 1
3) f(x) = f— ; f(x)=In(e*+e™) ; f(x)= xeX
e” +1
Exercice 4 :
D Déterminer la primitive des fonctions suivantes :
Iy >
Difx)=e* ; fx)=e2 ; f(x)= xe"
1 - e e
) f(x)= —ex ; f(x)= ; f(x)=
) f(x) - (x) 7 (x) o7
3
3) f(x) = Xl ; flx) =2% ; f(x)= x*
e” +1
1)) 1) déterminer les réels a et b pour que la fonction F soit une primitive sur R de la
fonction f.

a) f(x)=(2x + 1)e* et F(x) =(ax + b)e*

b) f(x)=(x+ 1)e_7 et F(x) = (ax + b) e?

2) Déterminer les réels a, b et ¢ pour que la fonction F soit une primitive sur R de la fonction

a) f(x)=x"-1)e™ et F(x) = (ax” + bx + ¢)e™*
b) f(x)=(x*-3x+ 1)e™ et F(x) = (ax> + bx + c)e™™
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Probléme 1 :

Le plan est rapporté a un repére orthogonal (O, I, ]) . L'unité graphique est 4 cm sur l'axe
des abscisses et 2 cm sur l'axe des ordonnées.

Partie A :

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = (2 + cos x) ¢ ™. On note C la courbe
représentative de f dans le repére (O, 1, ]) .

1) Montrer que, pour tout x de R : f(x) > 0.
2) a) Montrer que, pour tout x de R : x/EcosLx —%J = COs X + sin X.

b) En déduire que, pour tout x de R : 2 + cos x +sinx >0
¢) Montrer que f est strictement décroissante sur R.

3) a) Montrer que, pour tout x de R : ' *< f(x) < 3e'™
b) En déduire les limites de fen+ e ten -.

c) Interpréter géométriquement le résultat obtenu lors du calcul de la limite de fen + .

4) a) Montrer que, sur l'intervalle [0 ; 7], I'équation f(x) = 3 admet une solution unique o.
b) Donner un encadrement de o d'amplitude 10

5) Représenter la courbe C sur [0 ; 4]
Partie B :

On veut calculer l'aire, A, exprimée en unités d'aire, du domaine limité par la courbe C, 1'axe
des abscisses, 1'axe des ordonnées et la droite d'équation x = 1.

1
1) Montrer que : A =2¢ -2 JrjeH cost dt
0

1 1
2) Onpose:I= IeH costdt et J= Iel‘t sint dt.
0 0

a) A l'aide de deux intégrations par parties, montrer que :
[=-cosl+e—-Jet]J=-sinl+1L
b) En déduire la valeur de L.

3) Déterminer la valeur exacte de A en unités d'aire, puis donner une valeur approchée de
A 4107 prés par défaut.
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Partie C :

sin X
2+ cosX
1) a) Montrer que la fonction h admet des primitives sur R.
b) Calculer la primitive H de la fonction h, qui prend en 0 la valeur (1 + In 3).
2) a) Déterminer In (f(x)) pour tout x de R.
b) Etudier le sens de variation de la fonction H.
c¢) déterminer le tableau de variations de H.

Soit h la fonction définie sur R par h(x) = -1 -

3) On appelle I' la courbe représentative de la fonction définie sur R par
x — 1 —x +1In(2 + cos x). (On ne demande pas de représenter I"). On appelle A la droite
d'équationy =-x + 1.

a) Etudier la position relative de I' et de A.
b) Déterminer les abscisses des points communs a ' et A.

4) a) Etablir une équation de la tangente T a I" au point d'abscisse 0.
b) Etudier la position relative de I" et T.

5) Montrer que la courbe I' est contenue dans une bande du plan limitée par deux droites
paralléles dont on donnera des équations.
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Probléme 2 :

On considere la fonction numérique f définie sur R par :

f(x)=2x +1—xe*!

On note C sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthonormal (O, 1, ]).
A) Etude de la fonction f et construction de la courbe C.

1) Etudier la limite de la fonction fen - p uisen+ ( on pourra écrire xe*' = —xe*).

o @D

2) Démontrer que la droite A d'équation y = 2x + 1 est asymptote a la courbe Cen- e t
préciser la position de la courbe C par rapport a la droite A.
3) a) Calculer la dérivée f' et la dérivée seconde " de la fonction f.
b) Dresser le tableau de variation de la fonction f' en précisant la limite de la fonction
f'en- .
c) Calculer £'(1) et en déduire le signe de f'(x) pour tout réel x.
d) Dresser le tableau de variation de la fonction f.
4) Soit I l'intervalle [1,9 ; 2]. Démontrer que, sur I, I'équation f(x) = 0 a une solution unique,
o.
5) Tracer la droite A et la courbe C (unité graphique : 2 cm).

B) Recherche d'une approximation de o :

On considére la fonction g définie sur l'intervalle [ par : g(x) =1 + ln(2 + l)
X

1) Démontrer, sur I, I'équation f(x) = 0 équivaut a 1'équation g(x) = x.
2) Etudier le sens de variation de la fonction g sur I et démontrer que, pour tout x
appartenant a I, g(x) appartient a I.

3) Démontrer que, pour tout x de l'intervalle I,

ol < L
g(X)IS9

4) Soit (U,) la suite de nombres réels définie par :
Up=2et, pour tout n de N, Uy = g(Uy).

On déduit de la question B. 2. que tout les termes de cette suite appartiennent a l'intervalle I.
On ne demande pas de le démontrer.

a) Démontrer que, pour tout n de N,

U, —d<iU, —qf
9

b) En déduire, en raisonnant par récurrence que :

U, —0{|£(lj ><i
9 10

c) En déduire que la suite (U,) converge et préciser sa limite.

Pour tout n de N,

C) Calcul d'aire :
1) En intégrant par parties, calculer l'intégrale J = _[ xe*dx
1

2) a) Déterminer, en unités d'aire, 1'aire A de la portion de plan limitée par la courbe C,
'axe des abscisses, la droite d'équation x = 1 et la droite d'équation x = a.
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c) Démontrer qu'on peut écrire A = (a.— 1) [a — lj .
a
Probléme 3 :

L'objet de ce probléme est d'étudier, a I'aide d'une fonction auxiliaire, une fonction et de
résoudre une équation différentielle dont elle est solution.

A) Etude d'une fonction auxiliaire

Soit g la fonction définie sur R par g(x) = —In(1+2e%).

X

1) Calculer g'(x) et montrer que ce nombre est strictement négatif pour tout x de R.
2) Déterminer les limitesde gen- e t+ .

3) Dresser le tableau de variation de g.

4) Donner le signe de g(x).

B) Etude d'une fonction et calcul d'une aire.

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = ¢ In(1 + 2¢%).
On note C sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repere orthogonal (unités
graphiques : 4 cm sur 'axe des abscisses et 1 cm sur I'axe des ordonnées).

1) Calculer f'(x) et montrer que pour tout réel x, f'(x) = 2¢™* g(x).
2) a) Déterminer la limite de fen - .
b) Déterminer la limite de fen + .
On pourra remarquer que : si on pose X = 1 + 2¢*, f(x) s'écrit 4()(%)2%
3) Dresser le tableau de variation de f.
4) Tracer C.

5) Soit a un réel strictement positif.

. , e _ e
a) Vérifier que, pour tout réel x, —=e " -2—
1+2e e +2
a —-X

En déduire la valeur de l'intégrale I(a)) = j
0

+2e*
b) Calculer, a l'aide d'une intégration par parties, l'intégrale : J(o)) = j f (x)dx.
0
Donner une interprétation graphique de J(a).

C) Résolution d'une équation différentielle

On consideére 1'équation différentielle
e—x
1+2e*

(B):y'+2y=2

1) Vérifier que la fonction f étudiée dans la partie B est solution de (E).
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2) Montrer qu'une fonction ¢ est solution de (E) si et seulement si ¢ - f est solution de
'équation différentielle (E ') : y' +2y = 0.
3) Résoudre (E') et en déduire les solutions de (E).
Probléeme 4 :

Partie A : Résolution de I'équation différentielle (1) : y' — 2y = xe*

1) Résoudre I'équation différentielle (2) : y' — 2y = 0 ou y désigne une fonction dérivable
sur R.
2) Soient a et b deux réels et soit u la fonction définie sur R par u(x) = (ax + b) e”.

a) Déterminer a et b pour que u soit solution de 1'équation (1).

b) Montrer que v est une solution de 1'équation (2) si et seulement si u + v est
solution de (1).

¢) En déduire l'ensemble des solutions de (1).

3) Déterminer la solution de I'équation (1) qui s'annule en 0.

Partie B : Etude d'une fonction auxiliaire
Soit g la fonction définie sur R par g(x) =2¢* —x — 2.

1) Déterminer la limite de gen - e tlalimite de gen + .

2) Etudier le sens de variation de g, puis dresser son tableau de variation.
3) On admet que 1'équation g(x) = 0 a exactement deux solutions réelles.
a) Vérifier que 0 est 1'une de ces solutions.

b) L'autre solution est appelée a. Montrer que — 1,6 <a <-1,5.

4) Déterminer le signe de (x) suivant les valeurs du réel x.
Partie C : Etude de la fonction principale

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e™ — (x + 1)e*.
1) Déterminer la limite de fen - e tlalimite de fen+ . (On pourra mettre e** en
facteur).
2) Calculer f'(x) et montrer que f'(x) et g(x) ont le méme signe. Etudier le sens de

variation de f.

a’+2a

3) Montrer que f(a) = - 7 ou a est défini dans la partie B. En déduire un

encadrement de f(a). (On rappelle que -1,6 <a < - 1,5).
4) Etablir le tableau de variation de f.
5) Tracer la courbe (C), représentative de f dans le plan rapporté a un repere orthonormal
(unité graphique 2 cm).
Partie D : Calcul d'aire

1) Soit m un réel négatif

0
Interpréter graphiquement l'intégrale J.m f (X)dx. (on justifiera la réponse).

0
2) a) Calculer Im xe*dx al'aide d'une intégration par parties.
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b) En déduire || f (x)dx

3) Calculer la limite de J: f (x)dx, lorsque m tend vers - .

Probléme 5 :

Les objectifs du probléme sont de déterminer une solution particuliére d'une équation
différentielle (partie A), d'¢tudier cette solution (partie B) et de la retrouver dans un contexte
différent (partie C).

Partie A :

On appelle (E) I'équation différentielle y" — y = 0, ou y est une fonction numérique définie et
deux fois dérivable sur I'ensemble R des nombres réels.

1) Déterminer les réels r tels que la fonction h, définie par h (x) = €™, soit solution de (E).
2) Vérifier que les fonctions ¢ définies par ¢ (x) = ae”* + fe ™, ot a et B sont deux
nombres réels, sont des solutions de (E). On admet qu'on obtient ainsi toutes les

solutions de (E).
3) Déterminer la solution particuliére de (E) dont la courbe représentative passe par le

. , 3 . .
point de coordonnées (ln2 ; Zj et admet en ce point une tangente dont le coefficient

: 5
directeur est Z .

Partie B :

On appelle f la fonction définie sur I'ensemble R des nombres réels par : f(x) = %(eX —-e™).

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthonormal
O, 1.J).

1) Soit  un réel. Montrer que, pour tout réel x, f(x) = x équivauta e™ -2 ye*—1=0
En déduire que 1'équation f(x) = & a une unique solution dans R et déterminer sa valeur en
fonction de u.

2) a) Déterminer les limites de fen- e ten+ .
b) Calculer f'(x) pour tout nombre réel x et en déduire le sens de variation de f sur R.

3) a) déterminer une équation de la tangente (T) a la courbe au point d'abscisse 0;
b) En étudiant le sens de variation de la fonction d définie sur R par d(x) = f(x) — x,
préciser la position de (C) par rapport a (T).
¢) Tracer (C) et (T). (unité graphique : 2 cm).
4) Soit D la partie représentant sur le graphique 1'ensemble des points M de coordonnées

W tel ]0=sx<1
(x;y)tels que : X<y < (X

2 .
Calculer, en cm”, I'aire de D.
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Partie C :

On cherche a caractériser les fonctions ¢, dérivables sur I'ensemble des nombres réels, telles

que, pour tout réel X :

() - [ (x=Dg(t)dt = x

1) On suppose qu'il existe une telle fonction ¢.

a) Justifier que, pour tout nombre réel x,

$(x) =X +x jo $(t)dt — jo te(t)dt.
Calculer ¢ (0).
b) Démontrer que, pour tout nombre réel x, ¢'(x) =1+ J-Ox ¢(t) dt. Calculer ¢'(0).
c) Vérifier que ¢ est une solution de 1'équation différentielle (E) de la partie A.
Déterminer laquelle, parmi toutes les solutions explicitées dans la question A. 2.

2) a) a l'aide d'une intégration par parties, calculer th(et —e Hdt.
b) Démontrer que la fonction trouvée a la question 1. ¢) vérifie bien la relation (H)
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Probléme 6 :

X

On considére la fonction f, définie sur l'intervalle ]-1 ; + [ par f(x) = REnE
+ X

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repere
orthonormal (O, 1, ]).
A) Etude de la fonction f et tracé de (C)

1) a) Calculer la limite de cette fonction lorsque x tend vers +

b) Calculer la limite de cette fonction lorsque x tend vers — 1. Que peut — on en déduire pour
la courbe (C) ?

2) Calculer f'(x) et montrer que son signe est celui de X—_i
X+

3) Dresser le tableau de variation de f.

4) Tracer la courbe (C), les droites d'équations respectives x =-1 et y = 1, ainsi que la
tangente a cette courbe en son point d'abscisse 0.

(Unité graphique : 4 cm)

5) Montrer que 1'équation f(x) = 1 admet une unique solution, notée a, dans l'intervalle [1; 10].
Utiliser le graphique précédent pour donner deux nombres entiers consécutifs a et b tels que

a appartient a l'intervalle [a ; b].

B) Calcul d'une aire

1) Soit g la fonction définie sur ]-1 ; + [ par g(x) = "
+ X

a) Etudier le sens de variation de g dans l'intervalle [1 ; 2].
b) Montrer que, pour tout x appartenanta [1 ;2],ona: 1 <g(x)<2,5.

¢) En déduire un encadrement de A; = J.lz g(x)dx.

2) Soit A; l'aire, en unités d'aire, du domaine délimité par les droites d'équations
respectives x = 1 et x = 2, la courbe (C) et I'axe des abscisses.

A l'aide d'une intégration par parties, exprimer A, en fonction de A, et en déduire un
encadrement de A,.

C) Approximation d'un nombre a l'aide d'une suite

Pour cette partie, on utilisera sans justification le fait que I'équation f(x) = x a une unique
. C . 1
solution S et que celle — ci est élément de l'intervalle [5 ; 1}

X

Soit h la fonction définie sur ]-1 ; + ] par h(x) = T
1+x)

1) a) Vérifier que, pour tout x appartenant a |-1 ; + ], on a: f'(x) = f(x) — 2h(x).
b) Calculer h'(x).
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c) En utilisant la question a), calculer f "(x). En déduire le sens de variation de f' dans
l'intervalle [1 ; 1}
2
d) En déduire que, pour tout x appartenant a [é, 1} ,ona: | f '(X)| < %

2) On définit la suite (U,), pour tout nombre entier naturel n, par :
Up=1¢et Uy =1f(Uy) pourn>0

. 1
On admet que, pour tout nombre entier naturel n, on a : 5 <U, <1

. 1
a) Montrer que, pour tout nombre entier naturel n, on a : |U I ,6’| < Z|U N [3’|.

: 1’
b) Montrer par récurrence que, pour tout nombre entier naturel n, on a : |U o= ﬂ| < (Zj .

c) En déduire une valeur approchée numérique de S a 10~ pres.
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Probleme 7 :
Dans tout le probléme le plan est rapporté a un repére orthonormal (O, i, I) (unité 5 cm).
Partie A :

© 1 . , . _x2
On considére la fonction f; définie sur [0, + [ par fi(x) = Xe " et on appelle C; sa courbe
représentative.

1)
2)

3)
4)

Montrer que pour tout réel positif x, fi(x) = € —2x%e™* . En déduire le sens de
variation de fj.

Calculer la limite de f; en +  (on pourra poser u = x°). Interpréter graphiquement ce
résultat.

Dresser le tableau de variation de fj.

On appelle A la droite d'équation y = x. Déterminer la position de C; par rapport a A.

5) Tracer C; et A.
Partie B :
On considére la fonction f3 définie sur [0, + [ par f3(x) = x’e ™ et on appelle Cs sa courbe
représentative.

1) Montrer que pour tout réel x positif, f '3(x) a méme signe que 3 — 2x*. En déduire le

2)
3)

4)

a)
b)

sens de variation de f3.

Déterminer les positions relatives de C; et Cs.

Tracer C; dans le méme repére que C; (on admettra que C; a la méme asymptote que
Cien+) .

On appelle D la droite d'équation x = 1. Soit A l'aire en unités d'aire du domaine
limité par la courbe Cy, les deux axes de coordonnées et la droite D et soit Az I'aire en
unités d'aire du domaine limité par la courbe Cs, les deux axes de coordonnées et la
droite D.

Calculer A;..

. . . 1
A l'aide d'une intégration par parties, montrer que Az = - e +A.
€

Partie C :

On désigne par n un entier naturel non nul et on considere la fonction f;, définie sur [0, + [

par f,(x) = x"e™ . On note C, la courbe représentative de f,, dans le repére (O ; 1, ).

a)

. . n
1) Montrer que pour tout entier n > 1, f, admet un maximum pour x = \/; . On

note ¢, ce maximum.

n
2) On appelle S, le point de C, d'abscisse \/; Montrer que, pour tout n, C,, passe
par S,. Placer Sy, S,, S3 sur la figure.

, L)

Soit la fonction g définie sur ]0, + [ par g(x) = e’

so0- (2|

Etudier le sens de variation d g.

c'est-a-dire
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b) Montrer que pour tout entier n > 1, &, = g(n).En déduire que tout point S,on a une

ordonnée supérieure a celle de S,.
Probléme 8 :

X2 x+1 -
Soit f'la fonction définie sur [0, + [ par: f(x) = ————e * pour x >0 et f(0) = 0.
X
On note C la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O ; 1, I) (unité
graphique 5 cm).

Partie A :

1) Démontrer que la droite (A) d'équation y = 1 es asymptote a C.

f(x)— (0)
X

2) Pour x > 0, calculer . Etudier la limite de cette expression quand x tend

- . lim u"e™ =0)
vers 0 (on pourra utiliser, pour n entier naturel non nul,

Uu— +0o
Que peut — on en déduire pour la fonction f ?
Que peut — on en déduire pour la courbe C ?
1
3) Démontrer que pour tout x de 10, + [ onaf'(x)= 1=x e x.

4
X
4) Etudier les variations de la fonction f et dresser le tableau des variations de f.
Partie B :

On note g la fonction définie sur ]0, + [ par g(x) = f(x) — xf'(x).
1) Montrer que dans Jo, + [ , les équations g(x) =0 et x>+ x> +2x— 1 =0 sont
équivalentes.
2) Démontrer que I'équation x> + x* + 2x — 1 = 0 admet une seule racine réelle o dont on
justifiera un encadrement a 10~ prés.

3) Onpose A= ) . Encadrer A a2 x 107 prés (justifier) et montrer que A = f'(v).
a

4) Pour tout a > 0, on note T, la tangente a C au point d'abscisse a. Montrer que T,a a
pour équation y = Ax. Tracer T,, puis la courbe C.

5) Déduire des questions précédentes que de toutes les tangentes T, a C (en des points
d'abscisses non nulles), seul Typasse par l'origine O.

6) On admettra que Tyest au dessus de C sur ]0, + [.

a) Par lecture graphique (et sans justification), donner le nombre de solutions de
I'équation f(x) = m, suivant le réel m donné¢.

b) Par lecture graphique (et sans justification), donner le nombre de solutions de
I'équation f(x) = mx selon le réel m donné.

Parti C :

1
1) Pourn e N* on pose U, = L f (X)dx. Sans calculer explicitement U, déterminer le
n

signe de Uy — Uy. En déduire que la suite est croissante.
1

2) Démontrer que la fonction h, définie sur 10, + [ par h(x) =(x + 1) e X, estune
primitive de fsur 0, + [.
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3) Calculer U,. Interpréter graphiquement le résultat. Etudier la convergence de la suite
(Un).

Probléme 9 :

Le but du probléme est I'é¢tude simultanée de deux fonctions f et g (partie A), utilisées ensuite
pour déterminer une valeur approchée d'un certain nombre réel noté C.

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O ; 1, I) ; (unité graphique : 2 cm).

Partie A :

Soient les fonctions f et g définies sur 1'ensemble des nombres réels par :
fix)=x—e“et g(x) = (1 —x)e" ;

On appelle (C) et (C') leurs courbes représentatives respectives.

1) a) Déterminer les limites des fonctions fet gen+ eten -
b) Montrer que la droite (A) d'équation y = x est asymptote a la courbe (C).
c) Etudier le sens de variation de chacune des fonctions f et g, sur I'ensemble des
nombres réels.
d) Dresser les tableaux de variation des fonctions fet g.
2) Pour tout réel x, on pose h(x) = f(x) — g(x).
a) Montrer que, pour tout réel x, h'(x) = 1- g(x).
b) En déduire le sens de variation de la fonction h, sur I'ensemble des nombres réels.
c¢) Démontrer que les courbes (C) et (C') admettent un unique point d'intersection, dont
l'ablscisse, notée a, appartient a l'intervalle [1 ; 2]. Donner un encadrement de o d'amplitude
10™.
d) Etudier, suivant les valeurs de x, la position relative de (C) et de (C").
3) Tracer la droite (A) et les courbes (C) et (C').

4) Pour tout réel x, on pose O(X) = J.OX h(t)dt.

a) A l'aide d'une intégration par parties, calculer 0 (x).

b) En déduire, sous la forme d'une expression rationnelle en a, I'aire en cm” du domaine limité
sur le graphique par les courbes (C) et (C'), I'axe des ordonnées et la droite d'équation

X = 0.

Partie B :

. 1
Pour tout entier naturel n non nul, on pose S,=1 + > o +——Inn.
n

1) A l'aide d'une calculatrice, déterminer un encadrement de S,, d'amplitude 107,
2) a) En utilisant le tableau de variation de la fonction g définie dans la partie A,

. . e 1
démontrer que, pour tout réel x appartenant a l'intervalle 10 ; 1], ¢ < ——.

1
s . - k :
b) En déduire que, pour tout nombre entier k > 2, e* < PR puis que, pour tout nombre

entier k > 2, 1 < ln(L}
k k
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c) Pour tout entier naturel n > 2, calculer S, — S;.;. En déduire que la suite (S;) est
décroissant.

3) Pour tout entier n > 20, on pose u, = Syp — Sy.

a)
b)

c)

d)

e)

Vérifier que pour tout entier n > 20, u, > 0.
En utilisant le tableau de variation de la fonction f définie dans la partie A, démontrer
que, pour tout réel x appartenant a l'intervalle J0 ; 1], 1 + x <e™.

o . k+1 _ -~ .
En déduire que pour tout nombre entier k > 1, I < ek, puis que, pour tout nombre

entierk>1, In (ﬂj < l
k k

Vérifier que, pour tout entier naturel n > 20, u, =In N (L + 1 + e + 1 . En
20 21 22 n
raisonnant par récurrence, démontrer que pour tout entier naturel
n>20,In n_+l £L+i+ ...... l
21 21 22 n
En déduire que, pour tout entier naturel n > 20,

21

u, <lIn (2—()) - ln(n—ﬂ}, puis que pour tout entier naturel n > 20, u, < 0,049.
n

4)

a)
b)

On admet que la suite (S,) est convergente de limite notée C.

Justifier I'encadrement S,g — 0,049 < C < Sy.
Déterminer un encadrement de C d'amplitude 0,05.
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Probléme 10 :

Le probléme est composé de I'é¢tude d'une suite de fonctions dépendant d'un paramétre, puis
de la recherche d'une valeur approchée d'une solution d'une équation du type : f(x) = x.

Partie A :

Pour tout entier n strictement positif, on note f, la fonction numérique de la variable réelle
e X

(x+1)"

On note (C,) la courbe représentative de f, dans le plan rapporté a un repére orthonormé

(unité graphique : 2 cm).

définie sur R\(1) par : f(x) =

1) Déterminer la fonction dérivée f ’, de f;, et donné l'expression de f', en fonction
de £, et de f,+1.

2) Etudier les variations de f, et ses limites éventuellesen- , -1et+ .(On
distinguera les cas ou n est pair et n est impair.)

3) Démontrer que toutes les courbes (C,) passent par un méme point.

, . f, (X
4) Déterminer la limite de L) lorsque x tend vers +. Que peut — on en
X

déduire pour les courbes (C,)? Tracer sur deux figures distinctes les courbes
(Cy) et (Cy).
Partie B :

1
Pour tout entier n strictement positif, onnote : |, = J.O f, (xX)dx.

1) Démontrer que la suite (1,) _ . estdécroissante et qu'elle converge.

2) Démontrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égala 2, ona:
S Dt (i L)
n-1 2" n—-1 2™

En déduire la limite de la suite (1) __ ..

3) Démontrer en utilisant la relation de la question A.1., une relation entre I, et L.

lim nl.,, =1
4) Démontrer que : m
n— +oo

En déduire que la suite (n 1) _ . converge et déterminer sa limite.
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Partie C :

Dans cette partie, n = 2.
1) Démontrer que I'équation f>(x) = x admet une solution unique a dans l'intervalle

5]
2
Le but de cette partie est de déterminer une valeur approchée de a.

2) Etudier les variations de f', dans {% ; 1} et en déduire que pour tout nombre réel x

appartenant a l'intervalle {% ; 1} ,ona: —0,25<f'%(x)<0

U, =0

3) Soit (U
) Soit (u,) pourtoutnde N,u,, = f,(u,)

neN

la suite définie par : {

. . 1 1
a) Démontrer que pour tout entier naturel n ; u, est élément de {5 ; 1} .

b) Démontrer, en utilisant la question C.2., que pour tout entier naturel n : |u

1

aSZun—a ‘

s : 11y :
c) En déduire que pour tout entier naturel n, U, — a| < E(ZJ et que la suite

(U, ),y converge vers o.
4) Pour quelles valeurs de n, un est — elle une valeur approchée de o 4 10~ prés ? (On
donne : \/E =165;In2=0,69 ;In5=1,6.)

n+l
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Probléme 11 :

e’ —1
xe* +1
On note (C) sa courbe dans un repére orthonormé (o, i, I) d'unité graphique (4 cm).

On considére la fonction f définie sur [0, + [ par f(x) =

Partie A : (Etude d'une fonction auxiliaire).
On définie la fonction g sur [0, +[ parg(x)=x+2—-¢"
1) Etudier les variations de g, dresser son tableau de variation. Montrer que I'équation
g(x) = 0 admet une solution a et que 1,14 <a < 1,15.
2) En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

Partie B : (Etude et tracée de f).

e X : _
1) Montrer que VX € [0,+oo[ ; f'(x) = (j—g(l)z . En déduire le sens de variation de f.
Xe" +
I-e”
2) a) Montrer que VX e>0, f(x)= -
X+e
lim f(x
b) En déduire (x) . Interpréter graphiquement ce résultat.
X —> 400
3) Montrer que VX € ]O,+oo[ fla) = b puis déterminer I'équation de la tangente au point
+

Xo =0

(X+1)(e* —xe* -1)
xe* +1

T(x) = e* — xe* — 1. Puis en déduire la position de (C) par rapport a (T). Tracer (C) et (T).

. Etudier les variations de la fonction

4) Montrer que f(x) —x =

Partie C :

1) Déterminer une primitive F de f en utilisant la question 2) a) de la partieB.
2) Calculer en cm?” l'aire A du domaine plan limité par (C), la tangente (T) et droites
d'équationx =0etx =1

3) Vne N onposelIn= J.nn+1 f (x)dx

a) Calculer a 107 pres les valeurs de 1 ; I ; 1.
b) Interpréter graphiquement In.

c) Montrer que Vn>2 ; f(n+1) < LM f(x)dx < f(n)

En déduire la monotonie de la suite (In) a partir de n = 1.

d) déterminer la limite de la suite (In)
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Probléme 12 :
Partie A :

Soit la fonction g définie sur R par g(x) =¢* +x -5
1) Etudier le sens de variation de g. (On ne demande pas de déterminer les limites de g,
ni de construire sa courbe).
2) a) Calculer g(o) et g(2)
b) Démonter que I'équation : VX € R, €* + x — 5 = 0 admet une solution unique o et que
1,30 <a<1,31

Partie B :

Soit la fonction numérique f définie sur -, 5[ par: f(x) =1n (5 —x).
2) Etudier le sens de variation de f. Préciser les limites de fen 5 eten - .
3) Prouver que f(a) = a

4) a) Démontrer que VX e [0,3] on a | f '(X)| < %

b) En déduire que VX e [0,3] ona: |f(x) —a| < %|X — a|
c¢) Démontrer que si 0 < x <3, alors 0 < f(x) < 3.
5) Dans le plan muni d'un repére orthonormé (o, i, J), d'unité graphique (3 cm), on

désigne son (C) la représentation graphique de la fonction f.
a) Tracer la courbe (C), puis hachurer la partie du plan formée des points de coordonnées

(x, y) tel a=xs4 tera (S) cette parti
X, y) tel que : on notera (S) cette partie.
e 0<y< f(x) P
X 5 4 X
b) Enremarquant o que, VX #5: =1+ , Montrer que | ——dx =4 -6«
X—=35 X—=35 “X—5

¢) Prouver que l'aire A de la partie (S) en cm’est donnée par A = -o” + 60— 4.
(On utilisera une intégration par partie).
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Equations Différentielles

Objectifs

Ce théme vise a :

« ¢tudier la forme des solutions de certaines équations différentielles ;

» mod¢éliser quelques problémes a 1’aide d’une équation différentielle et en déduire une
solution.

Savoirs et savoir-faire

SAVOIRS SAVOIR-FAIRE

* Equation différentielle du type f'= kf. * Résoudre une équation différentielle du type
f=kf.

* Equation différentielle du type f”= 0.
* Equation différentielle du type f” = 0.
* Equation différentielle du type f” = kf.

 Equation différentielle du type f"= kf.

338




1) Définition :
On appelle équations différentielles, toutes équations faisant intervenir une fonction
(I'inconnue), ses dérivées et sa variable x . Leur résolution consiste a déterminer toutes les

fonctions solutions. Ainsi les équations différentielles sont classées par ordre.

2) Différents types d’équations différentielles

Equations différentielles du 1 ordre (v' — ay = 0)

a) Définition :
f étant une fonction définie et dérivable sur R, la relation f '(x) - a f(x) =0 ; ou f est une
fonction inconnue, est appelée équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients

constants, sans second membre. Cette équation est souvent notée y' - ay = 0=0.

b) Résolution :

Les solutions, définies surR, de 1'équation différentielles y' - ay = 0 sont les solutions f;, qui
a tout nombre réel x, associent f;, (x) = ke, ou k est un nombre réel quelconque.

Ainsi 1’ensemble solution est : S = { ke®*}

Exemple :
Résoudre les équations différentielles suivantes :

a)y'—2y=0;b) 2y' +3y=0
Solution :
a)y'—2y=0 =>§=ke™

2
=X

2 —
b) 2y' +3y=0 <=>y +§y=0 =>S=ke 3

Equations différentielles du 2°™ ordre :

a) Cas particulier : (Equation du 2°™ ordre de la forme y" + A(x) = 0)

Avec A(x) est une fonction quelconque.

Ce type d’équation différentielle contient uniquement la variable x et la dérivée seconde de la
fonction a cherchée. Chercher y revient donc , dans un premier temps , a chercher y’ puis
ayant déterminer y ' a chercher y.

Exemple :
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Résoudreles équations différentielles suivantes :
a)y'—-2x+1=0 ; b) y"'—sinx +x=1.

Solution

a)y'-2x+1=0=>y" =2x — 1.
La fonction y ¢ est une primitive de y’’, doncon a :

y =[x — 1)dx =x*— x+k(k €IR)

La fonction y est une primitive dey’, doncona:

y=J(x?—x+k)dx =§x3— %x2+kx+k’(k' €IR)

=>y =x>— “x? +kx+ k' (k' €IR)

b) y'—sinx+x=1=> y"= sinx -x + 1

La fonction y’ est une primitive de y’’, doncon a:

y' =[ (sinx — x + 1) dx =— Cosx — %x2+x+k(k € IR)

La fonction y est une primitive de y’, donc on a:

y = [ (= Cosx — %x2+x+k)dx = — Sinx — %x3+ %x2+ kx +k' (k' €IR)

=>y = —Sinx— ~x*+ x>+ kx + k' (k' €IR)
6 2

b) Equation différentielle de la forme: (ay" + by' + cy =0)

Pour résoudre de telles équations différentielles, on recherche d'abord une équation
caractéristique de la forme ar® + br + ¢ = 0. Ainsi on calcule le discriminant associe
A =b* - 4ac.

* Si A >0 on a deux solutions distinctes I; et 1, tel que

S =f(x) = C "+ C,e* (avec C;y et C; € R)

* Si A= 0, on a deux solutions doubles r; et r; tel que r; =1, et
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S = f(x) = (Cix + Cy) €™ avec (C; et C;€R)|

* 81 A <0, on a 2 solutions complexes 1; et 1 tel que :

n=a tifetn=a-ip edS=f(x)=ea"(C1 cos ﬂx+C2sinﬂx)‘

Exemple :

Résoudreles équations différentielles suivantes :
a) 3y"-5y'+2y=0; D)y'+y+y=0;0y" -4y +4y=0

Solution :

a) 3y"-S5y'+2y=0

Equation caractéristique : 3r2 — 57+ 2 =0

A=(-5)-4(3)(2)=25-24=1=> A>0 alors: 1, =1 et r2=§
2
:>S:{Clex + Czegx}
b) y" +y' +y=0

Equation caractéristique : 72+ r+1 =0
A=(1)-4(1)(1) =1-4= —3=3i2 alors: rlz—%— i‘/z—3 et 1, = —§+ i

=> a:—l et B:E
2 2

=>S= { (CiCos (\/Z—E)x + C,Sin (\/Z—g)x )e‘%x}
)y -4y +4y=0

Equation caractéristique : 72 — 4r +4 =0
A=(-4)-4(1)(4) =16-16=0alors: r; =1, =71 = — %: -2

=>S={(C,x + C;)e” *}

Equations différentielles de la forme (y" + w’y = 0)
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Ce type d'équation différentielle est tres fréquent en sciences physiques. Sa résolution est
suivit d'une application.

Résolution :
La solution de telles équations est de la forme:

S =ACos (Wt + @). ou A et @sont deux nombres réels quelconques.
Ou S = ACos wx + BSin wx

Equations différentielles de la forme (y" — W2y =0)

Ce type d'équation différentielle est utilisé ici pour résoudre une application concréte.

Résolution :
La solution de telles équation est de la forme : S = ae™ + be™

Exemple :
Résoudreles équations différentielles suivantes :

Q) ¥y +9y=0 ; b)4y'9y=0 ; o) y'+5y=0

Solution

a) v +9y =0 =>w?=9=>w=23=>5=ACos3x + BSin3x

9 9 3 R
b) 4y"=9y=0 <=>y"— y=0=>w’=_=>0=_=>S=ae? +bhe :

S

¢) y"+5y=0=>w?=5=>w=+5=>8 = ACosV5x + BSinV/5x

EXERCICES

Exercice 1 :

Vérifiez que les fonctions f données sont solutions des équations correspondantes.

Df(x)=2e +3e>;  y'-4y=0

2) f(X)=2x+1e™; y'+2y'+y =0
3) f(X)=xsinx ; y''+y = 2cosX
4) f(x)=e"sinx ; y'+2y'+2y =0
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Exercice 2:
Résolvez les équations différentielles proposées.

1) y"—4y'+3y=0
2) y'-y=0

3) y'=5y'+6y=0
4) 2y"-y'-y=0
5) y'+2y +y=0
6) y'-2y'+y=0
7) 9y"+6y+y=0
8) 4y"+ 12y +9=0
9) y'+ty=0
10)y"+y' +y=0
11)4y" +9y =0
12)y" +3y' + 4y =0

Exercice 3 :

Déterminez la solution f de I'équation différentielle donnée, vérifiez les conditions données.

1) y'-2y'+y=0 ; fl0)=1etf'(0)=1
2) y'-y'-y=0 ; f(0)=0etf'(0)=1
3) y"+4y=0 ; f(0)=6e¢tf'(0)=10
4) y"+y=0 ; f(0)=0etf'(0)=1
5) y'—-4y'-5y=0; f(0)=0cet f'(0)=-6
6) y'-4y=0 ; f(0)=2etf'(0)=-2
7) y'-3y' +2y=0; f(l)y=1letf'(1)=3
Exercice 4 :

Etudiez les variations et tracez dans un plan muni d'un repere orthonormal la courbe
représentative (C) de la solution f de I'équation différentielle proposée vérifiant la courbe des
conditions (S) données.

1) y'—3y=0; (C) admet au point d'abscisse 0 une tangente parallele a la droite d'équation
y =X.

2)2y'—y=0; (C) passe par le point de coordonnées (2 ; e).

3)y"+2y=0;(C) passe par le point de coordonnées (0 ; 0) et admet la droite d'équation
y =X comme tangente en ce point.

4)y"—4y'+4y=0; (C) passe par le point de coordonnées (0 ; 1) et admet en ce point une
tangente parallele a I'axe des abscisses.

5)y"-3y' +2y=0; (C) passe par le point coordonnées (In 2; 0) et admet en ce point une
tangente de coefficient directeur — 4

6) y"' -2y +2y=0; (C) passe par le point de coordonnées L%;OJ et sa tangente au point

d'abscisse 0 est paralléle a 'axe des abscisses.

Equations différentielles avec second membre :

343



Exercice 5

D

Soit (E) 'équation différentielle y' + 2y = x°.

1) Déterminer une fonction polyndme g, de degré deux, solution de (E).
2) Démontrer qu'une fonction f est solution de (E) si, et seulement si, f — g est solution de

I'équation (E') : y' + 2y =10

3) a) Résolvez I'équation (E").

b) Donnez les solutions de 1'équation (E).

II) 1) Résolvez 1'équation différentielle : y' — 2y =0
2) Déterminer un polynéme du second degré P(x) solution de 1'équation
différentielle :
y' — 2y =8x" — 8x (1)
3) Démontrez que les fonctions fi définies sur R par fi(x) = ke™ — 4x%, ou k est un
réel donné quelconque, sont solutions de I'équation différentielle (1).

Exercice 6 :

on se propose de déterminer les fonctions deux fois dérivables sur R, solution de I'équation
différentielle. (E)
(E):y" R2y' +y=x>+2x-2

1)
2)

3)

Déterminer une fonction polynome du second degré, g, solution de 1'équation (E).
Démontrer que ¢ est solution de (E) si et seulement si, ¢ - g est solution de
1'équation différentielle (E') définie par: (E') : y" +2y'+y=0

Résolvez (E') ; puis déduire J — en l'ensemble des fonctions ¢ solutions de I'équation
différentielle (E).

Exercice 7 :

On se propose de résoudre le probléme suivant :

Trouvez une fonction f définie et dérivable sur I’intervalle] 0, + [ , s'annulant pour x =1 et
vérifiant la propriété suivante : VX >0, x x f'(x) —3 x f(x) = 3Inx (E)

1)

2)
)
b)

©)

d)

Trouver tous les polynomes P du 3eme degré telles que, pour tout réel x ;

x x P'(x)—3 x P(x)=0

Soit une fonction f définie et dérivable sur]0, + [ telle que f(1) =0 et soit h la
fonction définie sur]0, + [ par la relation f(x) = x> x h(x)

Calculer h (1) et calculer f'(x) en fonction de h'(x) et h(x).
Démontrer que : f vérifie (E) ssi VX e ]0,+oo[, h'(x) = %ln X
X
On suppose que f vérifie (E). Démontrer que h est définie sur ]0, + [ par
x 3
h(x) = jl t—41ntdt

Déterminer h(x) en fonction de x par une intégration par partie
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e)

Démontrer qu'il existe une unique fonction f solution du probléme posé et donner
l'expression de f(x).

Exercice 8 :

On se propose de résoudre 1'équation différentielle :

(E):y-2y= —;
I+e
1) Déterminer la solution de I'équation différentielle (E;) : y' — 2y = 0 qui prend la valeur
lenO.
2) Soit fune fonction dérivable sur R, telle que f(0) = In2 et soit g la fonction définie par
la relation : f(x) = ¢ x g(x).
a) Calculer g(0)
b) Calculer g'(x) en fonction de f'(x) et de f(x).
-2X
c) Démontrer que f est solution de (E;) si et seulement si g'(x) = " 2e_2x
+e
d) En déduire l'expression de g(x), puis celle de f(x) de telle sorte que f soit solution de

(E).
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Exercice 9 :

On considére le systéme suivant, d'équations différentielles du 1® ordre tel que :

y+dz=2e" . o . ,
Ou y et z désignent deux fonctions inconnues de variables réels x.

7'-y =e*

a) Former I'équation différentielle du second ordre (E) a la quelle satisfait y(x)
b) Intégrer 1'équation (E) et en déduire la solution générale du systéme.
Préciser la solution particuliére pour laquelleona:y=1etz=-1 pour x =0.

Exercicel0 (non corrigé)

Lors du tremblement de terre qui a secoué la centrale nucléaire de FUKUSHIMA au Japon, le
nombre d’atome de radium N(t)échappé a I’instant t est donné par la relation :
N°(t) = -25.10N(t) et N(0)=Nj o (t est exprimé en années).
1) Déterminer I’expression de N(t) en fonction de Nj et t.
2) Au bout de combien d’années le nombre d’atome de radium aura —t-il diminué de
moitié ?

Exercicell (non corrigé)

1) Résoudre I’équation différentielle d’inconnue f tel que : x2f '(x) + 2xf(x) — 1 = 0.
2) Soit I’équation (E ): x2f "(x) — 2xf(x) + f2(x) = 0.

3) Onpose g(x) = %

a- Montrer que I’équation ( E ) est équivalent a x2g '(x) + 2xg(x) = 1.
b- Déduisez-en la résolution de I’équation ( E ).

Exercicel2 (non corrigé)

1) Résoudre 1’équation différentielle y” + y =0.
2) Soit (E) I’ensemble des fonctions définies et deux fois dérivables sur R telles que pour tout
xdeR, f'(x)+f (g — x) = 0 ou f " désigne la fonction dérivée de f.
a) Soit g la fonction définie sur R par g(x) = cosx. Vérifier que g est un élément de (E).
b) Soit f un ¢élément de (E). Vérifie que pour tout réel x, f "(x) = [’ (g - x)
¢) En déduire que si fun ¢lément de (E) alors f est une solution de 1’équation différentielle
+y=0.
31) Déi:ermine I’ensemble solution de (E).
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Dénombrement-Probabilité-
Variable aléatoire-Loi
Binomiale-Epreuve de

Bernoulli

Objectifs

Ce theme vise a :
* consolider les acquis sur le dénombrement.
» calculer la probabilité d’un événement ;

* calculer les probabilités d’événement indépendants.

Savoirs et savoir-faire

1. PROBABILITES

SAVOIRS

SAVOIR-FAIRE

* Vocabulaire.

* Définition d’une probabilité dans le cas d’une
équiprobabilité.

* Propriété.
* Evénements indépendants

- Définition ;
- Propriétés.

* Dénombrer, dans le cas d’une
expérience conduisant a un nombre fini
d’éventualités :
- Les cas possibles d’une
expérience ;
- Les cas favorables d’un
événement
* Calculer la probabilité d’un événement.
* Démontrer que deux événements sont
indépendants.
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2. VARIABLES ALEATOIRES

SAVOIRS SAVOIR-FAIRE
» Définition » Une variable aléatoire étant donnée :
* Loi de probabilité. - Déterminer sa loi de probabilité et

* Fonction de répartition.
* Espérance mathématique.
*Variance ; écart type

sa fonction de répartition ;

- Construire sa fonction de
répartition ;

- Calculer son espérance
mathématique ;

- Calculer sa variance et son écart
type.

3. LOI BINOMIALE

SAVOIRS

SAVOIR-FAIRE

* Probabilité d’obtenir k succes dans une suite de n
épreuves Bernoulli

* E(X) =np.

* V(X) = np(1- p).

* Calculer la probabilité d’obtenir k
succes dans une suite de n épreuves de
Bernoulli.

(0<k <n).
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Dénombrement :

1) Théorie des ensembles :

a) Activité1:

Combien de mot peut-on former avec 4 lettres et sans répétition avec le mot : SELN ?

SELN ; ESLN; LESN ; NELS ;
SENL; D e D ;
SLNE;, S, S ;
SLNE;, D e D ;
SLEN; e, S ;
SNLE;, R, S ;
SNEL;, . ; ;
Pour S en 1°° Pour E en 1 Pour L en 1® Pour N en 1®
Position Position Position Position

Ainsi on aura donc formé au total 6x4 = 24 mots. Ceci peut étre résumé par l'arbre ou le
diagramme suivant :

L N (SELN) R
E
N L > (SENL)
E > N (SLEN)
S <
N »E (SLNE)
L > £ (SNLE)
N
E > L (SNEL)
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On a donc fait un arrangement de 4 lettres pour 4 places et d'une maniere symbolique on
écrit : 4x3x2x1 =24

b) activité 2 :
Former un bureau de 3 personnes (un directeur, un secrétaire et un commis) ; combien de

bureau peut on former ? Sachant que le bureau n'admet pas de doubles postes.

Solution :

D S C

45 x 44 x 43 = 85140

On a donc fait un arrangement de 45 personnes pour 3 éléves. On la note ainsi Ai 5 tel que
A3 = 45x44x43 = 85140

¢) Activité 3 :

Dans un jeu de 32 cartes ordinaires, on tires successivement 3 cartes.
1) Quel est le nombre de tirage possible ?
2) Quel est le nombre de tirage contenant 1 seule carte coeur ?
3) Quel est le nombre de tirage possible contenant 1 seule carte noire ?

Solution :

1) OnaA3, =32x31x30=29760
2) Ona:A§xA3,
3) Ona:AlgxA%,
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2) Probabilité sur un ensemble fini :

a- Vocabulaire :

Expérience aléatoire : expérience dont le résultat dépend du hasard.

Eventualité : résultat possible d’une expérience aléatoire.

Univers ou CardE = n: ensemble de toutes les éventualités d’une expérience
aléatoire.

Evénement : sous-ensemble de ['univers.

Evénement élémentaire : ¢vénement réduit a un seul élément.

Union de 2 ensembles: Soit A et B deux ensembles finis. On appelle Union de A et B
I'ensemble des éléments de A ou B. On note : AUB = {x/xe A ou XeB}

Intersection de 2 ensemble : L'intersection de deux ensembles A et B regroupent les

éléments communs aux deux ensembles A et B. On note : ANB = {X/ Xe Aetxe B}

N.B:
ANng=¢
Aug=A
Cardg =0

Exercices d’application :
Soit E et F deux ensembles tels que :

E={0,1,2,3} ,F={1,2,0,a,b,c4,8}

1) Déterminer E U FetE N F
2) Déterminer cardE, cardF, card (E U F), card (E nF)

Solution :

1) EUF=1{0,1,2,3,4,8,a,b,c}
EnF=1{0,1,2}

2) CardE=4,Card F=8
Card (EUF)=9, Card (E nF)=3

b- Propriétés :

Py:Card ¢ =0
P, : Soient A et B deux univers finis :

e Card (A v B)=Card A + Card B - Card (AnB)
e Card (AnB)=Card A + Card B — Card (AU B)

P; : Soient A et B, deux ensembles distinctes de B, on appelle produit cartésien A x B
l'ensemble défini par : {(x,y) /xe AetyeB}
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Exemple:

Soient A et B deux ensembles tel que :
A={1,2};B={a,b,c}

a) Donner les éléments de AxB
b) Déterminer Card (AxB)

Solution :

a) AxB={(l,a);(l,b);(1,0);(2,2);(2,b);(2,¢)}
b) Card (AxB) = Card AxCard B =3x2 =6.

N.B:

e AxB # BxA (le produit cartésien n'est pas commutatif)
e Card (AxB) = Card AxCard B.

P, : Complémentarité : On appelle complémentaire de A dans B I'ensemble des ¢léments de
B n'appartenant pas 2 A on la note A = Ch = {X/ XxeBetxe A}

Exemple :
SoitE=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8} ; F=1{0,3,4,5}

a) Déterminer F =Cf

b) Déterminer Card F

Solution

a) F=Cf{1,2,6,7.8}
b)Card F =CardE—CardF=9-4=35

N.B : Card (CE ) =Card E - Card F
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3) Permutation—Arrangement — combinaison

a) Permutation :
e Définition :
On appelle permutation d'un ensemble fini F de cardinal n ; toute bijection de [1 ; n ]dans F.

Le nombre de permutation d'un ensemble fini de cardinal n.
On la note : n! (et se lit Factorielle n).

n' =n(n—1)(n-2)..x2x1
e Propriétés :
Pi:1!1=1 ; P:0!=1

b) Arrangement :

e Définition:
Soit E un ensemble a n éléments, et P un ensemble fini tel que : (n = P ). On appelle
arrangement de P éléments de E, toute injection de P dans E.

On le note : Aﬁ et onlit: KA, n,P>».

n!
(n-P)!

AP =n(n-1)(n-2)..(n-p+1) ou AP =

e Propriétés:
P :A% =1 P;: A" =n!
Py: AL =nP,: AV! =n!

¢) Combinaison :

o Définition :

Soit E un ensemble a n éléments, et P un ensemble fini tel que : (n =P ). On appelle
combinaison de p ¢léments de E tout sous ensemble de E ayant p éléments.

On le note : Cﬁ et onlit: KC,n,P>».

AR n

p!  pl(n-p)

P :n(n—l)(n—z)...(n—p+1) P
Cn nn-1)...2x1. M Cn

e Propriétés :
P :C% =1 P;:C" =1

P,:Cl =nP,:C*1 =n

N.B : Pour calculer le C ﬂ, on utilise le triangle de Pascal qui est le suivant :
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PO 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13
N
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 |10 |5 1
6 1 6 15 |20 |15 |6 1

d) Nombre d'application d'un ensemble fini dans un ensemble fini ( P- liste )

e Définition :

Soit E et F deux ensembles finis ; on appelle application de 1'ensemble E dans F, toute
relation qui permet d'associer a tout élément de E, un élément unique de F. Le nombre

d'application distincte d'un ensemble fini de cardinal p dans un ensemble fini de Cardinal n

estnoté : Al tel que : AP = nP

e Propriétés:
P AR =n=1;

P,:Al = nl =n;

4) Les différents types de tirages
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a) Tirages successif et sans remise :

Si I’énoncé contient les mots : successif et sans remise, cela signifie que 1’ordre dans le quel
on considére les éléments a de I’importance mais que tous les éléments considérés sont
distincts (ou qu’il n’y a pas de répétition d’éléments ).

Ainsi le modele mathématique utilisé est : ’arrangement.

n!
(n-P)!

AP =n(n-1)(n-2)..(n-p+1) ou A =

b) Tirages successif et avec remise :

Si I’énoncé contient les mots : successif et avec remise, cela signifie que I’ordre dans le quel
on considére les éléments a de I’importance et qu’un élément peut éventuellement &tre répété.
Ainsi le modele mathématique utilisé est : la P-liste.

¢) Tirage simultané :

Si I’énoncé contient le mot : simultanément, cela signifie que 1’ordre dans le quel on
considére les éléments n’a pas d’importance.
Ainsi le modele mathématique utilisé est : la combinaison.

_ n(n-1)(n-2)..(n—-p+1)
n(n—-1)(n-2)..e21

AR n

p!  pl(n-p)

ct ucCh =

d) Tirage successif :

Si I’énoncé contient le mot : successif, il faut en tenir compte de tous les ordres dans les quels
on peut obtenir un événement donné.

On doit souvent multiplier par le nombre d’ordres possibles le résultat trouvé pour un ordre
déterminé.

Attention :

I ne s’agit que d’indications, elles admettent des exceptions.
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Application :

Une boite contient 11 boules rouges, 4 boules bleues, 9 boules jaunes, et 6 boules noires.
Dénombrer les cas possible a cette épreuve si I'on tire 3 boules de la boite et que :

a) le tirage est simultané

b) le tirage est successif et sans remise

c) le tirage est successif et avec remise
Solution :

Ici : - le nombre d’¢élément qui constitue I'univers est : n = 30
- le nombre d’¢élément tiré est : p = 3

a) le tirage est simultané :

30!

Alors le nombre de cas possible est : €3¢ 31030 3] 4060
b) le tirage est successif et sans remise :
. 3 300
Alors le nombre de cas possible est : A3 = Go_3) 24360

c) letirage est successif et avec remise :

Alors le nombre de cas possible est : A§0 = 303 =2700
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I- Probabilité simple :

1) Définition :
Dans une épreuve ou tous les événements ¢lémentaires d’un univers € sont équiprobables, la
probabilité d’un événement A est le nombre réel défini par le rapport entre le Nombre de Cas

Favorable a I'événement A et le Nombre de Cas Possible. On note P, ou P(A).

Card(A) NombredeCasFavorables a laréalisationdeA

_Card( Q) " NombreTotaldeCasPossibles 2 laréealisationdeA

Exemple:
On jette un dé ordinaire non piqué. Soit Q2 1'ensemble des résultats possibles tel que :

Q=1{1,2,3,4,5,6}. Q est appelé univers ou population.

a) Quelle est la probabilité d'obtenir un chiffre paire ?

b) Quelle est la probabilité d'obtenir exactement le chiffre 3 ?

¢) Quelle est la probabilité d'obtenir un chiffre inférieura 1 ?

d) Quelle est la probabilité d'obtenir un chiffre inférieur ou égal a 6 ?

Solution :
Le nombre de cas possible est : 6.

a) La probabilité d'obtenir 1 chiffre paire est P = % =0,5

b) La probabilité d'obtenir exactement le chiffre 3 est : P = é

c) La probabilité d'obtenir un chiffre inférieur a 1 est P = % =0

d) La probabilité d'obtenir un chiffre inférieur ou égale a 6 est P = g =1

2) Propriétés :

Soit Q l'univers ou 1'événement certain et A et B deux événement élémentaires de Q).
Ona:

e P(OQ)=1

e P(4)=0

e P(AUB)=P(A)+(P(B)-P(ANB)

e P(A)+P(A)=1

e Si A et B sont disjoints (AN B) = ¢ alorsona: P(AuB)=P(A)+ P(B)

Exemple :
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Une urne contient 7 boules indiscernables au touché dont 3 blanches et 4 noires. On tire
simultanément et au hasard 3 boules de cette urne.

1) Quelle est la probabilité d'avoir : "A" exactement 2 boules blanches.
2) Quelle est la probabilité d'avoir "B" au plus 1 boule noire.

3) Quelle est la probabilité d'avoir "C" 2 boules de méme couleur.

4) Quelle est la probabilité d'avoir "D" des boules de méme couleur.

Solution :

Tirage simultané : on utilise Cavec {P

Désignons par NCP : le Nombre de Cas Possible

et
par NCF : le Nombre de Cas Favorable
1) Nombre de cas possibleC, = 7x6x3 =3 12
Ix2x1 P(A) = 35

Nombre de cas favorableC, xC; =12

2)NC.P=C; =35 13
P(B)=—>

N.CF=C/xC;+C; =12+1=13 35

3) NCP=C: =35

) 7 PC)=2

N.C.F =C2xC!+C2xC! =13+18=30 7

4)NCP=C; =35

) 7 P(D) =

N.C.F =CIxCl+C}xC?=5 35

3) Equiprobabilité:

On parle d'équiprobabilité si la probabilité de réalisation de chaque événement élémentaire est
le méme.

- Lelancé du dé est un éveénement d'équiprobable car la probabilité d'apparition de chaque

face est l
6

- Le lancé d'une piece de monnaie est aussi un éveénement d'équiprobable car la probabilité

d'apparition de chaque face est de% .

II- Probabilités conditionnelles et Indépendance
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1) Définition :

Soient A et B deux événements de probabilité non nulles telsque ANB # @ .
La probabilité de réalisation de A quand B est réalisé s’appelle probabilité conditionnelle de

A par rapport a B ou probabilité de A sachant B. P(A /B) = Pg(A) = %

2) Indépendance :

Deux événements A et B sont indépendants si la réalisation de I’un ne modifie pas la
réalisation de I’autre. On a alors :

{PB(A) =P(A4) =>P(A NB) = P(A)xP(B).

P4,(B)=P(B)

3) Variable aléatoire :

On appelle variable aléatoire réelle, toute application x de 2 dans IR. L'ensemble des valeurs
prises par x, noté x( Q) et s'appelle 'univers image de Q par x.

4) Partie associ€ée a une valeur image :

Etant donnée une valeur image X;, on désigne par " X = X;", 'événement constitué par

I'ensemble des éventualités €jde Q ayant pour image X; par X on note "X (€)= Xx;" ou
n X —_ xi ”.

N.B : L'ensemble des événements " X = X;",constitue une partition de Q et forme un
systéme complet d'événements.

On définit également les notations : X >a ; X =a; ..........
C'est I'ensemble des éventualités de Q dont I'image est strictement supérieure a @, supérieure
ouégaleaa,..........

5) Loi de probabilité d'une variable aléatoire X

On appelle loi de probabilité d'une variable aléatoire x la fonction :
P : x = P(X =x) qui a toute valeur image si associe la probabilité¢ Pi = P(X = x;).

N.B : Une loi de probabilité se présente sous forme d'un tableau de valeurs

Xi X1 X2 X3 ] e ieeeee Xn
P(X:Xi) P] Pz P3 ................ Pn
Avec P, +Py+Ps+............. +P,=1

6) Fonction de répartition d'une variable aléatoire X
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On appelle fonction de répartition de la variable aléatoire x, la fonction F définie sur R par :
F:x— pX<x)
N.B:

Si x; < x <Xji1, alors F(x) =P; + Py+........ +P;

En particulier : F(x) = 0 pour x <x;: F(Xx) =1 pour x > X,
La fonction F est une fonction en escalier, croissante de 0 a 1

7) Valeurs caractéristiques d'une variable aléatoire :

a) Espérance mathématique X

On appelle espérance mathématique d X, le nombre X = E(x) tel que :

X =E(x) = Z PiX; + PyX; + PoX,

i—1

B :

C'est la moyenne pondérée des valeurs images x;, pondérées par les probabilités Pj(Car : Py

Propriétés :

P, : E(x - E(x)) =0 Py:B(x +k)=E(x) +k
P,:E(k) =k P4 : E(kx) = k E(x).

b) Variance :

On appelle variance de x I'espérance mathématique du carré de la variable x — E(x). Elle est
noté¢ V(x) telle que :

V()= DY R —EM] =P(X, —E(X))* + Py (X, — E(X))” +.... + P, (X, — E(x))’
Ou V(x) = (PX2 +P,X2 +..... + P x*) = (E(X))?

Propriétés :

P :V(K)=0; P,: V(X+k) = V(x)
P; : V(kx) = k*V(x)

¢) Ecart—type:

On appelle écart-type la racine carré de la variance. On la note 5(x) tel que & (X) = {/V(X).

Propriété:

0 (kx) =k (x)
6°) Epreuve de Bernoulli
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On appelle épreuve de Bernoulli toute épreuve ne conduisant qu’a deux éventualités. L une de
ces deux éventualités est appelée succes avec pour probabilité p et I’autre échec avec pour
probabilit¢ g =1 —p.

7°) Loi binomiale :
Soit une suite de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes.
Soit P la probabilité du succes et q = 1 — p celle de 1’échec.

Soit x la variable aléatoire désignant le nombre de succes.
La probabilité d’avoir exactement k succés est : p (x =k) = C¥ p* g™ *

Exercices d’application :

Exercice 1 :

Soit le tableau ci — dessous donnant la loi de probabilité de fabrication de voiture d'une société
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0 1
P(x =xj) 2 i
7 7

93—

a) Calculer l'espérance mathématique

b) Calculer la variance puis en déduire I'écart — type

c) Donner la fonction de répartition de la variable aléatoire X de cette loi de
probabilité puis faite sa représentation la graphique.

Exercice 2 :
1
On suppose que la probabilité de faire un gargon estz. Une famille a 5 enfants.

Calculer la probabilité pour qu’il y ait exactement 3 garcons.
Exercice 3 :

L’objectif de cet exercice est de déterminer les quels des avions a 2 ou 4 moteurs sont les
plus strs.

Un avion ne s’écrase pas tant que la moitié au moins de ses moteurs fonctionne. Les
moteurs d’'un avion tombent en panne de maniere indépendante.

Partie A :
Dans cette partie on prend p = 0,1

a) Calculer la probabilité pour qu'un avion a 2 moteurs s’écrase.

b) Calculer la probabilité pour qu'un avion a 4 moteurs ait ses 4 moteurs en panne.

c) Calculer la probabilité pour qu’'un avion a 4 moteurs ait exactement 3 moteurs en
panne

d) En déduire la probabilité pour qu'un avion a 4 moteurs s’crase.

Partie B :
On revient au cas général

a) Soit f(p) la probabilité pour qu'un avion a 2 moteurs s’crase. Démontrer que f(p)
= p2

Soit g(p) la probabilité pour qu'un avion a 4 moteur s’écrase. Démontrer que g(p) = p? (-
3p?2+4p)

b) On pose h(p) = f(p) - g(p)-

- Etudier le signe de h(p) en fonction de P.
- En déduire, suivant les valeurs de p dans quels avions il vaut mieux monter.

Solutions :
Exercice 1 :

362




a) Espérance mathématique est :

E(x)=0xz+lxi+2xl=i+z=§:0,857:>E(X)=0857
7 7 7 7 7 17

b) La variance et I'écart — type
. Variance :

V(x) =0’ ><%+12 ><§+22 %—0,8572 :§+§—0,8572 =V (X)=1,142-0,857> = 0,407

e L'écart —type: 0 (x) = /0,407 = 0,637
¢) La fonction de répartition est :

+

P(x<0)=0[P(x<1)=P(x=0)+P(x=1)=
2

2|
AN
g

P(XSO)=7P(ng):P(x=2)+P(X=1)+P(X=0)=%+§+%=1
0six<0
%SiXe[O;l]
Dol F(X)= Z
—sixe[l;2
. [1,2]
1si2<x

La présentation graphique est définie par la figure suivante :
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Exercice 2 :

Avoir une naissance simple conduit a 2 éventualités : soit on a un garcon, soit on a une fille.
C’est donc une épreuve de Bernoulli. On pourrait considérer I’épreuve « avoir un gargon »

1. s 1 97 . Y4
comme le succes de probabilité p = " et I’épreuve « avoir une fille » comme 1’échec de
el 13 . . . . .
probabilit¢t q=1-p=1 - s Cinq naissances successives constituent une succession de 5
épreuves de Bernoulli. Pour Calculer la probabilité d’avoir exactement 3 gargons, on utilise

L . . 3
alors la loi binomiale de paramétre 5 et " tel que

3 /a2
—3=c3(L E) _ 1290 _ =45
px=3)=C3 (4) (4 00X G ™ 16 = Toza P73 =5, 70,088

=>p(x=3)=0,088

Alors la probabilité d’avoir exactement 3 garcons est p(x = 3) = 0,088.
Exercice 3 :

Soit p la probabilité pour qu’un moteur tombe en panne

Partie A :

On donne p =0,1
a) La probabilité pour qu’un avion a 2 moteurs s’écrase. Un avion a deux moteurs
s’écrase si ses deux moteurs sont en panne. p; = p @p =p>=0,1 @0,1 =0,01
b) La probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs ait ses 4 moteurs en panne.
P, =p [k [ (= p" = 0.1 0.1 [}0.1 [[}0.1 = 0,0001
c) La probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs ait exactement 3 moteurs en panne. L’état
de fonctionnement d’un moteur conduit a 2 éventualités : soit il est en panne soit il ne
I’est pas. Avoir un moteur en panne est donc une épreuve de Bernoulli.

La probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs ait exactement 3 moteurs en panne se détermine
par la loi binomiale de paramétre p=0,1 etk =3

ps =p(x=3)=C5(0,1)° (0,9)" = 4[[k(0,001) [[}(0,9) = 0,0036

d) La probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs s’crase. Un avion a 4 moteurs s’écrase si
ses 4 moteurs sont en panne ou s’il a 3 moteurs en panne.

ps =p2 + ps = 0,0001 + 0,0036 = 0,0037
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Partie B :
On revient au cas général

a) Soit f(p) la probabilité pour qu’n avion a 2 moteurs s’écrase.

. 2
Démontrons que f(p) =p
Un avions a 2 moteurs s’crase si ses deux moteurs sont en panne.

f(p)=p[p=p
b) g(p) est la probabilité pour qu'un avion a 4 moteurs s’écrase.

. 2 2
Démontrons que g(p) =p” (-3p” + 4p)
Un avion a 4 moteurs s’écrase si ses 4 moteurs sont en panne ou s’il a trois moteurs en panne.

g(p)=pHp(x=3)=p"' + Cip’(1 —p) =p* + 4p*(1 - p)
=> g(p)= p' +4p’ - 4p" =-3p" + 4p’ = p*(-3p° + 4p)
=>g(p) = p*(-3p° + 4p)

¢) On pose h(p) = f(p) — g(p)

— _2 2 2 _.2 2

h(p) = f(p) — g(p) =p” —p"(- 3p” + 4p) =p“(1 + 3p” — 4p)
=>h(p) =p’(3p”" —4p + 1)
Si p>> 0 alors le signe de h (p) dépend du signe 3p dp+1
Or3p”—4p+1=3(p-1)(p-7)
=>h(p)>0sip€10;3[;h(p)<0sip €13 1[;h(p)=0  sip€ {z;1}
En déduisons, suivant les valeurs de p, dans quels avions il vaut mieux monter.

e Sip€e]0; %[, alors h(p) > 0 =>f(p) > g(p). Un avion a 4 moteurs est plus sOr.

e Sip€ ]é ;1 [, alorsh(p)< 0=>f(p) < g(p) : Un avion a deux (2) moteurs est plus sir.

e Sip€ {% ; 1} alors h(p) =0 & f(p) = g(p) : le risque est le méme.
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EXERCICES

Exercice 1 :
1) calculer les expressions suivantes :

3 8!
a) S1370(@)153(4 5 o

b A AL s Ay G5 G Gy
5 5

c) C—l;),ii ; Cli+C)
Ch A

2) Résoudre dans N* les équations suivantes :

a) Cy=5n ; AL =n(n’-1)

b) AT =n2n+5) ; A =C,

¢)C2=45 ; C)=2n ; CJ +C; +C; =475n
d)C.+C2=10 ; n*+3C} =1

Exercice 2 :

On dispose d'un jeu de 32 cartes ordinaires
1) combien de "mains" différentes de 8 cartes peut — on constituer ?
2) combien de "mains" différentes de 8 cartes comprenant 2as peut — on constituer ?
3) combien de "mains" de 8 cartes ayant au moins 2 cceurs peut — on constituer ?

Exercice 3 :

Une association comprenant 20 personnes dont 12 hommes et 8 femmes désirent
former un comité de 5 personnes dans lequel doivent se trouver au moins 2 hommes et 2
femmes. Trouver de combien de fagon 1'on peut former ce comité dans chaque cas :

1) chaque membre de I'association accepte de faire partir du comité

2) deux des hommes refusent d'en faire partir

3) monsieur x et madame y refusent de siéger ensemble

Exercice 4 :
Un sac contient 25 boules dont 9 rouges, 6 vertes et 10 jaunes. On tire 5 boules du sac.
1)) Dénombrer les cas possible a cette épreuve si :
1) le tirage est simultané
2) le tirage est successif sans remise
3) le tirage est successif avec remise.

1) Dénombrer les cas favorables ainsi que la probabilité dans chaque cas si :
1) le tirage est successif sans remise et le résultat contient au plus 3 jaunes

2) le tirage est simultané et le résultat contient 2 rouges, 2 vertes et 1 jaune.

3) Le tirage est successif avec remise et le résultat contient au moins 7 rouges.
4) Le tirage est simultané et le résultat contient au plus 1 verte

5) Le tirage est successif sans remise et le résultat est unicolore.
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Exercice 5 :

Dans une classe de 40 ¢€léves :

- 25 aiment la mathématique

- 30 aiment le frangais

- 17 aiment la mathématique et le francais

Trouver le nombre d'éléve :

a)
b)
c)
d)

qui aiment uniquement le frangais

qui aiment uniquement la mathématique
qui aiment la mathématique ou le francais
qui n’aiment aucune des deux maticres

Exercice 6 :

Un sac contient 5 boules rouges et 3 boules blanches, on tire simultanément et au hasard 3

boules.

1)
a)
b)
©)
d)
€)
2)

a)
b)

c)

calculer la probabilité de chacune des événements suivants :
aucune boule rouge n'est tirée

une boule rouge et une seule est tirée

deux boules rouges et deux seulement sont tirées

une boule rouge au moins est tirée

deux boules blanches au plus sont tirées

soit x la variable aléatoire prenant pour valeurs le nombre de boules rouges qui se
trouvent parmi les 3 boules tirées.

Donner la loi de probabilité de x

Calculer I'espérance mathématique et la variance de x
Calculer la probabilité de I'événement 1 <x <2

Exercice 7 :

Dans tout l'exercice on suppose les tirage équiprobables (n € Ni)

1)

Une urne contient (n + 1) boules vertes et (n — 1) boules rouges

Le jeu suivant consiste a tirer une boule de 1'urne :

a)
b)

2)

Si la boule est rouge, le joueur perd
Si la boule est verte, le joueur gagne

Quelle est la probabilité P, que le joueur gagne ?
Quelle est la probabilité P, que le joueur perd ?

Lorsque le joueur gagne, il recoit 200 F CFA, s'il perd il doit verser 300 F FCFA. On
définit la variable al€atoire x qui a chaque tirage associe le gain en FCFA.

(le gain pouvant étre négatif).

a)
b)

c)

Déterminer la loi de probabilité de x

Calculer I'espérance mathématique de x

Pour quelle valeur de n, le jeu est — il équitable ? (le jeu est équitable si l'espérance
mathématique de la variable x est nulle).
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Exercice 8 :

Une ¢étude statistique faite an le nombre de vente de voiture en une journée par un de ses
représentants a conduit a la loi de probabilité suivante pour la variable aléatoire x prenant
pour valeurs le nombre de ces ventes.

n 0 1 2 3 4 5 et plus

P(x=n) 0,15 0,40 0,30 0,10 0,05 0

1) Dresser le tableau de la fonction de répartition F de la variable aléatoire x et
représenter cette fonction dans le plus rapporté a un repére orthogonal
convenable

2) Calculer I'espérance mathématique E(x) et la variance V(x) de la variable x.

Exercice 9 :

Un établissement scolaire comporte 55% de filles et 45% de gargons.20% des filles et 40%
des garcons utilisent un moyen de transport individuel pour se rendre a 1’établissement ; les
autres utilisent des cars de ramassage scolaire qui arrivent tous a 8 heures a 1’établissement.
1) Quel est le pourcentage des éléves de I’établissement utilisant un moyen de transport
individuel ?
2) On apergoit la silhouette d’un éléve descendant d’un car. Quelle est la probabilité pour
que ce soit :
a) une fille ;
b) un garcon.

Exercice 10 :

Des lycéens préparent le BAC blanc de mathématique. Trois professeurs X; Y et Z sont
susceptibles de donner le sujet. D’apres les statistiques des années précédentes et d’autres
contraintes, les lycéens évaluent a :
* 0,35 la probabilité pour que ce soit X qui choisisse le sujet;
* 0,4 la probabilité pour que ce soit Y;
* 0,25 la probabilité pour que ce soit Z.
Par ailleurs, les lycéens redoutent qu’un certain chapitre noté r ne soit donné a I’examen. Ils
pensent qu’ils ont 1 chance sur 10 que le sujet porte sur r si X le choisit, 2 chances sur 5 si
c’est Y qui le choisit et enfin 41 chances sur 50 si ¢’est Z qui fait le choix du sujet.
1) Quelle est la probabilité que le sujet porte sur le chapitre r ?
2) Au BAC blanc, le sujet porte effectivement sur le sujet r. Quelle est alors la probabilité
pour que le sujet ait ét¢ choisi par :
a) par X ?
b) parY ?
c) parZ?
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Exercice 11 :

On considére deux dés cubiques identiques non pipé€s, dont les faces sont marquées:(0;0),

z. 7 (47 Am
3’3)°0373)°

On lance simultanément les deux dés, et on lit les résultats a et b de leurs faces supérieures.
Soit X la variable aléatoire qui, a chaque lancer des deux dés, associe la valeur sin(a + b)
1) Quelles sont les valeurs prises par X ? Déterminer la loi de probabilité de X.

2) Calculer I’espérance mathématique E(X) et la variable V(X) de X.

Exercicel2(non corrigé)
1- On suppose que la probabilité de faire un garcon est i. Une famille a 5 enfants.

Calculer la probabilité pour qu’il y ait exactement 3 gargons.

2- L’objectif de cet exercice est de déterminer les quels des avions a 2 ou 4 moteurs sont les
plus sirs.

Un avion ne s’écrase pas tant que la moitié au moins de ses moteurs fonctionne. Les
moteurs d'un avion tombent en panne de maniere indépendante.

Partie A :
Dans cette partie on prend p = 0,1

e) Calculer la probabilité pour qu'un avion a 2 moteurs s’écrase.
f) Calculer la probabilité pour qu'un avion a 4 moteurs ait ses 4 moteurs en panne.
g) Calculer la probabilité pour qu'un avion a 4 moteurs ait exactement 3 moteurs en panne
h) En déduire la probabilité pour qu’'un avion a 4 moteurs s’crase.
Partie B :

On revient au cas général

¢) Soit f(p) la probabilité pour qu’'un avion a 2 moteurs s’crase. Démontrer que f(p) = p2
d) Soit g(p) la probabilité pour qu'un avion a 4 moteur s’écrase. Démontrer que

g(p) =p*(-3p*+ 4p)
e) Onpose h(p) =f(p) - g(p).

- Etudier le signe de h(p) en fonction de P.
- En déduire, suivant les valeurs de p dans quels avions il vaut mieux monter.
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Barycentre

Ce chapitre vise a :

Objectifs

* réinvestir les notions vues en classe de premiére ;
«¢tendre 1’¢tude de I’outil barycentre a un nombre quelconque de points dans le plan et dans

I’espace;

 déterminer des lignes et surfaces de niveaux et les construire.

Savoirs et savoir-faire

SAVOIRS

SAVOIR-FAIRE

* Barycentre de n points pondérés

Réduction de :

a; MAl

-

~
Il
[y

Réduction de:
n

z a; MA?

i=1

* Ligne de niveau de I’application :

M - Mes (m ; MB )
e définition
* Propriétés

* Réduire

n
Z a; MAL

i=1

* Réduire
n

z a; MAlZ

i=1

» Déterminer les lignes et surfaces de
niveaux des applications du type :
n

M- Z a; MA?
i=1

MA

M - —
MB

+ Construire dans le plan les lignes de niveau
de I’application

n
M~ Z a; MA?
i=1

» Déterminer et construire une ligne de
niveau de I’application

M - Mes (m/,\m?))
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I- Introduction :

Dans ce qui suit nous faisons allusions au point dans un ensemble noté souvent E ou est
définit un produit scalaire et appelé espace affine a une dimension (de repere (o; i) par
exemple) ou tout point est du type A(xa), a 2 dimensions (de repere (o, i ,]) par exemple) ou
tout point est du type A(xa ;5 ya) ou a 3 dimensions (de repere (o, i, ], E) par exemple) ou tout

point est du type A(Xa ; Ya 5 Za)........ Cet espace affine sera toujours associé a un espace
vectoriel (ensemble non vide particulier dont les éléments sont des vecteurs munis d'une

base).

II- Rappels :

e Dans un espace affine les points A, B, C sont alignés lorsqu'il existe k € R* unique tel

que AB =KAC on dit que B a pour abscisse k dans le repére de graduation d'origine
A et de point unitaire C.

e Lorsque cette condition n'est pas remplie, les points A, B, C ne sont pas alignés on dit
alors qu'ils sont coplanaires et déterminent toujours un repére du plan. En fixant A le

repere est (A ; AB ; TC)

e Dans tous les cas :
- Larelation de Charles est vérifiée par : AC = 4B +BC

- d(AB)= ||E|| =+ AB2=AB; alors AB? = AB>

III- Barycentre d'un systéme de points :

1) Systéme de points pondérés :

On appelle systéme de point pondérés tout ensemble du type :
{(Al, a,), (A1 ; 052); vy (Aps Op) } ou les A; sont les points d’un espace affine et les

a i sont des nombres réels appelés coefficients de pondération. Chaque « ; est appelé
coefficient de pondération.

2) Barycentre de deux points pondérés

On appelle barycentre du systéme de points ponderes{(A a); (B; B )} l'unique point G
s'il existe tel que : aGA + BGB =0
En fixant A ona: aGA + ,B(GA+ AB) =0 (a+ﬁ)ﬂ=

+ B
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Avec a + f #0 & AG =p iBﬁ

a

Ainsi si G est le barycentre de {(A; ) ; (B; £)}; Alors A, B et G sont alignés, et G a pour

abscisse " f dans la graduation de repére (A ; B).

Construction du barycentre de deux points pondérés :

Détermine puis Construire le barycentre G (s'il existe) dans chacun des cas suivants :
a- {(A;5);(B;2)}

b- {(A;3):(B;-8)}
Solution
a- G={(A;5);(B;2)}
5 +2=7 =0 alors G existe et AG Zéﬁ

A

[®
vs)

v

N =
S0N
N w
N
NG
N oy
[S=Y

d- G={(A;3);(B;—8)}

3 —-8=—15# 0donc il existe un unique point G tel que AG = gﬁ

>
oo}
Q

v

Ul =
v
vl w
S
p
vl o
AR
v e

3) Barycentre de trois points pondérés

On appelle barycentre de trois points pondérés affectés au systeme :
{(A; a);(B; £);(B;y)} l'unique point (s'il existe) G tel que : aGA + /3@ + yﬁ =0

373




EnﬁxantAona:a(EZ+ ZZ)+ B(ﬁ+ ZE)+ y(EZ+ R) =0

<> AG = a+g+yAB+ a+£+yAC avec(a + B+ y+0)

Construction du barycentre de trois points pondérés :

Détermine puis construire le barycentre G dans chacun des cas suivants :
a- G=Bary {(A; —3); (B; —2); (C; 3)}

b- G=Bary{(A; 1); (B; —2); (C; 1)}
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a-G =Bary {(A;-3);(B;-2);(C;3)}
(=3)+(—=2)+(3)=—2=+ 0, alors G existe.

Ona:—3GA—2GB+3GC=0

_GR_ -2 Tm 3 TR
=2AG = 553 ABt 55540
a6 = Z2AB+ 2 AC

C
b-G=Bary {(A;1);(B;-2);(C; 1)}

(1)+(—=2)+(1)=0 ,alors G n’existe pas.

4) Barycentre de n points pondérés :

a- Définition :
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On appelle barycentre de n points pondérés du systeme :
{A1; a1);(Ax; a2); (As; as).... (An; ay), le point G (sl existe) tel que :

a1GA +a,GA, +a,GA, +............. +a,GA (A,;a,=0) ou encore > a,GA =0
A=1
Lorsque le plan est rapporté a un repere d'origine 0, en fixant cette origine on a : en fixant 0
ona: @;(GO+0A)+a,(GO+0A) +..i . a,(GO+0A,)=0
<=>@(al+a2+ ............... +an)+a1&1+aza&z+ ............ +an6&n=6
oG = alO—A; +a26&2 +ana&n
(a,+a, +..... +a,)
0G =—1OAI +—2-0As +ooveere . +—"OA,

b)_Coordonnées du barycentre de 3 points pondérés :

> - —

Dans l'espace affine, le repére (o, i, J,K) considérons le systéme
{(A1, 1) ; (A2, @2); (A3, a3)} telque a1+ a2+ as#0alors 3! G e tel que:

- (04 - [04 e a -
oOG=—"""0A +———2—O0A,+—3—0A;
a +a,+a, a, +a,+a, a, +a,+a,
Xs = Xo = Xg XA1 XA2 XA3
Or OG =|y; — Yo =Ys OAly, OAy, OAX,
ZG_ZO :ZG ZAl ZA2 XA3
Xg " X " X, " X,
1 2 3
Donc | Yo |=—————| Ya |[T—————| Yo, |t ———| Ya
a1+a2+a3 0(1+0(2+053 0[1+CZ2+CZ3
Zg Zp, Zp, Zp,
Xy T Xy X, . Xy T QX Xy
. =
X a1+a2+a3 0{1+0{2+OC3
G
_ alyAl +a2yA2 +a3yA3 D'ot _ alyA| "'szyA2 "'053yA3
Yo |= ou Yg =
a1+a2+a3 0(1+062+0£3
ZG
ATy +0O,Z, + T, , ALy Oy, F 05,
¢ =
a1+a2+a3 a1+a2+a3
NB
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D’une manicre générale si A ; B et C sont 3 points affectés aux complexes Z, ; Zg et Z. et
soit G le barycentre affecté¢ au complexe Z; tel que Z; bary = {(A, «); (B, £); (C, y)}.
aZp+ BZp+VvZc

at+pf+y

Ona:Z;=

5) Propriétés du barycentre de trois points pondérés :

e Le barycentre G d'un systéme ne dépend pas de I'ordre dans lequel sont choisis ces
points pondérés.

Exemple: G =bary {(A, a); (B, B);(C, y)}
G=bary {(B, #); (A, a);(C, r)}
G=bary {(C, y); (B, B); (A, a)}

e Le barycentre G d'un systeme ne change pas en multipliant ou en divisant chaque
coefficient de pondération par une méme constante non nulle.

Exemple :Vk € R*onaG=bary {A,ka);B,kfg);(C ky)}

6={(a:8): (595 (c: D)

e Le barycentre G d'un systeme ne change pas lorsqu'on remplace dans le systéme un
certain nombre de points pondérés par leur barycentre partiel G' a condition que ce
dernier soit affecté de la somme partielle des coefficients de pondération partielle
considérée.

Exemple : bary {(A, a); (G, f+y+5 # 0)}

Remarques :

- Le barycentre G d'un systéme du type :
{(A1; a); (A2, @) 5 (A3, @) ;... (A ) avec a# 0} est appelé isobarycentre.

- Coordonnées barycentriques : tous les N uplets de réels du type :
(a1, a2 as,......... an)telque a1 ta o+ +a » # 0 sont appelés
des coordonnées barycentriques.

Exemple : (3, 5, -3, 2, 7) sont appelés coordonnées barycentriques car: 3+5-3+2+7#0

6) Ensemble des barycentres d'un systéme
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a) Barycentre de deux points pondérés :

On se rappelle que pour le systeme {(A, a); (B, )} a + f #0ona:enfixant Aona:

m( B JA—B’
a+pf
= Ge(AB)

Considérons les systemes {A, ai); (B, f)} 1<i<n

Sia1+ p,#0=31Gep/ enﬁxantAona:A_G::L s JATBSGE(AB)

a, + B,
Sia,+f, #0< 3G, ep/en fixant Aona: EzZ[LﬁJEZGZ e (AB)
o, + P,

Sia,+pB,#03!G, ep/ enfixant Aona: AG, =L lj-nﬂ Jﬁ =G, €(AB)
an n

D'ou I'ensemble des barycentres des points A et B est engendré par la droite vectorielle (AB)
donc cet ensemble est la droite affine passant par les deux points A et B.

b) Barycentre de trois points pondérés :

OnaEH:L Py Jﬁzene(AB)
an+ﬂn

Rappel :
{(A, a);(B, B);(C, y)} avec a+ f+y #0 eten fixant A, il existe un point

Ge¢>/A—Gz P AB + 4 E:GeauplanA,B,C.
a+pf+y a+pf+y

Considérons les systemes {(A, ai); (B, £i): (C, yi)} 1<i<n

Sia;+pB +7, #0=3!G, e/ en fixant A

Ona: AG, = b + Y E:GleauplanA,B,C
a+pi+y o +pi+y

Sia,+p,+y,#0=3!G, € ¢/ en fixant A

Ona AG, = P, AB + V> E:GzeauplanA,B,C
a,+pB,+7, a,+pB,+7,

Sia,+B,+y,#0=>31G, ep/enfixant Aona:

AG. :Lﬁ+7—"A—C:>Gn € auplan A, B, C
a,+ B, +7, a,+ B, +7,

D'ou I'ensemble des barycentres des points A, B et C est engendré par le plan vectoriel
(AB,AC).
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II1-Fonction vectorielle de Leibniz associée a un systéme
de points pondérés :

Considérons le systéme de points pondérés {(A1, 1) ; (A2, @ 2); (As, a3) on appelle
fonction vectorielle de Leibniz associée a ce systeéme (An ; « n) la fonction notée et
déterminée par : f: E—> V

n —_— D — D — —_—
M fM) = " a;MAi = a, MA| + o, MA: +....... +a, MA,
i=1

o Pour o +a, +a; +........... +a,=0ona:

Pour M=A,=>f(A))= o, AA +a, AA +a; AA +.......... ... +a,AA,
flA) = a, AA +a, AA +.e +a,AA,

Or par la relation de Charles on a :
VMeE, f(M)=a MA +a,(MAI + AA) +a,(MA + AA, +............ +a,(MAI +AA,)
=(0 +0, 0+ +an)ml+alﬁ2+a3ﬁ3+ .......... .+o¢nKA\’n
fM) = 0+ f(A ) = flA)
pour M= Ay ; f(Ay) = o, AA +a; AJA +.......... +a,AA,
VMeE,f{M)= al(mz +§&,)+a2mz +a3(m’2 +§A3)+ .......... +an(mz +§&n)
=(a,+a, +a; +.... ... +an)mz +alﬁl+a3ﬂ3+ ............. +an§0\n
=0+ f(Az)

VM € E on a f(M) = f(Ay)
De fagon plus générale en fixant un point quelconque du plan
Posons M =P

f(P) = ¢, PA| +a2ﬁz F e e +a, PAn
par la relation de Charles on a :

f(M)=al(W5+ﬁ1)+a2(W+ﬁz)+ .............. +an(W+ﬁn)

= MP(@, + 0ty + oo e +a,)+ f(P)
f(M) = f(P) qui est indépendante de M
* pour

o+ + 0+ . +a, #0alors3!G € E telque a1@1+a2@2+ ......... an@n=6

Or f(G) = a1@+a2@z+ ............. +an§°\n donc f(G)=6
Ainsi pour tout point M € E
Ona:fM)= a,(MG+GA)+a,(MG+GA2) +.......... +a,(MG +GAn)

= (0, + 0y + e +an)M—C§+f(G)

M) = MG(Y. @)
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Montrons que f est une bijection :

f:E—>V
M 5 (M) =Y o, MA;
i=l1

n -
Cas ou z a; # 0, prouvons que f est une bijection de E sur V soit vV € 9 résolvons I'équation
i=1

d'inconnue M € E, f(M) Y

e Lorsque V=0 alors f(M) = Ve f(M):6

Si Y a;#0alors 3!1GeE/G= bary{A e, et f(G) = 0 donc I'ensemble solution est dans
i=1

ce cas un singleton

Si Y a; =0, 0onaf(M)=f(P)= «, PA, +a2ﬁz F o e +a, PAn = PP' oii P est le point
i=1

fixé et P' I'extrémité du vecteur alors f(M) = O = PP'=0 < P'=P donc I'ensemble solution

est le singleton {P}

e Lorsque V#0ona:

- pour Zai =0 alors f(M) est indépendant de M donc f(M) = v alors
i=1

-

&, PA + 0, PAL + ... +a, PAy =V

n ., .n
Alors P est 1'unique point vérifiant cette €équation pour Zai #0 onaf(M)= MG(Z a;)

i=1 i=1

Alors f{(M) = Ve W—‘;LZ aiJ Y

i=1

MG =Y L l=w

n

iz:,ai ) Zai

i=1

Comme W est constant (car v et sont constants) alors 3! M € E tel que MG =w d'ou

n

2.4

i=1

I'¢quation : f(M) = vV n'admet qu’une solution.

Conclusion :

Dans tous les cas I'équation f(M) = vV n'admet qu'une seule solution. On dit alors que f est une
bijection de C sur V.
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Exemple

A, B et C étant 3 points non alignés du plan
détermine la nature de(I') tel que : {M €P ; /|| 2MA — MB + 3W” = ||Z§||}

Solution

Déterminons la nature de (y ) tel que : {M €6/ || 2MA — MB + 3W” = ||Z§|| }
Posons f(M) =2 MA—MB +3MC , la fonction vectorielle de Leibniz associ¢ au systeme {(A ;
2);B;-1);(C,3)}ou2-1+3=4+#0
Comme 4 # 0, G existe uniquement tel que f(G) = Oet f(M) =2(
MG + GA) — (MG +GB) + 3(MG + GC) = 4MG Ainsi
1

It ) = [R8] < iG] = ] = ]| - ] = ] - £ [AB] <= wi - 5 8

Ainsi (y )est un cercle de centre G et de rayon r = %AB
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I1I- Fonction scalaire (au numérique) de Leibniz :

1) Définition :
On appelle scolaire de Leibniz associée au systéme {(A;i; ;) } (1<i<n)
L'application ¢ =E — R

M oM)= a,MA” +a,MA] +.......... ... +a,MA] = > a,MA;

i=1

2)-Ecriture réduite de o( M)

SoitN e E ona p(N)= D a;NA] alors (M) - p(N)= > o;MA’ = > o, NA?
i=1 i=1 i=1
- Z(ai MA? —a;NAY) = Zai(MAi2 —NA?)
i=1 i=1
n —2 —2
oM)- p(N)= Zai(MAi —NAi)
i=1
= 3 &, (MA: + NA )(MAi — NA)
i=l
ZZai (W. +Mi)(mi +Mi)
= Zai(mi +Mi)°w
_ M—N*[zaim Yo, NT\J
o1 i1
oM)- p(N)= MN [f(M) + f(N)] ou fest la fonction vectorielle de Leibniz associé au
systeme {(Ai; ;)
1<i<n
Dot (M) = MN [f(M) + f(N)] + ¢ (N)

On distingue encore 2 cas :

1" cas Si > a; #0alors3!G e E/G =bary{(A,a;)}alors1<i<n

i=l

p(G)= Y a,GA?

i=1
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Ainsi o (M) = MG(f(M)+ f(G))+¢(G) or f(G) = 0 donc ¢ (M)= MG. fM) + ¢(G) et

i=1 i=1

{gaijw(G)

f(M) = Wé(i aiJ alors ¢ (M) = WB’W;'LZH: Q, J +¢(G) d'ou p(M) = MG?

Remarque :

e siG=bary {A;a);(B;b);(C;c)} et ¢ fonction scalaire de Leibniz associée a ce
abAB® +acAC” +bcBC?

systeme alors ona : @ (G) = 5
a+D+C

AB? + AC?* — BC?

.A_B)OA_C)z >

¢p:¢—>R
M p(M) = Y o MA?
P (M) =M62[iaij+(p<e)

n
er Lo
17 cas : s1 Zai # 0

i=1
Ennotantm= » ¢, alorsVM e ¢ ona ¢ (M) = mMG’ + ¢ (G)

<=mMG’= p(M) - ¢(G)
= MG2: ¢(M)_¢(G) .MGZZ k_(D(G) avec k = CD(M)
m

m
MG® = e k— #©) qui est un polyndme du 1 degré en k alors
m m
ik _9©) =0 k=¢(©) =0= k =@(G) alors on a le tableau de signe suivant :
m m m
- ?(G) +
K
MG’ Signe contraire du signe de m | Signe de m

En notant 4 (k) = 1 k— #©) alors cette fonction est telle que 1 (k) = MG”
m m

e lorsque A (k) <0 alors MG* = A (k) absurde donc Sy = ¢ et fn'est pas surjective

donc ne peut étre une bijection de ¢ sur R
e Jlorsque 4 (k) =0 <=>k= ¢(G)alors Sy = {G}

e lorsque A4 (k) >0 alors MG = JA(K) :
- lorsque la dimension de & = 3, I'ensemble Sy est appelé la sphére de centre G et de
rayon 4/A(K) identifier sous le nom de surface de niveau k pour ¢
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- sila dimension de ¢ est 2, I'ensemble Sy est le cercle de centre G et de rayon /A(K)
encore appelé ligne de niveau k pour ¢ . Ainsi pour 4 (k) >0, ¢ n'est pas injective
donc ne peut €tre une bijection sur R.

Conclusion : Pour Zai # 0, l'application ¢ : & — R n'est pas bijective
i=1

2¢ Cas : Dans ce cas, 3! Uo eV tel que pour toutm € ¢; f (M) = Uo
VM eeg, f(M)=U,

Soit N € ¢ alors f(N) = U, ainsi p(M)- p(N)= W.[ﬁo +GOJ

o (M) - p(N)=2. MN.Uo

En choisissant N dans {(A;; «;) } telque N=1

_—

Alorsona ¢ (M) - (1) = 3W$ => Ml .u, =M et en posant (M) =Kk on a

Uo
Mi ot = XK=
e pour Uo :cﬂ)alorsw.a:@
2

- Sik#@{)alors VM egona:0= donc absurde alors Sy = ¢

k=)
2

- Sik=¢@({)ona:0=0alors Sx = {I}

e pour Uo # 0 alors ona MI e U, :%

En notant U = IJ o0 T est le point choisi du systeme et J I'extréme on a :
— - k—g(l
MI el = ;”( )

Miel] = k—o(l)

S ety =2k

Moy = 2Dk

Notons H le projeté orthogonal du point M sur la droite (1J) alors IHxIJ = %_k
L'ensemble Sk cherché est :

- Le plan orthogonal en H a la droite (1J) si la dimension de ¢ est 1

- Siladimension de ¢ est 1, il s'agit de la droite orthogonal a 1J au point H
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IV- Produit scalaire et médiane d’un triangle :

1) Triangle équilatéral

AB=AC=BC et A=B=C =60°
I Milieu de [BC]

A
Al Médiane de [BC]
\’\ Ona: ||[AB|| = |AC| =241 et IC +TB =0
/]

2) Triangle isocéle en A

~

AB=AC et B=C
I Milieu de [BC]

A
Al Médiatrice de [BC]
Ona:AB+AC=2Al et IC +IB=0
2 2 2
E.R:AB +A§' — BC
¢ mE

3) Médiane d’un triangle quelconque

A

A’ Milieu de [BC]

B’ Milieu de [AC]
C’ Milieu de [AB]

C'
G centre de gravité du triangle ABC
Ona:
G=2AA" ;: BG=2BB': CG==CC’
C

B NB : Pour un triangle isocele, on a AG = —AA’
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4) Théoréme de la médiane

Soit ABC un triangle quelconque et I milieu de [BC]

A

C I B

a- Premiére énoncée de 1a médiane

2

AB
MA? + MB? =2MI? + —

b- Deuxiéme énoncée de la médiane

2
s AB
MA e« MB = MIZ—T

c- Troisiéme énoncée de la médiane

MA? — MB? = Ml « 4B
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EXERCICES

Exercice 1 :

Dans le plan affine euclidien ; on considére un triangle équilatérale A, B, C dont le c6té
mesure a.

1) Construire le barycentre G du systeme {(A, 4) (B, 1) (C, -1}.

2) Soitf: E — R tel que : (M) = 4MA?* + MB? - MC?

. . . 63a’
Déterminer puis construire I' =

Exercice 2 :

Soit A, B, C trois points du plan P tel que AB=AC =5 cm et BC=6 cm.

1) Construire le triangle ABC puis calculer ABe AC

2) Soit G le barycentre des points pondérés {(A, 2) ; (B, 3) ; (C, 3)}. Construire G puis
calculer GA.

3) Soitf:P—R

—_— — — — —  —

M —2 MBeMC +MCeMA+MAe MB

a) Exprimer f(M) en fonction de f(G) et MG
b) Calculer f(G).

4) Déterminer puis construire I'ensemble des points M du plan tels que : f(M) = f(A).
Exercice 3 :

Soit E un plan affine euclidien muni d'un repere orthonormé. On considere les points A, B, C
de coordonnées respectives : A(3, 1) ; B(-2, 3) ; C(1, 0)
Soit G le barycentre des points A, B, C affectés des points 2 ; 1 ;- 1
1) Trouver les coordonnées G
2) Trouver suivant les valeurs du nombre réel K 1'ensemble des points M tel que :
2MA* + MB® —MC? =k
3) Construire les points M du plan tel que : 2MA*—~ MB? - MC* =8

Exercice 4 :

Le plan P est muni d'un repére orthonormé (o, T,]) On considere les 4 points A ; B; C; D tel

weals) ofy)  efi) o[}

1) Déterminer les coordonnées x et y de D sachant que HEA«” = Hﬁ?; = HD—CH

2) Déterminer les réels m et n tels que D soit barycentre des points (A, 1) ; B, m) ; (C, n)

— 2 — 12
3) Trouver I' +3 =k
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0
4) Déterminer le réel k tel que A (3} soit ¢lément de (E) que I'on représentera.

Exercice 5 :

Soit A, B, C un triangle équilatéral de c6té 3 ; B' le milieu de [AC] et un point D tel que
4AD = AB +3BC
a) Démontrer que D est le barycentre des points pondérés (A, 3) ; (B, -2) ; (C, 3). En
déduire que D appartient a la médiatrice du segment [AC].

_—

b) Démontrer que BB'= %ﬁj

¢) Calculer DA” et DB?

d) Déterminer l'ensemble (E) des points M du plan vérifiant la relation :
3MA*> —2MB* +3MC?* =12

e) Vdérifier que l'isobarycentre du triangle A, B, C appartient a I'ensemble (E)

f) Tracer (E).

NB : on fera une figure explicite du triangle A, B, C.

Exercice 6 :

Le plan est rapporté au repere orthonormé (o, i,]) d'unité graphique 1 cm. On considére les
points A, B et C d'affixes respectifs :
Zn= (V3 -2)+i3+243)
Ze=(1-43-1)+i(3-1)
Ze=(1-44/3) +i(-4-43)
1) a) Calculer Zy — Zg + Zc.
b) En déduire que le point o est le barycentre du systeme de point pondérés
{(A, D) (B,-1);(C, 1}
2) Soit (E) l'ensemble des points M du plan tels que : Hm— MB + WH = Hm ~2MB +MC

a) Vérifier que B appartient a (E)
b) Déterminer puis construire (E)
3) Déterminer puis construire I'ensemble (D) des points M du plan tel que :

—_— — —

ZHMA— MB + MCH - HM—A—:%W?H

Exercice 7 :
Dans l'espace E, on note la distance de deux points M et N par MN

1) Soit 3 points A, B, C non alignés et I le point défini par Al = AB +%E De quel

coefficients a, b, ¢ faut — il affecter respectivement les points A, B, C pour que I soi
leur barycentre ?
2) On suppose maintenant que le triangle ABC est rectangle en A tel que AB=2 AC=1.
On suppose que : S = {M e E/MA’> —2MB* —MC” =—3}
Démontrer que s est une sphere de centre W et de rayons r a préciser.
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EXERCICE 8:

Soit ABC un triangle rectangle en A tel que : AB=4; AC=6.
Soit I le milieu du segment [AB].
1) a- Construire le barycentre G={(4,5) ; (B,—-3); (C,2)}.
b- Calculer AB » AC puis en déduire AG2 et BC2.
2) Déterminer puis construire I’ensemble E; des points M du plan tel que :

| 534 — 3MB + 2MC|| = 2||MA + MB||
3) Déterminer puis construire I’ensemble E; des points M du plan tel que :

| 534 — 3MB + 23C|| = |74 — MB).
4) Déterminer puis construire I’ensemble E3 des points M du plan tel que :

SMA?* — 3MB?* + 2MC?* = 24.
5) Déterminer puis construire 1’ensemble E4 des points M du plan tel que :

S5MA? — 3MB? + 2MC? = k ( on discuteras suivant les valeurs de k ).
6) Déterminer puis construire I’ensemble Es des points M du plan tel que :

5MA? — 3MB? — 2MC? = -72.

EXERCICE 9:

Soit ABC un trapeze tel que ( AB ) parallele a (CD .
Soient I'; J et O les milieux respectifs des segments [AB]; [CD] et [I]].
1) Déterminer puis construire I’ensemble E; des points M du plan tel que :

77 + B ~ ¥ + D).

2) Les médiatrices des cotés [AD] ; [BC] se coupent en G. Démontrer que
GA? + GB? = GC? + GD?.

3) Démontrer que I’ensemble E; : MA? + MB? = MC? + MD? est non vide.
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Applications Affines

A-LES APPLICATIONS AFFINES PLANES

Activité d’approche :

-

Soit :% un plan affine associé au plan vectoriel P et rapporté au repére (O ; T; J).

On consideére I’application f de 352 dans (fz définie par :
x'=2x—-y+1
y'=x+y-3

a- Détermine par ses coordonnées 1’image O’ de O par f.
b- Montre que I’application de P dans P telle que :

VMe P, @(W) =0'M' est un endomorphisme de P (application linéaire de P

M(x; y)->M(x; y’)telque:{

dans lui-méme).

L’application f ainsi définie est dite application affine.

I- Définition-propriétés-points invariants expression analytique :

1) Définition

Soit E un espace affine associ¢ a I’espace vectoriel E et f une application de E dans E.
f est une application affine de E dans E s’il existe un endomorphisme ¢ de E etun point Mo

de Etelsque VM €EE, (p(MOM ) =M'oM' avecM'y, = f(My) etM' = f(M)

L'homothétie de centre et de rapport donné. La translation de vecteur donné, la symétrie et la
projection de base et de direction données et la rotation de centre et d'angle donné sont des
exemples d’applications affines.

NB : les applications affines conserves le coefficient de colinéarité et toute application
bijective du plan est appelée transformation affine du plan.

Définition :

Une application d’un espace vectoriel E dans lui-méme est dite affine quand elle de la forme
U — A+ @(i) ou ¢ est une application linéaire de E dans lui-méme (endomorphisme de E)
dans I’espace apreés le choix d’une origine O. Une application M— M’ est dite affine quand
I’application est affine.

Activité:
Soit f une application affine de E dans E.
a- Montre que ¥V ( M,N) € ExE, ¢p(MN) = M'N.
b- Montre qu’il existe un et un seule endomorphisme ¢ de 1’espace vectoriel E tel que :
V (M,N) € ExE, o(MN) = M'N’.
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( on pourra raisonner par ’absurde en montrant que Vi € E ; () = ¢'(#) avec ¢ et ¢’

¢tant deux endomorphismes de E.
Remarque : ¢ est appelé I’endomorphisme associé a 1’application affine f.
Par contre a un méme endomorphisme peuvent tre associées plusieurs application affines
dans les expressions analytiques, il suffire de changer les constantes.

2) Propriétés

P; : Les applications affines conservent le barycentre de n points pondérés : c'est-a-dire si f
est une application affine, I’image du barycentre d’un systéme de n points pondérés est le
barycentre du systéme des images de ces points affectés des mémes coefficients.

Ainsi noud retenons que :

- L’image une droite est une droite.

- L’image d’un plan est un plan.

- L’image d’un segment est un segment.

D’une maniére générale :

- L’mage d’une partie convexe de E est une partie convexe de E.

- L'homothétie de centre et de rapport donné ; La translation de vecteur donné ; la symétrie
et la projection de base et de direction données et la rotation de centre et d'angle donné sont
des exemples d’applications affines.

P, : la réciproque d’une transformation affine du plan est une transformation affine du plan.

3) Application vectorielle associée a une application affine

a) Définition : soit f une application affine du planp danspet A; B; C et D quatre
points du plan d’images respectives A’ ; B’ ; C’ et D’.

On appelle application affine vectorielle associée a f , tout application vectorielleUdans

Vnotée ptelque : VA €Epet VB €Epona: A'B' = (p(ﬁ)z >A'B" = f(A)f(B).
D’ou p(4AB) = f(A)f(B).

b) Propriétés :

Soit f une application affine du plan p dans p et ¢ 1’application linéaire associée a f. Pour

tout vecteur u et ¥ du plan vectorielle Vet pour tout réel o donné, on a les propriétés
suivantes :

Py o(al) = ap(u).
Prrp@ + 7) = o@) + ().
P;: (p(O) =0
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Py o(Xit, a;t;) = is1 o)

4) Points invariants par une application affine f

a) Définition

Soit f une application affine du plan P dans P. L’ensemble des points invariants par f est
soit un ensemble vide, soit un singleton, soit une droite ou encore un plan tout entier.

b) Propriétés :
P, : L’image d’une droite par une transformation affine est une droite.
P, : Si (AB) et (CD) sont deux droites paralleles du plan et ( A’B’) et ( C’D’) leur images

respectives par une application affine f du plan, alors les droites ( A’B’) et ( C’D’) sont
paralléles.

P; : Soit f une application affine du plan P dans P.

- Si f estbijective alors f(P)=P
- Si f n’estpas bijective alors f (P ) est un singleton ou une droite.

5) Expression analytique d’une application affine f

a) Définition :

Le plan est muni d’une repére (O ; T; J). Soit f une application affine du plan et soit ¢ sont
application linéaire associée. Soit (a ; a'); (b ; b") et (¢ ; c") les coordonnées

respectives de (1) ; @) etde 0’ avec0' = f(0). Ona: O'M’Z@(W)

p(xi+ y))

= XQL +yQj

= x(a?+ a']) +y(b?+ b’j)
= xal + xa7+ ybt +yb7
(ax + by)T + (a'x+ b'y)j

=>x'— )+ (v = )T =(ax+ by)T +(a'x+ b'y)J
Par identification on a :

:>{ (x'"=¢") = (ax+ by) {x’— ¢'= ax+ by <::>{Jc’= ax + by + ¢’
y—=¢)= (@x+by) lW—-c=ax+by Wy =ax+by+c

!

b) propriété:

Une application f est dite affine si sont expression analytique est sous la forme :
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{x’= ax + by + ¢’
y'=ax+ by+c

Evaluation

Dans le plan (O ; 7; J). on considére les points :
2y . 1. ~(-2Y. A3\ . it (-3

AG): B(): €(3): AL : B() et C(D)

Soit f l'application affine du plantel que : f(A) = A"; f(B) = B'; f(C) = ('
1) Montrer que f est bijective
2) Déterminer l'expression analytique de f.

Synthese

Soient les points A; B; C; A’; B’; C’ tels que :
A(2,0); B(1,1); C(-2-1); AGB,10);B(4,6); C'(—3,-1)
Soient I’application affine du plan tel que :

fA) = A5 f(B) = B'et f(C) = C.

1) Montrons que f est bijective :
f est bijective si et seulement si det(ﬁ ; Té) #0 et det(A'B' ; A’C’) #0
Alors det(AB ; AC) =50 et det(A'B ; A'C’)=—13 %0
Alors f est une application bijective.

2) Déterminons I’expression analytique de f. ’expression analytique de f est :

{x’zax+ by +c
y'= ax+ b'y+c

(o(4B) = AB" (o = ai+ aj _ (p(-i+])=1- 4
SOlt — B - 1> <:> -> - -
p(AC) = A'C’ e(D = bi+ b ~ lo(—4i—])= —61—11]

{—fp(f) +o(N=1-4
—4p(@D) — () = —61—11]

5o = —51—15] © @@) =i+ 3]

= _)+3_> = . =
Donc 10 3 ¢>{a’ 1;b=3
(p(f): 21—] a=2; b =-1

{x’=x + 2y +c

!

Xg=X4 + 2y, +cC {3=2+2(0)+c
y'=3x—y+c

= ’ <:>
or f(A)=A {yA=3xA—yA +c 10=3(2)-0 +¢

o2k

o . . "=x 4+ 2y +1
Ainsi I’expression analytique de f est : {x * Y

y' = 3x—-y+4

393



II- Cas des transformations affines du plan

1) Définition :

Une transformation affine est une application bijective de ¢ dans ¢ . Contre exemple de

transformation la projection P
(A) .

Base)

(D)

Direction

P(M;) # P(M;), donc n'est pas bijective.
P(M,) = P(M,), tandis que M; # M, alors n'est pas injective par suite elle n'est pas bijective.

2) Translation de vecteur U

a) Définition :
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Etant donné un vecteur U, on appelle translation de vecteur U, 'application ponctuelle notée

et déterminée par :

ty:P-P

M-tz (M)=M
Alorsona: MM =14

Cas particulier : Si G = 0 alors ts(M)=M' = MM’ =0 < M= M'donc ty = idp

b) Point invariant :

Pour toute translationty avec ¥ # 0 on observe aucun point invariant.

¢) Expression analytique d'une translation :

Soit (3) :M(%): M (1)

, . . P (x'-x
L'expression analytique de MM’ = (y,_y)
—_ x'—x=a x'=a+ x
~M)=M' MM =1 &
ta(M) =M MM =u {y’—y=b {y’=b+y

d) Caractéristique d'une translation :

Toute translation tU est caractérisée par son vecteur U de translation.

Exercice d’application

-

Dans le plan ¢ rapporté au repére (O ; 7; J). , on considére la translation t3 définie par :
tz (A)=Boud(=3;1); B(1; 7)

a) Caractériser cette translation
b) Déterminer le point C’ image du point C par t;; ou C(0 ; —2)

Solution

a) Caractérisons la translation

tz2(A)=Bsi AB =1

1 7 B —YA 7-1

translation.

OA( ] et OB( j alors AB (;B _XA) = 1+3) = (:). D’ou ﬁ’(:) est le vecteur de

b) Déterminons le point C' image de C par translation de U
Ona:tz(C)=C'<=>CC'=1u
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— [ Xo — X Xe — X~., =4 X.. =4 4
CC'LC CJ:LC J;CC'=U<:>(C ]:{C D’oﬁC‘(jtelque
Yo = Ye Yo +2 Yo +2=6 Yo =4 4

4
tz(C) = ( 4j

e) Quelques propriétés de t;

Les translations conservent l'alignement, le parallélisme, la distance, la valeur et 'orientation
du plan, la nature des figures.

-
-
-
-
-
-
-
-

-
-
-
-
-
-
-

3) Homothétie
a) Définition :

On appelle homothétie de centre Q et de rapport k 1'application notée et déterminée par :
k(Q, k) p—>¢

M |> M'/OM'=kQOM
Exemple : h(Q, 3); M'= k(-2 ; 3)™ ; QM'=30M

Q

M=k(-2;3)M)

Pourk €]0;1[ ,M' €[Q;M]
Pour k >1, M' e[Q;M]

Pourk <1, Q' e [M'M]
Pourk=1,M=M'

Alors h (Q, 1) est I'application identique du plan

e —————————————
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Sik=0,M'= Q alors h (Q, 0) est I'application constante qui envoie tous les points sur Q).

b) Expression analytique

Xo

X X' _
SoitQL J;ML ]etM'( Jtelqueh(Q;k)(M)ZM'<=>QI\/I'=kQI\/I

Yo y '
(XM, —XQJ:k[xM _XQJQ(X:_XOJ:k[x_xojz{X:_XO =k(x—X,) C>{x"z kX — KX, + X,
Yvr = Yo Yu = Ya Y=Y, y—Yo y=Yo =k(y-yo)  (y'=ky-ky,+Y,
{x': kx+ X, (1-Kk)
y'=ky+y,(1-k)

¢) Caractéristiques :
Une homothétie est caractérisée par son centre QQ et son rapport k.

d) Point invariant :
Dans le plan une homothétie h(Q, k) ne laisse invariant que son centre Q).

e) Quelques propriétés:

h(Q,3)(A)=A'
QA"'=3 QA
Et

1 "
h (2, -2)(A) = A

B' QA= —%HA




C”

L'homothétie conserve 1'alignement, le parallélisme, I'orientation, la nature, des figures et
multiplie les distances par |k‘ donc ne conserve pas la distance.

4) Rotation : r(Q ; )

a-Définition: On appelle rotation r (Q; @) l'application notée et déterminée par :
OM' = OM

1(Q;0)M) =M'<= {(WAW) =0

b-Expression analytique :

Considérons la rotation T (Q ; @) etle point M tel quer (Q ; ) (M) =M'

MI

- - X X X'
En rapportant le plan au repere orthonormé (o, I, J) et en notant Q Lyo J ;M Ly] et M' (y‘J
0
OM' = OM
MOM' = 6
Le traitement de ces conditions aboutit au systeme

ona: {

X'=Xcos@ + ysinf — X, cosfd — Y, sind + X,
y'=—Xsinf + ycosfd + X, sinfd — y, cosf+ Y,

c-Caractéristique d'une rotation

Une rotation est caractérisée par son centre Q2 et son angle #. Dans le plan le seul point
invariant d’une rotation est son centre.

d-Quelques propriétés




Une rotation conserve l'alignement, la nature des figures l'orientation des angles et la distance.

5) Symétrie orthogonale

a) Définition :
Une symétrie orthogonale d'axe ( A) est toute application affine notée S/A et définie par :

S/A:P—>P

Ml—)S/A(M)ZM'@{MM L4

et I milieu [MM'] € A

b) Expression analytique :

Considérons la symétrie orthogonale d'axe A noté S/A transformant le point M en M' avec

, . a b . c L, .
(A) : ax + by = C alors 1’équation: mx + NPT y= NrE T est dite équation
normalisée de A

En rapportant le plan au repére orthonormé (0,1, ), il existe un unique angle 0 tel que :
a
Cosb = v
b

Cost = 7=

X'= Xcos28 + ysin26 —2ab

Conditions aboutit au systeéme .
y'= Xsin26 — ycos26 —2ac
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¢) Caractéristiques :

Une symétrie orthogonale est caractérisée par son axe (A) et tout point situé sur cet axe reste
invariant par la symétrie

d) Quelques propriétés :

)

Les symétries conservent l'alignement, la nature des figures, opposent les angles et conservent
les distances.

Remarque : Une des caractéristiques de la symétrie orthogonale % est : % 0 % =Idf

B) LES APPLICATIONS AFFINES DANS L'ESPACE
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L'extension de ces applications en dimension III fait I'objet d'une étude ultérieure. Cependant
X

dans 'espace associé un repére orthonormé (0,1, j, IZ) tout point M| y | est représenté comme

z

-1 2 -1 1

l'indique les points ci-dessous A |2 |;B|-2| ; C|-3|; D|3
-1 1 -1 2

I- Isométrie et similitude plane :

1) Isométrie :

a-Définition :

Une isométrie plane et une transformation qui conserve la distance. En la notant i cela
signifie que : Sii(A) = A’eti(B) = B' alors AB= A'B".

Exemple :

e la translation : soit t3; de vecteur U fixé et A, B, A', B' les points tels que :
A'=ty (A)etB'=t; (B)

A B

<

A’ B'

On a bien AB = A'B' alors £3; est une isométrie plane
e La rotation de centre QO et d’angled.
Soit # = —75° les points A, B, A' et B' tels que r(A) = A", r(B) = B'

AB = A'B' alors T est une isométrie

e La symétrie orthogonale %
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A'= %) (A)etB'= ¥, (B)

AB = A'B' donc % est une isométrie

b-Classification des isométries

Les isométries se subdivisent en deux sous — ensembles :

- les isométries positives notés I dont l'expression analytique se présente sous la forme

i:P>P

X X\ . X'=ax+by+c .
M - M =iM) < aveca” +b” =1
y ' y'=—-bx+ay+c'

Ce sous ensemble regroupe les rotations et les translations
- Les isométries négatives notés I~ reconnues avec l'expression

i:P>P
1 ': b
M(XJHM'[iji(M)@{X PEOVTE  avec—a’ —b? = —(@> +b*) =1
y y' y'=bx—ay+c'

Ce sous-ensemble regroupe les symétries orthogonales

c- Propriétés des isométries
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Soit f une isométrie d’un espace affine &.

P, : Si f posséde deux points fixes distincts A et B alors tout point de la droite ( AB ) est un
point fixe par f.

P, : Si f posseéde trois points fixes distincts A ; B et C non alignés alors tout point du plan
(ABC) est un point fixe.

P; : Déplacements : translations — rotations d’axe A et d’angle ©, ou les vissages.

P, : Antidéplacements : symétries orthogonales par rapport a un plan , composée d’un
déplacement et d’une symétrie orthogonale par rapport a un plan.

Soit f une isométrie d’un plan affine 9.
Ps : Déplacements : translations — rotations — symétries centrales.
P : Antidéplacements : symétries orthogonales composées d’une symétrie orthogonale et

d’une translation.
La composée de deux antidéplacements est un déplacement.

2) Similitude plane :

a-Définition

Une similitude est une transformation qui conserve le rapport de distance. En la notant s cela
signifie que si S(A) = A’

S(B) = B' alors B _ k aveck e R,

VBV_

b-Propriétés :

. fo e Tee 114 1e e s AB . s
e Pour les isométries on a établit 1'égalit¢ AB = A'B' <Z>ﬁ =1 donc toute isométrie

est un cas particulier de similitude dont la constante est 1
e Toute similitude s est la composé commutative d'une homothétie et d'une isométrie, on
écrit dont S = hoi = ioh

v

hom iso

c-Caractéristiques d'une similitude :

403



Comme les isométries se décomposent en 2 sous groupes (a savoir) et que chaque similitude
est la composée d'une isométrie et d'une homothétie alors on distingue 2 sous groupes de
similitude. Les similitudes directes (homothétie, isométrie positive) et les similitudes inverses
ou indirectes (homothétie, isométrie négative)

> Cas de similitude directe

Expression complexe

Soit s une similitude directe du plan qui au point M d'affixe z associ¢ le point M' d'affixe z'
alors ces affixes vérifient I'égalité¢ z'=az+boua, b € ¢
S est caractéris¢ par

son rapport k = |a‘

son angle 6 = arg(a)

son centre Q) d'affixe @ = aveca#1

l1-a
- Q estinvariant pour a # 1

Expression exponentielle

Considérons la similitude directe S : z'=az + b (1)
Pourlecaslez'= w ona w =aw +b (2)

Alors (1)~ (2)Z'— @ =a(z—w) ora= ke'’= |a|e“" alors ' — o = |a|e‘9(z - m)

Expression analytique

Notons z' = x' +iy'etz = x +1iy
Alorsz' = az + b <=>x"+iy' =a(x +iy) + b

X'=ax+b

<=x"+ iy =ax +aiy + bZ{ '
y'=ay

> Cas de Similitude indirecte ou inverse :

Expression complexe

'

Considérons la similitude inverse S qui au point M d'affixe z associe le point M' d'affixe z

alors ces affixes vérifient I'égalit¢ z’=az+boua,b ez
Dans ce cas S est caractérisé par :

- son rapport k = |a‘
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- sonaxe(A):y = px + q
b+ab

l1-aa

- soncentre Q d'affixe w =

Expression analytique

!

Z =x" +iy'; Z=x-iy
2 x' +iy =alx-iy) + b
X'=ax+Db

2 x' + iy = ax—aiy+b=>{'
y'=-ay

Remarque :

Dans le cas ou @ € (A) ; on observe aucun point invariant et la similitude est dite vissage.

Retenons

Soit f la transformation : z' = az + b

- si a = 1,alors f est une translation de vecteur U et d’affixe b.
. . , 1
- si a = —1,alors f est la symétrie centrale de centre Q d’affixe w = Eb'

- sia e R"—{—1;1}, alors f est une homothétie de rapport k = |a| et de centre
b
- a :
- sia € C"—{1}et|a] = 1alors f est une rotation d’angle o= arg( a ) et de centre

Q d’affixe w =

Q d’affixe w =

1-—a’
- sia € C°—{1}et|a] # 1alors f est une similitude directe de rapport

k = |a|, d’angle o. = arg( a ) et de centre Q d’affixe w = T

Soit f la transformation : z' = az + b

- Silal =1, alors f est une symétrie orthogonale d’axe I’ensemble des solutions de

z'=z.
- Si|al| # 1alors f est une similitude indirecte de rapport k = |a|, d’angle o = arg(a ),
b+ab
d axe (A) : y = px + qetdecentre Q2 d'affixe w = s
—aa
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Composée des transformations

- Lacomposée de deux translations de vecteurs U et ¥ est une translation U + v.
- Lacomposée de deux homothéties h;(Q ; k;) et hy,(Q ; k,) estune homthétie
h(Q ; kyek,). Avec ki # k.
- Lacomposée de deux homothéties h;(Qq ; ki) et h,(Q, ; ky)est:
e Une homothétie h(Q ; ky o ky) si kyek, #1.
e Une translation de vecteur U sik; e k, = 1.
- La composée d’une translation de vecteur U et d’'une homothétie h(Q ; k) est:
e Une translation si k = 1.
e Une homothétiesizi = 0.
e Une homothétiesi k #1 et %= 0.
- La composée d’une homothétie et d’une isométrie est une similitude.
- La composée d’une homothétie et d’une symétrie orthogonale est une similitude indirecte.
- La composée de deux antidéplacements est un déplacement.
- La composée de deux déplacements est un déplacement.
- Lacomposée de d’un antidéplacement et un déplacement est un antidéplacement.
- La composée de deux rotationsr et r’ d’angles respectifs a et o’ est:
e Une rotation d’angle 0. + o’ si o0+ o’# 0
e Une translation o + o’= 0
La composée d’une rotation et d’une translation est une symétrie orthogonale.

Expressions analytiques des transformations

- Expression analytique d’une translation de vecteur translateur ﬁ(g)
SiM (;) et M’ (;:) sont deux points quelconques du plan tel que MM’ = U <=>

x'=x+a

1 __ — a ) : . ) . .
Z' -7 ( b)’ alors I’expression analytique d’une translation est : {y, —y+b

- Expression analytique d’une homothétie de rapport k et de centre Q(;g)

SiM (;) et M' (;:) sont deux points quelconques du plan tel que QM' = k aOM <=>

Z' — w = k(Z — w), alors I’expression analytique d’une homothétie est :

{x’zkx+x0(1—k)
Y =ky+y(1-k)’
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- Expression analytique d’une rotation d’angle O et de centre .Q(;g)

OM' = OM

SiM (; ) et M’ (; :) sont deux points quelconques du plan tel que,<=> {m, _ g

Z' — w = e'9(Z — w), alors ’expression analytique d’une rotation est :

X'=Xcos@+ ysinf — X, cosfd — Yy, sinf + X,
y'=—Xsin@+ ycosf + X, sinf -y, cosf + Y,

- Expression analytique d’une symétrie centrale de centre .Q(;g)

SiM (:;) et M' (;:) sont deux points quelconques du plan tel que MM’ = 2002 alors

. . . x'=—x+ 2x
I’expression analytique d’une homothétie est : { , .
P yHa y =-y+2y

- Expression analytique d’une symétrie orthogonale d’axe (A):y = ax + b

SiM (:;) et M’ (;:) sont deux points quelconques du plan tel que si M S/A (M)=M'et
MM'L A

milieu alors I’expression analytique d’une symétrie orthogonale est :
[MM e A

X'= Xc0s20 + ysin26 —2ab
y'= Xsin26 — ycos26 —2ac

- Expression analytique d’une similitude directe
. —x 1 .
SiM (_y) et M (y,) sont deux points quelconques du plan tel que

z'=az+b aveca et b € (7, alors I’expression analytique d’une similitude directe

{x’zax+b
est:]",
y =ay

- Expression analytique d’une similitude indirecte

SiM (:;) et M’ (;:) sont deux points quelconques du plan tel que

z =az+b aveca et b € C*,

: : o o x'=ax+b
alors I’expression analytique d’une similitude indirecte est : {y' = —ay
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Expression analytique d’une isométrie

e Isométrie positive ou déplacement

x'=ax—by+c ) ’ B
{y,sz+ay+c,aveca + b* = 1 et det(Matf) =1

NB : tout déplacement ( isométrie positive) est une similitude directe de rapport k = 1 et
les déplacements sont des transformations qui conservent 1’angle orienté ( Rotation ;
translation ; symétrie centrale )

Classification des déplacements a partir de I’ensemble des points invariants

Ensemble des points invariants par f | Nature de la transformation f

Plan P f est’identité du plan

Ensemble vide @ f estla translation du vecteur non nul
Singleton {A} f est larotation de centre A

o Isométrie négative ou antidéplacement

x'=ax+by+c ) . B
{y'=bx—ay+c’avec a*— b* = =1 et det(Matf)= —1

NB : tout antidéplacement (isométrie négative) est une similitude indirecte de rapport
k = 1 et les antidéplacements sont des transformations qui conservent 1’angle orienté
(symétrie orthogonale ; reflextion ; symétrie glissée)

Classification des antidéplacements a partir de I’ensemble des points invariants

Ensemble des points invariants par | Nature de la transformation f

f

Droite (D) f est la symétrie orthogonale par rapport a (D)

Ensemble vide @ f est la symétrie glissée

Expression analytique d’une réflexion d’axe

~

e Par rapport a la droite d’équation y = x ,ona: ;, f 3;
e Par rapport a la droite d’équation y = 0,ona: );, - )iy
e Parrapport a la droite d’équation x = 0,ona: ;, _ ;x
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- Déterminant — Bijection — Projection — Points invariants —Involution d’une
transformation f

e Déterminant :

Soit f l'application affine tel qu'on ait :

[X'=ax+by+c
Cly'=a'x+b'y+c
Soit mat(f) la matrice A de f tel que mat(f)=A = a,a l;, )
a b
Soit det(A) le déterminant de la matrice A tel qu'on ait : det(A) = ‘a‘ b" =ab'-a'b

e Bijection

f est une bijection ou réalise une bijection ssi :

a
det(A) = ‘a, —ab-a'b#0

'
N.B : On utilise la méme méthode pour montrer que trois points A, B, C forment un repére du
plan c'est-a-dire det (AB,AC) = 0

e Projection
f est une projection si et seulement si, il existe trois points :

X XV XH
M{yj ; M'(y'j ; M"[y”] e Ptelque: f(M)=f(M')=M"

X"'=ax'+by'+c
yH: av Xl+bv yV+CV

C'est-a-dire { < fof = f

e Points invariants

f admet un point invariant si et seulement si, il existe deux points

X=X X=ax+hby+c
y=Yy' y=a'x+b'y+c'

X X'
MLy] ; M'(y'j € P tel que f(M) = M' c'est-a-dire {
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e Involution

f est involutive ou réalise une involution si et seulement si : La matrice au carrée de f est

10
égale a la matrice identité c'est-a-dire Mat(A?) = [0 1]

o2 3B o6 U6

c) Les matrices

I-Définition :

Une matrice est un ensemble de nombres disposés en lignes et en colonnes sous forme de
tableau rectangulaire. (Les lignes sont horizontales et les colonnes sont verticales).

Une matrice comportant m lignes et p colonnes est une matrice de dimension mxp.

Chaque ¢élément d'une matrice est identifiée par la position qu'il occupe dans le tableau chaque
¢lément se situe a l'intersection d'une ligne et d'une colonne ; la position est donnée en
indiquant le numéro de la ligne suivi du numéro de la colonne. Ainsi, I'élément a;; d'une
matrice occupe l'intersection de la ligne i et de la colonne j.

Une matrice Apy, est un tableau comme suite :

a, a,..a,...4,
8, 8y...8)...4,,

Amxp:

a., a a....a

ml “m2 - “mj mp

Notation compact: A = (ai,j) (1sism;1<j<p)

II-Matrices particulieres

Soient m,p € N* et soit A = (&) 1<i<m. 1<i<p) UNE matrice de type m, p a coefficients réels.

1) Sip =1 ondit que A est une matrice colonne ;

2) Sim =1 on dit que a est une matrice ligne ;

3) Si tous les aj;sont nuls, on dit que A est la matrice nulle. On la note Oy xp ;

4) Sim = p lamatrice A est dite carrée d'ordre m. Les scalaires a1, as,...... , Qmm
constituent alors ce que I'on appelle la diagonale principale de A.

5) Si A est une matrice et si tous les coefficients situés hors de la diagonale principale
sont nuls. On dit que A est une matrice diagonale ;

6) Si A est carrée et si a;; = a;; pour tous 1, j on dit que A est matrice symétrique.
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7) La matrice diagonale dont tous les coefficients situés sur la diagonale principale valent
1 est notée 1, et est appelée matrice unité d'ordre p.

8) Si A est une matrice et si tous les coefficients situés strictement au — dessus
(respectivement en dessous) de la diagonale principale sont nuls, on dit que A est
triangulaire inférieure (respectivement triangulaire supérieure).

III- Relations entre les matrices

1) Définition:
Deux matrices réelles de mémes dimensions sont égales si les éléments qui occupent la méme
position dans l'une et l'autre matrice sont égaux.

Soient deux matrices de méme dimension : A = (aij )mxp ,B= (bij )mxp
A=B® Vi, j, a =b

ij ij

2) Opérations sur les matrices :

Nous définissons quatre opérations sur les matrices : une addition de deux matrices une
multiplication d'une matrice par un scalaire, une multiplication de deux matrices et enfin, la
transposition d'une matrice.

a)Addition de deux matrices :

L'opération addition de deux matrices crée une nouvelle matrice appelée somme. Cette
opération est définie sur les matrices de méme dimension. Chaque ¢lément de la matrice
somme A + B est la somme des ¢léments de méme position des matrices A et B.

A= (aij )mxp’B :(bij )mxp A+B= (Sij )mXpOU S =ajj T by

2

-1 0 1 1 1
E le: A ;B = lasomme A+B =
—REmp (15 3} (3 —2j (18 J

Soit My, « p I'ensemble des matrices réelles de dimension mxp. L'addition de deux matrices
possede les propriétés suivantes : fermeture, associative, commutative, neutre (matrice nulle),
inverse A ou — A = (aj))mxp

b) Multiplication par un scalaire :

L'opération multiplication par un scalaire est une opération qui crée une nouvelle matrice en
utilisant, par exemple, une matrice A et un scalaire k. Chaque élément de la matrice ka est
1'élément de méme position de la matrice A multipliée par le scalaire k.

Soit un scalaire k et une matrice réelle A = (aij )mxp kA= (pij )mxp ou kjj = ka;

Exemple : Si le scalaire est 2 et la matrice est
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1 1 -2

1
2

A= |0 —1] alors la matrice produit est (-2) A= | 0 2
3 2 -6 -4

La multiplication d'une matrice par un scalaire possede les propriétés suivantes : fermeture,
associative, commutative, neutre (1) distributivité sur une somme de matrices, distributivité
sur une somme de scalaires.

Notez que : Pour I'addition et la multiplication par un scalaire I'ensemble M, des matrices a
m lignes, p colonnes, a coefficients dans le corps K est un K espace vectoriel.

¢)Multiplication de deux matrices:

L'opération multiplication de deux matrices est une opération qui crée une nouvelle matrice
appelée produit; par exemple, une matrice AB est le produit de A et B. L'élément de la
matrice AB occupant la position ij est obtenu en utilisant la ligne i de A et la colonne j de B,
de la fagon suivante : (1% élément de la ligne i de A fois 1% élément de la colonne j de B) +
(2¢ élément de la ligne 1 de A fois 2¢ élément de la colonne j de B) +... + (dernier élément de
la ligne i1 de A fois dernier élément de la colonne j de B). La multiplication de deux matrices
A et B est possible si et seulement si le nombre de colonne de A est égal au nombre de lignes
de B.

Soient deux matrices A = (aij ) B= (bij )pxp AB = (Cij )mxp ou

mxp’

c; = auby =ayh; +a,h,; + . +a,b,

Exemple : Soient les matrices suivantes :

3 -4 5

1 -1 =2 -3 —-15 -5
A= ;B=16 7 8 |= AB=
2 0 7 6 6 17
0 2 1

La multiplication de deux matrices n'est pas une opération commutative ; elle possede les
propriétés de fermeture, associative, neutre I, distributivité sur une somme de matrices.

Exercices d’applications

Exercice 1:

Soient les matrices suivantes

ST

1. Calculer: A+B; AxB; BxA
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2. Calculer : A> + B>+ 2AB et (A + B)®

Puis conclure.

Exercice 2 :

Soient les matrices

I -1 1 -1 11
A=|-11 1|;B=|1 -1 1
11 -1 I 1 -1

a) CalculerA+B ; AxB ;BxA
b) Calculer (A + B)?

Puis conclure

d) Transposition d'une matrice :

La transposition d'une matrice est une opération qui crée une nouvelle matrice de méme
dimension. L'élément de la matrice transposée située sur la iéme ligne et la j* colonne est
1'é1ément situé sur la j*™ ligne et la iéme colonne de A. Si une matrice A est symétrique alors
elle est égale a sa transposée. On dit que A est antisymétrique si A =- A.

Ainsi si A Z(aij), on appelle transposé de A, la matrice notée £y tel que : 4= (a]-i).

Exemple :

Soit la matrice A définie par :

1 2 . .
A= ( 5 ), déterminer la transposée de A.

3

e) Comatrice d'une matrice :

Solution

A= (5 S)u(, %)
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Soit la matrice réelle définie par : Ay xp=

On appelle comatrice de A, la matrice obtenue en calculant les différentes valeurs dea;;.
Onlanote: Cqtelque: Cy=(—1 )”j[det a,-]-.]

f) Déterminant et inverse d'une matrice :

A chaque matrice carrée A est associé un nombre appelé déterminant de A et noté det A.

Une matrice carrée A est dite inversible s’il existe une unique matrice carrée B telle que
AB = BA =1. La matrice B est alors ’inverse de A et notée A”'. On démontre qu’une matrice
carrée est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.

Ainsi si detA # 0,alors A~ 1 = *tc,(outc, estlatransposce de la comatrice de A ).

detA

Exercices d’application

Exercice 1 :

Soit la matrice A tel que A = ( ; 25 ).CalculerA‘ 1

Exercice 2 :

1 2 -1
-1 3 1

Soit la matrice B tel que B = .CalculerB~1
2 -2 -1

Soit la matrice A tel que A = ( ; 25 ).Calculons A1

1

—1_ .t
deta CA

detA = =(1)5)-(3)2)=5-6=-1
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detA # 0 Alors A est inversible.

Calculons la comatrice de A.

A{41A
Posons C 4= (A11A12)
21422

Calculons ainsi : Aqq ; A12 ;4215 Ay

Ap = ‘ =(-1)"(5)=(-1)(5)=5
5
= (-1)"(3)=(-1)(3)=-3
3
2
Ay = = (-1)"(2)=(-1)(2)=-2
1
= (-1 (1)=(-D(1)=1

A=

Ay =

orc (Guiz)a(C, 73)
Et tCA = (5_3 _i )

Doi A7 = d:tA.tCAz >AT 1= %1.(5_3 _i ) - _1(5—3 _i )

e —————————————
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=>A" 1= (_35 _2 )

Solution 2 :

1 2 -1
-1 3 1

Soit la matrice B tel que B = .Calculons B~ 1
2 -2 -1

1

-1= [
detB tCB
I 2 -1
detB=|-1 3 1
2 2 -1

Appliquons la méthode de Sariuspour le calcul de detB

=(3+4-2)—(-6-2+2)=5

detB # 0 Alors B est inversible.

Calculons la comatrice de A.

A11412413

Az1422423
Posons Cg=

A31A432433
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Calculons ainsi : Ay ; A1z 5 Az s Ay App 5 Azz 3 Azq s Aszp s Ass

An= |1 3 1| =(-DHM(3+2)=(-1)(-1)=-1
2 -1
Ap= | -1 -1 =(-D)"(1-2)=(-1)(-1)=1
2 2 -1
A= [-1 3 ) =(-1)"P(2-6)=(-1)(-4)=-4
2 2
2 -1
Ay = =(-1)77(2-2)=(-1)(-4)=4
2 -l
1 -1
Ap = = (-1 -1+2)=(-1)(1)=1
2 2 -1
1 2 -
Ay = =(-1)7(-2-4)=(-1)(-6)=6
2 2
2 -1
Ay= |1 3 1| =(-1)(2+43)=(-1)(5)=5
1 -1
Ap= | -1 B 1 =(-1)Y?(1-1)=(-1)(0)=0
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1 2 -
Ap= | -1 3 =(-1)7(3+2)=(-1)(5)=5
A11412413 -1 1 —4
Az1422453 4 1 6
OrCB= :>CB=
A3z1A32433 5 0 5
-1 4 5
1 1 0
Et tC =
B -4 6 5
s 1
-1 4 5 11 0
1 1 0 =c
e _ —1_1 _| 55
D’ou B _dtB.tCB_ B™ t==e .—l |
e -4 6 5 —46 1
55
-14
11
— 0
55
->p~ =] |

D) Applications Affines, matrice et déterminant

e Soit f I'application affine tel qu'on ait :

;. X'=ax+by+c
S ly'=a'x+by+c

e Soit mat(f) la matrice A de ftel qu'on ait :

Mat(f) = A = [a b J
a' b

e Soit det(A) le déterminant de la matrice A tel qu'on ait :

a b
det(A) = 2 bl ab'-a'b
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I- Bijection :

f est une bijection ou réalise une bijection ssi :

a
det(A) = ‘a’ X

b
" =ab-a'b=0

N.B : On utilise la méme méthode pour montrer que trois points A, B, C forment un repere du
plan c'est-a-dire det (AB, AC) = 0

I1- Projection :

f est une projection si et seulement si, il existe trois points :
X X' X" , "
MLyJ ;M'(y'] ;M"(yJ e Ptelque: f(M) = f(M) = M

X''= ax'+by'+c
yH= av Xl+bv yV+CV

C'est-a-dire { < fof = f

II1- Point invariant :

f admet un point invariant si et seulement si, il existe deux points

y=y' y=a'x+b'y+c'

X X' ] X=X X=ax+by+c
M y ;M y € P tel que f(M) = M' c'est-a-dire =

IV- Involution :

f est involutive ou réalise une involution ssi : La matrice carrée associée a f est égale a la

1 0
matrice identique c'est-a-dire Mat(A?) = [0 J

=[0G 6 6
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EXERCICES

Exercice 1 : Soit A(3, 0) et B(1, - 1) deux points du repere (O,E,])
a) Montrer qu'il existe une application affine telle que :

f(0)=B
f(B)=B
f(A)=A

b) Calculer les coordonnées (x',y") de f(M) = M’ en fonction des coordonnées (x, y)
de M.
c) Calculer fof et déduire la nature et les éléments caractéristiques de l'application f.

Exercice 2 : Déterminer la traduction complexe de la transformation f dans chacun des cas :

1) f estla transformation qui transforme A d'affixe — 1 + i en B d'affixe — 2 + 3i

2) f est1'homothétie de rapport % qui transforme A d'affixe — 1 + i en B d'affixe
-2+ 3i

3) festlarotation d'angle % qui transforme A d'affixe — 1 + i en B d'affixe —2 + i

Exercice 3 : Dans le plan (O,I, J) on considere les points A [Oj; B (J ; C ( 1] ;A [10}

f(A) = A5 f(B) = B'; f(C) = C
3) Montrer que f est bijective
4) Déterminer l'expression analytique de f.

4 -3
B' (6} ; C' ( 1jsoit f I'application affine du plan tel que :

e —————————————
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Exercice 4 : Le plan est muni du repére (o, i, ])

Soit f l'application du plan dans lui-méme qui a tout point M de coordonnées (x, y) associe le
point M' de coordonnées (x',y") tel que :

x':%(4x—2y—6)
!
y'=ZCx-y-12)

1) Démontrer que le vecteur MM ' a une direction fixe que 1'on précisera.
2) Démontrer que fof = f
3) a) Déterminer l'ensemble des points invariants par f.

b) En déduire la nature des ¢léments caractéristiques.

: X X
Exercice 5 : On considére dans le plan (0, I, J) les points M LYJ et M' (y') tel que :
1
X'=—(5x-12y+24
1 3( y+24)

1
'= —(=12x -5y +36
y 13( y+36)

1) Démontrer que fof =1d
2) Démontrer que I'ensemble des points invariants par f est une droite (D) que
l'on précisera.
3) Soit M un point du plan et M' son image par f.
a) Démonter que le milieu de [MM'] appartient a la droite (D).
b) Démontrer que le vecteur MM' 4 une direction fixe orthogonale a celle de (D).
c) En déduire les éléments caractéristiques de f.
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Exercice 6 :
Le plan euclidien P est rapporté a un repére orthonormé (o, 1, j) . Etant donné un nombre réel
X

a, on appelle T l'application de P dans P qui a tout point M L
y

(X'J {x':(a—l)x+2y
y tel que :

y'=ax+y
1) Déterminer les valeurs de a pour lesquelles Ta est bijective.
2) Déterminer I'ensemble des points invariants par Ta.
3) Déterminer a pour que Ta soit involutive et caractériser géométriquement 'application
Ta correspondant a cette valeur de a obtenue.

J fait correspondre le point M'

Exercice 7 :
X

On considére 1'application g de E dans E qui a tout point M L J associe le point
y

X' X'=X+Yy
M' ( J tel que : { '
y y'=-y+2

1) Montrer que g est affine, sans point invariant et que son endomorphisme associe ¢ est
involutif.
2) a) Démontrer que gog est une translation.

[\Sl [ =it}

b) soit U le vecteur de cette translation et t la translation de vecteur

Préciser la nature de l'application S telle que g = toS.

Prouver que toS = Sot.
3) Montrer que l'image (C') de la courbe (C.;) par g a pour équationy = —x + 2+ Inx.
4) Construire (C') dans le repere |0, I,] .

NB : (C') Coupe l'axe des abscisses aux points : x, = 0,16 et x;=3,14.

Exercice 8 : Soit l'application affinef.

' '=X—-YyV3+24/3
f: P—)P;M[XJHM' (XJ tel que : X=X y\/_+ V3
y y'=xy3+y-+3

a) Vérifier que f est bijective.

b) Déterminer l'ensemble des points invariants par f.

c) On désigne par Z et Z' les affixes respectives des points M et M'. Exprimer Z' en
fonction de Z.

d) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de f.
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Exercice 9 :

1
Dans le plan P, on considére la translation t3; définie par t;;(A) =B ou A (J .

a) Caractériser cette translation.

0
b) Déterminer le point C' image du point C ( 2) par t3

Exercice 10 :

Le plan P est rapporté a un repére orthonormé( 0 ; 7 ; J).

Soit A et B deux points du plan d’affixes respectives @ =1 + i et =—4-i

Soit T la transformation du plan P qui a tout point M d’affixe Z associe le point M’ d’affixe z’
tel que OM’ =2AM + BM.

b- Exprimer(x’; y’) en fonction de (x; y) puis Z’ en fonction de Z.

c- Montrer que T admet un seul point invariant  dont on donnera I’affixe. En déduire que T
est un homothétie dont on précisera le centre et la rapport.
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Statistique

I- Vocabulaire de la statistique

Evaluation diagnostique
Activité

Voici une liste de notes attribuées a 30 éléves d’une terminale :
- 13 personnes on une note comprise entre 0 et 3.

- 9 personnes on une note comprise entre 3 et 8.

- 4 personnes on une note comprise entre 8 et 10.
- 3 personnes on une note comprise entre 10 et 15.
- 2 personnes on une note comprise entre 15 et 18.

Utilise le tableau ci-dessous pour Classer ses notes dans des intervalles bien déterminés.

Nombre d’éléve Intervalles de notes attribuées
Solution
Nombre d’éleve Intervalles de notes attribuées
13 [0; 3]
9 [3; 8]
4 [8;10]
3 [10;15]
1 [15;18 [

Le faite que tu est classé ses notes donne la notion de statistique.
1- Définition :
D, : La statistique est un ensemble de données chiffrés ou non.
D, : La statistique est la branche de la mathématique qui consiste a regrouper les données ; a

les analyser et a tirer des conclusions.

Comme toutes les sciences, la statistique fait appel a un langage spécialisé.
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2- Langage statistique :

a- Notion de population et d'individu :

L'ensemble sur lequel porte 1'étude statistique est appelé la population, un élément de cet
ensemble est 'individu.

N.B : En statistique, les mots (population — individu) peuvent désigner des €tres ou des objets
animés ou inanimés.

b- Caractéres et modalités :

Dans 1'é¢tude de statistique d'une population, l'attention est portée généralement sur un
événement commun a tous les membres de la population : c'est le caractére.

Exemple : Le caractére situation matrimoniale a 4 modalités : marié, divorcé, célibataire,
veuf.

Il existe deux sortes de caractéres : Les caractéres qualitatifs et les caractéres quantitatifs.
- Caractéres qualitatifs :

Un caractere est dit qualitatif si ses différentes modalités ne sont pas mesurables.

Exemple : La situation matrimoniale ; le sexe, la profession, la nationalité....
- Caractéres quantitatifs :

Un caractere est dit quantitatif si ses différentes modalités sont mesurables c'est a dire des
nombres.

Exemple : 1'age, la taille, le poids.......
Un caractere quantitatif peut étre discret (discontinue) ou (continue)
Un caracteére quantitatif est dit discret si ses valeurs prises sont isolées.

Exemple : le nombre de frere de chaque ¢€leve, le nombre de femme.....

Un caractere quantitatif est dit continu si ses valeurs prises sont en nombre infini dans un
intervalle.

Exemple : la température du corps, la taille, 1'age...;
c- Echantillon :

L'étude d'un caractere sur une grande population est parfois sensible et coliteux.
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Exemple : recensement de population, enquéte etc... c'est pourquoi on étudie ce caractére sur
un petit groupe de cette membre de cette population : c'est 1'échantillon.

II- Présentation des données statistiques :

Plusieurs méthodes sont utilisées par les organismes de la statistique pour la collecte des
données statistiques. Les données ayant été recueillis et est nécessaire dans une premiére
phase de les grouper, de les présenter sous forme de tableau et de représentation graphique.

1- Cas d'un caractére qualitatif :

a- Tableau statistique :

Exemple : 1'étude du caractére situation matrimoniale sur 10 éléves d'une classe a donné le

résultat suivant :

A : marié
B : Divorcé

C : Célibataire
D : Célibataire
E : Marié

F: Veuf

G : Divorcé

H : Célibataire
I : Célibataire

J : Marié

Modalité (x;) Nombre d'é¢lément (n;)
Marié 3
Célibataire 4
Divorcé 2
Veuf 1
Total 10

Le caractere situation matrimoniale a 4 modalités; on dresse un tableau a deux colonnes.

1 ére

note x;

Colonne contient la nomenclature des différentes modalités. On la

La 2°™ Colonne contient le nombre d'élément de chaque modalité.

On la note n;.

n; est 'effectif relatif de la modalité xi. C'est le nombre d'élément présentant la modalité x;.

Exemple : n; =3, n; =4, n3 =2, ng = 1 (d'apres le tableau).

Alors N=>n;=n; +ny +n3 + ns = 10
N est appelé somme des ni. ‘
A ce tableau, on peut ajouter une 3" colonne ; celle des fréquences notés f; tel quef; =

n;

_ effectif relatif

N  effectif total

Modalités Nombre d'éléments Fréquences
(xi) (n;) (f)
Marié 3 3/10=10,3
Célibataire ) 4/10=04
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Divorcé 2 2/10=0,2

Veuf 1 1/10=0,1

Total 10 10/10 =1

NB : la somme des fréquences est toujours égalea 1 : Y fi=1

b- Représentation graphique :

Diagramme en baton :

Dans un repéere orthogonal, on place sur I'axe des abscisses les x; (modalités) ; et sur I'axe des
ordonnées les effectifs n; ou les fréquences f.

Pour construire le diagramme en baton des effectifs, on place les points A;(x; ; 0) et
B;(x; ; m;) eton construit en trait plein les segments[A4;B;].

AY
4__
3__
2__
1__
X
0 4 8 12 16 -
) < =
= kS s
= &
(@)
N.B:

Si les fréquences f; étaient en ordonnée, le digramme est appelé diagramme en baton des
fréquences. Le polygone des effectifs est la ligne brisée reliant les extrémités des batons dans
le diagramme (Voir figure ci-dessus).

D’une manicre générale, la ligne polygonale obtenue en joignant les différents points

Bi(x; ; m;)

Diagramme en secteur circulaire :

Soit le demi — cercle (C) ; représentons la série précédente sur (C). Chaque modalité est
représenté par un secteur angulaire proportionnel a son effectif a; tel que a;= fix180°.
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Marié : a;=0,3x180° => a;= 54°
Célibataire : a;= 0,4x180° => a,= 72°
Divorcé : a3=0,2x° => az=36°

Veuf : a,=0,1x180° => a,= 18°
NB : pour le cercle tout entier le secteur angulaire a;est : a; = f;x360

a; = 108°
o = 144°
a3 =72°
a4 =36°

secteur circulaire

: 30,00 %

Mariés

Célibataires

40,00 %

110,00 %

: 20,00 %
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2- Cas d'un caractére quantitatif discret :

a- Etude du caractére nombre de frére dans un tableau statistique

L'étude du caractére nombre de frére dans une classe de 12¢ a donné les résultats suivants : 4 ;
2:;2;1:;3;2;3:;3;2;1.

Regrouper ces données dans un tableau statistique.

Modalités | Effectif n; | Fréquence Effectif Effectif Fréquence | Fréquence
X fi cumulé cumulé croissante | Déeroissante
croissant décroissant
1 2 0,2 2 10 0,2 1
2 4 0,4 6 8 0,6 0,8
3 3 0,3 9 4 0,9 0,4
4 1 0,1 10 1 1 0,1
Total 10 1 / / / /

Le regroupement en tableau se fait de la méme manicre que les caracteres qualitatifs.

La seule différence est que les modalités sont des nombres s'écrivant dans 1'ordre croissant. A
ce tableau, on peut ajouter les colonnes, les effectifs cumulés croissants et décroissants ainsi
que les fréquences cumulés croissantes et de croissantes. Les valeurs du caractére étant
rangées dans l'ordre croissant, on appelle :

Effectif cumulé croissant de x; :

La somme des modalités inférieures ou égales a x; c'est-a-dire :

n = +ny)+
ni :1’11:2

ny =n1+n2+n3=2+4=0
n3y =n;+np+n3= 2+4+3=9

ng=n;+n,+n3ng=2+4+3+1=10 et la fréquence croissante cumulé est f; =

Effectif cumulé décroissant de x; :

N =10

On appelle effectif cumulé décroissant de la modalité x;, la somme des modalités qui le

succede ; c'est-a-dire n; = n; + N4+

. N
décroissante est : fii Fl\
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b- Diagramme en baton des effectifs cumulés :

Dans un repéere orthogonal, on place sur I'axe des abscisses les x; (modalités) ; et sur I'axe des
ordonnées les effectifs n; cumulés croissants ou décroissants.

Pour construire le diagramme en baton des effectifs cumulés croissants ou décroissants, on
place les points A;(x; ; 0) et B;(x; ; m;) et on construit en trait plein les
segments[A;B;].

v
y

Ll
Diagramme des n; Diagramme des n; croissantes Diagramme des n;
décroissantes

3- Cas des caractéres quantitatifs continus :

a- Tableau statistique :

Dans le cas d'un caractére quantitatif continu, les valeurs du caractere sont regroupées dans un
intervalle de méme amplitude [x;; xi:;[soit appelées des classes.

Exemple : I'¢tude du caractere taille sur 30 ¢éleves d'une classe de 12¢ a donné les résultats
suivants en cm :

175 165 172 171 168
170 178 170 171 173
170 170 168 150 160
165 175 179 180 170
173 165 168 176 150
174 158 153 144 172
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Dresser le tableau des effectifs et des fréquences cumulées.
Prenons des classes d'amplitude 6.

Classes Effectif Centre des n; n; croissante fi
classes

[xi 5 xit1] n; Ci
[144 ; 150] 1 147 1 30 0,633
[150; 156] 4 153 5 29 0,166
[156 ;162] 1 159 6 25 0,2
[162 ; 168] 3 165 9 24 0,3
[168 ;174] 14 171 23 21 0,76
[174 ; 180] 6 177 29 7 0,966
[180 ; 186] 1 183 30 1 1
Total 30 _ _ _ _

i i+1

On appelle centre (c;) de la classe (x;, xi+1) le nombre ¢; =

Pour les calculs, nous conviendrons de prendre la valeur c; commune a tous les individus de la
classe (xi, Xi+1)
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Histogramme des effectifs (représentation graphique)

y histogramme
40+ 38,89 %

30+

25+

20—+
16,67 946,67 %

15+
11,11 %
10—+ 8,33/%

52,794 &8 96 2\%@ %

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 x

Dans un repere cartésien, les valeurs des bornes de classe sont portées en abscisse et les
effectifs (ou fréquence) sont portés en ordonnées.

Pour chaque classe [xi; xi:i[, on trace le rectangle de base [ x; ; xi:1[, et de hauteur (n; ou f3).
La représentation graphique obtenue est appelée : Histogramme des effectifs ou des
fréquences.
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Les polvgones :

On appelle polygones les effectifs, la ligne brisée joignant les points (¢; ; n;).

On appelle polygone des effectifs cumulés croissants, la ligne brisée passant par les points
d'abscisse et d'ordonnées (Xt ; n;).

On appelle polygone des effectifs cumulés décroissants, la ligne bisée joignant les points de
coordonnées (X ; Niy, )

Les deux polygones des effectifs cumulés croissant et décroissant X coupent en un point
d'abscisse M. : (M. est la médiane).

a

n;

A

/ Médiane

Polygone des n; croissantes

Polygone des n; décroissantes
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> x;

I1I- Eléments caractéristigues d'une série statistique:

1- Les caractéristiques de position :

a- Le mode ou dominantes :

Le mode d'une série statistique est la valeur du caractére qui a le plus grand effectif
(ou fréquence). On le note M,,

Exemple : Déterminer le mode de la série suivante :

10,7,8;5,2,7;4,4,5;7,10
Ici : le mode est 7 (car 7 est compté plus que les autres)

b- La médiane d'une série :

Définition : La médiane d'une série est la valeur du caractére qui divise la série en deux séries
de méme effectif. On la note M.

Exemple 1 : soit la série suivante :

11,7,8,3,5,6,2
Déterminer la médiane. Pour cela écrivons la série dans 1'ordre croissant :

2,3,5, ¢ ..7.8,11

La médiane est donc Me = 6
Exemple 2 : soit la série suivante : 12,3,5,7,8,6, 11,4
Déterminer la médiane de cette série :

3,4,5, 6,7 ,8,11,12.Par convention.

Ici la médiane est Me = 6+T7 =6,5

La médiane d'une série statistique est la valeur du caractére qui correspond a I'effectif cumulé
N

n; = —
2

NB :
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N désignant les valeurs de la série statistique rangée dans 1’ordre croissante, on a :

. . . . N +1
-Si N est impaire, la médiane correspond a la valeur de rang -

. . . N N
-Si N est paire, la médiane correspond a la valeur de rang ) et 5 +1

Détermination de la médiane dans le cas d'un caractére continu.

Exemple :

2 éme

Déterminer la médiane dans la distribution des tailles de classe de 1 dont les données sont

dans le tableau en 3°).
La médiane Me correspond a I'effectif cumulé % =15

Me € [168 ; 174] est la classe médiane.
Xi: 168 <M< 174
ng :9<15<23
M, —168: 15-9 M, =170,57
174-168 23-9

c- Movenne arithmétique d'une série :

Définition : La moyenne arithmétique d'une série est le quotient de la somme de ces valeurs
par l'effectif total. Si x;, x»,... xi sont les valeurs et n, ny,......... , N sont les effectifs alors la
moyenne est notée :

- 2xnx 1
x="1=—N"nx
N NZ i

NB : Dans le cas d'un caractere continu, les xi sont remplacés par les ci
(centre de classe [, xit1])

Exemple : Soit le tableau statistique donné par :

Xi n; n; X x;j

7 1 7

8 3 24
9 5 45
10 4 40
11 2 22
12 2 24
13 4 52
14 1 147
15 2 30
16 0 0

17 1 17
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Total 25 275

2- Les caractéristiques de dispersion :

a- Amplitude ou étendue d'une série :

L'amplitude d'une série est la différence entre la plus grande valeur et la plus petite valeur du
caractere.

Exemple : Déterminer I'amplitude des séries suivantes :

a) —5;4;3;1;10;12/Rep.:(12)—(-5)=12+5=17
b) 5;10;9;20;40;30;8/Rep:(40)—(5)=40-5=35

b- Les quartiles

Les valeurs du caractére étant rangées dans 1'ordre croissant ou décroissant, on appelle
quartiles les 3 valeurs qui divises la série en 4 groupes de méme effectifs : on note : Q; ; Q3 ;
Qs ces 3 valeurs

Exemple : Déterminer les quantiles de la série suivante :

9;12;5;11;7;15;1;2;18;20;16;19;30;40;34

Rep:1,2;5; 7 ;9;11;12; 15 ;16;18;19; 20 :30;34;40
Qi Q2 Qs

Déterminer les quantiles de la série suivante : ci-dessus. Onadonc Q;=7; Qx=15; Q3=20
Q; est la médiane, il est appelé quantile centrale
Qi et Qs sont les quantiles extrémités

. . N
NB : Q, est la valeur du caractere qui correspond a l'effectif cumulé n; = Y

\ . . . . 3N
Qs est la valeur du caractére qui correspond a I'effectif cumulé n; = v

Q; — Qg est I'écart interquartile

Q

LQI Est 1'écart interquartile relatif.
2
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¢- Variance ou fluctuation :

La variance d'une série est la moyenne des carrés des écarts a la moyenne c'est-a-dire :

S1X1, X0, coveennnnnns xi sont les valeurs du caractére et ny ;M2 5oevvvveiinnnnn. ny les effectifs.
. , 1 & - 1 & _

La variance est notée : V = —Z n.x,’ —(x)* ou encore on la note : V = —Z(n-X- - Xx)*
N [ N [ |
i i

d- L'écart type :

. , : 1 < -
C'est la racine carrée de la variance, on la note o tel que o = vV = \/WZnixiz —(x)?
i

EXERCICE 1:

Soit le tableau de la série statistique correspondant aux pointures des chaussures de 48 €leéves.

Xi nj
36 5
37 11
38 12
39 8
40 4
41 3
42 4
43 1

1) Quelle est la population ?

2) le caractere étudié ?

3) Déterminer le mode

4) Déterminer la pointure moyenne

Solution

1- La population est un ensemble d’éleves.
2- Le caractere est : la pointure des chaussures.
3- Le mode est: 38
. - 1¢
4- La moyenne des pointures : X = N Z n X
i=1

>§:@:>}:38,52
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2
niXi

Xi n; nix; Xi
36 5 180 1296 6480
37 11 407 1369 15059
38 12 456 1444 17328
39 8 312 1521 12168
40 4 160 1600 6400
41 3 123 1681 5043
42 4 168 1761 7056
43 1 43 1849 1849
Total 1849 71383
EXERCICE 2 :

A T'occasion d'un concours de péche, les 250 poissons péchés ont été mesurés et leurs
tailles ont été regroupées dans le tableau suivant :

Classe des tailles (cm) Effectifs nj Ci n ¢
[10, 20[ 16 16 15 240
[20, 30[ 26 42 25 1050
[30, 40[ 36 78 35 2730
[40, 50[ 52 130 45 5850
[50, 60[ 38 168 55 9240
[60, 70[ 30 198 65 12870
[70, 80[ 20 218 75 16350
[80, 90[ 12 230 85 19530
[90, 100[ 10 240 95 22800
[100, 110[ 6 246 105 25830
[110, 120] 4 250 115 28750

N.B : Les parties complétées sont :

n n=16;n=16+26=42,n3=16+26+36=78......

. :ci=10;20:15;cz=20+3O:25;c3=30+40:35
n ¢:n .c;=16x15=240;n, ¢c,=42x25=650;n3c3=78x35=1260
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Evaluation

a- compléter le tableau :
b- déterminer la population, le caractére et la nature du caractere

c- déterminer les quartiles
d- déterminer la moyenne et I'écart type.

Solution
a- Complétons le tableau (voir tableau)
b- La population : les poissons

- le caractere : la taille
- nature du caractére : caractére quantitatif continu

c- Déterminons les quartiles :

Qmy = %: ? =625 alors Q, €[30,40 <=>42<62,5<78
Q —-30 625-42 — Q,-30
40-30 78-42

ﬂ:?:125<=>40<Q2 <50

=0,56=>Q, =35,6 or le n;

2

no= N _3X20_ 00
4

Qs € [60 — 70

d- Déterminons la moyenne et 1'écart type

_ k —_
x:iznixi —>X = - x13090=5236
NS 250

L'écart type :
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k p—
- Variance V = Lz nx’ —(x)? =Lx(1063064)—(52,36)2
N < 250
- Bearttype : o =~V =4/1510,6864 = 38,86

o = 38,86

IV- Série statistique a double caracteres x et y

1- Nuage de points associé :

Le plan étant muni d’un repére orthogonal, on appelle nuage de points associé, I’ensemble des
points Mj; de coordonnées (X, ;).

2- Point movyen d’un nuage de points :

On appelle point moyen d’un nuage de points représentant une série, le point G de
coordonnées (X ; Yg) ou

(, o XX
|Xe =X =55
e

| = XY
e =V=""

3- Covariance :
La covariance d’une série statistique a deux caracteres x et y, de moyennes respectives X et y
et d’effectif total N est le nombre réel noté Cov (X, Y) ou oy, tel que :

X nij(xi—X)(vi-Y)
Ef fectif total

Cov (xy) =

ou

X NijXiYi

Cov (xy) = Effectif total — XY

4- Droit de régression de v en x :

La droite (D) de régression de y en fonction de x passe par le point G (X, Y), point moyen du
nuage de point son équation est y =ax + b avec :
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__Cov(X)Y)

eth=Y — aX
V(X)

— X2

X2 _
ou V(X) est la variance et a pour formule : V(X) = ZNL

5- Droite de régressionde X en Y :

La droite (D) de régression de X en fonction de Y passe par le point G(X ; Y), point moyen
du nuage de point. Son équation est x =a’y + b’ avec :

= CVEY) b = X —a¥
V(Y)

Zyiz _ 72

ou V(Y) est la variance et a pour formule : V(Y)=

Remarque :

G(X ; Y) appartient aux deux droites de régression pour tracer ces droites, il suffit donc de
déterminer un autre point vérifiant 1I’équation.

6- Corrélation linéaire

Deux variables statistiques X et Y sont dites en corrélation linéaire lorsque la courbe de
régression de Y en X et la courbe de régression de X en y sont des droites.

7- Coefficient de corrélation linéaire :
a) Définition :

On appelle coefficient de corrélation linéaire d’une série statistique double decaractere (X ;
. Cov (X;Y)
Y), le nombre réel r définie par ¥ = —————=
VV(X).V(Y)
b) Propriétés der :

P;:Si 0,87 <|r| <1, on considére que la corrélation linéaire entre les deux variables est
forte.
P, :sir=1, on dit que la corrélation est parfaite.

8- Estimation et prévision
Lorsqu’il existe une bonne corrélation linéaire, il est possible de prévoir la valeur de y
connaissant celle de x, en utilisant I’équation de la droite de régression de y en x ; et vice —
versa.
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Exercices d’application :

Exercice 1 :

Un pharmacien observe, durant les 6 premiers mois de I’ouverture de son officine, le chiffre
d’affaire en millions de francs CFA. Le résultat de I’observation est résumé dans le tableau
suivant ou x désigne le numéro du mois et y le chiffre d’affaires — correspondant.

X 1 2 3 4 5 6
Y 12 13 15 19 21 22

1- Calculer XetY les moyennes des variables X et Y.

2- Représenter graphiquement le nuage de points de cette série statistique double ainsi
que le point G. on prendra : (Unités : 2 cm en abscisses et 1 cm pour 2 unités en
ordonnées).

3- Calculer la variance V(X) de x et la covariance Cov(X,Y) de x et y.

N.B : Les résultats seront donnés sous forme de fractions irréductibles.

4- Démontrer qu’une équation de la droite de régression (D) de y en x est :y =

78
—x+ 9,2
35
5- Tracer la droite (D).
6- En utilisant la droite (D), calculer une estimation du chiffre d’affaires de cette

eéme

pharmacie a la fin du 7™ mois.

Exercice 2 :

En prévision du lancement d’un nouveau produit, une société a effectué une enquéte aupres de
clients éventuels pour fixer le prix de vente (en milliers de francs) de ce produit. Les résultats
sont donnés dans le tableau ci — dessous.

Prix de vente en milliers de francs xi 9 10 |11 12 14 | 15|16 |17

Nombre d’acheteurs potentiels yi 180 | 160 | 150 [ 130 [ 1009080 |70

1- Représenter graphiquement le nuage de points de cette série statistique. On prendra
pour unité :
1 cm pour 1000 francs en abscisse
1 cm pour 10 acheteurs en ordonnée.

Déterminer les coordonnées du point G

Déterminer le coefficient de corrélation linéaire r puis interpréter le résultat obtenu.
Déterminer une équation de la droite (D) de régression de y en x. Tracer (D)

Estimer graphiquement le prix maximum a fixer pour qu’il y ait au moins 50 acheteurs
potentiels.

En utilisant 1I’équation de la droite (D) de régression de y en x, puis déterminer :
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a) Le nombre d’acheteurs a prévoir si le prix est fix¢ a 13 000 F
b) Le prix a fixer pour que le nombre d’acheteurs potentiels soit supérieur a 250.

Solution
Exercice 1

Pour le calcul, on pourra s’aider du tableau ci-dessous :

Xi Yi Xi, ¥i X Y

1 12 12 1 144

2 13 26 4 676

3 15 45 9 225

4 19 76 16 361

5 21 105 25 441

6 22 132 36 484
21 102 396 91 2331 Total

1- Calcul de X et Y les moyennes des variables x et y.




1- Calcul de la variante V(x) de x et la covariance Cov (X, y) de x et y.

_ T2 70 _ 35 _ﬁ_z _3¥_13
V(X) 2= =21 cov (X Y) (2x17) 2=

2- Montons qu’une équation de la droite de régression (D) de yenx est : y = gx +9,2
13
XY - 13 12 156 78 7
=D -2 = 2 x 2= = Deb=F - af =17- = x 2=92
V(X) = 2 35 70 35 2

donc I’équation de la droite de régression est : y = E x+9,2

3- Tracé de la droite (D). (Voir nuage de points)
La droite (D) passe par le point moyen point G (3,5 ; 17) et par un autre point que I’on
détermine en remplagant dans 1’équation de la droite de régression, x par une valeur que I’on
choisira.
Par exemple, si x =0, on obtient y = 9,2. (D) passe donc également par le point A(0 ; 9,2).

4- Calcul d’une estimation du chiffre d’affaires de cette pharmacie a la fin du 7™ mois.

Le 7°™ mois correspond a x = 7. Il s’agit de déterminer la valeur de y associée a cette valeur
de x.

Pourx=7, on a: y=— X7+ 9,2 = 24,8 millions de francs CFA.

3°) Déterminer le coefficient de corrélation linéaire r. interpréter le résultat obtenu.

Xi.Y; = =
Cov (X, Y)=25K X7
9 x180+10 X160+11 X150+12 X130+14 X100+15 X90+16 X80+17 X70
Cov (X,Y)=-103,75
_ _cov x,Y)
JVX).V(Y)
V(X) = le _ = 92+102+112+122+8142+152+162+172 _ 132
V(X) =17,499
V(Y) _ZYl 2= 180%24+160%+150% +130;+1002+902+802+70 — 1202
V(X)=1450,003
XY —-103,75
=& _ = —0,995

JVXOV(Y) /7,499 x1450,003
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0,87 < |r| < 1 : il existe alors une forte corrélation linéaire entre les variables X et Y. L’on
peut donc faire un ajustement linéaire entre X et Y.

4°) Equation de la droite (D) de régression de y en x.

a)):yczax-+b
_ COU(X,Y) — 103,75 et —13,88
V(X) 7,499

V=ax+b=>b=9—ax =120 — (—13,88) x 13 = 199,83
(D) :y = - 13,88 x + 299,83

Tracé de (D) : (D) passe par le point moyen G(13,120), déterminons un second point en
remplacant par exemple x par 10. On trouve y = 161,03. On obtient : A (10 ; 161,03)

5°) Pour qu’il y ait au moins 50 acheteurs potentiels, on lit graphiquement que le prix a

fixer ne doit pas dépasser 18 000 francs.

6°) a°) Le nombre d’acheteurs a prévoir, si le prix est fixé a 13 000 F, correspond a x = 13
y=—13,88 x 13 +299,83 =119,39 =119

b°) Il s’agit de déterminer x pour y = 250.

—299,83
y=— 13,88 x + 299,83 => x ===
- 13,88

250-299,83
- 13,88

= 3,59 milliers de francs = 3590 F

Poury=250,0ona:x=

Exercice 2 :

1- Représentation graphique du nuage de points de cette série statistique (unité : 1 cm
pour 1000 francs en abscisse, 1 cm pour 10 acheteurs en ordonnée).
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—80:-70:-60:-50:-40:-30

2- Déterminons les coordonnées du point G.

8

S 1Xi 94+10+11+12+14+15+16+17
X = = =13
8 8
=> G(13§.120)
Y __Z?yi__ 180+160+150+130+100+90+80+70_120

8 8
3-Détermination du coefficient de corrélation linéaire r .

XY - —
Cov(X,Y)=Cov = %—X Y

9.180+10.160+11.150+12.130+14.100+15.90+16.80+17.70

=>Cov(X,Y) = 5

Cov(X,Y )=—-103,75

—13.120
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cov(X)Y)

JV(X).V(Y)

2 2 2 2 2 2 2 2 2

V(X):Zi_)_(2:9 +10°+11°+12°+14“ +15°+16“+17 ) 132
N 8

V(X) = 7,499

2 2 2 2 2 2 2 2 2
V(Y) :Zl\l;'l 1_/2: 180°+160“+150 +1308+100 +90“+80“+70 ) 1202
V(Y) = 1450,003

cov(XY) —-103,75 _ 09995

:\/V(X),V(y) V7,499.1450,003

0,87<| r |<I :il existe alors une forte corrélation linéaire entre et les variations X et
Y .linéaire

L’on peut donc faire un ajustement linéaire entre X et Y.

4-Equation de la droite (D) de régression de Y en X

(D) : y=ax+tb

__cov(XY) -—103,75
V(X) 7,499

=—13,88

Alors on a y =ax+ b =>b =y — ax = 120(-13 ,88) x13 = 299,83

(D) :y=—13,88x + 299,83
Tracé de (D) : (D) passe par le point moyen G (13 ; 120).Déterminons un second en
remplagant par exemple x par 10 .On trouve y = 161,03.0n obtient : A (10 ; 161,03)

5-Pour qu’il ait au moins 50 acheteurs potentiels, on lit graphiquement que le prix a fixer ne
doit pas dépasser 18000 francs.

6- a) le nombre d’acheteurs a prévoir, si le prix est fixé a 13000 F, correspond a X = 13.

Y =—-13,88x13 +299,83 =119,39

b)il s’agit de déterminer x pour y =250

y—299,83
Y =—13,88x13 + 299,83 alors x = ————
—13,88
250-299,83 -
Pour y =240, 0n a : x = —————= 3,59 milliers de franc = 3590 F

—13,88
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EXERCICET1 :

EXERCICES

Soit tableau de la série statistique correspondant aux pointures des chemises de 48 militaires.

Xi

36

37 38

39

40

42

43

nj

5

11 12

8

4

1) Déterminer la population et le caractere étudié.
2) Déterminer le mode des chemises
3) Calculer la pointure moyenne des chemises

4) Calculer la variance et I’écart — type de cette série.

EXERCICE 2 :

L’¢étude statistique faite sur la taille des voitures de la société Renault a donné les résultats

suivants :
Classes [144 ; 150[ | [150; 156[ | [156;162] |[162;168[ |[168;174[ | [174;180[ | [180; 186[
[Xi; Xiti[
Effectifsni | 1 4 1 3 14 6 1

1) Dresser el tableau des centres ci .
2) Dresser le tableau des effectifs et des fréquences cumulées (croissants et décroissants).

3) En déduire I’histogramme des effectifs (ni) puis celle effectifs (n;

EXERCICE 3 :

Soit la série suivante : 3 ;8 ;7;11;5;13;15;10;2;17;1;20;12.

1) Déterminer la médiane et les quartiles.

2) Faites la représentation en boite de cette série.

EXERCICE 4 :

et n;).

Une agence de voyage propose 21 voyages organisés dont voici les tarifs en euros :

152 ;320;250;320;137 ;183 ;137 ;152 ;244 ;122 ;190; 139 ;202 ;285;137;180;
143 ;190 ; 137 ; 180 ; 190.

1) Calculer la moyenne et I’écart type de la série des prix. Quel est le premier et le

troisiéme quartile, la médiane ?
2) Ne rentrant pas dans ses frais, I’agence hésite entre deux solutions : augmenter tous les
tarifs de 190 euros ou doubler tous les tarifs. Donner pour chacune des solutions la
moyenne et I’écart — type de la nouvelle série des prix. Que deviennent les quartiles et
la médiane ?
3) Une des deux solutions est — elle plus avantageuse financiérement pour 1’agence ?

Tracer les deux diagrammes en boite correspondants.
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EXERCICE S :

Lors d’un concours d’entrée a 1’école statistique, la moyenne générale des 600 candidats a été
de 11,4 sur 20. Il y a 300 places au concours. Héléne a eu une moyenne de 12. Pourtant elle a
¢choué. Expliquer ce résultat.

EXERCICE 6 :

Une série statistique a pour effectif 40. Sa moyenne est €¢gale a 15,75 et son écart — type a
11,438. On ajoute a cette série une 41°™ valeur égale a 18. Calculer la moyenne et 1’écart —
type de la nouvelle série.

EXERCICE 7 :

On a relevé le montant en euros de 100 chéques déposés dans un commerce dans une journée.
Voici le tableau obtenu : les chéques ont été regroupés en fonction de leur montant par classes
dont I’amplitude est 15 euros.

Montant des Effectif Fréquence Fréquence cumulée
cheques croissante

[0,15] 20

[15,30[ 9

[30,45] 19

[45,60[ 27

[60,75] 18

[75,90[ 6

[90,105] 1

Total

1) compléter le tableau

2) soit s le montant de I’ensemble des 100 chéques. Donner un encadrement de S. En
déduire un intervalle I tel que le montant moyen des chéques appartienne a 1.

3) pour estimer la moyenne d’une série statistique ou les valeurs ont été regroupées en
classes de méme amplitude, on proceéde souvent de la maniére suivante : on remplace
chaque classe par son centre et on calcule la moyenne de la série des centres (avec les
mémes effectifs).

Faire le calcul pour la série ci-dessus. Vérifier que la moyenne obtenue est le centre de
I’intervalle I trouvé a la question précédente.

4) Quelle est la classe pour laquelle la fréquence cumulée croissante passe la « barre » des 50
% ? Justifier pourquoi on appelle cette classe la classe médiane.
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Exercice 8 : ( non corrigé)

En prévision du lancement d’un nouveau produit, une société a effectué¢ une enquéte aupres de
clients éventuels pour fixer le prix de vente (en milliers de francs) de ce produit. Les résultats
sont donnés dans le tableau ci — dessous.

Prix de vente en milliers de francs xi 9 10 |11 12 14 | 15|16 |17

Nombre d’acheteurs potentiels yi 180 | 160 | 150 | 130 | 100 | 90 | 80 | 70

1- Représenter graphiquement le nuage de points de cette série statistique. On prendra
pour unité :

1 cm pour 1000 francs en abscisse

1cm pour 10 acheteurs en ordonnée.

2- Déterminer les coordonnées du point G

3- Déterminer le coefficient de corrélation linéaire r puis interpréter le résultat obtenu.
4- Déterminer une équation de la droite (D) de régression de y en x. Tracer (D)

5- Estimer graphiquement le prix maximum a fixer pour qu’il y ait au moins 50
acheteurs potentiels.

6- En utilisant 'équation de la droite (D) de régression de y en X, puis déterminer :

a) Le nombre d’acheteurs a prévoir si le prix est fixé a 13 000 F
b) Le prix a fixer pour que le nombre d’acheteurs potentiels soit supérieur a 250.
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Exercice 1

Soit tableau de la série statistique correspondant aux pointures des chemises de 48 militaires.

Xi

36

37

38

39

40

42

43

5

11

12

8

4

5) Déterminer la population et le caractere étudié.
6) Déterminer le mode des chemises
7) Calculer la pointure moyenne des chemises

8) Calculer la variance et 1’écart — type de cette série.

EXERCICE 2 :

L’¢étude statistique faite sur la taille des voitures de la société Renault a donné les résultats

suivants :
Classes [144; 150[ | [150; 156[ | [156;162] |[162;168[ |[168;174[ | [174;180[ | [180; 186[
[xi 5 X[
Effectifsni | 1 4 1 3 14 6 1

4) Dresser el tableau des centres ci .
5) Dresser le tableau des effectifs et des fréquences cumulées (croissants et décroissants).

6) En déduire I’histogramme des effectifs (ni) puis celle effectifs (n;

EXERCICE 3 :

Soit la série suivante : 3 ;8 ;7;11:;5;13;15;10;2;17;1;20;12.

3) Déterminer la médiane et les quartiles.

4) Faites la représentation en boite de cette série.

EXERCICE 4 :

et n).

Une agence de voyage propose 21 voyages organisés dont voici les tarifs en euros :

152 ;320;250;320;137 ;183 ;137 ;152 ;244 ;122;190;139;202;285;137;180;
143 ;190 ; 137 ; 180 ; 190.

4) Calculer la moyenne et I’écart type de la série des prix. Quel est le premier et le

troisieme quartile, la médiane ?
5) Ne rentrant pas dans ses frais, 1’agence hésite entre deux solutions : augmenter tous les
tarifs de 190 euros ou doubler tous les tarifs. Donner pour chacune des solutions la
moyenne et I’écart — type de la nouvelle série des prix. Que deviennent les quartiles et
la médiane ?
6) Une des deux solutions est — elle plus avantageuse financiérement pour 1’agence ?

Tracer les deux diagrammes en boite correspondants.
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EXERCICE S :

Lors d’un concours d’entrée a 1’école statistique, la moyenne générale des 600 candidats a été
de 11,4 sur 20. Il y a 300 places au concours. Héléne a eu une moyenne de 12. Pourtant elle a
échoué. Expliquer ce résultat.

EXERCICE 6 :

Une série statistique a pour effectif 40. Sa moyenne est €gale a 15,75 et son écart — type a
11,438. On ajoute a cette série une 41°™ valeur égale a 18. Calculer la moyenne et 1’écart —
type de la nouvelle série.

EXERCICE 7 :

On a relevé le montant en euros de 100 chéques déposés dans un commerce dans une journée.
Voici le tableau obtenu : les chéques ont été regroupés en fonction de leur montant par classes
dont I’amplitude est 15 euros.

Montant des effectif Fréquence Fréquence cumulée
chéques croissante

[0,15] 20

[15,30] 9

[30,45] 19

[45,60[ 27

[60,75] 18

[75,90[ 6

[90,105] 1

Total

4) compléter le tableau

5) soit s le montant de 1’ensemble des 100 cheques. Donner un encadrement de S. En
déduire un intervalle I tel que le montant moyen des cheéques appartienne a 1.

6) pour estimer la moyenne d’une série statistique ou les valeurs ont été regroupées en
classes de méme amplitude, on procede souvent de la maniére suivante : on remplace
chaque classe par son centre et on calcule la moyenne de la série des centres (avec les
mémes effectifs).

Faire le calcul pour la série ci-dessus. Vérifier que la moyenne obtenue est le centre de
I’intervalle I trouvé a la question précédente.

4) Quelle est la classe pour laquelle la fréquence cumulée croissante passe la « barre » des 50
% ? Justifier pourquoi on appelle cette classe la classe médiane.
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Exercice 8 : ( non corrigé)

En prévision du lancement d’'un nouveau produit, une société a effectué une enquéte
aupres de clients éventuels pour fixer le prix de vente (en milliers de francs) de ce
produit. Les résultats sont donnés dans le tableau ci - dessous.

Prix de vente en milliers de francs xi 9 10 |11 12 14 | 15|16 |17

Nombre d’acheteurs potentiels yi 180 | 160 | 150 | 130 | 100 | 90 | 80 | 70

7- Représenter graphiquement le nuage de points de cette série statistique. On prendra
pour unité :
1 cm pour 1000 francs en abscisse
1 cm pour 10 acheteurs en ordonnée.

8- Déterminer les coordonnées du point G

9- Déterminer le coefficient de corrélation linéaire r puis interpréter le résultat obtenu.

10- Déterminer une équation de la droite (D) de régression de y en x. Tracer (D)

11- Estimer graphiquement le prix maximum a fixer pour qu’il y ait au moins 50 acheteurs
potentiels.

12- En utilisant ’équation de la droite (D) de régression de y en x, puis déterminer :

¢) Lenombre d’acheteurs a prévoir si le prix est fixé a 13 000 F
d) Le prix a fixer pour que le nombre d’acheteurs potentiels soit supérieur a 250.
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Coniques

Objectifs

Ce chapitre vise a :

» Déduire des propriétés géométriques des coniques, différentes méthodes de construction de
ces courbes ;

«Utiliser des outils analytiques, géométriques, complexes dans la résolution des problémes.

Savoirs et savoir-faire

SAVOIRS SAVOIR-FAIRE
* Définition géométrique : » Déterminer 1’équation réduite d’une
- Définition par foyer et directrice conique :
- Vocabulaire : foyers, directrices, - ATaide de la définition par foyer et
excentricité, sommets, axe focal. directrice ;
- Définition bifocale de I’ellipse et de - ATaide de la définition bifocale ;
I’hyperbole. - Par un changement de repére
* Equations cartésiennes : (I’équation étant de la forme
- Equations réduites d’une parabole, ax? + by? + cx+dy+e = 0)
d’une ellipse et d’une hyperbole * Connaissant I’équation réduite d’une
- Eléments remarquable : paramétre, conique déterminer ses ¢léments
sommets, axe focal, foyers, directrices, remarquables.
asymptotes, demi- distance focale.  Représenter graphiquement une conique a
I’aide de ses éléments remarquables.
* représentation graphique des coniques.
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A) Généralité :

Définition :

On appelle courbe du second degré, la représentation M dans le plan de I'ensemble des points

X
M( J tels que : Ax” + By’ + 2Cxy + 2Dx + 2Ey + F = 0 ot |A|+|B|= 0
y

Exemples :
1) —3x2+5y2—xy —7y-2=0;ici:a=-3;B=5;¢c=1;d=0;E=-TetF=-2
> 3., .. 3 9
2) 7x +7y -8x+9y=0;ici: A=7, :7; C=0;, F=0; D:_4EtE:§

3) —§y2+6y—xy—7:0;ici:A:D:0;B:—é;C:—%;E:3etF:—7

4) —x*+6xy=1;ici:A=F=-1;B=E=D=0;C=3

B)coniques

| INTRODUCTION ET__ PRESENTATION

Coniques, courbes planes obtenues par 1’intersection d’un cone de révolution avec un plan
ne contenant pas le sommet du cone. Les coniques se rencontrent dans plusieurs domaines
de la physique, notamment en optique et en mécanique céleste.

II CLASSIFICATION DES CONIQUES

a) Considérons un cone de révolution, et notons o 1’angle entre I’axe et la
génératrice du cone. Si le cone est coupé par un plan qui forme avec I’axe un
angle supérieur a a, 1’intersection est une courbe fermée appelée ellipse.
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CERCLE ET ELLIPSE
Figure 1

b) Si le plan est perpendiculaire a I’axe, I’intersection est un cercle, que I’on
considére comme un cas particulier d’ellipse. Si le plan coupe 1’axe selon un
angle égal a a, de sorte que le plan est parall¢le a la surface latérale du cone,
I’intersection est une courbe ouverte appelée parabole.

I
GO

o
&

parabole plan
Ay paralléle

agal

L
PARABCLE
Figure 2

Si le cone est coupé par un plan parallele a son axe ou formant avec I’axe un angle
inférieur a a, I’intersection est une hyperbole.

B

HYPERBIOLE
Flgure 3

Dans ce cas, les deux nappes du cone étant coupées par le plan, il en résulte que
I’hyperbole a deux branches, qui sont chacune de longueur infinie.
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III DEFINITION METRIQUE

Les coniques étant des courbes planes, on peut les définir sans recourir a la figure
tridimensionnelle du cone. Une de ces définitions fait appel aux notions de foyer et de
directrice. Soient D une droite du plan, F un point du plan n’appartenant pas a (D), et e un réel
strictement positif. La conique de foyer F et de directrice (D) est ’ensemble des points M du
plan tels que MF / MH =g, ou H est le projeté orthogonal de M sur (D) (MH est donc la
distance de M a la droite D). e est appelé I’excentricité de la conique.

IV

A E
FRIMCIPSL ™
foyer

DIRECTRICE

Figure 4

— Si e =1, la conique est une parabole ;
—sie> 1, ¢’est une hyperbole ;
—sie <1, il s’agit d’une ellipse.

Le cercle est une ellipse particuliere dont les foyers seraient confondus, la directrice étant
rejetée a I’infini. Son excentricité est nulle.

Toutes les coniques ont au moins un axe de symétrie : la perpendiculaire a la directrice
passant par le foyer. L’intersection de la conique par cet axe s’appelle sommet (un pour la
parabole, deux pour Pellipse et I’hyperbole).

Voir cercle ; ellipse ; hyperbole ; parabole (mathématiques).

EQUATIONS CARTESIENNES ET REDUITES

Dans un repére cartésien (Voir coordonnées), les coniques ont une équation, appelée
€quation

cartésienne, de la forme : ax’ + by +cxy + dx +Hy + g =0
Avec a, b, c, d, f et g, 6 réels (voir nombres), &, b et ¢ étant non tous nuls.

Notons O le milieu de [S;S;], S; et S, étant les sommets de la conique (ellipse ou
hyperbole). On appelle foyer secondaire F’ le point symétrique de F par rapport au

457




point O. Considérons alors le repere orthonormé d’origine O et dont 1’axe des abscisses
est I’axe focal (droite contenant les foyers), orienté de O vers le foyer F (situé a la droite
de O). Si la conique est une parabole, on choisit le repére ayant pour origine le sommet de
la parabole, et pour axe des ordonnées 1’axe de symétrie de la parabole. Dans ces repéres
appropriés, les équations des coniques, appelées équations réduites, deviennent :

¥ oyl -
=+ =1 pour l'ellipse (a=£

ou pour le cercle (a=hy;

¥ y2 . )
?_h_z =1 pour I'hyperbole ;

yi=2 px (p réel stricterment positif )
pour la parabole .

La lettre p est appelée le parametre de la parabole.

\Y APPLICATIONS

Les coniques ont de nombreuses propriétés mathématiques et sont treés fréquemment
rencontrées en physique. Par exemple, en astronomie, d’apres les lois de Kepler, la
trajectoire d’un satellite naturel, tel qu’une planéte ou une cométe, est toujours une
conique (vVoir orbite). En astronautique, il en va de méme pour les satellites artificiels ou
les sondes spatiales. En optique, on utilise les propriétés des coniques ou des surfaces
qu’elles engendrent (notamment les paraboloides de révolution) pour construire des
miroirs ou des antennes qui, par réflexion, concentrent la lumiére ou des ondes
électromagnétiques ou émettent celles-ci en un faisceau rigoureusement parallele.

C) APROFONDISSEMENT:

I- Définition :

Une conique est un cas particulier de courbe du second degré ( ) représentant dans le repere

X
orthonormé du plan l'ensemble des points M[yJ vérifiant I'équation () :

Ax® + By’ +2Cx + 2Dy + E = 0. Avec (|A|+|B| # 0)

Ainsi divers cas se présentent :
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II- Représentation de la courbe d’une conique :

1) Les Paraboles d'équation : (Ax*> + By’ + 2Cx + 2Dy + E = 0)

a) 1" Cas: (B=0)

2 —
La courbe ( ) devient : Ax? +2Cx +2Dy+E=0=>y= Ax 2I§CX E
A( , 2C Ej
2 y=
Y 2D
y= _—A(Xz + 2 X+ Ej (en utilisant la forme canonique)
2D A A

—A( cjz C2— AE
= Y= —— X+— S
2D A A

= Alors () est une parabole dont les ¢léments caractéristiques sont :

— 2_
- Sommet:S( ¢c.C AEJ

A ~  2AD

. -C :
- Axe de symétrie : x = e (Suivant I'axe y' 0 y)

N.B:

e Si ;—Q < 0 alors la concavité de la parabole ( ) est orientée vers le bas.

e Si ;—S > 0; alors la concavité de la parabole ( ) est orientée vers le haut;

Exemple :
Donner la nature et les ¢léments caractéristiques de la courbe ( ) définie par

(p: -x” + 4x —y + 3 = 0 puis représenter ( r-
Solution :

(r):-x2+4x—y+3=0;iciA=-1;C=2;D=_71 ; E=3.

—A c) C*-AE
Ory= —||X+—| ——
2D A 2AD
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Donc () est une parabole dont les éléments caractéristiques sont :
- Sommet:S(2;7)
- Axe de Symétrie : x =2

(p) N(O0X)=y=0<x=4,64 oux=-0,64
Donc () coupe l'axe (0x) en 4,64 et -0,64
() Nn(oy)=>x=0;<=>y=3

Donc () coupe l'axe (0y) en 3. et ;—DA =—1<0 donc () est orient¢ vers bas.

-1716151413121310:9-8-7-6-5-4-3-2- iO

b) 2& Cas (A =0)

La courbe ( ) dévient : By’ +2Cx +2Dy+E=0

. - . -B D) D?-BE
De la méme maniere ou obtientx = ——| | Y+ — | ————
2C B B

Alors () est une parabole dont les €léments caractéristiques sont :

D’ -BE -D
- Sommet:S( ; j

2CB B
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- Axede symétrie : y = %

N.B:

. —B o o
* Si > <0 ; alors la concavité de courbe ( ) est orientée vers la gauche.

. —B oy . .
* Si > > 0 ; alors la concavité de la courbe ( ) est orientée vers la droite.

Exemple :

Donner la nature et les éléments caractéristiques de la courbe ( ) définie par :

(p:-2y+x+ 2y*— 1 = 0 puis représenter ( r
Solution :

(P:-2y+x2y - 1=0<=>2y"+x2y-1=0

IciB=2;C= ;D=-1;E=-1

1
2

@se2 -3

Donc ( ) est une parabole dont les €léments caractéristiques sont :

- Sommet : S E,l
2°2
- Axedesymétrie: Y = %

(PN (ox)y=>y=0<=>x=1
Donc () coupe l'axe (ox )en 1

(p) N(oy)=>x=0&y=1360uy=-0,36

Donc () coupe l'axe (oy) en 1,36 et -0,36. et ;—g =-2<0
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1ol 1

4320 2345678 91011121314151617X

2) Les ellipses :

Equation cartésienne : Ax> + by’ + Cx + Dy + E=0

AD’ + BC* —4ABE

CcY DY
Equation réduite : A[X +ﬁ) + B(y +—j =

2B 4AB
2 Y 2
Equation caractéristique : —-+ e =1
a

a) 1" Cas:(a>b)

L'ellipse est portée par I'axe x' Q x qui est le grand axe de I'ellipse. Ainsi les éléments
caractéristiques sont :

X0 X =X—X,
Centre : Q ou
yo Y = Y=Y

Foyers : F(\/a2 —bz;O) : F'(—\/a2 —bz;O)

462



a’-b?
a

- L'excentricité : e =

- Les Directrices : (D) : X=—; (D) : X'= —

a —a
e €

- Lessommets: A(a;0); A'(-a;0);B(o;b);B'(o;-b)
b) 2¢ Cas:(a<b)

L'ellipse est portée par I'axe y' QQy qui est le petit axe de I'ellipse.
Ainsi les éléments caractéristiques sont :

X, X =X=X,
- centre:QL ]ou{

yo Y:y_yo
- foyers:F(o; vb*—a’) ;F' (o;- Vvb>—a?)
vb* -a’

b
) . b -b
- les Directrices : (D) : y = N ; (DY) y'=—
€
- les sommets : A(a, 0); A'(-a;0) B(o;b);B'(o;-Db)

- D’excentricité : e =

¢) Représentation graphique :

1" Cas : (a>b)




2°™ Cas (a<b)
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Exemple :

Déterminer les éléments caractéristiques de (M) puis construire sa courbe dans le repére.
X
a) (M): {ML JE P/9X* +y’18x—4y = —4}
y
X
b) (M): {M( Je P/x* +4y’ —2x+16y+13:0}
y

Solution :
a) 9X2+y2—18x—4y=-4<=>9x2+y2—18x—4y+4=()

> A=9;B=1;C=-18;D=-4;E=4
=

2 2 2 2 _
ora [xs S ) +p(ys D) - AD*+BC’ —4ABE
2A 2B 4AB

<:>9(X+—_18j +1[y+ —4} _9A? 118 ~40)()(4)
2(9) 2(1) 409)(1)

<=> 9(X - 1)2 +1(y—2)> =9. (en divisant le tout par 9) on a :

(=D (y-2)
1 9

2 y? a’=1 a=1
X__%:lAvec{b 9<:>{b—3:>(a<b)

=1 (enposant X =x-letY =y-2)ona:

Alors I'ellipse est porté par 'axe (y' Qy)
Ainsi les éléments caractéristiques sont :

- Centre: Q (1;2)
- Foyers : F(o; \/g) ; F'(o; —\/g)

- Excentricité : e = TS =0,9

9 -9
—_ =318 ;(D):y' = ——~=-318
V8

R

- Sommets : A(1;0); A'(-1;0);B(0;3);B'0;-3).

- Directrice : (D) :y =
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b) x> +4y* —2x + 16y + 13=0

= A=1;B=4;C=-2;D=16;E=13

=
OrA(xq_gJ +B[y+£ :AD2+BC2_4ABE
2A 2B 4AB
& l(x + _2j 4(y L 16} _106)° +4(=2)° —4#H3)
2( 2(4) 4(1)(4)

& (x-1)° + 4(y+2)2 =4 (en divisant le tout par 4) on a :

o (=D (y+2)°
4 |

2y a’=4 [(a=2
X_+YT—1Avec{b <:>{ = (a>h)

=] (Enposant X=x—-letY=y+2)ona:

4 b=1

Alors l'ellipse est portée par 1'axe (x'2x)
Ainsi les €léments caractéristiques sont :

- Centre: Q(1;
- Foyers:F ( 3: O) F'( J3: )
- Excentricités : e = £
Directrices : (D) : X = — ; (D") : X'=_—4
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- Sommets : A(2;0);A'(-2;0);B(0; 1)B'0;-1)
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3) Les Hyperboles

Equation cartésienne : Ax® + By2 +Cx+Dy+E=0

2 2 2 2
Equation réduite : A[x +£j + B[y +Rj AD” +BC” —4ABE
2A 2B 4AB

2 Y2 2 2

Equations caractéristiques : ———-=1 ou
a> b’ a> b’

er X2 Y2
a) 1 Cas:[?—b—2=lj

L'hyperbole est portée par l'axe (X' QX)
Ainsi les éléments caractéristiques sont :

X, X =X-=X,
- Centre Q ou
Yo Y = Y=Y,

- Foyers: F(\/a2 +b2;()) ; F'(— a’ +b2;0)
va’ +b’

a

- L'excentricité : e =

- Les Asymptotes (D) : Y = gx ; (DY) Y'= _?bx

- Lessommets: A(a;0); A'(-a;0)

. -X* Y?
b) 2™ Cas: —+—=1
- a b
Les ¢léments caractéristiques dans ce cas sont :

X, X =X-X,
Centre QL Joﬁ{
Y :y_yo

Yo

- Foyers: F(O; va’ +b2);F'(O;—\/a2 +b2)
va’ +b’

a

- L'excentricité : e =

- Les Asymptotes : (D) : X = %y ; (D) :X'= _Tay

- Les sommets : B(o; b); B'(o; -b).
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NB:

Dans les deux cas de parabole, on a :

- X'QXety Qysont des axes de symétrie.
- Sia>b; alors I'hyperbole est portée par I'axe (x' QQx)
- Sia<b; alors I'nyperbole est portée par l'axe (y' QQy)

C) Représentation graphique :

1" Cas (a<b)
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2°™ Cas (a > b)
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Déterminer les €léments caractéristiques de () puis construire sa courbe dans le repere.
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©) (p: {MLXJE P/4x* —y? —2y—5:0}

X <

d) (p: {M(yJe P/—x* +4y2 +2x+16y:_13}

Solution :

a) 4x’ -y’ -2y-5=0=>A=4;B=-1;C=0;D=-2;E=-5

2 2 2 2
Or A X+£ +B y+2) _ AD” + BC*° —4ABE
2A 2B 4AB

= {X +Lj _ 1( yo 2 J _ 42 ~10)° ~ 4A)ED(-S)
2(4) 2(-D) 4D
& 4(x +0)* — (y + 1)* =1 (en divisant le tout par 4) on a :
o (x+0)*  (y+D?
1 4

2 y? a’=1 a=1
X——Y—:l avec & = (a<bh)
1 4 b’ =4 b=2

=1 (enposant X=x+0etY=y+1),ona:

Alors I'hyperbole est portée par 1'axe (y' Qy)
Ainsi les éléments caractéristiques sont :

- Centre: Q(0;-1)
- Foyers: F (\/g, 0) ;F'(—\/g; 0)

- L'excentricité : e = ? = \/g =223

- Les Asymptotes : (D) : y = Jax=2x; (D) :y'=-2x
- Les sommets : A(1;0); A'(-1;0)

NB : Pour construit les Asymptotes (D) et (D') on fait un tableau de valeur.
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b) x> +4y* +2x + 16y =-13 & x> +4y* +2x + 16y + 13 =0

©)
= A=-1;B=4;C=2;D=16;E=13

2 2 2 2
ora(xs ) vy D) _AD*+BC’ —4ABE
2A 2B 4AB

o -1(x+ ) +4(y+ 16 j _—1(16)° +4(2)° —4(-D(#)(13)

2
2(-1 2(4) 4(-D(4)
¢>_(XT_1)2+2(y+2)2 =1

o, XD (y+2)’

=] (enposant X =x-letY=y+2)ona:

2 1
2
Cx2 oy a’=2 |a=+2
5 +T=lavec 2:l:> _ﬁ:(a>b)
2 2 U2

Alors I'hyperbole est porté par I'axe (X' Q2 X)
Ainsi les éléments caractéristiques sont :

- Centre: Q(1;-2)

- L'excentricité : e = \/g =2,23

- Les Asymptotes : (D) : X =2y ; (D"): X=-2y

Les sommets : B O;\/Z ; B 0;—\/Z
2 2

Reproduire vous-méme le schema de cette courbe
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B : Pour la construction des Asymptotes, on fait un tableau de valeur.
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EXERCICES

EXERCICE 1:

Déterminer la nature puis tracer la courbe (M) dans chacun des cas suivants.

1) —x*+4x—-y+3=0

2) 3x*+4y*—3x—2y—-5=0

3) 4x*—y'—2y-5=0

4) —2y+x+2y"-1=0

5) —x*+4y* +2x + 16y =-13
6) x*—4y" —4x+16y+4=0
7) 9x* — 36y + 18x + 144y = 176
8) —6x 4y’ +y—-2=0

9) 9x*+y — 18x —4y=-4
10)x* + 2y —4x =1

EXERCICE 2 :

A tout nombre complexe z, on associe f(z) tel que f(z) =2z - z

1) Déterminer l'ensemble (I") des points M d'affixe z tel que | f(z)- 3| =3

2) Préciser la nature de (I') puis ses éléments caractéristiques (centre, axes, sommets,
excentricité, foyers et directrices).

EXERCICE 3 :

On considere la courbe (C) d'équation xy — 2x — 3y — 1 = 0 et la transformation f du plan qui a
1—i .
tout point M d'affixe z associe le point M' d'affixe z' tel que z' = - Z-2+72i

1) Démontrer que f admet un point invariant P que I'on déterminera.

2) Reconnaitre la nature de f puis donner ces éléments caractéristiques

3) Exprimer les coordonnées (X, y) de M en fonction des coordonnées (x, y) de M'.
4) Démontrer que I'image de la courbe (C) par f est la courbe (C') d'équation

X -y -x+3y-9=0

5) en déduire la nature de (C') puis construire (C').

EXERCICE 4 :

Le plan est rapporté a un repere orthonormé (o, 1, j). A tout réel m élément de l'intervalle

. . X
Jo, 1[, on associe la conique (E,,) d'équation (Ep,) @ y* = 2x - —
m

a) Quelle est la nature de (Ey,) ?
b) Déterminer, par leurs coordonnées, les centres et les sommets de (Ey,).
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Déterminer la courbe (P) constituant I'ensemble des commets du grand axe de (E,,)
quand m varie ans l'intervalle indiqué.

Déterminer la courbe (C) constituant I'ensemble des foyers de (E.,,) quand m varie
dans l'intervalle indiqué.

Construire E;/4
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Systémes Linéaires

1) Définitions :

a) Cas général :

On appelle systéme linéaire de p équations a n inconnues tout systéme d'équations de la
forme

a, X, +a,X, +8,X; +---+a,X, =b,

Ay X, + 8y X, + 8y Xy +00- 4 Ay, X, =D, s)

Ay X+, X, + A X+ + A, X, =b

Dans lequel ajj et b; (1 <1<p, 1<j<n) sont des réels ou des complexes donnés.

Une solution de (S) est un n —uplet (x; ; X3 ; ... ; X,) de nombres réels ou complexes vérifiant
simultanément les p équations de (S). Résoudre un tel systéme c'est trouver l'ensemble des
solutions de (S).

Deux systemes (S1) et (S;) sont équivalents, s'ils ont méme ensemble de solutions, c'est-a-
dire si toute solution de (S;) est solution de (S,) et réciproquement, si toute solution de (S;) est
solution de (S)).

Exemple :

2%, +3X, =3X; =-10 . . .
est un systéme de 2 équations a 3 inconnues. (1 ; -2 ; 2) en est une

4X, +T7X, +4X;, =2

solution.

b) Cas particuliers :

Un systeme est dit carré si p =n.
Un systéme carré est dit triangulaire a diagonale unité si l'on a :

aj=0pouri>jeta;=1,avec 1 <i<n, 1<j<n.
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Par exemple, la forme générale d'un systeme de 3 équations a 3 inconnues, triangulaire a
diagonale unité est :

X, +a,X, +3,;X; =D,
X, +8,,X; =h,
X; =D,
La résolution d'un tel systéme est treés simple et, de plus on admet :
Propriété
Un systéme triangulaire a diagonale unité admet, quelque soit le second membre, une et

une seule solution.

Exemple :

Résoudre le systeme

X, —2X, +3X%;, =9 L,
X, +4X, =7 L,
X, =2 L,

Les solutions successives des équations Ls puis L, puis L; montrent que (S) admet une
solution et une seule (1 ; -1 ; 2).

2) Opérations élémentaires

a) Exemple et notations

Soit le systéme :

2X+12y+172 =53
(S)y x+5y+72=22
3X+22y+19z =35.

On va ramener la résolution de (S) a celle d'un systéme de (3 — 1) équations a (3 —1)
inconnues. Pour cela on forme un systéme équivalent a (S), en éliminant une inconnue dans
deux équations du systeme.

e Echangeons les lignes 1 notée L, et 2 notée L,.

Codage Systéme
X+5y+7z2=22
Lie L (S,)92x+12y+172 =53

3X+22y+19z =35.
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e Multiplions les deux membres de L; par — 2 et ajoutons 1'équation obtenue a L,,
membre a membre, afin d'éliminer x dans la deuxiéme équation. Procédons de méme

avec Ls.
Codage Systéme
L L _oL X+5y+77=22
e p—
2o (S,)4 2y+3z=9
L, « L, 3L, 7y—27=-31

e Appliquons a nouveau le procédé au systeme de 2 équations a 2 inconnues en
¢liminant y dans Lj,

Codage Systéme
X+5y+72=22
L
L, «—2 S +=z==
2 > (S5) y > >
7y —-2z=-31
X+5y+7z= 22
3 9
L, «L,-7L S +=-71= =
A Sy Y 5 5
2 2
Nous obtenons un systeéme triangulaire (S4). On vérifie que :
(S4) est équivalent a (S) ;
(S4) admet une solution et une seule : (2 ;-3 ;5)
On en déduit que (S) admet une solution et une seule (2 ; -3 ; 5).
b) Opérations élémentaires
On note de hauten bas Ly, L,.......... , Ln les n équations ou lignes du systéme.

On définit sur ces lignes les opérations suivantes, dites élémentaires :

e Echange de deux lignes :

Lo Lj.

e Multiplication d'une ligne par un réel non nul :
Li<puLi(n €R).

e Addition a une ligne d'un multiple d'une autre ligne :
Li<- L +AL; (1 eR,i = )).

On admet le théoréme suivant.
Théoréme :
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Etant donné un systéme linéaire de p lignes L;, L, ...., L;, on obtient un systeme
équivalent en effectuant une des opérations élémentaires suivantes :

el &L i

oL < pL;(MeR)

e« L+AL;(1eR,i=)).

La méthode du pivot de Gauss consiste a exécuter, dans un ordre bien déterminé, des
opérations élémentaires sur les lignes d'un systéme, conduisant a un systéme triangulaire
(équivalent) plus facile a résoudre ; cette méthode est en fait un algorithme susceptible d'étre

exécuté par un ordinateur.
Exercice d’application :

Résoudre dans R* e systéme :

2X, —2X, +4X, +6X, =4
X, — X, +7X, =8
3X, —2X, +4X; +8X, =2
—X; — X, +5X; —6X, =20.
Solution
lére

Etape :
On fait apparaitre 1 pour coefficient de x; dans la premicre ligne.

X, =X, +2X;  +3X, =2
L, | X =X, +7x, =-8
L, «—

2 3% —2X, +4X; +8X, =2
=X, =X, +5X; —6X%, =20
2°™ Etape :

On ¢élimine x; dans les lignes 2, 3 et 4.

X, =X, +2X; +3X, =2

L,«<L —-L

Lz Lz 3|1_ 0+ 0-2x, +4x, =-10
% —_

L3<—L3+Ll 0+ X, =2X,-Xx, =—4
o 0—2X, +7%, —3x, =22

3*™ Etape :

Le pivot de rang 2, coefficient de X, dans la deuxiéme équation, est nul, on échange L, et une
autre ligne de facon a obtenir un pivot non nul.
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X, — X, +2X; +3X, =2
X, =2X; — X, =4
—2X, +4x, =-10
—2X, + 7%y —3X%, =22,

L, &L,

Puis on ¢limine x; dans la ligne 4.

X, — X, +2X; +3X, =2

X, =2X;, =X, =4
—2X, +4x, =-10

3x, —5x, =14.

L, <L, +2L,

4éme

Etape :

On fait apparaitre 1 pour coefficient de x3 dans la troisiéme ligne, puis on élimine x3 dans la
ligne 4.

X, — X, +2X;, +3X, =2
L (_i X, =2X; — X, =—4
- X, —2X, =5
3X, = 5%, =14.
X, — X, +2X; +3X, =2
X, =2X; — X, =—4
L, <L, -3L, . —9%. =5
3 4 =
X, =—1.

En résolvant Ly, puis L3, L, et L;, on obtient x4 =-1, x5 =3, x, =1 et x; = 0.
Le systeme admet donc une solution unique (0; 1;3; -1)

Remarque :

Lorsqu'il est impossible d'obtenir un pivot non nul on dit que la méthode de Gauss "se bloque"
; c'est le cas dans l'exercice 2.
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Exercice d’application

Résoudre dans R* le systéme :

X, + X, =Xy +2X, = 1
2X, +4X, —6X; —=2X, = 0
—X; + X, —=3%; —=9X, =2
X, —2X, +5X; +13x, =a+4 (aeR).

Solution
1°" Etape : on élimine l'inconnue x; dans les lignes 2, 3 et 4.
I, <L, X+ X, =Xy +2X, = 1
L, « L, -2L 0+2X, —4X, —6X, =—2
L, <L, +L 0+2x, —4x, =7x, =-1
L, <L, -L 0-3x, +6x, +11x, =a+3.
2°™ Etape : on élimine l'inconnue x, dans les lignes 3 et 4.

L, <L X, + X, =Xy +2X, = 1
L, <L, 0 2x,-4x,-6x,= -2
L, <L, L, 0 0 0 x,= -1
L, < 2L, +3L, 0 0 0 4x,= 2a

Deux cas sont a envisager :
1°" Cas : a # -2, le systéme initial n'a pas de solution S = @.
2%™ Cas : a = - 2, le systéme initial (ou final) admet une infinité de solutions :

S={(T7-k;2k-4;k;-1);k € R}.
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EXERCICES

Exercise 1 :

Résoudre dans R* les systémes donnés.

3Xx+4y-52="7 2X+3y—-4z=12
1) 3y-7z=1 3) IX+3y+z2=6
8z =16. —X—-2y+3z=-8
X+3y+2z=2 X=2y+3z=2
2) iX+4y+3z=3 4) 3x—-y+T72=17
2X+7y+62=8 2X+4y+9z =15.
X—=2y+3z=1 X+y = a
5) iX—-y+7z=-4 6) < X + z=0>
2X+4y+9z2=-9 y + Z=C

a, b et ¢ sont trois nombres réels donnés.

2X+y+z =4 4x-2y+72=20
T4 X+2y+z2=4 8) <3x— y+3z =10
X+y+2z=4. 2x-3y—z =3.
2Xx+3y-5z =4 2X+4y = 16
N<ix+y-z =1 10) <3x+9y+18z = 9
—-3X—-4y+z=-5 4x+8y+ z = 29

X+y + z =1 X +y +z =1
I1)a) <x +2y—-2z = 0 b) X +2y -2z =0
5

2X+3y—-z2 = 2x +3y -z =1
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Exercice 2 :

r 4 \ r
Résoudre dans R™ les systémes donnés.

2x + 3y — 7z + 4 = -1
3y - 2z - 2t = -6
1) y
z + 6t = -1
-4t = 2
8X, +40x, —32x, +24x, =16
3 2%, +13x, +4x, —6x, =-2
=3X, =17, +6X; -7X, =—6
X, +2X, —11x; +5x, =-7
2X+6y+4z7+2t=-2
5) —2Xx-3y+52-5t=2
—-3x-8y—-3z+2t=1
— X=2y+ z+10t=0.
Exercice 3 :
Résoudre dans R® les systémes donnés.
- X, —2X, + Xy= 2
X, +4X, +8X, +3x;= 4
1) § 2X, +5X, +3X; —=3X, —5X; =-5
2X, +10X; +8x, +16X; =18
SX, +9X, — X; +10x, +12x; =2
Exercice 4 :

4)

2)

2Xx+2y+4z+6t = 8
3X+4y+11z+15t= 21
SX+8y+27z+17t = 57
A4X+2y-52+27t = -5
2X, +2X, +8X, —6X, = -4
2X, +5X, +14x, +3x, = 8

X, +3X, +14x, -9x, =

X, +2X, +11x; -10x, = -3

2X+4y+62+8t+10u=-2

- X + z+2t— 7u=-3
—-2X-5y —6z—-15t-15u=2
-X—-4y—-T7z-10t—- 3u=5

—-2Xx-7y—-10z-20t -9u =-6

1) Trouver un polyndme P de degré inférieur ou égal a 2 vérifiant :

P(O)=1; P(1)=3 etP(-1)=1.

2) Trouver un polyndme P de degré inférieur ou égal a 2 vérifiant :

P(2)=P(-2)=1 ;P(0)=- 1

3) Trouver un polyndome P de degré inférieur ou égal a 2 vérifiant :

P(1)=0 ;P(3)=16 ;P'(2)=8
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4) Trouver un polyndme P de degré inférieur ou égal a 3 vérifiant :
P(1)=1; P(2)=15 ;P(3)=51 ;P'(-1)=11.
5) Trouver un polynome P de degré inférieur ou égal a 3 qui prenne la valeur 1 en O et la

valeur — 4 en 1 et dont la courbe représentative C admette des tangents de coefficients
directeurs — 6 et 6 respectivement aux points de C d'abscisses 0 et 2.

Exercice 5 :

Un repére orthonormal (O, 1, j, IZ) de I'espace est donné

1) Déterminer l'intersection des plans Py, P, et Ps.
Py:2x+2y+6z=-1
Py:-3x—4y-9z=1
P3 . -y +2z=4.

2) Déterminer l'intersection des plans Py, P, et Ps.
Py: 3x+3y-3z=-3
Py:-3x -3y =-1
P;: 2x+2y—8z =-8

Exercice 6 :

1) Résoudre dans R’ le systéme suivant :

SX+7y—-32=22
X+2y — 2=6
2X—-2y+5z2=-7

2) En déduire la solution des systémes suivants :

10,7 3z42)=2

5[a+7b|-3Jc| =22 x=1 2y
a) 1 |a|+2p|- |c| =6 b) %+l—(z+2) =6

2laf - 2|+ 5le] =7 P
———+5(z2+2)=-7

Xx-1 vy
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Exercice 7 :
a) Résoudre dans R* le systéme :

X+y+z+t =-4
-X+y-z+t = 4
8X+4y+2z+t=1
3Xx+2y+ z =0.

b) Déterminer les coefficients a, b, ¢, d de la fonction.
f:R—R
X aX’ +bX* +cX +d

Sachant que f(1) =- 4, f(-1) =4, f(2) =1 et que f admet un minimum pour 1.
1) Résoudre dans R*le systéme linéaire a quatre inconnues réelles a, b, c, d :

a+b +c +d :—§

4a+3b+2c+d=0
8a+4b+2c+d=-2
32a+12b+4c+d =0

2) Application : Soit f la fonction de R dans R définie par :
f(x) = ax*+bx’ + cx* + dx + e.

Déterminer les réels a, b, c, d, e sachant que la courbe représentative C passe par les points

1 .
0(0;0),A (1;—;), B (2 ; -4), et que C admet en chacun des points A et B une tangente de

vecteur directeur i .
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Exercice 8 :

1) Déterminer la fonction polyndme P, de degré 5 qui coincide avec la fonction sinus en 0 et
en , dont la dérivée premiére coincide avec celle de la fonction sinus en 0 et en 7, et dont
la dérivée seconde coincide avec celle de la fonctions sinus en 0 et en 7.

2) Soit f, f}, f; et {5 les fonctions définies sur R par :
fx)=1; fix)=1+x; BHE)=1+x+x*; HE)=1+x+x>+x".
a) On considere la fonction ¢ définie sur R par :
4.5 .2
X)=-—X +—X" +X-7
PR)=-oX +3
Etablir qu'il existe un quadruplet de réels (a ; b ; ¢ ; d) et un seul tel que :

Q= af() + bf1 + Cf2 + dfg.

b) soit ¥ la fonction définie sur R par :
Y (x)= a+ X+ X +&, ou a, f,7,5 sont des réels donnés.

Démontrer qu'il existe un quadruplet (a ; b ; ¢ ; d) et un seul tel que :
Y = af() + bf1 + Cf2 + df3

3)_Triangle

On considére un triangle ABC tel que AB=5cm, AC=6 cm et BC=7cm.
Le cercle inscrit dans le triangle ABC est tangent a (BC) en A', a (AC) en B'eta (AB) en C'.
Calculer AC', AB', BA', CA'et CB'".
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