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NOMENCLATURE

a Diffusivité thermique

Bi Nombre de Biot

c Chaleur spécifique

D Diamétre

e Epaisseur

E Effusivité thermique

f Facteur de forme de rayonnement
F Coefficient de forme de conduction
Fo Nombre de Fourier

g Accélération de la pesanteur

Gr Nombre de Grashof

h Coefficient de transfert de chaleur par convectio

AH  Chaleur latente de changement de phase
I Intensité énergétique

J Radiosité

L Longueur, Luminance

m Débit massique

M Emittance

Nu Nombre de Nusselt

NUT Nombre d'unités de transfert
p Variable de Laplace

Pe Périmeétre

Q Quantité de chaleur

qc Débit calorifique

r, R Rayon, Résistance

Rc Résistance de contact
Re Nombre de Reynolds
S Surface

t Temps

T Température

u Vitesse

\% Volume

, ¥, z Variables d’espace

X

Lettres grecques

Coefficient d’absorption du rayonnement
Coefficient de dilatation cubique

Emissivité

Densité de flux de chaleur

Transformée de Laplace du flux de chaleur
Flux de chaleur

Conductivité thermique, longueur d’'onde
Viscosité dynamique

Viscosité cinématique

Rendement ou efficacité

Angle solide

Masse volumiquesoefficient de réflexion du rayonnement
Constante de Stefan-Boltzmann

Coefficient de transmission du rayonnement
Transformée de Laplace de la température
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Généralités sur les transferts de chaleur

1. GENERALITES SUR LES TRANSFERTS DE CHALEUR

1.1 Introduction

La thermodynamique permet de prévoir la quantitéléod’énergie qu’'un systéme doit échanger avec
I'extérieur pour passer d’'un état d’équilibre aaurtre.

La thermique (ou thermocinétique) se propose aeirgéquantitativement (dans I'espace et dansrgs
I'évolution des grandeurs caractéristiques du systén particulier la température, entre I'étagdiéibre initial
et I'état d’équilibre final.

1.2 Définitions
1.2.1 Champ de température

Les transferts d’énergie sont déterminés a pasirl’évolution dans I'espace et dans le temps de la
température : T = f (X,y,z,t). La valeur instantarde |la température en tout point de I'espace rescalaire
appelé champ de températuneous distinguerons deux cas :

- Champ de température indépendant du temps : Imesgst dit permaneiou stationnaire.
- Evolution du champ de température avec le tempsédime est dit variableu transitoire.

1.2.2 Gradient de température

Si I'on réunit tous les points de I'espace qui eniméme température, on obtient une surface ditaci
isotherme. La variation de température par unitdodgueur est maximale le long de la normale autfase
isotherme. Cette variation est caractérisée pagradient de température :

Isotherme §

- - -9
grad(T) grad(T) = a—; (1.1)

Figure 1.1 : Isotherme et gradient thermique

—

Avec : n vecteur unitaire de la normale

oT L .
— dérivée de la température le long de la normale.
on

1.2.3 Flux de chaleur

La chaleur s’écoule sous l'influence d’un gradidattempérature des hautes vers les basses tempgrata
guantité de chaleur transmise par unité de temparetinité d’aire de la surface isotherme est &gpeénsité de
flux de chaleur :

_1dQ (1.2)
(p___
S dt

Ou S est l'aire de la surface Ym

On appelle flux de chaleur la quantité de chaleamgmise sur la surface S par unité de temps :

:@

q)dt

(1.3)
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1.3 Formulation d’'un probleme de transfert de chale  ur

1.3.1 Bilan d’énergie

Il faut tout d’abord définir un systéme (S) par Hgstes dans I'espace et il faut ensuite étabiimventaire
des différents flux de chaleur qui influent sutd®du systeme et qui peuvent étre :

(S)

pd

b5 flux de chaleur stocké

¢y flux de chaleur genéré| dansle systéme (S)
¢. flux de chaleur entrant

¢s flux de chaleur sortant

Figure 1.2 : Systéme et bilan énergétique

On applique alors le®*1principe de la thermodynamique pour établir lamid’énergie du systéme (S) :

Petdg=bs*dg (1.4)

1.3.2 Expression des flux d’énergie

Il faut ensuite établir les expressions des diffesdlux d’énergie. En reportant ces expressiomss dia bilan
d’énergie, on obtient I'équation différentielle dda résolution permet de connaitre I'évolutionlaéempérature

en chaque point du systeme.

1.3.2.1 Conduction

C'est le transfert de chaleur au sein d’'un milieadgue, sans déplacement de matiére, sous l'influgtce
différence de température. La propagation de ldedhgar conduction a l'intérieur d’'un corps s’effiee selon
deux mécanismes distincts : une transmission garilbeations des atomes ou molécules et une trasgmi par

les électrons libres.
La théorie de la conduction repose sur I'hypothdseFourier : la densité de flux est proportionnelle
gradient de température :

¢ =-2 Sgrad(T) (1.5)

Ou sous forme algébrique : d=-2 SZ—T (1.6)
X

Flux de chaleur transmis par conduction W)

Avec: ¢

A Conductivité thermique du milieu (Wmch
X

S

Variable d’espace dans la direction du flux (m)
Aire de la section de passage du flux de chaleu (nf)

8 Cours Transferts thermique§™année Ecole des Mines Nancy
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T, T.>T, T

v

Figure 1.3 : Schéma du transfert de chaleur confluct

On trouvera dans le tableau 1.1 les valeurs d®mauctivité thermique de certains matériaux parmi les
plus courants. Un tableau plus complet est donreéneexe A.1.1.

Tableau 1.1 : Conductivité thermique de certaingémaux

Materiau A (W.mit.ech) || Matériau A (W.mit.°Ch
Argent 419 Platre 0,48
Cuivre 386 Amiante 0,16
Aluminium 204 Bois (feuillu-résineux) 0,12-0,23
Acier doux 45 Liege 0,044-0,049
Acier inox 15 Laine de roche 0,038-0,041
Glace 1,88 Laine de verre 0,035-0,05[1
Béton 1,4 Polystyrene expansé 0,036-0,047
Brique terre cuite 11 Polyuréthane (mousse) 0mBas
Verre 1,0 Polystyréne extrudé 0,028
Eau 0,60 Air 0,026

1.3.2.2 Convection

C’est le transfert de chaleur entre un solide efluide, I'énergie étant transmise par déplacendentluide.
Ce mécanisme de transfert est régi par la loi detble:

Fluide a T, o

o=hs (T, -T.) (L.7)

Tp

Figure 1.4 : Schéma du transfert de chaleur confect

Avec
¢ Flux de chaleur transmis par convection (W)
h Coefficient de transfert de chaleur par conweecti (W m?°C?
To Température de surface du solide (°C)
To Température du fluide loin de la surface du solide (°C)
S Aire de la surface de contact solide/fluide A(m

Remarqgue La valeur du coefficient de transfert de chalpar convection h est fonction de la nature duléui
de sa température, de sa vitesse et des cardqiéstgéométriques de la surface de contact
solide/fluide.

1.3.2.3 Rayonnement

C’est un transfert d’énergie électromagnétiqueesdrux surfaces (méme dans le vide). Dans les ey
de conduction, on prend en compte le rayonnemdns en solide et le milieu environnant et dans &g @ous
avons la relation :

Yves Jannot 9
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Milieu environnant
¢ aT,

T, ¢=cspS(Tp4 —Tm4) (1.8)

Figure 1.4 : Schéma du transfert de chaleur radiati

Avec: ¢ Flux de chaleur transmis par rayonnement (W)
o Constante de Stefan (5,67°M m? K™
& Facteur d’émission de la surface
Tp Température de la surface K)(
To Température du milieu environnant la surface K) (
S Aire de la surface

1.3.2.4 Flux de chaleur lié a un débit massique

Lorsqu’un débit massiquen de matiére entre dans le systéme a la tempérdaiumet en ressort a la
température J; on doit considérer dans le bilan (1.5) un fluxctialeur entrant correspondant :

be = me (T1-Ty)

(1.9)
Avec : ¢, Flux de chaleur entrant dans le systéme (W)
m Débit massique (ka*s
c Chaleur spécifique Ik
T, T, Températures d’entrée et de sortie (K)

1.3.2.5 Stockage d’énergie

Le stockage d’énergie dans un corps correspon@ @augmentation de son énergie interne au coursrdpst
d’ou (& pression constante et en I'absence de ema@gt d'état) :

b, =pVec 7T (1.10)
ot
Avec : st Flux de chaleur stocké (W)
p Masse volumique (kg
\Y Volume (M)
c Chaleur spécifique (JkgCh
T Température (°C)
t Temps (s)

Le produitpVc est appelé la capacitance thermiquecorps.

1.3.2.6 Génération d’énergie

Elle intervient lorsqu’une autre forme d'énergidifnique, électrique, mécanique, nucléaire) est edieven
énergie thermique. On peut I'écrire sous la forme :

o . =qV (1.112)
Avec : ¢q Flux d’énergie thermique générée (W)
q Densité volumique d’énergie générée (Whm
V  Volume (M)

10 Cours Transferts thermique§™année Ecole des Mines Nancy
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2 TRANSFERT DE CHALEUR PAR CONDUCTION EN REGIME
PERMANENT

2.1 L’équation de la chaleur

Dans sa forme monodimensionnelle, elle décrit dmdfert de chaleur unidirectionnel au travers diwr
plan :

¢x+dx

L » L»e

6 X X + dx €

»
»

Figure 2.1 : Bilan thermique sur un systeme élémient

Considérons un systeme d’épaisseur dx dans latidinec et de section d'aire S normalement a laatioa
Ox. Le bilan d’énergie sur ce systeme s’écrit :

¢ + ¢g = ¢x+dx + ¢st

X

oT oT

Avec: ¢, :—[x S—j et Pyiax = —(x S—j
0x X 0x x+dx

g = aSdx

T
= p cSdx—
$s= P ot

En reportant dans le bilan d’énergie et en divigamtdx, nous obtenons :

(1s5) -[asT)
ox x+dx 0x X

: oT

+ QS = c S—

dx a P ot
Soit : i(xsa—T) qs = pes &
ox ox ot

Et dans le cas tridimensionnel, nous obtenonsifiégn de la chalewtans le cas le plus général :
i(kxa—Tj*‘i xya_T +i(kza_T\J+d = pca_T (2-1)
0x ox ) oy dy )] o0z 0z ot

Cette équation peut se simplifier dans un certambre de cas :
a) Sile milieu est isotropeX, =A, =A, = A

b) S'il n’y a pas de génération d’énergie a l'intérielu systéme d: 0
c) Sile milieu est homogéna,n’est fonction que de T.

Les hypothéses a) + b) +c) permettent d'écrire :

32T 92T 92T) dn (asz aT )’ (asz T
A + + +— || =—| +|=—| +|=—]| |=pc —
ox? oy? 0z2) dT|(ox dy 0z ot
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Transferts thermiques

d) Si de plus\ est constant (écart modéré de température), rmaaans I'équation de Poisson :

27 =0T
allfT =5 (2.2)

Le rapport a = Lc est appelé la diffusivité thermiq@e?.s*) qui caractérise la vitesse de propagation
P

d’un flux de chaleur a travers un matériau. Onreavera des valeurs en annexe A.1.1.

e) En régime permanent, nous obtenons I'équatidragéace :

02T =0 (2.3)

Par ailleurs, les hypothéses a), c) et d) permettécrire :
- Equation de la chaleur en coordonnées cylindriques

0T , 19T , 1 92T ,9%T . 4
a2 r o 2992  9z2 A

101 (2.4)
a ot

Dans le cas d’'un probléme a symétrie cylindriquéaai@mpérature ne dépend que de r et de t, I'@aquat

ra_T]+g:16_T

(2.4) peut s’écrire sous forme simplifiée&:i(
or L o aot

ror

- Equation de la chaleur en coordonnées sphériques :

2 2
10%(0T), 1 a(sinea_T)+ 1 o
r

30 0

2.5
ror? r2sinp 00 (2:5)

2.2 Transfert unidirectionnel

2.2.1 Mur simple

On se placera dans le cas ou le transfert de ghestwnidirectionnel et ou il n'y a pas de générahi de
stockage d'énergie.

On considéere un mur d’épaisseur e, de conductiv@émique A et de grandes dimensions transversales dont
les faces extrémes sont a des températuresTb :

Lk

bx

Section
transversale

v

0 X e

Figure 2.2 : Bilan thermique élémentaire sur un reimple

En effectuant un bilan thermique sur le systemed@jstitué par la tranche de mur comprise entre les
abscisses x et x + dx, il vient :

12 Cours Transferts thermique§™année Ecole des Mines Nancy



Transfert de chaleur par conduction en régime peremd

daT dT
o, =¢ = —A S(—j == S(—]
X X +dx dx X dx X +dx
. dT
D’ou —=A etT(x) =Ax +B
dx
Avec les conditions aux limites : Tx=0) T et Tx=e) =T
D'ou : T=T, _X (T1 _Tz) (2.6)
e

Le profil de température est donc linéaire. La @énde flux de chaleur traversant le mur s’en degar la

relation: = -\ ar ,dou:
dx

0= 2 (Tle_ T,) 2.7)

T,-T ; 3
—( 1 s 2) , cette relation est analogue a la

La relation (2.7) peut également se mettre sotierfae : ¢ =
S
loi d’Ohm en électricité qui définit I'intensité doourant comme le rapport de la différence de piatlen
électrique sur la résistance électrique. La tenmpsgaapparait ainsi comme un potentiel thermiquie éerme

e N . . L s .
— apparait comme la résistance thermique d’'un mum glépaisseur e, de conductivité thermiguet de
AS

surface latérale S. On se raméne donc au schémalkeat représenté sur la figure 2.3.

L’
T ——"V\NNVNNVNVNWS—— T

R:i

S
Figure 2.3 : Schéma électrique équivalent d’'un wiople

2.2.2 Mur multicouches

C'est le cas des murs réels (schématisé sur laefigud) constitués de plusieurs couches de matériau
différents et ot on ne connait que les tempéraflifest T;, des fluides en contact avec les deux faces dudeur
surface latérale S.

En régime permanent, le flux de chaleur se condersade la traversée du mur et s’écrit :

AaS(TL-T) — 1gS(T, - Ts) — rcS(T,-T)

¢ = hls(Tfl_Tl): = hZS(T4_Tf2)

€a € €c
T, -T
D'ou : o = . fle 2 S (2.8)
L y% ;% % , 1
h,S 2,8 A;S .S h,S
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Ti
Fluide 1
convection Cgfé?f\_lggtrl](t)g
coefficient h ici

€ e ec

Fluide 2

A4

Figure 2.4 : Schématisation des flux et des tentpéga dans un mur multicouches

On a considéré que les contacts entre les couehd#fdrentes natures étaient parfaits et qu'ikis&it pas
de discontinuité de température aux interfacesréaiité, compte-tenu de la rugosité des surfaces,nicro-
couche d’air existe entre les creux des surfacaggard qui contribue a la création d’une résisgahermique
(I'air est un isolant) appelée résistance thermide contact. La formule précédente s’écrit alors :

b = T —Tp
1 ea € €c 1
= + A tRpp+—B +Rpet+ -+ =
S AaS  ® AgS ¢ AcS h,S (2.9)
Le schéma électrique équivalent est représentia sigure 2.5.
b
Tn — \WWWWAW——AWWWWW—— WA AMAMWWA AW AMWWWN—— WWWN— Tro

1 €a Rag €p Rec e 1
hS )\A S Ag S Ao S h, S

Figure 2.5 : Schéma électrique équivalent d’ un muiticouches

Remarques
- Une résistance thermique ne peut étre définieadrsénce de sources que sur un tube de flux.

- Cette résistance thermique de contact est négligéemur comporte une paroi isolante ou si leigar
sont jointes par soudure.

2.2.3 Mur composite

C’est le cas le plus couramment rencontré danédlité ou les parois ne sont pas homogénes. Coosglé
titre d’exemple un mur de largeur L constitué dlaggerés creux (figure 2.6).

En supposant le transfert unidirectionnel et emércompte des axes de symétrie, on peut se raraener
calcul du flux a travers I'élément isolé sur laitEale la figure et calculer la résistance thermiguéquivalente
d’une portion de mur de largeur L et de hauteuk, + £, + {3 en utilisant les lois d’association des résistance
en série et en paralléle par la relation :

R:R1+R2+ +R6+R7

_r
1 1 1
g S S

R; R; Rs

14 Cours Transferts thermique§™année Ecole des Mines Nancy



Transfert de chaleur par conduction en régime peremd

e
Mur en < ; >le > >le > >
aggloméré creux
/.._.._ .................... I Tt
. _._ Milieu 1 £y
Convection Convection
h, | B h,
Milieu 2
3
Figure 2.6 : Schématisation d’'un mur composite
Avec :
1 e e e e e 1
1= ;RZ: 1 ;R3: 2 ;R4: 2 ; R5: 2 ;R6: 3 ;R7:
h, /L AL Ayl L Al,L Ayl L AL h, /L
ce qui peut étre schématisé par le schéma éleetéquivalent représenté sur la figure 2.7.
Rs
R, R, /—’VW\;\:NV‘\ Re R,
— AW AW AW AW AWWA—e
W

Figure 2.7 : Schéma électrique équivalent du mumposite

2.2.4 Cylindre creux long (tube)

On considére un cylindre creux de conductivitérfigueA, de rayon intérieur;y de rayon extérieup,r de
longueur L, les températures des faces internextetnes étant respectivementét T, (cf. figure 2.8). On
suppose que le gradient longitudinal de tempérastraégligeable devant le gradient radial.

Figure 2.8 : Schéma des transferts dans un cylindeex

Effectuons le bilan thermique du systeme constitagla partie de cylindre comprise entre les rayoas
r+dr:

br =rigr

Yves Jannot 15
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Avec b, =-A21rL (ﬂ] et Qg =-A2m(r+dr) L (ﬂj
dr r dr r+dr
dT
Soit —)\anL(ﬂ] :—A2n(r+dr)L(ﬂj dou r—=0C
dr r dr r+dr dr
Avec les conditions aux limites : F=T, et T(p) =T,
r
. In| —
Dou: T(r)—Tl _ [rl ] (2.10)

i1

Et par application de la relation¢p = —AL 2nr % , on obtient :
r

2nL(T,-T,)

i

0= (2.11)

|

=3
/)
[ ‘l\?

T, -T J
Cette relation peut aussi &tre mise sous la fornjes——2-  avec R, =

et étre représentée
Ry, 2n i L

par le schéma électrique équivalent de la figuge 2.

o
—_—
T e AANMANNVININANA LT

Lt

R =
2 ozl

Figure 2.9 : Schéma électrique équivalent d’'unrajle creux

2.2.5 Cylindre creux multicouches

Fluide 2 Tr,

h,

w T3

Figure 2.10 : Schéma des transferts dans un cydimdeux multicouches
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Transfert de chaleur par conduction en régime peremd

C'est le cas pratique d'un tube recouvert d’'uneplusieurs couches de matériaux différents et on He
connait que les températureg &t T, des fluides en contact avec les faces interngtetree du cylindre ; het
h, sont les coefficients de transfert de chaleurcparvection entre les fluides et les faces inteatexternes (cf.
figure 2.10)

En régime permanent, le flux de chaleuse conserve lors de la traversée des différentashes et s'écrit :

_2thp L(Tl_T2)= Zihgl (Tz_Ts)

¢=h127”1|-(Tf1‘T1)— =h, 2’”3L(T3‘sz)
r I3
In() In(}
] P
Ty =T,
. ¢ — f1 f2
Dol : In[ rzj In[ r3J
- -~ (2.12)
1 + n) . ) . 1
hi2anL 2rk, L 2rndglL  hy,2mrgl

ce qui peut étre représenté par le schéma éleetéquivalent de la figure 2.11.

¢
—
T e AW — WA — AWM — "2
1 1
In| 2 i
hlzﬂ:rll_ rl r2 h2 27‘“’2 L
2n, L 21 L

Figure 2.11 : Schéma électrique équivalent d’'unincle creux multicouches

2.2.6 Prise en compte des transferts radiatifs

Dans les exemples traités précédemment, le tramfarhaleur entre une surface a température & ratlieu
environnant a été considéré comme purement cofivBetis le cas ou le fluide en contact avec lasgerest un
gaz et ou la convection est naturelle, le transferchaleur par rayonnement avec les parois (@naédrature
moyenne Tr ) entourant la surface peut devenir @émeiordre de grandeur que le transfert de chaleur p
convection avec le gaz (a la température) Tau contact de la surface et ne peut plus étrdigéegll
s'écrit d'apres la relation (1.9) :

¢, = osS(T4 —Tr4)
que I'on peut mettre sous la formeé; =h, S(T-T,)

h. étant appelé le coefficient de transfert radiatif =oe (T2 +Tr2)(T +T,)

Les deux transferts, convectif et radiatif, s'eftemt en paralléle et le schéma électrique correqut est
représenté sur la figure 2.12.

b=0.+0¢.

h,S
Figure 2.12 : Schéma électrique équivalent avendfarts convectif et radiatif simultanés
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Le coefficient de transfert radiati, varie peu pour des variations limitées des tempggatT et ', et peut
pour un premier calcul simplifié étre considéré omnconstant. Par exemple ave = 0,9, T= 60°C et
T, = 20°C, la valeur exacte est=h6,28 W.k'.m? La valeur approchée calculée pour la tempéranagenne
Tmoyen = 40°C est h=5,96 W.K.m% Si T, devient égal & 50°C, la valeur dedevient égale & 5,98 W'.m?,
soit une variation de seulement £

2.3 Transfert multidirectionnel

Dans le cas ou la diffusion de la chaleur ne sifie pas selon une direction unique, deux méthde:
résolution peuvent étre appliquées :

2.3.1 Méthode du coefficient de forme

Dans les systemes bidimensionnels ou tridimensisroe n’interviennent que deux températures limit;
et T,, on montre que le flux de chaleur peut se metius & form :

O=AF(T,-T,) (2.13)

Avec: A Conductivité thermique du milieu séparant les sig$a, et S (W mt °CH

T, Température de la surfac; (°C)
T, Température de la surfac, (°C)
F Coefficient de form (m)

Le coefficient de formé- ne dépend que de la forme, des dimensions et gedition relative des de!
surfaces Set S. Les valeurs de F pour les configurations les ptugantes sont présentées en annexe ,

Cas particulier Enceinte tridimensionnelle ( four, chamlfroide, piéce climatisée,...)

Méthode: on découpe I'enceinte en différents élémentsnetalcule le flux traversant chacun d' selon la
représentation de la figure 2.13.

Figure 2.13: Méthode de découpe d'une enceinte tridimenside

Si les dimensions longitudinales sont grandes del/@paisseur e des parois (supposée constante
coefficients de forme des différents éléments oniryaleu :

I:paroi i = 9L
Foodi = 0,54 D
Feoini = 0,151k
Avec : $: Aire de la paroi
D;: Longueur de la paroi ou du boi
L;:  Epaisseur des par
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Transfert de chaleur par conduction en régime peremd

Le flux de chaleur traversant I'enceinte s’écriral:

6 12 8
¢ = z)\i I:paroi ATi + z )‘i l:borcg ATi + z )‘i l:coini ATi
i=1 i=1 i=1

Avec: A, :Conductivité thermique (équivalente si pamilticouche) ) de la paroi i (W HPC?)
AT, : Différence de température entre les faces etiée et extérieure de la paroi i (°C)

2.3.2 Méthodes numériques

Expression de I'équation de Laplace en différeficess

Dans le cas ol la méthode du coefficient de foregeut pas s'appliquer (surfaces non isothermes par
exemple), il faut résoudre I'équation de Laplacenériquement. On utilise par exemple une méthode aux
différences finies en discrétisant le domaine a#rg (espace ou plan). On traitera dans ce quilewts
bidimensionnel, le cas tridimensionnel s’en déduirajoutant simplement une dimension d’espace.

On considére un milieu plan sur lequel on a apglign maillage de pasx etAy tel que représenté sur la
figure 2.14.

i,j+1| |

Figure 2.14 : Représentation du maillage de la acef

Les dérivées partielles de la température T pew/erprimer selon les formules suivantes :

aT[HE jj:T(iﬁLj)—T(i,j) _ aT( 1 jj:T(i,j)—T(i—lj)

xl 2 AX xl 2 Ax
(22 Tea-TE T()ThdTe
ay\ = 2 Y ' ayl'~ 2 Y

azTon~ZI@*Q’Q‘gl(“‘iJJ=To+ln+T@—lo—zT¢n

0X2 B AX (AX)Z
aT(i,j+1j-GT(i,j_lj
ﬁ(i J): oy 2) oy 2) _ T(i, j+1)+T(i, j—l)—ZT(i, J)
ayz , Ay (Ay)2
21 527
L'équation de Laplace en bidimensionn£++_ =0 s'écrit alors :
ax 2 0y2

T(i+13)+T(i-1§)-27(, j) , 70, j+2)+7(, i-2)-27, i)

=0
(ax)? (ay)?

|01 T2 )70+ T( 1+

Et si I'on choisitAx = Ay, on obtient :T(i, i 2
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Expression des conditions aux limites en différsrfages

Les conditions aux limites imposant sur un bord temapérature de surface s’expriment simplement en
fixant la valeur de la température T(i,j) a la walémposée pour tout couple (i,j) représentant amtpde ce
bord.

Les conditions aux limites avec transfert convemtifflux imposé s’expriment de la maniére suivante

Bord rectiligne

R heox (Ty-Te)
+d +d = X -
. b+, +0, o~ e
1) ds | ) . ;))u: o o A
Y ® f i + + =@LAX
I 170, T Te
y il ij-1

Figure 2.15 : Représentation des flux élémentasresun bord rectiligne

Un bilan thermique appliqué a la surface grisetémegle de cO6téAx/2 et Ax, cf. figure 2.15)) conduit au
résultat suivant compte tenu des formules étapliésédemment :

CTE-1) TG ) +Th =) eAx

Densité de fluxp (en W.n¥) imposée :  T(i, )= +
i e ( ) imp (1)=—= 2 )
T(i-1, J')+T(" A TR N
Coefficient de convection imposeé : T(i, j) = ot é
[

Ou Bi :% est le nombre de Biot

Coin extérieur

4 . 9 |1J
AX :_ _____ — 0
' dij1
L]

Figure 2.16 : Représentation des flux élémentatesun coin extérieur

Un bilan thermique appliqué a la surface grise figlire 2.16) conduit au résultat suivant comptaitees
formules établies précédemment :

)2 T0=19)+T(j=1)_ 9aX

Densité de fluxp (en W.rﬂZ) imposée :T(i,j 2 o

T(-1)+7(,j-1)
2
1+Bi

+BiT,
Coefficient de convection imposé : T(i, j):
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Coin intérieur

— (F

ij-1

Figure 2.17 : Représentation des flux élémentastgsun coin intérieur

Un bilan thermique appliqué a la surface grise fighire 2.17) conduit au résultat suivant comptaitdes
formules établies précédemment :

Densité de fluxp (en W.n?) imposée : T(i, )= Ti-1 j);T(i’ i+1) + T(i+1 j);T(i’ i-1) CPSA)\X
T(i+1§)+T(, j-1)
2

T(i-1)+T7(, j+1)+ +Bi T,

Coefficient de convection imposeé : T(,j)=

3+Bi

Méthode de résolution numérique

Soit a résoudre I'équation de Laplace sur un doengian (D) limité par un contour (C).

On réalise un maillage du systéme avec unyzaan général identique dans les deux directionglalo.

On affecte a chaque point du domaine (D) une vaietisle de la température :

- Egale a la température imposée sur les points diwgoou la condition limite impose une température

- Arbitraire ailleurs mais la plus « réaliste » pblkes

La résolution s’effectue par la méthode itérativee @auss-Siedel. On effectue des itérations susesssi
consistant a remplacer la valeur de la températurehaque nceud du maillage par la valeur calcudée p
I'équation aux différences finies qui lui est aséec Une itération consiste a effectuer un balayagaplet de
tous les noeuds, ligne apres ligne et de gaucheite gpoour chaque ligne par exemple. Les valeuralcelées
sont immédiatement prises en compte pour le cdielh valeur de la température T aux points d’ostigérieur
(points situés a droite et en-dessous dans le medalayage proposeé).

Critére de convergence

On peut par exemple arréter le calcul des queatetion la plus grande de T(i,j) au cours d’urégation
reste inférieure & une valezidonnée.

Remarques

- On n’applique aucun calcul sur les points du contaula température est imposée.

- La valeur de la température sera rangée dans leata(i,j), on pourra utiliser un autre tableauj)(
dont les valeurs indiqueront si le point de coordms (Q\x, jAy) appartient au domaine (D) et le type
d’équation aux différences finies qui s'y applique.

- On peut accélérer la convergence en appliquanbafficient de surrelaxation R (1 < R <2, optimum
proche de 1,7) au calcul de T(i,j) de la maniéieasue (si on applique I'ordre de balayage proposé)

(-2 )+, (+29)+ T, (i) +T, (i j+1)

4
- On peut noter que la discrétisation décrite iciigri trés exactement a simuler un milieu
bidimensionnel conducteur de I'électricité par #seau de résistances reliant chaque noeud a ses
Voisins.

Tl §)=@-R)T (i, )+R Toa

n+l
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2.4 Les ailettes

2.4.1 L’équation de la barre

Le probleme de la barre encastrée schématise Ié&pne pratique important du refroidissement d’ulidso
par des ailettes.
Considérons une barre de section constante (épaisst largeut) encastrée entre 2 surfaces a température

Tg et baignant dans un fluide a températuge T

7 Fluide a T. 7 7 Fluide & T, ot
. T

o0X
T_O? _____________________________ _g.o_._ T_O; _______ ot
X

Périmetre p
/ # .
7 7 Section transversale S

Figure 2.18 : Représentation d’'une barre encasttschéma simplifié

La symétrie du probléeme montre I'existence d’'umr@&@xium de la température au milieu de la barre ¢e qu
permet de simplifier la géométrie et de ne considgu’une demi-barre avec condition de flux nulextrémité
située en contact avec le milieu & (Ef figure 2.18).

La barre est supposée de section suffisammenefpdar qu'il n'y ait pas de variation de températdans
une méme section droite a une distance x de I'érgaent dans la paroi &.T

Effectuons un bilan d’énergie sur le systéme caréstpar la portion de barre comprise entre lesisdese x et
x+dx (nous retenons I'hypothése du régime permagiembus négligeons le rayonnement) :

s
Fluide a T..
a0 Px+d
TO _;.. - > T - ;X._._>
X
X l x+dx
bc
Figure 2.19 : Représentation des flux élémentargune barre encastrée
Avec :
¢y Flux de chaleur transmis par conduction a 'alsecis ¢y = —()\ S?j
X X
. - . dT
¢y+ax Flux de chaleur transmis par conduction a I'alsgcistdx o, =-— )\Sd—
X x+dx
¢ Flux de chaleur transmis par convection a la périgh
de la barre entre x et x+dx ¢ =hp, dx[T(x)-T,]
Le bilan d’énergie s’écrit : Dy =byigx T Pc
Soit : ()\ Sﬂj —()\ Sﬂj =hpg dx[T(x) - T]
dX ) x+dx dx )

Si A et S sont indépendants de I'abscisse X, nous ohben
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() (e
dX / x+dx dx /x

dx

AS

=hp, [T(x)-T,]

Donc T(x) est solution de I'équation différentiefieivante appelée équation de la barre :

4T _MPe r 1 )= (2.14)
dx? AS B

2.4.2 Flux extrait par une ailette

Une ailette est un milieu bon conducteur de laelmatont une dimension est grande devant les autres
exemple : barre d’épaisseur e et de longueur Lg av& L. Elles sont utilisées a chaque fois quediesités de
flux élevées sont a transmettre dans un encombiteradunit : refroidissement de composants électimsqg
refroidissement d’un moteur par air,...

On a établi I'équation différentielle vérifiée partempérature T(x) d’'une ailette encastrée danswuna la
température Jet baignant dans un fluide a la température T

a'T _hee (r-T.)=0
dx?> AS ’
h 2
En posant w? :ﬁ et 6=T-T, elle peutencore s’écrire ﬂ -—w?0=0
AS dx?

Si la section S est constante, c'est une équatitérehtielle du 2 ordre & coefficients constants dont la
solution générale est de la forme :

0=A exp(wx) + Bexp(-wx)  ou 8=A; ch(wx)+ B; sh(wx)
2.4.2.1 Ailette rectangulaire longue de section con  stante

Dans le cas de l'ailette longue, on émet I'hypothése : T(x=L) = T, ou L est la longueur de l'ailette.

Les conditions aux limites s’écrivent alors: en@: 8(0)=To- T €))
enx=L: 6L)=0 (b)

(b)=> A=0

(a) = B= To -To

T(x)-T,
Dol : ———= =exp(- wX) (2.15)
T,-T,

Le flux dissipé sur toute la surface de Il'aileteupétre calculé par intégration du flux de conesctocal :

¢, :the [T(x)-T_]dx

Ou plus facilement en remarquant que dans le caggime permanent, c’est le méme que celui transmis
par conduction a la base de l'ailette soft; = ¢C(X=o)

hp,
AS

o, = _)\S(%jx—o =-As(T, - T..) (- w) exp(- wx) avec w=
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D'ou : ¢, =y hpAS (T, -T,) (2.16)

2.4.2.2 Ailette rectangulaire de section constante isolée a I'extrémité

La solution générale obtenue est identique au iE®dent, ce sont les conditions aux limites gifiedint :

T(X=O) = To
dT .
-A S{—] =0 (conservation du flux de chaleur en x=L)
dx x=L
T(X)- Ty _ . _cosHw (L —x)
La solution s’écrit : To-To costwx) -tant(wL) sinh(cox) = cosH{wL) (2.17)

Et le flux total dissipé par l'ailette a pour exgs®n :

¢, =wA Stanh(wL)(T, - T.,) (2.18)

e . : 2h
Remarque si I'épaisseur e de l'ailette est faible devsaiargeut, w= |—

Ae
2.4.2.3 Ailette rectangulaire de section constante avec transfert de chaleur a I'extrémité

La solution générale obtenue est identique au &a2.2, ce sont les conditions aux limites quiédiint :

T(x=0) =Ty
-A S(?j = hS[T(x = L)—Tw] (conservation du flux de chaleur en x=L)
X Jx=L

h .
cosHw(L -x)] +— sinh[w (L = x)]
La solution s'écrit : T() = Te _ wh)\ (2.19)
cosh(wL) + — sinh(wL)
WA

Et le flux total dissipé par 'ailette a pour exgs®n :

tanh((oL) + h
WA

¢, =wAS(T, - T.,)

h
— 2.20
1+ "y tanh(ooL) ( )

Remarque

Dans le cas ou I'épaisseur e de lailette est éaibbvant sa largeur (ce qui est en général vérifié) :

h he . . . L L. . L
—— = |— . Les ailettes étant en général réalisées en raatban conducteui (€levé) et ayant une épaisseur

WA
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e faible, I'hypothése e <<1 est le plus souvent vérifiée, les équationsqRet (2.20) se raménent alors aux
A

expressions plus simples des équations (2.17).28)2ui sont celles utilisées dans la pratique écihexe

A.2.2).

2.4.2.4 Ailette circulaire de section rectangulaire

Ces d’ailettes destinées a améliorer le transferclaaleur entre la paroi externe d'un tube et lbemi
ambiant (exemple : tubes de radiateur d’automobieivent étre schématisées de la maniére suivante :

R
\'/

[

i

(T
Cl
!
)
\r/

Figure 2.20 : Schéma d'une ailette circulaire

Effectuons un bilan thermique sur I'élément d’d@etompris entre les rayons r et r+dr :

Le bilan d’énergie s’ecrit (cf. figure 2.21): ¢, =¢ ., , +9.

Avec :

o, Flux de chaleur transmis par conduction au rayon
Drear Flux de chaleur transmis par conduction au rayemir
(08 Flux de chaleur transmis par convection sur laasarf

de l'ailette entrer et r + dr

Si A est indépendant du rayon r, hous obtenons :

A AT

o, =—)\2nre(ﬂj
dr/,

Grigr =—A2 n(r+dr)e(£J
dr/ r+dr

o, =2{h2mrdr[T(r)-T,]

r dr Ae
re
; >
I o o
| at c
i
i I
! T0 ¢r > I > ¢r+dr
|
|
i
! r
i >
! r+dr R
i >

Figure 2.21 : Représentation des flux élémentargune ailette circulaire
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2
Soit encore 48 +1d8 _ 2N ¢ ou 6=T -T

dr¥ rdr Ae ”
C’est une équation de Bessel (cf. annexe A.2.3) dosolution s’écrit sous la forme :
N 2h
8=C, lg(r)+C, Ko(wr) ou w= [—
Ae

C, et G étant déterminés par les conditions aux limites :
Enr=p :0=T,-T

Enr=g :ho(rg)=-A @(re) (cas le plus général : transfert de chaleunarkenité)
dr

On en déduit les valeurs dg €& de G :

Ky (wre)_ )\hw Ko ((.Ol’e)

C, =
' Iy (001,) Ko (o) +1 (wro)Kl(wre)*'ﬁ) ['o (c0r,) Ko (o) + 1 ((oro)KO(oore)]
C,= 1-C, lo(w ro)
Ko ((*) ro)
Dans le cas ou 'on peut faire I'hypothése du flud a I'extrémité :\/% <<1, on aboutit & I'expression

simplifiée suivante :

T(1) =T _ Ky (wre) o{wr) +1; (wre) Ko (wr)
To-T. |I(on)Kg(wr)+l, (wh) K, (wr,) (2.21)

Et le flux total dissipé par l'ailette a alors paxpression :

_ _ |1(°”e) Ky (wro)‘Kl(wre)H(wro)
b =h 2 e (T T o o) K [on) @22)

2.4.3 Efficacité d'une ailette

Elle définit les performances d’une ailette en camapt le flux dissipé a celui qui serait dissipé&siane
ailette de mémes dimensions mais dont la tempéraenmait uniforme et égale a celle de la base (azivité
thermiqueh — oo, pas de résistance thermique de conduction dosdgahute de température dans l'ailette).

Le flux échangé par cette ailette idéale serait :
O max = NP L (T0 - Tm) pour une ailette rectangulaire de périmétretmle longueur L

Omax = 2 hn(re2 - roz)(TO - Tm) pour une ailette circulaire de rayon de basg de rayon externe.. r

L’efficacité de I'ailette s’écrit donc in = %
max

Nous en déduisons les relations suivantes :

Ailette rectangulaire longue ko) : 1 (2.23)
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Ailette rectangulaire isolée a I'extrémité : n= tanh(ooL) (2.24)
wL

Ailette rectangulaire avec transfert de chaleuextrémité :

h
tanh(wL) + on

(2.25)

r] =
wl +h)\—Ltanh(coL)

hpe

Avec : W=_|—
AS

Ailette circulaire de section rectangulaire :

n= {2_)‘3 1 1w Ky (@) -Ky(wr)l(wr) (2.26)
hro 1o ﬁ—l L{wr) Ko () +1o(wrn) K, (wr,) .
2

fo

2h
Avec : w= |[—

Ae

Dans le cas de géométries plus complexes (ailéttesction variable, ailettes aiguilles...), il existes
formules ou des abaques (cf. annexe A.2.2) peamtatie déterminer 'efficacité des ailettes et @érde flux de
chaleurg, extrait par l'ailette grace a la relatiomp, =1 ¢ max-

Remarque Résistance thermique d’une ailette

Des relationsn = b et Omax = hSe(To - T.) oON déduit bp ~To~To

max 1

n hSe

Ou S est la surface d’échange entre l'ailette et le fluide.

La résistance thermique globale entre la base de l'ailettéeanfzérature Jet le fluide a la température, T
s’écrit donc :

1

Railette = m (227)

2.4.4 Choix des ailettes

Les ailettes sont utilisées lorsqu'il faut extraire une densitfus importante dans un encombrement réduit,
exemples : radiateur d’automobile, carter de moteur refraidaj, évaporateur de climatiseur,...

D’une fagon générale, I'usage des ailettes est :
- peu utile pour les liquides car h est grand,
- utile dans le cas des gaz car h est faible.

Des allettes étroites et rapprochées sont meilleures que dessgilas grandes et espacées mais on est limité
par les pertes de charges (elles augmentent si I'on déntiop I'écartement des ailettes). L'ailette est d’autant
plus performante que sa conductivité thermigjest élevée. Le choix des ailettes est alors un comproine en
le colt, 'encombrement, les pertes de charge et le tradsfehaleur.
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3 TRANSFERT DE CHALEUR PAR CONDUCTION EN REGIME
VARIABLE

3.1 Conduction unidirectionnelle en régime variable sans changement d’état

3.1.1 Milieu a température uniforme

On va étudier le transfert de chaleur vers un mifigempérature uniforme, ce qui est a priori @ittoire
car il est nécessaire qu’il y ait un gradient thigue pour qu'il se produise un transfert de chalétette
approximation du milieu a température uniforme peéénmoins étre justifiée dans certains cas que\J®
préciser. Soit par exemple la trempe d'une billdatfiGue qui consiste & immerger une bille initratent & la
température Tdans un bain & températurg Maintenue constante. Si I'on suppose que la testyér a
l'intérieur de la bille est uniforme, ce qui serawtant plus vrai que sa dimension est petite etosaluctivité
thermique élevée, on peut écrire le bilan thermidgeette bille entre deux instantstett + dt :

- hS(T—TO)=pcVﬂ Soit : ar____hS
dt T-T, pcV
T-T
D'ou : 9 —exp _hS (3.1)
T, -Ty pcV

\Y
On remarque que le groupemerﬁ% est homogéne a un temps, on I'appelielaconstante de temps du

systeme :

pcV (3.2)
hs

T=

Cette grandeur est fondamentale dans la mesurdeodamne I'ordre de grandeur de temps du phénomene
physigue, on a en effet+ ~ 0 - exp(—lJ avec :
i —To T

=
|

—
o

0,37

0 e

Figure 3.1 : Evolution de la température d’'un milia température uniforme

Il est toujours intéressant en physique de préséegerésultats sous forme adimensionnelle, deumbmes
adimensionnels sont particulierement importantéginne variable :

l
Résisancthermiqueinterne _ )s
Résisancéhermiqueexterne 1
hS

- Le nombre de Biot: Bi = nombredeBiot =

, ¢ est la dimension

caractéristique du miliew, =r pour une sphére.

Soit : C he (3.3)
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L’hypothése d’uniformité de la température estifigst lorsque Bi < 0,1 .

_at

- Le nombre de Fourier : Fo=—- (3.4)
fZ

Le nombre de Fourier caractérise la pénétratiotaddaleur en régime variable. La définition de deax
nombres permet d’'écrire I'expression de la tempéeade la bille sous la forme :

T_TO

T T, =exp(-Bi Fo) (3.5)

La connaissance du produit des nombres de BioteeFalrier permet de déterminer I'évolution de la
température de la sphére. On considere généralamamt systeme tel que Bi < 0,1 peut étre considéréme
étant a température uniforme, le critére Bi < Gtlagppelé le critére d’« accommodation thermique ».

3.1.2 Milieu semi-infini

Un milieu semi-infini est une paroi d'épaisseurfisainment grande pour que la perturbation applicpige
une face ne soit pas ressentie par l'autre faceteUsystéme représente I'évolution d’'un mur d'épair finie
pendant un temps suffisamment court pour la peatigh créée sur une face n’ait pas atteint I'atdaee (vrai
tout le temps que la température de I'autre faaea’s varié).

3.1.2.1 Température constante imposée en surface

Méthode: Transformée intégrale de Laplace sur le temjrsvetsion par les tables.

Le milieu semi-infini est initialement a la temptna uniforme T. On impose brutalement la températuge T
sur sa surface, cette condition limite est appedélition de Dirichlet :

T(x,t=0) = T;

T(x=0,t) = To

0 > X

Figure 3.2 : Schéma du milieu semi-infini avec térafure de surface imposée

cquat ot 01 10T
L'équation de la chaleur s’écrit 2 "3 ot €)
Avec les conditions aux limites : TX, 0T (b)
T(x=0,t) = (€)
Lim T(x,t) =T (d)
X -

On effectue le changement de variable suivd_hlr.T—Ti

oT _ aT 0°T _ 0°T oT _ aT
Dol : _—= =
ox ox ax2 ax2 ot ot
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T(x0)=0 (b)
Et les conditions aux limites deviennent: | T(x=0,t)=To-T; (c)

Lim T(x,t) =0

X —» 00

La transformée de Laplace dgx,t) par rapport au temps s'écrit (cf. annexe A.3.t lssitransformations

intégrales) : 8(x,p) = L{T (1)} = Texp(—pt)?(x, t)dt
0

2 p— —_—
La transformée de Laplace de I'équat{apconduit & : j 2 - %[pe - T(x,O)] =0avec T(x,0=0
X
; i d’e 2 2_P
Cette équation est donc de la form%:—2 -q°06=0 avec (° = a
X

Dot : O(x,p) = Ae ™ + Be'™ | la température garde une valeur finie quaneénd tvers l'infini donc
B = 0, nous en déduisons q@éx,p) = Ae™ ¥
To=Ti
p

La transformée de Laplace de [I'équatiqo) conduit a: G(O,p):TO—I;Ti dou A= et

g W

0=(To-T;)

L'utilisation des tables de la transformée de Leplaverse présentées en annexe A.3.2 conduitsaltat
suivant :

T t) =T, _

X
=erf| ——
T -To (2\/5]

(3.6)

u
Avec :erf (u :% exd— tz).dt , la fonction erf est appelée la fonction errair Yaleurs en annexe A.3.4)
o

3.1.2.2 Flux imposé

Méthode: Transformée intégrale de Laplace sur le temjiisvetsion par les tables.

Considérons la méme configuration mais en imposartalement une densité de flux de chaleur a lacer
du milieu semi-infini, cette condition limite egi@elée condition de Neumann.

®

> L} aT(x=0,t) Milieu semi-infini

. . . [))4
Milieu ambianta T,

0 > x

Figure 3.3 : Schéma du milieu semi-infini avec Buxfacique imposé

2
L’équation de la chaleur s’écrip:—T =107 (@)
6X2 a ot
T(x,00=T (b)
Avec les conditions aux limites : B(t) =T, (c)
) oTO1) _ (d)
0X
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Cette derniére condition traduit la conservationfldd de chaleur au niveau de la surface du mifemi-
infini.
On effectue le changement de variable suivaht= T-T,

. oT _ or °T _ 0°T oT _ T
Dol: —= — = — t —= —
0X 0X 0x 0x ot ot
o _
L'équation(a) peut alors s’écrire a—T = 1 a—T
6)(2 a ot
T(x0)=0 (b)
Et les conditions aux limites deviennent T(e0,t) =0 (c)
_a oT(@O1) _ (d)
0X
d%e

L [De - '_F(X,O)] =0 avec T(x0)=0

La transformée de Laplace de I'équat{apconduit a : 02 ~3
X

D'ou : G(X,p): Ae ™ + Be'™ | la température garde une valeur finie quanénd tvers linfini donc

B = 0, et nous en déduisons qélex,p) = Ae ™

. . . do
La transformée de Laplace de I'équat{dps’écrit : % - —xd—(x =0)

p X

g
Doi: A=—2_ e e(x,p):& ©
A pq A pq
L'utilisation des tables de la transformée de Leplinverse présentées en annexe A.3.2 conduitsaltat
suivant :

Tix ) = 7 =2% 7 X
TH=T0 ) ~T, == Jat |erfc[2 \/EJ (3.7)

Avec : ierfc(u) = % exp(—uz) -u [ 1-erf (u)] cette fonction est tabulée en annexe A. 3.4.
Tt

3.1.2.3 Coefficient de transfert imposé

Méthode : Transformée intégrale de Laplace swngs et inversion par les tables.

On consideére le cas ou le coefficient de trangferthaleur par convection h entre le milieu seffiniret le
milieu ambiant est imposé, cette condition limist &ppelée condition de Newton :

2
L'équation de la chaleur s'écrit : 07T 10T €)
0X2 a ot
Ti = T(x, t=0)
Milieu ambianta T
o oT(x=0,t)
_ 0x
h[T, -T(x=0, t)]‘ v Milieu semi-infini
0 X -

Figure 3.4 : Schéma du milieu semi-infini avec ficeint de transfert convectif imposé
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T(x,0)=T (b)
Avec les conditions aux limites : B(t) =T, (c)
BNAICL h[T, -T(x=0,t)] (d)

0X

On effectue le changement de variable suivaht= T-T,

oT _ aT 0°T _ a%T . oT _ oT

Dotl: —= — = e —_—= —
OX OX 0X 0x ot ot
At g arin 02T _ 1 0T
L’équation(a) peut alors s’écrire —.axz 2 ot
T(x0)=0 (b)
Les conditions aux limites deviennent : T(e,t) =0 (c)
2 2TOY prx=00-(, -] @
0X
d?e

L [De - T(X,O)] =0 avec T(x0)=0

La transformée de Laplace de I'équat{apconduit a : 02 —3
X

D'ou : 8(x,p) = Ae® + Be*™

La température garde une valeur finie quand x temd I'infini donc B =0 et 8(x,p) = Ae ™

. iy i dé h(T -T,)
La transformée de Laplace de I'équat{dips’écrit : A— (0,p) =h6(0,p) + ——=~
dx p
h

*(Too _Ti)
dou: A= A

p A q
—qx h

e
et B(x,p)= ¢ (Te, - Tj) ——— ou /=—
" p(g+r) A

L'utilisation des tables de la transformée de Lepliverse présentées en annexe A.3.2 conduitsaitag

suivant :
T-T, X hx ah?t X h/at
=erf + exg—+ erf + 3.8
T T (wﬁ} {% 2 ) 2fat n o

Pour un calcul approché, on trouvera en annexé&AuBie abaque représentant graphiquement cettelfmrm

To)

Soit:—)\Aq:hA+L
p

3.1.2.4 Température sinusoidale imposée en surface, régime périodique établi

Méthode: Recherche d’'une solution de méme fréquence’gxeitiation

T(x=0, t) = T+ Ty cos () Milieu semi-infini

0 X
Figure 3.5 : Schéma du milieu semi-infini avec térafure sinusoidale imposée en surface
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o°T 1 aT

L'équation de la chaleur s'écrit : — T~ 5 €)

Avec les conditions aux limites : T(O, t) 7 Ty cos(ut) (b)
T(ot) =T, (©)

On recherche une solution en régime établi powrdhe le champ de température du milieu évolue cemm
T(x,t)-T; =expliat)f(x)
Le probléme étant linéaire, on considére soit lig@aéelle soit la partie imaginaire de la solateelon que
la température varie comme ceg)(ou sin (). La fonction complexe f est solution de :

2
9T 920 avec f(0)=3
dx?> a

f(x)=A exp[—\/%xJ+ B exp[\/%xJ avec\/% = \/g @+i)

La fonction f doit rester finie quand-c donc B = 0 et f (0) =Jentraine A= T.

Dlou: T(x,t)=T; =To ex;{—\/g (L+i)x+i mt} =To exp(-\/g x) exp{i (mt—\/g XH

Soit en prenant la partie réelle de la solution :

T(x,t)=T, + Ty e_\/;X cos(wt—\/ng (3.9)

Remarques

- L’amplitude des oscillations décroit rapidemensépron s’éloigne de l'interface.

- L’amplitude des oscillations décroit également dapient quand la fréquence de I'excitation augmente
une excitation de fréquence élevée appliquée arface d’un solide ne modifiera sa température syue
une faible profondeur.

- Entre les températures €t T, de 2 points distants respectivement detoe de la surface, il existe un

déphasage égal P (x4 —x5). La connaissance deet la mesure de la température au sein du milieu

en deux points situés a des distances connuesx de la surface peut permettre d’évaluer la diffiigiv
thermique a.

3.1.2.5 Contact brusque entre deux milieux semi-inf inis

Méthode: Transformée intégrale de Laplace sur le tempsversion par les tables.

34

Tix, t=0) =T, Milieu semi-infini 2

Milieu semi-infini 1 e

v

0 X
Figure 3.6 : Schéma du contact brusque entre déligux semi-infinis
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On considére deux milieux semi-infinis initialementleux températures uniformes différentgseT T,. A
l'instant initial, on place les deux milieux en ¢act et I'on recherche I'évolution de la températau sein des
deux milieux.

L’équation de la chaleur s’écrit pour chacun dasxdailieux :

2 2
oT, (x,t) _ 07T, (x.t) @ et aT,(x,1) _a, 0°T, (x,t)
ot x> ot x>

(b)

L'origine des abscisses est prise au point de cbrgatre les deux milieux. Les conditions aux lamsit
s'écrivent :

Ti(x,0) =Ta (©

To(x,0) = T (d)

A 6T1a(0, t) = A, 0T, (O,t) ©)
X ox

1701 =T,01) ®

On effectue les changements de variable suivanfg = T;-T;; et T, =T,-Tp,

0°T, 10T, 0°T. aT,
Les équationga) et (b) peuvent alors s’écrire—= = 194 et ol _10%,

x> a ot x> a ot
(Tx0)=0 i=1,2 ©
Et les conditions aux limites deviennent :| T;(co,t) =0 i=1,2 (d)
{4 9RO 97, (0,1)
A LS =y —2 e
1 o 2 "ox (e)
L O =T,01) +Tj - Ty (®

Les transformées de Laplace des équati@)set (b) conduisent comme dans les cas précédents a des
solutions du type :6,(x,p)=A, e +B, e™™ et 0,(x,p)=A,e % +B, """

La température garde une valeur finie quand x temd+ o donc A = 0 et B= 0, nous en déduisons que :
8,(x,p)=B,e™ et 6,(x,p)=A,e **

Les transformées de Laplace des équatiepst (f) s’écrivent alors :

BiA 101 =—AoAd2  (€)

Tpo - T,
B =Ay+——— ()
p
La résolution de ce systeme linéaire permet dautsltes valeurs de Bet de A :
E E
B, = - (Ti2 _Til) Loa A, = l_(Til_Tiz)1
E,+E, p E, +E, p
Ou Ej =4 Apjc estleffusivité thermique du milieu i.
On en déduit les valeurs fget deb, :
Gl(x,p): E, (Ti2 _Til) ethX et 92(x,p) — E, (Til _Tiz) e d2%
(E,+E,)p (E,+E,)p

L'utilisation des tables de la transformée de Leplverse présentées en annexe A.3.2 conduitsaltag
suivant :
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T (xt)-Ty . Ep erfc X
Tio-Ta  E1+E; 2 gt

T2 (X, t) - Ti2 — El erfc X
Tin —Ti2 E1+E 2 ayt

(3.10)

Propriété de la température de contactdlle se calcule par T, (t) = T,(0,t)= T, (0,t) sachant que
erfc (0) = 1.

D'ou : T = E,; Ty +E5 Tpy (3.11)
¢ E, +E,

On remarque que la température de contact entrdeles milieux reste constante pendant toute laeddré
transfert de chaleur. C'est le milieu qui a la pgrande effusivité thermique qui impose la tempéeatde
contact.

Application: Sensation thermique lors du contact de la peae an métal ou un isolant, choix de matériaux
améliorant le confort thermique.

3.1.2.6 Contact brusque entre deux milieux semi-inf  inis avec résistance de contact

Méthode: Transformée intégrale de Laplace sur le temjirsvetsion par les tables.

On considére deux milieux semi-infinis initialementleux températures uniformes différentgseT T,. A
l'instant initial, on place les deux milieux en ¢act et I'on recherche I'évolution de la températau sein des
deux milieux. Le contact entre les deux milieuxiegiarfait et I'on doit tenir compte d’'une résistarde contact
Rc = 1/h (°C.W.m®) & l'interface.

Résistance de conti —

Ty, t=0)=T Milieu sem-infini 2

Milieu sem-infini 1 =X, =508

0 X
Figure 3.7 : Schéma du contact entre deux milignigefinis avec résistance a l'interface

L’équation de la chaleur s’écrit pour chacun dasxdailieux :

ot 6X2 ot 2 aXZ

L'origine des abscisses est prise au point de cbrgatre les deux milieux. Les conditions aux lamit
s’écrivent :

A

0T, (0t) _ N 0T, (0,t)
1 = A2
1)1 0X
0T1 (0,t) _
1 1)

(©

A h[T(0)-T,(01)]  (d)
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On effectue les changements de variable suivantsT; = T;-T; et T, =To-Tp,

S werirn . O _ 10T 07T, _1 0T,
Les équationga) et (b) peuvent alors s’écrire : o &t et oZ a2 ot
Et les conditions aux limites deviennent : | A aTla(O’t) = A aTza(O’t) (c)
X X
0T (Ot
2 PO 00T+ Ty -Te) (@

Les transformées de Laplace des équatfahst (b) conduisent comme dans le cas précédent a dessslut
dutype: 6,(x,p)= A, ™ et 0,(x,p)=A,e

Les transformées de Laplace des équatjonst (d) s’écrivent alors :

A0 ==AA 0 (©

~AAg =h(Ag - Ay)+ —h(Tilp_TiZ) (d)

La résolution de ce systeme linéaire permet d'é@tlbkpression de Aetde A :
h

h
X —(Tio=T) —(Tiz = Tia)
Alzl— Zet A,=_ 2 - 2
h(l+ElJ+ql P h (1+ 2j+q2 P
MU B AU E
On en déduit :
a
6,(x.p)=c, S avec ¢ = )\L (Ti2 —Til) et bl=£(1+iJ
p(q1+b1) 1 Al =
“4,x
0,(x.p)=c, ———— avec c,= )\L (Til _Tiz) et by —1(1+ EZJ
p@, +b,) 2 Ao E;

L'utilisation des tables de la transformée de Leplaverse présentées en annexe A.3.2 conduitsaltat
suivant :

T,x)-Ty _ E; X 2 X
= erf -ex X+ a b,“t) erf +b, 4 Jaqt
To-Tu  E,-E [ { a/alt] P+ 2, o) { 2[at “/TJ] (3.12)

T,(x,0)-Tp

E, X 2 X
= erf —exp(b,x +a,b,t) erfg ——+b, \/a,t
Ty —Ti E,-E [ ({ Z,/azt] ? 2/a,t

3.1.3 Transfert unidirectionnel dans des milieux limités : plaque, cylindre, sphere

3.1.3.1 Plaque infinie

On considere le cas d’'une plague d’épaisseur 2leaimensions latérales suffisamment grandes goer
I'on puisse considérer que le transfert de chadstirunidirectionnel. L'étude de ce cas permettiidudtrer les
différentes méthodes utilisées pour résoudre I'éognale la chaleur monodimensionnelle en régimeétbie.
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1% cas : Plaque avec température constante imposée surface

T, =T (x,0)

To=T(L, 1) To=T(L, 1)

»
»

|
I
-L 0 +L X

Figure 3.8 : Schéma d’une plaque avec températposée en surface

1°® méthode Transformée de Laplace, développement en séi@ersion terme a terme par les tables.

2
L’équation de la chaleur s’écrit : 07T 10T (@)
x> a ot
Avec les conditions aux limites : Tx, 0T (b)
TLY=T (©)
T oy =0 (d)
0x

On effectue le changement de variable suivaht=T-T,

. oT _ aT
dou: —_—= —
0X 0X
= _

L'équation(a) peut alors s’écrire : 07T _10T
ox?> a ot
T(x0) =0 (b)

Et les conditions aux limites deviennent :| T(x =L,t) =Ty -T, (c)
T =0 @
0X

La transformée de Laplace dgx,t) par rapport au temps s'écritd(x,p) = L{T(t)} = jexp(—pt)'_l'(x,t) dt
0

2
La transformée de Laplace de I'équat{@hconduit a : d S —l[pe —T’(X,O)]=O avec T(x0)=0
dx a
; i d’e 2 2_P
Cette équation est donc de la forme:—2 -q°06=0 avec Qq° = 3
dx

Dol : 6(x,p) = A cosh@x) + Bsinh(gx)

La transformée de Laplace de I'équat{dpconduit a :A @(x =0)=0 dou B=0 etb=A cosh (gx)
dx
i i R T, - T, . T, - T,
La transformée de Laplace de I'équat{ojpconduit a :6(L,p) = dot A=—>—"—
p cosh@L)

et 6(xp)= (T, - T, ) cosh@x) _ AT coshgyx)

p cosh@L) p cosh@L)

Nous pouvons utiliser un développement en sene—deﬁ pour écrireB(x,p) sous la forme :
l+e”

8(x,p) _AT e +e ¥ _E[e_q(L-x) +e_Q(L+X)]§(—1)n o~ 2ndL
P n=0

-2qL B
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G(X,p):A_F;r i(‘l) e-d(@n+)L-x] +A_I;r i(_l) e-d(2n4)L+x]
=0 n=0

=}

La transformation inverse de Laplace terme a tdprmpriété de linéarité) conduit a :

T-Ti _2 : (2n+1)L—x} ® : (2n+1)L+x}
=Y (-1 erffg ——— |+ (-1) erffg ———— 3.13
To-T,i n:O( ) er Xat +n:0( ) er 2/at ( )

Cette solution converge rapidement pour les faibddsurs de t.

2°™ méthode Décomposition de la température en un produfodetions et superposition des solutions.

Ti =T (x,0)

To=T(0,1) To=T (2L, 1)

0 2L X
Figure 3.9 : Schéma d’'une plaque avec températposée en surface

2
L’équation de la chaleur s’écrit : 07T _10T (@)
ox2> a ot
Avec les conditions aux limites : T, 0 FT (b)
TO,H=TELYH=7 (©)

On effectue le changement de variable suivaht= T-T,

P pire - 0%T _ 10T
L’équation(a) peut alors s’écrire : — ==
q @p oZ a ot

Et les conditions aux limites deviennent : { T(x,0) =T; - Ty (b)

T(x=0,t)=T(x=2L,t)=0 (c)

On peut aussi considérer par raison de symétrieplatpie d'épaisseur L en prenant une conditioniue f
nul en x = L soit pour la seconde condition Iimitgy =0 ()
X

On effectue une décomposition de la température uan produit de fonctions sous la forme:
T(x,t) =X(X) Y (t) . L'équation de la chaleur conduit & I'équationvsute :

X"_1Y'__. 2
i
X ayY

X'Y=1xy' ou:
a
Ou w est une constante car les deux fonctions X etpéddent I'une de x et I'autre de t. Nous en dédsso
X"+02X =0 = X = A cowx)+ By sin(x)

2
Y#aw?Y =0 = Y = Ce !

= 2
Et T(x,t) =e * ![A cogux)+ Bsin(wx)]
La condition limite T(0,t) = 0 s’écrit alors : A =0

- ) . : \
d’ol : T(x,t) = Bsin(wx)e @t les fonctions Y, (x) = sin(w;, X) sont les fonctions propres du systéme.
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La condition limite

aTL.y _ 0 pour tout t s'écrit alors Bcos(wL)=0
X

Cette équation admet une infinité de solutions ¢pre dppelle les valeurs propress, = (2n +1)2—T|£ avec

n variant de 0 a I'infini.
Le théoréme de superposition des solutions pertéetice la solution générale da) sous la forme :

T(x,t)= Y D, sin(mnx)exp(—au)n2 t)
n=0
La méthode générale de résolution est la suivante :

L_
Les termes Psont déterminés en calculapf(x,0) Y ,, (wy, x)dx de deux maniéres :
0

- En remplacant T(x,0) par son expression déduite des données du sysieméat initial :
T(x0)=Ti(x) (@

- En remplagant T(x,0) par T(x0)= Y D,sin(w,x), on obtient la somme infinie :

n=0
TT(x0)dx =5 D n(@nx) Wi (@mx)dx
0 0o

L
On montre que si ® m alors| Y, (w,X) P, (wyX)dx =0(orthogonalité des fonctions propres)
0
L_ L )
donc: [T(x0)dx=[Dp Wn*(wyx)dx (h)
0 0

On détermine la valeur des constantgseD égalant les expressidigs et (h).

Appliquons cette méthode a I'exemple traité :

Ona: [ T(x0)Ym(w,x)dx = [(T; = Tg)sin(c, x)dx = Ti ~To
0 0 wp
iT ; 2 2 L
et: [ T(X0) Wy (wmX)dx = [ Dy, sin (W X)dx =Dy, [sin® (0w, X)dx =D, >
0 0 0

2(T. -To) _4(T; -T
On en déduit Dy, = (T °)= (Ti ~To)
w, L (2n+1)m

et finalement :

_ o 2
ST To _4 $ 1 sin{(2n+1)g%} eXp{‘(Znﬂ)zn— at:l (3149)

T(x,t —
.9 Ti - To Tlh=o 2n+1 4 2

Cette solution converge pour un petit nombre dedsrpour les valeurs élevées de t (le premier tgene
suffire pour t élevé).

Remarque Dans le cas de l'utilisation des coordonnéedndyiques on calculera plutdt lintégrale :

T(r0)r @y (w,r) dr pour déterminer la valeur des constantgs D

O —Tnr

Une autre méthode moins générale consiste & éar@ndition limite T(x,0) = T; — Ty sous la forme :

n=0
condition initiale sur le domaine.

T =T,-Tg= 3 Dnsin[(Zn +1)g%} et a utiliser ensuite un développement en sériealgier de la

En effet, une fonction f définie sur [0,L] peut&'ie sous forme d’'une série de Fourier en sinus :
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* L
f(x)=23 b, Sin(n_nx) avec bn :EJ’ f(x)sm(ﬂ)dx
n=1 L Lo L

Nous pouvons effectuer un développement en sérieodeer en sinus de f(x) = (T Tg) sur l'intervalle
[0,2L] :

T T,=y X ZJL(T.-T)sm(@]du Sin(ﬂj_g 1 or)72 [e {@] zLSin(ﬂ]
A e T 2L ) Lt Y 2L )|, 2L

Ti-To = %o: @ [1- cognm)] sin(ﬂ] = §: 2(Ti -To) Zsin[(znz*'l-l)m}

n=0 2L ) 20 (2n+D)m
4(T;-Ty) & . +
T n=0 2n+1 2L
4(T; =T
Par identification, nous en déduison@n:% , nous retrouvons le résultat établi précédemment.
m(2n

3™ méthode Utilisation d’une transformation intégrale sanariable d’espace.

Principe de I'utilisation d'une transformée intégra la résolution de I'équation de la chaleur :

On applique a l'équation de la chaleur et aux éqnatrésultantes des conditions aux limites une
transformation intégrale permettant d’obtenir uoevelle équation différentielle dont la résolutignus aisée)
conduit a I'expression de la températ@relans I'espace transformé. On applique ensuRdaatransformation
inverse pour obtenir 'expression de la tempémiudans I'espace réel.

Le choix de la transformation intégrale la miewaptge dépend de la configuration et des conditns
limites. Si la température dépend de la variabéspice r, on choisit une transformation du typeasiti:

9((0) = é w(r)Tw(r,w) T(r,t)dr

ou D est le domaine de définition de la tempéeam'll'w(r,t) est une fonction propre solution du systeme

formé par I'équation de la chaleur et les condgi@ux limites pour un nombre infini de valeuns (n = 1,
2,.....). L'équation dont lesy, sont solutions est appelée I'équation transcerdaha fonction w(r) est choisie
constante et égale a 1 en géométrie rectangulbiégade a r en géométrie cylindrique. La formuleégéle
d’inversion est alors la suivante :

w T\, 5
T(r,t)=nZ::1 T\nl((m ) )e(wn) avec N(wn)=[j)[Twn(wn,r)] w(r)dr

N(wy,) est appelée la norme de la fonction proﬁ&ér,t) .

On trouvera en annexe A.3.1 la définition et lesppiétés des transformations les plus utiliséeapldce,
Fourier et Hankel. On trouvera également en an#e8e3 un tableau donnant les fonctions propresetsl
normes, les équations transcendantes et les vadeapees pour les cas de figure les plus courants.

On applique cette méthode au cas de figure sche@matr la figure 3.9.

2
L'équation de la chaleur s’écrit : 07T _10T (@)
ax 2 a ot
Avec les conditions aux limites : TX, 0 FT (b)
TO,t)=T@L t)=7 (©)

On effectue le changement de variable suivaht=T - T;
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Selon I'annexe A.3.3, la fonction propre é’g(x,t) = sin(%] , on appliqgue donc une transformation (finie

car le milieu est fini) de Fourier en sinus (cfnere A.2.2) a I'équation (a) :

Rl = n—LT[['_I'(O)—(—l)”T(L)]—nEgz 0.() =1 %5 () avec T(=0)=T(x=2L)=T,-T,

1
a
dou: MO T)f - (Cypng]n’me g )1 s

T 2.2
La condition Iimite?(x,t = O):O conduit a :es(n) = M[l— (— 1)n]+ [1— ex;{— n nzat]]

La transformée inverse permet de calculer T(x,t) :
T(x t)=g § L[1—(—1)n]+ l-exp - n*rat sin(n“xj
’ L nTt L2 L
-T.) 2.2
Thot) = 4(1y-T,) S [1_ ex;{— (2n +1)2 m at}] Sin([2n Jlr_l]nx]

L

Un développement de la fonction constante et &gdlen série de sinus permet de retrouver le edsidtla
2°™ méthode.

4*™ méthode Transformation de Laplace, résolution et inv@rgiar une méthode numérique (Stehfest ou sous-

programme Invlap sous Matlalttp://www.mathtools.net/files/net/invlap.zip ).

Nous avons montré en appliquant & héthode que la transformée de la température) Xt s’écrit :

0(x.p)=

(TO—Ti)cosh(qx) _ AT cosh@x) _\/E
pcosfgl)  p cos{aL) AR

La température T(x,t) peut s’en déduire en utilisawvlap ou en appliquant la méthode de Stehfestr po
trouver la transformée de Laplace inversé@ep) :

T, 1) =T, + '”iz) J%Vi e(x, jlnt(z)j (3.15)

Un nombre de termes N=10 est suffisant pour obtererprécision satisfaisante. Les valeurs des icagffs
V| correspondants sont donnés en annexe A.3.2.

Comparaison des méthodes

La méthode permettant d'arriver le plus simplemenhe valeur de T(x,t) est I&" méthode qui ne fournit
toutefois qu’une solution numérique approchée deolation et qui n’est pas a I'abri d’instabilitBamériques
dans certains cas trés particuliers. Un nombreedaes N = 10 dans la formule (3.15) permet d’olstenie
précision satisfaisante. Viennent ensuite par odérelifficulté croissante la®f méthode puis la®2° et la 3™
méthode.

Le premier terme de la formule (3.13) représerge a température aux temps courts alors quedmiar
terme de la formule (3.14) représente bien la teatpge aux temps longs.

T(x,t)-T,

On trouvera a titre d'illustration sur la figurelB.la représentation de la température ré a
To—T
2,5 cm du bord d’'une plaque d’épaisseur 10 cm pounatériau de diffusivité a = far?.s*
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1.4

1.2 -

1.0 - S —
3 /;f‘"'

0.8 | /

0.6 +

04 —(3.15) avec N=10

' / — - (3.13) avec 1 terme
02 % - --(3.14) avec 1 terme | |
0.0 ] ]
0 1000 2000 3000 4000

Figure 3.10 : Température réduite dans une placaleutée par les différentes relations

2°™ cas : Plaque avec flux imposé

o

Ti=T (x,0)

o

»

-L

0 +L
Figure 3.11 : Schématisation d’'une plaque avec dlexchaleur imposé en surface

»

X

2
L'équation de la chaleur s’écrit : T _1o1 €)]
x> a ot
Avec les conditions aux limites : ( TX, 0T (b)
(©)

En utilisant les deux premiéres méthodes du papagrarécédent, on arrive aux résultats suivants :

t L 2_12 o (—1\N 2.2
T=T L%t % {3x L>_ 2 3 (-1) ex;{— anm t]co{nnx } (3.16)
pcL A 6L2  m? nl n? L2 L
2 at o -
T=T, +_(p0 \/_ > |ierf —(2n +IL -x +ierf —(Zn )L+ (3.17)
A n=0 2/at 2/at :

Ces formules sont complexes a calculer car ellegpootent une somme infinie de termes.

L'application de la ¥® méthode au cas de la plaque avec températurefdesimposée a permis de montrer
que la transformée de Laplace de la températurg) H¥ s’écrivait :6(x,p) = A cosh(gx).

On a la condition limite en x = L= A M =q,

o0X
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La transformée de Laplace de cette équation coadu#A A gsinh(qL) =%
p
Dou: A :&;
p Agsinh(gL)
¢ coshgx
: p Agsinh(gL) :

La température T(x,t) peut s’en déduire facilemem@appliquant une méthode numérique (Inviap ouf&éh
pour trouver la transformée de Laplace inversé(gg).

On aboutit facilement par cette méthode a une isollteaucoup plus simple a calculer que celle demaé
les formules (3.16) ou (3.17).

3éme cas : Plaque avec coefficient de transfert irnpé

Ti=T (x,0)

(p:h[T(—L,t)—Tw]<_ L 5 (p:h[T(—L,t)—Tm]

TOO TOO

-L 0 +L X

Figure 3.12 : Schématisation d’'une plaque avecfaeht de transfert imposé en surface

2
L’équation de la chaleur s'écrit : 0T _10T (@)
axz a ot

Avec les conditions aux limites : ( T, 0T (b)
(O_Tj =0 (C)

< 0X Jy=o

oT
AN — =h|T(L,t) - Te d
IR UCCR ARG

On effectue une décomposition de la température uan produit de fonctions sous la forme:
T(x,t) = T(x,t)=T, =X(X)Y(t). L'équation de la chaleur conduit a I'équatiorvsuite :

v — 1 ' o Xt _1Y' 2
XY==XY ou: &-===—=-w
a b X ay

Ou w est une constante car les deux fonctions X etpéddent I'une de x et I'autre de t. Nous en dédsso

X"+02X =0 = X = A cofwx)+ By sin(cx)
Y+aw?Y =0 = Y = Ce !
Et T(x,t)= o't [A cogoox) + Bsin(wx)]

La condition Iimiteg—T (0,t) =0 s'écritalors: B =0
X
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M:—u)A exp(—am2 t)sin(wx), les fonctions propres du
0X

d'ou: T(x,t)= A et cos(wx) et

systéme sont @, (x) = cos(w,, ) .
aT(L,t)
0X

Cette équation admet une infinité de solutions (ual@ropres)w,
La solution générale d@) s'écrit sous la forme d’'une combinaison linéaire des smhstiparticuliéres :

T(x,t) = %o: D, cos((onx)exp(—aoon2 t)
n=1

La condition limite — A =h T(L,t) pour tout t s’écrit alors wtan(wL)=

> |

L L -
On a d'une part  T(X,0) Y m (0, x)dx = [ (T; = Tg)cogw, x)dx = Ti = To sin(w, L)
0 0 Wn

Et d’autre part :

L1+cos(2w, x)

L_ L L 1
[T(%0) W (W X)dx = [ D €0 (W X)dX = Dy, | dx=Dp, [—+—sm(2mn L)}

0 Wn
h
L
soit : [ T(x,0)ym(wmX)dx =Dy, Ly 1 2tar(2con L) |-Bm |_+i)‘—(’°2
0 2 4w 1+tan®(w, L)| 2 @n ., h
A2 2
2
2 h
Wy + o _
2 n(w, L
On en déduit D, = 2 (T, - To) A sin(wn L)
2. h%) h Wy
Liw, +— |+—
A2 ) A
Et finalement :
w2+
T =Te+2(Ti-Tp) T exp(—awnzt) )2 sin(wn L) cogwnX)
n=1 2 h h Wn (3.19)
Ll oy +— [+
) A

Olw, (n=1,2,..)sontles solutions de I'équatiomtan(wl ) =

> |

L'application de la ¥® méthode au cas de la plaque avec températurafdesimposée a permis de montrer
gue la transformée de Laplace de la températurg) Hk s’'écrivait :0(x,p) = A cosh(gx).

On a la condition limite en x = L+A 20—, [T(Lt)-T,]=h[T(L,t)-T,]+h [T, -T,]
ox
) A s : T, -T,
La transformée de Laplace de cette équation coaduitA Agsinh(qL)=h A cosHgL)+h—
p
T,-T,
Dou: A=-—21 :;\
P cosHq L)+—q sinh(q L)
h
T, -T, cosHq x
Et: 6(x,p) =—— tax) (3.20)

P cosHq L)+M sinh(q L)
h

Yves Jannot 45



Transferts thermiques

La température T(x,t) peut s’en déduire facilement appliquant une méthode numérique (Invlap ou
Stehfest) pour trouver la transformée de Laplacerse deb(x,p).

3.1.3.2 Cylindre infini

Nous considérons ici un cylindre infini (longueueds grande par rapport au diameétre) de diametre R
initialement a la températurg &uquel on impose brutalement une température dacsuT, (cf. figure 3.13).
On peut faire I'hypothése dans ce cas que le eandé chaleur est uniquement radial.
1*" cas : Cylindre infini avec température de surfacémposée

On impose brutalement une températuga Ta surface du cylindre initialement a la tempéeauniforme T.

1°® méthode : Décomposition de la température en adyirde fonction et transformation de Hankel.

L’équation de la chaleur s’écrit : =—== a
: o2 ror aot @

Avec les conditions aux limites : Tr,0) T (b)
TR =75 (©)

On effectue le changement de variable suivaht= T-T,

|

i

|
T.(03 T (1, 0)

i
|
|
To |

R To
R e
|

0 r
Figure 3.13 : Schématisation d’un cylindre infiniex température de surface imposée
Et les conditions aux limites deviennent :  T(r0) =T, - T, (b)
TR =0 ()

On effectue une décomposition de la température uan produit de fonctions sous la forme:
T(x,t) = X(r)Y(t). L’équation de la chaleur conduit a I'équatiorvsmite :

X"Y+%X‘Y:E—:;XY' ou: R_1Y __¢2
ou west une constante car les deux fonctions X etrf isalépendantes. On en déduit :

x"+%+ wz X=0 =>X= AJO((J)X)+ BYO(("‘)X)
Y+aw?Y =0 = Y = Ce @'t

Ou J est la fonction de Bessel dé’elespéce non modifiée d’ordre O et, M fonction de Bessel d&'®
espece non modifiee d’'ordre 0. On trouvera en amne®.3 la définition et les principales propriéwss
fonctions de Bessel.

On en déduit que les solutions @ sont de la forme T = Ce™@t [AJO(wx) +BY, (wx)]
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Par ailleurs on sait que,{0) = <o ce quiimpose B =0 d'ouT = De 2"t J; (wx)
La condition limite T(R,t) =0 s'écrit alors : D gt Jo(wx) =0 ce quiimposexR =B, ouw, est une

solution de I'équationywR) = 0.
Le théoréme de superposition des solutions pertéetick la solution générale da) sous la forme :

T(x,t)= ¥ D, e®* J (w, R)
n=1
La condition limite T(r0) = T; - Ty s'écrit alors :T; = To = 3. Dy, Jo(wn 1) (d)
n=1

La fonction propre estyox) ce qui nous améne a appliquer la transforméeatekel a la condition limite
(d) soit a multiplier chague membre de I'équat{dhpar r §(w.r) etaintégrerentre O etR :

R

R R
.[ r JO(wmr) (Ti _TO)drz I Zan rdo (wm I’) ‘]O(wn r)dr= .[Dm r[JO ((’L)mr)]2 dr
0 0 n= 0
R
car on montre qug rJo(wn r) Jo(wmr)dr =0 simzn.

0
R R R2 . 2 R2
J 1 30(0m) (T ~To) =D | 130 (@ dr =Dy -3 (@nr) = D -3 (w2
0 0
car les fonctionsJérifient les relations (cf. annexe A.2.3) :

Z r[3,, ()] dr:R—;[\]n'(mr)]2 et Jn'(wr):—Jn+l(wr)+£\]n(wr)

On en déduit finalement :

10,0 =Ty 20T 5 o) g (3.21)
R o J(wr) '

Ouw, (n=1, 2, 3...) sont les racines de I'équatigfux) = 0.

2°™ méthode : Transformation de Laplace, résolutidmrsion numérique (Invlap ou Sthefest).

L’équation de la chaleur s’écrit : =—== a
d o2 ror aot @

Avec les conditions aux limites : Tr 0T (b)
TR =75 (©)

On effectue le changement de variable suivaht T =T,

2
La transformée de Laplace de I'équation (a) s’écgﬂ—e +:—L@ =P 0 (d)

dr? rdr a

On effectue le changement de variable \/E r=qr
a

2
L'équation(d) s’écrit alors :ﬂ +l d_ 6=0

du® udu
La solution générale de cette équation de Bessetis(cf. annexe A.2.3)8(qr,p)=A I,(qr)+B K (qr)

On a la condition limite m =0 dou: M =0 et M =0
or dr du

Donc:A 1,(0)-BK,(0)=0 avec K(0) -« d'ou B=0.
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To-Ti
La seconde condition limite s’écrit : T(R,t) g F0 soit T(R,t)-T=To- T, et 6(r,p)=—2—!
T,-T,
On en déduit A =91 1
P 1,(aR)
T,-T, 1,(ar
Et finalement : 8(r,p) =Mﬂ (3.22)
P 1,(aR)

La température T(x,t) peut s’en déduire facilement appliquant une méthode numérique (Invlap ou
Stehfest) pour trouver la transformée de Laplaeerse ded(x,p).

2°™ cas : flux de chaleur imposé

On impose brutalement une densité de fya la surface du cylindre initialement a la tempéeauniforme
T;.
!
!
I N
Ti(N=T(r, 0,
T

Co o

»
»

0 R r

Figure 3.14 : Schématisation d’un cylindre infinieg flux de chaleur imposé

P aerit - 0°T 19T _ 19T
L'équation de la chaleur s'écrit : — === a
q o2 r o aot @
Avec les conditions aux limites : TX, 0T (b)
oT
AN—(R,t)= c
5 Rt)=@ (c)
On effectue le changement de variable suivant: T =T-T,
- _
L'équation(a) peut alors s’écrire : 07T _10T
ox?> a ot
Et les conditions aux limites deviennent : | T(x0) =T, - T, (b)
aT
A—(R,t)= c
o (R, t) = ()

On effectue une décomposition de la température uan produit de fonctions sous la forme:
T(x,t) = X(r)Y(t) . L’équation de la chaleur conduit a I'équationvsuite :

X"+ X

X'Y+ixy=lxy ou: —R-1Y __.p2
r a X ay

Dont la résolution méne au résultat suivant :

20, at R 2
T(rt)=T, + P& % r
AR A | 2R?

] (3.23)
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On peut également traiter le probleme par une foamstion de Laplace comme dans le cas d'une
température de surface imposée.

Il a été montré que la température est de la forBigr,p) =A 1,(qr) avecq= P
a
La condition limite en r = R s’écrit= A M =,
or
Soit : —)\w:& ou:—-AgqA Il(qR):&
dr p p
Et: A= —&;
p Agly(aR)
Do |o(q r)
R elgr,p)=——+F ——7"~
Dot : (arp) p AqL(R) (3.24)

La température T(x,t) peut s’en déduire facilement appliquant une méthode numérique (Invlap ou
Stehfest) pour trouver la transformée de Laplacerse ded(x,p).

3°™ cas : coefficient de transfert imposé

On impose brutalement un échange de chaleur parection avec un coefficient de transfert h a ldesie
du cylindre initialement a la température uniforime

L'éguation de la chaleur s’écrit : === a
q o2 r o aot @

Avec les conditions aux limites : Tr,0)FT (b)
-\ (G—Tj =h[TRY)-T.] (©
or )—gr
|
|
T; (r):;T (r, 0)

h [Te-T(R,1)] h [Te-T(R,1)]

R
:

0 r

»
»

Figure 3.15 : Schématisation d’un cylindre infiniegt coefficient de transfert convectif imposé

La solution peut s’écrire :

(3.25)

T(rt)=T, TR SR PN

~ 2
R "~ [:2+wn2]‘]0(wnR)

Ouw, (n=1,2,3...) sont les valeurs propres, racdeebequation a J,'(cwr) +£J0(cor) =0.
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On peut également traiter le probleme par une foamstion de Laplace comme dans le cas d'une
température de surface imposée.

Il a été montré que la température est de la forBigr,p) =A 1,(qr) avecq= P

a

La condition limite en r = R s’écrit+ A Iy _ h[T(rt)-T,]=h[T(r,t)-T,]+h [T, -T,]
or

h[T -T hlt -T

Soit : _)\—de(qR,p) =h 6(qR,p)+—[ ! O] ou:-AgA I, (qR)=h A IO(qR)+—[ ! O]
dr p p
T,-T,
Et: A=-2— ;q
p IO(qR)+TI1(qR)
_To—T lo(ar)
Dol : G(q r,p)- Aq (3.26)
IO(qR)+TI1(qR)

La température T(x,t) peut s’en déduire facilement appliquant une méthode numérique (Invlap ou
Stehfest) pour trouver la transformée de Laplagerse ded(x,p).

3.1.3.3 Sphere
1% cas : Température de surface imposée

Nous considérons ici une sphere de rayon R a lpéeature initiale uniforme ;Ta laquelle on impose
brutalement une température de surfage T

TR =T

Figure 3.16 : Schématisation d’'une sphére avec &atpre de surface imposée

of = _
L’équation de la chaleur s’écri{%:a (rT) =10—T (@ ou: T=T-T,
rooor? a ot
Avec les conditions aux limites : Tro=T,-Ty (b)
TRt =0 (©)
_ 2
Effectuons le changement de variable suivad{r,t) =r T(r,t), I'équation(a) devient : % ;J = é 6_LtJ
r

Avec les conditions aux limites : U(r,0)=r@Ty) (b)
UR,) =U(-R,) =0 (c)

On retrouve le systéme d'équations de la plaquéniénfd’épaisseur 2L (83.1.3.1) moyennant les
changements suivants :

X - r_R
T-U
T -To - (T -T,)
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Ce qui permet d’obtenir le résultat suivant :

T o (_1\" 2.2
T(r,t)=To+2R(TT0[r Ti) nz:l( 1) Sin(ngr)exp{— anm tj (3.27)

n R?

La température au centre est donnée par la limita delation (3.27) quand r tend vers zéro etr#’éc

“T) w 2n2
T(rt) =T, +—R(T° T) > exr{——(2n+1) R ]
Jamt nL 4ot

On peut comme précédemment traiter le problemepatransformation de Laplace :

L’équation de la chaleur s'écrit : ii[ﬂ 6_Tj = 1ot €)
r2or\ or) a ot
Avec les conditions aux limites : Tr,0)FT (b)
TR D=7 (©
On effectue le changement de variable suivahts T =T,
2
La transformée de Laplace de I'équation (a) s’écgﬂ—e+3@ =Py (d)

dr? rdr a
On effectue un nouveau changement de varialjiecr 6
2
L'équation(d) s’écrit alors :d—LIJ _P Pp=0
dar? a

La solution générale de cette équation s’écﬁilr.E =A sinh(q r) +B cost(ar) avec g = \/E
r r r a
m_,w quandr - 0 dou B=0.
r
= i T,-T
On a la condition limite T(R,t) =T, -T, dou:A sinh( qR) =0 i

R p
T,-T
Onendeéduita=-0 i R
p sinh(gR)
Et finalement : T -T i (3.28)
o(r.p) =0 i R sinh(qr)
p rsinh(gR)

La température T(x,t) peut s'en déduire facilement appliquant une méthode numérique (Invlap ou
Stehfest) pour trouver la transformée de Laplagerse ded(x,p).

2°™ cas : Flux imposé

On considére ici une sphére de rayon R a la terpéraitiale uniforme Ta laquelle on impose brutalement
un flux surfaciqueg,.

o

Figure 3.17 : Schématisation d'une sphére avecslurkacique imposé
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L'équation de la chaleur s'écrit: —T =107 (@ ou: T=T-T
r or2 a ot
Avec les conditions aux limites : T(r0 = Ti-To (b)
TR =0 ©)

On effectue le changement de variable suivabi(r,t) =r T(r,t) qui permet de se ramener au cas de la
plaque infinie d’épaisseur 2L.

On obtient finalement a :

sin(w”rJ
3(pot_,_(po (5"2_3R2)_2(90R2 i R o _)‘mnzt (3.29)
pcR 10AR Aroonil mnzsin(wn)

T(r,t) =

ouw, (Nn=1,2,...) sontles racines positives deu&epn tan @) = w.

On peut également traiter le probléme par une foemstion de Laplace comme dans le cas dune
température de surface imposée.

" . . sinh(qr
Il a été montré que la température est de la for61eE =A M avecq= \/E
a

r r
La condition limite en r = R s’écrit+A M =,
or

Soit - \ dé( R,p) _ %o ou: AA gRcosl{qR)-sinh(qR) _ ¢,

dr p R? p

R2
Et: A =20 1

Ap gRcosH{gR)-sinh(gqR)
2 .

Do : o(r.p) = 27 sinh(r) (3.30)

Apr gRcosHgR)-sinh(gR)

La température T(x,t) peut s’en déduire facilement appliquant une méthode numérique (Invlap ou
Stehfest) pour trouver la transformée de Laplagerse ded(x,p).

3°™cas : Coefficient de transfert par convection impsé

On considére ici une sphére de rayon R a la terqpéranitiale uniforme Ta la surface de laquelle on
impose brutalement un échange convectif (avec afficeent h) avec le milieu ambiant a la températty.

) h[Te- TRY]

Figure 3.18 : Schématisation d’'une spheére avecfioafit convectif imposé
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2T _
L'équation de la chaleur sécrid:0°T =1 0T @ ou: T=T-T;
r or2 a ot
Avec les conditions aux limites : T(r0 = Ti-To (b)
—)\%—T R, 1) =h[T(R,1)-Te] (©)
r

On effectue le changement de variable suivad(r,t) = r T(r,t) qui permet de se ramener au cas de la
plague infinie d'épaisseur 2L.

On obtient finalement :

2
()
Zh(Ti _To) bl A

AR n=1 wnz[sznz +hR(hR_1ﬂ
AUA

T(rt)=T,+ sin(wnR)sin(wnr) (3.31)

Ou w, (n=1,2,...)sontles racines de I'équatiorwR cot(wR)+r;\—R—1:0
On peut également traiter le probléme par une fibamsition de Laplace comme dans le cas d'une
température de surface imposeée.

" . . sinh(qr
Il a été montré que la température est de la forfhe L4 =A M avecq = \/E
r r a

La condition limite en r = R siécrit=A S0 = [T(r,)-T,]=h[T(r,t)-T,]+h [T, -T,]
or
—si hiT, -T i hiT -T
Soit: A IRCOSHAR)=sin(aR) _ ooy DT To] 1 sinh(aR) | [T, ~T]
R? p R P
T -T
Et:A=——2 R
P L—l sinh(qR)—ﬂRcosi(qR)
hR h
T -T i
‘ o(r,p) =0 R sinh(qr)

D'ou : pr| A . Aq
——~-1|sinh(gR)-— R cosHqgR) (3.32)
hR h

La température T(x,t) peut s’en déduire facilement appliquant une méthode numérique (Invlap ou
Stehfest) pour trouver la transformée de Laplagerse ded(x,p).

3.1.4 Systemes complexes : méthode des quadripbles

Dans ce paragraphe, on notera :
- B(x,p) latransformée de Laplace de la tempérak(xg).
- ®(x,p) latransformée de Laplace du flux de chiade,t).

On trouvera en annexe A.3.6 un récapitulatif desiogs quadripolaires associées aux systémesuss pl
couramment rencontrés dans la pratique.
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3.1.4.1 Ecoulement unidirectionnel dans des murs plans
Mur simple
On considére le cas d’'un transfert de chaleur unidirectiatames un mur d'épaisseur e.

) , arifis raanation - 02T = 10T
La température T(x,t) au sein du mur vérifie 'équation : ot (@)
X

2

En appliquant la transformation de Laplace a I'équa@)mn obtient :g—g = 2 6 (b) siT(x,0)=0.
X

Ou 0(x,p) est la transformée de Laplace de la tempézdi(x,t) (cf. annexe A.3.1).

L'équation(b) admet une solution de la formé(x, p) = k, (p) cosh(gx) +k, (p)sinh(qx) avec q° =

o |o

La transformée de Laplace du flux en un point quedeie du mur s’écrit :
o (x,p) = L[—ksa—T(x,t)} = —kSL[a—T(x,t)} =259 (x p) ©)
0X 0X dx
Cette relation permet d’expriméx(x,p) en fonction de Kp), k(p) et x :
®(x,p) = -1 Sk, gsinh(qx) -1 Sk, gcosi{qx) (d)
Les relations (b) et (d) peuvent étre écrites erDxet en x = e, on obtient :
0(0,p) =k, ®(0,p) =-1Sk,
0(e,p) =k, cosi{ ge) +k, sinh(qe) ®(e,p) = -1 Sqgk, sinh(ge) -1 Sgk, cosH{ qe)

Il est possible d'éliminer ket k entre ces 4 équations ce qui revient par exemmepdmer 0;, ®,) en
fonction de @,, ®,), on aboutit a :

{O(O,p)} cosH qe) isinh(qe) {e(e,p)}

®(0,p)] 1as (e,p)

L gSsinh(ge)  cosHqe)
—
g ~
M = matrice quadripolaire

(3.33)

On a la propriété : det (M) = 1 ce qui permet diéitda relation réciproque :

- A QS

[e(e,p)} cosH(qe) _t sinh(qe) [e(o,p)}
- gSsinh(qge) cosHiqge)

o(ep)| ®(0,p)

On peut par ailleurs établir une analogie entigerégpagation d’un courant en régime sinusoidal &glesfert
thermique unidirectionnel en régime transitoire :

Intensité du courant électrique L—» Flux de chakkams I'espace de Lapladgx,p)
Potentiel électrique U _— Température dans I'espieckeaplace(x,p)
Impédance électrique Z . Impédance thermique Z

La loi d'Ohm U;- U, =R | se traduit par : ;F T, = Rd

La loi des noeudsz | =0se traduit par Z ¢=0

Moyennant ces notations, la relation quadripold8e33) peut étre représentée par le schéma éleetriq
équivalent de la figure 3.19.

CD1 Zl Zz qJZ

91 Z3 92

Figure 3.19 :Schéma électrique équivalent a un mur simple emegariable
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Avec dans le cas du mur plan :

7 =7 = coshge)-1 ot 7. = 1
v A Sgsinh(qe) ° A Sgsinh(qe)

Mur avec échange convectif

On considere le cas d'un mur échangeant de lawhpég convection avec un fluide :

TOO

¢ =hS[To- Tpeol —

»
»

0 e
Figure 3.20 : Schématisation d’'un mur simple avaogfert convectif
La relation ¢ = hS[Tm —T(xzo)J peut aussi s’écrire T, =h£S+T(X:O) que I'on peut traduire dans I'espace
de Laplace par 9, = 0 (x=0) +% si ® est la transformée de Laplace du flpx et 8 la transformée de

Laplace de la température T.
On peut donc écrire sous forme matricielle quadaipe :

T ]

0 (x=0)

La relation quadripolaire (3.34) peut étre représepar le schéma électrique équivalent de ladi@u2l.

B=0)

Figure 3.21 :Schéma électrique équivalent a un transfert corfvect régime variable

Résistance de contact entre 2 murs
Considérons maintenant le cas du transfert de ahaleavers une résistance de contact R a l'interéantre
deux milieux solides tel que représenté sur larédi22.
T1(x=0) ~ T2(x=0)
R
traduire dans I'espace de Laplace pﬁg('xzo) :92(x=o) +R® si ®est la transformée de Laplace du fluxet

Le flux de chaleur s’écritg = peut aussi s'écrire Ty(,_q) =R ¢ +Ty(,_) que 'on peut

0, la transformée de Laplace de la température T
l_ Résistance de contac

L]

LT,

I >

Figure 3.22 : Schéma de deux murs avec résistaac@utact
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On peut donc écrire sous forme matricielle quadiaipe:

o ]

Cette expression est analogue a la relation (3l84ghéma électrique équivalent est donc du mgpedue
celui présenté sur la figure 3.21

Mur multicouches avec convection et résistancescdatact

Les équations matricielles quadripolaires précédent établies nous permettent d’écrire :
bu]_|1 Ms|[A Bi][1 Ru|[A: B:][1 Ry][As Bsl|1 _/]/hzs 05
D, 0 1 C, D;|]|0 1 ||C, D,||O 1 ||C; Dsl|o 1 P,

B. = sinh(q € )

avec:A, =D, =cost{q e,) ; Cj =X, q;Ssinl(q ) ; B; 76S
1

et q|: aﬂ
1

R12 R23

Fludela T

Convection, h @ @ Convection, h

Fluide2a %

Figure 3.23 : Schéma d’'un mur multicouches avewection et résistances de contact

La description du probléme sous forme matriciebenmet d’en obtenir une formulation trés simple cé q
montre tout l'intérét de la méthode des quadripdles

Milieu semi-infini
Il a été démontré au §3.1.2.1 que la températuns kizspace de Laplace d'un milieu semi-infinirgéc

8(x,p)=Ae ™ ou q= [P

a
On en déduit la valeur de la transformée de LapdacBux en un point du milieu semi-infini :

o(x,p)=-ASD =\ AqSe @ =) qse  avec q:\/E: |pep
dx a A

® peut donc aussi s'écrireb =A qs8=A PP se= Apcspe=ES/po
A
Ou E est l'effusivité thermique.

On pourra donc écrire en tout point d'un milieu isefini :

m i { Esefp e} (339

La relation quadripolaire (3.36) peut étre représempar le schéma électrique équivalent de ladigue4.
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) Z=

1
ESp

Figure 3.24 :Schéma électrique équivalent a un milieu semi-iefinrégime variable

Mur a température uniforme

Dans le cas d'un "systéme mince" : mur dont |'&eais et/ou la conductivité thermique permettent de
considérer sa température comme uniforme (Bi <d,1§2.3.1), la différence entre le flux de chalentrant et
le flux de chaleur sortant du systéme s'écrit semgint :

¢, -9, =pcV ((jjT soit en appliquant la transformée de Lapladg :— ®, =pcVpo

Ce qui peut se traduire sous forme quadripolairdgpeelation :

8, _[ 1 O} 0,
&, pcVp 1] &, (3.37)
La relation quadripolaire (3.37) peut étre représempar le schéma électrique équivalent de ladiGue5.
(Dl (DZ

6, —

Figure 3.25 :Schéma électrique équivalent a un milieu a tempéeainiforme en régime variable

Exemple d'application : cf. modélisation de la noéliln du plan chaud, exercice 16.

3.1.4.2 Ecoulement radial

Cylindre creux L

________________________ _ _.T_r;_._[_rz

Figure 3.26 : Schéma du cylindre creux

On montre de la méme maniére qu'au § 3.1.4.1 (Btadlt al, 2000) que les températures et les flinsda
'espace de Laplace peuvent étre reliés par uagioalquadripolaire :

e oloten)
A =qry[Ky(arz) lo(an)+Ko(ar]l(ar,)

=3 XL[Ko(qr1)|o(qr2) Kolarz)o(ar)] 638)

C=2nLpcpryrp[Ky(an)l(ary)-K(arz)iz(ar)]
D—qu[KO (ar2) Il(qr1)+K1(qr1)I0(qr2)1
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lo, 11, Ko et K; étant des fonctions de Bessel (cf. Annexe A.2.8)déterminant de la matrice quadripolaire
est égala 1.

Cylindre creux semi-infini

Comme dans le cas du mur plan, on montre quepbart écrire en tout point d'un cylindre creux sem
infini (r, - o) (Maillet et al, 2000) :

0
0 K :
Mz ooy dKa(an) (3.39)
Ko(ar,)

La relation quadripolaire (3.39) peut étre représeipar le schéma électrique équivalent de ladi@ue7.
o}

n

- Ko (ar)
6 2mALgr Ky

Figure 3.27 :Schéma électrique équivalent a un milieu semi-iefinrégime variable
Exemple d'application : cf. modélisation de la imoéte du fil chaud, § 7.2.2.

Sphére creuse
M

P

Figure 3.28 : Schéma de la sphére creuse

On montre de la méme maniére qu'au § 3.1.4.1 (Btadlt al, 2000) que les températures et les flinsda
'espace de Laplace peuvent étre reliés par uagioalquadripolaire :

0(n.p)]_[A B[ 0(r2.p)
L’(rl,p)} ) {C D} {‘D(rz ,p)} (3.40)
_r _sinh(p) ., _ sinh{p)
Avec A —r—icosr(p) an + B ATIAQrq T
C=4m fz[(l-rr—i] cosH{p)+ (q o -isinh(p)ﬂ . D= :—i cosH(p) + Sig?ip)

Le déterminant de la matrice quadripolaire est adal
Sphére creuse semi-infinie

Comme dans le cas du mur plan, on montre quepkut écrire en tout point d'une sphére creuse-semi
infinie (r, - ) :

0 = 0 3.41
{@}_{411)\ rl(1+qr1)e} (3.41)
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Le schéma électrique équivalent est identique @ peésenté sur la figure 3.23 aveec ———F—
4mhr (L+qry)

3.2 Conduction unidirectionnelle en régime variable avec changement d’état

Température constante imposée en surface

Le milieu semi-infini est initialement a la tempina uniforme Ten phase 2. On impose brutalement une
température de surface inférieure a la température de changement de ghadeUn changement de phase va
se produire tout d’abord a la surface puis se gepeers l'intérieur du milieu semi-infini.

L’équation de la chaleur s’écrit dans les phases2L:

2
0T, _ 100 (a) dans la phase 1 [pour x < X(t)]
ox? a ot

2
07T, _ 1 9T, (b) dans la phase 2 [pour x > X(t)]

x> a, ot

— Front de changement de phase.a T
\ 4
Phase Phase initiale  Ti = Ta(X, t=0)
7y <+—71— Milieu semi-infini
TO = T]_(XZO, t)
L I : »
0 X(t) X

Figure 3.29 : Schéma d’un milieu semi-infini azkangement de phase

Les conditions aux limites s'écrivent :

(1,(x0)=T,(x0)=T, ©
T,(0t)="T, d)
{ TXt)=To(Xt)=T, (e)
ox X ox X dt
\

On cherche la solution sous la forme :

Tl(x,t)=A erf{

+T, pour 0 < x < X(t)
2 Ja,t

T, (x, t) =T, -B 1—erf[ J pour X(t) > x ou A et B sont des constantes artégaa déterminer

2 Ja,t

Les solutions proposées vérifient I'équation decheleur (cf. §3.4.1.1), les conditions initialeg &t la
condition (a). Il reste a vérifier les conditior® ét (f) & I'interface x = X(t).
L'équation (e) conduit & :

Aerf{ XM ]+T0=Ti—B 1—erf{ XM ] =T,
22t 22zt
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Cette relation doit étre vérifiée pour toutes legeurs de t, on en déduit queX:=k +/t , ol k est une
constante.
En tenant compte de cette forme de X(t), 'équaffppermet d’écrire :
-k? -k?

A Ae®™ A, Be*® pk

NucH ma, 2

T.-T T, -Tc
Avec:A=—2C 0 ¢t B= !

erf K 1-erf K
2 2,/a,

La position X(t) du front de changement de phaseaszule finalement par :

Avec k solution de I'équation :
A (T -T) exp(_kzj— A, (T, - Tc) exp{_kZ}:ka
4a 4a 2
erf| X 1) | q-erf| K 2
23, 22,

Et la température dans chaque phase s’écrit :

X

TO [ ] T -Tc [ [ X J]
Tl(X,t): c erf +TO : TZ(X’t):Ti _ i 1-erf
erf (kJ 2,3t ll_er ]{ k H 2a,t (3.43)

2,

25,

On obtient dans le cas de I'eau les valeurs dontées le tableau 3.1.

Tableau 3.1 : Valeurs de k en fonction ¢geflde | pour de I'eau initialement liquide 4 T

To
10k -3 -6 -9 -12 -15 -18

0 10,9871 1,3876 1,6893 1,9393 2,1559 2,3484

3 10,8937 12919 1,5925 11,8420 2,0582 2,2506

6 | 0,8106] 1,2040 1,5025 11,7506 1,961 2,1580

T 9 10,7371] 1,1235 14188 1,66%0 1,8792 2,0V03
1

0

¢]

12| 0,6724] 1,0500 1,3411 1,5848 1,7974 1,9B73
15| 0,6154| 0,9829 1,2690 1,5098 1,7203 1,9p87
0,5653] 0,9217 1,202 1,4395 1,6477 1,8B44

3.3 Conduction multidirectionnelle en régime variab le
3.3.1 Théoreme de Von Neuman

Certains problémes bidimensionnels ou tridimenstspeuvent étre résolus par combinaison de 2 ou 3
solutions monodimensionnelles. Considérons par plefa cas d’'une barre rectangulaire infinie (lomgutrés
grande devant les cotés 2&t 2L,), elle peut étre considérée comme lintersectienddux plaques infinies
d’épaisseurs respectives 2kt 2L,. Le théoréme de Von Neumann permet d’affirmer tpdempérature
adimensionnelle de cette barre s’exprime commeddupt des températures adimensionnelles des deques
infinies dont elle peut étre considérée comme étatersection :

[T(levt) _Too ] — [T(Xlt)_Too X [T(y!t) _Too ] (344)
Ti B T°° barr€lLy x2L o Ti B T°° plaquezl | Ti B T°° plaqueel »
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Remarques :

- Il faut vérifier que les conditions initiales ebalimites sont satisfaites sous forme adimensidaragrés
décomposition de la géométrie considérée en irttosed’'éléments simples.

- Des géométries plus complexes peuvent égalemedésEmposer en intersection d’éléments simples,
comme par exemple :
- Cylindre semi-infini = Cylindre infinin Milieu semi-infini
- Barre rectangulaire semi-infinie = Barre rectangalafinie N Milieu semi-infini
- Cylindre hauteur 2L = Cylindre infin Plaque épaisseur 2L...

3.3.2 Transformations intégrales et séparation de variables

Les problemes de transfert multidirectionnel deHaleur peuvent dans certains cas étre traités eoemm
unidirectionnel par transformations intégrales éiasation de variables. Nous traiterons simplenari titre
d’exemple le transfert de chaleur dans un cylirfdried’épaisseur e et de rayon R, initialement @pérature
uniforme, lorsque l'une de ses faces est soumigeeadensité de flux de chaleur uniforpgt). Le cylindre
échange de la chaleur par convection sur toutefases avec le milieu environnant (cf. figure 3.30)

hy

Q7
@(t)

Libbbdidd

h3® i

ey

h,
Figure 3.30 : Schéma du systeme modélisé

Si I'on considére queg(t) est un Dirac, on retrouve la méthode Flash dén Bans ce cas,
®g(p) = L[go(t)] =1.

Le probléme est & symétrie cylindrique on utilisena I'’équation de la chaleur en coordonnées
cylindriques :

0°T(r,z,t) , 10T(r,z,t) , 0*T(r,z,t) _ 10T(r,z,1)

a
ar? r o or 97> a ot @
La méthode de résolution utilisée est la suivante :
- Transformation de Laplace
- Séparation des variable?
oT(r0,t
A0 [1(10.9-Ti ] a0 ®)
oT(ret
—)\%:hz[T(r,et)—Ti] (©
Conditions limites et initiale : < @ =0 (d)
r
—)\@:hg[T(R,r,t)—Ti] ©)
r
T(r,z0)=T; (f)
\
On poseAT(r,z,t) = T(r,z,t) - T, et L[AT(r,z,t)] =8(r,z,p)
2 2
La transformée de Laplace de (a) séci :9( r.2,p) <1 06(r,z,p) .9 8(r.zp) :Ee( rz,p)
ar? rooor 072 a
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On écrit la température aprés transformation dedcapsous la forme suivanté(r,z,p) = R(r,p) Z(z,p)
0’ R(rP)Z(zp) , 10R(.PZ@P) , 0° R(LPZ(zp) _

PR 2P
a

or? r or dz2
1 (0°R(p) ,10R(LP)|, 1 0°Z@zp)_p
R(r,p) or? r o or Z(zp) 9z2 a
2 2
On en déduit - L (9RO 1RGP )2 o 1 09°Z2@P) ~v2=0 avec: y2=Puiq
Rrp)|  or? roor Z(z,p) 0z2 3

Les solutions des équations ci-dessus sont :

R(r,p) = AJy(ar) +BYy(ar)

Z(z,p) = Gsh(y2) + Dch(yz)

Application des conditions aux limites :

Yo(ar) - —o lorsque r — 0, or la température doit rester finie donc B=0 R(r,p) = AJ,(ar)

Enr=R :—A@: hy (TR2 1) -T,) = A IREP _p RRp)
mz—AaJl(a r) donc:AAaJ;(aR)=h; AJy(aR)
r

On pose :ng% et w=aR,

Les valeurs propres, sont solutions de I'équation transcendanteJ; (w) = H 3 J, ()
oT(ret) _ 0Z@Ep)

Enz=e :—)\T— h, (T(r,et)-T.) = -A % =h, Z(ep)
D'ol: -A[Cych(ye)+Dysh(ye)]=h,[ Csh(ye) + Dch(ye)] avec :y? :gw2 et w=aR

Enposant:3 = ye et sz%

On obtient =[CBch(B)+ DPBsh(B)] = H,[ Csh(B) + Dch(B)]
Or: 8(r.zp) = R(r.p) Zzp) = Ady(at ) [Csh(yz)+ Deh(y2)] = C Ady(a r)[sh(yz)+%ch(yz)}

D’ol : E:— HZSh(B)+BCh(B)

C  -Bsh(B)-H,ch(p)
On pose E=AC

8(r,z,p)= EJy(a r) {sh(y z)+

H 2 Sh(B) + B ch (B) ch(y Z)}

~Bsh(B)-Hzch(p)

[(=Bsh(B)—H ch(B))chlyz) +(H, sh(B)+Bch(B))sh(yz)]
~Bch(B)—H2 sh(B)

6(r,z,p) = FJp(a r){[-Bsh(B) ~Hz ch(B)lch(yz) +[H sh(B) + Bch(B)lsh(y 2}

8(r,z,p)= EJp(ar).

Aprés développement et factorisation on obtientaoietion particuliere. En faisant la somme de ha
I'infini de ces solutions, on obtient la solutioargrale :

6(r.zp) = X R Jo(a, 1) [B, ch(y, (e=2))+ Hy sh(y, (e-2))

n=1
Enz=0: A%:hlﬁ(r.&t)—m—%a)
Soit : )\w =h;6(r,0,p)-Pq(p)
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A”ni:a 30(ctn 1) [=Bn Y sh(yn (6=2))~Hz vn chiy, (e-2)] .

hy 'S Fn 3o (an 1) [Bn chiyn (€=2))+Ho shly, (e-2))] = ~®¢ (p)

n=1

"R, 30(ctn 1) (A Br Yo SH(Yn €)+ A Ha iy chi(yp €))+ hy By ch(y, €)+ Hy hysh(y, €) = ®g(p)

n=1

En posantH, :eThl, on obtient : § FnJO(anr)Ae[(pﬁ +H2H1)sh(Bn)+Bn(H2 + Hl)ch(Bn)]: ®o(p)
n=1
Si fon pose :Gp = Fy 2 (B2 +HaHy Bh(Bn) +Bn (Hz + Hi)ch (B, )]

On obtient: ¥ G,, Jo(ap, r)=®q(p)
n=1
R
L’orthogonalité des fonctions propres permet d¥cri Jy(at,, 1) Jp(0, ) rar =0 sia, 2a,
0

R 00 R
Donc | rdg(ay, rdr G, Jg(a,r) = [Po(p) rdoam,r)dr
0 n=1 0

R R
Dol : Gy, [r33(a,r)dr=[®g(p)rdo(a,r)dr
0 0

zcbo(p)rao(anr)dr o(p) L Ry (a,R)

_ _ On _ 2®4(p)
Gn = R 2 B R? 2 2 B 02
J r‘]O(an r)dr 7(\]1 (GnR)+J0(GnR)) (k)n(l"' n2 \JJl(anR)
(] H3
On en déduit finalement :
n=co
8(r.z.p) = X Fdo(anr)[Bnch(vn(e-2z)) + Hyshlvn(e-2))]
= (3.45)
e
2¢0(p)x
ou:F, =
wh 2
Wn 1+F Jl(wn)[(ﬁn +H2Hl)3h(Bn)+Bn (H2 +H1)Ch(Bn)]
3
Les w, étant les solutions de I'équation transcenda]@t(swn)z%(w”) résolue numériqguement. Une
3

centaine de termes est suffisante pour caldflez,p). On calcule ensuite T(r,z,p) par transfaiorade Laplace
inverse effectuée numériquement.
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Transfert de chaleur par rayonnement

4 TRANSFERT DE CHALEUR PAR RAYONNEMENT
4.1 Généralités. Définitions
4.1.1 Nature du rayonnement

Tous les corps, quelque soit leur état: solidgyitie ou gazeux, émettent un rayonnement de nature
électromagnétique. Cette émission d’énergie s’affeau détriment de I'énergie interne du corps tauet

Le rayonnement se propage de maniere rectiligrevitdsse de la lumiére, il est constitué de ramiatde
différentes longueurs d’onde comme I'a démontnédérience de William Herschel :

> T

Source a
To

Prisme

Ecran absorbant

Figure 4.1 : Principe de I'expérience de Williamndehel

En passant a travers un prisme, les radiations glastou moins déviées selon leur longueur d’orie.
envoie donc les radiations émises par une soutaet@mpérature gsur un prisme et on projette le faisceau
dévié sur un écran absorbant (noirci), on obtiémsida décomposition du rayonnement total incidentun
spectre de radiations monochromatiques.

Si I'on déplace le long de I'écran un thermometne mesure la températurg daractérisant I'énergie recue
par I'écran dans chaque longueur d’onde. En cassaimtila courbe J= f(A), on obtient la répartition spectrale
de I'énergie rayonnée pour la températugeld la source. On constate alors que:

- L’énergie émise est maximale pour une certainedengd’onde\, variable avec J.

- L’énergie n'est émise que sur un intervallg, [A,] de longueur d’'onde caractérisant le rayonnement

thermique.

On trouvera représentés sur la figure 4.2 I#érdnts types d’'ondes électromagnétiques et l&angueurs
d’'ondes correspondantes. On retiendra que le r&yoent thermique émis par les corps se situe eritre100
pm. On notera par ailleurs que le rayonnement esuggar 'lhomme :

- Parloeil : pour 0,38im <A < 0,78um rayonnement visible.
- Parlapeau: pour 0,{8n <A < 314um rayonnement IR.
i Thermique
' ' l0g10(A)
I I I I I I I I I I I I I I I I I I .
I I 1 I I I I I I I I I I I I I "
-1 -1¢ 9 ,-8 -7, 6 5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
T Ll LR |
— | |
_, 1 _visible ; !
L E Micro-onde  Onde radio TéIéphorIle

Figure 4.2 : Spectre des ondes électromagnétiglies (m)
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4.1.2 Définitions

4.1.2.1 Classification

Les grandeurs physiques seront distinguées selon :
- La composition spectrale du rayonnement
- Sila grandeur est relative a 'ensemble du spedteeest dite totale.
- Si elle concerne un intervalle spectral étroit autour d’'une longueur d'ondk elle est dite
monochromatique : 5
- La distribution spatiale du rayonnement
- Sila grandeur est relative a I'ensemble des doestde I'espace, elle est dite hémisphérique.
- Sielle caractérise une direction donnée de prdagealle est dite directionnelle G

4.1.2.2 Définitions relatives aux sources

Flux
- On appelle flux d'une source S la puissance rayemutéep par S dans tout I'espace qui I'entoure, sur
toutes les longueurs d’onde. Le flfixs’exprime en W.
- Le flux envoyé par un élément de surface dS darengte solide élémentair@dest noté &l
- Le flux envoyé dans tout I'espace par une surfé&&méntaire dS est notéd
- Le flux envoyé par une surface S dans I'angle saild entourant la direction Ox est noté,d

Nous avons donc les relations suivantes : d¢ = jdzq) et ¢ = jdq) = jdq)x
Q S Q

Rappel sur les angles solides élémentaires :

L'angle solide sous lequel depuis un point O ort wmie surface S est par définition 'aire de lafae
intersection de la sphéere de rayon unité et du déreommet O s’appuyant sur le contour de la sei$ac

L'angle solide élémentairetisous lequel est vu d’un point O le contour d’ueéte surface dS (assimilée a
une surface plane) peut étre calculé par :

____ dS cos

_ dScosa (4.1)
ds r

—

n

Figure 4.3 : Schéma de I'angle solide
Propriétés :
- Lavaleur d'un angle solid@ est comprise entre 0 et 4

- Pour un cone de demi-angle au sommetQ = 27t(1- cosa)

Emittance énergétique

- Monochromatique :
Un élément de surface dS émet un certain fléxefgie par rayonnement dans toutes les directions
Y espace. Ce flux est réparti sur un intervalldodgueurs d’ondes. Si I'on considére le flux d'éner

dc1>§+dA émis entre les deux longueurs d'ondest A+dA, on définit I'émittance monochromatique d’'une
source a la température T par :

N (4.2)

- Totale:
C’est la densité de flux de chaleur émise pgomaement par dS sur tout le spectre des longueurs
d’'ondes. Elle n’est plus fonction que de la tempé&eaT et de la nature de la source :
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A=c0
do (4.3)
) 3

Intensité énergétigue dans une direction

On appelle intensité énergétiqudd flux par unité d’angle solide émis par une acef dS dans un angle
solide dQ entourant la direction Ox :

_ 9oy
=0 (4.9)

Luminance énergétigue dans une direction

Soita I'angle fait par la normalen a la surface émettrice S avec la direction Oxpigection de dS sur le
plan perpendiculaire & Ox définit la surface énmtrapparente ¢S= dS cosa. L'intensité énergétique
élémentaire ¢l dans la direction Ox par unité de surface émettapparentedS, s ‘appelle la_luminance
énergétiqud x. En partant de la relation (4.4) :

. Lo=o b o d (4.5)
a ¥ dS, dScom dQdScosa

ds

Ox

Figure 4.4 : Schéma de définition des angles

Application : Formule de Bougouer

On déduit des définitions précédentes I'expresdiorilux ifd, envoyé par un élément d&e luminance L
sur un autre élément ¢S
d?, =1, dQ =L, dS cosa; dQ

ds oy Ox
d&

of]

Figure 4.5 : Schéma de définition des angles darisrmule de Bougouer

ds, cosa
Ou : dQ est I'angle solide sous lequel on voit la surfaBgdepuis la surface g8onc dQ = #
r
D’oll la formule de Bougouer : a2, = L, dS cosy; dS, cosx, (4.6)
X T Fix I‘2

4.1.2.3 Définitions relatives a un récepteur
Eclairement

C’est I'homologue de I'émittance pour une sourc&clairement est le flux recu par unité de surface
réceptrice, en provenance de I'ensemble des direxti
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Réception du rayonnement par un solide

Quand un rayon incident d'énergig frappe un corps a la température T, un papligpyt de I'énergie
incidente est réfléchie par la surface S, une qarted, a,r est absorbée par le corps qui s’échauffe et te res
¢, Thr est transmis et continue son chemin :

dx par réfléchi d» incident

dx Ot absorbé<

OrTaT transmis}/

Figure 4.6 : Schématisation de la répartition d'lux incident de rayonnement sur un solide

On a évidemment : r=hrpprtPhhor+drTr dou: P tor+Tr=1

On définit ainsi les pouvoirs monochromatiquesédissantp,, absorbanta,; et filtrant 1,7 qui sont
fonction de la nature du corps, de son épaisseusadempérature T, de la longueur d’ohdki rayonnement
incident et de I'angle d'incidence.

Si I'on considére I'énergie incidente sur tout lgestre des longueurs d’onde, on obtient les posvoir
réfléchissantpr , absorbant; et filtrant T+ totaux. Les valeurs der, o+ et 1 de certains corps sont donnés
en annexe A.4.1.

4.1.2.4 Corps noir, corps gris

Corps noir

C’est un corps qui absorbe toutes les radiationig tpgoit indépendamment de son épaisseur, de sa
température, de I'angle d’incidence et de la longutonde du rayonnement incident, il est défini payr = 1.
Une surface enduite de noir de fumée est approkieraent un corps noir.
Propriétés du corps noir :
- Tous les corps noirs rayonnent de la méme maniere.
- Le corps noir rayonne plus que le corps non ntardéme température.

Corps gris

Un corps gris est un corps dont le pouvoir absdrioan est indépendant de la longueur d’ondelu
rayonnement qu'il recoit. Il est défini paayr = a-.

En général, on considére les corps solides comreecdps gris par intervalle et on utilise un pouvoi
absorbant moyen vis-a-vis du rayonnement émis pdur 3 um (rayonnement émis par des corps a haute
température comme le Soleil) et un pouvoir absdrb@yen vis-a-vis du rayonnement émis paur 3 um
(rayonnement émis par les corps a faible températatmosphére, absorbeur solaire,...). On pourtired
d’exemple considérer les valeurs suivantes popeiature blanche :

A

Ot
1

oyt =0,¢

o,r=0,2

0 A=3um N

Figure 4.7 : Représentation simplifiée du pouvdiserbant monochromatique de la peinture blanche.
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4.2 Lois du rayonnement

4.2.1 Loide Lambert
Une source est isotrope si la luminance est indégn@e de la direction ;1= L

I_|X

I Or Ly =X = x
dS, dScosa

De I'égalité L, =L on déduit la loi de Lambert pour une sousmrope :

e _| cosy (4.7)

= i
S

Figure 4.8 : Schématisation de
l'intensité énergétique

Ainsi I'indicatrice d’émission est une spheére tamgeen O a la surface émettrice lorsque celleitiasilbi de
Lambert :

L
L a
ds ds
Luminance Intensité énergétique

Figure 4.9 : Schématisation de la luminance etitehsité énergétique d'une source isotrope

Remarque Comme pour un cone de demi-angle au sommetQ =21 (1-cosa) et dQ =2msina da,

a= a=

2 2
lorsqu’un corps suit la loi de LamberiM = a0 _ L [cosadQ=2mL [cosa sina do
ds a=0 a=0
Soit : M=mnL (4.8)

4.2.2 Lois physiques
4.2.2.1 Loide Kirchoff

4 A : 4 Mz A
A une température T donnée et pour une longueund@d donnée, le rapport—=— est le méme pour tous
Ot
les corps.

. M . . L
Pour le corps noir:o,r = 1, le rapport —2= est donc égal & Mt en appelant My; I'émittance
Ot

monochromatique du corps noir, donc :

M1 =0y MOy7 (4.9)

L'émittance monochromatique de tout corps est égal@roduit de son pouvoir absorbant monochromatiqu
par I'émittance monochromatique du corps noir améme température, d'ou l'intérét de connaitre le
rayonnement émis par le corps noir.
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Cas des corps gris : loi de Kirchoff généralisée

Dans le cas du corps gris, on peut généralisez tmtte qui facilite les applications. En effetupain corps
gris a,r =ay, donc:

A=c0 A= A=c0
M-, = IM”d)\ = J.orAT Mo, dA = o J.Mo”d)\
A=0 A=0 A=0

En appelant Mg I'émittance totale du corps noir a la tempéraflyrenous obtenons pour un corps gris :

My =ar Moy (4.10)

L’émittance totale M d’un corps gris a la température T est égal adptale son pouvoir absorbamt par
I’émittance totale M@du corps noir a la méme température.

4.2.2.2 Rayonnement du corps noir

Emittance monochromatique

Elle est donnée par la loi de Planck :

~2 | .
exp{ ”j 1 (4.11)

Avec: G=3,742.10° w.m?
C,=1,4385.1G m.K

La loi de Planck permet de tracer les courbehésaies représentant les variations de- M fonction de
la longueur d’onde pour diverses températures :

Emittance d'un corps noir a 100°C Emittance d'un corps noir a 5777 K
100
2,5E+08 -
80 1 2,0E+08 -
N @
£ 60 € 15e+08
=3 =3
5 40 5 1,0E+08 -
= =
20 1 5,0E+07 -
0 : : ‘ 0,0E+00 ‘ ‘ ; ‘
0 1 2 4
0 0, (um) 20 30 A (um)
Figure 4.10 : Emittance monochromatique d’'un canpg a deux températures différentes
Remarques :

- Lalongueur d’onde@y, pour laquelle I'émission est maximale varie awetempérature de la source :

T

2897103 °
== (412) et Moy, 7 = 0410 —= (4.13)

M T

Avec T: Température (K)
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Pour le Soleil ( £5777 K ), 90% de I'énergie est émise entre 0,3,%m, le maximum étant situé dans le
spectre visible. Par contre, un corps noir a 3{300°C) a son émission maximale vars 8 um dans I'IR.

Emittance totale Mp

L’intégration de la formule de Planck pour toutes longueurs d’onde donne I'émittance totaler Bocorps
noir qui n’est plus fonction que de la tempéraflireon obtient la loi de Stefan-Boltzmann :

Mo; =oT* (4.14)

avec ¢ = 5,675.1¢ W.m2.K™*

4
Dans les calculs on écrira souvenMt ;; = 5675 ( %]

Fraction de I'émittance dans un intervalle donnéodgueurs d’ond@\;, A

C’est la fraction du flux émis par l'unité de sudadu corps noir a la température T entre les leagu
d’ondesA; et :

Ay Ay Ao A A, A
[Morah  [Moyrdh Mo, dh - [Mordh Moy an [ Moy o
A 0 0 0 0

R =7 = oT? - oT? - oT* oT*
j Mo, 7 dA
0

Ce qui peut également s’écriréy 1 = Fy-p,1 = Fo-p,7 ; Calculons Fy_r a T constant :

A 5 A -5 A -5
Fyr = #4 j G é o=t j—cl(ACT) Tah = 1 —Cl(ACT) d(A T)
97 0 exg 2 |1 % %exg 2 |1 ° %exg 2|1
AT AT AT

Nous constatons que.fr ne dépend que du prodail. Il suffit donc de dresser une fois pour toutes u
table a une entrée uniqdd donnant b, et de l'utiliser pour le calcul d&, _)r = Fo_p,r = Foor 7. Le

tableau des valeurs est donné en annexe A.4.2.

4.2.2.3 Rayonnement des corps non noirs

Facteur d’émission ou émissivité

On définit les propriétés émissives des corpssrpat rapport aux propriétés émissives du corps dans
les mémes conditions de température et de longliende et on les caractérise a I'aide de coeffisieippelés
facteurs d’émission ou émissivités. Ces coeffidenbnochromatiques ou totaux sont définis par :

M

AT T

&y = et g1 = (4.15)
AT Mo+

D’aprés la loi de Kirchoff, on montre que :
0T =& (4.16)

Cas des corps gris

lIs sont caractérisés pam,t =a; soit d'aprés ce qui précédee)t =€
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Or: Mt =¢1 Mot , nous en déduisons I'émittance du corps gristérfgpérature T :

M; =g;oT?

(4.17)

4.3 Rayonnement réciproque de plusieurs surfaces

Hypothéses :
- Les surfaces considérées sont supposées homogpagses, isothermes et grises.
- Les éclairement sont supposés homogenes et lesioéfs diffuses ;

4.3.1 Radiosité et flux net perdu

Le rayonnement qui quitte une surfage$§ la somme de son émission propre et de lxigfiel’'une partie
du rayonnement incident sur cette surface. On &ppatliosit¢ que I'on note;J I'émittance apparente de la
surface $Sdonc :

Ji :Ei OTi4 + (1_Ei)Ei (418)

Avec E : Eclairement de la surface @V.m?)

Considérons maintenant la surfagecBoisie parmi n surfaces isothermes et homogenedéiimitent un
volume :

T E

o
‘ (1-8) E
v
S

/ %

& E

Figure 4.11 : Schématisation des flux de rayonnérs@nune surface

&

La densité d’énergie nette perdue par rayonnen@erfyg’ecrit : ¢ =¢€; oT,*-¢ E

En introduisant, d’aprés (4.18), laradiosjtépar: E; = 1 1 (Ji - oTi4) , hous obtenons :
¢,
€.
Proey = 1_'€i (GTi4 ‘Ji)zsi (GTi4 ‘Ei)zJi ~Ei (4.19)

4.3.2 Facteur de forme géométrique

On considére une surfacedsi sur toute son étendue a une émission appargnte§ J; .

La surface Sest environnée par un nombre n de surfacésesit envoyé sur toutes ces surfaces (la surface S

peut également rayonner vers elle-méme si elleastave). Le flux appareni; peut donc se décomposer de la
maniére suivante :

Oi =0, 1+ Do Fo T 0,
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Calculons ¢;_, qui est la part du flux quittant §ui atteint :

D’aprés la formule de Bougouer, le flu>d2¢iqk envoyé par la surface élémentaire @&rs la surface
élémentaire dS s'écrit :
dS cosa; dS, cosa

r2

d?0;_ = L,

J:
avec L, =—_ comme la surface grise it la loi de Lambert.
T

Nous en déduisons ¢; | =J; | | w ds ds,
- Ss nr
Le facteur de forme géométrique fle la surface;par rapport & la surface &st alors défini par la relation :
COS0; COSt
S f, =” Sk g ds, (4.20)
55 i

Il ne dépend que de la géométrie et de la dispositlative des surfaces & S. Des formules donnent sa
valeur pour les cas de figure les plus courantsafofiexe A.4.3). Le fluxd, , peut alors s’écrire simplement :
bk =Jifk S
Le facteur de forme géométriqug fs'interpréte simplement comme la fraction du flimtal émis en
apparence par $¢; =J; S;) qui atteint la surface;S
Remarques :

- Le Z™membre de la formule (4.20) de définition geebt symétrique en i et k, on en déduit la relatien
réciprocité des facteurs de forme :

S fix =Sk fii (4.21)
- Larelation ¢; =¢;_ ;+di o+ O it +0;., peuts'écrire:
0, =3 fy S +3fip S+, +3;if, S =38 (Fy +Fip + oo +f,) or ¢;,=§3J,
D'ou : fil +fi2 +o +fin =1 (422)

Ces deux relations sont utiles pour la déterminaties facteurs de formes de plusieurs surfacesésence.

4.3.3 Calcul des flux

n
Le flux ¢ _; recu par la surface Sécrit: ¢ ; = Eiazzq)kai or Oy i =J Sk i
k=1

n n
Doti: E'S =) 3 S iy =D &S fy dapres (4.21).
k=1 k=1

n
En reportant cette expression dans (4.18), nowohs : J;, =¢, o T,* + (1—ei)ZJk i
k=1
: J 10
Soitencore 10 Tj* =~ — = 3 (1-¢; ) J fix
€ € k=1
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n
En utilisant le symbole de Kronecker, nous pouerie : J; = Z6ik Iy
k=1

n
Dol : kZ:ll B - (- )i ] I =& oT* (4.23)

On écrit cette relation pour toutes les surfageoBt on connait les températures. Pour celles@oobnnait

n
plutot la densité de flux net perdug;  ~on utilise la relation : ¢; = J; —Ej =J; = X fiy Ji
k=1
Qui peut encore s’écrire :

Zn:(éik ~Fi )Jk = (4.24)

k=1

Méthode de résolution

Si I'on connait p températures et (n-p) densitéfidenets ¢; , on écrit p fois I'équation (4.23) et (n-p)
fois I'équation (4.24), on obtient ainsi un systelimgaire de n équations a n inconnueg, :J ..... 3 Ton,

La résolution de ce systéme permet de calculefrigg températures et les p radiosités inconnues. .

o . . : g
densités de flux nets inconnues se calculent enpaitla relation : ¢; = 1 ' (chi4 —Ji)
nel _8'

Remargque :

Si une surface est noirg € 1), la relation (4. 23) ne peut pas étre utiddous avons alors simplement dans
ce cas la relation :J; = chi4 et I'on résout le systéme des (n-1) équations méssa

Exemple d’application : Cas de deux plans paral&iénis

On suppose que les températurgel T, ainsi que les émissivitas et €, des deux surfaces 8t S sont
connues, on cherche a déterminer le flux net ppadichacune de ces surfaces.

Nous avonsif = f,,= 0 car les surfaces 8t S sont planes et ne peuvent pas rayonner versrafieses.

n

Nous en déduisons;,=1 et §;=1 en appliquant la relatitoik =1 pouri=1et pouri=2.
k=1

La relation (4.23) s’écrit alors de la maniérevaunie pouri=1eti=2:

Jl _(1_81)\]2 =€ 0T14
—(1—82)J1 +J2 =&s 0T24

g +ep(1-g) T
1-(1-¢)(1-¢p)

o = 4 (oTl“—Jl)onl“[ 1 _ 8 g & J—oT;‘ 181 o ell-e)

Dou: } =0

€€
Et =- :o(T4—T4) 172
(p-l-net (pzrmet 1 2 81+£2 _8182
oL T14 _T24
Soit finalement : P 57 P2 SO~ 7 (4.25)
4+ - 1
€& &
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4.3.4 Analogie électrique

Flux net perdu par une surface

4
. _og 4 ) : . _OoT" =g
Nous avons montré que 1, ., —1_—'8 (OTi —J;] ce qui peut encore s'écrire t; _#
I
& S
Par analogie, cette relation peut étre représqraeke schéma électrique équivalent suivant :
¢inet
oT* AAAA A AN J
1_£i
& S

Figure 4.12 : Schéma électrique équivalent du fadiatif perdu par une surface

On notera que cette résistance thermique de rayoemtene dépend que des propriétés physiques de la

surface Set qu’elle est nulle pour un corps noir.

Flux net échangé entre plusieurs surfaces

Le flux net perdu par la surface dans ses échanges radiatifs avec I'ensemble dExesirenvironnantes
s'écrit d'apres la relation (4.19) ¢; :(Ji -E; )S,
Le flux ¢; = J § quittant la surface; peut se décomposer de la maniére suivante :
n
O =01t dioh _+¢iﬂnzz~13fij
=1
L'éclairement Erecu par la surface $eut se décomposer de la maniére suivante :
n n
ES=X¢.i=235T
j=1 =1
Le flux net perdu par;$eut donc s'écrire :

n n J
¢inet :Jz_;l‘] S-Sty = j;‘la fi (Ji —Jj):jzl¢net

i

Le flux net échangé entre les surfacestS; s’écrit donc : ¢, = (Ji - )S fj

Cet échange radiatif peut étre représenté pahknsa électrique équivalent suivant :

q)neﬁqj
_

J — VVVWWWWW— ]
1

S fj
Figure 4.13 : Schéma électrique équivalent du fadiatif échangé entre deux surfaces

On notera que cette résistance thermique de raywemteest purement géomeétrique et qu’elle ne dépaad
des propriétés physiques des surfages S

Application : Echange entre deux surfaces grises

Si les deux surfaces 8t S sont seules en présence, le flux r@a perdu par $est égal au flux ne‘q)zna

gagné par S. Ce flux est encore égal au flux r‘rjz,l;eL2 échangé entre;®t S, nous avons donc les égalités :

q)lnet = ¢ netlaz =" q)znet
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4 4
et 1-¢,; 1 1l-¢,

€15 Sifip €25,

Cet échange radiatif peut étre représenté pahknsa électrique équivalent suivant :
0,
—_—
A AMMWA—E A — T
1-¢, 1 1-¢;
€S Sifi2 €252

Figure 4.14 : Schéma électrique équivalent du fadiatif net échangé entre deux surfaces

AT = - =0
D'ou P1, P 1-¢, 1 1-¢,

€15 Sifi,  £,;S;

(4.26)

Utilisation des schémas analogiques

Dans les systémes simples, il est plus rapidelidetila technique des schémas analogiques que dell
systéme linéaire. Lorsqu’on a établi le schémaaayiqlie, on calcule les différentes résistancesimgwit puis
on résout par les techniques habituelles utiligesglectricité : loi d’association des résistaneessérie et en
paralléle, loi des noeuds,...

Exemple d’application Cas d’'une surface; 8onvexe complétement entourée par une surface S

La surface $étant convexe elle ne peut pas rayonner versré@e donc :;§ =0
La relation f; + f;» =1 nous permet de déduirgs £ 1

La relation (4.26) s’écrit alors :

¢ __¢ o T14 —T24 o T14 _T24
bee © 0 ¥Ze T T 1o 1 1-g, 1 1 1
+—+ + -——
&S S £S5 €1S £S5, S

e oo ST

. 01, =705, =0
D'ou : 1.sS (1 (4.27)
g Sy g

Cas particulier ou la surface &st « petite » devant la surface: S

St

Nous avons dans ce cas? =0 etlarelation (4.27) s’écrit alors :
2

b1, =0y, =08 (Tl4 - T24) (4.28)

Vue de la surface S« petit corps »), la surface Se comporte alors comme un corps noir.
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4.4 Emission et absorption des gaz
4.4.1 Spectre d’émission des gaz

Beaucoup de gaz et de mélanges de gaz sont transppour T < 3000 K : ON,, air sec...

Par contre, les gaz hétéropolaires di-atomiquestrbatomiques (C@ SO,, CH,...) et des vapeurs
d’hydrocarbures ou d'alcools présentent des badtsission et d’absorption de largeur plus ou mgjrende
dans le spectre, le gaz restant transparent egdrbandes. Les spectres d’émission sont de pfiredits selon
la température du gaz.

Le CO et la vapeur d’eau sont importants en pratique :
- Présents en grande quantité dans les gaz de caamhusur rayonnement est parfois essentiel dass le
échanges de chaleur entre les flammes, les gad€ledles charges a réchauffer.
- Présents dans I'atmosphére, le flux qu’ils envoles la Terre joue un rdle important dans sonnbila
thermique :
- Les refroidissements nocturnes importants obsermésaison séche s’expliquent par I'abaissement
du rayonnement émis par I'atmosphére du fait deitde présence de vapeur d’eau dans I'air.
- L'augmentation de la teneur en €@ans I'atmosphére du fait des émissions indukesiebt
automobiles augmente le rayonnement émis par I'spimére vers la Terre et contribue au
réchauffement de la Terre (effet de serre).

4.4.2 Echange thermique entre un gaz et une paroi

Cas particulier
Traitons le cas d’une masse de gaz hémisphériqiiars paroi plane de petites dimensions placéeeatre

de la base de I'hémisphére : R

Tp
Figure 4.15 : Schématisation du cas considéré

Soient T, et Tyles températures de la paroi et du gaz et R lenrdgd’hémisphére.

Le gaz envoie sur la paroi un rayonnement dontelasité de flux a pour valeura g Tg4 , €4 €tant le

facteur total d’émission de la couche de gaz d&gmair R a la températurg. T, a la méme valeur dans toutes
les directions car la couche de gaz a la méme spaisdans toutes les directions du fait de sa forme
hémisphérique.

La densite de flux absorbé par la paroi esf 0 €, Tg4 , €p étant le facteur total d’absorption de la paroi.

La paroi émet par ailleurs un rayonnement d'unesid@mle flux égale ao €, Tp4
Au total, la paroi recoit la densité de flux net :

_ 4 4
P, “EP O (59 Ty —Tp ) (4.29)

Cas général

Dans le cas particulier que nous venons de tra@as, les trajets aboutissant a la paroi ont la enmgueur
doncg, est le méme dans toutes les directions. Il n‘@snpas ainsi dans le cas general. Par exempls,lelan
cas d'une paroi sphérique de diametre D enfermamtniasse gazeuse, les trajets aboutissants &oleopaune
longueur comprise entre 0 et D. Le calcul de lssdémde flux envoyée par le gaz sur la paroi néigedsnc une
intégration par rapport a I'angle d’incidence.
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¢D

< >

Figure 4.16 : Schématisation du transfert radia@ns une sphére gazeuse

On trouve par exemple dans ce cas que la densifiixest égale a celle que I'on obtiendrait avee u
s L 2
hémisphére de rayon équivaleit :? D

D’une maniéere plus générale, on trouve qu'une bapm@oximation du rayon de I'hémisphére équivalent
peut étre calculée par :

rR=4V (4.30)

Des valeurs plus précises sont données dans &atate I'annexe A.4.4.

Echange thermique entre deux parois séparées gmzun

Considérons un gaz séparant deux surfage$ S supposées planes, paralléles et noires, a degtatupes
différentes T et T, . On admettra que la masse de gaz est a la tempermiforme T et qu’elle a une épaisseur
constante L.

“ e S1

oT, og, Tg4 oft-g4) Ty
7, s 7, i 7, 7, 5 S

Figure 4.17 : Schématisation des flux radiatifsrertteux parois séparées par un gaz

La température Jdu gaz peut étre calculée en fonction deefde T en écrivant que le flux de chaleur
absorbé par la couche gazeuse est égal au flukejtégonne vers les deux parois :

4 _ 4 4
20e4Ty =€40T, +g40T,

T4+T 4
Dol : T=—t 2
2

La densité de flux qui passe de la surfacé B surface Ss’écrit: @, = 0T14 (1—89) +0¢gg Tg4

€
Dot : Phet = Pmet =@1.2 —0T" = 0(T14 - T24)(1_TQJ (4.31)
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5 TRANSFERT DE CHALEUR PAR CONVECTION
5.1 Rappels sur I'analyse dimensionnelle
5.1.1 Dimensions fondamentales

On peut exprimer les grandeurs physiques enifamdtun nombre limité de dimensions fondamentales.

Exemples Vitesse : L. T ; viscosité dynamique : M ./LT? ; force : M.L.T?

Sur ces exemples on voit que le nombre de dimesdimmdamentales est de 3 : Masse M, Longueur L,
Temps T.

Ces trois dimensions fondamentales ne sont pasumujsuffisantes. Pour les problemes de transtert d
chaleur,il est nécessaire d'ajouter un&"4dimension : la températu et, lorsque I'‘échange d'énergie entre
grandeurs mécaniques et grandeurs thermiques agpasrmesurable, on ajoutera la quantité de ch@lequi
sera considérée comme uri@%limension.

Remarque Q, homogene a un travail qui s'exprime en famctles dimensions fondamentales M, L et T par
Q =M.L.T? n'est pas une vraie dimension fondamentale.

La méthode d'analyse dimensionnelle, qui reposéesprincipe de I'hnomogénéité dimensionnelle desid¢s
d'une équation, est connue sous le nom de théatérdaschy-Buckingam ou théoréme des groupentents

5.1.2 Principe de la méthode

Si 1'on peut représenter mathématiquement unehgsigue en exprimant une variable physique @
fonction d'un certain nombre d'autres variable jues indépendantes,G..... ., G, c'est a dire si &= f (G,
Gs,..., G) ou encore f (@ G,,.. ., G) =0, le probléme peut étre simplifié de la mamiguivante :

- On écrit pour chaque variable, Géquation dimension en fonction des dimensiamxl&mentales. On
dispose alors de n équations qui ont nécessiténgrdiions fondamentales pour caractériser toutes les
grandeurs physiques.

- On préleve p de ces n équations que I'on consicleme@ne équations de base. Bien que le choix des
équations prélevées soit arbitraire, il faut toeitefque chaque dimension fondamentale apparaisse au
moins une fois sur I'ensemble des p équations.

- Les (n-p) équations restantes se présentent alassferme de (n-p) rapports sans dimensions appelés
groupementst qui sont des "grandeurs réduites”. On obtientsalmie équation réduite :

g (M, Te,... Thp) = 0

Un groupementr est le rapport d'une équation dimension d'une dgnan physique n'appartenant pas a
I'ensemble des équations de base au produit degid@ug de base, chacune d'elle étant portée aen@ine
puissance :

[Gi]

"6 (6o G,

Pour chaque dimension fondamentale M, LO,TQ figurant au dénominateur, on fait la sommeeadgmsants
qgue l'on identifie avec lI'exposant de la méme dsimn figurant dans I'équation dimension de la geand
physiqgue du numérateur. On obtient ainsi un systénéaire de p équations dont la résolution perdet
déterminer les p exposants des équations de badéndminateur.

Il suffit alors d'écrire le rapport en fonction des grandeurs physiques attachéeéquations dimensions de
départ.
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5.1.3 Exemple d’application

Considérons un fluide en circulation forcée dans canalisation cylindrique pour lequel on se prepde
déterminer le coefficient de convection h relatif ansfert de chaleur fluide-paroi qui correspandine
convection forcée :

Tube

Fluide aT; Vitesse u

Figure 5.1 : Schéma de la configuration étudiée

Détermination des grandeurs physiques

Il faut déterminer tous les paramétres dont dépemtensité de flux de chalegr(liée a h par = hAT), ce
sont ici :
- Les caractéristiques du fluide :

- A coefficient de conductibilité thermique
- G chaleur massique
- p masse volumique
- M viscosité dynamique
- Les caractéristiques de I'écoulement
- u vitesse moyenne du fluide
- La géomeétrie de la surface d'échange
- D diamétre de la conduite

- L'écart de température paroi-fluidAT

dou: fQ, g p K U, D,AT, ¢ =0

Equation dimension de chague grandeur

Il faut ensuite écrire I'équation aux dimensionsd@mentales M, L, T, Q de chacune des grandeurs, ce qui
s'écritici :

Q.TLte?
Q.mte?
M.L3
M.ThL?
LT

L

0

Q.TiL?

6 d4gcEDO >

Détermination des groupemenmts

Il faut maintenant choisir 5 équations de base (td® les dimensions fondamentales ont été utilisées
facon a ce que les 5 dimensions fondamentalessiigau moins une fois dans I'ensemble des équations

Prenons par exemplé; p, u, D,AT, il reste ¢, g etp.

On écrit alors les 3 rapports sans dimension cporegants a ces variables sous la forme :

= ¢ A Cp = H
1 T )\’blpcl Ddl u® 2 T2 )\’prCz Ddz u®? 3 T xbapcs Dds u®
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Pour chaque rapport on remplace les grandeurs physiques par leuatiégs dimensions ce qui donne par
exemple poury :
[l = QT L7
eal (Q T—l L—l e—l)bl (M L—3)Cl Ldl (L T—l)el
Pour chaque dimension fondamentale, on identifie éxposants de puissance entre numérateur et
dénominateur relatifs a une méme dimension ceapdait au systeme :

Q): 1=h

(T): -1=-bh-q

L: 2=-b-3g+d+e
(0) : 0=al-bl

(M) : 0=g

. D
Le rapportry s'écrit donc T =
ATA

Ce qui aveep = hAB peut encore s'écrire

_ hD
T[l —T
On obtient de la méme maniére :
u Dc
, = PU% o m=—"b
A pDu

Le théoréme de Vaschy-Buckingam nous permet diadfique la relation :
f(A, qp U DAT, =0

entre 8 variables peut s'exprimer a l'aide des trombres sans dimension T, etz sous la forme :
f (T, T, TB) = 0 oury = (T, T).

Signification physigue de ces groupements

hD . s
. N :T est le nombre de Nusselt, il peut aussi s'ecrirdu =

:\n—\‘y\o

C'est donc le rapport de la résistance thermiqueodduction par la résistance thermique de conwecti
est d'autant plus élevé que la convection est pnédmte sur la conduction. Il caractérise le typdrdnsfert
de chaleur.

. TG = g :R— , c’est I'inverse du nombre de Reynolds qui cease le régime d’écoulement dans
pDu
la canalisation.
ubDc . . ub _¢C .
. T, :% , c'est le nombre de Peclet On petit aussirit&c Pe= P D;—u et faire
sl

Co H

apparaitre un nouveau nombre adimensionnd?r:= appelé nombre de Prandtl. Ce nombre est

calculable pour un fluide donné indépendamment ateslitions expérimentales (il ne dépend que de la
température) et caractérise l'influence de la eadurfluide sur le transfert de chaleur par conwact

On préfére donc chercher une relation sous la forme

Nu = f (Re, Pr) (5.1)

5.1.4 Avantages de l'utilisation des grandeurs réduites

lls concernent essentiellement la représentatioogimparaison et la recherche des résultats exgpétanx :
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- La représentation degésultats expérimentaux est simplifi€e on pourrairaune courbe reliant 2
variables ou une abaque reliant 3 variables réslaitidieu d'une relation liant (3 + p) parameétres.

- La comparaison des résultats expérimentaux e anés rapide et aisée, quel que soit le chercheu
méme si le systéme d'unité utilisé est différensque les grandeurs réduites sont sans dimension.

- Larecherche des résultats expérimentaux editéacet ordonnée : s'il suffit de tracer une caudntre
deux variables réduites, c'est qu'il suffit d'efifiec une seule série d'expériences.

Remarque
Il faut toutefois bien comprendre que la méthodel'dealyse dimensionnelle qui fournit les grandeurs

réduites ne donne pas la forme de la relation guille, la recherche de cette relation fait I'objet
dépouillement des résultats expérimentaux.

Quelques groupements sans dimensions

Groupement
Re= pub Nombre de Reynolds
M
C,H
Pr=—2 Nombre de Prandtl
A
Nu = h}\—D Nombre de Nusselt
puDc,
Pe= — Nombre de Peclet
Ma = h Nombre de Margoulis
puc,
2,3
Gr :BQA# Nombre de Grashof
]
c, BgATp?L®
Ra:pBg—p Nombre de Rayleigh
Al

5.2 Convection sans changement d’état
5.2.1 Généralités. Définitions
Les transferts de chaleur qui s’effectuent simdtaent avec des transferts de masse sont ditsdrtnsie

chaleur par convection. Ce mode d’échange de chabaste au sein des milieux fluides dans lesquedsti
généralement prépondérant.

Convection naturelle et forcée

Selon la nature du mécanisme qui provoque le moawédu fluide on distingue :

- La convection libre ou natureltde fluide est mis en mouvement sous le seul efés différences de
masse volumique résultant des différences de teanpés sur les frontieres et d’'un champ de forces
extérieures (la pesanteur).

- La convection forcéele mouvement du fluide est induit par une candépendante des différences de
température (pompe, ventilateur,...).

L'étude du transfert de chaleur par convection gerde déterminer les échanges de chaleur se parduis

entre un fluide et une paroi.

Régime d’écoulement
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Transfert de chaleur par convection

Compte tenu du lien entre le transfert de masde @ansfert de chaleur, il est nécessaire de peead
compte le régime d’écoulement. Considérons adiggemple I'écoulement d’un fluide dans une corgluit

- En régime laminaird’écoulement s’effectue par couches pratiquermaépendantes.

YYYYVYYY

u=0 E

o o o / o

umax
*
Figure 5.2 : Schématisation d’'un écoulement lammai

Entre deux filets fluides adjacents les échangeshdkeur s'effectuent donc :

- Par conduction uniquement si I'on considére uneatiibn normale aux filets fluides.

- Par convection et conduction (négligeable) si lbmmsidére une direction non normale aux filets
fluides.

- En régime turbulent’écoulement n’est pas unidirectionnel :

-

sous-cquche laminaire

C
888

Unax  ZOnNe turbulente

o o o =

u=0
Figure 5.3 : Schématisation d’'un écoulement turbtile

L'échange de chaleur dans la zone turbulente swffepar convection et conduction dans toutes les
directions. On vérifie que la conduction molécudagst généralement négligeable par rapport a la
convection et a la « diffusion turbulente » (mékdg fluide da a I'agitation turbulente) en dehdeda
sous-couche laminaire.

5.2.2 Expression du flux de chaleur

Analogie de Reynolds

De méme qu’au niveau moléculaire on explique lzosgé des gaz par la transmission des quantités de
mouvement des molécules lors des chocs intermaliges] on explique la transmission de la chaleurlpa
transmission d’énergie cinétique lors de ces mérhess.

Cette liaison intime des phénomeénes de viscositié ¢étansfert de chaleur conduit a I'analogie dgrigtls :
dans un écoulement fluide avec transfert de chalewrofil des vitesses et le profil des tempéesisont liés
par une relation de similitude schématisée suiglard 5.4. Cette similitude sera démontrée plus tlzins le cas
d’'un écoulement sur une plaque plane chauffée.

Tmay

Figure 5.4 : Représentation de I'analogie de Rdgmalans le cas d’'un écoulement turbulent dansbe t

Couches limites dynamique et thermique

Quel gue soit le régime d’écoulement, il demeure couche limite dynamique dans laquelle I'écoulemen
est laminaire et dont I'épaisseur est d’autant pagkiite que le nombre de Reynolds est grand. isépar de
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cette couche limite varie en fonction de nombrearameétres : nature du fluide, température, rugatitda
paroi, ...

L'analogie de Reynolds montre que le gradient tlgum est particulierement important au voisinagdade
paroi, dans une couche limite thermique qui se ld@pe de maniére analogue a la couche limite dymaeni
Quel que soit le régime d’écoulement du fluide considére que la résistance thermique est entiértesitaée
dans cette couche limite thermique qui joue le dikolant.

Ceci correspond au modele de Prandtl représentdasfigure 5.5 a titre d’exemple pour I'écoulement
turbulent d’un fluide dans une conduite.

Umax

Figure 5.5 : Représentation du modéle de Prandtirpm écoulement turbulent dans une conduite

Expression du flux

Quel que soit le type de convection (libre ou émicet quel que soit le régime d’écoulement duldui
(laminaire ou turbulent), le flux de chaleest donné par la relation dite loi de Newton :

$=hsS A8 (5.4)

Le probléme majeur a résoudre avant le calcul du fle chaleur consiste & déterminer le coefficamt
transfert de chaleur par convection h qui dépendth diombre important de parametres : caractéristiglue
fluide, de I'écoulement, de la température, detank de la surface d’échange,...

On trouvera dans le tableau 5.1 l'ordre de grandeucoefficient de transfert de chaleur par corigect
pour différentes configurations.

Tableau 5.1 : Ordre de grandeur du coefficientdasfert de chaleur par convection

Configuration h (wnf °C?)

Convection naturelle

Dans un gaz 2-10

Dans un liquide 100-1000
Convection forcée

Avec un gaz 10-200

Avec un liquide 100-5000
Ebullition de 'eau

Dans un récipient 2500-35000

En écoulement dans un tube 5000-100000
Condensation de I'eau sous 1 atm

Sur une surface verticale 1000-11000

A I'extérieur de tubes horizontaux 10000-25000

5.2.3 Calcul du flux de chaleur en convection forcée

Calcul exact
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Transfert de chaleur par convection

Dans certains cas de figure simples, un calculriyée peut permettre d’aboutir a une expressiotytigae
du flux de chaleur échangé par convection entrfluithe et une paroi. Nous traiterons ici a titrexemple le
cas classique de I'écoulement laminaire en régietenpnent d’un fluide a propriétés physiques constaa la
température J sur une paroi plane de longueur L maintenue demeérature J(cf. figure 5.6).

On constate que la vitesse du fluide évolue d’'uadeur nulle a la paroi a une valeur proche delans une
zone d'épaissew(x) appelée couche limite dynamique. De la mémeiénanla température du fluide évolue de
la valeur T, & la paroi & une valeur proche dg @ans une zone d'épaissefNfx) appelée couche limite
thermique.

V., Ve

A 4

A 4

— Couche limite
dynamique :
b V=V,

A 4

A 4

A 4

y ///’ z 5
[ 7 Lo,
X o, A

0 X X + dx L

Figure 5.6 : Schématisation du développement damehe limite dynamique sur une plaque plane

L’équation de conservation de la masse s'écris $otme intégrale (cf. annexe A.5.1) :

1% v+ [p Vinds=0
A Ot s

Ou n est la normale extérieurea

En régime permanent% =0. Appliguons cette relation au volume [abcd] représ sur la figure 5.6 :

- - 3 3 - -
[p V.nds= —p([udy} + p[judy] + [pVw .ndS =0
s 0 X x+d§

0 \bc P
Yo Y Y
flux masse flux masse flux masse
sortant par ab sortant par cd sortant par bc

Lo 3

Onendéduit: [pV, .ndS = —pi [ udy | dx
bc dx 0

L’équation de conservation de la quantité de mowrgran régime permanent (Théoréme d’Euler, cfeaan

A.5.1) s'écrit :

jp\7 (v.ﬁde: jp? dv+ | T dS= | TdS carf=0 (pas de force de volume due a un chaxtérieur)
s A s s

Ou T sont les forces extérieures (par unité de surfat)ercant par contact sur les faces de la surface
délimitant le volume\.
Appliquons cette relation au volume [abcd] :

- 3~
[pV (V.n ]dS: —p(j \% udyJ
z 0
Soit en projection suivant Ox :

RN 4] 4] - -
jpu(V.n]dSz—p(]uzdyJ +p(ju2dy] + [pUg (Vm.njds
s 0 X 0 x+dx bc

3~ o (- -
+p£jv udy] +jpvm[vm.njds (par unité de largeur)
0

X x+dx bc

N 4] 4] - -
jpu(V.n)dSz—p([uzdy] +p(ju2dy] +PpUy [ Vo, .ndS
s 0 X 0 x+dx bc
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D’ou en utilisant I'’équation de conservation denasse :
jpu(V ﬁ)ds—pi ?uzdy dx-pu a4 ?udy dx
5 ' dx {5 ®dx(p

Analysons les forces en présence suivant Ox :
- sur [ad] s’exerce le frottement pariétal
- sur [bc] comme le profil de vitesse est unifornh@,y a pas de frottement
- il n'y a pas de forces de pression puisque la pesst uniforme dans I'écoulement.

On peut donc écrire :

T \ d (2> d(? (o o -

[ TdS=-1,dx dou: -t1pdx=p—|[u“dy|dx-pu, —|[udy|dx car[pV|V.n |dS=]TdS
5 dx { 5 dx{ g 5

On en déduit —" 5 -4 {ﬁi (1—LJ d(lj } ()

P U " dx 0 Uc Uy o)

2
On cherche a priori la vitesse sous la forme sirdpla profil parabolique i =a+ b(%)+c(%)

00

La vitesse est nulle a la parai(y =0)=0
La continuité de la vitesse et du frottement adatiere de la couche limite impose les conditisnizantes :
u(y =3) = e

du
—(v=98)=0
Y (y=2)
On en déduit que:i =Y (Z—X] (b)
w O 0
ou u
et1,=H (—] =2u—=
p
Les relations (a) et (b) conduisenta:ZL =£@
pV, 0 15dx

2
Puis par intégration 5% = 30& ou encore (éj = 30L = 30
X puU, X Rey

Uo

Ug /Puw
Tp =20 — =2UUq [—
P H o H 30u x

2uu,, PUc
- : . ) Tp 30ux
On en deduit I'expression du coefficient de frotes: C;, = 1 = 1
2 2
_ uoo - uoo
2P 2P
On obtient finalement:  C; = 073
X 05
Rey

Une analyse plus précise (équations locales etihgpothéses sur la forme du profil de vitesse)duorait a
une constante de 0,664 au lieu de 0,73.

A pression constante, la variation d’enthalpie daystéme est égale a la chaleur fournie a ce sgst&m
appliquant ce principe a un volum®)(de surfaceX) et en négligeant la dissipation visqueuse (sommteene de
chaleur correspondant a la dégradation de I'énengiganique en chaleur), il vient :

19 H)dV+j[pH V+ ?qj nds

A0t s

ou H désigne I'enthalpie massique du quideaete vecteur densité de flux de chaleur.
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Transfert de chaleur par convection

Fluide a 1, o _
c_— Couche limite thermique :

T=T,

b’

L. :
E= A

X

x Paroia’y, x+dx

Figure 5.7 : Schématisation de la couche limitarique sur une plaque plane

Appliquons cette relation en régime permanent durme [a'b’c’d’] représenté sur la figure 5.7 pour fiuide
tel queH =c (T —TO) (la pression est supposée constante). La deresitéxdde chaleur conductif est nulle sur

la surface [b’c’] puisqu’a I'extérieur de la couclimite thermique la température est uniforme etitva,.
D’autre part, on néglige le flux de chaleur londinal (suivant Ox) devant le flux de chaleur trarsal (suivant
Qy), la température variant beaucoup plus rapidémens la direction Oy que dans la direction Oxp(ithiese
de couche limite). Il vient alors :

A A
—(pcpjquyj +(pcpjquyJ +pc, T, [UdS-qpdx=0
0 X 0 x+dx b'c'
ou gp =-A (Z—Tj est la densité de flux de chaleur échangé a la flawsitive si entrant dans le volume
Yy y=0

[a'b’c’'d]).
En appliquant la conservation de la masse au vo[ath&’d’, il vient :

LS A
[p V.ndS=p [udS= —pi[judyj
b'c' b'c' dx 0
d’'ou d 7 Tdy|d T d(? dy |d dx=0
‘ou: —|pcy (U X—pCy T, —| | U X— X=
dxppg y pCp dxgy dp
1 T-T
Ap .4 AIL 1-— P d(l] (©)
PCpUc (Tp—Too) dx| oUg T = Tp A
. T-Tp YY), (Y)Y
On cherche a priori la température sous la forme:—T =a+t b(Z)-FC(Kj
o~ 1p
La continuité de la température et du flux de almalanpose les conditions suivantes :
T (y=0)=0
To - Tp Y=o
T-T
p
=A)=1
T.oT, (y=2)
A (y=n)=0
dy
T-T
On en déduit que- P =l(2—l] (d)
To=-Tp A A
Ty —Te
Et:qp=—)\(a—T] =27\-P
ay y:O
1
Les relations (c) et (d) permettent d’écrire- dp =+i AJX(Z—X] 1—1 —ZL d(l]
PCoUn (Tp-Tw) dx| 03\ 3/ al a,)) \a
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On se place dans le cas du< d et on suppose que:%s 1 reste constant

La relation précédente devient c';\IorA:(;—A = 122 ,
X
Cy Uy, | 1——
P ( 5)
2
Vo X
Puis aprés intégration(:éj = 24 ! ou Re, = P
X Re, Pr ( rj U
ril-—
5
2
Par aiIIeurs:(éj = 30
X Rey
4

r est donc solution de I’équatiorr.2 =

— (€)
5Pr(1—)r
5

Dans le cas Pr = 1, la solution de I'équation @&)re= 1, les couches limites dynamique et thermiqut la
méme épaisseur et il y a analogie compléte endr&rdmsferts de chaleur et de quantité de mouverGésdt le
cas des gaz pour lesquels<Ft.
Le cas r <1 correspond au cas Pr > 1, c’est ledeakeau par exemple (Rr 7). Une solution approchée de

1
I'équation (e) est anrs% =Pr 3

La densité de flux de chaleur a la paroi s’écqf,:=h (Tp —Tw)= 2% (Tp —Tw)

1 1
hx 2x & 2 3
Et :Nuy =—=——=036Re, Pr
xTN T a - POR
. o ¥2 13
Un calcul plus précis conduirait a : Nuy, = 0332Re, Pr §5.5

Le flux global s’obtient par intégration dg entre x = 0 et x = L et on en déduit le nombréNdsselt moyen sur
la surface de longueur L :

N 2 1
Nup = 0664Re|_]/ pr3 (5.6)

Calcul approché

Dans les cas plus complexes ou une solution agalthe peut pas étre établie, on utilise des ativés
déduites d’expérimentations.

L'application de l'analyse dimensionnelle montreedia relation liant le flux de chaleur transféré pa
convection aux variables dont il dépend peut &gherchée sous la forme d’une relation entre moisbres
adimensionnels :

Nu = f (Re, Pr) (5.7)
Nu = h—D Nombre de Nusselt
A
Définis par : Re= pub Nombre de Reynolds
w
Colt
Pr= . Nombre de Prandtl

ou D est la dimension caractéristique de la géoenétonsidérée qui sera par exemple le diamétre

4xSectionde passage
Périmetre

pour un conduit cylindrique), le diametre extéripour un écoulement extérieur perpendiculaire &ube,

la longueur pour un écoulement a surface libreugerplaque...

hydraulique Dh = pour un écoulement dans un conduit (égal au di@metérieur
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Transfert de chaleur par convection

Le calcul d'un flux de chaleur transmis par corii@tforcée s’effectue donc de la maniére suivante
1. Calcul des nombres adimensionnels de Reynoldis Erandtl.
2. Suivant la valeur de Re et la configuratierchoix de la corrélation (fonction f dans la redatb.7).
3. Calcul de Nu par application de cette corigdhat

4. Caleul deh =" et de g = hs(T, - T, ).

Pour la convection forcée, les principales coriétet sont données en annexe A.5.2. Les propri¢tdside
T, +T
(Co, P, A, 1) sont calculées a une température moyenne diteceture de film T; =P =

5.2.4 Calcul du flux de chaleur en convection naturelle

Mécanisme de la convection naturelle

Considérons un fluide au repos en contact ave@ara plane a températufg. Si I'on porte la paroi a une
températurel = T, + AT, le fluide au contact de la paroi va s’échauffer gonduction et la masse du volume
unité va passer d® apg - Ap :

Fluide aTy, po Fluide aTo, po
1? =Ap é
Tp:TO Q V=1u Tp:T0+AT V=1u
7z =
t=0 t

Figure 5.8 : Représentation du mécanisme de coiovenaturelle

Il sera donc soumis & une force ascensionnélle -Ap g . Le principe fondamental de la dynamique
permet d’évaluer I'accélération du fluide :

Pour un volume unité : mg dou: Apg=py et yzﬂg
P

En introduisant le coefficient de dilatation culbéqudu fluide défini par = 1 (ﬂj , il vient :
p P

AT
y=-BgAT

B g AT est donc le module de I'accélération produite lfgapansion thermique due a la variatidm de la
températurel,. Ce mouvement du fluide induit par les différendesnasse volumique résultantes des gradients
de température va donner naissance aux couragngection.

Dans le cas d'un transfert de chaleur par conveatiturelle le long d'une plaque plane, le coedfitide
convection dépend des caractéristiques du flulde; U, ¢, B, g, de la paroi caractérisée par la longueur L et de
I'écart de températur&6 aux bornes du film, ce que I'on peut traduire yae relation du type :

o=f(\ p, 1 G B 0 LAT)

Dans le systéme M, L, B, Q, cette relation entre 8 grandeurs se réduitérelation entre trois nombres
adimensionnels :

Nu =f ( Gr, Pr) (5.8)

Définis par :
hD
Nu = A_ Nombre de Nusselt
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213
Gr =w Nombre de Grashof

Pr= Nombre de Prandtl

Signification physigue du nombre de Grashof

Lorsque la masse unité du fluide, soumise a l'araéibn g AT subit une variation daltitude L, la

conservation de I'’énergie permet d’écrire :
2

Y -pgaTL
2

2
—~ représente la variation d’énergie cinétiquedeg AT L la variation d’énergie potentielle.

On voit donc que le nombre de Grashof peut se enstius la forme :

2
Gr :E(U—Lp]
20 ¢

Il est donc proportionnel au carré d’'un nombreRkgy/nolds caractérisant I'écoulement. En pratique, e
convection naturelle, le courant qui prend naissaaste laminaire jusqu'a ce que le nombre de Gfadteigne
une valeur d’environ 0

Calcul du flux de chaleur en convection naturelle

L'application de l'analyse dimensionnelle montreedia relation liant le flux de chaleur transféré pa
convection aux variables dont il dépend peut &amherchée sous la forme d’'une relation entre tmormbres
adimensionnels : Nu = f (Gr, Pr) définis par :

Nu :h)L—D Nombre de Nusselt
2,3
Gr :[SQAT—ZpL Nombre de Grashof
p
Cplt
Pr= T Nombre de Prandtl

Le calcul d'un flux de chaleur transmis par conig@ctnaturelle s’effectue donc de la maniére suiwan

1. Calcul des nombres adimensionnels de Grashof Btatedtl .
2. Suivant la valeur de Gr et configuratienchoix de la corrélation.

3. Calcul de Nu par application de cette corrélation.

A Nu

4. Calcul deh = etde¢=hs(r -1,

Pour la convection naturelle, les principales datigns sont données en annexe A.5.3. Les proprigeé
fluide (G, p, A, 1) sont calculées a la température moyenne de filmnee en convection forcée.

5.3 Convection avec changement d’état

5.3.1 Condensation

Phénomeénes

Les échanges de chaleur entre une vapeur se camiens une paroi et la paroi proprement dite #iést
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Transfert de chaleur par convection

aux types de condensation qui dépendent essemteriledes interactions liquide-paroi.

Si le liquide ne mouille pas la surface, il se feralors en certains points des gouttelettes dedkqqui
ruissellent le long de la paroi . Ce type de cosdgan ne peut s’observer que si la paroi a unacilisse et
propre. Dans le cas d’'une condensation en gougtdisuide qui ne forme pas un film continu suipkroi offre
une résistance thermique négligeable.

Cependant, le type de condensation que I'on rene@dénéralement dans la pratique est la condensatio
film : la paroi est isolée de la vapeur par un fédontinu de liquide qui joue le role d’isolant theque entre la
paroi et la vapeur et fait chuter la valeur dufficient de transfert de chaleur par convectiorah @apport a la
condensation en gouttes.

Valeur du coefficient h pour la condensation em fil

La théorie de Nusselt, établie en 1916, relie dimplgment le coefficient de transfert h aux divyeasametres
physiques intervenant dans la condensation endfilm fluide sur une paroi :

Paroi verticale

Hypotheses :
- Ecoulement laminaire du film.
- Température de paroi constante.
- Gradient de température constant dans le film.
- Grand rayon de courbure du film de condensat.

0

<V

Film de condensat

dx

Xv
Figure 5.9 : Schématisation de la condensationuse paroi verticale

On notera J la température de saturation (rosée) de la vagtely (<T,) la température maintenue constante
de la paroi verticale.

Les forces s’exercant sur le systeme constituécaiide d’épaisseur dx compris entre ydett de longueur
unité suivant Oz (surface grise) sont :

- La force de pesanteurp, ¢ (6— y) dx

La force due a la vapeur d’eau déplacée g (6— y) dx

La force de frottement visqueux; du dx (hypothése du fluide newtonien)
dy

Le bilan des forces s’écritp, ¢ (6— y) dx =, du dx+p, g (6— y) dx
dy
En intégrant I'équation précédente entre y = 0=dyavec la condition limite u = 0 en y = 0, on obtien

,-pi-p)g (5y—1 yzj
Hi 2
Le débit massique de liquide condensé a une haxt@ar unité de longueur suivant Oz) est donné par

Yves Jannot 91



Transferts thermiques

mzip{(m -upv)g (6y—%y2ﬂdy:p| (p1-py)98°

| 3,
Le flux de chaleur cédé par le condensat a la gandia hauteur dx s’écrit :
Ty T,
¢X:)\dx(a—Tj =adx—<4—P
a}/ y:O

Entre les hauteurs x et x + dx, I'épaisseur du fleniquide passe dead + dd du fait de la condensation sur
la hauteur dx. La quantité de vapeur condensée grat x + dx s’écrit :

dp (P1-py)gd® |, _d A (b1 -py)gd° B e=p (o1 -py)gd° dd
dx| " 3y ! 3y, dx | My

dd

Le flux de chaleur cédé par le condensatatai doit étre égal a la chaleur latente de cosaltion libérée
par la quantité de vapeur calculée ci-dessus soit :

- 52 dd Ty-T
o (P pvu)g AH = dx 96 p
|

L’intégration de cette équation avec la conditiomte 6= 0 en x = 0 conduit a :
1

6=[4u| A x (T, —TP)T

gAHp, (p, —py)

Ty -T

Le coefficient de transfert de chaleur local (epaj) convection vérifie h, dx (Tg —Tp)= Ay dx 9 _P
. A
Dou: h, =—
e}

1
Soit: 1. =| 9AHP (P —p A |4
S A x (T -Ty)

Le coefficient de transfert moyen s’obtient en gmént le coefficient local sur la hauteur L de iaface

L
condensante : h, zljhx dx
L
0

Soit finalement : v 3 Ly, AT (5.9)

- ( A°pi° gAH J%‘

Avec :
AH : chaleur latente de condensation (F)kg
AT : différence entre la température de rosée dapewr et la température de la paroi (°C)

L: hauteur de la paroi (m)
Condition de validité : Re < 2100

Considérons par exemple le cas d’'un tube vertiealidmeétre extérieur De.
Soient M : débit massique de condensat

S :section de passage du film liquide
On définit le diamétre hydraulique,du film par :

i u
s,ano\n passa}gfe _4 S dou Re= p; uDy, _ P 4S _ 4M
périmetremouillé miDe M M nDe y, mtDe

D, =4

La condition de validité s’écrit donc dans ce cas% <2100
K e

Remarque
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Les grandeurs physiques relatives au liquide seaiuées a la température du film définie par lanige de

3T, +T,
Drew: Ty =———
4

Tube horizontal

Une valeur moyenne de h pour un tube horizontal @ea calculée par :

M3p2gaH J%‘ 510

hy = 0725
Dep, AT

Avec la condition de validité :Re= i <2100
K, tDe

Comparaison entre tube horizontal et vertical

Si I'on note 1, la longueur du tube vertical et Pl diameétre extérieur du tube horizontal, le rappes
deux expressions de h conduit a :

h = 0769 Ly
h, Dey,

D'ou h, > h, si L, > 2,86 Dg ce qui est pratiquement toujours le cas. Dans [émes conditions de
température, le coefficient de transfert est plagésur un tube horizontal que sur un tube vdrtica

Dans le cas des condenseurs a faisceaux tubul@sesibes n’étant pas tous dans un méme planambaiz
le liquide tombant d'un tube va « épaissir » lenfijui existe sur le tube situé en-dessous de lgiotie que le
coefficient de transfert de chaleur h est moingé&hur les tubes inférieurs.

En tenant compte du recyclage du condensat suules inférieurs, Nusselt a proposé la relationasite
pour calculer la valeur moyenne de h pour un enkeddN tubes situés dans un méme plan vertical :

hp = 0,725[ (5.11)

N Dep; AT

A° P gaH ]%‘

L'expérience a montré que cette formule théoriqoeng des valeurs de h inférieures a celles détéasin
expérimentalement et qu’il convient de multiplier valeur de h donné par la formule (5.9) par unefac
correctif selon la formule suivante :

— — C,AT
hh corrigé — hh 1+ O’Z(N B 1) (5.12)
AH

5.3.2 Ebullition

Formation des gouttelettes et des bulles

La pression d’équilibre d’une gouttelette de liquidans sa vapeur est de la forme (T)= pS(T) +£ ,
r

cf. figure 5.10. Si ¢ —» 0 alors py - o, donc une gouttelette ne pourrait théoriquenpest prendre
naissance dans une vapeur qui est un milieu corltoms du refroidissement d’une vapeur a pressarstante,
la condensation va donc étre initiée sur des « gemnde trés petits diamétres (poussiéres en sispetans
latmosphére par exemple) & une températugeinférieure & la température de saturatiofp)l Le

développement de la condensation va ensuite awoir @ffet d'augmenter la taille des gouttelettedigtinuer

I'écart entre Jet T4p).

De maniere analogue, lorsque I'on chauffe un liguidn suppose que sur les parois chaudes sur llesgse
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produit I'ébullition se trouvent des discontinuit@eetites cavités contenant de I'air) qui serveat‘germes”
favorisant la naissance de bulles de petit dian@&etiee température, Bupérieure a la température de saturation
T«(p). Le développement de I'ébullition va ensuit@iaypour effet d’augmenter la taille des bulled@hinuer
I'écart entre Fet Ty(p).

[ON
Courbe d’équilibre
d’'une surface plane
de liquide
Courbe d’équilibre
d’une bulle de vapeur
de rayon g
Courbe d’équilibre .
Prg (T) |- e d.’un.e gouttelettede |~ '
liquide de rayong !
]
|
20 | :
r ! I
b ! :
! 1
! 1
Liquide l '/ Vapeur
O SESSTEEESRREREL oo /o Yap
1 ! |
! ; !
Prio (T) f--mmmmm oo - 4: ----------------- 1 :
: Sous-refroidissement; Surchauffe I T

Figure 5.10 : Diagramme général d’équilibre liquidapeur

Les différents régimes d’ébullition

Les variations du coefficient de transfert de chaleen fonction de I'écart de températilige- T(p), ou T,
est la température de la paroi chauffée, préselgenéme allure pour un grand nombre de liquiééss sont
représentées par le graphe de Nukiyama (cf. figLirg).

Zone AB

Bien qued, > B4p), il N’y a pas encore naissance de bulles. ldéde paroi-liquide s’effectue par convection
naturelle et obéit a la loi de Newtongi = hS(Tp —Tw), h se calculant par les corrélations concernant la

convection naturelle (cf. annexe A.5.2). Une évapion se produit sur la surface plane et libreiduidle en
contact avec l'air.

C

h 4

_______________________ﬂ_
X

»

0 Tp—T<(p)

Figure 5.11 : Représentation schématique du grajghBlukiyama
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Zone BC

Les bulles montent en colonne a partir de poit€ssde la paroi : les « sites » avec une fréqudad®rdre
de 100 par seconde. Ensuite les bulles devienreplus en plus nombreuses et isolent presque notalela
paroi par une couche de vapeur presque contingatuation de la chaleur s’effectue principalenmsmis
forme de chaleur latente de vaporisation. C’egblae d’ébullition nucléée

La densité de flux de chalew transférée dans cette zone peut étre calculédapéomrmule suivante
(Rosenhow, 1985) :

c AT _
AH (PR )?

® 033
o

5.13
u AH Va(p -pv)l (5139

Ou: g Capacité thermique du liquide
AT  Ecart de températuré, — T¢(p)
AH  Chaleur latente de vaporisation
Py Nombre de Prandtl du liquide a saturation

o Tension superficielle (valeur pour I'eau dansaleléau 5.2)

g Accélération de la pesanteur

o] Masse volumique du liquide

Py Masse volumique de la vapeur

C Constante déterminée expérimentalement (cfuvaldans le tableau 5.3)
s s =1 pour I'eau, 1,7 pour les autres liquides

Tableau 5.2: Valeur de la tension superficielle pleau (d’aprés Holman, 1990)

Température Tension
saturation superficielle

°C 10° N.m"
0 75,6
15,6 73,3
37,8 69,8
60 66,0
93,3 60,1
100 58,8
160 46,1
226,7 32,0
293,3 16,2
360 1,46

374,1 0

Tableau 5.3: Valeurs de la constante C pour diversmnfigurations fluide/surface chauffante
(d'aprés Holman, 1990)

Configuration C

Eau-Cuivre 0,013 Benzénze-Chrome 0,010
Eau-Platine 0,013 Alcool éthylique-Chrome 0,027
Eau-Laiton 0,006 n-Pentane-Chrome 0,015
Eau-Cuivre poli a I'émeri 0,0128 | n-Pentane-Cuivre poli a I'émeri 0,0154
Eau-Acier inox poli 0,0080 | n-Pentane-Nickel poli a I'émeri 0,0127
Tetrachlorure de carbone-Cuivre 0,013 Alcool isopropylique-Cuivre 0,00225
Tetrachlorure de carbone-Cuivre pol 0,007 Acool n-Butyl-Cuivre 0,00305

Point C
La couche de vapeur isole totalement la paroi duidie et la chaleur ne peut plus se transmettrepque

l'intermédiaire de la vapeur de trés faible conditét thermique. L’augmentation brutale de la risise
thermique va provoquer une brusque augmentatiola dempérature de la paroi chauffante jusqu’'a wean
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qui va permettre d’évacuer le flux fourni a la paada fois par conduction-convection et par rayament. On
passe ainsi brusquement du point C au point D dotmpérature dépasse largement 1000°C, on anfdsida
paroi dans la plupart des cas, c’est pourquoi ietfid est appelé point de burn-out

La détermination du point de burn-out est capitides I'étude de I'ébullition pour d'évidentes raisade
sécurité. La corrélation la plus utilisée pour ddéieer cette densité de flux de burn-out est lante (Zuber,

1958) :

Zone CD
Zone instable.

Zone DE

P,
= AH
Ono o

[og(m —pv)r1 (1+

p,’

Py

P

1

;

(5.14)

Zone d’ébullition pelliculairedans laquelle le transfert de chaleur de la paecs \e liquide s'effectue par

conduction et par rayonnement a travers la couchérue de vapeur. Les coefficients de transferthieur
peuvent se calculer par (Bromley,1950) :

Conduction :

Rayonnement :

Global :

1
h =062 )‘vs Pv (pl _pv)g(AH"' 014va AT) 4
c duy, AT
_o¢ (Tp4 —Tsaf)
' Tp ~ Tsat

(5.15)

(5.16)

(5.17)

La relation empirique (5.17) nécessite I'utilisatidune méthode itérative pour calculer le coeffidiglobal h.

Intérét du transfert de chaleur par ébullition

Outre dans les générateurs de vapeur d’eau lardartiksgés dans les industries agro-alimentairgexiles,
ce type de transfert est utilisé pour I'extractim trés importantes puissances calorifiques arpatisurfaces
trés réduites : refroidissement de coeurs de réectricléaires, de moteurs de fusée... du faivdiesirs élevées
des coefficients de transfert, de I'ordre de 100 W0ni*°C™.
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Introduction aux échangeurs de chaleur

6 INTRODUCTION AUX ECHANGEURS DE CHALEUR
6.1 Les échangeurs tubulaires simples

6.1.1 Geénéralités. Définitions
6.1.1.1 Description

Un échangeur de chaleur est un systéme qui perengtdsférer un flux de chaleur d’un fluide chaudna
fluide froid a travers une paroi sans contact diemtre les deux fluides.

Exemples radiateur d’automobile, évaporateur de climatise.

Un échangeur tubulaire simple est constitué de tigles cylindriques coaxiaux. Un fluide (généraletie
chaud) circule dans le tube intérieur, I'autre dbespace compris entre les deux tubes. Le tranhdiechaleur
du fluide chaud au fluide froid s’effectue a tras/é& paroi que constitue le tube intérieur :

+— Isolant thermique
Fluide froid —— / Surface $ R ' hy
7 7 i
h
Fluide chaud——| Surface $ h T ! I I r rs
— e s e e ¢ e e e e ¢ e ¢ e s o e e e — — — — — _eml s — e — - _’
0 L X

Figure 6.1 : Schéma d’un échangeur tubulaire simple

6.1.1.2 Hypothéses

Dans les calculs qui suivent, nous avons retenhypsthéses suivantes :

- Pas de pertes thermiques : la surface de sépaestidem seule surface d’échange.
- Pas de changement de phase au cours du transfert.

6.1.1.3 Conventions
Le fluide chaud entre dans I'échangeur a la tentpied; et en sort a i, le fluide froid entre ar,. et sort a

Tos
Deux modes de fonctionnement sont réalisables :

Co- courant Contre — courant
Tze —> T2 T AT > TZS TZS D a— T2 T AT |e—— T2e
Tle —> Tl l — Tls T]_e — Tl l — Tls

Figure 6.2 : Schématisation des fonctionnements@oarant et a contre-courant
6.1.2 Expression du flux échangé
6.1.2.1 Coefficient global de transfert

Une premiére expression du flux de chaleur tragsfians un échangeur peut étre déterminée en écrivan
gu'il est égal au flux de chaleur perdu par leduchaud et au flux de chaleur gagné par le flrimid pendant
leur traversée de I'échangeur :
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¢ = m Cp1 (T:Is _Tle): rﬁchz (Tze _TZs)

Les produitsqe; = my C,, et g, = rﬁz Cp2 Sont appelés les débits calorifiqukes deux fluides.
Le flux de chaleur peut donc finalement s’écrire :

b=dg (Tle ‘Tjs):qu (Tos —T2) 6.1)

Par ailleurs, le flux de chalegrtransmis d'un fluide 1 a un fluide 2 a traverp&aoi d’un tube cylindrique

s'écrit :
r
In| -2
1 r 1

+ +
2nh,r L 2niL  2mh,r,L

Dans les échangeurs de chaleur, on choisit de rigoge flux de chaleur échangé a la surfage2mr, L,
soit d’écrire: ¢ =h S AB. Le coefficient global de transfert h d'un éebaur de chaleur s’écrit donc :

rzln(rzj
h= r_2+—r1+i+R

-1

(6.2)

en

Ren st une résistance thermique due a I'encrassetesndurfaces d'échange dont il faut tenir comptésap
guelgues mois de fonctionnement (entartrage, dépétsosion,...).

On trouvera dans le tableau ci-dessous les ordrggahdeur de h pour des échangeurs tubulairesres et
métallique.

Tableau 6.1 : Ordres de grandeur du coefficiertb@lde transfert h de divers types d’échangeurs

Coefficient global de transfert
h (W ni®°Ch
Liquide-liquide 100-2000
Liquide-gaz 30-300
Condenseur 500-5000

6.1.2.2 Cas ou h est constant

Fonctionnement a co-courant

Il faut d’abord établir la relation liant le flude chaleur transmis dans I'échangeur au coeffigotial de
transfert h et a la surface extérieure Béchange. Cette relation est fondamentale car pHrmet de
dimensionner un échangeur, c'est a dire de caldalesurface d’échange nécessaire pour transférdtumn
imposé.

Pour cela, on effectue un bilan thermique de lgigodféchangeur comprise entre les distances x+etix de
I'entrée de I'échangeur :
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OO

— T,! + T, +dT, -
i N
[N Tli h i T1+dT1 -
I T e T T T >
0

Figure 6.3 : Schéma des flux élémentaires dansharégeur tubulaire simple

Le bilan thermique consiste a écrire que le fluxhaleur perdu par le fluide chaud lors de songgEsentre
les plans d’'abscisse x et x + dx est passé ingmeait a travers la paroi de séparation des deigefiisoit :

Qg dT = hdS, (T, - Tp)

. . . . . . dTy hds,
L’équation du bilan thermique s’écrit= =-

T,-T, UQu

T, dépend de Tdonc avant d'intégrer, il faut établir la relatiiant ces deux grandeurs. Pour cela, on
effectue le bilan thermique de I'’échangeur eneatfée de I'échangeur et I'abscisse x en écrivaatlg flux de
chaleur perdu par le fluide chaud a été intégratgémézupéré par le fluide froid soit :

s q
qd(Tle_Tl):qcz (TZ_TZe) d'ou T2:T2e+_d(T1e_T1)

c2

Nous pouvons alors écrire en intégrant sur la sarfatale d'échange,S

_sz hds, _Tfs dT _Tfs dT
0 da T -9 (T -T)-Tx Te (1+qcl J Tl—( Ga T]e+T28]
2 Ade2 A2
hs "
Dlow: —— 2. =+ In[(1+ Ja }Tl—(—qd TJE+TZEH
a1+ 9a Uc2 Ae T,
ch
Soit :
hS
L B {ml[u—qd JTB—[—% TE+T29J]—In[[1+—q"" JTE—[—% Tf%ﬂ}
g 1+q7d U2 e L Ocz Uc2 Y
de ~

Tle - T2e
L'écriture du bilan thermique global entre I'entrétda sortie de I'échangeur :

b=0y (Tle _T:Is):qCZ (Tzs _T2e)

Permet d’écrire : q—‘ﬂT]e +T,, :q—‘ﬂT]s + T,
Ae Ae
S hS, 1 T~ Ty
En reportant dans I'équation intégrée, il vient= = In
g 1+ 9a T~ Ty
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On peut également exprimeil; en fonction des températures des fluides :

1+q7C1
ch
1 _ 1 _ T]e_T]S
1+q7d 1+ ToTa Te T *+T Ty
Ue Te Ty
hS T

e Vi r{ Ty Tzs]
Ja T Tt Ty =Ty Te Ty

D’ou la relation : —

Tie- Toe Qui représente I'écart de température entrauiddlchaud et le fluide froid a I'entrée de I'écbaar
peut étre NotéAT, = T4 - T, ON écrira de méme a la sortie de I'échang@is = Ty - Tos .

AT, - AT,

AT
In( S J
AT,
Le premier membre de cette équation représenteXalé chaleur totalp transféré dans I'échangeur.
AT, - AT
S e

Le rapport : ———— est la moyenne logarithmique (MLDT) de I'écAft entre I'entrée et la sortie
AT
In [ ]

L’'expression précédente peut alors se mettre sofasihe : q Cl(TjE - T]S) =hS,

S

e
de I'échangeur.

Le flux de chaleur échangé se met donc finalenmus & forme :

¢ = hS, AT, (6.3)
AT, - AT,
Avec : ATy, = AT (6.4)
In s
AT,

La distribution des températures des fluides g lde I'échangeur présente l'allure suivante :

A
Tle -
T
Tiim *°
TZS
TZe —
0 >
L X

Figure 6.4 : Evolution des températures dans uraagleur tubulaire fonctionnant a co-courant
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Remarques

- En aucun cas on ne peut avdi > T, car a partir de I'abscisse ou les deux fluidesiseat a la
méme température il n'y aurait plus d’échange ddealr possible.

- Les deux fluides voient leurs températures se mabmr d'une température limite;,), cette
température est donnée par :

T = Ue1 Tle *+dc2 T2e (6.5)
lim =
Oc1 *0c2

Fonctionnement a contre-courant

On montre que la relation (6.3) s’appliqgue aussntd un échange a contre-courant qu'a un échaege a
courant, mais les expressionsAle et deAT, ne sont pas identiques dans les deux cas :

Co-courant Contre-courant
ATg =Ty - Ty AT, =Ty~ Ty (6.6)
ATe =T Ty AT =Ty - Ty

La distribution des températures dans un écharggeantre-courant présente I'une des allures suggant

r s r s

Tie Oc1 < G2 Tie Oc1> G2

T25 : :
 Tis |
' T2£ |
O 1 > 1 >
X 0 X

Figure 6.5 : Evolution des températures dans uraégleur tubulaire fonctionnant & contre-courant

Oe1< Ge2: On dit que le fluide chaud commande le transf&irtl — o alors Tis — Ty €t TosZ Toe

01> Ge2: On dit que le fluide froid commande le transfeBi. L — o alors TBs — Tie €t TisZ Toe

Remarque
- Dans un fonctionnement a contre-courant il estiptesd’obtenir Tos > Ty

- Il est par contre impossible d’obtefigs > T1e OU Tis < Toe.

Comparaison des deux modes de fonctionnement

Dans un échangeur tubulaire simple, le flux de almaltransféré est toujours plus élevé avec un
fonctionnement a contre-courant édrr,, est plus élevé.

Exemple: T1e=90°C T,;5=35°C
Toe=20°C T,s=30°C
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(90- 20) - (35- 30)

Co-courant : AT = =246°C
90-20
In| ——
35-30

Contre-courant : AT = (90-30) - (35- 30) =325°C
90-30
In| ———
35-30

A chaque fois que cela sera possible on choising da fonctionnement a contre-courant.

Plus généralement, un échangeur de chaleur degooatfiion quelconque aura des performances toujours
supérieures a celles de I'échangeur tubulaire simplco-courant et inférieures a celles d’un échangibulaire
simple en contre-courant.

6.1.2.3 Cas ou h n'est pas constant

On utilise dans ce cas la méthode de Colburn dguitigipothése que le coefficient global de tramsfevarie
linéairement en fonction d&T : h = a + PAT.

Nous pouvons écrire :
- Alentrée de I'échangeur : ¢k a + bAT,
- Alasortie de I'échangeur ;s b a + bAT,

- . he —h he —h
Les coefficients a et b s'expriment parb=—2—2— et a=h, - —>—>— AT,
ATg - AT ATg — AT
Le bilan thermique de I'échangeur entre les abssigset x + dx s'écrit toujours :
, dT, hdS,
-0, dT, = hdS, (T, -T,) soit =-
-1 g

TJS
Le calcul de j -1 aprés avoir exprimé h & en fonction dél'; conduit au résultat final suivant :

Te h (Tl - TZ)

_ hg ATy —hg AT,
- 2
In %
hg AT,

Remarque Dans le cas ou h ne varie pas linéairementaurl¥changeur, on découpera celui-ci en autant de
morceaux sur lesquels on pourra faire I'hypothésrealvariation linéaire de h.

0] (6.7)

6.1.3 Efficacité d’'un échangeur

6.1.3.1 Définition et calcul

On définit I'efficacité d'un échangeur comme le papt du flux de chaleur effectivement transféré -dan
I'échangeur au flux de chaleur maximal qui seraihsféré dans les mémes conditions de températigesée
des deux fluides dans un échangeur tubulaire dgukur infinie fonctionnant a contre-courant :

o
- (6.8)
rl ¢ma)

Cas ou g < g, le fluide chaud commande le transfert :

Si L - o alors Tig » Ty d'oOU : ¢max:qc1(Tle_T2e) et ¢:qc1(T1e_T:ls)
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On définit alors une efficacité de refroidissement

T,.-T
_ B (6.9)

T~ Tx

le

Cas ou g < g , le fluide froid commande le transfert :

Si L alors Tos— Tedol: ¢, =q, (T, -T,) et ¢=q, (T.-T,)

On définit alors une efficacité de chauffage :

a7 Toe (6.10)

T.-T

le

nc:

2

6.1.3.2 Signification du rendement

Lorsque le but recherché par l'installation d’'urha@egeur est de récupérer de la chaleur, la noteon d
rendement prend toute sa justification du pointrde économique. Considérons I'exemple le plus snalin
échangeur fonctionnant a co-courant destiné a éeuple la chaleur sur des fumées. Appelons Fxespr€ du
métre carré d’échangeur (supposé constant) eg&iteen € par W récupéré sur le fluide chaud.

Le gain total engendré par I'échangeur est: G.®G C qt1 (T1e- T19)

Le codt de I'échangeur est supposé proportionrsal gurface: D =S . P ou S est la surface dieghan
m’. Le bénéfice généré par linstallation de I'échamngs’écrit: B = G — D . Ces différentes grandesmst
représentées schématiquement sur la figure 6.6.

A A D=f (S)
G R
— T.=h(S)
0 Se S S 0 Se s

Figure 6.6 : Représentation simplifiée du bénééingendré par un récupérateur de chaleur.

On constate que le bénéfice atteint un maximum pow certaine valeur.%le la surface d’échange.
L'augmentation de la surface d’échange au-dela.qeBnet d’augmenter le rendement mais a un effetrse
sur le bénéfice. Il existe donc une limite éconami@ pour la surface d’échange de ce type d’échangeur d
chaleur.

6.1.4 Nombre d'unités de transfert

6.1.4.1 Définition
" . . . hS ) o .
On appelle nombre d'unité de transfert noté NUTrdpport adimensionnel—2 qui est aussi égal a
Ja
Tie~Tx

AT pour le fluide chaud dans le cas d’'un échanggurlaire simple :
m
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NUT, = hS, _ Te-Ts (6.11)
Uca AT

Le NUT est représentatif du pouvoir d’échange delangeur. Nous allons montrer dans ce qui suiit egt’
lié a l'efficacité de I'échangeur et que son uditien permet de simplifier les calculs de dimensament des
échangeurs.

6.1.4.2 Relation entre NUT et efficacité

Considérons le cas d’'un échangeur tubulaire sifigquietionnant a contre-courant et supposons quielildef
T.-T
le Is

chaud commande le transfert; § g2 donc n, =———-
Te Ty

Posons z= Ha <1etATmax=Tie—Toe
A2

hS,  Te-Tg ln(ATsJ

NUT; = =
g ATs-AT, |\ ATe

ExprimonsAT, etATs en fonction déAT.x€tN,, NOUS pouvons écrire :

~T, =T -To+T,-Ty=-n, AT, +AT__ =AT__ (1-n,)

max

AT =T,

AT, =T, —T, =T, ~Ty +T, -T,=AT__ -z(T, -T.)=4T__ (1-zn,)

Nous en déduisons I'expression du NU&R fonction d\T ., et den, :

AT 1-1,) } 1 In(l—znr]

1-z 1-n,

ATmax M, | [
ATmax (1_nr)_ATmax ((1_an)) ATmax (1_Zr]r)

NUT, =

En reprenant ce calcul dans le cas ou le fluidiel tommande le transfert puis pour un fonctionneraeco-
courant nous obtenons les relations généralesrsesa

Co-courant Contre-courant
NUT,., _—nf1-(1+2)] T, =L |n(" —1]
s 2=l Az -l (6.12)
_1-exp [‘ NUT pay (1+ Z)] _1- exp[— NUT iy (1- z)]
n= 1+z n= 1- zexp[— NUT ax (1— z)]
Avec : NUTmax = E et z= Aemin
cmin Oemax

Cas particuliers
- Pour tous les types d’échangeuns=1-exp(-NUT, ) et NUT,_ =-In(l-n) si z=0.

i R NUT, .. i
- Pour I'échangeur a contre-couram{ = ———— et NUT__ =—— si z=1.

n
NUT _ +1 1-n

max

L'utilisation de ces formules a permis d’établis baques présentées en annexe A.6.1.
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6.1.5 Calcul d’'un échangeur
6.1.5.1 Températures de sorties connues

Le coefficient global de transfert h ayant été gkiicon connait : @ G, T1e T1s T2e €1 T2 ON peut utiliser
I'une des deux méthodes suivantes pour calcyler S

Méthode MLDT:

- Oncalculed =q,, (T, —~Ty) =0y, (TZS - TZe)

AT, — AT,
Oncalcule AT, =—3—°%
AT
In S
AT,
- Onendéduit S, :L
hAT |
Méthode du NUT:
- Oncalculenet z= Yemin
quaX

- On détermine NUT,, par utilisation des formules (6.12) ou des abaque

- OnendéduitS, = NUT .« qc|:1in

6.1.5.2 Températures de sortie inconnues

Le coefficient global de transfert h ayant été al#icon connait : g, G, T1ie Toe €t S. On peut utiliser I'une
des deux méthodes suivantes pour calcTijget Tos:

Méthode MLDT:

Son application nécessite la résolution (complep@) des méthodes numériques du systeme de deux
équations :
g (To,—Ty)= SAT,,

Ucy (T]e - Tjs):qcz (Ta _TZe)

Méthode du NUT:

- Oncalcule NUT,,, = hsS et z=Jdomin

cmin U cmax
- On déterminen par utilisation des formules (6.12) ou des abaqless I'expression dg ne
figure qu'une seule température inconnygoll Tos que I'on calcule.
- On détermine la deuxiéme température inconnueeplaitdn thermique global de I'échangeur :

Ucy (Tle - T]s): U2 (Ta _T2e)

Remarque La méthode du NUT qui s'applique directementssamoir recours a des méthodes numériques
complexes est a préférer dans ce cas de figure.

6.2 Les échangeurs a faisceaux complexes

6.2.1 Généralités

Nous avons jusqu’alors étudié le modeéle le pluspind’échangeur que I'on puisse concevoir a savoir
I’échangeur tubulaire simple. Il est toutefois ife avec ce type d’échangeur d’obtenir des sedat’échange
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importantes sans aboutir a des appareils tres dwemns. C'est I'une des raisons qui a conduit detidper
d’autres géométries d’échanges.

6.2.2 Echangeur 1-2

C’est I'échangeur a faisceau le plus simple : led# circulant dans I'enveloppe effectue un sewspge
tandis que le fluide circulant dans le tube effe@uou 2n) passages :

1 passage en enveloppe
vl

‘_
(( | 2 passages en tube
—>

]

Figure 6.7 : Schéma d’'un échangeur 1-2

Une passe en tube s'effectue a co-courant aveoulément en calandre tandis que l'autre s’effec@ue
contre-courant (cf. figure 6.7). L’écoulement aniant est moins efficace que I'écoulement & cecdrgant,
I'échangeur 1-2 a donc une efficacité compriseeeodile d’'un échangeur tubulaire fonctionnant &aorant et
celle d'un échangeur tubulaire fonctionnant & aetyurant.

Comme pour I'échangeur tubulaire simple, il exigtee relation reliant le nombre d’'unités de trartsfer
maximal NUT.« et I'efficacitén de I'échangeur :

| 2m —1-z-f+ 22"
NUTmax:_(l"'Zz) Fin 2/: —1—;((1:2;1/2

1+ exp[— NUT, o 1+ 22)} 2}

1- exp[ NUT, . (1+ 22)1/2}

(6.13)
-1

n=2 1+z+(1+22)u2

On trouvera également en annexe A.6.1 les abaquaddiséa partir de cette relation. Le calcul d’'un
échangeur 1-2 s'effectue en appliquant la méthadeNUJT telle qu'elle a été décrite pour les échamgeu
tubulaires simples.

6.2.3 Echangeur 2-4

Lorsque I'échangeur 1-2 ne permet pas d'obteniraffieacité supérieure a 0,75, on cherche a seroahpr
davantage de I'échangeur a contre-courant en affatt2 (ou plus) passages en calandre. L'échari@ydur
comporte une chicane longitudinale de sorte quiuide en enveloppe effectue 2 passages. Le fldalts le
tube effectue 4 (ou 4n) passages (cf. figure 6.8).

Comme pour I'échangeur tubulaire simple, il existee relation reliant le nombre d'unités de trartsfer
maximal NUT., et I'efficacitén de I'échangeur :

[1 N2 2) (1- n12)2]
ll N1-22) (1-N1-2 )2] z (6.14)

N2-4
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Ou:n,, estlerendement de I'échangeur 1-2 fonctiondant les mémes conditions donneé par la relation
(6.13).

2 passages en enveloppe

|
|
|
|
| |

<«— 4 passages en tube

D)

—

|

Figure 6.8 : Schéma d’'un échangeur 2-4

On trouvera également en annexe A.6.1 les abaqabdiséa partir de cette relation. Le calcul d’un
échangeur 1-2 s'effectue en appliquant la méthadeNUT telle qu'elle a été décrite pour les échamgeu
tubulaires simples.

6.2.4 Echangeur a courants croisés

Les deux fluides s'écoulent perpendiculairement Bul'autre. Un fluide est dit non brassé s'il géle dans
une veine divisée en plusieurs canaux parallélesndts et de faible section, il est dit brassésdkn cas
contraire. Le brassage a pour effet d’homogéndessrtempératures dans la section droite de la véies
échangeurs a courants croisés sont surtout utpisés des échangeurs entre un gaz circulant endraaet un
liquide circulant dans les tubes.

N

Liquide

Gaz

&4
§8¢
xaa

7

Gaz/ \A

_ Liquide
Un fluide brassé et un fluide non bre Deux fluides non brass

Figure 6.9 : Schéma de deux types d’échangeursigants croisés

Comme pour I'échangeur tubulaire simple, il exigtee relation reliant le nombre d’'unités de trartsfer
maximal NUTa et I'efficacitén de I'échangeur :

Deux fluides non brassés :

-z NUT?%8)-1
=1- exp[ eXp( z max ) ] (6,15)

n =
z NUT 222

max
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Deux fluides brassés :

n= 1 + z 3 1
1-exp(-NUT 1-exp(-NUT _ z) NUT (6.16)

max max

max)

NUT, = —In{1+% In(1-n 2)1

Un fluide non brassé :

Fluide commandant le transfert. (¢) non brasseé :

n :%{1—exp[—z (1—e_NUTmaX)]}

1 (6.17)
NUT oy = —In[1+ = In(1-n z)}
z
Fluide commandant le transfert, () brassé :
1
n=1- exp{—(—] [1— exp(—z NUTmaX)]}
z
(6.18)

NUT,, = —% In[1+ zIn(1-n)|

Le calcul d’'un échangeur a courants croisés s'afeeen appliquant la méthode du NUT telle qu'eliété
décrite pour les échangeurs tubulaires simples.tr@uvera en annexe A.6.1 des abaques représergant c
différentes formules.

6.2.5 Echangeurs frigorifiques

Une installation frigorifique comporte au moins gé&changeurs de chaleur :
- Un condenseur dont le but est dassurer le transfierchaleur du fluide frigorigéne au milieu
extérieur
- Un évaporateur dont le role est d’assurer le teahgfe chaleur du milieu a refroidir au fluide
frigorigéne.

Ces deux échangeurs se caractérisent par un éantldiphasique du fluide frigorigéne.

6.2.5.1 Condenseurs

Dans un condenseur, la phase liquide du fluideofiigetne apparait dés que la température de lacguda
refroidissement devient inférieure & la températdeesaturation du fluide frigorigéne sous la prassie
condensation. Ceci se produit a une distance &ibkefde I'entrée du condenseur, pratiquementeégbut s'il
s’agit d'un condenseur a eau. On peut ainsi obsequasiment dés I'entrée de I'’échangeur, la p@&senntre la
paroi froide d’'une mince couche de liquide surueace de laquelle un film de vapeur saturée seease.

108 Cours Transferts thermique§™année Ecole des Mines Nancy



Introduction aux échangeurs de chaleur

On peut dés lors considérer que la températurdudieffrigorigene est constante et égale a la teatpée de
condensation. Si I'on admet que le coefficient globbe transfert h est constant, le profil des temipées a
l'allure suivante :

T1e = Tis= Teondensation

A4

Tls

S

Figure 6.10 : Evolution des températures dans umdemseur

6.2.5.2 Evaporateurs

Noyés
Dans ce type d’échangeur, I'évaporation se praadigxtérieur des tubes complétement « noyés s ¢tan

phase liquide. Si la perte de charge due a lalation du fluide frigorigéne est négligeable, lmp#rature de ce
fluide est constante tout au long de I'évaporagt@gale a la température d'évaporation :

A

Tle-

A\ A

Toe = Tos = Tevaporation

0 S

Figure 6.11 : Evolution des températures dans wapévateur noyé

Comme dans ces échangeurs le titre de vapeuraesteca de 75%, le coefficient d’échange est velatent
élevé et peut étre considéré comme constant. lfacsud’échange nécessaire se calcule de la mémémmane
pour une autre type d’échangeur.

A détente séche

Dans ce type d’échangeur, I'évaporation se praalliintérieur des tubes dans lesquels le fluidgdiigene
circule. Du point de vue des transferts thermiqdesx points différencient ces évaporateurs destpents :

- Pour éviter tout risque que du fluide liquide pémédans le compresseur, les vapeurs sont
Iégérement surchauffées ce qui entraine une \amidi la température du fluide frigorigéne dans
la partie terminale de I'échangeur.

- Pour les titres de vapeur supérieurs a 75%, Ieficmeft de transfert coté fluide frigorigéne chute
brutalement ce qui ne permet plus de considérepdéficient global de transfert h comme constant.

Pour dimensionner ces échangeurs, il faut les scied plusieurs parties telles que le coefficidobagl de
transfert h soit constant ou varie linéairementchiacune d’elles.
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Tle—
3 Tls
TZS
TZE >
0 s

Figure 6.12 : Evolution des températures dans wapévateur a détente séche

On trouvera dans le tableau 6.2 I'ordre de grandesrcoefficients globaux d’échanges h dans diygess

de condenseurs et d'évaporateurs.

Tableau 6.2 : Ordre de grandeur du coefficienbagla’échange pour divers types d’échangeurs fifigaes

(d'apres lIF , 1976)

Coefficient global d’échange h pour divers typedndenseurs (W.m°C?)

Médium de
Groupe condensation Type h
Air Circulation naturelle 9al12
Circulation forcée 24 a30
A chaleur sensible Immersion 240 a 300
Eau Double tube et contre-courant 700 a 950
Multitubulaires horizontaux 700 a 1000
. Tubes lisses 240 a 350
A chaleur latente Evaporation forcee.l.ubes 3 ailettes 120 4 180
Coefficient global d’échange pour divers types digarateurs (W.i °C™)
A serpentin 70a95
A immersion 400 a 580
Refroidisseurs de liquides
Double tube et contre-courant 580 a 820
Plagues eutectiques (eau ou saumure) 35a95
Refroidisseurs de gaz Circulation d’air forcée :
Tubes lisses 35a47
Tubes ailetés 16 a 24
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A.1.1 : Propriétés physiques de certains corps

[ Cp A [ Cp A
kg m® | Jkg*°c?t| w mtec? kg m® | JkgCc?t| w mlc?

Métaux et alliages Matériaux de construction
Acier au carbone 7833 465 54 Ardoise 2400 879 2,2
Acier inox 15%Cr, 10%Ni 7864 460 20 Basalte 2850 88L 1,6
Acier inox 18%Cr, 8%Ni 7816 460 16,3 Béton caverneux 1900 879 1,4
Acier inox 25%Cr, 20%Ni 7864 460 13 Béton plein 2300 878 1,75
Alumine 29 Bitume (cartonné) 105 1305 0,23
Aluminium 2707 896 204 Bois feuillus légers 525 3143 0,15
Argent 10525 234 407 Bois feuillus mi-lourdg 675 315 0,23
Bronze 75%Cu, 25%Sn 880 377 188 Bois feuillus &gers 375 3147 0,12
Bronze 92%Cu, 8%Al 7900 377 71 Bois résineux légers 75 3 3147 0,12
Carbone graphite 2250 707 147 Bois résineux mi-lourds500 3160 0,15
Carbure de silicium 13 Bois résineux tres légers 5 3 3147 0,12
Chrome 2118 7160 449 Brique terre cuite 18D0 87B 1,16
Constantan 60% Cu, 40%Ni 8922 410 22,7 Calcaire dur 2450 882 2,4
Cuivre 8954 383 386 Calcaire tendre 1650 879 1
Cupronickel 70%Cu, 30%Ni 8900 377 29,3 Carrelage 2400 875 2,4
Duralumin 2787 883 164 Contre-plaqué okoumg 400 30p0 0,12
Etain 7304 226 64 Contre-plaqué pin 500 3000 0,1%
Fer 7870 452 73 Granite 2600 881 3
Fonte 7849 460 59 Gravier (vrac) 1800 884 0,7
Laiton 70%Cu, 30%Zn 8522 385 111 Grés 2500 88p 2,6
Magnésium 1740 1004 151 Lave 2350 881 1,1
Or 19300 128 312 Marbre 2700 881 25
Platine 21400 140 69 Platre 1440 840 0,48
Plomb 11373 130 35 Schiste 2400 879 2,2
Sodium liquide 930 1381 84,5 Matériaux isolants
Titane 4500 523 20,9 Balsa 14( 0,054
Tungstene 19350 134 163 Coton 8( 1300 0,06
Zinc 7144 384 112 Kapok 0,035

Matériaux divers Laine de roche 20 880 0,047
Amiante 575 1046 0,15 55 880 0,038
Asphalte 2115 920 0,062 135 880 0,041
Caoutchouc (naturel) 1150 0,28 Laine de verre 8 5 87 0,051
Caoutchouc (vulcanisé) 110( 2010 0,13 10 88D 0,045
Carton 86 2030 0,048 15 880 0,041
Cuir 998 0,159 40 880 0,035
Glace 920 2040 1,88 Liege expansé 120 2100 0,044
Plexiglass 1190 1465 0,19 Moquette 200 1300 0,06
Porcelaine 2400 1088 1,035 Polyuréthane (mousse) 2 3 1300 0,03
Polyéthylene 929 1830 0,46 50 136( 0,03
PVC 1459 930 0,21 85 1300 0,045
Sable 1515 800 0,2-1,0 PVC (mousse rigide) 30 1300 ,0310
Téflon 2170 1004 0,25 40 1300 0,041
Terre mouillée 1900 2000 2 Polystyréne expansé 12 1300 0,047
Terre séche 1500 1900 1 14 1300 0,048
Verre 2300 837 1,05 18 1300 0,041
Verre Pyrex 2220 728 1,13 Styrofoam 30 0,032
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A.1.1 : Propriétés physiques de I'air et de I'eau

Propriétés de I'eau a saturation Propriétés de l'air & 1 atm

¢} p Co A tomd 10" a| Pr 8 o Cp A to:'s 10°. a| Pr
°C | kg.m®|J.kg*.°Ct| w.m'°C? | Pa.g | mis? °C | kg.m?| J.kgr.,Ct | w.mt°C?| Pa.g | nP.st

0 | 1002 | 4218 0,552 17,90 130 13,06 0 | 1,292 1006 00242 | 1,72 186 0,72
20 | 1001 | 4182 0,597 101p 143 7,07 20 | 1,204| 1006 0,0257 181 212 071
40 | 995 4178 0,628 659 151 434 40 | 1,127| 1007 0,0272 1,99 24D 0,10
60 | 985 4184 0,651 471 155 3,02 60 | 1,059| 1008 0,0287 1,99 268 0,70
80 | 974 4196 0,668 359 164 222 80 | 0999 1010 0,0302 | 2,09 300 0,70
100 | 960 4216 0,680 282 168 1,74 100| 0946 1012 00318 | 2,18 332 069
120 | 945 4250 0,685 233 1,71 149 120| 0898 1014 00333 | 227 366 069
140 | 928 4283 0,684 1,99 1,7p 1,24 140| 0854 1016 00345 | 2,34 398 069
160 | 910 4342 0,680 1,73 1,78 1,1d 160| 0,815 1019 00359 | 242 43P 069
180 | 889 4417 0,675 154 1,7p 1,00 180| 0,779 1022 00372 | 250 467 069
200 | 867 4505 0,665 139 1,71 0,94 200| 0,746 1025 0,038 | 257 506 068
220 | 842 4610 0,652 1,26 168 049 220| 0,700/ 1028 00399 | 264 548 0,68
240 | 816 4756 0,635 1,17 164 08d240| 0688 1032 00412 272 58 068
260 | 786 4949 0,611 1,08 158 087 260| 0662 1036 00425 | 279 62D 0,68
280 | 753 5208 0,580 1,02 148 091 280| 0638 1040 00437 | 286 6589 0,68
300 | 714 5728 0,540 096 13p 1,02 300| 0616 1045 00450 | 2,93 699 0,68

Corrélations entre 0 et 100 °C
(6: température en °C , T température en K)

Pour I'air

_ 353
P=o+273)
¢, = 1008

A =7,57.106 + 0,0242

= 10° (0,004 + 1,7176)
a = 10°(0,01460 + 1,8343)
Pr=-2,54.10 6+ 0,7147

-
P==

Pour I'eau

p = -0,0038®* — 0,050 + 1002,6
c, = 4180

A=-987.1F 0%+ 2,238.1G 6 + 0,5536

_4 179-0,073770+ 0,00033567

n=10

1+0,0303209 + 8765107° 9

a =10’ (-0,003608 + 1,340)
1306+ 13876 - 0,00376°

Pr= :
1+0124079 + 0,0052978
2
c
ng—xp = (0,010592 +0,477 - o,0363 10°
i

2795

logro [Psy (T)] = 20,3182- - 3.868l0g,,(T)

Yves Jannot

kg n?
Jk§ect
wect

Pas

st

K-l

kg i
Jkgect
W nf°c?
Pa.s

st

oC-l m-3

mmHg

-50°C 6 > 200°C
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= Lv=2495-2,34@0 kJ.kg 0°C <8 < 100°C
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Annexes

A.2.1 : Valeur du coefficient de forme de conductio n

Systeme Schéma Coefficient de forme ,DO”?a'”.e
d’application
Cylindre isotherme de rayon r 2mL
enterré dans un milieu semi-infini|g 4 D L>>r
: cosh
surface isotherme r
Sphére isotherme de rayon r 4
enterrée dans un milieu infini nr
ry
Sphére isotherme enterrée dans yn  |D Amr
milieu semi-infini & surface y - "
isotherme y 2D
D
Conduction entre 2 cylindres [ d 2ml
. . o 2_,2_.2 L>>r
isothermes enterré dans un milied | D°=-n"-r,
infini e L>>D
I I 2r.1 r2
N
. . ) 2mL
Cylindre horizontal au centre dans | 74D
une plaque infinie i Q;r'—'—‘_ In( )
D r
A
A
. - 7 2.,-[L
Cylindre isotherme de rayon r pla D oL L>>2r
dans un milieu semi-infini In
; r
Parallélépipéde rectangle isotherme b A/' b\ % %078
enterré dans un milieu semi-infini |2 v i 1685L{Iog(1+—ﬂ (—]
surface isotherme c V4 a c
2
. L 21
Cylindre au centre d'un —
A . . h L>>W
parallélépipéde de section carrée In 054—
"1 1O r
;
A
Plague rectangulaire mince enterré Q_"D ar D=0
dans milieu semi-infini & surface i,
isotherme 8r D>>2r
N 4T, 1,
Sphére creuse
o I‘O - I‘,

Yves Jannot
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A.2.2 : Efficacité des ailettes

Hypothése : Flux nul a I'extrémité de l'ailette rifi& si /E << 1 (d’'apres Whitaker, 1983).
A

Rectangulaire

n =ith(wL) avec w= |-
wlL Ae

Ailette droite

y=e
i 4
Parabolique | T oL
1 1 2/3 3
y= e(l—ij 2 n= I 4
Triangulaire 1 Il(Zoo )
-e 1—5 n=-—
y 5 wl 1,2w
Parabolique 5

2
et
L

Ailette
circulaire

Rectangulaire

y=¢

Aiguilles (section droite circulaire)

Rectangulaire

n=—1t th(vZ L)

J=e V2wl
Paraboliqutla |1(4 J2 wLJ
1 _ 3
X )2 =
_of1-X 2J2 wL | (4
y ( Lj |o( V2 wLJ
3
Tr|angula)|(re V2 1,(2v2wL)
y=e(1-fj oL 1,2v2 wL)
Parabolique 2
x ) RE
yze(l——j 7( L)2 *1+1
L 9

116

Cours Transferts thermique§™année Ecole des Mines Nancy




Annexes

A.2.3 : Equations et fonctions de Bessel

Equations particulieres de Bessel et leurs solutien

y"+%+m2 y=0 = y=ky Jo(mx)+k;, Yo(mx)

X2y +xy+x? -n?)y=0 = y=k;J,(x)+k, Yy (x) (nentier)
yu%_mz y=0 = y=kylo(mx)+k, Ko(mx)

X2y +xy-(x2 +n?)y =0 = y=kyl(x)+k, Ky(x)

J, Fonction de Bessel dériespéce non modifiée d’ordre n
I, Fonction de Bessel dé"lespéce modifiée d’'ordre n

Y, Fonction de Bessel dé"Zespece non modifiée d’ordre n
K, Fonction de Bessel d€"Z espéce modifiée d’ordre n.

(cf. Ozisik, 1993, pour la définition des fonctsode Bessel).
Principales propriétés des fonctions de Bessel

Récurrence

Ina() =31 (u)+ 223, (u) Y () ==Yy (0)+ 270, (u)

lasa (W)= 1oy (@) =21, ()

u u

Dérivée

dJ((j)[EU):_Jl(u) : ({u;t(U)]ZUJO(u) _ d|35u) () - dKo(u)

Limites des fonctions de Bessel d'ordre O et 1

Siu-0:
Jb(U) - 1 J(u) -0 Yo(u) » -0 Yy(u) - -e0
lo(u) = 1 Iy(u) -~ 0 Ko(u) —» +oo Ky(u) — +0
Si Us o
Jo(u) - 0 Ju) -0 You) -0 Yy(u)-0
lo(u) - +eo l1(u) - +oo Ko(u) - 0 Ky(u) - 0

Comportement asymptotiquedes fonctions de Bessel d’ordre 0 et 1

Siu-0:
Ju) - 1 J(u) > w2  Yy(u) - (2/m) In(u) Yi(u) - 2/ru
lo(u) > 1 Iy(u) - u/2  Ky(u) - -In(u) Ky(u) - 1/u
Si U o

Jo(u) - \/%CO{U—E) J(u) - %cos{u—%—gj Yo(u) - \/%sin(u—%—gj
Yi(u) - %sin{u—%} lo(u), ly(u) - \/%exr(u) Ko(u), Ki(u) - \/%exr(— u)

Yves Jannot
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A.2.3 : Fonctions et équations de Bessel

X lo(X) 11(x) Ko(¥) | Ki(X) X lo(X) L) | Ko¥) | KiX)
0 1,0000 0,0000 | | 3,0 4,881 3,953 0,035 0,04
0,1 1,0025 0,0501| 2,42y 9,84P 3,1 5,294 4,326 10,030,036
0,2 1,01 0,1005 1,758 4,77b 3,2 5,747 4,734 0,028,031
0,3 1,0226 0,1517 1,378 3,057 3,3 6,243 5,181 50,020,028
0,4 1,0404 0,204 1,115 2,18p 34 6,785 5,67 0,020,025
0,5 1,0635 0,2579| 0,924 1,656 3.4 7,378 6,406 90,010,022
0,6 1,092 0,3137| 0,778 1,30p 3,6 8,028 6,793 0,01@,020
0,7 1,1263 0,3719] 0,660 1,051 3,1 8,739 7,436 60,010,017
0,8 1,1665 0,4329| 0,56b 0,86R 3,8 9,517 8,14 0,01@,016
0,9 1,213 0,4971| 0,48¢ 0,716 3,9 10,369 8,913 30,010,014
1,0 1,2661 0,5652| 0,421 0,60p 4.( 11)3 9,76

1,1 1,3262 0,6375| 0,366 0,500 4,1 12,82 1069

1,2 1,3937 0,7147| 0,31p 0,43p 4,2 13,44 11|71

1,3 1,4693 0,7973| 0,278 0,37 4.3 14,67 12|82

1,4 1,5534| 10,8861 0,248 0,320 4.4 16,01 14|05

1,5 1,6467 0,9817| 0,214 0,27B 4.5 17,48 15{39

1,6 1,75 1,0848 0,188 0,240 4.6 19,09 16,86

1,7 1,864 1,1963| 0,165 0,20 4,1 20,86 18/48

1,8 1,9896 1,3172| 0,14 0,18p 4.8 22,79 20|25

1,9 2,1277 1,4482| 0,12p 0,160 4.4 24,91 24,2

2,0 2,28 1,591 0,113 0,140 5,0 27,24 24,34

2,1 2,446 1,746 0,101 0,128 5,1 29,79 26,68

2,2 2,629 1,914 0,090 0,108 5,2 32,58 29,25

2,3 2,83 2,098 0,079 0,094 5,3 35,65 32,08

2,4 3,049 2,298 0,071 0,088 54 39,01 35,18

2,5 3,29 2,517 0,063 0,074 5,5 42,17 38,69

2,6 3,553 2,755 0,055 0,066 5,8 46,74 42,33

2,7 3,842 3,016 0,049 0,058 5,7 51,17 46,44

2,8 4,157 3,301 0,044 0,050 5,8 56,04 50,95

2,9 4,503 3,613 0,039 0,046 5,9 61,88 55,9
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Annexes

A.3.1 : Principales transformations intégrales : La  place, Fourier, Hankel

Transformée de Laplace

Définition
L[T(t)] =6(p) = Zex;(— pt) T(t) dt et Lo(p)]=T(t) (Transformée inverse)
Propriétés
Linéarité L[al T(t)+ a, T(t)] =a L[T(t)]+a2 L[T(t)] , idem pour *
Translation L[exp(at)T(t)] = e(p—a) L'l[e(p—a)] = exr(at)T(t)
LY [exp(-ap)6(p)] = T(t-a) si t>a
0 si t<a
Changement d’échelle L[ T(at)] = ie(gj L'l[e(ap) :é T(g]
Dérivation L[ T ()] = po(p)- T(0) Lo ()] = (1) tT(t)
L[ (0] = pze() 70)-7(0)
Intégration { jT(u)du} o(p) L'lﬁe(u)du} = @
Multiplication par t L[t T ]= (—1) ol )(p) L'l[p e(p) =T (t)—T(O) 6(t)
Division par t L[@} = :jje(u)du L‘l{i;)} = i T(u)du

Texpl= pt) T(1) dit

Fonctions périodiques  L[T(t)] =2

1-expEpP)
(Période P)

Transformée de Fourier complexe

Définition

AT = 0= T & T(x)ax

(22
T0) = FH8(e) = —=— T e p(c) oo
(2r)¥2 e
Propriétés

{2 o

Yves Jannot
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A.3.1 Principales transformations intégrales : Lap  lace, Fourier, Hankel

Transformée de Fourier en sinus et cosinus

Définitions
Sinus Cosinus

=0, =(2) T Tislodox  Rlrtl=ou=(2) T T)codaro

T(x) = Fs 05 (w)] = (?ZJHZ +(j:° 8(co)sin(wx) dow  T(x) = Fs 6 (w)] = (%}1/2 +(j:° 6(w) coqwx) dw

Propriétés

ALAENE | 7)< -vo-(2)" 100

ax

e S R R L B L

Transformée finie de Fourier en sinus et cosinus
Définitions

Si la température T(x) n'est définie que sur I'mtdle [0,L], on peut utiliser une transformatiomié de
Fourier en sinus ou en cosinus :

T(x)sin[%}dx ou FC[T(X)]:BC(n):Z T(x)co{%}dx

1 es(n)sm(%j ou Tlx)=F, o, (n)] :%ec(o)+%éo ec(n)co{%j

R[Tix)=6,(n)=

T(X) = Fs_l[es(n)] =

N o/

T8

Propriétés

") 27 0= i) o

F{ﬁ}ec(n):(—l)”("”]m {T) "o

ox? oax x

Transformée de Hankel d’ordre v

Définition

Pourv>-1/2:

HV[T(r)] =0y (G) = ér‘]v (Gr) T(r)dr T(X) = |'Iv_l[ev (0)] = g) oJy (Or)ev((’)dcj

Propriété

10( oT) V2T - @
H\{?E(ryj—vr—z}:—ozev(o) . alordre 0: Ho[T(r)=T;]=T; (j) rJO(or)drngl(cr)
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Annexes

A.3.2 : Transformation de Laplace inverse

Méthode analytique

La transformée de Laplaéép) de la fonction T(t) est donnée pat[T(t)] =6(p) = ojoexp(— pt) T(t)dt
0

Il n'existe pas de formule analytique générale ptamt de calculer T(t) connaissai(p). On connait
cependant I'expression exacte de T(t) pour cersafarctions particuliere8(p), on en trouvera des exemples
page suivante (cf. Spiegel pour des tables pluspt&tas). L'utilisation de ces tables associée awpipétés
particuliéres de la transformation de Laplace isgarappelées en annexe A.2.2 peut permettre dadrésan
certain nombre de cas. On essaiera toujours dengser une fonction complexe en somme, produiie sér
de fonctions simples plus facilement inversibles.

Méthodes numériques

Pour les cas de figure pour lesquels on ne peurpager une solution analytique, on peut empldyere des
deux méthodes numeériques suivantes :

Méthode de Stehfest

La transformée inverse de la fonctigp) peut se calculer par (Stehfest, 1970):

N .
T@) :_'”iz) v, ei(—J '”t(z) ]
=

N = 20 (double précision) :
V1 = -5,511463844797178.£0 V2 = 1,523864638447972:10 V3 =-1,174654761904762340

V4 = 1,734244933862434.10 V5 = -9,228069289021164 210 V6 = 2,377408778710318710.
V7 = -3,494211661953704.90 V8 = 3,241369852231879 40 V9 = -2,027694830723779. 50
V10 = 8,946482982379724 10 V11 = -2,870209211471027140 V12 =6,82992010281511540
V13 = -1,219082330054374 %0 V14 = 1,637573800842013 %0 V15 =-1,647177486836117 %0
V16=1,221924554444226 30 V17 = -6,488065588175326 40 V18 = 2,333166532137059 10
V19 = -5,091380070546738.50 V20 = 5,091380070546738210

N = 10 (simple précision):

V1=1/12 V2 =-385/12 V3 =1279 V4 6871/3 V5 = 505465/6
V6 = -473915/2 V7 =1127735/3 V8 =-1020215/3 V9 = 328125/2 V10 = -65625/2

Méthode de Fourier

T(ozm[e—c) + 3 (Refo(c+ ooy N codfo 1)~ Im[o(c + oo, Jsinfors t»}

Unax 2 k=1

kn
Avec 0y =

t max

La somme infinie est dans la pratique calculée pmunombre de fini N de termes , on prendra enrgéné
N > 100. Cette méthode nécessite de choisir dewxnpetres : ¢ et . On doit s'assurer a posteriori que

exp(—2 c ﬁwax) T(2 tmax) =0.
Choix d’'une méthode et vérification des résultats
La méthode de Stehfest est plus simple a mettreeervre car elle ne nécessite pas de choisir certain

parameétres. La méthode de Fourier peut conduira éneilleur résultat dans le cas d’inversion de aiees
fonctions comme les fonctions périodiques par exerfigaillet et al, 2000).

L'étude du comportement de la fonctid{p) aux temps longs {{o soit p— 0) et aux temps courts4t0 soit
p- o) peut conduire & des formules approchée8(ge dont on peut alors trouver la transformée dplace
inverse analytiquement. La comparaison de cesisniiinalytiques avec les résultats de l'inversiomérique
donne une indication sur la justesse de l'inversiomérique.
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A.3.2 : Transformation de Laplace inverse

q= k
a
8(p) = L{T(t} () 6(p) = L{T(t} ()
% 1 In—g’) -In(t)-y ; y=057721
1 1
1 o(t) Dirac - —
i It
1 1 2
= Bt _— <t
p+B € pJp J
p2 fmz sin(wt) pz (_0“)2 sh((ot)
p p
p2 o2 cos(wt) p2 Y ch(wt)
b _ tn—l
pb+yp) | explo? tferiep i) P (n-1)
8(p) = L{T(t} (1)
~ax X f =X
e ol at3 dat
2 el
q mt at
e erfc{ X ]
p Jat
g ax at) 2 x2 X
2| — -— - fi
pq (n) e;{ MJxer{zﬁj
e 9% x2 X £\ x2
p2 (t +z] erf 2\/5) -X (EJ ex[{-a]
e X a b2 x2
q+h (Ej exr{- 4at] haexp(hx +ath? erf 2\/_ + h&j
e ¥
q(q+h) aexp(hx+ ath )erfc{ 2r+h@j
p?(;ixh) 1 erf(T] —% exp(hx +at hz)erfc{ 2:/(5 + h@]
e 9x 2(a\ x2) 1+hx
pq(q+h) F(EJ exr{-4—at]— 2 fc{ 2x/_j+—exp(hx+ath )erfc{ 2f+h\/_j
(qe::)z —Zh( ]ex{%}+a(1+hx+2h2 at)exp(hx+ath )erf{2r+hfj

122
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Annexes

ifférentes configurations

A.3.3 : Choix des transformations intégrales pour d

0=="018 INE%
¢ u.\ 0 w1 Xp
" (a"0)0r 0=0"0)lt 0=4p 9
u u 0p0 _“
0="01s (¥ dvm [ -
[4
(") 't (¥"0)¢ 0= (a"0)0r 0="0 S
Y 1naulIg)xa uoAels ap uid|d aipuijfo
A ~M=dv N:.N_:c ot u u u u Xp
T - (') ¢ | (P A=) A | o =(Ba) ('R A - (Fat) A"’ | 0= |7
(4 s
0 0 h14
A_Mc VN__.NC [4 T W) 0 pf 1 U u u u u u u Xp
Ca'n) 0r= () 1 € | (AR - (P ) A" )0r | 0 = (Na"n)!(“u"0) K (N *m) A(ut0)Or | 0=¢ o | ¢
(4 (4
A_mcavmo_.mca " O 2| et e s . . . xp
(Cu"n) It - (") O T (1) On(Ta"n) 'k - (1"0) (T 0) s | 0 = ("a"0)0n(Pu"n) A~ (Na"0)A("e D)t | 0=y 0=0 | ¢
(") Or,"p gt
u u u u
G-y o € | (APPIEPA (IR | g — (2ymm)og( g o) oa - () 04 | O 0=t |
(4 z
2y 39 1y suodes ap xnald aipuljin
=X 0=X
QULION saadoad suondouoyg Jjuepuadsuea) uonenby g S| ol
uonIpuo) | UOHIPYo)
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ifférentes configurations

A.3.3 : Choix des transformations intégrales pour d

u

Cours Transferts thermique§™année Ecole des Mines Nancy

Y Tyl u
Upag (x "o)urs T+ /- NA 0Y) u % X
o)+ NQ /2%y : (Cy+Ty) "oy =("0)uer | o—pTyiPy— | o=0'utrbv-| 6
+ & + (3 "0)+ (o 'y) [ op op
o Iy /oy I AN AV :v Ax :380 op saAnisod soutoey
[ (e"0)+ (o) ] [ u X X
A AN [(x-0)"]s00 ° (7m)5300 0gr | o=burgor- | 8
i XRY ] ap saAnisod souroey
[ (") + (e uy) up 4 _ _ (pu
ol f - Ul [y lus Py =) 0=¢ | ombugrt | L
i Ry ] op saAmysod souroey
[ (a%0) + (Yo i H_ .
L+ w) T (x"D)s00 "p 5 - = (2"0)8100 o=y 2 =P .
I3 op op
| Ry l op saanisod souroey
»N nﬁ HQH—JOQ N\Q vmﬂu vmwu
(x"0)s00 o/uxu = 0=rr
0=uanod o 0 op op ’
e (x"0)s02 o/ hm + cw 0=9 ouelxw %
(3"0) + (v 1) up 4 _ _(qu X
L) £ (x“o)urs Py - =" 0=fu+g0 0=0 ¢
YRy op saAnisod souroey
X
7P (x"0)urs o/ mm e :u onelw 0=9 4
(e (x*0)urs d/vru 0=9 0=0 I
=X 0=X
JuLION saxdoad suorduoyg saadoad sinajep I | | ol
uonIpuo) uonipuo)

9 Jnassieda,p anbeld
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1,760
2,274
2,972
3,939
5,302
7,260
10,124
14,386
20,842
30,794
46,409
71,349
111,901
179,043
292,257
486,693
826,860
1433,158
2534,205
4571,677

ierf x

0,11980
0,08969
0,06599
0,04772
0,03390
0,02362
0,01621
0,01091
0,00721
0,00468
0,00298
0,00186
0,00114
0,00069
0,00041
0,00024
0,00013
0,00008
0,00004
0,00002

erfc x

sfert imposé

erf x
0,880205
0,910314
0,934008
0,952285
0,966105
0,976378
0,983790
0,989091
0,992790
0,995322
0,997021

,998137

999593

999764

999866

0

0,998857
0,999311

0
0

0
0,999925

0,999959
0,999978

2
3
A4

5

11
1,2
1,3
1,4
15
1,6
1,7
1,8
1,9
2
2,1
2,
2
2
2
2,6
2,7
2,8
2,9
3

Annexes

0,564190
0,518421
0,481106
0,452227
0,431755
0,419658
0,415910
0,420498
0,433440
0,454795
0,484684
0,523311
0,570983
0,628143
0,695397
0,773551
0,863656
0,967059
1,085464
1,221003
1,376328

ierf x

A.3.4 : Valeur de la fonction erf

erfc x

1,000000
0,943628
0,887537
0,832004
0,777297
0,723674
0,671373
0,620618
0,571608
0,524518
0,479500
0,436677
0,396144
0,357971
0,322199
0,288844
0,257899
0,229332
0,203092
0,179109

0,157299

A.3.5 : Milieu semi-infini avec coefficient de tran

erf x
0,000000
0,056372
0,112463
0,167996
0,222703
0,276326
0,328627
0,379382
0,428392
0,475482
0,520500
0,563323
0,603856
0,642029
0,677801
0,711156
0,742101
0,770668
0,796908
0,820891
0,842701

0
0,05
0,1
0,15
0,2
0,25
0,3
0,35
0,4
0,45
0,5
0,55
0,6
0,65
0,7
0,75
0,8
0,85
0,9
0,95

o
i | I | I (R —_
doooo- [ Loooodooooo
1 1 1 1
i i T==°=°° r====a-=-=-=-°
doooo- [ Loooodooooo
1 1 1 1
[ - | S —— | IS R |
1 1 1 1
IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII 1 IIIIIhIIIII_IIIIII_IIIII
1 1 1 1
1 1 1
IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII 1 _———— IIII_IIIIII_I
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 L.
B i gy
1 1 & |
1
1 1
1 1
(=]
D= = - - = = - [ ]
R R ol -l ==
_IIII _IIII - I_II 7
A =-==T= L = A= = ==
ATt A S
1 1
“I 1 gy = 4 - _III I"I -7
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A.3.6 : Matrices quadripolaires pour différentes c

Transferts thermiques

onfigurations

q= \/E ;b l1, Ko, Ki : Fonctions de Bessel cf. annexe A.2.5.
a

Quadripble associé a un transfert unidirectionnel dns un milieu sans génération d'énergie

Milieu d'épaisseur finie

(Maillet et al, 2000)

f1
Tl_‘ (S H
—T, 0, _ [A B} 0,
b4 o @, C DJ|o,
T, L
2
f2
d'l\é/l;;isitr e Cylindre creux de rayons et r, Sphére creuse de rayoR®t i,
r h
A ch(qe) ar, [1o(an) Kyary)+1,(ar,) Kelar)] r_2 ch(p) - Sq(rp)
1 1
sh(qe) 1 } sh{p)
B AgS 2TAL [lo(ars) Kolar) - tolan) Ko(ar, )] aman,
I
1——1J ch(p)
1, (ar,) Ky (ar) ( >
C | A agssh(qe) 2mA Lqr, qr, ATOAT,
=1y(ar) Ky(ar,) 1
+ qu __Sh(p)
ar,
h
D ch(ge) anh [IO(qu)Kl(qu)"'ll(qu)Ko(qrz)] :_1 ch(p) + Sq(rp)
2 2

Milieu semi-infini

La transformée de Laplac® du flux de chaleud s'écrit : ® :2 avec :
z

Mur semi-infini

Cylindre semi-infini de rayon intérieur

rSphere semi-infinie de rayon intériewy

1 Ko(q rl)

1
4
SE\/B 2mAL quKl(qu) 4TA r1i1+qr15
Ou: E=4Apc estleffusivité thermique.
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A.3.6 : Matrices quadripolaires pour différentes co

Annexes

nfigurations

Quadripdle associé a une résistance de constricijbtaillet et al, 2000)

(variation brusque de la section de passage du ftiecchaleur)

Tq)e

Y '

fo

Te(r)

itk

o ()

2R

T —

21

<%

Transfert d'un fluxp(r) a la surface d'un cylindre de rayon R et d'é&gseur e, aved(r)=0 si r>rq

R et e infinis

- 60—r0
Rc

R et e finis

s)=[o %l

2 8] [e]

T(r) =Ty pourr<y

¢(r) = o pourr<gp

Te (r) = TeO

e(r) = deo

1

8

F

n

S F th S
Re 4t (1+quoj 3“2)”0(1"'38]_[(1"0] nz=1 » i e nzzl th(y, e)
A =D =ch(qe) - 432 (0t 1)
_ 1 et " )\Srozqnz yn ‘]Oz(an rO)
Avec : B= AqmR2 sh(qe) '

C = AqmR? sh(qe)

aveca , solutionde Jl(un R) =0ety, = O(n2 +

si £
R

>1 alors th(yne) =1

o |o

Quadripble associé a un transfert unidirectionnel dns un milieu avec génération d'énergie

Température considérée = température moyenne de I'éléhsarffant

Plaque d'épaisseur e Cylindre plein de rayon r Spheireee rayon r
A 1 1 1
8 |75 - 1Se 1 lolar) 4 1 __ 3
o get(ge) P P | 2maL 1 (ar) pemrzip | 4m darch(ar)-1]  apcmrip
C p cSep pcmr’ L p %pcnr3p
D ge qr le(ar) (qr)?
th(qe) 2 Lqr 3[qrcoth(qr) -1]

Yves Jannot
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FACTEUR D’EMISSION IR

0,9

0,8

0,7

0,6

0,5

0,4

Transferts thermiques

A.4.1 : Emissivité de certains corps

FACTEUR DE REFLEXION SOLAIRE : ALBEDO

0,¢ 0,8 0,7 0,6 0,k 0,4 0,3 0,2 0,1 0
| | ® Papier | [ ) | B .l | | o
@ Chaux, platre | Marbre blan rlous roua Goudror
I . . | Asphalte
® Peinture acrylique - ) '
blancht PY Tuile rouge Peinture noir @
® Neige @ Papier blan Béton | ®
® Craie Ardoise
-  MATERIAUX SELECTIFS FROID! CORPS NOIR:
@ Aluminium oxydé

MATERIAUX REFLECTEURS

MATERI
I

@- Cuivre terni

AUX SELECTIFS CHAUDS
I

Acier galvanisé oxydé @

® Acier galvanisé neuf

@ Aluminium poli

TAle aliiminiiin

Surfaces sélectives
I I

0,1 0,

z 0,3 0.4 0,k

0,€

0,7 0,€ 0,8

FACTEUR D’ABSORPTION SOLAIRE =1 - ALBEDO
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A.4.2 : Fraction d’énergie F o1 rayonnée par un corps noirentre O et A

100 I
80 - A
[Moyr an
— 0
g 60 Fo-ar = oT*
'_
<
Lo 40
20 -
0 ‘ : :
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000
AT (um.K)
b b

. 0 40 80 120 160 a 0 40 80 120 160
1000 0,03 0,05 0,08 011 016 | 7800 | 8480 | 8497 8514 853¢ 8547
1200 0,21 0,29 0,38 0,49 062 | 8000 | 8563| 8578 8594 8610 8626
1400 0,78 0,96 1,17 1,41 168 | 8200 | 8640 | 8655 8669 8683 8698
1600 1,97 2,30 2,66 3,06 348 | 8400 | 8712 | 8725 87,39 8752  87,6p
1800 3,04 4,42 4,94 5,49 607 | 8600 | 87,80 | 8792 8804 8817 882
2000 6,68 7,31 7,97 8,65 936 | 8800 | 8841 | 8853 8865 8871 8888
2200 | 1009 | 1084| 11,61 1249 1321 | 9000 | 8889 | 8911| 89,22 8933 89,44
2400 | 1403 | 1486| 1571 1651  17.44| 9200 | 8955 | 8965 89,76 89,8 89,96
2600 | 1832 | 1920 20,09 2099 21,89 | 9400 | 9006 | 90,16 90,26/ 90,33 90,45
2800 | 2279 | 2370| 2461 2551 264p| 9600 | 9054 | 9063 90,72 90,81 90,90
3000 | 27,33 | 2823| 29,13 3003 3092| 9800 | 9099 | 9108 91,16/ 91,25 9138
3200 | 31,81 | 3270| 3358 3443 3532 | 10000 | 91,42
3400 | 3618 | 37,03 37,88 3871 3954
3600 | 4036 | 41,18 41,98 42,78  435p b
3800 | 4434 | 4511| 4587 4662 4736 | a 0 200 400 600 800
4000 | 4809 | 4881 4953 5023 509 | 10000 | 9142 | 9181 9219 9254 9287
4200 | 51,60 | 5228| 5294 5360 5425| 11000 | 9318 | 9348| 93,76 9402 9427
4400 | 5488 | 5551 5613 56,74 57,34 | 12000 | 9450 | 94,73| 9494 9514 9538
4600 | 57,93 | 5851 5909 59,65 6021 | 13000 | 9551 | 9568| 9584 96,0 96,14
4800 | 6066 | 61,30| 61,83 6233 6287 | 14000 | 9629 | 9642| 9654 9667 96,78
5000 | 6338| 6388| 6437 6483 6533| 15000 | 96,89 | 97,00 9710 9719 97,29
5200 | 6580 | 6626 6672 67,16 67,60 | 16000 | 97,37 | 97,46 97,54 9762 97,69
5400 | 6804 | 6846 6888 6930 6970 | 17000 | 97,77 | 97,83| 97,90 9796 98,02
5600 | 7011 | 7050| 70,89 71,21  7165| 18000 | 98,08 | 9814| 9819 9824 98,29
5800 | 7202 | 7238 72,74/ 7309  7344| 19000 | 98,34 | 9838| 9843 9847 9851
6000 | 7378 | 7412| 7445 7478  751p| 20000 | 9855
6200 | 7541 | 7572| 7603 7633 7668 | 30000 | 99,53
6400 | 7692 | 7721| 7749 77,77  780p| 40000 | 99,78 Utilisation
6600 | 7832 | 7859 7885 7911  79,36| 50000 | 99,89 AT=a+b
6800 | 7961 | 79.86| 80,10 80,34 8058 | 60000 | 99,93
7000 | 8090 | 81,04 81,26 81,47 8L7p| 70000 | 99,96 | Exemple: ALT = 2720um,K
7200 | 8192| 8213 8234 8253 8275| 80000 | 99,97 selita 2600 + 120
7400 | 8295 | 8315 8334 8353 8372| 90000 | 99,98 d'our : Far = 20,99 %
7600 | 8391 | 8409| 8427 8443  846p| 100000 | 99,98
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Transferts thermiques

A.4.3 : Facteurs de forme géométrique de rayonnemen  t

Configuration Schéma Valeur du facteur de forme
AVS ‘/than'l‘/cz
Surface élémentaire al Fis = 1|vi+B 1+B
parallele a un plan b oM, C o C
rectangulaire J1+C2 J1+C2
¢ b c
=— C=—
a a
a 1+B? tan| ——C ~tan}(C)
Sigo _1 1+B?
Source linéaire paralléle Fra "B
a un plan rectangulaire f + BC tan! B
| b V1+C?2 V1+C?2
' B= b o c=%
a a
P2 2 2
tant g+ 3N @y, BT X
28 | L+B2 X2
_sin2¢ E—(p+tan'l C—_coscp
F = 1 2B | 2 sing
L . 2 =
Source linéaire paralléle Ty 1 C-cosp _1( cosp
et plan rectangulaire s¢ +E tan v +1an ~
coupant avec un anglge
C -1, _
x  cospt—23" 2 4an 1(E]
X
=2 ,c=%, x=,/c?-2Ccosp+1,Y =4/B2 +sin? ¢
a a
C i n(—XY )+_2\/Y tan_l i
_1|BC \X+Y-1 B JX
Deux plans paralléles , 27
rectangulaires de méme : + 2/Y tan‘l[i] —Etan‘l(B)—Etan‘l(C)

aire

(op

B=2 c=S x=1+B2,Y =1+C?

Q
Q

Deux bandes paralléles
infinies de largeurs
différentes

o= og | VB CF ra-|lc-BF +4]

FH:%[\/(BW)ZM— (B—C)2+4}
Fl_Z:Fz_l:% BZ+1—1} sib=c
B=L  c=C

a a
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A.4.3 : Facteurs de forme géométriqgue de rayonnemen

t

Configuration Schéma Valeur du facteur de forme
BZ
!1+BZH1+CZ) B2 {1+B%+C?
1, 1+B%+C? 1+ B?|(B? + C?
=1In
c _ 114 2 2, ~2) 1
Deux plans b Pz "B l: < 2+ B 2+C 4 }
rectangulaires +CJB°+C
perpendiculaires ayant 41 41 2 2. af 1
un cbté commun a _+ Btan E+ Ctan E—\/B +C* tan Y |
2
b c 1 c c .
B=—,C=—; F,==|1+——,[1+| — Sia- o
a a 2 b b
. . . 0
Deux plans identiques Fo=F :1—smE
ayant un c6té commun l
A\
I
1 {(A1 tAL A, +A4) Flasass ~ A6 F6—24}
Deux rectangles E _Ag J2A ~AsFs g3
perpendiculaires oA 1
L= [(A3+A4)F34—56_A6F6—4_A5F5—3]
2A,
E = 1 (A1234 Fiosasers t A1 Fig ]
-7 T N
Deux rectangles 4AL (FA P g tAgF 7 +A, Fyg
paralieles 1 (A12 Fia56 +A14 Fa_sg +]
4A1\Azg FagggtAgz Foaer
Surface élémentaire
perpendiculaire a une
surface

Yves Jannot
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A.4.3 : Facteurs de forme géométrique de rayonnemen  t

Configuration

Schéma

Valeur du facteur de forme

Deux cylindres infinis a
axes paralléles

x=1+2
b

2 2 Tt - 1
F_,=—|vX“-1-X+—-cos | —
-2 n{ 2 (xﬂ

i

! c Fl_zzl[z— ZZ—4X2Y2}
. N I 2
Deux disques paralléles :
A\l c b
x=2 1 v=C ., Azv2+x2-1; B=y2-x2+1
a a

(A+2)* -(2x)? cos B
11 _[Bj X A

F.p =—-—|cOS"| — |-—

X X A) 2Y

Deux cylindres finis
coaxiaux

+ Bsin‘l(ij—E
X

2

Ll 24Xx2%-1
— 119,¢ Y

\v/ ) NN

ST c Vax2+y? b 1)+F(X 2
1 | | Sin

ST v Y Y2 +4(x? -1
SINE N 21X

N Y

z{_WY _1J

Y

—F

Un plan rectangulaire €
un cylindre a axe situé
dans le plan médian au

rectangle

2YIZ X X
Ro=3 ] 2,42 2,2

Y o [x2+p2 m{x2+p

a b
X==,Y==,Z=

r r r

cos"l[ﬂj - i[ v2+ 42}
\% 2Z

X cos ™} W
[v\/xzwz]

+ Wsin"l[

dap

nv

1
/X2+G2] 2

Cov=Xx2+724p%-1,V =22 -X2 B2 +1

132
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A.4.4 : Epaisseurs de gaz équivalentes vis-a-vis du rayonnement
Géométrie du volume Dimension caractéristique 4 VIS Reaquivalent

Hémisphére rayonnant vers son centre Rayon R R R
Sphére rayonnant vers sa surface Diameétre D 213 R /3D2
Cylindre de hauteur égale au diamétre Diamétre D 077D 071D
rayonnant vers le centre de la base
Cylindre infini rayonnant vers sa Diamétre D D 0.95D
surface
Cylindre semi-infini rayonnant vers le Diamétre D D 0.90 D
centre de sa base
Cylindre semi-infini rayonnant vers Diamétre D D 0.65 D
toute la base
Cylindre de hauteur égale au diamétre Diamétre D 2/3D 0.60 D
rayonnant vers toute la surface
Lame a faces paralléles Epaisseur d 2d 1,80d
Cube rayonnant vers une face Cétéd 2/3d 0,60d
Parallélépipede rectangle I x1xh:
Rayonnement vers toutes les faces Plus petit coté d 8/9 d 0,81d
Rayonnement vers | x | 0,71d
Rayonnement vers | x h 0,82d
Volume de gaz autour d'un faisceau
de tubes et rayonnant sur un seul
tube :
- Disposition en triangle équilatéral :piametre D du tube

P=2D Pas p entre centres des tubels 34 (P — D) 3(p-D)

P=3D 4,45 (p - D) 38(p-D)
- Disposition en carré

P=2D 4,1 (p-D) 35(p-D)
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Transferts thermiques

A.5.1 : Les équations de conservation

Nomenclature

¢,  Capacité calorifique & volume constant Jugt
c,  Capacité calorifique & volume constant Jug?t
f Force résultante du champ extérieur par uniténdsse fluide N.KY

P Pression Pa

T Température °C

u Composante de la vitesse selon Ox m.s
U Energie interne par unité de masse kg
V  Vitesse moyenne rt.s

% Composante de la vitesse selon Oy m.s
w Composante de la vitesse selon Oz m.s
0] Densité de flux de chaleur Wm
U Viscosité dynamique kghs!
v Viscosité cinématique gt

P Masse volumique kg
Indices:

e Entrant

g Généré

S Sortant

1. Notations

—

Soit P(x,y,z) un champ scalaire & =u i +v j+w k un champ vectoriel. On utilisera les notations

suivantes :

9

0X

9

oy

9

0z

DP _oP k6 0P oP oP

—=—+u— +tv— +tw—

Dt ot 0x oy 0z

ou du ou ou
—+U— +V— +tW—
ot 0X oy 0z

DV ov ov ov ov
—=| —+u w
Dt ot 0x oy 0z

Opérateur] : 0=

Dérivée particulaire de P

Dérivée particulaire d&/ :

Divergence dev : divV =0,V _ou ov_ ow
ox o0y 0z
w _ov
dy 0z
Rotationnel de\7 : rot\7 =0AV = @_a_w
0z O0x
v_ou
ox oy
Gradient de P: gFad(P):DP:E T+E ]4.@ E

0x ay 0z
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62P+62P+62P

Laplacien de P: AP=0%P= 5 > >
o0x ay 0z

2. Equation de conservation de la masse

Considérons I'écoulement d’'un fluide et effectuamsbilan matiére sur le systéme constitué par élét
parallélépipedique de fluide de cbfdg Ay etAz et de masse dm :
z

A

o1

1>
_A; / Ax X

:

La conservation de la masse dans ce volume engréntants t et t+dt peut s’écrire pour chacun des
composants du mélange :
Masse entrante + Masse initiale + Masse généréasséffinale + Masse sortante

Ce bilan permet d’établir 'équation de continuigéir cours de mécanique des fluides) :

op op . _
0. fpVv]="+divpV)=0 (1)
o tOlevl=2-+div(pY)

ou:p Masse volumique
Vv Vitesse

3. Equation du mouvement : Navier-Stokes

On se propose ici d’établir I'équation régissaniieuvement d’'un fluide supposé monocomposant.
On peut appliquer a un volume élémentéixdyAz de fluide la loi de Newton :

F=my ou: y Accélération du fluide (m?3

. I . du
La composante /e la force F suivant la direction Ox s’écrie; =my, =m—

dt
On peut écrire u en utilisant un développementa@or a l'ordre 1 :

du :ﬂdt+%dx+@dy+@dz

ot 0X oy 0z
La relation x = v.t permet d’écrire pour un tempstrés court pendant lequel u reste constant : axdt=,
dy = vdt, dz= wdt, ce qui permet d'écrire du stauorme :

du=ﬂdt+% udt+@ vdt+ﬂwdt

ot 0X oy 0z
du_Du _odu Ju ou ou
=—= =—+U— +V

et -gu_bu_odu, ,ou
" Ta Tor e ax dy o0z

Ecoulement sans forces visqueuses

Les forces agissant sur le fluide sont de deuxsype
- Des forces dues a un champ extérieur (pesantewxganple) qui s’appliquent sur tout le volume,
on notera f leur résultante par unité de masse.
- Des forces de pression qui agissent sur les sgrfhegolume considéré.

La loi de Newton selon Ox s'écrit :
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prAyAz@= _op MXAyAz+pf, AXAy Az
0X

Dt
Et si I'on écrit cette expression suivant les 2diions, on obtient&quation(locale)d’Euler :

DV
p— =-0P+pf @)
Dt

Cette équation permet de traiter les cas ou le$ovisqueuses sont absentes : hydrostatiquegfluidepos)
ou négligeables : écoulements a grande vitessealéla paroi (gradient de vitesse trés faible).
On peut aussi I'écrire sous forme intégrale suvalomeA délimité par une surface :

j% dv+[p V.ndS=0 ©)
A >

Ou nest la normale a la surfazedirigée vers I'extérieur du volumfe.

Ecoulement avec forces visgueuses

Par rapport au cas précédent, il faut ajouter ameb de surface dues au gradient de pressiorodmsfde
cisaillement paralléles aux surfaces du systémsidéré. On adoptera les notations suivantes psuptees de
cisaillement (frottement visqueux) s’appliquant & surfaces d’'un volume élémentaire dx dy dz :

- T Ty, T, - COMposante normale de la force de surface suigamlirections Ox, Oy et Oz.

- Ty Tyo T Tox Tyz Tyt COMposante tangentielle de la force de surféed® indice indique la direction

normale a la surface considérée, %€°dice indique la direction dans laquelle la cosgae agit.
La loi de Newton permet alors d’écrire selon cha&cdes 3 directions :

pE=pf +aTxx +6TYX +asz _E
X

Dt 0x oy 0z 0X
0 0 0

pm:pfy + TXy + Tyy + sz _E

Dt 0x oy 0z oy

oD o e e 0T, 0P
z

Dt 0x oy 0z 0z
Cette formulation est valable pour tous les fluides

Cas d'un fluide newtonien

Un fluide est dit newtonien si les contraintes @ailement sont proportionnelles aux gradientwitiesse,
onadanscecas:

. _|oeu ov|  _ __ _fou ow) . _ __  _ |ov ow
Ty =Tyx =H —t— | T T TRt Tyz =Ty =H —t—

dy 0x 0z 0Xx 0z oy
ou 2 ov 2 ow 2
et: Tyy =H|2—-=0V| ; Tyw=p|2——-=0V]| ; T,,=y|2—-—=-0V
X p[ ox 3 } w L{ dy 3 } # L{ oz 3 }

U est appelée haiscosité dynamiqueu fluide et s’exprime en kg:hs®

En remplacant le tenseur des contraintes par egftieession dans I'équation générale du mouvement
déduite de la loi de Newton on obtient finaleméaguationde Navier-Stokes :

BV Lpprvovelvoov)+r 4)

Dt p 3
. T . ] , 0% 9% 9°
ou : v =L Viscosité cinématique exprimée eA.st et 02 =——+—— +——
p ox? oay? az*
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Pour un fluide incompressibleld. V =0 et on obtient une forme simplifiée de I'équatiom Mavier-

Stokes :
BV - _lgpivn?y+f (5)
Dt p
Ou: f Force de volume due a un champ extérieesdpteur par exemple)

Cette derniére équation prend la forme suivanteoendonnées cartésiennes :

ou du  du.  du_ 19P |d%u 0%u d%u
—+U— +V—+W—=———+V + + +f,
o ox 9y 0z pox x> ay? oz?

auZE v+
ox2 ay? 0z?

v ov _ov_ _dv_ 1oP |d%v 9%v 9%
W—=—="—+V + + +f
ot 0x oy 0z p oy

ow ow  ow  ow _ 1P [d°w  d%w 93w
+w -———+v + + +f,
ot ox ay 9z poz ox? oay? 0z°

En régime permanent cette équation peut s’écrite Eoforme intégrale suivante (théoréme d’Euler) :

jpV (VHds= [pfav+[Tds | (6
z N >

Ou T : forces extérieures (par unité de surface ) st par contact sur les faces de la surkadélimitant
le volume A.

4. Equation de conservation de I'énergie

On considére comme systéme le volume de fluided&déscdx, dy, dz centré sur le point de coordonnées
(x,y,2). On appellere{T, ] E) les vecteurs unitaires des axes Ox, Oy et Oz.
On applique a ce systéme le premier principe diedenodynamique entre les instants t et t+dt perdgnel

le volume effectue un déplacemeﬁt: vt :
AU = AEg + W, + W, + W, + AEcong

Ou: AU Accumulation d’énergie interne et cinétique ain sk fluide contenu dans le volume
AE Energie interne et cinétique entrant dans le systeémergie interne et cinétique sortante
W, Travail des forces visqueuses agissant sur léacas du systéme
W, Travail des forces de pression sur les faces gi¢s)e
W, Travail des forces du champ extérieur dans lemellix Ay Az

AE...q Energie de conduction entrant dans le systéme rgiéngde conduction sortante

Ona: AU :i(pu+1pv2]AxAyAzdt
ot 2

Pour calculerAEg;, calculons par exemple I'énergie cinétique etrimteentrant en x a travers la surface
perpendiculaire & Ox :

La masse traversant cette surface pendant un téhs¥crit : p dydz udt
. o . 1
Et I'énergie cinétique et interne entrante a palewr : E;; =p, dydzu, dt(U +— sz
X

2
L'expression compléte de;E’écrit donc :
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dyd{ux(puipvzj —ux+dx(pu+lpvzj }

2 X 2 x+dx
1 2 1

AE =q+dxdz uy(pU+—pV J y+cJ,y(pU+ pVv j dt
2 y 2 y+dy

+dxdz {uz(pu+ipvz) U gy (pU+1pV2] }
2 z 2 z+dz

ez

Or: (pU+ pvj _ux+dx(pU+ pvj =- X
X x+dx ox
D'ou :
1 2 1 .2 1 2
oju...|pU+=pV ovipU+=pV alw|pU+=pV
AEg = - dxdydz 2 + 2 + 2 dt = - dxdydz [ { (pU+ oV Hd
0x ay 0z

w, =>F, d
dde[(TXX T+, +1, k) (ux i+v, j+w, k) ( WS SO o k) (ux+dX T+ Vg W oedy R)]
k|-

W, =4+dxdz (T T+TW]+T (y|+v j+W I+Tyyj+T k/.lu i+v ]+W R)] dt

yX y+dy y+dy y+dy

+dXdY[(szT+sz]:+Tzz )( |+V J+W k) (szi szJ+Tzz k)'(uz+dzT'l'Vz+dz_J:-|'Wz+dzE

(Txx ia"'Txy ]+sz R)-(ux T"'Vx ]+Wx R)_(Txx T"'Txy ]+sz R)-(ux+dx T+V><+dx ]+Wx+dx R):
Or: b ( )
— (T UH Ty V+T,, W)dX
0X

D'ou: W, =dxdydz D(fv\?]

dXdZJ Vg dt

y+dy y+dy

W, =3 F,.dI =P, dydzi.V, dt-Py,g, dydzi.V,,q, dt+P, dxdzj .V, dt-P
o(uP) , a(vP) , o(wP)

0X oy 0z

+P, dxdyk.V, dt—P,., dxdyk.V ,,q,dt = dxdydz{ } dt = dxdydz 0V P)dt

= F.dl=pdxdydz f.Vdt

AECOHd = iddel_(pcx B (pcx+dx J+ dx le(pcy - (pcy+dy ]+ dx dy |-(pcz - (pcz+dz J}dt

%9, , 09; , 09

: __99
Or: @, —@;,, =—-——dx dou: AE = dxdydz{ x oy oz

dt = —dxdydz Og, dt
Ox

On aboutit a Equationde I'énergie:

%p(wévzjm. [pV(U+%V2ﬂ=—D(pC+p\7. f-POV-0. (TV)

En combinant cette équation avec I'équation deigoité et avec I'équation de Navier-Stokes, on taine
autre forme de I'équation de I'énergie :

p%:—lil.(pc—PD.V+T:DV )
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N ou ou ou ou , ov ou , ow ov  ow
OU: T:OV=0(tV)=Tuy | — |+Tyy | — [FToz | = [T Ty | =+ — |t Tz | —F+— |+ Tyz | —+—
(V)= (ax) W(Oyj Zz(azj i (ay axj X (az axj yz[az ay]

Le termeq. représente I'augmentation de I'énergie interne alwéransfert de chaleur par conduction qui s'écrit
en appliquant la loi de Fourierg, =-A OT

2 2 2
Dou: -O.@. =0.AOT =A0%°T ou 02 :0_+0_+0_ est le Laplacien.
ox2 Oy2 9z

Le terme—-P[.V est 'augmentation due aux forces de pressioriéiergie interne de I'élément par unité de

volume. Ce terme est nul pour un fluide incompidesi
Le terme de dissipation visqueuselV est une quantité positive qui représente la toansition irréversible

d’énergie mécanique en énergie thermique.
Les relations classiques de la thermodynamique gtéent d’écrire I'énergie interne sous la forme :

du=C, dT+ —P+T(Ej d[lj
T )y, p

Ce qui permet d’écrire : pE =pC, E-{_P-FT(EJ }p
Vo

Dt Dt oT Dt
i
L’équation de continuité conduit & : pr =0V
Et a une nouvelle forme de I'’équation de I'énergie :
pCVE:)\DZT—T(Ej O.V+1:0V ®)
Dt T ),

Le terme T:[0.V est important dans les écoulements a trés grande vitetessévdu son) et dans les zones a

forts gradients de vitesse (prés des parois). On peugligeédans les autres cas ce qui est fait dans ce qui suit.
On montre que la relation (8) peut aussi s'écrire :

oc, 2L onp2r-| 20V DP oy )
Dt oIn(T) Jp
Si I'on fait de plus I'hypothése du gaz parfait, on a Iéegtian : (Ej =E et {aln(v)} =1
)y T aIn(T) Jp

Pour un fluide a pression constante dans lequel on edghkgeffets visqueux (ou pour un solide), la relatign (9
s'écrit :

oT 2
C,|—+V.OT |=A0°T 10
Dans le cas d'un solide V = 0 et on obtient :
pCpa—T=)\D2T (11)
ot

C’est I'équation de Poisson qui régit la diffusion de la chaleu
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A.5.2 : Corrélations pour le calcul des coefficient s de transfert en convection

Caractéristiques du fluide calculées &; =

forcée

8, + 6.,
2

Géométrie

Corrélation

Ecoulement sur un plan

Nu(x) : Nu a la distance x du bord du plan
NuL : Nu moyen sur la longueur L du plan

Ecoulement turbulent

Nu(x) = 0,0288Re(x)*® Pri/®

_ 05 1/ Re >5.10 et Pr=0,5
Nu. = 0035Re *° Pr'/3

Ecoulement laminaire

Nu(x) = 0324Re(x)% Pri/3

- s 13 Re <5.10 et 10=Pr=0,5
Nu. = 0628Re_ *° Pr*

Ecoulement dans un tuk

e

Ecoulement turbulent Nu = 0,023 R¥® Pr"

n = 0,3 SBhuige > eparoi

N = 0,4 SBhige < Bparoi Re > 5000 et 0,6 < Pr < 100

Re calculé pour p=4S /P ou : S = section de passage du fluide
P = périmetre de contact fluide/paroi
014

1/3
L D
Ecoulement laminaire Nu = 186 (RePr)"/ (—j K
L H
p

D
Valable pourRe Pr— =210 , W, calculé &8,
L

Nu=C REPr*® | vitesse ycalculée en amont du tube

Re C n
Ecoulement
perpendiculaire & un 0,4-4 0,989 0,330
cylindre circulaire 4 -40 0,911 0,385
40 - 4000 0,683 0,466
4000 - 40000 0,193 0,618
40000 - 250000 0,0266 0,805
Géométrie Re C n
Ueo )
Ecoulement . d 510 - 10 0,102 0,675
perpendiculaire a un Y
cylindre non circulaire
o Y4 4161516 0,228 0,731
- Y
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Annexes

s de transfert en convection

forcee
- . , 0, +6.,
Caractéristiques du fluide calculées &; = -
Géomeétrie Corrélation
Nu=C R8P | vitesse s calculée en amont du tube
Sh
d
S 1,25 15 2,0 3,0
d C n C ‘ n C | n C n
Disposition en ligne
1,25 0,386 0,592 0,30$ 0,608 0,211 0,704 0,070 2075
15 0,407| 05860 0,278 0,620 0,112 0,702 0,075 0,744
2,0 0,464| 0,570 0,332 0,602 0,254 0,632 0,220 0,648
3,0 0,322| 0,601 0,396 0,584 0,415 0,581 0,317 0,608
Disposition en quinconce
0,16 - - - - - - 0,236/ 0,634
0,9 - - - - 0,495 0,571 0,445 0,581
Ecoulement 1.0 - - 0,552| 0,558 _ - ~ -
faisceau de 10 tubeg | 1,25 0,575 0,556 0,561 0,554 0,5Y6 0,556 0,579 20,56
15 0,501| 0,568 0,511 0,562 0,502 0,568 0,542 0,568
2,0 0,448| 0,572 0,462 0,568 0,535 0,556 0,498 0,570
3,0 0,344| 0592 0,39% 0,580 0,488 0562 0,467 0,574
S S
I
D
_._.@_._.!_._.@._._
snI . _,_@ !
_._.@_._.1'_._. _.
 -B -
@
Disposition en ligne Disposition en quinconce
N = hn
Ecoulement Mo
perpendiculaire a un
faisceau de n rangéet Nombre rangées 1 2 3 4 g i [ 3] ¢} 10
de tubes N en ligne 0,64 080 087 090 092 0/94 096 0,999| 1,0
(n<10)
N en quinconce 0,68 0,75 0,83 0,89 0/92 Q)95 0,9B800,99| 1,0
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A.5.3 : Corrélations pour le calcul des coefficient s de transfert en convection
naturelle

Corrélations valables pour tous fluides : Nu = G{Pr) "

Géométrie Gr Pr C m

Plaques et cylindres verticaux 10°- 10 0,59 1/4

10°- 102 0,021 2/5
10%°- 107 0,675 0,058
10%- 10 1,02 0,148
Cylindres horizontaux 107 - 1¢° 0,850 0,188
10*- 10 0,480 0,25
10 - 10% 0,125 0,33
Face supérieure d’une plaque chaude ou face 2.10¢ - 8.10 0,54 0,25
inférieure d’une plaque froide 8.1¢ - 10" 0,15 0,33
Facg !nfeneu’re d’'une plaqug chaude ou fade 10° - 104 0.27 0.25

supérieure d’'une plaque froide
Cellule fermée rectangulaire inclinée * . 1.6
Nu=1+1441-_ 1708 1 1708(sm(1,8¢) ) .
Gr Prcosd Gr Prcosd

*

[(M)% _1] si  0<¢ <tan *(4800Pr)
5830

Les grandeurs * sont prises égales a O si le edgldtleur
calcul conduit @ un nombre négatif

(Hollands et al, 1976)

Relations simplifiées pour de I'air a pression atsmhérique

Géométrie Laminaire Turbulent
10° < GrPr>18 Gr Pr>16
AD Y4
Plaque ou cylindre vertical h= 1,42[Tj h=1,31(aA0)"
L
Cylindre horizontal h=1,32 E] h=1,24(A0)"
. . 1/4
Face supérieure d’'une plaque horizontale _ AB _ 13
chaude ou face inférieure d’une plaque froigde h=132 e h= 1’52(A9)
/ /
Face inférieure d’une plaque chaude ou fage _ A0\ _ A0\
- ) ; h=0,59 — h=0,59 —
supérieure d’'une plaque froide L
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A.6.1 : Abaques NUT = f( n) pour les échangeurs

Ucmi
C= min
Gcmax
Ca-couran ‘ ~ Contre-couran
100 100 " .
I T ———
Y d | o Aﬁ//’f
> t
80 — — 80 /’\5:"\.00 —

/>
=

NN

\] \%\

n (%)
2
N
AN

g
n (%)

20

B
g
G\
——
I~

0 1 2 3 4 s 1 2 3 4 5
NUT s NUT as
Echangeur Echangeur -4
100 [ /____ 100 | /’__— —
# - |t
80 C/ /‘52"// 80 s ’0-/5!, 050 1| —
7 T ¢ 5 | —1
= ‘ e
0.7 - !
60 ,//g 1.00 ] 60 ////////
- L >
40 / — 40
' /
20 /// 20 i
00 1 2? 2 4 s 00 1 2 3 4 s
NUT mas NUT mas
Courants croisés, 2 fluides r-brassé Courants croisés, 1 fluide bra
100 == ] — 100 T p——
Ca“ ///_ — T 1 Q}// T 025]
@5 1 g ‘ L] -"""——__:_:?)5
w0 - /s/(/ e P i e
S LT AN 5
4 »_— ~"° Z =T .
© ///é\/ 60 “s/g’ //
S W = e
= é S ‘
40 / = 40— —
20 /./ - 20 /[
A 1L
0 1 Ind 2 4 5 0 1 - 2 4 s
NUT mas NUT mas
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A.7 : Méthodes d’estimation de parametres

Introduction

On réalise, a des instants N mesures\?i d'une grandeur Y dépendant de n parametgeskik ..., k, et

éventuellement du temps t. On suppose que I'onaibte modeéle physique exact permettant de rkligaleur
de Y a celles des paramétrgshs, ..., k, sous la forme Y= f(k kq, ...k, t).

Exemples :

- Forme linéaire : YUO) =f@k,t) =k +k t

- Forme exponentielle : Y(t) = f gkky, t) = ky exp(k t)

Le probléme posé est double :
- Trouver les valeurs dekk, ...k, telles que la courbe Y= f{kk;, ...k, t) représentau mieuxles N
couples de points expérimentau‘?(i [t
- Estimer la précision avec laquelle les valeyrkk ...k, sont estimées.

Un des problémes annexes qui se pose est de chwisiitére dont la minimisation permettra d’affenque
les valeurs estiméeg, Kk, ...k, sont celles qui représenteat mieux les points expérimentaux par la courbe
théorique.

L'idée la plus simple serait de choisir comme ceitta somme S des distances des points a la cthgbeque
mais les écarts négatifs peuvent compenser dets gumitifs et rendre ce critere inadapté ainsi igeésenté
sur la figure 1.

_N ( )_
. S_i:ZlYi_Ymodi =0
l mais mauvaise estimation

»
»

Figure 1 : Schématisation de la somme des écarts

Le critere le plus souvent retenu est la somme B dmrts quadratiques, soit la somme des carrés des
distances des points expérimentaux a la courbeitjusotel que représenté sur la figure 2.

N 2 N 2
D=2Xd, :z(Yi_Ymod-)

i=1 i=1 !
minimum, estimation correc

»
»

Figure 2 : Schématisation de la somme D des écprasiratiques

Plusieurs méthodes d’estimation vont étre décritepremiére : Moindres carrés linéaires ne s'apaique

si les fonctions{i] sont indépendantes des K’est le cas du premier exemple (forme linéainajs pas du
ok

144 Cours Transferts thermique§™année Ecole des Mines Nancy



Annexes

second (forme exponentielle) c{ri] =ko kg exp(k1 t) dépend degdet de k.
kl

On peut toutefois dans ce cas particulier se ramémes fonction{i
ok;

estimer en considérant la fonction g, (k;, t) = In[ f (ko, ki, t)]= In(Y) = In(ky) + k; t. On estimera alors les
parametres Ingd et k;.

J indépendantes des paramétres a

Il n’est cependant pas toujours possible de semameu cas de figure de fonctioE»saf—J indépendantes des
ok;

ki, la méthodes des moindres carrés linéaires n@st gas toujours applicable et il faudra alors max@iours a
d’autres méthodes : méthode itérative, du graddmiewton ou de Marquart.

Parametres liés par une relation linéaire

On suppose dans ce paragraphe que les fon{tiglgsJ sont indépendantes dgs k
ok

Méthode des moindres carrés linéaires

Cas d’'une relation linéaire : Y gk k; t

Considérons, a titre de démonstration de la méthdste moindres carrés linéaires, une relation de typ
Y =ky + k; t oul kg et k sont les constantes inconnues a estimer.

On dispose de N couple§(( t) de points expérimentaux et I'on cherche a estie®raleurs degket k qui

N
minimisent le CritéreD:Zdi2 soit D = Z(Y -k, =kt )
i=1

Les valeurs dedet k qui minimisent D sont telles quea—D =0 et 6_D =0
ok, ok,
N
Soit : B 5 -y[v, -(k +kt]_—2z[v (ko +Kk,t)
ok, i=1
oD

—:—2zt [V, - (k, +k,t)]

N N A
ko et k. sont donc tels que : Z[Y k +kt)] 0 ou Nk0+k12ti=_ZYi

zt[Y (ko +k,t)]=0 ou kzt+kzt =St v

i= i=1

N N
N y >V
Que I'on peut écrire sous forme matricielle ; . [ko}= N
DI I el DI Y
i=1 i=1 i=1
On en déduit :
N ,N. N N . N N N
IREDIAED NS N Y NG Yi-Xt2 Y
K =izt =l i=1 =1 k1= i=1 i=1 i=1
0 N o, (N2 ’ N , (N 2 @
DaES NEo?-( 2]
i=1 i=1 i=1 i=
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Cas général

Supposons que la relation liant Y aux parametrgs K¢...k, a déterminer soit de la forme
Y mod= T (Ko, Ky,....K,, t) On peut écrire sous forme d’un développemeritd au premier ordre :

av(t)=3 0 | dk
=0 akI t

n
Onen déduitY; =Y +ey =Y +Z(ij e,
=0 akI t;

Soit sous forme matricielle pour les N mesures :

{ij [ij [ﬂj
oko ), \0ky ), ok ),

to

TV
v (ﬂJ [ﬂ] [iJ Ko
= OI.<0 tr 6I.<1 i, a_k” 4y [ , onnotera [B]=

Yn-Yn Kn n

{ij [i] [i]
L ako ty akl tn akn ty
N v J — —~— /\_,,_}
[ev] [X] [eg]

La matrice [X] est appelée la matrice de senséilit

Si les conditions suivantes sont remplies :

La matrice de sensibilité [X] est indépendanteadmatrice [B]

La mesure ou I'estimation de Y est sans biais (erde moyenne nulle).
Le vecteur [B] est constant et inconnu avant estana

La matrice [X] est connue sans erreur (incertitodie sur )

L’erreur de mesure ou d'estimation sue3t d'écart type constant connu (a une constantépiiuative
pres).

aorONE

Alors une estimation de la matrice [B] peut étréeobe par :

[B]= X' X" [XITY] )

. . P . . > t g . . .
Cette estimation minimise I'écart quadratiqu® :[Y —Y] [Y —Y], soit la somme des carrés des distances

des points expérimentaux a la courbe (droite) &gtint’est la formule de « régression linéaire kseét par les
tableurs et les calculatrices. On pourra vérifiee ¢p relation (3) permet bien de retrouver lesiltéts obtenus
au 82.1.1.1 dans le cas d’une relation de la foire ky + ki t.

Si I'incertitude (ou I'écart type de I'erreur) deesure ou d’estimation de toutes les valeurs mesu?éeest

identique et a pour valewy, on peut estimer I'écart type de l'erreur sur tiilmgtion des parametreg,k
T k, al'aide de la formule :

®3)
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Les variables g, ay, -.... an représentent respectivement les carrés des égpets de I'erreur d’estimation de

Ces valeurs ne doivent pas étre confondues aveodfficient de régression calculé par les programohe
régression linéaire qui donne des informationslaunaniére dont les points sont dispersés autola deurbe
estimée mais pas sur la fiabilité de I'estimatidntitre d’exemple, une régression linéaire sur>d@oints
conduira a un coefficient de régression de 1 méres gleux points sont connus avec une incertitetigive de
100% ! L'application de la formule précédente perme contraire de définir un intervalle de confiaraes
valeurs estimées tenant compte de la fiabilitéhdeue point expérimental ayant servi a I'estimation

Remarques :
- La méthode ne s’applique qui si la matricé{Xest inversible.
- Dans le cas ou I'on recherche une relation de pyggnomiale : Yog=ko + kgt +........ +k, t", la matrice
de sensibilité [X] s’écrit simplement :

[x]=

Parametres liés par une relation non-linéaire

Le probleme a résoudre est le suivant : trouvevddsurs des parametres k, ...k, tels que la courbe modéle
Y moa= T (Ko, Ky, ...Kn, t) représente au mieux N couples de points expsriaux ﬁi t]. La forme de la fonction
f est supposée connue, les parametgekik...k, sont inconnus et a déterminer. On se place ics dacas ou

les fonctions[i] ne sont pas indépendantes ded& méthode des moindres carrés linéaires ne glerg
ok;
pas s'appliquer. On minimisera toujours dans cesgitila somme D des écarts quadratiques non pésidditre

les points expérimentaux et théoriques. On vertdefois que I'on peut toutefois évaluer la précisavec
laquelle les parameétres inconnus ont été déterminés

Méthode du gradient

C’est une méthode itérative détaillée entre aysesTrigeassou. On suppose comme dans les caslprésé
que I'on dispose de N couple§’i[,ti] de points expérimentaux. On connait la forme ieitpl de la fonction non

linéaire liant ces points dans laquelle figurepiapametres inconnus a détermineroit) = f (Ko, Ky, ..., Ky, t).
On note D la somme des écarts quadratiques estmlgbes expérimentales et simulées :

N 2
D:iZZl[Y(ti)—Y(ti)]

Dans la méthode du gradient, la matrice [B] deaup@tres inconnus se calcule de maniére itérative pa

"0
3k,
9D

Bil=lB]-A] % | avec: =259 )-v(t, )] 2 () @
akj i=1 ak].

ob

_akp i
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aY .
ou  Y(t,)et —(t;) sont calculés avec les valeugs ky,......ky;-

ok

A est un nombre positif  dont le choix est importdas la stabilité de la méthode. Si la méthodergesel
faut réessayer avec une autre valeuh d€et inconvénient associé au fait que la méthadgrddient est une
méthode d’ordre 1 lui fait souvent préférer la méih de Newton.

Méthode de Newton

C’est également une méthode itérative mais d'ofréétaillée entre autres par Trigeassou. On suppose
comme dans les cas précédents que I'on dispose cmples D?i ] de points expérimentaux. On connait la

forme explicite de la fonction non linéaire lianéscpoints dans laquelle figurent p paramétres imgsra
déterminer : Y(t) = f (i kq,..., K, 1).

Dans la méthode de Newton, la matrice [B] des patars inconnus;lse calcule de maniére itérative par :

0’0 oD oo |7
ok,> ok, ok, Ak, ok, D
02D 0°D 02D 6'_‘0
2 ............ : . _l
[Bi+1] = [Bi]_ akozakl ak:l akpéakl = [Bi]_[D ] [D] (5)
2 2 2 -
0D 0°D 0 D2 I 6kp |
_ako akp ok, akp akp |
La matrice [D"] est appelée le Hessien du crité&reninimisation, avec comme précédemment :
oD Nre oY
aT(ti ) =-2 i:zl[Y(ti )_Y(ti )]OT(tI)
i j (6)
0°D aY oY Nro a2y
(ti):ZZ _(ti _(i)_ZZ[Y(ti)_Y t; (ti)
akj ok, i=1 akj ok, i=1 akj ok,

En pratique on néglige le second terme devantdmiar (approximation de Gauss-Newton) et on callade
termes du pseudo-hessien par :

2
9D )=25 2 @) () )
ok, 0K, =L ook, ok,

. ay 9%y .
ouY(t,), —(t;) et (t,) sont calculés avec les valeugs kyj,......Ky;.

ok, ok, Ok,

Cette méthode n’est stable que si la matrice [Btdéfinie positive. Elle peut diverger si I'on paop loin de
la solution d'ou le soin particulier a apporter ewix des valeurs de départ qui pourra étre guaedes
considérations physiques. Cette méthode possédintage de la rapidité et ne nécessite pas caermait a la

méthode du gradient de choisir de maniére un paitr@re un parameétreX pour la méthode du gradient) dont
peut dépendre la convergence.
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Méthode de Marquart

La méthode du gradient permet de s’approcher plpisiement du minimum de D que la méthode de Newton
lorsqu’on est loin de ce minimum mais converge fpdmement lorsqu’on s’approche du minimum. Margaar
proposé un algorithme qui combine les avantagesidas méthodes. Il a proposé d’appliquer la méthdele
Newton mais en remplagant la matrice D" du Hesgmn pseudo-hessien) par la matrice A" définie de la
maniére suivante :

A"=D"+\ | (8)

Ou | est la matrice unité &tun parameétre auquel on attribuera les valeuraates :

- A =0,1 au départ par exemple.

- Aprés la ™ itération, on compare les valeurs de D(i) et D(igQi D(i) < D(i-1) alors on multiplie la
valeur de\ par 10 pour effectuer l'itération suivante. Sinon,reprend la®"itération aprés avoir divisé
la valeur de\ par 10.

Evaluation de la précision de I'estimation

La précision avec laquelle les parameétres incoonugté estimés par les différentes méthodes p¥Eepeut
étre évaluée de maniére approchée en supposala fpretion Yiq(ko, ki, ...k, t) est linéaire par rapport g,k
ki, ...., k, sur des intervalles de trés faibles amplitudésuawes valeurs optimales estimées. On utilisesdto
relation (3) comme dans le cas de la méthode déwines carrés linéaires.
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EXERCICES

Transfert de chaleur par conduction en régime perma  nent

1. Apport de chaleur dans une piéce climatisée

Les murs d'une piéce climatisée a 25°C sont cartstiles différentes couches suivantes de I'extéviens

l'intérieur :

- 2 cmd’enduit en ciment

- 20 cm d'agglomérés creux

- 5.cm de polystyréne

- 1cmde platre

La température extérieure est de 35°C, les coeffisi de convection externe et interne ont pouruvale

respectives &= 10 W.n%.°C* et h= 5 w.m?.°C™.

1. Calculer la résistance thermique globale du mur.

2. Calculer le flux de chaleur entrant pour une surfde 40

3. Calculer le co(t journalier de la climatisationnmé&genté par les pertes a travers ces murs en éoasid
les données suivantes :

- Fonctionnement 8h par jour

- Efficacité de l'installation de climatisation égale

- Prix du kWh électrique égal a 0,13 €
Calculer la température de la face intérieure du mu
Reprendre les questions 3 et 4 dans les deux bast1: 10 cm de polystyréne et pas de polystyréne
La consommation d’'un écran cathodique de PC est5@&V, celle d’'un écran plat est de 75W. En
supposant qu'il reste également allumé pendang8ljopr, comparer 'effet du passage d’une épaisseu
de polystyrene de 5 a 10 cm avec I'effet d’'un clemngnt d’écran. Quelle économie annuelle représente
un changement d’écran ?

o0k

Données A agglomérés creux 0,5 Wr‘r"|1°C1 ;A enduit= 0,95 W.I'T_'ll.oc_l,
A piare = 1,2 W.M-.°C™, A poiystyrene= 0,035 W.rit.°C™.

2. Pertes thermiques d’un oléoduc

Un oléoduc de diamétre 100/108 mm est isolé parconehe de laine de verre d’épaisseur e = 50 e et
conductivité thermiqud = 0,042 W.rit.K™. la température d’entrée de I'huile est=T50°C, la température de
I'air extérieur est T = -15°C et le coefficient d’échange avec l'airéieur h = 30 Wn?.K™* (vent fort). Si le

débit d’huile est = 64 kgs'l, la chaleur massique de I'huilg € 2100 J.kd.K*, quelle est la température de
I'huile au bout d’'une longueur L = 10 km ?

3. Epaisseur critique d’isolation

Soit un tube cylindrique de rayon interneet de rayon externe constitué d’'un matériau de conductivité
thermiqueA;. Supposons que I'on veuille l'isoler avec un manchde rayon externe; et de conductivité
thermiqueh,. Soient het h, les coefficients de transfert interne et externe.

1. Calculer la résistance thermique du tube seul.
2. Calculer la résistance thermique de I'ensemble tubmeanchon.
3. Déterminer les conditions pour lesquelles I'adjattd’'un manchon permet bien de diminuer les pertes
thermiques.
Données :4=1,5¢cm ;A\, =0, Wn °C'; h,=6 W m?°C2
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4. Anémomeétrie a fil chaud

L'expérience montre qu’'un conducteur filiforme fparcouru par un courant électrique et soumis a un
écoulement transversal d’'un fluide atteint tréesdement un état d’équilibre thermique sous l'inflae d’'une
part de I'effet Joule et d’autre part des perteghgdeur par conduction le long du fil et surtoat ponvection
sur la surface latérale du fil immergé dans led#uiSi le fil est chauffé modérément, I'effet dyaanement
thermique est négligeable par rapport a celui dmtevection. Ce principe est utilisé pour mesuagpdrtir de la
variation du coefficient d’échange par convectionl& vitesse du fluide a l'aide d'un dispositif ab@

« anémometre a fil chaud ».

Considérons un fil cylindrique circulaire de diameetl, de longueur 2dont le coefficient de conductivité
thermiqueA est constant et la résistivité électrigmefonction linéaire de la température T de sorte que
p=pe(1+BB) ol B=T-T, etpe la résistivité du fil & la températurg de référence. Ce fil est maintenu entre

deux bornes d’'amenée du courant, massives et delegadimensions, de sorte que la température aux
extrémités du fil puisse étre considérée commeeégala température des bornes, elle-méme égale a la
température du fluide incident..TLe coefficient d’échange par convection h engefllide incident a la
température Jet la surface latérale du fil immergé sera suppgosétant méme au voisinage des extrémités.
1. Sil est l'intensité du courant parcourant le filgime de fonctionnement normal, c’est a diredae
I'équilibre thermique du fil est atteint, détermirexpression du champ de température le longildu f
(la valeur de h reste supérieure a 4000 Wiit).
2. Calculer les pertes par conduction aux extrémitéfildA partir de quelle longueurtg du fil peut-on
considérer que les pertes de chaleur par les eité®du fil sont indépendantes de la longueur ?
3. Quand le fil parcouru par un courant d'intensit&st placé dans un écoulement pour lequel le
coefficient d’échange par convection h est conaiguter I'expression de la résistance électriquduR

fil et en déduire I'expression d'une températureyemme 6 telle que R = Re (1+ [35) avec
_8pe!
nd?

4. Dans la pratique, c’est le coefficient d’échangeqmmvection h que I'on désire mesurer. Cela eslue
possible par la mesure simultanée de l'intenseééde la résistance R du fil. Déterminer le coddfit
d’échange par convection h a partir des grandearactéristiques du fil a la températurg €k des
valeurs a I'équilibre de la résistance électriquet Be l'intensité du courant .

5. Pour une intensité | = 60 mA, on a mesuré R/Re0842,Que vaut le coefficient d’échange h ? Si l'on

admet que dans ces conditions expérimentales Kiaieet d’échange h (en W.AK™) est donné en
033

e

fonction de la vitesse v (en nf)spar la relation h = 3945y , quelle est la vitesse de l'air ?

Données numériques :
d=510m ; £=510"m ; p.=9,8.10Qm ; B=38.10K"* ; A=70 wm'°C*

5. Paroi de conductivité variable

Une paroi plane est constituée d’'un matériau homegiont le coefficient de conductivité thermiqueutpe
étre représenté park =Aq (1+aT), A, étant la conductivité thermique & 0°C. Les facmst soumises aux
températures fTet To.

1. Quelle est la densité de flux traversant le mupdigseur e ?

2. Comment varie la température en fonction de x ?

3. Le flux est-il inférieur ou supérieur a celui cdicavech = Ay ?

4. Données:T=20°C; L =35°C;a=0,005"€;\,= 0,03 kcal.-.m".°C*; e = 20 cm.

6. Calcul d'une ailette

Une ailette en aluminium de largeur 5 cm, de longud® cm et d’épaisseur 3 mm est encastrée danaun
La base de l'ailette est maintenue a 300°C, la éatpre ambiante est de 30°C et le coefficienratestert est
de 10 W.nf.°C™.

1. Déterminer la température a I'extrémité de l'adeét le flux extrait par l'ailette si I'on néglides
gradients thermiques dans les sens de la largeler [&paisseur.
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On appelle efficacité de l'ailette le rapport duxflextrait sur le flux qui serait extrait par laite de
méme géométrie dont la température serait unif@némale a la température de sa base. Calculer cett
efficacité.

Calculer l'erreur relative que I'on aurait commise considérant que la température de I'extrémité de
I'ailette était égale a la température ambiante.

Ecrire les équations a résoudre dans le cas odiEahcompte d’'un gradient thermique dans le skns

la largeur de lailette.

Résistance thermique d’un tube aileté

Considérons un tube cylindrique circulaire en aderconductivité thermique = 40 W.m".K™, de longueur
£ = 3 m, de rayon intérieur;R 70 mm et de rayon extérieug R 80 mm. Il est parcouru par un écoulement
d'eau chaude a la température &t le coefficient d'échange interfacial intériewdté eau, est égal a
h = 250 W.n*.K . De I'air frais a la température, Tircule axialement sur la surface extérieure eolefficient
d’échange interfacial extérieur, coté air, est égal= 40 W.n2.K™.

Afin d’accroitre le transfert de chaleur entre Uezt 'air, on décide de disposer des ailettesitadqales en
acier f = 40 W.m~.K™).

1.

N

Les ailettes doivent-elles étre placées coté eardtiuair ? Justifier leur implantation. Pour daisens
aérodynamiques, leur nombre est fixé a 20. Elles soudées le long des génératrices du tube sta tou
la longueur | et régulierement espacées sur ldecditecteur. Soient L leur hauteur et e leur émais
supposée constante (ailette rectangulaire). Afimdemiser le poids de matiére premiére, on imgdese
produit eL = 128 mrh

Déterminer les dimensions géométriques optimalesadailette pour évacuer un flux maximum.

Quelle est I'efficacité totalg, de la surface munie d'ailettes ?

Remarque : Dans le calcul de la résistance theumiinterfaciale d’une paroi munie d'ailettes, la
surface dont il faut tenir compte est la surfageS ous; est I'efficacité totale et S la surface baignée
par le fluide.

Quelle est la résistance thermique totale enteul@ la température €t I'air extérieur a la température
T.? Donner le schéma électrique équivalent et discute

Quel est le flux de chaleur échangé entre I'ediaietsi T, — T, = 60°C ? Comparer ce flux a celui qui
serait échangé par le méme dispositif non munleattas.

8. Chambre froide

On considere une chambre froide cubique de coééientr | = 3 m a une température intérieure de €18&s
parois sont constituées de 15 cm de polystyréde 40 cm de béton. La température extérieure e35Ue, les
coefficients de transfert interne et externe vatespectivementh= 15 W n? °C' et h = 10 m? °C™. En
supposant que le sol est parfaitement isolé, aaldaiflux de chaleur entrant dans I'enceinte.

9. Tubes enterrés

Deux tubes sont enterrés dans le sol et maintaspectivement & 300°C et a 125°C. Leurs diametresde
8 cm et de 16 cm, la distance entre leurs axedee40 cm. Calculer le flux échangé par métre dguear si la
conductivité thermique de la terre est de 0,7 We@™.
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Transfert de chaleur par conduction en régime trans itoire

10. Gel des conduites d’eau dans un sol sec

Dans l'installation des conduites d’eau soutermirileest important de déterminer la profondeuaguklle
une variation de température a la surface du s@issentir pendant une période de 12 heures.&aaue la
température initiale du sol est de 4°C et quenagptrature tombe brutalement a —4°C, déterminerdéopdeur
a laquelle pénétre la température du point de dafigh. On considérera un sol sep = 1700 kg.n?;
C, =840 Jkg.K"; A=0,4 WK™

11. Isolation d’'une manipulation

On désire réaliser une manipulation légére (faibdgtie) de laboratoire devant se dérouler surlongue
période de temps a une température comprise ebtet 25°C. Ces conditions sont aisément remplies ¢k
journée ou la température se maintient autour ¢€ 2fiais la nuit, du fait de I'arrét du chauffagengant 12
heures, la température peut descendre a 10°C. Amssion réaliser une régulation statique du systé&m
enfermant la manipulation dans une enceinte. Opodis de deux matériaux : un acier inoxydable et du
polystyréne expansé. Le coefficient d'échange hreeres parois de I'enceinte et I'ambiance est
h = 10 W.n.°C*. Comment dimensionner de maniére raisonnabledesispde I'enceinte ?

Données : Acier inoxydablep:= 7700 kg.1? ; ¢, = 460 J.kg.K™; A =25 W.m'.K™.

Polystyréne p =50 kg.ni’> ; ¢, = 1250 J.kg.K™*; A = 0,04 W.mt.K™.

12. Gel des conduites d’eau dans un sol humide

On reprend l'exercice 10 dans le cas ou le sol heshide p= 1700 kg.n?; ¢, =840 J.kg.K";
A = 0,4 W.nt".K™) et contient w = 10% d’eau en masse. La chaletiusien de la glace est E 333 kJ.kg.
1. Ecrire le probléme a résoudre dans les zones gfléex < X(t)) et non gelée (X(t) < x), les condits
aux limites en x = 0 et %> o« et les conditions a vérifier a I'interface X(t)temles deux zones.
2. Montrer que l'on peut chercher la solution pour dhamp de température sous la forme:

= A erf| — dans la zone gelée
Tr = To 2, /at

T-To
Ts =Ty

=B|1-erf X dans la zone non gelée
2 /at
ou x est la profondeur calculée a partir de laam@fdu sol, T= 4°C la température initiale du sol,

T; = 0°C la température de congélation et a la difitésithermique de sol. A et B sont des constantes a
déterminer.

3. En considérant les conditions & l'interface X(thmrer que nécessairemeXift) = 25./at oud est une

constante vérifiant I'équation transcendantér Snd = 21 - 5 0
expld )erf(é) exp(é )[1—erf(6)]
T =T w L
ou 8=——F et Sn=———"__ est le nombre de Stephan-Neumann.
Ty =To cp (Ts = To)

4. Résoudre I'équation transcendante précédente grosapt a priord petit.
5. Déterminer la profondeur a laquelle pénétre la &najpire du point de congélation.
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13. Paroi coupe-feu

Une paroi coupe-feu doit répondre aux exigencegstes : a partir de la température ambiante, siGdé
chaud, la température s’accroit soudainement deK708 température du coté froid ne doit pas modteplus
de 140 K. Quelle doit &tre I'épaisseur de la pé&eidiffusivité thermique a = 5.70v".s") pour répondre & cette
condition au bout de respectivement 3, 6 ou 12ds@r

14. Incendie d’'une poutre en bois

Pour lutter contre les incendies, il est nécesshreonnaitre comment des poutres en bois peuuppbger
le feu avant de s’enflammer. Les poutres sont lesgie section droite 100 x 100 Mmet initialement a la
température uniforme de 16°C. A linstant ou selatécle feu, les poutres sont exposées a une tamopérde
650°C et le coefficient de transfert convectif vaut 12 W nf °C™. Evaluer le temps avant que le bois
n'atteigne sa température d'inflammation de 427°Ces propriétés physiques du bois sont les suigante
p =800 kg.n?; cp = 2400 J.kK§K™; A =0,3 W.m".K™

15. Traitement thermique d’un train d'atterrissage

Le traitement thermique d’'un train d’atterrissagmsiste a refroidir rapidement la piéce pour obtemnie
structure métallique et des caractéristiques méaesi satisfaisantes. On sait par ailleurs que rlactste
obtenue est satisfaisante pour tout point ayaeinatbu dépassé une vitesse de refroidissemennjueritde
800 °C.§" au voisinage de 250 °C. Quelle est I'épaissedadeuche traitée thermiquement si I'on admet gue |
refroidissement est réalisé en imposant une tempéraonstante de 20°C a la surface de la piétialement
portée a la température uniforme de 470°C ? Leep@st en aluminium et on I'assimilera a un cyknde 60
cm de diameétre et de 3 m de haut. On aborderalesls en supposant I'épaisseur de la couche ér&iés petite
devant le rayon du cylindre (on vérifiera cette ¢tyy@se a posteriori).

16. Modélisation du plan chaud

Le but de la méthode du plan chaud est de mebeffesivité thermique d’un matériau. La méthodensiste
a insérer un élément chauffant plan dont on mebévelution de la température entre deux échamtdllae
grande épaisseur du matériau a caractériser. Qenitoie un échelon de tension qui provoque le démagt
d'un flux de chaleurp,. La chaleur produite diffuse dans les échantillenn enregistre I'évolution de la
température T(t) de I'élément chauffant au coursedups.

1. Ecrire a l'aide de la méthode des quadripbles fegpion de la transformée de Laplace de cette
température. On considérera que la températunendsrme dans I'élément chauffant de masse 2m et de
capacité calorifique c et que tout le flux est pibdur sa surface médiane ; on notera Rc la efgist
thermique de contact entre I'élément chauffanaeoinde.

2. Etudier en utilisant des développements limitésclesportements asymptotiques de cette température.
En déduire une méthode simple de déterminatioreffedivité.

3. Estimer les valeurs de E, Rc et mc a partir duntbgramme ci-dessous (représenté dans plusieurs
systémes d’axes) obtenu sur du PVC d’'épaisseur 1cm.

4. Montrer qu'au bout de 60 s la condition du milieurs-infini est toujours valable. On supposera cue |
face non chauffée de I'échantillon est parfaitenisite.

5. Ecrire la matrice de sensibilité pour une relatiogaire ent = t/?de la forme T¢) = k +k; T et calculer
la matrice de covariance des erreurs d’estimateok, @t de k.

6. [En déduire I'écart type de I'erreur d’estimatiur E si I'écart type sur les mesures de températsir de
0,05°C et en supposant que I'approximation réaksétmps longs n’induit pas de biais (modéele gxact

Données : Elément chauffant de surface 20,3 dm résistance électrique R = 4@5 alimenté sous une
tension U = 6V. Diffusivité thermique du PVC meseipar méthode Flash : a = 1,2'17.s™.
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17. Modélisation du fil chaud

Le but de la méthode du fil chaud est de meswerohductivité thermique d’'un matériau. La méthode
consiste a insérer un fil chauffant dont on mesémlution de la température entre deux échamtllde grande
épaisseur du matériau a caractériser. On lui enwiéchelon de tension qui provoque le dégagementfllix
de chaleunp,. La chaleur produite diffuse radialement danséelsantillons et on enregistre I'évolution de la
température J(t) de I'élément chauffant au cours du temps.

La modélisation de ce transfert de chaleur perreetadculer I'évolution de la température T(t) antoe de
I'échantillon. On applique une méthode d'estimatite parameétres pour calculer les valeurs de :

- La conductivité thermiqug,

- La capacitance thermique (rodu fil chauffant,

- Larésistance de contactd&l'interface fil/échantillon,

qui minimisent I'écart entre les courbes T (t)dhigues et T,(t) expérimentales.
1. Ecrire a l'aide de la méthode des quadripbles feggion de la transformée de Laplace de cette
température. On considérera que la températurgndstme dans I'élément chauffant.
2. Etudier en utilisant des développements limitéstaaportements asymptotiques de cette température.
En déduire une méthode simple de déterminatioa derductivité thermique.
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Transfert de chaleur par rayonnement

18. Eclairement solaire

En supposant que le soleil rayonne comme un carpsaria température de 5762 K et en ne considépaat
les échanges radiatifs Terre / Soleil :
1. Calculer la fraction de flux émise dans le domaingayonnement visible.
2. Calculer I'éclairement solaire sur F e la surface de la terre.
3. Calculer la température moyenne de la terre.
Données : Rayon du Soleil : 696 700 km ; Distahese / Soleil : 149 637 000 km.

19. Transmission du rayonnement

Une plaque de verre de 100%est utilisée pour observer le rayonnement provedian four. Le facteur de
transmission du verre est nul excepté dans la beyada 3,51m ou il vaut 0,8. Le facteur d’émission est pris
égal a 0,3 jusqu’a 3,8m et 0,9 au-dela. En admettant que le four esbymscnoir a 1800°C, calculer I'énergie
totale absorbée par le verre et I'énergie transmise

20. Rayonnement dans un four

Quel est le flux de chaleur par métre de longuewr rgcoit un tube en métal de 8 cm de diamétraientéa
200°C placé dans un tunnel en briques réfractai200°C, ce tunnel ayant une section
1. Trés grande par rapport au diameétre du tube.
2. Carrée de 12 cm de coté.

21. Influence du rayonnement sur les mesures dapérature

1. Unthermomeétre de diamétreayant une émissivitg = 0,8 est utilisé pour mesurer la température d'un
gaz transparent s'écoulant dans une grande comthritdes parois sont a 250°C. La températureeaéell
du gaz est 500°C.

2. Calculer la température indiquée par le thermomsdhant que le coefficient d'échange convectif est
de 122 W rif°C™.

3. Recalculer cette température si le thermometreeesuvert de papier d’aluminium d’émissivité 0,1.

On considére maintenant que le thermometre prétéxgmprotégé contre le rayonnement par un écran
cylindrique mince de diametre & 4 d et de facteur d'émissiog, = 0,3. En admettant pour, TTg, & et h
les mémes valeurs numériques qu'en a) et po(coefficient de transfert par convection sur ctegaté de
I'écran) la valeur 114 W tC™ , évaluer la nouvelle valeur de la températuréginée par le thermomeétre.

22. Echange radiatif dans un local

1. Un local parallélépipédique de dimensions 6 x 4,%umsol par 3 m de hauteur est chauffé par son
plancher porté a 35°C. Les murs et le plafond é&#0°C, évaluer le flux net échangé :
- Entre le plancher et un élément de surface dé flané au centre du plafond.
- Entre le plancher et le plafond.
- Entre le plancher et 'ensemble des murs et dwpthf
2. On considére maintenant que le local a des mufaifganent isolés. Le sol est a 35°C, le plafond a
20°C. Calculer le flux radiatif net échangé engeplancher et le plafond ainsi que la température,
supposée uniforme, de la surface intérieure desejoaurs verticaux
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23. Refroidissement d’un théiere

Une théiere a la forme d'un cylindre de hauteur RO=cm et de diamétre D = 10 cm. Elle est poséausur
support en liege d'épaisseur 2 cm que 'on considécomme parfaitement isolant. On la remplit adedeau
bouillante a la température T = 100°C. La tempéeaties parois de la théiére sera supposée égaR’a apres
remplissage par I'eau. La température du milieurenmant est T, = 25°C. L'émissivité des parois est égale a
0,8. On considérera que lors du refroidissementtéaspératures de I'eau et de la paroi restent ggete
uniformes.

1. Calculer le flux de chaleur perdu par convectioturale juste aprés remplissage.

2. Calculer le coefficient d'échange équivalent payormement et le flux de chaleur perdu par
rayonnement juste aprés remplissage.

3. En supposant les coefficients de transfert corstaalculer le temps au bout duquel la températare
I'eau sera égale a 50°C.

4. Vérifier la validité des hypothéses :

- Pertes par le fond négligeables,
- Coefficient de rayonnement constant.

5. Reprendre le calcul si la théiere est réfléchigsdi@missivité 0,1.

6. Reprendre le calcul des pertes globales si lesgpaomt constituées de deux cylindres métalliques c
axiaux d’émissivité 0,1 pour les surfaces intéesuet de 0,8 pour la surface externe et de diametre
respectifs 0,2m et 0,21m (type vase Dewar). Oralisiun vide poussé entre les deux cylindres qui
permet d’abaisser le coefficient de convection53\W,m2.°C™. On considérera que la température de la
paroi externe est peu différente de la températurmilieu environnant. On justifiera cette hypoth@s
posteriori.

Données : Coefficient d’échange par convectionnefltuentre la théiére et I'air b= 10 W.n2.cC*

24. Rayonnement de gaz

Un mélange de 40% de G®t 60% de KO en volume est contenu dans une enceinte cubijtend de coté,
le mélange est a 1 atm et & 800 K. Les paroisaiedinte sont & 400 K et ont une émissigjté& 0,8. Calculer
le flux de refroidissement nécessaire pour mainiesiparois a 400 K.

25. Capteur solaire couvert

Une tble noircie de dimensions 2 m x 1m, d'épaisdaible, isolée par 5 cm de polystyréne sur sa fac
inférieure est exposée a un ensoleillement de 808 AM.a température extérieure est de 28°C, la vitésse
vent est de 2 m’s La température de rayonnement du ciel est égh6e@.

1. Calculer la température atteinte par la tdle gi he tient pas compte de la convection.

2. La vitesse du vent créé une convection forcée @fficeent donné par : b= 5,7 + 3,8 . Calculer
la température de la tble en prenant en comptedess convectives.

3. Calculer les pertes conductives vers le bas etdegarer aux pertes globales vers le haut.

4. Calculer le coefficient global (convection + rayenment) de pertes vers le haut.

5. On fait circuler dans I'espace de 1cm entre la #llde polystyrene un débit d’eau entrant a la
température de 20°C avec une vitesse de 0,5.r@alculer le coefficient d’échange par convection
entre I'eau et la tole.

6. Calculer la température de sortie de I'eau si Bappose que le coefficient global de pertes vehsilg
est de 18 W.M°C™.

7. On réalise un capteur solaire couvert en plagaatvitne au-dessus de la tdle. On suppose querka vit
est entierement opaque vis-a-vis du rayonnemei IR2,5um) et entierement transparente vis-a-vis
du rayonnement solaira € 2,5um). Expliquer en établissant le bilan thermiqudadle avec et sans
vitre pourquoi le coefficient global de pertes deapteur couvert est inférieur a celui d’'un capteam
couvert.

Reprendre la question 6 en considérant un coeffigibal de pertes de 8 WIAC™.
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Transfert de chaleur par convection

26. Isolation d’'une conduite

De I'eau glacée a 8°C circule a la vitesse de QS enl'intérieur d’un tube en acier de diamétres ZQfam.
Ce tuyau est isolé par une couche d'isolant de &Ddi¢paisseur. La température de I'air ambiantégsie a
25°C. La longueur du tuyau est de 30 metres.

1. Calculer la valeur du coefficient de convectioreine hsi la vitesse de I'eau est de 1 th.s
2. Calculer le flux de chaleur gagné par le tube.
3. Calculer la température interne du tube.
4. Calculer I'échauffement de I'eau lors de son passtms le tube.
Données : Coefficient de convection exterge 80 W n?°C? | Aisoant= 0,35 W.NT.°C2,

27. Ecoulement sur une plaque

Un fluide s’écoule parallélement a une paroi pldaed,4 m de long et de 0,1 m de large. Hors delate
limite, la vitesse est de 1 rit.et la température du fluide est supérieure de 201€ température de la paroi
supposée constante.

1.

2.

Calculer et comparer les coefficients de transfertonvection locaux obtenus pour I'air et poualie
en x=0,1m.

Calculer les coefficients de transfert de convectimoyens obtenus pour l'air et pour I'eau entrek =
et x=0,1m.

Calculer les coefficients de transfert de convecfiocal et moyen) obtenus en x = 0,2 m avec dall’e
circulant a la vitesse de 10 m.<Comparer avec les coefficients obtenus en x =nOpur une vitesse
d’écoulement d’eau de 1rits

Calculer la force locale et moyenne exercée pdlulde sur la paroi en x = 0,2 m dans le cas d'un
écoulement d’eau a une vitesse de I'm.s

Quelle devrait-étre la vitesse de circulation aér lpour que le régime devienne turbulent sur laiga

28. Echauffement de l'air dans un capteur solaire

De l'air circule un capteur solaire ayant la ford¥en un conduit rectangulaire de largeur 1 m, deténar
10 cm et de longueur 6 m. La vitesse de l'aide2? m.g, sa température de 30°C.

1.
2.

Calculer le coefficient de transfert par convectioentre l'air et la paroi supérieure du conduit.

Le conduit est dans un caisson isolé surmonté diitreece qui permet de maintenir la paroi supégeu

a 50°C en période d’ensoleillement. Calculer le fachangé avec la paroi supérieure si celle-ci est
maintenue a 50°C et si les autres parois sontifgrfant isolées.

Calculer la température de sortie de I'air.

Reprendre le calcul si la largeur est de 2m airiglieur de 3m. Quelle est la meilleure géométrie ?

29. Refroidissement d’eau dans un tube

Une conduite en acier inoxydable de diameétre ietérgd = 30 mm et de diametre extérieur=d40 mm est
parcourue par un courant d’eau a la vitesse moydarg&m.s et a la température de 80°C. Sa paroi interne est
recouverte d’'un mince dépdt conduisant & une e#sist thermique de 2.20m?.°C.W* appelée résistance
thermique d’encrassement. A I'extérieur du tubesid@’acircule normalement a la conduite de l'ain&itesse de
8 m.s' et & la température de 20°C.

1.
2.
3.

4.
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Calculer les coefficients d’échange par convecimérieur h et extérieur h

Calculer chaque résistance thermique séparant &ebair et donner le schéma électrique équivalent
Calculer la température sur la partie externe dwdbtlét sur les parois externes et internes du tube
d’acier.

Calculer le refroidissement subi par I'eau apréegarcours de 10 m dans le tube si la température de
I'air reste constante. Qu’en pensez-vous si leetute refroidir I'eau ?
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30. Convection naturelle sur une plaque

De l'air a 16°C est au contact d'une plagleme verticale de hauteur L maintenue a 60°C.
1. Tracer la courbe donnant les variations du coiefft de convection naturellg avec la hauteur L de

la plaque dans le domaine 0 - 1 m.
2. Comparer les valeurs de h ainsi trouvées avecscdls formules approchées suivantes applicables

pour de I'air a température ordinaire et a lapossatmosphérique normale :
a. laminaire : h=1,42 AT/ L)%
b. turbulent: h=1,31 AT)**

3. Pour les mémes conditions de température (onosepples parois de l'enceinte a 16°C), on
determinera le coefficient superficiel de rayement hen fonction de,, coefficient total d'émission
de la plaque.

h,

h

4. Pour une plaque de hauteur L = 0,6 m, on tracetaugbe =f(sp) . Conclusion ?

C

31. Convection avec condensation

Déterminer le coefficient d'échange vapeur-pdms de la condensation de 60 K{ de vapeur d'un
fluide synthétique pour le transfert de chaleurwsutube de 60 mm de diameétre extérieur et 1,5 homig Le
fluide a les caractéristiques suivantes a la teatpér de paroi (264°C) :

A =0,15 kcal.H.°C*; p =0,3.10° Pl ; p = 850 kg.n7 ; AH = 60 kcal kg
Température de rosée : 320°C.
On déterminera h successivement pour un tube akdigour un tube horizontal.
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32. Echangeurs en série

De l'acide sulfurique circule avec un débit de 4%@0h" dans un circuit qui comprend deux réservoirs en
série ol il est en contact, par agitation, avec skpentins a contre-courant de l'acide. Sachast lquf’
réservoir traversé par l'acide a un coefficientbglode transfert ;h= 1000 kcal H m?°C* et le second un
coefficient h = 630 kcal.H.m?.°C?, calculer la surface totale de refroidissement.

Données :

- Acide sulfurique : g= 0,36 kcakg™.°C*
- Les températures aux différents points du circuitt sndiquées dans le schéma ci-apres :

» Eau a 80°

A 4

Acide & 174°C

A 4

88°C
Eau a 20°C
Acide a 45°C

A

33. Association optimale d’échangeurs

Un échangeur tubulaire a contre-courant est utifisér chauffer 1,25 kg'sd’eau de 35 a 90°C en
refroidissant une huile (& 2,0 kJ.kg.°C") de 150 & 85°C. Le coefficient global de transéleri’échangeur est
h =850 W nif °C™.

On veut comparer les performances de cet échamageuarcelles de deux petits échangeurs a contresgpur
les circuits d’eau étant placés en série et lesiter d’huile en paralléle :

Huile & 150°C

A 4 A 4

Y

Echangeur2 |——» Eau a80°C

—> Echangeur 1

v
Huile & 85°C

Le débit d’huile est le méme dans les deux petitmBgeurs. Le coefficient global de transfert gsti@ment
identique et vaut h = 850 WhtC™.
Si le nf d’un petit échangeur colite 20% de plus que?durgrand échangeur, quelle est la solution la plus
économique : un grand échangeur ou deux petits ?

34. Comparaison de différents types d’échangeurs

Déterminer pour chacun des cas suivants la surtiéehange nécessaire pour refroidir en continu
30000 kg.H d’une solution de 66°C & 39°C en utilisant 29560k d’eau de refroidissement & une température
de 12°C.
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Echangeur tubulaire simple a co-courant

Echangeur tubulaire simple a contre-courant

Echangeur de type 1-2

Echangeur de type 2-4

Echangeur a courants croisés a 2 fluides non twassé

Données - Esolution= 0,9 keal.kg.°C*; coefficient global de transfert : h = 2100 kiddlm®.°C*

RN

35. Echangeur récupérateur d’énergie

L'air vicié extrait d’un batiment & 20°C & raisoe 80 000 kg.# traverse un échangeur économiseur servant
a pré-refroidir I'air neuf admis avec un débit itlgne. L'échangeur est un appareil a plaques plates
courants croisés sans brassage. Sa surface d’'ékange 50 et son coefficient global de transfert est de
20 W.nf.°C™.
1. Calculer l'efficacité de I'’échangeur et la températde sortie de I'air neuf si sa température dénest
de 35°C.
2. Calculer la température de sortie de I'air viciéagbuissance thermique récupérée dans cet échangeu

36. Encrassement d’'un échangeur

Aprés un essai de fonctionnement fait sur un éalang un passage en enveloppe et deux passagdsesn t
on dispose des données suivantes :
- Intérieur des tubes : huile en écoulement turbulent
débit = 2270 kg.h; ¢, = 0,5 kcal.kg.°C", Benree= 71°C ; Bsore = 38°C.
- Extérieur des tubes : ealenyee = 16°C ; Bgorie = 27°C.
On souhaite prédire le fonctionnement de cet éahamgvec un débit d’huile réduit au % du précédénine
température d’entrée de 98°C. Calculer la tempégade sortie d’huile pour un débit et une tempéeat’eau
identique. On supposera que le coefficient de teans6té huile est faible devant celui cété eau.

37. Calcul d'un échangeur a courants croisés

On souhaite dimensionner un échangeur gaz-liquideusants croisés parcouru par un débit d'eau de
8,33 kg.§ que I'on chauffe de 20 & 90°C & partir de 41,6%d'air a 300°C.

On dispose pour cela de tubes de diamétre ext&®onm et d'épaisseur 5 mm que I'on souhaite mogrer
quinconce équilatére avec un entraxe de 75 mm.uL®@ecule a l'intérieur des tubes et I'air chaudcule
perpendiculairement aux tubes.

Calculer pour une longueur maximale de tubes de:6 m

1. Le nombre de nappes de tubes.
2. Le nombre de tubes par nappe.
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