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de I'océan Indien remonte & I'année 1983 ol fut organisé par I'IRMA, 3 Abidjan, le premiey us et
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D ans un monde qui évolue rapidement, la maitrise et l'approfondissement des mathématiques
apparaissent comme une condition indispensable au développement des nations, plongées
qu'elles sont dans 1'8re de la haute technologie et de la mondialisation des marchés.

Voila pourquoi les mathématiciens africains ont commencé, dés 1983, 3 organiser des
réunions de concertation sur les problémes posés par l'enseignement des mathématiques qui
jouent un réle essentiel dans la préparation des jeunes aux défis de l'avenir.

La Collection Inter-Africaine de Mathématiques que nous proposons aujourd’hui aux éléves
de I’Enseignement Secondaire des pays francophones d’Afrique et de 1'Océan Indien est le fruit de
cette collaboration franche et fraternelle qui a abouti, au mois de juin 1992, a I'élaboration et a
ls'adoption par tous ces pays des programmes des premier et second cycles de I'Enseignement

econdaire.

Elle a pour objectifs majeurs :

— I’harmonisation de la pédagogie des mathématiques et la mise 2 la disposition des éléves
et des enseignants africains de manuels de qualité tenant compte du milieu socioculturel
africain en tant que support et véhicule privilégiés des concepts mathématiques ;

— V'acquisition par les éléves des bases d’une formation mathématique solide qui leur per-
mettent d’analyser une situation, de conjecturer des hypothéses et de les valider ou non a
I'épreuve des faits ou du raisonnement, de recourir aux modéles mathématiques qu'ils
connaissent et de dégager une conclusion ;

— la diminution du cofit du manuel pour permettre la réalisation d’un vieux réve : un éléve,
un livre.

Les ouvrages de la Collection Inter-Africaine de Mathématiques, rédigés par des équipes
d'enseignants, de chercheurs et de responsables pédagogiques africains, belges et francais, s’ap-
puient sur ’environnement des éléves pour les motiver, les faire agir, les amener a comprendre el
a agir de nouveau, de maniére autonome et créatrice. Les contenus adoptés et les méthodes péda-
gogiques préconisées ont été systématiquement expérimentés dans plusieurs pays avant que ne
soient entreprises les rédactions définitives.

Conformément a notre conception de 'enseignement des mathématiques, nous n'avons pas
voulu présenter les lecons sous forme d'exposés théoriques, mais comme des séances de travail au
cours desquelles des activités de calcul, de dessin, de lecture de documents (le plus souvent
empruntés au milieu africain) sont mises en ceuvre pour solliciter et provoquer constamment la
participation active des éléves.

Insérés dans les legons, des exercices d'application immédiate permettent |'assimilation des
notions étudiées. Placés a la fin des chapitres, des exercices d'entrainement et d’approfondisse-
ment permettent aux éléves d'éprouver leur compétence et aux professeurs d’évaluer leur ensei-
gnement.

Nous exprimons notre gratitude aux différents Ministres chargés de ’Education dans les
pays francophones d’Afrique et de I'océan Indien, ainsi qu'aux responsables de la Coopération
Francaise et de la Coopération Belge qui, par leur compréhension, leurs encouragements et leur
soutien constant tant moral que matériel, nous ont permis de réaliser ces ouvrages dans les
meilleures conditions possibles.

Enfin, nous espérons que ce manuel répondra au mieux a |'attente et aux besoins des utilisa-
teurs (professeurs et éleves). Afin d’en améliorer les prochaines éditions, nous accueillerons avec
reconnaissance les remarques, les critiques et les suggestions qu'ils voudront bien nous faire et,
par avance, nous les en remercions.

Saliou Touré
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Arithmétique

Introduction

I
L arithmétique est un des secteurs scientifiques les plus anciens et
les plus féconds. Fopdée essentiellement par les pythagoriciens
pour qui fout était Aiambre, elle a connu de grands progrés sous
I'impulsion de Fermal, Euler, Lagrange, Gauss et Legendre.

Longtemps considérée comme la branche la plus dbstraite et la -
moins utile des mathématiques, elle connait aujourd’hui de nom-
breuses applications en informatique, en électronique et en cryp-
tographie.

O Pevin Tangants, |inllaracis 1993
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—lsl. Lensemble N

. N désigne I'ensemble des entiers naturels et N* 'ensemble des entiers naturels non nuls.
| Ona: N={0:1;2;3;..;n;n+1;..) et N*=N\ [0].

Bmmmmm  Addition et multiplication dans N

N est muni de deux opérations : —
~ I'addition, notée + : Addition dans N Multiplication dm N

— la multiplication, notée x. PR W axl=1xXd=a

Pour tous entiers naturels a eth,a+ bet |0 estélément neutre pour +|1 est élément neutre pour x
a x b sont des entiers naturels ; on dit que

. I'addition et la multiplication dans N sont atb+c)=(a+b)+c ax[bxcl=(axh)xe
* des lois de composition internes. + est assoclative X est associative
a+b=b+a axb=bxa

Les propriétés de I'addition et de la multi-

P + est commulalive x est commutative

plication dans N sont résumées dans le
tableau ci-contre oty a, b et ¢ désignent des ax(b+c) =axb+axc
entiers naturels, x est distributive par rapport a +

| a+c=b+ec=a=>h axc=bxec=a=h
Remarque (cEN) (c € N*)
Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité le produit
axbe_g[nmé:ﬂbl i Prog&t a+b=0=a=5b=0 axh=1=a=b=1

emmmmsm Ordre dans N

On définit dans N une relation, notée <, par: V(a;b)EN% (a<h & JcEN,b=a+c).
Cette relation posséde les

Propriétes 1 e WU Endlian ey
it Pour tous entiers naturels a, betc,ona:
: *asza (la relation < est réflexive)
*si a<h et b<a, alors a=b (la relation < est antisymétrique)
*sia<h et b<e, alors a<e (la relation < est transitive).

On dit que < dans N est une relation d’ordre.

ﬁ Remargue

Deux entiers naturels a et b sont toujours comparables, c’est-a-dire on a toujours ; a<b ou b<a :
on dit que < dans N est une relation d'ordre total.

Nous admettons la propriété suivante,

Propriete 2

Toute partie non vide de N admet un plus petit élément.

Exemples

F * Le plus petit élément de N est 0.
| « Le plus petit élément de I'ensemble (2n + 7, n € ) est 7.

| memmmm Raisonnement par récurrence

Considérons les premiers entiers naturels non nuls et comparons la somme de leurs cubes au carré de
leur somme. ~

& Arithmétique
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Ona: =1 et 12=1
13+29=9 et (1+2)2=9
13+2°+33=136 et (1+2+3)7=36
1P+29+37+47=100 at (1+2+3+4)*=100.
Ces observations conduisent a conjecturer que : ¥ n € N*, 13+ 23+ ... +n3=(1+ 2 + ... + n)2

Etant dans I'impossibilité d’effectuer une infinité de vérifications, nous allons utiliser un raisonnement
par récurrence, dont le principe peut étre illustré par la situation suivante ; « si, dans une rangée de voi-
tures, la premiére est verte et derriére toute voiture verte il y a une voiture verte, alors toutes les voitures
sont vertes ».

W - R e o

Pour démontrer qu'une prnpnsmnn P(n], qui concerne un entier naturel n, est vraie pout tauf |
~ ' | nsupérieur ou égal A n;, on procede en deux étapes :

* on démontre que : P(r,) est vraie ; 1
* on démontre que : pour tout entier & supérieur ou égal & "/n;. si P(k) est wain nlors i

P(k + 1) est vraie. \ : _i

e e e e i T e S e B e e e i . Ul A et i

e m s e e e —

Exemples

* Soit P(n) la proposition : « 13+ 23+ ... +n = (1 + 2 + ... + n)* ».

— Nous avons déja vérifié que : P(1) est vraie.

— Soit k un entier naturel supérieur ou égal a 1.

Si P(k) est vraie,ona: 19+2%+ ...+ K =(1+2+...+k)?;

donc : P+2%+ ..+ +k+1P=(1+2+...+kP+klk+1P+(k+1)?

i k{k; 1]]2 * 2 k[k; 1) (k+1)+(k+1)?

= [k[k; 1) + [k + 1}]2

=[1+2+..+k+(k+1)?;

c'est-a-dire : P(k + 1) est vraie.

On en déduit que, pour tout entier naturel n non nul, P(n) est vraie.

* Démontrons que pour tout entier naturel n supérieur ou égal 4 4, on a : n® < 2" T
Soit Q(n) la proposition : « n® < 2" ».

—Ona:42<2% ; donc: Q(4) est vraie.

— Soit k un entier naturel supérieur ou égal & 4,

Si Q(k) est vraie, on a:l?<2x

L k+1 1 k+1 2 2
Or: - -1+k.donc . 54 et (k+ 1)% < 2k%,
Donc : (k + 1) < 261 ; ¢’est-a-dire : Q(k + 1) est vraie.
On en déduit que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 4, Q(n) est vraie.

1.2, L'ensemble 7

7 désigne I'ensemble des entiers relatils et Z* I'ensemble des entiers relatifs non nuls.
Ona: Ze=|win=1;n;..;—2;-1;0;1;2;..} st Z*=2Z \ {0},

memmmmm Addition dans
L'addition dans Z posséde les propriétés suwanles

E—

- e e e e — e e

'Propriétés | L
o= = — - =—— . ——a = - e —————— i D e e T

Pour tous Entiers relatifs a, b etc,ona:

(1) a+beZ (+ dans Z est une loi de composition interne)
(2) a+(b+c)=la+b)+c (+ est associative)
(3) a+0=04+a=a (0 est élément neutre pour +)
! (4) Ja’'€Z,a+a’=a’"+a=0 (tout élément de Z a un opposé dans Z)
(6) a+b=b+a (+ est commutative).
Arithmétique 7
it
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Notation et vocabulaire .
* L'opposé d'un entier relatif a est unique ; on le note — a et on I'appelle symétrique de a pour +,
* Pour résumer les 4 premieres propriétés, on dit que (Z, +) est un groupe ;
pour résumer les 5 propriétés, on dit que (Z, +) est un groupe commutatif.
* Plus généralement, un ensemble muni d’une loi de composition interne est un groupe lorsque :
— la loi est associative ;
— 'ensemble posséde un élément neutre pour cette loi ;

— tout élément de 1'ensemble admet un symétrique pour cette loi dans cet ensemble.
Ce groupe est commutatif si de plus la loi est commutative.

Exemples

* (R, +) est un groupe commutatif.
(N, +) n’est pas un groupe.
* Soit § I'ensemble des isométries du plan.
(9, ©) est un groupe ; en effet ;
— la composée de deux isométries est une isométrie ;
— la composée des isométries est associative ;
— l'application identique, qui est une isométrie, est élément neutre pour o ;
— le symétrique d'une isométrie pour o est son isométrie réciproque.
Le groupe (¥, o) n'est pas commutatif,
Propriéte'2

Pour tous entiers relatifs a, b etc,ona:a+c=b+c = a=b.

En effet, sia+c=b+c,alors:a+c+(-c)=b+c¢+[-¢);donc:a=h.

Al

memmmm Multiplication dans Z
La multiplication dans Z possede les propriétés suivantes.

Y-

i) = P et AT i I
?!'!rl_:'{t ﬂ'_—-_-,__. =y L T

..... U e s

e =S PR R e =

Pour tous entiers relatifs a, b et ¢, on a ;

1)) axbe?Z . [x dans Z est une loi de composition inlerne)
(2') ax(bxe)=(axb)xec (x est associative)

(3) ax(b+c)=axb+axe (x est distributive par rapport a +)

() axb=Dbxa (x est commutalive)

(5) axl=1xa=a (1 est élément neutre pour x).

Vocabulaire

Pour résumer les propriélés (1), (2), (3), (4), (5) de I'addition et les propriétés (1'), (2'), (3"), (4"), (5') de la
multiplication, on dit que (Z, +, ) est un anneau commutatif unitaire,

'Propriétes 2 | e
Pour tous entiers relatifsa, belc (c20),ona:
cax0=0 : *ca=ch = a=h.

D émonstration

Nous ne démontrerons que la premigre propriété,
Ona:aa+ax0=ala+0)=aa=aa+0;donc:ax0=0,

memmmmm Ordre dans Z

Pour tous nombres entiers relatifs a et b, on pose : b~ a = b,+ (- q),

On définit dans Z une relation, notée <, par : V(a;b) € 72, (a<hb e b-a e M),
Cette relation est une relation d'ordre total.

8 Arithmétique
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Nous admettons les propriétés 1 et 2 suivantes.
Propriétés 1
Soil a et b deux entiers relatifs.
* Pour tout entier relatifc, on a ! a<h & a+c<b+c |

* Pour tout entier c strictement positif, ona: a<h & axcsbxe.
* Pour tout entier c striclement négatif, ona: a<h © axc2bxec.

Proprietes 2

* Toute partie non vide et ma]urée de Z admet un plus grand élément.

* Toute partie non vide et minorée de Z admet un plus petit élément.
Exemple

L'ensemble (n € Z, (n + 2)* < 6} est borné.
Son plus grand élément est 0 et son plus petit élément est — 4.

Propriété 3

Soit a et b deux entiers relatifs tels que:b#0.
1l existe un entier relatif n tel que : nb 2 a.

On dit que Z est archimédien,
Démonstration

1" cas:b=21
—si a 20, il suffit de prendre : n =a ;
—si @ < 0, il suffit de prendre : n = 0.
2¢¢cas :h<-1
On a ;- b =1 ; donc il existe un entier relatif m, tel que : m{—b]ka
11 suffit donc de prendre : n = - m.

pEDEETT Dw:slon euchdlenne dcms Z_’

Propriete

Soita et b deux entiers relahfs te!s que : b;&u
1l existe un unique couple (g;r)deZxNtelque:a=bg+r et 0<r< Ibl.

Les nombres q et r s’appellent respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de a par
b. Effectuer une division euclidienne c’est déterminer son quotient et son reste.

|
Démonstration J
e Existence '
Soit A I'ensemble des entiers naturels de la forme : a — bg (q € Z). ‘
a + |ba| est élément de A ; donc A est une partie non vide de N, qui admet un plus petit élément r. ,‘
restélément de A ;doncrz0etr=a-bqlq € 2)
De plus, 7 < |b| (sinon, r-|b| =a-bg—|b| =a-bq"; donc, r—|b| serait un élément de A, plus
petit que r ; c’est-a-dire, r ne serait plus le plus petit élément de A).
On en déduit qu'il existe un couple (g;r)de ZxNtelque:a=bg+r et 0<r< [bl.
e Unicité =
Soit(g;r)et(q’;r) deux couplesde Z xNtelsque:a=bg+r,a=bg" +7r,0=s7< |b] etosr < b]. a !
Ona:0=blg’'—q) +(r'=r); donc: |b||q—q|—|r—r|
Or:-|bl <r'-r< |b|,dnm: c =1l < |B].
On en déduit que : |q’—q| =0 (si |q’—q| > 1, on aurait ; |b| |q'-—q| > |bl).
De plus :|r" - =|b| |q'—q| ;donc:q'=qetr'=r.

Arithmétique 9@
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k.

Exempfcs

Effectuer la division euclidienne de a par b dans chacun des cas suivants :

a=53 et b=12 a=-53 et b=12

*Ona: 53 =12x4+5 et 0<5<12.
Donc : 4 et 5 sont respectivement le quotient et le
reste de la division euclidienne de 53 par 12.

*Ona: -53 =12x(-4)-5

=12X(-5)+7 et 057 <12.
5 el 7 sont respectivement le quotient et le
¢ la division euclidienne de — 53 par 12.

Dong:
resle d

1.3, Numération

memmmm Bases de numération

a=53 et b=-12 ;| a=-53 et b=—13,

eOna: 53 =(=12)%(-=4)+5 et 0<5<1qg
Donc: - 4 et 5 sont respectivement le quotient et |
reste de la division euclidienne de 53 par — 12.

*Ona: - 53 =(-12)x4-5

=(-12)x5+7 et 07 <12,
Donc : 5 et 7 sont respectivement le quotient et Ja
reste de la division euclidienne de — 53 par - 13_

Toutes les civilisations anciennes de Chine, Mésopotamie, Egypte, Amérique du Sud ... ont inventé un 5ys-

téme de numération. Mai
Le systeme décimal (base dix) a I'avanta
du 0 et a la valeur de position des chiffres.
Le systéme binaire (base deux) est ada

s ces différents systémes ne permettaient pas d’effectuer facilement les opérations,
ge de rendre simples toutes les opérations, grice 4 I'invention

pté a 'informatique qui utilise également le systéme hexadécimal

(base seize) pour réduire la taille de 1'écriture des nombres (code ASC II).

Nous admettons la propriété suivante,
Proprigte

Tout entier naturel x non nul peut s’écrire de fa
telsque:0<a <b et a,#0.

On écrit : x = aa, .

Soit b un entier naturel supérieur ou égal a 2.

r
gon unique Y a,b¥, oil les a, sont des entiers naturels
k=l

s ..agajaﬂb. Cette écriture est appelée écriture de x en base b.

Par convention, les écritures sans « barre » sont en base 10,

Bemargues

!
Soit x = Ay, 4@ 0y = @b+ a, b1+ .. +ab?+ ab+a,

*Ona: x=blapr” +a, b2+ . +ahb+ a,)+ag avec0<a,<b;

donc q,=a a

parb.

e ———up g , 3G s ;
Q- Qs0, €l a, sont respectivement le quotient et Je reste de la division euclidienne de x

*Ona: q,=blab?+a, b+ .. +a,)+ a,avec0<sa,<b;

donc q, = aa

Exemples
« Ecrire dans le'systeme décimal le nombre : 423",
Ona: 423 =4 x52+2 x5! +3x50
=4x20+2%x5+3
= 113.

e Ferire le nombre 127 en base sept.

On effectue les divisions successives par 7, comme in

—7
On en déduit que : 127 =241 .

10 Arithmétique

Scanned by CamScanner

o p—:'“ﬂzb el a, sonl respectivement le quotient el le reste de la i’
On peut ainsi délerminer de proche en proche 'écriture de x en base b,

vision euclidienne de q, parb.

127 7
diqué sur le schéma ci-contre. 11187
41




memmwsm Systeme binaire
Pour écrire un nombre en base deux, I’'ensemble des chiffres utilisés est : (0 ; 1}.

Exemples
* Ecrire dans le systéme décimal le nombre ; T0100111001 .
On a: T0T00111001° = 210 + 28 4 25 4 24 + 2% 4 20 872
=1024 +256 +32+16+8 + 1 143#3
=1 337. 1]e1]2
* Ecrire le nombre 87 en base deux. 7 10|i
On effectue les divisions successives par 2, comme indiqué sur le schéma ci-contre. 0 ?l g— :
On en déduit que : 87 = 1010111°. 0 |T

wommmm Systéme hexadécimal

Pour écrire un nombre en base seize, 'ensemble des chiffres utilisés est :
0;1;2;3;4;5;6;7:;8;9;A;B;C;D;E;F}L

(A, B, C, D, E et F représentent respectivement 10, 11, 12, 13, 14 et 15.)
Exemples

* Ecrire dans le systtme décimal le nombre : FOAS .

Ona:FOAS = =15x16 + 0 x 162 + 10 X 16 + 5 X 16°

=61440 + 160 + 5
= 81 605. 64 206 |16

* Ecrire le nombre 64 206 en base seize. 14 4019|£ ;
On effectue les divisions successives par 16, comme indiqué sur le schéma ci-contre. 12250 I%

On en déduit que : 64 206 = FACE . L

1.4, Travaux dirigés

Un damier comporte 1 024 cases sur 1 024 toutes blanches sauf
une, peinte en noir, & un endroit non précisé du damier. On dis-
pose, en nombre suffisant, de « triminos » en forme de « L ».

Est-il possible, a I'aide des triminos, de paver toutes les cases

blanches du damier, sans déborder et sans que deux triminos ne Un trimino, comme son nom |'indique,
se chevauchent 7 recouvre trois cases du damier.
Solution

On remarque que 1 024 = 2'°
Soit P(n) la proposition : « un damier de c8té 2", privé d'une case,

peut étre pavé par des triminos ».

e Pour n = 1, un damier 2 x 2 privé d'une case esl un trimino.
Donc P(1) est vraie.

« Soit k un entier naturel supérieur ou égal a 1.

Supposons P(k) vraie et considérons un damier de c6té 2!, privé
d'une case.

Ce damier peut dtre partagé en quatre « sous-damiers » de coté 2%,
L'un de ces quatre sous-damiers contient la case noire ; on peut
donc le paver de triminos.

Posons au centre un trimino a cheval sur les trois autres. Chacun
des sous-damiers restants, privé de la case couverte par le trimi-
no, peut étre a son tour pavé par des triminos.

Daonc P(k + 1) est vraie.

On en déduit que le damier de 1 024 x 1 024 cases privé d'une
case peut éire pavé par des triminos.

Arithmétique 11
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oy s 2y o =59 el h=-18

l.a 2 .
Résoudre dans N? le systdme : [_‘_ +ip=i’ eq=-59 el b=-18
]b 1 e g =0941 et I =358 :
| D Résoudr 2 fHY= . = el b=60941,
| e dans I lasyst&me.{at_+y=_4 e a =358
l.c  Démontrer par récurrence que pour lout entier 1.f  Déterminer l'entier naturel qui, divissé par 23, 4
naturel non nul n, on a: pour reste 1 et qui, divisé par 17, a le méme
124224324 ... +nt= ’E_%[zﬂ : quotient et pour reste 13.
1d Démontrer par récurrence que pour lout entier 1 g ferire en base deux chacun des nombres suj-
naturel non nul n, on a : n! 2271, ' vanls: 9 ;17 ; 205 ; 864.

l.e Effectuer la divisi idi
‘ on euclidienne de a par b . .
dans chacun des cas suivants. i 1.h fcrire en base dix chacun des nombres sui-

g e
ca=59 et b=18 vanls ; 1011~ ; 1101101".
*a=-59 el b=18

) Divisibilité¢ dans 7 .

2.1 Multiples et diviseurs d'un entier relatif

mommmm  Définition et propriétés

Définition B doorstd ,
Soit a et b deux entiers relatifs. |
On dit que a est un multiple de b s’il existe un entier relatif k tel que : a = kb. '
Si de plus b # 0, on dit que b est un diviseur de a ou que b divise a.

| Exemples
*Ona:143=11x13; donc : 143 est multiple de 11 et de 13 ;
13 et 11 divisent 143.
eOna:12=(—4)x(-3); donc: 12 est mulliple de -4 ;
— 4 divise 12, |

R emargues

« Tout entier relatif est multiple de 1 et - 1.

1 et — 1 divisent tout entier relatif.

e 0 est multiple de tout entier relatif.

Tout entier relatif non nul divise 0, mais ¢ ne divise aucun entier relatif.

e Lorsque b # 0, a est multiple de b (ou b divise a) si et seulement si le reste de ln division euclidienne

de a par b est nul.

Les propriétés suivantes sEmt présentées en termes de diviseurs. Nous laissons au lecteur le soin de les
énoncer en termes de multiples, Selon le contexte, I'une ou l'autre de ces deux formes pourra étre utilisée. |

|
Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. ‘
Si b divise a, alors : | < |al. {

|

12 Arithmétique (_J
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D émonstration

Si b divise a, alors il existe un entier relatif non nul g tel que : a = bg.
Ona:1< |q| s donc: |b| < |b|lql.
C'est-a-dire ; |b| < |al.

Propriétés 2 |

Soit a, b et c trois entiers relatifs (@ # 0, b # 0).

(1) a divise a.

(2) Si a divise b et b divise @, alors a=b ou a=-h.
(3) Si a divise b et b divise ¢, alors a divise ¢,

Démonstration

(1) et (3) découlent immédiatement de la définition de la divisibilité.

(2) D'aprés la propriété 1, a divise b = |al < |b| et bdivisea= |b| < |al;
donc : (a divise b et b divise a) = |u.| = |b].

Propriéefe 3

Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs (a = 0).
Si a divise b et ¢, alors pour tous enliers relatifs p et q, a divise pb + gc.

On dit encore que a divise toute combinaison linéaire de b et ¢ dans Z. f
Cette propriété découle immédiatement de la définition de la divisibilité. /

Exemples

« La somme on la différence de deux entiers relatifs pairs est un entier relatif pair.
» Le produil d'un entier relatif par un entier relatif pair est un entier relatif pair.

pmmmsm Ensemble des multiples d'un entier relatif

Soit b un entier relatif.
Les multiples de b sont les nombres : ..., bx (- 2], bx (=1), bx0,bx1,bX2, ...
Ces nombres sont de la forme : ble, ol k € Z.

N otation
L'ensemble des multiples de b (b € Z) est noté bZ.

Exemples
o FF =4 1=03=65;—-3;035376;9;..) o« 17=7
¢ —2Z={.;—6;=-4;-2;0;2;4;6;..] * 0Z = (0}

Remarque

Pour tout entier relatif b, (bZ, +) est un groupe commutatif.

pemmmm  Ensemble des diviseurs d'un entier relatif

Notatinn

Soit a un entier relatif.
On note : %(a) I'ensemble des diviseurs de a.

Exemples

e 9(d4)=[-4;~2;-1;1;2;4] e (1) =[-1;1)
e G(-6)=(-6:-3;-2;-1;1;2;3,6) o G(0)=Z*.

Remarque

Pour tout entier relatif a non nul, @(a) est un ensemble fini non vide.

Arithmétique 13
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' *
—2.2, Congruence modulo n (n € N¥)
ommmmm Définition et propriétés immédiates
Définition

Soit n un entier naturel non nul, a et b deux entiers relati.ffs-l :
On dit que a est congru & b modulo n si @ - b est un multiple de n.

On écrit :a=b [n].

Exemples
*54=4[10) ; e-g81=0[9] ; e+9=-1[10] ; <*-5=2[7]

BGI’"EI’QUBS

*a=0[n] © amultipleden ;
*a=b[n]e a-bmultipleden;
* si r désigne le reste de la division euclidienne de a par n, alors : a=r [n].

Les propriétés suivantes sont des conséquences immédiates de la définitnn.
Proprietés

Soit n un entier naturel non nul, a, b et ¢ trois entiers relatifs. ol
ca=aln] (la relation de congruence modulo n est reﬂefm:'ej
*Sia=b|[n], alors b =a [n] (la relation de congruence modulo n est symétrique)
*Sia=b[n]etb=c[n],alorsa=c[n] (larelation de congruence modulo n est transitive),

mommmm Autres propriétés

Propriété R e

Soit n un entier naturel non nul, a et a’ deux entiers relatifs, r et 7’ les restes respectifs des divisions
euclidiennes de a et a’ par n.
Ona:a=sa’[n]le r=r.

Démonstration

Désignons par g et " les quotients respectifs des divisions euclidiennes de a et a’ par n.
Onsaitque: a=ng+r et 0Sr<n ; a'=ng’+r' et 0<r <n.
Donc:a-a'=(b-bn+r—-r,avec —n<r-r'<n.
On en déduitque:a=a’[n] ¢ a—a’ mullipleden

< r—r'"mulliple de n

& r—-r'=0,

Proprietés 2

Soit n un entier naturel non nul et a, a’, b, b’ qualre entiers relatifs,
*Si a=a’[n] et b=b'[n], alors a+b=a’+ b’ [n].
*Si a=a’[n] et b=b"[n], alors axb=a’xl’ [m].

On dit que la congruence modulo n est compatible avec I'addition et la mu ltiplication dans 7.

Démonstration

*Ona: (a"+b)—(a+b)=(a"-a)+(b'-b);
donc: (a'-a€né et b'=-ben?) = (a’+bY) -

* Ona: [a‘xb']—[axb]=b’(ﬂ'»a]+a[b‘_b]:
donc: (a'-a€nZ et b'—b € niZ) = (@'xb)~(axb) € nz.

(a + b) € nz.

14 Arithmétique _ .

canned by CamScanner



Remarque

Si k est un entier naturel non nul, ona :a=a’ [n] = a*=a* [n].

Exemples

On considére les nombres a et b tels que : @ = 137 et b = 73.
Déterminer les restes des divisions euclidiennes de a + b, ab, 3a — 2b et a® + 3b* par 25.
Ona:a=12(25]eth=-2 [25].
*Ona:a+b=10]25).

Or:0<10 < 25 ; donc 10 est le reste de la division euclidienne de a + b par 25.
*Ona:ab=-24|25]:donc:ab=1[25].

Or:0<1<25;donc 1 est le reste de la division euclidienne de ab par 25.
* On a: 3a- 2b=40(25); donc: 3a - 2b =15 [25).

Or: 0<15 < 25 ; donc 15 est le reste de la division euclidienne de 3a — 2b par 25.
*Ona:a®+3b°=120[25] ; donc : a® + 3b% = 20 [25].

Or : 0 <20 < 25 ; donc 20 est le reste de la division de a® + 3b* par 25.

—2.3. Utilisations des congruences

memesmm Déterminations de restes

1. Déterminer le reste de la division euclidienne de 72 %2 par 9.
Ona: 7°=1[9) ; 7'=7[9] ; 72=4[9] ; 7¢=1[9]
2002 =3 xbB67 + 1.
Donc: (77)5%7 x 7 = 1887 x 7 [9] ; c'est-a-dire : 72902 =7 [9].
Or: 0<7<9;donc 7 esl le reste de la division euclidienne de 729 par 9.

2. Déterminer, suivant les valeurs de 'entier naturel n, le reste de la division euclidienne de 5" par 3.
Ona: 5°=113] ; 5’=2[3] ; 5*=1]3]

*Sin=2k(k€EN),ona: (5)%=1%[3] ; donc:5"=1 [3].

e Sin=2k+1(kEN),ona; (53x5=1*x5[3); donc:5"=2 [3].

semmmm Démonstrations de propriétés
1. Soit n un entier naturel. Démontrer que n(n® - 1) est multiple de 5.

On distingue cinqcas :n=0 (5], n=11[5],... . n=4 [5]. T n lol1lzl3la
; | |
Les résullats sont regroupés dans le tableau de congruences ci-contre. —— : i
On en déduit que n(n? — 1) est multiple de 5. _ | -1 |4 | 0 00O
[nn‘-ll'u o/o/ofo]

2. Soit n un enlier naturel.
1°) Démontrer que le reste de la division euclidienne de n* par 8 est 0, 1 ou 4.
2°) En déduire que les nombres de la forme 8k + 7 (k € Z) ne sont pas la somme de trois carrés parfaits.

1°) On distingue huitcas: n=0[8), n=118], ... , n=7 [8]. R

Les résultats sont regroupés dans le lableau de congruences ci-contre. | 7 [0|1[2|3[4[5]6][7
On en déduit que le reste de la division euclidienne de n* par 8 est 0, 1 m*lol1lal10(1]a]1
ou 4. =

2°) L'ensemble des restes possibles de la division euclidienne par 8 de la somme de trois carrés parfaits
est le méme que I'ensemble des restes possibles de la division euclidienne par 8 de la somme de trois
éléments de (0 ; 1 ; 4).

Le tableau ci-dessous regroupe les restes possibles :

[al bl C] [D. UJ D] lﬂl ﬂ. 1'] [U. ﬂ. 4] [D! ]l 1-] {U. 11 4] [On 4» 4:' [1- 1. 1] (1' 1. 4] {l-r 4| 4) [41 4- 4]
reste 0 1 4 2 5 0 3 6 1 4

On en déduit que les nombres de la forme 8k + 7 (k € Z) ne sont pas la somme de trois carrés parfaits.
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ummmmm Congruences particuliéres

Les critéres de divisibilité par 2, 3, 4 ,5, 9 et 11 ont été utilisés au collége. Nous allons, grace Qux

b congruences, démontrer ces résultats et les généraliser d la détermination des restes de certaines djy;.
sions.

l Dans cette partie, x désigne un entier naturel non nul et m son écriture décimale.
Ona:x=a0°+ a, 107 + . +a10' +a,

1. Congruences modulo 5
a) Démontrer que : x = a, [5).
b) Déterminer les restes des divisions euclidiennes par 5 de 1 826, 3 252 et 27 325.

a)Ona:10=0(5); donc, pour tout entier naturel k non nul : 10 =0 [5].
\ On en déduit que : a,107 + 107 + .. + 4,10' + g, = a, [5].
b] Les restes des divisions euclidiennes par 5 de 1 826, 3 252 et 27 325 sont respectivement 1, 2 et 0.

2. Congruences modulo 4 et modulo 25

i a) Démontrer que : x=aa, [4] et x =a,a, [25). :
b) Déterminer les restes des divisions euclidiennes par 4 et 25 de 1 826, 3 252 et 27 325.
a)Ona:10°=0[4) et 102=0 [25] ;
donc, pour tout entier naturel k supérieur ou égal 32 : 10=0[4] et 10¥=0[25].
On en déduit que : a,10" + a, 107 + ... + a,10' + a; = 2,10' + a, [4]

et : a,10” + a, 107 4 ... + @,10' + a, = a,10" + q, [25],
b] Les restes des divisions euclidiennes par 4 de 1 826, 3 252 et 27 325 sont res pectivement 2, 0 et 1.
Les restes des divisions euclidiennes par 25 de 1 826, 3 252 et 27 325 sont respectivement 1, 2 et 0.

3. Congruences modulo 9 et 3
‘| a) Démunh'erque:xs)gﬂt [9] et xsfak[:i].
k=0 k=0
b) Déterminer les restes des divisions euclidiennes par 9 et 3 de 1 828, 3 252 et 27 325.

a)Ona:10=1[9] et 10=1[3];
donc, pour tout entier naturel k : 10X =1 [9] et 10%=1[3].

, On en déduit que : a,10” + a, ;107 + ... + ,10' + a, = kf—ua" (9]
i
1 et : ap1m+ap_1m!'-1 +.o.+a,10'+ a,= &uak_ [3].

b)Ona:1826=1+8+2+6[9]; donc le reste de la division de 1 826 par 9 es| 8.

De méme, les restes des divisions euclidiennes par 9 de 3 252 gt 27 325 son

M t respectivement 3 et 1.
Les restes des divisions euclidiennes par 3 de 1 826, 3 252 el 27 325 son re

spectivement 2, 0 et 1,
4. Congruences modulo 11

a) Démontrer que : x Eéﬂ[— 1)*a, [11].

b) Déterminer les restes de la division euclidienne par 11 de 1 826, 3 252 et 27 325.

a)On a: 10 =- 1 [11] ; donc, pour tout entier naturel k : 10 = (- 1)%[11),

On en déduit que : a,10” + a, 107" + ...+ a,10' + q; = ;:‘;[_ 1)ka, [11].

bjOna:1826=-1+8-2+6[11]; donc le reste de la division euclidienne de 1 B26 par 11 est 0
De méme, les restes des divisions euclidiennes par 11 de 3 252 gt 27 325 sont respectivement 7et1
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2.0 Combien y a-t-il de multiples de 11 compris 2.F  Sans effectuer la division euclidienne, vérifier

entre — 1 000 et 1 000 ? que 23 157 est divisible par 9.
i 2b Déterminer I ivi
’ L oaasiible: e Aivisors i B 2.g Déterminer les couples (x ; y) de chiffres tels
2.c Détﬂtmmer les entiers naturels n et p tels que : que le nombre d’écriture décimale 724xy soit
- p*=28. multiple de 9.
2.d Démontr H o
i o qua = 3w ek 2.h  Soit @, b et ¢ trois entiers relatifs non nuls.
2.e Soitn el d deux entiers relatifs non nuls tels 1. Démontrer que si be divise a, alors b divise
que d divise n. a et ¢ divise a.
Démonlrer que pour tous entiers relatifs a et b 2. La réciprogue est-glle vraie 7

cna:a=bn]j=as=h[d.

) —23.1. PPCM de deux entiers relatifs

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls et A I'ensemble des entiers naturels non nuls appartenant 2

aZ M bZ.
|ab| € A ; donc A, partie non vide de N, admet un plus petit élément.

Smt aeth deux enliers ralaul's non nuls.
On appelle plus petit commun multiple de a et b, et on note PPCM(a ; b), le plus petil élément stric-

tement positif de aZ N bZ.

Exemples”
*Ona: 127 =1{...;—24;—-12;0;12;24;36;48;60;72;84;96;..)
16Z =(...;-32;-16;0;16;32;48;64;80;96;...)
122N 16Z=1...:—48;0;48;96;...).
Donc : PPCM(12 ; 16) =
e Déterminer le PPCM de 5 et 7.
Les multiples strictement positifs de 7 sont dans l'ordre croissant : 7 ; 14 ; 21 ; 28 ;35 ...
Le plus petit d’entre eux qui est multiple de 5 est 35 ; donc : PPCM{E 7) = 35.

Remarques

e Pour tous entiers relatifs non nuls a et b, on a : PPCM(a ; b) = PPcM(|a| ; |bl).

Dans une recherche de PPCM, on peut donc se ramener & la recherche du PPCM de deux entiers natu-
rels non nuls.

s Pour tous entiers naturels non nuls a et b, on a : Max(a ; b) € PPCM(a ; b) < ab.

e Pour tous entiers naturels non nulsa et b, ona : PPCMfa ; b)=a < a € bZ.

. i — e e ——— e Ty

Soita et b deux entiers naturels non nuls et p leur PP{IM
On a:aZ N bZ = puZ. =

j:'__"__ﬂ L'_.I R : , - i _ |
F(rrl ‘J A — e b L i s g i i e R e e B e

[Xémonstration

 Soit k un élément de pZ,
k est multiple de p et p est multiple de a et de b ; donc k est multiple de a et de b.

- Tout multiple de p est multiple de a et de b ; donc ¢ pZ C aZ N bZ.

Arithmétique 17
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* Soit k un élément de aZ N bZ. | h : =

Eéﬁigﬂﬂm par q et r le quotient et le reste de la division a%l%hggme dekparp;ona:r=k-puq.
et i sont des multiples communs a2 @ et b ; donc: r € : , S

De plus, p est le plus petit 6lément strictement positif de aZ N bZet0sr<pu;donc:r=0.

On en déduit que : k € pz.

Donc : aZ N bZ C pZ.

*Ona:pZ CaZNbZ et aZ N bZ C pZ ; donc : pZ = aZ N bZ.

Exemple
PPCM(12 ; 16) =48 et 12Z N 16Z = 48Z.

Soit a, b et k trois entiers naturels non nuls.
On a : PPCM(ka ; kb) = kPPCM(a ; b).

Démonstration

Posons ; p=PPCM(a; b) et u, = PPCM (ka ; kb).

* Il existe deux entiers naturels non nuls a’ et b" tels que : p=aa’ et 1= bb'.
Ona: kp= kaa’et ku = kbb’,

ke est un multiple commun & ka et kb ; donc : kp 2 .

* 1l existe deux entiers naturels non nuls a” et b” tels que : y, = kaa” et yi; = kbb".
Ona:aa”=Dbb"; aa” est un multiple commun & a et b, donc : aa” 2 j.

On en déduit que : p, = kp.

*Ona:ky=p, ety =ky Donc: PPCM(ka ; kb) = kPPCM(a ; b).

Exemple
PPCM(120 ; 168) = PPCM(24 x 5 ; 24 x 7) = 24 x PPCM(5 ; 7) = 24 x 35 = 840.

—3.2. PGCD de deux entiers relatifs

memmmmm Définition et propriéiés
Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. . ;
L'ensemble des diviseurs communs a a et b, noté %(a ; b), contient 1 et esl fini. Il admet donc un plus

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.
On appelle plus grand commun diviseur de a et b, et on note PGCD(a ; b), le plus grand élément de

%(a ;: b).

Exemples

*Ona: D(24)=(-24;-12;-8;-6;-4;-3;-2;-1;0;1;2;3;4;6;8;12;24)
D(30)={-30;~-15;-10;~6;~-5;-8;-2.~1;0;1;2;8;5;6;10;15 ;30
@(24;30)={—-6;-3;-2;-1;0;1;2;3:5;6).

Donc : PGCD(24 ; 30) = 6.

s Déterminer le PGCD de 5 et 12.

Ona: 9(5)=[-5;—1;0;1;5]et5 nedivise pas 12.

Donc : PGCD(5 ; 12) = 1.

Remarques

e Pour tous entiers relatifs non nuls a et b, on a : PGCD(a ; b) = PGCD(| a | ;b))
Dans une recherche de PGCD, on peut donc se ramener @ la recherche du PGCD de deux entiers natu-

rels non nuls. _
e Pour tous entiers naturels non nulsaeth, ona:1<PGCD(a; b) < Min{a ; b).

e Pour tous entiers naturels non nuls a etb, ona : PGCD(a ;b) =b & b € G(a),

18 Arithmétique
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Propriété 1

Soit a et b deux entiers naturels non nuls et § leur PGCD.
On a : 9{a ; b) = 9(5).

2émonstration

e Soit d un élément de @(8).

d divise & el & divise a et b ; donc d divise a et b.

Tout diviseur de § divise a et b ; donc : @(8) C @(a ; b).

® Soit d un élément de B(a ; b).

Désignons par L le PPCM dedet&;ona:dsp. )

a est multiple de d et de 8, donc a est multiple de p. De méme b est multiple de p.
udiviseaetbh; donc: u<4..

On a : PPCM(d ; §) = 8. Donc d divise & ; c'est-a-dire : d € D().

* On en déduit que : @(a ; b) = D(B).

Exemple
PGCD(24 ; 30) =6 et B(24 ; 30) = D(6).

Propriete2 =

gk _-.:n'_}_...n-i;;w_h'ﬁ_‘ ¢

Soit a, b eLk trois entiers naturels non nuls.
On a : PGCD(ka ; kb) = kPGCD(a ; b).

Démonstration

Posons : & = PGCD(a ; b) et &, = PGCD(ka ; kb).

» 1] existe deux entiers naturels non nuls @’ et b’ tels que ; a = 8a" et b = 8b".
Ona: ka = kda’ et kb = kdb’. :

kd divise ka et kb, donc k6 divise &,.

11 existe un entier naturel non nul g tel que : §; = gicd (1).

« ] existe deux entiers naturels non nuls a” et b” tels que : ka =8 a” et kb =58
Ona: a=qba”"etb=qdb"; gd diviseaet b, donc: gd=<b. :
On en déduit que : ¢ = 1.

» En remplagant g par 1 dans (1), on obtient : PGCD(ka ; kb) = kPGCD(a ; b).

Exemple
On a : PGCD(205 ; 492) = PGCD(41 x 5 ; 41 x 12) = 41 x PGCD(5 ; 12) = 41.

Y I R T A AT N y:

A iy TR
Al r——d P, VSN Tk SR A el el P g o

Soit a et b deux entiers naturels non nuls et & leur PGCD.
Un entier relatif m est multiple de 3 si et seulement si il existe deux entiers relatifs u et v tels que :
m = au + bv,

Il revient au méme de dire que : 8Z = (au + bv, (u ; v) € Z4).

Démonstration

* Soit u et v deux entiers relatifs.

au et bv sont multiples de 8, donc au + bv est multiple de 6.

* Considérons I'ensemble A des entiers naturels qui peuvent s'écrire sous la forme au + bv (u € Z,
vEZ).Ona:a=ax1+bx0;donc:a € A.

A est une partie non vide de N, elle admet donc un plus petit élément p.

Il existe deux entiers relatifs u’ et v’ tels que : p = au' + bv",

Effectuons la division euclidienne de a par p ; on obtient : @ =pq + r, avec0<r<p.
Donc:r=all —qu’) + b(- qv") ; r est de la forme : au + bov,

Si r était non nul, il serait un élément de A strictement inférieur & p, Donc : r = 0 et p divise a.
De méme p divise b ; donc p divise 8.

Or, p est multiple de & ; donc : p = 8.

Arithmétique 19
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* Soit m un multiple de 3.

[l existe un entier relatif k tel que : m = kb ; donc : m = alku’) + blkv’).
Exemple

Ona : PGCD(205 ; 492) = 41 et 82 €412 ;

donc il existe deux entiers relatifs u et v tels que : 82 = 205u + 4920,
En effet : 82 = 205 x (- 2) + 492 x 1 ou 82 = 205 x 10 + 492 X [~ 4).

mammmm  Algorithme d’Euclide
Propriélés 1 :
Soit a et b deux entiers naturels tels que a > b > 0 et r le reste de la division euclidienne de a par p,
*Si r=0, alors Wa;b) = B(b) « Sir=0,alors @a;b)=2(b;n).

Démonstration

* Sir =0, alors a = bq et le résultat est immédial.

* Sir=0,alors a =bg+r avecO<r<h

=0On a : a combinaison linéaire de b et r dans Z ; donc tout diviseur de b et r est un diviseur de a.
On en déduit que :%(b ; r) C D(a; b).

~De plus: r=a-bg; cest-a-dire : r combinaison linéaire de a et b dans Z.

Donc tout diviseur de a et b est un diviseur de r.

On en déduit que :%(a; b) C Db ;).

Proprets s N L
Soit @ et b deux entiers naturels tels que a > b > 0 et r le reste de la division euclidienne de par b,
*Si r=0, alors PGCD(a; b) = b *Si r#0, alors PGCD(a ; b) = PGCD(b ; r).

D'émonstration

On utilise les propriétés précédentes.
® Sir=0, les ensembles %(a ; b) et (b) sont égaux et ont le méme plus grand élément.
Donc : PGCD(a ; b) = b,

* Sir#0, les ensembles G(a ; b) et %(b : r) sont égaux et ont le méme plus grand élément.
Donc : PGCD(a ; b) = PGCD(b ; r).

Exemple
Nous avons vu que : PGCD(492 ; 205) = 41,

—Or: 492 = 205 X 2 + 82 ; donc 82 est le reste de la division euclidienne de 492 par 205,
On obtient : PGCD(492 ; 205) = PGCD(205 ; 82).

— De méme : 205 = B2 x 2 + 41 ; donc 41 est le reste de la division euclidienne de 205 par 82;
On obtient cette fois : PGCD(205 ; 82) = PGCD(82 ; 41) = 41,

On déduit de ce qui précéde une nouvelle mélthode de recherche du PGCD, appelée algorithme d’Euclide.

Pour déterminer le PGCD de deux entiers naturels et b tels

. . : que @ > b > 0, on peut effectuer
les divisions euclidiennes successives suivantes :

* division de a par b, pourobtenir a=bxq +r,  (aveg o< o< b ;

e division de b par ry, pour obtenir b = ToX @y +1 avec 0< r,<t,<bh);

* division de r,, par r;, pour obtenir r, = Py Xgy +1, (avec 0< T,<T,<r,<bhb);
L ew

La suite (r,), posilive el striclement décroissante, s'annule aprés un nomb

; : re fini de divisions
euclidiennes et le dernier reste non nul obteny est ¢gal 4 PGCD(q ; b),
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Exemple

Déterminer le PGCD de 304 939 et 151 097.
Posons : § = PGCD(304 939 ; 151 097).

* 304939 =151097 x2 + 2 745 ; donc : 8 = PGCD(151 097 ; 2 745).
* 151 097 =2 745 x 55 + 122 : donc : § = PGCD(2 745 ; 122).

* 2745 =122x22 +61; done : § = PGCD(122 ; 61).

. 122 =61x%x2+0: donc : & = 61.

dividende [304 939|151 087| 2 745 122
diviseur |151 097| 2 745 122 61
reste 2 745 122 61 0

On adopte généralement la disposition pratique
ci-contre.

_3.3... Nombres premiers entre eux

cons Dehnmon et proprleies

Definition

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.
On dit que a et b sont premiers entre eux si leur PGCD est égal a 1.

Les seuls diviseurs communs de a et b sont alors 1 et - 1.

Exemples

* Ona:PCCD(4;17) = 1 ; donc 4 et 17 sont premiers entre eux.
* 60 et 135 sont tous les deux divisibles par 3 ; donc ils ne sont pas premiers entre eux.

emarque

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls et d un diviseur commun d a et b.
Ona:a=da’, b=db’ et PGCD(a ; b) = d PGCD{a’ ; b’).
d est le PGCD de a et b si et seulement si a’ et b’ sont premiers entre eux.

Théoréme de/Bézoutll ¢
Soit a el b deux entiers relatifs non nuls.

a et b sont premiers entre eux si et seulement si il existe deux entiers relatifs u et v tels que :
au + bv = 1.

Ce théoréme est une conséquence de lo propriété 3, établie au §3.2.

Exemples

*Ona:49x54 +115 x (- 23) =1 ; donc : PGCD(49 ; 115) = 1.
* Deux entiers consécutils non nuls n el n + 1 sont premiers entre eux.
Eneffel, ona:nx(=1)+(n+1)x1=1,

Théoreme de'Gauss?2 '
Soil a, b el ¢ trois entiers relatifs non nuls,
Si a divise be et si a et b sont premiers entre eux, alors a divise c.

Démonstration

Il existe trois entiers relatifs k, u et v tels que : be = ka et au + bv = 1.
On a : auc + bve = ¢ ; donc : aluc + kv) = c.
On en déduit que a divise c.

1 Ltienne Bézoul, mathématicien frangais - 1730 - 1783,
2 Carl Friedrich Gauss, mathématicien, physicien et astronome allemand - 1777 . 1855,
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Exemple

Résoudre dans 22 I'équation (E) : 2x - 5y = 0.

* Soit (x ; y) une solution de (E). On a : 2x = 5y. 4

2 divise 5y et est premier avec 5 ; donc, d’aprés le théoréme de Gauss, 2 divise y.
1l exists un entier relatif k tel que : y = 2k.

On en déduit que : x = 5k. g

* Réciproquement, pour tout entier relatif k, le couple (5k ; 2k) est solution de (E).
* L'ensemble des solutions de (E) est donc : {(5k ; 2k}, k € Z).

Conseguences | | oA
Soit a, b et c trois entiers relatifs non nuls.

* Si a et b sont premiers enftre eux et si a et ¢ sont premiers entre eux, alors a et bc sont premiers
entre eux,

* Siaetb divisent c et si a et b sont premiers entre ﬂux.’ﬂhl's ab divise ¢.
* Sia et b sont premiers entre eux, alors : PPCM(a ; b) = ab.

Démonstration

* 1l existe quatre entters relatifs u, v, u’, v’ tels que : au +bv =1 et au" + cv": 1. . )
En multipliant membre 4 membre ces deux égalités, on obtient : a(uau’+ ucv’ + bvu) + be(vv) = 1.
Donc a est premier avec be.

* Il existe un entier relatif a’ tel que : ¢ = aa’. . , ,
b divise aa’ et est premier avec a ; donc il existe un entier relatif b’ tel que : @’ = bb’.
On en déduit que : ¢ = abb’; donc ab divise c.

* a et b divisent PPCM(a ; b), a et b sont premiers entre eux ; donc ab divise PPCM(a ; b).
ab est multiple de a et de b, donc ab est multiple de PPCM(a ; b).
On en déduit que : PPCM(a ; b) = ab.

Proprigte s, (o s iR SRS RN - |
Soit n un entier naturel non nul et a, b, ¢ trois entiers relatifs (a = 0).
Si a est premier avec n et si ab = ac [n], alors b = ¢ [n].

Démonstration

Ona : ab=ac[n] < alb-c) EnZ.

n divise a(b — ¢) et est premier avec a, donc n divise b — c.

On en déduit que tb=ecn].

mmmmmmm Relation enire le PGCD et le PPCM de deux entiers

‘Propriéte’ S S4 RCHS TR0

naturels

Soit a et b deux ‘entiers naturels non nuls, § leur PGCD et p leur PPCM, f
On a: 8y = ab.

[ [Démonstration

’ Les entiers relatifs a’ et b' tels que a = §a’ et b = §b’ sont firGiiilets snize ot
Donc : PPCM(a ; b) = 8PPCM(a’; b') = 8a’b’,
On en déduit que : 8y = ab.

Exemple .
Déterminer le PPCM de 304 939 et 151 097,

On a vu que : PGCD(304 939 ; 151 097) = 61 ;

304 939 x 151 097
donc ;: PPCM(304 939 ; 151 097) = 61 =755 333 903,
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—a.4. Exemples d'utilisation

mmmmmm Détermination des coefficients d’une égalité de Bézout
1. Démontrer, en utilisant I'algorithme d'Euclide, que 564 et 271 sont premiers entre eux.
2. En déduire deux entiers relatifs u et v tels que : 564u + 271v = 1.

Solution

1. Ona: 564 =271x2+22 ; donc : PGCD(564 ; 271) = PGCD(271 ; 22).
Ona: 271 =22%x12 + 7 : donc : PGCD(271 ; 22) = PGCD(22 ; 7).
Ona: 22 =7x3+1 : donec : PGCD(22 ; 7) = PGCD(7 ; 1) = 1.

Les nombres 564 et 271 sont premiers entre eux.
2. Utilisons les divisions euclidiennes précédentes, de la dernidre a la premiére.
Ona: 1 =22+7x(-3)
=22+ (271 -22x12) x (- 3)
=271x%x(-3) + 22 %237
=271 x (- 3) + (564 — 271 x 2) x 37
=564 % 37 + 271 x (- 77).
On peut donc prendre : (u ; v) = (37 ; — 77).

mmmmmm Equations du type ax + by = ¢

D'apres la propriété 3 §3.2, une équation d'inconnue (x ; y) dans Z? du type ax + by = c, a des solutions
si et seulement si c est multiple du PGCD de a et b. '

On se propose de résoudre dans Z? I'équation (E) : 34x - 15y = 2.

1. Résoudre dans 72 I'équation (E’) : 34x - 15y = 0.

2. Déterminer une solution (x, ; y,) de (E).

3. Résoudre (E).

Solution

1. Soit (x ; y) une solutien de (E’). On a : 34x = 15y,

15 divise 34x et est premier avec 34 ; donc, d'aprés le théoréme de Gauss, 15 divise x.
Il existe un entier relatif k tel que : x = 15k.

On en déduit que : y = 34k.
Réciproquement, pour tout entier relalif k, le couple (15k ; 34k) est solution de (E’).

L'ensemble des solutions de (E’) est donc : {{15k ; 34k), k € Z].

2.On remarque que : 4x34 =136 et 9x15=135; donc:34x8—-15x18=2.
On peut prendre : (x, : y,) = (8 ; 18).

3. Soit (x; y) un couple d’'entiers relatifs.

Ona: 34x—15y=0 & 34(x+x))-15(y +y,) =2

On en déduit que les solutions de (E) sont les couples (x + x;, ; y + y,) o (x ; y) est solution de (E’).
L'ensemble des solutions de (E) est donc : {(15k + 8 ; 34k + 18), k & Z].

-

mmmmmm Systemes
. 5 L fx=-1[34]
1. Résoudre dans Z le systéme (S,) : {_‘_ = 1[5

Solution
Soit x une solution de (S,). 1] existe deux enliers relatifs p et g tels que :x=34p—-1etx=15¢g + 1.

On en déduit que : 34p — 15g = 2.

D’aprés 1'étude précédente, il existe un entier relatif k tel que : (p; @) = (15k + 8 ; 34k + 18).
Réciproguement, soit k un entier relatif.

Posons : x = 34{15k + 8) - 1.

Ona: x=-—1[34] et x=1[15].

L'ensemble des solutions de (S,) est donc : {510k + 271, k € Z).

[A noter qu’on obtient le méme résultat en posant : x = 15(34k + 18) + 1.]

2. Résoudre dans N? le systéeme (S,) : { FGCD[-.:;;:}: é‘; .
Solution g i e
PGCD(x ; y) = 12 ﬁ{ - E led
x+y=60 g s ~

Onobtient: x'=1et y'=4 ; x'=2et y'=3 ; x'=3 et y'=2 ; x'=4et y=1
L'ensemble des solutions de (S,) est donc : [(12 ;(48), (24 ; 36), (36 ; 24), (48 ; 12)].
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WE XETCICeS Bprss AT 7o S AP AT 777~ 7 7

3.0 Déterminer le PPCM des entiers relatifs a et b 3d Démontrer que deux ntl:mbres impairs copgg. ]
dans chacun des cas suivants. cutifs sont premiers entre eux.
\ gmes . ey 3.e A laide du théoréme de Bé d
*a=-3 e b=8 e l'aide du théoréme de Bézout, démontre,
*a=15 e b=2] que: V¥ n € Z PGCD(2n +1;3n+1) = 1,
* a=160 et b=200 ) . '.
3f Démontrer que le 1:arl.:)ci.u.1]!J Ide trois entiers rgla.
3b Déterminer le PGCD des enliers relatifs a et b tifs consécutifs est divisible par 6.
dans chacun des cas suivants. _
* a=24 et b=24 3.9 Dans chacun des cas suivants, déterminer le
*a=14 e b=31 PGCD des entiers relatifs a et b, puis en dédy;.
*a=-75 et b=-25 re leur PPCM. ,
* a=132 el b=-95 ca=24 et =56
' * =300 et b=750
; = B t b=0546
3.c  Alaide de I'algorithme d'Euclide, déterminer e ¢ 5
le PGCD de 2 867 et 3 431. eag=-3015 et = 3 975,

Bremieis.

—4.1. Généralités

mEmmmm Définition et propriété

 Définition. &0 CUMRERET R0 O i e ]

On dit qu'un entier naturel p est premier s'il posséde exactement deux diviseurs positifs : 1 et p

Exemples

®2,3,5,7,11 et 13 sont des nombres premiers.
* 12 et 49 ne sont pas des nombres premiers,
Remarques

¢ 0 et 1 ne sont pas des nombres premiers.
* Deux nombres premiers distincts sont premiers enire eux

T T —— T ——
= — —
Y T —

T ) : e —
- N SR ]
s I - L
e e e e . 2 .

Tout entier naturel n différent de 0 et de 1 admet ay motiss un divise - MR e b |
I premier.

Démonstration

Considérons I'ensemble A défini par:A=|d € Qn). d> 2)
n € A ; donc A, partie non vide de N, admet ug plus petit é:lément
Le nombre p, comme tous les éléments de A, est un epy; i
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mmmmmm L'ensemble des nombres premiers

L'algorithme suivant, df a Eratosthéne de Cyréne (276-194 av. ].-C.), permet de déterminer les nombres
premiers inférieurs & un nombre donné n. On écrit les entiers naturels successifs compris entre 1 et n.

* On barre 1 qui n'est pas premier. | g 3

A4 5 . o 7 | 8 A8
* Le nombre 2 est premier. On barre N | 47| 13 | | 45| 46| 17 | 48| 19 | 26
tous les multiples de 2 autres que 2. 27| 22| 23 | 24| 95| 26| 27 28| 99 | 38
Le premier nombre non bars ot 1|22 | 23 | 3 [ 35| 36| 37 | 38| 39| 46

e es
3, qui est donc premier, M | 47| 43 | ad | 45| a6 | a1 | 48| 49| 507
51| 52| 53 | 54| 55| 567 | 57| 58| 59 | 40
On barre tous les multiples de 3 61 | 62| 63| b4 | 65| 66| 67 | 68| 69 | 0
i L N | 32| 73 | 24| 35| 26 | 77| 78| 19 | 80
* On itére le procédé jusqu’a la fin B1"| B2°| 83 | 84| 85 | B6 | 87| 88| B | 907
du tableau. 97| 99| 93| 04| 95| 96| 97 | 98| 99| 100

Proprieté’ 1l = A3

Il existe une infinité de nombres premiers.

Démonstration

Supposons qu'il n'existe qu'un nombre fini de nombres premiers distincts notés p,, p,, ... , p, et
considérons le nombre n défini par:n=p xp,x ... x p_+ 1.

D’apres la propriété précédente, n admet au moins un diviseur premier p.

Donc p est I'un des nombres p,, p,, ..., p,.

On en déduit que p divise n — p, x p, x ... x p,, c’est-2-dire 1.

Ce qui est contradictoire avec le fait que p est premier.

Il existe donc une infinité de nombres premiers.

Remarque

Depuis I'Antiquité, les mathématiciens s'interrogent sur la répartition des nombres premiers. Est-elle
réguliére ? Présenle-t-elle des particularités 7

* Jacques Hadamard o démontré en 1896 qu'il y a environ fﬁ nombres premiers inférieurs @ n et que

cette approximation est d'autant plus précise que n est grand.

* En 1963, Stanislas Ulam place les enliers naturels en spirale, comme I'indique la figure
ci-conlre, puis noircil les cases des nombres non premiers.

I obtient une constellation présentant des alignements surprenants, a ppelée spirale
d'Ulam (cf. introduction du chapilre).

* Le plus grand nombre premier connu, depuis 1998, esl ; 21031377 _

Propriété 2 0 e s e

Tout entier naturel n, autre que 0 et 1 et non premier, admet au moins un diviseur premier d tel que :
1<d*=<n. 3

Démonstration

Si n est un entier naturel non premier, autre que 0 et 1, il admet au moins un diviseur strictement
compris entre 1 et n, Notons d le plus petit d’entre eux.
Ona:n=dxd’,avecl<d<d ;donc:1<d?*<n,

De plus d est premier (sinon il ne serail pas le plus petit diviseur strictement positif de n).

Cette propriété fournil un critére d'arrét lorsqu’on cherche 4 savoir si un entier naturel est premier.

Arithmétique 25
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A4 ¥ | Pourdétarminer st un sntler natuse] st premier, o essale de e diviser p m"“““’h”mhras
| premirs ifériours b fn. 1 aucun do ces nombres ne divise 1, on peut dire qus n st Premier,

Exemple

|
il
Démontrer que 137 est un nombre premier.
Ona: 137 = 11,704,

|
. . 3 .
137 n'est divisible par aucun des nombres premiers 2, 3, 5, 7, 11 ; de plus, 13% > 137
Donc 137 est un nombre premier. '

—4.2.. Décomposition en produit de facteurs premiers

1 unmmmm Théoréme fondamental
Considérons I'entier naturel 14 394 744. "
Il peut se décomposer en produil de facteurs premiers ; en effet : 14 394 744 = 29 x 32 x 7 x 139

| Plus généralement, nous admettons le théoréme fondamental suivant,

— 3= —_—
e g : -5~ = ¥

_a.g___ ._,‘_.'_ = —____..:_._
* 1l existe des nombres premiers p,, p,, ..., p, et des entiers naturels non nuls Oy Oty - 5 0 Lels que
n=pfx plx,, x P et p . <p,< .. < Py
* Cette décomposition est unique.
Exemple 4872 | 2
Pour décomposer 4 872 en produil de facteurs premiers, f ;3: E
; on peut utiliser la disposition pratique ci-contre. 609 .
. On obtient : 4 872 = 23 x 3 x 7 x 29,
203 7
29| 29
r “gw . I
memmm Exemples d'utilisation
1. Détermination de PPCM et de PGCD
Déterminer le PPCM et le PGCD de 700 et 18 375.
' Solution: ‘
Ona: 700=22x52x7 ¢ 18 375 =3 x5 x 72,
Donc: PPCM(700 : 18 375) = 2" x 3 x53x 72 = 73 500,
| PGCD(700 ; 18 375)=52x7 = 175,
2. Détermination de I'ensemble des diviseurs positifs d'un entjer naturel
l a) Quel est le nombre de diviseurs posilifs de 14 553 7
’ b) Déterminer 'ensemble & des diviseurs positifs de 14 553,
| Solution
a)Ona:14553 =3%x 72 x 11,
Les diviseurs positifs de 14 553 sont Jes nombres qui peuvon| s'erire sous |a forme 3% x 78 « 117, ot
a€{0:1;2;3LBE0;1;2)elye (0;1),

Le nombre de diviseurs positifs de 14 553 estdonc: 4 x3x2 =94

f)} Chaque diviseur positif de 14 553 est lg produit de 3 no
par chacune des trois lignes du tableau ci-contre,

On en déduit que les diviseurs positifs de 14 553 sont .

mbres, A raison d'un

1x1x1 1x1x11 - 1x7x1 1x7x11 1x49x 1 1x
49 x 11
Ix1x1 Ix1x11 IxX7x1 Ix7x11 dx49x1 3Ix49%11
9x1x1 9x1x11 I9x7x1 Ix7x11 9x49 %1 9x49 %11
27 x1x1 27x1x11 27x7x1 27 x7x11 27 x 49 x 1 27 % 49 x 11,
Done:: %:[1;3;7:9:11:21:27:33:49:63:??:99:147;139:231:297:441;539;393-1323;
1617 ;2079 ; 4 851 ; 14 553), '
F
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—4.3. Travaux dirigés

mummmm Le petit théoréeme de FermapP
Soit p un nombre premier.

1°) a) Démt_lnlrer que pour tout entier naturel i strictement compris entre 0 et p, CL est multiple de p.
b) En déduire que pour tous entiers relatifs a et b, on a : (a + b)P =a” + b® [p].

2°) a) Démontrerque :Va €N, a”? =q (pl.
b) En déduire que pour tout entier naturel @ premier avec p,ona:a”=1[pl
Solution

. o S . P (p-1)!
1 : = —_— = A
)ajOna:C, dp-0! " T G-1lp-0

p divise iC:, et est premier avec i ; donc CL est multiple de p.
bjOna:(a+bP=a + (:’E-;Cj,a‘bﬁ) + b®,

1, =
Or: E C,a'bri=0 [pl] ; donc : (a + b)? = a? + b? [p].

P <% [
=i C,;idonc: pC_, =iC,

2°) @) Pour tout entier naturel a, considérons la proposition P(a) : « a” =a [p] ».
* P(0) est vraie,

s Soit k un entier naturel,

Si P(k) est vraie, on a: k? = k [p].

Or, d'aprés la question précédente, on a : (k + 1) = k? + 17 [p].

Donc:(k+ 1) =k + 1 [p] ; c'est-a-dire : P(k + 1) est vraie.

On en déduit que P(a) est vraie pour tout entier naturel a.

b) Soit a un entier naturel premier avec p.
Ona:axaP'=ax1[p]l:donc:a”'=1 [p].

Les propriétés démontrées a la question 2 sont connues sous le nom de pelit théoréme de Fermat.

WE XCTCICOS Brr o i o A

4.0  Veérifier si les nombres suivants sont premiers : 4.e En utilisant la décomposition en produit de

103 ;119; 137 ; 211 facteurs premiers, dresser la liste des diviseurs
des nombres suivants : 90 ; 120 ; 245.
4.b a) Pour loul entier naturel r non multiple de 5,
i ier 7

le nombre 6n + 5 est-il F":m“l" E i 4.}  Dans chacun des cas suivants, décomposer a et
bi Pour tout f;ﬂ'-l'?l' e S nomane b en produits de facteurs premiers et détermi-
e A4 aelet premer ner leur PGCD et leur PPCM,

4.c Décomposer en produil de facteurs premiers *a=4312 o b=6776
les nombres suivanls ; 120 ; 126 ; 336 ; 735. *a=28665 et b=412375.

4.d En utilisant la décomposition en produit de 4.9

facteurs premiers, meltre les fractions sui-
vanles sous forme irréductible :

495 . 780 . 918

315 ' 204 ' 1242°

¥ Pierre de Fermal, mathémalticien frangais - 1601 - 1665.
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Décompaoser 1 925 et 6 860 en produit de fac-
teurs premiers, puis calculer :

o1 . 3
1925 * 5860°
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Exercices

APPRENTISSAGE

Raisonnement
par récurrence

1 Démontrer que pour tout entier naturel n non
nul,on a: '

a) 2.;"“‘ +1)= Mot 1;(:; +2)

b) 3 kitke + 1)(k + 2) = 2t 1](n4+ 2)(n+3)

2 Démontrer que pour tout entier naturel n non

nul, on a:
_[n=1)n{n+ 1)
a) ,glk(n ~k) = —
1 n J

k=lk[k+‘[]=n+1 !

T
cjﬁg‘kz =(n—-1)274 1,

3 Démontrer que pour lout entier naturel n supé-
rieur ou égal 45, on a: 2" > 5(n + 1).

¥4 Démontrer que n droites du plan déterminent
au niaximum ﬂ";—ll + 1 régions.

ﬁﬂ; Soit a et b deux nombres réels.
a)Dé

montrer que pour tout entier n supérieur ou égal 2
2,ona:

a’—b" = (a—b)(a™ + a™2h + ... + ab"? 4+ t;"“].
b) En déduire que pour tout entier n impair et supérieur
42, ona:

a"+ b= (a+ bila" 1= a™2h 4 .. — g2 + b),

[_es ensembles N et Z

& Résoudre dans 7 le systeme : {f_gf_;al: 9"

7 Effectuer la division euclidienne de a par b °

dans chacun des cas suivants.

sg=—2372 el b=44

s q=735 et b=-412
«g=—235 et b=-17
® =50 764 et b=327.

8 La division euclidienne de 900 par un entier
naturel b a pour quotient 14 et pour reste r. Quelles sont
les valeurs possibles de b et r 7

9 Déterminer les entiers naturels n dont la divi-
sion euclidienne par 16'a un reste égal au carré du quo-

_th.iarn"'

10 Soit q et r le quotient et le reste de la division
euclidienne d’un enlier naturel a par un entier nature)
b. Sachant que a + b + r = 3 025 el g = 50, rétablir |4
division.

28 Arithmétique
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11 Ecrire en base deux les nombres suivants .
85 ;104 ; 3 607, '

49 fcrire dans le systétme décimal les nombreg
suivants, écrits en base deux : ; z
{0110 ; 111000° ; 10101010° ; 1101000112

13 ficrire 2°— 1 en base deux.

18 b est un entier naturel supérieur 1.

Ecrire (b + 1) en base b.
(On distinguera deux cas :b=2eth # 2.)

M ultiples et diviseurs

15 Résoudre dans Z I'équation : x* =— 1 [5].

16 Résoudre dans Z I'équation :
2 —3r+4=0[7]

17 Démontrer que la somme des cubes de trojs
entiers relatifs consécutifs est divisible par 9.

18 1, Déterminer, suivant les valeurs de I'enter
naturel n, le reste de la division euclidienne par 7 du
nombre A=n*—n+1.

2. En déduire les entiers n tels que le nombre A soit
divisible par 7.

3. Déterminer le reste de la division euclidienne par 7
du nombre B=(2753)2-2753 + 1.

19 Démontrer que pour tous entiers naturels a b
elc,ona: @®+ b+ 3=0[7] = abe=0 [7].

20 1. Déterminer le reste de la division eucli-
dienne de 11 9% par 7.

2. Plus généralement, déterminer suivant les valeurs de

I'entier naturel n, le reste de la division euclidienne de
11" par 7. . '

21 Déterminer les entiers relatifs n tels que la
fraction ’:!"’ 1 s0it un entier relatif,

292 Démontrer

Que pour tout entier naturel n, le
nombre n(2n + 1)(7n

+ 1) est divisible par 2 et par 3.

23 p et g sont deux entiers naturels inférieurs ou

Trouver ce nombre

—i
a b b) qaq ppp"
°) apq app d) apgpap”.
24 4,

g Un nombre s'éerit x43y dans le systéme

Déterminer x ety



25 Démontrer que pour loul entier naturel n. on a ;
@) 3+t amd divisible par 7
b} Q! 4 2undl divisible par 11
¢) 10"+ 10" + 1 divisible par 111.
(On pourra faire un rmsannemen! par récurrence;)

26 Démontrer que pour lout entier naturel n, on a :

a) 5"-3" divisible par 11
b) ?f‘ -1 divisible par 6
c) -z divisible par 7

7] 3 x5y gannl divisible par 17.
(On pourra utiliser les congruences.)

27 Soit n un entier non divisible par 7,
Démontrer que 'un des nombres n® — 1 et n% + 1 est
divisible par 7.

28 Soit n un entier naturel,

1. Quels sonl les resles possibles de la division eucli-
dienne de n* par 5 7

2. Démontrer que n® — niest divisible par 5.

29 Soit n un entier naturel.
1. Délerminer suivant les valeurs de n/le reste de la
division euclidienne de 7" par 10.
2. Dans le systéme décimal, déterminer suivant les
valeurs de n le chiffre des unités du nombre :
A=14T7+7 7+ .+,

30 Quels sont les entiers naturels n pour lesquels
15 % 3" - 3 est divisible par 7 ?

31 Démontrer que parmi cing entiers relatifs, on
peul toujours en choisir trois dont la somme est divi-
sible par 3.

PGCD et PPCM
Nombres premiers entre eux

32 Déterminer le PPCM des entiers a et b dans
chacun des cas suivants.
*a=24 N |
s a=180 et

b=56 '
b = 450.

33 Déterminer le PGCD des entiers a et.h dans
chacun des cas suivants,

® =48 el b =32

= g=1 640 el b=492
=168 el bh=2160

* =343 el bh=1225.

34 Déterminer les couples (a ; b) d'entiers natu-
rels tels que : PGCD(a ; b) =7 el a + b =105.

35 Déterminer le PGCD des entiers a et b dans
chacun des cas suivants.

* a=1455 et b=1335

= a=3604 el b= 4452
*a=13860 et b= 4438

= a=7323232 et b =232 323.

36 Déterminer le PPCM des entiers a et b dans
chacun des cas suivanls.
*qg=162 et
* g =979 el

b =252
b=9287.
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37 Résoudre dans M2 les systdmes suivanls.

PGCD(x ; y) = 354 PPCMI(x : y) = 168.
ﬂ"{x+y=56‘ﬁq i bj{:xy:lgus

38, Pour tout couple (a ; b) d’entiers naturels, on

-désigne par p leur PPCM et par § leur PGCD.

1. Délerminer les couples {a ; b) d'enliers naturels tels
que : 2u + 38=11.

2. Dresser la liste des diviseurs de 108.

Déterminer les couples (a ; b) d'entiers naturels tels que::
p—35=108 et 10 <d < 15, .

39 1. Quels sont les entiers naturels dont le carré
est un diviseur de 1998 7
2. Pour toul couple (a ; b) d'entiers naturels, on désigne
par p leur PPCM et par 8 leur PGCD.
Déterminer les couples (a ; b) d’entiers naturels tels que :
p® — 356° = 1998.

B0 Démontrer que pour toul entier naturel n, on a:
* n¥n?-1) divigible par 12 ;
e n¥n-1) divisible par 60 ;
* nln-1) divisible par 42.

81 Démontrer que les fractions suivantes sont.
irréductibles.

n 7n + 3
al T (ne ) bl w=——5 (ne 2)

n 2n(n + 1)
c) o) (n € Z\-1]) d) TS (ne Z). -

A2 Démontrer que si la fraction - est irréduc-
tible, il en est de méme pour les fractions : S

a+b ab a+bh a*b?
ab a® + b* a® + ab + b* a® + b?

43 1. Déterminer I'ensemble des entiers relatifs n
tels que n + 2 divise 2n —1.
2. Démontrer que pour tout entier relatif n, les nombres
n + 2 et 2n* + 3n = 1 sont premiers entre eux.
3. En déduire les entiers relatifs n pour lesquels la frac-
(2n—=1)(2n% +3n—-1) St

tion n? = 21n v 2 est un entier relatif.

84 1. Résoudre dans Z? |'équation (E) :

2r—3y=0.
2, Délerminer dans Z* une solution de |'équation (E) :
ir - 3!} =3

3. Résoudre, (E).
&5 Résoudre dans 72 I'équation : x + 11y = 203,

86 1. En utilisant I'algorithme d’Euclide, déter-
miner deux enliers naturels x et y tels que :
45x — 28y = 1.
2. Résoudre dans Z* I'équation (E) : 45x - 28y = 1.
3. Résoudre dans Z° |'équation (E') ;: 45x — 28y = 6.

&7 Un entier naturel n a :
- pour resfe 5 dans la division euclidienne pay 8,
— pour reste 4 dans la division euclidienne par 11.
Quel est le reste de la division euclidienne de n par 88 *

88 Résoudre dans Z le systéme :: i | l

Arithmetique 29
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Nombres premiers - o )

49 Vérifier si les nombres suivants sont pre-
miers : 649 ;1 001 ; 1 999 ; 71 487 ; 257 323.

=~ 30 Démontrer que si n est un entier naturel supé-
HE\‘&"“\‘E ¢gal 4 3, alors n® + 4n — 5 est un nombre qui
n'est jaiais premier.
51 soitA = 100,
1. Quelle est la puissance de 2 dans la factorisation de
A?

2. Par combien de zéros A se termine-t-il 7

52 Déterminer les enliers naturels n tels que :
a) PPCMI(n ; 6) = 86 ; b) PPCM(n:72)= 216.
53 Déterminer I'entier naturel n tel que :
B00<nr<1100 el PGCDI(n ; 630) = 105.
T viga” ML ooy, 8) = A
58 Quel est le plus petit enfier naturel ayant 15
diviseurs positifs ?

55 Déterminer les entiers nalurels, écrits avec
deux chiffres, dont le nombre de diviseurs est le plus
grand possible,

56 Déterminer I'ensemble des entjers nalurels n

telsquen,n+2,n+6, n +8. n+12et n + 14 soient
premiers.

57 Déterminer I'entier naturel n, écril avec 4
chiffres, tel que les restes des divisions euclidiennes de
39 B18 et 62 566 par n sont respectivemenl 37 et 53,

58 Démontrer qu'un entier naturel n posside un
nombre impair de diviseurs positifs si el seulement si n
est un carré parfait,

59 Déterminer les couples (a ; b) d’entiers natu-
rels tels que : PPCM(a; b) =504 et a+ b =135,

60 Déterminer les couples (a ; b) d'entiers natu-
rels tels que : PGCD(a ; b) = 42 el PPCM(a ; b) = 1 680.

61 1. Décomposer 469 en produit de facteurs pre-
miers. . ;
2. Résoudre dans N? 1'équation cxd -yt = 460,
¢ T ir

APPROFONDISSEMENT

" 62 Soit a,'b et ¢ trois entiers naturels non nuls,
Démontrer que si ab < c,alors:a+ b <e¢,

63 On se propose de résoudre dans Z I'équation
(E) : x* =—1 [25].
1. Démontrer que (E) se ram&ne & chercher des nombres
x tels que : x* = 49 + 25k (k € Z).
2. Résoudre alors 1'équation (E).

64 Soit a et b deux entiers naturels non nuls.
Démontrer que : PGCD(13a + 8b ; 5a + 3b) = PGCD(a ; b),
= * LA ."I1 |

g Soil n un entierrelatif. ' ; B )
Démo?‘t?rﬂr que si 11 ne divise pas (n — 4), alors an +3)
et (n + 7) sont premiers entre eux.

30 Arithmétique

66 On veut planter des arbres syp le
d'un terrain triangulaire de cétés 132 m,
204 m, de telle sorte qu'il y ait un arbre 3 chague
met du triangle et que les arbres soient épale
cés. Quel est le nombre minimum d’arp;

périméua
156 el

S0
Il'lED t es p a-

. 1 . €5 que I’y
pourra planter si I'on veut que la distance entre dg

arbres soil exprimée en un nombre entier dq Metreg 7

67 On dispose de dix poids, dont Jeg masses g
pectives sont 1, 2, 22,23, ... , 2% et 2° grammeg. e
1. Quelle est la masse maximale M que |'op Peut 6qy;.
librer sur une balance avec ces dix poids ?

2. Démontrer que tout objel, dont la magge est g
nombre entier de grammes inférieur ou égal 3 M, peyt
étre équilibré avec ces dix poids.

68 A l'aide de deux seaux dont les capacités ep
litres sont C, el C,, on veut mettre exactement 1 litre
d'eau dans une cilerne que I'on peut remplir oy Vider 3
volonlé,

1. Est-ce possible lorsque C, = 7 et C, = 4 7
Lorsque G, =6etC,=47
2, Etudjerﬁe cas général,

69 Le plan est muni du repére (0O, 1, J).

Soit p et g deux L(. Jm
g i J?h‘

entiers naturels non |
nuls et M le point de ,
coordonnées (p ; g). )
Déterminer, en [onc- T
tion de p et q, le ]
nombre de points du W i |

!

?

-

segment [OM] dont [ | |
les coordonnées sont |G T [ [
des gntiers naturels.

5]

70 Scita, b et ¢ trois entiers naturels tels que :
a®+ b= 2,
Démontrer que abe est divisible par 60.

_7.1 On désigne par p(n) le nombre d’entiers natu-
rels inférieurs & n et premiers avec n.

1. Caleuler ¢(5), ¢(13), ¢(15), p(3B).

2. pel g sont clqux nombres premiers distincts. Calculer
o). 9(pg). p(p).

72 Soit (x,) et (y,) los suites définies par :
Y= y,=1
VnEN. £, =S, . Ly, +1
= 2 9
Vne |IM'-“e"m-l n -'s_xu o -ﬁhyﬂ +2

1. Démontrer par récurrence.que les points M_ de coor-

données (x, ; Y,) sont sur la droite (%) d'équa?iﬂﬂ :
2r—y-5=0p,

2. En déduire x, +1 €n fonction de x..

3. Démontrer que (r,) et (y,) sont des suites d'entiers
._relatifs,

4. S0it n un entipr naturel,

a) Démontrer que x_est divisible par 5 si et seulement
81 Y, est divisible par 5.




P

oz - ! v

b) Démontrer que si x, et y, ne sont pas divisibles par 78 On se propose de résoudre dans N? I'équation

5, alors ils sont premiers entre eux. . (E) : 55 — 4" = y*.
5. a) Démontrer par récurrence que : 1. Vérifier que (1 ; 1) est solution de (E). .
Vn€Nx,=2" +1. . Dans la suite du probléme, on suppose que x est diffé-
b) Soit n un entier naturel. Démontrer que 5 divise x_ si rent de 1.
et seulement s1 5 Adsnxy 2. L'objet de cette question est de démontrer que x sl
¢) En déduire les valeurs de n pour lesquelles x, et y, pair
sont divisibles par 5. a) Quels sont les entiers naturels n tels que : n* = 5{!?] ?
i impair, alors 55 — 4 =5 [8].
¢— 73 On considére les nombres A et B tels que : gj} g;i?:::ﬂr que ol x84k el S5
h:lﬂ's"*2+lﬂ!"']+l 3.0np0€ﬂ:x=2m[MEN]-
B=10%+10%" 4+ 10"+ 1 (n € N). a) Démontrer que (E) est équivalente a :
1. Vérifierque: 10°-1=9x111; (5™ — y)(5™ + y) = 2°™.
10% +1=7x11x13. b) En déduire qu'il existe deux entiers p et g tels que :
Z.Dém.unlrequB: Em_y=zp et 5ﬂ=+y=2q,g|.rﬁ: p{-q_—_llm_
» ¥ n €N, A est divisible par 111 ; p=1
» si n est impair, alors A est divisible par 7 el par 13. ¢j Déduire de 3. b) que : { g=4m-1
3. a) Si n est impair, démontrer que B est divisible par 5m=1 4 42™1
7,11et13, _ En déduire que :m < 1.
b) Si n est pair, déterminer le reste de la division eucli- (On pourra faire un raisonnem ent par l'absurde.)
duiining de B per7, 11,19 6332, 4. Déterminer les solutions de (E).
74 1. Résoudre dans Z* I'équation : 79 On se propose de déterminer tous les entiers
: BUlE-REap st ; relatifs k tels que k* + I + K + k + 1 soil un carré par- °
2. Soit (u,) et (v,) les suiles arithmétiques définies par : fait.
u,=3,0,=2 anosa-.q"=k“+k"+k2+k+1{qEZ].
: YneEN, u,,=u,+991 . 1. Etablir les égalités suivantes :
YneN,uv,, =uv,+661 aq® = (2k* + k)? + 3k* + dk + 4 (1)
Déterminer tous les couples (p-; g) d’entiers naturels ag? = (2% + ke + 1 = k= 3)(k + 1) (2)
inférieurs a 2 000, tels que : u, = v, aq® = (2k? + k + 2)* - 5K* (3).
ot L . 1 2. Déduire de (1) et [3) que :
7 A 75 Soita résg;dr;jzans TI; I'équation (2K2 + k)? < 4g° < (2K% + k + 2%
A o | -7y-=9 : ; ;
. 1.0)Démontrer que dans le systeme décimal, le dernier 3. Déduire de la question 2. que :
% chiffre d’'un carré est 1, 4, 5, 6 ou 9. 4 = (2k* + k+ 17 (4)
' b) En déduire que 7y* + 9 n'est pas divisible par 5. ou
4q® = (2k* + k + 2)* (5).

2. Résoudre 1'équation (E).
4. Déterminer les valeurs de k en considérant les éga-

76 Soit a résoudre dans 2° |'équation lités (2) et (4), (3) et (5).

(E) : 3x% + 3x + 7 =
B0 1. Soil p el g deux entiers relatifs premiers

y 1. Vérifier que (E) est équivalente a: ! !
e +x+2) =g -1 entre eux, n un entier naturel non nul.
2. Résoudre I'équation (E). : Démontrer que p el ¢" sonl premiers enltre eux.
A 2.So0il P(x] = a,x" + ... + a,x + a, un polyndme & coef-

(On pourra distinguer 3 ¢as :

y=0/[3], y=1[3 et y=2[3]) ficients entiers relatifs admettant une racine rationnel-

le {:— (p et g sont des entiers relatifls premiers entre eux).

77 On désigne par P 'ensemble des entiers natu-
rels premiers. On se propose de résoudre dans [P?

I'équation (E) x* — y* = pqg, oii p el g sonl deux enliers
- nalurels premiers.
iy 1, Btudier le cas ol p =g = 2.

2, Etudier lecas ol g=2el p> 2.
81 1. Soit n un entier naturel congru a 3 modulo 4.

3. 0)On supposeque : 2<q < .
« Démontrer que y est nécessairemenl égal a 2. Démontrer que n admet un diviseur premier congru a 3

Démontrer que p divise @, et g divise a, .

3, Facloriser le polynome : 347 + 7.7 + 7x + 4.

4, Résoudre dans @ I"équation : Ap
127t —128 + P+ Te—1=0.

» En déduire que si p—q # 4, (E) n'a pas de solulion. modulo 4. .
b) On suppose que : p— ¢ = 4. (On pourra remarquer qu'un produit de nombres f
Démontrer que si (x ; 2) est solution de (E), alors les congrus @ 1 modulo 4 ést congru & 1 modulo 4.)
nombres g, x et p forment une suite arithmétique de rai- 2. Démontrer qu'il exisle une infinité de nombres pre- /
son 2, : miers congrus a 3 modulo 4.
En déduire que (E) n'a de solution quesig=3 et p=7. {On pourra utiliser un nombre n de la forme 2x p!-1.) -
{On pourra d j J

3 démantret que poar tout entiar a, 'un des 8% On appelle nombre triangulaire tout entier

trois nembres n, n + 2, n + 4 est divisible par 3.)
Quelle est la solution de (E} dans ce cas ?

naturel qui peut s'écrire sous la lorme 4 ; 2 (a € N).

ll b
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1. Démontrer que si n est la somme de deux nombres

triangulaires, alors 4n + 1 est la somme de deux carrés.

2. Etudier la réciproque.

83 Nombres amiables - Nombres parfaits
1. On appelle diviseur strict d'un entier naturel n tout
diviseur de n positif et autre que lui-méme.
Déterminer les diviseurs stricts de 220,
2. On appelle nombres amiables deux entiers naturels

tels que chacun d'eux est égal & la somme des diviseurs
stricts de l'autre,
Vérifier que : 220 et 284 sont amiables ;

17 296 et 18 416 sont amiables.

3. On appelle nombre parfait tout entier naturel égal 2

la somme de ses diviseurs stricts (c'est-2-dire amiable
avec lui-méme),

a) Le nombre 28 est-il parfait 7

b) Déterminer un nombre premier p tel que 2%p soit un
nombre parfait.

¢) Soit n et p deux entiers naturels, tels que p soit pre-
mier. Quelle doit &tre I'expression de p en fonction de
n pour que 2"p soit parfait 7

Dresser la liste des nombres parfaits de cette forme,
pour n < 10.

84 Nombres de Mersenne
1. Soit @ et n deux entiers naturels supérieurs ou égaux
3 2. Démontrer que si a” - 1 est premier, alors a = 2 et
n est premier.
2. On appelle nombre de Mersenne, tout entier naturel
M, de la forme M, = 2" — 1, o n est un entier nature]
premier. :
a) Vérifier que M,. M,, M, et M, sont premiers.
b) Qu'en est-il de'M,, ?
Le Pére Marin Mersenne ( 1558-1648) fut le premier a

tenter de dresser la liste des nombres premiers de la
forme 2" — 1,

32 Arithmétique
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Il Ie fit, avec quelques erreurs, jusqu'a n = 25 7
On sait aujourd’hui que, jusqu’d n = 5 pgp, pn _
premier lorsque n prend I'une des valeurs ¢
3,5,7,13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521
2203,2261, 3217, 4253 el 4423,

Le plus grand nombre de Mersenne premjer conny
depuis 1998 est 2" - 1, avec n = 3 021 377

’ 1 ggy
mmﬂte; ’ 2

85 Nombres de Fermat
On appelle nombre de Fermat tout entier nature] p de
la forme F, = 22" + 1, ol n est un entier nature] "

1. a)Calculer F, F,, F, et F,.

Vérifier que ces nombres sont premiers.

b] Vérifier que F; est divisible par 641.

2, Démontrerque : VnEN,F  =(F -1)2+1,

3. Démontrer par récurrence que pour tout entier naty.

rel n strictement supérieur & 1, I'écriture décimale de F
se termine par 7. (On pourra utiliser les cangmencas.}"
4, Soit k un entier naturel non nul.
a) En posant a = 2%", démontrer que :

Foe—2 a?* -1

F a+1

b) En déduire que F, divise F,,, — 2.

5. Déduire de la question précédente que deux nombres
de Fermat distincts sont premiers entre eux.

86 Des urnes et des billes
Trois urnes contiennent des billes. Chaque urne est suf-
fisamment grande pour contenir la totalité des billes, La
seule opération autorisée est de doubler le nombre de
billes contenues dans une urne en prélevant des billes
dans une autre,
Démontrer qu'il est possible, quel que soit la configura-

tion initiale, d'cbtenir une configuration o 'une des
urnes est vide.



Introduction

Deux outils géométriques sont au cceur de ce chapitre : bary-
centre et produit vectoriel.

le premier, introduit et utilisé dans le plan en classe de premiére
fait 'objet d'une généralisation & I'espace.

Le second est une nouveauté qui permet de résoudre, géométri-

fate | quement ou analyfiquement, certains problémes de calcul de dis-
| d fances, d'angles, d'aires et de volumes.
e . - leslignes ou surfaces de niveau constituent un inferméde entre ces
: = outils.
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@ (respectivement €) désigne le plan (respectivement I'espace). -
V (respectivement W) désigne I'ensemble des vecteurs du plan (respectivement de I'espace)

Dans cette legon, sauf mention contraire, I - i bi
oy f ntraire, I'ensemble de référence peut étre aussi bien le plan o que Jog.

—1L.1. Théoréme et définition

Théoreme | .

SOi: (A;2); i<, 1 points pondérés.

Sil_Eu, # 0, alors il existe un unique point G tel que : iu-ﬁil = 0.
i=1 3

Démonstration
Soit O un point.
D ; n — = i} — n —
na: YoGA = (:E“‘) GO+ 30,04,
Donc: 30GA,=T OG- 1 $a,0A
=1 E.U-, =1 ¢ !
=1

1 a —
Or, le vecteur E— E_lalﬂ‘&i est parfaitement déterminé par les points O et (A
i

i=1
dong, le point G existe et est unique,

i'ui']‘.l sign '

iDéfinifion s R |

Soit (A;0,); ;< , 7 points pondérés tels que : 3o, # 0.
i=1 '

On appelle barycentre des points pondérés (Apoy), < < , I'unique point G tel que: $0.GA. =T,

i=1

Onnote: G=bar((A,,0), ..., (A,0,)] ou G=bar [Mf-/Aa
0y [..

—le2. Propriétes
mummmm Homogénéité

;_@;Lu de pl in o S G S ERTE |
entre de plusieurs points pondé : T —————
111‘; ?némt; numhrel;'éel non tl:ul. it m € lorsqu'on multiplie tous les coefficients par

="

En effet, pour tout nombre réel k non nul, on g :ia‘(ﬁt =0 & ikuff;:’qi = .
=1 !

i=1
R'E_ marque

Le barycentre de points pondérés affectés de coefficients égaux est appels isobarycentre de ces points.
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gemmmm Réduction de la somme 3 uiWA;

i=1
Soit (Ay04); i<, N PoInts pondérés, |
Pour tout point M, on a ;

—

. si ;thxi # 0, alors i:ﬁluiMAl. = (Eiaf)MG ou G est le barycentre des points pondérés (A,0); c;c,

n n
e si I‘Elui = 0, alors le vecteur -%%ﬁ: est indépendant de M.

Démonstration
n n n
* Si ;ar;# 0, alors Zuiﬁﬁl = ( Ea‘)‘ﬁb + iﬂiﬁﬁ ( il.‘):)MG.
=1 i=1 i=1 I=1 =1 i
* Si '}-:lu‘ =0, alors o = —E'zu‘
n — n — n — n — —p n o
et Lo MA, =- (E«ﬁ)mz + 3o MA, = Lo, (A M+ MA) = 2oy A A,
n —
Donc, le vecteur EFEMA: est indépendant de M.
Exemples ';i
Soit ABC un triangle et M un point du plan. B
Réduire les sommes : 3MA + MB + MC
MA — 2MB + MC.
B C
e —r —r — — — — — —r — — —>
3MA + MB + MC =5MG MA - 2MB + MC = MB + BA - 2MB + MB + BC
ol G = bar {(A,3), (B,1), (C,1)). = BA + BC.

memmmn  Coordonnées du barycentre

L’espace % est muni du repére (0, i, j, k).
Soit (A,0), . ; ., n points pondérés et G leur barycentre.
Si (x; ; y; ; z) sont les coordonnées du point A; (1 <i<n)et(x;y ;z) celles de G,

i“‘r"i iu:’yl i“‘tzl
ﬂ.](:ll's:x:-ﬁ":t .y=""]" .zzi':l

Za; 2y 2o,

i=1 i=1 i=1

En effet, d'aprés la propriété de réduction dei)ria[h_{:ﬂl‘, onapourM=0: Eafﬁ;ij = ( ial)o_f}'.
=] =1

=1
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Exemple

Soit ABCD un tétraddre. T
L'isobarycentre de ABCD est le pmnt G tel que : 4AG = AA + AB + AC+ AD.
)

1
Donc dans le repére (A, AB, AC, AD), G a pour coordonnées [ g

mmmmmm Barycenires partiels

Propriéte

d'entre eux [1 <p<n),
On ne change pas le barycentm de n pmnls pnn&erés [n > 3] en remplag:ant P pP<n
dont la somme des coefficients est non nulle, par leur barycentre partiel affecté de cette somme,

Cette propriété est aussi appelée propriété d’associativité.

Démonstration
Soil G le barycentre de n points pondérés (A,, &), < ;. (7 2 3).
Supposons, par exemple, que pour un entier naturel p (1 < p < n) on ait Zﬂﬂ; #0et démgﬂnﬂs par H le

barycentre des p points pondérés (A, Oy <y pr
On peut toujours considérer, en changeant éventuellement 1'ordre, que ces p points sont les p premiers,

Ona: i cciG—E, = ( ﬁm,)ﬁi (d’aprés la propriété de réduction).

Donc : Etx,GA =0 o fquA + Z u.,GA

i=1

(I.o:,)GH+ S o,GA,=T.

i=1 i=p+1

C'est-a-dire : G est le barycentre des points pondérés (H, )Ea AL )
=1 ( Pl pel

Exemple

Soit ABCD un tétraddre, G son centre de gravité et G, le
centre de gravité du Lnangle BCD.

Ona: GA+G3+CRE+GD-U ‘:bGA+ 3G =T}'

—1.3. Ensemble des barycentres de points pondérés

mmmmmm Ensemble des barycentres de deux points distincis
La propriété suivante a été démontrée en classe de premiere.

Propriéte] | il i e e

- ——— e e i D 2 R e

L’ensemble des haryt:entres de deux points distincts A et B est la droite (AB).

mmmmmmw Ensemble des barycentres de trois points non alignés
Soit A, B et C trois points non alignés,

* Si o, P et y sont trois nombres tels que a + f + y# 0, désignons par G le barycentre des points pondé-
rés (A, a), (B, B) et (C, ).

D’aprés la propriété de réduction, on a : ﬁ.#:ﬁ + ']'A_E: =(oa+p+ T]A_&-

e L e —_— .
Donc, AG = ETETfﬂB +“—3—+ BTy AC et G appartient au plan (ABQ).
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* Réciproquement, soit M un point du plan (ABC).

1l existe deux nombres éels x ot y tels que : AM = xAB + yAC = x(AM + MB) + y(AM + MO),
Ona: [1-."-'-_I)']‘N.[.ﬁ.+J:r\'iﬂ-f-!jI‘.El?::ﬁ:aw,re.:;1_.;r_-.._!','.’._‘.—.'.y#[:'+

Donc, M est le barycentre des points pondérés (A,1 —x—y), (B,x) et (C,y). -

On en déduit la propriété suivante.
Propriété

L’ensemble des barycentres de trois points non alignés A, B et C est le plan (ABC).

Rema;gue

L'ensemble des barycentres de quatre points non coplanaires est | ‘espace 6.

—]..&.. Travaux dirigés .

mesmmm Alignement de points

Soit ABCDE une pyramide de sommet A, I et ] les centres de gra-
vité respectifs des faces ABC et ADE, G le barycentre des points i
pondérés (A, 3), (B, 2), (C, 2), (D, 1) et (E, 1).
Démontrer que les points G, I et ] sont alignés.
En déduire une construction du point G.

Solution
I est le barycentre de (A, 1), (B, 1) et (C, 1) ;
] est le barycentre de (A, 1), (D, 1) et (E, 1).

Or, G est le barycentre de (A, 3), (B, 2), (C, 2), (D, 1) et (E, 1) ;
donc, d’aprés la propriété des barycentres partiels, on a :

G barycentre de (A, 2], (B, 2), (C, 2) et (A, 1),(D, 1), (E 1),
c'est-3-dire G barycentre de (1,6) et (J,3)

Donc, les points G, T et ] sont alignés.

De plus, G appartient au segment [I]] et est tel que : IG = %IJ.

' Pour démontrer que trois points sont alignés on peut démontrer que 1'un est barycentre des
- deux autres.

mmmm=mm Parallélisme, concours de droites
Soit ABC un triangle, o, p et y trois nombres réels lels que: a+B=0,a+y20et f+y=0.
On désigne par : A’ le barycentre de (B, fi) et (C, 7) ;
B’ le barycentre de (A, o) el (C, 1) ;
C' le barycentre de (A, o) et (B, p).
1°) Démontrer que si ¢ + 3 + 7= 0, alors les droites (AA'), (BB') et (CC') sont paralléles.
2°) Démontrer que si o + [} + Y+ 0, alors les droites (AA’), (BB’) et (CC’) sont concourantes en un point
que l'on précisera.

Solution

L’existence des points A', B’ et C' est assurée par les conditions : a + B#0, x+y#0etp+y#0.
De plus, comme ABC est un triangle,ona: A# A, BB et C2C".
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T\ PEB-(a+pepBT

1)a+B+y=0
Pour tout point M, le vecteur aMA + BMB + yMC est indépendant

de M : notons-le &. On a : aMA + PMB + YMC =¥ A / e
— —» F, o 4 L

En remplagant M par A’, on obtient : 0 A'A + BAB + YAC = u. SAS T
—_— — 7 N

Or: A" = bar ((B,p), (Cy)| & BAB +yAC=T. /

Donc: aA'A = 17, i ;/ /_,r ,"’

On démontre de mé :pBB=yCC=1, f' ;

=St ol Ltoind /B /A /C

On en déduit que les droites (AA’), (BB') et (CC’) sont paralléles.

2)a+P+yz0

Soit G le barycentre des points pondérés (A,a), (B,B) et (C.y).

Pour tout point M, on a ; uh_'[;\ + BIV_I..B + Thr_‘.l& =(a+p+ T]I‘Ht«

En remplau;int M successivement par A’, B’, C' on obtient :
aA'A=(x+ P+ ﬂﬂ'ﬁ

YWC=(a+p+ TJCT'E'}.
On en déduit que les droites (AA"), (BB’) et (CC’) sont concou-
rantes en G,

'“ ;L ' Pour démontrer que deux droites (IJ) et (KL) sont sécantes en un point G, on peut démontrer
' que Gest la fois barycentre des points I et ] et barycentre des points K et L.

ME XCTCICeS Brrrs s /s st

a) en exprimant AG en fonction de AB et AC :

l.a Soit A et B deux points distincts. Dans chacun
b) en utilisant la propriété des barycentres par-

des cas suivants, écrire A comme barycentre

des points B et C. tiels.
aj B_.i= - SEA b) -’i_{x_fi = AC - 1.F  Dans chacun des cas suivants, écrire G comme
c) 3AC-2BC=0 d) AB+AC+BC=380 barycentre des points A, B et C,
. _ A A
1.b  Ecrire chacun des points- A, B et C comme
barycentre dgs deux autres.
A .8 C .
o L i 1 L L j B C
I 1 T 1 1 A 8 .
l.c  Soit ABCD un parallélogramme. Réduire les
sommes de vecteurs _s)uivanles |
E‘=3._me+1\._-123-2_rgc: = ¢
v'= MA + 2MB + MC'—4MD ; B B C
= s — —
w = MA - MB + MC - MD. l1.g Soit ABCD un parallélogramme.
% g P est le point tel que : AP = LAR . Q est le
: ’ % est muni du repére (O, i, j k). On ) 2  Rhaddk
1.d  Lespace " A P 1 J 4 symétrique du milieu de [AD)] par rapport 2 A.
considére les points A(—24). B(_ﬁz) et C(—zl). Démontrer que les points P, Q et C sont alignés.
a) Calculer les coordonnées du barycentre [ de
(B. 2) et (C, 3). 1.h  soit ABCD un tétraédre. P, Q, R et S sont les
b) Calculer les coordonnées du barycentre | de ptsints tels que :
(A, 5), (B, 2) et (C, 3). AP =14p, AQ=1AD, CR =1CB et C3 = 1CD.
ifi esl le milieu de [Al]. 3 33T 3
¢} Vesifiar qua ] On désigne par I et J les milieux respectifs de
. . _ [AC] et [BD).
].e  Soit ABC un triangle. Construire le barycentre Démontrer que les droites (PS), (QR) et (I]) sont
des points pondérés (A~ 2), (B,1) et (C4) : concourantes.
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Lignes de niveau
__9.1. Lignes de niveau de M — 210&[. MA?

Soit (A;.04); <<, 1 POINtS pondérés du plan et fc un nombre réel. " 2
On se propose de déterminer les lignes de niveau & de l'application M = E,latl\f[Al x

Cest-a-dire 'ensemble (E,) des points M de 9 lels que : E}a[‘MA} = k.

ppemm=n 17 cas : la somme des coefficients est non nulle
Soit G le barycentre des points pondérés (Ap0); < s p

—¥ — ., —r =k
Pour tout point A, (1 <i< n), ona: MAF = (MG + GA)? = MG? + GA} + 2MG.GA, .

Or: f U‘EG_‘;‘E =0 ;donc: fa..MAI? = (!iaj)MGz + ﬁaﬁﬁf.
=1 i=1 =1 =

" k-3 o GA?
On en déduit que : V k € R, 2 aMA} = k & MG2= ‘E
i=1 5 \
n o d &
k- oGA} i=1
Posons : i=1 =p;ona:MG?=p.
2o

i=1
Si p<0,alors (E) =9

si p=0,alors (E)) =[Gl ;
si p>0,alors (E) est le cercle de centre G et de rayon p.

Proprietés S
il

Soit (A;,0); <; <, 1 POINtS pondérés du plan tels que : _}:1{1; #0.
< £

« Pour tout point M du plan, on a: _f,lu‘.m;? = ( };l [I[-)MGE + ﬁlmEGAf g
I= = =

oil G est le barycentre des points pondérés (Ajt); cicne
« La ligne de niveau k de I'application M if,iul.MAf est @, (G} ou un cercle de centre G.

B emarques

o Soit k un nombre réel et f une application de I'espace % dans R.
On appelle surface de niveau k de /, I'ensemble des points M de € tels que : f{M] = k.

«Si3 a, # 0, alors la surface de niveau k de I'application M f}ji]u;MAf‘ est @, [G) ou une sphére de
i=1 =

centre G, G étant le barycentre des points pondérés (A;0), ¢ <

Exemple

Soit ABCD un rectangle tel que : AB =2 et BC=1.

Déterminer el construire 'ensemble (E) des points M du plan tels que : )

MAZ? + MB? + MC? + MD? = 10. b c -
L'isobarycentre des points A, B, G et D esl le centre I du rectangle ABCD.

Ona:AA?+ AB?+AC*+AD*=4+5+1=10; )

|
donc: A € (E). A\,\-/ B

~ On en déduit que (E) est le cercle circonscrit au rectangle ABCD.
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SEREEN 2° cas : la somme des coefficients est nulle '

Soit O un poeint du plan. -

| Pour tout point A, (1< < ), Ona:MA;:[@'&,—{ﬁﬁﬂuoﬁhomhzﬁﬁ.ﬁﬁ,,

L On en déduit que : 3 o MA? = itl,-oﬁf -2 D_r:']( it““-‘6‘5“)' |
i=1 Lo

1 ! Posons : '_'.='21UE;CTA,;UH obtient: V k € R,Eu:‘MA.?:k = ZEC_)leI=fn:IDA‘2__k |
- i=1 f=1 :

*Siu= » 0N a deux cas : siiapﬂf-k:n,alnrs(}:-:k]:@; |
=1

si 3 0 0A7 - Je 0, alars (E,) = 2.
=1

et A . i
* Siu'= 0, considérons la droite (@) de repere (O, i) et le point P tel que : OP = %7,

: Soit H le projeté orthogonal de M sur (%). On a : OM.@ = OH x OP.
1) - Donc: Vi eR, E)SI%MAE =k ¢ OH est constante.

i ; On en déduit que M appartient  la droite perpendiculaire 4 (3) en H, ot H est le point vérifiant -
N 2@xﬁ’=fiaﬂﬁf—k.
=1

Propriétés :
| Soit (Azo), i<q ™ Points pondérés du plan tels que : ‘fui =0 et O un point du plan.
=1

* Pour tout point M du plan, on a : 3 o MA? = 3, 0,0A7 - 2.0M,
i=1 i=1

f * La ligne de niveau k de I'application M f o, MA? est :
i=1

- o
~-ZouPsiu=0;

i - =k 11§ —
! , ou u est le vecteur 3 o 04, indépendant de M,
4 I'=1
[
E | — une droite de vecteur normal @, si @ # 0,

R emarque

Dans I'espace 6, si I)Elmj = 0, alors la surface de niveau k de I'application M — 3. o,MA? est @, € ou un
= f=1

plan de vecteur normal ¥ = J%ﬂzj 6:5':-

, i=1
[ Exemples
: ' * Soit ABC un triangle isocéle tel que: AB=4etCA=CB =85,
'| Déterminer I'ensemble (E) des points M du plan tels que : MA2 + MB? — 2MC? = 0.
— —
La somme des coefficients étant nulle, le vecteur MA + MB — 2MC est indépendant de M.

f Ona: MA + MB - 2MC = 2MI-2MC C
! = 2CI, od T est le milieu de [AB].
‘;! | Développons MA? + MB? — 2MC? en introduisant le point I,
- On a: MA? + MB? - 2MC? = (M1 + IA)? + (M1 + IB)? - 2(MI + I0)2
1 = MR + B 200) + I+ 1 - 12 N o
=4ML.IC - 58, ]
! Donc : ME (E) « 4MLIC = 56
_'| Seit H le projeté orthogonal de M sur la droite (IC).
On obtient: ME(E)] & IHxIC=14
= IH =-;-';é- = %E A | B

L'ensemble (E) est la droite perpendiculaire 2 (IC) passant par le point H tel que: IH = %E.

i {
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* Soit ABCD un tétragdre régulier d'aréte a. A

Déterminer l'ensemble (I') des points M de 'espace lels que :
MA? + 2MB? + 3MC? - 6MD? = 6a®.

Ona:A€((lN et DE();donc: (M= et (INz%.
La somme des coefficients &tant nulle,

le vecteur MA + 2MB + 3MC — 6MD est indépendant de M.

=% = — —3 — — —
Or: MA +2MB + 3MC-6MD= DA +2DB +3DC. g B
(T') est le plan passant par D, de vecteur normal DA + 2 DB + 3DC.

—2.2. Lignes de niveau de M — m

Soit A et B deux points distincls du plan et k un nombre réel strictement positif.

On se propose de déterminer l'ensemble (E,) des points M du plan tels que : Ma<k
* Si k =1, alors (E,) est la médiatrice de [AB]. MB

e Sik#1,alors: %=k' & MAR-KEMB2=0

MB 3 i iy

& (MA + kMB).(MA — kMB) =

Les nombres 1+ k et 1 -k sont non nuls ; désignons par I le barycentre des points pondérés (A, 1) et
(B, k), par | le barycentre des points pundérés (A, 1) et (B, — k).
Ona: ME€(E) o ((1+k)M).(1-kM)-=

o= I\_vflh_ﬁ = 0.
Donc (E,) est le cercle de diamétre (I]].

Praprlete

Soit A et B deux pnmts dlstmcls {iu plan k un nomhre réel strictement pusmf el dnﬂ‘erenl de 1.
La ligne de niveau k de l'application M b—»% est le cercle de diamétre [I]], ol I est le barycentre
des points pondérés (A, 1) et (B, k), J le barycentre des points pondérés (A, 1) et (B, - k).

Exemple

Déterminer et construire I’ensemble (E) des points M du plan tels que :
Désignons par :
I le barycentre des points pondérés (A, 1) et (B, ),

J le barycentre des points pondérés (A, 1) et (B, - ?]. )
On sait que : /

I est le barycentre des points pondérés (A, 3) et (B, 2), _[ - -

] le barycentre des points pondérés (A, 3) et (B, - 2). i ]
(E) est le cercle de diamatre [I]). \

Rgmargue
Si k # 1, alors 1 - k?® # 0. Désignons pa‘r G le barycentre des points pondérés (A,1) et (B K.
Ona:ME (E) & MA?-k’MB?=
= (MG+GA}’ k"{MG+GBF (‘J . |
o (1-k2)GM? + GA? - I?GB? = 0. be & S

T - 7 —
Or: GA—TJFAB et GB AB.

MA_ 2
MB 3

1
1-Kk?
Donc : M€ (E,) & (I-L*}G&F:—HE-ABE

k
E,) est donc | le d tre le b tre de (A, 1) et (B,- k?), d AB.
(E,) est donc le cercle de centre le barycentre de (A, 1) et ( i emynnm
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r R, . 13 Ligne§ de niveau de M — Mes (MA, MB)

f Dans cette partie, A et B désignent deux points distincts du plan.

Soit i istinct de A et B. e S
On s::tlll?lg?el:lpc:;ﬂif: sl::lll:{c‘lsgn}i[‘l_ignés si el sﬁulemmi}f_i:f (MA,MB) =0.
12 Donc: A, B et M alignés < Mes([\r_ﬁﬂ.ﬁﬁl =0 ou Mes(MAMB) =r.
' On en déduit les propriétés suivantes.
Propriétés 1
Soit A et B deux points distincts du plan.
* L'ensemble des points M du plan tels que
Mes (MA, MB) = 0 est la droite (AB) privée du  Mes (VA,MB) = est lo segment [AB] privyg o,

—— T ——

« Lensemble des points M du plan tels que

! segment [AB]. points A et B. i
| |
R M & B A M B
| —_— — . emmmemmmeeeeee- N

Soit @ un nombre réel, élément de J-m; 0[ U JO ; nl. ==
On se propose de déterminer I'ensemble des points M tels que : MBS(MA.MB) =

Soit P un point tel que (A_ﬁt’k_ﬁ} =, O le point d'intersection de la oM
médiatrice de [AB] et de la perpendiculaire & (AP) en A, () le cercle «©
de centre O passant par A et B, o

On saitque: ME(€)\[A:B) = 2 [Ivf&,hﬁ] = [(ﬁ;,[ﬁj =24; (@]

donc : MeE (@ \IA;Bl & (MAMB)=a ou (MAMB) =TT+ e

£
Nous admettons que pour tout point M de (€) \ [A;B)ona: AK‘%\H\:/ B
p M

Mes[ﬁ.h_{ﬁ} =@, si M appartient & I'un des arcs de corde [AB] ; J

— ———

Mes(MA,MB)=qa + n (o < D) ou MBH{IV_T]A,]'»_'I’.B] =a-n(oe>0),siM appartient a l'autre arc.

On a la propriété suivante.

Propriete 2: _
Soit A et B deux points distincts du plan,

« un nombre réel élément de ]- 7 ; o[ U lo; “[L_q.___ )
0 le point de la médiatrice de [AB] tel que (OA,OB) = 275,
(6) le cercle de centre O passant par A et B,
| L'ensemble des points M du plan tels que Mes mﬁm = aest I'un des
Nz

deux arcs, privés des points A et B, définis sur () par la corde [AB]

i

Cet arc peut étre déterminé a I'aide du signe de o, -

Remargues

» Si I'angle © est droit, alors I'ensemble des points M g o
cercle de diamétre [AB], privé des points A efn B, . lan tels que Mes (MA,MB) = o est un demi-

e 'ensemble des points M du plan tels que Mes[m_ ﬁfﬂ'}s &
e On déduit des propriétés 1 et 2 que quatre points digtincis

et seulement si : Mes(CA, CB) = Mes( DA, ITBJ [r].

[r] est (4) privé des points A et B. )
A, B ,Cet D sont alignés ou cocycliques si
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Exemples

* Soit OAB un triangle équilatéral de sens direct et (€) le cercle de centre O

passant par A et B.

— L'arc AB, privé des points A et B, est I'ensemble des points M du plan

tels que : Mes(MA,MB) = .

- Larc AB, privé des points A et B, est 'ensemble des points N du plan

tels que : Mes [ﬂ, I?B] ==- %’5

* Soit A et B deux points distincts du plan.

Si o désigne 1'angle de mesure %. alors 2@ est I’angle de mesure — 2%

Soit O le point de la médiatrice de [AB] tel que Mes(OA,OB) = — 2%

et (¢) le cercle de centre O passant par A et B.

— Larc AB, privé des points A et B, est I'ensemble des points M du plan tels

que : Mes (MA,MB) = %‘ :

— L'arc AB, privé des points A et B, est I'ensemble des points N du plan tels
i %
que : Mes(NA,NB) = - —.

5

—

——

Déterminer 1'ensemble des points M du plan tels que : Mes(MA,MB) = %‘" [n].

5

5

Donc 'ensemble cherché est le cercle (€) privé des points A et B.

WE X@TCICOS B i o PR o o A

2.a

2b

Soit ABC un triangle isocgle tel que :

AB=AC=7etBC=4.
On désigne par I le milieu de [BC] et par G le
centre de gravité de ABC.
1. Déterminer el conslruire 'ensemble des
points M du plan tels que :

o o —r

|AM + BM + CM]| = 12.
2. Déterminer el construire l'ensemble des
points M du plan tels que :

— 2AM? + BM? + CM? = 38.

3. a) Calculer AG st BG.
b) Déterminer et construire l'ensemble des

points M du plan tels que :
AM? + BM? + CM? = 65.

Soil A et B deux points du plan tels que :

AB =4,
Déterminer el construire I'ensemble des points
M du plan tels que : 3MA = 5MB.

oCdnneaqa py warmnoscarner

2.c

2d

Soit A, B et C trois points non alignés.
Déterminer €t construire 'ensemble (E) des
points M du plan lels que :

I3MA + MB| = [2MC ~ MB].

Soit A el B deux points distincts du plan.
1. Déterminer et construire l'ensemble des
points M du plan tels que :

——

a) Mes[m.h_{ﬁ) == %-

—

b) Mes(MA,MB) = 231‘5.

2. Déterminer el construire 'ensemble des
points M du plan tels que :

—

a) Mes(MA,MB) = — Z [n]

—

b) Mas(hu_l:ﬁ,h_-ill'ilz Eé! [n].
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~3.1.. Orientation de I'espace

mommmm Régle du bonhomme d’Ampére
Soit (0, :IE un repére de € et les points I, ], K tels que : Ol = i, 0)] =J,'UK =k
Pour orienter I'espace, les physiciens imaginent un observateur ayant les pieds en O, 1a tate en K ot fixan
le point I ; deux situations, et deux seulement, sont possibles. t

Le point ] est & gauche de I'observateur Le point ] est a droite de I'observateuyr

1
.< i

— -k s e i :
le repere (O, 7, J, ) est direct : le repérﬂoa_w. k) est indirect ;
'la base ﬁ.’j.'!_c'] est directe. la base (i, j, k) est indirecte,

Orienter 1'espace, c’est distinguer ces deux types de repéres ou de bases.

Exemples

Soit ABCDEFGH un cube d'aréte 1. :

. [A.ﬁ.ﬂ_ﬁ,ﬁ] est un repeére orthonormeé direct de § ;
o (F, ﬁ F_ﬁ, ﬁé] est un repére orthonormé indirect de € :
L | .@,nﬁ] est une base orthonormée directe de W :
o

—

DA, DH) est une base orthonormée indirecte de W,

oY

E emarques

* Permuter deux vecteurs d'une base change son orientation ;
. Wil 14 T .
ainsi, les bases (i, j, ) et (1. k, j') sont de sens contraires.

3iel

* Permuter de fagon circulaire les lrois vecteurs d'une base ne change pas son orientation :
s Pl e e
ainsi, les bases (7, j, k), U ke, @) et (k, i, ) sont de méme sens.
* Remplacer un vecteur d’une base par son 0pposé change son orientation :
- == —b = o
ainsi : —les bases (i, j, k) et (- i, J, k) sont de Sens conlraires ;
~ les bases (i, J, ¥) et (- i, - j. &) sont de méme sens.

Orientation d'un plan de ¢

DoEE

L'espace étant orienté, on peut définir une orientation de tout plan de ¢.

Soit (?) un plan de i:!;. de repére (0, 7, j), et K un vecteur normal 3 (@), k)

On convient que (O, i,f} est un repére direct de () s (O, ;’j’ﬁ estun reps- 1 ‘
re direct de €. é{ﬁ'o _—r-y
Un plan est orienté par le choix d'un de ses vegteys normaux, {
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—3.2.. Produit vectoriel

mmmmmm Définition

Soit u et v'deux vecteurs non nuls de W et A un point de €.
—_— —r —

On désigne par B et C les points tels que : AB=1u et AC=v.

* Nous avons vu en classe de premidre que l'angle BAC, donc cosBAG, est indépendant du choix du
point A.
Nous avons pu ainsi définir le produit scalaire des vecteurs u et v’ par :
U.0'= 0, si l'un des vecteurs & ou ¥'est nul ; _
.0 = |[e]} [©']| cosBAC, si les vecteurs ' et v’ sont non nuls.
Le produit scalaire de deux vecteurs est un nombre réel.

* Nous allons définir une nouvelle opération qui, cette fois, & deux vecteurs de W associe un vecteur de
W ; on a ainsi une loi de composition interne dans W.

On appelle produit vectoriel de  par v’ le vecteur, noté & A v, ainsi défini :
» lorsque ¥ et ¥ sont colinéaires, ¥ A 7= 0 ;

¥
-4 — 4 ? oA Dn
* lorsque u et v ne sont pas colinéaires, ﬁ

le vecteur u A U est orthogonal 2 wet ¥’ (direction) ; i C
(i, o, & A ¥) est une base directe de W  (sens) ; / A{iy /
| A7) =] |7 sinBAC {norme). 8

se lit « U vectoriel © ».

- =)
uasabv
Remarques

* Comme pour le produit scalaire, cette définition ne dépend pas du choix de A.
» Pour tout vecleuru,ona: tati=0, Uan0=0 ¢ Oatl=0.

e Siu et U sonl deux vecteurs unitaires et orthogonaux, alors (i, v, 1 A v ] est une base orthonormée direc-
te de W.

Exemples
» Soit (0, 7, j, k) une base orthonormée directe de W,

h"? -
Ona: ianj=k jak=i kai=j;: I
= = s - =+ 2 = —* =Y =
Jnai==k, kaj=-1i tak=-]j. i J

* ABCDEFGH est un cupe d'aréte a tel que (A_I.i. 4":_6,:5:&] soit
une base orthogonale directe de W.

Déterminer EE! A :“Tf) el Eﬁ A Ei—l:"

— Le vecteur Eﬁ A A_ﬁ est colinéaire a PTE et de méme sens |
de plus : |AB a AD| = |AB| |AD| sinBAD = a* et |AE|=a;
| dDﬂC:EﬁAJﬁ=aﬂ_ﬁ.

—Dna:gl:la\ ﬁ=z’?ﬁniﬁ.
Le vecteur .ﬁ{ A Eﬁ gst colinéaire & ﬁ_ﬁ et de méme sens ;
ok —r — L — —
de plus : [AH A AE| = |AH| | AE| sinHAE = a,2 x a x L a? :
— — — uﬁ
donc : AH ABF = a AB.
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memmmm Propriétés du produit vectoriel

Propriété 1

- = =i — 7
| Pour tous vecteurs il et 'de W,ona: LA U= 0 sietseulement si i et v'sont colinéaireg, RE~

Cette propriété découle de la définition du produit vectoriel.

Propriétés 2
Pour tous vecteurs &, o et i de W, pour tout nombre réel k, on ai. LANg 5y
() Prid==(AD) ; (2) (ku)as=1 ko) sk(d 5y

;]
— o e —
AR A s =Baddiim. | = (@) @+T)A =UAB +23,

| Démonstration
3 ' 3 -3 —_ =) —s —

% (1) Si et B'sont colinéaires, ona: ¥aB=0 et vAau=0 ;donc: vAau=—(unav),

il iveto i T AT et 0 uont méme direction et mé

Si u et v ne sont pas colinéaires, les vecteurs uA v et v A U me norme ; |,

r . régle du bonhomme d’Ampére permet de dire qu'ils sont de sens contraires.
| | | -  — - —*
i . | Donc: vau=—(uav).
(2) (3) et (4) Une démonstration de ces propriétés est proposée en {in de chapitre (cf. exercice n%g),

: | Exemples

{ i * Dans le cube ABCDEFGH d'aréte @, on a:

- Il — — B — N i

i H AHA AE =(AD +AE) A AE=AD A AE=aAB ;
i AH A BD = (AD +AF) A (AD -AB)

| :I' ‘ —  —> e —p
i = AD AAD — AD AAB +AE AAD - AE AAB
I

|
I =1 e - —

| = 0 + aAE — aAB - aAD

e e —.

i = a(AE -AB —AD) = aCE.
1 * Soit EEE o' deux vecteurs de W. Exprimer (& - ©') A (Z + ') en fonction de @ A 5.
| Ona: (U-D)A([+0)=UAL+TAD —TAR—DAD

’ =2unsn

} memmmmn Expression analytique du produit vectoriel

| . S i _.. T’Ej b g = X X

[ oit (¢, j, k) une base orthonormée directe de W et les vecleurs u'(y). F(y’).
Z FA

|
[
il { ; ;
[ . |' .' Les propriétés précédentes permeltent d'écrire : ¥ a 0 = (x T4 Yi+zk) AT YT+ 2%)

4 A :(yz'_zr ’]_I"_'_ 7 r_ s r -
On en déduit la propriété suivante, Y (e —xz)j + (ey’ - ye k.

Propriéte

|| Soit [?.’j:.l_c} une base orthonormée directe de et les vecteurs i y .(xa
L] y 0

o Les coordonnées du vecteur i/ A v’ dans la base (i J, ) sont : (yz’ - zy’ :.:r’ xz’' - yx')
. — ; == ; xy = ¥
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Lxemples
* Soit les vecteursu( ; )etu( 1 )

u AU apour conrdonnéas 1 g 3| ’1 _ 3| | f') ; C'est-d-dire : (2 ;4 ;0).
_ . 1 z 1\ /3
+ Soitles points A(~1). B 1) etC( ) Ona: AB(z et Ac(z).
3 1

Levectemﬁnﬁapommordomées(gﬂ |13| ;g|) c’est-a-dire : (~4 ;8 ; - 4).

Ona: AB A AC#T ; donc les points A, B et C ne sont pas alignés.

! al g Pour démontrer que trois points A, B et C sont alignés, on peut démontrer que : ABAAC=T0

—3.3. Utilisations du produit vectoriel
% est muni du repére orthonormé direct (O, 7, J, k).

smmmmmm 1. Equation d'un plan déterminé par trois points

-1 1 1
Vérifier que les points A( % )1 B( 12) et C( g) définissent un plan (?), dont on déterminera une équation.

Solution ,
—f 2 — (2
«Ona: AB( 04) et AC(‘%).
= = ' 01| |-a1|. |22\, . e
Le vecteur AB A AC a pour coordonnées | | s1lil 2 2 01])3¢ est-a-dire : (4 ; —10; 2).

Donc les points A, B et C ne sont pas alignés et définissent un plan dont AB A AC est un vecteur normal.
¢ Soit M un point de coordonnées (x ; y ; z).
Ona:ME€ (?) < AM(AB A AC) =

e 4lx+1)-10y-1)+2(2-2) =

= 2x-5y+z+5=0.

memmmmm 2. Positions relatives de deux plans

-1
Soit () le plan d'équation x + 4y + 25— 1 = 0 et (3") le plan passant par le point A( 0 ) ot do veciour
2
normal E'( 1 )
a) Démontrer que les plans (?) et (?') sont perpendiculaires.
b) Vérifier que A est un point de (%) et déterminer une représentation paramétrique de la droite (A),
intersection de (%) et (#’).

Solution 3
a) (?) a pour vecteur normal F(g)

ey

Ona: =0 ; donc les plans (?) et (?') sont perpendiculaires.

b)Ona:1x(-1)+4%x0+2%x1—-1=0;donc: A appartient a (P).
4 1 2 -3 1 2 : "

2 —3 9 "41):cast—ﬁ-due[—l-;;?;-?].
Or ' A n”, vecteur orthogonal & net a n”, est un vecteur directeur de la droite (A).

x=-1-2}
Donc, une représentation paramétrique de (A) est : { y=>A (A € R).

£=1-A

— -3
Le vecteur n A n’ a pour coordonnées (
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~ 2. Soit (?) un plan de repére (A, @, 7), M un point de € et K son projeté orthogonal sur (%),

Pour étudier la position relative de deux plans (?) et ('), on peut détermine, deu;c \r

et 7" respectivement normaux a (@) et 2 (@), 20t
. ® Si le produit vectoriel 7 A 1" est égal au vecteur nul, alors () et (P') sont
il 7t A 70" est différent du vecteur nul, alors (P) et (37

* Si le produit vector .
 vant une droite dont 7t A 7’ est un vecteur directeur. _

Do plus, lorsque le produit scalaire 77" est nul, (&) et (&) sont perpendiculaires,

Parallyg, i.
sont g

o L
el

ammmmm 3. Distance d’un point & une droite, & un plan

1. Soit (@) une droite de repére (A, @), M un point de ¢ et H son projeté orthogonal sur (g),

o 32|

gfi;lﬂlj:: 3:;:1!5 A( 3 ), B(%) et M(—Il). Calculer la distance de M a la droite (AB). I
-1

Démontrer que : MH =

Démontrer que : MK = —
(e

Soit le point C E

Application
( % ) Calculer la distance de M au plan (ABC).

Solution

I.Dna:m,\ﬁ'=[ﬁ{+ﬂ]nﬁ' . ()
— e — g — oy i
o =MHAu+HAAu=MH A u.
Or, MH et_E sont des vecteurs orthogonaux ;
donc : [MH A @] = MH x | 2] - M

_ IMA A&

I
Application -
La distance de M a la droite (AB) est : d = “—MA:—A% ’
e L, |AB]
Or, AB(‘I) et M.A( 4 ) :
1 -2
donc MA A AB a pour coordonnées (‘ 41 . |"21 ﬂ ; |‘ 11

~21 4 1|);c'est-é—dire:[ﬁ;—1:—5}.
On en déduit que : d =—f"r__£= --—'133
3
2. Les vecteurs MK et Z A T sont colinéaires : '
K est le projeté orthogonal de A sur (MK) :

donc : Im.[ﬁh E']| = |I~If(.{ﬁ',m )| =MK x ||
IMA.@ A7)

(|

On en déduit que : MH

ZAvl.

On en déduit que : MK =

Application
— 1 —3f—2
Ona: AB(%) et AC(—ll) :
— —f 2
donc: AB A AC(_I:]) et les points A, B, C définissent un plan
- — —_ 2
La distance de M au plan (ABC) est : d’ = !MA;(:"-B A AQ)|
IAB A AG|

48 calculs vectoriels

Scanned by CamScanner



s | 2 e s
or, MA(4)) et A8 n AG(-3) s done 1= 221222116 _ 8 gy
1

faves1 4 7
Remarque

Lorsque (P) est déterminé par son équation cartésienne ax + by + cz + d = 0, on peut remplacer dans le

raisonnement précédent u A par ﬁ'(g tous deux vecteurs normaux a (%) ;

c ax,+ by, +cz,+d I *p
on retrouve la formule vue en classe de premiére : MK = g 2 - , avec My, |.
J a2+ b2+ 2 z,

mmemmm 4. Calculs d’aire et de volume

Soit ABCD un tétraédre et V son volume.
a) Démontrer que 1’aire du triangle ABC est : si = —|[AB ~ AC].

b) En déduire que : v_-a- |(AB A AC).AD|.

Application 1 3 1
Soit les points A(-ﬂl). B(I:), C( 21_) et D(g) Calculer le volume du tétraédre ABCD.
Solution
— — —
_a) On sait qua l’aue du lu triangle ABC est : o = —é—||AB|| | AC| sinBAC ;
donc: A = —-||ﬁB A AC|.

b) Soit H le pm]eté orthogonal de D sur le plan (ABC).
Ona:V= —DH x&i[ABC]
|[AB A AC).AD|

IAB A AC|

On en déduit que : V = -%- |[A_]§ A aﬁ]ﬁ_fﬂ
Application

st —70 — (0 8
Ona: AB(%). AC( 31) et AD(%) 3

— —» (— 4 1 5 T 2 1
Ty W, %)et v="1|(ABrAG.AD|=2-1

Or: DH =

WE X @TCICOS BLor s o AR o A

— — —3 — 1 = 2 — K| 1
3.0 Soit ABCDEFGH un cube tel que (AB, AD, AE) a) u (; g) eto (—ui) b) u (_ﬂz) et v (—41)
est une base directe de W. "
Préciser si chacune des bases suivantes est 2l E'(_l )al 5'(_33) d) ;(ﬁ) at E’( 1 )
directe ou indirecte. -1 1 2 -1
— —F  — —> — —»
a) [B_E.B_f. BF) b) (FE f'f FB) 3e L'espace est muni du repére orthonormé direct
¢) (CB,CD,CG) d) (EF, EA, EH). (O RrMM k).
A Dans chacun des cas suivants, déterminer une
3.b  Soit ABCDEFGH un cube tel que (AB, AD, AE) équation du plan passant par le point A, de
est une base orthonormée directe de W. vecteurs directeurs i et v,
Déterminer les vecteurs : }A( 1) _,( 2 ) f1
— — —» a -1}, 1 t
a) ABAAD b) BAABGC ¢ GGaGF 1 “_1“(3)
d) BE A HC el AC A FH fl HG A BF 1 2 -1
: bm(- ) u(}‘) ot :3’( 2 )
3.c  Démontrer que pour tous vecteurs « et v'de W, 3f
ona: TP+ |25 2= |7IHE . 2 E‘E;S{HJCBTEH muni du repére orthonormé direct
-3 =
3d soi(¥ J! k) une base orthonormée directe de W, Soit les pobits A( ? ) : E( ?z) i C(_zl)'
Calculer les coordonnées du produit vectoriel 1. Calculer 'aire du triangle ABC.
u A v dans chacun des cas suivants. 2, Calculer le volume du tétraddre OABC,

Caiculs vectoriels 49
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Exercice

APPRENTISSAGE

|

Barycentres

\A'I 1. Soit ABCD un tétragdre, A’, B’, C' ot D’ Jes
peclifs des triangles BCD, CDa,

Démontrer ciue les t6tratdres ABCD et AB'C'D' ont
méme centre de Bravité,

2. Démontrer que deux tétraddres ABCD et A'B'C’D’ ont
méme centre de gravité si et seulement si :

ﬁ'+§ﬁ'+ﬁé'+ﬁﬁ'=ﬁ’.
-

2 Soit ABC up triangle et M un point de [BC].

émontrer que M est Jg barycentre des points pondérés
(B, aire(CAM)) et (C, aire(BAM)),

3 Soit ABCDE un pen-
lagone tel que ACDE eg un B
apéze rectangle et ABC un
triangle isocale rectangle, c
En ulilisant les barycentres 2
partiels, construire le bary-
centre des points pondérés
(A, 1), (B, 1), (C, 1), (D, Glet A
(E. 3).

& Soil ABCDE une Pyramide & base ABCD.

Construire le barycentre des Points pondérés (A, 1), (B, 1),
(C, 1), (D, 1) et (E, 4). ,

= 4
Es SOt ABCun triangle.
1. Construire le point G tel que ; Gf =Z AC.

2. Ecrire G comme barycentre des points A, B el ¢,

3. Pour tout point M, exprimer MG en fonction de MA,
MB et MC.

" 6 Soit A et B deux points distincts,

Démontrer que le segment [AB] est I'ensemble des bary-

centres des points A el B affeciés de coellicients de
méme signe, : N

| 7 Soit A, B, C trois points non alignés el «, p, ¥
lrois nombres réels tels que: o+ P4y,

On désigne par G le barycentre des poinls pondérgs
(A, a), (B, B) et (C, ).
1. Démontrer que si B + y= 0, alors G appartient 2 14
droite paralléle a (BC) passant par A,

2. Soil g un nombre-réel non nul. Démontrer que P el

¥ varient-de telle sorle que si B + = a, alors G décrit
une droile paralléle a (BC). E

8 L'ﬂsi)ace ‘€ est muni du repere (Q, i k).

. 3 3 i §
On considére les points ﬂ( LIE), H(_SJ el C( a )
Déterminer les coordonnées du barycentre des points

poendérés (A, - 2), (B, 1) et (C, 4).

50 calculs vectoriels

Scanned by CamScanner

"X\\‘
§
\\\\

X 9 Soit ABCD g o, "

Iet] sont] ints d et
Sonl les points de
Al = Ij = IB. IAB]

T b
K et L sont les poingg de [CD A

CK=KL=LD ]lE]EqU.E: |
d

On désigne par M, N,Oetp) ;
respectifs des segments [AD]?S[ s
el [BC].

1. Ecrire chacun des
poinls A ¢t B,

Ceny,
scrire chacun des deg

points C et D, Y cenyr dig
2. Démontrer que Jes Points M, N, Bt
i " P 2
Sont "J‘Etlés.

IL), UK] B K
points 1 et) COmmg b

points K g1 1, Commg },

10 Soit ABC
le barycentre d
(C, 1) et (D, 2).

1. Construire les points K et L, 1g]g que :
KA + 2KB = 0 et fﬁ+2[__fj.__a*‘

2. Démontrer que G est |o milien de (kL)
3. Construire .

D un quadrilaterg On ¢ igne ar
. é

85 poinls Pondérgg (A, sll] [1;,?| .

' 1 a]l

/‘}/ 11 Soit ABCD un tétragdre, O
*/I'et ] les milieux respectifs deg g
* Kell les points tels gue ;

J{‘ﬁ = %—A_ﬁ el E]:= '-3—-6[3
* G le barycentre
(C 1) et (D, 2).
1. Démontrer que les points 1, J el G sq

des points pondérés (4, ), (B, 1)

13 Soil ABC un triangle. On désigne par :
* A'le barycentre des poinls pondérés (B, 2) et (C,-3):
* B' le barycentre des points pondérés (C, - 3) et (A, 1)
1. Démontrer fnue les drojles (AA) et (BB') sont parallles
2. Soil C' le barycentre des points pondérés (A, a) &
(B, b). Pour quelios valeurs des nombres réels a et bles
droiles (AX') et (CC) sont-elles paralleles ?

14 Soit ABCD up télraddre, G et H les centres de
gravité respectifs des triangles ABC et ADC. lgles:
Démontrer que les droites (GH) et (BD) sont para

N 15 Soit ABC un triangle.
1. Construire les points 1, ] et K tels que :

_.__3_ — —:._-l-—lv E{Z:E:‘iﬁ |
Bl =BG CJ = LAC el o ol

% Démonlrer que les droites (Al), (B]) ¢

concouranles,




16 Soit ABC un triangle.
1. Conslruire le barycentre G des points pundﬁrés
(A, 3). (B, 4) et (C, 5).
2.Les droites (AG), (BG) el (CG) coupent les drmtas
(BC), (CA) et (AB) respectivement en 1, | et K.
Délerminer les uumbres réels o. f et Y tels que:

B = aIC, JC=pJA et KA = yKB.

17 Soit ABCD un quadri]alére.
1. Cnnstrulre les points E, F, I, I. K et L tels que :
2 ==
AE-?AQ BF——:—;—BD AI-? B,

Bl_“B_é. cﬁ-—cn AL= 34D,
2. Démont:er qlie les rlrmtas (EF), (IK) al (JL) sont
concouranies.

18 Soit ABCD un quadrilatére convexe. On
désigne par E, F, G el H les centres de gravité respectils
des triangles BCD, CDA, DAB el ABC.

Démontrer que les droites (AE), (BF), (CG) et (DH) sont
concourantes.

19 Soit ABCD un tétragdre. On désigne par :
*1,],K,L, MetN les milieux respectifs des arétes [AB],
[BC], [CD], [DA], [AC] et [BD] ;

* G,, G,, G, et G, les centres de gravité respeclifs des
triangles BCD, CDA, ABD et ABC.

En utilisant les barycentres partiels, démontrer que les
sept droites (AG,), (BG,), (CG,), (DG,), (IK), (JL) et (MN)
sonl concourantes.

Lignes de niveau

20 Soit ABCD un carré.
1, Ecrire A comme barycentre des points B, C et D.
2. Déterminer I'ensemble des points M du plan tels que :

MB.MC + MC.MD - MC? = 0.

\' 21 Soit ABCD un carré.
1. Construire le barycentre G des points pondérés
(A, 2), (B,—1) et (C, 1).
2. Déterminer el construire I'ensemble des points M du

plan tels que : l2MA — MB + MC| = ||."Tﬁl|.

\ 22 Soit ABC un triangle.
1. Construire le barycentre G des poinls pondérés
(A, 1), (B,— 1) et (C, 1).
2. Soit (M) I ansemble des pomts M du plem tels que :
IMA — MB +MC]| = [MA - 2MB +MC].
a) Vérifier que B appartient & (I').
b) Déterminer et construire (I').

¢ 23 Soit ABC un triangle tel que : AB=7,BC =4
et AC = 5, On désigne par I le milieu du segment [BC].
1. En utilisant le théoréme de la médiane, calculer Al
2. Délerminer et construire l'ensemble (E) des points M
du plan tels que : ZMA® — MB? — MC? = 58.
{On pourra développer 2MA? - MB? - MC? par rapport
al)
3. On désigne par D le barycentre des points pondérés
(A, - 1), (B, 1) et (C, 1).
a) Quelle est la nature du quadrilatére ABDC ?

T I.J'} WA I TAT T I

b} Délerminer et construire I'ensemble (I') des points M
du plan tels que : MA? - MB? - MC? = 25.

,'(ﬂ‘ Soil A el B deux pnints distincts d’'un cercle

(€) de centre O tels que : Mes (OA,OB) = —

Les tangenles a (€) en A el B se coupent en D
Démontrer que le triangle ABC est équilatéral.

25 Soit A et B deux points distincts, [&] et [A]
deux droites de vecteurs directeurs respectifs « et v.
Déterminer |'ensemble des points M du plan tels que :

(MA, i) = (MB, 7).

X 6 Soit ABC un triangle isoctle en A, (A) une
droite variable passant par A et C' I'image de C par la
symétrie orthogonale d'axe (4).

1. Déterminer le lieu de C' lorsque (A) varie.

2. Soit M le point d'intersection, s'il existe; des droites
(BC) et (A).

Déterminer le lieu de M lorsque (A) varie.

27 soit A et B deux points distincts d'un cercle (6).
A tout point M de (€), distinct de A et B, on associe le
point P de la demi-droite opposée a [MA) tel que :
MP = MB.
Déterminer le lieu de P larsque M décrit le cercle (€)
privé des points A et B.

Produit vectoriel

\» 28 Soit ABCDEFGH un cube tel que (AB,AD, AE)
est une base directe de W,
Préciser si chacune des bases suivantes est directe ou
indirecte.
— > —n
a) (EF,FG,GC)

b) (FG,EA, HD)
¢) (EQ, FB.CD) AB, CC

d) (AB. CG.HE).

29 Soit ABCDEFGH un cube tel que (AB,AD, AE)
est une base arthonormée directe de W.
Déterminer les vecteurs :

— —r — —r
a) AB A HD b) BC ~ EF

| &

c) EFP A D_'E

30 Soit ABC un triangle équilatéral de coté a et
de centre de gravité G.
Calculer en fonction de a :

— —® = — —r —

|AB A AC|, [IGB A GC| et |AG A B,

31 Soit ABC un triangle reclangle et isocéle tel
que 1 est le milieu du segment [BC] et AB = AC = a.
Calculer en fonclion de a :

|AB A AC|, |AB A BC|, |[1A A BC|| et |AB A All.

32 Soil « el 0 deux vecteurs non colinéaires.
Onpose: uav= w
Calculer en fonction de 2 ;
a) uaZu+e)
c) (u+20)a2u-7)

33 soit (i) k) une base orthonormée directe de‘W
Dans chacun des cas suivants, démontrer que (i, vl w
est une base orthonormée et préciser si elle est directe
ou indirecte.

b) Bu-v)av
d) sUA(3u+0)

Calculs vectoniels 51
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3} 1
V2 3'2
5 5 L f 0
a) u—ll‘v . o ——}.m(n)
W2 V2 =1
] 0
2 g _ 2!
3 3 3
e | o 2 —w _2_
b} u Tl v -5, e 3
2 2 1
3 3 3

ﬁL 348 soit (i’ j ¥) une base orthonormée directe de W,
Dans chacun des cas suivants, déterminer un vecteur w
tel que (i, o, i) soit une base orthonormée directe de .

a) = % @ +87-48), ©= % (~ 47+ 4j+ 7K)

35 L'espace est muni du repére orthonormé

direct (0, 7, J, m
Dans chacun des cas suivants, vérifier que les points A,
B et C définissent un plan dont on déterminera une

équation.
M) 9nalD)el?)
L o o/ "\ 2/ \-1f

- A 36 L'espace est muni du repére orthonormé

direct (O, @ ) k).

Dans chacun des cas snivants, délerminer un vecteur
de la droite d'intersection des plans (?) et (2').

al (P):2x+y-z=0 et (P)=x-3y+2z+4=0.
b) (@)ix— y+z-5=0 el [P)l=x+y-z+7=0.

37 Le théoréme des sinus
Soil A, Bet C trois points non alignés de I'espace orien-

lég"_ —¥ — e — N
1. Démontrer que : AB oA AC= CA A CB = BC A BA.

BC _ €A _ _AB
sinBAC  sinCBA  sinACB
38 Soit A, B et C trois points non alignés de I'es-

pace orienlé €.
Déterminer I'ensemble des points M tels que :

a}z"x_ﬁn ﬁ'l:ﬁ" b}A_ﬁA f:l_:I=,E1b C}FTI:‘[I\ B_'I;‘Iza'

2, En déduire que :

\PL39 Soil A, B el C trols points non alignés de |'es-
pace orienlé €. On désigne par I le barycentre des
points pondérés (A, 2), (B, — 1) et par ] le barycenire des
points pondérés (B, 1), (C, 3).

Déterminer et construire l'ensemble des points M tels que:

(2MA - MB) A (MB + 3ME) = §

A0 Lespace est muni du repére orthonorms
direct (0, i, k). .
Démontrer que les vecleurs u._.E'et w sont coplanaires si
el seulement si (& A 0).00 = 0. ’ :
Application
Dans chacun des cas suivants, dire si les points A, B, ¢
et D sont coplanaires. =

=
-
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81 L'espace esl mup

direct (O, 7, J, K).
; = 1 -
Soit les points A( 6 ) B(z) ot C( q:I
=1 2 3)

1. Calculer I'aire du triangle AR,
2. Dans le plan (ABC), soit 1 | miliey
I'image de B par s,. Préciser la Ratura gy [A
ABDC el calculer son aire. U qu

l EI'I_[ i
Pére o
Mhgy

A2 1. 50il A, B, C trois points ngp 4);
pace orienté € el M un point quelcongye

a) Démontrer que le vecteur i te] que ;.
— =3 -4 —> g
u=MA » MB + MB ,J\I'I-EE:.{_ ﬁbn —
est indépendant du point M. M4
b] Interpréter géoméLriquement ||z,
2. Etudier le cas od A, B et C sont alignés,

B0ég g

B3 SoiL A, B, C trois Points non alignés 4 v
ce orienté € et I le milieu de (BC), g

iner I s
Déterminer enﬁmblu _Ei}aq points M tels qug ;

MA A MB = MG A MA.

£3p

4 _1"“ p :

\ Soit A et B deux points de I ace gr
lelg\ que : AB = 6. "pace arienlgg
Délerminer 'ensemble des points M tels que :

— —
IIL‘L"L A MB“ =24,
{On pourra utiliser Finterprétation gométrique e
[MA A MBY.)

_APPROFONDISSEMENT

" &5 Soil ABCDEFGH un pave,
Démontrer que la diagonale (AG) est sécante avec [
plan (BDE) en un point I tel que '
* L est le centre de gravité du triangle BDE ;

—r 1 =r

= Al = E—ﬁG.

E H

l

|
o
I

B C

v~/ B6 Soit ABC un triangle isocele tel que :
. BC=2, AC=AB=3. T

i ' ol
Dd’désfg@ﬂ par A’ le milieu du segment [BC] ¢t H Tof

ocentre de ABC. — 7
1. Démontrer que : cos BAC = T [AGI-
2. Soit B’ le projeté orthogonal de B sur la droité &
B'A
a) Calculer BC



b) Déterminer deux nombres réels « et y tels que B’ est
le barycentre des points pondérés (A, a) et (C, ).

3. En déduire trois nombres réels a, b et c tels que H est
le barycentre des points pondérés (A, a), (B, b) et (C, ¢).

! 87 Soit ABC un triangle inscrit dans un cercle ()
de centre O. On désigne par :
¢ A' le milieun de I'arc de corde
[BC], ne contenant pas A,
e B' le milieu de I'arc de corde
[CA], ne contenant pas B,
s C' le milieu de 1'arc de corde
[AB], ne contenant pas C.
Démontrer que les droites (AA),
(BB') et (CC') sont concourantes.

88 Soit ABC un triangle.
P, Q et R sont des points distincts de A, B et C, appar-
lenant respectivement aux droites (BC), (CA) et (AB).
1. Démontrer que les cercles circonscrits aux triangles
CPQ, AQR et BRP passent par un méme point L.
2. Démontrer que A, B, C et | sonl cocycliques si el seu-
lement si P, Q et R sont alignés.

"/ 89 Soit ABCD un losange de centre O tel que :

' OB = 20A.
1. Démontrer que le barycentre des points pondérés
(B, 2], (C, — 1) et (D, 1) est le milieu du segment [AB].
2. Soit k un nombre réel,
a) Déterminer et construire 'ensemble (E,) des bary-
centres G, des points pondérés (A, k), (B, 2), (C, k- 1)
et (D, 1 - 2k),
b} Préciser la valeur de k pour laquelle G, est un point
de la droite (AC).
3. Déterminer et construire :
a)l'ensemble (E,) des points M du plan tels que les vec-

— —* — — — —
teurs MA + MC - 2MD et 2ZMB — MC + MD sont coli-
néaires ;
b)1'ensemble (E,) des points M du plan tels que les vec-

teurs ﬁ:’-’t + T\EEI—ZI\-E et 2!»?3 - IHEI+N_fh0nt la méme
norme,

N,/ 50 Soit ABC un triangle équilatéral tel que :
AB =a [a > 0).
1. Déterminer et construire l'ensemble des points M du
plan tels que : 2MA? - MB? - MC? = a?,
2. a) Construire le barycentre G des points pondérés
(A, —1), (B, 4) et (C, 1). :
b) Déterminer el construire 1'ensemble des points M du

R
plan tels que : — MA? + 4MB? + MC* = %.

7 51 Soit ABCD un tétraédre.

1. Construire les centres de gravité respectifs I, ] et K
des faces ABC, ACD et ADB.

2. Démontrer que les plans (BCD) et (IJK) sont parallgles.
3. On désigne par :

= G et H les centres de gravité respectifs des Lriangles
BCD et JJK ;

* O le centre de gravité de ABCD.

Démontrer que les points A, H, O et G sont alignés.

Exprimer le vecteur GH en fonction du vecteur AO.
4, Déterminer quatre nombres réels a, b, ¢ et d tels que

H est le barycentre des points pondérés (A, a), (B, b),
(C. c) et (D, d).

Lalinicd wy wailliaealinici

5% Le théoréme de Pappus
1. Soit A, B, C trois points alignés et A', B’, C' trois
points alignés de l'espace orienté ¥.
Vérifier la ralal_iPu L
BAABA +CBACE + ACA AC = 0.
2. En déduire le théoréme de Pappus :

A, B, C alignés
A', B, C alignés
(BC) /I (B'C)
(AC’) /I (A'C)

alors (AB') // (A'B).

si

53 Le théoréme de Desargues
Soit deux triangles ABC et A'B'C’ du plan tels que les
droites (AA'), (BB') et (CC') sont concourantes en un
point O.
On suppose que :
¢ les droites (BC) et (B'C’) sont sécantes en un point I,
s leg droites (CA) et (C'A’) sont sécantes en un point J,
s les droites (AB) et (A’B’) sont sécantes en un point K.

Démontrer que les points I, ] et K sont alignés.
(On pourra considérer O comme barycentre des points
A et A', des points B el B’, des points Cet C'.)

B4 soit A, B, C trois poinits non alignés et o, B, v
trois nombres réels tels que :
* les points pondérés (A, a), (B, B), (C, y) admettent un
barycentre G ;

* les points pondérés (A, - a), (B, ), (C, y) admettent un
barycentre G, ;

* les points pondérés (A, a). (B, - B). (C, y) admettent un
barycentre G, ; -

* les points pondérés (A, a), (B, B), (C, — ) admettent un
barycentre G,.

1. Démontrer que les droites (AG,), (BG,) et (CG,)
concourent en G.

2. Démontrer que les droites (G,G,), (G,G,) et (G,G,)
passenl respectivement par A, B et C.

85 @ et v'sont deux vecteurs non nuls de W, I!J_u:l],
point quelconque de %, A et B les points tels quk :
OA=u¢ et OB=v.
1. On désigne par (%) le plan orthogonal & (OA) en O, par
B, le projeté orthogonal de B sur (?) et par B’ I'image de
B, par la rotation r dans () de centre O et d'angie-g-.
[(®) est orienté par le choix du vecteur normal al
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a) Démontrer que : 5 >
[iWAv]=0AxOB, et Wav =0Ax0B. .

b) Soit k un nombre réel, C le point tel que ocC E a'ué!.

C, le projeté orthogonal de C sur (?) et C' I'image de G,

par la rotationr. _ S

Démontrer que : OC' = kOB. -

En déduire que : &t a (kv') = k(e A D).

2. Soit 1 un vecteur non nul de W, D et E les points tels

que OD = @ et OF = o'+ i2, D, et E, les pn::jetés_nrlhn-

gonaux respectifs de D et E sur (?..'P}. D' et E’ les images

respectives de D, el E, par la rotation r.

— —»
Démontrer que : OF' = OB’ + OD._. oL
En déduireque: tan (D+w) = U A D + U AW.

56 Soit deux droites (@) et (') sécantes en O, A
et B deux points distincls de (@), C et D deux points dis-
lincts de (@') avec A, B, C, D distincts de O.

1. Démontrer que pour tout point M de ¢, on a :
e — — — e — —r
MA A MB - MC A MD = MO A (AB + DC).

2. Déterminer le lieu des points M de %€ tels que :

Is_{_[:\ IS I'vrlﬁ = Iu_’.lﬁ A MD,

— e —
57 Soit ABCDEFGH un cube tel que (AB, AD, AE)
est une base orthonormée directe de W',

On désigne par I le milieu de [EF] et par J le centre du
carré ADHE. '

1. Vérifier que: G A TA = BJ.

En déduire l'aire du Lriangle IGA.

2. Calculer le volume du létraddre ABIG et en déduire
la distance du point B au plan (IGA).

58 Soit ABC un triangle et M un point de €.
Dans chacun des cas suivants, déterminer le lieu des
— =te =
points M lels que AM A AB = AC :
a) ABC n'est pas un triangle rectangle en A ;
b) ABC est un triangle rectangle en A.

59 Ssoit ABCD un quadrilatére convexe admettant
un cercle inscrit de centre O,

54 Calculs vectoriels
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1. a) Démontrer que :
#(AOB) + +(COD)
b) En déduire que :
C-]_'J-‘\.A C')_ﬁ-d-ﬁ_é/\ﬁf}zﬁ'ﬁﬂ e
2, On désigne par I et
gonales [AC] et [BD].
a) Démontrer, en utilisan
sont colinéaires.
b) Conclure et énoncer la

J les Milieyy '%;et?l?f: e
day.

t(1), que les 3
vﬁﬂteur.s‘ﬁ;

Propriéte aing; déy

om: =
60 Distance entre deux droites k.
Soit () et (2') deux droites ng

2k ot N coplapa;
respectifs (A, u) et (A', & 7. Planajreg de ppry

1.0npose:0=u AL’

a) Justifier que (A, @, o) et (A", 3" 3
de deux plans (?) el ("),

b) Démontrer que (%) el (#') sony sécants 1
droite (A), qui coupe perpendiculaimmem Ulvany :

La droite (A) est appelée Perpendicylg;
(@) et & (3°). B

] sont des l'ep

comm “ﬂel g

2. On désigne par H el H' Jeg
pectifs de (A) avec (%) et (%),

a) Démontrer que le produit scalaire I\TM'.[E'A
constant lorsque M décrit (%) et M décrit (3
b] En déduire que : .

* pour lous points M de (%) et M’ de (&
|1":&1.[E’A u)]

Points d'intersecunn --

gh HH’ < MM! 4
« HH' =

e A 2]

HH’, plus petite distance entre u

n point M de (@) ot g
point M’ de (2°), est par définition la distance :a-njr::‘l#l
droites (%) et (9’), 1
Application

1
a) On donne les points P.(—1'1) et A'( g )
-1

- f — {1
les vecteurs u( 12) et u'(I).
3 1

Calculer la distance entre les droites de reperes (A, i)
et (A, i),

b) Calculer la distance entre les diagonales (EG) et [Cﬂ;
du cube ABCDEFGH d'aréle a.



3 Nonibres complexes

L)
]

3

Introduction

« Afnsi, y a-+il ou non une racine carrée de - 1 2

Si oui, de quelle sorte d’animal s‘agit-il 2
En quoi ce divertissement intellectuel gratuit peut-il concerner les
e esprits pratiques 2 »

1 Cetie réflexion de lan Stewart fait allusion oux débats philoso-
8 phiques et aux frois siécles de recherche qui ont abouti au forma-
lisme actuel des nombres complexes.
Ces nombres, que certains mathématiciens du XVE siécle quali-
fiaient d'« impossibles » et d’« inutiles », ont aujourd’hui de nom-
breuses applications en aérodynamique, en mécanique des
] fluides, en théorie quantique et en électrotechnique.

AN

\
‘\2\ W
.‘,1?;

FAICN

Sl
o

B P e TN B

H = Ae est une représentation complexe de |'onde électromagnétique.

T

! (A est l'amplitude et w la phase.)
B 5 AP WA E ST o oA | =
Etude algébrique ... I e 56
Etude tigONOMELHQUE ..o viiiiiiiie e 62
)
Utilisations dgs nombres complexes ................... 68
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—1.1.. Notion de nombre complexe

s I memmmm Définition et propriéiés

L | 1, Soit I'équation (E) : x> + 4x + 5=0.

| * Vérifier que s a? +dx + 5= (x + 2)* + 1.

: * En déduire que: (E) & (x+2)=-1 .

f | * Cette équation a-l-elle une solution dans R 7 Justifier la réponse. .

s ' Supposons qu'il existe un nombre i tel que i* =— 1 el conservons les regles 1:_le calc:.ﬂ utilisgeg o

K » Démontrer alors que (E) admet deux solutions que I'on exprimera en fonction de i, SR,

2. Résoudre de méme les équations : x? —6x+13=0 et x*+5=0.

|
|

!
|

Définition
On appelle nombre complexe tout nombre de la forme a + ib, tel que a et b sont des Nombreg réels ﬁ

I ' it=-1.

.’ L'ensemble des nombres complexes est noté C.

i |
Hoodl Notation et vocabulaire
! } Soit z un nombre complexe tel que : z = a + ib.
i * L'écriture a + ib est appelée forme algébrique de z.
;' f i Le nombre réel a est appelé partie réelle de z et noté Re(z).
| Le nombre réel b est appelé partie imaginaire de z et noté Im(z).
_ t * Sib=0,alors z = a; z est un nombre réel ; tout nombre réel est un nombre complexe (R C (),
P *Sia=0etb#0,alors z = ib; le nombre z est dit imaginaire pur.

Nous admettons les propriétés suivantes.
Propriéte A e e o . |
" Soit z et z” deux nombres complexes. On a :

i

f.” i *z=2z" sietseulementsi Re(z) = Re[z’) -et Im(z) = Im(z) ;
!, | . *2=0 sietseulementsi Re(z) =0 el Im(z) = 0.

I

R P T R TE - iaw e T
e T ——
e ——
=T —

1“ 0 est appelé nombre complexe nul,

I i ommem=w Représentation géométrique d’un nombre complexe
i Le plan 2 est muni du repére orthonormsé direct (O, e, e).

HHig s T" . . - :
i L'application qui a tout nombre complexe a + ib associe le point M(g)

| :r s est une bijection de C vers @. s
§ | H b MG‘:) est appelé point image du nombre complexe a + ib ; B
- f g a + ib est appelé affixe du point M(g).
[} |I|I. i
Pl * L'application qui a tout nombre complexe a + ib associ our (2 /
L i est une bijection de C vers I'ensemble des vecleurs ;{310;;:;& vecteur (b) &
i e ﬁ’(g) est appelé vecteur image du nombre complexe a + ib ; o & | a
il a + ib est appelé affixe du vecteur ﬁ'(g), o
|
S * Le plan muni du repére orthonormé direct (0, & 3 L |
’ |r L i Un point M d'affixe z de ce plan est souvent nots IM[:i.es appelé plan complexe.
§ | N —* —
;, E J | _ Les droites de repéres (O, e,) et (O, €,) sont Tespectivement appelées axe réel ot axe imaginaire.
A
|

| L
"; x 56 Nombres complexes
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Exemples
« O, I et ] sont les points d’affixes respectives 0, 1 et i,
* 0, €, et €, sont les vecteurs d'affixes respectives 0, 1 et i.

1.2, Opérations dans C

smmmmm Addition et multiplication dans C

En appliquant les régles de calcul utilisées dans R et la convention i? = — 1, on définit I'addition et la
multiplication dans C.

Définitions 4 & ' SR C RSt L s
Soit z et 2” deux nombres complexes tels que : z=a +ib et z’ = a’ +ib".
* La somme de 7 et 2’ est le nombre complexe : z + z’ = (a + @) + i(b + b).

* Le produit de z et z’ est le nombre complexe : zz’ = (aa’ - bb") + ilab’ + a’b).

Exemples
*(4-5i)+(3+2i)= 7-3i * 3(4 - 5i) =12 - 15i  2i(4 - 5i ) =10 + 8i
* (4-5i)(3+2i)=22-7 * (2 +5i)2=~21+ 20i e (-1 + 3i)? = 26 — 18Bi.

e sl Sl e e

(1) (C, +) est un groupe commutatif.
(2) (C*, x) est un groupe commutatif.
(3) La multiplication est distributive par rapport & I'addition.

On dit que (C, +, %] est un corps commutatif.

[Démonstration

* On vérifie aisément que ’addition et la multiplication, lois de compaosition internes dans C, sont
associatives et commutatives et que la multiplication est distributive par rapport a I"addition.

* 0 est I'élément neutre pour I'addition dans C ; 1 est I'élément neutre pour la multiplication dans C.
= L'opposé de tout nombre complexe a + ib est le nombre complexe - a - ib.
= L’inverse de tout nombre complexe non nul a + ib est le nombre complexe :

1 a—ib . a . b
a+ib  (@a+iba—1b) @+B  @+b

Remarques

* (R, +, %) est un corps commutatif,

* L'expression de I'inverse du nombre comple