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AVANT PROPOS

Chers éléves de la 7 AS,

Nous sommes heureux de mettre a votre disposition cette nouvelle
collection, "ES-SEBIL pour réussir au bac", qui constituer

a, nous l'espérons, un réel cheminement au succes.

A travers cette collection, le Département cherche, a court terme, a
améliorer l'enseignement/apprentissage afin d'avoir, de maniére concrete, un
impact positif sur le niveau des apprenants.

Cette collection touche le programme en vigueur dans toutes ses dimensions
aussi bien théoriques que pratiques: rappels de cours, exercices corrigés et
exercices d’entrainement. Elle couvre toutes les disciplines de bases, toutes séries
confondues: sciences de la nature (SN), mathématiques (M) et lettres (LM et LO).

Permettez-nous, ici, d'exprimer nos sinceres remerciements a nos freres
inspecteurs pour leurs efforts vivement louables et sincerement reconnus.

Nous vous souhaitons, chers candidats au bac, plein succes et réussite et
prions qu'Allah, le Tout-Puissant, vous aide a en tirer profit.

Jesndl 2 ) e

L’Inspecteur Général
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1. RESUME DE COURS

I. Matrices

I.1) Définition et vocabulaire

1) Une matrice de dimension nxp est un tableau rectangulaire de nombres (réels ou
complexes) comportant n lignes et p colonnes.

Ces nombres sont appelés coefficients de la matrice.

o A Ay,

8.2' <
:p ou A :(ai.j )ie{l.Z.....n} .
. je{l.2....p}

ny an‘p

Le coefficient a, ; est a I’'intersection entre la ligne i et la colonne j.

2) Une matrice ligne est une matrice comportant une seule ligne.
A= (al,az,...,ap).

bl

. . 2
3) Une matrice colonne est une matrice comportant une seule colonne. B =| .

b

Y

4) Une matrice carrée est une matrice qui a le méme nombre de ligne et le méme
nombre de colonne. On notera dans ce cas n le nombre de lignes et de colonnes.

Matrices et systemes linéaires 5
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5) Les éléments de la diagonale (diagonale principale) dans une matrice carrée sont
les éléments du type a, ;.

6) Une matrice diagonale est une matrice carrée dont les coefficients en dehors de
la diagonale principale sont nuls. Les coefficients de la diagonale peuvent étre ou ne
pas étre nuls. C'est-a-diresi i# j=a, =0.

7) Une matrice triangulaire supérieure est une matrice carrée a coefficients dont les
valeurs sous la diagonale principale sont nulles :

A est triangulaire supérieure si et seulementsi: i>j=a, =0

8) Une matrice triangulaire inférieure est une matrice carrée a
coefficients dont les valeurs au-dessus de la diagonale principale sont nulles :

A est triangulaire inférieure si et seulement si : i<j=a =0

9) La matrice identité ou matrice unité est une matrice carrée avec des 1 sur la
diagonale et des 0 partout ailleurs.

1 00 0
1 0) . 01 -« 0
ZZO 1 91320 1 0 ’I": .
0 0 1
0 0 1

10) La matrice transposée de A est obtenue en échangeant les lignes et les colonnes de
A.Onlanote A" .

Si A est de dimension n x p, alors A" est de dimension p x n.

1.2) Opérations sur les matrices

1) Addition de matrices

Définition 1 :

On appelle somme de deux matrices A et B de méme dimension la matrice obtenue
en additionnant les coefficients situés aux mémes emplacements.

Cette matrice est notée A + B.

Propriétés
Soient A,B et C des matrices de méme dimension
1) Associativité : A+B)+C=A+B+C)=A+B+C

2) Commutativité : A +B =B +A.

Matrices et systemes linéaires 6
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2) Multiplication d'une matrice par un réel

Définition :

On appelle produit d'une matrice A par un réel k la matrice obtenue en multipliant
tous les coefficients de A par k.

Cette matrice est notée k x A ou kA.
Remarques :
La matrice (—1) x A est notée —A et est appelée matrice opposée de A.

On définit la soustraction de deux matrices par : A — B = A + (-B).

3) Multiplication de vecteur-ligne par vecteur-colonne

Définition :

A étant une matrice ligne de dimension 1xp et B une matrice colonne de dimension
px1, on appelle produit A x B le nombre obtenu en multipliant le premier élément de
A par le premier élément de B, le deuxiéme élément de A par le deuxieme élément de
B, etc. puis en ajoutant tous ces produits.

b1

2

A=(aa,,..,a ), B= = AxB=a,xb, +a,xb, +..+a xb,

Remarque :
1l faut que A ait autant de colonnes que B de lignes pour que le produit soit possible.

4) Multiplication d’une matrice n x p par une matrice colonne

Définition :
A étant une matrice de dimension n x p et B une matrice colonne de dimension

p % 1, on appelle produit A x B la une matrice colonne de dimension n x 1 obtenu en
multipliant chaque ligne de A par la matrice colonne B.

Matrices et systemes linéaires 7
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a11 a1.2 al,p b
a a a 2
2,1 2,2 2, . —
A= s B=
an,l an 2 an,p b

a,; xXb, +a, ,xb, +...+a, xb,
a,, xb, +a,,xb,+...4+a, Xb
AxB=| "~ B Por

a, xb +a, ,Xb,+..+a, Xb,

Remarque :

Il faut que A ait autant de colonnes que B de lignes pour que le produit soit possible.

5) Multiplication d’une matrice ligne 1 x n par une matrice n x p

Définition :

A étant une matrice ligne de dimension 1 x n et B une matrice de dimension n x p,
On appelle produit A x B la une matrice ligne de dimension 1 x n obtenue en
multipliant la matrice A par chaque colonne de la matrice B.

b1 1 b1,2 bl.p
A=(al’aza-"aan) sB= 21 2 . 2p
bn,l bn,2 bn,p

AxB=(a, xb,, +a,xb,, +..+a,xb, .a,xb,, +a,Xb, , +..+2,Xb,,....a,xb, +a,xb, +..+a,xb, )

n,l?

Matrices et systemes linéaires 8
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6) Multiplication de deux matrices quelconques

Définition :

A étant une matrice de dimension nxp et B une matrice de dimension pxm. On
appelle produit A x B la matrice de dimension n x m obtenu en multipliant chaque
ligne de A par chaque colonne de B.

Plus précisément, le coefficient de la i™ ligne et de la j*™ colonne du produit A x B
est obtenu en multipliant la i™ ligne de A par la j*™ colonne de B.

Remarques :

1) Pour pouvoir faire le produit de deux matrices A XB , il faut absolument que le
nombre de colonne de A (celle de gauche) soit identique aux nombres de lignes de B
(celle de droite).

2) Le produit A x B a autant de lignes que A et autant de colonnes que B.

3) La possibilité de faire le produit A XB n’implique pas celle de BXA .

4) Pour toute matrice A carré de taillen : AXI =1 XA =A. C'est-a-dire que
la matrice unité a le méme role que le nombre 1 dans la multiplication.

7) Inverse d'une matrice carrée d'ordre 2

Définitions :

Soit A une matrice carrée d'ordre 2.

Dire que B est la matrice inverse de A signifie que : AB = BA = L,.
ou I, désigne la matrice unité d’ordre 2.

Dans ce cas, on admettra que B est unique et on notera B = A\
. 3. . . . b
Le nombre A = ad —bc est appelé déterminant de la matrice carrée A = (a (J
C

a
On note
c

b
‘=ad—bc.
d

o » a
Une matrice carrée A = (
C

b . . . .
dJ est inversible si et seulement si ad —bc 0.

ad—bc\—c a

. . d -b
Dans ce cas, son inverse est la matrice A™' = ! ( j

Matrices et systemes linéaires 9
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Remarque :

Une matrice carrée est inversible si et seulement si son déterminant est différent de
zéro.

Application
Résolution de systemes de 2 équations a 2 inconnues (Cas général)

. ax+by=e L. a b)(x) (e
Le systeme peut s'écrire sous la forme [ j( J = ( j .
cx+dy=f c djly) f

C

soit AX =B, ou A:[a1 bj et X:[XJ et B:ECJ.
d y f

Si A est inversible, on obtient : X = A™'B.

8) Déterminant d'une matrice carrée d'ordre 3

a b c a b c
Soit A=|d e f|.Ledéterminantde A est noté det(A)=|d e f
g h i g h i

a b c

Il est calculé par la formule |[d e f|=aei+dhc+gbf —gec—dbi—ahf.
g h i

Il est obtenu en développant suivant une ligne ou une colonne :

a b c
e f d f| |d e
d e f|=a |-b |+c
. h i g i g h
g h i

I1. Systemes d’équations linéaires

1- Définitions et propriétés
Soient n et p deux entiers naturels non nuls.

1. On appelle systeme linéaire de p équations a n inconnues tout systeme
d’équations de la forme :

Matrices et systemes linéaires 10
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a;,X, +a,,x, +...+a,, X, =b,

a,, X, +a,,X, +...+a, X = b,

a, X, +a X, +..+a x =b,

Ou a ; et b, sont des réels donnés ;1<i<p et I<j<n.

2. Le coefficient de I’inconnue x; dans I’équation numéro i est a, ; : Le

premier indice indique le numéro de I’équation le deuxieme indice indique le
numéro de I’inconnue dont il est le coefficient.

Le systeme linéaire (S) est dit homogene si pour tout i; b, =0 . Un systeme

homogeéne posséde toujours une solution : la solution évidente (ou triviale) :
(0,0,...,0).

3. La matrice A du systéme (S) est le tableau a n lignes et m colonnes

composé des coefficients des inconnues du systéeme :

a1 1 al,Z al,n
A — a2 1 a2,2 a2,n
apvl apvz ap n
4. La matrice compléte M du systeme (S) est la matrice :
4, A a,|b
M: a2] a22 a2,n b'Z
a,; a,, a,, b]D
2. Solutions d’un systéme linéaire
1. Une solution d’un systeme linéaire (S) est un n-uplet (Xl,xz,. - xn) de

nombres réels ou complexes vérifiant simultanément les équations de (S).
Autrement dit, la suite(pl,pz,...,pn ) est une solution su systéme si en remplacant x, par

p, pour tous les indices i, toutes les équations du systeme sont vérifiées.

Matrices et systemes linéaires 11
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2. Un systeme linéaire (S) peut ne pas avoir de solution comme il peut en avoir

une seule ou une infinité.

3. Deux systeémes linéaires (S, )et(S,) sont dits équivalents si toute solution de

(S,) est solution de (S,) et réciproquement.

3. Systeme carré

1. Un systéme linéaire de p équations a n inconnues est dit carré si n=p.

2. Un systeme carré est appelé systeme de Cramer, s’il possede une
solution unique. C’est le cas de déterminant non nul. Sinon, le systéme n’est pas
un systeme de Cramer, il peut n’avoir aucune solution ou bien une infinité de
solutions.

3. Dans un systeme carré, le déterminant du systéme est calculé a partir
du tableau de nombres suivant :
4.

PR DR B : M

TN : IPARR: D : PO

CHPIE: DRI IPR :

SEPRIE PO IR 1N

Méthode particuliere : On peut calculer le déterminant selon la régle de Sarrus

5. Un systéeme carré est dit triangulaire supérieur a diagonale unité si:
a,, =0pouri> jeta,; =1 avec 1<i<netl<j<n.

Théoréme

Un systeme triangulaire a diagonale unité admet une solution unique.

Matrices et systemes linéaires 12
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4. Résolution d’un systeme linéaire

4.1. Opérations élémentaires : notation et définitions

On note de haut en bas L,,L,.....L, les p équations ou lignes d’un systéme.

On définit sur ces lignes les opérations suivantes dites élémentaires :

a) Permutation de deux lignes : L, oL,

b) Multiplication d’une ligne par un réel ou un complexe non nul : L, <~ L,

(n=0)
¢) Addition a une ligne d’un multiple d’une autre :

L, < L, +AL,(i # j)

Théoréeme

Etant donné un systeme linéaire, on obtient un systeme équivalent en
effectuant une succession d’opérations élémentaires.

Un systeme triangulaire a diagonale unité admet une solution unique.

4.2. Méthode du pivot de Gauss :

La méthode du Pivot de Gauss consiste a faire une succession d’opérations

élémentaires pour résoudre des systemes d'équations linéaires quelconques.

Elle a pour objectif de 'triangulariser' le systéme, c'est a dire : obtenir un
systeme équivalent (qui possede les mémes solutions) mais tel que pour chaque

ligne, la ligne qui la suit possede au moins une inconnue de moins.

Matrices et systemes linéaires 13
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II. QUESTIONNAIRES & CHOIX MULTIPLE

QCM 1

Dans ce QCM, une seule des réponses proposées a chaque question est
correcte.

b
1) Que vaut le déterminant de la matrice A = [a ) ?

c d
A. ad—cb
B. ab—cd
C. ac—bd
D. cb—ad

2) Soient A et B des matrices carrées de méme ordre. B est I’inverse de A.
Laquelle de ces propositions est fausse ?

A. B=A"

B. B—l — A—l

c.  BA=I,
AB=1

3)SiA eét une matrice inversible telle que AX =B, alorson a :
A. X=BxA™
B. X'=A"xB
C. X=A"%B
D. X! = A B!

4) La multiplication matricielle est associative. Laquelle de ces formules
illustre cette propriété ?

A (AxB)xC=Ax(BxC)

B. AxXB=BxA
C (A+B)xC=AxC+BxC

D (AxB)+C=AxC+BxC

5) La multiplication matricielle est distributive par rapport a I’addition.
Laquelle de ces formules illustre cette propriété ?
(AxB)xC=Ax(BxC)

A.

B (A+B)xC=CxA+CxB
C (A+B)xC=AxC+BxC
D (A+B)+C=(A+C)+B

Matrices et systemes linéaires 14
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QCM 2

Dans ce QCM, une seule des réponses proposées a chaque question est
correcte.

1) Soient A et B des matrices carrées de méme ordre. I la matrice unité.
Laquelle de ces propositions est fausse ?

A. (A+B)*=A’+2AB +B?

B (A+D*=A*+2A+1

C. (A+B)’=(B+A)’

D (A-B)’=A’-AB-BA +B’

2) Soit A et B deux matrices.

Si la somme A + B est définie, alors le produit AB est défini.

Si la somme A +B est définie, alors le produit BA est défini.

Si le produit AB est défini, alors la somme A +B est définie.

Si les produits AB et BA sont définis, alors la somme A +B est
définie.

SR>

3) Soit A une matrice, ‘A la transposée de A.
A. Le produit A x A est toujours défini.
B. Lasomme A +'A est toujours définie
C. Le produit Ax"'A est toujours défini.
D. Si A est carrée alors AxX'A="'AxA.

4) Soit S un systeme linéaire de 2 équations a 3 inconnues.
A. Lesystéeme S a forcément une infinité de solutions.
B. Si les deux équations ont le méme premier membre, alors le systéme S
a une infinité de solutions.
C. L'ensemble des solutions du systeme S est forcément une droite affine.
D. Sile systeme S a une solution, alors il en a une infinité.

5) Quelle relation a, b et ¢ doivent-ils satisfaire pour que le systeme
2x—4y+10z=a
4x—-Sy+8z=>b
-2x+y+2z=c
ait des solutions ?
A. a—b—c=0
B. a+b+c=0
C. 2a+b—-3c=0

D. Toutes les valeurs de a, b et ¢ conviennent.

Matrices et systemes linéaires 15
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III. ENONCES DES EXERCICES CORRIGES

‘ Exercice 1

. . 4 39
Soit les matrices : A = 8 ; B=
1 2 I 1

1) Calculer les produits suivants : AB et BA

2) Que peut-on conclure ?

‘ Exercice 2

1 0 2
SoitA={0 -1 1].

1 -2 0

1) Calculer A’ —A.

2) En déduire que A est inversible puis déterminer A™" .

| Exercice 3

3 -10
On consideére la matrice A =( 5 g )

Déterminer la matrice inverse A™ de A puis en déduire les solutions des
systemes suivants :

3x—-10y =4
a) {—2X+8y=7

b) 3x—-10y=1.5
-2x+8y =—0.4

) 3x—-10y =15
-2x+8y=-5

d) 3x—10y =1.25
—2x+8y=0.5

Matrices et systemes linéaires 16
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Exercice 4

Résoudre le systeme suivant en utilisant la méthode du déterminant

x—-2y+3z=-3
S)=<2x-y+z=-6
3x+S5y-7z=-2
‘ExerciceS
011
Soit A=|1 0 1|.
110
1° Montrer que A’ = A +2I,. Montrer que Vne N,
2" —(-1)" 2" +2(-1)"
S VL =i
3 3

111
2°Onpose M=|1 1 1
111

a) Montrer que A=M -1, et que Vke N', M* =3“'M

b) En déduire que A" =(-1)"L, + 3 C 3" (=1)"™ |Mpuis que
3 n
k=1

2" —(-1)" .
NS S

1 1 1 1 1 1
3°a) Montrer que A| -1 |=—|-1|; Al 0 [=—] 0 |et A|1|=2|1
0 0 -1 -1 1 1
1 1 1
b) Soit P=[-1 0 1].
0 -1 1
-1 0 0 (<-1)" o0 0
Montrer que AP=P| 0 -1 0|puisque A"=P| 0 (-1)" o0 |P”
0O 0 2 0 0o 2

Matrices et systemes linéaires 17
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IV. CORRIGES DES EXERCICES

Corrigé 1

4 8 39 20 44
AXB = X =

1 2 11 5 11

39 4 8 21 42
BxA= X =
11 1 2 5 10

BxA #AXB.

La multiplication des matrices n’est pas commutative.

Corrigé 2

1 0 2)(1 0 2 3 4 2
A’=AxA=|0 -1 1[.]0 -1 1|=|1 -1 -1
1 2 0)(1 20 1 2 0

3 4 23)(1 0 2 S 0 2
A*=A’xA=|1 -1 -1[|0 -1 1|=|0 3 1
1 2 0)\1 -2 0 1 -2 4

50 2) (1 0 2) (400 (100
A*-A=[0 3 1|-|0 -1 1|=[0 4 0|=40 1 0

1 24/ 1 20) (004 (001
AP -A=dI,

On en déduit que %(A’—A):Iy Donc %(AZ—I)xA=I3. D’ou A est

inversible et son inverse est la matrice A™ = %(A2 -1

Matrices et systemes linéaires 18
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’ 3 4 2 1 0 0 ’ 2 4 2
A—I_Z(A2—1)= 1 -1 -1|-]{0 1 0 =2 1 -2 -1
1 2 0 0 0 1 1 2 -1
2 4 2
4 1
Al=={1 =2 -1
4
2 -1
1 , 1
2 2
On peut écrire: A™'= r_r 1
4 4
11 1
4 2 4
Verification:
; 2 4 2 1 0 2 ; 4 0 0 1 0 0
Z —2—1.0—11=ZO40=010=I3
1 2 -1 1 -2 0 0 0 4 0 0 1

Corrigé 3

1) Pour calculer la matrice inverse de A, on a :

3 -10
det A =

=3x8-(-2)x(-10)=4 .

Comme det A #0alors A est inversible et son inverse est

5
A_1_1810_25
a2 3)71 3

2 4

2) On peut remarquer que la matrice associée aux quatre systémes est A .
D’ou la déduction de la résolution de ces systemes.

X
On considere la matrice colonne X = ( J
y

Matrices et systemes linéaires 19
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3x—10y =4

x+8y=7 équivaut a résoudre

4
a) Soit B, = (7J . Résoudre le systeme {

I’équation AX=B,.
La solution de ce systeme est

2 3 2x4+—x7 st
adew 2| (4) 2
X=A"xB, = 3><7— 3 2 |°
- = —X4+—x7 —
2 4 4
51
X=—
La solution de ce systeme est donc 229
Y=T

1.5 —10y =
b) Soit B, =( 0 4) . Résoudre le systéeme {i)éx _Il_%);, =1_g 4 ¢quivaut a

résoudre I’équation AX=B,.
La solution de ce systeme est

2 2 n 2x1.5+§x(—0.4) 5
X=A"xB, = ; x( (;54]= 1 i =(045]'
— =V —x1.5+=x(-0.4) :
4 2 4

. N x=2
La solution de ce systeme est donc {y — 0.45

3x—10y =15

2x+8y=-5 équivaut a résoudre

15
¢) Soit B, =( 5) . Résoudre le systeme {

I’équation AX=B,.
La solution de ce systeme est

5 5
) 2 5| (15 2x15+5x(—5) 175
X=ADB= 0 3 s L 3 “\375)
— > —x15+=x(-5) .
2 4 2 4
. N x=17.5
La solution de ce systeme est donc {y —3.75

3x—10y =1.25

2x+8y =0.5 équivaut a résoudre

1.25
d) Soit B, =( 0.5 J Résoudre le systéeme {

I’équation AX=B,.
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La solution de ce systeme est

5 5
B 2 5 1.25 2x1.25+5x0.5 375
X=ADB= 31 0s )7 3 L)
- = ) —x1.25+=x0.5
2 4 2 4
La solution de ce systeme est donc {; Z :1,"75
Corrigé 4
Ona:
1 -2 3
- 1 2 -1
det(S)=12 -1 1|=1x +2x +3x =7.
— -7 3 5
3 5 -7
Le systeme admet une solution unique.
-3 2 3
-1 1 -2 3 -2 3
det, =—6 -1 1|=-3x +6X% -2X =-14 >
5 -7 5 -7 -1
-2 5 -7
det -14
X = X =—=—2
det(S) 7
1 -3 3 5
det, =2 —6 1 |=1x +3X +3><3 ‘=35:>
3 =2 -7
dety 35
y: = —=
det(S) 7
1 -2 -3
-1 -6 -2 -3 -2 =
det, =|2 -1 —6/=1x -2X +3x =21=
5 -2 5 2 -1 —
3 5 =2
det 21
zZ= _=—=3. La solution du systéme (S )est le triplet(—2;5;3).
det(S) 7 ution du systeme () iplet (~2;5;3)
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Corrigé 5
1) Ona

01 1)y0 1 1 211 011 2.0 0
A’=|1 0 1|1 0 1|=[1 2 1(=[1 0 1[+[0 2 0|=A+2L,.
11 0){1 10 11 2 110 0 0 2

Montrons par récurrence que :

Vne N, A“=2 ~(=1) A+2 +23(_1) I,
. 2" —(-1)"  2°+2(-1)"
Ona: A"=1,=0xA+1xI, = 3 A+ I,,doncla

proposition est vraie pour n=0.

2" —(-1)" ALl 2(-1)"

2" +2(-1)" A

Si on suppose que A" = 3 I, alors
An+l=AnXA=[2 _(_1) A+2 +2(_1) I3JXA=2 _(_1) A2+2 +2(_1) A
3 3 3
n__( 1\ 2 (_ 2 2 _ 2 n _1\"
_2—(-1) (2 (1), 2+2(-1) 13J+2 +2(-1)
3 3 3 3
2" —(-1)"
=%(A+2I3)+

_ [2" () 22, ()

3 3 3 ?
n+l (- n+1 n+1 _ n+1
_2 (-1) As 2" +2(-1) I
3 3

Ce qui prouve que la propriété est vraie pour n+1.
Conclusion :

2" —(-1)" ALl +2(-1)" I

VneN, A" = 3 3
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011 111 1 00
2a)A=|1 0 1(=(1 1 1{-|0 1 0|doa A=M-I,
110 111 0 01

Par conséquence on a : M = A +1,. Comme la matrice identité permutent avec
toutes les autres matrices, on a donc

M* =(A+L)" ZC"A"I"" ZC"A"

p=0

. _ o 2P —(-1)" 2*+2(-1)
D’apres la question précédenteona: AP = A+ 3 I, ce
qui entraine que

k 2P —(-1)"  2*+2(-1)
Mkzch{ (1), , 2 +2(-1) 1}

o= " 3 3

1 1 k k

—ALZcpzp ZCP ]+—I{ZC"2"+ZZCP(—1)"]

3 p=0 3 p=0 ‘ =0 ‘
Orona 2(:*:2*’ (1+2)° ZCP (-1)"=(1-1)" =0 .

p=0

. 1 1 _ _
D’ou M* =§A(3“ —0)+313(3k +2x0)=3""(A+1,)=3""M
b) Puisque A=M-1,,0na

A"=(M-1,)" = z":(—1)““‘ CM1" &

k=0
=(-1)"I +Z (-)" ML
=1
A" =(-1)"L,+| Y (-1)"" C';3"‘IJM.

k=1

En écrivant 3“"' sous la forme 1.3k , On trouve
n 1 L n—|
A" =(-1)" T+ MY C13* (1) ‘o
k=1

A"=(-1)"1, +%M13 +%M(§n: CE3:1 (—1)"™" - (—1)“j &
k=0

1

A" =(-1)"I, +§M[(3—1)" (1]
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Par consé : A" =(-1)" —n _(_1)“
quenceona: A" =(-1) I, + 3 M

1 2 1
1|1=]2|=2|1
1 2 1

=3
N
>
w
]
N
_ S =
I
|
o L =
|
LN
e e T )
]
|
@P—‘H
|
ch—t
N NN

en plus on a

-1 0 0 1 1 1)}(-1 0 0 -1 -1 2
PO -1 0|=(-1 0 1|0 -1 Of=1 O 2|.
0O 0 2 0 -1 1){0o 0 2 0 1 2

-1 0 0
On en déduit alors que AP=P| 0 -1 0].
0O 0 2
-1 0 0
Sionpose B=[ 0 -1 0|, cette derniére relation s’écrit : AP =PB.
0O 0 2
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Donc A’P=A(AP)=A(PB)=(AP)B=(PB)B=PB’

On montre facilement par récurrence que A".P=P.B" (1).

3\
10 0)-1 0 o) [(-D° 0o 0
B'=|0 -1 0[|0 -1 0|=| 0 (-1)° o
o 0 2)lo o 2 0 0o 2

Montrons par récurrence que :

(-1)" o0 0
vneN" B"'=[ 0 (-1)" 0
0 0 2

B =B"B= 0 (-1)" o0 -1 0= o (-1) o

Ce qui achéve la démonstration.

La relation (1) nous donne alors que :

(-1)" 0 0 (-1)" o0 o0
A"P=PB"=P.l] 0 (-1)" 0|=A"=P| 0 (-1)" o [P
0 0o 2 0 0o 2
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V. EXERCICES DE SYNTHESE

Exercice 1
-2 =2 1
Soit la matrice A=3 5 3
5 10 -6

1) Déterminer la matrice M telle que A =M -1,.

2) Vérifier que M’ est la matrice nulle. En déduire A”.
3) Déduire A™
2x-2y+z=-7

4) Résoudre le systeme 3x+5y-3z=14
5x +10y - 6z = 26

Exercice 2

On considere les matrices

-1 0 0 -1 0 0 1 0 0 1 00
A=|-8 0 -8|,B={0 0 O[,P={0 1 1| et Q=|1 1 1.
9 0 8 0 0 8 -1 0 1 101

1) Calculer PxQ et QxP puis en déduire que les matrices P et Q sont
inverses I’une de ’autre.

2) Vérifier que Qx A xP =B et montrer par récurrence que Vne N* on a

D" o0 o0
B"=f 0 0 0
o 0 8

3) Justifier que Vne N*,on a A" =PxB"xQ et en déduire I’expression de A"
en fonction de n.

Exercice 3

On consideére les matrices :

-5 1 0 2 3 =27 12 -6 -3
2 1 1 4 15 -25 0 -50 -75
A= , B= et M=
1 2 3 -1 -9 -1 6 22 -39
1 -1 -2 0 1 20 30 10 30
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1) Calculer le produit MB .

A0 0 0
_ v e 02 0 0
2) Sachant que AM—?»I4 , c'est-a-dire que AM = 0 0 a0 ; calculer la
0 0 0 A
valeur du nombre réel A .
3) En déduire la matrice inverse de A.
4) Résoudre le systeme suivant :
—Sx+y+2t=3
2x+y+z+4t=15
Xx—-2y+3z-t=-9
x—y—-2z=1
Exercice 4
1 1 1 1 0
On considere les matrices: M=|1 -1 1|etI=|0 0
4 2 1 0 1

1) CalculerM*=MxM.Ondonne M*=(12 2 9

0
1
0
20 10 11
42 20 21

2. a) Vérifier que : M’ = M’ +8M + 61
b) Exprimer M*sous la forme : M* = oM’ + M+l ol o, et ysont des entiers
naturels a déterminer.

3) En déduire que M est inversible et déterminer M ™.

4) On cherche a déterminer trois entiers a,b etctels que la courbe de la

fonctionf (x)=ax’ + bx + ¢ passe par les points A (1,1),B(-1,-1) et C(2,5).

a) Montrer que ca revient a trouver les entiers a,b etctels que :

a 1
Mx| b |=|-1]|.
c 5

b) Déterminer alors ces entiers.
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| Exercice 5

On consideére la matrice A = ( :‘; g)

1)
d’ordre 2.
2)
réels.
3)
ro=0etsp=1
Int1 =Th + Sy .
Sn+1 = 2In
a) Calculer r; ,s;;1I; ,Sy; I3 etss.
b) Vérifier que A% =

Calculer A? et vérifier que A% = A + 2I, ou I, est la matrice identité
En déduire une expression de A3 sous la forme aA + BI, ol a et B des

On considére les suites numériques (r,) et(s,) définies par

l'zA + 5212 et A3 = l"3A + 5312 .

¢) Démontrer que pour tout entier naturel n , A" = r,A + s,I; . (On admet

que A? = I,)
4)
de raison —1.

En déduire I’expression de k,, en fonction de n.

5)
de raison2.
a) Déduire I’expression de t, en fonction de n.

Démontrer que la suite (k) définie par k, = r,, — s, est géométrique

(-n"

On admet que la suite (t,) définie part, =1, + — —est géométrique

b)Déduire des questions précédentes, une expression explicite de r,et s, en

fonction de n

¢)En déduire, pour tout entier naturel n non nul, une expression des

coefficients de la matrice A" .

| Exercice 6 ( traduit)

Deux ouvriers accomplissent un travail. Si les
deux ouvriers travaillent simultanément ils
peuvent achever ce travail en 12h. Si chacun
fait la moitié du travail seul le travail se
termine en 25h.

a) Quel est le temps nécessaire a chaque
ouvrier pour accomplir le travail seul ?

b) Si le travail est rémunéré a 15000 UM et si
les deux ouvriers travaillent simultanément et
sont payés au prorata de leurs efforts, quelle
serait le montant mérité par chacun ?

19 g oy Jas Slady Sl 58
b Alla) LagiSay 2y 0 (A Laa Shas
Lagia dalg JS al8 1Y) L) Aslu 12
G Jadl (b Jeal) dial Jlail
Aslu25 A

S dale J< a3 a3l & L (a
foda g Jand) Jasy

4 gl 15000 Jilia Jardl (A8 1Y) (b
) g ol (& olany (Slalall S g

Lab congn canun Lagrha JS 3l cuils g
flagia dal g JS! Badmall dliall 92
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1. RESUME DE COURS

Le nombre i

Il existe dans I’ensemble des nombres complexes C un élément

n'appartenant pas a R , noté i tel que i*=-1.

Le nombre i est solution dans C de I’équation x> +1=0.

Onaalors: | i’ =-i, i‘=1, —=—i|,

Opérations dans C

Soienta,b ,a’ etb’ des réels. z=a+ib, z'=a'+ib'.

1)(a+ib=a'+ib") < (a=a';b=Db") 4) (a+ib)’ =a’ —b* +2abi
2) z+z'=a+a'+i(b+b") 5) (a—ib)* =a® —b* —2abi
3) zz'=aa'-bb'+i(ab'+a'b) 6) (a+ib)(a—ib)=a* +b?

a—ib a . b
= = -1
a+ib (a+ib)(a—ib) a’+b*> a’+b?

7) at+ib#0=>

Définitions et vocabulaire

Soient a et b des réels et z=a+ib.

Forme algébrique de z L'écriture z=a+ib
Partie réelle de z Re(z)=a

Partie imaginaire de z Im(z) =b

Le conjugué de z z=a—ib

Le module de z 2| =2z =a* +b*

Argument de z ou z#0 . On note argz a b
argz=0=|cos=—, sin9=ﬂ
z

2

Forme trigonométrique de z avec | z=|z/(cos®+isinb)
(z#0;argz =0)

Forme exponentielle de z avec (z#0;argz=0) | z=|z|e®
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Représentation géométrique des nombres complexes

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0;ii,v) . Soient a et b des réels.

A tout nombre complexe z=a+ib, on peut associer le point M(a;b) du plan.

Le plan est appelé le plan complexe.

Le point image du nombre complexe z=a+ib M(a;b)
Le vecteur image du nombre complexe z=a+ib onil ®
b
—(a Le nombre complexe
L’affixe du point M(a;b) et du vecteur OM [b] z—atib P

L'affixe du vecteur AB

Le nombre z, -z,

L'affixe du milieu du segment [AB] Le nombre 22t
La distance AB AB=|z, —z,|
4
>
|
Q; M(a:h]
.
v
) . U X,
o o P
Conjugué d'un nombre complexe
Soient a,beIR etz, z, , z, des nombres complexes.
1) z=a+ib=>z=a-ib 7) z=2
2) z=a+ib=>zz=2a’+b 8 z,+2,=2,+z,
3)zestréel ©z=z 9) 2,x2, =2,xz,
4) z est 1mag1na1re pur z=-z 10) ry (;)n . nez
5) Re(z) = z ; z T 1
- 11) [—]::, z, #0
- z
6) Im(z) = z .z 1) %
2i —
12) [Z—l}é z, %0
Z, z,
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Module d'un nombre complexe

Soient a,beIR etz, z, , z, des nombres complexes.

1) [z =2z

2) z=a+ib= |z|=a’ +b>
3) jz=0e2=0

4 [i= el

5) [z,2,] =

6)

z" =|z|", ne Z

7) 1=l, z#0
z| 2]

8) al Il L
z, Zz| e

9) |z1 +z2| < |z1|+|z2|

10) AB=|zB—zA|

(L'inégalité triangulaire)

Argument d'un nombre complexe

Soient z, z, , z, des nombres complexes non nuls.

1) argz= arg1= —argz
z

2) arg(z,z,)=argz,+argz,

3) argz" =nargz, neZ

z
4) arg— =argz, —argz,
Z2

5) z est réel <argz=kn, ke Z

6) z est imaginaire pur < argz = §+ krn, keZ

Soient A,B,C,D des points tels que AB#0,CD =0 .

7) arg(z, —z,) = (i;AB) [27]

o “%c _ (AB;CD) [2m)

8) arg

Zy =17,

Notation exponentielle e*

Soient x et y des réels.

1) e™ =cosx+isinx

1 _ -
) —=¢€ =COSX—1SInx

3) ei0=e121:_1
4) " =-1
5) e? =i

1” iE
6)e 2=e 2 =i

7) eix Xeiy — ei(x+y)

ix

€ i(x—,
8) eTy=e( y)
9) (ei")“=ei“", neZ
10) [e™|=1

11) Si z=2e™ avec AeIR*,alors

A>0=argz=x
A<O0=argz=m+x
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Formules d'Euler — Formule de Moivre

Formules d'Euler Soit xe IR
eix +e—ix eix —e i
COSXx =——— sinx=
2
Formule de Moivre Soit xe IR et ne Z;
(cosx +isinx)" = cosnx +isinnx

Les formules d'Euler permettent dans certains cas de transformer un
polynéme en cosx et sinx en une somme de cosinus et de sinus des multiples de

X (linéarisation).

La formule de Moivre permet d'exprimer cosnxet sinnx pour ne N, n>2 sous

forme d'un polynome en cosx etsinx.

Equations du second degré dans C

1. Cas particulier : équation a coefficients réels

az’ +bz+c=0 oua,b,ce R;a=0.

X Le discriminant A =b*—4ac

A>0 | deux solutions réelles distinctes
Z,

A=0 | une solution réelle double

z,

A<0 | deux solutions complexes conjuguées :
Zl

—b+i/|A| —b—iA|
=———— et z,=————
2a 2a

2. Equation a coefficients complexes a,b,ce C;a=0.

X Le discriminant A =b*—4ac

X Les racines carrées du discriminant sont les nombres complexes

d=x+iy et -5=—x—iy tel que & =A avec x;yeIR:

X +y* =|A| Les solutions de I'équation az’ +bz+c=0:
2 _ 22 _ —b-
" =Ae<{x -y =Re(A) 2, = b+d et 7, = b-3
2xy =Im(A) 2a 2a

3. Somme et produit des solutions:

b . c
Somme : s=z, +z, =-23 Produit:p=1z,z, =
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Racines n-iemes d'un nombre complexe

Soient ne€N, n>2etz e Cc, (Z#0).

.2kn
i

® Les solutions dans C de I'équation z" =1sont les nombres z, =e * ou
ke {0,1,- N || —1}. Ces solutions sont appelées racines n-iemes de 1'unité (de 1).

® Les solutions dans C de I'équation z" =Zsont les nombres
(0 2knm

Z‘e{“+"] ou ke{(),l,---,n—l}; O=argZ . Ces solutions sont

z, =X}

appelées racines n-iemes du nombre complexe non nul Z.

® Tout nombre Z non nul admet n racines n-iémes distincts deux a deux de méme
modules.

S On obtient les n racines n-iemes d'un nombre complexe non nul en

multipliant I'une quelconque d'entre elles par les n racines n-iemes de 1'unité:
2kn

Si z, =Z,alors z, = zoeIT ou ke{0,--,n—1}.
@ La somme des n racines n-iemes d'un nombre complexe Z (Z#0)est nulle.

(D Dans le plan complexe, les images des n racines n-iemes d'un nombre

complexe sont situées sur le méme cercle de centre O et de rayon r = z/ Z‘ .

Ces points sont les sommets d'un polygone régulier.

@ Si Mk est l'image du racine n-ieme z de Z avec argZ =0 , alors :

OM ==» Z\ et OM ;OM )=2T,
k k k+1 n

M
b1

|
E
=
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Applications géométriques des nombres complexes

1) Nature d'un triangle

Soit ABC un triangle. On pose Z = -4
Zy—1Z,

Nature du triangle ABC | Relation caractéristique

L
—i=

Equilatéral "
q Z=e30u Z=e ?

Rectangle en A Z est un imaginaire pur

Rectangle isocele en A | Z=iou Z=-i

Isocele en A |Zz|=1

2) Alignement et orthogonalité

Soient A,B,C,D des points du plan.

Relation complexe Interprétation géométrique

Zc

“Zs et réel A,B,C sont alignés(A #B,A#C)

Zy —17,

Zp =2 oot réel Les droites (AB) et (CD) sont
Zy—1Zy paralleéles, (A #B; C #D)(

Zy~Ze _ AB=CD et (AB)_L(CD) ou

Z,—7,

(A#B,CzD)

(AB) L(CD) ou (A #B,C=D)

p=Zc _ 3400 ¢ R (AB,CD)=0 [2n] e¢ CD=2\AB

A,B,C,D sont alignés ou cocycliques
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3) Lieux géométriques simples

Le plan orienté est muni d'un repere orthonormal direct (0;ii,v). Considérons

un point variable M d'affixe z. Le point M' d'affixe z'. Les points A,B,Q sont

fixes et d'affixes respectives a,b,.

Relation complexe

Ensemble des points M

lz-@|=r , r>0

Cercle de centre Q et de rayon r

fe—a =[]

Médiatrice de [AB]

N

o

T
ar =— [n
g 3 [r]

N
[=n

Cercle de diametre [AB]privé de A et B

Z—a
Le nombre

z—b

imaginaire pur

est

Cercle de diametre [AB]privé de B

-a T Demi-cercle de diametre [AB]privé de A et B
arg b E [27]
arg —2 ~0 [x] Droite (AB) privée de A et B
Le nombre Z=2 est réel Droite (AB) privée de B
z f—
z-al k> 0k 1 Cercle centré sur (AB) de diametre [L]] tel que
’ I=bar{(A,1);(B,k)};J =bar{(A,1);(B, )}
arg 2 —z o [n], a%0 [1] Cercle passant par A et B privé de A et B
7—
z—a _ Arc capable d'extrémités A et B exclues
argz_b—(x [27] s
oaz0 [x]
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Nombres complexes et transformations

1.Expressions complexes des transformations usuelles

Le plan orienté est muni d'un repere orthonormal direct (Osu, V).

Considérons la transformation qui associe a tout point M d'affixe z le point M'

d'affixe z'.
Transformation Ecriture complexe
Translation de vecteur d'affixe z, Z'=17+ z,

Homothétie de centre Q d'affixe @ et de | Z'—W=Kk(z — ©)

rapport k

Symétrie de centre Q d'affixe 7-0=—z—)
Rotation de centre Q d'affixe wet d'angle de | ;' = ¢z — )
mesure 0

Symétrie d'axe x'x 7=7

Symétrie d'axe y'y 7' = _2

rapport k , ke R* et d'angle de mesure 0 .

Similitude directe de centre Q d'affixe ®, de | ;' = ke®(z — ©)

2) Etude de l'expression z'= az + b ou a,be C;a = 0

Soient f la transformation qui associe a tout point M d'affixe z le point M'
d'affixe z'=az + b.

Transformation
a=1 Translation de vecteur d'affixe b
a=l f admet un unique point invariant Q d'affixe w = %
ac IR |Homothétie de centre Q d'affixe @ et de rapport a
‘a‘ = Rotation de centre Q d'affixe o= 1 E a et d'angle de
mesure 0 =arga
a=-1 b
Symétrie centrale de centre Q d'affixe W= E
Cas Similitude directe de centre Q d'affixe ®= 1 b , de
général —a
rapport k = ‘a‘ et d'angle de mesure 0 = arga
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II. QUESTIONNAIRES & CHOIX MULTIPLE

QCM 1

Dans le tableau suivant, une seule des réponses proposées a chaque question
est correcte.

Ecrire le numéro de chaque question et donner la réponse qui lui correspond.

N . Réponses
o | Questions A B C 5
T
Si  — est un
2 - 1 - - _
1 Z=— Z=-17 zz =i Z=1
argument de 1z, z
alors
T
Si z=-1+23, \/_ .
alors la  forme | i5 i . o (—1 ++/3 ) e’
e’ J3e? iv3e ?
2 exponentielle de 2z
est:

Si  z+[z|=2+4i,

3 z=-3+4i z=-3—-4i z=4i z=—4+3i
alors
. . ig —£+£ = +E = — T
4 | Si z=(1-i)e*", argz—2 p: argz=m p: argz= argz = ——
alors 12
Si z=4+(1-5ii,
5 | alors la partie réelle | 9 8 4 -1
de z est
Si
i i®
zl=x/5e4; z,=-2e? ,
3 T . .
6 | , alors le rapport | /5 ¢4 J2 et —1-i 1-i
Z, L
— estégal a
z,
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QCM 2

Dans le tableau suivant, une seule des réponses proposées a chaque question
est correcte.
Ecrire le numéro de chaque question et donner la réponse qui lui correspond.

01_Maths M Inner.indd 38

Questions Réponses
A B C D
La forme | 2 +5i -4 19, 16 19, 6
_ —+—i —+=i ~+2i
algébrique de 13 13 13 13 5
2+5i
— est
3-2i
Le module de| /5 4
2 2 1
(2-2iV3) 3 V2 1 2
—— est 8
. \3
(1+i)(2i)
T
Si Z est un | g0 positif imaginaire pur | réel négatif d’argument
argument de Z, r
alors le nombre 4
Ze* est
Si
e P PR o Tl
Iy "2 2 2 g q isocele ..
, alors le triangle isocele
ABC est :
L’ensemble des
points M d’affixe z e droite | U™ cercle
tels que la médiatrice | . . | privé de
. un cercle privée d’un
z—1+2i| \/E d’un segment oint deux
2+3i | P points
est:
Soit meN" et
OeR . La forme | qypf)+isinid)| cos(6")+isin(6") | ncosO+insin®|
algébrique de €
(eie )n est :
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III. ENONCES DES EXERCICES CORRIGES

Exercice 1

Ecrire sous forme algébrique chacun des nombres :

e si
2, = (342D)(2=30), 7, =
5-1
2i+4
z,=2-3i+ .z, =(1+20)(3=50)1-2i),
3 e “ ( X X )
3-51 4-3i 2+51  4+i
s = —+ T Zg = —t e
5+i  3+i 4—-1 2-5i
.3 2431 5
z,=(1-2i)", z,=—-+
e

Exercice 2

On pose f(z)=(3-2i)z> +(5—i)z+2+5i

Calculer et donner la forme algébrique de chacun des nombres :
f(i), f(3+2i), f(+i), f(5-i)

Exercice 3

On pose  f(z)=(5+i)z+(1+2i)z+4-3i ol z désigne le conjugué de z

Calculer et donner la forme algébrique de chacun des nombres :
f(5—i), f(1+2i), f(3+4i), f(5+3i)

Exercice 4

_(1-2i)z+2+3i

Soit f()=——"—"—"7T—"F
(3-2i)z-2-51

ou z est un nombre complexe.

1) Calculer et donner la forme algébrique de chacun des nombres :
£(5+1), f(2i), f3+2i), f(-i)
2) Résoudre dans C chacune des équations

3
f(z)=1, f(z)—E.

Ecrire les solutions sous forme algébrique.
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Exercice 5

Soit

Z, = (1451 +(1-5i)
Z2 — (1 +5i)2020 _ (1_5i)2020

Montrer que Z, est réel et Z,imaginaire pur.

Exercice 6

Calculer le module de chacun des nombres complexes suivant:

7, =4-3i, z,=03+i)(2+50),

2440 . o
z,= R z, = (1+21)(3-51)(1-21),
Z_(yﬁn6+mﬁ

2+50%
Exercice 7

Calculer le module et un argument de chacun des nombres complexes

suivants:
4+4i
z =4+413 zZ =3+1\/§7 Z, = )
| 2 R EENE]
—i .3
z, =(4+4i)(3+i\/§)’ z, :(31\/5#‘
B+iV3)

Exercice 8

En utilisant les résultats de I’exercice précédent, écrire chacun des nombres
suivants sous forme trigonométrique et exponentielle.

4+4i
7, =4+4, z,=3+i3, z,= ,
: ’ P 3+i3
. .3
z, = (4+4)3+iV3), z, =M¢Z‘h).
G+iv3)

Exercice 9

. , . z,
Soit z, =4+4i, 2, =3+i\3 , z, = z,=27
2

1) Ecrire z et z, sous la forme trigonométrique.

2.a) Donner les formes trigonométrique et algébrique de z, .
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b) En déduire cos~, sin—.
12 12

3.a) Donner les formes trigonométrique et algébrique de z, .

b) En déduire cosi—n , sin—.

Exercice 10 (Bac)

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé (O3u,v).
1.a)Résoudre dans C I’équation E,: z°+2z+10=0

On note z, etz, ses solutions avec Imz, <0 .

b)Résoudre dans C I’équation E, : z°—4z+20=0

On note z, etz, ses solutions avec Imz, <0 .

2) On considere les points A, B, K , L et E d’affixes respectives z, =z, ,z, =z,
y Zy =254 2z, =2, €t z, =7, -2i.

a) Placer les points A , B,K,L, et E dans le repére (O;u,v).

b) Ecrire z_. =z, -2i sous forme algébrique et trigonométrique.

¢) Déterminer la nature du quadrilatére ABLE et du triangle AKE.

z-2-4i
z+1-3i

3) Pour tout nombre complexe z tel que z = —1+3ion pose : f(z)=

Déterminer et représenter dans le méme repére les ensembles des points M
du plan d’affixe z dans chacun des cas suivants :

T, tel que [f(z)|=1.

T, tel que |f(2)-1| =410

Exercice 11

1. On pose P(z)=z' -5z +12z-8 ol Zest un
nombre complexe.
a) Calculer P(1).

b) Déterminer a et btels que pour tout zde C on a:
P(z)=(z-1)(z* +az+Db).

¢) Résoudre dans C, I’équation : P(z)=0.
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2. On considére le plan complexe rapporté a un repere orthonormal (0;6,3) .

Soient les pointsA, B et Cd’affixes respectives: z, =1, z,=2+2iet
z2,=2-2i.

a) Calculer le module et un argument de chacun des nombres Z,, Z, et z;.

b) Placer les points A, B et Cdans le repére (0;6,3) .

V/
3.a) Ecrire le nombre —% sous forme algébrique. En déduire la nature du

Z3
triangle OBC.
b) Déterminer et représenter ’ensemble I" des points M d’affixe z telle que
-1
e W Y
z—2-2i

Exercice 12

Le plan complexe est rapporté au repere orthonormal direct (O;ii,v) (unité
graphique : 3 cm).

On désigne par A ; B et C les points d'affixes respectives 1+5i ;-1+i et 3i.

Soit f I’application qui a tout point M du plan P, distinct de C, d'affixe z,

associe le point M' d'affixe z' définie par : z'= % On note f(M)=M".

1) Déterminer et construire 1'ensemble des points M d'affixe z dans les cas
suivants :

a) |z'|=3

b) |z'-3i|=3

oz'eR

d) argz' =§ [211:]

e) argz':% [x].

2) Montrer que les points A ;B ;M et M’ sont cocycliques ou alignés .
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Exercice 13

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O;u,v) .
1) On pose: P(z) =z’ —(11+6i)z>+(28+38i)z—12—-60i ou zest un nombre
complexe.
a) Calculer p(3) et déterminer les nombres a et b tels que pour tout zde C :
P(z)=(z-3)(z>+az+b).

b) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation P(z)=0.
¢) Soient les points A, B et C images des solutions de I’équation P(z)=0 avec
Im(z,) <Im(z,) <Im(z.) . Calculer ’affixe du point G barycentre du systéme
{(A52),(B;-2),(C;2)} et placer les points A ,B ,C et G.
2) Pour tout réel k différent de 2, on définit ’application f, du plan P dans
lui-méme qui a tout point M du plan associe le point M' tel que :

MM’ = 2MA - 2MB + (3—k)MC .
a) Pour quelles valeurs de k, ’application f, est une translation? Déterminer
alors son vecteur.
b) On suppose que ke R\{2;3}. Montrer que f, admet un unique point
invariant Q, . Reconnaitre alors f, et donner ses éléments caractéristiques en

fonction de k.

¢) Déterminer et construire le lieu géométrique des points Q, lorsque k
décrit R\{2;3}. Reconnaitre Q,.

d) Pour k=1 ; déterminer et construire le lieu géométrique du point R centre
de gravité du triangle AMM' lorsque M décrit le cercle I de centre G

passant par C.
3) Pour tout point M du plan on pose @M)=2MA2-2MB2+2MC? et T

I’ensemble des points M tels que ¢(M)=k, ou k est un réel.
a) Discuter suivant les valeurs de k, la naturede T .
b) Déterminer et construire T', pour k=10

Exercice 14

Résoudre dans C I’équation suivante sachant qu'elle admet une racine réelle :
2’ —(6+3i)z" +(21+19i)z—26(1+i) =0

Exercice 15 (Bac)

Dans C on donne : a=\/2_2\/3 +i\/2+2\/§
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1) Calculera’. Donner le module et un argument dea’.
2) En déduire le module et un argument dea .

3) En déduire cosi—;, sins—n.

4) Donner les entiers naturels n tels que a" soit réel.

Exercice 16

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé (0;u,v) .) On pose :
P(z) =z’ — (11+6i)z2+ (28 + 38i)z—12—60i ou z est un nombre complexe.

1) Calculer P(3) et déterminer les nombres a et btels que pour tout zde C :

P(z)=(z-3)(z2+az+b).

2) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation P(z) =0.

Exercice 17

Pour tout nombre complexe zon pose :
P(z) =7’ —(1+2c0s0)z’ +(1+2cos0)z—1 oit 8 [0;2n] .

Calculer P(1) puis déterminer les solutionsz,, z, et z,de I’équation

P(z) =0 sachant que z, est réel, et Imz, >0 si sin6=0.

Exercice 18

Dans le plan orienté, on considere deux triangles ABC et DEF équilatéraux
directs. Les points G et H tels que EDBG et CDFH soient des
parallélogrammes. Soient a,b,c,d,e.f,g et h les affixes respectives des points

A,B,C,D.EF,G et H.
1) Exprimer ¢—a en fonction de b —a, puis f —d en fonction de e —d.

2) Exprimer g en fonction de b,d et e ; puis h en fonction de c,d et f.

3) Démontrer que le triangle AGH est équilatéral.
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Exercice 19

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé (O;T,j) . Pour tout
nombre complexe z on pose : P(z)=2z"-(1+4i)z’ - (9-i)z-6+18i.
1.a) Calculer P(3i) et déterminer les nombres a et btels que vze C:
P(z)=(z-3i)(z* +az+b)
b) En déduire I’ensemble des solutions de I’équation P(z)=0.
¢) On considere les points A, B et C images des solutions de I’équation P(z)=0
tels que |z |<|zz |<|z, |. Placer les points A, B et C et déterminer la nature du
triangle ABC.
d) Soit A’=bar{(A;-5),(B;6),(C;12)} . Vérifier que ’affixe de A’est z,, =-3+i.
Placer A’.
2° On considere ellipse I" de sommets A, A’ etB.
a) Déterminer le centre I et I’excentricité de I".
b) Ecrire une équation cartésienne de I"' dans le repere (O;T,]) .
¢) Préciser les points d’intersection de I avec I’axe (Ox).
d) Déterminer les foyers et les directrices de I" puis construire I".

‘ Exercice 20

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé (O;T,]) . Pour tout
nombre complexe zZ on pose : P(z)=2z"—(7+3i)z’ +(12+15i)z—-4-18i .

1.a) Calculer P(2) et déterminer les nombres a et b tels que vze C:

P(z) = (z-2)(z* +az+b)

b) En déduire I’ensemble des solutions de I’équation P(z)=0.

¢) On considere les points A, B et D images des solutions de I’équation P(z) =0
tels queIm(z, ) <Im(zy ) <Im(zp ). Placer les points A, B et D et déterminer la
nature du triangle ABD.

2.a) Déterminer le barycentre du systeme{(A;9),(B;—6),(C;2)} , ou1 C est le
symétrique de A par rapport a (BD).

b) Déterminer et construire ’ensemble T, des points M du plan tels que

9MA’ —6MB’ +2MC* =-10.

¢) Déterminer et construire I’ensemble I",des points M du plan tels que

4MA* - 6MB’ + 2MC* =-10

d) Déterminer et construire I’ensemble I';des points M du plan tels que

(9MA — 6ME + 2MC)(MA — MB + MC) = 10.

3° Soit S" =idet Vne N, 8" =SoS" ou S est la similitude directe qui
transforme A en B et B en D.

a) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de S***

b) Justifier que S* est une homothétie de rapport positif.
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IV. CORRIGES DES EXERCICES

Corrigé 1

z, = (3+2i)(2-3i)
=6-9i+4i+6i’

=6-9i+4i—6
=12-5i.
, 1+
25—

(5-1)(5+1)
g, —OFit2i=S 260
’ 25+1 2
L =2-zis A4 2-30)Q43)+2iv4
) 2431 2+3i
_4+9+2i+4 17+2

2+3i 243;

_(17+2D)(2-3i)  34-51i+4i+6

(2+31)(2-30) 449

40 47,
Zy=——-—_L

13 13

z, = (1+20)(3-5)(1-2i) = (1+2i)(1-2i)3-5i)
=5(3-5i)
z, =15-25i.

_ 3—5i+4—3i _ B-=-51)@+1)+(5+1)(4-31)

Z. =

541 3+i (5+1)(3+1)

9+3i—15i+5+20—15i+4i+3
15+5i+3i—1

L 37231 _ (37-230)(14-8i)

ST 14480 (14+8)(14-80)
_ 334-618i
196+ 64
_334 618,

Z, = — 1.
260 260
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245 4+i _ 2+SDQ2-S)+(@-D@+i)
T 4-i 2-5i (4-1)(2-5i)

_ 42541641 46 3+20i
8-20i-2i—5 3-22i" 3+22i

138+10121 138 1012,
Zg=———=——+—I.
9+484 493 493

z, =(1-2i)’ = (1-2i)1-2i)’ = 1-2i)(1 - 4i— 4)

=(1-2i)(-3-4i)=-3-4i+6i—-8
z, ==11+2i

_2+43i S5i_ (2+3D3-20)+ (3D
C 3 3-2i 3i(3-2i)

Z

8

_6-4i+9i+6-15 —3+5ix6—9i
9i+6 6+91 6-9i

_ —18+27i+30i +45
36+81

_27+57

117
27 57 .
=—+—1i
117 117

8

3.1
Enfin z, 3.0
13 39

Corrigé 2

Ona: f(z)=(3-20)z" +(5-i)z+2+5i

fA)=G@-2030)" +(G-1i+2+5i
=-3+2i+51+14+2+5i
=12i.

f(3+2i)=B-20)G3+2)* +(5-1)B+20)+2+5i
=0O0+4)B+21)+15+10i —3i+2+2+5i

=13(3+2i)+19+12i
=39+26i+19+12i
=58+ 38i.
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fA+1)=G-2D0+1) +G-DA+i)+2+5i
=(B-2D)21)+5+51—i+1+2+5i
=6i+4+8+9i
=12+15i.

£(5—1)=(3=20)(5—1)" +(5—1)> +2+5i
=(3-20)(25-10i—1)+ (25—10i—1)+ 2 +5i
=(3-2i)(24—10i) + 265
=72-30i—48i—20+26—5i
=78—83i.

Corrigé 3

On a f(z)=(5+i)z+(1+2i)£+4—3i

On remplace z par sa valeur dans chaque cas :

f(5—i)=(G5+i)5—i)+(1+2i)(5—i)+4—3i
=25+1+(1+2)(5+1)+4-3i

=30+5+i+10i-2-3i
=33+8i.

fA+21)=G+)A+21)+A+21)(1+2i)+4-3i
=5+10i+i—2+1+4+4-3i
=12+8i.

f(3+4i) = (5+1)3+4i) + (1+21)3+4i) + 43
=15+20i+3i—-4+1+2i)(3—-4i)+4-3i
=15+20i+3—-4i+61+8
=26+22i.

£(5+31) = (5+i)(5+30) + (1+2i)(5+31) + 4 —3i
=25+15i+51 =3+ (1+2i)(5-3i) +4—3i
=26+17i+5-3i+10i+6
=37+ 24i.

Corrigé 4

On a

£(5+i) = (1—21')(5+1')+2+31'
(3-2i)(5+i)-2-5i
_ S5+i-10i+2+2+3i
15+3i-10i+2-2-5i
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_9-6i _ 9-6i 15+12i
15-12i 15-12i 15+12i

_ 135+108i —90i +72

- 225+144

_207+181 207 ii
369 369 369

£5+i) =242
41 41

(=202 42431 2i+4+243i
(3-2i)(21)-2-5i 6i+4—2-5i

£(2i)

_ 6+5i _ 6+5ix2—i
241 241 2-i

_12-6i+10i+5

S

17+ 4i 17 4.
= =—+—i.
5 5 5

(1-2i)(3+2i)+2+3i
(3-2i)(3+2i)-2-5i
_3+2i-6i+4+2+3i
C 9+4-2-5i

£(3+2i) =

_9-i 11450 99+45i-11i+5
11-51 11+5i 121+25

_lo4+3di 104 34
146 146 146
52 17,
:§+§1.
_(1=20)(1-i)+2+3i
T (3=2i)(1-i)-2-5i
C1-i-2i-24243i
C3-3i-2i-2-2-5i

£(1-1)

__ L 11014108
—1-10i" —1+10i  1+100

_—1+10i
101

-1 10 .
—+—i.
101101
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(1-20z+2+3i _
(3-2i)z—2-5i
= (1=2i)z+2+3i = (3-2i)z—2->5i

f(z)=1=

=[(1-2)-(3-2i)]z=-2-51-2-3i
= -27=—4-8i
—z=2+4i
b= (2202424303
27 (3-2i)z-2-51 2
= 2((1-2i)z+2+3i) =3((3-2i)z—2-5i)

= (2-4i)z+4+6i=(9—6i)z—6-15i
= [(2—4i)—(9-6i)]z =—6—15i —4—6i
= (=7+2i)z=-10-21i

—-10-21i
7z7=—
—7+2i
-10-21 -7-2i
=>z= X
7421 -7-2i

L _70+20i +147i 42
49+4

L 28+167i
53
28 167
=t —.
53 53

Corrigé 5

Pour montrer que Z, est réel, il suffit de montrer que Z =Z,.

Ona

Z =1+ 51)2020 + _Si)zozo

= (1451 + (1 - 50>

— (ri)zozo + (1__5i)2020

= (1= 50)2 + (14 5i)

= (1451 + (1-51)™
= Zl

Alors 7, estréel.

Pour montrer que Z, est imaginaire pur, il suffit de montrer que Z, =-Z,.

Nombres complexes 50

01_Maths M Inner.indd 50 03/02/21 8:32 pm



Z_z =1+ 51)2020 —(1- Si)zozo
— (1 + 5i)2020 _ (1 _ 5i)2020

_ (rﬁ)zozo _ (1__51)2020
— (1 _Si)ZOZO _ (1 + 5i)2020
_((1 + 5i)2020 _ (1 _ 5i)2020 )
=7,

Alors 7, est imaginaire pur.

Corrigé 6

On utilise les propriétés des modules :

|z,| =4 +3* =416+9 =25 =5,

|2,| =[3+i][2+5i| = /9 + 1 x+/4+25 =+/290,

|zgl=|2+4.i|= [2+4i 4+16 \/%
U243 243 V449

|z,| =|(1+2i)(3—5i)(1-2i)| = [1+2i|3 - 5[ [1 - 2i
=1+4x39+25x/1+4 =534,

6+ 21)

| :|<3—51)(5+21)3| |(3-5i)
5 ‘ 2+50)* ‘(2+51)‘

_ V9+25 x(\/25+4) _ ﬁ
a+25)* 29

Corrigé 7
1)Ona
2, =4+4i= [2]|=V16+16 =32 =42

On note argz, =6,. Alors :

cos0, = 4 _ 1

=——=—

4\/5 ﬁ:\,elzf
a2 2

2)Ona 7, =3+13 = |z,|=V0+3=112=23

On note argz, =6,. Alors :
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cos0 —i—ﬁ
: 2\/§ 2 bis
=0,=—
sin® _ﬁ_l 6
2 2\/5 )

3) On constate que z, =4,

Z)
Alors |Z3|:ﬂ:m:ﬂ:22
Z, |Z2| 23 3
et aroz —are L =—aroz —argz, =~ - 2T
B T TERATEER TR

4) On constate que z, =z7,z,.

Alors |z,]=|z,2,| =|z,||z,| =42x23=8V6 ,

argz, =argz,z, = argz, +ar z, = T —+— T 5_TC
87 mHE BT T T T
5) On constate que z, =—. Alors

2

|Z | |Z2 Z ‘ZZH |Z2||Z1|3 :2\/5(4\/5)3 |Z |=§\/§
i : | |Z§| |Zz|4 3 3

Zy

3
3 4
L=argz, 7z, —argz,

2Z

argz =arg
2

=argzz+argzl3—argz;‘

=-—argz, +3argz, —4argz,

3 5 _
argzs =3argz, —Sargz, :TTC__TI:'. Alors arg z, :1—;:

Corrigé 8

D’apres I’exercice précédent :

1) |Z]| =42 et argz, =§
Forme trigonométrique : z, = 4.2 (cos§+isin g)

ouz_4\/—(\/, \/_
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Forme exponentielle : 7, =4v2¢* .
T
2) |z, =23 et argz, =gf
Forme trigonométrique : z, = 2\/§(cos§+ising)
Ou z, = 2\B(£+li).
2 2

Forme exponentielle : z, = 2/3e 6 .

2 T
3) |z|= 2\/; et argz, =5 ¢
Forme trigonométrique : z, = Z\P(cosiﬁsinl) .

3 12 12

Forme exponentielle : z, = Z\Eeil?.
4) |Z4|=8\/6 et argz, =T—12t5

Forme trigonométrique : z, =8./6 (cosf—g+isin T_;‘) .

5m
Forme exponentielle : z, =8/6¢ 2.

1632 -7
5) |z.|=—= et argz, =—*
) I 33 557
Forme trigonométrique : z, = 16v2 (cos—= +isin—).
33 12 12
Forme exponentielle : z, :ﬂe_iE :
33

Corrigé 9

1) Forme trigonométrique de z et z,:

D’apres I’exercice précédent on a :
T.. T T .. T
z, = 4«/§(cosz+1s1nz) , et z,= 2\/§(cosg+1smg)

2.a) Forme trigonométrique de z, :
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D’apres I’exercice précédent on a : z, = Z\E(cos%+isin %) (*)

Pour écrire z,sous la forme algébrique, on multiplie par le conjugué du

dénominateur : z, = 4+ di ><3_1\/g
3413 3-iV3
On obtient : 7, = 3+3\B + 3_3\51 (**)

b) Par comparaison des écritures (*) et (**) du nombre z, on obtient :

3+4/3
COSS_TC_T_3\/§+3_\/§+1_\/€+\/§
2 & a2 22 4
NG
-
st 3 _33-3_3-1_J6-2
12_&_ 62 22 4
NG

3.a) D’apres I’exercice précédent on a :

sin

2, =86 (cos 2 +isin>T) ()

Pour la forme algébrique de z,, on développe :

2, = (4+4)(3+iV3)

z, =12-43 +(12+43)i ()

b) Par comparaison des écritures (*) et (**) du nombre z, on obtient :

n_12-43_3-V3 _3-1_+6-2

oS = =
12 8J6 2/6 242 4
T 12443 3+3 B+l _Je+2

"7 8l 246 22 4
Corrigé 10

1) Résolutions d’équations:
a) E, z’+22+10=0
Le discriminant : A =2 —-4x1x10=-36 = (6i)’

Les solutions z, etz, avec Imz, <0:
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s =20 isiet 4, =203
2
Ensemble de solution : [s, = {-1+3i,-1-3i} |

b) E, : 20 —42+20=0
A=4>—4x1x20=16-80 = —64 = (8i)’
Les solutions z, etz, avec Imz, <0:

z, = —o14i et 2, =278

=2-4i

Ensemble de solution :

2.a) Représentation des points :
z, =7, =—1+3i = A(-1,3) ,z, =z, =—1-3i = B(-1,-3)

2, =2,=2+41=>K(2,4),z, =z, =2-4=L(2,-4)

7, =2,-2i=2+4i-2i=2+2i = E(2,2)

b) Forme algébrique de z, : :

zg =2, -2 =2+4i-2i = [z, =2+2i B I W AN

Forme trigonométrique :

z, =2+2i =z, =2 +2? =8 =242 g
Ze —2\/_(

Zp = Zﬁ(cosgﬂsingj

5

¢) Nature du quadrilatére ABLE :

D’apres la figure, il semble que ABLE est un parallélogramme. Pour la
démonstration on a :
2~ =2y—2, =—1-31+1-3i=-6i

B B

2. =17, 2, =2-4i-2-2i=—6i
ZXE = ZE - E = ﬁ:
Alors ABLE est un parallélogramme.

Nature du triangle AKE:

D’apres la figure, il semble que AKE est isocele en A. Pour la démonstration
ona:
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AK =z, —7,|=[2+4i+1-3i| =[3+i| =10

AE=|z, —z,|=[2+2i+1-3i|=[3-i| =10

AK=AE. Alors le triangle AKE est isocéle en A.

3.a) L’ensemble T, des points M du plan d’affixe - tels que |f(z)|=1 :

2_2_4_i . On constate que f(z)=>""

z+1-31 ASVN

K

Onaf@z)=

77y

=1 <:>|Z—ZK| =|Z—ZA| <MK=MA

AN

Alors :[f(z)|=1& ‘

D’ou ’ensemble T, est la médiatrice du segment [AK].
Pour la construction, voir la figure.

b)L’ensemble T, des points Mdu plan d’affixe- tels que |f(z)-1=+10:

Z—2—4-1_1 =\/E
z+1-3

Ona [f(»-1|=V10&

o) |

- z—2—4i—z—1+3i|:m
z+1-3i |
34 |-3—i|
—_— = —_— = 1
Tl mc}|z+1—3i| V10
@%:@ <:>|Z—ZA|=1 =AM =1
Z—7Z,

AlorsT, est le cercle de centre A et de rayon 1.

Pour la construction, voir la figure.

Corrigé 11

On a pour tout nombre complexe z : P(z) =2’ —52° +12z—8
1. a) En remplacant z par 1 on obtient :
P()=1)-51)+12(1)-8=—4+4=0

b) 1° méthode : identification

Pour déterminer a et b tels que: P(z)=(z—1)(z* +az+b), on utilise une

identification (Développer, réduire, ordonner le second membre et identifier) :
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(z-1)(z* +az+b)=2"+az* +bz -z*-az-b
=z’ +(a-1)z*+(b-a)z-b

Par identification :

2’ -5z +122—-8= z’ +(a-1)z" +(b-a)z-b, pour tout ze C; on obtient le

a—-1=-5
. a=-—4
systeme :{b—a=12 &
b=8
-b=-8

Alors, pour tout ze C; P(z) = (z-1)(z2 -4z + 8)

2™ méthode : Division euclidienne
2’ —52° +12z2 -8 z—1
AR A 2" —4z+8
—4z> +12z2 -8
—4z* + 4z
8z-8
8z-8
0

On en déduit que, pour tout ze C; P(z) = (z-1)(z° -4z + 8)
soit a=—4 et b=8.

3 méthode : Tableau d’Horner

L’utilisation du tableau d’Horner permet a la fois de calculer P(1) et
factoriser P(z) , (si P(1)=0):

1 5 12 -8
1 1 4 8
1 4 8 0

01_Maths M Inner.indd 57

Dou:a=—4 , b=8,P1)=0 et P(z) = (z-1)(z* -4z + 8)
¢) L’équation P(z) =0 équivaut z—1=00u z*-4z+8=0.
* Si z—1=0 on obtient la solution z, =1

#Si z2—4z+8=0,0ona A=16—32=-16=(4i)
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4+4i 4—4i

Les solutions de cette équation sont : z, = 2+2i ;2,= 5 = 2-2i

(Ces solutions sont conjuguées car les coefficients sont réels et le discriminant
est négatif).

L’ensemble de solutions de I’équation P(z) =0 est : S ={1;2+ 2i;2—2i}

2. Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (O;ﬁ,;) . Les
points A, B et Csont d’affixes: z, =1, z, =2+2iet z. =2-2i.

a) Calcul de modules arguments :

|z1|=|1|=1 , argz, =0 [2x]

|z,| =2 +2* =/8 , argz, =§ [27]
z,|=42* +(-2)* =8 , argz, =_Tn [27]

b) Représentation des
A
points : M)

Les points A,B et C ont pour

affixes Les points z, =1, \ ,,,,,,,,,,,,,

Zy, =2+2iet z. =2-2i. Alors
A1;0), B(2;2)et C(2;-2), Uy

3.a)Ona: ’ )

=
>

<)
) 4
9] s3]
//4
(R
3 4

z, 2+2i

z, 2-2i
_1+i
—E |
_ (A+i)(A+i)
T (=) +i)
2
"2

=i
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z zZ,—17 Z,—7Z
-2 B . Alors 229
z Zo—1Z, Zo—1Z,

On remarque que =i, d’ou le triangle OBCest

3

rectangle isocele en O.

b) Pour déterminer I’ensemble I des points M d’affixe ztelle que
z—1

z—2-2

Z—17,

=1

=1, on constate que cette égalité peut s’écrire :

1—1,

Alors MeT & |z—-z,|=|z-z,| & AM=BM

D’ol ’ensemble T est la médiatrice du segment[AB].
Méthode 2 : Equation de I

On pose z =x+iy ;

z—1
z-2-2i
& z-1=|z-2-2i

Mel' &

& [x—1+iy| =[x -2+ (y - 2)i|
o Jx-12+y* =(x=2)" +(y—-2)

& x-1)’+y* =(x-2)"+(y-2)
X -2x+1+y’ =x’—4x+4+y’ -4y +4

& 2x+4y-7=0
D’ou ’ensemble I' est la droite d’équation 2x+4y—-7=0.

Remarque :

L’équation 2x+4y —7 =0 représente la médiatrice du segment[AB].

Corrigé 12

1) Ensembles de points
a)Soit E, I’ensemble des points M du plan tels que |z '| =3.

3i(z+6+.41j
3i

z—3i

Jiz+6+4i

Z-—21

=3. Alors

Ona: |z'|=3 =

‘=3.
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6+4i
+

z
d’ou [3i|—3=3
z-3i
Z +ﬂ—2i 4
— 3 __|=1. E, donc, est la médiatrice du segment [DC] ot D(—=,2).
z—3i ! 3

b) Soit E, ’ensemble des points M du plan tels que |z — 3i| =3.0na:

2'-3i=3 > Jiz+6+di ol o @|3iz+6+4ij3iz—9|=3
z—3i | z-3i |

ﬂ =3 <:>L,=3<=>|z—3i|=§ soit |ZM—Zc =—

z-3i |z—31| 3 3

5
E, donc, est le cercle de centre C et de rayon 3

¢) Soit E; ’ensemble des points M du plan tels que z'e R.Ona:

z'e R(:)(z'=00u arg31z+—6;‘h=0 [R]J
z-3i

Soitz'=0(:)3iz+6+4i=0(:)z=—§+2i(:)M:D

Z_|_6+4i
. " :
Soit arg 22O _ o 1) argdivarg 3 —g[n] &
z—3i z—-3i
z+ﬂ—2i
arg— — ="1] o
z-3i 2

Zy —Z, =E

arg
Zy—Zo 2

[r] < (MC,MD) =g[n].

M appartient au cercle de diametre [CD] privé de C et D. En particulier si M

estenD, z'=0.
Enfin, E, est le cercle de diamétre [CD] privé de C.

d) Soit E, I’ensemble des points M du plan tels que argz'= g[Zn] .Ona:

6+4i 4 .
- . + 3 - - z+§—21 -
argz =§[2n]<=>arg31+argﬁ=§[2n] <=>E+argﬁ=§[2n]
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Vi | —E—E[Zn] & arg

Zy —Z¢ 3 2 M~ “c

Zy —1Z,

o arg = —%[ZR]
& (MC ,MD) =—%[21c]

E,donc, est un arc (de sens indirect) d’un cercle d’extrémités C et D exclues.

e) Soit E, I’ensemble des points M du plan tels que argz'= g[n] .Ona:

T T z+:_21 T zZ, —Z
'=— —_ _— —M D=
argz 2[1t]4:>2+arg 3 2[15] @argZM_ZC 0[]
& (MC ,MD)=0[x]

E;donc, est la droite (CD) privée de Cet D.

B

!X
2) Pour montrer que les points A ;B ;M et M’ sont cocycliques ou alignés, il

'
z'-2, 7-1
' AX B
z'-z, 7-1,

soit réel.

suffit de montrer que le nombre Z tel que : Z =

3iz+6+4i .
— X —1-5i 1-i
Ona: Z= z-=3i xz+ !
3iz+6+4i . z—-1-5i
—+1-i
z—3i
3iz+6+4i—z+3i—5iz—15
_ z—3i xz+1—i
3iz+6+4i+z—-3i—-iz—-3  z7-1-5i
z—3i
iz—z+7i-9 z+1-i (—2i—1)z+7i—9 z+1—-i
SLZ=— — X . = X
2iz+z+i+3 z-1-5i (2i+1)z+i+3 z—1-5i
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. 7i-9 7i—-9
(=2i-1)| z+ Sl i —|z+ i1 i
S7 = —.l— XZ+ -1 &7 = ._1_ xz+ —i
. i+3 z—1-5i i+3 z—1-5i
(2i+1)| z+ Z+—
2i+1 2i+1

—(z-1-5i) z+1-i
z+1-i ><z—1—5i
Z=—-1dou Ze R*
Alors les points A,B,M et M' sont cocycliques ou alignés.

Corrigé 13

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O;ﬁ, 3) .
1) On pose: P(z)=z"—(11+6i)z2+(28+38i)z—12—-60i ou zest un nombre

complexe.
a)Pour calculer P(3) et déterminer les nombres a et btels que pour tout zde C

P(z)=(z-3)(z2+az+b), on peut utiliser la division euclidienne, une
identification ou le tableau d’Horner :

1| -11-6i | 28+38i | —12—60i
3 3 —24-18i | 12+ 60i
1| -8-6i | 4+20i 0

Alors, P(3)=0 et pour tout zde C :P(z)=(z-3)(z2+ (-8—-6i)z+ 4+ 20i).

Donc a=-8-6i et b=4+20i.

b) L’équation P(z)=0 équivauta z—3=0 ou z2+(-8-6i)z+4+20i=0

Onaz-3=0&12z=3.

Le discriminent de I’équation du second degré est

A =(-8—-6i)* —4(4+20i) = 64 — 36+ 96i —16 — 80i

A=12+16i = (4+2i)*. Donc 6=4+2i .

Les solutions sont

8+6i+4+2i
2, =——
2

Conclusion : L’ensemble de solutions de I’équation P(z)=0 est
S ={3, 6+4i, 2+2i} .

¢) Les points A, B et C sont les images des solutions de I’équation P(z)=0

avecIm(z, ) <Im(z,) <Im(z.).Donc z, =3, z, =2+2i et z.=6+4i

G barycentre du systeme{(A;2),(B;-2),(C;2)}. G est alors le quatrieme sommet

du parallélogramme ABCG.

=6+Met%=§i9§i:2=2+ﬁ.
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L affixe de G est : 7, = 2%~ 2% ¥ 2%
’ 2-242

‘e = 2(3)-2(2+20)+2(6+4i) _ 14+4i

2
2) L’application f du plan P dans lui-méme qui a tout point M du plan
associe le point M' tel que :

MM = 2MA - 2MB + (3-k)MC .

Cette question sera traitée par deux méthodes : Calcul vectoriel ou nombres
complexes
Méthodel : Calcul vectoriel
a) L’application f_est une translation si et seulement si le vecteur MM est
constant.
La fonction vectorielle de Leibniz (M —» 2MA - 2MB + (3—-k)MC) est constante si

et seulement si le poids du systeme {(A;2),(B;-2),(C;3-k)}est nul. Ce qui

=7+2i

équivaut a 3-k=0 . Soitk =3.
Alors, £, est une translation si et seulement si k =3. On obtient son vecteur en
remplacant M dans D’expression vectorielle 7=2MA -2MB +(3-k)MC par
n’importe quel point. Pour M en C on obtient v = 2CA - 2CB = 2BA .
b) Si k=3, le poids du systeme {(A;2),(B;-2),(C;3-k)} est non nul. Donc ce
systeme admet un barycentre G, et on a pour tout point M du plan
2MA - 2MB + (3-k)MC = (3—-k)MG, . D’out :
f,(M)=M'e MM = (3-k)MG, .
f,(M)=M'& MG, +G,M' =(3-k)MG,

& G M'=(2-k)MG,
Enfin, f M)=M'e G M'= (k-2)G,M
Particulierement, pour k=2 on a: f,(M)=M (:)GZ_M; =0M' =G, donc
I’application f, est constante.
G, est le barycentre du systeme {(A;2),(B;-2),(C;1D}.  Alors
CG, =2CA-2CB =2BA . Donc CG, =2CG. Alors G, est le symétrique de C par
rapport a G.
Maintenant, si ke R\{2;3}et M un point invariant par £,
ftM)=MeGM=k-2GMeGM=0sM=G,. Dol f admet un unique
point invariant Q_=G, =bar{(A;2),(B;-2),(C;3-k)}.
f, est ’homothétie de centre Q, et de rapport k-2.

alors

¢) On a Q =G, =bar{(A;2),(B;-2),(C;3-k)}
Donc m—m+(3—k)q—0=6
2BA+(3-k)Q,C=0
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Q@:Lﬁ
3-k

Alors Q, est situé sur la droite passant par C et parallele a (AB).

Comme ﬁ;eo et AB0,ona QkC;éﬁ donc Q_=#C.

Comme k=2, on a QTC;tZE donc Q #G, ou G, est le point tel que

@:2@ . G, est le symétrique de C par rapport a G. C’est aussi le
quatriéme sommet du parallélogramme ABGG,.

Conclusion : Le lieu géométrique des points Q, lorsque k décrit R\{2;3} est
la droite passant par C et parallele a (AB) privée de C et G,.

d) Le centre de gravité R du triangle AMM’ est le barycentre du systeme
{(A;1),(M;1), (M ';1)} . Alors pour tout point M du plan on a, pour k=1 :

3MR = MA + MM_+ MM’ = MA + (2MA — 2MB + 2MC) = 3MA + 2BC

D’ou 3MR -3MA = 2BC < 3AR =2BC.

Enfin AR = %ITC .D’ou le centre de gravité R du triangle AMM” est un point

fixe indépendant de la position de M. Le lieu géométrique de R est un point
fixe.
On peut aussi remarquer que, pour k=1, la transformation f est
’homothétie de centre €, =bar{(A;2),(B;-2),(G;2)} =Get de rapport k-2=-1.
Alors c’est une symétrie centrale de centre G. Donc G est le milieu du segment
[MM].
D’ou le barycentre R du systéme {(A;1),(M;1),(M";1)} est celui de {(A;1),(G;2)}.
Donc AR= %m . Comme AG=BC on retrouve le résultat précédent
AR = 2AG =2BC.

3 3
Le centre de gravité R du triangle AMM’ est fixe car le milieu G des points
variables M et M’ est un point fixe.
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Méthode2 : Nombres complexes

a) On désigne par z et z’ les affixes respectives de M et M’.

MM '=2MA -2MB +(3-k)MC & z'-z=2(z, —2)— 2(z; —2) + (3 —k)(z. —2)
©2'-2=23-2)-2(2+2i-2)+(3-k)(6+4i—-2z)
©2'=2+6-22-4-4i+22+18 -6k +12i —dki—(3-k)z

& z2'=(k-2)z+20-6k +(8—4Kk)i

Une expression de type z'=az+b avec ac R,be C.

Si k=3,0na z'=z+2-4i donc f, est une translation dont le vecteur a pour

affixe 2—4i . Soit ;[2 j
4

Si ke R\{2;3}, alors k—2#0 et k-2=1.Les points invariants sont d’affixes z
vérifiant z'=z .
20 - 6k + (8 —4Kk)i

3-k

2'=272=(Kk-2)z+20-6k+(8-4Kk)i © z =

D’ou f, admet un unique point invariant Q, d’affixe z = 20_6k3+ (:_4k)l .

D’apres la forme complexe z'=(k —2)z +20-6k + (8 —4k)i , f, est ’homothétie de
centre Q, et de rapport k-2.
20 -6k + (8 -4Kk)i -

c) L’affixe de Q,_ est z, =

3-k
( 20-6k 6k —20
Xk = =
3-k k-3
_ 84k 4k-8
T3k T k-3
( 2
W0
3 ; = 2x+y-16=0. C’est I’équation d’une droite A.
=4+——
)
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2 4
Comme (xk,yk)=[6—m,4+m] avec —i 20 et —i3¢0. On a alors
(x,¥,) #(6,4) . D’ou Q, #C(6,4).
Comme k%2, on a (X ¥ ) #(X,5,) ©
2 4
(Xk,yk)¢(6—r3,4+r3jz>(xk,yk)¢(s,0),donc Q. #G,(8,0) .

Conclusion : Le lieu géométrique des points Q, lorsque k décrit R\{2;3} est
la droite A d’équation 2x+y—16 =0 privée de C(6,4) et G,(8,0).
* Pour k=1, Q =G, =bar{(A;2),(B;-2),(G2)}. Cest le quatritme sommet du

X, = 14 7

==

parallélogramme ABCG,, avec 42 .D’ou ©,(7,2).
yl = E = 2

d) L’affixe de M’ est z'=(k-2)z+20-6k+(8—4k)i. Pour k=1, on a
z' = —z+14+4i . Alors D’affixe du point R centre de gravité du triangle AMM ' est

Z,+z+z'
R = 3
z+(-z+14+4i)+3
o=
3
Z, =%=%+%i. Alors lorsque M décrit le cercle T de centre G passant

par C, le point R reste fixe.

3) Pour tout point M du plan on a ¢(M)=2MA2-2MB2+2MC? et T, I’ensemble
des pointsM tels que o(M)=m , ot m est un réel.

La somme des coefficients est égale a 2 (non nulle). Le barycentre G de ce
systeme est le point Q,(7,2).

Alors, par transformation d’écriture on obtient ’écriture réduite
o(M) =2MG2+¢(G) .

Donc MeT, & 2MG2+@(G)=m

soit MG2 = m_T(p(G) .

Calculons ¢(G) :

On a ¢(G)=2GA2-2GB2+2GC2. On remarque que G est le point €, (7,2) .
Donc : GA2=lz, —z,| =[3-7-2i" =|-4-2i| =20

GB2=|z, —2,| =[2+2i-7-2i| =|-5]" =25

GC? =z, —z,[ =[6+4i-7-2i] =|-1+2i] =5.

Alors ¢(G)=2GA2-2GB2+2GC(?
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O(G)=2X20-2%x25+2x%5
Enfin ¢(G)=0.D’0tl MeT, @MG2=% .

Discussion suivant les valeurs de m:
m<0 : T, est]’ensemble vide.

m=0 : T estlepoint G
m>0 : [ estlecercle de centre G et de rayon r= \/% .
b) D’apres les résultats précédents, pour m=10, ’ensemble est un cercle de

10
centre G et de rayon r=\/% =\/; =5. Comme GC2=5, ce cercle passe par

C.Donc T, est le cercle de centre G passant par C.

Corrigé 14

° Soit z, =0 ,0lE R 1a solution réelle de I’équation
E: 722-(6+3)z*+(21+19)z-26(1+i)=0
Alors : o —(6+3i)o’ +(21+19)a—26(1+i)=0

o’ —60%-3io’ + 210 +19ic—26—26i =0
o’ =60’ +210—26+ (30> +190.—26)i =0

o On résout le systéme :

o’ -6’ +210.—-26=0 (1)
-30* +190-26=0 (2)

D’aprés (2) On trouve : o, = 2,0, = ?

En remplacant dans (1)on trouve que o, = 2 vérifie (1) et o, = ? ne vérifie

pas (1) Alors z, =2

o On pose P(z) =z’ —(6+3i)z* +(21+19i)z—26(1+i)

On factorise par(z-2) :

On utilise le tableau d’Horner ;
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1] -6-3i | 21+19i | -26-26i
2N 2 [-8-6i | 26+26i
1] -4-3i [13+13i | 0
Alors : P(z) = (z—2)(z* +(—4—3i)z+13+13i)

° Résolvons I’équation : z° —(4+3i)z+13+13i=0
A=(4+3i)*-52-52i=—45-28i.
Par le calcul on obtient une racine carrée 6=2—7i.

Les racines de I’équation du second degré :

_4+3i+2-7i 4+43i-2+7i

z, 1+ 5i
2 2

=3-2i; z,=

. Ensemble de solution : S ={2,3-2i,1+5i}

Corrigé 15

1) On a: az=[\/2_*/§+i\/2+*/§J2

2 2

- - -2 1
at=2 2\/§+Zi\/2 2*/§><2"'2‘/§_2"'2*/3 a2=—2\/§+2i = a’=—3+i

. Module : ‘a2‘=‘—\/§+i‘=\/37+1 = ‘az‘=2

. Argument : Soit 0 un réel tel que arga’ =0
3 . 1 St
Alors : COSG=—7, sm9=5:> arga2=?,

2.a) Module et argument dea :

° Module : ‘az‘ =2= |a| = \/E
J Argument : arga’= S?ﬂ: — 2arga= 5%5

5w
=—+k k 1
arga 12+ n, ke{0,1}
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Soit k=0:arga=5—7c
12

Soit k =1:arga=5—n+n 171c
12 12’

Comme Re(a) >0 et Im(a)>0, arga# 117—21': . Enfin,arga= i—f;
3) D’apres ce qui précede, on déduit que :
2- f

\/5
2+43

=1 2 o sins—n—

2- «f

4) Le nombre a" est réel si et seulement si arga" =knou ke Z :

arga” =k75=>51n—2n=k1c < 5Sn=12k @nzlz?k

n est un entier naturel et le nombre 12 n’est pas divisible par 5, donc k est
divisible par 5. On prend k=5k"' avec k'e Z.

arga" =kn o n=12x% <n=12k'

Alors, I’ensemble des valeurs de n tels que a" soit réel c’est les multiples de
12.

Corrigé 16

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O;u, (1) .

1) On pose: P(z)=2z>—(11+6i)z2+(28+38i)z—12—60i ou zest un nombre
complexe.

a)Pour calculer P(3) et déterminer les nombres a et btels que:

P(z) =(z-3)(z2+az+b), on peut utiliser la division euclidienne, une
identification ou le tableau d’Horner :

1| -11-6i | 28+38i | —12—60i
3 3 —24—-18i | 12+ 60i
1| -8-6i | 4+20i 0
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Alors, P(3)=0 et pour tout Zde C :P(z) =(z—3)(z2+ (-8 —6i)z + 4+ 20i) .
Donc a=-8-6i et b=4+20i.

b) L’équation P(z)=0 équivauta z—3=0 ou z2+(-8—6i)z+4+20i=0
Onaz-3=01z=3.

Le discriminant de I’équation du second degré est

A =(-8—6i)" —4(4+20i) = 64— 36+ 96i — 16— 80i

A=12+16i =(4+2i)’. Donc 8=4+2i .

= 6+4i et Zz=w=2+2i.

_8+6i+4+2i
' 2
Conclusion : L’ensemble de solutions de I’équation P(z)=0 est

S={3, 6+4i, 2+2i} .

Les solutions sont : z

Corrigé 17

Pour tout nombre complexe z on a : P(z) =z’ —(1+2c0s0)z” + (1+2cos0)z—1
ot 0 [0;2n].
l.a) Calcul deP(1):
P(1)=1—-(1+2c0s0)x1* +(1+2cos0)x1-1=0

° Pour résoudre, dans C,I’équationP(z) =0, on factorise P(z) et pour

cela on peut utiliser la division euclidienne , une identification ,ou bien le
tableau d’Horner : 1 est une racine du polynome P

1 —1—-2cos0® | 1+2cos0 -1
1 1 —2co0s9 1
1 —2cos0 1 0

Alors Pour tout nombre complexe z on a : P(z) =(z—1)(z* —2cos6z+1)

P(z)=0 < (z—1)(z* =2cos0z+1)=0
soit z—1=0 =z,=1e R
ou z>—2cos0z+1=0

Résolvons I’équation :z*> —2cos0z+1=10
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A'=(—cos)’ —1x1
= cos’6—1
=—(1-cos*0)
=(isin0)*

Donc

__cosO+isin6
1
__cosO—isin0

l

=cosO+isin®

=c0os0—-isin0

Si sin0>0,Im(z,)20=>2z, =z"'=cos0+isin® et z,=cosO—isin0 .

Donc P’ensemble de solutions de P’équation P(z)=0 dans C est:

S ={1;cos0+isin6;cos O—isin6}.

Corrigé 18

1) ABC est équilatéral direct :

c—a
b-a
DEF est équilatéral direct :

=eig = (c—a)=ei5(b—a)

=10 e s (f—d)=e>(e—d)

e—d

2) EDBG est un Parallélogramme
:fd=ﬁ:>g—b=e—d =>g=b+e-d
DCHF est un parallélogramme = h-c=f—-d
=>h=c+f-d

h-a

g—a
g—a=b-a+e-d, h-a=c-a+f-d

3) On calcule

h—a=ei§(b—a)+ei§(e—d)

h—a=ei5(b—a+e—d):h—a=ei5(g—a)
h-a

— —e

g—a

T
i
3

= AGH est équilatéral direct.
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Corrigé 19

1.a) Pour calculer P(3i) on remplace z par 3i :

P(3i) =(3i)’ —(1+4i) (31)* = (9—-1)(3i) — 6 +18i
=—27i+9+36i—27i—3—6+18i
=0

Alors le nombre 3i est une racine de P .

Donc ils existent deux nombres complexes a et b tels que pour tout ze C,
P(z)=(z-3i)(z* +az+b).

Utilisons le tableau d’Horner pour les déterminer :

1|-1-4i | -9+i | -6+18i
3i 3i -3i+3 | -18i+6
1(-1i |[-6-2i |0

D’ou a=-1-i et b=—6-2i

Alors pour tout ze C, P(z)=(z-3i)(z* -(1+i)z—6-2i)

b)Ona P(z)=0&2z-3i=0 ou 22 -(1+i)z—6-2i=0.

D’une part z-3i=0 z=3i

D’autre part, le discriminant de I’équation z* —(1+i)z—6—-2i=0 est
A=(1+i)" +4(6+2i) =24 +10i = 251+ 2x5xi = (5+i)’

D’ou & =5+i est une racine carrée de A.

Alors les solutions de cette équation sont

z'=L2<5+l>=3+i ot Z~=1+1—_2(5+1)=

-2.

Conclusion : L.’ensemble de solutions de I’équation P(z)=0 est

S={-2,3i,3+i}
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¢) En remarquant que |-2|<|[3i|<[3+i| ;onaalors z, =3+i; z, =3i et z.=-2.
Construction :

z, =3+i= A(3%1)

z, = 3i= B(0;3)

z. =—-2= C(=2;0)

On a Zy —Z, =31 -(3+1)=—3+21=1(31+2)
Zy — Z, 3i -(-2) 2+ 3i 2+ 3i

_i=¢ done (FC,IT&):%[M] et

BA

BC 1 . D’ou le triangle ABC est rectangle isocele direct en B.

d) Le point A’ est le barycentre du systeme {(A;-5),(B;6),(C;12)} . Alors

Laffixe de A’ est 7, = 2t 0% +122

A

—-5+6+12
_ —5(3+1i)+6(3i)+12(=2)
A —5+6+12
-39 +13i
ZA’ =
13
Donc : z,, =-3+i et A’(=3;1)

2.a) Puisque les points A, A’etB sont des sommets de Dellipse I' , et B

appartient a la médiatrice du segment [AA’], donc la droite (AA’) est un axe
de I et par suite le centre de T" est le milieu I de [AA].
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. Z,+12,.
Son affixe est z, =—2—*%

2
3+i+(-3+i)
2, =———
2
z, =1

Alors le centre de I'" est le point 1(0,1).

Les demi-longueurs des axes sont a=IA=|z, —z =|3+i-il=[3|=3 et
b=IB=|z, —2,|=[3i-il=]2il=2 donc a>b, d’ou c=+va’—b>*=/9-4=1/5 et
Js

2, o e 2 C
par conséquent I’excentricité de I" est e=—=e= 5
a

b) Le centre de I" est le point 1(0,1). Ses demi-longueurs des axes sont a=3 et

b=2. Alors, une équation cartésienne de I' dans le repére (O;i,j) est

(x-0)" (y-1)° 1
32 + 22 -

< 2 (y-1)
C'est-a-dire : % + % =1

¢) Pour déterminer les coordonnées (x,y) des points d’intersection de I' avec

(0Ox), on résout le systéme :

y=0
2 2
<, o=,
9 4
y=0
Ceci équivaut a < 1
—+-=1
9 4
y=0
x_3
9 4
y=0
=2
4
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27
x==%,|—
4
Donc I coupe (Ox) en deux points M[3f ] et N(i 0]
- o X? Y?
d) Dans le repere (I;i,j), I’équation réduite de T est 7+T—1 ; avec

X=x
Y=y-1
Les foyers de T sont F(c;0) et F'(—c;0) avec c=+a’—b* =/9-4=1/5

Donc F(+/5;0) et F'(—/5;0) .

Les directrices de I sont les droites D et D’ d’équations respectives

2 2

a
X=a— et X=—-.
c c

Donc X=i et X=—i.

7 75

Alors dans le repére (O;i,j)
Les foyers : F(\/g;l) et F'(— 5;1) car Y=y-1=>y=Y+1.

Les directrices ont pour équations: X = L, X= _2 car X=x.

5 75

Pour la construction voir la figure précédente.

Corrigé 20

1.a) P(z) =2 - (7+3i)z* + (12 +15i)z—4—18i
P(2)=2"-(7+3i)2°+(12+15i)2-4—-18i =8—-28—-12i+24+30i—4-18i=0.

Alors le nombre 2 est une racine de P . Donc ils existent deux nombres
complexes a et b tels que pour tout ze C, P(z) = (z-2)(z* +az+b) . Uutilisons le
tableau d’Horner pour les déterminer :
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1|-7-3i | 12+15i | -4-18i
2 2 -10-6i | 4+18i
1|-5-3i | 2+9i 0

D’ou a=-5-3i et b=2+9i

Alors pour tout ze C, P(z)=(z-2)(z*-(5+3i)z+2+9i)

b) P(z)=0< z=2 ouz®—(5+3i)z+2+9i=0. Pour cette derniére équation

on a A=(5+3i)"-4(2+9i)=8-6i=(3-i)’, donc ses solutions sont
(5+3i)+(3-1) . (5+3i)-(3-1)
Z, = =4+i et z,=
2 2
I’équation P(z)=0 sont z,=2;z, =4+i et z, =1+2i.

=1+2i. D’ou les solutions de

¢) Comme Im(z,)<Im(z,)<Im(z,) alors z, =2;z, =4+i et z, =1+2i.

On a 2277 _ 1+2_l_2 = _1+_21 = l(l+_2) =i, d’ou le triangle ABD est
z,—-z, 4+i-2 2+i 2+i

rectangle isocele et direct en A.

2° a) Le point C est donc un sommet du carré ABCD alors son affixe est

2o=-2,+2;+72,=3+3i, donc Daffixe du barycentre du systeme
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92, — 62, +22. 18-24—6i+6+6i
9-6+2 5
barycentre du systeme {(A;9),(B;—6),(C;2)}.

{(A39),(B;—6),(C;2)} est =0. D’ou O est le

b) Soit @(M)=9MA’—-6MB’+2MC’. Pour tout point M du plan, on a
©(M) =5MO? +90A* —60B’ + 20C’ donc
o(M) =5MO” +36—102+ 36 =5MO* —30.

Alors Me T, & ¢(M) =-10 < 5MO’ =20 & MO’ =4.

Donc T, est le cercle de centre O et de rayon 2, il passe par A.

¢) Soit y(M) =4MA* —6MB’ + 2MC".
On remarque que Y(A) =4AA* —6AB’ +2AC* =-10, donc AeT,

Pour tout point M du plan, on a w(M)=2MA.i+y(A)=2MA.ii—10 avec
ii=4MA - 6MB +2MC=6IB oit I est le barycentre du systtme {(A;2),(G1)},

2 =2t [T, Alors y(M) =12MA.IB - 10
! 3 3

MeT, oy(M)=-10 = MA.IB=0. Donc I,est la droite perpendiculaire a

donc

(IB) passant par A.
d) Soit 6(M) = (9MA — 6MB + 2MC) (MA — MB + MC) = 5MO.MD
Soit J le milien de [ODI, L’affixe de J est donc zJ=%zD=%+ialors

MO.MD = MJ> —%ODZ =MJ>? —%.

. 2
Pour tout point M du plan on a donc (S(M)=5MJ2—T5 et alors

MeT, @SMJZ—?=10@MJ2=E

Alors Test le cercle de centre J et de rayon %\/E .Or AJ? =? donc le cercle

I', passe par A.

3°a) L’écriture complexe de S est de la forme z'=az +b avec
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S(A)=B
S(B)=D

{ZB =az, +b
z,=az; +b

1+2i=a(4+i)+b

a=-1+i
b=6-i

Donc I’écriture complexe de S est z'=(-1+i)z+6—1i.

{4+i=23+b

Donc le rapport de S est |-1+i/=+/2,

3
son angle est une mesure de arg(—1+i) = Tn
6-i 13 4.

et son centre est le point Q d’affixe p=———=—"+—1i.
1-(-1+i) 5 5

b)Ona S =s[§2;\/§;¥)

2018
donc par composition des similitudes : S$*** = s(Q;(x/E ) ;%TEXZ()IS)

Alors : §*® = s(Q;Z"’”;—gj

¢) On a §* =s(§2;(\5)4 ;%x4j:>84 =s(Q;4;m) c’est donc ’homothétie h de

centre Q et de rapport —4 et on a S*® =h’ est ’homothétie de centre Q et de
rapport 16.

En plus on a 2020=4[8] ce qui montre que 2020** =4*"[8]. Or

42070 = M0 — pPAMERE _ 0T 2% = 2% x 8 , un multiple de 8, donc 47 =0[8] .

2020
0

Ce qui montre I’existence d’un entier k tel que 202 =8k et par conséquent

8k _ 48k

que S* =§% qui est ’homothétie de centre Q et de rapport (—4)

D’oit S est une homothétie de rapport positif.
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V. EXERCICES DE SYNTHESE

Exercice 1

Dans I’ensemble des nombres complexes C, on pose:
P(z)=z"—(4+8i)z* +(-16+20i)z +24+8i .
1.a) Calculer P(2i).
b) Déterminer les complexes o et B tels que pour tout complexe Z on a:
P(z)=(z-2i)(z* + 0z +P)

¢) Résoudre I’équation P(z) =0.

Exercice 2

Soit Z1=1+i\/§, z, =\/E—i\/5et Z, =ﬂ

V2-iv2’
1) Ecrire z,,z, et z, sous forme trigonométrique.
2) Ecrire z, sous forme algébrique.

7 7
3) En déduire les valeurs exactes de cosl—;c et sin% .

4) Justifier les affirmations suivantes :

2019

Le nombre (z,)” est réel.

2019

Le nombre (z,)”" est imaginaire pur.

Exercice 3

Déterminer suivant les valeurs de 6 (0 [0;27]) le module et I'argument de

chacun des nombres complexes suivant:

z, =c0s0+i(1+sind),
z, =1+co0s0+isin0,

z,=1+sin0—icosO
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z,=1+itan®

. _ 1+cosO+isin®
> 1+cos@—isin®’
, = 1+itan®
¢ 1-itan®’
Exercice 4

1) Pour tout nombre complexe z on pose : P(z) =z’ +(2—2i)z> + (2—4i)z—4i.

a) Calculer P(2i).

b) Déterminer les nombres a et btels que pour tout z on a:
P(z) =(z-2i)(z* +az+b).

¢) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexe, I’équation P(z)=0.

2) On considere, dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé

(O;G,C), les points A, B et C d’affixes respectives z, =—1—1i,z; =2i et

Z.=—1+i.
a) Placer les points A, B et C dans le repere (O; u R ;) .

b) Déterminer I’affixe du point D tel que ABCD soit un parallélogramme.

¢) Déterminer et construire I’ensemble des points M d’affixe z telle que :
lz+1-i=3.

Exercice 5

2T

2n
Soit z=e¢ 7 .Onpose a=z+z>+z°*.

1) Calculer 0c+& et 00&

o 2 4n 8n 1
2) En déduire que : 0087 +C0S— +C0S— = ) ;
2 4m . 8m 7
etque sin—+sin—+sin—=——.
7 7 2
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Exercice 6

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé (O;:l,;).

z—3—i
z2—-1-2i°

1) Calculer le nombre o =f(1+3i) puis ’écrire sous formes algébrique et

Pour tout nombre complexe Z tel que z # 1+ 2ion pose : f(z) =

trigonométrique.

2) On consideére les deux points A et B d’affixes respectives z, =1+2i et
Z; =3+1.

Déterminer et représenter dans le méme repere les ensembles I', des points
M du plan d’affixe z dans chacun des cas suivants :

a) I', tel que |f (z)| =1; b) I', tel que f(z)soit imaginaire pur. ;

¢) T, tel que f(z)soit réel ; d) T, tel que [f(z)—1|= J5.

3.a) Déterminer et représenter dans le repere précédent un point C tel que le
triangle ABC soit rectangle isocele en C (deux solutions possibles).

b) Vérifier que C est commun entre I', et I, .

Exercice 7

Simplifier les expressions suivantes:

C, =1+cosx+cos2x+---cosnx ;
1) . . . ; (On pourra calculer C, +iS,)
S, =sinx+sin2x +---sinnx

C,= cos® x +¢0s” x0s 2x + -+~ + cos" xcosnx
2) ) ; (On pourra calculer
S,=cosxsinx +cos” xsin 2x+ - +cos" xsinnx

C, +iS,).

Exercice 8

1) Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes 1’équation :
7" -22-2-4i=0

2) On considere le polynome P définie sur C par:
P(z) =2’ —(2+2i)z* -22-8+4i.
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a) Calculer P(2i)et déterminer deux vréels a et b tels que
P(z)=(z-2i)(2’ +az+b)
b) Résoudre, dans ’ensemble C I’équationP(z)=0.

3) Dans le plan complexe muni d’un repere orthonormé direct, on désigne par

A, B et Cles points d’affixes respectivesz, = (1+i)*, z, = % etz, = ;_il .
+1 + 31

a) Donner la forme algébrique de z, ,z, et z.
b) Placer les points A, B et C

¢) Déterminer et construire D’affixe du point Dtel que ABDC soit un
parallélogramme.

_(1-i)z+2

4) Soit f I’application définie pour tout complexe z #3+i par f(z) 3
Z—95-—1

z+1+i

Montrer que pour tout z#3+i,ona: f(z)=01-1i) 3
7Z—0-—1

5) Déterminer et construire les ensembles de points M dans chacun des cas
suivants :

a. I', tel que |f(z)| =4/2.
b. T, tel que arg(f(z)) =; [x]

c. T, tel que arg(f(z)) =%Tn [x]

d. T, tel que |f(z)-1+i[=2v10.

Exercice 9

On muni le plan complexe d’un repére orthonormal direct (O,i,V). Soit f,

I'application qui associe au point M d’affixe z le point M’ d’affixe z’ telle

1
que : z'=(a+5i)z+4—4a—2i, aeC

1) Reconnaitre 1'application f, et la caractériser pour chacune des valeurs

suivantes du nombre complexe a :
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R}
a)a=1—li b)a=2—li c) a=£ d) a=l
2 2 2 2

2) Dans la suite de I’exercice on suppose que a€ R et on note 6 =arg(a+ %i) .

Soit les points M (3;0) et Q(4;0). Pour tout entier naturel ne N on pose
M,,, =f (M,). On note z, I’affixe du point M .

a) Calculer et écrire sous forme algébrique : z, et z, en fonction de a.
1.,
b) Montrer que pour tout ne N ona: z =4—(a+—1i)".

¢) Pour tout ne N on pose: V, = |zn —4| . Pour quelles valeurs de 6 ; la suite

(V,) est elle convergente ?

d) Calculer en fonctionden: etS = de .
k=0

e) Pour a =%; déterminer la nature du triangle QM M, . Placer les points

M, ; M, et M,. Calculer S, et limS  puis interpréter géométriquement.
n—yoo

Exercice 10 (Bac)

On considére un triangle ABC de sens direct et on construit a I’extérieur de ce
triangle trois triangles ACQ,BAR et CBP rectangle et isocele respectivement
en A,B et C.Soient P', Q'et R' les milieux respectifs des segments [BP],

[CQ] et [AR].

L’objectif de cette partie est de montrer que les triangles ABC, PQR et
P'Q'R' sont de méme centre de gravité. On considere le plan complexe muni
du repeére orthonormé (O;:l ,;). Soient a ,b,c,p,q,r, p',q'etr' les affixes
respectives des points A ,B,C,P,Q,R,P',Q'etR".

1) Faire une construction illustrant les données précédentes.

b

2.a) Montrer que p'= 1_fiicpuis écrire q'en fonction de a et ¢ ; r'en

fonctionde a et b.
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b) Calculer p'+q'+r'en fonction de a, b et ¢ puis en déduire que les triangles
ABC et P'Q'R'ont le méme centre de gravité G d’affixe g .

3) Exprimer chacun des complexesp ,q et r en fonction de a ,b et c puis

montrer que les triangles ABC et PQR ont le méme centre de gravité G.

Exercice 11 (Bac)

1) Dans DP’ensemble des nombres complexes C, on pose:
P(z)=z'+(2-2)z" +(-2-8i)z—8+4i.

a) Calculer pP(2i).
b) Résoudre I’équation P(z)=0.
2) Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé (O;u,v), on considére

. . 1, 2
la transformation f d’expression : z'= Eiz +3t 2i.

a) Montrer que f est une similitude directe. Préciser le centre A , le rapport et
un angle de f.

b) Calculer I’affixe z. du point C image de B(-1,-3) par f. Vérifier que le

triangle ABC est rectangle. Placer les points A , B et C sur la figure.
¢) Calculer DPaffixe =z, du point G Dbarycentre du systeme
S={(A,2);(B,3);(C,-D}.

3.a) Déterminer puis construire les trois ensembles I',,I',et I",des points M du
plan définis par :
Me T, & 2MA*+3MB* -MC* =16
MeT, & MB*-MC? =16
Me T, < (2MA +3MB—MC).(MB —MC) = 0

b) Que peut-on dire a propos de la position relative des ensembles T',et I',?

Exercice 12 (Bac)

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé (O;ﬁ,;). Pour tout

nombre complexe z on pose : P(z)=2"—(4+8i)z’ +(-14+24i)z+32+4i .

1.a) Calculer pP(2i) et déterminer deux nombres a et btels que pour tout

nombre complexe z ona: P(z)=(z-2i)(z’ +az+b).
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b) En déduire I’ensemble des solutions de I’équation P(z)=0.On note z ,z,etz,
ses solutions avec |z, <|z,| <|z,|.

¢) Soit A,BetC les points d’affixes respectives z,,z, etz,. Déterminer I’affixe du
point G barycentre du systéeme {(0,5);(A,-7);(C,4)}. Placer A,B ,C et G surla
figure.

2) Pour tout nombre complexe zon pose : Q(z) = z* — (4+6i)z—2+16i .

On note T D’ensemble des points M d’affixe z tels que Q(z) soit imaginaire
pur (ou nul).

a) En posant z=x+iy, donner une équation cartésienne de I" et montrer que

I est une conique de centre G .

b) Préciser les sommets et I’excentricité de I puis la construire dans le repere
précédent

Exercice 13 (Bac)

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O;ﬁ,?) .

1) Pour tout nombre complexe z on pose P(z) =z’ —(5+4i)z” +(7+10i)z+5-10i .
Calculer P(i) puis déterminer les solutions z;z, et z,de I’équation P(z) =0 avec
Re(z,) <Re(z,) <Re(z,).

2) On considere les points A, B et C d’affixes respectives z,; z, et z, .

a) Déterminer la nature du triangle ABC .

b) Soit G le barycentre du systeme {(A,13); (B,-3);(C,2)} . Déterminer I’affixe du
point G.

¢) Déterminer et construire I’ensemble I des points M du plan tels que

13MA’ -3MB* +2MC* =12

3) On considere I’hyperbole H de centre G qui passe par C et dont A est un
sommet.

a) Déterminer le 2°™ sommet de H.
b) Vérifier que I’équation de H peut s’écrire sous la forme x*-3(y —2)2 =-3.

¢) Donner I’équation réduite de H puis déterminer ses foyers, ses asymptotes
et son excentricité et la construire.
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Exercice 14 (Bac - traduit)

Le plan complexe est muni d’un repere
orthonormé (O;ﬁ,;). Pour tout nombre
complexe z on pose :
P(z) =2 —(9—i)z* +(28-5i)z—32+4i .
1.a) Calculer P4).
b) Déterminer deux nombres a et btels
que pour tout nombre complexe z on a:
P(z) = (z—4)(z* +az +b). En déduire
I’ensemble des solutions de I’équation
P(z)=0.
2) On considere les points A, B et C images
des solutions de I’équation P(z)=0 tels que
zy, =4, Imz; >0 et Imz.<0.
a) Donner D’expression complexe de la
similitude directe s de centre C qui
transforme A en B. Déterminer le rapport
et un angle de s.
b) Soit g=so.s. Pour tout point M(x,y)on
note gM)=M"' ; et M'(x',y")
en fonction de x et y.
3) Pour tout nombre complexe z on pose :
Qz)=2*-(5-i)z+8-i .
On note I' ID’ensemble des points M
d’affixe z tels que soit imaginaire pur (ou
nul).
a) En posant
équation cartésienne de I" et montrer que

. Ecrire x’ y’

z=x+iy, donner une

I" est une hyperbole de centre Q(g,—%) .

b) Préciser les sommets et les asymptotes
de I'puis la construire.

e  Lguda galad) (g glunall il
.(O;u,v) aliiiag aild
Pl 7 gdie s JKI(1
P(z) =z’ —(9-i)z” + (28 —5i)z — 32+ 4i
sa Opalland P4) ol (al
:C ez Mosicuna b
P(z)=(z—4)(z2+az+Db)
Uslaal) 4380l 32eY) de gara A Ja(b
P(z)=0
Jdsba use CuB ¢ A hidlll yiiai(2
¢z, =4 &a P(z) =0 dlaal
«Imz. <0 9 Imzy >0
s silsal) 4Ll 4pa8al) 3 jlad) oo (a
B A S C oS e
54059 A 2 (b
1l gaie e JA (3
r ¢y, Qz)=z>—(5-i)z+8—i
Guayz G AV hadil ds gana
(Lagira o) Uiay WLAS Q(z) ¢Sy
L8 S Waakeele z=x+iy s (a
83850 2 adad T O (g T A sannall
.Q(é,_l) Al

2’ 2
o T el G Bl g (iadl) 3 (b
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1. RESUME DE COURS

Divisibilité dans Z
1) Définition

Soient a et b deux entiers relatifs, on dit que b divise a s'il existe un entier
relatif k tel que a = kb. On note: bla

Remarques
. On dit aussi que a est un multiple de b ou b est un diviseur de a.
. 1 et -1 divisent tous les nombres.

. Un nombre ¢ admet au minimum 4 diviseurs : {1;-1;a;-a}.

2) Propriétés

Soient a, b, ¢ trois entiers relatifs et n un entier naturel non nul.

1. (abetbla)e (a=boua=-b)

2. (a|betblc)=>alc (transitivité )

3. (claetcb) = c|ma+vb);uveZ (divisibilité par combinaison linéaire)
4. alb=-a|b

5. alb=a<[bj; b=0

6. a|b= a|bc pour tout entier ¢

7. a|b= ac|bc pour tout entier ¢ non nul.

8. (a—b)|(a“-b“); ne N’

9. Sin estimpair alors (a+b)|(a"+b"); neN’

3) Criteres de divisibilité

Soit n un entier naturel

n Criteres de divisibilité par n (en écriture décimale)
10 | Le chiffre des unités est 0.

2 Le chiffre des unités est paire :0, 2, 4, 6, 8.

5 Le chiffre des unités est 0 ou 5.

4 Le nombre formé par les deux derniers chiffres est divisible par 4
25 | Le nombre formé par les deux derniers chiffres est divisible par 25.
8 Le nombre formé par les trois derniers chiffres est divisible par 8.

125 | Le nombre formé par les trois derniers chiffres est divisible par 125.
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n Criteres de divisibilité par n (en écriture décimale)
La somme des chiffres qui le composent est divisible par 3.
9 La somme des chiffres qui le composent est divisible par 9.

w

11 La différence de la somme des chiffres de rang impair et de la somme
des chiffres de rangs pair ( en partant de la droite ) est divisible par 11.
7 Le nombre de dizaines diminué du double du chiffre des unités est
divisible par 7.

Soustraction alternée des tranches de trois chiffres divisible par 7.

13 | Le nombre de dizaines augmenté de 4 fois le chiffre des unités est
divisible par 13.

Soustraction alternée des tranches de trois chiffres divisible par 13.

Division euclidienne

1) Division euclidienne dans N

Soient a et b deux entiers naturels, avec b # 0. Il existe un unique couple (q;r)

d’entiers naturels tels que a =bq+ravec 0<r<b.

2) Division euclidienne dans Z
Pour deux entiers relatifs a et b avec b =0, il existe un unique couple (q;r)

avec qe Z,re N tel que : a = hq+ravec 0<r<b|.

a b q R
dividende diviseur quotient reste, reN, (r=0=bla)

3) Congruence
Soient a et b deux entiers relatifs, et n un entier naturel non nul.

Définition et notation
On dit que a et b sont congrus modulo n si a et b ont le méme reste dans la
division euclidienne par n.

Onnote a=b (n)OU a=b (modn)
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Propriétés

Soient a, b, ¢, a’ et b’ des entiers relatifs, et n un entier naturel non nul.

1. a=b (n) o b=a (n)
2. a=b(n)o a-b=0(n)
3. a=b (n)e nl(a-b)
4. nja & a=0 (n)
5. n=0 (n)
6. a=a (n)
7. a=b (n)>
= a=c (n)

b=c (n)

8. a=b (n
() —a+a’=b+b’(n)

a’=b’(n)

. a=b (n
() =a—a’=b-b'(n)

a’=b’(n)

10. a=b (n)>
= aa'=bb'(n)

=b'(n)
11. a=bm)=a’ =b’(m) pour tout p de N,
12. a=b(n)= ac=bc(n)

4) Nombres premiers

1)Définition

Un nombre entier naturel p est premier s’il possede exactement deux diviseurs
positifs: 1 et p lui-méme.

2)Théoreme

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2 . n admet au moins un diviseur

premier.

Si n n'est pas premier alors il admet au moins un diviseur premier p tel que

pS«/H .
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3)Critere de primalité

Si un entier naturel n n’est divisible par aucun nombre premier dont le carré
lui est inférieur ou égal, alors il est premier.

4)Théoremes

Théoréme 1: 1l existe une infinité de nombres premiers (Théoreme d’Euclide ).

Théoréme 2: Tout entier naturel n > 1 s’écrit de facon unique sous la forme
d’un produit de facteurs : n=p;" Xpy* Xpg’ X..Xpy  ou P;,P;>P55-»P, sont des

nombres premiers et o,,q,,a,,..,0. des entiers naturels. On note

r
— %
n—”pk .
k=1

5) Crible d’Eratosthene
Pour trouver les nombres premiers, on peut utiliser le « crible d’Eratosthéne :

2 | 3 | 4|5 | 6|7 | 8|9
00| 11 | 12| 13 14 15 16 17 18 19
20 i 22 23 24 26 o7 28 29
30 31 32 38 34 36 37 38 39
:,,,,,,40’" 41 42 43 :,,,,,,44’"' 45 ;,,,,46/ 47 ;,,,48""

PGCD

1) Définition

a et b sont deux entiers naturels non nuls. Le plus grand élément des diviseurs
communs de a et b est appelé Plus Grand Commun Diviseur de a et de b, on le
note PGCD(a ;b)ouaAab.

Si a et b sont des entiers relatifs non nuls : PGCD(a;b) = PGCD(|al;|b])

Arithmétique 90

01_Maths M Inner.indd 90 03/02/21 8:32 pm



2) Propriétés

a, b et ¢ étant trois entiers naturels non nuls.

1 claet c[b < ¢|PGCD(a;b)
2 bla=b= PGCD(a;b)
3. PGCD(a;b) = PGCD(b;a)soit arb=bnaa
4 PGCD(a; PGCD(b;c)) = PGCD(PGCD(a;b) ;c)soit
an(bac) = (aAb)Aac
5. aPGCD(b;C) = PGCID(ab;ac) Soit a(b A c) =ab A ac
6. a, b et g sont trois entiers positifs.
e glaetglb e glaetglb
g =PGCD (a,b) & o 2 b &1 il existeuetv
a.2_
g g tels que ua+vb=g

3) Algorithme d’Euclide

Théoreme

a et b étant deux entiers naturels non nuls tels que a>b et a=bq+r avec

0<r<b

Si r=0, alors PGCD(a;b) =b, sinon (r=0), PGCD(a;b) = PGCD(b;r).

En d’autre termes :
a,be N*,
a>bh, r=0= PGCD(a;b)
a=bq+r,|r#0= PGCD(a;b)
0<r<b.

Propriété

PGCD (b;r)

Lorsque b ne divise pas a, le PGCD de a et b est le dernier reste non nul

obtenu par ’algorithme d’Euclide.

4) Nombres premiers entre eux

Définition

Deux entiers naturels non nuls a et b sont premiers entre eux (ou étrangers) si

PGCD(a ;b) =1.
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5) Théoreéme de Gauss
Soit a, b et ¢ trois entiers naturels non nuls.
Si a et b sont premiers entre eux et si a|bc alors alc.

Conséquences

Soit a, b, ¢ et p des entiers naturels non nuls.

eajc,

D ble, = bl

¢ PGCD(a,b) =1.

2)

e p est premier
pestp ’>:> plaoup|b

e p|ab.

e p est premier,
3) e PGCD(p,a) =1, )= | PGCD(p,ab) =1]
¢ PGCD(p,b)=1.

Si a et b sont premiers entre eux et si a|bc alors alc.

6) Petit théoreme de Fermat

Théoreme
Soit p un nombre premier et a un entier naturel premier avec p (non divisible
par p) alors a*~'-1 est divisible par p.

Corollaire
Soit p un nombre premier et a un entier naturel. Alors a”-a est divisible par p.

En d’autres termes :

e p est premier,

> = |a" -a est divisible par p

e a un entier naturel.
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PPCM

Définition

Soit a et b deux entiers naturels non nuls. L’ensemble des multiples positifs
communs a a et b admet un plus petit élément.

On appelle Plus Petit Commun Multiple de a et de b le plus petit entier
strictement positif commun a a et a b. On note PPCM(a ; b)ou avb

Propriétés

1. a|b=PPCM(a;b)=b

2. PGCD(a;b)=1= PPCM(a;b)=ab

3. PPCM(a;b)=PPCM (b;a)SOit avb=Dbva

4. PPCM(a; PPCM(b;c)) = PPCM(PPCM(a;b) ;c)soit
av(bve)=(avb)ve

5. aPPCM(b;c) = PPCM(ab;ac)soit a(bvc¢) =abvac

6. PPCM(a;b)xPGCD(a;b)=ab soit (avb)(aab)=ab

Equations diophantiennes

1)Théoreme

a et b sont deux entiers naturels n on nuls et d=PGCD (a,b). Il existe deux

entiers relatifs x et y tels que ax+by=d.

Autrement dit :

abe N,
d =PGCD (a,b)

> = |il existe deux entiers relatifs x et y tels que ax+by =d

2)Théoréeme de Bézout

Soit a et b deux entiers naturels non nuls. a et b sont premiers entre eux si et
seulement si il existe deux entiers relatifs x et y tels que xa+yb=1.

Autrement dit :

abe N, il existe deux entiers relatifs

a et b sont premiers entre eux xety telsquexa+yb=1

3) Théoreme

a, b et ¢ étant trois entiers naturels. L’équation ax+by =c admet des solutions

entieres si et seulement si ¢ est un multiple de PGCD(a,b).
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Systemes de numération

1) Systéeme de numération décimale (ou « en base 10 ») :

Dans notre systeme habituel de numération, on dispose de 10 symboles
(chiffres) : 0,1,2,3,...9 pour écrire tous nos nombres.

Tout nombre peut donc se décomposer en une somme de puissances de 10.

2) Systeme binaire (ou « en base 2 ») :

Ce systeme ne se compose que de deux symboles : 0 et 1 ; ce qui est tres
pratique pour toute I’électronique puisqu’il n’y a que deux possibilités : le
courant passe ou ne passe pas. Tout nombre se décompose donc ici en
«paquets de 2 » au lieu de « paquets de 10 », et donc en puissances de 2.

3) Systeme octal (ou « en base 8 ») :

Le systéme octal utilise un systeme de numération ayant comme base 8 (octal
=> latin octo = huit).

Il faut noter que dans ce systeme nous avons 8 symboles seulement : 0, 1, 2, 3,
4,5,60,7.

Cette base obéira aux méme regles que la base 10, vue précédemment,

4) Systeme hexadécimal (ou « en base 16 ») :

On dispose ici de 16 symboles et on décompose selon les puissances de 16. Les
chiffres s’écrivent ainsi : 0;1;2;3;4;5;6;7:;8;9;A;B;C;D;E;F.
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5) Tableau de correspondance entre base 2, base 8, base 10 et base 16:

Base 10 Base 2 | Base 8 | Base 16
0 0 0 0

1 1 1 1

2 10 2 2
3 11 3 3
4 100 4 4
5 101 5 5
6 110 6 6
7 111 7 7
8 1000 10 8
9 1001 11 9
10 1010 12 A
11 1011 13 B
12 1100 14 C
13 1101 15 D
14 1110 16 E
15 1111 17 F
16 10000 20 10
17 10001 21 11
18 10010 22 12
19 10011 23 13
20 10100 24 14
32 100000 40 20
48 110000 60 30
64 1000000 100 40
100 1100100 144 64
200 11001000 310 C8
400 110010000 620 190
500 111110100 764 1F4
800 | 1100100000 1440 320
1000 | 1111101000 1750 3ES8
2000 | 11111010000 3720 7D0
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II. QUESTIONNAIRES & CHOIX MULTIPLE

QCM 1

Dans ce QCM, une seule des réponses proposées a chaque question est
correcte.

1) Quel est I’ensemble des entiers relatifs n tels que n-1 divise n+17 :
A. {2;3;4;7;103;19 ;0 ;-1 ;-2 ;-5 ;-8 ;-17}
B. {2:;3;4;7;10;19 ;-1 ;-2 ;-3 ;-5 ;-8 ;—17}
C. {1:;2;4;6;9;-6;-9;-18}
D. {0;1;2;4;-1;9;—6 ;-9 ;—18}

2) On divise un entier naturel n par 139 et 142. Les quotients sont égaux et
les restes respectifs sont 74 et 32. Quelle est la valeur de n ?

A. 1452

B. 1464

C. 2020

D. 3271

3) On sait que a est un entier naturel, et que le reste de la division euclidienne de a
par 90 est 75.Quelle est le reste de la division euclidienne de a par 45 ?

A. 40
B. 35
C. 30
D. 25

4) Le PGCD de 8534 et 6526 est :
. 26

B. 104
C. 251
D. 502

>

5) Le PPCM de 72 et 180 est :
A. 270
B. 360
C. 720
D. 1800
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QCM 2

Dans ce QCM, une seule des réponses proposées a chaque question est
correcte.

1) Soit n un entier naturel. Quels sont les entiers toujours premiers entre eux ?
Tn+1et 3n+2.

n+S5et n—-2.

2n+5 et n+2

2n-1et 11In+3.

2) x et y sont deux entiers naturels tels que PGCD(x,y) =3 et x + y = 27. Quelle
valeur de x peut étre un élément d’un couple solution ?

9

18

21

27

3) Soit n un entier naturel.n’ —n est toujours divisible par :
11
14
20
21

4) Quelle affirmation est vraie ?
2020 = 1 [22]

20207 = 1 [22]
20207 = 1 [23]
2020% = 1 [23]

5) Quelle affirmation est fausse ?
2019” -2019 = 0 [19]

2020" 1= 0 [19]
2019 -2019= 0 [19]
2019*"" -2019 = 0 [2019]
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III. ENONCES DES EXERCICES CORRIGES

‘ Exercice 1

1) Trouvez, suivant les valeurs de I'entier naturel 7, le reste de la division euclidienne
de 5" par 7.

2) Trouvez le reste de la division euclidienne de  2021>**
3) Soit X=2011""*" + 2014”"*

a) Montrez que pour tout entier naturel n, X est divisible par 7.

par 7.

b) Montrez que pour tout entier naturel n, X est divisible par 25.

¢) X est — il divisible par 175 ? Justifier.

‘ Exercice 2 (Bac)

1) On considére 1'équation (E) : 2017x+ 41y =1, ou x et y sont des entiers relatifs

a) Vérifier que 2017 est un nombre premier puis montrer que I’équation (E) admet des
solutions entiéres.
b) Vérifier que le couple (— 5;246) est une solution particuliére de (E). Résoudre I’équation

(E).

¢) Déduire qu’il existe un unique entier y inférieur ou égal a 2016 tel que : 41y = 1[2017]

Pour la suite de I’exercice on rappelle qu’un entier a est I’inverse de b modulo 2017 si
ab=1[2017].

2) Soient a et b deux entiers relatifs.

a) Montrer que : si ab= 0[2017] alors (a = 0[2017] oub= 0[2017])
b) Déduire que : si a’= 1[2017] alors (a 51[2017] oua=-— 1[2017])

¢) Quels sont donc les entiers de ’intervalle [1;4033] qui sont égaux a leurs inverses modulo
2017 ?

Exercice 3
En rangeant les n pieces de son puzzle, un enfant constate que :

S’il les range par groupe de 5, il lui reste 3 pieces.
S’il les range par groupe de 7, il lui reste 2 pieces.
S’il les range par groupe de 9, il lui reste 1 piece.

S’il les range par groupe de 11, il ne lui reste plus de piéces.
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Sa mere affirme qu’alors 2n-11 est divisible par 5,7, 9 et 11.
1) A-t-elle raison ?

2) Combien ce puzzle contient de pieces sachant que ce nombre est inférieur a 2020 ?

‘ Exercice 4 (Bac)

1) On considere 1'équation (E) : 25x-49y =5, ou x et y sont des entiers relatifs.

a) Déterminer le pged de 49 et 25 a I’aide de I’algorithme d’Euclide et en déduire que
I’équation (E) admet des solutions entieres.

b) Vérifier que le couple (10 ; 5) est une solution particuliere de (E). Résoudre
I’équation (E).

¢) Montrer qu’il existe un unique entier p compris entre 1960 et 2018 tel que :
25p=5[49].

2.a) Justifier que si (x,y)est une solution de (E) alors 5x=1[7] et y=0[5].

b) Montrer que 5x =1[7] si et seulement si x =3[7].

3.a) Soit x un entier relatif. Quels sont les restes de x* dans la division euclidienne
par7 ?

b) Existe-t-il un couple (x,y) d’entiers relatifs tels que (Xz,y2 ) soit solution de (E) ?

| Exercice 5 ‘

Quels sont les entiers n tels que n° - 1 soit divisible par 9 ?

‘ Exercice 6

On considere I'équation (E) : 11x-7y =25 , ou x et y sont des entiers relatifs.

1.a) Justifier que I’équation (E) admet des solutions entieres et vérifier que le couple
(8,9) est une solution particuliere de (E).

b) Déterminer 1'ensemble des solutions de (E).
2) Soit (x,y) une solution de (E).

a) Montrer que si x est un diviseur de y, alors x est un diviseur de 25.

. . . . . . 20+11
b) Soit m un entier relatif. Existe-t il des valeurs de m telles que le quotient #
m
soit un entier relatif ?
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| Exercice 7

On donne les nombres suivants en base 10 : A =1268 et B =2098.
Convertir ces nombres :

1) En binaire

2) En base 3

3) En base 5

4) En base 7

5) En base 8.

| Exercice 8

On donne les nombres suivants en base 10 : X =1216 et Y =8091.
Convertir ces nombres en hexadécimal .

’ Exercice 9

Effectuer les opérations suivantes :

1) En base2: 110010110+ 10001110 =
2) En base 8 : 5612+ 7572 =
3) En base 16 : 1D21+F1BC =

| Exercice 10

Convertir en décimal les nombres suivants qui sont donnés en représentation
hexadécimale :

a) 3DE18
b) SAFCE.
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IV. CORRIGES DES EXERCICES

Corrigé 1

1)Ona:

5 =1[7]
5'=5[17]
5 =4[7]
15 =6[7]
5 =2[7]
55 =3[7]
5°=1[7]

On en déduit que pour tout entier k :

5% =1[7]
541 = 5[7]
5%+ =4[ 7]

| 5%+ = 6[7]

5%+ =2[7]

5%+ =3[7]

2) On a 2021=7x288+5,donc 2021=5 [7] et 2021 =5 [7].

D’autre part, 2020 = 6x336+ 4, donc 2020 est du type 6k +4.
Alors 5 =5%*=2 [7].

On en déduit que le reste de la division euclidienne de 2021%2°

3)Ona X=2011"""" + 2014 |
a) On a 2011=7x287+2,donc 2011=2 [7] et 2011=-5 [7]

par 7 est2.

On a aussi 2014=7x287+5, donc 2014=5 [7] .

2n+1

Donc 2011°"*' =(-5)"" =-5""*" [7] (car 2n+1 est impair) ;
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et 2014*"*' =5*"*"  [7]. Par addition 2011°"*' + 2014***' =0[7] . Alors,

pour tout entier naturel n, X est divisible par 7.

b) On sait que 2011=11 [25] et 2014=14=-11 [25].

En élevant a la puissance impaire 2n+1 et par addition on trouve que
2011°"*" + 2014*™*' =0[25] . Alors, pour tout entier naturel n, X est

divisible par 25.

Remarque :

Le nombre X=2011"""'+ 2014™*" est divisible par la somme 2011+ 2014
car la puissance 2n+1 est impaire. Donc X est divisible par 2025 qui est un
multiple de 25. Alors X est divisible par 25.

¢) Le nombre X est divisible par deux entiers 7 et 25 qui sont premiers entre
eux. Alors X est divisible par leur produit qui est 175 .

Corrigé 2

1) a) Vérifions que 2017 est un nombre premier :

Comme /2017 =44.9 , et les nombres premiers inferieurs a 45 sont :

2;3;5;7;11;13;17;19;23;29;31;37;41 etd3 ; et comme 2017 n’est divisible
par aucun de ces nombres, il est alors premier.

b- Vérifions que (—5,246) est solution de ’équation (E) : 2017x+41y =1 ,
Ona: 2017 (—5) +41%x246 =-10085+10086 =1

Donc le couple (-5,246) est solution de I’équation (E) .

Résolution de I’équation (E) :

Comme 2017 A41=1 alors I’équation (E) admet des solutions entieres. Soit
(x;y)un couple solution de I’équation (E) :

2017x +41y = 2017 (=5) +41(246) < 2017 (x+5) =41(246-y)

Donc 41 divise 2017 (x+5) or 41A2017 =1

Donc d’apres le théoréme de Gauss : 41 divise x+5 ,
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D’ou il existe ke Z , tel que x+5 =41k soit x=-5+41k ,

En remplacant x+5 par 41k dans ’égalité 2017 (x+5)=41(246—y) on
obtient y =246-2017k .

Donc S ={(-5+41k,246 - 2017k );k € Z]

¢) Montrons qu’il existe un unique entier naturel y inférieur ou égal a 2016 tel
que : 41y =1[2017]

Soit y un entier naturel inférieur ou égal a 2016 vérifiant : 41y =1[2017]

Il existe donc un entier x tel que 41y =1+ 2017><(—x) soit 2017x+41y =1

par conséquent (x ; y) est solution de I’équation (E) et y =246—-2017k, ke Z
0<246—-2017k <2016 d’ou — 0,87<k <0,12 donc k=0 et y =246

2) Soient a et b deux entiers relatifs

a) Montrons que si a.b =0[2017] alors a=0[2017] ou b =0[2017]

2017|ab

,car 2017 est premier
2017 Aa=1

Si ab =0[2017]et a£0[2017] alors {

Donc d’apres Gauss 2017|b et b=0[2017]
Par conséquent soit a=0[2017] ou b=0[2017]
b) Montrons que si a’ =1[2017] alors a=1[2017] ou a=-1[2017]
Si a® =1[2017] alors a*-1=0[2017] = (a—1)(a+1)=0[2017]
D’apres 2) a) soit a—1=0[2017] ou a+1=0[2017]
a=1[2017] ou a=—1[2017]

c) Déterminons les entiers de l’intervalle [1,4033] qui sont égaux a leur
inverse modulo 2017 :
Supposons qu’un entier a est égal a son inverse, c-a-d que a’= 1[2017 ] alors

a=+1[2017]
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Soit a=1 [2017] ou bien =-1 [2017]

a=2017k+1, keZ a=2017k -1, keZ
1<a<4033 - 1<a<4033
1<2017k +1<4033 1<2017k —1 <4033
0 <k < 3033 2 <2017k <4034

2017 0,0009 <k <2
0<k<1,99 — k=louk=2
= k=0,0u k=1 a=2016 ou a=4033
a=1ou a=2018

Donc les entiers de D’intervalle [1,4033] qui sont égaux a leurs inverses

modulo 2017 sont {1, 2018,2016,4033} .

Corrigé 3

1) Soit n le nombre de pieces du puzzle.

S’il les range par groupe de 5, il lui reste 3 pieces. Alors n=3 [5]
S’il les range par groupe de 7, il lui reste 2 piéces. Alors n=2 [7]
S’il les range par groupe de 9, il lui reste 1 piece. Alors n=1 [9]

S’il les range par groupe de 11, il ne lui reste plus de piéces. Alors n=0 [11]

On en déduit que :

2n-11=6-11=-5=0[5]
2n-11=4-11=-7=0][7]
2n-11=2-11=-9=0[9]
2n-11=-11=0[11]

Alors 2n—11 est divisible par 5,7, 9 et 11. Sa meére a raison.
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2) Le nombre 2n — 11 est divisible par quatre nombres premiers. Alors il est divisible
par leur produit 5X7x9x11=3465.

Il existe un entier k tel que 2n—11= 3465k .
D’autre part n < 2020 = 2n—-11< 4029

Alors la seule valeur possible de kest k =1.
k=1=2n-11=3465= 2n=3476 = n=1738

Conclusion : Le puzzle contient 1738 pieces.

Corrigé 4

1.a) Pour appliquer I’algorithme d’Euclide on effectue les divisions euclidiennes
successives :

49=25x1+24
25=24x1+1
24=1x24+0

Le dernier reste non nul de la division euclidienne de 49 par 25 est égal 1. Alors
pged(49,25)=1.
L’équation (E) : 25x—49y =5 admet des solutions entieres car le pgcd(25,49) divise
5.
b) Pour vérifier que le couple (10 ; 5) est une solution particuliere de (E), on
remplace dans (E) :
On a 25x10—49x5=250-245=5 . Alors le couple (10 ; 5) est une solution particuliere
de (E).
Pour résoudre (E) :
On sait tout couple (x,y) solution de (E) 25x -4y =3
n sait que pour tout couple (x,y) solution de (E) on a :
uerp ple oy 25%10-49x5=5
Ce qui implique, par soustraction, que : 25(x—10)-49(y -5)=0
Ce qui équivaut 4 : 25(x—10)=49(y - 5)

49(25(x - 10)

Cette derniere égalité montre que
25/49(y - 5)
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49|(x - 10)
Or pged(49,25)=1 , d’apres le théoréme de Gauss :

25|(y - 5)
c N N . x —10 =49k . |x=49k +10
Ce qui équivaut a : « il existe un entier k tel que » 3 SOi
y —5=25k y=25k+5

Réciproquement ; quel que soit ’entier k on montre en remplacant dans (E) que le
couple (49k +10,25k +5) est solution de (E).

Conclusion : les solutions de (E) sont les couples de la forme (49k +10,25k +5)
avec ke Z.
¢) Pour tout entier pon a :
25p=5[49]e Iqe Z: 25p=49q+5
& 25p-49q =5
= (p,q) est solution de (E)

{p =49k +10

keZ
q=25k+5

Cherchons les valeurs de p comprises entre 1960 et 2018 :
1960 <p <2018 & 1960 <49k +10< 2018
<1950 <49k <2008
S 49%39+39<49k <49%x41+9
k=40
car il existe un seul multiple de 49 (nombre du type 49k) compris entre 49x39 + 39

et 499x41+9 . C’est 49 x40 Enfin, la seule valeur possible de p est
p=49x40+10=1970. Donc p =1970

Conclusion : Il existe un unique entier p compris entre 1960 et 2018 tel que :
25p=5[49]

2.a) Si le couple (x,y)est une solution de (E) alors 25x—-49y =5 ce qui implique que

25x-5=49y.Donc 5(5x—-1)=7x7y d’ou 7 divise le nombre 5(5x-1). Or 5 et 7 sont
deux nombres premiers - donc premiers aussi entre eux, d’ou d’apres le théoreme de
Gauss, 7 divise 5x—1 . Alors il existe un entier k tel que 5x—1=7k . Donc5x =7k +1
ce qui prouve que 5x =1[7]

D’autre part si le couple (x,y) est une solution de (E) alors 25x-49y =5 ce qui
montre que 49y = 5(5x—1). Donc 5 divise le nombre 49y . Or 5 et 49 sont premiers

entre eux ( 5 est premier et ne divise pas 49) , alors 5 divise y. C’est-a-dire que
y = 0[5]

Arithmétique 106

01_Maths M Inner.indd 106 03/02/21 8:33 pm



b) Si x=3[7], alors 5x=5x3[7].Donc 5x=1[7] .
Réciproquement : les restes de divisions possibles d’un entier x par 7 sont les

éléments de I’ensemble : {0,1,2,3,4,5,6}

Dressons le tableau de congruence modulo 7 pour x et 5x :

x [7]1 [o[1[2]3]4[5]6

sx [7]1 |0]5]3 642

On en déduit que 5x =1[7] implique que x =3[7].

Conclusion :Pour tout entier relatif x : 5x =1[7] si et seulement si x =3[7].

3.a) Dressons le tableau de congruence modulo 7 pour x et x* .

x [7]1 [o]1]2]3T45]6

X [71]0]1]al2]2]4]1

On en déduit que pour tout entier x, le reste de la division euclidienne de x* par 7 est
un élément de ’ensemble {0;1;2;4}

b) D’apres la question 2) pour que le couple (xz;yz) soit solution de (E)il faut que

5x* =1[7] . Ce qui implique que x* = 3[7] et ceci est impossible car le reste 3

n’appartient pas a ’ensemble précédent{0;1;2;4} des restes de la division euclidienne

de x’* par7.

Conclusion : il n’existe aucun couple (x,y)d’entiers relatifs tels que (x*,y?) soit
solution de (E).

Autre méthode : Pour que le couple (Xz;yz) soit solution de (E) il faut que
25x% —49y* =5
Donc (5x—7y)(5x+7y)=5 Les décompositions possibles de 5 dans Z sont

5x1,1x5,(=5)x(-1),(-1)X(-5) ,

Alors I’équation 25x> —49y2 =35 se ramene a I’un des quatre systemes suivants, avec

(x,y) entiers relatifs:
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5x-T7y=5 5x-7y =1 5x-T7y=-5 S5x-7y=-1
5x+7y=1 s |Sx+7y=5 5x+7y=-1 > |5x+7y=-5-

L’addition (ou la soustraction) des équations de chaque systeme implique une
contradiction (x ou y non relatif).

Par exemple I’addition des équations du premier systeme implique 10x = 6, ce qui est
impossible dans I’ensemble des entiers relatifs.

On conclut qu’il n’existe aucun couple (x,y)d’entiers relatifs tels que (x*,y?)soit
solution de (E).

Corrigé 5

Si n est un multiple de 3, alors n* est un multiple de 9 . Donc n° est divisible

par 9. C'est-a-dire que n® - 1 n’est pas divisible par 9. C’est le cas ou n
congru 0 ; 3 ou 6 modulo 9.

Sinon :

n=1[9]=n°=1[9]=n’-1=0[9]
n=2[9]=n’=8=-1[9]=n°=1[9]=n‘ -1=0[9]
n=4[9]=n=64=1[9]=n"=1[9] = n° -1=0[9]
n=5[9]=>n=-4[9]=n’=-1[9]=n°=1[9] = n° -1=0[9]
n=7[9]=>n=-2[9]=n*=1[9]=n°=1[9]=>n’-1=0[9]
n=8[9]=n=-1[9]=n’ =1[9] > n’-1=0[9]

Conclusion : Les solutions sont donc tous les entiers non divisibles par 3.

Corrigé 6

11x -7y =25 (E)
1. a) Existence des solutions entié¢res de (E) et solution particuliére :

On sait que 7 et 11 sont des nombres premiers distincts, donc ils sont
premiers entre eux, c’est-a-dire que PGCD(7,11) = 1. Et comme 1 divise 25
alors (E) admet des solutions dans Z.
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D’autre part: 11 X8 —7 X9 =88 — 63 = 25, ce qui signifie que le couple
(8,9) est une solution particuliére de (E).

b) Résolution de (E) :

Si (X,y) est une solution générale de (E), alors : 11x — 7y = 25.

Et comme : 11 X 8 — 7 X 9 = 25. Alors par soustraction :

11x-8)—-7(y—9) =0
=>11x-8)=7(y-9) ()

Donc 7 divise 11(x — 8).

Or PGCD(7,11) = 1, alors d’apres Gauss 7 divise (x — 8).

Donc il existe un entier relatif k tel que : x — 8 = 7K, c’est-a-dire :
x=7k+8

En injectant cette valeur de x dans la relation (), on obtient :

11x7k=7(y—9)

Ce qui implique que :
y=11k+9

Réciproquement :

Six =7k + 8ety =11k + 9 avec Kk un entier relatif, alors :

11x-7y=11X7k+ 11 X8 -7 X 11k—7Xx9=11x8—-7x%x9 =25

Et ainsi I’ensemble des solutions de (E) est :

|S = {(7k + 8,11k + 9); k € Z}|

2. (x,y) est une solution de (E).

a) Montrons que si X est un diviseur de y, alors x est un diviseur de 25 :
si x est un diviseur de y, alors il existe k € Z tel que : y = kx.

Mais comme (X, y) est une solution de (E), alors :

11x— 7y = 25
= 11x — 7kx = 25
= x(11 - 7k) = 25

Ce qui implique que x est un diviseur de 25.

Ainsi, si X est un diviseur de y, alors x est un diviseur de 25.
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b) m est un entier relatif. Voyons s’il existe des valeurs de m pour lesquelles le

) 20+11m ) )
quotient ————— est un entier relatif :
15+7m

On sait que :
20+ 11m=11(m + 1) + 9
Et:
15+7m=7(m+ 1)+ 8
Donc le couple (15 + 7m, 20 + 11m) est une solution de (E) car (m + 1) € Z.

20+11
Si le quotient # est un entier relatif, alors (15 + 7m) divise (20 +
+/m

11m, ce qui implique, d’apres la question 2. a), que : 154+7m divise 25.

Or les diviseurs de 25 sont : —25, —5, —1, 1, 5 et 25, alors I’un des cas ci-
dessous se pose :

15+ 7m = —25 = 7m = —40 : impossible car m est un entier relatif.
15+ 7m = —5 = 7m = —20 : impossible car m est un entier relatif.
154+ 7m = —1 = 7m = —16 : impossible car m est un entier relatif.
15+ 7m =5 = 7m = —10 : impossible car m est un entier relatif.

15+ 7m = 25 = 7m = 10 : impossible car m est un entier relatif.

15+7m=1=7m = —-14 = m = —2: pour cette valeur de m, le quotient

20+11m L. 20-22
est égal a

15+ 7m 15-14

= -2 est bien un entier relatif.

20+11
Ainsi, la seule valeur de m pour laquelle le quotient % est un entier

+7m
relatif est : .

Corrigé 7

Pour convertir un nombre donné en systeme décimal (base 10) en une autre
base :

1) On divise le nombre décimal par la base du nouveau systéme : on obtient un
quotient entier et un reste qui sera utilisé pour former un chiffre de la
nouvelle représentation dans le nouveau systéme ;
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2) On continue en divisant le quotient entier de 1'opération précédente par la

base et on en tire un deuxieme reste comme précédemment ;

3) On recommence cette opération jusqu'a ce que 1'on obtienne un quotient

égal a zéro.

4) Le résultat obtenu est constitué de tous les restes des divisions, écrits de

gauche a droite, en partant du dernier vers le premier.

A) On commence par le nombre A =1268 :

En base 2 :

Dividende |[Diviseur(base){Quotient [Reste
1268 2 634 0
634 2 317 0
317 2 158 1
158 2 79 0
79 2 39 1
39 2 19 1
19 2 9 1
9 2 4 1
4 2 2 0
2 2 1 0
1 2 0 1

Il faut lire les restes de bas en haut, ce qui donne : 1268 =(10011110100),

En base 3 :

Dividende |[Diviseur(base)|Quotient [Reste
1268 3 422 2

422 3 140 2

140 3 46 2
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46 3 15 1
15 3 5 0
S 3 1 2
1 3 0 1

Il faut toujours lire les restes de bas en haut, ce qui donne : 1268 = (1201222),

En base S :

Dividende [Diviseur(base)|Quotient |Reste
1268 S 253 3

253 5 50 3

S0 S 10 0

10 S 2 0

2 5 0 2
Alors 1268 =(20033),

En base 8 :

Dividende [Diviseur(base)|Quotient |Reste
1268 8 158 4

158 8 19 6

19 8 2 3

2 8 0 2

Alors 1268 =(2364),
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B) Pour le nombre B =2098 :

En base 2 :

Dividende [Diviseur(base)|Quotient |Reste
2098 2 1049 0
1049 2 524 1
524 2 262 0
262 2 131 0
131 2 65 1
65 2 32 1
32 2 16 0
16 2 8 0
8 2 4 0
4 2 2 0
2 2 1 0
1 2 0 1
Alors 2098 =(100000110010),

En base 3 :

Dividende [Diviseur(base)|Quotient |Reste
2098 3 699 1
699 3 233 0
233 3 77 2
77 3 25 2
25 3 8 1
8 3 2 2
2 3 0 2

Alors 2098 =(2212201),

Arithmétique

01_Maths M Inner.indd 113

113

03/02/21 8:33 pm



En base 5 :

Dividende |[Diviseur(base){Quotient [Reste
2098 5 419 3
419 5 83 4
83 5 16 3
16 5 3 1
3 5 0 3
Alors 2098 =(31343),
En base 8 :
Dividende |[Diviseur(base)|Quotient [Reste
2098 8 262 2
262 8 32 6
32 8 4 0
4 8 0 4
Alors 2098 = (4062),
Corrigé 8
1) Pour le nombre X =1216 :
Dividende |[Diviseur(base)/Quotient Reste
1216 16 76 0
76 16 4 12=C
4 16 0 4
Alors 1216 =(4C0),,
2) Pour le nombre Y = 8091 :
Dividende |[Diviseur(base)/Quotient Reste
8091 16 505 11=B
505 16 31 9
31 16 1 15=F
1 16 0 1

Alors 8091=(1F9B),.
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Corrigé 9

1) En base 2 : 110010110+ 10001110 =1000100100
2) En base 8 : 5612+ 7572 =15404

3) En base 16 : 1D21 + F1BC = 10EDD

Corrigé 10

On décompose suivant les puissances de 16, et on remplace les symboles
A,B,C,D,E, F par leurs équivalents en base 10 :

1) Pour le premier nombre :

3DE18 =3x16* +Dx16° + Ex16* +1x16"' + 8x16°

=3x16*+13%x16* +14x16> +1x16" + 8x16°
= 253464

(3DE18),, =(253464),,
2) Pour le second nombre :

8AFCE =8x16" + A x16° + Fx16” + Cx16"' + Ex16"

=8x16* +10x16”> +15x16> +12x16' +14x16"
= 569294

(BAFCE),, =(569294),, .
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V. EXERCICES DE SYNTHESE

Exercice 1

1) Ecrire I'ensemble des entiers relatifs diviseurs de 6.
2) Déterminer les entiers relatifs n tels que n — 4 divise 6.
3) Déterminer les entiers relatifs n tels que n — 4 divise n + 2.

4) Déterminer les entiers relatifs n tels que n + 1 divise 3n — 4.

Exercice 2

Déterminer le reste de la division par 7 du nombre 32°*' .

Exercice 3

1) Déterminer les restes de la division de 5° par 13 pour p entier naturel.

2) En déduire que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, le nombre
N=31"*" 4+ 18" est divisible par 13.

Exercice 4

p et q sont des entiers naturels.
1) Démontrez que 2/7 —1 est divisible par 2" —1 et par 27 -1.
2) Déduisez en que pour que 2" —1 soit premier, il faut que n soit premier.

3) Prouvez a I’aide d’un contre-exemple que la condition « n est premier » n’est pas
suffisante pour que 2" —1 soit premier.

Exercice 5 (Bac)

1) On considére dans Z*, I’équation (E): 7x-5y=1

a) Justifier que le couple (3;4) est solution de (E) puis résoudre (E).

b) Montrer que si (x;y) est une solution de (E) alors {; i i{%
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2) Dans cette question on se propose de déterminer I’ensemble S des entiers relatifs A

tels que {i 2 g{ﬂ

a) Soit A un élément de S. Démontrer qu’il existe un couple d’entiers (x;y) tel que
A =7x+3=>5y+4 ou (x;y) est une solution de (E)

b) En déduire que A € S si et seulement si A =24[35].

¢) Soit n et a deux entiers naturels (0 <n<9) et B un entier qui s’écrit, en base n, sous

la forme 374a . Déterminer n puis en déduire I’écriture décimale de I’entier B sachant
qu’il appartient a S.

Exercice 6 (Bac)

On considere I'équation (E) : 5x—3y =17 , ol x et y sont des entiers relatifs.

1.a) Justifier que I’équation (E) admet des solutions entieres et vérifier que le couple
(4,1) est une solution particuliere de (E).

b) Déterminer 1'ensemble des solutions de (E).
2) Soit (x,y) une solution de (E).

a) Montrer que si x est un diviseur de y, alors x est un diviseur de 17.
b) Soit m un entier relatif. Trouver les valeurs de m telles que le quotient ‘1‘4——5 soit
+

un entier relatif.

Exercice 7

1) On considere dans 7Z x 7 1’équation (E) :18a + 23b = 2001.

a) Montrer que pour tout couple (a, b) solution de (E) a est un multiple de 23
et b un multiple de 3.

b) Déterminer une solution de (E).
¢) Résoudre (E).

2) Déterminer les couples (p, q) d’entiers tels que 18d + 23m = 2001, ou d
désigne le pged de p et q, et m leur ppcm.

Exercice 8

1. On considere I’équation (E) : 8x+ 5y = 1, ou (x ; y) est un couple de nombres
entiers relatifs.

a. Donner une solution particuliére de I’équation (E).
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b. Résoudre I’équation (E).

2. Soit N un nombre naturel tel qu’il existe un couple (a ; b) de nombres
N=8a+1

entiers vérifiant : .
N=5b+2

a. Montrer que le couple (a ; b) est solution de (E).
b. Quel est le reste, dans la division de N par 40 ?

3. a. Résoudre I’équation 8x + Sy = 100, ou (x ; y) est un couple de nombres
entiers relatifs.

Exercice 9

1) Vérifier les conversions suivantes du nombre X
Base 2 3 5 8 10 16
X 1000111101101 | 20021222 | 121324 | 10755 4589 11ED

2) Compléter le tableau de conversion

Base 2 3 5 8 10 16

X 4203

Y 6724

y/ 1C2D

Exercice 10

1. Résolution d’une équation

On considere I’équation (1) : 11n —24m =1 d’inconnue (n, m) élément de /.
a. Justifier, a I’aide de I’énoncé d’un théoreme, que cette équation admet au moins
une solution.

b. En utilisant I’algorithme d’Euclide, déterminer une solution particuliere de
I’équation (1).

c. Déterminer I’ensemble des solutions de I’équation (1).
2. Recherche du PGCD de 10" -1 et 10> -1
a. Justifier que 9 divise 10" —1 et 10** -1.

b. Soit (n, m) un couple quelconque d’entiers naturels solutions de (1). Montrer que
I’on peut écrire
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(10" -1) - 1010**" -1) = 9.

¢. Montrer que 10" -1 divise 10" -1

Déduire de la question précédente I’existence de deux entiers N et M tels que :
(10" ~1HN -(10* -1HM =9.

d. Montrer que tout diviseur commun a 10> -1 et 10" -1 divise 9.

e. Déduire des questions précédentes le PGCD de 10* -1 et 10" -1.

Exercice 11

1. En utilisant ’algorithme d’Euclide, déterminer le PGCD des nombres 28 et 31.
Trouver alors deux nombres x et y entiers relatifs tels que 31x — 28y = 1.

2. Résoudre dans I’ensemble des entiers relatifs I’équation 31x — 28y = 414.
3. Le plan est rapporté au repére orthonormal (O;7, /).

On donne les points A(-30 ; — 48) et B(82 ; 76). On appelle (D) la droite (AB).

a. Trouver I’ensemble des points M(x ; y) de (D) dont les coordonnées sont des
nombres entiers relatif’s.

b. Le repere utilisé pour le graphique est gradué de —10 a +10 en abscisses et de —14 a
+14 en ordonnées. Vérifiez et expliquez pourquoi il n’y a pas de point de (D) a
coordonnées entieres visible sur le graphique.

¢. Pour remédier a I’inconvénient du 3.b. on décide d’agrandir la fenétre a [-40 ; +40]
en abscisses et a [-50 ; +10] en ordonnées. Combien y-a-t-il de points de (D) a
coordonnées entieres sur ce nouveau graphique ? Faire la figure.

Exercice 12

Les nombres 1 ; 11 ; 111 ; 1111 ; etc. sont des nombres que I’on appelle rep-units
(répétition de I’unité). Ils ne s’écrivent qu’avec des chiffres 1. Ces nombres possedent
de nombreuses propriétés qui passionnent des mathématiciens.

Cet exercice propose d’en découvrir quelques-unes.

Pour k entier strictement positif, on note N, le rep-unit qui s’écrit a I’aide de k
chiffres 1.

Ainsi Ny =1, N, =11, N; =111, ...

1. Citer deux nombres premiers inférieurs a 10 n’apparaissant jamais dans la
décomposition d’un rep-unit. Justifier brievement la réponse.

2. A quelle condition sur k le nombre 3 apparait-il dans la décomposition du rep-unit
N; ? Justifier briévement la réponse.
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k-1

3. Pour k > 1, le rep-unit N, est défini par N, = Z:l()i =1+10+100+...+ 10",

i=0

Justifier I’égalité : 9N, =10" —1 pour tout entier k > 1.

4. Soit k un entier strictement positif. Démontrer que : « 10* =1(7)» équivaut i « k

est multiple de 6 ».

En déduire que 7 divise /V; si et seulement si k est multiple de 6.

Exercice 13 (Bac- traduit)

On considere I'équation (E) : 25x-9y=5,
ou x et y sont des entiers relatifs.

1.a) En utilisant I’algorithme d’Euclide,
déterminer deux entiers relatifs u et v tels
que 25u+ 9v =1. En déduire une solution

particuliére (x,,y,) de (E).

b) Déterminer 1'ensemble des solutions de

(E).
2) On désigne par dle PGCD de x et y ou
(x,y) est une solution particuliere de (E).

a) Quelles sont les valeurs possibles de d ?
b) Quelles sont les solutions (x,y)de (E)

telles que x et y soient premiers entre eux?
¢) Peut-on trouver un couple (x,y)

d’entiers relatifs tel que (x°,y”)soit

solution de (E) ? Justifier votre réponse.

&a (B): 25x—9y=5 Aalaall ydad
Jesaa gl y 9x

RRETENC R IV Y PENKES WY ER |
058 Cuaa v 9 u (dsaua (i
Lald Sa il , 25u+9v =1

. (B) Aaall (x,,y,)

(E) Jsis ds sa2a & (b

& Adal) dsliad) d el i (2

da (x,y) Cusy gx Cpanll o)
(E) dalaall

0 daall AiCaal) adl) A L (a

(E) daball (x,y) Jsladl & L (b
Calsl y 9 x Ol ¢S Lgdad o A
lagy Lad

A Ga (x,y) E8J ) OSa i (c
Ma (3, y7) st Cuag daaal
s s S(B) Aaleall
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Dans les ouvrages de la collection ESSEBILAU BAC -
Mathématiques vous trouverez chaque trimestre:

Des résumés de cours pour réviser rapidement et mémoriser les formules

Des QCM pour I’entrainement et la maitrise des notions du programme

Des exercices corrigés variés et progressifs pour teser et approfondir vos

connaissances

v Des exercices de synthése et des problémes non corrigés pour préparer
éfficacement I’épreuve du Bac

v" Quelques traductions pour améliorer le niveau d’acquisition.
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