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Deuxiéme partie

Rappel sur les suites numériques

1 Généralités et définitions

1.1 Suites

On rappelle les définitions concernant les suites réelles.
Définition 1.1. Soit E # &. Toute fonction u définie de N vers E est appelée suite des éléments de E. C’est a dire

w:N— F

— On note une telle application u,, .
— Le nombre wu,, est appelée le terme général de la suite (uy,).
— La fonction u est notée par (u,)nen ou simplement (uy,).

Exemples 1.2.

! u:N—R
I
n —>u(n)—un—n+1.
2.
u:N*"— R
1
n —)u(n):unzﬁ.
3.

u:N—R

n — u(n) =u, =e".
Définition 1.3. Si E =R, (u,)nen est appelée suite numérique.

Remarques 1.4.

1. On appellera aussi suite les applications dont l’ensemble de départ est N privé de ses premiers élélments jusqu’a certain
rang c’est & dire (Wp)n>n, tel que ng € N.

Exemple 1.5. La suite ( est définie pour n > ng = 2.

)
n(n—1)
2. Une suite peut étre définie de trois facons difffentes :

(a) Soit directement par une formule, en général une fonction f et on a pour n € N : u(n) = f(n). C’est ce qu’on
appelle une formulation explicite de la suite.

Exemple 1.6. Pour tout n € N, on a u,, = (71)”(303(%), U, = sinn.

(b) Soit donner une caractérisation proprié€té des termes de la suite (uy).
Exemple 1.7. u,, =0 si n premier et u, = 1 sinon. (u,) représente la n-éme décimale du nombre 7.

(c) Soit en exprimant u,y1 en fonction du terme précédent w, et en définissant une valeur initiale, comme par
exemple :

Exemple 1.8. On définit la suite (up)nen comme suit :

{ Ug = a,
Up1 = f(un)

c’est ce on appelle une formulation par récurrence.
Exemple 1.9. On définit la suite (up)nen comme suit :

Ug = 2,
Upt1 = SUp + 2 pour tout n € N*.



Premiére Année & distance-module : Analyse 1. S1.Année : 2020-2021.

Définition 1.10. L’ensemble A = {u,; n > no} est appelé Uensemble des valeurs de (uy,).
Exemple 1.11. On définit la suite (u,) par : u, = (—1)"; Vn € N. Alors, I’ensemble des valeurs de (u,) est {—1,1}.
Définition 1.12.

1. La suite numérique (un)nen est stable si : Ing € N tel que VYn > ng, ty, = Up,.
Exemple 1.13. On définit la suite (up,)nen parug = —1, VYn € N*,w,, = 1. La suite (u,)nen est stable car Ing =1 €N
tel que Yn > 1,u, = u; = 1.

2. Soit a € R. La suite némurique définie pour tout n € N par u,, = a est appelée la suite constante a.

Exemple 1.14. Pour tout n € N on a u, =1 alors (u,) est la suite constante 1.

3. La suite numérique définie pour tout n € N par u, = 0 est appelée la suite nulle.

1.2 Opérations sur les suites

Définition 1.15. ( Suite somme)

Soient (up)nen €t (Vn)nen deux suites numériques. La somme de (un)nen €t (Un)nen est la suite numérique dont le terme
général est u,, + v, c’est a dire (up,) + (vy) = (up + vy).

Exemple 1.16.
n+1 1 n+1 4 1

)+ () = (

(

n

Définition 1.17. ( Suite produit)
Soient (up)nen €t (Vn)nen deux suites numériques. Le produit de (u,) et (v,) est la suite numérique dont le terme général
est up, X v, c’est @ dire (upn) X (Vn) = (Un X vy).

Exemple 1.18.
n+1 1 n+1 1

) x (=) =( X =)

n n n n

(

Définition 1.19. ( Suite produit par un scalaire)
Soient (Up)nen, (Un)nen deus suites numériques et A € R. Le produit de (uy,) par \ est la suite numérique dont le terme
général est (Auy,) c’est a dire X X (u,) = (Auy,).

Exemple 1.20.

n—+1 n-+1

4 x ( - )= (4 x - )
_4n—|—4
- —

Définition 1.21. ( Suite quotient)
Soient (Uy)nen €t (Vn)nen deuz suites numériques. Si pour tout n, on a vy, # 0 alors la division de (uy,) sur (v,) est la suite

(tn) _ (tm)

L . Up .
numérique dont le terme général est — c’est a dire

Un, (Uﬂ) Un
Exemple 1.22.
(n + 1) n+1
n _ ( n )
1 1

DN

Définition 1.28. ( Suite inverse)
Soit (up) une suite numérique. Si pour tout n on a u, # 0, alors linverse de la suite (uy) est la suite numérique dont le

. T, 1 1
terme général est — c’est 4 dire —— = (—)
Unp (un) Un,
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Exemple 1.24.

—_

()

|
—
3|
N

1.3 Suites numériques majorées, minorées, bornées
Définition 1.25.

i) On dit que (up)nen est magjorée si
IMeR:u, <M; VneN.
1
Exemple 1.26. On considére la suite (uy,)nen telle que u, = —.
n
On a pour tout n € N* :

U, = — <1,

3=

alors (up)nen+ est magjorée par 1.

it) On dit que (up)nen €st minorée si
dneR:u, >m; VnéeN.

Exemple 1.27.

- On consideére la suite (up)nen+ telle que u, = —

On a pour tout n € N* :

1
Uy = — >0,
n

alors (un)nen~ est minorée par 0.
- Ainsi, la suite (uy)nen- telle que u, = e™ est minorée car pour tout n € N*, on a

e > 1.
i1i) On dit que (upn)nen est bornée si elle est magjorée et minorée.
1
Exemple 1.28. La suite (uy)nen+ telle que u, = — est bornée car elle est majorée et minorée.
n

Proposition 1.29.
La suite (un)nen est bornée ssi la suite (up)nen est magjorée, c’est & dire

YneN: lun| < M.

Exemple 1.30.

a) La suite ((—1)")pen est bornée car
VneN: [(-1)"=1<1.

b) Ainsi la suite (un)neny = (sin(n))nen est bornée car
VneN: |sin(n)| < 1.
1.4 Suites monotones
Définition 1.31. 1) On dit que (u,)nen est croissante si

VneN: wupy1p —u, >0.
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2)

3)

4)

5)

Exemple 1.32. On considére la suite (u,)n>2 telle que :  u, = n? —5n; Vn > 2.

Remarquons que pour tout n > 2, on a

Upi1 —Up, = ((n+1)?=5(n+1)) - (n? —5n)
= ((n*+2n+1-5n—-5)— (n*> —5n)

n?—3n—4—n?+5n

= 2n—4>0.

Alors (un)n>2 est croissante.

- Ainsi, la suite (up)neny = (€")nen est croissante.
On dit que (u,)nen est strictement croissante si
VneN: wupp1 —u, >0.

Exemple 1.33. On considére la suite (up)nen telle que : u, =n+1; Yn € N.
Remarquons que pour tout n € N, on a
Unt1 —Up = (N+2)—(n+1)
Alors (un)nen est strictement croissante.
1
- Ainsi, on considére la suite (up)nen+ telle que : w, =1— —; ¥Yn € N*.
n

Remarquons que pour tout n € N*, on a

Up41 — Un = (1_ni1)_<1_%)
B 11
7n+1+ﬁ
_ 1
n(n+1) 0

Alors (un)nen+ est strictement croissante.

On dit que (u,)nen est décroissante si
VneN: wupy1p—u, <0.

Exemple 1.34. On considére la suite dont le terme général est u,, = 5n — n? telle que n > 2.
On a pour tout n > 2 :
Upt1 — Up =4 —2n <0,

alors, (un)n>2 est décroissante.

On dit que (u,)nen est strictement décroissante si

VneN: wupp1 —u, <O0.

1
Exemple 1.35. On considére la suite dont le terme général est u,, = 1+ — telle que n € N*,
n

On a pour tout n € N* :

1 1
i1 =ty = (14 ——=)— (14—
=y = (14— =)= (14 )
1 1

n+1 n
-1

= ——<0.
n(n—|—1)<

Alors, (un)nen+ est strictement décroissante.

On dit que la suite (u,)nen est monotone si elle croissante ou décroissante.
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2 Suites convergentes

2.1 Les suites qui convergent vers un réel [

Définition 2.1. Soient (un)nen une suite numérique et | € R.

On dit que (up)nen tends vers | quand n tend vers linfini et on écrit liIE Uy, =1 ssi les termes de la suite deviennent
n—-+0oo

ausst proche que l’on veut n devient assez grand. Autrement dit, pour toute € > 0 que 'on se donne a l'avance, la
suite (un) est toute entiére comprise, ou dela d’un certain rang ng (qui dépend de ) dans Vintervalle [l —e,1 + €].

Cela nous ameéne a la formulation officielle, qu’il faudra bien retenir car nous Uutiliserons sans arrét. On dit, pour une suite
(un), que sa limite est | quand n tend vers 400 si :

Ve>0,3dng eN: VYn>ng: |lu, =1 <e.

1
Exemple 2.2. La suite (u,)nen définie par u,, = e pour tout n € N est tend vers 0 lorsque n tend vers +o0, c’-a-d :
n
lim w, = 0.
n—-+oo
En effet, par définition de la limite on a

n—+oo 1

1
lim w, =0 ssi Ve>0, EnOGN:VnZnO:|W70|<6.

1
Soit € > 0, on cherche l'existence d’un entier naturel ng € N tel que 1 < e.
n
On a
1 1
<e = n+1>-
n+1 €

1
= n>-—1.
€

1
Choisissons ng = max(0, E(g —1)+1), on obtient

1 1
A 0,3dng = 0,FE(-—-1 1 N:Vn > |l——— =0 .
e > 0,3np = max(0, (5 J+1) € n > ng |n+1 | <e

2n2+5_

szr3 el

Exemple 2.3. Soit u, =
202 +5 2

O 1. —_— = =,
na n—1>r-§1:1<>o 3nZ2+3 3

En effet, par définition de la limite on a

2n? +5 2 2n? +5 2
= - ) : > Hle———<
Jm o s =35 s Ve >0, dng e N: Vn >ng |3n2+3 3|<€
2n?2+5 2 9
Soit € > 0, on cherche lexistence d’un entier naturel ng € N tel que |% - g\ <eg, c-a-d : |m| <e.

Donc e.

—_ <

n2+11

Do : n?>=—1.
5

On distingue les deux cas suivants :

1" cas : (0<e<1)

1 1
->1=--1>0.
€ €

51 1
n>-—-1=n>4/--—1.
e e

Donc

1
Alors, on peut choisirn=E(y/— —1)+1.

€
2¢me cas : (e > 1)
1 1
- <l=--1<0.
€ 5
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1
Done, pour tout n € N, Iinégalité n> > = — 1 est toujours vraie.
€

En conséquence, on déduit que

Ve >0, HHOEN:Vn2n0:|n77*|<5.

2.2 Les suites qui convergent vers ’infini

Quand une suite ne converge pas vers une limite [ € R, elle peut avoir deux comportements différents. Elle peut tendre
vers +00(—00) ou bien ne pas avoir de limite du tout. Par exemple la suite u,, = (—1)" n’a pas de limite. Voici les définitions

de lim wu, = +tooetde lim wu, = —oo.
n——+o0 n—-+oo

Définition 2.4. On dit que lim wu, = +oo si devient toute entiére plus grande que n’importe quel nombre A > 0 fizé a

n—-+oo
I’vance, pour peu qu’on attende un rang ng suffisamment grand ; c’est a dire :

VA>0,3dngeN: n>ng— u, > A.

Exemple 2.5. Soit u, =n; ne N : lim u, = lim n = 4o0.
n—+00 n— oo

Soit A > 0, on montre que
dngeN:n>ny=—=mn> A.

Remarquons que sin > E(A)+ 1, alors n > A, donc u, =n > A.
D’oit ng = B(A) + 1.
Par suite,
VA>0, Ing=FA)+1eN:n>ny= u, =n> A.

Définition 2.6. On dit que lim w,, = —oc0 si et seulement si
n—-+oo

VA>0,dIng eN: n>ny= u, < —A.

Définition 2.7. Une suite est dite convergente s’il existe | € R tel que liIE Uy = 1.
n—-+oo

Remarque 2.8. La suite numérique (u,)nen n’est pas convergente, c’est a dire elle n’admet pas une limite réelle finie. Dans
ce cas on dit qu’elle est divergente.

Exemple 2.9. La suite (up)neny = (n)nen est divergente car lim n = +oo ¢ R.
n

L
Remarque 2.10. [l y a deux types de divergence
i) Divergence de type infini : suite qui a une limite infinie.
Exemple 2.11. La suite de terme général u, = n.
it) Divergence de type limite n’existe pas : suite qui n’a pas de limite fini et infini.

n

Exemple 2.12. La suite de terme général u,, = (—1)" n’ a pas de limite finie et infinie.

2.3 Propriétés des suites convergentes

Théoréme 2.13. La limite d’une suite convergente est unique.
Théoréme 2.14. Toute suite convergente est bornée.
Remarque 2.15. En général la réciproque est fausse. En effet ; il existe des suites bornées non convergentes.

Exemple 2.16. La suite ((—1)"),en est bornée (|(—1)"| < 1) mais elle n’est pas convergente.

10
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2.4 Opérations algébriques sur la convergence des suites

Soient (un)nen, (Vn)nen deux suites numériques
(1) Si (un)nen €t (vn)nen sont convergentes respectivement vers [ et . Alors (auy, + Bvn)nen est convergente vers ol + 8U/
tel que a, 8 € R.

1
(2) On suppose que u, # 0 pour tout n € N. Si (un)nen est convergente vers [ # 0, alors la suite (— )nen est convergente
Un

vers .
(3) Si (un)nen est convergente vers [ et (vy)nen est une suite telle que v, # 0 pour tout n, de plus elle est convergente

L
vers I’ # 0, alors la suite (—),en est convergente vers 7
Un,

Proposition 2.17.

1. Si (up)nen est une suite convergente et (vy)nen est une suite divergente, alors (uy, + vp)nen est divergente.

2. On suppose que u, # 0 pour tout n € N en plus elle est convergente vers une limite non nulle, si (v,) est une suite
divergente alors (u, X v,)nen est divergente.

.o .. oo 0
Formes indéterminées 400 — 00,0 x 00, —, 0 10, 00" et 0°°.
00

2.5 Critéres de convergence et de divergence

Theoréme 2.18. Si (u,) est une suite convergente vers 0 et (v,) est une suite bornée alors, (u, -vy,) est convergente vers 0.

Theoréme 2.19. (Critére d’encadrement des gendarmes)
Soient (Un)neN, (Vn)nen €t (Wn)nen trois suites numériques telles que a partir d’un certain rang, on a v, < u, < w,. Si

lim v,= lim w,=1, alors lim u,=10. 0OuleR.
n—>4o0 n—>+00 n—s+oo0

Theoréme 2.20. (Critére des suites monotones)
On consideére la suite (uy)nen-

1. Si (up)nen est croissante et magjorée alors elle est convergente vers sup{uy,}.
neN

2. Si (up)nen est décroissante et minorée alors elle est convergente vers ing{un}.
ne

Définition 2.21. (Suite extraite)
Soit (up)nen une suite numérique. On dit que la suite (v,)nen est une sous suite ou une suite extraite de (u,)nen s'il
existe une application strictement croissante o : N — N telle que v, = uy(y,)-

Exemple 2.22. Prenons la suite définie par : u, = (—1)". L’application ¢ : n — 2n donne la sous suite v, = Us, =
(—1)?" = 1. Cette sous suite est une sous suite constante.
De méme, ¢ : n — 2n+ 1 donne la sous suite v, = ug, 1 = (—1)?"+1 = —1. Cette sous suite est une sous suite constante.

Définition 2.23. (uok)ren est appelée la suite des termes paires et (usg+1)ken est appelée la suite des termes
impaires.

Theoréme 2.24. (Bolzano Weierstrass)
Tout suite bornée posséde une sous suite extraite convergente.

Theoréme 2.25. (Critére des suites extraites)
La suite (u,,) est convergente vers | si et seulement si toutes les suites extraites de (u,) sont convergentes vers la limite [.

Conséquence 1. (Critére de divergence)
1. Si la suite (uy) posséde une suite extraite divergente alors (uy) est divergente.

2. Sila suite (uy) posséde deuz suites extraites convergente vers deuz limites différentes alors (uy) est divergente.

Exemples 2.26.

11
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1. La suite (n)nen est divergente car elle posséde une suite extraite divergente qui est la suite (uak)ren = (2k)ken et

lim wop = lim 2k = +4o0.
k—> 400 k—> 400

2. La suite ((—1)™)nen est divergente car elle posséde deux sous suites extraites (uak)ren €t (Uak41)ken convergentes vers
deux limites différentes —1 et 1. En effet, on a

lim  wo, = lim (=1)%
k—+o00 2k k:—>+oo( )

= lim 1
k—s+o00

=1

Et

lim  wgkrp = lim —1)2]”'1

k—+o00 k—s+oc0

= lim -1
k—+o0

=-—1.
Définition 2.27. (Suites adjacentes)
On dit que les suites (un)nen €t (Un)nen Sont adjacentes si :
1. (un)nen est croissante.
2. (vn)nen est décroissante.

3. lim (u, —v,)=0.
n—-4oo

Exemple 2.28. On considére les suites (un)nen+ €t (Un)nen+ définies par :

1 1 1 .
1
Up = Up + —.
n!
On remarque que :
1. Pour tout n € N*|
(1+1+1+ P ) <1+1+1+ +1)
Uil — Up = Sl T T R Sl T R
i 1" 2l (n+1)! 1l n!
1
=—F2>0.
(n+1)! —

Alors (un)nen~ est croissante.
2. Pour tout n € N*,

Alors (vp)nen- est décroissante.

1
3. De plus, lim (v, —u,)= lim — =0.
n—-

+oo n—s-+oo n! o

12
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Theoréme 2.29. (Critére des suites adjacentes)
Si (Un)nen et (Un)nen sont des suites adjacentes alors elles sont convergentes vers la méme limite.

Exemple 2.30. Puisque les deuz suites (up)nen €t (Vn)nen définies dans l’exempl sont adjacentes alors elles sont
convergentes vers la méme limite.

Il se que l'on dit ait besoin de montrer qu’une suite convergente sans nécessairement calculer explicitement sa limite.
C’est le cas par exemple quand cette limite est difficile & trouver. Il existe alors un critére qui marche bien pour les suites
réelles. C’est le critére de Cauchy.

Définition 2.31. (Suite de Cauchy)
Une suite réelle (u,)nen est dite de Cauchy si elle vérifie le critére de Cauchy :

Ve>0,3ng e N|Vp,geN sig>p>ng: |ug—uyl <e.
Proposition 2.32. Toute suite de Cauchy est bornée.

La différence principale entre une suite convergente vers une limite [ € R et une suite de Cauchy est que pour la suite
convergente les termes sont & partir d’un certain rang plus proche que la limite [ autant que nous voulons ¢ > 0, cependant,
pour la suite de Cauchy les termes sont & partir d’un certain rang plus proche d’eux autant que nous voulons € > 0.

Theoréme 2.33. (Critére de convergence de Cauchy)
Dans R une suite réelle est convergente si et seulement si elle est de Cauchy.

Exemple 2.34. On considére la suite numérique dont le terme général est défini par :

"1
unzzﬁ, neN\{0,1}.

k=2
Montrons que (u,)nen est une suite de Cauchy.
On a
! 1 1
Un §+3*2+"+*2
Soient € > 0 et p,q € N. Supposons par exemple que p > q. Donc,
1 1 1
up:272+§+"'+2¥,
1+1+ —|—1+ ! + +1
CETRE T R T e 7
Alors,
1 1 1 1 1 1 1 1
=~ (g o+ )
L e+ ¢
S .
C(p+1)? @
Comme : )
p+1>p= (p+1)*>pp+1)
N 1 < 1 1 1
(p+1)2 ~plp+1) p p+1
p+2>p+1=(p+20°>(p+1(p+2)
. 1 < 1 1 1
(P+2)? = (p+1+2) p+1 p+2’

¢>q—1=¢*>q(qg—1)
ol 1
¢ " qlg-1) q¢-1 ¢

13
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Alors,
1 1 1

up—uq|: + _|_7
(p+1)2  (p+2)? q?
1 1 N 1 1 - 1 1
“p p+l p+1 p+2 q—1 ¢
11
P q
1
< =,
D

1 1
Remarquons que lim — =0, c¢’est a dire Ve >0, Ipp e N |[Vp > pp: — < e.
p—r+00 P p

— 1
Donc, pour € > 0 qu’on va fixé d’avance, il existe un rang no = po € N tel que : p > ng, ¢ > ng = |up —yy| < — <e. Ce
p

qui signifie que (uy,) est de Cauchy.

3 Suites récurrentes de la forme wu, 1 = f(uy,)

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I. On s’intéresse ici & une suite (u,) définie par :

Uug € I7
Unt1 = f(un), pour tout n € N*.

Définition 3.1. On dit qu’une suite récurrente (u,) donnée par la relation :

ug € I?
Upt1 = f(un), pour tout n € N*,
est bien définie, si pour tout n € N, on a bien u, € I (pour qu’on puisse bien calculer f(u,)).

Theoréme 3.2. (Théoréme du point fize)
Soit (u,) une suite définie par :
ug € 1,
{ Vn €I, upt1 = fup).

Si (uy,) converge vers un réell € I et si f est continue en l, alors on a nécessairement f(l) = 1. Le réel | est appelé un point

fixe de f.

Theoréme 3.3. (Méthode générale d’étude d’une suite récurrente)
Soit (u,) une suite définie par :

ug € 1,
Unt1 = f(un), pour tout n € N*.

— Si la fonction f est croissante sur l'intervalle I, alors la suite (u,) sera monotone.
— Si la fonction f est décroissante sur lintervalle I, alors on étudie les suites extraites d’indices paires et impaires :
(u2n) et (uzny1) qui elles seront monotones.

14
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Troisiéme partie

Entrainements

4 Exercice corrigé 1

-

Enoncé

2

Soit (u,)nen la suite définie par :

| W

1;71 -1+ 1 W

{ uo =
Un41 =

—~

1) Montrer que pour tout n € N :
1<u, <2.
2) Montrer que (un)nen €st strictement monotone.
3) En déduire que (u,)nen est convergente et déterminer sa limite.
Solution

On considére la suite (u,)nen définie par la relation de récurrence comme suit :

1)

3
U = 57
Unt1 (up —1)% + 1.

Posons :
(Pn) : 1<u, <2

Montrons en utilisant le raisonnement par récurrence que (P,) est vraie pour tout n € N.

Initialisation :

3
Pour n = 0, par hypothése on sait que : 1 < wug = 3 < 2.

Hérédité :

Supposons que la proposition (Py) est vraie pour tout 1 < k < n et prouvons que P(n + 1) lest aussi (1 < up41 < 2).

Comme 1 < u,, < 2 (hypothése de récurrence).
Donc 0 < u, —1<1,dot 0 < (u, —1)? < 1.
Alors 1 < (u, —1)2+1<2.

C-a-d : P(n+ 1) est aussi vraie.

Conclusion :

Par le principe de récurrence, on déduit que (P,) est vraie pour tout n € N. C’-a-d : 1 < u,, < 2.

Soit n € N, calculons ;41 — uy, :

On a
Upyr —Up = (up—1)*+1—u,
= ui—Qun—l—l—i—l—un
= uZ —3u,+2

= (up—1)(up —2).

D’aprés la premiére question u, —1 >0 et u, — 2 < 0.

Donc up41 —upn < 0.

Dot la suite (uy,)nen est strictement décroissante.

Comme la suite (u,)nen est minorée par 1 et strictement décroissante alors, (u,)nen est convergente vers [ tel que [
vérifie | = (1 —1)% + 1.

Donc 12 —314+2=0.

Alorsl=1oul =2.

3
Comme le premier terme ug = 5 et (un)nen est décroissante, alors [ = 1.
15
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5 Exercice corrigé 2

-
2

Enoncé

Oun considére la suite (uy,)nen+ définie par :

1 1 1
+ ot =

Uy =

n—|—1+n+2+n—|—3

2n’

1) Montrons que la suite (u,)nen+ est croissante.

1
2) Montrons que la suite (uy,)nen+ €st convergente et que sa limite [ vérifie 3 <[<1.

Solution

1) Soit n € N*; on a

1 1 1 1 1 1 1 1 1
Unt1 = Un P R R B L s B aray; Sl e S S e .
1 1 1
= —|— —
2n +1 2n + 2 n+1
_ 2n+1)4+2n+1-2(2n+1)
(2n+1)2(n+1)
Donc
1

Up+1 — Up = (

Donc (uy,)nen+ €st croissante.

2) Remarquons que pour tout k € {1,2,...,n}, on a

Donc
Alors
1 + ...+ ! <
on T 2n —
| ——
nfois
D’ou

Ce qui implique que

6 Exercice corrigé 3

-
2

Enoncé

Etudier la convergence des suites suivantes :

1) up =vn?P+n+1—/n.

%)y — nSQin(n)‘
n-+1

n+1

> 0.

2n+1)2(n+ 1)

n+1<n+k<n-+n.

1 1 1
— < < .
2n " n+k " n+1

1 1 +1 1 1
n+2 7 2n " n4+1 T n+1
nfois
1
=n—<u, <n <1
n +1
1

16
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3) up=—+(-1)"
2n+1 1
4) un =n Z n2+k
k=1
1= 1
5) Uy =
) u kZOCOS (m)
Solution

1) up=vn?i+n+1—+y/n:

Remarquons que

v, = Vni4+n-+1
1 1

21 _ J—
n2( +n+n2)

1 1
n n

Donc (v,) a le méme comportement lorsque n tends vers Uinfini, que la suite n :  vn2+n+1~ n.
Par suite, u, = vn? + n+ 1 — y/n a le méme comportement que n — \/n et comme

. 1
Comme lim I+-+—5=1
n—+oo n n

n—s/n

Jm n=vno= - lim S (Vi)
I n?—n
= im
n—+oomn + \/ﬁ
1
n?(1—-)
= lim ——— 2
n—-+o0o n2(l + 1 )
n  nyn
1
1- =
_ : n__ _
= Amor =
n  nyn
Donc, la suite (u,) est une suite divergente.
nsin(n)
2) w, = ——t
) tn n2+1
Remarquons que pour tout n € N, on a :
nsin(n) n
0< = < .
< Junf = n?+1 = nZ+1
Posons
v, = 0; n €N,
n
Comme lim v, =0= Ilim w,.

n—-+4oo n—-+o0o

Alors, d’aprés le théoréme d’encadrement des gendarmes (Juy,|)nen st une suite convergente vers 0 et par suite (u,)nen

est aussi convergente vers 0.

3) up — % + (=1

17
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Remarquons que (u,) posséde deux sous suites extraites qui sont :

1 1

=—+(-1)*=—+1
uzk = op + (21T = gp
Et
1 1
— -1 2k+1 —_ o
uzk41 = gy T (D) 2% + 1
De plus
lim w9, = 1.
k——+o00
li = 1.
L

Alors (uy)nen est divergente.
2n+1

n = ———; neN*
u n;n2+kn

Remarquons que pour tout n € N*, 1<k <2n+1,doncn?+1<n?+k<n?+2n+1.
Alors

1 < 1 < 1
(n+1)2 " n?+k - n2+1
D’ou
1 2n+1 1
2 1) ——= < —— < (2 1 .
@n+1) (n+1)2 ~ kz::ln2+k < (2nt )n2+1
Par suite
n(2n +1) “u —n2§1 1 < n(2n + 1)
(n+1)2 = " k71n2+k - n2+1
Posons
n(2n +1)
Un N AEEETCEE
(n+1)?
w, = n(2n+1)
n? 41
2n? 2n?
Comme lim v, = lim % =2et lim w, = lim bl = 2.
n—-+oo n—+oo N n—-+oo n—4oco N

Alors, d’aprés le théoréme d’encadrement des gendarmes, on déduit que (uy,)nen+ est convergente. De plus liIJ'I_l Uy = 2.
n—-+0oo

1 1
Uy = — COS ——
nz vn+k

k=0
1 1
Comme lim — =0, alors lim cos <> =1.
n—+0o0 /N n——+o0o \/ﬁ

Ceci équivalent a dire que

Ve >0,Ing €N, Vn >ng: |cos(—=) —1]| <e.

1
Vn
Fixons € > 0, donc il existe ng € N, tel que :

1
Yn>ng: cos(—=)>1—c¢.

B

Comme pour tout n € N* :
n<n+l1<n+2<..<2n+1.

18



Premiére Année & distance-module : Analyse 1. S1.Année : 2020-2021.

Donc
Vn<Vn+1<..<V2n+ 1.
Alors
1> 1 > ! > > ! >0
“Vn T vn+l1 - T Vo1l

Puisque la fonction x +— cosz est décroissante sur [0, 1], on a alors pour tout n > ng :

1—e < cos(—=) < cos(

1
% \/m) < ... < cos(

1 0)=1
W)<COS()_ .

Donc pour toutn > nyg

n—1
1
n(l—e) < cos <n
(195 3 eosl i)

Ce qui implique que

Comme ¢ est, pris petit arbitrairement, alors par passage a la limite lorsque ¢ — 0, on obtient
1<u, <1.

Alors, (un)nen+ est convergente vers 1.

7 Exercice corrigé 4

Enoncé

Etudier la convergence et calculer (en cas d’existence) la limite des suites définies par :
].) u =1, Unp+1 = VUp +6, n € N*.

n

1
=Y new.
k:1\/n2+k

n

1
3 = P N*.
) Uun ;k<k+1),n€

4) up =0, Upy1 = Vup + 2, n € N*.

Indication : Montrer que pour tout n € N: 0 < u, <2 et étudier la monotonie de (uy,)nen-

2

5) ug € R, Upt1 = up — us.

Solution

1) ug =1, upp1 = Vu, +6, n € N*
On considére la fonction f définie sur I = [1,3] par : f(x) = v/ + 6.
Remarquons que f est continue sur I, de plus pour tout z,y € I tel que z < gy,on a: f(z) =V +6 <y +6 = f(y),
c’est-a-dire f est croissante sur I.
Alors, pour tout x € [1,3] : 1 <z <3=1<+7=f(1) < f(z) < f(3) = 3.
Par conséquent f(I) C I.

Par suite u,, € [1,3], pour tout n € N*, c’est-a-dire (u,)nen+ €st une suite bornée (majorée par 3 et minorée par 1).

19
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D’autre part, pour tout x € I, on a

fl@)—z = Vet+6-u
(x +6) — 22
VT+6+z
—22+2+6
\/m—Fx
_ (3—x)(x+2)>0.

T+vVr+6

D’ou : f(un) = tpt1 > u, pour tout n € N*.

C’est-a-dire (uy)nen+ est croissante.

Par conséquence, (uy,)nen+ st convergente vers une limite finie I, tel que f(I) = 1.
Donc

f)=1 <= Vi+6=I
— 1+6=1
— -1I’4146=0
<~ [=-20ul=3.

Comme —2 ¢ I, donc | = 3.

n
1
Uy, = _
" ;\/HQ—&—k‘
Soient n € N*et 1 <k <mn,ona
nP+1<n?+k<n®+n.

Comme la fonction x — /x est croissante, alors

\/n2+1§\/n2+k§\/n2+n.

Donc
1 1 1

< < .
VnZ4+n " Vn2+k T VnZ2+1

Par suite,

1
<u

N Su=Y <]
n2+n - kil\/nz—kk_ VnZ+1

Cela implique que

1 1
n <u, <n
n n >
D’ou
1 1
<ty < —F/—.
1
1+ 1+ —
n n
Puisque

1

1

lim ——==1 et lim ———=1.
n—>-+oo m n—>-+o0o /1 + #
Alors, d’aprés le théoréme d’encadrement des gendarmes, on déduit que (u,,) est convergente vers 1.

n
1

Uy = —_

" ; k(k+1)
Remarquons que pour tout 1 < k£ <n, on a

k(k+1) k k+1

20
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Donc
- 1
U"_Zk(k—i—l)
k=1
n 1 n
DTS
k=1 k=1
S P SO NI S
2 3 n—1 n 2 3 n—1 n n+1l
1
=1- .
n+1
Par suite lim wu, = 1 et donc on déduit que (u,) est convergente.

n——+oo
5)
ug = 0
{ Up+1 = VUp + 2.
Tout d’abord remarquons que pour tout n € N, on a 0 < u,, < 2.
En effet :
Par récurrence on a
— Pourn=0,0<uy=0<2.

— Supposons que pour tout 0 < k < n; uy € [0,2] et montrons que u,+1 € [0,2].
Par hypothése de récurrence, on sait que 0 < u, < 2. Donc 2 <u, +2<4. Dot 0 < V2 < upi1 = Vu, +2 < 2.

Maintenant, on montre par récurrence que (u,) est croissante.

— Pour n =0o0n a
U140 — U = UL — UQ

=Vv2-0
=v2>0.

— Supposons que pour tout 0 <k <n—1on a ugy; — ur > 0 et prouvons que uUp41 — Uy > 0.
Par hypothése de récurrence on sait que u,,_1 — u, > 0. Donc u, > uy,_1.

Dot 24+ up > 2+ up_1. Alors U1 =2+ Uy > Uy = /2 F Up_1.

Donc ¢a prouve que la suite (u,) est croissante et comme (u,) est majorée par 2 alors on déduit que (u,) est
convergente.
La fonction associée a la suite récurrente (u,) est notée par f telle que

fil-2,+0c[—R

x — f(z) = vz +2.

Comme f est continue sur [—2, +oo], la limite [ vérifie | = f(I) c’est a dire I = /[ +2. Doncl=2oul = —1.
Comme (u,) est positive et croissante alors | = 2.

8 Exercice corrigé 5

Enoncé

On considére la fonction f(z) =z — 22

1. Etudier les variations de la fonction f.

2. Déduire la convergence de la suite suivante :

ug € R,
Up+41 :un—ui, n € N.
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Solution
1. Etudions les variations de la fonction f:
Ona f(r) =2 —2?=2(1 - x).
— Dy =R =] — 00, +00].

— lim f(z)=—occet xgr{ls_oof(x) = —00.

— f'(x) =1—2z. Donc

7f’(x):0<:>1—2x=0:>x:16tf(%):i

2

22
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2. On considére la suite récurrente suivante :

ug € R,
Upi1 :un—ui:un(l—un)7 n € N.

Remarquons que 4,11 = f(un), donc plusieurs cas se présente selon la valeur de uyg.

Cas1l: Siug=0Vug=1 alors
ulzuofugz(),

uz:ul—ufzo,

Upt1l = Upt1 — u721+1 =0.
C’est & dire up, =0, VEk> 1.
Dans ce cas (uy,) est la suite nulle et elle converge vers 0.

Cas 2 : Si u, €]0,1[ alors (d’aprés le graphe de f) u; = f(uo) €]0, 1].
Ainsi us = f(u1) €0, 1.
Donc uy, €]0, §]; Vk > 1. Cela veut dire que la suite (uy,) est majorée par § et minorée par 0.

Montrons par récurrence que ug4+1 — ur < 0.
— Pour n =0 )
ul—uozuo—uo—uo

=—u} <0.

— Supposons que ug4+1 —ur < 0pour 1 < k < n—1 et montrons que uy,1 —u, < 0. Par hypothése de récurrence,
on sait que Uy — u,—1 < 0. Donc u, < ty_1-

Comme uy, u,—1 €0, ﬂ et f est croissante sur |0, %] alors f(un) = tuny1 < f(un—1) = up.
Ce qui implique que (u,) est décroissante.
Comme (u,,) est minorée par 0, alors elle est convergente vers | € R.

Puisque f est continue sur |0, 1[ alors la limite [ vérifie : f(I) =1 c’est a dire [ — 2 = <[ = 0.

Cas 3 : Si ug < 0 alors
Uy = f(UO) < 0,
us = f(ug) <0,

Unt1 = fun) <O0.

Et par suite la relation ug41 = ux — u? montre inductivement que (uy) est strictement décroissante.
Alors soit (u,) converge vers —oo, soit (u,,) est minorée et converge vers une limite finie.

Mais on a vu précédemment que si up —> [ lorsque & — +oo alors nécessairement [ = 0. Ce qu’est impossible
ici puisque ug < 0 et (u,,) décroissante.

Par conséquent, si up < 0 la suite (u,) est divergente vers —oo.
Cas 4 : Siug > 1 alors
uyp = f(ug) = up(1 —ug) <0,
uz = f(u1) <0,

Up = f(tun—1) <0.
Donc, (uy,) est une suite négative et 'on retombe dans le 3éme cas.
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9 Exercice corrigé 6

-
2

Enoncé
n
Ou considére la suite (u,,) définie par u, = Z
k=0
1. (a) Montrer que (u,) est une suite de Cauchy.
(b) Que peut on déduire?

sink

2T,7’LEN

n
1
2. Soit la suite numérique définie par : v,, = Z i € N*.
k=1
(a) Montrer qu’il existe une constante positive a > 0 telle que vg, — v, > a.
(b) Que peut on déduire ?

Solution

n

ink
1. SOitun:ZSl;—k; neN.
k=0

(a) Montrons que (uy) est de Cauchy. C’est & dire montrons que

Ve >0, 3ng e N/Vp,g €N, ¢ >p>ng = |ug — upy| <e.

Soient € > 0,p,q € N tels que ¢ > p (¢=p+mn, € n € N*).

On cherche P'existence d’un ng € N tel que p,q > ng = |up, — uq| <e.
On a

[ug — up| = [Uptn — up

U ink P sink
ShE S

k=0

n+ .
ST

k=p+1

n+p
<2
k=p+1
+

<D o
k=p+1

1 1 1
T op+l + 2p+2 oot op+n
71{1+1+ +1}
ool 22 on
1 <1
S

k=1

sin k
> |

n

T op 2/)
k=1

24
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Comme

(Somme d’une suite géométrique de raison 5)

Alors |ug — up| <2 % (3)P.

1
Puisque lirri (i)p =0 alors, Ve > 0, 3ng € N/Vn > ng : [(3)? — 0| < e. Donc, pour % > 0, on assure l’existence
p—r4o0

5
d’'un ng € N vérifiant (3)P < 3

€
Par suite Ve > 0, 3ng € N/Vp,q €N, ¢ > p > ng = |ug — up| < 2= =€ <= (u,,) est une suite de Cauchy.

2
(b) On déduit que (u,) est convergente.
"1
2. Soit la suite v, = 3 =, *,
oit la suite v Zk keN
k=1
(a) Montrons qu’il existe a > 0 tel que vo, — v, > a.
On a ,
1 1
Voan — Un = % - Z E
k=1 k=1
B 2n 1
o k
k=n+1
- -
n+1 n+2 2n
1 n 1 n 1
~2n  2n 2
« 1
=N _—
2n
_ 1
2

1 1
Alors Ja = = > 0/ve, — v, > —.
ors da 3 /v2 v =5
1 1
(b) Remarquons que, si on prend € = 3 >0, p=net ¢g=2n tels que n € N* on trouve Jc = 3 >0,Vn e N*, Ip =

n, g =2n/lvy — vp| > €. Ce qui signifie que (u,,) n’est pas de Cauchy et on déduit que (u,) est divergente.

10 Exercice corrigé 7

-
2

Enoncé
Soit (u,) la suite définie par :
Uo 6]17 2[7
du, + 2

, neN.
Uy + 3 "

Up4+1 =

1. Montrer que (u,) est une suite croissante et majorée.

2. En déduire que (u,) est convergente et déterminer sa limite.
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Solution
1. (a) On définit la fonction f comme suit :
4z 42
= -3.
f@) =2 ey
Etudions les variations de f.
On a
— Le domaine de définition
Dy =R/{-3} =] — 00, —3[U] — 3, +o0].
— Les limites
lim f(z)=4.
r—r—00
A S =4
—10
lim f(z)=—=-
w%—?) 0+
—10
zi>—3 0
— La dérivée " 2) - 4 2)
, A +9)—(dr+
10
= ——= >0
(x + 3)2
Donc f est strictement croissante sur R/{—3}.
— Le tableau
z [—oo -3 ~+00
¥
f'(z) i i
4 —00
On a .
T = f(z)=0
2
r=0= f(z) = 3
— Le graphe
(b) On définit la suite (u,) comme suit :
uo E]l, 2[,
4, + 2
Upr1 = ———, n €N,
+ Up + 3

Remarquons que v, 1 = f (un) et comme f est strictement croissante il suffit de comparer u; et ug pour étudier
la croissance de la suite (uy,).

26



Premiére Année & distance-module : Analyse 1. S1.Année : 2020-2021.

O R U U LU
[ I T
RRERRREENRERERRBOOLabhibdlornwroavaw

-25

On a

(4U() + 2) — UO(UO + 3)

ug + 3
—ud + ug + 2
- up + 3
_ —(uo—2)(uo +1)
ug + 3
Comme ug €]1,2[ et up > 0 on a donc u; — ug > 0. Alors on déduit que (u,,) est croissante.

o clfet uyp > ug = f(u1) > f(uo) f strictement croissante
= U2 > U]
= f(ug) > f(u1) f strictement croissante
= u3 > Us

= Up > Uy — 1
= f(un) > f(un-1)
= Up41 > Up.

(¢) Maintenant, montrons par récurrence que u, < 2, Vn € N.
— Initialisation :
Pour n = 0, on a par hypothése 1 < ug < 2.
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— Heéridité : Supposons que pour tout 0 < k <mn, 1 < u, < 2 et montrons que u,41 < 2.

Omn a
1<up,<2= f(1) < flun) < f(2) f est strictement croissante

3
:>§<Un+1<2.

— Conclusion :
Par le principe de récurrence on déduit que 1 < u,, < 2, ¥n € N. C’est & dire que (u,) est majorée par 2 et
par suite on déduit que (u,) est convergente vers une limite [ € R.

2. Comme f est continue, alors [ est une solution de ’équation { = f(I).

Donc
_ 41 + 2

l
I1+3

=4l +2=1(+3)
—=01?-1-2=0
— (1-2)(1+1)=0
= [=2VvIi=-1.

D’aprés la question précédente on a 1 < u, <2, Vn € N.Donc 1 < lim wu, =1<2.Doul=2.

n——+oo

11 Exercice corrigé 8

-
2

Enoncé

Soit (uy,) la suite définie par :

T WneN.

1. Déterminer la fonction f telle que u,+1 = f(u,), Vn € N et montrer que f est croissante.
2. Calculer f(\/i) Déduire par récurrence que 1 < u,, < \/5, Vn € N.

3. Vérifier que (u,,) est croissante.
4

. Montrer que (u,) est convergente et calculer sa limite.

Solution
1. On définit la fonction f comme suit :

r+1 2+ 2
:2 =
f(x) ponr Al

T # =2

Pour tout x # —2, on a
2(x +2) — 2z + 2)

2
= m > 0.
Donc f est croissante.
2. (a) /s
2+1
fV) =27
(V2+1)(vV2-2)
(V2+2)(V2-2)
2-2v2+v2-2
2—-4
_2\/§
-—
=/2.

=2

=2
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(b) Par récurrence on déduit que 1 < u,, < /2, Vn € N.

— Initialisation :

Pourn:O,lguozlg\@.

— Heéridité :

Supposons que pour tout 0 < k <n, 1 <wuy < V2 et montrons que 1 <upyg < V2.
Par hypothése de récurrence on a 1 < u,, < /2. Comme f est croissante on obtient f(1) < flup) < f(\/i)

4
c’est & dire 1 < 3 S Upyr < V2.

— Conclusion :

Par le principe de récurrence on déduit que 1 < u,, < v/2, pour tout n € N.

3. Soit n > 0, on a

Puisque

2Uy + 2

Upt1 — Up = w12 — Uy,
2 42— up (uy +2)
B Up + 2
_2un+2—ui—2un
N Up + 2
7271@
Cup 42

1<u, <V2=1<u2<2

On déduit que up+1 — up > 0. Ce qui veut dire que (u,) est croissante.

4. Comme (u,) est majorée par v/2 et croissante, alors (u,) est convergente vers une limite [ € R telle que

20+ 2
f(l)_l@m_l

= 2A+2=1%+2
—=12-2=0

= (1-V2)(1+V2)=0
—=1=V2VIi=-V2

D’aprés la question 2 on sait que 1 < u, < /2, donc 1 <l= lim wu, < V2. Alors | = /2.

12 Exercice corrigé 9

Enoncé

n—>—4oo

On consideére les suites (uy,) dont le terme général est défini ci-dessous :

n 4+ cosn
a. U, =——, n>2.
n —sinn
b e .
U= ——— F——— =
" n241 n24n n?2 4+n
n +sinn
C. Up = ——, N >2.
n — COSMN
n n
d. Uy = + .+

n?+n+1 JrnQ—I—n—&—2 .
1. Calculer la limite [ des suites (uy,).

n

n2+2n

2. Trouver, pour chacune des suites un entier Ny tel que, si n > Ny on ait |u, — | < 1072
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Solution
n+ cosn
a. Soit u,, = +7,; n > 2.
n —sinn
cosn
n(l + )
_ n
1. Remarquons que u, = ey
n(1-=5)
n
cosn
1+
Donc lim wu,= lim ——01 .
n— 400 n—>-+4o0 1_ simn
n ) .
cosn sinn
Comme (cosn)nen et (sinmn),cy sont des suites bornées et lim — =0, alors  lim =0= lim
n—4oo n n—-+oo N n—-+4oo N
Par suite lim wu, = 1.
n——4oo
2. Par définition de la limite on a lirr+1 Up = 1881 Ve > 0,3INyg € N/n > Np : |u, — 1| < e.
n——4+oo
On a N
n+cosn
Up —1= 2"
n —sinn
__cosn+sinn
 np—sinn
Comme
|cosn + sinn| < |cosn|+ |sinn|
< 2.
Et pour n > 2,
n —sinn| > n —sinn
>n — |sinn|
>n—1>0.
Donc )
| cosn + sinn|
i — 1] = LESRF S0 7]
|n — sinn|
2
< .
“n-—1
. -2 2 —2 ot & o
Si on veut rendre |u, — 1| < 1072, il suffit que 1 <1072 ¢’est & dire n > 201.
Alors, on peut prendre Ny = 201.
n
. n
b. Soit u, = Z 21
Jj=1
1. R tout 1 <5 < ! ! < 1
. Remarquons que pour tou n, on a - <
d quep =7= n24+n " n?+j5 " n2+1
. 1 n n 1 1
Par suite = < - < < —
n+l n?+n " n?2+j  n?+1"n
n
n n n
Alors < <—-=1
n+17" ; n2+j7 " n
Comme lim =1= lim 1, donc d’aprés le théoréme d’encadrement des gendarmes, la suite (u,) est

n—+oon + 1 n—» 400
convergente vers 1.

2. Par la définition de la limite on a 11113_ up =1s8si Ve >0,INg e N/n > Ny : |u, — 1| < e.
n—-—+oo
D’apreés ce qui précéde, on a
n 1
0<1— <1l- = .
- tn = n+1l n+1

1
Donc |u, — 1| = 1 — u,, et pour que rendre |u, — 1| inférieur & 102 il suffit que 7 < 1072
n

D’ou n > 99. Alors on peut prendre Ny = 99.

. n 4+ sinn
c. Soit u,, = ——, n > 2.
n — CoSTN
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sinn sinn
n(l + ) 1+
1. Remarquons que u,, = s = coTsln :

n<1_cosn) 1
n n

. . . 1 .
Comme les suites (cosn)pen et (sinn)nen sont bornées et lim — =0, alors lim wu, = 1.
n—-4oo n n—-4oo

2. Par définition de la limite on a lim w, = 1ssi Ve > 0,3Ny € N/n > Ny : |u, — 1] < e.

n—>-+o0o
On a .
sinn + cosn
Uy — 1= TP
n —cosn
Comme
|cosn + sinn| < |cosn|+ |sinn|
<2
Et pour n > 2,
n—cosn| >n—cosn
>n—|cosn| (car cosn <|cos(n)|)
>n—1>0. (car|cos(n)] <1).
Donc
1] < —
Up — .
" “n—1

2
Pour que |u, — 1| < 1072 soit inférieur & 1072, il suffit que T < 1072 c’est & dire n > 201.
n

Alors, on peut prendre Ny = 201.

d L —.
C Uy = e
" n24n+1 n24n+2 n2 + 2n
1. R tout n+1 <k <2 ! n_.ono_on
. Remarquons que pour tout n n, on a = < < < —.
d duep - - n+2 n?2+2n " n2+k " ni+n+l1"n
2n
n n n
Alors <u, = <-=1
n+2 " tn Z n2+k " n
k=n-+1
Comme lim = 1= lim 1 donc, d’apres le théoréme d’encadrement des gendarmes on déduit que
n—s+4o0o N, + 2 n—s-+oo
lim wu, =1.
n—-—+oo
2. D’autre part et d’apré i preced > " alors0<1—up<1— 2
. D’autre part et d’aprés ce qui précéde on a u ——, alors —u — = .
p p qui p n= o = n S nt2 nt2

2
Donc pour que |u, — 1| =1 — u,, soit inférieur a 1072 il suffit que 5 < 1072 c’est a dire n > 198.
n

Par conséquent, on peut prendre Ny = 198.

13 Exercice corrigé 10

-
2

Enoncé

Etudier si les suites (un)n>0 définies ci-dessous possédent une limite.

_on(-1)"+1
Doun = Sy s
2) u, =e=D",
3) up = (—1)"e ™.
4) u, = cos(my/n).
5) n(—1)" 42

(- 1
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Solution
1) On a
n(—1)"+1
tn on(—1)" + 3
w1

n {2(-1)% + ﬂ
i ]

(1 [2+ 2 cor]

1
Comme la suite ((—1)")nen est bornée et lim — =0, alors
n—4ocon

1" 1"
lim (=1) =0 et lim ) =0.
n—-—+oo n n—-—4oo n
Par suite
lim wu, = —=.
n—s—+oo 2
uy, = e?(=D"

Remarquons que (u,) admet deux sous-suites extraites :

Uan = €,

U2n4-1
De plus

lim wus, = +oo,

n—-4oo

lim U2n+1 = 0.
n—-+oo

C’est-a-dire, les suites extraites (ug,) et (us,4+1) sont convergentes vers deux limites différentes et par suite, on déduit
d’apres la conséquenc que la suite (u,,) est divergente.
Soit u, = (—1)"e " :

Comme ((—1)"),en est bornée et lin}r e "™ =0, alors le produit de ces suites qui est (u,) converge vers 0.
n—>-—+0o0

Soit u, = cos(my/n) :
Remarquons que (u,) admet une sous suite extraite :

Upz = cos(m n) = (—=1)",

qui est divergente ( la suite ((—1)") n’admet pas de limite), alors d’aprés la conséquencdl] on déduit que (u,) est
divergente.

On a
n(—1)" [1 + Q(_nl)n}
S ST
14 2y
34 U
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Comme la suite ((—1)")nen est bornée et lim

1 0, 1m 220

n—-4oon n—4oon
1" 2(—1)™ 1
Alors lim u =0et lim u = 0. Par conséquent lim wu, = —.
n—s-4oo n n—s—+4oo n n——+oo 3
14 Exercice corrigé 11
Enoncé
Calculer les limites des suites suivantes :
1), = In(n + Inn) .
In(2n + lnn)
%) u, = 3vVn+2y/n+vn+ /n
" Vw342l
14+...4+n
1+34+9+...43"
4) Un = gn+1
5) u, =n327".
n? 4+ 2"
6) wn = oian
2n
8) u, =n?a V", aeR:
Solution
1) Remarquons que
1
In(n+1Inn) = In(n(l+ %))
1
= In(n) +In(1+ —2).
n
Ainsi
1
In(2n+1Inn) = In(2n(1+ %))
n
1
= In(2)+1In(n) +In(l + —2).
2n
Donc
_ In(n+1Inn)
n = In(2n + Inn)
1
In(n) + In(1 + =)
- I
In(2) + In(n) + In(1 + M)
2n
1
In(1+—2)
1 14— N
n(n) |1+ In(n)
- Inn
| ( ) ln(2) +1 ln(l-l— %)
n _ 2n"
" In(n) In(n)
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Par suite

Comime

n—-4oo n

2) On a

Alors

Up =

lim In(n)

Unp, =

lim wu, ==

n——+oo

3) Soit u, =

Remarquons que le numérateur est une somme d’une suite numérique arithmétique, donc 1+ ---+n

Alors

Par suite

4) Soit up =

n2

143494 +3"
3n+1 :

Inn
1 n ln(l + T)
In(n)
@) | In(1 + 22)
In(n) ln(n)

=0, on déduit alors que lim wu, = 1.
n—-—+oo

3vn 4 2y/n+ v+ /n
VnZ+3+2vn+1

3\/ﬁ+21/n(1+@)+€/ﬁ
n
3 1
4
\/n2(1—|—nz)+2\/n(1+n)
n 1
Vvn 34—2\/1+£+T
n ne
3 1
14+ = +24/14 =
Vn \/+n2+ \/ —i—n
1
giofie Y L
n ne
=
i/l—l—gz—&-Z\/l—i—
n n

nn+1) 1
Uy = —> X —
2 n?
_ n+1
- 2n
1 1
2 2n

lim wu, = —=.
n—-4oo 2

Remarquons que le numérateur est une somme d’une suite géométrique de raison 3, donc :

Alors

Par suite

n 3ntt —1
3t —1
- 2
o3t -1 1
2x3ntl 2 2 Jntl’

lim wu, = —=.
n——+oo 2

n(n—l—l)_

2
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5)

n? 42" )
2n 421
Remarquons que :

Soit u,, =

Calculons lim n?27":
n—-4oo

On a

Donc

Comme

Donc

2(n227" + 1)

Un T n(elonp 4 1)
o om2m4d
21
In(n?2™™) = In(n?) +In(2™")
2In(n) — nln(2)
In(n)
= 2 —In(2)).
n@ ™ 1n(2))
lim In(n?2™") = —oc0.
n—-+oo

_ 29—n
TL22 no_ 6ln(n 2 )

Calculons lim (nx 2'7"):

n—-4oo

On a

Comine

Alors

En conséquence,

n
Soit u, = — :
n!
Remarquons que

Donc

n—r—+00
In(n x2'"") = In(n) + ln(217")
= In(n) + (1 —n)In(2)
= In(n) +1n(2) — nIn(2)
B In(2)
= In(n) |1+ In(n) —1In(2)

1-n
n x 21771 _ e]n(nx2 )

lim nx2'""=0.
n—-+oo

lim wu, =1.
n—-+oo

277,
C2X3X4X--Xn

Un

In(2") — In(n!)

In(2") —In(2x3 x4 x -+ xn)

nln(2) —In(2 x 3 x4 x - - xn)

In(2) + In(2) + In(2) + - - - + In(2) — (In(2) + In(3) + In(4) + - - - + In(n))

n fois

In(2) + (In(2) — In(3)) + (In(2) — In(4)) + - - - + (In(2) — In(n)).
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Remarquons que les termes (In(2) —In(3)), (In(2) —In(4)),-- - , (In(2) — In(n)) forment une suite négative, décroissante

qui tends vers —oo.
Donc

Par suite

Up =13 277

On a

D’ou
Alors

Soit u,, = n? a=V" tel que a € R :
On distingue les deux cas suivants

1¢" cas :

Si0<a<1,ona

Donc

Alors

2°M€ cas :

Sia>1,ona

Donc

Par suite

lim wu, = lim eln(%) =0.
n—-4oo n—-4oo
In(n®27") = In(n®) +1n(27")
= 3ln(n) —nln(2)
1
= RO ).
n
lim In(n®2™") = —oo.
n—> —+00
lim u, = lim emn® 27" _
n—-> 00 n—> 00
In(n?a V") = 2In(n) — vnln(a)

In(n)

- VaR=E

lim w,= lim ™" 0" = 4o
n—>-+oo n—> o0
In(n?a V") = 2In(n) —vnln(a)
In(n)

=\/ﬁ(2\/ﬁ

lim In(n?a V") = —cc
n—> 00
lim u, = lim e a™™) _ g

—In(a)).

—In(a)).
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