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Chapitre I. Espaces métriques

1.1. Distances
1.1.1. Définition : Soit £ un ensemble non vide. On appelle distance sur E, toute
application d : E x E — R* vérifiant les conditions suivantes :
HV(r,y) e EXE, d(x,y) =0<=x =y
i) V(z,y) €e EX E, d(xz,y) =d(y,x) (symétrie)
iii) V(x,y,2) € B d(z,2) <d(z,y) +d(y,z) (inégalité triangulaire).

1.1.2. Définition : On appelle espace métrique, tout ensemble F muni d’une distance
d.

Exemples :

1) Sur R (respectivement C), 'application d définie par d (z,y) = |z — y| est une distance
appelée la distance usuelle de R (respectivement C).

2) Soit E un ensemble non vide. On pose Y(x,y) € E X E

lsiz
d(x,y):{ Osixiggj

Alors d est une distance sur E. Cette distance est appelée la distance discrete.
1.1.3. Proposition : Soit (F,d) un espace métrique.

V(z,y,2) € E* |d(z,2)—d(y,2)| <d(z,y).

Preuve :
d(z,z) <d(z,y) +d(y,2) = d(z,2) —d(y,2) < d(z,y)
d(y,z) <d(y,x)+d(z,z) = d(y,z) —d(x,2) <d(y,z). Or d(x,y) =d(y,x).

Alors |d (z,2) —d(y,2)| < d(z,y) .

1.1.4. Distances équivalentes

Définition : Deux distances d; et dy sur un ensemble E sont dites équivalentes s’il existe
a,B € R’ tels que V(z,y) € Ex E

adl (I,y) < d2 ($>y> < ﬂdl (I,y)



Remarque : De I'inégalité précédente on déduit que V (x,y) € E x E

Sy (2.9) < dy (2.9) <~ (1,).
6] !

1.1.5. Sous-espaces métriques

Définition : Soit F' une partie non vide d’'un espace métrique (E,d). La restriction
dr = djpxr de la distance d a F' X I est une distance sur F' et (F,dF) est un espace métrique
appelé sous-espace métrique de (F,d) .

Exemples : N, Z,Q sont des sous-espaces métriques de R pour la distance usuelle.

1.1.6. Espaces métriques produits
Proposition et définition : Soient (Fi,d;), ..., (E,,d,) des espaces métriques. Soit
E = FE; x ... x E,. Soient 0y, 01 et dy définies par Vo = (21, ...,x,) € E,Vy = (Y1, ...,yn) € E

500 (JI, y) = sup dz (xia yz>

1<i<n

o (z,y) = Zdz(xwyZ)
i=1

n 1/2
Z d; (s, yz)]
i=1

Alors 04,01 et o sont des distances sur E et elles sont équivalentes.
FE muni de I'une de ces trois distances est appelé espace métrique produit de (Ey,d,), ...,
(En’ dn) M

62 (I‘,y) =

Remarque : Pour I'équivalence des trois distances, on a par exemple
Exemple : R" (ou C") est un espace métrique produit, les distances 04,07 et do étant
définies par Vo = (21, ...,2,) € R" (ou C"), Yy = (Y1, ..., yn) € R™ (ou C")

5oo($a3/) = sup |xi_yi‘

1<i<n

o (zy) = Y loi—yil
i=1
" 1/2
o2 (z,y) = [Z|xz_yz’2]
i=1

1.2. Normes
1.2.1. Définition : Soit £ un espace vectoriel sur K = R ou C. On appelle norme sur
E toute application || || : E — R vérifiant les conditions suivantes :
(i)Vz € E, ||zl =0<=2=0



(ii) VA € K, Vz € E, ||Az]| = [ [|]]
(ii) Va,y € B, |lz +y| < [lzfl + llyll-

1.2.2. Définition : On appelle espace vectoriel normé, tout espace vectoriel muni d’une
norme.

1.2.3. Proposition : Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé.

Ve,y € B, |zl = [lylll < llz = yll-

Preuve :
v = (z—y)+y. Alors [zf| <z —y[[ + [ly[| - Donc [lz]| —ly]l <[z —yll.
De méme ||y|| — ||z|| < ||ly — z|| . Et comme ||z — y|| = ||y — z]|| , on conclut que

[zl =yl < [l =yl

1.2.4. Définition : Soit E un espace vectoriel. Deux normes N; et Ny sur E sont dites
équivalentes §'il existe a, B € RY tels que Vo €

alNy (x) < Nj(x) < Ns (z) .

1.2.5. Exemples

1) Sur E = R ou C, lapplication x € E —— |z| € R est une norme appelée la norme
usuelle de R ou C.

2) Soit E un espace vectoriel de dimension n sur K = R ou C. Soit (ey, ..., e,) une base

n
de E. Soient vy, et vp définies sur E par Vo = > zie; ,ouz; e K, Vi=1,...,n
i=1

Voo (2) = sup |24
<i<n

v (z) = Z |4
z_n 1/2
vy (z) = [Z |~’Ci’2]

Alors v, 11 et 15 sont trois normes équivalentes sur F.

1.2.6. Proposition et définition : Soit (F, ||.||) un espace vectoriel normé. On définit
une distance d sur E en posant

V(z,y) e EXE, d(z,y) = ||z —y].

Cette distance d est appelée la distance associée a la norme ||.|| (ou distance induite par la
norme ||.|)-

On déduit de cette proposition les remarques suivantes :

1.2.7. Remarques :



1) Tout espace vectoriel normé est un espace métrique. Mais une distance n’induit pas
nécessairement une norme.
2) Deux normes sont équivalentes si et seulement si les distances associées sont équivalentes.

1.2.8. Espace vectoriel normé produit

1.2.8.1. Proposition et définition : Soient (Ei,|.||;), ..., (En,|.||,,) des espaces vec-
toriels normés. Soient N, N1 et Ny définies sur ’espace vectoriel produit £ = Fy x ... X B,
par Vo = (z1,...,x,) € E

Noo (z) = sup ||,

1<i<n

Ni@) = 3l
=1

n 1/2

2
zuxiui]
=1

Alors N, N7 et Ny sont trois normes sur E et elles sont équivalentes.
L’espace vectoriel produit £ muni de I'une de ces trois normes est appelé espace vectoriel
normé produit de (E, ||.|ly), ., (En, ||]l,,)-

Ny (z) =

1.2.8.2. Exemple : La structure usuelle d’espace vectoriel normé de R™ ou C" est

obtenue en prenant I'une des trois normes usuelles équivalentes définies par Vo = (21, ..., x,) €
R"™ ou C"

Noo (z) = sup |z
1<i<n

Ni(z) = > |ail
=1

. 1/2
Ny (x) = [Z ’l’z‘|2]

1.3. Topologie des espaces métriques

1.3.1. Boules dans un espace métrique
1.3.1.1. Définition : Soit (F,d) un espace métrique. Soit a € E et soit r € R™.
On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r I’ensemble

B(a,r)={zx e £ /d(a,z) <71}
On appelle boule fermée de centre a et de rayon r I’ensemble

By(a,r)={x € E /d(a,xz) <r}.
On appelle sphere de centre a et de rayon r I’ensemble

S(a,r)={z € E /d(a,x)=r}.
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1.3.1.2. Remarque : Sir =0, alors B (a,r) =0, By (a,r) = {a} , S(a,r) = {a}.

1.3.1.3. Exemple : Dans R muni de la distance usuelle,

B(a,r) = Ja—r,a+r|
By (a,r) = [a—r,a+7]
S(a,r) = {a—ra+r}

1.3.2. Diametre d’une partie

1.3.2.1. Définition : Soit A une partie non vide d'un espace métrique (E,d).
On appelle diameétre de A, et on note ¢ (A), 'élément de R U {400} défini par

6 (A) =sup{d(z,y) / (z,y) € Ax A}.
On dit que A est bornée si 0 (A) est fini.
1.3.2.2. Remarque : Si A = on pose § (A) = 0.

1.3.2.3. Proposition : Soit A une partie non vide d’un espace métrique (F,d) .
A est bornée si et seulement si A est contenue dans une boule (ouverte ou fermée) de
(E,d).

Preuve :

CN : Supposons A bornée. Alors § (A) € RT. Soit a € A. Alors, pour tout = € A,
d(a,z) < 6 (A).

Donc A C By (a,0(A)).

CS : Supposons A C B(a,r). Alors V (z,y) € AXx A, d(x,y) < d(x,a) +d(a,y) < 2r.

Donc l'ensemble {d (z,y) / (z,y) € A x A} est une partie non vide et majorée de R.
Alors il admet une borne supérieure M dans R.

Et comme V (z,y) € Ax A, 0 < d(z,y) < M, alors M € R*. Donc § (A) = M € R,

Par conséquent A est bornée.

1.3.2.4. Définition : Soit X un ensemble. Soit (F,d) un espace métrique. Soit
f: X — FE une application. On dit que f est une application bornée si f(X) est une partie
bornée de (E,d). On dit que f est bornée sur une partic A de X si f(A) est une partie
bornée de (£, d).

1.3.2.5. Proposition et définition : Soit X un ensemble. Soit (F,d) un espace
métrique. Soit Fy(X, E) l'espace des applications bornées de X dans E.
On pose Vf, g € Fyo(X, E),
dos(f, 9) = sup d(f(z), g(x)).

rzeX

Alors d, est une distance sur F,(X, E) appelée la distance de la convergence uniforme.

Preuve : Soient f,g € F,(X, E). Alors
Ir; > 0 et Jy; € E tels que Vo € X, d(y1, f(x)) < ry et
dry > 0 et Jy € E tels que Vo € X, d(y2, g(z)) < re. Donc

Vo e X, d(f(x),g(x)) < d(f(x), ) +d(ys, y2) + d(yz, 9(x)) <11+ 72+ d(y1,92).
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Alors

sg? d(f(x),g(x)) <ri+ry+d(y1, y2).

Donc Vf,g € fb(Xu E)7 doo(f7 g) S R+‘
Montrer les autres conditions pour avoir une distance.
1.3.3. Ouverts, fermés d’un espace métrique

1.3.3.1. Définition : Soit (E,d) un espace métrique. On dit qu'une partie O de F est
un ouvert de (E,d) si pour tout a € O, il existe une boule ouverte de centre a et de rayon
r > 0 contenue dans O.

On dit qu’'une partie F de E est un fermé de (E,d) si son complémentaire dans E est
un ouvert de (F,d).

Un ouvert est aussi appelé une partie ouverte. Un fermé est aussi appelé une partie
fermée.

1.3.3.2. Proposition : Soit (E,d) un espace métrique. Alors E et () sont des ouverts
de (E,d).

Preuve : -Va € E, B(a,1) C E. Donc E est un ouvert.
(On remarque que Vr > 0, B (a,r) C E).
- La proposition : "Va € (), 3r > 0 tel que B (a,r) C ()7 est vraie car sa négation
est fausse. Donc () est un ouvert.

1.3.3.3. Corollaire : Soit (F,d) un espace métrique. Alors E et () sont des fermés de
(E,d).

1.3.3.4. Proposition : Toute boule ouverte d’'un espace métrique (F,d) est un ouvert
de (E,d).

Preuve : Soit B (a,r) une boule ouverte de (F,d).

- Sir =0 alors B (a,r) = () donc c’est un ouvert.

- Sir >0, soit x € B(a,r). Posons ¢ =r —d(a,x). Alors B (z,¢) C B (a,r).
En effet, Vy € B (x,¢), d(a,y) < d(a,z) +d(z,y) < d(a,z)+e=r.

Donc y € B (a,r). Par conséquent B (a,r) est un ouvert.

1.3.3.5. Proposition : Toute boule fermée d'un espace métrique (F,d) est un fermé
de (E,d).

Preuve : Soit By (a,r) une boule fermée de (£, d).
- Sir=0alors By (a,7) = {a}. Soit z € C]{Ea}. Posons € = zd (a,z). Alors a ¢ B (x,¢€).

Donc B (x,¢€) C C}{;}. Par conséquent Cgl} est ouvert. Donc {a} est un fermé.

- Sir >0, soit x € C’gf(a’T). Alors d (a,x) > r. Posons € = d (a,z) — .
Yy € B(z,€), d(z,y) <e=d(a,x)—r.
Alors r < d(a,z) —d(z,y) = |d(a,z) —d(x,y)| < d(a,y). Donc y € Cﬁf(“””.



Par conséquent B (z,¢€) C CEBf @) Alors Cgf () est ouvert. Donc B 7 (a,r) est un fermé.

1.3.3.6. Remarque : Nous venons de montrer que tout singleton {a} d'un espace
métrique (E,d) est un fermé de (F,d).

1.3.3.7. Proposition : Dans R muni de sa distance usuelle,
() tout intervalle ouvert est un ouvert
(7) tout intervalle fermé est un fermé.

Preuve : (i) Soit I un intervalle ouvert de R.

- Si I =]a,b[ avec a,b € R, alors I = B (c,r) on ¢ = L et r =

Donc I est un ouvert.

- Si I = ]a, +oo[ avec a € R, pour tout ¢ € I posons r = 1d (a,c). Alors B (¢,r) C I.

En effet, Vo € B(c,r), d(c,z) < r < d(a,c) ie. |v—¢| < |c—al] = ¢— a. Alors
a—c<x—c<c—a. Donca<zetainsiz € [. Alors B(c,r) C I. Donc I est un ouvert.

b—a
3 -

- Si I =]—o00,af avec a € R, de fagon analogue au cas précédent, on montre que I est un
ouvert.
- Si [ = ]—o00, +00[ alors I = R qui est un ouvert.

(77) Soit J un intervalle fermé de R.

- Si J = [a,b] avec a,b € R, alors J = By (c,r) ol ¢ = % et r = 252,

Donc J est un fermé.

- Si J = [a, +o0o[ avec a € R, alors Cf = |—00, a[ qui est un ouvert, donc J est un fermé.
- De méme si J = |—o0, a] avec a € R, alors J est un fermé.

1.3.3.8. Remarque : La négation de ” A est un ouvert” n’est pas ” A est un fermé” !
- Il existe des parties qui ne sont ni ouvertes, ni fermées.

Exemple : Dans R muni de sa distance usuelle, A = [0, 1[ n’est ni ouvert, ni fermé.

A n’est pas un ouvert car Vr > 0, B (0,r) € A.

Ca =]—00,0[U[1, +oo[ n'est pas un ouvert car Vr > 0, B (1,7) € CZ. Donc A n’est pas
un fermé.

- Il existe des parties qui sont a la fois ouvertes et fermées.

Exemple : Dans un espace métrique (E,d), E et () sont a la fois ouverts et fermés.

1.3.4. Propriétés des ouverts et des fermés

1.3.4.1. Proposition : La réunion d’une famille quelconque d’ouverts est un ouvert.

Preuve : Soit (0;),.,; une famille quelconque d’ouverts d'un espace métrique (&, d).

Posons O = |J O;. Si O = () alors c¢’est un ouvert.

i€l

Si O # 0, soit x € O. Alors 3i € I tel que x € O;. Comme O; est un ouvert, Ir > 0 tel
que B (z,r) C O;.

Alors B (z,7) C O. Donc O est un ouvert.

1.3.4.2. Corollaire : Dans un espace métrique (E,d), la sphere S (a,r) est un fermé.
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S(a, Bj(a, . I
Preuve : CE(a "=B (a,r)U C’E'f(a ") qui est un ouvert car réunion d’ouverts.

Donc S (a,r) est un fermé.
1.3.4.3. Proposition : L’intersection d’un nombre fini d’ouverts est un ouvert.

Preuve : Soient O1, ..., O, un nombre fini d’ouverts d’un espace métrique (£, d).

Posons O = ﬂ O;. Si O = ) alors c¢’est un ouvert.

Si O # (), SOlt x € 0. Alors x € O;, Vi = 1,...,n. Comme O; est ouvert, Ir; > 0 tel que
B (z,1;) C O;.

Posons r = 112113 ri. Alors > 0 et B(z,r) C Oy, Vi = 1,...,n. Donc B (z,r) C O. Par

conséquent O est un ouvert.

1.3.4.4. Remarque : Une intersection quelconque d’ouverts n’est pas nécessairement
un ouvert.

Par exemple dans R muni de sa distance usuelle, soit I, = ]—%,%[, n € N*. Alors
N 1 ={0}.
neN*
En effet, soit x € () I,. Alors —% <z < %, Vn € N*. Donc en passant a la limite
neN*
lorsque n tend vers 400, on obtient 0 < z < 0. Alors rz=0.
{0} n’est pas un ouvert car V r > 0, B (0,r) =]—r,r[ € {0}.

En passant aux complémentaires et en utilisant les résultats :

C(iQIAl) UCA ot C(zel > ﬂCA
E

el i€l

on obtient :

1.3.4.5. Proposition :
(1) L'intersection d'une famille quelconque de fermés est un fermé.

(#7) La réunion d’un nombre fini de fermés est un fermé.

1.3.4.6. Remarque : Nous avons vu les trois propriétés fondamentales suivantes des
ouverts d'un espace métrique (F,d) :
1) E et () sont des ouverts.
2) Toute réunion d’ouverts est un ouvert.
3) Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.

Pour ces trois propriétés, on dit que I'ensemble O des ouverts d’un espace métrique (F, d)
définit une topologie sur E ou que (E, Q) est un espace topologique.

De facon générale, on a la définition suivante :

1.3.4.7. Définition : Soit F un ensemble et 7 une famille de parties de E vérifiant les
conditions suivantes :



1) E et () sont des éléments de T.
2) Toute réunion d’éléments de T est un élément de 7.
3) Toute intersection finie d’éléments de T est un élément de 7.
On dit que T définit une topologie sur E ou que (E,T) est un espace topologique.

Les éléments de 7 sont appelés les ouverts de (E,T).

1.3.4.8. Exemples : 1) Si 7 = P (F) l'ensemble de toutes les parties de E, alors
(E,P (F)) est un espace topologique. La topologie obtenue est appelée la topologie discréte
de E.
2) Si T ={E, D} la topologie obtenue est appelée la topologie grossiére de E.

1.3.5. Voisinages d’un point

1.3.5.1. Définition : Soit (E,d) un espace métrique et soit a € E. On dit qu'une
partie V' de E est un wvoisinage de a s’il existe un réel r > 0 tel que B (a,r) C V.
On note V (a) 'ensemble des voisinages de a.

Exemples : 1) Vp >0, B (a, p) est un voisinage de a.
2) Tout ouvert contenant a est un voisinage de a.

1.3.5.2. Proposition : Soit (F,d) un espace métrique et soit a € E. Soit V' une partie
de E.
V' est un voisinage de a si et seulement si il existe un ouvert O de E tel que a € O C V.

Preuve :
CN : Si V est un voisinage de a, alors il existe r > 0 tel que B (a,r) C V. Comme
B (a,r) est un ouvert, alors en prenant O = B (a,r), on a bien a € O C V.

CS : S’il existe un ouvert O de E tel que a € O C V, alors il existe r > 0 tel que
B (a,r) C O. Donc B (a,r) C V. Par conséquent V' est un voisinage de a.

1.3.5.3. Propriétés : Soit (F,d) un espace métrique et soit a € F.

(1) Tout voisinage de a contient a.

(#7) Si V est un voisinage de a et si V' C W, alors W est un voisinage de a.

(74) Une intersection finie de voisinages de a est un voisinage de a.

(1v) Si a et b sont deux points distincts de 'espace métrique (E,d), alors il existe un
voisinage V' de a et un voisinage W de b tels que VNW = (.

Pour cette propriété (iv), on dit qu'un espace métrique est un espace séparé.

Preuve :

(1) Vraie par définition d'un voisinage.

(17) SiV € V (a) alors il existe r > 0 tel que B (a,r) C V. SiV C W, alors B (a,r) C W.
Donc W est un voisinage de a.

(7i7) Soient V4, ..., V,, un nombre fini de voisinages de a.

Alors il existe r; > 0 tel que B (a,r;) C V;, Vi=1,...,n.

Posons r = 1211<Il ri. Alors r > 0 et B(a,r) C B(a,r;) CV;,Vi=1,...,n.



Donc B (a,r) C ﬂ V. Par conséquent ﬂ Vi est un voisinage de a.
i=1 i=1

(iv) Soient a,b € E tels que a # b. Alors d (a,b) > 0. Posons r = 3d (a,b).
Alors B (a,r) est un voisinage de a et B (b,r) est un voisinage de b.
Supposons qu’il existe z € B (a,r) N B (b,r).

Alors 3r = d (a,b) < d(a,z) + d(z,b) < 2r. Contradiction.

Par conséquent B (a,r) N B (b,r) = ().

1.3.5.4. Proposition : Soit O une partie d'un espace métrique (E,d).
O est un ouvert si et seulement si O est un voisinage de chacun de ses points.

Preuve :
CN : Si O est un ouvert, alors Va € O, il existe r > 0 tel que B (z,7) C O. Donc O est
un voisinage de x, Vx € O.

CS : Si O est un voisinage de chacun de ses points, alors Vx € O, il existe r > 0 tel que
B (xz,r) C O. Donc O est un ouvert.

1.4. Intérieur, adhérence d’une partie

1.4.1. Intérieur d’une partie
1.4.1.1. Définition : Soit (F,d) un espace métrique et soit A une partie de E.
On dit qu’'un point = de E est intérieur a A si A est un voisinage de x.

On appelle intérieur de A, et on note A , 'ensemble des points de E qui sont intérieurs
a A.
Exemple : Dans R muni de la distance usuelle, si A = [a, b[ alors A = ]a, b].

Remarque : A C A.

1.4.1.2. Propriété : Soit (E,d) un espace métrique et soit A une partie de E. A est
un ouvert et c’est le plus grand ouvert de E contenu dans A.

Preuve :
-Vx € A, il existe r > 0 tel que B (x,r) C A. Yy € B(x,r),onay € B(z,r) C A. Alors

A est un voisinage de chacun des points de B (z,7). Donc B (z,r) C A. Par conséquent A
est un ouvert.

- ACA
- Soit O un ouvert de E contenu dans A. Vz € O, il eX1ste r > 0 tel que B (z,r) C 0.

Alors B (z,7) C A. Donc A est un voisinage de z. Alors x € A Par conséquent O C A

1.4.1.3. Corollaire : A est un ouvert si et seulement si A = A.

Preuve :
- Si A est un ouvert alors dans ce cas le plus grand ouvert de E contenu dans A est A.

Donc :21 = A.

10



-Si A = A, alors A est un ouvert car A est un ouvert.

Exemple : Dans R? muni de la distance euclidienne d, si D (a,) est un disque ouvert,
alors D = D.

1.4.2. Adhérence d’une partie

1.4.2.1. Définition : Soit (E,d) un espace métrique et soit A une partie de E.
On dit qu'un point = de E est adhérent a A si pour tout réel r > 0, B (z,r) N A # .

On appelle adhérence de A, et on note A , 'ensemble des points de E qui sont adhérents
a A.

Exemple : Dans R muni de la distance usuelle, si A = ]a, b] alors A = [a, b].
Remarque : A C A.

1.4.2.2. Proposition : Soient (£, d) un espace métrique, A une partie de I et z € E.
r € A <= pour tout voisinage V de z, VN A # 0.

Preuve : -
CN : Supposons que x € A. Soit V un voisinage de z. Alors 3r > 0 tel que B (z,r) C V.
Comme x € A, B(x,r)NA# (. Donc VN A # (.

CS : Supposons que pour tout voisinage V' de z, VNA # (. AlorsVr > 0, B (x,r)NA #(
car B (z,r) est un voisinage de x. Par conséquent, z € A.

1.4.2.3. Proposition : Soit (F,d) un espace métrique et soit A une partie de E. Alors

o
N
A

= 04

C

ShS

Preuve :

€04 <= Ir>0tel que B(x,r)NA=10
<= 3r > 0 tel que B (z,r) C 4
<= (4 est un voisinage de x

A
«—zec (3

~ 1.4.2.4. Proposition : Soit (E,d) un espace métrique et soit A une partie de E. Alors
A est un fermé et c’est le plus petit fermé de (E,d) qui contient A.

- N - —
Preuve : * Ona: (4 = C4 . Donc (4 est un ouvert. Par conséquent A est un
fermé.
*ACA.
o o

A~ A=

* Soit Fun fermé de (E, d) tel que A C F. Alors Cf c C4. Donc Cf < Cf .
PPN i _

Or C% est un ouvert et G4 = Cs . Alors Cf < C4. Donc A C F.
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Par conséquent A est le plus petit fermé de E contenant A.

1.4.2.5. Corollaire : A est un fermé ssi A = A.

Preuve :
CN : Si A est un fermé, alors le plus petit fermé de E contenant A est lui méme; donc A = A.
CS :Si A= A alors A est fermé car A est fermé.

1.4.2.6. Définition : Soit (F,d) un espace métrique.
Une partie A de E est dite partout dense dans E si A = F.

1.4.2.7. Exemple : Dans R muni de la distance usuelle Q = R. Donc Q est partout
dense dans R.

1.4.3. Frontiere d’une partie
1.4.3.1. Définition :
Soit (E,d) un espace métrique et A C FE.

On appelle frontiére de A I'ensemble F,(A) = AN (4.

1.4.3.2. Exemple :
Dans R muni de la distance usuelle, si A= [1, 5] alors F,.(A) = [1,5]N(] — o0, 1]U[5, +00])
Fi(4) = {1,5}

1.4.4. Points isolés-Points d’accumulation

1.4.4.1. Définition :

Soient (F,d) un espace métrique et A C E tel que A # (.
On dit qu'un point = € A est un point isolé de A s’il existe un voisinage V de z tel que
VNA={z}.
On dit qu'un point x € F est un point d’accumulation de A si tout voisinage de x contient
une infinité de points de A.

1.4.3.2. Exemple : Dans R muni de la distance usuelle, si A =] — 3, 2[U{7} alors
7 est un point isolé de A, car |6, 8] est un voisinage de 7 tel que AN|6,8[= {7} ;
-3 est un point d’accumulation de A, car Vr > 0,] — 3 —r, =3 + r[NA est infini.

1.5. Topologie induite - Topologie produit

1.5.1. Topologie induite

1.5.1.1. Définition :

Soient (E,d) un espace métrique, A une partie non vide de E et dy = djaxa.

La topologie du sous-espace métrique (A, d4) est appelée la topologie induite sur A.

1.5.1.2. Proposition : Soient (F,d) un espace métrique, A une partie non vide de F
et dy = d\AxA-
Soient a € A et r € RT. Posons By (a,7) ={zx € A / da(a,z) <r}. Alors
i) Ba(a,r) = AN B (a,r)

ii) une partie w de A est un ouvert de (A, d4) si et seulement si il existe un ouvert
QN de (E,d) tel que w=AN.

12



Preuve :
i) Soit z € E.

x € By(a,r)

& xzeAetdy(a,x)<r
< zeAetd(a,z)<r
< xz€Aetxe Bla,r)
& e ANDB(a,r)

ii) CN : Soit w est un ouvert de (A, da).

Si w = 0 alors Q = () convient.

Siw#0, Vo € w, Ir, >0 tel que By (x,r,) C w. Alors

w=|JBa(x,r)=JANB (1) =AN (UB(J;,%)> :

TEW rTEW

On pose Q = |J B(z,r,) qui est un

rTEW

rTEW

ouvert de (F,d).

CS : Soit Q un ouvert de (E,d). Posons w = AN Q.

Si w = ), alors c’est un ouvert de (A

7dA)-

Siw # (), soit x € w. Alors 3r > 0 tel que B (z,r) C Q.
Donc 3r > 0 tel que AN B (z,r) C AN
Ainsi 3r > 0 tel que Ba (x,r) C w. Par conséquent, w est un ouvert de (A, d4).

1.5.2. Topologie produit
1.5.2.1. Définition :

Soient (Ey,dy), ..., (Fy,d,) des espaces métriques. La topologie de I'espace produit £ =

FE, x ... x E, muni de 'une de ses trois
au 1.6) est appelée topologie produit.

distances usuelles équivalentes 0., dj0u do (définies

1.5.2.2. Proposition : Sous les hypotheses de la définition précédente, soient r > 0 et
a=(ay,..,a,) € E=F; X ..x FE, et considérons sur F la distance do, = sup d;. Alors

B (a

1<i<n

) = HBEi(ai,T)
i=1

ou Bg,(a;,r) est la boule ouverte de centre a; et de rayon r dans (FE;, d;).

Preuve : Soit z = (21,...,x,) € E.

x € B®(a,r) &

=
=

=

sup d;i(a;,x;) <r

1<i<n

di(a;,z;) <r,Vi=1,..,n
x; € Bg,(a;,7r),Vi=1,..,n

z € |[ Bg,(a;,r)
i=1

13



Bg,(a;,7), on dit que B°<(a,r) est

—

1.5.2.3. Définition : Pour I'égalité B°=(a,r) =

=1

un ouvert élémentaire pour la topologie produit.
Plus généralement, on appelle ouvert élémentaire de E = F; X ... X E, tout ouvert €2 de

FE de la forme .
Q = H Wi
i=1

ou w; est un ouvert de (E;, d;), Vi=1,...,n.

1.5.2.4. Remarque : Tout ouvert de F n’est pas nécessairement un ouvert élémentaire

de E.

1.5.2.5. Proposition : Tout ouvert de E est une réunion d’ouverts élémentaires de E.

Preuve : Soit O un ouvert de £ = E; x ... X E,. Alors Vx € O,3r, > 0 tel que
B%< (z,r,) C O. Donc

O = U B (x,ry) = U (H B, (mi,rgc)) )

zeO zeO \i=1

Chapitre 2 : Limites - Continuité

2.1. Limites

2.1.1. Définition : Soient (E,dg) et (F,dp) deux espaces métriques.
Soient f : (F,dg) — (F,dr) une application, g € E, et | € F.
On dit que f(x) tend vers [ lorsque x tend vers xg, si pour tout voisinage V' de [, il existe
un voisinage U de ¢ tel que f(U) C V.

Ce qui est équivalent a :
Ve > 0,3n > 0 tel que Vo € E,x € B(xg,n) = f(z) € B(l,¢)
et donc a

Ve > 0,3n > 0 tel que Vo € E,dg(z,z0) <n = dp(f(z),]) <€

car B(l,€) est un voisinage de [ et tout voisinage de xy contient une boule ouverte centrée
en Io.

2.1.2. Proposition : Soient f : (E,dg) — (F,dr) une application, xy € F et
leF.
Si f(z) tend vers [ lorsque z tend vers xg, alors [ est unique.

On dit que [ est la limite de f au point xq et on note

[ = lim f(x).

T—IQ
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Preuve : Supposons que f(x) tend vers [ et I lorsque x tend vers g, avec [ # I'.
Comme(F,dp) est séparé et I # ', 3V € V(1),3V' e V(') tels que VNV =0 .
Comme f(z) tend vers [ lorsque x tend vers xy et que V € V(I),

AU € V(xo) tel que f(U) C V.

De méme, 3U" € V(zy) tel que f(U') C V",

Alors UNU'" € V(x) et donc zp € UNU".

Par conséquent f(zo) € V N V’. Contradiction car VNV’ = (.

2.1.3. Extension de la notion de limite
Soit f : (E,dg) — (F,dp) une fonction d’ensemble de définition Dys. Soit A C Dy. Soit
xg € A. Soit [ € F. Soit fy = fia la restriction de f a A.
On dit que f4(z) tend vers [ lorsque = tend vers z si

YV e V(1),3U € V(xo) tel que Ve e UN A, f(z) € V.

Dans ce cas, on dit que f(x) tend vers [ lorsque x tend vers xy sur A.

Ce point [ est unique et on note
lim f(x)=1.

Z*}(L'O
T€EA

Si A = Uy\{zo} ou Uy est un voisinage de zy, on note

Jim f(x) =1.
m#xg

Exemple : Dans R muni de la distance usuelle,

. sinhx

lim = 1.
—0

w0 T

Remarque : Si lim f(z) =1, alors lirr% f(x) = 1. Mais la réciproque est fausse.
T—T0 ZI—E”Z

Cas particuliers : Dans R muni de la distance usuelle, s’il existe € > 0 tel que :
A =|zg, 9 + €|NDy, la limite s’écrit zllg}) f(x) ;
x>x(Q
= [xo, xo + €[NDy, la limite s’écrit xllglo f(z);
z>x()

z<z(

A
A =|zy — €,20|NDy, la limite s’écrit lim f(z);
A

|zo — €,20] N Dy, la limite s’écrit 11152) f(z).
z<z(

2.2. Continuité
2.2.1. Définition : Soit f: (E,dg) — (F,dr) une application. Soit = € E.
On dit que f est continue au point xqy si

lim f(z) = f(zo).

T—T0
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Ce qui est équivalent a :

Ve > 0,3n > 0 tel que Vo € E, dg(z,x0) < n = dp(f(x), f(x)) < €.

Si f est continue en chaque point xg € E, on dit que f est continue sur E.

Cas particulier :
Une application f: (R,|.|) = (R,|.|) est continue en un point zq si

Ve > 0,3n > 0 tel que Vo € R, |x — xo| <1 = |f(x) — f(xo)] < e
Exemple : La i®" projection canonique de R" dans R

pr, o R” - R
= (21, ., Ty) — T

est continue sur R” pour tout ¢ =1, ..., n.

Prolongement par continuité : Soit f : (E,dg) — (F,dr) une fonction d’ensemble
de définition Dy. Soit xy ¢ Dy.
Si xllglo f(z) =1€ F, on peut prolonger f par continuité en x.

TH#T(Q
Le prolongement par continuité est la fonction g définie par g(z) = f(x) si z # x¢ et

g(xo) = 1.

2.2.2. Proposition :
Soient E, F, G trois espaces métriques, f : E — F et g : F' — G deux applications et 2y € E.

Si lim f(x) =1 et si lirrll g(y) = ls, alors lim (g o f)(x) = Is.
y—l T—TQ

T—T0

Si f est continue en zg et si g est continue en f(zy), alors g o f est continue en z.

Si f est continue sur E et si g est continue sur F' , alors g o f est continue sur E.

2.2.3. Proposition :
Soit (E,d) un espace métrique. Soit (F|| ||) un espace vectoriel normé sur R.
Soient f,g: F — F deux applications. Soit a € E.

Si f et g sont continues en a, alors Vo, 8 € R, af + fg est continue en a.

2.2.4. Proposition :
Soit (E,d) un espace métrique. Soient f,g: E — R deux applications. Soit a € E.

1. Si f et g sont continues en a, alors fg est continue en a.

2. Si g est continue en a et g(a) # 0, alors é est continue en a.

3. Si f et g sont continues en a et si g(a) # 0 alors g est continue en a.
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4. Toute fonction polynome de n variables réelles est continue sur R"™.

Toute fonction rationnelle de n variables réelles est continue en chaque point de son
ensemble de définition.

2.2.5. Proposition : Soient E et I’ deux espaces métriques. Soit f : E — F une
application.
f est continue en a € E si et seulement si

YW eV[f(a)], f 1 (V)eV(a).

Preuve :
- CN :
Si f est continue en a, alors VYV € V[f (a)], 3U € V(a) tel que f(U) C V. Or

foycv = [ff w )]Cfl( )
= UCffO)cf ).

Comme U € V(a) et U C f~1(V), alors f~1(V) € V(a).

-CS:
SivV e V[f(a)], 71 (V) eV (a), en posant U = f~1(V), on a
fO)=f[f'(V)]CVetUeV(a). Donc f est continue en a.

2.2.6. Proposition : Soient F et F' deux espaces métriques. Soit f : E — F une
application.
f est continue sur E si et seulement si pour tout ouvert 2 de F, f~1 () est un ouvert

de E.

Preuve :

- CN : Soit 2 un ouvert de F.

Si f71(Q2) = 0 alors c’est un ouvert de F.

Si f71(Q) # 0, soit z € f~1(Q). Alors f(z) € Q, donc Q € V|[f (z)]. Comme f est
continue en z, f~1 () € V (z). Par conséquent f~! (Q) est un ouvert car voisinage de chacun
de ses points.

- CS : Soit a € E.

Pour tout V' € V|[f (a)], il existe un ouvert Q de F tel que f(a) € Q C V. Alors
a€ f7H(Q) C f7H(V) et f71(Q) est ouvert par hypothese, donc f~' (V) € V(a). Par
conséquent, f est continue en a.

2.2.7. Corollaire : Soient F et F' deux espaces métriques. Soit f : F — F une
application.

f est continue sur E si et seulement si pour tout fermé W de F, f~1 (W) est un fermé
de F.

2.2.8. Proposition : Soient F, I’ et G trois espaces métriques. Soient f : E — F et
g : ' — G deux applications. Soit a € E.

17



Si f est continue en a et si g est continue en f (a), alors g o f est continue en a.

Par conséquent si f est continue sur E et si g est continue sur F', alors g o f est continue
sur F.

Preuve : Soit V € V(go f)(a)] =V]g(f(a))]. Comme g est continue en f (a), alors
g1 (V) est un voisinage de f (a).

Comme f est continue en a, alors f~'[g7" (V)] = (go f)~" (V) est un voisinage de a.
Donc g o f est continue en a.

2.2.9. Homéomorphismes

2.2.9.1. Définition : Soient E et F' deux espaces métriques. Soit f : £ — F une
application.

On dit que f est un homéomorphisme de E sur F si f est une bijection et si f et f~1
sont continues.

On dit que E et F' sont homéomorphes s’il existe un homéomorphisme de E sur F.

2.2.9.2. Définition : On dit que deux distances d et J sur un ensemble F sont
topologiquement équivalentes si 'application idg : (E,d) — (F,0) est un homéomorphisme.

n
2.2.10. Proposition : Soit F = [] E; un espace métrique produit. Alors Vi =1, ..., n,
i=1
la i°™¢ projection canonique :

est continue.

Preuve : Considérons sur F la distance 0.
Soit a = (ay, ...,a,) € E. Soit € > 0. Soit © = (z1,...,x,) € E. Alors Vi = 1,...,n,

di(pi(), pi(a)) = di(r;, a;) < doo(, @).

Donc
dn =€ >0 tel que doo(z,a) < n = d;(pi(z),pi(a)) <e.

Par conséquent p; est continue au point a. Comme a est quelconque dans E, p; est continue
sur E.

n
2.2.11. Proposition : Soit £ un espace métrique et soit [] F; un espace métrique
i=1
produit. Soit

f: E — f[ﬂ
v oo f@) = (@) (@), fa (@)

une application. Alors
f est continue si et seulement si chaque application composante f; de f est continue.

Preuve :
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- CN : Supposons f continue. Alors Vi = 1,....n, f; = p; o f est continue.

- CS : Soient d la distance sur E et d; la distance sur F;. Soit a € E. Supposons chaque
application composante f; continue en a.
Soit € > 0. Alors

dn; > 0 tel que Vo € E| d(z,a) <n; = di( fi(x), fila)) < e.

Posons n = min 7;. Alors
1<i<n

d(z,a) <n=di(fi(x), fi(a)) <€, Yi=1,..,n.
Donc
d(z,a) <n=0s(f(2), fla)) <e

Par conséquent f est continue au point a. Comme a est quelconque dans E, f est continue
sur F.

2.2.12. Proposition : Soit £ = [] E; un espace métrique produit. Soit F' un espace
i=1
métrique.
Si f: E = ][ E; — F est une application continue en a = (a;),.;., € E, alors Vi =
i=1 -

-eme

1,...,n, sa 1" application partielle en a :

T; f(al,...,ai_l,xi,aiﬂ,...,an)

est continue en a;.

Preuve : Supposons f continue en a. Vi =1, ..., n, soit

xTr; (al,...,ai_l,xi,aiﬂ,...,an)

Alors 1); est continue car chacune de ses composantes est continue. Comme ¢; = f o1); alors
p; est continue en a;.

Remarque : La réciproque est fausse. Exemple : Soit f : R? — R définie par
xy )
f(xay):mSI (l’,y)%(0,0) etf(()?O):O

Les applications partielles de f en (0,0) sont continues car f (z,0) = 0= f(0,y). Mais
f n’est pas continue en (0,0) car lim f (2, x)
z#0

—1
= 3.

2.3. Applications uniformément continues
2.3.1. Définition : Soit f: (E,dg) — (F,dr) une application.
On dit que f est uniformément continue sur E, si

Ve > 0,3n > 0 tel que Y(x,y) € E?, dp(z,y) <n=dp(f(z), fy)) <e.
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2.3.2. Proposition : Toute application uniformément continue est continue.
Remarque : La réciproque est fausse.
Exemple : L’application

f*R — R

ZL’F—)[EQ

est continue sur R mais n’est pas uniformément continue sur R.

2.3.3. Définition : Soit f: (E,dg) — (F,dr) une application.
On dit que f est lipschitzienne s’il existe une constante k£ > 0 telle que

Vo,y € B, dp(f(x), f(y)) < kdp(z,y).

On dit alors que f est lipschitzienne de rapport k ou f est k-lipschitzienne.

2.3.4. Proposition : Toute application lipschitzienne de rapport k& est uniformément
continue.

Preuve : Ve > 0,dn = ¢ > 0 tel que Vao,y € E, dg(z,y) <n=dr(f(v), f(y)) <e
Donc f est uniformément continue.

2.3.5. Définition : Soit f: (E,dg) — (F,dr) une application.
On dit que f est une isométrie si

Vr,y € E, dp(f(2), f(y)) = de(z,y).

Remarque : Toute isométrie est une application lipschitzienne.
Chapitre III. Suites de points d’un espace métrique
3.1. Convergence

3.1.1 Définition :
Soit (Z,)nen une suite de points d’un espace métrique (F,d).
On dit que (z,)nen converge vers un point « € F si :

VV e V(x),3N e Ntelquen > N =z, €V.

Ce qui est équivalent a Ve > 0,3IN € N tel que n > N = z,, € B(z,€).
(Car B(z,¢€) € V(x)).

C’est-a-dire Ve > 0,IN € N tel que n > N = d(z,z,) < €.

Ce qui revient a dire que la suite de nombres réels (a, ),en définie par «,, = d(z, x,,) tend
vers 0 dans R.
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3.1.2 Proposition :

Si une suite (2, )nen de points d'un espace métrique (F, d) converge vers un point = € E,
alors x est unique.
On l'appelle la limite de (z,),en et on note :

lim z, ==.
n——+oo

Proof. Supposons que (x,)nen converge vers x et &’ avec z # 2. Comme (FE, d) est séparé,
il existe V € V(z) et V' € V(2') tels que VNV’ = 0.
Alors AN € N tel que Vn > N, z, € V.
De méme, IN’ € N tel que Vn > N’, z, € V.
Donc Vn > max{N, N'}, z, € VNV’ Contradiction. m

3.1.3. Proposition : Soit (z,),eny une suite de points d'un espace métrique produit

k
E =[] E; avec x,, = (x}, 22, .-+ aF).
i=1

La suite (x,)nen converge vers [ = (I, 1o, -+ ,1;,) dans E ssi la suite (x%),cn converge vers I;
dans (Ez,dz), Vi = ]., cery k.
Proof.

CN : Supposons que (x,)en converge vers | = (Iy,ls, -+ 1) dans E. Considérons sur
FE la distance 0., = sup d;. Alors

1<i<k

Ve>0, 3N €N : Vn >N, (T, 1) <e.

Donc Vn > N, d;(z!,1;) <€, Vi=1,...,k. Par conséquent, la suite (z!),en converge vers [;

dans (E;,d;), Vi=1,..., k.
CS : Supposons que la suite (x?),ey converge vers [; dans (E;, d;), Vi = 1,..., k. Alors
Ve >0, IN; €N : Vn > N;, di(2',1;) <e, Yi=1,... k.

Posons N = 1r£1a<>§€NZ Alors Vn > N, di(2¢,1;) <€, Vi = 1,....,k. Donc 6 (7,,1) < €, ol

l=(l,...,lx). Ainsi la suite (x,)nen converge vers | = (Iy,ly,-+- 1) dans E. m

3.1.4 Proposition :
Soit (E,d) un espace métrique et A C E tel que A # (). Soit z € E.

x € A si et seulement si il existe une suite (a,)nen de points de A qui converge vers x.

Preuve :
CN :
r€A= VYVe V),VNA#D.
= Vr>0,B(z,r)NA#0 car B(x,r) € V().
1
= Vn eN*,B(x,E)ﬂA;AQ).
1
= Vn e N* da, € A tel que a, € B(z, E)
= 3 une suite (a,)nen+ de points de A telle que
1 1
0 <d(an,z) <—.Or lim —=0.
n n—-+oo N,
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Alors lim d(ay,x) = 0. Donc (a,)nen+ converge vers .
n—4o00

CS : Supposons qu’il existe une suite (a,),en de points de A qui converge vers z.
Alors V'V € V(x),3N € Ntel quen > N = a, € V.
Donc VV e V(z),VNA#Q. Alors z € A.

3.2. Continuité séquentielle

Théoréme : Soient (E,dg) et (F,dr) deux espaces métriques. Soit f : £ — F une
application. Soit x € F.
L’application f est continue au point x si et seulement si pour toute suite (z,),en de points
de E qui converge vers x, la suite (f(x,))nen converge vers f(z).

Proof.

CN : Supposons [ continue au point z. Alors VV € V[f(z)], 3U € V(z) : f(U)C V.
Soit (z,)nen une suite de points de E qui converge vers z. Comme U € V(x), IN € N :
n>N = x, €U. Alors f(z,) € f(U).

Ainsi
VYV eV[f(x)], INeN: n> N = f(z,) € V.

Donc la suite (f(x,))nen converge vers f(z).

CS : Par contraposée. Supposons f non continue au point x. Alors
AV eV[f(x)] : YU eV(x), f(U) ¢ V.
Prenons U = B(z, 1), n € N*. Alors

1
AV eV[f(x)] : YneN*, 3z, € B(x,ﬁ) c flx,) € V.
Donc on obtient une suite (z,)nen+ qui converge vers z car 0 < dg(z, z,) < £. Mais la suite
(f(zn))nen+ ne converge pas vers f(z). =

3.3. Valeurs d’adhérence

3.3.1. Définition :
Soit (E,d) un espace métrique. Soit (z,),ey une suite de points de FE.
On dit qu'un point @ € FE est une valeur d’adhérence de la suite (x,)n,en ssi pour tout
voisinage V' de a, 'ensemble {n € N / z,, € V'} est infini.
Ou ssi VV € V(a),VN € N,3In > N tel que x,, € V.
Ou encore ssi Ve > 0, VN € N, In > N tel que d(z,,a) < €.

3.3.2. Proposition : Dans un espace métrique (F,d) si une suite (x,),en de points de
E converge, alors elle possede une seule valeur d’adhérence qui est sa limite.

Preuve :

Soit (x,)nen une suite de points de E qui converge vers a. Alors a est une valeur
d’adhérence de (z,)nen-
Supposons que (x,)nen possede une autre valeur d’adhérence b # a.
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Alors il existe un voisinage V' de a et un voisinage V' de b tels que VNV’ = () car (E,d) est
séparé. Comme (x,)nen converge vers a et V € V(a),

dN; € Ntel quen > Ny =z, € V.

Comme b est une valeur d’adhérence de (x,,),eny et V' € V(b), et de plus Ny € N

alors il existe n; > N tel que x,, € V'.

Comme n; > Nj alors z,,, € V. NV’. Contradiction car VNV’ = ().

3.3.3. Proposition : B
Si x est une valeur d’adhérence d’une suite de points de A alors x € A.

Preuve :

Supposons que x est une valeur d’adhérence d’une suite (a,)nen de points de A. Alors
YV e V(z),VN € N,dn > N tel que a, € V.
Comme a, € Aeta, €V, alors VNA#D.
Done VV € V(z),V N A # 0. Par conséquent z € A.

3.3.4. Théoreme :

Soient (E,d) un espace métrique, (x,),en une suite de points de E et z € E.
x est une valeur d’adhérence de la suite (z,,),en ssi il existe une sous-suite de la suite (2, )nen
qui converge vers .

Preuve :
CN : Supposons que z est une valeur d’adhérence de la suite (x,),en. Alors pour :

e V=DB(z,1)eV(x)et N=1, In; > 1> 0 tel que d(z,x,,) < 1.

e V=DB(z,3)eV(z)et N=ny+1, Inoy >ns+1>n; tel que d(z,z,,) < 3.

V= B(x,%) et N=ng+1, Ing > ng+ 1> ny tel que d(z,x,,) < %

Ing > ng_1 + 1> ng_y tel que d(z, z,,) < %

Alors il existe une sous-suite (z,, Jken+ de la suite (z,)nen telle que :

Vk e N*, 0<d(z,z,,) < 1

Comme lim +=0 alors lim d(z,z,,)=0.
k—-+o0 k—4o00

Donc (z,, Jken+ converge vers .

CS : S'il existe une sous-suite (2, )ren de (2,)neny qui converge vers z, alors x est une
valeur d’adhérence de (x,, Jren et donc de (x,,)nen.

3.3.5. Exemple :
Dans R muni de la distance usuelle, soit z,, = (—1)", Vn € N.

La suite (z,),en nE converge pas.
Or Vp € N,

.Z'Qp:l

Top+1 = —1.
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Alors —1 et 1 sont des valeurs d’adhérence de (z,,)nen. Les sous-suites (22, )pen €t (T2pt1)pen
convergent respectivement vers 1 et —1.

3.3.6. Théoréme : Soient (E,d) un espace métrique et (x,),en une suite de points de
E. Notons Adh(z,) 'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (x,,),en et Vn € N, posons
X, ={z, : p>n}. Alors

Adh(z,) = (] Xa.

neN

Preuve :

r € Adh(xz,) < YV eV(),VNeNIn>N:z,€V
o W eV(),YNeN,VNXy %0

& YNeNzeXy

- =

T € ﬂNEN XN
3.3.7. Corollaire : Adh(z,) est fermé dans (F,d).

3.4. Suites de Cauchy

3.4.1 Définition :
Soit (F,d) un espace métrique. On dit qu’une suite (z,),en de points de E est une suite
de Cauchy si
Ve > 0,3dN € N tel que p,q¢ > N = d(xp, z,) < €.

3.4.2 Proposition :
Toute suite convergente de points d'un espace métrique est de Cauchy.

Preuve :

Soit (x,)nen une suite de points de (E,d) qui converge vers x € E.
Alors Ve > 0,dN € N tel que n > N = d(z,,r) < 5.
Sip,q > N, alors d(z,, z,) < d(z,,z) +d(z,z,) <€
Donc (x,,)nen est de Cauchy.

3.4.3. Remarque :
La réciproque est fausse.

3.4.4. Proposition :
Toute suite de Cauchy est bornée.

Preuve :
Soit (z,)nen une suite de Cauchy, alors pour € = 1

dN € Ntel que n,p > N = d(z,,z,) <1

Posons p = N + 1, alors n > N = d(x,, x,) < 1.
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Donc ¥n > N, z,, € B(z,, 1).
Posons r =1+ Jmax. d(zp, z,). Alors Vn € N, d(xp, x,) <.

Donc Vn € N, z,, € B(z,,r). Par conséquent (z,)nen est bornée.

3.4.5. Corollaire :
Toute suite convergente de points d’un espace métrique est bornée.

3.4.6. Proposition :

Soit (Zy,)nen une suite de points d'un espace métrique (F,d).
Si (2, )nen est de Cauchy et si elle admet une valeur d’adhérence x, alors elle converge vers
cette valeur d’adhérence .

Preuve : Soit € > 0.
Comme z est une valeur d’adhérence de (z,),en alors VN € N,

Jdg > N tel que d(z,,x) <

DO | ™

(Zn)nen étant de Cauchy, alors :

AN, € N tel que ¥p,n > Ny, d(zp, z,) <

NN e

Pour N = Ni,3q1 > Ny tel que d(xq,, ) < §, et Vn > Ny, d(zq,, 7,) <
Donc Vn > Ny, d(xy,, ) < d(xp, 2q,) + d(zq,,x) < €.

Alors Ve > 0,3N; € N tel que Vn > Ny, d(z,,z) < €.

Donc (x,,)nen converge vers z.

£
5

3.5. Espaces métriques complets

3.5.1. Définition :
On dit qu'un espace métrique (FE,d) est complet si toute suite de Cauchy de (FE,d)
converge dans (F,d).

Rappel :

3.5.2. Théoréme : [Théoreme de Bolzano-Weirstrass] De toute suite bornée de nombres
réels, on peut extraire une sous-suite convergente.

3.5.3 Corollaire :
R muni de la distance usuelle est complet.

Preuve :

Soit (x,)neny une suite de Cauchy de (R,| |). Alors (x,),en est bornée. D’apres le
théoreme de Bolzano-Weirstrass, (2, )neny admet au moins une valeur d’adhérence a.
Comme (x,)nen est de Cauchy et admet une valeur d’adhérence a, alors (x,),en converge
vers a.
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3.5.4 Théoreme :
Soient (F1,dy),- -, (Ek,dg) des espaces métriques complets. Alors l'espace métrique
produit £ = E; X --- X Ej, est complet.

Preuve :
Soit (z,,)nen une suite de Cauchy de E.
Posons : x,, = (1,22, .-+ 2%) et prenons sur F la distance d.

Alors Ve > 0,3N € N tel que Vp,q > N, 0o (2, 2,) < €.

Donc sup d;(z}, z) < e.
1<i<k
Alors dy(x;, 7)) < 12351@ di(zy, z;) < e
Donc d;(z}, x,) < eVie{l,--- ,k}.
Alors (2%),en est de Cauchy dans (E;, d;). Comme (E;, d;) est complet,
alors (z%) converge vers [; € E;.
Posons | = (Iy,- -+ ,l). Alors (x,)nen converge vers [.

3.5.5. Corollaire :
R™ muni de 'une des trois distances usuelles 1, d2, 0o est complet.

3.5.6. Théoréme : Soit X un ensemble. Soit (E,d) un espace métrique complet.
Alors F(X, F) 'espace des applications bornées de X dans F muni de la distance de la
convergence uniforme d, est complet.

Preuve : Soit (f,)nen une suite de Cauchy de (Fy(X, E), d). Alors
Ve > 0,dN € N:Vp,q > N,sup,cx d(fp(2), f(x)) <e.
Donc d(f,(z), f,(z)) <€, Yz € X.
Alors, (fn(x))nen est une suite de Cauchy dans (F, d).
Comme (FE,d) est complet, elle converge vers y € E. On définit ainsi une application
f: X — FE quiaxée X associe y.
Montrons que f est bornée.
Pour e =1, IN; € N: Vp,q > Ny, d(f,(z), fy(z)) < 1. Fixons ¢ = N;. Alors
Vp > Ny, d(fp(2), fn, (2) < 1,Vz € X.
Soit yg € E fixé et soit g : X — E définie par g(z) = yo, Vz € X. Alors

d(g(x), fp(z)) < d(g(x), fx,(2)) + d(f, (), fo(2))-
Donc
d(g(x), fp(x)) < d(g(x), fn (1)) +1 < doo(g, frn) + 1.
Lorsque p — +o0, on a : d(g(x), f(z)) < dw(g, fn,) + 1. Donc Vz € X,
d(y07 f(SC)) < d00<g7 fN1> + 1.

Par conséquent f € Fi(X, E).
Comme Ve > 0,3IN € N:Vp,q > N, d(f,(x), fy(x)) <€ Vo e X,

lorsque ¢ — +00, on obtient

Ve >0,dN e N:Vp > N, d(f,(x), f(z)) <e, Vo € X.
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Donc
Ve>0,3N e N:Vp> N, doo(fp, f) < e

Alors la suite ( f,,)nen converge vers f dans (Fp(X, E), ds). Donc (F,(X, E), ds) est complet.

3.5.7. Proposition : Soient a,b € R. Soit F' = C° ([a, b] , R) 'ensemble des applications
continues f : [a,b] — R. Soit d la distance de la convergence uniforme sur F.
Alors (F), dy) est complet.

3.6. Applications contractantes et théoreme du point fixe

3.6.1. Définition : Soit (F,d) un espace métrique.
On dit qu'une application f : E — FE est une contraction ou une application contractante
s’il existe un nombre réel 0 < k < 1 tel que

Vr,y € E,d(f(x), f(y)) < kd(z,y).

Le nombre réel k est appelé le rapport de la contraction f.
On dit qu'un point a € E est un point fize de f si f(a) = a.

3.6.2. Théoréme : Soient (F,d) un espace métrique complet et f une contraction de
E. Alors f admet un point fixe et ce point fixe est unique.

Preuve :

Existence : Soit zg € E.
Montrons que la suite (z,),ey définie par z,11 = f(x,),Vn € N est de Cauchy.
Soit k le rapport de la contraction f.
Vm,n € N* tels que m > n,

Ad(Tp, Tm) = d[f(Tp-1), f(Tm1)] < kd(Tp1, Tm—1).

Apres n applications de ce processus, on a

d<xn7 Im) S knd(x(]a xm—n)'

D’apres 'inégalié triangulaire,
d(CCo, xmfn> S d(l’o, xl) + d(xlv xQ) + ...+ d<xmfn71> xmfn)-

Or d(zp, vpy1) < kPd(x,21). Alors

d(xg, Tym—n) < d(zg, 21)(1 +k+ k> + ...+ E™ "),

Donc
A(xp, ) < K"d(x0, Typ) < k"d(20,71) g kP = K"d(zo, x1) ! .
’ ’ ’ 1 -k

p=0
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Par conséquent
k.n
1—k

d(xp, ) < d(xg, 7).

Or limn_mx,% =Q0car 0 < k < 1.

Alors la suite (z,)nen est de Cauchy. Comme (E,d) est complet, (z,),eny converge vers
r e L.
De plus f est continue, alors

fl@) =S lm o) = lm flon) = Hp oo =2

Donc z est un point fixe de f.

Unicité : Supposons que f possede un autre point fixe y # x.
Alors

d(z,y) = d(f(z), f(y)) < kd(z,y) < d(z,y).

Contradiction.

Chapitre IV : Espaces métriques compacts
4.1. Définitions

4.1.1. Définition : Soit (F,d) un espace métrique et A C E.
On appelle recouvrement de A toute famille (A;);c; de sous-ensembles de E telle que

AcC A

iel

On dit que le recouvrement (A;);c; est fini si I est fini.

On appelle recouvrement ouvert de A, tout recouvrement (O;);c; de A tel que O; est un
ouvert de (E,d) Vi € I.

4.1.2. Définition : On dit qu'un espace métrique (E,d) est compact si de tout recou-
vrement ouvert de F, on peut extraire un recouvrement fini de F.

4.1.3. Définition : Soit (F,d) un espace métrique et A C E.
On dit que A est compact si le sous-espace métrique (A, d,) est compact.
Ce qui est équivalent a : de tout recouvrement ouvert de A par des ouverts de E, on peut
extraire un recouvrement fini de A.

4.1.4. Exemple : Toute partie finie A d'un espace métrique (F,d) est compacte.

Si A={ay, - ,a,}, et AC |J O;

el

alors Vj = 1,--- ,n,3i; € I tel que a; € O;;. Alors A C |J O;, donc A est compacte.

j=1
4.2. Propriétés

4.2.1. Proposition : Toute partie compacte d’un espace métrique est bornée.
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Preuve : Soit K une partie compacte de (E,d), on a :
K c U B(z,1).

zeK

Comme K est compacte, 3xq, -+ , 2, € K tel que K C |J B(x;, 1).

=1
Vee K, 3j € {1,--- ,n} tel que x € B(xj,1).
Alors
d(z, 1) < d(x,z;) + d(xj, 21) <1+ d(z),21).

Donc d(z, z1) < 1+ max d(x1, ;).
1<i<n

Posons r =1+ max d(xy,x;), alors Vo € K, d(x,x1) < r avec r > 0.
<i<n

Donc K C B(xy,r). Par conséquent K est bornée.

4.2.2. Corollaire :
(R, | |) n’est pas compact car non bornée.

(R™ 6s) ou (R™ 61) ou (R™,d,) n’est pas compact car non bornée.
4.2.3. Proposition : Toute partie compacte d'un espace métrique (E,d) est fermée.

Preuve : Soit K C F tel que K est compact.
- Montrons que Ug est ouvert.
Soit a € CK. Vo € K, x # a. Alors d(a,z) > 0.

Posons r, = $d(a,z). Alors 1, > 0. Ona K C gKB(x,rx).
Comme K est compact, dx1,--- ,z, € K tel que

K C CJB(I’Z,T,L) C OBf(anzZ)
=1

i=1

qui est un fermé.

O By(zira;)
Alors (i7" cCE.OrVi=1,--- n, dla,x) = 3r, >r,,.

Alors a ¢ By(z;,1y,), Vi=1,--- ,n.
Donc

O Bf(mi’Twi)
a e 0%t c C&

alors 0% € V(a),Va € CE.
Donc CK est un ouvert, par conséquent K est un fermé.

4.2.4. Proposition : Si E est compact alors toute partie fermée F' de E est compacte.
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Preuve : Supposons que F' C |J O; ou O; est un ouvert de E, Vi € I. Alors
i€l

E=CLuFcC

ChuU Oz-)]

il

qui est un recouvrement ouvert de E car F est fermée.

Comme E est un compact,3J finie C I tel que E C CL U (U O)).
icJ
Comme FF C Eet FNCE =0, alors F Cc |J O;.
icJ
Donc F' est compacte.

4.3. Parties compacts de R"

4.3.1. Théoreme de Borel-Lebesgue : Tout intervalle fermé borné [a,b] de R est
compact pour la distance usuelle de R.

Preuve : Soit (O;);er un recouvrement ouvert de |[a, b].
Posons A = {z € [a, b] tel que [a, 2] est recouvert par un nombre fini de O;}.

a€A=A#0 et AC [a,b] = A est majorée

= A admet une borne supérieure M dans R, alors M € A C [a,b)].

Donc 3j € I tel que M € Oj. Oy, est un ouvert contenant M,
alors 3hy > 0 tel que |M — hy, M + hy[C O;.
M =sup A = Jx € AN|M — hy, M], alors 3J fini C I
tel que [a,z] C | O;.
ieJ
Donc [a, M + %] C (U Oi) U O;.
icJ

Par conséquent M € A.
Supposons que M < b.
Alors Jhy > 0 tel que [M, M + hy] C [a, b].
Posons h = min(4, hy).
On a: [a, M + h] C (U Oi) UO; et M +h e A

ieJ
Contradiction car M = sup A.
Alors M = b. Donc b € A.
Par conséquent [a, b] est compact.

4.3.2. Corollaire : Dans R muni de la distance usuelle, les parties compactes sont les
parties fermées et bornées c’est-a-dire une partie K de R est compacte ssi K est fermée et
bornée.

Preuve :
CN : Si K est compacte, alors K est fermée et bornée.
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CS : Soit K une partie fermée et bornée de R. Alors Ja, b € R tels que K C [a, b].
Or [a,b] est compact et K est fermée donc K est compacte.

Exemple :
[—1,1] U [3,4] est compact dans R car fermé et borné dans R.

4.3.3. Théoreme : Soient (Ey,d,),- - ,(FEg,d;) des espaces métriques compacts, alors
I’espace métrique produit £ = F; X --- X Ej, est compact.

Preuve : Dans le cas de deux espaces métriques compacts (Ey,dy) et (Es,ds).
Sur E = Ey x Ey prenons la distance 65, = max(dy, dy).
Soit a = (a1,as) € E et r >0, alors B(a,r) = B(ay,r) x B(aa,r).
Considérons un recouvrement ouvert de E par des boules ouvertes : (Bil7 ij) icl -
jeJ
Alors (B}),e; est un recouvement ouvert de E.
Comme E est compact, 3I; fini tel que I, C |J B}
i€ly
Vi € Iy, (ij)jej est un recouvrement ouvert de Es.
Comme Ey est compact, 3Jy fini C J tel que Ey C | ij
JEJ2

i€l \jeJ2
Donc E; X Ey est compact.

Alors(Ey x Ex) c | | U B} x B%) :

4.3.4. Corollaire : Dans R"™ muni de 'une des distances d, 01, 02, les parties compactes
sont les parties fermées et bornées.
C’est-a-dire une partie K de R™ est compacte ssi K est fermée et bornée.

Preuve :
CN : Si K est compact, alors K est fermée et bornée.
CS : Supposons K fermée et bornée.
Comme K est bornée, K C By(a, 7).

En prenant sur R” la distance o, Bf(a, ) =

-

Bj(au,r) = i]f[l[ai,bi].

=1

Comme K est fermée et [][a;, b;] est compact, alors K est compacte.

n
=1

4.4. Caractérisation de la compacité par les fermés

4.4.1. Proposition : Soient (E,d) un espace métrique.
E est compacte si et seulement si pour toute famille (F});c; de fermés de E telle que
N F; = 0, il existe une partie finie J de I telle que () F; = 0.

i€l ieJ
Preuve :
- Supposons (£, d) compact. Soit (£;),.; une famille de fermés de (£,d) telle que [ F; = 0.
iel
nr )
Alors B =C5" = |JC%L qui est un recouvrement ouvert de E. Comme E est compact, il
i€l
€ N
existe une partie finie .J de 7 telle que E = |J C5 =C5’ . Donc () F; = 0.
ieJ ieJ
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- Réciproquement : Soit (0;),.; un recouvrement ouvert de £. Alors £ = |J O;.
il
U O o
i€l i
Donc @ =C%5" = N C%.
iel
U 0
Par conséquent, il existe une partie finie .J de I telle que ) = () 09 = 05’
icJ
Alors E = |J O;. Donc E est compact.
icJ

4.4.2. Corollaire : Dans un espace métrique compact (£,d), si (F5,), oy €st une suite
décroissante de fermés non vides de E, (i.e. F, 1 C F,, et F,, #0,Vn € N), alors () F, # 0.

neN

Preuve : Supposons que (] F, = (. L’espace métrique (F,d) étant compact, il existe

neN
une partie finie J de N telle que () F,, = 0.
neJ
Soit m = max J. Alors () F, = F,,. Donc F,, = (). Contradiction.
neJ

4.5. Caractérisation de la compacité par les suites

4.5.1. Théoréme : Dans un espace métrique compact (F,d), toute suite (z,),en de
points de F admet au-moins une valeur d’adhérence dans F.

Preuve : Soit (x,),en une suite de points de E. Alors
Adh(z,) = (] X,

ot X ={zp:p>n}. OnaXyDX;D..0X,D ... Donc X5 X;>..0X,D ...
Comme X, # 0 et X,, C X,,, alors X,, # 0. o
D’apres la proposition précédente, Adh(z,) = () X, # 0.

neN

4.5.2. Corollaire 1 : Dans un espace métrique compact (E, d), de toute suite (x,,)nen
de points, on peut extraire une sous-suite convergente dans F.

4.5.3. Corollaire 2 : [Théoreme de Bolzano-Weirstrass| De toute suite bornée de
nombres réels, on peut extraire une sous-suite convergente.

Preuve : Soit (z,)nen une suite bornée de nombres réels. Alors il existe a,b € R tels
que z, € |a,b], Vn € N. Comme |a,b] est compact, (z,)neny admet au moins une sous-suite
convergente d’apres le théoreme précédent.

4.5.4. Corollaire 3 : Tout espace métrique compact est complet.

Preuve : Soient (F,d) un espace métrique compact et (z,)nen une suite de Cauchy de
points de E.
Alors d’apres le théoreme précédent, (z,),eny admet au-moins une valeur d’adhérence = € E.
On en déduit qu’elle converge vers x. Donc (FE, d) est complet.
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4.5.5. Lemme 1 : Soient (F,d) un espace métrique et K une partie de E.
Supposons que toute suite de points de K admet au moins une valeur d’adhérence dans K.
Alors pour tout € > 0, il existe un recouvrement de K par un nombre fini de boules ouvertes
de rayon e.

Preuve : Soit € > 0 et soit ;1 € K (si K = ) le résultat est immédiat).
Si K C B(z1,¢€) alors la preuve est achevée.
Si non, il existe x5 € K tel que xo & B(x1,¢€).
Si K C B(z1,€) U B(xa,€) alors la preuve est achevée.
Supposons que K ne soit pas recouverte par la réunion d’un nombre fini de boules ouvertes
de rayon € ainsi construites.
Alors il existe une suite (z)ken+ de points de K telle que d(z,,z,) > € pour tous p,q € N*
tels que p # q.
Mais une telle suite ne possede aucune sous-suite convergente donc aucune valeur d’adhérence.
Contradiction.

4.5.6. Lemme 2 : Soient (F,d) un espace métrique et K une partie de E.
Supposons que toute suite de points de K admet au moins une valeur d’adhérence dans K.
Soit (O;);e; un recouvrement ouvert de K.

Alors il existe € > 0 tel que pour tout x € K, il existe i € I tel que B(z,¢) C O;.

Preuve : Supposons la propriété fausse. Alors
Vk € N*| Jx € K tel que B(xy, %) ne soit contenue dans aucun des O;.
Soit x une valeur d’adhérence de la suite (zy)ren dans K. Alors il existe i € I tel que
x € O;. Donc il existe r > 0 tel que B(x,r) C O;.
Or il existe une sous-suite (yx) de (zx) qui converge vers x. Donc & partir d’un certain rang
m, Ym € B(x, 5).
Alors Yy € B(ym, =), d(y,z) < d(y, ym) + d(Ym, ) < =+ L <rdes que = < L.
Et donc B(ym, =) C B(z,r) C O;. Contradiction.

4.5.7. Théoréme : Soit (E,d) un espace métrique et soit K une partie de E.
K est compacte si et seulement si toute suite de points de K admet au moins une valeur
d’adhérence dans K.

Preuve :
CN : Déja vue.
CS : Soit (O;);er un recouvrement ouvert de K.
D’apres le lemme 2, il existe ¢ > 0 tel que pour tout x € K, il existe k € [ tel que
B(SL’, 6) C Ok
D’apres le lemme 1, K C |J B(zj,€) ou z; € K pour tout j =1, ...,n.

j=1

Alors pour tout j = 1,...,n, il existe k; € I tel que B(z;,€) € O,.

Donc K C |J Oy,. Par conséquent K est compact.
j=1

4.6. Compacité et continuité

4.6.1. Rappel :

33



Soit f : (E,dg) — (F,dr) une application. On dit que f est bornée si f(FE) est une
partie bornée de F. On dit que f est bornée sur une partie A de E si f(A) est une partie
bornée de F.

4.6.2. Théoréme : Soit f: (E,dg) — (F,dr) une application. Soit A une partie de E.
Si f est continue sur A et si A est compacte dans F, alors f(A) est compacte dans F.
En particulier, si f est continue sur E et si F est compact, alors f(E) est compacte dans F.

Preuve : Soit (£2;);e; un recouvrement ouvert de f(A) dans F.
Alors f(A) € J . Donc A C f7Hf(A)) C U fFH).
icl il
Donc (f71(€;))ies est un recouvrement ouvert de A car f est continue sur A.
A étant compacte, il existe une partie finie J de I telle que A € |J f~1(%).

Alors <
FA) clYroe) el
i€J ieJ

Donc f(A) est compacte.

4.6.3. Corollaire : Soit f: (E,d) — (R,| |) une application.
Si K est une partie compacte de F, et si f est continue sur K, alors f est bornée sur K et
atteint ses bornes.

Preuve :

K étant compacte et f continue sur K, alors f(K) est une partie compacte de R. Donc
f(K) est une partie bornée et fermée de R. Alors sup f(K) et inf f(K) existent et sup f(K),
inf f(K) € f(K) = f(K) car f(K) fermée.

Donc Ja € K tel que f(a) = in}f{f(x) et 36 € K tel que f(8) = sup f(x).
x€ zeK

Remarque : Si A est une partie de R, alors M = sup A ssi Vo € A, v < M et Ve > 0,
dzg € A tel que M — e < xg < M. Alors Ve > 0, AN B(M,¢) # (). Donc M € A.

4.6.4. Théoréme de Heine : Soit f : (E,dg) — (F,dp) une application.
Si f est continue sur une partie compacte K de E, alors f est uniformément continue sur K.

Preuve : Soit € > 0. f étant continue en tout point de K,

Va € K, In, > 0:dg(z,a) <n, = dp(f(z), f(a)) < %
Alors K ¢ |J B(a,%).

aceK

n

Et comme K est compacte, il existe n € N* tel que K C |J B(a;, %5*).
i=1

Posons

n = min {nai }.

1<i<n = 2

Soient z,y € K tels que dg(z,y) < n. Alors

z € K = 3i tel que dg(a;,z) < % (1)
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Dapres (1), dp(f(ar), f(z)) < <.
D’apres (2), dp(f(ai), f(y)) < 5.
Alors

Donc f est uniformément continue sur K.
Chapitre V. Espaces métriques connexes

5.1. Définition-Propriétés
5.1.1. Définition : Un espace métrique (F,d) est dit conneze s’il n’existe aucune
partition de F en deux ouverts non vides.

5.1.2. Proposition : Soit (£,d) un espace métrique. Les assertions suivantes sont
équivalentes :
(i) E est connexe.
(i1) Les seules parties de F a la fois ouvertes et fermées sont F et ().
(7i) 1l n’existe aucune partition de E en deux fermés non vides.

Preuve : F non connexe

< 3A, B € P(E) ~ {0, E} ouverts tels que E = AU B et ANB=10.
& JA € P (E) N {0, E} tel que A et C4 sont fermés.

& 11 existe une partition de E en deux fermés non vides.

5.1.3. Proposition : Soit (£, d) un espace métrique. Considérons la paire {0, 1} munie
de la distance discrete.
E est connexe si et seulement si toute application continue f : E — {0, 1} est constante.

Preuve :

- Par contraposée : supposons qu’il existe une application continue f : E — {0,1} non
constante. Alors U = f~1(0) et V = f~1(1) sont des ouverts non vides qui forment une
partition de /. Donc E n’est pas connexe.

- Par contraposée : supposons que E n’est pas connexe. Alors il existe U et V deux
ouverts non vides qui forment une partition de E. Considérons 'application f : E' — {0,1}
définie par f(x) =0siz e Uet f(z) =1siz € V. Alors f est continue et non constante.

5.2. Parties connexes
5.2.1. Définition : On dit qu'une partie A d'un espace métrique (E,d) est une partie
connexe si le sous-espace métrique (A, d4) est un espace métrique connexe.

5.2.2. Exemple de partie non connexe : Dans R munie de la distance usuelle,

Q= G —00, \/5[ N Q) U G \/5, +oo[ N Q). Donc Q n’est pas connexe.

5.2.3. Proposition : Soit (£,d) un espace métrique et soit (A;);,., une famille de
parties connexes de F.
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Si pour tous ¢,j € I, A; N A; # 0, alors |J A; est connexe.
i€l
Preuve : Soit f : |J A; — {0,1} une application continue. Alors f est continue sur
i€l
chaque A;. Comme A; est connexe, il existe une constante ¢; € {0, 1} telle que f (4;) = {c;}.
Vi,j eI, comme A, NA; #0,3t; € AinA;. AlorsVi,j eI, ;= f(tiy) = ¢
Donc f est constante. Par conséquent | J A; est connexe.
i€l
5.2.4. Corollaire : Soit (£, d) un espace métrique et soit (A4;),., une famille de parties

connexes de E.
Si () A; # 0, alors |J A; est connexe.

el el

5.2.5. Proposition : Soit (F,d) un espace métrique et soit A une partie de F.
Si A est connexe et si A C B C A alors B est connexe.
En particulier si A est connexe alors A est connexe.

Preuve : Soit f : B — {0,1} une application continue. Alors f est continue sur A.
Comme A est connexe, f est constante sur A. Alors 3¢ € {0, 1} tel que Va € A, f(a) =c.
Soit x € B. Alors # € A. Donc il existe une suite (z,,) d’éléments de A qui converge vers .
Alors f(z) = f(limz,) = limf(x,) car f est continue. Donc f(x) = ¢. Ainsi f est constante.
Par conséquent B est connexe.

5.2.6. Proposition : Une partie A de R est connexe si et seulement si A est un
intervalle. En particulier R est connexe.

Preuve : Dans R muni de la distance usuelle, soit A une partie connexe.
- Si A n’est pas un intervalle, alors il existe a,b € A et ¢ ¢ A tels que a < ¢ < b.

Alors A = (]—o00,¢[N A) U (Je, +00[ N A) qui est une partition de A en deux ouverts non
vides. Contradiction.
- Soit A un intervalle de R.

Si A est vide ou réduit a un point alors A est connexe.

Si A contient au moins deux points distincts a et b, soit f : A — {0,1} une application
continue. Montrons que f (a) = f (b). On peut supposer que a < b.

L’ensemble {f (a)} est ouvert et fermé pour la topologie discrete sur {0, 1}.

Posons B = [a,b] N f~1 (f (a)). Alors B # () (a € B), majoré et fermé. Donc ¢ = sup B
existe et c € B.

Alors f~' (f (a)) est un ouvert qui contient c.

Par conséquent Je > 0 tel que Jc —e,c+¢[ C f71(f (a)).

Supposons ¢ < b. Alors il existe x € R tel que z € |c,b[N]e, ¢ + €.

Donc f(x) = f(a) et x € B. Or ¢ < x et ¢ = sup B. Contradiction.

Par conséquent ¢ = b et alors f (a) = f(c) = f (b).

Donc f est constante et alors A est connexe.

5.3. Connexité et continuité

5.3.1. Proposition : Soit F et F' deux espaces métriques et f : F — F une application.
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Si E est connexe et si f est continue, alors f (E) est connexe.

Preuve : Soit ¢ : f (E) — {0, 1} une application continue. Alors po f : E — {0,1} est
continue. Comme E est connexe, ¢ o f est constante. Donc ¢ est constante sur f (FE).
Par conséquent f (E) est connexe.

5.4. Produits d’espaces connexes

Théoreme : L’espace métrique produit d’une famille finie d’espaces métriques est con-
nexe si et seulement si chacun de ces espaces est connexe.

Preuve : Soient E; et Fy deux espaces métriques.

- CN : Supposons F; x E, connexe. Soit p; : By X Fy — Ej; la i®™ projection canonique,
i = 1,2. Elle est continue et surjective et E; X Fj est connexe. Alors p; (Fy X Ey) = E; est
connexe.

- CS : Supposons Ej et Ey connexes. Soit f : F1 x Fy — {0, 1} une application continue.
Soit (al, CLQ) € E1 X EQ.
Y (x1,22) € E1 X Esy, f est continue sur {x;} x Es. Or I'application

wgi Ey — {Il}XEQ
y = (z1,9)

est continue, surjective et E, connexe. Alors {1} X Ej est connexe.

Par conséquent f est constante sur {z;} X Es. Donc f(x1,22) = f (21, az).

Par un raisonnement analogue au précédent, E; x {as} est connexe et f constante sur
Ey x {az}. Done f(x1,a2) = f (a1, a2).

Par conséquent f (x1,x9) = f (21,a2) = f(a1,az). Alors f est constante, donc E; X Ej
est connexe.

5.5. Connexité par arcs

5.5.1. Définition : Soit (F,d) un espace métrique et soient a,b € E.

On appelle chemin joignant a et b, toute application continue f : [«, 5] — E, (ou [a, f]
est un intervalle de R), telle que f (a) =a et f(5) = 0.

On appelle arc d’extrémités a et b, 'ensemble f ([a, ]).

5.5.2. Définition : On dit qu'un espace métrique (E,d) est connexe par arcs si pour
tous a, b € E, il existe un chemin joignant a et b.

5.5.3. Exemple : R" est connexe par arcs (pour la distance induite par I'une de ses
trois normes usuelles équivalentes).
En effet, Va,b € R™, I'application

foo[0,1] R"

%
= (1—t)a+tb

est un chemin joignant a et b.



5.5.4. Théoréme : Tout espace métrique (F,d) connexe par arcs est connexe.

Preuve : Soit g € E. Vx € E, soit f, : [ag, ] — E un chemin joignant z, a .
Comme [y, 5,] est connexe et f, continue, alors 'arc A, = f, ([aw, 8:]) est une partie

connexe de E. Or
E = UAxetxoe ﬂAx.

zeE el

Donc E est connexe.

5.5.5. Exemple : R" est connexe car connexe par arcs.
Chapitre VI. Espaces vectoriels normés

6.1. Généralités

6.1.1. Rappels : Définitions et premiers exemples voir 1.2.

6.1.2. Proposition : Soit (E,|| . ||) un espace vectoriel normé sur K =R ou C.
L’application || . || : € E —|| x ||€ R est uniformément continue.
Preuve : Vo,y €¢ E, | ||z || — ||y || | <|| * —y ||. Alors application || . || est

1-lipschitzienne donc uniformément continue.

6.1.3. Proposition : Soit (£, ] . ||) un espace vectoriel normé sur K = R ou C.
Les applications s : (z,y) e ExXE—x+ye€ FEetp : (\z) e Kx E— A € E sont
continues.

Preuve :

Continuité de s :
Pour tous (x,y), (¢/,y') € E X F,on a:

I's(@'y) = s(@py) =] 2" +y = @+y) <l 2" =2 |+ [y =y = N, y) = (z,9)).
Alors s est 1-lipschitzienne donc uniformément continue et par conséquent continue.

Continuité de p :
Soit (Mg, xg) € K x E. Pour tout (A\,z) e Kx E, on a :

I p(A, @) =p (Ao, zo |=]| Az—Aomo [|=[ Az—Aoz+Aox—Aozo | < [A=Xo] || @ [| +[Ao| [| z—0 || -
Orz =2 —x9+ xo. Donc || z |<|| x —x¢ || + || o ||. Alors

| Az = Aozo [[< [A = Aol [| 2 = 2o || +[A = Aol [| 2o | +|Ao] || 2 — o ||
Soit € > 0. Cherchons n > 0 tel que

sup(|A = Xol, || x — xo ||) < =|| Ax — Noxo ||< €.
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Or d’apres le calcul précédent,

sup(|A = Aol || # = o [) < =l Az = Xozo [|< n* + (|| @0 | +] o).

1l suffit alors que n* + (|| o || +|Xo])n < €. Clest-a-dire n? + (|| zo || +|No])y — € < 0.
Le discriminant de cette équation est A = (|| zg || +|Xo|)* + 4€ > 0. Donc 7 existe.
Ainsi Ve > 0,3n > 0 tel que V(\,z) e K x E,

Noo((A,2) = (Ao, 20)) < n = (A, 2) — p(Ao, zo [|< €.
Donc p est continue au point (g, o).
6.2. Norme de la convergence uniforme

6.2.1. Définition : Soit X un ensemble. Soit (F,|| . ||) un espace vectoriel normé sur
K = R ou C. Sur F(X, E) 'espace des applications bornées de X dans F, on définit la
norme de la convergence uniforme en posant Vf € F,(X, E),

I Hloo= sup |l F() I

6.2.2. Théoréme : Soit X un ensemble. Soit (£, || . ||) un espace vectoriel normé sur
K=R ouC.
Si (E, | .||) est complet, alors (F,(X, E), || . ||c) est complet.

Preuve : La distance associée a la norme || . ||, est la distance de la convergence
uniforme d..,. Soit d la distance associée a la norme || . ||.
Si (E, || . ||) est complet, alors (E,d) est un espace métrique complet. Alors (Fp(X, E), dw)
est complet. Par conséquent (Fy(X, E), | . ||o) est complet.

6.3. Application linéaires continues

6.3.1. Définition : Soient (E,|| ||g) et (F,|| ||r) deux espaces vectoriels normés sur
K =R ou C.
Une application f de E dans F' est dite linéaire continue si f est une application linéaire de
E dans F' et si f est continue de (F,dg) dans (F,dr) ou dg est la distance associée a || || g
et dp la distance associée a || || r.

Notation : L’ensemble des applications linéaires continues de F dans F sera noté :
L(E,F).

6.3.2. Théoréme : Soient (F,| ||g) et (F,| ||r) deux espaces vectoriels normés sur
K =R ouC.

Soit f une application linéaire de F dans F'. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) f est continue sur F.
ii) f est continue en Og.

iii) Il existe une constante k > 0 telle que : Vo € E, | f(z)||r < Ek|z|| g
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Proof.
i)=ii) Si f est continue sur E, alors f est continue en Og.

ii) =-iii) Si f est continue en Og, en prenant e = 1,3n > 0 tel que
Ve e &
zlle <n = |f(@)lr <1car f(0p) = Op.

Soit x # 0. Posons y = gH;ﬂE. Alors ||yl =2 <.

Donc [|f(y)llr < 1. Alors [|[f (i) lr < 1= If(@)llF < 2]z, car f est linéaire.

2 [zl e

Si = 0p, I'inégalité obtenue est aussi vraie. Donc k = 2 convient.
! n

iii)=-1). Supposons qu’il existe k > 0 tel que Vo € E, || f(z)||r < Ek||z| £

Alors Va,y € E, || f(x) = f(W)llr = [ f(z = y)llr < kllz —ylle.
Alors f est k-lipschitzienne. Donc f est uniformément continue, par conséquent continue. m

6.3.3. Proposition : Soient (E,|| ||g) et (F,|| ||r) deux espaces vectoriels normés sur

K=R ouC.
Sur L(FE, F'), on définit une norme en posant Vf € L(FE, F),
x
e || ||g
x#0
EtonaVf e L(E,F),
If = sup I f) e -

6.3.4. Corollaire 1 : Vf € L(E,F), Vx € E,
@) le< f - T lle -

6.3.5. Corollaire 2 : Soient (E,|| ||g), (F,| ||r) et (G,] |l¢) trois espaces vectoriels
normés sur K =R ou C. Alors Vf € L(E,F),Vg € L(F,G), go f € L(E,G), et

lg o fII < llgll-II £

6.4. Normes sur un espace vectoriel de dimension finie Voir 1.2.5.
6.4.1. Normes usuelles équivalentes Voir 1.2.5.

6.4.2. Proposition : Soit £ un espace vectoriel de dimension n sur K = R ou C. Soit
(e1,...,e,) une base de E.
Alors la boule fermée B f(O g, 1) de E pour I'une des trois normes usuelles est compacte.
Proof. Soit f : R" — E définie par VA = (A1, ..., \,) € R, f(A) =2 = > \e;. Alors f
i=1

est linéaire.
En considérant sur R™ et E' la méme norme usuelle, par exemple la norme || ||2, on a

LF )2 = [z = [[Al2-
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Alors f est continue. Et
f(Bg(Ogr; 1)) = Bf(0g, 1).
Or Bf(Ogn, 1) est compacte. Donc Bf(0g, 1) est compacte. m

6.4.3. Théoreme : Soit £ un espace vectoriel de dimension finie sur K = R ou C.
Alors

i) Toutes les normes sur E sont équivalentes.
ii) Pour toute norme sur E, les parties compactes sont les parties fermées et bornées.

iii) Toute application linéaire f de E dans un espace vectoriel normé (F, || ||r) sur K est
continue.

Proof. iii) Supposons que dim ' = n. Soit 8 = (ey,--- ,e,) une base de E.
Ve e B,z =) x;e. Alors

=1

1 @)l[F = | Zwif(ei)HF < Z [zl [[ £ (ea) || -

Posons k = max | f(e)|lr. Alors || f(z)]|r < kD |2l
Ssn i=1

n
En considérant sur E la norme Ny, définie par Ny(z) = > |z;| on a :
i=1

Vo e B || f(x)||lr < ENi(z).

Soit || ||g la norme sur E. Elle est équivalente a la norme N;. Alors il existe M > 0 tel que
Ny < M|| ||p- Donc Vo € E, || f(2)[lr < kM ||z| .

Par conséquent, f est continue. m

6.4.4. Corollaire : Toute application linéaire de R™ dans R? est continue.
6.5. Applications multilinéaires continues

6.5.1. Définition : Soient (E1, || ||g,), s (En, || l£,) €t (F,]| ||F) des espaces vectoriels
normés sur K =R ou C. Soit f: Fy x Fy x ... X E,, = F une application.
On dit que f est multilinéaire si f est linéaire par rapport a chacune des ses n variables, les
autres étant fixées, c’est-a-~ dire que pour tout a = (aq, ...,a,) € E1 X Fy X ... X E,, chaque
application partielle
r; € By — flay, ..., 01,23, G341, ..., a,) € F
est linéaire, Vi =1, ..., n.

Sin =2, on dit que f est bilinéaire. Si n = 3, on dit que f est trilinéaire.

On dit que f est multilinéaire continue si f est multilinéaire et continue pour la structure
d’espace vectoriel normé produit de Ey X Ey X ... X E,, et d’espace vectoriel normé de (F || ||r).

6.5.2. Proposition : Soient (E1,| ||z, ), (E2, | |z) et (F,|| ||r) des espaces vectoriels
normés sur K =R ou C. Soit f : F; x Ey — F une application bilinéaire.
Sont équivalentes :
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i) f est continue sur E; x Es.
ii) f est continue en Op, xp,-

iii) Il existe une constante k > 0 telle que : V(x1,x2) € Fy X Es,

If(z1, z2)|lr < Kl|z1]| By X ||22] B,

6.5.3. Proposition : Soient (Ey, || ||g,), .., (En, || ||£,) et (F}]| ||r) des espaces vectoriels
normés sur K =R ou C. Soit f: F; x ... X E, — F une application multilinéaire.
Sont équivalentes :

i) f est continue sur Ey X Ey X ... X E,.
ii) f est continue en Op, xg,x.. xE, -

iii) Il existe une constante k& > 0 telle que : V(z1,...,x,) € E1 X Ey X ... X E,,

[ f(z1, . m)|lr < Kl X |72Ey X oo X |20 £, -

Proof.

i) = it) : Immédiat.

i1) = 1i1) : Supposons f est continue en Og, x g, x..x g, . Considérons sur Ey X Fy X ... X E,
la norme || || définie par Vo = (x1, ...,x,) € F1 X Ey X ... X E,,

[2]lco = max ||z

1<i<n Ei

En prenant € = 1, il existe 7 > 0 tel que ||z]|l < n = | f(2)]|Fr < 1.
Soit x € E1 X Fy X ... X F,, tel que xz; # 0 Vi =1,...,n. Posons

n T T

ceey

y = — .
2 el el

Alors [|y|lc = 2 <n. Donc || f(y)||r < 1. Par conséquent

n 1
> [f(x1, o an)llr <1
2|1l X oo X |zl B,

car f est multilinéaire. Donc

2
[ (@1 ) |p < EIIMIIEI X X [zl e,

S’il existe 7 tel que x; = 0, alors cette inégalité est aussi vraie.
Ainsi IM = % > 0 tel que Y(z1,...,x,) € By X By X ... X E,,

(@1 )l < Mllzlz, % oo 2|z,
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i1i) = 1) : Supposons qu’il existe K > 0 tel que ¥(x1,...,z,) € F1 X Fy X ... X E,,

(@1 n)lle < Kllzallg, <o X [2a] 2,

Soit a = (ay,...,a,) € Ey X Ey X ... X E,. Montrons que f est continue en a.

On a f(z) — f(a) = f(x1,...,x,) — f(a1,...,ay). Alors

f(x)=f(a) = f(xr—ar, T2, ..., xn)+ far, xa—ag, T3, ..., Ty)+ fa1, a2, x3—as, T4, ..., ) +...
+ f(a, ..., @p—1, 2, — a,). Donc

Hf(x) - f(a)HF < Hf(ﬂh — a1, T2, ,CUn)HF + Hf(a1>372 — G2, T3, 7xn)HF + ...
+ Hf(alv vy p—1, Ty, — an)HF

On en déduit d’apres 'hypothese que

1f () = f@)llr < Kllzy = anl[[[za]].. [znll + Kllas|[lz2 = azl[l|zs]]..[|2n]] + ..
+ Kllay[..[lanll[lzn — anl.

Alors lim || f(z) — f(a)||r = 0. Donc lim f(x) = f(a).
r—a Tr—a
Par conséquent f est continue en a.

6.6. Espaces de Banach

6.6.1. Définition : On appelle espace de Banach sur K = R ou C, tout espace vectoriel
normé sur K qui est complet.
Un espace de Banach réel est un espace de Banach sur R.
Un espace de Banach complexe est un espace de Banach sur C.

6.6.2. Proposition : Tout espace vectoriel de dimension finie sur K = R ou C est un
espace de Banach.

6.6.3. Proposition : Soit X un ensemble. Soit (F, || ||z) un espace vectoriel normé sur
K =R ouC.
Si (E,|| ||r) est espace de Banach, alors (Fu(X, F), || ||s) est un espace de Banach,
ol || ||« est la norme de la convergence uniforme.

Preuve : Déja faite au 6.2.2.

6.6.4. Théoréme : Soient (E, || ||g) et (F,]|| ||r) deux espaces vectoriels normés sur
K =R ouC.
Si (F,|| ||r) est espace de Banach, alors (L(E, F), || ||z(z,F)) est espace de Banach,
ouVfeL(EF),

” f HL(E,F): sup M

6.6.5. Définition : Soient (F, || [|g) et (F,]| ||r) deux espaces vectoriels normés sur
K =R ouC.
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On dit qu'une application f : (E, || ||g) = (F,|| ||r) est un isomorphisme d’espaces vectoriels
normes si

i) f est linéaire

)

ii) f est bijective

iii) f est continue

iv) sa réciproque f~! est continue.

Remarque : Si f est lindaire, sa réciproque f~! est linéaire.

Notation : On note Isom(FE, F') 'espace des isomorphismes d’espaces vectoriels normés
de (E, | [lg) sur (F, || |[r).

6.6.6. Théoréme de Banach : Soient (E, || ||g) et (F,|| ||r) deux espaces vectoriels
normés sur K =R ou C.
Si (E, | |lg) et (F, || ||r) sont des espaces de Banach, alors toute application linéaire continue
et bijective f : E — F' est un isomorphisme d’espaces vectoriels normés.

6.6.7. Théoreme et définition : Soit (£, || ||g) un espace de Banach. Soit f € L(FE, E).

Alors la série
1 n
> —f
n!
n>0

converge normalement, (ot f° = Idg et f" = fo fo..o f, n-fois).
On note ezp(f) sa somme. Donc

o0 1
cap(f) =~ f"
n=0

Proof. On a [|f"|| < [|f||" et la série Y- %||f]|™ converge de somme
n>0

“+o00

1 n
exp(|lf1) = Ellfll :
n=0
Donc la série )
> "
n!

converge normalement. m

6.6.8. Théoréme : Soit (E,|| ||g) un espace de Banach. Soit u € L(E, E) tel que
|ul| < 1.
Alors Idg — u est inversible dans L(E, E).
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Proof. La série > u™ converge normalement car ||u"| < ||ul|™ et la série géométrique

n>0
> ||ul|™ converge car |Ju|| < 1.
n>0
+oo
Soit v = > u™ la somme de la série > u™. Alors
n=0 n>0

“+00
UoOvV=vou= E u" =v— Idg.

n=1

Donc vo (Idg —u) = (Idg —u) ov = Idg.
Par conséquent, Idg — u est inversible d’inverse v. m

6.6.9. Théoréme : Soient (F,|| ||g) et (F, ]| ||r) deux espaces de Banach. Alors
i) Isom(E, F) est un ouvert de L(E, F).
ii) L’application : u € Isom(E, F) s u~' € Isom(F, E) est continue.
Proof.
i) Soit uy € Isom(E, F). Soit v € L(E, F). Posons
v=1Idg — (ug')ou= (uy"') o (up — u).

Alors [[vl] < [lug |- lu — wol|. (1)

Donc si ||u — ug|| < o —L— alors |[v]| < 1. Donc Idg — v est inversible.

I
Dans ce cas, (uy') ou = Idp — v est inversible. Alors (ug') o u € Isom(E,E). Donc

u € [som(E, F). Ainsi
B(uy,

Donc Isom(FE, F') est un ouvert.

“ 01”) C Isom(E, F).

ii) Avec les notations du 1) si|lu— ugl| < o —L— alors u = ug o (Idg — v).

I
Donc u™! = (Idg — v) ™' oug*. Par conséquent

ut —uyt = [(Idg —v)' — Idg] o uy .

Comme |[v|| < 1, d’apres le théoreme précédent,

“+o0o
(Idg —v)™' =) v" = (Idg — v)~ —IdEva
n=0
Donc
[(ds =) = Tdg] < van" -
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Alors [[u™! —ugt|| < ||U61H1ﬂ1|}|!}||'

Lorsque u — ug, ||v]| — 0 d’apres (1) dans i). Donc vt — uy'. =

6.7. Espaces de Hilbert réels

6.7.1. Définition : Soit H un espace vectoriel sur R.
On appelle produit scalaire sur H, toute forme bilinéaire symétrique définie positive
<..>: HxH—R
On appelle espace préhilbertien réel, tout espace vectoriel sur R muni d’un produit scalaire.

6.7.2. Proposition (Inégalité de Cauchy-Schwarz : Soit (H,< .,. >) un espace
préhilbertien réel. Pour tous z,y € H,

| <zy>[< <z r>V<y,y>.

Proof. Soient z,y € H. Pour tout A € R, < x + Ay, x + Ay > > 0.

Alors < 2,2 > +2\ < z,y > +A? < y,y > > 0. Ce polynéome du second degré en \ étant de
signe fixe, son discriminant (réduit) A’ = (< z,y >)?— < z,z >< y,y > < 0.

Donc (< z,y >)? < <x,0><y,y >.

Finalement, | <z,y > | < <z, 2 >/<y,y>. ®

6.7.3. Corollaire : Soit (H,< .,.>) un espace préhilbertien réel.
On obtient une norme sur H en posant pour tout x € H,

|z|| = V< z,2>.

Cette norme est appelée la norme associée au produit scalaire.
L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit alors : pour tous x,y € H,

| <@y > < llzllyl.

Proof. Pour tous z € H, pour tout A € R, ||z|| = /< z,z> >0et [|[Az| = [A]z]].
Pour tous 2,y € H, [z +y||? =<z +y,z +y >= |z|* + 2 < 2,y > +|y||*
Alors

lz+yI* < llzll® + 2ll2lllyll + lylI* = (=]l + lyl)*.

Donc ||z +y|| < [|z| + [ly]]-
Ainsi on a bien une norme sur H. =

6.7.4. Définition : On appelle espace de Hilbert réel, tout espace préhilbertien réel
(H,< .,.>) qui est complet pour la norme associée au produit scalaire.

Un espace de Hilbert réel est donc un espace de Banach réel dont la norme est une norme
associée a un produit scalaire.

6.7.5. Exemple : Sur R", le produit scalaire canonique est défini par Vz,y € R”,
<3y >=» Ty
i=1
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La norme associée est définie par Vo € R”,

Donc (R™, < .,. >) est un espace de Hilbert réel car (R™, || ||2) est complet.
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