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Chapitre 1

Convergence en loi-Théorème Central
Limite

Ce chapitre introduit la notion convergence en loi puis traite d’un théorème important en
théorie de probabilités, le TCL. Les notions de convergence vague, de convergence faible et de
convergence étroite, y sont présentées.

1.1 Convergence étroite

1.1.1 Rappels, notations et définitions

Soit E un espace métrique localement compact et dénombrable à l’infini (i.e E possède un
recouvrement au plus dénombrable de parties compactes e.g E “ Rd) et B sa tribu borélienne.
Nous commençons par donner quelques notations utilisées tout au long du chapitre :
notons par M (resp. M1) l’ensemble des mesures positives bornées (resp. l’ensemble des mesures
de probabilités) définies sur l’espace mesurable (E, B).
On note également

CkpEq l’espace vectoriel des fonctions sur E continues à support compact.
C0pEq l’espace vectoriel des fonctions continues sur E et nulles à l’infini (i.e f tend vers 0

à l’infini si, pour tout ε ą 0, il existe un compact K tel que |fpxq| ă ε sur Kc).
CbpEq l’espace vectoriel des fonctions continues et bornées sur E.
On a
CkpEq Ă C0pEq Ă CbpEq et on a l’égalité si E est compact.

Soit pµnqn une suite d’éléments de M1 et µ PM1. On veut donner un sens à “pµnqn converge
vers µ”. Il semble naturel de demander que, pour tout A P B, µnpAq Ñ µpAq mais ceci est très
contraignant. Par exemple, sur R, si µn “ δ1 et µ “ δ0 , on a µnps0, 1sq “ 1 et µps0, 1sq “ 0 et
donc, en ce sens, µn ne converge pas vers µ. C’est pourquoi on introduit la notion de convergence
étroite.

1.1.2 Convergence étroite

Définition 1.1.1
Soit pµnqn une suite d’éléments de M et µ PM. On dit que :

1. pµnqn converge vaguement vers µ si @f P CkpEq, lim
nÑ`8

ż

E

fdµn “

ż

E

fdµ.

3
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2. pµnqn converge faiblement vers µ si @f P C0pEq, lim
nÑ`8

ż

E

fdµn “

ż

E

fdµ.

3. pµnqn converge étroitement vers µ si @f P CbpEq, lim
nÑ`8

ż

E

fdµn “

ż

E

fdµ.

Remarque 1.1.1
3q ùñ 2q ùñ 1q, mais, il n’y a pas réciprocité en général (par exemple nδn tend vers 0
vaguement mais non faiblement, et δn tend vers 0 faiblement mais non étroitement).

Dans toute la suite, on notera par ||f || “ sup
xPE

|fpxq| et éventuellement par µpfq “

ż

E

fdµ.

On rappelle qu’un espace vectoriel H est total si l’ensemble des combinaisons linéaires des
éléments de H forme un sous-espace vectoriel dense.

Proposition 1.1.1
Soit H un sous ensemble total de C0pEq, pµn, n > 0q une suite d’éléments de M1 et µ P M1.

Si @f P H et

ż

E

fdµn ÝÑ

ż

E

fdµ,

alors µn converge vers µ étroitement.

Preuve
Montrons d’abord que, dans ces conditions, µn converge vers µ faiblement.

Soit V le s.e.v engendré par H. On a V “ C0pEq et pour tout g P V,

ż

E

gdµn Ñ

ż

E

gdµ. Soient

f P C0pEq et g P V ,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

fdµn ´

ż

E

fdµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

fdµn ´

ż

E

gdµn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

gdµn ´

ż

E

gdµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

gdµ´

ż

E

fdµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

gdµn ´

ż

E

gdµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` 2||f ´ g||

On a donc lim sup
n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

fdµn ´

ż

E

fdµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6 2||f ´ g||.

On donc peut choisir g assez voisin de f pour le terme à droite de la dernière inégalité soit
petit (puisque cette dernière quantité est arbitrairement petite).
Ceci fait, on a, pour f P CbpEq et g P CkpEq, 0 6 g 6 1,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

fdµn ´

ż

E

fdµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

fdµn ´

ż

E

fgdµn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

fgdµn ´

ż

E

fgdµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

fgdµ´

ż

E

fdµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6‖ f ‖
ˆ

1´

ż

E

gdµn

˙

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

fgdµn ´

ż

E

fgdµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` ‖ f ‖
ˆ

1´

ż

E

gdµ

˙

.

On a donc lim sup
n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

fdµn ´

ż

E

fdµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6 2||f |

ˆ

1´

ż

E

gdµ

˙

.

Vu qu’il existe gn P CkpEq, 0 6 gn 6 1, tels que gn Ò 1 et qu’alors

ż

E

gdµn Ò

ż

E

1dµ “

1, 1´

ż

E

gdµ est arbitrairement petit et donc

ż

E

fdµn Ñ

ż

E

fdµ. �

Les résultats suivants concernant les éléments de M sont à rappeler avant d’établir des critères
de convergence étroite.
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Théorème 1.1.1
Toute mesure finie sur pE,Bq est régulière c’est à dire, @A P B et @ε ą 0, il existe un fermé F
et un ouvert G de E tels que F Ă A Ă G et µpG´ F q ă ε.

Preuve
C’est le Théorème 1.1 Billingsley (1968) page 7. �

Ce Théorème implique alors que la mesure µ est déterminée par les valeurs µpF q, F fermé
parcourant E.

Théorème 1.1.2
Soit F un fermé de E et soit ε ą 0. Alors il existe une fonction f P CbpEq telle que fpxq “ 1
si x P F, fpxq “ 0 si dpx, F q ą ε et 0 6 fpxq 6 1 @x P E. (f pourra être prise uniformément
continue.)

Preuve

Il suffit de prendre f telle que fpxq “ ϕ

ˆ

1

ε
dpx, F q

˙

, où ϕ est une fonction de R dans lui-même

définie par

ϕptq “

$

&

%

1 si t 6 0
1´ t si 0 6 t 6 1
0 si t > 1

. �

(Représenter le graphe de f sur F “ ra; bsq
Le Thérème suivant fournit des critères de convergence étroite.

Théorème 1.1.3 (Portmanteau)
Soit pµnqn>0 une suite d’éléments M et µ PM. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) pµnqn>0 converge étroitement vers µ.

(ii) lim
nÑ`8

ż

E

fdµn “

ż

E

fdµ, pour toute fonction f uniformément continue et bornée sur E.

(iii) lim sup
n

µnpF q 6 µpF q, pour tout fermé F de E.

(iv) lim inf
n

µnpGq > µpGq, pour tout ouvert G de E.

(v) lim
n
µnpAq “ µpAq, pour toute partie A de E telle que µpBAq “ 0, BA étant la frontière de

A (on dit que A est un ensemble de µ´continuité).

Preuve
Pour la preuve, nous allons établir les implications piq ùñ piiq ùñ piiiq ùñ piq puis les
équivalences piiiq ðñ pivq et piiiq ðñ pvq.

‚ piq ùñ piiq est évident (voir la définition même de la convergence étroite)
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‚ piiq ùñ piiiq : Soit F un fermé de E. Les ouverts G “ tx | dpx, F q ă εu (ε étant
arbitrairement petit), décroissent vers F quand ε Œ 0. On a alors µpGq ă µpF q ` δ,
d’après le Théorème 1.1.1.

D’autre part, en choisissant f comme dans la preuve du Théorème 1.1.2, on a f qui est
uniformément continue sur E, fpxq “ 1 sur F , fpxq “ 0 sur Gc et 0 6 fpxq 6 1, @x P E.
Par hypothèse, on a

lim
nÑ`8

ż

E

fdµn “

ż

E

fdµ

mais,

µnpF q “

ż

F

fdµn 6
ż

E

fdµn

et
ż

E

fdµ “

ż

G

fdµ 6 µpGq ă µpF q ` δ.

D’où

lim sup
n

µnpF q 6 lim
nÑ`8

ż

E

fdµn “

ż

E

fdµ ă µpF q ` δ, @δ ą 0

et comme δ est arbitraire, on a piiiq.

‚ piiiq ùñ piq

Soit f P CbpEq. Par homothétie on peut se ramener au cas où 0 ă f ă 1 (on fait

f Ñ
b´ f

2b
, avec b tel que de norme ‖ f ‖ă b). Nous allons d’abord montrer que

lim sup
n

ż

E

fdµn 6
ż

E

fdµ. (1.1)

Supposons d’abord f positive et pour tout k P N˚ considérons les parties Fi “ f´1

ˆ„

i

k
,`8

„˙

“

"

x |
i

k
6 fpxq

*

de E, i “ 0, 1, . . . , k.

Les partie Fi sont bien sûre fermées et recouvrent E (puisque les intervalles

„

i´ 1

k
,
i

k

„

, i “

1, . . . , k, recouvrent l’intervalle r0; 1r) ; on alors pour toute mesure µ PM :

k
ÿ

i“1

i´ 1

k
µ

"

x |
i´ 1

k
6 fpxq ă

i

k

*

6
ż

E

fdµ ă
k
ÿ

i“1

i

k
µ

"

x |
i´ 1

k
6 fpxq ă

i

k

*

.

La somme à droite de la dernière inégalité est égale à

k
ÿ

i“1

i

k
pµ pFi´1q ´ µ pFiqq “

1

k
`

1

k

k
ÿ

i“1

µ pFiq .

Ceci et une transformation similaire de la somme à gauche de la première inégalité donne

1

k

k
ÿ

i“1

µ pFiq 6
ż

E

fdµ ă
1

k
`

1

k

k
ÿ

i“1

µ pFiq . (1.2)

Comme par hypothèse on a lim sup
n

µn pFiq 6 µ pFiq, pour tout k P N˚ et i “ 0, . . . , k,

alors en appliquant l’inégalité à droite de (1.2) à µn et celle de gauche à µ, on a

lim sup
n

ż

E

fdµn ă
1

k
`

1

k

k
ÿ

i“1

lim sup
n

µn pFiq 6
1

k
`

1

k

k
ÿ

i“1

µ pFiq 6
1

k
`

ż

E

fdµ.
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En faisant tendre ensuite k vers `8, on obtient (1.1).

En appliquant (1.1) à ´f on obtient

lim inf
n

ż

E

fdµn >
ż

E

fdµ,

soit pour tout f P CbpEq, on a

lim
nÑ`8

ż

E

fdµn “

ż

E

fdµ.

‚ piiiq ùñ pivq

On a pour tout ouvert G de E :

lim inf
n

µnpGq “ lim inf
n

pµnpEq ´ µnpG
c
qq

“ lim inf
n

µnpEq ´ lim sup
n

µnpG
c
q

> µpEq ´ µpGc
q.

L’implication réciproque pivq ùñ piiiq se démontre de la même manière.

‚ piiiq ùñ pvq

Soit A une partie de E telle que µpBpAqq “ 0. Comme
˝

A Ă A Ă Ā, on a

µpĀq > lim sup
n

µnpĀq > lim sup
n

µnpAq > lim inf
n

µnpAq > lim inf
n

µn

ˆ

˝

A

˙

> µ

ˆ

˝

A

˙

.

Comme µpĀq ´ µ

ˆ

˝

A

˙

“ µpBpAqq “ 0, alors µ

ˆ

˝

A

˙

“ µpĀq. En conclusion la suite

pµnpAqqn>1 a une limite supérieure qui cöıncide avec sa limite inférieure, donc converge

vers µpĀq “ µ

ˆ

˝

A

˙

, c’est à dire vers µpAq car µ

ˆ

˝

A

˙

6 µpAq 6 µpĀq.

‚ pvq ùñ piiiq

Soit F un fermé de E. Pour tout δ ą 0, posons

Fδ “ tx | dpx, F q 6 δu.

On a BpFδq Ă tx | dpx, F q “ δu. Donc ces frontières sont disjointes pour des δ distincts.
Ils sont alors de mesures nulles sauf pour un ensemble dénombrable d’entre eux.

On peut donc trouver une suite décroissante pδkqk>1 de nombres réels strictement positifs,
suite tendant vers 0, telle que pour tout k, µpBpFkqq “ 0, où Fk “ tx | dpx, F q 6 δku.

Alors @ k > 1
lim sup

n
µnpF q 6 lim sup

n
µnpFkq

or d’après pvq
lim sup

n
µnpFkq “ lim

n
µnpFkq “ µpFkq.

Pour tout k > 1,
lim sup

n
µnpF q 6 µpFkq.

Finalement Fk décrôıt lorsque k Ñ `8 et
č

k>1

Fk “ F̄ “ F , donc

inf
k
µpFkq “ lim

k
µpFkq “ µpF q,

d’où piiiq. Ce qui achève la démonstration du Théorème 1.1.3. �
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Remarque 1.1.2
Si la partie A n’est pas un ensemble de µ´continuité, la condition lim

nÑ`8
µnpAq “ µpAq ne saurait

suffire pour garantir la convergence étroite de µn. Le cas suivant en donne une illustration.
Soit µn “ δ 1

n
et µ “ δ0. on a µn converge étroitement vers µ mais si A “s0; 1r, µnpAq “ 1 qui

ne converge donc pas vers µpAq “ 0

On a les résultats suivants dans le cas E “ Rd :

Théorème 1.1.4 (Un critère de convergence étroite)
Pour que µn ÝÑ µ étroitement, il faut et il suffit que pour tout t P Rd, ϕµnptq tende vers ϕµptq
où ϕvptq désigne la transformée de Fourrier de v au point t.

Pour tout σ ą 0, posons

gσpuq “ p2πσ
2
q
´ d

2 exp

ˆ

´
||u||2

2σ2

˙

, @ u P Rd. (1.3)

On peut vérifier immédiatement que

e
´
||t||2

2 “

ż

Rd
eiăt,uąg1puqdu

d’où,

e
´
||x´ y||2

2σ2 “

ż

Rd
eiăx´y,

u
σ
ąg1puqdu “ σd

ż

Rd
g1pσuqe

iăx´y,uądu (1.4)

Alors la démonstration de Théorème 1.1.4 est basée sur les lemmes suivants :

Lemme 1.1.1
Soit µ une mesure bornée sur Rd, alors

ż

Rd
gσpx´ yqdµpxq “ p2πq

´ d
2

ż

Rd
ϕµpuqg1pσuqe

´iău,yądu.

Preuve

Puisque
ˇ

ˇg1pσuqe
iău,x´yą

ˇ

ˇ 6 ce´
σ2

2
||u||2 et que cette dernière expression est dµpxq.du intégrable,

alors, par le Théorème de Fubini, on a
ż

Rd
gσpx´ yqdµpxq “ p2πq´

d
2

ż

Rd
dµpxq

ż

Rd
g1pσuqe

ipx´yq1udu (1.5)

“ p2πq´
d
2

ż

Rd

ˆ
ż

Rd
eix

1udµpxq

˙

g1pσuqe
´iy1udu, (1.6)

où x1 désigne ici et dans la suite la transposée du vecteur x. �

Pour montrer qu’une partie de C0 est dense, le Théorème de Stone-Weierstrass est un outil
précieux. Rappelons qu’une sous-algèbre V de C0 est un sous-espace vectoriel tel que f, g P V
implique fg P V . Alors :

Lemme 1.1.2 (Théorème de Stone-Weierstrass )
Soit A une sous-algèbre de C0 vérifiant

1. pour tous x, y P Rd, x ‰ y, il existe f P A telle que fpxq ‰ fpyq,
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2. pour tout x P Rd, il existe f P A telle que fpxq ‰ 0,

alors Ā “ C0.

Lemme 1.1.3
L’espace vectoriel engendré par l’application x ÞÑ gσpx ´ yq lorsque σ ą 0 et y P Rd est dense

dans C0pRd
q

Preuve
Soit V l’espace vectoriel engendré par les fonctions x ÞÑ gσpx´ yq, σ ą 0 et y P Rd. V est une
sous algèbre de C0pRd

q. En effet, on montre que

gσpx´ aqgρpx´ bq “ Cgτ px´ cq avec

τ “
ρ2σ2

ρ2 ` σ2
, c “

ρ2a` σ2b

ρ2 ` σ2
.

De plus cet espace vérifie les points 1. et 2. du Théorème 1.1.2 et donc V̄ “ C0. �

Preuve du Théorème 1.1.4
La condition est évidemment nécessaire puisque la fonction fxptq “ eiăt,xą P Cb et de la
caractérisation ii) du Théorème 1.1.3.
Réciproquement, d’après le Lemme 1.1.1,

ż

gσpx´ yqdµnpxq “ p2πq
´ d

2

ż

ϕµnpuqg1pσuqe
´iău,yądu

et d’après le Théorème de Lebesgue, cette dernière inégalité tend vers

p2πq´
d
2

ż

ϕµpuqg1pσuqe
´iău,yądu “

ż

gσpx´ yqdµpxq.

On a donc

ż

fdµn ÝÑ

ż

fdµ pour tout fpxq “ gσpx´ yq, σ ą 0 et y P Rd . L’espace vectoriel

engendré par ces fonction étant dense (voir Lemme 1.1.3) , on conclut grâce à la Proposition
1.1.1. �

On admet le Théorème de Paul Lévy suivant.

Théorème 1.1.5 (Paul Lévy)
Soit (µn) une suite de mesures positives finies sur pRd,BRdq. Alors

1. Si µn ÝÑ µ étroitement alors ϕµn ÝÑ ϕµ simplement

2. Si ϕµn ÝÑ ϕµ simplement et si ϕ est continue en 0 alors il existe µ P MpRd
q tel que

µn ÝÑ µ étroitement et on a ϕ “ ϕµ.

En particulier µn ÝÑ µ étroitement si et seulement si ϕµn ÝÑ ϕµ simplement.

1.2 Convergence en loi

Définition 1.2.1 (Convergence en loi)
On dit que la suite de v.a. pXnqn>0 converge en loi vers une v.a. X et on note Xn

L
ÝÑ X si la

loi de Probabilité µn de Xn converge étroitement vers la loi de probabilité µ de X. En d’autres
termes

Xn
L
ÝÑ X ðñ @f P CbpEq, EpfpXnqq ÝÝÝÝÑ

nÑ`8
EpfpXqq
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ou encore si

Xn
L
ÝÑ X ðñ @x | PpX “ xq “ 0, Fnpxq “ PpXn ă xq ÝÝÝÝÑ

nÑ`8
F pxq “ PpX ă xq

.

Il est à noter que c’est par abus de langage qu’on dit que ”Xn converge en loi vers X”. Ce n’est
pas la suite de v.a. Xn qui converge mais c’est plutôt la suite de leurs loi.

1.3 Le Théorème Centrale Limite

Théorème 1.3.1 (TCL)
Soit X1, X2, . . . , Xn une suite de v.a. indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) à va-

leurs dans Rd telle que E||X1||
2
ă `8. Alors en posant m “ EpX1q, D “ VarpXq (vecteur

espérance et matrice de dispersion) et Sn “
n
ÿ

n“1

Xi,

La loi de
Sn ´ nm
?
n

converge étroitement vers la loi Ndp0, Dq.

En particulier, si d “ 1, en posant σ2
“ VarpX1q “ EpX1 ´mq

2, on a

P
„

a 6
Sn ´ nm

σ
?
n
6 b



ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

1
?

2π

ż b

a

e´
x2

2 dx.

Avant la preuve, rappelons la proposition suivante où ϕX désigne la fonction caractéristique de
la v.a. X P Rd.
Proposition 1.3.1
Soit X une v.a. à valeurs dans Rd.

i) Si X P L1
d, ϕX est dérivable et

BϕX
Btk

ptq “ E
`

iXke
iăt,Xą

˘

. En particulier
BϕX
Btk

p0q “

iEpXkq.

ii) Si X P L2
d, ϕX est deux fois dérivable et

B2ϕX
BtjBtk

ptq “ ´E
`

XjXke
iăt,Xą

˘

. En particulier

B2ϕX
BtjBtk

p0q “ ´EpXjXkq.

Preuve du Théorème 1.3.1
Soit ϕptq la fonction caractéristique de X1 ´ m. D’après la proposition 1.3.1 ϕ est de classe

C2 et on a
Bϕ

Btj
p0q “ 0, j “ 1, . . . , d puis

„

B2ϕ

BtjBtk
p0q, j, k “ 1, . . . , d



“ ´D. D’où d’après la

formule de Taylor-Young,

ϕptq “ 1´
1

2
t1Dt` ||t||2εptq avec lim

||t||Ñ0
εptq “ 0.

Or la fonction caractéristique ϕnptq de
Sn ´ nm
?
n

est

ˆ

ϕ

ˆ

t
?
n

˙˙n

. En passant par la fonction

log on a

lim
nÑ`8

ϕnptq “ lim
nÑ`8

„

1´
1

2n

„

t1Dt` 2||t||2ε

ˆ

t
?
n

˙n

“ exp

„

´
1

2
t1Dt



.

Ce qui achève la démonstration du Théorème car la fonction caractéristique de la loi Ndp0, Dq

est exp

„

´
1

2
t1Dt



. �
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Remarque 1.3.1
L’hypothèse E||X1||

2
ă `8 est essentielle. Sans elle il peut y avoir convergence vers d’autres

lois que la loi normale.

Exemple 1.3.1
X  Bpn, pq et on se propose d’évaluer P

„ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X

n
´ p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą α



. Comme on peut récrire X “

n
ÿ

i“1

Xi

avec X1, . . . , Xn i.i.d. Bp1, pq, EpX1q “ p et VarpX1q “ pp1 ´ pq. On a d’après le TCL
X ´ np

a

npp1´ pq
Ñ N p0, 1q pour n assez grand. D’où

P
„ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X

n
´ p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą α



“ P

«

|X ´ np|
a

npp1´ pq
ą

α
?
n

a

pp1´ pq

ff

»
2
?

2π

ż `8

αn

e´
t2

2 dt

avec αn “
α
?
n

a

pp1´ pq
(ceci, en utilisant la symétrie par rapport à 0 de la loi N p0, 1q).

Une table de la loi N p0, 1q montre que
1
?

2π

ż `8

u

e´
t2

2 dt ‰ 0.025 si u “ 1.96. D’où pour n “ 400

et p “
1

2
, P

„ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X

400
´

1

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą 0.005



» 0.005.

Lorsque les v.a. Xn ont des densités régulières, on peut renforcer le Théorème 1.3.1.

Théorème 1.3.2 (Théorème de la limite locale)
Soit X1, X2, . . . , Xn une suite de v.a. i.i.d. à valeurs dans Rd de fonction caractéristique ϕX1

telles que E||X1||
2
ă `8 et ϕX1 P L

1. Alors D est inversible, les v.a.
Sn ´ nm
?
n

ont des densités

continues et ces densités convergent uniformément sur Rd vers la densité de la loi Ndp0, Dq.

La preuve du Théorème 1.3.2 est basées sur les lemmes suivants :

Lemme 1.3.1
Soit X une v.a. à valeurs dans Rd tel que E||X||2 ă `8 et ϕ “ ϕX P L

2. Alors X a une densité
continue, DpXq est inversible et

i) Il existe ρ ą 0, a ą 0 tel que |ϕptq| 6 e´at
2

pour |t| 6 ρ,

ii) Pour tout ρ ą 0, sup
|t|>ρ

|ϕptq| ă 1.

Preuve
X a une densité continue d’après le Théorème d’inversion. Si D “ DpXq n’était pas inversible,
il existerait t ‰ 0 tel que t1Dt “ 0, d’où E pt1Xq2 “ 0 i.e. t1X “ 0 p.s. et X ne peut avoir de
densité. Remarquons que ceci entrâıne l’existence de k ą 0 et K ą 0 tels que

k||t||2 6 t1Dt 6 K||t||2 pour tout t (e.g. k “ inf SppDq et K “ ρpDq). (1.7)

i) Posons ψptq “ e´a||t||
2

ϕptq où a sera précisé ultérieurement. Un calcul facile montre que

ψp0q “ 1,
Bψ

Btj
p0q “ 0,

„

B2ψ

BtjBtk
p0q



j,k

“ aI ´D

et de (1.7) on en déduit l’existence de a ą 0, m ą 0 et M ą 0 telles que

m||t||2 6 t1paI ´Dqt 6M ||t||2, @t P Rd. (1.8)
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Alors ψptq “ 1´
1

2
t1paI ´Dqt` ||t||2λptq avec |λptq| ÞÑ 0 si ||t|| ÞÑ 0 et pour M ||t||2 ă 1,

|ψptq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1´
1

2
t1paI ´Dqt` ||t||2λptq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6 1´ ||t||2
´m

2
´ λptq

¯

et donc |ψptq| ă 1 pour ||t|| 6 ρ.

ii) Remarquons d’abord que pour t ‰ 0, |ϕptq| ă 1 ; sinon il existerait s P R tel que

E
´

eit
1X
¯

“ eis donc E
´

eipt
1X´sq

´ 1
¯

“ 0 et en prenant la partie réelle, E pcospt1X ´ sqq “

1 c’est à dire cospt1X ´ sq “ 1 p.s, soit X P tx|t1x “ s ` 2kπu. Mais cet ensemble est
de mesure nulle, ce qui contredit le fait que X ait une densité. On a donc pour tout
R ą 0, ρ ą 0, supt|ϕptq|, ρ 6 ||t|| 6 Ru ă 1.

On conclut grâce au lemme suivant qui est admis.

Lemme 1.3.2
|ϕptq| ÝÑ 0, quand tÑ `8.

Preuve du Théorème 1.3.2

1. Ceci étant, soit ϕptq la f.c. de X1´EpX1q. Comme ϕptq “ e´itmϕX1ptq P L
1, on déduit du

Lemme 1.3.1 que X1 ´ EpX1q a une densité continue fpxq, donc Sn ´ nm a pour densité

f ˚ f ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ f et donc
Sn ´ nm
?
n

a une densité continue et que D est inversible.

2. D’abord montrons que la f.c. de
Sn ´ nm
?
n

, à savoir ψnptq “

ˆ

ϕ

ˆ

t

n

˙˙n

tend vers

exp

ˆ

´
1

2
t1Dt

˙

dans L1. On écrit pour cela

ψnptq “ ψnptq1t||t||6ρ?nu ` ψnptq1t||t||ąρ?nu,

le ρ étant fourni par le i) du Lemme 1.3.1. Alors en chaque t,

ψnptq1t||t||6ρ?nu ÝÑ exp

ˆ

´
1

2
t1Dt

˙

(d’après le T.C.L.) et

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕ

ˆ

t
?
n

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1t||t||6ρ?nu 6

#

exp

˜

´a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t
?
n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
¸+n

“ expp´a||t||2q P L1 (Lemme 1.3.1).

Donc

ψnptq1t||t||6ρ?nu ÝÑ exp

ˆ

´
1

2
t1Dt

˙

dans L1.

D’autre part, si c “ supt|ϕptq|; ||t|| > ρu ă 1 (Lemme 1.3.1, ii)), on a

ż

t||t||6ρ
?
nu

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕ

ˆ

t
?
n

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n

dt 6 cn´1

ż

Rd

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕ

ˆ

t
?
n

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n

dt “ cn´1n
d
2

ż

Rd
|ϕptq|dtÑ 0, nÑ `8

donc ψnptq1t||t||ąρ?nu Ñ 0, nÑ `8 dans L1 et on a le résultat cherché.

3. Mais alors en notant par fnpxq la densité de
1
?
n
pSn ´ nmq et par gpxq celle de Ndp0, Dq,

on a grâce au Théorème d’inversion

fnpxq ´ gpxq “ p2πq
´d

ż

e´it
1x

„

ψnptq ´ exp

ˆ

´
1

2
t1Dt

˙

dt

d’où

||fn ´ g||8 6 p2πq
´d

ż

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ψnptq ´ exp

ˆ

´
1

2
t1Dt

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dt ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0. �
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1.4 Exercices
Exercice 1.1
Montrer que l’ensemble des lois normales sur R est fermé pour la convergence étroite.

Exercice 1.2
Étudier la convergence vague de la suite de mesures :

a) dµnpxq “ sinpnxqdx,
b) dµnpxq “ sin2

pnxqdx,
c) µn “ δan où panq est une suite dans R.

Exercice 1.3
Soit pXnq une suite de v.a. a.c. telle que pour tout n ą 1, Xn  E

ˆ

1

n

˙

. On pose X0
n “

Xn ´ rXns. Montrer que la suite pX0
nq converge en loi vers une v.a. a.c. que l’on précisera.

Exercice 1.4
Soit f : R ÝÑ R une fonction continue bornée. Montrer qu’on a

lim
nÑ`8

e´n
`8
ÿ

k“0

f

ˆ

k ´ n
?
n

˙

nk

k!
“

1
?

2π

ż

R
fptqe´

t2

2 dt.

Exercice 1.5
Soit pXnqn>1 une suite variables aléatoires indépendantes de même loi de Poisson de paramètre

1. Soit Sn “
n
ÿ

k“1

Xk. Rappeler la loi de Sn et calculer la limite de la suite

˜

e´n
n
ÿ

k“0

nk

k!

¸

n>1

.

Exercice 1.6
Soit t P R et f P CbpRq. Étudier la limite lorsque nÑ `8 de la suite

Yn “ e´nt
ÿ

kPN

pntqk

k!
f

ˆ

k

n

˙

.

Exercice 1.7
Soient pXnqnPN une suite de variables aléatoires réelles définies sur un espace pΩ,A,Pq et f une
application continue de R dans R. On suppose que pXnqnPN converge en loi vers une variable
aléatoire X . Montrer que la suite pfpXnqqnPN converge en loi vers fpXq.

Exercice 1.8
Soit pXnq une suite de v.a. suivant la loi Ppλnq. On suppose que λn Ñ `8. Étudier la conver-

gence en loi de pXnq et de

ˆ

Xn

λn

˙

.

Exercice 1.9
Soit pXnq une suite de v.a. absolument continue de densité fn et X une de v.a. absolument

continue. Montrer que si fn ÝÑ fp.p. alors Xn
L
ÝÑ X.

Étudier la réciproque. (On pourra considérer par exemple la suite fnpxq “ p1`sinp2πnxqq1r0;1spxqq.

Exercice 1.10
Soit pXnq une suite de v.a.r. indépendantes et de même loi

P rXn “ 1s “ P rXn “ ´1s “
1

2
.

Étudier la convergence en loi de la suite pYnq définie par Yn “
n
ÿ

k“1

Xk

2k
.
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Chapitre 2

Suites et séries de variables aléatoires
réelles - Loi des grands nombres

On considère une suite X1, . . . , Xn, de variables aléatoires (v.a.) à valeurs réelles définies sur
un même espace de probabilité pΩ,A,Pq et on s’intéresse au comportement asymptotique de
cette suite aléatoire. L’étude repose en partie sur un résultat élémentaire très utile.

2.1 Lemme de Borel-Cantelli

On considère une suite d’événements tΛn, n P Nu dans A. La suite des événements

˜

ď

k>n

Λk, n P N

¸

est décroissante, son intersection

Λ “ lim sup
n

Λn “
č

n>0

ď

k>n

Λk

est encore un événement dans A. On remarquera que Λ représente l’ensemble des aléas ω qui
appartiennent à une infinité d’événements Λn , autrement dit 1Λ “ lim sup

nÑ`8
1Λn ; ce qui justifie

la notation.

Lemme 2.1.1 (Borel-Cantelli)
Soit pΛnqnPN˚ une suite d’évènements. Deux cas sont possibles en ce qui concerne l’évènement
Λ :

a) Si
ÿ

n>1

PpΛnq ă `8 alors PrΛs “ 0. En d’autres termes, avec probabilité 1, au plus un

nombre fini des Λn se produisent si la série précédente converge.

b) Si les pΛnq sont indépendants et
ÿ

n>1

PpΛnq “ `8 alors PrΛs “ 1 En d’autres termes, avec

probabilité 1, une infinité des Λn se produisent si
ÿ

n>1

PpΛnq “ `8.

Preuve

i) Fixons ε ą 0. Il existe un entier N tel que
ÿ

n>N

PpΛnq ă ε et en conséquence

P

˜

ď

n>N

Λn

¸

ă ε car P

˜

ď

n>N

Λn

¸

6
ÿ

n>N

PpΛnq. De la définition de Λ, on tire a fortiori

PpΛq ă ε.
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ii) Comme les Λn sont indépendants, il en est de même pour leurs complémentaires, et on a

P

˜

m
ď

j“k

Λj

¸

“ 1´ P

˜

m
č

j“k

Λc
j

¸

“ 1´
m
ź

j“k

PpΛc
jq > 1´ exp

#

´

m
ÿ

j“k

PpΛjq

+

,

car log p1´ PpΛjqq 6 ´PpΛjq, @k.

On fait tendre m vers `8, et on tire

P

˜

`8
ď

j“k

Λj

¸

> 1´ exp

#

´

`8
ÿ

j“k

PpΛjq

+

“ 1.

Comme les événements
`8
ď

j“k

Λj décroissent vers Λ quand k tend vers`8 on a bien P pΛq > 1

et donc P pΛq “ 1. �

2.2 Divers modes de convergences

Définition 2.2.1 (Convergence p.s.)
On dit que la suite pXnqnPN converge presque sûrement vers une v.a. X et on note Xn

p.s.
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X,

s’il existe un événement Λ avec PpΛq “ 1, tel que

lim
nÑ`8

Xnpωq “ Xpωq, pour tout ω P Λ .

En d’autres termes, si @ε ą 0 P
„

lim sup
nÑ`8

|Xn ´X| ą ε



“ 0.

Définition 2.2.2 (Convergence en probabilité)
On dit que la suite pXnqnPN converge en probabilité vers une v.a. X et on note Xn

P
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X,

si @ε ą 0
lim

nÑ`8
Pp|Xn ´X| ą εq “ 0

Proposition 2.2.1
Si Xn

p.s.
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X, alors Xn
P

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X.

Preuve
Soit Λ l’événement de probabilité 1 qui apparâıt dans la définition. On fixe ε ą 0, et pour
chaque entier n, on considère l’événement

Γn “ tω P Λ : sup
k>n

|Xkpωq ´Xpωq| ą εu.

La suite des Γn est décroissante et
č

Γn “ ∅(puisque Xn converge vers X sur Λ). On a donc

lim
nÑ`8

PpΓnq “ 0. Comme

t|Xn ´X| ą εu Ă Γn Y Λc

,
on a a fortiori lim

nÑ`8
Pp|Xn ´X| ą εq “ 0. �

La réciproque est fausse ; voici un contre exemple : On prend Ω “ r1, 2s qu’on munit de la
mesure de Lebesgue. Pour chaque n, on note k l’unique entier tel que 2k 6 n ă 2k`1, et on
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prend Xnptq “ 1rn2´k,pn`1q2´ks . Il est clair que pour tout ε Ps0, 1r, Pp|Xn| ą εq “ 2´k, de sorte
que Xn ÝÑ 0 en probabilité. Néanmoins, pour tout t P r0, 1s, il existe une infinité d’entiers n
pour lesquels Xnptq “ 1, etXnptq ne converge pas vers 0.
En revanche on a une réciproque partielle.

Proposition 2.2.2
Si Xn

P
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X, alors il existe une suite extraite XNpnq qui converge vers X p.s.

Preuve
Comme Pp|Xn ´ X| ą εq ÝÑ 0 pour tout ε ą 0, on peut trouver pour tout n > 1 un entier

Npnq tel que P
ˆ

|XNpnq ´X| ą
1

n

˙

6 2´n

La série
ÿ

P
ˆ

|XNpnq ´X| ą
1

n

˙

converge donc. D’après le lemme de Borel-Cantelli, la pro-

babilité de l’événement
č

n>1

ď

k>n

"

|XNpnq ´X| ą
1

n

*

est nulle. Si Λ désigne l’événement complémentaire, on a donc PpΛq “ 1, et (par définition de
Λ) pour tout ω P Λ, il existe un entier kpωq tel que

|XNpnqpωq ´Xpωq| ă
1

n
, pour tout n ą kpωq.

Ceci montre que
XNpnqpωq ÝÑ Xpωq. �

Définition 2.2.3 (convergence dans Lp)
Pour tout p > 1, on dit qu’une suite pXnqnPN de v.a. converge dans LppΩ,A,Pq vers une v.a.

X P LppΩ,A,Pq et on note Xn
Lp

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X si Ep|Xn|
p
q ă `8 pour tout n et si

lim
nÑ`8

Ep|Xn ´X|
p
q “ 0

Comparons cette notion avec les précédentes.

Proposition 2.2.3
Si Xn

Lp
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X, alors Xn
P

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X.

Réciproquement, si Xn
P

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X et s’il existe une v.a. réelle Y P Lp telle que |Xn| 6 Y pour

tout n, alors Xn
Lp

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X.

Preuve
Fixons ε ą 0 et η ą 0. On sait qu’on peut trouver un entier n0 tel que Ep|Xn ´X|

p
q 6 ηεp dès

que n > n0. En appliquant l’inégalité de Markov, on obtient dans ce cas

Pp|Xn ´X| ą εq 6 ε´pEp|Xn ´X|
p
q 6 η.

Réciproquement, si la suite pXnqnPN converge versX en probabilité, c’est encore le cas pour toute
suite extraite pXMpnqqnPN. On sait qu’on peut extraire de cette dernière une sous-suite pXNpnqqnPN
qui converge p.s. vers X. Par hypothèse on peut appliquer le Théorème de convergence dominée,
c’est-à-dire XNpnq ÝÑ X dans LppΩ,Pq. Ainsi, de toute suite extraite de pXnqnPN, on a su ex-
traire une sous-sous-suite qui converge vers X dans Lp. Donc Xn ÝÑ X dans Lp �.
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Un des résultats utile en probabilité et statistique est celui qui dit, dans un cas particulier, que

si pXnq et pYnq sont deux suites de v.a. telles que Xn
P

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X et Yn
P

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

Y et si f est une

fonction continue sur X ˆ X alors fpXn, Ynq
P

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

fpX, Y q. Pour établir ce résultat on a :

Proposition 2.2.4
Une condition nécessaire et suffisante pour que Xn

P
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X est que toute sous-suite de pXnq

contienne une sous-suite qui converge presque sûrement vers X.

Preuve
Si Xn

P
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X alors d’après la définition même de la convergence en probabilité, toute sous-

suite pXnkq de pXnq converge en probabilité vers X. La condition devient alors nécessaire d’après
la Proposition 2.2.2.
Pour montrer qu’elle est suffisante, supposons que pXnq ne tende pas vers X en probabilité.
Alors il existe ε0 ą 0 et δ0 ą 0 tel que lim supPr|Xn ´X| ą ε0s “ δ0 ą 0 et aussi il existe une
sous-suite pXnkq de pXnq tel que Pr|Xnk ´X| ą ε0s ÝÝÝÝÑ

kÑ`8
δ0 ą 0.

Par conséquent, ni pXnkq ni aucune de ses sous-suites ne converge en probabilité vers X. Donc
aucune sous-suite de pXnkq ne peut converger p.s. vers X.

Proposition 2.2.5
Soit f : R2

ÝÑ Rq une fonction continue sur un borélien B de R2 tel que PrX P Bs “ 1. Si

Xn
P

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X alors fpXnq
P

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

fpXq.

Preuve
Soit

`

fpXnjq
˘

une sous-suite de la suite pfpXnqq. D’après la Proposition 2.2.4, on a seulement
besoin de montrer qu’il existe une sous-suite

`

fpXkjq
˘

de la sous-suite
`

fpXnjq
˘

qui converge
p.s.

Comme Xnj
P

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X, il existe une sous-suite
`

Xkj

˘

de la sous-suite
`

Xnj

˘

tel que Xkj

p.s.
ÝÝÝÝÑ
kÑ`8

X. Soit alors A “

"

Xkj ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X

*

X tX P Bu. Il est clair que PpAq “ 1 et ω P A ùñ

Xkjpwq
p.s.

ÝÝÝÝÑ
kÑ`8

Xpwq P B. f étant continue sur B, pour tout ω P A, fpXkjpωqq ÝÝÝÝÑ
kÑ`8

fpXpωqq.

En d’autres termes fpXkjq
p.s.

ÝÝÝÝÑ
kÑ`8

fpXq et donc fpXnq
p.s.

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

fpXq.

Corollaire 2.2.1
Soit pXnq et pYnq deux suites de v.a. telles que Xn

P
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X et Yn
P

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

Y . Si f est une

fonction mesurable sur R2 tel que pX, Y q appartienne p.s. à l’ensemble de continuité de f alors

fpXn, Ynq
P

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

fpX, Y q.

La démonstration du corollaire est basée sur le Lemme suivant :

Lemme 2.2.1
Soit X et Y deux v.a. Alors @ε ą 0, Pr|X ` Y | > εs 6 P

”

|X| >
ε

2

ı

` P
”

|Y | >
ε

2

ı

.

Preuve
Vérifions d’abord que t|X ` Y | > εu Ă

!

|X| >
ε

2

)

Y

!

|Y | >
ε

2

)

. Si |Xpwq ` Y pwq| > ε alors

d’après l’inégalité triangulaire |Xpwq| ` |Y pwq| > ε. Or si la somme de deux nombres est

supérieure ou égale à ε alors l’un au moins des deux nombres est supérieur ou égale à
ε

2
. Donc

|X|pwq >
ε

2
ou |Y |pwq >

ε

2
. d’où le résultat. Le lemme en résulte en prenant les probabilités
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dans chaque membre de l’inclusion.

Preuve du Corollaire 2.2.1
Montrons d’abord que si Xn

P
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X et Yn
P

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

Y alors pXn, Ynq
P

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

pX, Y q.

Notons par 0 la v.a. égale p.s. à 0. On a alors |pXn, Ynq ´ pX, Y q| 6 |pXn, 0q ´ pX, 0q| `
|p0, Ynq ´ p0, Y q|. Comme|pXn, 0q ´ pX, 0q| “ |Xn ´ X| et |p0, Ynq ´ p0, Y q| “ |Yn ´ Y |, alors

pXn, Ynq
P

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

pX, Y q d’après le Lemme 2.2.1, et le Corollaire 2.2.1 résulte immédiatement de

la Proposition 2.2.5.

Corollaire 2.2.2
Si Xn

P
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X et Yn
P

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

Y , alors

1. aXn ` bYn
P

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

aX ` bY, @a, b P R.

2.
1

Xn

P
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

1

X
si PrXn ‰ 0s “ PrX ‰ 0s “ 1

3. XnYn
P

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

XY

2.3 Convergence p.s. de séries de variables aléatoires

indépendantes-Théorèmes limites forts

On se donne une suite v.a. pXnqnPN˚ que l’on suppose indépendante c’est-à-dire que pour tout

n, X1, . . . , Xn sont des v.a. indépendantes. On note Sn “
n
ÿ

i“1

Xi la somme partielle jusqu’à

l’ordre n, et on s’intéresse à la convergence de la suite des v.a.pSnqnPN˚ .

On dira que la série
ÿ

Xn converge en loi s’il existe une distribution de probabilité F tel que

FSn
e

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

F .

De même
ÿ

Xn converge en probabilité ou en moyenne d’ordre r s’il existe une v.a. X tel que

Sn
P

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X ou Sn
Lr

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X.

L’outil fondamental pour les théorèmes limites forts est

Théorème 2.3.1 (Inégalité de Kolmogorov)
Soit pXnqnPN˚ une suite v.a. indépendantes de moment d’ordre deux fini. Alors

P
„

max
16k6n

|Sk ´ EpSkq| > ε



6
1

ε2

n
ÿ

j“1

VarpXjq.

Preuve
Sans perte de généralité, on peut supposer EpXkq “ 0 pour tout k. Posons A0 “ Ω et @k > 1,

Ak “

"

max
16j6k

|Sj| ă ε

*

“

k
č

j“1

t|Sj| ă εu (2.1)

Bk “ Ak´1

č

Ack “

˜

k
č

j“1

t|Sj| ă εu

¸

č

t|Sk| > εu (2.2)
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Bk est l’évènement ”Sk est la 1ère somme partielle dont la valeur absolue est supérieure ou égale
à ε” et il est facile de vérifier que

Acn “

"

max
16j6n

|Sj| > ε

*

“

n
ď

k“1

Bk.

En outre B1, B2, . . . , Bn sont des évènements disjoints et pour tout 1 6 k 6 n, on a

ż

Bk

S2
ndP “ E pSn1Bkq

2
“ E ppSn ´ Skq1Bk ` Sk1Bkq

2

“ E ppSn ´ Skq1Bkq
2
` 2E ppSn ´ SkqSk1Bkq ` E pSk1Bkq

2 .

Comme les v.a. Sn ´ Sk et Sk1Bk sont indépendantes et EpXjq “ 0 pour 1 6 j 6 n, on a

E ppSn ´ SkqSk1Bkq “ EppSn ´ SkqqE pSk1Bkq “ 0

d’où

ż

Bk

S2
ndP > E pSk1Bkq

2 > ε2PpBkq.

Il en résulte que

n
ÿ

k“1

VarpXkq “ VarpSnq >
ż

Acn

S2
ndP “

n
ÿ

k“1

ż

Bk

S2
ndP “ ε2P

«

n
ď

k“1

Bk

ff

. �

Théorème 2.3.2
Soit pXnqnPN˚ une suite v.a. indépendantes de moment d’ordre deux fini. Si

`8
ÿ

k“1

VarpXkq ă `8

alors
`8
ÿ

n“1

pXn ´ EpXnqq converge p.s.

Preuve

Posons Sn “
n
ÿ

n“1

pXn´EpXnqq. Alors lim sup
n

Sn et lim inf
n

Sn sont finies p.s. En effet, pour tout

m > 1, lim sup
nÑ`8

|Sn| 6 lim sup
nÑ`8

|Sn ´ Sm| ` |Sm| 6 sup
n>m

|Sn ´ Sm| ` |Sm| et d’après le Théorème

2.3.1, on a

P
„

sup
n>m

|Sn ´ Sm| > ε



6 P

«

`8
ď

n“m

t|Sn ´ Sm| > εu

ff

“ lim
MÑ8

P

«

M
ď

n“m

t|Sn ´ Sm| > εu

ff

“ lim
MÑ8

P
„

max
m6n6M

t|Sn ´ Sm| > εu



6
1

ε2

`8
ÿ

n“m

VarpXnq ă `8 d’après l’hypothèse.

Donc en faisant tendre ε vers `8, la 1ère probabilité tend vers 0 et on a montré que lim sup
n

Sn

et de même lim inf
n

Sn sont finies p.s.
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Pour montrer que Sn converge p.s. nous avons seulement besoin de montrer que @ε ą 0 ,
Prlim sup

n
Sn ´ lim inf Sn > εs “ 0.

Pour le faire, observons d’abord que si panq est une suite de nombres réels alors sup |an| “
maxt| sup an|, | inf an|u et | sup an| ą ε ou | inf an| ą ε entrâıne sup |an| ą ε. Donc @m P N˚, @ε ą
0

tlim sup
n

Sn ´ lim inf Sn > 2εu Ă

"

sup
n>m

Sn ´ inf
n>m

Sn > 2ε

*

Ă

"ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sup
n>m

Sn ´ Sm

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

> ε

*

ď

"ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Sm ´ inf
n>m

Sn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

> ε

*

Ă

"

sup
n>m

|Sn ´ Sm| > ε

*

.

Alors d’après l’inégalité de Kolmogorov

Prlim sup
n

Sn ´ lim inf
n

Sn > εs >
1

ε2

`8
ÿ

j“m

VarpXjq ÝÝÝÝÑ
mÑ`8

0. �

Corollaire 2.3.1
Si pXnq est une suite de v.a. indépendantes telles que

ÿ

n

VarpXnq ă `8 et
ÿ

n

EpXnq ă `8

alors
ÿ

n

Xn converge p.s.

Preuve
C’est une conséquence immédiate du Théorème 2.3.2 et du fait que la somme de deux séries
convergentes est convergente.

2.4 Loi des grand nombres (LGN)

La loi des grands nombres est la formulation rigoureuse des faits intuitifs suivants : si on lance
un ! grand " nombre de fois une pièce en l’air, il y aura en moyenne 50% de piles. De même,
si on lance un ! grand " nombre de fois un dé à 6 faces en l’air, il y aura en moyenne 1{6´ème
des faces qui seront, par exemple, des 4 (si la pièce et le dé sont équilibrés).
Il existe une première version de la LGN pour la convergence en probabilité.

2.4.1 Loi faible des grands nombres (LfGN)

Théorème 2.4.1 (LfGN)
Soit pXnqnPN˚ une suite de v.a. deux à deux indépendantes, de même loi ayant un moment
d’ordre 2. Alors :

1

n

n
ÿ

i“1

Xi
P

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

ErX1s.

Preuve
Ici, la variable aléatoire limite est la constante ErX1s (“ ErXis pour tout i car les v.a Xi sont
de même loi, donc de même espérance)
Il nous revient, pour la preuve, de vérifier que

@ε lim
nÑ`8

P

˜
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

n

n
ÿ

i“1

Xi ´ ErX1s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

> ε

¸

“ 0
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Posons Mn “
1

n

n
ÿ

i“1

Xi, par linéarité, on a

ErMns “
1

n

n
ÿ

i“1

ErXis “ ErX1s.

D’autre part, par indépendance des Xi on a

VarpMnq “ Var

˜

1

n

n
ÿ

i“1

Xi

¸

“
1

n2

n
ÿ

i“1

VarpXiq “
V arpX1q

n
.

En appliquant l’inégalité de Tchebychev à Mn, on a, pour tout ε ă 0 et pour tout n P n˚

P

˜ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

n

n
ÿ

i“1

Xi ´ ErX1s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

> ε

¸

“ P p|Mn ´ ErMns| > εq 6
VarpMnq

ε2
“

VarpX1q

nε2
.

On conclut donc en faisant tendre nÑ `8. �
Souvent, on se trouve dans le cas particulier où les v.a. considérées sont de loi de Bernoulli, la
LfGN se réécrit alors :

Corollaire 2.4.1
Soit pXnqnPN˚ une suite de v.a. indépendante de Bernoulli de même paramètre p. Alors

1

n

n
ÿ

i“1

Xi
P

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

p.

Preuve
EpXiq “ p et comme VarpXiq “ pp1´ pq ă `8, la LfGN s’applique. �
Avec la LfGN, on a donc la convergence de la moyenne arithmétique (dite aussi moyenne
empirique) vers la moyenne probabiliste (l’espérance probabiliste). La LGN faible est encore
vraie si on ne suppose que l’existence du moment d’ordre 1 : Er|X1|s ă `8. Cependant,
l’hypothèse Er|X2

1 |s ă `8 permet une preuve facile. Le cas avec seulement l’existence du
moment d’ordre 1 sera obtenu comme conséquence de la LGN forte.

2.4.2 Loi forte des grands nombres (LFGN)

La loi des grands nombres admet une version pour la convergence presque sûre : c’est la loi
forte des grands nombres. Avant d’énoncer le théorème le plus important, commençons par la
série de lemmes suivants.

Lemme 2.4.1 (Césaro)
Soit panq est une suite de nombres réels tendant vers a quand nÑ `8, alors

1

n

n
ÿ

i“1

ai ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

a.

Preuve Facile (confère cours d’ analyse L2). �

Lemme 2.4.2 (Kronecker)
Soit

ÿ

n>1

bn une série convergente de nombres réels alors

1

n

`8
ÿ

i“1

ibi ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0.
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Preuve

Posons b “
ÿ

n>1

bn et ai “
i
ÿ

j“1

bi. Alors, d’après le Lemme 2.4.1,

1

n

n
ÿ

i“1

ai “
b1 ` pb1 ` b2q ` ¨ ¨ ¨ ` pb1 ` b2 ` . . .` bnq

n
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

b.

Or
nb1 ` pn´ 1qb2 ` ¨ ¨ ¨ ` bn

n
“
n` 1

n

n
ÿ

i“1

bi ´
1

n

n
ÿ

i“1

ibi ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

b. �

Lemme 2.4.3
Si pXnq est une suite de v.a. indépendante telle que

1

n

n
ÿ

i“1

Xi
p.s.

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X alors X est une constante

p.s.

Preuve

Pour chaque i fixé,
Xi

n

p.s.
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0. Nous déduisons donc de l’hypothèse que

Xi `Xi`1 ` . . .`Xn

n

p.s.
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X, @i

et donc X est mesurable par rapport à la tribu asymptotique A8 engendrée par les Xn, A8 “
`8
č

n“1

σpXn, Xn`1, . . .q, d’où le résultat.

Lemme 2.4.4
Si X est une v.a. alors EpXq existe si, et seulement si

ÿ

n>0

Pr|X| > ns ă `8.

Preuve
La conclusion du lemme découle des deux inégalités suivantes :

ż

|X|dP “
ż

˜

`8
ÿ

n“1

|X|1tn´16|X|ănu

¸

dP 6
`8
ÿ

n“1

nPrn´ 1 6 |X| ă ns “
`8
ÿ

n“0

Pr|X| > ns

et
ż

|X|dP >
`8
ÿ

n“0

nPr|X| > ns ´ 1.

Théorème 2.4.2 (Kolmogorov)
Si pXnq est une suite de v.a. indépendantes tel que EpX2

nq ă `8 pour tout n et
`8
ÿ

k“1

VarpXkq

k2
ă `8, alors

1

n

`8
ÿ

k“1

Xk ´ EpXkq

k

p.s.
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0.

Preuve

Comme
`8
ÿ

k“1

VarpXkq

k2
ă `8 alors d’après le Théorème 2.3.2

`8
ÿ

k“1

Xk ´ EpXkq

k
converge presque

sûrement et Lemme 2.4.2 de Kronecker, on peut conclure que
1

n

`8
ÿ

k“1

Xk ´ EpXkq

k

p.s.
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0. �
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Théorème 2.4.3 (LFGN de Kolmogorov)
Soit pXnqnPN˚ une suite de v.a. indépendantes et de même loi. Alors

1

n

n
ÿ

i“1

Xi
p.s.

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

ErX1s.

si et seulement si, EpX1q ă `8.

Preuve

Supposons que
1

n

n
ÿ

i“1

Xi converge p.s. Posons Sn “
n
ÿ

i“1

Xi. Alors
Xn

n
“

Sn´1

n´ 1

n´ 1

n

p.s.
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0, soit
Xn

n

p.s.
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0. Donc P
„

|Xn|

n
> 1 i.o.



“ 0 ou encore P r|Xn| > n i.o.s “ 0. Alors

d’après le lemme de Borel-Cantelli, comme les évènements t|Xn| > nu sont indépendants,
`8
ÿ

i“1

P r|Xn| > ns ă `8.

Mais P r|Xn| > ns “ P r|X1| > ns. Donc
`8
ÿ

n“1

P r|X1| > ns ă `8 et EpX1q existe d’après le

Lemme 2.4.4

Réciproquement supposons que EpX1q existe. Alors si on note Yn “ Xn1t|Xn|ănu, on a :

PrYn ‰ Xns “ Pr|Xn| > ns “ Pr|X1| > ns d’où d’après le Lemme 2.4.4,
`8
ÿ

n“1

PrYn ‰ Xns ă `8

ce qui implique PrYn ‰ Xn i.o.s “ 0 d’après le lemme de Borel-Cantelli. Il suffira donc de

montrer que lim
nÑ`8

1

n

n
ÿ

i“1

Xi “ EpX1q p.s.

Comme EpYnq “ E
`

Xn1t|Xn|ănu
˘

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

EpX1q (convergence dominée)

alors
1

n

n
ÿ

i“1

EpYiq ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

EpX1q d’après le Lemme 2.4.1.

Il suffit alors de montrer que
1

n

n
ÿ

i“1

pYi ´ EpYiqq
p.s.

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0. D’après le Théorème 2.4.2, il suffirait

de montrer que
8
ÿ

i“1

VarpYiq

i2
ă 8.

Comme VarpYiq “ EpY 2
i q ´ pEpYiqq2 6 EpY 2

i q, il suffirait de montrer tout simplement que
8
ÿ

i“1

EpY 2
i q

i2
ă 8. Or EpY 2

i q “ E
`

X2
11t|X1|ăiu

˘

donc on va montrer que
8
ÿ

i“1

E
`

X2
11t|X1|ăiu

˘

i2
ă 8.

D’après le théorème de Beppo-Levi on pourra montrer seulement que

ż

˜

8
ÿ

i“1

X2
1

i2
1t|X1|ăiu

¸

dP ă

`8. Mais alors pour m “ 1, 2, . . ., on a
ż

˜

8
ÿ

i“1

X2
1

i2
1t|X1|ăiu

¸

1tm´16|X1|ămudP “
ż

˜

8
ÿ

i“m

X2
1

i2

¸

1tm´16|X1|ămudP

6
ż

m2

˜

8
ÿ

i“m

i´2

¸

1tm´16|X1|ămudP

6 m2 1

m´ 1
Prm´ 1 6 |X1| ă ms

ă 2mPrm´ 1 6 |X1| ă ms.
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Donc

ż

˜

8
ÿ

i“1

X2
1

i2
1t|X1|ăiu

¸

dP 6 2
8
ÿ

m“1

mPrm´ 1 6 |X1| ă ms 6 2pE|X1| ` 1q ă `8. �

2.5 Exercices
Exercice 2.1
Soit pξnq une suite de v.a. absolument continue (a.c.) ayant pour densité fnptq “

n

π

1

1` n2t2
, t P

R. Montrer que pξnq converge en probabilité. Est-elle convergente en moyenne d’ordre r > 1 ?

Exercice 2.2
Soit L0

pΩ,A,P,Rq l’ensemble des v.a. définies sur pΩ,A,Pq à valeurs dans R. Pour tout couple

pX, Y q éléments de L0
pΩ,A,P,Rq, on pose dpX, Y q “

ż

Ω

|X ´ Y |

1` |X ´ Y |
dP

1. Montrer que d ainsi définie est une semi-distance sur L0
pΩ,A,P,Rq.

2. Soit X P L0
pΩ,A,P,Rq et pXnq est une suite d’éléments de L0

pΩ,A,P,Rq.
Démontrer que Xn

P
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X si et seulement si lim
nÑ`8

dpXn, Xq “ 0.

Exercice 2.3

1. Montrer que si Xn
Lr

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X, r > 1 alors E|Xn|
r
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

E|X|r.

2. Montrer que si Xn
L1

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X, alors EXn ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

EX. La réciproque est-elle vraie ?

3. Montrer que si Xn
L2

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X, alors VarXn ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

VarX.

4. Montrer que si |Xn| 6 Z, @n avec EpZq ă 8, Xn
P

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X ùñ Xn
L1

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X.

Exercice 2.4
Soit pΩ,A,Pq un espace de probabilités. Déterminer pour chacune des convergences suivantes
à quelle condition sur la suite pAnqn>1 elle a lieu.

1. La suite p1Anqn>1 converge en probabilité vers 0.

2. La suite La suite p1Anqn>1 converge dans L2 vers 0.

3. La suite p1Anqn>1 converge en presque sûrement vers 0.

Exercice 2.5 (Inégalité de Chernoff)
Soit pXnqn>1 une suite de v.a. indépendantes et de même loi N pm,σq. On pose ϕpuq “

E
`

eupX1´mq
˘

et Sn “ X1 ` . . .`Xn.

1. Calculer ϕpuq.

2. Montrer que PrSn ´ nm > as 6 e´uapϕpuqqn, @a P R, @u P R`.

3. Montrer que PrSn ´ nm 6 as 6 e´uapϕpuqqn, @a P R, @u P R´.

4. En déduire que @ε ą 0,P
„ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Sn
n
´m

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

> ε



6 2e´n
ε2

2σ2 .

Exercice 2.6
Soient pXnqn>1 une suite de variables aléatoires de loi exponentielle de paramètre 1.
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1. Montrer que

P
ˆ

lim sup
n

Xn

log n
ą 1

˙

“ 0

On suppose que désormais que les v.a. X1, . . . , Xn sont indépendantes.

2. Montrer que

P
ˆ

lim sup
n

Xn

log n
ă 1

˙

“ 0.

Montrer que ce résultat peut être faux sans l’hypothèse d’indépendance.

3. Montrer que lim sup
n

Xn

log n
est presque sûrement égale à une variable constante que l’on

déterminera.

4. Montrer que lim inf
n

Xn

log n
est presque sûrement égale 0.

Exercice 2.7
Soit pXnqn>1 une suite de v.a.r. uniformément bornée

ˆ

sup
n,ω
|Xnpωq| ă 8

˙

et Sn “ X1`. . .`Xn.

1. Montrer que si
Sn2

n2

p.s.
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0 alors
Sn
n

p.s.
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0.

2. On suppose de plus que X1, X2, . . . sont indépendantes et centrées. Montrer sans utiliser

la LFGN que
Sn
n

p.s.
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0.

Exercice 2.8
Montrer que si les variables aleatoires réelles pXnqn>0sont indépendantes, la série

ÿ

n>0

Xn converge

ou diverge presque sûrement

Exercice 2.9
Soit pXnqnPN˚ une suite v.a. indépendantes de moment d’ordre deux fini

1. Montrer que P
„

max
16k6n

|Sk ´ EpSkq| > ε



6
1

ε2

n
ÿ

j“1

VarpXjq.

2. On suppose de plus, à présent que
`8
ÿ

k“1

VarpXkq ă `8

Montrer alors que
`8
ÿ

n“1

pXn ´ EpXnqq converge p.s.

3. En déduire alors que si
ÿ

n

VarpXnq ă `8 et
ÿ

n

EpXnq ă `8,
ÿ

n

Xn converge p.s.
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Chapitre 3

Vecteurs Gaussiens

3.1 Définition
Définition 3.1.1
Soit X un v.a. dans Rn . On dit que X est normal ou gaussien s’il existe m P Rn et Γ PMnpRq
symétrique positive telle que

ΦXptq “ exppi ă t,m ąq exp

ˆ

´
1

2
ă Γt, t ą

˙

, t P Rn

où ă t,m ą“

n
ÿ

i“1

timi, ă Γt, t ą“ t1Γt “
n
ÿ

16i,j6n

γijtitj, γij étant les éléménts de la matrice .

On note X  N pm,Γq.

Théorème 3.1.1
Un vecteur aléatoire X “ pX1, . . . , Xnq

1 de Rn est gaussien si et seulement si pour tout

pa1, . . . , anq
1
P Rn, la v.a. Y “

n
ÿ

i“1

aiXi “ă a,X ą est une variable aléatoire réelle gaussienne.

Preuve
Supposons que X soit un vecteur gaussien et soit t P R et posons a “ pa1, . . . , anq.

ΦY ptq “ E
`

eitY
˘

“ E
´

eit
řn
i“1 aiXi

¯

“ E
`

eiăta,Xą
˘

“ ΦXptaq

“ eiăm,taąe´
1
2
ăΓptaq,taą

“ eităm,aąe´
1
2
t2ăΓa,aą.

ΦY ptq est donc la f.c. d’une loi normale sur R de moyenne ă m, a ą“
n
ÿ

i“1

aimi et de variance

σ2
“ă Γa, a ą“

n
ÿ

i,j“1

γijaiaj, γij, 1 6 i, j 6 n étant les éléments de la matrice Γ.

En effet si ai “ 1 et aj “ 0, @j ‰ i, Y “ Xi  N pmi, γiiq avec mi “ EpXiq et γii “ VarpXiq.
Si ai “ aj “ 1 et ak “ 0, @k ‰ i, j, Y “ Xi `Xj  N pmi `mj, σijq avec

mi `mj “ EpXiq ` EpXjq

et
σij “ VarpXi `Xjq “ VarpXiq ` VarpXjq ` 2 CovpXi, Xjq “ γii ` γjj ` 2γij.
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Il en résulte que rγijs16i,j6n “ Γ.

Réciproquement, soitX un vecteur aléatoireX “ pX1, . . . , Xnq
1 de Rn tel que toute combinaison

linéaire soit gaussienne sur R. Posons mi “ EpXiq, γij “ CovpXi, Xjq, m “ pmiq16i6n et
Γ “ rγijs16i,j6n. Soit t “ pt1, . . . , tnq P Rn.

Par hypothèse ă t,X ą“
ÿ

i“1

tiXi est une v.a. réelle gaussienne de moyenne

ÿ

i“1

tiEpXiq “
ÿ

i“1

timi “ă m, t ą

et de variance

σ2
“

n
ÿ

i,j“1

CovptiXi, tjXjq “

n
ÿ

i,j“1

titj CovpXi, Xjq “

n
ÿ

i,j“1

titjγij “ă Γt, t ą

De plus ă Γt, t ą“ σ2 > 0, c’est-à-dire Γ est du type positif. Il est aussi symétrique et on a
E
`

eiăt,Xą
˘

“ Φăt,Xąp1q “ eiăm,tąe´
1
2
ăΓt,tą, @t P Rn. Donc X est gaussien avec X  N pm,Γq

Corollaire 3.1.1
Si X “ pX1, . . . , Xnq N pm,Γq alors m “ rEpXiqs16i6n et Γ “ rCovpXi, Xjqs16i,j6n

3.2 Quelques propriétés

Théorème 3.2.1
Soit X un vecteur gaussien de Rn : X “ pX1, . . . , Xnq  N pm,Γq et g : Rn

ÝÑ Rp une
fonction affine telle que gpxq “ ϕpxq ` b avec ϕ P LpRn

q et b P Rp. Alors gpXq est gaussien de
loi N pgpmq, ϕΓϕ1q.

Preuve

@s P Rp, ΦgpXq “ E
`

eiăgpXq,są
˘

“ E
`

eiăϕpXq`b,są
˘

“ eiăb,sąE
`

eiăϕpXq,są
˘

“ eiăb,sąE
´

eiăX,ϕ
1są

¯

“ eiăb,sąΦXpϕ
1sq

“ eiăϕpmq`b,sąe´
1
2
ăϕΓϕ1s,są

“ eiăgpmq,sąe´
1
2
ăϕΓϕ1s,są

“ φN pgpmq,ϕΓϕ1qpsq

d’où, gpXq N pgpmq, ϕΓϕ1q d’après le théorème d’unicité.

Remarque 3.2.1
Pour se souvenir de l’emplacement de la transposée dans ΓY “ AΓXA

1, il suffit de regarder les
dimensions. En effet, le nombre de lignes de A donne la dimension de Y et par conséquent la
dimension de la matrice carrée ΓY . Ainsi, A et ΓY ont le même nombre de lignes.

Exemple 3.2.1
Soit X “ pX1, . . . , X4q

1
P R4 un vecteur Gaussien tel que

mX “

¨

˚

˚

˝

1
0
´1
2

˛

‹

‹

‚

et ΓX “

¨

˚

˚

˝

2 1 0 1
1 2 1 1
0 1 2 0
1 1 0 2

˛

‹

‹

‚

.

Montrer que Y “ pX1 ` 2X2 ` 1, X2 ´ X3q
1
P R2 est un vecteur gaussien et donner la loi en

fonction de mX et ΓX .
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3.3 Représentation de lois normales sur Rn

Soit m P Rn, Γ une matrice carrée d’ordre n et X  N pm,Γq. Si Γ est du type positif de rang
p ă n, Γ est semblable à une matrice diagonale c’est-à -dire, il existe une base orthonormée de
Rn dans laquelle Γ est semblable à Γ̃ “ diagpλ1, ¨ ¨ ¨λp, 0, ¨ ¨ ¨ , 0q avec λi ą 0, @i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , p.
Soit P la matrice de passage. P est orthogonale c’est-à -dire P´1

“ P 1 et on a Γ “ P Γ̃P 1.
Posons Y “ P 1pX ´mq. Y est gaussienne comme fonction linéaire d’un vecteur gaussien. On a
EpY q “ 0 et

ΦY psq “ e´
1
2
ăP 1ΓPs,są

“ e´
1
2
ăΓ̃s,są

“ e´
1
2

řp
i“1 λis

2
i “

p
ź

i“1

e´
1
2
λis

2
i

“ ΦN p0,λ1qps1q ˆ ΦN p0,λ2qps2q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ ΦN p0,λpqpspq ˆ Φδ0psp`1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Φδ0psnq

“ ΦN p0,λ1qbN p0,λ2qb...bN p0,λpqbδ0b¨¨¨bδ0psq, @s P Rn.

Donc Y “ pY1, ¨ ¨ ¨ , Yp, 0, ¨ ¨ ¨ , 0q avec Y1, ¨ ¨ ¨ , Yp indépendantes telles que pour tout i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , p Yi  
N p0, σ2

i q, où σ2
i “ λi est une valeur propre de la matrice carrée symétrique Γ. On a donc

X “ PY `m.

En conclusion, si X est un v.a. gaussien dans Rn, c’est-à-dire X  N pm,ΓXq, m P Rn,ΓX P
MnpRq symétrique positive et de rang p, il existe une suite de p v.a.r. Y1, Y2, ¨ ¨ ¨ , Yp indépendantes,
de loi N p0, λiq, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , p respectivement où les λi sont les valeurs propres non nulles
de ΓX et une matrice orthogonale P telles que Y “ pY1, ¨ ¨ ¨ , Yp, 0, . . . , 0q et X “ PY ` m.
Réciproquement, on a

Théorème 3.3.1
@m P Rn et @Γ PMnpRq symétrique positive, il existe un vecteur aléatoire X dans Rn tel que
X  N pm,Γq.

Exemple 3.3.1
Montrer qu’il existe un vecteur gaussien de matrice de covariance et de vecteur moyenne

ΓY “

¨

˝

2 1 1
1 2 1
1 1 2

˛

‚ et mX “

¨

˝

1
0
´1

˛

‚ .

3.4 Singularité et absolue continuité des lois gaussiennes

Rappel
Une mesure ν est dite étrangère à une mesure µ (on dit aussi ν est µ´singulière) s’il existe N
tel que µpNq “ 0 et νpNq “ 1. En général toute mesure discrète sur pRn,BRnq est étrangère
à la mesure de Lebesgue sur Rn, n ą 1. D’autre part on dit que ν est absolument continue

par rapport à µ s’il existe une fonction mesurable positive f telle que
dν

dµ
“ f (Théorème de

Radon-Nikodym) et f est appelée densité de ν par rapport à µ.

Théorème 3.4.1
Soit X un vecteur gaussien dans Rn de moyenne m et de variance ΓX

1. Si rgpΓXq ă n, alors X reste presque sûrement dans un sous-espace affine de Rn de
dimension rgpΓXq et PX est étrangère à la mesure de Lebesgue sur Rn.
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2. Si rgpΓXq “ n alors X admet une densité fX par rapport à la mesure de Lebesgue sur Rn

donnée par

fXpxq “
1

p2πq
n
2

?
detΓX

exp

"

´
1

2
ă Γ´1

X px´mq, px´mq ą

*

, @x P Rn

Preuve

1. Soit p “ rgpΓXq ă n et Y “ pY1, . . . , Yp, 0, . . . , 0q
1
P Ep “ Rp

ˆ t0un´p telle que X “

PY `m comme dans la représentation précédente. Alors X reste presque sûrement dans
VX “ PEp`m qui est une variété de dimension p. La loi de X est donc portée par VX et
donc λpVXq “ 0 où λ est la mesure de Lebesgue sur Rn . Par suite PX est étrangère à λ.

2. Si p “ n, on a Y “ pY1, . . . , Ynq
1 avec Yi P N p0, σ2

i q, σ
2
i “ λi, i “ 1, . . ., n et pY1, . . . , Ynq

indépendante. Donc Y admet pour densité

fY pyq “
1

p2πq
n
2

?
detΓX

exp

"

´
1

2
ă Γ̃´1

X y, y ą

*

, @y P Rn.

Mais X “ PY `m “ ΘpY q ùñ Y “ Θ´1
pXq “ P 1pX ´mq et ΓX “ P Γ̃XP

1.

Comme P est orthogonale donc detP “ 1, P est un isomorphisme. D’après la formule de
changement de variable, @x P Rn,

fXpxq “ fY pΘ
´1
pxqq|JΘ´1 | “

1

p2πq
n
2

?
detΓX

exp

"

´
1

2
ă Γ̃´1

X P 1px´mq, P 1px´mq ą

*

“
1

p2πq
n
2

?
detΓX

exp

"

´
1

2
ă P Γ̃´1

X P 1px´mq, px´mq ą

*

“
1

p2πq
n
2

?
detΓX

exp

"

´
1

2
ă Γ´1

X px´mq, px´mq ą

*

. �

Remarque 3.4.1
Pour n “ 1, X gaussienne sur R de moyenne m P R et de variance Γ “ σ2 si et seulement si,

ΦXptq “ eitme´
1
2
σ2t2

Pour σ “ 0,ΦXptq “ eitm “ Φδmptq et X  δm où δm est la mesure de Dirac en m, par
conséquent X “ m p.s. On dit que X ou la loi de X est dégénérée.

Proposition 3.4.1 (Indépendance dans un vecteur gaussien)
Soit X = pX1, . . . , Xnq P Rn un vecteur gaussien.

i) Pour tout i ‰ j P t1, . . . , nu, Xi et Xj sont indépendantes si et seulement CovpXi, Xjq “ 0

ii) Soit I “ ti1 ă . . . ă iku Ă t1, . . . , nu. Les variables aléatoires sont mutuellement
indépendantes si et seulement si CovpXi, Xjq “ 0, @i ‰ j P I

3.5 Exercices
Exercice 3.1
Soit pX, Y q un vecteur gaussien centré, avec EpX2

q “ 4 et EpY 2
q “ 1 et tel que les variables

2X ` Y et X ´ 3Y sont indépendantes.

1. Déterminer la matrice de covariance de pX, Y q.
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2. Montrer que le vecteur pX`Y, 2X´Y q est également gaussien, puis déterminer sa matrice
de covariance.

Exercice 3.2
Soit pX, Y, Zq P R3 un vecteur gaussien. On pose U “ X ` Y ` Z et V “ X ´ Y .

1. Montrer que pU, V q P R2 est gaussien.

2. A quelle condition sur la matrice de covariance de pX, Y, Zq les variables U et V sont-elles
indépendantes ?

Exercice 3.3
Soit X “ pX1, X2q un vecteur gaussien centré. On donne EpX2

1 q “ a, EpX1, X2q “ b et EpX2
2 q “

c.

1. Calculer la matrice de covariance et la fonction caractéristique de X.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur pa, b, cq pour que cette loi possède une
densité par rapport à la mesure de Lebesgue sur R2 et déterminer cette densité.

Exercice 3.4
Soit pX, Y, Zq1 P R3 un vecteur gaussien d’espérance p1, 1, 1q1 et de matrice de covariance 2I3 .
Le vecteur pX ` 2Y ` Z, 2X ´ Y ` Z ` 2q1 est-il gaussien ? Déterminer sa loi.

Exercice 3.5

Soit X P R3 un vecteur gaussien centré de matrice de covariance

Q “

¨

˝

3 ´1 0
´1 3 0
0 0 2

˛

‚

1. X possède-t-il une densité par rapport à la mesure de Lebesgue sur R3 ? Si oui donner
son expression.

2. Trouver un opérateur linéaire A : R3
Ñ R3 tel que les composantes du vecteur A.X

soient des variables indépendantes.

3. Déterminer la loi de X1 ` 2X2 ´X3 où X “ pX1, X2, X3q.

Exercice 3.6
Soit pX1, . . . , Xnq P Rn un vecteur gaussien de loi N p0, Inq.

1. Déterminer la loi de pX2
1 q.

2. Déterminer les lois de pX2
1 `X

2
2 ` . . .`X

2
nq et de

b

X2
1 `X

2
2 ` . . .`X

2
n.

3. Soit Y une v.a. telle que pX1, . . . , Xn, Y q P Rn`1 soit un vecteur gaussien de loi N p0, In`1q.
Déterminer la loi de la variable

Y
a

X2
1 `X

2
2 ` . . .`X

2
n

.

Exercice 3.7
1. Soit a P

”

´
π

4
;
π

4

ı

. Déterminer le carré de la matrice

ˆ

cos a sin a
sin a cos a

˙
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2. Soit Q la loi gaussienne sur R2, centrée, dont la matrice de covariance est

ˆ

1 sin 2a
sin 2a 1a

˙

3. Montrer que Q est la loi image de la loi gaussiennne centrée réduite N p0, I2q sur R2 par
une application linéaire A dont on donnera la matrice.

4. Soit Y “ pY1, Y2q un vecteur aléatoire de R2 dont la loi est Q. Déterminer l’espérance de
Y n

1 , où n est un entier naturel quelconque.
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Chapitre 4

Introduction aux processus aléatoires

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à des phénomènes dont les observations dépendent du
temps. En effet, le temps joue une part essentielle dans la vie au cours de laquelle beaucoup de
quantités se développent de façon aléatoire lorsque le temps passe, entrâınant des modèles de
calculs de probabilités qui peuvent vite se compliquer. De telles quantités aléatoires dépendant
du temps sont appelées processus aléatoires ou stochastiques qui sont de types différents. De
façon formelle, on appelle processus aléatoire une famille de v.a. X “ tXptq : t P T u à valeurs
dans un espace X où T est un ensemble quelconque. Lorsque T Ă N on dit que le processus
X est à temps discret et lorsque T est un intervalle de R` on dit que X est un processus à
temps continu. Lorsque X “ R, X est dit processus réel. L’application T ÝÑ X , t ÞÝÑ Xptq est
appelée trajectoire du processus et pour tout t P T , ω ÞÝÑ Xpt, ωq est appelé état du processus
au temps t. Nous étudions ici trois exemples de processus aléatoires courant : le processus de
Poisson, la marche aléatoire et les châınes de Markov.

4.1 Processus de Poisson

Le processus de Poisson sur une droite est un processus à temps continu et à valeurs entières
positives. On dit encore que c’est un processus de comptage, que l’on note tNt : t ą 0u. Il s’agit
d’étudier le nombre aléatoire Nt de certains événements qui se produisent dans un intervalle
de temps r0, ts donné. Sa grande popularité dans les applications vient notamment du fait que
beaucoup de calculs le concernant sont explicites.

4.1.1 Définition et premières propriétés

Supposons qu’à partir de l’instant t “ 0, on observe un phénomène aléatoire tels qu’un appel
téléphonique au standard d’un hôtel ou l’arrivée d’un client dans un magasin.
Soit Nt le nombre de phénomènes observés dans l’intervalle de temps s0, tr avec N0 “ 0. pNtqt>0

est à valeurs dans N vérifiant les hypothèses suivantes :

1. @0 ď s ď t , Ns ď Ntpt ÞÝÑ Nt est croissante ).

2. @0 ď s, le nombre de phénomènes Nt´Ns observés dans l’intervalle ss, ts est indépendant
du nombre de phénomènes Ns observés dans l’intervalle s0, ss (on dit que le processus
pNtqt>0 est à accroissements indépendants).

3. @s > 0, la loi de Nt´Ns ne dépend que de la longueur de l’intervalle ]s, t] : LpNt´Nsq “

LpNt´sq (on dit que le processus pNtqtą0 est à accroissements stationnaires).

4. On ne peut observer deux phénomènes ou plus simultanément : PrNt`h ´Nt ą 1s “ ophq
quand h ÝÑ 0 (on dit que le processus pNtqt>0 est localement continu en probabilité).

Le Théorème suivant est admis :
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Théorème 4.1.1
Il existe un réel λ ą 0 appelé taux d’arrivé ou intensité du processus telle que @t ą 0 , Nt  
Ppλtq (loi de Poisson de paramètre λt), c’est à dire

PrNs`t ´Ns “ ns “ e´λt
pλtqn

n!
.

Définition 4.1.1
Le processus pNtqt>0 satisfaisant les hypothèses 1 à 4 est appelé processus de Poisson d’intensité
λ.

Voici quelques propriétés que vérifie un processus de Poisson.

Propriété 4.1.1
Soit pNtqt>0 un processus de Poisson de d’intensité λ ą 0. Alors, lorsque h tend vers 0,

i) P rNh “ 1s “ λh` ophq.

ii) P rNh “ 0s “ 1´ λh` ophq.

Preuve

i) P rNh “ 1s “ e´λhpλhq “ λh` ophq.

ii) P rNh “ 0s ` P rNh “ 1s ` P rNh > 2s “ 1. Or,

P rNh > 2s “
ÿ

k>2

P rNh “ ks “ e´λh
ÿ

k>2

pλhqk

k!
“ e´λhpλhq2

ÿ

k>0

pλhqk

pk ` 2q!

6 e´λhpλhq2
ÿ

k>0

pλhqk

k!
“ pλhq2. D’où, P rNh > 2s “ ophq

4.1.2 La seconde définition du processus de Poisson

Soit Tn l’instant d’arrivée du nième phénomène et Xn la durée séparant le pn´1qième phénomène
du nième, @n > 1.
On a

Tn “
n
ÿ

i“1

Xi et Xn “ Tn ´ Tn´1, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨

.
Ainsi la connaissance de la famille pTnqn>0 équivaut à celle de la famille pXnqn>1.
D’autre part, tTn ď tu signifie que le nième phénomène a eu lieu à l’instant t ou avant, c’est-à-dire
qu’à l’instant t, au moins n phénomènes ont eu lieu, c’est-à-dire que tNt ě nu. Ainsi

FTnptq “ PpTn 6 tq “ PpNt > nq “ 1´
n´1
ÿ

k“0

PpNt “ kq

et
PpNt “ nq “ PpNt > nq ´ PpNt > n` 1q “ PpTn 6 tq ´ PpTn`1 6 tq.

On a également

Tn “ inftt ě 0 | Nt “ nu (4.1)
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Alors 0 “ T0 ď T1 ď ¨ ¨ ¨ ď Tn ď ¨ ¨ ¨ et

Nt “ nô t P rTn, Tn`1r (4.2)

pTnqně0 est une suite de v.a. dont les valeurs déterminent complètement le processus pNtqt>0.
En effet, si on connâıt les Tn alors Nt est défini par (4.2) et (4.2) peut se résumer à

Nt “ maxtn ě 0 | Tn ď tu (4.3)

ou encore

Nt “

8
ÿ

k“0

1tTkďtu. (4.4)

Les v.a. Xn sont appelées durées inter-arrivées du processus.

Théorème 4.1.2
Le processus pNtqn>0 est un processus de Poisson d’intensité λ si et seulement si les durées
inter-arrivées du processus sont indépendantes de même loi exponentielle Epλq.

Preuve
Supposons que Nt  Ppλtq.

PrX1 ą ts “ PrNt “ 0s “ e´λt, @t > 0. On a bien donc X1 qui suit Epλq.

P prX2 ą ts | rX1 “ t1sq “ PprNt1`t “ 1s | rNt1 “ 1s X rNs “ 0, pour s ă t1sq

“ PprNt1`t ´Nt1 “ 0s | rNt1 “ 1s X rNs “ 0, pour s ă t1sq

“ PprNt1`t ´Nt1 “ 0s (l’indépendance des accroissements)

“ PprNt “ 0sq (stationnarité)

“ e´λt.

Donc X2 est bien indépendante de T1 et de même loi exponentielle Epλq.
De façon plus générale,

PprXk ą ts | rX1 “ t1s X ¨ ¨ ¨ X rXk´1 “ tk´1sq “ PprNtk´1`t ´Ntk´1
“ 0sq

“ PrNt “ 0s “ e´λt.

Donc Xk est indépendante de X1, ¨ ¨ ¨ , Xk´1 et de même loi exponentielle Epλq.
La réciproque sera admise.
Conséquence : Les variables aléatoires Tn suivent la loi Gamma γpλ, nq de densité définie par

fTnptq “
λn

pn´ 1q!
e´λttn´11s0;`8rptq.

4.2 Marche aléatoire sur Z
Une particule se trouve à l’instant t “ 0 à l’origine 0 d’un axe gradué 0, ˘1, ˘2, ¨ ¨ ¨ A

chaque instant t P 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ elle avance d’un cran à droite avec probabilité p , 0 ă p ă 1 ou
recule vers la gauche avec probabilité q “ 1 ´ p. Soit S0 “ 0 et @n ě 1 , Sn la position de la
particule à la date n. On a
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Sn`1 “

"

Sn ` 1 avec probabilité p
Sn ´ 1 avec probabilité q

On suppose que les déplacements d’une position à l’autre sont indépendants.
On peut donc écrire

Sn “ S0 `X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn, n “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨

où S0 est la position initiale de la particule sur l’axe et X1, X2, ¨ ¨ ¨ , sont des v.a. indépendantes
prenant chacune la valeur `1 avec probabilité p et la valeur ´1 avec probabilité q.

Le processus pSnqną0 est appelé marche aléatoire simple. Elle est dite symétrique si p “ q “
1

2
et antisymétrique sinon.
Cet exemple est un modèle de la marche aléatoire parmi tant d’autres tels un jeu dans un
casino où S0 représente la fortune initiale du joueur et Sn sa fortune à l’issu du même jeu, le
développement d’une épidémie (marche aléatoire sur Zn) ou l’indice de prix dans un marché
financier.

À présent, nous allons introduire une classe très importante de processus stochastiques : les
châınes de Markov.

4.3 Introduction aux châınes de Markov

De manière informelle, une châıne de Markov décrit un système dont l’évolution aléatoire est
telle que la loi du système dans le futur ne dépend que de son état présent et pas de son histoire.

4.3.1 Définitions et exemples

SoitX0, X1, X2, . . . un suite de variables aléatoires prenant valeur dans un ensemble S dénombrable.
Nous noterons X le processus stochastique correspondant et P sa loi.

Définition 4.3.1
Le processus X est une châıne de Markov s’il possède la propriété de Markov,

PpX “ sn|X0 “ s0, X1 “ s1, . . . , Xn´1 “ sn´1q “ PpXn “ sn|Xn´1 “ sn´1q,

pour tout n > 1 et tout s0, s1, ¨ ¨ ¨ , sn P S.
S est appelé espace des états de la châıne

Les marches aléatoires de la section précédente fournissent un exemple de châıne de Markov,
avec S “ Zd.
Définition 4.3.2
Une châıne de Markov X est homogène si

PpXn “ j|Xn´1 “ iq “ PpX1 “ j|X0 “ iq, pour tout n, i, j.

Dorénavant, par souci de simplicité, nous allons supposer que S est un ensemble fini et que la
châıne de Markov est homogène. Dans ce cas, on voit que l’évolution de la châıne est caractérisée
par la matrice P “ pppi, jqqi,jPS “ ppijqi,jPS définie par

pij “ PpX1 “ j|X0 “ iq.

35 KATCHEKPELE Edoh/FaST/UK/2020-2021
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Définition 4.3.3
La matrice P est appelée matrice de transition de la châıne, et les probabilités pij sont appelées
probabilités de transition (de i à j).

Lemme 4.3.1
Une matrice de transition est caractérisée par les deux propriétés suivantes :

1. pij > 0, @i, j P S

2.
ÿ

jPS

pij, @i P S.

Une matrice possédant ces deux propriétés est appelée une matrice stochastique.
Preuve
Laissée au lecteur. �

Définition 4.3.4
Soit µ “ pµpiqqiPS une mesure de probabilité sur S et P une matrice stochastique. La châıne de
Markov pP, µq est la châıne de Markov (homogène dans le temps) de matrice de transition P et
de loi initiale µ, c’est-à-dire telle que PpX0 “ iq “ µpiq, pour tout i P S. On écrira simplement
X  pP, µq.

Dans la suite, nous utiliserons les notations suivantes : la loi de la châıne de Markov pP, µq sera
notée Pµ , et l’espérance correspondante Eµ. En particulier, lorsque la loi initiale est concentrée
sur un état i P S, c’est-à-dire lorsque µ “ δi ” pδijqjPS , nous écrirons simplement Pi et Ei.

Remarque 4.3.1
Les moments fini-dimensionnels associés à la châıne de Markov pP, µq sont donnés par

PµpX0 “ s0, X1 “ s1, . . . , Xn “ snq “ µps0qpps0, s1q . . . ppsn´1, snq, pour toute suite s0, . . . , sn P S.

Exemple 4.3.1
Après une longue collecte de données, Charles a conçu le modèle suivant pour décrire approxi-
mativement le temps qu’il fera sur son ı̂le.

S “ tbeau temps, mauvais tempsu et P “

ˆ

0, 8 0, 2
0, 4 0, 6

˙

.

La matrice P est stochastique et encode donc bien les probabilités de transition d’une châıne de
Markov sur S. Il est usuel de représenter de telles châınes par un graphe comme sur la Figure.
Vendredi, quant à lui, a élaboré un modèle plus complexe, prédisant le temps du lendemain à
partir du temps du jour et de celui de la veille. Le processus X qu’il obtient n’est plus une
châıne de Markov sur S, puisque la propriété de Markov n’est plus vérifiée. Il est cependant
possible d’en déduire une châıne de Markov sur un espace d’états étendu, en l’occurrence SˆS,
en considérant les variables aléatoires Yn “ pXn, Xn´1q. En effet, la connaissance du couple
Yn “ pXn, Xn´1q détermine Xn, et donc il ne reste plus qu’à prédire Xn`1, dont la probabilité
est fonction uniquement de Xn et Xn´1.

La matrice P contient toute l’information sur les probabilités de transition d’un état s au temps
n vers un état s1 au temps n ` 1. On peut facilement l’utiliser pour déterminer également les
probabilités de transition d’un état s au temps m vers un état s1 en un temps ultérieur m` n
quelconque. Notons

pnpi, jq “ PipXn “ jq.
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Alors pour tout n > 1

pnpi, jq “ PipXn “ jq

“
ÿ

kPS

PipXn “ j,Xn´1 “ kq

“
ÿ

kPS

PipXn “ j|Xn´1 “ kqPipXn´1 “ kq

“
ÿ

kPS

PkpX1 “ jqPipXn´1 “ kq

“
ÿ

kPS

ppk, jqpn´1pi, kq.

Cette relation est connue sous le nom d’équation de Chapman-Kolmogorov. On en déduit
facilement le résultat fondamental suivant.

Théorème 4.3.1
La matrice de transition en n pas, Pn “ ppnpi, jqqi,jPS, est donnée par la nième puissance de la
matrice de transition P ,

Pn “ P n.

Preuve
On peut réécrire l’équation de Chapman-Kolmogorov sous la forme

pPnqij “
ÿ

kPS

pPn´1qikpP qkj “ pPn´1P qij

En particulier Pn “ Pn´1P “ Pn´2P
2
“ . . . “ P n. �

Il suit que l’on peut facilement exprimer la loi de la châıne au temps n à partir de la loi de la
châıne au temps 0.

Corollaire 4.3.1
Soit X  pP, µ0q. Alors, la loi de la châıne au temps n, µnpiq “ Pµ0pXn “ iq, i P S est donnée
par

µn “ µ0P
n.

Preuve

µnpiq “ Pµ0pXn “ iq “
ÿ

jPS

Pµ0pXn “ i|X0 “ jqPµ0pX0 “ jq

“
ÿ

jPS

pnpj, iqµ0pjq “ pµ0P
n
qi. �

Définition 4.3.5
Soit P une matrice stochastique sur un ensemble S.

‚ Un état j P S est atteignable depuis l’état i P S, noté i Ñ j, s’il existe n > 0 tel que
pnpi, jq ą 0.

‚ Un état i P S est absorbant si ppi, iq “ 1

‚ P est irréductible si, pour tout i, j P S, on a iÑ j.

‚ P est absorbante si, pour tout i P S, il existe j P S absorbant avec iÑ j.

Si X est une châıne de Markov de matrice de transition P , on dira que X est irréductible (resp.
absorbante), lorsque P est irréductible (resp. absorbante).
Par la suite, on notera npi, jq “ inftn > 1 : pnpi, jq ą 0u le nombre minimal de pas permettant
de passer de i à j avec probabilité positive ; en particulier, npi, jq ă `8 si et seulement si iÑ j.
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4.3.2 Distribution stationnaire

Pour une châıne de Markov irréductible X, le processus ne va pas s’arrêter dans un certain état,
mais va continuer à évoluer éternellement. Une question fondamentale est alors de déterminer
son comportement asymptotique : si l’on observe une telle châıne après un temps très long,
quelle est la probabilité qu’elle se trouve dans un état donné ? Avec quelle fréquence visite-t-
elle chaque état ? La réponse à ces questions est étroitement liée à la notion de distribution
stationnaire.
Supposons pour un instant qu’une telle convergence ait lieu, c’est-à-dire que, pour un certain
i P S, il existe un vecteur π tel que lim

nÑ`8
pnpi, jqπpjq pour tout j P S. Alors, on devrait

nécessairement avoir, d’une part,

ÿ

jPS

πpjq “ lim
nÑ`8

ÿ

jPS

pnpi, jq “ 1

et d’autre part pour tout k P S

ÿ

jPS

πpjqppj, kq “ lim
nÑ`8

ÿ

jPS

pnpi, jqppj, kq “ lim
nÑ`8

pn`1pi, kq “ πpkq.

Ceci motive la définition suivante.

Définition 4.3.6
Un vecteur π “ pπpiqqiPS est appelé distribution stationnaire associé à la matrice de transition
X si

1. πpjq > 0, pour tout j P S et
ÿ

jPS

πpjq “ 1

2. π “ πP .

La raison derrière cette terminologie est la suivante : si X  pP, πq, alors il suit du Théorème
4.3.1 que les probabilités d’occupation au temps n sont données par

πP n
“ pπP qP n´1

“ πP n´1
“ . . . “ π.

On voit donc que la distribution π est stationnaire : elle ne change pas lorsque le temps passe.

4.4 Exercices
Exercice 4.1
Calculer la loi du n-ième temps d’arrivée d’un processus de Poisson de deux façons :

1. En utilisant rSn 6 ts “ rNt > ns.

2. En utilisant Sn “ T1 ` T2 ` . . .` Tn

Exercice 4.2
Soit pXnq une suite de v.a. indépendantes et de même loi PrX “ 1s “ p et PrX “ ´1s “

q, p` q “ 1. On pose S0 “ 0 et Sn “
n
ÿ

i“1

Xi. Calculer

1. PrSn “ 0s.

2. P
“

limAn
‰

où An “ tSn “ 0u, n > 1.

Exercice 4.3
Soit X1, X2, . . . , Xn, n v.a. iid de loi Epλq. On pose S0 “ 0 et @k > 1, Sk “ X1`X2` . . .`Xk.
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1. Trouver la loi du n´uple pS1, S2, . . . , Snq. En déduire celle de Sn, @n > 1.

2. On pose Nptq “
`8
ÿ

n“1

1tSn6tu, @t P R`. Quelle est la loi de Nptq ?

Exercice 4.4
Soit X la durée de vie aléatoire d’un téléphone portable. On suppose que X est continue
admettant une densité f et de fonction de répartition F . On suppose qu’après une panne, le
téléphone est réparé et sa durée de vie après réparation a même loi que X. Soient X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xn

les durée de vie jusqu’après la ne panne toutes indépendantes. On définit Sn “
n
ÿ

i“1

Xi le moment

de la pn` 1qe panne, Nptq le nombre de pannes survenues dans l’intervalle r0; ts avec Np0q “ 0,
fn et Fn la densité et la f.r. de la v.a. Sn. montrer que

1. PrNptq “ ns “ Fnptq ´ Fn`1ptq, @n “ 0, 1, 2 ¨ ¨ ¨ .

2. Hptq “ ErNptqs “
`8
ÿ

n“1

Fnptq.

3. Soit W ptq “ SNptq`1 ´ t (le temps écoulé depuis la date t jusqu’à la 1ère panne après t).

Montrer que si fn et
ÿ

fn sont continue sur R` alors PrW ptq 6 ss “ F pt ` sq ´

ż t

0

p1 ´

F pt` s´ xqdHpxq.

4. Quelle est la loi de Nptq et de W ptq si X  Epλq, λ ą 0.

Exercice 4.5 (M.A. sur Z2)
Soit une M.A. en dimension 2 où la particule se déplace sur les points npi, jq , i, j “ 0,`

´
1,`
´

2, ¨ ¨ ¨ o

du plan. Soit p, q, r, s tels que 0 ă p, q, r, s ă 1 et p`q`r`s “ 1. On suppose que si la particule
est à la position pi, jq à la date n, sa position à la date n ` 1 est pi ` 1, jq avec probabilité p,
pi, j` 1q avec probabilité q, pi´ 1, jq avec probabilité r et pi, j´ 1q avec probabilité s et que les
déplacements successifs entre les points sont indépendants. Soit S0 “ p0, 0q et Sn la position de
la particule à la date n. On a @n ą 0

Sn`1 “

$

’

’

&

’

’

%

Sn ` p1, 0q avec proba.p
Sn ` p0, 1q avec proba.q
Sn ´ p1, 0q avec proba.r
Sn ´ p0, 1q avec proba.s

Soit un “ P rSn “ S0s. Montrer que

un “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

0 si n impair
n
ÿ

k“0

p2n!q

pk!q2
ˆ

pn´ kq!

˙2 pprq
k
pqsqm´k si n “ 2m est pair

Exercice 4.6
On déplace un pion sur les points indiqués ci-contre selon la loi suivante :

- Au début, le pion est en O

- Lorsqu’il est en O, la probabilité qu’il aille à l’un quelconque des point Ai est
1

4

- Lorsqu’il est en un point Ai, la probabilité qu’il retourne en O est
1

3
et la probabilité qu’il

aille à l’un des Bi voisins de Ai est
1

3
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- Lorsqu’il est en un un point Bi, il va à l’un des Ai voisins avec la probabilité
1

2
.

Soit X la v.a. telle que tX “ nu si et seulement si le pion revient en O pour la première
fois à l’issue de son ne déplacement.

Déterminer la loi de X et calculer EpXq.
Exercice 4.7
Soit pXnqn > 0 une Châıne de Markov Homogène (CHM) de loi initiale π “ p1, 0, 0q1 et de
matrice de transition

P “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

3

7

3

7

1

7
1

11

2

11

8

11
1

11

3

11

7

11

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

On définit le processus pYnq par Yn “

"

1, si Xn “ 1
2, sinon

, @n > 0

Montrer que pYnq est une CMH et trouver sa matrice de transition Q.

Exercice 4.8
Soit pXnqn > 0 une CHM à espaces d’états E “ t0; 1u et dont le graphe est
On note P la matrice de transition de la châıne.

1. Calculer P n pour tout n et trouver lim
nÑ`8

P n.

2. Soit π la mesure définie par π1 “ πp0q “
q

p` q
et π2 “ πp1q “

p

p` q
.

Montrer que πP “ π et que lim
nÑ`8

P n
p0, 0q “ lim

nÑ`8
P n
p1, 0q “ π1 puis que lim

nÑ`8
P n
p0, 1q “

lim
nÑ`8

P n
p1, 1q “ π2.

Exercice 4.9
On dispose de 2 machines identiques fonctionnant indépendamment et pouvant tomber en

panne au cours d’une journée avec la probabilité q “
1

4
. On note Xn le nombre de machines

en panne au début de la n´ième journée.

1. On suppose que, si une machine est tombée en panne un jour, elle est réparée la nuit
suivante et qu’on ne peut réparer qu’une machine dans la nuit. Montrer que l’on peut
définir ainsi une châıne de Markov dont on déterminera le graphe, la matrice de transition
et éventuellement les distributions stationnaires.

2. Même question en supposant qu’une machine en panne n’est réparée que le lendemain, le
réparateur ne pouvant toujours réparer qu’une machine dans la journée.

3. Le réparateur, de plus en plus paresseux, met maintenant 2 jours pour réparer une seule
machine.

(a) Montrer que pXnq n’est plus une châıne de Markov, mais que l’on peut construire
un espace de 5 états permettant de décrire le processus par une châıne de Markov
dont on donnera le graphe des transitions.

(b) Calculer la probabilité que les 2 machines fonctionnent après n jours pn “ 1, n “
2 et n “ 3q si elles fonctionnent initialement.

40 KATCHEKPELE Edoh/FaST/UK/2020-2021



Bibliographie

[1] Alfred Renyi, Probability Theory, Dover, 2007.

[2] Billingsley P., Convergence of probability measures (2ed.), Wiley, 1999.
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