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Introduction

Afin de faciliter le travail de tous, voici la quatriéme version de ce recueil d’exercices. L’esprit
n’a pas changé : simplifier le concoctage des feuilles d’exercices par un simple «copier-collers.
Je n’ai pas saisi tous les exercices, loin de 1a, je remercie vivement les «gros» contributeurs :

- Eliane Cousquer ;

- Francois Gourio;

- Pierre-Yves Legall ;

- Pascal Ortiz;

- Franz Ridde.
Sans oublier tous ceux qui m’ont fourni leurs feuilles d’exercices : Jean-Francois Barraud, Cé-
cile Drouet, Cornélia Drutu, Olivier Gineste, Vincent Guirardel, Jean-Marc Hécart, Arnaud
Hilion, Jean-Marie Lescure, Isabelle Liousse, Sylvain Maillot, Nicolas Marco, Bertrand Mon-
thubert, Nadja Rebinguet, Sandrine Roussel, Marie-Heléne Vignal. Qu’ils et elles en soient tous
remerciés.

La «bibliotheque» s’agrandie encore : environ 2000 exercices. Les fichiers sources sont dispo-
nibles en TEX, et récupérables a I'adresse suivante :
http ://www-gat.univ-1lillel.fr/~bodin/

Sur ce site, une page permet de récupérer les exercices qui vous intéressent en saisissant leur
numéro. Certains exercices sont corrigés (environ 15%), cependant afin des sauver quelques
arbres les corrections ne sont pas incluses dans cette version papier. Bien str lorsque vous récu-
pérez des exercices pour faire une feuille de TD les corrections existantes sont automatiquement
ajoutées en fin de feuille.

Vous pouvez contribuer & ce recueil en m’envoyant vos fichiers :
Arnaud.Bodin®@agat.univ-1lillel.fr

Donc n’hésitez pas a taper vos feuilles et corrections, ce sera fait une fois pour toutes et pour
tous !

Arnaud Bodin
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1 Nombres complexes 1

Premiére partie

ALGEBRE 1

1 Nombres complexes

1.1 Forme cartésienne, forme polaire

Exercice 1 Mettre sous la forme a + ib (a,b € R) les nombres :

3+6i  (1+i\® 3+6i 245 2-5i

3—4i 2—1 3—4i 71— 1+1¢°

[Exercice corrigé]

Exercice 2 Ecrire les nombres complexes suivants sous la forme a + ib (a,b € R) :
3

542 ( 1 \/§) CETE

Tty

Exercice 3 Ecrire sous la forme a + ib les nombres complexes suivants :
1. Nombre de module 2 et d’argument /3.
2. Nombre de module 3 et d’argument —/8.

[Exercice corrigé]

Exercice 4 Placer dans le plan cartésien, les points d’affixes suivantes: z; =14, 2o =141, 23=—2+

Exercice 5 Mettre chacun des nombres complexes suivants sous la forme a + b, a € R et

beR. . ) )
—2 1 1+2¢ 2450 2-—05¢

1—4v3 (1+420)(3—4)" 1—2i° 1—14 + 1+4°
Exercice 6 1. Mettre sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants : z; =

4 4 .
3+ 317 2o =—1— \/gl, 3 = —517 24 = —27 25 = 610 + 6220.

2. Calculer (1%"/3)2000.
Exercice 7 Effectuer les calculs suivants :
L. (34 2)(1 — 3q).
2. Produit du nombre complexe de module 2 et d’argument 7 /3 par le nombre complexe de

module 3 et d’argument —57 /6.

3+21
To1-3¢”

4. Quotient du nombre complexe de module 2 et d’argument 7 /3 par le nombre complexe
de module 3 et d’argument —57/6.

[Exercice corrigé]

Exercice 8 Calculer le module et ’argument des nombres complexes suivants, ainsi que de
leurs conjugués :

Lo 1+i(1+2).
2. V10 +2v5 +i(1 —/5).
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tan p—1

- tangri OU ¥ est un angle donné.

[Exercice corrigé]

Exercice 9 Représenter sous forme trigonométrique les nombres :

1+iv3

1+i ; 1+4V/3 ; V3+4i ; .
V3 —i

Exercice 10 Etablir les égalités suivantes :
1. (cos(m/7) +isin(ﬂ/7))(1_;;ﬂ)(1 +14) = v/2(cos(57/84) + isin(57/84)),

2. (1 —i)(cos(m/5) + isin(m/5))(V/3 — i) = 2v/2(cos(137/60) + i sin(137/60)),

3 V/2(cos(m/12)+isin(w/12)) IV
: 142 2

[Exercice corrigé]

Exercice 11 Calculer le module et 'argument de u = @ et v = 1 — 4. En déduire le

module et argument de w = 2.
[Exercice corrigé]
Exercice 12 Ecrire sous la forme partie réelle-partie imaginaire, puis sous la forme module-

argument le nombre complexe :

1+

<1+i—\/§(1—i)>2'

Exercice 13 Déterminer le module et 'argument des nombres complexes :
e et 629 + 627'0.
[Exercice corrigé]

Exercice 14 Déterminer le module et Pargument de 1+. Calculer (1

1—3 1 )32'

[Exercice corrigé]
Exercice 15 Calculer Z = (1 + i1/3)2%.
Exercice 16 Calculer (1 +iv/3)° + (1 —iv/3)® et (1 +iv/3)° — (1 —iv/3)°.

Exercice 17 Calculer le module et 'argument de z = Hiana.

Exercice 18 Calculer les puissances n-iémes des nombres complexes :

_1+iV3

1+2tand
21 = - =
1+

CETI ST T g

Exercice 19 Comment choisir 'entier naturel n pour que (v/3+4)" soit un réel ? un imaginaire ?

Exercice 20 Soit z un nombre complexe de module p, d’argument 6, et soit Z son conjugué.
Calculer (2 +%)(2% +2?%)... (2" +2") en fonction de p et 6.

[Exercice corrigé]

Exercice 21 (partiel novembre 88) Soient « et 3 deux nombres réels. Mettre le nombre
comple;;e z = € + € sous forme trigonométrique z = pe”? (indication : poser u = QTJ“B,
o

v=%57).

En déduire la valeur de .
> CPcos[pa+ (n—p)B.
p=0

[Exercice corrigé]
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Exercice 22 Ecrire 'expression (1 4 cos ¢ + isin ¢) sous forme trigonométrique. En déduire
I'expression de (1 + cos¢ + isin¢)™.

Exercice 23 Mettre sous forme trigonométrique 1+ e¥ ot 6 €] — 7, 7[. Donner une interpré-
tation géométrique.

[Exercice corrigé]

Exercice 24 Montrer que si |z] < k < L alors 1 —k < |1+ 2| < 1+ k. Faire un dessin et
montrer qu’il peut y avoir égalité.

Exercice 25 Montrer algébriquement et géométriquement que si |z| = 1 alors |1+ z| > 1 ou
1+ 2% > 1.

Exercice 26 Résoudre I'équation exp(z) = v/3 + 3.

1.2 Racines carrées, équation du second degré
Exercice 27 Calculer les racines carrées de 1, i, 3+ 4i, 8 — 6i, et 7 + 244.
[Exercice corrigé]

Exercice 28 Trouver les racines carrées de 3 — 44 et de 24 — 10:.
[Exercice corrigé]

Exercice 29 1. Calculer les racines carrées de 1—\;%’ En déduire les valeurs de cos(7/8) et
sin(7/8).
2. Calculer les valeurs de cos(7/12) et sin(7w/12).

[Exercice corrigé]

Exercice 30 Montrer que les solutions de az? + bz + ¢ = 0 avec a, b, ¢ réels, sont réelles ou
conjuguées.

[Exercice corrigé]

Exercice 31 Résoudre dans C les équations suivantes :
Phz+1=0 ; 22-(142)z+i—-1=0 ; 22—V32—i=0 ;
22— (5—14i)z —2(5i +12) =0; 2> — (3+4i)z —1+5i=0; 42 —22+1=0;
41022 4169=0 ; 2*4+2:24+4=0.
[Exercice corrigé]

Exercice 32 Trouver les racines complexes de I’équation suivante :
z* — 302* + 289 = 0.
Exercice 33 Pour z € C\ {2i}, on pose

_22—2'

f(z) =

z—2i
1. Résoudre I'équation 22 =i, z € C.
2. Résoudre 'équation f(z) =z, z € C\ {2i}.
Exercice 34 On note j = es .

1. Mettre j et j2 sous forme algébrique.
2. Vérifier que 1+ 5 + 52 =0.
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3. Factoriser le polynéme 23 — 8i.

1+iV3
ERVARE I

Exercice 35 1. Calculer les racines carrées de 1+, 7+ 244, 7, 5+ 124
2. Résoudre les équations suivantes :
(a) 22+2+1=0
) 224+2-2=0
) 22— (b —14i)2 —2(5i +12) =0
(d) 22+42+5=0
) 22— (3+4i)z2—1+5i=0
) 2t —(1—i)22—i=0
(g) 22 +423+622+42—-15=0
Exercice 36 Résoudre dans C les équations suivantes :
1. 22 — (11 — 5i)z + 24 — 271 = 0.
2. 22 +32—-2i=0.
[Exercice corrigé]

Exercice 37 On considére dans C l'équation (F) suivante :
Z—(1+a)(1+i)z+ (1+a*)i=0,

ol a est un paramétre réel.

1. Calculer en fonction de a € R les solutions z; et z3 de (E) (indication : on pourra
déterminer les racines carées complexes de —2i(1 — a)?).

2. On désigne par Z; (resp. Z,) les points du plan complexe d’affixe z; (resp. z3) et par M le
milieu de [Z;, Z5]. Tracer la courbe du plan complexe décrite par M lorsque a varie dans
R.

Exercice 38 1. Pour a € R, résoudre dans C I'équation z? — 2cos(a)z +1 = 0. En déduire
la forme trigonométrique des solutions de I’équation :

2*" —2cos(a)z" +1 =0, oll n est un entier naturel non nul.

Po(2) = 2" — 2cos(a)2™ + 1.

(a) Justifier la factorisation suivante de P, :

2 2(n — 1)m>
P.(z) = <22 — 208 (g> - 1) <22 — 208 (g + —W) +1) <22 — 208 (2 + u
n non n no

(b) Prouver, a I’aide des nombres complexes par exemple, la formule suivante :
(0
1 —cosf = 2sin 7)) 0 € R.

(c) Calculer P,(1). En déduire
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2. Pour tout « appartenant a |0, 7], et pour tout entier naturel n > 2, on pose :

. (a mN . [a 27 . (a (n—1D7m
) =sin (% ¢ Yin (24 27) L (24 20T,
(o) = sin 2n+2n sin (2n+ n) sin (2n+ " )

(a) Montrer que, pour tout « non nul, on a :

sin(a/2)

2" Ha(o) = sin(a/2n)’

(b) Quelle est la limite de H,(«) lorsque « tend vers 07

(c¢) En déduire que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 2, on a

an<%)gn(%§>.“$n<0“émﬂ>::Tﬁr

1.3 Racine n-iéme

Exercice 39 1. Pour quelles valeurs de z € C a-t-on |1 +iz| = |1 —iz|.

1 , . N} ; .
On considére dans C Péquation (1££)" = £ oy g € R. Montrer, sans les calculer, que

les solutions de cette équation sont réelles. Trouver alors les solutions.
Calculer les racines cubiques de %
Exercice 40 Pour tout nombre complexe Z, on pose P(Z) = Z* — 1.
1. Factoriser P(Z) et en déduire les solutions dans C de 'équation P(Z) = 0.

2. Déduire de 1. les solutions de I’équation d’inconnue z :
(2z+1)/(z—-1)* =1

Exercice 41 Résoudre dans C I'équation suivante :  z* = (1 —14)/ (1 +14v/3).

Exercice 42 Résoudre dans C 'équation z* = 1(—1+ i) et montrer qu'une seule de ses solu-
tions a une puissance quatriéme réelle.

[Exercice corrigé]

Exercice 43 Trouver les racines cubiques de 2 — 2¢ et de 11 + 2i.

[Exercice corrigé]

1+iv3
. i . C e g -
Exercice 44 Calculer ;2 algébriquement, puis trigonométriquement. En déduire cos 7,
2
ta T s 51 . 94 : 24 __
sin 75, tan {5, tan 15. Résoudre dans C I'équation z** = 1.

[Exercice corrigé]

Exercice 45 Trouver les racines quatriémes de 81 et de —81.

[Exercice corrigé]

Exercice 46 1. Montrer que, pour tout n € N* et tout nombre z € C, on a :
(z—1) (1—1—2—}—22—}—...—1—2”*1) =z"—1,

et en déduire que, si z # 1, on a :

2" —1
z—1"

1+z+4224+... +2" 1=
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2. Vérifier que pour tout x € R, on a exp(iz) — 1 = 2iexp (%) sin (%) )

3. Soit n € N*. Calculer pour tout x € R la somme :
Zn =1+ exp(ix) + exp(2ix) + ... + exp((n — 1)ix),
et en déduire les valeurs de

X, = 1+cos(z)+cos(2z)+ ... + cos((n — 1)x)
Y, = sin(x) + sin(2x) + ... +sin((n — 1)z).

[Exercice corrigé]

Exercice 47 Calculer la somme S, =142+ 22 +--- 4+ 2™

[Exercice corrigé]

Exercice 48 1. Résoudre 22> = 1 et montrer que les racines s’écrivent 1, j, j2. Calculer
1+ j + 52 et en déduire les racines de 1+ z + 22 = 0.

2. Résoudre 2™ = 1 et montrer que les racines s’écrivent 1,¢,... " L. En déduire les racines
de 14+ 2422+ 421 =0. Calculer, pour p e N, 1 + &P + &% 4+ ... 4 r=1p,

[Exercice corrigé]

Exercice 49 Résoudre dans C :

1. 22 =1.

2. 2°=1—1.
3. 23 = -2+ 2.
4. 25 =z,

Exercice 50 1. Calculer les racines n-iémes de —¢ et de 1 4 1.
2. Résoudre 22 — 2+ 1 —14 = 0.
3. En déduire les racines de 2?® — 2" +1 —i = 0.
Exercice 51 Soit ¢ une racine n-iéme de 1'unité; calculer
S=1+2+3*+---+ne" L.
Exercice 52 Résoudre, dans C, I'équation (z 4+ 1)" = (z — 1)™.
Exercice 53 Résoudre, dans C, I'équation 2" =Z ou n > 1.
Exercice 54 Résoudre les équations suivantes :
s 1+iv3 a_ 1-i
1—iv3 1+iv3
Exercice 55 Résoudre 2% + 27 =10. (2 € C)

Exercice 56 (partiel novembre 91) 1. Soient 21, 23, 23 trois nombres complexes distincts
ayant le méme cube.

Exprimer z5 et z3 en fonction de z;.

2. Donner, sous forme polaire, les solutions dans C de :
24 (7T—i)2 —8—-8i=0.

(Indication : poser Z = 23; calculer (9 +1)?)

[Exercice corrigé]
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Exercice 57 Résoudre dans C I'équation 27(z — 1)5 + (2 + 1) = 0.
Exercice 58 Déterminer les racines quatriémes de —7 — 244.

Exercice 59 Soit 3 € C tel que 37 = 1 et 3 # 1. Montrer

g s i
R TR e

1.4 Géomeétrie

Exercice 60 Déterminer I'ensemble des nombres complexes z tels que :

1. 2_3‘:1,
z—25
z—3 _\/5
2—5 2

[Exercice corrigé]

Exercice 61 1. Résoudre dans C I’équation (1) (z —2)/(z — 1) = i. On donnera la solution
sous forme algébrique.

2. Soit M, A, et B les points d’affixes respectives z,1,2. On suppose que M # A et que
M # B. Interpréter géométriquement le module et un argument de (z —2)/(z — 1) et
retrouver la solution de I’équation (1).

Exercice 62 Le plan P est rapporté a un repére orthonormé et identifié¢ & ’ensemble C des
nombres complexes par
M(z,y) =z +iy = z,

ou z est appelé affixe de M. Soit [ : Prg P qui a tout point M d’affixe z associe M’ d’affixe

I — 2=t
2=

1. Sur quel sous ensemble de P, f est-elle définie?

2. Calculer |Z/| pour z affixe d’'un point M situé dans le demi plan ouvert
H:={M(z,y) e P|y>0.}7

3. En déduire I'image par f de H.

Exercice 63 Le plan P est rapporté a un repére orthonormé et on identifie P a I’ensemble des
nombres complexes C par
M(z,y) =z +iy = z,

ou z est appelé laffixe de M. Soit g : Prg P qui a tout point M d’fixe z # —1 associe g(M)

’ /) _ 1—=z
d’affixe 2/ = -

1. Calculer 2’ + 2/ pour |z| = 1.
2. En déduire I'image du cercle de rayon 1 de centre 0 privé du point de coordonnées (—1,0)
par 'application g.

Exercice 64 Soit C la courbe d’équation 22 — zy +y? = 0 dans le plan P rapporté a un repére
orthonormé.
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1. La courbe C' a-t-elle des points d’intersection avec le rectangle ouvert R dont les sommets
sont :

QW
I

2. Méme question pour le rectangle fermé R’ de sommets :

A = (=1,4)
B = (2,4)
o = (2,1)
D = (~1,1).

Exercice 65 Déterminer par le calcul et géométriquement les nombres complexes z tels que
z—3 z—a| __

z—5 z—b‘ =L

[Exercice corrigé]

= 1. Généraliser pour

Exercice 66 Déterminer par le calcul et géométriquement les nombres complexes z tels que
23| — (k> 0, k # 1). Généraliser pour ;’ k.

z—5 b| —
[Exercice corrigé]

Exercice 67 1. Soit A, B, C trois points du plan complexe dont les affixes sont respective-
ment a, b, c. On suppose que a+jb+j%c = 0; montrer que ABC est un triangle équilatéral
(7 et 72 sont les racines cubiques complexes de 1 — plus précisément j = ’”T“/g) Réci-
proque ?

2. ABC étant un triangle équilatéral direct du plan complexe, on construit les triangles
équilatéraux directs BOD et OCE, ce qui détermine les points D et E (O est lorigine
du plan complexe). Quelle est la nature du quadrilatére ADOE ? Comparer les triangles
OBC, DBA et EAC.

[Exercice corrigé]

Exercice 68 Soit H une hyperbole équilatére de centre O, et M un point de H. Montrer que
le cercle de centre M qui passe par le symétrique de M par rapport a O recoupe H en trois
points qui sont les sommets d'un triangle équilatéral.

Indications : en choisissant un repére adéquat, H a une équation du type xy = 1, autrement
dit en identifiant le plan de H au plan complexe, 22 — 22 = 4i. En notant a affixe de M, le
cercle a pour équation |z — a|?> = 4aa. On pose Z = z — a et on élimine Z entre les équations
du cercle et de ’hyperbole. En divisant par Z + 2a pour éliminer la solution déja connue du
symétrique de M, on obtient une équation du type Z2 — A = 0.

Exercice 69 Montrer que pour u,v € C, on a |u + v|* + |u — v|? = 2(|u]* + |[v]?).
[Exercice corrigé]

™

Exercice 70 Soient z, 2" € C tels que Arg(z) — Arg(2') = 7.
1. Montrer que 2z’ + zz' = 0.

2. Montrer que |z + 2/|? = |z — 2/|* = |z|* + |/~
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Exercice 71 1. Déterminer ’ensemble des points M du plan complexe, d’affixe z tels que :
Z(z—1) =224z - 1).
2. Déterminer 'ensemble des points M du plan complexe, d’affixe z tels que les images de
1, z, 1 + 22 soient alignées.
Exercice 72 Soit s = (1 — 2)(1 — i2).
1. Déterminer ’ensemble des images des nombres complexes z tel que s soit réel.

2. Déterminer ’ensemble des images des nombres complexes z tel que s soit imaginaire pur.

Exercice 73 1. Soit A un point du plan d’affixe o = a + ib. Déterminer ’ensemble des
points M du plan dont I'affixe z vérifie |2|> = az + az.

2. Quelles conditions doivent vérifier les points M; et My d’affixes z; et zo pour que j—; soit
réel ?

3. Déterminer les nombres complexes z tels que les points du plan complexe d’affixes z, iz,
1 forment un triangle équilatéral.

4. Soit z = a + ib, mettre I'expression j—ﬂ sous forme A + B, . Déterminer ’ensemble des
points du plan complexe d’affixe z telle que 'argument de zf} soit 7.

Exercice 74 Déterminer les nombres complexes z tels que le triangle ayant pour sommets les
points d’affixes z, 22, 2% soit rectangle au point d’affixe 2.

Exercice 75 Déterminer les nombres complexes z € C* tels que les points d’affixes z,% et
(1 — z) soient sur un méme cercle de centre O.

Exercice 76 Résoudre dans C le systéme :
|z -1 <1,z +1] < 1.

Exercice 77 (Comment construire un pentagone régulier 7) Soit (A, A1, As, Az, Ay) un
pentagone régulier. On note O son centre et on choisit un repére orthonorm’e (O, W, ¥") avec

w = OAy, qui nous permet d’identifier le plan avec I’ensemble des nombres complexes C.

1. Donner les affixes wo, ... ,ws des points Ay,..., Ay, Montrer que wy = w,* pour k €
{0,1,2,3,4}. Montrer que 1+ w; + w? + w} + wi = 0.

2

=) est I'une des solutions de I'équation 422 + 22 —1 = 0. En déduire

2. En déduire que cos(
21

la valeur de cos(%).

3. On considere le point B d’affixe —1. Calculer la longueur BA; en fonction de sin {5 puis
de v/5 (on remarquera que sin 7= = cos Z).
4. On considére le point I d’affixe %, le cercle C de centre I de rayon % et enfin le point

J d’intersection de C avec la demi-droite [BI). Calculer la longueur BI puis la longueur
BJ.

5. Application : Dessiner un pentagone régulier & la régle et au compas. Expliquer.

[Exercice corrigé]



1 Nombres complexes 10

1.5 Trigonométrie

Exercice 78 On rappelle la formule (6§ € R) :

e = cosh + isinb.

1. Etablir les formules d’Euler (6 € R) :

0 1 it pi0 _ =i
0080:; et sinf = ————
2 2
2. En utilisant les formules d’Euler, linéariser (ou transformer de produit en somme) (a, b €
R) :

2cosacosb ; 2sinasinb ; cos’a ; sina.

3. A Taide de la formule : e = €@+ (z, 9y € R), retrouver celles pour sin(x + %),
cos(z +y) et tan(x +y) en fonction de sinus, cosinus et tangente de x ou de y; en déduire
les formules de calcul pour sin(2z), cos(2z) et tan(2z) (z, y € R).

4. Calculer cosz et sinz en fonction de tang (x #m+2km, ke€Z).

5. Etablir la formule de Moivre (6 € R) :
(cosf + isinf)" = cos(nb) + isin(nh).

6. En utilisant la formule de Moivre, calculer cos(3z) et sin(3z) en fonction de sinx et cos z.

Exercice 79 1. Calculer cos 560, cos 86, sin 66, sin 96, en fonction des lignes trigonométriques
de I'angle 6.

2. Calculer sin®@, sin 6, cos®, cos® 6, a l'aide des lignes trigonométriques des multiples
entiers de 6.

Exercice 80 En utilisant les nombres complexes, calculer cos 56 et sin 50 en fonction de cos @
et sin 6.

[Exercice corrigé]

Exercice 81 1. Soit # € R. A T'aide de la formule de Moivre exprimer en fonction de cos @
et de sinf :

(a) cos(26) et sin(26).

(b) cos(30) et sin(30). En déduire une équation du troisiéme degré admettant pour so-
lution cos(%) et la résoudre.

2. Linéariser les polynomes trigonométriques suivants : 1 4 cos?z, cos® x + 2sin® x.
Exercice 82 Exprimer (cosb5x)(sin 3z) en fonction de sinx et cosz.

Exercice 83 Soit 2 un nombre réel. On note C' = 1+cosz+cos2x+...4cosnx = Y, _, cos kx,
et S=sinz+sin2z+ ... +sinnx =Y ,_,sinkz. Calculer C et S.

Exercice 84 Résoudre dans R les équations :

. 1
sinx = 3 cosr = ——, tanx = —1,

et placer sur le cercle trigonométrique les images des solutions ; résoudre dans R I’équation

2
cos(5x) = cos (?ﬂ - x) :



1 Nombres complexes 11

Exercice 85 Calculer sin(257/3), cos(197/4), tan(377/6).

Exercice 86 Résoudre ’équation : 2sin? z—3sin x—2 = 0, puis I'inéquation : 2sin? z—3sinz—
2> 0.

Exercice 87 Etudier le signe de la fonction donnée par f(x) = cos 3z + cos bx.
Exercice 88 Simplifier, suivant la valeur de x € [—, 7|, 'expression /1 + cosz + | sinx/2|.

Exercice 89 Résoudre dans R les équations suivantes : (donner les valeurs des solutions ap-
partenant a |—m, 7] et les placer sur le cercle trigonométrique).
1. sin (5z) = sin (¥ + z),
2. sin (2:1: — %) = cos (%),
3. cos (3z) = sin (z).

[Exercice corrigé]

Exercice 90 A quelle condition sur le réel m I'équation /3 cos(z) + sin(z) = m a-t-elle une
solution réelle ? Résoudre cette équation pour m = /2.

[Exercice corrigé]

Exercice 91 Résoudre dans R les inéquations suivantes :

cos(bx) + cos(3x) < cos(z)
2 cos?(z) — 9cos(z) +4 > 0.

[Exercice corrigé]

Exercice 92 Résoudre dans R les équations suivantes :
1. cos?(x) — sin?(x) = sin(3z).
2. cos*(z) —sin'(z) = 1.

[Exercice corrigé]

1.6 Divers

Exercice 93 Montrer que tout nombre complexe z non réel de module 1 peut se mettre sous

la forme 12, on r € R.

Exercice 94 Soit u, v des nombres complexes non réels tels que |u| = |v] = 1 et uv # —1.

u+v 4
Montrer que % est réel.

Exercice 95 Calculer les sommes suivantes :

n

Zcos(km) ; ZCﬁcos(kx).

k=0
Exercice 96 (Entiers de Gauss) Soit Z[i] = {a +ib ; a,b € Z}.
1. Montrer que si « et 3 sont dans Z[i] alors o + (3 et a3 le sont aussi.

2. Trouver les élements inversibles de Z[i], ¢’est-a-dire les éléments o« € Z[i] tels qu'il existe
B € Z[i] avec aff = 1.

3. Vérifier que quel que soit w € C il existe z € Z[i] tel que |w — z| < 1.
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4. Montrer qu’il existe sur Z[i] une division euclidienne, c’est-a-dire que, quels que soient «
et # dans Z[i] il existe ¢ et r dans Z[i] vérifiant :

a=0q+r avec

[ <151
(Indication : on pourra considérer le complexe g)
[Exercice corrigé]
R R )
Exercice 97 Montrer que Vz € C | (Z)|:/L§|J(Z)| < 2| < [R(2)| + [S(2)|. Etudier les cas
d’égalité.

Exercice 98 Soit (a,b,c,d) € R* tel que ad — bc = 1 et ¢ # 0. Montrer que si z # —— alors
g(az +b, Sz

cz+d |(cz+d)|*

Exercice 99 Que dire de trois complexes a, b, ¢ non nuls tels que |a + b+ c| = |a| + |b] + ||
Exercice 100 1. Etudier la suite (z,)nen définie par :

p2g = 4, Zng1r = f(2a) ol f est
I’application de C sur lui-méme définie par :

VzeC, f(z)=1i+ i(l —iV/3)z.

Indication : on commencera par rechercher les coordonnées cartésiennes de 'unique point
a tel que f(a) = a, puis on s’intéressera a la suite (x,),en définie par :

vneN,xz, =z, —a.
2. On pose Vn € N1, = |zp41 — 2| Calculer

n
n—oo
k=0

et interpréter géométriquement.

Exercice 101 (Examen octobre 1999) On définit une fonction f de C — {i} dans C — {1}
en posant

zZ41
1. On suppose z réel. Quel est le module de f(z)7

2. Trouver les nombres complexes z tels que f(z) = z.

Exercice 102 (Examen novembre 2001) Soit f la fonction de C dans C définie par f(z) =
Ltz
1-z"

1. Calculer les points fixes de la fonction f, c’est a dire les nombres complexes z tels que
f(z) = =
2. Déterminer les nombres complexes z pour lesquels f(z) est réel.
Exercice 103

1. Montrer que si x +y+ 2z = a, yz2 + 2z + 2y = b, xyz = ¢, alors z, y et
z sont solutions de 1'équation Z® — aZ? 4+ bZ — ¢ = 0. Trouver z, y et z si on suppose
a=b=0etc= -8

2. Résoudre le systéme
rT+y+z
2+ y? + 22

2y =1
[Exercice corrigé]

e~
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2 Logique, ensembles, raisonnements

2.1 Logique
Exercice 104 Soient R et S des relations. Donner la négation de R = S.

Exercice 105 Démontrer que (1 =2) = (2 = 3).

[Exercice corrigé]

Exercice 106 Soient les quatre assertions suivantes :
(a) Iz eRVYyeER z+y>0 ; (O VeeRIyeR x+y>0;

(c)VzeRVyeER a2+y>0 ; (d)3zeRVyeR 3y >u.
1. Les assertions a, b, ¢, d sont-elles vraies ou fausses ?
2. Donner leur négation.

[Exercice corrigé]

Exercice 107 Soit f une application de R dans R. Nier, de la maniére la plus précise possible,
les énoncés qui suivent :

1. Pour tout z € R f(z) < 1.

2. L’application f est croissante.

3. L’application f est croissante et positive.
4. Tl existe x € RT tel que f(z) < 0.

On ne demande pas de démontrer quoi que ce soit, juste d’écrire le contraire d’un énoncé.

[Exercice corrigé]

Exercice 108 Compléter les pointillés par le connecteur logique qui s’impose : <, <, = .

[Exercice corrigé]
Exercice 109 Dans R? on définit les ensembles F} = {(z,y) € R?, y < 0} et Fy = {(z,y) €
R? zy > 1, z > 0}. Evaluer les propositions suivantes :

1. Ve E]O,+OO[ dM, € Fy dM, € F / HMlMQH <€

2. dM, € F;dM, € F, / Ve E]O, ‘I‘OO[ ||M1M2|| < €
3. de E]O,+OO[ / VMl € Fl VMQ € FQ HMlMQH <€

4. VM, € F,VM, € F5 Fe E]O, +OO[ / HM1M2|| <€

Quand elles sont fausses, donner leur négation.

[Exercice corrigé]

Exercice 110 Nier la proposition : “tous les habitants de la rue du Havre qui ont les yeux
bleus gagneront au loto et prendront leur retraite avant 50 ans”.

[Exercice corrigé]

Exercice 111 Ecrire la négation des assertions suivantes ot P, Q, R, S sont des propositions.
1. P=Q,
2. P et non @,
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3. Pet(Q et R),
4. Pou (Q et R),
5. (Pet Q)= (R=09).
[Exercice corrigé]
Exercice 112 Nier les assertions suivantes :
1. tout triangle rectangle posséde un angle droit ;
2. dans toutes les écuries, tous les chevaux sont noirs ;

3. pour tout entier z, il existe un entier y tel que, pour tout entier z, la relation z < x
implique le relation z < x + 1;

4. Ve>03da>0 / |[z=T7/5|<a=|bzr—-T|<e.

[Exercice corrigé]

Exercice 113 (Le missionnaire et les cannibales) Les cannibales d’une tribu se préparent
a manger un missionnaire. Désirant lui prouver une derniére fois leur respect de la dignité et de
la liberté humaine, les cannibales proposent au missionnaire de décider lui-méme de son sort
en faisant une courte déclaration : si celle-ci est vraie, le missionnaire sera roti, et il sera bouilli
dans le cas contraire. Que doit dire le missionnaire pour sauver sa vie? (d’aprés Cervantés)

Exercice 114 La proposition (P ANQ = (—P)V Q) est-elle vraie ?

Exercice 115 On suppose que la proposition P est vraie ainsi que les propositions suivantes :
L. ("Q)ANP=-S.

S = (-P)VQ.

P=RVS.

SNQ = -P.
A=(SVQ)=T.

R= (=P)V (—Q).

La proposition T est-elle vraie ?

AR A

Exercice 116 Ecrire la négation des phrases suivantes :
. (Vx)(3n)/(x < n).
M) /(Yn)(Jun| < M).
Va)(Vy)(zy = yx).
Vz)(3y)/ (yzy ™" = ).
Ve > 0)(IN € N)/(Vn = N)(Ju,| < ¢).
(Vz € R)(Ve > 0)(3a > 0)/(Vf € F)(Vy e R)(|lz —y| <a = |f(z) — fy)] <e).

Exercice 117 Comparer les différentes phrases (sont-elles équivalentes, contraires, quelles sont
celles qui impliquent les autres...)

L (V2)(3By)/(z < y).
V) (Vy)(z < y).
3x)(Jy)/ (x

)/ (Vy)(«

)/ (Vy) (y

)—l

O = W N

- (3
- (
-
- (

&

(
(
(
(

B B
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6. (32)(Ty)/(y < ).

7. (Vz)(Jy)/(x = y).
Exercice 118 Si P(x) est une proposition dépendant de z € X, onnote P = {x € X/P(x) est vraie}.
Exprimer en fonction de P et () les ensembles -P,PANQ, PV Q,P = Q,P & Q.

Exercice 119 Montrer que Ve >0 3N € Ntel que (n > N =2 —¢e < Qn”—g < 2+e¢).

[Exercice corrigé]

Exercice 120 Soit f, g deux fonctions de R dans R. Traduire en termes de quantificateurs les
expressions suivantes :

1. f est majorée;

f est bornée;

f est paire;

f est impaire ;

f ne s’annule jamais;
f est périodique;;

f est croissante ;

f est strictement décroissante ;

B N A

f n’est pas la fonction nulle;

—
=

f n’a jamais les mémes valeurs en deux points distcincts ;

—_
—_

. f atteint toutes les valeurs de N

—_
o

f est inférieure a g;
13. f n’est pas inférieure a g.

[Exercice corrigé]

2.2 Ensembles

Exercice 121 Montrer que () C X, pour tout ensemble X.

Exercice 122 Montrer par contraposition les assertions suivantes, F étant un ensemble :
1. VA, BeP(F) (AnNB=AUB)= A=B,
2. VA,B,C e P(E) (AnNB=ANnCet AUB=AUC)=B=C.

[Exercice corrigé]

Exercice 123 Soit A, B deux ensembles, montrer (AU B) = CANCB et C(ANB) = CAUCB.

[Exercice corrigé]

Exercice 124 Soient E et I’ deux ensembles, f : F — F. Démontrer que :

VA,Be P(E) (ACB)=(f(A) C f(B)),

VA,B e P(FE) f(AnB)C f(A)n f(B),
VA,BeP(E) f(AUB)= f(A)U(B),
VA,BEP(F) [(AUB)=[(A)UfB),

VAEP(F) [fTH(F\A)=E\fT(A)

[Exercice corrigé]

Exercice 125 A et B étant des parties d’un ensemble FE, démontrer les lois de Morgan :

CAUCB=C(ANB) et CANCB=C(AUB).
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Exercice 126 Démontrer les relations suivantes :
AUu(BNC)=(AUB)N(AUC) et AN(BUC)=(ANB)U(ANC).
Exercice 127 Montrer que si I’ et G sont des sous-ensembles de E :
(FCG < FUG=G) et (FCG +— CFUG=E).
En déduire que :
(FCG < FNG=F) et (FCG < FnNnlG=0).

Exercice 128 Soit F et F' des ensembles. Si A C E et B C F montrer que Ax B C F x F.

Exercice 129 Soit A = {ay,as,as,a4} et B = {b1, by, bs, by, bs}. Ecrire le produit cartésien
A x B. Quel est le nombre de parties de A x B?

Exercice 130 Soit F un ensemble & n éléments. Quel est le nombre d’éléments de EP 7 Quel
est le nombre de parties de EP?

Exercice 131 z, y, z étant des nombres réels, résoudre le systéme :

{(x—l)(y—Q)Z = 0
(z—=2)(y—3) = 0

Représenter graphiquement I’ensemble des solutions.

Exercice 132 Soit A une partie de E, on appelle fonction caractéristique de A I’application f
de E dans l'ensemble a deux éléments {0, 1}, telle que :

f(x):{o siz¢ A

1 sizeA

Soit A et B deux parties de E, f et g leurs fonctions caractéristiques. Montrer que les fonctions
suivantes sont les fonctions caractéristiques d’ensembles que 'on déterminera :

11— f.
2. fg.
3. f+9—fg.
Exercice 133 Soit un ensemble E et deux parties A et B de E. On désigne par AA B ’ensemble

(AU B) \ (AN B). Dans les questions ci-apres il pourra étre commode d’utiliser la notion de
fonction caractéristique.

1. Démontrer que AAB = (A\ B)U(B\ A).
2. Démontrer que pour toutes les parties A, B, C'de F on a (AA B) AC = AA(BAC).

3. Démontrer qu’il existe une unique partie X de E telle que pour toute partie A de F,
ANX = XANA = A.

4. Démontrer que pour toute partie A de F, il existe une partie A’ de E et une seule telle
que ANA" = A/ANA = X.

Exercice 134 1. Ecrire I’ensemble de définition de chacune des fonctions numeériques sui-
1

, 1
vantes : & /T, T —5, T /T + —5.

2. Simplifier [1,3] N [2,4] et [1,3] U [2,4].
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3. Pour tout n € N, on note nZ 'ensemble des entiers relatifs multiples de n: nZ = {np | p €
Z}. Simplifier 27 N 37Z.

Exercice 135 On définit les cinq ensembles suivants :

A = {(z,y) eR*, z+y<1}

Ay = {(z,y) eR?, [z +y| <1}
Ay = {(z,y) €R?, |z +]yl <1}
Ay = {(z,y) eR?*, z+y> -1}
As = {(x,y)€R2, ]a:—y]<1}

1. Représenter ces cing ensembles.

2. En déduire une démonstration géométrique de
(lr+yl<let |[z—yl<l)e|z|+|y <1

Exercice 136 Montrer que chacun des ensembles suivants est un intervalle, éventuellement
vide ou réduit & un point

—+00

1 = 1
L= {3,3+${ et I, = ﬂ1—2—5,4+n2].
n=1 n=1

[Exercice corrigé]

Exercice 137 Montrer que chacun des ensembles suivants est un intervalle, éventuellement
vide ou réduit & un point

; _+oo 1 1 ; _+oo 1
1—ﬂ —5,24—5 et 2—U 1+ﬁ,n
n=1 n=1

[Exercice corrigé]

Exercice 138 Soient F un ensemble et A, B, C trois parties de E telles que AUB = AUC
et ANB = ANC. Montrer que B = C.

Exercice 139 Soient E un ensemble et A, B, C' trois parties de E.
Montrer que (AUB)N(BUC)N(CUA)=(ANB)U(BNC)U(CNA).
Exercice 140 Donner les positions relatives de A, B,C C Esi AUB=BnNC.
Exercice 141 Est-il vrai que P(ANB) =P(A)NP(B)? Et P(AUB) =P(A)UP(B)?
Exercice 142 Montrer que ANB=ANC < ANCB=AnCC.
Exercice 143 Donner la liste des éléments de P(P({1,2})).
Exercice 144 Soient A, B C E. Résoudre les équations a 'inconnue X C F
1. AUX =B.
2. AnNX = B.
[Exercice corrigé]
Exercice 145 Soient E, F, G trois ensembles. Montrer que (E x G)U(F x G) = (FEUF) x G.
Exercice 146 Soient F, F, G, H quatre ensembles. Comparer les ensembles (E x F)N (G x H)
et (ENG)x (FNH).

Exercice 147 Soit E l’ensemble des fonctions de N dans {1,2,3}. Pour ¢ = 1,2,3 on pose
A, ={f € E/f(0) =1i}. Montrer que les A; forment une partition de F.
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2.3 Absurde et contraposée

Exercice 148 Montrer que /2 ¢ Q.

Exercice 149 Soit X un ensemble et f une application de X dans I’ensemble P(X) des parties
de X. On note A 'ensemble des € X vérifiant x ¢ f(x). Démontrer qu’il n’existe aucun x € X
tel que A = f(z).

Exercice 150 Soit (f,)nen une suite d’applications de 1’ensemble N dans lui-méme. On définit
une application f de N dans N en posant f(n) = f,(n) + 1. Démontrer qu’il n’existe aucun
p € N tel que f = f,.

[Exercice corrigé]

Exercice 151 1. Soit p1, pa, ... ,p, r nombres premiers. Montrer que 'entier N = pyps...p+
1 n’est divisible par aucun des entiers p;.

2. Utiliser la question précédente pour montrer par I'absurde qu’il existe une infinité de
nombres premiers.

[Exercice corrigé]

2.4 Récurrence

Exercice 152 Démontrer, en raisonnant par récurrence, que 10772 4+ 10371 + 1 est divisible
par 111 quel que soit n € N. (Indication : 1000 =9 x 111 +1 ).

Exercice 153 Montrer :

1. ZkZ”(”TH) Vn e N*.
k=1

- 1)(2n+1
9. Zk2:”(n+ )6<"+ ) Vnen
k=1

[Exercice corrigé]

Exercice 154 En quoi le raisonnement suivant est-il faux ?

Soit P(n) : n crayons de couleurs sont tous de la méme couleur.

— P(1) est vraie car un crayon de couleur est de la méme couleur que lui-méme.

— Supposons P(n). Soit n + 1 crayons. On en retire 1. Les n crayons restants sont de la méme
couleur par hypothése de récurrence.
Reposons ce crayon et retirons-en un autre; les m nouveaux crayons sont a nouveau de la
méme couleur. Le premier crayon retiré était donc bien de la méme couleur que les n autres.
La proposition est donc vraie au rang n + 1.

— On a donc démontré que tous les crayons en nombre infini dénombrable sont de la méme
couleur.

222 — 3

Exercice 155 Soit la suite (,),en définie par xg = 4 et z, 41 = TR
xn

1. Montrer que : Vn € Nz, > 3.

2. Montrer que : Vn € N x,,1 — 3 > %(:L’n —3).
3. Montrer que : Vn e Nz, > (%)n + 3.

4. La suite (z,)nen est-elle convergente ?

[Exercice corrigé]

Exercice 156
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1. Dans le plan, on considére trois droites Aj, Ag, A3 formant un “vrai” triangle : elles ne
sont pas concourantes, et il n’y en a pas deux paralléles. Donner le nombre R3 de régions
(zones blanches) découpées par ces trois droites.

2. On considére quatre droites Aq, ..., Ay, telles qu’il n’en existe pas trois concourantes, ni
deux paralléles. Donner le nombre R4 de régions découpées par ces quatre droites.

3. On considére n droites Ay, ..., A,, telles qu’il n’en existe pas trois concourantes, ni deux
paralléles. Soit R,, le nombre de régions délimitées par A;...A,, et R, 1 le nombre de
régions délimitées par A;...A, 1. Montrer que R, = R,,_1 + n.

4. Calculer par récurrence le nombre de régions délimitées par n droites en position générale,
c’est-a-dire telles qu’il n’en existe pas trois concourantes ni deux paralléles.

[Exercice corrigé]

Exercice 157 Soit X un ensemble. Pour f € F(X, X), on définit f° = id et par récurrence
pour n € N f*tl = fno f.

1. Montrer que Vn € N f*1 = fo f".

2. Montrer que si f est bijective alors Vn € N (f~1)" = (fm)~L.

-

Exercice 159 Pour tout entier naturel n, on pose

[Exercice corrigé]

Exercice 158 Montrer que

N

Vn > 2,n!

Sp,=1-242-34---+(n—-1)-n

Démontrer que 1'on a
1
Sp = §n(n —1)(n+1)

Exercice 160 Pour n € N on considére la propriété suivante :
P,: 2" >n?
1. Pour quelles valeurs de n 'implication P, = P, est-elle vraie?
2. Pour quelles valeurs de n la propriété P, est-elle vraie?

Exercice 161 Que pensez-vous de la démonstration suivante ?

1. Pour tout n > 2, on considére la propriété :

P(n): n points distincts du plan sont toujours alignés

2. Initialisation : P(2) est vraie car deux points distincts sont toujours alignés.

3. Hérédité : On suppose que P(n) est vraie et on va démontrer P(n + 1).

Soit donc Ay, As, ..., A,, A,yq des points distincts. D’aprés 'hypothése de récurrence,
Ay, As, ..., A, sont alignés sur une droite d, et As, ..., A,, A,iq sont alignés sur une
droite d'. Les deux droites d et d’ ayant n— 1 points communs A,, ... , A, sont confondues.
Donc Ay, As, ..., Ay, Apiq sont alignés, ce qui montre 'hérédité de la propriété.

4. Conclusion : la propriété P(n) est vraie pour tout n > 2.

Exercice 162 1. Démontrer que pour tout entier naturel n, 9 divise 10" — 1.
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2. Soit k un entier strictement positif. Etudier la propriété suivante : pour tout entier naturel
n, k divise (k+1)" + 2.

Exercice 163 Démontrer que pour n > 1, le produit de n entiers impairs est un entier impair.

Exercice 164 On considére une suite (u,),en telle que :
upy=0 et wuy=1 et Vn=>1, upr1 = up+ 2up_1

Démontrer que :
1. vneN, u, € N,
2. VneN, u, =3(2" — (=1)").

Exercice 165 Soit b > 2 un entier fixé. Démontrer que pour tout N € N* il existe un entier
n € N et des entiers ag, aq, ... ,a, appartenant & {0,1,... ,b— 1} tels que;

N=ay+arb+---+a,b" et a,#0

Démontrer que pour chaque N, le systéme (n,ag,as,... ,a,) est déterminé par la propriété
ci-dessus.
On dit que ag, ay, ... ,a, sont les chiffres de ’écriture du nombre N suivant la base b.

Exercice 166 Démontrer par récurrence que pour tout k£ € N, k! divise le produit de k entiers

consécutifs :
VneN, kl'[nn+1)---(n—k+1)

Exercice 167 Les propriétés
P, :3|4"—1,VneN,

et
Qn :3|4"+1,VneN,

sont-elles vraies ou fausses ?

Exercice 168 1. Calculer les restes de la division euclidienne de 1,4,42,43 par 3.

2. Formuler, pour tout n € N, une hypothése P(n) concernant le reste de la division eucli-
dienne de 4™ par 3. Démontrer que P(n) est vérifiée pour tout n € N.

3. Pour tout n € N, le nombre 16™ 4+ 4™ + 3 est-il divisible par 3.

Exercice 169 Démontrer, en raisonnant par récurrence, que 32"+2 — 27+ est divisible par 7
quel que soit n € N.

Exercice 170 1. Démontrer par récurrence :

ik _ n(n+1)
2
k=0

2. Calculer de deux maniéres différentes :

n+1 n
SR =D (k+1)%
k=1 k=0

3. En déduire :

n

1
Z k* = 6(2n3 + 3n® + 3n).
k=0



2 Logique, ensembles, raisonnements 21

Exercice 171 Montrer que pour tout entier n > 1 :

LS SRS SN |
1.2 23 77 nam+1l) n+l

Exercice 172 Démontrer, en le déterminant qu’il existe un entier ng tel que
Vn > ng, 2" > (n +2)>%
Exercice 173 Démontrer par récurrence sur n que pour tout n > 2 I'implication
2> -1,z 40 = [(14+2)" > 1+ nx]
est vraie.
Exercice 174 1. Soit n € N; montrer que pour tout entier £ > 1 on a
nF + knft < (n+ 1)
2. Soit b un réel positif ou nul. Montrer par récurrence, que pour tout n > 1 on a

nb  (nb)? (nb)™
(1+b)" < 1+F+ o Tt

Exercice 175 Montrer par récurrence que pour tout entier n € N,
(a+b)" Z Chahtr .

pour tout réel a et b.

Exercice 176 On définit une suite (F},) de la facon suivante :
Fn+1:Fn+Fn—1; F0:17F1:1-

1. Calculer F,, pour 1 < n < 10.
2. Montrer que I’équation 22 = £+ 1 admet une unique solution positive a que I’on calculera.

3. Montrer que, pour tout n > 2, on a
A< F,<avt.

Exercice 177 Montrer que :

cos21n:\/2+\/2+...\/§.

Exercice 178 Pour n € N, n > 2, trouver une loi simplifiant le produit :

1 1
1—-)...(1—-).
(- (1= )
Exercice 179 Pour n € N, soient aq, ... ,a, des nombres réels de méme signe tel que a; > —1,

montrer que :
(I+ap)...(1+a,) >1+ag+...+ ay,.
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2.5 Divers

Exercice 180 Quels sont les entiers n tels que 4" < n!?

Exercice 181 Montrer que :
"1
Vn = 2,u, = — ¢ N.
2k f

Indication : montrer que

2, + 1
¥ > 2. 3(pn. ) € (V)% = 512

Exercice 182 Soit f : N* — N* une application vérifiant :
Vn e N, f(n+1) > f(f(n)).

Montrer que f = Idy«. Indications : que dire de k € N tel que f(k) = inf{f(n)|n € N} ? En
déduire que ¥n > 0, f(n) > f(0). Montrer ensuite que Vn € N, on a : Ym > n, f(m) > f(n) et
Vm < n, f(m) = m (on pourra introduire k tel que f(k) soit le plus petit entier de la forme
f(m) avec m > n). En déduire que f est strictement croissante et qu’il n’existe qu’une seule
solution au probléme. Laquelle ?

Exercice 183 Pour p € {1,2,3} on note S, = > kP.
k=0

1. A laide du changement d’indice i = n — k dans .Sy, calculer Sj.
2. Faire de méme avec S,. Que se passe-t-il ?

3. Faire de méme avec S3 pour 'exprimer en fonction de n et Ss.
4. En utilisant I’exercice 153, calculer Sj.

Exercice 184 Pour calculer des sommes portant sur deux indices, on a intérét a représenter la
zone du plan couverte par ces indices et a sommer en lignes, colonnes ou diagonales... Calculer :
L > .
Iiisn
2. > i(y-—1).

1<i<jsn

3. (i—1)j.

1<i<j<n

4. > (n—1i)(n—j).

1<i<G<n

5. > (p+q)?* (on posera k = p+ q).
1<p,g<n

3 Injection, surjection, bijection

3.1 Application

Exercice 185 Soient f: R — Ret g: R — R telles que f(z) = 3z+1et g(z) = 2> —1. A-t-on
fog=gof?
[Exercice corrigé]
Exercice 186 Soit I’application de R dans R, f: x + 2.
1. Déterminer les ensembles suivants : f([—3, —1]), f([—2,1]), f([-3, —1]U[-2,1]) et f([-3, —1]N
[—2,1]). Les comparer.
2. Mémes questions avec les ensembles f~1(]—o0,2]), f~1([1,+o0]), f~1(]—00,2] U[1,+00])
et f1(]—o00,2] N[, +o0[).
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3.2 Injection, surjection

Exercice 187 Donner des exemples d’applications de R dans R (puis de R? dans R) injective
et non surjective, puis surjective et non injective.

Exercice 188 Soit f: R — R définie par f(z) = 2° — .
f est-elle injective ? surjective ? Déterminer f~1([—1,1]) et f(R,).

Exercice 189 Les fonctions suivantes sont-elles injectives 7 surjectives ? bijectives ?
fZ—Z, n—2n ; f:Z—>7Z, n— —n
fRoR z—2* ; f:R-R,, z+ 2°
f:C—C, z— 22

Exercice 190 Les applications suivantes sont-elles injectives, surjectives, bijectives ?

1. f:{N—>N
n—n+1
{Z—>Z
2. g:
n—n+1
R? R?
3. h: -

z+1
€T +— —:Bfl

4. k: {R_{l}HR
Exercice 191 Soit f: R — R définie par f(x) = 2z/(1 + 2?).
1. f est-elle injective 7 surjective 7
2. Montrer que f(R) =[-1,1].
3. Montrer que la restriction g :[—1,1] — [=1,1] g(x) = f(z) est une bijection.
4. Retrouver ce résultat en étudiant les variations de f.

[Exercice corrigé]

Exercice 192 L’application f : C\ {0} — C, z — z + 1/z est-elle injective ? surjective?
bijective 7

Donner 'image par f du cercle de centre 0 et de rayon 1.

Donner I'image réciproque par f de la droite ¢R.

Exercice 193 On considére quatre ensembles A, B,C' et D et des applications f : A — B,
g:B—C,h:C — D. Montrer que :

g o [ injective = f injective,

g o f surjective = g surjective.

Montrer que :
(g o f et h o g sont bijectives ) & (f, g et h sont bijectives).

[Exercice corrigé]



3 Injection, surjection, bijection 24

Exercice 194 Soit f: X — Y. Montrer que
1. VBCY f(f~Y(B)) = Bn f(X).
2. f est surjective ssi VB C Y f(f~!(B)) = B.
3. f est injective ssi VA C X f1(f(A)) = A.
4. f est bijective ssi VA C X f(CA) = Cf(A).
Exercice 195 Soit f: X — Y. Montrer que les trois propositions suivantes sont équivalentes :
i. f est injective.
ii. VA BC X f(ANnB) = f(A)N f(B).
iii. VABCX AnB=0= f(A)Nf(B)=0.

Exercice 196 Soit f : X — Y.On note f : {P<X) — P(Y) 7 {P(Y) — P(X)

A f(A) IR I
Montrer que :
1. f est injective ssi fest injective.
2. f est surjective ssi f est injective.
Exercice 197 (Exponentielle complexe) Si z =z + iy, (z,y) € R? on pose e* = e* x e,
1. Déterminer le module et 'argument de e*.
2. Calculer e*+% €% 7%, (e*)" pour n € Z.
3. L’application exp : C — C, z — €*, est-elle injective 7, surjective ?

[Exercice corrigé]

3.3 Bijection

Exercice 198 Soient a, b € Ravec a # 0, et f,, : R — R telle que f,,(z) = ax+b. Démontrer
que fqp est une permutation et déterminer sa réciproque.

[Exercice corrigé]

Exercice 199 Soit f:[0,1] — [0, 1] telle que

f@)_{x size0,1]NQ,

1 —x sinon.

Démontrer que f o f =id.

[Exercice corrigé]

Exercice 200 Soit f : R — C t — e. Montrer que f est une bijection sur un ensemble &
préciser.

[Exercice corrigé]

Exercice 201 On appelle demi-plan de Poincaré ’ensemble P des nombres complexes z tels
que Im z > 0, et disque unité 'ensemble D des nombres complexes z tels que |z| < 1. Démontrer

que z — == est une bijection de P sur D.

Exercice 202 Soit f : [1,+o0o[— [0, +oo[ telle que f(x) = x? — 1. f est-elle bijective?

[Exercice corrigé]

Exercice 203 Soient A 1 B £.C %5 D. Montrer que si go f et hog sont bijectives alors f, g
et h le sont également.
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Exercice 204 Soient A - B % % A. Montrer que si hogo f et go foh sont injectives et
f o ho g surjective alors f, g et h sont bijectives.

Exercice 205 Soit X un ensemble. Si A C X on note x4 la fonction caractéristique associée.
P(X) — F(X,{0,1})

est bijective.
A xa

Montrer que P : {

Exercice 206 Soit E un ensemble non vide. On se donne deux parties A et B de E et on
définit 'application f: p(E) — p(F), X — (ANX)U(BNX°). Discuter et résoudre 'équation
f(X) = 0. En déduire une condition nécessaire pour que f soit bijective.

On suppose maintenant B = A°. Exprimer f a l’aide de la différence symétrique A. Montrer que
f est bijective, préciser f~1. f est-elle involutive (i.e. f? = id)? Quelle proprié¢té en déduit-on ?

4 Relation d’équivalence, relation d’ordre

4.1 Relation d’équivalence
Exercice 207 1. Soit £ = NxN;, on définit R par: (a,b)R(d/, V') < a+b = b+a’. Montrer
que R est une relation d’équivalence. Identifier £/R.
2. Mémes questions avec £ =7Z x N* et (p,q)R(p',¢') < pd = pq.

Exercice 208 Dans R? on définit la relation R par :

(z,y)R(z",y) e y=1.

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.
2. Déterminer la classe d’équivalence de (x,y) € R

Exercice 209 Dans C on définit la relation R par :
2R & |z = |7

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.
2. Déterminer la classe d’équivalence de z € C.

[Exercice corrigé]

Exercice 210 Soit R une relation binaire sur un ensemble FE, symétrique et transitive. Que
penser du raisonnement suivant ?

“rRy = yRz car R est symétrique,
or (rRy et yRx) = xRx car R est transitive,
donc R est réflexive.”

[Exercice corrigé]

Exercice 211 Etudier la relation % définie sur R® (I’ensemble des applications de R dans R)
par :
fRg <= JA>0,Vx € R, |z| > A= f(z) = g(z).

Exercice 212 Montrer que la relation R définie sur R par :
Ry <= re¥ = ye*

est une relation d’équivalence. Préciser, pour z fixé dans R, le nombre d’éléments de la classe
de x modulo R.
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4.2 Relation d’ordre

Exercice 213 La relation “divise” est-elle une relation d’ordre sur N7 sur Z7 Si oui, est-ce
une relation d’ordre total?

Exercice 214 Etudier les propriétés des relations suivantes. Dans le cas d’une relation d’équi-
valence, préciser les classes; dans le cas d’une relation d’ordre, préciser si elle est totale, si
I’ensemble admet un plus petit ou plus grand élément.

1. Dans P(E) : ARiB& ACB ; AR,B< ANB=0.

2. Dans Z : aR3b < a et bont la méme paritée ; aRyb< dIneNa—b=3n ; aRsb&
a — b est divisible par 3.

Exercice 215 Soient (X, <) et (Y, <) deux ensembles ordonnés (on note abusivement les deux
ordres de la méme fagon). On définit sur X x Y la relation (z,y) < (2/,y) ssi (z < 2’) ou (z = 2’
et y < 7). Montrer que c’est un ordre et qu’il est total ssi X et Y sont totalement ordonnés.

Exercice 216 Un ensemble est dit bien ordonné si toute partie non vide admet un plus petit
élément.

1. Donner un exemple d’ensemble bien ordonné et un exemple d’ensemble qui ne I'est pas.
2. Montrer que bien ordonné implique totalement ordonné.

3. La réciproque est-elle vraie?

Exercice 217 Soit (E,<) un ensemble ordonné. On définit sur P(FE) \ {0} la relation R par
XRY ssi (X =Y ouVe € X Yy €Y z <y). Vérifier que c’est une relation d’ordre.

a+b
14 ab

Exercice 218 Montrer que axb = est une L.c.i sur | — 1, 1] et déterminer ses propriétés.

5 Dénombrement

5.1 Binome de Newton et C?

Exercice 219 Démontrer que si p est un nombre premier, p divise C]’; pour 1 <k<p—1.

Exercice 220 En utilisant la fonction x +— (1 + )", calculer :

;Cn , ;szn , ;kHOH.

[Exercice corrigé]
Exercice 221 Démontrer que C’ij’Z:Z = C;“Cﬁ (pour 0 < k < p < n). En déduire que

> ochery =2
k=0

Exercice 222 En utilisant la formule du binéme, démontrer que :
1. 2™ + 1 est divisible par 3 si et seulement si n est impair;
2. 32l 4 24n+2 ogt divisible par 7.

[Exercice corrigé]

Exercice 223 Démontrer que C? = C? | +CP [ pour 1 <p<n— 1.
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Exercice 224 Montrer que, pour p et n entiers naturels non nuls tels que 1 < p < n,on a:
pC? = nCP1.

Exercice 225 1. Montrer que :
Z C’kC'p : = 2PCP,

ou p et n sont des entiers naturels avec 0 < p < n.

2. Avec les mémes notations, montrer que

k=0
Exercice 226 1. Soient n, p et ¢ des entiers naturels tels que 0 < p,q < n.
2. Montrer que I'on a C? = C? si et seulement si p = q ou p+ q = n.
3. Résoudre 1’équation
3n—1 n?—2n+3
Conya = Cand ™
Exercice 227 Soient m,n € N* et p € N. En utilisant la formule du binéme, démontrer que
m2P 4 n?P+L est divisible par m 4+ n.

Exercice 228 En utilisant la formule du binéme montrer :

n

(a) Y (—1FCE =0 Zk:%"“ = n(n —1)2"2 4+ n2n L,

k=0

[Exercice corrigé]

Exercice 229 Calculer le module et 'argument de (1 + ¢)™. En déduire les valeurs de
Sy = Cr—C3+C2 —

[Exercice corrigé]

Exercice 230 Démontrer les formules suivantes :
1. C™ = =™ (on pourra utiliser le fait que P(E) — P(E)A — A€ est une bijection.)
2. O = Cmy 4 O,
3. Cm=Cm, + 20 + O

[Exercice corrigé]

Exercice 231 Soient E un ensemble non vide et X,Y une partition de F.

1. Montrer que 'application suivante est une bijection :
P(E) — P(X) xP(Y)
A— (ANX,ANY)

2. Montrer que pour p,q,7 € Ntel que r <p+qona:

> GG =Gy

i+j=r
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3. En déduire que :
> (G =05,

P(E) — P(E)
Exercice 232 Soit E un ensemble, a € Eet f: ¢ X — X U{a} sia ¢ X
X—X—{a} siae X
1. Montrer que f est une bijection.

2. On suppose désormais que E est fini et Card (E) = n. On pose Py(FE) ensemble des
parties de E de cardinal pair et P;(E) I'ensemble des parties de E de cardinal impair.
Montrer que Card (Py(E)) = Card (P1(E)).

3. Calculer ces cardinaux et en déduire la valeur de Y (—1)*C*.

k=0

Exercice 233 En utilisant la formule du binéme de Newton, montrer que Y (—1)*C% = 0. En

k=0
déduire la valeur de Y, C2k.
0<2k<n

Exercice 234 Soient 0 < p < n.
n
1. Montrer par récurrence sur n que > O = C21.
k=p
2. Ecrire ces égalités pour p = 2 et p = 3.

3. En déduire les sommes
Sy =12+423+...+(n—1)mn  So=12+22+ ... +n?

S, =122+223+...+(n—1)%n  S3=13+2°4+.. +n’

5.2 Cardinal

Exercice 235 Montrer que Z est dénombrable en utilisant ’application :

6N Z{n»—>2n—1 sin>0;
. —

n— —2n sinon.

Exercice 236 Pour A, B deux ensembles de E on note AAB = (AUB)\ (AN B). Pour E un
ensemble fini, montrer :

Card AAB = Card A + Card B — 2Card AN B.

[Exercice corrigé]

Exercice 237 Soit E un ensemble a n éléments, et A C E un sous-ensemble & p éléments.
Quel est le nombre de parties de E qui contiennent un et un seul élément de A7

[Exercice corrigé]

Exercice 238 Déterminer le nombre de mots distincts que I'on peut former avec 6 voyelles et
20 consonnes, chaque mot étant composé de 3 consonnes et 2 voyelles, en excluant les mots qui
renferment 3 consonnes consécutives.
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Exercice 239 On considére les mains de 5 cartes que 1'on peut extraire d’un jeu de 32 cartes.
1. Combien y a-t-il de mains différentes ?
2. Combien y a-t-il de mains comprenant un as?
3. Combien y a-t-il de mains comprenant au moins un valet ?

4. Combien y a-t-il de mains comprenant (& la fois) au moins un roi et au moins une dame ?

Exercice 240 Soient A, A’, B, B' quatre ensembles tels que :
Card (A) = Card (A") = a et Card (B) = Card (B') = b.

1. Déterminer le nombre de bijections de A x B sur A’ x B’.

2. Supposons maintenant que {A, B}, {A’, B’} forment deux partitions de F, un ensemble.
Déterminer le nombre de bijections f: E — E telles que f(A) = A’ et f(B) = B'.

Exercice 241 Soient A et B deux sous ensembles finis d’un ensemble E.
1. Montrer que : Card (AU B) = Card (A) + Card (B) — Card (AN B).

2. Montrer par récurrence que si (F;)1<i<n est une famille de sous-ensembles finis de E alors :

n

Card (UE) < iCard (Fi)

i=1
avec égalité si les F; sont deux a deux disjoints.

Exercice 242 Soient 1 < k < n. Déterminer le nombre de k-uplets (iq,... i) tels que 1 <
11 < ... <1 <N

5.3 Divers

Exercice 243 1. (principe des bergers) Soient E, F' deux ensembles avec F' ensemble fini,
et f une surjection de E sur F' vérifiant :

Vy e F, Card (f'(y)) =p

Montrer que E est alors un ensemble fini et Card (£) = pCard (F).

2. (principe des tiroirs) Solent oy, ag, ... , p, p élements distincts d’un ensemble E, répartis
entre une famille de n sous-ensembles de E. Si n < p montrer qu’il existe au moins un
ensemble de la famille contenant au moins deux éléments parmi les «;.(on pourra raisonner
par l’absurde)

Exercice 244 Montrer par récurrence sur n que si Ay, ..., A, C F alors Card (A;U...UA,) =
Z (—1)k+1 Z Card (A“ N...N Alk)
=1 1< <. <ip<n

Exercice 245 Soit p,(k) le nombre de permutations de {1,...,n} ayant k points fixes, montrer
alors que :

Z kp,(k) = nl.
k=0

Interpréter.
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Exercice 246 Soit £ un ensemble de cardinal nm € N*, ou (n,m) € (N*)? et P, ,,I’ensemble
des partitions de E en n parties a m éléments chacune. Montrer que :

(nm)!

Ny = card(P, ) = Al

(Indication : on peut procéder par récurrence.)

Exercice 247 L’histoire : n personnes apportent chacune un cadeau & une féte, et chacun tire
au sort un cadeau dans le tas formé par tous les présents apportés. Quelle est la probabilité
qu’au moins une personne reparte avec son cadeau? Que devient cette probabilité quand le
nombre de personnes devient trés grand, i.e. : n — oo ? (On remarquera que I'intuition met en
évidence deux effets contradictoires : plus de personnes c’est plus de proba qu’une personne ait
son cadeau car... il y a plus de personnes, mais c’est aussi plus de cadeaux, donc une proportion
plus élevée de cadeaux “acceptables”).
Soit S, = o({1,... ,n}). On dit que o € S, est un dérangement si Vi € {1,... ,n} o(i) # i.
On note A; = {0 € S, /o(i) =i} et D, I'ensemble des dérangements.

1. Calculer Card (A;).

2. Exprimer S,, — D,, en fonction des A;.

3. En déduire Card (D,,) (on pourra utiliser I'exercice 244).
Card D,,
Card S,,

Exercice 248 Soit E un ensemble de cardinal n,® une relation d’équivalence sur E, avec k
classes d’équivalences et 7 couples (x,y) € E? tels que 2Ry. Montrer que n? < kr.

(on rappelle que lim (1+z+ ...+ %) = e”).

——400

4. Déterminer la limite de

6 Arithmétique dans Z

6.1 Divisibilité, division euclidienne

Exercice 249 Combien 15! admet-il de diviseurs ?

[Exercice corrigé]

Exercice 250 Trouver le reste de la division par 13 du nombre 100190,

[Exercice corrigé]

Exercice 251 Sachant que 'on a 96842 = 256 x 375 + 842, déterminer, sans faire la division,
le reste de la division du nombre 96842 par chacun des nombres 256 et 375.
[Exercice corrigé]
Exercice 252 Soient m > 1 et n > 2 des entiers; montrer que :

L. n—1n™—1;

2. (n — 1)}n™ — 1 si et seulement si n — 1|m.
Exercice 253 Soit a un entier relatif quelconque, démontrer que le nombre a(a? — 1) et, plus
généralement, a(a®™ — 1) est divisible par 6.

Exercice 254 Démontrer que le nombre 7" + 1 est divisible par 8 si n est impair; dans le cas
n pair, donner le reste de sa division par 8.

[Exercice corrigé]

Exercice 255 Quel est le plus petit entier naturel qui, divisé par 8,15, 18 et 24, donne respec-
tivement pour reste 7,14,17 et 237
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Exercice 256 Montrer que si z et y sont des entiers naturels tels que z? divise 32, alors x
divise y. Application : démontrer, par Pabsurde, que v/2 n’est pas rationnel.

Exercice 257 Montrer que Vn € N :
n(n+1)(n+ 2)(n + 3) est divisible par 24,

n(n+1)(n+2)(n+ 3)(n+ 4) est divisible par 120.
[Exercice corrigé]
Exercice 258 Trouver tous les entiers relatifs n tels que n? + n + 7 soit divisible par 13.

Exercice 259 On considére le nombre m = 2"p, dans lequel n désigne un entier naturel
quelconque et p un nombre premier. Dresser la liste des diviseurs de m, y compris 1 et m
lui-méme, et calculer, en fonction de m et p, la somme S de tous ces diviseurs.

Exercice 260 Le diviseur d’une division est égal a 45 ; le reste est le carré du quotient. Calculer
le dividende entier naturel.

Exercice 261 Trouver le plus petit entier naturel n telle que le développement décimal de
1/n admette une plus petite période de longueur 5, ¢’est-a-dire 1/n = 0, abcde abede ab . .. avec
a,b,...,e€{0,1,2,...,9}.

Exercice 262 Les nombres a, b, ¢, d étant des éléments non nuls de Z, dire si les propriétés
suivantes sont vraies ou fausses, en justifiant la réponse.
1. Si a divise b et ¢, alors ¢ — 2b est multiple de a.
S’il existe u et v entiers tels que au + bv = d alors pged(a,b) = |d|.
Si a est premier avec b, alors a est premier avec b3.
Si a divise b+ c et b — ¢, alors a divise b et a divise c.
Si 19 divise ab, alors 19 divise a ou 19 divise b.
Si a est multiple de b et si ¢ est multiple de d, alors a + ¢ est multiple de b + d.
Si 4 ne divise pas bc, alors b ou c¢ est impair.
Si a divise b et b ne divise pas ¢, alors a ne divise pas c.
Si 5 divise b?, alors 25 divise b
Si 12 divise b2, alors 4 divise b.
. Si 12 divise b2, alors 36 divise b
12. Si 91 divise ab, alors 91 divise a ou 91 divise b.

© e N e Ot W

—_ =
— O

Exercice 263 On définit les trois ensembles suivants :

E, = {"n,neN}
E, {n € N tel que n est multiple de 4}
By = {28n, neN}

1. Pour 1 <4,j < 3, déterminer si on a l'inclusion E; C Ej.
2. Ecrire E; N E5 sous la forme E = {n € N, P(n)}. Montrer que E, N Ey = Ej.

Exercice 264 Montrer que si r et s sont deux nombres entiers naturels somme de deux carrés
d’entiers alors il en est de méme pour le produit 7s.
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Exercice 265 Soit n un entier relatif. Montrer que soit 8 divise n?, soit 8 divise n? — 1, soit 8
divise n? — 4.

Exercice 266 Etant donnés deux nombres relatifs n et p montrer que soit np est pair, soit
n? — p? est divisible par 8.

Exercice 267 Montrer que si n est un entier naturel somme de deux carrés d’entiers alors le
reste de la division euclidienne de n par 4 n’est jamais égal a 3.

[Exercice corrigé]

Exercice 268 1. Soit n un entier naturel dont le reste de la division euclidienne par 5 vaut
2 ou 3, montrer que n? + 1 est divisible par 5.

5

2. Montrer que pour tout entier naturel n, ’entier n°> — n est divisible par 5.

Exercice 269 Soit n € N*. Montrer que parmi les trois entiers n.(n + 1), n.(n + 2) et (n +
1).(n+2), il y en a exactement deux qui sont divisibles par 3.

Exercice 270 1. Pour tout couple de nombres réels (z,y) montrer, par récurrence, que pour
tout n € N* on a la relation

(¥) 2" —y" = (z—y). Y _afy

Indication : on pourra écrire de deux maniéres différentes la quantité y(z"—y™)+(x—y)z".

2. Soit (a, b, p) des entiers éléments de N. En utilisant la formule (x), montrer que s’il existe
un entier [ € N tel que b = a + pl, alors pour tout n € N*, il existe un entier m € N tel
que b" = a" + pm.

3. Soient a, b, p des entiers éléments de N, en utilisant la question 2, montrer que si a — b est
divisible par p,
p—1
Z akbp—k’—l
k=0

est aussi divisible par p. En déduire, a 'aide de la question 2 et de la formule (x), que si
a — b est divisible par p” i.e. il existe un entier [ € N tel que a — b = [.p™, alors a? — b” est
divisible par p"*!.

[Exercice corrigé]
Exercice 271 Calculer 2000%°°° modulo 7 et 2°°° modulo 3.

Exercice 272 Soit a,b € Z? dont les restes modulo 11 sont 7 et 2 respectivement. Donner le
reste modulo 11 de a? — b.

Exercice 273 1. Montrer que 7 divise 2222555 4 55552222

2. montrer que que 11 divise
510 5

10510 510510
5 + 10 X

3. trouver un critére de divisibilité par 8 puis par 6.

Exercice 274 Montrer que pour tout n > 0 :
1. 7 divise 32+ 4 ont2
2. 11 divise 20n+3 4 320+l
3. 6 divise 5n3 +n
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4. 8 divise 5" + 2.3 + 1.
Exercice 275 1. Déterminer la somme des chiffres de la somme des chiffres de la somme
des chiffres de 3°9°,

2. On se donne 51 nombres compris entre 1 et 100. Montrer que parmi ces nombres il y
en a nécessairement au moins deux tels que 'un divise 'autre. Montrer que 'on peut
toujours trouver un ensemble de 50 nombres compris entre entre 1 et 100 ne vérifiant pas
la propriété de divisibilité ci-dessus.

Exercice 276 Trouver les entiers positifs n tels que n — 1 divise n? + 1.

Exercice 277 Montrer que pour chaque n € N, 4 ne divise pas n? + 1.

Exercice 278 Montrer que pour chaque entier positif n, 49 divise 23"*3 — 7n — 8.
Exercice 279 Trouver tous les entiers positifs a tels que a'? + 1 est divisible par 10.
Exercice 280 Quel est le chiffre des unités de 1997199710 ?

Exercice 281 Montrer que :

1. Si un entier est de la forme 6k + 5, alors il est nécessairement de la forme 3k — 1, alors
que la réciproque est fausse.

2. Le carré d’un entier de la forme 5k + 1 est aussi de cette forme.
3. Le carré d’un entier est de la forme 3k ou 3k + 1, mais jamais de la forme 3k + 2.

4. Le carré d’un entier est de la forme 4k ou 4k + 1, mais jamais de la forme 4k + 2 ni de la
forme 4k + 3.

5. Le cube de tout entier est de la forme 9k, 9k + 1 ou 9k + 8.

6. Si un entier est a la fois un carré et un cube, alors c¢’est une puissance sixiéme, et il est
de la forme 7k ou 7k + 1.

Exercice 282 Déterminer les entiers n € N tels que :

1. nln+8.
2. n—1jn+11.
3. n—3|n3 - 3.

Exercice 283 Soit k € Z. Déterminer les entiers n € N* tels que (n|2k + 1 et n|9% + 4).
Exercice 284 Montrer que V(a,b) € N x N* il existe un unique r(a) € {0,...,b — 1} tel qu’il
existe ¢ € N avec a = bg + r(a).

1. En utilisant ceci pour b = 13, déterminer les entiers n € N tels que 13|n? +n + 7.

2. Sia € Net b =7, déterminer les valeurs possibles de r(a®) (on rappelle que r(a?) doit
appartenir a {0,... ,b—1}).
Montrer alors que V(z,y) € N? (7|22 + y?) ssi (7|z et T|y).

3. Montrer qu'un entier positif de la forme 8k 4 7 ne peut pas étre la somme de trois carrés
d’entiers.

Exercice 285 1. Montrer que le reste de la division euclidienne par 8 du carré de tout

nombre impair est 1.

2. Montrer de méme que tout nombre pair vérifie 22 = 0[8] ou z* = 4[8].

3. Soient a, b, c trois entiers impairs. Déterminer le reste modulo 8 de a? 4 b + ¢ et celui de
2(ab + be + ca).

4. En déduire que ces deux nombres ne sont pas des carrés puis que ab + bc 4+ ca non plus.

[Exercice corrigé]
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6.2 Sous-groupe de Z

Exercice 286 Montrer qu’il est équivalent dans Z de dire m divise n, ou nZ C mZ.

Exercice 287 1. Montrer que l'intersection de deux sous-groupes de Z est un sous-groupe
de Z. Caractériser le sous-groupe aZ N bZ. Caractériser les sous-groupes suivants :

27.N3Z; 5ZN13Z; 57N 257.

2. Montrer que toute intersection de sous-groupes de Z est un sous-groupe de Z. Caractériser
Iintersection d’une famille finie de sous-groupes. Caractériser les sous-groupes suivants :

17
(12"'Z; 4ZN6ZNSZN19ZN35Z.

n=1
Exercice 288 1. Déterminer 27 U 3Z. Est-ce un sous-groupe de Z7?

2. Déterminer : 72 U497 ; 57 U 457 Uiszl 2"7Z. Ces ensembles sont-ils des sous-groupes de
77

3. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu’une réunion de deux sous-groupes
de Z soit un sous-groupe de Z.

Exercice 289 1. Soit A une partie non vide de Z; montrer que la famille des sous-groupes
contenant A n’est pas vide. Soit H une partie contenant A. Montrer I’équivalence des
conditions suivantes :

i) H est I'intersection des sous-groupes de Z qui contiennent A,
ii) H est le plus petit sous-groupe de Z qui contient A,

iii) H est I'ensemble des sommes finies d’éléments de A ou d’éléments dont 'opposé est
dans A.

Si ces conditions sont vérifiées on dit que H est le sous-groupe engendré par A.

2. Soient mZ et nZ deux sous-groupes de Z. Montrer que
mZ +nZ = {mu+nv | u,v € Z}

a) est un sous-groupe de Z,

b) contient mZ et nZ,

¢) est contenu dans tout sous-groupe de Z qui contient mZ et nZ.
d) Si mZ + nZ = dZ, que peut-on dire de d?

3. Déterminer les sous-groupes engendrés par : 147 U 35Z; 47, U 87 U 6Z U 647 ; 27, U 37,
A7, U217 ; 57U 252 J TZ; {70,4}.

6.3 Pgcd, ppcm, algorithme d’Euclide

Exercice 290 Calculer le pged des nombres suivants :
1. 126, 230.
2. 390, 720, 450.
3. 180, 606, 750.

[Exercice corrigé]
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Exercice 291 1. Calculer le ppcm des nombres : 108 et 144 ; 128 et 230; 6, 16 et 50.

2. Montrer que si @ > 1 et b > 1 sont des entiers de pged d et, si on pose a = da’;b = db', le
ppem de a et b est da’l’.

3. Montrer que si a, b, c sont des entiers supérieurs a 1, on a :

ppem(a, b, ¢) = ppem(ppem(a, b)), c).

Exercice 292 Déterminer les couples d’entiers naturels de pged 18 et de somme 360. De méme
avec pged 18 et produit 6480.

[Exercice corrigé]

Exercice 293 Si a, b, c,d sont des entiers supérieurs a 1, montrer que 'on a :

(a,b,c,d) = ((a,b),(c,d))

ou (, ) désigne le pged .

Exercice 294 1. Soient a,b, ¢ des entiers relatifs tels que (a,b) # (0,0), montrer que pour
que I’équation
ar + by =c
ait une solution (x,y) en entiers relatifs x et y, il faut et il suffit que le pged de a et b
divise c.

2. Résoudre en entiers relatifs les équations suivantes :

Tr — 9y =1,
Tr — 9y = 6,
11z + 17y = 5.

Exercice 295 Soient a et b deux entiers tels que a > b > 1 et pged(a,b) = 1.
1. Montrer que pged(a+b,a —b) =1 ou 2,
2. Si pged(a, b) = 1, montrer que pged(a + b, ab) = 1,
3. Si pged(a, b) = 1, montrer que pged(a + b, a® + b*) = 1 ou 2.

Exercice 296 Calculer par l'algorithme d’Euclide : 18480 A 9828. En déduire une écriture de
84 comme combinaison linéaire de 18480 et 9828.

[Exercice corrigé]
Exercice 297 Déterminer le pged de 99099 et 43 928. Déterminer le pged de 153 527 et 245 479.

Exercice 298 Déterminer I'ensemble de tous les couples (m,n) tels que
9556m + 183n = 1.

[Exercice corrigé]

Exercice 299 Calculer, en précisant la méthode suivie,
a = pged (720, 252) b = ppcem (720, 252)

ainsi que deux entiers u et v tels que 720u + 252v = a.
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Exercice 300 Démontrer :
al(bibs) =1 (aNby=1etaNby=1),
puis par récurence :
aN(by...bp)=1<Vi=1,... ,n aNb =1.
Exercice 301 Démontrer pour m,n € N* :
a" AN =1=aANb=1.

Exercice 302 Déteminer deux entiers naturels connaissant leur somme, 1008, et leur pged, 24.

Exercice 303 Notons a =1 111 111 111 et b = 123 456 789.
1. Calculer le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b.
2. Calculer p = pged(a, b).
3. Déterminer deux entiers relatifs u et v tels que au + bv = p.

[Exercice corrigé]

Exercice 304 Soient m et n deux entiers (m > n > 0) et a > 2 un entier. Montrer que le
reste de la division euclidienne de a™ — 1 par a — 1 est a” — 1 ou r est le reste de la division
euclidienne de m par n, et que le pged de @™ — 1 et a” — 1 est a® — 1, ot d est le pged de m et
n.

Exercice 305 Résoudre dans Z : 1665z + 1035y = 45.

[Exercice corrigé]

Exercice 306 Montrer qu’il n’existe pas d’entiers m et n tels que
m+n=101 et pged(m,n)=3

Exercice 307 Soit m et n deux entiers positifs.

1. Si pged(m,4) = 2 et pged(n, 4) = 2, montrer que pged (m + n,4) = 4.

Montrer que pour chaque entier n, 6 divise n® — n.

Montrer que pour chaque entier n, 30 divise n® — n.
Montrer que si m et n sont des entiers impairs, m? +n? est pair mais non divisible par 4.

Montrer que le produit de quatre entiers consécutifs est divisible par 24.

AR AN

Montrer que si pged(a,b) = 1, alors

— pged(a+b,a —b) € {1,2},

— pged(2a + b, a + 2b) € {1, 3},

— pged(a® + b, a+b) € {1,2},

~ pged(a + b, a® — 3ab + b*) € {1,5}.

Exercice 308 Trouver une CNS pour que ax + b = 0 mod n ait une solution.

Exercice 309 1. Calculer pged(18,385) par 'algorithme d’Euclide, en déduire un couple
(ug, vo) € Z? solution de I'équation 18u + 385v = 1, avec (u,v) € Z>.

2. Fournir enfin 'ensemble des solutions entiéres de

18u +385v =1; 18u+ 385v =3; 5H4u+ 1156w =3; 54u + 1155w = 5.
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Exercice 310 Trouver a et b entiers naturels tels que
1. a+b=2070 et ppcm(a,b) = 9180;

2. a* 4+ b* = 5409 et ppcm(a,b) = 360 (on pourra commencer par montrer que pged (a, b)
divise pged (5409, 360) et considérer ensuite différents cas).

Exercice 311 Résoudre dans Z les équations : 35z = 7 mod 4; 22x =33 mod 5

Exercice 312 Résoudre dans Z le systéme suivant :

s 17
|z

On recherchera d’abord une solution particuliére.

4 mod 6
7 mod9

Exercice 313 1. Résoudre dans Z les équations : 2?2 =2 mod 6; x* = 3 mod 9.

2. Résoudre dans Z? les équations suivantes : 522 +2zy —3=0; 3%+ 4oy —2 = 0.

Exercice 314 Résoudre dans Z? les équations suivantes :

a) 17Tx +6y =1 b) 27z 4 25y =1
¢) 118z + 35y =1 d) 39z 4+ 26y =1

Exercice 315 Montrer que si a divise 42n + 37 et 7n + 4, pour une valeur de n donnée, alors
a divise 13. Quelles sont les valeurs possibles pour n?

Exercice 316 Trouver pged(—357,629) et trouver des entiers x et y tels que
pged(—357,629) = —357x + 629y
Exercice 317 Trouver pged(2183,6313) = d et trouver des entiers z et y tels que
d = 2183x + 6313y

Exercice 318 Supposons pged(a,b) = d et soit zg et yo des entiers tels que d = axg + byp.
Montrer que :

L. pged(zo, yo) = 1,
2. x et yo ne sont pas uniques.
Exercice 319 Soit a, b, ¢ des entiers.
1. Montrer que pged (ca, cb) = |c| pged(a, b).
2. Montrer que pged (a2, b?) = (pged(a, b))?.
3. Montrer que si pged(a,b) =1 et si ¢ divise a, alors pged(c,b) = 1.
4. Montrer que pged (a,bc) =1 <= pged(a,b) = pged(a,c) = 1.
5. Montrer que si pged (b, ¢) = 1 alors pged(a, be) = pged(a, b)pged(a, ¢).
6. Montrer que pged (a,b) = pged(a + b, ppem(a, b)).
Exercice 320 En divisant un nombre par 8, un éléve a obtenu 4 pour reste; en divisant ce
méme nombre par 12, il a obtenu 3 pour reste. Qu’en pensez-vous ?
Le fort en calcul de la classe, qui ne fait jamais d’erreur, a divisé le millésime de I'année par

29, il a trouvé 25 pour reste; il a divisé le méme millésime par 69, il a trouvé 7 pour reste. En
quelle année cela se passait-il 7
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Exercice 321 Trouver deux nombres sachant que leur somme est 581 et que le quotient de
leur PPCM par leur pged est 240.

Exercice 322 Trouver les solutions entiéres de ’équation :
102x — 18018y = 18.

Combien y a-t-il de solutions telles que z et y soient compris entre entre 0 et 40007

Exercice 323 Le pgcd de deux nombres est 12 les quotients successifs obtenus dans le calcul
de ce pged par lalgorithme d’Euclide sont 8, 2 et 7. Trouver ces deux nombres.

Exercice 324 Trouver les couples de nombres a et b, divisibles par 3, vérifiant les propriétés
suivantes : leur ppcm est 7560, et si on augmente chacun de ces nombres d’un tiers de sa valeur,
le pged des deux nombres obtenus est 84.

Exercice 325 Un terrain rectangulaire dont les dimensions en métres a et b sont des nombres
entiers, a pour aire 3024 m?2. Calculer son périmétre sachant que le pged de a et b est 6. Combien
y a-t-il de solutions possibles ?

Exercice 326 1. Dans Z/nZ, écrire 'ensemble des multiples de z, classe de x, pour x
variant de 0 & n — 1 dans chacun des cas suivants : Z/5Z, 7./67, 7./87Z.

2. Dans Z/nZ, montrer I’équivalence des trois propositions :
i) Z est inversible;
ii) = et n sont premiers entre eux;
iii) Z engendre Z/nZ, c’est a dire que ’ensemble des multiples de Z est Z/nZ.

3. La classe de 18 est-elle inversible dans Z/49Z 7 Si oui, quel est son inverse? (On pourra
utiliser le théoréme de Bézout).

Exercice 327 Résoudre dans Z les équations suivantes :
1. 91x — 65y = 156.
2. 135x — b4y = 63.
3. T2z 4 35y = 13.
Exercice 328 Résoudre dans N les équations suivantes :
1. 31z — 13y = 1.
2. 3l — 13y = —1.
Application : Au bord d’une piscine pleine d’eau, on dispose d’une cuve fixe de 31 litres munie

a sa base d’un robinet de vidange, et d’'un seau de 13 litres. Expliquer comment opérer pour
obtenir exactement 1 litre dans le seau.

Exercice 329 Résoudre dans N I’équation 77z + 105y = 2401.

Exercice 330 Dans un pays nommé ASU, dont 'unité monétaire est le rallod, la banque
nationale émet seulement des billets de 95 rallods et des piéces de 14 rallods.

1. Montrer qu'il est possible de payer n’importe quelle somme entiére (& condition bien str
que les deux parties disposent chacune d’assez de piéces et de billets).

2. On suppose que vous devez payer une somme S, que vous avez une quantité illimitée de
piéces et de billets, mais que votre créancier ne puisse pas rendre la monnaie. Ainsi, il est
possible de payer si S = 14, mais pas si S = 13 ou si S = 15... Montrer qu’il est toujours
possible de payer si S est assez grande. Quelle est la plus grande valeur de S telle qu’il
soit impossible de payer S7?7
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Exercice 331 Trouver tous les points a coordonnées entiéres du plan d’équation 6z + 10y +
152 = 1997. Combien y a-t-il de solutions dans N3?

Exercice 332 1. Trouver tous les points & coordonnées entiéres de la droite de l'espace

s . dr —2y—2—-5 = 0
dequatlons{x_f_?)y_zlz_7 _ 0

r+3y—952—5 = 0

2. Méme question avec la droite { dr—2y+ 2413 = 0

Exercice 333 Résoudre dans N et dans Z 1’équation

Exercice 334 Un coq cotte 5 piéces d’argent, une poule 3 piéces, et un lot de quatre poussins
1 piéce. Quelqu’un a acheté 100 volailles pour 100 piéces; combien en a-t-il acheté de chaque
sorte 7

Exercice 335 Soient a et b deux nombres entiers relatifs. On note d leur pged. Construisons
les suites a,, et b, n € N, a valeurs dans Zde la maniére suivante :

apyp = a

bozb

et pour tout n € N, on pose a,.1 = b, et b,,1 = r ol r est le reste de la division euclidienne
de a,, par b,.

1. Montrer que si d,, est le pged de a,, et b, alors d,, est également le pged de a, 1 et b,y 1.

2. Déduire de la questionh précédente que d est le pged des nombres a, et b, pour tout
n € N.

3. Montrer que la suite b, est strictement décroissante. Que peut-on en déduire ?

4. Déduire de ce qui précéde que pour tout couple d’entiers relatifs (a,b) il existe un couple
d’entier relatifs (u,v) tel que :
d = au + bv.

6.4 Nombres premiers, nombres premiers entre eux

Exercice 336 Soient a,b des entiers supérieurs ou égaux a 1. Montrer :
L (22 = 1)|(2% —1);
2. (29— 1) A (26 —1) = (2¢° — 1)
3. (2* — 1 premier ) = (a premier ).

[Exercice corrigé]

Exercice 337 Démontrer que, si a et b sont des entiers premiers entre eux, il en est de méme
des entiers a + b et ab.

[Exercice corrigé]

Exercice 338 Résoudre 'équation 292 — 11y = 1 dans Z.
On considére maintenant ’équation 29x — 11y = 5. Déduire de ce qui précéde une solution
particuliére de cette équation, puis en donner la solution générale.
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Exercice 339 Soit p un nombre premier.

1. Montrer que Vi e N0 < i <pon a:
CZ, est divisible par p.
2. Montrer par récurence que :
Vp premier,Va € N*, on a a” — a est divisible par p.

[Exercice corrigé]

Exercice 340 1. Soit (z,y,2) € N3 . Montrer que :

Pyt =2e 3,y ) eN? IneNtq
pged(a’,y, 2) =1
23/2 +y/2 _ 2/2

r=nx' et y=ny et z =nz.

2. Soit(z,y, 2) € N3 tels que 2% + y* = 22. On suppose que pged (7,9, 2) =1
(a) Montrer que x et y ne sont pas de mémes parité.

(b) On suppose z pair et y impair. On pose :
r=2u, z—y=2v, z+y="2w

avec (u,v) € N*. Montrer que v et w sont premiers entre eux.

(c) Montrer que

T = 2mn, y:mg—nQ, 2z =m?+ n?
avec m et n entiers naturels de parité différentes.

(d) Montrer que si
r=2mn, y=m>—n? z=m?+n?

alors
224yt = 22
Exercice 341 (Nombres de Fermat) 1. Montrer par récurence que Vn € N,Vk > 1 on
a: - |
2 1= (22 - 1) x [T + ).
i=0

2. On pose F,, = 22" 4 1. Montrer que pour m # n, F, et F,, sont premiers entre eux.

3. En déduire qu’il y a une infinité de nombres premiers.

[Exercice corrigé]

Exercice 342 Les nombres a, b, ¢, d étant des éléments non nuls de Z, dire si les propriétés
suivantes sont vraies ou fausses, en justifiant la réponse.

1. Si a divise b et b divise ¢, alors a divise c.
2. Si a divise b et ¢, alors a divise 2b + 3c.
3. S'il existe u et v entiers tels que au + bv = 4 alors pged(a,b) = 4.

4. Si 7a —9b =1 alors a et b sont premiers entre eux.
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Si a divise b et b divise ¢ et ¢ divise a, alors |a| = |b|.
« a et b premiers entre eux » équivaut a « ppem (a, b) = |ab| ».
Si a divise c¢ et b divise d, alors ab divise cd.

Si 9 divise ab et si 9 ne divise pas a, alors 9 divise b.

R B

Si a divise b ou a divise ¢, alors a divise bc.
10. « a divise b » équivaut & « ppem (a,b) = |b| ».
11. Si a divise b, alors a n’est pas premier avec b.

12. Si a n’est pas premier avec b, alors a divise b ou b divise a.

Exercice 343 1. Soit p € Z un nombre premier. Montrer que si a € Z n’est pas congru a 0
modulo p alors p ne divise pas a et donc pged(a,p) = 1.

2. Soit a € Z non congru & 0 modulo p avec p premier. Montrer en utilisant le a) qu’il existe
u € Z non congru & 0 modulo p vérifiant au = 1[p|. (Remarquer que cela donne un inverse
de @ modulo p).

3. Montrer que si p n’est pas premier, il existe des éléments a,u € Z non nuls modulo p tels
que au = 0[p).
Exercice 344 1. Montrer que deux entiers non nuls consécutifs sont toujours premiers entre

cux.

2. Montrer que pour tout entier naturel n, pged((n + 1)%,n + 2) = 1.

Exercice 345 Prouver que pour vérifier qu’un entier p est premier, il suffit de vérifier qu’il n’a
pas de diviseurs inférieurs ou égaux a /p.

Exercice 346 (Théoréme de Wilson) Démontrer que tout nombre premier p divise (p —
DI+ 1.
Exercice 347 Montrer que les nombres suivants ne sont pas premiers :
1. n* —20n2 4 4 pour n € N.
2. 1(n®+ (n+2)*) pour n > 2.
3. a* + 4b* pour a,b > 2.
Exercice 348 Soit X l’ensemble des nombres premiers de la forme 4k + 3 avec k£ € N.
1. Montrer que X est non vide.
2. Montrer que le produit de nombres de la forme 4k + 1 est encore de cette forme.

3. On suppose que X est fini et on I'écrit alors X = {p1,... ,p,}.
Soit a = 4p1py...p, — 1. Montrer par I’absurde que a admet un diviseur premier de la
forme 4k + 3.

4. Montrer que ceci est impossible et donc que X est infini.

[Exercice corrigé]

Exercice 349 Soit a € N tel que a” + 1 soit premier, montrer que 3k € N, n = 2*. Que penser
de la conjecture : Vn € N, 22" + 1 est premier ?

[Exercice corrigé]
Exercice 350 Soit n un nombre premier et p € {1,...,n — 1}, montrer que ndivise C?.

Exercice 351 Soient a et b deux entiers supérieurs & 2 premiers entre eux, montrer que :

3Ny € N,Vn > Ny, n € {az + by|(z,y) € N*}.



7 Polynémes 42

6.5 Divers

Exercice 352 Résoudre en nombres entiers naturels I’équation :
(x+1)(y + 2) = 2zy.

Exercice 353 Montrer que (0,0,0) est le seul triplet (x,y, z) d’entiers naturels tels que ’on
ait :
? +y? =32

Exercice 354 Déterminer les solutions des équations :

2> — 5z — 11 =0 mod 17; cos((n* —8n + 2)7/7) = 1

Exercice 355 Un groupe de N > 2 personnes se réunit. Montrer qu’au moins deux personnes
ont serré le meme nombre de mains. On pourra séparer les deux cas suivants : soit tout le
monde a serré au moins une main, soit il existe quelqu’un qui n’a serré aucune main.

7 Polyndmes

7.1 Division euclidienne

Exercice 356 Effectuer la division euclidienne du polynéme P = X° — X4 +2X3 + X2 +4
par Q = X2 — 1. Méme exercice lorsque P = X% —2X cos(2¢) + 1 et Q = X? —2X cos(p) + 1.

Exercice 357 Soit P un polynoéme. Sachant que le reste de la division euclidienne de P par
X —aest 1 et celui de la division de P par X —b est —1, (a # b), quel est le reste de la division
euclidienne de P par (X —a)(X —b)?

Exercice 358 Calculer le reste de la division euclidienne du polynome X™ 4+ X + 1 par le
polynome (X — 1)2.

Exercice 359 Pour quelles valeurs de m le polynome P = (X + 1) — X™ — 1 est-il divisible
par le polynome Q = X2+ X + 17

Exercice 360 Montrer que le polynome P(X) — X divise le polynéme P(P(X)) — X.

Exercice 361 Déterminer a,b € Z de facon a ce que le polynéme a X" —bX"+1 soit divisible
par le polynome (X — 1)2. Calculer alors le quotient des deux polynomes.

Exercice 362 Existe-t-il un polynome P de degré 7 tel que (X —1)* divise P(X)+1et (X +1)?
divise P(X) —17
Exercice 363 Effectuer les divisions par puissances croissantes de :
1. P=1par Q =1— X, alordre n,
2. P=1+ X par Q =1+ X? al'ordre 5,
3. P:X—%—l—)f—; par Q =1 —2X?% 4+ X* aVordre 5.
Exercice 364 Effectuer les divisions euclidiennes de
3X° +4X%2 41 par X2 +2X + 3,
3X5+2X4— X241 par X3+ X +2,
X4~ X34+ X -2 par X?-2X +4.

[Exercice corrigé]
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Exercice 365 Dans C[X], effectuer les divisions euclidiennes de
X? —3iX —5(1+1i) par X —1+1,
4X3+ X% par X +1+i.

Exercice 366 Effectuer la division selon les puissances croissantes de :
X4+ X% —2X 41 par X2+ X +1 alordre 2.

[Exercice corrigé]

Exercice 367 Soit a et b deux nombres complexes distincts, m et n deux entiers naturels.
Montrer que si les polynomes (X —a)™ et (X —b)" divisent un polynome P, alors le polynome
(X —a)™(X — b)" divise P.

Exercice 368 Pour n € N, quel est le reste de la division de X" + X + b par (X —a)??

Exercice 369 Pour n € N, montrer que le polynome (X — 1)"™2 4 X2+ est divisible par
X? — X + 1. Trouver le quotient si n = 2.

Exercice 370 Trouver les polynomes P tels que P + 1 soit divisible par (X —1)* et P — 1 par
(X +1)%:

1. en utilisant la relation de Bézout,

2. en considérant le polynome dérive P’

Combien y a-t-il de solutions de degré < 77

[Exercice corrigé]
Exercice 371 Effectuer la division de A = X® —2X* 4+ X3+ 1par B= X3+ X2+ 1:
1. Suivant les puissances décroissantes.

2. A Tordre 4 (c’est-a-dire tel que le reste soit divisible par X°) suivant les puissances
croissantes.

[Exercice corrigé]
Exercice 372 Déterminer a et b dans R tels que X2 4 2 divise X% + X3 +aX? +bX + 2.
Exercice 373 Déterminer le reste de la division euclidienne de (sinaX + cosa)” par X? + 1.

Exercice 374 Soit P un polynéme dont le reste de la division euclidienne par X — 1 est 7 et
par X + 5 est 3. Quel est le reste de la division euclidienne de P par X? +4X —57

Exercice 375 Effectuer la division euclidienne de X° — 7X* — X2 —9X 49 par X2 —5X +4.

[Exercice corrigé]

Exercice 376 Soit n > 1. Déterminer le reste de la division euclidienne de nX" ™! — (n +
1)X™ + 1 par (X —1)%

Exercice 377 Soient P,Q € K|[X] tels que X?+ X + 1 divise P(X?) + XQ(X?). Montrer que
P(1) = Q(1) = 0. Réciproque ?

Exercice 378 Quels sont les polynomes P € C[X] tels que P’ divise P?

[Exercice corrigé]
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7.2 Pgced

Exercice 379 Calculer pged (P, Q) lorsque :
. P=X3-X?-X-2etQ=X"-2X"+X2-X -2,
2. P=X*+X?-2X+1letQ=X>+X+1.

[Exercice corrigé]

Exercice 380 Déterminer le pged des polyndmes suivants :
X4 3X4+ X3+ X2 43X +1et X 4+2X34+ X +2,

X4+ X3 -3X?2 —4X —let X3+ X% - X —1,

Xo 45X +9X% +7X?+5X +3 et X*+2X° +2X2 + X + 1.
[Exercice corrigé]

Exercice 381 Déterminer A, B € R[X] tels que (X?+1)A+ (X?*+ X +1)B = 1.

Exercice 382 Montrer qu'il existe deux polynémes : U, V', vérifiant : (x) (X —1)"U+X"V = 1.
Déterminer U; et V; de degré strictement inférieur a n, satisfaisant cette égalité. En déduire
tous les polynoémes U,V vérifiant (%).

Exercice 383 Soient P, () deux polynomes premiers entre eux.
1. Montrer qu’alors P™ et Q™ sont premiers entre eux ou n,m sont deux entiers positifs.

2. Montrer de méme que P + () et P() sont premiers entre eux.

Exercice 384 Soit n un entier positif.
1. Déterminer le pged des polynomes (X™ —1) et (X — 1)™.
2. Pour n = 3 démontrer qu’il existe un couple de polynomes (U,V) tel que (X3 — 1)U +
(X —1)3V = X — 1. En donner un.

Exercice 385 Montrer que les éléments X2+ X, X? — X, X? —1 de R[X] sont premiers entre
eux, mais ne sont pas premiers entre eux deux a deux.

Exercice 386 Trouver tous les polynomes U et V de R[X] tels que AU + BV soit un pged
de Aet Bavec A= X*—-2X3-2X?24+10X —7et B=X*—-2X?-3X?+13X — 10.

Exercice 387 Calculer le pged D des polynémes A et B définis ci-dessous. Trouver des poly-
nomes U et V tels que D = AU + BV.
L A=X°+3X44+2X3 - X?-3X -2 et B=X"+2X3+2X?4+7X +6.
2. A= X0 -2X5 42X - 3X34+3X?2-2X et B=X*1-2X34+X?2-X+1.
[Exercice corrigé]
Exercice 388 Trouver le pged des trois polynémes :
A = X°+4X'+6X°+6X°+5X +2

B = X?’+3X+2
C = X342X24+X+2.

Exercice 389 Soit les polynomes de R[X] :

A = (X432 (X +1)(X2+1)°
B = (X+3)*X +2*X*+1)
C = (X+3)(X+2)(X*+1)~
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1. Combien A posséde-t-il de diviseurs normalisés? et B? et C'7
2. Ecrire le pged et le ppem de A et B.
3. Ecrire le pged et le ppem des trois polynémes A, B et C.
Exercice 390 1. Trouver le pged de X?* — 1 et X' —1; le pged de X280 — 1 et X0 — 1.

2. Montrer que quels que soient les entiers positifs b et ¢, X* — 1 divise X% — 1. En déduire
que le reste de la division de X% —1 par X? —1 est X" — 1 oil r est le reste de la division
dans N de a par b. Quel est alors le pged de X* — 1 et X* — 17 Application : trouver le
pged de X210 — 1 et X920 1,

3. P étant un polynome quelconque de C[X], et a et b deux entiers naturels, quel est le pged
de P* —1 et P’ — 17 Indication : utiliser le théoréme de Bézout dans Z et dans C[X].

Exercice 391 Soit A € C[X] et B € C[X].
1. A-t-on pged(A,B) =1 <= pged(A+ B,AB) =17
2. A-t-on pged (A, B) = pged(A + B, AB)?

Exercice 392 Soit n un entier strictement positif.

1. Démontrer qu’il existe un unique couple de polyndémes P et () de degrés strictement
inférieurs a n tels que (1 — X)"P(X) + X"Q(X) = 1.
2. Démontrer que P(1 — X) = Q(X) et Q(1 — X) = P(X).

3. Démontrer qu’il existe une constante a telle que
(1-X)P'(X)—nP(X)=aX""".

En déduire les coefficients de P et la valeur de a.
Réponse : a = —(2n — 1)Cy L.
Exercice 393 Déterminer les polynomes P € R[X]| et () € R[.X], premiers entre eux, tels que
P? + Q% = (X? 4+ 1)%. En déduire que I'équation 2 + y*> = 2? a une infinité de solutions (non
proportionnelles) dans Z.

Exercice 394 1. Montrer que les polyndmes X — 1 et X — 2 sont premiers entre eux et en
déduire d = pged((X — 1)2, (X — 2)3) et des U et V polynomes tels que
UX-1)2+V(X -2)P°=d.
2. Déterminer le polyndéme P, de degré minimal, tel que le reste de la division euclidienne
de P par (X —1)? est 2X et le reste de la division euclidienne de P par (X —2)? est 3X.

Exercice 395 Montrer que les polynomes complexes P = X9 + X +1et Q = X° + X + 1
sont premiers entre eux.

7.3 Racines, décomposition en facteurs irréductibles
Exercice 396 1. Montrer que le polynéme P(X) = X° — X2 + 1 admet une unique racine
réelle et que celle-ci est irationnelle.

2. Montrer que le polynéme Q(X) = 2X3 — X? — X — 3 a une racine rationnelle (qu’on
calculera). En déduire sa décomposition en produit de facteurs irréductibles dans C[X].
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Exercice 397 Soit P(X) = a, X" + -+ + ag un polynome a coefficients entiers premiers entre
eux (c’est a dire tels que les seuls diviseurs communs a tous les a; soient —1 et 1). Montrer que

sir =L avec p et g premiers entre eux est une racine rationnelle de P alors p divise ag et ¢
divise a(i.
Exercice 398 Soit P € Q[.X] un polynome de degré n.

1. Montrer que si P est irréductible dans Q alors il n’a que des racines simples dans C.

2. Soit A € C une racine de P, de multiplicité strictement plus grande que §.M0ntrer que

A est rationnel.

Exercice 399 Montrer que le polynome n X" — (n+2) X"+ (n+2)X —n admet une racine
multiple. Application : déterminer les racines du polynéme 3X° —5X* +5X — 3.

Exercice 400 Soit P = (X? — X + 1) + 1.
1. Vérifier que ¢ est racine de P.
2. En déduire alors la décomposition en produit de facteurs irréductibles de P sur R[X]

3. Factoriser sur C[X] et sur R[X] les polynomes suivants en produit de polynémes irré-
ductibles : P = X*+ X?2+1, Q=X"+1, R=X - X°+ X4 - X34+ X? - X + 1,
S'=X5—13X*+67X3 —171X? + 216X — 108 (on cherchera les racines doubles de S).

Exercice 401 Décomposer dans R[X], sans déterminer ses racines, le polynome P = X4 + 1,
en produit de facteurs irréductibles.

[Exercice corrigé]
Exercice 402 Pour tout a € R et tout n € N*, démontrer que X — a divise X" — a™.
Exercice 403 Décomposer X'? — 1 en produit de facteurs irréductibles dans R[X].

Exercice 404 Prouver que B divise A, ol :
A= X3+2 L X3+l L X3 ot B= X2+ X 41,
A= (X +1) — X —2X —let B= X(X +1)(2X + 1),
A=nX"" —(n+1)X"+1et B=(X—1)%
Exercice 405 Soit P € Z[X] et n € Z; notons m = P(n); (deg(P) > 1).
1. Montrer que : Yk € Z, m divise P(n + km).
2. Montrer qu’il n’existe pas de polynome P dans Z[X], non constant, tel que pour tout
n € Z, P(n) soit premier.

Exercice 406 Soit P un polynome de R[X] tel que P(x) > 0 pour tout = € R.
Montrer qu'il existe S, T € R[X] tels que P = S*+T? (on utilisera la factorisation dans C[X]).
Indications :

1. Soient a,b € R, déterminer ¢, d € R tels que : ab = ¢ — d?, vérifier que (a®+0?)(2+d?) =
(ac+ bd)* + (bc — ad)?.
2. Résoudre le probléme pour P de degré 2.

3. Conclure.

Exercice 407 Soit 0 € R; on suppose sinnf # 0. Déterminer les racines du polynéme P =
Son_ CFsin k@ X*. Vérifier que ces racines sont toutes réelles.

Exercice 408 Soit a € C, P € C[X] et @ € C[X], premiers entre eux. On suppose que a est
racine double de P? + Q2. Montrer que a est racine de P> + Q.
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Exercice 409 Pour n € N*, quel est I'ordre de multiplicité de 2 comme racine du polynéme
nX"? — (dn+ )X +4(n + 1) X" — 44X

[Exercice corrigé]

Exercice 410 Pour quelles valeurs de a le polynome (X + 1)" — X7 — a admet-il une racine
multiple réelle ?

[Exercice corrigé]

Exercice 411 Montrer que le polynome X3 + 2 est irréductible dans Q[X]. Factoriser ce po-
lynome dans R[X] et dans C[X].

Exercice 412 Dans R[X] et dans C[X], décomposer les polynémes suivants en facteurs irré-
ductibles.

1. X3-3.
2. X121,

[Exercice corrigé]

Exercice 413 Quelle est la décomposition de X° + 1 en facteurs irréductibles dans C[X]?
Dans R[X] 7

Exercice 414 Soit P le polynome X* 4+ 2X? 4 1. Déterminer les multiplicités des racines 7 et
—i, de deux fagons différentes : soit en décomposant P dans C[X], soit en utilisant le polynome
dérivé de P.
Exercice 415 Soit le polynéme P = X® +2X6 + 3X4 4+ 2X2 + 1.

1. Montrer que j est racine de ce polynoéme. Déterminer son ordre de multiplicité.

2. Quelle conséquence peut-on tirer de la parité de P?

3. Décomposer P en facteurs irréductibles dans C[X] et dans R[X].

Exercice 416 Soit F le polynome du troisiéme degré : aX?® +bX2% +cX +d avec a,b,c,d € R
et a # 0, et soit x1, w9, x3 ses trois racines dans C. Trouver un polynéme ayant pour racines
T1T9, o3 et Tr3xy.

Exercice 417 Soient x1, Ty, z3 les racines de X? — 2X? + X + 3. Calculer 23 + 23 + 3.

Exercice 418 Soit n € N fixé. Montrer qu’il y a un nombre fini de polynémes unitaires de
degré n a coefficients entiers ayant toutes leurs racines de module inférieur ou égal a 1.

Exercice 419 Soit n > 2 et P,,(X) = > 5 X*. P, a-t-il une racine double?
k=0

Exercice 420 Résoudre les équations :

1. PP/P" =18P ou P € R[X].

2. P(X?) = (X?+1)P(X) ou P € C[X].
Exercice 421 Soit P € R[X] scindé sur R a racines simples.

1. Montrer qu’il en est de méme de P’.

2. Montrer que le polynéme P? + 1 n’a que des racines simples dans C.
Exercice 422 Soit n € N*et P(X)=(X+1)" — (X —1)".

1. Quel est le degré de P?

2. Factoriser P dans C[X].
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p km 1
3. Montrer que Vp € N* cotan = .
anewp U cotan(3 =) = ot
Exercice 423 Factoriser dans R[X] :
1. X6 +1.

2. X%+ X6+ X34+ 1.

[Exercice corrigé]

7.4 Divers

Exercice 424 Montrer que pour tout n € N* il existe un polynéme P, et un seul tel que
V8 € R, P,(2cosf) = 2cosnb.

Montrer que P, est unitaire et que ses coefficients sont entiers. En déduire les r rationnels tels
que cos rm soit rationnel.

Exercice 425 Déterminer, s’il en existe, tous les idéaux J de R[X] tels que : I(P) C J C R[X],
avec I (P) idéal engendré par P dans les cas suivants :

P=X?4+X+4+1, P=X?4+2X+1, P=X*+3X—-4.
Exercice 426 Trouver un polynome P de degré < 2 tel que
P(1)=—-2 et P(-2)=3 et P(0)=-1

[Exercice corrigé]

Exercice 427 Trouver un polynoéme P de degré minimum tel que
P0)=1 et P(1)=0 et P(-1)=-2 et P(2)=14

[Exercice corrigé]

Exercice 428 Trouver les polynomes P de R[X] tels que Vk € Z f:“
pourra utiliser le polynome Q(z) = [ P(t)dt).
Exercice 429 Soit (Fy, Py, ... , P,) une famille de polynéomes de K[X] telle que Vk € {0,... ,n} degP;
k. Montrer & ’aide d’une récurrence soigneuse que cette famille est libre.
R, [X] — R, [X]
P(X)— P(X+1)—- P(X)
1. Montrer que A est linéaire, i.e. que V(a,b) € R? et (P,Q) € R,[X] A(aP + bQ) =
aA(P) + bA(Q).
2. Déterminer ker(A) = {P € R,[X]/A(P) = 0}.
1

Soient Hy =1 et pour k € {1,... ,n} Hy= EX(X_ 1)...(X —k+1). Calculer A(Hy).

Soit @ € R,,_1[X]. Comment trouver P € R,[X] tel que A(P) = Q.
Déterminer P pour Q = X? tel que P(1) = 0.
6. En déduire la somme 12 + 22 4 ... + n?

Exercice 431 Résoudre I'équation d’inconnue P € C[X]: P(X +1)P(X) = —P(X?).

P(t)dt = k + 1 (on

Exercice 430 Soit n € N* fixé et A : {

AN
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Exercice 432 Soit (P, Q) € R,[X]? tels que 3(a, A) € (R™)% Vz €] — a,al,|P(z) — Q(z)| <
Alz" . Que dire de P et Q7
Exercice 433 Soient W, = (X2 —1)", L, = inan

1. Donner le degré de L, son coefficient dominant, sa parité, calculer L, (1). Donner L, L1, Lo.
2. Démontrer : Vn > 1,(X? — 1)W, = 2nXW,,, en déduire :

VneN,(X?—1)L, +2XL, —n(n+1)L, =0.

3. Montrer ensuite : Vn > 1,1, = XL, | +nL, ,, puis nL, = XL, — L,

4. Montrer enfin que les polynémes L, peuvent étre définis par la récurrence :

n—1-

(n+ 1)Ly =2n+1)XL, —nlL, .

Exercice 434 Montrer que si n > 3, ’équation z" + 3" = 2" n’a pas de solution non triviale
(i.e. zyz # 0) dans C[X].

Indication : on peut supposer x,¥, z, sans facteurs communs. Dériver la relation, la multiplier
par z, étudier le degré.

Exercice 435 Soit n € N* P € C[X] de degré n, avec P(0) = 1, P(1) = 0, montrer :

1
sup |[P(z)] > 1+ —.
|z|=1 n

Indication : wy = erﬁq montrer Z P(wg) = (n+ 1)ag
k=0

Exercice 436 1. Lemme : Soit P € C[X] non constant, zg € C, montrer que
Ve > 0,32 € D(zo,¢) = {z € C||2 — 2| < e}, [P(2)] > [P(20)].

Indications : Ecrire P(zy + h) P(z0) + Y08 " 1% pim) ()0t k est le plus petit entier
strictement positif tel que P®(z) # 0.

On se propose de démontrer le théoréme de d’Alembert-Gauss : tout polyndéme non
constant a coefficients complexes admet une racine complexe.

2. Expliquer pourquoi le minimum de la fonction z — |P(z)] est atteint sur un disque centré
en 0, mettons D(0,R), et expliquer pourquoi :

3. Montrer avec le lemme que P(z) = 0.
(X

Exercice 437 Soit n € N*, et P(X) =
factoriser dans C[X].

+ 1)" — (X — 1)™. Quel est le degré de P? Le

Exercice 438 Soit P € R[X]| un polynéme dont tous les zéros sont réels et distincts, montrer
que ¢ = (P")? — PP" n’a pas de zéro réel.
Exercice 439 Soit K C C un corps pour les lois usuelles sur C et P € K[X] non constant.

1. Montrer que si « est racine de P de multiplicité m € [1,4o00[ alors « est racine du
polynoéme P’ avec la multiplicité m — 1.
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2. On suppose K = R et P scindé sur R. Montrer que P’ est scindé sur R (on utilisera le
théoréme de Rolle).

Exercice 440 Soient m,n € [1,+oo[, d = pged(m,n) et P = X™ —1,QQ = X" —1,D =
X4-1eC[X].

1. (a) Montrer que si # € C est racine commune de P et ) alors x est racine de D (on
pourra utiliser I'égalité de Bézout dans Z).

(b) Montrer que si y € C est racine de D alors y est racine commune de P et () (utiliser
la définition de d).

2. (a) Solent A, B € C[X] tels que toute racine de A est racine de B. Peut-on en déduire
que A divise B 7 Méme question si les racines de A sont simples.

(b) Montrer que les racines de D et P sont simples et en déduire que pged (P, Q) = D.
Exercice 441 Soient les polynomes complexes P, = X3—2, P, = X*+4 et Py = X*+4X3+8.
1. Etudier leur irréductibilité sur C et sur R.
2. Montrer que Pj est irréductible sur Q (on utilisera que v/2 ¢ Q).
3. Montrer que P, est réductible sur Z.

4. Montrer que Pj est irréductible sur Z.

Exercice 442 Soit P = X* — 5X3 + 9X? — 15X + 18 € C[X]. Déterminer toutes les racines
complexes de P sachant que deux d’entre elles ont 6 pour produit.

8 Fractions rationnelles

Exercice 443 Décomposer les fractions rationnelles suivantes :

S| sur C puis sur R
XS

X3—1
X2+ X +1

(X —1)2(X +1)2

sur R

sur R

1

P =Gy

sur C en remarquant que F(jX) = F(X)
X"+1
(X2+1)(X2+X+1)

3X5+2X4+ X2 43X +2
X++1

sur R

sur R

X1 sur C puis sur R

X34+ X
(XZ+ X +1)2

X3-3X24X—4
X—-1

sur R

Exercice 444 1. Décomposer en éléments simples sur R.

2X34X2-X+1

2. Décomposer I oa%

en éléments simples sur R.



8 Fractions rationnelles 51

2X3+X2-X+1
XZ2X+1
X442Xx241
X2-1
% en éléments simples sur R.
X5+ X441
X3-X
X54 X141
X(X—1)F
X5+ X441
(X-1)3(X+1)2
7 .1, .
(X;%jm en éléments simples sur R.
(3—2i) X —5+3i
X2+iX+2
X+i
X2+
12. Décomposer ﬁ en éléments simples sur C.
X241
X441

Décomposer en éléments simples sur R.

Décomposer en éléments simples sur R.
Décomposer
Décomposer en éléments simples sur R.

Décomposer en éléments simples sur R.

Décomposer en éléments simples sur R.

D T

Décomposer

10. Décomposer en éléments simples sur C.

11. Décomposer en éléments simples sur C.

13. Décomposer en éléments simples sur R et sur C.

14. Décomposer X4L+1 en éléments simples sur R et sur C.

X24 X 41
X441
X34+ X+1
X471
X954 X 41
X6-1

3— 2, 2, .
m en éléments simples sur R et sur C.

W)&QH) en éléments simples sur R et sur C.
X2-3
(X2+1)(X2+4)

15. Décomposer en éléments simples sur R et sur C.

16. Décomposer en éléments simples sur R et sur C.

17. Décomposer en éléments simples sur R et sur C.

18. Décomposer
19. Décomposer

20. Décomposer en éléments simples sur R et sur C.
[Exercice corrigé]

20t + 23 + 322 — 62+ 1
23 — x2 )

Exercice 445 Décomposition en éléments simples & =

[Exercice corrigé]

20° — 813 4+ 822 — 4w + 1
x3(x —1)2 '

Exercice 446 Décomposition en éléments simples & =

[Exercice corrigé]

428 — 22° + 11a2* — 23 + 1122 + 22+ 3
r(x?+1)3 '

Exercice 447 Décomposition en éléments simples & =

[Exercice corrigé]

1
X—a(X )
formule de Taylor en a pour f(X) = (X —a)"F(X), décomposer F sur R.

Exercice 449 Donner une CNS sur f € C(X) pour qu’il existe g € C(X) tel que f =¢'.

Exercice 450 On appelle valuation une application v : C(X) — ZU{oo} telle que : A € C* =
v(A) =0,v(0) =00,3a € C(X) : v(a) =1

V(f,9) € C(X)*,v(fg) = v(f) + v(g)

V(f,9) € C(X)*v(f +g) > min(v(f),v(g))

(avec les convention évidentes k4 oo = 00, Vk > 1 : koo = 00,000 = 0, etc.) Déterminer toutes
les valuations de C(X) et montrer la formule (la somme portant sur toutes les valuations) :

Vf e CX) - {0},> u(f) =0

Exercice 448 Soient a et b deux réels distincts et F'(X) =

~. En utilisant la
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Deuxiéme partie

ANALYSE 1

9 Propriétés de R

9.1 Les rationnels Q

Exercice 451 1. Démontrer quesi r € Qet x € Qalors r+x € Qetsir #0r.x € Q.
2. Montrer que /2 ¢ Q,

3. En déduire : entre 2 nombres rationnels il y a toujours un nombre irrationnel. (On pourra
utiliser la propriété : pour tout réel a > 0, il existe un entier n tel que n > a.)
[Exercice corrigé]

Exercice 452 Les nombres suivants sont-ils des rationnels 7 des décimaux ?
a=1/3, b=1/15, c¢=1/25 d=1/125, e, f=0,333---3---, g=+/2,

h = 0,123456789123456789123---, i =0,1234567891011121314---, j ==, k= 13/7,
[ =27/17.

Exercice 453 (Un procédé géométrique d’approximation de /2) Dans le plan 20y, on
porte sur Ox une suite de points aq, as, . .. , @y, ... et sur Oy une suite de points by, by, ... ,b,, ...,

construites de la maniére suivante :
(i) a1 =2et by =1,
(ii) a, = 22=tfbemt
(iii) a,b, = 2 (le rectangle de cotés a, et b, a pour aire 2).
1. Représentez cette suite de rectangles de cotés a,, et b,.
2. Démontrez successivement que : Vn, b, < a,; (a,)nen décroissante; (b,),en croissante.

3. Calculez a, — b, en fonction de a,,_1 — b,_1 et a,. Montrez que 'on a l'inégalité :

(an—l - bn—1)2

4

a, — b, <

4. Calculez les premiers termes de la suite aq,as, ... ,ag. Combien de décimales exactes de
v/2 obtenez-vous & chaque pas ? Utilisez I'inégalité précédente pour montrer que le nombre
de décimales exactes obtenues double grosso modo & chaque pas.

Exercice 454 Calculer avec une calculette : %+ % +% et 1— % — % — % Expliquer le résultat.

Exercice 455 On considére les nombres rationnels inférieurs & v/2. Y a-t-il un nombre rationnel
juste avant v/2, plus grand que tous les nombres rationnels inférieurs a /27

Une suite de nombres rationnels a-t-elle pour limite un nombre rationnel 7

Une suite de nombres décimaux a-t-elle pour limite un nombre décimal ?

Exercice 456 Soient a et b deux rationnels positifs tels que /a et Vb soient irrationnels.
Montrer que v/a 4+ v/b est irrationnel.

Exercice 457 Soit p(z) = >, a;z". On suppose que tous les a; sont des entiers.

&

1. Montrer que si p a une racine rationnelle 3 alors « divise ag et ( divise a,.

2. On considére le nombre /2 + /3. En calculant son carré, montrer que ce carré est racine
d’un polyndéme de degré 2. En déduire, a 'aide du résultat précédent qu’il n’est pas
rationnel.
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[Exercice corrigé]

Exercice 458 Trouver sous la forme g des rationnels x dont les dévelopements décimaux
périodiques sont donnés par :

31414 ... 0,999 ... 3,1499 ..
Exercice 459 1. Soit N, = 0,19971997...1997 (n fois). Mettre N, sous la forme 2 avec
p,q € N*.
2. Soit M =0,199719971997...... Donner le rationnel dont I’écriture décimale est M.

3. Méme question avec: P =0, 11111 ...40,22222 .. .+0, 33333 .. .+0, 44444 .. +0,55555 . . .+
0,66666 ...+ 0,77777. ..+ 0,88888...+0,99999. ..

[Exercice corrigé]

Exercice 460 Montrer que I'ensemble {73 ; r € Q} est dense dans R.

Exercice 461 Montrer que % est irrationnel.

[Exercice corrigé]

Exercice 462 Soit a € R, montrer :

1
ﬂn@erNﬁa—qg—g
q q
Indication : considérer les parties fractionnaires de 0, a, 2a, ..., qa et la partition [0, %[, [%, %[, ...[‘%1, 1]

de [0, 1].

Exercice 463 Montrer que I’ensemble des nombres dyadiques :

{%JmMEZxN}

est dense dans R.

9.2 Maximum, minimum, borne supérieure...

Exercice 464 Le maximum de 2 nombres z,y (c’est-a-dire le plus grand des 2) est noté
max(z,y). De méme on notera min(x,y) le plus petit des 2 nombres z,y. Démontrer que :

r+y+ |z —yl
2

r+y—|r—yl

et min(x,y) = 5

max(z,y) =

Trouver une formule pour max (z,y, 2).

[Exercice corrigé]

Exercice 465 Déterminer la borne supérieure et inférieure (éventuellement infinies) de : A =
{un,n € N} en posant u,, = 2" si n est pair et u,, = 27" sinon.

[Exercice corrigé]

Exercice 466 Déterminer (s'ils existent) : les majorants, les minorants, la borne supérieure,
la borne inférieure, le plus grand élément, le plus petit élément des ensembles suivants :

[QHO@,NJWQ,N,{EU”+%,nENﬁ.

[Exercice corrigé]
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Exercice 467 Soit

1
I:{x€R|—2<x+—<2}.
2x

1. Montrer que [ est la réunion de deux intervalles.

2. Déterminer (s'ils existent) : les majorants, les minorants, la borne supérieure, la borne
inférieure, le plus grand élément, le plus petit élément de [.

Exercice 468 Les ensembles suivants ont-ils une borne supérieure, un plus grand élément, une
borne inférieure, un plus petit élément, dans D, dans Q, dans R, (si la question se pose) ?

1. [0,3],
2. {0} U]1,2],
3. DnJ0,1/3],
4. {z|IneN, z=1/n},
5. {r e Q| 2?* < 2}.
Exercice 469 On considére I'ensemble des nombres de la forme l—i-%, ou n décrit 'ensemble des

entiers strictement positifs. Cet ensemble est-il majoré ? Minoré ? A-t-il un plus petit élément ?
Un plus grand élément ? Justifier vos réponses.

Exercice 470 Etant donné un ensemble A C R, écrire avec des quantificateurs les propriétés
suivantes :

1. 10 est un majorant de A,

m est un minorant de A,

P n’est pas un majorant de A,
A est majoré,

A n’est pas minoré,

AR

A est borné,

7. A n’est pas borné.

Exercice 471 Soit E 'ensemble des réels de la forme Zﬂ?z avec n € N*, L’ensemble F admet-il

une borne inférieure, une borne supérieure, un plus grand élément, un plus petit élément ?

Exercice 472 Soit E = {1 cosn | n € N*}; calculer inf E et sup E.

Exercice 473 Soient A et B deux parties non vides de R telles que pour tout x de A et tout
y de B on ait z < y. Démontrer que sup A et inf B existent et que sup A < inf B.

Exercice 474 Soit (aij) une famille non vide et bornée de réels; comparer :

(4,5)eIxJ

inf(supa;;) avec sup(infa;;).
(] ,] ] K3

Exercice 475 Soit A une partie majorée de R d’au moins deux éléments et x un élément de
A.

1. Montrer que si & < sup A, alors sup(A \ {z}) = sup A.
2. Montrer que si sup(A \ {z}) < sup A, alors z = sup A.
Exercice 476 Soient A et B deux parties bornées de R. On note A+B = {a+b | (a,b) € AxB}.
1. Montrer que sup A + sup B est un majorant de A + B.
2. Montrer que sup(A + B) = sup A + sup B.
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[Exercice corrigé]

Exercice 477 Soit A et B deux parties bornées de R. Vrai ou faux?
1. AC B=supA < sup B,
2. BC A= inf A <inf B,
3. sup AU B = max(sup A, sup B),
4. sup(A+ B) < sup A + sup B,
5. sup(—A) = —inf A,
6. sup A + inf B < sup(4 + B).
[Exercice corrigé]

Exercice 478 Donner la borne supérieure et la borne inférieure (si elles existent) de I'en-
semble :
1
n—x, *
D= Tln e N* ¢
n -+ n

Cet ensemble admet-il un maximum, un minimum ?

Exercice 479 Soient n € N* et a; < as < ... < a,, n nombres réels. Calculer :

n
inf Z lr — a;|.
zeR
k=1

Exercice 480 Soit f: R — R, f(z) = 23 — 3x. Tracer les graphes des fonctions f,|f], f1, f-
ol : f—‘r = maX(f7 0)7 f— = min(f, 0)

Exercice 481 Si a = sup A, montrer qu’il existe une suite d’éléments de A qui converge vers
a. Réciproque.

Exercice 482 Soit A = QN 10,1 et a,b € R,. On considére les applications suivantes de A
dans R :

S — g =
q q+p q Ptq
Déterminer la borne supérieure et la borne inférieure de f(A) et de g(A).

P q—p p aq+bp
f —

2p2—3¢q

Exercice 483 Soit A ’ensemble des nombres réels qui peuvent s’écrire =z = P

entiers vérifiant 0 < p < gq.

pour p et g

1. Montrer que A est minorée par —3 et majorée par 2.

2. Déterminer inf A et sup A (pour la borne supérieure on pourra prendre ¢ = p + 1).

Exercice 484 Soit (u,)nen une suite bornée. On pose A, = sup,.,u, et B, = inf,-,u,.
Montrer que (A,)pen est une suite décroissante bornée et que (B,),en est une suite croissante
bornée. Soit L = lim, . A, et | =lim, . B,.

1. Dans le cas particulier ol u, = 22 cos 2%, calculer L et [.
n n+1 37

2. Montrer que :

Ve >0, dpeN, Vn=>p, u,>1—¢
Ve>0,VpeN, dn>p, u, <l+¢

3. Interpréter ces propriétés. Enoncer des propriétés analogues pour L. Démontrez-les.
4. Que peut-on dire de (u,) si L =17
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Exercice 485 Soient x et y deux réels strictement positifs. On pose

2xy
r+y

r+y

1
q= §($2 +9?)

Montrer que a, g, h, ¢ sont rangés dans un ordre indépendant de z et y.

Exercice 486 Soient A et B deux parties non vides bornées de R.
1. Montrer que AU B est bornée et que sup(A U B) = max(sup(A), sup(B)).
2. Enoncer un résultat analogue pour inf(A U B).
3. Qu’en est-il pour AN B?

9.3 Divers

Exercice 487 Démontrer par récurrence sur n que pour tout n > 2 'implication
2> -1,z #0=[(14+2)" > 1+ nx]

est vraie.

Exercice 488 Soient ay,...,a,, bi,...,b, € R, les a; n’étant pas tous nuls. Soit p(x) =
S (a; + xb;)*. Montrer que le discriminant de cette équation du second degré est < 0. En

déduire que :
" /2 ;. 1/2
<(za) (o)
i=1 i=1

n 1/2 n 1/2 " 1/2
(Seew) < (5) +(24)

i=1 i=1

n
E a;b;
i=1

et que

Exercice 489 Deux entiers naturels distincts peuvent-ils vérifier la relation a® = b ?

Exercice 490 Résoudre I'équation v/41 + x + /41 — x = 4, z étant un réel positif.

Exercice 491 Si a et b sont des réels > 0, montrer que :
Va+ Vb <2vVa+b.

[Exercice corrigé]

Exercice 492 Soient x = (z1,...,2,) et y = (y1,-.. ,Yn) € R™ On note ||z|; = >, || et
[2]lo0 = maxi<icnzil-
Montrer que dans les deux cas on a :

lz +yll < =l + llyll

Exercice 493 Pout tout x € R on note E(x) sa partie entiére et {x} sa partie décimale.
1. Tracer les graphes des fonctions x — E(z) et z — {z}.
2. Montrer les relations suivantes : E(x)+ E(y) < E(z+y), E(x+n) = E(z)+n pour tout
neZ,kE (%) = E(x) pour tout n € N*.

3. Déterminer lim F(z) et lim{x} lorsque x — —1; et + — —1_. Ces fonctions ont-elles une
limites lorsque x — —17
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Exercice 494 Pour tout z,y € R et A > 0 montrer que :

2

2zy < % + A2

Exercice 495 Soit deux nombres réels a et b vérifiant : —1 < a <4 et -3 <b< —1.
Donner un encadrement de a — b et de a/b.
Exercice 496 On note E(x) la partie entiére d’un réel x.

1. Montrer que V(z,y) € R* E(z)+ E(y) < E(x +y) < E(z) + E(y) + 1.

2. Calculer E(z) + E(—z) pour x € R.
Exercice 497 Soit f : R — R croissante telle que V(z,y) € R? f(z+y) = f(x)+ f(y). Montrer
que

3. Montrer que Vn € N* et Vo € R E(z) = E(

1. vne N f(n)=n

2. VneZ f(n) =nf(1).
3.VqeQ  flg) =qf(1).
4

. VzeR f(z) =zf(1) (on pourra utiliser la densité de @ dans R pour encadrer z par
des rationnels de plus en plus proches de z).

fQ).

[Exercice corrigé]

n n
Exercice 498 Soient n € N* et (21, 2o, ..., 7,) € R" tels que > z; = > 27 = n. Montrer que
i=1 i=1

Vie{l,..,n},x;=1.

Exercice 499 Soient n € N*, et (x1, z9,...,x,) € [0,1]", montrer que :

n

=1

Exercice 500 Soit A une partie de R vérifiant :
A#0,

Ve € A,Je, > 0,]x — e, x + €,[C A,
Ve eR: (Ve >0,]Jz —e,x+c[NA#0) =z € A
Montrer que A = R.

Exercice 501 Montrer :

n—1
k
Vn > 1,Vz € R, ZE(x + E) = E(nz).
k=0

Exercice 502 Soient A et B deux parties denses de R, AB et A+ B sont-elles denses ? Etude
de la réciproque.

Exercice 503 Démontrer que :

Vn e N E(vn+vVn+1)=E(4n+2).
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10 Suites

10.1 Découverte

Exercice 504 1. Dessiner les suites suivantes :
2
n — 25
a) U, = ——— rendre 2 cm comme unité sur O

U, = (—=1)"
1 1 .

U, = —cosn v, = —|cosn| (n en radians)
n n

)
)
(d) u, =cosn
)
)

() up =1;us=2;u3=3;u4=—1;u,=2pourn >5.
_1)m
f) u, = (2 +>1 (prendre 10 cm comme unité sur Oy)
n
(g) u, = cos o
6
1
(h) w, = sin NG (prendre 1 cm comme unité sur Oy)
n
(i) u, =n?+1
1
(G) up=————— (pour n >2)

n+ (=1)"/n

2. Classer les dessins par paquets en précisant vos critéres.

L ou -+ ? Mettre en

3. Pour chaque suite, pouvez-vous trouver [ et n tels que |u, — | < 5 100 -

relation avec le classement précédent.

4. Les énoncés suivants sont-ils vrais ou faux?

a ne suite a termes positiis qui tend vers U es ecroissante a partir d'un certaln rang.
Une suite a t positifs qui tend vers 0 est décroissante a partir d’ tai g

(b) Si une suite a une limite strictement positive, tous ses termes sont strictement positifs
a partir d’un certain rang. Réciproque ?

10.2 Convergence

Exercice 505 Soit (u,),en une suite de R. Que pensez-vous des propositions suivantes :
e Si (uy,), converge vers un réel [ alors (usy), et (ugni1), convergent vers [.

® Si (ugn)n et (ugny1)n sont convergentes, il en est de méme de (uy,)p.

® Si (ugn)n et (ugny1)n sont convergentes, de méme limite [, il en est de méme de (uy,),.
[Exercice corrigé]

Exercice 506 Montrer que toute suite convergente est bornée.

[Exercice corrigé]

Exercice 507 Montrer que la suite (u,),ey définie par

n’est pas convergente.

[Exercice corrigé]

an—pn

Exercice 508 Etudier la suite u,, = ol

a et b étant donnés dans R7 .
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Exercice 509 Les énoncés suivants sont-ils vrais ou faux?
1. Si une suite positive est non majorée, elle tend vers +oo.
2. Si une suite d’entiers converge, elle est stationnaire.
3. Siune suite a un nombre fini de valeurs, elle converge si et seulement si elle est stationnaire.
4. Une suite est convergente si et seulement si elle est bornée.
5. Si une suite n’est pas majorée, elle est minorée.

Exercice 510 Soit [ un nombre réel. Peut-on dire qu’une suite qui vérifie
Ve €]0,1[, INe N, Vn > N, |u, — | <¢

converge vers [ 7

Exercice 511 Construire une suite wu, = v,w, (resp. v, + w,) convergente et telle que 1'une
au moins des suites (v,) et (w,) diverge.

Exercice 512 Vrai ou faux : il existe une suite (u,) telle que (u,41 — u,) tend vers 0 et qui
diverge.
Exercice 513 Encadrer la suite (u,) définie par u, = Y7 —>=55. Que peut-on en déduire?
Exercice 514 1. Que peut-on dire d’une suite qui vérifie lim,,_., nu, =07

2. Que peut-on dire d’une suite qui vérifie lim,,_. nu, =17

3. Que peut-on dire d’une suite qui vérifie lim,,_, nu, = +oo?

Un+41
Un

Exercice 515 Etant donné k € R, que peut-on dire d’une suite (u,) qui vérifie lim,,_
1.2--m

k? Application : Etudier u, = TI-Gn D)

Exercice 516 Montrer qu'une partie D est dense dans R ssi tout réel est limite d’une suite de
points de D.

Exercice 517 Soit A une partie bornée de R et x un réel.

1. Montrer que x = sup(A) ssi (x majore A et il existe une suite (z,),eny de A qui converge
vers ).

2. Enoncer un résultat analogue pour inf(A).

Exercice 518 Etudier la convergence des suites :

i 1 2n+1 1 1 n=1 1
e ey S nsin(n)

B e L5 cos
[Exercice corrigé]

- n?+k n i «/n+k)

Exercice 519 Montrer qu’une suite d’entiers qui converge est stationnaire a partir d’un certain
rang.

[Exercice corrigé]

1 1
Exercice 520 Soit H, =1 + 5 + .+ —.
n

S |-

1. En utilisant une intégrale, montrer que Vn > 0 T <In(n+1) —In(n) <
n

En déduire que In(n+ 1) < H, <In(n) + 1.
Déterminer la limite de H,,.

Montrer que wu,, = H,, — In(n) est décroissante et positive.

Otk W

Conclusion ?
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[Exercice corrigé]
Exercice 521 Montrer qu'une suite monotone dont une suite extraite converge est convergente.

Exercice 522 Montrer que (u,) converge ssi (uay,), (Ugni1), (us,) convergent (leurs limites
n’étant pas nécessairement égales).

1
Exercice 523 Etudier la convergence de la suite u, = (—1)”n i .
n

2nm
Exercice 524 Soit ¢ un entier au moins égal & 2. Pour tout n € N, on pose u,, = cos —.

q
1. montrer que Up4q = Uy, Vn € N.

2. Calculer u,, et u,411. En déduire que la suite u, n’a pas de limite.
[Exercice corrigé]

Exercice 525 Soit (u,)nen une suite réelle prenant toute les valeurs rationnelles. Montrer que
(tn)nen n’admet pas de limite.

Exercice 526 Soit (u,).en une suite réelle telle que lim u? = \. Que dire de (uy,)nen ?

n—oo
Exercice 527 1. Donner un exemple de suite bornée divergente, puis de suite divergente
telle que
Vk e N, lim z,,p — 2, = 0.
n—oo

2. Donner un exemple de suite divergente qui a une seule valeur d’adhérence (i.e. telle qu’il
existe une seule extraction ¢ telle que x4,y converge).

3. Donner un exemple de suite (x,),en divergente telle que Vk > 2, (k) nen converge.

Exercice 528 Que peut-on dire des nombres réels a et b si
. 1 1
VneN,a——<b<a+—7
n n
Exercice 529 Etudier la suite (u,) définie par :

)0 si n est premier
" 674 1/n  sinon .

Si cette suite converge, montrer que sa limite est inférieure a 72. Etudier la convergence de
cette suite.

Exercice 530 On donne la suite (u,) définie par :

U = V2 et Up = /2 — Up_1.

En étudiant les suites (ug,) et (ug,+1), montrer que la suite (u,) est convergente.

Exercice 531 1. Soit (u,), (vn), (w,) trois suites telles que pour n assez grand on ait
v, < Uy < wy,. On suppose que (v,) et (w,) sont convergentes, et on note v = limwv,, et
w = lim w,,. Montrer que pour tout ¢ positif, on a v — e < u,, < w+ € pour n assez grand
(théoréme d’encadrement ). Que peut-on en déduire si v = w?

2. Soit (u,) une suite convergente de limite [. Montrer que la suite

U1+UQ+"‘+U”
n

Up =

est convergente et a pour limite [. Pour cela, encadrer u,, a € prés pour n assez grand, et
en déduire un encadrement de v,,.
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Exercice 532 Soit a un nombre irrationnel positif et (p,) et (g,) deux suites d’éléments de
N* telles que o = lim,,_, f]ﬁ. Montrer que

lim ¢, = lim p, = +oc.
n—oo n—oo

Exercice 533 Etudier la suite u, = In(1 +n(2 + B +---+In(n—1+1Inn)---))).

Exercice 534 Montrer que pour n > 1, I'équation 2™ + 2" ' + 22 + 2 — % = 0 admet une
unique racine positive; on la note u,. Etudier la suite (u,).

Exercice 535 Un ivrogne part a un instant donné d’un point donné. A chaque seconde, il fait
un pas dans une direction inconnue (et qui peut changer de fagon arbitraire a chaque pas).
Comme il se fatigue, ses pas sont de plus en plus courts. Peut-on prévoir qu’au bout d’un
certain temps il restera a moins d’un métre d’une certaine position si on admet que la longueur
de son n-iéme pas est :

1. 1/n métre?

2. 1/n? métre?

10.3 Suites définies par une relation de récurrence

Exercice 536 Soit (u,) la suite réelle définie par récurrence en posant uwy = 1 et u,41 =
V14 u, sin e N
1. Montrer que (u,) est croissante et majorée.

2. Montrer que (u,,) converge vers le nombre réel positif [ qui vérifie > —1—1 = 0 et calculer
l.

Exercice 537 Etudier la suite (u,) définie par
1 2
Upy1 = Eun(un —3u, +4) Vn = 0.

Exercice 538 Etudier les suites :

1. up =0 et upr1 =V, + 2.

2

2. up € Ret upyr = up, —ul.

Exercice 539 (Examen 2000) On considére la fonction f: R — R définie par

2 1
Mo =9+%5 "%

et on définit la suite (,,)n>0 en posant o = 0 et x,41 = f(x,) pour n € N.
1. Montrer que I'équation x® — 3z + 1 = 0 posséde une solution unique a €]0,1/2[.

2. Montrer que Péquation f(z) = z est équivalente a 'équation 3 —3z+1 = 0 et en déduire
que « est 'unique solution de I'équation f(z) = = dans l'intervalle [0, 1/2].

3. Montrer que f(RT) C RT et que la fonction f est croissante sur R*. En déduire que la
suite (z,) est croissante.

4. Montrer que f(1/2) < 1/2 et en déduire que 0 < z, < 1/2 pour tout n > 0.
5. Montrer que la suite (x,),>0 converge vers o.

[Exercice corrigé]
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Exercice 540 Soit a € R. On considére la suite (u,) définie par ug = a et u, 1 = €*» — 2 pour
n = 0.

1. Etudier cette suite si a = 0.
2. Etudier cette suite si a = —10.
3. Etudier cette suite si a = 3.

4. Généraliser en discutant selon la valeur de a.

Exercice 541 Etudier la suite définie par u,,; = 1 + % dans les cas suivants :

1. ug = —4.
2. upg = —2.
3. ug = 2.
4. uy = 3.

(un—3)?

Exercice 542 Etudier la suite (u,) définie par ug = 0 et u, 1 = 1

Exercice 543 Etudier la suite définie par Upr1 =€ " et ug = 0.

Exercice 544 Etudier la suite définie par Upy1 = COS Uy, €t ug = —8.
Exercice 545 Etudier la suite définie par Upi1 = :;ZZLII) et up = 2. En déduire une valeur

approchée & 1078 prés de la racine réelle du polynéme X2 +3X — 7.

—u%—un+24

Exercice 546 Etudier la suite définie par uy = 0 et Upy1 = ——"—— pour n = 0.
Exercice 547 Etudier la suite définie par ug = 0 et Upt1 = —%ufl — %un 4+ 3 pour n = 0.
Exercice 548 Etudier la suite définie par uo = 0 et Upt1 = —%ui — éun + % pour n = 0.

Exercice 549 Etudier la suite définie par uy = 0 et u,,; = In(e — 1 + uy,).
Exercice 550 Discuter suivant les valeurs de u, la nature de la suite u,,; = e"» — 2.

Exercice 551 Soient a et b deux réels strictement positifs ; on définit une suite (u,) par :
up =0 et u, 1 =\ au,+0b

1. Montrer qu’il existe une valeur de uy pour laquelle cette suite est stationnaire.

2. Montrer que si wuy est distinct de cette valeur, (u,) est monotone et bornée. Trouver
lim,, o0 Uy,.

Exercice 552 Etudier suivant les valeurs données a uo appartenant a C les suites :

Uy — 2
Upy1 = w14

 Uupt2
Up+1 = uﬂ+1

B -1
Up+1 = Un"’l

Exercice 553 Soit f: [0,1] — [0, 1]. On considére a € [0, 1] et la suite (uy,)nen vérifiant ug = a
et Yn € N, u,1 = f(u,). Les propriétés suivantes sont-elles vraies ou fausses :

1. Si f est croissante, alors (u,) est croissante.

2. Si (uy) est croissante, alors f est croissante.
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. Si (uy,) est croissante et f monotone, alors f est croissante.

3
4. Si (u,) converge vers une limite [, alors [ est point fixe de f.
5. Si f est dérivable, alors (u,,) est bornée.

6. Si le graphe de f est au dessus de la droite d’équation y = x, alors (u,,) est croissante.

7. Si (uy,) converge vers un point fixe [ de f, alors f est continue en [.
Exercice 554 Etudier la suite définie par u,,; = (1 —u,)? (discuter suivant les valeurs de ).
Exercice 555 Soit f(z) = —2° + 2% —x + 1 et a € [0, 1]. Etudier la suite définie par uy = a et
Up+1 = f(un)

Exercice 556 Etudier la suite définie par ug = 0 et u,11 = (1 + u, + E(u,)) ot E désigne la
fonction « partie entiére ».

Exercice 557 1. Etudier la suite définie par récurrence par ug = a et u,,1 = COS Uy, Ol a
est un nombre réel donné.

2. Etudier la suite définie pour n > 1 par u, = cos(cos(cos(- - (cosn)---))).

vV
n fois cos

Exercice 558 1. Etudier dans C une suite (u,) telle que ¥n € N*, u,,; = u?. Discuter
suivant ug.

A) oll A est un nombre

2. On considére dans C une suite (v,) telle que Vn, v, = %(vn + 2

complexe non nul donné. Etudier 'existence et la convergence de cette suite suivant les

valeurs de vg. On pourra noter a une des racines carrées de A et poser w, = %
n

Exercice 559 1. On donne A > 0, B > 0, ug > 0; étudier la suite définie par la relation

A
de récurrence u, 1 = —— + Bu,.
n+1
An
= . . . n .y .
2. Etudier la suite définie par ug = 0 et u,,1 = % (on pourra utiliser la question
U,

précédente pour terminer).

Exercice 560 On considére la suite réelle définie par :

ro=1 et x,01 =22, +1.

1. Montrer que x,, est supérieur ou égal & 1 pour tout n.

2. Montrer que si (x,) converge, sa limite [ vérifie
Il =+V2l+1.

3. [ étant définie par I’égalité de 2), est-il possible de trouver k € ]0, 1] tel que
Si oui en déduire que |z, — | < k™|xo — [|. Conclure.
Exercice 561 En utilisant les méthodes de I'exercice précédent, étudier les suites définies par :

4+ 3y,
3+ 2y,

Yo=35 Ynp1=

zo=1; zppi=14+—.
ZTL
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Exercice 562 Soit une suite qui vérifie une relation de récurrence

AUp—1 + b
n 1
Y Clup_1+d (1)

1. Montrer que si la transformation homographique : =z — y = ‘C‘fis a deux points fixes

distincts, « et [3, on peut écrire la relation (1) sous la forme : Z”:g = kZ"*i:g. Calculer

n—

Un=a on fonction de ¥=%.
Un — B ul_ﬁ

2. Montrer que si la transformation homographique a un seul point fixe v, on peut mettre

la relation (1) sous la forme : ﬁ = m + k. Calculer u— en fonction de wu;.

3. Utiliser la méthode précédente pour étudier les suites (u,) définies par :
) 4u,, + 2 b) —3u, — 1
a) Upyr = ——— Upp) = —————
n+1 Un+3, n+1 Un_3 s
Su, — 3 2u, — 1
C) Upgp1 = ———— d) upp1 = ——.
) n+1 w, 1 ) ) n+1 u, + 4
Discuter suivant les valeurs de w; ; préciser pour quelles valeurs de u; chaque suite est

définie.

10.4 Limites

Exercice 563 Posons uy; = 1 — & et pour tout entier n > 3,

= (1= ) (1= o)+ (1= ).

22 n?

Calculer u,,. En déduire que 'on a limu,, = =

[Exercice corrigé]

Exercice 564 Calculer, lorsqu’elles convergent, les limites des suites définies par :

> n . nw sinn? — cosn?
U, =n—Vn?>—n U, = /n(n+a)—n U, = — sin — Uy =
2 2 n
Exercice 565 Montrer que les suites définies pour n > 1 par :
n+1 n 1 n
Uu = u = u = — u = 5
" n " n+41 " on241 "ot

admettent toutes des limites que ’on calculera.

Exercice 566 Soit (u,),ecn la suite de nombres réels définie en posant ug = 0etVn > 1, u,1; =
V6 + u,. Montrer que la suite (u,),en est convergente et déterminer sa limite.
n
Exercice 567 Etudier la limite des suites suivantes : = cos ( ‘) b, = V3 —sinn?; ¢, =
n!
n3+2”_d n? —|—( n" (=1)"
3n T p2gn N
Exercice 568 Déterminer les limites lorsque n tend vers l'infini des suites ci-dessous; pour
chacune, essayer de préciser en quelques mots la méthode employée.

= (cosn) sin

1 1 _1\n—1
1.1, —— 5 =5 ... ﬁ;

23 n
2.2/1;4/3;6/5;...;2n/(2n—1);

3. 0,23; 0,233; ... ; 0,233---3;
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n+1)(n+2)(n+3)
3
1+3+5+---+(2n—1)_2n—|—1]

n+1 2
n+(=1)"
n—(=1)»
2n+1 +3n+1
2" 4 3n

0. (1/2+1/4+1/8+---+1/2") puis v2; \/2v2; \/2¢/2V2; ...

o, (1-tp ot B
' 39 27 3n
11 (Vn+1—+/n)

in(n!
19 nsin(n!)

n?+1

13. Démontrer la formule 14+224-3%+ - -+n? = In(n+1)(2n+1); en deduire lim,, o, A Et0?

n

[Exercice corrigé]

Exercice 569 (Méthode d’Héron) Soit a > 0. On définit la suite (u,),>0 par up un réel
vérifiant uy > 0 et par la relation
1 4 a
Ups1 = = | un + — | .
=5 w

On se propose de montrer que (u,) tend vers \/a.

1. Montrer que

2
Up+1 —a =

2. Montrer que si n > 1 alors u,, > y/a puis que la suite (u,),>1 est décroissante.
3. En déduire que la suite (u,) converge vers /a.

4. En utilisant la relation u,,1% — a = (Uny1 — v/a@)(Uny1 + v/a) donner une majoration de
Unt1 — +/a en fonction de u, — +/a.

5. Si u; —+/a < k et pour n > 1 montrer que

2n—1

- eeni(i)

6. Application : Calculer +/10 avec une précision de 8 chiffres aprés la virgule, en prenant
Uy = 3.

[Exercice corrigé]
Exercice 570 On considére les deux suites :

1 1
Up=14+—=4+...+—;neN,
1! n!
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:neN.

Up = Up + —
n!

Montrer que (uy,), et (v,), convergent vers une méme limite. Et montrer que cette limite est
un élément de R\Q.

[Exercice corrigé]

Exercice 571 Soient a et b deux réels, a < b. On considére la fonction f : [a,b] — [a,b],
supposée continue et monotone, et une suite récurrente (u,), définie par :

up € [a,b] et Yn €N, wu,i1 = f(uy).
1. On suppose que f est croissante. Montrer que (u,), est monotone et en déduire sa conver-

gence vers une solution de I’équation f(x) = z.

2. Application :

du, + 5
=4 et VneN, u,pg =———.
Uo (§ n Un+1 un+3

3. On suppose que f est décroissante. Montrer que les suites (uay,), €t (ugnt1)n sont mono-
tones et convergentes.

4. Application :

up =~ et m €N, u, = (1 —u,)’

1
2
Calculer les limites des suites (ugy,)n €t (U2n41)n-

[Exercice corrigé]

Exercice 572 1. Soient a,b > 0. Montrer que vab < “T“’

2. Montrer les inégalités suivantes (b > a > 0) :

b
aéa;— <b et a

Vab < b.

N

3. Soient ug et vy des réels strictement positifs avec ug < vg. On définit deux suites (u,) et
(v,) de la fagon suivante :
Up + Un

Upt] = V/UpUp €t Uppp = 5 .

(a) Montrer que u,, < v, quel que soit n € N.
(b) Montrer que (v,,) est une suite décroissante.

(¢) Montrer que (u,) est croissante En déduire que les suites (u,) et (v,) sont conver-
gentes et quelles ont méme limite.

[Exercice corrigé]

Exercice 573 Soit z un réel.

E(z)+ EQx)+...+ E(nx)

1. Déterminer la limite de wu,, = 5

n
2. En déduire que Q est dense dans R.

Exercice 574 Soit n > 1.

n
1. Montrer que I'équation Y z* = 1 admet une unique solution a,, dans [0, 1].
=1

2. Montrer que (a,)nen est décroissante minorée par %
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1
3. Montrer que (a,) converge vers ;.

[Exercice corrigé]

Exercice 575 Calculer suivant les valeurs de z :

lim [lim [cos(n!wx)]m].

n—oo Lm—0o0

Exercice 576 Soient qg et by deux réels fixés. On définit par récurrence les suites (a,) et (by)
2a,, + b, ayn + 20y,
par any1 = T et bn+1 = T

1. Montrer que ces deux suites sont adjacentes.

ap+b
2. En calculant a,, + b,, montrer qu’elles convergent vers 0 5 0.

n—1

Exercice 577 Soit (u,) une suite qui tend vers 0. On pose z, = — > ug. Montrer que (z,)
T k=0

converge vers 0 ( on pourra fixer ¢ puis séparer la somme en deux et enfin choisir N... ).

In(n)
nn et Vn?.
In"(n)

Exercice 579 Soit (uy)nen une suite réelle dont tous les termes sont non nuls et telle que :

Exercice 578 Déterminer les limites de

Up+1

lim

n—oo

=0.

Unp

Montrer que lim wu, = 0.

n—oo

Exercice 580 Etudier la suite définie par récurrence :
ug =a > 0,upr1 = V14 uy,.

Exercice 581 Etudier la convergence et calculer la limite éventuelle de la suite (uy,),en- définie
par :
" - k
Vn e N ,un:H(l—i-—).

n2
k=1

Exercice 582 Etudier la convergence et calculer la limite éventuelle de la suite (uy)nen définie

par :
n

VnEN,un:ZCi

k=0

-
Exercice 583 Soit ¢ : N — N bijective, telle que lim ¢ — ¢, Calculer .

n—oo n

Exercice 584 Soit ¢ : N — N injective ; montrer que lim ¢(n) = +oc.

n—oo

Exercice 585 Soit (u,),en une suite bornée. On pose v, = Upr1 — Uy €6 Wy, = Vpi1 — Uy, €t
on suppose que (wy,)nen converge. Montrer que lim w, = 0, puis que lim v, = 0.
n—oo

n—oQ

Exercice 586 Soit (u,)nen une suite réelle convergeant vers ¢ et ¢ une bijection de N sur N.
(pas nécessairement strictement croissante!). Montrer que lim wugg,) = £.
n—oo
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Exercice 587 Soient (uy,)nen €t (Un)nen deux suites réelles telles que :

lim u, + v, = lim u,v, = 0.

n—oo n—o0

Montrer que
lim v, = lim u, = 0.

n—oo n—o0

Exercice 588 Soient (u,)nen €t (v, )nen deux suites réelles telles que :

lim u, = lim v, = 400, lim u,+; —u, = 0.
n—oo

n—oo n—oo

Montrer que
E = {u, — v|(n,m) € N*}

est dense dans R.

Exercice 589 Soient (uy,)nen €t (vn)nen deux suites a valeurs dans [0, 1] telles que :

lim u,v, = 1.

n—oo

Montrer que :
lim u, = lim v, = 1.

n—oo n—oo

Exercice 590 Soient (uy)nen €t (v,)nen deux suites convergeant respectivement vers ¢ et L.
Etudier la suite (w,)nen définie par :

1 n
vn € Nyw, = - ;Oukvnk.

Exercice 591 Soit (u,),en une suite bornée telle que :

lim (u, + %) =1.
n—oo 2
Que dire de (uy)pen ?
Exercice 592 Soit f : C — C définie par :
Ve, f(z) = 2t

Etudier la suite définie par :
20 € C,Vn €N, z,01 = f(zn).

Indication : on écrira z, = ppe'®" 0l (p,, ¢,) € R™ x] — 7, 7| et on utilisera :

e OTTL O
sing = 2 81112—”}1(:035.
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10.5 Equivalents

Exercice 593 Que penser-vous de I'énoncé suivant : si (u,) ~ (v,) alors (e"") ~ (e'*). Donner
un énoncé correct.

Exercice 594 1. Montrer que si ¥n € N u,, # 0 et si (u,) — 0 alors In(1 + u,) ~ u,.

a
2. Soit a un réel. Déterminer la limite de (1 + —)".
n

Exercice 595 Comparer les suites suivantes :
_ b, — In(n) _.n d. = (1 nlnn
an =n", = n cp =€, » = (Inn)

Exercice 596 Soient (uy,)nen et (Un)nen deux suites réelles de limite +oo telles que u,, = o(v,,).
Montrer qu’il existe une suite (w,),en de limite +o0o telle que u,, = o(w,) et w, = o(v,).

Exercice 597 Donner un exemple de suites (u,)nen €t (Up)nen telles que u, = O(v,) mais
qu’on n’ait ni u, = o(v,), ni v, = O(u,).

Exercice 598 Etude de (u,)ney définie par :
ug € [0, 1], Upy1 = u?.

Donner un équivalent de u,, quand n — oc.

Exercice 599 Montrer la réciproque du théoréme de Césaro (i.e. lim w, =1) :

n—oo

1. dans le cas ot lim v, = [ et

n—oo

Upt1 — Up = 0(1)7
n
2. dans le cas on (uy)nen est croissante.
Exercice 600 Etudier la suite (tn)nen définie par ug = 1 et ¥Yn € N upyq = u, + % En
utilisant v,, = ”T’zl, donner un équivalent de w,,. Indication : on montrera que nlgr;@ Upt1 —Up = 1,

on en déduira un équivalent de v,, puis de wu,,.

Exercice 601 Soit (u,)nen la suite définie par u, ., = u, + u2. L’¢tudier et, en utilisant
Uy = ui, en donner un équivalent dans le cas ug €] — 1;0]. Que dire dans le cas ug €]0;00[7
(On étudiera v,, = IH(ZL,L"))

Exercice 602 Soient f et g deux formes linéaires sur un espace vectoriel E telles que fg = 0.
Montrer que f = 0 ou g = 0. Etudier la suite (z,)nen définie par g = 1, 2,41 = . En
¢tudiant y, = - 1“ — 3%7 en donner un équivalent.

Exercice 603 Etudier la suite (u,),cy définie par :

s .
ug €10, 5[,un+1 = sin u,.

1

— - ,(réponse : 1

2) en déduire un équivalent de u,* donc de u,.

. 1
Donner lim,_.g po

Exercice 604 Montrer que Yn € N* Jlz,, € [n,n + 1] solution de x — E(x) = % Donner un
équivalent de x,, puis faire un développement asymptotique de x, —n a I'ordre 5 en fonction
de L.

n
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Exercice 605 Etudier la convergence et calculer la limite éventuelle de la suite (uy,)nen+ définie

par :

1 1 1 1
VneNu,=1+=-+..4+——
2 n

n+1 7 n?
On montrera préalablement que :
1 1
1—1—5—1—...4—5 =Inn+y+o(1)

quand n — oo.

11 Limites de fonctions

11.1 Théorie

Exercice 606 Ecrire les définitions des limites suivantes : lim,_,_o f(z) = 1,1 € R;lim,__, f(z) =
+00; lim, ., f(z) = —00, 29 € R.

(On précisera sur quel type d’intervalle la fonction f doit étre définie.)

Exercice 607 Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant x, dans son intérieur.

On suppose que lim, ., f(z) = u > 0. Démontrer qu’il existe ¢ > 0 tel que si 0 < |z — xo| < t
alors |f(z)] > 5.

Exercice 608 Montrer que si une fonction f définie sur £ C R est continue en xy alors la
fonction |f| est, elle aussi, continue en xy. Montrer que la réciproque est fausse.

1 —1-—
Exercice 609 1. Démontrer que liII(l) Vito—yi-z = 1.
r— €x
. 1 mo__ 1 —m
2. Soient m,n des entiers positifs. Etudier lir% Vite Vi-u .
T— xn
1 1
3. Démontrer que lir% -V1i+zx+a2-1)= 3
z—0 r
[Exercice corrigé]
f(z)

Exercice 610 Soit f une fonction de variable réelle telle que T — quand z — oco. Montrer
que pour tout réel « il existe X, tel que f(x) — |ax| > |z| si |x| > X,. En déduire que pour
tout a réel f(z) — ar — oo quand z — oo.

Exercice 611 Soient f et g deux fonctions définies sur R telles que

Ve e Ry g(x) >0 et limM:L#O.

200 g(x)
1. Montrer que
lim f(z) =0<« lim g(x) =0.

Tr—00 r—00

2. Montrer que si L > 0,
lim f(z) =00 & lim g(z) = 0.

T—00 200
Exercice 612
1. Montrer que toute fonction périodique et non constante n’admet pas de limite en —+o0.
2. Montrer que toute fonction croissante et majorée admet une limite finie en +o0.

[Exercice corrigé]
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Exercice 613 Soit [ un intervalle de R et xy € I. Soient f et g deux fonctions de la variable
réelle a valeurs réelles définies sur I := I — {x0}. Montrer que si f admet une limite a droite et
une limite & gauche en xg et que de plus ces deux limites coincident, alors f admet une limite
en xo dont la valeur est la valeur commune des limites a droite et a gauche.

Exercice 614 Soient P et ) deux polyndomes a coefficients réels de degré respectif d et d'.
Etudier suivant les valeurs de d et d’, et éventuellement de certains des coefficients de P et @,

lim P(x)/Q(x).

r——+00

Exercice 615 Soit f : R™ — R* croissante telle que lirf f(x+ 1) — f(z) = 0. Montrer que
f(x)

lim —— = 0. (on pourra utiliser des ¢, sommer des inégalités et utiliser la monotonie de f
rx——+o0o I

pour montrer qu’elle est bornée sur un segment).
Comment généraliser ce résultat ?

11.2 Calculs

Exercice 616 Calculer lorsqu’elles existent les limites suivantes

. 2242 || . 2242 || . 24

CL) hmxﬂo Y b) hmx*},oo Y C) hmxﬂz 237242
: sin? x : Vitr—v14a? :

d) lim, . Treoss e) lim,_o = f) limg oo Vo +5—+o—3
li V1?1 IAE z—1

g) lim, o 15— ) limg . 5

[Exercice corrigé]
Exercice 617 1. Montrer que pour tout 0 < e <1 et pour x € R, on a:
€

4:|x2+x—2|<5.

lz—1] <

2. En déduire :
limz® 4+ —1 et lin%(:zz2 +x — 2)cosx.

a}—)l

Exercice 618 1. Montrer que pour tout a € R™, et pour tout couple de nombres réels
(x,y) appartenant & | — oo, —a] ou & [a, 00|, on a :

2~ < le ]

———| < =slr—y

x oy o a® Y

2. En déduire que pour tout xy € R* et pour tout € > 0 il existe o > 0 tel que :

1 1
|t —zp] <a = |- ——|<e.
X Zo

3. En déduire que la fonction z +— % est continue en tout point de R*.

Exercice 619 1. Pour tout n entier naturel et tout couple de réels (x,y), établir la formule :
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2. Déduire de la question précédente que pour tout entier n tout réel strictement positif a
et tout couple de réels (z,y) tel que |z| < a et |y| < a,

2" — y"| < na™Hx —y).

3. Déduire de ce qui précéde que pour tout xg € R, et pour tout € > 0, il existe a > 0 tel
que :

|z — x| <a = |2" —ap] <e.
Conclure.

4. Sur quel sous ensemble D de R, la fonction de la variable réelle f donnée par

_l—x”

fx) =

11—z
est-elle définie 7 Calculer les limites de f aux bornes de D.

Exercice 620 1. Rappeler que pour tout nombre réels ¢ > 0 il existe un entier n tel que :

L <
— €
2nm
1
—_ £.
2n+1)m

2. Montrer que pour tout nombre réel [, et pour tout € > 0, il existe x €] — ¢, [ tel que :

sin = — 1] > 2
Sin — — —.
x 2

3. En déduire que la fonction x +— sin% n’a pas de limite lorsque x tend vers 0.

4. Montrer que la fonction définie par f(z) = asin(1) pour z # 0 et f(0) = 0 est continue
sur R.

Exercice 621 Déterminer les limites suivantes :

1 2
a) lim va?4+1-—=x b) lim -

Tr—-+00

b /1+1 \F Qi 2r+1—3
C 1m - — — m —-—-—---
z—07F X X =4\ — 2 — \/5

e) lim Va24+1—+va2-1 f)  lim z(vV1+a?—x)

T——+00 T——00

Exercice 622 On rappelle les limites : lim,_,q Sig‘” =1 et lim, . 1_;% = %
Calculer les limites suivantes :

1 in 2
a) lim /z.sin—  b) lim i

z—0+ NG z—0 sin 3z
. Tsinx . sinz —sin2x
¢) lim—— d) lim——
z—01 — cosx z—0 72
. tanx . tanx —sinx
e) lim 1327 f) lim T3 aN
a—0 cos?x —1 z=0  sin®(§)

Exercice 623 Déterminer les limites suivantes, en justifiant vos calculs.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

) T+ 2
lim
z—0+ x21nx

lim 2xIn(z + /7)

z—0t

oot —222+3
llm ——MM—
T—+00 zlnz
. evetl
lim
z—too T + 2
| 1
i Gz +1)
z—0+ 2x
. ¥ —1
lim ———
z—0+ ln(x -+ 1)
. 2 3+ 4
lim 1n< )
z——oco x + 1 1— 22
lim (22 — 1) In(72% + 42° + 3)

z—(=1)"

. 2 3
;BILI% (x —2)"In(2” — 8)
lim z(z” — 1)

z—0t ID(ZE =+ 1)
lim (zlnzx — zln(x 4 2))

T—-+00

2

T x

. e —e
lim

r—too 12 — 1
lim (14 2)™"

z—0t

lim (x—l— 1)36

z—4o0 \x — 3

, 2+ 5\ =
lim ( )
z——4o00 \ 22 + 2

lim -
r——+00 x(x)

[Exercice corrigé]

Exercice 624 Soient a,b des réels positifs. F(z) désigne la partie entiére de x. Montrer que :

lim fE(é) _b

z—0t a X

a

lim éE'(

r—0t I

T
a

) = 0.
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Exercice 625 Calculer les limites suivantes :
. orx—1 . a2 —a™ o . (z+h)m—2" .
lim ; lim —— (a > 0,m,p € N*); hm¥(as€R,n€N)
z—1qx" — 1" z—a P — gP h—0
1 1 i —
lim(\/—+1—\/——1); li COST TSI VT
e—0t \ @ x e  dx+T =0t \/T +

Exercice 626 En utilisant la définition d’une limite, montrer que :
2
= 2.

( ! >:0; b) lim - =
=0t 1 4 e %

lim (3 2) si
) Jim 82 (5
Exercice 627 Calculer les limites suivantes :
1 1 1
li E(=): b 1 E(=); li E(-);
a) lim zE(—); b) lim zE(-); ¢ lim VeE(-);

Q) lim Vl‘%ﬁ; e) lim (Vo+5—vz—3)

Exercice 628 Calculer, lorsqu’elles existent, les limites suivantes :

) l‘n+1 . an-{—l
lim —_—,
T—a m — o

, tanx —sinx
lim — ,
2—0 sin x(cos 2z — cos x)

lim \/x+\/z+ vV — Vo,

T——+00
) T —Ja—+\r—«
lim V- Vo ,
z—at 2 — o2
) 1
limzE (- |,
xr— €T
. et —e?
lim — ,
z—=2732+1x—06
24
, en fonction de a € R.

z—+oo | + x%sin“ x

[Exercice corrigé]

Exercice 629 Déterminer les limites suivantes :
T
en 0

2+ sin(1)
23— 32?2 +5x—3
en 1
4ot 4+ 22 4+2—6

V1+sinz —+/1—sinx
en 0
x
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tan x en 0
n
Vai+4d+ax -2
1—
c2osx on 0
x
1 —sinz 4+ cosx T
, en —
sinx 4+ cosx — 1 2
tan(x + %) — 1
( 4) en 0
V3 —2cos(z + %)
Exercice 630 Etudier les asymptotes de f(z) = ez /z(z + 2)
Exercice 631 Montrer que
1
n(z) ol a >0
i axe/?
En déduire que
1
lim n(z =0, a>0
z—+oo ¢
Exercice 632 Calculer les limites suivantes :
2 2 7T _ 1 n __
a) lim z” + 2z b) lim ° ¢) lim ° n,m € N*
z—0 €T z—1 Q}6 —1 z—1 gm —1
1-— i In(1 3
d) lim LTEST g gy TERT g, O
z—0 T z—0 1 — cosx z—0 x
T _p —azxr __ ,—bx _ _
g) lim = ab>0 b lm gy gy YEDVedVEoa
z—0 xT z—0 X r—at xr2 — o2
Exercice 633 Calculer :
1 X 1
lim In(1+e™*)>, lim ———, lim ™0,
Z—00 z—0 2 4+ sin p z—0t

Exercice 634 Calculer :

I 1 1

11m — .
e—0+ \ (sinz)?  (sinhz)?
[Exercice corrigé]

Exercice 635 Calculer :

1
lim z™E -1,
z—07F

1
lim (In(1 4 ™)), lim ———
lim (In(1+e77))-, o s T

[Exercice corrigé]

Exercice 636 Trouver : .
. ¥ Inx
lim
z—0+ ¥ — 1

[Exercice corrigé]

Exercice 637 Trouver pour (a,b) € (R**)?:

w (50
lim )
T—00 2

[Exercice corrigé]
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Exercice 638 Trouver pour (a,b) € (R™)? :

1

lim .
z—0+ 2

[Exercice corrigé]

12 Continuité et étude de fonctions

12.1 Continuité : théorie

Exercice 639 (Partiel Novembre 96) Soit I un intervalle ouvert de R, f et g deux fonctions
définies sur 1.

1. Soit a € I. Donner une raison pour laquelle :

(1im f() = f(@)) = (lim | f(@)] = |f(@)])

2. On suppose que f et g sont continues sur /. En utilisant 'implication démontrée ci-dessus,
la relation Sup (f, g) = 5(f +g+|f—gl), et les propriétés des fonctions continues, montrer
que la fonction Sup (f,g) est continue sur I.

[Exercice corrigé]

Exercice 640 Soit f une fonction de [a,b] dans [a,b] telle que pour tout x et 2’ (z # ') de
la,b] on ait 1 |f(x) — f(2')] < |z —2/|.
1. Montrer que f est continue sur [a, b].

2. Montrer que I'équation f(x) = x admet une et une seule solution dans [a,b]. (On pourra
introduire la fonction : z — g(z) = f(z) — ).

Exercice 641 1. Soit f une fonction continue sur |a, b[ telle que f(]a,b]) C [a,b]. Montrer,
par considération de ¢(x) = f(x) — z, qu’il existe ¢ dans [a, b] tel que f(c) = c.

2. Soit f une fonction continue sur [0, 1] telle que f(0) = f(1). Montrer qu’il existe ¢ dans
[0, 2] tel que f(c) = f(c+ 3).

3. Un mobile parcours, a vitesse continue, une distance d en une unité de temps. Montrer
qu’il existe un intervalle d’une demi-unité de temps pendant lequel il parcourt une distance
d

5.
Exercice 642 Soit f : [a,b] — R une fonction continue telle que f(a) = f(b). Montrer que

la fonction g(t) = f(t + %5%) — f(t) s’annule en au moins un point de [a, %$2].

Application : une personne parcourt 4 km en 1 heure. Montrer qu’il existe un intervalle de 30
mn pendant lequel elle parcourt exactement 2 km.

[Exercice corrigé]

Exercice 643 Soit f : R — R continue telle que lim f = —oc0 et lJirmf = 400. Montrer que f

s’annule. Appliquer ceci aux polynémes de degré impair.

[Exercice corrigé]
Exercice 644 Soit f: R — R* continue telle que f(0) =1, lim f =0 et 1+imf =0.

1. Montrer qu’il existe a > 0 tel que si |z| > a alors f(z) < 1.

2. Montrer que f est bornée et posséde un maximum.
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Exercice 645 Soient I un intervalle de R et f : I — R continue telle que Vz € I, f(z)* = 1.
Montrer que f =1 ou f = —1.

[Exercice corrigé]

Exercice 646 Soit f : RT — R continue admettant une limite finie en +o00. Montrer que f
est bornée. Atteint-elle ses bornes ?

[Exercice corrigé]

Exercice 647 Soient f et g continues sur [0,1] telles que Yz € [0,1] f(z) < g(x). Montrer
qu'il existe m > 0 tel que Vx € [0,1] f(x) +m < g(z).

Exercice 648 Soit f croissante sur [a,b] et prenant toute valeur entre f(a) et f(b). Montrer
que f est continue.

Exercice 649 Soit f : R — R continue en 0 telle que Vz € R, f(z) = f(2x). Montrer que f
est constante.

Exercice 650 Soit f périodique croissante. Que dire de f?

Exercice 651 Donner un exemple de fonction continue sur [0, 1] non lipschitzienne, puis de
fonction continue en un seul point, puis de fonction discontinue sur les rationnels et continue
sur les irrationnels, enfin de fonction continue telle que f(z) e R\ Qsiz € R\ Q ou si z =0,
et f(x) € Qsixe Q) {0}. Une fonction telle que Vz € R, }Zlir(l) flx+h)— f(x —h) =0 est-elle

continue sur R ? Donner un exemple de bijection de [0, 1] sur [0, 1] discontinue en tout point.
Exercice 652 Soit f continue sur R admettant 1 et /2 pour périodes. Que dire de f?

Exercice 653 Soit f : [0,1] — [0, 1] croissante, montrer qu’elle a un point fixe. Indication :
étudier

E ={x €0,1]|Vt € [0, 2], f(t) > t}.
[Exercice corrigé]
Exercice 654 Soit f : R™ — R croissante telle que = — @ soit, décroissante ; montrer que
f est continue sur R**.

Exercice 655 Soit [ : R** — R une fonction vérifiant :
Vo € RY f(x)e!@ = 2.

Donner les variations de f puis comparer f et In au voisinage de +oc0.
Exercice 656 Soit [ : Rt — R croissante. Construire ¢ : Rt — R continue telle que f < g.

Exercice 657 Donner un exemple d’application f : R — R non constante telle que :

Vo € R, f(x) = f(a?).

On suppose f continue en 0 et en 1, montrer que f est constante.

Exercice 658 Soit f : [0, 1] — [0, 1] continue. Montrer que :
Vn € N*, Ja,, € [0,1], f(a,) = a,.

On suppose [ strictement décroissante. Montrer que a,, est unique et étudier la suite (ay,)nens-

Exercice 659 Existe-t-il une bijection continue de [0, 1] sur R?
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Exercice 660 Soit f : [0,1] — [0,1] continue telle que f? = f(x). On note E; = {z €
0, 1]|f(x) = «}. Montrer que Ef # () puis que c¢’est un intervalle de R.
Trouver toutes les solutions de (x).

[Exercice corrigé]

Exercice 661 Soit f:[0,1] — R continue, évaluer :

lim g(—l)"”f (5).

Exercice 662 Une fonction qui vérifie la propriété des valeurs intermédiaires est-elle nécessai-
rement continue ?

[Exercice corrigé]

Exercice 663 Soit f uniformément continue sur R* telle que Va > 0, la suite (f(xn)),,oy tend
vers 0 quand n — oco. Montrer lim f(x) = 0.

Exercice 664 Soit f € C(R",R) admettant une limite finie en +oo, montrer qu’alors f est
uniformément continue sur R*.

Exercice 665 Soit f continue sur [a, b], montrer :
Ve > 07 Jk € R,V(l‘,y) S [CL, 6}27 ’f(.fll') - f(y)‘ <k |‘T - y| t+e.

Exercice 666 Soit (f,g) € C([0,1],[0,1])?, tel que : fg = gf. On veut montrer que f — g
s’annulle par deux méthodes :

— par 'absurde, utiliser le fait que (f — ¢)([0, 1]) est un segment ne contenant pas 0.

— par 'absurde, en examinant, si f — g > 0 par exemple, min{z € [0, 1]|f(z) = x}.

Le résultat subsiste-t-il si ’on remplace [0, 1] par R?

Exercice 667 Soit f : [0, 1] — R continue, telle que f(0) = f(1). Montrer que :

Vn € N*, dx,, € [O,l—l},f(xn—kl) = f(x,).
n n

Exercice 668 Soit f continue de R dans R, montrer que : lim |f(z)|] = +oo < l'image

|z|—o0

réciproque de toute partie bornée est bornée.

Exercice 669 Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On veut démontrer que

sup f(z) = sup f(x).

a<x<b a<e<b

1. Montrer que

sup f(x) < sup f(x)
a<x<b a<ze<h

Pour cela, on pourra montrer que sup,c,«, f(7) est un majorant de f sur ]a, b|.

2. Soit zg € [a,b] tel que f(zo) = sup,c,p f(7). Montrer que f(xo) = sup,,, f(z) en
distinguant les trois cas : o = a,z9 = b, xg €|a, b[. Indication : Dans le cas xy = a, par
exemple, on pourra considérer la suite de réels a, = a + 1/n et étudier la suite (f(a,)).

3. Soit ¢ : [0,1] — R la fonction définie par g(z) = 0si z € [0,1] et g(z) = 1 si x = 1.
Montrer que

sup g(z) # sup g(x).
0<z<1 0<e<l

Quelle hypothése est essentielle dans la propriété démontrée auparavant ?

[Exercice corrigé]
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12.2 Continuité : pratique
Exercice 670 Soit f : R\ {1/3} — R telle que f(z) = 22t3

T 3xz—1-
Pour tout ¢ > 0 déterminer « tel que, (z # 1/3 et x| < ) = |f(z) + 3| < e

Que peut-on en conclure ?

Exercice 671 Soit f la fonction réelle & valeurs réelles, strictement croissante définie par

x six <1
flz) =13 a? sil<z<4
8/x six>4

1. Tracer le graphe de f.
2. f est elle continue ?

3. Donner la formule définissant f~1.

Exercice 672 Etudier la continuité de f la fonction réelle a valeurs réelles définie par f(z) =
(sinz)/x six #0et f(0) = 1.

[Exercice corrigé]

Exercice 673 1. Soit la fonction réelle définie par f(z) = 1 si z € Q et f(z) = 0 sinon.
Montrer que f n’admet pas de limite en tout point de R.

2. Soit la fonction réelle définie par f(x) =z siz € Q et f(x) = 1 —x sinon. En quels points
de R f est elle continue ?

Exercice 674 On admet que pour tout = € R, |sinz| < |z|.
1. Montrer que x +— sinx est continue en 0 puis sur R tout entier.

2. En déduire que x +— cos x est continue sur R.

Exercice 675 Etudier la continuité sur R des fonctions suivantes :

1. fi(z) =a?costsiz #0, et f1(0) =0;

2. folz) =sinzsint siz #0, et fo(0) = 0;

3. fas(x) =xE(x);

4. fy(x) = E(x)sin(mx).
Exercice 676 Montrer que 'application f: R — R définie par f(z) = 1 f|$| est strictement
croissante puis que pour tout y € | — 1,1[ il existe un unique x € R tel que f(z) = y.

Exercice 677 Les fonctions suivantes sont-elles prolongeables par continuité sur R 7

) f(@) = sinwsin() s 8) fla) = 0

1 2
1l—x 1—2a2"

c) f(z) =
[Exercice corrigé]
Exercice 678 Etudier la continuité sur R des fonctions suivantes :
1. f(x) = E(z)sin(x),
2. g(z) = E(x)sin(mx).

Exercice 679 Etudier la continuité de
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1. f(z) =2+ /x — E(x).

2. g(z) = E(z) + /x — E(x).
Exercice 680 Soit f : R — R continue en 0 telle que Vo € R f(x) = f(2z). Montrer que f
est constante.

[Exercice corrigé]
1
Exercice 681 La fonction — est-elle lipschitzienne sur |0, +o00[? sur [1, +oo[?
T
Exercice 682 Soit f : [0,1] — R définie par f(0) = 0, f(x) = 1/2 — z si x €]0,1/2],
f(1/2)=1/2, f(x) =3/2—x stz €]1/2,1] et f(1) =
1. Tracer le graphe de f. Etudier sa continuité.
2. Démontrer que f est une bijection de [0, 1] sur [0, 1].
3. Démontrer que pour tout z € [0,1], on a f(z) = 3 — . + 3 E(2z) — 3 E(1 — 2x).

Exercice 683 Etudier la continuité des fonctions suivantes :

L. fi(z)=a%cost siz#0  f1(0)=0

2. folx) = 1nmsml six#0 f2(0) =

3. f3(z) =xzE(z) sur R;

4. filw) = [z = E@)]" et fs(z) = B(z) + fa(x).

Exercice 684 En étudiant la suite ug € R et u, 11 = cos(u,), déterminer une valeur approchée
a 107° pres de I'unique réel solution de cos(x) = .

Exercice 685 Soit f définie par f(z) = E(z) + /x — E(x), ou E désigne la partie entiére.
Donner le domaine de définition de f, puis une relation entre f(z + 1) et f(z). f est-elle
monotone ? f est-elle k—lipschitzienne sur [a, 1](a > 0) ? Et sur [0,1]? Etudier la continuité de
f sur [0, 1] en utilisant la définition. Déduisez en la continuité sur R.

12.3 Etude de fonctions

Exercice 686 Déterminer les domaines de définition des fonctions suivantes

o) = if;i 0(z) = VaT =225 h(z)=In(dz+3)

[Exercice corrigé]

Exercice 687 Montrer que 'équation 27 — 322 + 42 — 1 = 0 admet au moins une solution
dans l'intervalle | — 1, 1[. Méme question pour I'équation 2 + 142'7 — 72% +2 = 0.

Exercice 688 Soient n € N* et d € R*. Démontrer en utilisant le théoréme des valeurs

intermédiaires que le polynome P(X) = X" — d a au moins une racine dans R.
1

Exercice 689 En étudiant les variations de la fonction f définie sur |0, 4o0[ par f(z) = =,
trouver le plus grand élément de 'ensemble f(N*).

En déduire que quels soient m et n appartenant & N*, 'un des nombres /m, %/n est inférieur
ou égal a V/3.

Exercice 690 (Partiel Novembre 96) Soit

frxeR— f(z) =

Montrer que f est majorée sur R, minorée sur R.
Déterminer Sup egr f ().

[Exercice corrigé]

cos
1422
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Exercice 691 1. Soit la fonction f : [—1,+oco[— R, définie par f(z) = ﬁ Montrer
que f admet une réciproque que ’on explicitera.

2. Trouver un intervalle de R sur lequel la fonction g(x) = tan(z®) admette une fonction
réciproque (on précisera alors le domaine de définition de cette réciproque et son image).

Exercice 692 Montrer que les fonctions suivantes ne sont pas des polynémes :

r—e, r—Inr, x—Vr2+1, x— cosz.

12.4 Fonctions continues par morceaux
Exercice 693 Soit g : [a,b] — R une fonction telle que :
Ve > 0,3d¢ € CM ([a,b],R),Vx € [a,b],|g(z) — ¢(x)] < e.
Montrer que ’on peut choisir ¢ € F ([a, b], R), ie :
Ve > 0,3¢ € E ([a,b],R) ,Vx € [a,b], |g(x) — d(z)| < e.
NB : CM pour continue par morceaux et E pour escalier.

Exercice 694 Donner un exemple de fonction qu’on ne puisse approcher & ¢ prés par des
fonctions en escaliers.

Exercice 695 On dit qu’un ensemble A de fonctions définies sur un intervalle I = [a,b] de R
est dense dans un ensemble B si :

Vfe B,Ve>0,3g€ AVx e l,|f(z) —g(z)| <e.

Le cours dit par exemple que 'ensemble des fonctions en escaliers est dense dans ’ensemble des
fonctions continues par morceaux si I = [a, b]. Montrer que I'ensemble des fonctions continues
affines par morceaux est dense dans I’ensemble des fonctions continues sur un intervalle I =
la, b].

Exercice 696 On dit qu'une suite (f,,)nen de fonctions définies sur I = [a, b] converge unifor-
mément vers f si:

Ve > 0,IN e N,Vn > N Ve € I,|f.(z) — f(z)] <e.

On suppose que (f,)nen converge uniformément vers f sur Uintervalle [a, b], et que toutes les
fn sont continues. Montrer que Vx € [a,b], la suite (f,(z))nen est convergente, et donner sa
limite. Montrer que f est bornée et continue.

On ne suppose plus que (f,), converge uniformément mais seulement point par point (ie, Vz €
[a,b], la suite (f,(z))nen est convergente vers f(x)); de plus toutes les f, sont lipschitziennes
de rapport k; montrer que f est lipschitzienne de rapport k et qu’il y a converge uniforme.

Exercice 697 f : [a,b] — R est a variation bornée si et seulement si :

n
Ju € RY ) Vd = {a = x¢, 11, ..., 7, = b} subdivision de [a, b], Z |f(z;) — f(xizy)| = o(d) < p.

i=1

On appelle alors V(a,b) = sup o(d) et on définit une fonction de [a,b] dans RT : & —

d subdivision

V(a,z).

Montrer que toute fonction monotone est & variation bornée puis que = — V' (a, x) est croissante

ainsi que © — V(a,x) — f(z). En déduire que toute fonction & variation bornée est la différence

de deux fonctions croissantes (d’ou la nature de ses discontinuités). Une fonction continue, une
fonction lipschitzienne sont-elles a variation bornée ?
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13 Dérivabilité

13.1 Calculs

Exercice 698 Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes :

fl(x):gﬂcos% six #0 f1(0) = 0;

1
fo(x) =sinxsin— siz#0 f2(0) = 0;
x

|z|vVa? —2x+1 |
= si

r—1

f3() r#1 f3(1) = 1.

[Exercice corrigé]

Exercice 699 Déterminer a,b € R de maniére & ce que la fonction f définie sur R, par :
fx)=vVrsio<2z <1 et flx)=az®+ br+ 1 sinon

soit dérivable sur R*.

[Exercice corrigé]
1

Exercice 700 Soit f : R* — R définie par f(z) = 2%sin —. Montrer que f est prolongeable
x

par continuité en 0; on note encore f la fonction prolongée. Montrer que f est dérivable sur R
mais que f’ n’est pas continue en 0.

[Exercice corrigé]
Exercice 701 Calculer la fonction dérivée d’ordre n des fonctions f, g, h définies par :

flz) =sinz ; g(z)= sin®x h(z) = sin® z + cos® z.

[Exercice corrigé]

Exercice 702 Calculer les dérivées d’ordre n des fonctions :

2 — 5
flo) = (z—2)2(z + D)(z — 3)

g(x) =In(1 + ).

Exercice 703 (Formule de Leibnitz) Etant données u et v des fonctions dérivables a 1’ordre
n sur l'intervalle I, montrer par récurrence que la dérivée d’ordre n du produit uv sur cet
intervalle est :

(uv)™ = Z C’ffu(k)v(”_k).
k=0

En déduire les dérivées successives des fonctions :
2
e +1
v e e 2?(142)" ; re ——s ;. re 2" 'lna.
(x +1)2
Exercice 704 Etudier la dérivabilité sur R des applications suivantes :

T 1
— — h :— :
1+ |z 1+ |z

f:x e x|z, g:x

Exercice 705 Calculer les dérivées des fonctions :
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1. 2 — V1+a2sin’z, o SR/

exp(l/x)—1"

2. T 10g(1t2$8), z— (z(x —2))Y3

Exercice 706 Soit f une fonction dérivable sur R.
1. Calculer la dérivée de x +— sin(f(z)?) et de z — sin(f(2?)).

2. On suppose f(z) # 0 pour tout = € R. Calculer la dérivée de x — log(|f(z)]).
Exercice 707 Prolonger par continuité en 0 et étudier la dérivabilté de
1. f(x)=+y/xInz.
e’ —1
2. g(z) =

N

R—R
Exercice 708 Soit f: < x+—e*siz <0
x +— ax® + bx + ¢ sinon
Déterminer a, b, ¢ pour que f soit C? (et C37).
Exercice 709 Soit f(z) = exp(—=) si ¢ # 0 et f(0) = 0. Montrer que f est C™ et que
vn € N f™(0) = 0.

[Exercice corrigé]

Exercice 710 Soient a et b deux réels et f(x) = (z — a)"(z — b)". Calculer f™ et en déduire

n

> ()%

k=0
Exercice 711 Soit f: R — R définie par :

Va £ 0, f(z) = e 22, £(0) = 0.

Montrer que f € C*°(R,R) et calculer ses dérivées en 0.

:):271).

Exercice 712 Calculer la dérivée de z — Incos(m + 555

Exercice 713 La fonction z — cos /z est-elle dérivable en 07

Exercice 714 En quels points la fonction f: R — R définie par :
Vo € Q, f(z) = 2%, Ve € R—Q, f(x) =0,

est-elle dérivable ?

13.2 Théoréme de Rolle et accroissements finis

Exercice 715 Montrer que le polynéme P, défini par
P(t)=[(1-t)"]

est un polynome de degré n dont les racines sont réelles, simples et appartiennent & [—1,1].

[Exercice corrigé]

Exercice 716 Etudier la fonction f : x — 2% — 52 + 1 sur R et en déduire que 'équation
2° — 5z + 1 = 0 a trois solutions réelles.
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Exercice 717 Montrer que le polynéme X" +aX +0b (a et b réels) admet au plus trois racines
réelles.

[Exercice corrigé]

Exercice 718 Soit f une fonction n fois dérivable sur |a, b s’annulant en n+ 1 points de |a, b[.
Montrer que si f™ est continue,il existe un point zo de ]a, b[ tel que f™(z) = 0.

[Exercice corrigé]

Exercice 719 Etant donné y un réel positif et n un entier naturel pair, montrer que (z+y)" =
™ 4+ y" si et seulement si x = 0. Cas n impair ?

Exercice 720 Soit f une fonction continue et dérivable sur [a, +00[ et telle que lim, o, f(z) =
f(a). Montrer qu'il existe un élément ¢ dans |a, +o00[ tel que f'(¢) = 0.

Exercice 721 Dans 'application du théoréme des accroissements finis a la fonction
f(z) = ax® + bz +c
sur l'intervalle [a, 5] préciser le nombre 6 de |« ([ Interprétation géométrique 7

[Exercice corrigé]

Exercice 722 Appliquer la formule des accroissements finis a la fonction
f(x) =a+ bx + ce*”

(ot @, b, ¢, sont réels, et ¢ et o sont non nuls) sur Pintervalle [0, X].
1. Calculer “6” en fonction de X.

2. En déduire que
1 e —1
r+— —In
ar ax

est bornée sur R.

Exercice 723 Soit f une fonction deux fois dérivable sur [a,a + 2h]. Par introduction de la
fonction
g(t) = fla+t+h)— fla+1)

montrer qu'il existe a dans |0, 2[ tel que
F(@) = 2f(a+h) + fla+2h) = Kf"(a + ah).

Exercice 724 Soient x et y réels avec 0 < x < y.

1. Montrer que
y—

<7
. Iny —Inzx

2. On considére la fonction f définie sur [0, 1] par
a— fla)=In(az+ (1 —a)y) —alnz — (1 —a)lny.
De I'¢tude de f déduire que pour tout « de ]0, 1]
alnz+ (1 —a)lny < In(az + (1 — a)y).

Interprétation géométrique ?

[Exercice corrigé]
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Exercice 725 Par application du théoréme des accroissements finis & f(z) = Inz sur [n,n+1]

montrer que
"1
Sp=Y -

tend vers I'infini quand n tend vers I'infini.

[Exercice corrigé]
Exercice 726 Etant donné o dans |0, 1], montrer que pour tout entier naturel n

o) N N o)
m?(nJrl) —n" =

nlfoz'

En déduire la limite
"1
lim Z —.
n—oo 1 p

Exercice 727 Montrer que Vz € R |e” — 1 — x| < %QGM.

[Exercice corrigé]

13.3 Divers

Exercice 728 Soit f: R — R définie par f(z) = (1 — k)322 + (1 + k)2® ol k est un nombre
réel. Déterminer les valeurs de k pour lesquelles l'origine est un extremum local de f.

[Exercice corrigé]

Exercice 729 Appliquer la régle de I’'Hopital aux calculs des limites suivantes :

i 1 1
im [—— — —
z—0 \sin’z 22/’

lim (1 — cosx)cotan .
z—0

Exercice 730 Calculer

. cos(zt) —1
lim —————
2—0 .1'461

. In cos ax
lim :

2—0 Incosbx’
I 9 1 1
im z° | exp— —ex )
2—0 P x P r+1

Exercice 731 Soit f € C?*(R) telle que V(z,y) € R? f(x +y)f(x —y) < f(z)?. Montrer que
Ve € R f(x)f"(z) < f'(z)%

Exercice 732 Soit f: Rt — R dérivable telle que lim f" = 1. Montrer qu’alors 1+1m @ =1
[e%e) o T

Exercice 733 Déterminer les extremums de f(z) = 2% — 2% + 1 sur R.
[Exercice corrigé]
Exercice 734 Quel est le lieu des points d’inflexion (puis des extrémums relatifs) de f\ quand
A décrit R, ot :
frix— Ae® + 22

[Exercice corrigé]
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Exercice 735 Trouver les fonctions f : R — R dérivables en 0 telles que :
I e RT — {1},Vz € R, f(A\z) = Af(z).

Exercice 736 Soit f dérivable sur R telle que f(w) = w. On définit une suite (x,),en par
la donnée de zg et la récurrence z,41 = f(z,). Montrer que si |f'(w)| < 1,3 > 0,Vz, €
Jw —¢e,w + €], (Tn)nen converge vers w, et que si |f'(w)| > 1 la suite (z,)nen converge vers w si
et seulement si elle est stationnaire (i.e. z, = w & partir d’un certain rang). Que dire dans le
cas | f'(w)| =17

Exercice 737 Soit f € C'([0; 1], R),telle que f(0) = 0. Calculer :

) & k
Jm > 1)
k=1

Exercice 738 (Examen 2000) Enoncer le théoréme de Rolle pour une fonction h : [a,b] —
R. Soit f,g : [a,b] — R deux fonctions continues sur [a,b] (a < b) et dérivables sur |a,b[. On
suppose que ¢'(x) # 0 pour tout = €]a, b|.

1. Montrer que g(x) # g(a) pour tout x €]a,b[. (Raisonner par 'absurde et appliquer le
théoréme de Rolle.)

2. Posons p = % et considérons la fonction h(x) = f(x) — pg(x) pour = € [a,b].
Montrer que h vérifie les hypothéses du théoréme de Rolle et en déduire qu’il existe un

nombre réel ¢ €]a, b| tel que
fla)— f) 10

gla) —g(d)  g'(c)

=/, ou { est un nombre réel. Montrer que

.

(=)
g'(z)

3. On suppose que lim,_;,-

o @) = 1)

e —gb)

4. Application : Calculer la limite suivante :

. Arccosz
lim

z—1- /1 — 22
[Exercice corrigé]

Exercice 739 (Examen 2000) Soit n > 2 un entier fixé et f : RT = [0, +o0o[— R la
fonction définie par la formule suivante :

142"

1. (a) Montrer que f est dérivable sur R* et calculer f'(x) pour x > 0.
b) En étudiant le signe de f/(x) sur R, montrer que f atteint un minimum sur RT que
(b) g , q q
I'on déterminera.

2. (a) En déduire I'inégalité suivante :

(1+2)"<2" (1 +2"), Vo eR".



14 Fonctions circulaires et hyperboliques inverses 87

(b) Montrer que si x € R* et y € RT alors on a
(z+y)" <27 (" +y").

[Exercice corrigé]

Exercice 740 On considére la fonction f: R — R définie par

e/t sit<0
0 sit>=0

ft) =

1. Démontrer que f est dérivable sur R, en particulier en ¢ = 0.
2. Etudier l'existence de f”(0).

3. On veut montrer que pour t < 0, la dérivée n-iéme de f s’écrit

Fo) = —5et!
ol P, est un polynome.
(a) Trouver P; et P;.
(b) Trouver une relation de récurrence entre P, .1, P, et P, pour n € N*.

4. Montrer que f est de classe C*.

[Exercice corrigé]

14 Fonctions circulaires et hyperboliques inverses

14.1 Fonctions circulaires inverses

Exercice 741 Ecrire sous la forme ™7 avec m € Z, n € N*, [m| et n premiers entre eux,

arcsin(sin o), arccos(cos ) et arctan(tan ) dans les cas : @ = 2m; a = ¥7; a = L.

Exercice 742 Résoudre les équations suivantes :
1. arctan(2x) + arctanz = J.
2. arcsin(2x) — arcsin(z+/3) = arcsin(z).

Exercice 743 Résoudre dans R I’équation :

7
arctan(z) + arctan(v/3z) = 1—7;

Exercice 744 Soient les fonctions f : z — arcsin(sinx) et g : x — arctan , /%

1. Simplifier les expressions de f(x) et g(x).
2. Construire les graphes de f et g.
Exercice 745 Une statue de hauteur s est placée sur un piédestal de hauteur p. A quelle

distance doit se placer un observateur (dont la taille est supposée négligeable) pour voir la
statue sous un angle maximal ?
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Exercice 746 Démontrer les inégalités suivantes :

. a .
Arcsinag > ——= sil0<a < 1;

V1 —a?

a
Arctana >
1+ a?

sia>0.

[Exercice corrigé]

Exercice 747 Ecrire sous forme d’expression algébrique
sin(Arccosz), cos(Arcsinz), sin(3 Arctanx).

[Exercice corrigé]

Exercice 748 Tracer les courbes représentatives des fonctions
x +— f(x) = sin(Arcsin x), x +— f(x) = Arcsin(sin x).

Exercice 749 Résoudre les équation suivantes :

2 3 3
Arcsin z = Arcsin R + Arcsin 5 Arccos x = 2 Arccos 7

1
Arctanz = 2 Arctan 3"

[Exercice corrigé]
Exercice 750 Calculer

1 1 1
Arctan 3 + Arctan R + Arctan 3

Exercice 751 Simplifier les expressions suivantes :

T 3m 1 —cosx
Arctan(t —— — Arct — (0 2
rctan(tanz)  ( 5 <7< 2), rc an”l—l—cosx (0 <z < 2m),

Exercice 752 Vérifier

1
Arcsinz + Arccosz = %, Arctan z + Arctan — = Sgn(x)g.
x

[Exercice corrigé]

1 1 1
Exercice 753 Montrer que 2 = 4arctan(g) —arctan(z—gg) (on montrera que 0 < arctan(g) <

1
g et 0 < arctan(@) < g)

Exercice 754 Etudier la suite (u,)ney définie par :

On montrera qu’elle converge (vers ¢) et on évaluera lim,,_ n(u, — £).
Indication : que vaut arctana — arctanb?

Exercice 755 Etudier la fonction :

1— a2 2

¢ : x — arcsin + arccos .
14 a2 14 a2

Exercice 756 Résoudre dans R I’équation d’inconnue x :

arctan(z — 1) + arctan(x) + arctan(z + 1) = g
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14.2 Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses

Exercice 757 Soit f : R? — R? définie par :
V(z,y) € R? f(z,y) = (cosz + chy, cosz chy).

Discuter et déterminer selon p € R I'image réciproque de (4,p). On exprimera y a l'aide d’un
logarithme. Déterminer numériquement cette image réciproque si p = —2.

Exercice 758 1. Montrer qu’il n’existe pas de fonction f : [1;+oo[— R vérifiant :
Vo e R, f(chz) =e”.
2. Déterminer toutes les fonctions f : R™ — R telles que :
Ve € R, f(e*) = chu.

Préciser le nombre de solutions.

3. Déterminer toutes les fonctions f: Rt — R telles que :
Ve € R, f(e*) =chuwz.

Préciser le nombre de solutions; y a t-il des solutions continues sur R* ?

[Exercice corrigé]

Exercice 759 Calculer :

lim e*(ch®*2z —sh®z) et  lim (z — In(chz)).

Tr—00 Tr—00
[Exercice corrigé]

Exercice 760 Donner un expression plus simple de :

1 h 21
y = argchy %; = argsh(2xV1 + 22); y = argtth 1
x

Exercice 761 Calculer pour (n,a,b) € N* x R? :

n—1 n—1
> ch(a+bk), > sh(a+bk).
k=0 k=0
. . 9 . chr +shy =a
Exercice 762 Soit (a,b) € R?, résoudre le systéme { shi+ chy — b

Exercice 763 Montrer que : argthx + argthy + argthz = argthu et déterminer w.

Exercice 764 Les réels x et y étant liés par

=i (4+7))

calculer ch z,shx et thx en fonction de y.

[Exercice corrigé]

Exercice 765 Montrer que chnx et shnx peuvent s’exprimer comme polynémes en chzx et
sh z. Calculer ch 3x et sh3x en fonctions de chx et shx. En déduire th 3z en fonction de thx.
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Exercice 766 Exprimer ch”"z et sh”z au moyen de {shpz,chpzr ; 1 < p < n}. Expliciter
ch® z et sh® z.

Exercice 767 Calculer les sommes
l14+chx+ch2z+4+---4+chnz et 1-+shz+sh2z+---+shnax.

Exercice 768 Simplifier

2 -1

Argth ——
'8 22 +1

Exercice 769 Vérifier les égalités
2 Argth tan z = Argth sin 2z, Argsh(3x + 42°) = 3 Argsh z.

Exercice 770 Expliciter au moyen de la fonction logarithme Argch% et Argsh %

Exercice 771 Résoudre
V' = /1"

5)
ry = a® et lngx—i-lny:Eln?a.

Exercice 772 Préciser les comportements

A

dexH$ ¢ quand x — e,
r—e

de x +— /In(1 + z) — VIna quand z — +o0,
a® — b®

de z — quand z — 0.

Exercice 773 Démontrer les inégalités :
72
T <In(l+4=x) pour z >0 et 1+ z < e” pour tout x réel.
[Exercice corrigé]
Exercice 774 Déterminer lim(:c — In(chx)).
Exercice 775 Montrer que Vo € R ch(2z) = 1 + 2sh?z. En déduire un équivalent de chxz — 1
en 0.

Exercice 776 Résoudre 'équation z¥ = y* oul x et y sont des entiers positifs non nuls.

[Exercice corrigé]

Exercice 777 Résoudre I'équation tan(3arcsinz) = 1. On exprimera les trois solutions au
moyen de radicaux.

15 Calculs d’intégrales

15.1 Théorie

Exercice 778 Déterminer les fonctions f de [a,b] dans R telles que fab f(t)dt = (b—a)sup|f].
[a,]

Exercice 779 Soient f € C'([a,b],R) et I, = fjf(t) sin(nt)dt.

1. A laide d’une intégration par parties, montrer que I, — 0.
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2. Montrer que ceci est encore vrai si f est en escalier.

3. En déduire que le résultat subsiste pour f continue par morceaux.

Exercice 780 Soient 0 < a < b. Montrer que [ % bdo \/’—a—‘g

Exercice 781 Soit f € CY([0, 1], R) telle que fo f(t)dt = §. Montrer qu’il existe a €]0, 1] telle
que f(a) =

R*— R

x— < [T f(t)dt

1. Montrer que g se prolonge par continuité en 0.

Exercice 782 Soit f € C°(R). On définit ¢ : {

2. Montrer que si f est périodique, g admet une limite en +oc.

Exercice 783 Soit f continue de [0, 1] dans R,n € N tels que :

1
vk € {0, ...,n},/ f(u)udu = 0.
0

Montrer que f admet au moins n + 1 zéros distincts dans ]0, 1[.

Exercice 784 Soit f:[0,1] — R une application continue strictement croissante telle que :

f0)=0, f(1) =
Calculer :

i [ Fr(t)dt

n—oo 0

Exercice 785 Soit f : [0, 1] — R une application continue, n’admettant qu'un nombre fini de
zéros sur [0, 1], et telle que f(0) =0, f(1) = 1. Montrer que :

/1 e”tf(t)dt‘ = +00.
0

Exercice 786 (Irrationnalité de 7) 1. Soit (a,b) € (N*)?, n € N*, montrer que le poly-
X" (bX—a)"
n!

lim

n—oQ

noéme P, = et ses dérivées successives prennent, en 0 et 7, des valeurs entiéres.
2. Montrer que :

I, = / P, (t)sin(t)dt — 0 quand n — oo.
0

3. Montrer par 'absurde que 7 € R\ Q.

Exercice 787 Soit f continue sur [0, 7] telle que [ f(u)cos(u)du = [ f(u)sin(u)du = 0,
montrer que f s’annulle au moins deux fois sur |0, 7[.

Exercice 788 Soit f € C([0,1],R) telle que :

Vg € E([0,1], /fg—O

Montrer que f = 0.

Exercice 789 Soit f une fonction C' sur [a, b] a valeurs dans R. On suppose f(a) = 0. Montrer

que : )
/a F2u)d

/2<U)d
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Exercice 790 Soit f continue sur [0,1] a valeurs dans [a,b]. On suppose a < 0 < b et

fo t)dt = 0. Montrer que :
1
/ fA(t)dt < —ab.
0

Exercice 791 Soit (a,b) € R? (a < b), et f continue positive de [a,b] dans R. Montrer que

b %
lim (/ f”(t)dt) — sup |£(8)].
n—00 a tela,b)

Exercice 792 Calculer sans utiliser de primitive, pour a < b :

b
/ eldt.

Exercice 793 Soit f continue de [0, 1] dans R telle que fo f™(u)du ne prenne qu'un nombre
fini de valeurs quand n décrit N. Montrer que f = —1 ou f =0ou f = 1.

Exercice 794 Soient f et g de RT dans R croissantes. Montrer que :

wer ([ ([ <[ »

Indication : on établira d’abord que, si a1 < as < ... < a, et by < by < ... < b,, alors :

(3] (150) =i

Remarquer que :

> (ai—a)(bi-b;) > 0.

Iigisn
Exercice 795 Calculer : L,
lim dt.
n—oo Jy 14 tn
Eventuellemment, en donner un DL en %
Exercice 796 Calculer : N
lim dx.

n—oo Jq +x
Soit f :[0,1] — R une application continue; calculer :
1

lim [ na"f(z)dz.

n—oo 0

Exercice 797 Soit f : [0,1] — R une application continue par morceaux, continue en 0,
trouver une suite (g,)nen de fonctions en escaliers telle que :

1

lim [ f(H)ga()dt = £(0).

n—oo 0

Exercice 798 Dire (avec justification) si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.

1. Toute fonction intégrable sur [a,b] est continue.
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2. Si f est intégrable sur [a,b], <= [* f(t)dt = f(z) pour tout z de [a,b].

3. Soit f une fonction sur [a, b] vérifiant la propriété : pour tout € > 0, il existe g. intégrable
sur [a, b] telle que Vz € [a,b], |f(x) — g-(x)] < e; alors f est intégrable.

4. Si f est intégrable sur [a, b, alors |f]| est intégrable sur [a, b].

5. Si |f] est intégrable sur [a,b], alors f est intégrable sur [a, b].

6. Si f et g sont des fonctions intégrables sur [a, b], alors la fonction fg est intégrable sur
la, b].

7. Si f et g sont des fonctions continues sur [a, b], alors la fonction fg est continue sur [a, b],
et [, F(Dg(t)dt = [ F(t) dt- [, g(t) dt

8. Soit f la fonction définie sur [0, 1] par

f=\ Sur |5, z=—r| pour tout entier n > 1
f0) =p

ol (\,) est une suite bornée de nombres réels, et p un nombre réel. Alors f est intégrable.

9. Soit f bornée sur [0, 1], continue sauf au point 1/3; alors f est intégrable sur [0, 1].
10. 1l existe f > 0 continue sur [0, 1], avec f(1/2) > 0, et telle que fo t)dt = 0.
11. Soit f intégrable sur [a, b]. Si f f(t)dt > 0 alors f > 0 sur [a,b].

12. Si f est croissante sur [a,b], elle est intégrable sur [a,b] et de plus F(z) = [ f(t) dt est
croissante.

13. Si f < 0 est continue sur [a, b} alors G(x f f(t) dt est croissante sur [a, b].

14. Si f est continue sur [0, 1], fo t)dt est dérivable sur [0, 1], et Vo € [0,1],
H'(x) = f(2?).

Exercice 799 Soit ¢ une fonction bornée sur [a,b]; comparer les assertions suivantes '
1. ¢ a une primitive sur [a, b].
2. ¢ est intégrable sur [a, b].
3. @ est continue sur [a, b].

4. ¢ est dérivable sur |[a, b].

Exercice 800 Soit f une fonction continue et strictement croissante de [a,b] sur [a, §]. On
note ¢ la fonction réciproque de f. Montrer que

/abf(x)dac+/jg(x)dx:bﬁ—aa

Exercice 801 Soit f et g deux fonctions intégrables sur [a,b]. On suppose que f est monotone
sur [a, b] et que g est positive sur [a,b]. Montrer qu’il existe ¢ € [a, b] tel que

b c b
/ﬂMWﬁZNM/meM@/g@ﬁ

(considérer p(x a) [ g(t)dt + f(b f g(t

I'’une des implications & étudier est trés difficile; on pourra admettre aprés avoir traité toutes les autres
que celle qui reste est fausse.



15 Calculs d’intégrales 94

Exercice 802 Soit f une fonction dérivable sur [0, 1], vérifiant :
) 0<f<2;
ii) f’ est décroissante;

i) £(0)=0et f(1)=1.

Trouver le plus grand nombre m et le plus petit nombre M tels qu’on soit siir d’avoir m <
fol f(t)dt < M. Peut-il y avoir égalité ?

Exercice 803 Soit f définie et continue sur [0, 4o00], vérifiant lim,_,  » f(z) = I. Montrer que
lim, oo % fox f(t)dt =1 (étant donné € > 0, choisir A assez grand pour que sur [A, +oo[ on
ait [ —e < f(t) <1+ e; puis encadrer = [V f(¢)dt, pour z > Aj; estimer Uerreur. .. et faire un
dessin!).

Pour z > 0, on pose F(z) = [} /1 + ?ft; dt. Etudier la branche infinie du graphe de F quand

xr — +00.

Exercice 804 (Méthode des trapézes) 1. Soit f deux fois dérivable sur [a,b], vérifiant
|f"| < M sur [a,b]. Soit

f(b) — fa
o0 = 10 - @)~ (- =D a1yt - )
Soit x € |a,b[; on choisit A = A(z) pour que p(z) = 0 (dessiner!). Montrer qu’il existe
¢, € [a,b] tels que ¢; < co et ¢'(c1) = ¢'(ca) = 0, puis qu'il existe ¢ € [a,b] tel
que ¢”(c¢) = 0. En déduire une majoration de |A| pour x € [a,b]. On convient de poser
Aa) = A(b) = 0.

2. On note E l'erreur commise en remplagant fab f(z) dx par I'aire du trapéze défini par 'axe
des x, les droites x = a et © = b et la corde du graphe joignant les points (a, f(a)) et
(b, £(b)) (dessiner!). Montrer que E = fab A(z)(b—x)(z — a) dz, et vérifier que I'intégrale

a un sens. En déduire que |E| < %;“)3 (utiliser 1)).

3. Pour n > 1 on pose [, = =4 [@+f(x1)+f(x2)+~-~+f(xn_1)+@} ol z, = a+p=?
pour p = 1,2,... ,n — 1. Montrer que [, est la somme des aires des trapézes construits
sur les points d’abscisses a, x1, s, ... ,x,_1,b et les cordes correspondantes du graphe de

f (dessiner!). Montrer que

M —a)?

<
12n?

/abf(x)dx—ln

4. On prend [a,b] = [0,1] et f(x) = e~*". Calculer M = supyp, 1 |f”|- Déterminer n pour que
la méthode des trapézes avec n intervalles donne un nombre qui approche fol e dx a
moins de 1072 prés. En déduire un encadrement de cette intégrale.

15.2 Longueurs, aires, volumes

cost
1+Acost
sint

y= 1+MAcost

Exercice 805 Construire la courbe paramétrée C' { ol A est un parameétre ap-

partenant a [0, 1].

Calculer I’aire S limitée par C' de deux fagons :
— En se ramenant au calcul de fOQW M#ﬂg.

— En reconnaissant la nature géométrique de C.
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[Exercice corrigé]

Exercice 806 Représenter la courbe définie par son équation polaire p = asin® g. Calculer sa
longueur L et les aires A; et Ay limitées par les deux boucles qu’elle forme.

[Exercice corrigé]

Exercice 807 On appelle tore la figure obtenue par révolution d’un cercle de rayon r autour
d’une droite de son plan passant a distance R de son centre (on suppose r < R). Calculer Paire
A du tore, et son volume V.

[Exercice corrigé]

Exercice 808 On appelle cycloide la courbe décrite par un point d’un cercle de rayon R, lié a ce
cercle, quand celui-ci roule sans glisser sur une droite en restant dans plan fixe. Montrer que dans
x = R(t —sint)
y = R(1 — cost)
Représenter la cycloide et calculer : la longueur L d’une arche, 'aire A de la surface S comprise
entre cette arche et la droite fixe (Oz), les volumes V; et V, obtenus par révolution de S autour
de Ox et Oy respectivement, les aires A; et A, obtenues par révolution d’une arche de la
cycloide autour de Ox et Oy respectivement.

un repére bien choisi, la cycloide admet la représentation paramétrique :

[Exercice corrigé]

Exercice 809 On appelle épicycloide la courbe décrite par un point d'un cercle de rayon r,
lié a ce cercle, quand celui-ci roule sans glisser sur un cercle de rayon R en restant tangent
extérieurement a ce dernier, et dans son plan. On pose n = R/r. Montrer que dans un repére
que l'on précisera, I’épicycloide admet la représentation paramétrique :

{ z = r((n+1)cost— cos(n+ 1)t)
y = r((n+1)sint—sin(n+ 1)t)

Représenter la courbe pour n = 1,2,3. En supposant n entier, calculer la longueur L de la
courbe et 'aire A limitée par celle-ci. Dans le cas n = 1 (cardioide), calculer de plus laire S
de la surface de révolution obtenue en faisant tourner la courbe autour de son axe de symétrie,
ainsi que le volume V limitée par cette surface.

[Exercice corrigé]

Exercice 810 Soit C' un cercle fixe de rayon R. Un cercle C’ de méme rayon roule sans glisser

sur C' en restant dans un plan (variable) perpendiculaire a celui de C. Un point M lié au

cercle C" décrit une courbe I'. Montrer que suivant un repére convenablement choisi, I admet
v = R(cost+ sin®t)

la représentation paramétrique : y = Rsint(l —cost) . En déduire la longueur L de T'.
z = R(1— cost)

Représenter les projections de I' sur chacun des trois plans de coordonnées.

[Exercice corrigé]

15.3 Intégration a I’aide d’une fonction auxiliaire

Exercice 811 Calculer les primitives suivantes :
d d :
/mzif—E) : /\/% : /e:” sin(e®)dz  ; /tan3 xdxr

/ L dx / 22 43 de, meN ; hl—xdx ; /7chx5dx.
tan® x (x2+3x+ 7)™ T sh®
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15.4 Changement de variables

Exercice 812 Considérons 'intégrale

In2

I = ver —1ldx

0

Effectuer le changement de variables u = v/e? — 1 et calculer I.
Résultat : [ =2 —7/2.
Exercice 813 Soit f : [a,b] — R une fonction strictement croissante et continiment dérivable.
On considére les deux intégrales I, = fab f(t)dt et I, = fff(g))) f7Y¢) dt.

1. Rappeler pourquoi f admet une fonction réciproque f1.

2. Faire le changement de variable ¢t = f(u) dans 'intégrale Is.

3. Calculer I5 en fonction de ;.

4. Faire un dessin faisant apparaitre f et f~!, et interpréter ce résultat géométriquement.
Exercice 814 Calculer les primitives suivantes :

1
de, (t=vV2+7);
/\/2+J:+\3/2+x ( )

1 r—1
/((x_1)2_4>2dx7 ( 9 = thu ou cothu) ;

/(arcsin r)’dr /3:2\/1 + x3dz.

15.5 Intégration par parties

Exercice 815 Calculer les primitives suivantes :

Y J]”

1
/e‘” cosxdxr 2ldrneN ; /xArctan xdr /(x2 + x4 1)e*dx.

Exercice 816 Soit I, = fol (1 — t%)"dt.
1. Etablir une relation de récurrence entre I, et Iy
2. Calculer I,.

3. En déduire ) CLY ok,
k=0

21
Exercice 817 Soit f € C?([a, D], R).
1. Montrer que fab ft)ydt =52(f(a) + f(b) + 1 f; f"(x)(a —z)(b— x)dx.
2. En déduire un encadrement de fabf(t)dt siVx € [a,b] m < f"(x) < M.

Exercice 818 (Intégrales de Wallis) Soit I,, = fog sin” tdt.
1. Etablir une relation de récurrence entre I, et L.
2. En déduire Iy, et Igp4.
3. Montrer que (I,,)nen est décroissante et strictement positive.
4

. En déduire que I,, ~ I,,41.
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5. Calculer ni, 1, .
6. Donner alors un équivalent simple de 1,,.
Exercice 819 Soit I, = fol ﬁ—nxdx.
1. En majorant la fonction intégrée, montrer que (I,,)neny — 0.
2. Calculer I,, + I),14.

3. Déterminer lim ()] %)
n—-4o0o k—1

Exercice 820 Calculer par récurrence :

s
1 du

I, = —.

0 cos™u

Exercice 821 Calculer par récurrence :

Jn:/ log(u)"du.
1

15.6 Polynéme en sin, cos, ou en ch, sh

Exercice 822 Calculer les primitives suivantes :

/(cos x cos2x + sinxsin 3x)dxr / cos zsin zdxr / cos® zdr

/ sin® x coswdx / sintzdr / sin® z cos* zdx  ;

/ ch®zsh?zdr / shzch®zder / ch z sh® zdz.

Exercice 823 Déterminer les intervalles d’étude et calculer les primitives des fonctions :

T COS2 i

cos(2z) cos® &

15.7 Fractions rationnelles

Exercice 824 Décomposer les fractions rationnelles suivantes; en calculer les primitives.

1
1. ——.
a? + z2
1
3. 2
S L
4 4x
. ($—2)2'
, 1
x4+ 1
6 1

(t2 +2t — 1)*
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3t +1
(2 -2t +10)*
3t 41

12 —2t+10°
1

B+1
2%+ 2
(x4 1)*
r+1
z(x—2)%

10.

11.

12.
21 + 222

I‘Q

13.

(22 — 1) (2® + 3)'

(22 +3)°(x+1)
x4 —dr—1

14.

w(z? + 1)

3t — 93 + 1222 — 11z 4+ 7

15.

(z —1)%(a?

[Exercice corrigé]

+1)

Exercice 825 Calculer les intégrales de fractions rationnelles suivantes.

1
s

0
-/,

—1/21—952

2¢+1
24+x—3

xdx
x4 416

ﬁk\w

dx.

o

. /3 2t + 623 — 522 +3x—7
' (z —4)3

dx.

6 /0 dx
S a3 —Tr+6

Vogd 4+ 323 + 522 + 172 + 30
7. 3 dx
-1 x +8

122° 4+ 302* + 3622 4 24
dz.

2 6
2 _
10. / 28 + bx

2422 + 2)3

—22% + 6 7
11. / f rort dx pour a € R. Y a-t-il une limite quand a — 4007
o xt+5r24+4



15 Calculs d’intégrales 99

2 dx
12, [ ——.
0 xTr* + ].

[Exercice corrigé]

Exercice 826 Calculer les primitives suivantes :

/ 41 dr - / dx ‘ / rdx ‘ / dx
x(x—l)?’x ’ (xt41)2 7 rt+a?+1 (x —1)(2? — 22 — 2)%

Exercice 827 Déterminer les intervalles d’étude et calculer les primitives des fonctions :
1
(x+2)(2? + 22 +5)
2x

1}2

(z —1)2(2? +4)
1

15.8 Fractions rationnelles en sin, cos ou en sh, ch

Exercice 828 Calculer les primitives suivantes :

cos® x sin® z dx CosS T
——dx —dr —— 1 ———dr
sin® x 1+cosx cos*x + sin* x 1+ sin 2z

tanx — tana shxchzx
tanx 4 tana sh*xz +ch*x
Exercice 829 Déterminer les intervalles d’étude et calculer les primitives des fonctions :

COS3 T

sinx
1

1+ tanz
1

th2z
15.9 Intégrales abéliennes

Exercice 830 Calculer les primitives suivantes :

dx dx T
= e ; —=—=dz
/:JH—\/x—l /a:\/x2+m~|—1 /\/9+4m4
Vr+1—+vVr+1 / x+1
dx
V=4

T+ 2 x2+4x+1 !
Exercice 831 Déterminer les intervalles d’étude et calculer les primitives des fonctions :
8r — 3
V122 — 422 =5
x? —1

r/w

2 —bx+4
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15.10 Primitives diverses

Exercice 832 Calculer les primitives suivantes.

1. / ST gin 9 dir.

2. /COS tdt; /cosh3tdt; /cos4tdt; /sinh4tdt.
3. /x?’e dz.

4. /lnxdx /:Blnzvdx; /arcsinxdx.

D. /coshtsmtdt

6 [
sinz

) /\/@2 — 22dx.

-J

8. —d
/\/ex—i—l o

9. / cos bx dx ; / T sin bx dz.
10. /1/ sdr pour 0<z <l
1 —3:

11. —d
/m !

/ dx

12. - .

cosx + 2sinx + 3
vV dr

13. ——— avec O<z<a.

vVad — 3

cosh z
14. dx.
/ cosh x + sinh x o

[Exercice corrigé]

Exercice 833 Calculer les primitives suivantes :

/ / / 1+ cos Zxd
) v -
ch rv/ch 2 ’ cos? ’ 1 —tan®zx ’

/sinam+cosbxdx ; /x(2+2cosx)dx'

e sin“ x

Exercice 834 Déterminer les intervalles d’étude et calculer les primitives des fonctions :

chz sin(22)

1
V2 +tan’x

(2% + 21 + 2) cos(27)
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z? cosxz et x°sinx en utilisant les complexes
1 1
@—1p " @ —1p

Exercice 835 Calculer fol In(1 + 2?).

n

Exercice 836 Déterminer lim () —").
n—-+00 g net

Exercice 837 Calculer liril (512,221')%

Exercice 838 Soient [ = foﬂyccos2 xdr et J = f07ravsirl2 xdr.
1. Calculer I et I + J.
2. En déduire J.

Exercice 839 Soit a,, = fol thetdt.
1. Calculer aq, ... ,ay4.

2. Etudier la suite (a,)nen-

15.11 Sommes de Riemann

Exercice 840 Calculer :

o (DE L (D)
] AR Akl
nir?}ozzk+1’ningo; i

Exercice 841 Calculer :

n 1 n n n—1
. 2\ © . ek _ n+k . 1
szgokl_ll (H;) 7,3520”;_1 = aJLH;OZk ik JL%;—W_kz'

Soit (u,)nen+ la suite réelle définie par :

n

Vn € N, unzz

k=1

n
n? 4 k2’

Calculer :
(= lim u,

n—oo

et donner un équivalent de u,, — /.

Exercice 842 Soient f et g continues de [0, 1] dans R. Calculer :
n—1
1 k E+1
lim — — .
s (3)o (50)

2

n
iy 3"
im _.
2 2
n—00 n k
k=0 +

Exercice 843 Calculer :
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Exercice 844 Calculer les limites suivantes :
1+ V24+VB3+ -+
1. lim }
n—o0 n\/ﬁ

n
n
2. 1i E _
nl—>nc>lop:1 n2—|—p2

1 & —4 2p)?
3. lim — In (8n +6p —4)(n + 2) .
n—oo N, = 3n3

16 Equations différentielles

16.1 Premier ordre

Exercice 845 Résoudre les équations différentielles suivantes :

1. ¥y =y+xavec y(0) =1,

2.y =cosx +y,

3.y +2y = (z—2)%
Exercice 846 Pour chacune des équations différentielles qui suit : écrire la solution passant
par le point M(.,.) et tracer sommairement le graphe de la solution.

1.y +2zy=0, M=(0,1),

2.y +ytanz =sinzcosz M = (F,0),

3. z(z? — 1)y’ + 2y = 2%, On déterminera a, b, c € R tels que m =24 b4 =

Exercice 847 (Partiel de Novembre 1994) On se propose d’intégrer sur I'intervalle le plus
grand possible contenu dans ]0, co| I’équation différentielle :

B @)Dy = o

1. Déterminer a €]0, 00| tel que y(x) = ax soit une solution particuliére yo de (E).

2. Montrer que le changement de fonction inconnue : y(x) = yo(z)—ﬁ transforme 1’équation
(E) en I'équation différentielle

(E1) 2 (x) + (62 + i)z(x) =1.

3. Intégrer (E1) sur |0, ool.
4. Donner toutes les solutions de (E) définies sur |0, ool.

[Exercice corrigé]

Exercice 848 Trouver les solutions réelles des équations différentielles suivantes :

Loy'(t) +2y(t) =0;
dz

2. — —x=0:
i z=0;

3. v (x) 4+ 2y(z) = 0 avec (y — y')(0) = 0.
Exercice 849 Trouver les solutions réelles des équations différentielles suivantes :
1. (1+2%)y —ay=0;
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2.y +ytanx = 0, pour z dans ]%,37”[

Exercice 850 Trouver les solutions réelles sur I'intervalle maximal de I’équation différentielle :
'y +y=1.
Exercice 851 Soit ’équation différentielle
(E) ¢y +2zy=u=x.

1. Résoudre I’équation homogéne asociée.
2. Calculer la solution de (F£) vérifiant y(0) = 1.

[Exercice corrigé]

Exercice 852 Résoudre et raccorder éventuellement :
1. zy — 2y = 2.
2. z(1+2%)y =y.
3. (P+ 1)y +(x—1)y=2—2>+z+1.
4. (e =1y + (" + 1)y = 3 + 2¢™.

Exercice 853 Résoudre le systéme différentiel : {

i(t) = a(t) +y(0 et{mm_z
i) =30 —y(t)* |9(0) = 2

Exercice 854 Résoudre I'équation différentielle de Ricatti 2%y’ = 2%y? + zy + 1 en trouvant

une solution particuliére yq et en posant z = yjyo.

Exercice 855 Soit ’équation différentielle :

(5): 2O

+y(z) =2 + 22

Intégrer (E) et montrer que par un point donné il passe une et une seule courbe intégrale.
Soit H I'’ensemble des points M tels que la courbe intégrale passant par M a une tangente
horizontale en ce point, et I 'ensemble des points M tels que la courbe intégrale passant par ce
point a un point d’inflexion en ce point. Tracer H, I et la courbe intégrale passant par O(0,0).
En déduire un tracé géométrique des courbes intégrales.

Exercice 856 Résoudre le systéme différentiel :

P o) 00,
WO — s00) — i),

£(0) = 2,4(0) = 2.
Exercice 857 Soit f € C'(R,C),a € R**. Montrer que si :

lim (f'(z) + af(z)) = 0
alors :
lim f'(z) = lim f(x)=0.

T—00 Tr—00

Exercice 858 Soit f € C'(R,R) telle que f(0) =1 et f < f' < 2f.Encadrer f(—1) et f(1).
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16.2 Second ordre
Exercice 859 Résoudre les équations différentielles du second ordre suivantes :
L.y +4y 4+ 3y =0,
2.y =6y +9y =0,
3.y =2y +2y=0.
Exercice 860 Résoudre les équations différentielles du second ordre suivantes :
1.y —y =123+ 2
2.y =2y +y=e",
3. vy — 2y +y = cos(mx) ot m € R,
4. y" =2y +y = 23e” +2cosx + (23 + 3) (utiliser le principe de superposition).

Exercice 861 On considére I’équation homogene (E) ay” + by’ + cy = 0, avec a # 0. Donner
des conditions necessaires et suffisantes liant les coefficients a, b et ¢ dans les deux cas suivants :
(i) toutes les solutions de (F) tendent vers 0 lorsque z tend vers 'infini;

(ii) toutes les solutions sont périodiques.

Exercice 862 Résoudre I’équation :
y' + k*y = cosmz, k,m € R.

On discutera suivant les valeurs de k et m.

Exercice 863 Résoudre ’équation suivante :
y" =3y + 2y = €.
[Exercice corrigé]

Exercice 864 Résoudre ’équation suivante :

y" —y = —6cosz + 2xrsinx.

[Exercice corrigé]
Exercice 865 Résoudre ’équation suivante :

4y" + 4y + 5y = sinze /2,

[Exercice corrigé]

Exercice 866 On considére I’équation :
y'+ 2y +dy=xe”  (E)

1. Résoudre I’équation différentielle homogéne associée a (E).

2. Trouver une solution particuliére de (FE) (expliquer votre démarche), puis donner ’en-
semble de toutes les solutions de (F).

3. Déterminer 'unique solution h de (E) vérifiant h(0) = 1 et h(1) = 0.

4. Soit f :]0, 0co[— R une fonction deux fois dérivable sur |0, 00| et qui vérifie :

")+ 3tf'(t) +4f(t) = tlogt.
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(a) On pose g(z) = f(e®), vérifier que g est solution de (F).
(b) En déduire une expression de f.

[Exercice corrigé]

Exercice 867 Soit m € R. Déterminer la solution de ’équation :
(Em) y' — 2y + (1 +m?)y = (14 4m?) cosmz

qui vérifie y(0) = 1 et 3/(0) = 0 (Indication : On traitera séparement les cas m = 0 et m # 0).

Exercice 868 On considére ’équation différentielle :
y'+6y +9y =d(x) (E)

1. Résoudre I'équation différentielle homogéne associée a (E).

2. Trouver une solution particuliére de (F) lorque, respectivement, on pose :
d(x) = (2> +1)e™™" et d(z) = cosz.
3. Donner la forme générale des solutions de (E) lorsque :
d(r) = 2(2* + 1)e " + 50 cos .
Exercice 869 Déterminer une équation différentielle vérifiée par la famille de fonctions
y(z) = Cre** + Che™ 1,0y €R.
Exercice 870 Déterminer une équation différentielle admettant (r —2)? = 0 comme équation

caractéristique et e® + (23/6)e*” comme solution particuliére.

Exercice 871 Déterminer I’ensemble des solutions réelles des équations :
a) y’ +y — by =¥, b) ¥ +y — 6y = e"(2x + 1),
c) y" — 4y’ + 13y = cos z, d) ¥+ 3y +2y = e (z + 1) avec y(0) = 1, y(1) = 0.

Exercice 872 (Partiel Novembre 96) On considére I'équation différentielle suivante :
(E.D.) " —4y + 4y = d(x),

ot d est une fonction qui sera précisée plus loin.
1. Résoudre I'équation différentielle homogéne (ou sans second membre) associée a (E.D.).

2. Trouver une solution particuliére de (E.D.) lorsque d(z) = e™2% et lorsque d(z) = e**

respectivement.
3. Donner la forme générale des solutions de (E.D) lorsque

d(x) = 1

[Exercice corrigé]

Exercice 873 Résoudre sur R :
1. y" — 4y = 4e~ 22,
2.y — 3y + 2y = (22 + 1)e”.
3.y =2y +y=e"sinx.
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4. " +y = el
Exercice 874 Trouverles f : R — R deux fois dérivables telles que Vo € R f"(z)+ f(—z) = x.
Exercice 875 Résoudre sur |0, +-o0o[ 7" — 3 — 2%y = 0 en posant z(t) = y(\/1).

Exercice 876 Résoudre en posant z(t) = y(e') ou y(—e') suivant le signe de x, les équations
différentielles (d’Euler) suivantes :

1. 2%y — 2y = x.

2. 2%y +xy +y=xIn|x|.

Exercice 877 Résoudre I'équation différentielle de Bernouilli 22y? —xy’ — 3y = 0 en supposant

que y ne s’annule pas et en posant z = i

Exercice 878 Résoudre sur R :

- 2y(l’) = 3347

y'(x) —dy(z) = e,
— 2y (z) +y(z) = e"sinz.

Y (z)

Exercice 879 En posant z = i et en supposant que y ne s’annulle pas, résoudre 1’équation

(de Bernoulli) :
y(z)  dy(z)
2 —_—
T da? e
Exercice 880 Résoudre : y"’(z) + 2y'(z) + y(z) = 2x cosx cosh .

[Exercice corrigé]

— 3y(z) = 0.

Exercice 881 Déterminer les f € C*(R,R) telles que :
Ve e R, f"(z) + f(—x) = xcosz.

[Exercice corrigé]

Exercice 882 Soit p continue positive non nulle; montrer que toute solution de y”(x) +
p(z)y(x) = 0 s’annule au moins une fois sur R.

Exercice 883 Montrer que toute solution de y”(m)e‘xz + y(x) = 0 est bornée sur R.

Exercice 884 FEn posant t = arctan x, résoudre :

" 2z / y(ﬂf) _
Yy (I)+my($)+m—

[Exercice corrigé]

Exercice 885 Résoudre par le changement de fonction z = £ I'équation différentielle :
2" (z) — 2zy/ (x) + (2 — 2¥)y(z) = 0.

[Exercice corrigé]
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Troisiéme partie

ALGEBRE 2

17 Espaces vectoriels

17.1 Définition, sous-espaces

Exercice 886 Déterminer lesquels des ensembles Ey, E,, E3 et E, sont des sous-espaces vec-
toriels de R3. Calculer leurs dimensions.

Ei={(z,y,2) ER}; v +y—z=z+y+2z=0}
Ey={(z,y,2) e R3; 22 — 22 =0}.
B3y ={(z,y,2) € R®; e%e¥ =0}.

Ey={(z,y,2) € R®; z(z* +y?) =0}.

[Exercice corrigé]

Exercice 887 Soit R? muni de la loi interne & définie par a ® b = ab,Va,b € R et de la loi
externe ® telle que A ® a = a*,Va € R, VA € R. Montrer que E = (R%, ®, ®) est un R-espace
vectoriel.

Exercice 888 Parmi les ensembles suivants reconnaitre ceux qui sont des sous-espaces vecto-
riels.
E, = {(x,y,z) ERz+y+a=0, et m+3az=0}
Ey={fe F(R,R); f(1) =0},  Ez={feF(RR);f(0)=1}
E,={PeR,[X;P =3}, Es={(z,y) eR%z+ay+12=0}.

[Exercice corrigé]

Exercice 889 Parmi les ensembles suivants, reconnaitre ceux qui sont des sous-espaces vecto-
riels :

Ey ={(z,y,2) e R¥/z +y =0}; E; ={(z,y,2) € R¥/zy = 0}.
Ey={(z,y,2,t) e RY/Jx =0,y = 2z}; E)={(r,y,2) e R®/z = 1}.

By = {(z,y) € R?/2* + 2y > 0}; Ey = {(z,y) € R?/2® + 2y +y* > 0}.
Ey={f e R¥/f(1) = 0}; Ey={f e R¥/f(0) = 1};

Ey = {f € RR/f est croissante}.

Exercice 890 Déterminer si R?, muni des lois internes et externes suivantes, est ou n’est pas
un R-espace vectoriel :

L. (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d); AM(a,b) = (a, \b), X € R.
2. (a,b) + (¢, d) = (a+ ¢, b+ d); Ma, b) = (Na, \?b), A € R.
3. (a,b) + (¢,d) = (¢,d); AM(a,b) = (Aa, A\b), A € R.
Exercice 891 Dire si les objets suivants sont des espaces vectoriels :

1. L’ensemble des fonctions réelles sur [0, 1], continues, positives ou nulles, pour 1’addition
et le produit par un réel.

2. L’ensemble des fonctions réelles sur R vérifiant lim, ., f(z) = 0 pour les mémes opé-
rations.
21’1 — T2t X3 = 0
3. L’ensemble des solutions (x1, z9,x3) du systéme : ¢ x3 —4zo+ T3 = 0
Ty + 3%2 - 6.CE3 = 0.
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. L’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] vérifiant f(1/2) = 0.

. L’ensemble R? pour les opérations t ®y =ayet \-z = 2, (A € R).

. L’ensemble des fonctions impaires sur R.

. L’ensemble des fonctions sur [a, b] continues, vérifiant f(a) = 7f(b) + fab 3 f(t)dt.

. L’ensemble des fonctions sur R qui sont nulle en 1 ou nulle en 4.

© 00 =1 O Ot =

. L’ensemble des fonctions sur R qui peuvent s’écrire comme somme d’une fonction nulle
en 1 et d’une fonction nulle en 4. Identifier cet ensemble.

10. L’ensemble des polynomes de degré exactement n.

11. L’ensemble des fonctions de classe C? vérifiant f” + w?f = 0.

12. L’ensemble des fonctions sur R telles que f(3) = 7.

13. L’ensemble des primitives de la fonction ze” sur R.

14. L’ensemble des nombres complexes d’argument 7/4 + km, (k € Z).

15. L’ensemble des points (x,y) de R?, vérifiant sin(z + y) = 0.

16. L’ensemble des vecteurs (z,y, z) de R? orthogonaux au vecteur (—1,3, —2).
17. L’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] vérifiant fol sinzf(z)dr =0.
18. L’ensemble des polynomes ne comportant pas de terme de degré 7.

19. L’ensemble des fonctions paires sur R.

Exercice 892 Montrer que ensemble £ = {f € R®/(3(a, p) € R?)(Vz € R)f(z) = acos(z —
©)} est un R-espace vectoriel.

Exercice 893 Soit £ un C-espace vectoriel.

1. Soient I' et G deux sous-espaces de E. Montrer que

F U G est un sous-espace vectoriel de £ <—= F C Gou G C F.

2. Soient H un troisiéme sous-espace vectoriel de E. Prouver que
GCF=Fn({G+H)=G+(FNH).

Exercice 894 On munit R? de I'addition usuelle et de la loi externe \(z,y) = (Az,y). Est-ce
un R-espace vectoriel 7

Exercice 895 Montrer que {(x,y,2) € R®/z +y+ 2 =0 et 2z — y + 3z = 0} est un sous-espace
vectoriel de R3.

Exercice 896 Montrer que
F={fecCR,R)I(A ¢) € R*Vx € R, f(x) = Acos(x + ¢)}

est un espace vectoriel.
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17.2 Systémes de vecteurs

Exercice 897 Soient dans R? les vecteurs 0;(1,1,0), v5(4,1,4) et v3(2, —1,4).
1. Montrer que v7 et U3 ne sont pas colinéaires. Faire de méme avec v7 et v3, puis avec v; et
U3.
2. La famille (01, v3,03) est-elle libre 7
Exercice 898 Les familles suivantes sont-elles libres 7
1. 01(1,0,1), v3(0,2,2) et v3(3,7,1) dans R3.
2. 01(1,0,0), v5(0,1,1) et v3(1,1,1) dans R3.
3. 01(1,2,1,2,1), 1(2,1,2,1,2), %(1,0,1,1,0) et v73(0,1,0,0, 1) dans R°.
4. 01(2,4,3,—1,-2,1), v5(1,1,2,1,3,1) et v3(0, —1,0,3,6,2) dans RS,
5. 61(2,1,3,—1,4,—1), 55(—1,1,-2,2, —3,3) et v3(1,5,0,4, —1,7) dans RS
Exercice 899 On considére dans R™ une famille de 4 vecteurs linéairement indépendants :
(€1, €3, €3, €;). Les familles suivantes sont-elles libres ?
1. (é1,263,€3).
2. (e1,¢€3).
3. (€1,2€1 + é3,¢€3).
4. (361 + €3,¢€3, 65+ €3).
5. (261 + €5, €1 — 3é3, €4, €3 — €7).
Exercice 900 Soient dans R? les vecteurs €;(1,2,3,4) et €3(1, —2,3, —4). Peut-on déterminer
x et y pour que (x,1,y,1) € Vect{ei,é3} ? Et pour que (z,1,1,y) € Vect{ei, ez} ?

Exercice 901 Dans R* on considére I'ensemble E des vecteurs (xq, o, 23, 24) vérifiant z; +
Zo + x5 + x4 = 0. L’ensemble E est-il un sous espace vectoriel de R*? Si oui, en donner une
base.

Exercice 902 Dans I'espace R?, on se donne cinq vecteurs : Vi = (1,1,1,1), V5 = (1,2,3,4),
Vs = (3,1,4,2), V; = (10,4,13,7), V5 = (1,7,8,14). Chercher les relations de dépendance
linéaires entre ces vecteurs. Si ces vecteurs sont dépendants, en extraire au moins une famille
libre engendrant le méme sous-espace.

Exercice 903 Dans l'espace R, on se donne cinq vecteurs : V; = (1,1,1,1), Vo = (1,2, 3,4),
Vs = (3,1,4,2), V4 = (10,4,13,7), V5 = (1,7,8,14). A quelle(s) condition(s) un vecteur B =
(b1, by, b3, by) appartient-il au sous-espace engendré par les vecteurs Vi, Va, V3, Vi, V57 Définir
ce sous-espace par une ou des équations.

Exercice 904 Soient les vecteurs e; = (1,2,3,4), es = (1, —2, 3, —4) de R*. Peut-on déterminer
x et y pour que (x,1,y,1) € Vect{e, ez} ? pour que (z,1,1,y) € Vect{es,ea}?

Exercice 905 Soit E un espace vectoriel sur R et z,y, z,t une famille libre d’éléments de FE,
les familles suivantes sont-elles libres ?
1. z,2y, z.
2. x,z.
3. x,2x +1,1.
4. 3x+ 2,2,y + z.
5. 2x +y,xr — 3y, t,y —x.
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Exercice 906 Dans R*, comparer les sous-espaces F et (G suivants :

F = Vect{(1,0,1,1),(~1,-2,3,—1), (=5, —3,1, —5)}
G = Vect{(—1,—1,1,-1),(4,1,2,4)}

Exercice 907 On suppose que vy, v, 03, ... ,v, sont des vecteurs indépendants de R".
1. Les vecteurs vy — vg, V9 — V3, V3 — Uy, ... , v, — v1 sont-ils linéairement indépendants ?
2. Les vecteurs vy + vg, U9 + v3, V3 + vy, . .. , v, + v1 sont-ils linéairement indépendants ?
3. Les vecteurs vi,v1 + 9,01 + Uy + U3,V1 + Vg + V3 + Vgy ... , U1 + Vo + - + v, sont-ils

linéairement indépendants ?

Exercice 908 Soient E et F les sous-espaces vectoriels de R3 engendrés respectivement par

2 1 3 5
les vecteurs {| 3 |, | =1} et {[7],| O |} Montrer que E et F sont égaux.
—1 -2 0 -7

[Exercice corrigé]

Exercice 909 Prouver que dans R, les vecteurs u; = (2,3, —1) et uy = (1, —1, —2) engendrent
le méme s.e.v. que les vecteurs v, = (3,7,0) et vy = (5,0, —7).
Exercice 910

1. Montrer que les systémes : S; = (1;1/2) et Sy = (1;1/2;v/3) sont libres dans R considéré
comme Q-espace vectoriel.

2. Soient, dans R?, les vecteurs u; = (3 4+ v/5,2 + 3v/5) et uy = (4,7v/5 — 9). Montrer que
le systéme (up,us) est Q-libre et R-lié.

3. Soient les vecteurs vy = (1 —4,4) et vy = (2, —1 +4) dans C.
(a) Montrer que le systéme (vy,vy) est R-libre et C-lié.
(b) Veérifier que le systeme S = {(1,0), (¢,0),(0,1),(0,7)} est une base de 'e.v. C? sur
R, et donner les composantes des vecteurs vy, vy par rapport a cette base.
Exercice 911

1. On définit les fonctions suivantes : f; : ¢t +— cost.cht, fo : t — cost.sht, f3 : t —
sint.cht, fy : t — sint.sht. Montrer que le systéme (fy, fo, f3, f1) est libre dans R,

2. Méme question pour la famille F = {f, : t — e X € R}.

Exercice 912 Dans F(R,R), les trois fonctions x — sinz, = +— sin 2z, x +— sin 3z, sont-elles
linéairement indépendantes 7 Généraliser.

Exercice 913 Soit E un C-espace vectoriel et S; = (eq, e, ...,€,) un systéme libre dans F,
n = 2.
/

1. On considére le systéme Sy = (e}, €, ..., €, ) défini par : €} = S _er 1< <n. Sy est-il
libre ?

2. On consideére le systéme S3 = (e1,¢€9,...,,) défini par : ¢; = e; +ej41,1 < j<n—1et
€n = €, + e1. Montrer les résultats suivants :

(a) Ss libre = S libre.
(b) n impair : S libre < S libre.
(c) n pair : Ss lié.
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Exercice 914 Peut-on déterminer des réels x,y pour que le vecteur v = (—2,z,y,3) ap—
partienne au s.e.v. engendré dans R* par le systéme (ej,es) ou e; = (1,—1,1,2) et ey =
(—1,2,3,1)7

[Exercice corrigé]

Exercice 915 Soient f(z) = cos(x), g(z) = cos(x) cos(2x) et h(x) = sin(z) sin(2z). Détermi-
ner vect(f, g, h).

R—R

Exercice 916 Soit a € R et f, : - ) ) . Montrer que la famille (f,)acr
r+—1six=a,0sinon

est libre.

[Exercice corrigé]

. . R—R . .

Exercice 917 Soit o € R et g, : we - Montrer que la famille (ga)acr est libre.

e

Exercice 918 Montrer que les familles suivantes sont libres dans RE, et ce quelque soit N €
N*:

(z — |z - a|)a:1,3,5,...,2N+1 ; (x — cos nm)n:l,Q,...,N ;(x — eax)azl,‘..,N

17.3 Somme directe

Exercice 919 Soient €1(0,1,—2,1),€5(1,0,2,—1),€3(3,2,2,—1),€4(0,0,1,0) et €5(0,0,0, 1) des
vecteurs de R*. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier votre réponse.

1. Vect{ei,és, ez} = Vect{(1,1,0,0),(—1,1,—4,2)}.

2. (1,1,0,0) € Vect{eq, e} N Vect{és,é3, é4}.

3. dim(Vect{ei,es} N Vect{éy, é3, é1}) = 1.

4. Vect{er,éx} + Vect{éy, é3, €.} = R

5. Vect{ey,é3} est un sous-espace vectoriel de supplémentaire Vect{éi, €, 3} dans R%.
Exercice 920 On considére les vecteurs v; = (1,0,0,1), v = (0,0,1,0), v3 = (0,1,0,0),
e = (0,0,0,1), v5 = (0,1,0,1) dans R? .

1. Vect{vy,vs} et Vect{vs} sont-ils supplémentaires dans R*?

2. Méme question pour Vect{vy,vs,v4} et Vect{vy, vs}.

Exercice 921 Si L, M, N sont trois sous-espaces vectoriels de F, a-t-on :
LN(M+N)=LNM+LNN?
Exercice 922 Soit £ = R, [X] l'espace vectoriel des polyndomes de degré < n. On définit
E,={P € E;(X —a)/P}
pour a € R. Montrer que si a # b il existe un couple de réels (¢, d) tels que 1 = ¢(X —a)+d(X D).

En déduire que £ = E, + E}, la somme est-elle directe 7

Exercice 923 Soit £ = AYR,R) et F' = {f € E/f(0) = f'(0) = 0}. Montrer que F est un
sous-espace vectoriel de E et déterminer un supplémentaire de F' dans E.

[Exercice corrigé]

Exercice 924 Soient F un espace vectoriel, I’ et G deux sous-espaces vectoriels de E. On
dit que F et G sont supplémentaires dans E lorsque F'N G = {0} et E = F + G. On note
E=F®dG.
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, 2 =

0 0 1
R%. Posons F' = Vect {e1,e2},G = Vect {e3,e,}, G’ = Vect {es,e4, e5}. Montrer que
E=FaGet E#£#Fa&d.

2. Supposons que E est de dimension finie n, que dim (F)=pet £ = F © G.
(a) Calculer dim (G).

(b) Montrer que tout élément x de E se décompose d’une maniére unique en une somme
r=y+zavecy € Fetzed.

(c) Soient F = {fi1, -, fr} une famille libre de F' et G = {g1,-- -, g} une famille libre
de GG. Montrer que la famille 7 U G est libre.

1. Soient e; = ,e3 = L6y = des vecteurs de

S = =
i )
S = =
—_

—_

(d) Soit ¢ une application linéaire de E dans R? ¢ € N. Construire deux applications
linéaires ¥ et ¢ de E dans RY telles que : Vy € F : ¢'(y) = 0,Vz € G : ¢(2) =0 et
Vo € E:o(x) =¢(z) + ¢ ().

Exercice 925 (Caractérisation de la somme directe de trois s.e.v.) Soient U, V, W des
s.e.v. d'un e.v. E, vérifiant (1) : UNV ={0} = U +V)nW.

1. Démontrer que VNW ={0} =UN(V + W).

2. Montrer que () équivaut a

(II): Ve e U4+ V +W)( AN u,v,w) e U xV x W)(x =u+v+w).

Exercice 926 Soit

E = {(tun)nen € RN | (un), converge }.

Montrer que I’ensemble des suites constantes et I’ensemble des suites convergeant vers 0 sont
des sous-espaces supplémentaires de FE.

18 Applications linéaires

18.1 Définition

Exercice 927 Notations :

C:
Cd J

ensemble des fonctions numériques continues sur [0, 1].
ensemble des fonctions numériques ayant une dérivée continue sur [0, 1].

C(R) et C*(R) : définis de fagon analogue pour les fonctions définies sur R.

P

: ensemble des polynémes sur R.

P, : ensemble des polyndmes sur R, de degré < n.

Dire si les applications suivantes sont des applications linéaires :

1. R - R:z+— 222
2. R—-R:2x+— 4z — 3.
3. R>R:z— Va2

4. R? - R?: (x,y) — (y,2).
5

6

.C—>C:fr—>{tr—>ﬁ?2 :

.C—R: f— f(3/4).
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T.C—R: [ f(1/4) = [, f(t) dt.

8. R? - R: (x,y) — 3z + 5y.

9. R? = R: (z,y) — /322 + 5y2.

10. R? - R: (z,y) — sin(3z + 5y).

11. R2 - R?: (z,y) — (—z,y).

12. R2 - R: (z,y) — xy.

13. R? > R: (z,y) — 20 si 22 4+ y2 # 0 et0 sinon.

x24y?
14. C—Cq: f s {x e [ f(t)dt}.
15. P — P, : A quotient de A par B a l’ordre n selon les puissances croissantes (B et n
fixés, avec B(0) # 0).
16. RQHRQ:MHM’déﬁnipar:O—M’:%sim#ﬁetommn.

17 R —R:M—OM-V oa V =(4,-1,1/2).
18. R — R?: 2 (2z,2/m, 2V/2).
19. C = R: f — maxyepq f(¢).
20. C — R f+— maxye)o,1) f(t) — mingepq) f(2).
21. R*> —» R?: (z,y) — la solution du systéme d’équations en (u,v) :
{ Ju—v = w
6u+2v = .
22. R? — R?: (z,y) — le symétrique de (x,y) par rapport a la droite d’équation z+y—a =0
(discuter selon les valeurs de a).
23. R® — R3: (z,y,2) — la projection de (z,y, z) sur le plan x +y + 2z —a = 0 parallélement
a Oz (discuter selon les valeurs de a).
24. Cq—C: f— f.
25. R®* - R?: (z,y,2) — (2 — 3y + z,z —y + 2/3).
26. R — Cd : X\ — la solution de I’équation différentielle y" — m;il =0 valant A en g = 1.
27. C — R : fr [[In(1+ |f(2)]) dt.
28. R — R: x> la 17-iéme décimale de z (en écriture décimale).
29. Cy— R: [ f/(1/2) + [} f(t) dt.
30. R = R: 2 — In(37V2),
3l. RxC(R) = C(R) : (A, f) — la primitive de f qui vaut A en 2o = 7.
32. C'R) = CR) : f—{z f'(z)+ f(z) sinz}.
Exercice 928 Soient f et g, applications de C dans C, définies par f(z) = z et g(2) = R(z).

Montrer que f et g sont linéaires sur C en tant que R-e.v., et non linéaires sur C en tant que
C-e.v.

Exercice 929 Déterminer si les applications f; suivantes (de FE; dans F;) sont linéaires :

fii(r,y) ER?— e +y,x—y) ER: fo: (z,y,2) € R® — (2y,2,y) € R?
fai(2,y,2) ER* = v +y+2z,y—2z12+y) €R?
fi: PeR[X]|— P eR[X], f5: P € R3[X] — P’ € R3[X]
fo: P € Ry[X] — (P(=1), P(0), P(1)) €R®, f : P € R[X] — P — (X — 2)P € R[X].
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Exercice 930 Soit E un espace vectoriel de dimension n et ¢ une application linéaire de E
dans lui-méme telle que ™ = 0 et "~ ! # 0. Soit z € E tel que " (z) # 0. Montrer que la
famille {z,... , " '(z)} est une base de F.

[Exercice corrigé]

18.2 Image et noyau
Exercice 931 Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de R”, on définit I'application f :
F x G — R" par f(x1,22) = 21 + xa.
1. Montrer que f est linéaire.

2. Déterminer le noyau et 'image de f.

Exercice 932 Soit f une application linéaire de R™ dans R™. Montrer que les propriétés (1) a
(3) sont équivalentes.

(1) R" = Im(f)ED Ker(f)

(2) Im(f) = Im(f?)

(3) Ker(f) = Ker(f?)

Exercice 933 Soient : E, F et G trois sous espaces vectoriels de RY, f une application linéaire
de E dans F et g une application linéaire de F’ dans G. On rappelle que g o f est 'application
de E dans G définie par g o f(v) = g(f(v)), pour tout vecteur v de E.

1. Montrer que g o f est une application linéaire.

2. Montrer que f(KeT(g o f)) = KergNImf.

Exercice 934 F; et E, étant deux sous-espaces vectoriels de dimensions finies d’un espace
vectoriel E, on définit Papplication f: By X Ey — E par f(xy,z2) = x1 + xo.

1. Montrer que f est linéaire.

2. Déterminer le noyau et 'image de f.

3. Appliquer le théoréme du rang.
Exercice 935 Soit E 'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal & n. Pour
p < n on note e, le polynome x — zP. Soit f l'application définie sur E par f(P) = @ avec
Q(z)=Plx+1)+ P(x—1) — 2P(x).

1. Montrer que f est une application linéaire de E dans FE.

2. Calculer f(e,); quel est son degré? En déduire ker f, Im f et le rang de f.

3. Soit @ un polynome de Im f; montrer qu’il existe un polynéme unique P tel que :

f(P)=@Q et P(0) = P'(0) =0.

Exercice 936 Soit F/, F', G trois espaces vectoriels, f et g deux applications linéaires E Lrsa :
montrer que :

ker(go f) = f H(kerg NIm f) = f'(kerg).
Exercice 937 Soit E un espace vectoriel de dimension finie, F' et N deux sous-espaces vec-

toriels de E'; donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une application
linéaire f de F dans E vérifiant : f(E) = F et ker f = N.
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Exercice 938 Soit E, F, GG trois espaces vectoriels de dimensions respectives n, p, q, f et g

deux applications linéaires E L F 2 G telles que go f = 0. Quelle relation existe-t-il entre le
rang de f et celui de g7

Exercice 939 Soit E un espace vectoriel de dimension finie, f une application linéaire de F
dans E'; montrer que les propriétés (1) a (3) sont équivalentes :

(1) E=Im f®kerf,
(2) Im f =Im f,
(3) ker f = ker f2.
Exercice 940 Soit E un espace vectoriel, et u une application linéaire de F dans E. Dire si
les propriétés suivantes sont vraies ou fausses :
Siey,es, ... e, estlibre, il en est de méme de u(ey), u(eq), ..., u(ey).
Si u(er),u(es),. .. ,u(ey) est libre, il en est de méme de ey, eq, ... , €,
Sieq, e, ... €, est génératrice, il en est de méme de u(er), u(es), ... ,u(e,).

Si u(ey),u(es),. .. ,u(e,) est génératrice, il en est de méme de ey, e, ... , €.

BN

Si u(er),u(ez), ... ,u(e,) est une base de Ju, alors e, e, ... ,e, est une base d’un sous-
espace vectoriel supplémentaire de Ker u.

Exercice 941 Soient £ un espace vectoriel et ¢ une application linéaire de E dans E. On
suppose que Ker (¢) NIm (¢) = {0}. Montrer que, si x ¢ Ker (¢) alors, pour tout n € N :

¢"(x) # 0.

[Exercice corrigé]

Exercice 942 Pour des applications linéaires f : E — I, g : F' — G, établir ’équivalence
go f=0<«= Imf C Kerg.

Soit f un endomorphisme d’un e.v. F, vérifiant l'identité f?>+ f —2ig = 0. Etablir Im(f —ig) C
Ker(f 4+ 2ig); Im(f+2ig) C Ker(f —ig); E =Ker(f —ig)® Ker(f + 2ig).

Exercice 943 Soient E un espace vectoriel de dimension n et f une application linéaire de E
dans lui-méme. Montrer que les deux assertions qui suivent sont équivalentes :

1. Ker(f) =im(f).
2. f2=0 et n=2rg(f).
[Exercice corrigé]

Exercice 944 Soient F un espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de F de dimension
finie. Soit f une application linéaire de E dans lui-méme.

1. Montrer que, si F' C f(F') alors f(F) = F.

2. Montrer que, si f est injective et f(F') C F alors f(F) = F.

Exercice 945 Soient f : E — F et g : FF — G deux applications linéaires. Montrer que
ker(f) C ker(go f) et Im(g o f) C Im(f).

Exercice 946 Soit F un espace vectoriel de dimension finie et ¢ une application linéaire de
E dans lui-méme. Posons K,, = Ker (¢™) et I,, = Im (™). Montrer qu'il existe ng € N tel que
pour tout n > ng on ait K,, = K,,,. Déduiser en que pour tout n > ng on a également [,, = I,,,.

Exercice 947 Soient f et g deux endomorphismes de E tels que fog = go f. Montrer que
ker(f) et Im(f) sont stables par g.
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Exercice 948 Soit f € L(E) telle que f3 = f? + f. Montrer que E = ker(f) ® Im(f) (on
remarquera que f o (f%— f —id) =0).

Exercice 949 Soit f € L(E). Montrer que ker(f) NIm(f) = f(ker(f o f)).

[Exercice corrigé]

Exercice 950 Soit U un sous-espace vectoriel de E espace vectoriel, et
A={f e L(E)U cCKer(f)}.

Montrer que A est un sous-espace vectoriel de L(FE).

Exercice 951 Donner des exemples d’applications linéaires de R? dans R? vérifiant :

1. Ker(f) = Im(f).
2. Ker(f) inclus strictement dans Im(f).

3. Im(f) inclus strictement dans Ker(f).
Exercice 952 Soit (u,v) € (L(E))?, tels que u*> = u et vu = 0. Montrer que

Im(u + v) = Im(u) + Im(v).

18.3 Injectivité, surjectivité, isomorphie

Exercice 953 Soit (€7, €3, €3) une base de R3) et A\ un nombre réel. Démontrer que la donnée
de

o) = é+é

o&) = a-6

olez) = €1+ Ae;

définit une application linéaire de R3 dans R?. Ecrire 'image du vecteur ¥ = a,€; + a265 + as€s.
Comment choisir A pour que ¢ soit injective 7 surjective 7

Exercice 954 Soit E un espace vectoriel de dimension 3, {ej, e, €3} une base de E, et A un
parameétre réel.
pler) = er+er
Démontrer que la donnée de p(es) = e3 —eg  définit une application linéaire ¢ de F
ples) = er+ Aeg
dans E. Ecrire le transformé du vecteur z = aje; + ases + asges;. Comment choisir pour que
 soit injective 7 surjective ?

Exercice 955 F étant un espace vectoriel de dimension n sur R, f une application linéaire
de E dans F, construire dans les trois cas suivants deux applications linéaires bijectives u et v
de FE dans F telles que f =u —v.

— f est bijective.

- Kerf+Imf=F.

— f est quelconque.

Exercice 956
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1. Dire si les applications f;, 1 < i < 6, sont linéaires

fii(z,y) € R? = (22 +y,ax —y) € R?,
fo:(z,9,2) € R® = (zy,ar,y) € R?,

fs: PER[X] > aP + P e R[X],

fi: P eR3[X]— P € RyX],

f5 1 P € Rg[X] = (P(=1), P(0), P(1)) € R,
fo: PER[X]— P — (X —2)P € R[X].

2. Pour les applications linéaires trouvées ci-dessus, déterminer ker(f;) et Im (f;), en déduire
si f; est injective, surjective, bijective.

Exercice 957 Soit f € L(F) non nul; montrer que f est injective si et seulement si pour tout
couple (Ey, Ey) de sous-espaces supplémentaires de F, la somme f(FE;) + f(F2) est directe (i.e.
f(E1) et f(Es) sont supplémentaires).

Exercice 958 Soit f € L(E) ou E est un K —espace vectoriel. On suppose :
Vee B3N e K, f(x) = Ax.

Montrer :
du e K, f = pud.

Exercice 959 Soient £ = C,[X] et A et B deux polynomes a coefficients complexes de degré
(n+1). On considére Papplication f qui & tout polynéme P de E, associe les reste de la division
euclidienne de AP par B.

1. Montrer que f est un endomorphisme de F.

2. Montrer I’équivalence

f est bijective <= A et B sont premiers entre eux.

Exercice 960 Soit f € L(E) telle que f2 = f+ f+id. Montrer que f est un automorphisme.
Exercice 961 Soit E un C-espace vectoriel et f € L(E) tel que f? —3f + 2Id = Oz (p).

1. Montrer que f est un automorphisme.
2. Montrer que FE = ker(f — Id) @ ker(f — 21d).

3. Déduire de 2. que si E est de dimension finie n, il existe une base 8 = (&;)1<i<n, telle que
Vi, f(e;) = \iei avec Ay = 1 ou \; = 2.

Exercice 962 Montrer que si p < ¢ il n’existe pas d’application linéaire surjective de RP dans
RY. Montrer que si g < p il n’existe pas non plus d’application linéaire injective de RP dans RY.

Exercice 963 Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et ¢ une application
linéaire de F dans F'. Montrer que ¢ est un isomorphisme si et seulement si I'image par ¢ de
toute base de E est une base de F'.

[Exercice corrigé]

Exercice 964

1. Soient E et F' deux espaces vectoriels et ¢ une application linéaire bijective de E dans
F. Montrer que la bijection réciproque ¢~! est linéaire. Une telle application est dite un
isomorphisme d’espaces vectoriels.
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2. Soient E et I’ deux espaces vectoriels de dimension finie. Montrer qu’il existe un isomor-
phisme d’espaces vectoriels de E a valeurs dans F' si et seulement si dim(E) = dim(F).

Exercice 965 Soit E un espace vectoriel de dimension finie ¢ et 1 deux applications linéaires
de E dans lui-méme telles que ¢ o1 = idg. Montrer que 1 o p = idg.

18.4 Morphismes particuliers

Exercice 966 Soient U et V deux ensembles non vides et f une application de U a valeurs dans
V. Le graphe de f est le sous-ensemble de U x V' défini par Gf = {(z,y) € U x V tels que y =

f(@)}.

1. On suppose maintenant que U et V sont des espaces vectoriels. Rappeler la définition de
la structure d’espace vectoriel de U x V.

2. Montrer qu’une partie H de U x V est le graphe d’une application linéaire de U dans V'
si et seulement si les trois conditions qui suivent sont satisfaites :
i) La projection canonique H — U définie par (x,y) — x est surjective.
ii) H est un sous-espace vectoriel de U x V.
i) HN ({0p}) x V) ={0pxv}. (O et Opxy sont les éléments neutres respectifs de U et
UxV.)

3. On identifie R* & R? x R? par I'isomorphisme (x,v,2,t) — ((z,y),(2,t)). Enoncer des
conditions nécéssaires et suffisantes pour que FE soit le graphe d’une application linéaire
de R? dans lui-méme.

4. Montrer que E est le graphe d’une application linéaire ¢ de R? dans lui-méme. Déterminer
sa matrice dans une base que ’on définira au préalabe.

Exercice 967 (Projecteur et involution) Soit F un espace vectoriel ; on note ig 'identité
sur E. Un endomorphisme u de F est un projecteur si v ou = u.

1. Montrer que si u est un projecteur alors iz — w est un projecteur. Vérifier aussi que
Imu={z € E; u(z) ==z} et que £ = Keru @ Imu.
Un endomorphisme u de E est appelé involutif si uou =ig.

2. Montrer que si u est involutif alors u est bijectif et £ = Im(ig + u) @ Im(ip — u).
Soit £ = F & G et soit x € F qui s’écrit donc de facon unique x = f +g¢, f € F, g €G.
Soitu: Esx— f—ge k.

3. Montrer que u est involutif, F' = {z € E; u(z) =z} et G = {x € E; u(x) = —z}.

4. Montrer que si u est un projecteur, 2u — i est involutif et que tout endomorphisme
involutif peut se mettre sous cette forme.

Exercice 968 Soient P = {(z,y,2) € R*2x+y—2=0} et D ={(z,y,2) € R} 20 —2y+2 =
0,7 —y — z = 0}. On désigne par ¢ la base canonique de R3.

1. Donner une base {ej, ey} de P et {e3} une base de D. Montrer que R* = P @ D puis que
g’ = {ey, €9, €3} est une base de R>.

2. Soit p la projection de R?® sur P parallélement a D. Déterminer Mat(p,e’,¢’) puis A =
Mat(p, e, ). Vérifier A? = A.

3. Soit s la symétrie de R? par rapport a P parallélement a D. Déterminer Mat (s, €', €’) puis
B = Mat(s, ¢,¢). Vérifier B2 =1, AB= A et BA= A.

Exercice 969
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1. Soit E un espace vectoriel de dimension n. Un hyperplan de E est un sous-espace vectoriel
de dimension n — 1. Montrer que l'intersection de deux hyperplans de £ a une dimension
supérieure ou égale & n — 2. Montrer que, pour tout p < n, 'intersection de p hyperplans
a une dimension supérieure ou égale & n — p.

2. Montrer que, pour tout n € N et pour tout y € R, I'application e, de R,[X] & valeurs
dans R définie en posant e, (P(X)) = P(y) (i.e. 'application e, est 'évaluation en y) est
linéaire. Calculer la dimension de son noyau.

3. Méme question avec 'application e; de R,,[X] a valeurs dans R définie en posant e; (P(X)) =
P'(y) (en désignant par P’ le polynéme dérivé de P).

4. Démontrer, a I'aide de ces deux résultats, qu’il existe dans Rg[X] un polynéme P non nul
et ayant les propriétés suivantes : P(0) = P(1) = P(2) =0 et P'(4) = P'(5) = P'(6) = 0.

R? — R?

rapport a biilip parallélement a biiiip.

Exercice 970 Soit f : . Montrer que f est la biilip par

Exercice 971 FE est un R—espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces supplémentaires de E :
E=F&@G. On pose s(u) = up — ug ot u = up + ug est la décomposition (unique) obtenue
grace a F = FE@G. s est la symétrie par-rapport a F' de direction G.

1. Montrer que s € L(E), que u € F & s(u) = u,u € G < s(u) = —u, donner Ker(s) et

calculer s%.

2. Réciproquement si f € L(E) vérifie f2 = idg. On pose p = H%. Calculer f(u) en
fonction de p(u) et w. Vérifier que p est un projecteur, calculer son noyau et son image.
Montrer que f est la symétrie par rapport a F' = {u € E|f(u) = u} de direction G =
{u € E|f(u) = —u}.

Exercice 972 Soient p et ¢ deux projecteurs de E, espace vectoriel, tels que pg = gp (p et ¢
commutent). Montrer que pg et (p + ¢ — pq) sont deux projecteurs de E, et que :

Im(pg) = Imp N Img,

Im(p+q—pg) =Imp+ Img.

Exercice 973 Soient p et g deux projecteurs de FE, espace vectoriel; donner une condition
nécessaire et suffisante pour que p + ¢ soit un projecteur de E; donner alors Im(p + q) et
Ker(p + q).

Indication : on montrera que Im(p + ¢) = Imp @ Im g et que Ker(p + ¢) = Ker(p) N Ker(q).

Exercice 974 Soit E l'espace vectoriel des applications de R dans R, P le sous-espace des
fonctions paires et I le sous-espace des fonctions impaires. Monter que F = P @) I. Donner
I’expression du projecteur sur P de direction 1.

Exercice 975 Soit F = R[X] I'espace vectoriel des polynomes, et f: F — FE définie par :
P(-X) — P(X)
5 :

Montrer que f € L(FE), que E = Im f @ Ker(f) mais que f* = —f. Quel théoréme cet exemple
illustre t-il 7

VP e E, f(P)(X)=

Exercice 976 Soit E = R,[X] lespace vectoriel des polynomes de degré < n,et f: E — E
définie par :
f(P)=P+(1-X)P.

Montrer que f € L(E), donner une base de Im f et de Ker(f).
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Exercice 977 Soit E = C(R",R) et U : E — FE définie par f +— U(f) telle que :

Yz € R, U(f)(z) = i/o F(t)dt.

et U(f)(0) = f(0). Montrer que U € L(FE), déterminer Ker(U) et Im(U).

Exercice 978 On désigne par P, I’espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré
inférieur ou égal a ¢, et O, 'espace vectoriel des polynomes d’ordre supérieur ou égal a ¢,
c’est-a-dire divisibles par x9. P étant un polynéme, on note T'(P) le polynome défini par :

1 xr
T(P)(z) = zP(0) — 2—0935P<4>(0) + / t[P(t+ 1) — P(t) — P'(t)] dt.
0

1. Montrer que T est linéaire. Déterminer T'(e;) ot eg = 1, €1 = z, e5 = 2%, e3 = 23, 4 = 2,
et vérifier que T'(Py) C P4. Désormais, on considére T comme application linéaire de Py
dans Py. Ecrire sa matrice par rapport a la base (eq, e1, €2, €3, €4).

2. Déterminer soigneusement les espaces T(Py; N O3) et T'(P, N Oy).

3. La restriction 7" de T a P, N Oy est-elle injective 7 Sinon déterminer une base du noyau
de T".

4. Montrer que ST = (01 NP1) & (O3 N Py). Quel est le rang de T'7

5. Montrer que KerT' peut s’écrire sous la forme (O; N'Py) @ V'; expliciter un sous-espace
V possible. Déterminer Ker 7' N 37T

6. On cherche un vecteur non nul u = aez + bey de O3 N Py, et un nombre réel A, tels
que T(u) = Au. Ecrire les équations que doivent vérifier a, b, \. Montrer qu’il existe deux
valeurs possibles de A, \; et Ao, telles 0 < Ay < Ag; les calculer. Trouver deux vecteurs
non nuls uz et uy de O3 NPy tels que T(uz) = Auz et T(uy) = Aguy.

7. On pose ug = e1, u; = ey — 4dez + 3ey, us = eg. Montrer que {ug, U1, us, us, uy} est une
base de P,. Ecrire la matrice de T" dans cette base.

19 Espaces vectoriels de dimension finie

19.1 Base
1 —1 1
Exercice 979 Montrer que les vecteurs {{ 1],| 1 |, | 0 |} forment une base de R3. Cal-
1 0 -1
1 1 0
culer les coordonnées respectives des vecteurs | 0|, 0], | 0] dans cette base.
0 1 1

[Exercice corrigé]

Exercice 980 Soient v;(1,2,3,4),v3(2,2,2,6),03(0,2,4,4),v1(1,0, =1, 2),05(2, 3,0, 1) dans R*.
Soient F' = Vect{vi, 03,03} et G = Vect{vy, v3}. Déterminer une base des sous-espaces F' NG,
F,Get F+G.

Exercice 981 1. Montrer que les vecteurs z; = (0,1,1), 2o = (1,0,1) et 23 = (1,1,0)
forment une base de R?. Trouver dans cette base les composantes du vecteur = = (1,1, 1).
2. Donner, dans R3, un exemple de famille libre, qui n’est pas génératrice.

3. Donner, dans R?, un exemple de famille génératrice, mais qui n’est pas libre.
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Exercice 982 On considére dans R?, F' = lin{a,b,c} et G = lin{d, e}, avec a = (1,2,3,4),
b =(2,2,2,6), c=(0,2,4,4), d = (1,0,—1,2) et e = (2,3,0,1). Déterminer des bases des
sous-espaces F'NG, F, G, F+G.

Exercice 983 Dans 'espace Ps5 des polyndémes de degré < 5, on définit les sous-ensembles :
E,={PeP;s| P(0)=0}
E,={PeP;s| P(1)=0}
Ey ={P € Ps | 2> + 1 divise P}
Ey={P € Ps |z — P(x) est une fonction paire }
Es; ={P € Ps|Vz, P(x)=xzP'(z)}.
1. Déterminer des bases des sous-espaces vectoriels Ey, E,, Fs, Fy, FE5, B4 N Ey, E1 N E3,
EiNEsNEs, EyNEyN E3sN Ey.

2. Déterminer dans Py des sous-espaces supplémentaires de E, et de £ N Es.

Exercice 984 Dans R? on considére I'ensemble E des vecteurs (1, o, T3, z4) vérifiant 1'équa-
tion 21 + 9+ 3+ x4 = 0. L’ensemble E est-il un sous-espace vectoriel de R*? Si oui, en donner
une base.

Exercice 985 Vrai ou faux? On désigne par F un R-espace vectoriel de dimension finie.
1. Si les vecteurs z,y, z sont deux & deux non colinéaires, alors la famille z,y, z est libre.

2. Soit x1,x3,...,x, une famille de vecteurs. Si aucun n’est une combinaison linéaire des
autres, la famille est libre.

Exercice 986 Etudier I'indépendance linéaire des listes de vecteurs suivantes, et trouver a
chaque fois une base du sous-espace engendré.

1. (1,0,1), (0,2,2), (3,7,1) dans R3.

. (1,0,0), (0,1,1), (1,1,1) dans R®.

. (1,2,1,2,1), (2,1,2,1,2), (1,0,1,1,0), (0,1,0,0,1) dans R®.

4. (2,4,3,-1,-2,1), (1,1,2,1,3,1), (0,—1,0,3,6,2) dans RE.
5.(2,1,3,—-1,4,-1), (-1,1,-2,2,-3,3), (1,5,0,4, —1,7) dans RS

w N

Exercice 987 Dans R3, les vecteurs suivants forment-ils une base ? Sinon décrire le sous-espace
qu’ils engendrent.

Lovy=(1,1,1),v9 = (3,0,—1),v3 = (—1,1,—1).

2. v1 =(1,2,3),v9 = (3,0,—1),v3 = (1,8, 13).

3. v1 =(1,2,-3),v9 = (1,0,—1),v3 = (1,10, —11).

Exercice 988 Dans R3, comparer les sous-espaces F' et (G suivants :
F =1in{(2,3,-1),(1,—-1,—-2)} et G =1in{(3,7,0), (5,0, —7)}.

Exercice 989 Dans R* on considére les familles de vecteurs suivantes
v =(1,1,1,1), vy = (0,1,2,—1), v3 = (1,0,—-2,3), vy = (2,1,0,—1), vs = (4,3,2,1).
vy = (1,2,3,4), vo = (0,1,2, 1), v3 = (3,4, 5, 16).
v =(1,2,3,4), va =(0,1,2,-1), v3 = (2,1,0,11), vy = (3,4, 5, 14).
Ces vecteurs forment-ils :
1. Une famille libre ? Si oui, la compléter pour obtenir une base de R*. Si non donner des
relations de dépendance entre eux et extraire de cette famille au moins une famille libre.

2. Une famille génératrice ? Si oui, en extraire au moins une base de I’espace. Si non, donner
la dimension du sous-espace qu’ils engendrent.
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Exercice 990 Si E est un espace vectoriel de dimension finie, F' et G deux sous-espaces de F,
montrer que F' U G est un sous-espace vectoriel si et seulement si F C G ou G C F.

Exercice 991 On désigne par E un R-espace vectoriel de dimension finie. Les propriétés sui-
vantes sont-elles vraies ou fausses ?

1. Soient Dy, Dy, D3 des droites vectorielles de R? distinctes deux a deux. Alors R? est somme
de D1> Dg, Dg.

Soient F' et G des hyperplans vectoriels de E. Alors £ # F UG.
Soient Py et P, des plans vectoriels de FE tels que P N P, = {0}. Alors dim F > 4.
Soient F' et G des sous-espaces de dimension 3 de R®. Alors F' NG # {0}.

Soit (e1, e, €3, e4) la base canonique de R* et F' = lin{ey, e3}. Tout sous-espace vectoriel
supplémentaire de F' contient es.

B

Exercice 992 1. Montrer qu’on peut écrire le polynome F = 3X — X2+ 8X? sous la forme
F=a+b1-X)+c(X — X?) +d(X?*— X?) (calculer a,b,c,d réels), et aussi sous la
forme F=a+B(1+X)+v(1+X +X?)+06(1+ X + X2+ X?) (calculer «, 3,7, réels).

2. Soit P3 'espace vectoriel des polynomes de degré < 3. Vérifier que les ensembles suivants
sont des bases de P3 : By = {1, X, X% X3}, By = {1,1 - X, X — X? X? - X3}, By =
{1+ X, 1+ X+ X351+ X + X2+ X3},

Exercice 993 Dans 'espace vectoriel P, des polynomes de degré < 2, on considére les po-
lynomes P, = X2+ X(1-X)+(1-X)2, B =X2+(1-X)?% P3=X?>+1+ (1 - X)?
P, = X(1— X). Peut-on extraire de {P;, P, P3, P,} des bases de Py ? Si oui, les trouver toutes.

Exercice 994 Soit E l'ensemble des fractions rationnelles F' qui peuvent s’écrire

P
b= (X —1)3(X24+1)% P polynome de degré < 6.

. 1 1 1 1 X 1
Les fractions T ) 02 (X180 X2q10 Kol (X241
QQue se passe-t-il s1 on suppose que P décrit ’ensemb

2 (X2+1)2

X __ forment-elles une base de E?
fe des polyndmes de degré <97

Exercice 995 Probléme de l'interpolation : soit les cing points (z1,y1) = (—2,3), (x2,92) =
(07 _2)7 (x37y3) = (175)7 (x47y4) = (57 1)7 ($5,y5) = (677) de RQJ et 7)4 l’espace vectoriel des
polynomes de degré < 4. On veut trouver un polynéme F dans Py tel que pour i =1,...,5 on

1. Sans effectuer les calculs, indiquer comment on pourrait calculer a,b,c,d,e exprimant
F=a+bX +cX?+dX?+eX* selon la base {1, X, X2 X3 X*} de P,.

2. Montrer que {1, X +2, (X +2)X, (X +2)X(X —1),(X+2)X(X —1)(X —5)} est une base
de P,. Calculer directement (indépendamment de la question précédente) les coordonnées
de F' dans cette base.

3. Montrer que ’ensemble des polynémes X (X —1)(X —5)(X—6), (X +2)(X—1)(X —5)(X—
6),( X+2)X(X-5)(X—-6),(X+2)X(X-1)(X—-6),(X+2)X(X —1)(X —5) forment
une base de Pj. Calculer directement (indépendamment des questions précédentes) les
coordonnées de F' dans cette base.

4. Dans laquelle des diverses bases ci-dessus le calcul de F' vous parait-il le plus simple ?

1 1 t
Exercice 996 Déterminer pour quelles valeurs de ¢t € R les vecteurs (O] , (1] , |0
t t 1

forment une base de R3.
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Exercice 997 Soit (X) le systéme d’équations linéaires :

r+3y+22=0
T+y+z+t=0
r—t=0

Montrer que I’ensemble des solutions de () forme un sous-espace vectoriel ' de R*. Déterminer
la dimension et une base de F'.

Exercice 998 Soit a € R. On pose, pour tout p € N: A,(X) = (X — a)? et B,(X) = XP.
1. Montrer que € = {Ay, ..., A,} est une base de R, [X].

=~ 1
2. Soit P € R,[X]. Montrer que P(X) = ZEP(k)(a)Ak(X). (On pourra montrer que
k=0

I'ensemble E des élément de R,,[X] qui satisfont & cette égalité est un sous-espace vectoriel
de R,[X] et contient une base.)
Exercice 999 On munit £ = R% xR de la loi interne “addition” + : (a,b)+(a’,V') = (ad’, b+b'),
et de la loi externe . a coefficients réels : (VA € R)V(a,b) € EX.(a,b) = (a*, \b).
1. Vérifier que (E,+,.) est un R-e.v.
2. Les systémes suivants sont-ils libres ou liés : ((1,0),(1,1)) 7 ((2,1),(8,3)) 7 ((2,1),(6,3)) 7
3. Vérifier que le systéme b = ((2,0), (2,1)) est une base de E et déterminer les composantes
du vecteur v = (z,y) € E par rapport a la base b.

Exercice 1000 Pour k = 2, 3,4 montrer que Vj, est un s.e.v. de C*, et en donner une base :
Vo = {(a,b) € C*/a +ib = 0}, Vs = {(a,b,c) € C*/a + 2b + 3c = 0},

Vi ={(a,b,c,d) € C'/a+ib=b+ic=c+id}.
Exercice 1001 Soit n € N et £ = R,[X], Pespace vectoriel des polynomes a coefficients réels,
de degré < n.
1. Soit g = (Py, Py, ..., P,) un systéme de (n + 1) polynomes tels que, Vk, 0 < k < n,
deg P, = k. Montrer que [ est une base de E.
2. Soit P un polynome de degré n. Montrer que : v = (P, P’,... , P(™) est une base de E et

déterminer les composantes du polynéme ) défini par : Q(X) = P(X + a), (a réel fixé),
dans la base 7.

3. Démontrer que le systéme S = (X*(1 — X)"*)o<r<n est une base de E, et déterminer,
pour tout p € {0,1,... ,n}, les composantes du polynome XP dans la base S.

Exercice 1002 Soient vi = (1,0,0,—1), vy = (2,1,0,1),v3 = (1,—-1,1,—-1),v, = (7,2,0,—1)
et vs = (—2,—3,1,0). Donner une base du sous-espace vectoriel F =< vi,Va, V3, Vy, V5 >.
Déterminer un supplémentaire de G dans F' dans R*.
Exercice 1003 Soient le triplet v; = (1,2,3,0),vo = (—1,1,2,1),v3 = (1,5,8,1) et le triplet
w; = (0,3,5,1),wy = (1,—1,1,0),ws = (0,0,3,1). On considére les sous-espaces vectoriels
F =< vi,vy, vz >et G =< wi, Wy, w3 >. Donner une base des sous-espaces suivants F, G, FNG
et '+ G.

Exercice 1004 Soit
E= {fa:A € F(R,R); (a, A) € R2, fa,A(x) = Acos(x + a)} .

Montrer que E est un sous-espace vectoriel de F(R,R) et en donner une base.
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Exercice 1005 Soit £/ = R3. On définit le systéme
S=1{er=(1,1,1),es = (1,1,2),e5 = (1,2,3)}

1. Montrer que S est une base de FE.

2. Calculer les coordonnées de v = (5,7,12) dans cette base.

Exercice 1006

1. Montrer que les vecteurs wy = (1, —1,7), wy = (—1,4,1), w3 = (4,1, —1) forment une base
de C3.

2. Calculer les composantes de w = (1 + 14,1 —4,4) dans cette base.
Exercice 1007

1. Montrer que le systéme s; = (1,v/2) et sy = (1,/2,v/3) sont libres dans R considéré
comme un espace vectoriel sur Q.

2. Soient dans R?, les vecteurs u; = (3 ++/5,2 +3v/5) et uy = (4, 7v/5 —9). Montrer que le
systéme (uy, uy) est Q-libre et R-lié.

3. Soient dans C? les vecteurs ry = (1+1,1—2i) et 1y = (3¢ — 1,5). Montrer que le systéme
(ri,rs) est R-libre et C-lié.

Exercice 1008 Déterminer pour quelles valeurs de ¢ € R les polynomes X2+t/2, X —t, (X+
t 4+ 1)? forment une base de Ry[X].

Exercice 1009 Etudier la liberté des familles
1. (1,1),(1,2).
2. (2,3),(—6,9).
3. (1,3,1),(1,3,0),(0,3,1).
4. (1,3),(=1,-2),(0,1).
Exercice 1010 Les familles suivantes sont-elles génératrices ?
1. (1,1),(3,1) dans R?.
2. (1,0,2),(1,2,1) dans R3.

Exercice 1011 On considére dans R3, IT = vect {(1,1,1), (1,1, —1)} et D = vect {(0,1,—1)}.
Montrer que R3 =11 @ D.

Exercice 1012 Déterminer une base de {(z,y,2) € R¥/z +y+ 2 = 0}.
Exercice 1013 Déterminer une base de D = {(z,y,2) e R®/z +y =0,z —y + 2 = 0}.

19.2 Dimension

Exercice 1014 Calculer la dimension du sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs
Vi=1(0,1,2,3), Vo =(1,2,3,4) et V3 =(2,3,4,5).

Exercice 1015 Si F est un espace vectoriel de dimension finie, F' et G deux sous-espaces de
E, montrer que : dim(F + G) = dim(F') + dim(G) — dim(F N G).

Exercice 1016 Montrer que tout sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de dimension finie
est de dimension finie.
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Exercice 1017 Soient Py, P, P; et P3 € Ry[X] définis par

px) = XD gy - XEZD
}MX):ZHX—QLEMXﬁzgﬁ%gX_BX

Exprimer 1, X, X?en fonction de Py, P, et P». Onnote F = Vect{Py, P} et G = Vect{ P, Ps}.
Calculer dim F', dim G, dim(F + G) et dim(F N G). Vérifier que

dim(F + G) = dim(F) 4+ dim(G) — dim(F N G).

Exercice 1018 Donner la dimension du sous-espace F' de F(R,R) engendré par fi(x) =
sin? z, fo(z) = cos® z, f3(x) = sin 2z et f4(z) = cos 2.

1 1 2
. . 4 2 1 1
Exercice 1019 On considére, dans R*, les vecteurs : e; = ale2= =] @=
4 3 1
-1 2
0 3
-1 |o
2 1

Soient E l'espace vectoriel engendré par eq,es, ez et F' celui engendré par ey, es. Calculer les
dimensions respectives de £ ,F , ENF ,E+ F.

[Exercice corrigé]

Exercice 1020 Soient E = {(z,y,2,t) e RY/r+y+ 2+t =0}et F = {(z,y,2,t) e Rz +y=2+1
Déterminer dim F, dim F, dim(F + F),dim(E N F).

. R3 — R3 .
Exercice 1021 Montrer que f : ( )i ( ) est un automorphisme.
r,y,z) =\ =YY <

Exercice 1022 Soit E un Q-espace vectoriel de dimension n. Montrer que
n est pair < 3f € L(E)/Imf = ker f

Exercice 1023 Montrer qu'il existe une unique forme linéaire f sur R? telle que f(1,2) = 2
et f(—2,1) = 5. Déterminer le noyau et I'image de f.

Exercice 1024 Déterminer suivant la valeur de x € R le rang de la famille de vecteurs e; =
(L,z,—1),e9 = (x,1,x),e3 = (—1,x,1).
Exercice 1025 Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et f € L(E) telle que f2 # 0 et
f3=0. Soit zg € E/f?*(xq) # 0.

1. Montrer que (zo, f(zo), f*(x0)) est une base.

2. Montrer que I'ensemble des endomorphismes qui commutent avec f est un sous-espace

vectoriel de L£(F) de base (id, f, f?).

Exercice 1026 Soit E de dimension finie et f € L(E). Montrer I’équivalence des trois pro-
priétés :

(i) ker f = ker f.

(i) Tmf = Imf2.
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(ili) £ =ker f & Imf.
Exercice 1027 Soient E et I’ de dimensions finies et u,v € L(E, F).
1. Montrer que rg(u +v) < rg(u) + rg(v).
2. En déduire que |rg(u) — rg(v)| < rg(u + v).

Exercice 1028 Soit (f,g) € (L(E))* ou E est un K-espace vectoriel de dimension finie n,
montrer les inégalités :

rg(f) +rg(g) —n <rg(foyg) <inf(rg(f),re(g))

(on pourra utiliser g|ier(fog) = h dont on déterminera le noyau)

Exercice 1029 Soit (f,g) € (L(E))* ou E est un K-espace vectoriel de dimension finie n, tel
que : (f + g) est inversible et fg = 0. Montrer que :

rg(f) +rg(g) =n.

Exercice 1030 Soit U un sous-espace vectoriel de F espace vectoriel, et
A={f e L(E)|U C Ker(f)}.

Montrer que A est un sous-espace vectoriel de L(FE). Si E est de dimension finie, quelle est la
dimension de A?

Exercice 1031 Soient Ey, E1, ..., E, n + 1 espaces vectoriels sur un méme corps commutatif
K, de dimensions respectives «g, aq, ..., a,. On suppose qu’il existe n applications linéaires

fo, f1, -y fn—1 telles que :
Vk € {0,....,n — 1}, fr € L(Eg, Exy1).

et de plus :

— fo est injective;

- Vjed{l,..,n—1},Im f;_1 = Ker(f;);
— fa_1 est surjective.

Montrer que

n

> (~1Ya; =0.

j=0
Exercice 1032 Soient H; et Hy deux hyperplans de E, espace vectoriel de dimension n. Mon-

trer que :

Généraliser.

Exercice 1033 Donner un exemple d’endomorphisme d’un espace vectoriel injectif et non
surjectif, puis d’un endomorphisme surjectif et non injectif.

Exercice 1034 Soit F un espace vectoriel de dimension finie et f € L(E), montrer 1’équiva-
lence :

E = Ker(f) ® Im(f) & Im f = Im f2.

Donner un contre-exemple quand dim £ = +o0.
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Exercice 1035 Soit (f,g) € L(E, F)? avec E, F de dimension finie. On suppose
rg(f +9) = ra(f) +re(g).

Montrer que :
E =Ker(f) +1Im f;

Im fNImg={0}.

Exercice 1036 Soit F un espace vectoriel de dimension finie, et (f,g) € L(F)* avec E =
Im f + Im g = Ker(f) + Ker(g). Montrer que ces sommes sont directes.

Exercice 1037 Soit £ un espace vectoriel de dimension finie, et (fi, ..., fx) des projecteurs de
E. Montrer ’équivalence :

k
V(i,5) € {1,...k}* i#j= fif;=0] & Zfz est un projecteur.

i=1
Exercice 1038 Soit f € L(E) ou E est un K-espace vectoriel de dimension n, tel que :
f? =—Id.

1. Montrer que f est inversible et que la dimension de E est paire, donc n = 2p.

2. Soit x # 0, monter que x et f(z) sont linéairement indépendants, et qu’ils engendrent un
sous-espace stable de FE.

3. Montrer qu’il existe p sous-espaces de dimension deux stables par f, E;...E, tels que :

p
E = @ E;. En déduire une “bonne” formule de calcul de f.

=1
Exercice 1039 Soit F un K espace vectoriel de dimension finie n > 1. Soit f € L(E) nilpo-
tente. On note ¢ € N* I'indice de nilpotence de f, i.e. :

q = inf{j € N*|f/ = 0}.
1. Montrer que : dxg € E tel que {xo, f(x), ..., f97 (x,)} soit libre. En déduire ¢ < n.
2. Soit r = dim Ker(f). Montrer que r > 0 et que

n
—<gs<n+1l-r.
r

20 Matrices

20.1 Découverte

Exercice 1040 Effectuer le produit des matrices :

9 1 1 1 1 2 0 -1 -1 0 a b c 1 a c
3 9 X 11 31 4 X 1 4 -1 c b a X 1 b b
2 1 2 1 11 1 ¢ a

Exercice 1041 On considére la matrice suivante :

o

M =

S O

o O O
O O O R
O O O

Calculer M2, M3, M*, M?>.
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Exercice 1042 On considére les trois matrices suivantes :

7 2
2 -3 1 0
A=|5 4 1 3 B=| 2| & c=( t2°
6 o .y 3 1 3 57
6 0

1. Calculer AB puis (AB)C.
2. Calculer BC puid A(BC).
3. Que remarque-t-on ?

Exercice 1043 On considére les deux matrices suivantes :

2 3 —4 1 3 -1 -3 7
5 2 1 0 4 0 2 1
A= 31 -6 7 |’ B= 2 3 0 =5
2 4 0 1 1 6 6 1
1. Calculer AB.
2. Calculer BA.
3. Que remarque-t-on ?
1 00
Exercice 1044 Trouver les matrices qui commutent avec A= | 0 1 1 | . De méme avec
31 2
a b
A= ( @b )
011
Exercice 1045 Soit A= | 1 0 1 |. Calculer A? et vérifier que A2 = A + 2[5, ou I5 est la
1 10

matrice identité 3 x 3. En déduire que A est inversible et calculer son inverse.

et soit B =A — I5.

—_ = o

1 1
Exercice 1046 1. Soit A = 01
00

(a) Calculer B2, B? en déduire une formule de récurrence que 'on démontrera pour B™,
pour tout entier n.

(b) Développer (B + I3)" par la formule du binome et simplifier.

(¢) En déduire A™ Pour tout entier n.

1111
. 0111 . .
2. Soit A = 001 1 | Pour tout entier n, calculer A™ en utilisant A — I,.
0 001
1 00
Exercice 1047 1. On considére la matrice A= | 0 1 1
3 11
1 11 1 1 1
(a) Soilent B=| 0 1 0 |JeteC=[1 2 1
1 00 0 -1 -1

Montrer que AB = AC, a-t-on A = C'?7 A peut-elle étre inversible ?
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(b) Déterminer toutes les matrices F' telles que A x ' = O (O étant la matrice dont
tous les coefficients sont nuls).

1 2
2. Soit A = 3 4 |. Déterminer toutes les matrices B telles que BA = I5.
-1 4

3. Soient A et B deux matrices carrées n x n telles que AB = A+ I,,.
Montrer que A est inversible et déterminer son inverse (en fonction de B).

Exercice 1048 Calculer le rang des matrices suivantes.

11211 10001 1 1 113 1 1 11 2
21111 1 1000 0 2 11 2 0 2 11 2
i11121¢(,]17010O0},1 1 1 22,1 1 1 2 2
21111 1 0010 2 1 113 2 1 113
1111 2 10001 1 -1 110 1 -1 110

Exercice 1049 Soit A une matrice carrée d’ordre n; on suppose que A2 est une combinaison
linéaire de A et I, : A2 = aA + B1,.
1. Montrer que A" est également une combinaison linéaire de A et I, pour tout n € N*.
2. Montrer que si 3 est non nul, alors A est inversible et que A~! est encore combinaison
linéaire de A et I,,.

3. Application 1 : soit A = J, — I,,, ou J, est la matrice Attila (envahie par les uns...),
avec n > 1. Montrer que A? = (n —2) A+ (n — 1) I,,; en déduire que A est inversible, et
déterminer son inverse.

4. Application 2 : montrer que si n = 2, A% est toujours une combinaison linéaire de A et

I,, et retrouver la formule donnant A~! en utilisant 2.

-1 1 1
Exercice 1050 Soit A=| 1 -1 1
1 1 -1
Calculer A? et montrer que A2 = 2] — A, en déduire que A est inversible et calculer A~!.

20.2 Généralités

Exercice 1051 Rappeler la structure d’espace vectoriel de M, (R). Déterminer une base de
M, (R). Donner sa dimension.

1 0 2
Exercice 1052 Soit A= [0 —1 1] . Calculer A% — A. En déduire que A est inversible puis
1 =2 0

déterminer A1,

[Exercice corrigé]

Exercice 1053 Déterminer deux éléments A et B de My(R) tels que : AB =0et BA # 0.

[Exercice corrigé]

a 0O
Exercice 1054 Soit E le sous ensemble de M3(R) défini par F = {M(a, b,e)=10 b a,b,c e
c O

R}.

Q@ O 0
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1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de Mj3(R) stable pour la multiplication des
matrices. Calculer dim (E).

2. Soit M (a,b,c) un élément de E. Déterminer, suivant les valeurs des paramétres a,b et ¢ €
R son rang. Calculer (lorsque cela est possible) Uinverse M (a,b,c)™ de M(a,b,c).

3. Donner une base de E formée de matrices inversibles et une autre formée de matrices de
rang 1.

Exercice 1055 Soit A € M>(R). On nomme commutant de A et on note C'(A) 'ensemble des
B € My(R) telles que AB = BA.

1. Montrer que C'(A) et un sous espace vectoriel de My(R).
2. Montrer que pour tout k € N, A* € C(A).

Exercice 1056 Soit F' et G les sous-ensembles de M;5(R) définis par :

a+b 0 c a+b+d a c
F={| 0 b+c O a,bce R} G=/{ 0 b+d 0 a,b,c,d € R}.
c+a 0 a+b at+c+d 0 a+c

Montrer que ce sont des sous espaces vectoriels de M3(R) dont on déterminera des bases.

[Exercice corrigé]

Exercice 1057 Montrer que F' = {M € My(R);tr(M) = 0} est un sous-espace vectoriel de
M,(R). Déterminer une base de F et la compléter en une base de Ms(R).
[Exercice corrigé]
Exercice 1058 Soient A et B € M,,(K) deux matrices triangulaires supérieures.
1. Montrer (en calculant les coefficients) que AB est triangulaire supérieure.
2. Soit ¢ un endomorphisme bijectif de K™ et F' un sous-espace vectoriel de K" tel que
©(F) C F. Montrer que que ¢ *(F) C F.
3. En déduire une nouvelle démonstration de 1. Montrer que si A est inversible, A™! est

triangulaire supérieure.

Exercice 1059 Soit N € M, (C) une matrice nilpotente. Calculer det (I + N). Si A € M,,(C)
commute avec N, montrer que det(A+ N) = det(A). (on pourra commencer par étudier le cas
ot A est inversible.)

20 0
Exercice 1060 Soit G = 0 1 z|,z€R}.Montrer que G est un groupe multiplicatif.
0 0 1

cosf) —sinb

Exercice 1061 Soit A(0) = (Sine cosf

) pour 6 € R. Calculer A"(0) pour n € Z.

0 0 O
Exercice 1062 Soit A= -2 1 -1
2 0 2

1. Calculer A® —3A2 + 2A.
2. Quel est le reste de la division euclidienne de X" par X? — 3X? +2X ?
3. Calculer A™ pour n € N.

4. A est-elle inversible ?

Exercice 1063 Soient A et B € M,(Q) telles que VX € M,(Q) tr(AX) = tr(BX). Montrer
que A = B.
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Exercice 1064 Que peut-on dire d’une matrice A € M, (R) qui veérifie tr(A*A) =07
1 L 1
2 3
Exercice 1065 Discuter suivant les valeurs de A € R le rang de la matrice % % i
1
3 1 A
1 2 1
Exercice 1066 Calculer I'inversede [ 1 2 -1
-2 -2 -1

Exercice 1067 Déterminer I’ensemble des matrices M € M, (R) telles que :
VH € M,(R), MH = HM.

Exercice 1068 Soit M € M, (R) telle que M — I,, soit nilpotente (ie Ik € N, (M — I,,)* = 0).
Montrer que M est inversible.

Exercice 1069 M = (ai,j)(ij)€{1

Vi € {1, ...,n}, |am-\ > Z |am~] .
J#
Montrer que M est inversible.
Exercice 1070 Montrer que si (A, B) € M, (R) et AB = A+ B alors AB = BA.

Exercice 1071 Soit M = (ai,j)(i]’)e{l n

min max a@; ; 2 maxmina, ;.
i i

Exercice 1072 Soit J € M, (R) une matrice telle que : J* = I et
E={A¢€ M,(R)3a,b) € R*; A =al +bJ}.

1. Montrer que E est un espace vectoriel stable par multiplication (Est-ce une algébre 7).
En déduire que :

VA € E,¥n € N, 3(an, by) € R A" = a,] + b,J

et calculer les coefficients a,, et b,,.

2. Soit S,, = ’2—? Calculer (u,,v,) tel que S, = u,I + v,J en fonction de a et de b.
k=0
Calculer les limites de (uy,)nen et de (v,)nen. On pose e
A A

A=l +vJ ot u = lim u,,

n—oo

et le produit e 4 e

0 1 a b
= (Vo )a=(he)
Calculer e?.

Exercice 1073 Soit (A4, B) € (M,(C))? tel que VX € M, (C), AXB = 0. Montrer que A =0
ou B =0.

Exercice 1074 Soit (A, B) € (M,(C))? tel que AB = I + A + A%. Montrer que AB = BA
(Indication : voir d’abord que A est inversible).

v = lim v,. Calculer e~
n—oo

3. Application :
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Exercice 1075 Soit A € M,,(R)une matrice triangulaire a éléments diagonaux nuls, montrer
que :
A" = 0.

Exercice 1076 Calculer les puissances de :

a b a b L1l
0 a /)’ b a )’ 0 11
0 01

Exercice 1077 Soit A € M, (R) nilpotente, on définit :

la somme étant finie et s’arrétant par exemple au premier indice i tel que A = 0. Montrer que
si A et B sont nilpotentes et commutent, alors exp(A + B) = exp(A) exp(B). En déduire que
exp(A) est toujours inversible et calculer son inverse.

Exercice 1078 Calculer 'inverse de :

1 ... .1 1 2 ... n
0o 1 .. .. 0o 1 2
.01 .1’ .. 0 1 2
0 .. 0 1 0 0 1
Exercice 1079 Calculer 'inverse de :

1 a .. a

0 1 a

... 0 1 a a€R

0 0 1

Exercice 1080 (Examen) Soient (x,)nen €t (Yn)nen deux suites réelles, vérifiant la relation
de récurrence linéaire suivante :

{ Tpny1 = =9z, —18%
Ynt1 = 6z, +12y,
avec g = —137 et yo = 18. On se propose dans ce probléme de trouver les termes généraux de

ces deux suites.

1. Montrer qu’il existe une matrice A € Ms(R) telle que la relation de récurrence linéaire

ci-dessus soit équivalente & la relation U, = AU,, ou U, = (z").
n

2. Trouver une expression de U, en fonction de A et de Uj.
3. Trouver le noyau de A, et en donner une base B;. Calculer le rang de A.

4. Montrer que ’ensemble des vecteurs X € R? tels que AX = 3X est un sous-espace
vectoriel de R2. Quelle est sa dimension ? En donner une base, qu’on notera Bs.

5. Montrer que la réunion B; U B, forme une base B de R2. Soit P la matrice formée des
composantes des vecteurs de B relativement a la base canonique de R?. Montrer que P
est inversible, et que le produit P~'AP est une matrice diagonale D qu’on calculera.

6. Montrer que A" = PD"P~!. Calculer D", et en déduire A", pour tout n € N.

7. Donner les termes généraux z,, et y,.

[Exercice corrigé]
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20.3 Matrice provenant d’'un endomorphisme

Exercice 1081 Soit h I’homomorphisme de R3 dans R? défini par rapport & deux bases
(e1,€9,€3) et (f1, fa) par la matrice A = (g _21 _13>
1. On prend dans R3 la nouvelle base :
el =extes3, eh=e3+e, e5=e+eo.

Quelle est la nouvelle matrice A; de h?

2. On choisit pour base de R? les vecteurs :

fi=glh+ ) fi=5(h= 1)

en conservant la base (e}, ¢y, e4) de R®. Quelle est la nouvelle matrice Ay de h?

Exercice 1082 Soit h une application linéaire de rang r, de E, espace vectoriel de dimension n,
dans F', espace vectoriel de dimension m.

1. Préciser comment obtenir une base (e;)i; de E, et une base (f;)7L, de F, telles que
h(ex) = fr pour k =1,... 7 et h(eg) = 0 pour k > r. Quelle est la matrice de h dans un
tel couple de bases?

2. Déterminer un tel couple de bases pour ’homomorphisme de R* dans R?® défini dans les
bases canoniques par :

y1 = 211 —To+ 13— 14
h(l’hﬂ% I3, 954) = (y17y27y3) avec Yo = X+ T3— 214
Y3 = X1+ 2w+ T3+ 24

3. Méme question pour 'application f de R3 dans lui-méme définie par :
f(l’,y,Z) - (2x+y+z,—y+z,x+y)

Exercice 1083 On désigne par P, 'espace des polynomes sur R de degré inférieur ou égal a 2.
On désigne par (e, €1, €2) la base canonique de P, et on pose

1 1
Po =€y, P1=¢€ — =€y, P2 =e€s— e+ €.

2 2
1. Montrer que tout polyndéme de P, peut s’écrire de facon unique sous la forme p = bypy +
bip1 + bapa.
2. Ecrire sous cette forme les polynomes : pj, p), ph, o', X1/, .

1.

3. Montrer que application ¢ : Py — Py définie par p(p) = Xp/ —}%p’ + 70" est une
application linéaire. Préciser le noyau et 'image de cette application. Ecrire les matrices
de cette application par rapport a la base canonique (e;) et par rapport a la base (p;).
Ecrire la matrice de passage de la base (e;) & la base (p;) ; quelle relation lie cette matrice
aux deux précédentes ?

Exercice 1084 Soit f : C — C l'application z — €?z. On considére C comme un R-espace
vectoriel et on fixe la base ¢ = {1,}.

1. Montrer que f est R-linéaire.
2. Calculer A = Mat(f,e,¢).
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3. Existent-ils z et y € C — {0} tels que f(x) =z et f(y) = —y? Si c’est le cas déterminer
un tel x et un tel y.

4. Décrire géométriquement f.
5. Soit g : C — C l'application z — e*z. Calculer A = Mat(g o f,&,¢) et décrire géométri-
quement g o f.
Exercice 1085 Soit f € L(R?) telle que f3 = —f et f #0.
1. Montrer que Ker(f) NKer(f?+ 1) = {0}, Ker(f) # {0} et Ker(f*+ 1) # {0}.

2. Soit z un élément distinct de 0 de Ker(f? + I'). Montrer qu’il n’existe pas a € R tel que
f(z) = az. En déduire que {z, f(x)} est libre.

3. Calculer dim (Ker(f)) et dim(Ker(f2+ I)).

0 0
0 -1
1 0

Exercice 1086 Soient F un espace vectoriel de dimension n, f une application linéaire de F
dans lui-méme et x un élément de E tel que la famille f(x),..., f*(x) soit libre.

4. Déterminer une base € de R? telle que : Mat(f,¢) =

o O O

1. Montrer que la famille x, f(z),..., f" '(z) est une base de E. Déduiser-en que f est
bijective.
2. On suppose maintenant que f"(z) = z. Déterminer la matrice de f danslabase x, f(z), ..., f" (a

Exercice 1087 Déterminer la matrice de la projection de R? sur Ri parallélement a R(Z%— j)

-, -,

dans la base (7 + 7,7) puis (7, 7)
Exercice 1088 Soit R[X] 'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels.

1. Soit n € N. Montrer que R,[X], ensemble des polynomes a coefficients réels et de de-
gré inférieur ou égal a n, est un sous-espace vectoriel de R[X]. Montrer que la famille
1, X,..., X" est une base de R, [X].

2. Soient f, g et h les applications de R[X] dans lui-méme définies par :
f(P(X)) = XP(X),
9(P(X)) = P'(X),
h(P(X)) = (P(X)).
Montrer que les applications f et g sont linéaires, mais que h ne 'est pas. f et g sont-elles

injectives 7 Surjectives 7 Déterminer la dimension de leurs noyaux respectifs. Déterminer
I'image de f.

3. On désigne par f, et g, les restrictions de f et de g a R,[X]. Montrer que I'image de g,
est incluse dans R, [X] et celle de f,, est incluse dans R, 1[X]. Déterminer la matrice de
gn dans la base 1, X, ..., X" de R, [X]. Déterminer la matrice de f, de la base 1, X, ..., X"
dans la base 1, X, ..., X" Calculer les dimensions respectives des images de f,, et de g,,.

—11 (2)> et f I'application de My(R) dans lui-méme M — AM.

Montrer que f est linéaire. Déterminer sa matrice dans la base canonique de Ms(R).

Exercice 1089 Soient A = (

Exercice 1090 Soit ¢ une application linéaire de R? dans lui-méme telle que ¢ # 0 et ©? = 0.
1. Construire des exemples de telles applications.

2. Soit x € R? tel que p(x) # 0. Montrer que {z,¢(z)} est une base de R?. Déterminer la
matrice de ¢ dans cette base.
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Exercice 1091 Soit E un espace vectoriel et p € L(E).

1. On suppose que Ker () = Ker(¢?). Soit p > 1 et z € Ker(¢?). Montrer que z € Ker(¢P™!).
En déduire que Ker(¢?P) = Ker(p) pour tout p > 1.

2. Montrer de méme que si Ker (p?) = Ker(p?) alors Ker(¢?) = Ker(¢?) pour tout p > 2.

3. On suppose désormais que ¢ est une application linéaire de R?® dans lui-méme telle que
©* # 0. Soit x € R? tel que ¢*(z) # 0. Montrer que {x, p(z), p*(x)} est une base de R?.
Déterminer la matrice de ¢ dans cette base.

Exercice 1092 Soient E un espace vectoriel de dimension 3 et ¢ une application linéaire de
E dans F telle que o? = 0 et ¢ # 0. Posons 7 = rg(y).

1. Montrer que Im (¢) C Ker (). Déduiser-en que r < 3 — r. Calculer r.

2. Soit e; € E tel que ¢(e1) # 0. Posons e; = p(e1). Montrer qu'il existe e3 € Ker (¢) tel
que la famille {eq, e3} soit libre. Montrer que {ey, es, €3} est une base de E.

3. Déterminer la matrice de ¢ dans la base {ej, ez, e3}.

Exercice 1093 Soient E un espace vectoriel et ¢ une application linéaire de F dans lui-méme
telle que p? = o.

1. Montrer que E = Ker (¢) ® Im ().

2. Supposons que E est de dimension finie n. Posons ¢ = dim (Ker (¢)). Montrer qu’il existe
une base B = {ey,... ,e,} de E telle que : ¢(e;) = ... = p(e,) = 0 et, pour tout r > g,
©(e,) = e,. Déterminer la matrice de ¢ dans la base B.

Exercice 1094 Soit f I'application de R,[X] dans R[.X], définie en posant, pour tout P(X) €
R,[X]: f(P(X))=P(X+1)+P(X —-1)—2P(X).
1. Montrer que f est linéaire et que son image est incluse dans R,,[X].

2. Dans le cas ou n = 3, donner la matrice de f dans la base 1, X, X2, X3. Déterminer

ensuite, pour une valeur de n quelconque, la matrice de f dans la base 1, X,... X"

3. Déterminer le noyau et I'image de f. Calculer leurs dimensions respectives.

4. Soit @ un élément de I'image de f. Montrer (en utilisant en particulier les résultats
de la deuxiéme question) qu’il existe un unique P € R,[X] tel que : f(P) = @ et
P(0) = P'(0) = 0.

20.4 Endomorphisme provenant d’une matrice

Exercice 1095 Soit (eq, eg,€3) une base de I'espace E a trois dimensions sur un corps K. Ig
désigne I'application identique de E. On considére I'application linéaire f de E dans E telle
que :
f(el) = 262 + 363, f(62) = 261 — 562 — 8637 f(€3) = —e; + 462 + 663.
1. Etudier le sous-espace ker(f — I) : dimension, base.
2. Etudier le sous-espace ker(f? 4 I) : dimension, base.

3. Montrer que la réunion des bases précédentes constitue une base de E. Quelle est la
matrice de f dans cette nouvelle base ? et celle de f2?

Exercice 1096 Soit F un espace & n dimensions et f un endomorphisme de F.

1. Montrer que la condition f? = 0 est équivalente & Im f C ker f. Quelle condition vérifie
alors le rang de f? On suppose dans le reste de 'exercice que f2 = 0.
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2. Soit Fj un supplémentaire de ker f dans E et soit (e, es, ..., e,) une base de E;. Mon-
trer que la famille des vecteurs (ej,es, ... e, f(e1), f(ea),..., f(e.)) est libre. Montrer
comment on peut la compléter, si nécessaire, par des vecteurs de ker f de facon a obtenir
une base de E. Quelle est la matrice de f dans cette base?

3. Sous quelle condition nécessaire et suffisante a-t-on Im f = ker f 7

4. Exemple : Soit f I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est

1 0 1
M(f)y=1 2 0 2 |.Montrer que f? = 0. Déterminer une nouvelle base dans laquelle
-1 0 -1

la matrice de f a la forme indiquée dans la question 2).

Exercice 1097 Soit trois vecteurs ey, es, e5 formant une base de R3. On note T la transforma-
tion linéaire définie par T'(e1) = T'(e3) = e3, T(es) = —eq + ez + e3.
1. Déterminer le noyau de cette application. Ecrire la matrice A de T dans la base (eq, e, e3).

2. On pose f1 = e —e3, fo =e1 —eq, f3 = —e1 + €9 + e3. Calculer ey, es, e3 en fonction de
f1, fa2, f3. Les vecteurs f1, fa, f3 forment-ils une base de R3?

3. Calculer T(f1),T(f2), T(f3) en fonction de fi, f2, f3. Ecrire la matrice B de T dans la
base (f1, f2, f3) et trouver la nature de "application T

1 1 -1
4. On pose P = 0 —1 1 |. Vérifier que P est inversible et calculer P~'. Quelle
-1 0 1
relation lie A, B, P et P77
1 3 a p
Exercice 1098 Soit M, g la matrice: M,s= | 2 —1 2 1| € M34(R). Déterminer pour
-1 1 2 0

quelles valeurs de « et de 3 'application linéaire qui lui est associée est surjective.

[Exercice corrigé]

Exercice 1099

1. Soit E un espace vectoriel et {ej,...e,} une famille génératrice de E. Montrer I'égalité

Im () = Vect {p(e1),...,p(ep)}-
1 21 2 2 -1
. 3 41 4 3 -1 , .
2. Soient A = 561 ,B = 0 -1 9 | Calculer rg(A) et rg(B). Déterminer une
7 8 1 3 3 -2

t+

base des noyaux et une base des images respectifs de f et de fg.

Exercice 1100 Soit E un espace vectoriel de dimension n et ¢ une application linéaire de F
dans E. Montrer qu’il existe un polynéme P € R[X] tel que P(f) = 0. (On pourra utiliser le
fait que L(E) est isomorphe a M, (R).)

[Exercice corrigé]

0O ... 0 1

Exercice 1101 Soit A = | ° 0 . En utilisant ’application linéaire associée de
0 :
1 0 ... 0

L(Q",Qm), calculer AP pour p € Z.
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0 1 0
Exercice 1102 Méme chose avec A = X
0 0
3 —1 1

Exercice 1103 Soit f € £(R?) de matrice {0 2 0| dans la base canonique. Déterminer
1 -1 3

la matrice de f dans la base (1,0,—1),(0,1,1),(1,0,1).
2

wWiN

Exercice 1104 Soit f I’endomorphisme de R? de matrice (
Soient e; = (—2,3) et ex = (—2,5).

1. Montrer que (e, es) est une base de R? et déterminer mat (f,e).

2. Calculer A™ pour n € N.

2) dans la base canonique.
3

N Ot

Tnt1 = an + -¥Yn

3. Déterminer ’ensemble des suites réelles qui vérifient Vn € N 5 3 9

Ynt+1 = _ixn - gyn
Exercice 1105 Soit £ = vect(AB — BA, (A, B) € M,(Q)?).

1. Montrer que E = kertr (pour l'inclusion non triviale, on trouvera une base de ker tr
formée de matrices de la forme AB — BA).

2. Soit f € M,(Q)* telle que V(A, B) € M,(Q)*> f(AB) = f(BA). Montrer qu’il existe
a € R tel que f = atr.

. Montrer que @ est linéaire,

My (R My (R
Exercice 1106 Soient A = (1 1) ot @ - 2(R) — Ms(R)

0 1 Mw— AM — MA
déterminer sa matrice dans la base canonique et calculer ker ® et Im®.

21 Déterminants, systémes linéaires

21.1 Formes multilinéaires

Exercice 1107 On considére 'espace M,,(K) des matrices carrées n x n & coefficients dans
le corps K. On rappelle que la trace tr(A) d’une matrice A € M, (K) est la somme de ses
coefficients diagonaux.

Pour une matrice M donnée, on note a,; ’application définie par

VX € M, (K), an(X)=1tr(MX).
1. Vérifier que VM € M, (K), ay € (M, (K))*

On note ¢ I'application suivante :

. M) = (Mo(E)

M — Qpr

2. Etudier I'injectivité et la surjectivité de ¢.
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3. En déduire que pour toute forme linéaire a € (M,,(K))*, il existe une matrice A € M,,(K)

telle que :
VX € M,(K), «a(X)=rtr(AX).

4. Déterminer toute les formes linéaires o € (M,,(K))* telles que

V(X,Y) € (M,(K)?  a(XY)=a(YX).

Exercice 1108 On note R, [X] 'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré
inférieur ou égal a n.

Pour chaque i € {0,...,n}, on note «; 'application
R,[X] — R
(673
P — P(x)

1. Vérifier que chaque «; est une forme linéaire sur R, [X]

2. On note G l'espace engendré par ay,... ,a,. Déterminer G°. En déduire que la famille
(v, ... ,ap) est une base de (R, [X])*.

3. Montrer que la famille (ay,... , ;) est une base de (R, [X])*.
4. Montrer qu’il existe des réels Ag,... , A, tels que

n

1
VP € R,[X] / P(t)dt = \P(x;)
0 i=0
5. Montrer qu’il existe une unique famille de polynémes (F,...,P,) de R,[X] telle que

V(i,j) €40,...,n}?* Pz;) = {

6. En déduire que pour toute fonction continue f de R dans R, il existe un polynéme P de
degré n, qui interpole f en chaque point z;, c’est & dire qui satisfait :

Vie{l,..,n} P(z;) = f(z;).

1 sij=i

0 sinon

Exercice 1109 Dans chacun des cas ci-dessous, dire si Papplication ¢ de R?® x R?® x R?® dans
R, est multilinéaire.

1+ Y2+ 23
= T1Y3 + Y221 + 2372

T1Y223 + T2Ys321 + T3Y122

= T1T27T3 + Y1Yoly3 + 212223

T1Yy121 + T2Y222 + T3Y32s
= (2191 + T2y2 + T3y3) (21 + 23)

(21 4 222) (21 + 23)

RS S S S N S NS NS S
AN T N TN N N N/
/—\\/—\\/—\\/—\\/—\\/—\M/_\
\_/’\_//\_//\_//\_//\_/“\_/
AN TN TN N TN N/
CERR QPRR R CIRE LR e eew
W N = W N = W N = W N = W N = W N = W N =
N A P A e
/‘\\/—\\/—\\/—\\/—\\/‘\H/-\
\_/’\_//\_//\_//\_//\_/“\_/
N W U U U
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Exercice 1110 Montrer que ’espace des formes bi-linéaires sur R? est un espace vectoriel. En
donner une base.

Exercice 1111 Donner toutes les formes tri-linéaires alternées sur R2. Plus généralement, que
dire des formes m-linéaires alternées sur un espace de dimension n lorsque m >n?

Exercice 1112 Soit A € M,, ,(R). On considére 'application ®4 suivante :

(R™)™ — R

A N (0 C) — det(AM)

Montrer que ® 4 est n-linéaire.

6] 0
CalculerAx( 0 1id.,

Plus généralement, montrer que ® 4 est alternée.
Montrer que ®4(M) = det(A) det(M).
En déduire que :

Y(A, B) € My,(R),  det(AB) = det(BA) = det(A) det(B)

). En déduire que ®4(eq, e1,e3...€,) = —Da(eq, €9, e3...€,).

Exercice 1113 Dans R?® muni de sa base canonique, on considére les applications w et «
suivantes :

R3 x R3 — R R3 — R
X1 1 X1

w Y et o :
o |51 Y2 = T1Y2 — T2 T2 = T3
xs3 Y3 €3

1. Montrer que w est antisymétrique et bilinéaire.
A T'aide de w et «, on définit une nouvelle application, notée w A «, de la facon suivante :

RExR*xR® — R

WANE XY, ) e w(X Y)alZ) 4 w(Y, Z)a(X) + w(Z, X)a(Y)

2. Montrer que w A « est alternée.

3. Montrer que w A « est trilinéaire.
4. Calculer wA«(eq, es,e3). En déduire que V(X, Y, Z) € (R*)? wAa(X,Y, Z) = det(X,Y, Z)

21.2 Calcul

a ¢ ¢ b c a b c
Exercice 1114 Calculer les déterminants des matrices suivantes: | ¢ © boe a ¢ b
c b a c b ¢ ¢ a
b ¢ ¢ a c b a c
a v Yy =z l1+a b a b a a a® b+c+d 1 0 a a?
b =z y =z b 1+4+a b a a b V¥ c+d+a 01 b b
c ' y 2 a b 1+a b a ¢ & d+a+bd 1 0 c
d o y 72 b b 1+a a d d* a+b+c 01 d d
1t 1
Exercice 1115 Calculer, pour tout ¢ € R le rang des matrices M; = (t 1 1) et N, =
1 ¢t 1

=
[
— = -
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Exercice 1116

1. Soient A € M,(R) et B € M,(R). Calculer (en fonction de det(A) et det(B)) le déter-
minant de la matrice M = 61 g € M,.,(R). (On pourra pour cela décomposer M
comme produit de deux matrices de déterminant évident et utiliser la multiplicativité du

déterminant.)

2. Soient A € My(R), B € M,(R) et C € M, ,(R). Calculer le déterminant de la matrice
M = (A C) € M,,(R). (On pourra généraliser la méthode de 1.)

0 B
2 0 4
Exercice 1117 Sans calcul, montrer que |5 2 7| est divisible par 17.
2 55

Exercice 1118 Soit A(z) = det(a; j(x)) de taille n = 2 ou 3 avec a; ; des fonctions dérivables.

1. Montrer que A’(x) est la somme des n déterminants obtenus en remplagant successivement
dans A(z) chaque colonne par sa dérivée.

T+ aq T T 14z 1 1
2. Calculer x T+ Qo T et | 1 14+ 1 |
T T T+ as 1 1 1+2x
1 1 1
Exercice 1119 Calculer [z y =z | et déterminer la condition d’inversibilité de la matrice.
22y 22
Exercice 1120 La famille (2,1,0), (1,3,1), (5,2, 1) est-elle libre ?
a b c
Exercice 1121 Calculer |¢ a b].
b ¢ a
1 sinxz coszx
Exercice 1122 Calculer |1 siny cosy
1 sinz cosz

Exercice 1123 Soit n un entier supérieur ou égal a 3. On se place dans R™. On note ¢; le
vecteur de R” dont la i-iéme composante est égale a 1 et toutes les autres sont nulles. Ecrire la
matrice n X n dont les vecteurs colonnes C; sont donnés par C; =e; +¢e, pour 1 <i<n—1
et C), = e; + eg + ¢,,. Calculer alors son déterminant.

Exercice 1124 On note a, b, ¢ des réels. Calculer les déterminants suivants.

1 0 0 1 a+b+c b b b (1) (1) g g
D_OlOOD_ c a+b+c b b Dicla 0 a 0
LR I BV I B I R c c a+b+c b St
2 3 1 1 c c ¢ a+b+e bra 0 a
0 b 00
Généraliser le calcul de D, a un déterminant n x n du méme type.
Exercice 1125 On note aq, - - -, a, des réels. Calculer les déterminants n x n suivants.
1 1 ‘e 1 a; Qg as -+ Qp
aq (05} cee Qp, a2 QA9 az -+ QAp
D1 = CL% CL% e a721 , D2 = | a3 asz az --- dn
a™t eyt o ! Ap Gp Gp -+ Gy

QO W oo
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Exercice 1126 Montrer que

cosa cosb cosc b b—a  a—c
sina sinb sinc | =sin(c—b) +sin(b—a) +sin(a — ¢) = 4sin sin sin
1 1 1 2 2 2

Exercice 1127 Soient a, b deux réels distincts. Calculer le déterminant suivant.

a b -+ b b
b a -+ b b
Dy =|: :
b b -+ a b
b b -+ b a

Exercice 1128 Calculer le déterminant de la matrice suivante :

m 0 1 2m
1 m 0 O
0 2m+2 m 1
m 0 0 m

Calculer alors, suivant la valeur du paramétre m, le rang de cette matrice.

Exercice 1129 Calculer le déterminant

An=1-4 0 3

w = O

0 4 0

en fonction de n. (vérifier que —1 est racine de X3 — 3X? 4 4)

Exercice 1130 Calculer les déterminants suivants :

1 2 3 4 a a b 0 i @z -0 On
12 3 41 _la a 0 b o
A1_3412 AQ_cOaa A3 = a0

41 2 3 0 ¢c a a a1 -+ ap Gy

Exercice 1131 Soit (a,z,y) € R3. Pour n € N, n > 2, on note A, le déterminant suivant :

a T
a 0

0

Y a

Montrer que Vn € N,n > 3, A, = aA,_i —zya™ 2. En déduire une expression de A,, en fonction
de n,a,x et y.
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Exercice 1132 Soit (a,b) € R? avec a # b. Pour n € N, n > 2, on note B, le déterminant

suivant :
at+b a 0
B, = b
‘. . a
0 b a+b

Montrer que Vn € Nyn >4, B, = (a+ b)B,_1 — abB,_» Montrer que

an—H _ bn+1

VneNn=>2 B,=
a—>b

Exercice 1133 On s’intéresse aux suites réelles (u,),en satisfaisant la relation de récurrence

Vn € N Upio = \/iunﬂ — Uy,

()

1. Déterminer toutes les suites complexes satisfaisant la relation (%).

2. Déterminer toutes les suites réelles satisfaisant la relation (x).
On considére maintenant le déterminant d’ordre n suivant :

Vil

U
0 o

3. Calculer A, .5 en fonction de A, ;1 et A, pour n € N (on pose Ay

En déduire la valeur de A,, en fonction de n.

Exercice 1134 Calculer les déterminants suivants :

1).

5 3 1 0 2 1 0 6 1 00
‘_1 4’ 3 45 3 4 15 2 3 5
56 7 5 6 21 4 1 3
Exercice 1135 Calculer les déterminants suivants :
1 -4 1 1 1 1ab+c}a1“;a},1a1
1 1 -4 1 1 lbc+a132Z§Z§_,Q
1 1 1 -4 1 1 ¢ a+b 1 a3 a;’ ag :
1 1 1 1 —4 4 4 4 1 Cln
Exercice 1136 Les nombres 119, 153 et 289 sont tous divisibles par 17. Montrer, sans le
1 19
développer que le déterminant (1 5 3| est divisible par 17.
2 89

Exercice 1137 Calculer les déterminants suivants :

a ¢ ¢ b c a b c a
c a b ¢ a ¢ ¢ b 0
Al_c b a ¢ A2—b c ¢ a As—c
b ¢ ¢ a c b a c 0

o O e O

O Qoo

QOO
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Exercice 1138 Pour (aq, ... ,ap—1) € R™, on note A,..q,) la matrice
0 0 0 ao
1 0
Aggean-) =10 1 0
: 0 ap—o
0O -+ 0 1 ap,1—AX

et a A € R, on associe A(g...a,_1)(A) = det(A,,..,
de Aa,..an_1)(A) et ag. En déduire Ay, q, 1) (A).

an_y) —Aid). Calculer Ay, 4, ,)(A) en fonction

Exercice 1139 Calculer les déterminants suivant :

ayp Qg - ap, P q 0 1 0 1 a+b a a
0 a9 1 D 1 1 a a—+b

o An—1n 0 LT .00 : a
o --- 0 Ann 1 »p 0 1 1 a a a+b

Exercice 1140 Soit B € M, ,,(R) et C € M,, ,,»,(R). On considére 'application ¢ suivante :

M, (R) — R
o A B
A — det (0 C)

Etudier la multi-linéarité de ¢ par rapport aux colonnes de A. Calculer ¢(id). En déduire que

det A B = det(A) det(C
() ) =dettayaencc)

0 C
Ay
Soit M = .. ¢ | une matrice triangulaire par blocs. Montrer que det(M) = det(A;) - - - det(Ay
0 Ay
Exercice 1141 Calculer le déterminant suivant :
0 a2 Qi3 Q4 A5
—a21 0 23 Q24 Q25
A=|—a3 —as 0 a34  Q3p

—a41 —A42 —Aa43 0 Q45

—as; —asa —asz3 —asqs O

Comment généraliser ce résultat en dimension plus grande ?

Exercice 1142 Calculer les déterminants suivants :

! 1 b1 -1 0 3 n 10 1
COST COSYy COsz Cost 1 -9 o0 n
cos2x cos2y cos2z cos2t 2 1 2
cos3x cosdy cos3z cos It : : : : : oo 0 1
-1 -2 =3 0 n—1 2 1 0
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Exercice 1143 Soit (ao, ...,a,—1) € C", x € C. Calculer

—x 0 agp
1
Ay(ag, ..., an, ) =
- Ap—2
0 1 a,1—=x

Exercice 1144 Soit (ay,as,a3) € (K)®. On note j = €3, et on considére les deux matrices
suivantes :

ay as das 1 1 1
A= |as a1 ay et V=|1 5 j°
as as ap 1 g2

Calculer le produit AV, puis det(AV) en fonction de det(V'), et en déduire det(A).

Exercice 1145 Soit a un réel. On note A, le déterminant suivant :

a 0O -+ 0 n—1

>2
3
Il
o
o -
o
=N

n—1 --- 2 1 a

D= a2 (o = X5 )

Calculer A,, en fonction de A,,_;. Démontrer que : Vn € N, n

> 2
Exercice 1146 Soit a un réel différent de 1. Pour n € N, n > 2, on note

1+a®> a 0o - 0

a 1+a? a :

Dn=1 0 a . 0
: 1+ a? a
0 0 a 1+a?

1—g?nt2

Calculer D,, en foncion de D,,_; et D,,_5. Monter que D,, = Combien vaut D,, sia =17

—a -
Exercice 1147 Soient a, b, ¢ trois réels et A,, le déterminant de taille n suivant :

a b 0
Dp =€
0 ¢ a

1. On pose Ay =1, A; = a. Montrer que Vn € N, A,,10 = a1 — bcA,,.
2. On suppose que a? = 4bc. Montrer par récurrence que :

n

VnGN,An:(n+1);—n

Exercice 1148 Calculer le déterminant suivant :

1 2 4 8
13 9 27
A= 1 4 16 64

1 5 25 125
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Exercice 1149 Soit A,, le déterminant de taille n suivant :

31 0 -+ 0
2 3 1 :
Ap=10 2 3 . 0
Do
0o - 0 2 3

1. Montrer que Vn € N*| A, 1o = 34,41 — 2A,, (avec la convention Ay =1, A = 3).
2. Montrer par récurrence que Vn € N* A, =21 — 1

Exercice 1150 Soit u 'application de R,[X] dans R, [X] définie par u(P) = P + P’. Calculer
det u. Méme question lorsque u(P) = XP' + P(1).

21.3 Applications

Exercice 1151 Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n et ¢ € L(FE) telle que
©? = —idg.

1. Donner des exemples de telles applications dans le cas n = 2 ou 4.

2. Montrer que de telles applications existent si et seulement si n est pair.

[Exercice corrigé]

1 -1 0 0 10 1 0
. . 2 1 00 01 0 1 .
Exercice 1152 Inverser les matrices 00 1 2 et 1 0 -1 o |®nsique leurs pro-
0 0 21 01 0 -1
duits.
21.4 Divers
1+a a a
Exercice 1153 Montrer que b 1+06 b =1+ a+ b+ csans le développer.

c c 1l+4c¢
Exercice 1154 Une matrice carrée A = (aij)ijeq1,...ny} € Mn(R) est dite triangulaire supé-
rieure lorsque pour tout 7 > j : a;; = 0.
1. Montrer que le produit de deux matrices triangulaires supérieures est une matrice trian-
gulaire supérieure.
2. Démontrer que det(A) = aq1 - - app.

3. Soit E un espace vectoriel, ¢ = {ej,...,e,} une base de E et ¢ € L(E). On note E;
I'espace vectoriel engendré par {eq,... ,e;}, pour tout 1 < i < n. Montrer que Mat (¢, )
est triangulaire supérieure si et seulement si ¢(E;) C E; pour tout 1 < i < n.

4. Démontrer que l'inverse d’une matrice triangulaire supérieure est une matrice triangulaire
supérieure.

Exercice 1155 On considére les matrices :

1000 031 3
0100 000 1

I=19 01 0 N=1og oo 1| A=ItN
000 1 000 0
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Pour tout n € N* calculer det(A™).
Calculer N% et N3.
Pour tout n € N* donner le rang de N™ et celui de A™.

En utilisant 1., donner, en fonction de n € N*, 'expression de la matrice M(n) = A™.

A e

Pour n € N* justifier la formule (A")™' = M(—n). Expliquer et justifier Pécriture :
A" = M (n) pour tout n € Z.

Exercice 1156 Soit S la matrice 5 X 5 & coefficients réels : S =

S OO = O
O O = OO
S OO O
_ o O O O
o= O O O

1. Calculer det (S). Déterminer (de préférence sans calcul) S~

2. Montrer qu’il existe deux sous espaces vectoriels F; et Ey de R® de dimension respective
2et 3telsque: RS =FE, @ Ey,® E3 et S(E,) C By S(Ey) C Es.

3. Montrer qu’il existe x € F5 tels que Sx = x. En déduire que la décomposition qui précéde
n’est pas unique.

Exercice 1157 Soit A € M3(R) anti-symétrique. Calculer det(A). Ce résultat vaut-il encore
pour A € My(R)?

[Exercice corrigé]

Exercice 1158 Soient n =2 ou 3 et A € M,(Q).
1. Montrer que si VX € M,(Q) det(A + X) = det(X) alors A = 0.
2. Soit B € M,(Q) telle que VX € M, (Q) det(A + X) = det(B + X). Montrer que A = B.

Exercice 1159 Soit (A, B) € M, (R)? tel que A*>+ B> = AB et AB — BA inversible. Montrer
que 3 divise n.

Exercice 1160 Montrer que si n € N—{0,1}, A € M,(R), on a:
det(Com(A)) = det(A4)" .
Exercice 1161 Montrer que si n € N*, A € M, (R) :
rg(A) =n = rg(Com(A)) = n;

rg(A) =n—1=rg(Com(4)) = 1;

A
rg(A) < n—2=rg(Com(A4)) =0.
Exercice 1162 Soit A = (a; ;) 2 € Mi(R) telle que :

(

(

(,5)€{1,..,

Vi € {1,...,71},2&1'0‘ < 1,
j=1

V(i,j) € {1,..,n}* a;; €10,1].

Montrer que |det(A)| < 1.
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21.5 Systémes linéaires

Exercice 1163 Résoudre les systémes suivants

3r —y +2z = a r +y +2z
—x +2y -3z = b T -y — z
r 2y +z = ¢ T + z

Exercice 1164 Sans chercher a résoudre les systémes suivants, discuter la nature de leurs

ensembles de solution :

r +y —z = 0 r +3y +2z =1 r +3y +2z
T =y =0 2v =2y = 2 2v 2y
r +y +z =0 T +y +2z = 2 r +y + z

1
2
3

Exercice 1165 Soient xg,1,...,2,, n+ 1 réels distincts, et yo,y1,...,yn, 7+ 1 réels (distincts ou

non).
Montrer qu’il existe un unique polynéme P tel que :

Vi € {0, ,n} P(ZL’Z) =Y
Exercice 1166 Résoudre, suivant les valeurs de m :

r+(m+1l)y = m+2 mx + (m
(&){ﬂw+%m+4w = 3 (&){(m+1ﬁ

[Exercice corrigé]

— 1)y

m—+ 2
5m—+ 3

Exercice 1167 Ecrire les conditions, portant sur les réels a, b, ¢, pour que les systémes suivants

admettent des solutions non nulles ; expliciter ces solutions.

r+y+z =0 r—a(y+ 2)
(Sh) b+c)z+(c+a)y+(a+b)z = 0 (S2) y—b(z + 2)
bex + acy +abz = 0 z—c(x +vy)

[Exercice corrigé]

Exercice 1168 Résoudre et discuter suivant les valeurs de by, by, b3 et by :
r+3y+4z+7 = b r+3y+o5z+3t =

(S1) r+3y+4z+5t = by (Sh) x+4y+ 72+ 3t

! T+3y+32+2t = by 2 Y+ 2z
r+y+z+t = by rTH+2y+32+2t =

r4+y+2z2—t = b T4+ 2y+ 242t

—x+3y+t = b —2x — 4y — 2z — 4t

(S5) ! > (S 5

20 — 2y +22—2t = b3
20+2 = by

[Exercice corrigé]

—x—2y—2—2t
3z + 6y + 3z + 6t

Exercice 1169 Discuter et résoudre suivant les valeurs des réels A, a, b, ¢, d :

A+Nz+y+z+t =
() ] EH Ny
r+y+(1+AN)z+t
rHy+z+ 1+ Nt =

I
Qo o

[Exercice corrigé]

I
o

b
by

bs

by
by
bs
by
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Exercice 1170 Discuter et résoudre suivant les valeurs des réels A et a :
3r+2y—z+t = A
2r+y—2z = A—1
(S) b +4y —2z = 2\
A+2)z+(A+2)y—2z = 3A+a
3r—z+3t = =\
[Exercice corrigé]
Exercice 1171 Mettre sous forme matricielle et résoudre les systémes suivants.
([ 2x+y+z = 3
3r—y—2z = 0
1.
r+y—z = =2
r4+2y+z =1
r+y+z+t = 1
rT—y+2z2—-3t = 2
2. 2 +4z+4 = 3
20 +2y+32+8 = 2
(| Sz +3y+92+19t = 6
([ 2r+y+2+t = 1
3 rT+2y+3z2+4 = 2
) 3r—y—3242t = 5
L 5y +9z—t = —6
r—y+z+t = 95
4.4 20 +3y+4z+5t = 8
r+y—z+t = 7
r+2y+3z2 = 0
D. 20 +3y—2 = 0
Jr+y+2z = 0
Exercice 1172 Calculer les déterminants suivants.
1 3 2 111 5 =3 13 10 0 00 1
Di=|133|,Dy=|332|,Dsy=|0 -1 =16 |Dy=|0 L —LID;=|10 0
1 21 2 31 0 0 2 0 1 @ 010
Exercice 1173 Résoudre et discuter le systéme linéaire suivant :
SL’1+3§'2+3$3+10£L‘4+$5 = b1
(S) $1+2I2+ZL’3+4Z‘4+7I5 = bQ
Ty + 31‘2 + 41‘3 + 13ZL’4 + 81’5 = b3
I —|— 4[L’2 —|— 2[L‘3 —I— 7£L'4 —I— 141175 = b4

Exercice 1174 On considére 'application f de R® dans R* qui a un élément X = (1, z9, T3, 24, T5)

associe 'élement Y = (y1, Y2, Y3, y4), défini par :

Ty + X9 + 3273 + 10.%‘4 + x5
1+ 229 + 13 + 4wy + Ts
r1 4 39 + 43 + 1324 + 825
Ty + 4wy + 223 + Txg + 1425

(5)

= U0
Y2
Ys
= U
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1. Montrer que f est linéaire.

2. On considére A 'ensemble des solutions de (Sg).

1+ 2o+ 323+ 1024 + 25 =
T+ 229 + x3 + 43y + T3
T+ 3ZL’2 + 4[1)3 + 13$4 + 8$5
X1 + 4ZE2 —f- 2[E3 —|— 7ZE4 —|— 141‘5 =

I
oo oo

(Su)

Quelle est la nature de A7 Que représente A pour 'application f? Donner une base de A;
quelle est la dimension de A? Donner un systéme minimal d’équations qui définissent A.

3. Dans l'espace R*, on considére les cinq vecteurs : V; = (1,1,1,1), Vo = (1,2,3,4),
Vs =(3,1,4,2), V, = (10,4,13,7), V5 = (1,7,8,14). Que représentent ces vecteurs pour
I’application f? Trouver une base de Im f.

4. On considére le systéme () ou les inconnues sont les x;, et ot les y; sont des parameétres.
Comment interpréter les conditions de possibilité de ce systéme du point de vue de f7

5. Donner une interprétation du théoréme du rang relativement a ce systéeme. Quel est le
lien entre le rang de f et le rang du systéme ?

Exercice 1175 Pour tout a réel, on considére la matrice A et le systéme linéaire (S5) définis
par :

a 1 1 1 ar + y + z + t =1
|1 a 11 r + ay + 2z + t =1
A= 11 a1l (5) r + y + az + t =1
1 11 a r + vy + z + at =1

aux inconnues réelles x,y, z, t.
1. Discuter le rang de A suivant les valeurs de a.
2. Pour quelles valeurs de a le systéme (5) est-il de Cramer? Compatible ? Incompatible ?

3. Lorsqu’il est de Cramer, résoudre (.S) avec un minimum d’opérations (on pourra montrer
d’abord que l'on a nécessairement z =y = z = t.).

4. Retrouver 3. par application des formules de Cramer.

1 -1 1
Exercice 1176 Déterminer le noyau de la matrice [0 1 1
2 3 7
2 20
Exercice 1177 Soit A= |1 2 1 |. Déterminer les A € R tels que 3X € R®* — {(0,0,0)} tel
0 2 2
que AX = AX. Pour chaque \ déterminer E\ = {X € R*/AX = \X}.
3r+2z=0
y+z2+3t=0

Exercice 1178 Donner une base de 'ensemble des solutions de
rty+z+t=0

2 —y+2—t=0

r+ay+a’z=0
Exercice 1179 Résoudre suivant les valeurs de a € R { a?z +y +az =0

ar +a*y +2=0
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ar+y+z+t=1
rt+ay+z+t=p
r+y+az+t=pu?
r+y+z+at=p?

Exercice 1180 Résoudre suivant les valeurs de a et y € R

1
1
1

O

1
Exercice 1181 Inverser en utilisant un systéme linéaire la matrice | 2
1

(2 + y+z=1
Exercice 1182 Résoudre  ax +by+cz=d
\azx + b2y + Pz =d?

—cy+bz=«
Exercice 1183 Résoudre ¢ cx —az = (3

| —br +ay =7

Exercice 1184 Soit F le sous-espace vectoriel de R* des éléments (x, vy, z,t) qui satisfont :

r+y+z+3t = 0
20 +3y+4 = 0
20 +by—4z = 0
Donner une base de F' et sa dimension.

Exercice 1185 On considére le systéeme

TH+y+z+t =0
(S): z—y—2z4+2t =
20 +y+=z =0

1. Résoudre le systéme (S) puis indiquer son rang.

2. Montrer que I’ensemble des solutions de (S) est un sous-espace vectoriel de R?, indiquer
sa dimension et en donner une base.

Exercice 1186 L’objectif de ce probléme est de résoudre ’énigme du berger :

Un berger posséde un troupeau de 101 moutons et remarque par hasard la propriété suivante :
pour chaque mouton, il peut trouver une fagon de scinder le troupeau des 100 autres moutons
en deux troupeaux de 50 moutons et de méme poids total. Il en déduit que tous les moutons
ont le méme poids. Comment a-t-il fait 7 On montre, dans un premier temps, un résultat utile
pour la démonstration finale.

1. (a) Montrer par récurrence que le déterminant de toute matrice carrée, dont les éléments
diagonaux sont des nombres impairs, et dont tous les autres sont des nombres pairs,
est un nombre impair.

(b) En déduire qu'une matrice de cette forme est inversible.

2. L’objectif de cette question est de résoudre I’énigme du berger. On note B la matrice
carrée de taille 101 construite de la maniére suivante :
On numérote les moutons de 1 & 101. Quand le berger retire le iéme mouton du troupeau,
il sépare alors le reste du troupeau en deux troupeaux égaux ( troupeau A, troupeau B)
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et de méme poids. On note alors B;; les coefficients de la ieme ligne de la matrice B
obtenu de la facon suivante

1 sijg=1
B, ;=4 0 sile j-iéme mouton se trouve dans le troupeau A
2 si le j-iéme mouton se trouve dans le troupeau B .

On note X la matrice de taille 101 x 1 constituée des poids des moutons

poids du monton 1
poids du mouton 2

poids du mouton 100
poids du mouton 101

On note M le poids total du troupeau.
(a) Calculer

(b) Calculer
BX.

(c) Montrer que B est inversible.
(d) En déduire X et résoudre I’énigme du berger.

21.6 Rang
Exercice 1187 Pour quelles valeurs de a la matrice

1 11
A=11 2 4
1 3 «a
est-elle inversible 7 Calculer dans ce cas son inverse.

Exercice 1188 Soient a et b deux réels, et A la matrice

a 2 =1 b
A=13 0 1 -4
5 4 —1 2

Montrer que rg(A) > 2. Pour quelles valeurs de a et b a-t-on rg(A) = 27

!/

a a
Exercice 1189 Soient v; = [ b | et v, = | 0/ | deux vecteurs indépendants de R3. Donner,
c c
x
sous forme d’équation, une condition nécessaire et suffisante pour qu'un vecteur w = |y
z

appartienne a ’espace vectoriel engendré par vy et vs.
Méme question pour un plan engendré par deux vecteurs de R%.
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Exercice 1190 Soit v un endomorphisme de E, et B une base de E. Discuter dans chacun des
cas ci-dessous la dimension du noyau de u.

—1-A 2 1 12— X\ —6
MB(U) = 4 1—A —2 MB(U) = -9 —5—=A
0 0 3-A —12 -8

= = Q
S = o=

Exercice 1191 Discuter le rang de la matrice suivante en fonction des paramétres réels z et
Yy

N =

A:

—_ = O =
N O8] N

1

Exercice 1192 Sans chercher a le résoudre, discuter la nature des solutions du systéme suivant,
en fonction de a, a,b et ¢ :

r— Yy —az=a

r+2y+ z =b

r+ Yy — z =c
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Quatriéme partie

ANALYSE 2

22 Suites : compléments

22.1 Limites

n

Exercice 1193 Soient (uy,),>2 définie par u,, = H COS(%) et v, = unsin(%).
k=2

1. Montrer que (uy,),>2 est convergente.

2. Montrer que (vy,),>2 est une suite géométrique. En déduire la limite de (uy,)n>2.
Exercice 1194 Soit (u,)nen une suite bornée de nombres réels telle que lim (u,11 — u,) = 0.
Montrer que les valeurs d’adhérence de la suite (u,),en forment un intervgigo de R.

Exercice 1195 On définit par récurrence les suites (uy,)nen €t (U )nen par :

2 2

(un) v _ (UN)
Uy + Uy e Uy + Uy

up = 1,00 = 2, up41 =

1. Montrer par récurrence que l'on a u, > 0 et v, > 0.

2. Montrer que les suites (u,)nen €t (Vn)nen décroissent. En déduire qu’elles convergent vers
¢ et ¢ respectivement. Montrer que 'on a £¢' = 0.

3. Montrer que la suite (v, — uy,)nen €st constante. En déduire £ et £
Exercice 1196 Soient (u,)nen €t (vp)nen deux suites de nombres réels telles que 0 < uy; < vy
Uy + U
et Upt1 = /UpUp et Uy = - -

Exercice 1197

. Montrer qu’elles convergent vers la méme limite.

1. Soit (uy)nen une suite de nombres réels non nuls convergeant vers une limite ¢ différente

, 1
de zéro. Montrer que la suite (—),en converge vers —.
un

2. Soit (un)nen une suite de nombres réels positifs convergeant vers une limite ¢ différente
de zéro. Montrer que la suite (/U )nen converge vers V2.

Exercice 1198

1. Soit (uy,)nen une suite de nombres réels telle que les suites extraites (ua,)nen €t (Uzn11)nen
convergent vers une méme limite ¢. Montrer que (u,),en converge également vers (.

n 1 k
2. En déduire que la suite (u,),en de terme général u,, = Z (—1) converge.
—~ (2k)!
. . . ) Uy Uz + Uy
Exercice 1199 Soit (u,)nen une suite de nombres réels et v, = ! 2 oun € N*.

n
1. Montrer que si (uy),>1 converge vers £, alors (v,),>1 converge vers {. La réciproque est

elle vraie?
n

1
2. Calculer lim L
n—-+00 Pt 2nk + k

. . .a
3. Soit (ay)n>o une suite telle que lim (an41 — a,) = £. Prouver que lim — = /.
n—-+4o0o n—+o0 1
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un+1

4. Soit (up)n>1 une suite strictement positive telle que lim = (. Démontrer que

n—-+4oo Uy,
lim (u,)Y/™ = 2.
n—-+4o0o

"1 1

Exercice 1200 Pour tout n € N* on note u, = Z — et v, =u, + —. On rapelle que
p k! nn

e = lim u,.

1. Montrer que les suites (uy,)n>1 €t (v, )n>1 sont adjacentes. En déduire une valeur approchée
1

1000
2. Démontrer que e est irrationnel.

de e a

Exercice 1201 Une suite (u,)nen est dite de Cauchy lorsque, pour tout € > 0 il existe N € N
tel que, si m,n > N alors |u, — u,| < e.

1. Montrer que toute suite convergente est de Cauchy. Montrer que toute suite de Cauchy

est bornée.
i 1 1 p+2 L
2. Soit u, = 1+ 5 + ...+ —. Montrer que, pour tout p € N, ug > — En déduire que
n
(Un )nen tend vers l'infini.

3. Une suite (u,)nen satisfait au critére C’ lorsque, pour tout € > 0 il existe N € N tel que,
sin > N alors |u, — u,41]| < . Une suite satisfaisant au critére C’ est-elle de Cauchy 7

4. Montrer que les trois assertions qui suivent sont équivalentes :

(a) Toute partie majorée de R admet une borne supérieure et toute partie minorée de
R admet une borne inférieure.

(b) Toute suite de Cauchy est convergente.

(c) Deux suites adjacentes sont convergentes.

22.2 Suites récurrentes linéaires

Exercice 1202 Soit (u,) définie par uy et uy strictement positifs et w,.1 = u, + u,_1 pour
n > 1.

. Up+1 . , .
1. Montrer que lim( ) existe et la déterminer. Que remarquez-vous ?
un
. Unp+1 . .
2. Soit a,, = . Exprimer a, 1 en fonction de a,.

n
3. Montrer que as, et as,1 sont adjacentes.

4. Déterminer un rationnel r tel que ‘r - 1+—2‘/5‘ <1073

[Exercice corrigé]
Exercice 1203 Déterminer (u,,) telle que
1. ug =1, uy = 3, Upso = dupy1 — 4u,.
2. up =1, ug =1, Upso = 4Upy1 — DUy,
Exercice 1204 Déterminer les suites bornées qui vérifient u, o = 3u,1 — 2u,.
[Exercice corrigé]

Exercice 1205 Déterminer les suites convergentes qui vérifient 2u,.o = 7,11 — 3u,.

Exercice 1206 Montrer que la suite ug = 1, u; = 2 et up10 = /Upt1U, est bien définie et la
déterminer.
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Unt1 = 3ty — Up

u0:2 Upt1 = Up + Uy
et
Vo = —2

Exercice 1207 Déterminer les suites (u,,) et (v,) qui vérifient {

22.3 Suites de Cauchy

sinn

2n )neN

est de Cauchy et que la suite ((—1)" + 1

Exercice 1208 Montrer que la suite ( ﬁ)neN

ne l'est pas.

Exercice 1209 Montrer que la suite définie par

cosl cos?2 cosn
T

U, =1+

est une suite de Cauchy. En déduire sa convergence.

Exercice 1210 Montrer que toute sous-suite extraite d’une suite de Cauchy est aussi une suite
de Cauchy.
Montrer que si (u,,) est une suite de Cauchy, on peut trouver une sous-suite (uy, ) de (u,) telle
que :
1

Vp € N, Vg = p, |un, — tn,| < >
Exercice 1211 Une suite (x,) est définie par une relation de récurrence x,,1 = asinz, +b ou
a est un nombre réel de ]0,1[ et b un nombre réel quelconque. Montrer que pour tout p € N,
|zp41 — x| < @P|z1 — x0|. En déduire que la suite (z,,) est une suite de Cauchy.
Combien de termes faut-il calculer pour obtenir une valeur approchée de lim z,, & 10710 prés si

on suppose a = 1/2, b=5, 29 =17

23 Continuité et comparaison de fonctions

23.1 Continuité

Exercice 1212 Soit f une fonction continue de [0, 1] dans lui-méme telle que f(0) = 0 et pour
tout couple (x,y) de [0,1] x [0,1] on ait |f(z) — f(y)| = |z — y|.

1. Soit z un élément de [0, 1]. On pose xy = z et x,41 = f(x,). Montrer que la suite (x,,)nen
est convergente.

2. En déduire que f(z) = z pour tout z € [0, 1].
3. Le résultat reste-t-il vrai sans I'hypothése f(0) = 07

23.2 Comparaison de fonctions

Exercice 1213 A quelle condition sur f et ¢ a-t-on e/ ~ €97
a

Exercice 1214 Soient f et g équivalentes au voisinage de a et strictement positives. Montrer
que si f admet en a une limite dans R différente de 1 alors In f ~ In g.
a

Exercice 1215 Montrer que si f tend vers 0 en a alors In(1+ f) ~ fet el — 1~ f.

Exercice 1216 Etudier en +o00 et —oo la fonction f(x) = Va3 + 1 + V22 + 2 + 1.

[Exercice corrigé]

Exercice 1217 Calculer les limites de
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] sinx In(1 + z?)

en 0.
rtanw
5 In(1 + sinx) 0 0.
tan(6z)

3. (In(e +z)) en 0.
4. (In(1+ e )z en + oo.
[Exercice corrigé]
In(1 + )

Inz

Exercice 1218 Trouver un équivalent simple en +oo de ( ) —1.

Exercice 1219

Limite en + oo de vz3 + 22 — Va3 — 22

Equivalent en + oo de \/22 + Vat + 1 — 2v2

tan(azx) — sin(ax)

Limit 0d
HRe e L ae tan(bz) — sin(bz)

)
)
Limite en Z de (:c — %) tan(x + Z)

- s cos(z) — sin(x)
Limite en 1 de (42 — ) tan(z)
tan(z — x cos(x))
sin(z) + cos(z) —

Equivalent en 0 de

. 2
Equivalent en Z de (tan(Q x) + tan(z + % <COS T+ — )

1
Limite en 0 de 12 (@)

1
Limite en 5 de (22® — 3z +1) tan(m x)

(sin(z))"™®) — 1
(tan(z))™®) — 1

V14 22 T
— In(
sm(;) z+1

Limite en 0 de

)

Equivalent en + oo de

[Exercice corrigé]

Exercice 1220 Soit (f,,)nen une suite de fonctions réelles. Montrer qu’il existe f : R — R telle
que Vn € N, f,,(t) = o(f(t)) si t — oc.
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24 Dérivabilité : compléments

24.1 Dérivées

Exercice 1221 Montrer que pour tout x € R, sin(z) < z.

Exercice 1222 Pour tout z €]1,+00] on pose f(x) = zln(x) — x. Montrer que f est une
bijection de ]1,+oo[ sur | — 1, 4+o00[. On pose g = f~! Papplication réciproque de f. Calculer
9(0) et ¢'(0).

Exercice 1223 Etudier la continuité, la dérivabilité, la continuité de la dérivée pour les appli-
cations suivantes :

1. f:stin(%)sim#Oetf(O):O.
2. g:xo—>xsin(é)six;«éOetf(O):O.

3. h:x— r’sin (i) six#0et f(0)=0.
Exercice 1224 Soit g une fonction 2 fois dérivable sur [a,b] telle que g(a) = g(b) = 0 et
¢"(z) < 0 pour tout x €la,b[. Montrer que pour tout x €la, b, g(x) > 0.
Exercice 1225 Soit f : R — R une fonction deux fois dérivable telle que Vx € R on ait
f(z) =0, f/(x) > 0et f"(x) > 0. Etudier 2?h_g)lo f(z) et lim @

T—00

Exercice 1226 Soit f une application continue de [a,b] & valeurs dans R dérivable sur |a, b].
Montrer que si lim f'(z) existe, f est dérivable en a.

Exercice 1227 Soit f: Ry — R’ une fonction bornée deux fois dérivable et telle qu’il existe
a > 0 tel que, pour tout x € Ry, on ait af(z) < f’(z).

1. (a) Montrer que f’ a une limite en +oo. Quelle est la valeur de cette limite ?
(b) Montrer que f est décroissante et que 1im f(z)=0.
2. (a) Soit g : x — af?(x) — (f'(x))% Montrer que g est croissante et a pour limite 0 en
00.

(b) En posant f(z) = h(z)exp(—/azx), montrer que, pour tout = € R, : f(x) <

f(0) exp(—v/ax).

24.2 Applications

Exercice 1228 Soit f une fonction continue de [0,1] a valeurs dans R. Pour chaque n € N,

1
on note g, la fonction x — f(z + =) — f(z).
n

1
1. On suppose g,(z) > 0 pour tout x € [0,1 — —[. Montrer que f(1) > f(0).
n
2. On suppose désormais que f(0) = f(1). Montrer que, pour chaque n € N, la fonction g,

s’annule en au moins un point de U'intervalle [0,1 — —].
n

Exercice 1229 Pour tout n entier supérieur ou égal a 2, on considére le polynéme de degré n

A coeflicients réels :
P(X)=X"4+X"1"+X*+X -1
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1. Soit n > 2. Montrer que P, a une unique racine réelle positive que I'on nommera A,. (On
pourra étudier Papplication X — P,(X).)

2. Montrer que la suite (\,),>2 est croissante puis qu’elle converge vers une limite que 'on
notera /.

3. Montrer que ¢ est racine du polynome X2 4+ X — 1. En déduire sa valeur.
[Exercice corrigé]

Exercice 1230 Soit f une fonction d’un intervalle I & valeurs dans R dérivable sur /. Montrer
que les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est strictement croissante sur I.
2. f" est positive ou nulle sur I et {z € I; f’(z) > 0} est dense dans I.

Exercice 1231
1. Soit f une application de R dans R dérivable en 0. Montrer qu’il existe une application
e de R dans lui-méme telle que Vo € R : f(z) = f(0) + xf'(0) + ze(z) et lin% e(z) = 0.
Donner une interprtation géométrique de ce résultat.
2. En déduire les limites des suites (u,)n>1 €t (v,)n>1 définies en posant, pour tout n € N* :
Q@
Uy = (n3+1)% —n et v, = (1+—)%.
n
3. Construire un exemple de suite (w,)n,>1 avec, u, < 1 pour tout n > 1 et telle que
lim w,, = 1. (On pourra s’inpirer de I'exemple de (v,),>1 ci-dessus.)

n—o0

1 1
Exercice 1232 1. Montrer que pour tout z > 0 on a : 71 < log(x +1) —log(z) < —.
x T

1 1
2. En déduire que pour tout entier n > 1:log(n+1) <1+ 5 + -+ — < 1+ log(n).
n
1
3. Posons u, =1+ 3 + .-+ — —log(n) Montrer que la suite (u,),en est décroisante et
n
convergente.
Exercice 1233 1. Soit f une application continue d’un intervalle |a,b[ a valeurs dans R,
dérivable en ¢ €|a, b[. Montrer qu’il existe une (unique) application continue e de |a, b|

dans R telle que f(c) = 0 et, pour tout = €|a, b[ distinct de ¢, on ait :
f(x) = fle) + (z =) f(c) + (z — c)e(x)

2. Montrer que la suite (S,),>1 de terme général :

n

1 1 1 1
S == e - —
n+n+1+ +2n ;rrl—k

est décroissante et qu’elle converge vers une limite que ’on nommera S.
. . . 1
3. Pourquoi peut on dire, a priori, que 5 <SS K17

4. Soit f :]—1,1[— R une application continue, dérivable en 0 et telle que f(0) = 0. Montrer
que la suite (0,(f))n>1 de terme général :

Jn(f):f(%)—i—f(%“>+...+f<%)

converge vers f'(0)S (utiliser 1.).
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5. Montrer que o,(f) = log (2) lorsque f est I'application x — log (1 + x) et en déduire la
valeur de S.

6. Calculer la limite de la suite (0,,),>1 de terme général :

1 1
o, = sin — +sin 4+ .- +sin —.
n n+1 2n

7. Plus généralement, quelle est la valeur pour p € N* donné, de la limite S, de la suite
(0n(p))n>1 de terme général :

pn
1
on(p) = 3 n+ P
k=0

[Exercice corrigé]

Exercice 1234 Soit f une fonction dérivable et a un réel. Soit A > 0 un nombre réel strictement
positif fixé.

1. Montrer qu’il existe 6 €]0, 1] tel que

fla+h)—=2f(a) + fla—h)
h

= f'(a+6h) — f'(a — 0h).

fla+h)—2f(a) + fla—h)
h2

2. Pour tout h # 0 on note : ¢(h) =

existe, alors }Lirr(l) o(h) = f"(a).

. Montrer que si f"(a)

Exercice 1235 Soit [ un intervalle ouvert contenant O et 1 et f : I — R une fonction dérivable.
On pose p = f(1) — f(0).
— f(0
1. Soit ¢g : [0,1] — R la fonction définie par g(0) = f'(0) et g(z) = @) = J(0)
Montrer que si u est un réel compris entre f’(0) et p alors il existe a € [0,1] tel que
u= f'(a).
— f(1
2. Soit h : [0,1] — R la fonction définie par h(1l) = f'(1) et h(z) = L{() sinon.
Tz —

Montrer que si v est un réel compris entre f'(1) et p alors il existe b € [0,1] tel que
v=f"(b).

3. Soit w un réel compris entre f'(0) et f/(1). Montrer qu’il existe ¢ € [0, 1] tel que w = f'(c).

sinon.

Exercice 1236 Soit P(X) un polynéme a coefficients complexes de degré 3 ayant trois racines

distinctes. Montrer que les racines de P’ sont dans le triangle ayant pour sommet les racines
de P

25 Développements limités

25.1 Calculs de développements limités

Exercice 1237 Donner le développement limité en 0 des fonctions :
1. x+ In(cos(z)) (& Pordre 6).
2. x +— tan(z) (a l'ordre 7).
3. z + sin(tan(z)) (& Pordre 7).
4.z (In(1+2))? (a Tordre 4).
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5. x +— exp(sin(z)) (& Pordre 3).
6. =+ sin®(z) (a Pordre 9.)

[Exercice corrigé]

—1
Exercice 1238 1. Soit f : R — Rla fonction définie par f(z) = 0siz < Oet f(z) = exp (—)
T

sinon. Calculer, pour tout n € N, le développement limité de f en 0. Quelles conclusions
en tirer?

1
2. Soit g : R — R la fonction définie par g(0) = 0 et, si x # 0 : g(x) = x’sin(=). Montrer
x
que g a un développement limité d’ordre 2 en 0 mais n’a pas de dérivée seconde (en 0).

arctanx — sinx

Exercice 1239 Déterminer la limite en 0 de —.
tanx — arcsinx
[Exercice corrigé]

Exercice 1240 Faire un développement limité ou asymptotique en a a 'ordre n de :

1. Incosz n=6a =0.

arctanx — x
2. ————n=2a=0.
sinx —x

. Intan(5+5) n=3a=0.

N3+ r—vVad—axn=4a= 4.

C(14x)sn=3a=0.

7. 2(Va? + Va2l +1—2v2) n=2a = +oo.

[Exercice corrigé]

3
4. Insinz n=3a=17%.
5
6

Exercice 1241 Développements limités en 0 de :

1. cosz.In(1+ z) a l'ordre 4.

2. a Pordre 4.

cos T

3. arcsin (In(1 + z?)) a lordre 6.

sinhx — x
4. —— & I’ordre 4.
x

5. (14 x)lﬁ a lordre 3.
Exercice 1242 Pour chacune des fonctions suivantes, donner les conditions sur &(z) pour que
ces fonctions soient des développements limités au voisinage d’un point et & un ordre que vous
préciserez.

1. fi(z) =2 — = +2%()

4. fi(z) :xz—x+1+g+é5(:€)
5. fs(z) =2* + 3z 7z + 1+ (x — 1)%(x)
fo(r) = (z — 2>+ (x —2) — 2+ (z — 2)e(x)

S
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7. fr(x) = {22 + 2? + 1 + 2%e(2) H{—2 + 3+ 2? — 23e(x)}
Exercice 1243 1. Développements limités en 1 I'ordre 3 de f(z) = /7 et de g(z) = eV®
2. Développement limité a l'ordre 3 en xy €]0; 7| de h(z) = In(sinx). En déduire un déve-

.. ™
loppement limité en 5

V1+ 2?
r+1+ V1422

Exercice 1244 Donner un développement limité a l'ordre 2 de f(x) =
0, +o0 et —

Exercice 1245 Donner un développements limité en 0 a 'ordre 10 de :

1. x»—>/ cos t2dt.
0

r 1
2. x+— dt = F(2?) — F(z) ou F est une primitive de ¢ —
/ Vi = Flet) = Fe) p

Exercice 1246 Donner le DL2 en 4+00 de :

1
VIt

.flf—z fl
x+1 '

25.2 Applications des développements limités

Exercice 1247 Calculer les limites suivantes

2 .

. e —cosz . In(l+2z)—sinx . cosx —+/1—a?
lim — lim lim

z—0 [E2 z—0 €x x—0 Jj4

T __ 3 t _ 4
Exercice 1248 Calculer les limites suivantes : lim ¢ (cos(z) + ) , lim v arctan(z) — @

z—0 x? e—0  cos(2?) —1

[Exercice corrigé]

Exercice 1249 Etudier la position du graphe de I'application z — In(1 + z + z?) par rapport
a sa tangente en 0 et 1.

T

e
Exercice 1250 Montrer que pour tout n € N, lim — = +4o0.

r—-4o0 M

Exercice 1251 Etablir pour tout = € R? Tlinégalité :

3 3
VT —— N Ry /N By
f <(z+1)"" -z VT NG
x? x?
Exercice 1252 Montrer que pour tout z € R, > <ef—r—1< ?ex.

8\/

Exercice 1253 Soit f(z) = (cosz)* pour z €] — 5, 51— 10}
1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.
2. Déterminer un DL de f en 0 & 'ordre 2.
3. Etudier la dérivabilité du prolongement de f.
Exercice 1254 Etudier les branches infinies des fonctions :
1. f(z) = x? arctan(

2. g(x) = x, /?f”x—jrll.

1
Tz



25 Développements limités 162

Exercice 1255 Soit (1) I'équation = — E(x) = .
1. Montrer que pour tout n € N* il existe un unique x,, € [n,n + 1] solution de (1).
2. Déterminer un équivalent de z,,.

3. Faire un DAS de z,, — n en 400 en fonction de % a Pordre 5.

Exercice 1256 Calculer pour a € R™* :

{L‘a — ax 1 1
li , 1 3(2)» —2(3)»)"
lim ——2, lim (3(2)» —2(3)")
Exercice 1257 Calculer :
. ln:v+1 xlnz
¢ = lim
T—00 Inz
et donner un équivalent de ¢ — (h‘hf—;l)xlm quand z — oo.

Exercice 1258 Soit z € R™, on définit (u,(x)), et (v,(x)), par :

up () + vy ()

Vn € Ny upq1(z) = 5

yUnt1(2) = Vg (x)vp (), up(x) = 1, vp(x) = 2.

1. Montrer que ces deux suites convergent vers une méme limite /.
2. Soit f: RT — R définie par : f(z) = £,. Calculer f(1), f(0), donner f(1) en fonction de
f(z) si x > 0. Montrer que f est croissante, en déduire le sens de variations de = — @

3. Montrer que f est dérivable en 1 (on utilisera vz < f(z) < %) puis que lim, o f(z) =
+00.

4. Montrer que f est continue sur R, puis que f est continue en 0.

5. Donner l'allure du graphe de f, préciser la tangente en 0 ainsi que le comportement
asymptotique en +00.

Exercice 1259 Soit n € N*, x # 0, on définit :

(1$+2m+... +n$)i

n

Déterminer £, = lim u,(z).

x—0

Exercice 1260 Déterminer :

, 2tanz —sh2z
lim .
2—0 (1 — cos 3z) arctan x

Exercice 1261 Soient u, v, f définies par :
u(w) = (2* = 222+ 1)3, v(x) = Va? +x+ 1, f(z) = u(z) —v(@).
1. Donner un équivalent de f au voisinage de —oo, en déduire lim f.
2. Déteminer lim wu(z) —z, lim v(x)+ z. En déduire I'équation d’une droite asymptote
au graphe de f en —oo et positionner f par-rapport a cette asymptote.
3. Méme étude en +oo.
arctan x 1

Exercice 1262 Soit ¢ la fonction z — ——— — —.
(sinz)? 22
1. Donner le domaine de définition de g.
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2. Montrer qu’elle se prolonge par continuité en 0 en une fonction dérivable.

3. Déterminer la tangente en 0 au graphe de cette fonction et la position de ce graphe par
rapport a celle-ci.

[Exercice corrigé]

3 1
Exercice 1263 Soient f : z — :271 etg:x— (x+1) exp(—l) deux fonctions. Déterminer
x? — T —

si leurs graphes respectifs ont des asymptotes puis la position de ces graphes par rapport a
celles-ci.

Exercice 1264 Montrer que, pour tout x réel vérifiant |z| <1 :

x + sin 2z <o
29+ 2% -3
Exercice 1265 Déterminer :
1. (a) lirll Vat+3r+2+ 2.
(b) lim Va?+3z+2+ .
2. lim (Arctan .CE)Z%
z—0+
3 lim (1+3z)5 —1— sina:‘
z—0 1—rcosz
Exercice 1266 1. Soit g la fonction définie par :
1
g(z) = fixQ + Arctanz.

(a) Quel est le domaine de définition de g7
(b) Etudier ses variations.

(c) Montrer que g s’annule une et une seule fois sur R en un point « compris entre —1
et 0 (on ne demande pas de préciser la valeur de «).

(d) Dessiner le graphe de g.
2. Soit f la fonction définie sur R par :

f(z) = (x4 1) Arctan z.

(a) Calculer la dérivée de f et établir son tableau de variation.

(b) Le graphe de f a-t-il des points d’inflexion 7 Si oui, donner les coordonnées de ce (ou
ces) point(s).

3. Donner ’équation de la tangente au point d’abcisse x = 0 au graphe de f et la position
de ce graphe par rapport a cette tangente (au voisinage de ce point).

4. En utilisant les résultats de I'exercice 7 ? 7, montrer que :

(a) @ =(1+ i)(g — Arctan%) si x> 0.
(b) @ =(1+ é)(—g — Arctan i) six < 0.
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1
5. En déduire I'existence d’une fonction e telle que lim &(—) = 0 et, pour tout > 0, on
x

T——+00
ait : 1 1 1
e e
= —z4(=—1)— =+ —¢(=).
f@)=Za+(G-1)—-+-e)

Etablir un résultat analogue pour x < 0.

6. Quelles sont les asymptotes au graphe de f 7 Préciser la position de ce graphe par rapport
a ces asymptotes.

7. Dessiner le graphe de f.

25.3 Formules de Taylor

3

1+ 26

Exercice 1267 Soit f Papplication de R dans R définie par f(x) =
pour tout n € N.

Calculer £ (0)

Exercice 1268 Soit a un nombre réel et f une application de classe C? de Ja, +-o00[ & valeurs
dans R. On suppose f’ et f” bornées; on pose My = sup |f(z)| et My = sup |f"(x)].

r>a z2a

1. En appliquant la formule de Taylor en x et x + 2h, montrer que, pour tout x > a et tout
1
h>0,ona:|f(x+h)< th—i—EMO.

2. En déduire que f’ est bornée sur |a, +00].

3. Etablir le résultat suivant : soit ¢ )0, +00[— R une application de classe C? a dérivée
seconde bornée et telle que lim g(z) = 0. Alors lim ¢'(z) = 0.

Exercice 1269 Soient a,b, c € Z tels que : ae? + be + ¢ = 0.

1. En appliquant la formule de Taylor sur [0, 1] a 'application ¢ : x — ae® +ce™® démontrer
que, pour tout n € N il existe 6,, €]0, 1] tel que :
0 n,.,—0 n k

ae’ 4+ (—=1)"cer Za—l—(—l) c

b=
(n+1)! k!

k=0

2. En déduire que pour n assez grand ae* + (—1)"ce ™% = 0 puis que a = b = ¢ = 0. (On
=1
)

rappelle que e = Z —-
n!

n=1

Exercice 1270 Soit f € C®(R,R) telle que Vn € N, f™(0) = 0 et f™ est bornée sur R avec
sup ‘f(”)(x)| = 0((%), a constante fixée. Montrer que Vz € [—a,al, f(x) = 0, puis que f = 0.
zeR

Exercice 1271 Soit P € R,[X] tel que P > 0. On pose Q = P+ P' + ... + P(™ . Montrer que
Q=0.

Exercice 1272 Soient a et b deux réels tels que a < bet f € C3([a,b], R). Montrer qu’il existe

¢ €la,b[ tel que f(b) = f(a)+ (b — a)f/(a;b) n (b ;466)
a+b

Lagrange entre a, — b).

f"(c) (on pourra utiliser Taylor-
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26 Intégrales (compléments), intégrales impropres

26.1 Intégration sur un compact

1
Exercice 1273 Soit f : [0,1] — R une fonction de classe C'*. Montrer que lim cos(nt) f(t)dt = 0.

n—oo 0
Exercice 1274 Soit f:[0,1] — R une fonction continue telle que f(0) = 0. Montrer que
1

lim f(t™)dt =0.

n—oo 0

Généraliser au cas ot f(0) est quelconque.

Exercice 1275 Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable.

1. Montrer que f est bornée. On pose M = sup |f(z)].
z€[a,b]

Yy
2. Soient = et y € [a,b] Montrer que |/ f(t)dt| < M|z — y|. En déduire que I’application

F:zr / f(t)dt est continue sur [a, b].

3. Soit g € [a,b]. Montrer que si f est continue en xz, alors I est dérivable en z.

Exercice 1276 Soit f : [0,1] — R une fonction continue. Montrer que

n—oo

1 1
im [ e f(em)dt = / Ft)dt.
0 0

(On pourra faire le changement de variable u = t").

Exercice 1277 Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C! telle que f(a) = f(b) = 0. Posons
b 2

b—
M = sup,¢(o 4 |f'(x)]. Montrer que ]/ f(t)dt] < M( 4a)

. (Indication : faire des dévelop-

T b
pements limités de x — / ft)dt et x — / ft)de).

Exercice 1278 Soit f continue sur [0, 1] avec f(1) # 0, montrer :

/1 " f(t)dt ~ %

n ¢ n
lim e A (1 — —) dt
n—oo Jq n

2(u71).

En déduire :

On posera u =1 — L puis v = we
n

Exercice 1279 Donner un développement :

1t
€ b 1
dt = — —).
/0 1+t a+n+0(n)
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26.2 Intégrales impropres

Exercice 1280 Donner la nature des intégrales suivantes :
OOefx
—dx.
|

/ zvdx.

[y

ln 1—|—x

Nature et calcul des intégrales suivantes :
[ =
——dx
1 2 —1
0 I5
——dxz.
/0 2 +1
/ e V.
0

/1 sh(bile)d(bde)'

Exercice 1281 1. Montrer que Vz > —1 In(1+z) <z
2. Soit n € N*. Montrer que Vo € [0,n] (1 -=Z)" <e < (14 2)™
3. En déduire que

vn 2\" v, vn 1
IS Y Y
0 n 0 0 (1+g)

Rappel (intégrales de Wallis) : [, = /2 (cos(0))" do ~ %
0

[Exercice corrigé]

o 1
4. Montrer que ——du existe et vaut Io,_o.
q /0 (1 +u2)” 2n—2

o0
5. Montrer que / e~ dr existe et vaut @
0

Exercice 1282 Etude de :
fR—R

xet

T — —dt.
1 T

Donner un équivalent de f en 0 et en +oc.

Exercice 1283 Soit f une application C? de R dans R telle que f + f* > 0. Montrer que :
Ve eR, f(z)+ f(x +7m) > 0.

Exercice 1284 Soit f une application continue de Rt dans R et F' de R™* dans R définie par :

Ve € R F / f(t)
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1. Montrer que si f admet une limite ¢ en +o0o, alors F' a aussi la limite ¢ en +oo.
2. Donner un exemple ot f n’a pas de limite en +o0o mais ou F' tend vers 0.
3. Montrer que si f — oo quand x — oo, alors F' — oo quand x — oc.

Exercice 1285 Etudier la fonction :

12
. logt

Domaine de définition, continuité et dérivabilité, variations, limites aux bornes de ce domaine,

. h . h , Lz
et lim %, lim %, éventuellement convexité.
z—0

r—00

Exercice 1286 Donner un exemple d’une fonction continue positive telle que :

Awf@mu

lim f(x)=0.

r—00

existe mais telle qu’on n’ait pas :

Donner un exemple de fonction continue positive telle que :

AmeMu

Awf%MML

Exercice 1287 Soit f une fonction positive décroissante de R* dans R, telle que fooo f existe.
Montrer que :

existe mais telle que :

n’existe pas.

f(@) = oL

x
quand x — oo.

Exercice 1288 Soit f une application continue par morceaux de R dans R possédant une
limite ¢ en +o00, telle que [° f existe; montrer que ¢ = 0.
Soit f une application uniformément continue de R* dans R telle que fooo f existe. Montrer
que :

lim f(z) = 0.

r—00

Exercice 1289 Soit f une application continue de R* dans R telle que [;* f? existe. Montrer
que quand x — 00 :

/0 " F(t)dt = o(V7).

*sint
/ —at
o ¢

Exercice 1290 Etudier la nature de

selon o € R.
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Exercice 1291 Convergence et calcul de :

/1 In(1+ ¢%)dt
0

12 ’

> 1
/ In <1 + t—z) dt,
0

[Exercice corrigé]

Exercice 1292 Soit f : [1,00[— R" continue telle que
/ f(t)dt
1

1 xr
lim — [ tf(t)dt=0.

r—00 U 1

Exercice 1293 Soit f € C([1, 00[, R") décroissante, on pose :

e = Y050~ [ ro

1. Montrer que la suite (x,),y converge.

converge. Montrer que

2. Montrer que la suite S, = Y}, f(k) a une limite quand n — oo si et seulement si [ f

converge, et que dans ce cas :

o0
/ f < lim

3. Montrer que si [~ f diverge on a : S, « [[" f quand n — co.

3 < [ r

k=n+1

Exercice 1294 Soit f :]0; 1] — R continue et monotone, telle que fol f existe. Calculer

Exercice 1295 Montrer que si f : Rt — R est uniformément continue, alors

/0 " exp(if (1) dt

n’existe pas.

Exercice 1296 Nature de :

e’} 1 oo _sint 00 int 1 00
/ sint sin —dt, / ¢ dt, L_dt, / cosIn tdt, / cos exp tdt.
0 t 0 t 5 Vt+sint 0 0

Exercice 1297 Nature et calcul de :

[ CZ2 o0 1 " 1 1 1
/0 1ntln(1+t—2)dt,a>0,/0 exp(—h)dt,nGN 7/0 (Z_E(Z)>dt
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Exercice 1298 Convergence et calcul de :

/OO dx /OO dx /OO dt
o l+4cosh?z’ J; sinhz’ J__ cosht’

Exercice 1299 Soient f et g deux fonctions de R* dans R telles que f > 0,9 > 0,9 = o(f)
en +o0o, et [ f n'existe pas. Montrer alors :

/Oxg(u)du =0 (/0 f(u)du)

Exercice 1300 Soit f: R™ — R continue, tendant vers ¢ en 400, montrer alors :

quand x — oo.

& t
lim J;< Jn dt = z@.
n—oo Jo  n?+t2 2
Exercice 1301 Calculer :
3a 1 ..n 2n
tant —

im [ 22 tim [ T g
a—0t a t2 n—oo J, 1—=x

Exercice 1302 Soit f € C(R,R) telle que [~ f existe, montrer que F(z) = [~ f(t) costadt
est uniformément continue sur R.
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Cinquiéme partie

ALGEBRE 3

27 Groupes : généralités

27.1 Groupes, sous-groupes

Exercice 1303 Soit ABC' un triangle équilatéral du plan.
1. Déterminer I’ensemble des rotations qui laissent invariant {A, B, C'}.
2. Montrer que c’est un groupe pour la loi o.

3. Faire de méme avec un carré.

Exercice 1304 (Entiers modulo n) Etant donné un entier naturel n, on appelle classe d’un
entier relatif p modulo n 'ensemble p = {p+ kn | k € Z}. L’ensemble des classes modulo n est
noté 7Z,,.

1. Ecrire la liste des éléments distincts de Zo, Zs, Zy et Zs.
2. Montrer quesi x € pet y €, alors x +y € p+ q et vy € pq.

3. En posant p+q = p+q et p-q = pg, on définit deux lois de composition, addition et
multiplication sur Z,.
Ecrire la table d’addition et de multiplication de Z,.

Méme question pour Zs, Zs, et Zs.
Exercice 1305 1. Montrer que les transformations géométriques qui conservent globale-
ment un rectangle forment un groupe. Faire I’'étude de ce groupe.
2. Etudier le groupe Z/47Z.

3. Montrer qu’il n’existe que deux sortes de groupes a quatre éléments.

Exercice 1306 1. Etudier le groupe des isométries du carré.

2. Ecrire la liste des éléments du groupe &, des permutations de quatre lettres. Trouver des
sous-groupes de ce groupe isomorphes aux groupes du rectangle, du triangle équilatéral,
du carré.

Exercice 1307 (Permutations d’un ensemble de n éléments) 1. Une permutation de
I'ensemble de n éléments {1,2,... ,n} est une bijection de cet ensemble dans lui-méme.
Il est commode de désigner une telle permutation s par le tableau de valeurs suivant :

1 2 .
s = ( " . On note G,, I'’ensemble de ces permutations pour n donné.

s(1) s(2) -+ s(n)
2. Ecrire les éléments de &, et de Ss.
3. Etablir les tables de composition de ces deux ensembles.

4. De la table de &3 on peut extraire des parties stables ne faisant intervenir que certains
éléments ; lesquelles 7 Peut-on les trouver toutes.

5. Voyez-vous des analogies (totales ou partielles) entre ces tables et des situations rencon-
trées plus haut ?

6. On peut obtenir tous les éléments de G5 a partir de la composition de certains d’entre-eux ;
lesquels ?
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7. Combien d’éléments posséde S,, 7 Combien de cases contient la table de composition de
G4, G5, ... 7 Pourrait-on étudier &4 et S5 a partir de ces tables?

Exercice 1308 Soient les quatre fonctions de R* dans R*
1 1
he)=2  fhl)=— fpl)=-v  filz)=-—

Montre que G = {f1, f2, f3, f1} est un groupe pour la loi o.

Exercice 1309 Montrer qu’il existe une seule table possible pour un groupe d’ordre 3. Est-ce
vrai pour 47

Exercice 1310 Montrer que si X contient au moins trois éléments alors o(X) n’est pas abélien.

Exercice 1311 Les ensembles suivants, pour les lois considérées, sont-ils des groupes ?

zty .
1+zy

2. {z € C: |z| = 2} pour la multiplication usuelle;

1. | = 1,1 muni de la loi définie par z xy =

3. R, pour la multiplication usuelle;
4. {r€eR—axr+b:aecR\{0},be R} pourlaloi de composition des applications.

[Exercice corrigé]

Exercice 1312 Soit K = {Id, f1, fo, f3} o fi1, fo, et f5 sont les permutations de £ = {1,2, 3,4}
définies par
fi=(3143). 2=(53172). fs=(4331).

3
1
Montrer que K est un sous-groupe de Sy.

Exercice 1313 Soit ’ensemble
J:{< v ) GMQ(R):xe]R{\{O}}.

Montrer que, muni de la multiplication usuelle des matrices, J est un groupe abélien.

Exercice 1314 Pour la multiplication usuelles des matrices carrées, les ensembles suivants
sont-ils des groupes :

GL(2,R) N M(Z), {M € My(Z) : det M =1} ?

[Exercice corrigé]

Exercice 1315 Soit G un ensemble muni d’une loi de composition interne associative, admet-
tant un élément neutre a droite et tel que chaque élément de G admette un symétrique a droite.
Montrer que G est un groupe.

Exercice 1316 Soient (G,.) un groupe et a,b € G. On suppose que

(1) :ab®> =b*a et (2): ba* = a’b.

1. Montrer, en utilisant seulement (1), que a?b®a=2 = b'® puis que a3b%a=3 = b?".

2. En déduire, en utilisant (2), que a®*b®a=2 = b'® et enfin que a = b = 1.

Exercice 1317 1. L’ensemble R\ {—1} muni de la loi * définie par Va,b € R, axb = a+b+ab
est-il un groupe 7
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2. L’ensemble E = {—1,1,4,—i} C C muni de la loi usuelle de multiplication dans C est-il
un groupe ?

3. L’ensemble F = {(¢9) :a € R\ {0}} muni de la loi de multiplication usuelle des matrices
de M3(R) est-il un groupe ?

4. I’ensemble S3(R) des matrices symétriques réelles d’ordre 2 muni de la loi de multiplica-
tion usuelle des matrices de My(R) est-il un groupe ?

Exercice 1318 Soient (G,x) et (H,A) deux groupes. On définit sur G x H la loi © par
(2, 9)9 (2", y) = (z % 2", yAy').
1. Montrer que (G x H, Q) est un groupe.

2. Si (G est de cardinal 2, dresser la table de G x GG et la reconnaitre parmi les exemples des
exercices précédents.

Exercice 1319 Montrer que si H et K sont des sous-groupes de G alors H N K est un sous-
groupe de G. Est-ce vrai pour H U K7

Exercice 1320 Si G est un groupe, on appelle centre de G et on note Z(G) ’ensemble
{z € G/Vy € G,zy = yz}.

1. Montrer que Z(G) est un sous-groupe de G.
2. Montrer que G est commutatif ssi Z(G) = G.
3. Calculer Z(o3).

Exercice 1321 On nomme M, (Z) Pensemble des matrices de taille n x n a coefficients entiers
relatifs.

- Soit M € M, (Z). Montrer que pour que M admette un inverse élément de M, (Z) il faut et
il suffit que det(M) € {—1,1}.

- Démontrer que Gl,(Z) = {M € M,(Z) ;det(M) € {—1,1}} est un sous-groupe de Gi,(R).

Exercice 1322 1. L’ensemble des matrices avec a,b,c,d € R tels que ad — be # 0

a c
b d
et a®> — b* — ¢ — d*> < 1 est il un sous-groupe de Gly(R)?

2. L’ensemble des matrices (8 ab1) avec a € R* et b € R est-il un sous groupe de Glo(R) 7

3. Existe-t-il une valeur M € R telle que ’ensemble des matrices avec a,b,c,d € R

a c
b d
tels que ad — be # 0 et a < M forme un sous-groupe de Gly(R)?

[Exercice corrigé]

Exercice 1323 Soit G un groupe, H et K deux sous-groupes de G. Montrer que H U K est
un sous-groupe de G si et seulement si H C K ou K C H.
[Exercice corrigé]

Exercice 1324 Déterminer le sous-groupe de Z engendré par les entiers 24, 36 et —54.
Exercice 1325 Les questions sont indépendantes. Soit j le nombre complexe e
1. Déterminer le sous-goupe du groupe additif C engendré par i et j.

2. Déterminer le sous-goupe du groupe multiplicatif C* engendré par 7 et j.

Exercice 1326 Soit G un groupe engendré par a et b. Montrer que < a >N < b >C Z(G) ou
Z(G) désigne le centre de G.

[Exercice corrigé]
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Exercice 1327 Soit G un sous-groupe de (R,+).
1. Montrer 'existence de o = inf(G N R*).
2. Si a > 0 montrer que G = aZ.

3. Si a = 0 montrer que GG est dense dans R.

Exercice 1328 Soit G un groupe. Montrer que ’ensemble Aut(G) des automorphismes de G
est un groupe pour la loi de composition. Soit H un sous-groupe de Aut(G), et m: G — p(G)
définie par : 7w(z) = {f(z)|f € H}. Montrer que m(G) est une partition de G.

Exercice 1329 Soit E un ensemble muni d’une loi interne x. On appelle translation & droite
(resp. & gauche) par a € E, Papplication d, (resp. g,) de E dans E définie par d,(z) = a *x x

(resp. go(x) = 2 * a).
1. Montrer que dans un groupe les translations & droite et a gauche sont des bijections.

2. Réciproquement, si la loi x de E est associative, et que les translations a droite et a gauche
sont des bijections, on va montrer que (F,*) est un groupe.

(a) Montrer que pour tout « € E, il existe un unique élément e, € E (resp. f, € F) tel
que e, xx = x (resp. x x f, = x).

(b) Siz,y € E, montrer que e, = e, (noté e dorénavant) et f, = f, (noté f dorénavant).
(¢) Montrer que e = f (noté e dorénavant).

(d) Montrer que pour tout z € E, il existe un unique élément = € E (resp. = € FE) tel
que T+ x = e (resp. T T = e).

(e) Montrer que T = T.
(f) Conclure.

Exercice 1330 Si K est un sous-groupe de H et H un sous-groupe de G, montrer que K est
un sous-groupe de G.

Exercice 1331 1. Soit (G, .) un groupe. Montrer 1’équivalence de :
i) G est abélien.
ii) Pour tout a,b € G, on a : (ab)* = a®V?.
iii) Pour tout a,b € G,on a : (ab)™' =a~1b7L.
iv) L’application f de G dans G définie par f(z) = x~! est un automorphisme.

2. En déduire que si pour tout x € G, 22 = e, alors G est abélien.

Exercice 1332 1. Les ensembles N, Z, R, R, ,R% ,C,C* munis des lois + ou x sont-ils des
groupes 7 Quand c’est le cas, chercher des sous-groupes non triviaux.

2. {ZreR—axr+b:aecR\{0},be€ R} munide laloi de composition des applications est-
il un groupe?

Exercice 1333 Quel est le plus petit sous-groupe de (R, +) (resp. de (R*, x)) contenant 17
Contenant 27

Exercice 1334 Soit A € C fixé. Montrer que Sy = {exp(iAt) : t € R} est un sous-groupe
de (C, x). Pour quelles valeurs de A retrouve-t-on des sous-groupes bien connus? A quoi res-
semblent les courbes Sy, 7?7 Que peut-on dire, en terme de morphisme, de I'application ¢ +—
exp(iAt) ?
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27.2 Ordre d’un élément
Exercice 1335 On appelle ordre d’un élément d’un groupe fini (G, *) lordre du sous-groupe
engendré dans G par cet élément.
1. Montrer que si x est d’ordre p, p est le plus petit entier tel que 2P = e.
2. Déterminer les ordres des éléments des groupes rencontrés au I.

3. Soit (G, *) un groupe fini, a un élément de G, H un sous-groupe d’ordre p de G ; on note
aH Tensemble {axy |y € H}.
a) Montrer que pour tout a € G, aH a p éléments.
b) Montrer que si a € G et b € G, (aH = bH) ou (aH NbH = ().
¢) En déduire que lordre de H divise Pordre de G.

4. Montrer que si GG est un groupe fini d’ordre n, les ordres de tous ses éléments divisent n.
5. Trouver des sous-groupes de Zso, Zs, Ly, L5, Lg, Sa, O3.

6. Si G est un groupe d’ordre 5, que peut-on dire de l'ordre de ses éléments? En déduire
les tables de composition possibles pour un groupe d’ordre 5. Que peut-on dire de deux
groupes quelconques d’ordre 57 Mémes questions pour les groupes d’ordre 23. Généraliser.

Exercice 1336 Soit H un groupe abélien. Un élément x € H est dit d’ordre fini lorsque il
existe n € N tel que la somme x + ... + z (n-fois) soit égale a 0. Montrer que I’ensemble des
éléments d’ordre fini de H est un sous-groupe abélien de H.

[Exercice corrigé]

Exercice 1337 Soit G un groupe, e son élément neutre. Un élément g de G est dit d’ordre
n € Nsi g" = e et g¥ # e pour tout entier k < n. g est dit d’ordre fini si il est d’ordre n pour
un n quelconque.

1. Montrer que Gly(R) contient des éléments d’ordre 2 et des éléments qui ne sont pas d’ordre
fini.

2. Soit ¢ un homomorphisme de G a valeurs dans H et g un élément de GG d’ordre n. Montrer
que :
- ¢(g) est d’ordre fini inférieur ou égal & n.
- Si ¢ est injectif, lordre de ¢(g) est égal a n.
3. Montrer que si G n’a qu’'un nombre fini d’éléments, tous ses éléments ont un ordre fini.
[Exercice corrigé]
Exercice 1338 Soit le groupe G = Z/12Z.
1. Déterminer le sous-groupe H de G engendré par 6 et 8 et déterminer son ordre.
2. Caractériser les générateurs de G.

3. Quel est I'ordre de 'élément 97

Exercice 1339 Soient F un espace vectoriel réel de dimension 2 et (eg, es) une base de E. On
considére les endomorphismes de F définis par

s(er) = ey, s(ex) = —eq,

r(e1) = ey, r(ex) = —ey.
1. Montrer que r et s sont des automorphismes du R-espace vectoriel E.
2. Déterminer 'ordre de s et 'ordre de r.

3. (a) Montrer que sr = —rs.
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(b) En déduire que G := {Idg, s, r, sr, —Idg, —s, —r, —s} est un sous-groupe du groupe
linéaire de F.

(¢) Montrer que G est le sous-groupe du groupe linéaire GL (E) engendré par s et t.

Exercice 1340 Soient G un groupe et x € G un élément d’ordre n. Quel est Pordre de 227

[Exercice corrigé]

Exercice 1341 1. Soient G un groupe et x,y € G des éléments qui commutent et d’ordres
respectifs m et n premiers entre eux. Montrer que xy est d’ordre mn. Montrer que 1’hy-
pothése m et n premiers entre euzr est indispensable.

2. Montrer que A := (V') et B:= (% 1) sont des éléments de GL(2,R) d’ordres finis et
que AB n’est pas d’ordre fini.

[Exercice corrigé]

Exercice 1342 Le groupe (Q, +) est-il monogéne ?

[Exercice corrigé]

27.3 Morphismes

Exercice 1343 Décrire tous les homomorphismes de groupes de Z dans Z. Déterminer ceux
qui sont injectifs et ceux qui sont surjectifs.

[Exercice corrigé]

Exercice 1344 Pour tout couple (a,b) de R? on pose la matrice M,, = (‘g ;b). Soit § =
{M,y : (a,b) € R?\ {(0,0)}}. Soit I'application f:S — R, M, — a® + V>
1. Montrer que S est un groupe pour la loi usuelle de multiplication des matrices carrées.
2. Montrer que f est un morphisme du groupe (S, x) dans le groupe multiplicatif R\{(0,0)}.
Exercice 1345 Soit f : R — C* I'application qui & tout x € R associe ¢* € C*. Montrer que

f est un homomorphisme de groupes. Calculer son noyau et son image. f est-elle injective ?
[Exercice corrigé]
Exercice 1346 Traduire en termes d’homomorphisme de groupes les propriétés traditionnelles
suivantes :
1. In(zy) =lnx + Iny;
. det(MM') = det(M) det(M');
/| —

=2 = 1212

2
3
4 (ay)} = whyt
5. et = e2e?

6. z+2 =z+7.
Exercice 1347 Pour tout couple (a,b) de R?, on pose My, = (¢70), S ={ My : (a,b) € R?}
et S* =8\ {Myo}. Soit 'application f:S — C, My, — a + ib.

1. (a) Montrer que S est un sous-groupe du groupe additif usuel My (R).

(b) Montrer que S* est un sous-groupe multiplicatif de GL3(R).
2. Montrer que f est un isomorphisme du groupe (S,+) sur le groupe additif C.

3. (a) Montrer que f définit un homomorphisme du groupe (S*, x) sur le groupe multipli-
catif C*.

(b) Déterminer le noyau et I'image de cet homomorphisme.
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4. Montrer que Q = {M,; : (a,b) € R? a* + b? = 1} est un sous-groupe distingué¢ du groupe
multiplicatif S*.

Exercice 1348 Soit G un groupe. Montrer que I'application x — 2~! est un morphisme si et
seulement si G' est commutatif. On suppose G fini; soit ¢ un morphisme involutif de G dont le
seul point fixe est e, montrer que :

Vz €G3t eG, z=t(p(t) "

En déduire ¢ puis que G est commutatif.

27.4 Isomorphisme
Exercice 1349 Montrer que les groupes (R, +) et (R*, x) sont isomorphes.

Exercice 1350 Montrer que Uy x Us est isomorphe a Ug. Est-ce que Uy x U, est isomorphe
est Uy ? Pouvez-vous conjecturer a quelle condition U,, x U,, est isomorphe & U,,, 7

Exercice 1351 Soit G un groupe.

1. Montrer que ’ensemble des automorphismes de G muni de la loi de composition des
applications est un groupe. Ce groupe est noté Aut (G).

2. Vérifier que 'application ¢ : G — Aut (G) qui associe & g € G lapplication ¢, : G —
G,r — grg~' est un morphisme de groupes. Déterminer son noyau Z(G), dit centre de

G.
3. Déterminer Aut (Q) et Aut (Z).

Exercice 1352 Soit (G,.) un groupe. On appelle conjugaison par a € G, 'application f, de
G dans G définie par f,(z) = a.xz.a™ b

1. Montrer que f, est un automorphisme de G.
2. Soit I' = {f, : @ € G}. Montrer que (I, 0) est un groupe.

3. Soit ® : G — I',a — f,. Vérifier que ® est un morphisme. Est-il injectif? (indication :
préciser ce morphisme lorsque G est abélien).

Exercice 1353 1. Les sous-groupes (Q, +) et (Z, +) sont-ils isomorphes ?
2. Les sous-groupes (Q,+) et (Q\ {0}, x) sont-ils isomorphes ?
Exercice 1354 Montrer que les groupes multiplicatifs R\ {0} et C\{0} ne sont pas isomorphes.

[Exercice corrigé]

28 Anneaux et corps

28.1 Anneaux

Exercice 1355 Soient a,b € C. L’application f : C — C, z — iz—% est-elle un (endo)morphisme...
1. ...du groupe C?

2. ...de l'anneau C?

3. ...du R-espace vectoriel C?
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Exercice 1356 Soient les ensembles

L:{(g g)GMQ(R):xER} etM:{(fI fx)eMQ(R):xeR}

Etudier si, munis des lois usuelles, L et M sont des anneaux, des corps.

Exercice 1357 1. Soit D = {f € R[X]: f/(0) = 0}. Montrer que D n’est pas un idéal de
I'anneau R[X] et que c’est un sous-anneau de 'anneau R[X].

2. Soit £ = {f € R[X]: f(0) = f'(0) = 0}. Montrer que D n’est pas un sous-anneau de
I’anneau R[X] et que c¢’est un idéal de 'anneau R[X| dont on donnera un générateur.

Exercice 1358 On définit sur R les deux lois @ et @ par vy =r+y—1let zQy = z+y—2xy.
Montrer que (R, ®,®) est un corps.

Exercice 1359 Soit (G, +) un groupe commutatif. On note End (G) I'ensemble des endomor-
G—G

phismes de G sur lequel on définit la loi + par f + ¢ :
z = f(z) +g(x)

Montrer que (End(G),+,0) est un anneau.

Exercice 1360 Soit (A, +, x) un anneau. On dit que = € A est nilpotent ssi il existe n € N
tel que 2" = 0.

1. Montrer que si x est nilpotent alors 1 — z est inversible.
2. Montrer que si x et y sont nilpotents et commutent, alors xy et x + y sont nilpotents.

3. Un corps admet-il des éléments nilpotents 7

Exercice 1361 Soit (A, +, X) un anneau.
On appelle centre de A ensemble C' = {z € A/Vy € A, xy = yz}.
Montrer que C est un sous-anneau de A.

Exercice 1362 Soient A et B deux anneaux. On définit sur A x B les lois
(z,y) + (@ y) = (x+2,y +9)

(@, y)(@"y) = (x2’, yy')
1. Montrer que A X B est alors un anneau.

2. Si A et B sont des corps, en est-il de méme pour A x B?

Exercice 1363 Montrer que si Aq,..., A, sont des sous-anneaux de A alors A;N...N A, est
un sous-anneau de A.

Exercice 1364 Soit Z[i] = {a + ib, (a,b) € Z*}.
1. Montrer que Z[i] est un anneau commutatif pour les lois usuelles de C.

2. Déterminer les inversibles de Z[i].

Exercice 1365 Soit A un anneau commutatif. On dit que a € A est nilpotent s’il existe n € N*
tel que a" = 0. On pose N (A) = {a € A : a est nilpotent } .

1. Dans cette question, A = Z/727Z. Montrer que 6 € N (A) puis que N (A) = {\6: A € Z} .
2. Que peut-on dire de N (A) si A est intégre ?
3. Montrer que N (A) est un idéal de A
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Exercice 1366 (Extrait de I’examen de juin 1994) Sur I'ensemble R?, on définit la loi *
par
(@1, 2) * (y1,92) = (21Y1, T1Y2 + T211).
1. (a) Montrer que (R?, +,%) est un anneau commutatif noté A.

(b) Chercher les diviseurs de 0 de 'anneau A.

2. On considére 'application
fRIX]— A P (P(0), P'(0)).

(a) Montrer que f est un homomorphisme d’anneaux.
(b) f est-il surjectif ?
(c) Déterminer le noyau de f.

Exercice 1367 (Extrait de ’examen de janvier 1994) On définit A = {a + jb: a,b € Z}
ol j = exp(%F).
1. Montrer que A est un sous-anneau de C. On désigne par U(A) le groupe des éléments
inversibles de A et enfin, on pose, pour tout z € C, N(z) = |z|2.
2. (a) Montrer que si z € A alors N(z) € Z.
(b) Soit z € A. Montrer que z € U(A) si et seulement si N(z) = 1.
(c) Soient a et b des entiers. Montrer que si N(a + jb) =1 alors a,b € {—1,0,1}.
3. Décrire le groupe U(A) et en déterminer les éléments d’ordre 3.
4. Soit ¢ : Q[ X| — C, P — P(j).
(a) Montrer que ® est un homomorphisme d’anneaux.
(b) Déterminer le noyau de @ (on pourra remarquer que j2+ 7 + 1 = 0).
(¢) Montrer que Im ® = {a + jb: a,b € Q} et que c¢’est un sous-corps de C.
Exercice 1368 1. J = {(a,a) : a € Z} est-il un idéal de Panneau Z?*?
2. J={PeR[X]: P (0) =0} est-il un idéal de R[X]?
Exercice 1369 (D’aprés examen juin 94) 1. Montrer que k est inversible dans 'anneau
Z/nZ si et seulement si les entiers k et n sont premiers entre eux.
2. On pose n = 10 et soit G le groupe des éléments inversibles de Z/nZ.
(a) Donner la liste des éléments de G.
(b) Quel est I'ordre de 37 G est-il cyclique?
Exercice 1370 (Bac 1978) Soit I'anneau A = Z/91Z.
1. Déterminer les diviseurs de zéro de ’anneau A.
2. Résoudre dans A 'équation 22 + 2z — 3 = 0.
Exercice 1371 Soit J ={P € Z[X]: P(0) € 2Z}.
1. (a) Montrer que J est un idéal de Z [X].
(b) Montrer que J est engendré par les polynomes 2 et X.

2. En remarquant que 2 € J, montrer que 'hypothése “ 7 est un idéal principal de Z[X]”
est absurde.

Exercice 1372 Montrer que Z/nZ est un anneau principal.



28 Anneaux et corps 179

Exercice 1373 Soit A un anneau fini commutatif intégre (i.e. xy = 0 = 2z = 0 ou y = 0).
Montrer que c¢’est un corps, i.e. que tout élément non nul est inversible.

Exercice 1374 Soit A un anneau, on dit que = € A est nilpotent si dn € N tel que 2™ = 0.
1. Montrer que si x est nilpotent alors (1 — z) est inversible.
2. Montrer que si z et y sont nilpotents et commutent alors xy et x 4+ y sont nilpotents.

3. Un corps admet-il des éléments nilpotents ?

Exercice 1375 Soit (A, +, x) un anneau commutatif, on dit que I C A est un idéal de A si
et seulement si : I est un sous-groupe de (A, +) et de plus : Va € A,Vx € [,az € I.

1. Quels sont les idéaux de Z7?

2. On appelle radical de I, I'ensemble :
VI={zeA3neN,z" eI}

Montrer que VI est un idéal de Acontenant I. Etudier le cas A = Z.

3. Montrer que si I et J sont deux idéaux de A tels que I C J, alors /I C v/J.En déduire
VVI = VI

4. Montrer que si I et Jsont deux idéaux de A, VINJ =+vVINVJ.

Exercice 1376 Soit A un anneau commutatif. Un sous anneau J de A est nommé idéal de A
lorsque pour tout x € J et tout a € A le produit ax appartient & J.

1. Trouver tous les idéaux d’un corps K.
2. Montrer que tout idéal de Z est de la forme aZ, ot a € Z.

3. On note D I’ensemble des rationnels x tels que il existe & € N tel que 10* € Z. Montrer
que tout idéal de D est de la forme aD ot a € D.

28.2 Algeébre, Corps

Exercice 1377 Déterminer les automorphismes du corps Q.

Exercice 1378 Soit ¢ un automorphisme de R.
1. Montrer que si z > 0 alors o(z) > 0.
2. Montrer que o est croissante.
3. Déterminer o.
Exercice 1379 Soient A= (}1)et C ={M € My(R): MA=AM}.
1. Montrer que C' est un sous-espace vectoriel de My(R) et en déterminer une base.

2. Montrer que, pour les lois usuelles, C' est une R-algébre.

Exercice 1380 Soient F un R-espace vectoriel et u € L(E) tel que u? = u. On définit
Rlu] :={P(u) : P € R[X]}.

1. Montrer que, muni des lois usuelles sur L(F), c’est une R-algébre.

2. Montrer que cette algébre est de dimension finie et discuter de sa dimension en fonction
de u.

3. L’anneau R[u| est-il un corps?
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Exercice 1381 Soit M = {al; +bJ € Mz(R) 1 a,b € R} ot I = <(1) ?)JZ ((1) (2))

1. Calculer J? et montrer que si a,b € R et aly +bJ = O alors a = b = 0.

2. Montrer que, muni des lois usuelles sur Ms(R), M est un anneau. Cet anneau est-il
commutatif, integre ?

3. M est-il un corps, une R-algébre ?
Exercice 1382 Montrer que 'ensemble S des suites réelles convergentes est une R-algébre.

L’application S — R, u +— limu est-elle un morphisme de R-algébres? L’anneau S est-il in-
tegre ?

Exercice 1383 Soient F un R-ev et u € L(F) tel que u? = u. On définit
Rlu] = {aldp + bu : a,b € R} .

Montrer que, muni des lois usuelles sur L(E), c’est une R-algébre. L’anneau R[u| est-il un
corps ?

Exercice 1384 Un automorphisme d’un corps K est une application bijective ¢ de K dans
lui-meéme telle que p(1) =1, ¢(0) = 0 et, pour tout a,b € K, on ait ¢(a + b) = p(a) + p(b) et
p(ab) = ¢(a)p(b).
1. Soit ¢ un automorphisme de R. Montrer que I’application = — @(z) est croissante. En
déduire que 'identité est le seul automorphisme de R.

2. Soit ¢ un automorphisme continu de C. Montrer ¢)(x) = x, pour tout z € R. En déduire
tous les automorphismes continus de C.

29 Groupes finis

29.1 Cadre général

Exercice 1385 1. On suppose que ¢ est un isomorphisme de (G, *) sur (G',¢). Si e est
I’élément neutre de G, que peut-on dire de ¢(e)? Si a’ est U'inverse de x dans G, que
peut-on dire de p(z')? Si G est d’ordre n, que peut-on dire de 'ordre de G’ ?

2. Pouvez-vous citer des exemples de groupes? de groupes isomorphes ?

3. Si (G, *) est un groupe fini et si on établit la table de la loi *, peut-on rencontrer deux
fois le méme élément dans la méme ligne, dans la méme colonne? Etablir les tables
de composition possibles pour des groupes a 2, 3, 4 éléments. Pouvez-vous donner des
exemples de groupes correspondant & ces tables. Retrouver éventuellement des groupes
isomorphes.

Exercice 1386 Soient p un nombre premier et G un groupe d’ordre p. Montrer que G est
cyclique et donner la liste des générateurs de G.

[Exercice corrigé]

Exercice 1387 Soit G un groupe d’ordre pn avec p premier.

1. On considére deux sous-groupes H et H' de G d’ordre p avec H # H’'. Montrer que
HNH = {e}.

2. En déduire que le nombre d’éléments d’ordre p dans G est un multiple de p — 1.

[Exercice corrigé]
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Exercice 1388 Déterminer (a isomorphisme prés) tous les groupes d’ordre 4.

Exercice 1389 1. Soit G un groupe dans lequel tout élément (distinct de I’élément neutre)
est d’ordre 2. Montrer que G est commutatif.

2. Soit GG un groupe d’ordre pair. Montrer que G contient au moins un élément d’ordre 2.

[Exercice corrigé]
Exercice 1390 Montrer que tout morphisme de groupes de Q dans un groupe fini G est trivial.

Exercice 1391 Soit GG un groupe et H une partie finie non vide de G. On suppose que H est
stable pour la loi de G. Montrer H est un sous-groupe de G.

Exercice 1392 Soit G un groupe fini de cardinal 2n (n > 2), possédant 2 sous-groupe H et
H’ tels que :
Card (H) = Card (H') =n

et
HNH ={e}.
1. Montrer que G — (H U H') est un singleton, noté {a}.
2. Soit h € H —{e}, montrer que hH' C {h,a}, en déduire que hH' = {h,a} puis que n = 2.
3. On écrit G = {a, e, h,h'}, donner la table de G (puis un exemple d’un tel groupe).

29.2 Groupes Z/nZ

Exercice 1393 Donner la liste des générateurs de (Z/nZ,+).

Exercice 1394 Soit le groupe G (additif) Z/40Z.

1. Soit H le sous-groupe de G engendré par 12 et 20. Montrer que H est le sous-groupe de
G engendré par 4 et trouver son ordre.

2. Caractériser les générateurs de GG. Combien en compte-t-on ?

3. Déterminer l'ordre de 15.

Exercice 1395 1. Montrer qu’il n’existe aucun élément d’ordre 3 dans le groupe Z/27 X
ZJAZ.

2. En déduire les morphismes de groupes de Z/3Z dans Z /27 x Z./AZ.
Exercice 1396 Soit f un morphisme de groupes de Z/15Z dans Z/18Z.
1. Montrer que f est caractérisé par f(1).
2. Déterminer les ordres possibles de f(1).
3. En déduire la liste des morphismes de groupes de Z/15Z dans Z/18Z.
Exercice 1397 Soit G le groupe-produit (Z/2Z) x (Z/AZ) .
1. Donner la liste des éléments de G et déterminer 'ordre de chacun d’entre eux. G est-il
cyclique ?
2. Donner la liste des sous-groupes de G et en constuire le treillis.
Exercice 1398 1. Soit f : Z — Z /37 x 7Z/5Z définie par f(n) = (7, n).
(a) Montrer que f est un morphisme de groupes.
(b) Déterminer le noyau de f.
2. En déduire que les groupes (Z/3Z) x (Z/57) et Z/15Z sont isomorphes.
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Exercice 1399 Les groupes Z /87, (Z/27) x (Z/AZ) et (Z/2Z)* sont-ils isomorphes ?
Exercice 1400 On note R, la rotation du plan de centre O, d’angle 27/n, S la symétrie par
rapport a 'axe (Ozx).

1. Montrer que S? =id, (R,)" =id et R,S = SR, .

2. Montrer que le sous-groupe des isométries du plan engendré par R, et S (ie le plus petit
sous-groupe des isométries du plan qui contient R, et S) est de cardinal 2n. On le note
D,, : c’est le groupe dihédral d’ordre 2n.

3. Montrer que D,, préserve un polygone régulier & n cotés, centré en O.
4. En vous aidant de ce qui précéde, construire un isomorphisme entre D3 et Ss.

Exercice 1401 Soit H = {(—Zw l;) : (z,w) € C?} lensemble des quaternions. H* désigne

. . (1 0\ . (2 0\V. (0O 1\ 2 (0 1
H privé de la matrice nulle. On note 1—(0 1)71—<0 Z.),J-(_l 0)’k_(—z' 0).

Montrer que H* est un sous-groupe de GL,(C).

Montrer que i2 =j2=k?>=1,ij =k, jk =1, ki =j, ji = -k, kj == i, ik = —j.

En déduire que le sous-groupe de H* engendré par i, j et k est d’ordre 8. On le note Hsg.
Ecrire la table de Hy.

Vérifier que les groupes (tous de cardinal 8) Hg, Z/27 x 7./27 X 727, 7]27. x Z]AZ,
Z/8Z et Dy sont 2 & 2 non isomorphes.

A e

29.3 Groupes de permutations
Exercice 1402 1. Déterminer card (S3) et écrire tous les éléments de Ss, puis écrire la table
de S5 et en déduire tous les sous-groupes de Sjs.
2. On considére T un triangle équilatéral du plan, de sommets A, B, C.

(a) Montrer que les isométries du plan qui préservent 7 forment un groupe pour la loi
o, que 'on note G.

(b) Montrer qu'un élément de G induit une permutation de 'ensemble {A, B,C}. On
construit ainsi une application ¢ de G dans Ss.

(c) Montrer que ¢ est un isomorphisme.

Exercice 1403 On considére le groupe symétrique .S,,.
1. Déterminer card (S,,).
2. Calculer (34)(45)(23)(12)(56)(23)(45)(34)(23).

ay az ... Qg

. 1:1 tati =
3. Rappel : la permutation o (ag w ... a

) est un cycle de longueur k, que ’on note

(ay as...ag).
Si 7 € S, montrer que 707! = (7(a1) T(az) ... 7(ay)).

4. Rappel : toute permutation se décompose en produit de cycles & supports disjoints, et
cette décomposition est unique a ’ordre prés.

1 2 3 4 5

Décomposer les permutations suivantes en produits de cycles a supports disjoints : (3 A5 1 2
/

1234567 12345678
76 123 45)7\6 2578134
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5. Rappel : il existe un unique morphisme de S, dans ({—1, 1}, xX) non trivial, appelé si-
gnature, et noté €. Une maniére de calculer ¢(7) (ou 7 € S,,) consiste & décomposer 7 en
produit de p transpositions (ie cycles de longueur 2) : alors (1) = (—1)7.

Montrer que la signature d'un cycle de longueur k vaut (—1)*~!. En déduire comment se
calcule la signature d’une permutation a partir de sa décomposition en produit de cycles
disjoints.

Exercice 1404 Comment passer de 1234 a 2314 en échangeant seulement deux chiffres a
chaque étape? Y a-t-il plusieurs facons d’y parvenir? Méme question pour 1234 et 4312.
Peut-on obtenir n’importe quelle permutation des chiffres 1234 par ce procédé?

Exercice 1405 Représenter graphiquement les permutations suivantes. Les décomposer en
produit de cycles a supports disjoints, puis en produits de transpositions.

(1234567 . _ (1234567 o (1234567 - _ (1234567
1=\ 1425376 27\ 2471635 37 \ 3261547 47\ 7146253

Calculer la signature des permutations ci-dessus. Calculer le produit oj0503 et sa signature.
Comparer ce résultat aux précédents.

Exercice 1406 Soient a, b, c trois éléments distincts de {1, ..., n}. Calculer le produit (ab)(bc)(ab).
En déduire que S, est engendré par les permutations {(1,7)}a<icn, C'est & dire que toute
permutation s’écrit comme produit de transpositions de cette forme.

Montrer que S, est engendré par (12) et (123...n).

Exercice 1407 Décrire tous les morphismes de groupe de (S,,0) — ({+1,—1},-), c’est les
applications ¢ : S, — {+1, —1} satisfaisant :

V(o,0') €S2, ¢(00’) = ¢(a)¢(d)

Indication : Commencer par montrer que toutes les transpositions ont méme image.

Exercice 1408 Dans R", on désigne par (ey,...,e,) la base canonique. A une permutation
o € S, on associe I'endomorphisme u, de R™ suivant :

]Rn s ]R?’L
. z1 Zo(1)
Uy ( : ) . :
a:'n xa'(n)
1. Soit 7 = (ij) une transposition. Ecrire la matrice de w, dans la base canonique. Montrer
que det(u,) = —1.

2. Montrer que Vo,0’ € S,,, Uy 0 Uy = Ugog!-
3. En déduire que Vo € S,,, detu, = (o) on € désigne la signature.

Exercice 1409 On note S, le groupe symétrique des permutations sur n éléments.
Soit p un morphisme de groupes de (S,,0) dans ({—1,1},+), c’est a dire une application de S,
dans {—1, 1} satisfaisant
V(o,7) €S, ploT) = p(o)p(7)
1. Calculer p(id). Pour tout cycle ~ de longueur p, calculer 7. En déduire que lorsque p est
impair, p(vy) = 1.
2. On suppose que pour toute transposition 7, p(7) = 1. Montrer que Vo € S, p(o) =1

3. On suppose maintenant qu’il existe une transposition 79 = (a,b) pour laquelle p(1y) = —1.
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(a) Pour un élément ¢ € {1,... ,n}\{a, b}, calculer (a,b)(a,c). En déduire que p(a,c) =
—1.

(b) Pour deux éléments distincts ¢ et d de {1,... ,n}, calculer (a,c)(a,d)(a,c). En dé-
duire que p(c,d) = —1.

(¢) En déduire que pour toute transposition 7, p(7) = —1 puis montrer que pour toute
permutation o € S, p(0) est la signature de o.

4. Quels sont tous les morphismes de groupes de (S,,0) dans ({—1,1},)7

5. On considére I'application ¢ suivante :
S, — {-1,1}

o I, di=ol)

i

(Yol

Montrer que V(0,7) € Sy, ¢(07) = @(0)p(T).
En déduire que

n

Vo €8, (o) = H M;

i
ou £(0) désigne la signature de o.

Exercice 1410 Soit G un groupe d’ordre 2n et H un sous-groupe de G d’ordre n (H est donc
d’indice deux dans G).

1. Montrer que si g € G et g€ H, on a HNgH = () puis que G = HU gH.
2. En déduire que pour tout g € G, ¢* € H.

3. On suppose désormais G = Ay le groupe des permutations paires de ’ensemble {1,2,3,4}.
Soit o = (a, b, ¢) un 3-cycle. Montrer que o peut s’écrire comme le carré d’une permutation
paire c’est a dire qu’il existe ¢ € Ay telle que p? = 0. En déduire que A, ne posséde pas
de sous-groupe d’ordre 6.

Exercice 1411 Déterminer tous les éléments o € S, tels que 02 = 0.

Exercice 1412 1. Rappeler |Ss|. Montrer que S3 ne contient pas d’élément d’ordre 6.

2. Montrer que S3 contient un unique sous-groupe d’ordre 3. Déterminer tous les sous-
groupes d’ordre 2 de Ss.

3. Déduire de ce qui précede tous les sous-groupes de Ss.

[Exercice corrigé]

Exercice 1413 (examen juin 1999) Soit GL(R) 'ensemble des matrices inversibles 2 x 2 &
coefficients réels. G Ly(R) est naturellement muni d’une structure de groupe par la multiplication
usuelle des matrices. Soit

1 0 0 —1
) e ().

1. Montrer que A et B appartiennent a G Lo(R).
2. Quels sont les ordres de A et B?
3. Montrer que AB = —BA et en déduire que :

(a) G = {I, A B,AB,—1,—A,—B, —AB} est un groupe (pour la loi multiplicative des
matrices; I esl la matrice identité) ;
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(b) G est le sous-groupe de GLy(R) engendré par {A, B}.
4. On munit R? de sa structure euclidienne orientée canonique.
(a) Montrer que G est inclus dans Oy(R) (le groupe orthogonal).
(b) Déterminer l'intersection de G et de SO(R) (le groupe spécial orthogonal).

(c) Déterminer la nature géométrique des 8 éléments de G.

Exercice 1414 (examen juin 1999) I
Soit (G, -) un groupe. On définit le centre Z(G) de G par :

Z(G) ={reG/VaeG ax=za}.

Montrer que Z(G) est un sous-groupe de G.
Que peut-on dire de Z(G) si G est abélien ?

11
On désigne par A, le groupe alterné d’ordre n (rappel : ¢’est le sous-groupe de (S,,0) formé
des permutations de E,, = {1,2,... ,n} de signature +1.)
On se propose de déterminer le centre de A, pour n > 3.
1. Donner la liste des éléments de A3 et de Z(Aj3).
2. On suppose désormais n > 4. Dans cette question on fixe i, j, k trois éléments distincts
de E,,.
(a) Vérifier que le 3-cycle (i, 7, k) est dans A,,.
(b) Soit s € S,,, montrer que so (i,7, k) = (s(i), s(j), s(k)) o s.
(¢) En déduire que si s € Z(A,,) alors I'image de {4, j, k} par s est {i,7,k}.
3. Pour n = 4, on note E, = {i,j,k,(}. Si s € Z(A4) montrer que s(¢) = (. En déduire
Z(Ay) = {id}.
4. Pour n > 5, soit s € Z(A,), soit i, j, k, ¢, m cing éléments distincts de E,,. En considérant
les ensembles {i, j, k} et {i,¢,m} montrer que s = id et déterminer Z(.A,)
Exercice 1415 Quel est 'ordre maximal d’un élément de S4?7 De S5?7 De As?
Exercice 1416 On désigne par K le sous-ensemble {id, (1,2)(3,4),(1,3)(2,4), (1,4)(2,3)} de
Sy.
1. Montrer que K est un sous-groupe distingué de Sy et de Ay.
2. Pour quelle raison K est-il isomorphe & Z/27 x 7Z/27Z? Calculer le quotient A,/ K.
3. Montrer que le quotient Sy/K est isomorphe & Sj.
4. Donner un exemple de sous groupe distingué de K et non de S;. Quelle conclusion peut-on
en tirer?

Exercice 1417 Calculer Z(S,) suivant les valeurs de n € N.

Exercice 1418 Trouver la décomposition en produit de cycles a supports disjoints, la signa-

ture, I’ordre et une décomposition en produit de transpositions des permutations suivantes de
é;lo.

1998 1998

Calculer o*°° et ¢

[Exercice corrigé]
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Exercice 1419 A, désigne le groupe des permutations paires sur ’ensemble E = {1,2,3,4}.

1. Quels sont les ordres des éléments de A, 7 En déduire la liste de ces éléments sous forme
décomposée en produit de cycles & supports disjoints.

2. Montrer que les permutations s = (1 2)(34) et r = (1 2 3) engendrent Ay.

3. Montrer que A; admet un unique sous-groupe H d’ordre 4 (on examinera d’abord les
ordres des éléments d’un tel sous-groupe) et que ce sous-groupe est un sous-groupe dis-
tingué de Ajy.

Exercice 1420 Le groupe G = S3 x 83 est-il abélien 7 Déterminer tous les sous-groupes de G
d’ordre 4.

Exercice 1421 Quel est le nombre de k-cycles dans S, puis dans S, ot £ < n?

Exercice 1422 Soit GG un sous-groupe de S,,.
1. Montrer que si G est d’ordre impair alors G ne contient aucune permutation impaire.

2. Montrer que si G contient au moins une permutation impaire, alors G contient autant de
permutations paires que de permutations impaires.

Exercice 1423 Soient a = (1,2)(3,4),b = (1,3)(2,4),c = (1,4)(2,3) € A4, X = {a,b,c},
V ={a,b,c,I1d} et :S, - S(X), g€ G— P, =[x — gzg™'].

1. (a) Montrer que V est un sous-groupe distingué de A, (on pourra étudier 1'ordre des
¢lements de Ay).

(b) Montrer que < a > est un sous-groupe distingué de V' et n’est pas un sous-groupe
distingué de Aj.

2. Montrer que ® est un homomorphisme de groupes.

3. (a) Calculer ®(g) pour g = (1,2) puis g = (1,2, 3).
(b) En déduire que ® est surjectif.

4. Montrer que S4/V est isomorphe a Ss.

5. Ecrire la décomposition de A4 suivant les classes modulo V.
Exercice 1424 1. Déterminer le centre du groupe S,,.
2. (a) Montrer qu'un groupe G X G5 contient un sous-groupe distingué isomorphe a Gj.
(b) Montrer que les groupes S, et Z/2Z x A, ne sont pas isomorphes si n > 3.
Exercice 1425 1. Montrer que dans S, on a f o (a,b) o f~1 = (f(a), f()).

2. Montrer que les permutations (1,...,n) et (1,2) engendrent S,, (on rappelle que les trans-
positions engendrent S,,).

Exercice 1426 1. Montrer que S,, est isomorphe & un sous-groupe de A,,,o.
2. Montrer que S; n’est pas isomorphe a un sous-groupe de As.

3. Montrer que S5 n’est pas isomorphe a un sous-groupe de Ag.

[Exercice corrigé]

Exercice 1427 Montrer que tout groupe fini est isomorphe a un sous-groupe de S,, (groupe
symétrique) pour un certain n.
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30 Groupes quotients

30.1 Sous-groupes distingués

Exercice 1428 Soit G un groupe, H et K deux sous-groupes d’ordre fini de G tels que HNK =
{ea}
1. Montrer que le cardinal de HK est égal |H||K].

2. En déduire que si |G| = pg ou p est premier et p > ¢ alors G a au plus un sous-groupe
d’ordre p. Montrer que si ce sous-groupe existe il est distingué dans G.

[Exercice corrigé]

Exercice 1429 Soit G un groupe, A une partie non vide de G. On note N(A) = {g €
G;gAg™t = A} et C(A) = {g € G;Va € A;gag™' = a}. Montrer que N(A) et C(A) sont
des sous-groupes de G et que C'(A) est un sous-groupe distingué de N(A).

Exercice 1430 Soit G un groupe, H et K deux sous-groupes de G. On note HK = {hk;h €
H ke K}.

1. Montrer que H K est un sous-groupe de G si et seulement si H K = K H. En déduire que
si H est distingué dans G alors H K est un sous-groupe de G.

2. On suppose désormais que Vh € H,k € K : hk = kh. Montrer que I'application f :
H x K — G définie par Vh € H, k € K : f(h,k) = hk est un homomorphisme de groupes.

3. Calculer le noyau et I'image de f. Donner une condition nécéssaire et suffisante pour que
f soit un isomorphisme de groupes.

Exercice 1431

1. Soit G un groupe, H un sous-groupe de G. Montrer que les propriétés suivantes sont
équivalentes :

i)Vge G:gHg™' C H.
W) Vg e G :gHg ' = H.
iii) Vg € G: gH = Hy.
2. En déduire que tout sous-groupe d’indice 2 est distingué.
Exercice 1432 Soient 7= {(g%):a,c e R\ {0}, b e R} et U ={(} %) : b€ R}.
1. Montrer que 7" est un sous-groupe de GL2(R).

2. Montrer que U est un sous-groupe distingué de 7.

Exercice 1433 Soit G un groupe.

1. Un sous-groupe H de G est distingué si : Vo € G,zH = Hx, ce qui est équivalent a dire
que H est le noyau d’un morphisme de G dans un groupe. Rappeler la démonstration de
cette équivalence.

2. Si H est un sous-groupe d’indice 2 de G, montrer que H est distingué.
3. Si G est abélien, montrer que tout sous-groupe de G est distingué.

4. Le centre de G est I'ensemble Z(G) = {z € G : Vo € G,zz = zx}. Montrer que Z(G) est
un sous-groupe distingué.
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30.2 Groupes quotients

Exercice 1434 Soit G un groupe non réduit & un élément. Un sous-groupe M de G est dit
maximal si le seul sous-groupe de G, distinct de G et contenant M, est M lui-méme. Les
questions sont indépendantes.

1. (a) Montrer que 6Z n’est pas un sous-groupe maximal de Z.
(b) Montrer que 5Z est un sous-groupe maximal de Z.

2. On pose G := Z/87. Soit H; le sous-groupe de G engendré par 4 et Hy le sous-groupe de
G engendré par 2.

(a) Expliciter les éléments de H; et Hs.

(b) Montrer que H; n’est pas un sous-groupe maximal de G et que H, est un sous-
groupe maximal de G.

Exercice 1435 Déterminer tous les sous-groupes de Z/8Z.

[Exercice corrigé]
Exercice 1436 Montrer que le groupe-quotient C/R est isomorphe a R.
Exercice 1437 Soit G le groupe Q/Z. Si ¢ € Q, on note cl(q) la classe de ¢ modulo Z.

1. Montrer que cl(32) = cI(2) et déterminer I'ordre de cl(22).
2. Montrer que si z € G il existe un unique o € QN [0, 1[ tel que z = cl(a).

3. Montrer que tout élément de G est d’ordre fini et qu’il existe des éléments d’ordre arbi-
traire.

Exercice 1438 Décrire le groupe-quotient R*/R* et montrer qu’il est isomorphe a Z/27Z.

[Exercice corrigé]
Exercice 1439 Montrer que tout quotient d’un groupe monogéne est monogéne.

Exercice 1440 Soient G le groupe-produit (Z/47) x (Z/AZ) et H le sous-groupe de G engen-
dré par (3,2). Ecrire la décomposition de G suivant les classes & gauche modulo H. Décrire le
groupe-quotient G/H.
Exercice 1441 Soit G un groupe Z(G) = {h € G;Vg € g,gh = hg}.

1. Montrer que Z(G) est un sous-groupe distingué de G.

2. Montrer que si G/Z(G) est monogéne G est cyclique.

Exercice 1442 Soit G un groupe; on note D(G) le groupe engendré par les éléments de la
forme ghg~'h~'; g,h € G.

1. Montrer que D(G) est distingué dans G.

2. Montrer que G/D(G) est commutatif'; plus généralement montrer qu’un sous-groupe dis-
tingué H de G contient D(G) si et seulement si G/H est commutatif.

[Exercice corrigé]

Exercice 1443 Soit G un groupe; on note, pour tout g € G ¢, 'application z — gzg~' de G
dans lui-méme et Int(G) = {p,; 9 € G}.

1. Montrer que Int(G) est un sous-groupe distingué de Aut (G).

2. Soit f : G — Int(G) I'application g — ¢,. Montrer que f est un homomorphisme de
groupe. Calculer Ker(f).

3. En déduire que G/Z(G) est isomorphe a Int (G).
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Exercice 1444 Soit G un groupe, H et K deux sous-groupes de G. On note HK = {hk;h €
H,k € K}. On suppose que K est distingué dans G.

1. Montrer que HK = KH et que HK est un sous-groupe de G.

2. Montrer que H et K sont des sous-groupes de K H et que K N H est un sous-groupe
distingué de H et que K est distingué dans K H.

3. Soit ¢ : H — (HK)/K la restriction a H de l'application quotient. Calculer le noyau et
I'image de . En déduire que les groupes H/(K N H) et (HK)/K sont isomorphes.

Exercice 1445 Soit G un groupe, H et K deux sous-groupes distingués de G avec H C K.

()

1. Montrer que K/H est un sous-groupe distingué de G/H.
2. Montrer que le quotient (G/H)/(K/H) est isomorphe & G/K.

Exercice 1446 Soit G le sous-groupe de GI(2,R) engendré par les matrices A =

-1 0
etB—(O 1).

1. Soit H le sous-groupe de G engendré par AB. Calculer |H|
2. Montrer que H est distingué¢ dans G. Calculer le quotient G/H; en déduire |G].

Sl -

[Exercice corrigé]

Exercice 1447 Les questions sont indépendantes.
1. (a) Montrer que application f :Z? — Z, (x,y) — 3x+6y est un morphisme de groupes.
(b) Déterminer le noyau ker f de f et montrer qu’il n’existe pas (p,q) € Z* tel que
ker f = pZ x qZ.
(c) Montrer que le groupe-quotient Z?/Z(—2,1) est isomorphe au groupe 3Z.

2. Soit G le sous-groupe de Z? engendré par (2,0) et (0,2). Montrer que le groupe-quotient
72 ]G est isomorphe & Z /27 x 7./27.

[Exercice corrigé]

Exercice 1448 1. Montrer que les sous-groupes de Z sont de la forme nZ ou n € N. (indi-
cation : utiliser la division euclidienne).

2. Rappeler pourquoi ces sous-groupes sont distingués. On peut donc considérer les groupes
quotients Z/nZ.

3. Montrer que Z/nZ est isomorphe au groupe des racines n'®™® de I'unité.

4. Montrer que Z/nZ est isomorphe au groupe engendré par un cycle de longueur n dans

5. Plus généralement, montrer qu’il existe, a isomorphisme prés, un seul groupe monogéne
(ie engendré par un seul élément) d’ordre n, appelé groupe cyclique d’ordre n.

Exercice 1449 Rappel : si A est un anneau (en particulier, si A est un corps), on note G L, (A)
I'ensemble des matrices carrées de dimension n a coefficient dans A, qui sont inversibles. GL,,(A)
forme un groupe pour la loi x de multiplication des matrices, appelé groupe linéaire. Une
matrice carrée de dimension n est dans G'L,,(A) ssi son déterminant est un inversible de 'anneau
A (ce qui revient a dire, lorsque A est un corps, que son déterminant est non nul).

Pour simplifier, on suppose dans 'exercice que A est un corps, noté K.

1. Montrer que det : GL,(K) — K* est un morphisme de groupes.
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2. On note SL,(K) = ker(det). Dire pourquoi SL,(K) est un sous-groupe distingué de
GL,(K) et montrer que GL,,(K)/SL,(K) = K*.

3. Reconnaitre GL;(K) et SL,(K).

4. Montrer que les matrices diagonales (resp. triangulaires supérieures) de G L, (K) forment
un sous-groupe. Sont-ils distingués 7

5. Montrer que Z(GL,(K)) est le sous-groupe formé par les homothéties.

31 Espaces euclidiens

31.1 Produit scalaire, norme

Exercice 1450 A deux polynémes P = ag + a1 X + a2 X? et Q = by + 01 X + by X? de Ry[X],
on associe
< P, Q >= (CLO + al)b() —+ (CLO + 3&1)b1 + 3@2[)2

Montrer qu’il s’agit d'un produit scalaire.

Exercice 1451 Pour quelles valeurs de A les formes bilinéaires ci-dessous définissent-elles un
produit scalaire sur R3?

L f(z,y) = v1y1 + 622y2 + 33y3 + 201y2 + 222y1 + 3AT1Y3 + 3AT3Y1

2. g(x,y) = z1y1 + 1029y + 671Y2 + AT3Y3 — Tays — T3Y2

3. h(z,y) = 22191 + To1yo + T2oy1 + 82y — 3733 + ATays + Ar3ys

41z, y) = (w1+22) (Y1 +y2) + (21 +23) (Y1+ys) + (@2 423) (Y2 +ys) — Az + 22+ 23) (Y1 +y2+y3)

Exercice 1452 Vérifier que lapplication ¢ : R3 x R?* — R définie ci-dessous est une forme
bilinéaire symétrique et déterminer la forme quadratique qui lui est associée :

o((z,y,2), (2,9, 7)) = za’ + 2yy’ + 2y2" + 24z + 2.

S’agit-il d’'un produit scalaire ?

Vérifier que I'application ¢ : R? — R définie ci-dessous est une forme quadratique et déterminer
la forme bilinéaire symétrique qui lui est associée :

CI((I,y, 2)) = xQ + 3(1‘ +y-— 2)2 + (Z - y)z'

S’agit-il d'une norme euclidienne ?

Exercice 1453 Sur R3[X] on considére les formes bilinéaires suivantes. Dire lesquelles sont
des produits scalaire.

1

o(P,Q) = / POQU)

6(P,Q) = / PR + PO

O(P,Q) = / P(6)Q/ (1)t + P(0)Q(0)

-1

Exercice 1454 Pour quelles valeurs de A les formes bilinéaires ci-dessous définissent-elles un
produit scalaire sur R3?
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1. f(z,y) = x191 + 622y + 33ys + 221y + 222y1 + 3AT1y3 + 3230
2. g(z,y) = z1y1 + 10z2y2 + 6212 + AT3ys — Tays — T3y2
3. h(x,y) = 2z1y1 + Tx1ys + Txoy1 + 8Toys — 3T3Ys + ATays + Axr3ye

4. iz, y) = (1+x2) (1 +y2) + (@1 +23) (Y1 +ys) F (22 +23) (Y2 +ys) =A@ +22+23) (Y1 +1y2+Y3)

Exercice 1455 Soient x = (z1,22) et y = (y1,%2) appartenant a R% Pour quelles valeurs de
a,b,c,d € R Iapplication f(x,y) = ax1y; + bxr1ys + crays + dzoys est-elle un produit scalaire
sur R2?

Exercice 1456 Soient x,y et z trois réels tels que z? + 2y? + 322 < 1. Montrer l'inégalité :
(r+y+2)?< %. (On pourra par exemple appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz a certains
vecteurs de R3 pour un produit scalaire bien choisi.)

Exercice 1457 Soient x,y et z trois réels tels que 2?+y*+2? < 1. Montrer que (z+2y+32)?
14.

Exercice 1458 Soient F un R-espace vectoriel non nul, ¢ un produit scalaire sur E, (a,b,c) €
R3. ¢ : E x E — R I'application définie par ¢ (z,y) = ap(x,z) + bo(x,y) + co(y,y). Trouver
une condition nécessaire et suffisante sur (a, b, c) pour que ¢ soit un produit scalaire sur F.

Exercice 1459

1. Soient (£, (,)) un espace euclidien et ||l.]| la norme associée; n € N* et vy,...,v, € E.

Montrer I'inégalité : || ZUZHQ nz l|vs]|2.

=1

2. Soient n € N*, xq,..., 7, € R tels que Z::JcZ = 1. Montrer que Z > n?. Etudier le
cas d’égalité.

Exercice 1460 Montrer que

1
V(x1,...,x,) € R",in <vn (Zﬁ)
i=1 i=1

Etudier le cas d’égalité.
Soit f et g deux applications continues de [0, 1] dans R. Montrer que :

¥(f,9) € CO(0,1], ) </f ) /f2 dt/ 2(t)dt.

Etudier le cas d’égalité.
Soit f une application continue d’un intervalle [a,b] dans R. Montrer que :

Vf e C%a,b],R) (/abf(t)alt)2 < (b—a) /ab fA(t)dt

Etudier le cas d’égalité.

Exercice 1461 Rappeler ’énoncé de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Montrer que pour toute fonction continue d’un segment |[a,b] dans R, on a

</f dt) b—a)/ab<f(t)>2dt

Pour quelles fonctions a-t-on 1’égalité ?
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Exercice 1462 Soit £ = {f : R — R continue 27-périodique }. Montrer que (f|g) = f% f(t)g(t)dt
est un produit scalaire sur F.

n

Exercice 1463 Soit F = R, [X]. Montrer que (P|Q) = >  P(k)Q(k) est un produit scalaire
k=0

sur F.

Exercice 1464 Soit E un espace euclidien et f et g deux fonctions de F dans E qui vérifient :

V(z,y) € E? (f(z)ly) = (x|g(y)). Montrer que f et g sont linéaires.

Exercice 1465 Soient ay,. .., n, bl, e yby, 1, ... ey des réels positifs.
Montrer que Z apbrcr < Z azey, Z bcy.
k=1
Exercice 1466 Soit F un espace euchdlen de dimension n et x4, ... , x, des vecteurs de £ tels

que si ¢ # j alors (z;|z;) < 0. Montrer par récurrence sur n que p < n + 1.

Exercice 1467 Soit E un espace euclidien, et (e, ..., e,) des vecteurs unitaires vérifiant :

n

Vo€ B[l = 3 (o).

=1

Montrer que (e, ...,e,) est une base orthonormale (i.e. une base qui est aussi une famille
orthonormale). (NB : on ne suppose pas que la dimension de I’espace est n.)

Exercice 1468 1. Montrer que sur M, (R) I"application :
(A, B) — tr(*AB)
est un produit scalaire.
2. Soit N la norme associée, montrer que :

V(A, B) € M, (R), N(AB) < N(A)N(B).

3. Montrer que :
VA € M,(R), |tr(A)] < VaN(A).

Exercice 1469 Soit E un espace euclidien et f et g deux fonctions de E dans E telles que :
V(z,y) € E* (f(2),y) = (z,9(y))

Montrer que f et g sont linéaires.

Exercice 1470 Soit E un espace euclidien, montrer que :
V(z,y) € B2 [lz +ylI* + 1< 2 (14 [|=]*) (1 + [lyl") -
Exercice 1471 Soit E un espace euclidien et f: E — E tel que f(0) =0et :
V(z,y) € B2 || f(x) = fW)Il =l —yl|-

Montrer que f est linéaire.

Exercice 1472 On munit R[X] du produit scalaire :
1

(P.Q)~ [ P
0

VP € R[X], (P|A) = P(0) ?

Existe t-il A € R[X] tel que :
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Exercice 1473 Soit E un espace euclidien et f un endomorphisme de FE, tel que :

V(x,y) € B, (2ly) = 0= (f(2)|f(y)) = 0.

Montrer :
Ja € R, V(z,y) € E%, (f(2)|f(y)) = a(z]y).
Exercice 1474 Soit (F,(,)) un espace euclidien et f € L(E) un endomorphisme tel que

Va,y € E tels que (x,y) =0, on ait (f(x), f(y)) = 0. Montrer qu’il existe k € R, tel que, pour
tout x € E ¢ || f(x)] = K|z

31.2 Espace orthogonal

Exercice 1475 Montrer que 'application (A, B) — tr(*AB) de M(R) x M>(R) a valeurs dans
R est un produit scalaire. Calculer ’orthogonal de I’ensemble des matrices diagonales puis celui
des matrices symétriques.

Exercice 1476 Soit (E,(,)) un espace euclidien, F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.
Montrer que :

1. Si F C G alors G+ C F*.

2. (F+G)r=FtnGt.

3. (FNG)t =F++Gt

4. Si dim(FE) est finie, alors (F*)L = F.

31.3 Projection, symeétrie

Exercice 1477 Déterminer la matrice dans la base canonique de R? de la projection orthogo-
nale sur le plan d’équation x + 2y — 3z = 0.
En déduire la matrice de la symétrie orthogonale par rapport a ce plan.

Dans un espace euclidien de dimension n, on considére un sous-espace F' de dimension r et
(f1, ..., fr) une base de orthonormée de cet espace. On not pg la projection orthogonale sur F,
c’est & dire la projection sur F associée & la décomposition £ = F @ F*+. Montrer que :

vaF? pF(U):<U>f1>fl+<vaf2>f2+"'+<vaf7">fr

Exercice 1478 Dans R? muni de son produit scalaire canonique, déterminer la projection
orthogonale sur le plan d’équation = +y+ 2z = 0 de (1,0,0), et plus généralement d’un vecteur
(x,y, z) quelconque.

Donner la matrice de cette projection ainsi que celle de la symétrie orthogonale par rapport a
ce plan.

Dans un espace euclidien de dimension n, on considére un sous-espace F' de dimension r et
(f1, .-, fr) une base de orthonormée de cet espace. On not pr la projection orthogonale sur F,
c’est & dire la projection sur F associée a la décomposition F = F @ F+. Montrer que :

V’UGF, pF(U):<U>f1>f1+<'U7f2>f2+"'+<vafr>fr

Exercice 1479 Soit (E, (,)) un espace euclidien et p € L(FE) un projecteur. Montrer que p est
orthogonal (c’est-a-dire Ker (p) L Im(p)) si et seulement si : Va € E : ||p(x)| < ||z

Exercice 1480 Soit (E, (,)) un espace euclidien et F' un sous-espace vectoriel de F. On note p
la projection orthogonale sur F et on pose, pour tout = € E : d(x, F) = in{? |z — y|. Soit z € F.
=
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1. Montrer que pour tout x € F| les trois conditions sont équivalentes :
(i) d(z, F) = [lz — z[|.
(i) = = pla).
(iii) Yy € Fyy L (z — 2).

a,beR

1
2. En déduire inf / (2% — ax — b)*dx.
0

Exercice 1481 Soit (£, (,)) un espace euclidien de dimension supérieure ou égale & 2. Soient
x et y € E. Montrer que :

1. Si ||z|| = ||y||, alors il existe un hyperplan H de E tel que y = s(z) ou s est la symétrie
orthogonale par rapport a H.

2. Si (z,y) = ||y||?, alors il existe un hyperplan H de F tel que y = p(z) ou p est la projection
orthogonale sur H.

Exercice 1482 Dans R3 muni du produit scalaire euclidien canonique, donner la matrice de la
projection orthogonale sur le plan d’équation x + 2y — 3z = 0. Donner la matrice de la symétrie
orthogonale par rapport a ce méme plan.

Exercice 1483 Soit (F, (,)) un espace euclidien et F' un sous-espace vectoriel muni d’une base

orthonormale (ey, ... ,e,). Soit p la projection orthogonale sur F.
1. Montrer que Vx € E,p(x) = Z(L €i)e;.
i=1

2. Donner de méme 'expression de la symétrie orthogonale par rapport & F' et la projection
orthogonale sur F'*.

Exercice 1484 Quelle est la transformation de R?® dont la matrice dans la base canonique est

2 6 -3
e 3 27
32 6

Exercice 1485 Déterminer la matrice dans la base canonique de R* de la projection orthogo-
nale sur Vect(vy,vy) ot v; = (1,—1,0,0) et vo = (0,1,0,1).

Exercice 1486 Soient E un espace euclidien, u un vecteur non nul et H = u*. Soient p la
projection orthogonale sur H et s la symétrie orthogonale par rapport a H.
(z]u)

2
f[ull

2. Montrer que Vo € B s(z) = 2 — 28044,

[lull®
3. On considére dans R? le plan (IT : x — y + 2z = 0). Déterminer la matrice dans la base
canonique de la symétrie orthogonale par rapport a II.

1. Montrer que Vo € E p(x) =x — u.

Exercice 1487 Soit (£, | ) un espace vectoriel de dimension n.
1. Soient F et G des sous-espace vectoriels de E. Montrer que (FNG)" = FL + GL.

2. Soient B = (ey, ..., e,) une base orthonormale de E et (ay,...,a,) € R"\ {(0,...,0)} et H
le sous-espace vectoriel de E d’équation cartésienne > ), apzy = 0 dans B.

(a) Déterminer orthogonale de H.
(b) Déterminer la distance du vecteur = = >";_, zxe), de E au sous-espace vectoriel H.

3. Soit P le sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel R* défini par

u = (x1,%9,x3,%4) € P& 1 + 23+ 3+ x4 = T2 + 223 + 314 = 0.
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(a) Déterminer une base de P+ puis une base orthonormale de P~.

b) En déduire une expression analytique de la projection orthogonale de R* sur P.
(b) p ytig pIoj g

Exercice 1488 Soient E un espace vectoriel euclidien, F' et G deux sous-espace vectoriels
supplémentaires de E et p le projecteur de E d’axe F et de direction G.

1. On suppose que F' L G. Montrer que Vz € E, ||p(z)|| < ||z
2. On suppose que Yz € E. ||p(z)|| < ||z]|-

(a) Soient a € F et b € G. Montrer que ||a + b|| = ||a|.

(b) En déduire que F' L G.

Exercice 1489 Soit o = inf {f (az2 4+ bz +c— |z| ) dz : a,b,c € R}.
1. Déterminer un espace vectoriel euclidien (F, | ), un sous-espace vectoriel F' de Fetv € F
tel que o = d(v, F)2.
2. Déterminer p € F tel que a = d(v,p)? et a.

Exercice 1490 Soit F un espace euclidien (de dimension finie), F' et G deux sous-espaces
vectoriels de E. Déterminer (F + G)* et (F'NG)* en fonction de F* et GL.

Exercice 1491 Déterminer inf [ (¢* — (ax + b))%dz.
(a,b)eR2

Exercice 1492 Calculer : )
inf / 2?|Inz — ax — b)* da.

(a,b) ERQ 0

31.4 Orthonormalisation
Exercice 1493 Résoudre I'équation (1 — )%+ (z —y)* + (y — 2)? + 22 = 1 pour (z,y, z) € R®.
Exercice 1494
1. Soit F' le sous-espace de R® engendré par u = (1,2,3,—1,2) et v = (2,4,7,2, —1). Trouver
une base de 'orthogonal F* de F.
2. Trouver une base orthonormale du sous-espace E de C? engendré par v; = (1,4,0) et
= (1,2,1—14).

Exercice 1495 Soit F' un sous-espace d’un espace euclidien E. Montrer qu’il existe une base
orthonormale de F' qui est inclue dans une base orthonormale de FE.

Exercice 1496

2 11

111
11 2

une base orthonormale pour .

2. Considérons une base {v; = (1,1,1),v9 = (0,1,1),v3 = (0,0,1)} de I'espace euclidien
R3. Utiliser le procédé d’orthogonalisation de Schmidt pour transformer {v;} en une base
orthonormale.

. . +oo —t2
Exercice 1497 Soient ' =R, [X], I, = = [ T t"e™2 dt.
1. Montrer que l'intégrale I, est convergente. Que vaut Io,yq?
+oo =2
Soit ¢ : E X E — R définie par p(P,Q) = \/% J D P)Q(t)e = dt.

2. Montrer que ¢ est un produit scalaire.

1. Soit A = . Montrer que A définit un produit scalaire ¢ sur R3. Construire
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3. On suppose n = 2. Ecrire la matrice associée a ¢ dans la base (1, X, X?). Construire une
base orthonormale (P, P, P,) par le procédé d’orthogonalisation de Schmidt appliqué a
(1, X, X?).
Exercice 1498 Réduire en somme de carrés indépendants les formes suivantes :
1. 922 — 6y? — 822 + 6xy — 14wz + 182w + Syz + 12yw — 42w
2. 1 4 23 + x5 — 223 — 22119 + 23173 — 27124 + 22973 — 4Ty
Exercice 1499 R? est muni de sa structure canonique d’espace vectoriel euclidien. Vérifier que

les vecteurs e; = (1,0,1), eo = (1,0,2) et e3 = (1,1, 1) forment une base de R? et en déterminer
I’orthonormalisée de Gram-Schmidt.

Exercice 1500 R* est muni de sa structure canonique d’espace vectoriel euclidien. Soient
er =(1,0,1,0) et e; = (1, —1,1,—1) et F' = vect(eq, e3).

1. Déterminer une base orthonormale de F.
2. Déterminer la matrice dans la base canonique de R* du projecteur orthogonal sur F.

3. Déterminer la distance du vecteur (1,1, 1,1) au sous-espace vectoriel F.

Exercice 1501 On munit le R-espace vectoriel Ro[X] du produit scalaire défini par

o BalX] — BN, (PQ) PO

1. Déterminer l'orthonormalisée de Gram-Schmidt de la base canonique de Ry[X].
2. Déterminer la distance du polynome P = X2+ X +1 au sous-espace vectoriel F' de Ry[X]
formé des polynomes f tels que f'(0) = 0.

Exercice 1502 Soit f : R3 x R® — R définie de la maniére suivante : si u = (z,y,2) et

u = (2',y, 2') alors

flu,u') =2x2’ + yy' + 222" + a9 + ya’ + 22’ + 22" +y2' + 2y

1. Montrer que f est un produit scalaire sur 1’espace vectoriel canonique R3.
2. Soit P le sous-espace vectoriel de R? d’équation cartésienne 2z —y + z = 0.
(a) Déterminer I'orthogonal du sous-espace vectoriel P.
(b) Déterminer un sous-espace vectoriel de R3 dont I'orthogonal est P.

3. Déterminer I’orthonormalisée de Gram-Schmidt de la base canonique de R? pour le pro-
duit scalaire f.

Exercice 1503 Orthonormaliser dans R3 la famille z; = (1,-2,2), 25 = (—=1,0,—1), 23 =

(5,—3,7).

Exercice 1504 Déterminer une base orthonormée de Ry[X] muni du produit scalaire (P|Q) =
1

Jo P()Q(t)dt.

Exercice 1505 On considére la forme bilinéaire b de R* définie par :
b(x,y) = z1y1 + 272y0 + 4x3ys + 1824ys + 21y3 + T3y + 222y + 204Ys + 623y, + 624Y3

ol Ty, T2, x3 €t Y1, Y2, y3 sont les coordonnées de x et y dans la base canonique.
1. Montrer qu’il s’agit d’un produit scalaire.

2. Ecrire la matrice de b dans la base canonique.
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3. Trouver une base orthonormée pour b.
Exercice 1506 On considére un espace euclidien (E, <>).

1. Théoréme de Pythagore :
Soient u et v deux vecteurs orthogonaux de E. Calculer ||u + v||?. Tllustrer le résultat
obtenu a 'aide d’un dessin.

2. Projection orthogonale et distance & un sous-espace :

Soit F un sous-espace de E. On rappelle que E = F' @ F*, et donc que tout vecteur = de
E se décompose de maniére unique en une somme r = z1+, avec x1 € F et x5 € F+. Le
vecteur x; s’appelle alors la projection orthogonale de z sur F'.

(a) Montrer que 'application p qui & un vecteur asocie sa projection orthogonale sur E
est une application linéaire. Vérifier que : Vy € F, < x — p(x),y >= 0.

(b) On considére maintenant un vecteur = de E. On appelle distance de x & F' le nombre
dist(z, F) = inf ep || — y]|.
Pour y € F, vérifier que = — p(x) et y — p(x) sont orthogonaux. Utiliser alors la
question 1 pour montrer que ||z — y||*> > ||z — p(x)||>. Tlustrer sur un dessin.

En déduire que dist(z, F) = ||z — p(z)|].
(¢) Soit (eq,... ,e,) une base orthonormée de F. Montrer que p(z) =Y/, < x,e; > e;.
3. Espace de polynoémes :
Sur Pespace E' = R3[X], on considére la forme bilinéaire définie par :

<PQ>= %/1 P(HQ(t)dt.

1
(a) Montrer qu’il s’agit d’un produit scalaire (on admet que l'intégrale sur [—1,1] d’une
fonction f continue et positive est nulle si et seulement si f est nulle sur [—1, 1])

(b) A Taide du procédé de Schmidt appliqué a la base (1, X, X?), construire une base
orthonormée de Ry[X] pour ce produit scalaire.

(c) On considére le polynome Py = X3. Calculer la projection orthogonale de X3 sur
R5[X]. En déduire que pour ce produit scalaire, on a :

dist(X?, R2[X]) = 5\% |

Exercice 1507 Soit (F,<,>) un espace euclidien, o un point de F et F' un sous espace
vectoriel de F. On note 7 la projection orthogonale de E sur F. On rappelle que pour z € E,
7(x) est caractérisé par les relations :

n(z) € F et r—n(r) € Ft
Le but de cette partie est de montrer que la projection orthogonale de zy sur F' est le point de
F' le plus proche de zy.
1. En utilisant que o —y = (xo — m(x0)) + (7(z0) — y), montrer que
lzo = ylI* = [lzo — 7 (o) |I* + [ly — (o) *.

2. En déduire que inf lzo — y||> = ||lzo — 7(20)||?, c’est a dire que :
ye

Yy € F, Jlzo — yl* = llwo — 7 (z0) |

A quelle condition a-t-on égalité dans la relation ci-dessus?
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3. Soit (ey,...,ex) une base orthonormée de F. Montrer que m(zo) = S.r_, < e;, 20 > ¢

4. Déduire des deux questions précédentes que

k k

inf lzo = ylI* = llwo = Y < es w0 > &l* = |lzoll* =) < es, w0 >
=1 =1

Application : Le but est maintenant de déterminer

1
a = inf / (¢! — at — b)*dt.

a,beR2 1

On considére a cet effet Uespace F' = R;[X], comme sous espace de E = F @ Rfy ou f
est la fonction définie par fo(t) = e'. On admettra sans démonstration que < f,g >=
f_ll f(t)g(t)dt est un produit scalaire sur FE.

5. Donner une base orthonormée (P;, Py) de R;[X] pour ce produit scalaire.
6. Calculer < fo, P, >, < fo, P, >, et || fo||>. En déduire que

2 -2

e“—e e—e 12
W Eo e (2
2 ( ) 2
7. Méme question avec le calcul de o/ = ibnf2 fjl(et — at? — bt — ¢)?dt. : commencer par
a,beR

chercher une base orthonormée de Ry[X] pour le méme produit scalaire, et en déduire «'.

Exercice 1508 A deux polynomes P et ) de R,[X], on associe le nombre

o(P,Q) = / P(1)Q/(t)dt + P(0)Q(0)

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R, [X].

2. Lorsque n = 2, donner une base orthonormée pour ce produit scalaire.

31.5 Formes quadratiques

Exercice 1509 Soient E un K-espace vectoriel (ot K est R ou C) de dimension finie n > 0
et ¢ une forme quadratique sur F.

1. ¢ peut-elle étre injective ?
2. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur ¢ pour qu’elle soit surjective.

Exercice 1510 (examen juin 1999) Soit ¢ un nombre réel. Soit ¢ la forme quadratique dé-
finie sur R3 par

qw) =2+ (1+a)y’ + (1 +a+a*)2” + 22y — 2ayz
pour v = (z,y, z). Soit f la forme bilinéaire symétrique associée a g.

1. Déterminer une décomposition de ¢ en combinaison linéaire de carrés de formes linéaires
indépendantes.

2. Donner le rang et la signature de ¢ suivant les valeurs de a.

3. Pour quelles valeurs de a, f définit-elle un produit scalaire ?
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Exercice 1511 Soit ¢ la forme quadratique de R? de matrice A = (i i i) dans la base cano-
nique B = (ey, e, e3) de R3.
1. Donner I'expression analytique de ¢ dans B et expliciter sa forme polaire f.

2. Vérifier que B’ = (ey, —%el + ey, —ey + e3) est une base R? et donner la matrice de ¢ dans
cette base. Expliciter ¢ dans cette base.

3. Trouver le rang et la signature de q.
Exercice 1512 Soient E = Ry [X] et ¢ application de E dans R définie par ¢(P) = P(0)P(1).
1. (a) Montrer que ¢ est une forme quadratique sur F.
(b) Déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique de E.
(c) La forme q est-elle positive, négative 7
2. Soit P:= X2+ X + 1 et V =vect(P). Déterminer V+ et VL.
3. Déterminer le rang de ¢ puis son noyau.

4. Déterminer le cone isotrope C(q) de g et constuire une base de E formée de vecteurs
isotropes. C'(q) est-il un sous-espace vectoriel de E?

5. Déterminer une base (P, Py, ;) de E telle que q(agPy+ a1 Py +asPo) = a3 —a? et donner
la signature de gq.

Exercice 1513 Soit ¢ une forme quadratique sur un R-espace vectoriel E, que l'on suppose
définie (i.e. son cone isotrope est {0}). Montrer que ¢ garde un signe constant sur £ (on pourra
raisonner par I'absurde et considérer g(a+tb) ot a et b sont des vecteurs bien choisis et ¢ € R).

1 -5 5
Exercice 1514 1. Diagonaliser A = <35 3, 33> :

2. Soit ¢ la forme quadratique de R® de matrice A dans la base canonique de R3. Utili-
ser la question précédente pour trouver une base g¢-orthogonale, déterminer la signature
de ¢ et une décomposition de ¢ en combinaison linéaire de carrés de formes linéaires
indépendantes.

Exercice 1515 Déterminer la signature de la forme quadratique
q:(z,y,2) €ER® = (2r +y —2)° — Bz —y+22)° + (5y — 72)°.
Exercice 1516 Soit la forme quadratique ¢ définie par
q:(x1,29,73,24) € C* — x5 + Toxy — T3Ty — 201T4 — 209T3 — T123.

1. Montrer, sans réduire ¢, qu’il existe une base g-orthonormale de C*.

2. En expliciter une.

32 Endomorphismes particuliers

32.1 Endomorphismes du plan

Exercice 1517 Dessiner I'allure du Shadock ci dessous aprés qu’il ait subi 'action de I'endo-
morphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est

=79 =0 =00 o= (U W) e (Ue o)
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Ecrire la matrice de la derniére transformation dans la base ((2,1),(—1,1)).

Exercice 1518 Retrouver la matrice (dans la base indiquée sur le premier dessin) de la trans-
formation subie par chacun des Shadocks ci-dessous.

32.2 Dualit’e

Exercice 1519 On considére 'application suivante :

R,[X] — R,[X]
P~ [} P(t)dt

[0

Montrer que « est une forme linéaire sur R, [X].
Pour i € {0,...,n}, on note «; lapplication

a R,[X] — Ry[X]
v P —  P(i/n)

Montrer que «; est une forme linéaire sur R,[X], et montrer que la famille (ay, ..., a;,) est une
base de R, [X]".
En déduire que :

I Ao, - M) € R VP € R, [X] /1 P(t)dt = \P(i/n)

Exercice 1520 On considére 'application u suivante :

C Ra[X] = R[X]
we 'y T
Calculer ‘u(«) lorsque :

a : P~ P(0) a:PH/lP(t)dt

Exercice 1521 On appelle trace d’'une matrice A, et on note tr(A), la somme de ses coefficients

diagonaux.

1. Montrer que 'application M’A(K) - tr](KA)

2. Montrer que : V(A, B) € (M,(K))?, tr(AB) = tr(BA). En déduire que deux matrices
semblables ont méme trace.

3. Existe-t-il deux matrices A et B de M,,(K) telles que AB— BA =17

Exercice 1522 Soient E et I deux espaces vectoriels et soit f € L(FE,F). Montrer que
(Im f)* = Ker *f.

En déduire que f est surjective si et seulement si ’f est injective.

Lorsque E et F sont de dimension finies, montrer que rg(f) = rg(‘f). En déduire que pour
toute matrice A € M,, ,(K) on a rg(A) = rg("( A)).

est une forme linéaire sur M,,(K).
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Exercice 1523 Soit f € End(R?) tel que f2? = 0. Montrer qu’il existe a € (R3)" et v € R? tels
que
Vr € R® f(z) = a(x)v.

(Indication : commencer par montrer que rg(f) < 1)

Exercice 1524 On considére un espace euclidien (F,<>). On rappelle que I'adjoint u* d’un
endomorphisme u est I’endomorphisme caractérisé par :

V(z,y) € E?, <u(x),y >=<x,u*(y) >

On dit qu’un endomorphisme u de E est une similitude de E si et seulement si u est la composée
d’une homotétie et d’une isométrie, c’est a dire si et seulement si :

doa € R\ {0}, Jv e O(FE) / u= av.

1. Redémontrer 1'équivalence entre les trois caractérisations suivantes des isométries :

v est une isométrie < Vo € £ |jv(x)| = ||z|
sVY(r,y) € B <v(@),v(y) >=< 2,y >
S vt =id

On veut montrer I’équivalence des assertions suivantes :

(1) u est une similitude
(1) il existe un réel A > 0 tel que
uu = Aid

(1i1) u conserve I'orthogonalité, c’est & dire :

Y(z,y) € B*, < x,y >=0 << u(z),u(y) >=0

2. Montrer que (i) = (i7), puis que (i1) = (7).
3. Montrer que (z) = (iii).
4. On suppose (ii7).

(a) Soit = € E, x # 0.Montrer que
Vye E xly< uu(r)ly

(b) En déduire que uw*u(x) appartient a la droite engendrée par z. On note A, le réel tel
que u*u(x) = \x.

(c) Montrer que : Vt € R, A\ = A,

(d) Montrer que, pour tout couple (z,y) de vecteurs linéairement indépendants de F,
ona: A, = Ay

(e) En déduire que I'application x — A, est constante. Conclure.
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32.3 Endomorphismes auto-adjoints

Exercice 1525 Soit (E, (,)) un espace euclidien et p € L(F) un projecteur. Montrer que p est
orthogonal si et seulement si p = p*.

Exercice 1526 Soit (F, (,)) un espace euclidien et ¢ € L(E). Soit F' un sous-espace vectoriel
de E.

1. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Montrer que si ¢ = ¢* et ¢(F) C F alors p(F4) C
Ft.
2. Soit F un espace propre de . Montrer que si ¢ o p* = ¢* o ¢ alors p(F*) C F*.
Exercice 1527 Soient A et B deux matrices symétriques positives. Soit k£ € N*.
1. Montrer que tout vecteur propre de AF est vecteur propre de A.
2. Si A¥ = B* alors A = B.
3. Que se passe-t-il sans I’hypothése A et B symétriques positives?
Exercice 1528 Soit (F, (,)) un espace euclidien et ¢ € L(FE).
1. Montrer que ¢* o ¢ est symétrique et que Sp(¢* o p) C R,.
2. On note respectivement \ et u la plus grande et la plus petite valeur propre de ¢* o .
Montrer, pour tout x € F, 'inégalité :

pllzll® < lle@@)* < Alllf*.

Exercice 1529 Soit (E, (,)) un espace euclidien et ¢ € L(FE).
1. Montrer que si ¢ = ¢* et Vo € E: (x,p(z)) = 0 alors ¢ = 0.
2. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) pop* =y op.
i) Y,y € B {ple), o(2)) = (" (), ¢ (@),
i) Vo € B lp()]] = [l ()]
3. Sidim(E) =2 et si o p* = p* o alors la matrice de ¢ dans une base orthonormée est

. . . —b
soit symétrique, soit de la forme (Z a ) avec b #£ 0.

4. On suppose désormais que dim (E) = 3 et que @ o ¢* = p* 0 .

(a) Montrer que ¢ a au moins une valeur propre réelle qu’on notera A. Montrer que F)
et Ey sont laissés stables par ¢ et o*.

(b) Montrer que si ¢ n’est pas symétrique, il existe une base orthonormée ¢ de F et deux

a —b 0
réels a et b (avec b # 0) tels que Mat(p,e) = b a 0
0 0 A

Exercice 1530 Soit E un espace euclidien de dimension 3.

1. Soit {eq, e, e3} une base orthonormée de E. Soient o = x1e + xoey + x3e3 €t y = 161 +
yaes + yzes deux vecteurs de E. Calculer (z,y) en fonction des coefficients z; et y; (pour
i€ {l1,2,3}).

2. On considére u € L(F) un endomorphisme auto-adjoint. On note A sa plus petite valeur
propre et A\’ sa plus grande valeur propre. Montrer que 'on a, pour tout x appartenant a
E, les inégalités :

Mlz? < (ul@), z) < Nz

(On utilisera une base orthonormée convenable.)
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1
3. Soit v € L(E) un endomorphisme quelconque. Montrer que u = 5(1}—1—1}*) est auto-

adjoint. Soient p une valeur propre de v, A la plus petite valeur propre de u et )\ la
plus grande valeur propre de u. Montrer que A < p < \.

Exercice 1531

1. Soit A = (a;;) € M, (R). Montrer que S = ‘A - A est une matrice symétrique dont tous
les valeurs propres A, ..., \, sont positives. Démontrer I'égalité : Y " | \; = Zléijén a?j.
2. Soit S € M, (R) une matrice symétrique. Existe-t-il une matrice A € M, (R) telle que
S =!A. A7 Donner une condition nécessaire et suffisante sur S pour que A soit inversible.
.. 2 1
Application a § = .
1 2
Exercice 1532 Soit (£, <, >) un espace euclidien de dimension p. A chaque n-uple (x4, ..., z,)
d’éléments de E on associe le nombre (déterminant de Gram)

G([El, R ,.’L‘n) = dét(< Ti, Tj >)i,j:1,...,n-

1. Montrer que x1,...,x, sont liés si et seulement si G(xy,...,x,) = 0; montrer que si
x1,..., T, sont indépendants, on a G(z1,...,x,) > 0.

2. Montrer que, pour toute permutation o de {1,...,n}, ona G(zo1),- .-, Tom)) = G(z1,. .., ),
et que la valeur de G(z1, . .., z,) n’est pas modifiée si I'on rajoute a un des vecteurs, soit z;,
une combinaison linéaire des autres vecteurs x;(j # i). Calculer G(axy,...,z,) (o € R).

3. On suppose zi,...,x, indépendants. Soit x* € FE, et soit d(z, H) la distance de x a

G(x,x1,...,x
I'hyperplan H = Vect(zy,...,x,). Montrer que d(x, H)? = (2, 21 d ")
G(l’l, N ,[L’n)
Exercice 1533 Diagonaliser trés rapidement la matrice
011
M= <%%> € M3(R).

Exercice 1534 Montrer que I’endomorphisme de I’espace vectoriel euclidien canonique R? de
matrice dans la base canonique de R3

1 78>

4 4

-8 1

-4

Exercice 1535 Soient E un espace vectoriel euclidien et f un endomorphisme de E tel que

IO N

est un automorphisme orthogonal.

Vo € B, |[f(@)]| < [l]-

1. (a) Soit z € E tel que f*(z) = z. Montrer que || f(z) — z||* = ||f(z)||* — ||lz||>.
(b) En déduire que ker(f* —Id) C ker(f — Id).
2. Soit h un endomorphisme de E. Montrer que (Im )+ C ker h*.
3. En déduire que les sous-espace vectoriels ker(f —1Id) et Im (f — Id) sont supplémentaires
et orthogonaux.
Exercice 1536 Soit E un espace euclidien de dimension 3.

1. Soit (e, e9,e3) une base orthonormée de E. Soient = = zje; + woey + x3e3 et y =
y1€1 + ya2e2 + yses deux vecteurs de E . Calculer (z,y) en fonction des coefficients x; et

y; (pour 7 € {1,2,3}).
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2. On considére u € L(F) un endomorphisme auto-adjoint. On note A; sa plus petite valeur
propre et Ay sa plus grande valeur propre. Montrer que ’on a, pour tout x appartenant
a F les inégaliteés :
Ml < (ulz), z) < Xo||*.

(On utilisera une base orthonormée convenable.)

3. Soit v € L(F) un endomorphisme quelconque. Montrer que u = =(v + v*) est auto-
adjoint. Soient A une valeur propre de v, A; la plus petite valeur propre de u et Ay la
plus grande valeur propre de w. Montrer que A} < A < Ay

Exercice 1537 1. Soient E un espace vectoriel euclidien, f € L£(FE) un endomorphisme
symétrique positif. Montrer que si « € E alors (f(z)|z) > 0.

2. Soit M = (mi7j)ij € M, (R) symétrique positive. Montrer que pour tout ¢ = 1,..,n, my; >
Oet tr(M) >0

3. Soient A, B € M,,(R) symétriques positives.

(a) Montrer qu’il existe D € M, (R) diagonale et M € M, (R) symétrique positive telle
que tr(AB) =tr(DM).
(b) En déduire que tr(AB) <tr(A)tr(B).
Exercice 1538 Soit (£, (,)) un espace euclidien et f € £(F) un endomorphisme autoadjoint.
Montrer que les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Ve € E,(f(x),z) > 0.

2. Il existe g € L(E) tel que f = g*g.

3. Tl existe h € L(E) tel que h = h* et f = h%

Exercice 1539 Soit (F, (,)) un espace euclidien et f € L(F) un endomorphisme. Montrer que
L= 111-

Exercice 1540 Soit (£, (,)) un espace euclidien (de dimension finie) et f € L(FE) un endo-
morphisme autoadjoint. On note X = {z € E; (f(x),x) < 1}. Montrer que X est compacte si
et seulement si toutes les valeurs propres de f sont strictement positives.

32.4 Autres endomorphismes normaux

Exercice 1541 Soit (E, (,)) un espace euclidien. Un endomorphisme ¢ € L(F) est dit antisy-
métrique lorsque p* = —¢.
1. Montrer que ¢ est antisymétrique si et seulement si Vx € E,{(p(x),xz) = 0. (on pourra
remarquer que ¢ + ¢* est autoadjoint.)
2. Montrer que si ¢ est antisymétrique alors (Ker(p))t = Im(¢) puis que rg(y) est pair.

Exercice 1542 Soit (E, (,)) un espace euclidien. Soit ¢ € L(F) un endomorphisme antisymé-
trique c’est-a-dire tel que ¢* = —.
1. Montrer que si A € Sp(p) alors A = 0. Montrer que (Ker(p))* est stable par ¢.
2. (a) Montrer que p? est symétrique.
(b) Montrer que si x est un vecteur propre associé a une valeur propre u de ¢?* alors
E, = vect{x, p(x)} et Ei sont laissés stables par ¢.

(c) Montrer que p > 0. Déterminer une base {e;,e2} de E, telle que la matrice de la
restriction de ¢ L E, dans {ey, ey} soit ( 0 _6/’H> .

i

3. Montrer que FE est somme directe orthogonale de Ker (¢) et de plans stables.
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32.5 Endomorphismes orthogonaux

Exercice 1543 Soit f une transformation orthogonal d’un espace euclidien E. Montrer que
Ker(f —id) = Im(f —id)*

En déduire que si (f —id)? = 0, alors f =id.

Exercice 1544 Déterminer la nature des transformations de R? dont les matrices dans la base
canonique sont les suivantes :

1 1 -2 =2 1 2 2 -1 0 1 0
A= 3 -2 1 =2 B = 3 -1 2 2 C=10 0 —1
2 2 -1 2 -1 2 -1 0 O

Exercice 1545 Diagonaliser dans une base orthonormale (pour le produit scalaire canonique

de R?) la matrice suivante :

-1

A=1|-1 5
2 2

NN DN

Interpréter géométriquement la transformation de R? représentée par cette matrice.

Exercice 1546 Diagonaliser les matrices suivantes dans des bases orthonormées :

4 i —i 1 W2 0 _01 (1) —(;3@ ??Z,
A=|-i 4 1 B=|-iv2 1 —iV2 C=|3 o -1 0
i 1 4 0 W2 1

0 -3 0 1

Exercice 1547 Soit A = (a;;)1<i<n Une matrice symétrique réelle. Montrer que ses valeurs

1<jsn
propres Ai, ..., A, vérifient
n n
R
i=1 i=1
Exercice 1548 Soit B = (ey,...,e,) une base orthogonal d’un espace euclidien E. On dit
qu’'un endomorphisme f de E conserve l'orthogonalité de B si et seulement si (f(e1),... , f(en))

est une famille orthogonale.

Montrer que f conserve l'orthogonalité de B si et seulement si B est une base de vecteurs
propres de ‘f f.

Montrer que pour tout endomorphisme f de E, il existe une base orthogonale dont f conserve
I’orthogonalité.

Exercice 1549 (Décomposition polaire) 1. Soit r un endomorphisme symétrique d’un
espace euclidien F. On dit que r est positif, si toutes ses valeurs propres sont positives.
Montrer que si r est défini positif, il existe un et un seul endomorphisme symétrique s
positif tel que s> = r. On appelle s racine carrée positive de .

On dit que r est défini positif si et seulement si toutes ses racines sont strictement positives.
Montrer que si r est défini positif, alors sa racine positive aussi.

2. Soit f un endomorphisme de E. Montrer que 'f f est symétrique et positif. Montrer que
si en plus f est bijective, ' f f est défini positif.
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3. On suppose maintenant que f est une bijection. Soit s la racine carrée positive de ‘f f.
Montrer que u = f o s7! est une transformation orthogonale. En déduire que tout endo-
morphisme bijectif de E peut s mettre sous la forme :

f=uos

ol u et une transformation orthogonale, et s est symétrique défini positif.
Montrer que cette décomposition, appelée décomposition polaire de f est unique.
4. Que se passe-t-il si f n’est pas bijective ?
Exercice 1550 Dans I'espace vectoriel R* muni de son produit scalaire canonique, on considére
I’endomorphisme f dont la matrice dans la base canonique est :

-1 -4 4 -4
1|-4 5 2 —2 . ,
A= =14 2 5 o (attention au +...)
-4 =2 2 5

1. Sans calculs, dire pourquoi f est diagonalisable dans une base orthonormeée.
2. Montrer que f est orthogonal. En déduire les seules valeurs propres possibles pour f.

3. Sans calculer le polynéme caractéristique de f, déterminer a l'aide de la trace I'ordre de
multiplicité des valeurs propres de f. En déduire le polynome caractéristique de f.

4. Déterminer ’espace propre F; associé a la valeur propre 1. En donner une base, puis lui
appliquer le procédé de Schmidt pour obtenir une base orthonormée de FEj.

5. Montrer que I'espace propre E_; associé a la valeur propre -1 satisfait F_; = (F;)*. En
utilisant ’équation caractérisant Fy, en déduire un vecteur générateur de E_;.

6. Donner une base orthonormée dans laquelle la matrice de f est diagonale. Donner une
interprétation géométrique de f.

Exercice 1551 A — Soit F un espace vectoriel et u et v deux endomorphismes de F diago-
nalisables qui commutent (c¢’est a dire qui satisfont u o v = v ou). On note A;...\gles valeurs
propres de u et E;...E} les espaces propres associés.

1. Montrer que v(E;) C E;.
2. On note v; = v, la restriction de v & E;. Soit P € C[X], montrer que P(v;) = P(v)
3. En déduire que v; est diagonalisable. Soit B; une base de E; formée de vecteurs propres

g, -

de (B
k
Montrer que B = |J B; est une base de E formée de vecteurs propres a la fois pour u et
pour v. =
4. En déduire que u et v sont diagonalisables dans une méme base. Montrer que u — v est
diagonalisable.
B — Application : On considére maintenant une matrice A € M, ,,(R), et on lui associe

I'endomorphisme w4 € End(M,, ,(R)) suivant :

M — AM — MA

Le but de 'exercice est de montrer que si A est diagonalisable, w4 1'est aussi.
On note

Mpn(R) — M, ,(R)

) Mn,n(R) - Mn,n(]R)
a0 s AM

et va M — MA
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1. Montrer que Vk € N, (ua)® = uye. En déduire que VP € C[X], P(ua) = up(a), puis que
tout polynéme annulateur de A est un polynome annulateur de u4.

2. Montrer que
A diagonalisable = u4 diagonalisable

On admet sans démonstration que le méme résultat est vrai pour vy :
A diagonalisable = v, diagonalisable

3. Montrer que ugq 0v4 = v40UyZ.
4. En déduire que
A diagonalisable = w4 diagonalisable

Exercice 1552 Dans un espace euclidien (£, < -,- >), on considére un vecteur v non nul, un
scalaire A\ et I’endomorphisme :

EFE — FE
u:
r — r+A<z,v>0
1. Pour x € E, calculer |Ju(x)]|?.
2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur \ et v pour que u soit une transformation
orthogonale.

3. Lorsque u est orthogonale, dire a priori quelles sont les valeurs propres possibles de wu,
puis dire si elles sont effectivement valeur propre en étudiant les espaces propres associés.

4. Lorsque u est orthogonale, donner une interprétation géométrique de wu.

Exercice 1553 On considére un espace euclidien (E, <>). On dit qu'un endomorphisme u de
E est une similitude de E si et seulement si il existe un réel A > 0 tel que

uw'u = Aid

Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes :
(1) u est une similitude

(1i) u est colinéaire & une transformation orthogonale, ¢’est a dire
do e R\ {0}, e OF) /u=av
(1i1) u conserve I'orthogonalité, c’est a dire :
Y(z,y) € B*, < x,y >=0=<u(z),u(y) >=0

Pour (i) (ii), on pourra commencer par montrer que (ii) = (i).
Pour (i)=(iii), on commencera par montrer que x et u*u(x) sont toujours colinéaires,
c’est a dire que

Ve € BN, /u u(x) = Mz
puis on montrera que X\, est indépendant de x.

Exercice 1554 Dans un espace euclidien F, on considére un vecteur unitaire a, et & un réel
k # —1 on associe 'endomorphisme u; de E défini par :

up(x) =k <z,a>a+zx
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1. Montrer que u; est un isomorphisme. Déterminer u,;l. (on pourra commencer par calculer
< ug(z),a >)

2. Rappeler la caractérisation de ’adjoint d’un endomorphisme, et montrer que w est auto
adjoint.

3. Pour quelles valeurs de k u est-il orthogonal ? Interpréter alors géométriquement cette
transformation.

4. Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de wuy.
[Exercice corrigé]

Exercice 1555 1. Soient E un espace vectoriel euclidien, f un endomorphisme de F et A =
(@ij)1<ij<n € Mn(R) la matrice de f dans une base orthonormale donnée B = (e, ..., €,)
de E. Pour i,j € {1,...,n}, exprimer a;; en fonction de f et des vecteurs e; et e;.
2. Soient A = (aij>1<i7j<n € OR(R) et S = Zlgi,jgn Qjj-
(a) Montrer qu’il existe u € E tel que S = (u|f(u)).
(b) En déduire que |S| < n.
Exercice 1556 Soient A = (a;;),; <, € On(R) et A;; le cofacteur (i, ) de A. Montrer que
det A > 0 si et seulement si a;; et A;; sont de méme signe.

Exercice 1557 Que peut-on dire d'une matrice carrée réelle a la fois symétrique et ortho-
gonale ? Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de 'endomorphisme de 1'espace

L [ ~26-3

vectoriel euclidien canonique R? de matrice A = 1 ( 6,3 2

) ) dans la base canonique de R3.

Exercice 1558 Quelles sont les isométries vectorielles d’un espace vectoriel euclidien qui sont
diagonalisables.
Exercice 1559 Soient E un espace vectoriel euclidien et f un endomorphisme de E tel que
Ve e B, ||f(z)|| < [l
1. (a) Soit z € F tel que f*(z) = z. Montrer que || f(z) — z|* = || f(2)]|* — ||=|]*.
(b) En déduire que ker(f* —Id) C ker(f — Id).
2. Soit h un endomorphisme de E. Montrer que (Imh)* C ker h*.
3. En déduire que les sous-espace vectoriels ker(f —Id) et Im (f — Id) sont supplémentaires

et orthogonaux.

Exercice 1560 Déterminer une matrice diagonale D € Ms(R) et une matrice orthogonale
1 1

U € Oy(R) telles que UDU ! = (; f) .
2

Exercice 1561 Soit (E,(,)) un espace euclidien et u € L(FE). Montrer que les propriétés
suivantes sont équivalentes :

i) ut=ut.

i) Vo € E, [lu(z)]| = ||z[.

wi) Y,y € B, (u(z),u(y)) = (z,y).

iv) L'image par u d’une base orthonormée de E est une base orthonormée de E.

v) L'image par u de toute base orthonormée de E est une base orthonormée de FE.

Exercice 1562 Soit (£, (,)) un espace euclidien et ¢ € O(F). Soit I’ un sous-espace vectoriel
de E. Montrer que si p(F) C F alors p(F+t) C F+. A-t-on égalité ?
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Exercice 1563 Soit (F,(,)) un espace euclidien de dimension 3 et u € O~ (FE). On pose
F = Ker(u +id).
1. Montrer que F # {0}. Montrer que F et f* sont stables par u. Pour quelle raison
dim(F') # 27
2. On suppose E # F. Montrer que la restriction de u a F'* est une rotation.

3. En déduire qu’il existe € € R et une base € de E tels que :

cos(f) sin(f) 0
C

Mat(u,e) = | —sin(d) cos(f) 0
0 0 —1
Exercice 1564 Soit (F, (,)) un espace euclidien de dimension 4 et ¢ = {e1,--- ,e4} une base

0 —2v2 22 0
1| 2v2 1 1 =6
4l -2v2 1 1 V6

0 V6 V6 2

orthonormée de E. Soit A la matrice A = et u € L(E) I'en-
domorphisme déterminé par Mat (u,e) = A.
1. Montrer que u € O1(E).

2. Montrer que I'espace vectoriel F' engendré par e; et u(e;) est stable par u. Montrer que
la restriction de u & F' est une rotation.

3. Montrer que F'* est stable par u et est engendré par e4 et u(ey). La restriction de u a F'*
est-elle une rotation ?

Exercice 1565 Soit A = (a;;) € O(n,R). Montrer pour tout j € {1,---,n} I'égalité :

Z aij = 1. En déduire que si A est triangulaire supérieure elle est diagonale.

i=1

Exercice 1566 Soit (F, (,)) un espace euclidien et u € O(FE). On pose v = id — u.
1. Montrer que Ker(v) = Im(v)=*.

1
2. Montrer que lim —
n—oo M

n—1
Z uP(z) est la projeté orthogonal de x sur Ker(v).
p=0

Exercice 1567 Soit (F, (,)) un espace euclidien et s € L(E) telle que s* = id.

1. Montrer que E = Ker(s — Id) & Ker(s + Id).

2. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) s € O(F).
ii) Ker(s — Id) L Ker(s + Id).
iii) s = s*.

3. On note désormais sp 'unique symétrie s € O(F) telle que F' = Ker(s + Id). Montrer
que pour tout u € O(E) on a : uspu™" = sy(p).

4. Montrer que si f est une application de E dans lui-méme laissant stables toutes les droites
vectorielles (c’est a dire que pour tout = € F il existe A\, € R tel que f(x) = A\ x) alors f
est linéaire.

5. En déduire que Z(O(FE)) = {id, —id} et que si n > 3 alors Z(O*(E)) = {id, —id} N
O (E). (on pourra appliquer 3.) dans le cas ou F est une droite ou un plan.)
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6. Que se passe-t-il lorsque n =1 et n = 27

Exercice 1568 Soit E un espace euclidien et u € O(F) telle que ker(u —id) # E. Soit © € F
tel que u(z) # . On pose y = u(z). Alors on sait qu’il existe une unique réflexion r telle que

r(y) = x.
1. Montrer que ker(u — id) C ker(r — id).
2. Montrer que dimker(r o u — id) > dim ker(u — id).

3. Montrer par récurrence que toute isométrie vectorielle est la composée de réflexions.

Exercice 1569 Soit A = (a;;) € O,(R). Montrer que V(i,7) |a;;| < 1 et que ‘Zm a;

<n.

Exercice 1570 Soit F euclidien, n € N* (x1, ..., Ty, Y1, .., Yn) € E*" tels que :

V(Z,j) € {17 "'7n}27 (:IZ'1|£CJ) = (yl|y]>

Montrer qu’il existe un endomorphisme orthogonal f de E tel que :

Vie{l,..,n}, f(z;) =y

33 Polynémes d’endomorphismes

33.1 Idéaux

Exercice 1571 Montrer qu'un idéal de K[X] est distinct de K[X] si et seulement s’il ne
contient aucun polynéme constant non nul.

Exercice 1572 Soient les polynomes P = X* 4+ X3 —2X +1et Q = X2+ X + 1 de R[X].

Déterminer pged (P, Q) puis la somme et 'intersection des idéaux principaux (P) et (Q) de

R[X].

Exercice 1573 LespartiesZ = {P € R[X]: P'(0) =0}et J ={P € R[X]|: P(0) = P'(0) =0}
sont-elles des idéaux de R[X]? Dans 'affirmative, en donner un générateur.

33.2 Polynémes annulateurs

011
Exercice 1574 Soit A € M3(R) la matrice [ 1 0 1 | . Calculer le polynéme minimal de A.
0 01

En déduire A1, A3 et AP,

Exercice 1575 Soit P € C[X] tel que P(0) =0 et P'(0) # 0. Soit £ un C-espace vectoriel de
dimension finie et f € L(FE) telle que P(f) = 0.
Montrer que Ker(f) = Ker(f?); en déduire F = Ker(f) @ Im(f).

Exercice 1576 Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n et f € L(E) tel que rg(f —
id) = 1. On note H = Ker(f — id).

1. Soit {ey, -+ ,e,—1} une base de H et e, ¢ H. Montrer que {ej,...,e,} est une base de
E et donner lallure de la matrice de f dans cette base.

2. Montrer que le polynome (X —1)(X —det(f)) annule f. Donner une condition nécéssaire
et suffisante pour que f soit diagonalisable.

Exercice 1577 Soit E un espace vectoriel de dimension n, et u un endomorphisme de FE
nilpotent, c’est a dire tel que Im € N, u™ = 0. Montrer que u"” = 0
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Exercice 1578 Déterminer toutes les matrices A de Mj2(R) telles que
A? —3A+2id=0

Méme question pour
A® —8A” +21A—18id =0

Exercice 1579 Enoncer le théoréme de Cayley-Hamilton. Le démontrer dans le cas particulier
ot le polynéme caractéristique est scindé a racines simples.

[Exercice corrigé]

Exercice 1580 1. Réduire la matrice

2
A=13 —4 3
3 —6 5

2. Donner un polynéme annulateur de A de degré 2.

3. En déduire qu’il existe des coefficients a,, et b, tels que A" = a,A + b,, et les calculer en
fonction de n.

Exercice 1581 Soit A € M5(C) de trace non nulle. Montrer que toute matrice M € My(C)
qui commute avec A% commute aussi avec A. (Indication : utiliser Cayley-Hamilton.)

Exercice 1582 Que peut-on dire d’un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension
finie annulé par les polynomes P =1 — X3 et Q = X2 —2X + 17

Exercice 1583 Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E). On suppose
que le polynome minimal de f est P = (X — 2)(X — 1) Quel est le polynome minimal de
J+1dg?

Exercice 1584 Soit M € M, (K) une matrice diagonale. Si P € K[X], calculer P(M) et en
déduire le polynéme minimal de M.

Exercice 1585 FEn appliquant la méthode utilisée en cours pour démontrer 'existence d’un
polynéme annulateur d’un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie, déterminer
le polynome minimal de la matrice B = (% 1).

Exercice 15686 Quel est le polynéme minimal d’un endomorphisme d’une droite vectorielle 7

Exercice 1587 Soient E un espace vectoriel de dimension n > 2 et f un endomorphisme de
E de rang 1. Montrer que le polynéme minimal de f est de la forme X (X — \).

Exercice 1588 Déterminer les endomorphismes d’un K-espace vectoriel E de dimension finie
n dont le polynéme minimal est de degré 1.

Exercice 1589 1. Montrer que P = (X — 1)%(X — 2) est un polynome annulateur de la

matrice A = (é g §> et en déduire le polynéme minimal de la matrice A.

2. Soit B € My(C). Calculer explicitement B? —tr(B) B+det(B)I,. En déduire le polynome

minimal de la matrice B = (3 }).

Exercice 1590 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, f € L(E) et P son poly-
nome minimal. Montrer que f est bijective si et seulement si P(0) # 0.

Exercice 1591 Soit f un endomorphisme d’'un R-espace vectoriel £ de dimension 3. Montrer
que f admet un plan stable (on discutera en fonction du caractére trigonalisable de f).
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Exercice 1592 Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie tel
que

=P
1. Montrer que ker(f? — f —Id) @ ker f = E.
2. (a) Montrer que Im f C ker(f3 — f —1d).
(b) En déduire que Im f = ker(f® — f — Id).
Exercice 1593 Déterminer le polynome minimal de la matrice A = (26 2)2 :Sj) .

Exercice 1594 Soient J = (11) et la matrice par blocs a coefficients réels suivante

O 1iJ
_ )
u=(5 %),
1. Calculer M? et M3 et en déduire que M est diagonalisable.

2. Déterminer le polyndome caract eristique et le polynome minimal de M.

Exercice 1595 On considére la matrice

3 =2 -1
A=12 -1 1
6 3 -2

Calculer son polynéome caractéristique, calculer A? et déduire de ces calculs et du théoréme de
Cayley-Hamilton I'inverse de A.

Exercice 1596 On se place dans F = C * muni de sa base canonique b = (e1, e, €3,€4). On
désigne par j 'endomorphisme de F dont la matrice dans b est la matrice suivante

€ M,(C).

_— o O O
o O O
o O = O
o= OO

Déterminer I'image de b par j, 52, j3, et j%.

En déduire J2, J? et J*.

Déterminer un polynéome annulateur non nul de J.

Montrer que si P € C[X] avec deg(P) < 3 vérifie P(J) = 0 alors P = 0.
En déduire le polyndéme minimal de J.

Montrer que J est diagonalisable.

NS ot

Déterminer les valeurs propres de J.

34 Réduction d’endomorphismes : diagonalisation

34.1 Valeurs propres, vecteurs propres

m 1 1
Exercice 1597 Soit m € Ret A,, € M3(R) la matrice [ 1 m 1
1 1 m
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1. Calculer les valeurs propres de A,, et une base de vecteurs propres.

2. Déterminer suivant les valeurs de m le rang de A,,. Déterminer lorsque cela est possible
AL
3. Lorsque A,, n’est pas inversible déterminer le noyau et 'image de A,,.

Exercice 1598 Soit A € O,(R). Montrer que si —1 n’est pas valeur propre de A, alors il existe
une matrice @ antisymétrique (i.e. '\Q = —Q) telleque A = (I+Q)'(I-Q) = (I-Q)(I+Q)™!
et quon a A € SO, (R). Réciproque ?

Exercice 1599 Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et f, g € L(E). Montrer que
si A est valeur propre de g o f alors A est valeur propre de f o g (on distinguera les cas A = 0
et A #0).

Exercice 1600 1. Soient f et g deux endomorphisme s d’un espace vectoriel E de dimension
n sur
K =R ou C, ayant chacun n valeurs propres distinctes dans K. Montrer que

fog=gof<=f et g ontles mémes valeurs propres.

2. Supposons maintenant que K = C et que fog = go f. Si u est un endomorphisme on dit
qu'un espace vectoriel F' est u—stable si u(F') C F. Montrer que tout sous-espace propre
de f est g—stable.

Remarque : On peut montrer par récurrence sur n qu’il existe un vecteur propre commun
a fet g. On admettra ce résultat.

3. Considérons f et g deux endomorphismes de R? dont les matrices dans la base canonique
sont respectivement

1 0 O 0 1 1
M=| 00 -1 et N=| -1 1 -1
01 2 11 3

— Vérifier que fog= go f et déterminer les sous-espaces propres de M et N.
— Déterminer une base de R? dans laquelle les matrices de f et g sont diagonales.

Exercice 1601 Soient A € M, (R) et B € M3 (R). Soit f 'endomorphisme associé a la
matrice A.

g —31 _11 g o 8

A= B=|(0 -1 1
0 2 1 2 0 2 1
0 0 0 1

1. Uniquement en examinant la matrice A, trouver deux valeurs propres et un vecteur
propre de A, puis deux sous-espaces f—stables.

2. Que représente la matrice B 7

Exercice 1602 Soit v € End(E). On note x,, = (—1)"X" +a,_; X" ' + ...+ ag. Montrer que
ag = det(u) et -1 = (—1)" " ttr(u)

Exercice 1603 Soient u et v deux endomorphismes de E. Montrer que u o v et v o u ont les
mémes valeurs propres.
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Exercice 1604 Soient u et v deux endomorphismes de E qui commutent, ¢’est a dire tels que
uov = vou On suppose que v admet n valeurs propres distinctes. Montrer qu’il existe une
base de E, formée de vecteurs propres communs a u et a v.

En déduire qu’il existe (ag,...,a,_1) € K" tel que  u = apid + a;v + -+ + a,_1v"

Exercice 1605 On considére les matrices suivantes :

1 0 0 -1 1 0 0 -1 0 -1 0 0
-1 -1 0 1 -1 -1 0 1 0O 0 0 O
A= -2 0 0 2 B = -1 -1 1 3 ¢= 1 1 1 1
0 -1 0 0 -1 0 -1 -1 -1 0 -1 -1

En effectuant le moins de calculs possible,

1. montrer que {0} C Ker A C Ker A? C Ker A% = R*
et déterminer les dimensions respectives de Ker A et Ker A2,

déterminer un vecteur e; tel que R* = Ker A% @ Vect(e; ),
montrer que (e;, Aej, A%e;) est une famille libre,
montrer que Ae; € Ker A%, et que Ker A% = Ker A @ Vect(Aey),

montrer que A%e; € Ker A et déterminer un vecteur e, tel que Ker A = Vect(A%e;) @
Vect(es),

6. montrer que (e, Aey, A%e1, e3) est une base de R%.

B

7. Soit P la matrice de passage de la base canonique a la base (A%e;, Aey, ey, ey). Caluler
P1AP.

Adapter ce travail a I'étude de B et C'

Exercice 1606 Soit J la matrice

1. Trouver une relation entre J et J2.
2. En déduire les valeurs propres de J et calculer leurs multiplicités.

3. Donner le polynome caractéristique de J.

Exercice 1607 Soient A et B deux matrices de M,,(R) telles que
AB—-BA=A

Le but de cet exercice est de montrer que A est nilpotente, c’est a dire
Jk e N, AF = 0.

On note E Pespace vectoriel M,,(R) et on considére 'application :

wE—> E
M — MB-BM

1. Montrer que v est linéaire de E dans F.
2. Montrer par récurrence que : Vk € N 9p(AF) = kA*.
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3. On suppose que Vk € N, A¥ £ 0. Montrer que 7 a une infinité de valeurs propres.

4. Conclure.
1

1
Exercice 1608 Soit M la matrice suivante : M = | —1 0
2 0

0
0
-1

. Calculer le polynéme ca-

ractéristique de M. En déduire M 1.

Exercice 1609 Soit f un endomorphisme de F = C". Soit 7y, ..., 1y des endomorphismes tous
non nuls de E et A\q,..., Ay N nombres complexes distincts. On suppose que :

N
VmeN "= Arm.
k=1

1. Montrer que VP € C[X], P(f) =31, PO\

On considére le polynome @ = [],,<n(X — At) et pour chaque p € {1, ..., N} les poly-
nomes suivants :

~ 1

Qp = (X — ) et Qp = Qp
AL 30
k#p
2. Calculer Q(f). Qu’en déduit-on pour f7
3. Montrer que Sp(f) C {\1, ..., An}
4. Montrer que Qp(f) = m,. Vérifier alors que m, o7, = { 0si p 74
T, s8ip=gq

5. Calculer f om,. En déduire que Sp(f) = {A1,..., An}-

On note E, 'espace propre associé a la valeur propre A,.

6. Montrer que Imm, C E,. Réciproquement, pour x € FE,, montrer que x € Kerm, pour
q # p (on calculera par exemple 7, o f(z) de deux facons différentes) puis que = = m,(z).
En déduire que E, C Im .

7. En déduire que Im 7, = E, et que Kerm, = P atp E,. Décrire géométriquement .
Exercice 1610 On considére 'application suivante :
f R,[X] — R, [X]
P o (X2-1P -2(nX+a)P

Vérifier que cette application est bien définie.
Déterminer ses valeurs propres, et les espaces propres associés.

Exercice 1611 Soit F un espace vectoriel de dimension n et u un endomorphisme de E ayant
n valeurs propres distinctes {1, ..., A\, }.

1. Montrer que ensemble Com = {v € L(F, E)/uv = vu} des endomorphismes de E qui
commutent avec u est un espace vectoriel.

2. (a) Soit v un élément de Com. Montrer que v préserve les espaces propres de u (c’est
a dire que si F, est un espace propre de u associé a la valeur propre A, on a Vx €
E)\,U<l’> c EA)

(b) Donner la dimension des espaces propres de w et montrer que si x est un vecteur
propre de u alors c’est aussi un vecteur propre de v.
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(c) A l'aide d’une base convenablement choisie, décrire tous les éléments de Com, et
montrer que Com est de dimension n.

3. Montrer que Vect(id, u, u?, ...,u" 1) C Com.

4. On veut maintenant étudier 'indépendance linéaire de la famille {id, u,u?,...,u""}. Pour
cela, on considére n réels ay, ..., a,_1 tels que Y oyu' = 0.

(a) Montrer que les («;) sont solution du systéme :

(

ap + A+ A+ L+ O‘n—l/\?_l — 0
( ) ag + Ay + Oég)\% + ... + 04n71>\§l_1 — 0
[ @0 + @A, + 042/\31 + ... + 057171)\2_1 - 0

1A A2 L ot
1A A2 oAt _
.. .= TII (A\j—X). En déduire 'ensemble des

1<i<j<n

(b) On rappel que :

D VD CARPD L
solutions du systéme (x) et conclure.

5. Montrer que Com = Vect(id, u, u?, ..., u""1).

[Exercice corrigé]

34.2 Diagonalisation
Exercice 1612 Soient trois vecteurs eq, es, es formant une base de R3. On note T 'application
linéaire définie par T'(e;) = T'(e3) = e3 et T'(e2) = —e1 + e + €3.

1. Déterminer le noyau de cette application linéaire. Donner la matrice A de T dans la base
donnée.

2. On pose fi = e —e3, fo =e1 — €9, f3 = —e1 + ex + e3. Calculer eq, ey, e3 en fonction de
f1, fo, fs. Les vecteurs fi, fa, f3 forment-ils une base de R3?

3. Calculer T(f,), T(f2), T(fs) en fonction de fi, fa, f3. Ecrire la matrice B de T' dans cette
nouvelle base.

1 1 -1
4. On pose P = 0 —1 1 . Vérifier que P est inversible et calculer P~!. Quelle
-1 0 1

relation relie A, B, P et P17

Exercice 1613 Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et de base (eq,es, e3). On désigne
par I 'application identité de E. Soit f une application linéaire de E dans F telle que f(e1) =
2e9 + 3es, f(ea) = 2e; — bey — 8eg, f(e3) = —ey + 4eg + Bes.

1. Donner la matrice de f dans la base (e, €9, €3).

2. Donner la dimension et une base de Ker(f — Ig).
3. Donner la dimension et une base de Ker(f?+ Ig).
4.

Montrer que la reunion des bases précédentes constitue une base de E. Quelle est la
matrice de f dans cette nouvelle base ? Et celle de f2?

Exercice 1614 Soit E un espace vectoriel de dimension n et f une application linéaire de E
dans F.
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1. Montrer que la condition f? = 0 est équivalente & Imf C Kerf. Quelle condition vérifie
alors le rang de f? On suppose dans la suite que f2 = 0.

2. Soit F' un supplémentaire de Kerf dans E et soit (eq,...,e,) une base de F. Montrer
que la famille des vecteurs (ey,... e, f(e1),..., f(e;)) est libre. Montrer comment la
compléter si nécessaire par des vecteurs de Kerf pour obtenir une base de E. Quelle est
la matrice de f dans cette base ?

3. Sous quelle condition nécessaire et suffisante a-t-on Imf = Kerf?

4. Exemple. Soit f une application linéaire de R3 dans R? de matrice dans la base canonique

1 0 1
M(f) = 2 0 2 |. Montrer que f? = 0. Déterminer une nouvelle base dans
-1 0 -1
laquelle la matrice de f a la forme indiquée dans la question 2).
Exercice 1615 Soit A = ; ;l > . Trouver les valeurs propres de A et les sous-espaces
propres correspondant. En déduire une matrice inversible P telle que P~*AP soit diagonale.
4 1 —1
Exercice 1616 Soit A= | 2 5 —2 | . Diagonaliser A.
11 2
111
Exercice 1617 Soit A = 1 1 1 |. Trouver, sans calculer le polynome caractéristique,
1 11

les valeurs propres de A. Cette matrice est-elle diagonalisable ?

Exercice 1618 On considére les matrices suivantes

3 11 1 2 2 1 10
A=\ 2 4 2 B = 1 2 -1 C=1010
113 -1 1 4 0 01

Ces matrices sont-elles diagonalisables 7 Si oui, les réduire.

Exercice 1619 Soit n un entier strictement supérieur a 1. Soit A une matrice n X n telle
que A" = 0 et A"t # 0. Soit xy un vecteur de R™ tel que A" 'z, # 0. Montrer que

(wo, Axg, A%xg, - , A" 120) est une base de R". Comment s’écrit la matrice A dans cette base ?
2 1 2

Application : on pose A = | —1 —1 —1 |. Calculer A® et donner une base de R*® dans
-1 0 -1

laquelle A a une forme simple.

Exercice 1620 On considére la matrice

Est-elle diagonalisable ? Justifier. Ecrire alors M sous une forme plus simple.

Exercice 1621 Soit T 'application linéaire de R? dans R?® définie par sa matrice A dans la
base canonique (ey, s, e3) de R? :
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1. Donner un base de Ker T et ImT'.
2. (a) Calculer le polynome caractéristique de T', puis ses valeurs propres.

(b) Justifier, sans calcul, que T soit diagonalisable et écrire une matrice diagonale sem-
blable a A .

(c) Calculer une base de R? formée de vecteurs propres de T
3. Soient f; = —2e; +ex+e3, fo =€ +ey+eset f3s = 2e; + 3ep — eg trois vecteurs de R3.
(a) Justifier que (f1, f2, f3) est une base de R® et écrire la matrice P de passage de la
base (e1, e, e3) a la base (fi, fo, f3)-
(b) Calculer P~1.
(c) Ecrire la matrice D de T dans la base (f1, fa, f3) -
4. Quelle relation relie A%, D3, P et P~!'? En déduire A3.

Exercice 1622 Lorsque c’est possible, diagonaliser les matrices suivantes :

5 1 1 3 -3 —4 -1 1 0 0 0 3 -1 7 —14

1 0 -1 0 2 0 -1 1 1 —-11 4 -1 7 —15

9 _9 1 2 -4 -3 0 2 -1 1 1 0o 0 3 —4

0 2 0 -1 3 -1 -1 3 0 0 2 =3
1 a1 0
. . 01 b 2

Exercice 1623 Pour quelles valeurs de (a,b,c) € C? la matrice A = 00 2 ¢ est-elle

00 0 2

diagonalisable 7 On ne cherchera pas & réduire explicitement A.

Exercice 1624 Soit u I'application suivante :
Ro[X] — RolX]
P — (2X+1)P—-(X2-1)P
Montrer que u est bien définie et linéaire. Déterminer les valeurs propres de wu, et, si c’est

possible, diagonaliser w.

Exercice 1625 Soit A € M,,(R). Montrer que si \ est une valeur propre complexe de A, alors
)\ est aussi une valeur propre de A. De méme, montrer que si x est un vecteur propre complexe
de A, alors Z (ot z désigne le vecteur dont les composantes sont les conjuguées des composantes
de x) est aussi un vecteur propre complexe de A.

-1 1 0
Diagonaliser A= 0 -1 1
1 0 -1
t 1 1
Exercice 1626 Soit A; la matrice A; = Lt . Sans calculer le polynéme carac-
L |
1 ... 1 ¢

téristique de A;, montrer que (f — 1) est valeur propre. Déterminer 'espace propre associé.
Que dire de la multiplicité de la valeur propre (¢t — 1)? En déduire le spectre de A;. A, est-elle
diagonalisable 7
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Exercice 1627 Pour quelles valeurs de a, b et ¢ les matrices suivantes sont-elles diagonali-
sables 7

1 a 1 0 0 a

0 1 b 0 0 b

0 0 ¢ a b c
Exercice 1628 Soient u et v deux endomorphismes diagonalisables de F, qui commutent (c’est
a dire tels que wuov = vow). On note Ay,..., A, (vesp. pu, ..., ) les valeurs propres de u
(resp. de v), et Fi, ..., F, les espaces propres associés (resp. Gy,...,G,).

1. Montrer que chaque G; (resp. F;) est stable par u (resp. v) (c’est & dire que u(G,) C G;).

2. On pose H;; = F; N G;. Soit i € {1,...,p}. Montrer que F; est la somme directe des
espaces (H;j)1<j<q-

3. En déduire I’énoncé suivant : Lorsque deux endomorphismes diagonalisables u et v com-

mutent, il existe une base formée de vecteurs propres communs a u et & v (en d’autres
termes, u et v sont diagonalisables simultanément dans la méme base).

Exercice 1629 Les matrices suivantes sont-elles diagonalisables, triangularisables ? Si oui, les
réduire.

3 -1 1 3 2 -2 13 -5 -2
A=(2 0o 1 Ay=1|-10 1 As=|-2 7 =8
1 -1 2 1 1 0 —5 4 7

Exercice 1630 Soit f un endomorphisme diagonalisable d’un espace vectoriel E et P un
polynome. Montrer que P(f) est diagonalisable.

Exercice 1631 Soit Py un polynome de R, [X], et f 'application suivante :
R,[X] — R,[X]

I P — R = reste de la division euclidienne de P par F,

A Taide d’un polynéme annulateur de f, montrer que f est diagonalisable.

Exercice 1632 Soit « et § deux réels, et A la matrice suivante :

1 —a -« 1
A 1-6 a a—-1 -=-p

6 —a l—a 1+0

0 « o 0

A quelle condition sur « et 3, A est-elle diagonalisable ?
On suppose a = 0 et 3 = 0. Vérifier que A(A —I) = 0. En déduire A" et (A+1)7'.

Exercice 1633 Les matrices suivantes sont-elles diagonalisables, triangularisables, sur R et
sur C?
Lorsqu’elles sont diagonalisables, donner une matrice diagonale semblable.

2 -1 =2

3 1 2 -1 1
-1 0 1
13 -1 -1 11 1 -1
A=122 0 -2 B=13 -4 5 -3 ¢= _14 _213
12 -1 0 00 0 2

Réduire explicitement A et C.
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Exercice 1634 On considére un endomorphisme f d'un C espace vectoriel E de dimension
finie n, tel que f? est diagonalisable. Le but de cet exercice est de démontrer que :

f est diagonalisable < Ker f = Ker f?

1. On suppose que f est diagonalisable. On note «y, ..., a,. les valeurs propres (distinctes) de
A, et I, ..., E, les espaces propres associés.

(a) Montrer que si Ker f = {0} alors Ker f? = {0}.

(b) On suppose maintenant que Ker f # {0}. On note ay,,..., 0, les autres valeurs
propres de f, et Ey, ..., E,. ses espaces propres. En utilisant que £ = Eg® 1 ®...0FE,,
montrer que si f%(z) = 0 alors f(x) = 0. En déduire que Ker f = Ker f2.

2. On suppose que Ker f = Ker f2.
(a) Montrer que si p est une valeur propre de f, alors p? est une valeur propre de f2.

i. Soit A une valeur propre non nulle de f2, et y et —u ses deux racines complexes.
Montrer que

Ker(f — pid) C Ker(f? — Aid) et que  Ker(f + pid) C Ker(f?* — Aid).
ii. Montrer que
Ker(f? — \id) = Ker(f — pid) @ Ker(f + pid)

(remarquer que Yy € Ker [ y = o ((f + pid)(y) — (f — pid)(y)))-
(b) Montrer (avec soin) que f est diagonalisable.

Exercice 1635 La matrice suivante est-elle diagonalisable, triangularisable ? Effectuer expli-
citement la réduction.

3 2 4
A=1-1 3 -1
—2 -1 -3

[Exercice corrigé]

Exercice 1636 Soit J = ( ) et A = (0 J). Calculer A2, puis A3. A l'aide d'un

J 10

polynéme annulateur de A, montrer que A est diagonalisable.

Sans chercher a calculer le polyndéme caractéristique de A, donner un ensemble fini contenant
toutes les valeurs propres de A, puis donner les valeurs valeurs propres elles mémes ainsi que
leurs multiplicités. En déduire le polyndéme caractéristique de A. [Exercice corrigé]

N[ N
Nl= N

Exercice 1637 On considére une matrice A € M,,,(C) et I'application ¢4 définie par :

. Mnn((c> - Mnn((c)
ZE —  AB

1. Montrer que ¢4 est linéaire.
Le but de 'exercice est de montrer que ¢4 est diagonalisable si et seulement si A est
diagonalisable.

2. Calculer ¢?(B), puis ¢%(B) pour k € N. En déduire que si P est un polynome, alors
P(@O = <J5P(A)-

3. En déduire que P est un polyndéme annulateur de A si et seulement si P est un polynome
annulateur de ¢4.
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4. Montrer que ¢4 est diagonalisable si et seulement si A 'est.

Exercice 1638 A n nombres complexes (ay,...,a,) € C" avec ag # 0, on associe la matrice

a, as - ay,
A, ="
" : 0
Qp
1. Quel est le rang de A,,. Qu’en déduit-on pour le polyndéme caractéristique y,, de A, 7
2. Calculer ya, x3.
3. On pose b, = a2+ - -+ a2. Par récurrence, montrer que x,, = (—X)"3(X? —a; X — b,).
4. Si b, =0, A, est-elle diagonalisable ?
5. Si b, # 0, a quelle condition A,, est-elle diagonalisable ?
1 -1 -1
Exercice 1639 Soit A la matrice A = [ —1 1 —1|. Calculer ‘A. La matrice A est-elle
-1 -1 1

diagonalisable 7
Trouver une matrice P orthogonale telle que P~1AP soit diagonale.

Exercice 1640 Soit F un espace vectoriel de dimension finie, et u un endomorphisme de FE tel
que u? = 0 pour un certain entier p. Quelles sont les valeurs propres de u. A quelle condition u
est-il diagonalisable 7 Montrer que u" = 0.

Exercice 1641 Déterminer les valeurs propres des matrices suivantes. Sont-elles diagonali-
sables, triangularisables ?

3 00 2 =21
A=12 2 0 B=13 =31
1 11 -1 2 0

A Taide du polynéme caractéristique de B, calculer B~!.

[Exercice corrigé]

1 -1 -1
Exercice 1642 Soit A la matrice A=| -1 1 -1
-1 -1 1

1. Calculer ‘A. La matrice A est-elle diagonalisable ?
2. Diagonaliser A.
3. Diagonaliser A dans une base orthonormée (pour le produit scalaire usuel de R3).

[Exercice corrigé]

Exercice 1643 Dans 'espace vectoriel R3[X], on considére I'application linéaire suivante :
R3[X] — Rs[X]
P — P(0)X?+ P'(0)X*+ 1P"(0)X + +P"(0)

1. Ecrire la matrice A de u dans la base canonique. Calculer A2

2. u est-elle diagonalisable ? Si oui, donner une base de R3[X] formée de vecteurs propres de
u.
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Exercice 1644 On considére un réel « et 'application T, suivante :

R[X] — R[X]

Lt p L XX —D)P" (14 aX)P

1. Montrer que pour tout entier n > 0, la restriction de T, & R,,[X] défini un endomorphisme
de R,[X].

2. On suppose pour cette question que n = 3.

(a) Ecrire la matrice de T, dans la base (1, X, X2 x3).

(b) Déterminer les valeurs propores de T,. On les note Ao, A1, Ao, A3.

()

(d) Donner un vecteur propre de T, pour chaque valeur propre, lorsque o = —1, puis

a = —4. L’endomorphisme T4 est-il diagonalisable 7

Déterminer les valeurs de a pour lesquelles T, a des valeurs propres multiples.

3. On suppose maintenant n > 3.
(a) Ecrire la matrice de T, dans la base (1, X, X2, ..., X").
(b) Déterminer les valeurs propores de T,. On les note Ao, A1, ..., Ay.

Déterminer les valeurs de « pour lesquelles T}, a des valeurs propres multiples. Dans
chaque cas, donner la liste des valeurs propres avec leurs multiplicités

—_~
o
~—

(d) Déterminer la dimension de Ker T, et de Im T, lorsque a ¢ {1 —n, ..., —1,0}.
(e) Déterminer Ker T, pour a = —1, puis a = 0. L’endomorphisme T} est-il diagonali-
sable ?

(f) Lorsque o = p — 1 avec p € {1,...,n}, donner un polynome P de degré inférieur ou
égal a n tel que T,,(P) = 0. En déduire Ker 7,,. Préciser sa dimension.

(g) Soit A\ une valeur propre simple de T,. Donner un vecteur propre de T, associé a
Ak

Exercice 1645 Soient R™ euclidien, f € O,(R). Montrer que f est diagonalisable si et seule-
ment si f est une symétrie orthogonale.

Exercice 1646 Diagonaliser en base orthonormale les matrices suivantes :

0 ... 0 a b

A= : : : : ,a;, € R; B = b ,a,b € R.
0 ... 0 Ap—1 ‘. .
ar ... Gp_1 Gp b

Peut-on déterminer a, b tels que B soit la matrice d’un produit scalaire ?
Exercice 1647 Montrer que si A est une matrice symétrique réelle, alors A+ I est inversible.

Exercice 1648 Soit f un endomorphisme de C? dont la matrice par rapport & la base cano-
nique est :

2 -1 1
M=| -1 k 1 ],oukeC.
1 1 2

(a) Déterminer, suivant les valeurs de k, la dimension du noyau de f.

(b) Montrer que M admet une valeur propre réelle entiére indépendante de k, et calculer toutes
les valeurs propres de M.

(¢) Indiquer toutes les valeurs de k pour lesquelles on obtient des valeurs propres multiples.
Pour quelles valeurs de ces k la matrice M est-elle semblable & une matrice diagonale ?
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Exercice 1649 Soit A € M, (R) telle que A? = —1.

1.
2.

Montrer que n est pair, n = 2p.

Calculer Spg(A) et montrer Spc(A) = {i, —i}. Pour quelle raison A est elle diagonalisable
sur C?

. Montrer que si {1, ...y} est une base de E;, alors {77, ...7x} est une base de E_;. Quelle

est donc la valeur de k7

Démontrer que A est semblable (dans M,(R)) a une matrice diagonale par blocs dont

10 > . (on pourra utiliser la question 3.)

chacun des blocs diagonaux est (

Exercice 1650 Soient M et N € M,(K). On note ¢y € L(M,(K)) lapplication N —
MN — NM.

1.

d.
6.

.SoitD:<

Soient A = <i23 :g) et B = (é ?) . Diagonaliser A et montrer que B n’est pas diago-

nalisable.

. Montrer que si /N est un vecteur propre associé a une valeur propre non nulle A\ de ¢,

alors N est nilpotente. (on pourra établir que pour tout k € N: MN* — N*M = kANE.)
Montrer que 'identité n’appartient pas a 'image de ). (utiliser la trace.)

1
0

Montrer que si M est diagonalisable, ¢, est diagonalisable.

_01) . Diagonaliser ¢p puis ¢ 4. Montrer que ¢p n’est pas diagonalisable.

Etablir la réciproque lorsque M a au moins une valeur propre.

Exercice 1651 Soit £ un K-espace vectoriel. Une application p € L(E) est nommeée projecteur
lorsque p? = p.

1.
2.

3.

4.

Montrer que si p est un projecteur 1—p est un projecteur. Montrer que Im (p)®Ker(p) = E.

On suppose que K = R. Soient p et ¢ deux projecteurs tels que p + ¢ soit aussi un
projecteur. Montrer que :

(a) pg=gp=0.
(b) Im(p + ¢) = Im(p) + Im(q).
(c) Ker(p+ q) = Ker(p) N Ker(g).
On suppose désormais E de dimension finie et K = R.

Montrer que tout projecteur est diagonalisable et que deux projecteurs sont semblables
si et seulement si ils ont méme trace.

Montrer que toute matrice diagonalisable est combinaison linéaire de projecteurs.

Exercice 1652 Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie, P € K[X] et u € L(FE). On
note P(Sp(u)) = {P(\); A € Sp(u)}.

1.
2.
3.

On suppose que u est diagonalisable. Montrer que P(Sp(u)) = Sp(P(u)).
Montrer, dans le cas général, P(Sp(u)) C Sp(P(u)).
Lorsque K = C montrer que Sp(P(u)) C P(Sp(u)). Ce résultat est-il vrai lorsque K =R ?

Exercice 1653 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E) telle que f? soit
diagonalisable. Montrer que f est diagonalisable si et seulement si Ker (f) = Ker(f?).
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1
1
-1

11
Exercice 1654 Soit f € £(R?) déterminée par sa matrice M = 1 1| dans une base
11

{61, €9, 63} de R5
1. Montrer que M est diagonalisable.
2. Montrer que la restriction de f a tout sous-espace stable est diagonalisable.

3. En déduire tous les sous-espaces de R? stables par f.

Exercice 1655 Soit M € M, (K) et ¢y € L(M,(K)) Papplication N — MN. Montrer que
o est diagonalisable si et seulement si M est diagonalisable. (utiliser le polynéme minimal.)

Exercice 1656 Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L£(FE) diagonalisable.
Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) La famille {id, f, f%,..., f* '} est libre.
(ii) Il existe z € E : {z, f(z), f*(z),..., f" ' (x)} engendre FE.

(iii) Les valeurs propres de f sont simples.

Exercice 1657 Soit p I'application de R4[X] dans lui-méme qui & un polynoéme P associe le
reste de la division euclidienne de P par (X2 —1).

1. Montrer que p est linéaire.
2. Montrer que p? = p. En déduire que p est diagonalisable.

3. Déterminer (de préférence sans calcul) une base de vecteurs propres pour p.

Exercice 1658 Soit f 'endomorphisme de R3, dont la matrice dans la base canonique {ey, 2, 3}
est

3 2 =2
A= -1 0 1
1 1 0

1. Calculer les valeurs propores de A. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

2. Calculer (A — I)2. En déduire A", en utilisant la formule du binome de Newton.

3. Soient P(X) = (X —1)? et Q € R[X]. Exprimer le reste de la division euclidienne de Q)
par P en fonction de Q(1) et Q'(1), ot Q' est le polynome dérivé de Q.
En remarquant que P(A) = 0 (on dit alors que P est un polynome annulateur de A) et
en utilisant le résultat précédent avec un choix judicieux du polynome (@, retrouver A™.

4. Montrer que I'image de R? par 'endomorphisme (A—1I) est un sous-espace de dimension 1,
dont on désignera une base par ;. Déterminer ensuite un vecteur e3 tel que f(e3) = ea+es.

Soit enfin 1, un vecteur propre de f, non colinéaire & e5. Ecrire A, la matrice de f dans
la base {1, 9,23}, ainsi que la matrice de passage P et son inverse P~!. Retrouver A".

Exercice 1659 Soit f un automorphisme d’'un C-espace vectoriel £ de dimension finie. Mon-
trer que f est diagonalisable si et seulement si f? est diagonalisable.

Exercice 1660 Les questions sont indépendantes. K désigne R ou C, E est un K-espace
vectoriel de dimension finie n, B = (ey, ..., ;) est une base fixée de E et f un endomorphisme
de F.

1. Quels sont les valeurs propres de ’endomorphisme nul de E'?
. 3 2 4
2. On suppose que la matrice de f dans B est M = <71 3 71>.

(a) 2 est-il valeur propre de f?
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(b) Le vecteur 2e; + es + e3 est-il un vecteur propre de f7

3. Pourquoi un vecteur de E ne peut-il étre vecteur propre relativement a deux valeurs
propres distinctes ?

4. (a) Est-il vrai que si A est une valeur propre de f et si P est un polynéme annulateur
de f alors A est racine de P7?

(b) Est-il vrai que si A est une racine d’un polynéme annulateur de f alors A\ est une
valeur propre de f?

5. Montrer que si f2 —2f +Idg = 0 alors 1 est valeur propre de f.
6. Montrer qu’il existe toujours au moins un scalaire « tel que f — aldg est bijectif.

7. Donner un exemple d’endomorphisme f de E avec n = 2 tel que la somme de deux
vecteurs propres de f n’est pas un vecteur propre de f.

8. On suppose que E = E; @ Ey et que si x € F s’écrit 1 + x5 avec 11 € Ey et 19 € Fy
alors f(x) = 2x; — 3xa.
(a) Quel résultat assure Uexistence d'un tel endomorphisme ?

(b) Montrer que f est diagonalisable.
9. La matrice M = (é g (1)) est-elle diagonalisable 7

10. Si I’ endomorphisme f admet 0 pour valeur propre et est diagonalisable, que peut-on dire
de la dimension du noyau de f7

Exercice 1661 Etudier le caractére diagonalisable des matrices suivantes et le cas échéant, les
diagonaliser :

1. A= (%213;) € Ms(R),

43—
1-110 1

2 B (801%%) 9) e My(R)
00 01-2
0002-3
0100

3. C= (5’{55) e My(C),k e C.
0100

Exercice 1662 Soient A € M, (K) telle que tr(A) # 0 et

fiMu(K) — M, (K), M — tr(A)M — tr(M)A.

1. Montrer que f est un endomorphisme de M,,(K).

2. Montrer que 7 = {M € M, (K) : tr(M) = 0} et vect(A) sont des sous-espaces propres
de f.

3. En déduire que f est diagonalisable et écrire la matrice réduite de f.

Exercice 1663 Montrer que si le polynéme minimal d’un endomorphisme f d’'un K-espace
vectoriel de dimension finie admet une racine A\ € K alors )\ est valeur propre de f.

Exercice 1664 Etudier le caractére diagonalisable des matrices suivantes

3 2 4
LA=| -1 3 -1 |eMy®),
2 1 -3
0 ... 01
2. B— | ° C e MaR),n > 2,
0 ... 01
1 10
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Exercice 1665 Soient £ un K-espace vectoriel de dimension n et f un endomorphisme de E
de rang 1.

1. Montrer que si f est diagonalisable alors tr(f) # 0.

2. Montrer qu’il existe A € K tel que le polynéme cararactéristique de f s’écrive
Xs = (=1)"X"HX = ).

3. (a) Montrer que f est diagonalisable si et seulement si tr (f) # 0.

(b) Réduire sans calcul la matrice A = (—12 —12 :21) € M;3(R) et donner sans calcul les

sous-espaces vectoriels propres.

Exercice 1666 Soient les matrices A = (_%

1. Soit Y € M3(R) telle que Y? = D.

(a) Montrer que Y et D commutent.

0
3
0

—OO

) € My(R), D = (

OO
QWO
oo

) € Ms(R).

1

(b) En déduire que Y est diagonale puis déterminer Y.
2. (a) Montrer que A est diagonalisable.
(b) En déduire les solutions X € M3(R) de I'équation X? = A.

Exercice 1667 Soient E un C-espace vectoriel de dimension n et f un endomorphisme de E.
1. Montrer que si f est diagonalisable alors f? est diagonalisable et rg(f) = rg(f?).
2. Soit p € C\ {0}. Montrer que ker(f? — p2ldg) = ker(f — pldg) @ ker(f + pldg).
3. On suppose rg(f) = rg(f?).
(a) Montrer que ker(f) = ker(f?).
(b) On suppose en outre que f? est diagonalisable. Montrer que f est diagonalisable.
Exercice 1668 On considere la matrice par blocs A = ( [O _OI" > € My, (C).
1. Calculer A2

2. Rechercher les éléments propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable ?

Exercice 1669 On désigne par F 'espace vectoriel des polyndome s & coefficients réels, et par
E,, le sous-espace des polynome s de degré au plus n.

1. Montrer que pour tout = dans R, AP(x) = (x4 1)P'(z) + 2P (x) définit une application
linéaire de E dans F. Quel est le degré de AP lorsque P appartient a F,, 7

2. On considére Ay, la restriction de A au sous-espace F,. Déterminer les valeurs propres
de A,. L’endomorphisme Aj est-il diagonalisable ? Est-ce que As est un isomorphisme ?

3. En utilisant la définition des valeurs propres, calculer les valeurs propres et les polynome
s propres de A.

Exercice 1670 Pour tout élément non nul a = (ay, as, ... ,a,) de R™, on considére ’endomor-
phisme u de R™ dont la matrice dans la base canonique {e;;,4,j = 1,2,... ,n} est la matrice
A= (ai,j) ol Q; 5 = ;G .

1. Déterminer le noyau et 'image de u.

2. En déduire les sous-espaces propres de wu. Déterminer les valeurs propres de u. L’endo-
morphisme u est-il diagonalisable ?

3. Quel est le polynéme caractéristique de u?
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Exercice 1671 Soit B une matrice diagonalisable de M,, (R). On définit son rayon spectral
par
p(B) = max {|\| avec A est une valeur propre de B}.

1. Montrer que lim;_,, . B¥ = 0.

2. En déduire que I — B est inversible et que (I — B)~ ZBk

Exercice 1672 (Endomorphisme diagonalisable de R?) On considére I’endomorphisme a
. ) . . 7 —10

de E = R? dont la matrice représentative A = [a]¢ dans la base canonique e est [ 5 _8 } .
Calculer la trace, le déterminant, le polyndéme caractéristique et le spectre de a. Quel théoréeme
du cours garantit 'existence d’une base f = ( fl, fz) de vecteurs propres7 Choisir ensuite f
telle que [idg$ et [idg]/ soient a coefficients entiers. Dessiner f1 et fs, en prenant des unités
d’axes assez petites. Dessiner quelques vecteurs 7 et leurs images a(Z) a laide de f.

Trouver deux matrices P et D carrées d’ordre 2 telles que D soit diagonale, P inversible et

A= PDP~!. Calculer [af’o];, [a™]¢ et APY. Calculer limy,o 5370

[Exercice corrigé]

Exercice 1673 (Endomorphisme d’un espace de matrices) Soit K un corps commutatif
quelconque, et soit F' = M, (K) l'espace vectoriel sur K des matrices carrées d’ordre n a
coefficients dans K. Si ¢ et j sont des entiers compris entre 1 et n, on note par F;; I’élément
de F dont le coefficient (i,7) est 1 et dont les autres coefficients sont nuls. Montrer que les
F;; forment une base de F. Dimension de F'?7 Soit D dans F et diagonale. Soient o et 3
dans K et soit I’endomorphisme ® de F' qui a la matrice X fait correspondre la matrice
®(X) =aXD+pDX. Calculer ®(Fj;). ® est il un endomorphisme diagonalisable ? Donner son
polynome caractéristique en fonction des coefficients de D et de « et 3.

[Exercice corrigé]

Exercice 1674 Soit 0 €]0, 7. On consideére les deux matrices d’ordre n :

o 1 0 - 0 0 [ 2cosf 1 0 e 0 0
1 0 1 - 0 0 1 2cosf 1 0 0
e I O Tl B S A Y
0 0 0 - 0 1 0 0 0 <o+ 2cosf 1
o 0o o0 - 1 0 ] | 0 0 0 e 1 2cost) |

Montrer par récurrence que det B = W (Méthode : développer par rapport a la derniére
ligne). Montrer que det B s’annule pour n valeurs distinctes de 6 de |0, 7[, et les déterminer.
Si P4 est le polynome caractéristique de A, calculer P4(—2cosf) et déduire de ce qui précéde
les valeurs propres de A. Montrer que les valeurs propres des matrices 21, + A et 21,, — A sont
strictement positives.

[Exercice corrigé]

35 Réduction d’endomorphismes : autres réductions

35.1 Sous-espaces stables

Exercice 1675 Soit ’endomorphisme f de R? canoniquement associé a la matrice M =

(—11 % %) Le plan P d’équation y + z = 0 est-il stable par f7 La droite vect {(1,1,1)} est-
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elle stable par f?

Exercice 1676 Soit f € Lr(FE) telle que 2+ f2+ f = 0 ou E est un R-espace vectoriel de
dimension finie et soit F' = Im f.

1. (a) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel stable par f.

Montrer que ker f NIm f = {0}.

En déduire que la restriction g de f a F' est un automorphisme de F.
Montrer que si A € Spr(f) alors A = 0.

En déduire que le rang de f est pair (raisonner par Pabsurde et étudier les racines
réelles du polyndome caractéristique de g).

Exercice 1677 Soient f € L(F) et a € E.

1. Montrer que le plus petit sous-espace vectoriel de FE contenant a et stable par f est
F, = vect { f*(a) : k € N}.
2. Montrer que si dim(E) = n alors F, = vect { f*(a) : k=0,...,n —1}.

11 -1
3. Soit endomorphisme f de R? canoniquement associé a la matrice A = (—12 2 21> €

M3(R). Montrer qu’il n’existe pas a € R3 tel que F, = R3. Généraliser a4 un endomor-
phisme diagonalisable.

Exercice 1678 Soient f € L(F), F un sous-espace vectoriel de E stable par f et g 'endomor-
phisme de G induit par f.

1. Montrer que si P € K[X] vérifie P(f) = 0 alors P(g) = 0.
2. En déduire que si f est diagonalisable alors g est diagonalisable.

3. Application : trouver tous les sous-espaces vectoriels stables par ’endomorphisme f de
1 1 -1
R3 canoniquement associé a la matrice A = (—12 2 21> e M;(R).

4
Exercice 1679 1. Montrer que A = (:3% 51 :é) € M;3(R) est trigonalisable. A est-elle
diagonalisable ? Réduire A et déterminer son polynéme minimal.

2 —1 2
2. Méme question pour A = (_51 s _32> € M3(R).

Exercice 1680 Quel est le polynome caractéristique d’'un endomorphisme nilpotent d’'un C-
espace vectoriel de dimension finie ?

Exercice 1681 Soit A € M,,(R) et soient Ay, ..., A, ses valeurs propres complexes. Exprimer
tr(AP) ot p € N en fonction des \;, j =1,...,n.
Exercice 1682 Soient f et g deux endomorphismes de E tels que fg =gf.

1. Soit x € E. Montrer que si n € N et f(z) = g(x) alors f*(x) = ¢"(x).
Dans toute la suite, on suppose g nilpotent.

2. (a) Déduire de 1. que si f est inversible alors f + g est inversible.
(b) Déduire de (a) que si f + g est inversible alors f est inversible.

3. (a) Soit h € L(F) nilpotent. Montrer que det(h + Idg) = 1.

(b)

b) Montrer que det(f + g) = det(f) (on distinguera selon que f est inversible ou non
et on utilisera les questions précédentes.

Exercice 1683 Soient E un K-espace vectoriel, f et g des endomorphismes de E tels que
fog=go fet Pun polynome de K[X].
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1. Montrer que P(g) et f commutent.

2. Montrer que le noyau et I'image de 'endomorphisme P(g) sont stables par f. Donner des
cas particuliers de cette situation.

Exercice 1684 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, f un endomorphisme de E
et F' un sous-espace vectoriel de E stable par f. On désigne par g 'endomorphisme de F' induit
par f sur F.

1. Montrer que Sp(g) C Sp(f).

2. Montrer que si P(f) = 0 alors P(g) = 0. En déduire que le polynéme minimal de g divise
celui de f.

Exercice 1685 Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, f un endomorphisme de F.
Montrer que si f admet un sous-espace vectoriel propre de dimension p > 2 alors il admet une
infinité de sous-espaces vectoriels stables par f.

35.2 Trigonalisation

Exercice 1686 Trigonaliser les matrices réelles suivantes :

—21 1
1. A= ( 8 1 —5> ,
4 3-3
3 2-2
2. B= <71 01 > .
110
Exercice 1687 Mettre sous forme triangulaire les matrices suivantes :

42 =2 0 2 2
15 -1 |]; i1 3 -1
13 1 -1 3 3

Exercice 1688 Soient les matrices a coeflicients réels suivantes

1-110 1 0
—2 -3 2 00110
A:(l 272>, B=|0-1201 C=(73
2 4 -3 0001 9
0002

1. Trigonaliser les matrices A, B et C.

o= O
O RO

QOwWoN
N—

2. Déterminer le polyndme minimal de A, B et C.

Exercice 1689 Soit f I'endomorphisme de 1'espace vectoriel canonique R? dont la matrice
dans la base canonique B est
—22 -2

1. Montrer que R3 = ker f? & ker(f — 2Id).

2. Trouver une base B’ de R? telle que
N (010
mat(f,B) = <888> :

3. Soit g € L(R?) tel que g*> = f. Montrer que ker f? est stable par g. En déduire qu’un tel
endomorphisme g ne peut exister.

1 1 0
Exercice 1690 Soit A= [ 1/2 3/2 —1/2| € M3(R) et f 'endomorphisme linéaire de R?
~1/2 1/2 3/2

ayant pour matrice A dans la base canonique ¢ de R3.
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1. Calculer le polynéme caractéristique de A.
2 00
2. Trouver une base €' = {e1, 2, e3} de R? telle que Mat(f,e') = [0 1 1
0 01
3. Soit g € £(R?) un endomorphisme tel que fog = go f. Montrer que Ker(f — 21d) et
Ker(f — Id)? sont laissés stables par g. En déduire que la matrice de g dans ¢ est de
A 00
N a b\ (1 1\ (1 1\ [a b L
la forme Mat(g,e’) = |0 a b | avec (C d) (0 1) = (O Ul a) Préciser les
0 ¢ d
valeurs possibles de a, b, ¢ et d.
4. Soit F'={B € M3(R); AB = BA}. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de M3(R).

Calculer sa dimension (on pourra utiliser la question 3.).

Exercice 1691 Les questions sont indépendantes. K désigne R ou C, E est un K-espace
vectoriel de dimension finie n, B = (ey, ..., €,) est une base fixée de E et f. un endomorphisme

de FE.
1.
2.
3.

Donner un exemple de matrice de Ms(K') non trigonalisable.
Donner un exemple de matrice de M, (K) a la fois non diagonalisable et trigonalisable.

Déterminer sans calculs les valeurs propres complexes de f s i sa matrice dans B est
101

M=1(010).
101

. 3 2 4
. On suppose que n = 3 et que la matrice de f dans la base B est M = (:; 3 :é) Montrer

que le plan d’équation x + 2z = 0 est stable par f.

5. Que peut-on dire d’un vecteur générateur d’une droite stable par f?

Montrer que si 'endomorphisme f est trigonalisable alors il admet au moins un sous-
espace vectoriel stable par f et de dimension k € [0, n] fixée.

35.3 Réduction de Jordan

Exercice 1692 Soit E un espace vectoriel réel de dimension 4. Soit :

1 00 0
-1 4 1 =2
U= 2 1 2 -1
1 21 0

la matrice d'un endomorphisme u de F dans la base canonique de E.

1.

Calculer le polynome caractéristique de u. Déterminer les sous-espaces propres FE; et Fs.
Pourquoi u est-il non diagonalisable 7 Est-il triangularisable 7

Déterminer les sous-espaces caractéristiques I} et Fy. Pour k = 1,2, donner l'ordre (3 du
nilpotent (u — Ap.idg)|m, (A1 =1, A2 = 2).

Sive Fyetov ¢ ker(u— 2idg)® L, montrer que f; = (u — 2.idg)» 1(v), fi = (u —
2.idg)*”272(v), ..., fs, = v forment une base de Fy.

. Onnote f ={f1,..., f1} la complétée de la base précédente par une base de Fj. Vérifier

que T = [u]f est triangulaire. Décomposer T sous la forme D + N, ou D est diagonale,
N est nilpotente, et DN = ND. Calculer 7°.
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Exercice 1693 Quel est le polyndme caractéristique d’un endomorphisme nilpotent d’'un C-
espace vectoriel de dimension finie?

Exercice 1694 Donner toutes les réduites de Jordan de M, (C) des endomorphismes nilpo-
tents pour 1 < n < 4.

Exercice 1695 Soit p l'application de R4[X] dans lui-méme qui & un polynéme P associe le
reste de la division euclidienne de P par (X2 —1).

1. Montrer que p est linéaire.
2. Montrer que p? = p. En déduire que p est diagonalisable.

3. Déterminer (de préférence sans calcul) une base de vecteurs propres pour p.

0010 0100

Exercice 1696 Les matrices 0001 et 00 € M,(C) ont-elles une racine
0000 0001
0000 0000

carrée 7

Exercice 1697 Réduire sous la forme de Jordan les matrices suivantes :

40 0 0 3 -1 1 -7
_1113 00 1 0 9 -3 —7 —1
1_10’ 01 2 2| 0 0 4 -8

01 -1 1 0 0 2 —4

Exercice 1698 Soit £ un C-espace vectoriel de dimension finie n. Soit f € L(E) un endomor-
phisme nilpotent d’indice N (le plus petit entier p tel que f? = 0). Montrer que

N =n<&rangf =n—1.

35.4 Autres réductions

Exercice 1699 Soit u € £(R?) de matrice dans la base canonique :

1 -1 2 -2
0 0 1 -1
A= 1 -1 1 0
1 -1 1 0

1. Déterminer le polyndme caractéristique P, de u. Trouver les valeurs propres et les sous-
espaces caractéristiques Fj.

2. Donner une base suivant laquelle la matrice de u se décompose en deux blocs diagonaux.

3. Donner les projections p; de R* sur Fj.

Exercice 1700 Soit A € M3(R) telle que A% = —A et A # 0. Montrer que A est semblable a
00 O
0 0 -1
01 0

Exercice 1701 Soient n € N\ {0} et f I'endomorphisme de I'espace vectoriel R?*" dont la
matrice dans la base canonique est la matrice par blocs M = ( é’; é’;) € My, (R) .

1. Déterminer le polynéme caractéristique de M.
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2. (a) Déterminer le noyau de f.
(b) Montrer que f est diagonalisable.

Exercice 1702 Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie n, et v un endomorphisme de
E.

Soit 2o € E \ {0}. On note x;, = u*(xy) et F le sous espace vectoriel engendré par la famille
{zk, k € N}, c’est a dire 'ensemble des combinaisons linéaires finies de vecteurs de xy,k € N :

N
F = {x €FE/3INeNIag... ay) e RV :E:Zozixi}
=0

1. Montrer que F est stable par u, c’est a dire que Vo € F,u(z) € F.

2. Montrer qu’il existe un entier k < n tel que (xg, 21, ..., xx) soit libre et (zg, x1,...,TEr1)
soit liée. Montrer alors qu’il existe des scalaires (ag, ay,...,ax) tels que

L1 = Aoy + a2+ -0+ apxg

3. En déduire que le polynéme Py = X*! — Zl 0 @ X" satisgfait (Py(u))(zo) = 0.
4. Montrer que pour tout z de F, il existe un polynéme P € R[X] tel que z = ( )

5. A Taide des questions (3) et (4), montrer que Vz € F,3R € Ry[X],z = (R(u))(zo).
(on pourra effectuer la division eulidienne de P par Pp)

6. En déduire que (xg...xy) est une base de F.

7. Ecrire la matrice de la restriction wu|, de u a F' dans cette base. Quel est le polynome
caractéristique de @ ?

8. Montrer qu’il existe une base B de E dans la quelle

C, 0 - 0
Mat,, (u) = 0 G

: 0

0o --- 0 C,

ol les matrices C; sont des matrices Compagnon.

[Exercice corrigé]

35.5 Applications
Exercice 1703 Soit A € M3(R) la matrice

A=

O = O
S O =

1
1
1

Donner un polynéme annulateur de A de degré aussi petit que possible. En déduire A~!, A3,
et A°.

Exercice 1704 Résoudre les systémes différentiels suivants

Z—fz4x+6y Z—fz2x+y+z
W = _3r — by W= 3 o+ 3y + 4z
dz dz

o = —3x — 6y — b5z = = =3z - y — 2z
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Exercice 1705 Déterminer toutes les suites (u,) telles que :

{Vn eN Unp43 + Un+2 + Un+1 + Uy, = 0

Uy = 17U1 = 2,UQ =0
Résoudre I'équation différentielle :

f”/+f”+f/+f:0
f(0)=1, f'(0) =0, f"(0) =0

Exercice 1706 Résoudre le systéme différentiel suivant :

e — 9p(t) + 2y(t) + 2:(1)
Wo— () + 3y(t) + 22(t)
T = —x(t) — y(t

)
) — =)
Donner toutes les solutions qui satisfont x(0) =1, y(0) =

Exercice 1707 Réduire la matrice
1
1

0
A= |1
1 -3

=~ O =

(c’est a dire étudier la diagonalisabilité ou la triangularisabilité de A, et donner une matrice P
telle que P~YAP soit aussi simple que possible)

Application : Déterminer toutes les fonctions dérivables x,y,z de R dans R satisfaisant les
conditions :

¥ =y+z z(0) =1
Yy =x+y et y(0) =0
2 =1x—3y+4z 2(0) =0

(on rappelle qu’il n'est pas utile de calculer P7'...)
Exercice 1708 Déterminer toutes les suites (u,),en & valeur complexes telles que :

Vn € N, Up+3 + 2un+2 + 2un—i—l + Uy = 0.

Montrer que les suites réelles satisfaisant cette relation sont les suites de la forme :
2nm
u, = A(—=1)" + B COS(T + )

o A, B et ¢ sont des réels.

Exercice 1709 Etant donnés quatre nombres réels (ug, vo, wo, To), on définit quatre nouveaux
nombres (uy, vy, wy, z1) en calculant les moyennes suivantes : u; = w T w
wy = YHNIREI0 et gy = BottotUodZno By jtérant ce procédé, on définit quatre suites (u,),
(vn), (wy), et (z,) telles que pour tout n € N on ait :

b

( Upp = 5(2un+vn+wn+xn)
vnﬂ—%(un—i-%n—i-wn—l—xn)
wn+1—%( + v, + 2w, + )

{ @nr1= 5 (Un + vy + Wy + 224)
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1. Ecrire la matrice A associée a cette relation de récurrence, et la matrice B = 5A. Que
dire de la diagonalisabilité de B 7

2. Sans calculer le polynome caractéristique de B, montrer que 1 est valeur propre de B.
Quelle est la dimension de 'espace propre associé 7 Que dire de la multiplicité de 1 comme
valeur propre de B?

3. En utilisant la trace de B, déterminer toutes les valeurs propres de B.
4. Donner un polynéme annulateur de B de degré 2.

5. En déduire I'existence de deux réels a,, et b,, que 'on calculera, tels que B" = a,B +b,1.

a b
6. Calculer lim —~ et lim —-. En déduire que la suite de matrices (A")nen est convergente

n—oo QN n—00

et donner sa limite.

(On rappelle qu’une suite de matrices M, est dite convergente si chaque suite de coeffi-
cient est convergente. On pourra utiliser sans démonstration la continuité des opérations
élémentaires sur les matrices pour cette notion de limite, c’est a dire que :
- 51 (\n) est une suite convergente alors pour toute matrice M, la suite (A, M) est
convergente et lim (A, M) = (lim \,)M
n—oo n—oo
- si (M,) est une suite de matrices convergente alors pour tout vecteur X, la suite de
vecteurs (M, X) est convergente et lim (M, X) = (lim M,)X.)
n—oo n—oo

7. En déduire que les suites (up)nen, (Un)nens (Wn)nen, €t (Zn)nen sont convergentes, et
donner leur limite.

Exercice 1710 Donner toutes les suites (z,,), (yn) et (z,) telles que : (on notera w = €5 )
Tp+l = Tn 1 Yn

Vn € N, Ynil = Yn + Zn
Zn4+1 = Zn + z,

Parmi les solutions de ce systéme, donner celle qui satisfait zo =2 et yo = 290 = 1.

[Exercice corrigé]

Exercice 1711 Soit a un réel. On considére le systéme a n équations et n inconnues suivant :
ary —xy =10

—Zp1t+ax,—2,01 =0 2<p<n—1)
—Zp_1tax, =0

Ecrire la matrice A, associée & ce systéme. On note D,, = det A,,. Calculer D,, en fonction de
Dn—l et Dn—2

a —b —c —d

. 1 . b a d —c
Exercice 1712 On considére la matrice A = e —d o b | avec (b,e,d) # (0,0,0).

d ¢ —=b a

1. Calculer A*A. Que vaut det A au signe prés ?

2. En étudiant le signe du terme en a* dans le déterminant de A, montrer que det A =

(a®+b*+c?+d?)%. Sans calcul supplémentaire, en déduire que le polyndéme caractéristique
de Aest xa= ((a—X)2+0*+ A+ d*)>
3. A est-elle diagonalisable sur R ? (justifier)
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4. On se place maintenant dans le cas ot a = 1, b = ¢ = d = —1. Vérifier que (2\/§, 1,1,1)
et (—1,iv/3, —1,1) sont des vecteurs propres de A, puis diagonaliser A sur C.

5. Application : résoudre le systéme récurent suivant (il n’est pas nécessaire de calculer
Iinverse de la matrice de passage de la question précédente). On notera w = 1/2+iv/3/2 =

et /3,
Upr1 =  Up+ Uy +wy + hy u = 1
Upt1 = —Up+v, —w,+h, vg = 0
Wpy1 = —Up+ Uy +w, — hy wyg = 0
hpi1i = —Up — vy +w, + hy hgp = 0

[Exercice corrigé]

Exercice 1713 Résoudre le systéme différentiel X’ = AX ou A est la matrice :

3 2 4
A=1[-1 3 —-1| e M3R).
-2 -1 -3

Exercice 1714 Soit la matrice A = (:3% —§1 :4é> € M3(R).

Par différentes méthodes, calculer A™, pour n € N. Montrer que la formule obtenue a un sens
pour n € Z et donner plusieurs méthodes pour établir sa validité dans ce cas.

Exercice 1715 Soit ’endomorphisme f € £(R?) dont la matrice dans la base canonique de
R3 est :
—21 1
M = ( 8 1 75> .
43-3
1. Déterminer toutes les droites vectorielles de R3 stables par f.

2. Déterminer toutes les plans vectoriels P de R? stables par f (on commencera par étudier
le polynome caractéristique de la restriction de f a P).

3. Donner la liste de tous les sous-espaces vectoriels de R? stables par f.

Exercice 1716 Calculer les puissances et I'exponentielle (e = XL’B %k) des matrices sui-
vantes :
4 10 3 2 4
B=10 4 1], A=1-1 3 -1
0 0 4 -2 -1 -3

Exercice 1717 Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n. Soit f € L(FE) diagonali-
sable. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe g € L(E) tel que ¢g* = f.
Dans le cas d’existence de g, donner le nombre exact de g tel que g% = f.

Application Soit :

Montrer qu’il existe N € M3(R) telle que N? = M. Déterminer une N.

Exercice 1718 Soit M € M,,(C). Montrer que M et M sont semblables.
Indication : le montrer d’abord pour des blocs de Jordan n’ayant que des 1 au-dessus de la
diagonale.

Exercice 1719 Soit M € M, (C). Donner une condition nécessaire et suffisante sur M pour
que M et 2M soient semblables.
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Exercice 1720 Soit a € L(E) un endomorphisme d’'un K-espace vectoriel de dimension n
ayant n valeurs propres distinctes. On pose

C={uel(E):au=ua}.

1. Soit v € C.

(a) Montrer que tout sous-espace vectoriel propre de a est stable par u.
b

(b) En déduire que u est diagonalisable.
2. (a) Montrer que C est un sous-espace vectoriel de L£(E) et que dimC = n.
(b)

b) Montrer que la famille (Idg, a, ...,a"!) est une famille libre de £(F) (raisonner par
I'absurde et utiliser le polynéme minimal de a.)

(¢) En déduire que C = {P(u) : P € K[X]}.
Exercice 1721 Soient f € £(E) un endomorphisme et a € E tels que la famille (a, f(a), ..., f*'(a))

est une base de F.

1. Soit P € K[X]\ {0} un polynéme annulateur de f. Montrer que deg(P) > n (raisonner
par absurde).

2. En déduire que le polynome minimal de f est (au signe prés) le polynome caractéristique
de f.

Exercice 1722 Donner un exemple de deux matrices de M, (R) ayant méme polynéme ca-

ractéristique et méme polyndéme minimal et pourtant non semblables. Qu’en est-il pour deux
matrices de My(R)?

Exercice 1723 Soit le R-espace vectoriel
S = {(un)neN eRY:Vn >3 u, = 3up_1 — 3up_o + Un_g} )
1. Montrer que 'application
f:8 =R u= (up)nen = (uo, ur, uz)

est un isomorphisme de R-espace vectoriels.
. . 010 . .
2. Soient la matrice A = ((1) 0, ;1:.> € M3(R), o € L(R?) 'endomorphisme canoniquement
associé a A et, pour n = 2, U, = (Up_2,Up_1,U,) € R3. Montrer que o(U,_;) = U, et en

déduire une base de S.

Exercice 1724 Soient (Z,)nen, (Yn)nen et (2n)nen trois suites de nombres réels satisfaisant aux
relations de récurrence :

I+l = Yn — Tp + Zn
Yntl = Tpn — Yo + 2
Zp+l = Tp + Y — Zn

Calculer les valeurs de z,, vy, et z, en fonction de xq, yo et zp.

Exercice 1725 Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(FE) telle que f? = f.
Pour quelles valeurs de ¢t € R I'endomorphisme f; = id + tf est inversible ? Calculer f; '

Exercice 1726 Etudier les solutions (suivant A) dans M;(C) de ’équation X? = A.
Exercice 1727 Soit A € M, (K). On note C(A) = {B € M,(K); AB = BA}.
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1. On suppose que A a des valeurs propres simples. Montrer que les propriétés suivantes
sont équivalentes :

i) B € C(A).
ii) B a une base de vecteurs propres en commun avec A.
iii) Il existe P € K,,_1[X] tel que B = P(A).
iv) Il existe P € K[X] tel que B = P(A).
2. On suppose que n = 3 (pour simplifier) et que A est diagonalisable avec une valeur propre

double. Déterminer C(A).

Exercice 1728 Les parties I, II, IIT et IV peuvent étre traitées indépendamment les unes des

autres.
a+1 1—a a-—1

Soient M, = | —1 3  2a—3| € M3(R) une matrice dépendant d’un paramétre réel a
a—2 2—a 3a-—2
et f, lendomorphisme linéaire de R?® ayant pour matrice M, dans la base canonique de R?.
On nomme racine carrée d'une matrice M € M,(R) toute matrice N € M,(R) telle que
N%2 =M.
On désigne par I la matrice identité et, pour toute base ¢ de R3, on note Mat(f,, €) la matrice
représentant 'endomorphisme f, dans la base ¢.
I
1. Calculer les valeurs propres de M, en fonction de a. Pour quelle raison la matrice M,
est-elle triangularisable 7
2. Pour quelles valeurs du parameétre a la matrice M, est-elle diagonalisable 7
II
On pose maintenant (questions 3 et 4) a = 2.
3. Diagonaliser M,. Déterminer une racine carrée A de M.
(a) Soit g € L(R?) telle que g*> = fo. Montrer que g est diagonalisable (on pourra

déterminer le polynome minimal de f;). Montrer que les sous-espaces propres de fo
sont laissés stables par g.

) 4 0 el . , s
(b) Démontrer que la matrice (0 y ) @ une infinité de racines carrées. En déduire
Iexistence d’une infinité de racines carrées de M.

II1

5. On pose a = 1. Montrer que M; = 2I + N avec N nilpotente (telle que N? = 0). En
déduire la valeur de (M;)", pour tout n € N. Déterminer deux réels a et 3 tels que
al + N soit une racine carrée de M;.

IV
On pose désormais (questions 6 et 7) a = 0.

6. Montrer que R3 = Ker(f2) @ Ker(fy — 2I). Déterminer une base ¢ de R3? telle que I'on
010
ait : Mat(fo,e) =10 0 0
0 0 2

7. Soit g € L(R3) un endomorphisme tel que g*> = fy. Montrer que Ker(f?) est laissé¢ stable
par g. En déduire que fy n’a pas de racine carrée.
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Sixiéme partie

ANALYSE 3

36 Fonctions convexes

Exercice 1729 Soient n € N* et xy,... ,z, €]0, +o0][.

1. En utilisant la concavité du log, montrer que (z;...x,)n < BF=dea,

2. Montrer que (z .. .xn)% > ﬁ

T Tp

3. En déduire que n! < (”T“)"

Exercice 1730 Soit f une fonction C? sur R convexe croissante et non constante. Montrer

AAAAAA

Exercice 1731 Soient p et ¢ €]0,400] tels que % + % =1.
1. Montrer que Vz,y > 0 2y < %p + %.

n
iy < 1.

n n
2. Soient 1,...,%n, Y1, ,Yn > 0 tels que > 2 =3 y? = 1. Montrer que
=1 i=1 i=1

)

3. Soient z1,... , %, Y1,...,Yn > 0. Montrer I'inégalité de Holder :

Sy <O al)r (Yl
=1 =1 =1

4. Soit p > 1. En écrivant (z; + ;)P = z;(x; + yi)p_l + yi(z; + yz‘)p_l, montrer I'inégalité de
Minkowski :

n n n
1 1 1
(D @it y))r < Qoah)yr + Q)7

i=1 i=1 i=1
n n

5. Soit (a,) une suite strictement positive, u, = Y aj et v, = >, %. Montrer que si (u,)
k=1 k=1
converge alors (v,,) aussi.

Exercice 1732 Soit f € C*(R) convexe.
1. Montrer que f’ admet une limite dans R en +oo.
2. En déduire que @ admet une limite en +oo (on pourra utiliser des ¢ et une formule de

Taylor a I'ordre 1).

Exercice 1733 [ C R un intervalle de R, J = {z;1 € I'} .
Montrer que J est un intervalle de R™, puis que si (z,y) € I?, alors :

1 1 1
VA €[0,1],3u € [Qﬂmzﬂg‘i‘(l—ﬂ);

Soit f continue sur I, et g définie sur J par g(x) = f(2),h définie sur I par h(z) = zf(x).
Montrer que g est convexe < h est convexe.

Exercice 1734 Soit f : R — R convexe majorée. Que dire de f? Et si f: RT - R?

Exercice 1735 Soit (a,)pen € (RT)  up = S a2, 0, = 30 %&. Montrer que si (u,), converge
k=1 k=1

alors (v,,), aussi.
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Exercice 1736 Montrer que :

3=
/N
VN
[
+
=
=
Bl
N~
3|=

Vn € N* V(xy,...,2,) € (R+*)n,1 + (H:Uk)

k=1

Exercice 1737 Soit f: R — R continue telle que :

m+y) o f(x) + fy)
2 = ’

Y(z,y) € R? f (

Montrer que f est convexe.

Exercice 1738 Soit f : I — R convexe ou [ est un intervalle ouvert de R, dérivable en zy €
et telle que f’(zo) = 0. Montrer que xy minimise f sur /.

Exercice 1739 Soit g € C'(R,R), montrer que g est convexe si et seulement si :

Vh € CM([0,1],R), g (/01 h) < /Olg(h).
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Exercice 1740 Soit z = (zy,---x,) € R™. On pose

n n 1/2
= lal 5 llalla = (Z |:vz-|2>
i=1 i=1

et
|2]| o = supq{|z;| : 1 < i < n}.
1. Démontrer que || - ||; est une norme sur R™.
2. Démontrer que
[2lloe < 2]l < 2]l < nll2fl
et
[zl < Vnll2 o,
pour tout x € R"™. Discuter le cas n = 1.

3. Représenter dans R? la boule unité fermée
By =A{z = (z1,22) € R?; [|lz]| < 1}

pour chacune des normes || - ||1,] - []2 et || - ||oo-

Exercice 1741 Représenter graphiquement et déterminer si les ensembles suivants sont des
ouverts.

A={(z,y) eR*|0< |z -1 <1}; B={(r,y) eR? |0 <z < 1};

C={(z,y) eR*|[z| <1, [y <1}; D= {(z,y) ER* |z € Qy € Q};

E={(z,y) eR* |2 ¢ Qy ¢ Q}; F={(z,y) e R? | 2> +y* <4} .

Exercice 1742 Montrer que toute reunion et toute intersection finie d’ensembles ouverts est
un ensemble ouvert. Que peut-on dire des intersections infinies d’ensembles ouverts 7
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Exercice 1743 (partiel 1999) On définit un sous-ensemble A de R? en posant
A={(z,y) eR* | 2" +y* <2\ {(z,9) €R* | (w = 1)* +¢* < 1}.

Déterminer I'intérieur, 'adhérence et la frontiére de A. I’ensemble A est-il connexe ?

Exercice 1744 (partiel 1999) Soit f : R® — R une application continue. Montrer que les
trois conditions suivantes sont équivalentes :

(1) VM >0, 3R > 0 tel que ||z]| > R=|f(z)| > M.

(2) Pour toute partie bornée B de R, f~!(B) est une partie bornée de R™.

(3) Pour toute partie compacte K de R, f~1(K) est une partie compacte de R™.

Exercice 1745 1. Dans R? ou R? euclidien muni d’une b.o.n., représenter les ensembles
suivants :
~A={(r,y) eR? | 22 —y? > 1l et 2® + y? < 4}

2
“B={(z,y) R | (e —1)2—y* > Let a? + & < 4}
r+y+z<l1
- D= ($7y72)€R3 et J]—y—}—z<1

et —r—y+z<l1
—E={(r,y.2) ER® [+ 9P — 22 <Det 2< 2z <4}
~ F={(r,y,2) e R® | 2+ + 22 <let 2 +y?> < 2% et 2 > 0}
*g:{(xa?J,Z)GRB|$2—|—y2=4etz:x—1}_
2. Déterminer les projections de € et G sur le plan (zOy).

Exercice 1746 (Images directes et réciproques) 1. Soit f I'application affine par mor-
ceaux, de R dans R, définie par :

0 si <=2

1+ si —-2<x<0

flz) = x si 0<z<1
1 si T > 1.

Soient A = [—1,0[et B = [0, 2[. Déterminer f(A), f~1(B), f(R\A), f~(f(A)), f(f1(B)),
f(ANB), et f(A)N f(B).

2. Soient deux ensembles F et F', et f : F — F une application. Comparer les ensembles
fANB) et f(A)Nf(B), fH(f(A) et A, f(f71(B)) et B, f(E\ A) et '\ f(A).

G: R — R?
Exercice 1747 Soit I'application . On note D ’ensemble
v(v+2u) )

(w,0) — (g5 =5

de définition de G. Déterminer G(D).
Exercice 1748 Soient les applications f et g de R? dans R? définies par :

Soient les ensembles
x
Dy ={(z,y) e R* | —

22
et Dy = {(z,y) e R* | —
Déterminer f(D;) et g~ *(Dy).
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Exercice 1749 Simplifier I'écriture des ensembles suivants :
1 1 1 1
I = —1——]et J= — =, 1+ =
U [n’ n] ¢ . ﬂ ] it J |
n>1 1>0,7>0

Exercice 1750 Soient A et B deux parties non vides et majorées de R. Montrer les implications

suivants :
- dM eRVzeA, o <M=supA<M
- ACB=supA<supB.

Exercice 1751 Soient A et B deux parties non vides et majorées de R. On définit :

A+B={ceR|Ja€c A 3be B,c=a+ B}.

1. Montrer que A + B admet une borne supérieure, puis que sup(A + B) = sup A + sup B.

2. Montrer 'implication :
IMeRVre AVye B, t+y< M =supA+supB < M.

Exercice 1752 Soit ¢ € RT tel que Vo € R, = > €. Montrer que ¢ = 0.

Exercice 1753 Soit A une partie non vide et bornée de R. Montrer que :
sup{|z —y| : (x,y) € A*} =sup A — inf A.
Exercice 1754 Les sous-ensembles de R? suivants sont-ils ouverts ? Fermés ? Compacts ?

A={(zy) €R | 2 —siny) < 1)
B ={(z,y) € R? | 2* — 4e¥ > 4}
C ={(x,y) €[0,1] x [0,1] | cos(z) > 0}

Exercice 1755 On se propose de montrer que tout ouvert de R est une réunion d’intervalles
ouverts disjoints. On considére donc un ouvert U C R et pour tout x € U on pose

Clx) ={y € [z, +ool | [z,y] CU}U{y €] = o0, z[ | [y, 2] CU}.

1. Montrer que C'(7) est un intervalle ouvert pour tout x. (Considérer inf,cc(r) y et sup,ec ) ¥-)
2. Pour tous x,y dans U, montrer qu’on a C(z) = C(y) ou C(z) N C(y) = 0.

3. Conclure.

Exercice 1756 Soit E un espace vectoriel normé. Soient A et B deux parties de E. Montrer :

. /—/\“
En déduire AN B=AN B.
3. ANBC ANnB

En déduire A U BCAU B.

Donner un exemple pour lequel I'inclusion réciproque n’est pas réalisée.
Exercice 1757 Soit A une partie d’un espace vectoriel normé FE. On rappelle que la frontiére
de A est I'ensemble Fr(A4) = A— A. Montrer que :
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1. Fr(A) ={x € E|Ve > 0,B(z,e)NA#D et B(x,e)NCy #0}
2. Fr(A) = Fr(Cy)

3. A est fermé si et seulement si Fr(A) est inclus dans A.

4. A est ouvert si et seulement si Fr(4) N A = (.

Exercice 1758 Soit A une partie d’un espace vectoriel normé E.
1. Montrer que A est 'ensemble des limites de suites convergentes d’éléments de A.
2. On suppose maintenant que E' = R. Déduire de la question précédente que si A est bornée,
alors sup A € A. (Construire une suite de points appropriée.)

Exercice 1759 Montrer que 'adhérence d’une boule ouverte est la boule fermée de méme
centre et méme rayon.

Exercice 1760 Soit E un espace vectoriel normé. Soient A et B deux parties de E. On pose
A+B={ze€FE|JrecATye B, z=c+y}
Montrer que si A est ouvert, A+ B est ouvert. (Commencer par le cas o B est un singleton.)

Exercice 1761 Soit F un espace vectoriel normé de dimension finie.
Montrer que tout sous-espace vectoriel de E est fermé.

Exercice 1762 Soit E un espace vectoriel normé. Soit A une partie non vide et bornée de E.
On définit diam(A) = sup{||ly — z||, z,y € A}.

1. Montrer que si A est bornée, alors A et Fr(A) sont bornés.

o —

2. Comparer diam(A), diam(A) et diam(A) lorsque A est non vide,
3. (a) Montrer que diam(Fr(A)) < diam(A).
(b) Soit z et u des éléments de A avec u # 0. On considére 'ensemble X = {¢t > 0 |
x +tu € A}. Montrer que sup X existe.
(¢) En déduire que toute demi-droite issue d’un point = de A coupe Fr(A).
(d) En déduire que diam(Fr(A)) = diam(A).
Exercice 1763 Dans R? euclidien, les ensembles suivants sont-ils compacts ?
- A={(z,y) €R?| 5 <l(z,y)] S 2 et ay =1}.
- B=A{(z,y) eR*| 5 <|(z,y)l| <2 et xy =1}.
~ C ={(z,cosn) e R* |0 <z <18 et n € N}.

Exercice 1764 Soit £ = R? muni d’une norme || - ||. On définit la distance d’un élément x
de E a une partie A de E, notée d(xg, A), par la formule

d(zo, A) = nf ||z — o]

1. Supposons A compact. Montrer que pour tout xy € E il existe y € A tel que d(zg, A) =
ly — ol|-

2. Montrer que le résultat est encore vrai si on suppose seulement que A est fermé. (On
remarquera que pour toute partie B de A on a d(xg, B) > d(zo, A).)

3. Montrer que l'application qui & xq associe d(xg, A) est continue sur E (sans aucune hy-
pothése sur A).

4. En déduire que si A est un fermé de E et B un compact de E tels que A et B sont
disjoints, alors il existe une constante 0 > 0 telle que

la—=b|| >0  V(a,b) € Ax B.
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5. Montrer par un contre-exemple que le résultat est faux si on suppose seulement que A et
B sont deux fermés disjoints.

Exercice 1765 Soit f : RY — R une fonction continue telle que lim,_, o f(z) = lim,_ 1o f(z) =
~+00. Montrer que f admet un minimum.

Exercice 1766 Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. Pour toutes parties A et B de E on
note

A+B={z2€FE|3Izr,y € AXxB,z=x+y}.
Montrer que si A est compact et B fermé, alors A + B est fermé.

Exercice 1767 Soit (F, | - ||) un espace vectoriel normé. Soit (x,) une suite convergente de F
et = sa limite. Montrer que I'ensemble {z} U {xz,,n € N} est compact.

Exercice 1768 Soit (£, || -||) un espace vectoriel normé et (x,)nen une suite d’éléments de F.
On suppose que (z,) est de Cauchy. Montrer qu’elle converge si et seulement si elle admet une
sous-suite convergente.

Exercice 1769 Soit X une partie de R?; montrer qu’elle est fermée si et seulement si pour
toute partie fermée bornée K, K N X est fermée bornée.

Exercice 1770 Soient k € R™*,

1\? 1\? k2
{3+ (-2) <5}
n n n

et

Q) est-il ouvert ? fermé ? ...

Exercice 1771 Soit (K,), .y une suite d’ensembles fermés bornés de R? telle que Vn €
N, Kp+1 C Ky, et K, # 0.
Montrer que :

() Kn #0.

neN*

Exercice 1772 Montrer que I'intersection de deux ensembles ouvert est ouvert, que I'union de
deux ensembles fermés est fermée, que cela reste vrai pour un nombre fini d’ensembles, mais
que cela peut devenir faux si I’on considére des suites infinies.

Exercice 1773 Soit £/ C R? un ensemble; on pose
Int(E) =° E.
Montrer que Int(E) est le plus grand ouvert contenu dans E.

Exercice 1774 Soit A une partie bornée de R?, montrer que A est aussi bornée et que

sup ||| = sup [|z] .
T€EA €A

Exercice 1775 Soit C' une partie convexe de R?. montrer que C est aussi convexe.
p )

Exercice 1776 Classer (pour I'inclusion) les parties : AN B, ANBet AUB, AU B.
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Exercice 1777 Dans l'espace vectoriel normé R, chacune des parties suivantes est-elle ou-
verte 7 fermée 7

N,Z,Q,R,[0,1], [0, +00[,]0, 1[U{2},{1/n, n € N*}, (5, ] — 1/n,1/n].
Exercice 1778 Soit E un evn (espace vectoriel normé). Soit A une partie de E. Montrer

I'égalité

E\A=E\A et E\ A= E\A
Exercice 1779 Soit E un evn, V un sous-espace vectoriel de F.

1. Montrer que V est un sous-espace vectoriel de E.
2. Montrer que si V# @ alors V = E.

Exercice 1780 Représenter graphiquement les parties suivantes de R? et dire pour chacune
d’elle si c’est un ouvert, un fermé, ou ni 'un ni autre. Déterminer leurs adhérences et intérieurs.
1.
{(z.y) R, |o[ # Let [y # 1}

2.
{(z,y) e R*, |z] =1et |y| #1}
3.
{(z,y) €R?*, |z] # 1 ou |y| # 1}
4.
{(x,y) ERza 1—l’y>0}
d.
{(z,y) € R? | 3z +4y = 2}
6.
{(z,y) e R* ,2* +y* =1}
7.
{(z,y) e R* ,ay =1}
8.

U (1/n} x [0, 1]

neN-
Exercice 1781 Déterminer ’adhérence de chacune des parties de R suivantes :
1. NZ,Q
2. {1/n, n € N*}
3. {71 n €N}
Exercice 1782 Soient A et B, deux parties d'un evn FE.

1. Montrer que si O est un ouvert de E, alors A+ O est ouvert. (Indication : Prendre d’abord
A = {a} puis A quelconque .... )

2. Etablir que AUB = AU B et que AN B C AN B. (Trouver un exemple ot I'inclusion
est stricte)

Exercice 1783 Soit (un)n>1 une suite réelle. ¥n > 1, on pose A, = {u,/ p > n}. Démontrer
que 'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (u,)n,>1 est V = ﬂn>1 A,, et qu’ainsi V est
fermé. En déduire que si la suite est bornée, alors I’ensemble V' est un compact non vide.
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38 Fonctions de deux variables

38.1 Limites

Exercice 1784 Etudier 'existence des limites suivantes :
: zly |
L. hm(%y)ﬁ(()’o) 4y’
zyz+2°
0,0,0) 2351522
|41yl
(0,0) z25y2

xy
2242

2. lim(Ly,Z)_,(
3. lim(x y)—
4. lim ) —(0,0) 7

Ty+yz
5. Mg y,2)—(0,0,0) 771957 1327

Exercice 1785 Soit

; 222
R 0,0 R = .
f \{( ) )}_> ) f(l',y) $2y2+(x_y)2

Démontrer que

lim lim f(z,y) = lim lim f(a: y)=0
z—0 y—0 y—0z—

et que lim(, (0,0 f(,y) n’existe pas.
Exercice 1786 Soit

. R2 _ [ (w+y)singsing  sizy#£0
S N CURS B Mo

Démontrer que les deux limites itérées

lim lim f(z,y) et limlim f(z,y)

z—0y—0 y—0z—0

n’existent pas, et que

lim T
. )(Oof( ,Y)

existe et est égale a 0.

Exercice 1787 Déterminer les limites

L limz,y)—(0,0) 77552 5

(z+2y)* |
x2+y2 Y
log(z+eY) .

3. lim(x7y)~>(170) \/W 3

: ity —ay |
lim g )~ (0,00 a7 3

2. lim(Ly)H(O’O)

: ady
lim g )~ (0,0) 7757 3

. 224022
lim g ) (00)(1;13;) ;

N gt

i g, (0,0) 5 ;

sin x

8. hm(x,y)—>(0,0) cosy—coshx

Exercice 1788 Etudier I'existence d’une limite en (0,0,0) pour les fonctions f suivantes :

L fla,y,2) = 72

2. f(a,y,2) = it




38 Fonctions de deux variables 246

38.2 Continuité

Exercice 1789 Etudier la continuité des fonctions définies sur R? par

he) = s si (@) #(0,0)
f1(0,0) = 0.

o) = S S (n9)#0,0)
f2(0,0) =

Exercice 1790 (partiel 1999) 1. Etudier la continuité de la fonction f; : R?> — R définie
par

(sinz) (siny) & (e
maw:{waly8<aw#wm
0 s1 (‘ray) = (0,0)

2. Soit a > 0 fixé. Etudier la continuité de la fonction f, : R? — R définie par

[ i (ay) £ (0,0)
fal@,y) = {0 si (z,y) = (0,0).

3. Etudier la continuité de la fonction f5: R? — R définie par

2 : 2
Yy—x Sty >x
fg(flf,y):{

0 siy <2t

4. On définit une fonction continue de Pouvert U = {(x,y,2) € R® | zyz # 0} dans R en
posant

1 1 1
fi(z,y,2) = (2° + y* + 2%) sin = sin = cos —.
x Y z
Etudier la possibilité de prolonger f; en une fonction continue sur R3.
(R?)* = R
(z,y) — zyn(z® +y?)
Exercice 1792 Soit f : R? — R telle que V(z,y) € R?, f(z,.) et f(.,y) sont continues. Montrer
qu’il existe une suite (g, ),y d’applications continues sur R? telles que :

Exercice 1791 Prolonger par continuité la fonction g : {

V(z,y) € R lim g,(2,y) = f(z,y).
Exercice 1793 Trouver les fonctions f continues sur R? telles que :

V(I,y) €R27f(‘r>y> :f(‘r+y7$_y)'

Exercice 1794 Etudier la continuité sur R? de la fonction suivante :
1.

2,2

flz,y) = { x:gfyz si (z,y) # (0,0)

0 sinon.
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2.
2y :
0 sinon.
3.
FL i (2,y) # (0,0)
fay) =4 Tz B0 70
0 sinon.
4.
xy? .
0 sinon.
5.
2w .
_fyising sy #0
flay) = { 0 sinon.
6.

xearctan% six 0
fla,y) = { 7

0 sinon.
Exercice 1795 On définit la fonction f sur R?\ {(z,z) ; = € R} par

sinx — siny

flz,y) = p—y

Peut-on prolonger f en une fonction continue sur R??

Exercice 1796 Etudier la continuité en (0,0) des fonctions suivantes :

1.
T 4 .
f(l' y) — % S1 (xay) 7& (an)
7 1 sinon.
2. e
oy = W si@) £ 0,0)
’ 0 sinon.
3.

S i (1,9) £ (0,0)
f(x,y):{ 6 sinon.

Exercice 1797 Etudier la continuité des fonctions suivantes :
1.

flz,y) = { I si (2,9) #(0,0)

0 sinon.
2.
$6 12 2
foy)— { SEE s @) £ 00
’ 0 si (z,y) = (0,0)
3.



38 Fonctions de deux variables 248

4.
sin xy si y 7& 0
f(x,y) = { v :
T sinon.
.
In(1+2z)—In(1+y) .
——————= S1T FY
J@y) = { s S.ino7r'1é
1+x :

définie sur D = {(z,y) | x = 0,y > 0}.

38.3 Différentiabilité
(R? - R
(z,y) — @ si |z > |y

(z,y) =y si |z] <yl
((2,y) = O st [z] = Jy]

Exercice 1798 Soit f :

Etudier la continuité de f, existence des dérivées partielles et leur continuité.
(R? - R

Exercice 1799 Soit [ : ¢ (z,y) — T;T(f@? si (z,y) # (0,0)

((0,0) — 0

Etudier la continuité de f et I'existence des dérivées partielles. f est-elle C'*?

(
R? - R
2 2

Exercice 1800 Soit f: ¢ (z,y) — xyx —

O si (z,y) # (0,0)

\ (0,0) — 0
Etudier la continuité de f. Montrer que f est C'. Calculer les dérivées partielles secondes en

(0,0). Que remarque-t-on 7

Exercice 1801 Soit f: R — R dérivable. Calculer les dérivées partielles de :
g(w,y) = fle+y) My =f@*+y*)  klz,y) = flay)

R2 - R
Exercice 1802 Soit f: ¢ (z,y) — (y_;;w si (z,y) # (0,0)

(0,0) —0
Montrer que f admet une dérivée en (0,0) suivant tout vecteur mais n’admet pas de dévelop-
pement limité a l'ordre 1 en (0,0).

Exercice 1803 Etudier la continuité, ’existence de dérivées partielles et le caractére C' des
applications de R? dans R :

(z,y) =z si |z| > |y|, (z,y) = ysi |y > |z],(z,y) = 0si [z] = [y|;
(2.9) — (22 + 4?) sin ———(0,0) — 0;
x? + y?
(z,y) — sin|ay|;

2
(x,y)—>y—six7é0,ysix20.
x
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Exercice 1804 Soit a € R? fixé; application x — (z,a) de R? usuel dans R est-elle continue,
admet-elle des dérivées partielles, celles-ci sont elles continues 7

Exercice 1805 Soit f la fonction définie sur R? par :

—si |7 <y, flz,y) = 22

— f(z,y) = y* sinon.
Etudier la continuité de f et 'existence de dérivées partielles.

Exercice 1806 Montrer quune norme N sur R? ne peut avoir des dérivées partielles qui
existent et qui soient continues en 0.

Exercice 1807 Soient o > 0 et f : R?> — R définie par

fw,y) = xﬂ; si (2,) # (0,0)

£(0,0) =0
1. (a) Montrer que

2a—3

Y(z,y) # (0,0) |f(z, )| < (a®+y*) *

(b) Calculer lim ‘f(yz,y)’.
y—0

y#0
(¢) Etudier la continuité de f en (0,0).
2. (a) Montrer que

£(z.9)
N

V() # (0,0) < Ja]*2,

(b) Caleuler lim &0
r—0 V2|
x#0
(¢) Etudier la différentiabilité de f en (0,0).
Exercice 1808 1. Calculer la dérivée de la fonction F(z,y) = ¢* ™% au point P(1,0) sui-
vant la bissectrice du premier quadrant.

2. Calculer la dérivée de la fonction F(z,y,z) = 2 — 3yz + 5 au point P(1,2,1) dans une
direction formant des angles égaux avec les trois axes de coordonnées.

3. Calculer la dérivée de la fonction F(x,y,z) = zy + yz + zz au point M(2,1,3) dans la
direction joignant ce point au point N (5,5, 15).

Exercice 1809 Etudier la continuité, ainsi que l'existence et la continuité des dérivées par-
tielles premiéres, des fonctions suivantes :

1.
Fay) = S si(ny) #(0,0)
’ 0 sinon.
2. . .
rsiny—ysinx .
_ ] Tame o 8 (z,y) # (0,0)
f(@y) { 0 sinon.

3.

e i (2, y) # (0,0)
Jlz,y) = { 1 sinon.
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Exercice 1810 On définit la fonction

0 sinon.

Montrer que 2L(z,y) et 2L(z,y) existent en tout point de R? et que f est continue mais pas
or Yy oy Y

différentiable en (0, 0).
Exercice 1811 Soit f :]0,1[x]0,1[— R,

[ z(l—-y) siz<y
f(m’w_{y(l—x) siz>y

Etudier la continuité et la différentiabilité de f.

Exercice 1812 Soit f: R? — R,

12y+acy2 :
fay) =4 o S @0 #00
0 si(x,y) =
Montrer que f est continue en (0,0) et admet des dérivées partielles dans toutes les directions,

mais n’y est pas différentiable.

Exercice 1813 Soit f: R? — R,

x%y? sin% siz#0
f(“/){ 0 siz=0.

Montrer que la fonction f est différentiable en tout point de R? mais que O, f et Oy f ne sont
pas continues en certains points de R2.

Exercice 1814 Etudier la différentiabilité et la continuité des dérivées partielles de la fonction
f:R? =R,

[ @4y sing st (2,y) # (0,0)
m’y)_{ 0 " si (z,y) = (0,0) .

Exercice 1815 Etudier la différentiabilité en (0,0) des fonctions définies par
1.

fla.y) :{ xfgiz si (2,y) # (0,0)

sinon.

0 sinon.

flx,y) = { % si (z,y) # (0,0)

Exercice 1816 Calculer les dérivées partielles (d’ordre un) des fonctions suivantes en un point
arbitraire du domaine de définition.

L fz,y) = a%e™;
2. g(v,y,2) = 2’7
3. h(z,y) =In(z + /22 + y?).

z

Exercice 1817 Calculer les dérivées partielles (d’ordre un) de la fonction f(x,y) = ,/zy + ;

en (2,1).
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Exercice 1818 On définit la fonction

flz,y) = { zzgny si (z,y) # (0,0)

0 sinon.

Montrer que a% f(z,y) et a% f(z,y) existent en tout point de R? bien que f ne soit pas continue
en (0,0).
Exercice 1819 1. Calculer la dérivée de la fonction F(z,y) = 2* —xy—2y* au point P(1,2)

dans une direction formant avec Paxe Ox un angle de .

2. Calculer la dérivée de la fonction F(z,y) = 2* — 22%y + zy* + 1 au point P(1,2) dans la
direction joignant ce point au point M (4,6).

3. Calculer la dérivée de la fonction F(z,y) = In /22 4+ y? au point P(1,1) suivant la bis-
sectrice du premier quadrant.

Exercice 1820 Calculer les différentielles des fonctions suivantes en un point arbitraire du
domaine de définition :

1. f(z,y) =sin®z + cos?y;
2. f(z,y)=1In (1 + i)
Exercice 1821 Calculer df (1,1), si f(z,y) = ;5.

Exercice 1822 Calculer la dérivée de la fonction F(x,y,z) = In(e® 4 eV 4 ¢*) a l'origine dans
une direction formant avec les axes de coordonnées z,y, z les angles «, 3, 7.

38.4 Extremums

Exercice 1823 Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = 2? — zy*. Montrer que (0,0) est
le seul point critique de f, qu’il n’est pas un extremum local, mais que pourtant la restriction
de f a toute droite passant par (0,0) admet en ce point un minimum local.

Exercice 1824 Ecriver la formule de Taylor de second ordre pour chacune des fonctions sui-
vantes au point (xg,yo) donné.

L f(z,y) =sin(z 4 2y), (xo,40) = (0,0);
2. f(z,y) = e (%0,90) = (0,0);
3. fx,y) = e ¥ cosay, (z0,40) = (0,0);
4. f(z,y) = sin(xy) + cos(xy), (xo,y0) = (0,0);
5. f(z,y) = e cosy, (wo,0) = (1,0).
Exercice 1825 Pour chacune des fonctions suivantes etudiez la nature du point critique donné :
1. f(x,y) = 2* — xy + y* au point critique (0,0);
2. f(z,y) = 2* + 2zy + y* + 6 au point critique (0,0);
3. f(z,y,2) = 2% + y* + 22% + zyz au point critique (0,0,0);
4. f(x,y) = 23 + 2zy* — y* + 2% + 3zy + y* + 10 au point critique (0,0).
Exercice 1826 Trouvez les points critiques des fonctions suivantes et déterminez si ce sont
des minima locaux, des maxima locaux ou des points selle.
1. f(x,y) = 2%+ 62% + 3y? — 122y + 9x;
2. f(z,y) =sinz +y? — 2y + 1;



38 Fonctions de deux variables 252

3. f(z,y,z) = cos2z - siny + 2%;
4. f(z,y,2) = (x+y+2)%

Exercice 1827 Soit f : R? — R la fonction définie par f(z,y) = 23 — 3z(1 + y?).
1. Etudier les extremums locaux de f.

2. Soit D = {(x,y) € R* | 22 + y* < 1}. Montrer que f a un maximum M et un minimum
m sur D.

3. Soit (z,y) € D. Montrer que si f(z,y) = M ou f(x,y) = m, alors 2 + y* = 1.

4. Etudier la fonction t — f(cost,sint). En déduire les valeurs de M et m.
Exercice 1828 Trouver le point du plan (2x — y 4+ z = 16) le plus proche de 'origine.
Exercice 1829 Déterminer les extremums de f(z,y) = zy(1 — z? — y2) sur [0, 1]

Exercice 1830 Soit f(x,y) = x? + xy + y* — 3z — 6y. Montrer que f admet au plus un
extremum. Ecrire f(z,y) + 9 comme la somme de deux carrés et en déduire que f admet —9
comme valeur minimale.

Exercice 1831 Déterminer un triangle d’aire maximale inscrit dans un cercle donné.

Exercice 1832 Soit f(x,y) = (2* — y)(32? — y).
Montrer que f admet un minimum local en 0 suivant tout vecteur de R? mais n’admet pas de
minimum local en (0,0).

R2 >R
(z,y) — ze? + ye*

Montrer que (—1,—1) est le seul extremum possible. A 1'aide d’un développement limité de
o(h) = f(=14+h,—1+h) et de Y(h) = f(=1+h,—1 —h), montrer que f n’a pas d’extremum.

Exercice 1833 Soit f :

Exercice 1834 Déterminer les extrémums de f: (z,y,2) — 2% + 9> + 22 + 2zy2.

elZ e~z

Exercice 1835 Déterminer max |sin z|. On rappelle que : sinz = “=

21X

Exercice 1836 Si f est concave sur un ouvert convexe U C R? et si :

0 0
Jda € U, 8—9{1(&) = 8—9{2(&) =0,

alors f admet un maximum local en a.

Exercice 1837 Soit A C R?, on définit [(A) comme 'ensemble {x € A|Fp > 0, B(x,p) C A}.
On supposera A fermée bornée et [(A) # 0. On suppose que f est une fonction C* sur A telle
que f est constante sur A\ Int(A). Montrer qu’il existe z € Int(A) tel que :

Of (y=0f

. z) = s (z) =0.

Exercice 1838 Chercher les extrémums sur R? des applications :
(z,y) — 2 +y* — day;

(z,y) — (z —y)e™;
(7,y) — xe¥ + ye;
(z,y) —e
(z,y) = 2° + .

rsiny,
)
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Exercice 1839 Soit f une fonction réelle de classe C? sur un ouvert € de R2.

1. Rappeler une condition nécessaire pour que f présente un extremum local en (xg, yo).
Dans la suite de I’exercice, a = (xg, o) vérifie cette condition, c’est-a-dire est un point
critique de f. On pose

B 0*f B 0 f B o0 f
A= @(a)v - axé)y(a)’ - a_y2(3—>7

Q(z,y) = Ax* + 2By + Cy*, A= B*— AC,
R(t) = A + 2Bt + C, S(t) = Ct* +2Bt + A.

2. On suppose A < 0 et A(ou C) > 0.
(a) Montrer que Vt € R, R(t) > 0 et S(t) > ¢ pour un certain ¢ > 0.

(b) Onpose x = rcosf,y =rsinf, avec r = /22 + y2, et on suppose que sin . cos 6 # 0.

Montrer successivement : ) )
Q(z,y) = r?dsin- 6,

Q(x,y) = r*dcos® 0,
2
Qz,y) =2 70.
En déduire que

2
Y(z,y) Qla,y) > %Inf(é, 24,20).

(c) Montrer que a est un point de minimum local strict de f. On écrira pour cela la
formule de Taylor-Young pour f en ce point.

3. On suppose A < 0 et A(ou C) < 0.
Montrer que (g, yo) est un point de maximum local strict de f.

4. On suppose maintenant A > 0.
(a) Montrer qu’il existe t1,t5 € R tels que S(t1) > 0 et S(t2) < 0.

(b) Soient 01,60, € R tels que tanf; = t; et tanfy = t5. En examinant les fonctions
g(t) = f(xo+tcosby,yo+tsinby), h(t) := f(xo+tcosby, yo+ tsinby)
pour ¢ € R assez petit, montrer que a n’est ni un point de maximum local, ni un

point de minimum local de f.

5. Dessiner I'allure du graphe de f au voisinage du point (a, f(a)) dans les trois cas étudiés
ci-dessus (questions 1, 3 et 4).

6. Que peut-on dire en général quand A = 07 Pour répondre & cette question, on pourra
s’appuyer sur 1’étude des deux cas suivant au voisinage de (0,0) :

filz,y) =2+ +y* et fo(r,y) =2 —y".

Exercice 1840 Existe-t-il un triangle d’aire maximale inscrit dans un cercle donné? Le déter-
miner par une méthode géométrique.

Exercice 1841 Soit f : R? — R continue telle que :

lim |f(z)| = +o0.

|| —o0

Montrer que f est minorée et atteint sa borne inférieure.
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Exercice 1842 Soit f : R? — R I'application (z,y) — 6xy + (y — x)3. On note A = {(z,y) €
R* 1<z <y<1}

1. Dessiner A. Montrer que f est bornée et atteint ses bornes sur A.

2. Calculer les extrema de f sur le bord de A puis dans l'intérieur de A.

3. En déduire les bornes de f sur A.
Exercice 1843 On note D = {z € C; |z| < 1} et S = {z € C;|z| = 1}. Soit f I'application de
D dans R définie par f(z) = |sin z|.

1. Pour quelle raison f est-elle bornée sur D ? On note M = sup f(z) et m = in{_) f(2). Est-ce
z€D z€
que M et m sont atteints 7 Donner la valeur de m.

2. Soit z =z + iy € C,z,y € R. Montrer que |sin z|* = 1(ch 2y — cos2z). (On rappelle que

sin 7 — ei(z+iy);j—i(z+iy) ot Chy _ev— e y)
3. En déduire que M est atteint en un point de S.
e? —1
4. Montrer que M = 5o
e

Exercice 1844 On pose Q =R?\ {(0,0)}.
Soit f : R? — R la fonction définie par

xyiz_yi si(z,y) € Q
flz,y) = AL (@) B
0 Sl (l'ay> - (070)

1. Montrer que f est différentiable sur 2 et calculer sa différentielle.

2. Montrer que f est différentiable en (0,0) et que sa différentielle est nulle.

3. Montrer que f admet en tout point des dérivées partielles secondes aa af et a f et calculer
la valeur de ces dérivées en (0, 0). Que peut-on en déduire pour la continuité de ces dérivées
partielles en (0,0)?

38.5 Equations aux dérivées partielles

Exercice 1845 Résoudre a 'aide des coordonnées polaires I'équation aux dérivées partielles :

xg—i(m y) +yg£( Y) = Vot +y?

of _F,
ox ~ Oy2

Exercice 1846 Résoudre I’équation des cordes vibrantes : a l'aide du changement

Y et v = 252 (on suppose que f est C?).

de variables u = 5

Exercice 1847 Resoudre I’équation aux dérivées partielles :

L0f (9f

8y Yor =/

en passant en coordonnées polaires.

Exercice 1848 Résoudre en utilisant le changement de variable x = u,y = uv ’équation aux
dérivées partielles suivante :

2 2 2
O°f Ff . L0

—=+2
+ a;y8 oy +y B

5’ =0.
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Exercice 1849 Soit f : R? — R une application C! homogene de degré s > 0, i.e. telle que :
VA € R™ Vo € R? f (\x) = Xof(n).

Montrer que les dérivées partielles de f sont homogénes de degré s — 1 et :

of af
8301 8$2< )

Exercice 1850 Soit f : R?* — R dérivable. On pose F(x,y,2) = f(z —y,y — 2,2 — x).

Calculer g—i + o8 4 OF

sf(z) =z15—(x) + 22

Exercice 1851 Soit f : R? — R une fonction C%. On pose g(x,y) = f(z? — y?, 2zy).
Calculer A(g) en fonction de A(f).

Exercice 1852 On cherche les fonctions f : R? — R telles que :

gi(u v) + 2u%(u v)=0  pour tout (u,v) € R% (2)

Soit ¢ : R? — R? lapplication définie par ¢(z,y) = (z,y + 2?).
1. En calculant I’application réciproque, montrer que ¢ est bijective. Vérifier que ¢ et ¢1
sont de classe C!.
2. Soit f :R? — R une fonction de classe C'. Posons g = f o ¢.
(a) Montrer que g est de classe C!.
(b) Montrer que f est solution de (2) si et seulement si % = 0.

3. Soit f : R* — R une fonction de classe C'. Montrer que f vérifie (2) si et seulement
¢'il existe une fonction h : R — R de classe C! telle que f(u,v) = h(v — u?) pour tout
(z,y) € R2

Exercice 1853 Soient f : R? — R différentiable et ¢ : R — R définie par g(z) =
f (ez sinx, In(1 + xZ))

Montrer que g est dérivable sur R et calculer sa dérivée en fonction des dérivées partielles de f.
Exercice 1854 Soient U = {(z,y) € R*, & > 0} et V =]0,400[x] — Z,Z[. On définit la
fonction

v o V — R?
(r,0) +— (rcosf,rsind)
1. Montrer que U et V sont des ouverts de R? et que ¥ est de classe C! et bijective de V
sur U. Déterminer &1,
2. Soit f : U — R de classe C! sur U. On pose

F(r,0) = foWU(r,0) = f(rcosf,rsind).

et 8F ﬁ et 6f

(a) Montrer que f est de classe C! sur U et Calculer en fonction de

(b) Montrer que f vérifie I’équation

(E) gi( ,b) + bg—‘;j( ,b) = Va? + b? arctan (2) V(a,b) € U

si et seulement si F' vérifie 'équation

oF

(E) or

—(r0,600) =0y Y(ro,6p) € V.
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(c) Déterminer toutes les fonctions f : U — R de classe C' sur U qui vérifient 'équation

(E).
Exercice 1855 Soit D = {(z,y) € R?, 2 > 0}. On cherche les fonctions f € C'(D,R) qui
vérifient of of
(E) T + ya—y =0 VY(z,y) €D.
1. Veérifier que p(z,y) = y/x est solution de (E).
2. Soit g € C*(R,R). Montrer que g o ¢ est solution de (F).
3. Soit f une solution de (E). Montrer que f(u,uv) ne dépend que de v.

4. Donner 'ensemble des solutions de (E).

Exercice 1856 Déterminer les fonctions f € C!'(R? R) vérifiant

of of _ 2
5 8y_0 V(z,y) € R

On pourra effectuer le changement de variables v =x +y, v =z — v.

Exercice 1857 Soient f: R" — R et g : R® — R deux fonctions différentiables. En utilisant
des propriétés de la différentielle, montrer que V(fg) = f-Vg+g-V/.

38.6 Fonctions implicites

Exercice 1858 Soit f : R? — R la fonction définie par

y2

fley) = (=2 +y* = 4)((z - 1)" + 7

1. Tracer rapidement la courbe C d’équation f(z,y) = 0.

2. En quels points de C' la relation f(z,y) = 0 permet-elle de définir une fonction implicite
de la forme y = ¢(z) ?

Exercice 1859 Montrer que les relations proposées définissent au voisinage du couple (a,b)
indiqué une fonction implicite y = ¢(z).
Donner un développement limité a 1’ordre 3 de ¢ en a.

L flr,y)=2*+y*—32y—1=0 (a,b) = (0, 1).
2. f(,y) = 260 (o — y) — 20+ (a,) = (1,0).
Exercice 1860 Montrer que la relation
flr,y,2) =2+ +2° —2z(x+y) —22+y—2:—-1=0
définit au voisinage de (0,0, —1) une fonction implicite z = ¢(z,y). Donner un développement

limité de ¢ a I'ordre 2 en (0,0).

38.7 Divers

Exercice 1861 Soit f : R? — R admettant des dérivées partielles continues en 0 et telle que :
Va € R* — {0},Vt > 0, f(ta) = tf(a).

Montrer que f est linéaire.
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Exercice 1862 Soit f : R? — R une application C' sur un ouvert convexe O telle que :

of of

Va €0, 5 (a) = 5--(a) =0,

Montrer que f est constante sur O.

Exercice 1863 Soit f : R” — R une application différentiable. Montrez que si ||V f(x)| <
M, Vx € R", alors
[f(x) = fy)l < Mz —yll, Yo,y € R".

39 Espaces métriques et espaces vectoriels normés

Exercice 1864 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) 1. Montrer que : Vxy, 29, , 2, € R (z1+
x2+---+xn)2 <n(zf+ai+--+a2)
2. Déterminer : m = Inf{(>_"  ;)(D_1, 1/x;) tels que xq, 29, -+ ,z, > 0}
3. Déterminer : M = Sup {|z + 2y + 3z + 4t tels que (z,y,2,t) € R* [ 2? +y> + 22 +1? < 1}
Exercice 1865 (Normes sur R?) Pour tout (z,y) € R?, on pose N, (z,y) = Max(\/22 + 2, |z —
y|) et No(z,y) = +/22/9 + y? /4.

1. Montrer que N; et N, sont des normes sur R? et représenter les boules unités fermées
associées a ces normes.

2. Montrer que No < [|-[Joo < ||z < N1 < ||.||1 < 4Ns.
3. Déterminer le plus petit réel k > 0, tel que ||.]}1 < kNy. (utiliser Cauchy-Schwarz)

Exercice 1866 Soient (a;)i<i<n €t (bi)i<i<n deux familles de n nombles réels. Montrer7 en

étudiant le signe du trinébme \ — Z a; + )\b que Zaz P < (Z ) (Z b2)

=1 =1
Exercice 1867 Soit (E,d) un espace métrique.

1. Montrer que d'(z,y) = /d(z,y) est une distance sur E. Enoncer des conditions suffisantes
sur une fonction f, définie de R, dans R, pour que (x,y) — f(d(x,y)) soit une distance

sur F.
d(z,y) :
T d( m est une distance

sur E. Indication : On utilisera la croissance de la fonction v —

2. Montrer que application d” définie sur £ x E par d’(z,y) =

1+ u'
3. Comparer les distances d et d” .

4. Dans le cas ou E est ’ensemble des nombres réels et ou d est la distance valeur absolue,
construire By (0,a) on a est un réel.

Exercice 1868 Soit (F,d) un espace métrique complet, et f une application de E dans E telle
qu’il existe kEeR, 0<k<1tel qued(f(x),fly) <kd(zy) VreE VYyekE.

1. Montrer que f est continue sur (F,d).

2. Soient zg € E et pour n > 0, x,41 = f(z,). Montrer que la suite (x,),>0 est de Cauchy
dans (F,d).

3. Montrer que cette suite converge vers un point fixe de f, c¢’est-a-dire une solution de
f(1) = l. Montrer que ce point fixe est unique.
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(2sinzy + cos xz)
(cos 1 + 3sinzy)

QU =OT | =

X1

4. Application : montrer que le systéme { admet une solution

Ty =
unique (71, z9) € R2

Exercice 1869 On considére les trois normes définies sur R? par :
_ — (12 2\3 _
[ X[[e = [aa| + [z2] [ X2 = (27 +23)7 [ X]loo = max{|a], |22[}.
Représenter graphiquement les boules unités de chacune d’entre elles. Peut-on “comparer" ces
trois normes ? Ecriver les définitions des distances d;,ds et d., associées a chacune d’entre elles.

Exercice 1870 Soit F I'espace vectoriel des fonctions a valeurs dans R, définies et
nues sur [-1,1].
1. Montrer que les trois applications suivantes sont des normes sur FE :

f—lfllc = sup ]{!f(fﬂ)l}

+1 +1 1
f—>||f||1=/1 f@ldz,  f—lfla= (] f*(w)dz)?

z€[—1,4+1
-1 size|-1,—2]
2. On considére la suite (f,)nen~ de fonctions définies par f,(z) = ¢ nz siz €] — = 1]

1 sizeli ]
La suite f, est-elle de Cauchy dans (E, ||.||1), (E,||.||2) et dans (E,||.||«)? Conclusions?

Exercice 1871 Soit E l'espace vectoriel des fonctions a valeurs dans R, définies, continues et
dérivables sur [0,1] et vérifiant f(0) = 0. On définit sur cet espace les deux normes suivantes :

Ni(f) = fllso €t Na(f) = [ floc-

1. Montrer que Ni(f) < No(f). En déduire que Papplication identique de (FE, Ny) vers
(E, N1) est continue.

2. A laide de la fonction f,(x) = %n, montrer que l'application identique de (E, N7) vers
(E, N3) n’est pas continue.

Exercice 1872 Lorsqu’un espace vectoriel E est en outre muni d’une multiplication, ’appli-
cation N : E — R est dite norme multiplicative si :

— N est une norme,

— pour tous A et B dans E, N(A.B) < N(A).N(B).

Soit E = M, (R), 'espace vectoriel des matrices carrées a n lignes et n colonnes. A € E se note

A= (aij)1<ij<n

n
1. Montrer que N (A) = 1n<13u<x{ Z la; ;| } définit une norme multiplicative sur E.
<i<n
j=1

2. Montrer que N (A) { |A.-X]|oo }

= max
{XeR™, [|X[[o=1}
n

3. Soit A € M,(R) telle que V 1 < i < n, |a;;| > Z la; ;| et D la matrice diagonale

=15
formée avec les éléments diagonaux de A. Soit aussi F' un vecteur de R™. On considére la
suite des X® e R™ définie pour p > 0 par :

X =XpeR"
Xet) = (1 - D'A)X® + D'F  pourp =0

Montrer qu’elle est convergente et calculer sa limite.
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Exercice 1873 (partiel 1999) Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé, x un élément de E
et A un compact de E.

1. Montrer que I'application de E dans R qui & y associe ||y|| est continue.
2. Montrer que 'application de E dans R qui & y associe ||y — z|| est continue.

3. Montrer que la distance de = & A est atteinte, c’est-a-dire qu’il existe a € A tel que

inf ||y — 2| = |la — z].
inf [ly -z = [la — ]|

Exercice 1874 Soient (E,| - ||g) et (F,|| - ||r) deux espaces vectoriels normés. Soit L une
application linéaire de E dans F'.

1. Montrer que L est continue en 0 si et seulement si elle est continue en tout point de F.

2. On suppose qu’il existe une constante K > 0 telle que
IL(z)lr < K|zl VzeE.
Montrer que L est continue.
3. Dans la suite, on suppose que L est continue et on pose

K = sup [[L(z)|F.

Izl z=1

(a) Supposons que K = +oo. Montrer qu’alors il existe une suite (z,) dans E telle que
|zn]| = 1 pour tout n et telle que ||L(x,)||r tend vers +o0o. En déduire qu’il existe
une suite y,, tendant vers 0 et telle que ||L(y,)||r = 1.

(b) En déduire que K € R, et que pour tout € F on a
IL(z)||lFr < K2 &

Exercice 1875 Soit E espace vectoriel des fonctions continues de [—1,1] & valeurs dans R
muni de la norme

1
I = [ 1f@)d
On considére 'application L : £ — R définie par L(f) = f(1).

1. Montrer que L est une application linéaire.

2. En considérant les fonctions f, : x — y/nx™, montrer que L n’est pas continue.

Exercice 1876 Soit (£, || -||) un espace vectoriel normé et (x,),en une suite d’éléments de F.

On suppose que (z,,) est de Cauchy. Montrer qu’elle converge si et seulement si elle admet une
sous-suite convergente.

Exercice 1877 Soit E 1’espace vectoriel des fonctions continues de [—1,1] a valeurs dans R.
On définit une norme sur E en posant

1l = / )] dr.

1

On va montrer que E muni de cette norme n’est pas complet. Pour cela, on définit une suite
(fn)nen+ par

-1 si —1<t<—2
falt) =qnt si -1 <<=
1 si t<t<L
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1. Vérifier que f,, € E pour tout n > 1.
2. Montrer que

2 2
— < - -
I = fll < sup(-. )

et en déduire que (f,) est de Cauchy.

3. Supposons qu'il existe une fonction f € E telle que (f,,) converge vers f dans (E, || - ||1).
Montrer qu’alors on a

n—-4oo n—-4oo

-« 1
lim |fu(t) — f()|dt =0 et lim / |fu(t) — f()|dt =0
-1 a
pour tout 0 < a0 < 1.

4. Montrer qu’on a

—a 1
im [ |f()+1dt=0 et  lim / fult) — 1] dt = 0

1 «

n—-+00 n—-+o0o

pour tout 0 < a < 1. En déduire que

f(t)=-1 vVt e [-1,0]
ft)=1 vt €0, 1].
Conclure.
Exercice 1878 Soit £ = R? muni d’une norme || - ||. On rappelle quune application continue

g de E dans E est dite contractante 8’1l existe K €]0, 1] tel que

lg() =gl < Klle =yl Yo,y € E.

On rappelle aussi que toute application contractante admet un unique point fixe.
Soit f une application continue de E dans E telle qu’il existe un entier n tel que f" soit
contractante. On note x le point fixe de f".

1. Montrer que tout point fixe de f est un point fixe de f".
2. Montrer que si z est un point fixe de f", il en est de méme pour f(z).

3. En déduire que x( est 'unique point fixe de f.

Exercice 1879 Soit £ = R? muni d’une norme || - ||. On définit la distance d’un élément x
de E a une partie A de E, notée d(xg, A), par la formule

d(z0, A) = inf [lz — o]

1. Supposons A compact. Montrer que pour tout xy € E il existe y € A tel que d(zg, A) =
|y — @ol|-

2. Montrer que le résultat est encore vrai si on suppose seulement que A est fermé. (On
remarquera que pour toute partie B de A on a d(xg, B) > d(xg, A).)

3. Montrer que l'application qui & xq associe d(xg, A) est continue sur E (sans aucune hy-
pothése sur A).

4. En déduire que si A est un fermé de E et B un compact de E tels que A et B sont
disjoints, alors il existe une constante d > 0 telle que

la=b|| >0  V(a,b) € Ax B.
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5. Montrer par un contre-exemple que le résultat est faux si on suppose seulement que A et
B sont deux fermés disjoints.

Exercice 1880 N : (z,y) — |5z + 3y| est-elle une norme de R*?
N,: R* — R )

o= (g |ml?)

B =

Exercice 1881 1. Montrer que Vp > 1, 'application (

est une norme (on utilisera la convexité de a?).

2. Pour z € R™ fixé, montrer que lim, . N,(z) = max(z;,1 < i < n), et que cela définit
une norme, appelée norme infinie, et notée N .

3. Etablir les inégalités suivantes :
Vz € R", Noo(z) < Ni(z) < v/nNay(z) < nNy(z).

Que peut-on en déduire?
4. Dessiner les boules unités des normes 1,2, et oo dans R2.
R* — R
T o Y| Zf:l i

Exercice 1883 A est dit conveze s’il contient tout segment reliant deux quelconques de ses
points :

N
Exercice 1882 Soit ( ) Montrer que N est une norme.

V(z,y) € A% [z,y] = {z +tly —z), t €[0,1]} C A.

Soit E un espace vectoriel muni d’une norme N. Montrer que toute boule fermée (ou ouverte)
est convexe et symétrique par rapport a son centre.

Exercice 1884 Soit (E, N) un espace vectoriel normé. Montrer :

W(r.y) € (B\{0})%, N(z —y) > = sup(N(), N(y)) - N (Nﬂ(fx) _ L) ,

2 N(y)

Exercice 1885 Soit E un espace vectoriel normé, et (a,a’) € E?, (r,r’) € (R ). Montrer :
1. B(a,r) ={a}+ B(0,r)
2. B(a,r)=B(d,r") < a=d etr=1'
3. Bla+d,r+71")= B(a,r)+ B(d,r)
4. Bla,r)NB(d,1") # 0 & |l —al <7+

Exercice 1886 Soit (£, N) une espace vectoriel. Montrer les équivalences :

A C E est borné < 3F(a,r) € ExRY : AC B(a,r)
< dR>0: AC B(0,R)
< dR>0: AC Bs(0,R)
< A est inclus dans une boule de E.

Exercice 1887 (Topologie du R-espace vectoriel R) 1. Quelles sont toutes les normes
sur le R-espace vectoriel R?

On se place désormais dans (R, |.]).
2. Quelles sont les boules ouvertes ? fermées ?
3. Ouverts et fermés de R :

(a) soit (I;)aca une famille d’intervalles ouverts non vides de R, deux & deux disjoints.
Montrer que A est au plus dénombrable.
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(b) soit O un ouvert de R, et a € O. On pose A = {x € R |z & Oetaz > a} et
B={xeR |z ¢&O et z < a}. Etudier l'existence de inf A et sup B.

(c) en déduire que :
— tout ouvert de R est réunion d’une famille au plus dénombrable d’intervalles ou-
verts
— tout fermé de R est réunion d’une famille au plus dénombrable d’intervalles fermés.

Exercice 1888 Soit F I'espace vectoriel des fonctions de classe C* sur [0, 1] telles que f(0) = 0.

1. On pose pour tout f € E, N(f) = || fll~ et N'(f) = ||f'|lcc- Montrer que N et N’ sont
des normes.

2. Montrer que N et N’ ne sont pas équivalentes.
Exercice 1889 Soit F I'espace vectoriel des fonctions de classe C' sur [0, 1] telles que f(0) = 0.
1. On pose pour tout f € E, N(f) = ||flloc + ||.f'||cc- Montrer que N est une norme sur E

2. Montrer que, si f € E alors, pour tout x € [0,1] : f(x) = e’““/ e'(f(t) + f'(t))dt.
0
3. On pose, pour tout f € E, N'(f) = ||f + f'|lo- Montrer que N’ est une norme sur £,
équivalente a V.

Exercice 1890 Soit E un espace vectoriel normé, A une partie de E et x un élément de E.
Comparer les deux assertions :

i) Pour tout € > 0 'ensemble A N B(z, ) est infini.

i) Pour tout € > 0 il existe un élément y distinct de z dans AN B(z, ¢).

Exercice 1891 Soit A I'ensemble des fonctions continues sur [0, 1] telles que f(z) > 0 pour
tout x € [0, 1].

1. On munit C[0,1] de la norme || f| = sup |f(z)|. Montrer que A est fermé et calculer
z€[0,1]
son intérieur.

1
2. On munit C[0, 1] de la norme || f|; = / |f(x)|dz. Montrer que U'intérieur de A est vide
0
et que A est fermé.
Exercice 1892 Soit (E,|| ||) un espace vectoriel normé sur R. On pose

|z +ylI* + |z —yl?
z,y€E—(0,0) Q(HCL"P + HZJHQ)

n(E) =

1. Montrer que 1 < p(F) < 2.

2. Calculer u(R?) lorsque R? est muni de la norme euclidienne puis de la norme ||(z, )]0 =
max{|z[, [y[}.

Exercice 1893 Soit | || une norme sur R" et A = (a; ;)i e1,.n € M, (R). On pose :
|All = sup [Az|.
z€R™;||z]|=1

1. Montrer qu’on définit ainsi une norme sur M, (R).

Iisn 4

n
2. On munit R” de la norme || ||;. Montrer que [|Al|; = max (Z |la; ;).
J=1
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1
Exercice 1894 1. Montrer que Papplication (f,g) — (f,g) = / f(t)g(t)dt est un produit
0

scalaire euclidien sur C10, 1], I'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] a valeurs

réelles.
1

1
2. On note C' = {f € C|0, 1];/ f(t)dt = 1. Montrer que }n(fj/ fA(t)dt =1 et que cette
0 €t Jo

borne inférieure est atteinte.

Exercice 1895 On munit C|0, 1], Uespace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs

réelles de la norme ||f||oc = sup |f(z)].
z€[0,1]

1. Soit ¢ : C[0,1] — R une application linéaire. On pose N(p) = sup lo(f)].
fEC[OJ];”f”oo:l
Montrer que ¢ est continue si et seulement si N () est fini.

2. Calculer N (1) lorsque ¥(f) = /1 f(t)dt.
0

1 1
3. Posons, pour toute fonction f € C[0,1] : ¢o(f) = /2 f(t)dt —/ f(t)dt. Montrer que
0 :
N(p)=1.

Exercice 1896 On munit F, 'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs réelles

telles que f(0) =0 de la norme ||f|loc = sup |f(z)].
z€(0,1]

1. Soit ¢ : E — R une application linéaire. On pose N(¢) =  sup  |¢(f)|. Montrer que
JEES| flloo=1
 est continue si et seulement si N () est fini. Montrer que ¢ — N(p) est une norme sur

I’espace vectoriel des formes linéaires continues sur F.

2. Calculer p = N (%) lorsque 1 est définie en posant, pour toute fonction f € E : ¢(f) =

/0 1 F(t)dt.

3. Peut-on trouver une fonction f € E telle que [¢(f)| = pet ||flloc =17
Exercice 1897 On munit F = C*0,1] et F' = C|0, 1] de la norme || f||oc = sup |f(z)|.

z€[0,1]

1. Soit ¢ : E — F une application linéaire. On pose N(¢) = sup |p(f)|. Montrer que
feE:||flloo=1
© est continue si et seulement si N () est fini.

2. Montrer que 'application f +— f’ n’est pas continue.
Exercice 1898 Soit (F, (,)) un espace euclidien et S = {z € F; ||z| = 1}.
1. Soient z,y € E et I le segment [x,y]. Calculer SN 1.

2. Les normes | |1 et | |o de R™ sont-elles euclidiennes ?

Exercice 1899 1. Soit A € M, (C). Montrer quil existe une suite de matrices (A, )nen
inversibles convergeant vers A (en un sens que I'on précisera).

2. Soit N € M,,(C) une matrice nilpotente. Calculer les valeurs propres de N. Montrer que
det(I + N) = 1.

3. Soit A € M, (C) telle que AN = NA. Calculer det(A + N).
Exercice 1900

I Préliminaires
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1. Soit P Pespace vectoriel des fonctions polynomiales de [0,1] & valeurs dans R. Montrer
que P est de dimension infinie.

2. Soit X une partie bornée de R. Montrer que sup(X) = sup X.
11

On note £ I'ensemble des fonctions lipschitziennes de [0, 1] a valeurs dans R, c’est a dire telles
quil existe k € R, tel que, pour tout z,y € [0,1], |f(z) — f(y)] < k|z — y|. On note C!
’ensemble des fonctions de [0, 1] a valeurs dans R de classe C, ¢’est & dire dérivables a dérivée
continue.

1. Montrer que £ est un sous espace vectoriel de 1'espace vectoriel des fonctions de [0, 1] a
valeurs dans R, que £ contient C! et est de dimension infinie.

2. On pose, pour tout f € L :

NP =L+ sup  HD S0
(e 2aty T =Y
() = [7(0)] + sup LD =TSO
z€]0,1] |$‘
[fllec = sup [f(z)]
x€[0,1]
A = [fles  sp M@ I
(e ity T =Yl
(a) Montrer que Ny, No, || || €t A sont des normes sur L.

(b) En considérant la suite f,(z) = sin(27nx), montrer que Ny n’est pas équivalente a
I oo
(c) Montrer que Ny n’est équivalente ni & || ||oo, ni & No.

(d) Construire une suite (g,)nen d’éléments de £ qui converge vers 0 pour || ||« mais
pas pour No. En déduire (de nouveau) que N, n’est pas équivalente a || ||co-

(e) Montrer que A et Nj sont équivalentes.

3. On pose, pour tout f € C': v1(f) = [f(O)] + || f lo et v(f) = | flloo + |/ ]|oo-

(a)
(b) Montrer que vi(f) = Ny(f), pour tout f € Cl.

(c) Les normes v et vy sont-elles équivalentes ?

Montrer que v; et v sont des normes sur C!.

4. Soit (E,|| ||) un espace vectoriel normé. Une suite (x,)neny d’éléments de E est dite de
Cauchy si, pour tout € > 0, il existe N tel que, si m,n > N alors ||z, — z,,|| < e. On dit
que (E,|| ||) est complet si toute suite de Cauchy y est convergente. On rappelle que R
muni de la norme x — |z| est complet.

(a) Soit C° I'espace vectoriel des fonctions continues de [0, 1] & valeurs dans R. Montrer
que (C° || ||oo) est complet.

(b) L’espace vectoriel normé (C!,v) est-il complet ? Qu’en est-il de (C', 1) ?

(¢) Soit (fn)nen une suite de Cauchy dans (£, \). Montrer que (f,)nen converge unifor-
mément vers une fonction continue f.
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(d) Démontrer que pour n assez grand f — f,, est lipschitzienne.

(e) En déduire que (£, \) est complet.
III

On munit C' d’une norme N et et C° de la norme || ||. On note d I'application f +— f’ de C!
a valeurs dans C°.

1. Soit ¢ : C! — C une application linéaire. On pose N(p) = sup ||¢(f)]|co. Démontrer
[iN()<1

que ¢ est continue si et seulement si N(yp) est fini. Vérifier que N est une norme sur
I'espace vectoriel des applications linéaires continues de C! & valeurs dans C°.

2. Montrer que 'application d n’est pas continue si N = || ||co-
3. On munit C! de la norme v. Montrer que d est continue et calculer N(d).

[Exercice corrigé]

40 Suites dans R"

Exercice 1901 Soit z,, une suite de R%. Montrer que 'ensemble A des valeurs d’adhérence de
T, est fermé. Indication : prouver que le complément de A est ouvert.

Exercice 1902 Soit x,, une suite bornée de R?. Montrer que x,, converge si et seulement si A
est un singleton. Indication : pour prouver la convergence, utiliser qu’une suite bornée de R? a
au moins une valeur d’adhérence.

Exercice 1903 Soit f : RY — R? continue. Soit 2, € R?. Soit x,, la suite définie par

Tpy1 = f(xn)
Supposons que ||z, — x,41|| — 0. Montrer que si a € A alors f(a) = a.
Indication : appliquer la définition de la continuité de f en a en termes de limites.

Exercice 1904 Soit z,, une suite bornée de R¢. Supposons que ||z,, — z,11|| — 0. Montrer que
I’ensemble A est non-vide, compact, connexe.

Indication : pour la connexité, supposer que A = A; U Ay avec Ay et Ay non-vides, disjoints,
fermés.

Si d =1 conclure que A = [a,b] avec a < b.

Exercice 1905 Soit f: R — R continue. Soit xy € R. Soit z,, la suite définie par

Tnt1 = f(n).
Supposons que x,, est bornée. Montrer que x,, converge si et seulement si
|lzn — Znial] — 0.
Indication. Montrer qu’il suffit de prouver que a = b dans [a,b] = A. Si a < b montrer que la

suite est stationnaire.

Exercice 1906 Soit s, = X}_,1/k et x,, = cos(s,). Montrer qu’il n’existe pas d’application
f : R — R continue telle que
Tni1 = f(Tn).

Indication : montrer que ||z, — z,41|| — 0 mais que z,, ne converge pas.
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41 Intégrales multiples

Exercice 1907 Calculer I} = [[(z+y)e “e ¥Ydady on D = {(z,y) € R*/x,y > 0,z +y < 1}.
D
Calculer I = [[(2? + y*)dzdy o D = {(z,y) € R?/z* + y* < z,2* + y* > y}.
D
Calculer I3 = ff %dmdy on D ={(x,y) € [0,1]*/2* + y* > 1}.
Calculer I, = ff e dedy ou D =10,%] x [0, 1].
Calculer I; = fff zdzdydz ou D = {(z,y,2) € (RT)3/y? + 2 < 1,22 + 2 < 1}.

Calculer I; = ffxydxdy ou D= {(x,y) eR?/z,y >0, 2—2 + Z—j < 1} avec a,b > 0.
D

Exercice 1908 Représenter et calculer le volume de {(x,y,2) € R®/ -1 <z < 1,22 +9*> < 22 + 1}.

Exercice 1909 Déterminer le centre de gravité du culbuto (homogéne), i.e. le cone
{(z,y,2) e R*/z € [0,1],2° + ¢y* < 2*}

auquel on adjoint sur sa base une demi-boule.

Exercice 1910 Soit D = [0, 1]%. Calculer :

// dx dy
(r+y+1

Exercice 1911 Soit D le disque de centre (0, 1) et de rayon 1 du plan. Calculer :

//D(x2 +y?) dx dy.

Exercice 1912 Soit D ={z >0,y > 0,2> + y* — 2y > 0, 2> + y* — 1 < 0}. Calculer :

/ Va2 +y?dedy.
D

Exercice 1913 Soit D = {(z? + y?)? < xy}. Calculer :
/ vy dx dy.
D

Exercice 1914 Soient a,b > 0. Calculer 'aire de I'ellipse £ = {§—§+Z—j < 1} par deux méthodes
différentes.
(On rappelle que l'aire d’un domaine D vaut [, dzdy.)

Exercice 1915 Soit a > 0 et D le domaine délimité par la courbe d’équation polaire p =
a(1+ cos@). Calculer 'aire de D.

Exercice 1916 Soient 0 < a < b,0 < ¢ < d, et D = {az?® < y < bx?,
laire de D.
(Indication : poser u = % et v = xy.)

Exercice 1917 Soit p > 0 et D = {y*> — 2px < 0,22 — 2py < 0}. Calculer :

m3+y3
// e =v dxdy.
D

(Indication : poser x = u?v et y = uv?.)

<y < %} Calculer

c
T
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Exercice 1918 Soit R > 0, Dp = {z? +y*> < R*, 2 > 0,y > 0} et Kr = [0, R]?. Montrer que :

// e~ @) g dy < // e~ @) g dy < // e~ @) g dy.
DR KR D2R

En déduire 'existence et la valeur de
R

. _ 42
lim e~ dt.
R—+o00 0

Exercice 1919 Soient a, R > 0. Dans le plan (yOz), soit D le disque de centre (0,a,0) et de
rayon R. En tournant autour de 'axe (Oz), le disque D engendre un domaine 7" (appelé un
tore plein). Calculer le volume de T (c’est-a-dire I'intégrale triple [[[ . dzdydz).

Exercice 1920 Soit D = {2 +4*> < 1,0 < 2 < 1 — 2% + y?}. Calculer le volume de D.
>

Exercice 1921 Soit D ={2z >0,y 20,2 > 0,z +y+ 2z < 1}. Calculer :

/ / / dx dy dz

p(I+z+y+z)*
Exercice 1922 Quel est le volume délimité par deux cylindres de révolution d’axes (Ox) et
(Oy) et de méme rayon R > 07

Exercice 1923 En utilisant un changement de variables, calculer 'intégrale de f sur D avec
L. D={(z,y) eR* | 7* < a® +y> <4’} ; f(z,y) =sin /2% +y?;
2. D= {(m,y) € R? | i—j—i—%—j < 1} avec a, b>0; f(r,y) =22+ y*;
3. D={(z,y,2) eR® |22 +4><1,0< 2< h}avec h>0; f(z,y,2) = 2;

4. D={(z,y) eR*|0< 2 <y<22%, 1/x <y <2/z}; f(r,y) =z +y (changement de
variable u = y/a? | v ::Uy)'

5. D={(z,y,2) eR¥ |2 >0,y>0, 2

> 0, 2> +y°+2° <1} f(x,y,2) = zyz;
6. DZ{(w,y,Z)€R3I1<x +y + 27

>
<4} flry, z2) = (2% +y* + 2%)~

Exercice 1924 Identifier les ensembles suivants et calculer leur aire s’ils sont dans R?, leur
volume s'ils sont dans R3.

1. D= {(xy)ERQH %gl}aveca,b>0;

2. D= {(x,y, z) €R3| z—i + g—i + i—j < 1} avec a,b,c > 0; qu’obtient-on dans le cas parti-
culier ot D est la boule unité de R??
3. D={(z,y,2) eR? |22+ 4> < R,0< 2 < h} avec R,h > 0;
4. D={(z,y,2) €ER3|2>20,y>0,220,v+y+2<1};
5. D ={(z,y,2) e R® | 2? +y*> < 2?/h*, 0 < 2 < h} avec h > 0.
Exercice 1925 Calculer les coordonnées du centre d’inertie (de gravité) du domaine D :
1. D= {(x,y) € R? | ‘z—z +4%5 <1, 22>20,y> O} (le quart d’ellipse) ;

2. D={(z,y) eR? | 2 +9><1,2>0, |y| <az};
3. D={(z,y) e R? | 2 +y*> <9, :E—l) +y? > 1}
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Exercice 1926 1. Théoréme de Guldin Soit Dy un domaine tracé dans le demi-plan
{(2,0,2) € R® | z > 0}. Sil'on fait tourner Dy autour de Paxe Oz, on obtient un domaine
D de R3. En utilisant les coordonnées cylindriques. montrer que

Vol (D) = 2nAire (Dy) - x¢,

ou (xg, zg) sont les coordonnées du centre d’inertie du domaine Dj.

2. Calculer les volumes des domaines suivants :

(a) le tore obtenu en faisant tourner autour de Oz le domaine Dy = {(z,0, 2) | (x;§)2 +
z—j <1}, ot a<c;
(b) D={(r,y,2) eR3 | 2?2 +y? + 22 <4R? , 2> + y* < R?}, ot R > 0.

Exercice 1927 On pose [ :/

42 (2212
e2dtet J= // B )dxdy. Calculer J et en déduire la
R R2

valeur de 1.

Exercice 1928 On note D le domaine délimité par les droites x =0, y = x + 2 et y = —x.

1. Calculer (directement) I = // (x — y)dzdy.
D

2. Calculer I au moyen du changement de variable u=x +yet v =2 —y.

Exercice 1929 Soit D = {(z,y);x > 0,y > 0,2? + y* < 1}. Calculer // (4 — 2 — y*)dxdy.
D

42 Séries numériques