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Chapitre 1

Groupes, anneaux et corps

Prérequis : dans tout ce chapitre, les notions suivantes sont supposées connues :

le cours de logique (en particulier, implications et équivalences) ;
notion d’ensemble et opérations usuelles sur les ensembles;

image directe et image réciproque d’une partie par une application ;
composition d’applications, propriétés de la composition ;

injection, surjection, bijection et leurs propriétés;

produit scalaire et déterminant dans le plan et dans I'espace, produit vectoriel
dans 'espace.
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Vous connaissez depuis longtemps I’'addition et la multiplication de nombres réels (ou
de nombres entiers). En fait, vous avez appris que ce sont des opérations qui ont un certain
nombre de régles de calculs. Dans ce chapitre, on va généraliser ces « opérations » (ce qu’on
appellera des lois de composition interne) et les regles de calcul. Ceci va nous amener a
définir des notions de structures algébriques : notions fondamentales en mathématiques
qui permettent essentiellement de manipuler des objets (des nombres, des ensembles, des
applications, des vecteurs...) et de faire des « calculs » avec ces objets.

Vous verrez par la suite que ces structures reviennent naturellement dans tous les
domaines mathématiques, mais aussi dans tous les domaines scientifiques.

1.1 Groupes

1.1.1 Loi de composition interne

Définition 1.1.1.1 Soit £ un ensemble non vide. On appelle loi de composition interne
sur E toute application f : E x E — E. La valeur f(z,y) pour un couple (z,y) € E*
s’appelle le composé de x et y pour cette loi.

Exemple 1.1.1.2 Voici quelques exemples et contre-exemples de lois de composition in-
terne :

e l'addition sur N est une loi de composition interne;
e la multiplication dans C est une loi de composition interne sur C;

e si F est un ensemble donné, alors U est une loi de composition interne sur

P(E);
e le produit vectoriel A est une loi de composition interne sur R?;

e la loi o est une loi de composition interne sur F(E, E') mais n’est pas une loi de
composition interne sur F(E, F) (lorsque E et F sont deux ensembles distincts) ;

e par contre, le déterminant dans le plan n’est pas une loi de composition interne :
a deux vecteurs, on associe un nombre réel et non pas un vecteur.

Notations :

e on utilise souvent I'expression « l.c.i. » pour dire « loi de composition interne ».
C’est une abréviation qui est tolérée;

e cn général, on utilise un symbole pour désigner le composé de = et y, comme par
exemple z x y, ou 2Ty, ou x ¢y, ou... On dira donc souvent : « soit x une loi de
composition interne sur E » (au lieu de f) et on notera z *y au lieu de f(z,y).
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Définition 1.1.1.3 Soient E un ensemble non vide et * une loi de composition interne
sur £. On dit que :

e * est associative si 1 V(z,y,2) € B3 | xx (yxz) = (x*y) *2;
o x est commutative si 1 V(z,y) € B? | axy=y*x;

e x posséde un élément neutre s’il existe e € E tel que Ve € E | exx = xxe = .

Exemple 1.1.1.4 Reprenons les exemples précédents.
e La loi 4+ sur N est associative, commutative et admet 0 pour élément neutre.
e La loi x sur C est associative, commutative et admet 1 pour neutre.
e La loi U est associative, commutative et admet () pour neutre.

e La loi A n’est ni associative, ni commutative et n’admet pas d’élément neutre. En
effet,

% on a, par exemple, i A (i A j) = i Ak = —j alors que (i/\a/\k = 0. Par
conséquent, il existe trois vecteurs de l'espace tels que : i A (i Aj) # (i Aj) A k.
Ceci prouve que A n’est pas associative.

* Si 4 et ¥ sont non colinéaires, AU = —uAv et © AU # 0 donc AU # UAU.
Par suite, A n’est pas commutative.

+ Enfin, §’il existait un élément neutre €, on aurait : € = €A € = 0. Mais alors,
si @ est un vecteur non nul, 4 A €= 0 # 4.

On peut remarquer que dans la pratique, ceci signifie que les régles de calcul de
produit vectoriel sont « plus difficiles » que les regles de calcul dans R par exemple.
Pour s’en convaincre, il suffit d’écrire la formule du « double produit vectoriel »
et de comparer avec le « double produit » dans R :

V(z,y,2) ER® | (zxy)x 2= X (yx2) =0 XYy X2
alors que pour 1, ¥, W trois vecteurs de 'espace :
(WAD) AW = (4 - W)T— (- w)u

Formule nettement plus « difficile », ne serait-ce qu’a retenir.

e Si E est un ensemble, la loi o sur F(E, E) est associative, admet un élément neutre
(Idg) mais n’est pas commutative (si £ contient au moins deux éléments).
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Dans toute la suite, sauf mention explicite du contraire, F est un ensemble
quelconque non vide.

Proposition 1.1.1.5 Soit x une loi de composition interne sur E. Si x admet un
élément neutre, alors il est unique.

Preuve :
Soient e € E et ¢ € E deux éléments neutres pour x. Alors :

exe (puisque € est un élément neutre pour x)
= ¢ (puisque e est un élément neutre pour x)

€

Définition 1.1.1.6 Soit x une loi de composition interne sur F admettant un élément
neutre e. Soit  un élément de E. On dit que z est inversible pour la loi * §'il existe
y € Etel que : xxy =y*x =e. Un tel y est alors appelé un inverse de x.

A Attention : il faut bien vérifier les deux égalités! Il se peut qu'il existe y € E tel
que Ty = e mais que y x T # e.

Par exemple, si E = F(N,N) est muni de la loi o, on a vu que Idy est 'élément neutre et
si on considere les applications f et g définies par :

VneN, fln)=n+1 ; ¢g(0)=0et VneN" gn)=n-1

Alors go f = Idy mais f o g # Idy.

Proposition 1.1.1.7 Soit x une loi de composition interne sur E, associative et pos-
sédant un neutre. Si x € E est inversible, alors son inverse est unique.
Son inverse est alors noté x 7.

Preuve :
En effet, siy € E et ¢ € E sont deux inverses de z, alors :

y=yxe=yx(@xy)=yrx)xy =exy =y

10
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Remarque : on peut plus généralement définir les notions d’élément inversible a droite,
d’élément inversible a gauche, d’inverse a droite et d’inverse a gauche de la fagon sui-
vante :

e on dit que x € E est inversible a gauche s’il existe y € E tel que yxx = e. Un tel
élément y € E est alors appelé un inverse a gauche de x ;

e on dit que x € E est inversible a droite s’il existe z € E tel que xx z = e. Un tel
élément y € E est alors appelé un inverse a droite de x.

En revanche, si x est inversible a gauche mais n’est pas inversible, un inverse a gauche
n'est pas nécessairement unique. Par exemple, si E = F(N,N) est muni de la loi o et
sif - N — N

m o— n+4+1"’
Vn € N* | g.(n) =n—1, vérifie g, o f = Idy et par suite, f admet une infinité d’inverses
a gauche.

alors pour tout a € N, Uapplication g, définie par g,(0) = a et

Exercice 1.1.1.8 Montrer que si * est associative et admet un neutre, et si x admet un
inverse a gauche et a droite, alors les inverses a gauche et a droite sont égaux.

Exercice 1.1.1.9 Soit £ = F(N,N) muni de la loi de composition interne o. Quels sont
les éléments qui sont inversibles a droite ?

Proposition 1.1.1.10 Soit x associative et possédant un neutre e. Soient x et y deur
éléments inversibles pour la loi . Alors :

(i) ! est inversible et (7)== ;
(ii) x xy est aussi inversible et (zxy)™' =y xa~
Preuve :
(i) Par définition, z x 271 = 27! x v = e. Par suite, 27! est inversible et

son inverse est z, c’est-a-dire (z7!)7! = z.

(22) On fait le calcul :

(xxy)x(ytxz™) = wx(yxy ) xa~! (car x est associative)
= xxexz !
= xxz! (e est neutre pour *)
= e

On montre de la méme facon que (y~'xx71) x (zxy) = e.

Par conséquent, x %y est inversible et : (zxy)™! =yt xa7L.

11
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A Attention : remarquez l'inversion de l'ordre! Il faut donc faire tres attention lors-
qu’on travaille avec des lois non commutatives.

Exemple 1.1.1.11 Soient f et g deux bijections de E dans E. Alors g o f est bijective
et (gof)t=flogh

Remarques et notations : soit x une loi associative et possédant un neutre.

e Sila loi de composition interne * est également commutative, on la note souvent
+ ; le neutre est alors noté Op (ou bien 0 s’il n’y a pas de risque de confusion) et
Uinverse de x est noté —x et on 'appelle aussi l'opposé de x. On dit alors qu’on
utilise la notation additive pour x.

e On la note aussi souvent - ou X (notation multiplicative); le neutre est alors

noté 1p (ou bien 1 s’il n’y a pas de risque de confusion) et linverse de x est encore
5 -1

noté v~ -.

e Avec I’hypothése d’associativité, on peut définir sans ambiguité :

n
Z Ty = Xyt a9+t a, (si * est notée additivement)
i=1
n
H Ti = T A TokcrcKkTp (si * est notée multiplicativement)
=1

L’associativité fait que ces deux éléments sont bien définis. En revanche, il faut
faire attention a Uordre! Si la loi x n’est pas commutative, on peut avoir :

ﬁxi # ﬁ:pn,i (par exzemple)

i=1 i=1

En particulier, en notation multiplicative, on note pour n € 7. :

n
x":Hx:x*x*---*m sineN* ; z'=e
—
=1

n facteurs

et

In|

= I |x’1:x’l*x’l*-~-*m’1 sin<0
i=1

|n| facteurs

De facon similaire, si la loi de composition interne est notée additivement, on
pose nx =0 sin =0z et :

nszzzx—i—x—k---—i—x sin >0
—_—

i=1 n termes

12
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et

i
nx = Z(—x) =(—z)+(-z)+ -+ (-x) sin<0

i=1

[n| termes
Je wvous laisse alors vérifier en exercice que les régles de calculs usuelles sont
encore valables, ¢’est-a-dire :

Y(n,p) € Z? , 2™ = 2" xaP  (en notation multiplicative)

Y(n,p) € Z* , (n+p)r =nx +px (en notation additive)

1.1.2 Définition d’un groupe et régles de calcul

Définition 1.1.2.1 Soient G un ensemble et x une loi de composition interne sur G.
On dit que (G, *) est un groupe s'il vérifie les trois propriétés suivantes :

(i) * est associative;
(ii) * possede un neutre;
(iii) tout élément de G est inversible pour la loi *.

Si de plus, x est commutative, on dit que (G, *) est un groupe abélien (ou commutatif).

Proposition 1.1.2.2 Les ensembles suivants, munis des lois de composition interne
données sont des groupes (de référence) :

(Z,+) ; (@Q+); R+) ;5 (C+) ;5 (@, x) ;5 (R, x) ;5 (Cx)

De plus, ce sont tous des groupes commutatifs.

Preuve :

C’est clair compte-tenu des propriétés de I’addition et de la multiplication
dans Z, Q, R et C.

X

Remarque : un groupe n’est jamais un ensemble vide puisque par définition, il existe un
élément neutre dans G.

13
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Exercice 1.1.2.3 En revanche, (N, +) et (C, x) ne sont pas des groupes. Pourquoi ?

Exercice 1.1.2.4 Montrer que (U, x) est un groupe commutatif. On rappelle que l’en-
semble U est défini par U= {z € C /|z| = 1}.

Proposition 1.1.2.5 Soient K € {Z,Q,R,C} et n € N*. On définit l’application +
de K" x K" dans K™ par :

V((Ti)1<i<ns (Yi)r<i<n) € K" X K™ | (2i)1<icn + (Ui)1<icn = (Ti + ¥i) 1<icn

Alors (K™, 4) est un groupe commutatif : ¢’est un groupe de référence.

Remarque : attention, dans la proposition, il y a bien deux opérations « + » différentes!
La premicére est celle que l'on définit (c’est-a-dire 'opération sur l’ensemble K" ) et 'autre
est Uaddition usuelle dans K ! S’il y a un risque de confusion, on peut aussi noter l’addition
dans K en utilisant la notation +,.

Preuve :

e Pour commencer, on peut remarquer que + : K" x K" — K" est une
application bien définie (car +, est bien une loi de composition interne

sur K).

e Puisque 'addition dans K est commutative, il est clair que + est com-

mutative.

e Notons Ogn = (Og, -+ ,0x) = (Ok)1<icn. Alors Ogn € K™ et pour tout
—_——

n termes

xr = (xi)KKn S K™ :
x4+ Ogn = (2 +, Ox)1<icn = (Ti)1<icn = T

et puisque + est commutative, Ogn + 2 = x + Ogn = 2. Ce qui montre
que + admet un élément neutre : I’élément Ogn.

e [’associativité de + est une conséquence immédiate de I'associativité
de I'addition dans K. En effet, soient © = (xi)lgigna Yy = (yi)lgién et
2 = (2;)1<i<n trois éléments de K". Alors :

(‘T + y) +z +K y1)1<z<n + (Zi)1<i<n
(‘731 +x yZ) +x Z1)1<1<n
T+ (Yi +y ZZ))Kign

Ti)1<icn + (Ui +y 2i)1<icn

(:
(
=
(

14
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Ainsi,

(4+y)+2z = (Ti)icicn + U 4 Zi)1<i<n

prouvant ainsi que + est associative.

e Enfin, montrons que tout élément de K" est inversible pour +.
Soit = (2;)1<i<n € K™. Posons y = (—x;)1<i<n. Alors y € K™ et :

vy = (24 (7@'))1@@1
(OK)lgign

Ogcn

Or, 4 est commutative donc Ogn = x +y = y + . Ce qui prouve que x
est inversible (et que y est son inverse).

On a donc démontré que (K", +) est un groupe commutatif.

Remarques et notations :

o dans la pratique, on n’écrit pas +,. On utilise le méme symbole + pour désigner
les deux opérations différentes. C’est a vous de bien réfléchir a chaque fois pour
comprendre de quelle opération on parle : s’agit-il d’une addition de nombres
(c¢’est-a-dire dans K) ou d’une addition de « vecteurs » (c’est-a-dire dans K™) 2

e Si cette écriture formelle vous dérange, on peut aussi reformuler dans le cas par-
ticulier K = R et n = 2. L’opération + dans R? est définie par :

Y((z,y), (@', ) € R* X R? , (z,y) + (') = (x + 2",y +¥)

11 s°agit bien de 'addition usuelle de vecteurs de R%. Le neutre est (Og,Og) = (0,0)
(le vecteur nul de R?) et pour (z,y) € R2, linverse de (z,y) pour la loi + est
(—z,—y) (le vecteur opposé usuel dans R?).

Proposition 1.1.2.6 Soient X un ensemble non vide quelconque et K € {Z,Q,R, C}.
On définit Uapplication, notée +, de F(X,K) x F(X,K) dans F(X,K) par :

V(9 € FXKP frg= 00 0 byt o)

Alors, (F(X,K),+) est un groupe commutatif : c’est un groupe de référence.

15



Mathématiques supérieures 1 1.1. Groupes

Preuve :

Laissée en exercice (voir la preuve de la proposition 3.2.1.3).

Proposition 1.1.2.7 Soit E un ensemble. On note o(E) l'ensemble des bijections de
E dans E. Alors (o(E),0) est un groupe, appelé groupe des permutations de E.
De plus, il est non abélien (des que E contient au moins trois éléments).

Preuve :
Montrons pour commencer que (o(FE), o) est un groupe.

e On sait déja que la composée de deux bijections est encore une bijection.
Par suite, o est bien une loi de composition interne sur o(E).

e On a prouvé, dans le cours sur les applications, que la loi o est associa-
tive (lorsqu’elle est définie, ce qui est le cas ici).

e L’application Idg appartient & o(E) et clairement :
Vfeo(E), foldg=Idgof=f

Par suite, Idg est 1’élément neutre de o(E) pour la loi o.

e Enfin, soit f € o(F). Par définition, f est bijective : elle admet donc
une bijection réciproque g, qui est elle aussi une bijection de E dans E,
c’est-a-dire g € o(F). De plus, g vérifie :

feg=gof=1dg

Par conséquent, tout élément f € o(E) admet un inverse (dans o(E))
pour la loi o.

Ceci prouve que (o(E), o) est un groupe.
Montrons a présent que si F contient au moins trois éléments, ce groupe

n’est pas commutatif. Soient xy, o, x5 trois éléments distincts de E et
considérons les deux applications suivantes :

7T:FE — F 7. FE — FE
Ty  Slx =2 ¢ T3 Slx=umx
T — T Sl = X9 ¢ T — T six =ux3
T sinon T sinon

16
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Il est clair que 72 = 7/2 = Idg. Par conséquent, 7,7’ € o(E) et de plus :
(tom)(z1) =23 et (7 o7)(m1) =12
Par suite, o7’ # 7' o7, prouvant ainsi que (o(E), o) n’est pas un groupe

commutatif.

X

Définition 1.1.2.8 Pour n € N*, Pensemble des bijections de [1, n] dans lui-méme est
un groupe pour la loi o. Ce groupe est appelé groupe symétrique (d’ordre n) et on le
note S,,.

Remarques : on peut noter les points suivants :
e (S,,0) est bien un groupe d’aprés la proposition précédente ;
e S, est un groupe fini (c’est-a-dire un groupe et un ensemble fini) de cardinal n!;

e c’est un groupe de référence qui est tres important. On l'étudiera de facon plus
précise dans le cours sur les déterminants (cours de mathématiques spéciales 1).

Proposition 1.1.2.9 Soient (G,*) un groupe et a,b € G. Les équations a xx = b et
yxa = b admettent chacune une unique solution qui sont respectivement x = a~* b et
y =bxa~t. Autrement dit, les applications :

G 2 q 6tc:i>c:
T > axxT Yy > yxa

sont des applications bijectives.

Preuve :

Montrons par exemple que v, est bijective.

e v, est une application bien définie car x est une loi de composition
interne sur G.

e Montrons que 7, est injective.

Soit (z,y) € G? tel que v4(z) = 7a(y), c’est-a-dire a xx = a xy. Alors en
multipliant & gauche par a=! (I'inverse de a dans G, qui existe puisque
G est un groupe), on a :

1 -1

a'x(axr) =at*(axy) cest-a-dire (a'xa)xx=(a"'xa)xy

17
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car * est associative. Enfin, par définition, en notant e € G 1'élément
neutre pour *, on a donc e x r = e x y, ¢’est-a-dire x = y.

Ce qui prouve que 7, est injective.

e Montrons enfin que 7, est surjective.
Soit y € G. Posons x = a™ ' xy : alors x € G et v,(z) = y.

Ce qui prouve que 7, est surjective.

Remarques :

e pour prouver que v, est bijective, on pouvait aussi fizer y € G et montrer que
Uéquation ~y,(x) = y admet une unique solution par analyse-synthese (I’analyse
prouvant Uinjectivité et la synthése la surjectivité) ;

e on pouvait également montrer directement que ;' = g1 et 571 = G4-1 ;

e enfin, on retient que l'injectivité signifie que dans un groupe, on peut « simpli-
fier » par a des deuz cotés d’une égalité (« simplifier » signifie mathématiquement
multiplier par Uinverse de l’élément), a condition que le facteur soit du « méme
coté » :

V(z,y) €G?, (axzx=a*xy < x=1y)

1.1.3 Sous-groupes

Définition 1.1.3.1 Soient (G, ) un groupe de neutre e et H une partie de G. On dit
que H est un sous-groupe de G si H vérifie les trois propriétés suivantes :

(i) ec H;
(ii) H est stable par x : V(z,y) € H? ,zxy € H;
(iii) H est stable par inverse : Vo € H , 27t € H.

Remarques importantes :

e en fait, on peut remplacer (i) par (i)' : H est non vide. Les propriétés (ii) et (iii)
permettent alors de prouver que e € H ;

o les propriétés (ii) et (iti) sont équivalentes a (i)' :¥(xv,y) € H* , xxy~' € H;

e en pratique, la plupart du temps, pour prouver que H est un sous-groupe de G, on
prouvera que e € H et que (i1) est vérifiée ;

e si H est un sous-groupe de (G, ), alors (H,x) est un groupe.

18
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Exemple 1.1.3.2 (Z,+) est un sous-groupe de (Q,+) qui est lui-méme un sous-groupe
de (R, +).

Exemple 1.1.3.3 (U, x) est un sous-groupe de (C*, x). En effet,
e U C C* (par définition);
e |1/ =1 donc 1¢ € U (on note ici 1¢ le nombre complexe 1) ;

e ct enfin, pour tout (z,2') € U% on a :

et x| =2 ' x|]=1"'x1=1donc 27! x2 €U

Dans la pratique, pour montrer qu'un ensemble donné est un
groupe, on montre presque toujours que c¢’est un sous-groupe
d’un groupe connu.

11 est donc important de bien connaitre les groupes de référence !

» Méthode : I

Exemple 1.1.3.4 Montrons que (R™*, x) est un groupe mais que (R*~, x) ne lest pas.
e Montrons que (R, x) est un sous-groupe de (R*, x).
* Montrons que R™ contient le neutre de R* pour la loi x.

De facon évidente, 1z > 0 donc 1 € R**,

* Montrons que R™ est stable par x.

Il est clair que : Vo,y € R™, o x y € R™.

* Enfin, montrons que R™™ est stable par inverse.

1
Il est clair que : Vo > 0, 27! = — > 0. Par conséquent, si z € R** alors
=t e R !

Ceci prouve que R est un sous-groupe de (R*, x). Par conséquent, (R**, x) est un
groupe.

e En revanche, x n’est pas une loi de composition interne sur R™* puisque par exemple,
—l e R ™ mais (—1) x (—=1) = 1> 0, c’est-a-dire (—1) x (—1) ¢ R™.

Exemple 1.1.3.5 On montrera dans le chapitre sur les suites que I’ensemble des suites
convergentes est un sous-groupe de (RN, +).

Exemple 1.1.3.6 L’ensemble C°(R,R) est un sous-groupe de (F(R,R), +).
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Exemple 1.1.3.7 L’ensemble Sy des solutions de y” — y = 0 est un sous-groupe de
(F(R,R),+). En effet,

o SHC./T"(R,R),

e la fonction constante égale & 0, c’est-a-dire le neutre de + dans F(R, R), est bien
solution de y” —y = 0. Ce qui prouve que Orrr) € Su;

e enfin, si y1,y2 € Sy, alors y1 — y2 = y1 + (—y2) € Sy (propriété des solutions
d’une équation différentielle linéaire).

Ce qui prouve que Sy est bien un sous-groupe de F(R, R).

Exercice 1.1.3.8 L’ensemble S des solutions de y” — y = 1 est-il un sous-groupe de
(FR,R),+)?

Exercice 1.1.3.9 Soit 2 un univers fini non vide. D’apres la proposition précédente (avec
X = P()), ensemble G = F(P(2),R) des applications de P(2) dans R est un groupe
pour 'addition.

1. L’ensemble des variables aléatoires réelles sur €2 est-il un sous-groupe de G ?
2. L’ensemble des applications P € G vérifiant :

V(A,B) € P(Q)*, P(AUB) = P(A) + P(B)

est-il un sous-groupe de G 7

3. L’ensemble des mesures de probabilités sur P(Q) est-il un sous-groupe de G'?

1.1.4 Opérations sur les sous-groupes

Dans ce paragraphe, on fixe un groupe (G, x) et on va s’intéresser aux opérations (ensem-
blistes) que 'on peut faire avec les sous-groupes. Mais avant de traiter le cas général, on
va commencer par un exercice.

Exercice 1.1.4.1 On considere ici G = R? muni de Iaddition usuelle ainsi que les en-
sembles H = {(z,0) , x € R} et K = {(0,y) , y € R}.

1. Montrer que H et K sont des sous-groupes de G.
2. H =G\ H est-il un sous-groupe de G ?

3. H U K est-il un sous-groupe de G'?

4. H N K est-il un sous-groupe de G'?
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Plus généralement, on dispose des propriétés suivantes sur les sous-groupes.

Proposition 1.1.4.2 Soient G un groupe et H, K deux sous-groupes de G. Alors HNK
est un sous-groupe de G.

Preuve :
Montrons que H N K est un sous-groupe de G.
e Montrons que le neutre e de G appartient a H N K.

On sait que H et K sont des sous-groupes de . Par définition d'un
sous-groupe, e € H et e € K. Par suite, e € H N K.

e Montrons que H N K est stable par x.

Soient x et y deux éléments de H N K. H étant un sous-groupe de G,
xxy € H. Delaméme fagon, K étant aussi un sous-groupe de G, zxy € K.
Par suite, z xy € H N K prouvant que H N K est stable par *.

e Montrons que H N K est stable par inverse.

Soit x € HN K. H et K étant des sous-groupes de G, ils sont stables par
inverse. Par suite, 271 € H et 27! € K, c’est-a-dire 27t € HN K.

Ce qui prouve que H N K est un sous-groupe de G.

A Attention : en revanche, attention!!

e H U K n’est pas forcément un sous-groupe!!! On verra en exercice que :
H U K est un sous-groupe de G <— (H C K ou K C H)
e [ =G\ H nest jamais un sous-groupe de G'!

En fait, la proposition précédente peut se généraliser a une intersection quelconque (la
démonstration est identique et laissée en exercice).

Proposition 1.1.4.3 Soit G un groupe et soit (H;);er une famille quelconque (c’est-
a-dire finie ou infinie) de sous-groupes de G. Alors, mHi est un sous-groupe de G.

el
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1.1.5 Morphismes de groupes

Définition 1.1.5.1 Soient (G, *) et (H,<) deux groupes. On dit qu'une application
[+ G — H est un morphisme de groupes si elle « préserve les opérations des groupes »,
c’est-a~dire si :

V(z,y) € G*, flzxy) = f(z)o f(y)

Exemple 1.1.5.2 La fonction exponentielle est un morphisme de (R, 4) dans (R*, x).
En effet,
Vr,y € R, exp(z +y) = exp(x) X exp(y)

Exemple 1.1.5.3 L’application 6 — € est un morphisme de (R, +) dans (U, x).
Exercice 1.1.5.4 En revanche, v, et J, ne sont pas des morphismes (sauf si a = e).

Exercice 1.1.5.5 Montrer que I'application D, qui & une fonction f de classe C! sur R
associe D(f) = f, est un morphisme de (C*(R,R),+) dans (C°(R, R), +).

Exercice 1.1.5.6 th est-elle un morphisme de groupes de (R, +) dans (R, +)?

Exercice 1.1.5.7 L’application I : C°([0, 1]),R) — R qui & une fonction f continue sur
1
[0,1] associe I(f) = / f(z)dz est-elle :
0
1. un morphisme de groupes de (C°(R,R), +) dans (R, +)?
2. un morphisme de groupes de (C°(R, R), x) dans (R, x)?

Pour la seconde question, on donnera trois raisons distinctes pour lesquelles c’est faux.

Proposition 1.1.5.8 Soit G S Houn morphisme de groupes. Alors :
(i) f(le) = 1u:
(i) Vo € G, f(z™h) = f(2)};
(iii) ¥Yn € N*  Vay, - 2, €G |, f(xykaxox-xx,) = f(x1)0 f(z2) 0 -0 f(xy).
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Preuve :
e Montrons ().

Par définition de I’élément neutre dans un groupe :

lpo f(lg) = f(lg) = f(le * 1) = f(la) ¢ f(la)

On simplifie & droite par f(lg) (toujours possible puisque f(1lg) est in-
versible dans H), ce qui donne : f(1g) = 1.

e Montrons ().

Soit € G. f étant un morphisme de groupes, on a :
fl@)o fa™h) = flaxa™!) = f(le) = 1n

On montre de la méme fagon que f(z~!) o f(x) = 1y. Par conséquent,

fl@)™ = fa™).

e Enfin, (ii7) se montre par récurrence immédiate sur n > 1.

Proposition 1.1.5.9 (Définition du noyau et de 'image) Soit f : G — H un
morphisme de groupes. On note 1g (respectivement 1y ) l'élément neutre dans G (res-
pectivement H ). On pose :

Im(f) = f(G) (image directe de G)

et
ker(f) = f'({1u}) (image réciproque de {15})
(i) Tm(f), appelé limage de f, est un sous-groupe de H ;
(ii) ker(f), appelé noyau de f (« kernel »), est un sous-groupe de G ;
(i11) f est injective si et seulement si ker(f) = {lg}.
Preuve :

Pour commencer, on rappelle les définitions des images directes et réci-
proques :

f(G)={ycH/TwecG, y=f(x)}={f(z),zcCG}

et

ker(f) = £, ({1u}) ={z € G / f(x) = 1u}

23



Mathématiques supérieures 1 1.1. Groupes

24

e (i) Montrons que Im(f) est un sous-groupe de H.
« Tout d’abord, par définition, Im(f) C H.

« Ensuite, puisque f est un morphisme de groupes, f(lg) = 1g et
par définition, f(lg) € f(G). Par conséquent, 15 € f(G).

x Par ailleurs, soient y et y' deux éléments de f(G). Alors, il existe
x€Geta €Gtelsquey= f(x)ety = f(z'). Alors :

yoy =f(z)o f(z') = f(zx2)
Or, xx2’ € G donc f(xx2') € f(GQ), cest-a-dire y oy € f(G).

% Enfin, soit y € f(G) : il existe z € G tel que y = f(x). Alors,
d’apres la proposition 1.1.5.8, y ™' = f(z)™' = f(z7') € f(G).

Par conséquent, Im(f) est un sous-groupe de H.

e (ii) Montrons que ker(f) est un sous-groupe de G.
* Par définition d’une image réciproque, ker(f) = f1({1g}) C G.
« D’apres la proposition précédente, f(1g) = 1y. Par suite,

lg€{z €G] f(z) = 1g} = ker(f)

x Solent x, 2’ € ker(f). On a alors f(z) = f(2') = 1y et donc :
Jlaxa ™) = f(z) o S = flz) o f() N = Lyo Tz = 1y

Par conséquent, x x 2'~! € ker(f).
Ce qui prouve que ker(f) est un sous-groupe de G.

(74) Montrons enfin que f est injective si et seulement si ker(f) = {15}.
* Montrons =

On suppose que f est injective. On montre que ker(f) = {15}
Pour commencer, on sait que {lg} C ker(f). Montrons alors
I'inclusion réciproque. Soit x € ker(f). Alors, f(z) = 1y = f(1g).
f étant injective, r = 14.

Ce qui prouve que ker(f) C {1g} et donc, par double inclusion,
ker(f) = {1g}. D’otu la premiere implication.
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+ Montrons la réciproque.

On suppose que ker(f) = {1g}. Montrons que [ est injective.
Soient z, 2’ € G tels que f(x) = f(z’). On a alors :

f(x) = fa) flx)o f(a') ™ =1y
flzxa™") =1y

rxa’ "t € ker(f)

1

rxr Tt =1¢a

front

=21

Ce qui prouve que f est injective.
X

Remarque importante : linclusion {lg} C ker(f) est toujours vraie pour n’importe
quel morphisme de groupes, puisqu’on a montré que ker(f) est un sous-groupe de G.
Par conséquent, pour montrer que ker(f) = {lg}, on ne montre qu’une seule inclusion,
a savoir ker(f) C {1g}.

Exemple 1.1.5.10 Reprenons un des exemples précédents. Soit f : (R,+) — (C*, x)
définie par f(0) = ¢ Onavu que f est un morphisme de groupes.
L’image de f est par définition :
Im(f) ={z€C"| 39€R7z:ei9}:U

On en déduit donc directement que U est un sous-groupe de (C*, x).
De méme, le noyau de f est :

ker(f) = {0 €R | ¢ =1} = {2kr , k € Z} = 217
Ceci permet directement de conclure que 'ensemble 277 est un sous-groupe de (R, +).
Exercice 1.1.5.11 Soit n € N*. On considére 'application ¢ : (Z,+) — (Z,+) définie

par »(z) = nz. Montrer que ¢ est un morphisme de groupes et déterminer son image ainsi
que son noyau. Que peut-on en conclure pour ’ensemble nZ ?

Pour montrer que H est un groupe, on peut :

1. montrer que c’est le noyau ou I'image d’un morphisme

de groupes;

» Méthode : I 2. montrer que c’est un sous-groupe d’un groupe connu;

3. montrer que c¢’est une intersection de sous-groupes d'un
groupe connu;

4. revenir a la définition d’'un groupe.
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Définition 1.1.5.12 (Isomorphisme, endomorphisme et automorphisme)
On dit qu'une application f est :

e un endomorphisme de groupe si f est un morphisme d’un groupe G dans lui-
méme ;

e un isomorphisme de groupes si f est un morphisme de groupes et si f est
bijective ;

e un automorphisme de groupe si f est un isomorphisme d’un groupe G dans
lui-méme.

Remarque et notations : un automorphisme est donc un endomorphisme et un iso-
morphisme. On note Aut(G) l'ensemble des automorphismes de G et End(G) Uensemble
des endomorphismes de G.

Exemple 1.1.5.13 L’exponentielle exp : (R,+) — (R™, x) est un isomorphisme de
groupes mais n’est pas un automorphisme de groupe. En effet,

e on a montré que c’est bien un morphisme de groupes;
e on sait que la fonction exponentielle est une bijection de R dans |0, +o00[;

e mais ce n’est pas un automorphisme car (R,+) et (R™, x) sont deux groupes
différents.

Exemple 1.1.5.14 La conjugaison ¢ : (C,+) — (C, +) est un automorphisme de groupe.
En effet,
e pour tout (z,2') € C* , c(z+2) =2+ 2 =2+ 2 = ¢(2) + ¢(2'), donc ¢ est bien
un morphisme de groupes;

e c est bijective (et ¢™! = ¢) de C dans C;

e c est bien une application du groupe (C, +) dans lui-méme.

Exercice 1.1.5.15 Trouver une condition nécessaire et suffisante (sur n € N*) pour que
I'application ¢ de l'exercice 1.1.5.11 (page précédente) soit un automorphisme de groupe.

Exercice 1.1.5.16 Soit @ € R? fixé et soit f : R? — R3 définie par :
VEERY, f(F) =GN F

1. Montrer que f est un endomorphisme de (R3, +).
2. Déterminer le noyau de f.
3. [ est-elle un automorphisme de (R?, +)?
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Proposition 1.1.5.17 Soient G et H deuz groupes et soit f : G — H. On suppose
que [ est un isomorphisme de groupes. Alors sa bijection réciproque = : H — G
est aussi un isomorphisme de groupes.

Preuve :

On sait déja que f~! est bijective. Il reste donc & montrer que f~! est un
morphisme de groupes.

Soient h,h’ € H. Montrons que f~'(hoh') = f~1(h)x f~1(R’). Pour cela,
on remarque que, puisque f est un morphisme de groupes,

FU ) > F7H D) = (M R) o F(FHR)
d’ou
f (fil(h) * [7H(R')) =hoh (puisque fo Tt =1dg)

Par suite, en prenant les images par f~!, on obtient :

Aoy = f=H Ry f7H(R)

Proposition 1.1.5.18 Soient G, H, K trois groupes et soient f :G — H et
g : H— K. On suppose que f et g sont deux morphismes de groupes.
Alors go f : G — K est un morphisme de groupes.

Preuve :

On note * la loi de GG, ¢ la loi de H et x la loi de K.
L’application g o f est bien définie. Soient x,2’ € G. On a alors :

(go @) =g(f(x)o f(z))

car f est un morphisme de groupes. De plus,

g(f(z) o f(2')) = g(f(x)) x g(f ()

car g est un morphisme de groupes. Par suite,

(go filzxa’) = (g0 f)(x) x (g0 f)(2)

Ce qui prouve que g o f est bien un morphisme de groupes.
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1.2 Anneaux et corps

1.2.1 Définitions

Définition 1.2.1.1 Soit A un ensemble non vide muni de deux lois de composition in-
ternes, notées respectivement additivement et multiplicativement. On dit que (A, +, x)

est un anneau si :
(i) (A,+) est un groupe abélien ;
(il) x est associative et admet un élément neutre 14;

iii) x est distributive (a droite et a gauche) par rapport a -+, c’est-a-dire :
g p Pp ,

V(z,y,2) € A® [z x (y+2) = (vxy)+(zx2)
V(z,y,2) €A® [ (v +y)x2z = (zx2)+(yx2)

Lorsque x est commutative, on dit que A est un anneau commutatif.

Définition 1.2.1.2 On dit qu'un ensemble K muni de deux lois de composition in-
ternes, notées respectivement additivement et multiplicativement est un corps si :

(i) (K, 4, x) est un anneau non réduit a {Ox} (K # {0k});

(i) tout élément non nul est inversible pour la loi X, ou encore (K*, x) est un
groupe, avec K* = K\ {0k}

A Attention : quand on dit que (4, +, x) est un anneau, I'ordre des lois de composition
est important! (A, x,¢) est un anneau n’est pas du tout équivalent & (A,o,x) est un

anneau !

Exemple 1.2.1.3 Les exemples suivants sont des anneaux ou des corps de référence :
e (Z,+, x) est un anneau commutatif mais n’est pas un corps;
o (Q,+, %), (R,+, %) et (C,+x) sont des corps commutatifs ;
e (CO(R),+, x) est un anneau commutatif mais n’est pas un corps;

e l'ensemble des polynomes muni de 'addition et de la multiplication « usuelles »
est un anneau commutatif;

e lensemble F(R,R) muni de addition de fonctions et de la multiplication usuelle
entre fonctions est un anneau commutatif mais n’est pas un corps.
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Exemple 1.2.1.4 Par contre, (F(R,R),+,0) n’est pas un anneau puisque la loi o (la
composition) n’est pas distributive & droite par rapport a 'addition +.

Remarque : il existe bien des anneauz non commutatifs et des corps non commutatifs
mais les exemples « simples » sont plus faciles a construire lorsque les matrices ont déja
été définies (voir cours de mathématiques supérieures 2). On peut cependant construire
un exemple simple lié aux matrices : c¢’est ['objet de l’exercice suivant.

Exercice 1.2.1.5 Soit G = {0g, 1} muni de la loi + définie par :

0 +06=0g; Og+1g=1c+0g =1g et 1g+ 1g = 0¢

1. Vérifier que (G, +) est un groupe commutatif.

2. Montrer que V = G x G muni de la loi +, définie par :
V(z,y) €V V(@' y) €V, (z,y) +, (@,y) = (x + 2",y + )

est un groupe commutatif.

3. Pour f,g € End(V), on définit f @ ¢ par la relation :

V(z,y) eV, (f @ 9)(x,y) = f((x,9) +9((z,y))

Démontrer que (End(V), ®,0) est un anneau et qu’il est non commutatif.

Cet exemple correspond a l'ensemble My (Fy) (matrices carrées de taille 2 & coefficients

dans Fy (le corps commutatif & deux éléments)) dont on sait qu’il s’agit d’'un anneau non
commutatif.

1.2.2 Sous-anneaux et sous-corps

Définition 1.2.2.1 Soit A un anneau. On dit qu'une partie B C A est un sous-anneau
de Asi:

(i) (B,+) est un sous-groupe de (4,+);
(i) 14 € B;
(iii) B est stable par x : V(z,y) € B* ,z xy € B.

Exemple 1.2.2.2 1l est clair que (Z, +, X) est un sous-anneau de (Q, +, x).

Exercice 1.2.2.3 L’ensemble (2Z, +, x) est-il un sous-anneau de (Z, +, x) ?
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Exemple 1.2.2.4 L’ensemble C°(R) des fonctions continues sur R & valeurs réelles est
un sous-anneau de l’ensemble des applications de R dans R. En effet,

o C°(R) C F(R,R);
e (C°%(R),+) est un sous-groupe de (F(R,R),+) car :
* Ormpr) (la fonction constante sur R égale a Og) est continue sur R donc
Of(R,]R) e’ (R) ;

* si f et g sont continues sur R, alors f — g est aussi continue sur R, c¢’est-a-dire :
V(f,9) €COR)*, f—g € C'(R)

e 1rrpr (fonction constante égale a 1g) est continue donc 1xw ) € CO(R);

e et enfin, si f,g € CO(R), alors f x g € CO(R) (un produit de fonctions continues
est continu).

Exercice 1.2.2.5 L’ensemble des fonctions paires (définies sur R) est-il un sous-anneau
de 'ensemble F(R,R) ? Méme question pour I'ensemble des fonctions impaires.

Proposition 1.2.2.6 Soient A un anneau et B un sous-anneau de A. Alors (B, +, X)
est un anneau.

Preuve :

C’est, évident mais on va néanmoins le justifier.
e (B, +) est un sous-groupe de (A4, +) donc (B, +) est un groupe abélien.

e L’application x : B x B — B est une application bien définie (pro-
priété (iii) de la définition) : c’est donc une loi de composition interne
sur B.

el, € Betlyestneutrepour Xx dans A:Vex € A, Iy xx=xx1y = 2.
Or, B C A donc nécessairement : Vo € B, 1y Xz =2 X 14, = x.
Autrement dit, 14 est I’élément neutre dans B pour X.

e Puisque x est associative sur A, sa restriction a B 'est aussi. En clair :
V(z,y,2) €A® [ (zxy) x 2 =2 % (y X 2)

a fortiori : ¥(x,y,2) € B® , (x xy) x 2 =2 X (y X 2)

e De méme, puisque X est distributive par rapport a + sur A, elle l'est
sur B.

X
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Proposition 1.2.2.7 (Caractérisation des sous-anneaux) Soient A un anneau et
B C A. Alors B est un sous-anneau de A si et seulement si il vérifie les propriétés
susvantes :

(7/) 1a € B;’
(ii) V(z,y) € B> , o —y € B;
(iii) ¥(z,y) € B? , x x y € B.

Preuve :
e Montrons —

On suppose que B est un sous-anneau de A.

Alors, par définition, les propriétés (i) et (ii7) sont vérifiées.

Par ailleurs, soient z,y € B. Par hypothese, (B, +) est un sous-groupe
de (A, +). Par suite, x — y € B et donc (i) est également vérifiée.

e Montrons <—

On suppose que B vérifie les propriétés (i), (i) et (4ii). Montrons que B
est un sous-anneau de A. En fait, il reste seulement a montrer que (B, +)
est un sous-groupe de (A, +). Or, par hypothese :

x B # () (puisque 14 € B);

* et V(x,y) € B> ,x —y € B.

Par conséquent, (B, +) est un sous-groupe de (A, +).
X

Remarque : dans la pratique, on ne montre presque jamais qu’un ensemble B est un
anneau. Comme pour les groupes, on montre que c’est un sous-anneau d’un anneau de
référence. Ceci permet d’éviter les vérifications fastidieuses pour l’associativité et la dis-
tributivité. On fera le point sur les méthodes pour prouver qu’un ensemble est un anneau
a la fin de ce chapitre.

Définition 1.2.2.8 Soit (L, +, X) un corps. On dit qu’une partie K C L est un sous-
corps de IL si :

(i) K est un sous-anneau de L ;

(i) V2 e K* , 27t e K.
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Proposition 1.2.2.9 (Caractérisation des sous-corps) Soient (L, +, x) un corps
et K C L. Alors K est un sous-corps de L si et seulement si il vérifie les propriétés
suivantes :

(i) 1L € K;

(ii) V(z,y) e K? , 2 —y € K;
(iii) ¥(z,y) € K2, z x y € K;
(iv) Vo e K* , 27t e K.

Preuve :

C’est évident car les conditions (i), (i) et (i4i) sont équivalentes & K est
un sous-anneau de L (d’apres la caractérisation des sous-anneaux).

Remarque : dans la proposition précédente, on peut remplacer les propriétés (iii) et (iv)
par la condition :

V(r,y) eK*xK* ,zxy ' eK
Mais cela nécessite les régles de calcul dans un anneau qu’on étudiera dans le paragraphe
survant.

1.2.3 Regles de calcul dans un anneau

Remarque sur les notations : si (A, +, x) est un anneau et si (v,y) € A%, on note
abusivement :

T XY =1y

c’est-a-dire qu’on omet 'opération x. En fait, c’est comme pour les réels ou l'absence de
symbole entre deux éléments x et y sous-entend que c’est le produit.

De méme, si (G,-) est un groupe, la notation xy est utilisée pour désigner x - y.

Proposition 1.2.3.1 Soit (A, +, x) un anneau. Alors :
(Z) VIEA,OAXI:.TXOA:OA;

(ii) on a la “régle des signes” :
V(z,y) € A, (—2) xy = x (~y) = —(z x )

V(w,y) € A®, (—2) x (~y) =z xy
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Preuve :
e Montrons (7). Soit x € A. Alors :

X0y =2aX% (0A+0A):.I'XOA+IXOA
Or, (A, +) est un groupe, on peut ajouter I'opposé de z x 04 a chaque

terme, ce qui donne :
OA =T X OA

On démontre la seconde égalité de la méme facon.

e Montrons (i4). Soit (z,y) € A% Alors :
Op=ax0s4=ax(y—y)=zxy+zx(—y)

Par suite, en ajoutant 'opposé de x x y, on obtient :

zx (—y)=—(zxy)

On prouve les autres égalités de la méme facon.

Définition 1.2.3.2 Soit A un anneau non trivial (c’est-a-dire tel que 04 # 14). On
dit que A est un anneau integre si :

V(z,y) € A, (xxy=01=12=04 ou y=0,)

Si a et b sont des éléments non nuls de A tels que a x b = 0, on dit que a et b sont des
diviseurs de zéro.

Exemple 1.2.3.3 Z est un anneau integre. De méme, Q, R et C sont des anneaux in-
tegres.

Exemple 1.2.3.4 En revanche, il existe des anneaux qui ne sont pas integres. Par exemple,
si on considere anneau A des fonctions continues sur R (muni de 'addition + et de la
multiplication x des fonctions) et on définit :

T sizx >0 T six <0
VIE]R7f(x):{O et VI€R7Q(I):{O sinon

sinon

Alors, on vérifie sans peine que f et g sont bien continues sur R (et donc (f,g) € A?) et
pour tout réel x, f(z) x g(x) = 0, cest-a-dire f x g = 04. Pourtant, ni f, ni g ne sont
identiquement nulles, c¢’est-a-~dire f # 04 et g # 04.
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A Attention : on retient donc que dans un anneau quelconque, la « régle habituelle »
qui dit « qu’un produit est nul si et seulement si 'un au moins des facteurs est nul » est
fausse! Autrement dit,

(x=040uy=04) = xxy=04 est vraie
rxy=04 = (z=040uy=0y) est fausse en général

Les anneaux pour lesquels cette propriété est vraie sont des anneaux particuliers qu’on
vient de définir, a savoir les anneaux integres.

En revanche, il y a un cas particulier important, c¢’est ’objet de la proposition suivante.

Proposition 1.2.3.5 Si K est un corps, alors K est un anneau intégre.

Preuve :

On commence par un petit rappel de logique qui est trés important :
A= (BVvC(C) = (AN]B)=C
Ainsi, ici, il s’agit de prouver la propriété suivante :
V(z,y) €eK?, (zxy=0 A x#0x) = y=0g)

Soient z € K et y € K tels que x x y = O et © # Og. Alors, comme
x # Ok, © admet un inverse pour la loi x (par définition d’un corps). On
a alors en multipliant 1'égalité x x y = Og a gauche par 271 :

i x (zxy)=a"x0

c’est-a-dire y = Ok.

Définition 1.2.3.6 Soit (A, +, xX) un anneau. On dit qu'un élément x € A est in-
versible si z admet un inverse pour x dans A, c’est-a-dire s’il existe y € A tel que
X y=1yxx=14 Lensemble des éléments inversibles de A est noté A*.

Exercice 1.2.3.7 Soit (A, +, X) un anneau.
1. Montrer que (A*, X) est un groupe. (A*, x) est-il un sous-groupe de (A, x)?
2. (A*, 4+, x) est-il un corps?
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Théoréme 1.2.3.8 (Binéme de Newton) Soit (A,+X) un anneau (pas forcément
commutatif) et soient x,y deux éléments de A. On suppose que x X y =y X x (c’est-
a-dire x ety commutent). Alors pour tout entier n € N :

e =3 (5)ato

k=0

avec la convention que a® = 14 pour tout élément a € A.

Preuve :
On démontre la propriété par récurrence sur n € N.
Initialisation :

0
0 0
Pourn=0, (z+y)°’ =14 = (0> 2%y’ = E (k> aky=k,

k=0
Ce qui prouve que la propriété est vraie au rang 0.

Hérédité :
On suppose la propriété vraie au rang n € N; montrons qu’elle est encore
vraie au rang n + 1. On a successivement :

(@+y)"™ = (+y)x(@+y)"
= (v+y) x Z (n) xPy" P (hypothese de récurrence)
p
p=0
_ Z (n) :L,p+1yn—p + Z (’I’L) xpyn+1—p
p=0 p p=0 p
n+1 n n n
_ g Ak, 41—k 2Dy ntl—p
= 2 (e 2 ()
k=1 p=0

(on a fait le changement d’indice k = p + 1 dans la premiére somme).

Or, d’une part :

n+1 n
n kyntl-k _ (V) nt1 n k, n+l—k
O R e (K M Y

k=1

et d’autre part :

- n p, n+l—p — . n k. n+l—k n n+1
> ()= (i) ()

p=0 k=1
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Par suite,

n+l _ ,n+tl - n n ko n+1—k n+1
(x+y) Yy -&-;((kl)—k(k))wy +x
_(n+1N o oan —~ (n+1 k, ntl—k n+1\ 119
_(0>xy +; i 'y +n+1x Y
n+1
_Z(”JFl) ik

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n + 1 et acheve la
récurrence.

X

A Attention : la formule du binéme ne s’applique pas lorsque a x b # bx a. On reverra
des exemples plus tard, dans le chapitre sur les endomorphismes d’un espace vectoriel (ou
dans 'anneau des matrices carrées).

Proposition 1.2.3.9 Soit (A, +, X) un anneau et soit (x,y) € A% On suppose que x
et y commutent (¢’est-a-dire x X y =y x x), alors pour tout entier n € N* :

n—1
at =yt =(x—vy) (Z? X y" 1_k>

Exercice 1.2.3.10 Démontrer cette proposition.

Exercice 1.2.3.11 Soit (A, +, x) un anneau et soit y € A. On suppose que y est nil-
potent, c’est-a-dire qu’il existe un entier n € N* tel que y™ = 04. En utilisant la proposition
précédente, montrer que 1 — y est inversible et déterminer son inverse.

1.2.4 Opérations sur les sous-anneaux et sous-corps

Proposition 1.2.4.1 Soient A un anneau (respectivement un corps), B et C deuz
sous-anneauz (respectivement sous-corps) de A. Alors BN C est un sous-anneau (res-
pectivement sous-corps) de A.
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Preuve :
Il suffit d’appliquer la proposition de caractérisation des sous-anneaux
(respectivement sous-corps) et c’est immédiat.

X

De méme que pour les groupes, on peut généraliser cette propriété a une intersection
quelconque (exercice : faire la preuve).

Proposition 1.2.4.2 Soit A un anneau (respectivement un corps) et soit (B;)ies une
famille quelconque (finie ou infinie) de sous-anneauz (respectivement sous-corps) de A.
Alors, ﬂ B; est un sous-anneau (respectivement sous-corps) de A.

icl

1.2.5 Morphismes d’anneaux (ou de corps)

Définition 1.2.5.1 Soient (A, +, x) et (B, ®,®) deux anneaux.
On dit qu'une application f : A — B est un morphisme d’anneaux si :

(i) V(z,y) € A%, fz+y) = f(2) ® f(y);
(i) f(1a) =1B;
(i) V(z,y) € A%, fz xy) = f(z) ® f(y).

Remarque : lorsque A et B sont des corps, un morphisme de corps est une application
de A dans B qui est un morphisme de 'anneau A dans l'anneau B.

Définition 1.2.5.2 Soient (A,+,x) et (B,®,®) deux anneaux (respectivement
corps).

e On dit qu'une application f: A — B est un isomorphisme d’anneaux (res-
pectivement de corps) si f est un morphisme d’anneaux et f est bijective.

e On dit qu'une application f : A — A est un endomorphisme d’anneau (res-
pectivement de corps) si f est un morphisme d’anneaux.

e On dit qu'une application f: A — A est un automorphisme de 'anneau A
(respectivement du corps A) si f est un endomorphisme de 'anneau A (respec-
tivement du corps A) et si f est bijective.
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Remarques :

e ainsi, un automorphisme de 'anneau A est un endomorphisme d’anneau et un
isomorphisme de A dans lui-méme ;

e si f: A — B est un morphisme d’anneauz, alors f est aussi un morphisme
de groupes de (A,+) dans (B,+). En particulier, le noyau et limage de f sont
encore définis par :

ker(f) = £, ({05)) et Tmf = fu(A)

Exemple 1.2.5.3 La conjugaison complexe est un automorphisme du corps C. En effet,

V(z,2)€C? 2 +2 =2+ 27

1c =1¢;

V(z,2)eC? 2x 2 =2 x2;

et enfin, la conjugaison est bien une application bijective de C dans lui-méme.

F(R,R)
f
mais n’est pas un isomorphisme d’anneaux. En e
o V(f,9) € FR,R)*, o(f +9) = (f+9)(0
¢ o(lrrr) = lrer)(0) = 1g;
o V(f,9) € F(R,R)* , o(f x g) = (f x 9)(0) = f(0) x g(0) = &(f) x ¥(g)-
Ce qui prouve que ¢ est bien un morphisme d’anneaux. En revanche, il est clair que ¢
n’est pas bijective car par exemple, p(z — 2) = 0 donc ker ¢ # {0r@r) }-

R

Exemple 1.2.5.4 L’application ¢ : £(0) est un morphisme d’anneaux,

=11

et,

= f(0) + 9(0) = o(f) + ¢(9);

=

Exercice 1.2.5.5 Soit f un endomorphisme du corps Q.
1. Montrer que : Vn € N | f(n) = n.
2. Montrer que f est impaire et en déduire que : Vn € Z , f(n) = n.
3. Pour p € N*| calculer f(p~') en fonction de p.
4. En déduire que f = Idg.

Que vient-on de prouver ?

Ut

Exercice 1.2.5.6 En vous inspirant de 'exercice précédent, déterminer :

1. tous les endomorphismes du groupe (Z,+);

2. tous les endomorphismes de l'anneau (Z, +, x).

38



Chapitre 1 Groupes, anneaux et corps

De la méme fagon que pour les morphismes de groupes, on a les propriétés élémentaires
suivantes pour les morphismes d’anneaux.

Proposition 1.2.5.7 Soient A, B et C trois anneaur et soient f : A — B et
g : B — C deuz morphismes d’anneauz. Alors g o f est un morphisme d’anneaux
de A dans C.

Autrement dit, la composée de deux morphismes d’anneauzr est encore un morphisme
d’anneau.

Preuve :

On note abusivement + et x les opérations dans A, B et C.

e Puisque f et g sont des morphismes d’anneaux, f est aussi un mor-
phisme de groupes de (4, +) dans (B, +) et de méme g est un morphisme
de groupes de (B, +) dans (C,+). D’apres les propriétés des morphismes
de groupes, g o f est un morphisme de groupes de (A, +) dans (C, +).

e Par ailleurs, puisque f et g sont des morphismes d’anneaux, f(14) = 1p
et g(1p) = l¢. Par suite :

(go f)(1a) = g(f(1a)) = g(18) = 1c

e Enfin, soit (z,y) € A%

(go fllxxy) = g(f(zxy))

= g(f(z)) x g(f(y))
= (9o f)(@) x (g0 f)y)

Ce qui prouve que g o f est bien un morphisme d’anneaux.

Remarque : dans la proposition précédente, si on suppose que A, B et C sont des corps,
alors par définition g o f est un morphisme de corps.

Proposition 1.2.5.8 Soit f : A — B un isomorphisme d’anneaux. Alors f~! est un
isomorphisme d’anneaut.
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Preuve :

e Puisque f est bijective et f(14) = 1p, f~1(15) = 14.

e D’apres les propriétés des morphismes de groupes, on sait déja que f*
est un morphisme de groupes de (B, +) dans (4, +).

e De plus, pour (z,y) € B?,

flaxy) = A0 ()) f(f ‘)
= S 1(1/)))
= (e (@) = W)
= @)= f ()

e Enfin, f~! est également bijective.

Ce qui prouve que f~! est un isomorphisme d’anneaux.

Proposition 1.2.5.9 Soit A L B un morphisme d’anneauz. Alors :

(i) ker(f) est un sous-groupe de (A,+) mais n’est pas un sous-anneau de A (sauf
S OB = 13) 5y

(i1) Tm(f) est un sous-anneau de B.

Preuve :

| La démonstration est laissée en exercice.

Pour démontrer qu'un ensemble A est un anneau, on peut :
1. montrer que c’est I'image d’un morphisme d’anneaux ;

2. montrer que c¢’est un sous-anneau d'un anneau connu

» Méthode : I

(pour cela, on utilise la caractérisation des sous-
anneaux) ;

3. montrer que c’est une intersection de sous-anneaux;

4. revenir a la définition formelle d'un anneau.
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1.3 Exercices

Exercice 1.3.1 Soit * la loi de composition interne définie sur R par :
V(z,y) eR® ,zxy =z +y+a’y

1. Vérifier que * n’est pas commutative, n’est pas associative, que * admet un élément
neutre et qu’aucun élément de R\ {0} n’admet d’inverse pour *.

2. Résoudre les équations suivantes d'inconnue x € R : 22 = —3 puis z x . = 3.

Exercice 1.3.2 Montrer que R? muni de la loi (z,y) * (2/,y/) = (z + 2/, ye* 4+ y'e™®) est
un groupe non-abélien.

Exercice 1.3.3 Soit la loi de composition x définie sur R par :
V(z,y) €R?, zHhy = /23 + 43
1. Montrer que (R,x) est un groupe.
2. L’application f : (R,x) — (R, +) définie par f(z) = 2® est-elle un morphisme
de groupes?
Exercice 1.3.4 Soit F un ensemble non vide. On définit la loi A sur P(E) par :
Y(A, B) € P(E) E), ANB=(A\B)U(B\A4)

Montrer que (P(E), \) est un groupe abélien.

Exercice 1.3.5 Montrer que ensemble {z € C |, In € N* | 2" = 1} muni de la multipli-
cation est un groupe.

Exercice 1.3.6 Soient G un groupe et H, K deux sous-groupes de G. Montrer que HUK
est un sous-groupe de G si et seulement si K C H ou H C K.

Exercice 1.3.7 Soit G un ensemble non vide, muni d’une loi de composition interne
associative. On suppose qu’il existe un élément e € G tel que :

VeeG,zxe=x
VeeG,yeG,xxy=ce

Montrer que (G,*) est un groupe.
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Exercice 1.3.8 Soit G un groupe tel que : Vg € G, ¢> = e.
1. Montrer que G est abélien.

2. Montrer que si H est un sous-groupe de G et a € G\ H, alors H U aH est un
sous-groupe de G et H NaH = ().

3. (Difficile) Déduire de la question précédente que si G est fini, alors son cardinal
est une puissance de 2.

Exercice 1.3.9 Soit G un groupe fini de cardinal pair dont le neutre est noté 1. On veut
montrer qu’il existe un élément x de G distinct de 1 et égal a son propre inverse. Pour
cela, on pose :

A={geGlg#letg =g} e B={gelG|g#letg'#g}

1. A et B sont-ils des sous-groupes de G ?

2. Justifier que A et B sont des ensembles finis puis exprimer |G| en fonction de |A]
et de |B|.

3. Montrer que |B] est pair et conclure.

Exercice 1.3.10 Soit (G, *) un groupe, on note Z(G) le centre de G qui est par définition
I’ensemble des éléments de G qui commutent avec tous les éléments de G :

Z(G)={reG; VgeqG, vxg=g=uz}
1. Dans le cas ou G est commutatif, que dire de Z(G)?
2. Montrer que Z(G) est un sous-groupe de G.
3. Soient (G,x*) et (H, x) deux groupes et f : G — H un morphisme de groupes.
Montrer que :
(a) si f est surjectif, alors f(Z(G)) C Z(H);
(b) si f est injectif, alors f7! (Z(H)) C Z(G).

G — G

Exercice 1.3.11 Soit G un groupe. Pour tout a € G, on définit : f, : -
g — aga

1. Démontrer que f, est un automorphisme de G. On note Int(G) l'ensemble des
applications f, lorsque a décrit G.

— Aut(G)

est un morphisme de groupes.
u 7 p group

2. Montrer que ¢ :

3. Quel est le noyau de ¢ 7 Quelle est son image ?

4. En déduire que (Int(G), o) est un groupe.
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Exercice 1.3.12 On considere les applications suivantes de R\ {0, 1} dans lui-méme :

fii z—2x for zr—1—2x f3: xl—>1
—x
1 T r—1

fi: z— — f5: z+— fo: z+—
T z—1 T

1. Montrer que G = {f; , 1 < < 6} muni de la loi o est un groupe.
2. Déterminer tous les sous-groupes de G.

3. Quel est le plus petit sous-groupe de G contenant f, ? Contenant f3? Contenant

faoet f37?

Exercice 1.3.13 Soient Uy = {2z € C / 2'2 = 1} I'ensemble des racines 12° de I'unité et
soit

1. Démontrer que Uss est un sous-groupe de (C*, x).

2. Justifier que Uy, est un groupe monogene, c¢’est-a-dire qu’il existe w € Ujs tel que
tout élément z de Uy s’éerit z = w™, avec n € N.

3. Démontrer que f est un endomorphisme du groupe (C*, x).
4. Déterminer le noyau de f. f est-elle une injection ?
5. f est-elle une surjection ?

g:Up — Up

6. Soit 4
z — oz

(a) Justifier que lapplication g est bien définie.

(b) Démontrer que g est un morphisme de groupes.
(¢) Déterminer le noyau de g.

(d)

(e) Veérifier I'égalité : | ker(g)| x |Img| = |Uya].

Déterminer I'image de g.

Exercice 1.3.14 On pose Z[i] = {a + ib , (a,b) € Z?}.
1. Montrer que Z[i] est un sous-anneau de C. S’agit-il d'un corps ?
2. Montrer que la conjugaison est un automorphisme de 'anneau Z[i].

3. Quels sont les éléments inversibles de Z[i] ?
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Exercice 1.3.15 Soit P I'’ensemble des fonctions paires définies sur R a valeurs dans R.
1. (P,+, x) est-il un anneau ? Est-il commutatif ? Est-il un corps?

2. (P,+,0) est-il un anneau ? Est-il commutatif ?

Exercice 1.3.16 Soit (A4, +,*) un anneau inteégre. On suppose également que A est un
ensemble fini. On rappelle que si f est une application de A dans A (A est un ensemble
fini), alors f est injective si et seulement si f est bijective.

1. Soit a € A. Peut-on conclure directement, d’apres la définition d’un anneau, que
a est inversible pour x ?
pa: A — A
T —> a*x

2. On fixe a € A avec a # 04. Montrer que I'application est

injective.
3. En déduire que a est inversible a droite.

4. En vous inspirant des questions précédentes, démontrer de méme que «a est inver-
sible a gauche.

5. Montrer alors que 'inverse a droite est le méme que Uinverse a gauche.

6. Que vient-on de démontrer sur A7

Exercice 1.3.17 Soit A un anneau. Un élément = de A est dit nilpotent s’il existe n € N*
tel que z™ = 0.

1. Montrer que, si x et y sont nilpotents et commutent, alors x + y est nilpotent.
2. Montrer que, si x est nilpotent et x et y commutent, alors zy est nilpotent.

3. Soit x € A nilpotent. Montrer que 1 —  est inversible et calculer (1 — z)~.

Exercice 1.3.18 On considere les ensembles :
QV2 = {a+b/2, (a,b) € Q°} et Z[V2] = {a+bV2, (a,b) € Z*}
On rappelle que /2 est un irrationnel, résultat qui pourra étre utilisé sans démonstration.
1. Montrer que Ya,b,a’,b' € Q , a+bV/2=d + V2 <= (a,b) = (d,V).

2. Montrer que Q[v/2] est un sous-corps de R et que Z[v/2] est un sous-anneau de

Qv2l.

3. Atout z=a+bV2 € Q[\/ﬁ], on associe Z = a — byv/2. Montrer que Papplication
2 — % est un automorphisme de Q[v/2].

4. On pose pour z € Q[v2], N(z) = 2Z.
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(a) Montrer que N est multiplicative : V(z, 2') € Q[v/2]? , N(z2') = N(2)N(2').
(b) Montrer que z € Z[/2] est inversible si et seulement si N(z) = +1.

5. A laide de la question précédente, déterminer un élément inversible de Z[V2]
distinct de +1.

6. Montrer que I'ensemble U des éléments inversibles de Z[\/Q] est un groupe pour
la loi x.

7. En déduire que U est infini.
8. OnposeU+:{a+b\/§€U\a}O,b}O}etU}r:{a+b\/§€U+\b>0},
(a) Montrer que : ¥(a,b) € Z? , a +bv2 € Ur=b<a<?2b
(b) Soit z = a+by2 € Us. On pose 2’ = z(1 ++/2)~1 = a’ + b'v/2. Montrer que :
ZelUs. e (0<d <aouz=1)
(c) En déduire que Uy = {(1++/2)" , n € N}.

(d) Déterminer alors complétement U.

Exercice 1.3.19 Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de GG. Pour x € GG, on note :
xH={zh,he H}={ye G /3he H, y=uzh}
1. Montrer qu’il existe un entier n > 1 et des éléments x1,--- ,z, de G tels que :
G= U:rkH et Vije|lLn],(i#j=zHNz;H=0)
k=1

On pourra pour cela raisonner par ’absurde et montrer qu’on peut alors construire
une famille (T, )nen+ d’éléments de G tels que :

V(i,j) € N* x N* | (i #j = x,;HNx;H=10)
et .
k=1

2. En déduire le théoreme de Lagrange : si G est un groupe fini et H un sous groupe
de G, alors |H| divise |G|.

3. Application : existe-t-il un sous-groupe de cardinal 14 dans un groupe de cardinal
727
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Les exercices suivants font appels a des notions développées dans les chapitres
suivants. Pour chaque exercice, il est précisé quelle(s) notion(s) doivent avoir
été vues au préalable.

Exercice 1.3.20 Cet exercice utilise la densité de Q dans R (voir chapitre 2, paragraphe
4.8). Le but de lexercice est de déterminer tous les morphismes de corps de R dans R.

1. Donner un exemple de morphisme du corps R dans lui-méme.
2. Soit f un morphisme de corps de R dans R.

(a) Déterminer la seule valeur possible pour f(0).

(b) Montrer que : Vz € N | f(z) = x.

(¢) Montrer que f est impaire et en déduire que Vo € Z , f(x) = x.

(d) En déduire que cela reste vrai pour les rationnels : Vo € Q , f(x) = x.
)
)

e) Montrer que f est strictement croissante sur R.

(f) En utilisant la densité de Q dans R ainsi que les variations de f, conclure que :

Ve eR, f(z) ==

f

Exercice 1.3.21 Cet exercice utilise la division euclidienne (voir chapitre 5) et les pro-
priétés de N (chapitre 2, paragraphe 2.1). Soit G un groupe cyclique, c’est-a-dire que G
est un groupe fini et il existe un élément g € G tel que :

G=1{¢" kez}
1. Soit n € N* avec n > 2. Donner un exemple de groupe cyclique cardinal n. On
démontrera que l’ensemble donné est bien un groupe cyclique de cardinal n.

2. Soit G un groupe cyclique de cardinal n > 2. On fixe un élément g € G tel que
G ={g" , k € Z} et on note e 'élément neutre de G.

(a) Montrer que pour tout entier p, I'ensemble H, = {¢g** , k € Z} est un sous-

groupe de G.
(b) Réciproquement, soit H un sous-groupe de G, non réduit a {e}.

(i) Montrer que {p € N* / ¢ € H} admet un plus petit élément, que l'on
notera py.
(ii) Montrer que H,, C H.

(iii) Etablir que H C Hp,.
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Chapitre 2

Relations, ensembles N, Z, Q et R

Prérequis : dans tout ce chapitre, les notions suivantes sont supposées connues :

e le cours de logique (implications, équivalences, prédicat, récurrence) ;
e notion d’ensemble;
e applications monotones ; injections, surjections et bijections;

e structures usuelles : groupes, anneaux et corps; morphismes de groupes ou
d’anneaux.
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2.1 Relations

2.1.1 Généralités sur les relations

Définition 2.1.1.1 Soit £ un ensemble. Une relation (binaire) sur E, est une forme
propositionnelle P(z,y) en deux variables appartenant & F. En appelant R la relation,
on écrit xRy pour dire que P(x,y) est vraie.

Remarque : de facon plus formelle, une relation binaire R sur E est un sous-ensemble
de E x E. Pour (z,y) € E?, on écrit alors xRy lorsque (z,y) € R. En notant P(z,y)
la propriété (z,y) € R et en remarquant qu’un ensemble est caractérisé par la donnée de
ses €léments, on a alors :

TRy <= P(x,y) est vraie

Réciproquement, si P est un prédicat sur E x E, en posant
R ={(z,y) € E* | P(x,y) est vraic}

on a: xRy <= P(x,y) est vraie.

Il y a donc une correspondance (bijective) entre les deux définitions. Seule différence, la
premiere est plus simple a comprendre.

Définition 2.1.1.2 Soit R une relation (binaire) définie sur E. On dit que R est :

e réflexive si : Vo € ', 2Rx;
e symétrique si : V(x,y) € E? | (zRy = yRx);
e antisymétrique si : V(x,y) € E? | ((L”Ry et yR:L’) === y) ;

e tramsitive si : V(x,y,2) € E3 | ((:L'Ry et sz) - LRZ)

Exemple 2.1.1.3 Soit E I'ensemble des droites du plan. Considérons la relation R =.1.
C’est bien une relation binaire sur E et :

e R n’est pas réflexive puisque si D est une droite, D £ D;

e R est symétrique puisque si D et D’ sont deux droites du plan telles que D L D',
alors D' 1 D;

e R n’est pas transitive puisque (D L D' et D' L D”) = D || D" (on est dans le
plan).
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Exemple 2.1.1.4 Toujours sur I’ensemble E des droites du plan, on considere la relation
||. Alors, || est une relation :

e clairement réflexive puisque pour toute droite D, D || D;
e symétrique puisque pour toutes droites D et D', D || D' = D' || D;

e transitive puisque si D, D’ et D" sont trois droites telles que D || D" et D' || D",
alors D || D".

On reverra un peu plus loin que c¢’est ce qu’on appelle une relation d’équivalence.

Exemple 2.1.1.5 On considere la relation de divisibilité dans N, c¢’est-a-dire la relation
R = | définie sur N2 par :

Y(a,b) € N? [ alb <= In €N, b=na
Alors | est une relation réflexive, antisymétrique et transitive sur N. En effet,

e pour tout @ € N, a = 1y x a donc a|a;

e pour tout (a,b) € N2, si alb et bla, alors il existe n € N et p € N tels que b = na
et a = pb. Alors, b = na = npb, c’est-a~dire b(1 — np) = 0. Par suite,

* soit b =0 et donc a = pb =0, et a fortiori a =0;

* ou bien np = 1 et puisque (n,p) € N?>, n = p = 1. Par conséquent, b = na = a.

e enfin, si (a,b,¢) € N3 et alb et ble. Alors, par définition, il existe deux entiers
naturels n et p tels que b = na et ¢ = pb. Alors :

¢ =pb=pna = (pn)a avec pn € N

donc ale.

Exercice 2.1.1.6 Montrer que la relation de divisibilité dans Z, définie par :
V(a,b) € Z* , (alb = In€Z ,b=na)

est réflexive, transitive mais n’est pas antisymétrique.

Exercice 2.1.1.7 Montrer que si R est une relation symétrique et antisymétrique, alors :
V(z,y) € B*, (+Ry =z =y)

En particulier, si R est aussi réflexive, alors 2Ry <= =z =y, c’est-a-dire que R est la
relation d’égalité.
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2.1.2 Relation d’ordre

Définition 2.1.2.1 Soit £ un ensemble. On dit que R est une relation d’ordre sur E
si R est réflexive, antisymétrique et transitive. Dans ce cas, on dit que (F,R) est un
ensemble ordonné.

Remarques :

o ['exemple le « plus simple » d’ensemble ordonné est : (R, <) ;

e en fait dans cette définition, on veut introduire un « objet » qui permet de « com-
parer deuzx éléments » dans l'ensemble E : c’est justement la notion de relation
d’ordre. La définition posée reprend les propriétés naturelles de la relation < sur
l’ensemble des nombres réels ;

e un ensemble ordonné est donc un couple (E,R) ot E est un ensemble et R une
relation d’ordre sur E. Par abus, on dira souvent « soit I/ un ensemble ordonné »
au lieu de « soit (E,R) un ensemble ordonné » ;

e enfin, lorsque R est une relation d’ordre, on la note souvent < au lieu de R. Mais
il faudra bien faire attention a ne pas confondre ce symbole avec la relation <
habituelle dans R.

Exemple 2.1.2.2 (N,]) (ou | est la relation de divisibilité (voir exemple 2.1.1.5)) est un
ensemble ordonné. Cette relation correspond bien a « une fagon de comparer deux entiers
naturels » qui n’est la méme que la relation < usuelle dans N. On peut aussi remarquer
que pour la relation d’ordre de divisibilité, on ne peut pas comparer 2 et 3.

Proposition 2.1.2.3 Soit X un ensemble non vide. On définit la relation < sur

F(X,R) par :
V(f,9) e F(X,R)?*, f<g < Ve e X, f(z) <g(z)

Alors (F(X,R), <) est un ensemble ordonné.

Remarque : attention, ici il y a bien deux relations < qui sont différentes. La premiére
que l’on vient de définir est une relation d’ordre sur l’ensemble des applications de X dans
R alors que la deuzieme est la relation d’ordre usuelle dans R. Si vous pensez confondre
ces deuz relations distinctes, il est mieux de les noter de facons différentes, comme par
exemple <g pour l'inégalité usuelle dans R.
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Preuve :

Pour éviter les confusions (voir remarque précédente), notons R la rela-
tion < dans l'ensemble des applications de X dans R et montrons que
(F(X,R),R) est un ensemble ordonné.

e Montrons que R est réflexive.

Soit f € F(X,R). Alors, pour tout z € X, f(z) € R. Or, < est une
relation d’ordre sur R : elle est donc réflexive et f(x) < f(z). Ainsi,

Ve e X, f(z) < f(x)
c’est-a-dire fRf. Ce qui prouve que R est réflexive.

e Montrons que R est antisymétrique.

Soient f et g deux éléments de F(X,R) tels que fRg et gRf. On a alors :
Vee X, f(z)<g(z) et VreX,glz)<flz)

La relation < étant une relation d’ordre sur R, elle est en particulier
antisymétrique. On en déduit que :

Ve eX ) f(.’[) = O(iE) c’est-a-dire f =g
Ce qui prouve que R est antisymétrique.

e Montrons que R est transitive.

Soient f, g et h trois applications de X dans R vérifiant fRg et gRA. On
a alors :

Vee X, f(z)<glz) et VreX,g(z)<h(x)

La relation < étant une relation d’ordre sur R, elle est en particulier
transitive. Par suite,

Ve e X | f(x) < h(z) Ccdest-a-dire [fRh
Ce qui prouve que R est transitive.

Ainsi, R est bien une relation d’ordre sur F(X,R). =

Exercice 2.1.2.4 Soit £ un ensemble. Montrer que (P(E), C) est un ensemble ordonné.

A Attention : le résultat de cet exercice est a connaltre : ¢’est un ensemble ordonné

de référence.
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2.1.2.a Ordre total et ordre partiel

Définition 2.1.2.5 Soit (£, R) un ensemble ordonné. On dit que R est un ordre total
sur £ (ou que (E,R) est totalement ordonné) si deux éléments quelconques de E
peuvent toujours étre comparés. Autrement dit, (£, R) est totalement ordonné si :

Y(z,y) € E? | 2Ry ou yRa

Dans le cas contraire, on dit que R est un ordre partiel sur £ ou que (£, R) est un
ensemble partiellement ordonné.

Exemple 2.1.2.6 (N, <), (Z,<) et (R, <) sont des ensembles totalement ordonnés.
Exemple 2.1.2.7 On a déja vu que (N, |) est partiellement ordonné.

Exemple 2.1.2.8 De méme, si X contient au moins deux éléments, alors (F(X,R), <)
est partiellement ordonné. « Intuitivement », c’est évident puisque si 'on prend deux
fonctions, la courbe de I'une n’est pas toujours située au-dessus de 'autre. Donnons alors
un exemple. Soient a et b deux éléments distincts de X et considérons f = d, et g = 0y,
¢’est-a~dire :
f- X — R g: X — R
{1 six=a et {1 six=0
0 sinon 0 sinon

On a alors f(a) > g(a) donc 3z € X , f(z) > g(x), c’est-a-dire f < g est fausse. De
méme, g < f est fausse. Ceci prouve que < est un ordre partiel sur F(X,R).

Exercice 2.1.2.9 On considere les relations Ry et Ry sur N? définies par : pour tout
(p,q) € N? et tout (p/,q') € N2,

P, R(Y.qd) = (p<petq<d)
(P, )R2(p,d) = (p<pou(p=ypetqg<y))

1. La relation R; est-elle une relation d’ordre ? Est-elle une relation d’ordre totale ?
2. Montrer que R» est une relation d’ordre ? Est-elle une relation d’ordre totale 7

3. La relation R, est appelée I'ordre lexicographique sur N? : pourquoi ?
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2.1.2.b

Majorant, minorant, plus grand et plus petit élément

Définition 2.1.2.10 Soient (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E.

Soit M € E. On dit que M est un majorant de A (ou encore M majore A) si :
VaoeA,a<M

On dit que A est majorée (dans E) s'il existe M € E tel que M majore A.

Soit m € E. On dit que m est un minorant de A (ou minore A) si
Vae A, m<a

On dit que A est minorée (dans F) s'il existe m € E tel que m minore A

Soit M € FE. On dit que M est le plus grand élément de A lorsque M majore
Aet M € A. Dans ce cas, on note M = max A.

Soit m € E. On dit que m est le plus petit élément de A lorsque m minore A
et m € A. Dans ce cas, on note m = min A.

Proposition 2.1.2.11 Les définitions du plus petit et plus grand éléments ont un sens :
s’il existe, le plus grand élément (respectivement le plus petit élément) est unique.

Preuve :

Montrons par exemple que si A admet un plus grand élément, alors il est
unique. Soient M et M’ deux plus grands éléments de A. Par définition :

MeAetVacA,a< M (1)
et
MeAetVae A, a< M (2

Puisque M’ € A, en choisissant @ = M’ dans (1), on obtient M’ < M.
De la méme fagon, en choisissant « = M dans (2), on obtient M < M.

Ainsi, on a montré que M < M’ et M’ < M. Or, (E, <) est un ensemble
ordonné donc la relation < est antisymétrique. Par suite, M = M’.
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Exemple 2.1.2.12 Soient £ = R muni de la relation < usuelle, A =[1,2] et B = [1,2].
e A admet un plus grand élément et max A = 2. En effet,

2cAetVeeA,z<2

e En revanche, B n’admet pas de plus grand élément : montrons le par 'absurde.

Supposons que B admette un plus grand élément by. Alors by € B et by majore

oy 14 by + 2 . N .
B. Considérons I'élément b = ———. Puisque by € B, c’est-a-dire 1 < by < 2, il
est clair que b € B et que de plus, b > by. Ceci contredit le fait que by majore B.

Exemple 2.1.2.13 Soit £ = F([0, 1], R) muni de la relation < (voir proposition 2.1.2.3).
Soient f et g dans E définies pour tout = € [0, 1] par f(z) =z et g(x) = 1 — z. On peut
définir la fonction max(f, g) ! mais si A= {f, g} C E, alors max A n’existe pas car :

x il existe 2 =0 € [0, 1] tel que g(x) > f(x) (donc g < f est fausse);
x il existe z =1 € [0,1] tel que f(x) > g(x) (donc f < g est aussi fausse).

Exercice 2.1.2.14 On consideére I'ensemble ordonné (N, |) ainsi que les ensembles :
A={2,3}; B=0,; C=N"

Les ensembles A, B et C' sont-ils minorés? Majorés? Ont-ils un plus grand élément ?
Ont-ils un plus petit élément ?

Exemple 2.1.2.15 Soient £ un ensemble et H € P(E). On définit la relation < sur
P(E) par :

VABEPE), ASB < \ grHc AN

{AchBmH
ol H désigne le complémentaire de H dans E.
e Montrons pour commencer que (P(E), <) est un ensemble ordonné.

* Montrons que < est réflexive.

Soit A € P(E). 1 est clair que ANH C ANH et ANH C AN H, c’est-a-dire
que A < A. Par suite, < est bien réflexive.

1. voir chapitre 6, paragraphe 1 : généralités sur les fonctions d’une variable réelle
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* Montrons que < est antisymétrique.
Soient A et B deux éléments de P(F) tels que : A < B et B < A. Par hypothese,
on a donc :
BNnHCANH ANHCBNH

On en déduit donc, par double inclusion, que :

ANH=BNH
BNH=ANH

{AchBmH " {BchAmH

Il s’ensuit que :
A= ANE = AN(HUH) = (ANH)U(ANH) = (BNH)U(BNH) = BN(HUH) = B
Par conséquent, A = B et la relation < est antisymétrique.

x Montrons que < est transitive.

Soient A, B,C € P(FE), trois parties de E telles que A < B et B < C. Par
définition, on a donc :

ANHCBNH ¢ BNHCCNH
BNHCANH CNHCBNH

La relation d’inclusion étant transitive sur P(E), on a alors :
ANHCBNHet BNHCCNH entrainent que ANHCCNH
De la méme facon, CNH Cc BNH C AN H. Ainsi :
{AchCmg
CNHCANH
c’est-a-dire A < C, prouvant ainsi que < est transitive.

Ce qui prouve que la relation < est bien une relation d’ordre sur P(F).

e Montrons que P(FE) admet un plus grand et un plus petit élément (pour <).
* Analyse

Supposons que P(FE) admette un plus grand élément X (respectivement un plus
petit élément Y'). Alors, en particulier, X est un majorant de P(E) (respective-
ment Y est un minorant de P(E)). Par conséquent,

VAeP(E),A<X e VBeP(E),Y<B
c’est-a-dire , compte-tenu de la définition,

ANHCXnNH
XNHCANH

YNHCBNH

e, { N

et VBG1%E)7{
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Les dernieres relations étant vraies pour toutes parties A et B de E, on choisit
successivement A = () = B et A= E = B, on obtient :

XNH =
YNH =

\
=2 =
—N
T =
nnN
~<
2D
T =
n N
T =

soit encore,

Et de la méme facon, Y = H.
* Synthese

Réciproquement, H et H sont bien des éléments de P(E) et de plus,

ANHCH=HNH

vAEPE), { HNH=0C AnH

cest-a-dire VAeP(E),A<H

On montre de la méme facon que pour tout B € P(E), H < B.

Ce qui prouve que H est le plus grand élément de P(FE) pour la relation < et que H est
le plus petit élément de P(E) pour <.

Remarque : dans cet exemple, on peut se passer de l'analyse. En effet, on peut deviner
trés « facilement » que H est le plus grand élément et que H est le plus petit élément.
Vous pouviez donc simplement rédiger la partie « synthése » et montrer directement le
résultat.

2.1.2.c Borne supérieure et borne inférieure

Si on reprend 'exemple B = [1, 2], on a vu que B n’a pas de plus grand élément. Pourtant,
le « 2 ressemble a une sorte de plus grand élément » : c’est ce qu’on appellera borne
supérieure de B et c¢’est ce qui nous amene a poser les définitions suivantes.

Les notions de bornes supérieure et inférieure, en particulier dans (R, <), sont absolument
essentielles en analyse. Elles seront entres autres reprises de fagon intensive dans le chapitre
sur les suites et les limites de fonctions, et sont a la base des théorémes de limite monotone.
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Définition 2.1.2.16 Soient (£, <) un ensemble ordonné et A une partie de E.

e On dit que A admet une borne supérieure (dans E) si I'ensemble des majorants
de A admet un plus petit élément.
Dans ce cas, ce plus petit élément est appelé la borne supérieure de A et est
noté sup A.

e On dit que A admet une borne inférieure (dans E) si 'ensemble des minorants
de A admet un plus grand élément.
Dans ce cas, ce plus grand élément est appelé la borne inférieure de A et est
noté inf A.

Remarque : ainsi, sous réserve d’existence, on peut écrire :
sipA=min{M e F |[Vae A,a< M} et nffA=max{meFE |VYae A, m<a}
On retient donc que si la borne supérieure de A existe, elle est caractérisée par :

Vae A, a<supA et VYMeE, (VaeA,a<M)= supA< M)

Exemple 2.1.2.17 Reprenons B = [1, 2[. Intuitivement, il est « évident » que sup B = 2:
montrons-le. Notons Maj(B) I'ensemble des majorants de B. On veut donc prouver que
min Maj(B) existe et est égal a 2.

e Tout d’abord, Vo € B, x < 2. Par suite, 2 € Maj(B).

e Ensuite, soit M un majorant de B. Alors, pour tout = € [1,2[, + < M. Ceci
implique 2 < M (en effet, si M < 2, on construit : b = % € B vérifiant M < b,
ce qui contredit le fait que M majore B). Par suite,

VM € Maj(B) ,2< M

Ceci montre que 2 est un minorant de Maj(B) et appartient & Maj(B), ¢’est-a-dire que 2
est le plus petit élément de Maj(B), c’est-a-dire 2 = sup B.

Exercice 2.1.2.18 On considere I'ensemble ordonné (N, |) et A = N* C N. L’ensemble
A admet-il un plus grand élément 7 Un plus petit élément ? Une borne supérieure ? Une
borne inférieure 7

A Attention : un ensemble n’a pas forcément de plus grand et/ou de plus petit
élément et n’a pas non plus forcément de borne supérieure et/ou inférieure.
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Exercice 2.1.2.19 On considére I'ensemble Q des nombres rationnels muni de la relation
S usuelleet A={z€Q/0<zet0 < z*> <2} Montrer que A une borne inférieure
(mais pas de plus petit élément) mais que A n’admet pas de borne supérieure.

Proposition 2.1.2.20 Soit (E, <) un ensemble ordonné et soit A une partie de E.

(i) St A admet un plus grand élément, alors A admet une borne supérieure et :
max A = sup A
(ii) Si A admet un plus petit élément, alors A admet une borne inférieure et :

inf A=minA

Les réciproques des propriétés (i) et (ii) sont fausses.

Preuve :

‘ Ces propriétés sont évidentes. La preuve est laissée en exercice.

2.1.2.d Applications croissantes, décroissantes et monotones

Définition 2.1.2.21 Soient (A4, R) et (B, S) deux ensembles ordonnés et [ : A — B
une application. On dit que :

e f est croissante si : V(a,a’) € A% | aRa' = f(a)Sf(d');

e f est strictement croissante si :

V(a,a) € A, (aRd et a # d') = (f(a)Sf(d) et f(a) # f(d))

f est décroissante si : Va,a' € A |, aRd = f(a')Sf(a);

f est strictement décroissante si :
V(a,d') € A? | (aRd' et a # d') = (f(d')Sf(a) et f(a) # f(a'))

e f est monotone si f est croissante ou si f est décroissante;

e f est strictement monotone si f est strictement croissante ou si f est strictement
décroissante.
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Exemple 2.1.2.22 L’application identité de (R, <) dans lui-méme (pour la relation d’ordre
usuelle dans R) est strictement croissante.

Exemple 2.1.2.23 L’application ¢ : (F(R,R), <) — (R, <) définie par :

Ve FRR), o(f) = f(0)
est croissante mais non strictement croissante. En effet,

e soit (f,g9) € F(R,R)? tel que f < g. Alors, par définition, pour tout réel z,
f(z) < g(x). En particulier, f(0) < g(0), c’est-a-dire p(f) < ¢(g);
e mais si on choisit f = 0 (fonction nulle) et g : z — 27, alors f < g et f # g mais

o(f) = ¢(g).

Proposition 2.1.2.24 On considére (A, R) et (B,S) deuzr ensembles ordonnés ainsi
qu’une application f : A — B.

(i) Si f est croissante et injective, alors f est strictement croissante.

(i1) Si f est décroissante et injective, alors f est strictement décroissante.

Preuve :
Montrons par exemple la propriété (i).

On suppose que [ est croissante et injective. Soient a € A et @’ € A deux
éléments tels que aRa’ et a # a'. Puisque f est croissante, f(a)Sf(a’) et
puisque f est injective (et a # d'), f(a) # f(a’). Ce qui prouve que f est
strictement croissante.

X

Exercice 2.1.2.25 Soit £ un ensemble fini non vide. On considere ’application :

;. (PEL) — (N
A — 4]
On rappelle que si A est un ensemble fini, |A| désigne le cardinal de I'ensemble A.
1. Montrer que f est strictement croissante.
2. f est-elle injective 7
3. Que peut-on en déduire pour la réciproque de la proposition précédente ?
4

. Quelle condition suffisante peut-on rajouter (sur les ensembles ordonnés) pour que
cette réciproque soit vraie ?
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2.1.3 Relation d’équivalence

Définition 2.1.3.1 Soient E un ensemble et R une relation binaire sur £. On dit que
R est une relation d’équivalence sur F si R est réflexive, symétrique et transitive.

A Attention : il ne faut absolument pas confondre relation d’ordre et relation d’équi-
valence !

Exemple 2.1.3.2 La relation d’égalité sur un ensemble quelconque est une relation
d’équivalence.

Exemple 2.1.3.3 On a déja vu que la relation || est une relation d’équivalence sur l’en-
semble des droites du plan (voir exemple 2.1.1.4).

Exemple 2.1.3.4 Soit a € N*. Alors la relation de congruence modula a, notée = [a],
définie sur Z par :
V(z,y) € Z® ,x=y [o] <= al(y—2)

est une relation d’équivalence sur Z (voir le cours d’arithmétique (proposition 5.1.1.4)).

Exemple 2.1.3.5 Dans les cours de mathématiques antérieurs, on a défini de fagon infor-
melle la relation f ~v ¢ (on reverra cette définition de fagon plus formelle dans le chapitre

sur les fonctions d’une variable réelle (voir paragraphe 6.3 du chapitre 6). Alors, la relation

~v est une relation d’équivalence sur I’ensemble des fonctions définies sur R.
a

Exercice 2.1.3.6 Soit f : R — R une application. Montrer que la relation R définie
par : V(z,y) € R? | 2Ry <= f(z) = f(y) est une relation d’équivalence sur R.

Remarque : d’un point de vue mathématique, les relations d’équivalences sont absolu-
ment fondamentales et permettent de définir une des structures les plus importantes : les
structures quotients (qui permettent par exemple les constructions trés propres et rigou-
reuses de Z, Q et R a partir de N) qui interviennent dans tous les domaines des mathé-
matiques. Mais ceci dépasse de loin 'objectif de ce livre. On se limite ici a la définition
et savoir reconnaitre une relation d’équivalence.
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2.2 Ensemble N et principe de récurrence

2.2.1 Définition de ’ensemble N

Théoréme 2.2.1.1 (Ensemble N) On admet [’existence et l'unicité (a une bijection
croissante prés) de l'ensemble N, appelé ensemble des entiers naturels, qui est tel que :

(A1) N est non vide et est muni d’une relation binaire < telle que (N, <) est un
ensemble ordonné ;

(A2) N est non majoré ;
(A3) toute partie non vide de N admet un plus petit élément ;

(A4) toute partie non vide et majorée admet un plus grand élément.

De plus, N est muni de deuz lois de composition internes, + et X, qui sont compatibles
avec la relation < et qui vérifient :

e + et X sont associatives et commutatives ;
e X est distributive par rapport a + ;

e + admet un élément neutre, noté 0 ;

VneN , V(z,y) eN? ,z+n<y+n=a<y;

VneN , V(z,y) eN2 ,z+n=y+n=z=y;

e X admet un élément neutre, noté 1 ;

eVneN V(iry) eN’, (nxzx<nxyen#0)=z<y;
eVneN V(ry) eN , (nxz=nxyetn#0)=z=y.

Remarque : en fait, seuls les 4 premiers axiomes sont nécessaires. On pourrait définir :

e 0 = minN (puisque N est non vide (axiome A1) et toute partie non vide de N
admet un plus petit élément (aziome A3);

e n+ 1 par la relation n +1 = min{p € N, n < p}. En effet, comme N n'est pas
majoré (azxiome A2), Uensemble {p € N , n < p} n'est pas vide. Il admet donc un
plus petit élément.

e sin#0,n—1 parla relation n — 1 = max{p € N | p < n}. En effet, sin # 0,
alors Uensemble {p € N | p < n} contient 0 = minN donc est non vide et est
magoré par n : il admet donc un plus grand élément (axiome A4).

Ensuite, avec beaucoup de travail et le principe de récurrence, on définit ’addition, puis
la multiplication dans N et on montre qu’elles vérifient les propriétés énoncées. C’est un
travail technique et c¢’est pour cela qu’on admet leur existence ainsi que leurs propriétés.
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Corollaire 2.2.1.2 A partir des propriétés de N, on déduit immédiatement que :
(i) (N, <) est un ensemble totalement ordonné, c’est-a-dire :

V(a,b) eN? | (a<b ou b<a)

(i) N n’a pas de plus grand élément.

Preuve :
e Pour la premiere propriété, soient a,b € N. Alors A = {a, b} est une
partie non vide de N : elle admet un plus petit élément. Si ¢ = min A,
alors a < b et sinon, b = min A et donc b < a. Ceci prouve que (N, )
est totalement ordonné.

e Pour la seconde propriété, N n’étant pas majoré, il ne peut admettre

de plus grand élément.
X

Notation : si n et p sont deux entiers naturels, on pose :
[n.p] = {k € N | n < k < p}
et on convient que si n > p, alors [n,p] = 0.

2.2.2 Principe de récurrence

2.2.2.a Récurrence simple

Théoreme 2.2.2.1 Soit P un prédicat sur N, ¢’est-a-dire que P(n) est une proposition
dépendant du parameétre entier n. Les énoncés suivants sont équivalents :

(i) Yn e N, P(n) ;
(ii) P(0) etVn e N, (P(n) = P(n+1)).

On dit que (i) est la preuve de (i) par récurrence.

Preuve :
e Montrons (i) = (7).

On suppose (i), c’est-a-dire Vn € N, P(n). En particulier, pour n = 0,
on a P(0).
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Remarque :

Soit n € N fixé. D’apres (i), P(n) et P(n + 1) sont des propriétés qui
sont vraies : on en déduit que I'implication P(n) = P(n + 1) est vraie
(d’apres la signification du symbole « implique »). Ce qui montre que
pour tout n € N, P(n) = P(n+ 1). Ainsi, la propriété (ii) est vraie.

e Montrons (i1) = (7).
On suppose (i7). Considérons I'ensemble A suivant :

A={neN|]P(n)} ={neN| P(n) est faux }

Alors A C N et la propriété (i) équivaut a montrer que A = (), ce que
I’on montre par 'absurde.
Supposons A # (). Alors A est une partie non vide de N : elle admet un
plus petit élément. Soit ny = min A. Puisque P(0) (est vraie), 0 ¢ A et
par conséquent, ng # 0. Ainsi, k = ng — 1 € N existe et par définition de
ng, k ¢ A, c’est-a-dire P(k) est vraie. D’apres (ii), on a alors P(k + 1)
est vraie, c’est-a-dire P(ng) est vraie. Il s’ensuit que ng ¢ A, ce qui est
absurde.

X

en fait, si on reprend la démonstration en détail, on a seulement besoin de
Vezistence de ng — 1, et non pas forcément de l'aziome (A4).

Rappel : pour la rédaction d’une récurrence simple, il y a quatre étapes a rédiger :

1.

Introduction : on annonce précisément quelle propriété P(n) on va démontrer
par récurrence.

. Initialisation : on montre que la propriété est vraie au rang 0.

Hérédité : on montre que si la propriété est vraie pour un certain entier n, alors
elle est vraie pour 'entier n + 1. En général, pour I’hérédité, on écrit toujours
« on suppose que la propriété P(n) est vraie pour un rang n € N donné. Mon-
trons qu’elle est vraie au rang n + 1 ».

. Conclusion : on écrit toujours une phrase de conclusion pour dire que le rai-
sonnement par récurrence est terminé.

Exemple 2.2.2.2 Grand classique que vous devez connaitre : Z k=

k=0 6

n(n+1)(2n+1)

n
Montrons par récurrence (simple) que : Vn € N | Z k= S E—

k=0

n(n+1)(2n + 1).
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Initialisation :

n 0

n(n+1)(2n+1) i .

Pourn=0,ona: k= BP=0="— """ C t 1 566

) Z Z 5 e qui montre que la propriété
] k=0 k=0

est vraie au rang 0.

Hérédité :

On suppose la propriété vraie au rang n € N : montrons qu’elle est vraie au rang n + 1.

Ona:

n+1 n
STk = >k (n+ 1)
k=0 k=0
_ w + (n+1)*  (par hypothese de récurrence)
_ (n+ 1) (n2n+ 1) +6(n+1))
6
(D +2)2n+3)
6
_ (n+ Hn+2)2(n+1)+1)
6

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n + 1 et acheve la récurrence.

n(n+1)2n+1)
%

n
Conclusion : on a donc montré par récurrence que : Vn € N | g k=
k=0

On peut aussi étre amené a faire une récurrence « a partir d’'un certain rang » :

Proposition 2.2.2.3 Soit ny € N et P(n) une proposition qui dépend du paramétre
n € N. Alors les énoncés suivants sont équivalents :

(i) Yn = ng , P(n);
(ii) P(ng) et¥n =2ng, (P(n) = P(n+1)).

Preuve :

‘ Il suffit d’appliquer le principe de récurrence a Q(n) = P(n + no).
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2.2.2.b Récurrence double

Dans certains cas, on ne peut pas démontrer une propriété par récurrence « simple » dans
la mesure ou, par exemple, on a une relation de récurrence reliant n, n+1 et n+ 2. C’est
le cas pour l'exemple suivant.

Exemple 2.2.2.4 On considere la suite (u,),en définie par ug = 4, u; = 5 et pour tout
entier n, U, o = 3up11 — 2u,. On veut montrer que pour tout entier n, w, = 2" + 3. Une
récurrence simple ne permet pas de conclure car pour déterminer u, o, on doit connaitre
Uy et Up41-

On utilise alors une récurrence double.

Théoreme 2.2.2.5 Soient P un prédicat sur N et ng € N. Alors, les énoncés suivants
sont équivalents :

(i) ¥Yn=ng , P(n);
(it) P(no) et P(ng+1) et Vn >ng , ((P(n) et P(n+ 1)) = P(n +2)).

Preuve :

La démonstration est évidente : il suffit d’appliquer le théoreme de ré-
currence simple a la propriété Q(n) := P(n) A P(n + 1), en remarquant
que si

S est la propriété : ((P(n) A P(n+1)) = P(n+2))

alors

S = (Pm)APn+1)) = (P(n+1)AP(n+2))

Al Attention : dans une récurrence double, ’étape d’initialisation comporte deux
propriétés !
Il faut montrer que la propriété est vraie aux rangs ng et ng + 1!

Exemple 2.2.2.6 Reprenons l'exemple précédent. On consideére la suite (uy,)nen définie
par ug = 4, u; = 5 et pour tout entier n, u,1o = 3u,41 — 2u,. Montrons par récurrence
double que pour tout entier n, u, = 2" + 3.

Pourn=0,u=4=1+3=224+3ctpourn=1,u; =5 =2+3 =24 3. La propriété
est donc vraie aux rangs 0 et 1.
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Hérédité :
On suppose la propriété vraie aux rangs n et n + 1 pour un certain entier n. Montrons
qu’elle est vraie au rang n +2. On a :

Upso = SUpi1 — Uy (par définition de la suite)
= 3x (2" +3)—-2x (2" +3) (hypotheses de récurrence)
— 4Ax2"+9-6
— 243

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n + 2 et acheve la récurrence.

Remarque : on peut bien entendu généraliser ce principe a des récurrences triples, qua-
druples... ou plus généralement, des récurrences d’ordre p € N* fixé de la facon suivante.
On a équivalence entre :

(i) ¥n e N, P(n);
(ii) Vk € [0,p—1] , P(k) et ¥n €N, ((Vk‘ e[0,p—1] , P(n+k)) :>P(n+p)).

2.2.2.c Récurrence forte

Théoreme 2.2.2.7 (Récurrence forte) Soit P un prédicat sur N. Alors les énoncés
suivants sont équivalents :

(i) Vn e N | P(n);
(ii) P(0) etVn €N , ((Vk e[0,n] , P(k)) = P(n+ 1)).

Preuve :

A nouveau, ce théoreme est une conséquence directe de la récurrence
simple. Il suffit pour cela d’appliquer le théoreme de récurrence simple a
Q(n) :==Vk € [0,n] , P(k) et de remarquer, comme pour la récurrence
double, qu’en notant S la propriété :

(Vk € [0,n] , P(k)) = P(n+1)

alors

S = (Vke[0,n], P(k) = (Vk € [0,n+1], P(k))
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Exemple 2.2.2.8 Montrons par récurrence forte que tout entier naturel supérieur ou
égal a 2 s’écrit comme un produit de facteurs premiers.

Initialisation :

Aurang n =2, on a 2 =2 qui est bien un produit de facteurs premiers (en fait, il y a un
seul facteur). La propriété est vraie au rang 2.

Hérédité :
Soit n € N tel que n = 2. On suppose que tout entier k € [2,n] se décompose en facteurs
premiers. Montrons qu’il en est de méme pour n + 1. On a alors deux cas :

e si n+ 1 est premier, alors n + 1 = (n + 1) est un produit de nombres premiers
(produit ayant un seul facteur);

e sinon, n + 1 est composé : il existe a,b € N tels que n+ 1 = ab et a # 1 et
a #n+ 1. Il s'ensuit que b # 1 et b # n + 1. Par suite, a,b € [2,n]. On applique
alors I'hypothese a a et a b : a et b s’écrivent comme un produit de nombres
premiers. Par conséquent, n + 1 = a x b s’écrit lui aussi comme un produit de
nombres premiers.
Ceci montre que la propriété est vraie au rang n + 1 et acheve la récurrence.

n
Exercice 2.2.2.9 Soit (u,)ney définie par up € R et Vn € N | u, 1 = Z“k
k=0

Montrer que pour tout entier n € N, w, 11 = ug x 2™.

2.2.2.d Récurrence finie et récurrence descendante

Dans certaines situations, on est amené a prouver qu’une propriété est vraie, mais seule-
ment pour certains entiers. Typiquement, pour un nombre fini d’entiers. On dispose alors
des deux théoremes suivants.

Théoréme 2.2.2.10 (Récurrence finie) Soient n € N et P un prédicat sur [[0,n]
(ou sur N). Alors les énoncés suivants sont équivalents :

(i) VE € [0,n] , P(k);
(i) P(0) et Vk € [0,n — 1] , (P(k) = P(k +1)).

Preuve :

Remarquez que si n = 0, il n’y a rien & prouver car [0,n[= 0 et dans ce
cas, la propriété, Vk € [0,n] , (P(k) = P(k+1)) est automatiquement

vraie.

Lorsque n > 1, on peut faire exactement la méme démonstration que
)

pour la récurrence simple. =

67



Mathématiques supérieures 1 2.2. Ensemble N et principe de récurrence

Bien entendu, on peut aussi faire un raisonnement par récurrence double finie ou récur-
rence forte finie.

Exemple 2.2.2.11 Soient n € N* et f une bijection de [0,n] dans lui-méme telle que
pour tout k € [0,n], f(k) < k.
Montrons par récurrence forte finie que pour tout k € [0,n], f(k) = k.

Initialisation :

Par hypothése, d'une part f(0) € [0,n] donc 0 < f(0) et d’autre part f(0) < 0. Par suite,
£(0) =0 et la propriété est vraie au rang k = 0.

Hérédité :
Soit k£ € N et & < n. On suppose que la propriété est vraie jusqu’au rang k. Montrons

qu'elle est vraie au rang k + 1. D’aprés Uhypothese de récurrence, V5 € [0,k] , f(j) = J.
Alors :

e dune part, f(k+1) € [0,n]\ {f(j),0<j <k} (car f est injective et k + 1 # j
pour tout j € [0, k])), c’est-a-dire f(k+1) > k+1;
e ct d’autre part, d’apres I'hypothese sur f, f(k+1) < k+ 1.

Il s’ensuit que f(k+1) =k + 1, ce qui montre que la propriété est vraie au rang k + 1 et
acheve la récurrence.

Remarque : on verra dans le cours d’arithmétique que l’algorithme d’Euclide se prouve
par récurrence finie.

Théoréme 2.2.2.12 (Récurrence descendante) Soientn € N et P un prédicat sur
[0,n] (ou sur N). Les énoncés suivants sont équivalents :

(i) Vk € [0,n] , P(k);
(i) P(n) etVk € [1,n] , (P(k) = P(k — 1)).

Preuve :

11 suffit d’appliquer le théoréme de récurrence finie & Q(k) := P(n — k).

X

Exercice 2.2.2.13 Soient n € N* et f une bijection de [0,n] dans lui-méme telle que
pour tout k € [0,n], f(k) = k. Montrer que pour tout k € [0,n], f(k) = k.
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2.3 Ensemble Z et valeur absolue

2.3.1 Ensemble Z et structure d’anneau

Théoréme 2.3.1.1 (Admis) On admet l’existence de 'ensemble Z, appelé ensemble
des entiers relatifs, et des opérations + et X qui en fonlt un anneau commutatif et
integre. L’ensemble 7, contient N, et les lois + et x de Z prolongent celles de N.

Par ailleurs, Z est muni d’une relation d’ordre <, prolongeant celle de N, et telle que :
e ['ordre est compatible avec l'addition ;

eN={z€Z|0<z} et Z=NU{-n,ne N}

Remarques et conséquences immédiates :

e On sait que dans N, la multiplication est compatible avec 'ordre. Puisque les
opérations sur Z prolongent celles de N, on en déduit que :

Ve,yeZ,0<zet0<y) = 0< ay

e On en déduit que pour tout (a,b) € Z2 et n € N, a < b = na < nb.
e Enfin, comme < est compatible avec +, {—n ,n e N} ={2 € Z | z < 0}.

Théoréme 2.3.1.2 (Existence d’un minimum et d’un maximum) On a :
(i) Toute partie non vide et minorée de Z admet un plus petit élément.

(ii) Toute partie non vide et majorée de 7, admet un plus grand élément.

Preuve :

(i) Soit A une partie non vide et minorée de Z et soit m € Z un minorant.
Considérons alors A" = {a —m , a € A}. Par construction, A" est une
partie non vide de N : elle admet donc un plus petit élément. Soit x ce
plus petit élément. Alors x + m est le plus petit élément de A.

(74) Soit A une partie non vide et majorée de Z. Alors 'ensemble B défini
par B = —A = {—a,a € A} est une partie non vide et minorée de Z.
D’apres (i), elle admet un plus petit élément x. Il est alors clair que —z
est le plus grand élément de A.

X
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Corollaire 2.3.1.3 (Z,<) est un ensemble totalement ordonné.

Preuve :
Soient a,b € Z. Alors A = {a,b} est une partie non vide de Z. On
distingue alors trois cas :

e sia,b €N, alors A est non vide et minorée (par 0) donc admet
un plus petit élément ;

e sia,be Z\N, alors A est une partie non vide et majorée (par 0)
de Z donc A admet un plus grand élément ;

e enfin, si a < 0 et 0 < b (ou le contraire), alors b = max A
(respectivement a = max A). =

Corollaire 2.3.1.4 Soit A C Z. Alors :

A est un ensemble fini <= A est majoré et minoré

Preuve :

On considere les ensembles Ay = ANN, Ay = ANZ* ={a€ A|a<0}
et B=—Ay ={—a,a € Ay} C N. Tout d’abord, A = A; Ll A;. Par
conséquent, A est fini si et seulement si A; et A, le sont.

Ensuite, clairement, A et B sont en bijection donc Ay est fini si et
seulement si B 1'est.

Enfin, on peut montrer qu'une partie de N est finie si et seulement si elle
est majorée. On a alors :

A est fini Ay et Ay sont finis
Ay et B sont finis
A et B sont majorés

Aj est majoré et As est minoré

111ed

A est majoré et minoré X

Remarque : Z est un anneau intégre, c’est-a-dire que :

Ve,y€Z, (zy=0=ax=0 ouy=0)
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2.3.2 Valeur absolue dans Z

Définition 2.3.2.1 Soit 2 € Z. On appelle valeur absolue de z, et on note |z|, 'unique
entier naturel dans {—z,z}.

Remarque : de facon équivalente, |x| = max{—z,z}. Ainsi, pour tout x € Z, | —z| = |z
et x| =0 < z=0.

Proposition 2.3.2.2 Pour tout (z,y) € Z* , |z x y| = |z| x |y|.

Preuve :

Il suffit de distinguer les cas possibles suivant les signes de x et y, on
verra une preuve similaire un peu plus loin dans le cas I'ensemble R.

2.4 Ensembles des nombres réels

2.4.1 Corps des nombres rationnels

Définition 2.4.1.1 On note Q 'ensemble des nombres rationnels :

Q—{pwn@erNﬁ
q

On admet le résultat suivant, que l'on a déja partiellement vu dans le chapitre sur les
structures.

Théoreme 2.4.1.2 L’ensemble (Q,+, x) est un corps commutatif. De plus, (Q, <) est
totalement ordonné.

Remarque : cette définition n’est pas satisfaisante dans la mesure ot on n’a pas défini é
pour q € Z*. La construction formelle de Q est proche de celle de Z (voir anneze) mais ne
sera pas présentée. Pour ceur qui sont intéressés, vous pouvez consulter n’importe quelle
ouvrage d’algebre qui aborde la notion de corps des fractions d’un anneau intégre.
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2.4.2 Corps des nombres réels et relation d’ordre

On admet le théoréme fondamental suivant.

Théoréme 2.4.2.1 (Définition) Il existe un ensemble noté R (appelé ensemble des
nombres réels) contenant Q, muni d’une addition +, d’une multiplication X et d’une
relation d’ordre < tels que :

les lois + et x sur R prolongent celles de Q ;

(R, 4+, X) est un corps commutatif;

la relation < sur R prolonge celle de Q et (R, <) est totalement ordonné ;

la relation d’ordre est compatible avec l'addition et la multiplication :
Wo,y,2) €R, (r<y—>a+z<y+2)

V(z,y) eR?, (0<z et 0<y) = 0< ay)

(R, <) wérifie le théoréme de la borne supérieure : toute partie non vide et
magjorée de R admet une borne supérieure.

2.4.3 Valeur absolue

Définition 2.4.3.1 Pour tout réel x, on pose |z| = max{—x,x}.

Remarque : en particulier, © < |x| pour tout réel x.

Proposition 2.4.3.2 L'ensemble R™ = {z € R, 0 < z} est un sous-groupe de
(R*, x). De plus, la valeur absolue est un morphisme de groupes de (R*, X) dans
(R, x). Autrement dit,

Vo,y e R* |z x y| = |z| x |y

(la derniére égalité étant aussi valable lorsque x =0 ouy = 0).
1

x|

En particulier, si x # 0, alors : |—
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Preuve :

e Montrons d’abord que (R™*, x) est un sous-groupe de (R*, x). Pour
commencer, on peut noter que comme (R, +, x) est un corps, (R*, x) est
bien un groupe. On applique ensuite la méthode habituelle :

x 0<1ldoncleR™;

* soient x > 0 et y > 0. R étant un corps, a fortiori c’est un anneau
integre donc xy # 0. Par ailleurs, d’apres la définition de R, la
multiplication est compatible avec la relation d’ordre : 0 < x et
0 < y impliquent 0 < zy. Par suite, 0 < zy et zy € RT™;

* enfin, soit # € R™. (R, <) étant totalement ordonné, 0 < z~! ou

bien 7! < 0. Par ailleurs, 27! étant non nul, z=! < 0 ou bien
0<a2L.Sizt <0 alors (—2 1) +27! < 0+(—271), cest-a-dire
0 < —z7!'. Il S’ensuit que 0 < z x (—z~'). D’apres les regles de
calculs dans un anneau, 0 < —1, c’est-a~-dire 1 < 0 ce qui est

absurde. Par suite, 0 < 271

Ainsi, (R, x) est un sous-groupe de (R*, x).

e Montrons a présent que la valeur absolue est un morphisme de groupes,
de (R*, x) dans (R**, x).

Le méme raisonnement que pour 'inverse de z montre que dans R, on a
la regle des signes : si 0 < x et 0 < y, alors 0 < zy;six < 0et 0 <y,
alors xy < 0 et siz < 0et y <0, alors 0 < zy.
Soient alors z,y € R*. On distingue deux cas :

* Premier cas : x et y ont le méme signe.
Si0 < xet0 <y, alors 0 < zy et done |z] = x, |y| = y et
|zy| = 2y = |z| % [yl.
Siz<0ety<0,alors 0 <ayetonalz]=—z |y =—yet
|zy| = zy. Par suite, |zy| = zy = (—x) X (—y) = |z| % |y|.

x Deuxieme cas : x et y sont de signes contraires.

Dans ce cas, quitte a échanger les noms, on peut supposer 0 < x

et y < 0. Dans ce cas, |z| = z et |y| = —y et zy < 0. Par suite,
lzyl = —(z xy) =z x (—y) = |z| X |y|.
Ce qui montre que Vz,y € R* | |zy| = |z] X |y|. On remarque d’ailleurs

que cette relation est encore valable si x = 0 ou y = 0.

e Enfin, soit € R* : alors  x #~! = 1. D’apres ce qui précede, on a
alors :
|z x 27 =[1] cest-a-dire |z| x |27 =1

Sachant que |z| # 0, on obtient : |z7!| = |z|7L.
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Remarque : vous aurez bien remarqué que la preuve de la derniére propriété est inutile !
C’est une propriété des morphismes de groupes.

Proposition 2.4.3.3 (Inégalité triangulaire) Pour tousz,y € R, |x+y| < |z|+|y|.
De plus, il y a égalité si et seulement si 0 < xy, c’est-a-dire si et seulement si x ety
ont le méme signe (au sens large).

Preuve :

e Montrons d’abord I'inégalité.

Par définition de la valeur absolue, on a d’une part = < |z] et y < |y|
donc = +y < |z| + |y|; et d’autre part, —z < |z| et —y < |y| donc
—(z+y) < |2 + [yl

Par suite, |x + y| = max{(z +y),—(z +y)} < |z| + |y|.

e Traitons a présent le cas d’égalité.

* S|z 4yl = |z + [y], alors : (z +y)* = |z +y* = (|2 + [y])*,
c'est-a-dire xy = |xy|. Par suite, 0 < zy, c’est-a-dire x et y ont
le méme signe (au sens large).

* Réciproquement, supposons que z et y aient le méme signe (au
sens large). On distingue alors deux cas :

- siz=0ouy=0, alors il est clair que |z + y| = |z| + |y|;
- sinon, 0 < 2y, et il y a alors deux possibilités :
- s0it 0 <z et 0 <y et donc0<z+y. On en déduit donc
que |z +y| =z +y = |z[ +[yl;

- ou bien z < 0 et y < 0 et dans ce cas, z +y < 0. Alors
[t +yl=—(z+y)=—z—y=|z[+]y|

X

Interprétation : |v — y| est la distance entre deux points. Si a,b,c € R, © = b — a,
y=c—>balors x +y = c—a et linégalité triangulaire s’écrit |c — a| < |b—a| + |c—b|.

Corollaire 2.4.3.4 Soient x et y deux réels. Alors :

[l = Iyl | < |z =yl < Jal + 1yl

La démonstration est laissée en exercice.
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2.4.4 Propriétés de la borne supérieure et de la borne inférieure

Pour commencer, on rappelle les définitions suivantes :

Définition 2.4.4.1 Soit (E, <) un ensemble ordonné et soit A C E. On dit que A
admet une borne supérieure si 'ensemble des majorants de A (dans F) admet un plus
petit élément. On pose alors :

sup A =min{M € E , M majore A} =min{M € E /Va€ A, a< M}

De fagon similaire, on dit que A admet une borne inférieure dans E si 'ensemble des
minorants de A (dans E) admet un plus grand élément. On pose alors :

inf A =max{m € E , m minore A} =max{m e FE /Va€ A, m<a}

Remarque : au début de ce chapitre, on a vu que :

e si A admet un plus grand élément, alors dans ce cas, A admet une borne supérieure
et max A =sup A ;

e par contre la réciproque est fausse. Par exemple, [0, 1] admet une borne supérieure

qui est 1 mais pas de plus grand élément.

Par définition de I’ensemble R des nombres réels vérifie la propriété de la borne supérieure,
¢’est-a~dire :

Théoreme 2.4.4.2 (ADMIS) Toute partie non vide et majorée de R admet une
borne supérieure.

Remarque : ce théoreme est un théoreme essentiel, on l'utilisera a de trés nombreuses
reprises : pour les suites et le théoréme de la limite monotone (qui permet par exemple de
prouwver que R est complet (voir cours de mathématiques spéciales 1), pour le théoréme
des valeurs intermédiaires et bien d’autres fois).

On en déduit immédiatement que R vérifie la propriété de la borne inférieure :

Corollaire 2.4.4.3 Toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure.
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Preuve :

Soit A une partie non vide et minorée de R. Considérons alors I’ensemble :
B=—-A={-a,a€ A}

Il est clair que B est une partie non vide et majorée de R : elle admet
donc une borne supérieure. Montrons alors que inf A = —sup(B).

e Montrons que — sup(B) minore A.
Soit 2z € A, alors —x € B : par suite, —x < sup(B) et donc —sup(B) < z.
Ceci étant vrai pour tout z € A, —sup(B) est un minorant de A.

e Montrons que — sup(B) majore tout minorant de A.

Soit m un minorant de A (il existe par hypothése sur A). Alors, —m est un
majorant de —A, c’est-a~-dire —m est un majorant de B. Par définition de
la borne supérieure, on a donc sup(B) < —m. Par suite, m < —sup(B).

On a donc démontré que —sup(B) est un minorant de A et que tout
minorant de A lui est inférieur ou égal. Par conséquent, — sup(—A) est le
plus grand des minorants de A, c’est-a-dire A admet une borne inférieure
qui est inf(A) = —sup(B) = —sup(—A).

X

Exemple 2.4.4.4 Soient A et B deux parties non vides et majorés de R. On note :
C={reR/3Ia,b) e AXB, ,z=a+b}
(I'ensemble C' est usuellement noté C' = A+ B). Montrons que sup(C') = sup(A4)+sup(B).

e On commence par justifier I'existence des bornes supérieures !

* A (respectivement B) est une partie non vide et majorée de R. Par conséquent A
(respectivement B) admet une borne supérieure.

* C est une partie de R et C' # () car A et B sont non vides. De plus, soit ¢ € C.
Alors, par définition, il existe (a,b) € A x B tel que ¢ = a+ b. On en déduit que :

c=a+b<supA+supB
Ceci montre que C' est également majorée et donc, C' admet une borne supérieure.
e D’apres ce qui précede, sup A + sup B est un majorant de C'. Par conséquent,
supC < sup A +sup B

Réciproquement, soit a € A. Alors, pour tout b € B, (a+b) € C et donc a+ b < sup(C),
soit encore b < ¢ — a < sup(C) — a. Ce qui montre que sup C' — @ est un majorant de B
et ainsi, par définition de la borne supérieure :

sup(B) < sup(C) —a
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Ainsi, pour tout a € A, a < sup(C') —sup(B). Par conséquent, sup(A) < sup(C) —sup(B),
¢’est-a~dire :

sup(A) + sup(B) < sup(C)

Il s’ensuit que sup(C) = sup(A) + sup(B).

Remarque : de facon générale, montrer qu’un ensemble admet une borne supérieure est
assez difficile et c’est encore plus difficile de déterminer cette borne supérieure. Dans le
cas des parties de R, existence est « facile » car on dispose de la propriété de la borne
supérieure. En revanche, déterminer la valeur de cette borne supérieure est en général
assez difficile.

La proposition suivante est essentielle. Elle permet de caractériser la borne supérieure
dans R. C’est cette caractérisation qui sera presque toujours utilisée.

Proposition 2.4.4.5 (Caractérisation de la borne supérieure dans R) Soit A
une partie non vide et majorée de R. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) M =sup A;
(i) M majore A etVe >0 ,Jdac A, M —ec<a< M.

Preuve :
On suppose que M = sup(A). Alors, par définition, M majore A. De
plus, toujours par définition, M est le plus petit des majorants de A. Soit

e>0:M—e < M. Par conséquent, M — € n’est pas un majorant de A,
c’est-a-~dire qu’il existe a € Atel que : M —e <a. Dot M —e <a < M.
On suppose que M majore Aet (x):Ve>0,Jda€ A, M —ec<a< M.
Montrons que M = sup(A).

Notons Maj(A) 'ensemble des majorants de A. Par hypothese, M majore
A donc M € Maj(A). Par ailleurs, si m € R vérifie m < M, on choisit
e =M —m > 0: dapres la propriété (x), il existe a € A tel que : m < a.
Par conséquent, m n’est pas un majorant de A. Ceci montre que M est
un minorant de Maj(A).

Ainsi, on a montré que M € Maj(A) et Vm € Maj(A) , M < m. Par
conséquent, M = sup(A).

X
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Corollaire 2.4.4.6 Soit B une partie non vide et minorée de R. Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(i) m = inf(B) ;

(1) m minore B et Ve >0 ,3be B, m<b<m+e.

Exemple 2.4.4.7 Soit f une application croissante de [0,1] dans lui-méme. On veut
montrer que f admet un point fixe, c’est-a-dire qu’il existe = € [0, 1] tel que f(z) = z.

Pour cela, on considere Pensemble E = {z € [0,1] , z < f(2)} et on va montrer que sup E
est un point fixe de f.

e Montrons pour commencer que £ admet une borne supérieure.

Tout d’abord, E C R. De plus, puisque f va de [0, 1] dans [0, 1], f(0) € [0, 1] et a fortiori,
0 < f(0), c’est-a-dire 0 € E et E est donc non vide. De plus, par définition, E C [0, 1]
donc E est majoré (par 1).

Ainsi, E est une partie non vide et majorée de R : elle admet donc une borne supérieure.
Soit a = sup F.

e Montrons que f(a) = a.

x Pour tout € E, z < a (puisque a est un majorant de E). Or, f est croissante
donc :
f(z) < f(a) et parsuite =< f(z) < f(a) (car z € E)
)

Il s’ensuit que f(a) est un majorant de E et donc sup(E) < f(a), c’est-a-dire
a < f(a).

* D’aprés ce qui précéde, a < f(a). Or, f est croissante donc f(a) < f(f(a)),
c'est-a-dire f(a) € E. Par suite, f(a) < sup E, c’est-a-dire f(a) < a.

Ce qui prouve que f(a) = a.

Remarque : pour montrer que a € E, on pouvait aussi utiliser la caractérisation de la
borne supérieure dans R. En effet, pour € > 0, il existe v € E tel que a —e < x < a. On
en déduit alors que f(x) < f(a) et comme z € E, a—e <z < f(z) < f(a). On obtient
donc :

Ve>0,a—e< f(a)

Ce qui implique que a < f(a). En effet, si a > f(a), on choisit ¢ = % > 0, et on

obtient %(a) < f(a), soit encore %@ < 0 ce qui est absurde.
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Exercice 2.4.4.8 Soit A une partie non vide et majorée de R et soit f: R — R une
application croissante. Comparer f(sup A) et sup f(A) apres avoir justifié 'existence de
ces nombres. Enoncer puis démontrer un résultat analogue lorsque f est décroissante.

2.4.5 Partie entiere

Lemme 2.4.5.1 N n’est pas majoré dans R.

Preuve :
On raisonne par 'absurde et on suppose que N est majoré dans R.
Alors N est une partie non vide et majorée de R : elle admet une borne
supérieure. Soit M = sup N.

N . M . .
Par définition, M majore N. Montrons alors que - mmajore N aussi.

M
Soit n € N, alors 2n € N donc 2n < M, soit encore n < —. Comme

M = supN, et que la borne supérieure est le plus petit des majorants,
M
M < R c’est-a-dire M < 0.

Par ailleurs, 1 € N donc 1 < M (car M majore N). Par suite, M < 0 et
1 < M : ce qui est absurde.

X

Corollaire 2.4.5.2 7Z n’est ni majoré, ni minoré dans R.

Preuve :

C’est clair : ¢’est une conséquence directe du fait que N n’est pas majoré

lans R.
dans 5

Proposition 2.4.5.3 (Définition) Soit v € R. Il existe un unique entier n € Z tel
que :
n<r<n+1

Cet unique entier relatif n est appelé la partie entiére de x et est noté E(x) (ou aussi
[z], ou encore |x]).
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Preuve :

Soit A={m € Z,m < x}. Alors A est une partie non vide (puisque z
n’est pas un minorant de Z) et majorée de Z. Par conséquent, A admet
un plus grand élément : soit n = max A. Alors, n < x et par définition,

n+1¢A, cest-a-dire n +1 > 2.
X

Remarque : la fonction E est 1-périodique et par définition, pour tout réel x,

E(z)<z < E(z)+1

Exercice 2.4.5.4 Montrer que E(z) ~ 2z et E(z) ~ xz.Cerésultat est & connaitre.
T—+00 T—r—00

Exercice 2.4.5.5 Quelles sont les parties entieres de : x = 5, v = 2,4, v = 3,9 et
r=-1,17

Remarque : voici l'allure de la courbe représentative de la fonction partie entiére

3 ———0
2 —0
1 *—0
3 2 1 1 2 3 4
L —1
——0 -2
*—D 3

En particulier, cette fonction n’est pas continue sur R (voir chapitre 6), mais elle ['est
sur R\ Z. Plus exactement, elle est discontinue en tout point n € Z et :

lim E(z)=n—1 lim E(z)=n
a<n e>n

Exercice 2.4.5.6 Montrer que ¥(z,y) € R?, E(z)+ E(y) < E(x+y) < E(x) + E(y) +1
et donner un exemple ot chaque inégalité est une égalité.
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Proposition 2.4.5.7 (Axiome d’Archimede) Pour tous z,y € RY, il existe n € N
tel que x < ny.

Preuve :

Posons n = F (i) +1. Alors = < n et donc z < ny (car y > 0).
Y

X

2.4.6 Caractérisation des intervalles de R

Définition 2.4.6.1 Soient a, b deux réels tels que a < b. On appelle segment d’extré-
mités a et b, et on note [a,d], 'ensemble des nombres réels = vérifiant « < x < b. De
meéme, on pose :

Jla,b] = {zeR|a<z<b}
la,b] = {zeR|a<xz<b}
la,b) = {z€eR|a<a<b}

]—o00,b] = {zeR|z<b}

]—o00,b] = {zeR|z<b}

B}
+

8
I

{r eR|a<ux}

la,+oo] = {z€R|a<z}

Remarque : si b < a, alors par définition [a,b] = ().

Définition 2.4.6.2 Soit [ une partie de R. On dit que I est un intervalle si :

V(z,y) € I* | [z,y] C I

Remarque : on reverra plus tard (cours de mathématiques supérieures 2 : fonctions
converes) qu’en fait cette définition est celle d’un ensemble convere. On va en réalité
montrer que les parties convexes de R sont exactement les intervalles de R, c’est-a-dire
les ensembles de la forme de la définition précédente.
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Proposition 2.4.6.3 Soit I C R. Alors I est un intervalle si et seulement si :
o il existe (a,b) € R? tel que I = [a,b] ou I = [a,b] ou I =]a,b] ou I =]a,b|;

o ou il existe a € R tel que I = [a,+00[ ou I =]a,+0o0[;

o ou il existe b € R tel que I =] — 00,b] ou I =] — o0, b].

Preuve :

Ce théoréme peut étre admis en premiére lecture. Pour ceux qui sont intéres-
sés, voici une preuve.

82

e On commence par la réciproque qui est évidente.

Si I est d'une des formes précédentes, alors il est clair que I est un
intervalle. En effet, supposons par exemple que I = [a,b] avec a < b et
solent x,y € I tels que x < y. Soit 2z € [z,y]. Alors, s < 2<y. Orz e[
donc a < x et de méme y < b. Par transitivité, a < z < y, c’est-a-dire
z € I. On a donc montré que [z,y] C I et I est un intervalle.

e Montrons a présent =—.

Soit I un intervalle de R. Pour commencer, si I est vide, il suffit de
prendre a = b =1 et dans ce cas, [a,b[=0 = I.

On suppose maintenant que I est non vide. On distingue alors les quatre
cas suivants :

(1) I est majoré et minoré;
2

(2) I est minoré et non majoré;
(3) I est majoré et non minoré;

4) I n’est ni majoré, ni minoré.

Premier cas : (1)

I est une partie non vide et majorée (respectivement minorée) de R :
elle admet donc une borne supérieure (respectivement inférieure). Posons
a=infl et b=sup /. I étant non vide, a < b. Il faudrait ici aussi traiter
les cas (a,b) € [, acletbg l,a¢letbel,ad Ietbéd I
Traitons par exemple le cas a € I et b ¢ I. Montrons que I = [a, b].

* Montrons U'inclusion I C [a, b].

Soit x € I. Alors par définition, a < x < b. Par ailleurs, comme
bé¢ Ietaxel, x+#b. Parsuite, x € [a,b.
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% Montrons a présent que [a, b[C I.

Soit = € [a,b]. Si & = a, alors © € I et c’est réglé : on suppose
donc x > a. Puisque x < b, d’apres la caractérisation de la borne
supérieure dans R, (avec ¢ = "’Tf > 0 par exemple), il existe i € [
tel que b — b’T’“ <i<b Onaalors:x<i<b(puisque i #b).
De méme, 3j € [ ,a < j < a+ %% < z. Soit un tel j. On a
alors : 2 € [j,7] et j,4 € . I étant un intervalle, on en déduit que
xel.

Les autres cas du (1) se traitent de fagon similaire.

Deuxieme cas : (2)

I est non vide et minoré donc admet une borne inférieure dans R. Posons
a = inf I. On distingue deux cas selon que a € I ou non.
Traitons le cas ot a ¢ I et montrons alors que I =]a, +0o0].

* L’inclusion I Cla,+oo| est évidente par définition de la borne
inférieure (c’est un minorant de I) et du fait qu’on a supposé que

a¢l.

* Montrons que |a, +oo[C I.
Soit = €la, +oo[. I n’est pas majoré : par suite, x n’est pas un

majorant de [. Il existe i € I tel que x < i. Par ailleurs, a = inf I :
T —a

pour € = yilexiste je I tel quea < j<a+¢e <.

Alors, z € [5,1] C I.

Troisieme cas : (3)

Le cas (3) se déduit en appliquant (2) a I'ensemble —1.

Quatrieme cas : (4)

Montrons que I = R. L’inclusion I C R étant vérifiée, on doit seulement
prouver que R C I. Soit x € R. Alors :

* 2 ne majore pas I (puisque I n’est pas majoré) : il existe i € [
tel que z < 7

* de méme, x ne minore pas [ : il existe j € I tel que j < x.

On a alors z € [j,i] C I, c’est-a-dire z € I. D’ou [ = R.
X

Exercice 2.4.6.4 Soit A un intervalle de R. On suppose qu’il existe T > 0 tel que
A+ T = A (voir exemple 2.2.4.4 pour la définition de A+ T'). Montrer que A = R.
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2.4.7 Droite numérique achevée

Définition 2.4.7.1 On appelle droite numérique achevée, et on note R, I'ensemble
R U{—o0, —l—ooL ol +00 et —oo sont deux symboles, non réels, tels que : —oo = min R
et +00 = maxR. On a alors :

R=[-00,+¢] e VreR, —oco<z<+00

Remarques :

e ceci permettra en particulier de parler de limite dans R pour dire qu’une limite
existe mais n’est pas nécessairement finie ;

o R est muni d’une relation d’ordre < qui prolonge celle de R avec la mégle donnée
dans la définition ;

e on peut définir dans R une addition et une multiplication (qui sont commuta-
tives et qui prolongent ’addition et la multiplication dans R) 4 quelques formes
indéterminées prés :

VaeR, (+oo0)+a=a+ (+o0) =400 ; (—o0)+a=a+(—00)=—00
On a également :
(+00) + (+00) = 400 (—00) + (—00) = —00

Mais en revanche, addition +o00 4 (—00) n'est pas définie.

Pour la multiplication, la seule forme indéterminée est 0 X oo.

2.4.8 Densité de Q et de R\ Q

Définition 2.4.8.1 Soit A C R, une partie de R. On dit que A est dense dans R si :
Y(a,b) € R? | (a < b= AN]a,b[# 0 ).

Remarques :

e lorsqu’on étudiera les suites réelles, on montrera que cette définition est équiva-
lente a dire que tout mombre réel s’obtient comme limite d’une suite d’éléments
de A. C’est la caractérisation séquentielle de la densité (qui est absolument es-
sentielle) ;
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e [a notion de partie dense est trés importante en mathématique. Cette définition
sera utilisée dans le chapitre sur limite et continuité et sera généralisée dans le
chapitre sur les espaces vectoriels normés (cours de mathématiques spéciales 1).

Théoréme 2.4.8.2 Q et R\ Q sont denses dans R.

Preuve :

e Montrons que Q est dense dans R.

Soit (a,b) € R? tel que a < b. Montrons que QNla,b[# 0. L’idée est
tres simple, il suffit « de couper R » en des petits intervalles de longueur
constante 717 (avec n entier), mais de longueur suffisamment petite pour
qu’on ne puisse pas passer de ¢ & un nombre plus grand que b :

De fagon rigoureuse, par définition, b — a > 0 et il existe n € N* tel que
n > ﬁ car N n’est pas majoré (ceci nous donne le découpage « assez
petit » voulu). On consideére alors ’ensemble :

B={keZ,k<na}

B est une partie non vide (puisque Z n’est pas minoré) et majorée (par
définition de B) de 'ensemble Z. Par conséquent, B admet un plus grand
élément. Posons p = max(B) + 1.

Par définition du plus grand élément, p ¢ B, c’est-a-dire p > na soit
encore, a < 2 (puisque n > 0). Par ailleurs, £ = % + % Or,p—1€B
done % < aet % < b — a. En additionnant, il vient : % < b. Ce qui
montre que £ € QNla,b[. Dot le résultat.

e Montrons que R\ Q est dense dans R.

On applique exactement le méme raisonnement a un petit détail pres :
il existe n € N* tel que (b‘g) <mn Pus B=A{ke€Z,k< %} Le
raisonnement est alors identique : on vérifie que si p = max B + 1, alors

22 ¢ (R\ Q)N]a, b[.

X
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Remarque : dans la remarque précédente, on a parlé de la caractérisation séquentielle
de la densité. C’est une méthode encore plus élémentaire pour prouwver la densité de Q (et
de R\ Q) dans R. En effet, on a prouvé précédemment que :

FE(: E
(—T) 1 c’est-a-dire lim (z) =1
T T——+00 T—+00 T
On a alors pour tout © # 0 :
E(10™ E(10™
Jm SR = e u=HE g

1
Pour x =0, il suffit de prendre u, = — pour tout entier n. Dans les deux cas, on obtient
n

une suite de nombres rationnels qui converge vers x.

Pour les irrationnels, si x # 0,

E(10"xv2
lim M:x etVneN | u,
n——+o00 1071\/5

_ E(10mzv/2)

= Tz CR\C

2 . o .
Pour x =0, u, = — est une suite de nombre irrationnels qui converge vers x.
n

Pour terminer ce paragraphe, voici un exercice difficile qui reprend beaucoup de notions
différentes et permet de « classifier » les sous-groupes de R.

Exercice 2.4.8.3 Soit G un sous-groupe de (R, +). On suppose G # {0}.

1. Montrer que I'ensemble GT = GN|0, +oo[ admet une borne inférieure. On pose
par la suite a = inf GT.

2. On suppose dans cette question uniquement que a > 0.

(a) En raisonnant par Pabsurde, démontrer que a € G.
(b) En déduire que aZ C G puis montrer que G = aZ.
On rappelle que aZ = {na , n € Z}.
3. On suppose cette fois que a = 0. On fixe deux réels x et y tels que z < y.

4. Enoncer clairement le théoréme qui vient d’étre démontré sur les sous-groupes de
(R, +).
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5. Applications :

(a) Montrer que pour tout réel x, il existe une suite de nombres de la forme
T, = a, + by\/2 avec a,, b, € Z tels que (x,) converge vers .

(b) Montrer que Z + 27Z est un sous-groupe de (R, +). En déduire que l'ensemble
{cos(n) , n € N} est dense dans [—1, 1].

(¢) Généralisation : que peut-on dire de 'ensemble aZ + 277 lorsque oo € R?

(d) Attention : cette question suppose connue la notion de continuité. Soit f une
application de R dans R.

i. Montrer que I'ensemble T'(f) des périodes (positives ou négatives) de f est
un sous-groupe de R.

ii. On suppose que f est continue, périodique et non constante. Montrer qu’il
existe un unique 7' > 0 tel que T(f) = TZ (ce T est appelé la plus petite
période de f).

iii. Donner un exemple de fonction (non continue) pour laquelle T'(f) est une
partie dense de R.

iv. On suppose que [ est dérivable. Montrer que T(f) = T(f'). On pourra
utiliser qu’une fonction continue sur R et périodique est bornée sur R.

2.4.9 Valeurs décimales approchées d’un nombre réel

Définition 2.4.9.1 Etant donné ¢ € R™, on dit qu'un réel r est une approxima-
tion d'un réel x & e prés si |x — r| < e. De plus, si < r, on dit qu’il s’agit d'une
approximation par exces et si r < x, r est une approximation par défaut.

Proposition 2.4.9.2 Soient x € R et n € N. Alors il existe un unique entier relatif
z € 7 tel que :
2x 107" <z < (z+1)107"

2 X 107" (respectivement (z 4+ 1) x 107™) s’appelle l’approzimation décimale par défaut
(respectivement par excés) de x a 107" prés.

Preuve :

| Cest évident : z = E (10"z) est I'unique entier relatif cherché.
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2.5 Exercices

Exercice 2.5.1 Dans R, on considere la relation R définie par :
V(z,y) ER? | aRy<= 2> -y’ =a—y

1. Vérifier que R est une relation d’équivalence.

2. Pour tout 2 € R, on appelle classe d’équivalence de x modulo R et on note clg(z)
I’ensemble :

cr(z) ={y € R / 2Ry}
Calculer clg(z) pour z € R.

Exercice 2.5.2 On définit une relation binaire < sur R*™* par :
V(r,y) € R™)?, (1 2y<=3IneN; y=a")

Montrer que =< est une relation d’ordre. Est-elle un ordre total 7

Exercice 2.5.3 On définit une relation binaire < sur H = {z € C / Sm(z) > 0} par :
V(7)€ HY 2 < 2 = (|z| <12 ou (|2] = || et Re(z) < %e(z’)))

Montrer qu’il s’agit d’une relation d’ordre total sur H.

Exercice 2.5.4 Soient E un ensemble et A C P(E), cest-a-dire que A est un sous-
ensemble de P(E).
1. A est-elle une partie majorée, minorée de (P(E),C)?

2. A admet-elle nécessairement un plus grand élément ? Un plus petit élément ? Si
oui, les déterminer.

w

. A admet-elle une borne supérieure ? Si oui, la déterminer.

4. A admet-elle une borne inférieure ? Si oui, la déterminer.

Exercice 2.5.5 Soit f l'application de R dans R définie par :

arctan(z) siz < —1
flz) = %1’7% si —1<z2<0
g(l —th(x)) stz >0
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1. Propriétés de la fonction f.

(a) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
(b) Etudier la continuité de f sur son ensemble de définition.

(c) Calculer f'(z) lorsque cela a un sens, puis étudier les variations de la fonction
f et tracer sa courbe représentative.

(d) f est-elle injective ? Surjective ? Bijective ? Justifier la réponse.

(e) Déterminer Imf puis f~'(] — 7, 5[).

2. On considere la relation binaire R définie sur R x R par :
V(z,y) €R* 2Ry < f(z) < f(y)
(a) Montrer que R est une relation d’ordre sur R.

(b) (R, R) est-il un ensemble totalement ordonné? Justifier la réponse.

(¢) L’ensemble R est-il majoré, minoré pour R ? Justifier la réponse.

Exercice 2.5.6 Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G.

On définit la relation binaire R sur I’ensemble G par :
Y(z,y) €G, 1Ry <= z 'yc H
1. Montrer que R est une relation d’équivalence sur G.
2. Pour z € G, on définit cl(z) = {g € G | zRg}. Montrer que :
Ve,y € G, cl(z) =cl(y) <= 2Ry

3. Montrer également que :
Ve,y e G,z Ry < cl(z)Ncl(y) =0

4. On considere I'ensemble X = {cl(z) , # € G}. Montrer que X est un ensemble
fini.

5. On note X = {Py,---, P,}. Montrer que les (P;)1<;<, forment une partition de
G, en parties non vides.

6. Montrer que pour tout 7 € [|1, nﬂ, P; est un ensemble fini et |P;| = |H].
7. En déduire que |G| = | X| x |H]|.
8. Que vient-on de démontrer ?

Comparez cet ezxercice avec l'exercice 1.3.19 dans le chapitre sur les groupes, anneauz et
corps.
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Exercice 2.5.7 Démontrer que pour tout entier naturel n, 2" > n.

Exercice 2.5.8 Démontrer que pour tout entier n,

(n—1n(n+1)

I1x242x3+--+(n—1)xn= 3

et écrire le produit sous forme symbolique.

Exercice 2.5.9 Démontrer que pour tout entier n,

Exercice 2.5.10 Montrer que {n € N | 2" > n3} admet un plus petit élément ny et le
déterminer. Montrer ensuite que pour tout entier n > ng, 2" > n®.

Exercice 2.5.11 Soit (F},) la suite de Fibonacci définie par Fy = 0, F; = 1 et pour tout

14+5
2

entier n, F,,1o = F,y1 + F,. On pose ¢ =
tout n € N*, g" 2 < F, < ¢" L.

(nombre d’or). Démontrer que pour

1 1 1
Exercice 2.5.12 Pour quelles valeurs de n a-t-on l'inégalité : — < — — —— 7 En
nd " n?2 (n+41)2
déduire que Vn € N* 1+l+i+ +i<§
4 BRI TIEEE nt A

Exercice 2.5.13 Soit f : N — N une application injective telle que Vn € N | f(n) < n.
Montrer que f = Idy.

Exercice 2.5.14 Soit f une application strictement croissante de N dans N vérifiant
f(2)=2et:
Vn,m e N, f(nm) = f(n) x f(m)

Déterminer les fonctions f possibles.

Exercice 2.5.15 On veut déterminer toutes les applications f de N dans N telles que :

VneN, f(f(n) < f(n+1)

1. Montrer par récurrence que pour tout p € N:Vn > p, f(n) > p.

2. En déduire que f est croissante puis trouver f.
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Exercice 2.5.16 Un étudiant fait le raisonnement suivant :
« Soit un réel a > 0. Alors pour tout entier n # 0, ™ = 1.

Preuve par récurrence : le résultat est vrai pour n = 1 et s’il est vrai pour 1,2,--- . n,

alors :
a" xat 1x1

an—2 1

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n + 1 et achéve la récurrence ».

a(n+1)71 N

a 1

Qu’en pensez-vous ?

Exercice 2.5.17 Calculer les sommes suivantes :

SEm+1-k) 5 D k(k+1) ;> i 5> inf(i, )

1<i<j<n 1<i<n.
1<j<n

Exercice 2.5.18 Calculer les sommes suivantes :

Z’“@ | i(—l)k(’;) ; Zk(Z) ; k;@

k=0
. 2 [k n+1
Exercice 2.5.19 Montrer que pour tout (n,p) € N* tel que p < n, = .

Exercice 2.5.20 Soient p, ¢ et n trois entiers tels que n < p + q.

1. En calculant de deux fagons différentes le coefficient en 2™ dans le polynome
P(z) = (1 +2)"(1+ x)?, démontrer que :

S (-7

p
ot I'on pose (Z) = 0 lorsque b > a. En déduire que : Z (Z) ( 1 k) = (p N q>.
n— n

k=0
2. Retrouver le résultat précédent en interprétant en terme de dénombrement.

3. Dans quelle loi de probabilité usuelle avez-vous déja vu cette identité ?

Exercice 2.5.21 Calculer pour n € N* les nombres suivants :

Si= Y li=jl ; SQZZZJ.L ; 53—;111(1;) o S=T]IT7

1<i<n i=1 j=i i=1 j=1
1<j<n
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Exercice 2.5.22 Soit (F, <) un ensemble non vide et ordonné tel que toute partie non
vide de F admet un plus petit élément et un plus grand élément.

1. Montrer que (F, <) est totalement ordonné.
2. On suppose que E est infini.
(a) Montrer alors qu’on peut construire par récurrence une suite (uy)peny d’élé-
ments de E telle que (u,) est strictement croissante.
(b) On pose A = {u, , n € N}. A admet-il un plus grand élément ?
(c) Conclure.
3. On veut prouver le résultat de la question précédente par une autre méthode.
Onposcpourer,] e,x] ={yeF, y<z}
(a) Soit A = {z € E,]| «,x] est fini }. Montrer que A admet un plus grand
élément.

(b) Prouver que E = } <, max A] et en déduire que F est un ensemble fini.

Exercice 2.5.23 Décomposition en base factorielle

n
1. Montrer que : Vn € N* | Zk xkl=m+1)!—-1.
k=1
2. On souhaite maintenant prouver que tout entier N € N* se décompose de facon

unique en :
n
k=1

ou (¥) n €N a, #0etVke ﬂl,nﬂ, ay € [|O, kﬂ Cette écriture est appelée la
décomposition sur la base factorielle.

(a) Résultats préparatoires :

i. Montrer que pour N € N* donné, {n € N | n! < N} est non vide et majoré.

ii. En déduire qu'il existe un unique entier n tel que n! < N < (n+ 1)L

n P
iii. On suppose que Zakk! = Zbkk! (les nombres ay et by vérifiant les
k=1 k=1
hypotheéses (x)). Montrer & I'aide des questions précédentes que n = p puis

que a, = b,.

(b) A laide d’un raisonnement par récurrence forte, prouver alors que la décom-
position sur la base factorielle est unique (si elle existe).

(¢) Montrer 'existence en vous aidant des résultats de la question (a).
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Exercice 2.5.24 Soient A et B deux parties non vides et majorées de R.
1. On suppose A C B. Que peut-on en déduire pour sup A et sup B 7

2. La partie AU B est-elle majorée 7 Si oui, que peut-on dire de sa borne supérieure 7
Exercice 2.5.25 Soient A et B deux parties non vides de R telles que :
Y(a,b) € Ax B,a<b

Montrer que sup A et inf B existent et que sup A < inf B. A-t-on nécessairement égalité 7

Exercice 2.5.26 Soient n € N*, x1,--- ,x, € R tels que : Zxk = Zx% =n.
Montrer que Vk € [|17 n] , Tk = 1. h=t1 h=1

Exercice 2.5.27

1. Montrer que pour tout (z,y) € R?, E(z) + E(y) < E(z +y) < E(z) + E(y) + 1.
Pour chaque inégalité, donner un exemple d’égalité.

2. En déduire que pour tout entier n > 1, nE(z) < E(nz) < nE(z) +n — 1.

3. Montrer que pour tout (z,y) € R?, E(z) + E(y) + E(z +y) < E(2z) + E(2y).

E
Exercice 2.5.28 Montrer que pour tout entier n > 1 et tout z € R, £ ( (nx)) = E(z).
n

n—1
k
Exercice 2.5.29 Soient n € N* et x € R. Démontrer que : E E (;r + ) = F(nx).
n
k=0

n
"+2_E(%) E(8n+24)

3 25

Exercice 2.5.30 Démontrer que pour tout n € N, £

2
Indication : on pourra écrire la division euclidienne de n par 25 puis poserk = E <T_§ )

et écrire la division euclidienne de v + 2 par 3.

Exercice 2.5.31 Mo?(t)gsg que : Vn € N* | \/ﬁ <2(vn+1—+/n) < % et en déduire
a1

la partie entiere de ), —; T

Exercice 2.5.32 Soient X et Y deux ensembles non vides et f : X XY — R une
application majorée. Montrer que :

sup  f(z,y) = sup (Sup f(x»y)> = sup (Sup f(f&y))

(z,y)EX XY zeX \yey yey \zeX
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Exercice 2.5.33 Soient n € N*, xy,--- ,x, € R™. On veut montrer que :

1 1 ,
(zl_l’_..._i'_ajn) —_ e+ — 27}/
T Tn

1. Etablir le résultat en développant le produit et en regroupant les termes astucieu-

sement.

2. On va prouver le résultat en appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Soient
(x1,++ ,2n) et (y1,- -+, y,) dans R™. On pose pour tout réel ¢,

n

P(t) = > (wx+ty)?

k=1

(a) On suppose (y1,--- ,yn) 7 (0,---,0).
i. Montrer que P est un polynome du second degré.

ii. Que peut-on dire du signe de P sur R?

n n n
2 2
E TrYr| < E Ty X E Yje-
k=1 k=1

k=1
iv. Préciser dans quel(s) cas I'inégalité est une inégalité.

iii. En déduire que :

v. Retrouver le résultat de la question 1.

(b) Montrer que I'inégalité de la question (ii7) est encore vraie (et qu’il s’agit méme
d’une égalité) si (y1,--- ,yn) = (0,---,0).

Exercice 2.5.34 Pour tout réel z, on pose f(x) =z — E(z) et on considére 'ensemble :
F, = {f(nx) ) TLEN*}
1. Quelques propriétés de la fonction f.

(a) Montrer que Ve € R, 0 < f(z) < L.

(b) Montrer que f est périodique et déterminer I'ensemble de toutes les périodes
de f.
(¢) Montrer que Vo € R, Vp € N* | f(pz) = f(pf(x)).

2. Condition nécessaire et suffisante pour que F, soit un ensemble fini.

(a) Soit # € R. Démontrer I’équivalence suivante :

r€Q < JgeN" | f(qr)=0
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(b) Soit z = P un nombre rationnel avec pEZetqe N
q

Montrer que f(nz) = f(rz) ou r est le reste de la division euclidienne de n
par ¢. Conclure que F, est fini.

(¢) La réciproque est-elle vraie? Justifier la réponse.
3. Dans toute la suite, on fize un nombre réel x irrationnel.

(a) L’ensemble F), est-il fini?

(b) Montrer que F, admet une borne inférieure que 'on notera a.

(¢) On suppose dans cette question que a > 0. On appelle p le plus petit entier
tel que pa > 1.

. . . - g a+1
i. Justifier existence de p et vérifier qu’il vérifie a < ——.
p

a+1

ii. Montrer qu'il existe n € N* tel que a < f(nz) <

iii. En déduire que E(pf(nz)) =1 et que f(pf(nz)) < a.

iv. Que peut-on déduire de ce qui précede ?

(d) Montrer que : Ve >0, 3n € N*, 0 < f(nz) <e.
(e) En déduire que F, est dense dans [0, 1].
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2.6 Annexe

2.6.1 Construction de Z

La construction de I'ensemble Z est tres intéressante et repose sur le passage au quotient
(dont on a parlé lors des relations d’équivalences). C’est une démarche qui peut étre
adaptée a de nombreuses situations. Tout ce paragraphe est un complément qui n’est pas
du tout exigible des étudiants mais qui peut assouvir la curiosité de certains.

L’idée est la suivante : un entier relatif z va étre donné par un couple (a,b) € N? avec
z = b—a. Mais on voit que ce couple n’est pas unique : on peut aussi choisir (a+1,b+1).
On va donc « regrouper les couples » tels que « a — b » est constant, c’est-a-dire identifier
deux couples (a,b) et (¢, d) tels que b — a = d — ¢. Mais l'opération — n’étant pas définie
dans N, on va simplement constater que cette condition équivaut a a +d = b+ c.

De fagon plus formelle, on considere 'ensemble = N x N et on définit alors la relation
binaire ~ sur F par :

Y((a,b), (c,d)) € E*, (a,b) ~ (¢,d) <= a+d=b+c

Proposition 2.6.1.1 La relation ~ est une relation d’équivalence sur F.

Prevve :

Montrons que ~ est une relation réflexive, symétrique et transitive.

o Réflexivité

Soit (a,b) € E. Alors a +b = b+ a (puisque 'addition dans N est
commutative). Par suite, (a,b) ~ (a,b). Ainsi, ~ est réflexive.

e Symétrie

Soient (a,b) € E et (¢,d) € E tels que (a,b) ~ (¢, d). Alors, par définition,
a+d = b+ ¢, que 'on peut aussi écrire sous la forme : c+ b =d + a
(mémes raisons qu’avant). Par suite, (¢, d) ~ (a,b) prouvant ainsi que ~
est symétrique.

o Transitivité.
Soient (a, b), (¢,d) et (e, f) trois éléments de E tels que (a,b) ~ (¢, d) et
(¢,d) ~ (e, f). Par définition de la relation ~, on a donc :

a+d=b+c
c+f=e+d

Onaalors:a+ f+d=a+d+ f=b+c+ f=b+e+d, et dapres les
propriétés de N, a + f = b+ e, c’est-a-dire (a,b) ~ (e, f), ce qui prouve
que ~ est transitive. =
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Définition 2.6.1.2 Pour x € E, on définit la classe d’équivalence de z par :
T:=clz)={yeE /y~ux}

On pose alors :
Z=A{z,z€FE}

Sur cet ensemble Z, on définit deux lois de composition interne de la fagon suivante :

pour z € Z et y € Z, en notant x = (a,b) et y = (¢, d) avec (a,b), (c,d) € E,

e rdy=(a+c,b+d);

e r®y=(axd+bxcaxc+bxd).

On définit par ailleurs une relation binaire R définie de la fagon suivante : pour x € Z
et y € Z, en notant x = (a,b) et y = (¢, d) avec (a,b), (¢,d) € E,

TRy <= b+c<a+d

Dans ces définitions, on voit qu’il y a un probleme dans le sens ou le choix de (a, b) € E tel
que x = (a, b) n’est pas unique, et de méme pour y. On va donc commencer par démontrer
que ces opérations sont bien définies.

Proposition 2.6.1.3 Les opérations @& et @ sont bien définies et sont des lois de
composition interne sur Z.

Preuve :
Soient (a,b) € E, (a/,V) € E, (¢,d) € E et (¢,d') € E tels que :

(a,b) ~ (a', V) et (c,d) ~ (c,d)

On a donc = = (a,b) = (a/,V) et y = (¢,d) = (¢, d"). Pour montrer que
@ et ® sont bien définies, on doit donc démontrer que :

(a+e,b+d)=(d+,0V+d)

et

(ad + be,ac+ bd) = (¢/d' + U a'c + Vd')

Or, par définition de la relation ~, a +b =a +bet c+d = +d. 1
s’ensuit que :
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(0 +d)+(a+c) = (F'+a)+(c+d)
= @0+ ()
— @+ )+ b+ d)
Ces calculs sont corrects car on sait que + dans N est associative et
commutative. Ainsi :

(a+c,b+d)~ (d +, 0 +d)

cest-a-dire (a +¢,b+d) = (o’ + ¢,V + d'), ce qui montre donc que @
est une application bien définie de Z? dans Z.

De la méme fagon, en notant (1) : a+b =da’ +bet (2): c+d = +d,
on a en multipliant 'égalité (1) par ¢ d’une part, et d’autre part, par d’ :

ad+bd = ad +0
ad +bd = dd +bd

En ajoutant ces deux égalités, on obtient donc (par associativité et com-
mutativité de + et x dans N) :

(3): dd +Vd +bd +ad =dd+bcd+ad +bd
En multipliant maintenant (2) par a d’une part, et b d’autre part, on a :

(la): ad +ad = ac+ad
(1) : bc+bd = bd +bd

En additionnant ces deux égalités, on obtient :
(4) ac +bd' + ad + be = ad' + b’ + ac + bd

Finalement, en posant n = bc’ +ad' +ac +bd’', on an € N et en ajoutant
(3) et (4), on obtient :

dd +bd +ad+bc+n=dd +Vc+ac+bd+n

Mais alors, d’aprés les propriétés de régularité de + dans N (propriété 5
dans les régles admises dans N (voir théoreme 2.2.1.1)) :

dcd +bd +ad+bc=dd +Vd +ac+bd

c’est-a-dire (ad + be, ac + bd) ~ (a'd + V', a'd + b'd’), soit encore :

(ad + be,ac+bd) = (¢/d' + U a'c + Vd')

Ce qui prouve que ® est bien définie.
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Remarque : en réalité, il aurait été plus simple de définir X de E* dans E par (a,b)X(c,d) =
(ad + be,ac + bd) puis de montrer que cette application est constante sur les classes
d’équivalences, c’est-a-dire que si (a,b) ~ (a/,0) et (¢,d) ~ (¢, d'), alors (a,b)x(c,d) ~
(a0 )x(c,d). Ceci est plus simple car d’une part X est commutative et d’autre part, ~
est transitive. Il suffit donc de prouwver que (a,b)x(c,d) ~ (a', V)X (¢, d).

Proposition 2.6.1.4 R est bien définie et c’est une relation d’ordre total sur Z.

Preyve :

e Montrons que R est bien définie, c’est-a-dire que si (a,b), (a’, V'), (¢, d)
et (¢,d') sont quatre éléments de E = N? tels que (a,b) ~ (a’,b') et
(¢,d) ~ (d,d'), alors :

(a,b)R(c,d) = (a/,V)R(c,d")

En fait, par symétrie des réles de (a,b), (c,d) et (a’,V), (¢, d’), il suffit
de prouver I'implication directe. Supposons donc que (a, b)R(c, d). Alors,
par définition :

b+c<a+d
Or,a+b =d +bet c+d = +d. En ajoutant ces deux égalités, on
obtient :

b+a+d+d = a'+b+c+d  soit encore  (V'+c')+(a+d) = (a'+d')+b+c

Alors, en ajoutant ¥ + ¢ a l'inégalité b+ ¢ < a + d (licite car dans N, on
sait que + est compatible avec <), on obtient :

O +d)+b+e<b+d+a+d=(d+d)+b+c
D’apres les propriétés de N, on a alors : b/ +¢ < d' +d'.

e Ensuite, il est clair que R est réflexive car pour tout (a,b) € N2,
a+b < b+ a (larelation < est réflexive dans N).

e Montrons que R est antisymétrique.
Soient (a,b), (¢, d) € N? tels que (a,b)R(c,d) et (¢,d)R(a,b).
Alors b+c < a+det a+d < b+ ¢, Or, < est une relation d’ordre

dans N : en particulier, elle est antisymétrique. Par suite, b+ ¢ =a + d,
c’est-a-dire (a,b) = (¢, d).

Ce qui prouve que R est antisymétrique.
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e Enfin, soient (a,b), (¢, d) et (e, f) trois éléments de E tels que :

(a,b)R(c,d) et (c,d)R(e, f)

Par définition, b+c < a+det d+ e < f+ ¢. En ajoutant ces inégalités
(licite car < dans N est compatible avec 'addition), on obtient :

(b+c)+(d+e) < (at+d)+(f+c) soit encore (b+e)+(c+d) < (a+f)+(c+d)

Par suite, b+e < a+ f (propriété de < dans N), c’est-a-dire (a, b)R(e, f).
Ce qui prouve que R est transitive.
On a donc démontré que R est une relation d’ordre sur Z.

e Enfin, soient © € Z et y € Z. Soient (a,b) € E et (¢,d) € E tels que
x = (a,b) et y = (¢, d). Puisque < est une relation d’ordre total dans N,
b+ c<a+doubien a+d < b+ ¢ cest-a-dire :

(a,b)R(c,d) oubien (¢, d)R(a,b)

c’est-a-dire 2Ry ou yRux.

Théoreme 2.6.1.5 (Z,®,®) est un anneau commutatif. De plus, l'application :

est injective et vérifie :

Y(n,m) € N* | p(n+m) = p(n) @ p(m) et p(n x m) = p(n) @ p(m) ;
©(0n) =0z et p(ly) =1z ;

Y(n,m) eN? | (n<m <= p(n)Rp(m));

P(N)={2€Z /0zRz} et Z=o(N)U{Sp(n), n e N*};

la relation R est compatible avec l'addition.

1.
2.
3.
/
d.
Autrement dit, en identifiant N et ¢(N) :
e [‘ensemble Z contient N ;

o Oxn = + et Quxn = X les opérations © et @ prolongent les opérations +
et X dans N a 7Z ;

e Rinxny =< ¢ la relation d’ordre R sur Z prolonge la relation d’ordre < sur N.

p: N — Z
n — (0,n)

100



Chapitre 2 Relations, ensembles N, Z, Q et R

Remarque :

l’ensemble N étant défini de facon unique a bijection croissante pres, on

peut identifier N et o(N) car ¢ réalise une bijection croissante de N dans o(N).

Preuve :

e Montrons que (Z, ®) est un groupe commutatif.
x On a déja vu que @ est une loi de composition interne sur Z.
* Montrons que @ est associative.

Soit (z,y,2) € Z3. Par définition, il existe (a, b, ¢, d, e, ) € N° tel
que z = (a,b), y = (¢,d) et z = (e, f). Alors, par définition de @,

oy ®z = (at+cbt+d)® (e f)

((a+c)+e, (b+d)+ f)

(a+(c+e),b+(d+f)) (+ est associative dans N)
(a,0) ® (c+e,d+ f)

= 10 (Y®d2)

Ce qui prouve que & est associative.

* Montrons que @ est commutative.

Soit (z,y) € Z? et soit (a,b,c,d) € N* tel que x = (a,b) et
y = (¢,d). Alors :

cdy = (a+ecbtd)

= (ctad+b)
c,d) @ (a,b)
= ydx

(4 est commutative dans N)

—

Ce qui montre que @ est commutative.

* Montrons que 0z = (Oy, Oy) € Z est 1'élément neutre pour @.

Soient z € Z et (a,b) € N? tel que z = (a,b).

r®0z = (a+0n,b+Oy)
= (a,b) (car Oy est I'élément neutre pour + dans N)
x

Or, @ est commutative donc 0z ® x = = @ 0z = x et 0z est bien
neutre pour @.
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+ Enfin, montrons que tout élément de Z admet un opposé pour .
Soient x € Z et (a,b) € N? tel que # = (a,b). Posons! y = (b, a).
Alors y € Z et :

x®y=(a+bb+a)=(a+ba+b)=(0,0)=0g

En effet, (a + b,a + b) ~ (0,0) donc (a,b) = (0,0). Puisque &
est commutative, on conclut que y est bien 'opposé de x pour &
dans Z.

Ainsi, on a montré que (Z,®) est un groupe abélien.

e On a déja prouvé que ® est une loi de composition interne sur Z.
Montrons alors que ® est associative, distributive par rapport a @, admet
un neutre et est commutative.

Pour simplifier la rédaction, on fixe ici (x,y,2) € Z* ainsi que
(a,b,c,d,e, f) € NO tel que © = (a,b), y = (c,d) et z = (e, f) et la
multiplication x dans N sera omise (c’est-a-dire qu’on notera ab au lieu
de a x b). Enfin, on ne rappellera pas les propriétés de + et x dans N.

* Par définition,
(z®y)®=2

(ad + be, ac 4+ bd) @ (e, f)

((ad 4+ be)e + (ac+ bd) f, (ad + be) f + (ac + bd)e)
(a

(a,

(cf +de) + b(ce + df), a(ce + df) + b(de + cf))
b) x (ce +df,cf + de))
= 28 ([Yy®z2)

* De facon similaire,

y®x = (da+cbh ca+db) = (ad+bc,ac+bd) =z ®y

x De méme,
TR Yydz) =

(a,b) @ (c+e d+ f)

(a(d+ f)+blc+e),alc+e)+b(d+ f))
((ad + be) + (af + be), (ac + bd) + (ae + bf))
(

(

ad + be,ac+ bd) @ (af + be,ae + bf))
TRY)® (r® 2)

® étant commutative et distributive a droite par rapport a @,
elle est aussi distributive a gauche par rapport a .

1. On rappelle que dans la construction on avait dit qu’un élément (a,b) correspond a l'entier b — a

donc son opposé est a — b, qui correspond a (b, a).
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x Enfin, en posant 17 = (O, ly), on vérifie que :

lz@r=2®1z=(a,b) =z

Ce qui prouve que (Z, @, ®) est un anneau commutatif.

e Montrons que ¢ est injective.

Soient n € N et p € N tels que ¢(n) = ¢(p). Alors (0,n) = (0,p),
c’est-a~dire (0,n) ~ (0,p) et donc Oy + p = n + Oy, soit encore n = p.
Ce qui prouve que ¢ est injective.

e Montrons la propriété 1.

Soit (n,m) € N2, Alors par définition de @ et ®,

p(n) @ p(m) = (0,n) & (0,m) = (0,7 +m) = p(n +m)

et

;1) @ (0,m)
0><m+n><00><0+n><m)

(0,n x m)

p(n) @ p(m) =

o(n x m)
e La propriété 2 est évidente car 0z = (Oy,On) et 1z = (On, 1n).

e La propriété 3 est également triviale car pour tout (n,m) € N? :

e(n)Rp(m) <= (0,n)R(0,m) < n+0<m+0 < n<m

e Montrons & présent que p(N) ={z € Z / 0z < z}.

Par définition de la relation R, pour tout entier n € N, (0,0)R(0,n),
c'est-a~dire 0z Rp(n). Par suite p(N) C {z € Z / 0z < z}.

Réciproquement, soit z € {x € Z / 0z < z}. Il existe (a,b) € N? tel que
z = (a,b) et par définition de la relation R, a < b (dans N). D’apres les
propriétés de N, il existe n € N tel que b = a+n, c’est-a-dire (a,b) ~ (0,n)

et donc :
(a,b) = (0,n)

Ce qui prouve que z = (0,n) € p(N).

e Montrons que Z = p(N) Ll ©p(N*).

Puisque R est une relation d’ordre total, il faut et il suffit de montrer
que: {z €Z / 2ROz et z # 0z} = ©p(N*).
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Par définition, si n € N*, p(n) = &(0,n) = (n,0). Or, il est clair que
(n,0)R0z et (n,0) # 0z car n € N*. Par suite, on a I'inclusion :

op(N* ) C {2 €Z | 2ROz et z # 0z}

Réciproquement, si z € Z vérifie z # 0z et 2R0y, alors il existe (a, b) € N?
tel que z = (a,b) et on doit avoir : b < a (dans N) car zR0z et @ # b
0,0

car (a,b) 7 ( . I s’ensuit qu'’il existe n € N* tel que a = b+ n et par
conséquent,

(a,b) ~ (n,0)
c'est-a-dire (a,b) = (n,0), soit encore z = &(0,n) = S¢(n). Ce qui

prouve que :
{z€Z /) 2R0z et z # 0z} C Op(N*)

e Enfin, montrons que R est compatible avec & (et avec @ dans le sens

qui sera précisé).

Soit (z,y, z,t) € Z* tel que 2Ry et zRt. Montrons que (z & 2)R(y D t).

Soit (a,b,c,d,a’,V,c,d) € N® tel que : = (a,b), y = (c,d), z = (a, V)

et t = (¢, d’). Par définition de la relation R, on a :

b+c<a+d e V+I<d+d

Puisque + est compatible avec < dans N, on peut ajouter ces inégalités,
ce qui donne par associativité et commutativité de + dans N :

b+V)+(c+d)<(at+d)+ (d+d)

c'est-a-dire (a +a/,b+ V)R(c+ ¢,d+ d'), soit encore :

((a, b & (@, c/)) R ((c, d) & (c, d/))

c'est-a-dire (z @ 2)R(y B t).
Par ailleurs, si 0zRx et 02Ry, alors il existe n € N et p € N tels que :

z=¢p(n) et y=p(p)

Alors, z®y = o(n)®¢(p) = ¢(np) € p(N) et par conséquent, 0z R(z®y).

Ce qui prouve que R est compatible avec I’addition et la multiplication.

X

Remarque : parfois les notations sont lourdes car dans cette preuve, on fait attention a
bien distinguer les opérations + et X dans N et dans Z, et de méme pour la relation <
dans N et dans Z. Par ailleurs, beaucoup de propriétés (comme la définition de &, & et
R par exemple) sont simples a comprendre quand on comprend que « z =b— a ».
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2.6.2 Ensembles finis et dénombrements
2.6.2.a Définitions et théoréme fondamental
Intuitivement, on devine tous ce qu’est un ensemble fini. De méme, la notion de cardinal,

c’est-a~dire le nombre d’éléments est également assez intuitive. Le but de ce paragraphe
est de formaliser ces notions.

Définition 2.6.2.1 On dit qu'un ensemble FE est fini s’il est vide, ou bien s’il existe
n € N* et une bijection ¢ de [1,n] dans E.

Remarque : de facon équivalente, E est un ensemble fini s’il est vide ou bien s’il existe
n € N* et une bijection ¢ de E sur [1,n]. En effet, si ¢ : [1,n] — E est bijective, alors
el E — [1,n] est également bijective.

Remarque : intuitivement, la définition est assez simple a comprendre. En effet, il faut
penser a @ comme une numérotation des termes de E.

Exemple 2.6.2.2 L’ensemble V des voyelles {a, e, i, 0, u, y} est un ensemble fini. En effet,
soit ¢ Papplication de [1, 6] dans V' définie par :
pl)=a ; ¢@2)=e ; w@B)=i ; ¢@d)=0 ; wB)=u et ¢6) =y

Il est clair, par construction, que ¢ est une bijection.

Remarque : attention, @ n’est pas du tout unique! Il y a bien entendu plusieurs facons
de « numéroter » les éléments. Si on reprend ['exemple précédent, en posant :

Y=y 5 Y@2)=u ; YB)=o0 ; YME)=i ; Y(B)=e et Y6)=a

W est aussi une bijection de [1,6] dans Vet clairement @ # 1. On verra un peu plus loin
qu’en revanche, s’il existe, l’entier n est unique.

Exemple 2.6.2.3 On fixe n > 2. Alors U,, est un ensemble fini.
27
En effet, soit w =€’ n et soit :
¢ [,n] — U,
kEo— Wkt

On peut commencer par remarquer que ¢ est bien définie, ¢’est-a-dire que pour tout entier
k € [1,n], w1 € U, (propriétés des racines n-iemes de I'unité).
Montrons a présent que ¢ est une bijection.
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— Montrons que ¢ est injective.

Soient k et I deux entiers dans [1,7] tels que ¢(k) = ¢(I). On a alors w* ' = W'~

Or, deux nombres complexes non nuls sont égaux si et seulement si ils ont méme
module et mémes arguments (& 27 pres). Par suite,
20k —=1)r _ 2(l—1)m
n o n
— k—-1=1-1 [n]
= k—1=0 [n]

[27]

Il s’ensuit qu’il existe un entier ¢ € Z tel que : k = [ + gn. Mais les conditions
k,l € [1,n] impliquent que —(n — 1) < k —1 < n— 1. Par suite, g =0 et k = 1.
Ce qui prouve que ¢ est injective.

Montrons que ¢ est surjective.

Soit z € U,. D’apres le cours sur les nombres complexes, il existe r € [0,n — 1]
tel que z = w". Posons k = r + 1 : alors, d’une part, k& € [1,n] et d’autre part,
pk)=whrl=w =2

Ceci montre que ¢ est surjective.

Ce deuxieme exemple montre bien que certains résultats, bien qu’évidents, nécessitent un
peu (voire beaucoup) de travail pour les établir de fagon rigoureuse.

Théoréme 2.6.2.4 (Fondamental) Soient n,p € N*. S’il existe une bijection de
[1,n] sur[1,p], alors n = p.

Preuve :

106

On considere la propriété P(n) : « pour tout entier p € N*, ¢'il existe
une bijection de [1, p] dans [1,n] alors p = n ». Montrons par récurrence
que : Yn € N* | P(n).

Initialisation :

Pour n = 1, soit p € N* tel quil existe une bijection ¢ de [1,p] dans
[1,n] = {1}. On a alors (1) € {1} donc ¢(1) = 1. De méme, ¢(p) = 1.
@ étant bijective, elle est en particulier injective et donc ¢(1) = ¢(p)
implique que p = 1 et finalement, p = n (puisque n = 1).

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n = 1.

Hérédité :

On suppose la propriété vraie au rang n > 1 : montrons qu’elle est vraie
au rang n + 1.
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Soit p € N*. On suppose qu'il existe une bijection ¢ : [1,p] — [1,n+1].
On veut montrer que p = n + 1. On procede en plusieurs étapes.

e Pour commencer, p~! est une bijection de [1,n + 1] dans [1,p]. En
particulier, ¢! est injective. Par ailleurs, n € N* donc n +1 # 1. On
en déduit donc successivement que ¢ (1) # ¢! (n + 1), puis que [1, 7]
contient au moins deux éléments distincts et enfin, que p > 2.

e Ayant prouvé que p > 2, on a donc p — 1 € N*. On a alors deux cas :

Premier cas : p(p) =n+1

Dans ce cas, considérons 'application :

v [Lp—1] — [Ln]
r — ()

* Tout d’abord, v est bien définie. En effet, si z € [1,p — 1], alors
o(x) € [1,n + 1] et puisque x # p, ¢(x) # ¢(p), soit encore, par
hypothese, ¢(z) # n+ 1. Il sensuit que ¢(x) € [1,n].

+ Ensuite, ¢ étant injective, il est clair que ¥ est injective.

* Enfin, soit y € [1,n] C [1,n + 1]. ¢ étant bijective, il existe (un
unique) x € [1,p] tel que p(x) = y. Par ailleurs, p(x) # ¢(p) car
y #n+1et donc x # p (puisque ¢ est injective).
Il s’ensuit que x € [1,p] et & # p, c'est-a-dire z € [1,p — 1].
Finalement, on peut donc écrire que y = p(x) = ¥(z). Ceci
montre que 1) est surjective.

Ainsi, on a montré que si p(p) = n + 1, il existe une bijection de ) :
de [1,p — 1] dans [1,n] avec p — 1 > 1. Par hypothese de récurrence,
p—1=n, cest-a-dire p =n + 1.

Deuxieme cas : ¢(p) #n+ 1

Dans ce cas, soit 7 : [1,n + 1] — [1,n + 1] définie par :

o(p) siz=n+1
Vee[l,n+1] ,7(x)=q n+1 siz = ¢(p)
T sinon

Il est clair que 7 o7 = Idp ny1). Par suite, 7 est bijective. Considérons
1 = 7o ¢. Alors 1 est une application de [1,p] dans [1,n + 1] qui
est bijective (puisque c¢’est la composée de deux bijections) et qui vérifie
¥(p) = 7(¢(p)) = n+ 1. D’apres le premier cas, on a alors p =n + 1.

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n + 1 et acheve la
récurrence.
X
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Théoréme 2.6.2.5 (Définition du cardinal) Soit E un ensemble fini non vide.
Alors il existe un unique entier n tel que E soit en bijection avec [1,n]. L’entier n
est appelé le cardinal de E, et noté Card(E) ou encore |E)|.

Preuve :

Soit £ un ensemble fini non vide. On sait alors, par définition d’un en-
semble fini, qu’il existe un entier n tel que E soit en bijection avec [1,n].
Il reste a prouver que l'entier n est unique.

Sl existe deux bijections ¢ : [1,n] — E et ¢ : [1,p] — E, alors
I'application 1~! o ¢ est une bijection de [1,p] sur [1,n] (composition de
bijections). Par conséquent, d’aprés le théoreme précédent, n = p. Ceci
prouve 'unicité de I'entier n. =

Remarque : par convention, on pose Card(()) = 0.

Proposition 2.6.2.6 Deux ensembles finis E et F' ont le méme cardinal si et seule-
ment si il existe une bijection de E sur F'.

Preuve :

e Montrons =.
Supposons que E et F aient le méme cardinal et notons n = |E| = |F|.
On a alors deux cas :

% soit n = 0 et dans ce cas, E = () = F et l'application vide'!
ip : ) — 0 est une bijection entre E et F';

* ou alors n > 1 et dans ce cas, il existe deux bijections f et g de
[1,n] dans E et F, respectivement. Il s’ensuit que ¢ = go f~*
est une bijection de E dans F.

e Montrons <.
On suppose qu’il existe une bijection ¢ de E sur F. On distingue a
nouveau deux cas :

x 51 E = (), alors p(F) = ¢()) = @ et puisque ¢ est surjective,
F = ¢(E) = 0. Ainsi |[E] = 0 = |F|. De méme, si F = (), on
applique le méme raisonnement avec @~ !;

1. en effet, comme toute propriété commencant par « Vo € () » est toujours vraie, il existe une et une
seule application de () dans () et cette application est bien injective et surjective.
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x s E # (et F# 0, notons n = |E| et p=|F|. Alors il existe f et
g deux bijections de [1,n] dans E et de [1,p] dans F' respective-
ment. On en déduit que Papplication g~ oo f est une bijection
de [[1,n] dans [1,p]. Par suite, n = p.

X

2.6.2.b Parties de N et parties d’un ensemble fini

Théoreme 2.6.2.7 Soient A et B deuz parties finies et disjointes d’un ensemble E.

Alors AU B est un ensemble fini et :

[AUB| = [A] +B|

Preuve :

On distingue toujours deux cas.

e Premier cas : A =0 ou B = 0.

Dans ce cas, quitte a échanger les noms, on peut toujours supposer que
B=0.Onaalors: AUB =AU} = A donc AU B est un ensemble fini
et |[AUB| = |A] = |A| + 0| = |A] + |B|.

e Deuxitme cas : A # () et B # 0.

Posons alors n = |A| et p = | B|, avec n,p € N*. 1l existe deux bijections
[1,n] -5 A et [1,p] - B.

L’idée est alors de numéroter les premiers termes avec f et les termes
suivants avec g. Pour cela, on pose :

[Ln+p] = AUB
f(z) sil<z<n
v {g(xn) sint+l<ae<<n+p

Montrons alors que ¢ est bien définie et bijective.

* Pour commencer, il est clair que ¢ est bien définie puisque si
n+1<z<n+p, alors z —n € [1,p] et g est définie sur [1, p].

* Ensuite, montrons que ¢ est injective. Soient z, 2" € [1,n + p]
tels que & # a’. Montrons que ¢(x) # p(2).

> Si(x,2) € [1,n] x [n+1,n+p]U[n+1,n+p]x[L,n], alors

soit p(z) € A et p(2') € B ou bien ¢(x) € B et p(z') € A.
Dans les deux cas de figure, comme AN B =0, p(x) # o(z').
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> Si (z,2") € [1,n]? (vespectivement (z,z') € Uln+ 1,n+ p]?),
alors p(z) = f(x) et p(z') = f(a’) (respectivement ¢(x) =
g(x —n) et p(2') = g(x —n)). Or, f (respectivement g) étant
injective, z # 2’ entraine f(z) # f(2') (respectivement = # '
entraine © — n # a’ —n et donc g(x —n) # g(x’ — n)). Ainsi,
p(x) # p(a').

Ainsi, dans tous les cas p(z) # ¢(a') et ¢ est bien injective.

+* Montrons enfin que ¢ est surjective.
Soit y € AU B. On distingue alors deux cas :

> siy € A, alors f étant surjective, il existe z € [1,n] tel que
y = f(x). Comme z € [1,n], on a bien y = f(x) = ¢(z) et y
a bien un antécédent par ¢ ;

> de méme, si y € B, alors g étant surjective, il existe un entier
x € [1,p] tel que y = g(z). On a alors y = g(x +n —n) avec
z+n € n+1,n+p], cest-a-dire y = p(x + n).
Ceci prouve que ¢ est bien surjective.

Ainsi, on a montré que ¢ est une bijection de [1,n + p] dans AU B, avec
n 4+ p € N*. Par conséquent, AU B est un ensemble fini et :

|[AUB|=n+p=|A|+|B|

Proposition 2.6.2.8 Toute partiec A C N majorée est finie; plus précisément, si A
est majoré par n € N, alors |A] < n+ 1.

Preuve :

Montrons la proposition par récurrence sur n € N.

Initialisation :

Pour n = 0, A est majorée par 0. Par suite, A = () ou bien A = {0} et
donc |A| = 0 ou |A| = 1. Ainsi |A| < 0+ 1 et la propriété est vraie au
rang 0.

Hérédité :

On suppose que pour toute partie B de N, majorée par n, B est finie et

|B] < n+1. Soit A une partie de N majorée par n+ 1. On distingue deux
cas.

e Sin+1 ¢ A, alors A est majorée par n et d’apres I'hypothese de
réeurrence, |A| < n+ 1 et a fortiori |[A] < n+ 2.
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eSin+1¢e A onpose B=A\{n+ 1}. Alors B est majorée par n.
Par hypothese de récurrence, B est finie et [B] < n+ 1. On a alors :
A = BU {n+ 1} (réunion disjointe de deux parties finies). D’apres la
proposition précédente, A est un ensemble fini et |A] = |B|+1< n+ 2.

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n + 1 et acheve la

récurrence.
X

Proposition 2.6.2.9 Si A C [1,n], alors A est fini et |A] < n.

Preuve :

‘ Identique a la démonstration précédente.

Corollaire 2.6.2.10 Si I’ est un ensemble fini et f : E — I est injective, alors E
est fini et |E| < |F).

Preuve :

e Si ' = (), alors, pour qu’il existe une application f : E — F, il est
nécessaire que E = (). E est donc fini et on a : |E| = 0= |F|. A fortiori,
Bl < |F].

o Si ' # ), solent n = |F| € N* et ¢ : F — [1,n] une bijection.
Alors, ¢(f(E)) C [1,n]. D’apres la proposition précédente, ¢(f(E)) est
un ensemble fini et p = |o(f(F))| < n.

Sip =0, alors p(f(E)) = 0, donc E = ) et le résultat est trivialement
vrai. Sinon, il existe une bijection ¢ : o(f(F)) — [1,p]. On définit
alors :

FiE — fB) e fE) — e(f(E)

Par définition de I'image d’une application, f et @ sont surjectives. Par
ailleurs, f et ¢ étant injectives, il en est de méme pour f et @. Par
conséquent, f et @ sont des bijections. On constate alors que I'application
g = 1o@of est la composée de trois bijections : ¢’est donc une bijection de
E dans [[1, p]. Par suite, E est fini et |E| = p. Enfin, comme p < n = |F]|,
on a bien |E| < |F|.

X
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Remarque : dans cette démonstration, il y une idée ou propriété importante a retenir.
Si f : E — F est injective, alors f, obtenue en restreignant Uensemble d’arrivée a
f(E) =1Im(f), est automatiquement bijective.

Corollaire 2.6.2.11 Soient E et F' deux ensembles, f une application injective de E
dans F. Alors pour toute partie finie A de E, f(A) est finie et |f(A)| = |A].

Preuve :
fTA A — f(A)
ensemble fini, f(A) lest aussi et |A| = |f(A)].

D’apres la remarque, est une bijection. A étant un

X

Théoreme 2.6.2.12 Soient A et B deux parties d’un ensemble E.

=

(1) St A C B et B est fini, alors A est fini et |A| < |B|. De plus, il y a égalité s
et seulement si A = B.
(i1) Si A et B sont finis, alors AU B et AN B sont des ensembles finis et on a :

|AUB| = |A|+|B|—|AN B

Preuve :

e Montrons (i).
L’application inclusion A —— B est injective. D’apres le corollaire pré-
cédent, A est fini et |A| < |BJ. Traitons alors le cas d’égalité.

x Si A= B, alors |A| = |B].
x Réciproquement, montrons que |A| = |B| = A = B par contra-
posée.
On suppose que A # B et on montre que |4| < |B|. Par hy-
pothese, on a A € B. Il existe donc b € B\ A. On considere
B = B\ {b}. Puisque A C Betb ¢ A, A C B'. Par suite,
|A| < |B'|. Enfin, B est la réunion disjointe de B’ et de {b}. Par
suite, |B| = |B'|+ 1 et |A| < |B| —1 < |B].

e Montrons a présent la propriété (i)
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La démonstration a déja été vue antérieurement (par exemple dans un
cours de probabilités sur un univers fini). On rappelle ici les idées-clés.
D’une part, A\ B C A, donc A\ B est un ensemble fini. De méme,
B\ A et AN B sont des ensembles finis. D’autre part, on a les réunions
disjointes suivantes :

AUB=(B\A)UA et B=(B\AU(BNA)

N B
\

Par suite, AU B et AN B sont des ensembles finis et :
|[AUB|=|B\ A|+|A|] et |B|=|B\A|l+|ANB|

En soustrayant, on obtient le résultat.

Proposition 2.6.2.13 Une partie A C N est finie si et seulement si elle est majorée.

Preuve :

On a déja prouvé la réciproque. Pour le sens direct, on procéde par ré-
currence sur n = |A|.

Initialisation :

Pour n = 0, alors A = () est majoré par tout entier.

Hérédité :

Soit A une partie de N telle que |A| = n+1. En particulier, |A| > 1 donc
A () :soient a € A et B= A\ {a}. D’aprés le théoréme précédent, B
est une partie finie de N et |B| = |A| — 1 =n.

D’apres 'hypothese de récurrence, B est majorée : soit m un majorant
de B. Il est alors clair que M = max(a, m) majore A.

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n + 1 et acheve la
récurrence. &
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Proposition 2.6.2.14 Soit A une partie non vide et finie de N. Alors, il existe une
unique bijection strictement croissante de [1,n] dans A, ot n = |A|.

Exercice 2.6.2.15 Prouver cette proposition.

2.6.2.c Critere de bijection pour les ensembles finis

Lemme 2.6.2.16 Soit [ : E — F une surjection. Alors, il existe g : ' — E telle
que fog= Idr. En particulier, g est injective.

Preuve :

Si ' = {), c’est clair (car alors E = () et Papplication vide convient).
Sinon, soit y € F. Alors il existe z € F tel que y = f(z) (f est surjective).
On choisit un tel z et on pose g(y) = x. Ceci définit une application g de
F dans E. Par construction, pour tout y € F, y = f(x) = f(g(y)). Ce
qui prouve la premiere partie du lemme.

Par ailleurs, f o g = Idp est injective, par suite g est injective. -

Théoreme 2.6.2.17 Soient E et ' deux ensembles finis de méme cardinal n € N et
f o E — F une application. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est injective
(ii) f est surjective
(i11) f est bijective

Preuve :

e Montrons (i) = (7).

On suppose que f est injective. Montrons que [ est surjective. Puisque
E est un ensemble fini et f est injective, d’apres le corollaire 2.6.2.11
du paragraphe précédent, f(E) est fini et |f(E)| = |E|. De plus, par
hypothese, |E| = |F|. Ainsi, on a :

f(E)yCF
donc, d’apres le théoreme 2.6.2.12, f(E) = F.

IF(E) = |F]
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Par conséquent, f(E) = F, c’est-a-dire que f est surjective et donc (i4).

e Montrons (i) = (iit)

On suppose que f est surjective. D’apres le lemme, il existe g : FF — F
injective telle que f o g = Idr. En appliquant le résultat (i) = (44), on
en déduit que g est bijective. Par suite,

fogog 't =ldpog =g

De plus, gog~' = Idg et foldg = f. Par suite, f = g~ ' et f est bijective.

e (i1i) = (i) est claire. %

Exercice 2.6.2.18 Montrer I'implication (i) = (i74) directement (c’est-a-dire sans uti-
liser le lemme) en considérant ¢ : [1,n] — F une bijection ainsi que les ensembles
E; = f*({p(i)}) (les images réciproques par f de {p(i)}) pour 1 <i < n.

Corollaire 2.6.2.19 Soit E un ensemble fini et f : E — E. Alors :

[ est injective <= f est bijective <= f est surjective

Lorsqu’on veut montrer qu'une application f: E — F est
bijective, en général I'injectivité est facile a établir et c’est la

» Méthode : I

surjectivité qui est plus délicate a prouver.
Lorsque F et F sont des ensembles finis, pour montrer

que f est bijective, on montre souvent que :
[ est injective et |E| = |F|.

Exercice 2.6.2.20 Soit (A, +, x) un anneau intégre. On suppose de plus que A est un

ensemble fini. Montrer que A est un corps (voir aussi l'exercice 1.3.16).

Exercice 2.6.2.21 Le petit théoreme de Fermat.

Soit p un nombre premier et a un entier premier avec p, c¢’est-a-dire que p ne divise pas a.
Pour chaque entier k, on appelle g, et r; le quotient et le reste de la division euclidienne

de ka par p. On définit alors :

fotp=1 — [1,p—1]
k — Tk
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1. Montrer que f est bien définie et qu’elle est bijective.

p—1 p—1
2. Justifier alors que : H(ka) = H f(k) [p].
k=1 k=1

3. En déduire que a?~ = 1p].

Pour terminer ce paragraphe, voici quelques rappels de ce qu'on a déja démontré ainsi
que quelques conséquences.

Corollaire 2.6.2.22 Soient E et F' deux ensembles et f : E — I une application.

1. Si E et F sont des ensembles finis, alors :

(a) f injective = |E| < |F| ou de fagon équivalente,
|E| > |F| = f non injective ;

(b) [ surjective = |E| > |F| ou de facon équivalente,
|F| > |E| = [ non surjective ;

(¢) [ bijective = |E| = |F|.
2. Si F est fini et [ injective, alors E est fini et |E| < |F|.

3. Si E est fini et f surjective, alors F est fini et

FI<|E.

Preuve :

On a déja tout prouvé sauf 1(b) et 3.
Supposons que [ soit surjective. D’apres le lemme 2.6.2.16, il existe
g : F'— FE injective.

e En appliquant alors (a) & g, on en déduit 1(b) (lorsque E et F
sont finis).

e Si on suppose que E est fini, alors en appliquant (2) a g, on
obtient (3).

X

A Attention : si F et F' sont des ensembles finis mais qui ne sont pas de méme cardinal
et f € F(E,F),

f injective =% f bijective
A Attention : si E est un ensemble infini et f € F(E, E),

f injective =& f bijective
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2.6.2.d Dénombrement

2.6.2.e Cardinal d’une réunion et du complémentaire d’une partie

On a déja démontré que si A, B C E et si E est fini, alors A, B,AN B et AU B sont des
ensembles finis et |AU B| = |A| + |B| — |AN B].

Corollaire 2.6.2.23 Soient E un ensemble fini et A C E. Alors A= E\ A est fini et
Al = |B] - |A].

Preuve :

C’est clair car il suffit d’appliquer le théoréme rappelé ci-dessus avec

B=A.
X

Corollaire 2.6.2.24 Soient n € N, E un ensemble fini et Ay, -+, A, des parties de
FE, deur a deux disjointes. Alors :

Ua

i=0

n
= > Al
i=0

Preuve :

‘ On démontre cette formule par récurrence sur immédiate sur n (le faire).

X

2.6.2.f Produit cartésien

Théoreme 2.6.2.25 Soient E et F deuxr ensembles finis. Alors E x F est fini et
|E x F| = |E| x |F|.

Preuve :
Pour tout x € E, on pose A, = {(x,y) , y € F'}. Les ensembles A,, pour
r € F, sont tous deux a deux disjoints et leur réunion vaut £ x F. Par
ailleurs, il est clair que pour tout © € E, A, est en bijection avec F' : il
est donc fini et de cardinal |F|.
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On a alors :

|E x F| =

U

TeEE

=S 1A = Y|P = B x |F|

el zeE

Corollaire 2.6.2.26 Si Fy, Es,--- , E, sont des ensembles finis, alors HEk est un
k=1

ensemble fini de cardinal H|E,\ = |E1| X |Ea| x -+ x | E,|.

i=1

Preuve :

Une récurrence immédiate permet de conclure apres avoir remarqué que :

n+1 n
H FE; est en bijection avec (H EZ> X By
i=1

i=1

Corollaire 2.6.2.27 Soient n € N* et E un ensemble fini fini. Alors E" est un en-
semble fini et |E™| = |E|".

Preuve :

C’est une conséquence directe du corollaire précédent avec F; = E pour
1<i<n.
X

2.6.2.g Ensemble des applications de E vers F

Proposition 2.6.2.28 Soient E et F' deux ensembles finis. Alors F(E, F) est un en-
semble fini et | F(E, F)| = |F|IEl.

Remarque : intuitivement ¢’est évident car un élément f € F(E, F) est caractérisé par
la donnée des images f(x) pour x € E. Pour chaque x dans E, il y a |F| choiz possibles
pour f(z). Il y a donc au total |F|/F choiz pour toutes les images.
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Preuve :

e Si I =0, alors F(E, F) est vide si F # () et contient une seule appli-
cation, qui est application vide si F = ). En convenant que 0° = 1, la
proposition est donc vraie lorsque F' = ().

e On suppose & présent que F # (). De méme, si E = 0, alors F(E, F)
contient un seul élément : application vide. On a donc :

\F(B,F)|=1=|F|" = |F|""

et la propriété est encore vraie.

e On se place maintenant dans le cas ou E et F' sont des ensembles finis
non vides. Soit n = |E| avec n > 1 et soit ¢ : [1,n] — E une bijection.
On considere les applications suivantes :

v:F(EF) — F([1,n],F)
f— fop

et

m: F([1,n],F) — F"
Il est clair que ¢ et 7 sont bijectives (puisque ¢ est bijective). On a alors
successivement :

* F™ est fini et 7 bijective, donc F([1,n], F) est un ensemble fini
et [F([1,n], F)[ = [F];

x F([1,n], F) est fini et ¢ est bijective, donc F(E, F) est fini et a
méme cardinal que F([1,n], F).

Par conséquent, F(F, F') est bien un ensemble fini et :

\F(E,F)| = |F([1,n], F)| = |F*| = |F|" = |F|¥

2.6.2.h Cardinal de P(FE)

Définition 2.6.2.29 Soit A € P(F). On appelle fonction caractéristique de A et on
note x4 I'application :
xa:E — {0,1}

{ 1 sizeA
T — .
0 sinon
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Proposition 2.6.2.30 L’application ¢ : P(E) — F(E,{0,1}) qui a A associe xa
est une bijection.

Preuve :

e Montrons que ¢ est injective.

Soient A et B deux parties de E telles que ¢(A) = p(B). Montrons que
A = B. Soit € F. Par définition d’une fonction caractéristique, on a
alors :

€A = yalx)=1 <= p(A)(z) =1

d’ou

€A < ¢(B)(x)=1 < xplz)=1 < z€B
Ainsi, x € A <= 1z € B, c'est-a-dire A = B et ¢ est bien injective.
e Montrons que ¢ est surjective.

Soit f € F(E,{0,1}). Considérons :

A={z e E| fx)=1} = £ ({1}

Il est alors clair que A C E, c’est-a-dire A € P(E) et par définition :
f(z) =1 <= z € A. Sachant que f ne prend que 0 et 1 comme valeurs,
on a bien f = x4. Par suite, ¢ est surjective.

Ainsi, ¢ est injective et surjective, ¢’est-a-dire ¢ est bien une bijection.

X

Proposition 2.6.2.31 Soit E un ensemble fini. Alors P(E) est un ensemble fini et
[P(E)| = 2.

Preuve :

En effet, d’aprés la proposition précédente, P(FE) est en bijection avec
F(E,{0,1}). E étant fini, tout comme {0,1}, F(E,{0,1}) est fini. Par
conséquent, P(F) est aussi un ensemble fini et :

IP(E)| = |F(E,{0,1})| = 2%
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Remarque : on reverra un peu plus loin une autre démonstration qui utilise les coeffi-
cients binomiaux.

2.6.2.i Arrangements, nombres d’injections et nombres de bijections d’un
ensemble dans lui-méme

Proposition 2.6.2.32 Soient E et F' deuzx ensembles finis, n = |F| et p = |E|. On
suppose que 0 < p < n. Alors Uensemble I(E, F) des injections de E dans F est fini
(on dit aussi que c’est ['ensemble des arrangements de p éléments parmin) et :

[(E,F)| = AP =

n

(n—p)!

Remarque : intuitivement, c’est a nouveau trés simple a comprendre. En effet, si on
note x1,--- ,x, les éléments de E et on se donne f une injection de E dans F. Alors :

e pour f(x1), il y an choix possibles (les n éléments de F);
e pour f(x3), il y an—1 choix possibles (les €léments de F\ {f(z1)});

o pour f(xz,), ily an—(p—1) choiz possibles (les éléments de F\{ f(x1),- -+, f(zp-1)}).
n!

(n—p)!"

Au total, il y a doncn x (n—1) x (n— (p— 1)) possibilités, c’est-a-dire

Preuve :

Soit n € N fixé. On démontre la proposition en raisonnant par récurrence
finie sur p € [0, n].

Initialisation :

Pour p=0,ona E =0 et F(0, F) = {ipr} (Papplication vide). L’appli-
cation vide est injective donc |I(E, F)| = 1. De méme, A% = Z—: =1.La

propriété est vraie au rang p = 0.

Hérédité :

Sin =0, c’est fini. Sinon, on suppose la propriété vraie au rang p < n.
Montrons qu’elle est vraie au rang p + 1.
Soit £ un ensemble de cardinal p+ 1, avec p+1 < n. Alors F # (), donc
il existe a € E. On fixe un tel a, on pose E' = E'\ {a} et on considere
I’application :

I(E,F) — I(E,F)

f — e

121



Mathématiques supérieures 1 2.6. Annexe

e D’une part, ¢ est bien définie. En effet, si f : F — F est injective,
alors fig est encore injective.
e D’autre part, si g € I(E', F') alors ¢ '({g}) est 'ensemble des appli-
cations f injectives de F dans F' telles que fjgr = g. Il est clair que ces
applications f sont les applications telles que f(a) ¢ g(E'), c’est-a-dire
que |9~ ({g})| = n — p. On en déduit alors que :
ER = | L] ¢ doh
geI(E',F)
= Y ¢ {a)l
geI(E/,F)
= > (n-p
gEI(E,F)
= (n—p) x |[I(E"F)]
n!
= -
(n—p)!
n!
=+ )
Ce qui montre que la propriété est vraie au rang p + 1 et acheve la
récurrence.

X

Remarque : on a supposé que 0 < p < n. Que dire de I(E, F) lorsque |E| > |F| ¢

Corollaire 2.6.2.33 Si |E| = n, alors ’ensemble des permutations de E (c¢’est-a-dire
Uensemble des bijections de E ), noté o(FE) est un ensemble fini et son cardinal est n!.

Preuve :

Si E est fini de cardinal n, alors une application f : F — F est injective
si et seulement si elle est bijective. Par suite, o(E) = I(E, E) est fini et
son cardinal est :
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2.6.2.j Combinaisons et coefficients binomiaux

Proposition 2.6.2.34 Soit E un ensemble fini de cardinaln. Soit p € N tel quep < n
On note P,(E) Uensemble des parties de E ayant p éléments, ¢’est-a-dire

Pu(E) = {A € P(E) / |A| = p}

Alors P,(E) est un ensemble fini et |Py(E)| = ——— = (n>

Remarque : pour une explication plus intuitive ainsi que plus de propriétés, vous pouvez
lire un cours de probabilités sur un univers fini.

Preuve :

e Tout d’abord, comme E est fini, d’apres les résultats précédents, P(E)
est fini, et donc P,(E) C P(FE) est également un ensemble fini.

e Soit I 'ensemble des injections de [1, p] dans E et soit ¢ I'application :

w: 1 — P,(E)
fo— f([LpD)

x Tout d’abord, ¢ est bien définie puisque si f € I, f est injective
et done |f([L,p])| = [[1,p] | =p
* Par ailleurs, si A € P,(E), alors :

o ({A}) ={f € F([L.p], E) / f est injective et f([1,p]) = A}

De plus, |A| = p donc une application de [1, p] dans A est injec-
tive si et seulement si elle est bijective. Il s’ensuit que ;1 ({A})
est en bijection avec I’ensemble :

S={feF(Lp],A) / [ est bijective}

Alors, d’apres le paragraphe précédent, |~ ({A})] = |S| = pl.
Par conséquent,

=] || ¢'dAah|= > le'd4api= > »

A€eP,(E) A€P,(E) A€EPy(E)

c'est-a-dire |I| = p! X |P,(E)|.
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2.6.2.k Propriétés des coefficients binomiaux

Proposition 2.6.2.35 Soient n et p deux entiers tels que 0 < p < n. Alors :
n n
9 ()= (2)
p n—p
p=0
1

(iii) Sin >

S

etp>1, (n_l) + ("_1) = (Z) (formule du triangle de Pascal)

p—1 P

Preuve :

Soit E un ensemble de cardinal n.

e Montrons (7). -
On sait que pour toute partic A de £, A = A et [A| = n —|A|. On en
déduit donc que 'application

¢ Pp(E) — anp(E)
A —
est une bijection (sa bijection réciproque étant ¢ : P, (E) — P,(E)
qui & A associe Cg(A) = A). On en déduit que |P,(E)| = |Po_,(E)|.

e Montrons (7).

OnaP(E) = |_| P,(E). La réunion étant finie et disjointe, on a :
p=0

20 = 2P = [P(B)| =3P, (B) = > <n)

p=0 p

e Montrons (ii7).

On fixe un élément x de E. Alors 'ensemble des parties de E ayant p
éléments est la réunion disjointe de deux sous-parties : les parties de F
ayant p éléments et qui ne contiennent pas x (il y en a (";1)) et les parties
de E ayant p éléments et contenant z (il y en a (Zj))

X

Remarque : bien entendu, on peut aussi retrouver ces formules par le calcul brutal direct.

Il y a bien entendu de nombreuses autres propriétés des coefficients binomiaux. Par
exemple, la formule de Pascal itérée ou la relation de Van der Monde. Le lecteur inté-
ressé pourra consulter plus de détails sur ces propriétés dans n’importe quel ouvrage de
licence qui aborde par exemple les probabilités finies.
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Chapitre 3

Suites de nombres réels ou
complexes

Prérequis : dans tout ce chapitre, les notions suivantes sont supposées connues :

le cours de logique (implications, équivalences, prédicat) ;

notion d’ensemble ;

relation d’équivalence ; relation d’ordre, borne inférieure et borne supérieure ;
I’ensemble N et toutes ses propriétés; ensemble Z ;

I’ensemble R et toutes ses propriétés;

applications monotones ; injections, surjections et bijections;

structures usuelles : groupes, anneaux et corps; morphismes de groupes ou
d’anneaux ;

nombres complexes : module, partie réelle et partie imaginaire ;

notations o et O pour les fonctions.

Aucune connaissance spécifique sur les suites n’est supposée connue.
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3.1 Suites de nombres réels

3.1.1 Généralités

Définition 3.1.1.1 On appelle suite de nombre réels toute application v : N — R.
On pose pour tout entier n, u(n) = u, et on désigne la suite par u = (uy,),en-

On dit aussi que u, est le terme général de la suite (uy)nen, ou encore, pour n € N
donné, que wu,, est le n-ieme terme de la suite (uy)nen ou le terme d’indice n.

Exemple 3.1.1.2 On définit une suite (u,)nen €n posant u, = cos(n) pour tout entier
n. On peut aussi définir une suite par une relation de récurrence. Par exemple, ug = 1 et
pour tout entier n, u, 1 = 3u, définit également une suite.

Remarques :
e de fagon équivalente, une suite réelle est une famille de nombres réels indexée par
Ny
e on peut étendre la notion de suite aux applications u : [ng, +oo[— R ou encore

u : Z — R. Dans le premier cas, on parle de suite définie a partir du rang ng.
Dans le second cas, on parle de famille de réels indexée par 7Z.

Définition 3.1.1.3 Soit (uy)nen une suite réelle. On dit que (uy,)nen est :
e croissante si V(n,p)? € N? | (n < p = u, < up);
e strictement croissante si V(n,p)? € N2 | (n < p = u, < u,);
o décroissante si V(n,p)2 € N? | (n <p = u, > up);

e strictement décroissante si V(n,p) € N? | (n <p=> u, > up);

monotone (respectivement strictement monotone) si elle est soit croissante, soit
décroissante (respectivement strictement).

Proposition 3.1.1.4 Soit (u,)nen une suite de nombres réels. Alors (up)nen est crois-
sante (respectivement décroissante) si et seulement siVn € N | u, < u,41 (respective-
ment :¥n €N | u, = Upy1).

126



Chapitre 3 Suites de nombres réels ou complexes

Preuve :

Traitons le cas des suites croissantes. Le cas des suites décroissantes s’ob-
tient alors en appliquant le résultat & (—uy,)nen-

e L’implication = est évidente.

e Montrons <—

On suppose que : Vn € N | u,, < u,y1. Montrons que la suite (uy,)nen
est croissante. Soit n € N. On montre par récurrence immédiate que :
Vk € N, u, < tUptg. Soit p € Ntel que p > n. En prenant k =p—n € N,
on obtient u, < u,.

X

Exemple 3.1.1.5 Considérons la suite (u,),eny définie par : Vn € N, u, = n? Alors
(un)nen est une suite strictement croissante. En effet, pour tout entier n,

Upsl — Uy =2n+1>0

Exemple 3.1.1.6 Considérons la suite (u,)nen définie par son premier terme uy = 7 et
la relation de récurrence : Vn € N | u, 1 = —u? + 3u,, — 4. Alors :

VnEN,u,,,+1—un:—ui+2un—4<0

Par conséquent, (u,),en est strictement décroissante.

Enfin, on va traiter un dernier exemple pour vous éviter de commettre une erreur grave
et fréquente.

Exercice 3.1.1.7 On considére la suite définie par uy = 1 et ¥n € N | u, 1 = sin(u,).
(On justifiera un peu plus tard la bonne définition de cette suite.)

1. Montrer que pour tout n € N, u, € [0, F].
2. Démontrer que pour tout réel z > 0, sin(x) < z.
3. En déduire les variations de la suite (u,)nen-

4. Quelles sont les variations de la fonction sinus sur [0, 5] 7

5. Conclusions ?

A Attention : pour une suite de la forme u, 1 = f(u,), les variations de la suite
(tn)nen ne sont pas forcément les mémes que les variations de f!!!
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Définition 3.1.1.8 Soit (u,)nen une suite réelle. On dit que (uy,)nen est :
e majorée s’il existe un réel M tel que : Vn € N | u,, < M ;
e minorée s’il existe un réel m tel que : Vn € N, m < uy,;

e bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

Exemple 3.1.1.9 Considérons les suites suivantes :

e Vn € N u, = n. Alors (un)ney est minorée (puisque par exemple, pour tout
entier n, 0 < u,) mais n’est pas majorée.

e Soit v la suite définie par : Vn € N, v, = —In(n 4+ 1). (v,)nen est majorée mais
n’est pas minorée.

e La suite (wy,)nen de terme général w,, = 3 + cos(n) est une suite bornée puisque :
VneN, 2<w, <4

Proposition 3.1.1.10 Soit (u,)nen une suite réelle. Alors, la suite (u,)nen est bornée
si et seulement si AM >0 ,Vn €N | |u,| < M.

Preuve :
e Montrons <—

S’il existe M = 0 tel que Vn € N | |u,| < M, alors pour tout entier n,
—M < u, < M et la suite (u,)nen est bornée.

e Montrons =—

Si (un)nen est bornée, alors, par définition, il existe deux réels m et M
tels que : Vn € N, m < u,, < M. Posons K = max{|m|, |M|}. Il est clair
que K > 0 et que :

VneN, |u,| < K
X

Exercice 3.1.1.11 Soit (u,)nen la suite définie par ug € [—1, 1] et la relation de récur-

rence :
n

Z(k‘ + l)ukun,k

k=0

1

VnEN,unH:m

Montrer que (u,)nen est bornée.
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Chapitre 3 Suites de nombres réels ou complexes

3.1.2 Opérations sur les suites

Définition 3.1.2.1 On munit 'ensemble RY des suites réelles de trois opérations et
d’une relation binaire :

e une addition, notée +, définie par :
V(u,v) RN x RY [ Wn e N, (u+v), =ty + vy
e une multiplication interne, notée x, définie par :
Y(u,v) e RN x RN [ Vn € N | (uv), = u, X vy
e une multiplication externe, notée -, R x RY — RY définie par :
VAER ,Vu e RY \VneN, (A-u), =\ xu,
e une relation binaire, notée < et définie par :

Y(u,v) ERYxRY | (u<v <= YneN, u, <v,)

Proposition 3.1.2.2 (RY, +, x) est un anneau commutatif et (RN, <) est un ensemble
partiellement ordonné.

Proposition 3.1.2.3 Plus généralement, si E est un ensemble quelconque, F(E,R)
est un anneau commutatif et un ensemble ordonné avec les opérations et la relation
sutvantes :

e addition dans F(E,R) : pour f,g € F(E,R), on définit f + g par :
E R
z — f(z)+g(z)

o multiplication interne dans F(E,R) : pour f,g € F(E,R), on définit f x g

par :
E 2% R

z — f(z) xg(z)

e comparaison dans F(E,R) : pour f,g € F(E,R), on définit f < g par :

Ve e E, f(z) < g(x)
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Mathématiques supérieures 1 3.1. Suites de nombres réels

Preuve :

130

Montrons que (F(E,R),+, x) est un anneau commutatif, ¢’est-a-dire :
1. (F(E,R),+) est un groupe abélien;
2. X est associative, a un élément neutre et X est commutative ;

3. X est distributive par rapport a +.

e Montrons (1).

* Montrons que la loi + est associative.
Soient f,g,h € F(E,R). Alors pour tout z € E,

(fHg+h)(=x) = [flx)+(9+h)(x)

f(x)+g(x)+ h(x) (laloi 4 est associative)
= (f+9)(z)+h(z)

((f+9)+h)()

Ceci étant vrai pour tout z € F, les applications sont égales :
f+(g+h)=(f+g) +het + est associative.

O0r(E.R)

* On note 0r(pr) I'application constante égale a 0 : B —" R .
z — 0
Alors Oz(p ) est clairement neutre pour la loi +.
* Montrons enfin que tout élément possede un opposé.
g
Soit f € F(E,R). Clairement, application : E =R
— —f(z)

vérifie f+g =g+ f = 0r@Er).-

+ Enfin, il est clair que + est commutative puisque I'addition dans
R Test.

e Montrons (2).

* X est associative : méme preuve que pour I'addition puisque la
multiplication dans R est, elle aussi, associative.

1rER)

* Notons 17z r) I'application constante égale a 1 : E — R .
r — 1
Alors 1 F(ERr) est clairement neutre pour la loi .
* X est commutative découle clairement du fait que la multiplica-

tion dans R est commutative.

e Montrons (3)
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Ceci découle du fait que la multiplication dans R est distributive par
rapport a I'addition dans R. En effet, soient f, g,h € F(E,R), alors pour
tout v € E, on a :

(f x(g+n)(x) = flz)x((g+ )(I))

(Fx (g4 @) = fla)x gla) + fla) x hz)
= ([ xg)@) + (f x h)(a)
— (fxg+fxh) (@)

Par suite, f x (9+h) = f X g+ f X h et X est distributive & droite par
rapport a 4. X étant commutative, elle est aussi distributive a gauche
par rapport a +.

e Montrons que (F(E,R), <) est un ensemble ordonné.

x Tout d’abord, il est clair que < est bien une relation binaire sur
F(E,R).

* Réflexivité :
soit f € F(E,R). Alors pour tout z € E, f(z) < f(x) donc
[ < f et < est réflexive.

* Antisymétrie :
soient f,g € F(E,R) telles que f < g et g < f. Alors pour tout
€ E, f(z) <g(z) et g(x) < f(z). La relation < dans R est une
relation d’ordre donc pour tout z € E, f(z) = g(x). Ceci est vrai
pour tout x dans F, donc les applications f et g sont égales. <
est antisymétrique.

* Transitivité :

solent f,g,h € F(E,R) telles que f < g et g < h. Soit = € E.
Alors f(z) < g(x) et g(z) < h(x). Or, la relation < sur R est
une relation d’ordre done transitive : par suite, f(x) < h(z). Ceci
étant vrai pour tout z de F/, on a f < h et < est transitive.

Ce qui prouve que (F(E,R), <) est un ensemble ordonné.

Remarques :

o (RN 4, x) n'est pas un anneau intégre (et donc n'est pas un corps) puisque :

Ju,v € RY | w # Opn et v # Opn et u X v = Ogx
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Mathématiques supérieures 1 3.1. Suites de nombres réels

Par exemple, si on définit les suites u et v par :

pour tout entier n, ug, =0 el ugp1 =1
pour tout entier n, vo, =1 et vopq = 0.

Alors, VYn € N, u,, x v, =0, c’est-a-dire u X v = 0 et pourtant, ni u, ni v ne sont
égales a la suite nulle.

o (RN, ) est partiellement ordonné, c’est-a-dire que l'ordre n’est pas total. En effet,
si on pose pour tout entier n € N, u, =n et v, =1 alors :

* ug < vy doncv L u;
* de méme, vo < us donc u L v.

Ceci prouve qu’il existe deux éléments de RY qu’on ne peut pas comparer pour la
relation d’ordre <.

e La relation < sur F(N,R) est compatible avec les lois + et x (comme pour les

nombres réels) :

u<Lv 0<u<vw
Yu,v,w,q € RY, et — u+w < v+q et et = uxw < vXq
w<q 0<w<yq

o SiueRY on peut aussi définir la suite |u| par la relation :

Vn €N, Jul(n) = [un|

Il est alors clair que u est bornée si et seulement si |u| est majorée.

Proposition 3.1.2.4 L’ensemble (RN, +,-) est un espace vectoriel, c’est-a-dire que
(RN, +) est un groupe abélien et la multiplication externe vérifie pour tout (\, ) € R?
et pour tout (u,v) € RN x RY :

A+p)u=Xutp-v; N(utv)=Xut+rv; XN(pu)=Axp)u; lgru=u

Preuve :

132

Ceci découle du fait que la multiplication dans R est associative, distribu-
tive par rapport a I'addition et que 1g est neutre pour la multiplication.
Je vous laisse vérifier ces propriétés par vous-méme. La notion d’espace
vectoriel sera étudiée au chapitre 4 : il ne faut donc pas se focaliser sur

le vocabulaire pour le moment.
X



Chapitre 3 Suites de nombres réels ou complexes

Proposition 3.1.2.5 On note B(N,R) l'ensemble des suites réelles bornées. Alors
(B(N,R), +, x) est un sous-anneau de RY et est stable par combinaisons linéaires,
c’est-a-dire :

Y(u,v) € B(N,R)? , V(\,pu) € R* , (\-u+ p-v) € B(N,R)

Preuve :

e Montrons que B(N,R) est un sous-anneau de RY, c’est-a-dire :
(i) 1gw € B(N,R);
(i) V(u,v) € B(N,R)? | (u—v) € B(N,R);
(iii) V(u,v) € BN,R)?, (u x v) € B(N,R).

N

La propriété (i) est évidente car par exemple, Vn € N | |1gn(n)| < 1.

Montrons (i) et (i77).
Soient u = (U )nen €6 v = (U, )nen deux suites réelles bornées. Par défi-
nition, il existe M € RT et M’ € R™ tels que :

VneN, |u,| <M et VneN, |v|< M
Alors, pour tout entier n € N :
(U = 0)n] = [t — V| < Jtp| + |vn] < M+ M’

Ce qui prouve que u — v est bornée, c’est-a-dire (u — v) € B(N,R). De
meéme, pour tout n € N :

[(u X v)n] = un X vp| = |ug] X |v,] < M x M’

Ce qui prouve que u x v € B(N,R).

e Montrons enfin que B(N,R) est stable par combinaisons linéaires.
En reprenant les mémes notations que juste au-dessus et en fixant deux
constantes réelles A et i, on a :

VneN, [(A-u+p-v) [A X w4+ X vy
AL Jun] + |l X [on]

[A] X M+ |p| x M’

NN

Ce qui prouve que (A - u+ p-v) est bornée.
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Remarque : en clair, on retient que cette proposition dit simplement que la somme de
deux suites bornées est bornée et que le produit de deux suites bornées est encore une suile
bornée.

3.1.3 Suites extraites

Définition 3.1.3.1 Soit (uy,)nen € RY une suite. On dit quune suite (v, )pen est une
suite extraite de (u,)nen 8'il existe une application ¢ : N — N strictement croissante
telle que :

Vn € N, v, = Uy

Exemple 3.1.3.2 (important) Les exemples classiques sont les suites extraites des
termes d’indices pairs et impairs. Si ¢(n) = 2n et ¥(n) = 2n + 1 pour tout entier n,
alors ¢ et ¢ sont des applications strictement croissantes de N dans N et les suites (uy,))
et (wy(n)) sont donc des suites extraites de la suite (up)nen-

Exemple 3.1.3.3 La suite (ugn2)nen est une suite extraite de (u,) mais aussi une suite
extraite de la suite (up2)nen-

Exemple 3.1.3.4 En revanche, (un)nen n'est pas une suite extraite de (uy,)nen car l'ap-
plication n — n! n’est pas strictement croissante de N dans N (0! = 1!). De méme,
(u2E(%>)neN n’est pas une suite extraite de (uy,)nen car application n +—— 2E(%) n’est
pas strictement croissante.

Remarques : on verra un peu plus loin l'utilisation des suites extraites mais,
o c’est un outil important pour montrer qu’'une suite n’a pas de limite (voir le pa-
ragraphe 3) ;
e on verra dans ce chapitre (paragraphe 4) que pour une suite réelle bornée, il

existe toujours au moins une suite extraite qui converge (théoréme de Bolzano-
Weierstrass) ;

e plus généralement, c’est une notion fondamentale en analyse qui permet par ezemple
de définir la notion de compacité (voir cours de mathématiques spéciales 1).

Proposition 3.1.3.5 Toute suite extraite d’une suite extraite de (uy,)nen €st encore
une suite extraite de (uy)nen-
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Chapitre 3 Suites de nombres réels ou complexes

Preuve :

Soit (v, )nen une suite extraite de (uy)nen €t Soit (wy,)nen une suite ex-
traite de (vp)nen. Par définition, il existe ¢ : N — N strictement crois-
sante telle que :

Vn € N, v, = tUgn)

De méme, il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que :
Vn € N, w, = vyn)
On a alors :
Y €N, wn = Vy(m) = Upu(n) = Ulpoy)(n)

Par ailleurs, ¢ o 1) est strictement croissante puisque c’est la composée
de deux applications strictement croissantes.

X

Remarque : ce qui est important, c’est de bien comprendre 'ordre de la composition.
Cest (Ugow(n) Jnen qui est une suite extraite de (Upm))nen !

3.2 Suites définies par une relation de récurrence

Proposition 3.2.0.1 Soient E un ensemble, a € E et (fn)nen une famille d’appli-
cations de E dans E. Alors il existe une et une seule suite (uy,)nen d’éléments de E
vérifiant :

uw=a et YneEN u,1 = folu,)

Une telle suite (u,)nen est appelée une suite récurrente d’ordre 1.

Preuve :

C’est évident. Pour le prouver formellement, il suffit de procéder par
récurrence.
X

Remarque : de facon plus générale, on peut définir une suite récurrente d’ordre p (avec
p = 1) de la fagon suivante. On se donne (fy)nen une famille d’applications de EP dans
E et (ag, -+ ,ap—1) € EP. Il existe une unique suite (u,)neny d’éléments de E vérifiant :

Vk € [[Oap - 1]] ; U = A et VneN » Un+p = fn(umunJrla e 7un+p—1)
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3.2.1 Suites arithmétiques et géométriques

Définition 3.2.1.1 On dit qu'une suite réelle ou complexe (uy,)nen est une suite :

e arithmétique s’il existe r € C tel que Vn € N | w1 = u,, + r. Le nombre r est
alors appelé la raison de la suite;

e géométrique §'il existe ¢ € C tel que Vn € N | u,, 1 = qu,. Le nombre ¢ est
alors appelé la raison de la suite.

A Attention : pour montrer qu’une suite est géométrique, il ne faut pas calculer le

Unp 41 7 ,
tant qu’on n’a pas démontré que wu,, # 0!

rapport

n

On rappelle les expressions suivantes que vous devez impérativement connaitre. Les dé-
monstrations sont laissées en exercice.

Proposition 3.2.1.2 Soit (u,)nen une suite réelle ou compleze.

o Si (uy)nen est arithmétique de raison r € C, et p € N, alors :

YneN, u, =u,+ (n—p)r

o Si (Un)nen est géométrique de raison ¢ € C* et p € N, alors :

Vn e N, v, =q¢" ",

Exemple 3.2.1.3 On considere la suite définie par uy €]0, +oof et Vn € N | u, 1 = ul.
On démontre par récurrence immédiate que pour tout entier n, u,, > 0 et on pose alors
v, = In(u,). Soit n € N; on a :

Upg1 = IN(tUpy1) = 41n(u,) = 4v,

Par conséquent, (v,)nen est une suite géométrique et pour tout entier n, v, = vy x 4™
Par suite,

_ Up AT
Vn e N, u, =" = ug
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Remarque : sur ce dernier exemple, on aurait aussi pu conjecturer® l'expression de u,, et
la démontrer par récurrence. Ceci étant dit, compte-tenu du temps nécessaire pour rédiger
une récurrence convenablement, il est plus rapide d’appliquer la méthode de l'exemple.

Exercice 3.2.1.4 On considere la suite (u,),en définie par son premier terme ug € R et
la relation de récurrence :
VneN | Uy, = —2u, +3

1. Montrer qu’il existe un unique ¢ € R (que vous déterminerez) tel que la suite
(vn) = (uy — £) soit géométrique.

2. En déduire 'expression de u,, en fonction de ug et de n pour tout entier n € N.

Exercice 3.2.1.5 On considere la suite (u,)nen définie par ug = 2, u; = 5 et la relation
de récurrence :
Vn e N y Unt2 = 5un+1 — Bu,

1. Montrer qu’il existe (au moins) deux valeurs distinctes ¢; € R et 5 € R telles que
les suites (un1 — iuy,) (1 <4 < 2) solent géométriques.
2. En déduire I'expression de u,, en fonction de n pour tout entier n € N.

On reverra un peu plus loin une suite (u,)nen de cette forme, on dispose directement de
lexpression de u, sans avoir a utiliser cette méthode « artificielle ».

3.2.2 Notations X et 11

Définition 3.2.2.1 Soit (a,)nen une suite de nombres réels ou complexes. On définit

alors respectivement :
n n
S'n, = E Qg et RL = H Qg
k=0 k=0

par les relations de récurrences suivantes :

So = ag ot Py = ag
vn € N 5 Sn+l = S’n + A1 Vn € N ) P7L+1 = Qp41 X Pn,

Remarque : concrétement, S, = ag+a; + -+ a, et P, = ay X a; X --+ X a,. Mais
lorsqu’on rédige « proprement », on n'utilise pas les points de suspension! Vous pouvez
faire le raisonnement au brouillon avec « --- », mais dans une copie, on les remplace par

le symbole ¥ (ou 11).

1. c’est-a-dire deviner ou émettre une hypothese.
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Remarque importante : on peut de méme définir une somme (ou un produit) a partir
d’un certain rang. Par exemple, si p € N* est donné, la suite (S),) définie par :

n Vne[[07p71]],S;L:0
= Z ap est en réalité définie par : Sp = ay,
k=p V’I’LGN77’L S+1—an+1—|—5

Proposition 3.2.2.2 Soient (a,)nen €t (bn)nen deuz suites de nombres réels ou com-
plexzes, A € K un scalaire et p € N fixé. Alors, pour tout entier n = p :

n n n
Z)\ak:)\Zak et Z Gk+bk Zak+2bk
k=p k=p k=p

De méme,

n

H()\ak) = )\""prﬁak et ﬁ akbk Hak X ku
k=p

k=p k=p

Preuve :

Montrons par exemple les propriétés du produit. On pose pour n € N :

n

n:Hak ; ku i P —H(/\ak) ; Qn:H(akka)

k=p k=p
Montrons par récurrence sur n € N (et n > p) que :
Vn>=p, P,=\N""PA, et Q,= A, x B,

Initialisation :

Pour n = p, on a par définition des produits : ¢, = a, x b, = A, x B, et
P, = (Aa,) = A X a, = AA, = N’T17Pg,. Ce qui montre que la propriété
est vraie au rang n = p.

Hérédité :
On suppose la propriété vraie au rang n > p : montrons qu’elle est vraie
aurang n+ 1. On a :

Poi1 = (Mpy1) X Py = (Aapy1) X NTVPA = A AP g, x A,

d’ott

_\n+2—
Pia=2A Px Ay

138



Chapitre 3 Suites de nombres réels ou complexes

et de meéme,

Qn+1 == (an+1 X anrl) X Qn = Qpyq X bn+1 X An X Bn = An+1 X Bn+1

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n + 1 et acheve la
récurrence.
X

Remarque : on dit que lopérateur somme est un opérateur linéaire (voir chapitre 4 pour
la définition d’une application linéaire).

Convention : on convient de poser :

Zai:0 et Haizl

i€l i€l

n
Remarque : en particulier, on définit n factoriel, notén!, parn! = H k. Avec la conven-
) k=1
tion précédente, on a donc 0! = 1.

Technique de changement d’indice : le principe est simple, I'addition et la multipli-
cation dans C sont commutatives. Par conséquent, on peut changer l'ordre des termes
dans une somme finie (ou un produit fini) sans modifier la valeur de la somme (ou du
produit). Concrétement, cela signifie qu’on peut effectuer des changements d’indices dans
les sommes, & condition que ces changements soient bijectifs (pour éviter d’oublier des
termes (surjectivité) ou d’en compter en double, triple... (injectivité)). Par ailleurs, la va-
riable « k » dans la somme est une variable « muette » : ¢’est-a-dire qu’on peut remplacer
« k » par n’importe quel symbole (qui n’est pas déja utilisé). Donnons quelques exemples.

n
Exemple 3.2.2.3 Soit pour n € N*, S, = Zk Si on pose pour k € [1,n], i =n — k,
k=1
alors lorsque k varie entre 1 et n, ¢ varie entre 0 et n—1. De plus, il est clair que k — n—Fk

est une bijection de [1,n] dans [0,n — 1]. Par conséquent,

Zk:i(n—i):i(n—k)

Dans la pratique, quand le changement d’indice est « simple », on fait simplement le
changement d’indice sans écrire toutes les explications.

- 1
Exercice 3.2.2.4 Prouver directement que Zk = @

k=1

en faisant le changement

d’'indice i =n — k.
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Exemple 3.2.2.5 De la méme fagon, on a pour tout entier n et tout réel x :

Zcos((l{: +1)z) = Zcos(px) = Z cos(kx)
k=0 p=1 k=1

Il y a un cas particulier tres important, celui des sommes télescopiques.

Proposition 3.2.2.6 Soit (a,)neny une suite d’éléments de E C C. Alors pour tout

entier n,
n

Z(ak+1 - ak) = Qp+1 — Ao

k=0

De telles sommes sont appelées des sommes (ou séries) télescopiques.

Preuve :
Soit n € N. On a alors :

n

n n
E (a1 — ag) = E Qg1 — E ar  (linéarité de la somme)
k=0 k=0

k=0
n+1 n

= Z a; — Z ap  (changement d’indice i = k + 1)
i=1 k=0

n+1 n
= Z ay — Z ar  (Uindice est une variable muette)
k=1 k=0

n n
:an+1+E ak_g ap — Qo
k=1 k=1

= Qpy1 — Ao

X

A Attention : on ne peut pas faire n’importe quel changement d’indice. Par exemple,

n2

n
2 . . i .
dans la somme E 2% on ne peut pas poser i = k? et obtenir E 2'. Pourquoi ?
k=0 =0

= 1
Exercice 3.2.2.7 Calculer pour n > 1 la somme : S,, = E —_.
— k(k+1)

= 1
Exercice 3.2.2.8 Calculer pour n > 1 la somme : S,, = Z cos (k + 5) en utilisant une
k=0

somme télescopique.
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On peut manipuler de la méme facon les sommes finies avec deux indices. On peut re-
grouper ou permuter les termes de n’importe quelle maniere tant qu’on ne rajoute pas de
terme et qu’'on n’en supprime pas.

Exercice 3.2.2.9 Calculer pourn > letz € R, T, = Z I,

1<i,j<n

Proposition 3.2.2.10 Soit (u,),en une suite arithmétique de raison r. Alors pour
tout p,n € N avec p < n :

S = 1= B

k=p

Soit (Un)nen une suite géométrique de raison q # 1, alors pour tout p,n € N tels que

ps<n:
n
ka = Tl
k=p 1 -4

Preuve :

Avec les hypotheses de la proposition, on a :

n

Q;uk = Z(up+(k—p)r)+kz_:(un+(k:—n)r)

= > (U +u)+r (Z(k —p)— > (n— k))

n—p n—p
= (n+p—1)x (up+u,) +r (Zz—Zy)
=0 j=0

= (n+p—1)x (up +uy,)
Par ailleurs,

(1_61)27% = ka—zqvk
k=p

k=p k=p
n n
= E Vg — E Uk+1
k=p k=p
= Up = Unp1
(on reconnait une somme télescopique dans la derniere égalité). X
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Remarque : on peut retenir ces formules a l'aide des phrases suivantes :

e pour la somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique : « moyenne du

premier et du dernier terme de la somme multiplié par le nombre de termes dans
la somme » ;

e pour la somme des termes consécutifs d’une suite géométrique : « premier terme
qui est dans la somme moins premier terme qui n’est pas dans la somme, le tout
divisé par 1 moins la raison ».

Cas particuliers usuels : avec les notations précédentes et toujours si g # 1,

- n(n+1 - 1 — gt
S u= (4 Dup+ WY, o 3o p o L2
k=0 2 k=0 l_q

3.2.3 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2 a coefficients constants

Dans tout ce paragraphe, a,b,c € Ket a # 0 (ot K =R ou K = C) et (d,)ney est une
suite donnée. On s’intéresse aux suites (uy,),en vérifiant la relation :

(E): YneN | aupyo+ buy1 + cu, =d,

On note tout comme pour les équations différentielles :

(Eg): Yn €N, atyyo + buyy +cu, =0

Proposition 3.2.3.1 Soit S (respectivement Sy ) l'ensemble des suites vérifiant la re-
lation (E) (respectivement (Ey)). Alors :

(i) Sy est non vide et stable par combinaisons linéaires :
V(Un)nel\h (vn)neN S SH ’ V)\v 1% S K ’ ()‘un + Mvn) S SH

En particulier, Sy est un groupe abélien.

(11) Si (Un)nen est une solution de (E), alors & = {(vy, + un) | (tn)nen € S}

Remarque : j'espere que vous remarquez l'analogie avec les équations différentielles li-
néaires du second ordre a coefficients constants. Si vous vous souvenez du cours sur les
équations différentielles, vous avez vu que ce théoréme de structure des solutions est va-
lable pour toute équation « linéaire ».
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L’ensemble des solutions de l’équation homogéne est toujours un « espace-vectoriel » et
l’ensemble des solutions de [’'équation linéaire est soit vide, soit un « espace affine ». On
reverra tout cela en détails dans le chapitre suivant.

Preuve de la proposition :

e Montrons (i).
Il est clair que la suite constante égale & 0 est solution de (Ey ). Par suite,
Sy # 0.
Par ailleurs, soient (u,)nen, (Un)nen € Sg et A, p deux nombres dans K.
On considere la suite : (Wp)nen = A(Un)nen + ((Un)nen, ¢'est-a-dire la
suite définie par :

Vn e N | w, = Au, + po,

Soit n € N. Notons x,, = aw, o + bw, 11 + cw,. On a :

Ty = CL()\un+2 + ,U/Un+2) =+ b()\un+l + ,U/UTH—I) =+ C()\un + /M]n)
Matpgo + bunyr + cun) 4+ p(avpgs + buysy + cvy)
= AX 0 + X 0 (car (un)neNv (Un)neN S SH)

0

Par conséquent, (w,)nen € Sg.

e Montrons ().
Soit (v, )neny une solution de (E). Soit (z,)nen une suite quelconque de
nombres dans K. On note (z,)nen = (Zn)nen — (U )nen. Alors :

(Tn)nen €S <= VneN , ax, o+ br, 1 +cx, =d,
<~ VneN, ar,io+ by, + cry = avygo + buy1 + cu,
<~ VneN, az,o+bzp1+c2,=0
< (%n)nen € S

Ce qui prouve le second point.

X

Remarque : en clair, cela veut dire que pour déterminer les solutions de (E), on procéde
comme pour les équations différentielles :

e on commence par résoudre [’équation homogéne associée ;
e puis, on détermine une solution particuliére ;

e enfin, les solutions s’obtiennent en prenant la solution particuliére trouvée et en
lui ajoutant les solutions de (Ey).

1l reste maintenant a déterminer les solutions de [’équation homogéne associée.
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Lemme 3.2.3.2 L’application ¢ suivante :

Sy = K2
(un) = (uo,ur)

est une application linéaire et bijective. En particulier, ¢ est un isomorphisme de
groupes additifs.

Preuve :
e Montrons pour commencer que ¢ est linéaire.

Soient (u)nen; (Vn)nen € Su et A, p € K. Alors :

2 ()‘(Un)nEN + /L(U'n)nEN) = (/\UO + Mo, )‘ul + #1)1)
Ao, ur) + p(vo, v1)
Ap((tn)nen) + 1p((Vn)nen)

Par conséquent, ¢ est une application linéaire.
e Montrons a présent que ¢ est bijective.
* Injectivité

Soient (g )nen, (Vn)nen € Su telles que ((un)nen) = ©((Vn)nen),
c’est-a~dire ug = vg et u; = v;. On montre alors, de fagon im-
médiate, par récurrence double que pour tout entier n, u, = v,,
c’est-a-dire (un)nen = (Un)nen-
Ce qui prouve que ¢ est injective.

* Surjectivité
Soit (a, ) € K2. On rappelle que par hypothese, a # 0.

On définit alors la suite (u,)nen par :

c
up=a et uy=0 et VneN upi0o=——Ups1 — —Uy,
a a

Il est clair que cette relation définit bien une suite (u,)neny qui
vérifie la relation (Ey), ¢’est-a-dire (uy,)nen € Sy et par construc-
tion,

P ((un)nen) = (@, )

Ceci prouve que @ est surjective.
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Corollaire 3.2.3.3 L’ensemble S est toujours non vide et lapplication 1) :

s 4 K
(un) = (uo,ur)

est une application bijective.

Preuve :
e Pour commencer, on définit la suite (v,)nen par : vg = v; = 0 et pour
tout entier naturel n, v, 0 = —gvnﬂ = v, — %dn.
Il est clair que ceci définit bien une suite (v, )nen €t que (v,)neny € S. Par
suite, S # (.

e Montrons & présent que ¢ est bijective. Pour cela, soit (o, 8) € K2 :
on montre que 'équation ¥ ((uy)nen) = (@, 5) admet une unique solution

(un)neN c€sS.

Soit (un)neny € S. La suite (v,)neny précédente appartient a S : d’apres
le théoreme de structure des solutions, il existe (x,).en € Sy telle que
(Un)nen = (Un)nen + (Zn)nen et on a alors :

V((Un)nen) = (@, B) <= (@0, 21) = (v — vp, f — 1)
= o((Tn)nen) = (@ —vo, B —v1)
= (Ta)nen = ¢ (@ — vy, B —v1)
= (tn)nen = (Un)nen + ¢~ (@ —vo, B — 1)

prouvant ainsi que pour tout (a, 3) € K2, Péquation 9 ((un)nen) = (o, 3)
admet une unique solution dans S, c’est-a-dire que 1 est bijective.

X

A Attention : en revanche, 'application 1) n’est pas une application linéaire ou un
morphisme de groupes! L’ensemble S n’est en général pas un groupe pour 'addition (sauf
si0es).

De fagon analogue aux équations différentielles, on définit le polynome caractéristique (ou
équation caractéristique).

Définition 3.2.3.4 L’équation P(z) = 0 avec P(z) = az?+bz+c est appelée équation
caractéristique associée a (E). P est appelé le polyndéme caractéristique associé.
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On va maintenant déterminer explicitement les solutions de (Eg ). Pour éviter un probleme
technique d’écriture des solutions dans un cas tres particulier, on va éliminer le cas ¢ = 0.
Lorsque ¢ = 0, (Ey) s’écrit aupyo + bu,1 = 0 pour tout entier n € N. On constate alors
que la suite (u,11)neny est géométrique de raison g = %b Il s’ensuit que pour n € N,
Upr1 = q"uy et il n’y a aucune condition sur ug. On peut donc donner explicitement la
suite, sans avoir a utiliser le polynome caractéristique.

Proposition 3.2.3.5 Pour tout a,b,c € K avec a # 0 et ¢ # 0. Sy est un plan
vectoriel. Plus précisément,

e Si le polynome P admet deux racines distinctes r1 et ro (A # 0), alors :
((rM)nen, (1Y)nen) est une base de Sy. Autrement dit,

(un) € Sy <= N\, pu) €K? ,VneN | u, = M} + pry

e Si P admet une racine double ro # 0, alors ((r§)nen, (N1 )nen) est une base de
Spy. Autrement dit,

(up,) € Sy <= I\, p) €K? ,Vn €N | u, = My + pnry

Preuve :

Tout d’abord, on commence par remarquer que si 7 est une racine de P,
alors (r"),en € Sy. En effet, pour tout entier n, on a :

ar™? 4 br™ o™ =" x P(r) =0
e On suppose que P admet deux racines distinctes ry et ro.

* Montrons <=
D’aprés ce qui précede, (r7)neny € Sy et (15)peny € Sg. Alors,
d’apres la proposition 3.2.3.1 (la structure de I'ensemble Sy), on
en déduit que pour tout (X, u) € K2, A7) nen + (15 ) nen € Su.
+* Montrons I'implication directe.
Soit (un)nen € Su. Le systeme suivant (d’inconnues A et p)

U = A+p
Uy = AT+ pre

a pour déterminant r, —r; # 0 et admet donc une unique solution
(X0, 110) *. Considérons alors la suite (v, ),y définie pour tout

1. si vous n’étes plus familier avec le déterminant du systéme, vous pouvez résoudre explicitement.
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entier n par : v, = \gr} + pory. Alors d'une part, (v,)nen € Sy
(d’apres I'implication réciproque déja prouvée) et d’autre part :

o((tn)nen) = @((vn)nen)

c’est-a~dire (uy)nen = (Un)nen (puisque ¢ est injective). Ce qui
prouve 'implication directe.

e La démonstration pour le second cas est presque identique a quelques
différences pres :
* si on pose pour n € N, s, = nrg, alors pour tout entier n € N :
aSpya +bsps1 +cs, = (n+2)rgary + (n+ Dribrg + cnrfy
= nry(arg + bro + ) + r{(2arg + b)
= nrgP(ro) + 5P’ (ro)
=0

(car 19 est une racine double donc P(rq) = P'(rg) = 0).

* Ensuite, pour (u,)nen € Su, le systeéme (d'inconnues \ et p)
devient :

Uy = A
uy = Arg+pro

qui admet bien une unique solution (car ro # 0).

X

Exemple 3.2.3.6 On consideére la suite (u,)nen définie par ug = 1, uy = —2 et la relation
de récurrence :

Vn € N | tuypo = 4y — 4u,
Le polynéme caractéristique associé est P = X2 —4X +4. Ce polynome admet une racine
double r = 2. On en déduit qu’il existe (A, z) € R? (qui est unique) tel que :
YneN, u, = (An+ pu) x 2"

Or, uy = 1 et u; = —2 donc en remplagant, on obtient =1 et A + u = —1, c’est-a-dire
A = —2. Par conséquent,
YneN, u, =(1—2n)2"

Lorsqu’on cherche une « solution particuliere », on peut utiliser les mémes méthodes que

pour les équations différentielles lorsque le second membre est de la forme Q(n)r™ avec @
un polynome et r une constante.
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Exemple 3.2.3.7 Déterminons I’ensemble S de toutes les suites réelles telles que :
Vn €N | upio — 4y + 4u, = 2" +n3"

On vient de prouver que les solutions de I’équation homogene associée sont de la forme
((An + )2")nen. Il reste donc & trouver une solution particuliere.

e Pour la suite (n3"),en, 7 = 3 n’est pas une racine du polynoéme caractéristique.
On va donc chercher une solution sous la forme (v,),en = ((an + 5)3"),en avec
«, B deux réels. Soit n € N.

Vpao — dpyy + 4v, = 3" (an + (6 + B))
Par suite,

Vn € N vyq0 —4vp1 +4v, =n3" < VYneN,an+ (6a+)=n

a=1
- {a1

On en déduit qu’une solution particuliere pour le second membre (n3"),cy est
définie par :
YneN, v, =(n—06)x3"

e Pour la suite (2"),en, 7 = 2 est une racine double du polynéme caractéristique.
On cherche donc une solution (w,,),en sous la forme (w,) = (yn?2") avec v € R.
Or, pour tout entier n,

Wnpa — 4Wni1 + 4wy, = 72" (4(n +2) = 8(n +1)% 4 4n?) = 872"

Il s’ensuit qu’en choisissant v = %, on obtient une solution particuliere.
Ainsi, on en déduit que (u,)neny € S si et seulement si il existe (), 1) € R? tel que :

2
VneN, u, = %2" +(n—06)3" + (An + u)2"

Exercice 3.2.3.8 Déterminer I'ensemble des suites réelles vérifiant :

Vn €N | upio — duyyg + 6u, =1+n+3"

Exercice 3.2.3.9 Déterminer la suite complexe vérifiant : ug = u; = 1 + 4, et pour tout
entier n :

Upso + (1 — D) upyr + (8 —4i)u, =0
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Corollaire 3.2.3.10 On suppose cette fois que K = R, c’est-a-dire (a,b,c) € R® et
a # 0. Si P n'a pas de racines réelles (c’est-a-dire A < 0), soit 1 € C une racine
complexe de P. On écrit vy = re® avecr > 0 et § € R. Alors :

(Un)nen € Sy <= (A, B) € R? | ¥n €N | u, =" (Acos(nf) + Bsin(nd))

Preuve :

Si A < 0, alors, avec les notations du corollaire, P admet deux racines
complexes 71 et 77. On a donc d’aprés ce qui précede, en notant (A) la
propriété : (u,)nen est solution de (Ep) et (up)nen est une suite réelle,
ona:

(4) {EI!()\,/L)G(CQ,VnEN,un—)\r?—Fuﬁ”

VneN, u, =1,
{ N\ p) €C?,¥n €N, u, = M7+ pr”
n=A
INeC,VneN , u, =]+ Ni"
INeC | u, =2Re (Ar”emg)

(A, B) e R* ,Vn €N | u, =" (Acos(nf) + Bsin(nd))
X

N

Al Attention : il ne faut pas confondre ce résultat avec celui des équations différen-
tielles linéaires a coefficients constants! Si le polynome caractéristique P a un discriminant
strictement négatif et si r; est une racine complexe du polynome, alors en notant :

r=a+if=re?
e les solutions (réelles) de ay” + by’ + cy = 0 sont les fonctions définies sur R par :
Vte R, y(t) = e (Acos(Bt) + Bsin(Bt))  avec (A, B) € R?
e les solutions de Vn € N | auy,1 0 + buya1 + cu, = 0 sont les suites définies par :
Vn € N, u, =1" (Acos(nf) + Bsin(nf))  avec (A4, B) € R?
Dans le premier cas, les solutions sont obtenues en prenant la forme algébrique de ry et
dans le second, elles sont obtenues en prenant la forme exponentielle de 7.
Exercice 3.2.3.11 Déterminer la suite (u,)nen vérifiant ug =1, ug = V3—1let:

Vn €N | Uyio + 2Uyq +4u, =0
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3.3 Limite d’une suite

3.3.1 Convergence vers un réel ( : définition et propriétés

Vous avez déja appris de fagon informelle la notion de limite. Pour une suite (u,)nen, dire
que la limite de la suite est ¢ signifie que « tous les termes de la suite deviennent aussi
proche que l'on veut de ¢ a partir d'un certain rang ». Ceci signifie que la « distance »
entre u, et ¢ devient aussi petite que I'on veut. Or, dans R, la « distance » entre deux
nombres réels = et y est donnée par |z — y|. Le « aussi proche » que 'on veut signifie que
quel que soit écart (que I'on va noter ) strictement positif, & partir d'un certain rang,
tous les termes vérifient |u,, — ¢| < . Ceci nous amene a poser une définition un peu plus
formelle de la limite.

Définition 3.3.1.1 Soit (uy,)nen une suite réelle et £ € R. On dit que (uy)nen admet
£ pour limite si :

Ve>0,INeN , VneN, n>N = |u, — (| <¢)

Remarque importante : une autre écriture possible est :

(Un)nen admet ¢ pour limite <= Ve>0,3INeN , Vn> N  |u, -/ <¢

On utilise souvent cette écriture qui sous-entend que n € N, plutot que la définition
précédente. Graphiquement, (u,),eny admet ¢ pour limite se traduit ainsi :

u
n N
Avpartir durangng
u,; U, est dans cette partie du plan.
l+e
l
l-¢&
u
u
1 2 ny ny+l ny+2 ... n
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Théoréme 3.3.1.2 (Définition) On dit qu’une suite (u,)nen est convergente (ou ad-
met une limite finie) s’il existe un réel £ tel que (up)nen admet £ pour limite.
Dans ce cas, le réel { est unique et est appelé la limite de la suite. On note alors

(= lim w, et on dit que la suite (uy)nen converge vers L.
n—-+o00

Preuve :
On suppose que (u,)neny admet £ € R et ¢/ € R pour limites. Montrons
que £ =/

Soit € > 0. Par hypothese, (u,)neny admet ¢ pour limite done, par défini-
tion :

€
dny €N, Vn =ny, u, — /| gi
Soit un tel entier ny. De méme, (u,)neny admet ¢/ pour limite donc :

€
3n26N7Vn>n2,|un—€'|<§

Soit un tel entier ny. On pose alors! N = max(ny,ns). Soit n > N ; alors
n>=ny et n > ny et onadonc:

|62

[0 — up + u, — 2|
< 0= up| + |u, — 0]
< €

Ainsi, on a montré que Ve > 0, |[{ — | < g, cest-a-dire | — | = 0, soit
encore { = (.

X

Remarque : en fait, l'idée de la démonstration est trés simple. Si (up)nen admet deuz
limites £ et €' avec £ < €', alors pour tout € > 0 :

L'intersection de ces deux
intervalles est done non vide, ce
qui n'est possible que s1

{-8- (£+g) <0

A partir d'un certain rang, A partir d'un autre rang,
tous les termes de la suite tous les termes de la suite
u sont dans cet intervalle u sont dans cet intervalle

)

r 1
L

(-g { (+g lig { {+¢

T

1. on fait ce choix pour que les deux inégalités soient vérifiées.
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Exercice 3.3.1.3 Proposer une autre démonstration en raisonnant par ’absurde.

1
Exemple 3.3.1.4 Montrons que (u,) = (?) converge vers 0, c’est-a-dire que :
n

Ve>0,3dng €N, Vn>=ng, |u,| <e

1
Soit € > 0. Posons ng = F <> Alors ng € N et pour tout entier n > ng :
€

1 1
n+12n0+1>E(g)+1>g>0

1 S 1
Par suite, 0 < —— < ¢ et donc |u, — 0] < e. Do lim — =0.
n+1 n—+o0 1

1
Exemple 3.3.1.5 Montrons que lim In(l1 + ——) = 0. Soit € > 0. On cherche un
n—-+o0 n+1

entier ny € N tel que :

1
Vn > s In(l+ ——) — 0] <
n > ng |n(+n+1) |<e

Soit n € N. Pour que l'inégalité précédente soit vérifiée, (il faut et) il suffit que :

1
) < e cest-a-dire 1+ < e

In(1 <e
n(+n+1 n+1

soit encore —— < ef—1. S’agissant de nombres strictement positifs, (il faut et) il suffit donc

n+1
1

que :n+12>
66

1
. On pose alors ng = F (
e —1

1). Alors ng € N et par construction,

1
Vo =g, |In(l+ ——) —0| <
> |+ —=) -0/ <

1
C i li In{l4+——|=0.
e qui prouve que lim n( +n+1)

Remarques : dans la définition de la limite, pour € > 0 fixé, il existe un entier ngy tel
que pour tout n = ng, |u, — €| < e. Il faut noter quatre points :

e tout d’abord, on devrait noter ny(e) et non ng car Uentier ng dépend du choiz de
€. Par convention, on ne l’écrit pas (ce qui permet d’alléger les notations) mais
c’est une bonne habitude de bien réfiéchir a la dépendance de ng par rapport a
d’autres « variables » ;

e [‘entier ng n'est pas du tout unique! En effet, si ng convient, tout entier ny = ng
convient aussi : ¥n = ny , |u, — | <¢&;
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e dans le raisonnement précédent, remarquez bien qu’on me cherche pas nécessai-
rement a trouver le “meilleur” ng possible, c’est-a-dire le plus petit entier ng qui
convient. C’est pour cela qu’on cherche une condition suffisante sur ny et non une
condition nécessaire et suffisante ;

e enfin, pour la rédaction, il y a une différence importante entre ’écriture en langage
formel mathématique et I’écriture en francais :

* Ve>0,3dnoeN VYn=ng, |u,— ¥l <e
x Soit ¢ > 0. Il existe ng € N tel que : Vn =ng , |u, — (| < e.

Dans le premier cas, ni e > 0, ni ng ne sont “fixrés”. Dans le second cas, la phrase
en toutes lettres “il existe ng € N tel que” signifie en réalité “il existe et on choisit
un ng € N tel que”.

Remarque : il est parfois trés difficile de prouver la convergence en utilisant la définition !
Par exemple pour la suite définie par ug = 1 et uny1 = sin(uy,), on verra plus loin que
cette suite converge vers 0 mais il est quasi impossible de le prouver directement a partir
de la définition de la limite. C’est pour cette raison (mais pas que pour cette raison) qu’on
établira plus loin (paragraphe 4) des théorémes d’existence de limite. Dans la pratique, ce
sont ces théorémes qu’on utilisera pour prouver la convergence et pas la définition.

Remarque importante : on a de maniére évidente pour v € R :

Ve>0,|z|<e < Ft>0,Ve>0,|z|<kxe

C’est pour cette raison que souvent, dans les démonstrations de convergence, quand on
prouvera par exemple que :

Ve>0,3dngeN,Vn=ng, lu, — €] <2
on dira qu’on a prouvé la convergence.

Exercice 3.3.1.6 Montrer que lim — =0.
n—too 2N

2
—n+1

Exercice 3.3.1.7 Montrer que lim montl
n—+oo n2 4+ n + 1

Proposition 3.3.1.8 Soient (u,)nen une suite réelle et ¢ € R. Alors (u,) converge
vers L si et seulement si la suite (u, — ) converge vers 0.

Preuve :

‘ C’est évident !
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Proposition 3.3.1.9 Toute suite convergente est bornée.

Preuve :
Soit (uy,)nen une suite convergente et soit £ = lim 1.
n—+oo
Soit € =1 > 0. Par définition de la limite, il existe un entier ng tel que :

Yn = ng , |u, — €| < 1. On pose alors m = max{|u,| , n € [0,n0]} (ou de
fagon moins formelle m = max{|uo|, - , |uny|}) et M = max{m, |¢|+1}.

Montrons que pour tout entier n, |u,| < M. Soit n € N. On distingue
deux cas :

e si n < ng, alors par définition de m, |u,| < m < M;

o sin = ng, alors @ |u,| = |uy — 0+ 0] < |uy — 0|+ 0| < €| +1 < M.

Ce qui prouve que (u,)nen est bornée.

X

A Attention : la réciproque est tres fausse! Une suite bornée n’est pas nécessaire-
ment convergente! On verra plus loin que la suite ((—1)"),en est une suite bornée qui ne
converge pas.

3.3.2 Convergence et signe

Proposition 3.3.2.1 Si (uy)nen converge vers £ > 0, alors (uy)nen €st minorée, a
partir d’un certain rang, par un réel strictement positif. En particulier, a partir d’un
certain rang, tous les termes de la suite sont strictement positifs.

Preuve :
On peut commencer par étudier la situation sur un dessin :

Pour que ) soit strictement positif,

A partir d'un certain rang il suffit de choisir & tel que :
tous les termes de la suite 0< € </
u sont dans cet intervalle

0 l-¢ I /+g

154



Chapitre 3 Suites de nombres réels ou complexes

Soit € = g > 0. La suite (u,)nen converge vers £ donc :
dng eN  Vn=ng, lu, — € <e

On fixe un tel entier ny. On a alors pour tout entier n > ng :

Up =2l —e>=>0

Ainsi, a partir du rang nyg, la suite (4, )nsn, €st minorée par g > 0.
X

Corollaire 3.3.2.2 Si (u,)nen converge vers £ < 0, alors (un)nen est majorée, a partir
d’un certain rang, par un réel strictement négatif. En particulier, a partir d’un certain
rang, tous les termes de la suite sont strictement négatifs.

Preuve :
‘ On applique la proposition précédente & la suite —(uy )nen-
X

A Attention : ces résultats sont trés faux si £ = 0! Si (u,),en converge vers 0, alors
on ne peut pas en déduire que u,, > 0 a partir d'un certain rang ou bien u, < 0 a partir
. . —1)n . . . .
d’un certain rang. Par exemple, la suite (( ) ) converge vers 0 mais n’est jamais de signe
i . n+1
constant a partir d’'un certain rang.

3.3.3 Divergence d’une suite

Définition 3.3.3.1 On dit qu'une suite est divergente si elle n’est pas convergente,
c’est-a-dire si elle vérifie :

YOeR,3e>0,YNeN,In=N | |u,— ¥ >¢

Pour les suites réelles, on va voir qu’en fait, il y a deux modes différents de divergence :
soit la suite tend vers l'infini (plus l'infini ou moins 'infini) soit elle n’a tout simplement
pas de limite. Il faudra d’ailleurs faire tres attention au vocabulaire : une suite converge
signifie qu’elle admet une limite finie. Une suite admet une limite signifie que soit elle est
convergente, soit elle admet une limite infinie.
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3.3.3.a Divergence vers +co ou vers —oo

De fagon informelle, (u,) tend vers +o0 signifie que w,, devient aussi grand que 1'on veut
a partir d’'un certain rang. Autrement dit, si on se donne un réel A, a partir d’un certain
rang tous les termes de la suite sont plus grands que A. Ceci nous amene a poser les
définitions formelles suivantes.

Définition 3.3.3.2 On dit qu’une suite (u,) admet +oo pour limite (ou tend vers
+00) si elle vérifie :
VAeR,INeN , Vn >N ,u, > A

On note alors lim wu,, = +oc.
n—-+0o0

On dit qu'une suite (u,)nen tend vers —oo (ou qu’elle admet —oo pour limite) si :

VAeR,INeN,¥Yn >N, u, <A

On note alors lim wu, = —oc.
n——+00

Exercice 3.3.3.3 Interpréter graphiquement ces définitions.

Exemple 3.3.3.4 La suite (u,) = (n) tend vers +o0. En effet, soit A € R. En posant
no = max(E(A)+1,0), ny € N et pour tout entier n > ng, u, =n =>ny > E(A)+1 > A.

Proposition 3.3.3.5 Une suite qui tend vers +00 (ou —00) est une suite divergente.
On dit aussi que (u,,) diverge vers 400 (respectivement vers —oo ).

Preuve :

Traitons le cas d’une suite qui tend vers +oco. On doit montrer que :
VWeR,3e>0,YNeN In=>N, |u,— ¥ >¢

Soit £ € R. Posonse =1>0et A=/(¢+2.

Par définition de lim wu, = +o00, il existe un entier ngy tel que, pour
n—-+oo

tout entier n > ng, u, = ¢+ 2.
Alors pour tout entier N, n = max(ng, N) > N et |u, — (] > 2 >¢e. Ce
qui montre que (uy,)nen diverge.

X
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Proposition 3.3.3.6 Soit (up)nen une suite réelle. Alors :

(i) Si (up)nen diverge vers 400, (Uy)nen €st minorée mais n’est pas magjorée ;

(ii) Si (up)nen diverge vers —oo, (up)nen est majorée mais n’est pas minorée.

Enfin, les deux réciproques sont fausses.

Preuve :

e (i) Soit (u,)ney une suite qui diverge vers +oco. Pour commencer,
€ )

(Un)nen Mest pas majorée <= | (AM eR ,Vne N u, < M)
<— VM eR,IneN, u,>M

Soit M € R. On applique la définition de la divergence vers 400 avec
«A=M+1»:

dngeN, VYn2>2ng,u, >2M+1>M

Ce qui prouve que (u,),en n’est pas majorée. Par ailleurs, soit un entier
ng vérifiant la propriété ci-dessus et soient K = min{w, , n € [0,n0]} et
m = min{ K, M + 1}. Il est alors clair que m est un minorant de la suite
(Un)nen-

e (i1) se déduit de (i) en considérant la suite —(uy, )nen-

e Pour les contre-exemples des réciproques :

% la suite définie par : Vn € N, v, = (14 (—1)")n est une suite
non majorée (puisque vy, = 4n pour tout entier n) mais qui ne
diverge pas vers +o0o puisque vg,.1 = 0 pour tout n € N;

* on peut prendre (wy,)neny = —(Un)nen qui donne un exemple de
suite non minorée mais qui ne diverge pas vers —oo.

X

A Attention : retenez bien qu’une suite qui n’est pas majorée ne diverge pas forcément
vers 400! C’est une erreur grave et malheureusement fréquente !

3.3.3.b Autres modes de divergence

Une suite qui diverge ne tend pas forcément vers 400 ou —oo : elle peut simplement ne
pas admettre de limite.
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Par exemple, considérons la suite (u,)neny définie par u, = (—1)" pour tout entier n.
Montrons que la suite (un)nen diverge, ¢’est-a-dire que :

VWeR,3e>0,VNeN In=>N, |u,— (] >¢

Soit ¢ € R. Posons ¢ = % et soit NV € N. Alors, il y a deux possibilités :
% soit |uy — €| > ¢ (et dans ce cas, il existe n = N = N tel que |u, — {] > €);
% ou bien |uy — ¢| < e. Mais dans ce cas, on a :
lunyr — 0] = Junyis —uny +un — €] = Juysr —un| — luy — €] =>2—e >¢
et dans ce cas, il existe n = N +1 > N tel que |u, — (| > .

Ce qui prouve que (u,)nen diverge.

Remarque : on reverra un peu plus loin une méthode beaucoup plus simple pour prouver
la divergence de cette suite, utilisant les suites extraites.

3.3.4 Opérations sur les suites convergentes

3.3.4.a Espace vectoriel des suites convergeant vers 0

Proposition 3.3.4.1 L’ensemble Sy des suites qui convergent vers 0 est un espace
vectoriel : c’est un sous-espace vectoriel de ’ensemble des suites réelles. Autrement
dit, Sy n’est pas vide et est stable par combinaisons linéaires :

V(un)nel\b (vn)nEN S SO ) V)\, 1% S R ) )‘(un)neN + :u'(vn)nEN S SO

Preuve :
Montrons que (Sp,+, ) est un sous espace vectoriel de (RY, +, ).

e Sy est non vide car il contient la suite nulle qui converge bien
vers (.

e Montrons que Sy est stable par combinaisons linéaires. Soient
U= (Up)nen €t U = (V,)nen deux suites qui convergent vers 0, et
soit A € R. Montrons que :

(7) (u+v) converge vers 0;
(73) (X -u) converge vers 0.
Ceci nous permettra de conclure, d’apres (i7), que si (A, u) € R?,
alors \-u et p1-v convergent vers 0 et donc d’apres (7), la somme,
A-u+ p - v converge vers 0.
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Remarque :

(1) Convergence de u + v vers 0.
Soit € > 0. Alors :

dny €N Vn =ny, |u,| < (convergence de u vers 0)

NI DM

Iny €N, Vn =ny , |u,] < (convergence de v vers 0)

Soient n; et ny deux tels entiers. Alors, pour tout entier naturel
n = max(ni, ng), |ty + vy] < [up] 4 v, | < e.
D’ott le résultat, c’est-a-dire (u +v) € Sp.

(17) Convergence de A - u.
Si A =0, alors A - u = 0 (suite nulle) et donc A - u converge vers
0. On suppose a présent que A # 0. Soit € > 0. Par définition de
la convergence, il existe un entier n; € N tel que :
€
Vn>n, |u,| < —  (convergence de u vers 0)

Al

Alors, pour tout n = nq, |Au,| = |A| X |u,| < &, prouvant ainsi
que A - u converge également vers 0.
X

en fait, on a montré que toute suite convergente est bornée. On aurait donc

également pu montrer que Sy est un sous-espace vectoriel de B(N,R).

Proposition 3.3.4.2 Si (uy,)nen converge vers 0 et si (v,)nen est bornée, alors (u,vy,)
converge vers 0.

Preuve :

Par hypothese, la suite (v, )nen est bornée. Soit M € RT tel que :
VneN, |u,| <M

Soit &€ > 0. (uy)nen converge vers 0 donc il existe nyg € N tel que :

€
Vn>n07|un|<M+l
Alors,
€
Y = ng , [untn] = |us] X Ju,| < M x s <e
Ce qui prouve que la suite (u,v,)nen converge vers 0. X
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Exemple 3.3.4.3 Soit (u,),>1 définie par : Vn > 1, u, = Sm(”)_

n

1
On a pour tout entier n > 1, u, = — x sin(n). Or, (£),>1 converge vers 0 et (sin(n)),1
n

n
est bornée. Par conséquent, (u,),>1 converge vers 0.
Remarque : notez qu’ici la suite (sin(n)),en n'admet pas de limite (voir les exercices

pour une preuve rigoureuse) donc on ne peut pas appliquer les régles sur les produits de
limite (voir paragraphe suivant).

3.3.4.b Opérations algébriques sur les limites

Proposition 3.3.4.4 L’ensemble des suites convergentes est un sous-anneau de l’en-
semble des suites bornées et un sous-espace vectoriel. De plus, on a les régles suivantes :

Limite d’une somme

lim u, l £ ou +oo | £ ou —o0 400
n——+00
lim wv, v +00 —00 —00
n—-+00
lm (up+wv,) | 4+ +0o0 —00 727
n—r—+00

Limite d’un produit

. (>0 (<0 £>0 1<0
lim  w, l 0
n—+o0 ou +00 ou —00 ou +00 ou —00
lim v, 4 +00 +00 —00 —00 +oo
n—4o00
lm  (u,v,) | €x 0 400 —00 —00 400 7279
n—-+o0o
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Et enfin :
Limite de I’inverse d’une suite
lim wu, |[(#£0|f{=0etu,>0|¢=0e¢tu, <0 | +oo
n—+00
. 1
lim — - 400 —00 0
n—-+oo U, 14
Limite d’un quotient
lim  w, 14 4 +o00 +00 —00 —00
n—+00
lim v, |/ #0|xoo | >0]0<0|0>0|0<0
n—+00
. /u"ll
lim — — 0 400 —00 —00 400
n—+o0o Uy f’
et
. >0 >0 <0 (<0
lim w, | oo 0
n—+o0 ou +00 ou +00 ou —00 ou —00
lim v, | +oo 0t 0~ 0t 0~ 0
n—-+00
. Un
lim — | 777 +00 —00 —00 400 777
n—+oo Uy,
Dans ces tableaux, la notation 777 signifie qu’il s’agit d’une forme indéterminée, c’est-
a~dire qu’on ne peut pas conclure directement que la suite a (ou non) une limite.
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Preuve :

162

e Montrons pour commencer que si (up)nen converge vers £ et (v )nen
converge vers ¢/, ot £, /' € R, alors (un)nen + (Vn)nen converge vers ¢+ ¢

Soient (u},) = (u, — {) et (v},) = (v, — ¢'). Par hypothese, (u),)nen et
(V] )nen convergent vers 0. Or, on a montré que Sy, 'ensemble des suites
qui convergent vers 0, est un espace vectoriel. Par suite, (u],)nen+ (V) )nen
converge vers 0, ce qui équivaut & dire que (U )nen + (Un)nen converge
vers { + (.

e Montrons que si (u,)nen diverge vers 400 et (vp)nen converge vers £/,
alors (U )nen + (Un)nen diverge vers +oo.

Pour commencer, (v,,)nen converge : par conséquent, (v, )nen est bornée.
Soit M € R* tel que |v] < M (relation entre suites). Par ailleurs, soit
A € R. La suite (uy)nen diverge vers +oo donc :

Ing e N, Vn>ng,u, > A+ M
On fixe un tel entier ny. On a alors :
Yn>ng, U, +v, 2 A+M—MZ>=A
Ce qui prouve que (un)nen + (Vn)nen diverge vers +oo.

e Montrons & présent que si (u,)nen converge vers £ € R et (vp)nen
converge vers ¢! € R, alors (unv,)nen converge vers (0. Pour cela, on
remarque que :

Vn € N | u,v, — 0 = w0, — upl + upl — 00 = uy (v, — ) + € (u, — £)

Par hypothese, (v, — ¢'),en converge vers 0 et puisque (uy,)nen converge,
(Un)nen est bornée. Ainsi, (ty)nen X (Vn — ' )nen est le produit d’une suite
bornée et d'une suite qui converge vers 0 : d’apres la derniere proposition,
cette suite converge vers 0.

De méme, ¢'(u, — {)nen converge vers 0. Sy étant un espace vectoriel,
(Unvy, — U ) pen € Sp, Cest-a-dire (u,v,)nen converge vers (0,

e Montrons que si (u,)nen diverge vers —oo et (vy)peny converge vers
0 <0, alors (u,v,)nen diverge vers +o0o.

Tout d’abord, (v,)nen converge vers £/ < 0 : on a vu que dans ce cas, la
suite (vn)nen st majorée & partir d’un certain rang par un réel stricte-
ment négatif, c’est-a-dire :

Ing e N, IM <0,Vn>ng, v, <M

3.3. Limite d’une suite
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On fixe un tel entier ng et un tel réel M < 0. Soit A > 0. La suite
diverge vers —oo : il existe un entier n; tel que, Vn > ny ;| u, <
On a alors :

(un)nEN
£ <.

Vi = max(ng,ni) , upv, = A

Ce qui prouve que (u,v,) diverge vers +oo.

e Montrons enfin que si (u,)nen converge vers ¢ # 0, alors (-1),en
"

converge vers %
Quitte a travailler avec (—u,), on peut supposer que ¢ > 0. La suite
(tn)nen converge vers £ > 0 : il existe un entier ng et un réel M > 0 tels

que (Un)nsn, est minorée par M. On remarque alors que :

1 1 1
> - - _
Vn/no,un 7 ungx(ﬁ un)

Or, pour tout entier n > ng, 0 < ﬁ < ﬁ, c’est-a~dire que la suite
"

(7= )nzno est bornée. De plus, (£ =, )yzn, converge vers (. Par consé-

. . 1 1
quent, leur produit converge vers 0, i.e. (-)n>n, cOnverge vers ;.

X

Remarque : la majeure partie des autres résultats de la proposition se déduisent des
propriétés qu’on a démontré (en remplagant u par —u et/ou v par —v et en remarquant
que le quotient est le produit d’une suite et de l'inverse de l'autre).

Exercice 3.3.4.5 En fait, toutes les propriétés ne se déduisent pas de celles qu’on a
prouvées! Lesquelles reste-t-il a prouver ? Prouver ces propriétés.

Exercice 3.3.4.6 Déterminer les limites des suites suivantes :

24+ 3n—1
e k. et SN e ST

n2 —3n+ 1732
Inn , n2 3n
w, =—— oua € Rest fixé ; 2z,=2" —n
n(l
1
a, = M +et sin(e’") i b, = n? ln(cos(f))
n n

On pourra utiliser les équivalents des fonctions usuelles pour faire apparaitre des limites
que 'on sait calculer.

163



Mathématiques supérieures 1 3.3. Limite d'une suite

3.3.5 Compatibilité du passage a la limite avec la relation d’ordre

Proposition 3.3.5.1 Soient (un)nen €t (Un)nen deux suites réelles telles que, a partir
d’un certain rang ng € N, u,, < v, (pour n = ngp).

(i) Si hm u, et lim v, existent dans R, alors lim w, < lim v,
n—+00 n—+00 n—+0o00

(on dzt que les inégalités au sens large passent a la limite).

(i) Si lim w, = +o0, alors lim v, = 4o0.
n—-+0o00 n—+o0o

(i1i) Si lim v, = —o0, alors lim w, = —co.
n—-+oo n—-+oo

Preuve :

e On commence par (i4).
On suppose que lim wu, = +oo et on montre que lim v, = +o0.
n—-+o00 n—+00

Soit A € R. Par définition de la divergence vers +oo :
IneN, VYn>ng,u, > A

Soit un tel entier ny. Par ailleurs, par hypothese, Vn > ng , u, < v,.
Posons N = max(ng,n;). On a alors :

Vnz=N, v, 2u, 2 A
D’on (i).
e (ii1) s’obtient en appliquant (i¢) aux suites (—v,) et (—uy,).

e Enfin, montrons (7). Pour commencer, on remarque que :

* si lim w, =—ocoousi lim v, = 4o00,iln’y arien a prouver;
n——+00 n—+00

x si lim w, =400 ou lim wv, = —o0, on applique (i7) ou (7).
n—+o00 n—-+oo

Il reste donc le cas ot lim u, =¢ E€Ret lim v, =¢ €R.
n—+00 n—+o00
Soit & > 0. La suite (uy)nen converge vers £ donc :
InieN, Vn>ny ,{—e<u,<l+e

Soit un tel entier ni. De méme, il existe un entier ny tel que :

Vn>ng , l —e<v, <V +¢
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Par ailleurs, par hypothese, Vn > ng , u,, < v,. Soit n = max(ng, ny, nz).
On a alors :

(—e<u, <v, <O +¢ parsuite <0+ 2

Ainsi, on a montré que : Ve > 0, £ < ' + 2¢. Par conséquent, £ < ¢'.

X

Exemple 3.3.5.2 On considere la suite définie par : Vn € N | u,, = n+sin(n). Pour tout
entier n € Ny u, 2n—1et lim (n—1)=+4oc0. Par conséquent, lim wu, = +oc.
n—+-+00 n—+00

Remarque : dans l'ezemple précédent, on pouvait aussi simplement factoriser par n et
montrer que (u,) = (n) X (v,) avec lilf v, = 1. On conclut alors en utilisant les
n—-+00

opérations algébriques sur les limites.

A Attention : le passage a la limite conserve les inégalités larges, mais pas les inégalités

strictes!
(un) et (vy) convergent . .
=& lim wu, < lim v
{ Vn € N , Uy < Up n—+o00 " n——+o00 "

En particulier, voici une erreur grave (et classique) qu'il faut absolument éviter :

(tn)nen converge vers £ 2
{VnEN,O<un<1 0<f<1

Exercice 3.3.5.3 Donner un exemple trés simple de suite (u,, )nen qui converge vers £ = 0
avec Vn € N | u, > 0.

Corollaire 3.3.5.4 Soient (u,)nen et (Vn)nen deux suites. Si lir+n U, = +oo et si
n—-+o0o

(Un)nen est minorée, alors lim (u, + v,) = +00.
n—-+oo

Preuve :

C’est une conséquence immédiate du théoreme précédent. En effet, si
m € R est un minorant de la suite (v,)nen, alors pour tout entier n,
Up + vy = u, + m. Et d’apres les opérations algébriques sur les limites,

lim (u, +m) = +o0.
n—+00

X
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Théoréme 3.3.5.5 (Théoréeme des gendarmes) Soient (u,), (v,) et (w,) trois
suites réelles. On suppose que :

(i) il existe ng € N tel que : Vn = ng , u, < v, < W, ;
(i1) (tun)nen €t (wn)nen convergent vers la méme limite £.

Alors (vp)nen converge et lim v, = lim w, = lim w, ="/{.
n—-+oo n——+oo n—-+oo

Preuve :

On écrit les définitions formelles de la limite. Soit € > 0. Puisque (uy,)nen
et (wy)nen convergent vers £, il existe deux entiers n; et ny tels que :

Ynzng, |lu, — 0 <ecet Yn=ng, lw, — ] <e
Posons alors N = max(ng, ny,ns). Alors pour tout entier n > N, on a :
l—e<u, <v, <w, <l+e

et par conséquent, |v, — {| < e. Ce qui prouve que (vp)nen converge et

lim v, = /.
n—-+o0o

X

Exercice 3.3.5.6 Un étudiant propose la démonstration suivante, beaucoup plus simple :
« Puisque u, < v, < w, et le passage a la limite est compatible avec la relation d’ordre,
lim wu, < lim v, < lim w,. Or, lim wu, = lim w, = ¢ donc lim wv, =/,
n—r+00 n—+00 n——+00 n—r—+00 n——+00 n——+00

c’est-a-dire (vp)nen converge et sa limite est £ ».

Quelle est 'erreur dans ce raisonnement ?

E(In(n))

Exemple 3.3.5.7 On consideére la suite (v,) définie par : ¥n € N* | v, = m

On souhaite montrer que (v,) converge et déterminer sa limite.

Ici, le terme qui pose « probleme » est le terme en partie entiére (que I'on ne peut calculer
explicitement). On va donc donner un encadrement de la suite (v,,). D’apres les propriétés
de la partie entiere,

Yn € N* | In(n) — 1 < E(In(n)) < In(n)

Par conséquent, pour tout entier n > 1,

In(n) —1 In(n)
T Ty SUn S o
In(2n + 1) In(2n+1)
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Or, pour n € Net n > 2,

In(2n+1) In(n)+In(2+3) . In(2+ 1)

In(n) In(n) b In(n)

In(2s 1
Il s’ensuit que lim M
n—+too  In(n)
1
lim n(n)

n—+oo In(2n + 1)

= 1 (opérations algébriques sur les limites) et donc

= 1. De méme, lim In(n) — 1

— =1
n—+oo In(2n + 1)

D’apres le théoréeme des gendarmes, la suite (v,) converge et lim v, = 1.
n—-+oo

Le théoreme des gendarmes est particulierement efficace lorsqu’on ne peut pas déterminer
une expression explicite de v, en fonction de n mais qu’on sait encadrer v,, par des termes
du méme ordre de grandeur 2.

Exemple 3.3.5.8 On considere la suite (v,) définie pour tout entier n > 1 par :

2n7‘r+% ; 1 ;
. :/ zIn(x) e
2

e cos?(x)

xIn(z)
cos?(x)

Pour commencer, on peut noter que la suite (v,) est bien définie car z —
continue sur le segment [2n7, 2n7 + 7| pour n € N*.

Dans cet exemple, on ne connait pas de primitive de cette fonction et on ne peut donc
pas calculer explicitement la valeur de cette intégrale. En revanche, pour n € N*, on a :

m. 2nmln(2nmw)  aln(z) o (2nm 4+ 7) In(2n7w + )

Vr € 2n7, 2nm + Z] ;

cos?(x)  cos?(z) cos?(x)

D’apres les propriétés de I'intégrale, on a donc :

dz

/2”7r+z 2nm In(2n7) de < /2"7T+74r xn(x) Az < /2’””“1 (2nm + ) In(2nm + %)
— - Ar RS
2 2

nm COSQ({E) nmw COSQ(:B) 2nm COSQ(:E)

soit encore :
2nm+ % T T 2nm+7G
2nm In(2n7) [tan(w)} < v, < (2nm + Z) In(2nmw + Z) [tan(x)}

2nm 2nm

c’est-a-dire

2nm ln(2n7) < v, < (2n7m + g) In(2nm + %)

2. voir paragraphe 5 : relations de comparaison pour les suites.
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On en déduit alors que pour tout entier n > 2,

o (1K) < o) (o255

Or, le calcul direct montre que :

. In(27)
nEIJPoo L+ In(n)

et par continuité® de In au point 2,
1 In(27 + &
lim (1+—)(1+ 2+ 5)) 1
n—-+oo 8n In(n)

D’apres le théoreme des gendarmes, la suite ( converge et sa limite vaut 1.

.
2nm In(n)

Ainsi, on a prouvé que lim ———— =1 (c’est-a-dire v, ~ 2nmIn(n), mais la notion
n—+oo 2n7 In(n) n—+00

d’équivalent pour les suites n’a pas encore été abordée).

n

Remarque : le théoreme des gendarmes sera beaucoup utilisé dans les problemes de re-
cherche d’équivalents. On le reverra dans ce chapitre pour les suites définies implicitement,
pour les sommes partielles d’une série a termes positifs divergente et aussi dans le cours
de mathématiques spéciales, pour les recherches d’équivalents de série de fonctions ou
d’intégrales a parameétre.

Corollaire 3.3.5.9 Si |u, — {| < a, a partir d’un certain rang avec lim «, = 0,
n—-+oo

alors (up)nen converge vers (.

Preuve :

Soit n € N. |u, — | < a,, équivaut & —a,, < u, — ¢ < oy, puis on applique
le théoreme des gendarmes. X

Exercice 3.3.5.10 Proposer une démonstration directe de ce corollaire, sans utiliser le
théoreme des gendarmes.

Exercice 3.3.5.11 Quel autre théoreme ou propriété ce corollaire permet-il de retrouver
directement ?

In(n) +5 Cos(n).

Exercice 3.3.5.12 Déterminer la limite de la suite u,, =

3. voir le chapitre 6, paragraphe 6.2.5 : caractérisation séquentielle de la continuité.
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Chapitre 3 Suites de nombres réels ou complexes

3.3.6 Convergence et suites extraites

Commengcons ce paragraphe par un lemme technique mais utile pour la suite.

Lemme 3.3.6.1 Soit ¢ : N — N strictement croissante. Alors : ¥n € N | p(n) = n.

Preuve :

On montre le résultat par récurrence sur n.

Initialisation :

Par définition, ¢(0) € N donc ¢(0) > 0 : la propriété est vraie au rang 0.
Hérédité :

On suppose que la propriété est vraie au rang n € N : montrons qu’elle
est vraie au rang n + 1. n 4+ 1 > n et ¢ est strictement croissante : par
conséquent, p(n + 1) > p(n) > n (d’apres 'hypothese de récurrence).
Ainsi, p(n+1) > n et p(n+ 1) € N : il sensuit que ¢(n+1) > n+ 1.
Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n + 1 et acheve la
récurrence. <

Proposition 3.3.6.2 Soit (uy,)nen une suite qui converge vers € € R. Alors toute suite
extraite de (up)nen converge aussi vers (.

Preuve :

Soit (vn)nen une suite extraite de (uy,)nen. Par définition, il existe une
application ¢ : N — N strictement croissante telle que :

Vn € N, v, = tym)

Montrons que (vy,)nen converge vers £. Soit € > 0. On sait que (uy)nen
converge vers (. Il existe donc un entier ng tel que :

Yn>=mng, lu, — ¥l <e
D’apres le lemme précédent, si n > ng, alors ¢(n) > n = ng et donc :
Vn = ng , [tupm — ¢ <e

Ce qui prouve que la suite (v,)ney converge aussi vers £.
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Remarque : la proposition précédente se généralise auz suites qui admettent une limite
dans R (c’est-a-dire une limite finie ou infinie).

Exercice 3.3.6.3 Prouver la remarque! Autrement dit, montrer que si lin

1 U, = +00,
n—-+o0o

alors toute suite extraite de (u,)nen diverge vers +oo.

Corollaire 3.3.6.4 Soit (up)nen une suite réelle. S’il existe deux suites extraites de
(Un)nen qui admettent des limites différentes, alors la suite (un)nen diverge (et n’admet
pas de limite).

Preuve :

On suppose qu'il existe deux applications ¢ et ¥ strictement croissantes
de N dans N telles que (up(m)) et (uyn)) admettent des limites 1 et s
respectivement, avec ¢1 # ly (et {1 et ¢y sont dans E). Montrons que
(un)neny 1'a pas de limite en raisonnant par 'absurde. Si (uy,)nen admet
une limite ¢ (finie ou infinie), alors d’apres la proposition précédente (et
la remarque), (Up(m)) €t (wp(m)) admettent également ¢ pour limite. Par
unicité de la limite, ¢, = £ = {5, ce qui est absurde.

X

Pour prouver la divergence d’une suite (uy,)nen, il suffit :

— de prouver que (u,)nen n'est pas bornée ou qu'il existe
» Méthode : I une suite extraite non bornée;

— ou d’exhiber, c¢’est-a-dire de donner, deux suites extraites
de (uy,)nen qui convergent vers des limites différentes.

Exemple 3.3.6.5 Reprenons l'exemple de la suite donnée par w, = (—1)" pour tout
entier n. La suite extraite (ug,) converge vers 1 (c’est la suite constante égale a 1) et la
suite extraite (ug,,1) converge vers —1. Par conséquent, il existe deux suites extraites de
(tn)nen qui ont des limites distinctes : (u,)nen est divergente.

n

1
Exemple 3.3.6.6 Soit (u,) définie par : Vn € N* | u, = Z T Pour tout entier n > 1 :
k=1
1 n 1 n 1 1 1
n+1l n+2 2n 2n 2

Ugp — Up =
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Si la suite (u,) converge, alors (ug,) converge aussi et lim wg, = lim w,. Mais alors,
n—+00 n——+00

(ugn, — uy,) converge vers 0 alors que pour tout n > 1, ug, — u, > % C’est absurde et donc
la suite (u,,) diverge.

Remarques : dans l'ezemple précédent,

e on pouvait aussi montrer par récurrence que 1 Vn =1, ugn = 1+ 5. Par consé-
quent, (u,) n’est pas majorée, donc n’est pas bornée et par suite, n’est pas conver-
gente ;

e on verra un peu plus loin (théoréme de la limite monotone) que puisque (uy) est

croissante et me converge pas, nécessairement lim  u, = 400 ;
n—-+oo

e on verra aussi un peu plus loin (paragraphes 3.4.2 et 3.5.4) comment trouver un
équivalent de u,, ;

o enfin, la suite (u,)n>1 est souvent notée (H,) et s’appelle la série harmonique.

A propos des suites extraites des termes pairs et impairs, la proposition suivante est
souvent utile.

Proposition 3.3.6.7 Soit (u,)nen une suite de nombres réels. On suppose que les
suites (ugy,) et (ugny1) convergent vers la méme limite €. Alors, la suite (U )nen est
convergente de limite (.

Preuve :

« Moralement » c’est évident car les termes d’indices pairs sont aussi
proche que l'on veut de ¢ tout comme les termes d’indices impairs. For-
mellement, soit £ > 0. Puisque (usy,) et (uz,11) convergent vers £, il existe
deux entiers naturels n; et ns tels que :

Vnzmng, |us, — L4 <e et Vn=ng, |ugner — € < e

Posons alors ng = max(2n4, 2ny + 1). Soit n € N tel que n > ny.

e Sin est pair, alors il existe k € N tel que n = 2k et par hypothese,
2k = n = ng > 2n,, c’est-a-dire k > ny. Alors, d’apres la relation
ci-dessus, |ug, — £| < g, c’est-a-dire |u, — (| < e.

e On montre de méme que si n est impair, alors |u, — ¢ < .

Ainsi, pour tout entier n = ng, |u, — ¢| < e. Ce qui prouve que (u,)nen
converge vers /.

X
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A Attention : il ne faut pas oublier que dans cette proposition, on suppose que (uz,)
et (ugny1) convergent et ont la méme limite! On peut trés bien avoir (ug,) et (ug,y1) qui
convergent bien que (u,) soit divergente! C’est le cas par exemple pour la suite ((—1)").

Exercice 3.3.6.8 Soit (u,) une suite réelle. On suppose que (ug,), (Usnt1) €t (Usni2)
convergent.

1. Montrer que si ces trois suites extraites ont la méme limite, alors (u,) converge.

2. Montrer & laide d'un contre-exemple que la suite (u,) n’est pas nécessairement
convergente.

Exercice 3.3.6.9 Comment peut-on généraliser la proposition ou le résultat de I'exercice
précédent ?

Remarque : terminons cette partie sur le lien entre la convergence d’une suite et de
suites extraites par quelques petites remarques :

e il est possible qu’une suite n’ait aucune suite extraite convergente. Par exemple,
st (up) diverge vers +00, alors toute suite extraite de (u,) diverge (vers +00);

e méme si la suite (u,) n'a pas de limite, il est possible qu’aucune suite extraite de
(un) converge. Par exemple, la suite (u,) définie par : ¥n € N | u, = (=1)" x n.
Cette suite n’a pas de limite (car (ug,) et (ug,11) ont des limites différentes) et
une suite extraite de (uy) est soit divergente (sans limite), soit divergente de limite
+oo (c’est le cas lorsque Uextraction ¢ ne prend que des valeurs paires a partir
d’un certain rang), soit divergente de limite —oo (c’est le cas lorsque 'extraction
© ne prend que des valeurs impaires & partir d’un certain rang) ;

e on verra un peu plus loin qu’une suite réelle admet toujours au moins une suite
extraite qui a une limite : soit la suite (u,) n’est pas magjorée et on montre alors
qu’il existe une suite extraite qui tend vers 4+oo (voir les exercices a la fin du
chapitre), soit (u,) n’est pas minorée et on montre qu’il existe une suite extraite
qui tend vers —oo ou bien (u,) est bornée et il existe une suite extraite qui converge
(théoréme de Bolzano-Weierstrass, voir paragraphe 3.4.4) ;

o une suite (u,) peut avoir des suites extraites qui convergent vers des valeurs diffé-
rentes. Il peut y avoir un nombre fini arbitraire (c’est-a-dire aussi grand que l’on
veut) de limites différentes, ou méme une infinité. Par exemple,

x sip € N* est firé, pour la suite (u,) définie par : ¥Yn € N | u,, = cos (%’r),
les suites (uanptr)nen pour v € [0,2p — 1] convergent (chacune est constante
égale a {, = cos("})). Les valeurs de {, pour 0 < r < p sont deux d deux
distinctes (et on peut montrer que ce sont les seules limites possibles pour une

suite extraite convergente) ;

x pour la suite (u,) = (cos(n)), on a vu dans 'ezercice 2.4.8.3, que tout élément
de [—1,1] est la limite d’une suite extraite.
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3.3.7 Caractérisation de la densité par les suites

Théoréme 3.3.7.1 Soit A une partie de R. Alors les énoncés suivants sont équiva-
lents :

(i) A est dense dans R ;
(1) tout nombre réel est limite d’une suite d’éléments de A, c¢’est-a-dire

Vr R, 3(a,) € AV, lim a, =2

n—-+oo

On dit que (ii) est la caractérisation séquentielle (ou par les suites) de la densité.

Preuve :
On suppose que A est dense dans R.

Soit x € R. Par définition de la densité de A dans R, pour tout entier

neN, o — 5,0+ 25[NA#0 :soit a, €|z — 5,7 + 7[NA. Ceci

définit une suite (a,)neny d’éléments de A qui vérifie :

1

YneN, |z —a,| <
n+1

D’apres le théoréme des gendarmes, lim a, =z , prouvant ainsi (i7).
n—-+oo

On suppose (#i). Montrons que A est dense dans R. Soient a et b deux
réels tels que a < b. Posons z = %t2. Daprés (ii), il existe une suite

(an)neN € AN telle que lim a, = z.
n—+00

Soit £ = I’TT‘I. Par définition de la convergence, il existe un entier ng tel

que :
Yn=ng, |a, — x| <e
On a alors :
a+b b—a a+b b—a
5 1 St S Fm <

Par suite, a,, € AN]a,b[ et donc ANa, b[# 0. Ce qui prouve que A est
dense dans R.

X
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Remarque : en utilisant cette caractérisation, on a vu qu’il est assez simple de prouver
que Q et R\ Q sont denses dans R.

Exercice 3.3.7.2 Montrer que l'ensemble Dy = {% , (n,p) € N x Z} est dense dans R.

3.4 Théorémes d’existence de limite

3.4.1 Théorémes de convergence et de divergence monotone

Théoréme 3.4.1.1 Soit (uy)nen une suite croissante. Alors, on a les équivalences

suivantes :
(Un)nen converge <= (un)nen est magjorée

lim w, = +o0 <= (Un)nen nest pas majorée
n—+o0o

De plus, si (uy)nen converge, alors lim  u, = sup{u, , n € N} = supu,.
n—-+o0o neN

De fagon analogue, si (vy)nen est décroissante, alors :

(Un)nen converge <= (Up)nen €St minorée

lim v, = —00 <= (Un)nen n'est pas minorée
n—-+00

De plus, si (vn)nen converge, alors lim v, = inf{v, , n € N} = inf v,.
n—+00 neN

Preuve :

Tout d’abord, on constate qu’il suffit de traiter le cas ol (uy)pen est
croissante (on déduit alors le résultat pour une suite décroissante en in-
troduisant (—v,)).

Par ailleurs, les deux implications directes = sont évidentes. Il reste
donc uniquement a prouver les deux implications réciproques.

e On suppose que (un)nen est majorée.

Dans ce cas, A = {u, , n € N} est une partie non vide et majorée de
R : elle admet donc une borne supérieure. Soit £ = sup A. Montrons que
(Un)nen converge vers £.

Soit ¢ > 0. D’apres la caractérisation de la borne supérieure dans R, il
existe a € A tel que : £ — e < a < £. Par définition de 'ensemble A, il
existe un entier ng tel que a = uy,,.
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On a alors pour tout entier n > ny :
Upy < Uy, (puisque (uy,)nen est croissante)

et
u, < £ (puisque u, € A et £ =sup A)

Par conséquent,

Yn=ng, l —e < Uy, <up </

Ce qui prouve que (uy)nen converge vers /.

e On suppose & présent que la suite (u,),en n'est pas majorée. Montrons

que lim wu, = +oo.
n—+00

Soit M € R. (uy)neny n'étant pas majorée, M n’est pas un majorant de
la suite, c’est-a-dire qu’il existe un entier ng tel que : u,, > M. La suite
(tn)nen 6tant croissante, il vient :

Vn>n07un>uno>M

Ce qui prouve que (u,)nen diverge vers +oo.

Remarques : on déduit immédiatement les deux propriétés suivantes :

’

® s (un)neN est croissante et converge vers £, alors Vn € N | u, <

l
e si (uy)nen est décroissante et converge vers {, alors Yn € N | u, > (.

Remarque : on peut aussi reformuler ce théoréme (et lappeler théoreme de la limite
monotone pour les suites) de la fagon suivante : « soit (up)nen une suite réelle monotone,
alors (un)nen admet une limite (finie ou infinie) ». Pour étre plus précis, on rajoute alors
I’énoncé donné avant qui précise clairement quand cette limite est finie et quand elle est
infinie.

Exemple 3.4.1.2 On considere la suite (u,)nen définie par : ug > 0 et la relation de
récurrence Vn € N | u, 1 = In(1 + uy,).

e Pour commencer, on montre par récurrence immédiate que la suite (uy,)nen est bien
définie et que de plus, pour tout entier n € N, u,, > 0.

e La fonction In est une fonction de référence et on sait que : Vo €]—1, +oo[ , In(1+z) < a.
Il s’ensuit que :
VYn €N vy = In(1+u,) < up,

autrement dit, la suite (u,)nen est décroissante.

175



Mathématiques supérieures 1 3.4. Théoremes d’existence de limite

e Ainsi, la suite (u,)nen est décroissante et minorée done, d’apres le théoreme de la limite
monotone, (U, )nen converge.

e Soit £ = lim wu, (donc on vient de justifier l'existence dans R). Puisque (up)nen est
n—+oo

minorée par 0, ¢ > 0. De plus,
x d’une part, (u,11)nen converge vers £ car ¢’est une suite extraite de (uy,)nen;
* d’autre part, par continuité de In* au point 1+ ¢, lim In(1+ w,) = In(1 + £),
n—+o00

cest-d-dire  lim  w, 1 = In(1 + ¢).
n—+00

Par unicité de la limite, £ = In(1 + £) et par conséquent ¢ = 0.

Remarque : le raisonnement fait dans l’exemple précédent est un raisonnement tout a
fait « typique ». Autrement dit, c’est un raisonnement que vous serez souvent amené a
reproduire. Il faut bien comprendre qu’il y a deuz étapes « indépendantes » : la premiére
est lexistence de la limite (qui sera souvent obtenue en appliquant le théoréme de la limite
monotone) et la seconde est le calcul de la valeur de cette limite.

Exercice 3.4.1.3 Soit (u,)nen définie par ug € [0, 5] et Vn € N, u, 1 = sin(u,). Montrer
que (un)nen converge puis déterminer sa limite.

n

1
Exemple 3.4.1.4 Soit pour n > 1, H,, = ZE La suite (H,) est croissante et on a
k=1
n
déja vu que pour tout n > 0, Hon > 1+ 5 La suite (H,)nen est donc croissante et non

majorée. Par conséquent, elle diverge vers +o00.

Exemple 3.4.1.5 On considere la suite (W),),en définie par :
VneN, W, = /2(COS(I))nd$
0

Cette suite est appelée la suite des intégrales de Wallis. On veut montrer que (W,)nen
converge.

e Tout d’abord, on peut remarquer que pour tout entier n € N, W, est bien défini car la
fonction z —— (cos(x))™ est continue sur [0, 7].
e Ensuite, soit n € N. Pour tout = € [0, 5], cos(z) € [0, 1]. Par suite,
7r
Va € [0, 5] , 0 < (cos(w))™ ™ < (cos(w))”

Par croissance de l'intégrale,

0</0 (cos(x))"“dxé/o (cos(x))™ dx

On en déduit donc que :

4. a nouveau, voir la caractérisation séquentielle de la continuité (6.2.4).
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x la suite (W,),en est décroissante ;
* et la suite (W, )nen est minorée (par 0).
D’apres le théoreme de convergence monotone, (W,,),en converge.

e Le calcul de limite, ou plus exactement la justification, est un peu plus délicate. Gra-
phiquement, on a la représentation suivante :

r
2

Pour n € N, W, est l'aire entre la courbe représentative de x — (cos(z))" et 'axe des
abscisses (pour 2 dans I'intervalle [0, ]). Sur le dessin, on « devine bien » que I'aire devient
de plus en plus petite, c’est-a-dire qu’on devine que la suite (W, ),en converge vers 0.
On va donc le prouver en utilisant la définition de la limite. Soit ¢ €]0, [ et soit n € N.

s

/Oi(cos(x))" de = /Os(cos(m))" dz + /f(cos(m))" dz

/0€ ldz + /f(cos(a))" dz

et (g - 5) (cos(e))"

Or, |cos(e)| < 1 donc lim ((g — 6) (COS(E))”) = 0. Il existe un entier ng € N tel que :

(g - E) (cos(e))"

Alors, pour tout entier n = ngy, 0 < W,, < 2¢. Ainsi, (W,,)nen converge vers 0.

N

N

Yn = ny , <e

Remarque : vous reverrez ces intégrales de Wallis dans les cours d’intégration (cours de
mathématiques supérieures 2 et cours de mathématiques spéciales 2). Avec des outils un
peu plus avancé, vous verrez qu’il est facile de prouver la convergence vers 0 et méme de
trouver un équivalent.
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3.4.2 Application du théoreme de la limite monotone aux séries
a termes positifs

Soit (uy,)nen une suite réelle. On pose alors :

n
vneNvSn:ZUkZUOJrulJr“-+u"
k=0

Définition 3.4.2.1 Soit (u,),en une suite réelle. On appelle série (ou série réelle) de

terme général u, la suite (S),)nen et on la note aussi > u,.
Pour n € N donné, le nombre S,, est appelé la somme partielle d’ordre n de la série.

Remarque importante : connaitre la suite (u,)nen ou connaitre la série de terme gé-
néral u, sont équivalents. En effet, avec les notations précédentes,

SO = Ug et Vn > 1 y; Up = Sn - Sn,1

Définition 3.4.2.2 On dit que la série > u, converge si la suite (S, )nen est conver-
gente. Dans ce cas, la limite (finie) de la suite (S, )nen est appelée la somme de la série,

et on note :
+o00
E u, = lim S,
n—+oo
n=0

On dit que la série Y u,, est divergente (ou diverge) si (S, )nen est divergente.

+oo
Al Attention : il est strictement interdit d’utiliser la notation Zun avant d’avoir

n=0
prouvé la convergence de la série Y u,, c’'est-a-dire la convergence de la suite (S,,)nen des
sommes partielles !

Exemple 3.4.2.3 On a montré que la suite (H,,) diverge vers +oo. Avec le vocabulaire
des séries, ceci signifie que la série de terme général u, = ﬁ est une série divergente.
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Exemple 3.4.2.4 Soit ¢ €] — 1,1[. Alors la série de terme général ¢" est convergente et

sa somme vaut 1—o En effet, pour tout entier n, la somme partielle d’ordre n est :
n . 1— qn+l )
S, = ;O ¢ = p (puisque g # 1)

. . . 1 P
Or, comme |¢| <1, lim ¢" = 0. Par suite, lim S, = ——. On écrira donc :
n—+o00 n—+4o00 1— q

oo N 1
> 0 =1,

n=0

On dit que Y ¢" est la série géométrique de raison q.

Exemple 3.4.2.5 La série Y (—1)" est une série divergente. En effet, si on note (S,) la
suite des sommes partielles, alors pour tout entier n € N, Sy, = 1 et Sy,11 = 0. Les suites
extraites (Sa,) et (Sa,11) convergent vers des limites différentes donc (S,,) diverge.

Dans ce livre, on ne va pas étudier les séries en général, ni méme établir les propriétés
générales (et simples) de certains types de séries. On va se contenter d’un seul résultat.
Ceci n’est donc qu'une breve introduction aux séries qui seront étudiées plus en détails
dans les cours de mathématiques supérieures 2 et spéciales 1.

Proposition 3.4.2.6 Soit > u, une série a termes positifs (¢’est-a-dire que pour tout
entier n, u, = 0). Alors :

Zun converge <= (Sp)nen €st majorée

Preuve :

En effet, pour tout entier n, S,11 — Sp = uny1 = 0 (puisque (u,) est
positive par hypothese) donc la suite (S, )nen est croissante.
D’apres le théoreme de convergence monotone, (Sy,)nen converge si et

seulement si elle est majorée.
X

A Attention : ce résultat est faux si on retire 'hypothese « a termes positifs ». En effet,
si u, = (—1)", alors la suite (Sy,)nen est clairement majorée par 1 et pourtant (S, )nen
diverge.
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Exemple 3.4.2.7 On considere la série Y ﬁ Pour tout entier n € N*,

1 1 1 1
<

(n+12 Snn+1) n n+1

Par suite, pour n € N*,
n

2#71+ #<1+i R T
(k+1)2 (k+1)2 ~ ko (k+1) 7 n+1

k=0 k=1

n

1

On en déduit donc que : Vn € N* | Z —— < 2, ce qui prouve que la suite des
—~ (k+1)

sommes partielles de cette série est majorée (par 2). On en déduit donc que cette série

converge.

Remarque : les séries de la forme Y n% avec o € R sont appelés les séries de Riemann.
Lorsqu’elle est définie, la somme de cette série est notée ((a) et la fonction o — ((c)
est appelée fonction zéta de Riemann.

L’exzemple précédent montre que ((2) est bien défini et que ((2) < 2. On verra plus tard
qu’en fait ((2) = "6—,2, valeur de référence que vous devez connaitre.

Une méthode absolument fondamentale pour I'étude des séries est la méthode de compa-
raison avec une intégrale. Dans ce paragraphe, on ne donne pas les théoremes (qui seront
étudiés dans le chapitre sur les séries du cours de mathématiques supérieures 2). L’objectif
est seulement d’introduire la méthode et de comprendre a travers 1’étude d’exemples com-
ment cette technique peut étre utilisée pour étudier la convergence d’une série mais aussi
dans de nombreux cas d’obtenir une « bonne idée du comportement de S,, », c¢’est-a-dire

de trouver un équivalent lorsque la série diverge ou bien un équivalent de S,, — lim S,
n—+00

lorsque la série converge.

Méthode de comparaison avec une intégrale

Cadre : on veut étudier une série de la forme Y u, ol u,, = f(n), f est une fonction.

n+1
Principe : on veut comparer f(n) avec / f(z)dz.

n

Condition pratique pour appliquer cette méthode : f est monotone.
L’hypothese f monotone est simplement pour garantir que la seconde étape (c’est-a-dire

la comparaison de f(n) avec 'intégrale de f sur [n,n + 1]) soit simple & faire comme on
peut le comprendre avec les figures suivantes (cas ot f est décroissante) :
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La largeur de ce rectangle est (n+1) -n =1
La hauteur de ce rectangle est f(n)
L'aire est done f(n)

La largeur du rectangle est (n+1) -n =1
La hauteur de ce rectangle est f(nt+1)
L'aire est donc f(n+1)

n n+1

L'aire sous la courbe est :

/nn+1 e

n n+1

On va donc pouvoir encadrer f(n) par des intégrales et en sommant, comparer la somme
partielle .S,, avec une intégrale de la fonction f.
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La raison pour laquelle on suppose que f est monotone est que sinon, on ne peut pas
n+1

comparer la valeur de / f(z)dz avec f(n) (et f(n+1)).

On va mettre en ceuvre cette méthode sur 'exemple précédent avec la série harmonique,
4 . 1 . 1 P i
c’est-a-dire )~ . On pose pour n > 1, u, = - et on appelle (Sy,)nen la série de terme

général wu,,.

Considérons la fonction inverse f : z — % Soit k € N*. f est décroissante (strictement)

sur ]0, +oco[ donc :
1
Ve ek k+1, —— <
velkhrll

el

8=

<

Par croissance de l'intégrale, on a alors :

kL e kL dy kL dy
[
r k+1 & T & k

Puisque £ et k + 1 sont des constantes, on obtient :

k+1 T
Skrn-R< [ <@ -n

c’est-a-dire

N

1 k+1 dz 1 k+1 dx

Vke N —— < — <~ ouencore VkeN gy < — < uy
k+1 T k i x

Soit alors n > 2. On somme les inégalités précédentes pour k compris entre 1 et n — 1, ce

qui donne :
n—1

n—1 - k41 dm
E Upr1 < E / E U
k=1

D’apres la relation de Chasles pour les intégrales (c’est—a—dire fabf + fbc f= fac f), ona

alors :
n—1

n
E Ujé E Up,
Jj=2

soit encore,

1
Sp—1<In(n) <S5, ——
n
Il s’ensuit que :
1
In(n) + - <5, <In(n)+1
n

Ceci nous permet immédiatement de déterminer la limite de (.S,,) mais surtout, ceci permet
de déterminer le comportement précis de (u,,). En appliquant le théoreme des gendarmes,
on obtient :

lim —~— =1 cequon notera S, In(n
n—+oo In(n) 4 Ln_f,\_:oo ()
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A retenir : une méthode pour obtenir des informations sur une série a termes
positifs de la forme > f(n) est de comparer les sommes partielles
avec une intégrale. Cette méthode s’applique lorsque f est une
fonction croissante (ou bien décroissante) sur un certain intervalle
[A, 400l avec A > 0.

Méthode :

1. on encadre I'intégrale f:“ f(z) dz avec les valeurs f(n) et
fin+1);

2. on somme les inégalités (une somme finie bien entendu) ;

3. on encadre S,, a l'aide de / f(z)dz;
1

4. on calcule/ f(z)dx;
1

on détermine la nature (convergente ou divergente) de S,
(soit on peut majorer S, et la série sera convergente, soit
on obtient une minoration par une suite qui tend vers +oo
et on conclut que (S,,) diverge vers +00) ;

Ut

6. si la série diverge, on essaye d’appliquer le théoreme des
gendarmes pour déterminer un équivalent de .S, ;

7. si la série converge, on encadre S, — lim S, par des inté-
n—+00

grales et on essaye d’appliquer le théoreme des gendarmes
pour trouver un équivalent.

Remarque : évidemment, cette méthode ne s’applique pas a toutes les séries a termes
positifs.

Exemple 3.4.2.8 On considere la série ) % Notons f la fonction x — ﬁ de sorte

que Yk = 3 f(n).

Etape 1 : encadrement par une intégrale

La fonction x — % est une fonction continue et décroissante sur [1, +oo[. Soit k € N*.
Vo € [kk+1], f(k+1) < fl2) < f(R)
D’ou l'on déduit que :
k+1
Jk+1) < f()dz < f(k)
k

Etapes 2 et 3 : on somme les inégalités et on encadre S,, par une intégrale
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Soit n € N tel que n > 2. On somme les inégalités précédentes pour k € [1,n — 1], ce qui

donne :
n—1 ke +1 n—1

kaﬂ Z/ z)dz < Y f(K)

soit encore

< /"f(:r;) dr < Zf(k) — f(n)

1

n

1
k=1 vk

n

= f (k) la somme partielle d’ordre n de la série, on a donc :

/ e ~ fn)

/f )da + f(n) < Sa < /1f 2)de + f(1)

En notant S, =

et donc finalement,

Etape 4 : on calcule I'intégrale obtenue

" " dx
PourneN*,/ f(z dzz/ —— = 2y/n — 2. Par suite,
A Ve

n>2,2v/n— <S,<2yn—1

1
+ﬁ\

Etape 5 : on détermine la nature (convergente/divergente) de la série

1
Puisque lim (2\/77 -2+ ) = 400, d’apres les regles de comparaison pour les
n—-+0o00 \/ﬁ
suites,
lim S, =400

n—+00

Ce qui prouve que la série > ﬁ diverge.

Etape 6/7 : on cherche un « équivalent » de S, (car la série diverge)

D’apres ce qui précede,
1 1 Sh 1
Vn>2,1——+4 — < <l———
" N N 2/n

1 1 1
Or, ngriloo (1 - ﬁ + %) = ngrfoo (1 — —) = 1. D’apres le théoreme des gen-

darmes, la suite (2%) converge et :

lim

Shn
n—+4o00 2f
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Remarque : la divergence de cetle série est en réalité évidente car pour tout entiern > 1,

1 1
;ﬁ>nxﬁ:\/ﬁ

(on minore par le plus petit terme de la somme fois le nombre de termes). Vous verrez
dans le cours de mathématiques spéciales 1 d’autres méthodes plus rapides pour trouver
un équivalent de la somme partielle.

Exemple 3.4.2.9 On considere la série Y (deﬁme a partir du rang n = 2).

n (lu n)
. 1 . - .
La fonction 2 — ———— est continue sur [2, +00[ et on vérifie que cette fonction est

(In(z))?

décroissante sur [2, +ool.

Etape 1 : encadrement du terme général

Soit n € N tel que n > 2. On a alors :

1 - 1 - 1
(n+1(In(n+1))2 = z(In(x))? = n(n(n))?

Vo e [n,n+1],

Par croissance de l'intégrale, on a alors :

1 </"+1 de 1
(n+1D(n(n+1)2 = /), x(n(z))? = n(n(n))?

Etapes 2 et 3 : on encadre la somme partielle

Soit N € N avec N > 3. On somme les inégalités précédentes pour n € [2, N — 1], ce qui

donne :
N 1 N dz
2 ()P </2 2@ S

n=3

1
—~ n(In(n))?

gl

soit encore

Noode Noode 1
/2 x(In(x))? * ln nz; n( ln / z(In(x))? i 2(In(2))?

Etape 4 : on calcule D'intégrale

Notons pour x > 2, u(z) = In(x). La fonction u est de classe C* sur [2, +00[ et pour tout

=2, / ,
Ay e~ () @
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Il s’ensuit que :

/2N ﬁ N [—m@)L - lné) - 1n<1N>

Etape 5 : on détermine la nature de la série

D’apres ce qui précede, pour tout entier N > 3,

a 1 1 1 1 1
; n(l Sth@ ) T 2mE)) SwE) " 2n@)?

Par conséquent, la série Z —z est une série a termes positifs dont la suite des sommes

n(ln( ))
+o0 1

%))2 converge. On note ¢ = Z

artielles est majorée : il s’ensuit que _
P ) que 3. (In(n — n(In(n))?

Etape 6/7 : on détermine un « équivalent » de (£ — S,,).

Soient N un entier supérieur ou égal a 3 et p > N. En sommant les inégalités obtenues a
la premiére étape pour n € [N, p], on obtient :

AR 1 Py L 1
2 Sy S /. @) S 2 Ay

AL AR 1 4 1
Z n(ln(n))® Z n(ln(n))? S In(N) In(p+1) Z n(l n(ln(n))?

n=2 n=2 =2 n=2

3

En notant pour (S,),>2 la suite des sommes partielles, on a donc :

1 1
Spi1— Sy < <S5, -8
PRETENS (N I(p+1) Nt
] 1 1 1 .
Or, lim — = et on vient de prouver que (S,),=2 converge. Par

p—o+oo In(N) In(p+1) In(N)
suite, chaque terme de 'inégalité précédente admet une limite finie quand p tend vers +oo.
On peut donc passer a la limite quand p tend vers 400 dans I'inégalité, ce qui donne :

1
(— < <l—Sy_
on In(N) v
On en déduit donc que pour tout entier N > 3,
=Sy <
Sw ln v = ln (N))? )
c’est-a-dire . . .
- Sl- <
In(N)  N(In(N))2 6= 5y In(N)
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Par conséquent, pour tout entier N > 3,

1
- <In(N)x (- Sy) < 1
Ny S V) x (6= 5w)
Or, lim (1 ! 1 donc d’aprds le théoréme des gend
r 1m e e— = onc apres le theoreme des genadarmes :
’ Neo NIn(N) pres &

lim In(N)x ({—Sy)=1

N—+o0

Remarques :

3.4.3

on reverra un peu plus loin que dans le dernier exemple, la conclusion s’écrit
(=S, ~ ——;
" s teoln(n)

dans la pratique, lorsque 'on rédige, on n’écrit pas « étape 1 », « étape 2 » etc;
quand on applique cette méthode (qui est en fait relativement simple), la seule
étape qui en réalité peut poser probleme est « I’élape 4 », c’est-a-dire le calcul de
lintégrale car souvent on ne sait pas déterminer de primitive de la fonction f. On
reverra dans le cours de mathématiques spéciales 2 des techniques plus avancées
permettant de soit calculer cette intégrale, soit de donner un équivalent ;

cette technique sera aussi tres utilisée pour les séries de fonctions, lorsqu’on cher-
chera des équivalents de la somme aux bornes de son ensemble de définition ;

enfin, remarquez que cette méthode est souvent un peu longue & rédiger propre-
ment. En particulier, on ne fait pas de passage a la limite (ou des sommes infinies)
avant d’avoir justifié l’ezistence !

Théoreme des suites adjacentes et théoreme des segments
emboités

Définition 3.4.3.1 On dit que deux suites (uy)nen €t (v,)nen sont adjacentes si 'une
est croissante, Uautre décroissante et lim (v, — u,) = 0.

n—+00

Théoréme 3.4.3.2 Si (up)nen €t (vn)nen sont adjacentes, alors (un)nen €t (Vn)nen
convergent vers la méme limite. De plus, si (u,)nen est croissante, alors :

V(n,p) € N* , u, < vy
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Preuve :

Quitte a échanger les noms des suites, on peut supposer que (u,),en est
croissante et (v, )nen est décroissante.

e Tout d’abord, la suite (v, — un)nen est décroissante de limite nulle.
D’apres le théoreme de convergence monotone, (v, — ty)nen €st toujours
positive, c’est-a-dire que :

VneN, u, <v,

e D’apres ce qui précede, Vn € N | u,, < v, < v puisque la suite (v, )nen
est décroissante. Ainsi, (u,)nen est croissante et majorée par wvy. Par
conséquent, (u,)neny converge.

e De la méme fagon, Vn € N | uy < u,, < v,. Par conséquent, (v,)nen est
décroissante et minorée par ug. On en déduit donc que (v, ),en converge.

e Ayant prouvé que les deux suites convergent, on peut alors écrire que :

lim w,— lim v,= lim (u,—wv,) =0
n—+00 n—+00 n——+00

c’est-a~dire que les deux suites convergent vers la méme limite.
e Enfin, soient (n, p) € N2, D’aprés la remarque sur les limites des suites

IIlOIlOtOIleS7 on a:

u, < lim wuy = lim oy <o,
N—+o00 N—+o00

"1 "1 1
Exercice 3.4.3.3 Soient pour n > 1, u, = E o et v, = E 7l + ol
k=0 k=0

1. Montrer que les suites (ty,)n>1 €t (vU,)n>1 convergent vers une méme limite /.

2. On suppose que £ = P avec p,q € N*. Montrer que u, < ¢ < v, puis qu’il existe
un entier N tel que N <px q! < N + 1.

3. On verra plus tard que £ = e. Que vient-on de prouver 7

Remarque : ce théoréme sera a la base du critére spécial pour les séries alternées (que
vous verrez dans le cours de mathématiques supérieures 2). En revanche, ce théoréme est
spécifique auz suites réelles (car on utilise la relation d’ordre dans R) et ne se généralisera
pas aux suites complexes (ou aux suites dans un espace vectoriel normé (voir cours de
mathématiques spéciales 1)).
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Théoréme 3.4.3.4 (Segments emboités) Soit (I,,),eny une suile de segments em-
boités dont le diametre tend vers 0, c’est-a-dire une suite de segments tels que :

1.VneN I,,ClI,;

2. lim diam(l,) =0 ot si [ =[a,b] avec a < b, diam(I) = b — a.

n—+00

Alors ﬂ 1, est un singleton.

neN

Preuve :
Pour n € N, on pose a, = inf I, et b, = sup I,,, c’est-a-dire I, = [an, by].

e Montrons pour commencer que ﬂ I,#0

neN
Puisque les segments sont emboités, on a :

Vn € N, [ani1,bny1] C [an, byl

soit encore,
vn€N7an<an+1<bn+1<bn

On en déduit donc que (a,)qen est croissante et (b, )nen est décroissante.
Par ailleurs, d’apres 'hypothese 2, hrf (b — a,) = 0.
n——+0o

Ce qui prouve que les suites (a, )nen et (bn)nen sont adjacentes. Par consé-
quent, elles convergent vers une méme limite ¢ qui vérifie :

VneN,a, <{<b, Ccest-a-dire VneN, lel,

On en déduit donc que ¢ € ﬂ I,.
neN

e Montrons a présent que ﬂ I, = {¢}.

neN

Soit z € ﬂ I,,. Alors, pour tout entier n € N, (x,¢) € I, x I, donc
neN
Vn e N | |z —{| < diam(L,) et lim diam(I,) = 0. D’apres le théoréme
n—

+o00
des gendarmes, |z — ¢| = 0, c’est-a-dire z = £.

X

Remarque : vous verrez plus tard que ce théoréme se généralise au théoréme des fermés
emboités.
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3.4. Théoremes d’existence de limite

3.4.4 Théoréme de Bolzano-Welierstrass

Théoréme 3.4.4.1 (Bolzano-Weierstrass) De toute suite réelle bornée on peut ezx-
traire une suite convergente.

Preuve :

190

Soit (un)nen une suite réelle bornée. On note ao un minorant de la suite
(Un)nen €t bp un majorant de la suite (u,)nen. Ces réels existent par
hypotheése sur (uy)nen-

Pour (a, ) deux réels tels que ap < a < 3 < by, on note N(«,f3)
I'ensemble des indices k € N pour lesquels uy est compris entre « et 3,
i.e. N(o, ) ={k e N / a <u, < f}.

e Construisons par récurrence des suites (a,)nen €t (by)nen telles que
pour tout n € N,

— l’ensemble N(ayn,by,) est infini;

— en notant I, = [an, by) et Iny1 = [ant1, bny1], on a L1 C Iy

— diam(I,41) = jdiam(1,).

Posons Iy = [ag, by]. Par construction, tous les termes de la suite (u,)nen
appartiennent & Iy, donc N(ag, bg) est infini.

b
Posons ¢y = o ;_ 0.

Puisque N(ag,by) = N(ag,co) U N(cg,bg), au moins I'un des deux en-
sembles N (ag, co) ou N(co, by) est infini.

Si N(ag, ¢p) est infini, on pose a; = ag et by = co.

Sinon N(cg, bg) est infini et on pose a1 = ¢y et by = by.

1
Dans les deux cas, on a diam(l;) = %diam([o) car by —a; = i(bo —ap).

Soit n € N fixé, on suppose construit I,, = [an, b,] tel que N(ay,b,) soit
infini et on réitere le processus précédent :
a b
Posons ¢, = n;_ L
Puisque N(a,,b,) = N(an,c,) U N(c,,b,), au moins 'un des deux en-
sembles N (an, c,) ou N(cy,by,) est infini.
Si N(ay, ¢,) est infini, on pose any1 = an €t byi1 = Cy.
Sinon N(cy, by,) est infini et on pose a,11 = ¢, et b1 = by.

On a bien construit I,,11 = [an11, bus1] tel que N(ani1,b,11) soit infini,
et on vérifie que I,,,1 est inclus dans I,, et que diam(I,,1) = %dia,m(ln)
comme précédemment.




Chapitre 3 Suites de nombres réels ou complexes

e Par construction, pour tout n € N, diam(l,) = bozjflo et I, C I,.
On peut donc appliquer le théoreme des segments emboités a la suite

(In)nen : il existe £ € R tel que (o In = {{}.

e On construit enfin par récurrence forte une application ¢ : N — N
strictement croissante telle que pour tout entier n € N, p(n) € N(ay,b,).
Initialisation :

Posons ¢(0) = 0. Alors ag < ug < bg et la propriété est vraie au rang 0.

Hérédité :

Soit n € N fixé, supposons avoir construit ¢(k) pour tout k € [0, n].
Puisque 'ensemble N (ap41,b,11) est un sous-ensemble infini de N, l'en-
semble £ = {k € N(ay11,bn41) |k > ©(n)} n’est pas vide, on peut donc
par exemple poser ¢(n+1) = min(E). Alors d'une part, ¢(n+1) > ¢(n)
et d’autre part, puisque p(n+1) € N(an11, bpt1), Gpg1 < Upn1) < Dptr-
Ce qui prouve que la propriété est vraie au rang n + 1 et acheve la récur-
rence.

e On a alors pour tout n € N a, < gy < by, donc (uw(m)neN converge
vers ¢ d’apres le théoreme des gendarmes car, en reprenant la preuve
du théoreme des segments emboités, les suites (a,)nen €t (bn)nen sont
adjacentes et ont pour limite commune £.

X

Exercice 3.4.4.2 On peut également prouver ce résultat en construisant une suite ex-
traite monotone de (uy)nen. S0it (Un)nen une suite réelle. On considére I'ensemble :

A={neN/Vk=n, w >u,}

1. On suppose que A est infini. Montrer qu'il existe une suite extraite de (u,)nen qui
est croissante.

2. On suppose que A est fini. Montrer qu’il existe une suite extraite de (u,)nen qui
est décroissante.

3. En déduire une autre preuve du théoreme de Bolzano-Weierstrass.

A Attention : le théoréeme de Bolzano-Weierstrass ne dit absolument pas qu’une suite
réelle bornée converge! Il affirme qu’on peut extraire une suite qui converge !

Exercice 3.4.4.3 (Difficile) Soit (u,)neny une suite réelle bornée vérifiant : si (v,) et

(wy,) sont deux suites extraites de (u,) qui convergent, alors elles ont la méme limite.
Montrer que (uy)nen converge.
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3.5 Relations de comparaison

3.5.1 Suites dominées ou négligeables par rapport & une autre

Définition 3.5.1.1 Soient (u,)nen €t (vn)nen deux suites de nombres réels.

e On dit que la suite (vy)nen est dominée par la suite (u,)nen, et on note alors

(vn) = O(uy,), si :
IMeR,INeN ,Vn =2 N | |v,| < Mlu,|

e On dit que la suite (v,)nen est négligeable devant (uy,)nen, €t on note alors
Un, = 0(uy), si:

Ve>0,dNeN, Vn =N, |v,] <eluy|

Remarque : dans le cadre des suites, la notation (v,) = O(u,) signifie implicitement
que le paramétre n tend vers +o00, ce n'est pas comme pour les fonctions (voir le chapitre
6, paragraphe 8) ou il faut préciser au voisinage de quel point on fait la comparaison.

Proposition 3.5.1.2 Dans la pratique, on utilise le critére suivant : si u, # 0 pour
tout n = ng, alors :

v )
v, = O(uy,) <= <n> est bornée
Un ) oo

Up,
Up = O(Un) Aaad () converge vers 0
Un n=ng

Preuve :

C’est clair car si u,, # 0 pour tout entier n > ng, on peut diviser par
u, et on reconnait la définition de la convergence vers 0 (pour les o) ou

d’une suite bornée (pour les O). -

Exercice 3.5.1.3 Que peut-on dire des suites suivantes (en utilisant des O et/ou o) :
sin(n), n* 4+ 3n — 1, In(n), =22 ?

Exercice 3.5.1.4 Peut-on dire que sin(n) = O(2) ? Est-il vrai que W =0(1)?
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Corollaire 3.5.1.5 En particulier, on a :

v, = O0(1) <= (Vp)nen est bornée et v, =0(l) <= (vy)nen converge vers 0

3.5.2

Preuve :
‘ C’est évident.
X
Remarques :
e tout comme pour les fonctions, on notera abusivement u, = O(v,) (au lieu de

(uy) = O((vy))). C’est un abus car les relations o et O sont des relations entre
suites, pas entre nombres, mais ceci permet d’alléger les notations et de rendre
lutilisation efficace ;

quand on écrit v, = o(uy,) par exemple, c¢’est une égalité rigoureuse entre deux
sugtes. La notation o(u,) désigne une suite qui vérifie la propriété d’étre négligeable
devant u,. Ainsi, on peut écrire :

n 1 < 1 >
=1l——+o|—
1+n n n
on peut alors faire les calculs usuels, comme avec les développements limités. Par
exemple, u, =n+4+ o(1) et v, = n+ o(y/n), alors :
Up + vy =20+ 4+ 0(1) + o(y/n) = 2n + o(+/n)
UnUy = 0 +4n + o(n) + o(nv/n) + o(4n) + o(1) x o(n) = n? + o(n\/n)

On a utilisé ici qu’une suite (w,) qui est o(1) est aussi o(v/n) et que si (a,) = o(1)
et (bn) = o(n), alors (anb,) = o(n) ;

pour éuviter les erreurs, surtout au début, il vaut mieux écrire tous les termes quand
on développe un produit (par exemple) et simplifier seulement d la derniere étape,
juste avant de donner une réponse finale ;

(un) = 0(0) (ou bien (u,) = O(0)) si et seulement si la suite (u,) est identique-
ment nulle & partir d’un certain rang.

Suites équivalentes

Définition 3.5.2.1 Soient (u,)nen €t (vn)nen deux suites. On dit que (uy)nen et
(Un)nen sont équivalentes et on note (u, )~ (v,), ou encore (u,) ~v (v,), si ces suites

vérifient : (u, — vn) = o(v,).

n—+00
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Remarque H tOUjOUTS par abus, on note aussi Up ~ Up OU Up ~ Up.
n—+o00

Cette définition un peu formelle se traduit dans un cadre pratique de la fagon suivante :

Proposition 3.5.2.2 Soient (u,)nen et (Uy)nen deuz suites. On suppose que pour tout
entier n (ou a partir d’un certain rang), v, # 0. Alors :

. Up,
Up~oU, < lim <—> =

n—+00 Un

Preuve :

On suppose qu'il existe un entier ng tel que, pour tout n > ng, v, # 0.
La suite (“),5,, est donc bien définie.

n
Un

e Montrons I'implication u,~v, = lim <—n) =1.

n—-+00 Un,

U
On suppose que u, ~v,. Montrons que lim <—”> =1.

n—-+00 Un,
Soit & > 0. Par définition de 1’équivalence wu,,~vv,, il existe un entier N

tel que : Vn > N, |u, — v,| < €lv,]. Posons ny = max(ng, N). On a
alors :

L 1‘ <e

Uy

Vn>nl7

Ce qui prouve que la suite (¥*),,, converge vers 1.
n

U
e Montrons que lim <—n> =1= up~ov,.

n—-+0oo Un,
On suppose que la suite (Z—L) converge vers 1. Soit € > 0. Il existe un
entier N € N tel que :

Vn > max(N,ng) ,

u
nl‘és

Un

Or, pour n > ng, |v,| > 0 done : ¥Vn = max(N,ng) , |u, — v,| < glvy].
Ce qui prouve que U, ~vy,.

X

Exemple 3.5.2.3 Les exemples suivants sont usuels et découlent des limites usuelles. Si
(uy,) converge vers 0 :

In(1+up)~ou, 5 sin(uy)~vu, 5 expluy) — lavu,
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Proposition 3.5.2.4 La relation ~v est une relation d’équivalence sur l’ensemble des

suites, c’est-a-dire qu’elle est réflexive, symétrique et transitive.
De plus, si u,~ov, alors u, = O(v,) et v, = O(u,).

Preuve :

e La réflexivité est évidente.
e Montrons que ~v est symétrique.

Soient (tn)nen €t (vn)nen deux suites telles que u,~vv,. Montrons que
VU~ Up,.

Soient & > 0 et &' = = Alors &’ €]0,1] et u,~ov,, donc il existe un

entier ng tel que :
Yn = ng , |un - 'Un‘ < 5/|Un|

Soit n = ng. On a alors : |v,| — |u,| < |v, — u,| < €'|vy,|. Par suite,
|ttn|
1—¢’

On en déduit alors que : v, — u,| < €'fv,| <

RS
!

€
T2 €,|un\ < eluy.
Ce qui prouve que v, ~vu,.

o Transitivité
Soient (uy,), (v,) et (w,) trois suites telles que : u, ~vv, et v, ~vw,. Soit

e >0, on pose & = 1% > 0. On fixe des entiers n; et ny tels que :
Vn = ng, lw, — o] <Evn| et Y= ng, v, — un| < elug

Soit ny = max(ny,nz) et soit n = ng. On a alors :

Wy — Up| < Wy — Vn| + |[vn — wn| < ENvnl + elun| < elun| + €|ug]

c’est-a-dire
‘wn - un| < 25|U”|

Par COIISéqlleIlt7 Wy ~ Up, soit encore Uy ~v W, Par symétrie
n——+00 n—+00

X

Remarque : si on suppose que les termes des suites sont tous non nuls a partir d’un
certain rang, ces propriétés sont alors toutes évidentes car elles découlent des propriétés
algébriques des limites.

195



Mathématiques supérieures 1 3.5. Relations de comparaison

Proposition 3.5.2.5 Soient (un)nen €t (Un)nen deux suites (réelles) équivalentes.
Alors a partir d’un certain rang, w, et v, sont de méme signe strictement. En par-
ticulier, u, = 0 si et seulement si v, = 0.

Preuve :

En effet, soit ¢ = 1 > 0. Par définition de I’équivalence, il existe un entier
N tel que :

Vn = N, |u, — vs] < gluy]
Alors, pour tout entier n > N, v, — %|vn| <
e si v, >0, alors |v,| = v, et u, > %vn >0;
e siv, =0, alors u, =0;

e siv, <0, alors |v,]| = —v, et u, < Ju, < 0.

Proposition 3.5.2.6 On peut multiplier et diviser des équivalents (sauf diviser par Q)
mais on ne peut pas toujours les additionner :

Uy ~ U, UnGn ~ Uzb,  (aucune condition)
et -
uTL UTL - \ . .
a, r~ by o~ (si an # 0 4 partir d’un certain rang)
a”ﬂ n

A Attention : voici quelques contre-exemples de ce que I'on ne peut pas faire directe-
ment. u, =n+1 et v, = —n + 1 alors u,~n et v,~s —n mais u, + v,~2 et non pas

équivalent a 0.

Al Attention : on ne peut pas composer directement les équivalents. Il faut refaire le
travail étape par étape. Par exemple,

U, =n+1 et v,=n alors u,~v, mais par contre e“" nle’™

Exemple 3.5.2.7 Prenons un exemple simple pour voir les différentes rédaction correctes
ou incorrectes. On considere la suite (u,) = (Incos(+)) (définie pour n > 1). On veut
trouver un équivalent de (u,).
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e Rédaction 1

U, ~  cos()y—1 car In(z) ~ (z—1)
n—+00 z—1
~ =53 car  cos(u) —1 ~ —u?
n—-+o0 u—0
e Rédaction 2
U, ~ In(l—1in?) car  cos(2) ~ 1— gk
n—+oo n—-+4o00
~ o car In(l—z) ~ —x
n—+oo x—0
e Rédaction 3
u, = In(1-3%+o(%))

= (—g= o) +o(—g52+0(3))
= = tol) +o(z)

1

T on2
n—+00

On constate que les trois rédactions donnent le méme résultat. Cependant,
e les rédactions 1 et 3 sont parfaitement correctes;

e en revanche, la rédaction 2 est incorrecte et illogique. En effet, d'une part
on compose des équivalents : a,, ~vb, n’implique pas In(a, )~ In(b,) ! D’autre part,

le premier équivalent n’est pas logique car :

B | I 142
cos(— - — —
n e note m?) WY n

11 faut donc veiller a bien justifier et rédiger, sans utiliser de composition d’équivalents.

m2 ) 1 SUn
Exemple 3.5.2.8 Soient u, = nntl et v, = c 1. Alors, on a :
n+1 en

1 1 el 1 1 1 1
Up =N+ —+0(— et —l=exp|—+o —1l=—+4o|—
n n er n n n n

Remarque : on peut prouver, par exemple, les régles de manipulations des o et O sui-
vantes : O(o(uy)) = o(uy), st up~ovy, et (w,) = o(uy,), alors (wy,) = o(vy,).

Exercice 3.5.2.9 Déterminer la limite puis un équivalent de v/n2 +n + 1 —vn2 + bn + ¢
suivant les valeurs de b et c.
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3.5.3 Comparaison des suites de référence

Théoréme 3.5.3.1 (Comparaison logarithmique) Soient (u,,) et (v,) deuz suites
réelles a termes strictement positifs (6 partir d’un certain rang).

U v
(aNeN,vn>N, ad g"—“) — u, = O(uy)
/lI”VL /U"L

Preuve :

Un+1 Unp, . Unp, P
< — : la suite [ — | est dé-

Un41 Up Un

croissante (& partir d'un certain rang). Etant minorée par 0, elle est

convergente et donc bornée. Par suite, u, = O(v,).

En effet, pour tout n assez grand,

X

Remarque : la comparaison logarithmique pour les fonctions revient a comparer (In f)" et
(Ing)', c’est-a-dire fTI et % Pour les suites, ¢’est (unt1 — un) = (Auy,) qui « correspond »
a la « dérivée » de (uy). Le terme ™2 est donc égal % + 1. Et on retrouve donc dans

U

les hypothéses du théoréme que Au”" < % : c’est une des raisons pour lesquelles on parle
" n
de comparaison logarithmique.

Exercice 3.5.3.2 Proposer une autre démonstration qui fait intervenir (Inu,) et (Inwv,)
et donner une autre justification du nom “comparaison logarithmique”.

Proposition 3.5.3.3 On a les relations de comparaison suivantes :

1. Pour tout (a, B) € R? tel que a < 3, n® = o(n”).
2. Pour tout o € R, pour tout a > 1, n* = o(a™).
3. Pour tout (a,b) € R? tel que 0 < a < b, a® = o(b").
4. Pour tout a > 0 et tout 3 € R, (Inn)? = o(n®).
5. Pour tout a > 1 (et méme a > 0), a™ = o(n!).
6. nl=o(n").

Preuve :

Tout a déja été prouvé (par calcul direct ou croissances comparées) sauf
les propriétés 5 et 6.
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e Montrons (5). Soit la suite u de terme général u,, = %T pour tout entier
n. Il est clair que pour tout entier n € N, u,, > 0 et :

VneN, Dt 1@
T n+1
. a . . . .
Ona lim < n 1> = (. Par suite, il existe un entier N tel que, n > N
n—-+00 n

implique |45| < % Posons alors v,, = 2% de sorte que :

Up+1 1 Up+1

Vn>N, — << —

0o |

U n ’U’VL

Les suites (un)nen €t (Un)neny étant strictement positives, on a alors

d’apres le critére de comparaison logarithmique (u,) = O(v,) . Or,
lim v, = 0 donc d’apres le théoreme des gendarmes, lim wu, = 0,
n—+00 n—+00

c'est-a-dire (a™) = o(n!).

. ~ , !
e Pour (6), on applique la méme méthode : on pose u, = *+.. Vous pouvez
montrer que :
1
2

On conclut alors exactement de la méme facon que pour 5.

lim —— =
n—+00 Uy,

Up41 1 <
e

Remarques : ce qu’il faut retenir c¢’est [’échelle de « grandeurs »
(Inn)’ — n® — a" — n! — n"

Si les termes sont trop « grands » pour pouvoir les comparer, on calcule les logarithmes
(autant de fois que nécessaire) pour powvoir faire la comparaison.

Exercice 3.5.3.4 On considere les suites (u,,) et (v,,) définies par :
Vn € N* | u, = oUnm)¥™ oy v, = (\/71)(1“")2
Comparer (au sens de o) les suites (u,) et (v,).
3.5.4 Développement asymptotique d’une suite
On ne va pas faire de théorie générale ici. Un développement asymptotique d’'une suite est
analogue au développement asymptotique d'une fonction. Cela correspond par exemple a

utiliser les développements limités pour décrire, avec une précision donnée, le comporte-
ment d’une suite.
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Exemple 3.5.4.1 Soit u,, = v/n+ 1 — y/n pour tout entier n. On veut déterminer le
comportement de u,, a un 0(7712) pres. On a alors pour tout entier n :

U, = Jﬁ(ﬁ— 1)

- \/ﬁ(1+1—1+ ! +0(1)—1)

2n  8n?  16n3 n?

1 1 1 1
2/ snyn L i6n2ym (n2\/ﬁ)

o(;7)

1 1 n 1
= - ol —
2y/n 8ny/n n?

On dit qu’on a formé le développement asymptotique de la suite (u,)pen & 0(”%) pres.

Exemple 3.5.4.2 Montrons que pour tout n € N, I'équation 2° + nz = 1 admet une
unique solution réelle que I'on note x,, puis déterminons le développement asymptotique
de (x,) & 3 termes.

e Soit n € N. La fonction f, : # — 2° + nx est continue et strictement croissante sur
R. Elle réalise donc une bijection de R dans f,(R) = R. Par suite, 'équation f,(z) =1
admet une unique solution réelle. On note x,, cette unique solution.

e La question précédente permet donc de définir une suite (z,)nen. On va maintenant
former le développement asymptotique a 3 termes. En général, le « plus difficile » est
de trouver un équivalent. Une fois I’équivalent trouvé, les termes suivants sont souvent
beaucoup plus faciles & obtenir.

* Soit n € N*. f,(0) =0 < 1= fu(z,) <1+ 5 = fu(%). La fonction f, étant
strictement croissante sur R, on obtient :

1
VneN"  0<ux,<—
n

. 1 R P .
Or, lim — =0 donc d’apres le théoreme des gendarmes, lim z, = 0.
n—+oo nN n—-+o0o

A Attention : cette premiecre étape ne donne pas du tout le premier terme du
développement asymptotique! Ceci permet uniquement de dire que la suite tend
vers 0.

Pour tout entier n € N, nz,, = 1 —22. Or, on vient de montrer que lim x, = 0.

n—+00
On en déduit donc que :
1

lim nx, =1 Ccest-a-dire 1z, ~ —
n——+00 n—+oo
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Ce que I'on peut aussi écrire x,, = %+0(%) (et correspond donc au développement
asymptotique a 1 terme).

* Posons pour n € N* vy, =z, — % D’aprés ce qui précede, (y,) = 0(7%). On veut
maintenant trouver un équivalent de (y,). Or, pour n € N*,

1 > 1
7+yn +n 7+yn =1
n n

c’est-a-dire
1 > 1 5
nyn__<+yn> = - 5(1+nyn)
n n

Or, (y,) = o() donc lim ny, = 0 et par suite,

n—+00

. 5 1

lim (14+ny,)” =1 etdoncny, ~ — —

n—+00 n——+o0o n°

. 1 . . .
Ceci montre que y, ~ — — (le signe est parfaitement en accord avec le début
n—+oo n

de cette exemple : la suite (y,,) est strictement négative a partir d’un certain rang,
c’est-a-dire z,, < 7% a partir d’un certain rang) et donc z,, = % — n—le +o0 ("%) (on a

donc obtenu le développement asymptotique de (z,,) & deux termes).

*

Posons enfin pour n € N*, z, =y, + nie Par hypothese, (z,) = 0(,,%6) et pour tout
entiern > 1 :

soit encore,

1 1 ’
nz, = —— {(1 -—=+ nzn) — 1:|
n? n

I
\

5] =
7 N
—

\
:UI‘U_‘
+
=0
2
~—

\

—_
N—

. 5
Ce qui montre que z, ~v —5 et donc finalement :
n—+oo Tl

1 1 5 1
In:**f+ﬁ+0 ﬁ
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Exercice 3.5.4.3 On considere la fonction f définie sur Dy = R\ {§ +nm , n € Z} par
la relation :
Vo € Dy, f(z) =tan(z) —
1. Montrer que pour chaque entier n € N, la restriction de la fonction f a I'intervalle
I, =] = § + nm, § + nr[ réalise une bijection de /,, dans R.
2. En déduire que pour tout entier n € N, il existe un unique réel x,, € I, tel que
tan(x,) = p.
3. Déterminer un équivalent de x,,.

4. Déterminer le développement asymptotique de (x,,)nen & trois termes.

Exercice 3.5.4.4 On considére la suite (uy)nen définie par uy > 0 et la relation de
récurrence :
VYn € N |ty = In(1 + uy,)
1. Prouver que la suite (uy)nen converge vers 0.

2. Pour o € R, déterminer un équivalent de u$,, — u$ (en fonction de a et u,
uniquement).

3. En déduire qu’il existe une unique valeur de « (que vous déterminerez) telle que
la suite (ul,, —ul) converge vers une limite £ # 0.

4. En utilisant le théoréme de Césaro®, déterminer alors un équivalent de (u,,).

3.6 Suites a valeurs complexes

3.6.1 Définitions et convergence d’une suite complexe

Définition 3.6.1.1 Une suite a valeurs complexes est une application v : N — C, ou
de fagon équivalente, une famille de nombres complexes indexée par N.

Définition 3.6.1.2 Soit (2, )nen une suite complexe. On définit alors les suites :

(un) = Re(zn) = Re(2n) Jnen 5 (va) = Sm(zn) = (SM(2) )nen

et (Zn)neN = (En)neN

5. voir l'exercice a la fin de ce chapitre.
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On remarque alors qu'on peut étendre toutes les définitions ne faisant pas intervenir
la relation d’ordre de R aux cas des suites complexes.

Par exemple, il n’y a aucun sens a parler de suite complexe croissante ou majorée... En
revanche, la distance dans R est remplacée par le module dans C. On peut donc définir une
suite complexe bornée : une suite complexe (2, )nen €st bornée s'il existe un réel M > 0
tel que : Vn € N, |z,| < M.

Définition 3.6.1.3 On dit qu'une suite complexe (z,)nen converge vers £ € C si :
Ve>0,INeN Vn>= N, |z, — (| <e

Si une suite (z,)nen converge vers £ € C, alors £ est unique et est appelé la limite de la
suite.

Les propriétés suivantes restent valables pour les suites complexes :

1. Toute suite convergente est bornée.

2. Toute suite extraite d’une suite convergente est convergente et sa limite est la
méme que la suite de départ.

3. La somme et le produit de deux suites convergentes est convergente et on a les
meémes regles de calculs des limites.

4. Le quotient de deux suites convergentes dont le dénominateur converge vers un
complexe non nul, est une suite convergente et la limite est le quotient des limites.

5. Le théoreme de Bolzano-Weierstrass reste valable pour une suite complexe.
6. Les notions de suites équivalentes, dominées et négligeables, ainsi que leurs pro-
priétés restent valables.

En revanche, les propriétés suivantes n’ont aucun sens pour les suites complexes :

1. Une suite complexe monotone.
2. Une suite complexe majorée (ou minorée).

Le théoreme des gendarmes et le théoreme de la limite monotone.

- W

Le théoreme des suites adjacentes.

5. Les conclusions sur les signes.
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3.6.2 Lien avec les parties réelle et imaginaire

Théoreme 3.6.2.1 Une suite complexe (zp)nen converge vers { € C si et seulement
si Re(zy,) converge vers Re(l) et ISm(z,) converge vers Im(L).

Preuve :

Ceci découle des limites des fonctions a valeurs vectorielles (voir par
exemple les calculs de limites pour les courbes paramétrées) apres avoir
identifi¢ C au plan R2. Rappelons néanmoins 1'idée principale.

Si on note pour n € N, z, = z, + iy, avec (T,,y,) € R et £ = a + ib
avec (a,b) € R?, alors :

Vn € N, max(|z, —al, |y, — b|) < |z, — | < \/Emax(|xn —al, |y, — b))

On retrouve immédiatement que :

lim |z, —/( =0 < <

n—+00

lim |z, —a|=0et lm |y, —b = O)
n—-+oo n—-+oo
X

, 1+
Exercice 3.6.2.2 Etudier la suite (z,) définie par z,41 = %zn et 2y € C.

n+3n—1 .nl

Exercice 3.6.2.3 Etudier la suite (2,),en défini 0w = —.
xercice udier la suite (z,),en définie par z i d +znn

Exercice 3.6.2.4 Déterminer un équivalent de la suite (2,)nen définie par :

arctan(n) + ie™"

VneN, z, = -
n2+im+1
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3.7 Exercices

Exercice 3.7.1 Soit (,)nen une suite réelle telle que (x9,), (Tan41) et (x3,) convergent.
Montrer que (z,),en converge.

Exercice 3.7.2 Montrer que les suites (cos(n))nen et (sin(n)),en divergent.

Exercice 3.7.3 Soit (un)nen une suite a valeurs dans Z. Montrer que (uy,)nen converge
si et seulement si (u,)nen est stationnaire, ¢’est-a-dire que (u,),en est constante & partir
d'un certain rang.

Exercice 3.7.4 Soit (u,) une suite de réels strictement positifs. On suppose que la suite

u .. . (7
(“2£1) admet une limite et on note lim —=% = ¢ € [0, +-0c].
Un n—-+oo Up
1. Montrer que si £ < 1, alors lim w, = 0 puis montrer que si £ > 1, alors

n—+00
lim w, = +oo.
n—-+oo

2. Que peut-on dire si £ =17

Exercice 3.7.5 Soit (u,)en une suite de réels non majorée. Démontrer qu’il existe une
suite extraite de (u,),en tendant vers +oo.

Exercice 3.7.6 Soit (uy,)nen une suite réelle telle que :

m-+n

v ) € (N2 0 < uppan <
(m,n) € (N2, 0 < tpin < o

Montrer que (u,) converge vers 0.

Exercice 3.7.7 (Théoréme de Césaro) Soit (un),ecn une suite réelle. On suppose que
lim  wu, = ¢ € R. Montrer que :

n—+00

: RN
g 2=

Montrer que le résultat reste vrai pour une suite complexe qui converge vers ¢ € C.
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Exercice 3.7.8 Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? On justifiera les
réponses par une preuve ou un contre-exemple :
2

n

1. « Si (uy,) est une suite telle que (u2) converge, alors la suite (u,) converge ».

2. «Si (u,) est & termes positifs et (u2) converge, alors la suite (u,,) converge ».
3. «Si (uy) est une suite telle que (u?) et (u2) convergent, alors (u,) converge ».
4

. & Soient (a,) une suite bornée et (¢,,) une suite convergeant vers 0. Alors la suite
de terme général u,, = €,a, converge vers 0 ».

5. « Soient (a,) une suite bornée et (g,) une suite qui converge. Alors la suite de
terme général u,, = ,a, converge ».

6. « Soient (a,) une suite majorée et (e,) une suite non majorée. Alors la suite de
terme général u,, = €,a, n’est pas majorée ».

7. « Si (uy,) converge, alors (u,.1 — u,) converge vers 0 ».

8. « Si (upy1 — up) converge vers 0, alors (u,) converge ».

9. « Siu, ~ v, alors (u, — v,) converge vers 0 ».
10. « Si (u, — v,) converge vers 0, alors u,, ~ v, ».
11. « Si (uy) et (v,) convergent et si u, < w, < v, alors(w,) converge ».

12. « Si (u,) est une suite de réels strictement positifs qui converge vers 0, alors (u,)
est décroissante a partir d’un certain rang ».

Exercice 3.7.9 Montrer que pour tout entier n, (3++/5)" 4 (3 —+/5)" € 2Z. En déduire
que la suite (sin ((3+ v/5)"7)) converge.

Exercice 3.7.10 Etudier la convergence de la suite (u,)nen définie par ug = ug = 1 et
1
pour tout entier n, Up4o = —Upt1 — Zu"'

Exercice 3.7.11 Etudier la suite définie par ug = 1, u; = 2 et pour tout entier n € N,

Up+2 = /UpUni1-

Exercice 3.7.12 Etudier la convergence, suivant les valeurs de ug et de k € C, de la suite
(un)nEN vérifiant Vn € N y Upyl — Uy = kn.

Exercice 3.7.13 On considére la suite (uy)nen définie par ug = % et pour tout entier n,
.2
Upy1 = Uy, — 2up + 2.

1. Démontrer par récurrence que pour tout entier n, 1 < u, < 2. On pourra étudier
les variations de f : x v+ 22 — 22 + 2.
2. Etudier les variations de (Un)nen. Que peut-on en déduire ?

3. Déterminer la limite de (uy,)nen-
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Exercice 3.7.14 E’)tudielr7 suivant les valeurs du réel a, la suite (u,) définie par vy = a

3
tVn e N, upq =u2 + —.
et vn , Upt1 u7"+16

Exercice 3.7.15 Soit a > 0. On considere la suite (uy,)nen définie par ug > 0 et la relation

1 a
de récurrence : Vn € N | u, 1 = 3 (un + >
Uy,

1. Etudier la convergence de la suite (uy)nen. Préciser sa limite si elle converge.

u, —\/a

Un +a

(a) Exprimer, pour n € N, v,,41 en fonction de v,,.

(b) En déduire que si ug > /a, alors pour tout entier n, |u, — v/a| < 2ugvd”.

(c) Application : déterminer une fraction rationnelle approchant v/2 & 10~ pres.

2. On pose pour tout entier n, v, =

. . o up, + 2u?
Exercice 3.7.16 Soit (u,)nen définie par ug =1 et Vn € N | 1y = —— 2.
1+ 3u,
1. Démontrer que Vn € N | u, > 0.
2. Montrer que (uy,),en converge et déterminer sa limite /.
3. On veut maintenant déterminer un équivalent de u,, — ¢.
1
(a) Montrer que 1o = 1 — 3uy, + o(uy,) puis que , 11 = u, — u2 + o(u2).
n
(b) On fixe v € R*. Montrer que : uf,; —u? ~ —oud™.

n—-+0o00
(¢) Quelle valeur de « faut-il choisir pour obtenir un équivalent simple 7 Justifier
la réponse.

1

(d) On suppose par la suite que a = —1. Montrer que u,, ~ —.
n—+oo Tl

Indication : on pourra utiliser sans démonstration le théoréme de Césaro (voir
exercice 3.7.7) et reconnaitre une série télescopique.

u
Exercice 3.7.17 On considere la suite définie par ug =1 et Vn € N | u, 1 = 27:_1
un

1. Montrer que (uy)nen converge et déterminer sa limite.
2. Montrer que la suite (uffH — u,;?) converge vers 2.
3. En utilisant le théoreme de Césaro (exercice 3.7.7), déterminer un équivalent de

(un)neN-
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Exercice 3.7.18 On considere la suite (z,),ey définie par zq > 0 et pour tout entier n,

Tp+1l = Tp + R
Ty,

1. Montrer que la suite (x,)nen est bien définie.
2. BEtudier la suite (Zn)nen et montrer que (x,)nen admet une limite que vous déter-
minerez.

3. Montrer qu’il existe o € R que vous déterminerez tel que x| — 25 ~ 3.
n—-+oo

4. En déduire un équivalent de x,,.

1
Exercice 3.7.19 On pose pour n € N, u,, = / (1 —1t)"e" dt.
0

1. Calculer ug, uy et us.

2. BEtudier les variations de la suite (tn)nen et prouver que (uy)nen converge.

e
3. Montrer que pour tout entier n, 0 < u, < P En déduire la limite de la suite
n

(un)neN-

4. Etablir que pour tout n € N, 1 = (n+ Du, — L.

5. A l'aide d’un tableur ou de Matlab, calculer les 15 premiers termes de la suite
(tn)nen en utilisant ug = e — 1 et la relation de récurrence. Que constate-t-on ?
Comment expliquer cela ?

6. On consideére & présent 'ensemble S des suites réelles (v, )nen vérifiant la relation

de récurrence :
VneN, v =mn+1)v, —1

(a) S est-il un groupe pour la loi +7 Est-il un sous-anneau de l'ensemble des
suites 7 Est-il un sous-espace vectoriel des suites ?

(b) Soit (vn)nen € S. Montrer que : ¥n € N | vy01 — tps1 = (04 1)(v, — up).

(¢) En déduire I'expression de v, en fonction de n, u, et vo.

(d) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite (v,)neny € S
converge.

Exercice 3.7.20 On considere les suites (uy,)nen €t (v,)nen définies par ug = 1, vg = 1
et la relation de récurrence :

VneN . { Upyr = Ouy, + 5v,
Un+1 = _3un - 2/071

Démontrer que (u,)nen €t (Un)neny vérifient une relation de récurrence linéaire d’ordre
deux, a coefficients constants et en déduire les expressions de u,, et v, en fonction de n
uniquement.
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n _1 k
Exercice 3.7.21 On pose pour tout entier non nul n, S, = Z %
k=1
1. Montrer que les suites (S2,) et (Sa,41) sont adjacentes. La suite (S, )nen est-elle
convergente 7
2. Soient z € [0,1] et n € N*.
1 n e+l
(a) Montrer que Vt € [0, z], 107 = (—1)kek 4 (—1)"+11—+t.
k=0
(b) En dédui €[0,1], In(1+2) Z (=1 R (1)t /T e dt
n déduire que pour x ) In(142) = x — f
auep ’ 2y 1 ) 11t
et conclure que In2 = lim z": (-1)"
n—+00 pt k+1°
(¢) Que peut-on en déduire pour (S, )nen ?
~ (1)

Exercice 3.7.22 Soit (S,) définie par pour tout entier n > 1, S,

1. Démontrer que les suites (S2,) et (Sa,+1) sont adjacentes.

2. En déduire que (S,,) converge et déterminer une valeur approchée par défaut a
1072 pres.

Exercice 3.7.23 On considere les suites définies par :

2 1 1 Uy + Upy
u=1 vp=2 e VneN, =—4+— et vy = *
Unp+1 Up Up, 2

1. Montrer que les suites (u,)nen €t (vn)nen sont des suites de rationnels.

2. Montrer que les deux suites convergent vers la méme limite et déterminer la valeur
de la limite.

Exercice 3.7.24 On considére les suites (un)nen €t (Un)nen définies par :

u? v2
et vy =

O<ug<wvy et VnéeN u, 1= n
Uy, + Uy Up, + Uy,

Montrer que les deux suites sont bien définies et étudier la convergence de ces deux suites.

Exercice 3.7.25 Soient 0 < a < b et les suites (u,) et (v,) définies par : ug = a, vo = b
et pour tout entier n,
uTL Jr v’ﬂ

Unt1 = — et Upy1 = Unt1Un

Montrer que les suites (u,) et (v,) convergent vers une méme limite que 'on exprimera &
l'aide du réel o €]0, [ défini par la relation bcos o = a.
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Exercice 3.7.26 A l'aide d’une comparaison avec une intégrale, démontrer que la suite
n

1
définie pour n > 2 par : S, = Z —
— kVink

diverge vers +o0o et déterminer un équivalent

de S,,.

Exercice 3.7.27 Déterminer la nature de la série Z E(Inn), puis déterminer un équi-
valent des sommes partielles.

Exercice 3.7.28 On considere la suite (S,,) définie pour tout entier non nul n par :

1. Etudier la nature de la suite (S,).
2. A Tl'aide d’une comparaison avec une intégrale, donner un équivalent de S,,.

3. On pose pour n € N*, u,, = S,, — Inn.

(a) Etudier les variations de (uy,).

(b) Montrer que la suite (u,) converge et que sa limite 7 est un réel de U'intervalle
[0, 1].

4. De fagon analogue, on définit la suite v, = S,_1 — Inn pour n > 2 et v; = 0.

(a) Par un raisonnement analogue, prouver que (v,) converge.

(b) En déduire que une valeur approchée de y & 107" prés.

5. Quel développement asymptotique les résultats précédents permettent-ils de mettre
en évidence ?

Exercice 3.7.29 Soit (u,) une suite a termes positifs telle que : Vn = 1, u, + ug, = o
n

1. Montrer que (u,) converge vers 0.

2. Soit n = 1. On pose pour tout entier k, vy = Ugk,, + Ugk+1,,.

(a) Exprimer, pour k € N, v, en fonction de n et k uniquement.

(b) Pour tout N € N, exprimer u,, — ug2n+2, en fonction des vy pour k € N.

1
(¢) En déduire que Vn € N* |, = —.
n
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Exercice 3.7.30 Utiliser des équivalents simples pour calculer les limites suivantes :

: T\" : n—1\" . n \" , n?+3n+1\"
lim (1 + f) ;0 lim ; lim ;o lim [ ————
n——+o0o n n——+00 n -+ 1 n——+oo n—ax n——+oo n2 —2n -+ 1

ou pour la premiere suite, on suppose que x € R.

Exercice 3.7.31 Déterminer un équivalent simple pour chacune des suites suivantes :

1 1 1
Uy, =vVn+1l—+vn—-1; v, = ;wn—nsin(\/,) ;xn:n%—l
n

n—2_n+1
T 1 = 1\\"
=1 1) —1 : - T4z . _ T 1
Yo =In(n+1) —1In(n) ; =z, tan<4+n> © o Se <tan(4+n))

Exercice 3.7.32 Déterminer les limites éventuelles des suites suivantes :

Loug=vnltntlovnZ—ntletv,=vVntvnZ+tl—vn+vVn2—1
n—vn?+1 _E((n—i—%)ﬂ

2 Wy = ————— et a, = ——— 2~
o1 " T B (- Lp)

3. b, = nlnln et ¢, = (111 n)711

4. d, = n " et en = (sin(l))ﬁ

n

1 n
5 fn=— E E(kz) on x € R et E désigne la partie entiére.
n
k=1

n n
Exercice 3.7.33 Montrer que Z k! < n x n!et en déduire que Z k! ~ nl.
k=1 k=1

Exercice 3.7.34 Soient (u,)neny €t (vpn)neny deux suites réelles qui convergent vers 0.
Montrer que (e"» —e’") ~v (u, —v,). Le résultat est-il encore vrai si les deux suites sont

n—-+o0o
complexes et tendent vers 07
Exercice 3.7.35 Soient (a,)nen € CV, (Bn)nen € CY et (up)nen € RY.

1. On suppose que a,, ~ [, et que pour tout n € N, Re(w,) # 0 et Re(5,) # 0.

n—+00
A-t-on Re(a,) ~ Re(B,)?
n—-+00
2. On suppose que U, 1 ~v Uy. A-t-on ug, ~v Uy, 7
n—-+oo n—+o0o

3. Soit £ un réel. On suppose que u, ~ . A-t-onu! ~ ("7
n—+oo n—+00
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Exercice 3.7.36 Pour n € N*, on considere la fonction P, : & — a™ 42" '+ 42 —1.
1. Montrer que le polynéme P, admet une unique racine positive. On la note z,,.
2. Montrer que pour tout n € N*, P, (2,,+1) < 0. En déduire les variations de (z;,)nen-
3. Montrer que (z,)nen converge et déterminer sa limite /.
4

. Déterminer un équivalent de x,, — . On pourra poser y, = x, — { et commencer
J— TV
par montrer que y, = O(xF).

Exercice 3.7.37

1. Montrer que pour tout entier n € N, I'équation x + 31Inx = n admet une unique
solution. On note x,, cette solution.

2. Déterminer la limite de la suite ().
3. Déterminer un équivalent simple de (z,,).

4. Montrer qu’il existe a, b, ¢ trois réels non nuls (que vous déterminerez) tels que :

Inn Inn
T, =an+blnn+c— 4o —
n n
Exercice 3.7.38

1. Montrer que pour tout entier n € N*, le polynome P, = X™ + X — 1 admet une
unique racine dans ]0, 1[.

2. On note pour n € N*, z,, 'unique racine de P, dans ]0, 1].

(a) Montrer que (x,,) converge et déterminer sa limite £.

(b) On cherche & déterminer un équivalent de x,, — ¢. On pose z,, = £ — y,,.
Iny,

(i) Montrer que : —

~~ N.
Yn n—+oco

(ii) Prouver alors que Iny, ~ —Inn et en déduire un équivalent de y,,.
n—r—+00

Exercice 3.7.39 Soit z = x + iy, avec (z,y) € R?. Démontrer que lim (l + E) = e
n

n—+00

Exercice 3.7.40 Soit (2,)nen définie par 2o € Cet Vn € N | 2,41 = %(zn—i- |zn|). La suite
(zn)nen est-elle convergente ? Si oui, déterminer sa limite.

Exercice 3.7.41 (Difficile) Soit © = (u,)nen une suite réelle. On dit que £ € R est
valeur d’adhérence de la suite u s’il existe une suite extraite de (u,)neny de limite £.

1. On suppose u bornée. L’ensemble de ses valeurs d’adhérence peut-il étre vide ?

2. On suppose que u est bornée et que la suite (w11 — Up)nen converge vers 0.
Montrer que 'ensemble des valeurs d’adhérence de u est un segment.

3. Donner un exemple de suite réelle dont ’ensemble des valeurs d’adhérence est R.
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Exercice 3.7.42 On note S 'ensemble des suites réelles vérifiant la relation de récur-
rence :
Yo =1, uper = (4n+ 2)u, + Uy

Partie 1 : structure de S

1. Montrer que (S,+) est un groupe abélien et que S est stable par multiplication
externe. Autrement dit, montrer que (S,+,-) est un R-espace-vectoriel.

S — R?

2. Montrer que application ¢ : (un) — (uo,u
n 0, U1

sur (R?, +).

3. Montrer de plus que ¢ préserve la multiplication externe.

) est un isomorphisme de (S, +)

Partie 2 : étude de la convergence

1. Soit (u,) € S. On suppose que (uy,)neny converge. Que peut-on dire de sa limite ?
2. Soient (an)nen € S et (by)nen € S vérifiant : ag = by = 1 et a3 = by = 0.
(a) Démontrer que (b,) est croissante et que Vn > 1, b, > 6"~!. Que peut-on en
déduire ?

(b) On définit la suite (w,) par w, = a,b,11 — Gni1b,. Montrer que (w,) est
géométrique et en déduire I'expression de w, en fonction de n uniquement.

s . o a
(c) On considere enfin la suite (¢,) définie pour tout n > 1 par t,, = b—n
n

(i) Montrer que les suites (ta,) et (fto,41) convergent vers la méme limite £ que
I’on ne cherchera pas a calculer.

(ii) Que peut-on en déduire sur la suite (¢,)?

3. On veut a présent déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur
up et uy pour qu'une suite (u,) de S converge.

(a) On suppose que (u,) € S converge.

(i) Montrer que ¥n € N | u,, = upan + u1b,.
(ii) En déduire que upl + u; = 0.

(b) Réciproquement, on suppose que ugl + u; = 0.

a 1
(i) Montrer que pour tout entier n > 1, ’6 - L .
bn bnb7x+1

(ii) En déduire que (a,, — ¢b,) converge et déterminer sa limite.

(iii) Conclure.
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Exercice 3.7.43 Pour un calcul célebre, Archimede considéra les relations de récurrence

suivantes :
1+¢ A
Cnt1 = 5 S et Ay = —

Cn+t1
1. Rappeler brievement qui était Archimede, I’époque a laquelle il a vécu ainsi que
les principaux résultats qu’il a découvert en sciences.

2. Montrer que pour ¢; = 0 et A\; = 2, ces relations définissent deux suites (¢, )n>1 et
(An)ns1 et qu’il existe deux autres suites (6y,)n>1 €t (an)ns1 telles que :

VneN* 6, ¢ {O; g} , an >0, cp=cos(0,) , Ay = aysin(6,)

3. Etude de la suite (A,)ns1

(a) Montrer que la suite (A,) converge vers 7.

$3

n utilisant que pour tout x > 0, |sinx — x| < —, montrer que pour tou
b) En utilisant tout z > 0, |si < t tout
3
b
nx=1, |\ —7| < X
(c) Déterminer un entier n; tel que |A,, — 7| < 107°.
. . AN — A
4. On définit une nouvelle suite (N,),>1 par X, = %

(a) Etablir que (X,) converge aussi vers .
1
(b) Montrer que A, —m = o yr et en déduire que X, — 7 = o(\, — 7). On pourra

utiliser le développement limité a l'ordre 3 en 0 de la fonction sinus.

(¢) Comment peut-on interpréter concréetement par une phrase le résultat de la
question précédente.

(d) En utilisant le développement limité & l'ordre 5 en 0 de sinus, déterminer un
équivalent de N, — 7.

5. Pour o € R, on définit une nouvelle suite (A7) par A, = aX), + (1 — o)\, ;.

(a) Montrer qu’il existe un unique « € R tel que X! — 7w =o (4%)

b) Pour cette valeur de «, exprimer A’ en fonction de \,, A\p,i1 et Ayao.
n
(¢) On admet que pour tout entier n > 1, il existe z,, €]0,6,] tel que :
= ™ 1 1 7 1
n—ﬂ'-g)(@"’an-wXECOS(In)
1777 y 1
576 x 7!~ 430
(d) Déterminer un entier ny tel que I'on ait [N/ — 7| < 1075.

Montrer alors que pour tout n > 1, |\ — 7| <

6. Quel commentaire peut-on faire ?
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Chapitre 4

Espaces vectoriels et applications
linéaires

Prérequis : dans tout ce chapitre, les notions suivantes sont supposées connues :
e le cours de logique (en particulier, implications et équivalences) ;

e notion d’ensemble et opérations usuelles sur les ensembles (intersection, union
et produit cartésien);

e image directe et image réciproque d’une partie par une application ;
e structures usuelles : groupes, anneaux et corps;
e morphisme de groupes;

e injection, surjection, bijection et leurs propriétés.
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4.1 Espaces vectoriels

Dans tout ce chapitre, la lettre K désigne un corps commutatif. Dans la pratique K = R
ou K=_C.

4.1.1 Définition et exemples usuels

Définition 4.1.1.1 Soient F un ensemble et K un corps commutatif (ici K = R ou
K = C). On dit que E est un espace vectoriel sur K (ou bien un K-espace vectoriel)
lorsque E est muni :

e d’'une loi de composition interne, notée +, telle que (F,+) soit un groupe
abélien ;

e d’'une loi de composition externe K x E — FE, , notée -, vérifiant les propriétés
suivantes :
Pl VO,p) eR2 VueE, A+pu)-u=\-u+p-u
P2 VAeK ,V(u,v) € B2 A (u+v)=A-u+ v
P3 V) €K, VueE, (Axp) - u=A(u-u)
P4 YueFE ,lxg-u=u

Les éléments de E sont appelés les vecteurs et les éléments de K les scalaires.

Exemple 4.1.1.2 L’ensemble des vecteurs du plan (ou de I'espace) est un R-espace vec-
toriel : c¢’est d’ailleurs ce qu’on a pris comme modele pour définir la notion d’espace

vectoriel.

Remarque : ainsi, normalement, on doit préciser que (E,+,-) est un K-espace vectoriel
(c’est-a-dire préciser les lois de compositions interne et externe). Dans la pratique, comme
pour les groupes ou les anneaux, on dira simplement « soit E un K-espace vectoriel ».

Proposition 4.1.1.3 Soit n € N*. On munit [’ensemble K" de deuz opérations : on
pose pour A € K et u,v € K" avec v = (uy, -+ ,uy,) et v = (vy, -+ ,0,),

Utv=(ur+v, Ut o) et Au= A XU, A X u)

Alors (K", 4+, ) est un K-espace vectoriel.
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Preuve :

e On a déja montré que (K", +) est un groupe commutatif (voir la pro-
position 1.1.2.5).

e [opération - est une application bien définie de K x K™ dans K”.

* Montrons P1.
Soient u = (ug)1<ren € K® et (A, 1) € K2 On a alors :

A+p)-u=(AN+p) Xuy,- -, (A+p) X u,) (par définition de -)
= (AXup+pxXug, - AX Uy X vy)

car X est distributive par rapport a I’addition dans K. Alors, par
définition de + dans K",

()\+,u)~u:()\><u1,~--.,/\xu")Jr(uxul,---,,uxun)
=Au+p-u

* Montrons P2.
Soient u = (uy, -+ ,uy,) et v = (v1,- - ,v,) deux éléments de K"
et A € K. Alors :

A (u+w) A (ug g, U, + o)

(A X (ug+v1), ;A X (U +vy))

= AXur+AX01, -, AX U, +AXv,)
AXug, o s AXu) + (A X0, ;A X 0y)

= Au+Av

+* Montrons P3.
Soient u = (uq,- -+ ,u,) EK"et A, p € K. On a:

Ar(peu) = A (X ug, w0 X up)

(/\X(tuxul)f"v)‘x(:u'xun))

= (A xp) Xug, -, (AXp) Xu,) (X est
associative sur K)

= (Axp)-(ug,---,up)
= (AXpu)u

* Montrons P4.
Puisque 1k est neutre pour la multiplication dans K, il est clair
que pour tout u = (u1, - ,u,) € K" :

I -u=(1g X up, - 1g X ) = (ug, -+ ,u,) =u

Ce qui prouve que (K™, +,-) est bien un K-espace vectoriel.
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Remarques :

o en particulier, K est un K-espace vectoriel (correspond an=1);

o C est donc un C-espace vectoriel mais est aussi un R-espace vectoriel! Ces deux
espaces vectoriels ne sont pas les mémes. Il est donc important de bien préciser
s’il s’agit d’un R-espace vectoriel ou bien d’un C-espace vectoriel.

En fait, on a un résultat un peu plus général : c’est 'objet de la proposition suivante.

Proposition 4.1.1.4 Soit X un ensemble quelconque et F' un K-espace vectoriel. Alors
Uensemble F (X, F) est un K-espace vectoriel pour les opérations suivantes définies pour
tout f,ge F(X,F) et AeK :

f+9g: X — F

LA eX
v — fl@)+g@) © x

— F
— A

f()

A Attention : notez bien qu’il y a deux opérations + et - : celles qu'on définit sur ’en-
semble F(X, F) et celles de F qui sont données. On les note de la méme fagon pour ne pas
alourdir les notations mais en toute rigueur, on devrait écrire : (F, +,-) et (F(X, F), ®,®).
Avec ces notations, on a pour tout € X, (f@g)(x) = f(z)+g(z) et (A f)(z) = A f(2).
Par la suite, on ne fera jamais cette distinction et on notera seulement + et - mais faites
bien attention a ne pas les confondre.

Preuve :
La démonstration est identique a la précédente. Voici les étapes essen-
tielles de la démonstration :

e Pour montrer que (F(X, F),+) est un groupe :

* c’est toujours un ensemble non vide puisque F' est non vide;

* + est associative et commutative car I'addition dans F' est
associative et commutative ;

* 'application nulle (c’est-a-dire constante égale a 0) est clai-
rement neutre pour +;

x st f € F(X,F), alors Papplication g € F(X, F') définie par :
Ve e X | g(z) = —f(x) est Popposé de f pour la loi +.

e Les propriétés P1, P2, P3 et P4 pour F(X, F') sont des consé-
quences directes de ces mémes propriétés pour (F,+,-).

Les détails de la preuve sont laissés en exercice.
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Corollaire 4.1.1.5 Soit I un intervalle réel (ou une partie quelconque de R ou C).
Les ensembles RN, R® et F(I,R) sont des R-espaces vectoriels. CN, C* et F(I,C) sont
des C-espaces vectoriels.

Remarque : il est important de bien connaitre les espaces vectoriels de référence. On
verra un peu plus loin que comme pour les groupes ou les anneauz, pour montrer que E
est un espace vectoriel, on montrera trés souvent que c’est un sous-espace vectoriel d’un
espace vectoriel de référence.

A Attention : on a vu dans le chapitre sur les groupes et anneaux que (Z",+, x) (avec
I'addition et la multiplication terme a terme) est un anneau. En revanche, Z™ n’est pas un
R-espace vectoriel | Z™ n’est pas non plus un Z-espace vectoriel car Z n’est pas un corps
et donc la notion de Z-espace vectoriel n’est pas définie.

Exercice 4.1.1.6 On munit Z de 'addition usuelle. Montrer qu’il n’existe pas de loi de
composition externe - de R x Z dans Z telle que (Z, +, -) soit un R-espace vectoriel.

4.1.2 Regles de calcul dans un espace vectoriel

Essentiellement, on retrouve presque toutes les mémes regles de calcul que dans un anneau.

Proposition 4.1.2.1 Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel. Alors :

(i) « La loi - est distributive par rapport auz lois + ». De fagon plus formelle, on
a pour tout (n,p) € N2, (A, Ao, -+, \,) € KPTL et (u,ug, -+ ,u,) € E™T

n n P »
A (Zm) = Z(/\uz) et (Z )\k> cu = Z()\k - u)
i=0 =0 k=0 k=0
(ii) Vu e E , Og - u = 0p
(1ii) VA e K, X-0g =0p
() VA u) e KX E , AN u=0 < A=0k ouu=0g
W) YueE, —u=(-1)-u

(vi) « Distributivité de - par rapport ¢ — » :

Y\ ) €K? Y(u,v) € B>, A—p)u=Nu—p-u et \-(u—v)=\u—X-v
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Preuve :

e (i) est une conséquence directe de la définition d'un espace vectoriel
et se prouve rigoureusement par récurrence sur n (respectivement p).
Exercice : rédiger cette récurrence.

e Montrons (ii).

On copie la preuve dans le cas des anneaux :
OK'UZ(OK+0K)'UIOK'U+OK'U

Dans le groupe (E,+) tout élément admet un opposé : par conséquent,

OK U= OE

e La démonstration de (ii7) est identique a la précédente en calculant

e Montrons (iv).
On peut remarquer que <= vient d’étre démontrée (il s’agit de (i) et
(111)). Réciproquement, on constate que :

()\‘u:OE:>/\:OK ou u:OE> = <>\~u:OEet>\7EO]K:>u:OE>

Soient A un scalaire non nul et v un vecteur de F tels que A - u = 0g. K
est un corps et A # Og donc A admet un inverse pour la loi x dans K. 11
vient alors :

Op=A"0g=X2"N-uw)=\"x)\N u=1lg-u=u
e Montrons (v). Soit u € E. Alors :
u+(*1K)U:1KU+(*lK)u:(lﬂg%»(*lﬂ())u:OKu:OE

Or, + est commutative (dans E) donc (—1g)-u+u = u+(—1g)-u = Op,
ce qui prouve que —u = (—1g) - u.

e La propriété (vi) est une conséquence directe de (v) et des propriétés
P1, P2 et P3. La preuve rigoureuse est laissée en exercice. X

A Attention : notez la différence fondamentale dans les régles entre espaces vectoriels
et anneaux :

dans un espace vectoriel, Au=0 <= A=0 ou u=0

dans un anneau, axb=0 =% a=0 ou b=0

Remarque : quels sont les anneauxr A pour lesquels a X b =0=a =0 ou b =0 est
vraie pour tout (a,b) € A% ?
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Définition 4.1.2.2 Soient n € N*, E un K-espace vectoriel et (uq,--- ,u,) € E™. On

appelle combinaison linéaire des vecteurs uq, - -+ , u, tout vecteur v € F s’écrivant sous
la forme :
n
v = Z )\k Uk
k=1
ol A, -+, A, sont des scalaires, ¢’est-a-dire pour tout k € [1,n], \x € K.

-

Exemple 4.1.2.3 Dans 'espace habituel muni de sa base (4, j, k), un vecteur ¥ est com-
binaison linéaire de i et j s’il s’écrit sous la forme :

=X+ pj avec (A, u) € R?

On peut alors remarquer que I’ensemble de toutes les combinaisons linéaires de iet fcst
le plan de base (7,7). C’est ce qu'on appelle le sous-espace vectoriel engendré par i et j.
On reverra cela un peu plus loin.

Exemple 4.1.2.4 Soit £ = F(R,R). On a vu que c’est un R-espace vectoriel. Pour
n € N donné, si on pose pour k € [0,n], fi : © — aF, alors fy € E et une fonction f est
combinaison linéaire des vecteurs (fi)ocr<n Si et seulement si elle s’écrit sous la forme :

<

f= Z Mefr avec (Ag)ocken € R™™ soit encore Vo € R, f(x) = Z Apz®
k=0 k=0

Cest-a-~dire que f est combinaison linéaire des vecteurs (fi)o<k<n S1 et seulement si f est
une fonction polynomiale de degré au plus n.

Exemple 4.1.2.5 On considére E = RY (qui est bien un R-espace vectoriel) et on note

S={(u,) € E/Y¥n €N, tupio— Supys + 10u, = 0}. Soit (u)neny € RY. Alors on a vu
que (Un)nen € S si et seulement si (uy,)nen est combinaison linéaire de (2")nen €t (5" )nen-

4.1.3 Sous-espaces vectoriels

Définition 4.1.3.1 Soient £ un K-espace vectoriel et F' C E. On dit que F est un
sous-K-espace vectoriel de E (ou simplement sous-espace vectoriel de F) si :

(1) Op € I
(ii) F est stable par +, c’est-a-dire : V(u,v) € F? ,u+v € F;

(iii) F est stable par -, c’est-a-dire : VA€ K ,Yu € F , A-u € F.
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Remarques :

-

o les propriétés (i1) et (iii) sont équivalentes a :
(i) bis: Y\ p) €K, V(u,v) € F> , N-u+tp-veF

ou encore au fait que F est stable par combinaisons linéaires. En effet, si (i) bis
est vérifiée, alors en choisissant N = p = 1k, on obtient (ii). Puis en choisissant
=0, on obtient (iii). Réciproquement, si (ii) et (iii) sont vérifiées, alors pour
(u,v) € F2 et (A\p) € K: onaX-u € F et p-v € F dapres (iii), et done
Au+p-veF daprés (ii).

e par abus (mais c’est une notation utilisée par tous), on notera E est un K-ev
(pour dire que E est un K-espace vectoriel) et F' est un sev de E, au lieu de F
est un sous-espace vectoriel de E.

Proposition 4.1.3.2 Soient E un K-espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de
E. Alors (F,+,-) est un K-espace vectoriel.

Preuve :
e Tout d’abord, montrons que (F,+) est un sous-groupe de (F,+).
x par définition F C E et d’apres (i), Og € F';
x d’apres (i1), F est stable par +;
* montrons que F est stable par opposé. Soit u € F, alors d’apres
(791), (—1) - u € F. Mais dans F, qui est un espace vectoriel,
(=1)-u = —u : par suite, —u € F.
Ce qui montre que (F,+) est un sous-groupe de (F,+) donc est bien un
groupe.
e La loi - est bien une loi de composition externe : K x F' — F d’apres
(id).
e Les propriétés P1, P2, P3 et P4 étant vraies sur E, elles le sont a
fortiori sur F. 5

Pour montrer que F' est un espace vectoriel, on montre souvent
que c’est un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel £ connu.
Pour cela, on utilise généralement la caractérisation suivante :

» Méthode : I

(i): OpeF
(i) : YO\ p) € K2 V(u,v) € F2  Nu+p-veF
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Exemple 4.1.3.3 Si [ est un intervalle non vide de R, I'ensemble C°(/, C) des fonctions
continues sur I a valeurs complexes est un C-espace vectoriel, ¢’est un sous-espace vectoriel
de F(I,C). En effet,

e la fonction nulle est continue sur I donc Ox; ¢y € C(1,C);

e sif,g€CoI,C)et A\ u€C,alors Af + g est aussi continue sur I (puisque f et
g le sont), c’est-a-dire A f + ug € C°(I,C).

Exemple 4.1.3.4 L’ensemble des suites convergentes est un sous-espace vectoriel des
suites bornées, lui-méme étant un sous-espace vectoriel de RY. En effet,
e B(N,R) C RV;
e la suite nulle est bornée donc Ogn € B(N,R);
e on a prouvé dans le chapitre précédent, que si u,v sont des suites bornées et
A € Ralors u + v et A-u sont bornées, c’est-a-dire que B(N,R) est stable par
combinaisons linéaires.
Ce qui prouve que B(N, R) est bien un sous-espace vectoriel de RY.

De la méme fagon, en notant S I'ensemble des suites réelles convergentes, on a montré
que :
e S C B(N,R) (toute suite convergente est bornée) ;
e la suite nulle converge donc Oggr) € S;
e si U = (Up)nen et v = (Vy)nen sont deux suites convergentes et si A, p sont deux
réels, alors A\ - w + - v converge, c'est-a-dire A-u+p-v € S.
Ce qui prouve que S est bien un sous-espace vectoriel de B(N, R).

1
Exemple 4.1.3.5 Notons E = C°([0,1,R)et F={f € E / / f(z)dz = 0}. Montrons
0

que F' est un sous-espace vectoriel de E.
e F' C E par définition;
e la fonction nulle sur [0, 1] est d’intégrale nulle sur [0, 1] donc Oy € F';
e soient (f,g) € F? et (A, 1) € R% La fonction Af + pg (qui est bien continue sur
[0,1] car E est un espace vectoriel) vérifie par « linéarité » de 'intégrale :

1

/01 (M + pg) (m)dx—/ol(/\f(x)+ﬂg(x)) dx_)\/olf(x)dx+ﬂ/0 o(z) dz = 0

c’est-a-dire \f + pg € F.
Ce qui prouve que F' est bien un sous-espace vectoriel de FE.

Remarque : on verra un peu plus loin une méthode plus rapide pour justifier que F est
un sous-espace vectoriel de E (et méme un hyperplan) : c¢’est le noyau d’une application
linéaire.
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Exercice 4.1.3.6 Montrer que I'ensemble des solutions de y” +y = 0 est un sous-espace
vectoriel de C°(R, R).

Exemple 4.1.3.7 Soit F = R®. On note (u|v) le produit scalaire des deux vecteurs u et v
dans R3. On rappelle que siu = (z,y, 2) et v = (', ¥/, 2), alors (u|v) = 2’ +yy' +22". Soit
u est un vecteur de R®. Montrons que 'ensemble ut = {v € R® / (ufv) = 0} (I'ensemble
des vecteurs orthogonaux a u, c’est-a-dire 'ensemble des vecteurs dont le produit scalaire
usuel avec u est nul) est un espace vectoriel.

e Tout d’abord, ut C R?;

e cnsuite, (u|0) = 0 donc Ogs € u’;

e enfin, soient (vy,ve) € (ut)? et (A, u) € R2. Alors, d’aprés les propriétés du produit

scalaire! :

(u]Avy + pwg) = Mujvr) + p(ulveg) = A X Op + 1 X Og =0

et donc \v; + pwy € ut.

1
Exemple 4.1.3.8 En revanche, les ensembles F' = {f € C°([0,1],R) / / f(z)dx =1}

) 0
et P={(v,y,2) €R3 /2 +y+z=1} ne sont pas des espaces vectoriels. L’ensemble P
est un plan « affine » mais n’est pas un plan « vectoriel ».

Exercice 4.1.3.9 L’ensemble F' = {(u,)nen € RY / (u2),en converge } est-il un sous-
espace vectoriel de RN ?

Exercice 4.1.3.10 L'ensemble B = {(z,y) € R? / 2% + y* < 1} est-il un sous-espace
vectoriel de R? ? Est-il stable par addition ? Est-il stable par multiplication externe ?

Définition 4.1.3.11 Soient F un espace vectoriel et u un vecteur non nul. On pose
alors :
K-u={\u,eK}

On dit que K- u est la droite vectorielle dirigée par u ou que u est un vecteur directeur
de K- u.

Proposition 4.1.3.12 Soit u € E\ {0g}. Alors, K- u est un sous-espace vectoriel de
E. De plus, tout élément non nul de K - u est un vecteur directeur de K - u.

1. le produit scalaire « usuel » est bilinéaire donc linéaire a droite.
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Preuve :

e Montrons pour commencer que Ku est un sous-espace vectoriel de F.
* En prenant A = 0, on a Og - u € {A-u, A € K}, clest-a-dire
0g € Ku.

* Soient (A, u) € K2 et (v,w) € (Ku)? Par définition, il existe
MEKet \y e Ktelsque:v=A-uetw=>A-u On a alors :

AMv+p-w = A-(A-u)+p- (A u)
()\X)\O’U‘i’(ﬂX)\Q)’U
()\XAI‘F,UIX)\Q)'U

Or, (Ax A1+ px A) € Kdone A-v+ p-v € Ku.
Ce qui prouve que Ku est bien un sous-espace vectoriel de F.

e Montrons a présent que tout vecteur non nul de Ku est un vecteur
directeur de Ku, c’est-a-dire que : v € Ku \ {0} <= Ku = Kuv.

* Montrons =~
Soit v € Ku\ {0g} : il existe pp € K* tel que v = pr-u. On a alors :

reRKu <= INeK,z=Au
— NeK,z=Axpu -0
— INeK,z=XN v
— zxekv
d’ou Ku = Ku.

* Montrons <=
On suppose que Ku = Kuv. Alors, d'une part, v € Kv = Ku
et d’autre part, u € Ku = Kv donc il existe A € K tel que
u = X -v. Par hypothese, u # 0p donc A # Ok et v # Op. Par
suite, v € Ku \ {0g}.
X

4.2 Opérations sur les espaces vectoriels

4.2.1 Intersection et sous-espace engendré par une partie

Proposition 4.2.1.1 Soient E un K-espace vectoriel et (F;);er une famille quelconque
de sous-espaces vectoriels de E. Alors ﬂ F; est un sous-espace vectoriel de E.

el
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Preuve :

On applique la définitions.

e Soit ¢ € I. F; est un sous-espace vectoriel de F donc 0g € Fj.
Ceci est vrai pour tout ¢ € I donc Og € ﬂ ;.
iel

e Soient A\, € Ket u,v € ﬂE Soit ¢ € I. Puisque F; est un
i€l

sous-espace vectoriel de E, A\-u+ p-v € F;. Ceci étant vrai pour
tout ¢ € I, on en déduit que :

/\-u—l-/vaﬂFi,

el

Ce qui prouve que ﬂ F; est bien un sous-espace vectoriel de E.
iel

X

Exemple 4.2.1.2 L’ensemble F' = {f € C°(R,R) /Vn € Z, f(n) = 0} est un sous-
espace vectoriel de E = C°(R,R). En effet, pour n € Z, F;, = {f € E / f(n) =0} est un
sous-espace vectoriel de If donc F' = (), ., F, est un sous-espace vectoriel de E.

Exemple 4.2.1.3 Dans R3, les ensembles P; = {(z,y,2) € R®* Jz +y + 2z = 0} et
Py = {(z,y,2) € R3 / x—y+2z = 0} sont des sous-espaces vectoriels de R? (voir 'exemple
4.1.3.7). Par suite,

D=PiNPy={(r,y,2) ER® Jx+y+z=0—y+2z=0}
est un sous-espace vectoriel de R3.

Remarque : dans l'ezemple précédent, on peut aussi prouver directement que D est une
« droite vectorielle ». En effet, soit (z,y,2) € R3. On a alors :

0 = z24+y+2z Ly
0 = z—y+2z Le

PN {y =0 Ly <— L — 1L
z = —x Lo

(r,y,2) €D <= {

<:> (x7y7z) :$(1707_1)
— (z,9,2) € R(1,0,-1)

Ce qui montre que D = Ru avec u = (1,0,—1) et donc D est une bien un sous-espace
vectoriel de R®. Dans l'exzemple, on a utilisé un systéme d’équations cartésiennes de D
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alors que dans la remarque, on a donné une représentation paramétrique de D (vous devez
impérativement savoir donner les deuz formes).

Al Attention : en revanche, une erreur tres grave et tres classique est de dire que la
réunion de deux sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel.
En général, la réunion de deux sous-espaces vectoriels n’est pas un sous-espace vectoriel.

Exemple 4.2.1.4 Dans le plan usuel par exemple, F' = Ri et G = ]Rj’ sont des sous-

espaces vectoriels de 3 Pourtant, FUG n’est pas un espace vectoriel puisque par exemple,
i€ FUG,j€ FUGmaisi+j ¢ FUG (puisque ¢ et j ne sont pas colinéaires).

Définition 4.2.1.5 Soient £ un K-ev et X C FE une partie quelconque de E. On
appelle espace vectoriel engendré par X, et on note Vect(X) ou < X >, ensemble
défini par :

<X>=()F

XCF
F sev E

Proposition 4.2.1.6 Pour toute partie X C E, < X > est un sous-espace vectoriel
de E et c’est le plus petit sous-espace vectoriel de E (pour linclusion) qui contient X .

Preuve :
D’apres la proposition précédente, < X > est bien un sous-espace vecto-
riel puisque c¢’est une intersection de sous-espaces vectoriels de F.
Par ailleurs, si G est un sous-espace vectoriel de E qui contient X, alors
G e {Fsevde E / X C F}. Par conséquent, ﬂ F C G, cest-a-dire

XCF
F sev E

<X >CAG.
X

Exemple 4.2.1.7 Soient E un K-espace vectoriel et X = () : déterminons < X >.

e D’une part, {Og} est bien un sous-espace vectoriel de E qui contient X donc
<X >C{0g}.

e D’autre part, comme < X > est un sous-espace vectoriel de F, il contient 0x donc
{OE} c< X >.

Ainsi, par double inclusion, < ) >= {0g}.
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Exemple 4.2.1.8 Soient E un K-espace vectoriel et u € E'\ {0g}. Alors < {u} >= Ku.
e On a déja prouvé que Ku est un sous-espace vectoriel de E et par définition,
u € Ku. Par conséquent, < {u} >C Ku.
e Réciproquement, si F' est un sous-espace vectoriel de E qui contient {u}, ¢’est-a-
dire w € F', alors pour tout A € K, A-u € F (car F' est un sous-espace vectoriel).
Par suite Ku C F. Par conséquent, Ku C< {u} >.

Proposition 4.2.1.9 Soit E un K-espace vectoriel et soit X une partie quelconque de
E. Alors X est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si < X >= X.

Preuve :

e Montrons 'implication directe.

Si X est un sous-espace vectoriel de F, alors d’une part X Cc< X >
(par définition de l'espace vectoriel engendré par une partie) et d’autre
part, X est alors un sous-espace vectoriel de E qui contient X, par suite
< X >C X. Finalement, X =< X >.

e Réciproquement, si X =< X >, alors X est un sous-espace vectoriel
de E car < X > lest.

X

Remarques et notations :

e a partir de la définition, ce qu’on utilise dans la pratique, c’est la propriété sui-
vante : « si F' est un sous-espace vectoriel de E contenant X, alors < X >C F »;

e par abus, on notera < {u} >=< u >. Plus généralement, par abus toujours, si X
est une partie finie non vide, X = {x1,--- ,x,}, on notera :

Vect( X) =< X >=< 11, ,x, >= Vect(x1, -+ ,x,)

Le seul « probleme » avec la définition est qu’elle ne permet pas en général de déterminer
explicitement < X >. Pour cela, on dispose du théoreme fondamental suivant.

Théoréme 4.2.1.10 Soient E un K-espace vectoriel et X C E, avec X # (). Alors
l’espace vectoriel engendré par X est [’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments
de X. Autrement dit, u € Vect(X) si et seulement si

In €N, xo, -+, wa) € X INg, e+ M) ERKM L u=D "Ny
k=0
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En clair, il faut retenir que :

» A retenir : I X > {Z)\kmk,nENethE[[O,nﬂJ\kGKetkaX

k=0

}

Preuve :

Pour simplifier les notations, on donne ci-dessous la preuve dans le cas
ol X est une partie finie non vide de E. La preuve repose sur le méme
principe dans le cas ou X est éventuellement une partie infinie.

Ainsi, on note X = {xy , 0 < k < n}, ol n est un entier naturel fixé.
Notons GG I'ensemble des combinaisons linéaires des éléments de X, ¢’est-
a-dire :

G = {Z/\kxk / Yk e [0,n], A\ EK}

k=0

e Montrons que G C< X >.

D’apres la proposition précédente, < X > est un sous-espace vectoriel
de E qui contient les éléments de X. Par conséquent, il contient toute
combinaison linéaire d’éléments de X, c’est-a-dire G C< X >.

e Montrons a présent que < X >C G.
Pour cela, on montre que G est un sous-espace vectoriel de . Comme
X C G on aura alors < X >C G (puisque < X > est le plus petit
sous-espace vectoriel de E qui contient X).
% Par hypothese, X # () : soit z € X. Alors Og - = € G, c’est-a-dire
0p € G.
* Solent u,v € G et A\, u € K. Par définition de I'ensemble G, il
existe (M} )ocren € K™ et (A)ocren € K™ tels que :

n

n
u:E N -y et ’U:E W T
k=0

k=0

Posons pour tout k& € [0,n], A, = A\, + pA} € K. On a alors :

)\-u+u~v:2/\k~xk€G

k=0

Ce qui prouve que G est un sous-espace vectoriel de E, terminant ainsi
la démonstration.

X
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Remarque : lorsque X est une partie infinie, la seule différence dans la démonstration
est la preuve que G est stable par combinaisons linéaires. En effet, si l’on se donne deux
éléments u € G et v € G, alors u et v s’écrivent sous la forme :

n p
u = E Ny et v= E way
k=0 k=0
avec n € N et p € N (mais n et p ne sont dans ce cas pas nécessairement égauz),
/ / n+1 " " +1 / / n+1 " " +1
(xgs -+ yay,) € XM (g, -+ xy) € XPPL (A, -+ A) € K et (A, -+, Ay) € KPFL
Autrement dit, les combinaisons linéaires ne contiennent pas forcément le méme nombre
de vecteurs, ni méme les mémes vecteurs. L’écriture est donc un peu plus délicate mais
lidée est la méme. Pour (A, ) € K2, on pose :

), si0<k<n

vk e [0n+p+1], Ik:{ T ey Sin+1<k<ntp+l

et
AN, si0<k<n

Vk€ﬂ07n+l’+1ﬂr*k:{ PN (peny Sin+1<k<ntp+1

De cette fagon, on a :
ntptl

Autp-v= Z AT
k=0
Vous verrez plus tard (dans le cours de mathématiques spéciales 1) une méthode de nota-
tion qui permet de simplifier cette écriture technique. Mais pour ce chapitre, vous devez
simplement maitriser les écritures (et les preuves) lorsque X est une partie finie non vide
de E.

Exemple 4.2.1.11 Si u est un vecteur de F, on retrouve que Vect(u) = K- u. Notez
bien que si u = Op, alors Ku = {0z}, ce qui est logique puisque le plus petit sous-espace
vectoriel de E qui contient Og est {Og}.

Exemple 4.2.1.12 Si u et v sont deux vecteurs non colinéaires, alors < u, v > est le plan
vectoriel engendré par u et v, c’est-a-dire ’ensemble des combinaisons linéaires de u et v.
On écrira aussi < u,v >= Ku + Kv ou plus exactement, < u,v >= Ku @ Kv lorsque u et
v sont non colinéaires (voir paragraphes suivants).

Exemple 4.2.1.13 L’ensemble S des suites réelles (u, ),en vérifiant la relation de récur-
rence :
Vn € N | t,19 — Dty + 6u, =0

est S = Vect((2")nen, (3™)nen). En effet, les racines du polynoéme caractéristique associé
étant 2 et 3, on a démontré que si (U, )neny € RY, alors :

(un)nGN € S — 3()‘7/11) S RZ ) (un)nGN = )\(QH)TLEN + l’[’(?)n)TLEN
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Exemple 4.2.1.14 De méme, ’ensemble des solutions de I'équation y” + y = 0 est
< sin, cos >. Ceci permet d’ailleurs de justifier que cet ensemble est un espace vectoriel
car c’est l'espace vectoriel engendré par {cos,sin} C F(R,R).

Exemple 4.2.1.15 L’ensemble P des fonctions polynomiales sur R est par définition
P = Vect({x — 2™, n € N}). En effet, par définition, f est une fonction polynomiale
(sur R) si et seulement si il existe n € N, (ag, -+ ,a,) € R™™ tels que :

n
Ve eR, f(z) = Zakxk
k=0
c’est-a-dire si et seulement si il existe n € N, (ag, -+ ,a,) € R"™ tels que :

/= iak(fc — ")

k=0

soit encore si et seulement si f est une combinaison linéaire d’éléments de l’ensemble
{z 2" ,neN}

Exemple 4.2.1.16 L’ensemble des polynomes trigonométriques (2mr-périodiques) est par
définition :
Vect({z — cos(nz) , n € N} U {z — sin(nz) , n € N*})

C’est un sous-espace vectoriel de ’ensemble des fonctions de R dans R, 27-périodiques.

A Attention : par définition, une combinaison linéaire est toujours une somme finie!
Le nombre de termes dans cette somme peut étre arbitrairement grand mais il reste fini!
Essentiellement, il y a deux raisons :
+o0
e tout d’abord, si 'on écrit Z)\n - Tn, ce n'est qu'une notation! Cela désigne la

n=0
n
limite de la suite (S,) = E Mg -z |. Or, vous n’avez pas encore étudié la
k=0

notion de limite pour une suite d’éléments de E lorsque £ est un espace vectoriel
quelconque. En fait, vous verrez (comme dans le paragraphe d’applications aux
séries & termes positifs de ce livre) que cette notation suppose la convergence,
ce qui n’a aucune raison d’étre le cas quand on fait une combinaison linéaire
quelconque;

e cnsuite, un espace vectoriel est stable par addition de deux termes. On a ensuite
montré que ceci entraine qu’il est stable par addition d’'un nombre fini de termes.
Mais il n’y a aucune raison pour que la limite (c¢’est-a-dire une somme infinie de
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termes) appartienne encore a I'espace. Par exemple, on montrera dans le cours
d’intégration (cours de mathématiques supérieures 2) que :

+o0

1 n
Vr e R, exp(z) = Zax
n=0
+o0
Autrement écrit, exp = Z |(1‘ — ™) mais portant la fonction exponentielle
n!
n=0

n'est pas une fonction polynomiale (car ses dérivées successives ne sont jamais
identiquement nulles), c’est-a-dire

o ) & Veet (fr — o, n € N)

n=0

Remarque : d nouveau, dans ce livre, ce ne sera pas génant car on travaillera toujours (ou
presque) avec X une partie finie non vide et de plus, n'ayant pas encore étudié les séries
en général, vous ne devez pas €étre tentés d’écrire des sommes infinies pour le moment. La
mise en garde précédente est essentielle pour les cours ultérieurs (en particulier pour les
cours de mathématiques spéciales 1 et 2).

4.2.2 Somme de sous-espaces vectoriels

Définition 4.2.2.1 Soit F un K-espace vectoriel et soient F' et G deux sous-espaces
vectoriels de F. On définit la somme de F' et G, notée F'+ G, par :

F+G={uek /Iy e FxG,u=x+y}

AAttention:ueF—}—G < 3J(z,y) € F x G, u=x+y mais x et y ne sont pas

nécessairement uniques! Par exemple, dans Uespace, si F =< i,j > et G =< i+ 5,k >

on a:

u= _0 +i+
~N
dans F' qans G dans F dans G

Proposition 4.2.2.2 Avec les hypothéses de la définition, '+ G est un sous-espace
vectoriel de E. De plus, c’est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant F' et G,
c’est-a-dire que F' + G = Vect(F UG).
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Preuve :
Montrons directement que F' + G = Vect(F U G), ce qui prouvera égale-
ment que F' + G est un sous-espace vectoriel de F.

e Montrons que F' + G C Vect(F U Q).

Soit u € F'+G. Par définition, il existe x € F et y € G tels que u = z+y.
On aalors u = lx -z + g -y avec (z,9) € (FUG)? et (1, 1x) € K? donc
u €< F'UG >, ce qui prouve la premiere inclusion.

e Montrons a présent que < FUG >C F 4+ G.
Soit u €< F'UG >. Par définition de l'espace vectoriel engendré par une
partie, il existe n € N, (2;)ocicn € (F U G)™™ et (N;)ocicn € K™ tels

que :
n
i=0

Onpose I ={ie[0,n] /x; € F}et J=[0,n]\I. On a alors :

iel jeJ
Or, pour tout i € I, z; € F, I est un ensemble fini et F’ est un sous-espace
vectoriel de F. Par suite,

el

De méme, pour tout j € J, z; € G\ F C G et G est un sous-espace

vectoriel de F donc :
Yy = Z )\jf]ﬁj S G
jeJ
Notez bien que si I = () ou J = (), le résultat est encore valable puisque
> ico Nt = Op qui appartient bien a F (et a G).
Ainsi, u =z +y avec z € F et y € G, c'est-a-dire v € F + G. D’ou la
seconde inclusion.

X

Exemple 4.2.2.3 Si u et v sont deux vecteurs non colinéaires, Ku + Kuv est le plan
vectoriel engendré par u et v.

A Attention : ne pas se laisser abuser par les notations!! F+ F = Fet F—F = F!!

A Attention : on rappelle une fois de plus que F'U G n’est pas un espace vectoriel en
général.
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On peut généraliser la définition & une somme finie de sous-espaces vectoriels de E.

Définition 4.2.2.4 Soient £ un K-espace vectoriel, n € N* et pour tout ¢ € [1,n], F;
un sous-espace vectoriel de E. On appelle somme des F; pour 1 < i < n, et on note

Z F;, 'ensemble défini par :

i=1

YR = R+Bh+--+F,
i=1

= {Z“i /Yie[l,n], ue FZ}
=1

{ur +us +-+-+u, /Vie[l,n],w € F}

Autrement dit, pour z € E quelconque,

n n n
.TEZE N H(Ui)lgigneﬂﬂ,l’:zui
i=1 i=1 i=1

Remarque : cette définition a un sens et il n’y a pas d’ambiguité dans la définition

puisque laddition dans E est commutative et associative. Autrement dit, pour toute per-
n

n

mutation de Hl,nﬂ, Z F, = Z Fo) et il n'est pas nécessaire de préciser dans quel ordre
i=1 i=1

on fait les additions et de plus, si I U J = [1,n], alors :

(57)-(57) -5

el icJ

Exemple 4.2.2.5 Si on note ? I’espace habituel, on a : Ri + Rj + Rk = ?

n

Exemple 4.2.2.6 Si on note pour n € N, F,, =< z +—— 2™ >, alors Z F; est 'ensemble
=0

des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a n.

Exercice 4.2.2.7 On note u = (1,0,0), v = (1,1,0) et w = (1,1,1). Montrer de deux
facons différentes que Ru + Rv 4+ Rw = R®. On pourra pour I'une des méthodes utiliser le
déterminant de trois vecteurs de ’espace « usuel ».
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Proposition 4.2.2.8 Soient £ un K-espace vectoriel, n € N* et pour tout i € [1,n],

F; un sous-espace vectoriel de E. Alors, ZF, est un sous-espace vectoriel de E et

de plus, Z

i—
vectoriel de E qui contient tous les F; pour 1 < i < n.

n n n
F;, = Vect UE , c’est-a-dire que ZE est le plus petit sous-espace
=1 i=1

i=1

i=1

Preuve :

n

e Montrons que F = Z F; est bien un sous-espace vectoriel de F et qu’il
i=1

contient chacun des F; (pour 1 < i < n).

x Pour tout 7 € [[1,n], O € F; (car F; est un sous-espace vectoriel
de E. Par suite, en posant u; = Og, on a u; € F; et donc :

n n n
Zui S Z F;, Cclest-a~dire O € Z F;
i=1 i=1 i=1

% Soient (r,y) € F? et (A, u) € K2 Puisque z € F ety € F, il

existe (u;)1<icn € H F; et (vi)1<icn € HE tels que :
i=1 i=1

n n
T = E u; et y= g V;
i=1 i=1

On a alors :

Ax+p-y = A (im) + - (iuz>
i=1 i=1

ZA'UH-Z/L'%

i=1 i=1

n

Z(A~ui+u~vi)

i=1

Or, pour tout 7 € [[1,n], \-u;4pu-v; € F; (car F; est un sous-espace
vectoriel de E). Par conséquent, A\ -z + p-y € F.

n
Ce qui prouve que F' = Z F; est un sous-espace vectoriel de E.
i=1
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De plus, soient i € [1,n] et © € F;, alors en posant u; = Og si j # i et
U; =T, 0N a:

n
x:Zuj et Vjel[l,n],u; €F;
Ce qui montre que x € F' et donc finalement F; C F.

e Ensuite, puisque F' = Y. | F; est un sous-espace vectoriel de E qui
contient F; pour tout 1 < i < n, il contient aussi |J, F;. Par suite,

I'inclusion Vect( U F) C Z F; est claire.
= i=1
Re(nproquement, bOlt z € F. Il existe (ur, -+ ,u,) € [[, F; tel que :
n

= Zui Pour tout ¢ € [1,n], z; € F; C Vect(UJ,, F;). Par suite,

> 171 E Vect(UJ!_, F;) (puisque ce dernier est un sous-espace vectoriel
de E et est donc stable par combinaisons linéaires). Par conséquent, x €
n n

Vect(U F}), c’est-a-dire Z F, C Vect(U F).

i=1 i=1 i=1

4.2.3 Sommes directes et sous-espaces vectoriels supplémentaires

Définition 4.2.3.1 Soient E un K-espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels
de E. On dit que F et G sont en somme directe si FNG = {0g}. Dans ce cas, la somme
de F et (G est notée F & G.

A Attention : vous ne devez jamais écrire F' @ G sans avoir d’abord démontré que F'
et G sont en somme directe, ¢’est-a-dire sans avoir prouvé que F NG = {0g}!!!

Proposition 4.2.3.2 Soient E un K-espace vectoriel et F,G deux sous-espaces vecto-
riels de E. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) F et G sont en somme directe ;

(ii) tout élément u de F+ G se décompose de fagon unique sous la forme u = x+y
avecx € F ety € G, c'est-a-direYu € F+G , x,y) e FxG ,u=x+y.
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Preuve :
e Montrons (i) = (i7).
On suppose que F' et G sont en somme directe : F NG = {0g}.
+ Tout d’abord, il est clair, par définition de ’ensemble F'4+G, que :

Yue F+G,3x,y) e FxG, u=x+y

* On doit donc prouver 'unicité. Supposons que = +y = ' + 3/
avec (x,y), (¢/,y') € FxG. Alors, x —2' = y'—y. Or, x,2’ € F et
F est un sous-espace vectoriel de E donc x —z’ € F. De la méme
facon, v —y € G. Par conséquent, (z —2’) € FNG = {0g}. 1
s’ensuit que x = 2’ et donc y = ¢/, prouvant ainsi I'unicité de la
décomposition.

e Montrons (i) = (4).

On suppose (i). Soit z € F N G. Alors, par exemple, (—z) € G. 1l
s’ensuit que Op = 4 (—z) avec x € I et (—z) € G. Or, on a également
0r € FNG : on peut donc aussi écrire O = 05+0g avec (0g, 0p) € FXG.
D’apres (ii), la décomposition est unique : ceci implique que x = O,
prouvant ainsi que F'NG = {0g}.

X

Définition 4.2.3.3 Soient E un K-espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels
de E. On dit que F et G sont supplémentaires (ou supplémentaires dans E) si tout
vecteur de F peut se décomposer de fagon unique en la somme d’un vecteur de F' et
d’un vecteur de GG. Autrement dit F' et G sont supplémentaires si :

VYue B, z,y) e FxG,u=x+y

Exemple 4.2.3.4 Dans le plan vectoriel, Ki et K; sont supplémentaires, tout comme Ki

et K@+ 7)

Théoreme 4.2.3.5 Deuz sous-espaces vectoriels F' et G sont supplémentaires (dans
E) si et seulement si

F+G=E e FNG={0}

c’est-a-dire si et seulement si F & G = E.
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Preuve :

e Montrons =—.

On suppose que F' et GG supplémentaires. Alors, pour v € F, il existe
z € Fetyedtelsque u =x+y donc F+ G = E. Par ailleurs, cette
décomposition étant unique par définition de deux sous-espaces vectoriels
supplémentaires, la proposition précédente montre que F' et G sont en
somme directe, c’est-a-dire F NG = {0g}.

e Montrons <—.

On suppose que F@ G = E. Alors d’une part, F+G = FE : ce qui prouve
que tout élément de E s’écrit comme la somme d’un élément de F et
d’un élément de G. Et d’autre part, F'® G : donc d’apres la proposition
précédente, cette écriture est unique. 5

Exemple 4.2.3.6 On se place dans £ = R? et on considere les vecteurs u = (1,0, 1),
v=(1,1,—-1) et w=(1,—1,0). On pose F' =< u,v > et G =< v >. Montrons que F' et
G sont supplémentaires dans R3.

e Premiere méthode

On veut montrer que tout élément de R? s’écrit de fagon unique comme la somme
d’un élément de F et d’un élément de G. Soit (z,y, z) € R3.

(z,y,2) e F+ G a,b) e Fx G, (z,y,2) =a+b
I\ w,y) ER? (2,y,2) = A+ pv + v
ro= Atpty

11

= 3IwNER, Sy = u—n
z = A—pu
To= Atpty
= 3IpNeER, (v = u—y
A= pu+z
3 = r+y—=z
—= Iy eR, { v = p-y
A = pu+z
' po= %I—Q—%y—%z
= IApmyeR’, ¢ v = ?C*%U*gz

Ceci montre que tout élément (z,v,2) € R? s’écrit de facon unique :

— Lol 2N L[, 2]
xX L 2) = —XT — —Z | U —X -y — =z |v —r— =Y — =2 |Ww
Y 37T 3Y T3 33V 73 3773973

Par conséquent, F @ G = R3.
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e Seconde méthode
11 est parfois un peu délicat de conserver des équivalences tout au long du raison-
nement (ou difficile a rédiger). Dans ce cas, une méthode générale est de procéder
par analyse-synthese. L’analyse montrera que sous réserve d’existence, on a unicité
de la décomposition et la synthese prouvera I'existence.

Analyse

Soit (z,y,2) € R3. On suppose qu'il existe (a,b) € F' x G tel que (z,y, z) = a+b.
Puisque a € F (respectivement b € G), il existe (\,u) € R? (respectivement
~v € R) tel que a = Au + pv (respectivement b = yw). On a alors :

r = Atpty
y = =9
z = A—pu

D’ott Pon déduit que (normalement, on doit faire les calculs mais comme on les a
déja faits dans la méthode 1, ils ne sont pas recopiés ici) :

Lo 2N (] Co_ (L2 1
a=|zx+-y+=-z|u —r4+-y—-z|v e =(zz—zy—zz|w
37T 3Y T3 3T 3Y 73 3773973

Synthése

On pose a = (%x + %y + %Z) u+ (%x + %y — %z) vetbh= (%x — %y — %z) w. Alors,
a €< u,v>=F be<w>= G et le calcul direct montre que (z,y,2) = a+ 0.

e Troisieme méthode

D’apres les propriétés des vecteurs de R? (on utilise ici les outils vectoriels dans
R? et R?, plus exactement le déterminant),

1 1 1
det(u,v,w)=[0 1 —=1|=-3#0
1 -1 0

On en déduit que (u, v, w) est une base de R3 et donc tout vecteur de I'espace R?
s’écrit de fagon unique comme combinaison linéaire de u, v et w.

Cette méthode est bien plus rapide mais ne peut pas se généraliser pour le moment
(la notion de base d’un espace vectoriel sera étudiée dans le cours de mathéma-
tiques supérieures 2) et de toute fagon ne s’applique pas dans toutes les situations
(lorsque E n’est pas de « dimension finie »).

Exercice 4.2.3.7 On considere £ = F(R,R), P = {f € F(R,R) / f est paire } et enfin
IZ={feFR,R)/ f estimpaire }. On a déja vu que P & I = F(R,R) : le reprouver.
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Exercice 4.2.3.8 On considere E 'ensemble des applications de R dans R qui sont 27-
périodiques (avec 7' > 0).

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de F(R, R).

2. On note F (respectivement GG) ensemble des fonctions T-périodiques (respecti-

vement anti-T-périodiques), c¢’est-a-dire :

F = {feFRR) /VzeR, flx+T)=f(z)}
G = {feFRR) /Y2 R, flz+T)=—f(z)}

Montrer que F' et GG sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E.

Remarques :

240

il ne faut pas confondre la notion de supplémentaire et la notion de complémen-
taire ! F' et G sont supplémentaires dans E ne veut pas du tout dire qu’un vecteur
de E appartient a F ou a G/

F et G sont en somme directe ne signifie pas que F et G sont supplémentaires!
Autrement dit :

FEG=FE=F®G mais FaG =% FaG=EF

ne jamais oublier de montrer avant tout que F' et G sont des sous-espaces vectoriels
de E avant d’essayer de prouver qu’ils sont supplémentaires! Par exemple, si
E=FRR), F={fe€E /f0) =1} et G =< cos >, je vous laisse montrer
que tout élément f € E s’écrit de facon unique f = u+v avecu € F et v € G,
pourtant F et G ne sont supplémentaires dans E car F' n’est pas un sous-espace
vectoriel de F ;

attention, si F' est un sous-espace vectoriel de E/, F' admet en général une « infi-
nité » de supplémentaires (en tout cas lorsque K C C). Par exzemple, dans R?, si
P est le plan vectoriel d’équation z = 0, alors R(0,0,1) est un supplémentaire de
F dans R3, tout comme R(a,b,1) pour tout (a,b) € R Moralement, c’est assez
simple a comprendre car pour un plan, on doit rajouter une direction pour obtenir
tout 'espace, cette direction est quelconque mais ne doit pas étre « dans le plan » ;

enfin, une question naturelle est « un sous-espace vectoriel admet-il toujours au
moins un supplémentaire » 2 La réponse a cette question est en réalité assez com-
pliquée : cela dépend de ce qu’on accepte comme aziomes sur les ensembles. Pour
faire simple, la réponse est « ce n'est pas important ». Si existence d’un sup-
plémentaire est nécessaire, il sera toujours précisé dans la pratique qu’on admet
qu’il existe. Sinon, c’est qu’on n'en a pas besoin... Pour ceux qui sont curieux (et
courageuz), lexistence découle du lemme de Zorn qui est équivalent & aziome du
choiz mais ces notions dépassent de loin les objectifs de ce livre.
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4.2.4 Produit cartésien de deux espaces vectoriels

Proposition 4.2.4.1 Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. On munit E x F de
deuz lois :

V(u,v), (W, v) € EXF, (u,v) + (u,v) = (u+u',v+ )

et
VAe K, Y(u,v) e EXF , X (u,v) = (A -u,A-v)

Alors (E X F,+,+) est un espace vectoriel.

Plus généralement, on peut faire de méme avec un produit cartésien (fini).

Proposition 4.2.4.2 Soientn > 1 et pour tout i € [1,n], F; un K-espace vectoriel. On
n

définit alors sur E = HE une loi de composition interne + et une loi de composition

externe - respectivemei;; définies par :

V(ur, -+ yun) € B, Y(v1,-++ ,vn) € B, (U1, -+ yun)+(v1, -+, 0) = (U1 Fv1, -+, Un+vp)

et
V(up, - yup) € E,VNEK ;A (ur, -+ yupn) = (A g, A up)

Alors, (E,+,-) est un K-espace vectoriel.

Preuve :

e Tout d’abord, + est bien une loi de composition interne dans F et - est
bien une loi de composition externe sur E.

e Montrons que (E,+) est un groupe abélien.
+* Montrons que + est associative et commutative.

Soient u = (uy, -+ ,up), v = (v, - ,v,) et w = (wy, -+ ,w,)
trois éléments de E. On a :

(ut+v)+w = (ug+v1, Uy +v) + (W, wy)
= ((u1+v1)+w1,-~ 7(un+vn)+wn)
= (u1+ (1 +wr), - up + (vp +wy))

car chaque F; (pour 1 < i < n) est un espace vectoriel donc
I’addition dans F; est associative. Par suite,
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(u+v)+w = (uh"'7un)+(v1+w17"'7vn+wn)
= u+(v+w)

Ce qui prouve que + est associative.
De plus, pour tout ¢ € [1,n], (F;,+) est un groupe abélien. Il est
alors clair que + est commutative.

+ Montrons l'existence d'un neutre pour +.
On note pour i € [0,n], Og le neutre de (Fj;,+). Il est alors
évident que Og = (Opy, -+ ,0p,) € E est neutre pour +.

+* Montrons que tout élément de £ admet un opposé dans E.
Soit u = (uy, -+ ,u,) € E. Alors v = (—uy, -+, —u,) € E vérifie
u+v=v+u=_0g.
Ce qui prouve que (E,+) est un groupe abélien.

e Montrons a présent les propriétés P1, P2, P3 et P4. En réalité, ces
propriétés sont évidentes car chaque F; (1 < i < n) est un K-espace
vectoriel, il vérifie donc chacun des axiomes P1, P2, P3 et P4 et il en
est alors de méme pour (F,+,-). Ceci étant dit, donnons néanmoins les
détails pour certains de ces axiomes.

* Montrons P1.
Soient (A, 1) € K? et w = (uy, -+ ,u,) € E. Alors :

At+p)u = (A+p)u, (A p) )

= (Mg, AUy o uy)

e ()\.u17...’A.un)_i_(‘u}.ul’...hu.un)
= Au+p-v

Les premiere et quatrieme égalités proviennent de la définition
de - dans F, la troisitme provient de la définition de 4+ dans E et
la seconde provient du fait que pour chaque 1 < ¢ < n, F; est un
espace vectoriel donc I'addition et la multiplication externe dans
F; vérifient la propriété P1.

* Les propriétés P2, P3 et P4 se démontrent de facon analogue.
Je vous encourage a faire les preuves par vous-méme.

X

Remarques : il est important de remarquer les points suivants :

e tous les espaces vectoriels F; sont des K-espaces vectoriels pour le méme corps K/
Sinon, on ne peut pas multiplier chaque composante par des scalaires dans K.

e Dans la définition de l’addition dans HF,;, notez bien que 'addition de la i-eme

i=1
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composante se fait dans F;. En toute rigueur, il faudrait écrire : (F;,+,,-) est un

i
K-espace vectoriel et dans ce cas,
(U17"' 7un) + (U17"' 7vn) = (ul +1 V1, U2 +2 Vo, ,Up +n U’n)

o Les plus rigoureux d’entre vous ne seront pas d’accord avec la prewve précédente
qui utilise des « --- » et vous auriez raison! Il faudrait en toute rigueur écrire
« soit u = (u;)1<icn € E » et faire les calculs avec les éléments écrits sous cette
forme. Je vous laisse le soin de le faire...

e Enfin, notez qu’on retrouve le fait que K" est un K-espace vectoriel (il suffit de
choisir F; = K pour tout i € [1,n]).
4.3 Sous-espaces affines

4.3.1 Translations et groupes des translations d’un espace vec-
toriel

Définition 4.3.1.1 Soient F un espace vectoriel.

e Soit u € E. On appelle translation de vecteur u 'application :

ty: F — FE
r — T+u

e On dit qu'une application T : E — FE est une translation de E s’il existe
u € F tel que T' = 1,.

Proposition 4.3.1.2 L’ensemble T7(E) des translations de E est un sous-groupe de
(o(E),o0), l'ensemble des bijections de E. De plus, ce groupe est isomorphe a (E,+).

Preuve :

On vérifie facilement (le faire) que pour tout (u,v) € E? :
(1): Idg = to, (2) 1 tyoty, =tui, (3): to,=t,"

En effet, d’apres (1) et (2), t,0t_, = to, = Idg = t_, ot,. Ce qui prouve
que t, est bijective et que sa bijection réciproque est t_,,.
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e D’apres ce que 'on vient de remarquer, 7(E) C o(E).

e Ensuite,
* d’apres (1), Idg € 7(E);
x d’apres (2), 7(E) est stable par composition;
* et d’apres (3), 7(E) est stable par inverse.
Par conséquent, 7(E) est bien un sous-groupe de (o(E), o).

(B,+) — (7(E)0)
u — t,

% un morphisme de groupes d’aprés (2);

* surjective par définition des translations;

* injective car :

e Enfin, 'application ¢ : est :

ker {ue E/t,=1dg}
{lue FE/VxeE u+z=uxa}

= {0p}

Ce qui prouve que ¢ est bien un isomorphisme de groupes.

4.3.2 Définition d’un sous-espace affine

Définition 4.3.2.1 Soient E un K-espace vectoriel et A C E. On dit que A est un

sous-espace affine de F §’il existe un sous-espace vectoriel F' de F et un élément u € F
tels que :

On a alors par définition,
a€EA <— drelF a=u+zx

et on note dans ce cas A =u+ F.

Remarques :

e par définition, O € F : il s’ensuit que A est forcément non vide et que u € A;

o E est un sous-espace affine de E puisque E = to,(E) et de méme toul sous-espace
vectoriel F' de E est aussi un sous-espace affine de E car F' = to,(F) ;

e soit A un sous-espace affine de E, en général :

x les éléments de A sont appelés des points ;

x les €léments de F' sont en revanche des vecteurs.
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Exemple 4.3.2.2 Dans R?, Uensemble D = {(z,y) € R? / 2+ y = 1} est un sous-espace
affine de R? mais n’est pas un sous-espace vectoriel. En effet,

e (0,0) ¢ D donc D n’est pas un sous-espace vectoriel ;
o sion note B = {(z,y) e R?* / x+y =0} =R(1,—1), alors B est un sous-espace
vectoriel de R? et pour tout (z,y) € R?,

(x,y) € D <~ (x—Ly)GB — (x,y)E(l,O)JrB

Exemple 4.3.2.3 De méme, dans R?, tout plan affine, c’est-a-dire tout ensemble P
d’équation cartésienne ax +by+cz = d avec (a, b, ¢) # (0,0,0) et d € R est un sous-espace
affine de R3.

En effet, si on fixe un « point » (z9, %o, 20) de ce plan P, alors pour tout (z,y,2) € R?:

(I,y,Z)EP — (x_$07y_y0az_20)€?

ou B est le plan « vectoriel » d’équation ax + by + cz = 0.

Exemple 4.3.2.4 L’ensemble S des solutions de 3" 4+ y = 2¢! est un sous-espace affine
de C°(R,R). En effet,
yeS <+ I\ pu) eR* VteR,y(t)=ce + Acos(t) + pusin(t)
<= Yy —exp €< cos,sin >
<= 1y €exp+ < cos,sin >

Ainsi, § = exp + < cos, sin > avec exp € C°(R,R) et < cos, sin > un sous-espace vectoriel
de C°(R, R).

Exercice 4.3.2.5 Montrer que 'ensemble des suites réelles (u,)nen vérifiant la relation
de récurrence :
Vn € N | U0 = 4ty — 3u, + 2"

est un sous-espace affine de RY.

Proposition 4.3.2.6 Si A =u+ F est un sous-espace affine de E, (avec F' un sous-
espace vectoriel de E et u € F), alors :

(i) I est unique. On dit que F' est la direction du sous-espace affine A et on note
F=A;

(i) de plus, l’élément u peut étre choisi arbitrairement dans A, c’est-a-dire que :

VoeAd, A=v+ A
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Preuve :

e Montrons ().

Supposons que u+F = v+G ol u, v sont deux vecteurs de F et F, G deux
sous-espaces vectoriels de E. Montrons que F' C GG pour commencer. Par
symétries des roles de F' et G, on aura alors F' = G.

Soit # € F. Alors u +x € u+ F et donc, compte-tenu de I'hypothese,
u+ x € v+ G. Par définition, il existe alors y € G tel que :

ut+r=v+y Ccestd-dire z=@wW—-u)t+y=—(u—v)+y
Or, O € F (puisque F' est un sous-espace vectoriel de £). On a donc :
u+0p €v+ G soit encore u—v e G
Ainsi, y € G, u—v € G et G est un sous-espace vectoriel de F. Par suite,

z=—(u—v)+yeG Dou F CG.

e Montrons (7).

On a déja remarqué que si A = u + Z, alors u € A.

Montrons alors que si (u,v) € A2, alors A = u + Z =v+ j

Soient u,v deux éléments quelconques de A. D’apres ce qui précede, il
existe x € A tel que :

v=u-+x
Alors, pour tout y € X, vty=u+(x+y) Eu+ j, ce qui prouve que
v+ ACu+ X
Par symétrie des roles de u et v, il y a alors égalité. X

Remarque : si A est un sous-espace affine de E, alors la direction de A est donnée par :

z:{'Z‘7y7(I73/)€"’42}

Exercice 4.3.2.7 Soit A un sous-espace affine de E. A quelle condition, nécessaire et
suffisante, A est-il un sous-espace vectoriel de E' 7

Exercice 4.3.2.8 Déterminer la direction du plan P de I'espace défini par z+2y+2z = 3.

Exercice 4.3.2.9 On note S lensemble des solutions de 1'équation différentielle ay” +
by +cy = f(t) avec (a,b,c) € R? (a # 0) et f € C°(R,R). On rappelle qu’il existe toujours
au moins une solution de cette équation.

1. Montrer que S est un sous-espace affine de C°(R, R).

2. Quelle est la direction de S, c’est-a-dire déterminer ? ? Il n’est pas nécessaire de
savoir résoudre ’équation pour répondre a cette question.
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Proposition 4.3.2.10 Si A et B sont des sous-espaces affines de E tels que A C B,
alors A C

Preuve :

Soit u € A. Alors u € B et on a donc : .A:u-&-z etB:u—kg.
Montrons que A C

Soit x € X Alorsu+x € AC Bdoncu+x equg. Par suite, = € E)
X

4.3.3 Parallélisme

Définition 4.3.3.1 Soient F un K-espace vectoriel, A et B deux sous-espaces affines
de E. On dit que A est parallele a B si A C

A Attention : cette notion n’est pas du tout symétrique, contrairement a la notion de
droites paralleles.

Exemple 4.3.3.2 On se place dans R? et on note (; 7, E) la base usuelle de R3. On
considére la droite D de repere (A;7) (autrement dit, D = A+R(1,0,0)), avec A = (1,1,1)
et le plan P d’équation cartésienne y + z = 2. Alors :

e la droite D est parallele au plan P car :
B = RiC Veot(i,j — F) = P

e En revanche, il est faux de dire que le plan P est parallele a la droite D puisque
I'inclusion 3 C B est fausse.

Définition 4.3.3.3 On dit que deux sous-espaces affines A et B d'un espace vectoriel
E sont paralleles si A est parallele a B et si B est parallele a A, c’est-a-dire si A =
On note alors A || B.

Exercice 4.3.3.4 Montrer que la relation || est une relation d’équivalence sur 'ensemble
des sous-espaces affines de F.
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4.3.4 Intersection de deux sous-espaces affines

Théoréme 4.3.4.1 Soient E un K-ev, A et B deuz sous-espaces affines de E. Alors
AN B est soit vide ou bien c’est un sous-espace affine de E de direction Z NnB.

Preuve :

On suppose que AN B # (. Montrons que AN B est un sous-espace affine
de E de direction A N
Soit u € ANB. On a alors :

re ANB r€e€A et z€B

<
< x—uej et x—ueg
<~

xfuejﬂl_g)

<= x€u+zﬂ§

Ainsi, ANB =u+ 2 N g Or, X N ? est un sous-espace vectoriel de
E (intersection de sous-espaces vectoriels) donc AN B est un sous-espace

affine de F de direction A N g = X N g

Pour terminer, il reste a justifier que le cas AN B = () peut effectivement
se produire. Par exemple, si x,y € E et x # y (et donc E # {0}), alors
{z} et {y} sont des sous-espaces affines de E dont U'intersection est vide.

X

Exercice 4.3.4.2 Justifier que pour tout z € E, {x} est un sous-espace affine de E.
Peut-on généraliser cela a toute partie finie de F est un sous-espace affine de E'?

Remarque : en fait cette proposition généralise ce que vous avez appris en géométrie
dans Uespace et les régles d’incidence dans ['espace. Vous avez vu que l'intersection de
deuzx plans Py et Py (non paralléles) est une droite et que cette droite est dirigée par un

vecteur (non nul). Ce vecteur est justement un vecteur directeur de Uintersection Py N Ps.

En fait, la proposition précédente peut se généraliser a une intersection quelconque de
sous-espaces affines.

Exercice 4.3.4.3 Soient F un K-espace vectoriel et (A;);c; une famille quelconque de
sous-espaces affines de E. Montrer que (),.;A; est soit vide, soit un sous-espace affine de

direction (., X,

icl
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4.4 Applications linéaires

4.4.1 Définition et exemples

Définition 4.4.1.1 Soient F et F' deux K-espaces vectoriels. On dit qu’une application
[ E — Fest linéaire, ou encore un morphisme de K-espaces vectoriels, si elle vérifie :

(i) Ve,y € B, fle+y) = f2) + f(y)
(ii) Ve e B, VA €K, f(A-x) =X f(x)

L ct — (°
Exemple 4.4.1.2 L’application dérivation D : Foes est une application linéaire
car :
V(f.9) €CHR,R)*, D(f +9) = (f+9) = f'+ g = D(f) + D(g)
et

VfeCR,R), VA ER, DAf) = (\f) = Af = AD(f)

Exemple 4.4.1.3 L’application f définie par : V(z,y) € R? | f(z,y) = (v +y,z —y) est
une application linéaire de R? dans R?. En effet,

e Pour tous (z,y), (z/,y') € R%

f(zy)+ (@) = fle+a'y+y)
= (@+2)+W+y), (@+2) - (y+y))
= (@+y)+ @ +y),(z—y) + (' —y))
(@ +y,z—y) + (@ +y,2 —y)
= flz,y)+ f(@'y)
e Pour tout (z,y) € R? et tout A € R,
F\z,y) = fAz,Ay)
= (Az+ Ay, Az — \y)
= Mz +y), Az —y))
= Mz +y,z—y)
= M(z,y)

A Attention : premiere chose, il s’agit d’espaces vectoriels sur un méme corps K!
Deuxieme chose, dans certains cas, il est nécessaire de préciser s’il s’agit d’une application
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R-linéaire ou C-linéaire, c¢’est-a-dire de préciser si on considere les espaces comme des R-ev
ou des C-ev.

Exemple 4.4.1.4 On considere E¥ = C et ¢ la conjugaison complexe, c’est-a-dire z — Z.

e Sion considere E en tant que R-espace vectoriel, alors ¢ est une application linéaire
car :
V(z,2)€C?, 2+ =2+7

et
V2eC ,VAER , Az =AXZ=AXZ=\Z

e En revanche, si on considere F = C en tant que C-espace vectoriel, la conjugaison
n’est pas une application linéaire car, par exemple :

i lc=i=—i#ti=i-1¢

La conjugaison est donc une application R-linéaire mais n’est pas C-linéaire.

Exemple 4.4.1.5 On se place dans £ = R? et on fixe un vecteur v € R?. Alors I'appli-
cation :

R — R3

U = uANv

f:

est une application linéaire (propriété connue du produit vectoriel). Par contre, si on
choisit £ = R? x R? (qui est un espace vectoriel car c’est un produit cartésien d’espaces
vectoriels) et on considere :

R3x R — R?

v (u,v) — uAv

@ est « bilinéaire », c’est-a-dire linéaire & droite et & gauche (on reverra cela un peu plus
loin) mais ¢ n’est pas une application linéaire car par exemple,

-, -,

0(20,27) = (20) A (2) = A(T A J) = 4k # 2k = 2(T A ]) = 29(7, )

Exemple 4.4.1.6 Soit © un univers fini non vide et soit £ = F(Q,R) 'ensemble des
variables aléatoires réelles sur €. Alors :

e l'application E qui & X € E associe espérance de X, notée E(X), est une appli-
cation linéaire de E dans R;

e l'application V qui & X € E associe la variance de X, notée V(X), n’est pas
linéaire.
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Exercice 4.4.1.7 On suppose ici que K = Q et F = R (autrement dit, on considere R
en tant que Q-espace vectoriel). On note f 'application définie par :

r sixze
V.reR,f(z)—{ 0  sinon ¢

1. Montrer que : Ve e R VA€ Q, f(A-z) = \- f(x).
2. f est-elle une application Q-linéaire de R dans R ?

Remarque : dans les exemples (et l'exercice) précédents, on a montré que les conditions
(¢) et (i) de la définition d’une application linéaire sont « indépendantes », c’est-a-dire
qu’une application peut vérifier (i) mais pas (i1), ou bien (ii) mais pas (i), ou bien ni
l'une ni Uautre.

Exercice 4.4.1.8 Soit f : R — R.

1. On suppose qu’il existe a € R tel que : Vo € R | f(z) = ax. Montrer que f est
R-linéaire.

2. Montrer la réciproque.

Exercice 4.4.1.9 Soit F l'ensemble des fonctions 27-périodiques de R dans R. Pour
a € R, on considere I'application :

E

(x — f(z +a))

P —
Pailpo

1. L’application ¢, est-elle bien définie ? Est-elle linéaire ?

2. L’application ¢ : a — ¢, est-elle linéaire ?

Si f est une application linéaire de E dans F', alors, en particulier, f est un morphisme
de groupes de (E,+) dans (F,+). Il s’ensuit la proposition suivante déja établie dans le
chapitre sur les groupes.

Proposition 4.4.1.10 Si f est linéaire de E dans F, alors :

f(0g)=0p et VrekE, f(-r)=—f(v)
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Proposition 4.4.1.11 Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et soit f une applica-
tion de E dans F'. Alors les énoncés suivants sont équivalents :

(i) f est une application linéaire ;
(i) V(z,y) € E* , V(A p) €K*, f(X-at+p-y) =X flx) +pu- fy):
(iii) ¥(x,y) € B2 , VA€ K, f(A-z+y) =X- f(z) + f(y).

Preuve :
e Montrons (i) = (7).
On suppose que f est lindaire. Soient (z,y) € E% et (\, ) € K2. Alors :

FNz+p-y) = fOh-2)+ f(p-y) (propriété 1 de « linéaire »)
A-fz)+p- f(y)  (propriété 2 de « linéaire »)

e L’implication (ii) = (ii4) est évidente car il suffit de choisir p = 1k
(et on sait que pour y € E, lx -y =y et 1x - f(y) = f(y)).
e L’implication (#ii) = (i) est elle aussi évidente car :
% en choisissant A = 1k (dans (7ii)), on obtient la premiére pro-
priété de la définition d’une application linéaire ;

 en choisissant y = O0g (dans (4i7)), on obtient la seconde.

C2(R,C) C(R,C)

Exercice 4.4.1.12 Pour (a,b,c) € C3, 'application ¢ : y : ay’ + by + cy

est-elle une application C-linéaire ?

Exercice 4.4.1.13 Montrer que I'application de RY dans lui-méme qui & une suite (u,)
associe la suite (u,11 — u,) est une application linéaire.

Définition 4.4.1.14 Une application linéaire de E' dans K est appelée une forme li-
néaire (sur F).

Exemple 4.4.1.15 Si @ est un vecteur fixé de 'espace, I'application f : R? — R définie
par V¥ € R® | (%) = @ - & = (@7) (le produit scalaire usuel) est une forme linéaire.
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Exemple 4.4.1.16 L’application de 'ensemble E des suites réelles convergentes dans R
qui & une suite convergente (uy,)nen associe sa limite est une forme linéaire (opérations
algébriques sur les suites convergentes).

CO([O,ILR) — R
;o / f(2)da

Exemple 4.4.1.17 ¢ : est une forme linéaire.

Exemple 4.4.1.18 En revanche, 'application qui & (z,y) € R? associe sa norme usuelle,
c’est-a-dire y/22 4+ y2 = ||(z,y)||, est une application de R? dans R, mais ce n’est pas une
forme linéaire sur R? (car par exemple || — 1 - (1,0)| = [|(1,0)]| # —]|(1,0)]).

Exercice 4.4.1.19 Montrer que les évaluations sont des formes linéaires. Autrement dit,
montrer que si X est un ensemble non vide quelconque et £ = F(X,R), alors pour tout
a € X, Vapplication f +—— f(a) est une forme linéaire sur F = F(X,R).

Notations et vocabulaire :

e on note L (F, I') ensemble des applications K-linéaires de £ dans F. S’il n’y a
pas de risques de confusions, on le note aussi L(FE, F);

e si F est un K-espace vectoriel, on note Lx(F) 'ensemble des applications K-
linéaires de E' dans E. S’il n’y a pas de risques de confusions, on le note aussi

L(E);

e si I est un K-espace vectoriel, 'ensemble des formes linéaires sur E est appelé 'es-
pace dual de F (ou le dual algébrique de F). On note en général E* = Lk (E,K).

4.4.2 Noyau et image d’une application linéaire

Définition 4.4.2.1 Soit f € L(E, F). On définit :

e le noyau de f, noté ker(f), par ker(f) = {zx € £/ f(z) =0r} = f1({0r});
e limage de f, notée Im(f), par Imf ={y € F /Ix € E |y = f(x)}.

A Attention : je vous rappelle que f~1({0p}) est 'image réciproque de {Ox} par f.
Cette image réciproque est toujours définie et cette écriture ne suppose pas du tout que
f est bijective!
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Théoreme 4.4.2.2 Soient E et ' deur K-espaces vectoriels et soit f une application
linéaire de E dans F.

(i) ker(f) est un sous-espace vectoriel de E ;

(i1) Tm(f) est un sous-espace vectoriel de F ;

(i) f est injective si et seulement si ker(f) = {0g};

(i11) | est surjective si et seulement si Im(f) = F.

Preuve :

e Montrons (7).

Puisque f € L(E,F), [ est aussi un morphisme de groupes de (F,+)
dans (F,+). On en déduit donc que (ker(f),+) est un sous-groupe de
(E,+). En particulier,

x 0p € ker(f);
* V(x,2') € (ker(f))?, v + 2’ € ker(f).
Par ailleurs, si « € ker(f) et A € K, f(A-2z) = A f(z) = X-0p = Op.

Ce qui prouve que A -z € ker(f) et montre donc, avec les deux points
précédents, que ker(f) est un sous-espace vectoriel de F.

e La démonstration de (i7) est identique (et laissée en exercice).

e Montrons ().
On a déja remarqué qu’une application linéaire est en particulier un
morphisme de groupes. Par suite, f est injective si et seulement si

ker(f) = {0z}.

e La propriété (iv) est vraie pour toute application, linéaire ou non !
X

Exemple 4.4.2.3 Soit f : R® — R? définie par f((z,y,2)) = (z + 2,2 — y).

e Montrons que f est une application linéaire.

Soient u = (z,y, 2), v = (z/, ', 2') deux éléments de R® et A, u deux réels.
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Ce qui prouve que f € L(R3 R?).

e Déterminons le noyau de f.
Soit (z,y,2) € R3.

(,y,2) €ker(f) = fla,y,2) =
= r+z
— {O = x—y
= {127,
= (r,y,2)=x(1,1,-1)
<~ (z,y,2) € Vect((1,1,-1))

Ainsi, ker(f) = R(1,1,—1). On en déduit donc que f n’est pas injective car
ker(f) # {Ops}.

e Déterminons I'image de f.

Soit (a,b) € R? et soit (z,y,z) € R>.

o a = r+=z
f(xvyvz)f(a'/b) — {b = z—y
— z = a—x

y = bt

— (z,y,2) = (z,b+ 2,0 —2)

Ainsi, on a montré que pour tout (a,b) € R? I'équation f(z,y,z) = (a,b) admet
toujours une solution (en fait une infinité ici). Ce qui prouve que Im(f) = R? et
f est donc surjective.

Remarque : on pouvait aussi montrer que :

Im(f) = < f(1,0,0), f(0,1,0), £(0,0,1) >
= < (1,1),(0,-1),(1,0) >
= < (1,0),(0,1) >
RQ

On reverra cela dans le cours de mathématiques supérieures 2, lorsqu’on étudiera de fagon
plus formelle la notion de base.

Exercice 4.4.2.4 Soit ? I’espace habituel et soit 4 € ? un vecteur de l'espace. On a
déja vu que f(¥) = @ - & est une forme linéaire.
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1. Son noyau est donc un sous-espace vectoriel de ? : quel résultat retrouve-t-on
ainsi 7
2. Quelle est 'image de f7

Exemple 4.4.2.5 On considere £ = C°([0,1],R) et I'application ¢ : E — E définie
par :

p
Vi e B Vo el gl = f@) - [ s
Montrons que ¢ est linéaire et déterminons son noyau et son image.
e Tout d’abord, on peut commencer par remarquer que ¢ est bien une application.
En effet, si f est continue sur [0,1], alors d’aprés le théoréme fondamental de
I'analyse?, F: oz +— ’ f(t)dt est une primitive de f. Cette fonction est déri-

vable (de dérivée f) et Oa fortiori, est continue. Il s’ensuit que ¢(f) = f — F est
continue sur [0, 1], c’est-a-dire p(f) € E.

e De plus, d’apres le cours, E est un R-espace vectoriel. Montrons alors que ¢ est
bien une application linéaire.
Soient (f,g) € E? et (\, 1) € R% On veut montrer que :

PN fru-g)=Xo(f) +p-¢(9)

Il s’agit d’une égalité dans E (donc une égalité entre applications). On veut donc
prouver que :

Vo € [0,1], oA f+p-g)(x) = (A - o(f) + p-9(9) (z) = Ap(f)(z) + 1 ¢(g) ()

Soit z € [0, 1]. Par définition de I'addition de fonctions et par linéarité de 'inté-
grale, on a :

eA-f+p-g)(x)

<A-f+u-g><x)—/Ozu-fw-g)(t)dt
= (@) + pgle) - / £+ e g(t)) dt
— (@) + gl /f )t — / g(t) dt

- 2 (r@ /f jat) +a (a0~ [ atwrar)
= Ae(f)(@) + pe(g)(x)

Ceci étant vrai pour tout réel x € [0,1], on a bien :
pA-fHu-g)=Xxo(f)+n-¢9)

Ce qui prouve que ¢ est linéaire.

2. voir cours de mathématiques supérieures 2.
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e Déterminons alors le noyau de .
Soit f € E. Par définition,

f Eker(p) <= Vxel0,1], f(x)f/ozf(t)dtzo

Notons F' : x — / f(t)dt. Alors, F est la primitive de f qui s’annule en 0 et
0

par suite,
f €ker(p) — { ;,{(;)_F:foi 0
— { F'—F=0
F(0)=0
—= =0
— f=0

Ce qui prouve que ker(¢) = {0z} et donc ¢ est injective.

Remarque : si lutilisation des équivalences pose probléme (c’est-a-dire si vous
n’étes pas certain que vos équivalences sont des équivalences), il vaut mieux rédiger
par analyse-synthése. Ici, dans l'analyse, on obtient F' — F =0 donc F' = \exp
avec A € R. Or, F(0) = 0 donc A\ = 0 et F' = 0. Par suite, f = F' = 0.
Dans cet exemple, linclusion réciproque (c’est-a-dire la synthése) est inutile car
O € ker(p).

e Déterminons a présent I'image de .

Soient g € E et f € E. En conservant les mémes notations que juste avant, on a :

== { st

Or, g est continue sur [0, 1] donc d’aprés le cours sur les équations différentielles
lindaires d’ordre 1, 'équation différentielle —y' +y = ¢ admet une unique solution
qui vérifie y(0) = 0. Alors f = ¢/ est solution de ¢(f) = g (et c’est la seule).

Ce qui prouve que Im(p) = E et ¢ est donc surjective.

Remarque : dans cet exemple, on aurait directement pu montrer que @ est bijective en
utilisant le raisonnement pour déterminer les antécédents de g. C’est plus rapide mais
cela suppose déja que l'on sait que ¢ est bijective. Ceci est d’autant plus délicat qu’en
général, déterminer le noyau est bien plus simple que de trouver l'image.

Exercice 4.4.2.6 Soit U € ? Déterminer le noyau et l'image de @ — 4 A v.
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Exercice 4.4.2.7 Soit E = {(ty)nen € RY / (ty)nen converge }. On note f application
définie par :
Y(tun)nen € E, f((tn)nen) = (Unt1 — Un)nen

On sait que f est linéaire (voir exercice 4.4.1.13). Déterminer le noyau et l'image de f.

Pour montrer que F' est un espace vectoriel, on peut :

1. montrer que c’est un sous-espace vectoriel d'un espace
vectoriel connu;

) 2. montrer que c’est le noyau d’une application linéaire ;
» Méthode :

3. montrer que c¢’est I'image d'une application linéaire;

4. montrer que c¢’est un produit cartésien ou une intersec-
tion d’espaces vectoriels connus;;

5. revenir a la définition d'un espace vectoriel.

4.4.3 Equations linéaires

Définition 4.4.3.1 Soient E et F' des espaces vectoriels. On dit qu'une équation (&)
d’inconnue x € E est linéaire s'il existe ¢ € L(E, F) et b € F tels que :

x est solution de I'équation (£) <= ¢(x) =b

Exemple 4.4.3.2 Soit @ € ? L’équation dans ?7 Z AU = 7 est une équation linéaire.

Exemple 4.4.3.3 Les équations différentielles linéaires du premier et du second ordre
sont des équations linéaires.

Exemple 4.4.3.4 L’équation (€) dans RY : Vn € N | au, o + bu,1 + cu, = d,, ol
(a,b,c) € R et (d,)nen € RY sont donnés est une équation linéaire.

Exemple 4.4.3.5 En revanche, 'équation : 3/ = 1 + y? dans F = C! n’est pas une
équation linéaire.

Proposition 4.4.3.6 Si (£) est une équation linéaire, alors l'ensemble S des solutions
de (E) est soit vide soit un sous-espace affine de E, de direction ker(p).
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Preuve :
Si S # (0, on choisit g € S. Alors, pour tout x € F,

p(r) =b <= () = p(r0) <= p(xr —20) =0

c’est-a-dire p(z) =b <= x —xg € ker(p). D’ou § = xy + ker(yp). 5

4.4.4 Ensembles des applications linéaires L(F, F)

Proposition 4.4.4.1 Soient E et F deur K-espaces wvectoriels. Alors, [’ensemble
Lx(E, F) est un sous-espace vectoriel de F(E,F).

Preuve :
e Pour commencer, on peut noter que Ly (E, F) C F(E, F).

e L’application nulle de £ dans F, c¢’est-a-dire 0z g r)y est une application
linéaire puisque pour tout (z,y) € E? et tout (A, u) € K2 :

0r(5r) (AT +p-y) =0p
=A-0p+p-0p
= N0z(s,r) () + 10F@E,F) (Y)
e Stabilité par combinaisons linéaires.

Soient f,g € Lx(E,F) et A,u € K. Montrons que h = A+ f + - g est
une application linéaire. Soient z,y € F et o € K. On a alors :

hla-z+y) = A-f+p-g)la-z+y)
= A flax+y) +p-glax +y)
A(a- flx)+ fy) +p- (- g(x) +g(y))

puisque f, g sont linéaires. On a ainsi :

hla -z +y) Axa)- flx)+ A fly)+(pxa) gl@)+p g(y)

= (axA)-f(@)+ A fy) +(axp) g(x)+p-g(y)

car K est un corps commutatif. Enfin, en groupant les termes, on obtient :

hla-z+y) = a- (A fl@)+p-g(@)+ X fly) +p-gy)
= a-h(z)+ h(y)

Ce qui prouve que h est linéaire, i.e. A\ f +p-g € Lx(E, F).
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Définition 4.4.4.2 Lorsque F' = E, l'ensemble Lx(E, F) est noté Lx(E) (ou tout
simplement £(E) s’il n'y a pas de risque de confusion). Un élément de £(F) est appelé

un endomorphisme de F.

Théoreme 4.4.4.3 Soient F, F et G trois K-espaces vectoriels.
1. Soient f € L(E,F) et g € L(F,G).
(i) go f € L(E,G). En clair, lorsque cela a un sens, la composée d’applications
liné€aires est encore linéaire.

(i) go [ =0 si et seulement st Imf C kerg.

L(F.G) x L(E,F) — L(E,G)

(0.f) — gof est bilinéaire, ¢’est-a-dire :

2. L’application ¢ :

VQEE(FaG);v.flanE‘C(E'/F) 7V)‘EK7QO(/\fl+f2):>\(qofl)+qof2

Vi€ LB, F) , Vg1, € LIF,G) ,YX€K , (A-gi+g)of=X(g1of)+gof

Preuve :
e Montrons 1. Soient f € Lx(E, F) et g € Lx(F,G).

(i) Soient z,y € E et A € K. Alors, en utilisant successivement la
linéarité de f puis celle de g, on a :

(gofiA-z+y) = g(f(A-2+y))

= g\ f(x)+ f(y)

= Ag(f(x) +9(f(y))
A(go f)(x)+go f(y)

Ce qui prouve que go f € Lx(F,G).

(ii) Montrons que go f =0 <= Imf C kerg.

Vee E, g(f(z))=0
Vy € f(E), g(y) =0
Vy € Imf , g(y) =
Vyelmf,yekerg
Imf C kerg

of=0

11117
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e Montrons 2.

Pour commencer, on vient de prouver que Lx(E,F), Lx(F,G) et
L (E,G) sont des K-espaces vectoriels. Il y a donc un sens a parler d’ap-
plication linéaire ou bilinéaire de Lk (F, F) x Lx(F,G) dans Lk(E, Q).

Par ailleurs, d’apres la propriété 1, 'application ¢ est bien définie car
tout (g, f) € Lx(F,G) x Lxk(E,F), ¢(g,f) = go [ € Lx(E,G). 1l reste

donc a prouver que ¢ est bilinéaire.

Montrons que ¢ est linéaire a droite, c’est-a-dire :
Vg€ L(F,G) , Vi, fo € LIE,F) , VA€ K, go(A-fitfa) = A(9of1)+gof2

Soient g € L(F,G), f1, f2 € L(E, F), A € K. Alors,

Ve B, p(g. A it f)l@) = (90 fit £2))(@)
9((A- fu+ fo) (@)
g\ filz) + fax))

ou la derniere égalité est vraie par définition de + et -. Ainsi, puisque ¢
est linéaire, on a :

Ve € B, (g, A i + fo)(x) = X-g(fi(@)) + g(fa(z))

(A-(go fi) +go fo)(x)
(/\ ©(g, fr) +sa(g7f2))( )
)

Ainsi, pour tout z € E, o(g, - fi + f2)(x) = (A - ¢(g, 1) + ©(g, f2))(x),
cest-a-dire (g, A - fi + f2) = A (g, f1) +¢(g, f2). D’olt ¢ est linéaire &
droite.

Montrons que ¢ est linéaire a gauche, c¢’est-a-dire :
Vi€ LEF), VYgi,92 € LIF,G) , VA €K, (Agit+go)of = A(giof)+gz0f

La linéarité a gauche est évidente et toujours vraie dans le sens ol on
n’utilise pas du tout le fait que g1, g2 ou f sont linéaires. X

A Attention : (F(E, E),+,0) n'est pas un anneau en général. La démonstration
précédente montre que o est distributive a gauche par rapport a 4+ mais pas a droite!

Exemple 4.4.4.4 Soient E=R,Vz € R, f(z) =, et Vz € R, g(z) = 22. Alors :

vae R, (g0 (f+)@) = g(f(2) + f(@)) = g(20) = 4o

Vo eR, (g0 f+g0f)@) = g(f(@)) +g(f(x) = 2
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Théoreme 4.4.4.5 Soit E un K-espace vectoriel. Alors :

(1) (L(E),+,0) est un anneau (non commutatif si E # {0} et n’est pas une droite
vectorielle) ;
(i1) (L(E),+,-) est un K-espace vectoriel ;
(i) ¥(f.g) € £(E) x L(E) , YA€K , A-(go f) = (A-g)o f=go(A- f).

On dit que (L(E),+,0,) est une K-algébre.

Preuve :
e D’apreés la proposition 4.4.4.1 avec F' = E, (Lx(E, E), +,-), c’est-a-dire
(L(E),+,-) est un K-espace vectoriel.

e Montrons que (£(FE),+,0) est un anneau.

x (L(E),+) est un groupe abélien (puisque (L(E),+,-) est un es-
pace vectoriel) ;

x o est bien une loi de composition interne d’apres le théoreme
4.4.4.3 (c’est-a-dire que la composée de deux applications li-
néaires est encore linéaire) ;

*

o est distributive (& gauche et & droite) par rapport a + (toujours
d’apres le théoréme 4.4.4.3) ;

* o est associative sur £L(E) puisqu’elle lest sur F(E, E) (propriété
de la composition d’applications);

*

enfin, Idg est clairement une application linéaire de F dans E et
est neutre pour la loi o.

Ceci prouve que (L(E),+,0) est un anneau.

e Enfin, la propriété (iii) est une conséquence du théoreme 4.4.4.3 (la
« bilinéarité »).

X

Remarque : si E # {0} et n'est pas une droite vectorielle, on choisit x,y € E non
colinéaires, on note F' =< xz,y > et on five G un supplémentaire de F dans E. Si f est
Vunique application linéaire® telle que f(x) = f(y) =y et fio = 0 et g celle qui vérifie
g(x)=g(y) =z et go =0, alors go f # fog.

Exercice 4.4.4.6 Montrer que si E = Ku avec u € E \ {Og}, alors Lx(E) = Kldg.

3. voir paragraphe suivant sur le recollement des applications linéaires.
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4.4.5 Isomorphismes, automorphismes et groupe linéaire

Définition 4.4.5.1 Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f € F¥. On dit que :

e f est un isomorphisme d’espaces vectoriels si f € L(E, F) et [ est bijective;

e f est un automorphisme de E si f est un isomorphisme de E dans F.

Exemple 4.4.5.2 Si E est un espace vectoriel, alors Idg est un automorphisme de E.

Exemple 4.4.5.3 L’application f définie par : V(z,y) € R? | f(z,y) = (z +y,z —y) est

un automorphisme de R2. En effet, on peut vérifier sans difficultés que f est linéaire et

bijective (sa bijection réciproque étant donnée par (a,b) — (%2, %2)).

Exemple 4.4.5.4 Soit (a,b,c) € C?* (avec a # 0) et soit Sy 'ensemble des solutions de
I'équation différentielle (F) : ay” + by’ + cy = 0. Alors I'application :
. SH — (C2
y o (9(0),5(0)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En effet,

e  est linéaire car si (y1,y2) € S et (A, p) € C*:

eyt peye) = (Noy 4 y2)(0), (A g+ - y2)'(0))
= (Ay1(0) + py2(0), Ay (0) + pys(0))
= A (11(0),41(0)) + g+ (y2(0), y5(0))
= A-pyn) + o p(ye)

e  est bijective car d’apres le cours sur les équations différentielles, pour tout
(o, B) € C2, il existe une unique solution de (E) vérifiant y(0) = v et y/(0) = S.

Exemple 4.4.5.5 En revanche, les applications linéaires suivantes ne sont pas des iso-
morphismes :

e lapplication D : C}*(R,R) — C°(R,R) qui & f associe D(f) = f’ (elle est surjec-
tive mais non injective) ;

e lapplication de R dans R? qui & z associe (z,z) (elle est injective mais non
surjective).

263



Mathématiques supérieures 1 4.4. Applications linéaires

Proposition 4.4.5.6 Soient E, F deuz espaces vectoriels et soit f est un isomor-
phisme (d’espaces vectoriels) de E dans F. Alors f~' € L(F,E) et [~ est bijective,
c’est-a-dire f~1 est un isomorphisme de I dans E.

Preuve :
e Puisque f est aussi un isomorphisme de groupes de (F, +) dans (F, +),
on sait déja que f~! est un isomorphisme de groupes de (F,+) dans
(E,+), c’est-a-dire :

* f~1 est une bijection de F' dans E;

* V(yy2) € F2 [ +y2) = fH ) + 7 (12)-
o Il reste donc & prouver que : Yy € ', VA€ K, f7'(A-y) =X f(y).
Soit (A,y) € K x F. Puisque f est linéaire,

SO W) =X f( ) =Xy

En prenant I'image par f~!, on obtient le résultat. X

Corollaire 4.4.5.7 L’ensemble des éléments inversibles de lanneau L(E) est un
groupe pour la loi o . Ce groupe est appelé le groupe linéaire de E et est noté GL(E).

Preuve :
On montre que GL(E) un sous-groupe de (o(E), o) (groupe de référence
constitué des bijections de E dans E).

e pour commencer, GL(F) C o(E) et Idg € GL(F);

e sif,g € GL(E), alors fog € L(E) et par suite fog € GL(E)
(car la composée de deux bijections est une bijection) ;
e enfin, d’apres la proposition précédente, si f € GL(E), alors f~*
(la bijection réciproque de f) est également bijective et linéaire.
Par suite, ™' € GL(F).
Ce qui prouve que (GL(E), o) est un sous-groupe de (c(E), o) : ¢’est donc
un groupe. X

Exercice 4.4.5.8 Retrouver directement ce résultat a ’aide de I'exercice 1.2.3.7.

A Attention : GL(F) n’est pas un sev de L£(F) et n’est pas stable par addition !
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4.4.6 Restriction et recollement

Les deux propositions suivantes sont évidentes.

Proposition 4.4.6.1 Soient E, F' deuz K-espaces vectoriels, A un sous-espace vecto-
riel de E, et f € L(E,F). Alors fia € L(A, F) et de plus, ker(fia) = ker(f) N A.

Proposition 4.4.6.2 Soient FE, F deur K-espaces vectoriels et f € L(E,F). Alors
Vapplication [ : E — Im(f) qui ¢ x associe f(x) est linéaire.

Théoréme 4.4.6.3 Soient E, F' deux K-espaces vectoriels et f € L(E, F). On suppose
que ker(f) admet un supplémentaire dans E et on fize G un supplémentaire de ker(f)
dans E. Alors lapplication :

7 G —

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Preuve :
e D’aprés la proposition 4.4.6.2, f € L£(E, Im(f)).
e D’apres la proposition 4.4.6.1, f = f|G € L(G,Tm(f)) et :

ker(f) =ker(f) NG =ker(f) NG = {0}

(puisque G @ ker(f)). Par suite, f est injective.

e Montrons enfin que f est surjective.

Soit y € Im(f). Par définition, il existe x € E tel que y = f(z). Or,
ker(f) @ G = E donc il existe (un unique) (a,b) € ker(f) x G tel que
x=a+0b. On a alors :

y=f(a)=fla+b) = fla) + f(b) = f(b) = [ (b)
(car d'une part f(a) = 0 puisque a € ker(f) et f(b) = f(b) car b € G).

Ce qui prouve que f est surjective.

X
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Théoréme 4.4.6.4 Soient E et I deux K-espaces vectoriels, G et H deux sous-espaces
vectoriels supplémentaires dans E. Alors Uapplication :

p:LEF) — L(G,F)x L(H,F)
[ (fie: fig)
est un isomorphisme de K-espaces vectoriels. En clair, la connaissance d’une applica-

tion linéaire sur deux sous-espaces vectoriels supplémentaires détermine 'application
linéaire de fagcon unique.

Preuve :
e Tout d’abord, d’apres ce qui précede, L(E, F), L(G, F) et L(H, F) sont
des K-espaces vectoriels. Par suite, £(G,F) x L(H,F) est aussi un K-
espace vectoriel.
e Ensuite, d’aprés la proposition 4.4.6.1, pour tout f € L(E, F), on a
fic € L(G,F) et fiu € L(H, F). Par conséquent, ¢ est bien définie.
e Par ailleurs, pour toutes f,g € L(F, F), pour tous A, u € K, et pour
tout sous-espace vectoriel Ade E, (A f4+p-g)a =X (fia) + - (g914).
Par suite, ¢ est linéaire.
e Montrons enfin que ¢ est bijective.

* Injectivité

Soit f € ker(¢). Montrons que f = 0. Par définition de ¢, fio =0
et fig = 0. Soit alors € E. Puisque G et H sont supplémen-
taires dans E, il existe un unique couple (a,b) € G x H tel que
z =a+0b. On a alors :

f@) = fla+b)

= [fla)+ f(0) (puisque f € L(E, F))

= fia(a)+ fiu (b) (puisque a € G et b € H)

= 040 (puisque fio =0et fijz =0)
= 0

Par conséquent, pour tout x € E, f(x) = 0, c’est-a-dire f = 0

(application nulle) et ker(yp) = {0}, c’est-a-dire ¢ est injective.
* Surjectivité

Soient g € L(G,F) et h € L(H, F). Montrons qu’il existe une

application f € L(E, F) telle que fio =g et fiu = h.

Soit € E : il existe un unique couple (a,b) € G x H tel que

z =a+b. On pose alors f(z) = g(a) + h(b).
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Ceci définit bien une application f de E dans F puisque pour
chaque x € E, le couple (a,b) € G x H est unique. Montrons
alors que f convient.

> Siz € G, alors par unicité du couple (a,b) € G x H tel que
r=a-+bonaa=uxetb=0.Alors,

f(@) = g(a) + h(b) = g(x) + h(0) = g(x) + 0 = g(x)
Par suite, fig = g.
> De la méme fagon, on montre que fiz = h.
> Montrons enfin que f € L(E, F).
Soient z,2' € E et A € K. Il existe alors un unique couple

(a,b) € G x H et un unique couple (a’,0') € G x H tels que
r=a+betx’=a +1. On a alors :

Nxt+r'=N-a+d)+AN-b+1)

Puisque G et H sont des sous-espaces vectoriels de E, on en
déduit que (A-a+a,A-b+b) € G x H. Par suite,
fA-z+2a) A-a+d)+hA-b+1)
~g(a) + g(a’) + A+ h(b) + h(V)
~(g(a) + h(b)) + g(a’) + h(V)
fx) + f(@)

Ce qui prouve que f est une application linéaire.

Ainsi, on a montré que pour tout (g,h) € L(G,F) x L(H, F)
il existe f € L(E,F) telle que fig = g et fig = h, c’est-a-dire
o(f) = (g, h). Par conséquent, ¢ est surjective.

g
A
= A
A

X

Exemple 4.4.6.5 Dans le plan 3 qu’on munit de la base orthonormée directe usuelle
(,7), on considére G =< i >= Ri et H =< j >=Rj. Alors G et H sont des sous-espaces
vectoriels supplémentaires de ? 11 existe donc un unique endomorphisme p de 3 tel que :

Pl = is 7 (application inclusion) et pjy = 0. A quoi correspond I'application p?

Remarques :

e ceci justifie Uexistence (et l'unicité) des applications f et g données dans la re-
marque (apres le théoréme 4.4.4.5) permettant de prouver que si E contient au
moins deuz vecteurs non colinéaires, alors L(E) est un anneau non commutatif) ;

e ce théoréme nous permettra de définir de facon « simple » les notions de projecteur
et de symétrie (voir le paragraphe sur les applications linéaires remarquables).
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4.4.7 Hyperplans d’un espace vectoriel et formes linéaires

Définition 4.4.7.1 Soit F un K-espace vectoriel. On appelle hyperplan de E tout
sous-espace vectoriel H de F qui admet pour supplémentaire une droite vectorielle.
Autrement dit, un sous-espace vectoriel H de E est un hyperplan de FE si :

Jue E\{0g} , H®&Ku=FE

Exemple 4.4.7.2 Dans le plan usuel B, un hyperplan est une droite vectorielle.

Exemple 4.4.7.3 Dans l'espace ?, un hyperplan est un plan vectoriel.
Exemple 4.4.7.4 Dans R* Pensemble H = {(z,vy,2,t) € R* / t = 0} est un hyperplan.

En effet, on peut vérifier (le faire) que H ®R(0,0,0, 1) = R Remarquez qu’on peut aussi
choisir une autre droite vectorielle. On a aussi H © R(1,0,0,1) = R*.

Exercice 4.4.7.5 Montrer que H = {(u,)nen € RY | ug = 0} est un hyperplan de R".

Proposition 4.4.7.6 Soient E un K-espace vectoriel, H un hyperplan de E et x € E.
Alors :
HeKr=FE < z¢H

Preuve :

Il est évident que si H® Kz = E, alors ¢ H. Réciproquement, siz ¢ H,
il est évident que H @ Kz (c’est-a-dire que ces deux espaces vectoriels
sont en somme directe). Montrons que la somme vaut E.

Par définition d'un hyperplan, il existe u € £\ {0} tel que H @ Ku = E
et puisque z € E, il existe h € H et A € K (qui sont uniques) tels que
x="h+Au. Or, 2z ¢ H donc A # 0 et on a donc :

1 1
On en déduit donc que Ku C (Kz + H) et de méme, H C (Kz+ H). Par

suite,

F=H+KuC H+KxCFE -
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Théoréeme 4.4.7.7 Soit E un K-espace vectoriel et soit H C E. Alors les énoncés
susvants sont équivalents :

(i) H est un hyperplan de E ;
(i1) il existe f une forme linéaire sur E, non nulle, telle que : H = ker(f).

Par ailleurs, si f,g € Lx(E,K)\ {0} (c’est-a-dire [ et g sont deux formes linéaires
non nulles sur E), alors :

ker(f) =ker(g) <= INe K", g=\f

Prevve :
e Montrons (i) = (i)

On suppose que H est un hyperplan de E. Alors il existe v € E \ {0}
tel que H® < u >= F. D’apres le théoreme de recollement, il existe une
unique application linéaire f € L(FE,K) telle que :

Vee H, f(x) =0k et YAEK, f(A-u)=2A

Il est alors clair que H = ker(f) et que f est une forme linéaire non nulle
(puisque f(u) = 1k par exemple).

e Réciproquement, supposons que H = ker(f) avec f une forme linéaire
non nulle sur E. Montrons que H est un hyperplan.
Par hypothese, f n’est pas identiquement nulle. Il existe donc u € E tel
que f(u) # Og. f étant linéaire, on a donc nécessairement u # 0.
Montrons que E = ker(f) @ Ku.
* Montrons que ker(f) NKu = {0z}
Soit = € ker(f)NKu. D’une part, z € Ku donc il existe A € K tel
que = A -u. Par ailleurs, = € ker(f) donc Ogx = f(z). Il s’ensuit
que :

0= f(x) = FOu) = A- F(u) = A x f(u)

Or, f(u) # Og donc A = Og (car K est un corps a fortiori un
anneau integre) et x = Og - u = 0.

* Montrons que E = ker(f)+ < u >.
Soit x € E. Sachant que f(u) # Ok, f(u) est inversible dans K.
On peut alors écrire :

z=(z— fx)f(u)u) + f(2)f(w) " u
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On a par définition, f(z)f(u)"*u € Ku. Par conséquent, on pose
h=x— f(x)f(u)tuetona:

F(h) = f(x) = f(2)f ()7 f(u) = f(z) = flz) = 0k

c’est-a-dire h € ker(f). On a donc montré qu'il existe h € ker(f)
et A € K tels que : 2 = h+ Au. Ceci prouve que E = ker(f)+ Ku.

e Enfin, montrons que si f et g sont deux formes linéaires non nulles,
alors ker(f) = ker(g) si et seulement si il existe A € K* tel que g = Af.

+ L’implication <= est évidente. En effet, si ¢ = Af avec A\ # 0,
alors f(z) =0 < g(z) =0.

* Montrons =.
On suppose que ker(f) = ker(g) = H. D’aprés ce qui précede,
H est un hyperplan de F : il existe donc u € E \ {0z} tel que
H @ Ku = E. On a alors f(u) # O et g(u) # Og. On pose
A= g(u)f(u)~t. Montrons que g = \ - f.
Siz e H, alors g(z) = 0g = f(z) = X f(x).
Si a € K, alors :

glau) = arg(u) = axg(u) = g(u)xf(u) " xaxf(u) = A f(au)

Ainsi, gig = A+ fiz et gcus = A fl<us . D’apres le théoreme de
recollement, g = X - f. X

Remarques :
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e il ne faut pas oublier I’hypothése de non nullité de la forme linéaire considérée ;
e dans la démonstration, pour montrer que H = ker(f) est un hyperplan, on sait

qu’on doit choisir v € E \ ker(f) et la proposition précédente nous dit que si
H est un hyperplan, on doit avoir E = ker(f) @ Ku. Ensuite, pour trouver la
décomposition, on pouvait aussi procéder par analyse-synthése pour trouver la
décomposition x = (x — ;Ei;u) + J{Ef;u ;

de la méme facon, lorsque l'on prouve que f et g sont proportionnelles, on peut
trouver le coefficient en raisonnant par analyse-synthese ;

moralement, ce théoréme est assez simple a comprendre. Dans R3, un hyperplan
est simplement un plan vectoriel et on sait qu’un plan a pour équation cartésienne
ax+by+cz =0 (avec (a,b,c) # (0,0,0)), ce qui correspond au noyau de la forme
linéaire (x,y,z) — ax + by + cz. Dans un cadre un peu plus général, c’est le
« [ » qui donne « une équation de Uhyperplan ». De plus, toujours dans R?, il est
évident que deuz plans sont égaux si et seulement si leurs équations cartésiennes
sont proportionnelles. La généralisation est donc que [ et g sont proportionnelles ;

on reverra d’autres explications simples lors du chapitre sur la dimension d’un
espace vectoriel (cours de mathématiques supérieures 2).
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4.4.8 Etude d’applications linéaires remarquables

Dans ce paragraphe, F est un K-espace vectoriel sur un corps commutatif K.

4.4.8.a Homothéties

Définition 4.4.8.1 On dit qu’'une application h € F(E, E) est une homothétie s’il
existe A € K tel que h =\ - Idg.

Proposition 4.4.8.2 L’ensemble H(E) des homothéties de E est une sous-algébre
commutative de L(E), ¢’est-a-dire un sous-espace vectoriel et un sous-anneau commu-
tatif de L(E).

Par ailleurs, l’ensemble des homothéties non nulles est un sous-groupe commutatif de
GL(E), isomorphe a (K*, x).

Preuve :

Pour A € K, on note hy = A-Idg. On montre de fagon évidente que pour
tout (A, 1) € K2, on a les relations :

hy —|—h# = h/\+u , ha Ohu = h# ohy = hAxu et \- h‘u = h>\><,u
On en déduit alors que H(E) est une sous-algebre commutative de £(E).

Je vous laisse faire la démonstration précise en exercice.

Par ailleurs, on a aussi : hy, =Idg et VAeK*, h;l = hy-1.
Par suite, H'(E) = H(E) \ {0} = K*Idg est un sous-groupe commutatif
de GL(FE) et I'application :

p: (K5 x) — (H'(E),o0)
A — h)\

est un isomorphisme de groupes.

X

Remarque : c’est un cas trés particulier! Comme vous 'avez déja vu dans ce chapitre,
Uensemble L(E) n’est pas commutatif en général.

Exercice 4.4.8.3 Comment interpréter géométriquement le signe de A7 Et la position
de |A| par rapport a 17
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4.4.8.b Projecteurs

Définition 4.4.8.4 Soient F un K-espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vecto-
riels supplémentaires dans E. On appelle projection sur F' parallelement a G' I'unique
application linéaire de F dans F vérifiant :

pr=Idp et pg=0

Le projecteur sur I’ parallelement a G est noté pry/q.

Remarques :

e cctte définition a un sens d’aprés le théoréme de recollement des applications
linéaires. Autrement dit, il existe bien un et un seul endomorphisme de E vérifiant
pir = ldp et pg =0;

e dans la définition précédente, on commet un abus de notation car p est a valeurs
dans E. En toute rigueur, il faudrait écrire que pip est égal a Uinclusion de I
dans I ;

e on retient aussi que st x € E, alors x s’écrit de facon unique v = xp + ro avec
rp € F et g € G et que dans ce cas, par définition, prja(x) = vp.

Exemple 4.4.8.5 Dans R3, on considere le plan F' = {(z,y, z) € R? / 2 = 0} et la droite
G =F'=R<0,0,1>. Alors la projection sur F parallelement & G est la projection
orthogonale « usuelle » sur le plan F'.

Exemple 4.4.8.6 L’application p : F(R,R) — F(R,R) qui & une application f as-
socie p(f) : x — W est la projection sur P (ensemble des applications paires)
parallelement & Z (I'ensemble des applications impaires). En effet,

P@IZ.F(R,R) et pip =1Idp et Pz =0

Définition 4.4.8.7 Soit F un K-espace vectoriel. On appelle projecteur de F tout en-
domorphisme de F tel qu’il existe F' et (G, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires
dans E tels que p = pry//a-

A partir de cette définition, il n’est pas toujours « évident » de reconnaitre un projecteur
car cela suppose qu'on « connait F' et G ». Les propriétés qui suivent vont donner une
description explicite des ensembles « F et G » et fournir un critere simple pour reconnaitre
un projecteur et ses éléments caractéristiques, c’est-a-dire « F et G ».
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Proposition 4.4.8.8 Soient E un K-espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vec-
toriels supplémentaires dans E et p = pp/jc le projecteur sur F' parallelement a G.

Alors :

(i) ker(p) = G et Im(p) = F ;
(ii) Ve € E , (z € Im(p) < p(x) =), autrement dit Im(p) = ker(ldg — p).

Preuve :

e Montrons que ker(p) = G.
Soit x € FE. Puisque F et G sont supplémentaires dans F, il existe un
unique couple (zp,zg) € F x G tel que x = xp + x¢. On a alors :

xz €ker(p) <= plar+xg)=0
< plar)+plze) =0
<— aorp=0
— zre(d

Par suite, ker(p) = G.
e Montrons que Im(p) = F' par double inclusion.

* Im(p) C F
Soit y € Im(p). Il existe x € E tel que y = p(z). Par ailleurs,
il existe (zp,zg) € F x G tel que z = xp + x5. On a alors :
y=plx)=zp € F.

* F C Im(p)
Soit xp € F. Alors p(zp) = xp donc xp € Imp.

e Enfin, soit z € F.
* Si € Im(p), alors puisque F' = Im(p) et p = pp//q, p(x) =
(en fait on I’a déja prouvé juste au-dessus quand on a montré que
Im(p) = F).
x Réciproquement, si x = p(x), alors par définition p(z) € Im(p)
donc z = p(z) € Im(p).
X

On en déduit immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 4.4.8.9 Si p est un projecteur de E, alors Im(p) @ ker(p) = E.
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A Attention : la réciproque est trés fausse ! Par exemple, dans R?; si p((x,y)) = (2z,0),
alors p est linéaire, ker(p) = R(0, 1) et ITm(p) = R(1,0). On a donc bien Im(p)@ker(p) = R?
et pourtant p n’est pas un projecteur puisque pmp) = 2ldmp) 7 Idmp)

Exercice 4.4.8.10 Si p € L(E) vérifie Im(p) ® ker(p) = E, & quelle condition nécessaire
et suffisante p est-il un projecteur ?

Théoréme 4.4.8.11 (Caractérisation des projecteurs) Soit p € L(E). Alors les
énoncés suivants sont équivalents :

(i) p est un projecteur de E ;

(i) pop = p.

Preuve :

e Montrons =—.

Si p est un projecteur de F, alors d’apres la proposition précédente,
Im(p) =ker(Idg — p) et a fortiori, Im(p) C ker(Idg — p). On en déduit
done (théoreme 4.4.4.3) que (Idg — p) o p = 0, c’est-a-dire p o p = p.

e Montrons <.
On suppose que p? = p. Montrons que p = Plu(p)// ker(p)-

x Tout d’abord, p étant une application linéaire, ker(p) et Im(p)
sont des sous-espaces vectoriels de E.

* Ensuite, montrons que ker(p) ® Im(p) = E.

> Montrons que Im(p) + ker(p) = E.
Soit € E. Alors z = p(z) + (z — p(z)). Or, p(z) € Im(p)
et p(z — p(z)) = plx) — p(p(z)) = p(z) — p(zr) = 0 donc
(z —p(x)) € ker(p). Par suite, = € ker(p) + Im(p) et donc, on
a bien Im(p) + ker(p) = E.

> Montrons que Im (p) Nker(p) = {0}
Soit 2 € ker(p) NTm(p). Alors il existe t € E tel que z = p(t).
On a aussi p(z) = 0, c’est-a-dire p*(¢) = 0. Or, par hypothese
p? = p donc p(t) = 0, c’est-a-dire x = 0.
Ce qui prouve que ker(p) @ Im(p) = E.
* Enfin, 'égalité pjerp) = 0 est claire et si y € Im(p), alors il existe

v € B tel que y = p(a) et dans ce cas, p(y) = p(2) = ple) = .
D’olt piim(p) = Idmm(p)-

X
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Proposition 4.4.8.12 Soient E un K-espace vectoriel et p un projecteur de E. Alors :

(i) q = Idg — p est un projecteur de E. q est appelé le projecteur associé a p;
(i1) ker(q) = Im(p) et Im(q) = ker(p).

Preuve :

e Puisque p € L(E), ¢ € L(E) et de plus, sachant que p> = p, on a :

¢ =(dg—p)P’=Tdg —2p+p* =1dg —p =g

Ce qui prouve que ¢ est un projecteur.

e Puisque ¢ est un projecteur, Im(q) = ker(Idz —¢) = ker(p) et de méme,

par symétrie des roles de p et g, ker(¢) = Im(p).

X

Remarques :

e en clair, la proposition précédente dit que si p = pryjq alors le projecteur associé
q estq=Dpg//F;

e ceci nous permel aussi de revenir a la preuve du théoreme de recollement. Pour
prouver la surjectivité, on a en fait considéré f = gopg/ g+ hopusq.

Exercice 4.4.8.13 Proposer une autre démonstration de la proposition précédente en
revenant a la définition d’un projecteur.

Exercice 4.4.8.14 Soit p I'application de R? dans lui-méme définie par :

V(z,y) € R*, p((z,y)) = (2:1; ;: 2L ; y)

Montrer que p est un projecteur de R? et préciser ses éléments caractéristiques.

Exercice 4.4.8.15 Soit £/ =< ch,sh > et p Papplication définie par :

Yye E,ply) =y +vy

1. Montrer que p est un endomorphisme de E.

2. Montrer que p est un projecteur et déterminer ses éléments caractéristiques.
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4.4.8.c Symétries

Définition 4.4.8.16 Soient E un K-espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vec-
toriels supplémentaires dans E. On appelle symétrie par rapport a F' parallelement a
G 'unique application linéaire s vérifiant :

S|F = Idg et Si¢ = —Idg

La symétrie par rapport a F' parallelement a G est notée spy/q.

Remarques :
o par définition, si x = xp + xg avec (xp,xg) € F X G, alors s(x) = xp — xq ;

e on commet le méme abus de notation que dans la définition d’un projecteur.

Proposition 4.4.8.17 Soient s la symétrie sur F' parallelement a G et p le projecteur
sur F' parallélement a G. Alors :

ker(s — Idg) = F ;  ker(s+Idg)=G et s=2p—Idg

En particulier, on a donc ker(s — Idg) ® ker(s + Idg) = E.

Preuve :

e Soit x € E. 1l existe un unique (zr,z¢) € F X G tel que x = xp + 6.
On a alors :

s(x)=w <= sp—axg=ar+130 < 2¢=0 < z€F

Ce qui montre dans un premier temps que ker(s —Idg) = F.
e On montre de fagon similaire que ker(s + Idg) = G.

e Enfin, pour I'égalité s = 2p — Idp, il suffit de faire la vérification sur
I, puis sur G.

X

Définition 4.4.8.18 Soit £ un K-espace vectoriel. On appelle symétrie de E tout en-
domorphisme de F tel qu’il existe F' et (G, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires
dans E tels que s = sp)/q.
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Théoréme 4.4.8.19 Soit s € L(E). Alors s est une symétrie de E si el seulement si
sos = Idg.

Preuve :
e Si 5 = sp//q est une symétrie, alors s|2F = Idp et st = Idg donc
d’apres le théoreme de recollement, s? = Idg.

e Réciproquement, on suppose que s = Idg.

* Montrons que ker(s — Idg) @ ker(s + Idg) = E.
Soit z € E. Montrons que x s’écrit de fagon unique x = xy + 9
avec 1 € ker(s —Idg) et x5 € ker(s+ Idg) par analyse-synthese.

Analyse

Supposons que de tels 21, 29 existent. Alors s(x) = s(x1) + s(x2)
et donc s(x) = 21 — x9. Or, ¥ = x1 + x5. Par suite, (en faisant la
somme puis la différence),

1 1
x = i(m +s(x)) et xo= 5(&: —s(x))

Ce qui prouve 'unicité sous réserve d’existence.

Synthese

On pose 1 = 1(z + s(z)) et zp = L(z — s(z)). Alors :
) = 5(s(x) + 52(2)) = 5(s(2) 4 7) =,

Par suite, z; € ker(s — Idg). On montre de la méme fagon que
T € ker(s + Idg). Enfin, il est évident que z = 1 + 5.
Ce qui prouve que ker(s — Idg) @ ker(s + Idg) = E.

* Par définition, Sjker(s—1dp) = Idg €t Ser(s41dp) = —Idg.

Ainsi, s est la symétrie sur ker(s — Idg) parallelement a ker(s + Idg).
X

Remarque : on peut aussi commencer par montrer (exercice : le faire) que p = prj/a
si et seulement si 2p — Idp = spjjq puis déduire le résultat de la caractérisation des
projecteurs. En effet, sis € L(E) etp=1-(s+ Idg) et on a :

P=Idy < p*=p
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Corollaire 4.4.8.20 Toute symétrie de E est un automorphisme de E.

Preuve :

On vient de voir qu'une symétrie vérifie s o s = Idg. Par suite, s est une
involution de E : c¢’est donc une bijection.

X

Exercice 4.4.8.21 Soit £ = F(R,R). On considere 'application :

p:E — E
[ elf)

oupour fe€ E, ona:VreR, of)(z)=f(-x).
1. Montrer que ¢ est une symétrie de F.

2. Quel résultat, que vous connaissez déja, cela permet-il de retrouver ?

Exercice 4.4.8.22 En considérant lapplication 1 qui a f associe x — f(x +T) retrou-
ver de facon tres simple le résultat de l'exercice 4.2.3.8.

Exercice 4.4.8.23 Soient P le plan d’équation cartésienne v+y—z = 0et D = R(1, 1, 1).
1. Montrer que P & D = R3.

2. Soit s = sp//p. Déterminer l'expression de s(x,y, z) en fonction de x,y,z pour
(z,y,2) € RS
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4.5 Exercices

Exercice 4.5.1 On se place dans R™ et on note x;, pour 1 < i < n les composantes d’'un
vecteur. Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels ?

Ei={zeR? x,€Z}; By={2cR®, sinay =21} ; Es={zecR z, =0}
Ey={r R z125=0}; Bs={0cR® o0y —ay=1}; Es={r € R® a0, # x5}

Exercice 4.5.2 Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de F(R,R) 7
Ei={feE,f(1)=0}; Ey={f€eFE, f(-1)=1} ; Es={f € E, f croissante}
Ei={f€E, festmajorée } ; FEs={fe€FE, f(1)=[f(2)=f(3)=0}
Es={f€FE, fest monotone} ; FE;={f€FE,JaeR Vr>a, f(r)=0}
Exercice 4.5.3 Les sous-ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de RN ?
Ey ={u € R", umonotone} ; Fy={ueR" uconverge } ; E3={u,ubornée}
Ey={u € RY | u est géométrique} ; E5={uecR" u converge vers £}

Es = {u € R . u est arithmétique } ; E;={uecR", Zui converge }
Exercice 4.5.4 Montrer que {f € F(RR) / Jk; € Rt | Vo e R, |f(2)] < ks|z|} est un

R-espace vectoriel.
Exercice 4.5.5 Soient F' et (G deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer que :

FUGestunsevde B <— FCG ou GCF

Exercice 4.5.6 Soient F un K-espace vectoriel, A et B deux sous-espaces vectoriels de
E. Montrer que ANB=A+B < A=0B.

Exercice 4.5.7 Soient A, B et C trois sous-espaces vectoriels de . Montrer que :

ANB+ANCCAN(B+C)

Donner un exemple ou I'inclusion est stricte.
Exercice 4.5.8 Soit F un R-espace vectoriel. Pour (z,y) € R? et (u,v) € E?, on pose :
(o4 y) - (u,0) = (a0 — yo, 70+ yu)

Montrer que E? muni de la loi + usuelle et de la loi - définie ci-dessus est un C-espace
vectoriel.
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Exercice 4.5.9 Soient ¢ : © — cos(z) et s : & — sinz. Pour ¢ € R, on considere la
fonction f, : x — 3cos(z — ¢). A-t-on f, € Vect(c,s)?

Exercice 4.5.10 Soient u, v et w les vecteurs de R? de coordonnées (1,2,1,1), (—=1,1,2,1)
et (5,4,—1,1). A-t-on w €< u,v > 7

Exercice 4.5.11 On note pour n € N, ¢, : © — cos(nz) et X = {¢,, , n € N}.
1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a € R pour que :
T — cos(ax) €< X >.
2. Pour n € N, est-ce-que z —— cos™(xz) €< X > 7 (On note cos™ = (cos)").
3. Pour quelles valeurs de n € N a-t-on z — sin(z)" €< X >?
4. On note E = {f € C°(R) / [ est 2m-périodique et paire }.

(a) Montrer que E est un espace vectoriel et que < X > est un sous-espace
vectoriel de F.

(b) A-t-on < X >=FE7?

Exercice 4.5.12 Soient A et B deux sous-espaces vectoriels de E, et soit C' un supplé-

mentaire de AN B dans B. Montrer que A+ B =A® C.

Exercice 4.5.13 On note E = F(R,R) et on considére les ensembles :
A={feE/f(1)=0} e¢ B={f€FE/JacR VzeR, f(z)=ax}

Montrer que A et B sont des sous-espaces supplémentaires dans F.

Exercice 4.5.14 On considere les ensembles suivants :

E = {(un) € RN | Vn € N | ty3 — Upio — Upy1 +u, =0}
F {(u") € RN ‘ vn €N ; Un+1 + Uy = 0}
G = {(up) ERY |V €N, tpio — 2pyy +u, = 0}

1. Démontrer que E, F et G sont des espaces vectoriels de RY.
2. Déterminer explicitement les éléments de F' et G.

3. Montrer que F'C F et G C E.

4. Montrer que £ = F & G.
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Exercice 4.5.15 On considere 'ensemble F' suivant :

F={yeC’RR)/VzeR, y'(x) = (1+2")y(2)}
1. Montrer que F' est un R-espace vectoriel.
2. On considere les fonctions suivantes définies pour tout réel x par :

’E2

f(@) = exp (2) o gle) = J@) [ e ar
0
(a) Montrer que f et g appartiennent a F.

(b) Montrer que si u et v sont deux fonctions qui sont dans F', alors la fonction
W = uv' — u'v est constante b

h
(c) Sih appartient & F', comparer les dérivées de 7 ot 4.

f
(d) En déduire que F = Vect(f, g).

Exercice 4.5.16 On consideére l'espace vectoriel E = F(R,R) ainsi que les ensembles :
F={feFE |/ festdepériode 1} et G={fecFE/ lir+n f(z) =0}
TrT—r+00

1. Démontrer que F' et GG sont des sous-espaces vectoriels de FE.

2. Démontrer que F' et G sont en somme directe (On pourra penser a utiliser une suite qui

tend vers linfini).

3. F et GG sont-ils supplémentaires dans E 7

Exercice 4.5.17 Parmi les applications suivantes de R? dans R?, lesquelles sont des
applications linéaires ?

fl(xay)’_)(zx+y>_2r_y) ; fQ(Iay)’_)(T—'_lay) ; fd("ﬁ7y)'—>(0,.’[)

foi(my) = @y 5 fii(my) = () 5 for(zy) = (Jz]y)

Exercice 4.5.18 Pour chacune des applications suivantes, dire s’il s’agit d'une applica-
tion linéaire. Si oui, préciser son image et son noyau. En déduire alors si I'application est
injective, surjective.

1. L’application f de R? dans R? qui & (x,y) associe (—z + 2y, x + y).

2. L’application g de C*°(R) dans lui-méme, qui & une fonction y associe y' + zy.

3. L’application h de B(N, R) dans R qui & (u,,) associe sup u,,.
neN

4. L’application T' de R? dans R? qui a (z,y, z) associe (v — 2,y — 2).
5. L’application P de R dans R? qui & z associe (z,1 + z,2z).

1. Pour information, la fonction W est le Wronskien des deux solutions u et v.
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Exercice 4.5.19 Soit £ = R® muni de sa base canonique ('Z, 7, l;)

1. Montrer qu’il existe un unique endomorphisme u de F tel que :
u@) = —V2+k et u()=vV2+k et wk)=i+]

2. Déterminer le noyau de u.
3. Déterminer 'ensemble F des vecteurs Z de E tels que u(Z) = 2.

4. Déterminer I'ensemble G des vecteurs & tels que u(Z) = —27.

Exercice 4.5ﬂ.20ﬂ0n_’se place dans E = R? et on note (;, f, l;) la base canonique de FE.
On note & =i — j + k et on désigne par f, I'application qui & & de coordonnées (z,y, z)
associe :

f@)=7-2x+y+2)7
Montrer que f est un endomorphisme de F.
Déterminer f2.
En déduire que f est bijective et donner f~!, ker(f) et Im(f).

Montrer que ker(f — Idg) @ ker(f + Idg) = E et déterminer une base de chacun
de ces espaces.

5. Déterminer Im(f — Idg) et Im(f + Idg).

L

Exercice 4.5.21 On considere les ensembles F' et GG suivants :

F {(z,y,2) eR® |y =2}

G = {(r,y,2)eR® /z—y=0¢et z—2y=0}

Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R?.
Montrer que F' est un plan et déterminer une base de F.

Montrer que G est une droite vectorielle et donner un vecteur directeur de G.

Ll

Montrer que F et G sont supplémentaires dans R3.

ot

Soit p le projecteur sur F' parallelement a G. Déterminer I’expression de p(x, y, 2),
pour (1,y,z) € R%.
6. Soit ¢ 'endomorphisme de R? défini par :
q: R? — R
(I,y,Z) — ($+U—Z,’U,’U)

On admet donc que ¢ est un endomorphisme de R?. Montrer que ¢ est un projec-
teur.
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7. Montrer que ker(q) est une droite vectorielle.
8. Vérifier que ker(g) et G sont en somme directe.
9. Montrer que Im(q) = F.

10. En déduire que po ¢ = ¢ et que gop = p (il n'est pas nécessaire d’avoir calculé p
a la question 5 pour répondre a cette question et aux suivantes).

11. On pose r = p + q. Est-ce que r est un projecteur ?
12. Pour tout entier n > 2 calculer " en fonction de 7r.

13. Montrer les deux inclusions :
(a) Im(r — 2Idgs) C ker(r) et (b) Im(r) C ker(r — 2Idgs)

14. Montrer que R3 = ker(r) @ ker(r — 2Idgs).

15. Donner P'expression (en fonction de x,v, z) € R?) de la symétrie s par rapport a
ker(r) parallelement & ker(r — 2Idgs).

Exercice 4.5.22 Soient E, F et G trois K-ev. On suppose que [ € L(E, F), f surjective,
g : F'— G est une application et que g o f est linéaire. Montrer que g est linéaire.

Exercice 4.5.23 Soit E un espace vectoriel et f € L(F). Montrer les équivalences sui-
vantes :

1. E=ker(f) +Im(f) < Im(f) = Im(f?).

2. Tm(f) Nker(f) = {0} < ker(f) = ker(f?).

Exercice 4.5.24 Soient I, F et G trois K-espaces vectoriels, f € L(FE, F)et g € L(F, Q).

1. Montrer que : ker(g o f) = ker(f) <= ker(g) NIm(f) = {0}.
2. Montrer aussi que : Im(g o f) =Im(g) <= ker(g) + Im(f) = F.

Exercice 4.5.25 On considere E, F et G trois K-espaces vectoriels, f € L(E, F) ainsi
que g, h € L(F,G). Montrer que :

ker(go f) =ker(ho f) < Im(f) Nker(g) = Im(f) Nker(h)

Exercice 4.5.26 Soit £ un K-espace vectoriel et p un projecteur de E. On suppose que
A € K\ {0,1}. Montrer que p — Aldg est un automorphisme de E :

1. en cherchant un inverse sous la forme ap + bldg avec (a,b) € K?;

2. en prouvant directement que p — Adg est bijective.
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Exercice 4.5.27 Soient E un K-espace vectoriel, p et ¢ deux projecteurs de E. Montrer
que :

p+ q est un projecteur <= poqg=qgop=20
Indication : pour limplication directe, on pourra montrer que pq + qp = 0 puis montrer
que pq = gp-
Montrer qu’alors Im(p + ¢) = Im(p) & Im(q) et que ker(p + q) = ker(p) N ker(q).

Exercice 4.5.28 Soient F un K-espace vectoriel et f, g € L(F). Démontrer I’équivalence
des deux propriétés suivantes :

(i) fog=getgof=f;

(i7) f et g sont des projecteurs de F et Im(f) = Im(g).

Exercice 4.5.29 Soit E un K-espace vectoriel. Soient par ailleurs A et B deux sous-
espaces vectoriels de F, supplémentaires dans F. On pose :

G={feLlE)/ ker(f)=A et Im(f)=DB}

. Soit f € G. Montrer que B est stable par f, c’est-a-dire que Va € B | f(z) € B.
. Montrer alors que si f € G, alors f|p est un automorphisme de B.

. Démontrer que GG est un groupe pour la loi o et qu'il est isomorphe a GL(B).

. G est-il un sous-groupe de GL(E)?

= W N

Exercice 4.5.30 Dans cet exercice, on étudie les endomorphismes annulés par un poly-
nome du second degré scindé a racines simples et quelques applications.

Partie 1 : généralités

Soit E un K-espace vectoriel. On considere également «, f deux éléments distincts de K
et f € Lx(FE) tel que :
(f —aldg) o (f — Bldg) =0
1. Montrer qu'on a aussi : (f — fldg) o (f — aldg) = 0.
On pose pour la suite F, = ker(f — aldg) et Fy = ker(f — fIdg).
. Montrer que F, et Fj sont des K-espaces vectoriels.
. Démontrer que : Im(f — fldg) C F,, et Im(f — aldg) C Fj.

. Montrer que F, et Fj sont supplémentaires dans F.

T o= W N

. On appelle p la projection sur F, parallelement a Fj et g le projecteur associé a
p. Etablir que :
ptqg=Idg et pog=qop=0
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6. Montrer que f = ap+ Bq et en déduire 'expression de f™ pour n € N en fonction
de o, B,p et q.

7. On suppose que [ ¢< Idg >. Prouver que f est bijective si et seulement si o8 # 0
et exprimer dans ce cas f~! en fonction de «, 3,p et ¢ puis plus généralement, f*
lorsque n € Z.

Partie 2 : étude d’un exemple

On considere I'application f de R? dans lui-méme définie pour tout (z,y) € R? par :

Démontrer que f est un endomorphisme de R?.
f est-il un automorphisme de R??
Calculer pour (x,y) € R%, (fo f)(x,y).

En déduire I'existence de deux réels o < 3, que vous déterminerez, tels que :

(f = aldgz) o (f — fldze) = 0

- W o=

5. Déterminer alors les sous-espaces vectoriels I, et Fj. Pour chacun, on donnera
une équation cartésienne ainsi qu’une base.

6. Calculer explicitement pour (z,y) € R2, p(z,y) et ¢(z,y) (ot p et g sont les
projecteurs définies dans la premiere partie mais pour cette application f).

7. Vérifier que p+ g = Idg2 et que pog=qgop=0.

8. Déterminer 'endomorphisme f™ pour n € Z (donner explicitement f"(x,y) pour
(z,y) € R?).

Partie 3 : application

Deux masses identiques sont reliées a deux points fixes et entre elles par trois ressorts de
méme raideur ko. On choisit ko et m de sorte que %0 =1 (s72) :

m

kg I:EI Ko

m m

On admet que les abscisses z1 et x5 des deux masses, repérées par rapport a leurs positions
d’équilibre respectives, sont solutions du systeme différentiel suivant :

i"l = —2.’,['1-1—1'2
.’i’g = $1—2$2

1. Prouver que pour tout réel ¢, (1(t), Z2(t)) = f(x1(t), x2(t)), ot f est endomor-
phisme défini dans la seconde partie.
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2. On note @ (respectivement ¥), un vecteur directeur de F,, (respectivement Fj)
(voir partie 2).

(a) Justifier qu’il existe deux fonctions a et b telles que :
Vie R, (1(t), z2(t)) = a(t)d + b(t)v

(b) Montrer que les fonctions a et b sont deux fois dérivables sur R.
(¢c) Etablir que :
vVt e R, a(t)u + b(t)0 = aalt)d + Bb(t)T
(d) En déduire que a et b sont solutions d’'une équation différentielle linéaire du
second ordre a coefficients constants.

(e) Résoudre cette équation et en déduire les solutions du systeme différentiel
proposé.

3. Déterminer la solution du systeme proposé vérifiant les conditions initiales sui-
vantes :
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Chapitre 5

Arithmétique dans Z

Prérequis : dans tout ce chapitre, les notions suivantes sont supposées connues :

e le cours de logique (implications, équivalences, prédicat) ;

e relation d’équivalence, relation d’ordre, plus petit et plus grand élément ;

e l'ensemble N et toutes ses propriétés;

e la structure d’anneau (Z, +, x) et les propriétés de ’ensemble ordonné (Z, <) ;

e groupes, anneaux et corps, morphismes de groupes ou d’anneaux.

Aucune connaissance spécifique en arithmétique n’est supposée connue.
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5.1 Arithmétique dans 7Z

5.1.1 Diviseurs et congruences

Définition 5.1.1.1 Soit (a,b) € Z?. On dit que a divise b, et on note alors alb, si
Je€Z ,b=ac.

Remarques et notation :

e on peut aussi dire que b est un multiple de a, ou encore que a est un diviseur de
b. On note alors aZ l'ensemble des multiples de a, c¢’est-a-dire :

aZ ={na ,n €L}
Vb € Z , 1|b puisque pour tout b € Z, il existe c=b € Z tel queb=1xb=1xc;
Ya €Z , a0 et ala;
pour tout a € Z, Ola <= a=0;
sinla et n|b, alors pour tout (u,v) € Z?*, nlua + vb;

alb si et seulement si bZ C aZ.

Proposition 5.1.1.2 La relation | est réflexive et transitive mais n’est pas antisymé-
trique. Plus exactement,

V(a,b) € Z? ((a,|b et bla) <= |a| = |b\)

Preuve :

e On a vu que pour tout a € Z, ala. Par suite, | est réflexive.

e Par ailleurs, soient a, b, c € Z tels que alb et blc : il existe n,p € Z tels
que b = na et ¢ = pb. Alors ¢ = pna = (np)a avec np € Z. Par suite, alc
et la relation | est transitive.

e Enfin, si a,b € Z vérifient a|b et b|a, alors il existe deux entiers relatifs

n et p tels que a = nb et b = pa. Il s’ensuit que a = npa, soit encore
a(np — 1) = 0. L’anneau Z étant integre, il y a deux cas :

* soit a = 0, et dans ce cas, on a b = pa = 0 donc |a| = [b] = 0;
% ou bien np = 1 et puisque n,p e Z,n=p=1loun=p=—1,
c’est-a-dire a = b ou a = —b, soit encore |a| = |b|.
Réciproquement, il est clair que si |a| = |b], alors a|b et b|a. X
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Définition 5.1.1.3 Soient n € N* et (a,b) € Z2 On dit que a est congru a b modulo
n, et onnote a =b [n] , sin|(b—a).

Remarque : par définition, sin e N*, a=b [n] < Ik €Z,b=a+kn.

Proposition 5.1.1.4 Pourn € N* fizé, la relation de congruence modulo n, =, est une
relation d’équivalence. De plus, elle est compatible avec l’addition et la multiplication :

Va,b,c,d€Z , (a=b [n] etc=d [n] = a+c=b+d [n] et ac=bd [n])

Preuve :

e Montrons pour commencer que = est une relation d’équivalence.

+ Montrons que = est réflexive.
Pour tout a € Z, n|0, soit encore n|(a — a). Par suite, a = a [n]
et la relation = est donc réflexive.

+ Montrons que = est symétrique.
Soient a € Zet b € Ztelsquea =b [n] . Par définition, n|(b—a),
c’est-a-dire qu’il existe ¢ € Z tel que b — a = cn. Mais alors,
a—b=(—c) xndonc nl(a —b), c’est-a-dire b=a [n] . Ce qui
prouve que = est symétrique.

+ Enfin, montons que = est transitive.
Soit (a,b,c) € Z3 tel que a = b [n] et b = ¢ [n] . Alors, n
divise b — a et n divise ¢ — b. Par suite, il existe k,l € Z tels
que : b—a = kn et ¢ — b = [n. En additionnant, on obtient :
c—a=(k+Dnetdonca=c [n].Doula transitivité.

Ce qui prouve que = est bien une relation d’équivalence sur Z.

e Montrons a présent la compatibilité avec 'addition et la multiplication.
Soit (a,b,¢,d) € Z* tel que a =b [n] et c=d [n] . 1l existe k,l € Z
tels que b = a + kn et d = ¢ + [n. En additionnant, on a directement :
b+d=a+c+ (k+1Dn, cest-a-ditea+c=b+d [n] .

Pour la multiplication, on remarque que :

ac —bd = ac —be+ be —bd = (a — b)c + b(c — d)

Or, n|(a —b) et n|(c — d) donc n| ((a —b)c+ b(c — d)) et ac=bd [n] .
X
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A Attention : on ne peut pas diviser ou simplifier en général! Par exemple,
2x6=2x2 [§] mais 6#£2 [§

Il faut donc manipuler les congruences (c’est-a-dire le symbole =) avec attention. On verra
un peu plus loin dans quels cas on peut simplifier. Si vous avez le moindre doute, écrivez
la congruence sous forme d’une égalité et regardez s’il est possible de simplifier (ou non)
dans I'égalité.

Corollaire 5.1.1.5 Soient n € N* et (a,b) € Z2. Alors :

a=b [n] = (VkeN,d" =v" [n])

Preuve :
On suppose que a =b [n] .

o Avec les conventions usuelles, a® = b° = 1 donc a® = b° [n]. La propriété
est donc vraic au rang 0.

e Montrons par récurrence que Vk € N* | af = b* [n].

Initialisation :

Pour £k =1, a = b [n] par hypothese. La propriété est donc vraie au
rang k = 1.

Hérédité -

On suppose la propriété vraie au rang k > 1 : montrons qu’elle est vraie
au rang k+1. Par hypothese de récurrence, a* = b [n] et on a aussia =

b [n] . Larelation de congruence étant compatible avec la multiplication,
on a donc :

axa*=bxb" [n] Ccest-a-dite ot =05 [n]

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang k& + 1 et acheve la
récurrence. X

Exercice 5.1.1.6 Quel est le dernier chiffre dans I’écriture en base 4 de I'entier naturel
N =106 x 20112°" — 59 x 20062°!* ? Et en base 107

Exercice 5.1.1.7 Proposer une autre preuve directe en utilisant la factorisation de b* —a*
(voir proposition 1.2.3.9).
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5.1.2 Nombres premiers et décomposition en produit de fac-
teurs premiers

Définition 5.1.2.1 Un nombre entier naturel p est dit premier s’il admet exactement
deux diviseurs (dans N) qui sont 1 et p.
Un nombre entier qui n’est pas premier est dit composé.

Exemple 5.1.2.2 Les nombres 2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29 sont des nombres premiers.

Exemple 5.1.2.3 Les nombres 4,121,221 sont des nombres composés.

A Attention : 1 n’est pas premier puisqu’il n’admet qu’un seul diviseur dans N.

Théoreme 5.1.2.4 Tout entier naturel n > 2 admet au moins un diviseur premier.

Preuve :
On montre le résultat par récurrence forte.
Initialisation :

Pour n = 2, n est divisible par 2 qui est bien premier. La propriété est
vraie au rang n = 2.

Hérédité :
On suppose que la propriété est vraie pour tout entier k& € [2,n] pour

un certain entier n > 2. Montrons qu’elle est vraie au rang n + 1. On a
alors deux cas :

e si n + 1 est premier, alors n + 1 est divisible par n + 1 qui est
premier ;

e sin+1n’est pas premier, alors n+1 admet un diviseur a différent
de 1 et de n+ 1, c’est-a-dire qu’il existe b tel que n+ 1 = ab avec
2 < a < n. Par hypothese de récurrence, a admet au moins un
diviseur premier p. Ce nombre premier p est alors un diviseur de
n+1.

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n + 1 et acheve la
récurrence.

X
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Proposition 5.1.2.5 Un entier naturel n > 2 est composé si et seulement si il admet
un diviseur premier p tel que p < /n.

Preuve :
e Montrons —

Soit n > 2 un nombre composé. Alors il existe deux entiers naturels a
et btels quen =ab, 1 <a <netl<b<n. Parailleurs, il est clair
que a < y/n ou bien b < y/n. En effet, dans le cas contraire, a > \/n et
b > \/n et par conséquent, ab > n : ce qui est absurde.

Quitte & échanger les noms, on peut supposer que a < y/n. Sachant que
a = 2, on peut appliquer le théoreme précédent, et a admet un diviseur
premier p. Il est alors clair que pln et p < /n.

e Réciproquement, si n > 2 admet un diviseur premier tel que p < \/n,
alors ce diviseur p est strictement plus grand que 1 (puisque 1 n’est pas
premier) et strictement inférieur a n (puisque y/n < n pour n > 2). Ainsi,
n n’est pas premier car il admet un diviseur autre que 1 ou n.

X

Pour montrer qu'un nombre entier naturel n > 2 est premier, il
» Méthode : I faut et il suffit de prouver qu’il n’est divisible par aucun nombre

premier p < /7.

Exemple 5.1.2.6 Montrons que 1009 est premier. Puisque 31 < /1009 < 32, il faut et
il suffit de prouver que 1009 n’est pas divisible par un nombre premier plus petit que 32,
c’est-a-dire n’est pas divisible par 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 et 31. Pour 2, 3 et 5,
on connait les criteres pratiques et c¢’est donc facile de vérifier qu’ils ne divisent pas 1009.
Pour les autres, on peut faire la division euclidienne (voir paragraphe suivant) ou utiliser
les calculs de congruences. Par exemple,

1009 = 1009 — 31 x 30 [31] =709 [31] =709—31x22 [31] =27 [31] £0 [31]

Théoreme 5.1.2.7 L’ensemble des nombres premiers est infini.

Preuve :

Voir le cours de logique (ou refaire la preuve en raisonnant par I'absurde

et en considérant un facteur premier de N =[[ pp + 1).
X
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Théoréme 5.1.2.8 (Décomposition en facteurs premiers) Tout entier naturel

n = 2 se décompose de fagon unique (6 l'ordre prés) en produit de nombres premiers.
Autrement dit, n s’écrit sous la forme :

T
w1
i=1

ou r € N* et pour tout i € [1,r], p; est premier et o; € N* et les p; sont deuz d deux
distincts. De plus, cette écriture est unique a 'ordre prés des facteurs.

Preuve :

On a déja prouvé l'existence (voir exemple 2.2.2.8 sur I'ensemble N). On
montrera I'unicité (& Pordre prés) un peu plus loin dans le cours.

X

Remarques :

e quec la convention qu’un produit vide est égal a 1, le théoréeme reste valable pour
n =1 qui est le produit vide de nombres premiers ;

e dans la pratique, trouver la décomposition en facteurs premiers est un probléme
difficile et c’est sur cela que repose de nombreuses méthodes de cryptographie.

Définition 5.1.2.9 On dit que p € Z est premier si |p| est un entier naturel qui est
premier.

Remarque : de fagon équivalente, p € 7Z est premier si et seulement si p admet exacte-
ment 4 diviseurs dans Z qui sont 1, —1, p et —p.

Corollaire 5.1.2.10 Tout entier relatif n ¢ {—1,0,1} s’écrit sous la forme :

,
n=+ Hp;“
i=1

ou r € N* et pour tout i € [1,n], p; € N est premier, o; € N* et les p; sont deux a
deux distincts. De plus, cette écriture est unique a ’ordre prés des facteurs.
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5.1.3 Division euclidienne

Théoréme 5.1.3.1 (Division euclidienne) Soient a € Z et b € N*. Alors il existe
un unique couple (q,r) € Z* tel que :

q est appelé le quotient de la division euclidienne de a par b et r le reste.

a=qgb+r et 0<r<b

Preuve :
e Montrons I'existence.
Considérons A = {n € Z , nb < a}. A est une partie de Z qui est :
x non vide (elle contient 0 sia > 0 et asia <0);
x et majorée (par a si a = 0 et par 0 sinon).
Par conséquent, A possede un plus grand élément. Notons le ¢ et posons
r = a — gb. Par définition, ¢ € A donc ¢b < a, soit encore r > 0. Enfin,
(g+1) ¢ A, donc (g + 1)b > a, soit encore r < b.
e Montrons 'unicité.
Soient (q,7) et (¢',7") deux tels couples. Alors : ¢b +r = ¢'b+ 1/, soit
r—r=>bl¢g—¢q). Or,0 <1 <bet —b < —r < 0. Par conséquent,
r'—r € bZ et —b < r'—r < b. Par suite, v’ —r = 0, c’est-a-dire r = 1
et en remplacant, on obtient ¢ = ¢’. D’ou 'unicité. X
Remarques :

294

on pouvait aussi chercher a caractériser q directement en utilisant les rationnels

et la fonction partie entiére. En effet, g = E (%) ;

la division euclidienne est un outil important pour le calcul de pged (voir para-
graphe 6) ;

on verra aussi dans le chapitre sur les polynomes que la division euclidienne peut
se généraliser a d’autres anneaux que 7. (mais pas tous les anneaux) ;

avec les hypotheéses et notations du théoréme bla si et seulement si le reste de la
division euclidienne de a par b est nul;

dans la pratique, quand a et b sont « grands », on fait des divisions successives
(mais pas euclidiennes) jusqu’a obtenir un reste qui est bien dans [0,b — 1] ;

le reste r est caractérisé par a =r [b] etr € [0,b—1]. Le calcul du reste est en
général plus simple que celui du quotient.
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5.1.4 Sous-groupes de (Z,+)

Théoreme 5.1.4.1 Les sous-groupes de (Z,+) sont les nZ, avec n = 0.

Preuve :

e Montrons que pour tout n € N, nZ est un sous-groupe de (Z, +).

Soit n € N et soit ¢, : Z — Z définie par : Vo € Z , v, (x) = nx.

La multiplication dans Z étant distributive par rapport a I’addition, ¢,,
est un morphisme de groupes. Par conséquent, nZ = Im(p,) est un sous-
groupe de Z.

e Réciproquement, soit H un sous-groupe de (Z, +).

Si H = {0}, alors H = 0Z et le résultat est prouvé.

On suppose donc que H # {0}. Il existe alors © € H tel que z # 0.
H étant un sous-groupe, il est stable par opposé : —x € H. Par suite,
{—z,2} C H, et donc |z| € H NN*.

Ainsi, H N N* est une partie non vide de N : elle admet donc un plus
petit élément. Soit n = min(H N N*). Montrons que H = nZ.

* Par définition du plus petit élément, n € H. Puisque H est un
sous-groupe de Z, on en déduit immédiatement que nZ C H (on
peut par exemple prouver par récurrence immédiate que kn € H
pour tout k£ € N puis la stabilité par opposé donne le résultat
pour k € Z).

x Réciproquement, soit h € H. On effectue la division euclidienne
de R par n (licite puisque n € N*) : il existe un unique couple
(g,r) €Z* telque h=qn+ret 0<r <n.

Or, on sait que h € H et d’apres ce qui précede, gn € nZ C H.
H étant un sous-groupe de Z, h — nq € H, c’est-a~-dire r € H.
Enfin,

refd

0<r<n

n = min(H N N*)

Par conséquent, h = gn € nZ.

!

Ainsi, on a montré par double inclusion que H = nZ.
X

On va voir dans les paragraphes suivants que ce théoreme est trés important et permet
d’établir des relations fondamentales en arithmétique !
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5.1.5 Plus grand commun diviseur et plus petit commun mul-
tiple

Proposition 5.1.5.1 (Définition) Soient a et b deuz entiers relatifs.

(i) On suppose que (a,b) # (0,0). L’ensemble des diviseurs communs de a et b
admet un plus grand élément. Ce plus grand élément est appelé le plus grand
commun diviseur de a et b, et est noté pgcd(a, b), ou parfois a A'b.

(1i) On suppose a et b non nuls. L’ensemble des multiples communs de a et b admet
un plus petit élément strictement positif : cet élément est appelé le plus petit
commun multiple de a et b, et est noté ppcm(a,b) ou parfois a \V b.

Preuve :

(z) Notons D(a,b) = {n € Z / nla et n|b}. D(a,b) est une partie de Z
qui est non vide (car 1 € D(a,b)) et majorée (par |a| par exemple). Par
conséquent, elle admet un plus grand élément.

(27) De la méme fagon, notons M(a,b) = {n € Z / a|n et bjn}. Alors,
M (a,b) N N* est une partie de N qui est non vide (elle contient |ab| par
exemple). Par suite, elle admet un plus petit élément. X

Remarques :

e par convention, on pose pged(0,0) =0, et pour tout a € Z, ppem(a,0) = 0;

e par définition, pged(a,b) € N*, c’est-a-dire pged(a,b) > 0. En effet, on a vu que
1 € D(a,b) donc maxD(a,b) >1;

e Va €7, pged(a,0) = |al ;

e Ya,b € Z , pged(a,b) < min(|al, |b]) et ppem(a,b) < |a| x |b].

On admet provisoirement la proposition suivante.

Proposition 5.1.5.2 Soient a,b € Z\ {—1,0,1}. On suppose :

n n
lal = []p" et ol =]]»"
i=1 i=1

oun € N*, les p; sont premiers et distincts deuz a deuz, et oy, 5; € N (éventuellement
nuls). Alors :

n n

pged(a, b) = Hp;“in(a“ﬂi) et ppem(a,b) = Hp;“ax(a“ﬁz)

i=1 i=1
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Théoréme 5.1.5.3 Soient a,b € Z. Alors :

aZ + bZ = pged(a,b)Z et aZ N bZ = ppem(a,b)Z

Preuve :
e Si ab = 0, la propriété est claire. On suppose donc que a # 0 et b # 0.

e Montrons que aZ N bZ = ppem(a, b)Z.

Tout d’abord, aZ et bZ sont des sous-groupes de Z. Par suite, aZ N bZ
est un sous-groupe de Z et il existe n € N tel que aZ NbVZ = nZ, et
nécessairement, n # 0 (car |ab| # 0). Montrons que n = ppem(a, b).

% Pour commencer, n € aZ donc a|n et de méme, bjn. Avec les
notations précédentes, on a donc montré que n € M(a,b) N N*.

x Par ailleurs, si p € M(a,b)NN*, alors alp et b|p. Par suite, p € aZ
et p € bZ. 1l s’ensuit que : p € aZ N bZ = nZ. Par conséquent,
n|p. Or, p € N* et n € N donc n|p entraine que n < p.
Ainsi, on a montré que : Vp € M(a,b) "NN* , n < petn e M(a,b) NN,
c'est-a-dire que n est le plus petit élément de M (a,b) N N*, soit encore
n = ppem(a, b).

e Montrons a présent que aZ + bZ = pged(a, b)Z.
Pour commencer, on montre que aZ + bZ = {an + bp , (n,p) € Z*} est
un sous-groupe de Z.

x 0 € aZ+bZ puisque 0 =a x 0+ b x 0 et (0,0) € Z*;

% solent x,y € aZ + bZ. Par définition, il existe n,n’,p'p’ € Z tels
que z = na+pb et y = n'a+p'b. Alors, z—y = (n—n')a+(p—p')b
et donc © — y € aZ + bZ.

Ce qui prouve que aZ+ bZ est un sous-groupe de Z : il existe donc d € N
tel que aZ + bZ = dZ. Montrons alors que d = pged(a, b).

* Dans un premier temps, a € aZ + bZ = dZ : par suite, d|a. De la
méme fagon, d|b. Il ’ensuit que d € D(a,b).

x Par ailleurs, soit p € D(a,b). Par définition, pla et p|b. 1l existe
donc deux entiers relatifs k et [ tels que a = kp et b = Ip. De
plus, d € dZ = aZ+bZ : il existe (u,v) € Z? tels que ua+vb = d.
En remplagant, on obtient : d = (uk + vl)p, c’est-a-dire p|d. Par
suite, p < |p| < |d] = d.

Ce qui montre que d € D(a,b) et ¥p € D(a,b), p < d, cest-a-dire
d = max D(a,b) = pged(a, b).

X
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En fait, dans la démonstration, on a démontré quelque chose de plus précis sur les diviseurs
communs et les multiples communs de deux entiers.

Proposition 5.1.5.4 Soient a,b,n € Z. Alors :

nla aln
{nb <= n|pged(a,b) et {b|n < ppem(a, b)n

Enfin, la proposition suivante est évidente et sa preuve est laissée en exercice.

Proposition 5.1.5.5 Soit (a,b) € Z*. Alors pour tout k € Z,

pged(ka, kb) = |k| X pged(a,b) et ppem(ka, kb) = |k| x ppem(a, b)

Remarque : en fait, on peut généraliser la notion de pgcd et de ppem an entiers (n > 2).
Les définitions et les propriétés sont identiques, tout comme les démonstrations.

5.1.6 Théoreéme de Bézout et algorithme d’Euclide

On a vu une méthode pour déterminer le pged de deux entiers a partir de leur décomposi-
tion en facteurs premiers. Seul inconvénient : cela nécessite de connaitre la décomposition
en facteurs premiers, ce qui n’est pas toujours facile a obtenir.

On dispose d'une autre méthode, appelée algorithme d’Euclide, qui repose sur la remarque
suivante et sur le lemme suivant :

Remarque : pour tout (a,b) € Z2,

pged(a, b) = pged(a, [b]) = pged(|al, [b])

Lemme 5.1.6.1 Soient a,b,q,r € Z tels que a = gb+ r. Alors :

pged(a, b) = pged(b, )

Preuve :

‘ On montre que D(a,b) = D(b,r), ce qui prouvera le lemme.

298



Chapitre 5 Arithmétique dans Z

e Montrons que D(a,b) C D(b, 7).

Soit d € D(a,b). Sid =0, alors a = b = 0 et donc r = 0. Par suite, d|r.

Sinon, d|a et d|b équivaut & a = 0[d] et b = 0[d]. On en déduit que :
r=a—qgb=0 [d  c'est-a-dire d|r

Par suite, d|b et d|r donc d € D(b,r).
e Montrons l'inclusion réciproque : D(b,r) C D(a,b).

Soit d € D(b,r). Si d =0, alors b =r = 0 et donc a = 0. Par suite, d|a.
Sinon, b = 0[d] et r = 0[d]. Par conséquent, a = 0[d], c’est-a~dire d|a et
donc d € D(a,b). -

Théoréme 5.1.6.2 (Algorithme d’Euclide) Soient a € Z et b € N*. On pose
alors :

e g =ua, yo =" et qy et ro le quotient et le reste de la division euclidienne de a
par b ;

o sirg =0, on s’arréte et sinon, on pose : x1 =b, y; =ro €t q1,r1 le quotient et
le reste de la division euclidienne de x1 par y; ;

e puis pour n € N, si r,.1 = 0, on s’arréte; sinon, lorsque r,1 # 0, on pose
Tpio = Tn, Ynio = Tny1 €l on note quio et ryo le quotient et le reste de la
division euclidienne de X, o par Ynis-

Avec les définitions ci-dessus, il y a deux cas possibles :
1. soit o = 0 et lalgorithme est fini. Dans ce cas, pged(a,b) = b ;

2. ou bien g # 0. Dans ce cas, il existe un entier p tel que rp, # 0 et 1y = 0. De
plus, on a alors :
pged(a,b) =1,

Preuve :

Le cas ou rg = 0 est évident.

On suppose donc rg # 0, c’est-a-dire 0 < ¢ < b. Par définition, pour un
entier n donné, si r, # 0, alors r,,1 est le reste de la division euclidienne
de x,41 par Ypr1 = 1y, donc 0 < rypq < 1.

Si pour tout entier n, r, # 0, alors la suite (7,)nen est une suite stric-
tement décroissante d’entiers compris dans [1,b]. Ceci est impossible
puisque [1, 5] est un ensemble fini.
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Par conséquent, il existe un entier n tel que r, = 0. De plus par hypothese,
ro # 0, donc il existe un entier p tel que r,41 = 0. Par définition de
I'algorithme, 7, # 0.
Sip =0, c’est-a-dire r; = 0, alors pged(b,r9) = ¢ et d’apres le lemme
précédent :
pged(a, b) = pged(b,ro) =19 =1

De méme, si p=1, alors 1, =0 et :

pged(a, b) = pged(b, o) = pged(ro, 1) =11 =1,

Sinon, toujours par application du lemme précédent, on a :

Vk e [1,p—1] , pged(rp—1,7%) = pged(re, rit1)

Par suite,

pged(a, b) = pged(b, o) = pged(rg, r1) = pged(rp—1,7,) =1y

puisque 7,41 = 0 signifie que 7, divise r,_;.

Exemple 5.1.6.3 On détermine le pged de 6468 et 1547 par l'algorithme d’Euclide :
6468 = 4 x 1547 + 280

1547 = 5x280 + 147
280 = 1x147 + 133
147 = 1x133 + 14
133 = 9x 14 + 7
14 = 2x7 + 0

Par suite, le dernier reste non nul est 4 = 7 et pged(6468,1547) = 7.

Définition 5.1.6.4 On dit que deux entiers relatifs a et b sont premiers entre eux si
pged(a, b) = 1.

Exemple 5.1.6.5 2 et 3 sont premiers entre eux, tout comme 24 et 35. En revanche, 21
et 33 ne sont pas premiers entre eux.
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Théoréme 5.1.6.6 (Bézout) Soient a et b deux entiers relatifs. Alors :

anb=1 < F(u,v) €Z*, au+bv=1

Preuve :
Soit d = pged(a,b). On a déja vu que aZ + bZ = dZ. On a alors :

pged(a,b) =1 <= aZ+VZ=1
— leaZ+ VL
— I(u,v)€Z,au+bv=1

Remarque : [’égalité au + bv = 1 est appelée identité de Bézout.

A Attention : ce résultat est treés faux si le pged n’est pas égal a 1!!!

J(u,v) € Z* , au+bv =d <= pged(a,b)|d

Il y a alors logiquement deux questions intéressantes que vous devez vous poser !
1. Comment fait-on dans la pratique pour déterminer un couple (u,v)?
2. Le couple (u,v) est-il unique ?

Pour la seconde question, la réponse est trivialement non ! En effet, si (uo, vo) est un couple
vérifiant la relation de Bézout, il est clair que pour tout k € Z, (u, — kb, vg + ka) est aussi
un couple vérifiant la relation de Bézout.

Pour la premiere question, on dispose d'une méthode « simple » pour trouver un couple
(u,v). I est obtenu & partir de l'algorithme d’Euclide. Reprenons I'exemple précédent.

Exemple 5.1.6.7 On a vu que pged(6468,1547) = 7. Reprenons alors les étapes de
lalgorithme d’Euclide mais de la fin vers le début.

7T = 133-9x14

133 — 9 x (147 — 1 x 133)

10 x 133 — 9 x 147

10 x (280 — 147) — 9 x 147

10 x 280 — 19 x (1547 — 5 x 280)
105 x (6468 — 4 x 1547) — 19 x 1547
= 105 x 6468 — 439 x 1547
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Remarque : pour information, une équation de la forme ax 4+ by = ¢ avec a,b,c €
Z, d’inconnues (xv,y) € Z* est appelée une équation diophantienne. On sait d’ailleurs
résoudre ce type d’équations diophantiennes, c¢’est-a-dire déterminer toutes les solutions.
Une équation diophantienne en général est une équation algébrique, a coefficients entiers,
dont on cherche les solutions entiéres. Par exemple, y*> = x® + 17 est une équation dio-

phantienne. La plus connue : 2™ + y™ = 2™ ou n est un entier supérieur ou €gal a 3.

En général, ce sont des problémes difficiles a résoudre et qui nécessitent des “outils” ma-

thématiques beaucoup plus avancés.

5.1.7 Lemme d’Euclide et théoréme de Gauss

Théoréeme 5.1.7.1 (de Gauss) Soit (a,b,c) € Z3. On a :

albe
= a
pged(a,b) =1

C

Preuve :

On suppose que albc et que a A b = 1. Par définition, il existe n € Z
tel que bc = na. Par ailleurs, d’apres le théoreme de Bézout, il existe
(u,v) € Z? tel que au + bv = 1. On en déduit que :

¢ =c¢x 1=auc+ bve = auc+ vna = aluc + vn)

Par suite, alc.

Corollaire 5.1.7.2 Soient (a,c) € Z*, n € N* et (by,--- ,b,) € Z™. Alors :

al (c X Hb1>
i=1 = alc

Vie[l,n],anb =1

Preuve :

On montre le résultat par récurrence sur n > 1.
Initialisation :

Pour n = 1, c’est le théoreme de Gauss que 'on vient de prouver. La
propriété est donc vraie au rang 1.
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Hérédité :

On suppose la propriété vraie au rang n > 1, c¢’est-a-dire que pour tout
¢ € Z et tout (by, -+ .,b,) € Z" tels que alc x []i, b; et pour tout
1€ [1,n],aAb; =1, alc.

Montrons que la propriété est vraie au rang n + 1.

Soient ¢ € Z et (by, -+ ,byp1) € Z™ tels que a divise ¢ x H;:rll b; et pour
tout i € [1,n+ 1], a A b; = 1. Posons :

n

c':cbei

i=1

c.

Alors, a|(¢/ X byt1) et a Abyy1 = 1. D’apres le théoreme de Gauss, a
D’apres 'hypotheése de récurrence, alc.
Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n + 1 et acheve la
récurrence.

X

Remarque : on peut aussi démontrer ce corollaire directement en wutilisant le lemme
d’Euclide (voir juste aprés) et en remarquant que :

i=1

Vie[[l,n]],aAbi—1:>a/\(Hbi) =1

Exercice 5.1.7.3 Faire la preuve en utilisant le lemme d’Euclide puis proposer une autre
preuve de la remarque utilisant la relation de Bézout.

Corollaire 5.1.7.4 Soient a € Z, n € N* et (by, -+ ,b,) € Z™. On suppose que :

(i) les b; sont deuz a deuz premiers entre eu, c’est-a-dire pour tout (i,7) € [1,n]?,

(i1) pour tout i € [1,n] , b;la.

Alors H bila.
i=1

Preuve :
k
On démontre par récurrence finie que : Vk € [1,n] , Hbi|a.
i=1
Initialisation :

Par hypothese, b;|a donc la propriété est vraie au rang k = 1.
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Hérédité -
On suppose la propriété vraie au rang 1 < k < n. Montrons qu’elle est
k

vraie au rang k + 1. D’apres I'hypothese de récurrence, dy, = H b; divise
i=1
a. Il existe donc ¢ € Z tel que :

Or, bgi1]a, cest-a-dire bgy1|cdy et pour tout i € [1,k] , bpyr A b = 1.
D’apres le corollaire précédent, by1|c.

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang k + 1 et acheve la
récurrence. X

Corollaire 5.1.7.5 (Lemme d’Euclide) Soit p un nombre premier. Alors, pour tout
(a,b) € Z* :
plab = pla ou p|b

Preuve :
Supposons que plab et p Ja. Montrons que p|b. p étant un nombre premier,
les seuls diviseurs de p sont —1, 1, p et —p. Par conséquent, si p fa, alors
les seuls diviseurs communs de a et p sont 1. Par suite, a Ap = 1. On
a alors plab et a Ap =1, donc d’apres le théoreme de Gauss, p|b. =
Corollaire 5.1.7.6 Soient p un nombre premier, n € N et ag,--- ,a, des entiers re-
latifs. Alors :
n
P (H ai> = Ji € [0,n] , pla;
i=0

Exercice 5.1.7.7 Montrer le lemme d’Euclide sans utiliser le théoréeme de Gauss (on
pourra utiliser la relation de Bézout).

Remarque : on peut traduire le lemme d’Euclide en termes de congruences : si p est un
nombre premier, alors :

axb=0 [p] = (a=0 [p] ou b=0 [p)
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Ceci se traduit par une propriété d’intégrité de l'anneau Z/pZ que nous n’allons pas étu-
dier. Le lecteur intéressé pourra consulter l’annexe ou tout ouvrage d’algebre de licence.

On est maintenant en mesure de démontrer 'unicité (& ordre pres) de la décomposition
en facteurs premiers.

Preuve de lunicité (a lordre prés) de la décomposition en facteurs premiers :

Montrons par récurrence sur r € N*, la propriété P(r) suivante : pour
tous nombres premiers distincts py,- -+, p, et tous entiers naturels non

nuls aq, -+, a,, si
T S
Qg J
[[r =114
i=1 j=1

avec ¢; des nombres premiers deux a deux distincts et 3; € N*, alors :

— s=r;
— il existe une permutation o de [1,7] telle que :

Vie [1,n], ¢ = pow et Bi = asp

S
Pour r = 1, on suppose que p* = quj avec p; premier, oy € N
j=1
s € N* et out les nombres ¢; (1 < j < s) sont premiers et deux a deux
distincts et 5; € N*.

S
Alors, p; divise a = H qu . p1 étant premier, d’apres le lemme d’Euclide
j=1
(ou son corollaire), il existe j € [1, s] tel que py]g;.
Or, g; est lui aussi premier, donc ses seuls diviseurs sont 1 et lui-méme.
Par suite, p; = g;.

Si s # 1, soit i € [1,s] tel que i # j. Alors ¢;la et a = p{* donc ¢|p;
(toujours d’apres le lemme d’Euclide). p; étant premier, ¢; = p; = g;, ce
qui est absurde (puisqu’on a supposé les ¢; deux a deux distincts). Par

. . . . 3
suite, s = 1 = r. On a alors nécessairement j = 1 et pi* = qf = p{l.

Si ay # By, mettons oy < By, alors, Z étant integre, pfﬁm = 1. Mais
dans ce cas, 1 — a; > 0 donc p; divise 1, ce qui est absurde.
Finalement, a; = 5 et en prenant ¢ = Idp 47, la propriété est vraie au

rang r = 1.

Hérédité :
On suppose la propriété vraie au rang r > 1 et on montre qu'elle est
vraie au rang r + 1.
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Considérons py,--- ,py41 des nombres premiers distincts, oy, -, .
des entiers naturels non nuls, s € N*, ¢, - ,qs des nombres premiers
deux a deux distincts et [y, -+, s des entiers naturels non nuls tels
que :

r+1

@: [ =1l¢ =
i=1 j=1

On a alors py11|a. p.o1 étant premier, d’apres le lemme d’Euclide, il existe
J € [1,s] tel que p,11]g;. A nouveau, ¢; étant lui aussi premier, il vient
Pr+1 = gj-

Qp1

Si apq1 < B, alors en simplifiant (E) par p, ;1" (possible car Z est integre),

on obtient : . .
i 3 Bj—an
[Lwt = TTa < pii
i=1 =1
k#j
Dans ce cas, p,+1 divise [[i_, pi" et p,11 est premier : il existe ¢ € [1,7]
tel que p,41|p;. D’ott Pon déduit p,41 = p; ce qui est absurde.

De la méme fagon, si a1 > f3;, alors ¢; = p,41 divise [ [1=1 qf’“ donc il
K

existe 7 € [1,s] \ {4} tel que ¢j|¢;. ¢; étant premier, ¢; = q; avec i # j, ce
qui est impossible. Par suite, a, 41 = f3;.

Ainsi, on a montré qu’il existe j € [1, s] tel que g; = pr11 et oy = B;.

Si s =1, on obtient :
[[r=1
i=1

Ce qui est impossible puisque r > 1. Par conséquent, s > 2 et on en

déduit que :
T S
Ir =114
i=1 k=

1
k#j
Considérons 'application :
[[LS]] \ {J} — [[LS - 1]]

0 2 sik<j

Fo= U ko1 sik>

Il est clair que v est bijective. On pose alors :

Vie[l,s—1], ¢ =qup14 et Bi=Py
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Autrement dit, pour k € [1,s — 1] :

o sil<k<j
B e sij<h<s—1
On a alors :
T s s—1 P s—1
P Br _ v=l(k) _ 18;,
[Is =11 = Ta" = 1Ta”
i=1 -1 k=1 k=1

(=
Les nombres ¢}, sont des nombres premiers deux & deux distincts (puisque
1~ est injective) et les 3}, sont des entiers naturels non nuls. On peut
alors appliquer 'hypothese de récurrence :

e s—1=r, cest-a-dire s=r+1;

e Il existe une permutation o de [1,7] = [1, s — 1] telle que :
VZ S [[17 T]] ) q: = ptf(i) et /8: = aa(i)
Pour finir, on considere I’application suivante :

[L,r+1] — [L,r+1]
T . r+1 sii =]
T — . .
oo (i) sinon
Il est assez simple de voir que 7 est une permutation de [1,7 + 1] car o
et 1 sont des injections et 7 + 1 ¢ Im(o 01))) et de plus,

VE € [Lr + 1]\ {j} , @& = qu@) = Powr) = Prk)
et
Vk € [1,r+1] By = By = owm) = Q)
et ¢j = pr1 = pr(y) €t Bj = a1 = argy)-

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang r + 1 et acheve la
récurrence.
X

Remarque : on peut aussi maintenant démontrer la proposition 5.1.5.2. Si

n n
jal =T e pI=]]p"
=1 i=1

On vérifie sans peine que d =[] p; mewBi) est un diviseur commun de a et b. De plus,

si N divise a (etb), alors le lemme d’Euclide montre que les diviseurs premiers de N sont
parmi les p; et que Uexposant de p; dans la décomposition de N (si p; apparait dans cette
décomposition) est nécessairement inférieur ou €gal d oy (et f3;), c¢’est-a-dire inférieur ou
égal a Min(«y, 5;). Par suite, N|d.
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5.2 Exercices

Exercice 5.2.1 Quel est le dernier chiffre de Pécriture en base 10 de 77 7

Exercice 5.2.2 Montrer que :

Vn€Z,6/5n*+n, VneZ,120|n° —5n® +4n et Yne N, n?(n+1)"—1

Exercice 5.2.3 Soit n € N avec n > 2. Démontrer que PN Hn! +2, n!+nﬂ = () (P désigne
I’ensemble des nombres premiers).

Exercice 5.2.4 Déterminer tous les entiers n tels que pged(2n + 8,3n + 15) = 6.

Exercice 5.2.5 On divise deux entiers a et b par leur différence a — b. Comparer les
quotients et les restes obtenus.

Exercice 5.2.6 Déterminer tous les entiers n € N tels que 1 < n < 105 sachant que les
restes des divisions euclidiennes de n par 3, 5 et 7 sont respectivement 1, 2 et 3.

Exercice 5.2.7 Résoudre dans Z? 1'équation 9z + 15y = 18.

n
1
Exercice 5.2.8 Montrer que pour tout entier n > 1, Z % ¢ N (on pourra pour cela
k=1
considérer I'unique entier p > 1 tel que 2P < n < 2°T1).

Exercice 5.2.9 Soit p un nombre premier.
1. Montrer que pour tout entier k tel que 1 < k < p— 1, p divise <£>

2. En déduire que pour tout entier a, a? =a [p] .

3. En déduire le petit théoreme de Fermat : si p est premier et si a est premier avec
p, alors p|(aP~! —1).

Exercice 5.2.10 Soient a et n deux entiers naturels supérieurs ou égaux a 2.

1. Montrer que si ™ — 1 est premier, alors a = 2 et n est premier. La réciproque
est-elle vraie ?

2. Montrer que si a™ + 1 est premier, alors a est pair et n est une puissance de 2.
)

Exercice 5.2.11 Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers dans 4N + 3.

Exercice 5.2.12 Montrer que I'équation 1522 — 4y? = 3% n’a pas de solution dans N?.
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Exercice 5.2.13 Soit n € N\{0,1} et n = Hpg’“ sa décomposition en facteurs premiers.

k=1
Quel est le nombre de diviseurs de n dans N* 7

Exercice 5.2.14 Montrer qu’il n’existe pas de nombre premier s’écrivant sous la forme

3 3
pz%a\/ec a,beN.

Exercice 5.2.15 Soit n un entier dont I’écriture en base 10 est n = aabb. Déterminer
parmi ces entiers n, ceux qui sont des carrés parfaits.

Exercice 5.2.16 Le but de cet exercice est de montrer qu’il existe un multiple de 2012
dont I'écriture décimale ne comporte que des 4.
1. Résultat intermédiaire : le petit théoreme de Fermat revisité.

Soit p un nombre premier et a un entier premier avec p, c’est-a-dire que p ne
divise pas a. Pour chaque entier k, on appelle ¢; et r le quotient et le reste de la
division euclidienne de ka par p. On définit alors :

foltp=1] — [Lp—1]
k Tk

(a) Montrer que f est bien définie et qu’elle est bijective.

(b) Justifier alors que : f[(k‘a) = l:[j(k) [p] -
k=1 k=1

(c) En déduire que a?' =1 [p] .
2. Décomposer 2012 en facteurs premiers. On montrera clairement que les facteurs
obtenus sont premiers.

3. En vous aidant des deux questions précédentes, montrer que 444....44 est un mul-
—

502 termes

tiple de 2012.

Exercice 5.2.17 (Beaucoup plus difficile ***) Soit f : N* — N une application
telle que :
f()=0
f(p) =1 pour tout nombre premier p
Yn,m € N* | f(mn) =mf(n)+ f(m)n
1. Pour tout entier n > 2, exprimer f(n) en utilisant la décomposition en facteurs
premiers de n.
2. Résoudre I’équation f(n) = n.

3. Montrer que Vn € N, ({ Z; o { Z‘;g)(n) )

4. En déduire la limite de f*(63) lorsque k tend vers +oo.

309



Mathématiques supérieures 1 5.3. Annexe

5.3 Annexe

5.3.1 Anneaux Z/nZ et quelques propriétés

Définition 5.3.1.1 Soit n € N*. Pour x € Z, onnote z ={y € Z /y ==z [n] },
c’est-a-dire & = x + nZ et on définit :

Z/nZ =4z ,z €L}

Remarques :

e on retrouve la méme notation et les mémes idées que dans la construction de
Z. L’ensemble Z/nZ est 'ensemble des classes d’équivalences pour la relation de
congruence (modulo n) ;

o on vérifie sans peine que pour (v,y) €Z*, T =4 < v =y [n] < yer.

Proposition 5.3.1.2 Z/nZ est un ensemble fini et |Z/nZ| = n.

Preuve :
Montrons que Z/nZ = {0,--- ,n — 1}.
Soit a € Z/nZ. Par définition, il existe z € Z tel que a = Z. Notons
alors 7 le reste de la division euclidienne de z par n. Alors t =7 [n] et
d’apres la remarque & = 7 avec r € [0,n — 1]. Ce qui prouve l'inclusion
Z/nZ C {0,--- ,n — 1}. La réciproque est évidente.
X

Définition 5.3.1.3 On définit deux lois de composition internes sur Z/nZ de la fagon
suivante : pour a,b € Z/nZ, on fixe x,y € Z tels que a = T et b = g, on pose alors :

adb=x+y et a®b=xXxy

Proposition 5.3.1.4 Les lois de compositions internes & et @ sur Z/nZ sont bien
définies.
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Preuve :

C’est une conséquence directe de la compatibilité de = avec ’addition
et la multiplication. En effet, il s’agit de prouver que la définition posée
ne dépend pas du choix « du représentant ». Autrement dit, si on choisit

2,2 ,y,y € Ztels que a = T = 2’ et b= = 3/, on veut montrer que :

rty=2'4+y et azxy=axy
mais ceci est équivalent a dire que si z =2’ [n] et y=y [n] , alors:

z+y=a2"+y [n] et axxy=a'xy [n]

Cette propriété a déja été vue (proposition 5.1.1.4).

Théoréme 5.3.1.5 (Z/nZ,®,®) est un anneau commutatif et application :

7 — 1Z/nZ
T r —— T

est un morphisme surjectif d’anneauz dont le noyau est nZ. L’application 7 est appelée
la surjection canonique.

Preuve :

On remarque que, par définition des opérations & et ®, on a :
V(z,y) € 2, n(x +y) = m(2) ®7(y) et m(z xy) = (z) ®(y)

De la structure d’anneau commutatif pour (Z, +, x ), on déduit facilement
que (Z/nZ,®,®) est un anneau commutatif dont I’élément neutre est
7(1z), ce qui permet avec les deux égalités ci-dessus de conclure que 7
est bien un morphisme d’anneaux.

Enfin, ker(n)={z € Z / n(x)=n(0)}={x € Z / = 0[n] }, cest-a-dire
ker(mw) = nZ.

X

Remarque : vous pouvez toujours faire toutes les vérifications « a la main » pour vérifier
que (Z/nZ,®, ®) est un anneau commutatif si les arguments présentés dans la preuve sont
trop rapides.
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5.3.2 Corps Z/pZ et éléments inversibles de Z/nZ

Théoreme 5.3.2.1 Soit n > 2 un entier. Alors sont équivalents :
(i) Z/nZ est un corps;
(ii) Z/nZ est un anneau intégre ;
(iii) n est premier.

Lorsque n = p est premier, le corps Z/pZ est noté F, : c’est un corps fini a p éléments.

Preuve :

On sait qu'un anneau fini est integre si et seulement si c’est un corps
(voir exercice 1.3.16). Par ailleurs,

e si n est premier, alors le lemme d’Euclide montre que T ® 7 = 0
implique que T =0 ou § = 0 donc Z/nZ est intégre;

e et si n est composé, alors n=ab avec 1 <a <mnetl<b<net
par suite a® b = 0 avec @ # 0 et b # 0. Ce qui montre que Z/nZ
n’est pas integre. X

Proposition 5.3.2.2 Soit n > 2 un entier et soit x € Z. Alors les énoncés suivants
sont équivalents :

(i) T est inversible dans Z/nZ ;
(i) x An = 1.

Preuve :

e Montrons (i) = (i4).

On suppose que T est inversible dans I'anneau (Z/nZ,®,®). Alors il
existe y € Z tel que T®7y = 1, c’est-a-dire 7 x y = 1 (par définition de
®). Par conséquent, © x y — 1 € nZ et il existe u € 7Z tel que zy —1 = un.
On en déduit donc que yz + (—u)n = 1 et donc d’apres le théoreme de
Bézout, x An = 1.

e Réciproquement, si x An = 1, il existe (u,v) € Z? tel que uz +wvn = 1.
Mais alors :

Iymz=1l=ur+uvn=(URT)®TON) =URT
Ce qui prouve qu'il existe @ € Z/nZ tel que U ® T = lznz. Z/nZ étant
commutatif, on a donc prouvé que T est inversible. %4
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Chapitre 6

Fonctions réelles ou complexes d’une
variable réelle

Prérequis : dans tout ce chapitre, les notions suivantes sont supposées connues :

e structures usuelles : groupes, anneaux et corps; morphismes de groupes ou
d’anneaux ;

e structure d’espace vectoriel, sous-espace vectoriel et application linéaire ;

e relation d’équivalence, relation d’ordre, borne inférieure et borne supérieure ;
e ensemble R, borne supérieure dans R et sa caractérisation ;

e suites réelles : convergence, divergence, théoreme de Bolzano-Weierstrass ;

e nombres complexes : module, partie réelle et partie imaginaire ;

e propriétés « informelles » sur les fonctions de classe C";

e propriétés « informelles » des o, O et équivalents;

e propriétés de base sur U'intégration (pour certains exemples).

Aucune connaissance spécifique sur la continuité ou la notion de limite n’est supposée
connue.
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6.1 Généralités sur les fonctions d’une variable réelle

Dans tout ce chapitre, I désigne un intervalle réel non vide et non réduit a un point, K
désigne soit R, soit C. Lorsque K est utilisé, cela veut dire que la définition ou la propriété
est valable dans les deux cas (c’est-a-dire cas réel et cas complexe).

Essentiellement, toutes les définitions ou propriétés qui utilisent la relation d’ordre dans
R ne peuvent pas s’étendre & C (comme pour les suites).

6.1.1 Ensemble F(/,K) et relation d’ordre

On a déja vu dans le chapitre sur les suites (voir proposition 3.1.2.3) que :

Proposition 6.1.1.1 L’ensemble F(I,K) est muni de deux lois de composition in-
terne, une loi de composition externe, définies pour tous f,g € F(I,K) et tout A € K
par :

f+g:1 — K Cfxg:l — K N fil — K
v — f(z)+g(@)’ z — f(z)xg(x) "’ z — Af(z)

Alors (F(I,K),+, X) est un anneau commutatif et (F(I,K),+,-) est un K-espace vec-
toriel.

De plus, si K =R, on munit F(I,R) de la relation : f < g <= Ve el , f(x) < g(x).
Alors (F(I,R), <) est partiellement ordonné.

Définition 6.1.1.2 Soient f,g € F(I,R). On définit alors les fonctions :

sup(f,9): I — R - mf(f,9): I — R
z +— max(f(z),g(x)) x +—— min(f(z),g(z))

et

Remarque : en particulier, on a donc |f| = sup(—f, f).

Exercice 6.1.1.3 Soient f et g définies sur R par : Ve e R, f(z) =z et g(z) =2 — .
Représenter graphiquement f, g, sup(f, g) et inf(f, g).

Remarque : sup(f,g) a la propriété de la borne supérieure dans F(I,R), c’est-a-dire
que sup(f, g) est le plus petit des majorants de l’ensemble {f, g}.
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Remarque : il peut aussi étre utile de définir la partie positive et la partie négative d’une
fonction f :

fo=sup(f,0) 5 fo=sup(=f,0) 5 [f=fi—f et |fl=Ff +F

On remarque que f1 (la partie positive de f) et f— (la partie négative de f) sont des
fonctions positives.

6.1.2 Ensemble B(/,K)

Définition 6.1.2.1 On dit qu'une application f: I — R est :

e majorée s'il existe M € R tel que f < M, d.e. IM e R Ve eI, f(z) < M;
e minorée s'il existe m € R tel que m < f, d.e. ImeR Ve e I, m < f(x);

e bornée (sur I) si elle est majorée et minorée.

On dit qu'une fonction f: I — C est bornée si: IM >0, Ve € I, |f(z)| < M.

Remarque : comme pour les suites, on a une seconde caractérisation des fonctions bor-
nées. En effet, [ est bornée sur I si et seulement si |f| est majorée sur I. On retrouve
d’ailleurs la définition du cas des fonctions a valeurs complezes.

Exemple 6.1.2.2 Les fonctions cos, sin, arctan et th sont bornées sur R. Argch est
minorée mais non majorée sur [1, +oo[ et Argsh n’est ni majorée, ni minorée sur R.

Proposition 6.1.2.3 L’ensemble B(I,K) des applications bornées sur I est une sous-
algebre de F(I,K), c’est-a-dire un sous-espace vectoriel et un sous-anneau.

Preuve :

La démonstration est identique a celle déja vue dans le cadre des suites.
On rappelle que pour montrer que c’est une sous-algebre, on doit vérifier
(ou montrer) que :

e B(I,K) c F(I,K);

o lrux €B(I,K);

o V(f,9) € BI,K)? V(\,u) €K% N f+pu-g€B(,K);
o V(f,9) € B(I,K)? | f x g € B(I,K).
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Remarque : concretement, la proposition précédente signifie que les combinaisons li-
néaires et les produits de fonctions bornées sont encore des fonctions bornées.

Définition 6.1.2.4 Soit f € F(I,R). On définit alors (sous réserve d’existence) :

mIaXf = max f(z) =max(f(I)) et nllinf = IIlei}l f(z) =min(f(I))

xzel

st;pf = sipl)f(x) =sup(f(l)) et iIIlff =inf f(z) =inf(f(I))

Etant entendu que max f et min f n’existent pas toujours. En revanche, on peut tou-
jours définir sup f et inf f dans R.

Exemple 6.1.2.5 Soit f:x — 5+ Alors mR@Xf =1, sup f = max f, mﬂgnf n’est
R

1
1+
pas défini mais iﬁf f=0.

A Attention : on ne doit jamais écrire max f et min f sans avoir justifié I'existence !
I I

De méme, en toute rigueur, il faudrait préciser si on parle de borne supérieure dans R ou
dans R. Pour éviter cette confusion (et les erreurs graves qui s’ensuivent), on ne considere
que des bornes supérieure ou inférieure dans R et il faut alors justifier 'existence.

Exercice 6.1.2.6 Déterminer, s’ils existent, Il%xtll, n%n th, sup th, iﬁf th.
i

Définition 6.1.2.7 Soit f: I — R une fonction. On dit que :

e [ admet un maximum en a si max f() = f(a);
S

e f admet un minimum en a si Illi}l flx) = f(a);
Te

e f admet un extremum en a si f admet un maximum en @ ou bien un minimum
en a.

Remarque : si [ admet un mazimum sur I, ce maximum est unique ! C’est par définition
max{ f(x) , x € I}. En revanche, le ou les points ou [ atteint son mazimum ne sont pas
forcément uniques ! Par exemple, la fonction cosinus admet un maximum sur R qui vaut
1 et ce mazximum est atteint en chaque point x, = 2nm, avec n € 7.
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Proposition 6.1.2.8 Par définition, on a pour toute f € F(I,R) :

f majorée sur I <= supfeR ; f minorée surl <= illlff eR
I

En particulier, f est bornée sur I si et seulement sisup f et iI}f f sont finis (c’est-a-dire
I

sont des réels).

Preuve :

C’est évident car par exemple sup f = sup{f(x) , € I'}. Or, I'ensemble
I

A= {f(z),z € I} = f(I) est une partie non vide de R. Elle admet
donc une borne supérieure (dans R) si et seulement si elle est majorée.

Remarque : dans la pratique, on montre que f est magjorée sur I pour justifier [’existence
de sup; f (autrement dit, on ne considére que des bornes supérieures dans R).

6.1.3 Fonctions périodiques

Définition 6.1.3.1 On dit qu'une application f : I — K est périodique s’il existe
un réel T' > 0 tel que :

(i) Veel,(x+T)el;

(i) Yo eI, flz+T) = f(2).

Un tel nombre réel T est alors appelé une période de f et on dit que f est une fonction
T-périodique (ou une fonction périodique de période T').

Exemple 6.1.3.2 Soit 7" > 0. Alors pour tout n € N, les fonctions ¢, et s, définies sur
R par :

2 2
Vr e R 3 C'n,(.T) = COSs <$[L‘> et Sn(l’) = sin (;ij)

sont des fonctions T-périodiques.

Remarque : sur ce dernier exemple, on voit bien qu’une fonction peut admettre plusieurs
périodes. C’est pour cela qu’on dit bien que T est une période de la fonction.

Exercice 6.1.3.3 Déterminer toutes les périodes (positives) de f = xq (la fonction ca-
ractéristique de Q).

317



Mathématiques supérieures 1 6.1. Généralités sur les fonctions d’'une variable réelle

Proposition 6.1.3.4 Soit T > 0. L’ensemble des fonctions T-périodiques est un sous-
espace vectoriel et un sous-anneau de F(I,K). Autrement dit, c¢’est une sous-algébre
de F(I,K).
Par ailleurs, on peut limiter l’étude d’une fonction T-périodique a un intervalle de
longueur T.

Preuve :
e Pour montrer que I'ensemble des fonctions T-périodiques est une sous-
algebre de F(I,K), on doit montrer que :
(i) la fonction constante sur I, égale a 1, est T-périodique (c’est
évident) ;
(i) si f,g sont deux fonctions T-périodiques et A, sont deux
nombres dans K, alors :
x f x g est T-périodique (& nouveau, c’est évident) ;
x A+ f+4 - g est T-périodique (encore évident).
e Fnfin, il est clair que la connaissance de f sur un intervalle de longueur
T est suffisante. X
Remarques :

e bien entendu, il ne faut pas oublier qu’une fonction périodique n’est pas nécessai-
rement définie sur R tout entier, comme par exemple la fonction tan ;

e pour plus de détails sur l’ensemble des périodes d’une fonction périodique, voir
Vezercice 2.4.8.8 (question 5(d) ).

6.1.4 Fonctions paires et fonctions impaires

Définition 6.1.4.1 On dit qu'une fonction f: I — K est :
e pairesi: Ve el , (—x)eletVoel, f(—x)= f(x);
e impairesi: Ve €I, (—z)eletVeel, f(—z)=—f(z).

Rappel : si K = R, c’est-a-dire si f est a valeurs réelles, alors, en notant Cy la courbe
représentative de f dans un repére orthonormé, on a :

[ est paire <= Cy est symétrique par rapport a l'aze des ordonnées

[ est impaire <= Cy est symélrique par rapport a l'origine
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Proposition 6.1.4.2 On suppose que I est symétrique par rapport a 0. Soit P (res-
pectivement ) l'ensemble des fonctions paires (respectivement impaires). Alors :

(1) P est une sous-algébre de F(I,K) ;
(i1) T est un sous-espace vectoriel de F(I,K) mais n’est pas un sous-anneau ;

(iii) P et T sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans F(I,K), c’est-a-
dire P& T = F(I,K).

Autrement dit, toute fonction f : I — K se décompose de facon unique sous
la forme f = p+1, avec p une fonction paire et i une fonction impaire. On dit
que p est la partie paire de [ et i est la partie impaire de f. Par ailleurs, p et
1 sont alors données par :

f(x) + f(=2)

Veel,plx)= 5

et Vxel,ilx)=

Preuve :
e Montrons (i), c’est-a-dire que :
x la fonction constante sur I égale a 1 est paire (évident);

* Vf,geP VApeK, fxgePet (A f+pu-g)€P (clair).

e Montrons (i), ¢’est-a-dire que :
— la fonction nulle appartient a Z (clair) ;
—Vf,9g€Z Y\ peK - f+u-geZ (encore clair).
Par ailleurs, il est clair que la fonction constante égale a 1 n’est pas une
fonction impaire donc Z n’est pas un sous-anneau de F(1,K).
e On a déja prouvé (iii) deux fois : une fois dans le cours de logique

(exemple de raisonnement par analyse-syntheése) et une fois dans le cours
sur les espaces vectoriels (en utilisant les propriétés des symétries).

Exemple 6.1.4.3 Soit f : z — €™, Alors la partie paire de f est x — cos(z) et la
partie impaire de f est x — isin(z) (attention, la partie impaire n’est donc pas la partie
imaginaire car il y a bien le terme i en plus).

Exercice 6.1.4.4 Retrouver directement que Z et P sont des sous-espaces vectoriels a
I’aide d’une application linéaire.
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Exercice 6.1.4.5 Quelles sont les parties paire et impaire de la fonction z — e*?

Remarques :

e on peul vérifier que le produit de deuz fonctions impaires est une fonction paire ;

e [expression des parties paire et impaire d’une fonction f permet directement de
montrer que [ est de classe C™ si et seulement si ses parties paire et impaire le
sont.

6.1.5 Fonctions lipschitziennes

Définition 6.1.5.1 Soit f: I — K une application.
e Soit £ € R*. On dit que f est k-lipschitzienne si :

V(z,y) € 7, [f(y) — f(2)] < kly — =]

e On dit que f est lipschitzienne s'il existe k > 0 tel que f soit k-lipschitzienne.

e Si f est k-lipschitzienne avec 0 < k < 1, on dit que f est k-contractante.

Exercice 6.1.5.2 Montrer que les fonctions affines sont lipschitziennes sur R.

Exemple 6.1.5.3 Les fonctions sinus et cosinus sont 1-lipschitziennes. En effet, soient x

et y deux réels, alors :
y
/ cos'(t) dt‘

y
/ — sin(¢) dt‘

|cos(y) — cos(z)] =

< /|sin(t)| dt  (on I =[z,y] stz <yetl =]y, x| sinon)
I

< / i
I

< ly—a

Remarque : pour le moment, retenez bien cette technique pour montrer qu’une fonction
de classe C est lipschitzienne. On verra dans le cours de mathématiques supérieures 2
que lorsque [ est dérivable sur I, [ est lipschitzienne sur I si et seulement si ' est bornée
sur 1.
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Exemple 6.1.5.4 La fonction # — 22 n’est pas lipschitzienne sur R. Par contre, elle
I’est sur tout segment.

En effet, raisonnons par I'absurde et supposons que la fonction carré soit lipschitzienne
sur R. Alors, il existe k& > 0 tel que : Vz,y € R, |y* — 2%| < k|y — z|. En particulier, en
prenant x = 0, on obtient que : Vy € R, y*> < k|y|. En prenant par exemple y = k + 1,
on obtient k& < —1, ce qui est absurde.

En revanche, sur I = [a,b] avec a < b deux réels, on a :

Va,y € [a,0], |y* —2° = |y + 2] x |y — 2| < (2 x max(|al, |B])) |y — 2|
—_

k

Exercice 6.1.5.5 Montrer que th est lipschitzienne sur R.

Exercice 6.1.5.6 z — /x est-elle lipschitzienne sur [0, +o00[ ? Sur |0, +00[ ? Sur [a, +o0|
(avec a > 0)7

Proposition 6.1.5.7 Soit Lip(I,K) l'ensemble des applications de I dans K qui sont
lipschitziennes. Alors Lip(1,K) est un sous-espace vectoriel de F(I,K).

Preuve :

e Tout d’abord, il est clair que Lip(I,K) C F(I,K) et que la fonction
nulle est lipschitzienne (on a vu que toute fonction affine est lipschit-
zienne).

e Montrons & présent que Lip(I, K) est stable par combinaisons linéaires.
Soient f,g € Lip(I,K) et \,u € K. f € Lip(I,K) donc il existe k > 0
tel que f soit k-lipschitzienne. De méme, il existe k' = 0 tel que g soit
k/-lipschitzienne. Notons h =X+ f+ - g.

On a alors, pour tout (z,y) € I?:

|h(y) — h(z)| XX (f(y) = f(2) +p < (9(y) — g(2))]
Al % [ f(y) = f(@)] + || x [g(y) — g(2)]
Al % Ky — 2| + || x K|y — |

(INE + [p|&") ly — =

INCININ

En posant K = |[A\|k + |u|k’, on a bien K > 0et h =X f+ - g est
K-lipschitzienne. Ainsi, A+ f + u - g € Lip(I,K). =

A Attention : le produit de deux fonctions lipschitziennes n’est pas toujours une
fonction lipschitzienne. Quel contre-exemple pouvez-vous donner a partir des exemples
qu’on vient de voir ?
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6.1.6 Fonctions monotones

Définition 6.1.6.1 Soit f : I — R une application. On dit que :
e [ est croissante sur I (respectivement strictement croissante sur I) si :
Veyel,v<y= f(z) < fy) (resp. Vo,y €1, 2 <y = f(z) < f(y))
o f est décroissante sur I (respectivement strictement décroissante sur I ) si :
Ve,yel, o <y= f(z) > f(y) (vesp. Yo,y € I,z <y = f(x) > f(y))

e f est monotone sur I (respectivement strictement monotone sur /) si elle est
croissante sur I ou décroissante sur I (respectivement strictement croissante
sur I ou strictement décroissante sur ).

Remarque : dans la pratique, pour étudier les variations d’une fonction f, [ sera dé-
rivable sur I et on appliquera les méthodes étudiées avant (étude du signe de f') et qui
seront démontrées dans le cours de mathématiques supérieures 2.

Proposition 6.1.6.2 Soient f: [ — R et g : J — R deux applications. On suppose
que :

(i) f et g sont monotones sur I et J respectivement ;
(it) on peut définir la composée go f, c¢’est-a-dire f(I) C J.

Alors la fonction g o f est monotone sur I, la monotonie étant donné par « la régle
des signes » (croissante : + , décroissante : -). Autrement dit, si f et g sont de méme
monotonie, alors g o f est croissante et si f et g sont de monotonies opposées, alors
go f est décroissante.

Par ailleurs, si f et g sont strictement monotones, alors g o f l’est aussi.

Preuve :

Traitons par exemple le cas ou f est décroissante sur I et g croissante
sur J.
Soient z et y deux éléments de I tels que x < y. Alors f(y) < f(z)
car f est décroissante et puisque g est croissante sur J (et f(z) € J et
fy) € J), g(f(y)) < g(f(x)), cest-a-dire (g o f)(y) < (g0 f)(z).

X
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6.2 Etude locale d’une fonction

Cadre : dans toute la suite, on se restreint a des fonctions définies sur un intervalle réel
I ayant au moins deux points, c’est-a-dire tel que —oo < inf I < sup/ < +o0. Il s’agit
donc d’applications de I dans K.

On définit alors :
e lintérieur de I, noté I, par I =|inf I, sup I (on a donc dans notre cadre I # () ;

e I'adhérence de I, notée I, par I = [inf I,sup I] C R.

6.2.1 Voisinage d’un point

Définition 6.2.1.1 Soit ¢ € R. On définit :

e la boule ouverte (respectivement fermée) de centre a et de rayon o > 0 par

B(a,a) = {zeR,|z—a|<a} la —a,a+ af
(respectivement Bf(a,a) = {z€R,|r—a|/<a} = [a—a,a+a])

Les ensembles B(a,a) pour o > 0 sont appelés des voisinages ouverts de a
(dans R) et les ensembles By(a,«) pour o > 0 sont appelés des voisinages
fermés de a;

e un voisinage ouvert (respectivement fermé) de +oo est un intervalle de la forme
JA, +o0[ (respectivement [A, +o0[) avec A € R;

e un voisinage ouvert (respectivement fermé) de —oo est un intervalle de la forme
] — 00, A[ (respectivement | — oo, A]) avec A € R.

Notation pour ce cours : on note Vy(a) 'ensemble des voisinages fermés de a.

Exercice 6.2.1.2 Vérifier que:a € I < VYV € Vy(a), INV #0.

Définition 6.2.1.3 Soit f: I — Ket a € I. On dit qu'une propriété relative a f est
vraie au voisinage de a (ou localement en a) 'l existe un voisinage ouvert B de a telle
que la propriété est vraie sur I N B.

Remarque : on peut prouver que l’on obtient une définition équivalente en remplacant
ouvert par fermé dans la définition précédente.
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Exemple 6.2.1.4 La propriété : « f ne s’annule pas au voisinage de 1 » signifie
Ja>0,Veelnl—a,l4+a], f(x)#0
ou de fagon équivalente, Ja >0 , Ve e IN[l —a, 1+ o] , f(x) #0.

Exemple 6.2.1.5 f est bornée au voisinage de +oo signifie qu’il existe A € R tel que f
est bornée sur [4, +o0].

Exemple 6.2.1.6 Soit f: I — R et soit a € I. [ est croissante au voisinage de a si :

Ja>0,Ve,yelnja—a,a+al, (r<y= f(z) < f(y))

Définition 6.2.1.7 Soit f : I — R une fonction et a € 1. On dit que :

e f admet un maximum local en a §'il existe a > 0 tel que firrja—a,atof admet
un maximum en a;

e [ admet un minimum local en a s’il existe a > 0 tel que f(a) est un minimum
de fsurJa—a,a+ a]NI;

e f admet un extremum local en a si f admet un maximum local ou un minimum
local en a.

Exemple 6.2.1.8 On donne la courbe représentative suivante :

5+

Ni un maximum global, ni
Maximum local de la un maximum local de la
41 fonction fonction f

-1 1 v 4 5 6 7 8 8 10 1 12 13 1 1§ 16 w7
St

Minimum glebal de la
fonction f

Minimum local de Ia
g fonction f
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6.2.2 Limite d’une fonction en un point et continuité en un point

Définition 6.2.2.1 Soient a € I, £ € R et f: I — R. On dit que f admet ¢ pour
limite en a si :

YU e Vi(l) , 3V €Vyi(a) Yz eINV , f(z)eU
On peut néanmoins reformuler ceci de fagon plus explicite :

(i) Lorsque a,f € R, f admet ¢ pour limite en a si :
Ve>0,3a>0,Vaeel, (|jz—a|<a=|f(x)—{ <e)
(ii) Lorsque a € R et £ = 400, f admet +oo pour limite en a si :
VAeR,Ja>0,Vzel, (|jz—a|<a= f(z) =2 A)
(iii) Lorsque a € R et £ = —o0, f admet —oo pour limite en a si :
VAeR ,Ja>0,Veel, (|z—a/<a= f(z)<A)
(iv) Lorsque a = +o0 et £ € R, f admet ¢ pour limite en 400 si :
Ve>0,3JAeR , Voeel, (22 A= |f(x)—{|<e)
(v) Lorsque a = —oo et £ € R, f admet £ pour limite en —oo si :
Ve>0,JAeR , Voeel, (z<A=|f(x)—{|<e)
(vi) Lorsque a = 400 et £ = —o0, f admet —oo pour limite en +oo0 si :
VAeR,IBeR ,Vzel, (2 >2B= f(x) < A)
(vii) Lorsque a = 400 et £ = 400, f admet 400 pour limite en 400 si :
VAeR,ABeR ,Vz el , (2B = f(x) > A)
(viii) Lorsque a = —o0 et £ = —oo, f admet —oo pour limite en —oo si :
VAeR ,3BeR ,Vzel, (2 <B= f(z)<A)
(ix) Lorsque a = —oco et £ = 400, f admet +oo pour limite en —oo si :

VAeR ,dBeR ,Vzel, (z<B= f(z) 2 A)
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Remarques :

e vous devez savoir écrire explicitement les définitions de la limite dans les diffé-
rents cas (a € R, a = 400, a = —oo et de méme pour ). La définition avec
les wvoisinages a 'avantage d’étre unique (on ne traite pas les différents cas) et
de pouvoir se généraliser auz espaces vectoriels normés (cours de mathématiques
spéciales 1) ;

e de facon équivalente, f admet ¢ € R pour limite en a € R si :

Ve>0,3a>0,VzelnNa—a,a+a], |f(z)—1<e
Dans la pratique, c’est plutdt cette forme que l'on utilisera (et de méme pour les
autres cas).

Définition 6.2.2.2 Soient f: I — C,a € I et ¢ € C. On dit que f admet ¢ pour
limite en a si :

Ve>0,3V eVi(a) ,YzelnV , |f(z)—{ <¢

Remarque : la définition de la limite pour une fonction a valeurs complezes est donc
identique a celle pour les fonctions a valeurs réelles a deux petites différences pres :

(i) lorsque f est a valeurs complexes, |f(x) — £| désigne le module (et non la valewr
absolue) ;

(i1) il n’y a pas de sens a parler de limite infinie lorsque f est a valeurs complexes.

Par ailleurs, on peut également définir la boule ouverte (respectivement fermée) de centre
{ et de rayon € > 0 dans C de la facon suivante :

B(l,e)={z€C/|z—L <e} et Bf(l,e) ={z€C [ |z—{ <}

En général, dans C, on note plutot B(¢,e) = D({,e) et on parle de disque ouvert (ou
fermé) mais ce n'est qu’une notation et du vocabulaire (c’est le méme ensemble).

Lemme 6.2.2.3 Soient £ € R et ' € R (ou bien (£,£') € C?). On suppose que £ # {'.
Alors il existe U € Vi(L) et V € Ve(l') tels que UNV = 0.

Preuve :

Si (¢,0') € C? (contient le cas ol ce sont des réels), alors il suffit de choisir
a= @, U=B;l,a) et V.= B(l,a). Les autres cas sont laissés en

exercice.
X
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Théoréme 6.2.2.4 Soientac I, (cRet [ : 1 — R.

Si f admet € pour limite en a, alors le nombre € est unique et est noté £ = lim f(x).
Tr—a

De plus, lorsque ¢ € R, on dit que [ admet une limite finie au point a.

Preuve :

On raisonne par 'absurde : supposons que f admette deux limites diffé-
rentes £ et ¢/ en a, avec £, ¢ € R. Par définition, on a alors :

YU €Vi(0) ,3V eVia) Ve eINV | f(z) €U

VU € Vy(€)) , V' € Vy(a) Ve € INV' | f(z) €U’

Par hypothese, ¢ # (' donc d’aprés le lemme précédent, il existe un
voisinage fermé U de £ et un voisinage fermé U’ de ¢’ tels que UNU’ = .

On applique alors la définition de la limite pour ces choix de voisinages :
il existe un voisinage fermé V' de a tel que, pour tout x € INV, f(x) € U.
De méme, il existe un voisinage fermé V' de a tel que, pour tout x € INV’,
flz) e U

Mais alors V' NV’ est aussi un voisinage fermé de a et par définition,
INV NV’ # (. Soit alors g € INV NV’. Pour un tel 2y, onaxg € INV
donc f(zg) € U et de méme, xg € I NV’ donc f(xg) € U'.

Par conséquent, f(zo) € UNU’, ce qui contredit U N U’ = ). X

Exercice 6.2.2.5 Simplement pour manipuler les définitions explicites, montrer a partir
des définitions avec les « € » et « A » que :
1. Si f admet deux limites finies en a € R, alors elles sont égales.
2. Si f admet 400 pour limite en —oo, alors f ne peut pas admettre ¢ € R pour
limite en —oo.
3. Si f admet —oo pour limite en 400, alors f ne peut pas admettre +oo pour limite
en +o0o.

Théoréme 6.2.2.6 Soienta €I, {cCet f:1— C.

Si f admet € pour limite en a, alors le nombre  est unique et est noté £ = lim f(x).
Tr—a

Preuve :

| Identique au cas réel.
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Exemple 6.2.2.7 Montrons & 'aide de la définition formelle que lim 22 = +o0.
T——00

Posons pour x € R, f(x) = 22. On veut donc montrer que :
VAeR,IBeR , Vo < B, f(z) = A

Soit A € R. Posons B = —y/|A|. Alors, la fonction f étant décroissante sur | — oo, 0],
pour tout z < B <0, f(z) > B?, cest-a-dire f(z) > |A] > A.
Ainsi, on a montré que : lim f(x) = +o0.

T—>—00

1
Exemple 6.2.2.8 Soit g(z) = — pour = > 0. Montrons que 1111(1) g(x) = 400, c’est-a-dire :
€T T

VAeR, Ja >0,V € [—a,a]N]0,+o00[ , g(z) > A

1
Soit A € R**. Posons o = —. Il est alors clair que :

A
Vo €]0,qa] , g(z) = A

D’ou le résultat.

Remarque : j'espére que vous avez remarqué que dans l'exemple précédent, on s’est
contenté de prouver le résultat pour A > 0. Pourquoi ceci suffit-il ?

Exemple 6.2.2.9 Montrons que lin% In(x) = 0, ¢’est-a-dire :
z—

Ve >0,3a>0,Vz€]0,+o0[N[l —a,1+ 0], |In(z)] < e
Soit € > 0. On cherche o > 0 (et a < 1 de sorte que [1 — a, 1 + ] CJ0, +00]) tel que :
l—a<zez<l—-a= —=e<In(z)<e

soit encore, tel que :

€ £

l—-a<zrz<]l—a=—=e“<z<e

Pour que cette implication soit vraie, il suffit que e™* <1 — @ et 1 + o < €, c’est-a-dire
il suffit que :
O<a<l—e® et O<a<e -1
On pose alors o = min(%, 1—e7¢,e* —1). Par construction, @ > 0 (puisque e — 1 > 0 et
l—e*>0),a<let:
Vee[l—a,1+a], |In(z)] <e

Ce qui montre que lim In(z) = 0.
r—1
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Remarque : on constate que méme des « résultats simples » sur les limites peuvent de-
venir techniques a établir. C’est pour cela que dans la pratique, on utilise directement les
limites de référence!

Exemple 6.2.2.10 Montrons que lir% e =1.
T

Soit & > 0. On cherche & nouveau a > 0 tel que : |z| < @ = [¢® — 1| < &. Or, pour tout

réel x,
; iz iz iz xr X
le® — 1| =le2| xJez —e 2| =1x \Qisin(i)\ = 2\sin(§)\ < |z

Par suite, si on choisit « =€ > 0, on a bien :
Vr € [~a,q] , [e" — 1| <¢

De méme que pour les suites (ou les courbes paramétrées), on a la caractérisation suivante
qui permet de se ramener a des fonctions réelles.

Proposition 6.2.2.11 Soient f : I — C et a € I. Alors :
J a une limite en a <= Re(f) et Sm(f) ont des limites finies en a

Dans ce cas, lim f(z) = lim Re(f(x)) +ilim Sm(f(z)).

r—a r—a r—a

Preuve :

Cette propriété découle directement du fait que pour tous nombres com-
plexes z et £,

|Re(z) — Re(l)] < |z — €] < [Re(z) — Re(0)] + |Sm(z) — Sm(0)]

et de méme pour la partie imaginaire. On fait néanmoins la preuve pour
manipuler les définitions et on fait la preuve dans le cas a € R.

e On suppose que f admet ¢ € C pour limite en a. Montrons que
lim Re(f(z)) = Re() et im Im(f(z)) = Sm(L),
Tr—a Tr—a
Soit &€ > 0. Puisque lim f(z) = ¢, il existe a > 0 tel que :
r—a
VeelNa—a,a+al,|f(x) =4 <e
On a alors d’apres I'inégalité rappelée ci-dessus,

VeelN[a—a,a+a],|Re(f(z)) —Re(l)] < |f(x) =4 <e

et de méme pour la partie imaginaire. Ceci prouve que Re(f) admet
une limite finie (qui est Re(f)) et Sm(f) admet une limite finie (qui est
Sm(l)).
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Remar

e Réciproquement, on suppose que Re(f) admet une limite finie ¢; en a
et que Sm(f) admet une limite finie ¢5 en a. Montrons que f admet une
limite en a et que lim f(z) = ¢, + ils.

Tr—a

Soit € > 0. Par définition de la limite (appliquée avec 5 > 0), il existe
a; > 0 et ag > 0 tels que :

Vo e INfa—ana+ai], [Re(f(x) -4l < 5
et -
Veeln [a_a%a_'_O@] ) |C\‘9m(f(ac)) _£2| < B

Posons a = min(ay, ay). Alors a > 0 et par construction, pour tout
zelNfa—a,a+al:

[f (@) = (1 +ily)]

Re(f(z)) = b + [Sm(f(2)) = b

NN IN
M po| ™

Ce qui prouve que lim f(z) = {1 + ils.

r—a

ques :

on a donné la preuve dans le cas a € R pour éviter l'utilisation des voisinages
qui peut parfois paraitre trop « abstraite ». Essayez de faire la preuve avec des
voisinages, ce qui permet d’éuviter de devoir distinguer trois cas : a € R, a = 400
eta = —00;

on verra que cette proposition découle aussi des opérations algébriques sur les
limites. En effet, si f admet € pour limite en a, alors f admet € pour limite en a
et donc Re(f) = 1f + 3f admet aussi une limite qui est 30+ 30 = Re(() (et de
méme pour la partie imaginaire).

Proposition 6.2.2.12 Soient f : I — K, a €l et{ €K (oul €R siK=R). On
a les propriétés suivantes :

e lorsque L € K, lim f(z) =( <= lim (f(z) — () =0;
r—ra

r—a

e lorsque a € R, lim f(z) =( <~ }llir% fla+h)="¢.
T—a —

Preuve :
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Définition 6.2.2.13 Soit a € I. On dit que f est continue en a si lim f(z) existe.

T—ra

A Attention : n’'oubliez jamais que pour une fonction a valeurs réelles, existence de
la limite signifie qu’elle admet une limite finie ou infinie!

Proposition 6.2.2.14 Soient f : I — K eta € I. Alors :

f est continue en a < lim f(x) = f(a)

r—a

Preuve :
e ['implication <= est évidente.

e Réciproquement, on suppose que f est continue en a, c¢’est-a-dire que
f admet une limite en a.

* Tout d’abord, on montre que si K = R alors la limite de f en
a est nécessairement finie (si K = C c’est automatiquement vrai
par définition de la limite pour une fonction a valeurs complexes).

On raisonne par 'absurde et on suppose dans un premier temps
que lim f(z) = 4o00. On pose A = f(a) + 1. 1l existe V' un
Tr—a

voisinage fermé de a tel que :
VYeelINnV, f(z) = A

Or, a € INV donc f(a) > f(a) + 1, ce qui est absurde. On
montre de la méme fagon (ou bien en remplagant f par — f mais
les opérations algébriques sur les limites n’ont pas encore été
traitées) qu’on ne peut pas avoir J1613(1z f(z) = —o0.

x Ainsi, il existe ¢ € K tel que lim f(z) = .
r—a

Montrons alors que ¢ = f(a). Soit € > 0. Puisque a € I, a € R
et par définition de la limite d'une fonction en un point réel, il
existe un réel o > 0 tel que :

VeelNa—a,a+a], |f(z) -l <e

Or,a €I doncaeINfa—a,a+ al Parsuite, [f(a) — ¢ <e.
Ainsi, on a prouvé que : Ve >0, |f(a) — (| < e, dou f(a) = L.
X
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A Attention : il n’y a absolument aucun sens a dire que « f est continue en 400 » !
La notion de continuité est définie pour un point a € I, c’est-a-dire dans ’ensemble de
définition de la fonction : 400 n’appartient jamais a ’ensemble de définition !

Définition 6.2.2.15 Soient f: ] — Ket a € INR.

e Sia # supl, on définit la limite de f a droite en a par :

zlig{r (x) = glglér}l f(“c) = glvl_r}}l f\Iﬁ]a,Jroo[(x)

(& condition que cette limite existe) ;
e Sia # inf [, on définit la limite de f a gauche en a par :

lim f(z) =lim f(z) = lm fjn)-coq(z)
r—ra z<a r—a

(& condition que cette limite existe);

Sia € I, on dit que f est continue & droite (respectivement & gauche) en a si

lim f(z) = f(a) (respectivement lim f(z) = f(a))

Proposition 6.2.2.16 Soient f : [ — K et a € 1. Alors f est continue en a si et
seulement si lim f(z) = lim f(z) = f(a).

r>a z<a

Preuve :
e Montrons —

On suppose f continue en a. Soit € > 0. Il existe o > 0 tel que, pour tout
relNfa—ao,a+al, |f(x)— f(a)] <e. Ilest alors clair que :

Vo € (INja,+oo]) Nja — a,a+a , |f(z) — fla)| <e

c'est-a-dire lim f(z) = f(a). On montre de méme que lim f(z) = f(a).

r>a x<a

e Montrons <=
On suppose que lim f(z) = lim f(z) = f(a).

T—a
r>a z<a
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Soit € > 0. Par définition de la limite a droite et a gauche, il existe a; > 0
et ag > 0 tels que :
Vo € INja,a+ aq] , |f(x) — fla)] <e

et
VeelN[a—agal,|f(z)— fla) <e

Posons av = min{ay, ap}. Alors @ > 0 et pour tout z € INja— o, a+a] :
xsix < a,alorsz € IN[a—a,a[C IN[a—ay,al done | f(x)— f(a)| < &;
x sl =a, alors |f(x) — f(a)| =0 < g;
xslw > a, alors x € IN]a,a+a] C IN]a, a+ ay] done |f(z) — f(a)| < e.

Ainsi, on a démontré que :
Ve>0,3a>0.Veelnja—a,a+a],|f(z)— fla) <e

Ce qui prouve que lim f(z) = f(a).
r—a
X

On retrouve beaucoup de résultats similaires au cas des suites. Seule petite différence, les
propriétés que 'on retrouve sont valables localement, c¢’est-a-dire au voisinage du point
ol on calcule la limite. On peut citer les deux propriétés importantes suivantes.

Proposition 6.2.2.17 Soient f : I — K et a € 1. Si la fonction f admet une limite
finie en a, alors f est bornée au voisinage de a.

Preuve :

On suppose que £ = lim f(z) existe et £ € K (c’est-a-dire que la limite
Tr—a

est finie si K = R). On pose ¢ = 1 > 0. Par définition de la limite, il

existe un voisinage V' de a tel que :

Ve e INV, |f(z) - <1

Alors, Yz € INV , |f(z)| < |[¢] + 1, avec V un voisinage de a. Ce qui
prouve que f est bornée au voisinage de a. -

A Attention : tout comme pour les suites, la réciproque est fausse!! f bornée au
voisinage de a n’implique pas que f admet une limite finie en a! Par exemple, la fonction
sinus est bornée au voisinage de +oo mais elle n’admet pas de limite (on montrera cela
un peu plus loin lorsqu’on aura fait la caractérisation de la limite par les suites).
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Proposition 6.2.2.18 Soient f : I — R et a € I. On suppose que lim f(x) = { et
Tr—a

que € > 0. Alors f est minorée par un réel strictement positif au voisinage de a.

Preuve :

On fait la preuve dans le cas a = —oo.
e On suppose dans un premier temps que £ € R™. Posons &€ = % > 0.
Pour cet ¢ > 0, il existe B € R tel que :

Ve e IN] —oo,B], |f(x)—{] <e

Alors, pour tout z € IN] — oo, B] :

>0

N~

f(x) = 0 —¢e cest-a-dire f(z) >

. . . . ¢ ‘s
Ce qui prouve que f est minorée par 5 > 0 au voisinage de —oo.

e Si ¢ = 400, on applique la définition de la limite avec A = 1 (par
exemple) et on obtient que f > 1 sur un voisinage de —oo. =

Remarque : ¢ nouveau l'utilisation des voisinages permet d’éviter de traiter plusieurs
cas mais comme mentionné a plusieurs reprises, il est tout aussi important de savoir
écrire explicitement les voisinages et c¢’est un peu moins abstrait qu’avec des voisinages.
C’est pour cette raison que les preuves proposées alternent l'utilisation de voisinages et
de description explicite dans les cas a € R, a = 400 et a = —00. Le lecteur non satisfait
pourra faire toutes les preuves avec des voisinages.

Exercice 6.2.2.19 Soient f: R — Z.

1. On suppose que f admet une limite finie en +00. Montrer que f est constante au
voisinage de +00.
2. Le résultat précédent est-il encore valable si f admet une limite infinie en +o0o ?

Exercice 6.2.2.20 Donner un exemple de fonction non majorée au voisinage de 400
mais qui n’admet pas de limite en +oo.

Exercice 6.2.2.21 Soient f : I — C et a € I. On suppose que f admet une limite non
nulle en a. Montrer qu’il existe un voisinage de a sur lequel I'application f ne s’annule

pas.

Exercice 6.2.2.22 Montrer que la fonction E (partie entiere) est continue & droite en
tout point de R et qu’elle admet en tout point une limite finie a gauche.
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6.2.3 Opérations algébriques sur les limites

Proposition 6.2.3.1 Soient a € I, A l'ensemble des applications de I dans K qui
admettent une limite finie en a et :

¢p:A — K
[ lim f(z)

(i) A est un sous-espace vectoriel de F(I1,K) et ¢ est une forme linéaire sur A ;

(ii) Uensemble Ag des fonctions de limite nulle en a est un sous-espace vectoriel de
l’espace vectoriel A ;

(iii) si f € Ay (c’est-a-dire lim f(x) =0) et si g est bornée au voisinage de a, alors
r—a
f Xge AO 5

w) A est un sous-anneau de F(I,K) et ¢ est un morphisme d’anneaux.
(iv) : D

Preuve :

On traite le cas ou a € R par exemple.
e Montrons ().

* Tout d’abord, A C F(I,K) et on constate que la fonction nulle est
effectivement dans A (et méme dans Ap).

x Ensuite, on montre que A est stable par combinaisons linéaires.
> Soit (f,g) € A2. On note ¢ € K et £ € K les limites respectives
de f et g en a. On fixe € > 0. Alors, par définition de la limite :

Joy >0, Ve el ,|v—al<ag=|f(x)—1] <
Jay >0, Ve el ,|z—a| <ay=|g(z) -] <

[MJICTTTGY

On fixe un tel a; > 0 et un tel ap > 0, et on pose o = min (v, a).
On a alors @ > 0 et pour tout = € I tel que |z —a| < «:

|(f +9)(x) = (£+ )] \éf(w)—ﬁng(w)—ﬁ’l
+

[NCRNO)

<
S 3
< €

Ceci prouve que lim ((f + g)(z)) =€+ ¢, cest-a-dire :
r—a

(f+g9)eA et o(f+9)=0o(f)+olg)
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> Soient f € Aet A € K. Notons ¢ = lim f(z) € K.
r—ra
Si A = 0, alors A - f = 0 (fonction nulle) donc A\ - f € A et
lim (- f)(x)) =0=Xxlim f(z).
r—ra Tr—a
On suppose a présent que A # 0. Soit ¢ > 0. On applique la
définition de la limite avec « & = — > 0 ». Il existe @ > 0 tel

A

VeelNa—a,a+al,|f(x) -0 <¢E

que :

Il s’ensuit que :
VeelN[a—a,a+al, [Af(z) = M| <|N|f(z) = <e
Ce qui montre que - f € Aet p(A- f) =Axo(f) =X o(f).
Ainsi, on a montré que A est un sous-espace vectoriel de F(I,K) et :

V(f.9) € A% VAEK, o(f +g) = ¢(f) + dlg) et 6(X- f) = X~ 6(f)

¢ est donc une application K-linéaire de A dans K, c¢’est-a-dire une forme
linéaire sur A.
e Montrons (ii).

Par définition, Ay = ker(¢) avec ¢ une application linéaire : Ay est donc
un sous-espace vectoriel de A.

Remarque : en fait, ¢ est une forme linéaire non identiquement nulle
donc Ay est un hyperplan de A.

e Montrons ().

Soient f € Ay et g une fonction bornée au voisinage de a. Par définition,
il existe a; > 0 et un réel M > 0 tels que :

VeelNnla—ar,a+a,|g(z)

<M
Par ailleurs, lim f(z) = 0. Soit € > 0, il existe as > 0 tel que :

T—ra

Vo eIN[a—oasa+as), |f(@) g%
Posons av = min(ay, ). On a alors oo > 0 et :
VeelNa—a,a+al, |(f xg)(x)] < M|f(z)] <e

Par conséquent, lim (f x g)(x) = 0, c’est-a-dire f x g € Ao.
r—a
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e Montrons (iv).

* 17 k), la fonction constante égale a 1, appartient clairement a A et
d(lruxy)) = 1k

x On a déja montré que A est un K-espace vectoriel et que ¢ est linéaire.
Par suite,

> Y(f.9) € A, (f—g) €A
> Y(f,9) € A%, o(f + 9) = o(f) + 6(9).

* Soit (f,g) € A2 Montrons que f X g € A et ¢(f x g) = o(f) x ¢(g).
Soient ¢ = lim f(z) et ¢ = lim g(x). On constate que pour tout « € I :
r—ra r—a

(f xg)(x) =€ x = f(x) x (g(x) =€)+ x (f(x) = 0)

Or, (9—0") € Ap et f bornée au voisinage de a (puisque f admet une limite
finie en a) donc d’apres (i4), f X (g—{') € Ag. De méme, ¢/ x (f—£) € A,.
Or, d’apres (i), Ag est un espace vectoriel. Par suite, (f xg—¢x ') € Ay,
¢’est-a-dire :

fxgeA

et
lim (f(z) x g(z)) =€ x ¢

r—a
soit encore
lim (f(x) X g(z)) = lim f(x) x lim g¢(x)
r—ra T—a T—a

Ce qui montre que ¢(f x g) = o(f) X ¢(g).

Remarques :

e en clair, cette proposition affirme qu’un produit ou une combinaison linéaire de
fonctions admettant des limites finies en a a aussi une limite finie en a et que
sa limite s’obtient comme produit ou combinaison linéaire des limites respectives.
Cette proposition dit aussi qu’un produit d’une fonction bornée au voisinage de a
et d’une fonction qui tend vers 0 est une fonction qui tend vers 0 ;

e on reverra des méthodes plus « simples » pour établir ces propriétés en utilisant
la caractérisation séquentielle de la limite. En effet, cette caractérisation nous
permettra de déduire toutes ces propriétés des mémes propriétés pour les suites.

Proposition 6.2.3.2 Soient f : I — K et a € I. Si f admet une limite finie non

nulle { en a, alors — admet une limite finie en a et lim —— = —.
z—a f(x) A
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Preuve :
On fait la démonstration pour a = —oo. Pour commencer, on montre que
% est bien définie au voisinage de a. Posons ¢ = %I > 0 (puisque £ # 0).
Puisque lim f(z) = ¢, il existe B € R tel que :

T—r—00

Ve e lIN] —oo,B], |f(z)—{ <e

Soit 2z € IN] — oo, B]. On a alors : || — |f(z)| < |¢ — f(2)] < &, cest-
a~dire |f(x)] = |[¢] — ¢ > 0. Ceci montre que ﬁ est bien définie pour

x € IN| — oo, B] et que ‘17‘
Lf=4]
1€ ]
nage de a (la fonction m) et d’une fonction qui tend vers 0 (la fonction
1 1‘ B
flz) ¢

est bornée au voisinage de —oc.

Mais alors, |% — %| = est le produit d'une fonction bornée au voisi-

|f —¢|). D’apres la proposition précédente, lim
r—ra

Corollaire 6.2.3.3 Soient [ et g admettant une limite finie en a et lim g(zx) # 0.

Tr—ra

Alors / admet une limite finie en a et

lim (f(:c)) lim f(o)

eva \g(z) ) lim g(x)

On peut traduire ce que I'on vient d’énoncer et compléter avec les regles de calcul dans
R:pourf,g:I—Retacl,

Limite d’une somme

lim f(x) 14 £ ou+oo | £ ou—o0 +00
r—ra
lim g(z) v +oo —00 —00
r—ra
lim (f+g)(z) | £+ +o0 —00 777
Tr—a
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Limite d’un produit

. >0 <0 >0 <0
Jlglgi f(i) ¢ ou 400 ou —oo ou +00 ou —oo 0
lim g(z) v +o0 +o0 —00 —00 +oo
Tr—ra
lim (f x g)(x) | £x 0 +0o0 —00 —00 +o0 777
Tr—a

Limite de ’inverse d’une fonction

lim f(z) |££0]¢=0et f>0]¢=0et f<0]|+oo

Tr—a
. 1 1
glclg(ll m E +00 —0o0 0

Remarques :

e dans ces tableauzx, la notation 777 signifie qu’il s’agit d’une forme indéterminée,
c’est-a-dire qu’on ne peut pas conclure en général : cela dépend des fonctions ;
] 1
e on en déduit les régles pour le quotient de deux fonctions en écrivant : = = f X —
g g
et en appliquant les régles de l'inverse et du produit.

Pour les fonctions a valeurs complexes, ¢’est encore plus simple puisqu’il n’y a pas de limite
infinie ! Si une fonction & valeurs complexes admet une limite, elle est nécessairement finie.

Ainsi, pour f,g: I — Cetacl:

lim (f+g)(z) = £+

Tr—ra
lim f(z) = teC )
r—ra 3 r j—

lim (f x g)(x) = £x1

lim g(z) = ¢ e€C

i (50y) = @ 900
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Remarque : parmi les résultats donnés dans les tableauzx, tous n’ont pas encore été dé-

montrés. A titre d’exemple, on va en prouver un. Les autres sont laissés en exercice.

Exemple 6.2.3.4 Montrons que si lim f(z) =¢ € Ret lim g(z) = —o0, alors :
Tr—a

r—a

lim (f + g)(x) = —o0

Tr—a
Soit A € R. Puisque lim g(x) = —o0, il existe un voisinage V; de a tel que :

r—a
VeelnVy,glx) <A—(-1
De plus, puisque lim f(z) = ¢, il existe un voisinage V5 de a tel que :
r—a
VeelnVy, |f(z)—4 <1
Il s’ensuit que pour tout x € I N (V4N Va),
(f +9)(@) = F(2) + 9(2) < L+1+g(@) < +1+A—L—1<A

Ce qui prouve que lim (f + g)(z) = —o0.
Tr—ra

Exercice 6.2.3.5 On sait que si lim f(z) = 400 et lim g(x) = —oo, alors les limites de
r—ra r—ra
f+get / sont des formes indéterminées.
Donner des exemples de fonctions f et g telles que lim f(x) = 400, lim g(x) = —oc0 et :
T—a r—ra
. [+ g n’admet pas de limite;

. |+ g admet +00 (respectivement —oo) pour limite;

. [+ ¢ admet le nombre ¢ € R pour limite;

= W o=

i n’a pas de limite.
g

Corollaire 6.2.3.6 L’ensemble des fonctions continues en a est un sous-anneau et
sous-espace vectoriel de A. De plus, si g(a) # 0 et f et g sont continues en a, alors
f/g est aussi continue en a.

Preuve :

Ceci découle directement des propriétés algébriques des limites et de la

définition de la continuité. 2
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6.2.4 Compatibilité du passage a la limite avec la relation d’ordre
dans R

Théoreme 6.2.4.1 Soient f et g deux applications de I dans R, et a € I. On suppose
que f < g au voisinage de a.
(i) Silim f(x) = +o0, alors g admet une limite en a et lim g(z) = +o0.
T—a T—a

(i) Silim g(z) = —o0, alors f admet une limite en a et im f(z) = —co.
r—ra r—ra

(iii) Si f et g admettent des limites en a, alors lim f(z) < lim g(z) (dans R).
r—ra

Tr—ra

Preuve :

e Montrons ().

On suppose que lim f(z) = +oo. Montrons que lim g(x) = +o0.
Tr—ra Tr—a

* Pour commencer, on sait que f < g au voisinage de a, c’est-a-dire
qu’il existe V; un voisinage de a tel que :

VeelnVy, f(z) < g(x)

x Soit A € R. Puisque lim f(x) = +o00, il existe V5 un voisinage
z—a
de a tel que :
VeelnVy,, A< f(z)
Posons V =V, N V5. Alors V' est un voisinage de a et :
VeelInV , g(x) > f(z) > A
Ce qui prouve que lim g(z) = +o0.
Tr—a

e La propriété (ii) s'obtient en appliquant (i) au couple (—g, —f).

e Montrons enfin (4i).
On suppose que f et g ont des limites (finies ou infinies en a) et on note
lim f(z)=¢€Retlim g(x) =0 €R.
r—a r—a
* Sil = —00 oul' = +oo, alors I'inégalité £ < (' est toujours vraie
dans R.
% Sil =400 (ou ' = —00) alors d’apres (i) (ou (ii)) ¢’ = 400 (ou
= —o0) et donc £ < 0.

Il reste donc A traiter le cas ol (£, (') € R?, c’est-a-dire le cas on
f et g admettent des limites finies en a.
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On rédige la preuve dans le cas a = +00. Soit € > 0.

> f < g au voisinage de a = +00 donc il existe A; € R tel que :
Vo € IN[A1,+ool, f(z) < g(x)

> lim f(z) = ¢ € R donc il existe Ay € R tel que :

r—a

Vo € IN[Ag,+oo], l —e < f(z)<{l+e

> lim g(z) = ¢ € R donc il existe A3 € R tel que :

Tr—a
Vo € IN[Az,+oo[, ' —e<g(z) <l +¢
On choisit alors z € T tel que xy > max(A;, Aa, A3) (ce qui est
possible car sup/ = 400 et I est un intervalle d’intérieur non
vide). Alors :
{—e < flwg) < glwg) <V +¢

Ainsi, on a montré que : Ve > 0, ¢ < ' + 2e. Par suite, £ < 0.

X

Remarques :
e 4 nouveau pour éviter les confusions, il est préférable d’appliquer (iii) lorsque f
et g ont des limites finies;
e lorsqu’on applique (iii), il ne faut pas oublier de justifier avant [’existence des
limites ;
e dans la rédaction, on écrira souvent « f < g. Or f et g ont des limites finies en
a, on peul donc passer a la limite dans l'inégalité, ce qui donne : ... ».

Exemple 6.2.4.2 Soit g : R — R définie par : Vo € R, g(x) = x + sin(z).

Pour tout réel z, z—1 < g(x) et lim (x—1) = 4o00. Par comparaison, lim g(z) = 4o0.
r——+00 r—+o0

A Attention : de méme que pour les suites, le passage a la limite ne conserve pas les
inégalités strictes! Autrement dit :

(f < get f,g ont des limites finies en a)#@ lim f(z) < lim g(x)
r—ra

Tr—ra

Par exemple, pour tout © € R, 0 < H%’ f x> 0 admet une limite finie en +o0,
g:xr—> H% admet une limite finie en +o0o mais lim f(z) = lim g(z).
x T—>+00 T—>+00
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Théoréme 6.2.4.3 (Théoréme des gendarmes) Soient f, g, h trois fonctions de I
dans R et a € I. On suppose que :
(1) au voisinage de a, f < g < h;
(2) f et h ont des limites finies en a ;
(8) lim f(z) = lim h(x) = ¢.
r—a r—a

Alors :

(i) g a une limite finie en a ;

(ii) et lim g(x) =¢.
r—ra

Preuve :
Remarque :
ou ¢ = —o0,

On fait la preuve dans le cas a € RNT (sinon utiliser des voisinages pour
le cas général). Soit £ > 0.

e D’apres les hypotheses, lim f(z) = £ donc :
Tr—a
doy >0,VeelNja—ar,a+aq], |f(z) ¢ <e
e De méme, lim h(xz) = ¢ donc :
r—ra
Jag >0 ,VzelNfa—ag,a+as), |h(z) =4 <e
e Enfin f < g < h au voisinage de a donc :
Jaz >0,VeelNa—asa+as), f(z) <g(z) < h(x)
Soient de tels réels ag, s et 3. On pose o = min(ay, ag, a3) (ce qui
garantit que les trois inégalités seront valables si x € I N[a — a,a + ).
Alors a > 0 et :
VeelNa—a,a+a],l—e< fz) <glx)<h(x)<l+e

Ce qui montre que lim g(z) = £.
r—a

X

bien que le résultat de ce théoréme soit encore valable lorsque { = +00
ce n’est plus le théoréme des gendarmes! C’est simplement le théoréme de

comparaison que l’on a vu juste avant.

343



Mathématiques supérieures 1 6.2. Etude locale d'une fonction

3

Exemple 6.2.4.4 On sait que! pour tout x > 0, z — % <sin(z) < . Alors, pour tout
x>0, ,
17x7<sm(x) <1
6 x
i x? i R L. sin(x)
Or, lim (1 - E) = lim 1 = 1. D’apres le théoreme des gendarmes, x — ——— admet

z—0 x—0
x>0 x>0

une limite finie a droite en 0 et :

lim sin(z) =1
xz—0 €T
x>0

De méme que pour les suites, le théoreme des gendarmes est un outil tres important dans
la recherche de limite et/ou d’équivalents de fonctions.

Exemple 6.2.4.5 On considére la fonction f définie sur ]0, +o0[ par :

qua+mhfm%245£%%%“

e On peut noter que f est bien définie sur ]0, 00| puisque pour tout 2 > 0, la fonction

cos(t .
t— cos(t) est continue? sur le segment [0, Z].
12 + a2 2
. ~ YRS s(t
e On peut aussi remarquer qu’on ne connait pas de primitive de ¢ — ;_f’i(z; et qu’'on ne

peut donc pas déterminer I'expression explicite de f pour calculer les limites aux bornes
de son ensemble de définition. On va donc essayer d’encadrer la fonction f de fagon assez
précise pour pourvoir trouver les limites puis les équivalents.

e Etude lorsque z tend vers 4o00.

* Dans un premier temps, pour z > 0, on a :

WGW%LOé

Par croissance de 'intégrale :

/2()ohf</2 cos(t) dtg/Zidt
0 o P42 0 X2

c’est-a-dire

1. sinon, on peut faire I’étude de fonction pour le prouver.
2. on admet ici les propriétés simples sur la continuité et 'intégration qui seront vues dans le cours
de mathématiques supérieures 2.
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. m N PR
Or, lim —— = 0 donc d’apres le théoreme des gendarmes :
T—+00 2:1;2

lim f(z)=0

T—+00

% On souhaite maintenant déterminer un équivalent de f en +oo (si vous avez oublié la
notion informelle d’équivalent, vous pouvez d’abord lire le paragraphe 3 de ce chapitre
puis revenir a cet exemple mais il n’est pas nécessaire de maitriser la théorie pour suivre
la démarche de cet exemple).

L’encadrement précédent permet de trouver la limite mais il ne permet pas de trouver un
équivalent car les termes avec lesquels on a encadré f ne sont du méme ordre de grandeur.
On va donc refaire un encadrement un peu plus précis. En reprenant la méme démarche
qu’avant, on a successivement pour tout x > 0 :

cos(t cos(t cos(t
e ), ol o) _eost)
20 T 4g? a4t x
et donc
! /g () dt < f(z) < > / () dt
—_ CcOS < flz) € — cos(t
%2 + 22 Jo x2 0
soit encore, compte-tenu du fait que fog cos(t) dt = [sin(t)}og =1,
1 1
< fla) <=
= 4 g2 (@) z?
Il s’ensuit que :
1
Ve>0, —— <a*f(z) <1
422
. 1 R PR
Or, lim > = 1 donc, d’apres le théoreme des gendarmes,
z—+oo | 4+ I?
lim 2°f(r) =1 Ccest-a-dite f(r) ~ 1
T—+00 z—+00 22

e Etudions & présent le comportement de f au voisinage de 0.

x Commencons par déterminer la limite de f. Je vous laisse vérifier que les inégalités
obtenues avant ne permettent pas de trouver la limite de f en 0 (puisque dans chaque
encadrement, le minorant a une limite finie en 0 et le majorant tend vers 400).

Pour essayer de comprendre le comportement de la fonction f, on trace la courbe repré-

sentative de t — :fi(;% pour des valeurs de x de plus en plus « petites » :
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Graphiquement, on semble constater que c’est 1'aire au voisinage de t = 0 qui devient de
plus en plus importante et elle semble tendre vers +oo lorsque x tend vers 0. On cherche
donc a minorer la fonction f. Pour cela, on doit minorer la fonction cos. Sur 'intervalle
[0, ], la seule minoration possible est 0, ce qui ne permet évidemment pas de conclure.
Or, comme on a conjecturé que c’est au voisinage de t = 0 que 'aire est importante, on
peut simplement regarder I'intégrale sur un intervalle plus petit, « proche de 0 ».

Pour tout z > 0, t — <=0

71,2 est positive sur [0, 7], par suite :

f(2) —/0g cos(t) 4y > /0g cos(t) 4

2422 7 12+ 22

Maintenant, sur I'intervalle [0, 7], on peut minorer la fonction cosinus par %, ce qui donne :

1[5 1 1[1 t\1°
>- [ —dt=-|-arctan | -
f(z) 2/0 Pop 5 [xarc an (T>L

fz) = i arctan (;—r)

soit encore :

2x
. T T . 1 .
Or, lim arctan (—) = — >0 et lim — = +o00. Par comparaison :
x—0 3z 2 z—0 21
x>0 x>0

lim f(x) = +o0
x>0
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x Pour trouver un équivalent maintenant, il va falloir étre plus précis. Au voisinage de
1

B
t =0, on sait que cos(t) ~ 1. On va donc comparer f et z — / pra— dt.
0 P+

Soit > 0.

21— cos(t
:/2 COS()dt
0

12+ 22
3 2sin?(L
/ 2sin°(3)
0 t2+l’2
3 2(L)2
/ (3) ”
0 2422
t2
22 + 22)

21 dt
10 [

[NE

dt

dt

/N

N
NE
N =

w3

| 1 t 1
Or, / -5 dt = |~ arctan | — = — arctan (1) Ainsi, pour tout x > 0,
0 12422 x r)|, = 2x

1
< f(x) — - arctan (%) <

e~
/)
N

soit encore,

arcta11(7T) e <f1:f(f1:)<arctan(7r)-i-mj
2x 4 TUIVE 2z

Or, lim (arctan (l) — E) . et de méme, lim (arctan (l) + —) = E. D’apres
20 2r 4 2 20 2r

T >
le théoreme des gendarmes,

lim zf(x) = T est-a-dire flz) ~ s

;200 2 z—0+ 2x
Remarque : il y a d’autres méthodes plus « simples » qui permettent de trouver ces
équivalents mais qui nécessitent des outils un peu plus avancés en intégration (voir cours
de mathématiques spéciales 2). Les études de fonctions [ de cette forme ne sont pas un
objectif pour ce livre.

On peut terminer avec le corollaire suivant, tres pratique, et conséquence immédiate du
théoreme des gendarmes.

Corollaire 6.2.4.6 Si|f| < g au voisinage de a et si lim g(x) = 0, alors lim f(z) = 0.
r—ra

r—ra
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6.2.5 Composition de limites et caractérisation séquentielle de
la limite

Proposition 6.2.5.1 Soient f : I — J C R et g : J — K deux fonctions, a € 1.
On suppose que :
1. lim f(v) =(€R;
r—ra

2. lim g(x) = L.
z—l

Alors go f admet une limite en a et lim (go f)(x) = L.
T—a

Preuve :
On veut montrer que :
YU € Vy(L) ,3W € Vi(a) ,Vz e INW , (go f)(z) e U
Soit U € Vy(L). Par hypothese, lin}; g(y) = L. Tl existe V € Vy({) tel
—
que : !
Yye JNV , g(y) eU
Par ailleurs, lim f(x) = £ : par conséquent, il existe W € V¢(a) tel que :
VeelINnW | f(z)eV
Soit x € INW. Alors f(x) € V et par définition, f(z) € J. Par suite,
f(z) € JNV. 1l s’ensuit que :
VeelINnW  g(f(x) eU
Ce qui prouve que lim (go f)(z) = L.
r—ra
X
Remarques :

o il est tres important de retenir les hypotheses précises de ce théoréeme : en particu-
lier, on ne fait aucune hypothése de régularité sur les fonctions f et g ! On suppose
uniquement que go [ est bien définie, que f a une limite { (finie ou infinie) en a
et que g a une limite (finie ou infinie) en L = 1101311 f(z);

e on a supposé ici que f est a valeurs réelles car nous n’avons pas encore étudié la
notion de limite pour une fonction d’une variable complexe. La continuité de ce

type de fonctions est étudiée dans le cours de mathématiques spéciales 1 (espaces
vectoriels normés).
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Théoréme 6.2.5.2 (Caractérisation séquentielle de la limite)

Soient f: 1 — K, a€l etl €K (oul €R si K=TR). Alors les propriétés suivantes

sont équivalentes :

(i) 1i_1}1 flx)y=1¢;

(ii) pour toute suite (up)pen € IV admettant a pour limite, (f(un))nen admet {

pour limite.

On dit que la propriété (ii) est la caractérisation séquentielle (ou par les suites) de la

limite.

Preuve :

réelle (et pas pour des suites), on refait la démonstration.

(f (un))nen admet ¢ pour limite.

V e Vy(a) tel que :
VeelInV , f(x)eU

Par ailleurs, lim w, = a donc il existe ng € N tel que :
n—+0o0o

Vn>ng,u, €V
On a alors : Vn = ng , f(u,) € U.

Ce qui prouve que la suite (f(u,))nen admet £ pour limite.

e Montrons (ii) = () par contraposée.

limite de f en a, c’est-a-dire :
(x) U eVi(l), VW eVi(a),IxelnV, f(z)¢U
On fixe un tel voisinage U. Soit n € N. On pose :

la — 25,0+ 2] siaeR
V=14 [n,+0o0] st a =400
]

— 00, —n] sia=—00

e (i) = (ii) découle du théoreme de composition des limites. Néan-
moins, comme ce théoreme a été énoncé pour des fonctions d’une variable

On suppose (i), c’est-a~dire f admet ¢ pour limite en a. Montrons (7).
Soit (U )neny une suite d’éléments de I, de limite a. Montrons que

Soit U € Vy(¢). Par hypothese, lim f(x) = ¢ : il existe donc un voisinage
r—a

On suppose non (i), et on montre non (7i). Par hypothese, ¢ n’est pas la
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Alors V,, € Vy(a) donc d’apres (x), il existe z,, € TNV, tel que f(z,) ¢ U.
On choisit un tel z,. Ceci définit une suite (z,)neny d’éléments de I telle
que :

* Pour tout entier n € N,

la — 25,0+ 5] sia€R
Tn €% [n,+o0| st a = +00
| — 00, —n] sia=—00

D’aprés le théoreme de comparaison (ou le théoréeme des gen-

darmes lorsque ¢ € R) lim x, =a;
n—+00

* VYneN | f(z,) ¢ U.

Par conséquent, on a montré qu’il existe une suite d’éléments de I, ad-
mettant a pour limite, et telle que (f(z,))neny n’admet pas £ pour limite,
c’est-a-dire non (4i). =

Exercice 6.2.5.3 Refaire la démonstration lorsque a € R et { = +o0.

Remarque fondamentale : dans ce théoréme, Uhypothése (i) est une hypothése « conti-
nue » (le x tend vers a mais x est un réel) alors que Uhypothése (ii) est une hypothése
« discréte » (en chaque point x,, de la suite). Dans de nombreuz domaines mathématiques
ou dispose de caractérisations séquentielles : c’est pratique car cela permet de manipuler
des suites qui sont des objets « plus familiers ». Dans toutes les démonstrations de ce type
de caractérisation, on retient que :

« continu » = « discret »  (toujours simple et se prouve directement)

« discret » =« continu » (toujours par contraposée)

Vous devez retenir que les réciproques se prouvent toujours par contraposée. Intuitivement
c’est facile a comprendre car une « information ponctuelle » (c’est-a-dire discréte) ne se
traduit pas par une « information continue ».

Remarques :

e dans l’énoncé du théoreme, notez bien qu’on dit « (up)nen admet a pour limite »
et non « (up)neny converge vers a » (et de méme pour (f(un))nen) : c’est parce
que le théoréme est valable lorsque a = 400 (ou a = —o0). Lorsque a € R, bien
entendu on peut remplacer « admet a pour limite » par « converge vers a »;

e on aurait pu commencer par cette caractérisation de la limite pour ensuite en
déduire les propriétés algébriques et la compatibilité du passage a la limite avec
la relation d’ordre dans R a partir des mémes propriétés déja établies pour les
suites ;
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e dans un cadre pratique, on utilise la caractérisation séquentielle de la limite pour
montrer qu’une fonction n’admet pas de limite mais rarement pour prouver qu’elle
admet une limite ;

e dans un cadre plus théorique, c’est souvent plus facile d’utiliser la caractérisation
séquentielle pour prouver l'existence d’une limite.
Exemple 6.2.5.4 Montrons que cos n’a pas de limite en +00. Soit (2, )nen définie par
x, = nm pour tout entier n. Alors :
o (,)nen tend vers 400 c'est-a-dire (z,)neny admet +00 pour limite;
e mais (cos(x,))nen = ((—1)")nen n'a pas de limite.

On a donc trouvé une suite (., )nen de limite +0o telle que la suite (cos(x,,))nen n'a pas
de limite. D’apres la caractérisation séquentielle de la limite, cos n’a pas de limite en +o0.

Remarque : il est parfois plus simple de donner deux suites (x,,)nen €t (Yn)nen de limite a
telles que (f(x,)) et (f(yn)) ont des limites différentes : cela permet également de conclure
que f n’a pas de limite en a.

Exemple 6.2.5.5 Montrons que xg n’a pas de limite en +oo0.
e Soit (z,) = (n). Alors nglfoo Tp = +00 et nggloo Xo(zn) = 1 (puisque pour tout
entier n € N, xg(n) =1);
e Soit (y,) = (nv/2). Alors nl_l)I_'I_loo Yn = +00 et nl_l)rfoo Xo(z,) = 0 (puisque pour
tout entier n € N, yg(nv/2) = 0).

Ainsi, x@ n’a pas de limite en +oo.
Exercice 6.2.5.6 Montrer que x — sin(z) n’admet pas de limite en +o0.

Exercice 6.2.5.7 Montrer que f admet ¢ pour limite en a si et seulement si pour toute
suite (un)nen € IV, (f (Un))nen admet une limite (finie ou infinie).

Corollaire 6.2.5.8 Soit f : I — K et a € I. Alors f est continue en a si et seule-
ment si pour toute suite (U, )neny € I convergeant vers a, (f(u,)) converge vers f(a).

Preuve :

C’est une conséquence directe de la caractérisation séquentielle de la li-

mite et de la définition de la continuité en a. -
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Remarques :

e le dernier corollaire s’appelle la caractérisation séquentielle de la continuité (en
un point) ;

e o nouveau c’est une caractérisation trés importante que l’on utilise :
* dans la pratique pour montrer qu’une fonction n’est pas continue en un point ;
x dans la pratique (ou la théorie) lorsque l'on sait que la fonction est continue

en un point.

e cn particulier, cette propriété est toujours utilisée dans ’étude de suites définies
par Un1 = f(un) lorsqu’on a déja prouvé la convergence et qu’on souhaite déter-
miner la valeur de la limite.

Exemple 6.2.5.9 Soit (u,)nen définie par ug =1 et Vn € N | upyq = sin(u,). On a déja

vul que (u,) est décroissante et minorée donc converge. Soit £ = lim w,. Alors,
n—-+oo

e d’une part, (u,;1) est une suite extraite de (u,)nen donce elle converge vers ¢
e d’autre part, la fonction sinus est continue en ¢ donc lim  sin(u,) = sin(¢).
n—-+oo
Par unicité de la limite (par définition (u,41) = (sin(u,))), ¢ = sin(¢). Ensuite, on montre

que I'unique solution possible est £ = 0 en faisant par exemple une étude de fonction.

Exercice 6.2.5.10 Déterminer toutes les fonctions f, continues en 0 et vérifiant :

Ve e R, f(sin(z)) = f(z)

L’idée principale dans ce type d’équation est d’itérer (c’est-a-dire

répéter) la relation : ici

» Méthode : I Vn e N, f(sino---osin(x)) = f(x)

n fois

puis de passer a la limite (sur le nombre d’itérations).

Voici quelques indications pour résoudre 'exercice : soit f continue en 0 et vérifiant
la relation donnée. Soit x € R. On considére la suite (u,)neny définie par ug = z et
Vn € N | u,pq = sin(u,).

1. Montrer que (u,),en converge et déterminer sa limite.

2. Comparer pour n € N, f(u,) et f(z).

3. En déduire que f est constante.

1. voir exercice 3.1.1.7.
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6.2.6 Théoréme de la limite monotone

Théoréme 6.2.6.1 (Théoréeme de la limite monotone)

Soient f : I — R une application monotone sur I et a € I. Alors lim f(z) et
r—ra

lim+ f(x) existent (sia #inf I ou a # supl), c’est-a-dire [ a une limite ¢ gauche en

Tr—ra

a (sia#infl) et f a une limite a droite en a (si a # sup I ). Plus précisément,
e si f est croissante, alors :

lm f(z) =inf f(z) et lim f(z)= ilé};f (z)
r>a r>a z<a r<a

Par ailleurs, si a € I, alors f admet des limites finies a droite et a gauche en

a et :
lim f(z) < f(a) < lim f()
r<a r>a

e si f est décroissante, alors :

lig f(0) =supf(r) et Jim f(z) = inf f(2)

z—a T
z>a iga z<a z<a

Par ailleurs, si a € I, alors f admet des limites finies en at et a™ et :

liy f(2) > /(o) > Iy f(2)
z<a r>a
En particulier, si « =1inf I et f =sup I, alors [ admet des limites (finies ou infinies)

a droite en a et a gauche en f3.

Corollaire 6.2.6.2 Si f est croissante sur [a,b| (avec b € RU{+o0}), alors f admet
une limite en b. De plus, cette limite est finie si et seulement si f est magjorée.

Corollaire 6.2.6.3 Si [ est croissante sur ]a,b] (avec a € RU{—o00}) alors f admet
une limite en a. De plus, cette limite est finie si et seulement si f est minorée.
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Preuve :

e Tout d’abord, quitte a remplacer f par — f, qui est également monotone,
on peut supposer que f est décroissante. On obtient alors le résultat pour
f croissante en utilisant les relations sup(—A) = —inf A et inf(—A) =
—sup(A) (lorsque A est une partie non vide de R).

o
e On commence par le cas a € I.

* Montrons que f admet une limite finie a droite en a.
On considére Pensemble B = {f(z) , x € IN]a, +oo[}.

> B est une partie non vide de R car a € I donc IN]a, +oc[# 0.

> De plus, puisque f est décroissante sur I,
va € Ila,+odl , f(x) < £(a)

Par suite, B est majorée (par f(a)).

On en déduit donc que B admet une borne supérieure (dans R)
et on remarque aussi que sup B < f(a).

Montrons alors que lim f(z) = sup B.

r>a
Soit € > 0. D’apres la caractérisation de la borne supérieure dans
R, il existe b € B tel que sup B—e < b < sup B. Par définition de
I'ensemble B, il existe zy € IN]a, +o0[ tel que b = f(xg). Alors,
la,zo[C I (car I est un intervalle) et :

YV €la, zo[ , supB —e < f(z9) < f(z) <supB

En effet, si x €]a, o[, alors :
> f(zo) < f(z) car f est décroissante sur [ et Ja,zo[C I ;
> sup B — e < f(xo) par définition de xq;
> x €]a, xo[C IN]a, +oo|, donc f(z) € B et f(x) < sup B.
ce qui implique que : Vz €]a, o] , | f(z) —sup B| < e.

Ceci prouve donc que f admet une limite finie & droite en a et
lim f(z) = sup B, c’est-a-dire :

o lim f(z) =sup{f(z) , z € INJa, +oo[} = sup f(z)
r>a zgé

De plus, ayant remarqué que sup B < f(a), on a également, :

lim f(2) < f(a)

r>a
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* Montrons a présent que f admet une limite finie a gauche en a.
De la méme facon, on montre que :
> C ={f(z), 2z € IN|—00,a[} est non vide et minorée par f(a)
(car f est décroissante) donc C' admet une borne inférieure
(dans R) et f(a) < infC';
> lim f(z) = inf C en utilisant la caractérisation de la borne
r—ra -

inférieure dans R (avec les “c”) et la définition formelle de la
limite.

On conclut alors que : lim f(z) < f(a) < lim f(z).
r>a r<a

e Montrons a présent que f a une limite en 8 = sup I et que cette limite
est finie si seulement si f est minorée sur /.

* On suppose que f est minorée.

Dans ce cas, ensemble {f(z) , z € IN] — oo, B[} est minoré (et
non vide) donc il admet une borne inférieure (dans R). Soit ¢
cette borne inférieure (qui appartient done & R). On recommence
alors le méme raisonnement que précédemment.

Soit € > 0. D’apres la caractérisation de la borne inférieure dans
R, il existe zp € I et 29 < [ tel que £ < f(xg) < £+ &. Alors
].730, /B[C Ilet:

Vxe}ro,ﬂ[,ﬁ—agégf(r)gf(x0)<£+g

Ce qui prouve que lim f(x) =/ = inf f(z).
z—f zel
<3 z<f

* On suppose que f n’est pas minorée sur I. Montrons que
liI}jl f(x)=—o0 (et 5 ¢ 1)
T—p~

Tout d’abord, il est alors évident que 8 = supl ¢ I puisque
sinon, f(f) est un minorant de f. Ensuite, soit M € R. Puisque
f n’est pas minorée sur I, M n’est pas un minorant de f sur [ : il
existe 21 € [ tel que f(z1) < M. La fonction f étant décroissante,
on en déduit que :

Va €y, B fz) < fla) < M

Ceci prouve que lim f(z) = —oc.
z—f
z<f

e On en déduit alors le résultat en « en appliquant le résultat précédent

a x — — f(—x) sur Uintervalle —1. -
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6.3 Relations de comparaisons

6.3.1 Fonctions dominées et fonctions négligeables par rapport
a une autre au voisinage d’un point

Les notions de o, O et équivalent ont déja été introduites de facon pratique dans aupara-
vant (définitions lorsque g ne s’annule pas a l'aide du quotient i).. Dans ce paragraphe,
on va formaliser les définitions et les propriétés. L’utilisation pratique reste la méme. On
retiendra que :

e les définitions théoriques sont importantes lorsqu’on est confronté a un exercice
théorique (Pexpression de la fonction f n’est pas donnée);

e dans la pratique (c¢’est-a-dire lorsque I'expression de la fonction f est connue), on
fait « comme d’habitude », c¢’est-a-dire comme ce qui a été appris dans les livres
précédents.

Définition 6.3.1.1 Soient / un intervalle, a € I, f et g deux fonctions définies sur I.
On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a, et on note f = o(g), si :

lorsque a € R : Ve>0,3a>0,Vz elNa—a,a+af,|f(z)] <elg(z)]

lorsque a =400 : Ve >0,34A € R, Ve e INA, +oof, |f(z)| < glg(z)]

lorsque a = —co: Ve>0,3A R, Ve e In] —oo, A, |f(z)] < e|g(z)]

Remarques :

e bien entendu, on peut donner une définition unique qui englobe les trois cas a
l'aide des voisinages :

f=olg) <= Ve>0,3VeV(a), VoelnV, |f(z)] <elg(@)]

e cctte définition s’applique aussi bien pour des fonctions a valeurs réelles que pour
des fonctions a valeurs complexes.

Proposition 6.3.1.2 f = o(g) si et seulement si il existe un voisinage V de a et une

fonction h, définie sur I NV, tels que f(x) = g(x)h(x) pour tout x dans V NI et
lim h(z) = 0.

r—ra
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Preuve :

Remarque :

e Montrons =—

On suppose que f = o(g). Prenons pour commencer, ¢ = 1 > 0. Il existe

alors un voisinage V; de a tel que :
(x) Ve e InVi, [f(2)] < |g(z)|

On définit alors la fonction h sur I N'V; par :

@ sig(x
oy~ ] 9 g(x) #0
0 sig(z) =0

D’apres (x), si z € INVj et g(z) = 0, alors f(z) = 0 également. Par
suite, on a pour tout x € I NV}, f(z) = h(z) x g(z).
De plus, soit € > 0. Il existe un voisinage V. de a tel que :

VeeINV., [f(z)] < elg(x)]

En posant V' =V, N V., V est un voisinage de a et pour tout z € INV :
% soit g(x) = 0, et dans ce cas, |h(z)] =0 < ¢;
f(x)

* ou bien g(z) # 0, et dans ce cas, |h(z)] = |5

X &

Ainsi, dans les deux cas, |h(z)| < e. Ce qui prouve que lim h(z) = 0.
r—a

e La réciproque est évidente. En effet, s’il existe un voisinage V' de a et

une fonction h, définie sur I NV, tels que f(z) = h(z) x g(x) pour z

dans I NV et telle que lim h(z) = 0, alors pour tout € > 0, il existe un
r—a

voisinage V] de a tel que : Ve € INV NV, , |h(x)| < e. Dans ce cas,
VeelInV Vi, [f(z)] =lg(x)] x [h(z)] < elg(z)|
Ce qui prouve que f = o(g).
X

attention, on ne peut pas toujours dire que [ s’écrit f = g X h sur I tout

entier car les relations de comparaison sont des comparaisons « locales », pas « globales ».

Dans le cas particulier ou la fonction g ne s’annule pas sur I, sauf peut-étre au point a,
on dispose d'une caractérisation plus simple qui est toujours utilisée dans la pratique (et
qui correspond a la « définition » pratique que vous avez étudié ou appris avant.
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Proposition 6.3.1.3 Si g ne s’annule pas sur I\ {a}, alors on a deuz cas :

: _ f(=@)
e siad I, alors: f=o0 <~ lim —/= =0,
¢ f=olg) = lm T
o sia€l, alors : f =o0(g) < (f(a) =0 et lim @) :0>.
a a—a g(x)
Preuve :
e Premier cas : a ¢ I.
Dans ce cas, g ne s’annule pas sur I et on a alors :
f=o0(9g) <= Ve>0,3VeV(a),VeelInV |f(x) <elg(z)
f(z)
— Ve>0,3VeV,(a) ,VzeIﬁV,\ﬁ\gs
g(x
< lim @) =0
e Deuxieme cas : a € I.
Dans ce cas, f = o(g) est équivalent & :
Ve>0,3V eV,(a),VeelInV  |f(z)| <celg(z)
soit encore :
Ve>0,3V eVs(a), Vo e (INV)\{a}, [f(z)] <elg(z)| et |f(a)| <elgla)l
c’est-a-dire :
f(z) _
Ve > 0,3V € V,(a) ,Vwe([ﬂV)\{a},|(—)|<5 et f(a)=0
g(x
Ce qui donne bien
lim f@) =0 et f(a)=0
iz g(x)
X
Remarques :

e [a distinction provient de l’ensemble de définition de % s sia €1, cette fonction

est définie sur I\ {a} alors que sia ¢ I, 5 est définie sur I tout entier;
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e [a proposition est vraie si 'on suppose seulement qu’il existe un voisinage V de a
tel que g ne s’annule pas sur V '\ {a} ;

e dans la pratique, c’est ce critere qu’on utilise pour démontrer que f = o(g). On
a
utilise la définition formelle uniquement (ou presque) dans un cadre théorique ;

e on écrit aussi parfois f = o(g) et abusivement, on note f(x) = o(g(x));
Tr—a T—a

e si on suppose que a € I, que g ne s’annule pas sur I\ {a} et que f et g continues
1@,
g(x)

en a, on a encore : f =o(g) <= lim
a r—ra

A Attention : il faut garder a lesprit que la notation o(g) désigne une fonction. La
relation f(z) =%t o(x%) est 