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CHAPITRE |

Gaz parfaits et réels. Fquation d’état.
Diffusion

Un gaz est formé de particules (atomes, molécules ou ions} en mouvement
incessant, dont la vitesse croit avec la température du gaz.

1. GAZ PARFAIT : MODELE CINETIQUE

. 1. Définition du gaz parfait

: Un gaz, composé de N particules de méme masse mo, 2 la température.T,
¢ est dit «parfait» si:

—les particules qui le composent sont ponctuelles (dimensions négligeables),
—les particules sont sans interaction (forces intermoléculaires négligeables).

* 2. Distribution des vitesses. Vitesse quadratigue (cf. Problémes n° 7 et 8}

o Le nombre dN de particules du gaz dont la vitesse est comprise entre v et
v -+ dv est, en proportion relative :

=)

oit F(v) est la fonction de distribution des vitesses moléculaires.

e Le carré de la vitesse quadratique moyenne u est défini comme la moyenne
du carré des vitesses, soit

1 o0
u?mm«fvzdwm[ v f(v)-du
N 0




2 Chapitre 1

- On obtient

3T
o

(1)

o=

olt T est la température absolue (liée 4 la température Celsins ¢ par
5 T =@+ 273,15) et k est la constante de Boltzmana (k=1,38-10"% SI).

3. Energie et température du ger parfait monoatomigue

o . 1
o L’énergie cinétique moyenne d’une particule est e, = 5 mgu®, ou

€, == % kT | (pour I particule)

e L’énergie cinétique d'une mole (N molécules) de gaz parfaif est done

3
ECEN'GCM"Z“kNT

si A est le nombre d’Avogadro = nombre de molécules dans 1 mole =

6,02 - 10%; on pose =6,02-10%.1,38-107% = 8,317 . K",

i vient

E, = —;— RT | ({pour I mole)

e L’énergie interne U du gaz parfait, qui se confond avec son énergie cinétique,
ne dépend que de sa température absolue T'; si le gaz est monoatomique

U=E.=N- —;—- mou® = N - —%— kT | (pour N particules)

4. Pression cinétigque du gaz parfait (cf. Problémes'n® 3 et 4)

» La pression p en un point d’un gaz parfait est 1a force par unité de surface

r= d?/d?

= exercée par les particules qui heurtent la paroi du manométre placé en ce point.




Gaz parfaits et réels 3

o Cette prossion (dite cinétique), due a P'agitation thermigue, est

i
pz?n.m{)-ug , oud’aprés(i), pzn'k‘T (2)

ol # est la densité moléculaire (nombre de particules par unité de volume) du
gaz parfait.

Remarque ; 1.a pression macroscopique du gaz parfait se confond avec sa
pression cinétique (ci. paragraphe II, 3).

II. GAZPARFAIT ET GAZ REEL — EQUATION D’ETAT

1. Paramétres d’état et égnation d’état

o L'&tat macroscopique d’un fluide est défini, 4 1"équilibre, par les paramétres
d’'étar {pression p, volume V, température T', nombre de moles x, masse
volumique g, ...} qui définissent le systéme.

o L’équation d’état est la relation qui lie les parameétres d’état du sysidme.

o On distingue les parametres extensifs (x,V) proportionnels & la quantité
de matidre du fluide, donc additifs, et les paramétres intensifs (p,T,p)
indépendants de la quantité matidre, donc ayant méme valeur pour tous les
éléments du systdme.

2. Equation d’état des gaz parfaiis

Pour un gaz comportant x mjc\)}es, donc N = x - N particules, la densité
X -

N N
moléculaire est 1 = —— = ; la relation (2) s’écrit donc p = 2 kT

et, en introduisant la constante molaire des gaz parfaits R = k - A, on obtient
Iéquation d’état

p-V=x-R-T 3
Remargues :
o Le nombre de moles est nombre de particules N masse du gaz m
X = ==
nombre d’ Avogadro N masse molaire

o [’équation d’état peut s’écrire p - V = —;—Z— RT'; on en déduit la masse




soit p=pct Pn
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. It R
volumique o = v du gaz parfait

(M = masse molaire = 29 - d, et d = densité du gaz)

3. Bquation d’état des gaz réels — Modéle limite du gaz parfait

a) Gaz réels

o Dans le modele d'un gaz réel, on tient compte :
~ des dimensions des particules (non ponctuelles),
- des forces intermoléculaires (il y a interaction des particules).

e La pression p d’un fluide réel est la somme algébrique de deux termes :
— la pression «cinétique» p. due i P'agitation thermique des particules,
— et 1a pression «moléculaire» p,, due aux forces intermoléculaires

o L’équation d"état de x moles de gaz réel, de la forme

(p -+ p)(V — b) = x - RT |, introduit par rapport aléquation pV == x . RT

- du gaz parfait, deux terres correctifs

~ Pun p;, homogéne A une pression, qui tient compte des interactions

- moléculaires (p; = pression interne du gaz réel),

~ Pautre b, homogene & un volume, qui tient compte du volume propre des

particules (b = covolume du gaz réel).

" Exemple : le gaz réel de Van der Waals obéit & I'équation

(»+ —5,32—) (V —b) = xRT.

o Dans le diagramme d’ Amagat {p,p - V), les isothermes d’un fluide réel sont

assez bien représentés par 1'équation
pV = xRT + B(T) - p+C(T) - p*
et aux faibles pressions (p < 2 atm) par I’équation rapprochée

B(T
pV:xRT+B(T)-p’:xRT[1+-—~£Vm~2~}

et le terme correctif par rapport au gaz parfait est donc  B(T)/ V.
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b) Modéle limite du gaz pavfait

Pour un gaz réel de trés faible pression (p —» 0), on aura p, < p. et
- donc la pression du gaz parfait se confond avec sa pression cinétique (p =~ p.)
comime pour un gaz parfait; de plus les isothermes d’ Amagat se rapprochent
de celles de gaz parfait :

pV/T — xR

Ainsi, les gaz réels trés peu comprimés tendent vers un comportement de gaz
parfait.

1. COEFFICIENTS THERMOELASTIQUES
ET THERMIQUES

- 1. Coefficients thermoélastiques : relations générales
e A partir de I'équation d’état f(p,V,T) d’un fiuide, on peut prévoir ses
propriétés thermoélastiques en déterminant ses coefficients thermoélastiques

positifs «, B, x et x4 :
- le coefficient d"augmentation de volume (dilatation) & pression constante

{isobare)
o= 1 ( 8V ) .
Vv T /,

- e coefficient d’augmentation de pression 2 volume constant (isochore)

)3
h= P (aT)v

- le coefficient de compressibilité isotherme (4 température constante),
- défini comme la variation relative du volume du fluide pour une variation
~ de pression égale & I'unité

1 (av
ETY A\ ),

—le coefficient de compressibilité adiabatique (A chaleur Q constante)

1 av
Xa = Vv ap o
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a av -’ ar
e La relation mathématique ( ? : ( . == | conduit
av Jq ar /, ap Jy

& la relation générale qui le les coefficients o, 8, x et la pression :

w=px-p

2. Coefficients thermigues (ou caloviméiriques)

e Pour élever la température d’un corps de T & T + d7, il faut loi fournir la
quantité de chaleur (ou énergie thermique)

80 = C-dT,

Cosoit| C == §0/dT | = capacité thermigue du corps {en Joule/Kelvin).

- o Laquantité de chaleus recue par un fluide qui passe de I'état (p,V,T) a1"état
© voisin {p +dp,V + AV, T + dT') est, pour une transformation réversible :

' — avec les parameétres T,V : 60 = ¢y dT 4 [ dV

—avec les paramétres T, p 1 80 = ¢, dT + A dp.

Les coefficients cv et ¢, sont les capacités thermiques & volume constant
et & pression constante; [ et h sont deux coefficients calorimétriques.

- Siondésigne ¢y et ¢, les capacités thermiques (ou calorifiques) massiques,
© et Cy, et Cp, les capacités thermiques molaires, les capacités thermiques d'un
o Huide de masse m ayant n moles sont évidemment

Cy=m-cy=n-Cy, | & | Co=m-c,=n Cp,

o Un fluide est caractérisé par e rapport des chaleurs massiques :

Cy CV,,,

CP CPm

3. Coefficients thermodélastigues ef thermigues d'nn gaz parfait

o D’aprés I 1), les coefficients thermoélastiques du gaz parfait sont :

1 1 1
X ow Xa = =

o= o —
r P ¥yop
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e Les capacités thermiques molaires (relatives & une mole de gaz) sont lides
- par deux relations :

Cpm - CV:H = R et CP,'H/CVM =¥

on en déduit

R et C = }/R

Cy =
ifﬂ'l y_l m }/--'-1

e Enfin, on établit aisément que les coefficients calorimétriques / et 4 du gaz
parfait sont

lmp et h=-=V

IV. DIFFUSION DE PARTICULES. LOIS DE FICK

Silaconcentration des particules, n’est pas homogéne (n’a pas méme valeur
en tout point du systdme), un transport de matidre se produira dans le systdme
dans un sens qui tend & uniformiser les concentrations. On aura ainsi un courant
de diffusion de particules, régi par les lois de Fick.

1. Biffusion unidirectionnelle. Lois de Fick

a) Définition

On appelle densité de flux de molécules diffusantes suivant Ia direction Ox,
al'abscisse x, le nombre moyen de molécules qui traversent par unité de temps
Punité de surface du plan x = cte.

b) Premiére loi de Fick

La densité de flux de molécules, notée j,, est proportionnelle en chaque
point au gradient de la concentration suivant la direction de diffusion :

“Bn

=P

(D = coefficient de diffusion)

e Le signe — indique que la diffusion s’ effectue dans le sens des concentrations
décroissantes.

» Le flux de molécules ou nombres de molécules qui diffusent par seconde 2
travers une surface s normale & Ox est donc : j, - 5.




i avec

BRETTT

g Chapiire [

¢} Deuxiéme loi de Fick : équation de diffusion

La conservation du nombre de particules, jointe 2 1a 197¢ loi de Fiél(, permet
d’établir (cf. Probleme 17, chap. 1) I"équation de diffusion d’un gaz, si D est
supposé constant :

Bn _D 3n

5t ax?

2. Libre parcours moyen [ et coefficient de diffusion D

Si on attribue un diametre § non nul aux molécules d'un gaz, on démontre
que la distance parcourue par une molécule entre deux chocs successifs, ou
libre parcours moyen, est (Probléme 5, chap. 1)

1 1

[J—

M2 oo

7 == concentration moléculaire du gaz = -’E%W d’aprés (2)

. & = section efficace = w52
On peut établir (cf. Probleme 18, chap. 1) que le coefficient 4’ autodiffusion
d’un gaz est proportionnel au libre parcours moyen [ et i la vitesse moyenne
7 des moléeules !

D-——ll”’” avec U= 8RT
Y NV Tm

¢ Ainsi D est proportionnel & T3/2 ot inversement proportionnel 4 la pression

du gaz.
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PROBLEMES DU CHAPITRE 1

A. GAZ PARFAITS : EQUATION D’ETAT.
MODELE CINETIQUE

1. Equation d’état et fraction de dissociation d’un gaz parfait

Sotution
1. &) Le gaz iodhydrique, de masse molaire M = 128 grammes, renferme un
nombre de moles

= ~—2———-1—-moles
"TM T 128 T o4

L’ équation d’état du gaz non dissocié, supposé parfait, est

pY =nRT
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4"olt le volume gazeux cherché

nRT
r

Application rnumérique :
(1/64)- 8,32 300
=30K,V =
d .3 K 1,013 - 10°

b) D'apres (1), on a pour s (donc n) et p constants

=3,85-107% m® == 385 cm®

v’ 14 . , T
ET e I
447 + 273
Application numérigue : V' = 385 - —57—_'——?5-%«“ = 924 em®

2. L’équilibre en phase gazeuse se formule ainsi :
AB = A4B

nx moles d’ atomes de A

L e nombre de moles dissociées est nx; on obtient {
et nx moles d’atomes de B.

2nx moles d’atomes

Le mélange renferme donc 1’ équilibre L
et n(l — x) moles non dissociées,

soit au total 2ax + {1l — x) = n{l + x) moles.

I’ équation d"état du mélange 8’écrit donc

pV =n{l+x) - RT | (2)

3. Application : Hl = H + L
On en déduit, d’aprés 1a relation (2), le degré de dissociation :

Application numérigue :
1,013 -10° - 1,127 - 1073
Cx = . —~1=022;x=22%.
* (1/64) - 8,32 - 720 * °
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2. Calcul des caractéristiques d’un gaz parfait. Fuite de gaz

Solution

1. a) D’aprés Péquation du gaz parfait, le nombre x de moles du gaz est

p-V i
RT M !

¢t la masse du gaz emprisonné est m = M - x, soit

]

j:2%
=M-£L
" RT

Application numérique : m = 3,41 grammes
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5) | mole de gaz renferme ' = R/k molécules d’hélium monoarnotique,
done N = R/k atomes.

1.e nombre d’atomes contenus dans le récipient est done A - x, et la densité
particulaire est, compte-tenu de (1),

N-x R p P
5 = : R
v PR T Rl
Application numérique : § = 5,14 - 10%* atomes/m>
, C , 3 ) ]
a) I énergie cinétique du gaz parfaif est| £, = > pv (2}

b) e L’énergie cinétique moyenne d’un atome est, puisque le gaz renferme

1%
N-x:V-é:»»%;«watomes,

ep = W soit, d’aprés (2), | ep = -2— kT (3)
Un atome de vitesse moyenne i &t de masse M M (4
@ [ 24 g = —— == -
Y 0 N, Rjk
1

posséde I’énergie cinétigue moyenne ¢, = mou®, done d’aprés (3),

2

/2 [ 3kT
®= e ¢ et, &’aprés (4),| u = %fm
Mo i . M

Application numérique : E, = 3,19KJ; e, = 6,21 107 J = 0,039 ¢V,
= 1368 m/s

Le nomtbre de moles d’hélivm qui ont quitté le récipient est, d'aprés (1),

A pvy  pV Viip P
N oo SR e | e e e
RT RT" R \NT T

La masse de gaz perdue Am = M - An au cours de la fuite est donc

MV J2 p
A = —— | —— - = 0,57
] "R (:r T’) 5

) Cf, démonstration dans le probléme i° 3 de ce chapitre 1.
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4. Des que le récipient ne fuit plus, le gaz passe de I'état (p',77) 4 I'état
{p,T1) a volume constant, donc d’ aprés I’équation d’état des gaz parfaits

Lo it | T=7 L |~ 373K ou 100°C
e T v

3. Energie et pression d’un gaz parfait.
Détermination de Péguation d’é¢at
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Solution

i, @) Décomposons le viriel des forces agissant sur la molécule en deux
{ermes :
o le viriel V; des forces intérieures (indermoléculaires) :

L’hypothése du gaz parfait impose que les actions intermoléculaires, autres
que les chocs, sont nulles; de plus, au cours du choe de deux molécules,
fa résultante des forces agissantes sur le systéme de deux molécules est
nulle, d'aprés le principe de action et de la réaction, donc

=5 Y7 F =0

Paroi
Extérieur

o s

Fig. L1

o le viriel V, des forces extérieures (forces de pression exercées par les
parois du récipient sur le gaz) :

La force de pression exercée par les molécules du gaz heurtant un élément
de paroi d’aire s (vecteur de module dS, orienté perpendiculairement
& I'élément de paroi, et dirigé vers Uextérieur) est p d?.

D’apreés le principe de I’ action et de la réaction, la paroi raméne les molé-

. . " L, T -
cules du gaz vers Vintérieur, avec une force égale et opposée d f? =—pd¥§,
le viriet est donc

i 1
vem_f?-d?=___jfp7d"§’. (D
2 2
La somme porte sur les molécules contenues dans le cone de sommet O,
i
4
de base d§, de volume dV = -f—?;———; puisque 'on a 7 .48 =34V,

la relation (1) §”écrit
3 3
V) = e dV = — - pV,
e 5 Pf 5 P

V étant le volume total gazeux.
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Le théoréme du viriel se traduit par la relation

. 3
E.=—(V,+ V), soit | E;= 5 FA% (2)

N ) i
B) T autre part, I’ énergie cinétique moyenne d’une molécule est — mu’;

Ie nombre de molécules contenues dans le volume V est nV; I'énergie
cinétique du systéme de molécules est donc

11
E,=nVvV. - mu”
soit
1 3
nV - - My 5 V.
La pression du gaz est donc
p=— nmu® |. €))
3

2. Les molécules d’un gaz parfait étant considérées comme ponctuelles,
chague molécule a 3 degrés de liberté de translation (x,y,7). I’aprés le
principe d’ équipartition, 1’ énergie cinétique moyenne de chague molécule

est3 x — kT, soit
2
1mu2 3 kT ou mu® =3kT
_ e L = -
2 2

La relation (3) s’ écrit alors

p=nkT.

Sil'on considere une mole de gaz (A molécules)dnan = %}C— ;lapression
est done

N
= e |
p=- T,

I’équation d'état relative & une mole de gaz §’écrit alors pV = NkT ou

IpV = RT | (car kN = R).
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4, Pression cinétigue et vitesse guadratigue.
Distance interatomigue

Un gaz palfmt forme de molecuies::n 'utres_, (}ccupe, ﬁ la tempe1ature :
o On ciemgnera nla denszte

Solution

1. a) La pression d'un gaz parfait (x moles) occupant le volume V, a la
température T, est

_ xRT
p - V )
R
introduisons la constante de Boltzmann & = ——, ot A est le nombre
d’ Avogadro (nombre de particules contenues dans une mole); on en déduit
xNET
= — 1
r v (D

Corune x moles du gaz renferment x V' particules, la densité particulaire
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du gaz est
- xN
=
La relation (1) 8’ écrit donc
p=nkT (2}

b} Le volume moyen (supposé cubique) occupé par une particule est

3 volume total Vv 1

nombre de particules  x- A T H

on en déduit 1a distance moyenne entre deux particules :

L=JY1l/n ou L:*ﬁﬂ
P

2. a) Rappelons que la pression d’un gaz de particules monoatomiques de
masse m est proportionnelle 2 la densité particulaire n et au carré de la
vitesse quadratique moyenne des molécules monoatomiques™ :

1
P== nmu?, 3

Or Pénergie cinétique moyenne de translation d’une particule est
8o == e HUS,

En égalant les expressions (2) et (3), on obtient mu® = 3kT, donc

3
€¢”—i-§~kT

L énergie cinétique de translation d'une particule d’un gaz monoatomique
ne dépend que de sa température.

1 3
b) L énergie cinétique s’exprimant de deux fagons : ¢, = -z—mu2 = —2—kT,

() ¢f, démonstration 4 la 147 question du probleme précédent n°3.
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on en déduit la vitesse quadratique moyenne :

| 3kT
o r—
i

Introduisons la masse molaire M (masse de A particules) : M = mA; on

obtient
3N
w=/ NT avec kN = R,
M
d’ ot
3RT
= ——
M

3. Application : Puisque 1 atm = 760 mm de mercure = 10° Pa, on 2

10°-3,8-107%
== e = (J, 5 Pa.
P 760 *
- La densité particulaire est donc
P 0.5

= =1,34. 10% particules /m3.

"= T 13801078273

— L’ énergie cinétique d’une particule est
3
ec = — kT =565 107 Fou3,5 1072 V.

- La vitesse quadratique moyenne est

3RT \/ 3.8,32.273
u= e 20103 = 585 mi/s.
— Lz distance interatomique moyenne est
i
! =1954 A

L= =
Jr o Y1,34. 100

Cette distance, trés supérienre aux dimensions des atomes, justifie le
caractére presque parfait du gaz i basse pression.
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B. LIBRE PARCOURS ET L.GIS DE DISTRIBUTION

5. Libre parcours moyen et fréquence de collisions dans un gaz

™} Cf. démonstration de cotte expression de ¥ dans le probiéme n® 7 de ce chapitre.
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Melécule

Cible i

|

]

!

!

I

l !

___________________ WEE

mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm 1

| i

' V.t '

Fig. L2
Solution

1. o) Une molécule cible an repos sera heurtée par la particule incidente M, de

vitesse moyenne U, si son centre C est & I'intérieur du cylindre de diamétre
25, donc de section 8 = 7 - § appelée section efficace (fig. 1.2).

Pendant 1intervalle de temps ¢, M parcourt le chemin Vf el sa «sphare
de protection» de diamétre 28 balale te cylindre de volume 7 - 8°7¢ qui
renferme donc {n - w82 - ¥ - £) centres moléculaires. Ce temps 7 sera égal
au termps moyen T entre deux chocs successifs si le cylindre contient un
seu} centre £ moléculaire, donc

T = 1 (1

Le libre parcours moyen est donc [ = ¥, s0it

_ 1 _ i
T hewd: T n-o

—l

b) En fait, toutes les molécules sont en mouvement et faut donc remplacer

fa vitesse moyenne ¥ de M par sa vitesse relative T, dans Iexpression
du volume du cylindre balayé; donc la relation (1) devient

nowdt T T =1 (2

avec Uo = U — To, ol v, désigne Ia vitesse de la particule cible qui
n’est plus supposée nuile; donc
—

R R P 84 €

Or la valeur moyenne de ¥ - T2 = v - v, - cos(¥, 7, ) est nulie car
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les molécules se déplacent dans toutes les directions et, en moyenne,
cos(T, ) = 0; done la moyenne de la relation (3) s'éerit :

7 = 0’ + 7 = 20° car les molécules sont identiques (7° = 72). Ba
confondant vitesse quadratique moyenne et vitesse moyenne, il vient done

()% = 2(0)2, soit

T, = TV2 (4)
- - 1
Le libre parcours moyen est donc/ = Tt soit, d’aprés (2),7 = ¥-
nrd2D,
et, d'aprés (4)
- I 1 1 1
[ = . = . 5
V2 nmrd? V2 no ©)

2. @) Le gaz supposé parfait obéit 2 Véquation pV == NRT relative A N
moles. Le nombre de molécules (1 mole = A rolécules) par unité de
volume est donc (si on introduit 1a constante de Bolizmann k = R /N

VA p__ P
n=N=N = kT ©

Le libre parcours est done, &’ aprés (5) et (6),

Application numérique : k = R/N = 1,38 - 1023 SI; on obtient
= 0,73 mm. On remarque que [ > 3.

b) La vitesse moyenne des molécules est (cf. démonstration probl. n° 7}

_ \/SRT__ SXBIUXD0 g e

VM TV ro32. 10

c) Le nombre de collisions subies par une molécule, par unité de temps,
est

V= e SOt |y o=
T

h—u{! <2

Application numérique :

438
V= 50T 6 - 10° collisions/seconde
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d) Dans les conditions de température et de pression données, le volume
molaire gazeux est :

T 105 290 , o
V:Vo-—-@m-mm22,4»——9~--3~-m23,8'10"‘im2,38-10“mm’
> T 10 773

Puisgue le volume molaire contient A molécules, le nombre de molécules
contenues dans 1 mm® d'oxygéne, dans les conditions imposées, est

N 6,02-10% 2
TS et TID e D0 Ly . 2 1 f
N 7 5387011 2,53 . 10" molécules

Le nombre total de collisions par seconde, dans | mm’ d’oxygeéne 2 290 K
et 10 Pa, est donc

v N =(6-10% (2,53 - 10%) = 1,52 - 16" collisions.

6. Formule de distribution des libres parcours
des molécules d’un gaz
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Solution

1. La probabilité pour qu'une molécule (n’ayant subi aucun choc sur le
chemirn x) subisse une collision entre x et x + dx est mc%l = —g - dx.
Intégrons : In N = ~ax + cte. Pour déterminer la constante, écrivons que

pour x = (0, N = Ny (car alors aucune molécule n’a subi de collision),
donc cte = In Ny,

On en déduit In —N— = —gx, soit
Ny

N =N (0

2. Puisque x représente le libre parcours des dN molécules parmi les N
molécules du gaz, le libre parcours moyen est la moyenne des libres

- M
parcours x, seit [ &= —— x dN.
No Jo
Or, d’aprés (1), AN == —aNy - ™% - dx; on en déduit
" o] o]
lm——a] x-e“"“-dxmaf x-e”% . dx
[os) 0

Intégrons par parties en posant # == x et dv = e~ dx: il vient

[o.0] [e]
e[ E e [ ] [ g o
a 0 & Jo a a

soit P= L @
a

3. Laloi de distribution des libres parcours autour du libre parcours moyen
est done, d’aprés (1) et (2),

N = Noe™/! (3)
Les pourcentages cherchés N/Ny = e~/ T sont consignés dans le tableau
ci-dessous :
x /3 12 I 21 3]

N/Ny 71,7% 60,6% 36,7% 13,5% 5,0%

Ce tableau permet de représenter la loi de distribution des libres parcours
(fig. 1.3
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NN,

0,6064~~~}~
0,3674---r-4=--2

]

H
I RS SEEEEEEE
I e ELEEE P X =

032 1 2 3
Fig. 1.3

Remargue : Un peu plus du tiers des molécules a donc un libre parcours
inférieur au libre parcours moyen {x < [} et un peu moins des deux tiers
un libre parcours supérieur & {{x > {).

a} La probabilité pour qu’une molécule «survive» un temps f = x /v sans
collision est, d’aprds (3),

- B
!

N 7
Ptm——_'“:e—xﬂ:e
® N

o [ o

soit, si v = est le temps moyen qui s"écoule entre deux collisions

successives,

P(t) = e™/* (4)

b} La probabilité cherchée est P() — P{ + dt) avec, d'aprés (4),
ap
P(t+dt)y = Py + ——dt = P() ~ L eirrgr,
£ T

La probabilité cherchée est donc

1
e @7 HT gy
T
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7. Loi de distribution des vitesses d’un gaz en équilibre thermique
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Solution

1. La probabilité de tronver une molécule dont ia composante de vitesse
sujvant Ox est comprise entre vy et v, + dvy est:

dn . = i
B v, st fo0= [

En raison de Visotropie de la distribution des vitesses, la probabilité de
trouver une molscule dont le module de vitesse v (v, vy,U;) €5 cOmpris
entre v et v + dv est donc :

d
—{— = [ (ue) dvg] - [ () dv, ] - [F (v o]

soit

dn m 32 Mg g?a?
T ( kT ) & I D, duy d,

m 32yt
= e” 2T dv, dvy du,

( 2rkT ) Uy
Or, dans I'espace des vitesses, le «volume élémentaire» compris entre les
spheres de rayon v et v 4 du est (figure 1.4)

dvy - dv, - dv, = dmov* - dv

car la surface de la sphére de rayon v est 47 w2
Le nombre de molécule par unité de volume dont le module de la vitesse
est compris entre v et v + dy est donc

mo oY _m?
) e

WT ¢ d.
kT v

d'n:n-47r(

Fig. 1.4

d
a fonction de distribution des vitesses f(v), telle que =2 Fiw) du,
n

esf donc
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2

372 mu

N.B. : On peut vérifier aisément la condition de normalisation § dn = n

en utilisant le résultat de Uintégrale I comrespondant 2 b = 2.

2. a) La vitesse v, la plus probable est celle qui rend la fonction f de
df(v)

dy?

= (e )3/26_%‘2; (1= ) =0

soit v, =,/ 2T aveci—ﬂ———lf— done
P7Y m m  M/N M’ .
vp“\’% =496,8m/s.

Cette valeur v, correspond bien 4 un maximum puisque f(v) — 0 si
v — Qetsi v — oo (cf. fig. 1.3).

distribution des vitesses maximales, soit [

] = 0, ou aprés
U=t)p
(1,

b) La vitesse moyenne des molécules est :

imifvdnm[oowf(v)dv
n 0

soit, d’aprés (1),

mo N2 L m®
P =4n ( ) f ve UT dv
o

2rkT
Lintégrale, du t IaVBCb"‘3eta~'~ft—- vaut ! d
e, Qulype b Ve O = 2= T N Rz
m 3/2 i 8 k
D=4 N &
vEaT ( kT ) 2m 2T ) 7 m
R

avec - == R soit | 9= }8—— ——L—};— = 56,6 m/s.
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¢) La vitesse quadrique moyenne i est telle que 12 est la moyenne du carié
des vitesses, 12 = v2, soit

2 1 2 o2 2
U= — § v dnm[ v f(vy de
o

o

ou, d’aprés {1),

3/2 2
uzmﬂrﬂ(z;f;T )/ fv4e“g:_ki{i"‘ dv.

L'intégrale, dutype [, avec b = 4 et ” vaut 3T kT
e v = = y :
¢ vpe f “= T mE ¥V m

donc,

9 m 32 3272 m -i/2 kT
= 4 TR s
= 4 kT ) I ( kT ) p
50it
3kT k R
U= - avec — = TR donc| u =,/ 3%{»% = 608,5 m/s.
v)
0
.
H
G o . !
Tig. 1.5
Remargues

(D Les vitesses vp, U et u, lides par Ja relation d'ordre v, < ¥ < u, sont’
proportionneiles a la racine carrée de la température absolue du gaz.

(@ Cest la vitesse quadratique » qui intervient dans I'interprétation
microscopique de la pression du gaz (cf. probléme 4) mais c’est la vitesse
moyenne U qui intervient tors de la diffusion des moiécules (Cf. probléeme
14).
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3. La proportion des molécules dont la vitesse est comprise entre v, — Av et
vp -+ Av est, d’apres (1),

2

d 3/2 _mv
«-£-=f(vp)dv=4zr( ” ) S T

2rkT P

2kT

avec v} = o et dv = (vp + AV) — (v, — Av) = 2A,
m
dn 4 m 3f2 AkT
déduit ——- =
On en dédui . n e ( 2nkT ) m v
<ot _ dn 8 Av
no ree v

Application numérique : Av = 10 m/s; v, = 496,8 mfs; ¢ = 2,718; on
d
obtient Tﬂ = 3,34 %.

8. Loi statistique de Boltzmann. Vitesse de fuite d’un gaz
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Solution

Fig. .6

1. a) e La vitesse moyenne de sortie des molécules par le trou est :

» 1
UZZW‘/UZCIN

avec, d’apreés la foi statistique de Maxwell-Boltzmann, 3 ia température
T,

m N2 muEelad)
= P 2kT
av = ( T ) dv, dv, dv,

S0t
N oo _muy oo _my
T, = ( 27rkTm) / e T dvx[ e €L dvyj; e 2K du,

(=] loe]
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(attention aux bornes d’intégration : on 2 obligatoirement v, > 0 pour la
vitesse de sortie suivant Paxe Qgz, tandis que les composantes v, et vy
peuvent prendre n’importe quelle valeur de —o0 & +00).

Y fan - eyl
Les trois intégrales qui interviennent sont du type [ = / xPe™ du,

avec g == et b = 0O pour les deux premiéres, et b = 1 pour la

it
. 28T .
troisieéme; on en déduit

. __( m )W\/ﬂ'?.kT \/7r 2kT kT
©N 2mkT m m o om

. 1
soit ¥, = 2 kT (1)

b) D’ apres la théorie cinétique (cf. problémes 3 et 4) la pression du gaz
parfait est proportionnelle 4 sa densité molécuiaire n et & sa température :

p =nkT @

On en déduit, d’apres (D et (2), |7, = .,ﬁim .
T omn

¢) On a établi & 1a question 2.b) du probidme précédent I’expression de 12
vitesse moyenne des molécules du gaz

_ /i kT 3)
id

On en déduit, d'apres (1) et (3), |7, = % 5l

2. aj Les molécules qui traversent le trou par unité de temps, sont celles qui
sont contenues dans le cylindre élémentaire de section mr? et de hauteur
¥, (chemin moyen parcouru par seconde par les molécules qui sortent).
Le nombre Ny de molécules qui traversent le trou par seconde est done
Ny = " - nrz"ﬁz soit, ¢’ apres (1),

nombre de molécules  yolume du cylindre
par unité de volume

o | TET
2m

Ny = nr
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b) D’ aprés (2), la densité moléculaire est n = % done
i
No = prt
0= P kT
. p 5 | S
soit | No =K avec K =r° [—— = .
o ST k. Jank

avec une constante K de

En conclusion, Ny est proportionnelle &

m
proportionnalité proportionnelie a la surface S du trou.

C. FLUIDES RP'JE’LS
COEFFICIENTS THERMOELASTIQUES

9, Détermination de ’équation d’état d’un gaz réel

Solution

La différentielle de la pression p(V,T) s’écrit, en considérant les variables
indépendantes T et V,

op ap
dp == | —— dr.
o (BV)TdV+(3T) T

- 8
Intégrons sur la variable V @ p = j[ (?9%) dv + f(T), soit

p=— fiz (i-l-"%‘;_&“)dV"l“f(']]mewamARTjZdV

F(T) étant une fonction arbitraire de la température.
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On a donc RT ART
p=—t gt ST, (1}
Or, par hypothése, on a
ap R A R AR
Rt T LT WA 9
or Jy V b+ Vv Vv + vz’ @)
et daprds la relation (1),
a R AR d

a7 ), S v EvE T

d
En comparant les relations (2) et (3), on obtient —d—;— = Qou f(T)=cte= K.
L équation (1) s’écrit donc

A
pV =RT I+—‘7~ + K.

Or, aux faibles pressions, le gaz se comporte comme un gaz parfait (le
produit pV - 0 lorsque la température 7 —> 0); on en déduit K = 0.
L’ équation d’état relative 4 une mole de ce gaz est donc

A
V=RI{1l+ —
p +V

10. Coefficients thermoélastiques et équation d’état
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Solution

1. Ona

(3&) ___3_[___1_(_?_"_) ]__ 18V mm}m(a") (E_Y__)
aT J, 8T v \ap /s v ap-ar T VI e ), \ep |

D" autre part, on a

(4 -3 It 2 (2 ()
Bp Jr op |V \ AT/, V &p-oT vi \ap Jp \oT /,’

On en déduit la relation
8 tor
(%)== (%), | 5
7 P r

2. On calcule les dérivées partielles

dx Rp(RT +bp) — RT - pR Rb
( T )f, - P2(RT + bp)? = (RT + bp)?
ot (3_“) ____Rb
3 ) (RT + bp)?

Donc les coefficients o et y vérifient bien la relation {1}.

3. De la relation de définition du coefficient de dilatation isobare :
- 1 ( oV )
1 aT »

. dv
on déduit f——v— = foc d? +1n (p),
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@(p) étant une fonction arbitraire de la pression du gaz, ou

dv _ / RAT +n o(p)
v =] RT+ep 0D
soit
In V = In(RT + bp) + ln ¢(p),
ot
V == (RT + bp) - 9(p) |. (2)
. P 1 av L
La relation de définition de x, x = ~ —ap— , §”€écrit, compte tenu
T
de la relation (2),
RT 1 dep
o RT +bp)— + by,
PRT 4550~ (RT ¥ bpby [( rry “’]

ou, aprés simplification,

d
(RT + bp) (—93- + —9") = 0;
p dp

soitpdp+pdp =0 ou d{p-p)=0;0nadonc
A

w-p=cte=A et @(p)= .

P

1’ équation d’état (2) s’écrit done
PV = A(RT + bp).

Comure aux faibles pressions, le gaz se comporte comme un gaz parfait
(pV — RT sip —> O), onendéduit A = 1;d’od

pV = RT +bp
ou p(V ~b)y=RT

L’équation d’état est du type de Van der Waals, lorsque la pression interne
est négliseable.
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11. Caleul des coefficients thermoélastigues
du gaz de Van der Waals

Soljution

1. Différentions 1'équation d'état du gaz, & pression constanie
SNy - (v by 2 gy = Rd
(P‘i“vf) ~(V - )~V—3dV-—R T.

Afin de ne conserver que les variables indépendantes T et V, remplagons

a RT
p-f“““l}”z—paIw;OBadOﬂC

dV( RT (V - b)la

on en déduit

(av B RV¥(V —b)
aT J,  RIV3—2a(V —b)*
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1 oV
Le coefficient de dilatation isotherme o = —— | —— § est donc
v ar P

_ RVHV ~b)
T ORTV3 = 2a(V — b)?

Différentions & présent I"équation d’état du gaz, & volume constant

dp(V — b) = RdT;

(ff_) __R
T Jy,  V-b'

D'’ autre part, exprimons p en fonctionde T et V

donc

_ RT a
P=5T% " vz
1 )
or: a done, sachant queﬁ::? (_é%)v
1 R RV?
B=—rF T 2 R T TS

Vb V2

2. Le coefficient de compressibilité isotherme est

__i_(ﬁ_)
=T\

37

(h

(2)

av d T
La relation mathématique ( ) ( P ) ( ) = —1 §'écrit,
T v P

ap oT av
compte tenu des relations définissant les coefficients o, £ et ¥,

1
ey Voo B o mirens 2 1,
xV-Bp o

On en déduit 1a relation générale

[41

XZE

3 R
Or w est donné par la relation (1) et pf = (_p) = e 3 APIES
v

aT V-—-b
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la relation (2); le coefficient de compressibilité isotherme du gaz de Van
der Waals est done

3 VIV — b)*
TORTVI - 2a(V — b)?

Dans le cas ol 'on peut négliger la pression interne du gaz, on a a = 0
les coefficients élastiques deviennent

V—b
o e s
TV
d’ol )
2 (V=87
o == BT 3)
1
B = —— (cornme pour un gaz parfait) et
(V —b)?
X= "Ry @
D’aprés les relations (3) et (4), on a
X TV
"'a'—z' = —‘R-—— avece 1 = -—;
donc
— V -
a2~ BR’

on a vérifié ainsi que
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12. Compressibiliié isotherme d’un lguide

Solution
PP 1 oV PP .
1. On a, par définition, ¥ = v\ 5 . on en déduit 1" accroissement
P Jr
élémentaire de pression a température constanie :
1 4v
dp == s e
P v
N . 1 Vi
En intégrant, on obtient  p; — pg == — w I weme;
X Vo
1 Vo
d’od 1:—11’1——-——-+pa
L= Vi

Application numérigue : Vi = 0,98V}, donc

P -20,2-1072 410° =218 . 10° N/m? ou 218 atm.

= 793.10-10

A température constante la masse volumique p = m/V d’une masse m
dm v dVv

m vV ¥V

d
donnée de liquide varie de dp telle que __p,o_ =

dv
et, d"apras {1}, 5 = —x dp, donc

4o dp|=93.107
o

N.B. Les résultais obtenus (p; trés grand et dp /o négligeable justifie que
les liguides sont pratiquement incompressibles (p = cieg).
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13. Propriétés thermoélastiques de I’ hélium, Réseau d’isothermes

Solution

1. Larelation

pV=5-10""p+a (1

montre que les isothermes du gaz (' == cte, donca = cte) sont représentées
par des droites paraliéles, de pente 5- 104, dans lareprésentation d’ Amagat

pV = f(p.
Dans les conditions normales (pp = 1 atm, & = 0° C), le volume du gaz
est V = 1 (unités 4’ Amagat). La relation (1) donne

1=5-107% +ap,

s0it  ap = 0,9995.
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<3 pacte=p, 60°C

g0 _-______._—--"""' 048 <605
(pv)e E—/

0°C

( p V)e M,’

|

Ho

Fig. L7

I.'isotherme est donc représentée par la droite
pV = (5p +99995)- 107

» D’ autre part, lorsque 1a pression du gaz tend vers 0, la relation (1) montre
que pV — a, et que I'on sait que le gaz se comporte comme un gaz
parfait (pV = nRT). On en déduit que le coefficient a est proportionnel
4 la température absolue T, soit

a T T
e = (g 2
o o ou a=gday 7 (2}

Ainsi pour § = 60 ° C, on obtient

333
. 5. e = 1,2192.
agy == 0,999 573 1,219

L’isotherme (60 ° C) est donc représentée par la droite

pV =(5p+12192) . 107* |

2. @A pression constante p, le volume du gaz croft de Vi & Vp lorsque
la température croft de 0 °C 4 6 ° C. Le coefficient moyen de dilatation
isobare est par définition

I Vo—1Vp

0—-—-_.__.__..._.__.__.
=Y Ty
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ou, puisgue p = cle,

o _ 1 (@V)e—(pVlo
NET T | @

Or,a0°C,ona
PV =5-10""p + a

et, 4 0 °C, on a, d’aprés la relation (2),

273 +¢
Vi = 5. 1074 il I
(pV)s 10 p-ﬂm( =7 )
ol
=5.10"* —_
(pV)e p+ao+ao o=
La relation (3) s"écrit donc
u ¢
1 0
é 273 g ap
= e S - O =
=g 5 10 p a0 | T 27351070 p + o)

Cette relation monire que le coefficient de dilatation isobare ozg ne dépend
pas de la température finale & de U'hélium et que of est une fonction
décroissante de la pression (le gaz est d’autant moins compressible que sa
pression augmente).,

1
Remarquons que si p —— 0,0 —> ey (gaz parfait).

Application numérique :
ap = 0,9995;si p = | atm, of = 3,661 - 1672 et si p = 10 atm,
of =3,645 1072

Ainsi I’hélium sous 10 atmosphéres est un peu moins compressible qu’a
la pression atmosphérique, ce qui confirme le résultat prévisible.

o) Représentation graphique de a.

L’isobare p == cte = pp (verticale) rencontre Jes isothermes (0 ° C) et
(8 ° C) aux points My et M d’ordonnées respectives (pV)g et (pV)p; on
en déduit, &’ aprés 1a reiation (3),

s 1 HM ~ HyM, 1 MM
Gf(} SIS s e [R]4} & = —— oo
9 HOMO 9 HUMU

{4)
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Fig. 1.8

Représentation graphique de £

A volume constant (V = Vp), la pression du gaz croit de pp & p sila
températore croit de 0 °C & 8 °C; le coefficient moyen de dilatation
isochore est alors défini par

1 p~po 1 pVo— poVo
2] 8

= e ,oupl = — 2 (5
Po ¢ Po ® T poV

. 14 ) .
Or l'isochore V = cte ou LY o cteest représentée par une droite de

pente V = ¥y = cte, passant%ar Vorigine, dans le diagramme d’ Amagat
{(p,pV). Lisochore V = cte rencontre les isothermes (0 °C) et (9 ° C)
aux points Mol po, Vo,0 ° Cy et M;(p. V5,8 ° C), d’ordonnées respectives
HoMg = poVpet H1 My = HyM' = pVy.

On en déduit, & apres la relation (5),

1 HeM' — HolMy
BY = — e QU | B e

= 6
0= T (6}

En comparant les relations (4) et (6), U'inégalité MoM’ > MoM entraine

g 4
ﬁ())(xo

(alors que, pour un gaz parfait, on a I"égalité ﬁg = ag ) : le coefficient
de dilatation isochore de I’hélinm, gaz réel, est donc supérieur & son
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coefficient de dilatation isobare.
¢} Le coefficient ,Bg est donné par Ia relation {5), avec
poVo=5-10"py + ag ou po(Vo—35- 1074 = ag, (7

T
pVo=5-10"p+a— ou p(Vp—5-10"H =a L (8)
' T()

Divisons membre & membre les relations (7) et (8); il vient
p T
po Ty’

done

PP _ T —Ty _ @

20 To 273

La relation (5) s’écrit dong

. 18 1
. S L1973
Po = g = gy =3063-18

Comme pour un gaz parfait, # est indépendant de la température 6 et de

ia pression initiale et 8 vaut .
P B vaut o=

Coefficients du viriel d’un gaz de Van der Waals
Termpérature de Mariotte




Gaz parfuits et réels 45

Solution

~1-¢

1. On utilisera dans cette question les relations approchées

et (1 + &) & 1+ 2¢, en négligeant les termes en ¢ (¢ < 1) de degré égal
ou supérieur 4 2.
L’équation de Van der Waals ¢’ écrit, aprés développement,

a ab
i b e
v + pb + (1

pV = RT — o

1
o Mettons I'équation (1) sous 1a forme pV = f (—V—) en écrivant que

__RT a
P=vy_¢y ~ vz

. a RTbD ab ab
on obtient pV = RT ~ v —k(—m - ?5.)+ 7

b a
v =RT(1 - .
o p (+V-b RTV)
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o . b
Cr, en limitant le développement aux termes du second ordre en voona

b b Nb(1+b) b+b2
Vb V(imv) v v v oV

On en déduit Iexpression

pV:RT[1+(b-— RQT)%+—€;—}

Les coefficients du viriel sont donc

43

o B2
R Ceb

A=RT B="b-—

o Forivons A présent I’ équation (1) sous la forme pV == ¢(p);ona

RT RT RT
Vs g b= e b N . (impfﬂ)-&—b
p+ —5
ve p(Hsz)
:__f?_lf_(l_ a_, Py
p pV? RT

Comme, en premiére approximation, ona pV =~ RT, on en déduit

a _ ap _ ap
pvz - pzvz R2T? "

1 inverse du volume gazeux s’écrit done

L _ p (j, @ b
v RT R2T2 RT }'

L’équation (1) s’écrit alors

ap ap bp abp? ( ap bp 2
V = RT ~ 1 —_ +pb 1 -
P RT ( + R2T? RT ) bpo+ R2772 + R RT

ou

2,.2 2 2
ap  a‘p abp abp 2ap 2bp
~ RTP b 1 - ,
PV R RT o =iy e TP e ( t R T RT
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ou encore, en se limitant aux termes en p de degré 2,

pv:RT+(b_ ;T)p“*“ Ricilﬂ (b" 2;2")}’2’

on obtienti enfin

meRT[I-l- RIT (b" };T)p+ Ri;a (b" 2;:1*)”2]

Les coefficients du viriel sont donce

A= RT B’w%fw(b";—f) Cr= R?g;s (b_ 2;7*)

Application numérique : A la température T = 298 K, on obtient
A = RT = 8,32 - 298 = 2 480 J/mole.
a
=bh— = —2,42-107° 8.1,
B=5b 7T

C=p~10"781,
B =-10"381.,
C = 47,3107V 8L

L’équation de I'isotherme limitde aux deux premiers termes,

pV = A(1+B'p),

a

5" écrit V=RT+ (b~ —=)p.

s écrt r -+ RT f4 .
Les isothermes sont donc représentées par des droites de pente b — ——

RT
dans le diagramme (p,pV').

L’isotherme sera une droite horizontale si sa pente est nulle, soit

[M} —p- 2 .0
T H

3p R TM
la température de Boyle-Mariotte est donc | Ty = —Eaf
Application numérique :
0,14
Pour {’oxygéne, Ty = =523 K on250°C.

3,22-107%.8,32
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o La pente de Uisotherme (7') est
a Ty
b - R el B
T RT ( T )

—-s1 T < Ty, la pente de I'isotherme est négative;
~ 81 T > Ty, la pente de I'isotherme est positive,

Donc

v =T+ S
4350 Ly=323
3935
T=7,-53K
0 P
Fig. 1.9

Alnsi :

—pour ' = Ty — 50 K = 473 K, 'isotherme a une pente égale a
50

3,22 1073 (—m) = —3,4 . 1079 m®, et Pordonnée 2 I'origine est

RT =3935

P’équation de Pisotherme s écrit alors

pV =3935-3,4-10"%p |,

—pour T == Ty + 30 K = 573 K, le pente de Iisotherme est

50
3,22.107° (”5”%‘5"") = +2,8-10"% m?,

et 'ordonnée & I’ origine est
RT =47651.

L’équation de Pisotherme est alors

pV =4765+2,8-10"%p

|
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5. Facteur de compressibilité 2
et coefficients du viriel d’un gaz réel

4%
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Sotution

RT
1. e L'équation de Van der Waals peut §'écrire p =

Mutltiplions les deux membres par V/RT; il vient
pv v a
RT ~ V~-b RTV

14 a
Vb RTV

s0it A

V_b

Chapitre 1

a

yz’

o Puisque le covolume b est trés infériewr au volume V du gaz, un

développement limité donne :

V—b 14 v? &
Le facteur de compressibilité s’ &crit donc

1

) 1
Zm1+(b— a )m-}-bzn—l—m-{—bB—‘—/—a——i—...,delaforme

. v V2
Zmld et e e L

On en déduit les coefficients du viriel du gaz de Van der Waals

RT

o
B =h— C = b D= B3
RT b

2. @) L'équation du viriel réduite aux trois premiers termes s*éerit
B C

—alaide d tV L el b — b e
alaidede pe +V+V2

14 b\! b b? B3
={l-—}) =14 —+4 -+ b

8y

2
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—alaldedeTetp:Z =1+ B'p+ C'p? (3)
D’aprés (2), la pression du gaz 8’écrit :

RT i B C
p=4Z+ = = RT (—«w + + );portons dans (3), il vient

v v vz yE
) 1 B C voaaf 1 B C N
5m1+BRT(7+W+W)+CRT(“‘}“““F““}'Q“-PW)

QOrdonnons les termes suivant le volume; il vient

‘B’RT BB'RT + C'R*T?
Z =14~ ot 72 + ... )

1 1
En comparant les coefficients de v et 7 de (2} et (4), on obtient les
deux relations :

, B ,  C-—B?
Bmﬁ— et CZW (3)

b) D’aprés (1) et (5), les coefficients du viriel sont :

Blz%:r"(b““ﬁ%*”) ot C'= R-ffl”3 (25 - Rar)

on en déduit le facteur de compressibilité

2

Z(P:T)=1+(b——a—)_p_+(2b_ a) ap

ey 6
RT / RT RT / RT3 ©®

a) D’aprés (5),si p = 100 atm = 101,3 - 10° Paet T = 400 K, on obtient
Z=40,719
b} Le facteur de compressibilité est :

Z=1+Bpavec B = }%— &’ aprés (5), soit

Bp
7 =1+ 2P
+ &7

Application numérigue : Pour T = 400 K, on a :
Bmwmb— ——;? = 6,5 - 10" m*/mole, donc Z = 0,988
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D. DIFFUSION DE PARTICULES. LOI DE FICK™ ‘i

16. Ftat stationnaire de diffusion. Mesure da é@eafﬁcient D

(%) Ce sous-chapitre I ne figure quau programme de la série PC.
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Solution

1. & En régime stationnaire, il n’y a pas d’accumulation de moldcules
diffusantes, donc la densité J, de flux de molécules (nombre moyen de
molécules diffusantes qui traversent la section unité du tube par unité de
temps dans la direction Oz) est constante.

8
e Lintégration de laloi de Fick : J, = D «—n_, avec J, = cte, donne
z
donc la concentration moléculaire dans le tube & I altitude 7 :

n(z) = —% z+n{l)

et en particulier la concentration molécalaire au sommet du tube est :

n() = —-—’%‘ 4 1(0) W

2. a) Auniveauz = 0dutube oll la vapeur d’eau est en contact avec le liquide,
la vapeur est saturante et, si on la suppose parfaite, la concentration molaire

est, d’aprés 1'équation des gaz parfaits, -}?——; donc la concentration
moléculaire est {puisque 1 mole renferme N molécules)

n(0) = _ﬁ_f_é;jgi.

soit | n{0) = If}

otk = R/A est la constante de Bolztmann.
4,2
Application numérigue : T = 308 K, p, = e 10° = 5526 Pa,
R
k=7 =138 107%; on obtient #(0) = 1,3 - 10* molécules/m®,

b) Puisqu’une mole d’eau pése 18 g, le nombre de moles d’eau évaporées




34

Chapitre 1
par seconde est

m 5.107° i
= : =7,72 - 107% mol !
T e 5 E00 7 moles,/seconde

Le nombre de moles d’eau qui traversent la section unité du tube par
seconde est donc

7,72-107%  7,72.107°
5 Co12.107

=6,43.107° moles - m™2 - 5™

Puisc:}u’uae mole d’eau renferme N = 6,02 - 107 molécules, la densité

de flux moléculaire définic & la 1°¢ question est :
Iy = (6,43 -107%) x (6,02 10%) = 3,87 - 10® m~2 . s™*

¢) Puisque les molécules diffusées sont éliminées au sommet du tsbe, on
a:n{k) = 0, donc la relation (1) permet de déterminer le coefficient de
diffusion :

. Jnh
)

3,87-101%.0,9

T =2,68-107° m" -7

Application numérique : D =

17. Equation de diffusion. Longueur de diffusion
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0005

flux accumulation] flux
2 o R —
entrant  F- sortant
(x) (x +dx) x

7,

e (X e

Fig. L.11

Solution

1. Considérons le volume élémentaire .S - dx compris entre les plans voisins
X = cte et x 4+ dx = cte et de section droite S.
Le bilan qui traduit 1a conservation du nombre de neutrons §"écrit

nombre de neutrons nognbre de neutrons no;nbre de neutrons
accumulés dans le vo- gui pénétrent dans ce qui sortent de ce vo-
lume § - dx par unité | = volume par Ie‘ plan |.-{ lume par le plan
de temps x == cle, par unité de x -+ dx = cte, par
temps unité de temps
. a
50it E(n-S-dx}mJn(x)~S—J,,(x~§~dx)oS
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Chapitre 1

. on 3.1, 8n 8.J,

t —— dx = e = 1
3 51 bx M 3% W
Or, daprés la loi de Fick, la densité de flux de neutrons 3 'abscisse x est

a -
Sy = ija_i’ done si I est indépendant de x !
X
3Jy n
s = e [ 2
dx 8x? @

D’apris (1) et (2), on obtient 'équation de diffusion des neutrons

an D 3%n
5t ax?

% e coefficient de diffusion est fonction de x (ou de la conceniration},
1a relation (1) reste valable, mais la relation (2) devient, d’aprés la loi de
Fick :

8n _ Dainmap'jf_ 3

dx ax? 8x  dx
D’aprds (1) et (3), on obtient la nouvelle équation de diffusion :

on _p @n 8D bn
ar ax® ax  x

a) En régime stationnaire, la concentration r est indépendante du temps,
donc }'équation de diffusion s’écrit :

In n 8*n C
—_— —~C-n== it
Y Y n=0 soi Py 5

Cette équation différentielle admet la solution (0@t A et B sont deux
constantes)

c c

— = -+ e

n(x):A'e‘/;x—kB-e D*

11 est évident qu’au cours de cette diffusion avec absorption,

JE
n(x) — 0six —» 00, ce qui implique B = Odoncr{x)=Ae
avec 4 = n{(0), soit ‘

- 1L,
n(x) = n{0) & \/—;
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b) La concentration des neutrons décrolt donc exponentiellement. La

longueur de diffusion est telle que si x = 4, n{x) =

0
© , on en déduit

Iq =

D

C

Lz loi de décroissance de la concentration peut donc s'écrire

nix) = n(0) e+,

18. Coefficient de diffusion et libre parcours.
Enfluence de la pression et de 1a température

37
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. plan plan plan
j x ~I=cte |x= cte x+1=cte
! Fig. 112

Solution

3. Soitn{x) le nombre de molécules marquées par unité de voiume au niveau
duplanx = cte. Parmi ces molécules, n /3 ont une vitesse moyenne dirigée
suivant 1a direction Ox de diffusion : 1a moitié d’entre elles, soit n/6 par
unité de volume, ont une vitesse moyennie suivant les x positifs et n/0
suivant les x négatifs.

o Toute molécule qui franchit le plan x == cle, en provenance du plan situé
en amont, a subi eh moyenne sa dernire collision au niveau duplanx —!
(d’aprés la définition du libre parcours moyen n.

Le nombre de molécules marquées qui franchissent, par unité de temps,
I'unité de surface du plan x = cte dans le sens des x positifs est done,
puisque [ est trés petit :

Juy = SRl NNEVILE [n{x} ~1 3—'1‘-] (0

6 6 dx

o De méme, le nombre de molécules marquées qui franchissent, par unité
de terps, Vunité de surface du plan x = cte dans le sens des x négatifs
est (puisque ces molécules ont subi en moyenne leur dernigre collision au
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niveau de plan x + { en aval)

LCET on
. == s V=% [n(x)+l ax] (2)

Le flux global de molécules qui traversent le plan x = cte dans le sens Ox
estdonc J, = J,, — J._, soit d’aprés (1) et (2}

¥ . on
R
' 3 8x
. . on
Ex comparant avec la relation de Fick 1 J, = —D _é_;« il vient
v
D= — 3
3 (3}

2) @) La vitesse moyenne ¢'une molécule d’un gaz de masse molaire M est
(cf. probl. 7, chap. 1) :

_ 8RT @
M
L'énergie cinétique moyenne d’une molécule, de masse m = mj}»?fm est
i , 1 M 8RT 4RT

€ TR e FAUT 2 e s ¢ e T .
€T T2 N = TN
ou, en introduisant la constante de Boltzmann k = R/N,

4
e T

gy =

Application numérique :

4
€= 1,38-107%.273 == 4,8 . 10~ Joule = 0,030 eV.

) Le libre parcours moyen des molécules est (cf. probl. n° 5, chap. 1)

1 1
J2 no

avec ¢ = section efficace = 782

[ =

et n == nombre de molécules/volume = M_ = f% pour un gaz parfait,

RT
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done
k 1 T
[ = - (5
a2 8 p
Application numérique :
1,38 1072 1 273 o
[ = — . - =93-10"m=9304
314% 1,414 9.10% 1013-10° o
¢) Le coefficient d’ antocorrélation de 1'azote est, d’aprés (3, (4) et (5):
I £ k T [8RT 2k [ R 1 T3/2
D= = e e [ e Q0| ) s [ e e e
3 3282 p ¥ M 3V UMEE P
{0)
Application numérique © D == 1,42 - 105 m?/s
o Le désaccord relatif entre ce résultat théorique et le résultat expérimental
Dexp = 1,78 - 107 m?/ s est de 20 % environ. Ce désaccord provient
du fait qu'on a considéré dans la théorie que 1'azote est un gaz parfait
monoatomique et on a négligé les mouvements interatomiques dans les
molécules d’azote Na (rotations, vibrations, ...). Cette modélisation est
cependant satisfaisante si on se contente d’un ordre de grandeur du
coefficient d’autodiffusion.
3

&) Au cours de la composition isotherme (p,V,T —> p/, V' T) on a:
P Vv
V=pV ou e w2 3
P P 2 N

T
- Le libre parcours, qui est proportionnel 2 ——; d’aprés (5), devient donc

I tel que :
r p 1 ) o
T:_’E_’nﬂwg— so1t ll=l/3 =310 A.
3/2
- Le coefficient d"antodiffusion proportionnel 2 d’aprés (6), devient
- 1Y tel que
!
1
PP L it [p=Dy3|=647.1070 m¥s
D P 3

Ainsi, ! et D sont divisés par le rapport de compression isotherme.
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by Au cours de la compression adiabatique {p,V,.T — p' V', T’'),ona:

! i

PV =p Vet T - V¥ =1 v soit W%,,. = (3} et

=@

- Le libre parcours moyen devient done I’ tel que, d’aprds (5),

v T r Yot _ 1 . o
e NOREE " =310 A.
] T (3) 3 3 soiti " == /3

— Le coefficient d’autodiffusion devient donc tel que, d’aprés (6),

D’ i )3/2 p 3y=1) y=3
= ] =@ T =37
D ( T P
soit D' = —?—_y = % = 0,59 - 1075 m?/s
@7 *

19, Diffusion de particules avec absorption : libre parcours
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Solgtion
cx
-
0 X
x X4 dx
x=0 x=
Fig. 1.13

1. Considérons, & I'intérieur de la plaque-cible, la tranche hachurée d'aire §
et d’épaisseur dx comprise entre les plans x == Cte et x -+ dx = Cte (Fig.
L13).

o Si on désigne f(x) et j{x + dx) les densités de flax de particules aux
abscisses respectives x et x +dx, le nombre de collisions par seconde dans
la tranche considérée est :

.y
S-j(x)——S-j(x-%«dx)mwS{j(x+dJc)~»j(x}]:——Swé—i_dx. (1

. » Or Ia tranche considérée, de vohune § dx, renferme n + § - dx atomes :
ie nombre de collisions par seconde est donc également

o-jlx) - oneS-dx . (2}

nombre de particules ﬂOﬂg:z;%? d'atomes
qui péndtrent par seconde Lreseurs

Fn égalant les expressions équivalentes (2) et (3), on obiient

3
2L nojn),
ox

Séparons les variables : dj/j = -n-o -dx, et intégrons :

i

1 : \l(x) = jo-e ¢

Numériquement, si x est exprimé en micrométre, on obtient

(3

particule/m?/s.

j) =210 &7

me
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2.

20,

@) Le nombre de particules qui péndwent par seconde, dans la section unité
de la plaque, 4’ épaisseur xg, sans subir de diffusion est

Jo = Jjlx0) = jo(l —e™"7"®).
Par hypothése, jo ~ j{xo) = (2/3)jp, donc 1 — ™™ = 2/3 ou

In3
n-o

1,0986
(6-10%) - (5 105)

b) Considérons le cylindre d’axe normal i la plaque, de section droite
o (section efficace) et de hauteur x, donc de volume o - x. Ce cylindre
contient n{o - x) atomes,

Usne particule du faisceau qui pénétrent dans ce ¢ylindre subira, sur le
chemin x, un nombre de collisions égal au nombre d’atomes dont le centre
est & P'intérienr du cylindre; done la distance moyenne parcourue entre
deux chocs successifs (ou libre parcours moyen) est

e""% = 1/3; onen déduit | xg =

Application rumérigue © xg = = {),366 pm.

L= — soit| L= . @
n-o-x n-o

Application numérique : Iy = 0,333 pm.

Remarque : La loi (3) ¢’absorption §”écrit, compte tenu de (4)

jx) = jo e~k

Le libre parcours moyen apparait donc comme la profondeur de pénétration
pour laquelle la densité de flux est divisée par e = 2,718,

Courants de diffusion et de conduction.
Membrane semi-perméable
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(K75

Chapitre ]

Electrolyie
(A%/C
T

§

/////%

Colipartiment .
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Solution

i.

e La densité volumique de charge des anions de conduction en A est

Py = —e - na(x) et la densité de courant de conduction des anions en M
est done ,

ke =3 —

s (x)=p4 U3 =—e-nalx)v; 1)

s I¥autre part, en régime permanent {fe régime transitoire a une durée

négligeable par hypothése) pour lequel dvj /dt = 0, la relation fonda-
mentale de 1a dynamigue appliquée aux anions s’ écrit

€

e E — fu-T5 =madv]/dt =0, soit“ﬁizmT @)
s .
La relation (1), compte tenn de (2), donne donc
! & ? kT
ia (x)= T na(x)- E, avec fa= Dy
—t e?,
soit s ()= o Da - nalx) E 3)

Cette relation de la forme 1 = V? (loi d’Ohm locale) définit 1a
2
«conductivité de la membrane en A » | y(x) = -{—f Dy na{x)

@) D’aprés 1a loi de Fick, la dengité de flux d’anions qui diffusent en M
(O M = x) suivant la direction Ox, ¢'est-a-dire le nombre d’anions en M
qui traverse par unité de temps 1'unité de surface du plan x = cte, est

3RA
dx

ja=-Da
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{le signe ~ indique que la migration des anions se fait dans le sens des
concentrations n(x) décroissantes)

Fig, 118

o Dong, le nombre d’anions qui diffusent A travers Ia section droite § (de
centre M) peadant le temps Af est j4 - § - At, et donc le nombre d’anions
par unité de volume qui diffusent est

fa - S - A ] X D, dn
uAm_J—A-———-z—-JA—,smt P —— 4 4)
(va - ADS V4 Y4 dx
&) La densité volumique des charges des anions diffusés est p” = —g . v,
et Ia densité de courant associée i 1a diffusion des anions est donc
.,.,,,«}.”
ia =0 - VA = p va Uy = —evqua T x

soit, d’aprés {4),

H

i (x) =eDy

d
DA (5)

Par un raisonnement identique 2 celui de la question 2. a), on obtient le
nombre ve de cations diffusés par unité de volume en M :

DC d}"lc
Ve dx

Les densités de courant de conduction et de diffusion des cations s’ obtient
done par transposition des relations (3) et (5) en remplacant A par C et
—e par e, soit

Vo =

2

[ —— dn
ic ()= Dconc@)-E etic (x)=we D dxc T ()
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@ Le vecteur densité de courant total (conduction et diffusion) en M est
done :

. - = e
i) =(ia +ig Y+ (ic +ic )
soit daprés (3), (5) et (6) :

d
d{;:q -~ D¢ nc}ﬁ

e? — @
+"r,“g“7*:“ {{Dg-ns(x)+ Do ne(x)] E

?(x) =e [DA .

4. Dans le régime permanent o, en chaque point, 714 {x) = ng(x} = n{x) et
T (x) = 0, la relation (7) s"écrit

dn [ R —3
(Da = Do) Wk A+ 77 Pa~ D) E =G

Le champ électrique dans la membrane est alors, dans ce cas :

—E?___kT Dsy— Do dnfdx _,
- e Di+De  nx)

X

La d.d.p. entre les faces de la membrane est donc

v V__fxr-‘fE 4 — kT Dy~ D¢ /Cz dn
! 2= X1=G e DA+DC Cl ]

R kT Dy — D¢ o]
t Vo = . — i 8
S01 V] = : In x ( )

Application numérique : Vi = V3 = 8,5 mV

5. On réalisera une membrane semi-perméable si un type de portenrs est
arrété; 1'arét des cations { fo = 00 ou D¢ = 0) est donc obtenu d’aprés
{6) pour

e Cy

Vi~V = w’ff_ In (—gl—) = 40,2 mV

Remarque : L'arrét des anions (fs = 00 ou Dy == 0) est obtenu pour une
d.d.p. égale et opposée &’ aprds (6)







CHAPITRE 2

Statique des fluides
Champ de pression

Ce chapitre étudie 1’équilibre des fluides (gaz ou liquide) dans un champ
de forces donné. Un fluide est au repos, dans (R), si le champ des vitesses

T (M) dans {R) est nul en tout point M du fAuide, & tout instant 7,

L CONTRAINTE ET PRESSION DANS UN FLUIDE
AU REPOS

1. Forces volumiques et forces surfacigues

Les actions qui s’exercent sur un fluide au repos, limité par une surface de
contrdle X, sont de deux sortes :

- les actions & distance, caractérisées en chaque point A du fluide, AP instant
t, par la densité de forces volumiques :

—>

— dFy
g =

Fvi{dn P

—p
olt dFy est la force qui §'exerce sur I'élément de volume dr autour de A;

— les actions de contact, caractérisées en chaque point M du fluide (sur &),
a I'instant ¢, par 1a densité de forces surfaciques {ou conrrainre)

d7,
- s
fS(M:I)_ dS

ol d?g est la force qui s’exerce sur I'élément d’aire 45 antour de A4,
2. Champ de pression dans un fluide au repos

Dans un fluide parfait au repos (Fig. 1LA) la contrainte -fj est normale 4
I"élément d”aire dS en tout point M.
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Surface de
FLUIDE AU Y, contrdle

REFOS

A P
$E

Pian

Fig. ILA

Si 7 désigne le vecteur unitaire normal & dS en M, dirigé vers extérienr
. de Z, on peut donc poser pour un fluide au repos

e
fs(M}w—‘——dS = —p(M) 7

., ol la fonction scalaire p(M) définit le champ de pression du fluide; notons
i que la pression p en M est indépendante de Y orientation du vecteur normal

el
.

o D'apres Je principe de I'action et de la réaction, la force pressante exercée
. par le fluide au repos sur 1'élément de surface d§ de X est

dF = —dFs = p(M)-dS - 7.
Si on irttroduit le vecteur surface d § = dS - 7, il vient done
- dF
a5

La pression s'exprime en pascal {Pa ou N/m?); notons les correspondances
d’unité pour la pression atmosphérique :

1 atmosphére = 1,013 - 10° Pa = 1013 milfibar = 76 cm de mercure
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[, EQUILIBRE D’UN FLUIDE. LOI DE HYDROSTATIQUE

1. Relation lecale fondamentale dans (R) galiléen

La condition d’équilibre d’un fluide, placé dans un champ de forces
donné, caractérisé en chaque point M par la densité volumigue des forces
-f; = dﬁ/dr, s'écrit dans un référentiel galiléen (R), si p(M) désigne la
pression du fluide en M :

grad p(M) = fu (M) |. %)

Cette relation locale est valable en tout point M du fiuide au repos.

2. Loi de Phydrostatique dans le champ de pesanteur dans (R) galiiéen

e Si les seules forces volumiques qui agissent sur le fluide, de masse volumique
o, sont celles du champ de pesanteur 7 ,ona:

7= g
v = df - pg1
done (1) 8”écrit dans (R) galiléen :
—
gradp=pg | )
e Projetons (2) sur la verticale ascendante Oz (% = Hg'ifz),
d .
£ = —pg s0it |dp=-—pgdz 3
dz
donc, par intégration,
2]
pl—‘P2=f pgdz |. )
i

o L3 relation (2} montre que «les surfaces isobares (p = cte) sont orthogonales

aux lignes de champ ?», et la relation (4) montre que «la différence des
pressions entre deux points d’un fluide placé dans le champ de pesantenr
uniforme est égale au poids d'une colonne du fluide de hauteur égale a 1a
- dénivellation entre les deux points et d’aire unité».
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: 3. Application de Ia lol de Phydrostatique aux Hguides incompressibles

L'intégration de (4) fournit pour un fluide incompressible (liquide) :

Y= cte
L ¥
2 3 (__1_5?2_)
-2 T @_i)
éé"
L,
; sob
o7, T ;

Fig. 1B

pr—pr=pglza—z1) ou | pf=p5| avec | p*=p+ pgz

La pression statique p* = p -+ pgz est constante en tout point d’un lguide
au repos.

4. Lei de Phydrostatique dans (®") non galiléen

Sile fiuide est en dquilibre relatif dans (R} non galiléen, la relation locale
fondamentale (2) reste vraie 4 condition d’ajouter au champ de pesanteur g
le champ d’accélération d’entrainement 'a': :

e
gradp = p(§ ~ @)

Remargue : Pour étudier I"équilibre d’une grande masse fluide (ex. : étoile)
© dont ia cobésion est essentiellement due & Patiraction gravitationnelle, on

. utilisera le théoréme de Gauss : le flux du champ de pesanteur 2 (newtonien)
. & fravers une surface fermée X est:

ﬂ E) AT = —47G - i,
b

ol iy est ta masse du fluide intérieure 4 X, et & la constante de gravitation
% universelle (G = 6,67 - 10~ ynités SI).
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Til. LOIDU NIVELLEMENT BARGMETRIQUE

DE 1’ATMOSPHERE ISOTHERME.
£.01 DE DISTRIBUTICON DE BOLTZMANN

1. Equation du nivellement barométrique

Pour une atmosphere isotherme (7" = cte), en remplagant dans (4) la masse

M
volumique par 'expression p = ZE gaz parfait (de masse molaire M),
Pintégration de (4) donne (fig. ILB) la loi de variation des pressions

'—Mg('v-—' )
p(za) = p(zy) -& RT =71

D’aprés la relation p = n - & - T (Cf. p. 2), on en déduit 1a variation de la
densité particulaire n{z) 4 T = cte.

M
n(ez) = nzy) - e~ REC@2D

avec

M mN — m . _mgz
= ST T T soit | n(z) = n(0)-e & %)

C’est I’équation du nivellement barométrique dans le modéle isotherme.

2. Loi de distribution de Boltzinann, a Péquilibre thermedynamique

L’ équation (3), qui montre que Ia densité des particules d’énergie potentielle

W = mgz est proportionnelle a e*%, est un cas particnlier de la loi de
distribution de Boltzmanm.

Pour un systéme thermodynamigue, 4 température fixée, dont les consti-
tuants sont indépendants et discernables, sur une population de N particules,

—le nombre N; de particules qui possedent le niveau d’énergie W; est

Nl = Ae 75’-"' , fon peut calculer la cte X & partir de I"équation de normalisation :
N =) "N

— la probabilité d’occupation de 1’ état d’'énergie W; est donc

N &

i e

}D(PV} = -}Gﬁ == -_——i:EEZ_
e kT
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N.B. : Laloi de distribution de Boltzmann écrite ci-dessus pour des niveaux
d’énergie discrets peut &tre généralisée A des niveaux d'énergie continus, en
remplagant ia sommation I par une intégrale,

IV. FORCES PRESSANTES EXERCLES
PAR LES FLUIDES AU REPOS

o La force de pression exercée par un fluide au repos sur un élément de surface
dS des parois est normale & 45, dirigée de I'intérieur du fivide vers la paroi, et
de module dF = p - dS, ol p est la pression au centre de 1'élément dS.

d-—f?zp-dm.?

Par intégration, or obtient la résultante des forces pressantes

?:fdm}?mfp-d?‘

Fig. I1.C

o La résultante des forces pressantes exercées par un flnide au repos sur les
parois du récipient gui le contient est égale au poids du fluide,

¥V, THEOREMES DE PASCAL ET D’ARCHIMEDE

A partir des lois de I’hydrostatique, on établit deux théorémes importants.

1. Théoréme de Pascal

Un liquide incompressible au repos transmet intégralement les pressions.

2. Théoréme d’Archiméde

e Tout solide immergé dans un systéme de fluides au repos subit une force —Fi

égale et opposée au poids des fluides déplacés : FZ =P
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La poussée &’ Archiméde FZ est appliquée au centre de masse C des fluides
déplacés (C = centre de poussée). :

e Si C est au-dessus de G, centre de masse du solide immmergé, 1"équilibre du
solide est stable, et si C est au-dessous de F, I"équilibre du solide est insrable;
enfin si C et G sont confondus, I'équilibre est indifférent.
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PROBLEMES DU CHAPITRE 2

A. LIQUIDES EN EQUILIBRE HYDROSTATIQUE

L. Equilibre de liguides non miscibles en vase ouvert

Solution

1. o Lorsque le robinet est fermé, les hauteurs des colonnes de mercure sont

(fig. H.1}:
v 000
mciansAgzh,m@—:—:iéawmmcm
Va 500
—dans Ay 1 Ay = —= = —— = 50 cmm.
ans A, 2 5, 10 CiTt

Lorsqu’on ouvre le robinet, les deux surfaces libres du mercure sont dans
le méme plan horizontal (méme pression). Les déplacements x, et x; des
deux niveaux sont donc tels que (fg. I1.1) :
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A, A,
"""""" EE7 by
lhl mercure R
Vi
Fig. 1.1
Sixq = Spxn (invariance du volume déplacé)
Xy +x3=hy — b, (dénivellation).
On en déduit
S2
= - (hs —h = 5cm
X1 S5 (hz — A1)
Sy
et = ————(hy — h = 25 cim.
Xy 55 (A2 — A1)

Ee nivean baisse de 5 cm dans A; et monte de 25 cm dans A,, de sorte
gue fes colonnes de mercure ont méme hauteur (25 cmy dans A; et As.

2.

@ A, A,y
alcool ), b 7 @
[ o -zyvi " ,

& I Vg O
imercure
/ s .

Fig. IL2

a) Lorsqu’on verse 1,5 litre d’alcool dans A) correspondant 4 une colonne
de hauteur Ay = 1300/50 =+ 30 cm, le nivean du mercure baisse de y,
dans A; et monte de v, dans Az, de fagon & respecter (fig. 11.2) :

~ la conservation du volume de mercure déplacé : S,y = Sy )
- les lois de Vhydrostatique : p3 — py = p4 — P2,

car py = pa2. (= pression atmosphérique)
¢t pa1 = ps (surface isobare horizontale du mercure),

. Paicool
SOH Paicool &1 = Preccureg - (Y1 F y2), 00y +y2 = — Hy. (2)

Prmereure
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D’ aprés (1) ef (2), le déplacement du mercure dans A, est:

b) La dénivellation entre les surfaces libres d’alcool et de mercure est,

vy == Hj

Sy

Lalcoot

e A4S .

Si+S

p mercure

compte tenu de (2),

@)

O ©

Hy = (yi + y2) = Hy (1~

A, A,
leool ; ? : @
alcoo ? 1 H, acide
mercreé @
Fig. IL.3

—ﬁa*i-‘l"-—) = 28,26 cm.

Prercure

@

@ s )
@ alcool fg]“;“_% Acide
B 4
MEerCure
. /
Tig. 1.4

L'équation de I"hydrostatique s"écrit (fig. 11.3) :

- gans Palcool

~ dans Vacide

P3 = P1 = Palcont &HY
P4 — P2 == Pacide 42

— dans le mercure py — P3 = Pmercure (2 — Hy).

Compte tenu de p1 = Pz = Pumosphérique, 00 @

Soit

ou

ps—p1=(p3— pd)+(ps — p2)

Palcot £H1 = — Pmerenre 8{(H2 — H1) 4 pacide gH2

Hy = Hy

Frercure ™

Praercure —

Paleoct
Lacide

= 32,68 cm.

Le volume d’acide versé est done Sz = 326,8 cm®.
b} Ona(fig. [14):

{ p1 = p2 = p atmosphérique
p1 = py4 (surface iscbare horizontale du mercure)

i
s, e
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donc

80it

corvespondant i un volume d'acide versé Sy H = 128,8 cnr’.

Py — P1 = Pa— P2, OU Paleoct gH1 = paciae gH'_;

H) = H 22 1288 em
Lacide

79

2. Liquides en équiiibre en vase fermé. Equation thermemétrigue
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Solution

1. @) Soit xg le déplacement du mercure (fig, 11.5) lorsqu’on verse dans B la
colonne de glycérine de hauteur A.

o Les hauteurs d’air qui surmontent la surface libre des liguides sont :

~dans By :hh = Lo+ xg—h
— dans Bg:lz:l,gmxg.

Fig. I1.5

Traduisons I'hypothése [r = 21y il vient :

Lo—xo=2(Lo+xc—h) ou | Lg=2h—3x (b

o D)'autre part, d’aprés les lois de ’hydrostatique, ona:

Py = Py = paumosphériques donc Pz — Py = By~ Py

soit Pg8h = pug - 2xg, soit |k =2xy ﬁ%"-— {2)
g

o En éliminant xq entre (1) et (2), on obtient &, donc e volume de glycérine

versé
L
V=sh= e
L2 P
2 Pm

Application numérique : h = 26,85 e et V = 53,7 cm.
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b) e Les hauteurs des colonnes d’ajr sont respectivernent dans 8; et By,
d’aprés {2),

lg=2lmL0—~«x{)=Lg-—i——%:48,76cm
_ - h Pg
| =l=Ly+xp~h=1Ly—— {2~ ——}= 2438 cm.
2 Pm

o La dénivellation entre les niveaux du mercure ast

Dxg = h L5 = 24,68 mm.

p H

28 4 x

état initial

état-;:inal
Fig. L6

o Dans Vétat initial, les denx colonnes d’air ont méme pression po et
méme température Ty et les volumes emprisonnés sont dans le rapport 2;
les nombres de moles d'air emprisonnés sont donc respectivement n et 2n
dans Bj et By. L’équation d’état du gaz parfait 8’ écrit, dans B; ou By,

po - 1s = nRTy. 3
o Dans I’état final, les équations d’état s’écrivent (fig. IL6).
wdans By : p1(I — x)s = nRTp 4
—dans B3 1 pa(2! + x)s = 2nRT. 3

D’apres I'équation fondamentale de I'hydrostatique, si p3 désigne la
pression du fluide au niveau de la surface de séparation mercure-giycérine,
on a (fig. IL.6), quel que soit le cas envisagé (six < xp et six > x):

ps =~ p1=pygh et ps— pr= Pmg - 20x0 — X)
s0it, en éliminant p3,

Pz = p1 + 8lpgh — 2pm{xo — x)]
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et d’aprés (2),
P2 = pL+20mgx. (6)
o La température cherchée est, d’aprés (4) et (5),
T 2!
Tw 0 2tx P 108

i
avec, d'aprés (3) et (43, py = po 3 donc d’aprés (6),

»wv-x ’
P2y PPmgxlox)
P ol

Portons cette expression dans {7) pour obtenir 1’ équation thermométrigus

_ X 1 20mgx
T{x)“T"(H”z)[:wx - ]

Le dispositif éudié peut donc servir de thermomatre.

b) Pour un abaissement du niveau x = 10,4 mm de 1a surface du mercure
de B, la température est

1 27206-9,8-10,4. 1073
0,2334 10%.0,2438

T =29{}¢0.249[ } =31T6 K~ 4d5°C,

¢) Pour un abaissement du mercure de x = x9, les deux surfaces du mercure
- celle en contact avec Iair et celle en contact avec la glycérine ~ sont

- dans un méme plan horizontal. La température correspondante A laguelle
- on doit porter Iair de la branche B, est done :

1 2
T'=T(xp), soit ; T’ =T, ([ + WJEQM) L “PnEXo
2 ! - Xp p{]l

Application numérigue : xg = 12,34 mm; on obtient

T'=33K=588°C
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3, Correction de pression dans un liguide compressibie

 Lés liguides, bien que ‘peu

3(¥L

Solution

1. A température constante, le taux de variation de la masse volumique
0= 572 du fluide (de volume V, de masse m invariable) avec la pression

est ! m
(%)~ () _“&(W)
ép Jr ap Tov2 8 /]
av | !
avec (T) = —x V d’apres la définition du facteur de compressibilité,
P/

ap _ m L.m
donc (Tp“);r = (WW) {(~xV)y=x v
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$0it (——?E-) =y P (1)
8p /¢

1 4
2. @) D’apres (1), & température constante, on a: dp = ~ fﬁm
X P

Za Pae by

fiquide

; Tpreﬂssi% {z) + o {z} + o,
. = piz p;plz P
zidzz/ﬁf ¥4 /,‘

plz), plz)

| Y
W0

| Fig. 117

i soit, en intégrant entre les altitudes zy et z;, avec y = cte,

1
pi=pa=— In (—’31—) @
X £2

B) Si p(z) et p(z) + dp désignent les pressions du liguide aux points de
cdtes z et z + dz, I'équation fondamentale de Uhydrostatique s’ éerit

dp = —p(2) - g dz 3
olt p(z) est la masse volumique du fuide aux points de cbte z, donnée par
@:pi-p@) = — 1 E
Compte tenu du faible ordre de grandeur du coefficient x, ona:

1
pi — plz) € = donc  eXlPimPOT o 1 [ py ~ p(2)]

. . B p1
| soit A e

4)
D’aprés (3) et (4), il vient :

dp(l + x(p1 — p(D)] = —~p18(2) dz.
Intégrons entre les altitudes z; elt z2; on obtient

X = p)?

5 = 08z — 23)

Py P2
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4,

2
x(p1— p2)
ou pr—pr=  pi1glza— 1) S e—
WW
. . Nt s’
différence de pression .
tif
Ap du liquide supposé terme correctt
incompressible

Dans le terme correctif, de faible valeur, on peut pratiquement remplacer
p1— pz par la différence de pression du liquide supposé incompressible
Ap = pg(z2 — z1), done

A 2
x{(Ap) xf-\p} )

Pi—pr= Ap+ 5 ou PI“PEEAP[1+_2_

La correction relative A effectuer, si I’ on tient compte de la compressibilité
du liquide, est d’aprés (5),

Ap  xpglza—z1)

AT = 7
1
Cette correction est inférieure 2 1 % si M £ TR
La dénivellation maximale cherchée est donc
_ 1
max == 5 0)(,03

Application numérigue : hpyy = 4000 m.

Remarque : Cette dénivellation est si grande qu’en général on ne tient
pas compte de la compressibilité du liquide; sa masse volumique est alors
pratiquement constante.

Manomeétre et barométre différenticls a deux liguides.
Pouvoir amplificateur
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1. Lorsque les surfaces libres des deux liguides sont soumises 3 la méme
pression Py, la surface de séparation des liquides esten O (fig. 11.8). On
maintient constante la pression dans ('} ; si la pression dans €5 baisse
légerement de Py & Py — AP, Ia surface de séparation O des liquides
descend alors d’une hauteur 7z = O 07 == 85 mm.

)

G

2 e Tubs 7,
. hy Liquide
Glycérine . glyeérigue

colorée ;
o e T 7,

i

B B ﬂmetre dxfferentuel‘a deux Zlquides (ﬁg 1L 9)

Les sections. respéétwes S(}, S 1 et Sz de. la cuve 3 mercure, du tube TI et t
du fube 13 cylmdnques sont felles ‘que Sp/ 8= 1084y /8 =720
Le mercure (o =2'13,6 cr/crn3) et le liguide glycérique (P2 = = 1,1 g/cm3)

‘ont'leur surface ‘de’ séparanon dans Ie ‘tubs 71 La pression au-dessus du

I1qu1de glycenque est pratxquement nulle ddns la chambre barometnque

3 Lla, pressmn atmosphenque est Py, et les demveliatlons des deux

4, V‘LLorsque la pressmn atmosphenque aucmente iegeremem de Pg :71 AP '
nola surface hbre éu‘ 11qu1de glycenque mome de ia quannté z Etablzr_
AT . A

= / e.dzfﬁerenuel a1n31 que soh
< -:--'pouvou amphﬁcateur B. pai rapport au barometw 4 mercure,” '
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Solution

A}L. e Lorsque la m&me pression P, régne au-dessus des deux liguides, la
pression au niveau de la surface de séparation 0 des deux liquides est :

Py = Py+ pighy = Py + pagha

olt k) et h; sont les hauteurs d’ean et de liguide glycérique au-dessus da
niveau O initial de la surface de séparation, donc

pih = pmha. (L
C
niveau initialt—— RS Po-ap : !
N V7% siveas
c =Y
eau EAREN glycérine
Ofa — — - niveau initial
E, (a pressions égales dans C | et C)
S 5 U AR . niveau final
o' {4 pressions inégales dans C et C;)
Fig. 11.10

o Lorsqu’une légére dépression se produit au-dessus de la cuve Gy, le
niveau de O baisse de z, donc le niveau d’eau dans ) baisse de z(s/S)
et celui de glycérine dans C; monte de z{s/S) d’aprés la conservation
du volume des lquides, supposés incompressibles.

La pression commune au niveau O de la nouvelle surface de séparation
des deux lquides est done (fig. I1.10)

PO/ZP0+plg(z+h1——Z-:SS—)JﬁPg-—AP»%ng(Z»{uh?"qmzu%_))

colonne d'eant colonge de liguide glycérique

donc, compte tenu de (1), la dépression est :

Angz[pz(1+“§““)“pl(1“"§')]

Application numérigue :

AP =98%85 107%(1050- 1,01 — 1000-0,99) = 58,7 Pa = 8,59 mbar.
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2. o Cet appareil est trés seasible, puisque sa sensibilité (effet/canse) est :

z 85 mm
e A —— N Y .
C=RF T sgapa - LAsmm/Pa

Avec un manomeétre a un seu] liquide (eau ; p;) la méme dépression A P
provoquerait une dénivellation z* plus petite telle Ap == p1 g7’
La sensibilité du manométre & eau serait alors
=t e L 10 107 mPa = 0,202 mm/Pa
T AP pg 1000.9,8 77 o '

Le manomeétre différentiel, & sensibilité accrue, a donc un pouvoir
amplificatenr
a 1,45
A w2 = 34,2,
el 0,102

B)3. Les lois de la statique des fluides ¢’ écrivent (fig. 11.9), si Py désigne fa
pression 4 Ja surface de séparation des deux liquides :

Py~ Pr=pighy et P —~0=pyghy

done, par addition membre & membre,

FPo = (prhy + p2hplg |- {2)

4. & Lorsque la pression croit de Py & Py -+ A P, le niveau du mercure dans
la cuve descend de x, tandis que le niveau du mercure dans 7 monte de
v et celui du liquide glycérique dans T» monte de z; la conservation de
la masse (donc du volume) des deux lquides supposés incompressibles
impose les relations

Spx = S1y = Sz 3

o Dautre part, les lois de la statique des fiuides s’écrivent (fig. IL11),
si P désigne 1a nouvelle pression & la surface de séparation des deux
liguides :

Po+ AP~ Pl=piglhi +x+3) et P =pglhy~y+2)
done, par addition membre & membre
Py o+ AP == {pthy + pahy + p1x + (o1 — p2)y + p2zlg

soit, d'apres (2), AP = [p1x + (01 — p2)y + p2zlg
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S RY
avec, d'apres (3), x = 2 zety = _,3,%, z, donc
I

S0
S Ry
sr=lo(F+5

niveau initial

Application numérigue :

1 i 1 -2
AP—[13600(W+%)+1100(1—36_)] 9,8-3-10

= 527 Pa ~ 5,27 mbar.

5. o La sensibilité de ce baromatre différentiel est :

z 30 min

YN 5757 mbar = 5,7 mm/mbar.

O ==

e Avec un baromeétre A mercure, Ja méme suppression AP provoguerait
une dénivellation 7’ telle que AP = p;g7’. La sensibilité du baromdtre
A mercure serait alors

, Z | 1

= = = =7,5-107° P
TTAP T g 13600x9,8 men/Pa

= 0,75 mm/rabar;
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done le pouvoir amplificatenr cherché est :

o' 5.7 .
B — = =7,6.
o 0,75 ’

B. MODELES GAZEUX ATMOSPHERIQUES
EN EQUILIBRE

5, Modéle atmosphérique 4 densité moléculaire constante

Solution

1. Lamasse volumique du gaz est

masse d’une molécule x nombre de molécules

¥

volume

s0it o = m 1. L'hypothése n = cte entraine dong, puisque la masse m
d'une molécule est constante, p = cte. Or, la masse volumique d’un gaz

e e




Starique des fluides. Champ de pression o1

parfait est proportionnelle 2 ia pression ef inversernent proportionnelie &
la température absolue du gaz :

2 )
po T
. P _ P s e
On a donc admis que = = cte, c'est-d-dire gue lorsque
]

Paltitude z augrmente, la diminution de pression {qui devrait entrainer
une diminution de la masse volumique) est exactement compensée par la
diminution de température (qui devrait entrainer une augmentation de la
masse volumique), de sorte que la masse volumique reste constante, donc
n == cie : "hypothése est justifide.

2. Isolons une tranche d’air, de surface de base §, d’épaisseur dz entre
les altiades z et z + dz. Ce volume élémentaire dr = § - dz renferme
n-dr = nS - dz molécules.

n+dn, p+dp z+dz

FE

dz

np z

Fig. 1132

Ecrivons que cette tranche d’air est en équilibre sous I'action de son poids

7 Faf
et des forces pressantes F et F : on adone, en module,

P+F —F=0,
soit
mgnSdz) +(p+dp)S—p-§=0
ou
. dp

mgrndz+dp =0, soit e = —mgn (1)
o DY autre part, I’ équation des gaz parfaits relative A x moles de gaz (p, V. T)
s'écrit

pV =xRT ou p= -’-‘;-— RT.

La pression du gaz parfait est done proportionnelle au nombre de moles
. x
par unité de volume : ——.
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M . .
Comme une mole reaferme N = — molécules (A == nombre ' Avoga-
m

dro), le nombre de molas par unité de volume est —;— = %u =0 w%w
i
La pression du gaz est alors
mRT
=n 2
r i {2)

Puisque n = cte, la relation (2) donne

nm R
dp = dr.
P= "
La relation générale (1) s’écrit dp == —mgn - dz

R AT
dolt o o —mgn - dz, donc ¢T == ~28 4z

En intégrant, on obtient la loi de variation linéaire de T avec z :

—— — _Mmg — .
=T [1 R7, (z zo)] . 3

Iy’ aprés les relations (2) et (3), on 2 alors

nmRTg
= —Amg(Z — 20} + —mrme
P 8(z — zo} I
RT,

& Paltitude z = zp, la pression est pp = —P—%mg««,

dob Mpo
ofl RHL == i

RTy

La loi de répartition des pressions est donc

Mg
== = —(z — . 4
r Po[ kT (z Zo):| {4
1 1 RT
p = — pp;onobtient Paltitude z = — ° = 4160 m. Endivisant les
2 2 Mg
relations (3) et (4), onretrouve bien mg,_ e —‘?— =cte,donc p = gy = cte;
0

1
onagtors T =Ty = —Tp=145K ou ~128°C.
Do 2
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6. Equilibre adiabatigue de la troposphére

Solution

i. e Relation (T,p)

Lorsque la masse d’air passe de altitade z & Valtitude voisine z -+ dz, sa
pression passe de p & p + dp et sa température de T & T + 4T de fagon
1 55

¥
3 satisfaire la loi adiabaticue Tp 7 == cte, que "on écrit sous forme
différentielle :

ar  1-y dp

= ) 1
T ¥ P M
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o Relation {p,z)
L équation fordamentaie de 'hydrostatique s'écrit : dp = —pg dz, avec
pV == RT pour une mole d’air, donc
M Mp
S 2
PE =R @
. M p dp = Mg
t dpe —— ——pgds o8 | — b —dr = 3
soi P = 78 : . + & 0 (3)

P é?elan'on (7,2)
Eliminons la pression p entre (1) et {3); il vient

Mg v —1
ar + =8 ¥

7 dz = 0.

On en déduit le gradient vertical de température, correspondant 2
I'équilibre adiabatique de I'atmosphere,

dar Mg y -1

dz R ¥ @

K, =

Application numérigue - K, = ~%,76 - 10° K/m.

a) Le gradient thermique K, est constant, si on suppose ¥ et g constants;
on obtient done, en intégrant (4),

Mg y—1
T =Koz 4 Ton soit | T=Tyll— b LT, (%)
RTy v

La température est une fonction linéaire décrotssante de I altitude.

e LV équation de I’adiabatique s’écrit Tpkfx = Tgpol—;— E, 50it
P = pg (-%) = ou, d'apres (5),
Mg y—1 ?):71'
me()[i“‘E‘T‘—‘TZ} {6)
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o Bufin la masse volamique de I"air 2 1 altitude z est, d’aprés (2), (5) et {6):

¢
Mpo 1 Mg v—1 . y—i
RTy RTo v

o= N

by A Valtitude z = 8,9 km du mont Everest, on obtient pour ce modeie
atmosphérique adiabatique, d’aprés (5), (6) et (7) :

T =203K~-70°C, p=0288.10°Pa, p =0,49keg/m’. ]

3. D’apres (6), 1a pression s’annule a altitude

RTy ¥
Z0 =~
Mg y-—1

=29,71 km.

Cette hauteur d’atmosphére est bien inférieure 2 la réalité, comme le
confirment les mesures météorologiques par sateflite et la production
d’aurores polaires & des altitudes trés sapérieures & zo.

Fa conclusion, 1a pression et 1a température de la région de I'atmospheére
au-dessus de la troposphére ne sont pas relies par I'équation de
1" adiabatique.

N.B. : Lorsque le sol terrestre est fortement chauffé par le rayon-
nement solaire, il se forme dans les couches de Ia basse atmosphére
des cellules convectives, parcelles d”air chaud de masse volumique p =
o L —]—EL inférieures & celle des masses d’air voisines et qul montent
dans atmosphére sans échange de chaleur pratiquement; ces courants de
convection somnt 2 1" origine du développement des nuages orageux.

7. Atmosphere 4 gradient de température constant. Altimeétre
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Solution
. . . d oo
1. Puisque Je gradient thermique est constant : = il vient par
P Z
meegration .

T@) = —az+cte,avec T =Ty, soit | (7)) =Ty —az (1

La températuse de Ja troposphere décroit done Hinéairement avec I altitude.

o La différence de pression enire deux points d’altitude 7 et z -+ dz est
donnée par {’ équatton de I’ hydrosiatzque dp = —pg dz, on Ia masse
volumique p de 1'air (gaz supposé parfait) est,

M
R

M
p o= A avec pV = RT, soit p= __;_. )

M
Onen déduitdp = —p %% dz soit, d"aprés (1),

Intégrons entre P'altitude 0 et 1 altitude z; 1l vient
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r Mg To—az
In —— == in
po aR To
La relation pression-altitade s’écsit done
M,
pR)=po|l— -1z 3
Ty

La masse volumigue de la tranche d’air d’altitude 7 est, d’aprés (2) et (3),

M
M Po 1@ ak
P="R I ~az T, ~
Mg
. Mpo a aft
soit = ] e
P = ( T Z)

L’ altitude z1 pour laquelle p{z() = —1;9— est telle que, d’aprés (3),

M
1 a )Tg*i soit »-TO 1 ! %é%
o ) T u=-y 2

La ternpérature A cette altitude est : T) = Tp — az1.

1,4
Application numérigue : o = —— =T~ 107 K/m; z; = 5384 m et

200
T =252,3Kou-207°C.

a) Le tableau ci-dessous, obtenu d'aprés (3), permet de transformer un
barométre en altimétre :

g (km) g 1 2 3 4 5 6 7 8 g HUBEEE

(atmospheére}

r 1,000 (0,885 0,782 0,688 {0,60310,527|0,459| 0,398 0,34410,295 0,253 0,215
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b) {atm oi‘phére)

1

08

0,215

. e 1 2 (Km)
Fig. IL.13
La pente du diagramme p(z) est, d"aprés (3),
dp . Msepo (1»«—'Cl—z)%§mE @
dz RTy T

81 p=pg, ou z =0, il vient

(E,P__) m_-Mﬁ?-{-’— ~ 12,8 pascal /métre
dz 2=0 RTD

a R 1
-sip:«%lw, s0il 7 = 7y, Gu(l———g—l—yz =

il vient

3 B
dp . Mspo _1—) *lx 69 pascal/mdtre
dz . RTy 2
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8. Atmosphére isctherme dans un champ uniforme.
Hauteur d’échelle

Solution
. . — w—n g e .
1. @)Larelationlocale del’hydrostatique grad P == p g s”écrit, enprojection
sur la verticale ascendante Oz :
dP/dz = —pg
oil la masse volumkque de I"air (gaz parfait) est

M M M

P= = RP T R

La différence de pression entre deux points voisins de déniveliation dz est
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bz
0% AU R P,
zedzi P+ dp
Fpwom e P{z)
-1 S - P
" s0]
¢ 2
Fig. 11.14
done (fig. 1114
AP = —pgdz = -2 p dz
RT
dP M
soit et A (1
P RT

Dans le modéle isotherme (7 constant) & champ de gravitation constant
{g constant), I'intégration de (1) entre Ialtitude z; et 'altitude z donne :
P Mg
In wememe = e (7 — 2
rr @)

d'olr 1a loi de nivellement barométrique :

2

F

<

P, .o~ G-

P(z) 2

b) Dans le gaz en équilibre, I’énergie W d’une molécule 4 Ialtitude z se
réduit & son énergie potentielle de pesanteur : W = mgz (on posera W = 0
au s0f : z = 0). Le nombre de molécules est donc :

~Alaltiwde z (z > 7)1 N(2) = Ny e~mes/kT
- A Valtitude z) : N(z)) = Nog~msn/4T

soit, en éliminant fa constante Ng,
Mg
T P
N(z) = N(zy) e & &2

avec m = M/N etk = R/N, soit m/k = M/R, donc Ia concentration
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molécuiaire du gaz & Ialtitude z est

M
nz) = n(z) - e B W, @)

Or, la concentration moléculaire n(z) est proportionnelle a la pression
P{z) du gaz isotherme car

nombre de molécules  [P{)V/ RTIN _ P(2)
volume - v kT
On retrouve done, d'aprés 3 et (4), laloi (2):

niz) =

(4)

Mg, .
P(Z) — PI ‘e"-R_T(Z el)'

2. Ladécroissance de Ia pression avec I altitude est caractérisée par la hauteur
&’ échelle h définie par:

i~z
P@y=P e (5)
on en déduit, en comparant (2} et (5),
h= 2L | 637 km.
Mg

rN

Fig IL15

La loi P(z) est représentée par la courbe exponentielle décroissante
(fig. IL.15) pour laquelie la pente de la tangente en chague point est

ar Mg Pe - M8 2y i(f)__

dz RT k

Le gradient vertical de pression vaut donc :
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— 4 la base de la stratosphére (P = Py} i — P/ h = 3,9 Pa/m
- au sommet de la stratosphére (P = M)

Pa Py M:ZM%:,,L
i =

w =3 8. 1077 P
p ; 5107 Pa/m.

Remarque : La décroissance de P avec z est d’autant plus rapide que la
température T de I'atmosphére est plus basse,

9. Atmosphére isotherme dans le champ de gravitation
newionien ef loi de Boltzmann

e fera mtervemr que Ies :
M (7 -

és densités molecula;res ny 6t i’Lg N
Rr[lo 81.72‘—- 2[@1’/100
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Solution

1. Le nombre de moles de gaz parfait par unité de volume est, d’apras
I’éguation d’état.

L
v ~ RT
donc le nombre de molécules par unité de velume est
15 P
= N e e
? RT kT ()
d’oft la densité moléculaire au niveau du sol
o = 0
7T

Application numérigue : ng = 2,63 - 10°° molécules/m®

2. a s Le volume d'une mole de gaz est Vingle == mN/p, donc la relation
entre la pression p et la masse volumique p du gaz est

RT p RT
p= = .
Viele mN
o Le champ de gravitation newtonien étant & symétrie sphérique, {a masse
volumique p(r) est mesurée par le rappost entre la masse d’atmosphere
dM = m dN (comprise entre les spheres de centre O et de rayon r et
¥ -+ dr) et son volume dt = 4 r? dr, soit
dM  m_ dN
dr  4mr? dr

. kT
soit  plr) = plr) —%I—— 2)

plry =
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Fig. [L.16
donc, d’aprés (2),
kT dN
= e 3
P =T o @
e Or, d’aprés la loi de distribution de Boltzmann rappelée dans I’énoncé,

ona N 0y dE
Ly
=NAe #*
dr dr
ol 'énergie d'une melécule de "atmosphére, en équilibre, se réduit & son

énergie potentielle gravitationnelle™ :

My GM
E(r) = mmq-;'*’—"’f—, soit dE = ——L dr
2

(4)

donc - .
dr P? kT I3

Drapres (3) et (4), on en déduit la loi de variation des pressions

GMrmNAKT . GMym 1}
4yt )

anN GMrmNA ( GMrm 1 )
- exp

Py = i 7

Or la pression au sol est

GMrmN AT (GMTm 1
4 (Rr)* kT Ry ]

po=p(Rr} =

) cre chapitre 6 de «Mécanique du point. Problémes résolus» (Duncd), du méme auteur,
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on en déduit, en divisani membre & membre p{r} et p{Rr), faloi:

Ry \* 1
4 Ry F

le terme entre crochets est négatif car v > Rr.
La densité moléculaire est, & aprés (1) et (5),

M po (RN T L L
)= o PU) = S = kT(r) exp[ ”(RT - r):]

. Ry \* 1 1
soit alr) = ng (—r—T) exp [_a (_f%—; - —;«)] . (6)

oM GMr M
b) Avec ]:’T = kT;;” - kTR:_ = 795, aux points d'altitude
71 = r — Ry = Ry/100 (ou r = 1,01Rr) et 73 = 2R7/100 (on

¥ == 1,02Rr), régnent les pressions respectives

1V o
p1 = p(LLOIRy) = 10° (“'“1“*61—) e TOIRT = 36,7 Pa

1 4 __2a
et P = p(1,02Ry) = 10° (T&i—) g IRT = 0,016 Pa

et les densités moléculaires respectives sont

ny = —5;,— = 9,6 - 10*! molécules/m®
et
Hy = TP%,. = 4,1 . 10" molécules/m”.

3. o) La tres faible pression  I'altitude z; justifie la limite de P’atmosphere 2
cette altitude, pratiquement.
La loi (6) s'écrit, en introduisant Ualtitede z = r — Rr,

4
n(zy=n ! ex [ i :I
Z) = B e NSRRI
0 |4l PTG F ROR,
Ry
et, puisque z < Rr, onalalo approchée |n(z) = np- emi_R?)‘i i
de 1a forme n{z) = nge™"* avec| b g

- (Re)? 1
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La densité moléculaire décroit pratiquement exponentiellement avec
I'alittude 2.

) Le nombre de molécules contenues dans [2 couche sphérique élémentaire,
limitée par les rayons r et r + dr, est

n(r) - 4mr® dr o nge PR, dr,

donc la masse de la couche atmosphérique est :

My = m / n(rdnr® dr

Lo2Ry
ou My = 4m:»mgebRT / e 2 dr,

Rr
En intégrant par parties (on pose u = r? et dv = ¢~  dr), on est ramené

a une intégrale en § e™*r dr que I'on intdgre & son tour par partie {en
posant u = r et dv = e~% dr); on obtent finalement
2 r=1,02RT
Wi 2r 2
Mo = drrmng § | —e"Br-0{ ol 4 -5 + -y .
b b" b rﬂRT

Compte ienu des valeurs numériques de & ~ 1,25 - 107% et Ry =
6,?8 - 10% m, le terme entre crochets se réduit au terme prépondérant
Ri/b

T 1

done  Mum o dwmng(Rr)? /b 0 | My = dwrmng(Ry)*fa

Al 29.107%
Application numérique : m = —j\-?— = W%iﬁ— =4,82.107% kg,
d'ot Mo, = 5,2 - 10" kg

(soit environ un millionizme de la masse de 1a terre),




Statigue des fluides. Champ de pression 107

10. Modgles atmosphériques non isothermes

On adrnettra que .

"1"—510<z <Z1

Solution

1. La différence de pression entre deux points de 1'atmosphére d’altiudes
volgines z et z -+ dz est :

dp=—pgdz (1)

ol Ia masse volumique de 1’air (gaz parfait) est

M M M

P = = RTjp T RT

7 (2
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[ .
=3

T+dT,p;d§;\\\\\‘\: M{P,T)}j+dz
T

i
i

To. o :L sol
o

/— Z = 0
Fig. T1.17
! La relation (1} s’écrit donc, compte tenu de (2),
M
i dp _ Mg dz k (3)
: p R T
. 1y , .
2510 <z < 2km,onaT{z) = . donc la relation (3) s’écrit
1+ az
dp Mg
— e (] .
» RT, {(1+az)dz
Intégrons entre I'altitude zéro et Paltitude 7, il vient
2
Yo RTy 2
d’ott 1a loi des pressions
Mg a
= po-exp| — 1 2 ) . 4
2{2) = po CXP[ RT Z( ”*"23] @)
eSiZ2km <z < 9km, ona T(z) = T1(1 — bz), donc la relation %
s'écrit :
dp Mg dz
p RN 1-—bz

soit par intégration entre !altitude z; = 2 kmet1'altitude 7 (2 < Zrm < 9
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plz) Mg N 1 —bz
pizL) bRTy 1 — bz
avec, d’aprds (4), puisque la pression varie continuement avec z,

Mg a
plz1) = po - eXp [— RT, z;(1+«~2-21)]

b F%f%‘ Mgz a
donci pz) = po (_———f—) ! exp {— 84 (1v§~ il )] . (5)

1-b2 RTo 2

2S8i0km < z <« 11 km, on a 7'(z) = Ta+/1 — ¢z, done la relation (3)

s'écrit : g Iy
14 g -1/2
— e (] — dz,
o R, ( (4 z
Intégrons entre U'altitude z; et Paltitude z (inférieure & 11 km)

. P 2Mg
plzz)  RTc

[(1 - ' - (1 = cz)'?]

Mg (Jl—czz-Jiwcz)] C®)

donc p(z) = pa - exp [-— Rt

2. a)Latempérature ausol (z =) est T'(0) = Ty = 290 K.

o Le gradient de température an voisinage du sol (z = 0) est

dr aTy 1
il o | 29 = —aTy = e K/m,
( dz )zm{) [ (1 + ax)? Lzo @ 140 fm

i

dédui ficient @ = ———r—- = 2,46 - 107°m
on en déduit le coefficient a T30 % 290 m
e Le gradient de température aux altitudes moyennes (z; < z < 22) est
constant :

aTr i '

2 e b7 = e K/m, dod BTy =8-107, 7

P 1 53 Jm o 1 N

La relation (5) donne la pression a I"altitude z7 ©

1 — byy \ME/RET Mgz, ( az;
= — 2 expt— 1
m po(l——bzl) p RTH + 5 ) ,
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. , I = 60005 \**7
on en déduit numériguement (%m__,_m\ ={),3565,

) L ~20006 /
soitd = 2,89 - 167°m™ e, aprés (7), T} = 276,8 K.

o La pression & "altitude z3 = 11 km est, d’aprés (6},

— ey =1 c:;}}

Py = pz-exp ["
on en déduit

T =7 ~ /T RT.
foy= Mz yT—cs BT (mpz)zlso(}.
c 2Mg 3

Par ia méthode ¢’encadrement, on obtient © ¢ = 5,84. 1075,

b) Les pressions aux altitudes 1 km, 6 km &1 11 km donnges par (4), (3) et
(&) sont respectivernent :

p(1000) = 8,887 atm, p(6000) = 8,442 atm et p(10000) = §,238 atrm.

11. Formule du nivellement barométrigue, Taux de richesse

laire des- gai f)arfalts) 'Lé'_cilaﬁlp '.
St SUppose uniforme dans ce problél_ SR

: g ;
) df sleme HE mélange de ces dex.
¢l 'bre isotherme dans I¢ champ de pesameur supposé“'

é-mieux e 1% pres'?

n1ne1 1 alu te: pouriaquel € Ia sui‘press;on xelatwc du gaz Gz
' _portauga? Gl e,_. B9 oo T
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Solution

1.

Dans le champ de pesanteur, & U'altitude z, chague molécule possede
’énergie (potentielle} de pesanteur E; = mgz.
Dy’ apres la statistique de Boltzmann, le nombre de molécules est :

myge

~alaltitude z : N(z) = Ae *T

myt

—~ 3 1’altitude zo : Nizo) = Ae” &T

soit, en divisant membre 4 membre,

i

N@ = Nizo) - & FF ()

$i on considere un volume d’air de faible épaisseur dz, la concentration
N
moléculaire 2 Valtitude z est : C(z) = ) et a Paltinde zo -
¥ ‘
Clzo) = g‘”) , soit daprés (1),
LR
C(z) = Clzg) - ¢ T &%) @

o Or la pression d'un gaz parfait est proportionnelle a fa coticentration
moléculaire; en effet, d"aprés I’équation des gaz parfaits relative a n moles

N
(ou nA molécules), la pression est p = —;—— RT = MY KT et la
concentration moléculaire est C = %\,f——, dong
piz) = C{z) - kT 3

» On en déduit, d’aprés (2) et (3) pour I’ atmosphere isotherme, la formule
du nivellement barométrique

mglz—zn)
p(D) = pleg) e ET @

L.
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2. Si on introduit la pression au sol Po = p{zp) et la masse molaire M,

m MIN M , .
te tenu de la relation — = —— = —— T'équat 4) s écrit
compie tenu de la relation RIN = Uéqua ion (4) s"écri

Mg
piz) = ppe” I

(5)
d M
a) La variation relative de pression du gaz G, : F mwjmémf:f— dz
o
n'excéde pas 1 % sur une hautevr inférieure 2 z; telle que
RT
F T —
T 100M,

&) D’aprés (5), les pressions des gaz décroissent exponentieilement avec
P'aititade :

=

1

~pour Gy @ py(2) = py e‘"ﬁ%’? t
M

—pour Gz pa(s) = po e BF

Puisque M) > Mo, la pression décroit plus vite dans le gaz &y que dans
le gaz Gy; la suppression relative atteint 1 % 2 I’altitude zp telle que

p2{za} — pilz2)

(M1~ M)
ml%,soitl—e*é“RT 2 :m_l_.
D2(z2) 100
$Oit, en premiére approximation,
g{My — M) 1 ou RT
2= =
RT 2= 100 © = To00; ~ v

¢) D’aprés (2), a I’altitude z, les concentrations moléculaires des constity-
ants gazeux du mélange sont

on

SOit

. Mg
— pour e constitvant Gy @ C1{z) = Cy (N - ™ ET ¢

Mg
- pour le constitnant Gy : Ca{z) = Co(0) - ¢ ET %

en déduit le taux de richesse de (G5 3 Paltitude 7

e X L0 GO
RO = 3= G am °

M ;R—TMz) gz

(M ~Mz)
R()=RO) e 7T~ &

Puisque M| > Mz, ona R(z) > KD, ainsi, & mesure qu'on s'&dve, le
mélange §'enrichit en G (constituant le plus léger).
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C. MODELES GAZEUX NON ATMOSPHERIQUES

12. Equilibre ¢’un fluide 4 symétrie sphérique.
Modélisation du soledl

Solution

1. e Le diamétre angulaire du soleil est (fig. H.18) :

2Rs
2oy = —‘B"‘
le rayon du soleil est done
Ry =asD |. (13
6 =

e = 465 - 1072 1d, donc

Applicat] érigue L oy = ——
pplication numérig s 50 180
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Fig. IL18
Rs tomy == (4,65 - 107°)(149,5 - 10%) = 6,96 - 10° km.
e La terre, de masse My, de vitesse orbitale circulaire
v=2gD/T (2)

est soumise & la force centripéte My v?/ D égale i 1a force attractive terre-
soleil :
MT U?“ _ GMT Mg .
D pr
on en déduit I'expression de la masse du soleil, compte tenn de {2),

4?3
My =~
s 577 3

et celle de la masse volumique du fluide solaire, d’aprés (3)

Ms  3xD?
4mR/3 T GTR:

Py =

37

et, d aprés (1), e —
pres (1) = T sy

Application numérigue

33,14
(0,667 - 10-19)(365 x 86 400)2(4,65 - 10-3)3

= 1,41 . 10° kg/m°.

Y]
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2. Le fluide solaire est en équitibre sous Peffet du champ de gravitation g(r)
et des forces de pression. L'équation locale d’éguilibre du fluide s'écrit

gead p(r) = p Z (). )

Le flux du champ “F () & travers la surface sphérique (S) de centre O et
de rayon » = O M est, d’aprés le théoréme de Gauss :

4
}g? AT =g dnr? = —4n G - My, avec M= pg-? wr,

G M 4w G
s0it glry = ————;fww, donc g{(r} = %ﬁi r. (5)

Fig. .19

L’ équation (4) &' équilibre, projetée sur I axe radial, s’écrit donc (fig. 1L.19)

d
L = —psg(n. (©)
-
Le gradient de pression est donc, d’aprés (5) et (6),

dp 4 Gp}
e e 7
dr 3 @

3. a) Lintégration de la relation (7), fournit

2w Go?
plry = LTS r* 4 cte

3
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2 Gt
5 R%, d'on 1a loi des

avec p(Rg) = 0 par hypothése, donc cte =
pressions & I'intérievur du soleil

2t Gpd
o) = —f—;ﬂi (RE—r% |, ()

b} On en déduit, d'aprés (8), la pression au centre du soleil (r = 0) :

2rGpiR: )
po = —~—~—;§—-S“ : 9

e Un volume V de fluide, supposé parfalt, obéit & I’équation d’état

1% M
pV =Ll RT st TO) = e p(r). (10)
] psR
La température au centre est donc d’aprés (10)
M . 2 GpsM R2
Ty = soit, d’aprés (9), | Tp = 2 "8
e pres (9) 0 T

Application numérigue : pp = 1,35 - 10¥ Pa: Th = 1,4 . 107 K.
La masse élémentaire de fluide
dm = pgdrr? dr (1n

comprise entre les couches concentriques de rayon r et » 4 dr, posséde
Pénergie potentielle de gravitation

dE, = — G My dm
. r
. . drr’
soit, d’aprés {11} et compte tenu de My, = gy T
1672
dE, = — p5Gr dr.

L’ énergie potentielle gravitationnelle du flnide solaire & symétrie sphérique

est donc
r=Rg 1672 Rs
EP xf dEP = il ﬂSGf ?"4 dr
raal) 3 0
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soit

Si on introduit la masse My = pg

E, =

_ (41p) G (Rs)’

15

3

Ep=

3G M}

5 Rs

Application numérigue : Ep = 6,76 - 1% J.

13. Processus €’acerétion autour d’une étoile.
Champ de pression & une dimension

117

R
—33———5— du soleil, i} vient finalement
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Bolution

i.

o Le théoréme de Gauvss pour le champ de gravitation newtonien g (z)
s'écrit

J”’g-d‘?mf/j[div?-drx—tlrrGMin;m——émeffpd'r

d’oli la relation locale gui lie le champ ?(z} i la masse volumique p(z2) :

div?(z} = & Gp(z) ou —;—l—f— +dnGp(z) =0 |. (1

o L’équilibre de la tranche de fluide de cote 7 est traduit par 1'équation
locale :

grad p(2) = p(2) - T 42)

$0it en projection sur Oz :

-‘—;-*fi —p(g) =0 |, @
i

a) Eliminons la masse volumique p{z) entre (1) et (2); il vient :

dg 1 dp 1 3
—2 44 ——— =0, d dp = — —— ¢ .
dz +anG glz) dz one ep 873 &9
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— oo 1 Fmac)
Fig. 11.20
Intégrons
1
p(z) = ————g*(z) +cte, avec p(0)=py et g(0) =0

8nG

soit cte = pg, d’ol 1a loi des pressions

_ @F
8 G

p{z} = po (3

By D’aprés (3), g(z) est maximal si la pression p(z) est minimale, donc
pour 7 = oo auquel cas p(oo) = 0; on en déduit gmax = [g(:Ec0)| tel
que, ¢’aprés (3), .

0= py- g;:aé donc | gmax = /8w Gpo |. 4

3. e Le milieu étant assirild & un gaz parfait, sa masse voluraique est

M
plz) = R pz) (5)

done, d’aprés (2), il vient

pizdg(z). ©)
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D autre part, d’aprés (3yet {4), ona:

Z 2
Smax ™ & @_

87 G @)

piz) =

et donc d 20 d
P 8% 98
dz ~  8r&G  dr ®
L.a retation (6) s’écrit donc, compte teau de (7) et (8), et aprés simplifica-
tion :
dg M Gg : Mg%\ax dz

~ r 2 - .
& = RT, {gmax g°(z)], om 1 I:__gi_(_z_}__]z 2RTy

gmax

-2

Par intégration, il vient done

gz L M 8z
T 2RTy

Argth [

Emax

(la constante d'intégration est nulle car g{0) = @)

. Mg
soit 2(z) = wgmaxth< ZR;:K z) : &)

On en déduit, d’aprés (7) et (9), 1a loi des pressions

2
— _Bmax _ih? Mgmax
plo) = ey [I th (—MZRTQ z)]

soit d’aprés (4) et puisque 1 — th® X = 1/ch%X,

£9 . (103

plz) = chz( Mgiman z)
2RTs

o Les fonctions & déterminer sont donc & aprés (9) et (10) :

Mg \ Mg
- xﬁh o max t h ml hz( S aK
7@ (21%7“0 R R e Ry T

4, ) D’apees (4), Ia pression dans le plan de symétrie 7 == O est

S 6101 pa

oo =
=G
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D'aprés (5), la masse volumique dans le plan de symétrie z =  est
M 7 3 2
po = T po = 3,618 kg/m” (gaz trés condensé).
0

I.a masse du fluide par unité de surface est :

{=s]
dmfds = f p(z) dz, donc d’aprés (1),

o 1 N
A fds s e e dg = — — g(—
m/ds G | % oo 8o — gl 00)]
avee g(—aoo) == —g(00) = gmax, ¢ar g{z) est une fonction impaire,
donc dm _ Eme L9 4. 1010 kg/m*
ds G i '

b) Le graphe p(z) a ’allure suivante (fig. IL.21) : il présente un maximum
2

pour z == O et des points d’inflexion pour ézf == {, Posons Z =
M geax 2 dzp 2po 2
,al Z) = pojeh*Z et = — 1-3th"Zy =0
R, om p(Z) = po/ a7z R r ( )

sithZ =1 /ﬁ ou Z = £0,658; donc les points d’inflexion du graphe
p(z) sont obienus aux cotes

RTy

= £ 219m.

7= £0,658 x

Emax

i
i
!

- -~
we —293m -219m ©  219m 293 m + @

Fig. 1121
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¢) Les positions des plans isobares p = pg/2 sont, d'aprés (10), telles
que :

M IRT,
ch (——gfi‘-fii‘u z) = 4/2, soit 7= 40,881 Rl = 4293 m.
2RTy M gmax

E D. FORCES PRESSANTES DE LIQUIDES

14, Vase surmonté de trois tubes. Force pressante.
Mesure de masses volurniques

Mercire
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Solution
1. e Le volume de mercure versé est 2 448/ 13,6 -10° = 0,18 m°, et le volume

du vase paralléiépipédique est H - L - [ == 0,15 m,
Le volume de mercure dans chacun des trois tubes Ty, 7} et T, est donc

0,18 —-0,1
V= 018015 0,01 m’.
3
o La hauteur de la colonne dans chacun des tubes est donc
1 1072
= = e = 0,50 m.
h p 31072 0,50 m

o La force pressante Fy qui s’exerce sur le fond horizontal est appliquée
au milieu de N P, car la pression p = pg(H + k) est uniforme en tout
point du foad, et son intensité est :

Fy=pS=plL, soit | Fy = pg(H + ML

Application numérique

Fy = 13,6 - 10° . 10(0,5 +0,4) - 0,5 - 0,75 = 45900 N.

3. a) e Décomposons les parois verticales en bandes reciangulaires (fig.
111,23) de largeur , de hauteur dy et de cote y comptée & partir de la
sucface libre du mercure. Sur cet élément d’aire [ dy ol régne 1a pression
résultante pgy, la force pressante — horizontale — & une intensité

dFy = pgyl - dy (1)

Ty

ol

Fig. 11.23

o Uintensité de la force pressante résultante sur les parois verticales est
donc
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it H

. _ 1

Fy = ogl f ydy, soit Fy =~ pglly’l+h
h

ou Fy = pglHIR + (H/2)] (2)

Application numérique ;

Fye=13,610° x 10 % 0,5 x 0,4(0,5 + 0,2) = 19 040 N.

&) La cote yc du point d’application C de cette foree pressante (ou centre
e
de poussée) est telle que le moment de la résuitante Fy est €gal & la somme

P . =
des moments des forees élémentaires dFy :

1
yc-vafy-dFv, donc yc=“!;-mfy-dr"v
v

soit d’aprés (1Y et {2),

1 Ted- Ff ”
TR e “d
T BT wy [, TV
done _ B HP R 3k + H)+ B )
T BEGHD T v HR)

Le centre de poussée est donc & la distance ze du fond tel que
ze=h+ H —ye  soit, d’aprés (3),

_H  H+3%
R =y

Application numérigie : zc = 18 cm.

}mﬁr cau /| |cssence ¥ acide
T B

i/

V000

Fig. 11.24

N
-

o N
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Lespoints Ag, A1 et Ay dumercure ont méme pression; de plus, les surfaces
libres des 3 iquides ont méme pression (pression atmosphérique); on en
déduit

pogho + pg(h — ho) = pight + pg(h' — k1) = pagha + pg(h' — ha)

SOit holpo — o) = hi(py — p) = hy  d'ol les masses volumiques

—~delessence {p =p—{o— pg)?— = 0,71 - 16° kg/m®
:

—-de 'acide pm=p— {p— pﬁ)%q— =1,858. 107 kg/m3
2

/1 S Forces pressantes sur les parois d’un réciplent
en 1/4 de cylindre
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Bolution

L. o Base supérieure OAB
Laforce pressante du liquide sur le couvercle O A B est évidemment nulle :

F=0]

o Paroi rectangulaive ORE' O/

S B o

B

Fig. 128

Sur la tranche de paroi de cote z, de hauteur dz et de largeur R, d’aire
ds = R dz, rdgne Ia pression p = pgz: Ia force exercée par le liguide sur
cet élément, normale 4 la paroi, est

d}%. =p-d7 = 0gz - R dz(=my);

e ;
la force pressante F; exercée sur la paroi plane OB B’ O est donc

h - 2
?’;:/dg:—wpg}?-ﬁi-[ zdz, soit F;:J%@—ﬁi
0

o Paroi cylindrique BAA'B’

- B

Fig. I1.27
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La force de pression du liquide sur I'aire élémentaire ds = R df dz, de
cote z, est:

df; = pgzR dP - dz W oavec T = cos 87, -+ sin 9?;

h /2 Tf2
donc ?; = png z dz 1:[ cos 6 A9, + f sin 8 dBE';:l
0 0 0

. Rh?
soit B=L @

(dirigée parallélement & la bissectrice de x Oy, vers Textérieur).
o Paroi rectangulaive OAAQ’

, R L .
Le calcut est identigue A celui de F2; on obtient

Ri?
};Zm_ sz —J;

¢ Base inférieure O'B'A’

La pression est p = pgh en tout point de la base d'aire 7 R?/4, donc
—

F; =p f ds, soit

pghn R

—
Fs = )

&

"2, La résultante des forces exercées par le liquide sur les parois est, d’apres
les résultats obtenus en L. :

— nR*h
> Fi=pg —— U

elle est égale au poids du liquide contenu dans le quart de cylindre de
volume 7 R*h/4.

Ce résultat est général, car il traduit I'équilibre du liquide sourmis a son
poids P et 2 la résultante — Z ﬁ des parois sur le liquide (d’aprés le
principe de I’action et de la réaction)

donc wz—ﬁwkmﬁ:() ol Zﬁ:?
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16. Forces pressantes sur les parois d’un récipient en: 1/8 de sphére
P [

k"

Solution

1. o Parel 0AR
La force pressante du liquide sur le couvercle (A B est évidemment nolie ;

}T:‘@].

o Parol plane OBC (secteur circulaire)
La force pressante élémentaire du liquide est normale 4 la paroi, dirigée
vers i'extérieur du récipient, donc de direction (——ﬁ’;) et de module

dfs = pds

ol p = pgz = pgr - sin o est la pression du liquide au centre de 'airs
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Z = psin «

Fig. 1129

élémentaire ds = dr - r dor, soit

dfs = pgr® dr sin o do (N

R 7/2
donc o = fdﬁ = —~pg[ r? drj sin o doiiy
o 0

. 1
soit 7= -5 pg R, 2

s Paroi plane OAC (secteur circulaire)

Le calcul est identique & celui de }7; . on obtient :

1
B = Y pg Rty

o Paroi sphérique ABC
On peut, pour calculer la force pressante ﬁ = f P avy,
- soit considérer I’ aire élémentaire ds = R ? sin @ dé de en coordonnées

sphériques (x = R sin 8 cos ¢, y = E sin 8 sin g,z = R cos @) et
intégrer

— soit, ce gui est plus simple, utiliser la propriété établie A la question 2
du probleme précédent n° 15

SR =Rh+hthtf=F

ol P dési gne le poids du liquide contenu dans ce 1/8 de sphere de volume

dr R3
( rr3 ):8=JTR3/6, soit ?:%pgﬂﬂﬁ?;




s
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cn en déduit "ﬁ =P — (}? + 3‘? “}- _J_‘”;), 80it

. . 3 T
N.B. 1 H est conseiller de retrouver Pexpression de f par intdgration.

2. - Les centres de pressxon Ci(xg,yi,z:) sont tels que le moment résultant en

O des forces f, est égal & Ia somme des moments des forces élémentaires
d? en € :

o Position de Cr(0,y;,27) telle que

nfi= 54 @ nope [zwan

avec y ==r cos o etz = r sin « (fig. IL.29), soit, d’aprés (1) et (2),

,og/rdr/ Smacesada_3R
J pgR3/3 8 ]
: f ¥ drf sin® o dov IR
[+ ==
“ pgR3/3 16

s position de C3(x3, 0,z3) telle que

o= fxean o aon= foa
on obtient évidemment des résultats analogues aux précédents .
x¥3=3R/8 el z3=3rgR/I6
o position de Cy(xq,y4,24). Les coordonnées de Cy sont lides par les

relations

(xa)? 4 (a)? + (za)? = RZ, car Cy appartient a la surface sphérique
Xq = Y4 parraison de symétrie

z z ca fnﬂ'z do'= 2
24 TT e Xg T e Yy, CAT sin® o dey = —~,
4 5 2y4 A 5




Statique des fluides. Champ de pression 131

Ce systdme de trois équations admet la solution

R 2R T
o= ya = = ot 74 = — xs.
T Aty JEia Tt

En conchusion, les coordonnées des centres de poussée sont

Co(0, 3R/8, 3w R/16)
C3(3R/3, 0, 37 R/16)

C( 2R 2R TR )
N Vernt J3inl JSB+n

3. Calculons les moments en O des forces de pression du liquide

- sur la paroi OAB : m = {}

- sur la paroi OBC : m =S O—C?z A }.2), s0it

e oghk*

My = T (—r ity +208)

- sur la paroi OAC : m; = 5—83 A ?;, $0it

ogR*
16

M = @ - 20)

— sur fa paroi sphérique ABC :

J\_/G=_0?;A?, soit mmﬁ

Remarque : On peut vérifier que la somme des moments en O des forces
de pression du liguide sur les parois

Wy + Wy + Mo + My = pgn RNE — 7))

est égale au moment en & du poids du lquide : G A ? sachant que
tes coordonnées du centre de gravité du liquide en forme de 1/8 de sphére
sont G(3R/8,3R/8,3R/8).
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17. Forces de pression sur un entonnoir conigue.
Soulevement ef foite d’eaun

Un entoanoir comque £n verie de raycn R = 5 cm, de hauteur
H = 12 cm, dont le col de: dégagement C a un rayon et une longueur
newhgeable a une masse 25 5 g On donnc &= 9 8 N/kg

i. Cet entonnmr, férmé en C par un pem 'bouchon reposc sur le fond
' plan d'une cuve remphe d’ean (de‘masse volitmigue p =1 k0/m3} sur
uine havteur L =:20.cm.. U petit. orifice, O -est'percé Sur le -fond de

Jacuve {fixée au'sol)’ e facon gué la press:on tmospherzqué T gne 21
- 1’_1' térze r del em nroil

Atmosphére
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Sohstion

1.

@} La pression résultante au niveau du point M de cote z de ia surface
conigue &5t

p=1ipg(L —2)+ pul — pa = pg(L - )

et 1a force pressante résultante qui 8’exerce sur Pélément de surface dS de
cote z du cOne est:

dF = pdS =pgll -2)d7T.

Les composantes horizontales dF, de ces forces normales & la surface
conique §’annulent deux & deux (fig. I1.31).

atmosphere

w¥

Fig. 11.31

La composante utile de 1a force pressante élémentaire est done verticale :
dF, = —|dF| sin § = ~pg(L — z)ds sin 8 (1

ol la surface élémentaire ds du cdne, comprise entre les cercles de cotes
zetz+dzetderayonr = (H —z) tan8, est

tan@
cos &

ds = 2nr -

d - = 2m(H ~2) @

On en déduit la force pressante, d’aprés (1) et (2),
H
F,= [sz = ~2npg tanzf)f (L =~ 2)(H - 2) dz
0

avec tan@ = R/H, soit F, = —pgn R*(L — H/3).
La résultante des forces de pression sur le ¢bne, verticale et descendante,

est | F =—pgnRYL — H/3)7 |, demodule F =123 N.
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&) L'intensit€ F de la force résultanie de pression est égale aun peids du
volume d’eau V (hachuré sur la figure} compris entre le cylindre (de rayon
R et de hauteur L) et Ie cone :

H
V= xR - nR? 5 = T REL — H/3).

Ce résultat était prévisible; en effet, d’aprés (1), le moduie de la force
éiémentaire de pression

{[dF, | = pg(L — ) ds sin 6

est égale au poids d'une colonne de Hquide de hauteur L — z et qui s’ appuie

sur I'élément de surface ds; donc la résultante F a pour module le poids
de la colonne du liguide au-dessus du céne.

¢) Pour soulever Ientonnoir, il faut vaincre les deux forces verticales de
pesanteur et de pression, donc tirer vers le haut avec laforce f » Mg+ F,
d’ol la force minimale de souldvement

fo=1M+ pnRYL — H/3)]g

Fig. [1.32

St on verse un volume d’eau correspondant 4 une hauieur 4 dans
Ientonnoir (fig. 11.32), Ia tranche de liquide versée, comprise entre les

niveaux z et z + dz, engendre la force pressante élémentaire é? =pd¥
ond F = pg(h —z) A5, de composante utile verticale

dFy = |[dF} sinf = pg(h—z)ds sin @

ott ds est donnée par (2); on en déduit la foree de pression résultante sur
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Vo

le ¢One :

i
F,(h) = ]sz = 2pg tan*6 - f h—23{(H —2)dz
o

avec  tan@ = R/H, soit {h) T S 1 h &)
ng = N = - 3
L PE H 3
Le contact entre {"entonnoir et le récipient sera maintenu {donc I'eau ne
s’échappera pas) tant que le poids de I'entonnoir est supérieur a la force
pressante F,, sinon Peau s’échappera; ta hauteur limite A correspond &
I'égalité entre la force pressante et le poids :

. hy 2 i ko m
Flhy) = mg, soit | [ —o LY SLC R Y R
(hoy = mg. 5o (H> [1 3(Hﬂ on Ko

LLa hauteur d’eau critique est donc selution de l’étguation du 3° degré :
— 2(1_ _f‘fm) _m

on pose hy/H = «, donc o (1 5 ) = R = 0,027, avec

0 < o < 1. Par la méthode de I'encadrement, on obtient o = 0,17 soit

hy =aH =2cm.

Le volume d’eau versé est le volume d’eau contenu dans le tronc de cOne

de hauteur hy, de grande base B = 2R et de petite base & donnée par

b=2(H —h) tand = 2R (1 - —;‘T),soit

_ :’fho
T2

h h?
[B% + b + BB}, ou Vg=7rR2ho(i-"“}§‘+ 31:*2) Y

Application numérigue : Vg ~ 132 ero®.

Remarque : La force pressante F(h), domnée par (3), aurait pu &lre
calculde ~ ’aprés le résultat obtenu en 2. b) — comme étant égale au
poids de la colonne de {’ean (fictive ici) qui s’appuierait sur la surface du
ciine mouillée par le liquide, soit

2 N h W
Fiy=pg| #aRh —~aRh|l——+ -

H 3H?
Volume -
du cylindre Volume du tronc de ¢dne
donné par (4)
h k2
= pgr R*h{ = —
PE ( H ~ 3H? )

on retrouve bien I'expression (3).
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18. Cbiurateur cylindrigne, Force pressante maximale

Solution

1. a) Cas ob le liquide est au-dessous dupble $: £ < R + «.
Décomposons la surface cylindrique en couples d’éléments (fig. 11.34) de
longueur [ et de hauteur dy, situés & la distance y du fond du réservoir;
eau exerce sur chaque élément, d'aire S = (R d6, ofl régne la pression
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p = pglh — y), une force dF de composante utile verticale (les
composantes horizontales sur le couple d’éléments symétriques s"annulent
deux & deux}:

dFy = dF cos § = p &S cos 8 = pgl(h ~ y}R cos # d&

avec sin & = /K2 — (a — yP/ R,
soit R cos 8d@ = d(/R? — (a — y)3).

A Y

3..\

LA VL WY

et o 4
R‘;«G

Fig. I1.34

La résultante des forces est donc verticale

yafy
Fe 2[dFV . ngzf -G | W
)

Intégrons par parties, en posantu = h —y et dv = d(y/ Ra — v)?), donc

[ (h =y &R @~y = [t =) Rh(amyﬁ f JR @~ 2 8.

@

Dans le second membre de (2), le premier terme (entre crochets) vaut
h~n/RE— a? et le second terme (Pintégrale) peut étre calculé en remar-

guant que 1/R2 —(a—y)?= R sin #etdy = R sin § df, donc

]
[ VR a —y)rdy = R’lfsinﬁe -d6
0

2 R2
= -%m« (1 ~ cous 263d6 = Wﬁm(g —3in f cos &)
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2 - T2 N b
== —E{w arccos ey \’/R (@ =) i,
2 R R R
y=0
R? a-—h a R? — (o — h)?
22 e | BECCOS = ATCCDSG —rm = sensonss sttt
2 R R
a—~h ~RIi-a? g
'y e 3
R R R

on en déduit, d’aprés (1), (2) et (3), Uexpression cherchée, sih < R +a

F(h) = ﬂgl{(a — 2R RE <G 4 (h — a)/R? — (a — h)*

(4)
+R? (arccos a—h _ AICCOS —m
R R

Remarque : On vérifie aisément la relation évidente F(0) = 0.

b) Cas ol le niveau libre du liquide est au-dessusde S 1k 2 R 4+ 4. La
largeur de la fenétre obturée est 2x telle que (fig. 11.34)

X =+ R? - a2

La résultante des forces verticales est égale & F(h) = f - f, ol

* f = force de pression gui s’exercerait sur le cylindre tronqué, s°il était
complétement immergé;

* f = force de pression qui s’exerce sur la section obturée :
fe= ps = pghlxl
done F(h) = f —2pghxl = f — 2pglh/ R? — g%, &)

La force f étant constante {indépendante de A}, elle peut &tre calculée
dans fe cas limite A = R + a (liquide tangent en § au cylindre), donc la

relation (5) donne

f=F(R+a)+2pgl(R + a)v R* ~a?

od F{R + a) est donnée par ia relation (4} valable dans le cas limite
= R+ a, donc

f = pg! [a\/ﬁ—?—:ﬁ + R? (R’ — arceos —%—” . (6)
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La relation (5), compte tenu de (6) donne finalement, stk 2 R + 4,

F(h) = pg! [(a ~ 2k R? —a? + R? (R’ — 4T0COs »%—)] )]

Remarques : ([} Dans le cas o A 2 R + g, la force de pression est une
fonction linéaire décroissante de la hauteur it d’eau.

(3) 1l est recomnmandé au lecteur de retrouver par une 2° méthode ce denier
résultat en remarquant que Ia composante verticale de 1a force exercée par
le liquide sur un élément de paroi de 1’obturateur cylindrique est égale
au poids de la colonne de liquide (parfois inexistante), qui s’appuie sur
1'élément de la paroi et de hauteur égale 2 la profondeur de 1'élément de
paroi par rapport  la surface libre du liquide. '

ar
2. a)Laforce F (k) est maximale si <= 0; ce qui ne peut pas se produire

pour i » R -+ a car la fonction (7) linéaire ne peut présenter d’extremum.
Le maximum ne peut donc se produire que pour ia valeur o) < K + 4,
calculée A partir de (4), en rappelant que les dérivées de Juooet arccosu

sont respectivement u/2/u et —u' /1 —u?:

dF (a—m)
— = 0= pgl| ~2v R — a2+ (hy ~
( dh )k:m Pe [ “Al-a VR —(a—h1)?

2
R? (g~ k¥ + = }:a RY :}
v o =

soit (—di) w0 = 2pglly/ KT~ @ =) ~ VR = )
By

dF
donc R? —(a—h))? = R* —a*.

La solution acceptable est| iy = 2a |et la force maximale est, & aprés (4),
P 1 P

Foax = F(2a)

= pgl |:~4a«,/ R? — a2 + R* arccos (——%) — R? arccos (%)]
s0it Froax = pg! [R2 (:n: — 2 arccos m%—) - zam]_

ou Faax = 28] [RZ arcsin («%«) —av R = a2:| @)
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&) La force F/(h) change de sens pour F(4) = 0 soit, d’aprés {5, pour la
valeur /13 telle que

{a — 2hy)V R? — a2 + R? (:T - ArcCos —%—) =g

T
soit P . R[m — arccos(a/R)}]

W,

e Ainsi, si A < hy, F > 0 donc la force de pression du liquide est
ascendante; et sifi > ko, F < Q donc elle est dirigée vers le bas.

a
Fm'u L .
= Q4N ul
FlRea) . L 1 N
=65MN : H (R “+ 63)
F o OBTURATEUR = 6,5 N OBTURATEUR
= 2“;"/ N[ { PARTIELLEMENT 1&%}1&%
: IMMERGE (h=R+a)
! (h<R+a) -
f P
i 1 ) h A
o a 2a R+a R+a hg
(7,07 (14,14 (17,07 (17,07 \(zo,z cm)
cm ) e¢m} com) cm)
Fig. 1£.35 Fig. 1136

Application numérigue : On obtient h; = 14,14 cm; Frny = 8,4 N;
hy = 20,2 em.

¢) Les résultats précédents pertnettent de tracer les graphes F(h); on peut
remarquer que le graphe F (k) correspondant A I’obturateur partiellement
immergé passe par origine (h = 0, F = 0) et présente ugn point
A d*F a—h
d'inflexion pour —= = 2pgl
dh* 2V RY— (a — h)?
h = a, auquel cas

F(a) = plg [wa\/RZ —a?+ R? . aresin (-%)] = —Fi‘i‘i"—n = 4,2 N.

» En immersion limite (4 = R + a), la force pressante est

= 0, donc pour

F(R+a) = pgl [Rz (n — arccos %) — QR+ a)\/}e—z:?] ~6.5N,

3. IJobturation est toujours réalisée si fe poids de I’ obturateur est supérieur
i la force pressante Vh, donc si Mg > Fha. La masse minimale de

PR
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. F
' obturateur est donc My = ———

soit, d"apres {8) :

Mg = 2pl [R2 - arcsin (wg—) —a+/ R% ~ az}

Application numérigue : M > My = 857 g.
(Cette masse correspond 2 un matériau de densité supérieure & My /m R =
0,36 g/cm®).

19. Forces pressantes sur un barrage prismatique
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Solution

Fig. 11,38

L. a) La pression résultante en un point de la paroi verticale de cote z est
P = peglh—2).
La tranche élémentaire horizontale (hachurée) du parement vertical, de
cole z, d'épaisseur dz et d'aire ds = ! dz, est donc soumise & la force de

pression

d F =pds- 0 = Pe8lh — ) dz - ;. O

La résultante des forces de pression sur la parol verticale est done -

5
7:[{1}:}2%3[/ (h-z)dz- s
0
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- 1
soit F = _z_pegh%a“f; : o)

o Iacote 7¢ du point &’ application C (d’ordonnée yo = [/2) est telie que
le moment de F par rapport A "axe Oy est égal 4 [a somme des moments
éiémentaires de dF par rapport & Oy, soit

=

i
ZCF=fZ€iF ou ZCZ—}? zdF

done, d’apres (1) et (2),

2 fh 2 /W ks h
¢ 112/0( zdz h2(2 3) o EeET

Le cenire € de pression est situé au 1/32 de la hauteur du barrage & partic
du sol.

b) Application numérique : f = F/l =72 107 N/m; z¢ = 40 m.

2. a1’ aire élémentaire dx - dy du sol est soumnise 4 la réaction de composante
verticale ‘

AN =dN- % = P(x) dx-dy- i, (3)

avec P(x) = ex + B.

Pour déterminer les coefficients o et §, écrivons que P(0) = p.gh et
P(b) = 0 par hypothése; on en déduit & = —p,gh/b et f = p.gh, d’od
la loi lindaire des sous-pressions qui s*éerit

PGy = pagh (1= ) | @

b) D' aprés (3) et (4), la résultante verticale des actions de contact est :

b I
ﬁ=fmmw@ﬁ=mwfﬁmﬁQMf®ﬁ
0 b 0

1
soit N = - pobhIgE; 5)
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o Le point d’application D de la réaction verticale du sol est tel que
1
N-xp=[x-dN,soit xp = ya fx dN done, d'apres (3) et (5),

xom—z“/;b(lw-;i—)xdx ou X.'Dﬂ%

La résultante des forces de réaction coupe la base en I, situé au 1/3 de la
base & partir du talon .

a)

Les forces agissantes sur Ie barrage sont

- le poids du barrage M _g> = —p g, appliqué au centre de .

masse G(b/3,0,h/3), car G est situé aux 2/3 de Ia médiane partir du
sommet B,

h?l
~ la résultante des forces de pression du liquide F = —Pi%——— iy

appliquée en C(0,0,4/3);
~ et la réaction R = W + 7 du sol, de composante normale N
appliquée en D(5/3,0,0).

A Péquilibre limite (correspondant 3 b = by} Ia somme des moments de
ces forces au point de basculement B est nul :

BGAME +BCAF +BDAN =0

ou BDAMZ +OCAF +EDAN =1
$0it, en projection sur Paxe Oy,

2by by

h
—mgm-Mg+-g_F+2m—N=O, ou Mg -N)=h-F

3
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1 [
done  bj - hig(p — pe) = = pegh’l, soit| by = h 2—(‘0%3*;3“

Pebuhg
2

b) Application rumérique : by = 67w, [N|/I = =4.10" N/m

et Py = — p.gh =8 10° Pa.

W

Remargue : Dans tout le probléme, on n’a pas fait intervenir les forces de
pression atmosphérique car leur résultante est nulle, ainsi que leur moment
résultant; en effet, au niveau du sol de fondation oit le barrage repose, une
trés mince couche d’air s’est certainement interposée entre le sol et le
béton entre 0 et B et toute la surface limitant le barrage est ainsi sournise
2 une pression atmosphérique uniforme de résultante nulle.

20. Barrages parallélépipédique et trapézoidal.
Base minimale




s

148 Chapitre 2

Solution
I. e La sous-pression P(x) en M(x, ¥, O) est fonction linéaire de x par
hypothése :

P(x) = ax -+ 8 )

dN
dx - dy
ol diV est la composante verticale de ia réaction du sol de fondation sur
'élément d’aire dx dy du barrage en contact avec le sol.

o Ecrivons les conditions d'équilibre du barrage de masse M = pbhl

- la résultante des forces appliquées au barrage (forces de pression du
liquide, de sous-pression et de pesanteur) est nulle, soit en projection sur
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laverticale Oz : —N + Mg = Cavec N = f P(x)ydx dy

b !
done / (wx + 5 dx/ dy = pbhlg
0 9
soit, aprés calcul et simplification par b -/,
b
ot B = phg (2
— e moment dynamigue résultant en O est nul

Zﬁ0="o_(§AM“§>+f“6“A'§Ad’ﬁ+f5%Ad?=“6’ 3)

t

?

!
(R

PR VP : ,”&Idy /
e n, A | ] ’/’ !
it St u] ’,/ / x
o B "
Y S
Fig. 1141

o d R estlaréaction élémentaire du sot de fondation qui agit sur |’ €lément

d’aire dx - dy autour de M (x,y,0), et d? = p.glh—z)dy dz i estla
force élémentaire de pression au point C(Q,y,z).
La condition d’équilibre (3) s”écrit donc

b2 0 x dR,
21 A 0 +lyiA dR,
hi2 —pbhlg 0 dN = (ox + By dx dy
] Peglh — 7)dy dz 1]
+f YA 0 = | O
Z 0 0
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soit, en projection sur Oy,

1 B i h !
L obthig f *(ax + i ] dy + f peg(h — 2)7 dz f dy=0
0 0 i}

2 0
1, ab®  pB? R X
- — [ = o — ] 4
ou Zpbhlg ( 3 + > I+Pe§l(2 3 0 @
2b #?
i S = pgh + Peg——.
soit 5ot B = pght peg 252 5

Le systtme de deux équations (2) et (5) fournit, par soustraction, les
solutions

h3

p K
o= Qpegwgg— ot B = p,gh (—ﬂ-}— - M—)

La sous-pression P(x} = wx -+ B en M(x,y, O) décroit donc linéairement
entre O et B suivant la loi

2x h* 0
= p, S NI 6
P = pust | (5 )bﬁpe] ©
de la forme P(x) = p.gh&(x), avec
2
ey = {2 ) Lo dans Vintervalle x € [0, 5],
b b2 Pe

2. a)Lacondition d’équilibre du barrage impose dN == (o + Bx)ydx-dy =0

ou P(x} > 0 en tout point M{x,y,0) du sol de fondation; or 1a sous-
pression est minimale, d’aprds (6), au talon O du barrage (x = 0); on doit
avoir P{0) > 0

. o K2 2 P oo
t — gh e e e 0 u b ...._.H,...h
soi B=p. (Pe b2)> o > p

donc b>by=nh Le

P

Application numérigue : Base minimale : by = 50 m.

2
b) Sib = h, laloi (6) Sécrit P(x) = p,eh [(.h_x 1 +_§m}
3

La sous-pression varie alors depuis Ia valeur minimale P (0) = ghip —p.)
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autour de O jusqu’a la valeur maximale P(b) = gh(p + p,) en B, soit

ghlp — pe) < P(x) < gh(p + po)

oul,25 108 Pa < P{x) < 2,85 106 Pa.

L o

x

t
t

v é’""l? ' -—-—25{
wM—(b/z)i(“b /3

Fig. 1142

La loi linéaire des sous-espaces P(x) = a'x -+ 8 est telle que par
hypothése, Ph(O} peghen O et Pb+¥F)=0en B donc
/ peg

Ty et ' = pegh

. x
t —
soi P{x) = p.gh [1 Y }

La force de contact verticale résultante a donc pour intensité

1

5 peghl(B+8) |- (D

bib' i
sz P(x)dx[ dy; onobtient| ¥ =
¢ 0

e Le point d’application A de cette force de contact est situé entre B et B’
et tel que

N -xg = /de

$0it

1 o) bt Y
[Ep—— AN s
= f * peghl (B + B fe Pe8 "(

1
ar | d
+b’) foy
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done xs = 9 1 x3 b+bl+ JCZ bebf B b-{-—bi
T ey L5, 2 4, |7 3

Les coordonnées de A sont donc

b+b I
A<Xa= 3 ,YA=“2",ZA30)

b} Le barrage est soumis aux forces extérieures suivantes

— poids MF de ia partie cylindrique, en G(b/2.0/2,h/2), avec
g Y
M = pbhl
— ‘1 2h
~poids M’ de la partie prismatique, en G { & -+ o, o e | avee
4 3°2°73

M = pb'hif2

b+b 1
- force de sous-pression i + T appliquée en A ( : ,w—2—,0)
avec N donné par (7)
- force de pression horizontale exercée par le liguide

i b4 I
72]"?:} f peglh —z) dz - dyiiy = — p.gh®l - WL,
ye=l) S 7=0 2

appliquée en C(0,1/2,h/3). .
Lacote z¢c = h/3 a été obtenne en écrivant que le moment de 7 en O est
égal & la somime des moments élémentaires de d_f? en(Q: fg, = J[ zdf.

Si la base prend sa valeur minimale (&' = by), le barrage est en équilibre
limite : le moment des forces extérieures est alors nul par rapport & | aréte
B’y de basculement, soit

— —_ e
(BGAME +BGC AMT +FAA + T)+ BCATFIE =0

on obtient ainsi la condition
b 208} 2 h
e by Y Mg e Mg b S BN f e =
(2+o)g 3 g+3(+b0) +f3 0
ou — (3b -+ bbybp — 267 0 + 2(b + by p, + h2p, = O;

donc by obéit 4 1'équation du second degré

20 ~ pe)by + 2bB3p — 2p)by + [(30 — 2p)* ~ peh*] = 0
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Application numérique : Numériquement, on a "équation
bZ +36,4b) — 1868 = 0,

la solution acceptable (b > 0) est:

0= —18,2+ /(18,2 + 1868 = 28,7m.

Remarque : La remarque notée 2 la fin du probleme 19 précédent reste
valable dans ce probléme 20.

E. POUSSEE D’ ARCHIMEDE. CORPS FLOTTANTS

21. Solides en flottaison dans un ou deux liquides
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Solution

A)I. o La condition d’équilibre flottant s’écrit, en négligeant la poussée
d’ Archiméde dans Iair,

Poids du solide = Poussée d’ Archiméde dans fe mercure
donc  pigshy 4 pagshy == pgsz.

La hauteur immergée dans le liquide est donc

_ Pihi+ by

(B
fe
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o o

=

Fig. 11.45

a Le solide étant partiellement immergé, la hauteur d’immersion est telle
que
pihy + pha

2 € h=hi+hy, soit ——*—-—p—w“"éhl-l'hz
4

h h
donc o1+ o2 713— < p (1 + f—) et donc, puisque p > 62,
1 1

ha L ATl )

h T p-m

h -
Application numérique (i) = PP 1,29. :
h Jw P— P i

2. L'équilibre du corps flottant sera stable si son centre &'inertie G {point
d'application du poids) est au-dessous du centre de poussée {point |

d’application de la poussée d” Archimede).
Si O désigne le centre de la base inférieurs, la condition de stabilité

s’écrit donc
oC > 0G, €]

8i m; et ;my désigne les masses des deux constituants du solide, on a

o A
m;-——?-i—-i-mz(h1+~§%—)

my +my

S

0G =

A e
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avec my = pyshy etmy = pashs, done la condition {3) s’ écrit

f’tl 2_{_ A ]’l+h2
z 21 5 22012 1 3

-
2 Py + b

soit, daprés (1),

Prhy 4 paho o o112 + poha(2hy + hy)
20 2ok + prha)

d’oit 'inéquation du second degré en ks [hy

B2 \* o1~ p f hy P1ip1 — p)
SICH) NN L By (i A 2
i PP\ R m{p — p2)
hy

By \2
ot nrmériquenent (—]—1—2«) - 2,40( k

) -3,62 <0
L

1
Ce trindme est négatif si le rapport hy/ h; est compris entre les racines
—1,05 et 3,45; compte tenu de la condition (2) la condition d’équilibre
est finalement

1,20 < LI 3,45
hy

La condition de flottaison s’écrit

Poids du solide = somme des poussées d’ Archiméde dans le mercure et
dans I'eau salée

soit Psgsh = pgsxg + pags{h — xp)

d'oit la hanteur immergée dans 1’huile :

P P2 ) (@)

Xo=h
P — 2

Application numérique : xg = 7,2 cm.

2. Le rapport des volumes immergés dans le mercure et dans I'eau est :

_ SXp _ X0
- s(h — xg) T - X0

y
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soit, d'aprés (4), ¥y = _'EJ;,:?Z_ donc la masse volumique du solide
B
flottant est :
o4 = £t oY
y 1+y

Application numérique : y = 16/109, donc ps = 2,7 g/em’.
3. Latension T delacordeobéitalacondition d’équikibre? +F+ T=0
soit T = | P — F|, ol Ia poussée d’ Archimede F est
F = p1gsx + pags(h — x)

et Je poids du solide est P == p,gsh; on en déduit le module de iatension
de la corde

T = i{o; — pa)x + (o5 — p2)klsg

Les variations de T(x) avec x(0 < x < h) sont représentées par le
graphe ci-dessous, constitné de deux segments de droite de pentes de
méme module . {; — p2)sg.

(pi - pa) hgs

(o, - p2) hgs

9] Xy
Fig. X146

T e i e

7
P22 Corps flottants sphérique et cylindrigue

s
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On dés;gnel h s i e{h c 1es : profondeurs d mmersxonde la sphéreet du

Cylindre

Solution

1. D’équilibre du corps flottant sphérique est traduit par P'égalité du poids
de la sphére et de la poussée d’ Archiméde, d’intensité égale au poids du
liquide déplacée : mg = F,, soit

4
P35 - 3 R "8 =P Vsphére immergée * §

B . L - .
poids de la sphére poids du liguide déplacd
Donc, & I'équilibre, e volume de la porition de sphére immergée est

Vsphére immergée = 47 RB/{?’OZ) H
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Pour exprimer Vigmergée &0 fonction de ks, décomposons la sphére en
un empilement de disgues élémentaires (fig. I1.48), de cote z (comptée
4 partir du point A le plus bas de la sphere), d’épaisseur dz et de rayon

p z\/RZ; (Rw..z)z = /(2R — z)z.

Le volume d’un tel disque élémentaire est
dV = wrt dz = m(2R — 2)z - dz,

le volume immergé de la sphére est donc, par intégration :

z=hg hy Ti'h,i-
Vsphére immergée = f N dV = fo 7(2R—-z)zdz = “”’3—‘(3R“h5) (2)
Z=
4n R? %
D’aprés (1) et (2), il vient TC:a' = «jfg—s—(SR — hg), soit

R} - 3RR% + (4R%jo) =0 (3)

de la forme A — ah + b =0, avecet b=4Rja|.

9. » On obtiendra une immersion au quart (ks = R/2) si, d’apres {3,

R3 aR3 4R? R 32
B oo | 1 =6 —— =0,
8 4 o ( + o )
32
S01L o == *‘“g— == 6,49

o On obtiendra une demi-immersion (hg = R) si, d"aprs (3),

4
R3_3R3+4R3/o¢uR3(1——3+~—)m(}, soit a=2
o
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e Enfin, on obtiendra une immersion au trois-quarts (ks = 3R/2), si,
d’aprés (3),

27R? 27R? 4R3 27 4
- = R* =0,
8 4 * o ( )
50it o= — =1 185
3. L’équilibre du corps flottant cylindrique est, comme er 1., traduit par
Iégalité :

. .
pPs TR Hg = p; . Veylindse immergé * &
B —s

poids du cylindre poids du liquide déplacé

S0it Veylindre immerge = 7w R2H ot (4}

Pour exprimer le volume de la portion du cylindre immergé en fonction de
sa profondeur d'immersion ¢, décomposons le cylindre en un empilement
de parallélépipédes rectangles élémentaires de cote z, d"épaisseur dz, de
largenr 2x(0 < x < R) et de hauteur 4 ,doncde volume dV = 2x . H -dz
ou en introduisant le paramétre angulaire 0 (ig. M4 telque x = R sin @
etR—z=R cosd, doncdr = R s5in & da, if vient

dV =2R sin@ - H-R sin§-d0 = 2R H sin 9 4o

Fig. 1149

Le volume du cylindre immergé est donc, par intégration,

9-——91:1
dv = Rijf (1 — cos 26)d9
G=()

z=she

Veylindre immergé = /

zaxl)

= R*H [8 ~ sinn 8, cos 8,]
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2R — he)he
——

avec (fig. 1L.49), cos 6, = m«R—i et donge sin Gy, =

soit

chl'mdre = R*H [arccos -
immergé

R—h¢ (R —he)/(2R — hodhc ] e
R R? )

En comparant (4) et (3), il vient :

( R-~he ) (R —~ he)V AR — hodhe b4
arccos - > = —

R R o
4. Onaurahc = R/2 (ou by =m(3) si T ﬁ
I 3 8
24
donc LA 3,782
8t — 343
R T
eOnaurahc =R (ou On=m/Dsi — = mz—,donc a=2
o On aura enfin
2
he =3R[2 (ou B =2m/3) si I V3
o 3 4
12n
donc = e == 1,243,
87 +34/3

Les résaltats sont réunis dans le tableau ci-aprés; on constate que la
variation de la profondeur d’immersion avec & = o, /ps est plus sensible
pour le cylindre que pour la sphere.

h=R/2 h=R h=13R/2
Sphere o = 6,40 o = 2,00 o = 1,18
Cylindre =378 o = 2,00 o= 1,24

23. Densimétre. Sensibilité.

Pt T X e SO R O R S o




160

Chapitre 2

L. Flongé dans I'cau pure, la sphére du’
surface del'ean (graduationn )=
la tige.du densimire affiours
volurniguesde 1

- et oy == 0,72 glom’,

- +la division i ="28;:

Selution

1. Soit P = Mg le poids du densimétre. Si V désigne le volume du floteur
¢t v le volume entre deux divisions successives du tibe, les conditions de
flottaison s’ écrivent :

- dans 'eau : P =pmVg
—dans e dissolvant: P = p(V + muvg
—danslebenzéne: P = p(V + nv)g

ny =60

T | [ W

el et Jor A n)
R

bt St ey s v —
LaS88 ., .. [ .
- PUIS dissolvan benzéne ——a-.

Fig. I1.50
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oll p = ppd est la masse volumique du benzene liquide; on en déduii
oV = p(V +nrv) = p(V +av),
ou pgmp;(1+m—%~w)=p(1~f~n—;—).

Ce sysitme de deux équations 2 deux inconnues p et v/ V apour solution ;

o= £ ot Lm_}m(_@__l)
1+i(_@._1) |4 L IIANEY
n Pl

o 1a densité & = o/ po du benzdne est donc

8 = ! = (,88

1+L(ﬂ._1)
ny \ P21

e 1’écart entre deux graduations est

= = —— - . V =
Al 3 p— ( . l) avec 5 na
3
donc Al = -«ﬂfz—— (_‘29,,. - 1) = 2,8 mm.
3nyrt \ o

2. a) Les conditions de flottaison s’écrivent :
—dans l'eau: M = ppV . (1
— dans le Liquide (de densité d = p/po) : M = p(V + wrix). 2)
On en déduit, d"aprés (1) et (2), et puisque o = pod,

4
Vo= (V+ wrix)d, avec == ra®
. 1
s01t d(.x) = ww-—-g‘-z—""‘“ . (3)
¥
1+ i3 x
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msité
d =p/py

Fig. .51

La densité du liquide est fonction homographique de Ia hauteur x im-
mergée.

e Le densimétre est d’autant plus sensible que la variation Ax est plus
grande pour une variation Ad de la densité du liquide; cette sensibilitg

- Az’ est obtenue en différenciant I'équation (3) écrite sous la
forme
I+ 3r2 1 soit Iy A Ad
— i e AX s e
403 d 4q3 a2
donc Ax 43 1
O = | o o
Ad Al d2

Cette sensibilité (qui varie en 1/d%) montre que le densimétre est beaucoup
plus sensible aux faibles densités.

&) o Les sensibilités minimale et maximale correspondant aux densités
extrémes sont
4a* 1 ot 4q° 1
Frnin = ——e— s o, e e —
T3 (4 BT (dy)?

2
donc -?—’@m&(da) =278.
Omin A

. 4
o La masse du densimétre est, d’aprés (1), | M = 00 3 ﬁﬂ =72g
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s La longueur ! du tube cylindrigue est telle que, d’aprés (2),

s0it [ =

rrid,

V = (V +nr*hd,

4g°
3r2

(1—dw) ou | I=

lmdm

dm

24. Tube renversé : hauteur barométrique
et théoréme d’Archimede

Sotution -

= 38,4 cm.

1. Puisque la colonne de mercure dans le tube est surmontée de vide, la
hauteur barométrique est égale 3 a pression atmosphérique :

H = Py (encm de mercure)

» La condition d’équilibre du systéme (tube de verre -+ mercure qui y est
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Y j
verre = § e

N

N
)

Fig. 11.52

contenu) s’ écrit, d"aprés le théordme d’ Archimade (fig. 11.52)

Poids du systéme = Poussée d’ Archimde,

soit pvglS — )l +pygs(H +h)= pygSh
— Ry —
poids du tube  poids du mercure poids du
Hquide déplacé
5
ou L H
Pt S—y

Application numérigue 1 H =75 cmet h = 111,8 em.

La solution obtenue est acceptable car la condition h 4+ H < [ est bien
vérifiée,

)

=\

N
N

Fig, 153

o]

e La condition d’équilibre du systéme (tube de verre + mercure qui y
est contenu) §’écrit, en négligeant la masse du volume d’air enfermé, et
d'aprés le théoréme d’ Archimede (fig, IL53)

ovg(S —sH + pygs(x +y) = pugSx
3 R

poids du systéme poids du
liquide déplacé

soit numériquement : x — y = 36,76 ¢m, {H
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o D’aprés Véquarion de "hydrostatique on a :
Py — pac=y (2)

ol les grandeurs Py, par o ¥ sont exprimées en cm de mercure, .
Puisque la température est constante, air introduit obéit & la loi de
Mariotte : pV = cte, soit d"apraés (2),

(Py~y)-sz= PRV

ou numériquement {75 — Yem)Zem = 300, (3
© Enfin, la longueur totale du tube est

I=x+y+z=200cm {4)

La hauteur d’air obéit donc A I'équation du second degréen z :

72 13,247 — 600 = 0

obtenue en éliminant x et y entre les éguations (1), (3) et (4). La solution
acceptable {z > 0) est donc z = 3,20 em. La hauteur barométrique est
alors y = 65,6 cm et la hauteur inunergée x = 102,4 cm.

3. e Puisque le tube est enfoncé de X = 27,6 cm, on a (fig. 11.54) :
y' 4z’ ==y 4z - X, soit numériquement :

Y +7 =T0cm. )

Air Air

p=E-y p=P-y i

L ] X ,:

Z[ / 2 / i
¥ { {1 l

7 X ;

Y
X / 2R
N, ~
Metcute \ \Mercm'e

Fig. 11.54

s La loi de Mariotte appliguée au volume gazeux emprisonné, dont la
température est demeurée constante, 8’ écrit

(Py— y')sz = (Py = y)sz = PV

soit numériquement (75 — ¥in)zem = 300. (6)

i
i@
;
H
by )
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Eliminons ¥ enire (5) et (6), il vientl 77 457 — 300 = 0 |; la solution
acceptable est 7' = 15 cm (I'autre soluticn, négaiive, nie convient pas).
La nouvelle hauteur barométrique est alors ¥ = 85 cm.

25. Adérostat et ballon-sonde. Force ascensionnelie.
Plafond




e
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nt fermé et part dans

Solution

p+dp, T+ 8T s {2 + d2)
p T, @ e {7}

T

Fig. T1.55
A)1. ) e L’ équation de U'hydrostatique s’écrit, entre les altitudes z et z + dz,
dp = —a(z)g dz (H
oil la masse volumique de ¥ air (de masse molaire My ) 3 Paltitude z est
al(z) = Mic — Maie — M __1_7__ (2)
Vinolaire RT/P R T .
soit, d’aprés (1) et (2)
:
Maicg dp Mg :
dp = —p —weie dz, e e 7 = (] 3
P r BT Z, Ou = + T z (3)

o L équilibre adiabatique de I’air obéit 2 I'équation 7'p!"""/¥ = cresoit,
sous forme différentielle

ar 1-y dp

T ¥ P

=0l _ S
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o Eliminons la pression enire les relations (3) et (4); i} vient

-1 .
dT_{._}f_mwmy_Eidzzo
'}/

R
on en déduit fe gradient vertical de température (négatif et constant) :
k=30 _ yz1l Mg
dz ¥ R
My T T
avec, &’ apras {2), ar _ 40 &l
R » Po

dr __gxly y—1

donc K =
dz Po 4

Application numérigue : K = —19,5 K/km.
&) La température absolue décroft donc linéairement avec altitude :

T e=T—IKlz, ou T() =Tyl ~az). (5)

. T A\ r-D
o Laloi adiabatique température-pression s”écrit p = py ( T) ,
o

d’ot I Joi des pressions, d’aprés (5),

p() = po(l —azy/v=1 |, )

o La masse volurnique de P air est d’aprés (2), (5)y et (6) :

aTy  pe(l —az)?/r-b

a(z) =
Po Ip{l — o)
ou a{z) = ap(l — gz) /-1 €))]
| ~1
avec O = !K’ = ao_g 14

T Do ¥

Ainsi, la température, la pression et la masse volumique de Iair diminuent
lorsque I"altitude croft.

- Pendant ascension du ballon, Ie gaz hélium ne quitte pas le ballon : sa
masse my. demeure constante, mais son volume croit de Vg & V), entre
les altitudes zéro et z|, donc mye = agd Vog = alz)dVyg,
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v, y-t
soit a(z;) = ap oE et, d'aprés (7),| z; = «Ew 1- ——Y(-)—- .
Vi o Vu

Application numérigue . 5
o = 3,64-10" m!, doliz; = % [1-0,72)%* = 3380 m.

3. La force ascensionnelle F est la résultante du poids total du ballon (¥
comipris le poids de I"hélium) et de la force F’: de poussée d” Archimede :

Fig. 1156

F = (M + mu)F + Fa, avec my, = a()Vgd et Fy = a(0)Vg

soit une force ascendante d’intensité

Fe={aV({l-d)~-Mlg ;. (8}

a)Si0 <z <z (ouVo < ¥V < V), 'hélium ne s"échappe pas : sa
masse demeure constante ef donc aV = cte = agVp, et la loi (8) s’ écrit

vz
F = [agVo(l — d) — Mg = cte
. dF
donc le gradient dF /dz estnul : = 0i.




170

4.

Chapitre 2

by Sizy <z <y, V=cte = Vi de 'hélium s’échappe et, lorsque z
croit, la masse volumique a de I'air diminue d’apras (7), donc la force
ascensionnelle décroit d’aprés (8) suivant Iz loi :

F(z) = {a() Vi (1 — d) — Mg )

et le gradient vertical de Ia force ascensionnelle est

dF d

— = Vyg(1 — d) ——, soit compte tenu de (7),
dz dz
iF _caVul-dg | ey
dz y —1

La force ascensionnelle au niveau du sol est
F(0) = [agVp(1l —~ d) — M]g = 800 N.
Le graphe F(z) a I'allure ci-dessous :

F

F(0}

Fig, IL57

Le ballon atteint son plafond d'équilibre (z = zp) lorsque la force
ascensionnelle 8’annule : F(zy) = 0, soit d’aprés (9).

M
alzp) - Vag(L~d) ~ M =0, donc alzy) il
ou dapras (7), ap(l — azp) V00w — M
’ Vi (1 —d)
I M y=l
it gy B [ R
ot M ( 2oVl —d) )

Application numérigque ; zp >~ 7900 m,
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5.

B)e.

La masse AM de lest & jeter pour atteindre le niveau d’altitude
Z)y; = 7900 + 1100 = 9 000 m est telle que F(zy,) = 0, soit

(D) V(L —d) = M — AM,

dong, compte teau de (7),

AM = M — apVy (1 — d)(1 — azg))/r=

Application numérigue : AM = 16,1 kg.

Puisque Ie ballon est fermé, sa masse totale M +ag Vod demeure constante
et la force ascensionnelle est, lorsque le ballon-sonde atteint son volume
maximal Vi,

F(z) = alz)Viyg — (M + apVpd) g.
I altitude maximale z = Z est atteinte pour F(Zy) = 0, soit

M + apVod
Vi )

Le plafond du balion-sonde est donc, d’aprés (7) et (10),

M+ agVpd \*™!
[24 GQVM

a(Zy) = {10)

Application monérigue : Zy = 7186 m.

A cette altitade Zy, la pression atmosphérique est 4’ aprés (6) :
Pext = po(l — aZy)? "D = 0,346 . 10° Pa,

Le gaz hélium erifermé, supposé parfait, est passé de I'état initial
(pg, Vo, To) & Vétat final (P, Vy. T{Zy))

- poVo PVy
donc . = ,
T(; To(l - (sz}

la pression finale du gaz est donc
Vi
p=PY 1 4z =0,532.10° Pa.

M . :
La surpression est done, & 'altitude maximate

P - pext = 18 60{} Pa.
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F. FLUIDE EN EQUILIBRE RELATIF DANS (%)
NON GALILEEN |

26. Equilibre relatif d°un liguide en translation.
Accélérometre hydrostatique

i
i
i
L
|
1
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Solution

1. Dans le référentiel non galiléen 1ié au camion, il faut ajouter aux forces de
pesanteur, de densité 0%, les forces d’inertie d’entrainement de densité
—pd, de sorte que 1’équation d'équilibre du fluide 8’écrit :

= e
gradp = ?pesanteur'i' ?::ntrainement , ou gradp = p(_5’> ~d). (D

La surface libre du liquide en équilibre relatif est une surface d’égale
pression (p = cte = pression atmosphérique). La surface libre est donc

normale au vecteur 5‘% petdonc normale au vecteur 7 —@,daprds (1).
La surface libre est donc inclinde sur I'horizontale d’un angle o (fig. 11.59)
tel que

tane =a/fg |. 2
P P’
w—:"- L1g = v = Cte
i T @=0)
.1" phase : démarrage 2¢ phase : uniforme
Fig. IL.59

1 phase : Les équations du mouvement aniformément accéléré
La? a t
X o3 e [S) v=a
2

permettant, par élimination du temps ¢, d’obtenir I'accélération

v (207 2
== s e m/s
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E\)

. h-Zf2 i 7 \2
F:[pdSmJ[ pgzldz, soit F:wmpgl(hm-——)
9

L’inclinaison de la surface libre est done

a ;
¢ = arctan («-—-) = arctan 0,16  soit .
g

2° phase : uniforme ;¢ = 0, donc | o = QJ (surface libre horizontale).
a) Pendant la phase de freinage uniformément retardée, la surface du

—
liquide normale an vecteur 7 — a’ {(d'aprés la 1™ question), est inclinée
sur I'horizontale d’un angle o tel que :

tane’ = %1 3)
g

h
=
= L
Fig. 1160
D’autre part, d’aprés la figure ILG0, on 8 fang’ = Z /L )
! z
on en déduit, daprés (3) et (@), 1L — =
d'olt I"accélération (négative) :
a = ~g(Z/L})
10 x 1.4
Application numérique : a' = ——-~v-3~>-<-§—— = 3,75 m/s°.

b)  La profondeur & du liquide devient, pendant la phase de freinage (fig.
1L60), h — (Z/2) au niveau de P et h + (Z/2) au niveau de P’

o La force pressante résultante sur ka paroi P est donc

2 2
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et la force pressante sur la paroi P’ est, de méme

h+Zj2 1 7z 2
F' o= [ P ds =f pgzl dz, soit | F' = 5 ogl (h 3 ._.._)
0

Application numérique : F = 1000 N; F’ = 14406 N.

— f
Ces forces F et F sont horizontales et opposées (fig. IL60).

o Dans le référentiel lié au camion, la somme des forces appliquées au
fluide est nutle, soit en projection sur I'horizontale :
F + (—F) t m{—a") =0

-
force pressante force pressante force d’entrainement
de Psurlefluide  de P/ sur ia fluide g

ol m désigne la masse du fluide : m == ghiL.

Soit F'— F = phLlla’l |

La différence des forces pressantes sur P et P’ est donc due 2 la nécessité
de décélérer la masse du fluide au cours du freinage.

Application numérigue .
FFe F=80x1,2x35%x1x375=13400N
résultat en accord avec les résultats F = 1 000 N et ' = 14440 N,

3. L accélération maximale comespond 2 {’inclinaison maximale oy, du
liquide, 2 1a limite du débordement (fig. 11.61).

Fig. 1L61

i avec fang =z H_—h
g 115> L /2

On a, d’aprés (2}, tandme =
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d’ol I’accélération maximale mesurable

O H -
may = 7 g
22~ 1,2)-10
Application numérique : fmay, = w_(_—-3—-§»2%._- = 4,6 m/s".
2 130
La décéiération du camion est |a| = -t_;i = e = 5,2.1/8% > Gy

Dorc, une quantité d’sau se déverse de fagon que la dénivellation corres-
pondante entre les niveaux du liquide en P et P’ est (fig. I1.62), daprés
(3)et(4),

ZﬂLf&ﬂ&:L-—l—gL-——l,SZm.

Fig, 11.62

Le volame d'eau dans la cuve est donc passé de LIH &
ZLi VA
(Hw—Z)Ll-;_Wé«_le(H———é—).

La masse d’eau déversée est donc

z
Ammle(h——H-’r“zm-)

Application numérigue :

Am =800 x 2,8 x 1(1,2 -2 +0,91) = 246,4 kg.

) La condition &’ équilibre relatif du fuide :

grad p = p(F - @)

[P |
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Fig. [1.63

§'écrit en projection sur la surface libre isobare (normale au vecteur é??d J:
donca g — @), d'apres la figure 11.63

0= plg sin B —a cos(@ + B)]

. sin 8
S i fiumg b e ——— 5

' a=8 cos(® + 8) ©)
b) La relation (5) peut §'écrire

_ sin 8 ) _ g
cos @ cos B—sin @ sin f§  cos 6 cotan B — sin 8
donc cotan § = £ +tan &
a cos @

Application numérique : cotan § = 10,62, soit f = 5°23

27. ﬁlqnilibre relatif d’un liquide en rotation
en vase ouvert ou fermé
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Expnmer la prcssmn p( “z)-en tout pomt-
relatif, de cote z

Solution

Fig. T1L.64

A) L. o Pour traduire I'équilibre relatif du liquide dans le référentiel tournant
non galiléen lié au récipient, il faut ajouter aux forces réelles (de
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pression et de pesanteur) la force d'inertie d’entrainement [ —a, dm,
oit 1'accélération d’entrainement qui agit sur un élément de fluide de

masse dm placé en M (OM=T)esta = BABAT)=—-0?7
oli fa vitesse angulaire w (rad/s) de rotation est liée & sa fréquence N {en
tr/sypar @ = 2w N.

L' équation d’équilibre ’éciit donc vectoriellement

gad p = pl T + (T = p(F + 7).

Cette équation locale, valable en tout point M du fluide repéré par ses
coordonnées cylindriques (r,8,z), s'écrit en projection:

ap 2 1 ap 3p
PR — —_—— =} f —— e —
or a6 o B T8

o L3

on en déduit

2
B g P o P

- 2 _
By 20 » dz = p(w*r dr — g dz).

dp =

Puisque le liquide est incompressible (o = cte))} et que la rotation est
uniforme (w= cte), la pression du fluide est, par intégration :

2.2

pmdﬂp(wr

2

~&)+p@m - 1y

& La surface du liquide, en contact avec I’atmosphére est une isobare
(p = cte = pamosphérique) donc la surface libre prend, d’aprés (1), la
forme d’une paraboloide de révolution, autour de I’axe de rotation Oz

d’éguation
wir? 2
—gz=cte ou |z(r)= 2o | (2)
2 2g

La section des isobares par un plan qui contient I'axe Oz est donc une
parabole et la section par un pian horizontal (z = cte) est donc un cercle.

2. ¢ La cote du niveau du liquide au repos est :

v

Hy =
wal

=713 cm.
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- 4 Rivean du liquide
au repos

H,

O

Fig. IL65

o La hauteur cherchée Al est la dénivellation entre le sommet § de
la paraboloide et le niveau de liquide au repos. L'eau, dans le vase de
rotation, s’éléve jusqu’en C sur les parois, avec une dénivellation Ak’
par rapport au niveau du liguide au repos. Montrons que Ak = AR en
effet (fig. 11.65) :

1
* Vparaboloide = 5 Veylindre; donc 1 1+ 1" 4242 =3+3  (3)

* la conservation de volume d’ean s'éerit : 1/ 4+ 2 = 3. 4
Soustrayons membre A membre 3)et (4): 1 +2 = 3. {53
Additionnons (4) et (5); il vient

14243 =1 4+2473%

soit na’Ah = wa® AW donc | Ah = AR |

o Les points § et C de cotes respectives zs et zg -+ 2Ak, appartenant &
uné méme isobare, ont méme pression

P0,25) = pla,zs + 2Ahk)
soit, d’aprés (1),

27
p{—gzs) + p(0,0) = p [ 22

- g{zs + ?,Ah)] + p(0,0)

2.2 : ?.NZ 2
done Ah=22 o | Ap= T ()
dg 8

Application numérigue : N = | u/s; on obtient Ak = 6,3 cm
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3. ¢ La pression p{0,0) du liquide en O est telle
p(0,0) — ps = pgzs

avec zs = Hy — AR
e Ps = Pamosphérigue>

181

que, d’aprés (1),

done p(0,05 = pg(Hy — AR) + pam |= 106370 Pa,

e La pression de 'eau est maximale sur le fond en B(r = a,z = 0),

d’apreés (1), soit :

2.2
pad
Poax = pla,0) = “—2— + p(0,0)
ou Prmax = 22 pN%a? + p(0,0) | = 107 600 Pa.

On notera que sur le fond, la pression croit
jusqu’au bord B.

en r* depuis le centre O

4, L'eau sera i la limite du débordement s1 (fig. 11.65) :

AR = A= H ~ Hy
soit, d’apres (6), si
n*N*a*
b4

la fréquence de rotation maximale est donc

~(H — Hy)g

Ta

WH_HO,

N, max

Application numérique :

V(90 —71,3) - 102 x 9,8
3,14 % 0,25

Nipax =

= 1,72 tr/s = 103,5 tr/min.
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2R

Fig. 11.66

Dans le vase fermé en rotation dont la vitesse de rotation dépasse celle
calculée en A} 4., le débordement qui aurait dé se produire en vase ouvert
estremplacé par une surface libre paraboloidique dont le sommet S (fictif)
serait au-dessous du fond, 2 Ia distance 7; de O {fig. 11.66) laissant ainsi
apparaitre sur le fond un disque, de rayon R}, non recouvert d’ean.

e Dans le référentiel Sxz, Ia relation (2) s'écrit :
2 2
@ @
o Rz 1 S Rz 7
Z1 2g i Sz Zg 2 (N

donc, par soustraction :

2
o 2 . 28H
737y = H = = (RS — R}y, soit | RZ—R? = == ®

o D’ autre part, le volume d'air dans le récipient fermé est invariant, donc

IZ’R%ZZ JTR%ZE
2 2

volume d'air dans le récipient
fermé, pendant }a rotation

na(H — hy) =
e s p——r

volume du ¢ylindre
d"air au repos

dong, en tenant compte de (7)

4ga®(H ~ H
(Re)® — (Ryy* = B2 = Ho) ©
oy




Statigue des fluides, Champ de pression

183
En divisant membre & mermbre (9) et (8), il vient
R4+ R} =24° (1 - -%i) (10

Le systtme d'équations (8) et (10) fournit par soustraction, puis par
addition, les solutions :

Hy gH : Hy gH
— 2 JET.- S — e -
Ri= ja (1 g ) = et! Ry = [a? (1 7 + —

Application numérigue -

w=2aN=10rrad/s, doid R =6dcmet R, =14,8 cm.

6. La pression exercée par le liguide sur le fond du vase, de cote zy, croit
de A3 B, daprés (1):

2
(¢}
ps — pa = plaz) - p(Riz) = £ @~ KD

]
soit Ap = ﬁ% (@* — R2) |=28850Pa

28. Champs de pression de gaz en rotation en équilibre relatif
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2. Un tube assez mince, recour
constitu -d*une: branc
dans de P'eau (de mass

. horizontale de Jongu

Solution

Fig. 11.67

L. @) o L'équilibre relatif de I'air, dans le référentiel tournant non galiléen lié
au vase cylindrigue, s’écrit en tout point M du fuide

grad p = p[F + (~7)]
2

ol I"accélération d’entrafnementest @, = @ A(B A P = -3 7
et la masse volumique de Pair, gaz parfait, est :
M M —
D= W 2. donc é?adp e ﬁ:‘* p( g> +C!)2_;:>) - (i)

Cette équation locale, valable en tout point M du fluide repéré par ses
coordonnées cylindrigues (7,8,z), s’écrit en projection :

dbp M 2 1 ap op M
or = RTPUT 7 =0 3z &rT ©¢
On en déduit la différentielle de la pression de 1'air
ap ap dp M 2 ‘
dp = ——d — df + e dz = —— dr — . !
PE5r T g WGy = g Pl dr—gdy) |
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d M
Séparons les variables : E- _ﬁf‘"{wzr dr — g dz}, et intégrons :
P
M wtr?
1 ,Z) e - 2
n p(nz) = == ( 5 g%)+cw (2)

avec cte = {n p(0,0) = ln po; d'olt 1a 1oi des pressions dans le fluide

22
()

p(n) = poe” (3
b) e L'isobare p == py = cte §”écrit, d’aprés (3),
M 2.2 2
¥ ( wzr - gz) = cte, SOit | z= % 2. 4
Tz
\fﬂ =wy A 4
|
j
i
i
X A
|
I
' 4
0" 4 B
B s nd
Fig. I1.68

L'isobare est donc la paraboloide de révolution d’axe vertical Oz, de
sommet O (r =0,z = 0).

Le bord supérieur A appartient 4 Pisobare p = py passant par le centre
O du fond si les coordonnées de A(r = a,z = h) vérifient Péquation (4)
pour la vitesse angulaire @ = wp :

h= =g, soit | @y=

J2gh
a

Application numérique : wy = 17,7 rd/s (ou 169 tr/min).

2. e Lorsque le tube est au repos (fig. 11.69}, I'eau dans le tube vertical est
an méme niveau que 'eau du récipient (si on néglige les phénomenes

i
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capillaires) et la pression de I'air & I'intérieur du tube est constante et
égale & la pression atmosphérique, puisque dans un gaz on peut négliger
les variations de pression avec "alsitude z pour les faibles dénivellations.

L z
Pa e

el Jpum— we—r
e 7 e

Pa

Pﬂ ¥

;
o 2

Tube au repos Tube en rotation

Fig. .69 Fig. I1.70

N

o Lorsque le tube tourne {fig. 11.70) autour de 'axe vertical Oz de Ia
branche verticale, le champ des pressions dans air du tube horizontal en
équilibre relatif obgit, comme 4 Ia 1™ question, & I'éguation vectorielle (1)
donc & I'équation (2) avec z = cte, soit

Maw?
0 p(r) = == P cte
Mw?L?
avec p(L) = p,, donc cte = In Pa — W
- M2 p2,
SOIE p(,-) = po - ©2RT

Alinsi, en tout point de F'air contenu dans la branche verticale, la pression
est

_Me?1?
p0) = poe” ZRT . (3)

Cette pression étant inférieure 2 la pression atmosphérique qui régne &
Pextrémité ouverte, une aspiration de liquide se produit, qui monte ainsi
d’une hauteur & telle qu’a I'équilibre relatif on a : p, — p(0) = pgh
soit, d'aprés (3},

ML
Pa (1 — e~ "2rf ) = pgh




Statigque des fluides. Champ de pression

d’oi la vitesse angnlaire cherchée

Application numérique : w = 105 rad/s ou 1600 tr/min.

() ==

2RT

Pa

[YiE In

(%

-~ pgh

)

O R T P T
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CHAPITRE 3

Le premier principe.
Bilans énergétiques.
Energie interne U, enthalpie #

. Le premier principe de la thermodynamiqgue traduit une loi de conservation
de I’énergie et fait donc intervenir un bilan énergétique.

1. DEFINITIONS ET TYPES DE SYSTEMES
THERMODYNAMIQUES. MODES D’EVOLUTION

1. Systémes thermodynamigues

o Un systéme thermodynamigue est un ensemble de corps limit¢ par une surface
de contrdle T (réelle ou fictive) A travers laquelle se font les échanges d'énergie
et de matidre avec Je milieu extérieur.

o Un systéme est dit fermé s’il n’échange pas de matiére avec I’extérieur et
ouvert il échange de la matidre & travers X avec Uextérieur,

« Un systdme fermé est isolé s'il n’y a pas de transfert d’énergie (ni mécanique,
ni thermique) avec le milieu extérieur.

2. Evolutions thermodynamiques

Une transformation &’un état d”équilibre initial 2 un état d’équilibre final
est .

~ quasi statique, si elle lente (succession d’états d’équilibre voising,

— réversible si elle est quasi statique et si I’évolution inverse est possible,

— isobare, isochore Ou isotherme vespectivement si p == cte ou V = cte ou
T == cte en tout point du systéme,
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- adiabatique si le systdme n’échange pas d’énergie thermique (chaleur)
avec le milien extérienr (gréice 3 des parois athermanes),

~ isenfropigue si elle est adiabatique et réversible, donc a eniropie constante
(cf. chap. 4),

~ eyclique si1'éat final coincide avec 'état inital.
IL.  EXPRESSIONDES TRAVAUXET CHALEURS ECHANGES

1. Expression des travaux échangés (échanges mécaniques)

" a) Dans le cas général (transformation iréversible ou réversible), le travail
. élémentaire des forces F de pression, regu par le gaz est

EW = —p,dV |,

i dV étant la variation de volume et Pe la pression extérieure.

Systme | F Milieu
gazeux o extérieur
14 E ; Py
\ww-»---n-v.-.—_;
dv
Fig. THLA

b) Dans le cas d’une transformation réversible (suite d’états d’équilibre,
- absence de frottements), la pression du systéme est p = p,.

Le travail échangé devient donc| §W = — pav

Le travail total des forces de pression est donc donné par U'intégrale

A
W:/ —-—pdV
1

~ Ce travail est mesuré par I'aire hachurée sur le diagramme (p, V) : fig. I/L.B.
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Fig. IILB

¢} Cas particuliers
— Dans une transformation isochore (volume constant), W = o

— Dans une transformation isobare (pression constante), W = — p(V — Vi)

2. Expression des chaleurs échangées (échanges thermiques)

On rappelle (cf. page 5) que la chaleur regue par un fluide est, au cours
une transformation réversible élémentaire :

— avec les paramétres T et V : 5Q = Cy d7 + 1 dv

— avec les paramétres T et p: 80 = Cp dT + 2 dp

avec, pour » moles de gaz parfait :

d,

nR _ nyR
y—1""F" y-1"

I=p, h=-v, Cy=
Cas particulier : dans une transformation adiabatique : @ =0.

III. PREMIER PRINCIPE DE THERMODYNAMIQUE
ENERGIE INTERNE U /

o Au cours d’une transformation élémentaire, un systdme échange avec le
miliew: extérieur

- une énergie mécanique ou travail § W

_ une énergie thermique ou quantité de chaleur 4.

L’énergie interne de ce systéme subit alors une variation .

U =8W +80Q . )]
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Le premier principe de la thermodynamigue postule que la somme
SW 4 80 = dU est une différentielle totale exacte, alors que §W et §0
séparément ne sont pas en général des différentielles totales,

P

Fig. [L.C

- o Considérons une tranformation ouverte (non cyclique) faisant passer le
¢ systeme de ['état initial 1 & état final 2, par plusieurs chemins possibles
© 1A2, 182, 1C2. Alors que les travaux (Wy, W, We) et les quantités de
¢ chaleur (Q4,0r, Oc) échangés avec le milieu extérienr dépendent du «chemin
¢ suivi», leur somme, qui mesure Ja variation d’énergie interne du systéme, est
% indépendante du chemnin suivi et ne dépeand que des tats 1 et 2 :

Uy~ Uy o= Wyt Qs = Wp+ Qp = We + Oc.

Plus généralement, on a

Uz =U; = Wing+ Q1

\ \ 4
indépendant des dépendent des états
éeats intermédiaires intermédiaires

% Remarques

i (D Daps larelation (1), W et & @ sont comptés algébriquement. On compte
. positivement le travail et 1a chaleur recus par le systeme, et négativement le
" travail et la chaleur fournis par le systéme au milicu exiérieur.

i (2) Lorsque I'énergie cinétique E; et I'énergie potentielle £ » du systéme
@ varient, 'expression (1) du 1° principe est a remplacer par !'expression
o généralisée (cf. Annexe 2 la fin de I'ouvrage et cf. probl. n® 21 et n° 25 de
= ce chapitre 3) :

AU + E. + E,) = $W + 50
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Cas particuliers

o Dans une transformation cyclique, I'état initial coincide avec I'état final
(Uy == Uy); on a done

(W + Q)cycle =0

Cette relation traduit le principe de I’équivalence entre travail et chaleur, au
cours d'un cycle (Wi = |Q]).

e Dans un systéme isolé (le systéme n’échange rien avec le miliey extérieur),
W = 0et O = 0; onadonc U; = Us; I'énergie interne ne varie pas.

» Pour un systéme qui fournit du travail, sans recevoir de chaleur, on 2
W <0et @ =0;s0itU; =U; <0:ilyadonc diminution de I'énergie
interne du systéme, jusqu’au moment oll ses réserves d'énergie s’ épuisent;
. le systéme ne pourra donc pas fournir indéfiniment du travail. Le premier
~ principe s’oppose au mouvernent perpétuel. :

- IV. FONCTIONS D’ETAT UET H :
" TRADUCTION MATHEMATIQUE DU 1 PRINCIPE

1. Fonctions d’état UV et H

L’énergie interne U, définie en III, par{ AU = W + Q | est une fonction
d’état extensive (donc additive), définie & une constante pres.

De méme, I"enthalpie H définie pa.r[ H=U++p-V t,est une fonction d’ état
extensive, définie 2 une constante pres.

Puisque les variations de U et H ne dépendent que de 1"état initial et de I"état
final de Ia transformation, dU/ et dH sont des différentielies totales exactes.

2. Expressions des différentielles dU et dH

D>’ aprés le paragraphe I, on a:

ldUm3W+5Q-_-cvdT+(l—-p)dV H

et dH =d(U + pV) =80+ Vdp = dT + (= + V)dp {2)

3, Traduction mathématique du 1% principe
o La différentielle de la fonction mathématique de deux variables 1 f{x,y), de

ta forme
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. a
- est une différentielle totale exacte si ( L) £ ( ﬁw)
; 3y /., ox /,
. Ol (3A/8y)x est la dérivée partielle de A par rappoit & la variable y, a x = cte.

~ o Doncdl etdH étant des différentielles totales exactes d’ aprés le 14 principe,
% il vient, d’aprés (1) 2t (2),

(50),=[2552] = (32), =[22]
3V J. ar ], p Sy 8T |,

4. Relations généralesde A/ et AH

Pour n'importe quel systtme qui ne reqoit du travail que des forces de
pression, on a les relations générales des variations de [7 et #

AU = Wadiabatique AU ="Cisochors OH = Pisobars

5. Détenies de Joule-Gay-Lussac et Joule-Thomson
e Une détente de Joule-Gay-Lussac (W = 0, 2 = () est & énergie interne
constante AU = O (Cf. probléme n° 5 du chapitre 4).

e Une détente de Joule-Thomson (W = iV —ppVa, O = OYesta enthalpie
constante : AH = 0 (Cf. probleme n° 22 du chapitre 3, et cf. page 397).

V. EXPRESSIONS DES DIFFERENTIELLES di/ ET dH
D’UN GAZ PARFAIT : LOIS DE JOULE

1. Un gaz parfait (G.P.) est un gaz qui obéit

e i la 1° lof de Joule : I'énergic interne n’est fonction que de fa température,

F=va)]

aly

3
donc d’aprés (1), mgg— ={ et 7 = l—p=0,

soit! = p, d’ol d'aprés (1),

dl/ = Cy dT |,
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e 2 la 2¢ loi de Joule : I’enthalpie n’est fonction que de la température,

]

aH
donc d'aprés (2), v G et

$0it h = —V, d’olt &’ aprés (2)

dH = C, dT

SH iy =0,
ap

* 2. Pour n moles, Q’un gaz parfait (pV = nRT) de température T, les fonctions

d'état sont} U = (3/2nRT |et H = U + pV soit| H = (5/2nRT

VI. TABLEAU DE W, Q, AU, AH DES TRANSFORMATIONS

iy (réversible)

DP'UN GAZ PARFAIT
Retations Relation “Transfert mécanique Transfert thermigque Variation Variation
caractéris- d'énergie interne 'enthalpie
tiques pV.T Weegu = —fp qav Qregu Al AY
Transfor-
mation
p=cle
121 vi
{SOBARE —— R W —p(Vy - V) G lp(f~T) AU = Co(Ty = T AH @ oy ~ T}
{pression) I l
{constante)
Ve cle
ISGCHORE I W0 Q= Cy{lz~T |AU=Cov(h =T AH = op(Tr ~ T1)
(volume} n T B
(constante)
T e
P2 Q=-¥
: ISOTHERME peVy = py ¥ W g Vi in (——) v P Al == AH =0
1 | (température} ? =gV lng =
{constante)
VY o o VY " V- pri
' ISEN- [PZ ¥ {W*“——“‘ Q=0 Al = Cy(fh ~ Tl 68 = Cun ~ 10
TropIQUE { {12Y =TV [Hws=cem-Ti
: | (adiabatigue)
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PROBLEMES DU CHAPITRE 3

A. CALCUL DE TRAVAIL ET CHALEUR ECHANGES

1. Détente isotherme d’un gaz parfait

Solution

La transformation est isotherme; elle obéit donc & la loi de Mariotte :

Vi = ppVa = pV =cte = A,

- A
d’olt D= —
Le travail échangé par le gaz est alors
V2 Vi dv Vi
W o _—:—-pde—Af = p V] In e,
v v, V¥ V2
or, d’aprés laloi pV = cte,
Y _ P
Vi pz’
dod W=p Vi In 2% |.
Py

| .
Application numérique : W = 10% . 1. In T —2,3 105 F = —2300 kJ.

Le gaz a donc cédé un travail (signe —) au milieu extérieur. Comme la
variation d’énergie interne est nulle (U, — Uy = W + @ = 0 4 température
constante), on en déduit que le gaz a regu une quantité de chaleur égale au

travail cédé :
Q=—-W=+2300%].
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2. Compression adiabatique d’un gaz parfait

Solution

1. Onap Viy = P2 sz, soit

1
¥
V=W (_EL)
P2

1 \3/5
Application numérigue : V2 = 10 («-:;;) = 5161

2. La transformation adiabatique est régie par I'équation pV? = cte = A.
Le travail requ par le gaz est alors, compte tenu de p = AV,

V2 & A.-vi-r 17 v 7
W = —pdeAf %wV“”dV:[w] .—_[ g }
Yy Vi y=1 ly y—1 4

p2Vo— pi V)
y—1

ou W oo




198

Application numérique .
3.10°. 10~ - 105.10. 1073
W o 10051610 ; 10°-10- 10 822 ]

3

o La variation d’énergie interne est

UDh—-U=W4+ Q=W (car 0 =0).
soit| U %Ul = .W
La variation d’enthalpie du gaz est

Hy—H =Us = Ui +{PVa— PV
[P i oy S
=W =(y—-1}%W

$0it Hg—ley-W

Application numérique : Uz ~ U =822 Ho — H = 1370 ]

On a, pour » moles de gaz parfait,

Uy —-U =W i’J,CVm(Tg - T}

R
or, la capacité calorifigue molaire est Cy, = pyseat donc
Y —
R
W == " (15 - T7).
y—1 .
On en déduit 1'élévation de température du gaz
Wy -1
=T = e
2T py
Application numérigue .
2 I
2 g d’He (He = 4), représentent n = T=7 mole; d’'ob
822 2.
LHh-T = i 3132 degrés,
§,32

=

Chapitre 3
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3. Variation d’énergie interne et transfert thermique

Solution

1.

La variation d’énergie interne de n moles de gaz parfait, de capacité
calorifique molaire Cy,,, lors d’une variation de température AT, est

AU = nCy, AT |,
avec R
Crp = ———.
y—1
L , 8,32
Application numérique : Cy,, = o= 20,8 I/mole-degré.

6
Or, le nombre de moles d’hydrogéne (Hy == 2 g)estn = 5 = 3 moles.

On en déduit
AU =3-20,8-15==936].

On a AU = W + (; la quantiié de chaleur regue par le gaz est alors

Q= AU -~ W |,

avec W = -~264 joules, car le gaz a fourni un travail.

Application numérigue : On obtient Q = 936 — (—264) = 1200 J soit
O =~ 287 cal.
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4. Calenl de fravaws regus par un solide
par deux chemins différents

Solution
pl

L T T T e —— As

1/’

f‘/’
P
1",
P
JJ.'
/"}
,,"

) SO A

:

$

i

T ig kT T
Fig. FIL.1

1. Le travail recu par le solide, au cours de la transformation élémentaire
réversible, est

IV v
AW = ~pdV = ~pi{—) dT +{—]} dp|.
oo (57), e (55),

v av
Or, on a (____) =oVy et (—-—) = ~xVo.
ar /, p Jr
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On en déduit

AW = —pVola dT — x dp) |. h

e Au cours de I’ échauffernent isobare AgA, le travail élémentaire s’ écrit
AW = —po Voo 47,

puisque dp = 0.
Par iniégration on obtient

Wigs = f W = —apoVo(T1 — To) = —apoVaTolk — 1).

& Au cours de la compression isotherme {(dT = 0) le travail élémentaire
s'écrit dW = x Vo p dp; le travail recu est alors

vl 2 2
- xVop
WAAg WXVO P 2o - 0 (k2__‘1}

2 2
Le travail total regu pour passer de 1’état A (suivant le chemin Agd4q)
est done

Wagaa, = Waga + Waa,,
SOit

: Vo(k? — 1) aT;
Wagsay = s — ) | @

La transformation AgA, est représentée par la droite d’équation p = kT,
Lexpression (1) du travail élémentaire devient alors

dW = —ka VT - 4T + xVop - dp.

1.e travail total recu est donc

TZ_TZ Z o e
W= —kaVi (@E_o) Ve (_Pl_z_&) ,

et en tenant compte de k = %, il vient
0

Votk: — 1)
Waga, = 2022 (a4 xpo) |- 3)
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Remarqgue : Les expressions (2) et (3) montrent bien que le travail recu
par ie solide pour passer d’un état initial Ag & un érat final A dépend du
«chemins suivi.

5. Travaux et chaleur échangés entre deux états d’un gaz

Soluiion
Daprés la loi de Mariotte, appliquée 4 I’isotherme A1B, on a

Vi = Vg 25 =3y,
Pa

— Au cours de la compression isotherme A1B, le gaz recoit un travail

W) = nRT In 22

P4
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soit Wy =2RT In3
ou Wy = 2,2RT

~ Au cours de la compression A2 B, le travail est mesuré par 1" aire du trapéze
AA’B’B de bases py et pp et de hauteur V3 — Vg !

(pa-+ ps)Va— Vg)

Wy = 2 )
avec pr=73p,y et VBm——p;i,
on obtient donc

Wy = i«pAVA = L nRT
3 3
ou Wy = —2— RT

— 1L.a transformation A3EB se décompose en une transformation & volume
constant A — 3 (le travail échangé est nul) et une transformation a pression
constante 3 — B (le travail échangé est W = —pp{Vg ~ Va)).

Le travail total mis en jeu est done

2
W3 B M3p,4 (—3— VA) B szVA = QHRT,

500t Ws = 4RT

Or, d’aprés le 1% principe, la variation d’énergie interne est, dans les trois
cas, indépendantes du «chemin suivi»; donc

Up—Upg =W+ Qi =Waot Qpe= W3k 03 =0.

La quantité de chaleur échangée est alors, dans chaque cas,

Q; = —Wy, s0il QO == ~2,2RT,

8
Oy ==~ Wa, 30it Qg = -5 RT,

Q3 = —Ws, soit 0 = —4RT.

Application rumérigue : Wy = — 0y = 5,5k]; Wo = ~ 0y = 6,67 kJ;
W3 = 03 = 10k]J.
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On remarque que le travail mis en jeu dépend du chemin suivi, de méme
que la quantité de chaleur; par contre la somme des travaux et chaleurs
échangés, donc ia variation d'érergis interne, ne dépend pas du chemin suivi

(1% principe).

6. Capacité thermigue et quantité de chaleur. Entropie massiqae

Selution

1. La quantité de chaleur élémentaire, correspondant 2 une variation d7 de
température d'une mole {de masse M) du gaz, est
: Ay Az .
80 = Mc, dT mM(Aowwf;—-i—?z—) dar,

en intégrant, on obtient la quantité de chaleur totale reue par une mole
du gaz;

T 1 1
=M Ap(Ty — T}) ~ A1 It —2 4 Ay | —oe — =
9] {Ao( 2= 1T3) { In T + 2(1"1 7 )]

T
Application numérique : T\ = 300K, T = 400 K: In ""irz— = 0,287;
1
M =28 g; on obtient Q = 28(141 — 141,2 -+ 133,3) = 3726 J.

{*) Cette question 3, relative & entropie, est & relier au chapitre 4,




Le premier principe, Bilans énergétiques 205

7. La chaleur massique moyenne £ du gaz est,

0

i = MO(Ty —T1), | s i
puisque A 1) I N

Application numérique : On obtient T = 1,33 J/ig° C & 0,32 cal/g* C.

3. La différenticlle de I'entropie massique du gaz est

ar dr A
ds:c‘p-—T—ﬂAo—'T_—?‘;—dT'{"

Aa dT
T3

On en déduit, par intégration, U'entrapie massique

A; Az
= A Rl S
s() oInT+ T

4 e

7. Travail isotherme d’un gaz de Van der Waals
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Solution

1. P’équation du gaz s’éerit

RT a

V-5 v’

le travail regu au cours d’une compression isotherme est alors

p.‘:‘.

P v

i iogy Y2 gv
4 W = %pde——RT/ +af —
H ¥ ¥y Vb Vv VZ
Vi—b i 1
W =RT | e e )
ou an-b +a( V2+V1)
U encore
{ b
vi Ty, i 1
W = RT In ~tn —nL_ o e | t
2 P +a(V1 Vz) .
Va

2. Sila pression tend vers 0, le covolume b est négligeable devant V;on a

donc
! b
T b b 11
e uE ) PSR WA DAY (LA
i———i— Vi Minz b(VI Va
Va

L expression (1) s'écrit alors

Vi 1 I 1 1
WeRT In — + R Inl1 ~5b1 v — e |
! Vzw{f n[ (Vl Vz)}+a(V1 Vz)

o,sie € l,onaln{l +e) =g, d’od

1 1 1 1
b ) | [ — - ).
In[l ( Vi V2 )} ( Vi v )

On en déduit Iexpression approchée du travail isotherme recu par le gaz -

v 1
IVmRT}n$é+wamRTm(—L~—qm)
'y

Vi W
terme correctif par rapport
au gaz parfait
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3. Sile gaz éuait parfait, on aurait ¢ = b = O et le travail isotherme serait
alors v
1

W=RT In —.

V2
Dong le travail recu par le gaz de Van der Waals est le méme que celui d’un
gaz parfait & condition que a — RT b = 0; la température métacritique est
alors

&a
Ty = e
Y7 Rp

Irisotherme pV = f(p) admet une tangente horizontale lorsque

2(pY) ] o
[ ap T .

Or, I'équation de Van der Waals peut s"écrire

a ab
V = RT - —
p + pb v + 73
. . . ab
aux faibles pressions, on a b < V; on peut donc négliger v devant
RT; I’éguation s’écrit alors '

a
VaRr b—— I,
? T+p( pV)

a
v RT +p (b= —=),
ou p + pib 7T )
car aux faibles pressions, le gaz se comporte comme un gaz parfait
(pV = RT). La pente de I'isotherme est donc

[8(pV)] _p b
ap 1 RT "

dpV
_g}';’ on obtient [ (;)p ) .
I’isotherme est horizontale, dans le diagramme d’ Amagat (cf. probléme 2
du chapitre 5, fig. V.2).

A la température Ty = = ) : |a tangente de

Application numérigue  Pour le gaz carbonigue COz, on obtient

a
= e 4K,
T 75 104K
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8. Diagramme travail-chaleur de transformations polytropiques

Une mole de gaz palfdit (déﬁn_l par ies vmables mdépex:dames prusszon
p et volume V) subit un 'ansform'atlon reverszb!a au cours de laguelle le
travail W et la quantité de haleur Q xecus par le gaz sont Tigs, .parla relation

W= k0, cette telati mﬁé au cours de- chac;ue 1ransf0rm tmu'
élementaxre
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Soclution

1. Larelation entre travail et chaleur élémentaires échangés s’écrit

W =£k30, 6]

soit — p dV = k(Cy,, dT +1 dV}, avec Cy,, =

dv +Vv.d
.,...Ew._..__-‘i}_e—p_, danc

R et t
= » B,
1 I3

puisque pV = RT,dT ==

~pdV =k ; 1(pd‘V—FVdp)+pdV

ou (y-DpdV+Ek{pdV4Vdp)4+-k(y —DpdV =0
On en déduit

pdViky +(y ~ DI +kVdp =0

dv -1 dp
- e 5 2
ou - (y—l— p )+ » (2)

(en divisant les deux membres par kpV)

d
de 1a forme Ll +n == (0. L'intégration fournit 1a relation
r

1%

(3

pVi=cte | avec [n=1y+
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2. @) La capacité thermique molaire du gaz parfait est, par définition,
8
c=22
a7
Or, la variation d’énergie interne d’une mole de gaz parfait, au cours d’une
transformation élémentaire, est

AU = Cy,, dT = 6W + 30 = 30k + 1),

d’apres 1a relation (1).
On en déduit

a0 Cy,
C o s 2 2 4
dT k+1 @
La relation (3) fournit
-1
A A
n—y
don C =y, k.
n—1

b) e Si la transformation est isotherme (7' = cte), I'énergie interne ne
varie pas :
AU = 8Q%k + 1} = 0,

s0it k = —1, et la relation (4) donne

C=c0

o 51 la transformation est adiabatique (Q = 0), k == oo, d’ol

C=0

o Si la transformation est isochore {(V = cte), W = 0; donc k = O et

C = Cy,

e Si la transformation est isobare (dp = 0}, la relation (2) fournit

el =0 donc k= 1WV;
k Y

d’oll, d'aprés la relation (4),

v+

C= }/CVR, = CPm
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3. @} La vartation d’énergie interne du gaz parfait est, au cours d’une
transformation élémentaire, compte tenu de §Q = W/,

dU::CvdemcSW-%—éQxéW(k_Zl )

Le travail élémentaire recu par le gaz est donc

SW = d(pV)

kCy kCy
= AT =
k+1 k+1 R

m

En intégrant, on obfient le travail W fourni au gaz:

kCy, R
W —— T Vo — ;i V1), avec Cy_ = ,
%+ DR (p2Va — p1 V1) =T
doil we K _pV-pV
‘ k+1 y—1
. S k
Remarque : Dans une transformation adiabatique, k = co et PR tend
4
Vi—mV

vers 1 et W — Wagiap = ﬁ—;———‘?——‘-

k41

bj La variation d’énergie interne dU/ = §W ) ne dépend pas du

«chemin suivi». Comme, ici, §W est proportionnelle 2 dU, ¢’est que §W
ne dépend pas du chemin suivi.
Donc, par voie réversible ou irréversible, le gaz regoit le méme travail

[vi=]

4. a) On reconnait que ;
—~ A1 As : adiabatique (car Q = (),
— AzAz; isotherme (car W = —Q), soit AUV = W 4+ Q =0,
~ A3Aq :isochore (car W = 0), ¢’est donc une transformation & volume
constant.
Puisque A A est une adiabatique, on a

mVa— p1Vy
Wy = o = m V71,
0 v =1 P
$0it szg::]/p;V; ou RT; =vyRT,

d’ol L=y
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De plus V) 7 = 1V,
p bl H

1
dod Vo=V yT7 |

v
PPV g
2
Le long de l'isotherme Az As,

o
et pp = pr=proyr

=1

RT;

-

b3

V-
et Wy =RT: ln'—e'%"“ﬂRT’g IH-VB- =p V)= RT} =
2

1
On en déduit Vs = Vye¥,

L1
d’ote Vi = Vpepl-y e¥ |,

¥

L o1
etpy=poe 7, d00 | py=poy7ie ¥

P
1
1 Ay
$\ ‘g’__ isatherme To=Ty
5\ g
%/\\
?\\/;‘\
A
Fig. I1L4

Le long de I’isochore 4344,

Vs=Va

Deplus, Us — Uy = W+ @ =0=Cy, (Tz — T




Le premier principe. Bilans énergétiques 213

Ponc Ta=T1

RTy wgg.? -
Vs =pnY

Enfin Py =

Application numérigue :
1
T =420 K; V, = 24,96 - S 10,76 1; py = 3,24 - 10° Pa.

]

=T =420K; V3 =22,01; p3 = 1,6 - 10° Pa.
Ta=T =300K;,Vy=13 =220k psy = 1,13 - 106° Pa.

b) Dans le diagramme (p, V), les points représentatifs A; et Ay des £tats
inirial et final ne sont pas confondus, contrairement au diagramme (W, ().

B. BILANS ENERGETIQUES DE CYCLES REVERSIBLES

9. Vérification du premier principe pour trois cycles représentés
en diagramme (P,V), (T, V) et (T,P)
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Sclution

a)

Variables p,V :
o Les travaux échangés avec le milien extérieur valent

~Ie long de Pisobare 1 ~» 2: Wi g = —p (Vo — V)),
- le fong de Fisochore 2 - 3: Wy 3 =0,
—le long de Visobare 3 — 4: Wy 4 = -~ pa (V) —~ V),
- lelong de I'isochore 4 — 11 Wy = 0.

Le travail total échangé avec le milieu extérieur est donc

W= "W,

ou W= {pz— p1}{(Va - V1)

Remargue : Le ravail W = % —p dV est également mesuré par 1'aire

hachurée du diagramme (p, V), qui est un rectangle de cotés (Vo — V) et
(p2 — p1); ce travail est compté positivement car le cycle est décrit dans
le sens trigonométrique direct.

Dans fe diagramime de Clapeyron (p, V), on a donc

= {pz — p) (Vo -~ V1)

e L.es quantités de chaleur echangées valent compte tenu des équations

piVy = R,
' s mVz = RD;,
d’état paVy = RT3,
p2Vi = Ry,
- 1e long de V'isobare 1 — 2 :
T R ¥
Qize= | CpdlT =2 (-1 = pr(Va = V),
7 y—1 y—1

—le long de Pisochore 2 — 3.

& R 1
02 = f Cyy dT = —2 (T3~ Ty) = Vol — b1,
T y =1 y -1

2
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~ le iong de Visobare 3 —» 4 :

Ty
YR 14
= | €,y dT = —te (T — T3) = — Vs — V1),
O34 o — Iy —T3) o pa{Va — V1)
- le long de P'isochore 4 — 1
iy
Qui = Cy, dT = (-1 =- Vi{p2 = p1).
T4 y— 1 y—1

La quantité de chaleur totale échangée est alors @ = Z G, soit

viVo— V(pr — p2) + (p2 — p)y(Va = V1)

Q= =1
ou Q = —~{py ~ p}V2 = V)
Remarque : Ona W = — 0, ce qui vérifie le principe de I"équivalence :

@+ W)cyc!e z= 0,

b} Variables 7', V.
® Les travaux échangés avec le milieu extérieur valent :

~le long de 'isochore 1 — 2:
Wiz =0,

~le long de I'isotherme 2 — 3 :

14 Va
Was = R1p In —— = —RT; In www,
2.3 2 i v 2 n Vi

—le long de isochore 3 -» 4
Ws4 = 0,
- le long de isotherme 4 —» 1

V2

W, = RTy !} .
4,1 1 i v,

Aucoursducycle I — 2 — 3 — 4 — 1, le travail total est échangé est
W= Wi,

v
ou W= —R(T5 — T{) In —-
Vi
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2 Les quantiiés de chaleur échangées valent .
- le long de l'isochore 1 — 2
T R
Qip = Cy, AT = e (T — T7),
T Y= 1
~le long de I'isotherme 2 — 3 :
\%
Q23 = —Was = +RT; In —=,
Vi
~ 12 long de I'isochore 3 — 4 ;
T R
Osa= | Cydl =223 -1,
Ty Y - 1

~le long de l'isotherme 4 — 1 :

V;
Q4'1 = WW4,1 m -RTI In —*2-
4

Aucoursducycle I — 2 — 3 — 4 -» |, la quantité de chaleur totale
échangée est O = ¥ (O, soit

V.
0= R(T ~T)) In —>
Vi

Remarque : Le principe de I'équivaience (@ + W)gyae = 0 est encore
vérifié. Mais jci W <« O et @ > O: le systéme fowrnit un travail et recoit
de la chaleur, contrairerent au cycle précédent.

¢) Variables T, p.
» Les travaux échangés avec le milieu extérieur valent :

- le long de Visobare 1 — 2:
Wiz = —pi(Vz ~ Vi) = ~R(Tp ~ T),
- le long de isotherme 2 — 3 .

Wse=RT5 In wf?m.

B 21

—le long de I'isobare 3 — 4 :

Wia=—pV4~ V35) = R(TL - T7),
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—le long de isotherme 4 — 1:

Wy = RTy In Bh = - RTy In 22,

P2 P

Aucours ducycle 1 = 2 —» 3 — 4 — 1, le travail total échangé est

W= R(Ty ~ T)) In 2=
P

o Les quantités de chaleur échangées avec le milieu extérieur valent :
~le long de 'isobare | — 2:

¥R
y—1

T;
01 = ] Cpp dT = — (T — T,
T

- 1e long de U"isotherme 2 — 3 :

Qo3 =-—Wps3=—-RTz In 2
15

- le long de I'isobare 3 — 4 :

T R
Ora= | Cppdl = —t (1T,
T Y- 1
—le long de Visotherme 4 — 1
Ouy=-Wiy=+RTN In 22
P21

Ancours ducycle | = 2 — 3 — 4 — 1, la quantité de chaleur totale
échangée est

0=-—R(T—T) ln 22

Pi

Remarque : On a encore évidemment (W + Q}cycle = 0,avec W > Oet
0 < 0.
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10. Bilan @’énergie du cycie de Lenoir

1’émt initial d"un
pascals, Vo j

5

. Solution

i

i 1. L'étatinitial du gaz, représenté par le point Ag, est caractérisé par

po = 2 - 10° pascals,
4] Vo=14- 1072 m?,

¥,
| ngﬁ‘?ﬁ& =336,5 K.

P
A
pgzzpﬁ --------------- ?
i
Bo promeee A
0 Y 2}0 "
Fig. ITL&

A a fin de la détente isobare, I'état du gaz, représenté par le point A,, est
caractérisé par

E.m..._.._.__ P
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Pi1 = Pos
Vi = 2V (par hypothese),

mvi 2p0Vo
= s i = 2T,
T 7 R I

L.a compression isotherme BC s’effectue A température constante :

Ay

Ty =27 =673 K

A la fin de la compression isotherme, I'état du gaz est alors représenté par

1%
= £ 2pg (d’apres la loi de Mariotte),
An Va
Vo,
275,

La pression maximale du gaz est donc

pa = 2pg = 4 - 10° pascals

2. Les travaux échangés, au cours de chacune des transformations sont :
— détente isobare Apd; 1 Wy = —pp(2Vy — Vo) = —poVo = —2800 ],
- compression isotherme A1 A ¢ Wy = RTY }nm‘?—z-« = 2RTy In 2 soit
Wo = +3864 1, i
~ refroidissement isochore AxAg @ Ws = O (& volume constant).
Le bilan mécanique du cycle est donc
W o= Wy ++ Wy 4+ Wy & 1064 J/mole.
Au cours du cycle, W + @ == 0; la gnantité de chaleur échangée est donc
Q = —W = —1064 I/mole = —255 cal/mole.

W est positif, O est négatif; par conséquent, le systéme a recgu un travail
qu’il 2 intégralement restitué au milieu extérieur sous forme de chaleur.
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i1, Compresseur : bilan énergéticue et travail maximal

A).
mi
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Solution

A}

1. Les travaux fournis par le piston sont :

— pendant I’ admission : W, = 0 (car la méme pression py agit sur les deux
faces du piston);

~ pendant la compression adiabatique®™ :

rvf . GVU
W, = ZLLLTPOT0 e (Vo - VDI
Svrrerr—— s

y—1
- Travail fourni
Travail de sur la face extérieure
compressiozn

-- pendant I”échappement

W, = = po(V{ — 0) + pi(V] = 0) = (p} — pO)V;

face extérieure  face intérieunre

) pourla sustification de la relation ci-dessous doanant ke travail We, se reporter & la solution
du probléme n® 14 du chapitre 4 (3% question a}).
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Le wavail total fourni par e piston, pour un aller et retour, est donc
¥ — PV
p -1

}/ ! 4
ou W o= -};“:“i“ (P Vi — poVa).

W=W,+W. +W, = - peVo + pi V|

Or, o a
poVp = RTy et p;V{ = RT]/.

L.e travail fourni est done

Ry

W o=
Yo

() — To)

PV,

P, J

]

Admission Compression Echappement
Fig. HIL9

La température T du gaz, & Ia fin de fa compression adiabatique, est
I=y
}l
Tll = Tp (_E_?_) .
Pj
Application numérigue : T) = 300010027 = S80I, W ~ 8150 1.

B) 2. Le travail fourni par le piston I est, d’aprés la 1™ question,

RyTo (1)
y—1\ 7

i

W)

Le travail fournt par le piston 2 est :

- pendant I’ admission :

W, = —(p| ~ po)Vy;
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i
B
- pendant la compression adiabatique qui améne le gaz de I'état § V|

Ty
Pt
atétar { V1.
7/
Vi - pi ¥
y —1

W, e

<

— po(V] ~ V1),

— pendant }’échappement :
W, = (p1 -~ po} V1.
Le travail total fourni par le piston 2, pour un aller et retour, est done

! r Vi—-mV| XYY
mwm+m+%mﬂ¢ﬁ;me“m%

Y
ou Wy = y— (0 V; min{)

avec p1Vi = RT) et p\ V| = RTy,

T.h’
donc W = V—R—?EL St S {
y—1 \ T

3. La somme des travaux est alors

el §

avec P i B =¥ i3
15 (P’z

ot _Zz”_ﬂ(ﬁi_)?‘m mj;m,gg_) 7 :(_x_)"?’“

Ty P po 1 ¥/

¥
Onadonc | W e y"y—+(w) -7
¥

=0,

, . . d
4. 81 x est constant, ce travail fonction de y est minimal lorsque 1

aw -4 -l 1z
soit “d—ﬂRT()(y ¥ —x ¥ -yY ):0
¥
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y=l 2l A
ou ¥ ¥ =y ¥ etenfin y2 == (_f_l__) = X,
o

On a done Py = povx |

o On peut vérifier qu'il s’agit bien 12 d’un minimum, en remarquant que

dw

e 81y —>
¢ dy
¢ aw _

— >0 s y-> co.

Fig. 1119

@ La somme des travaux fournis par le piston est alors minimale et vaut,
puisque y = x /2,

T =L = x=i
Wmm(xﬁ?_+x 3 __2)?

y—1
2 i}
ou wﬂﬂ(x@_l)
y -1
- 1

m—m—,;-'-—;x= 10;T0:300K.

Y
On obtient W = 7 - 8,32 - 300(10"7 — 1} &~ 6 800 J.

Cette valeur est bien inférieure & celle trouvée au paragraphe A, qui
pourtant ne concernait que le travail du piston 1.

Application numérigue :

o La quantité de chaleur cédée au cours des refroidissements 2 pression
constante est

Q = C!?m{T{ - TQ): avec C[’m == h;“......._._

¥ RTp T{ )/RT()(}’__”:l
d m= e | e ] e 7 —1].
ore @ ymi(To y—1 \”
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Or, dans le cas envisagé, y = x'/%, on a donc

RT rol
Q:-y-—i(x'zy—l), soit | 0= — W
y —1 2

Application numérique : O = 3400 J.

12. Congélateur 3 ammoniac : bilans énergétique et enthalpique

Compresseur Comprosseus
b}

Evaporateur Réservoir intermédi?ire Condenseur

Cycle 1 ) Cycle 2 )

Détendeur Détendeur
[>T} o>}




226 Chapitre 3

1 = —=35°C, p; = 0,95 10° pascals.
(plesswn de vapeur samrante an),. ‘

Cycle 14 ’1 désigne la tempémtule ala some du prermer compressem
C .:1 =3°C, py —49 - 10° pascals

’ (pressmn de vapf:m ‘Saturante 3 @ 31)

" «-r2-=35 C ph 138 lospascals i
; (pressmnd vapeur satumntehtz)

V. corresponda
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Compresseur

Evapo;‘amur

14=-3%°C

. p,:&gs.ms

227
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Détendeur
()

Cycle 1 3, Cycle 2 3

G échangée
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Sotution

a)

b)

17 question

La transformation adiabatique réversibie obéit & la relation

=1
-y ey N
Tp 7 =T"p"7 . doi T”:T(i’-—> 1%,

P .

e A la sortie du 1% compresseur, la température absolue est donc
y—1

/ "’y“‘
T =Ty (._E_f_) =238(5,16)*/1* = 347,5 K ou t} ="74,5°C.
Pi

s A la sortie du 2° compresseur, la température absolue est, d’aprds la
relation (1),
¥l

4 i
Ty = Ty ( P2 ) avec T, = Ty, par hypothese.
i p2

Application numérigue :
Ty = 276(2,82)%1 = 350,5 K out] = 77,5°C.

La compression étant adiabatique (4@ == 0), le travail élémentaire regu
par »n moles de gaz est

dW =dlU =nCy, dT = n dr.
y -1
Le travail nécessaire pour comprimer n moles de gaz est done
R
W s e (T T
Yo

_— , . ) 10600
Application numérigue : 1 kg &’ ammoniac renferme n = 7 moles.
Les travaux cherchés sont done

w) = yan (T = T) = V18,4 K]
et
wr = Ry — ) = 121,61,

y -1
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2% question : Cycle 1

a) Lavariation d’enthalpie d’une masse m = 1 kg d’ammoniac liquide entre
état B (3°Cretl'dtat A (—-35°C)est

AH = Hy—Hp = Uy ~Up+(pVia— (pVig.
st pstrtss bt

négligeable

Done, on a AHy = me(t) — 1) |
W
Réservoir intermédiaire SO—
T
Cyele 2 l
p;137.10°Pa
é 1435°C
i
o}
Fig, 111,15

Application numérigue : AH) = 4,6(—35 —3) = —174,8 k].

o La variation d’enthalpie de la masse m = 1 kg d’ammoniac passant de
I'état B (liquide 2 3 °C) & état A’ (vapeur saturante & —35 ° C) est

AHy = Hy — Hp = (Hy — Ha) -+ (Hy — Hp)

ou AHy = mL_z500) + me(t) — t{} .

Application numérique - L35 0c) = 328 - 4,18 = 1371 kl/kg;
AHy = 1371 - 174,8 = 1196 k].

e Lors de la détente isenthalpique considérée, mx kg ¢’ammoniac sont
vaporisés; donc on a

AH = HA" — hTB = iﬂC(?l - f;) -t me(,i) == O;

. oIy — 1)
soit X e
L(J’l)
174,8
Application numérique | x = i 12,8 %.




Le premier principe. Bilans énergétiques 231

b)

s Puisque x kg d’ammoniac sont vaporisés lors de la détente adiabatique
et isenthalpique, le milien extérieur doit fournir 2 I"évaporateur la quantité
de chaleur O nécessaire A la vaporisation de la masse restante ' = 1 —x,
$0it

0 = m'Las+c).
Application numérique :m’ = 0,872 kg; 0 =0,872-1371 ~ 1 198 kJ.
 La variation d'enthalpie entre 1’ état initial et I'état final est

AHp = AHisenthalpic;ue +A Hvaporisation 4 pression constante == of
20 =0

Ce résultat est vérifié puisque AH, = ¢, = 1196 kJ.

La quantité de chaleur cédée au 2° étage par le réservoir intermédiaire
(jouant le role de condensenr) est égale & la somimne des chaleurs absorbées

" lors du refroidissernent et de la condensation :

Q = mep(t ~ 1)+ mlyy | 2
ittt e e

refroidissemeant condensation

Application numérique : L(,:l) w= Lgooy =294 4,18 = 1220k},
cp = 0,5-4,18 = 2,09 kl/kg; d’oh @ = 2,09- 71,5+ 1229 = 1378 kJ.
3¢ question : Cycle 2

s 17 méthode : Le réservoir intermédiaire, jouant le rile d’évaporateur
pour Je 2° étage, regoit

— une quantité de chaleur g, provenant du 1% étage,

— une quantité de chaleur ¢’ = mc(t; — #) provenant du refroidissement
du liguide entre le condenseur (2;) et le réservoir (22).

La chaleur totale regue, soit ¢ + ¢, est utilisée pour vaporiser, at; = 3°C,
I’ammoniac liquide

g+q =mly,

donc g = m[L(,z) - C(Ié v Y] 1L 3

Application numérique : g = 1229 — 4,6(35 — 3) = 1082 kJ.
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b)

a)

- Autre méthode : La proportion y d’ammoniac vaporisé fors de la détente
isenthalpique du cycle 2, se calcule comme x (guestion 2. a) -

La quantité de chaleur ¢ échangée au nivean du réservoir intermédiaire
représente alors la quantité de chaleur nécessaire pour vaporiser la masse
m{l — y) d’ammoniac, & t, = 3 ° C, soit

g =m(l = y)Liyy = m(L ~ yL) = m{L ~ c(t; — t)].
On a ainsi retrouvé Pexpression (3).
o Caicul de ¢; : La quantité de chaleur g, échangée avec 1'extérieur, au
niveau du condenseur est égale i la somme
~ de Ja quantité de chaleur absorbée lors du refroidissement du gaz, de )
a1y, soit me, (8 — 13);

- de la quantité de chaleur absorbée jors de 1a condensation 2 t£ , $0it
mL(té);

done gz = m[cp ([g o fé) + L{ré)

Application numérique : g» = 2,09(77,5 — 35) + 267 - 4,18 == 1205 k]J.

La quantité de chaleur @ cédée an 2° étage, par | kg d’ammoniac effectuant
le cycle 1, sert & vaporiser la masse ma(1 — ¥), non encore vaporisée :

O = maq, car ¢ représente la chaleur échangée par unité de masse
effectuant le cycle 2; donc

137
icati Srigite T g = ——— =2 1,27 kg.
Application numériqie = mo 1052 7 kg

4¢ question : Etude dn congélateur complet

En comptant positivement les quantités de chaleur et les travaux recus par
le congélatenr, et négativement ce qui est fourni par le congélateur, on
obtient les résuliats suivants :




Le premier principe. Bilans énergétiques 233

O; =+1196K, Wy =+178,4K],
Oschangée = 1378 KJ,

0y = maga = 1,27(—1205) = —1 530 kI,
Wa = maws = 1,27(121,6) = 154,4 k.

b) D'aprés le 14 principe de la thermodynarnique, au cours d'un cycle, la
somme des travaux et chaleurs échangés est nulle; on obtient ainsi

(W) + Wa)+ {02+ Q1) =0.

Vérification : (178,4 - 154,4) + (1 196 — 1330) = 0 : la cohérence des
résultats est donc satisfaisante. :

_ C.BILANS D’ENERGIE’.
LOIS D’EVOLUTION DES TEMPERATURES

13. Equaiion calorimétrique. Détermination de température
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Solution
i, Enire les instanis £ et £ + dr, la température du calosimatre 8" élave de §

4@ + df. La quantité de chaleur recue par le calorimétre est alors I d&,
et la quantité de chaleur cédée par le liquids (de masse dim == k df) qui a
traversé le serpentin est (& dt)c(@; — @).
L’ équation calorimétrigue s’ écrit donc
I'df = ke(@y — 8) dt,
dg ke

ou = e e (I,

& — 6 r

L'intégration fournit
ke
In{@ — &) = —-‘—'f;“ t - cte,

ke,
ou O=0+Ke T

La constante d'intégration K est déterminée en écrivant qu’a I'instant
1 == 0, la température du calorimétre est 6 = 8y, d'ot K = 8y — 8.
La loi de variation de la température 8(t) est donc

0(r) = 8 — (8 — BT |. M

a) La masse m = 100 g a traversé e serpentin au bout d'un temps
m
fm — = 100s;
k

la ternpérature du calorimétre est alors

0.4-100
§ =80~ (80 — 15)e™ @0 =80 65" =21,5°C

b) A I'équilibre, I’équation calorimétrique " écrit

I'{e — 8y) = me(fy — &)
[ U — S ————
guantité de chaleur guantité de chalenr

regue par le caloriméte cédée par le liquide chaud

mefy - 6y

SOit G e
me+ T

Application numérique 1 8 = 20,9°C.
ke, 6 -6

T -8

La relation (1) est encore valable; on en déduit e
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la capacité thermique du gaz est donc

Application numérigue .
c=4In T 3,37 cal/g ° C = 14 . 10° Vkg-degré.

14. Loi d’évolution des températures d’un fil chauffé

Solution

et

pl
s

3. Dans Uintervalle de temps dt, ie fil de fer de résistance R =
parcouru par le courant électrique d’intensité [
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l
— regoit par effet Joule Pénergie dW = RI% dr = p —I% dt
§
—etrayonne 'énergie dW' = P/ dr =%k . S-¢ - dr

Pendant ce temps dt, la temnpérature du fil de masse m s’ éleve de § 42 -df;
le bilan énergétique est traduit par la relation :

i
mcdd =p— [dr —~k- 5.8 dr
5

avecm = puslet § = 2nrl = 2p 2 4 (r = rayon du fil}, donc
Y =

df Ie 2k
oIt _ 2% [, o
dt Lics? we Y s

a) Sion suppose p = cte = py, 'équation différentielle (1) s’éerit :

de

- 4+ AG = B
dr +
2k
avec A= ey i (2)
e 7\1 s
et B = 2oL 3)
ucs?

La solution générale de I’ équation différentielle est donc

i B

: §=— -+ K. .e

j A ©

: On détermine la constante K 4 partir des conditions initiales 1t = 0,0 = 0
B B

donc K = ——- et = - (1~ e~ soit, d'aprés (2) et (3),

PUI?" w372 —gﬁﬁf
§ = s TV S 4
Yefm | © @

La loi d’échauffement (4) peut &tre mise sous la forme

§ = 8,(1 —e™7)

o La température d’équilibre du fil (atteinte théoriquement en un temps




Le premier principe. Bilans énergétiques 237

64

8

fm

Fig. 1IL16

infind) est

:OOIZ w32 |~
Qm B e / = 880 C
2k T d

e La constante de temps de cette évolution est

ou T e (i (=29 48

1*1
T A 2N w

e At bous de ¢ = 60 s, Ja température est, d’apres (4),
_.60
9:8(1 -8 2‘9"‘4") = 76,5°C,

La constante de temps étant inféricure A une demi-minute, la température
d’équilibre est en fait pratiquement atteinte au bout de quelgues minutes
seulement.

) En fait, la résistivité du fit croit avec la température suivant la loi
p = po(l + a8}, donc Péguation différentielle (1) s’écrit en conservant
les relations (2 et {3) :

de

-— A-—-aB)y =B 5
o +H{A—aB) ©
- B ’ ~{A~aB)t. o
La solution es8f & == e 4+ K’ . g csit = 0,0 = 0 donc
3 A—aB
K = ~ et finalement
Al
o = B [E " e(A-—r:B)f]

A-—aB
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La nouvelle loi d'échauffement du £l est done, d’aprés (2) et (3),

; ~(BvF -l ),
TV
pl?

On en déduit, dans cette hypothise plus réaliste,

o ENd b ’ 1 o
o la température d'équilibre} 8 = W = 156°C
__Wm -
/ l ~r
¢ la constante de temps| 77 = =28.4s

2k | pol?
eV s Hest

On a donc pratiquement | 8/ > 26, etf T~

2, 5ile l est therriquement is0lé, la chaleur produite par effet Joule sert
intégralement & échauffer le fil. Les résultats généraux de la question 1. b)
restent valables, avec ici k = 0 ou 4 = 0 donc la relation (5) s'écrit

de de
[ 9

g =B +ad) o oo
Intégrons : In(1 + af) = aBr - cte

5i t=0,80=0 donc cte=0, et 1-+af =et®,

soit @ = S (B 1)
44

=ab dt

1 an It ‘
donc G = — (e Hes® i)
a

Sit = 60 s, on obtient avec les données numériques de la 1™ question :
§=290°C,
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15. Compressions et détentes successives ¢’un gaz parfai

Solution

1.  Au cours de la transformation adiabatique réversible, on a

i=y 1y I
Tp 7 =cte, soit Top,’ =Tipy’ ;
L=y
piy 7
donc h=" (m) . {1}
20

4]
Application numérique : T1 == 273(20)" 141 = 114,3 K.

Ly
¥
2. a) Onamaintenant 7, = 1} (%) ou d’aprés la relation (1)
0

Z(Ey—y)
=T (ﬂ)
Po

22
Application numérique : Ty == 273(20)7 141 = 47,9 K.
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b} Latempérature atteinte par fe gaz, au bout de # = 3 doubles opérations,

est
3~

Ty
¥ I3
=T (_EL) -7 (_E_L)
P20 Fo

Un raisonnement par récwrence donne la température atteinte au bout de
n doubles transformations successives :

n{l-=-v})
¥
=T, (_BL)
Po
64

Application numérique : pour n = 4, Ty = 273(20) 714 = 8.4 K;
pourn=3,7Ts =3,5K.

Remarque : Par ce procédé, on peut atteindre de trés basses températures,
al bout d"un grand nombre d’opérations.

La capacit¢ calorifique & volume constant d’une mole de gaz parfait est

Cy, = - La variation d’énergle interne, an cours de la n'®™ double

opération, fatsant passer la température du gaz de T,,..; & 7., est

a(l-y) (=11}

RT i v
AUy = Cyy (Ty = Tyy) = —20_ (—EL) -~ (—*”m‘m

v 1 o po

a(l—y) y=)

ou AUnzmﬁb_(ﬁL) y 1__(_195__)”
y—1 \po

Application numérique : n = 5, AUs = ~99 4 joules.

e Le long de Pisotherme, le travail regu au bout de » doubles opérations
est (Ja température étant T,._1)

(r=1)(1—y>
py NPT
W =RT, mEth ou W =RT (l—‘—) i 2L
Po Po Po
La quantité de chaleur échangée est alors 0, = — W,.

e Le long des transformations adiabatiques, la chaleur &changée est nulle
et le travail échangé est W, = AU,.
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e Au total, pendant la n®™ double transformation,

— e travail échangéest W, = W, + W, ou

wi) i | |
W, = RTy (_m__) (_.,{’,.L) (m P ) .
Do Po Po y—1 y—1

— et la quantité de chaleur échangée est

=D (1—~y)
1

i3
0, = —RT (Jﬂm) I 2L
7o Po

Application numérique : n = 5; Ws = 110 joules; Qs = —209.4 jouies.

16. Chauffage d’un appartement. Bilan d’énergie thermique
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Soiution

1.

Entre les instants voisins ¢ et + 4 dr, Uappartement de température 8(1)
- re¢oit de la part de chaque radiateur 1'énergie thermique {chaleur)

§0; =q(6) —0) dr ()
— et céde & Pextérieur I’ énergie thermique
80 = (6 — ) dt (2)

Lorsque Pappartement chauffé atteint sa température d’équilibre 6 = 4,,
I’énergie thermique recue de la part des trois radiateurs est intégralement
restituée au milieu extérieunr, soit

380; = §0s,
ou, d"aprés (1) et (2),
3101 ~ 0e) = qa(8, — 62) )]

donc la termpérature de I'eau chaude qui circule dans les radiateurs est

6 =6, + L (8, —8y) |=62°C
3m

@) La différence des énergies thermiques regue et cédée par le local entre
les instants ¢ et ¢ + dt sert & €lever sa température de d@.
1.e bilan énergétique est donc traduit par 'équation différentielle

3801 — 80y =C-df (4)
ou, d’aprés (1} et (2),
de

C 'a‘f"' + (3g1 + g2)6 = 3q16; + g2 3)
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b} La solution générale de (5) est

3g,6 & 3t
0(t) = 161 + 28 + K-e e,
31+ 2 e
(RIS S solution sans 2° membre
solution en régime permanent
= 8, d’aprés (3)
SOit By =8, + K- eV avec |t = .__E___.
g+ @

A Uinstant ¢ == 0, 8(0) = 8, il vient K = 8y — 6., d’oll la loi d’évoiution
régie par le temps de relaxation 7 :

B(t) = 0, — (8. — Bp)e™'!" (6)

99
¢) Le local atteint 1a température limite 6, A 1 % prés sif = ST B, soit

&’ aprés (6), T%B" = (B, — B) - "7/, donc 2 instant

r=cmf100(1-4 )]
Be

Application numérique : v = 60005; T = 24 366 5 = 6 h 49 min.

3. @ Pendant la fermeture des radiateurs (5Q1 = 0), la relation (4) devient
—~80p = C - d8 ou, daprés (2), —go(6 — G} dt = C - dF

mo——d

8 — 6 C d

dont P’intégration entre les instants 0 et 77 fournit

soit, en séparant les variables,

flac6 — 6150 = [-L- z]'ﬂ

C =0
S0it
90——92) —{q2 C (Qemev)
1 = T, etdo T = — -
ﬂ( e — & C ne g2 o By —~ 62

Application numérigie : T == 9417 s 22 2 h 37 min,

Remarque : L’expérience déerite en 3) permet de déterminer g; si on
mesure expérimentalement la durée 77, et expérience décrite en 2. ¢)
permet alors de mesurer ¢ si on mesure expérimentalement la durde T
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#) La variation d’enthalpie du local est mesurée par ia quantité de chaleur
perdue, soit

€y
AH = .48, ou | AH = —C(8, — by) | == 366 M].
e

17. Evolution en vase clos d'un sysidme isolé & 2 compartiments

On cons1dere un cylmdre ferme dont les parms sont adaabauqucs De
o s Cyet Cz,

Solution

A Téquilibre, Cy est rempli &’air dans U'état (p1,V;,71) et C2 d’air dans
Iétat (pa, V2, T2).

Les équations de Laplace relatives aux transformations adiabatiques du gaz
dans chacun des compartiments s’écrivent ©

poVy = vy, (D
QPOV(} = ng-) . V5]

Comme, & I’équilibre, les pressions sont les mémes de part et d’autre du
piston II, on a py = p»; en divisant membre & membre les relations (1) et (2),
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on obtient alors

V. ¥
2= (w‘:;%—) , avec Vi 4+ Va=2Vy (volume total constant).
1

2V 4 V i
Donc 2= (—0 - 1) . soit uﬁ‘-’m = (1 +2'7).
1
L.a pression finale des gaz, dans chaque compartiment, est alors, d’aprés la

relation (1),
Vo \7 142V \Y
PL=po (—W) ou ipy = P(}(““—z—-—)

Application numérique : on obtient py = (1,32)"/° = 1,47 atm;

etV = 1—"2— soit Vi = 1,521, et V3 = 2V — Vi, soit V = 2,48 L.
Pour obtenir la température 77, on écrit la loi des gaz parfaits
pVi _ poYo
Ty Ty

On trouve Ty = 334 K; de méime, on obtient 15 = 274 K,

18. Evolution en vase clos d’un systéme non isolé
4 deux compartiments




246 Chapitre 3
Sotution
Etat initial Etat finai
Cy Cy G G |
D musnarierif Cmramasnnnd i (
Po Py R P,
Milieu v v Milieu v Yy |
axtérieur 0 g axtérieur
TU Ty T Ty
st |
Tig. [¥L.18
1. L'équilibre mécanique se traduit par| p; = pz |= 3pp = 3 atm. D’autre

part, fe gaz contenu dans C a subi une compression adiabatique réversible,
en passant de P'état { g, Vo, To) & 1'état (p2, V2, T3); done po V) = VY,

iy
soit Vo= Vo (—EQ—)
P2

Le volume du gaz contenu dans C; est donc réduit & la valeur
Vo=2-(3)""° = 1,031

On en déduit le volume du gaz dans € :

Vi =2V~ Vo |= 2,971

Fafin, ia ternpérature de gaz contenu dans C; est

1 d
Y
=T (ﬁz,)
Po

soit Tp = 273 - (3)¥° = 423,7K ou 150,7° C.
- v
Ft d’aprés I'équation des gaz parfaits pT =

cte, on oblient la

température du gaz contern dans C; :

soit Ty = 1216 Kou943°C.
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2. s Lavariation d’énergie interne de » moles du gaz dans € (dont la capacité

uiR
calorifique & volume constant est Cy, = TT) est

nR
AUy = Cy(Ty = Ty) ou AU = “;":‘r(Tl -~ Ta),

Vi~ po¥y

A =
{7 o1

Applicarion numérigue : AUy = 1040 k]J.

s De méme, la variation d’énergie interne du gaz dans C; est

p2Va — paVo

AU, =
2 '}/“"'1

Application numérigue : AUy = 164 kJ.

La résistance chauffante a donc fourni 1’énergie

E= AU+ AL, soit £ =1204Kk].

D. MESURE DU RAPPORT vy DES CAPACITES
TEERMIQUES

19, Mesure de y par la méthode de Clément-Desormes
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Solution

i

L équation de Iisotherme d'un gaz parfait, pV == cte, s"écrit sous forme

différentielle
dp av
“’;" + 7 =

la pente de I'isotherme au pbint (p,V) du diagramme de Clapeyron est

alorsg
av J v

o De méme, 1'équation de 1'adiabatique du gaz, pVY = cte, s’écrit

d dv
dp 4V

= 0.
r Yy
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La pente de I'adiabatique au méme point (p, V') est alors

dp P
(W)Q“ vy @

En comparant (1) et {2, il vient
dp
av /,

&)

dv /.,
v est done égal au rapport des pentes de " adiabatique et de lisotherme au
méme point (p, V).

3)

P
1
520%-3’3 _____ WO
"‘90( e,
- ®
4%66 Echauffement
(27 isochore
Vg
" @
Vy V'0+M Y
Fig. 111,20

a)e A Pouverture du robinet, pendant un ternps trds court, 1l §’est produit
une détente adiabatique car aucune chaleur n’a eu le temps de traverser
les parois du récipient, pendant 1'instant trés bref d’ouverture) et quasi
statigue (I'état du gaz est resté voisin d'un état &'équilibre, compte tenu
de la faible surpression).

Soit AV "augmentation de volume au cours de cette détente qui a refroidi
le gaz. La pente de Padiabatique est alors (fig. IIL20), en assimilant
i’adiabatique & un segment de droite,

(dp) _ {pot+hy—po _ h (4)'
o

dv /., (Vo+AVY—~Vy AV

e Dig que le robinet est renfermé, on assiste A un dchauffemnent du gaz &
volume constant, gui reprend la température ambiante Ty. L état final du
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gaz est donc représenté par le point (3) du diagramme (p, V) qui est sur
la méme isotherme que le point (1) représentant I'état initial.
La pente de I'isotherme (1) — (3} est alors

(_dg__) _(potm)—(poth)  h-h
T

dv - (%)
(Vo-+AV) =V AV

&) En utilisant la relagion {3}, on en déduit, en divisant membre & membre
les relations (4) et (3),

_ ok
TR D
o . 25,9 .. 3
Application numérigue | y = ST} = 1,63 (valeur voisine de T

comme pour les gaz monoeatomiques tels que 1'héliumy).

Remargue ; Dans le tracé du diagramime, on a négligé la perte de masse
due & 1'échappement d'un peu d'air, au cours de la détente.

20. Mesure du rapport y = c,/cy d’un gaz par la méthode
de Ruckhardt
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Solution

1.

Lorsque la bille est au-dessus de sa position d'équilibre i 1a cote y(1)
le gaz a subi une détente isentropique, de U'état (FPy, Vy) & 1'état voisin
(P = Py+dP, V = Vy +dV), régie par |'équation

ar dv
PVY = ¢t s e\
cte ou 5 +v v

avec, si s désigne lasectiondu col (fig. 111-21),dV =s-y =nr? y K W
et dP & Fy; on peut donc en pratique assimiler P a Py et V a Vy, soit

dP.,g,. dv""ﬂ
Py VV()_’

F P
on en déduit : dP = —y woie AV = ~p ~mw 7rrly H
Vo i

R R

V=V +dv
P=P+dP

a9 o<

Fig, 1121

& La relation fondamentale de la dyramique, appliquée  la bille de masse

4 3 . .
M o== 5 TE i, §éCtit

d’Z
m J; =s(P — Py) =nr?.dP
drt
soit, d’aprés (1),
4 dzy Py
3 2.4
TG =T Ty
d?y 3rny Pyr
=0 2
o a2 Y av, @




Chapitre 3

2. Larelation (2), de la forme ¥ 4+ %y == 0, avec w? = (37 v Por) /{41 Vp)

montre que la bille est animée d'un mouvement sinusoidal de période

2 4V
T = e A e
w 3y Por

On en déduit expression du rapport des chaleurs massiques du gaz

16:1:,&‘._/9___
3Py-r-7?

Application numérique .
16-3,14(8,9 - 10°)(8 - 10%)

= 1,68
3.10° - (5 1073)(1,19)?

T 1,19s5ety =

o D'aprés (1), la variation relative de pression imposée au gaz par le
mouverent de la bille, & Ia distance y de sa position d’équilibre, est

dP yr?
Py Vo
La variation relation maximale de pression est obteaue pour ¥ = — Yy,
. ( AP ) ymrt
80t e Y poax
Po / max Yo

Application numérique :

(AP) 1,68-3,14(5-107%)2
max

T 8 10“3 -4 10”2 = 0,66 0/00
0 .

Remargue ; Ce trés faible Ecart relatif, inférieur & 1 %, justifie V' approximation

P ¢ Py faite 2 la premidre guestion.

o L'équation de V'isentropique TPU~"/Y = cte s’écrit, sous forme
différentielle,

4T 1wy dP
- el
T + ¥ P

On en déduit la vasiation relative maximale de température du gaz

(M) 1 (ap)
T max y P max’

PR
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. 2
s0it, (WAJE;) — L}’_DUE‘:‘L = 27 0/«.)o
T /o Vo

21. Systeme gaz-vide avec ressort : mesure de y
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Solution

L. Audépart, ie piston fixé au milien du cylindre sépare deux compartiments
de méme volume Vg, donc la longueur initiale du ressort est Vy/S;
puisqu’on désire qu’il ne soit ni &tiré ni comprimé, il est donc initialement
& s3a longueur naturelle, soit] Iy = Vp/S | = 25 cm.

2. e Le gaz posstde une énergie interne U et le ressort étiré de X une énergle
. 1 . . _
potentielle — kX2, La conservation de 1'énergie du systdme isolé gaz-
ressort s*écrit U/ + £, = cte, soit

11
Up+0 = Uy + — kX* (0
e 2
audepar T squitibre
. . . . PV
ol la variation d’épergie interne des n moles du gaz parfait (r = BT 3.
0
R
de capacité thermique molaire Cy,, = i est
y —
PoV T -1
Uy — Uy =nCy, (T — Tp) = EAL i
y—1 Ty
1 PVy T
L’équation {1) s’ &crit donc 5 kX? e —-—-0——%— Ji,——— et la ternpérature
¥ 0
finale du gaz T(X) est donc
— 1}k T,
T =1Tp—aX*| avec = M )
2PoVo

e Le piston atteint I'état d’équilibre lorsque la force pressante du gaz est
exactement compensée par la force de rappel du ressort comprimé, soit
PS=Fk X ou

P=b X | avec bm—g— (3

3. Léquation d’état du gaz de (y (systeme fermé & n moles) s’ éerit :
- dans I'état initial ; PoVp = nRTy

- dans 1"état final d’équilibre : P(Vo+ S+ X) = aRT
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P .
soit, en divisant membre & membre : —— - | 1 S X = —IC—
Py Vo To
b X $-X aX?
et, d’apres (2yet (3), — 1+ —— ] =1~ .
pres (2) et (3) 7 + VG) 7
On en déduit, compte tenu de b = k/S,
1 k k
= T ——— — — 4
“ °(X2 Po-S. X PQVQ) )
D’aprés (2) et (4), il vient
=g 2PV _ 2PV, . 2o 5
N > T
d’ob Pexpression du rapport des capacités thermiques du gaz
2V Py 1
s | e o — ) ] 5
YETx ( kX S ) ©)

1.a mesure du déplacement X du piston permet donc de déterminer
d’aprés (5); on obtient numériquement y = 1,37.

4, Le mouvement du piston est régi par la relation fondamentale de ia
dynamique projetée sur I’axe horizontal :

(®)

force pressante  force de rappel

avec, au cours de I évolution isentropique du gaz imposée par le mouve-
ment du piston,
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dpr av
PVY =cte ou kaywwmo, avec dV = Sdx
(fig. TI1.23), done
P
ap = XIS, (7)

1%
L €quation du mouvement (6) s’écrit done, compte tenu de {7),
& x 1 y P§? k
de Lk 7 :::O,avecP:»“E«XethVg-i—S-X,

dr? m
done
d?x k y8X
— e | = ()
de? * m ( + V(;%«SX)

Le piston est donc animé d’un mouvement oscillatoire sinusoidal de

. ySX
Isat = 2n/%, tell P — — , done d
pulsation e m /v, telle que @ p” (1 Vg+SX) onc de
période
m Vo + §X
Tomm AT [ e -
k Ve + (v + DSX

E. THERMODYNAMIQUE DES ECOULEMENTS

22. Détente isenthalpique de Joule-Thomson
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" Monter. que -l’éﬂth;ilpie_ moim e gazH = PV
. 'énergie interne niolaife) est la méme ‘en amont et en aval

Solution

Fig. TIL.25

1. Soit V] le volume molaire du gaz situé en amont (Ay Az Dy Dy}, d’énergie
interne U}, et soit ¥, le volume occupé par ce gaz en aval (B) B, Cy Cy),
d’énergie interne Us.

Considérons comme systéme ie gaz contenu dans le volume A, B; € Dy,
et qui occupe ensuite le volume A, B; G2 Ds. Au cours de cette détente, ce
systéme gazeux regoit un travail p; V) en amont, et céde en aval un travail
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p2Va, de sorte que le travail total regu par ce systéme est
W=pV)— p V2

Comme la détente est adiabatique (@ = 0), la variation &’ énergie interne
du systéme est mesurée par le travail requ :

Usygycypy = Uapioipy = W= pi1Vi — B Vo,

Or A1 B C1 D) et A3 B2Cy D possédent en commun la pariie Ay B, Cy Dy
on a donc

UnzBacaln ~ Vaygicyp) = Wagbyicipy + U2) =~ Wanpicyoy + Uy = Uy ~ U}

d’ol Uz - U{ = plvl - Png
ou Uy Vi = U+ pVa
soit H, = H;

I.a détente adiabatique irréversible de Joule-Thomson s’effectue donc &
enthalpie consiante.

2. Pour la transformation élémentaire qui fait passer le gaz de Iétat {p,T) &
I'état (p + dp,T + dT), écrivons que la variation d'enthalpie est nulle :
dH =dU +Vdp+ pdV =0,
avec AU =W 4+ 8Q = —p dV + (¢, dT + 2 dp),

donc AH =c, dT + (h 4 V) dp = 0,
. ar ~h -V
d’oit e TR s
dp <p
T (_?L) v
. ar o7 ),
soit i
dp <p

o Dans le cas d’un gaz parfait, d’aprés I'équation d’état pV = RT, ona
2% v
ar ’

d’on h= ( )

donc —---OOu d7 = 0]

i
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cetie détente s’ effectue A rempérarure constante pour un gaz parfait.

A pression constante, on a
AH = AU + pAV = (0, - pAV)+ pAV = Q)

ainsi la quantité de chaleur échangée par un systéme, A pression constante,
est mesurée par la variation de a fonction enthalpie de ce systéme

AH = 0,

23, Détente irréversible dans Pair. Systéme cuvert

Solution

1.

Systdme 2 volume constant. Désignons par u I’énergie interne molaire;
I'énergie interne des 7 moles de gaz est donc

U=u-n,

Or, lorsque dn moles s'échappent du récipient (donc des frontieres du
systéme), la variation d’énergie interne du systéme est

AU = d(un) = u dn + n du.
Or, Venthalpie molaire est b = u + pV = u -+ RT.
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Fig. 111.26
Appliquons le 1% principe : dU = 8§ G +5W
ou dU =hdn = (u + RT) dn™

On a donc

A = dn+ndu + {4+ RT) dn,
SOIE rndu= Rl dn, avec du = Cy, dT,
dn du Cy, dT

d = = .
one n T RT TR T
g P S R
1 intégration entre les états initial et final fournit, puisque Cy,, = — T
¥ —
ek
12 Cy, T Ty \¥~T1
In — =-—=MI-==In{ -~ ,
F(H R T] T1
1
soit ny ( Ty )y_—'l
n \T; '
ot s iV
Or a I"état initial, le nombre de moles du gazest ny = T
1
> pv .
et, & I'état final, le nombre de moles est ny = % {car pz = pg)
2
!
T Yyt
Onendeauic =L (27
ny n n T
fide}
; oy ¥
Finalement, ona Ty =T | —— . (H
21

On obtient le méme résultat que si la transformation était adiabatique
réversible.

{#} Bu annexe, 2 la fin de {"ouvrage, on trouvera une justification de la relation di/ == A da.

g
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1\Y7
Application numérigue : Ty = 300 (7) =246 K ou ~-27°C.

Z.  Systeme & nombre de moles constant : le nombre de moles du systeme est,
dans ce cas, invartant, pendant la détente.

Fig. 1127

La variation d’énergie interne est AU = W + O, avec 0 =0

(pas de chaleur échangée) et W = —po{V3 — V),

car la pression extérieure pgy est constante (notons que cette derniére
relation est généraie, méme si la transformation est irréversible, comme
dans ce probléme).

On a donc

AU = nCy, AT = ~pg(Va - V);
en tenant compte de pa = pp et des équations d'état p1Vy = nRT] &t
paVe = nRT, il vient

nw R I pi )
AU = P Ty =T = —poVi | =2 £L 4
RT, y-l(z ¥ Po:( 1

Aprds simplification, on obtient

T
rzm—‘[1+(y—~1>—"39—] . @)
¥ P

5 1 6
Application numérigue : Ty = 300 - 5 (1 + —5—) = 300 - 5 = 257K
ou —16°C.

e Le désaccord des résultats entre les deux solutions est dfi au fait que,
dans la 2° méthode, on a implicitement admis que le gaz & I"intérieur du
récipient est en équilibre avec le gaz AT extérienr de Penceinte, ce quin’est
pas réaliste, car au cours de cetfe détente iréversible, le gaz traversant le
robinet et guittant le récipient n’a pas la méme température que le gaz qui
est resté dans le récipient.

Montrons que la 2° solution est une approximation de la 1%,
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En effet, Ia solution (1) §"écrit
r-t vl
¥ —
T2=Tl(—‘?9—) mn(l—mp‘ pO) ‘
b P

le terme entre parenthéses est de la forme (I — §)¢ &= 1 — ag, su second
P1L— Po <1

] Pt e .
Donge, si V' écart relatif des pressions initiale et finale du gaz est trés faible,
on aura

ordre prés, sie =

-1 —
T~ T, (1 _x-! M)
Y P

T
ou Tzﬂwfw[ym(ywi)(—ﬁa—ﬂ,
I Pi
soit finalement
T
m-‘_[w(y—-l)f—“—]
¥ P

T
on a retrouvé la solution (2).
Par conséquent, si p) est trés volsin de pg, les deux méthodes donnent
des résultats concordants, puisqu’alors Papproximation faite dans la 2°
solution est justifiée.

24, Ecoulement irréversible d’air dans un récipient vide
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Sohution

i,

Considérons le systéme formé de n moles d’air, qui aprés avoir occupé un

RT;
volume Vi == nRie

dans I"atmopshére, occupent & présent le volume ¥

Po .
du récipient initialement vide,

Fig. 1128

Comme la transformation est adiabatique (¢ = 0),ona Wy = AU, done,
le travail regu par le gaz, au cours de cette transformation, ne dépend pas
du chemin suivi. Imaginons alars, pour calculer Wag, que le systéme est
passé brusquement de I"état (pg, Vo, To) 2 'état final (pg, Vi,71). Le gaza
recu en amont un travail po¥p de la part de I’ atmosphére est un travail nul
en aval (vide). Le travail adiabatique recu par le gaz est donc

Wa = poVo.
La variation d’énergie interne du gaz, de capacité thermique

nR
cy = ————,
y -1
peut alors s’exprimer de deux facons :
-’ aprés la 1" Joi de Joule :
nR
y—1

AU = ¢y AT = (T — To), (1

- d"aprés le 1% principe de thermodynamique :
AU = Wy = poVp = nRTs. )

En égalant les relations (1) et (2), on en déduit

soit I =y

Application numérigue 1 Ty = 1,4 - 300 = 420 K.
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2. Latranche de gaz considérée est passée de 'étar { pg, Vp, Tp) 2 ' état final
{(po. V1. 1), Uéquation d’état §'écrit done

et poV¥o = nRTy
po¥y = nRTy.
Vi 7 Vi
On en déduit  — = — = et Vo= ——.
Vo 1o T
La variation d’énergie interne (dgale au travail fourni par I’atmosphére)
est done
v
AU == poVpy = RS
4
o o 109 .2.107
Application numérique | AU = i = 143 4.

25. Bilan énergétique de Pécoulement d’un fluide. Applications
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Solution

1,

1.7 application du premier principe de la thermodynamique (ou principe
de conservation de I’énergie) au fluide (systdme ouvert) contenu dans le
volume de contrdle %, s'éerit :

Energie dE; qui pénétre chaleur et travail
dans ¥ en(D) regus du milieu extérieur
__ Energie dE; qui quitte | Energie d accumulée
dans & en(2) .~ alintérieur de £

{énergie accumulée 2 P'intérieur de T entre les instants £ et ¢ - dr est
donc

df = dE; —dE; +3W, + 80, (1)
1
avec  dE| = uy dmy+ — dm Vi + gz dmy +  pyvg dmy 2)
S e’ 2 e smemer i
énergie N énergie eavail des forces
inteme cnergle potentielle de pression

cinétigue
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et de méime
I
dEy = iy dmy + -—2——dmz Vf + g7y dm -+ paug dmrg, (3)

La relation-bilan (1) s'écrit done, compte tenu de (2) et (3) et en intro-
duisant les enthalpies massiques i; = u; + gy (= 1ou 2):

dE = dmy (h] +

Vi vi \
5 +gzy )} - dma hz-i——j)———i-gzz + W, +80,

(4)

2, D’aprés les hypothéses, on a dW) = O et §Q, = 0 et, puisque le régime
d’écoulement est permanent, il ne peut y avoir d’accumulation d'énergie
dans tout volume de contrdle X, soit dE = 0, le débit massique du
fluide dm/dr est constant, donc la masse dm; qui pénétre pendant dr
est €gale & la masse du fluide diny qui sort pendant le méme temps de, soit
dmy = dma = dm; la relation (4) se simplifie alors :

V2 VZ
Omdm[(m—i- 21 +g2‘.1)—(h2+_§“+822)}:

: v v
s0it h1+~—2—+gZz=h2+ > +gz2 |- (3

Au cours de cet écoulement permanent, il v a donc conservation de la
quantité : h + (V2/2) + gz = cte.

3. ) Au cours de la détente de Joule-Thomson, le gaz s’écoule lentement
{on néglige les vitesses V) et Vo) dans un tuyau horizontal, done z, = z2;
de plus, on a §W)} = O et @, = 0 (détente adiabatique), donc la relation
(5) s'écrit

rr’J,l ’—‘:hg

C’est bien une détente & enthalpie constante (isenthalpique).
parois
calorifugées
CES N CLEECO 0N
1 fouche By = Ay

CARTXXK

1
iécoulement

Fig. TIL.30

b} Puisque Ia tuyére est horizontale (z; = z2) et puisque V| = 0, larelation
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{5} 8’ écrit
VZ
hy = by + 5

donc 1a vitesse d’éjection du gaz est

V= 1/2()71} - hz), avec h] — hy = Cp(Tl - T2},

. . ¥R
et ¢, == chaleur massique du gaz 2 pression constante = —————,
4 1 My — D)
YR =T y R
donc Hhy—hg = i gt | V= |——r — (T} ~ T
T MG D y—1 T

Application numérique : V = 102 m/s.

26. Gaz en écouiement isotherme. Transfert calorifique
(ou thermique)




268 Chapitre 3

b)le nombm An de moles é’axgon tlansvcxec dans Ie cylm(he, X
léqulhbre S : SR

Solution

AYL. ay La pression initiale P des n moles de gaz, de volume V et de
ternpérature Ty, obéit & P'équation d'état des gaz parfaits

PV = nRTy, soit | P =n L0

D

Application nimérigue : P = 1,5 - 10° Pa = 1,5 atm.
5) o A la fin de la détente, 1’équilibre mécanique du piston impose
une méme pression de part et d’autre; le gaz a donc subi une détente
isotherme (pression x volume = cte), depuis 1"état { P, V) jusqu’a I’ état
{(Po.V + AV}, s0it

PV o BV 4 AV)
Le volume gazeux transvasé dans le cylindre est donc

P
Avxv(wﬁmml) @

0
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2.

B3

(o~ An}
moles

Fig, HL.33

o Dans les mémes conditions de température (1) et de pression (Fp),
les nombres de moles (n — Ar) et Ar contenus dans Ie ballon et dans Je
cylindre & I'équilibre sont proportionnels aux volumes gazeux respectifs,

— A
soit b v - A:f , donc le nombre de moles transvasés dans le
cylindre est
An = AV
TEr Y A
. P,
soit, d’aprés (1) An=n (1 - -139—) (3)

Application numérique © An = 1/9 = 0,11 moles.

s Puisque la pression extérieure Py est constante, le travail requ par le gaz

au cours de cette détente isotherme irréversibleest W = — Py - AV, soit
A
@apres (2), W = —(P — Po)V avec, d'aprés (3), P — Py = P . _-;m

done W = —PV - 2. enfin, dapres (1), P = nRTy/V donc
fi
W=—An-R-To.

o D’énergie interne du gaz parfait demeure constante au cours de la
transformation isotherme, donc

AU=W+Q=0 soit Q=-W

Le transfert calorifigue du milieu extérieur vers le gaz est done

Q=An-R-Ty |=267]

e Fntre deux instants ¢ et £ 4 dr voisins, I’ argon contenu dans le récipient
sishit une variation d’énergie totale

AU + dE, +dE, = §W +8Q, soit dE. = §W + 60 4)

car dUU = O (isotherme) et dE, = 0 (cote z = cte)

Calculons le travail élémentaire 8W des forces extérieures regu par le
gaz : entre les instants ¢ et ¢ -+ dr, e piston se déplace de dx en déplagant
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un volume de gaz § - dx, et un volumne gazeux s - v - df sort par le trou A
(fig. 111.34),

Fig. 11134

Onendéduit  &W = (PoS -+ F)dx— Po-s-vdf
avec, ¢’apres la loi de Mariotte P - V = cte appliquée au systdéme gazeux
(hachuré sur la figure) :

F
(Pg-!—-g;-)-de:P(}vsvcit,SOit(PoS"i-F)dx:PoSUdr

donc et le gaz ne recoit aucun travail du milieu extérieur et

donc, d’aprés (4),

30 =dE, &)

. Pinitial
4.5 On a supposé 8Q = SCQwvesivle = Phnate * Vi « I8~

. isotherme Phral

le transfert thermique est donc
s
5Q=Pg-s-v-dt-1n(v—-—m——ww) (&)
Fy

o D’autre part, la variation d’énergie cindtique est, en introduisant la
M Py
RTy '

masse volumique du gaz parfait p =
1 1 MP
dE, = m«i«dm-vz = »am(u.s-v-dt)vzu —5?]-%-51)3 (D

La relation énergétique (5) s'écrit, compte tenu des expressions (6) et

(M,

F M P,
Po-s-vdr-In(lﬁ— )— PR

7S )T 2RT,

Soit T IRTy In (1+ F
- M PaS




CHAPITRE 4

Le deuxiéme principe.
Bilans entropiques.
Machines thermiques

Le deuxiéme principe (ou principe d'évolution) impose des conditions
restrictives au cours des transformations &' un systdme et permet, contrairement
au premier principe, de prévoir le sens de ["évolution d un systeme.

. L. TRANSFORMATIONS CYCLIQUES MONOTHERMES

Le systéme n"échange de la chaleur qu’avec une seuls source.

< » D'apres le deuxi®me principe, il est impossible qu’un systéme puisse fournir
du travail au milieu extérieur, au cours d’un cycle monotherme. On a donc
nécessairement

Weyele 2 0

et comme (W -+ Q)eyele = 0, On 2 aussi

Qcyc]e <0

'l o Sila transformation monotherme est réversible, dans un sens, ona W > 0
et, en sens inverse, —W < 0; ces deux conditions entrainent

chc]e = Qcycle =0

rév 1éy

Il est donc impossible de réaliser une machine thermique motrice, en
empruntant de la chaleur & une seule source. Pour fonctionter, une machine
thermique doit donc étre en contact avec au moins deux sources.
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H. CYCLES DITHERMES, MACHINES THERMIQUES :
RENDEMENT ET EFFICACITE

i.e syst2me échange de la chaleur avec deux sources,

» Une machine thermique ditherme échange une quantité de chaleur 0, avec
la source chaude, une quantité de chalewr (1 avec la source froide et vn travail
W avec le milien exiérieur (fig. IV.A). Au cours d'un cycle, d’aprés le 1%
principe, on aura toujours, en valeurs algébrigues,

W+ +0Q:,=0 (hH

1. Cas du moteur thermique (cf. Problémes n° 20 4 25)

Son rdte est de fournir un travail av milieu extérieur(W < 0), en empruntant

© une quantité de chaleur @; & la source chaude (@ > 0) et en restitiant
© obligatoirement une quantité de chaleur 05 a la source froide {22 < 0). B est
¢ donc impossible d’avoir Q7 = 0, sinon on reviendrait & Ja machine thermique
= monotherme qui nie peut pas fonctionner.

Sourse thaude Sourge froide

Milieu extérieur

Moteur thermique

— — == Machine {rigorifique
et pompe & chaleur

Fig. VA

Le rendement du moteur, défini comme le rapport positif recette-dépense, est

W

r]m‘“”@"r f (T]<}.)

- 21+ O
o

ou, d’aprds la relation (1), 7
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2. Cas dg lo machine frigorifique (cf. Problémes n®16 et 20}

Son rble est d’extraire une quantité de chaleur Q- & la source froide
(@2 > 0), en recevant un iravail W de milieu extérieur (W > 0), et en
fournissant une quantité de chalewr @1(Q; < 0) 4 1a source chaude.

Le coefficient d’efficacité est encore le rapport positif recette-dépense, soit

Q2
e 1
e (6> )
cu, d’aprés ja relation {1}. e = Q2 (3)
U, TE3 ia retation {1}, P S A
° —(Q1 + &)

3. Cas de la pompe & chaleur (cf. Probiéme n® 15)

Son rdle est de fournir une quantité de chaleur @) (@ < 0) & 1a source
chaude {(air de 1a salle & chauffer), en recevant un travail W da milieu extérieur
(W = ) et une guantité de chaleur 02(02 > 0) de la source froide
(atmosphére).

Le coefficient d’efficacité est le rapport positif recette-dépense, soit

e = | (&> 1)

. 2

==l 4
O+ O X

ol, d'aprés larelation (1), e

1., CYCLES REVERSIBLES ET IRREVERSIBLES

1. Cycles réversibles

Dapeds le théoréme de Carnot, tous les cycles réversibles, fonctionnant en-
tre les mémes sources, ont méme rendement (ot méme coefficient d'efficacité),
indépendamment de la nature du fluide,

Exemple : le cycle de Carnot (cycle réversible ditherme) comprend deux
isothermes (T1) et {T») relides par deux adiabatiques téversibles (fig. IV.B).

Le rapport des chaleurs échangées (au cours des transformations isothermes)
avec les sources de température T} ¢t 73 est (cf. Probléme n® 20)

o __ 01 )

2 1z
On en déduit, d’aprés les relations (2}, (3) et (4),
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Isotherme

(T

Adiabatique
. , réversibie
Adiabatigue

réveriible
Isotherme
(T :
0 v
¥ig, IV.B
1} le rendement du moteur thermique ditherme réversible :
M = 7 ;

2 le coefficient d’efficacité de 1a machine frigorifique réversible :

T
h—-1

g ==

3) te coefficient d’efficacité de la pompe A chalear réversible :
; Tl

3?. = _:_-“ .
I —T

e D’autre part, pour les cycles réversibles dithermes, la relation (5) s"écrit

& £
e e =
T + ¥

: On peut généraliser cette relation a un cycle réversibie fonctionnant avec
2 un s grand nombre de sources :

o
T

* et pour une infinité de sources, on aura

=,

cycle _“:_[.___ =0 (6)

réversible
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- Ol 80 est le chaleur échangée par le systéme avec la source de température 7
" (égale A celle du systeme, car il v a réversibilité),

2. Cycles irréversibles

Dr’aprés le théoréme de Carnot, le rendement (et le coefficient d'efficaciié)
d'un cycle fonctionnant entre deux sources est maximal lorsque le systdme
fonctionne de fagon réversible; donc : Nirsversible < Mraversible s

© onen déduit

O T - T
~151Q2< 1T12, soit Q;_i___Q_z_<0.

© On peut généraliser ce résultat & un oycle irréversible fonctionnant avec un
- grand nombre de sources :
] O

X 2 ()
7 <
i et pour une infinité de sources, on aura
8@
) el T < G|. (N

irréversible

i lei, T désigne toujours la température d’une source, mais en aucun cas celle
o du systéme (car la transformation est irréversible),

IV. TRANSFORMATIONS OUVERTES. ENTROPIE

: 1. Transformations réversibies

Fg
La quantité f —1?— indépendante du chemin suivi pour passer de 1'état

; i .
. initial 7 & I’état final F, est mesurée par la variation de la fonction d'état S

¢ (entropie) :
F 8Q
— =8~ 5
ff 7 T
transformation réversible

Pour un cycle, 8| = Sr et on retrouve fa relation (6)
La différentielle de la fonction entropie est donc, pour une transformation
. réversible,

Y
dS-——‘_T""" 3

T étant la température de 1a source (égale & la température du systéme).
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2. Transformations irréversibles

DY aprés les relations (&) et (7), on a

Fso
T < Sp — &)

transformation irréversible

(8}

T étant la températire de la sowrce et non celle du systéme.

V., PROPRIETES DE LA FONCTION ENTROPIE §

e S estunefonction d’état lide au désordre moléculaire; elle est définie dans un
: état d’équilibre du systzme; ses variations ne dépendent pas du chemin suivi,
© ce qui siraplifie le calcul de AS.

8
EoedS = m—Q—— est donc une différentielle totale exacte (alors que () n’est pas
une différentielle totale).

@ § est une quantité extensive (donc additive) : on peut calculer la variation
d’entropie de I'univers en faisant la somme des entropies de chaque partie du
- systdme, des sources et du milieu exi€rieur :

{AS)univers = (AS)systame + (AS)source + (AS)extsrienr |- &)

- e L'irréversibilité est lide & Vaugmentation d’entropie de I"univers.

. e Pour un systéme isolé, alors que son énergie interne U est constante, son
- entropie ng peut croltre | ASypivers = 0. Clestla raison pour laquelle un systéme
. i501¢ qui a subi une évolution ne peut plus revenir & son état initial .

» 11 existe une relation générale entre la variation d’entropie de I'univers et le

- travail | Wiy — Wiy = 7oA Sunivers 1(\:011- Probime n° 13)

| VI BILAN ENTROPIQUE DE SYSTEMES FERME
ET OUVERT. ENTROPIES ECHANGEE ET CREEE

Au cours d’une transformation élémentaire, P'entropie d'un systéme ther-
¢ modynamique quelcongue varie de

e §Q/T acausedu transfert de chaleur §( entre 1a source et le systeme,

o s - dm & cause du transfert de matiére (de masse din, d’entropie
massique s¢) eatre le milieu extérieur et le systéme,

e
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® 88 sation A cause de irréversibilitd (8 Scrsation > C st la transformation
est irréversible et 8Sueati0n = 0 51 la transformation est réversible).

L. Le bilan entropique s’écrit donc

e pour un systéme ouvert (dm # 0} :

80
A5 sysme = (T + Sﬂdm) +  8Scrsation

ouvert st s msninnt gote créée (2 0)
entr. échangée

» pour un systéme fermé (dm = 0) :

aQ
dSsystéme = "”’"f»"”“" + 8 Scréation (10)
fermé e gt

enty. créde
entr. échangée

2. Pour un systéme fermé, la relation (9) s’écrit :

(AS)systéme = (AS)univers = (A S)source

et la relation (10) s’ écrit, par intégration

(AS)systeme = (D échange + (AS)ergation

XN

On en déduit
/-,-r >0
ASéchangée = -ASSQ{[rce — = 0 et AScréatEon - ASunivers = 0
\A <
3. Cas particuliers
o Si la transformation est adiabatique : ASschangée = ~ASsource = 0
et done
ASsystéme = ASerearion 2 0
(adiabatique )

@ Sila transformation est réversible © ASersation = 0. et donc

A‘S!systémf: = AS¢changée = A Ssource
réversible
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ViI. TABLEAU DES VARIATIONS D’ENTROPIE d5 ET AS

DES GAZ PARFAITS
o Les varfations élémeniaires d’entropie de i moles d'un gaz parfait sont:
. ny R nR .
siCp = nC,, = WWXMT at Cy = nCy, sont les capacités
Yy -

thermiques du gaz A pression et & volume constants (y = Cp,/Cy}

d7 d
o en fonction des variables T et p,on a ds = C, T an-]i«;
IZ
dar dv

@ en fonction des variables 7 et V, ona

» en fonction des variables Vet p,ona

dp

dSmCVWM Py
D

dS = CVT ~JIRWW'“',

vV
av
v

» on en déduit le tableau ci-dessous pour les transformations classiques

Transformation 1ISOBARE 1SOCHORE ISOTHERME [SENTROPIQUE
Variation {p = cle) {v = cte) {7 = cie) (adinbatique
d'entropie réversible}
élémentaire

50 ., dr a7 dv
¢S = . 5 =C, - d8 =Cy T ds = IIRT g8 =0
a
totale AS =R In———
T T3 Vi
a5 aS =Cpln - | A5 =Cyla — ] AS =0
! ! AS=nRin L
P2
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PROBLEMES DU CHAPITRE 4

A.DIFFERENTIELLES d U, d H,d S :
RELATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

1. Loi de Joule déduite du 2¢ principe

Solution

1. La différentielie de Pénergie interne U7 (T, V) du gaz est

au T
dU = & W ={ —=} 4T — ] dV 1

orow=(57), a7 +(57), =

La différentielie de entropie du gaz est

50 1
ds = — = — (U — §W). 2
== . @)
Or, le travail élémentaire rect par une mole de gaz parfait (pV = RT) est
dv

W = —p dV=~RT'-‘7W. (3)

La relation (2) s*écrit done, compte tentu des relations (1) et (3),

1 all i al/ R
A8 = e § e ar B — | dV {.
T(aT)v *[T(aV)T’*V]

2. FHerivons, ’aprés le 2° principe, que dS est une différentielle totale exacte,
puisque Pentropie § du gaz est une fonction d’état :

3 _LaU)]___?___L(BU)J%_{i
av LT \ 8T Jy] 8T | T \8V /3 V]’
32U 1(3U) 1 U
T

1
T v -\ )T T vt

S0t
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On en déduit

1
72

(57), -

0,

donc

(

al/
av

)

=0
a

Chapiire 4

Pénergie interne U (T, V) du gaz parfait ne dépend pas du volume V, done
U n’est fonction que de la température, soit I/ (7).

2. Fonctions caractéristiques U(V, S) et H(F, S) d’un fluide
et capacités thermigues Cy et Cp
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Solution

1. @) La différentielle de 'énergie interne dU = §W + 8, avec pour une
transformation réversible W = —~ PdV et 80 = TdS, s’écrit

dlf = —PdV + TdS {1
3 .

de la forme dU = (—U av + (i{j——) ds
v J as Jy

On en déduit : « 1a pression

P(V,5) = —~@U/8V)s @

» la température

TV.S) = (BU/8S)y (3)

b) Le transfert calorifique élémentaire s*&crit, avec les paramétres et V' ;.
8Q = Cy -dT +{ dV =T.4d8

avec d’aprés (2),

ar aT 3y a2y
= f —— vV P aS =] — }dV —_ ds
i (3V>sd +(as)v (aS—aV) +(352)v

it $0={C ‘v 4l 3dV 4 C aEUdS—T ds
sot “\VEsTEv Va2 0T
On en déduit, en identifiant les coefficients respectifs de dS et dV :
U o (8U/88)y
& CV'“a”gi“ == T, soit d"aprds (3), Cy = W (4
( au ) U
82U as ], 8S-av
Cy e+ = 0, s0itd’aprés (4), = — v
Vasay T seltdapres(a), (@20 /357y

¢) L’enthalpie, exprimée & I’aide des variables V et S, s’écrit
HV, S5} =UV,5)+ PV,
soit d"aprés (2),

H(V,S) = UV, 8)—V (ﬁf—)
N
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4. a) La différentieile de Penthalpie dH = d{U + P - V) est, compte tenu
de (1),
dH =V .dP +T .48

de la forme dH = (—6—]—{;1—— dP + (_?i{w as
3P 5 as P
On en déduit o le volume VP, 8= (OH/OP)s {3}
o latempérature | T(P, S) = (3H/38)p ©)

b} Le transfert calorifique éiémentaire §'écrit, avec les paramétres T et P :
§Q=Cp-dT +k - dP =T -d§

avec, d'aprés (4),
a?_H 2
dTm(m—aT)dP—l—(maT) ds = dP—l—(gH) dS
S P P

aP 88 - 9P 952

_ 9*H 8°H
it = oo e e 3 AP 4 Cp [ = = T d
soit 60 (C,o XY +c> + P(&SZ )PdS S
On en dédait, en identifiant les coefficients respectifs de dS et dP :
3 H . (DH/8S8)p
Cp——7o- = T, soit d'aprés (6), Cp = ———tmrtovruins 7
e Cp 55z soit d’aprés (6) P 2H 355, )]
( oH ) 8 H
2H . 39S /, 3S-0P
C k =0,soitd’aprés(7), | k=~ 2
aCp 359P +k = 0,soitd aprés {7) 4 HT35),

¢) L'énergie interne, exprimée 4 Paide des variables P et S, est
UP,Sy=H(P, S5~ P V,
soit d"aprés (5),

dH
U(P,5)=H(P, S}~ F (_8—1—3——)5

Remarque : La connaissance de la fonction UJ{V,$) ou de la fonction
H{P,§) permet d"accéder

- & tous les parameétres et & toutes les autres fonctions thermodynamiques,
- ¢t & la détermination de Yéquation d’état (P, V.T) = 0 du systéme
thermodynamique en éliminant § entre (2) et {3), ou en éliminant H entre

5y et {6).
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Cette remarque justifie I’ appellation de fonction caractéristique attribuée
aux fonctions U{V, §) ou H{P, §).

f B. CALCULS DE VARIATIONS D’ENTROPIE

3. Variation d’entropie d’un gaz parfait

Solution

L 1% méthode

Au cours d’une transformation élémentaire réversible, ol Ia température
T varie de d7 et le volume V varie de dV, la quantité de chaleur recue
par le gaz est

5Q = dU/ — 8W = cydT + pdV.

Latransformation s’ accompagne donc d’une variation élémentaire d’ entropie

80 dT dv
48 = = i
hY T cy T T P T

Compte tenu de 1'équation d’état relative 4 une mole de gaz parfait,
pV = RT,dS s exprime en fonction des variables indépendantes T et V

ar dv R
dS = Cy, —— + R—— avec C(y, = ——— = lg,
Y T TR =y SO

En intégrant, on obtient la variation d’entropie &’une mole de gaz

T Vs
AS =Cy,In — + Rln =i |
Vin T, + 7
: R

50it AS = ; 11n3+REn3
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ou A8

2. 2° méthode

Remarquons que si Je volume V et la température T ont triplé simul-

tanément, la pression p = est restée la méime & 1'état initial et &

I'état final. On peut donc imaginer gue la transformation est isobare et
réversible, pour déterminer AS qui ne dépend pas du chemin suivi.
La quantité de chaleur échangée avec le milieu extérieur est alors

8@ = C,,dT,

et ia variation élémentaire d’entropie est

.10] dr ¥R
ds = T = Cph,l"”““?”_’,“'”y avec CPnl b= —)—/—:“—"1-'
. . I}
En intégrant, on obtient | AS = C,, In N
1
Ry

In 3.

On retrouve done Uexpression AS = i
¥ —

7
Application numérigue :  AS = §,32- 5 1,097 = 32 VK.

4. Variation d’entropie d’un gaz de capacité thermique ¢, = a7
g ?
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Solution

1. La variation d’entropie élémentaire, 2 pression constante, d’une mole de

gaz est
50 M, 4T
S = —=— m—-m%w—, or ¢, w=a+bT,
. dr
on en déduit dS= M (ami;w e de) .

La variation d’entropie du gaz, lorsque la temnpérature passe de Ty & Ty,
est donc, en intégrant : ’

AS = M[a in % + (T, “'Tl)]
]

2. Le transfert thermique élémentaire ou quantité de chaleur recue par le
gaz) lors de 1'évolution isobare d’une mole du gaz de la température T 2
1a température T + dT est '

8Q = M, dT = M{a +bT) dT

Le transfert thermigue lors du réchauffement isobare du gaz de Ty & T; est
donc

T
Qm.[(SQ:M 1(a+bT)dT
T
b(Tg—Tf)]

soit Q=M [a(Tz - T} + 5



286 Chapitre 4

T+ T
ou 0 =M(T,~T) f:a +b M]

2

3. Application numérique : Masse molaire de azote Ny = 28 g
done A8 =28(1,04 In 24 1,1-107° . 300) = 26,28 J/K.
el Q =28-300(1,04 + 1,1 - 10° - 450y = 8778 ]

3. Variations d’entropie par détente de Joule

Sclution

1. a) 1 s’agit d'une «détente de Joule », puisque Je gaz (parfait) n’échange
ni tzavail ni chaleur avec le milieu extérieur (AU = W + ); son énergie
interne U (7) demeure constante, de méme que sa température, soit
Thinaie = T = 300 K.
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Cette détente isotherme irréversibie obéit a la relation

piVi = praa (Vi + V2)

donc la pression 4 la fin de cette détente est

¥
= Py —em— | = 2. 10* Pa
Phiral Pl Vit Vs
p! T
N
A B8

Fig. IV.1

B) La variation d’entropie AS du gaz qui a subi une détente isotherme
irréversible, est la méme qu’au cours & une détente isotherme réversible
ayant les mémes extrémités, pour Jaquelle on a

Q Vﬁzla! Vﬁna}
AS = e = uR 0, car  (iom =nRTIn —~—0j
T Vinitial o Vinitat
¥ v V-
on a donc AS = Pt In 1+ 72

T Vi

Application numérique :

1051073 1+4 1
AS = 1 = —1In 5= 0,53 JK.
300 1 30 533
2. a) La masse molaire de Vazote N, est M = 28g. Le nombre de moles
d’azote subissant la détente est donc

m
M
La variation d’entropie AS = Sp — 8,4 étant indépendante du chemin suivi,
on peut imagirer que le passage de 1'état AT, p) = 2 atm) A Pétat B
(T, pp = 1 atm) s"effectue de fagon réversible isotherme (le gaz refoulant

trés lentement un piston). On aura alors

5
n % moles

ART I FL

_ 1 _e__n
AS_TJ{C}Q"“T” T ’
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soit AS=nRIn L |, ou AS=nRIn?2
Pz

Application numérigue :  AS = 2.832.0,69 = 11,5 /K.

b) On peut également imaginer que le passage de I'état initial A 3 I"état
final B s’effectue en deux étapes :

Al'?’:z atm

Pa=1atm

i

N ’/é‘/
Q}abeﬁ.\m 7 ob""

ieg A
D=1 atm
A0370< T

Fig, IV.2

lsotherme

- une détente adiabatique réversible AAg (donc isentropique : AS; = 0)
deVétat A (py, T) al'état Ag (p2, Tp); la température 7" a alors diminué

bt

¥
jusqa Ty =T (ﬁ?_) ;
Py

— puis un échanffement réversible de 7y & T & pression p; = cte; la
¥R

Ia

variation d’entropie du gaz est alors (en désignant par Cpp =

capacité calorifigue molaire du gaz)

" 80 T nC, dT R T
ASy = __::_zf AL pm - In —
T 7 T y ~1 T
R rol
Z .
soit ASy = my In (—Iﬂ—) =nk ln P .
¥y—1 Jo3 2

On retrouve ainsi I'expression de la variation d’entropie du gaz (et de
P'univers) :

AS=AS; + AS2=nRln2

On a ainsi vérifi€ sur cet exemple que AS est indépendant du chemin suivi
(Fentropie § est une fonction d'état).
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6. Variations d’entropie au cours de N transformations
successives

Solution

L

Au cours d"une opération, une mole du gaz subit

— une compression isotherme, au cours de laguelle la chaleur regue est

0=-RTIn L ot 1a variation d’entropie correspondante est
Po
As=2 - ru L,
T Po

- une détente adiabatique réversible, donc isentropique, AS" = 0.
1.2 variation d’entropie totale est donc AS; = AS + AS/,
ou AS;=—-RIn 2

2o

Application numérigue © A8y = ~8,32 - In 10 = ~ 19, 16 JK

» L’entropie étant une fonction additive, la variation d’entropie, aprés N
opérations, est ASy = N - AS;;en effet, bien que les N opérations ne
soient pas identiques au cours de chacune d'eiles le gaz subit la méme
variation d’entropie : AS), car cette derniére quantité n’est fonction que
des pressions initiale po et finale p, toujours ies mémes pour chaque
opération.
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H
On a done ASy = ~NR In 2
Po

Application numérique : N = 5, on obtient ASs; = — 95,8 J/K.

2. Alafinde la 1™ opération, le gaz est & la température
P p
i)

v
Ty =Ty (-13'1) :
P

a la fin de la 2° opération, le gaz est & la terapérature

pdad 2.2_]?/:1
=T (f&) ~7T (_Pp_) _
P1 71

A la fin de la N opération, la température finale est donc

N
Ty =Ty (»59“) . 1
i

l 2
Application numérigue : On obtient T5 = 430 (—5) = 4,5 K.

e Aprés N opérations successives, la température du gaz passe par la
température 7o & Ty ; la variation d’épergie interne d’une mole du gaz est
donc

AUy = Cy, (Tw — T)

la capacité calorifique molaire & volume constant du gaz étant C Vi =

. En utilisant I’expression (1), on obtient
’}/ et

Niy-13

R ¥
AUy = 0 (mff&) —1
y -1 P

Application numérique :  AlUs = — § 560 §.

e}
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7. Variation d’entropie d’un systeme i30lé 3 deux compartiments

Solution

Po Fy o B
To gTa 137, T=27
vo Vo i .3
ns] mole n=imota Yz v=g'e
nx 1male n=1mole
reres 4
Erat initiat Etat final

(8quilibre mécanique}

{éguilibre mécaniqus
et thermique}

1. A I’état initial, le gaz contenu dans le compartiment A est dans 1'état
{po,To, Vo) et celui du compartiment B dans 1'état (py,275,2Vy).
En effer, I"équilibre mécanique impose la méme pression pq de part et
&’ autre; et comme le rapport des températures du gaz contenu dans B et
dans A vaut 2, il en est de méme du rapport des volurnes, d’aprés ’équation
des gaz parfaits

pV =nRT

(1
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A I'état final, on aura donc
~ galité des pressions en A et B (équilibre mécanique),
- ggalité des températures en A et B (équilibre thermique).

Les denx compartiments renferieront done le méme nombre de moles
2 ta m&me pression py et & la méme température T, d’aprés 1a relation
{13; on en déduit que les volumes gazeax seront les mémes dans chaque
compastiment ;
Vi 4+ Vg 3
Vo 28 - Vg .
2 2

Puisque le systéme est, & chaque instant, en équilibre mécanique, la
transformation est isobare; la température finale du gaz de A (ou B) est

donc
Vv 3
T = T 2 5.
OVO 5 )

A pression constante, la variation élémentaire ¢’entropie &’une mole du
gaz est
f=4

§Q Cp, AT
ds = —5 = ZPm ,
T T
.. . . . ¥R 7
Cp,, étant la capacité calorifique molaire du gaz: €, = o = —K.
En intégrant, on obtient ;
T

-~ la variation ¢"entropie du gaz contenu dans A :AS, = C,, In

- la variation ¢'entropie du gaz contenu dans B : ASg = ), In CT
0

La variation d’entropie des 2 moles d"hydrogéne constitnant le systéme
gazeux est donc

AS = AS4+ASp=C (ln z +1n U DS In r
- A B = Y p TO ZT(} a4 2T02 :

7 9
AS= —RIn -
ou 7Rl —

On remargue que la variation d’entropie est indépendante de la valeur de
ia température initiale 7p.

7
Application numérique . AS = 5 8,32.0,1178 = 343 VK.
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2. La tansformation est, par hypothése, réversible et adiabatique, pour
Pensemble du systéme gazeux (4 et B), donc elle est isentropique :
OHS =0.

Or dans chaque compartiment, la variation élémentaire d’entropie s’ écrit

4s = §Q  Cy,dT +1dV avec [ p e RT
=TT T T ’ =PETY
dr dv R 5
d 4SS = Cy,,—— + R—, Cy,, = 2= e R
one Vo ToF + v avec Vin Ny 5

La variation d’entropie totale du systéme gazeux contenu dans A et B est
dong, en intégrant,

5 Tt Vs 5 T Vi

AS={—RIn — + R In- —Rln—=%-+R1 = 0,
s (2 S “VO)”{”(z "o TR,
Variation d’e;tropie dans A Variation é’er:trogie dans B

olt, en groupant les termes en T d’une part et les termes en V' d’autre part,

5.5 Vi
AS=R — -y It | =0 2
2 27% + 203 @
Or, & I"équilibre, on a toujours
Vi+ Vg 3
Vi o e 2 e Wy
! 2 20

La relation (2) devient alors

5/2
77 \” 212 w2 8
In = ln—>5—, avec =
Vi V

22”02 fz 9’
T2 52 g 8 2/5
I . 2 2
d = —, t T =275 — s
onc 2T02 ) 5 01 F 0 ( 5 )

la température finale est alors

g\ I/
Ty = To«/i (—é—)

Application numérigue : Ty == 300-1,414 . 0,977 = 414,4 K (alors

3
ue pour la transformation isobare Ty = Ty = 450 K.
Gue p F=
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o La variation 4’énergie interne du systéme gazeux est alors

AU = Cy, (T - T} + Cy, (T — 27y), avec Oy, = (5/2}R

Compartiment A Compartiment B

5
ou AU = == R(3Ty = 277)

Application numérigue ;. AU = — 1 481 }.

La transformation globale étant adiabatique, le ravail recu par e systeme
est mesurd par ia variation d’énergle interne W == AL/ Le travail fourni
par le systeme gazeux est done 77 == —W == AT/, 501t T = 1481 1

8. Entropie de mélange et de diffasion. Paradoxe de Gibbs
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Solution

i

Puisque les récipients sont calorifugés, la quantité de chaleur cédée par
le gaz chaud de température initiale 75 > T est égale, & Péquilibre, 2 la
quantité de chaleur recue par le gaz froid de température initiale 7y, La
température T d’équilibre du mélange gazeux est done telle que :

aCp, (T - ) = HCPm(T; - T3
soi T
s0it - TI“; A 0

D’ autre part, le mélange des deux gaz, initialement & ia mémes pression,
s’effectue & pression constante; la variation d’entropie est donc :

e T
~ pour I’oxygéne initialement contenn daas €y 1 AS| = nC,, In mﬁw
~ pour I’ oxygéne initialement contenu dans Cy 1 ASy = r,, In T

C1 —‘;‘— Cg
Oz Oy
Vy=10 1. V215 |,
n =-§~mo|e n = Lmoie
p = 105N /m? p = 05N/
Fig. IV4

La variation d’entropie du systéme est donc

T T 7?
AS =nC It — +In e } = pC,, In —r,
g (Il T). + Tg) 6 oy i Tij’z
AS = 2nC,, ln z
8131 == L1 re———
P r""'"‘""'Tsz

La variation d’entropie, en fonction de T et T3, s”¢écrit finalement d’aprés

6]

i+ 1

AS =2nCp, I ——eer
Al pyy 2 F_T]Tz

Application humérique : La température initiale de I'oxygéne sst
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p¥y  10°.1077

- dans | il t 2 o= e = 240,4 K,
ans le compartiment ¢ : 73 ”{g iTe 0,4 K
~dans le compartiment Cq : T = —%ﬁg_ = 360,6 K.
7 601

On en déduit AS = - 8,32 . In v 22 0,89 J/E

2 589 ’
a) La détente considérée est irréversible ef isotherme, la variation
d’entropie de chaque gaz est la méme que s'il effectuait une détente
isotherme réversible, en faisant passer le volume final 5 Vi 4 Va.

A A

i 2

Oxygéne Azote
n, moles | a, moles
BTV, pTY,

Fig. V.5
La varation d’entropie de ’oxygéne est donc
Vi + V.
ASi =mRIn ——-—i—:*:-——-%—
Vi

La variation d’entropie de 1"azote est

i+ W

2

ASZ = an In

Or, d’apres le théordme de Gibbs, Uentropie d'un mélange idéal de gaz
parfait est égale 4 1a somme des entropies des gaz constituant le mélange,
comme §’ils occupaient seuls tout le volume du mélange.

La variation d'entropie du systéme est donc
V. V
AS=AS  +AS; =mRIn [ 1+ 2 ) bnsRin [1+ 11,
Vi Vs

Comme les gaz étaient 2 la méme pression et A la méme température, on
a, d’aprés I éguation d’état des gaz parfaits,
Va e

Vi ny

On en déduit

ASmR[n; In (1+—”i)+ng in (1+~’i‘~_)] @)
L] na
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5
Application numérigue : AS = 8,32 (1 ins544-1n T) = 20.8 JVK.

b} Siles gaz sont identiques, la velation (2) donne le méme résuliat AS
que pour des gaz différents. Or, pour des gaz identiques, il n'y a aucune
variation d’entropie, car |”état itinial et [*ézat final du gaz sont identiques
(méme pression, méme température, méme gaz), L'entropie de diffusion
{(donc le désordre) n’a pas varié lorsque les molécules sont identiques;
La relation (2) ne s applique donc pas aux gaz identiques. L'entropie de
mélanges par diffusion perd sa signification : ¢’est le paradoxe de Gibbs.

C. BILANS ENTROPIQUES :
ENTROPIES D’ECHANGE ET DE CREATION

9. Cycle irréversible monotherme : bilans d’énergie et d’entropie

Solution

1.

5 . s as .
Comme le rappott y = —£_ est constant, 1’équation de Padiabatique
cy
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%d (]
9
Q“e i sochore

8Ty

Fig. IV.6

réversible A B s’ écrit
paV) = ppV}.

La pression du gaz dans I'état B est donc

Va YV —5/3
P = pal—— ] =2 == (,315 atm,
Va

La température dans 1’état B est donnée par I’ équation des gaz parfaits :

v
Tp e Ty-20 B 2 300% 0315 x 2= 189 K
pPa Va
Enfin, en C, le volume est V, = Vp = 201, la température, Tp = Ty et la
%
pression py = - “:/ A - 0,5 atm (d’aprés la loi de Mariotte).

[

o Les travaux recus par le gaz sont, au cours des transformations

— adiabatigue :

~1isochore : Wge = 0;

— isotherme : Weas = poVein Pi .. THZ .

<

D’ autre part, le nombre de moles du gaz est

paVa 1,013-10° - 10 - 10~2
- - = 0,406 mole,
" TRT, 8,32 300 6 mole
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sa capacité thermique molaire & un volume constant est

R
Cy, = Py = 12,48 J/mole - K,

» Les quantités de chaleur regues par le gaz sont .
- pour Padiabatique : Qa5 =0;
- pour I"isochore :
Opc = nCy, (Te — Tg) = 0,406 12,48 - (300 ~ 189) = 4- 562 ],
- pour Pisotherme : Qca = —Wga =~ T2 ].

Le 2¢ principe de la thermodynamique s’ oppose & ce qu’on systéme puisse
fournir du travail (positif) au milieu extérieur, au cours d’un cycle, 57il est
en communication avec une seule source de chaleur. Done, pour un cycle
monotherme, il est impossible d’avoir W < 0. En conséquence, le systdme
ne peut que recevoir un travail positif du milien extérieur, W > 0. Le signe
égal correspond au cas du cycle monotherme réversible; or dans notre cas,
Ia transformation isochore BC étant irréversible, on doit avoir W > O et
cotnme (W -+ Qloyete = 0 ’aprés le 1 principe, on doit avoir ¢ < 0.
Ces deux conditions sont aisément vérifides :

W= Wap+ Wie+ Wea = 5624702 =1140 J (> O)

et O=Quas+ Qrc+ Oca = —140F (< O}

16. Contact d’un corps avec une source de chaleur :
entropie échangée et entropie créée
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Le métal est 3 Ja fetupérs
~tappelle le développement

Dézé?;iﬁine;j_ a iféthbt_&
. calculer pour ¢ -

Solution

L

a) I échauffement isobare du métal est irréversible : la variation d’entropie
est indépendante du chemin suivi, elle est la méme que si 'on imaginait
une transformation isobare réversible, conduisant au méme état final; la
variation élémentaire d’entropie du métal est alors

§ med?

as=22 . M ;

T T
la variation d’entropie du métal dont {a température passe de Tp & T} est,
en intégrant,

AS = mec, In % . (H
Application numérique :
AS=1-880-In igg = 83002178 = + 1916 J/K.
b) La variation d’entropie de 'univers est
(& S8)univers = (ASImeral + (AS)souree- (2)

Or, Ia source a cédé au métal une quantité de chaleur
Q= mcp(Tl — Tn};
done, la variation d’entropie de 1a source, dont la température 7 est
constante, est
e

(AS)source = _‘}'1"“ (3)

La variation d’entropie de I'univers (ou entropie créée) est alors, d’aprés
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(1), (Z) et 3),

nQ
{ASunivers = HICp In _:-I-%- - mfl—'
T T -1
ou (As)univezs = iy (ln _Y—';_ o mmlmj;l__o_)

Application numérigue ;
(A5 upivers = $80¢0,2178 — 0,1957) = + 194 J/K.

On remarque que (AS)ymves > 0, c& qui était & prévoir puisque la
transformation. est irréversible.

2. e La variation d’entropie échangée avec la source est, d’apres (3),
o -1
AS, s = — A5 = e R O e
dchangé 506ECS T P T,

soit ASechangs = mepll (1 - )],

soit ASschangs = & - mep | = 17,6 J/K

o La variation d’entropie du métal est, d’apreés (1),

'$) 1 &2
/—\Smétal = me In Tﬂ‘ = me In *-i—:? = —MCp [y . _mé__

: &
50t ASpgar = Emep (1 + a—)
» Enfin, ’entropie de création (ou variation d’entropie de Uunivers) est

ASesse = ASmétal + ASsource = ASmésal ~ A Séchangé

. £ i
80it AS¢es = &mcy (1 4 —i—)—wmcp A Serse == -E»szmcp = 0,176 J/K.

2

. . 1 ‘ .
Remarque : Leniropie de création ASee = —-8°mc, est toujours

positive, en accord avec Iirréversibilité de I'opération de mise en contact
métal-source.
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11. Bilans entropiques de méianges Hguide-liquide
et liquide—solide

N.B. ~ Les deux questior

sont indépendantés I'une de 'autre. -

1. Mélange de deux liquides.

“On aelangs, 5 pre
- pétiole, A la tempé

Solution

L’entropie S est une fonction d’état, donc les variations d’entropic ne
dépendent pas du chemin suivi, entre I'état initial et I'état final du systéme.
Ainsi, en mélangeant deux corps irréversiblement 2 pression constante, on
atteint I"équilibre par voie isobare, mas la variation d’entropie du systéme est
la méme que si I’évolution s'effectue par voie réversible isohare, donc

B d
dS = 79— =mcpw%—

et la variation d’entropie est

7;
AS = mc, In frnai .

initial

L. Déterminons la température absolue 7 du mélange, A I'équilibre, en
€crivant I'égalité entre la quantité de chaleur cédée par le liquide chaud et
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la quantité de chalew regue par le liquide froid :
mc(h) — T = wmqyc(T - Ta);
Ty + s

on en déduit T = {13
w1 + M2

1.2 variation d’entropie du liquide initialement chaud est done

T
AS) = ol 1 R
1 mc T}

et la variation d’entropie du liquide initialement froid est
T

ASy = mye In ——.
2 2 T

La variation d’entropie du systéme est AS = AS) 4 AS;, ou en tenant
compte de la relation (1)

A.S'—c|:m In m Ty +maTs m T+ maTs :l
B P T+ ma) T, ST +m)Ta |
Application numérique : Ty = 350K, To = 290 K, ¢ = 2 100 JVkg-degré;
755 755
= 01 0, = 15, .
AS =210 (OSin 75 +21In 725) 154 JK

2. Aprés fusion de la glace, I'équilibre est atteint; soit 7' la température
d'équilibre. 17 équation caloriméirique s’écrit

Mici(T1 = T) = Mxea(To—-T2) + ML+ Muet(T —Tp)
) ) . . paciis — -0/

Chaleur fousnie Chaleur regue par Ia Chaleur regue Chaleur regue par la
par eau glace pour 8tre & la par la glace glace fondue (liguide)
température de pour fondre
fusion Tp (Th = cte)

On en déduit la température d’équilibre

M\ T+ Malei Ty — Ty — To) — L}
(M1 + Ma)ey

T =

Application numérique : On obtient T = 289,8 K = 16,8° C.
e La variation ¢’ entropie est :
— pour Peau subissant un refroidissement isobare jusqn’a T :

AS —-—-M 1 p———
< i¢| )
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- pour ia glace subissant un échauffement isobare jusqu’a Ty :
T
ASy = Macy In “—9"-,
7

- pour a glace qui fond, & température constante T ;

Q ML
ASQ:M:'_x 2 ,
Ty Ty

- pour la glace fondue (eau) qui subit un échauffement isobare, de ToaT:

T
AS) = Myey In —.
Ty

La variation totale d’entropie du systéme est alors

A5 = AS) + (ASy + AS) + ASY),

T 1o L T
ot AS =My In — + M In —— 4 o n —re
lclnTl -+ 2((:2nT2+T0 +clnTO)

Application numérigque :

2898 273 336000 289,8
= 104200 ST 440 it b
AS = 10420010 = -1—(2100]11 555ty 4200 = )

soit  AS A —1451 +78 + 1231 4+ 250 = 208 J/K.

12. Transformation frréversible adiabatique en vase clos
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Soiution

Py

Fig. IV.7

5 Py

- Ny vi
1y 1
Etat initial Etat finat

hy

305




306

i

Chapiire 4

) La transformation envisagée est une compression adiabatique (car les
parois sont imperméables & la chaleur) et irrdversible (Ia surchargs est
appliquée brutalement).

La condition d'équilibre mécanique {X forces = 0) s’4crit

. P
P4 poS=p§ soit p mpo-}-—s-‘—.

Le taux de compression est donc

P
wg}m P s
Po poS
Application numérigue :  x = w«giw =14 % == 2,

bj Le travail W regu par le gaz est mesuré par la variation d’énergie interne
AU du gaz (car la transformation est adiabatique); or, AU alaméme valeur
gue si la transformation était effectuée de fagon adiabatique réversible, et
d’autre parton a

F
W e —poxe(V1 — Vo), avec pew = po + ..S_ = p,.

Larelation W = AU §"écrit alors

p1¥y ~ poVo

—pL (V] — V) =
(Vi ) -

En divisant les deux membres par p; Vo, et compte tenu de p; = xpy, i
vient

Vi 1
1__"_{%_2__1_/2____{__
Vo }/""1

On en déduit le rapport des volumes :

Vi - v -1
L AR 1
Vo xy Vi xy

W oV,
Comme le gaz est parfail, on a poro _“ !

T T, ; le rapport des
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. ! Vi .
températures st done — = —— ——, soit, d’aprés la relation (1),
T o Vo
T -]
Bk BV ' )
Ty Y

T 3 7
Applicati i ;o wm 2o e =, 00
C) Plricalion himerigue To 5 5 301
vy 3 7
T = 14Ty =4200K, — =1 — —— = ——, it Vy = 0,7V;.
: 0 Vo o~ 100 M o
m 1 L
Or, le nombre de moles du gaz estn = 7\7 == —4~ mole; le volume initial
1
- 8,32 - 300
RT ¢
est done Vo = 210 _ 4 = 6241075 m® = 6,24 1.

Po 109
Le volume final du gazest V; = 0,7 . 6,24 = 4,37 |,

v
d’ol By = —E‘— = 6,437 m.

e Si la surcharge était appliquée progressivement, la transformation
adiabatique envisagée aurait &t réversible, ef, d’aprés équation de
Laplace, pVY = cte, ie volume final du gaz serait
¥ 1
V=V, (&) = Vox~¥;donc V| = 6,24 . 2735 = 4,111
Pl
]

La hauteur correspondante est /2| == w«-g*w = 0,412 m (h) < hy).

4} Au cours d’une transformation réversible, la différentielle de Fentropie
S(p.T), de n moles de gaz parfait , d’équation pV = nRT, est

_ 80 CdT - Vdp

ds )
T T
R 5
Cp &tant la capacité thermique du gaz: ) = :y T= —2—nR
d’ot dS = > nR—C—II— —-nR—L—l:—a
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L’intégration donne I'entropie du gaz parfait monoatomique, & une cons-
tante Sp prés :

5
S:HR(E—IHT—-—Inp)%-SO . (3)

La variation d’entropie du gaz, entre Uétat (pg, Tp) et Uétat (py. 7)),
indépendante du chernin suivi, peut étre calculée comme si la compression
&tait réversible, soit d’aprés la relation (3) :

AS,  =nR (—S—In 11— - In —‘?—l——)
2 Ty 20

5 7
Application numérigue : ASy == 2,08 (MQM In U I 2) = §,31 J/K.

2. a) La détente irréversible adiabatique de 'état {p), V|, 7|} & I"étar
{po, V2, 12) est régie par les mémes lois que la compression irréversible
adiabatique de la 1** question,

Done, d’aprés la relation (1), on a

PO
V?. i X 1
""{iﬁ-”zlwwilwm —— 1],
1 : —— e Y 4 X
Pi
. x—1
SOt Vzmvl(l-k )
¥

De méme, d'aprés la relation (2), on a

L PO .

Ty i .
_.lzﬂq_+___ﬂ_=__+ e , i
1 P i4 X Y [
. 1 x =1 |
501t =T (_E+~—+ ) |
x yx |
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4y Au cours du refroidissement isobare de T & Ty, 1a quantité de chaleur
mise en jeu est

Q@ =cp(Ty — T,

5
o O e —2—nR(Tg - T}

Comme Ty < Th,ona @ < 0:cequiestenaccordavec le 2° principe de la
thermodynamique appliqué aux transformations cycliques menothermes -
le systdme envisagé est en relation avec une seule source de chaleur, donc,
au cours du cycle, it ne pent pas fournir de travail au milieu extérieur, donc
W>0etQ <0

5
Application numérigue : Q = 5 - 2,08(300 — 336) = — 187,2 J.

¢} La variation &'entropie du gaz est d’aprés la relation (3) :

~ au cours de la détente adiabatique irréversible :

5 1
AS’mnR(w—ln—Z—l -“1‘3—) , )
2 1 P1
— aun cours du refroidissement isobare irréversibie
5 T
AS" = —nRln — |. 3
§ = I 7 {5)

Application numérique : AS" = 10,28 J/K;
AS” = —-0,5% /K.

@ Au cours de la transformation iscbare, la variation d’entropie de la source
de chaleur {qui 2 fourni une quantité de chaleur () est — T ; et fa variation
0

d’entropie du gaz est AS”. Comme cetie transformation est irréversible,
on a nécessairement {AShunivers > 0,

e "
ou e ASY = Q)
T + >
187,2
Vérification : —~—§’0— 4+ AS" e o0 0,5¢ = 0.
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e On peat écrire, &’ aprés les relations (4) et (5) ©

A$+Ayanpionii+m%i)mmiﬂ}.

2 Ty ) P
ou AS+AYmnRQimzi—mf£)
2 T Pt
T
=R 2y S P .
2 Ty 20
done AS + AS = A5,

Ce résultat était prévisible, puisque la variation d’entropie totale est nulle
au cours d’un cycle (réversible ou irréversible) :

AS+AS 4+ A5 =0.

13, Transformations Irréversible et réversible isotherme
en vase clos
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“adtteindre
Jit ?qﬂ’jc?i'

Solution

Fig. IV.8

1. @) La compression est isotherme et irréversible. En considérant I'état
d’équilibre initial (pg, Vo, To) et 1 éat d’équilibre final (py, V1, To), laloi
de Mariotte s'écrit

» 0
V= peWp, dou V= Vo%—
1

SOit Vi=——=3,12¢
X

V
on en déduit la hauteur Ay = -—S-l—, ou

Vo

hi =
! x5

Application rumérigue : by = 0,312 m.

b) Au cours de cette compression isotherme, la variation d’énergie interne
du gaz parfait est nuile :

AU = W; + Q; = 0.

Pour calculer Wy, il suffit d’écrive, puisque la pression extérieure est
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constante ef égale & po + =p:

fnl"ﬁ

. 1
Wi = —p (V] — Vo) = xpp ¥y (1 - “}“)

ou W = nRTa(x — 1),

Application mumérique : Wi == 2,08 - 300 x 1 = 624 J.

¢} La vasiation d’entropie du gaz est la méme que si la transformation était
réversible, avec les mémes «extrémités»; done

Q.
ASpy = —— = —nR In 2L AR Inx.
) Ty o

De plus, le milien extérieur a fourni une quantité de chaleur Q;, donc a
regu O = W;: Pentropie du milieu extérieur varie de

i Wi
ASext = “—% = *‘ﬁ)‘* =nk{x —1).

La variation d’entropie de I"univers (ou 1’entropie créée) est donc

(A Shunivers = &Sgaz + A Sen

ou (D Sunivers = nB{x — 1 —In x) §. (1)

Application numérigue ! (ASypivers = 2,08(1 — In 2) == +0,64 J/K.

2. La wansformation est isotherme et réversible; les «extrémités» de cette
transformation étant identiques & celle de la guestion i, on a encore

V, = VoL, donc by = 0,312 m.
1

Le travail recu par le gaz est

W, = ~0, =nRTyIn L% ou | W, =nRTp In x
Po

Application numériqgue W, = 2,08 -300-in2 =432 )

3. eOna W, ~W,=nrR[(x—~ 1)~ Inx]
el To(A S wivers = nRTG[{x — 1) — In x], d"aprds la relation (1).
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On a donc vérifié la relation générale

Wi — W:~ o TO(AS)univers

o Dans le cas d’une transformation réversible (W; = W,.}, on retrouve

(As)unive:s = 0.

14. Gonflage d’une chambre 2 air.
Bilan énergétique et bilan entropique
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 Determiner, apes le K
et K la pression Py del’a

Selution

1.

¢) Tout I"air admis dans le compresseur, & chaque coup de pompe, est
intégralement refoulé dans 1a chambre 4 air, done le nombre ng de moles
d’air refoulé est égal au nombre An de moles d’air admis : Povg = noR7Th

(1

Fy-vg

soit An = ng = R
G

105(0,15 - 10~%
8,32 300
) Entre deux coups de pompe consécutifs, la pression P des » moles de

gaz & P'intérieur de la chambre (de volume Vp constant et de température
Ty constante) devient P 4+ AP, avec

Application numérique © An = = 61677 mole.

PVy=nRT, 2

Les variations An et A P sont petites, donc pewrvent &tre assimilées a des
diftérentielles : différentions (2) 2 Vpet Ty constants: AP - Vp = An-RTy;
on obtient Ia variation de pression cherchée

AP = An- RT

et, d’aprés (1), | AP = — Py (3
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b3

Application rumérigue : AP = 1 667 Pascals, soit AP << Py,

Dans la chambre 3 air, ie nombre de moles d’air contenues aprés le K™
coup de pompe est :

PV

ng= =% 4+ K. .An
RTO i s

S nombee de moles
nombre de moles injecte
initial
soit, d’aprés (1),
FoVy v
ng = 14+K — 4

et ja pression qui régne A Pintérieur de la chambre 3 air est done, d’aprés
RTy
(2), Pg = ng

soit, d'aprés (4),

PK::P(}(I-Q—K'EE“) (3
Vo

a) o Le travail fourni par le piston 4 I’ air pour un aller-retour est, au cours
de chacune des 3 phases :

- phase ¢’ admission : | W) = 0 | (méme pression Fp de part et d’autre

du piston),

— phase de compression adiabatique qui améne le gaz de I’état (ug, Tg) &

(vy, Ty) : Pairrecolt un travail W, de la part du pistor: (ou de V'opératenr) et

un travail W, = — Po(v — vg) de la part de I’atmosphére, et une chaleur
Hy .

( nulle (adiabatique) olt v; = vp - est le volume de Pair 3 lafin

de la compression, au moment ol £’ s'ouvre car, & cet instant, sa pression
atteint la pression P de la chambre 2 air.
La variation d’énergie interne du gaz est Wy + Wym + @ = AU
———
=0

soit Wy = AU + Polu; — up) 6)

- phase de transvasement : I"air recoit an cours de ceite phase un travail
total W, = —P{{ — v;) = P - v, dont une partie est fournie par le piston
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{travail W3) et |’auire partie par I'atmosphére (W),,) :
W, =W + Wzitm

f

soit Wy = W, — Wérm’ avec atm —Po{0 ~ uy) = Pyuy, done

W3 = (P — Py)u N

e Le travail total fourni par le piston pour un aller-retour est, &’ aprés (6)
et (7}, égal & la variation d’enthalpie H = U + Puv de Uair transvasé; en
effet

AW =W+ Wao + Wi = AU + (Puy — Pyug) = AU + A{PY) = AH

soit

AW = AH

R
y (Ti~Toy = —L
y—1 y—1

et puisque vy = vo(Py/ P)MY, donc

1

¥ P ATY
AW = P — ~11,
y—1 OUO[(PO) :l

et d’aprds (3) pour un alier-retour,

-N/y
AW =2y | (£ ~11AP
y =1 Fo

b) En assimilant A P trés faible 4 une différentielle, on en déduit le travail
fourni par I’opérateur aprés K coups de pompe

PPy p Ny
Wg = Ly / (—w») ~1|dp
y - 1 P=py PO

Vi i =13y 2y~ Py
soit Wy = r’ (——_) —4 [P 5 J »»[P]“zf‘
y =1 Po 2y —1 7 ?

(Pvy— Powp),

avec AH = nC, (T\—Tp) = n-

ou, d’aprés (5),

2yl
WKE VP{)‘U{) ¥ (1+ K‘UQ 4 1= KUO ()
v o1 2y — 1
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4.

a) A lafin du gonflage aprés N coups de pompe, 1a pression est Py = P
done, d'aprés (5), Py = By (1 4 N _UVQ_) d’oit Te nombre de coups de
0

pompe nécessaires

Vo Py
N=—{—-—1 = G
g (Po )

B) Le travail total fourni par I opérateur est, d’aprds (8), avec X = 60,
Wop = 373 Joules.

¢) Le travail fourni par " atmosphére 4 1'air transvasé, & chaque coup de
pornpe, est Ppug .
Le travail total recu par Fair de la chambre, 4 la fin du gonflage est donc

W= K - Povp -+ Wop

Puisque I"air de 1a chambre conserve la température ambiante, d’aprés les
hypoth&ses, son énergie interne n’a pas varié soit A/ = W+ g =0, on
en déduit 1a quantité de chaleur regue par air de la chambre ¢ = —W

ol Q = (K - Pyvy + Wop)

Application numérigue

Q = —(60 x 10° x 0,15 107 4+ 373) = ~1 273 Joules. Le transfert
thermique de la chambre 4 air vers I'exiérienr est donc de 1 273 J.

d) La variation d’entropie de Punivers est

ASunivess = ASairdeta ASatmosphére
chambre

ou la variation d’entropie de Pair de la chambre est la méme que celle
ohtenue par un «chemin» isotherme réversibie

PV, P
ASardeta =#RIn (—‘q(—)-)z 170 ln(-—gw)

et chambre 4 Ty Py
AS =2
almosphére = T
$0it
PV P, )
ASunivers = —e 10 (-_“_) _ 2 0464424 = +378 J/K
To Py Ty

Le signe 6 qui correspond & ASypivers > ) est en accord avec le caractére
irréversible du gonilage.
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D. POMPE A CHALEUR ET MACHINE FRIGORIFIQUE
EFFICACITE

15. Pompe 2 chaleur. Coefficient d’efficacité

Une gompc & chaleur est’ én hcuson avec deux sources : 1 une constituée
par 1. m’ d’eau, (ie chaleur m'zsmquo c = 4185 /ke - K, initialement & la
temperature T 280 K, Vautre consutuee_pal I atmosphele qm es¢ é Ia.
temperature Tz supposée const 4 80. R

Solution
Mitieu extérigur
W
Source froide Qg Pompe A chateur Qy Source chaude
{atmosphare) {eau)
Fig. 1V.10

1. Lapompe & chaleur
- regoit du milien extérieur un travail W(W > 0);

- recoit de la part de I'atmosphére (source froide) une quantité de chaleur
@202 > O,

~ fournit & 1a scurce chande {eau) une guantité de chaleur | @y} (@) < ).
Orn a done, en mesures algébriques : W + Q; -+ @ == 0 (premier principe)

ou, en module,
Wl =10+ 122l =0 (1)
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et

d 2
Sy 2

T

d’aprés Te 2° principe appliqué aux transformations réversibles {€galité de
Clausius).

Or, la quantité de chadleur élémentaire regue par la masse m d’eau, lorsque
sa température $’éléve de Ty & Ty + dTp, est

dEQli = me CiT; = !—idTl- (3)

La relation: (2) s’ écrit done, puique Tp = cte,

vy
~p j 2y
T

/ T T
1y Q7
—pln = =2 =0
ou win 7 + T

TH
Onendéduit Qs =uhhln «3}-—
1
En intégrant la relation (3), on obtient { 1! = w(T)" - T)).
La relation (1) permet enfin de déterminer le travail W qu’on a fourni i la
pompe A chaleur (donc le travail requ par cette pornpe) :

W =10l — O
Th'
soit W=pu {(Tl” - Ty =~ Ty In =% ] .
Ty
Application numérigue : 1 m® d'eau pise m = 10° kg; la capacité

thermique de Peau est alors 4 = mc = 4,185 - 10% /K ; donc

320
= 6. —
W= 10 4,185(40 280 In 280)

ou W= 11,08 10°F = 11 080 kJ.

2. Le coefficient d’efficacité de la pompe & chaleur est le rapport re-
cette/dépense :




320 Chapitre 4
H TH - Tf
8= -——‘%E . SOt e= melT; Y T
e [(T{’ ~T)) ~ T ln —i—}
1
ou e = ! ~ 15
- . I 1 T '
I = ————1n
-1 "

Physiquement, ce résultat signifie que pour échauffer directement I'eau
{(source chaude) il faudrait dépenser une énergie {Q4] 15 fois supérieure
au travail W fourni & la pompe a chaleur; grice % la pompe a chaleur, on
réalise une économie appréciable d'énergie (dans ie rapport 15).

16. Machine frigorifique

Solution

Ve
1. e Lecycle de Carnot étant décrit de fagon réversible, le 2° principe perrnet

d’écrire
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TR, . Q
2L =220, sont B ﬁ '8}
Ti 1 (@11 Ty
268
donc L = —— = 1,83,
104 313

=+ Si on laisse la porte du réfrigérateur ouverte, la machine frigorifique est
en communication avec une seule source {air de cuisine); elle recoit un
travail W, donc fournir obligatoirement 3 Fair, une quantité de chaleur
positive. 1 air de la cuisine ne peut donc pas se refroidir.

Au cours d’un cycle, le fluide du réfrigérateur

~ recoit une quantité de chaleur @2 > 0, de la part de 1a source froide, et
un travail W > 0 du milieu exiérieur;

— céde une quantité de chaleur | Q| 2 la source chaade.

Le 1¥ principe permet d'éerire W+ Q24+ 01 = 0,00 W+ Qs — || = 0.
En utilisant la relation (1), on en déduit

T;
Wt 02— Qb =0, soit | Q2= L @
2

e Wi
n-1

Au cours d’un cycle, de durée d, le travail recu par e fluide est W = P .4,
et 1a chaleur (s, extraite & une masse M (’ear & G ° C pour ia tranformer
englace30°C est Oy = ML.

f.a relation (2) s’écrit alors
1

ML = Pd —meee,
F -1

La masse de glace fabriquée par seconde est alors

i Ty

S A .

200 268

30 55 o

Application numérigue : On obtient m ==
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17. Systéme en relation avec trofs sources.
Cycles moteur et frigorifigue

Chapitre 4

Solution 4

1. Le 1* principe permet d’écrire 1 Qy + 20, + W = 0,
o + & O

Le 2° principe permet d’écrire : T;l F

olt @y, G et W sont comptés algébriquement

0




Le dewxiéme principe. Bilans entropigues. Machines thermiques 323

On obtient, puisque W = —1000 I par hypothase,

Q1+2Q2:1000 (1}
o) 1 1
450 QZ( 560 T 300 ) =0 @

ce systéme admet pour solution

{ O = +3666 1.
0, =-13331

La machine a donc emprunté une quantité de chaleur de 3 666 J 4 la source
5, et a fourni une quantité de chateur de 1333 J & chacune des sources
¥, et Ty. Le rendement de cette machine thermique est donc

%% 1000
r o 666 27.3%

o Lorsque M est en relation avec les deux sources ¥ et X, désignons
par 0.2 et Q> les mesures algébriques des quantités de chaleur échangées
avec % et £, et W), la mesure algébrique du travail échangé.

Le 1% principe permet d’€crire
Qia+ Q2+ Wyp=0. 3)
Le 2° principe permet d’éerire (cycle réversible)

Q12 - O
i T

=0 @)

D’ aprés la relation {4), on a done

T
Cip= "QQ*“"T;E”

Or, Oy = ~1 800 J {par hypothése, M a fourni 1800 J & ); on obtient

-

43¢
wm —{—] — oz 2 2 .
iz {-—13800) ) 50 J
D’ aprs la relation (3), on adone Wi 3 = —(Q) 2 + Q2) = —450 J.
o Lorsque M est en relation avec les sources iy et s, désignons par Qi 3,

05 et W 3 les mesures algébriques des quantités de chaleur échangées avec
% et Tj et du travail échangé.
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Les deux principes se traduisent par les relations

QL3§Q3+W§.3 =0, (5
1.3 3
e =R ) §
Ty I3 (6)
Daprés {a relation (6), on a
T
Qs =~ Q33—
@13 Us 3
avec 3 = 600 J par hypothése.
On obtient dong
450
= =000 ez —G0H J.
Qi 0560 J

¥ aprés la relation (3), on a

Wiz = (@34 01) =300 L.

o Le travail total échangé par M est donc

W= Wiy W1’3 = —156 J.

La machine a fourni un travail de 150 J au miliey extérieur.
o Au cours des oycles dithermes {5y, D), la machine M -

— emprunte une quantité de chaleur Q2 = 2250 J 4 la source chaude 2,
- céde upe quantité de chaleur |@s] = 1 800 J 4 la source froide 2,
- et fowmit un travail ”/V;g | = 450 J au milien extérieur.

M se comporte donc comme un motenr thermique dont le rendement est

travail fourni au milieu extérienr

2= chaleur empruntée a la source chaude
_ Wia 450

soit S ) N A

siry o QE,Z 2250 ’

e Au cours des cycles dithermes {3y, £3), 1a machine M :

— emprunte une quantité de chalear Q3 = 600 J 2 la source froide T3,
~ regoit un travail Wy 3 = 300 T du milien extérieur,
— céde une quantité de chaleur | Q3| == 900 J A la source chande ¥;.
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M se comporte done comme une machine frigorifique dont le coefficient
d’efficacité est
chaleur empruntée 2 a source froide

travajl empruntd au milieu extérieur

= 2

i.3

24 2 I3

]

Fig. IV.12

@ Au total, Ia machine M :

— 2 emprunté une quaniité de chalear @ = Q2+ Qi3 = 1350Jala
source chaude ¥4,

- a cédé une chaleur de 1200 J {car Q;_ + Q3 = —1,200 I} aux sources
froides Zo et 25,

— a fourni un travail | W] = 150 J au milieu extérisur.

Globalement, M se comporte donc comme un moteur thermique de
rendement
W 150

——— = 0 11 %
O 1330 ¢

=




L
i
e

Chapiive 4
MACHINES THERMIQUES DITHERMES
RENDEMENT

18. Rendement d’un cycle réversible. Bilan eniropigue

On considere 1 kilogramme &’ air (gaz parfait), subissant in cycle de
Carnot ABCDA : AB et CD 1>othelmes et BC‘ et DA adlabanques
mwrsﬂﬁes R

La tempcrature an pomt A et I‘ ] = 300 K Les pressmns du gaz dans leq
érafs A B etC sont respeclwement p1 = 1 atm p2
L On donne cp = 103 Cf/kg K y

3 atm et p3 = 9 atm

. i
- A= O ‘73
Caiculer Ie rendement th(,rmodynamzque dus, cycle de deux maméres
a)en f'usant lebﬂan thenmque du cycle

Solution

paen D,

p

1. «) Déterminons d’abord la température 75 de Uisotherme C D et |a pression
G atm

3atm

T atm

Adiabatique

A

Fig. 1V.13
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o Les équations de Laplace s"écrivent

- I
- pour Vadiabatique BC : T} (pg)’?"}i == T;z(p3}-_y£; (1}
1~ o
- pour Padigbatique DA : Ty(p1) 7 = Ta(pa) 7 - o
On en déduit
A 300
P v 2T
=T | — = 30003 e d—F-1 5 B W
2 | ( ” ) (3 073
En divisant membre & membre les relations (1) et (2), il vient
Pz 73

= == =3, soit py= f:i == 3 atm.
P71 P4 3

o Faisons le bilan thermique du cycle.

La quantité de chaleur échangée par 1'air {# moles) est :

R
~le long de 'isotherme A B, compte tenu de €, = -—Sy—f-,
-1
0y =nRTln 2 =, X == rm £L
P2 14 P2
. g 2 i
soit g = 10 -~77--30()o1n Y == 04 170 J;
- le long de I'isotherme C D :
-1
0y = nRTyln 2o = 0, X2y 22
P4 P4

2
= 10 - = 411 -1n 3 = +129 0600 J;

— au cours des adiabatiques BC et DA, la chaleur échangée est nulle.

Le gaz a donc recu | 0] = 129000 J de la part de la source chaude {(T»)
etacédé [Q;] = 94 170 T & 1a source froide; la différence est transformée
en travail : [Wi =102 — |-

Le rendement du cycle est donc

n = W | 102 —iQ g1 @1l
02 1Ql 1Qa}
—_— 4 94170
Application numérigue : ) = | — — e =27 %.

129000
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&) Le cycle étant écrit de facon réversible, le rendement est maximal et pe
dépend que des températures extrémes (théoreme de Carnot) :

S I T O A
K T i ¢

2. La variation d’entropie de 1air est :
- au cours de la transformation isotherme A B
i y—1 P 04 170

AS) = El o n 2L o ~ 314 J/K;
e Py T, 300 ¥/

— au cours de ia transformation adiabatique réversible BC : AS; = §:;
- au cowrs de la transformation isotherme CD :
o -1 129000
2 vl pa | 129000
2 Y P4 411

2 +314 J/K;

- au cours de la transformation adiaba;ique réversible DA : ASy =8,

Bilan du cycle 1| ¥AS =0 | (résultat prévisible).

19. Rendement d’un motear thermique 3 air

A
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Solution

1. @) La capacité calorifique molaire de P'air & pression constante est
CPm = Y
}/ e

7 R la capacité calorifique de n moles d’air est dong
ny
y—1
10600 1000

tkg & ai fi = = les.
Or, kg &' air renferme n A 13 391 moles

La capacité thermique & pression constante de Punité de masse d’air est

ny 1000 7
= o C— 8,32 = K.
Cp o R 551 5 8,32 = 1000 J/kg

Cp =

b) A Vétat initial A}, le volume d’air est

ART; 1000 350
V) = e 832 o = 1.
L 29.1 T

A Pétat A,, le volume d’air est, d"aprés la loi de Mariotte,

v, = Vi EL = 0,125 w.
P2

La transformation Az A3z étant isobare (py == p3 == § atm), on a

v Vv 7,1 1400
Mo it Vs Ve = s e = 0,5
oo O BERTT Y 350 > m

La transformation AsA4 étant adiabatique et réversible, I’équation de
Laplace p3Vy = psV) avec ps = pi(A1As isobare) permet de
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déterminer le volume de I’air dans 1'état A

iy
Vi=Vs- (-pl> = 0,5(8)%7 = 0,5 4,416 = 2.208m°.
Pi

V.
La transformation 4; A4 étant isobare, on a 7y = T —s}i = 73K,

1
Les résultais obtenus sont résumés dans le tablean ci-dessous ;

ETAT Pression p{atm} | Volume V (m?) Température T(K) ]
Ay 1 1,000 350
Az 8 0,125 350
Az 8 0,500 1400
Ay i 2,208 773

. 7
Le rendement thermodynamique du cycle est le rapport

travail fourni par le moteur 3 air W
= quantité de chaleur reque de la source chaude

Or, le travail total requ par Pair, au cours d'un cycle, est

W o= WAlAg + WAQA;; -+ WA3A4 + T’VA4A;

2 4 Ve~ o3V
ot W= pViin ”*3""~P2(V3 - V2)+M~* ~pr (Vi — V)
I (isobare) y—1 (iscbare)
(isotherme) (isentropique)

soit W =2,0810° ~ 3. 10° - 4,48 - 10° + 1,21 - 10° (en joules),
on W= -—4,19.10°J = 419 kJ.
@ Au cours du cycle, air ne regoit une quantité de chaleur positive gue

pendant I'échauffement isobare (2° phase Az Az), puisque, pour les autres
phases, ona Qa s, <0, Quga, =0et Qa,a, < 0.

Onadonc O = Qayns =cp(T5— 1)

soit Q1 = 1000(1400 — 350) = 1,05 10°J = 1 050 kJ.
W 41
o Le rendement du moteur est alors IS —wmé«-l— = 10590 =2 0%, alors
que fe rendement du cycle de Carnot fonctionnant entre les températures
T 3
entrémes T et T3 de ce cycle serait iy == 1 — “ﬁL e quéoa— = 75%.

R



4,

Le deuxidme principe. Bilans entropiques. Machines thermiguies 331
3. o Le gaz étant parfal, Ia variation d’énergie interne est

c 10
AU = Cy AT avec Cy = —£- = -7/95-0— =714 V/kg K = 0,714 ki/kg - K.

Us — Up =0 (wansformation isotherme);

ine, U3 =Cy(T5 - 1) =0,714- 1030 == -+750 kI;

Onendédult: § 770 pr o 0Ty ~ T3) = —0,714 - 627 = —448 kJ.

Uy — Uy = Cy{T — Ty =~0,714.423 = —~302 k1.

On vérifie ainsi que AUgyale) == 750 — (448 4+ 302) = 0.
e La varation d’entropie de 1'air est, pour chaque transformation
d0
réversible, AS = [ —«;‘fw, soit :

a4, Waa Vi D2
ORI £ .- S 5.t S In =2 = =594 1. KL
A T T; T 7

s T T
33—52mf Cp-%—xCpin~?—;3-m10(}01n4=1386l-K“1;
Ta==T] 2

Ss— 83 =0 (wansformation adiabatique réversible)

LIV T 773
-_ i — TZ 1 RNt 0 :-——7 . —l,
le S4 fT Cp T =l 1000 In . 9271-K

On vérifie ainsi que

: d
(AS)eycle = 1386 — (594 +792) =0, soit [ TQ == 0,
réversible

Représentation graphique :
platmi

K>
Ry 8 —--w'kmias?‘n AsL1400 K)

pt=1

1A4(350 K) ALT73 X0
i I

L] R 5 P
S vyt Ve 22 VD

Fig. IV.14
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29. Rendement du cycle réversible de Carnot

i

Le systeme constinié par n ‘moles d'un gaz (y = C,/Cy &= cte),
supposé parfait, est enfermé dans un. cylindre dont on’peut faire varier
le volume V. Cord nitialemient; 12 systeime st dans Jgtal,

o c)le S¥steme-gstic

Solution

1. Le cycle étndié, ditherme et réversible, est composé ;

- de deux adiabatiques AB et CD:

—de deux isothermes BC et D A.
Il s*agit donc d'un cycle de Carnot. Le rendement du cycle est le rapport

travail fourni par le systéme
quantité de chaleur absorbée par le sysitme

Or, ce systeme a absorbé une quantité de chaleur |, restitué une quantité
de chaleur Q; et la différence (3, (22 représente le travail fourni, donc

2= O Q>
}’)m-———%mlwm

oF o) )
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o4

Fig. IV15
Déterminons Oy et Q4.

e Au cours de la phase isotherme BC {phase b), 'énergic interne du gaz
reste constante, la quantité de chaleur reque (donc absorbée par le systeme)
est

Ve Yo av
Q] = —W = pdvﬂf HRTBM"M,
Ve Va

Vi
ou 01 =nRTzln £ 2
Ve

o Au cours de la phase isotherme DA (phase d), la quantité de chaleur
regue est, de méme,

v
Q) = nRT4In —-—i;
4 VD

donc la quantité de chaleur fournie au thermostat par le systéme gazeux
est Qg = —05;
v,
ou Q2 = nRTsIn —=-. 3)
Va

s D’autre part, puisque les transformations A8 et CD sont adiabatique-
ment réversibles, avec y = cte, on a

RS T4 e
et { Ata 58

Ty =1V
On en déduit, en divisant membre & membre,
Vi Ve

st e
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2.

e
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Divisons membre 4 membre les relations {2} et (3); on obtient, compte
tenn de la relation {(4),

& Tp

Application nismérigue : On obtient n = 25% : ¢ rendement est maximal,
puisqu’if correspond au cycle réversible (rendefnent théorique).

Pour les températures infiniment voisines, le rendement s écrit

T~ dr _dr

T
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" Onindiquera poit chacun des.états Ay Azs A3, ¢t Ay Tes valeurs des

* coordonnées sur chacun des diagranitie

- On prendra comime origine des ehitro

Setution
1. La capacité calorifique du gaz & pression constante est €, = o1 nk,
v e 7 10°.60-107° o
Cy o= , 80t € = == + o = 70 T .
MCe =T Ty T 300 K

— A la fin de la compression isotherme A1 A3, le gaz est dans i’état

pz=6p, = 6atm

v, =V, - 2L =101,
P

420 7, = 7, = 300K,

v
S =8 - P2 3587 k7
T P

- A 1a fin de la compression isobare Az As, le gaz est dans Pétat

p3z=6p2=6atm
v
¥y = mzim =301
A =Ty 2 = 900K,
2

7:

$3=8+Cyla 1—} = 35,8470 In3=41,17-K%.
2

— A la fin de la détente adiabatique réversible AzAq, le gaz est, compte




Ll

N

tenu de I'isochore Ag4 ), dans 1'état

VS ¥ 1 1.4
frd rrrmmrman o s ::.22 \
Pa Pa(v4) 6(2) L2T atm
As V= V) =601,
Ty =T 2% 681K,
~1
Se=S$3=41,17 KL 7

Ces résultats permettent de représeater le cycle :
o dans le diagramme de Clapeyron (p, V)

— Pisotherme A Aj est une hyperbole équilatére (pV = cte),
—'isobare A3 A5 est une droite horizontale {(p = cte),

~ I'isentropique A3 A4 est la courbe pV? = cte,

-~ Pisochore AsA| est une droite verticale (V = cte);

P!
Dy Gt As Ag

Pad 227 atm,

o dans le diagramme entropique (T, S :
~ 1'isotherme A A est une droite horizontale (7 = cte);

- 1'isobare A3 43 est une courbe d'équation différentielle rG

(car dQp = dH ou TdS§ = Cpdl;

Chapitre 4

T
Cp
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— Pisentropique AjAs est une droite verticale (S = cte);

337

. . . T
~'isochore AgA; est une courbe 4’ équation différentielle E— T e
ds Cy
{cardQy =dlJ ou TdS = Cydl).
T
12900 Kl e
TawB81 Kl
Az’,/ﬁﬂ/
g TAT=300 K
é
i i g
- 3884 KT G +a13J g
Fig, IV.17

Lesrésuliats précédents permettent de dresser le tablean de valeurs suivant:

ETAT Aj As As Ay
In V(V en litres) 409 | 2,30 3,40 4,09
Entropie S (en J. K-hH 0 —35,8 i 4+41,1 | +41,1
a Dans le diagramme {In V, §):
Vi

—I'isotherme A A; est représentée par une droite de pente

mV

{car §; — §) = 5

1

1

v

§= ELL

Ti

In V 4+ cte

1

Va . .
In »»17—-); la fonction entropie est donc

~I'isobare AsA; est représentée par une droite de pente C,

Ty 3
(Cal’Sg - Sz = Cp 1!’1“";;7;* ES Cp In "{/;),

=nR
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on a done S=C,InV+ cte
-

— I'adiabatique réversible A3A4 est représentée par une droite verticale

{car § = cte);
- Disochore A4A; est représentée par une droite horizentale (car
InV =cte).
log v
4,091 Aq

. 5
~35,8J K7 s} 411Jk1

Fig. IV.18

2. a) Dans le diagramme (7, S) on a déja vu, dans la 1 uestion, que :
] q q

dr T 360
- Ia pente de I'isobare est { ~—— } = ~ = . 4351,
a pente de I'isobare es (dS )P G 7 S
y TN _ T yT  1,40.300
— la pente de I’isochore est (w&—)vm%@ == =605L

Le rapport des pentes des isochores et isobares, A une température 1, est

donc
(c%T
ds /.
(&)
ds »

ce rapport est indépendant de T.

=y = 1,40:
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B) Dans le diagramme (la V, $):

~Uisobare § = Cp In V + cte est une droite de pente C, = 70 SI;
—I"isochore horizontale In V = cte a pour pente 0.

22. Motenr i explosion.
Cyele de Beau de Rochas (ou cycle d’Otto)
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Solution
1. Diagramme du cycle de Beau de Rochas (ou d’Oto) figure IV, 19,

T

p
3 T,

Tz

T, 4

Tl

s
8,=8, 5,28,
Fig. IV, 19
recette - W,
2. a}Le rendement du cycle est r == - = cycle .
dépense Qrecue

ID’aprés le 1% principe,

Weyate + Qeyete = 0, s0it chcie = "'“Qcyclc = (013 + Qa-a).

D’autre part, la dépense est constituée par la chaleur recue par le fluide au
cours de I'échauffement isochore : Cregue = O2..3. On en déduit

Q223+ P4 Qi
Fomz = | 4 {1
O3 Gr3

Or, les quantités de chaleurs recues par les i moles du fluide, de capacité

calorifique molaire Cy,, = & volume constant, au couss des

tranformations isochores 2 —» 3 et 4 — [ sont
{ O3 w= AUz 3 = nCy,, (T3 — T3) (2
Qo = AUy = uCy, (T} — T0) 3

ou

L’ expression (1) s’écrit donc, compte tenu de (2) et (3},

i Te — T @)
Foow ] —
-1

) Les équations de Laplace relatives aux transformations iseatzopiques
| = 2 et3 — 4 s’écrivent respectivement :
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po] .4 y—1 -1
I :(m) el e D ﬂ(.ﬁi) AR
T 2 Ty u3 w2

o ¥ 1

soit Ti=T -7 et Ty=Ty x'77 ()

On en déduit, d’aprés (4) et (5),

. Tgxf"" — ‘]‘2x1"V
= ] e R it = x Y &
r 5T s01 y=1—x )

Lerendement du cycle 4’ Otto est done indépendant de Ia quantitd de fluide
briilé, et ne dépend que du rapport volumétrique x = v, /vy = v3/vs appelé
aussi taux de compression; ce rendement croit avec x.

3. @ Lacylindrée du moteur est vy ~ vg = S 1 = 500 cm®. I’ «espace mort»

est, par hypothése, v, = 100cm®. Onen déduit v; = 500+ 100 = 600cm®
et le taux de compression : x = 26

Le rendement théorique de ce cycbiue &’ Otto est, d’aprés (6),
Foam ] — 6704 o 51 205,
b) Le travail fourni par ce moteur thermique, au cours d'un cycle, est
W= —(Wis2+ W34} = aCy, [(T) — o) + (I3 — Ty)] (7

avec T} = 300K, T3 = 1 100K, T = Tyx7 "1 = 300- (6)* = 614,3 K,

Ty = T3x}™7 = 900 - (6)~0* = 439,5 K; de plus, 1z capacité calorifique
Pl V]_ R - Pl Vl

Ry y-1  (y=-DbT

isochore du gaz est Cy = nCy,, =

10° - 600 - 1079

— oyl
5A350 =0,57. K"

$0it Cy =

Numériquement, on a donc d’aprés (7} :

—~Woepele = 0,5(300 — 614,3 4+ 900 — 439,5) = 73,1 J.

4. Le moteur réversible qui fonctionne suivant le cycle de Carnot entre les
températures 17 = 300 K et T3 = 1100 K a un rendement théorique
o= 1— —Z-I——

15
Le moteur qui fonctionne suivant le cycle Beau de Rochas, entre les m&mes
sempératures, a un rendement rg = 1 — xt-r,
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. ) 73 .
On aura done méme rendement (7. = rg)six’ ™" = == done s le etaux
. I

. Tl 1=y
de compression» est | x = { —

o fluide - parfait, ‘décrit un cycle
" ane isebare et d’ane isochore
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Solution

1. Diagrammmes du cycle Diesel idéal :

AT,
H tisachare
; AT}
] v 5
Vy Yy VY,
Fig. 1V.20
recette Weyer
2. a) Le rendement du cycle est o= | AL L
. depense Q regue

D’apres le 1* principe,
chcle + Qoycte = 0, soit Weyete = — Qoycie == _(QAgAg + QA:;AI)-

I’ autre part, la dépense est constituée par {a chaleur recue par fe mélange
au cours de Iéchauffement isobate A2 A3 @ Orecue == (4,4, Onen déduit

v Qaa; + Qaga =14+ Qasa,
QA2A3 QA2A3

.

Or, les chaleurs regues par n moles du mélange gazeux (de capacités
calorifiques molaires Cp,, et Cy,,) sont

. Qazay =nCp, (I3 ~Ta), car AzA3 estisobare,
¢ Qaqa =nCy, (T —Ty), car A4A; estisochore;
donc ro=l— —1-—“ 4Y]
y L~1

b} o Les équations de Laplace relatives aux tranformations isentropiques
AjAs et AyAg s’écrivent :

TQ 1 v-1 —1 T3 Ya y-l Ui y=i -1
a0 e s x}/ Fort T m— —— = ZV .
T[ iy] T4 U3 L%k
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o Puisque Ia transformation A, A est isobare, on a

Ts Tz . U3 X
T e SOM Ty == Ty = Ty
V3 y 3 z

o Exprimons alors les températures T3, T3 et 7y en fonction de 7,

<

¥ 4
Ty = Tgxyﬁl, T = T;“fwm et Ty =T} (-)-C-) ;
Z

portons dans (1}, il vient aprés simplification :

Yy
1 (”"":“) - TV X
PRI S ¥ S AN VS P (U S Tt LA B

¥ Xy ¥l 1 1
—x [V3N R
z 4 z X

N.B. : Le moteur Diesel fonctionne sans Pajde de bougies : en effet, il v
autoallumage au cours de I'injection du carburant durant I'étape isobare
Ay A, car la température 7 atteinte 2 1a fin de la compression adiabatique
est supérieure & la température d’inflammation spontanée du mélange.

a) Le rendement théorique du moteur Diesel est, d'aprés (2),

(- eptts
1 i
1'4(""/"””3"1")

b) Le cycle Diesel A; AzA3A24, est précédé d’une phase d'admission de
Pair (étape ApA)) et est suivi d’ane phase d’échappement (étape A; Ag);
donc un cycle correspondant & deux aller-retour du piston ou & deux tours
de I'arbre moteur.

r=1

= 61,4%.

Le nombre de cycles par seconde est donc :

Nj2 4500/2
- = 37,5 cycles/s.
0 ) cycles/s 1
L& chemin parcouru par le véhicule pendant la durée ty0, = _ﬁ“_é“s du
147000m 1 o
1 N —_ - = .
cycle est V teyele 600 S 373 s=1,09m

Le volume et ta masse du carburant introduit par cycle sont donc

8
Ve =~ 1/l % 1,00 - 107% ki = 8,72 - 107 litres.

et m=pV =0,8-8,72-107° =7 107° kg = 70 mg/ cycle.
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¢) La chaleur apportée par le carburant, par cycle, est
O = gm = (46,8 - 10%)(7 - 107%) = 3276 1.

Le travail fourni par cycle est donc |Weyete| = r @ = 2011 J. La puissance
théorique maximale du moteur fonctionnant en cycle Diesel idéal est done

W
P ol oato wans ou P 102,6 ch.
r(:y(:le

24. Turbomoteur : cycle de Joule (ou de Brayton)
Taux de compression optimal
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Solution

1. Diagrammes du cycle de Joule (ou de Brayton) :

T
3
o Ty b e
5
K
T2 2
SR S S —da
10
4 - isovae "y T Rt
- ] .
5,=5, 5,5,
Fig, 1V.21
recette Wyt
2. a) Lerendement du cycle est ;7 == |— | = — — %L
dépense Orecue

D’ aprés le 1% principe,

Waycle -+ Qcyclc = 0, soit chcle = _Qcycle = {023+ Qs1).

D’ autre part, la dépense est constituée par la chaleur recue par le flnide,
au cours de I'échauffement isobare : Qregue = @2-,3. On en déduit

oo D23+ Qa 14 sy )
Q23 Q23
Oy, fes chaleurs regues par les # moles du fluide (de capacité calorifique
molaire Cp,, == —r————l-— a pression constante) au cours des transformations
isobares 2 — 3 et 4 — 1 sont:
o Qa-s3 = nCp, (I3 — I3} (2)
Osny = ncp,,, (T — Ty) {3)

L’expression (1} s’écrit donc, compie tenu de (2) et {3),

r=1e- = €y
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b} Les équations de Laplace relatives aux transformations 1 — 2et3 — 4
isentropiques s’écrivent :

T -l : T ¥l r=1 :
¥ - ¥ ¥ ¥-
L (fz,,) e B (_Pg_) z(&) =
T P [y P4 P
L=y S
soit Ti=Ty-x7% et TizTy-x¥ (3)
On en déduit, d'aprés (4) et (5), ’expression du rendement
I-v iy
Tax ™7 —Tyx'7 . Loy
P . T3—Tz ,s0it | r=1—2x7 (6)
3. a) Le travail fourni au cours du cycle de Joule est, d’aprés (2) et (3),
—~Weyae == Q23+ Qasy = nCp, [(T3 ~ T2} + (11 — Ta)]
ou, d’aprés (3),
i Ly
- cyciezncpm{Tl(l""x Fy+T3(1—x 7)) (7
dw,
Ce travail fourni sera maximal pour — ke . 0, soit :
1 - _1 1 12y
nCpm(Tl yx 11’—T3 yx Vy)MO
4 Y
1 2y T Hy=1)
ou Tlx—’l’ = Nx VY, soit ot A ;
1
Le taux de compression optimal du cycle de Joule est done
T3 \X = i3]
e
= 22 (_i) ()
Pl T

N.B. : Le rapport T3/T) est généralement imposé car la température
Ty = Tmadmum €St imposée par la température maximale a laquelle la
turbine peut résister, et T == Tnaximum €St imposée par la température de
1"air ambiant,

&) Le travail maximal fourni par cycle est done, d’aprés (7) et (8},

a2 o))
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soit — Winax =

R
(T Ty - 2T TY)

ou = Whax =

ny R

— /T - V1)’
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25. Machine a cycle de Stirling. Bilan d’énergie. Rendement

ffectuer un bzIan énei genque détaﬂle de ce cycle AU COUFS des 4 phascs .

2 : gt Expnmer le renderhent r du cycle de Sﬁrlmg en fonctlon de Tr et Te.
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Solution

1.

Le cycle de Stirling comporte quatre phases :

o I'¢ phase (E; — Ej) : compression isotherme & la température Tr, &
énergie interne constante, Le gaz

%
— recoit le travail massique W) = nRTpIn (—VL) >0

— ¢t fournit }a quantité de chalenr massique (égale au travail recu) :
lgil = —g1 =W,

o 2° phase (E, — Ej) : échauffement de Tr & Te & volume constant. Le
gaz

— ne regoit aucun travail : Wo = 0
— et recoit (de la part de A) la quantité de chaleur massique

- R
qzzn.cvm.ng—r@c—m

® 3¢ phase (Ey —> E4): détente isotherme ala température T¢ & énergie
interne constante. Le gaz

V
— fournit le fravail massique |Wa| = ~ W3 =nRT¢ In ( Vl )
2

- et recoit la quantité de chaleur massique
g3 = — W3 = |[Ws]

o 4° phase (E4 — Ei) : refroidissement de Te & Tr & volume constant.
Le gaz
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- ne regoit avcun travail : We = 0
— founit & A la quantité de chaleur massique

nk
y —1

lga} = ~g4 = (Tc ~Tr) = qa

Remarque : L’énergie thermique fournie parle gaz & 4 2 la 4° phase est
stockée dans le régénérateur ou accumnlateur A, et est restituée an gaz
pendant la 2° phase.

2. Le rendement de cette machine de Stirling ditherme et réversible est le
rapport positif r = recette/dépense, soit

travail fourni par le systéme _ ~Wrecu
quantité de chaleur regue de la source chaude ¢

e Le 1% principe de thermodynamique est traduit pour ce cycle par
AUcyete = Wregn + g1 + g2 + g3 + g4 = 0, avec g2 + g4 = 0, soit

Wregn = —(q1 + ¢3) (1)

Le rendement de la machine réversible est done, d'aprés (1),

r=1420 @)
g3

@ Le 2° principe de thermodynamique est traduit pour ce cycle par

1 3
AScyge == 0, ou ":?_F‘ + _%C— =0

T

soit I/ i 3

43 Te
+ - - TF
D’aprés (2) et (3), le rendement cherché est finalement | = 1 -
C

Remarques : (1) Le rendement du cycle de Stirling réversible a méme ex-
pression que celui du cycle de Carnot réversible formé de deux isothermes
reliées par deux adiabatiques.

(2) Le rendement obtenu est indépendant de la nature du gaz utilisé.
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3.

Source [

chaude (T}
(T

Source 1

froide (T

Frat E,

2¢ phase

3¢ phase 4° phase
Fig, IV.24

o Au cours de Ia 17 phase (E; — Ej) de compression isotherme & T,
le piston p demeure fixe et le piston #y monte de fagon 3 diminver le
volume gazeux (de Vi 3 V») en contact avec la source froide (Tr).

o Au cours de la 2¢ phase (E; — E3) d’échauffement isochore, le piston
w7 demeure fixe et le piston 7 p descend et le gaz traverse le régénérateur
A de bas en haut.

e Au cours de la 3¢ phase (E3 -~ Ej) de détente isotherme 4 Te, les deux
pistons 7 p et my descendent de fagon a augmenter le volume gazeux (de
V, & V) en contact avec la source chaude (7).

e Au cours de la 4° phase (Es4 — E;) de refroidissement isochore, le
piston 7y remonte et le gaz retraverse le régénérateur A de haut en bas,
tandis que w7 demeure fixe.

4. a) Le cycle de Stirling est aisément représentable dans les coordonnées
(T, s): figure IV.25.
&) On a, avec les notations de la 2° question, et si 51, 52, 53 €t 54 désignent
fes entropies massiques respectives des quatre états Ey, Ez, 3 et Ey:

g1 =Trls; —51) et g3=Tclss —s3) s @

done, d’apres (3) et {(4), I §1 — § == 854 — 53 E

les transformations E; — Ep (1% phase) et B3 — E4 (2¢ phase) se font
donc avec des variations d’entropie égales et opposées.
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T E, E,
Ty promeee
T 1.5 P ;
L7777
5, 8 5 s, 5
Fig. IV.2§

¢} Le travail fourni par le gaz est @ aprés (1) et (4)

Wiourni = —Wregn == g1 + g3 = Tr(s2 — 51) + T (84 — 53)

soit Wioam; == (54 — 53)(T¢c — Tr) (%)

D’aprés (4) la chaleur |g; | est mesurée dans le diagramme entropique par
Vaire rectangulaire hachurée sous le segment E4E, et la chaleur g3 est
mesurée par 1'aire rectangulaire sous le segment E3 Eq et, d'aprés (5), le
travail fourni est égal & la différence des deux aires considérées.
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Changements d’état
Solide — Liquide — Vapeur

s Toute partic homogéne d’un systéme en équilibre constitue une phase. Les
© paramétres de I"équilibre seront la pression et la température.

EQUILIBRE D’UN CORPS PUR SOUS DEUX PHASES
A1 = An

1. Conditions & équilibre

Les deux phases ont & 1’équilibre :
— méme température T = T (équilibre thermique),
~ méme pression p; = p; (équilibre mécanique).

La pression et la température sont lides par une relation p = F{Ty; on dit
i que le systéme est monovariant : on ne peut choisir arbitrairement gu’un seul
, paramétre d'équilibre (p ou T par exemple); les autres sont alors déterminés.
Ce résultat est confirmé par la régle de Gibbs qui attribue la variance 12 ce

~ systéme formé d’un corps pur (¢ = 1), sous deux phases (¢ = 2):

v=c+2—p=1+4+2-2=1

. 2. Courbes d’équilibre

On a représenté sur la figure V.A les trois courbes d’équitibre p = f(T)
@’un corps pur sous deux phases :

~ courbe de fusion 7 f @ solide = liquide,
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— courbe de vaporisation T,C : liquide == vapeur,
- courbe de sublimation T,.s : solide = vapeur,

Soitun corps pur i la pression p et 2 la température T. Sile point représentatif
M (p,T) appartient & P'une des courbes d’équilibre, on aura un équilibre entre
deux phases du corps; sinon le corps existe sous une seule phase : solide,
liquide ou vapeur, suivant que M appartient 2 la zone (D) 3) ou ().
f

P
L8 POV U
5
Solide Liquide
® @ :
b
|
¥ . s i
IE Vapeur E
! @ i
‘ g |
3 ; : -
Tre Te T
Fig, V.A
3. Changement de phase

Le passage d’une phase A de volume massique u;  une phase A, de
volume massique uz est un processus réversible qui s'effectue a pression et
température constantes, d’aprés les conditions d’équilibre.

La fusion (solide —- liguide), 1a vaporisation (liquide — vapeur) et Ia
sublimation (solide — vapeur) s’ accompagnent toujours d’une absorption de
chaleur, et la transformation inverse d’une libération de chaleur. Cette chaleur
L relative & I'unité de masse du corps, est appelée chaleur de changement
d’état (de fusion, de vaporisation ou de sublimation).

o IIL EQU][LEBR]E D'UN CORPS PUR SQUS TROIS PHASES,
: POINT TRIPLE
1. Conditions d’équilibre

Les trois phases ont & I’équilibre :

— méme température ; 7} = T3 = T;

~ INEME pression : py = p = p3 :
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11 existe deux relations entre la pression p et la température T d’équilibre.
Le systéme est invariant; on ne peut choisir arbitrairement aucun paramétre
& d’équilibre. Ce résultat est confirmé par la régle de Gibbs qui attribue la
. variance 0 & ce systéme :

v=c4+2~p=14+2-3=0,

2. Point triple

: Clest le point 7, figuratif de I’état du systdme lorsque les trois phases
i coexistent 2 Péquilibre. On en déduit que les trois courbes d’équilibre se
# coupent au point triple. La température T, et la pression py, au point triple,
© sont imposées par 'expérience.

Au point triple la chaleur latente de sublimation est égale & la somme des
¢ chaleurs latentes de fusion et de vaporisation :
Ly = L 7+ Ly;

Q Pindgalité L; > Ly entrained’aprésiarelation L = T (ua—uy)dp/dT appeiée
% relation de Clapeyron étudiée en 2° année :

ar subl. dT vap

1a pente de la courbe de sublimation est donc supérieure 4 celle de vaporisation.

[1l. EQUILIBRE LIQUIDE-VAPEUR. POINT CRITIQUE

1. Pression de vapeuor saturante

L’isotherme de 1'équilibre liquide-vapeur présente un palier horizontal LG
dans le diagramme (p,V), & la pression constante p; qui est la pression de
vapeur saturante (fig. V.B). -

~S8i p < py, on a uniquement de 1a vapeur séche (qui obéit approximative-
ment aux lois du gaz parfait).

-8i p = ps, onavnmélange liquide-vapeur, dont le taux de vapeur saturante
& x (rapport entre la masse de vapeur et la masse totale du mélange) est compris
* entre 1 {point représentatif G} et 0 (point représentatif L).

~8i p > p;, on a pniquement la phase liquide.

Notons que la pression de vapeur saturante est indépendante du taux x de

9'-}: vapeur et croft avec la température, car P > 0.
: AT/ ap.
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i
i
i
'
P
T
|
b
b
H
'
'
1
v
]
i
'

,f Vapeur saturante + liguide
]

'
'
1
:
4
i
i
]
i
i
i
i

v
%

Fig, V.B

2. Point critique

_ Si I'on augmente la température, le palier de liguéfaction LG se rétrécit,

< jusqu’a se confondre avec un point C, pour une température T = T, =

- température critique. L’isotherme critigue présente alors un point d’inflexion
¢ & tangente horizontale en C (fig. V.B).

- Onen déduit que la courbe de vaporisation p = f(T') est limitée an point

. critique (figure V.A) et part du point triple 7,.. Il est donc impossible de vaporiser
" unliguide & pression constante, si sa température est supérienre i latempérature

i eritique 7.

- En résumé, Péquilibre liquide-vapeur ne peut &tre réalisé qu’a des pres-

* sions comprises entre celle du point triple et celle du point critique :

Pn =P < Pec

Au point critique, les phases liquide et vapeur ont mémes propriétés et en
- particulier méme volume massique i) = .

3. Courbe de saturation

Le lien des extrémités L et & du palier constitue la courbe de saturation
(tracée sur ia figure V.B) formée de deux branches : la courba ¢’ ébullition L.C
et la cousbe de rosée GO qui se rejoignent au point critique C.
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V. VARIATION DES FONCTIONS U, H, et
DANS UN CHANGEMENT D’ETAT

o Au cours d’un changement de phase relatif & I'unité de masse d’un corps
pur:

-

— la variation d’énergie interne est | AU =L — p(ua — uy)

~la variation d’enthalpieest | AH =L |;

. . L
- la variation d’entropie est | AS = T3

» Pour les phases condensées, pour lesquelles les variations de volume sont
négligeables, les différenticlles des fonctions d’état sont :

dU = dH = CdT

cdr
£ —
&l s 7
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PROBLEMES DU CHAPITRE 5

A. DIAGRAMME (& 7).
POINT TRIPLE ET POINT CRITIQUE

1. Coordonnées du point critique. Equation @’état réduite

Solution

1. Dans le diagramme (p,V) I'isotherme critique T = 7, admet, av point
critique C{p.,V,), une tangente horizontale, donc

ap _
() -

De plus, C est un point d'inflexion, donc

¥p
(av2 )cmO @
Or, on sait que
r.T a
P ~ ve @
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Fig. V.1

la condition (1) s’ écrit done

rT,. " 2a
(V, = b)2 v

La condition (2) 5" écrit

2T, 6a

ooty T Tvs T

s0it rT2vE = 3a(V, ~ b)°.

En divisant membre 2 membre les relations (5) et (4), on obtient

3
Ve = E—(Vc —~ b).

La volume critique est donc| V, = 3b

Application numérique : on obtient V, == 2,92 - 103 m*.

e Larelation (4) sécrit 777 - 27b% = 2a - 4b?
La températare critique est donc

2 | 2a
TC~_3~ 3br

Application numérigue : on obtient T, = 304 K ou 31° C.

o D’aprés la relation (3), la pression critique est

_ rT, a _T r a
Pe=N"F Tz T\ V—b TAV?

=0, soit rT2V?==2a(V, ~ b

)
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En remplagant V. et T, par leurs valeurs respectives, il vient, aprés

simplification,
2 ] 2a ¥ 3r
Pe=3Y 3 \ 2 T 8

F 2a
126V 3br

(8)

8313 Pe =

Application numérigue : on obtient p, = 73,8 - 10° Pa ~ 73,8 atm.
Les relations (6), (7) et (8) permettent d’exprimer les constantes a,b,r en

fonction des grandeurs critiques V., 7, et p.; on obtient

b Ve 8 peVe
e T
3 3 T,

L'équation d’état 5" éerit alors

3peTLV2 v.\ 8 T
—— e V — = — 1% .
(’”‘ TV 3 3 PeVer

et a=3p. T,V

Divisons les deux membres par p.V,; il vient

P L (Ve N[V _1]_8
Pe r\v V. 3] 3 T,

ou, en introduisant les coordonnées thermodynamiques réduites p,, T,,

V,:
3 1 8
T Vi— —}=—T,
(pl+ Trvrz)( ¥ 3) 3

Cette équation «réduite» a la méme forme que I'équation d'état donnée,
mais elle a I'avantage de posséder des coefficients constants, quel que soit
fe fluide considéré : elle est donc identique pour tous les fluides,
L’avantage de cette écriture est donc de pouvoir grouper les fluides en
familles, ayant mémes coordonnées réduites, et ayant par suite méme
équation d’état et mémes coefficients thermoélastiques o, 8 et x. Il est
alors inutile d’effectuer toutes les mesures expérimentales pour chaque
fluide, ce qui est un avantage lorsque ces mesures sont difficiles i réaliser
{exemple : étude des propriétés de 'hélium); dans ce cas, il est plus facile
de déduire les propriéiés du fiuide,  partir de celles d’un autre gaz ayant
mémes coordonnées réduites.

~
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2, Diagramme d’Amagat pour T > T,. Température de Mariotte

Solution

1 La pente d’une isotherme en un point (p, pV} du diagramme d’ Amagat
est

[R0] S (B et (2 ]
m[apT~{«paprpV8pT(

Or, Ie coefficient de compressibilité isotherme est

1 (v
=TV \ap T
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RT
Dans le cas de n moles de gaz parfait, le volume s'écrit V = = ;
P
8 14
donc (—~—V—) = -
op /¢ p

On en déduit le coefficient de compressibilité isotherme du gaz parfait :

Dansle cas général, a pente d"une isotherme dans le diagramme d” Amagat
est donc, d’aprés (1)

m = pVixps~ x)

—Dans larégion ot m > 0 (pV = f(p) est une fonction croissante), on
ay %;XU + le gaz considéré est moins compressible que le gaz parfait,

— Dans larégion o m < 0 (pV = f(p) est une fonction décroissante),
onax > xo:le gaz est plus facilement compressible que le gaz parfait;
c’est le cas le plus fréquent, tant que la pression et 1a température ne sont
pas trop grandes.

2. On a déja vu, dans U'exercice 1, que Pisotherme critique (T = T,) dans
le diagramme (p,V) présente au point critique € un point d’inflexion 2
tangente horizontale; doncen C on a

ap . rT, 2a
e == 0# t - =,
( v ):r.-_-'r 5o (Ve — b)y* * V3 0
F*p 2ri; 6a
t =0, it e = .
¢ ( 5V? )m; O Ty s 2 S

Ces deux équations ont pour solution

8a

Ve=3b, e T,= X

(2}

rT a
V—~b V2

enfin, I"éguation d’état p = permet de déterminer la
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3.

rT,
pression critique p, = V. __C 5 “{?}“’ soit, compte tenu de la refation
(2), _
a
=S e 3
PC‘ 2-7b2 ( )

Les coefficients a, b et » s’expriment alors facilement en fonction des
grandewrs critiques :

i 8 pVe
V. et e
¢ TR

o>
i

a = 3p. V2

a) 17 équation d’une isotherme 8’ écrit

a ab
pV%——‘}MW-‘W”—pb:IT,
ou, en posant pV = y, on obtient
y+ap~)—}—~—abp -;ywpb:rl":cte. 4

b) Lorsqu’un gaz obéit 2 la loi de Marjotte, y = pV = cte & température
constante, les isothermes dans le diagramme d’ Amagat sont des droites
horizontales, done de pente nulle, ce qui est confirmé par la relation
m = pV(x — xo) = 0 (car pour un gaz parfait, ¥ = xo).

Le gaz de Van der Waals obéira donc localement 4 la loi de Mariotte,
lorsque la pente i de 'isotherme est nulle dans la représentation d’ Amagat
(y,p), ¢’ est-a-dire lorsque 'on &

m o= [M] =0. 3
ap - dr

Dérivons |’ équation (4) par rapport & p; il vient, compte tenu de la condition
)

a i

— —Zabp— — b =0,

y Py

Le lieu (C) des points ol le gaz suit localement 1a loi de Mariotte est done,
dans le diagramme d’ Amagat, une parabole d’équation

p:—————y+ . (6)
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a5k -
pv T;-'RT 7 —ys L
=1

alb=9pv,

a/Zh=92pv,

0 a/8b?=27/8 p, p
Fig. V.2

La parabole, d’axe paralltle & I'axe des pressions, coupe Vaxe y = pV
des ordonnées (p = () aux points d’ordonnée

a
Vi = ——b—- =0p.V, et v = 0.

Le sommet Sy de la parabole a alors pour ordonnée

Yo = Y1+ » - a
2 2b
et pour abscisse, d’aprés, la relation (6), Do = -g—z?,
=22
SOft So s 82 i P 6
yo=(pV)o = Sy ST pcVe.

Done si p > po, le gaz n’obéira pas 2 Ja loi de Mariotie, car le point
représentatif ne pourra pas appartenir 4 {C).
a(y)

¢) La parabole, lieu des points tels que m = [ 5

] = 0, sépare le
T

plan en deux régions :
— la région intérieure A la parabole (C), ot m < 0;
- la région extérieure A la parabole (C), olim > 0.
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On a représenté sur la figure V.2 quelques isothermes (' > T.) dont les
minimums sont sitwés sur (C).

d) Pour une pression nulle, le gaz suit la loi de Mariotte lorsque
a
ymm:?:gpcv’c

Orsi, p — 0, le gaz se comporte comme un gaz parfait d’équation d’état
y=pV =rT,donc T = w?jw, soit

o 9p. V. 27
= —_— = = T
g br o g ¢
7 27
— >~ — = 3,375,
ou T 5

7
Application numérigue . Ty = —%—— 126 =428 Koul25°C:Tresila

température de Mariotte.

Remarquons que si T > 71, 1a pente m de isotherme est positive, quelle
que soit la pression, dans le diagramme d’Amagat.

3. Point triple et diagramme enthalpique
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Solution

L. Au cours d’un changement d’état, la pression demeure constante, donc
la vaziation d’enthalpie d’une mole d’un corps est égale 4 la quantité de
chaleur recue, done & la chaleur latente molaire de changement d*éiat ;

AH=Q,=1L

La sublimation d’une mole du corps s’accompagne donc d’une variation
d’enthalpie

Hy — Hy = (Hy — H) + (H — Hy),

Hy, H et Hy désignant respectivement les enthalpies molaires du COTpS, &
I état solide, liquide et gazeux; on en déduit

Li=Ly+L; (H

Application numérigue : Ly = 51 160 J/mole.
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2. aj Soit respecivement S, L et G les points figuratifs d’one mole d’eay, 2
1’ état solide et & F'état gazeux (figure V.3).
Les coordonnées de ces points sont, compte tenu de H; = 0,

Py Vs =0, Vi =0, G Vg:
H, =0 HgmLf; Hg=LS.

Pour Gue les trois états de 1’eau coexistent, il faut que le point figuratif M
soit & I'intérieur du triangle SLG.

H
B st s o ,G
i 1
! :
| i
£ !
N’dveo B a
\\'1\‘5\66 M 3
L 73 :
Ly ki i
L) I 1
S | i
) | |
& : :
| i
5 : i
vg"z,s Vg v
Fig. V.3
#) Lorsque les trois phases sont en égunilibre, le point M aura pour
p %
coordonnées :
Vs x, Vs b Vi + x, Ve,
H = x,H; + xHy -+ xg Hy,
V&= x,V,,
soit My UEE (2)
H=xL¢ -I-ngs;

Vighy = 3,72x,,
ou numériquement { (m7) g

H(J) = 6020)6,} 451160 Xg
Lorsque les deux phases solide et vapeur coexistent, la phase liquide est
absente, donc x; = 9. Le point M figuratif de I'équilibre solide-vapeur a
alors pour coordonnées

V =x,V,,

H = x,L;.
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Le point M décrit donc la droite SG d’équation

Ls

H =
Ve

v (3)

L .
de pente —ﬁi = 13753 J/m’, soit | Hyy = 13753 - Vi)
Puisque "on considére une mole d’eau, on a évidemment

X 4+ x; + Xg == 1
Lorsque les deux phases liquide et vapeur coexistent (x; = 0), on a
X; = 1o X,

donc le point figuratif de I'équilibre des phases liquide et vapeur a pour
coordonnées d’aprés la relation (1)

Vo= x,V,,
M
H = (1 —xg)Ls+x,L; =xgLy + Ly,

Le point M décrit alors la droite LG d’équation

L
H e ad Vo Ly (4
Vg
Ot H =12134.V 46020
(jouie) m?

v
3. Ladroite V = —& = cte coupe les droites d’équilibre solide-vapeur et
tiquide-vapeur SG et LG en A et B (cf. figure V.3). Le point M figuratif
de I'équilibre des trois phases, sous le volume V = mi-g—, décrit donc le

segment A B, a I'intérieur du triangle SLG.
Les coordonnées des points A et B sont, d’aprés les relations (3) et (4),

v v,
VAzng VB:""‘E&

sV, L, °tB Ly V Ly+L
Haowm 258 & Hp o= b i ] 85
ATV T2 T2 PET T 2

En conclusion, lorsque les trois phases coexistent, I'enthalpie molaire du
systeme doit vérifier la condition H,y < H < Hj,

501t < H =
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Application numérique : 22 580 J/mole < H < 28 588 J/mole.

4. a) La transformation envisagée est adiabatique et réversible; de plus elle
s’effectue 2 la pression constante du point triple; la variation d’enthalpie
du systéme est donc nulle :

dH=TdS+Vdp=0

Le point fignratif décrit dans le diagramme (H, V) le palier LK, oli L est
le point figuratif de 1’état liquide initial et K le point figuratif de 1'état
final d'équilibre entre les deux phases vapeur et solide. Les coordonnées
du point X, intersection de la droite LK d'équation H = Ly = cteetde

L
la droite G d’équation H = VS V, sont
g
Hy=1Ly,
K Ly
Vo= Vg.
0 Ls g
: Ly
Le volume du corps de pompe est, 4 I'état fipal, | Vo == T Vi
5

Application numérigue : Vo = 0,438 m’.

&) En négligeant le volume de la glace devant celui de la vapeur d’eau, Vo
représente le volume de la vapeur d’eau a 1a température et & la pression
du point triple. Le nombre de moles de vapeur d’eau est

Vo Ly
=—= == (3, 118 mol
Xg Vg Ls maoie

poVo  611-0,438
RT, ~ 832273
Le nombre de moles de glace est donc

ou bien X = = 0,118 mole.
x5 = 1 - Xy = 0,882 mole;
ia masse de glace est alors

m = Mox, = 180,882 =159 g.
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B. ENTHALPIE ET ENTROPIE DE CHANGEMENT IVETAT

4. Variation des fonctions U et H, au cours du changement d’état
d’un corps pur

Solution

@) La varation d’enthalpie, au cours de la vaporisation qui s’effectue &
pression constante, est mesurée par la quantité de chaleur recue par Peau

AH = Q,=mL.

Application numérigue : on obtient AH = 2257 kJ.
e La variation d’énergie interne de 1’eau, au cours de la vaporisation, est
AU = A(H — pVy= AH — pAV,

car la pression est constante; AV est la variation de volume Vy ~ V. qui
accompagne }a vaporisation de 1 kg d’eau. On a done :

AU =mL — p(Vy -~ V).

Or, le volume de 1 kg de la phase liquide est V, = 1 = 1073 m?, et celui
de la phase vapeur est

30,6 - 1073 % 1000

Vy = T =1,7m°,
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b)

car une mole de vapeur (18 g) occupe un volume de 30,6 - 1073 m®.
Puisque le volume V;, de la phase liquide est négligeable devant celui de
la phase vapeur Vy, la variation d’énergie interne est pratiquement

AU =mL — pVy

Application numérigue
AU =2,257-10% — 10° - 1,7 == 2,087 - 105 J = 2087 k).

o 11 faut d’abord échauffer Veau liquide de 6, =25°Caé; = 100°C,
ce qui nécessite une quantité de chaleur

01 = meby — 1) = 313KkJ.
o Il faut vaporiser P'eau, ce qui nécessite la quantité de chaleur O = AU,

car & volume constant le travail échangé est nul.
La quantité de chaleur qu'il faut fournir est

0= 0+ O3, soit

0 = me(fy - 0y) +mL — pVy
Application numérigue : Q = 313 + 2087 = 2400 kJ.

Remargue : Le volume constant sous lequel on opére doit &tre supérieur
ou égal au volume Vy de la phase vapeur.

5, Variation d’entropie dans un mélange ean-glace
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Solution
1. Soit x la masse de la glace qui a fondu; 4 'équilibre, on aura une masse

(M + x) d’ean et une masse (m — x) de glace, & la température d’équilibre
8y = 0°C, ol les deux phases peuvent coexister.
Le bilan d’énergie thermigue s’ écrit

Mc (91 - 9(}) = xL
Quantité ée chalenr  Quantité de chaleur regue par
cédée par I'ean Iz glace, lors de la fusion
On en déduit
Mc(@; — 6p)
B L

Application numérigue : x = 6,25 kg.
A Téquilibre, on aura, 40 °C, 0,25 kg de glace et 1,25 kg d’eau liquide.

a) Lavariation d’enftropie de la masse M d’eau, initialement 4 1" état liquide,

est
80 T ar
AS = | —= = M =,
! f T T ¢ T

. Tt
soit] AS) = Mc¢ In 2
T

273

Application numérique : AS; =1-4,2-10° In Son = ~296,7J-K!

b} La variation d’entropie de la masse m, initialement 4 I’état de glace, se
réduit & la variation d’entropie de la masse x de glace fondue, car la masse
{m - x) est restée dans le méme état. On a donc

xL Mc(T) — To)
ASH = =
TR Ty

Application numérique : ASy = +307,7J - K1

La variation d’entropie totale du systéme est donc
AS=AS 4+ AS; =+11T-K7),

A S est positif, 1a transformation envisagée est irréversible.
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6. Liquéfaction de I’hélium. Bilan entropique

Solution

1. Puisque les parois du récipient sont adiabatiques et que la détente est
réversible, la variation d’entropie des x moles de fluide restant dans le
récipient est nalle :

AS=0
On peut imaginer que le passage de I’hélium gazeux a I'hélium liquide se
fait en deux étapes :

a) Le gaz passe de I"état (pg, Tp) & I'état (py,71); la variation d’entropie
correspondante est

Ty g ri-1y AT +h d
A51=f Q [ xCp, +hdp
P »

0. To 0= TO T
I LI |
=xCme ———-——fo __P.,..._!
n T po P
RT
car, pour un gaz parfait, h = ~V = i
P
T
soit A‘Sl o= xCPm In _____1_ — xR la S— P1
To Po
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Or, la capacité thermique molaire du gaz parfait & pression constante est

¥R 5
Py -1 7 2

. 5 g
on en déduit AS; = xR <~—— In == —In _If_l_)
2 To Po
b) L'hélium passe de Vétat gazeux {p;,T7) & I"état liquide, la pression et
la température restant constantes; la variation d’entropie an cours de ce
changement de phase est

JCLV
ASy = — )
2 Tl

ot Ly est Ia chaleur de vaporisation relative 4 une mole.
Eerivons que la variation d’entropie totale du fluide restant est nule :

5 T 7t LV)
AS = AS] 4+ AS; = —Rlh——~Rin -+ — ] =0
' 2 x(?« Ty npo Ty

T 2 L
on en déduit In % = IR (R In % . »Wﬁ"f—)

La température initiale de I’hélium doit donc étre

2 Do Ly
To=Tj exp— [In 20 —
PEIEPT (“ p1 RT,

Application numérique :

2 0
Ly == 83,2 ]/mole; Tp = 4,22 exp 5 (ln 80 — T}LE) =9 40 K

L’ équation d’état du gaz parfait permet de déterminer le nombre de moles
d’hélium introduites :

PV 80.10°. 1073
" TR 832 040  1V23 mole

La masse d’hélium introduit est donc 1,023 -4 = 4,09 ¢.
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7. Surfusion du phosphore. Chaleur de fusion

Solution

i

Considérons, pour I'unité de masse de phosphore, le passage de 1’état
tiquide surfondu, & la température 4, 3 1’ état solide 2 la température 6. On
peut imaginer que cette transformation peut s”effectuer par deux chemins
distincts

o réchauffement du liquide de 8 2 @, suivi d’une solidification, a la
température 8y, qui fournit une chalenr Lo.

Comme le systdme n’ échange aucun travail (AV = 0, par hypothése) avec
le milieu extédenr, la variation d’énergie inteme se réduit a la quantite
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Ligquide
(8y)

Liguide Salide
(8) (8,
Solide
ta}

Fig. V.4

échangée avec I'extérieur :
AU = ;{6 - 8) — Ly,

e solidification & la température 4, suivie d'un réchauffement du solide
de & 2 6. La variation d’énergie interne est alors

AU 2= —L + ¢ {6y — 8)

Or, d’apres Je premier principe, la variation d’énergie interne du systéme
ne dépend pas du chemin suivi; on en déduit

AU =¢(fy~6) — Lo = ~L +¢,(6p — 6)

La chaleur latente de fusion (ou de solidification) du phosphore & la
température € est donc

L= L(} - (C[ —_ CS)(QU - 9} (1)

Application numérigue : L = 20000 — 45(44 — 6) ou

L (I/kg-°C) = 18020+ 45¢

2. a) Dés que la surfusion cesse, Ia chaleur dégagée lors de la solidification
partielle du phosphore & la température 8 sert & échanffer les deux phases
solide et liquide jusqu’a la température 8y = 44 ° C, car les deux phases
he peuvent coexister & I'équilibre qu’a la température 6y de solidification,
sous 1 atmosphére.

En considérant I'unité de masse de phosphore, on a donc

xL = oxg; (B —0) + (1 - x)gf—8)
| g
Chalevr dégagée au cours Chaleur regue par Chaleur regue par

de Ia solidification partielle  Je phosphore solide e phosphore liquide
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soit x[L A (er — ¢5) (6o — 6)] = ci (6o ~ )

D’ aprés la relation (1), le terme entre crochets représente Lg; on en déduit

¥ = 61(9@ — 9) (2)
Lo
840 - 18
Application numérigue 10 =26°C x = T 0,756,

Onadonc, 31’équilibre, 75,6 % de phosphore solide et 24,4 % de phosphore
liguide.

b) Pour gue le phosphore soit entierement solidifi€ & 6y = 44 © C, il faut
que P'on ait x = 1 (100 % de phosphore solide).

D’apres la relation (2), la température correspondante &, du liquide
surfondu est telle goe

1:M soit 9m=90——L*G—
Lo Cl

En conclusion, si & < 6y, tout le liquide surfondu se solidifie, et si
Gy < 6 < 8, on obtient une solidification partielle, lorsque la surfusion
cesse.

Application numérigue : 8, = 20,2°C.

C. EQUILIBRE LIQUIDE-VAPEUR.
BILANS ENTROPIQUE ET ENTHALPIQUE

8. Détente isotherme d’un mélange liguide-vapeur
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Solution

1. Au début de I'expérience, I’ean introduite se vaporise et I’on obtient de
ia vapeur séche. Soit mg la masse d’eau minimale introduite, 3 partir de
laquelle la vapeur commence 4 devenir saturante :

V 6000
= i R e = ———“mm; : =10,5
V sh = mouy, SO my - ] 0 05¢

a) 510 < m < 0,5 g, la vapeur est séche et la pression totale est égale  la
somme des pressions partielles de 1'air et de I’eau; or, la pression partielle
de la vapeur d’eau séche est proportionnelle & la masse de vapeur, & volume

et température constants (@ apres la loi des gaz parfaits ; pV = —;;w RT).
La pression particlle de I’ean est donc
Hl

Paix = [+ ~—1,
o

et la pression totale est

p=-Lmp
T

En conclusion, si I'on injecte une masse d’eau inférieure 2 0,5 g, la pression
totale est une fonction linéaire de 1z masse m d’eau injectée.
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b} Sim > 0,5 g, la vapeur sera saturante 2 la pression maximale f et la
pression totale sera donc constante (en négligeant le volume de la phase
liquide) :

p=f+4py | =112 atm

P
1,12 atm

1,0 atm

] ]
' ]
' '
1 '
) ]
1 '
] 1
' ]
3 1
t '
V '
' )

]
] 1

4 1g 1,5 g 2g m
Fig. V.5

Y .

e,

On areprésenté sur 1a figure V.5, les variations de la pression totale p avec
la masse m d’eau injectée.

2. On peut négliger le volume occupé par le llqinde saturant (& 1,5 cm®)
devant le volume occupé par la vapeur (6 000 cm?).
Le travail regu par Iair, au cours de 1a détente isotherme, est

v
Wi = —poV In —2 — epoV In3 = 10°.6.1072. 1,098
meal

= —659 J.

Le travail recu par la vapeur d’eau qui reste saturante est
Wew = —F AV = =f3V = V) = —f -2V = —0,12.10° - 12 107>

= —144 J.
Le travail fourni par le systéme est donc

W= ”"‘(Wai: + Wean) = 803].

La quantité de chaleur recue par I'air est, puisque la transformation est
isotherme,
Qg = —Wyr = 4659 J.
La quantité de chaleur recue par I'eau est Qeay = LAm; or, le volume a
\ '
tripié, donc la masse mg de vapeur saturante triple | mg == —u—> ; lamasse

&’ eau vaporisée est donc Am == 3mg — mg = 2mg. On en déduit
Qe = L - 2mg = 2,380 - 10°- 107 = 23807,
La variation d’énergie interne, qui est nulle pour I'air

(AU = Quip + War = 0,
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se rédiit & celle de 1a vapeur d’cau
AU = Qean + Wegy = +2380 ~ 144 == 2236 ]

La variation d’entropie du systéme est, puisque la température est cons-
tante,

Qems + Cair 2380 4+ 659 1
AS = = =247 K
§ T 323 I

9. Evapon"aﬁ@n de Peaw. Chaleur de vaporisation

intengut du réczpzent est T 284 K Déiermmer Ies coﬁstantes A et
B.de la relation L(T). . s :

ek cﬁe estlafraction c‘t eau vaponséf: lorsqu 11 reste dans le r&mp:ent

.. la;phase liquide & 0.°C? Quelle est la masse m’ de glace obteriue
lorsque tout le diquide disparait? On donne : chaleur de fusion de la
lace Lf =335 K1 kg"l et on neohgera Ia subhmatlon de la glace

. ne autre expénencc la rhasse fig = 20 g & eau A To —345 K,
_;'cst placée . dans. tne - ampoule située elle-méme 4 & Pintérieur o un
. ‘-caloumél,re de valeur en eau totale o = 1 kg. I’ampoule est mise
;-'3-en commumcatlon avec un récipient vide- La vaporisation de I'eau
L p10voque un refroidissernent. Déterminer la températore finale Ty 2
Trintérienr du calorimétre. On utilisera la relation L = A — BT
o dételmmée ala I'® question.
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Solution

1.

a) La masse dm de liquide qui se vaporise recoit une quantité de chaleur
L dm de la part de la masse m du liquide restant qui se refroidit en passant
de 1a température T 2 1a température T — d7.

Le bilan calorifique s’écrit done

dm - L =mcdl
d
ou LY
m L

Or, la chaleur de vaporisation de Veau est de la forme L = A — BT. On
en déduit I'éguation différentielle

1 dm dr
c m A— BT

b) Intégrons cette éguation différentielle :

1 ™dm 1 T BAT
¢ Jwy m  BJy A—-BT’
1. m 1 A— BT
soit — I = - I ——— : 1
! ¢ nmg B " A~ BTy o

Soit x la fraction d’eau vaporisée, ia masse liguide restante est alors

o= mo(l — x¥;

. m
d’ol —_— =] —-x
nip

La relation (1) s’écrit done

B A— BT
e 1] = %) = I
¢ -0 =h Zpr
On en déduit la relation
A— BT B
— 1 x)"F )
T = (=07 @
__aL 3 ~1 gt
avec B= T =29.10°) . kg -K
, I
Ecrivons que la relation (2) est vérifiée pour x = o T = 284 K;
2.9-103

A—2,9.10% . 284 9 \ 7185100
] vient ’ Y A T E
Hvien A—2,9.10° 345 ( 10 )
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Onen déduitlavaleurde 4 : A = 3,31 - 10° J/kg
La relation L = A — BT sécrit donc

L=(3310-2,97) K -kg!

la température T étant exprimée en K.

¢) La fraction d’eau vaporisée 2 0 ° C est

A— BT \“¢/8
x=1 - T
(AWB%)

S0it
y = 3,31-10°-2,9-10%. 273 u~1,443“0 o
B 3,31 106 2,9. 103 . 345 = N
o x=11,9%

La masse d’eau résiduelle, lorsque la tempérautre atteint 0 ° C, est donc

m = mo{l — x)
Lorsque la phase liguide a disparu, Ia masse m’ de glace formée provient

Cen . e .
de a solidification de la fraction ¥ = — de la masse m d’eau 3 0 © C;
m

cette congélation céde une quantité de chaleur m'L ; qui sert vaporiser &
0°C, lamasse (m —m') &’ eau restante, On en déduit m' L 5= {m-—mL,

. mL nip{l — x}L
SOt M= il le i T2 3
i " I, 51 o m ) 3)

Application numérigue : A 0 ° C, Ia chaleur de vapotisation est
L=A~BT=331-10°-29.10°. 273 = 2520 ki/ke
20-0,0881 - 2520

5 de of oduite est ' = = 15,5
& masse de glace produite est m 7520 1335 g

La vaporisation d’une masse dm de liguide s*accompagne de I"absorption
d’une quantité de chaleur L dm, ce qui provoque un abaissement de la
température du calorimétre.
Le bilan calorifique s"écrit :

ar
L dm = pe dT, dm = —
M o== e ou n = Qe A BT
I ’ d " a7
ntégrons : J[ o= L [ gt
mp 4Ty A~ BT
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N ®e A— BT
s0it Mg = In

B A— BTy

(€Y

Cette relation permet de déterminer la ternpérature finale 7 2 la fin de
I’évaporation totale de la masse m d’eau.
D’aprés la relation approchée In(1 + &) & g, on peut écrire

In A — BT; —ml1 B(Ty — T1) o B(Tg——Tl)_
A— BTy A—BT A—BT
. - puc(ly — 13)
la relation (4) s’écrit at L. LA
a relation {4) s’écrit alors  myg Ao BT,

L abaissement de température du calorimeétre est donc

mo(A ~ BT)
we

Tp— T =

20.10%.2,31 - 10°

4,185 . 103
La température finale du calorimétre est T) = 334 Kou 61°C.

Application numérique . To — Tj 11 K.

10. Energie interne et entropie d’un mélange liquide-vapeur
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Solution

1. e Audépart,onaun liquide de saturation (le taux de vapeurestx = ). La
quantité de chaleur et le travail qu’il faut fournir 4 I'unité de masse de ce
fluide, pour élever sa température de dT, en le maintenant 4 I’ état Hiquide
de saturation, sont

8O = dl' et W = - pr duy

(17 €tant le volume massique du liquide Saturant),
Les variations correspondantes d’entropie et d’énergie interne sont donc

S0 dT
W e, e J— H
ds e 4 — (1)
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2.

et dU = 80 + W = ¢ dT — p duy (V]

Le passage du liquide de saturation (x = 0) au mélange hiquide-vapenr
0 < x < 1) & la méme température s’accompagne de ’absorption d’un
travail —px{uy — ;) et d’une quantité de chaleur xL. '
La différentielle de Ientropie devient, compte tenu de la relation (1),

ar xL
dS s o e Z—.
S = g 7 +d( T ) 3)

En intégrant, on obtient I’expression de Pentropie dn mélange liquide-
vapeur :

L
S =¢y 1nT+--]~fw+cte

Le processus étant réversible, I'équation de 1'adiabatique (dS = 0, ou
S == cte) est donc

Lx
<1 1nT+w-§:—=cte

o La différentielle de 1’énergie interne donnée par la relation (2) devient,
pour le mélange,

dU = ¢ 4T — p duy + dlxL — px(uy ~ w;)] 4)

En général, pour des températures éloignées de la température critigue, la
variation de volume du liquide est négligeable : du; = 0. Alors, enintégrant
la relation (4), on obtient, & une constante additive prés, I’énergie interne
du mélange liquide-vapeur :

U=mTl +x[L— pluy ~ u)]

a) Les taux de vapeur saturante et de liquide saturant sont respectivement
x et 1 — x. Le volume total du mélange est

V = xuy + (1 ~ x)uy

On en déduit le taux de vapeur :

V -y

X = e
Uy ~— Uy

Application numérigue . w; = 1073 m® - kg™! =1 ¢£/kg;

150 -1
~a20°C, x) = —eee———— = {,
&20 X 55300 =1 0,26 %
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380
150 — 1
-4180° = e 2
0°C, x; T 851%

b) En intégrant la relation (3), on obtient la variation d’entropie du

mélange :

T L L
'y T n

Application numérigue : ¢ % ¢, = 1 cal/g-degré = 4,2 - 10° J/kg-degré:
N =203K, L) =606~—0,7-20 =592 keal/kg = 2,486 - 1007 - kg!:
Ty = 453 K, Ly = 606 — 0,7 . 180 == 480 kcalkg = 2,016 - 10% J.kg™1,

il devant les autres

Comme x; < x3, on peut négliger le terme

termes; on obtient AS = 5,60 kJ/kg.

¢) En intégrant la relation (4), on obtient la variation d’énergie interne
(compte tenu de du; &~ 0, u; < uy et ¢ ~ ¢p * constante) ;

i

AU =Ty ~ Ty) + x3(Ly — ppuy o) —  xy(Lq — pitvy)
[

terme négligeable par rapport
au précédent.

donc AU = co(Ty = T1) + x2(Ly — pauty2)

Application numérique : .
AU =4,2.10% 160 +0,851(2,016- 10° — 11. 105 - 0, 175) == 2224 kJ.

3. a) Le cycle de transformation se compose (fig. V.6) ;

P atm

LI

002i....... L

<]
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~de I'isochore AB, ol le mélange liquide-vapeur est échauffé de 20°C a
180°C;

— de Padiabatique BC, ol le mélange liquide-vapeur est ramené 2 20° C,
sous un volume supérieur au volume initial;

~de Iisotherme CA 220 ° C, le long du palier d’équilibre liquide-vapeur.

b) Le travail que peut fournir ce systdme est égal A la variation de son
énergie libre :

W= AU ~T8) = AU -~ TAS,
soit W = 2224 — 203 . 5,60 =~ 584 kJ.
On en déduit
w 584

AU~ 3o S8 %

Le mélange liquide-vapeur peut fournir au maximum environ le quart de
I'énergie interne qu’il avait emmagasinée.

11. Etude de la formation d’un brouiliard
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Solution

1. a)La pression totale du mélange est :

p = Ps + Pa
Pression  _ Pression de + Pression partielle
totale 7 vapeur saturante de |"air

Les valeurs de p; (donnée & Ia question 1. b} montrent que p, < p; donc
ia pression partielle de 1"air est pratiquement égale 2 1a pression totale :

Pa ™ p

masse de vapeur d’eau saturante

L’humidité spécifique saturante est I1; = —
masse de Pair sec

. Plvap - My
SOit T me b
Rair see * My
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Or, le rapport des nombres de moles n de vapeur d’eau et d’air sec (gaz
supposés parfaits) est égal au rapport des pressions partielles

Ps o Ps
Pa P
On en déduit
M
M, = 2 22V
P M,

Application numérigue : St p; est exprimé en millimeétres de mercure, on
obtient I'humidité spécifique saturante {nombre sang dimension)

T, = 8,2 107%p, (1)

b} En utilisant la relation (1), on obtient le tableau des résultats suivants :

t(°0O) 0 5 Hi} 15 20 25 30
ps(mmdeHg) | 46 | 65 | 92 | 12,8 | 174 | 23,8 | 31,8
I, (1079 3,77 1 5,33 | 7,54 | 10,50 | 14,27 | 19,52 | 26,08

Lacourbe z; = f(f) est représentée sur la figure V.7,

(10
L -

&
&
Ry
N
&

&
Mélange sursaturé )
LY. O NS, Ma

; i
Lo | S Mot Métarge non saiuré

P S R——

i
i
18 20 2% 30 1(°C)

[w)
I .
-
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a) Lamasse de vapeur d’eau contenue dans le mélange est égale 3 la somme
des masses de vapeur d’eau de chacun des constitaants :

H(ma 1 +ma2) = Thimg + amg o

L’humidité spécifique moyenne est donc

] == Mymg,) + Mgz 2)

Mg i -+ M2

b)Latransformation est adiabatique (2 = 0) et 2 pression totale constante;
elle est donc isenthalpique puisque AH = Q) = 0.
Or, la variation d’enthaipie du mélange des gaz parfaits est

AH =mgcp(t — 1) +mgocp(t —13) =0

On en déduit la température du mélange :

Mg 181+ Mg 2t
f = a,déE a,2t2 (3)

Mg+ Mg 2

¢) Les relations (2) et (3) montrent que M { tH est le barycentre des points

M l 121 et Mo ] }}2 , affecté des masses d’air sec. On a donc :
1 2

e\ VW -+ mg MW =0, soit | LML Ma2
M My Ma 1

a) Sur la courbe de saturation {figure V.7), on a représenté les points
M Hh=10°C ot M fy = 25 °C,
Yy =7,54.107 2, = 19,52 1072

Le point M, situé sur M| M», entre M et M5, est situé dans la région du
mélange sursaturé; il y aura donc formation d’un brouiliard.

b) §’il o'y avait pas eu de condensation, puisque 1, 1 = m, 2, I'humidité
spécifique et [a température du mélange auraient ét&, dapres les relations
(2) et (3),

i1 1§
0= it (4)
2
r
ot = htn (5)

2
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Cormime la masse da mélange est mg ; +m,.0 = 2m, 1, 1a masse de vapeur
d’eau condensée est

o= 2ma 1T = 2mg 1 115 (0) = 2meg,; [T1 — T1(8)], {6

si T1,(6) désigne Thumidité spéeifique 2 la températare € finale du
mélange. ,
Ecrivons que la chaleur dégagée an cours de cette condensation sert &
€lever la température du mélange de £ 26 :

mL = 2mg, 10,8 — 1)

Cette équation s'écrit, en tenant compte de la relation (6) et aprés
simplification :

11 ¢
(P45 nanfimofo22)

Cette équation permet de déterminer 6.
¢) L7 équation en @ §’écrit

O+ 1, cp i Cp

LO=——t3 3 1%
7.54+19,52 440 10+25 440
. — _,3 > L] . _
soit [1;(8) = 10 ( 5 555 3 575 )
ou T1,(0) = 1073(26,92 — 0,765 8) (N

Lintersection My de la courbe de saturation 11,(8) et de ia droite
d’éqguation [T; == 1073(26,92~0,765 6), dans le diagramme (¢, 1), permet
de déterminer graphiquement 8, soit 8 = 18 ° C et I1,(9) = 13,1. 1972
d’aprés (7). 5

Le nombre de moles d’air contenues dans 1 m® estn = : la masse

3

d’air correspondante est

103

———, Frved . 3 .
242 2912107 g

Met =n- My =

La masse d’eau condensée par métre cube d’air est alors

I + T,

M= 2}‘?1“_] [ B)

- ns(e}] =72,4-10%13,5 - 13,1) - 1071 g/m’.
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12. Liquéfacteur : cycle d’un finide réfrigérant.
Bilan enthalpigue

(*} Cf. démonstration dans le probleme n° 10 (1™ question) de ce chapitre 5.



Changements d’étal. Solide — Liquide - Vapeur 393

Solution
1  On areprésenté dans le diagrarame de Clapeyron (fig. V.8) les différents
états du cycle Ay A2 Az Ag As;
— Ay Aj : palier de liquéfaction (isotherme T1);
- Ay Az 1 isobare;
— As Ayt isenthalpique;

~ A4 As : palier de liquéfaction (isotherme T2);

<|

Fig. V.3

2. a) Puiéque ia transformation 4s A; est adiabatique et réversible, donc
isentropique, on a

Sas = Say,
soit d’apres I'expression de I'entropie donnée dans I’énoncé
X5L2 L}
o n T, s ¢ In Ty 4 ——
! 2+ 7 i Lt

(car, 2 I'état Ay, le fluide est entidrement & 1’état de vapeur saturante
xq = 1).
On en déduit le taux de vapeur saturante de 1'état As :

T L T
= In — —i (1
s (q 8 & * La) La
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o D’autre part, Ja transformation Az As est isenthalpique | Hy, = H .
Comme H est une fonction d'état, ia variation d’enthalpie Je long du
chemin A3 A3 A} Ay est nulle (cf. figure V.8), puisqu’elle est la méme gue
la variation d’enthalpie entre les états Az et 44 :

(HA% - HAS) + (HAQ e H,;g) +(H‘44 o HA;) - HA4 - HA3 =0 (2)

De plus, ona H a, — H 4L = 0, car A} et A} appartiennent 4 I’isotherme
T5. Or, & pression constante, la variation d’enthalpie est mesurée par ia
chaleur recue par Ie fluide : on a done

HAIS - HA:, = Cj(.Tz -— T{)
et HA4"’”"HAI4:XL2
La relation (2) s’écrit donc
Ty —T\)+ 04 Laxs =0

On en déduit le taux de vapeur saturante de I'état A,

% = % (I} — 1) 3)
2

&) La quantité de chaleur retirée 4 la source froide (de température ) par
I'unité de masse du réfrigérant est {au cours de Ia transformation Ag As)
en désignant par x4 et x5 les taux de vapeur saturante dans les états Ag
et As

Q = Ly(xs — xg) )

Application numérigue : D’ aprés la relation (1), on a x5 = 94.2 %,
D’aprés la relation (3), on a x4 = 0,6 %. Enfin, 3 partir de la relation (4);
le transfert thermique est @ = 297,6 kcalkg ou Q = 1245 kj/kg.



ANNEXE

Notions de thermodynamique
des écoulements

La thermodynamique des écoulements étudie les transformations thermo-
dynamiques avee transvasement du fluide, que on supposera homogéne.

1. EXPRESSION GENERALE DU PREMIER PRINCIPE

« Lorsque le fluide est en mouvement {(phénoménes d’écoulement), le travail
et la chaleur recus par le systdme servent A assurer la variation de 1’énergie
totale :

E e U ‘|" Ec "i“ Ep

{(somme de 'énergie interne U, de "énergie cinétique E, et de 1'énergie
potentielle E, des syst&émes) donc

dE = d(U + E. + E,) = §W + 80 (1)

¢ Dans ie cas particulier ol Ie fluide est au repos, ou si la transformation
thermodynamigue laisse invariantes I’ énergie cinétique et I’ énergie potentielle,
I"expression générale (1} du premier principe se simplifie :

dU =W + 460

II. BILAN ENERGETIQUE LORS DE ECOULEMENT
DUN FLUIDE

Le fluide péndtre & I'entrée (1) du volume de contrdle ¥ avec une vitesse

d’écoulement mﬁ), aYaltitude 2y, et sort en(2) avec une vitesse -172, alaltitude
z3 (figure 1).

On désignera par u, h, v et p respectivement I'énergie interne molaire,
Penthalpie molaire, le volume molaire et la pression p du fluide p, affectés de
Pindice I & I'entrée de £ et de I'indice 2 & la sortie de 2.

B
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W, é Laou
A7
7

Fig. 2

1. Eguation générale de Pépnergie

Entre deux instants voisins ¢ et f + d¢, une masse dm; de fluide (ou dn,
moles) pénétre dans ¥ et une masse dm, de fluide (ou drny moles) sort de 5.
Le «volume de contrbles T, pendant cet intervalle de temps dz,

— regoit I'énergie W, + 50, de la part du milien extérieur,

i
~recoitPénergiedEy = u) dny + — V7 dm) + gz; dmy 4+ py Vs day
e 2 e e’ [

- [ — . . .
énergie énergie travail des forces

interne energie potentielle de pression
cinétique

du fluide qui pénetre

1
— et céde I'énergie dFy = uy ding + 5 V_,_2 dimy -+ gzy dmy + pa Vo dng

du fluide qui sort.

Le bilan énergétique de T s'éerit : dE = W, + 50, + dE; — dE
soit, en introduisant les enthalpies molaires 7, = u, + V& Pentrée et
ha = ua 4 p2 Ve 2 la sortie,

dE =8W, +80Q, + (b dny — ks drny)

1 2
+v-§-(V,2 dimy — sz dma) 4 glz) dmy — zo dimy) @

2. Bquation de ’énergie en régime stationnaire (ou permanent)

Pour un fluide incompressible non visqueux, on a en régime stationnaire
dmy = dms = dm, donc diny = dny = dn, Péquation générale (2) devient
alors

AE =0=8W, + 50,7 — hy)dn

i 3
S (V2 = Vidm + (a1 — z2) dm ©)
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olt dm et dn sont 1a masse et le nombre de moles du fluide qui pénétrent ou
qui sortent du volume % pendant I'intervalle de temps dt.

III. CAS PARTICULIERS D’ECOULEMENT

1. Entrée du fluide dans un récipieni possédant une seule cuverture
(fig. 2)

D’aprés I1, Ia pénétration de la masse dm du fluide (dn moles) de vitesse

_V_’} dans le récipient fait varier I'énergie totale de £ de la quantité
i
dE = W, + 80, + (u dn + — Vidm + pu dn)

{11 n’y a pas de variation d’énergie potentielle de pesanteur dans ce cas) ou, en
introduisant I'enthalpie molaire 2 Ventrée : h = u + pv, ona:

dEméWe—i—SQe+hdn+—;—V2dm

e Sion négiige les vitesses d’écoulement, on a
Ez=U,dmcdlU =W, +8Q, + h dn,

Si de plus, le systéme n’échange ni travail ni chaleur avec Iextérieur, la
variation d’énergie interne du fluide contenue dans T est

dU =hdn

On pourra résoudre le probléme 24 du chapitve 3 par cette relation.

e De méme, si un fluide sort du récipient avec une faible vitesse
d’écoulementetsi §W, 48 Q, == 0, les dn moles qui sortent emportent i’énergie
dU = h dn. Cest cette relation qui a 6té utilisée sans justification dans la so-
hution du probléme 23 du chapitre 3.

2. Détente de Joule-Thomson (cf. probl. 22 du chap. 3)

La relation (3) s'écrit, puisque nous sommes dans les conditions ou
W, = 0,80Q, = 0, 2 = Z» et si on néglige les vitesses d’'écoulement
du fluide :

dE = Q= {(h; — hy) dn

on en déduit ; cette détente est donc isenthalpique,




