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Enoncés 1

Exercice 1 [00246] [correction]
La fonction ¢ — sin% sit >0 et 0sit=0 est-elle continue par morceaux sur
[0,1]7

Exercice 2 [00316] [correction]

Montrer que ’équation 2™ + 22 — 1 = 0 admet une unique racine réelle strictement
positive pour n > 1. On la note x,,. Déterminer la limite ¢ de la suite (x,) puis un
équivalent de x,, — £.

Exercice 3 [00317] [correction]

Pour tout entier n > 2, on considére I’équation (E,) : ™ = x + 1 dont 'inconnue
est x > 0.

a) Montrer I'existence et 'unicité de z,, solution de (E,,).

b) Montrer que (x,) tend vers 1.

¢) Montrer que (z,,) admet un développement limité & tout ordre. Donner les trois
premiers termes de ce développement limité.

Exercice 4 [00318] [correction]
Pour n > 2, on consideére le polynéme

Po=X"-nX+1

a) Montrer que P, admet exactement une racine réelle entre 0 et 1, notée z,,.
b) Déterminer la limite de x,, lorsque n — +o0.

¢) Donner un équivalent de (z,) puis le deuxiéme terme du développement
asymptotique x,,.

Exercice 5 [00319] [correction]

a) Soit
tn = kZ::l n+k

ou p € N* est fixé. Montrer que la suite (u,) converge. Sa limite sera notée ¢ (on
ne demande pas ici de la calculer)
b) Soit f: Rt — C de classe C! et telle que f(0) = 0. Soit

np 1

Montrer que (v,,) converge. Exprimer sa limite en fonction de £.

c) Calculer ¢ en utilisant f(x) = In(1 + z).

d) Si f de RT dans C est continue et vérifie f(0) = 0, montrer qu’il peut y avoir
divergence de la suite (v,).

Exercice 6 [00323] [correction]
Développement asymptotique a trois termes de :

n

.k
Up = E Sl —
n n2

k=1

Exercice 7 [00563] [correction]
Soit (un) une suite strictement croissante de réels de [0,1] de limite 1. Déterminer
les fonctions f € C([0,1],R) vérifiant

flupz+1—2)

+oo
v e 0,1], f() =y A L=
n=1

Exercice 8 [02436] [correction]

Calculer
V3
. 2t
arcsin (| ——= | d¢
0 14 ¢2

Exercice 9 [02444] [correction]
Soit

2

fa= [

a) Calculer les limites de f en 01 et 400, la limite en +o0o de f(x)/x et montrer
que f(x) tend vers In2 quand x tend vers 1.

b) Montrer que f est de classe C* sur R mais qu’elle ne I'est pas sur R*.

c) Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative.

Exercice 10 [o02471] [correction)]

Soit f(x) = (cos x)l/w et (C) le graphe de f.

a) Montrer 'existence d'une suite (z,,) vérifiant :

i) (zy,) est croissante positive.

ii) la tangente a (C) en (z,, f(x,)) passe par O.

b) Déterminer un développement asymptotique & 2 termes de (z,,).
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Exercice 11 [o03181] [correction]

Déterminer un équivalent de
1 n+1
x
I, = ——dx
" /0 In(1—x)

Exercice 12 [o03184] [correction)]

Soient K un réel strictement supérieur a 1 et (g,,) une suite de réels positifs

convergeant vers 0. Soit (u,,) une suite de réels de [0, 1] vérifiant

Vn € N,0 < tpq1 < K

La suite (u,) converge-t-elle vers 0 ?

Exercice 13 [ 00525 ] [correction]
Justifier 'existence et calculer
+oo
I / t[1/4] dt
0

Exercice 14 [oo0572] [correction]

Soit f € C%(]0, +oo[,R). On suppose que f et f” sont intégrables.

a) Montrer que f'(z) — 0 quand = — +oo.
b) Montrer que f.f’ est intégrable.

Exercice 15 [02446] [correction]
a) Soit f € C'([a,b],R). Déterminer les limites des suites

b b
(/ f(t)sin(nt) dt) et (/ f(t) cos(nt) dt)

b) Calculer, pour n € N*,
™/2 sin(2nt) cos t
/ sin(2nt) cos dt
0

sint

(on procédera par récurrence)
¢) En déduire

+oo ;
sint
/ sinf g
0 t

d) Etudier la limite puis un équivalent de
/2
/ In(2sin(t/2)) cos(nt) dt
0

Exercice 16 [03334] [correction)]
La fonction = — [ sin(e’) dt admet-elle une limite en +oo ?

Exercice 17 [01056 ] [correction]
a) Donner un développement asymptotique a deux termes de

" Inp
ey
p=2 4

On pourra introduire la fonction f : ¢ +— (Int)/t.
b) A laide de la constante d’Euler, calculer

+oo

Exercice 18 [01083] [correction)]
Soient a, b € R. Déterminer la nature de la série

Zlnn—i—aln(n—i— 1)+ bln(n + 2)

n>=1

Calculer la somme lorsqu’il y a convergence.

Exercice 19 [01325] [correction)]
Soit j € N. On note ®; le plus petit entier p € N* vérifiant

>

n=1

ZJ

S|

a) Justifier la définition de ®;.

b) Démontrer que &; —— +o0.
J—+oo

. D,
c) Démontrer £+ ——— e.
i j—=4oo

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 4 juin 2013

Enoncés

Exercice 20 [o02418] [correction]

Former un développement asymptotique a trois termes de la suite (u,,) définie par

up=1etVn e N up1 = (n+ur” 1)1/”

Exercice 21 [o02423] [correction]

On pose
400 +o0

= 71 et v, = 7(_1)1)
v L T T A G

a) Déterminer la nature de la série de terme général u,, selon a.
b) Déterminer la nature de la série de terme général v,, selon a.

Exercice 22 [02424 ] [correction]
Convergence et calcul, pour z € C, de

T
n=0 1 o
Exercice 23 [02428] [correction]
On pose
Inz
x) = —
fla) ==

a) Nature des séries de termes généraux f(n) puis (—1)"f(n).
b) Mountrer la convergence de la série de terme général

- /n : F(8)dt

¢) Calculer

Indice : On pourra s’intéresser a la quantité

23 72k~ 3 1 (k)
k=1 k=1

Exercice 24 [02429] [correction]
On fixe x € R**. Pour n € N*, on pose

n! "1 T
= 1Im (1)
k=1

a) Etudier la suite de terme général In(u,41) — In(uy,).
En déduire que la suite (uy,),>1converge et préciser sa limite.
b) Etablir 'existence de a € R tel que la série de terme général :

1
In(tpy1) — In(u,) — aln (1 + n)

converge.
c¢) Etablir I'existence de A € R* tel que u, ~ An®.
d) Etudier la convergence de la série de terme général w,,.

Exercice 25 [02430] [correction]

On note u,, = fo (tant)™ dt.

a) Déterminer la hmlte de Up,.

b) Trouver une relation de récurrence entre u,, et ,1s.
c¢) Donner la nature de la série de terme général (—1)"u,,.

d) Discuter suivant o € R, la nature de la série de terme général u,,/n®.

Exercice 26 [02431] [correction)]

Soit @ > 0,b > 0 et pour n € N*,
1 n n
== (a+0bk),By, =[] (a+bk)'/"
"= k=1

Trouver lim £ 2= en fonction de e.
nos An

Exercice 27 [02432] [correction]

. . 1
a) Etudier Y uy, o u, = [§ et

. N 1 n
b) Etudier Y- v, ol v, = [§ ot
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Exercice 28 [02433] [correction]
Soit & > 0 et (up)n>1 la suite définie par :

up >0etVn > 1, upt1 = up +

Nn*uU,

a) Condition nécessaire et suffisante sur « pour que (u,,) converge.

b) Equivalent de u,, dans le cas ou (u,) diverge.

¢) Equivalent de (u,, — ¢) dans le cas ou (u,) converge vers {.

Exercice 29 [ 02434 ] [correction]
Soit, pour x € R,
_cos (z1/3)
fa)=—"73

a) Nature la série de terme général

n+1
e = / f(z)dz — f(n)

b) Nature de la série de terme général f(n).

(indice : on pourra montrer que sin (n1/3) n’admet pas de limite quand n — +o00

¢) Nature de la série de terme général

sin (n1/3)

n2/3

Exercice 30 [02443] [correction]

a) Existence de
A= lim sin(t?) dt

T—r+00 0

Exercice 31 [00926] [correct
Calculer

ion]

+o0o
lim e 'sin”(t)dt

n— oo 0

Exercice 32 [00939] [correct
Soient a > 0, n € N. On pose

ion]

/2
un (@) = /0 (sint)*(cost)™ dt

a) Nature de la série de terme général u, (1).

b) Plus généralement, nature
o0

de la série de terme général u, (o).

c¢) Calculer Y up(a) pour a =2, 3.

n=1

Exercice 33 [02435] [correct
Etudier la limite de

ou f:[0,1] — R est continue.

Exercice 34 [02438] [correct

ion]

/01 FE™) dt

ion]

a) Démontrer la convergence de la série de terme général

—+oo
b) Montrer que A se met sous la forme A = Y (—1)"u, avec u, > 0. En déduire b) Comparer

n=0

A>=0.
¢) Mémes questions avec

x

B = lim cos(t?)dt

T—r—+00 0

d) Comment retrouver ces résultats avec un logiciel de calcul formel

¢) En déduire :

n!
an ="

“+o0o
a, et n/ the " dt
0
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Exercice 35 [02439] [correction]
Soient a € C, |a| # 1 et n € Z. Calculer

2m int
€
/ T dt
0

Exercice 36 [02445] [correction]
On pose
!
I, = / —dt
o 1+t
pour tout entier n > 0.
a) Trouver la limite ¢ de (I,,).

b) Donner un équivalent de (¢ — I,,).

c) Justifier
"In(1 + X (1)
[ =3
0 Yy = (k+1)

d) Donner un développement asymptotique & trois termes de (I,).

Exercice 37 [o00465] [correction)]
Soient E = C1([0,1],R) et N : E — RT définie par

1
N(f) = \/f2<o>+ / (e

a) Montrer que N définit une norme sur E.
b) Comparer N et ||. |-

Exercice 38 [00477] [correction]
Soit F un espace vectoriel réel normé. On pose

1
—_—
max(L, [|]])

fz) =

Montrer que f est 2-lipschitzienne.

Montrer que si la norme sur E est hilbertienne alors f est 1-lipschitzienne.

Exercice 39 [02409] [correction]
a) Quelles sont les valeurs de a € R pour lesquelles I'application

(z,y) = No(z,y) = V22 + 2azy + y?

définit une norme sur R2.
b) Si N, et N, sont des normes, calculer

No(7,y) ot sup No(z,y)

inf —/———== e
(z,9)#0 Nb(ﬂf, y) (z,y)#0 Nb(l‘, y)

Exercice 40 [o02411] [correction)]
Soit
B ={fec*([0,n],R)/f(0) = f'(0) = 0}
a) Montrer que
N:of=lIf+ o

est une norme sur F.
b) Montrer que N est équivalente &

vif = 1l + 1

Exercice 41 [02412] [correction]
Soient I’espace E = {f € C*([0,1] ,R)/f(0) = 0} et N I'application définie sur E
par

N(f) = No(3f + 1)

a) Montrer que (E, N) est un espace vectoriel normé puis qu’il existe o > 0 tel

que Noo(f) < aN(f).
b) Les normes N, et N sont-elles équivalentes ?

Exercice 42 [03611 ] [correction]

On note E 'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1[, & valeurs réelles et
de carré intégrable sur [0, 1[.

On note | f||, la norme définie par

i1, = (| 1 f(t)th>1/2

a) Pour n € Net f € F, justifier que ¢ — t" f(¢) est intégrable sur [0,1].
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On note alors

1
an(f) = / (1) dt

0
b) Soit P € R[X], montrer que

1 T
/ P(t) dt—i—z’/ P(e'%)e? d0 = 0
-1 0

En déduire que

1 1 U .
/ P2 dt < 5/ P(e)]? do
0

—T

¢) Vérifier que, si f € F, alors

n 1 n
S w2 - | (zakmtk) ) ar
k=0 0 \k=0

En déduire que la série Y ax(f)? converge et que 1'on a

+oo
Sa) <7l
k=0

d) On pose, pour f € E,

too 1/2
N(f) = (Z ak<f>2>
k=0

Montrer que N est une norme sur E.
e) Montrer que N n’est pas équivalente a la norme ||.||,. On pourra considérer les
fonctions f, définies, pour p > 1 par

size€[0,1
fo(2) { 1//]5\/5 siz € ][1/p,/21?][

[Enoncé fourni par le CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA]

Exercice 43 [o00750 ] [correction]

Pour A € M, (K), on note Ala transposée de la comatrice de A.

a) Calculer det A.

b) Etudier le rang de A.

¢) Montrer que si A et B sont semblables alors A et B le sont aussi.

d) Calculer A.

Exercice 44 [o01108] [correction]
Soit E le R-espace vectoriel des suites réelles bornées muni de la norme

[[ul| o = sup [un|
neN

Déterminer si les sous-ensembles suivants sont fermés ou non :

A = {suites croissantes}, B = {suites convergeant vers 0},

C' = {suites convergentes},

D= {suites admettant 0 pour valeur d’adhérence} et E = {suites périodiques}.

Exercice 45 [01129] [correction)]
Montrer qu’une forme linéaire est continue si, et seulement si, son noyau est fermé.

Exercice 46 [02415] [correction]
Soit A une partie non vide de R telle que pour tout z réel il existe un et un seul
y € A tel que |z — y| = d(x, A). Montrer que A est un intervalle fermé.

Exercice 47 [03285] [correction)]
Soient E un espace normé de dimension quelconque et v un endomorphisme de F
vérifiant

Vz € B, |lu()]| < [l

Pour tout n € N, on pose

a) Simplifier v,, o (u — Id).
b) Montrer que
Im(u — Id) Nker(u — Id) = {0}

c¢) On suppose E de dimension finie, établir
Im(u —Id) @ ker(u —Id) = E

d) On suppose de nouveau E de dimension quelconque.
Montrer que si
Im(u —Id) @ ker(u —Id) = E

alors la suite (v,,) converge simplement et I’espace Im(u — Id) est une partie
fermée de FE.
e) Etudier la réciproque.
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Exercice 48 [00995 ] [correction] Exercice 51 [02449] [correction]
Réaliser le développement en série entiere en 0 de = — f1+oo tQith et reconnaitre Soit (ay) la suite définie par
cette fonction.
1 1n—1
aozletan:a/o H(t—k‘)dtpourneN*
k=0
Exercice 49 [o1011] [correction] .
On pose ag = 1 et pour tout n € N, a) Rayon de convergence de > a,z™.
b) Somme de > apz™.
n
Un41 = Zanfk‘ak
k=0
Exercice 52 [02451] [correction)]
a) Donner une formule permettant de calculer On note N(n,p) le nombre de permutations de [1,n] qui ont exactement p points
fixes. On pose en particulier D(n) = N(n,0), puis
+oo
S(x) = Z anz” B +o0 D) .,
n=0 f(x) = Z Tm
n=0
b) Calculer S(z).
¢) Calculer les a,,. a) relier N(n,p) et D(n — p).
d) Donner un équivalent de la suite (a,,). b) Justifier la définition de f sur |—1, 1[ puis calculer f.

c¢) Calculer N(n,p).
d) Etudier la limite de (%N (n,p)) quand n tend vers +oc.

Exercice 50 [02448] [correction]
Pour n > 0, on pose

7/4 Exercice 53 [02452] [correction]
an = / tan” ¢t dt Soit (p,,) une suite strictement croissante d’entiers naturels telle que n = o(p,,).
0 On pose
a) Trouver la limite de (ay,). I=
b) Trouver une relation simple entre a, 12 et ay,. fz) = Z abn
¢) On pose =0
n () = n n a) Donner le rayon de convergence de la série entiére Y 2P et étudier la limite de
ne (1 —2)f(x) quand x tend vers 1 par valeurs inférieures.
Donner la nature de la série de terme général u, (z) en fonction de = et de a. b) Ici p, = n? avec ¢ € N et ¢ > 2. Donner un équivalent simple de f en 1.
d) On pose
+o00
fla) = Z anz" Exercice 54 [ 02454 ] [correction]
n=1 L I S | m
Exprimer £ & Paide des fonctions usuelles. Convergence et calcul de la série entiere ngo anx™ ol a, = fo (1 —¢)™dt.
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Exercice 55 [03074] [correction]
Soit une série entiére Y a, 2™ de rayon de convergence R > 0.
a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiere

an,
> "
n!

On pose donc, pour ¢t dans R,

+o0 a
fity=>_ "
n=0

—xt

b) Montrer qu’il existe r > 0 tel que pour tout = > r, t — f(t)e~** soit intégrable
sur [0, +o0[ et exprimer cette intégrale sous forme de série entiére en 1/x.

Exercice 56 [03201] [correction]

Soit
+oo 1
fix— nE:1sin <\/ﬁ> 2"

a) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere définissant f.
b) Etudier la convergence en —R et en R.

¢) Déterminer la limite de f(z) quand z — 1.

d) Montrer que quand © — 1~

(1-2)f(z) =0

Exercice 57 [03244 ] [correction]
Soit f la fonction somme dans le domaine réel d’une série entiére » | a,a™ de
rayon de convergence R = 1.
On suppose l'existence d’un réel
(= lim f(z)
T—1—

a) Peut-on affirmer que la série numérique 3 a,, converge et que sa somme vaut £ ?
b) Que dire si 'on sait de plus a,, = o(1/n)? [Théoréme de Tauber]

Exercice 58 [03302] [correction]

Etablir que la fonction
1

1 —shx
est développable en série entiere et préciser le rayon de convergence.

T —

Exercice 59 [03303] [correction]
Soit f :]—R,R[ — R (avec R > 0) de classe C* vérifiant

vn e N,V e [0,R[, f™(z) >0

Montrer la convergence de la série
1
> /(0"

pour tout = € |—R, R].

Exercice 60 [03483] [correction)]
Soit « un réel irrationnel fixé. On note R, le rayon de convergence de la série

entiere
n

> s
= sin(nma)
a) Démontrer que R, < 1.
b) On consideére la suite (uy,),>1 définie par
up =2etVn = 1Luppr = (up)™
Démontrer que pour tout entier n > 1

U, 1
<
Un+1 (n+1)"

En déduire que la série de terme général 1/u,, converge.

Dans la suite, on pose
+oo
1
a=> -
n=1 Un

et on admet que « est irrationnel.
c¢) Démontrer qu’il existe une constante C' strictement positive telle que, pour tout

entier n > 1 :
+
X1 . C
TUp g — < 0
u n
k=n-+1 k Un

d) Démontrer que R, = 0.
e) Question subsidiaire : démontrer que « est effectivement irrationnel.
[Enoncé fourni par le CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA]
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Exercice 61 [o0541 ] [correction]
On consideére les fonctions f et g définies sur R par :

+oo _—uxt +oo :
f(z) :/ L dtet g(x) :/ sint dt
0 0

1+¢2 T+t

a) Montrer que f et g sont de classe C2 sur RT™ et qu’elles vérifient 1’équation
différentielle

y// +y=-=
x
b) Montrer que f et g sont continues en 0

¢) En déduire que
+oo i
t
/ sint ., _ T

Exercice 62 [00554 ] [correction)]
Existence et calcul de

+o0 5
o(x) :/ e " cos(xt)dt
0

Exercice 63 [o03211] [correction]
On considere
+o0 eite
oo [ S
7 o 1+¢2

a) Montrer la définie et la continuité de ¢ sur R.
b) Montrer que ¢ est de classe C! sur R* et montrer que

~+o0 itx
te
"(x) =1 dt
o' (x) Z/O T

¢) Montrer que pour z > 0,

“+oo iu
o(x) = z/ _ue
0

du
2 4+ u?

et déterminer un équivalent de ¢'(z) quand x — 0F.
d) La fonction ¢ est-elle dérivable en 07

Exercice 64 [03736] [correction]

On pose
Foo dx
o= i

a) Etudier 'ensemble de définition de f.

b) Donner un équivalent de f en 0.

¢) Montrer que le graphe de f admet une symétrie d’axe = = 1/2.
d) Montrer que f est continue sur son ensemble de définition.

e) Calculer la borne inférieure de f.

)
[Enoncé fourni par le concours CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA]

Exercice 65 [03250] [correction]
Soit f la somme sur C de la série entiere

(275
> e
n!

n=0

supposée de rayon de convergence R = +o0.
Pour r > 0, on pose

M(r) = sup [f(z)]

|z|=r
et on suppose 'existence de

{= lim LM(T)

r—-+oo r

a) On suppose que ¢ > 1. Montrer la divergence de la série > ay,.
b) En utilisant les coefficients de Fourier de 'application t + f(re'), montrer

|
|an| < M(r)—
T?’l

¢) En déduire que, si £ < 1, la série Y a,, converge.

Exercice 66 [ 03257 [correction)]
f désigne une fonction réelle continue et 27 périodique sur R.
a) Démontrer que la suite de fonction (F),),>1 définie par

F,(z) = i/onf(x +1¢)f(t)de
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converge vers une fonction F'.
On précisera la définition de F' en fonction de f ainsi que le mode de convergence
de la suite (F},)n>1
b) Démontrer
[1F'l < F(0)

Exercice 67 [03617] [correction]
Soit f : R — C une fonction 2m-périodique et k lipschitzienne. Pour n € Z, on pose

enlf) = —

27

= ), ft)e ™ dt

a) Pour tout h € R, on définit la fonction
fn:R=>C,z— f(z+h)— f(z)

Calculer ¢, (fy) pour tout n € Z.

b) En déduire que

nez

¢) En utilisant la concavité de la fonction sinus, montrer que

> len(f)

nez

converge.
d) Que peut-on en conclure ?
[Enoncé fourni par le CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA]

Exercice 68 [o03742] [correction)]
On note, pour k € {0,1}, Sk 'ensemble des fonctions continues sur R,

2m-périodiques, & valeurs complexes telles que ‘nkcn( f )| converge (ol
nez
(cn(f))nez désigne la suite des coefficients de Fourier de f).

On considere f une fonction de Sy, r un réel tel que 0 < r < 1 et on définir f, par
Ve e R, fr(z) = Z en(f)rimleine
nez
a) Calculer, pour x € R,

+oo
Z r™ sin(nx)

n=1

et en déduire que

= cos(nx) 1
E P = -3 In (1 — 27 cos(z) + r?)
n
n=1

b) On pose

1 —2rcos(t) + T2>

K, (t) = ;ln< :

Montrer qu’il existe une unique fonction u dans Sy telle que, pour tout x € R

" Ko(x— tyu(t)dt = f(x)

—Tr

On déterminera les coefficients de Fourier de u en fonction de ceux de f et on
vérifiera que u est indépendante de 7.
¢) Vérifier que pour ¢ € ]0, [,

1—2 5 2
In ( rcos(t) +r

5 >‘<1n2—2ln|sint|

d) En déduire que

lim i K.(x —tu(t)dt = . /“ In (1 —cos(x —t)) u(t)dt

r—1= J_ . -

e) Pour g € Sy, on définit ¢(g) par
Vo € Rig(g)la) = [ In(1L— cos(a — 1)) glt) e

Montrer que ¢ est un isomorphisme de Sy sur Sj.

Exercice 69 [00105] [correction)]
Soit f € CY(RT,R) et g une solution sur R*™* de I’équation différentielle

zy —y = f(x)

a) Démontrer que g se prolonge par continuité en 0. Déterminer une condition
nécessaire sur f’(0)pour que la fonction ainsi prolongée soit dérivable en 0.
Démontrer que cette condition n’est pas suffisante.

b) f est supposée de classe C? et la condition précédente est vérifiée.
Démontrer que g est de classe C2.
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Exercice 70 [ 00506 ] [correction]
Soit (E) I’équation différentielle

(Inz)y" + Y1
T

a) Résoudre (F) sur |0, 1] et sur |1, +o0].
b) Soit g la fonction définie sur |—1, +o0[\ {0} par

~ In(1+2x)
B x

g()

Montrer que g se prolonge sur |—1, +0o[ en une fonction de classe C>.
¢) Démontrer que (E) admet une solution de classe C* sur ]0, +0o0].

Exercice 71 [02455 ] [correction]
a) Résoudre I'équation différentielle

y" 4+ y = cos(nt)

b) Soit Y a, une série absolument convergente.
Résoudre ’équation différentielle

+oo
Yy +y= Z a, cos(nt)
n=0

Exercice 72 [ 03100 ] [correction]
On considere ’équation différentielle

Eo:y" —e"y=0

a) Soit y une solution de Fy sur R. Etudier la convexité de y2.
En déduire que si y(0) = y(1) = 0 alors y est nulle sur R.
b) Soient y; et y2 deux solutions de Ejy telles que

(©1(0),91(0)) = (0,1) et (y2(1),y2(1)) = (0,1)

Démontrer que (y1,y2) est un systéme fondamental de solutions de Ejy.

¢) Soit f € C(R,R). Démontrer que I’équation différentielle E : ¢y’ — ey = f(z)

admet une unique solution y telle que y(0) = y(1) = 0.

Exercice 73 [03387] [correction]
On consideére ’équation différentielle

(E) :y" 4+ cos*(t)y =0

a) Justifier 'existence d’une solution u de (E) telle que u(0) =1 et u/(0) = 0.

b) Démontrer l'existence de deux réels «, 3 vérifiant
a<0< B4 (a)>0etu(8) <0

En déduire que u posséde au moins un zéro dans R™* et R™*.
c) Justifier l'existence de réels

v =max {t < 0/u(t) =0} et 6 = min{t > 0/u(t) = 0}

d) Soit v une solution de (E) linéairement indépendante de u.
En étudiant les variations de
W =uw' —u'v

montrer que v posséde au moins un zéro dans]y, d[.

e) Soit w une solution non nulle de (E). Démontrer que w admet une infinité de

zéros. On pourra introduire pour n € N, la fonction
wp R = Rt — w(t —nm)

[Enoncé fourni par le CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA]

Exercice 74 [ 02456 ] [correction]
On note f la solution maximale de

dy_,
dz

—zy

telle que f(0) = 0.

a) Montrer que f est impaire.

b) Montrer que f est définie sur R.

¢) Montrer que f posséde une limite finie a en +00.
d) Montrer que a > 1.

e) Montrer qu’en 400 :

flz)=a— ée*’” +0(e”%)
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Exercice 75 [02457 ] [correction]
Soit A € |—1,1[. On s’intéresse & I’équation différentielle avec retard :

(&) : f'(x) = f(z) + f(Ax)

L’inconnue est une fonction dérivable de R dans R.
a) Soit f une solution de (£); montrer que f est de classe C* puis développable
en série entiere sur R.
b) Expliciter les solutions de (£).
n
c¢) Montrer que [] (1 + A*) tend vers une limite finie, non nulle, notée K (\)
k=0
quand n tend vers oo.
d) Montrer que, f étant une solution non nulle de (&),

f(@) ~ K(A)f(0)e

r——+00

Exercice 76 [02458] [correction]
Soit a € R. Pour a € R, on note P, le probleme

2’ = cos(x? + sin(27t)) — a et 2(0) = a

a) Soit o € R. Montrer P’existence d’une solution maximale z,, de P,.

b) Que dire des intervalles de définition des solutions maximales ?

¢) Pour |a| > 1, donner les variations et les limites aux bornes des solutions.
On suppose |a| < 1.

d) Montrer que, pour tout A > 0, il existe M (A) > 0 tel que pour tout
a€[—A, A et tout t € [0,1], |za(t)] < M(A).

e) Montrer que, pour tout (a, 3) € [—A, A]® et tout t € [0,1] :

[a(t) —25(t)] < |a = 5| +2M(A)/O 0 (u) = 2p(u)| du

f) En déduire :
Vi € [0,1], |za(t) — z5(t)] < | — B 2M A

Exercice 77 [03055] [correction]
On considere ’équation différentielle
E:y=¢y>’+y+1

a) Existe-t-il des solutions de E sur R?
b) Résoudre E, trouver ses solutions maximales et montrer qu’elles sont définies
sur un intervalle borné dont on déterminera la longueur.

Exercice 78 [03739] [correction]
On consideére ’équation différentielle

(E): 2'(t) = cos (2m(z(t) — 1))

a) Rappeler ’énoncé du théoréme de Cauchy-Lipschitz qui s’applique ici.

b) Soit 2 une solution de (E). Montrer que « est lipschitzienne.

c) Soit = une solution maximale de (E) et I = ]a,b[ son intervalle de définition.
Montrer que I = R.

d) Si z est solution maximale de (F) et k € Z, vérifier que t — z(t + k) et k +
sont solutions.

Trouver des solutions simples de (F).

e) On fixe une solution maximale de (F).

Montrer que t € R — x(t) — ¢ converge en oo et exprimer les limites en fonction
de z(0).

f) On consideére maintenant une solution maximale = de

(Ey) : 2'(t) 5 + cos (2m(z(t) — 1))

T 1t

Montrer que z est définie sur R et que t € RT — x(t) — t est bornée.
[Enoncé fourni par le concours CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA]

Exercice 79 [00061 ] [correction]
Trouver les extrema sur R? de

flzy) =2 +ay+y° +22 -2y

Exercice 80 [00070] [correction]
Soit @ > 0. Montrer que

a
fo@y)»aty+ —
ry
admet un minimum strict sur (R7*)2

Exercice 81 [o01327] [correction)]
Déterminer les fonctions f : R™* — R de classe C? telle que

F:R™ {0} >R

(xl,...zn)r—>f< x%++:l:%)
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vérifie

“l\D

Exercice 82 [02460] [correction]

On pose
COST — COSY

o(z,y) = pour x # y

T —

a) Montrer que ¢ admet un prolongement par continuité & R? noté encore .
b) Montrer que ¢ est C! puis C*°.

Exercice 83 [o02461 ] [correction]

Montrer que f: R™ — R de classe C' est homogene de degré p si, et seulement si,

V(Zh...,

) e R™, Zml (1, Zn) =pf (X1, .., 2n)

’L

Exercice 84 [02463] [correction]

) . 2
Déterminer les extremums de z'"% + y'¥ sur |0, +-00[".

Exercice 85 [02465] [correction)]

Soit un triangle ABC' et M parcourant l'intérieur de ce triangle. On veut
déterminer en quelle position le produit des 3 distances de M a chacun des cotés
du triangle est maximal.

Indications : ne pas oublier de justifier I'existence de ce maximum, la réponse est
le centre de gravité du triangle.

Exercice 86 [02466] [correction]

On considere
n

+oo
: — —_—

a) Déterminer le domaine de définition D de f.
b) Etudier 'existence de af; et 6f sur D.

Exercice 87 [03502] [correction]
Soient F = C>®(R™ R), E* le dual de FE et

D ={de E*/V(f,9) € E*,d(fg) = f(0)d(g) + g(0)d(f)}

a) Montrer que D est un sous-espace vectoriel de E*.

b) Montrer que D est non réduit a {0}.

¢) Soit d € D et h une fonction constante. Que vaut d(h)?
d) Soit f € E. Montrer

Vo e R", f(z

—l—ZwZ/ 89:1 t:,E

Vérifier que 'application x — f ! aj (tx)dt est dans E.
e) Soit d € D. Etablir I'existence de (a1, ...,a,) € R™ tel que

- 0
= Zai 35{1 (0)

i=1

VfeE,d(f)

f) Déterminer la dimension de D.

Exercice 88 [00095] [correction]

Calculer
// dz dy
p (1+ a2 +1y2)2

ot D est donné par |z| < 22 +y? < 1

Exercice 89 [00102] [correction]

Que dire de l'intégrale double
r—y
——=dxdy
/ /D (x +y)?

ouD=]0,1] x [0,1] 7

Exercice 90 [00110] [correction)]
[Inégalité isopérimétrique]
Soit v une application de classe C! et 27r-périodique de R vers C telle que

Vs e R, |/ (s)] =1

On note S I'aire orientée délimitée par v}(g 2x]-
a) Exprimer S a 'aide des coefficients de Fourier exponentiels de +.
b) Montrer S < 7 et préciser le cas d’égalité.
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Exercice 1 : [énoncé]

Cette fonction n’a pas de limite en 0, elle n’est donc pas continue par morceaux.

Exercice 2 : [énoncé]

Posons f,(z) = 2™ +x? — 1. L’étude de la fonction f,, assure l'existence et I'unicité
d’une solution x,, € R* & 1’équation étudiée. De plus, on observe que z,, €

Puisque 0 = fr11(n11) < fu(zni1), on peut affirmer z,11 > 2.
La suite (z,,) est croissante et majorée donc converge vers un réel £.
Puisque pour tout n € N, z,, € [0, 1], & la limite ¢ € [0, 1].
Sif < 1 alors

0<z, <{"—0

et la relation 7 + 22 — 1 = 0 donne a la limite /2 = 1 ce qui est absurde.
On conclut que ¢ = 1.
Posons u, =1 — z,,

On a
(1 —up)™ = un(2 — uy)
donc
nln(l —u,) = Inwu, + In(2 — u,)
d’ou
—nuy, ~ Inwu, puis Inn + Inwu, ~ In(—Inw,)
or
In(—Inwu,) = o(lnuy,)
donc
Inu, ~—Inn
puis
Inn
Uy ~ ——
n
et enfin
Inn
Ty =1~ =
n

Exercice 3 : [énoncé]

a) Il suffit d’étudier la fonction f, : x — z™ — (z + 1).

b) fn(1) < 0donc x, > 1. foi1(zn) =20 — (2, + 1) = (2, — 1) (2, + 1)
donc z,,4+1 < . La suite (z,,) est décroissante et minorée par 1 donc elle

[0, 1].

>0

converge vers ¢ > 1. Si ¢ > 1 alors z
est impossible et il reste £ = 1.
c)z"=zx+1onhaer=h(z+1) < gz) = (+1)
[1,+o00[. La fonction g est de classe C*, ¢'(x) > 0 donc g réalise une bijection de
[1, +oo[ vers [0, 1], de plus (puisque ¢’(x) # 0) g~! est aussi de classe C*° et donc
Ladmet un DL,,(0) pour tout n € N et donc z, = g~!(1/n) admet un
développement limité a tout ordre. Formons ses trois premiers termes
g_l(a:) =a+bx+ ca® +o(2?). a =g 1(0) = 1. g(¢*(z)) = = donc
In(1 + bz + cz? + o(2?)) = xIn(2 + bx + o(x?)) puis
bx + (c— —)x +o(z?) = In(2)z + 522 + o(2?) donc b=In2 et ¢ =

Finalement z,, = 1+ 22 4 (1+In(2))In2 +o(L).

2n2

20" = +ooorz)=x,+1—=>£¢+1. Ce qui

1

— avec g(z) = définie sur

(1+1n(2)) In(2)
s

Exercice 4 : [énoncé]

a) P, réalise une bijection strictement décroissante de [0, 1] vers [—n, 1].

b) Ppyi(xy) =27 — (n+ D, +1 < Py(2,) = 0 done 2,41 < 7. La suite (z,)
est décroissante et minorée, elle converge donc vers un réel £ € [0, 1]. Si £ > 0 alors
0= P,(x,) = —o0, c’est absurde. On conclut ¢ = 0.

n

c) g = Lan=1 — 0 donc a7 = o(nx,) puis sachant 27! — nz, + 1 = 0, on obtient
Tp ~ 1/n.
d) Ecrivons z,, = %L + == avec £, — 0.

. n_ (Aten)™ _
Puisque z]) = nz, —1,0n a e = En-

(1+en)™ =exp(nln(l +¢,)) = exp(ne, + o(ney,)).
Or ne, = niten)"

n’”. .
Puisque ¢, — 0, pour n assez grand, |1 + &, | < 2
Inen| < 2= — 0.
On en déduit ne,, — 0 puis (1 +&,)™ — 1 et enfin &, ~ 4.

Finalement
11 1
Tn =t g tol et

et la relation précédente donne

Exercice 5 : [énoncé]

a)
1 1 1

=4t - <
n(p+1)+1 (n+1)(p+1) n+l

et u, < 45 < p donc (uy) converge.

b) Par le théoréme des accroissements finis, pour tout n € N* et k € {1,...

Up41 — Unp

,np}, il

existe ¢, 1, € }0 [ tel que

_1
' nt-k
1
n+k

F(5g) ~ 10 = T
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On a alors

Y (F'ear) = £1(0)

k=1

v, — Lf'(0) = ——y

Pour tout £ > 0, il existe o > 0 tel que pour tout = € [0, ] on ait
(@) - F(0)] <.

Pour n suffisamment grand pour que
v = £f(0)] < &l

On en déduit v,, — £f(0).

¢) Pour f(z) =1n(1 + x),

n+1 < a,onac, €[0,a] et donc

np
Up = Zln(n+k+1) —In(n+ k)
k=1

=ln(n(p+1)+1)—In(n+1) = In(p+1)

On conclut £ = Inp.
d) Pour f(z) = v/,

np
1 np
Uy = = — 400
" ; vn+tk (n+1)p
Exercice 6 : [énoncé]
Pour z € [0, 1],
sin:cf:::Jrlsc3 < i
6 120
On a donc "
k 1 k3
UTL:ZE_EE—FM"
k=1
avec
1 k5 11
M, < ——
| < 120 Z nlo0 120 n4
donc M,, = o(1/n?).
Or .
Z k _ oo + 1) _l 1
— n? 2 2n
et n
B3~
Z =5 Z ymes
k=1
donc

Exercice 7 : [énoncé]
Soit f une fonction solution. Puisque celle-ci est continue sur un segment, elle y
admet un minimum en un certain zo € [0, 1].

On a alors
+00 iy
flao) = Y Tt 1 00) o S2TU00) _ i
n=1 n=1

On en déduit

Vn €N, f(upzo + 1 —z0) = f(20)

En passant a la limite quand n — +o00, on obtient

f(1) = f(zo)

Ainsi f(1) est la valeur minimale de f sur [0, 1]

Un raisonnement symétrique assure aussi que f(1) est la valeur maximale de f sur

[0,1].

On en déduit que f est constante.

La réciproque est immédiate.

Notons que ’hypothése de stricte croissance de la suite (u,,) est sans doute 1a
pour tromper ’ennemi.

Exercice 8 : [énoncé]
On réalise le changement de variable ¢ = tan § pour lequel
On obtient

V3 2t 2m/3 4 x
/ arcsin | —— | dt = / — arcsin(sin z) (1 + tan? 7) dz
o 1122 o 2 2

On simplifie arcsin(sin z) = « pour z € [0,7/2] et arcsin(sinz) = m — x pour

x € [n/2,2m/3].
/2
2 T
/0 T <1+tan 2) dx

1+t2 =sinzx.

Enfin on calcule

par intégration par parties.

Au final, on obtient
/\/garcsin ( 2 ) dt = I
0 1412 V3
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Exercice 9 : [énoncé]

a) La fonction f est définie sur |0, 1[ U |1, +oo| car pour chaque x dans ce
domaine, la fonction ¢ — 1/Int est définie et continue sur le segment d’extrémités
@ et 2 car 1 n’y appartient pas. Pour z € ]0,1[, on a pour tout ¢ € [2?, z],

2Inz < Int < Inx puis par encadrement d’intégrales

2 2
xt - xt -z
< flo) <

2Ilnx Inx

et donc f(x) —— 0.
z—0t
L’encadrement est identique pour x > 1 ce qui permet d’affirmer
f(z) —— 0 et f(x)/z —— +o0.
r——+00 T—r—+00

On peut aussi écrire

1'2 t
f(@z/z Tz &

et par encadrement du ¢ du numérateur par z et x2, on obtient f(z) encadré par
xl(x) et 22I(x) avec

2

=
I(z) :/ = n[In¢)* =1n2

d’ou f(x) - In2.

b) On introduit H primitive de ¢ — 1/Int et on démontre que f est de classe C*
sur ]0,1[U]1, 4+oo[ avec f/(z) = £=L. Cette dérivée étant de classe C>, on conclut

que f est C* sur ]0,1[U]1, +oo[. On prolonge f par continuité en 1 en posant
f(1) =1n2 et puisque f'(x) — 1, la fonction f est de classe C! sur |0, +oo[ avec
r—r

/(1) = 1. Par développement en série entiere h w est C* au voisinage de
0 donc x — % est C*° au voisinage de 1 et par passage a l'inverse z — f/(z) est

C*> au voisinage de 1. Finalement f est C* sur |0, +oo[. Le calcul de f”(x)

permet de justifier que f”' n’a pas de limite finie en 0 et donc f ne peut étre
prolongée en une fonction de classe C* au voisinage de 0.

c) f est croissante, convexe, branche parabolique verticale en +oco, tangente
horizontale en 'origine.

Exercice 10 : [énoncé]

a) La fonction f est définie et C*° sur D = |J I avec
kEZ

Ik:}—g+2k7r,g+2k7r

Pour z € D, la tangente en (x, f(x)) passe par O si, et seulement si, zf'(z) = f(z).
Apres transformation, ceci équivaut pour z > 0 a I’équation

ztanz + In(cos(x)) +1 =0

Posons () = ztanz + In(cos(x)) + 1.

¢ est définie et C* sur D. ¢/(z) = z(1 + tan® x) > 0 sur DNRF*.

Quand © — (5 + 2k7) , p(x) = +o00. Quand x — (=% + 21{:71')+7 o(x) = —o0.
¢11, réalise donc une bijection de Iy vers R (pour k € N*).

La suite (z,,)nen+ avec z,, = (¢7,)~(0) est solution.

b) Evidemment z,, ~ 2n7 et donc x,, = 2nm7 + yp,.

On a

cos Yy (Incos yy,,) + cosy,
2nm + yn

siny, = —

avec |yn| < m/2

L’étude de la fonction = — zInxz + x assure que celle-ci est bornée et donc
sin ¢y, — 0 puis y, — 0.

Par suite cosy, — 1 donc siny,, ~ —ﬁ puis y, ~ —ﬁ.
On conclut

w ool
Tp=2nT——+o| —
2nm n

Exercice 11 : [énoncé]
Posons f :]0,1[ — R définie par

prolongée par continuité en 0.
Notons que cette fonction est positive et croissante.
Introduisons a, b € ]0, 1] dont les valeurs seront déterminées ultérieurement. On
peut écrire
—(’I’L + I)In =A,+ B, +C,
avec
a mn b l,n 1 T
A :/ (n+1)——dx,B :/ (n+1)——dx et C, :/ (n+1)
"l fl@) 7 f(x) "l f(x)

Par monotonie de f,

n

dx
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Pour a =1—¢, avec ¢, = ln—n” — 0, 0on a et on peut montrer par découpage d’intégrale et un changement de variable affine
ue
ln(n)an—i-l — eln(lnn)+(n+l)ln(l—6n,) =0 d +00 o=t _ o—(k+1)t 00 o=t _ o= (k+1)t
/ dt = lim ——dt=In(k+1)
car 0 t =0 /e ¢
In(Inn) + (n+1)In(1l —e,) ~ —Inn = —oo Ce qui précede permet alors d’établir
On en déduit nt1
1 e[+l 1

An O(lnn) ;( ) ( k a(k+1) nlnn
Par la croissance de f

1 n _ pn+1

0<C, < / (n+1)z dr = 1-b Exercice 12 : [énoncé]

b f(b) f(b) Montrons que la suite (u,,) converge vers 0 par I’epsilontique. . .

Pour b= 1 — 1, avec 1, = n(ln 5 0, on a Soit € > 0. Puisque la suite (&,,) converge vers 0, il existe un rang N € N pour
lequel
vt s et f(b) ~Inn Vn 2> N,0<en <€
et alors pour tout n > N

de sorte que X = o< _ +e

C ~o0 X Un+1 X K

Inn P
Enf ) ! . d On en déduit U . .
nfin, toujours par la croissance de f, 0 < Unpo < f’; + o + e
bn+1 _ an+1 bn+1 _ anJrl
———— <B, { ——— et par récurrence
f(b) f(a)

et puisque Vp e N,0 < tpyp < —

bl — gt s 1 et f(b) ~ f(a) ~Inn

. s La suite (u,) étant majorée par 1 et on peut encore écrire
on parvient a

1
—(n+ DI~ — £
Inn Vp € N,0 < upy o T€ Z + —
et finalement ) K K Po1-1/K
In~ “nlnn Pour p assez grand, on a 1/K? < ¢ et alors
Remarque : .
Par le changement de variable t = —In(1 —z), x =1 —e"¢ 0 < Upyp <€+ m = )Xe
+o0 (1 e )n—',—l
I, =— / fe_t dt avec A une constante strictement positive ce qui permet de conclure.
0
En développant par la formule du binéme
ntl boo ot (kD) Exercice 13 : [énoncé]
I = Z (—1)F n+1 / e —e dt La fonction f : ¢~ t[1/t] est définie et continue par morceaux sur |0, +ool.
" P k 0 t Pour ¢ > 1, [1/t] = 0 et donc f(¢t) = 0. Ainsi f est intégrable sur [1, +oo].
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Pour ¢t >0, 1/t — 1 < [1/t] < 1/t et donc f(¢) o 1. Ainsi f est intégrable sur
t—
10, 1].

On a
1
I:ngrfoo i ft)de

Or

/1 Ti:l 1/k Ti:l 1/k

F(t) dt = / L[] dt = / ki dt

1/n =17 1/(k+1) =17 1/(k+1)

puis

1 1223 2k+1
fOydt==S
/1/n (*) 2;k(k+1)2

Par décomposition en éléments simples

A;nf(t)dt_;z_:(/i_k}r1+ (ki1)2>

et apres réorganisation

On en déduit

Exercice 14 : [énoncé]
a) On a

£(2) = £(0)+ /0 ") at

donc f'(z) admet une limite finie £ quand & — +o0.

Si £ > 0 alors pour z assez grand f'(z) > £/2 puis f(z) > fxz/2 +m ce qui
empéche la convergence de f0+ < f(t) at.

Si £ < 0 on obtient aussi une absurdité. Il reste donc £ = 0.

b) Puisque la fonction f’ est continue et converge en +o00, cette fonction est
bornée et donc ¢t — f(t)f'(t) est intégrable sur [0, +o0].

Exercice 15 : [énoncé]
a) 0, cf. lemme de Lebesgue.
b) Posons

I - /”/2 sin(2nt) cost gt
0

sint

Cette intégrale existe car un prolongement par continuité est possible en 0.
On observe
sin(2(n 4 1)t) — sin(2nt) = 2sint cos(2n + 1)t

et donc

/2
Iy — I, = / 2cos((2n + 1)t) costdt =0
0

La suite (I,,) est constante égale a

/2
11:/ 2(:052tdt:z
0 2
c) On a

/”/2 sin(2nt) cost dt /”/2 sin(2nt)
0 0

sint t

w/2
dt = / sin(2nt) £ (1) dt
0

avec .
f(t) = cott — n

qui se prolonge en une fonction de classe C* sur [0, 7/2].

Ainsi 12
T L1 2
/ sin(2nt) FPN

/”/2 sin(2nt) gt — /m sinu du
0 t o u

donc la convergence de I'intégrale de Dirichlet étant supposée connue, on obtient

+oo :
t
/ sint ., _ T

Or

d) On a

w/2 . B w/2 Sln(t/?) ] w/2
/o In(2sin(t/2)) cos(nt) dt = /0 In < 12 > cos(nt) dt +/O In(t) cos(nt) dt

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 4 juin 2013 Corrections 19
Par intégration par parties, donc u, = 1“72 + st + v, avec
/2 In(7/2)sin(nw/2) 1 ["/%sinu " n ¢ "Int
/ In(t) cos(nt) dt = - 7/ du / —dt <, < / —dt
0 n n Jo u 4 t 3 t

sin(t/2)
/2
Par intégration par parties,

La fonction ¢ — In ( ) se prolonge en une fonction de classe C? sur [0, 7/2].

/Oﬁ/2 In <s111(;2/2)> cos(nt) dt = %m (2‘7{5) sin(n/2) — 711/0#/2 <ln (8111%2))),

. /
La fonction ¢ — (ln (Smt(/#)) étant de classe C* sur [0,7/2], on a

L (o (B2)Y sy o (1)

(In2)sin(nw/2) — 7
2n

et donc

w/2
/0 In(2sin(t/2)) cos(nt) dt ~

Exercice 16 : [énoncé]
Par intégration par parties

/ sin(e’) dt = / e'sin(e’)e " dt = [~ cos(e’)e "] — / cos(e’)e " dt
0 0 0

D’une part
cos(e”)e™ —— 0
r—+00

et d’autre part t — cos(et)e™ est intégrable sur [0, +oo] car

t? cos(e)e™"
t—+o0

donc l'intégrale f0+oo sin(e) dt converge.

Exercice 17 : [énoncé]
a) f est décroissante sur [e, +o00[. Pour p > 4,

P+ ¢ 1 P Int
/ Ldtgﬂg/ Int .,
. t P p—1 t

donc v, ~ 1(Inn)2.

Etudions w,, = u, — %(ln n)2, Wy — Wp_1 = Inn _ f;d 1r‘Ttdt < 0 donc (wy,) est
décroissante.
D’autre part les calculs précédents donnent (w,) minorée et donc on peut

sindafo e que wy, converge. Ainsi

b)
221\5 (_1)nlnin B iv: In(2n) iv: In(2n — 1)
n 2n 2n —1
n=1 n=1 n=1
donc
N N 2N N
Inn In(2n) In(n) 1
) L - —m2y - -

Par le développement asymptotique précédent, on obtient :

2N
S 12 2 I+ In(2)y 4+ %(lnn)2 +O - %(m )% — C + o(1)
n

n=1

et apres simplification

2N Inn 1
> ()" — = 5In(2)(2y — In2)
ot n 2
De plus
2V4! Inn 2N Inn
Do (DTS =) (=)= o) & 5 In(2)(2y —In2)
n=1 n=1
donc
= Inn
> (-1)"— = - In(2)(2y — In2)
n
n=1

N’est-ce pas magnifique ?

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 4 juin 2013

Corrections 20

Exercice 18 : [énoncé]

On a

Inn+aln(n+1)+dln(n+2)=(14+a+b)Inn+

2b 1
a+ L0 <2>
n n
Il y a convergence si, et seulement si, 1 +a+b =0 et a + 2b = 0 ce qui correspond
aa=-2etb=1.

c¢) Par définition de ®;, on a

®;—1 ®

i<y

n=1 n=1

<!

3\'—‘
S|

Or, sachant que ®; — 400, on a

3, @,
11 11
Dans ce cas : Z —1nd. - —
Zn n®; +~+o(l) et Zn n(®; —1)+v+o(1)
N+1 N+2 n=1 n=1

Zlnn—i—aln(n—i—l)—i—bln (n+2) Zlnn—2Zlnn+Zlnn Par suite

n=1 In(®;, —1)+~v+0(1) <j<In®; +v+0(1)
puis Or

In(®; —1) =In®; + o(1)

N
Z Inn+aln(n+1) +bln(n 4 2) = In1+In2—21n 2—2In(N+1)+In(N+1)+In(N+2) -donqy 2
n=1 jZID(I)J+’y+O(1)

Exercice 19 :
a) Puisque

[énoncé]

3\*—‘

P
on peut affirmer que I’ensemble

P 1
{peN,Zn>j}
n=1

est une partie non vide de N. Celle admet donc un plus petit élément, noté ®;.
b) Par définition de ®;, on a

®; )
< =
> -
n=1
Or, par comparaison avec une intégrale
@, o
1 Jodt
Z*glJr/ —=1+Ind;
n 1 t
n=1
On en déduit ®; > e’~1 puis ®; —— +o0.
J—+oo

puis
D, = ol —7Fo(1)

On en déduit )
By eIHimrte()

5 = g ¢V e
j (S

Exercice 20 : [énoncé]

< n _ o n—1 _
On observe que uy 1 —uy~ " = n.
Puisque Y n une série & termes positifs divergente on peut, par sommation de
relation de comparaison, affirmer uy, ,; ~ %nz. En composant avec le logarithme
népérien cet équivalent de limite infini, on obtient

nlnu,41 ~2lnn
puis
Inn

Inwupyg ~2—
n

Par suite u,4+; — 1 puis

1 1
UWZHWH(M)
n n

Posons
1 21nn
Up = Up+1 — 1 —
n
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L’égalité
1
Up 1 = eXp (nln (1 ot —|—vn)>
n

U1 = exp (2Inn +nv, + O ((Inn)?/n))

donne

2ul

2 — 1 donc
exp (2 +nv, + O ((Inn)?/n)) — 1

puis nv, — —2. Ainsi

Exercice 21 : [énoncé]
a) Pour définir w,, il est nécessaire de supposer o > 1.
Par comparaison avec une intégrale, on montre

1 1
a—1no-1

Up ~

Par comparaison de séries & termes positifs, > u, converge si, et seulement si,

a > 2.

b) Pour définir u,, il est nécessaire de supposer « > 0.

Par application du critere spécial des séries alternées, v,, étant le reste de la série
> (;:_11); est du signe de (—1)" et |v,| < ﬁ — 0.

De plus

S G VAR e S GV

|Un|_ Un 1|: -
[ont Z;@+n+na Z%@+n+ma

donc

00 . 1 1
|U"|_|v”“|:§:(_—1)((p+n+1)“_(p+n+2)’3“)

p=0
Par le théoréme des accroissements finis
1 1 _ e’
(p+n+1)  (p+n+2)*  (cp)t!

avec ¢, €Elp+n+1,p+n+2[

La suite (c,,) est croissante donc on peut appliquer le critére spécial des séries

alternées a ) )
(p+n+1)> (p+n+2)~

et conclure que sa somme est du signe de son premier terme. Au final, (Jv,|) est
décroissant et en appliquant une derniére fois le critére spécial des séries alternées,
on conclut que Y v, converge.

Exercice 22 : [énoncé]

Pour |z] < 1,
+oo 27 o0 +oo
27 =2 2"2: DU Z
7 _on+l z - Z
_ .2
n= 0 n,k=0
Pour |z| =1,
22 . 1
R

on
donc —=£
1*22n+1 n—-4o0o

Pour |z| > 1,

0, il y a donc divergence grossiere.

22" (1/2)*"

1_ 2+t =

OCERE

et |1/z] <1 donc

f 22" _ 11
-2 1-1/z 1-—2z

n=0

Exercice 23 : [énoncé]

a) Y. f(n) diverge et > (—
n>1 n>1

b) Pour n > 4,

1)™f(n) converge en application du critére spécial.

</nn1f(t)dt<

0< /nlf(t)dt— f(n) < f(n—1) - f(n)

fln=1)

donc

avec

+oo
> fn—1) = f(n) = £(3)
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donc la série de terme général f:_l f@)dt — f(n) converge et il en est de méme de

la série de terme général f(n) — [ | f(t)dt.

¢) On a
+00 2n
S0 ) = dim 3 (1))
n=1 k=1
> =2 f(2k) =Y f(k)
k=1 k=1 k=1

Or

lnn) +C

Zf(k)f(1)+];f(k)/kl dt+/ 1)

k=1

et en exploitant In(2k) =In2 + Ink

Qif(%) = anXn:
k=1 k=1

On en déduit

N‘M—l

= 1
ZDT ln21nn+1n(2)’y+o(1)+§(lnn)2+C
k=1

23 f(2k) = > f(k) =In(2)y — 5(In2)* + o(1)
k=1 k=1
Au final
= Inn
> (=)= In(2)( In2)

Exercice 24 : [énoncé]

x

n
a) Inuyye — Inw, ~ —%ﬁ avec ¢ > 0 donc > Inwugqq — Inwuy — —oo puis u, — 0.

k=1
b) Pour a = —z/2, 1n(un+1) In(uy) —aln (1+ 1) =0 (75) donc
> In(un41) — In(up) — aln (14 1) converge.

¢) Puisque In(up41) — In(u,) —aln (1+ 2) =In (::ﬁ)la

général In 2 converge puis & — A avec A > 0.

d) Par comparaison de séries & termes positifs,> " u,, converge si, et seulement si,

a< —lie x> 2.

—In Z—Z, la suite de terme

Exercice 25 : [énoncé]
a) Par convergence dominée par la fonction ¢ : ¢ — 1, on obtient u, — 0.
b)
1
n+1

/4
Up, + Upyo = / (tant)’(tant)™ dt =
0

¢) On vérifie aisément u, — 07 et u,41 < u,. Par application du critére spécial
des séries alternées, > (—1)"u, converge.
d) Par monotonie

Up + Up+42 < 2un < Up + Up—2

On en déduit u,, ~
converge si, et seulement si, a > 0.

% puis par comparaison de séries & termes positifs, y 2z

n«

Exercice 26 : [énoncé]
On a

b(n+1)

1 n
A, = yJnB,=—> 1 bk
a+ n ”Z n(a + bk)

Posons f(t) = In(a + bt) fonction croissante.
A Taide d’'une comparaison série-intégrale

Zf )=nln(a+bn) —n+ o(n)

donc
B, a+bn
In =InB,—InA4, = — ] -1 1 In2-1
A, . . (a+bn/2> +o(l) = In
puis
B, 2
4, e

Exercice 27 [énoncé]

glfzzl

a) Uy = =

O 1+;E+ +zn _fO 1— w"‘H

- 11—z
,1In+1—>1—$et’1_;v7n+1
donc u, — fo (1 —z)dx = 3. La série diverge grossiérement.

_r1 " dz _ —x n _rt xz"
b) vn = Jo T fo —tmadr = [ =%t (1 — 2)dz avec par
intégration par parties

1
1 Pl
fO W(l—x)dxz {—%ﬂln(l—x""'l)(l—x)}o—

%ﬂ fol In(1 — 2"*1)da
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1 1 1 oo
avec — [y In(1 —z"t)dz = [ 3
k=1

1 ek w 1
P’ | gzt de = L G < oo done

%x("“)kdx. Or

_fo In(1 —2"*)de = Z f wt e = Z k(( n+1)k+1) S (n+1 E 7= puis

v, =0 (1 /n ) et donc la série de terme general v, converge.

Exercice 28 : [énoncé]
a) Notons la suite (u,) est bien définie, strictement positive et croissante.
Sia>1,o0na

1

n*u,

un+1 < U, +

puis par récurrence

1
g Z kaul
k=1
Ainsi (uy,) converge.
Si (uy) converge. Posons ¢ = lim u,, on observe £ > 0. On a

1 1

Unt1 =4 nu,, ~ nol

or la série de terme général u, 1 — u, est convergente donc o > 1.
b) On suppose @ < 1. On a

) s 2 1 2

u — U, = — —-—F ~ —
n+1 n no nQQU% no

donc par sommation de relation de comparaison de séries a termes positifs
divergentes
|
2
u, ~ 2 E o
k=1

or par comparaison série-intégrale,

ZkaN1

et

~1Inn quand a =1

T =

n
k=1

On conclut alors

2n1—a

l1—«

Uy ~ sia<letu,~V2Innsia=1

¢) On suppose « > 1. Posons v, = u,, — £. On a

1 1

Y,

donc par sommation de relation de comparaison de séries a termes positifs

convergentes
+oo 1
E Vg+1 — UV = g ~N——
h * En“ a—1f¢no-1
=n

puis

Exercice 29 : [énoncé]
a) a) Une comparaison série intégrale est inadaptée, f n’est pas monotone comme
en témoigne ses changements de signe. En revanche :

n+1
w= [ @)~ fn)do
n
Or par le théoreme des accroissements fini,

f(@) = f(n) = f(ce)(x = n)

avec ¢; € |n, z.
Apres calcul de f/(z), on en déduit

1 2
3n4/3 + 3n5/3

[f(z) = f(n)] <

puis u,, = O (#)
b) La série de terme général f:—H f(t)dt diverge car [ f(t)dt = 3sin (n!/?)
diverge. En effet si sin (nl/ 3) convergeait vers £ alors par extractlon sin(n) aussi et

cos(nl/3

il est classique d’établir la divergence de (sin(n)). On en déduit que | — 55—
diverge.

¢) 11 suffit de reprendre la méme étude pour parvenir a la

mémeu,, = f"“ f(z)dz — f(n) conclusion.

n
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Exercice 30 : [énoncé] donc
a) On a /”/2 cosv ™2 cosw Y < ™2 coswv Qo
/ sin(tQ)dt:/ sin(tQ)dt+/ sin(£2) dt /2 BT —m/2 2V 27 /2 Wu T
0 0 ™ /”/2 COSU_ 4 ™2 cosw do ™2 cosw
Or S e 472 o 272 Jo 2V

/ sin(t2) dt = / = sin(t2) dt = |:_ COS( ):| _ / COS(2 ) dt
VT N 2t 2t N N o

z VT 1 1 +o00 (42
/ sin(?)dt —— [ sin(t?)dt — —— — f/ cos(t) 4y
0 z—+oo  Jg 2ﬁ 2 JE t2

donc

ol 'on vérifie que la derniere intégrale converge.

b) Par découpage
+oo v /(n+1)w
A= Z/ sin(t?) dt
n=0 Vnw

et par changement de variable

(n+1)m (n+1)7 _: T .
/ sin(t2) dt = / S gy — (<) / Y
N o 2\/u 0 2v/v+nm

avec

dv = (-1)"u,

T sinw
thn = / _Sv_ g,
0 2vv+nm
Aisément u,, = 0, up4+1 < Un et u, — 0 donc on peut appliquer le critére spécial
qui assure que A est du signe de (—1)%u c’est-a-dire positif.
¢) La question a) est identique. Pour b) les choses se compliquent car on découpe
l'intégrale en 7/2, 37/2,...pour obtenir :

/2 cosv = /2 cosw
B = dv + -1 "/ —dvw
/0 2y/v ;( ) —x/2 2V/v+nT

Le critere spécial des séries alternées s’applique a la série sous-jacente et B est du
signe de

/2 cosv /2 cosw /2 cosw
—— dv — ——dv+ —dv
0 2Jv —r2 2Vt —x/2 2V/v 427
Or
1 1 T 1

- < <
Vo+rm o Vo 2w 2(v+7r)3/2 2y/v+ T

et on peut conclure.
d) on utilise 'instruction evalf.
Culture : les intégrales A et B sont en fait égales.

Exercice 31 : [énoncé]
La fonction intégrée ne converge pas simplement en les t = 7/2 + 7
contourner cette difficulté on raisonne a ’aide de valeurs absolues.

+o0 +oo
/ e 'sin”(t) dt‘ < / e ! [sin™ ¢|dt
0 0

[27]. Pour

On a
Falt) = et sin™(6)] <25 £(2)

f(t):{()_t sit#7m/2 [«

e sinon

Les fonctions f, et f sont continues par morceaux et

[fa(®)] < e = (1)

avec @ continue par morceaux intégrable sur [0, +oo[ donc par convergence

dominée :
“+oo

—+o0
lim e 'sin”(t)dt :/ f(t)dt=0
0

n—roo 0

Exercice 32 : [énoncé]
a) On a

w/2 1
cos™ 1 t] =
0 n+1

/2
un(1) = /o sint(cost)™ dt = {n -

La série de terme général u,, (1) est divergente.
b) Pour a < 1,
Vit €]0,7/2], (sint)® > sint
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et donce up(a) > uy,(1). Exercice 34 : [énoncé]
On en déduit que la série de terme général u, () est alors divergente. a) ant1/an — 1/e < 1.
Pour o > 1. La série des u,(«) est une série & termes positifs et b) Posons
+oo
n 77/2 1— (COS t)n+1 In — / tnefat dt
Zuk(a) :/ (sint) ————— 0 '
=0 0 1 —cost Par intégration par parties, on obtient I, = 5+ d’ou
+oo
donc ap =N the " dt
" /2 (sint)" 0
Sute)< [0 g
=0 0 1 —cost C) On a
—+o0 —+oo +o00
avec l'intégrale majorant qui est convergente puisque Z an = Z / nt"e " dt
n=1 n=170
(sint)® ottt 2 quand £ — 0% et la série N
- 2 2 > _
1 —cost Z/ ‘nt"e m|dtzzan
. . . 0
e . itifs . les bes. ell . ]
Puisque la série & termes positifs Y u,(«) a ses sommes partielles majorées, elle converge donc on peut intégrer terme & terme et on obtient
est convergente.
c) Par ce qui préceéde et I'application du théoréme de convergence dominée (ou = oI
par le théoreme d’intégration terme a terme de Fubini) on peut écrire Z n = /0 Z ntte” " dt
n=1 n=1
+00 /2 T2 gnet avec
sin® tcos™ tdt = / ——dt te™!
nz_;)/o o 1—cost (1—te? Znt" Zt" —nt =1 ot
Pour av =2 d’oti la conclusion.
™/2 gin2t /2 0
/ 7dt:/ 1+costdt:§+1
o 1-—cost 0 Exercice 35 : [énoncé]
Pour a =3 Si |a| < 1 alors
/“/2 sin® t /2 ( ) 21 _int 2m  i(n—1)t 27 oo
7dt:/ sint(1 + cost)dt = = / e / enn™ / k i(n—(k+1
_ . dt = —dt= aketn= (1)t gy
o 1—cost 0 2 P , T—ae A ];)
Par convergence normale de la série
Exercice 33 : [énoncé] 21 int foo g
e 2ma™™" sin>1
On applique le théoreme de convergence dominée en exploitant f bornée car / dt Z / eln= ()t gy — { sinon/
continue sur segment. On obtient 0
1 Si |a| > 1 alors
f(t")dt — f(0) 2 ; 2 i 400 2 _
/0 / " _e”n dt:—l/ " em_t dt:—z 1 / Trei(n—‘rk:)tdt: —2man !
0 eit — g aJo 1— ezt/a P ak+1 0 0
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Exercice 36 : [énoncé]
a) En appliquant le théoréme de convergence dominée £ = 1.

b) On a
1 n 1 n—1
@—In:/ t dt:/tt dt
o Lttn o 1+tn

Par intégration par parties,

Puisque

1 1 1
/ 1n(1+t")dt‘</ tdt =
0 0 n+1

on peut affirmer ¢ — I, ~ 1n72

¢) Pour y €10,1],

1+y Jio
— k+1

Par convergence de la série des intégrales des valeurs absolues,

"(1+y) , X (~DF
[ W=D Gy

. 12 1) 2 1 1 2
Sans peine, kz T = 13 sachant nzl =5
d) Par changement de variable (C! difféomorphisme),

1 t1n(1
7/ n(+y)dy
0

—1
n y n -

1
/ In(1+¢")dt =

0
Par convergence dominée (domination par sa limite simple),

1 2
/ n(ler)dy%/ 1n(1+y)dy:£
0 0

yn y 12

Ainsi,

puis

Exercice 37 : [énoncé]
a) Posons ¢(f,9) = )+ f

t)dt. ¢ est une forme bilinéaire

symétrique, o(f, f) > 0 et si p(f, f) = O alors f(0) =0 et pour tout ¢ € [0, 1],
f/(t) =0 donc f = 0. ¢ est donc un produit scalaire et N apparait comme étant

la norme associée.
b) Pour tout z € [0,1], |f(z)| < |f(0)] + | [ f/(t)dt| <

£l < V2N(f).Pour f(z) = 51n(nx77)7 1/l oo

deux normes ne sont donc pas équivalentes.

\/§N(f), donc

Exercice 38 : [énoncé]

=1let N(f)=nn/V2 — +oc. Les

St =], [lyll < 1 alors [|f(y) — f(=)]| = lly — |
Si flz|l < 1 et |ly|] > 1 alors
Ny Ny

150 - £ = | = = i == <ol = 14l =l < 2l - o)

Iyl [yl
Si [lal, lly] > 1 alors

y 1 1 ly = Il =] = [yl
I17w) ~ £(a)] = I e S e

llyll i [yl lyll -l [yl [yl
Au final f est 2-lipschitzienne.
Supposons maintenant que la norme || . || soit hilbertienne.
St [Jz]|, [ly]| <1 alors

I1f(y) = fF@) = lly — |
Si flz|| <1 et |ly]] > 1 alors
2 2 2 llyll —1
vz [y)l < llzl lyll < llyl| donc
2 2 2
1F () = f@I” = lly —2” <1 = llyll” +2(lyll = 1) = —(1 ~ [|y[)?
Si flz|l, ly]] > 1 alors
2 2 2 2 2| flyl —1
1f () = F@I" = lly — 21" =2 = [lyll” = l|=]]" = 2—=—"=—=—(z | y)
[yl
Or [(z [ y)| < [l llyll donc
2 2 2 2

1£ () = F@I” =Ny = 2" = 2= [lyllI” = 21" +2(llz[l 1y = 1) = =]l = llyl])?

Au final f est 1-lipschitzienne.
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Exercice 39 : [énoncé]
a) Ny(1,1) et N,(1,—1) doivent exister et étre strictement positifs. Cela fournit
les conditions nécessaires 2a +2 > 0 et 2 — 2a > 0 d’on a € ]—1, 1[. Montrons que
cette condition est suffisante.

Supposons a € |—1,1[ et considérons ¢ : R? x R? — R définie par

¢ ((z,y), (2, y") = 22’ + yy' + azy’ + ayz’.

L’application ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur R? et pour (z,y) # (0,0),
¢ ((z,y), (z,y)) = (1 — |a]) (#* + y*) > 0 en vertu de |2azy| < |a| (z + y?). Ainsi
¢ est un produit scalaire sur R? et N, est la norme euclidienne associée.

b) Le cas a = b est immédiat. Quitte & échanger, on peut désormais supposer

a <b.

Par homogénéité, on peut limiter I’étude de %

avec t € |—m/2,7/2].

Posons 9
() = Ny(cost,sint)\" 14 asin2t
~ \ Ny(cost,sint) / 1+ bsin2t
On a . )
- t
iy = 00 Deos(2)
(14 bsin2t)
Les variations de f sont faciles et les extremums de f(¢) sont en t = —7/4 et

t =m/4. IIs valent 1=2 et %
On en déduit

et

(dans le cas a < b).

Exercice 40 : [énoncé]

a) L’application N : E — R¥ est bien définie et on vérifie aisément

NOV) = IN(f) et N(f +g) < N(f) + N(g).

Supposons maintenant N(f) = 0, la fonction f est alors solution de I’équation

différentielle 4" 4+ y = 0 vérifiant les conditions initiales y(0) = 3/(0) = 0 ce qui
entraine f = 0.

Finalement N est une norme sur F.

b) On a évidemment N < v.

Inversement, soit f € E et g = f + f”. La fonction f est solution de 1’équation
différentielle y” 4+ y = g vérifiant les conditions initiales y(0) = 3’(0) = 0. Aprés

au couple (z,y) = (cost,sint)

résolution via la méthode de variation des constantes, on obtient

f(x) = [y sin(z — t)g(t) dt. On en déduit | f(z)| < z|g|l.o < 79l et donc
[ flloe < mN(S)-

De plus [|/"[|o < [If + /"l + [Iflo donc v(f) < (m+ L)N().

Exercice 41 : [énoncé]

a) Les propriétés N(f + g) < N(f) + N(g) et N(\f) = |A\| N(f) sont faciles.

Si N(f) = 0 alors la résolution de I’équation différentielle f' + 3f = 0 avec la
condition initiale f(0) =0 donne f = 0. Ainsi 'application N est bien une norme
sur E.

On remarque

flz)=e3 /Ow (f(t)e?’t)/ dt = e /j (3f(t) + /(1) dt

Par suite |f(z)| < e3N(f) pour tout z € [0, 1] et donc Noo(f) < aN(f) avec
a=e’

b) Pour f,(x) = 2", Noo(f) =1 et

N(f) = Noo(z + 32" + nz" 1) =n+ 3 = +oo.

Les normes N, et N ne sont pas équivalentes.

Exercice 42 : [énoncé]
a) Il suffit d’exploiter

1
R 5 (2 4 1))
b) La relation est vraie pour P(X) = X" et se généralise & tout P € R [X] par
linéarité.
En vertu de ce qui précede

-1

/01 P(t)*dt < /11 P(t)*dt = ‘/1 P(t)th‘ <

/07r (P(e'?))%e® dﬂ‘

Par 'inégalité triangulaire

1 T
/ P(t)Zdtg/ |P(e)|* a6
0 0

et puisque
0 T
/ P(e#)[* dp = / |P(e=®)[? do
0

o O=—¢
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= P(e#) car P est un polynome réel, on obtient

/0 P(t)dt < ;/7; P(e)|* d6
¢) De fagon immédiate
- 2 a ! k
> a7 =3 anls) | trwa= | (Zakmt )f(t)dt

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz
1
dt> (/ f(t)? dt>
0

n 2 1
a 2 < a k\2
(Z k<f>> <(/O<k<f>t>
2
Za zk<9

/0 (a2 / >

en vertu de la formule de Parseval.

On en déduit N )
() < ( 105 dt)
it en(]

et I'on peut des lors conclure.

d) L’application N est bien définie de E dans R* et on a évidemment
NAf)=|NN(f) et N(f +g) = N(f) + N(g) car f — ar(f) est linéaire et que
la norme sur £2(N,R) est bien connue.

Il reste & montrer N(f) =0= f=01ie.

(VEeNyar(f)=0)=f=0

avec P(e™")

avec

do = Wzn:ak(f)z
k=0

ce qui n’est pas une mince affaire. ..
Considérons donc f € F vérifiant

Vk €N, a,(f) =0

et en conséquence immédiate
1
VP € R[X] / PU)f(t)dt =0
0

1] — R définie par

@) st f(OI <N
fn(t)=q N sif(t)>N
—-N sif(t) <N

Pour N € N, introduisons fy : [0,

La fonction fx est continue par construction mais il est incertain qu’elle soit
prolongeable par continuité en 1.

Dans un premier temps supposons néanmoins les fonctions fy toutes
prolongeables par continuité en 1.

Par le théoréme de Weierstrass, il existe une suite de polyndémes (P, )nen
convergeant uniformément vers fy sur [0, 1] et donc cette suite de polynémes
converge aussi vers fy en norme || . ||, sur E.

On a donc

1 1 )
| rsvoa—= [ era
Or

1
/0 Po(t)fx () dt =

et I'on en déduit

1
/OPn(t)(fN(t)ff( dt—e/ In(t) (fn(t) — f(t)) dt

n—-+4oo

1
YN € N7/ v ) dt =0
0

Par convergence dominée, on obtient quand N — +oo

VNEN,/Ol (F(H)? dt = 0

et ’on peut conclure que la fonction f est nulle.

Il reste a valider la démonstration dans le cas ou les fonctions fy ne pourraient
étre toutes prolongées par continuité en 1. Il suffit pour cela d’introduire les
fonctions gy suivantes

1 site[0,1—1/N]
on(t) = { ~N(t-1) site|l- 4,1
et de considérez désormais les fonctions hy = fygn-
La fonction hy se prolonge par continuité en 0 en posant hx (1) = 0 et on peut
reprendre la démonstration qui précede avec hy au lieu de fy.
e) Les fonctions f, sont bien éléments de E. On a

1
dzx
Iz =1+ ———1
1/p & PFoe
et
Lo 1
VkeN,la < | thtrde <
)l < [ —
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donc
oo . 1/2
N(fp) < (Z 2) =C*
= (k+1/2)
Les normes N et || . ||, ne sont donc pas équivalentes.

Exercice 43 : [énoncé]
a) On sait
AA=AA=detAlI,

Si A est inversible alors )
det A.det A = (det A)"

donne .
det A = (det A)"*

L’application A — det A étant continue et coincidant avec application elle aussi
continue A — (det A)"~! sur GL,(K) qui est dense dans M, (K), on peut assurer
que det A = (det A)"~! pour tout A € M, (K).

b) Si A est inversible alors A aussi donc

rg(A) =n=rg(A)=n

Si rg(A) < n — 2 alors A ne possede pas de déterminant extrait non nul d’ordre
n —1 et donc A = 0. Ainsi

rg(A) <n—2=rg(A)=0

Sirg(A) =n — 1 alors dimker A = 1 or AA = det A.I,, = 0 donne ImA C ker A et

donc rg(A4) < 1. Or puisque rg(A) = n — 1, A posséde un déterminant extrait

d’ordre n — 1 non nul et donc A # O. Ainsi

rg(A) =n—1=1g(4) =1
¢) Soit P une matrice inversible. Pour tout A € GL,,(K),
(P7LAP)(P'AP) = det A.T,,

et P~1 AP inversible donc o
P7l'AP = P-1AP

Ainsi } o
A=pPp-1App~!

Les applications A — A et A — PP-1APP~! sont continues et coincident sur la
partie dense GL,, (K) elles sont donc égales sur M., (K).
Si A et B sont semblables alors il existe P inversible vérifiant P~'AP = B et par

la relation ci-dessus P~1AP = P/:l\_/TP = B donc A et B sont semblables.
d) Si A est inversible alors A = det(A)A~"! et

A= det(A)A™1 = det(A)" %A

Par coincidence d’applications continues sur une partie dense, pour tout

A e M, (K),
A =det(A)" 24

Exercice 44 : [énoncé]

A est fermé car si u? = (ub) est une suite d’éléments de A convergeant vers une
suite © = (u,) pour la norme ||. ||, alors pour tout n € N et tout p € N,

ub, < b, qui donne & la limite u, < ty41 et donc u € A.

B est fermé car si uP = (uP) est une suite d’éléments de B convergeant vers une
suite u = (uy) pour la norme || .|| alors pour tout € > 0 il existe p € N tel que
lu—uP|, <e/2 et puisque u?, n_—>>000, il existe N € N tel que

Yn > N, |[ub| < e/2

et donc

un| < fun —up| +|ui] <e

Ainsi u — 0 et donc u € B.

C est fermé. En effet si u? = (ub) est une suite d’éléments de C' convergeant vers
une suite v = (uy,) pour la norme ||. || alors en notant ¢? la limite de u”, la suite
(¢P) est une suite de Cauchy puisque |7 — £9] < |[uP — u?|| . Posons / la limite de
la suite (¢7) et considérons vP = uP —¢P. vP € B et vP — u— L doncu—{ € B et
ueC.

D est fermé car si u? = (ul) est une suite d’éléments de D convergeant vers une
suite © = (u,,) pour la norme ||. ||, alors pour tout € > 0 il existe p € N tel que
lu —uP| < e/2 et puisque 0 est valeur d’adhérence de u?, il existe une infinité
de n tels que |uf| < €/2 et donc tels que

[un| < Jup —up| +up| <e
Ainsi 0 est valeur d’adhérence de u et donc u € D.
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E n’est pas fermé. Notons 0P, la suite déterminée par 0F = 1 si p | n et 0 sinon. La
suite 6P est périodique et toute combinaison linéaire de suites §” ’est encore.
Posons alors

qui est élément de E. La suite u” converge car

pt+q 1 1
[l —wrl| g < Y 5 <55 20
k=p+1

et la limite u de cette suite n’est pas périodique car

p
1
= 1. _— = ]_
4o p—lr-ir-loo kz—l 2k

et que u, < 1 pour tout n puisque pour que u, = 1 il faut k | n pour tout k € N.

Exercice 45 : [énoncé]

Si la forme linéaire est continue assurément son noyau est fermé car image
réciproque du fermé {0}.

Inversement, supposons que ¢ est une forme linéaire discontinue.

Pour tout k € R, il existe alors z € E tel que

p(@)] > k||

En prenant £ = n € N, on définit ainsi une suite (z,,) d’éléments de E vérifiant
pour tout n € N

[p(@n)| > nlzn]|

Posons alors

On a ¢(y,) =1 et ||yn]| < 1/n donc y,, — 0.
Considérons enfin z, = y, — yo-

On a ¢(z,) =0 et donc z, € kerp et z, — —yo ¢ ker .
Ainsi ker ¢ n’est pas fermé.

Exercice 46 : [énoncé]

Soit (x,,) € AN convergeant vers x € R. Il existe un unique y € A tel que

|z —y| = d(x, A). Or d(z,A) =0 donc z = y € A. Ainsi A est fermé.

Par I’absurde supposons que A ne soit pas un intervalle. Il existe a < ¢ < b tel que
a,be Aetcg A

Posons o =sup{r € A/z <c} et f=inf{x € A/z >c}.Onaa,p € A,
a<c<pBetla Bl C CrA.

Posons alors v = 22 On a d(y, A) = 552 = |y — a| = |y — ] ce qui contredit

2 2
I’hypothése d’unicité. Absurde.

Exercice 47 : [énoncé]
a) Par télescopage

(i uk> o(u—1Id)=u"t —1d

k=0

donc
1

(n+1)
b) Soit # € Im(u — Id) Nker(u — Id). On peut écrire z = u(a) — a et on a u(z) = x.
On en déduit

—1d) = (u™t! —1d)

vp o (u—1d)(a) =z

Or )

— — = (T _

vp, 0 (u — 1d)(a) —— (u"*(a) —a) = 0
car

H“nﬂ(a) —a|| < Hun+1(a)|| + |lall < 2||a|

On en déduit = = 0.
c¢) Par la formule du rang

dim Im(u — Id) 4+ dimker(u — Id) = dim F

et puisque les deux espaces sont en somme directe, ils sont supplémentaires.

d) Soit z € E. On peut écrire z = z + y avec € Im(u — Id) et y € ker(u —Id).
On a alors vy, (2) = v, (x) + y avec, comme dans ’étude du b), v, (z) — 0. On en
déduit v, (2) — y.

Ainsi la suite de fonctions (v,) converge simplement vers la projection p sur
ker(u — Id) parallelement & Im(u — Id).

Puisque pour tout x € F, on a

[on(@)]] <

1 =y & 1 <& B
a1 2 @l < g 2 el = el

k=0
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on obtient & la limite ||p(z)|| < ||z||. On en déduit que la projection p est continue
puis que Im(u — Id) = ker p est une partie fermée.

e) Supposons la convergence simple de la suite de fonctions (v, ) et la fermeture de
Im(u — Id).

Soit z € E. Posons y = lim wv,(z) et z =2z —y.

n—-+oo
D’une part, puisque

1 1 _ 1 n+1
U(0a(2) = —3 D () = a2+ (H(2) - 2)

on obtient a la limite
u(y) =y
car I'application linéaire u est continue et ||u"!(2)| <|/z]|. On en déduit
y € ker(u — Id).
D’autre part

z—vp(2) =
k=0

ni1<§jad—u%@0

et
k—1

m(Id — u*) = Im ((Id —u)o Z u£1> C Im(Id — u) = Im(u — Id)
=0

donc z — v, (2) € Im(u — Id). On en déduit x = lim(z — v, (2)) € Im(u — Id) car

Im(u — Id) est fermé.

Finalement, on a écrit z = = + y avec

z € Im(u —1d) et y € ker(u — Id)

Exercice 48 : [énoncé]

+oo
21 2
1 t +z u=1

fo 1+(uz)2 = fol 3 (- Ing2ndu. Pour |z < 1,ily a
n=0

dt ( 1)” _ arctanz

t2+x2 - 2n+1 T

convergence normale pour u € [0, 1] donc f1+°°

Exercice 49 : [énoncé]
a) Si la série entiere S est de rayon de convergence R > 0, alors pour tout
x €]-R,R[ona

—+o0 +oo n
x) =agp+ g Upprz" =142 g E App_pT"
n=0 n=0 k=0

Par produit de Cauchy de séries absolument convergentes, on obtient
S(z) =1+ 258%(x)

b) Pour x # 0, on obtient, aprés résolution

1+£v1-4
S(x) = Sevo T pour x < 1/4

2z
Posons ¢(z) tel que

1+e(r)v1 -4z

S(z) = —( ;x
On a
2zS(x) —

e(r) = ———

() v1—Azx

La fonction € est continue sur |[—R,0[U]0, min(R, 1/4)[ et ne prend que les valeurs

—1 ou 1. On en déduit que cette fonction € est constante et puisque S converge

quand z — 07/, on peut affirmer que € est constante égale & —1 car négative au

voisinage de 0.

Finalement

1—+v1—4x
2z

c¢) Apres développement en série entiére de /1 — 4, on obtient

+oo
\/1 — 4z zz:b 2"

1 <2n>
b, =
n—+1 n

1—-+1—-4z
2x

vérifie 'équation 272 (z) = T(z) — 1, la reprise des calculs précédents (sachant
R > 0) assure que les coefficients b,, vérifient

S(z) = et S(0) =

avec

et R=1/4.
Puisque la fonction

T:xz+—

bo=1,Yn € N,bpy1 =Y bn_ibs
k=0

On en déduit a,, = b, pour tout n € N car les conditions qui précedent
déterminent une suite de fagon unique.
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d) Par la formule de Stirling
22n

Jrnd?

Ap ~

Exercice 50 : [énoncé]
a) Par convergence dominée par la fonction ¢ : ¢t — 1, on obtient a,, — 0.
b) On a
1
n+1

w/4
ap + Qpyo = / (tant) (tant)” dt =
0

¢) Par monotonie a,, + a,+2 < 2ay,

I?’I,
Un (T) ~ 50557
Le rayon de convergence de la série entiere Y a,z™ est donc égale a 1.
Pour z =1, > u,(x) converge si, et seulement si,a > 0.

Pour z = —1, > u,(x) diverge grossiérement sia < —1.
Pour o > —1, 2 Z (_i) r=a+ E (ak+ak+2)+0( )

Or na(nll) converge par apphcatlon de critére spécial des séries alternées (car

< ap + ay_2. On en déduit a, ~ i puis

n— m décroit vers 0 pour n assez grand) donc > u, (x)converge.
d) Puisque a,, + apt2 = n%rl, on a
—+oo
In(l -z
Z Apy2x” + aps" = _h-o)

On en déduit

f(x)+ 72 - - T
puis
f@) —zln(l —z)+ T 4 g2
= x2+1
Exercice 51 : [énoncé]
a) On a
1 1 n—1 1 1n—1 1
an|:n!/0tkl_[(k—t)dt<n!/o kl_[kdt -
=1 =1
donc R > 1
1t o 1
A== ta—t k—1)dt
onl > 3 [ 1=t T =1t > s
k=2

donc R < 1. Finalement R = 1.
b) Soit = € |-1,1].

—+oo

+oo
2= Z/ n,Ht_ Jandt
n=0

or par convergence uniforme de la suite de fonctions de la variable ¢ sur [0, 1]
(convergence uniforme obtenue par convergence normale grace a |z| < 1) on peut
permuter somme et intégrale.

= io nHlt_ ”dt:/ol(”x)tdt:[1511<1+f3:t>[;:1n<1x+x>

Exercice 52 : [énoncé]
a)

N(n,p) = (Z) D(n —p)

< 1 qui implique R > 1

b) D(n) < n! donc ‘Dé?)

On a ZN(n p) =n! donc Z

p=0
o’ f(w) = 11 puis

= p),D(n —p) =1 d’ott par produit de Cauchy

e
=) D
n=0 k=0
donc
— (-1)F
—nl
D, =n! Z A
k=0
puis
_1)k
k!
d) Finalement
1 1
—N(n,p) ——— —
n! n—+oo ple
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Exercice 53 : [énoncé]
a) Notons a,, le coefficient générale de la série entiére étudiée a,, = 1 §’il existe n
tel que m = p,, et a,, = 0 sinon. On observea,, = O(1) donc R > 1 et a,, /0 donc
R<1puis R=1.

Soit € > 0, il existe un rang N € N tel que pour n > N, n <

(1—-x) Z:Ep”+ 1—2x) Zac

n=N

Eppn. On a alors :
0<(I—x)f(x)

Quand x — 17,
N-1
(1-1x) Z P — 0
n=0

et
(1 1—=
-7 Z " 1 —xl/e
donc pour z suffisamment proche de 1,
0<(1—a)f(x) <2

Cela permet d’affirmer (1 — z)f(z) —0 0.
T—1"

b) Ici, il faut penser & une comparaison série-intégrale. . .
Pour z €0, 1], la fonction ¢ — x'" est décroissante. Par la démarche classique, on

obtient
+oo B +oo ;
/ zt dtgf(x)<1+/ !t dt
0 0

JFOO q +OO q +OO q q
/ xt dt:/ et mdt:/ a®th q¢
0 0 0

avec a = ¥/ —Inz donc

Or

et on ne calculera pas cette derniere intégrale.
Par ’encadrement qui précede, on peut affirmer

+oo 4
f(x)~—qﬁ_m/o e

Exercice 54 : [énoncé]
A Taide d’une integration par partie :

tny1 =2(n+1 fo (1 = #*)"dt = 2(n + 1)(apn — apy1) done ap g = 3213%
an, # 0 et a;i:rl — 1 donc R=1.

+oo
Pour z € ]717 1[7 Z anT Z fO 1 _ t2 )ndt

n=0

On peut permuter somme 1nﬁnle et intégrale (par un argument de convergence

—+o0
: ’ 1 dt
n __
uniforme par exemple) et affirmer > Oangc = o gz
ne
+oo
Pourx =0: > ana™ = 1.
n=0
“+o00 1 1
Pour x > 0: apx” = < arctan( L)
nZ::O " fo = +t2 T Vel 1w
1t 1l de 1
Pour x < 0: apx™ = = s = arth( i)
’n.Z::O n x fO $2_z=1 \/Cc(zfl) g x—1

Exercice 55 : [énoncé]
a) Soit r € ]0, R[. La série numérique > a,r™ est absolument convergente. Pour
tout z € C,
a 1 rz\™
2" = a,r" = (7> =o(a,r"™)
n! \r
car par croissance comparée
1 rz2\7
— (=] ——0
n! \r n—-+o00
Par comparaison de séries absolument convergentes, on peut affirmer que la série
numérique Y a,z"est absolument convergente pour tout z € C.

Le rayon de convergence de la série entiére étudiée est +oo.
b) On a

400

ft)e ™t = Z

nO

tn —xt

an avec fn(t) = n' et

La série de fonctions ) f,, converge simplement sur [0, 4+o0].

Les fonctions f,, et la fonction ¢ — f(t)e™®! sont continues par morceaux sur
[0, +o0].

Les fonctions f,, sont intégrables sur [0, +-o00[ car t2 £, (t) P 0 et

+oo |an| +oo
/ |fn(t)] dt = —'/ t"e~ "t dt
0 nJo
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Par intégration par parties généralisées successives

/+OO the %t dt = n
0

xn+1

et donc

oo |an|
| rora= L

Si z > 1/R alors la série > |a,|/z" " est convergente et, par le théoréme de
Fubini, on peut affirmer que la fonction ¢ — f(t)e™®" est intégrable et

+oo

+o0 ot an
[ sweta=30

n=0

Exercice 56 : [énoncé]
a) Posons

a, = sin —
vn

Puisque ay,+1/a, — 1, on peut affirmer R = 1.
b) La suite (a,) décroit vers 0 donc par le critére spécial des séries alternée, la
série entiere converge en z = —1.
Puisque a,, ~ 1/4/n, par équivalence de séries & termes positifs, la série entiere
diverge en x = 1.
¢) Par positivité des termes sommés, on a pour z € [0, 1],

Puisque

al 1
> sn (75 ) e e

Pour tout M € R, il existe un rang N tel que

a 1

et pour x au voisinage de 1~

al 1
Z sin (>a:” > M
n=1 \/ﬁ

puis

On peut donc affirmer que

f(fC)TH‘OO

d) On a
(I—-x)f(z) = gsin <\}ﬁ> " — io - <\}ﬁ) L+l

n=1

et par décalage d’indice

(1= 2)f(x) = sin(1)x + :fz [sin (%) _sin (\/%ﬂ "

() e () o ()

la série entiere en second membre est définie et continue en 1 par convergence
normale de la série de fonctions associée. On en déduit

(1 2)f(x) — sin(1) + :ﬁ; [sin (%) ~sin (w%ﬂ ~0

Il est aussi possible de procéder par les en € exploitant

Puisque

sin — | < epour n assez rand
\/ﬁ’ X €p g

et

1

+oo
n
> "=
o 1—=x

Exercice 57 : [énoncé]
a) Pour a, = (—1)", on a f(z) =1/(1+x), £ =1/2 et la série > _ a,, diverge.
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b) Pour N € N et z € [0, 1], on peut écrire

N
jzzan-—Z:=44N>+aBA;—(?N

n=0

avec

Ay = f(x) —€BN—Zan Zanx et Oy = Z anpx”

n=N+1

Pour € > 0, il existe un rang ng au-dela duquel

€
|an|< -
n
et alors pour tout N > n
+oo c
C
Onl<y 2. @ SN - 2)
n=N+1
Posons alors )
= 1 _ —
v N
et on a
‘va|§ 13

D’autre part

Byl =Y an(1 -2 <

En vertu du théoreme de Cesaro
1N
~ Z na, — 0
n=0
et donc il existe ny € N tel que pour N > n

LBNWSZS

Enfin, puis f tend vers £ en 17, il existe no € N tel que pour N > n

Ay =[f(1-1/N)—f|<e

N | N
(1—x)Znan:NZnan
n=0 n=0

2

Finalement, pour N > max(ng,n1,n2)

N
Zan—f < 3e
n=0

X

On peut donc affirmer que la série Y a,, converge et

—+o0
>, =t
n=0

Exercice 58 : [énoncé]

Posons
1

fla) = 1 —shx

La fonction f est définie et de classe C* sur |—oo, R[ avec R = argshl.

Soit x € |—R, R[. Puisque [shz| < 1, on peut écrire

1 =3 "
flz) = 1—shx nz::OSh

Chacune des fonctions x — sh™z est développable en série entiére sur R ce qui

permet d’écrire

—+ 00
h"x = g amkxk
k=n

Puisque les coefficients du développement en série entiere de la fonction sh sont

tous positifs, on a aussi a,, i = 0 pour tout n, k. Pour z € |—R, R], on peut donc

écrire

=3 (et

n=0
Puisque la série > |anx2®| = 3 an |z|” converge et puisque la série
k>n k>n
Z |anka®| = (sh|z|)™ converge aussi, on peut par le théoréme de Fubini
n=0 k=n /O

échanger les deux sommes ce qui donne

o-E(5)-

k=0
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Ainsi la fonction f est développable en série entiére sur |—R, R[. Le rayon de

convergence de la série entiere ainsi introduite est alors au moins égale & R et en

fait exactement égal a R car f diverge vers 400 en R~ et ne peut donc étre
prolongée par continuité en R.

Exercice 59 : [énoncé]
Pour z € [0, R[, la série Y 2 f()(0)2™ est une série & termes positifs. Par la
formule de Taylor reste mtegrale

/(0 =" ) d
@_; mw+A [ ar

et puisque le reste intégrale est positif, on a

Puisque ses sommes partielles sont majorées, la série a termes positifs
> L™ (0)z™ est convergente.
Pour 2 € |-R,0], on a

F(0)

=L

‘an

n!x

et la série Z = (")(0)2™ est absolument convergente donc convergente.

Exercice 60 : [énoncé]
Soulignons que les termes sommés pour définir la série entiére ont un sens car
lirrationalité de o donne
Vn € N* sin(nma) # 0
a) Puisque
1

. =
[sin(nra)
la série entiere > diverge grossiérement en 1 et donc R,
n=

b) Par une récurrence facile, on montre u,, > n pour tout n € N*. On a alors

s1n(n7ra)

Up, 1 1
<

Upyr  wlmt T (n+1)n

c) On a

+o00 1 +oo 1 1

1
I AR e

u u
k—nt1 k n+1
et puisque la suite (u,) est croissante

+oo —+oo
1 1 1 1 K
— < <

\
Uk+1 Up+41

u u U
k=n-+1 k n+l k=n-+1 n+1
avec
400 1
K14y
k4 1)k
okt
On en déduit
+
= Kmu, Kn
Tn D Uk < =
k=n-+1 Un+1 Un

d) Considérons m = u,, € N*. Quand n — 400, on a pour = > 0

l.m
— = -0
sin(mma)
En effet
n 1 “+o0 1
mazu3 L 35 L
Uk U,
k=1 k=n-+1
Or
1 - o, w U
1 1
up Y — =y t=1+ non M1 e 142N
1 Uk 1 Uk h—1 Up—1 Up—2 Uk
et donc
+oo
. . 1
—sin(mma) = sin lﬂun Z 1
Uk
k=n-+1
d’ou
. C
0 < —sin(mra) < ——
Un
puis
$m xu Un
sm(mwa) Up

On en déduit que
>

nz

3 diverge pour tout z > 0 et donc R,

51n(n7ra
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e) Par l’absurde, supposons a € Q. Il existe alors un entier ¢ € N* tel que qo € N.
Pour tout n € N, on a alors qu,a € N or

n 1 +oo 1
qUp . = qUnp Z u7k + qun Z Ufk
k=1 k=n-+1

avec comme vu ci-dessus

On en déduit

+oo 1
qUn, Z a eN
k=n+1
Or
“+o0
1 Ku
0<qu, Y — <82 40
ket 1 U Unp+1
C’est absurde.
Exercice 61 : [énoncé]
a) Posons
~ e—act
)= ——

~ ra 27
Les fonctions f, g—i et % existent et sont continues sur R™ x R.

Sur [a, +oo], on a les dominations

of
ox

tefat t267at

1+1¢2

1
14 t2’

[f(z,1)] <

(z,t)‘ <

Les fonctions dominantes étant intégrables, on peut affirmer que f est de classe C2

et + 2 t
o7
" — dt
(@) /0 1+1¢2
On a alors
+o00 1
f@)+ @)= [ o=
0 X
Posons i
~(x t) _ sint
glz,t) = PR

~ 2~
Les fonctions g, % et % existent et sont continues sur RT™* x R.

La fonction z +— f0+oo g(x,t) dt est bien définie sur RT (intégrale convergente via
intégration par parties)
Sur [a,+o0o[, on a les dominations
dg 1 ?g 2
) < ——— et | =2 (2, t)] < ———
833( )‘ (a+1)? 8237( ) (a+1)3

Les fonctions dominantes étant intégrables, on peut affirmer que g est de classe C?
et
T 9sint
"(e) = / 2sint g,
Par une intégration par parties
. o0 +oo +o0
sint cost cost 1
"z)=|-—=5 +/ 7dt:/ —dt=——g(z
9@ @t02l, Jo (@+1? . wrop T Y@

b) Pour z € RT,
1

1+4+¢2

|f(z, )] <

donc f est définie et continue sur R™.

oo Laint L gint o rsint
_g(0) = — D g = — T dt i
g9(x) —9(0) /O e x(/o t(x+1) +/1 t(z+1) )

mais

oat
x/o @0 =zln(z+1)—zlnz —0

oo dt
‘gx/ — —0
t2
1

/1 sint ’
T ——dt| <
0 t(x—l—t)

+oo 3
/ rsint a
1 t(m-l—t)

donc g est continue en 0.
¢) D’une part

et

|/ ()

N
S—
JF
8

I

g
[oN
~

D’autre part

+o0 i +oo ;
2 t 1 2 t
9" (2)] </ 2psintl] g */ st Ldt
0 (CC"‘t)B T Jo (:C+t)
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et en prenant z > 1

1 (1% 2|sint|
" < - dt 0
l9 (x)| I/O (1+1t)2 T——+00
donc L
_
olr) = — —g"() ——>0

Ainsi f — g +—> 0 ce qui permet via résolution de 1’équation différentielle de
(o)

conclure
f=9
On en déduit g(0) = f(0) i.e.
+oo t
/ sin gt — ™
Exercice 62 : [énoncé]

Posons g(z,t) = et cos(at). t — g(x,t), t — 22
morceaux sur RY et z — g—g(ac, t) est contlnue sur R.

t — g(z,t) est intégrable sur [0, +oo[ car négligeable devant 1/t en +oo.
Pour z € [0, +00], ‘

(x t) sont continues par

[7%° —te=" sin(at)dt.

fonction ¢ est de classe C' et ¢'(z) = [,

Par intégration par parties,
’ 1,—t% o OO oo g2 1
o (x) = [ge sm(xt)}o —5)o xe " cos(at)dt = —5x0().

© est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 et ¢(0) =

conclut p(z) = ‘gefﬂz.

Exercice 63 : [énoncé]
a) Posons f: R x R — R définie par

it

e
)= ——
La fonction f est définie et continue sur R2.
Pour tout (z,t) € R% on a
70 < g = w(0)
x =
1+1¢2

9 (z, t)‘ < te™ avec t > te~ intégrable sur [0, +o0c], la

\/7/2 on

avec 1 intégrable sur [0, 4o0].
On en déduit que @ est définie et continue sur R.
b) Par intégration par parties

11 [t oteit®
= —— 4+ — ———dt
#(@) i + iz Jy  (1+1t3)2
La fonction
+oo 2teztx
T — dt
(1+ t2

est de classe C! sur R en vertu de la domination

9 [ 2t 2 < 2
Or \(1+12)2 )| (1+1¢2)2 = 1+4¢2

On en déduit que ¢ est de classe C* sur R* avec

(@) 1 1 /+°° 2teit® dt 1 /+°° 2t%eite &
r=—-—— — —_— — -
v 2 ix? fy (1+12)2 xJo (1+12)2

Or par intégration par parties

/+oo 2teitm eita: +oo L /+oo eitw &
= |- i —
o (1+1¢2)? 1+t2], o 1+1t2

+oo  itx +oo 20t +oo 42
(p/(x):_l/ Ldt+l/ &dt:l/ =1
), ety ayerYTi), Gyep

Enfin, une derniere intégration par parties donne

1 2t . o2t
/ 1t - ztm
o(x) =~ |- + dt
() m[ 1+t2e }0 Z/O 1—&—152

et la relation voulue. ..

¢) Par le changement de variable u = tx, on obtient 'expression proposée.

On peut décomposer

1 i “+o0 U
o ue ue
@(m)—z/o 7%2_~_u2du—|—/1 7x2+u2du

D’une part, par intégration par parties

oo et et 17T too g2 g2
s e W= | 55 - 522 du
1 24w 2 +u? |, 1 (224 u?)

eit&t dt
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avec

)

uet +oo ol
_ N
1 224+ 1 z—o0+

et

+oo m2 _ u2 i
————e""du
1

D’autre part

o /+OO u2 _ $2 d 1
u =
S (22 4 u?)? 22+ 1 z—ot

1 o 1 1 Zu_l
/ %d“:/ %d“JF/ L
0o x2+u 0o x2+u 0o x24u?

avec
! U 1 9 9 !
/0 N du = [QIn(m +u )]Ow:wlnx
et . ) y
'Lu_l eZ’uil
O PR
0 XT*+u 0 U
Au final

O (z)=ilnx+o(lnz)+0O(1) ~ ilnx

rz—0t
d) En vertu de ce qui précede

Im(¢'(x)) o~ Inz — —oc0

On en déduit que la fonction réelle Imp n’est pas dérivable en 0, il en est a fortiori
de méme de ¢.

Exercice 64 : [énoncé]
a) La fonction « — 1/2%(1 + ) est définie et continue par morceaux sur ]0, +oo[
avec

1 1 ‘ 1 1
— ~J —_— e —_— ~Y —
(1 +z) a—ot 2@ z%(1 + x) 2400 gt!

Cette fonction est donc intégrable si, et seulement si, & € |0, 1].
La fonction intégrée étant de surcroit positive, I'intégrale définissant f ()
converge si, et seulement si, « € ]0,1].

b) On a
Too da ! dz oo dx
f(Ol) - a+1 = « - a—+1
1 T o x(1+x) 1 et (14 x)

/+°° dz /+°° dz
SR
o ot (1 + o) 1 w(l+x)

et pour a < 1/2
dx ,

\/olx/M_

+oo d
f(a)zfl szl‘f‘

c) Par le changement de variable C! bijectif x = 1/t, on obtient f(a) = f(1 — )
d’ou la symétrie affirmée.
d) Posons

/1 dz <
o (1 +x)

On a donc
1 1
1)=— 1)~ =
O@1)=—~+0(1) ~ ~

1
(1 +x)
Pour chaque z € |0, 400, la fonction « — u(a, x) est continue et pour chaque

a €]0,1] la fonction x — u(a, x) est continue par morceaux. Enfin pour
a € [a,b] €]0,1] (avec a > 0), on a

u(a, z) =

lu(z, a)| < siz € [1,400]

x%(1 + x)

et
———size]0,1
(1 + ) izelo1]
Ainsi
lu(z, a)| < @q.b(z) pour z € 10, +00[
en posant @, (x) = u(a,x) + u(b, z) qui est intégrable.
Par domination sur tout segment, on peut affirmer que f est continue sur ]0, 1].
e) Par le changement de variable = 1/t, on peut écrire

/1 dw /+°° dt
o z*(l+z) )y te(l41)

“+o0 iEl_a _|_xoz
floy= [ e

On vérifie que pour x > 1, la fonction « +— !~ + 2% est décroissante sur ]0,1/2]
puis croissante sur [1/2,1[. La fonction f a donc la méme monotonie et son
minimum est donc

et alors

+oo dt

o Vt(1+t)

via le changement de variable u = /%.

f(1/2) =
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Exercice 65 : [énoncé]
a) Par contraposée, supposons la convergence de > a,. La suite (a,) tend alors
vers 0 et est donc bornée par un certain m € R**. On a alors

= )
Zf—me

donc
M(r) < me”
puis
In M(r) < Inm+r 1
r r
donc ¢ <1
b) Pour tout r € R*, on a
400 a
f(re”) _ Z T'L ngint
n=0

Par convergence normale de la série de fonctions sous-jacente

1 —int +OO k an n
a /, f(re e "t At = k'r 5kn:HT
puis
an n Lo it
-l gg ‘f(re )|dt<M(T)
' 0

et enfin I'inégalité demandée.
¢) Supposons ¢ < 1 et introduisons ¢ € ]¢,1[. Pour r assez grand, on a

In M (r) <4
r

et donc
M(r) <e?"

En prenant r = n, on a pour n assez grand

F = V2mn.o

lan| < 7”'

avec a = ¢ /e vérifiant |a| < 1.
Puisque la série de terme général /2mna™ converge, un argument de comparaison
de série a termes positifs assure ’absolue convergence et donc la convergence de

Sap.

Exercice 66 : [énoncé]
Posons k;, la partie entiére de n/27. On peut écrire

21k,
Fy() = / f+ 1) f(1) dt + ()

n

@l <y [ I

mkn

avec

27 2

En introduisant le produit scalaire hermitien usuelle sur 1’espace des fonctions
complexes continues 27 périodiques

1 27‘I’kn

o fla+0)f) =kn(fol f)
avec fp it f(x +1).

En notant (¢, )nez la suite des coefficients de Fourier exponentiels de f, celle de

fa est (cneim)nGZ et donc
00 )
(fo | f) = Z |enl e'ne
n=-—oo
Posons
400 ) 1 2
F(x)= Y leal’e ”L”::% fla+)f(t)dt
ce qui définit une fonction continue 2m-périodique.
On a -
™ n
F,(z) = - F(x) +e(x)
et donc ok
n — 2wk,
[Falw) = F(@)| < S (@) + [e(@)
puis
2w 2r 2
[Fa(2) = F2)l < —= 1]l + — £l

Puisque ce majorant ne dépend pas de x,
2w 2 2
1o = Flla < 1Pl + = I 0

et donc la suite (F),),>1 converge uniformément vers F' sur R.
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b) On a
400 400
2 | inz 2
Fa@) < D el e[ = > lenl® = F(0)
donc
I1F|o, < F(0)

Exercice 67 : [énoncé]
a) Par 2m-périodicité

27 ) 2n+h ] ] 2 , '
f(t + h)e—mt dt = / f(u)e—muemh du = / f(u)e—muemh du
0 h 0
donc ‘
en(fn) = (€™ = Den(f)
b) On a
cn(fn) = 2ie™"/? sin %hcn(f)

donc

a0l = asin® " e (1)

puis par la formule de Parseval et la lipschitzianité de f

n 27 2
Sosin® () lenP = x g [ 1o ar < 5

4
ne”Z

¢) Par la concavité de la fonction sinus sur [0, 7/2], le graphe est au dessus de la
corde donc

2
Vz € [0,7/2],sinx > —x
m

Ainsi pour |nh| < 7 on a

n2h? . nh
D < s () len P
et donc 2)2 , (ki?
n . n
> kDl < s () et <
Inh|<m T nZ
Ainsi

2 (IW)Q
S wlea(h? <5

Inh| <

Ceci valant pour tout & > 0, on peut en considérant h — 0" assurer que les
sommes partielles de la série >_n?|c,( f)|2 sont bornée et que donc cette série
converge.

d) Pour tout ¢t € R,

Jert| = len()] < 5 (g + a1

en vertu de I'inégalité 2ab < a? + b2. Par comparaison de séries & termes positifs,
on peut affirmer la convergence normale de la série des fonctions t — ¢, (f)e.
Cette convergence normale entraine une convergence en moyenne quadratique qui
ne peut avoir lieu que vers f (qui est continue car lipschitzienne). On peut donc
conclure que la série de Fourier de f converge normalement vers f sur R.

sup |cn(f
teR

Exercice 68 : [énoncé]
a) La série étudiée converge en tant que partie imaginaire d’une série géométrique
convergente que nous allons calculer. . .

+oo Teim
- )
g rheint = g (Te”) = ——— car }re””| =r<l1
1—re®

n=1 n=1
On en déduit
rsin(z)
1 — 2rcos(x) + 12

+o00o
Z r"sin(nx) =
n=1

En intégrant

z +oo . 2
t 1. 1-2
/ E r" sin(nt) dt = / rsin(t) dt = =-1In reos(z) + 7
o 1—2rcos(t) + r2 2 (1—7)2

Par une convergence normale justifiée via |r" sin(nz)| < r™, on peut intégrer
terme a terme

x +oo
/ Z’I‘ sin(nt) dt =

On peut séparer la somme en deux par convergence des nouvelles sommes écrites

R cos(nx) XX cos(na)
/ Zr"smnt dt = Z——Z —ln(l—r)—z

n
et I'on en déduit la relation demandée.

r™(1 — cos(nz))

Z/Tblnntdt Z -

n=1

n=1
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b) Puisque f € S1, on a |n|c,(f) — 0 et donc a fortiori ¢, (f) ——— 0. On
n— o0

n—=+oo
a alors

|en(f)r"e™] = |ea(f)r"| = o(r™)
Par convergence normale, on peut donc affirmer que la fonction f, est bien
définie, continue et ’on peut calculer ses coefficients de Fourier

en(fr) = Cn(f>rln‘

Soit u une fonction de Sy. Par convergence normale, la fonction u est continue.
Considérons la fonction 27-périodique (elle aussi continue par intégration sur un

segment) définie par
s

vix K.(x —t)u(t)dt

—T
Puisque

K _ 11 ) Tln‘ in(x—t)
T(ZL' — t) = 5 n + Z me
nez*

on obtient aprés une intégration terme a terme justifiée par convergence normale

arlnl
v(x) = 7In2)co(u) + > ——

nezx*

Encore une fois par convergence normale, on peut calculer les coefficients de
Fourier de v et I'on obtient
mrlnl
cn(u)
n
Les fonctions f,- et v étant continues, leur égalité équivaut a ’égalité de leurs
coeflicients de Fourier, ce qui donne

cou) = co(f) ot Vn € Z*, cn(u) = |nlen(f)

 7ln2 T

co(v) = mIn(2)co(u) et ¢, (v) =

On vérifie que la solution u ainsi déterminée est bien élément de Sy car f est
élément de S;.

On vérifie aussi que cette fonction u ne dépend pas du choix de r € ]0, 1].

¢) Puisque (cos(t) — )2 > 0 on obtient

1 —2rcos(t) + 72 > sin®t

et donc

2

1 — 2r cos(t) + r?
ln< reos(t) + 7 >' =1In2—In(1 — 2rcos(t) + %) <In2 — 21n |sint|

Ceci vaut pour tout ¢t € |0, 7| mais aussi, plus généralement, pour ¢t € R\7Z.
d) Pour ¢ fixé avec t ¢ 277

7.l_i)r?_ K.(t) = —% In (2_22008(t)> = —% In (1 — cos(t))

Par changement de variable

! K. (z —t)u(t)dt = '

—T —T

K. (t)u(z —t)dt

On découpe en deux

T 0
K. (t)u(z —t)dt =

—T —T

K, (t)u(x —t)dt + / K. (t)u(z —t)dt
0
Pour ¢ fixé dans |0, 7|

lim K,.(Hu(z —t) = —% In (1 — cos(t)) u(z —t)

r—1-

et

| K- (t)u(z —t)| = (In2 — 21n|sint|) ilelg |u(z)| = p(¢)

On vérifie que la fonction ¢ est intégrable et on peut justifier par convergence
dominée

s 1 ™
/0 K.(t)u(z —t)dt = —5/0 In (1 — cos(t)) u(x —t)dt

On fait de méme avec 'autre intégrale, on raccorde les deux et on réalise le
changement de variable inverse du précédent pour obtenir

im [ Koo — tu(t) dt = —% /ﬂ In (1 — cos(z — £)) u(t) dt

r—1= J_ o -

e) Soit f € Sy. Fixons x € R et considérons
Un (1) = e (f)rimlein®
Il y a convergence normale de la série des fonctions r — u,(r) car
un(r)] < len(f)] avec f € 51

et 4
lIm wu,(r) = cp(f)e™”
r—1-
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On en déduit

r—1-

Soit de plus u € Sy telle que

co(u) = co(f) et Vn € Z*, en(u) = |l en(f)

" 7ln2 T

Le résultat de la question d) donne

p(u)(x) = lim f(z) = f(z)

r—1—

Inversement, soit u € Sy et f déterminée de sorte que

La fonction f est dans S et par ce qui est dit ci-dessus

p(u)(x) = f(x)

On en déduit que la fonction ¢ est bien définie de Sy dans S7, elle est évidemment
linéaire mais aussi injective et surjective en vertu des affirmations qui précedent.
En fait, la fonction ¢ associe a une fonction u € Sy la fonction f € S; déterminée
par les coefficients de Fourier

men (u)

co(f) = mln2co(u) et Vn € Z*, ¢, (f) =

|

et, en ce sens, c’est évidemment un isomorphisme.

Exercice 69 : [énoncé]
a) On résout I’équation différentielle linéaire étudiée et, par la méthode de
variation de la constante, on obtient la solution générale suivante

AQ)

glx)y= zx+z tTdt

1

Par une intégration par parties, on peut écrire

o) =X = J(o) +af 1)+ [ L

dt

Quand z — 0T, on a

© ()
v [ L8 <If oo linal

et on obtient

g9(x) = —f(0)
Quand x — 01
(o) =gy =a- L0y [P0 g
Le terme w converge vers f'(0).

Si £/(0) # 0 alors I'intégrale f]o,1] @ dt diverge et donc le terme [,° @ dt
diverge. On en déduit qu’alors g n’est pas dérivable en 0.
L’égalité f/(0) = 0 est une condition nécessaire & la dérivabilité de g en 0. Cette
condition n’est pas suffisante. En effet considérons une fonction de classe C! telle
que

1

z—0+ Inx

f'(z)

L’intégrale f]o 1 @ dt demeure divergente alors que f/(0) = 0.

b) Puisque f est de classe C? et vérifie f/(0) = 0 on peut écrire
f(x) = f(0) + 2%p(z) pour tout x > 0

avec ¢ : |0, +oo[ — R de classe C? et convergeant vers f”(0)/2 en 0%.
On a alors pour tout = > 0

9(@) = Az + 2£(0) — F(0) + = /1 ot dt

g est de classe C3 sur |0, +o0[ car ¢ y est de classe C2.
On prolonge g par continuité en 0 en posant g(0) = —f(0)

§(@) = A+ F(0) + zp(z) + / "oty dt

Quand x — 0%, ¢’ converge et donc g est de classe C! sur [0, +o0].

9" (x) = 2¢(x) + 2¢'(z)

Or ,
o= L8 10 IO
donc , , ,
g”(l‘) _ f:(rx) _ f'(z) ; f'(0) — f//(O)

On en déduit que g est de classe C? sur [0, +oo]
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Exercice 70 : [énoncé] b) Soit
a) (E) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1. Aprés résolution via oo

variation de la constante, on obtient la solution générale

T+ A

Inx

y(x) =

b) Par opérations, la fonction g est de classe C*° sur [1/2, +o0[.
Pour = € |—1,1[ on a le développement en série entiere

= (_1)n—1 n
In(l42) = Z Tﬂc
n=1

et si x # 0, on obtient
+oo
(_1)n n

9(x) = =7

n=0

Sil’on pose ¢g(0) = 1, la relation précédente reste valable pour = 0 et ainsi on a
prolongé g en une fonction développable en série entiére sur |—1,1].

Ce prolongement est donc de classe C* sur |—1, 1] puis sur |—1, +-00].

¢) La fonction g est a valeurs strictement positives et on peut donc introduire la
fonction f définie sur |0, +o00[ par

1
gz —1)

La fonction f est de classe C* et sur ]0, 1] ou ]1, +00[

fz) =

rz—1

fz) =

Inx

Ainsi f est solution de (F) sur |0, 1] et |1, 4+00[ et enfin on vérifie aisément que
Péquation différentielle (E) est aussi vérifiée quand = = 1.

Exercice 71 : [énoncé]
a) Si n =1 alors I’équation a pour solution générale
. 1 .
y(t) = Acost + Bsint + itsmt
Si n # 1 alors I’équation a pour solution générale

1
y(t) = Acost + Bsint + T2 cos(nt)
-n

f(t) =ao+ %tsint + 7; % cos(nt)

Sans difficultés, on peut dériver deux fois sous le signe somme car il y a
convergence normale de la série des dérivées secondes et convergence simple
intermédiaire. On peut alors conclure que f est de classe C? et solution de
I’équation différentielle étudiée. La solution générale de celle-ci est alors

y(t) = Acost + Bsint + f(t)

Exercice 72 : [énoncé]
L’équation Ey est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 homogene.
a) y? est deux fois dérivable et

(1) (2) = 2y(a)y" (2) + 2 (5 (2))" = 2¢" (y(2))* +2(¢/ (2))" > 0
Par suite la fonction 2 est convexe.
Si y(0) = y(1) = 0 alors, sachant que y? est convexe, le graphe de y? est en
dessous de chacune de ses cordes et donc y? est nulle sur [0,1]. On en déduit que y
est nulle sur [0,1] et en particulier y(0) = y’(0) = 0. Or la fonction nulle est la
seule solution de I’équation différentielle Ey vérifiant les conditions initiales
y(0) = ¢’ (0) = 0. On en déduit que la fonction y est nulle sur R.
b) Le wronskien en 0 des solutions y;, y2 est

Si y2(0) = 0 alors, sachant yo(1) = 0, le résultat qui précéde entraine yo = 0. Or
y5(1) =1 # 0. C’est impossible et donc w(0) = y2(0) # 0.

On en déduit que (y1,y2) est un systéme fondamental de solutions de Ej.
Notons que l’on démontre par le méme argument que y;(1) # 0.

¢) Soit § une solution particuliére de I'équation F.

La solution générale de E est de la forme y(z) = g(x) + My1 () + Aaya(z).
Cette solution vérifie y(0) = y(1) = 0 si, et seulement si,

G(0) + Aay2(0) = 0 et §(1) + Ay (1) =0

Ces deux équations déterminent \; et Ay de fagon unique puisque y;(1),y2(0) # 0.
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Exercice 73 : [énoncé]

a) (E) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 définie sur R. Les
conditions initiales proposées déterminent alors une solution unique définie sur R.
b) Puisque la fonction u est continue et u(0) = 1, la fonction w est strictement
positive au voisinage de 0 et par la satisfaction de I’équation différentielle, on peut
affirmer que u” est strictement négative au voisinage de 0. La fonction u’ étant
alors strictement décroissante au voisinage de 0 et vérifiant u’(0) = 0, les
existences de « et [ sont assurées.

Par I’absurde, supposons que la fonction u ne s’annule par sur RT.

La fonction u est alors positive et u” est négative sur RT. La fonction v’ étant
donc décroissante sur R™, on a

vt > 3,4/ (t) < u/(B)

En intégrant

Vo 2 B u(z) — u(B) < u'(8)(z - B)
Or cette affirmation est incompatible avec un passage a la limite quand z — +o0.
On en déduit que u s’annule au moins une fois sur R* (et cette annulation est
nécessairement sur R**)
De méme, on justifie que u s’annule au moins une fois sur R (et on peut méme
montrer que la fonction u est paire. . .)

¢) Considérons I’ensemble
A={t>0/u(t) =0}

C’est une partie non vide et minorée de R, elle admet donc une borne inférieure 4.
Par la caractérisation séquentielle d’une borne inférieure, il existe une suite
(tn) € AN, telle que
t, — 0
Puisque u(t,) = 0, on obtient & la limite «(d) = 0. Evidemment § > 0 et § # 0
donc § € A et ainsi § est un minimum de A.
De méme on obtient 7.
d) Gréace a I’équation différentielle

W' =vw"v—uw" =0

Le wronskien W est donc constant mais peu importe. . . puisque les solutions u et v
sont indépendantes, le wronskien ne s’annule pas et il est donc de signe constant.
Or

W(y) = u'(7)v(7) et W(d) = u'(6)v(d)
Puisque u est strictement positive sur |7, d[, v est strictement négative et v’
strictement décroissante sur ce méme intervalle. On en déduit

u'(y) >0etu(6) <0

ce qui entraine que v(7y) et v(d) sont de signes stricts contraires. On en déduit que
v s’annule sur |7, d].

e) Plus généralement, qu'une solution de (E) soit colinéaire & u ou non, on peut
affirmer que celle-ci posséde un zéro dans [, §]. Or on vérifie que les fonctions w,,
sont solutions de (E) et donc chacune posséde au moins un zéro dans [, d]. On en
déduit que la fonction w posséde au moins un zéro dans chaque intervalle

[v 4+ nm, d + nx] ce qui assure U'existence d’une infinité de zéros.

Exercice 74 : [énoncé]

a) On introduit ¢ : x — — f(—xz) et on observe que g est solution du probléme de
Cauchy caractérisant la solution maximale f, g est donc une restriction de f et
cela permet d’affirmer 'imparité de f.

b) Supposons f définie sur |—b, b[ avec b € R**

f'(x) =0, f est croissante donc positive sur [0, b].

f(z) = /OI f(t)dt = /Oze—tf“) dt

Or t — e~/ est bornée donc intégrable sur [0,b[. f admet donc une limite finie
en b et cela permet de prolonger f en une solution sur [0,b] ce qui contredit la
maximalité de f.

c)
fz) = /O ' f(t)dt = /0 et g

avec t2e~tf(t) P 0 car f est strictement croissante et positive. Par suite f
—+0o0

+oo
a= / et q¢
0

d) Par croissance, f(z) < a donc a > 0+OO e~ % dt ce qui donne a? > 1 puis a > 1.

De plus, il y a égalité si, et seulement si, f(¢) = a pour tout ¢ € [0, 400 ce qui est
exclu puisque f(0) = 0.
e) Commengons par observer :

converge en +00 vers

+oo 400
0< a(a— flz) < x/ ot g </ rotF D) g

T xT

Or $3e=tf®) 4+ 0 donc f0+oo te~ ) d¢ converge et f+oo te=tf® dt ——— 0.
t— 400 z T—+00

Ainsi z(a — f(z)) P 0.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 4 juin 2013

Corrections 46

Ensuite
+oo +oo
a— f(x)= / e qr = / e~ atetFM=a) gt
Pour tout € > 0 et pour = assez grand :
Vtizx:1—¢ <e_t(f(t)_“) <1
donc

1—¢
a

—axr

e " <a—f(z) < —e

Q|

d’ou la relation proposée.

Exercice 75 : [énoncé]

a) f est de classe C* en montrant par récurrence que f est de classe C™ pour tout
n € N.

Pour a > 0, on peut introduire Ma = ||f|[o (4,4
Comme

FUD (@) = fO () + A" (M)
une récurrence facile donne
o] <
Par I'inégalité de Taylor-Lagrange

(22" M,

CES

Vz € [—a,a], <

k!

" fk)
oy - 32100
k=0

Ainsi, f est égale a la somme de sa série de Taylor sur R et est donc développable
en série entiere sur R.

< M) . .
b) Sur R : f(z) = > anz™ avec a,, = fT() ol une récurrence facile donne
n=

7000) = 70) T[ (14 X)
k=0
¢) Posons u,(A) = nﬁl (1+X*). On a
k=0

In(u, (X)) = i In(1+ A%
k=0

avec In(1 + A*) ~ A\* terme général d’une série absolument, convergente donc la
suite (In(u,(X))) converge puis la suite (u,(\)) converge vers K(\) > 0.
d) On a
—+o0
Un(A) — K(A
F@) ~ Ko = Y KD

n=0

f(0)z"

n!
Pour € > 0, il existe un rang N au-dela duquel :
[un(A) = K(A)| < eK(A)

On a alors
f(x) = KN f(0)e” = P(@)+ Y

avec le terme polynomial

Pour x assez grand
|P(x)] < eK(\)[f(0)]e”

et donc
|f(z) — K(N) f(0)e"| < 2eK(N)[f(0)]e”

ce qui permet de conclure.

Exercice 76 : [énoncé]

a) On peut appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz.

b) Les solutions maximales sont définies sur R car si une solution maximale est
définie sur |a, b[ avec b € R alors la relation

z(t) =a+ /0 cos(z%(u) + sin(2mu)) — adu

permet de prolonger x par continuité en b car u + cos(z?(u) + sin(27u)) — a est

intégrable sur [0, b[ puisque bornée. Par limite de la dérivée, on peut montrer que

ce prolongement est solution sur |a,b] ce qui contredirait sa maximalité. Ainsi

b = 400 et de méme a = —oo.

c) Sia>1alors 2'(t) <1—a < 0.z est décroissante et puisque

z(t) =a+ fot a'(u) du, 'inégalité précédente permet d’obtenir les limites de x en
t —00 0 400

z(t) | oo N a N\ —oo |

+00 et —oo. Ainsi
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d) Pour ¢ € [0, 1],

To(t) =a+ /0 cos(z2 (u) + sin(2mu)) — adu

donne

|za(t)| < |a| +2 < M(A) avec M(A) =A+2

e) En exploitant |cosu — cosv| < |u — v,

2a(t) = 0] =la = 8+ [ [a2(w) - 230 du
puis .
0 (t) = zp(t)] < |a— B+ 2M(A)/O o (u) —zg(u)| du
[za(t) +25(t)| < 2M(A)
f) Posons g(t fo |20 (u) — z5(u)| du.

L’inégalité precedente donne
(g(t)e—QM(A)t)/ < |a _ ﬂl e—2M(A)t

En intégrant

g(t)€_2M(A)t |2(j\4-( ﬁ) ( e_ZM(A)t)

En réinjectant dans 'inégalité de départ :

|Za(t) —2p(t)] < |a =B+ | — B ( 2M(A)E ) = |a — | M A

Exercice 77 : [énoncé]
a) Soit y une solution de E définie sur un intervalle I.

Pour tout a,b € I,
—a= dt = dt
‘= / / )+ v2(t) +y(t) + 1

Puisque la fonction gy est de classe C', on peut réaliser le changement de variable

u = y(t) et alors

y(®) du du
b—a= 5 < 5 < 400
ya) W tu+l ru*+u+1

Les solutions de F sont donc définies sur des intervalles bornés; il n’y a pas de
solutions de E sur R.

b) Soit y une solution de E définie sur un intervalle I non singulier.

Pour tout t € I, on a

y(8) Y ORS
/y2<t>+y<t>+1dt‘\/§ ‘ ( 3 )

donc il existe une constante réelle C' telle que pour tout t € I,

2y(t) +1\ _ V3
arctan (\/3) =5 t+0C)

Puisque la fonction arctan est a valeurs dans |—7/2,7/2[, on a pour tout ¢ € I,

V3

T
S0 e|-3.3]
et donc
T w
Ic|l-—,—|-C
|77l
Enfin, pour tout ¢ € I,
1 \/3 V3
ult) =5+ 5 e (2(t+c)>

Résumons :

Si y est une solution de E sur un intervalle non singulier I, il existe une constante

C réelle telle que

™
I C|—
C} 2 2

7 [
—
V3 V3
Inversement, en reprenant les calculs en sens inverse, on peut affirmer que de
telles fonctions sont solutions.
Les solutions maximales sont alors les fonctions

—C et VtGI,y(t):fl+§tan (ég(t+0))

yc:}:/%,:/%{C%Ravec yc(t):—%Jr?tan <\g§(t+0)>

Elles sont définies sur un intervalle ouvert de longueur 27 /v/3.
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Exercice 78 : [énoncé]

a) La fonction f : (t,x) + cos(2m(x — t)) est définie et de classe C! sur 'ouvert
R2. On peut appliquer le théoreme de Cauchy-Lipschitz et affirmer que pour
chaque condition initiale il existe une unique solution maximale et celle-ci est
définie sur un intervalle ouvert.

b) On a |2/(t)] < 1 donc z est 1-lipschitzienne en vertu de l'inégalité des
accroissements finis.

¢) Par l’absurde supposons b < +o0.

Fixons g € ]a,b[. On a

t
x(t) = z(to) + / z'(u) du
to
Puisque 2’ est bornée, cette fonction est intégrable sur [to, b et 'on peut donc
prolonger la fonction = par continuité en b en posant

x(b) = z(ty) + / 7' (u) du

[to,b]

Par le théoréme du prolongement C!, on vérifie que ce prolongement est encore
solution de (E) : c’est absurde puisque cela contredit la maximalité de la
solution x.
Ainsi b = 400 et de méme a = —o0.
d) Posons y(t) = x(t + k). Un calcul facile assure que y est solution de (E) sur R.
On procéde de méme pour vérifier que k + z est solution de (E) sur R.
La fonction ¢ — ¢ + k (avec k € Z) sont solutions de (E)
e) Posons k = [z¢]. Puisque des courbes intégrales ne peuvent se couper sans se
confondre, on a

VieRt+k<z(t)<t+k+1

De plus
d
dt
La fonction t — x(t) — t est décroissante, minorée par k et majorée par k + 1, elle
converge donc en +oo. Par opération sur les limites
2'(t) — 1 = cos (2m(x(t) — t)) — 1 converge quand ¢ — +oo. Cette limite est
nécessairement nulle (car sinon ¢ — x(t) — ¢ serait de limite infinie en +00) et donc

(z(t) — t) = cos (2m(z(t) — 1)) — 1 <0

COS (271'(1‘(t) — t)) T 1
On en déduit

2(t) —t —— kot a(t) —t —— k+ 1
t—+o0o t——o00

Py et Quelques solutions de (F)

f) Pour une solution maximale, on a |z/(t)| < 2. On peut alors reproduire la
démonstration de c) pour conclure que la fonction x est définie sur R. Posons
y(t) ==xz(t) —t. On a

! 5 +cos (2my(t)) — 1

vt =17 t+y(1)

Posons k = [y(0)] et montrons
Vite R E—1<y(t) <k+3/2

Par I'absurde, s’il existe ¢ > 0 tel que y(t) > k + 3/2, alors on peut introduire
to = inf {t € R* /y(t) = k + 3/2}

et vérifier

Vt € [0, to[,y(t) < k +3/2 et y(to) = k + 3/2

Or
1

/
Yy (o) = ——F————5
(to) 1+ (to +y(to0))?
ce qui est incompatible avec ce qui précede (il suffit de faire un dessin pour s’en

convaincre).
Par I'absurde, s’il existe ¢ > 0 tel que y(t) < k — 1, alors on peut introduire

-2<0

to = inf {t € R /y(t) = k — 1}
et vérifier
Vt € [0,to[, y(t) >k —Let y(to) =k — 1

Or
1

/
y(to) = —7—"3
( L+ (to +y(to))?
ce qui est incompatible avec ce qui précede.
On peut conclure que ¢t — z(t) — t est bornée.

>0
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Quelques solutions de (Fs)

Exercice 79 : [énoncé]
(—2,2) seul point critique.
En posant t = —24+wuet y =2+ v, puis u =rcosf et v =rsinf

flx,y) — f(=2,2) = u? 4 uv + v* =r2(1+60895in0) >0

Il y a un minimum global en (-2, 2).

Exercice 80 : [énoncé]
L’étude des points critiques donne (¥/a, /a) seul point critique.
Posons a = /a.

On calcule les dérivées partielles de F

oF

(‘Tlv 727”) =

82 x?

(AT a)
ox; x%+...+x% ! "

_ % 24 g2 :

On en déduit

" 0’F -1
_f’/( +$2) +2nf’( $1+ +LIZ‘2)
= ox? x4+l

Puisque t = \/I1 + -+ + 22 parcourt R™ quand (z1,...,z,) parcourt R™\ {0},

I’équation Z e 2 = 0 est vérifiée si, et seulement si, f est solution sur R™ de
1=

I’équation dlfferentlelle
MOES

Apres résolution on obtient

(n—1)

1) =0

f(t):tn{2+uavecA,u€Rsin#2€t f@)=Alnt+psin=2

a) On pose p(a,a) = —sina et on observe que p(z,y) — ¢(a,a) quand

’ § 2 3-3 Exercice 82 : [énoncé]
Fa,y) = flaya) =+ y+ & —3q = TYTIY H 07 — SaTy
Ty Y
(z,y) = (a,a) avec z # y et avec x = y.
Etudions ¢ : a — 2%y 4+ zy* + o — 3axy. Cette application admet un minimum b) En vertu de

en ,/zy de valeur

2’y + zy® — 2zy/zy = vy(z +y — 2y/2y) = zy(VT — /y)*

donc pour tout z,y > 0,

f(@,y) = fla,q)

_ . (P—q\ . (P4
cosp —cosq = —2sin sin
2 2
p(z,y) = —sinc 7Y ) sin (2 ty
’ 2 2

avec sinc de classe C*° car développable en série entiere.

on a

De plus, il y a égalité si, et seulement si, /o = \/y et a = Jryie v =y = a.

Exercice 81 : [énoncé]

Par composition de fonctions de classe C?, la fonction F est de classe C? sur

R™\ {0}.

Exercice 83 : [énoncé]

Supposons f homogene de degré p i.e.

vVt > O,f(t.’El, .

Jtwy) =tV f(x1,...,xn)
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En dérivant cette relation par rapport a ¢ et en évaluant en ¢t = 1, on obtient

~ 0
ina—xfi(xl,...,zn) =pf(z1,...,2n)

i=1

Inversement, cette relation donne ¢ — g(t) est solution de 1’équation différentielle
tg'(t) = pg(t) donc f homogene de degré p.

Notons que pour n = 1, f(z) = |z|° vérifie la relation et n’est homogene de degré
3 que dans le sens préciser initialement.

Exercice 84 : [énoncé]

L’étude des points critiques donne (1, 1) seul point critique.

La fonction ¢ + t"™* admet un minimum en 1, donc (z,y) + z'™% + y™¥ admet un
minimum en (1, 1).

Exercice 85 : [énoncé]

Méthode analytique :

L’intérieur du triangle et son bord forment un compact. La fonction considérée est
continue sur celui-ci donc admet un maximum. Celui-ci ne peut étre au bord car
la fonction prend des valeurs strictement positives alors qu’elle est nulle sur le
bord. Il existe donc un maximum a l’intérieur du triangle et celui-ci annule la
différentielle de la fonction.

En introduisant un repere, A(0,0), B(1,0) et C(a,b) (ce qui est possible qui a
appliquer une homothétie pour que AB = 1) la fonction étudiée est

f(z,y) = y(bz — ay)(b(z — 1) = (a — 1)y)
On résout le systeme formé par les équations

0 0
8—£(x,y) =0et a—i(ay) =0

Le calcul est tres lourd sans logiciel de calcul formel mais on parvient a conclure.
Méthode géométrique (plus élégante) :

Le point M peut s’écrire comme barycentre des points A, B, C' affectés de masses
a,b,c > 0 vérifiant a +b+c = 1.

L’aire du triangle (M BC) est donné par

1 —-—
5 ‘Det(BM, 303’

Or
BM = aBA +bBE + ¢BC

donc
Det(BM, BC) = aDet(BA, BO)

En notant A laire du triangle ABC et d 4 le distance de M a la droite (BC'), on
obtient

_da.BC
‘T
De facon analogue,
- dpAC ot ¢ — dcAB
A A

avec des notations entendues.

Par suite, maximiser le produit d4dgdc équivaut a maximiser le produit abec avec
les contraintes a +b+c=1et a,b,c 20

La maximisation de ab(1 —a —b) avec a,b > 0 et a +b < 1 conduit & a = b =1/3,
d’ott ¢ = 1/3 et le point M est au centre de gravité.

Exercice 86 : [énoncé]

a) Si |y| < 1 alors la série définissant f(x,y) converge si, et seulement si, |z] < 1

Si |y| > 1 alors la série définissant f(z,y) converge si, et seulement si, x| < |y?|
n

car % = (y%) .

Finalement D = {(z,y) € R?/|z| < max(1,y%)}.

b) u,(z,y) = % Soit a € [0,1[ et Do = {(z,y) € R?/|z| < amax(1,y?)}.
Pour (z,y) € D, :

ou,, (2.y)| = ne"1
ar YT T +g2n
Si ly] < 1 alors |z| < a et
Oy, nz" 1 na™ ! =
‘ o (x’y)’ S| ST S
Si |y| > 1 alors |z| < ay? et
aun nwn—l nan—1y2n—2 nan—l _1
‘83: (%y)’: 1+ y2m L+y2n S y? S na’

Dans les deux cas |aa“w" (z, y)’ < na™! qui est le terme général d'une série

convergente.

n 2n—1

Yy
r 15 g2 <1

2n71mn 2Ine

2ny
< ca
1+ y%n

T+

ou,, B
‘(fiy(x’y)‘ =
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Si Jy| < 1 alors |z| < a et

n

ou,

2na

Si |y| > 1 alors |z| < ay? et
ou 2nany2n
’3;(%@’ < W < 2na”

85;” (z, y)‘ < 2na™ qui est le terme général d’une série

Dans les deux cas

convergente.
Par convergence normale,

ac0,1], 5 8f et af ex1stent sur D.

8f et 8f existent sur D, et comme ceci vaut pour tout

Exercice 87 : [énoncé]

a) immédiat.

b) L’application dj, : f — Dy, f(0) fait laffaire pour n’importe quel h € R™ non nul.

¢) Si h est constante égale & A alors pour toute fonction f € E on a par linéarité

d(fh) = Ad(f)

et par définition des éléments de D,

d(fh) = f(0)d(h) + Ad(f)

En employant une fonction f ne s’annulant pas en 0, on peut affirmer d(h) = 0.
d) Soit € R", puisque la fonction ¢ : ¢ € [0,1] — f(tz) est de classe C!, on a

ce qui donne

Soit K un compact de R™.

Toute les dérivées partielles en = de (z,t) —
donc bornées.

Par domination, on peut affirmer que la fonction f; : z — fol (%’Z(tx) dt est de
classe C°.

e) Notons p; : z — z;.

%(tm) sont continues sur K x [0, 1]

Par linéarité de d, on a
d(f) = d(pifi) = _ d(p:) fi(0)
i=1 i=1

car d(f(0)) =0 et p;(0) = 0.
En posant a; = d(p;) et sachant

L of of
0= [ GrOat =250
on obtient .
VfeEdf Z az 89:1

f) L’application qui a h € R™ associe dy, est donc une surjection de R™ sur D.
Cette application est linéaire et aussi injective (prendre f : 2 — (h | ) pour
vérifier dj, = 0 = h = 0) c¢’est donc un isomorphisme et

dimD =n

Exercice 88 : [énoncé]

En visualisant le domaine comme le complémentaire de la réunion de deux cercles
dans le cercle unité et par des considérations de symétrie, on obtient en passant
aux coordonnées polaires

dx dy /2 ! T /2 1 1
// (1422 +y?)? /0 /cose(1+r2)2dT @ /o T+eo’8 2
/”/2 o _/+°° dt 7
o l4cos20 J, 12+2 27
// dx dy _l_z_(\/ﬁ—l)w
(T+z2+y2)2 V2 2 2

[énoncé]

donc

Exercice 89 :
L’ intégrale a la méme nature que sur J0, 1]°.
T G y)s est intégrable sur ]0, 1] et

! r—y 1
PR i T e
o (z+y) (1+y)
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Y — {347 est intégrable sur 10,1] et

/ldyl
o (+y? 2

(1+y

Ainsi fo fo g dedy = —35
Par une démarche symetrlque

Yy
dyd
//x+y ver=

On peut donc dire que la fonction (x,y) — ﬁ n’est pas intégrable sur D.

Exercice 90 : [énoncé]
a) Posons z = Re(y), y = Im(y).

2m
S = /W % (rdy —ydx) = %/0 ((s)y'(s) — y(x)2'(s)) ds

donc
S = 5/0 Im(5(s)7'(s)) ds = 7lm(y [ 7')

en notant (. | .) le produit scalaire usuel.
Par la formule polarisée de Parseval

Y1) =D en(Men(y) =D inlen(y)

nezZ nez

car ¢, (') = inc, () et donc

§=3 nleay)

neE”Z

b) Par la formule de Parseval on a :

. e 2
Z linc,|® = %/0 [v(s)]" ds =1

donc

Zn2 ‘cn‘2 =
n

puis

—WZn\cn\ WZn2|cn|

nez nez
avec égalité si, et seulement si, ¢, = 0 pour tout n € Z tel que |n| > 1.
On a alors v(s) = ¢o + c1€** avec |c1| =1 car |Y/(s)| = 1.
~ est un paramétrage direct d’un cercle de diametre 1.
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