EQUATIONS DANS P(E)

Enoncé

Equations dans P(F)

Soit F un ensemble.

Pour toute partie A de E, on note A le complémentaire de A dans E.

1. Soit A une partie de E.
On cherche a caractériser les solutions (X,Y') de 'équation X NY = A.

(a) Soit A une partie de E. Montrer que pour tout couple (R,S) de parties de E, les

X=AU(RNS) . B
ensembles{ Y — AU(RN S) vérifient X NY = A. [I] [S]

(b) Montrer que, réciproquement, toute solution (X,Y) de X NY = A est de la forme
ci-dessus pour, au moins, un couple (R, S) de parties de E. [1] [S]

(c) Conclure. [I] [S]
2. Etudier de méme I'équation X UY = A.

On donnera deux démonstrations pour cette question :

X =AN(RUS) [
Y=AN(RUS)
(b) Une méthode qui utilise le résultat de la question précédente. [1] [S]

(a) Une méthode analogue a la précédente, avec {

1] [5]

3. Dans cette question, on désire étudier I'équation (ANX)U(BNX) = C, ou A, B, C sont
des parties données de F/, X étant une partie inconnue de E.

(a) On suppose que Xy est solution de cette équation.

i. Montrer que ANB CCet C C AUB. [I][S]
ii. Montrer que (BNC)U(BNC)U [XoN ((ANB)U (AN B))] = Xo. [1] [S]
(b) On suppose que ANB C C C AUB.
D étant une partie de E, on pose : X = (BNC)U(BNC)U[D N ((ANB)U (AN B))].
Démontrer que :
. ANX=Cn[BU(DNANB)]. [1][S]
ii. BUX=BU(BNC)U(DNANB).[I]][S]
iii. BNX =Cn[AU(DnB)].[1][S]
(¢) En déduire (AN X)U (BN X). [I][S]

(d) Donner une condition nécessaire et suffisante, portant sur A,B,C, pour que I'équation
(ANX)U(BNX)=C ait au moins une solution. [I] [S]

(e) Donner alors la forme générale de la solution. [1] [S]
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EQUATIONS DANS P(E)

Indications

Indications ou résultats

a) Distributivité de U par rapport a N, puis associativité et commutativité de N. [Q ]
b) Choisir par exemple R =X et S =Y. [Q]
(c) (X,Y) est solution de X NY = A < il existe R, S dans P(F) tel que... [Q]

)

)

(
(

(
(

a) Utiliser encore les propriétés de U, N et toujours R = X, .S = Y pour la réciproque. [Q |
b

Utiliser le passage au complémentaire, qui permet de transformer un probleme de
réunion en un probleme d’intersection. [Q ]

(a) 1. Montrer d’abord que (AN B)NC = AN B.
Utiliser ensuite AN X, C Aet BN X, C B. [Q]

ii. Montrer tout d’abord BNC = BN AN X,.
Vérifier également BNC = BNANX,p. [Q]

(b) i. Dans le développpement des deux membres de I'égalité & démontrer, on pourra
remarquer que CNANB=ANBet ANDNANB = .

De méme on pourra utiliser ANBNC =0et CNBNA=CNB.[Q]
ii. B contient BNC et DNANB. [Q]
iii. B est inclus dans BUC et dans DU AU B.

On sera aussi amené a justifier et & utiliser CNANB=CNA. [Q]

(c) Factoriser C'N---, et utiliser les questions (i) et (7i7). [Q]
(d) La condition est ANBC C C ANB. [Q]

(e) Simple regroupement des résultats des questions 3-a et 3-c. [Q ]
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EQUATIONS DANS P(E)

Corrigé
Corrigé du probleme
1. (a) Ona:

XNY =[AU(RNS)]N[AU(RNS)] (La définition de X et Y)
=AU[(RNS)N(RNS)] (Distributivité de U par rapport a N) Q)
=AU[(RNR)N(SNS)] (Associativité et commutativité de M)
=AUd=A

(b) Choisissons par exemple R = X et S =Y. Alors :
AURNS) =(XNY)U(XNY)=XN{YUY)=XNE=X
{Au(RmS) =(XNY)UXNY)=(XuX)NY=ENY =Y Q)
(c) Soit A une partie de E.
Le couple (X,Y) est solution de I'équation X NY = A &
il existe deux parties R et S de E telles que { if(: ﬁtj ((g(?g)) [Q]
2. (a) Soit A une partie de E.

— Sens direct : Soient R et S deux parties de E.
Onpose X = AN(RUS)et Y = AN (RUS). On constate que :
XUY =[An(RUS)|U[AN(RUS) =AN[(RUS)U(RUS)]
=AN[(RUR)U(SUS) =ANnE=A
— Réciproque : Soient X,Y deux parties de F telles que X UY = A.
Sion pose R= X et S =Y, on observe que :
AN(RUS) =(XUY)N(XUY)=XUuU(YNY)=XUb=X
{Am(RuS):(XUY)m(XUY):(XmX)uYz(Z)UY:Y

o B o X=ANn(RUS)
— Conclusion : X UY = A & il existe R, S dans E tels que { Y = An(RUS)

[Q]
(b) Soit A une partie de E.

X UY = A équivaut & X NY = A et nous ramene & la premiere question.
Plus précisément :
XUY=A«XnY=A

X=AU(PNnQ) On utilise le résultat
< dP,Q C E, tels que { Y =AU (PNQ) \ de la premiére question
X=AN(PUQ) On est passé
< 3dP,Q C E, tels que { Y =ANn(PUQ) \ aux complémentaires

Ce qui équivaut au résultat attendu, en posant R = Q et S = P. [Q]
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EQUATIONS DANS P(E)

Corrigé

3. (a) i Xp vérifie donc (AN X,) U (BN Xg) =C.

Dans un premier temps, on en déduit :

(ANB)NC =(ANB)N [(ANXy) U(BNXy)
=(ANBNANXy)U(ANBN BN Xy)
=(ANBNX,)U(AN BN Xp)
=(ANB)N(XgUXy)=(ANB)NE=ANB

Enfin 'égalité (AN B)NC = AN B équivaut a .

D’autre part :

ANXyCA >
BnX CB };»(Amxo)u(BmXO)cAuB. Donc [C ¢ AU B|

On a donc démontré la double inclusion demandée. [Q |

ii. Reprenons notre solution Xy et procédons par ordre.
Puisque C' = (AN Xy) U (BN Xy), il vient :
BNC =BnN[(ANX)U(BNXo)
=(BNANXy)U (WHXO) =BNANX,
=0
De la méme maniere :
BNnC =BnN(AUXp) N(BUX)
=BN(AUX,)NXy, (Car BN(BUX,)=BnNXp)
=BNANX, (Car (AU Xo) N Xo=ANX,)
Soit Z 'ensemble dont on doit montrer qu’il est égal a Xj.
Z =(BNANXy)UBNANX)U[XoN ((ANB)U(ANB))]
BrC BAC -
= (XoNANB)U(XoNANB)U(XoNANB)U(X,NANDB)
:Xom[gAmB)U(AmB)u(AmB)u(AmB)] |

-

=E
= XoNE = Xy, ce qu’il fallait démontrer

(b) i. Evaluons d’abord le membre de droite :

CN[BUDNANB)=(CNB)U(CNANBND)=(CNB)UANBND)

(On a utilis¢ ANB C Cetdonc CNANB=ANDB)

Evaluons maintenant le membre de gauche :

ANX =An[BnC)uBNC)U[DN((ANB)U(ANB))]]
=AN[(BNCO)U(BNC)U(DNANB)U(DNANB)]
—(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBND)

(Dans le développement on a utilis¢ ANDNANB=10.)
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EQUATIONS DANS P(E)

Corrigé

On sait que AN B C C. On en déduit ANBNC = 0.

D’autre part :

CCAUB=CNBC(AUB)NB=ANBCA

Ce qui implique CNBNA=CNB

Puis ANX = (CNB)U(AN BN D), ce qui répond a la question. [Q]
ii. Puisque X = (BNC)U(BNC)U(DNANB)U(DNANB),

il vient : X UB=BU(BNC)U(DNANB)

(dans le développement, B a "absorbé” BNC et DNANB.) [Q]

iii. Puisque X = (BUC)N(BUC)N(DUAUB)N(DUAUB), 1l vient :
BNX =Bn(BuC)n(DUAUB) (gjg?ﬁﬁguB>
=CNBN(DUAUB) (car BN(BUC)=BnO)
=({CNBND)U(CNBNA) (carCNBNB=0)
OrC C AUB.DoncCNAC(AUB)NA=BnA.
On en déduit CNANBNA=CNA, cest-a-dire CNANB=CnNA.
Finalement :
BNX =(CNBND)U(CNA)
=CnN[AU(DnB)] (ce qu’il fallait démontrer.)
(c) On déduit des questions
(ANX)uU(BNX)

—~

i) et (iit) que :
Cn[BUDNANB)|U[Cn[AU(DNB)]]
[ quAmBﬂuuMDmBﬂ
ANBU[(AnB)N D) (DmB)]

AmBuD [Q]
CmmeuDU@mBﬂ

—

QQ

(d) Des questions précédentes, on tire :
L’équation AN X U (BN X) possede au moins une solution <
A, B et C vérifient la double inclusion : ANBCC C ANB. [Q]
(e) Supposons que la condition AN B C C' C AN B soit réalisée.
Alors I'ensemble des solutions est ’ensemble des parties X de E de la forme :
X=BnC)uBnNC)U[DN((ANnB)U(ANB))],
ou D est une partie quelconque de E. [Q]
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