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Enoncés 1

Exercice 1 [02781] [correction]

Etudier la convergence de la suite (La"J U”), ot a > 0.

Exercice 2 [02782] [correction]
Soient des réels positifs a et b. Trouver la limite de

al/m 4 pt/n n
()

Exercice 3 [02783] [correction]
Soit (zy,)nen+ une suite de réels positifs. On pose, pour tout n > 0,

yn—\/x1+\/x2+~-+m

a) Ici @, = a pour tout n, ot a > 0. Etudier la convergence de (yy,).
b) Méme question dans le cas ou z,, = ab®" pour tout n, avec b > 0.

¢) Montrer que (y,,) converge si, et seulement si, la suite (22 ") est bornée.

Exercice 4 [02788] [correction]

n
1

Donner un développement asymptotique de (n, > k!) a la précision o(n=3).
neN

k=0

Exercice 5 [02811] [correction]
Soient des réels a,b ot a ¢ {0,1}. On pose h(x) = ax + b pour tout z réel. On
note S I’ensemble des fonctions dérivables f : R — R telles que

fof=h

a) Montrer que S =) si a < 0.

Désormais on suppose a > 0 (et a # 1).

b) Montrer que h est une homothétie ; préciser son centre et son rapport.

c) Soit f € S. Montrer que h~! o f o h = f. En déduire une expression de f; on
commencera par le cas 0 < a < 1.

Exercice 6 [02812] [correction]
Soit f :1]0,+00] — R telle que

flx) = f(z/2)

NG =1

lim f(z) =0et lim
z—0 z—0

Trouver un équivalent simple en 0 de f.

Exercice 7 [02813] [correction]

Soient f et g des fonctions continues de [0, 1] dans [0, 1] telles que fog=go f.
a) Montrer que ’ensemble des points fixes de f posséde un plus grand et un plus
petit élément.

b) Montrer I'existence de ¢ € [0, 1] tel que f(c) = g(c).

Exercice 8 [02815] [correction]
Soient f un C! difféomorphisme croissant de [0, 1] sur [0, 1] et n € N*. Montrer
que P'on peut trouver une suite (g, )1<k<n telle que :

n

k-1 k 1
VEe{l,...,on},—— < flagn) < ~et S ——— =n
e B s < 5t

Exercice 9 [02816] [correction]
Enoncer et établir la formule de Taylor avec reste intégral.

Exercice 10 [o02817] [correction)]
Montrer, pour tout x € ]0,7/2[, 'existence de 6, € ]0,1[ tel que
: z®
sing =2 — = cos(z0,)

Etudier la limite de 6, quand z tend vers 0 par valeur supérieure.

Exercice 11 [o02818] [correction)]
Soit f :]—1,400[ — R donnée par

f) = lnilj—mx)

a) Trouver le plus grand intervalle ouvert I contenant 0 sur lequel f est un
C*>°-difféomorphisme.

b) On note g 'application réciproque de f;. Montrer que les coefficients du
développement limité de g en 0 & un ordre quelconque sont positifs.
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Exercice 12 [02819] [correction]
On pose f(z) = e=1/7* pour z réel non nul et f(0)=0.
a) Montrer I'existence pour tout n € N d’un polynéme P, tel que :

Ve e R, f(z) = 273" P, (2) f(2)

Quel est le degré de P, ?
b) Montrer que f est de classe C*, toutes ses dérivées étant nulles en 0.
¢) Montrer que toute racine de P, est réelle.

Exercice 13 [02820] [correction]
Soient f : I — R une fonction deux fois dérivable sur I et a,b, ¢ trois points
distincts de I.
Montrer
fla) f(b) f(e)

1 1/
el (a —b)(a—c) +(b—c)(b—a)+(c—a)(c—b) :if (d)

Exercice 14 [o02822] [correction]
Soit f : RT — R dérivable.

a) Si f’ est bornée sur R, montrer que f est uniformément continue sur R*.

b) Si |f'(z)] = 400 quand  — +o00, montrer que f n’est pas uniformément
continue sur RT.

Exercice 15 [00183] [correction]
Etudier l'intégrabilité en 0 de
x et
frxm— / —dt
1 t

Exercice 16 [ 02421 ] [correction]
Convergence de

+
/ - ei1t2 dt
—00

Exercice 17 [02824] [correction]
Existence et calcul de

/2
/ Vtan 6 df
0

Exercice 18 [02825] [correction]
Existence et calcul éventuel de

+oo 1
| o
oo 14 (t+1b)?

Exercice 19 [ 02826 ] [correction]

Calculer

ou a > 0.

T Int
/ It
0 t2+a2

Exercice 20 [o02s827] [correction)]
Trouver une expression simple de

)
sin“t
dt

I

ou z,y € ]—1,1].

1 —2xcost+ x2)(1 — 2y cost + y?)

Exercice 21 [02829] [correction)]

Donner un exemple de f

€ C°(RT,R*) intégrable et non bornée.

Exercice 22 [o02879] [correction)]

a) Donner la nature de I’

On pose pour tout réel z

intégrale

too sint

b) Montrer que f est de classe C! sur R et exprimer sa dérivée.

c¢) Calculer

/0 o Ft)dt
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Exercice 23 [o02784] [correction]
Soit ug € ]0,27[ puis
Vn € N, up41 = sin (u, /2)

a) Montrer que (u,) tend vers 0.

b) Montrer que lim(2"u,,) = A pour un certain A > 0.

¢) Trouver un équivalent simple de (u,, — A27™).

Exercice 24 [02789] [correction]
Nature de la série de terme général
1\"
e — (1 + 5)
n3/2 — Ln3/2J +n

Exercice 25 [02790] [correction]
Nature de la série de terme général

ou a > 0.

Exercice 26 [o02791 ] [correction]
Nature de la série de terme général

Uy =1n (ﬁ\/ﬁ)n>
n+a

ou a > 0.

Exercice 27 [02792] [correction]
Nature de la série de terme général

ou « est réel.

Exercice 28 [02793] [correction)]
Convergence de la série de terme général u,, = sin (7r\/ n2 + 1).

Exercice 29 [ 02794 ] [correction]
Nature de la série de terme général u,, = sin (7(2 4+ v/3)").

Exercice 30 [02795] [correction)]
Soit @ € R*. On pose, pour n € N*

1
D ke

k=1

Up =

Nature de la série de terme général u,, 7

Exercice 31 [ 02796 ] [correction]
Soit (uy,) une suite réelle décroissante et positive. On pose

Up = QnUQn

Déterminer la nature de > v, en fonction de celle de > .

Exercice 32 [o02797] [correction]
Soit (u,) une suite décroissante d’éléments de RT, de limite 0. Pour n > 1, on pose

Un = nQuna

Y a-t-il un lien entre la convergence des séries de termes généraux u,, et v, ?

Exercice 33 [02798] [correction]
Soient a € R et f € C°([0,1],R) telle que f(0) # 0. Etudier la convergence de la
série de terme général

1 1/n

n=— t™) dt
we= s [0
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Exercice 34 [02799] [correction]
Soient a > 0 et (u,) une suite de réels strictement positifs vérifiant

1 1
ui/"zl——&—o()
ne ne

La série de terme général u,, converge-t-elle ?

Exercice 35 [02800] [correction]
a) Soient (un)n>0 €t (vn)n>0 deux suites réelles, A € R. On suppose :

A
Un+1 :1iﬁ+vn

Vn € N,u, > 0; Z |vn| converge et

n

Montrer que (n u,,) converge.

b) Nature de la série de terme général

n’ﬂ

?
nlen

Exercice 36 [o02s01 ] [correction)]
Soient v dans R*, a et b dans R\N. On pose

n—a
ug =a et Vn € Nyu,41 =
n—>b

Un

Etudier la nature de la série de terme général u,, et calculer éventuellement sa
somme.

Exercice 37 [02802] [correction]
Soient (a,«) € RT x R et, pour n € N* :

n

S 1/k

Up = ar=1

a) Pour quels couples (a, @) la suite (uy,,) est-elle convergente ? Dans la suite, on
suppose que tel est le cas, on note £ = lim u,, et on pose, si n € N*,

Vp = Uy — £

n

b) Nature des séries de termes généraux v,, et (—1)"v,.

Exercice 38 [02803] [correction]

Etudier

n m

o _qYitdgititl
Jim Jim ) )~

=0 j=
Exercice 39 [02804] [correction)]
Convergence puis calcul de

+oo 1

Zl2+22+~-+n2

n=1

Exercice 40 [02805] [correction)]
Calculer

= dn+1

Exercice 41 [02806] [correction)]
Nature et calcul de la somme de la série de terme général

[e%e] _1k
s

k=n

Exercice 42 [02809] [correction]
On pose
1 1 1
n = n+1 +n+2+.“+%
a) Montrer que la suite (a,) converge et trouver sa limite A.

b) Trouver un équivalent simple de a,, — A.

Exercice 43 [02810] [correction)]

On pose f(z) = w pour tout z > 1 et u,, = f:_l f(t)dt — f(n) pour tout
entier n > 2.

a) Montrer que f’ est intégrable sur [1,4o0].

b) Montrer que la série de terme général u,, est absolument convergente.

¢) Montrer que la suite (cos(Inn)) diverge.

d) En déduire la nature de la série de terme général f(n).
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Exercice 44 [o03119] [correction]
Soient (uy)n>0 €t (v5)ns0 dans (RT)N telles que

1

VneNv, = ———
" Un 1+ n2u,

Montrer que si la série de terme général v,, converge alors la série de terme

général u,, diverge.

Exercice 45 [o00118] [correction]

Soit, pour n € N,
w/2 - n
Uy = / [cos (f sin x)} dx
0 2

a) Etudier la suite (uy)n>0.
b) Quelle est la nature de la série de terme général u,, ?

Exercice 46 [o00150] [correction]
Soit f € CO(RT,R*) bornée. On pose, pour n € N,

+oo
I, = / nf(t)e " dt
0

Déterminer la limite de I,, quand n — 4oc.

Exercice 47 [00933] [correction]

Etablir
1 +oo n—1
3 (-1
x d = _—
~/0 v n’

n=1

Exercice 48 [02435] [correction]
Etudier la limite de

/0 Ly ar

ou f:[0,1] — R est continue.

Exercice 49 [02807] [correction]
a) Pour (m,n) € N2, calculer

1
/ 2"(1—x)" dx
0

Pour p € Z, montrer 'existence de

+oo nP
% = Zl <2n>

n

b) Calculer Sy et S_;.
c) Si p € N, proposer une méthode de calcul de S,,.

Exercice 50 [02830] [correction]

On pose, pour z > 0,
1

(L +2)+/p

Etudier la convergence simple puis uniforme de la suite de fonctions (fp)pens-

fo(z) =

Exercice 51 [02831] [correction)]
Soit f :1]0,1] — [0,1] donnée par f(z) = 2z(1 — x). Etudier la convergence de (f,)
ou f, est l'itéré neme de f.

Exercice 52 [02833] [correction]

On note U 'ensemble des complexes de module 1; soit w un complexe de module
# 1. Exprimer une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction z — Z_lw
soit limite uniforme sur U d’une suite de fonctions polynomiales.

Exercice 53 [02834] [correction]
Six > 1, on pose
+o00 1
((z) = o
n=1
a) Quelle est la limite de {(z) quand © — +00?

b) Pour quels réels x la série > %x" converge-t-elle ?
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¢) Si
+00
¢(n)
F(z) = n
=5,
n=2
montrer que F' est continue sur [—1,1] et de classe C' sur |—1,1].

d) Donner une expression plus simple de F(x)

Exercice 54 [02835] [correction]
Siz >0 etneN* soit

nn!
fule) =
II (x+k)
k=0
a) Montrer lexistence de I'(x) = lim f,(x).

n—r—+0oo

b) Montrer
+oo
InT(z) = —lnx—vx—knz::l (% —In (1 + %))

¢) Montrer que I' est une fonction de classe C?.

Exercice 55 [02836] [correction]
Soit a un réel. Pour tout entier n > 0 et tout réel x, on pose

n“re "
up(z) = 21

On note I le domaine de définition de
S:xz— Z U ()
n=0

a) Déterminer 1.

b) Montrer que S est continue sur RT*.
¢) A-t-on convergence normale sur Rt ?
d) On suppose a > 2. Montrer que

oo

> uk(1/n)

k=n-+1

ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oo. La convergence est-elle uniforme sur 1?7
e) Etudier la continuité de S sur I.

Exercice 56 [02837] [correction]

On pose
00 s
S = —
-

Etudier le domaine de définition, la continuité, la dérivabilité de S. Donner un
équation équivalent de S en 0 et en 17.

Exercice 57 [02838] [correction)]
Soient a € R et sin € N,

Up:x €10,1] = n%2"(1—2) R

Etudier le mode convergence de la suite de fonctions (u, ), puis de la série de
fonctions Y wy,.

Exercice 58 [02839] [correction)]
On pose

up(z) =1 et upsq(z) = /OI up (t —t2) dt

pour tout réel & € [0,1] et tout entier naturel n.
Montrer que la série de terme général u,, est normalement convergente.

Exercice 59 [02840] [correction)]
a) Si (s,\) € R™ x C, quelle est la nature de la série de terme général

)\n
s(s+1)...(s+n)

pour n > 07 A X fixé, on note Ay I'ensemble des s > 0 tels que la série converge,
et on note F)(s) la somme de cette série.
b) Calculer lim  Fy(s).

s—rsup Ay
¢) Donner un équivalent de F)(s) quand s — inf Aj.
d) Sin > 1, calculer :

1
/ (1—y) 'y dy
0

e) En déduire une expression intégrale de F)\(s).

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 4 juin 2013

Enoncés

Exercice 60 [02862] [correction]

Calculer
+oo n!
lim —dx

n—-+oo 0 H (k+LL')
k=1

Exercice 61 [02863] [correction]
a) Etablir pour a,b > 0 Pégalité

1 ja—1 +o0 n
t (-1)
dt =
/0 1+ > a—+nb

n=0

b) Calculer

n

io (=1)
—~ 3n+1

Exercice 62 [02864] [correction]
Existence et calcul de

1
Int
/ LI
o 1—t¢
Le résultat est a exprimer a l’aide de {(2).

Exercice 63 [ 02866 ] [correction)]
Soit (an)n>0 une suite bornée. Calculer

+oo +oo tP

: -2t v

nHr—iI-loo ; e E ap o dt
p=n

Exercice 64 [02867 ] [correction)]
Soit (ay) une suite croissante de réels > 0 telle que a,, — +0o0.

Justifier
+oo + +oo (_1)n
71 n 7a7lfl?d —
| eyemran =y
n=0

n=0

Exercice 65 [02869] [correction]
Montrer

Exercice 66 [02870] [correction]

+oo
Siz > 1, on pose ((z) = > -=. Montrer :

n=1

Exercice 67 [03203] [correction]
Définition, continuité et dérivabilité de

“+o0
x
Sz —
. ; n(1 + n2z?)

Exercice 68 [03287] [correction)]
Donner la nature de la série de terme général

“+ o0
Uy = / e tcos? tdt
0

Exercice 69 [o02766] [correction)]
Soit (E, ||||) un espace vectoriel normé sur K (K =R ou C).
a) Montrer que pour tous z,y € E

]l + llyll < 2max {|jz +yl, = = yll}

b) Montrer que l'on peut avoir ’égalité avec x # 0 et y # 0.
Désormais la norme est euclidienne.
¢) Montrer que pour tous z,y € F

]l + [lyll < V2max {||lz + |, lz — yI|}

d) Peut-on améliorer la constantey/2 ?
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Exercice 70 [02767 ] [correction]

Soient £ = C([0,1],R)et ET I’ensemble des fonctions de F qui sont positives et ne
s’annulent qu’un nombre fini de fois. Pour toute fonction ¢ € ET et pour toute
fonction f € E on pose

1£1, = / ) ety dt

a) Montrer que |[|. ||, est une norme sur £

b) Montrer que si ¢1 et o sont deux applications strictement positives de ET
alors les normes associées sont équivalentes.

c) Les normes || .||, et ||.]|,= sont elles équivalentes ?

Exercice 71 [o02768] [correction]
Soit E un sous-espace vectoriel de dimension d > 1 de C°([0, 1], R).

a) Etablir l'existence de (aq,...,aq) € [0, 1]d tel que l'application

d
N:feEmY [fla)

i=1

soit une norme.
b) Soit (f,,) une suite de fonctions de E qui converge simplement vers une
fonction f : [0,1] — R. Montrer que f € E et que la convergence est uniforme.

Exercice 72 [o02769 ] [correction]
Déterminer l'ensemble des morphismes continus de (U, x) dans lui-méme.

Exercice 73 [02832] [correction]

Soient d un entier naturel et (f,,) une suite de fonctions polynomiales de R dans R
de degré au plus d. On suppose que cette suite converge simplement. Montrer que
la limite est polynomiale de degré au plus d, la convergence étant uniforme sur
tout segment.

Exercice 74 [o1129] [correction]
Montrer qu'une forme linéaire est continue si, et seulement si, son noyau est fermé.

Exercice 75 [02770] [correction]

On munit Pespace des suites bornées réelles £>°(R) de la norme

lll,o = sup, (fual)-

a) Montrer que ’ensemble des suites convergentes est un fermé de ¢>°(R).
b) Montrer que I’ensemble des suites (a,,) qui sont terme général d’une série
absolument convergente n’est pas un fermé de ¢*°(R).

Exercice 76 [o02771] [correction)]
Soit E I’ensemble des suites (ap)n>0 de C telles que ) |ay| converge. Si
a = (an)n>0 appartient & E, on pose

+oo
lall = lan|
n=0

a) Montrer que || .|| est une norme sur E.
b) Soit

+oo
F= {aEE,Zan_l}
n=0

L’ensemble F' est-il ouvert ? fermé ? borné ?.

Exercice 77 [02773] [correction)]

Pour n € N*, O,, désigne I'’ensemble des polyndmes réels de degré n scindés a
racines simples et F;, ensemble des polynomes de R,, [X] scindés & racines
simples. Sont-ils ouverts dans R,, [X]?

Exercice 78 [02774] [correction]
a) Chercher les fonctions f : [0,1] — [0, 1] continues telles que fo f = f.
b) Idem avec dérivable

Exercice 79 [o02779] [correction]
Montrer qu'un hyperplan d’un espace vectoriel normé (E, ||||) est dense ou fermé
dans E.
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Exercice 80 [02780] [correction]
On note F 'ensemble des fonctions réelles définies et continues sur [0, 400 et
dont le carré est intégrable. On admet que F est un espace vectoriel réel. On le

munit de la norme
+oo
= ,// F2(t) dt
0

On note Fjy 'ensemble des f € F telles que f est nulle hors d’un certain segment.

On note F' 'ensemble des fonctions de £ du type x — P(e’””)eﬂﬂ/2 ou P
parcourt R [X]. Montrer que Ej est dense dans E puis que F' est dense dans FE.

Exercice 81 [02828] [correction]
Soit f € C([a,b],R). On suppose que pour tout n € N,

/b:z:"f(a:)dzz()

a) Montrer que la fonction f est nulle.

b) Calculer
—+oo
I, = / e (1707 qg
0

¢) En déduire qu'’il existe f dans C(]0, +oo[,R) non nulle, telle que, pour tout n
dans N, on ait

/0%o a"f(z)dz =0

Exercice 82 [03288] [correction]
Soient A, B,C, D des matrices carrées d’ordre n, réelles et commutant deux &

deux. Montrer la matrice
A B
u=(¢ )

est inversible si, et seulement si, AD — BC' l'est.

Exercice 83 [01019] [correction]
Former de deux fagons le développement en série entiere en 0 de

w
f:xHe_””z/ e’ dt
0

En déduire la relation

Exercice 84 [02422] [correction]
a) Déterminer la décomposition en éléments simples de

1
(X +1)m(X — 1)

avec m,n deux entiers non nuls.
b) Déterminer deux polynémes U et V tels que

X+D)"UX)+ (X -1)"V(X)=1

Exercice 85 [02808] [correction)]

Calculer
—+o0
> G
= (3n+2) x 3"

Exercice 86 [02841] [correction)]
On note a,, la n-ieme décimale de /3.

+o0
Quel est lintervalle de définition de > a,z™?

n=1

Exercice 87 [02842] [correction]
Quel est le rayon de convergence de

2
E 7r\/n +2nx2n ?

Exercice 88 [02843] [correction)]
Soit o € R. Quel est le rayon de convergence de

Z cos(na) 7
n

n>1
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Exercice 89 [02844] [correction] Exercice 94 [02849] [correction]
a) Soit (a,) une suite complexe. On suppose que > a,z™ a pour rayon de Sin > 1, soit I, le nombre d’involutions de {1,...,n}. On convient : Iy = 1.
convergence R. Déterminer les rayons de convergence de a) Montrer, si n > 2, que

n

I, =1,_ n—1)1,_
Z(an Inn)z" et Z <anz ;);p" 1+ ( Mn—2

k=1 b) Montrer que Y. Ixa™ converge si z € ]—1,1[. Soit S(z) sa somme.
n=0

oo M —1,1
b) Donner un équivalent simple de Y Innz™ quand = — 17. ¢) Montrer, pour z € |]-1,1[, que

n=1

§'(x) = (1+2)S(x)

Exercice 90 {02815 ] [correction] d) En déduire une expression de S(x) puis une expression de I,,.

Rayon de convergence et somme de

too a1 Exercice 95 [02850] [correction)]
On pose ag = 1 puis pour tout n € N
3n 4+ 2
n=0
n n
i1 = ];) <k> An—kay,
Exercice 91 [o02846] [correction] B
Pour n € N, on pose | Calculer les ay,, en utilisant la série entiére de terme général <=x™.
n!
a =
" Ix3x--x(2n+1)
+oo Exercice 96 [02851] [correction]
Rayon de convergence et somme de la série entiere Y a,z™? Soient a > 0 et f € C*(]—a,a[,R) telle que
n=0
Vn e N,Vz € |—a,al, f™(z) > 0
Exercice 92 [02847] [correction] a) Si |z| < r < a, montrer
a) Déterminer le rayon de convergence R de
n
F%*(0) 2 ntl
> " o fla) =3 | <[5 o
I1x3x--x(2n+1) k=0

n=0
b) Montrer que f est développable en série entiére sur |—a, af.

b) Pour x € |—R, R[ calculer la somme précédente. ¢) Montrer que x — tanx est développable en série entiére sur |—7 /2, 7/2[.

Exercice 93 [02s4s] [COH?CUOI}] Exercice 97 [02852] [correction]

Pour z € |-1,1[ et a € R, établir Domaine de définition et étude aux bornes de
= " T sin o = 1
Z — sin(na) = arctan (> Z In (1 + ) x"
= n 1—xcosa = n
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Exercice 98 [02853] [correction]

On pose
—+oo
tht
ay = —-dt
=[5
pour n € N*,
+oo
a) Etudier la convergence de la série ) aja™entiére pour z réel.
n=1

On note f(z) la somme de cette série entiére.
b) La fonction f est-elle continue en —17
¢) Donner un équivalent simple de f en 17.

Exercice 99 [o02854] [correction)]
o0
Soit une série entiére Y a,z" de rayon de convergence R > 0 et de somme f(z2).

n=0

a) Montrer que pour 0 < r < R,

00 2m
Z |a,|* 72" = %/0 ’f(rew)’2 dé
n=0

b) Que dire de f si |f| admet un maximum local en 07
¢) On suppose maintenant que R = 400 et qu'il existe P € Ry [X] tel que
|f(2)| < P(]z]) pour tout z complexe. Montrer que f € Cy [X].

Exercice 100 [ 02855 ] [correction]

Pour n € N*, on pose
+oo "
I, = / et dt
1

a) Déterminer la limite de (I,).

b) Donner un équivalent de (I,).

¢) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére de terme général I,,a™.

Etudier sa convergence en R et en —R.

Exercice 101 [ 02856 ] [correction]

Soient B = {z € C,|z| < 1} et f une fonction continue de B dans C dont la
restriction a B° est somme d’une série entiere. Montrer qu’il existe une suite
(Pi) k>0 de polyndme convergeant uniformément vers f sur B.

Exercice 102 [02857 ] [correction]

Développer en série entiere
= / ¥ dt
z =
o L+t 12

Exercice 103 [02858 ] [correction]

Développer en série entiere f : x — vz + /1 + 22 au voisinage de 0.

Exercice 104 [02859 ] [correction]

a) Montrer, sit € R :
|t‘n+1

S (n+1)!

k=0
. 0 400 |,n . ,
b) Soit f € C°(R,R) telle que (f_oo [t |f(t)] dt) . soit bornée.

=

Montrer que F' : x — fj_z e'® f(t) est développable en série entiere en 0.

Exercice 105 [02865 ] [correction)]
Etudier la limite de la suite de terme général

1
I, = n/ In(1+¢")dt
0

Exercice 106 [ 02871 ] [correction)]
Pour z € R, on pose

a) Définition de f.
b) Continuité et dérivabilité de f.
c¢) Ecrire f(1) comme somme de série.

Exercice 107 [o02872] [correction]

Pour z € RT, soit
+00o o
t
f(z) :/ S emte g
0 t
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a) Justifier la définition de f(x).

b) Montrer que f est classe C! sur RT*.

c) Calculer f(z) si z € R**.

d) Montrer que f est continue en 0. Qu’en déduit-on ?

Exercice 108 [02s873] [correction]
Pour tout z réel, on pose

[T cos(at) _, [T sin(zt) _,
f(x)—/o i e " dtet g(w)—/0 i e 'dt

Existence et calcul de ces deux intégrales.

Exercice 109 [ 02874 ] [correction]
Etudier

I xl—>/ —txdt

Exercice 110 [ 02875 ] [correction]
Soit Q@ = {z € C/Rez > —1}. Si z € Q, soit

f(z)z/o1 P gt

14+¢

a) Montrer que f est définie et continue sur €.
b) Donner un équivalent de f(z) quand x tend vers —1.
¢) Donner un équivalent de f(z) quand Rez — +o0.

Exercice 111 [ 02876 ] [correction]

Existence et calcul de 90 (22 4 12)
In(x®+1¢
— 7t
f({L‘) /O 1+ t2

Exercice 112 [ 02878 ] [correction]
a) Pour quels z de R l'intégrale :

/2
/ (sint)” dt
0

existe-t-elle 7 Dans ce cas, soit f(x) sa valeur.
b) Montrer que f est de classe C! sur son intervalle de définition.
¢) Que dire de

x= (z+ 1) f(x)f(x+1)?

Exercice 113 [02880] [correction]
Montrer que, pour tout x réel positif,

/+°° arctan(z/t) dt:/m Int dgt
0 0

1+¢2 2 -1

Exercice 114 [o2s81 ] [correction]

Existence et calcul de )
TIn(1 t
/ n(1+ zcost) dt
0 cost

Exercice 115 [02882] [correction]
On pose, pour x > 0,
1

+oo T
1—e
= - —dt
=3 e

Montrer que f est de classe C? sur ]0, +oo[ et trouver des équivalents simples de f
en 0 et en 4o00.

Exercice 116 [o02s877 ] [correction)]
On pose, pour n € Net z € R : p,(z) = (1 + cosz)™ puis

qn(T) = fﬂpn(l‘)

_ . Pa(t)dt
a) Montrer que pour tout § € |0, [,
5
lim g(t)dt =1
-5

n—-+o0o

b) Soit f: R — R 2w-périodique et continue. On pose

gn(z) = /7r qn(t) f(z —t)dt

—T

Prouver la convergence uniforme sur R vers f de (gy,).
c¢) Quel résultat redémontre-t-on ainsi?
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Exercice 117 [02883] [correction]
Soit « un réel non entier.
a) En utilisant la fonction 27-périodique coincidant avec x — cos(ax) sur [—, 7],
calculer
+o0 n
o~ _(=1)
1202y LD

2
—-n
n=1

b) En déduire

¢) Ici 0 < a < 1. Montrer que
+oo ya—1
t
/ dt = —~
0 1+t sin am

Exercice 118 [02884] [correction]
Soient o € R\Z et f, 'unique fonction 27-périodique de R dans R telle que pour
tout = € [—m, 7],

fa(z) = cos(ax)

a) Calculer les coefficients de Fourier de f,.

b) Montrer que
)nf 1

am —1+2a2§ (-1
sin(ar) i n?—a?

¢) Si 0 < « < 1, montrer que
+oo ya—1
t
/ dt = —~
o 1+t sin(a)

Exercice 119 [ 02885 ] [correction]
Soit a > 0, x réel. On pose

400 1

J(@) = Z a? + (z — 2nm)?

n=—oo

a) Montrer que f est définie sur R et étudier sa parité.
b) Montrer que f est développable en série de Fourier.

c¢) Calculer, en utilisant un logiciel de calcul formel, l'intégrale

+oo
t
/ cost .,
oo D22
d) En déduire les coefficients de Fourier de f.
e) Exprimer f a l'aide des fonctions usuelles.

Exercice 120 [ 02886 ] [correction]
Soit f € C*([0, 7], R) telle que

F(0) = f(m) =0 et /Oﬁf’2=1

Montrer qu'’il existe une suite réelle (a,)n>1 telle que

+
8

n

+oo

Z a? = 2 et Vo € [0,7], f(z) = n sin(nx)
™

n=1

3
Il
-

Exercice 121 [02887] [correction]
Soient r € ]0,1[ et F l'espace des fonctions continues 2m-périodiques de R dans C.
a) Montrer qu’il existe une fonction P, € E telle que : pour tout f € F et x € R,

. 1 4
Z riMle, (f)e™® = by f@)P(z —t)dt
nez TS
b) Calculer
P.(t)dt

—Tr

c¢) Calculer

Exercice 122 [o02s88] [correction)]
Soit E l'espace des f € CO(R, C) 27-périodiques. On norme E en posant, si f € E :

1 27
1f1=5 | 1
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Si f € F, soit
+oo
G(f):xeRH/ e 'f(x+t)dteC
0

a) Montrer que G est un endomorphisme continu de E.
b) L’endomorphisme G est-il inversible ?

¢) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de G.

Exercice 123 [ 00391 ] [correction]
Résoudre le systeme différentiel suivant

¥ =y+z
y =z
z’:x+y+z

Exercice 124 [ 02889 ] [correction]
Résoudre

zlnzy — (Blnx+1)y=0

Exercice 125 [ 02891 ] [correction]
Résoudre sur R 1’équation

(2 + 1)y +2y —y=0

Exercice 126 [ 02892 ] [correction]
Déterminer les fonctions f : RT™ — R dérivables telles que

Vo >0, f'(x) = f(1/x)

Exercice 127 [ 02893 ] [correction]
Résoudre sur |0, 7|

vy +y = cotanx

Exercice 128 [02894 ] [correction]
a) Résoudre sur R™* par variation des constantes :

' +y=1/x

b) En déduire une expression de

valable pour z > 0.
¢) Calculer

Exercice 129 [ 02895 ] [correction)]
Soit f € C}(R*,R) monotone ayant une limite finie en +oo.
Montrer que les solutions de ’équation 4/ + y = f sont bornées.

Exercice 130 [02896 ] [correction]
Soit f € C>*(R,C) 2n-périodique. Existe-t-il y € C*(R, C) 2w-périodique et
solution de

y'+y=1f7

Exercice 131 [o02900 ] [correction]

On munit R™ de sa structure euclidienne canonique et on identifie L(R™) avec
M, (R). Soit A € M,,(R). Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) A est antisymétrique;

(ii) chaque solution du systéme différentiel Y’ = AY est de norme constante.

Exercice 132 [02902 ] [correction]
Résoudre le systeme différentiel linéaire

¥=z—z
y=z+y+z
Z=—z—y+z
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Exercice 133 [03620 ] [correction]
a) Montrer que 1’équation différentielle

y-y=1f
avec f: R — C continue et 2w-périodique admet une unique solution bornée.
b) Est-elle périodique ?

¢) Donner ses coefficients de Fourier ¢,, en fonction de ceux de f et étudier la
convergence de Y ¢,.

Exercice 134 [ 02898 ] [correction]
Déterminer les solutions de

yy// -1 4 y/2

Exercice 135 [ 02899 ] [correction]
Soit une fonction ¢ de classe C* sur R? et bornée.
Soit y une solution maximale de I’équation différentielle

Y = o(z,y)

Montrer que y est définie sur R.

Exercice 136 [oo0071 ] [correction]
Soit @ > 0. On pose, pour = > 0 et y > 0,

a
flzy)=2"+y*+ —
zy

Montrer que f admet un minimum absolu et calculer ce dernier.

Exercice 137 [02903] [correction]
Soient (z1,...,Tn,h1,...,hy) € R? f € CHR™,R) et, sit €R,

g(t) = f(JUl +thy,...,x, + thn)

Calculer ¢'(t).

Exercice 138 [02904 ] [correction]
Sip € N, soit

o (29) € BA(O,0)) 5 (24 )P sin —

a) Condition nécessaire et suffisante pour que f, se prolonge par continuité en
(0,0)?

b) La condition de a) étant remplie, condition nécessaire et suffisante pour que le
prolongement obtenu soit différentiable en (0,0) ?

Exercice 139 [ 02905 ] [correction)]

On pose

22 — 2
332 + y2

flz,y) =2y

pour x,y réels non tous deux nuls.
La fonction f admet-elle un prolongement continue & R? ? Un prolongement de
classe C' ? de classe C%?

Exercice 140 [02906 ] [correction]
Soit g : R — R de classe C2. On pose

9(x) — g(y)

flz,y) = Ty

pour = # y et f(z,x) = ¢'(x)

a) Exprimer f(x,y) a l'aide d’une intégrale sur l'intervalle [0, 1].
b) En déduire que f est de classe C1.

Exercice 141 [02907 ] [correction]
Soit, pour n € N*,

cosny n
vn

On note D l'ensemble des (z,y) € R? tels que la série de terme général u,, (z,y)
converge. On pose

Up < (2, y) —

fi(my) =Y un(z,y)

n=1

a) Déterminer D.
b) Montrer que fpe est C.
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Exercice 142 [02908 ] [correction]
Soit k €]0,1[ et f € C}(R,R) telle que

Ve eR,|f(z)| <k
On définit ¢ : R? — R? par

oz, y) = (y + f(z), 2+ f(y))

Montrer que ¢ est un C!-difféomorphisme de R? dans lui-méme.

Exercice 143 |[o02910] [correction]
Trouver les extrema sur R? de

fla,y) =2 +y* —2(x —y)?

Exercice 144 [o02911 ] [correction]
Calculer l'aire maximale d’un triangle inscrit dans un cercle de rayon r.

Exercice 145 [o02912] [correction]
a) Soit o € R. Trouver les f € C}(R x R™ R) telles que
of . of _

:va—x—l—ya—y—af

b) Trouver toutes les f € C*(R x R™* R) telles que

xﬂ +y8f = g\/m?’ + 93

ox Ay

Exercice 146 [02913] [correction]
On note U I'ensemble des (x,y) de R? tels que z > 0 et E = C®(U,R). Soit
f:U—=RetaecR;ondit que f est homogene de degré « si f(tx,ty) = t“f(x,y)
pour tous ¢t € R™, (z,y) € U. On pose :
0 0

¥f € B ¥(a,y) € Ua()ay) = a5t (5.0) +y 5 ()
a) Déterminer ker ®.
b) Soit f € E. Montrer que f est homogene de degré « si, et seulement si,
o(f) = af.
¢) Résoudre I'équation d’inconnue f € E, ®(f) = h, h étant la fonction qui a
(z,y) associe (z2 + y?)3/ %xy.

Exercice 147 [00109 ] [correction]

Soient O, A, B les points d’affixes respectives 0,7, exp(in/4) avec r > 0. Soit T,
larc paramétré de C constitué du segment [O, A], orienté de O vers A, de l'arc C,
du cercle de centre O et de rayon r d’origine A et d’extrémité B et du segment
[B, O] orienté de B vers O.

a) Calculer

I. = % e*("’”“y)z(dx +idy)
r

r

b) Que dire de la limite, quand r — +o00, de

JT:/ e_(’”+iy)2(dx+idy)?
c

s

¢) Qu'en déduire ?

Exercice 148 [02914 ] [correction]

Soit
I // dz dy
" [071]2 1+ am +yn

Déterminer la limite de I,, quand n — +oo.
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

Si a €]0,1], la suite est constante égale a 0.

Si a =1, la suite est constante égale a 1.

Sia>1alors a” — 1< [a"] < a” donne (a” — 1)*™ < |a"|"/™ < a et donc, par
encadrement, la suite converge vers a.

Exercice 2 : [énoncé]

Si a =0 oub=0 alors la suite converge évidemment vers 0. On suppose
désormais a, b > 0.

On a

1 1/n 1/n\ _ i l
2(& +b )—1+2nln(ab)—|—o .

1/n 1/n\ "
<“ o )Hm

donc

Exercice 3 : [énoncé]

Notons que la suite (y,,) est croissante, elle est donc convergente si, et seulement
si, elle est majorée.

a) Ici Y11 = \/a + yn. Soit £ la racine positive de I'équation £2 — £ —a = 0 i.e.

B 1+ +v14+4a
- 2

14

On remarque que y; = v/a < £ et on montre par récurrence y,, < £. La suite (y,,)
est croissante et majorée donc convergente.

b) On observe que la nouvelle suite (y,,) est désormais égale a b fois la précédente,
elle est donc convergente.

¢) Si (y,) converge vers £ alors 22 " <y, < £ donc (22 ") est bornée.

Si (z2") est bornée par une certain M alors x, < M?", la suite (y,) définie par
(,) est alors inférieure & celle obtenue par (M?2"), cette derniére étant

convergente, la suite (y,) converge.

Exercice 4 : [énoncé]
On a

. n—>5
1 1 1 1 1 k!
= =14 = ) Zi
n!kzzok +n+n(n1)+n(n1)(n2)+0<”3>+k=0n!

Or .
— k! (n —5)! 1
D i S (”‘”m"(ns)
k=0

donc
n

1 1 1 2 1
= =14 -4 — 4= il
n'zk'l+n+n2+n3+0(n3)

" k=0

Exercice 5 : [énoncé]

a) En dérivant la relation (f o f)(x) = ax + b on obtient f'(z)f'(f(z)) = a.

On observe que h admet un unique point fixe o = b/(1 — a).

Si pour tout z € R, f(z) < x alors h(z) = f(f(2)) < f(x) < z ce qui est
contradictoire avec 'existence d’un point fixe pour h.

De méme, on ne peut avoir f(x) > z pour tout x € R. La continuité de f permet
alors d’assurer l'existence d’un point fixe & f (qui ne peut d’ailleurs qu’étre « car
un point fixe de f est aussi point fixe de h).

La relation

en x = o donne

Par suite si a < 0, S = 0.
b) On observe
h(z) =a(r — o)+«

h est une homothétie de centre o et de rapport a.
¢) On a
h™lofoh=h"tofofof=h"tohof=Ff

En itérant la relation précédente
(h—l)n ° f o h" = f
avec h"(z) = a+a"(z — ) et (h"1)"(z) = a+a " (z — a).
Supposons a € 10, 1[.
On peut écrire
fl@)= ()"0 foh™) = (h"1)"o f(a+a"(x - a))
Puisque a™ — 0 et que f est dérivable en «

flata™(x—a)) =a+ad"(z—a)f' () +o(a")
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donc
fl@)=(h"""o flata(z— @) = a+ (z—a)f (@) +o(1)

En passant a la limite quand n — 400, on peut affirmer que f est affine. Puisque
de plus « est point fixe, f est une homothétie de centre « et son rapport ne peut

qu'étre 1/a.
Dans le cas a > 1, la méme étude en partant de

hofoh™' =Ff

permet aussi d’affirmer que f est affine et d’obtenir la méme conclusion.

Exercice 6 : [énoncé]
Pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que

Vo €]0,a],(1 - WVa < f(@) - f(@/2) < 1+ W

Pour z €0, a], /2™ € ]0, ] pour tout n € N donc

(1 —e)Va/2n < f(z/2") = f(x/2"T) < (1 +e)y/w/2n+1
En sommant ces inégalités et en passant a la limite quand n — 400 on obtient :

1 1
mgf($)<(1+€)\/5m

La phrase quantifiée ainsi obtenue permet d’affirmer

VT
1-1/v2

(1—e)a

f(x)

Exercice 7 : [énoncé]

a) L’ensemble des points fixes de f est (f —Id)~! {0}, c’est donc une partie
fermée de [0, 1]. Etant fermée et bornée c’est une partie compacte. Etant de plus
non vide, cette partie admet un plus petit et un plus grand élément.

b) Soient a < b les deux éléments précédents. L’égalité f o g = go f donne
f(g(a)) =g(a) et f(g(b)) = g(b) donc a < g(a), g(b) < b. Considérons la fonction
continue p = f —g. On a p(a) =a—g(a) < 0 et p(b) =b— g(b) > 0 donc ¢
s’annule.

Exercice 8 : [énoncé]
k=1 o4 k
n

Appliquons le théoréme des accroissements finis & f~! entre 21 et o

e AL (8) o () (- 5)

En posant xy., = f~ (Yk.n), on a

k—1 k
<f($k:n)<*
n

n

En sommant les relations précédentes pour k allant de 1 a n on obtient :

. o _ n 1 l
1) = 740) ;—f,(xk’n)n

car
1

(f) (Wkn) = e

Puisque f~1(1) =1 et f~1(0) = 0 car f C! difféomorphisme croissant de [0, 1] sur
[0, 1], on obtient finalement,

S

= ['(@kn)

Exercice 9 : [énoncé]
C’est du cours.

Exercice 10 : [énoncé]
Par 1’égalité de Taylor-Lagrange (hors-programme) :
1
Vo €]0,7/2[,3¢ €10, z[,sinz =2 — 6393 cos(€)

Le réel 0, = £/x convient.
A défaut de connaitre, I’égalité de Taylor-Lagrange, par 1’égalité de Taylor avec

reste intégral
x )2
sinez =x — (@ ) costdt

Or pour t € [0,z], on a
cosx <cost <1
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avec inégalité stricte pour ¢ € |0, z[ donc
i </w(x_t)2 tar < &
—cosx " cos —
6 , 2! 6

Ainsi N ) 5
r—1 x
/ ucostdt = A— avec cosx < A < 1=cos0
0 2! 6
Par le théoreme des valeurs intermédiaires, on peut écrire
A = cos(z6,) avec 0, €]0,1]

Quand z — 0, 6, — 0 donc

1
cos(20,) = 1 — ~2%02 + o(x?)

2
puis
sine =z — 1:0 + ix502 + o(z%)
6 12
or . )
o 3 - 5
sine =z % + 20° > +o(z”)

donc 02 — 1/10 puis

0, —

o

Exercice 11 : [énoncé]

a) fest C®et f'(z) = % # 0 si, et seulement si, x # e — 1.

Le plus grand intervalle cherché est I =]—1,e — 1] sur lequel f est C* et sa

dérivée ne s’annule pas, f réalise donc un C* difféomorphisme de I vers |—oo, 1/e].

b) On a In(1 4 g(x)) = z(1 + g(z)).
En dérivant ¢'(z) = 1+ 2g9(z) + ¢*(z) + 2¢'(z) + 2¢'(z)g(x).
En dérivant a 'ordre n € N* et en évaluant en 0 on obtient

gt (0) = 29 +Z< )

On peut alors appliquer un raisonnement par récurrence forte pour obtenir
vn € N, g™ (0) > 0.
Ceci suffit pour conclure via la formule de Taylor-Young.

n—1
n—1
)9 (0) +ng ™ (0) +n Y ( . >g<’f+1><o>g
k=0

Exercice 12 : [énoncé]
a) 11 suffit de raisonner par récurrence. On obtient Py(z) = 1 et pour tout n € N,

Py =(2-3nX?)P, + X*P!

Par récurrence, pour n > 0, deg P,, = 2(n — 1).
b) f est continue en 0 et pour tout n € N*, f(")(z) — 0 dont par le théoréeme
r—r

« limite de la dérivée », on peut conclure.

c) P = 2 a toutes ses racines réelles.

f/(0)= lim f'(z)= lim f/(xz)=0 donc par une généralisation du théoréme
r—+00 T——00

de Rolle, on peut affirmer que f” s’annule sur ]0, +oo[ et |—o00,0[. Ses annulations
sont aussi des zéros de P, qui est de degré 2, donc P> a toutes ses racines réelles.
f" s’annule aussi en 0 et en +oo. Par la généralisation du théoréme de Rolle, on
obtient 2 annulations sur ]0, +oo[ et 2 annulations sur |—oo, 0] qui seront toutes
quatre zéros de Ps qui est un polynome de degré 4,...on peut itérer la démarche.

Exercice 13 : [énoncé]
Considérons

g:x = (z=b)f(a)+(a—2)f(b) + (b—a)f(z) - %(a— b)(b—z)(x —a)K

ou la constante K est choisie de sorte que g(c) = 0 (ce qui est possible).
La fonction g s’annule en a, en b et en ¢ donc par le théoréme de Rolle, il existe
d € I tel que g”(d) = 0 ce qui résout le probléme posé.

Exercice 14 : [énoncé]

a) Si f" est bornée sur R, I'inégalité des accroissements finis assure que f est
lipschitzienne donc uniformément continue.

b) Supposons que f soit uniformément continue. Pour ¢ = 1 > 0, il existe un réel
a > 0 vérifiant Va,y € R, |y — 2| < a = |f(y) — f(z)| < 1. En particulier, pour
tout z € R, |f(z + a) — f(z)| < 1. Or par le théoréme des accroissements finis, il
existe &, € |z, x + of vérifiant |f(z + o) — f(z)| = a|f'(€4)] et donc

|7'(&2)] < 1/a. Cette propriété est incompatible avec |f/(x)| — +o0.

(n—1-k) (0)

Exercice 15 : [énoncé]
La fonction f est définie et continue sur |0, 1].
Pour z € ]0,1], on peut écrire

/ dt
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o
intégrable sur ]0, 1] et par suite la fonction

x t_l
m»—>/ ¢ dt
1 t

est intégrable sur ]0, 1] car converge quand x — 0F.

D’autre part, il est bien connu que la fonction x +— Inx est intégrable sur ]0, 1].

On en déduit que f est intégrable sur |0, 1].

Exercice 16 : [énoncé]
Par un argument de parité, il suffit d’établir la convergence de

—+oo —+oo
) 2t
/ e’ dt = / *dt
0 0 2t
Formellement

.2 +oo .2
+oo +o00 it +oo it
2 2t e —1 1 e —1
1t zt
dt = dt = — dt
/0 ¢ /,OO 2t° [ 2it ] T 0 12
0

A . LS i$2 7 7’ . .
ol la primitive de 2te®®” a été choisie de sorte de s’annuler en 0.
Puisque les deux termes en second membre sont convergents, le théoreme
d’intégration par parties s’applique et assure la convergence de

/+0° et dt
0

Exercice 17 : [énoncé]

On a
sin(m/2 — [cos h
t 9 = -
o 0=n/2—h \| cos(m/2 — sin h \/E

donc 'intégrale est bien définie.

/2 +oo 2
/ Vtan6df = / 2Ldu
0 0

™
u=+'tan 0 1+U4 B %

apres calculs. ..

Exercice 18 : [énoncé]
On peut écrire
L4+ (t+14b)? = (t+i(b+1))(t +i(b—1))

Si b = +1 la fonction n’est pas intégrable sur R a cause d’une singularité en 0.
Si b # +1 alors la fonction f : t m est continue par morceaux sur R et

f(t) = O (%) quand ¢ — £oo donc f est intégrable sur R.
En procédant a une décomposition en éléments simples :

A , A
4 e 2 S | R N I
/ i) [ZIn(t +(+1) )—i—arctan(b_'_l)}_A 5 {Qm(t +(O-1)7)+

a1t (trib)2
/+oo dt B
Coo L4 (t+ib)2

— 5 = T
oo 14 (t+1b)2

Si |b] > 1 alors

Si |b] < 1 alors

Exercice 19 : [énoncé]
L’intégrabilité est entendue.
Par le changement de variable u = a?/t on obtient

oo Int T 2Ina —Inu
Prazdt= iz
0 t +a 0 a +u

oo Int ™
——dt = —1
/0 2 + a? 2 ¢

donc

Exercice 20 : [énoncé]
Par le changement de variable u = tan % 5 on parvient a I'intégrale
I /+°° 8u? du
o )1 2)? 4 (1 +2)?u) (1= )2 + (1 + y)?u?)

On peut réaliser une décomposition en éléments simples réelles de la fraction
rationnelle intégrée qui pour des raisons de parité sera de la forme

a b c
1+ u? + (1—x)2+(1—|—a:)2u2+ (1—9)%2+ (1+y)%u?
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avec ) )
az—i,bz—(l_x) U+2) et c=—
2zy 2z(z —y)(1 — ay)

sous réserve que = # y et xy # 0.

Puisque
/+°° du 1
0o a?+p%u of

vl 3

on parvient a

_r( 1 1— 22 1—y? _ T
1‘2( 20y 2z —y)(1—7y) 2y(x—y><1—xy>> 21— )

Les cas exclus x # y et xy # 0 peuvent étre récupérés par continuité.
Il m’a peut-étre échappé une démarche plus simple. . .

Exercice 21 : [énoncé]

On peut prendre f nulle sur [0, 1], puis pour chaque intervalle [n,n + 1] avec

n € N*| la fonction f affine par morceaux définie par les nouds f(n) =0,
f(n++5)=n, f(n+ %) =0et f(n+1) =0 ce qui définit une fonction f positive

continue vérifiant f:+ f= # et donc intégrable sur R™ bien que non bornée.

Exercice 22 : [énoncé]
a) L’intégrale étudiée est convergente comme le montre I'intégration par parties

T sint 1—cost]” ¥1—cost
/ sin dt:[ cos } N / (2:os gt
o 1t t o Jo t

b) La fonction ¢ — sint/t peut étre prolongée en 0 en une fonction continue sur R.
Soit F' sa primitive s’annulant en 0. On a f(z) = l+imF — F(x). La fonction f est
o0

donc de classe C! sur R et

sin x

J'(@) = ~F'(x) =

X

¢) Par intégration par parties,

/0 f(t)dt:[tf(t)]g—/o tf’(t)dt:xf(a:)+/0 sintdt

400 : +oo 400
t t t
/ sin g — { cos } 7/ co; gt
Tt t, Lt

Or

donc

Enfin
T cost sint] ™ o0 gint
2 = 2 -2 5 d
= t t - =
avec . .
sint 2dt 1
= t = t T
donne

Finalement f0+oo f(t) dt converge et

/0+Oof(t)dt:1

Exercice 23 : [énoncé]
a) Par récurrence 0 < u,, < ug/2".

b) In(2"* u,11) — In(2"u,) = In (M) N

Unp, /2
série convergente donc la suite (In(2"wu,,)) converge et finalement (2"u,,) converge
vers un réel A strictement positif.

“+oo
c) Uup — A27" =271 3 2y — 2kHly, . Or
k=n
Ky, — 9k+1 2P w3 A%
2Mup = 27 Ukt ~ =g (2),".’2442%' . o
Par comparaison de reste de série convergente a termes positifs,

Jr
w, — A2~ 9 AL SN
mn

1 (un)3 Lo ;
—2 (%)" est terme général d’une

1 A3
24 22k T 18.2—3n -
k=n

Exercice 24 : [énoncé]

On a N
oot -of2)
n n
et
n3/? — {n3/2J +n=n+0(1)~n
donc

ef(lJr%)n _0 1
n3/2 — |n3/2| +n B n2

ce qui permet de conclure a une absolue convergence.
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Exercice 25 : [énoncé]

On a 1) 1)
-1H" - 11 1
In (1+ nae ): na _§n2a +O<n2a>

s L —1)" o -
Par le criteére spécial, ( na) est terme général d’une série convergente.

Par comparaison de séries a termes positifs

11 1 11
Tz O\ )Y T
est terme général d’une série convergente si, et seulement si, a > 1/2.
Finalement, la série étudiée converge si, et seulement si, a > 1/2.

Exercice 26 : [énoncé]
On a

(1 C3) gm0 ) = G - 52 o ()

Par suite ) u, converge si, et seulement si, a = —1.

Exercice 27 : [énoncé]
Par comparaison série intégral,

Z In®k ~ n(lnn)?
k=2

donc
n< 1

Z ~ nlma(ln n)?
m2r

Unp
Par référence aux séries de Bertrand, > w, converge si, et seulement si, o < 0.

Exercice 28 : [énoncé]
V2 +1=n+ 3 +0 (%) donc u, = (7212;” + O (%) est terme général d’une
série convergente.

Exercice 29 : [énoncé]

En développant et aprés simplification, (2 4+ v/3)™ + (2 — v/3)" € 2Z donc

Uy, = —sin ((2 — \/g)"w) Puisque ‘2 — \/3’ <1, u,~—(2- V3)"T est terme
général d’une série absolument convergente.

Exercice 30 : [énoncé]

Par comparaison série intégrale :

Sia>0,u,~ ga—tll est terme général d’une série absolument convergente.
Si—1<a<0,u, ~ 7‘:;;11 n’est pas le terme général d’une série convergente.
Sia=-1, u, ~ ﬁ n’est pas le terme général d’une série convergente.
Sia< -1, u, /A0 et donc > u, est grossierement divergente.

Exercice 31 : [énoncé]
On remarque
Up, 2 Ugn + Ugng1 + -+ + Ugnt1_q

de sorte que
n gn+l_

1
E Vg 2 g U
k=0 k=1

Ainsi, si > u, diverge alors Y v, aussi par comparaison de séries a termes positifs.

Aussi L
Ugn + -+ -+ Ugnt1 1 = 5 Unt1

donc
2" —1 n
1
E (I 3 E Uk,
k=1 k=1
Ainsi, si Y u, converge alors > v,, aussi par comparaison de séries & termes

positifs.

Exercice 32 : [énoncé]
Supposons que Y v, converge. Pour n? < k < (n + 1)2,

v
0 <up <upz < —5
n
donc )
+1)2—-1
(nt2) (n+1)%2—n?
0< Z Uk X Un )
k=n?2
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ce qui permet d’affirmer que les sommes partielles de la série a termes positifs
> u, sont majorées et donc > u, converge.

Inversement, pour u, = —z on a v, = + de sorte que _ u,, converge et Y vy,
diverge.

Exercice 33 : [énoncé]
Pour ¢ € [0,1/n], on peut affirmer ¢t € [0,1/n] donc

< — sup |f(t) = f(0)]

™ te€l0,1/n)

£y dt =~ £(0)

0

Par continuité de f en 0, on peut affirmer,

sup |f(t) = f(0)] =0

t€[0,1/n]
et donc
1/n 1
f(E")dt ~ —f(0)
0 n
Ainsi £0)
0
Un ~ na+l

et Y u, converge si, et seulement si, o > 0.

Exercice 34 : [énoncé]

On a
1 1 " 1 1
:(1_a+0(a>> :eXp<_ DLl—"_o( al))
n n n n

Sia > 1 alors (un) ne tend pas vers zéro et > u, est grossiérement divergente.
Si a €]0,1] alors n?u,, — 0 et > u, est convergente.

Exercice 35 : [énoncé]

a) Le rapport “* tend vers 1 donc la suite (u,) est de signe constant a partir
d’un certain rang; quitte a passer a I’opposé on peut supposer u, > 0 pour n
assez grand.

Posons

wy, = In((n 4 1) upy1) — In(ntuy,)

On a

1 A
wn—/\ln<1+n>+ln<1n+vn>

est le terme général d’une série absolument convergente. Par conséquent la suite
(In(n*uy,)) converge et donc (n*u,) aussi.
b) Posons u,, = On a

n'c" .

Un+1 1—1+O(1>

Uy, 2n n?

En reprenant ’étude qui précéde on peut affirmer que n'/?u, — ¢ > 0 donc 3 u,
diverge.
Ce résultat peut étre confirmé par la formule de Stirling.

Exercice 36 : [énoncé]
On peut supposer a > 0 quitte a passer la suite a ’opposé.
Up+1 b—a

=1
Up, +nfb

a—

Posons v, = n® tu,. Inv,4, —Inv, =0 (1/n2) donc (Inw,) converge puis

avec A >0

Up ~

nb—a

Par conséquent > u,, converge si, et seulement si, b —a > 1.
(n —b)up+1 = (n — a)u,, donc

(n+ Dupg1 — nuy = (b+ Dupy1 — auy,

+oo
En sommant et en notant S = ) u,, on obtient (b+ 1)(S —a) — aS = 0 donc
n=0
b+ 1)«
S=-—"—
b+1—a

Exercice 37 : [énoncé]
a) Si a < 1 alors

S
ke
k=
et donc u, — 0sia€ 0,1, up, = 1sia=1et (u,) diverge si a > 1.
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n
Si a > 1 alors (E 130%) converge et donc (u,) aussi.
k=1
b)Casa<leta=1:u, =1, v, =0 et on peut conclure.

21nn+z—lna
Casa<letac[0,1]:4=0,v, =up, nv, =e k=1

SR
k*  a—1no—

k=1
Casa=1letac[0,1]:£=0,v, =u, =elrrtrte))ne _ \pna donc 30,
converge si, et seulement si, Ina < —1ie. a < —1/e.

+oo
>

Casa>1:40=ar=

— 0 car

f % +oo 1 /
”nzé(e AR BRI ke~ (a—1)no !
k=n-+1

Ainsi > v, converge si, et seulement si, o > 2.
Dans chacun des cas précédents, on peut appliquer le critére spécial aux séries
alternées et affirmer que ) (—1)"v,, converge.

Exercice 38 : [énoncé]
Pour t = —1,
m

(1) — —(m 4 1)(n + 1)

M:

=0 j=0
ce qui permet de conclure.
Pour t # —1,
n m n
L o 17(7t)m+1
1+] +j+1 _1)i4it+1
2D (YT =R ()t
=0 j=0 1=0
Quand m — +o0,
n o n it
>3 Y
‘ 1+t
i=0 j=0 i=0
si |t| < 1 et diverge sinon.
n ; t’H—l 1— (_t)n+1

z;(_l) AR FE P

1=

Quand n — +oo,

dm D (-

=0 j=0

Exercice 39 : [énoncé]
On a

12422 4. 4 n? —Zk2

z+j it

t
(1+1)2

= 0(n®)

n(n+1)(2n+1)
6

donc la série numérique Y m converge absolument

Apres décomposition en éléments simples

—+oo

n=

Exercice 40 : [énoncé]
Par sommation géométrique

N n
y ey
= 4dn +1

144

donc > (4;2: converge et

Enfin

N 1
— _44\n
nz_%/o(t)

1
212—|—22+-~~—|—n2 =18 —24In2

1 4\N+1
1—(—t
dt:/ 7( ) dt

0

1L+t4

4N +5

1 4\N+1 1
—t 1
/ Hdt’g/ AN gt = =0
0 0

/1 a1
o L+t 42

Exercice 41 : [énoncé]

23] k
Le terme u,, = Y (_1912) est bien défini en tant que reste d’une série satisfaisant

k=n
au critére spécial des séries alternées.
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Pour N < K entiers,

N K (1) N k (1) K N
P D D DD D =a kD DIDY

n=1k=n k=1n=1 k=N+1n=1

D’une part

k=1n=1 k=1
D’autre part
- (D (D
X2 m N Y
k=N+1n=1 k=N+1
En passant a la limite quand K — +o0
N N +00 &
N DR (=1
Z Un = Z k +N Z 2
n=1 k=1 k=N+1
Or
+oo (_1)k 1
Z ;=0 N2
k=N+1
donc quand N — +o0,
N +o0 (_1)k
D un =) S
n=1 k=1
Ainsi > u, est convergente et
“+ o0
Z Uy, = —1n2
n=1
Exercice 42 : [énoncé]
a) On sait
1
H, = 7= In(n) + v+ o(1)
k=1
donc

b) Si on sait

les choses vont assez vites. .. mais sans doute ’examinateur souhaitera la
démonstration de ce résultat.

3n n 3n
1 1 1 1 k—1
p=Y (1= ) =Y (1 > I ——
a k_1k+n< k;) k_1k+n< k>+ n( k>

k=n+1
avec s
- E—1
Z In (k) =1In3
k=n-+1
donc

g 1 " 1
an—)\zgk—kln(l—k)—;k—i-ln(l—k)

Or > % +1In (1 — %) est absolument convergente car

1 1 1
Syl )~
k+n< k) 2k

donc a,, — A = R, — R3,, avec
+oo
1 1
n = —+In(1-+
R ZkM( k)
k=n+1

Or par sommation d’équivalent sur des restes de séries convergentes a termes de
signe constant,

R | 1
R, ~ —_—~ =
Z 2k2 2n

k=n-+1

(le dernier équivalent s’obtenant, soit par comparaison série intégrale, soit par
1 1 . , .
B2 RRSD et sommation télescopique).

Au final

Exercice 43 : [énoncé]

a) Apres caleuls, |f/(z)] < 2/2%

b) Par intégration par parties

S F® At = [(E— (n— DFOI_, — [, (t— (n—1)f/(£) dt donc

lun| < [T (t—=(n=1))[f'(¢) dt < [ | |f'(t)| dt. L’intégrabilité de f” suffit
pour conclure.
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¢) Si la suite (cos(Inn)) converge alors la suite extraite (cos(n1n2)) aussi. Notons
¢ sa limite. Comme cos((n + 1) In2) 4 cos((n — 1) In2) = 2cos(n1n 2) cos(In2) on
obtient & la limite 2¢ = 2¢ cos(In2) et donc £ = 0. Comme

cos(2n1n2) = 2cos?(n1n2) — 1 on obtient & la limite £ = 2¢% — 1 ce qui est
incompatible avec ¢ = 0.

d) [ | f(t)dt = — cos(Inn) + cos(In(n — 1)). La divergence de la suite (cos(Inn))
entraine la divergence de la série ) f:_l f(t)dt et puisque la série > u,, converge,
on peut affirmer que > f(n) diverge.

Exercice 44 : [énoncé]
Supposons la série > v,, convergente. On a v, — 0% donc 1 + n?u,, — 400 et on

en déduit 1

n2u,

Uy ~
puis

1

VUnUp ~ —

n

Par comparaison de séries a termes positifs, il y a divergence de la série Y |/t vy.
Or, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

n 2 n n n +oo
(ZF) S
k=0 k=0 k=0 k=0

k=0

On en déduit la divergence de la série Y uy,.

Exercice 45 : [énoncé]

a) La suite (un)n>0 est positive et décroissante.

Par convergence dominée, u,, — 0.

b) Par 'absurde, si > u,, converge alors, par le théoréme d’intégration terme &
terme de Fubini on a

7\'/2 1
Zun:/ —d$
0 1 —cos (g smx)

avec convergence de l'intégrale.

Or, quand z — 0"
1 8

1fcos(

Z sinz) e
et donc l'intégrale diverge.
On en déduit que la série Y u, diverge.

Exercice 46 : [énoncé]
Par le changement de variable v = nt

+oo
I, = / flu/n)e ™ du
0
Par convergence dominée, sachant

[flu/n)] < NIflle™ = ¢(u)

avec @ intégrable, on obtient

+oo
I, — /0 f(0)e ™ du = f(0)

Exercice 47 : [énoncé]

Pour = > 0,
X ()"
x _ xlnx __
at ="M= —
n=0
donc
1 +oo
*dr = / f
/ o 27
avec ( )
zlnzx)™
folz) = -

Les fonctions f,, sont continues par morceaux, » . f, converge simplement vers une
fonction continue par morceaux sur |0, 1].
Les fonctions f, sont intégrables et

1"z (Inz)™
[ = [ S,
10,1] 10,1] n:

1 1 1
/Ex"(lnx)”dx: {Mx"+1(lnx)"] -

)

Or
n

n+1

1

/ z"(Inz)" 'dx
€

donc quand € — 0

n
2"(lnx)"de = — / 2" (Inz)" ' dx
/10,1] nt 1o
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Ainsi

_1 1 1 _1 n |
/ 2"(Inz)"dz = (—1)" non / 2" dx = _(=)mal
10,1] n+tln+l n+1) (n+1)n+t

Par suite
/|nuu

et il y a convergence de la série > fo [ fn]
Par le théoreme d’intégration terme a terme, on obtient que l'intégrale f]

est définie et
v qy — Z f )d Z+°° =Dt
¥ dx = n T = RS

=0

n—+ ]_)nJrl

xT
0117 dz

puis le résultat voulu.

Exercice 48 : [énoncé]
On applique le théoreme de convergence dominée en exploitant f bornée car
continue sur segment. On obtient

[;ﬂwmw»ﬂm

Exercice 49 : [énoncé]
a) Par intégration par parties on obtient une relation de récurrence qui conduit &

1 Im)
/ (1= ) dy = —
0 (n+m+1)!

En posant u,, le terme général de la série étudiée, on observe % — i
n
assure la convergence de la série.
TL
) S_1= Z fo

n=1
valeurs absolues, on peut permuter et obtenir

ce qui

)"~ dx. Par convergence de la série des intégrales des

Puisque

2n + 2 _ 4n+2 2n
n+1) n+l1 n

on observe
4 2 1 1

- - (%)
o + 2 n+1l/(9op+2 on
() ) ()

En sommant pour n allant de 1 a +o00, on obtient

(3-2) (o)

1+25_,4
3
¢) On multiplie la relation (x) par (n + 1)? et on développe le (n + 1)P du second

membre et en sommant comme ci-dessus, on saura exprimer 35, en fonction des
S, avec ¢ < p.

puis

So =

Exercice 50 : [énoncé]
Quand p — o0,

1 1
o) = oy = T =@
On a
Fa) = fye) = LD 1

(L+ ) H/p

Or, pour « € ]0, 1], la fonction x +— (1 + )* est concave ce qui permet d’affirmer

0<(1+2)*<1l4+azx

pour tout z > 0 et donc

1 x 1 =x

1
|f(z) = fp(@)] < p(l+x)+/r Splta “p

Puisque [ f = fpll o g+ < %, la convergence est uniforme sur RY.

Exercice 51 : [énoncé]

On remarque de f(1 —z) = f(x). Pour étudier le comportement de

(fn(a)) = (f™(a)), on peut se limiter a a € [0,1/2]. Etudier le comportement de
(f™(a)) équivaut a étudier la suite récurrente définie par ug = a et u,r1 = f(uy).
Une étude élémentaire permet d’affirmer qu’elle est croissante. Si a = 0, cette

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 4 juin 2013

Corrections 28

suite est en fait constante, si a > 0 cette suite converge vers une limite qui ne peut
quétre 1/2. On peut alors affirmer qu’il y a convergence simple de (f,,) vers la
fonction f:x+— 1/2 si €0, 1] et 0 sinon. Par non continuité, il y a non
convergence uniforme sur [0, 1]. En revanche la croissance de f sur [0, 1/2] permet
d’assurer que Va € 10,1/2], Vo € [a,1/2], fn(z) = fn(a) ce qui permet de justifier
la convergence uniforme de (f,) sur [a,1 — a] pour a € ]0,1/2].

Exercice 52 : [énoncé]

Si jw| > 1 alors
1 1 X

Z’I’L

Z—w w wn
n=0

et la convergence normale sur U de la série assure la convergence uniforme d’une
suite de polyndmes vers z —

zZ—w"
Si |w| < 1, on peut remarquer que pour k € N,

T gmikd = it (k1))
. do = wn/ e nt kD)0 qp = 0
| srgae=2

Si z — P,(z) est une suite de fonctions polynomiales convergeant uniformément
sur U vers z — ﬁ alors

2 27
, 1 de
(e0) — dé / 5 #0
0 e —w  notoo Joo e —w|

2 (€10) — df = 0 et conclure &

Or par le calcul précédent, on peut affirmer fo
une absurdité.

Exercice 53 : [énoncé]

a) ((2) ——— 1L

b) Le rayon de convergence de la série entiére vaut 1.

Pour x =1, 11 y a divergence car C( )~ o

Pour x = —1, il y a convergence en Vertu du critére spécial des séries alternées
sachant que la suite ¢(n) est décroissante positive.

c) Par les séries entieres, F est de classe C* sur |—1,1].

Par application du critere spécial des séries alternées permettant une majoration
du reste, on établir la convergence uniforme de la série de fonctions sur [—1,0] et
donc la continuité de sa somme en —1.

d) Pour z € |-1,1],

+o0 400 +00 s

=23

n=1 n=1p= 1
n gt
On peut permuter les deux sommes car ) | %5 | converge et . > |5t
p=l n=1p=1
converge.
400 400 n + o0
S S S ()
p=1n= 1 p=1

et on ne peut faire plus simple.

Exercice 54 : [énoncé]

a)
In fri1(z) —In fr(z) = zln <1 + i) +In(n+1)—In(z+n+1)=0 (;)

La série Y In f,41(z) — In f,(z) converge donc la suite (In f,,(x)) converge puis
(fn(z)) converge vers un réel strictement positif.

b)
InT'(z) = ngr—ir-loo <x Inn + ;lnk — ’;)ln(x + k:))

avec zlnn + Z Ink— Z In(z+k)=zlnn—Ilnz — Z In(1+%).

=1 k=
Or la série Z (f —In (1 + )) est absolument convergente car de terme général
en O (1/n?) et
n n T
kz_l(—ln( k))—xlnn+vx+0(1)—;ln(l+k)

donc N
T T
nr—yr+ ng:1 " nil+ "

¢) Posons fn(z) =2 —In(1+ £) pour z > 0 et n > 1. f, est C', 3 f, converge
simplement et f] (z) = ce qui permet d’affirmer > f/ converge

InT(z) =

n(nz—&-ac)
normalement sur tout segment|a, b] C RT*.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 4 juin 2013 Corrections 29

Exercice 55 : [énoncé] et donc la série est absolument convergente.
a) I =R™T. La fonction S est définie sur |—1,1[.
b) Pour [a,b] C RT™*, Posons u, () = 15
< nbe " uy, est de classe Ct, 3" u,, converge simplement,
unlloo o) < —2 1
n®+1 )
n—
donc > u, est une série de fonctions continues convergeant normalement sur tout ul(x) = e
+* n (1 + xn)Q
segment de R™*.

¢) Apres étude de variation, done pour a € [0, 1],

1 |l o a1 < nA™
HunHoo,RJr =u,(1/n) ~ o nlloo,[~a,a]

-1

ce qui assure la convergence normale de > w sur tout segment de |—1,1].

Il y a convergence normale si, et seulement si, o < 2. Par suite la fonction S est de classe C1.
¢ S(0 1 d S L
- - ( ) = 5 onc (13) 0 5
1 > 7k:/n > - —k/n
Z ur(l/n) = Z k2+1 n, Z k:2—|—1 2n Z ¢ Pour = € [0,1],
k=n+1 k=n+1 400 +00
- pn(p+1)
o ) EEONIE
1 R | n=1p=0
- -V 5 —
2n Z ¢ 2nl—el/n " 2 400
k=nt1 Puisque Y |(—1)P2"®P+D)] converge et > Z |(=1)P2™®+D]| aussi, on peut
oo p=0 nz1p=0
donc Y wg(1/n) ne peut tendre vers 0 quand n — +oo. permuter les deux sommes et affirmer
k=n+1
S’il y avait convergence uniforme sur RT alors 1 ¥ P+
_ - _1)P
9] 0o S(.I‘)—2+ _0( 1) 1 — gpt1
0< > w(l/n) < > Jukllyy —0 "
k=n+1 k=n+1 On a alors
+oo
ceci est a exclure. 1—2)8(x) = 1_1:.4_ )P, (z)
e) Si S est continue en 0 alors ( )5z) 2 z;)( Junl
0 avec uy(z) = 2P =21 pour z € [0, 1].
0< Z uk(l/n) < S(1/n) = 5(0) =0 La fonction u, est contmue sur [0, 1] et prolonge par continuité en 1 en posant
ket up(1) = 1/(p + 1.

ce qui est encore & exclure. Le critere spécial des séries alternées s’applique a la série > (—1)Pu,(x) et donc

o0
k

. p ) — <
Exercice 56 : [énoncé] Z (=D"uk(2)| < upta(2)
Pour |z| > 1, la série est grossiérement divergente. k=p+1 oo
Pour |z| < 1 . s - -

1 ’ " . et une étude de variation permet d’affirmer u,11(x) < p—iz. Ainsi, la série > u,

1+azn z converge uniformément sur [0, 1] et donc sa somme est continue en 1. Cela permet
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d’affirmer N
= (1P
1-— =1In2
st o 3
p=0
et finalement
In2

~Y
z—1- 1 —x

Exercice 57 : [énoncé]

Si z =1 alors u,(z) =0 — 0. Si z € ]0,1] alors u,(z) — 0. La suite (u
simplement vers la fonction nulle.

ul (x) = n%™ —notlan=1(1 —2) = %" (n — (n+ 1)z).

1 1 "
lunll . = up [ —— ) =n® 1—
o0 n+1 n+1 n—+1

Or L ~ L gg (177)11:6

n) CONVerge

nin(1--%5) _ _1+0(1)
T - T 1) = ¢ — e donc

o ~ en®~!

Il y a convergence uniforme sur [0, 1] si, et seulement si, o < 1.

Pour tout z € [0,1], " u,(x) converge, ||u,| ., ~ en® !, il y a donc convergence
normale sur [0, 1] si, et seulement si, o < 0.

Pour o > 0, up(z) 2 2™(1 — x) = v, ().

Or
= n = n 1 =3 n b 1
> = %7
ZUk(n—i—l) k;n: vk<n+1> n+1k_§n:+l<n+1> e

k=0 +1

donc

+o0 n too
1
> () A S
k=0 k=0

La série Y v, ne converge donc pas uniformément vers [0, 1] et par suite Y uy,
non plus.

Enfin pour @ <1, on a |[un||o 9 o) = un(a) et donc (un,) converge uniformément

sur [0,a] et > u, converge normalement sur [0, a] pour tout e € R.

Exercice 58 : [énoncé]

Remarquons que pour tout ¢ € [0,1], t — ¢ € [0,1/4]. Pour z € [0,1/4],

1

z ||tn | o ,[0,1/4] < 1 ||Un||00,[0,1/4]

|untr(z)] <

donc aisément ||u, ||
x €00,1],

50,0,1/4] S ﬁ puis, par la remarque initiale, pour tout

1

|Unt1(2)] < ||“n||oo,[o,1/4] < an

donc [[un+1 o 0,17 < + et 3" u, est normalement convergente.

Exercice 59 : [énoncé]
a) Par la régle de d’Alembert la série converge pour tout (s, A) € R** x C.
Ay 1 ]0; +o0l.

b)
Fy 1
(5) < +Z (s+1). s—i—n))
Or
A"
1+Z (s+1)...(s+mn) nzo n! -
donc Fy(s) PR 0.
¢) Puisque
A" A
(s+1)...(s+n)| = n!

ilya converge normale sur R™ de la série des fonctions continues
S Ceci permet d’affirmer

9+1) (s+n)"
143 DIEEE
(s+1)...(s+n) s— — n!
et donc
o
F ~
)\(S) s—0t S

d) Par intégrations par parties successives :

1 !
n!

1— s—1 " dy =
/0 L=y y" dy s(s+1)...

400 A" 1
A=Y o7 [ o= tray
n=0
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Par convergence de la série des intégrales des valeurs absolues, on peut échanger

somme et intégrale :

Fy(s) = / AU(1L — ) dy

Exercice 60 : [énoncé]

On a
n! 1x2
< x 1= o(z)
it +1)(z+2)
k+x (@
B
avec @ intégrable sur [0, +00l.
Quand n — 400,
' n
In nni :—Zln(l—F%)—)—oo
Il (k+2) k=1
k=1

car In (1 + z/k) ~ x/k terme général d’une série & termes positifs divergente.

Par suite
n!
w0
IT (k+=z)
k=1
puis par le théoreme de convergence dominée
+o0 |
n!
lim ——dzx=0

n—-+oo

0] (k+2)
k=1

Exercice 61 : [énoncé]
a) Pour ¢ € ]0,1[, on peut écrire

ot io +nb—1
_ 71)nta nb—
; (
14+t o
Posons . (i)
1— (_1)n+1t n+1)b
. kjat+kb—1 _ ja—1
Spit Y (=1 =t WD

k=0

Les fonctions S, sont continues par morceaux et la suite (S,,) converge
simplement sur ]0, 1[ vers la fonction

tafl
S:it— ——
1+¢b
elle-méme continue par morceaux.
De plus
2ta—1
1Su (0] < T = 2(0)

avec  intégrable sur ]0, 1].
Par convergence dominée, on obtient

1 1 ta—l
/OSn(t)dt—>/0 L

avec convergence de 'intégrale introduite.

Or
1S d < ! kia+kb—1 . (_1)k
(1) dt = _1)kgathb-
IR0 kz_o/o( ) T

donc

+oo (_1)17, 1 ta—1
Z = p dt
—a+ nb o 1+t

avec convergence de la série introduite..

b) Apres calculs
+oo 1
-1)" dt 1
v :/ S =24+
S dnt+1 g 1+t 3 33

Exercice 62 : [énoncé]
Pour t € ]0,1[, on peut écrire

Int = om
= > " Int
n=0

1
-1
" Intdt = ——————
/o ! (2n + 1)2
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Sachant que la série des intégrales des valeurs absolues converge, le théoreme
d’intégration terme a terme de Fubini donne

1 +oo
Int . 1 32
/0 —pdt= Z(2n+1)2_ 4

n=0

avec en substance la convergence de I'intégrale étudiée.

Exercice 63 : [énoncé]
- P
La série _ a, 7 est convergente car

tP tP
%mlsu%mmﬂ

De plus sa somme est continue car on peut aisément établir la convergence
normale sur tout segment.
Enfin

+oo P .
> | S [(an)ll €

p=n

permet d’assurer ’existence de 'intégrale étudiée.
Posons

La série de fonction Y f, convergence simplement.
—+oo

Les fonctions f, et Y f, sont continues par morceaux.
p=n

Les fonctions f, sont intégrables sur [0, +00] et

1
:OQHJ
est terme générale d’une série convergente.
Par le théoreme d’intégration terme a terme de Fubini, on obtient

e 2t = v = ap
e () a=X g

p=n

e Jal
[ ipmla= g

Enfin, cette expression tend vers 0 en tant que reste d’une série convergente.

Exercice 64 : [énoncé]
Posons
fnix— (=1)te "

Les fonctions f, sont continues et en vertu du critere spécial des séries alternées,
on peut affirmer que la série Y f,, converge simplement sur |0, +o0o[. De plus, par

le critere spécial des séries alternées, on a

+oo

Z (_l)ke—akm

k=n-+1

—An4+1T
<e ot

| Ry (2)| =

ce qui permet d’établir que la série Y f,, converge uniformément sur tout segment

de ]0, +oo[. On en déduit que la fonction
+oo

S:x— Z (=1)"e= "
n=0

est définie et continue sur |0, o0l
Pour intégrer terme a terme, exploiter les sommes partielles et le théoreme de
convergence dominée. Posons

n
Sp i x> Z (—1)ke—ar®
k=0

Les fonctions S,, sont continues par morceaux et la suite (S,,) converge
simplement vers S elle-méme continue par morceaux.
En vertu du critere spécial des séries alternées, on a

0< Sp() < e ™" = p(a)

avec @ intégrable.
Par convergence dominée, on obtient

/0+°° Sp(x)de — /0+OO S(x)dx

avec convergence de 'intégrale introduite.

Or
+oo 2 de — n +oo B ke—akw e n (_1)k
/ &Ud—gﬁ (e =Y S

k=0

donc

SV SR
> —— = /O > o (=1)retda
n=0 n n=0

avec en substance convergence de la série.
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Exercice 65 : [énoncé]

Pour ¢t > 0,
+oo
o (tlnt)™
=2 (D"
n=0 ’

Par intégration par parties

! no (=1l
/0 (tlnt) dt*i(n+1)n+1

La convergence de la série des intégrales des valeurs absolues assure la
convergence de I'intégrale du second membre et permet d’échanger somme et
intégrale pour obtenir

1 +oo 1
—t _
/0 tde = Z (n + 1)(n+1)

n=0

qui permet de conclure.

Exercice 66 : [énoncé]
On sait que la fonction ¢ est continue.

“+o0o
L@ =D de= [ 5 fedravee ;7 5 = o

2 2 2 ne n2lnn’

ne
La convergence de la série des intégrales des valeurs absolues assure la
convergence de l'intégrale du premier membre et permet de permuter intégrale et

“+o0
somme. On obtient alors f;oo () —Ddax = >

n2lnn’
n=
Exercice 67 : [énoncé]
Posons
faroo —
" n(1+ n2x2)
Sachant
2|nz| < 1+ n?a?
on a

1
@) < 5.5

On en déduit que la série de fonctions Y f,, converge normalement sur R.
Les fonctions f, étant continue, la somme S est définie et continue sur R.

Les fonctions f,, sont de classe C' et

1 — n2z?
’ _
fn(x) - ’/l(l +TL2I2)2
Soit a > 0. Pour |z| > a,
1+ n2z? 1 1

(@)l < =

= n(1 4+ n2z2)2

<
n(l+4+n2z2) = n(l+ n2a?)

On en déduit que la série de fonctions Y f/ converge normalement sur tout
segment de R*.

La somme S est donc une fonction de classe C! sur R*.

Montrons que la fonction S n’est pas dérivable en 0.

1S S(0 *+Oo !
;( (z) — ())*;m

Par comparaison avec une intégrale

+oo
S -s0)> [ 7

1+ t222)

8

Par le changement de variable v = tx

+oo
<amfsm»>/‘ w(h oo

1+ u2) z—0+

1
T

car la fonction positive u — 1/u(1 + u?) n’est pas intégrable sur ]0, 1].

Exercice 68 : [énoncé]

T/2 _
Onau, > v, = 0/ e~ tcos?™ tdt.
Si la série numérique > u, converge alors, par comparaison de série & termes
positifs, la série > v, converge aussi. Par le théoréme d’intégration terme & terme

de Fubini, il y a alors intégrabilité sur ]0,7/2] de la fonction

—t —t

= e e
E e teos?t = 5T = =3
1—cos?t sin“t

n=0

Or quand ¢t — 0t
et 1
sint 12
qui n’est pas intégrable sur |0, 7/2].
C’est absurde, on en conclut que la série Y u,, diverge.
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Exercice 69 : [énoncé]
a)x =3 (x+y)+ 3 (z—y) donc

2] < max {[lz +yl, |z —yl}
Aussi [ly|| < max {[|lz +yl|, |z — y[|} donc
]l + llyll < 2max {|[z + yl|, |z — v}

b) Sur R? avec ||| = |||, il ¥ a égalité pour = = (1,0) et y = (0,1).
¢)
2 2 2
(Ul Ty lD)™ < 2" + 2 |yl

Orz=3(z+y)+ 3 (zr—y) donne

2 1 2 2 2 2
lall® = 5 (llz + 9> + 2 =y + 2 1all” - 2 1y

aussi )
2 2 2 2 2
lol® = 5 (llz + oIl + 1o = yl* = 2 )2l* + 2y
donc )
2 2 2 2
lall® + l1yl> < 5 (e + I + ll= = yI1*)
puis

2 2
(=]l + [lyl)™ < 2max {||z + yl|, [l — v}

qui permet de conclure.
d) Non, sur R?, il y a égalité pour z = (1,0) et y = (0, 1).

Exercice 70 : [énoncé]

a) |||, : E— R" est bien définie.

Si|lf ||q; = 0 alors par nullité de I'intégrale d’une fonction continue et positive,
t— |f(t)|¢(t) est nulle. En dehors des valeurs ou ¢ est nulle, la fonction f
s’annule. Or ¢ ne s’annule qu'un nombre fini de fois, donc par un argument de
continuité, f s’annule aussi en ces points et finalement f = 0.

Les propriétés [|Af[l, = [A[[f]l, et [[f 4+ gll, < [fll, + llgll, sont immédiates.
b) Considérons la fonction ¢o/p;. Cette fonction est définie et continue sur le
segment [0, 1], elle y est donc bornée et il existe M € RT vérifiant

Va € [0,1], p2(2) < M1 (x). On en déduit ||.[|, < M|[|.[,,. Ainsi |.[|,, est

dominée par | .||, et par un argument symétrique | .||, est dominée par [|. || .

¢) On a facilement || . ||, <||. ||,

Pour f,(z) = (1 — )", on a

Il = 5
"z (4 1) (n +2)
et
Il 2 = -
et (1) (n+ 2)(n+ 3)
donc il n’existe pas de constante M > 0 telle que || .|, < M||.||,2. Les deux
normes || .|, et [|.|[,» ne sont pas équivalentes.

Exercice 71 : [énoncé]

a) L’application N : E — R™ proposée vérifie aisément N(A\f) = |\ N(f) et

N(f+g) < N(f)+ N(g). Le probléme est 'obtention de N(f) =0= f = 0.

Par récurrence sur d € N*.

Cas d=1: E = Vect(g) avec g # 0. Un réel a; € [0, 1] tel que g(a;) # 0 convient.

Supposons la propriété au rang d > 1.

Soit E un sous-espace vectoriel de dimension d + 1 de C°([0,1],R). Il existe une

fonction g non nulle élément de E et il existe aqg+1 € [0, 1] tel que g(ags+1) # 0.

Considérons alors H = {f € E/f(aq+1) = 0}. On vérifie aisément E = H @& Vectg.

Puisque H est alors de dimension d, on peut appliquer I’hypothése de récurrence
d

pour introduire (ay, ..., aq) € [0,1]% tel que h— 3 |h(a;)| soit une norme surH.
i=1

d+1
Considérons alors N : f € E — i |f(a;)| et montrons N(f)=0= f=0.

i=1
Supposons N(f) =0 et donc |f(a1)| = ... =|f(aq)| = |f(ag+1)| = 0. Puisque
E = H @& Vectg, on peut écrire f = h+ Ag avec h € H et A\ € R. La propriété
|f(ag+1)] = 0 entraine A = 0 et la propriété |f(a1)| = ... =]f(aq)| = 0 entraine
alors h = 0. On peut donc conclure f = 0.
Récurrence établie.
b) Introduisons E' = E 4 Vectf de dimension d ou d + 1. Sur E’, on peut
introduire une norme du type précédent et I’hypothese de convergence simple
donne alors que (f,,) tend vers f pour la norme considérée. Or sur E’ de
dimension finie toutes les normes sont équivalentes et donc (f,,) tend aussi vers f
pour la norme || .|| ce qui signifie que (f,) converge uniformément vers f.
Il reste & montrer que f € E. Par Pabsurde, supposons que f ¢ E. On a alors
E’ = E & Vectf. Considérons alors la projection p sur Vectf parallelement & E.
C’est une application linéaire au départ d’un espace de dimension finie, elle est
donc continue. Or p(f,) =0 — 0 et p(f) = f # 0. C’est absurde.
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Exercice 72 : [énoncé]

Soit ¢ : U — U morphisme continue. L’application § € R — o(e?) est continue et
a valeurs dans U donc par le théoréeme de relévement, il existe une fonction

¥ : R — R continue vérifiant ¢(e?) = e¥(®) pour tout § € R. Puisque ¢ est un
morphisme, on obtient : V0,0 € R, (04 0") — (¢¥(0) + ¢(0')) € 2xZ. Or
I'application (0, 0") = (6 + 0") — (1(0) + (0")) est continue sur le connexe R?,
son image est donc connexe et cette application est donc constante. Sans perte de
généralités, on peut désormais supposer V6,60 € R, (0 + 0') = 4(0) + (0").
L’application 1 apparait désormais comme étant un endomorphisme continue de
(R, +) dans lui-méme, il est alors connu qu’il existe a € R tel que

V0 € R, (0) = af. De plus, puisque p(e?™) =1, a € Z et finalement ¢ : z — 2%
pour un certain a € Z. Réciproquement ces applications sont des endomorphismes
continus de (U, x).

Exercice 73 : [énoncé]
Considérons ay, . . ., ag des réels deux & deux distincts et ¢ : Ry [X] — R4*!
définie par

¢(P) = (P(a), .-, P(aq))

L’application ¢ est un isomorphisme de R-espaces vectoriels de dimensions finies,
c’est aussi une application linéaire continue car les espaces engagés sont de
dimensions finies et il en est de méme de 1.

En notant f la limite simple de (f,), on a ¢(f,) — (f(ao),- .., f(ag)). En notant
P Pélément de R, [X] déterminé par ¢(P) = (f(ao),- .., f(aq)), on peut écrire
©(fn) — @(P). Par continuité de I’application ¢!, on a donc f,, — P dans

Rq [X]. En choisissant sur Rq [X], la norme équivalente | . || (, 5, on peut
affirmer que (f,,) converge uniformément vers P sur le segment [a, b].

En particulier (f,) converge simplement vers P et en substance P = f.

Exercice 74 : [énoncé)

Si la forme linéaire est continue assurément son noyau est fermé car image
réciproque du fermé {0}.

Inversement, supposons que ¢ est une forme linéaire discontinue.

Pour tout k € Rt il existe alors € E tel que

o(@)] > k||

En prenant k = n € N, on définit ainsi une suite (z,,) d’éléments de E vérifiant
pour tout n € N
[p(zn)| > |z

Posons alors 1

p(2)
On a p(y,) =1 et |lyn]| < 1/n donc y, — 0.
Considérons enfin z, = y, — yo.

On a ¢(z,) =0 et donc z, € ker g et z, — —yo ¢ ker¢.
Ainsi ker ¢ n’est pas fermé.

Yn = T

Exercice 75 : [énoncé]
a) Notons C ’espace des suites convergentes de ¢>°(R).
Soit (u™) une suite convergente d’éléments de C' de limite u™.

Pour chaque n, posons £ = limu™ = lirf uyy . Puisque la suite (u”) converge
p——+oo

celle-ci est de Cauchy pour |||, ce qui permet d’établir que la suite réelle (£) est
elle-méme de Cauchy. Posons ¢*° sa limite. Puisque
|ug° - €°°| < fugo - ug| + |ug - €”| + |€™ — £°°| on peut par les epsilon établir

lim wuS® = £,
p—+oo

b) Notons A l'espace des suites dont le terme général est terme général d’une série
absolument convergente.

Soit (u") la suite définie par ¥n € N*,Vp € N, uy = W

La suite (u™) est une suite d’éléments de A et une étude en norme ||| permet
d’établir que u™ — u™ avec up® = pﬁ. La suite ©u® n’étant pas élément de A, la
partie A n’est pas fermée.

Exercice 76 : [énoncé]
a) Cf. cours.
b) Supposons (ab) € F — (ay).

+oo —+oo
> =) an
n=0 n=0

donc (a,) € F et F est fermé.
Soit a = (an) € F (il en existe). Posons e = (1,0,0,...).

+oo
< Z |a? —ap| — 0
n=0

Va>0,a+ae ¢ Fet |la— (a+ae)|| =a

donc B(a,a) ¢ F et F n’est pas ouvert.
Posons o? = (p+ 1, —p,0,0,...).

aP € F et ||?]| = 400

donc F' n’est pas borné.
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Exercice 77 : [énoncé]

Soit P € O,,. En notant x1 < ... < x, ses racines, on peut écrire

P=a(X —z1)...(X —z,) avec a # 0.

Posons y1,...,Yn—1 les milieux des segments [z1, z3], ..., [Tn_1,Tn].

Posons aussi yo € |—00,21] et y,, € |Tp, +00].

P(yo) est du signe de (—1)"a, P(y;) est du signe de (—1)""'a,..., P(y,_1) est
du signe de (—1)a, P(yy) du signe de a.

Considérons maintenant application f; : Q € R, [X] — Q(v;).

L’application f; est continue et donc f;(=R1*) est une partie ouverte de R,, [X].
Considérons U intersection des f ' ((—1)"R**),

f1_2 ((—1)”71R+*),. . ,f;l(RJr*).

Les éléments de U sont des polynomes réels alternant de signe entre

Yo < y1 < ... < yp. Par application du théoréme des valeurs intermédiaires, un tel
polynome admet n racines distinctes et donc est scindé a racines simples. Ainsi
UCO,.Or PeU et U est ouvert donc U est voisinage de P puis O,, est
voisinage de P.

Au final O,, est ouvert car voisinage de chacun de ses éléments.

Dans le casn=1: F,, = O,, et donc F;, est ouvert.

Dans le cas n = 2 : F,, réunit les polynémes P = aX? + bX + c avec b — 4ac > 0.
L’application P — b% — 4ac étant continue, on peut affirmer que F), est encore
ouvert car image réciproque d’un ouvert pas une application continue.

Dans le cas n > 3 : P, = X(1+ X?/n) est une suite de polynémes non scindés
convergeant vers X scindé a racines simples. Par suite F),, n’est pas ouvert.

Exercice 78 : [énoncé]

a) Soit f solution. Formons A = {z € [0,1] /f(x) = x}.

Par double inclusion, on vérifie A = Imf. On en déduit que A est un segment de
R de la forme [a, f].

Pour tout « € [, 5], f(x) = x et pour tout x € [0,1]\ [a, B], f(z) € [ev, B] car
F( (@) = f(@).

Inversement, une telle fonction continue est solution.

b) Soit f solution dérivable.

Si a = [ alors f est constante égale a cette valeur commune.

Si < Balors f'(a) = fi(a) =1 car f(z) =z sur [o, f].

Par suite, si « > 0, f prend des valeurs strictement inférieur & « ce qui est
contradictoire avec ’étude qui précede. On en déduit o = 0. De méme on montre
B =1cet on conclut f:z € [0,1] — .

Exercice 79 : [énoncé]
lére méthode (nécessitant quelques résultats non triviaux mais intuitifs sur la
codimension)

Par définition, un hyperplan H de E est un sous-espace vectoriel de codimension
1. Son adhérence H est aussi un sous-espace vectoriel et, puisque contenant H, sa
codimension vaut 0 ou 1.

Si H est de codimension 0 alors H = F ce qui signifie que H est dense dans E.

Si H est de codimension 1, puisque H contient 'hyperplan H, on a H = H et
donc H est fermé.

2éme méthode (plus laborieuse)

Par définition un hyperplan H de E est un sous-espace vectoriel de codimension
1. Il existe donc un vecteur a € E non nul vérifiant

H @ Vect(a) = F

Supposons que H ne soit pas fermé. Il existe alors une suite (x,,) d’éléments de H
convergeant vers un élément x n’appartenant pas & H. On peut écrire x = h + Aa
avec h € H et A # 0. En considérant y, = }(z, — h), on construit une suite (y,)
d’éléments de H convergeant vers a a partir de laquelle il est désormais facile
d’établir que H est dense dans E. En effet pour tout z € E, on peut écrire
z=k+ pa avec k € H et 4 € R de sorte que la suite de terme général

zn = k 4+ py, est une suite d’éléments de H convergeant vers z.

Exercice 80 : [énoncé]
Soit f une fonction élément de E. Pour tout € > 0, il existe un réel A vérifiant

+oo
JANECEE
A

Considérons alors la fonction ¢ : [0, +00[ — R définie par ¢(t) = 1 pour ¢ € [0, 4],
pt)=0pourt>A+1letp(t)=1—(t— A) pour t € [A, A+ 1]. La fonction f¢
est éléments de Ej et

+oo
If — foll, < /A P2t dt < e

Ainsi Ey est dense dans F.

Pour montrer maintenant que F est dense dans F, nous allons établir que F’ est
dense dans Ej.

Soit f une fonction élément de Ey. Remarquons

e 2 1 2 —(Inu)?
/ (1) = Plee/2) ar = / (F(=mw)etm* /2 — P(u))” S du
0 u=e—t 0 U
La fonction u 97(12 " est intégrable sur )0, 1] car ﬁ* — 0.

u—0

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 4 juin 2013

Corrections 37

La fonction g : u — f(—In u)e(ln u)*/2 peut-étre prolongée par continuité en 0 car

f est nulle en dehors d’un segment. Par le théoréeme de Weierstrass, pour tout
€ >0, il existe un polynéme P € R [X] vérifiant [|g — P|| 1) < € et pour

@it Ple t)e /2 on a alors

1 e—(nu)?

If = ¢l < Ae avee A = / e

0 u

Cela permet de conclure a la densité proposée.

Exercice 81 : [énoncé]
a) Par le théoréeme de Weierstrass, pour tout € > 0, il existe P € R [X] tel que
If = Pl <e

og[ﬁ=é?ﬁ—ﬂ+éﬂp=éﬂq—m<w—@fha

En faisant € — 0, on obtient f; f2=0et donc f =0.
b) L’intégrale étudiée est bien définie. Par intégration par parties,

(n+ 1)1, = (1 =)l

Or Iy = % donce
I (1 + 7:)n+1 |
n on+1 :
¢) Lypys € R donc
+oo
/ 2P sin(z)e™" do = 0
0
puis
+oo 1/4 1/4
/ uP sin(u'/*)e™ " du = 0
0

pour tout p € N.
Exercice 82 : [énoncé]

Cas ou la matrice A inversible :
Pour

on a
ME = ( g —CA—O{}%JFD >
On en déduit
det M = det(MP) = det A x det(—CA™'B + D)
Or
det A x det(—CA™'B + D) = det(AD — ACA™'B) = det(AD — BC)

car la matrice C commute avec les matrices A et B.
On en déduit
det M = det(AD — BC)

Cas général :

Pour p € N* assez grand, la matrice 4, = A+ 1/pI,, est inversible et les matrices
Ap, B,C, D commutent deux a deux. Si on pose

(¢ 5)
I’étude qui précede donne
det M, = det(A,D — BC)
En faisant tendre p vers +o00, on obtient a la limite
det M = det(AD — BC)

Il est alors immédiat de conclure que 'inversibilité de M équivaut a celle de
AD — BC.

Exercice 83 : [énoncé]
Pour z € R

“+oo
—z? (_1)n 2n
€ - Z n! r

n=0
et par intégration de série entiere
. =
t o 2n+1
e’ dt = —x
/0 ng() nl(2n + 1)
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donc
4o n

—k
e’ / ot dt = ZZ 'k' 2k+1):52”+1

nOkO

De plus f est solution de I’équation différentielle
f@) + 2z f(z) =

+oo
donc f(z) = > apz™ avec
n=0

ap=0,a1 =1et (n+2)anst2 +2a, =0

Ceci donne
0 et -2 (=1)"4™n!
asp =0cet a = ——aop_ 1=
2n T o 17T 2+ 1)
Par unicité des coefficients d’un développement en série entiere
n n k ( 1>n4nn|
kz—o 'k:' 2k+1) (2n+1)!
d’ou

n

E”: ( ) _oAr)? 4
2k:—|—1 (2n+1)! 2
=3 (2n+1) ( "
puis la relation voulue.

Exercice 84 : [énoncé]
a) En posant Y = X — 1,

1 1
(X + 1)m(X _ 1)n - Yn(Y + 2)m

Pour Y € ]-1/2,1/2],

oo (Fm—k+1)YE

1 1
(Y+2>m:27n(1+g’”:2m2 k! ok

Apres simplifications

+oo
(=1)F [(m+k—1 v
Y+2 m+k k

k=0

On en déduit que la partie polaire relative au pole 1 est

ag an—-1 Qo an—1
xX—)r Tt xS Ty Tty

(-1)F [(m+k—1
W= gmik k

De méme, en posant Z = X + 1, la partie polaire relative au pdle —1 est

bfo+ n bn-1 _ bo n +bm71
(X +1)m X+1 ZzZm Z

b (= n+k—1
k= on+tk k

avec

avec

Enfin, puisque de partie entiere nulle, la fraction rationnelle étudiée est la somme

des deux parties polaires proposées.
b) En réduisant chaque partie polaire au méme dénominateur, on obtient

n—1

m—1
Z ak(X — 1)k Z bk(X+ l)k
1 _ k=0 =
(X +1)m(X —1)" (X —1)n (X +1)m
Par conséquent, on posant
n—1 m—1

Zak Fet V(X Zka+1

la poursuite de la réduction au méme dénominateur du calcul précédent donne

(X +1)"U(X) + (X —1)"V(X) =

Exercice 85 : [énoncé]
Soit

somme de série entiére définie sur |—1,1].

+oo x
/ l‘) _ 2 1,3n+1 — -
11—z
n=0
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donc
+oo 1

;(3n+2)x3”

S ()= [

ce qui donne un résultat assez monstrueux :

2 1 1 1 1
9(1/3)(— 3 \/garctan((g 3(2/3)+§) \/§)+6 ln(3)—|—6 ln(3+3(1/3)+3(2/3))—§ In(—

fourni par Maple.

Exercice 86 : [énoncé]

Puisque la suite (a,) est bornée mais ne tend par vers 0 (car
nombre décimal).

On peut affirmer R =1 et la série entiére diverge en 1 et —1. L’intervalle cherché
est donc ]—1,1].

3 n’est pas un

Exercice 87 : [énoncé]
Pour z # 0, posons u, = 7V 222" Aprés calculs "Z—Zl — mz? donc R = 1//.

Exercice 88 : [énoncé]

Série entiere et série entiere dérivée ont méme rayon de convergence. Etudions
alors le rayon de convergence de Y cos((n + 1)a)a™. (cos((n + 1)«)) est bornée
donc R > 1 et ne tend pas vers 0 donc R < 1 et finalement R = 1.

Exercice 89 : [énoncé]
a) On sait que Y a,2™ et > na,x™ ont le méme rayon de convergence R. Puisque
an = o(ay Inn) et a, Inn = o(nay) on peut affirmer que 3 (a, Inn)z™ a aussi
n n
pour rayon de convergence R. De plus a, > + ~ a,Inn donc ) (an >
= k=1
est encore de rayon de convergence R.

b) Notons que Y Innz™ a pour rayon de convergence R = 1. On sait
n

> % =Inn+v+o(1) donc lnn— >
k=1 k=1
Par suite

% est borné par un certain M.

= Mzx 1
Maz" =0
nzl R g (13:)

3(2/3)—%3}191{% V3)

quand x — 1~
Or par produit de Cauchy

Exercice 90 : [énoncé]

22n+1

Pour z # 0, posons u, = 5 —. “=** — 2% donc R = 1.
n

La fonction somme S est impaire, on se limite alors a x > 0.

32 oo p3nt2
xS(z =
Vs ) Z 3n+2
n=0
or
oo p3nt2 x +00 ¢
Z Z Bt ge = dt
1—¢3
n=0 n=0
2/3
donc S(z) = x41/3 foz - t3 dt et il ne reste plus qu’a décomposer en éléments

simples etc.

1 /3 4 223 41
6x4/3 nx4/3 —222/3 11

1 20%3 41\ 7
S(x) = — arctan | ——— | — —
) x1/3\/3 < ( V3 ) 6)
Exercice 91 : [énoncé]

On a an41 = 2n-:3 a,. Par application de la regle de d’Alembert, on obtient R = 2.
La relation (2n + 3)an+1 — (n + 1)a, avec ag = 1 permet d’affirmer que la somme
S de la série entiére Y a,x™ est solution sur |—2, 2] de I'équation différentielle

z(x —2)S"(z) + (z —1)S(x) +1=0
La recherche de solution définie et continue en 0 donne

arcsin(z — 1) +

S(z) = our x >0
(z) o) P
et (1
S(z) = D=0 o r <0
x(x —2
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Exercice 92 : [énoncé] Exercice 94 : [énoncé]
a) Posons a, = g2 @i 7 0- el = 27:1113 — 1. R=2. a) Une involution de {1.7 e ,n}- peut fixer 1’élément n ou non.
b) On sait que Il y a exactement I,,_; involutions de {1,...,n} fixant n.
/2 n,| Si une involution ne fixe pas n, elle I’échange avec un autre élément a de
2na1 2"n!
s (t)dt = {1,...,n—1}. Il y a n — 1 valeurs possibles pour a, I'involution alors obtenue
0 I1x3x---x(2n+1)
envoyant n sur a et a sur n réalise aussi par restriction une involution sur
donc {1,...,n}\{a,n} : il y en a exactement (n — 1)I,,_».
Z i Z sin2n L ()t Au final, on obtient I, = I,—1 + (n — 1)1,
" b) Une involution est bijective donc I,, < n!. Puisque % =0(1),onaR>1
+
I, In—nln_1 In
Par convergence uniforme, o) (1+2)S(x) =Y Lean + Z it =1+ E LR
n=0
+ 2 2 + 2 : In
i:.o /ﬂ'/ ﬁ Sin2n+1(t)dt — /7T/ f z" 2n+1 )dt _ /ﬂ-/ ﬂdt 1+ Z +1 S/( )
)
=Jo 2" 0 2 o 2—wsint d) La resolutlon de I’équation différentielle linéaire, sachant S(0) = 1, donne
S(z) = ev+3”,
Ainsi (z) L L, oo
ga " = /Tr/2 = - /1 - Or e?73t = cfex® Z nl Z 577 donne
" (2 —x) +xcos?t o (2—x)+zu? P

2p)! 2p+1)!
. Ly =3 2<P*k)gp€)k)!(2k)! et Iopy1 = Z 2<P*k>gp]ik)!)(2k+1)!'
puis k=0 k=0
si x > 0 alors

T

Zoan \/7 arctan — Exercice 95 : [énoncé]

n Posons b, = 7%, on a by =1 et
Si x < 0 alors

——— _argth 736 (n+1)bpg1 = Z br— bk

> o oo
n=0 k=0

Notons S la somme de la série entiere > b,z™ et posons R son rayon de

Exercice 93 : [énoncé] COLVETEEnCe.
Pour |z < 1 Par récurrence, on peut affirmer |b,| < 1 et donc R > 0.
d rsin o sin o Sur |—R, R[, la relation précédente donne a
d(arctan(l_ )):1_2 5
x T Cos & rcosa+x S”(x) _ 52($)

Apres décomposition en éléments simples
Apres résolution, sachant que S(0) = 1, on obtient

d . xsina 1 el —ia Z el 1
— [ arctan | — = — . sin(na)
dx 1 —2xcosa 21 \ 1 — ze'> 1fxe o S(x) =

Par intégration de série entiére, on obtient la relation proposée. d’ou l'on tire a,, = n!.
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Exercice 96 : [énoncé]
a) Par la formule de Taylor avec reste intégral

n (k) T ()P ot 1
f(x)—ZfT(O)xk:/ %f(”ﬂ)(t)dt = . /0 (1 —w)" £ (zu) du

! t=zu !
k=0 0

Puisque = < |z| < r, on a zu < ru puis fFD (zu) < FOHD (ru) car f*+1D) est
croissante puisque de dérivée f(**+2) > 0.
On en déduit

|.’L"n+1

n (k)
‘m) v kl(0>xk -
k=0 :

TnJrl

n (k)
Or la somme fT(O)rk est positive et majorée par f(r) donc
k=0

T n+1

" f9(0)
‘f(w)—kz_okl o

<|

r

b) Puisque |z/r] < 1,

SO

k! n——+0o

k=0

Ainsi f est développable en série entiére sur |—a, a[ car égale a la somme de sa
série de Taylor sur |—a, af.
¢) Posons f(z) = tanz. Par récurrence sur n € N, on montrer que
f(x) = P,(tan ) avec P, un polynoéme dont la parité est celle de n + 1.
On en déduit alors que £ (x) > 0 pour tout z € [0,7/2].

120 (n)

En reprenant ’étude qui précede, on obtient f(x) = > fT(O)x" pour tout
n=0

x € [0,7/2].

Par imparité de f, f(?)(0) = 0 et par un argument de parité

XX e (0)

— 2p+1
f@) =2 Gy
p=0
pour tout z € |—m/2,7/2].
Exercice 97 : [énoncé]
R =1, il y a divergence en z = 1 et convergence par le CSSA en z = —1.

La fonction somme est définie sur [—1,1].
Par application du critére spécial des séries alternées sur [—1, 0],

00 1

k=n+1

1
<lIn (1 + ) —0
n+1
00,[~1,0]

il y a donc convergence uniforme sur [—1,0] et donc continuité de la somme en —1

puis finalement sur [—1,1].
Pour étudier la fonction en 17, on peut exploiter ’encadrement

1 1 a1
Khn(l+—-) =1 1)—Inn= — < -
] n( +n) n(n+1)—Inn /n S

On en déduit pour z € [0, 1],

RNy = 1 IX
< In{l+—)2"< —
ey n(ier)e eyt
n=1 n=1 n=1
Or
+OO$”
E — =—In(1-12)
n:ln
IX 1
tg =—(—In(1l—-2)— ~ —In(1-—
¢ :ln—I—l x( n( z) x)x—u* n( z)
Finalement

Exercice 98 : [énoncé]
Notons que l'intégrale définissant a,, converge car |[tht| < 1.
a) Pour t > n,

En intégrant et en exploitant thn — 1, on obtient a,, ~ %

On en déduit que R =1. Pour z = —1, ) a,2™ converge en vertu du critére
spécial des séries alternées car (a,) décroit vers 0.

Pour z =1, " a,z™ diverge par ’équivalent précédent. La fonction somme est
définie sur [—1,1].
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b) Pour x € [—1,0], on peut appliquer le critére spécial des séries alternées a la
série > anz™ et affirmer

> et

k=n+1

ce qui assure la convergence uniforme de la série. Par suite la fonction somme est
continue en —1.

¢) On a
1 1 —thn
p — —| < ———
n n
donc pour z € [0, 1],
+oo +oo +o0o
1 1 —thn
ST SEFIP SREs L
n=1 n=1 n=1

Or

1 1 —th
Z —z" =—-In(l —z) - +oo et n2=— " | one= 5 0
n n

donc Y~ 1= est absolument convergente et la somme de la série entiére
S A=thngn est définie et continue en 1. On en déduit

—In(1 —=x)

Exercice 99 : [énoncé]
a) Pour 0 < r < R, il y a absolument convergence de > a,r

“+oo —+o0
. n _inb — n_—inb
= a,r'e a,r'e
n=0 n=0

Par produit de Cauchy de séries absolument convergentes, on obtient

" . On a

+oo n

_ 2 : E :akmei(Zk:—n)G,rn

n=0k=0
Puisque ) |a,r™| et > [@,r"| sont absolument convergentes, par produit de
n

Cauchy, on peut affirmer que > > |ag||@n—%| r™ converge. On en déduit que la

7(2k n)G

série des fonctions continues 6 — E Ckn—f ™ est normalement

k=0
convergente et donc on peut permuter somme et intégration :

27 +oo 2r n
f(re'?) 40 = apt,—pe'ZF=mopn qg
|

0 n=0"0 k=0

e?? d = 0 pour tout p € Z* donc, apreés simplification des termes nuls,

27
Or fo
27
T e a0 = Z|am|2 o
2T

b) Pour 0 < r < R suffisamment petit

2 on _ N\ " o _ L [P e 2
Zw = S a2~ = 5= [ [0 = 17(0)
n=0 T Jo

Par intégration, d’une fonction négative, on obtient Z an|? 2 <

n=1
d’une somme de termes positifs, ils sont donc tous nuls et on en déduit

Vn € N*,a, =0

La fonction f est alors constante.
c¢) Posons

N
= Z anz"
n=0
Pour tout r» > 0,

“+oo

D lauf*r?n =

n=N+1

Zla [Fre ZW "=

Pour p > N + 1, on obtient

dé

+00 2n 2m 0 6 2
o1 |f(re®) — fn(re®)]
> el = o [ -

r2r 27 2p
n=N+1

2p r2p T2p

2 N n ?
0< /2” |f(rei9) — j"]\;(rew)’2 10 < 2 (P(r))” + (7?::0 |an| T ) O(r2N)
o T
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donc . o
1 2w |f(7’619) _ fN(rezG)‘
— de 0
2 r2p r—+00
Pour p= N + 1,
= 2 72" 2 A 2
Z |an| e lan1]” + Z |an| p2n=N-1)
n=N+1 n=N+2
avec
+oo 1 +oo
n=N+2 r n=N+2 i
On en déduit ay41 = 0 puis, en reprenant la démarche avec p =N +2,..., on

obtient successivement ayy2 =0, ... et finalement f = fy € Cy [X]

Exercice 100 : [énoncé]
a) Pour t > 1, e " — 0 avec 0 < e~*" < e~*. Par convergence dominée I,, — 0.
b) Par le changement de variable v = " qui est un C!-difféomorphisme,

1 [T 1o
I, =— u e “du
1

g

n

Par convergence dominée,

+o0 . +oo —u
u e “dy —— —du
1 n—-+oo 1 U

1 +oo —u
Inwf/ e—du
n Jq u

¢) Par I’équivalent précédent R = 1 et la série entiére diverge en 1. Par application
du critére spécial des séries alternées, la série entiere converge en —1.

donc

Exercice 101 : [énoncé]

Notons Y a,z™ la série entiére dont la somme est égale & f sur B°.

La fonction f est continue sur un compact donc uniformément continue.
Pour tout € > 0, il existe § > 0 vérifiant

Vz,2/ € By|z— 2| <d=|f(2) — f(z))] < e.

Considérons alors r =1—0 et g, : z — f(rz).

Pour tout z € B, |z —rz[ = ¢ |z| < 6 donc |f(z) — g(2)| <e. Alnsi [|[f — gl p <€

Puisque la série entiére > a,2" converge uniformément vers f sur tout compact
inclus dans B°, la série entiére Y a, 2" converge uniformément vers g sur B. I
existe donc un polynome P vérifiant [P — g, p < e puis [|[f — Pl 5 < 2¢ ce
qui permet de conclure.

Exercice 102 :
Posons

[énoncé]

T
f(x):/_oo1+t+t2

1
1+2 422

f est dérivable et
flx) =
Pour |z| < 1,

1-— 3n
17x3 (1—-x) Zx

avec as, = 1, asp41 = —1 et azpq0 =0.
En intégrant,

+oo
f'(x) = =Y anz”
n=0

—+o00
a
— 0 n n+1
fla) = f( H;"“
avec o
dt
fo) = [
oo Lt 2
Apres calculs
4

Exercice 103 : [énoncé]

f'(@) = 5= (@), f"(2) = gaagyern f(2) +

2\/11+7f’(x) donne

(1+22)f"(z) + xf'(x) — 1 f(x) =

La démarche classique donne a,42 = fi%an avec ag = 1 et a1 = %
. —1)P 4p—2)! —1)P 4p—1)!

On obtient alors ag, = é4p,)1 ((217)(!)12(217)*1)!) et agpy1 = (243 (2p+(11)7!(2;71)!'

Exercice 104 : [énoncé]

a) Appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange a la fonction ¢ +— e qui est de classe
Cc"tlosur R.
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b) La convergence de l'intégrale définissant F' provient de la convergence supposée
+
de [T 1f(t)] dt.

On a
- too N (itx)k oo ot _ ~ (itz)*
F(x),/m kz:% - f(t)dt+/m ( 2k >f(t)dt
avec o0 T B n +00M ok
[ f(t)dt—kz_o</_oo i)
et
N L[
/,oo (e ’,;) k! >f<t)dt <<n+1>!/oo AR

compte tenu des hypothéses.

On peut alors affirmer
too +oo (i\k
it
F@):E:(/ (k? f(t)dt) o

k=0 o

avec convergence sur R de la série entiére considérée.

Exercice 105 : [énoncé]
Par développement en série entiere

/1 *f (DM
1n(1+t")dt=/ — " dt
0 o=k

Pour n > 1, il y a convergence de la série des intégrales des valeurs absolues donc
on peut donc intégrer terme a terme par le théoréeme de Fubini

S~ _(=DF

/O 1n(1+t")dt:];m

On a alors
+o00 (_1)]971 +oo (_1);9,1 +oo (_1)k
kE(nk +1) — k2 — k2(nk + 1)
avec . N
k11| S n;kQ -0

donc
1 +00 (_1)k71
In(1+¢")dt — e
n/o n(l+1¢") Z 12
k=1
avec
+oo (_1)k71 B 2
K212
k=1
car on sait

26
k:lk 6

Exercice 106 : [énoncé]
sin(zt)

a) Pour x € R, t — 77> est continue par morceaux sur |0, +oof,

— 0(1) et sin(zt)

1
et —1 t—:&-ooo (ﬂ)
donc f(x) est bien définie pour tout = € R.
b) Posons g(z, t) = S2h)

et—1
g admet une dérivée partielle % avec
T

sin(at)
et —1 t—0

99 (s.1) =

e cos(xt)

et —

T~ g—g(x, t) est continue sur R, t — %(m, t) est continue par morceaux sur
10, 4+o0].

Enfin ’%(w,t)‘ < o5 = ¢(t) avec ¢ intégrable sur ]0, 400

Par domination, on peut affirmer que f est de classe C', a fortiori continue et

dérivable.
¢) La décomposition

—+oo
1 _ —nt
t_1 Ze
€ n=1

et la majoration sin(t) < t permettent d’appliquer le théoréme de sommation
terme a terme et de conclure

+o0 1
f(1) = 2;1 =
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Exercice 107 : [énoncé]
a) Pour 2 > 0, t?52Le~t" PR 0 donne l'intégrabilité de ¢ — S2Le~te,
— 400

Pour z = 0, il est connu que l'intégrale f0+oo % dt est convergente bien que
t— %“t ne soit pas intégrable.

b) Pour z € [a, +o0[ C 0, +00],

d (sint _,
e —e < —ar
o ( , e )‘ <e o(x)

avec ¢ intégrable. On peut donc appliquer le théoréeme de dérivation sous le signe
intégrale et conclure que f est C! sur ]0, +o0].
¢) Pour z > 0,

+oo +oo ) 1
f(z)= /0 —sin(t)e” " dt = Im (—/0 e(_“”'”)tdt) =

donc f(z) = C — arctan z.
Or

donc

d) En découpant 'intégrale, on a

+oo (n+1)7 _;
s = [ Oy

n=0" "7

Posons

(n+1)7 _: t
un(t) = / Smtﬁe*th dt

s

Par application du critere spécial des séries alternées, on établir que la série de
fonctions continues Y u,, converge uniformément sur [0, 1], on en déduit que sa
somme, a savoir la fonction f, est continue en 0. On peut conclure que

Foo ;
t
/ sin dt:E
0 t 2

(intégrale de Dirichlet).

Exercice 108 : [énoncé]

. ) Qlim—1)t
La fonction ¢ : t — 77

est continue par morceaux sur]0, +oo|, vérifie

o L g g2 L , .
o(t) v et t*p(t) P 0 donc ¢ est intégrable. Ceci assure V’existence de

+oo e(ixfl)t
F(x :/ dt
W=

puis de f(x) et g(x) qui en sont les parties réelles et imaginaires.
Les théorémes d’usage assurent que F est C' et une intégration par parties donne

F(z) = fmﬂx)

La résolution de cette équation différentielle avec

+oo
/ et dt = ﬁ
0 2

donne
i(arctanx)/2
F(z) = Jmettaretan /=
(22 + 1)1/4

d’ou les expressions de f(z) etg(z).

Exercice 109 : [énoncé]

f est définie pour x > —1.

Par les théorémes d’usage, on montre que f est C! en observant une domination
sur tout [a, +oo[ avec a > —1. On obtient

1
f’(x):/o t—1erdt= 1

x+27x+1

puis
x4+ 2

f(x):lnx+1+C'

Quand n — +00, le théoréme de convergence dominée donne f(n) — 0 donc
C=0.
Finalement f(z) =In i—ﬁ dont I’étude est désormais facile.
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Exercice 110 : [énoncé]

a) Pour a > —1, on note §2, = {z € C/Re(z) > a}.

t— f—ﬂ est continue par morceaux sur |0,1], z — f—ﬂ est continue sur €2 et pour
z € Qg,

o(t)

t7 to
g =
‘1+t’ 1+t

avec @ intégrable sur ]0,1] donc f est définie et continue sur €.
b) F(x) + flz +1) = 7y et fla+1) —— f(0) done f(x) ~ b

¢) Par intégration par parties :

1 z+1
(z+1)f(2) = %—l—/o (1t+7t)2dt

et

bt ' Re(s)+1 1
——dt| < et ———— =0
/0 (1+1)2 ‘ /0 Re(z) +2

Exercice 111 : [énoncd]

In(z? 42 .
t s EH) oot continue par morceaux sur [0, +o0],

1+t2
T m(ﬁ%z) est continue sur R et pour = € [—a, al
In(z? +¢2)| _ |In(a® + )| + [In(t?)| 0
1+ 2 1+ 12 —

avec  intégrable. Par suite f est définie et continue sur R.
11 est immédiat que f est paire. Poursuivons, en étudiant f sur RT*

d <ln(x2+t2)> B 22

a\ 112 )T @ )t e)

t— MW est continue par morceaux sur [0, +00],

MW est continue sur R et pour x € [a,b] C RT*,

r—t—

2x
(22 + 1) (1 + )

2b
(a® +#2)(1 + %)

=1(t)

<

avec 1 intégrable. Par suite f est de classe C! sur R1*.
Pour z # 1,

2x 2 1 1
(24 12)(1+12) 22—-1\141 22 +¢2

donc N
oo
2
f’(l"):/ A=
o (#2+12)(1+12) x+1
et cette relation vaut aussi pour x = 1 par continuité.
En procédant au changement de variable u = 1/t, on obtient f(0) = 0 et donc on
peut conclure
fl@)=rln(x+1)

pour z € RT en exploitant un argument de continuité.

Exercice 112 : [énoncé]

a) L’intégrale converge pour x > —1 car (sint)” e —
—

b) Par domination sur [a, +oo[ pour tout a > —1, on obtient f de classe C! avec
F'() = [T In(sin £)(sin )® dt < 0.

¢) Posons p(z) = (x + 1) f(x)f(x + 1).

Une intégration par parties classique (cf. intégrales de Wallis) donne

ol +1) = pl).

Montrons que cette fonction est constante.

Soit a € |-1,0[, p(a+ n) = ¢(a).

En posant p = E(a), la décroissance de f donne

pla) =pla+n)<(a+n+1)f(p+n)flp+n+1)

Or (a+n+1)f(p+n)flp+n+1)=2Edip(n+p) = L0(0) (0).

n—-+oo
De fagon semblable, p(a) peut étre minorée par une suite de limite ¢(0).

On peut donc affirmer que ¢ est constante.

Exercice 113 : [énoncé]

Posons f(z) = 0+Oo 7”02?_13 /%)

Par domination, f est de classe C! et

. La fonction f est définie sur RT.

400 t
"(x) = - dt
o= wreiee
Apres décomposition, pour = # 1,
t t t

O +8) @00+ 8) @ - )6+ )

Donc

1 [1. 1427 Inz
/ _ _
f(x)_xz—l [2 nx2—|—t2}

o (@2-1)
qui se prolonge par continuité pour z = 1.
Puisque f(0) = 0, on obtient la relation proposée.
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Exercice 114 : [énoncé] donc zf(x) — Z puis f(x) ~ .
Posons ) Etudions maintenant f(z) quand x — 0.

f(z) = / " In(1 4 x cost) dt Par le changement de variable u = tx,

0 cost
Tl e foo oy 1—ev
Pour |z| > 1, intégrale ne peut pas étre définie. f(z) = / - du= / - du
Pour |z| < 1 0o x*tu 0o x24u u
En/t = /2 et t = 3m/2, il est possible de prolonger par continuité la fonction avec @ u l—o—v
integree. Par intégration par parties
Pour x = —1: & par p )
Quand t — 0", In(1 — cost) ~ 2Int 1 too | oo
Quand t — 277, t =27 — h, In(1 — cost) = In(1 — cosh) ~ 2Inh flx) = {2 In(x? + u2)go(u)} —5 / In(x? + u?)' (u) du
Pour z =1, quand t — 7,t =7 + h, In(1 + cost) = In(1 — cosh) ~ 21n h. 0 0
Finalement .f est déﬁnie,su.r [—1,1]. Pour & € 10, 1], [In(22 + u2)| < [In(u?)| + [In(1 + u2)| et
Pour des raisons de symétrie, w (|In(u?)| + |In(1 + u?)|) ¢’ (u) est intégrable sur ]0, +oc| car ¢’ peut étre
™ In(1 + z cost) prolongée par continuité en 0 (en fait ¢ peut étre prolongée en une fonction
fla) = 2/0 cost dt développable en série entiere en 0) et ¢’ (u) ~ % quand u — +o0.

Par suite, quand z — 07, f(z) =Inz + O(1) ~ Inz.
Par domination sur [—a,a] avec a < 1, f est C! sur |—1,1] et
T . o
fl)=2 | —— Exercice 116 : [énoncé]
o 1+wzcost a) Pour § € )0, 7]
i = L ™ ™ ™
Par le changement de variable u = tan 3, /Tr ) dt‘ < J5 (14 cost)™dt o J5 (14 cost)™dt < J5 (14 cost)™dt
dn X X <

5 SO U tcost)yndt [0 (14 cost)ndt  20(1+cosd)”

ron teo du 27
F(@) *4/0 1+u?) +2(l-u?) I-a2

Puisque f(0) =0, on en déduit f(x) = 27 arcsin x.

Or par convergence dominée

Jy (I 4cost)y™dt /7r (1—1—(:ost)n
5

t —0
(14 cosd)™ 1+ cosé

n—-+oo

Exercice 115 : [énoncé]

. . o Ainsi

La fonction f est bien définie sur |0, +o00[ et ™

/ gn(t)dt — 0
“+oo —tx 0
7r e

zf(z) = 3~ /0 T2 de et par parité B
. . . +OO eftm / qn(t) dt _> O

Par domination sur tout compact, on obtient g : z +— zf(z) — 5 = — fo T dt —

lasse C2 s e 5 w
%eu; ffii iu;]70, +oo[ donc f aussi On en déduit lim [Psant)dt =1 car [T g,(t)dt = 1.
b) On a

0</0+OC e dt</0+ooe_mdt: 1 gn(z) — f(2) =/W an(t)(f(z —t) — f(z))dt

1482 x r
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Puisque f est continue sur le segment [—m, 7], elle y est uniformément continue. c)
Pour ¢ > 0, il existe § > 0 vérifiant +oo a1 1 ja—1 +oo pa—1
/ dt :/ dt+/ dt
v —yl<d=|f(z) - fly)l <e o L+t o 1+t 1 14t

(@) 1 1 ;a—1 1""O<> N 1
n a alors 5 5 / 3 df — / to‘fH"dt:Z/ (—1)ree 1+ndt+/ 1yrga—i+n
/ 48 (f(z — 1) — f(z))dt] < / equ(t)dt < o 1+t = nZNH
-5 -4

. N . Par le critére spécial des séries alternées,
Mais puisqu’on a aussi

™ ™ “+oo 1 1
[ an0isa =0 - sena <217 [ moar et < [ as
s ) e N+1 0 N+a+1
pour n assez grand,
donc
T 1 j0-1 +oo .1 400
/ 4 (t)(f(x = 1) = f(2) dt\ <e / Yo=Y / (1ot = 3 CU”
4 o 1+¢ = Jo fmnta
et finalement |g,(x) — f(z)| < 3¢ indépendamment de z.
c¢) Par le changement de variable u = z — t et par 27-périodicité, Par u = 1/t,
+o0 ta—l 1 u= +oo (_1)n—1
" dt = du=y 2L
gn(t) = fw)gn(z —t)dt /1 1+t /0 u+1 T; n—o
—T
et en développant, cette expression se percoit comme un polyndéme par la méme démarche qu’au dessus.
trigonométrique. Par suite .
On a démontré le théoréeme de Weierstrass dans sa version trigonométrique. / % ol 1 + % Z _ T
o 1+t sin(cwr)

Exercice 117 : [énoncé]
a) La fonction 2m-périodique étudiée est continue et de classe C! par morceaux
dont développable en série de Fourier. Exercice 118 : [énoncé] 4
20(—1)" sin(ar) a) b, =0pourn >1 et a, = (—1)"‘1% pour n € N.
an = W et b, =0 b) La série de Fourier de f converge normalement vers f car celle-ci est continue

et C! par morceaux. Par suite

La valeur en 0 de ce développement permet d’établir :
OO

sin am 2asin am
1+ 202 Z (=" —— flz) = Z ) 17712 — o) cos(nx)
— a?—n?  sin(am)
+o0 iy Pour x = 0, on obtient
b) Par convergence normale, la fonction o +— > — 1) 7 est continue sur [0,1/2].
n=1 . . +o0 Y
En passant a la limite quand o — 0, on obtient ] = Smam 4202 s o Z (=t
oo am T f=n?—a?
Z (-1)“ 1i ( 1 ( T 1)) 7T2 n=
=lim|(———— -
n?2 a=0 \ 202 \ sin(am) 12 puis la relation voulue.

n=1
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¢) La fonction f: ¢+ 1+t
vérifie f(t) ~ t*~ et f(t) t%u ce qui assure 'intégrabilité de f.
t—0 t%+oo

1 tafl 1 +O° 1 N +oo
nthrocfl dt _ / (7 ntn+o¢ 1 dt + /
[ X > 2

n=N+1
1 N N +o0
-1H" -1H"
/ Z (_1)ntn+a—l dt = Z ( ) Z ( )
0o = n:0n+0¢ N—+o00 n:0n+a

la convergence de la série étant acquise par le critére spécial des séries alternées.

—+oo
tn+a—1 dt

1
< tNtodt = ——
/[\071[ N+1+a

la majoration du reste étant obtenue par le critére spécial des séries alternées.

On peut alors affirmer
o= 1
/0 1+ t N on —|— «

n= N+1

Puisque
+oo ja—1 1 —«
t
/ at = / Y qu
1 1+t w=1/t)y u+1
on a aussi
+oo toz 1
/1 7Zn+ 1—a)
On en tire N
+oo ja—1 n 00 n—1
t 1 (=" (-1
dt = — -
/0 1+1¢ + Z n+a« +nz::1 n—ao
puis

+0oo ya—1 +oo n—1
t 1 (-1) ™
dt=—+2 =
/0 1+t o * a; n2 —a? sin(a)

Exercice 119 : [énoncé]

1
a) Les séries ; =iz €t E W sont absolument convergentes
nzl

donc f est définie sur R.

—+oo

1 1 1
f@)auxﬁzl(au(x—zmv +a2+<ac+2mr>2>

n=

" est définie et continue par morceaux sur |0, +oo[. On

est paire.
b) Par translation d’indice, on observe que f est 2r-périodique.
Posons 1 1
T)= +
1)rgnrast gy In(2) a2+ (x —2nm)?2  a? + (z + 2nm)?

fn est de classe C!, Y f,, converge simplement et Y. f/ converge normalement sur
[, 7] donc f est continue et C! par morceaux donc développable en série de

Fourier.
T cost meb
mrp =
Coo D2 b

c)
d) f est paire donc b, = 0 pour tout n € N*.
Pour n € N,

1 £(#) cos(nt) 1 /” cos(n dt+ /7r f cos(nt) n cos(nt)
Gy = — cos(nt) = —
R wJ_pa®+ t2 a?+ (t —2nm)?  a?+ (t+ 2nnw)?
Par convergence de la série des intégrales des valeurs absolues,

Z / cos(nt)
a2+ (t—2nm)?

En translatant les intégrales,

1 [t t oo
0 — 7/ cos(nt) gt — ﬁ/ cosu_ .
T a? + t2 T ) o U+ u?

— 00

avecb:anpourn#()eta():%.

e)

+oo
1 1 1 1 1 e%(cost—1)

t an t - 14+ R T i) =5

)= 2a a Z " cos(nt) = a < e e““t) al—2e%cost+ e®

(sauf erreur. .. )

Exercice 120 : [énoncé]
Soit g la fonction impaire 2w-périodique obtenue a partir de f.
g est continue et C! par morceaux donc développable en série de Fourier.

+oo
Ceci permet d’écrire g(z) = Y b, sin(nz) pour z € R.

n=1
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+o0
En posant a, = nb,, on a la relation f(z) = ) %= sin(nz) pour z € [0, 7]

ne
Les coefficients de Fourier de ¢’ se déduisant de ceux de g par intégration par
parties et sachant f02 "¢’ = 2, la formule de Parseval appliquée & ¢’ donne

400

S al =2
n T

n=1

Exercice 121 : [énoncd]
a) On a

. 1 ™ .
[n| inx __ In|  in(z—t)
E r™e, (f)e" = 5 E » f)r'™e dt
nez neL

La série des intégrales des valeurs absolues converge grace au terme géométrique
7™l ceci permet d’échanger somme et intégrale afin d’affirmer

. 1 4
D rten(f)e = o0 | FP (-t
ne”z T
avec )
P.(u) = g rinlginu
nez
On a 2
1 1 1—r
Po(u) = , =
(u) 1 _ reiu + 1 — pe—iu 1 —2rcosu + r?
donc P, € E.

b) En permutant & nouveau somme et intégrale, f:r P.(t)dt = 27 car
™ et dt = 20,0,
c¢) Par translation et 27-périodicité,

Zr‘”lcn(f)ei”w = € ! J(xz —t)P.(t)dt

2w
nez -7

donc

S e e — @) = o [ " (Fle— ) — f@) Poyde

T or
neEZ -

Pour € > 0, l'uniforme continuité de f sur [—m, 7] assure l'existence d'un § > 0
vérifiant :

lr -yl <o=|[f(z) - fly) <e
On a alors

5
<5/ P.(t)dt<e
-5 —6

5
‘ / (F(z— 1) — f(2) Po(t) dt

en ayant observé P, > 0.
D’autre part,

/5 " (fla—t)— f() Pty dt —— 0

r—1-

. 2
en vertu d’une convergence dominée par %

De méme

-5
/ (Fx — 1) — f(2)) Po(t) dt —— 0

—r r—1-

Ainsi pour r assez proche de 17,

> riMen(fe™ = fla)| < 3¢

Finalement

Exercice 122 : [énoncé]

a) On observe que le~! f(z + ¢)| < || f||,, e " Cette domination permet d’affirmer
que G(f) est définie et continue sur R. La 27r-périodicité de G(f) est évidente et
la linéarité de application f +— G(f) 'est aussi. Ainsi G est un endomorphisme
de E. De plus,

1 2m 1 2 +o00 .,
o/, IG(f)IS%/O </O e |f(a:+t)|dt>dx

On peut appliquer le théoreme de Fubini et affirmer

1 2m 1 +oo 27
2 s |G(f)\<§/0 et</0 |f(z+1)] dx)dt

1 2

avec

[f(e+8)] dz =[]

2 Jo

car [ est 2w-périodique. Ainsi

—+o0
1G] < / et If] dt = | f]

ce qui donne la continuité de ’endomorphisme G.
b) Etudions les coefficients de Fourier des fonctions f et G(f).
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Pour n € Z,

en(G(S)

27 +o0
) = %/0 (/0 e_tf(;v + t)e_"”” dt) dx

On peut appliquer le théoréme de Fubini et affirmer

1 oo —t int o —in(z+t)
en(G(f)) / e e < flz+t)e dx) dt
0 0

"o

Ce qui donne

Cn(f)

in—1

—+oo
ea(G() = enlf) / lin=Dt gf —

La fonction

io einm
g:x— — 375
W ()Y

est élément de F, 'il existe f € E vérifiant G(f) = g alors

(in —1)

Cn(f) = 1 + |n‘3/2

. 2 S . -
d’ou |e,(f)]° ~ 1/m ce qui est incompatible avec la convergence de la série
oo

n—-+
> lea(f)I%

Ainsi la fonction G n’est pas surjective.
c) Soit Ae Ket feE.SiG(f)=Af alors pour tout n € Z,

Si\d {ml_l/n € Z} alors une solution & I’équation G(f) = Af vérifie ¢, (f) =0

+oo
pour tout n € Z et donc ||f| = 3 |ea(f)]* = 0 donne f = 0.
n=—oo
S’il existe ng € Z vérifiant A = m0171 alors pour tout n # ng alors ¢, (f) = 0.
Posons alors g : x — f(z) — ¢, (f)e™® € E. Pour tout n € Z, ¢,(g) = 0 donc
g =0 puis f: 2+ ¢y, (f)ei™?. La réciproque est immédiate.

Finalement

1
SpG—{ml/nEZ}

El/(in—l)(G) = Vect(x — emm)

et

Exercice 123 : [énoncé]
C’est un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 homogeéne d’équation matricielle
X' = AX avec

0 1 1
A=11 0 0 | et X(t)=| y(¥)
1 11

Sp(4) = {-1,2,0},

-1 2 0
E_1(A)=Vect | 1 |,E2(A)=Vect | 1]|,Ey(A)=Vect| 1
0 3 -1
Ona A= PDP! avec
-1 2 0 -1 0 0
P= 1 1 1 et D= 0 2 0
0 3 -1 0 00

En posant Y = P~1X, on obtient
X' =AX &Y' =DY

or

e
Y'=DY &Y(t)=| pe® | avec A\, u,v €K
v
donc
—e~t 2¢?t 0
X =AX e Xt)=A| et |+p| & |+v| 1 | avec A\, p,v €K
0 32t 1

Exercice 124 : [énoncé]
C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 définie sur ]0, +o0[.
Sur ]0,1[ ou |1, 4o0],

1 1
/73 ne dz =3lnz + In|lnz| + C*
rlnx

Solution générale sur ]0, 1[ ou |1, +o0]

y(x) = \a? |In x|
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Solution sur ]0, +o0]. et donc ¥

Soient ¥ : 10, 1[U]1, +o0o[ — R solution de I’équation sur |0, 1[ et |1, +o0]. oy A+ pvV3 =2\ B

Il existe A\, u € R vérifiant y(z) = Az Inz sur ]0, 1] et y(z) = pa® Inx sur |1, +ool. fiz)=f(1/) = M3 — =2 & A=pv3

La continuité en 1 donne y(1) = 0 sans conditions sur A et p.
La dérivabilité en 1 donne A = p.
Ainsi y(z) = Az Inx sur ]0, +o0o[ qui est évidement solution.

Exercice 125 : [énoncé]

L’espace des solutions est de dimension 2. y(x) = z est solution immédiate. Par la
méthode de Lagrange (et quelques déterminations de primitives non triviales) on
obtient aussi y(z) = Va2 4+ 1 ce qui fournit un systéme fondamental de solutions

Exercice 126 : [énoncd]

Soit f solution. f”(z) = (f(1/z)) = —2 f/(1/x) donc 22 f"(z) + f(z) = 0.
Résolvons I'équation E : 2%y” +y = 0 sur R**.

E est une équation différentielle d’Euler. Réalisons le changement de variable
t=Inx.

Soit y : R** — R deux fois dérivable et z : R — R définie par z(t) = y(e').

z est deux fois dérivable et y(z) = z(Inz), y/(z) = 12/(Inz),

y'(z) = =57/ (Inz) + 2" (Inx).

y est solution sur RT* de E si, et seulement si, z est solution sur R de

F:2' -2 4+2=0

F est un équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants
homogene de solution générale :

31’ + 'usin 31')em/2

z(x) = (Acos 5

La solution générale de E sur RT* est

V3Inz . \/glna;)
+ psin

mm:ﬁ(Mw : :

Revenons a fn il existe A\, u € R telles que

V3lnzx . ﬁlnx)
+ psin

ﬂmzﬁ(m% : :

On a alors

Inx

f(z) = L <(>\ + pV/3) cos V3 + (1 — A\V3)sin

- \/ﬁzlnx>

Finalement, les solutions sont les fonctions f données par

31
fnac_w) avec C € R

2 6

Vr €R, f(z) = C\/Ecos(

Exercice 127 : [énoncé]

C’est une équation différentielle linéaire d’ordre a 2 de solution homogene :
y= Acosr + Bsinz.

Méthode de variation des constantes

{ A'(z)cosx + B'(z)sinz =0

—A'(x)sinx + B'(x) cosz = cotanz

Apres résolution et intégration

1+ cosx

1
y(x):—isin:cln + Acosz + Bsinx

— COST

Exercice 128 : [énoncé]

a) C’est une équation différentielle linéaire d’ordre & 2 de solution homogene :
y= Acosz+ Bsinz.

Méthode de variation des constantes :

{A’(az) cosz + B'(z)sinz =0 {A’(w) = —sinz/x
—A'(x)sinx + B'(z)cosz = 1/x " | B'(x) = cosx/x

A(z) = f;oo St dt et B(z) = — f:oo st 4t conviennent (et ont le bon goit de
converger).
Solution générale :

+oo o; +o0
sint cost
—dt — Sinx/ —dt
t ®

y(x):Acosx—i—Bsinx—l—cosx/ ;

x

b) Par domination par H%’ on obtient f continue sur R* et par domination par
e~ sur [a, +oo[ pour tout a > 0, on obtient f de classe C? sur R™ avec

" _ e —tx t2
f(x) = e dt
0

1+1¢2
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1

de sorte que f est solution sur R** de y" +y = =

Ainsi, il existe A, B € R tels que

Par intégration par parties,

+oo

int +° cost
f(x) :Acos:chBsinercosx/ %dtfsino:/ %dt
x

/x f(t)sin(z —t)dt = f(x) —f(O)cos:v—/x f/(t)cos(z —t)dt
0 0

r Quitte & passer & 'opposé, on peut supposer f croissante et donc f/(¢) > 0.

On observe Puisque —1 < cos(x —t) < 1,

oo —tx _ 1 T
0< Jla) </o e =g F0) - () < / F(8) cos(z — t) dt < () — F(0)

doncf+—>0puisA:B:O.

Ainsi . puis ©
“+oo : [e%} .
t t — < — < —
(@) :cosx/ sin dt—sin:r/ CO: a F(0)(1 —cosz) < /0 f(@)sin(x —¢)dt < 2f(x) — f(0)(1 + cosx)
xT xr
La fonction f étant bornée (car convergente en +00), il en est de méme de

¢) Quand z — 0t s [T () sin(z — t) dt

oo oo x 0 sin(x .

/ sint dt — / sint a
T t 0 t
et Exercice 130 : [énoncé]
o cost ‘ 2 cost dt L cost gt Les solutions de ’équation différentielle vy + y = f sont de classe C* car f ’est.
. t A t T . Par application de la méthode de variation des constantes, la solution générale de
4 : 11 _
avec 1 1 I’équation 3" +y = f est
cost dt¢ z
/m t dt‘< . 7:_1113: y(x):)\cosac—&—ﬂsin:r—l—/ f(t)sin(z —t)dt
0
donc : e . :
) T Lost Cette solution est 2m-périodique si, et seulement si,
sin & dt — 0
xr

Ainsi en passant a la limite 'expression précédente de f(x)

T r+27
/ F(#)sin(z — ) dt = / F(t) sin(z — t) dt
0 0

/+0° sin? dt = £(0) = m ie. f;”w f(t)sin(x — t)dt = 0 pour tout x € R.
0 t N 2 En développant le sinus et en exploitant la liberté de la famille (sin, cos) ainsi que
la 27-périodicité de f, cela équivaut a la condition
27 27
Exercice 129 : [énoncé] f(t)sintdt = f(t)costdt =0
Par application de la méthode de variation des constantes, la solution générale de 0 0

I’équation 3" +y = f est

Exercice 131 : [énoncé]

Soit Y une solution du systéme différentiel Y’ = AY.

On a

Pour conclure, il suffit de justifier que  +— [ f(¢)sin(z — t) dt est bornée. YY) =W'Y+'YY ='Y('A+ A)Y

y(x) = /\cosx+usin:r+/ f@)sin(z —t)dt
0
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Ainsi si A est antisymétrique, (*YY)" =0 et Y est de norme constante.
Inversement, si chaque solution du systéme différentiel est de norme constante
alors pour tout Yy € R", *Yy(*A + A)Yy = 0. Par suite 0 est la seule valeur propre
de I'endomorphisme symétrique *A + A et puisque celui-ci est diagonalisable, on
obtient ‘A + A = 0 et enfin A antisymétrique.

Exercice 132 : [énoncé]
1 0o -1
A= 1 1 1
-1 -1 1
La résolution complexe est alors facile puisque la matrice A est diagonalisable.
La résolution réelle est en revanche plus délicate a obtenir, détaillons-la :
X; =1%(1,0,—1) est vecteur propre de A, complétons-le avec deux vecteurs d’un
plan stable.
Les plans stables s’obtiennent en étudiant les éléments propres de *A.
Sp(tA) = SpA = {2} et F3(*A) = Vect!(2,1,—1). Ainsi le plan d’équation
21 + 1y — z = 0 est stable par tA.
Prenons Xo = %(0,1,1) et X3 = AXy =%(—1,2,0). On vérifie AX3 = X3 — X5.

s xa=—(X—-2)(X2-X+1).

1 0 -1 2 0 0
Ainsi pour P = 0o 1 2 ,ona P7'AP=| 0 0 -1 | =B.
-1 1 0 0 1 1

Pour X =t(z,y,2) et Y =(y1,902,y3) = P X,ona X' = AX &Y' = BY.
Ceci nous conduit a la résolution suivante :

t) = ae?t
Yy =2 Y1 =2y p(®) /3 /3
Yo=-Ys S Y=Ys &\ va(t) = e2'(Acos 5t + psin =-t)
Y3 = Y2 + Y3 Yy — Yy +y2 =0

ys(t) = —15(t)
Et on peut conclure via X = PY.

Exercice 133 : [énoncé]
a) La solution générale de 1’équation étudiée est

y(x) = ()\ + /090 f(t)etdt) e’ avec A € C

Si cette solution est bornée alors on a nécessairement

r—+0o0

/\+/x f@)e tdt —— 0
0

et donc oo
A= —/ f(t)e tdt
0

Inversement, l'intégrale précédente converge assurément car

|f(t)e™"| < Me™" avec M = sup |f|
[0,27]

et la fonction donnée par

y(z) = (— /m o ft)e™! dt) e®

est solution de I’équation étudiée et elle est de plus bornée car

“+oo

ly(x)| < ( Me™* dt) e =M

x
b) La solution précédente est périodique car
+o0 +o0
y(z+2m) = (/ f(t)e™ dt) T — (/ flu+2m)e v 2" du) "2 = y(x)
x+27 x

puisque la fonction f est 2w-périodique.
¢) Puisque ¢y —y = f et que ¢, (y') = inc,(y) on a

(in —1)en = cn(f)

Puisque la fonction y est de classe C', sa série de Fourier converge normalement
vers elle-méme et en particulier Y ¢, converge avec

+oo +00 B
> om0 = [ rwetar

n=—oo

Exercice 134 : [énoncé]
Soit y une solution sur I. y ne s’annule pas ce qui permet d’écrire

y// _ 1+ ?/2
Yy

assurant que y est trois fois dérivable.
En dérivant yy” = 1 + 3’2, on obtient yy®) = y/y" d’ont

7ANK
() -
Y
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Ainsi il existe une constante A vérifiant vy’ = \y.
De plus yy” = 1+ 4" > 0 assure A > 0.
Ainsi y est de la forme

y(x) = Ach(V/Ax) + Bsh(VAz)

Inversement, pour une telle fonction,

oo)'@ = A (AR + Ba(VA) = (st + Bet/r) ) = (4

Ainsi les solutions de I’équation différentielle sont les
y(z) = Ach(VAz) + Bsh(V/\z)
avec A, B € R vérifiant
4] > |B] et)\:ﬁ
Exercice 135 : [énoncé]
Soit I I'intervalle sur lequel est défini y et a € I. On sait que cet intervalle est
ouvert.

Supposons par I’absurde que [ soit majoré. Notons b € R son extrémité supérieure.
Pour z € [a, b],

o) = (o) + | "ot ()t

Or la fonction ¢ est bornée donc l'intégrale f[a,b[ (t,y(t)) dt converge. On peut
donc prolonger y par continuité en b en une solution de I’équation différentielle sur
T'U{b}. Ceci contredit la maximalité de y.

De méme, I'intervalle I n’est pas minoré et donc I = R.

Exercice 136
Soit x > 0 fixé.
L’application y — f(x,y) a pour dérivée 2y —
Y= /5

Considérons

: [énoncé]

-2 elle donc minimale pour
Ty’

) s/ @ _ o 33 2a?
g.x»—>f(x,,/2x)—x —|—2 =

g est dérivable sur R* et ¢'(z) = 22 — i 52/“32,

g'(x) = 0 & 2053 = 21/34 2/3@36— o

g est minimale pour z = {/a/2, puis f admet un minimum en ({/a/2, V/a
valeur 2v/2a.

Exercice 137 : [énoncé]
Par dérivation de fonctions composées

n

0
g (t) = Zhia—l{:(xl +thi,...,

i=1

Xy + thy)

E)%gcwe 138 : [énoncé]
a) polaires, = rcosf, y =rsiné, fp(z,y) = (cos + sin 0)PrP sin %

Sip > 0alors fp(x,y) ﬁ 0 et on peut prolonger f par continuité en (0, 0).
z,y)—(0,0

Sip =0 alors x = sin diverge car le sinus diverge en +oo.
p= fO( y) \/Ty g g

b) On suppose p > 1.
Pour p=2: fao(z,y) = (z + y)?sin \/leTyQ = O(||(z, )||”) ce qui s’apparente & un
développement limité & 1'ordre 1 en (0,0).
La fonction fy est donc différentiable en (0,0) de différentielle nulle.
Pour p > 2 : fy(z,y) = (z + y)P 2 f2(z,y). La fonction f, est différentiable par
produit de fonctions différentiables.
Pour p=1: Quand h — 0%, + (f1(h,0) — f1(0,0)) = sin + diverge.
Ainsi f n’est pas dérivable en (0, 0) selon le vecteur (1,0), elle ne peut donc y étre
différentiable.

Exercice 139 : [énoncé]

En passant en coordonnées polaires, f(z,y) 0. On prolonge f par

-
(2,)—(0,0)
continuité en (0,0) en posant f(0,0) = 0.

Par opérations sur les fonctions, on peut affirmer que f est de classe C? sur

R\ {(0,0)}.

x4 4x2y2 — y4
(2% + y2)2

donc %(0,0) existe et %(O7 0) =0. De plus

L’étude pour % est identique puisque f(:v,y) =

Ainsi f est de classe C! sur R2.

0% f B of of
Oyox (0,0) = 1£—>0 (63: (0.2) = 87(0 0)> -

L) =
oz Y= (z,5)—(0,0)

est continue sur R2.

_f(y7 )

alors que
0% f
0zxdy

La fonction f ne peut étre de classe C2.

(0,0) =1
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Exercice 140 : [énoncé]
a) Puisque la fonction g est de classe C!, on peut écrire

Par le changement de variable t = y 4+ u(xz — y), on obtient

o(2) = 9(v) + (@ — v) / ¢y +ulz - y)) du

Ainsi
fy) = / ¢y +ulz - y)) du

et cette relation vaut pour = # y et aussi pour x = y.

b) Soit y € R.

L’application ¢ : (z,u) — ¢'(y + u(z — y)) admet une dérivée partielle g—f et
celle-ci est continue sur R x [0, 1].

Par intégration sur un segment, on peut affirmer que = — fol o(z,u)du est

dérivable et ) )
% </0 go(x,u)du) = ; g—i(m,u)du

Ainsi f admet une dérivée partielle

%(Jc,y) :/0 ug” (y +u(r —y)) du

De plus, la fonction (x,y,u) — ug” (y +u(x — y)) est continue sur R? x [0, 1] donc,

par intégration sur un segment, on peut affirmer la continuité de la premiere
dérivée partielle de f

1
(z,y) H/o ug” (y +u(x —y)) du

De méme, on montre que la deuxieme dérivée partielle de f existe et est continue.

Exercice 141 : [énoncé]

a) Cas |z| < 1: |up(z,y)| = o(z™) donc Y uy(z,y) est absolument convergente.

Cas |z| > 1 : si la série Y uy,(x,y) converge alors u,(x,y) P 0 donc
n—r+00

cos(ny) = up(z, y)T‘/f — 0 par croissance comparée.

Mézalor cos(2ny) = 2cos?(ny) — 1 — —1 ce qui est incohérent.

Ainsi la série > uy,(z,y) diverge.

Casx=1:

Siy=0 [27] alors u,(1,y) = ﬁ et > un(1,y) diverge.

Siy#0 [27] alors par une transformation d’Abel, on obtient Y u,(1,y)
converge.

Casz=—1":

On remarque u,(—1,y) = u,(1,y + 7).

Ainsi > u,(—1,y) converge si, et seulement si, y # 7 [27].

b) D° = {(z,y) € R?/|z| < 1}.

Soit a € [0,1[ et D, = {(z,y) € R?/|z| < a}.

up, est Ct sur D,, S uy,(z,y) converge simplement sur D, > a;;, (z,y) converge

normalement sur D, via |85‘$" (z,9)| < v/na™ " et enfin Y %Ly"(:c, y) converge

Un

normalement sur D, via ’aay (z, y)‘ < v/na™. On peut alors appliquer les

+oo
théorémes usuels qui affirment que (z,y) — > u,(z,y) admet deux dérivées
n=0
partielles continues sur D, c’est donc une fonction de classe C' sur D, puis sur D

car ce qui précéde vaut pour tout a € [0, 1].

Exercice 142 : [énoncé]
¢ est une application de classe C*.
Soit (a,b) € R,

y+ f(x) =

a
z+ f(y)=0b

so(:cw:(ab)@{ {y+f<b—f<y>>:a

r=b-f(y)
Considérons
ooy y+ f(b—f(y)

¢ est continue dérivable et ¢ (y) =1 — f'(y)f'(b— f(y)) donc ¢} (y) > 0 car
If'(y)f'(b— f(y))] < k? < 1. Par conséquent ¢ est strictement croissante. De plus
f étant k lipschitzienne : [f(¢) — f(0)| < k[¢| donc [f(t)| < K [¢[ + [£(0)| puis
[f(b— f) < kb= fy)l+[f(0)] <k [y| + £ par suite

wo(y) = (1= k%)y =€ ——— +oo et py(y) < (1 = k*)y +{ ——— o0

Y—>—00
donc ¢ réalise une bijection de R vers R. Par conséquent :

y =, '(a)
r=b—¢,"(a)

o(z,y) = (a,b) & {

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 4 juin 2013

Corrections

57

Finalement, 'application ¢ est bijective et de classe C'. De plus

Jacy(z,) = ( flgx) f’iy) )

et det(Jacp(, ) = f'(x)f'(y) — 1 # car |f'(z)f'(y)| < k* < 1 donc ¢ est un
C!-difféomorphisme.

Exercice 143 : [énoncé]

La fonction f : (z,y) — 2% + y* — 2(x — y)? est de classe C*° sur R?.
Apres résolution ses points critiques sont : (0,0), (v2, —v2) et (—v/2,v/2).
En (0,0) : f(0,0) =0, f(1/n,0) ~ =2/n? <0 et f(1/n,1/n) ~2/n* > 0.
Pas d’extremum local en (0, 0)

En (vV2,-v2):r=20,t=20et s =4. rt — s> > 0 et r > 0.

Il y a un minimum local en (\f, —\/5)

F(V2+u, V2 +v) = =8 +10(u® + v?) + duv + 4v2(u? — v®) + u? + 0v*
On exploite
2(u? + v?) + 4uv = 2(u + v)? et 8u? + 4v2u® + ut = v (u + 2v/2)?
pour affirmer
F(V2+u, —V2+v) = F(V2, =V2) + 2(u+ v)? + u?(u + 2v2)? + v* (v + 2v/2)?

Ainsi (\f , —\/5) est un minimum global.
En (—v/2,v/2) : I'étude est identique puisque f(z,y) = f(y,z).

Exercice 144 : [énoncé]
Notons A, B, C' les points définissant notre triangle et O le centre du cercle
circonscrit.

En introduisant les mesures «, 8,y des angles (O?, @)7 (O?, Wl) et

. |
(OA, O?), on vérifie a+ S+ =0 [27] et on peut calculer I'aire algébrique des
triangles (OAB), (OBC) et (OCA) qui sont respectivement

1 1 1 1
57"2 sin «, §r2 sin 3 et 57“2 siny = —51"2 sin(a + f)

L’aire algébrique du triangle (ABC') est alors

fla,B) = %rz(sina +sin 8 — sin(a + §))

L’étude des points critiques de cette fonction de classe C! sur 0, 27r[2 conduit a
résoudre le systéme

cos a = cos(a + 3)
cos 8 = cos(a+ 3)

dont les seuls solutions dans ]0, 27> sont
2m 2m 4m 4Arm
—_—, et —_—,
373 33

Ce sont les situations de triangles équilatéraux resp. direct et indirect.
L’extremum trouvé vaut
3+/3r2

4

Exercice 145 : [énoncé]

a) On passe en coordonnées polaires avec r = \/x? + y? et § = arctan(z/y) de
sorte que x = rsinf et y = rcosé.
On parvient a

f(xa y) = C(,’E/y)(xQ + y2)a/2

avec C' une fonction de classe C! définie sur R.
b) Idem, on parvient &

flz,y) = %gx/ﬁ’ +y*+C(z/y)

avec C une fonction de classe C' définie sur R.

Exercice 146 : [énoncé]
a) L’application ¢ est clairement un endomorphisme de E.
Posons x = rcosf, y = rsinf avec r = \/2? + y? et § = arctan ¥,
(r,0) e V=R"™ x|—7m/2,7/2|
Pour f € E, on considére g € C*°(V,R) définie par g(r,0) = f(rcosf,rsinb).
On remarque
0
r%(n 0) = rcos 9%(7" cos @, rsinf) + rsin Ha—i(r cos B, rsinf)
Ainsi 5
g
O(f)=0r—=(r0)=0
() =0 (6
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pour tout (r,0) € V. c) On a
La résolution de cette équation aux dérivées partielles donne g(r,0) = C(0) avec / e,(xﬂ»yf(dx +idy) = /r ot dt
C' de classe C™ sur |—7/2,7/2]. (0,4] 0
Par suite on obtient la solution générale f(z,y) = C(arctan(y/z)) = D(y/x) avec ot
D fonction de classe C*° sur R. (atiy)? ) S
b) Si f est homogene de degré « alors en dérivant la relation f(tz,ty) =t f(z,y) / € Y (dz +idy) = _/ € W dt
par rapport a ¢ puis en évaluant le résultat en ¢t = 1 on obtient I’égalité ®(f) = af. [5,0] 0
Inversement si ®(f) = a.f alors en introduisant g comme ci-dessus, on obtient Sachant too
g / e dt = g
7”*(7’,9) = ag(ra 9) 0
or on obtient .,
ce qui donne g(r,0) = C(0)r® puis liI_El cos(t2) + sin(t2) dt = /7 /2
r—+00
f(@,y) = D(y/a)(* + %)/ N '
T
avec D fonction de classe C* sur R. Il est alors facile de vérifier que f est lim cos(t?) — sin(t?) dt = 0
homogeéne de degré . Tt Jo
¢) La fonction h est homogene de degré 5, donc h/5 est solution particuliere de On peut alors conclure
Péquation linéaire ®(f) = h. L’ensemble des solutions de ’équation est alors le
sous-espace affine h/5 + ker ®. lim oo cost2dt = lim oo sint2dt = ﬁ
r—+oo J r—+oo J 2\/5
Exercice 147 : [énoncé]
a) Exercice 148 : [énoncé]

—(z+iy)? . . —(z+iy)? n n
]{ e (=+w) (dxﬂdy):j{ P(x,y) dz + Q(z,y) dy avec P(z,y) = iQ(x,y) = e~ ) |In71|:// &dxdyg// (2" + ") dzdy = —— 0
tr tr 012 1+z"+y" [0,1)2 n+1

Or oP 00 donc I,, — 1.

G (@) = ~2ila +ig)e T = Fay)
donc
j{ e~ @) (dz 4 idy) = 0

car la forme différentielle est fermée donc exacte sur 'ouvert étoilée C.

b)
Jr = / e*(wﬂ‘y)z(dx +idy) = /77/4 pe—T>(cost+isint)? (sint — i cost) dt
Cr 0
donc
BARS /ﬂ/4 re Tl Cos2t 4y — /W/4 re—T sin2u g, < /”/4 o dur? g — {46_%72} /4 "
’ 0 sint>2tJ0 wr 0
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