Concours Commun Mines-Ponts — option MP

Planche 1
" ; x" (JJ - 1)n 1 ,1—x\n
I) Etudier }_ = et g(z) :ZT“‘ZE( - )"
IT) Soient n réels a; < ... < a,, ¢ la forme linéaire définie sur

R, [X] par 6x(P) = Pax) et 1:(P) = / P(t)dt.

0
Trouver une CNS pour que (¢1, ..., ¢,, ) soit libre.

ITI) Cours : rayon de courbure.
Planche 2
I) Rayon de convergence, limites et équivalents aux bornes de la

w/4
série entiere de terme général a,, = / (tant)"dt.
0

IT) Montrer que, si M est symétrique, réelle, positive et d’ordre n,
det(I,, + M)Y/™ > 1 + det M/,

Montrer que si A est symétrique, réelle, définie positive et d’ordre
n, si B est symétrique, réelle, positive et d’ordre n :

det(A + B)'/™ > det AY/™ 4 det B/,

Planche 3 II abordable dés la 1™ année
I) Etudier la convergence simple de la série de fonctions définies

par u,(z) = 223: 5
+n

- S =>"u, est-elle continue ?
x
Y a-t-il convergence uniforme sur R ? Limite de S(z) en +oc.

IT) Etudier la continuité et le caractére C' sur R? de f définie par

sin(xy)
f(0,0) =0et f(xay) = ——— - pbour (£C7y) 7& (070)
|z |+ [y
Planche 4 11 abordable deés la 1' année
1
I) Domaine de définition, de dérivabilité et calcul de / % t*dt.
o In

IT) Montrer que, pour n € N*, il existe n entiers consécutifs non
premiers (on pourra s’intéresser a n! + k).
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Planche 5

I) Trouver une solution développable en série entiere de :

2
x2y” + xy/ —y =

puis résoudre cette équation.
1 — 22
IT) Soit A une matrice réelle symétrique positive d’ordre n, g4 la
forme quadratique associée vérifiant g4 (z) < ||z |*.

Montrer que det A € [0, 1].

ITT) Montrer que la suite (f,), définie par f,(z) = z™f(x), avec
f continue sur [0, 1], & valeurs dans R et nulle en 1, converge uni-
formément vers 0.

Planche 6

I) Déterminer les sous-espaces de E = R3 stables par u € L(£), de

matrice A diagonalisable, et de polynéme caractéristique (X +1)?(X —2).

n _1 k
IT) On considre la suite a,, = Z (7>, donner le rayon de con-
— k+1
vergence de f(z) = Z a—? z" puis la limite en +o00 de e™* f(z).
n!
n>0

IIT) Donner le type de la quadrique d’équation zy = 22 + a?.

Planche 7 I abordable dés la 1 année

I) Soit (H) une hyperbole de centre O et d’asymptotes D et D',
M un point de 'hyperbole. La tangente a (H) en M coupe D et
D’ en A et A’ respectivement.

Montrer que 'aire du triangle OAA’ est constante.

T+t
z + t?
Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition
et trouver des équivalents.

dt.

+oo
IT) Déterminer I’ensemble de définition de f(z) = /
0
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Planche 8 I et II1 abordables deés la 1 année

= k(n—k
I) Déterminer la limite de H (1 + #)
k=1 K

IT) Pour ¢ € S, on définit fo € L(R™) par son action sur la

base canonique : f,(e;) = ey(;. Montrer que i' Z fo est un
n!
ocES,
projecteur orthogonal, et le caractériser
III) Etablir que (s1,s2) € SO3(R)? qui commutent sont soit deux
rotations de méme axe, soit deux demi-tours d’axes perpendicu-
laires.

Planche 9
I) Soit (uy) définie par ug € [0, 7] et u,41 = Sinuy,.

o o Mty
Montrer que u,+1 ~ u, et que Va # 0, ugy, | —uj ~ — o

Préciser, suivant «, la nature de ) uf.
2 =4x —3y+ 9z
IT) Résoudre le systeme différentiel { y = —-3x+4y — 9z
2/ =—-3x+3y— 8z

ITT) Calculer I = / In(1 + z cosu)du pour z € |—1,1].
0

Planche 10

I) Soient f et g deux endomorphismes de C" tels que fog =10 et
f+ g€ GL(C™). Montrer que rg f +rgg = n.

1 +oo (_1>n
IT) Montrer que / x¥dx = Z .
0 n=1 n
Planche 11
I) Soit E = {f € C*([0,7],R), f(0) = f'(0) = 0}.
Montrer que N(f) = sup | f”(z) + f(z) | est une norme équivalente
z€[0,7]
AN(f)= sup |f'(z)|+ sup |f(z)]|sur E.
z€[0,7] z€[0,7]
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IT) Soient (A4, B) € M, (R)? et M € M, (R) de rang r telle que
AM = M B ; montrer que deg(xa A xB) < n.
ITT) Existe-t-il f, 2m-périodique, continue par morceaux, telle que

vnefmanu)=0etmxﬂ::i;?
n

Planche 12 IT abordable deés la 1" année
I) Soient (a,,) et (b,) deux suites complexes ; on note B,, = Z b
k=0

n—1

; montrer que Z aibr = ap B, + Z(ak — ag+1)Br.

k=0 k=0
En déduire un critere de convergence pour certaines séries.

, a k0) = sin(kf) <~ ikt
Etudier la convergence de g cos( ), sin ), € _ pour
k< k< k<
6 €10, 2]
IT) Soit f trois fois dérivable au voisinage de a ;
déterminer lim -+ (f(a+32)—3f(a+L)+3f(a—L)— f(a—3R)).
h—0 p3 2 2 2 2

Généraliser pour f n fois dérivable au voisinage de a.

2
IIT) Pour x € |—1, 1], calculer f(x) = / In(1 + z cos u)du.
0

Planche 13 II abordable des la 1 année

I) Donner les coefficients de Fourier de f, impaire, 2m-périodique,
définie sur |0, 7[ par f(z) = 1.

Trouver f(0) et f(m) tels que la convergence de la série de Fourier
vers f soit simple. Y a-t-il convergence normale ?

Donner les variations de S, (f) et exprimer son premier maximum
sous forme d’une intégrale. Montrer qu’il admet une limite finie.

IT) Existence et calcul de / / _ dzdy ol

p l+xcosy
D={(z,y) eRZ,0<z<m0<y<1}.
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Planche 14
I) Etudier la convergence simple de la série de fonctions de terme
+oo
général u,(z) = 22:5 5 définie sur R. S(z) = Z un () est-elle
= +n n—0

continue 7 Y-a-t-il convergence uniforme sur R 7
Déterminer la limite de S en +oo.

IT) On pose f(0,0) =0et f(z,y) = ———
|z + |yl
Cette fonction est-elle continue, de classe C! ?

Planche 15 I abordable deés la 1 année

I) Montrer que ’ensemble D,, des matrices (a;;) telles que a;; = 0
pour i—j impair est un sous-espace de M., (R) stable pour le produit
matriciel. Quelle est sa dimension ? Est-ce un sous-anneau ?

IT) Comparer les rayons de convergence de Y a,z" et > a22".
ITI) f continue, positive et intégrable sur [1, +o00[ est-elle toujours
de limite nulle en +o00 ?

Planche 16
T or ()"
. -—= = 0 — 2
I) Soit A = . Calcule A"
) s o e ;0 (2n)!
2 2 2 g
IT) Soit f décroissante et continue sur Ry, a valeurs dans R et de

—+ oo

limite nulle en I'infini. Montrer que sinz f(z)dx converge.

0
="
ITI) Nature de » Innln(1+ ).
n>0 \/ﬁ

Planche 17

I) Montrer que pour (4,B) € M,(R)?, AB et BA ont méme
polyndéme caractéristique.

IT) Soit ¢(z) = 2x(1 — x) ; étudier la suite de terme général
¢" =¢do...o¢ pour x €]0,1].
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Montrer qu’il existe une suite de polynomes P, a coefficients dans
Z convergeant uniformément vers la limite f de (¢™).
Planche 18 II abordable des la 1'° année

I) Déterminer ’ensemble de définition et un équivalent en 0F de la
série de fonctions de terme général f, () = &

n(1 + n?z?)
p g r
IT) Montrer que A = | r p ¢ | est la matrice d’une rotation si
q v p

et seulement si p, g, 7 sont racines de X3 — X2 4 \ = 0.

Planche 19
I) Trouver un équivalent en l'infini de la plus petite solution z,, de

o1
I’équation =0.
2

IT) Soient A et B deux matrices réelles symétriques d’ordre n telles
que VX € R", 0 <! XAX <! XBX ; montrer que det A < det B.

Planche 20
I) Pour 6 € ]0, g[, montrer qu’il existe un polynéme P, tel que
sin(2n + 1)6

P, (cotan® ) = — il g - Quelles sont les racines de P, 7
in

S
La somme de ces racines ? Montrer que cotan® 6 < 91—2 < 1+4-cotan? 4.

Calculer Z % .
E>1

IT) On suppose que f? est diagonalisable ; montrer que f est diag-
onalisable si et seulement si Ker f = Ker f2.

ITI) Soit f un endomorphisme de R™ annulant un polynéme P € C[X]
tel que P(0) =0 et P'(0) = —1.
Montrer que R™ = Ker f & Im f.
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Planche 21

I) Etude de f(z

: convergence simple, conver-

Z < \/n(1 + nx?)
gence normale. Montrer que f est de classe C! sur R*.
Limite et équivalent en +oo. Limite en 0.

+oo
IT) Borne inférieure de {/ (1 — at — bt?)?dt, (a,b) € R?*}.
0

Planche 22

I) Montrer que, si M est carrée d’ordre n, inversble et diagonalis-
able, Vp € N, N définie par NP = M, est diagonalisable.
1

IT) Calculer / L=% 4.
0

Inz
ITI) Valeur (avec démonstration) de I’aire d’une ellipse.

Planche 23

¢(x)
I) Montrer qu’il existe ¢ de R% dans RY, telle que / etdt = ¢
0
et représenter ¢.

’ _1 n
IT) Etudier la convergence de Z In(1+ (=1 ).
n=1 \/ﬁ

ITT) Si f est un endomorphisme diagonalisable de C™, trouver une
CNS pour que 3z € C™, (9:, flx),..., f”_l(:lr)) soit une base de C™.

Planche 24

I) Pour quelles valeurs de p, f défini sur Ry, [X] par :
f(P)(X)=X(X+1)P'(X)— uXP(X) est-il un endomorphisme ?
Donner ses éléments propres.

()" +vn

vn+ o

ITT) Montrer que la série de fonctions (g, ) définies par go(x) = 1

IT) Nature, suivant a € R, de > In

x
et gni1(x) = / gn(t — t?)dt converge normalement sur [0, 1].
0
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IV) Montrer que ef, ot f est définie par Vo € R?, f(z) = a Az
avec a un vecteur non nul de R3, est une rotation.

Planche 25 I abordable des la 1'® année

I) Soit (p;)1<i<n une famille d’endomorphismes d’un espace E de
dimension finie n > 1, vérifiant p; o p; = d;;p;.

Montrer que E = @ Imp;.

i=1
Soit (¢;)1<i<n une famille d’endomorphismes vérifiant la méme pro-
priété ; montrer qu’il existe un automorphisme f tel que :

Vi e [1777’]7 q; = fopi © f_l'
“+o0
IT) Prouver l'existence de I,, = / LQ
o (I+t)"
Convergence, limite et monotonie de la suite (1,,).
Quelle(s) conjecture(s) peut-on faire sur > I, et > (—
Valeur de ) (—1)"I,, et convergence de Y I,,.

dt pour n > 1.

1)1, ?

Planche 26

I) Ensemble de définition de f(z) = > 1

. est-elle C1 ?
ch(nx

En donner un équivalent en 0.

1 0
. 0 2
IT) Soit M = | ~ ; identifier les vecteurs X tels
. 0
0 0 n
que det(X, M X,. M” 1X) #£0.

Planche 27

I) Montrer que f vérifiant f(z) =
entiere au voisinage de 0.

IT) Montrer que A, carrée d’ordre n, de coefficient a;; = wi—hHu-1)
oll w est une racine n**™¢ de I'unité, est inversible et calculer A~1.

2f'(2x) est développable en série

© MMVIII Editions Officiel de la Taupe Gyroscope



Planche 28

I) Limite quand n tend vers +oo de / %
[0’1}2 1 + X + y

IT) Soient K un corps quelconque, n et p deux entiers naturels non

dxdy.

nuls. Soient B € M, ,(K) et C € M,(K).
Montrer que le rang de Iél g vaut n +rgC.

Montrer que :

VAe M, ,(K)et Be M, ,(K), nt+rg(l,—BA) = p+rg(l,,—AB).
Peut-on en déduire que :

Vk € K, dimKer(kl, — AB) = dimKer(kI, — BA) ?

Donner une CNS sur rg(AB) et rg(BA) pour que AB soit diagona-
lisable. .

Planche 29
Arctanz

vV
IT) Dans E euclidien, trouver un exemple d’endomorphisme f non
nul et non orthogonal, tel que Vz € E, || f(z) || < || z||.

Donner le reste de la division euclidienne de X™ par (X — 1)2.
En déduire : Ker(f—Id) = Ker(f—Id)?; E = Ker(f—Id)®Im(f—Id).

n
I) Nature de la série de terme général u,, = Lk / dz.
n" Jo

1 k .
Montrer que, pour x € E, u, = —— x) est une suite
que, p "= kE_Of (z)

convergente et donner sa limite.

Planche 30 III abordable deés la 1™ année

I) Donner une CNS sur A € M, (R) pour que ({Z §”) soit,
diagonalisable.
2n
IT) Ensemble de définition de F(z) = L2 .
>0 (n!)

Montrer que G(t) = F(xt)e™" est intégrable sur R, pour z assez
proche de 0. Donner une expression de cette intégrale.
ITT) Longueur de la courbe p(f) = 1+ cos 6.
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Planche 31 IT abordable dés la 1" année
+oo
I) Rayon de convergence et somme de Z
n=1

$2n+1

n(n+1)2n+1)

n—1
IT) Calculer H (1 — eZikm/my,
k=1
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