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Préface

Ce manuel comprend les principaux thémes corrigg
pour le baccalauréat série scientifique « D » et ce pour g
années 2005 a 2019 y compris la session normale e
complémentaire.

En plus de I’énoncé du sujet le théme est toujours suivi de
sa correction afin que I’éléve puisse bénéficier de solutions
relativement facile & comprendre.

Aussi les réponses aux questions ne sont pas directes mais
largement justifiées et commentées, aipg§izces questions sont
incarnées dans les tableaux « Questignssa choix multiples »
Justifiées afin que I’éléve parvient a,appréhendé pourquoi
elles ont été choisies, tel est I’intéyét significatif de ce manuel

que nous proposons pourr’@s potentiels candidats au
baccalauréat. \

o>
4%% O Gounbote
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Bac 2019 session normale
Enoncé

Exercice N°I :

1. On considére dans Z?, I’équation (E) :7x—Sy=1,

a. Justifie que le couple (3 ;4) est une solution de (E) puis résoudre (E).
b. Montrer que si (x ;y) est une solution de (E) alors {x i i%g;

Y= A = 4(5)

2. Dans cette question on se propose de déterminer ’ensemble S des entiers relatifs A tels que {A = 3(7)

a. Soit A un élément de S. Démontrer qu’il existe un couple d’entiers (x ; y) tel que A =7x+3 = Sy+4 ot (x ; y) est une solution de
E).

:). En déduire que A €S si et seulement si A =24 [35]. o ) .

¢. Soit n et a deux entiers naturels (0 < n <9) et B un entier qui s’écrit, en base n, sous la forme 374a. Déterminer n puis en
déduire Pécriture décimale de Pentier B sachant qu’il appartient a S,

Exercice N°2 :

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (0; i: V).

I. Pour tout nombre complexe z on pose : P(z) =23 — (5 + 4i)z% + (7 + 10i)z + 5 — 10i.

Calculer P(i) puis déterminer les solutions de I'équation P(z) = 0 avec z, ; , et Z, de I’équation P(z) = 0 avec

Re(z,) < Re(z;) < Re( z,).

2. On considére les points A, B et C d’affixes respectives 2, ; z, et z,.

a. Déterminer Ia nature du triangle ABC.

b. Soit G le barycentre du systéme {(A; 13); (B; —3); (C; 2)}. Déterminer P’affixe de G.

¢. Déterminer et construire I’ensemble I' des points M du plan tels que : 13MAZ — 3MB2? + 2MC? =12.

3. On considére ’hyperbole H de centre G qui passe par C et dont A est un sommet.

a. Déterminer le 24" sommet de H.

b. Vérifier que I’équation de H peut s*écrire sous Ia forme x2 — 3(y—2)2=-3,
c. Donner ’équation réduite de H puis déterminer ses foyers, ses asymptotes et son excentricité et la construire.
Exercice N°3 :
On considére la fonction définie sur [0; +oo par : f(x) = x* — xInx, si x>0 et £(0) = 0.
On note (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;1;7).
L. a. Etudier la continuité de f et la dérivabilité de f A droite de 0E

X
b.Calculer et interpréter graphiquementxl_i'il; f(x) et xl_!?;-%
2. a. Caleuler f*(x) et f”'(x) et en montrer que (C) admet un point d’inflexion A dont on précisera les coordonnées.
b. Etudier les variations de f° et en déduire le signe de ['(x).

¢. Dresser le tablcau de variation de f. )
3. a. Montrer que f réalise une bijection de [0; +co[ sur un intervalle J que I’on précisera.

b. Etudier I position relative entre (C) et (C’) et justifier qu’elles se coupent en trois points dont I’un est d’abscisse a avec
0,45 < @ < 0,46 ((C’) étant la courbe de la réciproque f~! de f).

4. Tracer dans le repére orthonormé (O; 1:J) les courbes (C) et (C’).
S.a. A V'aice d’une intégration par parties déterminer I primitive F qui s’annule en 1 de la fonction fsur]0; +oof.

1 a
b.Exprimer en fonction de n et a les intégralesK = f f(t)dt eti(n) = J; f(t)dt.Calculer ..li'P I(n).
a - —s+ar
n
<. Décuire i*aire S du domaine plan formé par les courbes (C) et (C*).

Exercice N°4 :
On considére un trian gle équilatéral direct ABC de coté a (a>0). Soient D, E et F les milieux respectifs des cotés [BC], [CA) et

{AB]. On considére lc carré direct AGHD de centre O. Soient 1, J et K les milieux respectifs des segments [EC], [GH] et [AD).
1. Faire une figure illustiant les données qu’on complétera au fur et & mesure.
2. 2. Montrer qu’il existe un unique antidéplacement f qui transforme A en C et E en D.

b. Montrer que f est une symétrie glissante et donner sa forme réduite.
3. a. Montrer qu’il existe une unique rotation r transformant H en B et D en E. Préciser son angle. Soit {) son centre.

b. Montrer que Q appartient A la droite (CF) et au cercle de diamétre [AB].
¢ En utilisant les angles (D(i; DE) et (DE; DG) montrer que () € (DG). Placer Q.
4. 2. Montrer quil existe une unique similitude directe S et une seule qui transforme Ben D et D en |.
o cp . \f' . ¥
b. Soit §* 1a similitude directe de centre A de rapport ?3 et d’angle g . Déterminer S*(B) et S*(D). Caractériser S.

5. 00 zousidére Ia suite des points (M) définie par : M, = Bet M,,, = S(M,).
A Démontrer que le triangle AM,M,,,, est rectangle.
b. Déterminer Ia nature du triangle ABM;(,4 et calculer son aire en fonction de a.
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Exercice N°5 :
Soit [ Ia fonction définie par: f(x) = .
Vire*

I. Etudier les variations de et tracer sa courbe I' dans un repére orthonormé (0; 5 1-
2. Montr I'équati i i 0,1 <ud<0,8
er que I'équation f(x) = x admet une unique solution a et que 0, =4

3. Soit A P’aire du domaine délimité par I', (Ox) et les droites d’équations x = ¢ et X = In3.
n. Montrer que A = I:“a ]“" .
ViteX
1
b.E . - _ [3.2dt
n posant t = ——=, montrer que A = [ 5—.

¢. Déterminer les réels a et b tels que t-;_l = . et en déduire ln valeur de A.
- t

-1 t+1 n
(F(6))™" dtet S, = Z T R L
k=1

~ln3
4.Soit (1,) la suite définie pour toutn € N* par: 1, = J
o

In3 —a . e ;
a.Montrer que pour toutn € N* que T <1,<(In3 - a)a?" puis en déduire r.ll'Pm Iy
b. Montrer que ¥x € R, 2f(x) = (t’(:r&))3 —f(x) ... (1).

¢. En déduire que vx € R, (I'(x))z= 1+ 2(%—) puis en déduire I,. ~
X

1,1
5.a.Montrer al'aide de I'égalité (1)quevn e N; L,y — I = ¢ (-?:5; = f.xz").

n
3e™ 1/1
b.Montrer que I,,, = In (—-——40[2 } + ZE(_ZZ" - az*‘).

¢.En déduire que lim 3 %(az" - -2—11—k) =1In (Z(ngﬁ)

Solution, » ¥

Exercice N°1 :

1. On considére dans Z2, I’équation (E) : 7x—5y=1.

a. Justifie que le couple (3 ;4) est une solution de (E) puis résoudre () :

*Vérification :

7.3-35.4=21- 20 =1.

* Résolution :

ona:l7X"5Y =1 Lo 3)-Sy+4)=0=7(x—3)=5@+8=7 |5y +4).
7.3-5.4=1

{7 l 5(5x — 1) alors d’aprés Gauss 7 | y+4=yH=Tk2y=4+7K

7a5 =1
Or7(x-3)=5(y+4)=>7(x—3) =57k=x—-3 =5k=x =3 + 5k.

Réciproquement tout couple (3 + 5k ; 4 + 7k) ou k € Z est solution de I’équation (E).
D'ou S ={(3 + 5k;4 + 7k);ouk & Z}. _
i(x; t une solution de (E) alors pr=318]
b. Montrer que si (x ;y) estu ly=4[7] °
. x=3+5k (x-3=5k_ (x=3[5]
(x ; y) solution de (E) “’{y ik [y it {y gt =

2. Dans cette question on se propose de déterminer 'ensemble S des entiers relatifs A tels que {‘: = ;{3{
a. Soit A un élément de S. Démortrer qu’il existe un couple d’entiers (x ; y) tel que A = 7x+3 = Sy:4 odl (x 3 y) est une solution de

(E) )
: A = 4(5] JyeZ;A=4+5y _ .

AR {A = 3[7] “laxeZ;A=3+7x =3 +7x =445y = 7x-5y=1. Donc lc couple (x ; y) est une solution de (E) :

b. En déduire que A € S si et seulement si A =24 [35] :

A €Salorsd’aprés2.a)3 (x: y) € Z? tel que A= 7x+3 = Sy+d4 ol (x ; y) est une solution de (E).

v 7 A=7(3 + S5m)+3 = 24+35m = A =24 [35].

e Safen LAUNER EL Bupirely{f << b u“.cmi" qui s’écrit, en base n, sous Ia forme 374a. Déterminer n puis en

dédnire 'écriture décimale de I’entier B sachant qu’il appartient § ;

Puisque 7 est un chiffre du systéme de base n alors n>7 et comme n<9 alors n=§.

—_— : 2 3 =
DenconnB=374a=a+4x8+7x8°+3x8"=2a+32+448 + 1536 = 2016 + a. Comme a est un chiffre du systéme ¢¢

- g 1992
alors0<as7= 2016 B < 2023 =2016= 35m + 24 < 2023 255 Sms %:—9 = m=57=B=2019,

.

base 8
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Exercice N°2 :

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (0; ii: V). )

1. Pour tout nombre complexe z on pose : P(z) = z° — (5 + 4i)z? + (7 + 10i)z + 5 — 10i.

Calculer P(i) puis déterminer les solutions de ’équation P(z) = 0 avec 2, ; 2, et Z, de I’équation P(z) = 0 avec
Re(zo) < Re(z,) < Re(z,):

P(i) =i — (5 + 4i)i% + (7 + 100)i +5-10i = ~i+5+4i+ 7i— 10+ 5~ 10i = 10i - 10i = § + § = 0,

i est une racine de du polynéme P, alors il existe deux nombres complexes a et b tel que : P(z) =(z — i)(z% + az + b).

=2 Pz) =(z - 1)(z* - (5 + 3i)z + 10 + 5i). Tableau d’Hérner

P(z) =0= (z - i)(z* - (5 + 3i)z + 10 + 5i) = 0 1| —5-4i | 7+10i [ 5-10i
z—i=0 i i 3-5i -5-10i

= [zz -(5+31)z+10+5i=0 ] 1 -5:3i 10+5i 0

vz —i=0= Z=1i a b -

+2? - (5+30)2+10+5j =0 :

a=(~(5+3i))"—4x 1(10 +5i) =25-9 +30i — 40 - 20i = —24 + 10i = (1 +5i0)?
= z= 5+3|:|+5| =34 4] etz= 5+3I;1—5I — 2 _ l

Donc ’ensemble des solutions de I’équation P(z)=0 est [i;3 + 4i ;2 —i).

2. On considére les points A, B et C d’affixes respectives zg ; z; et z,.

Zp =2y =32, =Zg=2-jetz, =Zc =3 +4i.

a. Déterminer la nature du triangle ABC :

z_B:iA___Z_:-i__-—_i___Z—Zi_ 2(1-1) 21— -i)  2(-20) N P

Ze — 7y 3+4i—i—3+3i_3(3+i)"3(1+i){1—i)“ 3x2i 3

Donc le triangle ABC est rectangle en A non isocéle.

b. Soit G le barycentre du systéme ((A;13):(B;-3); (C: 2)). Déterminer I’affixe de G :
Zc = 132p-3zg+27¢ - 131-6+3i+6+8i - E_l =2i

12 12 12 :
¢. Déterminer et construire ensemble I" des points M du plan tels que : 13MA? — 3MB2 + 2MC? =12 :

Pour tout pont M du plan, on a : 13MA? — 3MB? + 2MC? = 12MG* + 13GA? — 3GB? + 2GC?

Or GA? = |z, zgl? = |i — 2i|2 = |-il*=1;GB? = lzg =zl =12 -i-2i]2 =2 - 3i|? =13 et

GC? = |zg —zg|? = 13+ 4i-2i2=3 + 2i|? = 13.

= 13GA? ~ 3GB? + 2GC? = 13 x 1 — 3 x 13 +2 x13 =39 -39 = 0 = 13MA? — 3MB? + 2MC? = 12MG2.
Donc on a : 13MA? — 3MBZ + 2M(C2? =12 = 12MG* = 12 5 MG = 1 = MG? = AG? = MG = AG.

DouI'= C(G;AG)

3. On considére I’hyperbole H de centre G qui passe par C et dont A est un sommet,

a. Déterminer le 2¢" sommet de H :

Le 2¢ sommet de H est le symétrique A’ de A par rapport & G, son affixe est 3i.

b. Vérifier que ’équation de H peut s’écrire sous Ia forme x? — 3(y~2) = -3,

= v - z 2 —2y2
L’axe focal de H est (AG) qui est (O; ¥). L’équation réduite de H est de la forme : (L:T“)— - gﬁ‘)— =-1e E; - {"'b:) = -1.
-2)? . "
La valeur de b= AG =1 =,:_: - (”1:) =-1ex? —al(y - 2)? = —a? et comme CeH alors les coordonnées de C vérifient
I'équationde H = 3% —a?(4 — 2)* = —a’> 9 —4a? = —a’= —3a? = _g o a=3 = a =43
Donc Péquation de H s*écrit sous la forme : x* — 3(y — 2)? = —3,
¢. Donner I’équation réduite de H puis déterminer ses foyers, ses asymptotes et son excentricité et la construire :
2z -2)2

*L’équation réduite de H est x? - -,

2 >
La demi-distance focale est ¢ = VaZ + b? = \}V’? +t1E=Vv3+1=+Va=2
*Les foyers de H sont F(xg; yo+ ) =F(0; 2+ 2)= F(0 ;14) et F'(x, ;1y" —)=F(0;2-2)sF(0;0)=0.

-1 1

*Les équations des asymptotes (d) et (d’) sont : (d) : v—2= N tadind y=2+ EX et (d’):y—2= HX= y=2 - X
"Lexcentricité de Hest e= < = 2 = 2,
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Exercice N°3 :

On considére la fonction définie sur [0; +o par : f(x) = x* — xInx, si x4>0 et 1(0) = 0.

On note (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;1; .

1. a. Etudier la continuité de fet la dérivabilité de f a droite de 0 :

lilg! f(x) = |i|g1(x3 —xlnx) = limx* = limxlnx =0 -0 = 0= f(0)

X X= X—+=00 X—=00

Donc f est continue 4 droite de 0.
f(x) - £(0) x3 - xlnx 3 2

= 1 i - =1 — limlnx = 0 — (—®) = +co0,
MR o S i il - I = figad - figinx = 0= ()

Donc f n’est pas dérivabilité A droite de 0.

f(x)
b.Calculer et interpréter graphiquement'lim f(x) et lim Lx— :

X—+0
Inx: Inx
lim f(x) = lim (x* - xInx) = lim x? (1 - —) = lim x* x lim fl - -T) =400 x 1= +0co,
X200 X400 X—+ 0 x? X+ x—++o0 \ X |
f x? = xlnx Inx . nx
lim H(ﬁ: lim ——— = lim (x? = Inx) = lim xz(l-——-z—)= lim x? x lim (1 "_'i") =40 X 1= +co.
X=+4+m X X440 X X—+m X-+400 X X+ X400 x
2. a. Calculer f'(x) et f''(x) et en montrer que (C) admet un point d’inflexion A dont on précisera les coordonnées :
2_
f'(x) = 3x* - (lnx + xi) =3x*-1-Inxetf'(x) = Bx—i e 2L

f'(x)=0=26x - 1=0=x=—

X

V6 -
x 0 %a +w . d\?-“"
e - 0+ AN

Donc (C) admet un point d’inflexion au point A d’abscisse % et d’ordonnée f (ls) e + UE 11500

f.,l

b. Etudier les variations de f' et en déduire le signe de f'(x) :

f(x)=0=6x* - 1=0=x =
x o

f'(x) - +

| f'(x) \ :}%‘Iﬁ /

+00

T

o=

f'(l)— -1+ Iné

V6 2

Doncvx > 0;f'(x) = LT'E> 0

¢. Dresser ie tableau de variation de f:
| X 0 +00

roo | +

f(x) | +00
. /

| S
3.u. Montrer que f réalise une bijection de [0; +oo[ sur un intervalle
l'est continue et strictement croissante sur [0; +oo|
b. Etudier Ia position relative entre (Cet (CHY e

J que 'on précisera :
alors elle réalise une bijection I'intervalle J qui est lui-méme.
t justifier qu’elles se coupent en trois points dont I'un est d’abscisse a avec
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0,45 < a < 0,46 “({’) étant la courbe de Ia réciproque f ' def):
+f(0) = 0 alors le point O est un point commun pour (C) et (C*).
*¥x > 0, f(x) = x & f(x) - x= 0 &> x* — xInx - xm 0 & x(x? - Inx~ 1) = 0 > x? - Inx-1=0

_ 2 f)eed)

z
Soit g(x) =X? —Inx - 1= g'(x) = 2x— 1= =1 _ G VO z':‘:'(ﬁ) )
x x =

Donc le signe de g'(x) est celui de x — ~ | * :
v

lim g(x) = .l_l.g;(xz =M~ 1) S~ (o —1 = doup,
Inx lnx)=+mx1=+w

lim g(x) = lim (x? — In ; Inx In

< o X=-1)= lim x?(1 - — — 2} = i 3 : oo EEL ST

T =i 1 Xt x? x? —xl-!?clnx Xxl—!inw L x? x2
I

I O S
| X e 0 =
g(x) +00 =

2
Donc d’aprés le tableau de variation ci-dessus I’ : _ ) - 5 1 n=o0.
Soit a ’autre solution. On a g(0,45)x g(0,46)s< (;’:'quancm RO =D ameCARF J0-Foil dmagsolutions Pomecest] war gif)
4. Tracer dans le repére orthonormé (0; ;) les courbes (C)et(C:

. @

fe ¢ ‘ :
" [ Ip

2 * ] E]
a
i

5. a. A I’aide d’une intégration par parties déferminer la primitive F qui s’annule en 1 de la fonction fsur ]0; +oo[ :

Cette primitive est a'éfinie par : vx € ]0; +oo[, F(x)= jl" f(t)dt.
Donc on a : F(x)= f:(t’ — tint)dt = f: t(t? — Int)dt.
u'(t) =2t - %

u(t) =2 - lnt{
g 2
v =t MORE
t? o 1 t? "o 1 t? oo
F(x) = |—(t? - - —{2t-- = |—(t* —Int —f(t’——t)dt:—tz—l - =
(x) [2 (t lnt)L I; Z(Zt t)dt [2(t n)Jl ) 5 z( m)1 el
X' 52 1 xt x2 xt* ¥ 1 X lox
Tz Z'"’;“E"?*“T‘ TTL 2 2
Dloil F(x) =% 4+ X 1 _ %5y
4 4 2 1 @
b.Expri-ner en fonction de n et a les intégrales K = f f(t)dt et [(n) =J’l f(t)dt.CalculerI!_i'r::l I(n) :
a n
¢« g2 1 2
| K= f; f(t)dt = F(1) — F(a) = —F(a) = -5 -5 +3 + = Ina. ,
z 2 -l 2 . a* a1 a*-a? _ a*+a?-2a*+2a® _ a'-3a’.2
Or (g)=a=>a’—alna=a=ahna=c®-a=amou=a' -a'=2 K= -2——=+- == : ==
D oy K d‘-::azd»z
cat+3a? -2 1 1 In 1 _ —a*+3a? 1 1l
{ (n) = J’lnf(t)dt= F(a) — F(;‘;) = -g—-;i e = + n: 1) =21(n) = e e T et
. —*+3¢? 1 1 lon) _-—a't3ad _L,-‘__‘_'E)
"l'l"*r-l: i) = .‘l.'.ﬁ, (_—T-“ T and " ant 20t/ 4 AT pane ( 4n* 4n® 2n?
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c. Déduire I’aire S du domaine plan formé par les courbes (C) et (C*) :
Le domaine demandé est symétrique par rapport i la droite d’équation y=x.

a 1
§s=2 f (f(x) — x)dx + Zf (x — £(x))dx?
0 @

a a x21" . o? 1
. ZL (f(x) — x)dx = 2“1_13!‘[1 (f(x) — x)dx = 2"l_i.|:1¢ I(n) — [?L =2 lim (l(n) -7 i .-Z-n_z)

n—+o
—a* +3a® af “ it & a?
=z(————-—4 -7)=zju(f(x)—x)dx- ;
1 1 1 <21} 2 a*-3d?+z __ —a*+a?
2 [M(x— f(0))dx = 2 J} xdx -2 ] f(x)dx=2[?]a—2K= 1-af - =

catia? —gt+al

Donc S = 2_[:(f(x) —-x)dx + 2 j’:(x - f(x))dx = ";" + _",z*_“_ =a?—a*.

Exercice N°4 : - : B

On considére un triangle équilatéral direct ABC de cdté a (a>0). Soient D, E et F les milieux respectifs des cités E;Bl:!], [C:}Det
[AB]. On considére le carré direct AGHD de centre O. Soient 1, J et K les milieux respectifs des segments [EC], [GH] et [AD].
1. Faire une figure illustrant les données qu’on complétera au fur et i mesure :

2. a. Montrer qu’il existe un unique antidéplacement f qui transforme A en C et E en D:
f: A—=C tcomme AE=CD= ; alors il existe un antidéplacement f tel que f(A) = C et f(E) = D.
b. I\frlsn:tgr que f est une symétrie glissante ¢t donner sa forme réduite :

« f n’est pas une réflexion car Med [AC] # Med[ED] , donc f est une symétrie glissante.
« L’axe de f passe par E milieu de [AC] et par le milieu de [ED], donc I’axe de f est (ED).
« Comme E est un point de Paxe et f(E) = D alors le vecteur de fest ED.
Dol la fore réduite de f : f=Sgp Oty = ts50SEp
3. a. Montrer qu’il existe une unique rotation r transformant H en B et D en E. Préciser son angle. Soit £ son centre :
r: M- B et comme AD =BE = ‘?a et HD # BE alors lIa rotation r existe et unique.
"ID—E G g — 5
L'angle de r est 0 = (HD; BE) = (BC: BE) = - [2m]. Dou r=r(.1)
b. Montrer que € appartient i la droite (CF) et au cercle de diamétre [AB] :
CD = CE
«r:D — E= 0 € Med[ED] =(CF) car {0~ [
0D;DE) =2 [2n
. (____ j :[ ] = 0, A, D et E sont cocycliques, or le cercle circonscrit au triangle ADE est de diamétre [AB].
(AD: AE) = _[27]
c. En utilisant les angles (D(1; DE) et (DE; DG) montrer que (2 & (DG). Placer Q2 :
(D1i; DG) = (DG; DE) + (DE; DG) = — >~ + > = 0[2n] = Q & (DG).
D’ou Q est point d’intersection des droites (CF) et (DG). ( Voir la construction)
4. a. Montrer qu’il existe une unique similitude directe S et une seule qui transforme B en D et Denl:
Comme B#D et D1 alors qu’il existe une unique similitude directe S et une seule qui transforme Ben D et D en I

b. Soit S’ 1a similitude directe de centre A de rapport ? et d’angle -: . Déterminer S'(B) et S’(D). Caractériser S :

L N
*Le triangle ABD est rectangle en D et (AB; AD) = “; = (A8 T_. ¢ 2 =8(B)=D.
(AB;AD) = -
o , Page 8 sur 236 o B
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n_ 3

Al
*Le triangle ADI est rectangle en I et (AD; A) = % = {Ap — 8% L =2SD)=1

* | (AD;Ai) = :
Il existe une unique similitude directe et une seule qui transforme Ben D et D en 1. D'od S= §'=§

5. On considére la suite des points (M,,) définie par : M, =BetM,,, = S(M,).
a. Démontrer que le triangle AM, M, , est rectangle :

et — cosZ =3
My =5(M,) & AM . ?

(AM; AM, ;) =2
D'aprés AlKashi :

M.M,,:* = AM? + AM

(r:23)

o n
ne1’ = 2AM,,, x AM, cos(AM,; AM, ) = AM,? + AM,,,% - 2AM,,, X AM,,cosg
e AM

=AM+ AM,, T = 28M,, ) X AM, x S8 < AM,2 4 AM,, 2 - 2AM,,,,7 = AM,} - AM, .
=Aan = MuMunz + AMnHz )
D’ou le triangle AM, M, ., est rectangleen M, ,.

b. Déterminer la nature du triangle ABM,,, et calculer son aire en fonction de a :
Montrons par récurrence que vV neN" ; M, = S"(M,).
* Initialisation :

Pour n=1 on a M, = S(M,) = S'(M,).

* Transmission :

Montrons que si pour p= 1 M, = SP(M,) alors M,.1 = SPH(My).
M1 = S(M,) = S(SP(M,)) = SP*1(M,).

Donc V neN* ; M, = S"(M,).

n
S étant Ia similitude de centre A de rapport {3 et d’angle % alors S" est la similitude de centre A de rapport (‘?) et d’angle %' .

AMaoto _ ( E)zow
Donc $"=S : (mln E) = Myg19 = S2917(M,) = 5299(B) AB 2 —
( ‘\2) e (AB, AMZO]?) = 5 [2“]
+(AB; AM;q;4) = 20:911 [2n] = g[Zn] = Le triangle ABM,4,, est rectangle en A.
AMzge _ (43201 _ (VB
AB (T) = AMzoy9 = (T) AB= (z)

‘ . s . 5, 2019
* L’aire du triangle ABM,,, est : EABX AM;540 = A% (T) a=
Exercice N°5 :
Soit f Ia fonction définie par : f(x) = —= . .

1. Etudier les variations de f et tracer sa courbe I" dans un repére orthonormé (0;1.}) :

3100973 2
—
22020 *

lim f i S =1et lim f(x) = lim =—=0
x._l"_'l_ (x) = xl—!-'-nrm - m - X—=+ x=tx/1 + ¥ +w ’

La courbe I' admet deux asymptotes horizontales d’équations respectives y=0 et y=1.
—ef
f'(x) = <0
¢ 2(1 + e¥)V1+e*
—00

X
f'(x) =

f(x) {1
\0

+00

Page 9 sur236 o e
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2. Montrer que l’équalion f(x) = x admet une unique solution a et que 0,?%%@3;

Posons g(x) = f(x) -x, vxe R=>g'(x) = f(x) ~1 <0 car f' est négative. Donc g est str

ictement négative sur R.

- LA 1 R _ . = I — .-:'mfx-—limx=-'°°-
im0 = Jim (100 ) = Jim, {00 - lim x =+t i g0 = Jim (9 7 dim 100~ 2%
g réalise une bijection de R sur R, alors I’équation g(x)= 0 admet X = T |
dans R une unique solution a. D’oil I’équation f(x) = x admet une ") _ B
unique solution a. De plus 2(0,7)xg(0,8) >0 alors ¢ n’ est pas encadrée E = - 1
par 0,7 et 0,8. Ce pendant g(0,5)xg(0,6) <0 alors g(x) \ '
d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaire 0,5 <a < 0,6. =0 |
3. Soit A I’aire du domaine délimité par I, (Ox) et les droites d’équations —
x =aetx =Ind.
_ m3 _dx
a. Montrer que A= [/ == o
Comme f est positive sur R et en particulier sur [a; In3] alors I'aire A = fn e
1 124

b. En posant t =1m , montrer que A = :;r_l; :
En posant t ? ey on tn:u(\;e :-) 1 o
. = =t = 5 e -_—— :’ — = ——

dt 2(|+e")v'l+c‘ dx 2(1+eX)W1+e* dx 2 (t ¢ t)dx = dx t3-t

= x=a=t=a 3 dx 3, _ 2dt _ cIn3 2dt 12ae
« Pour les bornes de I'intégrale : {, _ 143 =:~t=%=’A—J¢ ‘JTT"E—:L tXg = I b= e
c. Déterminer les réels a et b tels que ;22—_1- = :_:_I -+ % et en déduire la valeur de A :
2 (t+1)-(t=-1) t+1 t-1 1 1

t2—1: (t—1)(t+1) _(t—1)(t+1)—(t—i)(t+1)=t—1_t+1

1 1 1 1a 3 11
A= 32 fi(L - pp)de= P4 38 - 1] - Inje+ 1013 = [ |5

=1a(3) - (533) = n(55)

t+1 at-1 a i+l t+1
n3 n
4.Soit (1,) 1a suite définie pour toutn € N-par:l, = (f())*"dtetS, = Z k=l +l; +I3 4+ +1,
a
k=1

In3 -«

a.Montrer que pour tout n € N° que @ <1, < (In3 - a)a®" puis en déduire lim I, :
n—+o

F est décroissante alors a < X < In3 = f(In3) = f(x) < f(u) =o% <f(x) <« =’"{lﬁ: < (F(x))*" < o2

=" Lats j;"a(fﬁt))z" de < [ a2 dt= T2 < 1, < (In3 - )
1 1
lim — = lim (—) =0et lim a® = lim(a*)" =0car0 < «® < 1.
n-+o 220 n—4o n—+w n—+m
c |l'l3 - — I_ l n — " -
omme lim —7o— = u-'-'ﬂn( n3 - a)a®" = 0 etd aprés TG ,.I.'.'Pml“ =0.
b. Montrer que ¥x € R, 2l (x) = (f(x))3 - f(x)....(1):
—pk

e _ =(e*+1)+1 -1 1

=3 1

D’ es 1 i : = -
aprés la question 1, 0n a 121 (x) T Gy T +“",¢) — = = +

D’od Vx € R, 2I'(x) = (f(x))3 — £(x) oo es (1)

) 2 '
c. En déduire que vx € R, (f(x))'=1+ 2('7((5)2) puis en déduire 1, :

2(x) = (f(x))" = F(x) = (£(x))° = £(x) + 2 (x) = (F(x))’=1+ z(!.‘_(*_)
Page 10 sur 236
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= [P(E)? de=f2" (: 14 2 (%)) dt = [t + 2In(f(1))]™* = In3 + 2In(f(In3)) — (a + ZIn(f(a)))

Shlats 2'"(%) —(a+2In(a)) =In3 — In4 —a - In(e?) = —a + In (%f) =In (?;::)

= | 1 _ 2 1 1-a? _ a? 3e~¢ 3 2
Orf)=e=7mm= a3 g =a's l+e'=goet =TT me =Sl =In(XF) = (G x5)= (4—(.12))
\ -

4a? 4al 1-a?

5.a.Montrer a l'aide de I'égalité (1)que vn e N*; I,,,, = I, = 1(i _ aZn) ;
n

En multipliant les |2nel1nbrcs de Pégalité (1) par (f())""" on trouve : x & R, 2(x) (F60)™™ = (£00)™* - odp”
= [, 20 @(F) ™ dt = L) et - [1(60)™ dt = 1,4, -1
% In3

=Ly~ I = ;(f(t))‘“]:'a =[] = ((ran3))™ - (f(@)™) = 2 (% - o)

n \22n
3e™" 101
b.Montrer que I,,,; = In ( e ) 4 kz - (_ _ azk) .
1

1/1 2% = 1 1= n n n n+1 n
E(ﬁ_a ) = Hos =l Zﬁ(ﬁ_an) = Z(lkn =I) = zlkn "Zlk =ZIP _le =lpa— b
=1 k=1 k=1 k=1 p=2 p=1
n
1 1 3e™ B 1/ 1
= = _ g2k =
=t =t g (G- e) = (37) + - o).
= n k=1

1
¢.En déduire que lim Z — (az“ - i) =1In (__._?‘_.) i
“-‘+mu=1 k

2% 4(1 - a?)
3e™ so1/1 1,1 3e"
n]_t.l;nm I,y =0 = nl_l.l:‘lm I,=0= nl—l-|+noo in (T{&T) + Zi(ﬁ = aZk) =0 = "]‘!ﬂ”k E(ﬁ - azk) = —In ( rye )
=1 =1
n
1 1 3

: S o T N e s

Yone AL 2 (“ 22k) I (4(1 - aZ))

Bac 2019 session complémentaire
Enoncé
Exercice N°1 :

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (0; i;7). Pour tout nombre complexe z on pose :

P(z) = 2% — (12 + 5i)z® + (45 + 42i)z — (54 + 970).

1. a. Déterminer les nombres m et p tels que VzeC, P(z) = (z — 3 — 4i)(z? + mz + p) puis résoudre dans C I’équation P(z) = 0.
b. On considére les points A, B et C images respectives des solutions de I’équation P(z) =0, avec Re(z,) = Re(zg) = Re(z).
Placer les points A, B et C,

2. a. Déterminer Paffixe du point I, barycentre du systéme {(A; —3); (B; 2); (C; 3)}.

. Donner I’écriture complexe de Ia similitude directe S de centre I, de rapport ;;—5 et d’angle ';t .

Montrer que I'image de C par S est le point D d’affixe 1+4i.

. On considére Pellipse I" de centre I dont D et A sont des sommets.

. Donner I’équation réduite de I dans le repére (0;1; ]).

. Déterminer ’excentricité, les foyers et les autres sommets de I'. Construire I'.

. On considére Ia suite (M,,) des points du plan définis par My = C et VneN ; M, = S(M,).

. Déterminer les affixes respectives z; , Z; et Z3 des points My , M; et M; .

b. Montrer que tous les points M,, appartiennent a 'une des quatre droites (IA), (IB), (IC) et (ID). Laquelle passe par Mypq.
Exercice N°2 :

On pose, YneN*, I, = fz

1. a. A I’aide d’une intégration par parties, calculer I,.
b. Montrer que vneN*,0 < I, < -f-‘—! (1-e2).

aTEWwWn T

4 (x-2)"e? ¥

——dx
n!

2. a. A I’aide d’une intégration par parties, montrer que VneN", I, =1, - fl%')-* R,
b. Musitrer que la suite (I,) est décroissante et en déduire qu’clle est convergente.
3.0n pose VneN", u, = z:': xe?,
. Vérifier que Yn= 5 ; U,y < %u“ ’
Page 11 sur 236 3331
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n-5

b.Montrer quevn > 5; 0 < u, < 115(%) .En déduire .,I.'.'ﬁ-"“'
c. Justifier que vn € N*; 0 < 1, < (e? — 1)u,,. puis en déduire ,.l.'.Tml" '

n 9k
LR VPR
4.a.Montrer que vn € N°; I,,=1—e‘1x(1+§+i+a+'“+m =1-e"X usok!

1 4 23 2" 2
b.En déduire que J-I_I;I'L(l +ﬁ+_ﬁ+'§+m+m) =€

Exercice N°J : .
On considére un triangle ABC rectangle isocéle direct en A. On définit les milie
(CA] et [A]]. Soit D le symétrique de A par rapport a J. i
1. Placer les données précédentes sur une figure qui sera complétée au fur et a mesure. o
2. On considére antidéplacement f qui transforme K en J et I en D, Vérifier que f est une symétrie glissante et donner sa forme
réduite.

3. a. Montrer qu’il existe une unique similitude directe S qui transforme A en I et B en J.

b. Déterminer le rapport et une mesure de ’angle de S. .

c. Montrer que le centre { de S appartient aux cercles circonscrits aux triangles AOI et BLJ. En déduire que {2€(BO).

d. Déterminer S(C) et en déduire que les points €2, C et | sont alignés.

e. Trouver deux réels a et b tels que Q2 = bar{(C, a); (I, b)}.

ux respectifs I, J, K et O de segments [AB], [BC|,

_ 4. Soit h I’'homothétie de centre () qui transforme O en B et soit g = hoS.

a. Montrer que h(I) = C et en déduire le rapport de h.

b. Donner la nature et les éléments caractéristiques de g et déterminer g(A) et g(I).

c. Déterminer I’image du carré ALJK par g et en déduire que la droite (D) passe par le milieu L du segment (ALl
Exercice N°4 :

Soit la fonction f définie sur ]- 1; +o[ par : f(x) =:+—L':; et soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; 1)

d’unité graphique 2 ci.
1. Pour tout réel strictement positif x, on pose u(x) =1 +x3(1 — 3Inx).
a.Calculer Iirgl+ u(x) et lil;n u(x).

X= X=+xm

b. Dresser le tableau de variation de u.
¢. Montrer que I’équation u(x) = 0 admet une unique solution a et que 1,5 <a <1,6. En déduire le signe de u(x).
2.a.Calculer et interpréter graphiquement xllg! f(x)et xl_l.ll':l f(x).

3u(x)

b. Montrer que Vx>0 f'(x) = —(1—3)! et dresser le tableau de variation de f.
X(1+x

c. Vérifier que f(a) = ,,ls et tracer la courbe (C).
n
3. Pour tout entier n strictement positif, on définit Ia suite (v,) par v, = _I':(;L:t); :
a. Montrer que la suite (v,,) est décroissante et minorée puis en déduire qu’elle est convergente.

b. Montrer que Yn=1 ; Lj’;’(lnt)“dt <v, < f:(lnt)“dt.

1+e?
4. On note, pour tout entier n strictement positif, w, = f:(lnt)“dt.

a. Justifier que la suite (w,) est décroissante.
b. A PPaide d’une intégration par parties, montrer que Vn21;w,,; = e~ (n+ Dw,.
e

SwW, <
n+2 "“n+1

n n . s .
— < — i n .
17~ vy £ 2 puis en déduire r!_x.lzlmv,,

Solution
Exercice N°1 :

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (0;1;))

P(z) =23 — (12 + 5i)z% + (45 + 42i)z — (54 + 97i).

1. a. Déterminer les nombres m et p tels que vzeC, P(z) = (z — 3 - 4i)(z? + mz + p)

= VzeC, P(z) = (z — 3 — 4i)(z* - (9 + i)z + 22 + 3i). ,

P(2) =0= (z - 3 — 4i)(2* — (9 + i)z + 22 + 3i) = 0 LA oner
{z B =i 1] —12-5i | 45+42i | —54-97i
28— (9+1i)z+22 +3i=0 [ 3+4i 3+4i | -23-39i | 54+97i

*2-3-4i=0=z=3+4i 1] -9-i| 2243i | 0

‘22~ (9+1)z2+22+3i=0: m P |

A4=(9+i)—4x1(22 + 3i) =81—1+18i-—88—12i=—-8+6i=(l+3i)‘

— Oxi+1+3i : 9+1~1-3|
Q2= ——=5+2ietz= s,

¢.Montrer que vn 2 1; .En déduire liT w, .
n=+wx

d. Justifier que

- Pour tout nombre complexe z on pose :

Puis résoudre dans C I’équation P(z) =0 :
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Donc ’ensemble des solutions de I’équation P(z)=0 est {3+4i;5+2i;4—1i}.

b. On considére les points A, B et C images respectives des solutions de I’équation P(z) = 0, avec Re(z,) = Re(zg) > Re(z().
Placer les points A, Bet C :

Onaz,=5+2ii2g=4—-ietz. =3 + 4i.

- A’lg'

F' o My

2.. a. Déterminer Paffixe du point I, barycent ‘ 7- - 7- : .- :-
_ -3za+22p+32c _ —1s—m+alzn+9+1z: g;‘u“ re du s.yStéme ((4; =3): (B; 2): (C: 3)} :
2 = 2 = > = == 1+ 2i.

b. Donner I’écriture complexe de Ia similitude directe S de centre I, de rapport % et d’angle :—' :

, 1" .
2 -z = ez -2) 22 —1-2i=%(cos T+isin D) z-1-2i) =2’ =z +

2
¢. Montrer que I'image de C par S est le point D d’affixe 1+4i :
' 1+i 3+l 1+l " 3+i 5
z =Tzc+—z—=T(3 + 4i) += =1+ 4i.D’ous(C)=D.
3. On considére ellipse I" de centre I dont D et A sont des sommets.

a. Donner I’équation réduite de I" dans le repére (0;1;)) :

T2, T\ — 2p-2)\ _ 1+4i-1-21 - E = 1. _ ¢
Comme (1A;ID) = arg (z——--r_z‘) = arg (5———-—*21_1_“) arg (‘) arg (2 1) = 7 alors les droites (IA) zt (ID) sont les axes de I', et
puisque 1A =4 et ID = 2 alors (1A) est I’axe focale de I'. Dol les longueurs des axes sont a=4 et b=2.

~1)? —73)2
Donc I’équation réduite de I' est :0‘“—:) + 0—2:2— =1

b. Déterminer ’excentricité, les foyers et les autres sommets de I', Construire I' :
« La demi distance focale est ¢ = vaZ — b? = V4% — 2% = 2V3.

o & c 23 _ V3
* L’excentricité de ' este= - = —= =+~
* Les foyers sont F(1 + 2V3;2) et F(1- 2v3;2). ‘ ,
« Les autres sommets de [ sont : A’ = 5;(A) = A'(=3;2) et D’ = 5,(D) = D'(1;0).
* Pour la construction de I" voir la figure ci-dessus.
4. On considére la suite (M,,) des points du plan définis par My = CetVneN ; M, ., = S(M,).
a. Déterminer les affixes respectives Z; , Zz et Z3 des points M; , M; et M; :
*M, = S(M,) = S(C) =D=2; =2zp =1+ 4i.

1+4i 341 _ 14l o o ML s o

*M, = S(M,) = S(D) =2, = - 2p + 5 = (1 +4i) + 5 =3i =2 = 3i.

i i 140 . 3+4i . —
"My = S(My) = S(31) 223 = 1 20 + 5 = 5 (D) + 7 = Zi =2, = 2i.

b. Montrer que tous les points M, appartiennent & Pune des quatre droites (1A), (1B), (IC) et (ID). Laquelle passe par Mjgo :

Lieu géométrique de M,, ¢ .

Montrons par récurrence que ¥ neN" ; M, = S"(Mo).

* Initialisation :

Pour n=1 on a M, = S(M,) = S'(Mo)-

* Transmission :

Montrons que si pour p= 1; M, = SP(Mg) alors Mpy.q = SPHH(My).
Mp,1 = S(Mp) = S(SP(Mo)) = §7**(Mo)-

Done v neN* ; M,, = S"(Mo).
' ; ’ n — g4p+a = (§4H)PpSA
Tout entier naturel n s’écrit sous 1a forme n = 4p+q avec p et q des 19":‘"5 et 0 <q<4. Or d'une part §" =S (§%)Pos

" = 1 ’ ! — 4 = — s
et d’autre par S* est Ia similitude directe de centre I, de rapport (ﬁ) =, etd’angle 4x 2 = mdoncS h(l 1) N

Alors - (Si)P - hp = Sn 2 s4p+q - llposq et puisque M‘lpﬂl i— S4P+q(MD) o= hPOSQ(Mu) — hp(Mq). D‘Ol‘l M‘IP"’Q € (IM.—.)-
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Donc V peN* ;

* My, €(IMg) = M,, € (IC) carM, = C.

*Mypiy € (IMy) = M,,,,, € (ID) carM, = D.

* Mypiz € (IM2) = My, € (IB) car M, € (1B).

* Mypes € (IM3) = M,,,. 5 € (IA) car M; € (IA).

On peut conclure que lt)t;ms les points M, sont situés sur 'une des quatre droites (1A), (IB), (IC) et (ID).
Position de M;0,4 :

On 2 2019 = 4x 504 + 3 et comme My, 3 € (1A) alors Mzgy9 € (IA).
Exercice N°2 ;

On pose, VneN", [, = _[4 (—x-i;:: dx

1. a. A I’aide d’une intégration par parties, calculer I, :

I = [} (x - 2)e?~*dx.

u(t) =x-2 uw'(t)=1
vi(t) = e x| T y(t) = —e?*
L= [-(x-2)e* ]} + [e?*dx = [-(x~2)e*™ )3 - [e*]7=[(1 - x)e? )3 =1-3e”".
1 2 2 2

b. Montrer que YneN",0 <1, < %(1 —e?):

-2t 2% g o f‘ (x-2)"e?

2<x<420<x-2<220<x-2r<2'=20sE <Es0< = m

n! n!
=201, < f—:[—e“’]‘{ =vneN',0<1, < %(1 —-e?), "
2. a. A I'aide d’une intégration par parties, montrer que vneN*, I, =1, — (,i:‘f)" 2
her = __(,_2:1;;-;
u(® = E2 w = &2
v(t) = e T v = —etx
Sl = (x(ni):;‘ 2- x] % qu-z)ner' dx = — [:: e+, =1,— % x e~?

b. Montrer que la suite (l,.) est décroissante et en déduire qu’elle est convergente :

Décroissance de (1,,) :
zll*l. znﬂ

-2

‘nflzln—(n_,_n!xe 2=

Convergence de (1) :
Comme la suite (I,,) est décroissante et minorée ( d’aprés L.b) alors elle est convergente.

3. On pose YneN", u, = z— X e‘2

¢~2 < 0. Donc (1,,) est décroissante.

(n+1)!

a. Vérifier que vn= 5; u,,,,, u.1 ;

+1 2n
= B et B S JUNE TS SV S
Uni+1 = 0y » - (n+1)= xe n-n1 n' ne1 Un
1 Z P 1
Aol t et gy 2l : =
Ornz5=n+126 =>u+1 oy S n+l5u.. S3Uscar 0 <u,. Douvnz 5;5u,,, < 3 Un-
e

n+l

b.Montrerquevn=>5; 0<u, < ———-(—) .En déduire lim u,
15\3 - n-+m
1 n=

» Montrer que d'abordquevn =5; 0 < u, < 13 (-3-)

La méthode de cascade suivante nous permet de répondre  cette question,
1

uﬁ < 5 “5
1

u; < ’5 Ug

Ug < 1 u

8=zl

........................

L o 4 1\n-5 n-5
U..Sur(-) =>u,.<u5(;) =un51—5e'z(;) aVnZS:OSunS%G) car—‘—e"z<i
3 15 =
* En déduisons lim u,, :

N 4w

n-5

Comme '!_nﬂ-l—g(g) =0 alorsd'aprés TG Iim u, = 0.
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c.Justifierque Vn € N*; 0 <1, < (e? - 1)u,, puis en déduire lim 1,, :
s ga . n—+m
« Justifierque Vn e N%; 0 <1, < (e? — 1)u, :
D'aprés Lb,onaveeN, 0<l, s Z(1-e?) 50<1, <28 (1-e 2051, < cae-D=0<1, sDxe e - 1)
svneN; 0 <1, < (e? - 1)u,. e
« En déduisons nl_l_rP Iy :

Comme lim (e —1)u, = 0 ((puis que lim u, = 0) alors d'aprés TG lim 1, = 0.
=4 n—+o
2 gz igp 20 - 2k
4. a.Montrerquevne N*; | =1 — -2 ——— .
q n=1-e x(1+—1!+—-2!+-—3!+ +—n!) 1-e X(E_k!

Montrons par récurrence que Yn e N*; [, =1 — e~2 x (1 + 2;1 + z;'- + 2;’. i +i_'!'
« Initialisation :

Pourn=lonal; =1—-3e2=1 ——e'z(1+";_l!).

» Transmission : '

: _ 1 z 3 21 g2 23 2p+1
Montrons que si pour p= 1;[p= 1-¢72 X(l +2?‘-+Ez-'-+-23—‘+---+¥)a|ors]p+1 =1-e? X(1+;+-z?+—+"'+ )

3 (p+1)!
Onalp-1=Ip-(zp—:%><e"z=1-e'2x(1+21~:+.22_2!+23_::+...+g.)_(::1)|xe-1= l—e‘zx(1+zl—:+‘zz—f+23—a,+"'+ pnl],)-
DochneN‘;l,,=1—e'2x(1+i—:+55+5;+...+.§),

‘ ) 21 22 23 20 )
b.En déduire que “l_l'lz‘lw(l + 1 + 55 +§+ vord }IF) =gl :
Onaly=1-e?x(1+3+242 4. ) o e - (1424242442

) 21 z 93 n 1 2 23 zn
Commer!lrjlxln = 0 alors ..l_i.'fl[ez"(1+§+§T+§+"'+}{I)]=° =Jiﬂ(1+ﬁ+§—!+-ﬁ+m+ﬁ) =e?.

Exercice N°3 ;

On considére un triangle ABC rectangle isocéle direct en A. On définit les milieux respectifs I, J, K et O de segments [AB], [BC],
[CA] et [A]]. Soit D le symétrique de A par rapport A J.

L. Placer les données précédentes sur une figure qui sera complétée au fur et 2 mesure :

2.0n cnnsidéré Pantidéplacement qui transforme KenJet!en D. Vérifier que f est une symétrie glissante et donner sa forme
réduite :

* Nature de f : ; -

Comme med[K]] = med[ID] alors f n’est pas une réflexion, donc elle est une symétrie glissante.

*L’axe de f:

Il passe par les milieux respectifs des segments [K]] et [ID], or le milieu de [ID] appartient & (KJ) et différent du milieu de [K]).
D’od I’axe de f est Ia droite (KJ).

*Le vecteur def : =

K étant un point de ’axe de f et f(K) = J alors le vecteur de f est KJ.

* La forme réduite de [ :

f=supotg = tgosw) :

3. a. Montrer qu’il existe une unique similitude directe S qui transforme AenletBen J:

On 3 |AB : ; donc il existe une unique similitude directe S qui transforme A en I et B en J.

b. Déterminer le rapport et une mesure de angle de S; _ e
Le rapport de § est ;- = 2 = ;1 = 7 et 'angle de S : (AB;T)) = (AB;AC) = (2m).
A
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c. Montrer que le centre () de S appartient aux cercles circonscrits aux triangles AOIl et B1J. En déduire que Q€(BO) :

S(A)=| (ﬁ;\‘;m)=£[2ﬂ] f
On a Q est le centre de S et - : . Donc () appartient aux cercles de diamétres [A1] et [B] qui passe
S(B) =] "|(nB;0j) = ;[2n]

respectivement par O et . D’oui {) appartient aux cercles Iy et I, circonscrits respectivement aux triangles AOI et BLJ. Le point
Q est le deuxiéme point d’intersection des deux cercles autre que L.

En déduisons que Qe(BO) :

Oer, = (71;00) = (AT;A0)(n] =Z[n] et Qe T, = (@B ai) = (/8 1) (n] = -3 [nl.

= (1B 010) = (QB; ai) + (A;00) = -3 + = 0[n]. Dou ((BO).

d. Déterminer S(C) et en déduire que les points 0, C et I sont alignés :

ImagedeCparS: i

ABC étant un triangle rectangle isoctle et direct en A, alors son image 1JC’ (avec C* = §(C)) est aussiun N reange
isocéle et direct en 1 = S(A). Donc I'image de ABC par S est IJA. D’ol S(C) =A.

Alignement des points Q, Cet | :
Ona SOS=h(n' _1y
|

SoS(C)=S(A)=1¢ h(n- __1)((2) = 1. D’oi I'alignement des points £}, C et 1.
Co4
e. Trouver deux réels a et b tels que Q = bar({(C,a); (1,b)} :

oy e N e -
h(ﬂ; _%)(c) =lel=-— %QC S 401+0C =0 Q =bar {(C' 1)' (l, 4)}' D’oll |; &
4. Soit h I’homothétie de centre £ qui transforme O en B et soit g = hoS.

a. Montrer que h(l) = C et en déduire le rapport deh:

Image de | parh : " _
h(1) appartient & intersection des droites : (1) et la paraliéle 2 (10) passant par B qui n’est autre que C. D’ou h(l) =C.
b. Donner la nature et les éléments caractéristiques de g et déterminer g(A) et g):

Naturc de g :
g est Ia composée d’une homothétie et d’une similitude directe alors g est une similitude directe.

Les éléments caractéristiques de g :

QC = —4Qi = h=hq _4) = S@4:m

Le centre de g est  ; le rapport de g : % x 4 =2et'anglesde g: 'ﬂ; +m= 3?" = —% [2x].

g= s(n; 2:-3) =§-1 et g=hoS=Soh(la composée est commutative car S et h ont méme centre).

Détermination g(A) et g(1) :
g(A) = hoS(A) = h(1) =C et g(1) = Soh(l) = S(C) =A.
c. Déterminer ’image du carré ALJK par g et en déduire que la droite (D) passe par le milieu L du segment [AL] :
Image du carré AIJK :
AIJK est un carré direct construit sur le segment [AI] alors son image est aussi un carré direct construit sur le segment [CA]
image du segment [Al]. Donc I’image du carré AIJK est le carré CABD.
Appartenance du L milieu de [Al] 4 la droite (D) :
On a d’une part: E((CA))—:; et comme S conserve le milieu alors S(K) = L.
D’autre part : g(K)=D & D= hoS(K) < D = h(L) = £} ; D et L sont alignés. D’od Le (2D).
Exercice N°4 : e
Soit la fonction f définie sur ]-1; +oof par : f(x) =5 e soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; Ly
d’unité graphique 2 cm. ‘
1. Pour tout réel strictement positif x, on pose u(x) =1 +x3(1 - 3lnx).
a. Calculer lim u(x)et lim u(x) :
i i St = 31nx)) = 1+ limx® - 3limx*Inx =
lim u(x) = lim (1 +x 51 mi))= 1 +Jgg" ~S Uty = 1+0-0=1
Jim u(x) = ,l_i.'f},,(l +x3(1 - 3Inx)) = 1+ lim x* X lim (1-3InX) = 1 + (+e0)(~o0) = ~co.
b. Dresser le tableau de variation de u :
u'(x) = 3x*(1 - 3Inx) - 3 % x3 = 3x% - 9x%Inx — 3x? = —9x%Inx.
Le signe de u'(x) est celui de (- Inx).
X 0
u’(x) +

1
0

u(x) / 2 \
. |

+e0

—c0
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|’é i =
gut/ll(:inl::::vg;ll: ]o_q;']'"l':z':)“)(;)ﬂ 0 ntli:net une unique solution u et que 1,5 <a <1,6. En déduire le signe de u(x) :
alors I’équation u(’,) = 0 ndiviet d‘;“" intervalle | 1; +co[ Ia fonction u est continue, strictement décroissante et change de signe,
u(x) = 0 i ] 05-+co), ns cet intervalle une unique solution a. Par conséquent a est I'unique solution de I’équation
On a u(1,5) > 0 et u(1,6) < 0 alors d’aprés le TVI 1,5 <¢ <].6 x |0 a +o |
Tableau du signe de u sur ]0; +oof : e -4 u(x) " s = |

2.a.Calculer et interpréter graphiquement lim f(x) et lim f(x) :
X0 X+ b ’

. — 1 3inx 1
lim () = lim 775 = 3 im o——3lnx = 1 x (40) = 4w,
ponc (C) admet unc asymptote verticale d’équation x=0
3inx . Inx '

i =lim ——= e
e £ st 1 + X9 31-'31. = &
Donc (C) admet une asymptote horizontale d*équation y=0.

i trer que ¥x>0 f’ — Buk
b Montrerd ® x(1+x3)z et dresser le tableau de variation de f :

%(1 +x*) = 3x%Inx

f'(x) =3 x ETOY = 3><1_t’(‘_:___§:‘_?_'3= (LAxA -3 3ue)
. x(1+ 2 - 3)2
Le signe de £ (x) est celui de u(x). *) %125 X(1 +2%)
X 0 a ey
f'(x) + 0 =

fG) f(a
_m/' (| )\. " J\%

c. Vérifier que f(a) = % et tracer la courbe (C) :

3 1+a3
f(a) = 1::‘, org(a)=0=1 + a®*(1 - 3lna) = 0 =Ina =~1-:—u'§-!- = f(a) = :i'::, = i—:“-? = ,,la
La représentation graphigue de f:
(C) coupe (Ox) si f(x) =0 = Inx=0= x=1.
f(a) :

x=0

T ’ . Py ' ()"
3. Pour tout entier n strictement positif, on définit Ia suite (vy) parv, = ff-l—":ﬁdt.
a. Montrer que la suite (v,,) est décroissante et minorée puis en déduire qu’elle est convergente :
(In))™*?! _ (Ing)®
l<t<em0<lnt<lovn2l;0< (0™ < (0D =vnz130 < S < T

=vn21,0 < [F 20 ar < 9208 de =Vn21, 0 < Vs S Va
+
Donc (v,) est décroissante et minorée par 0.

La suite (v,) est convergente car elle décroissante et minorée.
e
b. Montrer que ¥n=>1 ;;l—j:(lnt)"dt v, £ f‘ (Int)"dt :

+e3
p) 1 1 ()" _ (Int)" _ (Int)”
1St<eslc<ti<el=m2<1+t? <1+e? :mgﬁs;=Vn21,“!3 SThe S car (Int)" 2 0
2 e ()" e e [ n ) n
= o eyt < 7 950 de < [{ng)"de = 15 [ N0 S vo < f, (tnordt

s _re
4. On note, pour tout entier n strictement positif, w, = f1 (Int)"dt.

a. Justifier que la suite (w,,) est décroissante : \ .
1<st<e=0<Int<1=>vn21;0< (Int)™?! < (In)"=0< fl (Int)™'dt < f: (Int)"dt==vn=1; 0 < W,,; < W,
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Donc (w,) est décroissante et minorée par 0.
b. A P’aide d’une intégration par parties, montrer que vn=l;wy =e—(n+ 1w, :
On a #wy,y = [, (In)™dt.
u(t) = (np)™*| _w'(®) = (n+ 1) (Int)"
vi(t) =1 v() =t
2w, = [t — (n + 1) [fant)"dt = e—(n+ Wy
e
<w, £
+2 "Tn+1
La saite (w,) est décroissante.
e
cOna: Wy = e—(n+ 1w, et Wy, < W, alors e-(n+ 1w, <w,=es(n+ 2)Wp= — 5 S Wieeoeeeee *)
oW, (n+ Dw, Se=>W, < n—:’_—l(**)

c.Montrer que ¥n = 1; = .En déduire l|it;n Wy ¢
1=

e—=wy
W, =€ —NWy Wy = —— et comme W, < Wy_1 @ W; <

’ * * v L=
D’od de (*) et (*) on trouve ¥n = 1; — < w, = 7.

On a : d’une part la suite (w,) est convergente car elle décroissante et minorée et d’autre part d’aprés les Gendarmes

comme lim = lim = Qalors lim w, =0
n=+cn+2 n—=+cn + frpeyers

w, w,
d. Justifier que <y < =2 pui . : .
J quers—— g SVy S5 puis en déduire lim v,

5 1 e e Wp W
De Ia question 3. b,ona: T3 J;(nt)"dt < v, < [{(nt)dt= 5 <V e

comme lim = lim — = 0 alors d’aprés TG lim v, = 0.
— 00 n—=+w

1+“e3 e 2
Bac 2018 session normale
Enoncé

Exercice N°1 :

1. On considére I’équation (E) : 25x—49y =5, o0 x et y sont des entiers relatifs.

a. Déterminer le pged de 49 et 25 a 'aide cle Palgorithme d’Euclide et en déduire que I’équation (E) admet des solutions entiéres.
b. Vérifier que le couple (10 ; 5) est une solution particuliére de (E). Résoudre I’équation (E).

¢. Montrer qu’il existe un unique entier p compris entre 1960 et 2018 tel que 25p=5[49].

2. a. Justifier que si (x ; y) est une solution de (E) alors Sx =1[7] ety =0[5].

b. Montrer que 5x =1[7] si et seulement si x =3[7].

3. a. Soit x un entier relatif. Quels sont les restes de x? dans la division euclidienne par 7 ?

b. Existe-il un couple (x ; y) d’entiers relatifs tels que (x*; y*) soit solution de (E)?

Exercice N°2 :

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (0; U; V). Pour tout nombre complexe z on pose :
P@=2"-(1+ 4i)z* — (9 — i)z — 6 + 18i.

1. a. Calculer P(3i) et déterminer les nombres a et b tels que vz €C : P(2) = (z — 3i)(z* + az + b).

b. En déduire I’ensemble des solutions de I’équation P(z) = 0.

c. On considére les points A, B et C images des solutions de I’équation P(z) = O tels que |z¢| < |zg| < |z,|. Placer les points A, B
et C et déterminer la nature du triangle ABC.

d. Soit A’ = bar{(A; —5); (B; 6); (C; 12)}. Vérifier que I’affixe de A’ est z, = —3 + i. Placer A’,

2. On considére ’ellipse I’ de sommets A, A’ et B.

a. Déterminer le centre 1 et I’excentricité de I

b. Déterminer une équation cartésienne de I' dans le repére (0; U; V).

c. Préciser I'intersection de I' avec I’axe (Ox).

d. Déterminer les foyers et les directrices de T puis construire I'.

Exercice N°3 :

ABCD est un paraliélogramme tel que (A—ﬁ; A_ﬁ) = E et AB =2AD.

Soeré:lill“i:a;t[:aeé]?([)gz; el?.t,[l(-;,A('].;‘et H tels que AEFB et ADGH soient des carrés directs. Soit 1, J et K les milieux respectifs des
1. Représenter les données précédentes sur une figure qui sera complétée au fur et & mesure.

2. Soit R, Ia rotation de centre A et d’angle E , T la translation de vecteur BC et f=ToR, .

a. Quelle est 1a nature de f.

b. Déterminer f(D) puis caractériser F. Quelle est I'image du point F par £?

c. Justifier que les segments [DF] cl_[‘CG'l sont perpendiculaires et de méme longucur,

3. a. Comparer les vecteurs DF et CE puis en déduire que le triangle ECG est rectangle isocele direct en C
b. Montrer qu’il existe un unique antidéplacement g qui transforme E en C et C en G. -
¢. Vérifier que g ¢st une symétrie glissante dont on donnera la forme réduite.

4. Soit S la similitude directe qui transforme B en A et A en D,
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a. Déterminer le rapport de S et une mesure de I'angle de S.

b. Montrer que le centre Q de S appartient aux cercles Iy et [, circonscrits respectivement aux carrés AFEB et ADGH. Placer €2.

¢. Montrer que S(F) = G puis en déduire queS(N) =T13,.

d. Soit M un point de I, et M’=S(M). Montrer que les points A, M et M’ sont alignés.
Exercice N°4 :

1. a. Résoudre I’équation différentielle (E) 1 y” —6y'+8.

b. Déterminer _la solution y, de (E) dont la courbe passe par le point A(0 ;—1) et admet en ce point une tangente horizontale.
2. Soit Ia fonction f définie sur R par : f(x)= e** — 2¢2* of (C) sa courbe représentative dans repére orthonormé (0;1;j).

: . f(x
a.Calculer et interpréter les limites suivantes : lim f(x); lim f(x) et lim Q
. X——n X=r 43 Xx—+c X
b. Dresser de tableau de variations de f,

3. Soit g la restriction de fsur intervalle 1=]—o; 0.

a. Montrer que g réalise une bijection de Pintervalle I sur un intervalle J que ’on déterminera.
. B'(x)
lim
x=-D* x+1 .
rbes (C) et (C') se coupent en unique point B d’abscisse a tel que

b. Calculer et interpréter la limite suivante :

oug! estlaréciproquedeg.
c. Soit (C*) Ia courbe de g~*. Montrer que les cou
-0,6< a < —-0,5,

d. Tracer dans le méme repére les courbes (C) et (C).
Donner I’expression de g~ (x),

4. Soit S I’aire de la partie du plan délimitée

a. Montrer que S = zj:(x - f(x)) dx.

b. Calculer la valcur de S en fonction de o et en donn
Exercice N°5 :

par les courbes (C) et (C’) et les axes de coordonnées.

¢ée une valeur approchée & 1072 prés.

Partie A :
Soit la fonction f définie sur |- 1; +o[ par : f(x) = -%— = (x+Din(x+1).

1
On note (C) la courbe représentative de f dans un!repére orthonormé (0;7; ).
. f

1. Montrer que xlln‘ll“' f(x) = —xet xlili_n f(x) = —w puis calcler lim _(x)

—— — 40 X=+x X
2. a. Calculer f*(x) et f"(x) puis étudier les variations de f’.
b. Calculer £°(0) et en déduire le signe £(x).
3. a. Dresser le tableau de variation de f.
b. Tracer la courbe (C).
4. a. Calculer f:;{—l- dt et & I’aide d’une intégration par parties, ealculer f:(t + 1) In(t + 1)dt.
b. En déduire la primitive F de fsur ]- 1; +oo[ qui s’annule en 0.

c. Calculer ’aire A;, du domaine plan délimité par la courbe (C), I’axe des abscisses et les droites d’équations respectives x = 0 et

X =n, pour n un entier naturel n=1.
Partie B :
I P B D, ol
: . g . > : =i + - + - wes - = =
Soit (U,) la suite définie Yn > 1 par : U, = 3 : + ot - f(n Z ™y f(k)
4
1. Posons V n=1:V, = e f(n).

a. Vérifier que vV n21: V, = —— — ===~ In(n + 1).
n 1 n 1
b.En déduire que U, = Zﬁ - ZF ~In(n?).
k=1 k=1
n 1 n 1
Z.NotonSVnzl,S,‘:ZE etS', = X
k=1 k=1
a. Montrer que v k > 1’;7:? < f:”%—' < i puis en déduire que ‘11 +Inn<S,<1+Inn.
1 k+ldt _ 1. i Ha b 1
b. Montrer que v k > Lgam S J "5 < ;3 puis en déduireque 1 -~ + 2 < 8, < 2 =

1
n?

1
c.EndéduirequeVnzl;%—ZSUn*"“((“"‘l)!)S;_
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Solution
Exercice N°1 :

1. On considére I’équation (E) : 25x—49y = 5, on x et y sont des entiers relatifs. )
a. Déterminer le pged de 49 et 25 a I'aide de I’algorithme d’Euclide et en déduire que I’équation (E) admet des solutions entiére .

Dividende diviseur reste
49 25 24T 1y
25 24 lg—t I
24 1 0g— 1y

Le dernier reste non nul étant, alors le pged(49 ;24) = 1.

b. Vérifier que le couple (10 ; 5) est une solution particuliére de (E). Résoudre I’équation (E) :
On a 25x10 — 49x 5=250~245 = 5. D’0it le couple (10 ;5) est une solution particuliére de (E).
Résolvons I’équation (E) :

[25x10—49x5=5

= 25(x - 10) - 49(y - 5) = 0 = 25(x—10) =49(y — 5)
25x — 49y = 5§

*25(x—10) =49(y - 5) =25 |49(y — 5) et d’aprés Gauss [25 | 49(y - 5) alors 25 | (y = 5) =3keZtel quey - 5 = 25k
49725 =1
=y=25k+5
25x—49y = 5 x =49k + 10
. =x =49k + 10>
y=25k+5 y=25k+5

D’ot S={(49k + 10; 25k + 5)ou k Z}
¢. Montrer qu’il existe un unique entier p compris entre 1960 et 2018 tel que 25p=5[49] :
p = 49k + 10
25p=5(49] =3q€Z ; 25p=49q+5 <(p ;q) solution de I’équation (E) < { kel
q=25k+5

Ona 1960 < p <2018 = 1960 < 49k + 10 < 2018 = 228910 o |, 201810 . seule valeur possible de k est 40.
49 49
Donc la seule valeur possible de p est :

p=49 x 40 + 10 = 1970. :

2. a. Justifier que si (x ; y) est une solution de (E) alors 5x =1[7] et y =0[5] :

Le couple (x ; y) solution de (E) = 25x -~ 49y = 5 25x-5=49y < 5(5x-1) =7 x 7y
c8(5x-1)=7x7y =7 |5(5x—1).

{7 I 5(5x — 1) aiors alors d’aprés Gauss 7 | (5x — 1) = 5x —1 =0[7]=5x =1[7]
A5 =1

+5(5x—1)=7x7y =5 |7 X 7y.{:9|';75x 7}1’ alors d’aprés Gauss 5 |y = y=0[5]
b. Montrer que 5x =1{7] si et seulement si x =3[7] :

Dressons le tableau de congruence modulo 7 pour x et 5x.

x [0[1]2 |3]|4]|5 16
5x 0|53 |1]16]4 12
Du tableau on déduit que 5x =1[7]e x =3(7]

3. a. Soit x un entier relatif. Quels sont les restes de x% dans la division euclidienne par 7 ?
Dressons le tableau de congruence modulo 7 pour x et 5x.

x [(0j1]2 (34516
x2 (0|14 [2]2]|4]1
L’ensemble des restes dans la division euclidienne par 7 est {0; 1; 2; 4},

b. Existe-il un couple (x ; y) d’entiers relatifs tels que (x*; y?) soit solution de (E) ?

D’aprés Ia question 2) pour que le couple (x?; y?) soit solution de (E) il faut que 5x% =1 (7] =x2 =3[7] ¢a est impossible car 3 7¢
peut pas &tre un reste dans la division euclidienne de x?par 7.
Exercice N°2 :

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (0; G; ¥).

Pour tout nombre complexe z on pose P(z) =z% — (1 + 4i)z%2 — (9 - i)z — 6 + 18i.

1. a. Calculer P(3i) et déterminer les nombres a et b tels que ¥z €C, P(z) = (z — 3i)(z% + az + b):
P(Ji)=(3i)3—(l+4i)(3i)z—-(9—i)><31—6+ 18i=-27i+9+36i—27i-3-6+18i=0

3i est une racine de du polyndme P, alors il existe deux nombres complexes a et b tel que : P(z) =(z — 3i)(z® + az + b).
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= P(z)=(z - 3i)(z* - (1 + i)z - 6 — 2. e

b EasthUNIEEL CASMITRIN Oew aolutiang s "étluanon P(z) = 1] -1-4i | -9+ | -6+18i

P(z) =0= (z ~ 3D(z* ~ (1 + i)z -6 - 2i) = [3i 3i 3.3i o1 |
[ ? 3('1_4,05)‘: 6-2i=0 RIEE -6-2i T
"= Z—0-— = |

.z—3i=0=z=31 a b |

.z —(1+l)z—6 2i =
A= ((1+I))—4X1(—6 2i)) =1-1+2i+24+8i=24+10i=5*-1* + 2x1x5i =(5+1i)?

145+ 1+1=
sz= TS =3 +ietz= —*TS-—'=_2.

Donc I'ensemble des solutions de I’équation P(z)=0 est { 3i; 3 + it =2},

c. On considére les points A, B et C images des solutions de I’équation P(z) = O tels que |Z¢] < |zg| < |zal. Placer les points A, B
et C et déterminer la nature du triangle ABC ;

On peutszler;llarqt;ei;llamlemem que [—-2| < [3i| < |3 +i|,alorsona: z, = 3 +i;2zg = 3ietzc = —2 (voir la construction).
- ’
31:_::. = = oo = b D’oi le triangle ABC est isocéle et rectangle en B.
d. Soit A’ =bar {(A; —5); (B; 6), (C; 12)}. Vérifier que P’affixe de A’est z,» = —3 + i. Placer A’ :
_ =5z4 + 625 + 1ch —=5(3 +1i) + 6(3i) + 12(-2)
ZA' - 13 13 —3 - i.

2. On considére 'ellipse I' de sommets A, A’ et B.

a. Déterminer le centre I et I’excentricité de I' ;

Les points A, A’ et B étant des sommets et B appartient 4 la médiatrice du segment [AA], donc la droite (AA’) est un axe de l'et
par conséquent le centre de F est le-milieu] de [AA] tel quez; =1 _ ‘ - T

Les demi-fongueurs des axes sont : a=IA=|3 +i—il=3et h—IB=I3L—-r llﬁ— Izll 2. 7:_4:{._-;: Haan siianes _.,...‘7‘.:,:.;.,.‘ :

a>b alnrs ona: c—-w."az 2 \/ \/— P’excentricité e= - = -‘C
b Démrmmer ungéqup:lpn cn.rtésgenng gle[ dans le repére [,0 u; \*r) T
Une équation cartésienneide Idansle repere{0; U; V) es P L ‘__1_é__:;,'. 93

32 21 —
. Précis‘er I’lmersectlon de I avec I’axe (Ox) : LIS ;
Lesvoprdonnées (x 1y) des pdints d’intersection de I' avec ’axe (Ox) vérifient : L8 o <

54 7 )3‘{- SJ_
I {"1 {y'aou[y
ooty =0 §o 2R B = 2 100 B - 10w 2 1 1 XEs

Done I"cnupe (Ox) en deux pnmst(—J 0) et E(— — 0)

d..Déterminer les foyers et lgs dnrectru:ps se ¥ puis c;opstwin ! I
Les emrd;oanées des foyers dans le repére. (0:1; i»'J sont H(ﬂf_ ,0} et.F*(+1/5; 0) etdes directrices de I son les.droites,Det: D 1;

H ] LY &0
RESMH I SEURE § T PO

_-l ks .;‘5"\“:8 lfln i A

gdbe of roctanglesn i, . -

Ezl_erclce N°3 by o ue' by =0} i
ABCD est.yn pﬂﬂ\llélognlmme tel que (—B' AD) (=
<O défini les points B, Fy G.ct H tels.que AEFB: ctADGH s

1, Vs G B e Nl ) st does divy i
“%":f:f;f:gt };%o:‘}fe?]pré&ﬁeﬁl& ;illl' ;ne ﬁgnrei(;t:i sera complétée au fur et A mesure : {vonr la conﬁguranon)

Trong fesgsectiv g

- ei AB.=2AD.
oient des carrés directs. Soit I, J et K les milieux respecnfs des

"‘ PageleurZBG
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2. Soit R, la rotation de centre A et d’angle E , T la translation de vecteur BCetf=ToR, .
a. Quelle est la nature de f:

. - n
f est 1a composée d’une translation avec une rotation différente de Pidentité donc  est une rotation de méme angle 7.
b. Déterminer f(D) puis earactériser F. Quelle est I’image du point F par f? ) .
Ona:R,(D) = Het T(H) = Galors f(D) = G et comme le centre £2 de f vérifie que QDG est un triangle isocéle rectangle en
et direct et que le triangle KDG est un triangle isocéle rectangle en K et direct alors Q et K sont confondus. Donc
) "% [ y
c. Justifier que les segments [DF] et[CG] sont perpendiculaires et de méme longueur :
D—-G DF = CG
E = cl=° (DF;GC) =3
3. a. Comparer les vecteurs DF et CE puis en déduire que le triangle ECG est rectangle isocele directen C:
DF = DA + AF or DA = CB et AF=BE donc¢
DF = DA + AF = CB + BE = CE.

= les segments [DF] et[CG] sont perpendiculaires et de méme longueur.

AL = 0 1o 3 I IR PR AR TR AP RRR LIS SO ST FER S HT I U
CE=DF=CG}, _ : A e z e e e g ! :
(ﬁ.f.GC):E ' ECGestr'ectangleisOceledTrect’en‘C. g euls daioe AU e UL Snppan st 18

2 ;

b. Montrer qu’iliexiste un unique antidéplacement g qui transforme E,en CetCenGi (. ..
E) =

Comme EG=CG alors il existe un unique déplacement g tel que [géc; _ g

c. Vérifier que g est une symétrie glissante dont on donnera la forme réduite :

g est soit une réflexion soit une symétrie glissante,

g ne peut pas étre une réflexion car comme g(E) =

C alors on aura g(C) = E ce qui n’est pas le cas. D’ou g est une symétrie
glissante.

L’axe de g passe par les milieux des segments qui sont respectivement 1 et J. D’oli ’axe de d est (1J).
Comme gog(E) = G alors le vecteur de g est %fﬁ = ﬁ(théoréme des milieux).

Donc g = t;;05;, = Sqp Oty

4. Soit S Ia similitude directe qui transforme B en A et A en D.

a. !)éterm‘mer le rapport de S et une mesure de 'angle de S :
Soit k le rapport et ¢ une mesure de I’angle de S.

_ —AD_1 _AD _ 1 _1 _1
{S(B)‘Aa k=352 TAB 2 T2 k=3
S(A)=D" |, = (BA:AD _ == = n = 5n
(BA; AD) a = (AB;AD) + a=c+m -

b. Montr . 4
o ntrer que le centre Q de S appartient aux cercles I'; et [, circonscrits respectivement aux carrés AFEB et ADGH. Placer

Le centre © de S vérifie : (QB; QA) = (0A; D) = )
4

(OB 0A) =" ="4 n = (EB.EA
D(onc Py ﬂl?) ‘1 ptm= (EB; EA) + m = les points €, A, B et E sont cocycliques.
partient au cer ir : . '
CRAD) = 22 =t (TR ED) 4o AT U S |
Done ke oareire b s A;GD) + 1 = les points 2, A, D et G sont cocycliques.
ppartient au cercle circonscrit au triangle ADG qui est T;
z .

. Page 22 sur 236
Jeilani Med Youmbabe

T
L_Préparé par : Ahmed

22056962-41813182-3331868%

e - J

T r—— 7
—




P T ———

des 7°C 0 S - —
W e - === ~___Pour I’annce scolaire 2019—2020]

Cela montre que £2 est le 2° point dintersection autr
c. Montrer que S(F) = G puis en déduire que S(ry) =cr?u‘e = el o

B—- A
itF = .Onas:
Soit F* = S(F). On a :_—:3 et comme BAF est un triangle, isocéle rectangle en A et direct alors son image ADF’ par S est aussi
un triangle, ism:_élte(;-eclfang:;!| en D et direct c’est le cas du gl NG, iome S(E) <TG
d. Soit M un point de I'; et M’=S(M). Montre ! A G
« M un point de Ty I que les points A, M et M’ sont alignés :

(MA; MB) = (EA;EB) [n)
et n —_—
o(MA; MB) = —{ [n]=(AM; BM) = - [z]
SB) = [ (BM: A = & . T __

-S(M) =M ( : ) 3 [2m] =5(AM,AM!) = (m‘ BM) + (BM:AM’) [2n) = __;_,_ ff [n] = [n]
Donc les points A, M et M’ sont alignés.
Exercice N°4 :
1. a. Résoudre I’équation différentielle (E) :y” —6y*+8 ;
L'équation caractéristique de (E) est : x> — 6x+ 8 =
A=(-32—1x8=9-8=1=x, = 3+1=4etx;=3-1=2
La solution générale y de (E) est : y(x)=Ae** + Be* ois A et B - réels.
b. Déterminer la solution y, de (E) dont la courl ! 2 . . )

yo(x) = Ae** + Be? e passe par le point A(0 ;-1) et admet en ce point une tangente horizontale :
Ona: yo(0)=-1 or y'(x) = 4Ae* + 2Be?* glors |00 = ~1_|A+B=-1 _|A=1

Yo (0) =0 oy 0 =0"12a+2B=0"1B=-2

Do yo(x) = e** — 2e%
2. Soit I fonction f définie sur R par : f(x) = e — 22 et (C) sa courbe représentative dans repére orthonormé (0; 1; j).
a.Calculer et interpréter les limites suivantes :

f(x
lim f(x); lim f(x) et lim Q:
A——o X—+T X=+uw X
,,""!: f(x) = xlim(e"" — 2e%X) = xlim e —2lime®* = lime'— 2lime' =0-2x0=0
—p — - ——o X=—ar t==-x t——cx

Donc y=0 AH en -,
lim f(x) = lim (e** — 2e**) = lim (e?* - 2) e** = lim (e?* - 2) x lim e®* = lim (e' — 2) x lim e' = +w X (+x) = +®
X—+x X—=+x X—tw X—+-+on t=tou b=t

X—tu

(C) admet branche infinie au voisinage de +ow.

" f(x) " et _ 2p2x " (ezx = 2)@2" ] - e2x ) et
im—=Jlim———=lim—————=1]i - im—=1i — i —_— =

X4+ X X-+4o X x—lﬂ-on X xiﬁ(e 2) X xl-lc'-Pm X Il-!ﬂ(e 2) = tl-laﬁz X t e (+m) e

D’oii (C) admet BP de direction (Oy) en + co.

b. Dresser de tableau de variations de f :

f'(x) = 4e** — 42 = 4e**(e?* — 1) = 4e¥*(e* — 1)(e* + 1).
Le signe de f’(x)est celui de (e* — 1).
e'-1=0=2e*=1=2x=0.

X —00 0 +00
f'(x) - 0 *

f(x) |0 l +o0

\.—1 /'

3. Soit g Ia restriction de f sur I’intervalle I1=]—x; 0].
4. Montrer que g réalise une bijection de Iintervalle I sur un intervalle J que I’on déterminera :

g est continue ct décroissante alors elle réalise une bijection de I sur intervalle J = g(I) = [-1; 0.

X —oo 0
g(x) - 0
gx) [0
\ L

\— .
| b.Calculer et interpréter la limite suivante
-1

. X) .
fof‘},+ ) ol g~! est laréciproque de g ;
im 8 “1{x) - 1) -g -1 _ y-0 _ 1 1
lim & o) _ li g x)-0_ lim L =lim———==1lim ———7e=—=-x
CEDTXF L xet x— (—1) Gt x—1 ORI O R ONE
N+ x—(—1) x L

Graphiquement, (C"), 1a courbe de g~! admet i droite de (—1) une demi-tangente verticale orientée vers le bas.
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c. Soit (C') la courbe de g~'. Montrer que les courbes (C) et (C') se coupent en unique point B d’abscisse a tel que
-06<a< -0,5: B o
Les courbes (C) et (C') sont symétriques par rapport a la droite A : y = x alors ces courbes se coupent sur A. D’ou les points
d’intersection des courbes (C) et (C') sont les points d'intersection de (C) et A.

g2(x) = x & g(x) —x =0, posons h(x) = g(x) - x.

h'(x) =g'(x) - 1 = 4e — 4e?* — 1 = (2e?* — 1)? — 2 = (2e** - 1 - VZ)(2e** — 1 + V2Z)

Le signe de h*(x) est celui de (2e** — 1 — VZ) car (2e** -1 + VZ) >0

+ 1+V2 1 1+VZ
2 — 1 - V2 = 0= 2¢%* = 1 4,\/i=,e="=‘—zE = 2x=1n(7)= x=1In(22) >0

llm h(x) = lim (f(x) - x) = ,‘I_i_glf(x) - llit_nrx =0-(-=») =+»

h(0) = -1
| x| -o 0
| h'(x) | =
h(x) +om |

l \--l:

h est continue de plus h(]—x; 0]) = [—1; +x[ et comme 0€[—1; +o alors il existe un unique nombre w€] —x; 0] tel que h(a)=9.
D’ou I’équation h(x)=0 admet dans I'intervalle | une unique solution a.
f(-0,6) = 0,088 > 0

= d'aprés le théoréme de la valeur intermédiaire —0,6< a< -0,5.

f(-0,5)=-0,1<0
d. Tracer dans le méme repére les courbes (C) et (C’) :

H

(C)

angte=e"®

Donner 'expression de g~ (x) :
vxe(—1;0[,g ' (x) =y < g(y)=x ; y€]—oo; 0]. Exprimons y en fonction de x.
g(y)=x 2> e¥ —2e¥ =x=e?-2e¥+1=x+1

2y = 2y — 2y = =1
=,(ez,f_1)z=x+1:[ey 1=vVx+1 ==‘{e 1+Vx+1 =’[Y In(1+vx+1) zln(1+w.fF1)

e —-1=—-Jx+1 e =1-x+1 2y = In(1 - = _1 _
y=I(1-Vx+1) |y=m(1-vx+1)

Ory= %ln(l + Vx + 1) est rejetée car y<0 alors g™'(x) = %ln(l - Vx+1).
4. Soit S I’aire de la partie du plan délimitée par les courbes (C) et (C’) et les axes de coordonnées.
a. Montrer que S = Zf:(x —f(x))dx:

Soit §; I’aire du domaine délimité par (C), Ia premiére bissectrice et les droites d’équations x=0 et x=a et soit S, I'aire du

domaine délimité par (C’), 1a premiére bissectrice et les droites d’équations x=0 et x=a. Les deux domaines étant symétriques p:
rapport i A, ils ont méme aire,d’o §, =§, )

=8=25, =25, =2 J':(x = f(x))dx car sur Pintervalle [a; 0] ’axe A est au dessus de (C).
b. Calculer la valeur de S en fonction de a et en donnée une valeur approchée & 10-2 preés:

S= 2[:(:: - f(x))dx = 2 I:(x - e* + 2e*)dx = ’? —%e"‘ + ez"]
S= 0,58 (une valeur approchée A 1077 prés)

0
1 a? 3 a® 1 Za
_..;____+1_(__,_,_ 4a 2u)=__(__ —ele_ e
- 4 2 4> TO 4 2++e
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Exercice N°5 :

Partie A :
Soit Ia fonction f définie sur ]~ 1; +oof par : f(x) =2 — (x + 1)In(x + 1). On note (C) la courbe représentative de f dans repére
orthonormé (O; 1;7).
1.Montrer que hm f(x) = —o et l:m f(x) = —~o puis calculer lim —— 1 )
x—=+x X
= i _ e k=1 -1
|im f(x) = m (x +1 (x + D)In(x + 1)) = :I-'.IJ}- (—t——- - tlnt) =0 0= —oo.

X
lim f(x) = lim (x i - (x+ DIn(x + 1)) = lim (-t-—tl— tlnt) =1-(+®) = —©

X— 4o X—+x t—+a0
X
- (::)_I x+1—(x+1)ln(x+1) 1 1
S = B = lim (x+ = ( + ;) In(x + 1)) = 4o,

2. a. Calculer f’(x) et f"'(x) puis étudier les varhuons def’:

R s
f'(x) = —In(x+1)—1etf (x)“( +1)3 o1 < 0 pour xe]—1; +oof

1
Jim £’ (x) = lim, ((—+—1? In(x + 1) — 1) = lim (;12- —Int — 1) = +o0 — (—) = +o0 + () = +oo.

. 1
lim £6) = lim (— o7~ I+ D - 1) = lim (tlz— Int) = 0 - (+e) = .

X—r+oc X=+a

X —~1 +o0 |
f,. = — _
T >
\ o ‘F\ -L

b. Calculer f°(0) et en déduire le signe f(x) :
f'(0) = —1In(0 + 1) — 1 = 0. D’oii le résumé du signe de f’(x) dans le tableau suivant :

-1 0 +x Ny
f '(x) + 0 - L \_,a
3. a. Dresser le tableau de variation de f :
X -1 0
f'(x) + 0 -
0

f(x)
x | _w/

b. Tracer la courbe (C) :
*x==1 AV de (C).
* (C) admet BP de direction (Oy) au voisinage de +oo,

[

041

»
+00 N

(©), - 1€ BP de direction (Oy) en + o

x=-1

4, a, Cnlculer_f —_ dt et & I'aide d’une Imégmtion par pnrtie%, calculerf (t+ 1) In(t+ 1)dt:
t+1
s oy A= g X 1 e [ dt = (6 - (Ine+ DI =x—In(x+ 1),
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Calculons f;(t + 1) In(t + l)dl A I'aide d’une intégration par partie.
u(t) =lIn(t+1) Wt =5

t+1
vi)=t+1 | = vit) = (un

x +1)? (x+1)? (x+1)?% 1

o+ D) In(t + 1)dt _[“‘" In(t + 1)] - e _[("zﬂ‘.,,(,ﬂ)]o_[l‘_u_]o Zin(x+1) - =4l
_(x+1)? xz X
————-—In(x+1)—T—E

b. En déduire la primitive F de f sur ]~ 1; +x[ qui s’annule en 0 :
v a X — (= _ = L —Ix(t+l)ln(t+ l)dt
Fo) = [ E@®dt = 32— (x+ Din(x + 1) )dt = [5 5 de - f7

2
(x +1)? x2 x x* 3 ( (X+1))| 1
=%~ e TR Bl s S [ P n(x+1)
x—In(x+1) =——ln{x+ Lfsrts =gk =

xz 3 xz 3
=g tax—\Ftx+z)inkx+1).
c. Calculer P’aire A, du domaine plan délimité par la courbe (C), I'axe des abscisses et les droites d’équations respectives
X =0 et x =n, pour n un entier nalurel n>1: .
Ap = [y —f(t) dt=— ] f(‘)dl*( +n+= )In(n+1)—2--—3n
Partie B :

Soit (U,) la suite définievn > 1par: U, = f(l) + = f(Z) + = f(3) + + = f(“ ~1) = Z K+1 f(k).

k=1
1. Posons ¥V n=1:V, = — f(n).
H . — l —
a.VénﬂerqueVnZl.V B s (n+1)2 In(n+1): -
1 1 n 1 n+1-
AR, S = - = —(n+ 1)In n+1)
Vo = —— f(n) = n+1( . (n+1)ln(n+1)) n+1( —————(n+ Din(n+1)
1 1
=n+1(1_n+1 (n+1)ln(n+1))
1 1
-.—.n+1—(n+l)z—ln(n+1)
1 1
b.En déduire que U, = ZR - Zﬁ -In(n!):
l':_l llk;— n n n n
n-1 n- T
1 1 1 1 1 1 1
Un= ) g 100 =D W=D (g gpr kD)= ) (G—ja—tnk) = > 2= > 25— Ink
k=1 k=1 k=1 k=2 k=2 k=2 k=2
n n n n n n n n
1 Zl 1 zl Zlnk—z s ln(nk) Zl Z In(n!)
=1+ ) —— = v = == e L]
k=2 k k=2 k= - k k k=2 k=1 k k=1 k
2.Notonsvn = 1,5, _Zk etS', Zkz 3
k— k+1dt 1 1
a. \r1ontrerque‘\1fk>l.k1 E TS;P"“E"dédUil’eque +lnn<S,<1+Inn:
1l [ ]9 k+1dt o e 14t
Vk>1k<t<k+1=—<:sk=[k+l]k [k] —J- IS;'

En déduisons que - !4Inn<S,<1+Inn:

n-1
l kt1 dt 1 1 jk+‘ dt n dt 1
) -2 _._..._< o
k+15L tsk” TR Z Zk=s 1< Ty

n
1
=5,-1<[Int]f <5, —-'-; = S, —1<|“ﬂ<5 —'l"'=> =15 =8, +lnn<~-l
n
=-1-Inn< -§, <-;—Inn=‘» +Inn<S,,_1+|nn
ke dt

b. Montrer que Vk = 1, o ”zsj i —S-——-pmscndédulrequel——+ <5'n52_.1. "
vkzlL,kst<k+1=klst!s(k+1) > t '“‘ K+1de e kvt _ 1

‘ ‘ ) ;un}zS‘zS [(k“)zlk ka ll"[ﬂ] (k”)z Jk ;—2-5 7 -
En déduisons que 1 — - -—,SS’,.SZ—%:
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L <fmgfs_1_=.§_1 <"z' Mlge o1 L [T L
k+D? 7L BTk k-l(k+1)z-k1fk FSZF:S"‘ - ,t_z— " n?
= =1

1 s 1

‘ 17" ) 1 ‘ 1 1 S,-1<—-——+1 S$,.£2~~-

::73"-'15['—‘] SS.,—‘—zﬁSn—ls——+1<s' M- 1 n = I
t i, n n =9n" 2 1 , 1 1 1 ;
-—+1<S,-— |1-—+=<S§,

n n? n n?

1 1 1
21—+ =S8, 2 -—

n n n
c.EndéduirequeVnzl;;—ZSU,,+ln((n+1)!)sl—-‘7:

i n n
Onavn21; U, =8-S, ~In(n) = U, + In((n-1)!) =5, =S, —In(n) + In((n - 1)!)
:U“ + ln((n = 1)') = S'“ — S" —In (("tl')') = U“ -+ ln((n _ 1)!) - sr" - Sn _ ln(n)
; !
OrvazLoi+lnnsS,<l+lnet--2<-§,<-1+2-152 24 n<s,-,si-L+mnn
1 n n n n n

2
2--2<§,-S,~-Inn<i-21,
n n n?

iou B 1
D’ot ;—25U,,+In((n+1)!)s;—$.

Bac 2018 session fcomglémentaire

Enoncé
Exercice N°1 :

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (0; u; V). Pour tout nombre complexe z on pose :

P(z)=2% - (7 + 3i)z® + (12 + 15i)z — 4 — 18i.

1. a. Calculer P(2) et déterminer les nombres a et b tels que : vz €C : P(z) = (z — 2)(z% + az + b).

b. En déduire ’ensemble des solutions de I’équation P(z) = 0.

¢. On considére les points A, B et D images des solutions de I’équation P(z) = 0 tels que Im(z,) < Im(zg) < Im(zp). Placer les
points A, B et D et déterminer la nature du triangle ABD.

2. a. Déterminer le barycentre du systéme {{A; 9); (B; —6), (C; 2)}, ol C est symétrique de A par rapport a (BD).

b. Déterminer et construire I’ensemble I, des points M du plan tels que 9MA2-6MB2+2MC2=-10.

c. Déterminer et construire I’ensemble I, des points M du plan tels que 4MA? — 6MB%+2MC%=-10.

d. Déterminer et construire ’ensemble 3 des points M du plan tels que (QM_A' — 6MB + Zm)(m - MB + M—(f)=10.
3. Soit S0 = idp et Yn € N, s+l = §oS" ou S est la similitude directe qui transforme A en B et B et D.

a. Déterminer Ia nature et les éléments caractéristiques de 2%,

b. Justifier que $2920°°*° est une homothétie de rapport négatif.

Exercice N°2 :

f(x) = (x+ 1)e”5;x >0
£(0) =0

On noté (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; ()2

1. a. Etudier la continuité et la dérivabilité de f 2 droite de 0.

b. Dresser le tableau de variation de f sur [Oz; +ool.

t
2.a. Montrer que vVt=0,0 < e ' +t—1s .

I- On considére Ia fonction numérique f sur [0; +[ par: {

1 1
b. En déduire que vx>0, —i Sf(X)—XSg i 5"
¢ En déduire que la courbe (C) admet une asymptote oblique A dont on donnera I’équation.
3. Construire la courbe (C) et Ia droite A. , )
4.a. Montrer que f réalise une bijection de [0; +oo[ sur un intervalle J que P’on précisera.

b. Construire la courbe (C*) de f~* oii f~* est la réciproque de .
1y 1
. , . f,,(x)=(x+—)ex;x>0
ll-vn € N*, on définit sur (0; +oo[ la fonction numérique fo par: £.(0) = 0 n
2(0) =

l.a. Montrer que f,, est continuité et dérivable A droite de 0. 1

b. Etudier les variations de f,, et en déduire que vn € N°, I'équation f,(x) = - admet une unique solution «, sur ]0; +oof.

2. 2. Soit gn(x) = £,(%) — 1 Etudier sur |0; +oo[ le signe de g,,,1 (x) = g,(x) et en dédduire que la suite (a,) est strictement
décroissante et qu’clle est 'tl:onvergml(e'

Y N .l. (ca_.? - 1). En déduire In limite de (a,,).
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Exercice N°3 . t F les points tels :

Soit ABCD un carré direct de centre O et de c6té a>0. On note G le milieu du segment [AB] et E e p S que [g
quadrilatére AEFG soit un carré direct, dra (AB) horizontale.

I. 2. Faire une figure illustrant les données que I'on complétera au I'ur‘eI; &:tﬂgsure- Obprendra (AB)

b. Montrer qu’il existe une unique rotation r qui transforme O en A ¢ .

¢. Déterminer les éléments caractéristiques de r. . i .

d. Soit g I’antidéplacement défini par &B)=E et g(0)=G. Montrer que g est une sym:me FILS:T::-Z o gi:e;ll;l:g:lss;efzrme it
2. a. Montrer qu’il existe une unique similitude s qui transforme C en F et B et E, détermin Pp gle des,

b. Déterminer I'image du carré ABCD par s puis en déduire le centre de s.

3. Soit h=sor~"',

A. Montrer que h est une homothétie dont on précisera le rapport.

b. Soit I le centre de h. Montrer que I est le barycentre du systéme {(0; 1); (E; 2)). Pl’:“c‘l' L'te (M'M") passe par un oo

¢ Pour tout point M du plan autre que I, on pose M’=r(M) et M”=s(M). Montrer que la droi RiASIE p point fixe gy,
I’on précisera. ur (O

4. Soit I'hyperbole de foyer O et F qui passe par le point J projeté orthogonal de 1 sur (OF).

a. Déterminer les coordonnées des points O, E, I et J dans le repére (G; GB; GO).

b. Ecrire I’équation de I' dans ce repére.

¢. Déterminer les sommets, les asymptotes et excentricité de I,
d. Construire I, ‘ '

Exercice N°4 : ;e g
On définit 1a fonction fsur R par f(x)= —x+2In(1 + e*) et soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;1;)).
PartieA

» b

L. a. Donner le tableau de variation de f.
b. Démontrer que la courbe
rapport a (C).
c. Construire la courbe (C) et leurs asymptotes dans le méme repére,
2. Soit g la restriction de f sur Pintervalle I=[0; +x[,
a. Montrer que g est une bijection de ’intervalle | sur un intervalle J que ’on précisera.
b. Construire dans le repére précédent Ia courbe (C°) de gL

: PartieB
On considére Ia suite numérique (u,) par ug = In5 et vn e N, u, = foms(f'(_t))“ dt.
1. Calculer u, . ‘

2. a. Montrer vx € [0;In5] ; 0 < f'(x) S%.

(C) admet deux asymptote D et D’ que I’on déterminera et préciser leurs positions relatives par

n
b. En déduire queVne N; 0 < u, < (g) In5.
c. Déterminer Ia limite de (u,,). )
3. a. Montrer que Vx € [0; +oo] ; (f'(x))? — 1 = —2f"(x).
-2 n+1
b. Montrer que Yn € N° ; u,,; —u, = T G)
1 2k-1 n

. ‘ \ 2 2 9 1,2 2k
¢. En déduire que u,, = In5 -kZ‘ k=1 (5) etuy,,, = |n(—) - —(-) .

5
1 /2\P
4.vn e N',on pose v, = Z ;(3) .

p=1
Uz, + U, ; "R
Montrer que v, = In3 - —"—2—"*—1 puis en déduire lim v, .

n—=+a

Solution
Exercice N°1 :

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (0; : V).
P(z) = 2% — (7 + 3i)z* + (12 + 15i)z - 4 — 18i.

1. a. Calculer P(2) et déterminer les nombres 3 et b tels que :
P(2) =23 - (7 + 3i) x 22 +(12+15)x2 -4
2 est une racine du polynéme P alors, vz €C :
P(z) = (z— 2)(z? + az + b). Déterminons les réels a et b
2P@)=(z-3i)(z* - (5+3i)z+2 + 9i).

Pour tout nombre complexe z on pose

VZEC:P(z) = (z-2)(z* +az+b):
- 18 = 8—28—-12i+24-+301—4—18i=0

A I’aide du tableau d'Hérner :

b. En déduire I’ensemble des solutions de Péquation P(z) = 0. vabieRl d‘lllorn-?::,i [ 124151 | -4-18i |

P(z)=0= (z-2)(z* - (5+3i)z+2+9i) = 0 {_z_ﬁ_l - -10-5} s 44
2=2=0 i : ‘ !
22 - (5+3i)z+2+9i=0 L1 ] -53i 2+9i 0o

*2-2=0=z=2 a b
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vz —(543Dz+2+9i=0:
and
A=(-(5+3D) —4x1(2+9i) =25-9430i _ g _ 3¢

5+31+3-1 4 . 54+31=-3+i
Yy —— = +letz= ———_ = .
=L 2 2 1+ 2i

=8-6i=(3-1)?

ponc I’ensemble des solutions de I'équation P(z)=0est (2;4 +i;1 + 2i}.

c. On considére les points A, B et D images des solutions de I’équation P(z) = O tels que Im(z,) < Im(zg) < Im(zp). Placer les
points A, B et D et déterminer la nature du triangle ABD ;

|m(2)$lm.(4+i) Slm(1+2i)=zA=2;zB =4+ietzy =1+ 2i.
2. a. D;“"“'“er le baryc!enn;e du systéme {(A; 9); (B; —6), (C; 2)}, o C est symétrique de A par rapport a (BD) :
DB (-1)=’ (BD) :y = —3x+ J et Ia perpendiculaire a (BD) passant par A a pour équation y=3x — 6.

1 7
Soit I le milieu de [AC] alors les coordonnées (x5 y) de I vérifient le systéme {y . M
y= 3x—-6
s 4 e _ 5 . 3.
153w =2z 2y =2x (34 i) -2=34+3i
Donc le barycentre du systéme {(A; 9); (B; —6), (C; 2)} a pour affixe :

925-62g+22¢ _ 9Ix2-6(4+1)+2(3+31) _
A = = =0. Donc le point O est le barycentre du systéeme {(A; 9); (B; —6), (C; 2)}.

5

b. Déterminer et construire I'ensemble I'; des points M du plan tels que 9MA? — 6MB*+2MC?= ~10 :

On pose (M) = 9IMA? — 6MB2+2MC2.

Donc (M) = 5MO? + @(0) ol @(0) = 9 x 0A® — 6 x OB? + 2 x OC?

Or 0A% = |z,|* = 4 ; OB? = |zg|* = 17 et OC? = |z.|? = 18.

2@(0)=9x0A?-6x0B*+2x0C*=9x4-6x17+2x18 = —30 = ¢(M) =5M0? - 56.

9MA? — 6MB*+2MC?= —10 = 5M0? — 30 = —10 = 5MO? = 20 = MO? = 4 = 0A?= MO = OA.

[ est le cercle de centre O passant par A.
( c. Déterminer et construire I’ensemble /7 des points M du plan tels que 4dMA%2-6MB%+2MC?=—10 :

On pose y(M) = 4MA2-6MB?+2MC? et

f(M) = 4MA — 6MB + 2MC.

Donc y (M) = 2MO. f(0) + ¢(0) ot (0) = 40A2-60B2+20C? et f(0) = 40A — 60B + 20C

Y(0) = 40A? — 60B2+20C? = 4 x 0A? — 6 X OB* + 2 x OC?. - N

On 2 9MA — 6MB + 2MC = 0 = 4MA + 5MA — 6MB + 2MC = 0 = 40A — 60B + 20C = —50A =f(0) = —50A.

D'oil MA?-6MBZ+2ZMC?=—10 =2M0.F(0) + ¢(0) = ~10 52M0.(-504) -50 = -10.

= —10MO.OA — 50 = —10 = MO.0A + 5 = 1 >M0.0A = -4 = OM.0OA = 4 = OM.0A = DA.0A

=0M.OA - DA.OA = 0 = EK(W - O‘A.) = 0 = OA.AM = 0. D’ol I est la perpendiculaire & (OA) en A, c’est la tangente du
| cercle I'; en A. —s R _— —— =

d. Déterminer et construire I'ensemble I"s des points M du plan tels que (9MA — 6MB + 2MC)(MA — MB + MC)=10 :

On pose g(M) = 9MA — 6MB + 2MC et

h(M) = MA — MB + MC. R
AlB_[C] ALB L =D car D est symétrique de B Al
Ona:0O=bar 9 -6 2 | etbar [1 11 |1 | =bar/5 77| =DcarDestsymétrique de B par apporta I.

D'oi g(M) = 5MO et h(M) = MD.
(9MA - 6ME + 2MC)(MA — MB +
SMI2 o)z =25M)2=2+0):=>M

Done r . J passant .
3. Soit Szoe‘it 'ii‘t:trs:l ceie[;eﬂs‘:fl _l_’ SoS™ ol:-l S est la similitude directe qui transforme A en B et B et D.
= , =

L 2018 .
A Déterminer Ia nature et les éléments caractéristiques d_ess+ 5
-2y 1+2i-4-i -3+i_(=3+D@-D_ =—1+i

s gy ey 2
MC)=10 = 5MO.MD = 10= MO.MD = 2=M)? — 9:; = 2 (o J=0*D)

)2 = 2+%+1=’M12 :?OrAIZ =?210I‘SM]1 =A]I? > M] = A]
ar A ot J le milieu de [OD].

= — 77 _ Y
-z,  4+j-2 @ 2+i 2+i2- >
"Une mesure de I'angle de S : In
= (AB;EB) = arg(w) =arg(-1+D =7
25-7a

*Le rappon deS: k= lzp—zgl — p=%8) ‘—-1 + ” = ﬁ
lzp-7al p—2A 2a-VITA _ 4+1-2v7 _ 4-2vZ+1
*Le centre de S est 0 dont Iaffixe o est tel que s © =77 = 773 1-V2

; ny.p1009, _F
Alors op 4 §2010 _ s(ﬂ; (ﬁ)mw_su ¥ 2018) — s(.ﬂ, 21009, 2)

"4
Doy g2018 _ " (ﬁ' 21009, _ g)
; e o5
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b. Justifier que $2°2°°°° st une homothétie de rapport négatif :
4

OnaS*= s(ﬂ;(ﬁ) ;JT" X 4) =s(Q;4;n) =h(;-4)=h

On a: 2020= 4[8] =°20202020 = 42010 [B] or 42020 = 24040 = 23x1146+2 - (23)1346 % 22 = 81346 x 4

= 42020 = :)128]:» 20202920 = 4[8). Alors il existe un entier relatif k tel que 2020%°%° = Bk +4
Donc §20207°%° _ g8k 4 _ (g4)Zk+1 = K2k +1 quj est 'homothétie de centre Q et de rapport (—4)2*1 = —42¥*1 < 0.

o 202
D'ou $2°29°°* est une homothétie de rapport négatif.

Iy

¢

T

Exercice N°2 :

1

{f(x) = (x+1)e* ;x>0
£(0) =0

On noté (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;T;7).

1. a. Etudier la continuité et la dérivabilité de f a droite de 0 :

J!_I.lgl f(x) = ,!_',’(}1 ((x + 1)e"=1?) = ,!i',}l(x +1) X ,l_i.'let =1x0=0=f(0).

I- On considére Ia fonction numérique fsur [0; +oo[ par

Donc f est continue A droite de 0.

i 1
Cfx)-f0) o (x+1ex . ( o1\ 1tz 146y (1
tim = g =lm e )T TR = lim () = Jim | < | = tim &
1+t t

=—=0=f(0)
+w

Donc f est dérivable a droite de 0.
b. Dresser le tableau de variation de fsur [0; +oo[ :

2 i
f'(x) =1x e‘é +(x+1) xx—lz-e'i =x*+x+1ex>0

1
lim f(x) = lim(x+ 1)e™x = 40X 1= +x
A

X=4+T —

X 0 +o0
f(x) |0 +
f(x) / +x
0

2
2. a. Montrer que Vt20;0 <e ' +t-1=< l—z- :

vu>0;0< e < 1=vx > 0;0< [fedu < [ 1du=vx > 0;0< [-e™)F < [u)}
=vx>0;0<1-e*sx=vt=0;0< f;(l—e")dxsfo‘xdxawzo;os [,.:+e-"‘1:,s[’-‘21]l
=vt20:0£e"+t——lsgnwcao:{ls1+e"‘$x. '
b. En déduire que Vx>0.—i$ f(x) - xS —=—=—!

1 = . 5 3 \
vx>0ona = > 0 alors d’aprés a) on trouve 0 < e '« + = - 1< vy et en multipliant par x+1> 0 on obtient

1 xt +
0<(x+1)e '-'+T1~—(x+ l)S:—:—::US(x.‘.l)c 5*;:""5;';*'5:—2=~;:s(x+1)e":'_x5L+_‘E_l
=_£Sf(x)_"5:}i“i zx | 2x% x
e _ _Page 30 sur 236
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0 _1 - 1 1
D’on ¥x>0, xSf(x) X

¢. En déduire que la courbg (C) admet une asymptote oblique A dont on donnera I’équation :
D’aprés la double inégalité précédente et comme

[ 1 B 1
I ,l,'.ﬂ'}t\(_ ;) = lim (E + Z,;E) =0 etd’aprés les Gendarmes Jlim (f(x) — x) = O alorsladroite A : y = x est une
asymptote oblique de (C) au voisinage de+co.

3. Construire la courbe (C) et Ia droite A : (voir Ia construction graphique ci-dessous).

4. a. Montrer que f réalise une bijection de [0; +o[ sur un intervalle J que I’on précisera :

La fonction f est continue et croissante alors elle réalise une bijection de [0; +oo[ sur I’intervalle J=[0; +x][.

b. Construire la courbe (C’) de f~* ou f~1 est In réciproque de f

Les courbes (C) et (C*) sont symétriques par rapport a A. (voir la représentation graphique).
/

(C.}‘/’.

P
(€)

1y -1
11-vn € N°, on définit sur [0; +oof la fonction numérique f,, par : [f"(x) =~ (x + ;) ex;x>0
f,.(00=0
1. a. Montrer que f,, est continuité et dérivable 4 droite de 0 :
. . 1y, 1 1
E_lalg_)‘fn(x) =3_1.|‘}1(x+;)e x =;x0 =0="f,(0)
D’ol ¥n € N*, f, est continuité i droite de 0.
1y .1
(%) = £,(0) (x+5)e™ 1359 N te-t 1
_— =] LI LA | —_— = li — =t = 13 -t I I T -
i g = i = i (14 ) e = i (14 D)ot = pim (04 ) < pim (0 2 5) <0
D’oli ¥n € N°, f,, est dérivable a droite de 0.
b. Etudier les variations de f,, et en déduire que ¥n € N°, I’équation f,(x) = %admet une unique solution a,, sur ]0; +oof :
fn est le produit de fonctions dérivables sur ]0; +[ , alors elle est dérivable sur ]0; +oof .
" . 1 1y -1 /1 1 .-
YneN',vx €]0; +oof; f, (x) = e x+x—,(x+;)e x = (;F+;+ l)e x >0
D’oit vx € [0; +oo[ , f,, (x) =0.

X 0 +»
fo(x) | 0 &

fu(x) / +x
0

La fonction f,, est continue et croisssante sur ]0; +oof alors elle réalise une bijection de ]0; +oo[ sur intervalle

fn(]o;‘+co{) =]0; +ool. i

On a = €]0; +cof alors il existe un unique réel a, € ]0; +oof tel que f, (@) = &

D’oi I’équation f,(x) = * admet une unique solution a, sur ]0; +wf.

2. a. Soit g, (x) = f,(x) — > . Etudier sur ]0; +=[ le signe de €n+1(X) — gn(x) et en déddulre que la suite () est strictement

décroissante et qu’elle est convergente :

- 1 1)—(x+1)e'%— 1 _ (+1) 11 _ 1 1y 1 1 1
n+1 )—gn(x)=fnﬂ(x)—n+1—(fn(x)"; - n n+1 Y e _(n+1hﬁ)ex‘(n+1_'ﬂ)

1 1 1 1-ex

=n(n+1)e x-n(n+1):“(“+1)_ .
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-
=vn e N, vx > 0 alors E-m(X) > ga(x) =2vne N’ ;gn(anvl) = gn+1(u""l) = el s n gn(an)

=vn e N ;g (a41) < Balay) ) .

Comme g ?(x; ="ffn'(x) = 0 alors g, est croissante. Par conséquent Vn € N s ga(a,,g) < gn(a,) > vneN"; Onsy < @,
n

D'od (a,) est décroissante.

Comme (&,) est décroissante et minoré par 0 alors elle est convergente.

1 ) )
b. Montrer que Yn € N*, @, = : (eﬁ - 1). En déduire la limite de (a,) :
" 1
1 1 1 — = . 1
. 1 L} (Pl 2 = -)=ew=2na,+1=eu = na, =es _
Ona:vne N fy(a) = 2= (ay 7)™ =1 on (o + )¢ =120 (o +7) = e = na, @ =e

1
=vne N, q, = i(eﬁ - 1)

Soit f la limite de la suite (a,). Donc 0 < B < a, .
1

1 —
vne N, a, = 1 (ezﬁ - 1):9 na, = ew — 1,
n
Supposons que f=0 :

1 T . L
vne N na, =e% - 1= lim(na,) = lim (ean - 1) = lim (na,) = lim (e"" - 1)
n—+x n—=+x n—+x n-++x

1 1

Or lim (na,) = +ox B = +wet lim (ea - 1) =ef-1€eR

n—+o n-=+x
Alors c’est contradictoire.
Dou lim a, = 0.

N=4m
Exercice N°3 :
Soit ABCD un carré direct de centre O et de cdté a>0. On note G le milieu du segment [AB] et E et F les points tels que le
quadrilatére AEFG soit un carré direct.
1. a. Faire une figure illustrant les données que I’on complétera au fur et A mesure, On prendra (AB) horizontale.
(Voir la construction ci-aprés)

b. Montrer qu’il existe une unique rotation r qui transformeOen AetBet O :
0{‘0—; :BE; ¢ alors il existe une unique rotation r qui transforme O en A et B et O.
c. Déterminer les éléments caractéristiques de r :

Le centre de r appartient i Pintersection des médiatrices des segments (OA] et [OB] et comme med[QA] N med[OB] = {G) alor:
est le centre de r.

Soit @ une mesure de I’angle de r :

. A AL n n
a=(0B;A0) = (0B;0A) +n=-Z+mn="1
d. Soit g Pantidéplacement défini par g(B)=
réduite :

Vu que med(BE] # med[0G] alors g est une symétrie glissante.

On a : (AE) est (OG) sont paralldles alors d’aprés le théorémes des milieux, le milieu du segment [BE] est sur [GF].
Or I'axe de g passe par les milieux des segments [BE] et [0G], done (OG) est I’axe de g.

O appartient A I'axe de g en plus g(0) = G alors le vecteur de g est 0G.

E et g(0)=G. Montrer que g est une symétrie glissante et déterminer sa forme

D’ou la forme réduitede g : g = 5(06)0t5g = tgg 050y
" ; i
E.Ba.* N:]ontrer qu’il existe une unique similitude s qui transforme CenFetBetE, déterminer le rapport et un angle des :

FE = 0| alors il existe unique similitude s qui transforme C en F et B et E,
Le rapportsest k = :—; =-f=1

F 2

Soit p une mesure de I’angle de s :

B= (CB; FE) = (CB; BA) = (BC:BA) —n =§-—n = —12'-

b. Déterminer I'image du carré ABCD Pars puis en déduire le centre de s,

Soit A’=s(A) et D'_= S(D): Comme ABCD est un carré direct alors son image A’'EFD’ est un carré direct, mais sur le segment [EF
or: e peut construire qu’un seul carré direct qui est AEFG alors on en déduit que A’= A et D'= ’

D’oi1 sS(ABCD) = AEFG et A est le centre de s. . ¢ 5
3. Soit h=sor-!,

. Montrer que h est une homothétie dont on

: 1 e précisera le rapport ;
/ne mesure de I’ - —
esure de I'angle de r~! est 2» Mlors une mesure de ’angle de h est ; — "

Donc h est imilitud : A
onc h est une similitude directe d’angle 1t et de rapport - et par i
i el z ¢1 PAr conséquent h est une homothéti
e h. Mon rer que I e:u__le barycentre du systéme {(0; 1); (E; 2)). Placer 1 :
h(0) = sor "(0) = s(B) = E. Or IF = =;10=20E+10 = 0. Doy 1 = bar{(E; 2); (0; 1))

e de rapport —- %

|
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¢c. Pour tout point M du plan autre
Montrer que la droite (M'M**) pas
h(M") = sor ' (M’) =s(M) = M,
Alors les points M', sont M image par I’hor
D’ou Ia droite (M'M'") par le point fixe I.
4. Soit I’h).fpﬂ‘lmle de foyer O et F qui passe par le point J projeté orthogonal de 1 sur (OF).
a. Déterminer les coordonnées des points 0, E, 1 et J dans le repére (G' GB; GO):
Dans le repére(G; GB; GO) on a O(0 ;-1) et E(-1 ;-1) aiors on aura x, = LI AL

_2=D+1 _ -1 ; 3 ?
i __"_-_Jz , o J est le 1projeté orthogonal de I sur I’axe des ordonnées, donc x; = O ety; = _TI '
D’oi I(T ; ';-) et J(O; -3—)
b. Ecrire équation de I" dans ce repére :

d .

Le centre-le I" est le point G, son axe focal est (OF) (axe des ordonnées) et comme JE(OF) alors J est au sommet de I', d’oi
b=GJ= S ete= GO =1 et par conséquent

= 2 _—h2 = —_— 1 = Eﬂ . H
a=vet—-b }1 3 = 3 i alors une équation cartésienne de I' est — % +
9

c. déterminer les sommets, les asymptotes et I’excentricité de I' :

Les sommets de I" sont J et son symétrique par rapport A G qui est de coordonnées (0; ;), ses asymptotes ont pour équations

_xZ _ -z 5 % [
y==, ety=——.5n excentricité est égale i : = —}- =3.
3

que I, on pose M’=r(M) et M”’=s(M).
S€ par un point fixe que I'on précisera :

mothétie h et le centre 1 de h sont alignés.

N

= 1;

ol--l“‘,,,

d. Construire I (voir Ia représentation graphique ci-dessous).

D

Exercice N°4 ;
On définit 1a fonction fsur R par f(x)= -x+2In(1 + e*) et soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;i; ).
PartieA

1. a. Donner le tableau de variation de f:

e S
—0 0 gl
— 0 G
+o0 I +oo
\\\\ I /””,/"
.\\\‘; 0

i f(x) = Jim (—x + 2In(1 + €¥)) =+0+2X § =i
A ) = lim (—x + ZIn(1 + €¥) = lim (-x+2in(eX(e™ + D)) = lim (-x+2x + Ine™* + 1)

X4, X—=+
| = lim (x +1Ir(e* + 1)) = +oo+ 0=+
| b. Démontrer—.c::e la ¢ ourbe (C) admet deux asymptote D et D' que I’on déterminera et préciser leurs positions relatives par

';{‘Pport 4(C):

e (f(x) + x) = Jim(2In(1 + er)) =0

D’oit Ia droite p ¢ y = -x est AO de (C) au voisinage de —.

:(‘x) “Y=f(x)+ x= 2In(1 + e*) > 0. Donc (C) est toujours au-dessus de D.

x (%) — x) = 1im In(e*+1) =0

X=+x
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D’ou la droite D' : y = x est AO de (C) au voisinage de +.
fx)-y=f(x) —x=In(e™+1) >0
Donc (C) est toujours au-dessus de D',
c. construire la courbe (C) et leurs asymptotes dans le méme repére :
(Voir la représentation graphique ci-aprés) ,
2. Soit g la restriction de fsur I'intervalle 1=(0; +oo[.
a. Montrer que g est une bijection de I’intervalle I sur un intervalle J que 1’on précisera :
Sur I'intervalle 1, g est continue et croissante alors, elle réalise une bijection de 1 sur Pintervalle J =f(I) = [0; +of.
b. Construire dans le repére précédent la courbe (C') deg™:
La courbe de g et (C’) celle de g~! sont symétriques par rapport a la droite D"
(voir la représentation graphique ci-dessous)

PartieB
On considére la suite numérique (u,) par up = In5 et vn € N°, u, = f':"s(f'(t))" dt.
1. Calculer u, :
uy = [ £ @) dt = [f())§° = £(In5) — £(0) = 2In6 ~ In5 ~2InZ = In9 ~ In§ = in(3).
2. a. Montrer Vx € [0;In5] ; 0 < f'(x) < ;:
. _ =1+e* -2+1+€* _ _ _z " _ 2e
fix)= 1ee®  1+e® 1 1+t = (x) = (1+eX)2 e
D ou f est croissante.
0<x<In5= f(0)<f(x)<f(n5)or f(0) = 0etf'(In5) =§
D’onc ¥x € [0;In5] ; 0 S f(x) ; .
n
b. En déduire que vne N; 0 s u, < G) In5:
; . g 2 ; ’ j z\" IS/ o
Onavxe[0;In5];0<f(x) < ;D XE [0;In5]; 0 (F ()" < (5) =0< fo (f (t))ndtS J-;ns (E)n dt
2\ 3
=20=suy, = (;) In5.
2 n
DouvneN;0 <y, = (;) In5.
¢. Déterminer la limite de (u,):
2" i
Comme nligx (5) In5 = 0 alors d'aprésles Gendarmes lim u, = 0.
s . W n—+
3. a. Montrer que Vx € [0; +o] 5 (F (x.)a)2 -1=-2f"(x):
2.

» . ey = _ _-4e*
On a d’une part : —2f (:n:)z =-2Xgrm = aT:')? et d’autre part :
. -1 +e* -1 + e¥)? X _ 2% 4+ 1 — g2
(r(x))’-1=(__;-) B s s O el o S
1+e (1+e%) (1 + ex)? —(1+e‘)z

D’ois ¥x € [0; +0] 3 (F(x))? — 1 = —2f"(x).

- n+1
b. Montrer que Vn € N* j Uy, — U, = ;ﬁ-(;) :

Upiz — U, = I‘:"s(f'{t))n*! dt - Ic:"s(r.(t))n dt = f‘:"s((f'(x))z _ 1)(f'(l’))“ dt
= -2 J:"s f(x). (f'(t))“ dt = -2 [ﬁ_{ (r-(t))unrhs

= n;f—l((r'(lns))““ - (Fee)"")

0
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n+1

-2 -2 /2
—n+1n+1(3)

n
. 2 2y k-1 n 2k
ue u;, = In5 - E (._ 9 1,2
c.En déduire q 2n L =1 3) etuy,., =In (g) —Zi‘-(i) ;
k=1

2k-1

n
z2 2
isons que uz, = In5 — —
En déduisons que u; RE_I - (3) )

X I
"z‘“":T(Ei)

i 2 24 2k-1 n 2 24 2k-1
gy = YUg = L2k~ 1(3) = Uan = ms—k 2k - 1(5)

9 L 1 2k
Endédisons que uy,,; =In ('f;') - Z — (E) ?

@

-------------------------------

A - 2@
uZn_u1=—Zﬁ(-3—) 5“z“=|ﬂ(-5')—kxlzk 3
212 gy + Uzpsy

P
4.vneN',on pose v, = Z E (5) .Montrer que v, = In3 - 2

n P'-'l 9 n 2 2 2k
> z2_(2 =Y o(5) =mo-2v =2m3-2
g = IS - ) o (5) +ie 6 2,7k (3) =9 -2vi=2mn3-2v,
k=1 uzntUzn+t )
=2"11 =2In3 - Uz, — Uzp41 = In3 - '___2—

[ ; Uzp + Uzn+1) _ . =0
lim v, = Jim (In3 - ﬁ—“—z———— = In3 car "l_l.l:lm u,

T Bac 2017 session normale
Enoncé

puis en déduire lim v, :

Zk-1

=+

Hercice Noj ; @)
complexe est muni d’un repére orthonormé (0; U; V). - ;
}. 3. Soit a un réel, résoudre dgns Iensemble des nombres complexes I'équation dincomhne ;
14 i)z — 2 (a? + 1) = 0. . .,
- a+ 1)z — —-1+l)(a +1) : : z2'=1—iz et g:z— z''=z2—I.
St s ranformations donnéespar eurs xpresons SRS L T
e miner In nature et les éléments caractéristites ect M, d’affixes respectives Zo = 1-i.2z,=1—iaetz, =a—ioda=e',

A0S le reste de I'exercice, on considere les points 1, M,

;EIO: 2n[. dle et direct
' et .
"3 Montrer que le triangle IM; M, est "cm“g’efal’li’::quz a décrit ]0; Tt[. Représenter ces lieux dans un repére orthonormé.
¢ 2

 Préciser les lieux géométriques des points M,
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n
c. Ecrire z, ¢t z, sous forme exponentielle pour a appartient & Pintervalle ]0, ;[.

3. Soit My le point d’affixe z, = isina + ia et G 'isobarycentre des points My, Mz et M P iose I d
a. Vérifier que z; = lﬁ;’u 4 250 1o is montrer que, pour a€]0; n[, le point G appartient a une ellipse 1 dont on donnery ,,,

équation,

b. Pi-éciser les sommets et ’excentricité de I puis la construire dans un repére orthonormé.
Exercice N°2 :

ABC un triangle équilatéral direct de c6té 4cm, et de cercle circonscrit I, les points I, J et K
segments [BC), [CA] et [AB]. On pose A’ = sg(A). i

L. a. Faire une figure illustrant Ie‘; données que I'on complétera au fur et i mesure, On prendra g hoz:z?m:-'e'

b. Montrer qu'il existe un unique antidéplacement g vérifiant g(B)=A et g(A")=B. Vérifier que g est sym€trie glissante et donner
sii forme réduite.

- Soit r Ia rotation qui transforme C en B et J en K. Déterminer un angle et un centre de r.

2. Soit s la similitude directe qui transforme A en B et C en I, et on pose h=sor.

a. Déterminer le rapport et une mesure de I’angle de s.

b. Soit © le centre de s. Montrer que € €I” et que les points Q, A et I sont alignés. Placer alors £2.

c. Déterminer Ia nature et les éléments caractéristiques de h.

3. Soit M un point de I distinct de £2, on pose M'=s(M) et M; =r(M).

A. Montrer que le triangle MM’ est rectangle.

b. Montrer que la droite (MM?®) passe par un point fixe que I’on déterminera.

¢. Montrer que les points My, M et M’ sont alignés.

4. On pose My = A et VnelN, M, ,, = s(M,,).

a. Déterminer M, et construire M,.

b. Vérifier M,4,,€(02B).

sont les milieux respectifs des

;

c. Pour tout entier naturel n,on pose L, = M, M,,, et§, = Z L,,exprimer S, en onction de n, puis déterminer “I_n'rp’ Sa.
k=0

Pour tout entier naturel n on définit la fonction f,, sur R par : f,(x) =

orthonormé (O ;1 ;).

1. Montrer que toutes les courbes passent par un point fixe 3 déterminer.

2. a. Dresser le tableau de variation de f,.

b. On considére les points M et N de la courbe (Cy) d’abscisses respectives x et —x. Déterminer les coordonnées de A milieu de

[MN], Que représente A pour (Co) ?

3. a. Montrer que les courbes (Cq) et (C,) sont symétriques par rapport a I’axe des ordonnées.

b. Déduire le tableau de variation de f,.

c. Construire (Cy) et (C;) dans le méme repére.

4. On suppose que n est strictement supérieur 1.

e—hi

1+e~%

et soit (C,,) sa courbe représentative dans un repére

. . . fa(x
a.Montrer que lim fu(x) =0et J_l.l_li_fn(x) = +w puis calculer x]-'.'_'-‘ .!.‘_i_)_lme,.péter.
b. Calculer f,, et dresser le tableau de variation de f,,.
5. Soit (u,) la suite définie par : un=f; f,(x)dx, neIN,

a. Justifier I’existence de (u,) puis vérifier que uy= ln(lgf).

—_a=h
b. Vérifier que ug + u; = letque U,y +u, = ) : puis déduire u, et u, .

¢. Montrer que (u,) est convergente est calculer sa limite,
Exercice N°4 :

Soit Ia fonction définie sur ]0; +oof par : f(x) = 'xﬂ

1. a. Dresser le tableau de variation de f.

b. Déduire que pour tout entier n=6, I’équation f(x) =% admet dans [1; Ve] une seule solution notée a,.
c. Prouver que la suite (a,)) est décroissante, en déduire quelle converge.

2. a. Montrer que pour tout entier k strictement supérieur 2 1, on a iagen) < _f:”'—";dx i Ik
X

(k+1)? = k2
b. Utiliser une intégration par parties pour exprimer en fonction de n Pintégrale fz"l—n; dx, n22.
: X
3. Pour tout entier n supérieur strictement & 1, on pose : S, = l:—: + '—:;3 + % O L“—;'
4 n

In2 nlnx Inn
a. Montrer que S, — T £1, Tzdx <S8, - =

1+Iln2 =1 r
b, Eﬂ déduire que -.-2_ — L"i_’.._'.‘.'.‘. S S" S ¢ T 1—'"‘_"
n n
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. Lrals ] k-1 r2 n
4. Pour tout entier naturel n non nul, on pose : u, = Z(I_"_i? el = Elif (lr::) .
. i H . l

(lnz‘)" P .“ﬂ
o En déduire la limite de (1,,).

l (inz)n+ 1

a Montrerque :Vne N, 0< I, <

b. Montrerque vn e N°, I, =1, —

2 (n+1)!
c. En déduire que vn e N*, I, = % - ; "]‘_’- + Q"zilf o— ('M)“]
b n!

d. Exprimer u, en fonction de I, . En déduire Ia limite de (u,).

Solution
Exercice N°1 :

1. a. Résoudre Péquation : (1 + i)z? — 2(a + 1)z — (-1 + i)(a? + 1) = 0.
A=(-@+1))*+ @A +i)(-1+D)@+1)=a?+2a+1-2a2-2=-a2+2a—1= (i(a—1))?
L’équation admet deux solutions :

_ a+i+i@-1) _  (+i)@=i) _ g 1-I(a- +D(1—- 5

17" 1+i =a-ietz, == n(: 2= £ I:Efll“)=1_m

b. Soit f et g des transformations données par leurs expressions complexes, f :z—z'=1—iz et g :z— z''=z—i.
Déterminer la nature et les éiéments caractéristiques de chacune des transformations f et g : f(z)= z'=1—iz=—iz+1 :

- . n —
|-i| = 1 et arg(-i)= - 7 = fest un quart de tour indirect de centre Q d’affixe zg = ﬁ = ITI
g(2)=z""=z—i. g est une translation de vecteur W d'affixe zy; = —i. _
Dans le reste de I’exercice, on considére les points I, M, et M, d’affixes respectives Z, = 1 — i;2; = 1 —iaetz, = a — i ot a=e'%,
a€)0; 2xn| .
2. a. Montrer que le triangle IM; M, est rectangle en I, isocéle et direct :
;-2 a-—i-1+i a-1 a-1 1
Z,-2 1—ia-1+i —ia+i -ia-1) —i
Donc le triangle IM; M, est rectangle en 1, isocéle et direct.
b. Préciser les licux géométriques des points M, et M, lorsque a décrit ]0; m[. Représenter ces lieux dans un repére orthonormé :

-z,=1—ia=z1~1=~ia=ei(“'g)
u; )=a-2
=~.~(u.lM1 4z —ITca-2<t
avec -2 <@ -z €3
M; =1

Donc M, appartient au demi cercle C; de rayon 1 et de centre J d’affixe z) = 1 privé de K et L contenant dans le demi plan limité
par la droite (KL) qui ne contient pas le point O avec zx =1 +i z, =1 -1,
(G, PM;) = «
‘L=a—-iz, +i=a= avec 0 < ax < .
‘ PM; =1
Donc M, appartient au demi cercle C; de rayon 1 et de centre P d’affixe zp = —i privé du point L et Q d’affixe z, =1—i et
Zq = —1—i contenant dans le demi plan limité par la droite (LQ) qui contient le point O,

c. Ecrire z, et 2, sous forme exponentielle pour a appartient 4 lintervalle ]0; E[ :
n
y -+ i =2 (. O A WS LA - . fa  wy _i{S-®
Zj=1-ja=1- e’("‘"g) = —2isin ( 2 )E( ’ ) < @sin (;+ I)e - (1+4) = 2sin (;+z)el(1 ‘)

= a m n
0< as‘§=!<3+3<§‘=25i“(§+3) >0= |2] = 2sin (3 +73) etarg(z) =5 - { (2m)
4 2 4 a
o a n il5—7
Donc une forme exponentielle de z, est : z, = 2sin (E * I) 'S

Z; =a-j=el" _ ¢z = 2isin (“_'.E) e'(?) = 2sin (% - -E) e';e'@*%) = 2sin (-‘25 - 3) el(§+37"

2

O<a< Ew—-:-<§-§< 0¢=>25in(§-—%) <02 |z,| = —Zsin(-:i—%)etarg(zz)=§—3|zﬂ]
@ LU i R

Donc une forme exponentielle de z, est : z; = —2sin ('3' - I) e!li-d

3. Soit M; le point d’affixe z; = isina + ia et G 'isobarycentre des points M;, M; et M5 .

A. Vérifier que zg = 1152 joitzsing i montrer que, pour a€]0; [, le point G appartient & une ellipse I dont on donnera une
3 3

é‘]u!ltion : :

Z1=1-ja=1- i(cosa + isina) = 1 + sina — icosa

L =a-i= cosa + isina — i = cosa + (=1 + sina)i

23 = isina + ja = isina + i(cosa + isina)
= —sina + i(cosa + sina)
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1 2 My i S (

e = - 3 -1 + 2sina
: —si i(cosa + sina) 1+ cosa
_ 1 + sina - icosa + cosa + (-1 ; sina)i — sina + i( - 2 +i 5
— 2 <2
= lfi:_’_" a8 - ] =tose (3x - 1)% + (:ﬂrﬂ)2 sifiay (x-3) & !y#! -1
=X~ 2 /] = 1,2 2 g
On pose X = Xg ety = yg, alors _“zm:’ JY;I = sta 2 @) @)
===

x* . R
. 11 it ellipse (E) d’équation — + — =1
Dans le repére (€ 5 1;] ) avec ﬂ(;. —5) on reconnait I’ellipse (E) q G) G)
i . t:
b. Préciser les sommets et I’excentricité de I puis a construire dans le repére précéden

i (Y =2 tte ellipse a pour excentricité e=-=2.
I’cllipse (E) a pour axe focal (€1 ; T ). Par ailleurs ¢ = (5) - (;) =5 Cette ellip p b2

Dans (@ ;75), F(0;2) et F° (0;—3;—5);D:v=:=f=-‘—:tn':v=—§=——z—a—ﬁ.
Les sommets sont A (%;0) DA’ (-%; 0) :B (o; ;) : B’ (o; _;)_

+ 1 -14V3 1 -1-3 _4-V3 3. :-4—\.’5
Dnns(O:i;l):F(;; - )etF'(;;—a—);D:y—-?’-ﬁetD.y 556
Les sommets sont A G —-%) s-A' (0; —:}) 3 BG,%) et B’ G, —1).

R,

S

i

Q

reice N°2 : 3 .
i::crc:lcn triangle équilatéral direct de c6té 4cm, et de cercle circonscrit I, les points I, J et K sont les milieux respectifs des
segments [BC], [CA] et [AB]. On pose A’ = sg(A). '

1 ga. Faire[unl,ngure illustrant les données que I’on complétera au fur et & mesure. On prendra (AB) horizontale :

-
-~
.
-

-

A’

b. Montrer qu’il existe un unique antidéplacement g vérifiant g(B)=A
sa forme réduite :

*Méthodel : AB=A"B#0. Donc il existe un unique antidéplacement g tel que g(B)=A et g(A’)=B.
Bog(A")=A#A". Donc g est une symétrie glissante.

nel
et g(A")=B. Vérifier que g est symétrie glissante et 40"
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Méthode2 : On suppose que g est ype réflexion
g(B)=A =A=med[AB] et g(A )=B =A=med[A'B), c’est contradictoi ;
— ’ t 5 é i .
g0g(A)=A Stz =A'A =2y = AA = lm= o radictoire. Donc g est symétrie glissante
o 2 .
+g(B)=A = A*B=Ke A et g(A")=B = A™p ¢ 5 =A=(AB)
p’ou la forme réduite de g : E~t5x0S rp, = Seas; Ot A
. Soit r la rotation qui transforme C e
; c-B (T BRO=(CF. B3 _T‘ l}:‘ Jen K. Déterminer un angle et un centre de r :
T 5K = a=(CJ; BK)=(CA; BA) =(AC; AB)= _;
«Détermination du centre :

Méthodel : med[BC] = med[JK] alors e cent s .
Méthode2 : r(m_g) (C) =B = A est le centre de:-e, de r est intersection de (BK) et (CJ). Donc A est le centre de r.

2. Soit s la similitude directe qui transforme A h
a. Déterminer le rapport et une mesure de ]’angc:‘e ?leifﬂ b etom pose hsor.

A- B ——

o = une = :BD=(AC-BE\ - F7. 5%
bs Slocit_f.llle centren:!:s: rl:l:e tu o Bll!}_ o (A "y 5 " e rapport k= :% § ; ) %

. —, ¢ 8. Viontrer que © er et que les poin( QA i :
s(Ay=B = (A, {IE) =§ . Or (CA; E§)=§ points €2, A et I sont alignés. Placer alors Q :
= (RA; 0B)= (CA; CB)[2n]= les Points Q, A, B et C
Montrons que les points Q, A et | sont alignés ; S PSR,
Méthodel :

(Q4; QD)= (QA; OB)+ (QB; &C) +@C; i) = (A4, QB)+ (AB; AC) ~n +AC; Q)=+ " -+ %= o[2m].
Donc les points Q, A et I sont alignés, P ’
Méthode2 :
(A; D)= (0A; OB)+ (@B; ai)= (ﬁ;_ﬁ.ﬁlt (QA; 0C) car (QB; O) est Pimage de (24; 0C) pars.
=(@A; Q)= (RA; OB)+ (24; 0C) =(QA; QB)+ (BA;BC) [n] = 2% = 0[n]
Donc les points Q, A et I sont alignés, e
c. Déterminer Ia nature et les éléments caractéristiques de h :
h est 1a composée d’une similitude et une rotation dont la somme des angle est nulle. Donc h est une homothétie de rapport % .

h(A)=sor(A)=s(A)=B, or A'B = lm', alors h=h, .,
z (a'3)

3. Soit M un point de I distinct de 2, on pose M’=s(M) et M; =r(M).
a. Montrer que le triangle QMM est rectangle :
Méthodel :

(m; .QM') =§
On a M'=s5(M)= a3
™2 ,
g n 1 OM
cos(ﬂM: OM ) = cos~§ = 2 = am’

Donc le triangle QMM est rectangle en M. ,

Méthode2 :D’aprés Alkashi dans le triangle QMM ; .

MM* = am+aM? —20M. M= oM +aM? -2 QM. OM'cos(3) = aM” +aM? - am. oM’
Ooram =2 oM’ - . B »

sMM?%= oM +OM? —2.aM = aM? - oM = aM? = MM + aM™,

Donc le triangle QMM est rectangle en M. . )

b. Montrer que la droite (MM’) passe par un pom_t_{iqxe qix_e_! on détermz‘ner: : .

(MB; MM") = (MB; MA)+ (MA; MM') = — § + (MA; M) +(MQ;MM) =~ 2+ 2 -2 = g[n]
Donc (MM’) passe par le point B,

¢. Montrer que les points M;, M et M’ sont alignés :

Ona M'=s(M) et M; =r(M). | !
OV, MV (MM,; MA)+ (MA; MM') = (MM, ; MA)+ (MA; MB) [r] car B € (MM")

= (MM;; MA)+ (CA; CB) [n]ear M eT.
= =3+ 3 [n]=0[n).

Donc les points M;, M et M’ sont alignés.

4.0n pose My, = A et VnelIN, M,,,; = s(M,).

A Déterminer M, et construire Mj :

" = s(M,) = s(A) = B.

M; = s(M,) = s(B). Donc le triangle 2BM est rectangle en M .
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b. Vérifier M,,,-€

MZO]7 = S(M:Z::’:)(:?S()S(Mzms)) =82 (Mzms) = 52017(M ) & SZ(’”(A) — SZOIG(S(A)) = SZOIﬁ(B)

Méthodel :

Mzo17 = $2016(B) = (QB; OMy17) = 2016 X & =

Donc My,,€(QB).

!\Ndlzéo'—-——:':i—egz'ot’m) = (QA; Q@M;0.,) = 2017 X §= g = (1A; OB) +(B; @M30;7) = g = ; +(QB; Q@MLg,5) = 13'_ > @B M, - U
Donc Mgo;,€(2B). )

- 2 ; i
c. Pour tout entier naturel n, on pose L, = M,M, ., et S, = ) L, exprimer S, en fonction de n, puis

k=0
déterminer lim S,:
n—=++wx

Onal, =MMnMn+1 etL,,; = My My,
M, - 1 1
st Mn L rﬁ:”z =M, 1My, =2 M aMpe1 = l-'n-a-l = 'Ln
n+
Donc (L,,) est une suite géométnque de rmson Let de premier terme L, = MgM,; = AB = 4.

(87 67,y

1 n+1 1 n+1
= lim §, = lim 8(1 -—(—) )=8carlim (E) =0

n-+o n—+x 2 N—+oc

Sn=Ly+Ly+ L+ +L, =

Exercice N°3 : — ;
Pour tout entier naturel n on définit la fonction f,, sur R par : f,(x) = -;?et soit (C,,) sa courbe représentative dans un repére

orthonormé (O ;i ;)).
1. Montrer que toutes les courbes passent par un point fixe & déterminer :

e—(n+1)
fa() = fr (x) = ; F LT (X g —(n+ 1)x = —nx = x=0.

Donc les courbes passent par le point (D ; %)

= 1+e7%

2. a. Dresser le tableau de variation de f, :

fo(x) = e *
| hm fo(x) = hr& T hm fkx) = “luPu01 s = 0
Lq (fo) (x) = Axe”
| X —o0 +o0
f'o(x) +
fo(x) I
i 0/ .

b. On considére les points M et N de la courbe (C,) d’abscisses respectives x et —x. Déterminer les coordonnées de A milieu de
[MN]. Que représente A pour (Cy) ?

M(x; fo(x)) et N(=x; fo(—x))
A=MAN = x, =0 = gety, =
Donc A(O :;).

fo(—x) + fo(x) = 1=2x 1

Donc A est le point de symétrle a (Cp).

3. a. Monlrel que les cour bes (Co) et (Cy) son( symétr:ques par rapport i I’axe des ordonnées :
() == eth(M=—s=2(-x)="5= = fo(x)

1+e* Trex
Donc (Co) et (Cy) sont symétnques par rapport a I’axe des ordonnées.
b. Déduire le tableau de variation de f; :

hm f,(x) = llm fo(—x) 0; .Ilm.f, (3c) = ,,l”P fo(—x) =1

_ fo(x)+Mg(—x) 1( 1 1 )__1
2 2 \14+e™*  14e* H
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X —a0
. "
| (%)

b &0 l \

‘ 0

c. Construire (Co) et (C;) dans le méme repere :
: r
i |
|
4. On suppose que n est strictement Supérieur i 1.
a.Montrer que lim f,(x) = 0 et lim f, (x fn(x)_
X=+o nx X=—o0 X——c0 X ( "
e~ 0 e~ e~ (-1)x +o0

llmf x) = lim = = e im— — = — =

n(®) x—+e] + e~ X st hm £ () xl-l.-ne"’( *+1) Kl-llil-!.fln e*+1 1 oo

i £ (x) li o 1 ‘("'1)" g1 1
im——=lim—— = lim [ — | = A== =_ =—
X4 X x=—xX(1+ e™X) x-l'rrclv (x(e" + 1)) xl—l-'—‘}:( (n-1) —(n-1x X ex + 1) ©x1 "
Done (C,) admet BP de direction (Oy) en -cc.
b. Calculer f,, et dresser le tableau de variation de f,, :

, _ne—nx(l +'e—x) 4 e™X e—nx —ne ™ — ne—(n+1)x + e—(n-i—l)x
bl = 1 +e)? B 1 + e
_{h—Re Xt e e =ik (1 ~n)edle ™ <0
- (A +e)? - (1+e™)?
X —0 +o0

| £y (x) - |
fa(x) | 4o

“a0 \ 0 J‘

5. Soit (u,) I suite définie par : u,=[; fa(x)dx, neIN,

a. Justifier I’existence de (u,) puis vérifier que u,= '"( .) :

T S— l‘mtervalle [o 1], alors u,, est définie , Par conséquent (u,) existe.
“o‘f fo(x)dx = f =Jo 1_+-xd" =[1+ ex]ll In(1+e)—InZ =In (‘—:e')

b. Vérifier que llo +u =1 et que U,y + U, = 12 puis déduli:e u; etu:

+eX

1
dx + [ dx—f“+,d +fo“,dx=°;;;.dx=f°1dx=[x]3=1

0 M 1e‘-(n+1)xo 1+e"‘ 1 a—nx 1 fa-(n+1)x N e ™ d ! 1+ e X)e ™ d
u +u, = .___d +f —dx = j. - A X = —_— x
1 X =
" "l 14 e o 1+e7X o \1+e™ 1+e™* 0 1 +e™X

1 —— -e "
= fie""‘dx = [‘-‘-e‘“"] == Ll

Uy +uy =

0 n n n
1+e 1lte) _
u°+“1—1=>u,—1—-u0—1—ln( =lne—In ) In (1+e
u 1 _=1_ 5—1—n
2+“1—1—e“=1—:=—-‘-’—=>u2—7 up == s
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¢. Montrer que (u,)) est convergente est calculer sa limite :

Upyp —uy, = .[01 fasa(x)dx —

Donc (u,) est décroissante.
D’autre part : d’aprés le tableau de variation de f, on a pour tout réel x, 0 < f,(x) = 0 = -fo fa(x)dx=0<u,

Donc est (u,) minorée par 0 ;
Comme (u,) est décroissante et minorée alors elle est convergente.

On pose Iir+n u,=LeR.
n=+x

“n+1+lln=l:-;— =nl_i_r:lwu..+1+nl_i.l:1mu-:=0=L+L=D=2L=0=°L=

Donc lim u, = 0.

n=+w
Exercice N°4 :

Soit Ia fonction définie sur ]0; +cof par : f(x) = ':_:

1. a. Dresser le tableau de variation de f :

lim £(x) = lixq]"

f(x)=%

_[ fu(x)dx = [/ ———dx—
Or0<x<l1=>-1<-x<0=2el<e*<l1=e

1e —(n+1)x

01+"‘
X—1<0=>

1
A = h“lx_z' x x]—l-lt'}]'lnx = +oo(~m) =
3 X X' — 2xInx _x—2xInx _x(1-2Inx) _1-2Inx
- x4 T X3

1—2|nx=o=a|nx=§=n=e%:ﬁeﬂ(ﬁ)= L .

e

(Ve 2ze
X 0 Je +a0
f'(x) + 0 =
f(x) i
2e

\0

-—(Mm

= -ro ( 1+e~%

(e"—l)n el
1+e”X

A,\""'

Nio
I
o

. . Inx
~wet lim f(x) = lim —- =0
X—+a x=+oc X

(,\VQ

= fo ((e ,::2:—“) dx

<0=2uy —u, <0

b. Déduire que pour tout entier n=6, ’équation f(x) = E admet dans [1; Vé] une seule solution notée a,, :
fest cuntinue et croissante sur [1;e] alors, f([1; Ve]) = [f(1); f(ve)] = [0; i]

ve o

| P g

n 6_

Comme * . {0;;‘—9— , alors il existe un unique réel a, de [1; \/E] tel que f(a,.)=% . Donc I’équation f(x) = :-‘ admet dans [1; JE] une

seule solution notée a,, .
¢. Prouver que la suite (a,) est décroissante, en déduire quelle converge :

Ona:n<n+1l= ;:: < %: f(ay41) < f(a,), comme f est strictement croissante alors a,,, < a, .
Donc (a,,) est décroissante.

Yu = 6, a, >0 = (a,) est minorée.
(a,) est décroissante et minorée alors elle est convergente.

2. a. Montrer que pour tout entier k strictement supérieur 4 1ona:
k< x <k+1 = f(k+1) < f(x) < f(k), en intégrant on obtient alors on trouve :

flk+1) < [} fodx < Fl) = T < [ Fdx <7
b. Utiliser une in!égratlon par parties pour exprimer en fonction de n intégrale _l'"'E
u(x) = Inx u '(x) =
g l
VO =57 v =2
n Inx - o _ =[z1 1" -an 1 2 1
—dx= [—lnx] dx [ lnx] [] [ lnx-;]z—-r——-f-T—z
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3, Pour tout entier n supérieur strictement

A |.()" ose * In2 In3 In4 Inn

Inz 1 pose i 8, =— 4+ 224 0 o g M

a. Montrer que S, - 2z = f" m‘dm: < _'_“2 . R L O né
In(k+1) < k+llru n? -’
Ona:gan? = f'*‘ ¥ o xsF u! : PAr suite on obtient ;
n3 3!2 < n2
75ha dx's 2%
Ind J“”_“! !_','_E
by Rl R = 3t
...I;r;-.<--<‘r;ﬂ-|-;-l-£ ]n.(“_i; ..............
'“T = Jn-1 x? = (n-1)%
Inz n Inx Inn
=’Sn 21 _ 2 x'l d ==
+| 2 =
b. En déduire que —— “—"("_zl)'_"ﬂ <'S, <232 _ 1eiun
n —— l
4
s"l-n_z-"-f“lm S '—_=S - R Inx lnn nl
" 22 z-—f dx<oss_ flnldx
= —lﬁ“fnlmdx< By 4G 0 "'nt 2 xi
=5 _f ‘—+f dx<S Sln2+JvnIm¢
= !'IE Lt e <S$ \nz + — 1""2 1+Inn 1+1n2 n+(n—-1)lnn 21’3]."2 1+Inn
w2 om nS 2 h T T SShs—
n
n
4.Pour tout entier naturel n non nul,on pose :u, = Z (InZ)k-z j (lnx)n
©ER T T mea— = —

=1
a. Montrer que : Vvne N*, 0 < |, < &2° 0"2) En déduire Ia limite de (1) :

1€x<2=> 0 <lnx<sIn2=0c< (lnx)" < (]nz)n = 0 < Qnx)" auz) < (In2)*
!

=20 <j B iy & f (In2)" dx=0< - fz ("‘") ' *-f (lnz)" dx=0< I, o SR
Comme 0 < In2 < 1 alors hm (an)" = 0 D’ oﬂ llm I,=0 "

1 (In2)n+1
b. Montrer que ¥n € N*, “:11 =, - 5(1(:1_+)157:
1 2 (Inx)"
Ona:l,, = _-(n+1)1-f = ;
ux) = (Inx)™!  u'(x) = —-———(“H’““")"
' 1
v(x) == v(x) =

=1 n+1|” _ -(lnx) _ _ 1Quz)"+1 _ 1(nz)"+1

ntl = (nn)'([ (Inx) ] (“ i 1)-[ x) T2 (i) th = 2 (+1)
' n

¢. En déduire que : n e N°, I, __:__;[I_:.!g Qn:l_) %] :
Méthodel :

_ 1(nz)"*?
Onalyy—la = =3 e
I 1(In2)?
BT

1(In2)3
Tyl i
2 3
oy __1(n2)"
S S _ ‘
1[n2)? | 10n2)% (in2)"

“h-l = -1[—-—('“:)2 +%———(h;)3 + (SR, ]ﬂl =l- { “ze T W ]

2
b | 1_-!,,_21" _1_m2_1 (lnz)2+1(ln2)3+m(ln2)"

aprés la question 2.b, ona: I, = 2 Sm=377 T2l T2 o n
2 2 n2)? (In2)"
Do - = [ B 2 22
M-é—t-h—.o.d_e.z . ) " n2 e (ll‘lz)z b (lnz)ll]
Montrons par récurrence que Vn € N1, =7 '_'z' 1! 2! n!
)
*La propriété e rl - 1t
P est vraie car 1y = (mz[)’ 2" oy 1___[:“2 + (n2)? + M*_‘]
*Montrons que si I, = 1—; l:,z e e ] alors L1 =3 731N it al
2
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i =1 1 (]nz)rnl
n1 =00 T2 (n+ 1)! s

1 1fln2 (In2)? (n2)"'] 1 (In2)"

=7zt Tz T Tw 2 (n+ D!

1 1[ln2 (In2)? (n2)"*' (n2)™
1 E T TR m+ 1!
. 2 a 2)0
Doncvn € IN"1, = i— %[":—,J —'—’u":.) ':,, ]
d. Exprimer u, en fonction de 1,, . En déduire la limite de (u,) : - i
1 1z, (n2)? an2)"] _ 1 ln2[1+ l_rag+(_111§23+,,,£'£)___]=1——un.
Onn:ln=;—5-l—!+—?"-+""—nl—]-—5——z—A = 31 n! 2 2
D'od 1-21,
Ol Ui n2
. - 1-21, 1
n-l"ﬂ Un = M T2 In2 , ‘
L]
Bac 2017 session complémentalire
r
r
Enonce

Exercice N°1 : )
1. On considére I’équation (E) :2017x+41y=1, ot x et y sont des entiers relatifs.

a. Vérifier que 2017 est un nombre premier puis montrer que I’équation (E) admet des_solutions entiéres.
particuli¢re de (E). Résoudre I’équation (E).

b. Vérifier que le couple (-5 ;240) est une solution
tier y inférieur ou égale i 2016 tel que : 41y =1 [2017].

lle qu’un entier x est I'inverse de y modulo 2017 si Xy =1[(2017].

¢. Déduire qu’il existe un uniquc en
Pour la suite de I’exercice, on rappe

2. Soient a et b deux entiers relatifs.
a. Montrer que : si ab =0[2017] alors (a = 0[2017] oub = 0[2017]);
b. Déduire que : si a> =1[2017] alors (a=1[2017]oua = -1[2017]) ;
tifs moduloe 2017 7

c. Quels sont donc les entiers de Iintervalle [1; 4033] qui sont égaux a leurs inverses respec

Exercice N°2 :
Le complexe est muni d’un re
1. On considére I’équation (E)

a. Vérifier que I'équation (E) a

b. Déterminer les deux autres solutions de PPéquatica (E).
Placer les points A, B et C d’affixes respectives : -2 3 2.21 et 1+i. Déterminer la nature du triangle ABC.

. Soit s I"application du plan dans lui-méme qui & tout point M(x iy) associe le point M’(x’ 3y’) tel que x’=x+y et y'=-xty-2.

. Donner I’expression complexe de s,
. Déduire la nature et les éléments cara
. On désigne par Zg I’affixe du point G,
fz)=lz +2* +lz -2 + 2lit +lz—1—il]?

11, 1, 1,% 40
a. Justifier que Zg =;-—§1 et que f(z) =3 |z i3 +3-i| + =
b. Déterminer, suivant les valeurs du réel k, 'ensemble I} des points M du plan d’affixe z tels que f(z)=k. Déterminer I’ensemble

pére orthonormé (0;u; V).
s iz3 -(1+i)z2- (2+2i)z+8i=0.
dmet une solution réelle & déterminer.

ctéristiques de s, Déterminer s(C).
centre de gravité du triangle ABC, et pour tout nombre complexe z on pose :

WoD NGO

rzo.
Exercice N°3 :
ABCD est un rectangle direct tel que

l=53(A).
1. a. Faire une figure illustrant les données qu’on complétera au fur et A mesure. On prendra (AB) horizontalement.

b. Montrer qu’il existe une unique rotation r qui transforme A vers E et E vers D. Préciser le centre et un angle de r-
¢. On pose 1=S;p05F)0S(AE) déterminer f(A) et f(B) puis montrer que f est une symétrie glissante dont on précisera la

CB = 2CD et soient E, F et O les milieux respectifs des segments [CB], [AD] et [AE]. On po*¢

formt‘

réduite.
2. a. Montrer qu’il existe une unique similitude s qui transforme O vers E et E vers B, déterminer le rapport et un angle de %

. Soit Q le centre de s, montrer que  appartient aux cercle I'; et I; de di i
; , e diamétre r g Q.
. Soit M un point de Ty différent de Q et M’=s(M). ! : espectlls (el et
. Soient J et K les milicux respectifs des segments [EF] et [E1]. M
; . Montrer que s(J)=K. En dédui = I;.
. Montrer alors que la droite (MM’) passe par un point fixe i préciser. e s Ky 2
. En déduire une construction de M A partir d’une position donnée de M
. Soit (P) 1a parabole de direction (AD) et de foyer E. o
. Déterminer le sommet de (P).
b. Montrer que (P) passe par B et C.
. Déterminer les tangentes & (P) aux points B et C.
d. Montrer que (P) est Ia seule parabole de direction (AD) passant par B et C
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pxercice N°4
.—d"_'—_——

pour tout entier naturel n strictement supérieura i, o i '
» on défi i ; : ()= u i
(C,) sa courbe l:eprésentative dans un repére orthonormé (gi" lla %0"0"0“ sty b
1_a.Calculerlxl_l.lg fu(x) etdiscuter Jim £,(x) suivant la parité de n.
b. Calculer f, (x) dérivée de £, (x) et dresser le tableau de i ivi i
- g vari
2. a. Etudier la position relative de (C,) et (C5). AR e it L parich dew)
b. Construire (C;) et (C3) dans le méme repere.
- (~1)*
k!

ier ] “ _1 n e
3.Pour tout entier naturel n strictement supérieur a 1, on posel, = ( nl) f f,(x)dx etu, =
Mont I, =22 . e =0
a. Montrer que I, === (on procédera par intégration par parties).
(_I)!H-I

b, Montrer que pour tout entier naturel n strictement supérieura l,onal,,4 = ——
(n+1)!

¢ Vérifier quel; = -1 + e . u,

d. En déduire que vn=2,1, = -1 + e. u,

4.a. Montrer que Vxe[1; €], 0 < f,(x) <1. Déduire |I,| < =L
n!

b. Déduire la limite de (I,)) et celle de (u,,).
Exercice N°S ;

e+1,

o2
On considére la fonction f définie sur [0; + oo par f(x) = f:"Tdt
£(0) = In3

1. a. Montrer que Vx<0 ; e* < 1 et que Vxe R, e* > x + 1.
—t2
b. Déduire que Vt>0; > —t< *— <!
¢. Montrer alors que ¥x>0, In3—4x3< f(x) < In3
d. Déduire que f est continue et dérivable en 0* et que f°4(0) = 0

2
2. On considére la fonction g, définie sur ]0; +oo[ par : g(x) = f:%d"'
a. Justifier que g est dérivable sur ]0; +oo[ puis déterminer sa dérivée g’(x).
b. Montrer que Vx€]0; +co[, f(x)=—g(x)+g(3x)
-
¢. Déduire que f est dérivable sur ]0; +x[ et que Vx>0, P(x) = ET (e-sxz ~)
3.a. On suppose que x est supérieur a 1. Montrer que Vte [x; 3x], U~ 2t

axe~t? _x% 3x1
b. En déduire que Vte [x; 3x], e-9%° f:x%dt s fx xf—e—dt se™ fx XTdt'

¢.Déduire alors lilP f(x).
X—=+aC
d. Dresser le tableau de variation de f.

2

Solution

+41y=1, ol x et y sont des entiers relatifs.
mier puis montrer que I’équation (E) admet des solutions entiéres :

rest pas divisible par aucun des nombres premiers inférieurs ou égales aux racines carrées

Exercice N°1I :
1. On considére I’équation (E) : 2017x
a. Vérifier que 2017 est un nombre pre

*On a V2017 ~ 44,91. Comme 2017 n -
de 2017 alors le nombre 2017 est pas est premier.

i lutions entiéres.
* Comme 2017A41=1 alors I’équation (E) admet des so utio ’
b. Vérifier que le couple (-5 ; 246) est une solution particuli¢re de (E). Résoudre I’équation (E) :

*2017(-5)+41.246 = -10085+1 0086=1
Donc le couple (-5 ;246) est une soluti
*On pose x, = —5 et yo = 246.
gn alors 2017x+41y=2017xo+41yo = 2017(x+Xo) =41(Yo = y)
017 |41(y, — y) _ y = il existe ke Z tel que Yo — ¥
2017081 = 1|7 20171 Yo=Y
SYy=246 - 2017k
D’autre part :
412(|)21217(X - xo)|=, 41 | x — xo = il existe
A1 =1 a = /
Donc ’ensemble des solutions de (E) est S={(—_5 + 41k ; 24:ZGIZJ)::TkIJ)cm'It::M:EIgO}I‘?] .
¢ Déduire qu'il existe un unique entier y inférieur ou_égale L s '
Soit (x ;¥) une solution de (E), clest-h-dire 2017x+41 y=1
o 12017;: _=_+0[2017]  2017x+41y = 41y[2017]= 1= 41y[2017] = 41y =1[2017]
41y = 41y[2017]

on particulié¢re de (E).

=2017k =2y =y, — 2017k

keZlelquex—xo=41k=>x=xn+41k=ox:—5+41k
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Existe-il y telque 0 <y <2016 ?

0<y<2016= 0 < 246 — 2017k <2016 = —2016 <2017k - Z:faf 0

= —2016 + 246 < 2017k < 246 = —0,88 < k < 0,12=k=0=y= Fi:

Donc 4|y° 51[2017] . . =1[2017].
Pour la suite de I’exercice, on rappelle qu’un entier x est ’inverse de y modulo 2017 si xy [ ]
2. Soient a et b deux entiers relatifs. .

a. Montrer que : si ab =0[2017] alors (a = 0[2017] oub = 0[2017]) :

ab = 0[2017)] ab = 0[2017]
On suppose que [ et = { et
a =0[2017] 2017 ne divise pas a
ab = 0(2017) i 2017 | ab
= et = et
{2017:\3 = 1 car 2017 est premier 2017ra =1
D’aprés Gauss 2017 l[b =b = 0[2017]
ab = 0[2017]
De méme si{ et alorson auraa = 0[2017]
b = 0[2017]

b. Déduire que : si a? =1[2017] alors (a = 1{2017) oua = —-1[2017]) :
Sia? =1[2017] =a? -1 =0[2017] =(a - 1)(a + 1) =0[2017]
et d’aprés Ia question précédente alors a — 1 =0[2017] ou
a+1=0[2017] = a=1[2017] oua = —1[2017] . 5
. Quels sont donc les entiers de ’intervalle [1; 4033] qui sont égaux A leurs inverses respectifs modulo 2017 ?
a? =1[2017] = a =1{2017] ou a = —1[2017]=a=1+2017k ou a=—1+2017k
*1<a<4033=1<-1+2017k <4033
=2 <2017k < 4034 = 0,0009 < k < 2 =5k=1 ou k=2 =a=2016 ou a=4033.
*1<a<4033=1<1+2017k < 4033
=0=<2017k £ 4032 =0 < k < 1,9991 =k=0 ou k=1 =>a=1 ou a=2018.
Conclusion a € {1, 2016, 2018, 4033}
Exercice N°2 :
Le complexe est muni d’un repére orthonormé (0; u; ¥),
1. On considére I’équation (E) : iz® —(1+i)z? — (2+2i)z+8i=0
a. Vérifier que I’équation (E) admet une solution réelle & déterminer :
Soit x une solution réelle de (E) ix3® —(1+i)x? — (2+2i)x+8i=0.
-x2-2x=0 (1)
-x2-2x+(x*-x2-2x+8)i=0=
x3 - x? -2x+8=0(2)
(1) = x=0 ou x=-2 ; La solution 0 est rejetée car elle ne vérifie par ’équation (2) du systéme précédent.
Donc la solution réelle de (E) est z; = —2.
b. Déterminer les deux autres solutions de I’équation (E) :
Déterminons les nombres a et b tels que : iz3 -(1+i)z2- (2+2i)z+8i=(z+2)(2% +az+b).
Tableau d’Horner :

i -1 —i -2-2i | 8i |
[2 K& -2i [ 2+6i | -8i
i| —-1-3i | 4i 0

Donc iz® — (1 +1i)z? - (2 + 2i)z+8i=(z+2)(iz> - (1 + 3i)z + 4i)
iz? -(1+i)z%- (2+20)z+8i=0 = (z + 2)(iz? - (1+3i)z+4i) =0
soitz+2=0=z=-2soitiz? - (1 +3i)z+4i=0
A=(—(1+3i))2—4i><4i=—8+6i+16=8+6i=(3+i)’

1+31+3+1 4+4i N —-3- =
z,:—z;—+-=—;i—‘=2-2|etzz=£i-[i—!= 2;:“=1+i;
c. Placer les points A, B et C d’affixes respectives : -2 ; 2-2i et 1+i, Déterminer la nature du triangle ABC :
e, mad, §5 (Voir la construction ci-dessous)
Ip=-2¢ - -2-1-1 s ol | ey

Donc le triangle ABC est rectangle en C,
2. Soit s Papplication du plan dans lui-méme

ui ﬁ i ¥ i Yt o . A=t -2
a. Donner I'expression complexe de s : qui# tout point M(x ;y) associe le point M’(x 3¥’) tel que x’=x+y et y'=*™}
5 [x _ y v ] .
I et s =2 x"t+y'i= x+y+|(—x+y-z)=(1_i),ﬁ.(l_l)yi —21= 2’=(1-i)z -2i
b. Déduire la nature et les ¢16 ts i
Z’=az +b avee a=1—j ot b-=—2ime" S caractéristiques de s. Déterminer s(C) :
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lal = V2
] mn
arga = — 3
ponc s est une similitude directe de = ’
b -2i rapport k = VZ et d’angle a = — E , son centre est d’affixe

W T o
Le centre de s est le point A,

§(C) =B?

Méthodel :

ona C(1;1)

{x=>¢+y :{x'=1+1 X'=2
y=-x+y-2_ly = —1+1—2=°[y'= g AEN=E

Méthodel :

Z—ZZZA

"R Bl = LR
i AB) = -3

3.0n désig:;e par zg ’affixe du point G, centre de garvité du triangle ABC, et pour tout nombre complexe z on pose :
(@=lz+2*+|z—-2+2|i*+|z—-1—-i?
a. Justifier B g ecninf = LN PR T
que Zg = 7 — Tiet que f(z) 3]1 3+3|| B
_ Tatzgtic _ -Z+2-2i+1+1 .

G=bar{(A 1), (B,1)(C,1)} = 2 = A = 2T 25
fz)=1z+ 2|+ |z -2 +2]i* + |z— 1 —i|* = GA? + GB? + GC? = 3MG* + ¢@(G)
¢(G) = GA? + GB? + GC?

2 3
=l 22 = |2 e
B2=2-2i-talif =22 =22

9
¥ fpf=b 1-|2_|z :-|‘_: 16 _20 — GA? + GB? 500 56 B0 w8
GC |1+. sH3i| =[5450] =5+ =52 0G) =GA + GB? + GU=T+ T+ ==

2 1,1.% 40
Donc f(z) = 3MG? + @(G) = 3,|z -3+ E'l +2
b. Déterminer, suivant les valeurs du réel k, I’ensemble I, des points M du plan d’affixe z tels que f(z)=k. déterminer I’ensemble

rzo:
2 3k-40
f(z)=k =3|z—§+§i| +% = k= 3MG? + 2 = k= MGP= 252

+Sik< S alors I = 0 ;

* Si k+ ‘?0 afors [, = {G} ;
¢ e 30 _

+ Si k> S alors [, = C(G ﬁ;!-_ﬁ)

' 5 _20 2V
k=20> 4—:— alors I'zp = C(G; L;_i) et comme GC* == alors GC=—"

Par suite Ty est le cercle de centre G passant par C.
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Exercice N°3 :

ABCD est un rectangle direct tel que CB = 2CD et soient E,F

I=sg(A).

1. a. Faire une figure illustrant les don
)

-

b. Montrer qu’il existe

AE = ED = ABVZ
Comme et
AE # ED

le centre € med [AE]Nmed |
c. On pose =5 pg) 0Spr)0S(ag) déterminer f(A) et f(B) p

réduite :

f(A)=SpE)0S(BF) 0S(aE)(A)
D’une part,  est ]a composée d’
D’autre part, f(A)=E et f(B)=C et comme med[AE] # med [BC],

un nombre impair d’antidéplacem
alors f n’est pas une réflexion, d

»
»,

LT APy

-
.
______
-
.

alors il existe une unique rotation tel que :

nées qu'on complétera au fur et & mesure. On pren

une unique rotation r (jui transforme A vers E et E vers D. Préciser le centre et un an

r(A) =E
et ’
r(E)=D

f(A)=E =A*Ee€ A, ’axe de = O€ A et f(B)=C =B*Ce A = E€A

Donc A =(OE)=(AE).

pu—

ED]=(FB)N(FC)=F. Son angle a=(AE; ED) = (EA;ED) +n=—J+m= >
uis montrer que f est une symétrie glissante dont on précisera la forme

Soit 1 un vecteur de f, f(B) = C = tg0osg)(B) = C=t3(F) = C= i = FC = AE.
D’oil 1a forme réduite de f : F=tzz0S(ap) = S(ap)Ot3E

2. a. Montrer qu’il existe une unique similitude s qui transforme O vers E et E vers B,

0=E
On a
E+B

BB _ 1 —
Lerappondes:k=6—£=;o—s;=ﬁ,sonangleu=(ﬁ;EB)=@;m-n=5-u=

et donc il existe une unique similitude directe s telle que S(O=E et s(E) = B.

=3n

4

et O les milieux respectifs des segments [CB], [AD] et [AE). (), i

dra (AB) horizontalement :

gleder:

=s(p5y0S(er (A) = Sg) (E) = E et f(B)=5pe) 05(ar) 05(a8)(B) =s(pg)05(er) (F) = spp(F) =C
ents, alors f est un antidéplacement.
*oil f est une symétrie glissante.

déterminer le rapport et un angle des:

b. Soit Q le centre de s, montrer que 2 appartient aux cercle I et I; de diamétre respectifs [EF] et [El], construire {2 :

s(0)=E =(Q0; 0E) = -"42[2“] =-mnl2n] = (FO; FE) — m[2n]
= , O, E et F sont cocycliques en particulier £2 gst situé sur Parc dans le demi plan limité par (OE) ne contenant pas F.

Donc e C[EF].

D’autre part s(E)=B = (ﬁﬁ; QB) = _"ﬂ [2m] = E— n[2n] = (TE; IB) - n[2n]
= Q, B, E et | sont cocycliques, en particulier € est situé sur ’arc dans le demi-plan limité par (BE) ne contenant pas I

Donc Qe C[IE].

, (@ € C[EF] n C[IE]
Construction de '{ﬂ #Ecars(E)=B#E
Donc £ est le deuxiéme point d’intersection de I’ et I; tel que Q = E.
3. Soit M un point de I; différent de £ et M’=s(M).

a. Soient J et K les milieux respectifs des segments [EF] et [EI].

Méthodel :

J=E*F et K=E*I. On pose J’=s(J) ;
s:J=J': O—E ; E-»B. Comme JOE est rectangle isocéle en J et direct alors J'EB est rectangle isocéle en a3

D’oi s(J)=K,
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Le point K vérifie : (EJ: BK) = L‘%‘.
et
s(E) =B
Donc s(J)=K.

péduisons que s(I'y)=T; :

I, est le cercle de centre J passant par E ¢ g
bf Momr__e: alors qu_e‘ Ia droite (M 1\2’) pass:':)cai(ﬂh) ;:)‘irln: Ei';c;.e::éf;lt,"f $(J) =K passant par s(E) = B.
Z(EM' £ ) hi(iﬂ EQ)_-_I-—Z. (_Ef; EM )= (m; lﬁ) + (iﬁ; KMT) (angle inscrit et angle au centre).

= (IM;19) - (KM, K@) = 0 car s (e (KM’ )
Donc (MM?) passe par le point fixe E.
c. En déduire une construction de M’ 3 partir d’
On trace (EM), elle coupe I'; en M*,
4. Soit (P) Ia parabole de direction (AD) et de foyer E.
a. Déterminer le sommet de (P) :
On a le projeté orthogonal du foyer E sur |
b. Montrer que (P) passe par Bet C :

*A est le projeté orthogonal de B sur la directjon (AD),

une position donnée de M :

a direction (AD) est le point F alors, le milieu J de [EF) est le sommet de (P).

comme E = 1, alors (P) passe par B.
*D est le projeté orthogonal de C sur la direction (AD), comme g =1, alors (P) passe par C.
¢. Déterminer les tangentes a (P) aux points Bet C:

*La tangente A (P) au point B est la médiatrice de [EA], car E est le foyer et A est le projeté orthogonal de B sur la direction (AD),
d’ol la tangente & (P) en B est (BF).

*La tangente 2 (P) au point B est Ia médiatrice de [ED], car E est le foyer et D est le projeté orthogonal de C sur la direction (AD),
d'oil la tangente 4 (P) en C est (CF). '

d. Montrer que (P) est Ia scule parabole de direction (AD) passant par Bet C :

Soit (P) une parabole de direction (AD) passant par B et C et F* un foyer de (P). Les points A et D sont les projetés orthogonaux
de B et C respectivement sur (AD), alors

F'€Cg.5a) NCic.cpy alors F* n’est autre que le point E(les cercles Cin;sa) et Cc,cp) sont tangents en E).

Exercice N°4 ;

Pour tout entier naturel n strictement supérieur a 1, on définit la fonction f, sur ]0; +oof par : f,(x)=(Inx)" et on désigne par
(C,) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O ;1 ;j).

1.a.Calculer xhr+n f,(x) et discuter xl_l.:g; f,(x) suivantla paritéden:

Jlimf,(x) = lim (Inx)" = +o

B X+ . .

,‘I_','glfu(x) = xl_i.l(')q(lnx)“ = —og; sr n est lm.palr.

x"'glfn(x) = lilal(lnx)" = +ao; si n est pair.

b. Calculer fx'(x) dérivée de f,(x) et dresser le tableau de variation de fao(suivant la parité de n) :
n

' n(lnx)"?!
fll (x) — .L_x__ .
*Si n est pair alors (n—1) est impair. D’oul le signe de (Inx)"!est celui de Inx.
+co .
X 0
f'(x) - 0 +

+00

f(x) +00 /
\ |

- -1
*Si n est impair alors (n—1) est pair. D’ou (Inx)""* > Em
X 0 1

o o
f(x)

0 /
il N——
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2. a. Etudier la position relative de (C;) et (C3):
f3(x) — f2(x)= (Inx)? — (Inx)? = (Inx = 1 (Inx)*____——

X =00
f3(x) — f(x -
: PR 2] ) (€2)
Ec-;)' (C3)
(Cz) N (Ca) ’
b. Construire (C) et (C;) dans le méme repére : !
W - | o""l :

»

=t ,,_;.‘.-..--—ﬁ—-};—w-—w—-'*'""" '
i _ %
A “‘ : : ; —
| ]
———— 4 ST , ,.|’ o i
E ‘ n
. . . (=1)" * (—1)*
3. Pour tout entier naturel n strictement supérieur i 1, on pose : I, = - f,(x)dx ; u, = K
' K !
k=0
a. Montrer que I; = ﬂ (on procédera par intégration par parties) :
o= (—') f f,(x)dx =-f (lnx)zdx-
u(x) = (ln:vc)2 u'(x) = 2 Inx 4 . g
; = (Inx)?dx = [x(Inx)?]] - - =e—-2("°
[ (x) =1 v(x) = x Il( ) [ ( ) ]1 j‘,l x(z xlnx) dx e—2 fl Inxdx
On pose I=/; Inxdx.
u(x) = Inx u'(x) - N
; 1= [xInx]§ - [ 1dx= e _ [y =
{v(x):l [v(x)—x 13 L {xlnxh [X]1—E—-e+1=1=;]2=1(e 2)__';_2
b. Montrer que pour tout entier naturel n strictement supérieur 4 1, on a | _ (-1m*t i
n+1 = e .
_1)n+‘l _ (n+1) n-
Onaly = el f fue(x)dx = ( ﬂ)' I (Inx)"*1dx .
On pose I=/| “(Inx)"*1dx
[u(x) = (Inx)"*! {u (x) = ("”)(ln e
vix)=1 v(x) =x
=1= [x(’.nx)“+1]: - (ﬂ + l)f:(ll‘lx)ndx =e— ('(‘+:)):II =1= e+ (n+1) I
_ (=il (-1t (n+1)! _ (-1 (=1)n+17n
Ona lnft = ey I= (n+1)! ( (-1)n+1 I'l) - (n+1)|'e + ln
c¢. Vérifier quc Ib=-1+euy:
Onal, =St = —1+45=-1+ze=-1+e(S- G, e +t~n=) _
d. En déduire que Vn22 I, =-1+eu, . 2 )= ~1+en,
Démontrons par récurrence :
sLa propriété est vraie pour n=2 carl; = -1 + e.u, ;
« Montrons quesil, = -1 +eu,alorsl,,, = -1 +¢.y
_ (_l)ntl _ (_1)n+|. n+1
| __(|1+1)l +1,= G e+ -1+ eu, =-14 G( +( )I‘H-l) N
Donc vn=2,1, = -1+ e.u, [CYSTII At Wi
4. a. Montrer'que Vx€[1;e], 0 < f,(x) <1. Déduire [1,| < & ___
«Si1 < x < e et f, strictement croissante alors fu(y<¥f )
1 u(x) <T
«Ona:|ll= mf: fu(x)dx . n(€)=0 < =h(x) < 1
Page 505
- UI’
| Préparé par : Ahmed Jeilani Med Youmbabe 236\
—

xﬂ@,_‘lsié‘jg?; :{:1"‘ bl




[Classesdes 7°C
e Pour ’année scolaire 2019-2020 |

0 h)S1=20<[hH()dx <[x§=0<

b. Déduire la limite de (I,) et celle de (u e <

D aprés le théoréme des gendarmes “li;11 I, =

e
[a0odx se-120<2ff,0dx <=t )<
n! 71 nt n nl

. 5 n=+o 0.
Ona:vn22, I, =-1+eu, =y, =t
. |
ponc lim u, = lim ——*% = i
n—+w n=+x @ e’

Exercice N°5 :

On considére la fonction [ définie sur [0; +[ par [f(x) = faxﬂd't
LI

1e: Moutrer que ¥x<0se”x 1 et quayyeln, o :ﬁ?aj 3

x<0 =e* < e” (car la fonction exp est v = B

«On pose h(x)=e* —x — 1 P est croissante) = vx<0,eX < 1

Onah'(x)=e* -1 p

X -00 i 0
llll'(it) - 0 &
(x) l
fsi T kAt L : \ 0 / !
en iati s .
P u EVeratlondzéh.VXER,h(x)20=Vxem,ex_x_1 >0 sVxeR, e* = x+1.

b. Déduire que V>0 ;%-— t<t <,
vt

+00

-2 -
Ona-t?+1<e™™ <1,en divisant part>00nobtient:"z—+'s°—‘i<3=>1—ts—<
c. Montrer alors que ¥x>0, In3—4x? < f(x) < In3: ‘ Cont ‘
1 et _a 3
Ona_—t<—— < enintégrant on trouve [Int]}* — [% t’]: < f(x) < [Int]¥
2 2

= In3x—Inx— (2= = %) < f(x) < In3x—Inx = In3—dx? < f(x) < In3
d. Déduire que f est continue et dérivable en 0%, et que f’3(0) = 0:
f(x) - £(0)

x-0

X

Calculons lgl:_ll
Onaln3—4x? < f(x) < In3 = —dx? < f(x) ~ I3 < 0= -4’ <f() - (0) < 0= # = r_(x::;(t!_) < 0 avec x>0

= —4x < (x)~f(0) <0
x~0

: . f(x) = £(0)
Comme lira': (—4x) = 0 alors d aprés les gendarmes lagl-—x—o— =0=f4(0)
x=07 -_
Done f est dérivable a droite en 0 et par suite elle est continue en 0%,

g xe-tt
2. On considére la fonction g, définie sur ]0; +cof par g(x) = I: —dx.

a. Justifier que g est dérivable sur ]0; +oof puis déterminer sa dérivée g’(x) : i

12 . . , _e™®
Comme h(t) = .'_:_ est continue sur ]0; +oo[ et 1€ 10; +[ alors g est dérivable sur 10; +oof et g'(x) = E-x—

b. Montrer que Vx€]0; +oo[, f(x) = —g(zx)+g(3x) E
-t -2 -t .
() = [*C5 at = [ e + [T de =~ 500 + 830

x ot

]
0; +oof et que ¥x>0, f(x)= '—x- (e-sz -1):

¢. Déduire que f est dérivable sur ] .
fonctions dérivable sur 10; +<0[, donc f est dérivable sur ]0; +of,

fest la la somme et la composée des s
f(x) = —g(x) + g(3%) @ F(x) )=—g') ¥ 38 (3%)
2 em(30? e, T (e - 1), Vx>0

3 M(x)=— LA | e =

~gx? 12 %P
. Montrer que Vte [x; 3x],ze X %e <e®;
g -xtme ™ set e

3x x x
3.a. On suppose que X est supérieur al
xgts3x=>x25t259"z:’—9xzs ; 12 2 3x1
‘ o2 (3x1 xeT qp<e -dt:
b. En déduire que Vte [x; 3x], ™™ [, ?zdt i T oy 12 2 g9kt
5 2 +3x1 X e —X =

et lne [Trdts o mdtse Lo

t

¥ 3
Onae ™ <etPce™ e

c.déduire alors lim f(x) :
X+

ot l e
=5

wt? ol
ot (g < [ dt < e~ [Int]3 = e~'In3 < f(x) S e”¥In3

2z f3x1
Opa e (M2 g5 cpge) L™ Jp g =® )
e f,‘ 1dt (x) Xt aprés les Gendarmes J_l.:*l:cf(x) =0

_s? e L
Ona: lim e~*’In3 = lim e™* In3 =0 ,al_O‘ISd
X—s40r X=++ 1
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d. Dresser le tableau de variation de f :
|
On a:vx>0, f(x)= EL(e“”‘z -1)
- :
—8x* <0z e .1 o o8’

—-fAvi
e ™ _ 120
_‘?

s )

e

= (x) <0

X 0_ 4+
f(x I

f(x) In3 T

Bac 2016 session normale
| Enoncé
Exercice N°1 T e

On considére I’équation (E) : Sx—3y=
L. a. Justifier que I’équation (E) adme
b. Déterminer I’ensemble des soluti
2. Soit (x 5y) une solution de (E).

a. Montrer que si x est un diviseur dey, alors x est un diviseur de 17.

b. Soit m un entjer relatif. Trouver les valeur

s de m telles que le quotient 155 Soit un entier relatif.
N 4+3m
Exercice N°2 :

Le plan complexe est muni @’

X

17, 0u X et y des entiers relatifs.

t des solutions entidres et vérifier que le couple (4 ;1) est une solution particuliére de (E).
ons de I’équation (E).

un repére orthonormé (0; u; V),
Pour tout nombre complexe z on pose : P(z)=z% — (4 +8i)z + (14 + 24i)z + 32 + 4i.

1. a. Calculer P(2i) et déterminer deux nombres a et b tels que pour tout zde C : P(z) = (z - 2i)(z? + az + b).
b. En déduire ’ensemble des solutions de I’équation P(z) = 0.

On note z,; z, et z, ses solutions avec l2q) <|2zy| < | 2],

¢. Soient A, B et C les points d’affixes respectives z,; z, et z3. Déterminer ’affixe de G barycentre du systéme
{(0:5); (A; =7). (C; 4)}. Placer A, B, C et G sur la figure.

2. Pour tout nombre complexe z on pose : Q(z)=z2 —(4+6i)z—2+16i.

On note I' I’ensemble des points M d’affixe z tels que Q(z) soit imaginaire pur (ou nul).

a. En posant z = x + iy, donner une équation cartésienne de I et montrer que I' est une conique de centre G.

b. Préciser les sommets et ’excentricité de I puis la construire dans le repére précédent.
Exercice N°3 :

f(x) = xes six#0

1. On considére la fonction f définie sur R par :
f(0) =0

Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;71;7).

a.Montrer que ‘1_1‘131_ f(x) =0et 3_1.131 f(x) = +o. Interpréter.

: o) .
b. Calculer et interpréter les limites suivantes xl_:‘:l;q—x—,- Jl'ﬂ{f(“) - (x+1)]et xl_l.l&[f(x) - (x+1)]
¢. Dresser le tableau de variation de f.
d. Construire dans le repére précédent la courbe (C). )
fo(x) =xexsix# 0
2. On définit pour tout entier naturel n€ N° la fonction f, par :
f(0)=0
i ourbe représentative dans le repére précéde.nt (01 ). ‘
Soll\'fl((:;)r:: cLu: (C,) eft I’image de (C) par une homothétie h,, de centre O dont on préciser le rapport. . N—
;.‘). M?)nlrer?]ue tu:s les points M, de (C,,) en lesquels 1a tangente est orthogonale, sont situés sur une méme droite 4 do
do;nc:::‘:::::;:rq;mttllzlc'i'uire de ce qui précéde le tableau de variation de f; et la construction de sa courbe (C,) dans le mént¢
C. dan 1
repére. Justifier. |
: - . : acéden
EM!rlc"’fe N? . f définie sur |- 1; +oof par: f(x) = In(x + 1) — x:—‘ Soit (C) sa courbe représentative dans le repére précede
Soit la fonction ; L
(0;1:])-

- f(x)
; = im f(x) = +w puis calculer lim — . Interpréter.
1.a.Montrer que lim, f(x) = += et lim f( ) =

X—+a

— et I \ I | s 8_1 i _ l'[,(; .w)
——— et - ' 3
P 'él'd[é I)d' . ,'\h"led ‘J‘eil'l;“ 2 l = 22“56)62'41 J uz’ -
I ——
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p. Dresser le tableau de variation de f,
¢. Montrer que la courbe

C int dv ;
4. Tracer la courbe (C). (C) admet un point d inflexion dont on donnera les coordonnées.

X
7. a. Calculer fo In(1 + t3dt et déterminer Ia primitive F de f sur J-1; +oof qui s’annule en 0. (On pourra écrire
f(x)=In(x+1) -1+ e,

out entier naturel n> : .
b, Pour s ureln= 1, on note A, I'aire du domaine plan délimité par la courbe (C), I’axe des abscisses et les droites

b i S i = = 1 :
d'équations respectives x =0 et x 2 Donner expression de A, en fonetion de n,

, , X
3. Dans la suite de exercice on prendra x réel tel que x € 10; 1[et n un entier naturel non nul.

1 = —1yn+1,n+1
a.Montrer que pour tout n T Z(__l)k_;xk_l + ( 13 ; X
k=1 X
n+1 & x
b.En déduire que In(1 + x) = Z(_l)k-l x (=) o+l
=1 k S+t
= n+2. n+2 % n+1
c.En utilisant a. et b. Montrer que f(x) = Z(_nk—l 1- kxn + (=1)"*x (_l)nnf t
=t k x+1 J 1+t
1 % x il 2
d. Montrer que : 0 < f/'— < =~
n+1
e.En déduire que: f(x) = lim Z(-l)kﬂ 1 ; kx“.
n—4x
k=1

Exercice N°5 :

Dans le plan orienté, on considére le carré direct ABCD de centre O et de coté a (a> 0).1;J; K et L les milieux respectifs des
cotés [AB] ; [BC] ; [CD] et |DA].

Les points E te F tels que LDEF soit un carré direct,

1. a. Faire une figure illustrant les données précédentes que I’on complétera au fur et 3 mesure.

b. Montrer qu’il existe une unique rotation r qui transforme AenDet L en E..

¢. Déterminer un angle et le centre de cette rotation.

2 .a. Montrer qu’il existe une unique similitude directe s, qui transforme J en O et C en D.

b. Déterminer ’angle et le rapport de s,

c. Déterminer s, (B), que peut-on en déduire A propos du centre de s,.

d. Déterminer s, (0)puis construire I’image du carré ABCD par s,. Justifier la construction.

3. Soit s, la similitude directe de centre A, de rapport 'Jl? et d’angle ; Déterminer s;(0) et 5, (C).

4, 0n pose = 5,08, ! et pour tout point M du plan, on note M, = s,(M), M; = 5,(M).

a. Déterminer f(D) et caractériser f. ) )

b. Montrer que si M, # M, alors la droite (M; M) passe par un point fixe que 'on déterminera.

¢. Déterminer Pensemble T; des points M du plan pour les quels les points M ; M, et M; sont alignés.(On pourra utiliser I’angle

(ﬁ; MB)). :
5. 8. Vérifier que O est le barycentre du systeme {(A; 1); (D; 3), (E; —2)}.

b. Déterminer les ensembles I, et T3 des points M tels que : .
Me r, = 2ZMA? + 6MD? — 4ME? =atetM e & ‘MA-FW{’—M_E')(ZML-FZMKHMB) = 0.

Solution

Exercice N°1 :

On considére I’équation (E) : 5x—3y= ;
1. a. Justifier que I’équation (E) admet des solutions €
Les entiers 5 et 3 sont premiers, donc premiel:s entre eux =
5X4-3x1 =17 = (4 ;1) est une solution P’I'ré'"“;:?;: ?E)(F)'
b. Déterminer I’ensemble des solutions de I’équ : e \
Soit (x; y) une solution quelcongue de (E), alors 5% ~3y=5x1 - JXIlaj('T;:i)st_eslfyezltll f.e) -1 =5k
D’aprés (*) on a § | 3(y —1), or 3A5=1, donc d"apres GﬂHSS_gl(y -h=i quey

En remplagant dans (*) on trouve 5(x—4) =3x 5k = x—4=

Ien résultey =1 + Sk et x = 4 + 3K

Done I'ensemble des solutions de (E) : (4 +
2. Soit (x ; y) une solution de (E).

A Montrer que si x est un diviseur de y,
Six | yalors il existe k € Ztel quey = Kx =5x

17, ou1 x et y des entiers relatifs,
ntiéres et vérifier que le couple (4 ;1) est une solution particuliére de (E) :
3~5=1 et comme 1 divise 17 alors (E) admet des solutions dans ZxZ.

3k: 1+ 5k) ou k € Z}.

alors x est un diviseur de 17 :
~3kx=17= (5-3kx =17 =x | 17.
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b. Soit m i atif, T e
lu: entier relatif. Trouver les valeurs de m telles que le quotient nﬁ soit un entier relatif.
+5m "

m EZ;usm EZ=>(4+3m)[(I+Sm)c'est-k-direx]y
x| 17=x e(1; 17;-1;-17)
X=1=24+3m=1=m=-1

X=1724+3m=17>m = l—; (impossible)

ow=

“124+3m=-1>m-= -_—35 (impossible)
X==-17234+3m=-17>m=-7
Donc les valeurs de m sont : m=-loum= -7,
Exercice N°2 :
Le complexe est muni d’un repére orthonormé (0; G; ¥),
Pour tout nombre complexe z on pose :
mn=ﬁ—14+mn1+044+2ﬁh+32+4a
1. a. Calculer P(2i) et déterminer deux nombres a et b tels que pour tout z de C :
P(z) = (z - 2i)(z% + az + b):
P(2i) =(2i)® - (4 + 8i)(2i)? + (=14 + 24i) x (2i) + 32 + 4i

=-8i+16 +32i-28i—48 + 32 + 4i = —36i + 36i + 48 — 48 = 0= P(2i)=0.
P(z) = (z - 2i)(z% + az + b) ?
Tableau d’Horner

1 | -4-8i | -14+24i | 32+4i |

2i [z 12-8i | -32-4i |
1 | -4-6i | -2+16i | 0 | AQ\

Done P(2) = (z - 2i)(22 - 2(2 + 3i)z - 2 + 16i)
b. En déduire I’ensemble des solutions de I’équation P(z) = 0. On note z; 2, et z; ses solutions avec | z,| < | z,| < | z,] :
P(z) = (z-20)(2* - (4 +6i)z -2 + 16i)
soitz — 2i = 0 = z=2i soit 22 — 2(2 +3i)z—-2+16i=0
A=(-2-3i)—2+16i=4-9+12i+2—16i= -3 - 4j = (1 - 2i)?
=22=2+43i+1-2i=3+iouz=2+3i-1+2i=1+5i
Donc I’ensemble des solutions de I’équation P(z)=0 est { z, = 2i;z; = 3+1;23 = 1 + 5i}.
¢. Soient A, B et C les points d’affixes respectives Z1; Z; et Zy. Déterminer I’affixe de G barycentre du systéme
{(0:5); (A; =7),(C; 4)). Placer A, B, C et G sur la figure :
G = bar{ (0;5); (A; =7); (C; 4)}

529 — 7z, + 4z 5 x0-7x(2i)+4(1 + 5i) .
Zg = 2 = 2 =2+3i
2. Pour tout nombre complexe z on pose : Q(z)= z* —(4+6i)z—2+16i.
On note I' ’ensemble des points M d’affixe z tels que Q(z) soit imaginaire pur (ou nul),
a. En posantz = x + iy, donner une équation cartésienne de I' et montrer que I' est une conique de centre G :
Ona:z=x+iyalors:
Q(2)= (x + iy) *— (4+6i)(x + iy) =2+16i = x* — y? —4x+6y—2+(2xy - 6x — 4y + 16)i
Mz)ET < Q(z) €iR & x> -y’ —4x+6y—-2=0
X2 -yt —4x+6y—-2=0=2(x-2)"-4-(y-3)+9-2=0=(x-2)? -(y-3)=-3

_ G2 -9
W)y )

Donc I est une hyperbole équilatérale.
b. Préciser les sommets et Iexcentricité de I' puis Ia construire dans le repére précédent :
I est de centre G(2 ;3), d’axe focal (5; i d'excentrici.té‘ VZ et dei sommg!s_ A(2 3+ \ff) et A2 13- V3).

[
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1
. On considére Ia fonction f définie sur j par : f(x) = xex six = 0

) f(0) =

Soit (C) 52 courbehreprésentatwe dans un repére orth

a.Montrer que lim f(x) = 0 et Jim £(x) = 4o Int(?:;:?tf:r(o b
1

Ilm f(x) = lnm Xex = 0 (car =

Donc f est contmue A gauche de 0,
e: t

|“‘1 f(x) = hquex = lm1~— = lim S +oo

t=+o0 t

s 1
€ pour x — 0" = lim xex — 0 )
X=0~

Donc x=0 est AV de (C).

b.Calculer et mterpréter les limites suivantes hm f( ) )
—_— l _ 3
im [f(x) — (x + 1)] et Jim [F(x) ~ (x + 1)]

f(x) i xex & 1 1
lip == J = = Jim 6% = 0 ear 2 pourx o)
Done fest dérivable & gauche de 0, (0) = 0 alors (C) admet une demi tangente horizontale.
11
1 i
lim [f(x) = (+ 1)] = lim [xe: - (x+ 1)] = lim [x (e% b 1)] = T ""_lx_l
X=-% - X— - X X=r—on =
X
ef-t-1 et—1
= lim =1i s -
x—0~ t ,'l'&l [ t 1] -
Doncy =x + 1 est AO de (C) en —co,
1
lim [f(x) = (x + 1)] = lim [xe; —(x+ 1)] = i [x (e% 1 1)]
X=4x X— +00 X— +0o X
11
- i e*—;—l_l_ ef-t—-1 fet-1 B
= 1 = g t —,512!: F oy | =4
Doncy =x + 1 est AO de (C) en +cc.
¢. Dresser le tableau de variation de f:
[(x)= 1 11 x-1 1
(x)= ex — ;ex = Tex ,
Le signe de f'(x) est celui de ;T
' —00 0 1 +oo
P (x) + 0 ||/ 400 = 0 =+
0 o0

f(x) B / +0\ ] /

d. Construire dans le repére précédent la courbe (C) :

fo(x) = Xexsix # 0
2. On définit pour tout entier naturel n € N* Ia fonction f,, par: =
Soit tative dans le repére précédent (0;T; ')
a, M&Ell;:*::-l ;z:?();e )r:!:trﬁs]::a;e‘ de (C) par une homothétie h, de centre O dont on précisera le rapport :
S0it (O ;n) Phomothétie de centre O et de rapport n. .
X =
M(x 3 y) €(C) et M’(x’ ;y”) tel que M’ = h(M) = [y' = ny

"Me(C)=me(C,)?

4..

Y.-—. ny = nXEl =n ‘eu --xe: #M'E(cn)-
'“'E(C..)=M6(c)"
y"Y—-xex =—nxem=xex=>ME(C) i
Done (C )esl Pimage d ne homothétic h, (0; 1
‘ge(e(C)pm u
\Tout:er que tous les points M, de (€, ) en lesquels la tangen

donnerg ype ¢quation : f',(x) = e't - —ex =

La tangente au point de (C,) est horizontnlc si (%) =
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r'n(n) =en=M,(n; en).

MM

MnMn+l - (,) = (Manut) LY =ex+b et comme Mn E(MuMnH ) =Sen=entb= b=0
Done les points M,, sont situés sur Ia droite fixe 4 d’équation y=ex.

¢. Sans étudier f,,

déduire de ce qui précéde le tableau de variation de f, et t é
Fepbre. ustiner. 2 €t la construction de sa courbe (C;) dans le méme

',; x —® 0 3 =
R + 0f[+o - 0 +
E fz (x) 0 +a0 4o
i E
| —a0 | 2e

Comme n =2 alors |

es abscisses et les ordonnées sont multipliées par 2.
La droite 4° d’équation y = x + 2 est AO de (C) en +w,

N

-6 -5 -4

=14 =12 -10 -8

éxercice N°4 : )
Soit Ia fonction f définie sur ]- 1; +o[ par: f(x) = In(x + 1) — o
Soit (C) sa courbe représentative dans le repére précédent (O;1; 7).

" ; o f(x
1.a. Montrer que Iin11, f(x) = +oet Kll!:‘l f(x) = +oo puis calculer ,‘I||+r| ——(x) .Interpréter :
) S Bl — —4a

X _ t-1 _ 1 1 1
x!}ﬂj(x) £ l!.ill;li_(ln(X'f' 1) e }l{,‘l(lnt—_‘t ) = J_ig;(lnt -1 +?) = .l-i.'c?‘?(“m"‘ +1) = ark 1=+o
Donc x=1 AV.

lim f(x) = xl-i-Tx (ln(x +1) - ;_:T) =4w-1=+uw,

X=+7T

(C) admet BP en + w.
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f(x) - In(x + 1) X it Inx 1
B = T ) = m (SR ) =0-0=0

Donc la branche parabolique en +w est de direction (Ox).
b. Dresser le tableau de variation de f:

, _ X
f(x):x+1—-(x-§—1)2—(:|(+1)2'

Donc le signe I'(x) est celui de x car x+1> 0 E““" x> -1,
[ x -1

f(x)

" \‘/

¢. Montrer que la cpurbe (C) admet un point d’i

inflexion dont on donnera les coordonnées ;

(x+ 1)2 —2x(x+1) 1-x
f()—(( +1)2)_ (x + 1) T+ 18
f(x)-ﬂ S1-x=0ox=1
-1 1 +03—|
f"(X) + 0 -

f'(x) s nnnulc en 1 et change de signe alors

Al (C) admet un point d’inflexion A d’abscisse 1 et d’ordonnée
f)=in2-2 = === Aq 5 22002,

La tangente Ten A a pour équation y = -x— 24 n2.

d. Tracer la courbe (C) :(voir la courbe cl-nprés)

2.a. Calculerj In(1 + t)dt et déterminer Ia primitive F de f sur]-1; +w[ qui s'annule en 0.
(On pourra écrire f(x) = In(x+ 1) — 1 +x-+—1) i

u() =t+1
Vi) = —

t+1

Utilisons une intégration par parties : {:'l(g)—zlrll(t +1) {

JoIn(1 + ©)dt = [(t+ DIn(t + 1)) — L@+1)x—dt;
= [(t+ DIn(1 + O]} - [ 1dt
=[(t+DIn(1+ O] - [t]E = (x+ DIn(x + 1) — x
F(x) = f f(t)dt est la primitive de f qui s’annule en 0.
F(x) = J'o f(t)dt ;
e (ln(x +1) — +¢) dt
Jy In(x + 1)dt — [F1dt + [ —dt
=(x+Din(x+1)—x- [t)} + [ln(t + 1))k
=(x+Din(x+1)-x-x+In(x+1)
=(x+Dn(x+1)—-2x+1In(x+1)
={x+2)1 +1) - 2x
b. Pnur(t,t;ut eztaf-xnatuzel n= 1, on note A, I’aire du domaine plan délimité par Ia courbe (C), ’axe des abscisses et les droites
d’équations respectives x = O et x = 3. Donner ’expression de A, en fonction de n :

4===I%f(t)dt F(3)- F(o)_F() (+2)m(t+1)-2;

3. Dans 1a suite de I’exercice on prendra x réel tel que X € |0; 1[et n un entier naturel non nul.
n+1

1 ( 1)n+‘lxn+l
gkt 2 X
3 Montrer que pour tout n : T Z( ¥t & Tix

n+1

Z(_l)k—lxk—I est la somme des (n + 1)termes consécutifs d'une SG de raison (-x) et de premier terme 1.
k:]

n¥l 1yn+l
n+1 g+l 1 ___1)|1+1(__x)n+1 1 _ ; (_1)n+ X
Donce Z(_,l)k—lxk—l - 1-(—x) = .,.( T (=) s — Z(_l)k 1yk-1 +T
1+x 1+x +x =
n+1 X trl+t
= n+l i
b.En déduire que : In(1 + x) "Z(— 1)k _‘+( 1) f1+tdt
ntl (_l)ll-ll n+1
Onade] sced fog Z( 1)k-1x*1 + ————— :alors par intégration des deux membres entre
€ la question préceden
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0 et x on trouve alors :

X 1 n kX n
0 Tox 4t = ZREH((-DM1 [ ekrde) + (-1)m 5 de = [In(1 + ) = Tt ((—1)'*-1 [‘;]0+(—1)““f’”—+—’dt).

k=1 0 14+t
n+1 X
Donc In(1 +x) = Z(..nk-: x* (_,,l)uﬂj' !
k 1+t
k=1 0 %
n+1
1-k (_1)l|+2xn+2 t"”
c.E ili : = —1)k-1 k —1)n+1
n utilisant a. et b. Montrer que : f(x) Z( 1) X + (1} f1+t

n+1

dt.

dt

k=1 0
n+1

X _ (_1)n+1xn+2
" = Z(__l)k lxk —_—

1+x
k=1

En multipliant I'égalité a. par x on obtient : 1

Or f(x) =In(x+1) - x:_l

n+1 k t"'ﬂ n+

x 1 +1,n+2
=N g X n+1f R PPN . .
= f(x) Z( Dt o [ RZ( 1)+ 1x S
o 0

=1

n+1

X
1 (_1)n+2xn+2 tn+l
= —q\k-1 | _ | T I L N S —1y\n+1
= £(x) ;( 1) [k 1]x et (D) oledt
bl _ 4 n+Zn+2
Donc t"(x)=Z(—1)“‘11 kx“+( D" x

& k 1+x

x n+1l

+ (__,1)n+1 Gf TR

dt

n+1 xn+2
dt < :
1+t n+2

0
vte [0;x]avecx € [0;1]Jonal+t=>1

d.Montrer que 0 < f

kY th+1 ned x tn+1 E X & ”_1_1:.1 <xn+2
2 0S-<1-0s—<t"1 =05 htdtS[MZ]Dﬂ 0 [ disX—. ...(1)

n+1

1-k
e.En déduire que pour0 < x < 1; f(x) = “I_i.la_Z(-l)""

x¥ ¢

k=1

n+1 X
1 -k (_1)n+2xn+z it l(_l)n+2xn+2
—qyk-1___ ok | -~ 000 —13yn+1
f(")_z( L T | TFe T 01+tdt5| 1+x |*

k=
) T _qyn+1 ’l_M_idt =0
D’aprés (1) : lim (-1 [y 7

(__I)M-qu +2

xtlﬂ-l
__11'l+1f
-4} 01+t‘"‘|

D’autre part |ilP v Opour0<x<1
=+
n+1

_ a1-k
Donc pourx # 1; f(x) = .,]_'.'ﬂ\z(-l)
k=1

x

k
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Exercice NOS

. ienté, on considére le carré

pans le plan oriente, elecarré divect ABCD de ¢

cotés [AB]  [BC] 5 ICD] et [DA[.Les points :
i, a. Faire une figure illustrant les données
p. Montrer qu'il existe une unique rotation

Ona AL=ED #0 et AL # DE, donc il exjst

el ntre O et de coté a (a> 0).1;J ; K et L les milieux respectifs des
E te ¥ tels que LDEF soit un carré direct.

p_rérétlemes que I'on complétera au fur et & mesure.
Fquitransforme A en D et LenE:

€ une unique rotation r : n=0

¢ Déterminer un :mg_&-.t-t le centre de cette rotation : L—=E
« Un angle de r est (AL; DE) = (E‘E’ _B—.A) _n [2n)
FE=FL z

« Comme (_F_L'; i:‘E’) - ';‘[2“] alors F est |e centre de r,

2.a. Montrer qu’il existe une unique similitude directe s; qui transforme J en O et Cen D :
onaJd #Cet O #D, donc il existe une unique similitude directe s, : |1 = ©

b. Déterminer I'angle et le rapport de s, : C-D
Un angle de s, est (ﬁf; OD) = (ﬁﬁ. 65) - 1[2'“]
4

o 22
Le rapport de s, est i _g_ = V3.

2
¢. Déterminer s,(B), que peut-on en déduire 3 propos du centre de s, :

. J= B* = = 2
Ona:J=B*C=5()=0=5B)~D=> s1(B) = B. Donc le point B est le centre de s;. s, (B;ﬁ;;)
d. Déterminer s, (0) puis construire I'image du carré ABCD par s;. Justifier la construction :

Nz
Le triangle OAB est rectangle isocéle en O et direct : | B

(ﬁi; ﬁ) = 11:;[211.‘]
3. Soit 57 la similitude directe de centre A, de rapport % et d’angle . Déterminer s,(0) et s;(C) :
Al 1 AD _ 1 .
Ona: ﬂ,.f =5,(0) = Let Ac VI
(AO;AL) = 7 [2n] AC; AD) == [2m]
= Sz(c) =D.
4.0n pose f = 5,05, " et pour tout point M du plan, on note M; = s,(M), M; = s,(M).
a. Déterminer f(D) et caractériser f:
f(D)= 51051-1(0) = Sz(c) =D.
fest la composée de deux similitude directes dont la somme des angles est égales a 3;— + (— %) = 0[2m] et dont le produit des
. 1 1 _1 ’ it 1 = o1
rapports est 7 X s alors f est I’homothétie de centre D et de rapport 3" Donc f=h(D ; 2)

b. Montrer que si M, # M,alors Ia droite (M, M;) passe par un point fixe que I’on déterminera :

f(M))=s5,08,7'(M,;) = 5,(M) = M,.

SiM; # M,, alors D_Mz' = % ﬁ;‘ Donc la droite (M; M;) passe par le point fixe D,

¢. Déterminer I’ensemble I, des points M du plan pour les quels les points M, M, et M, sont alignés (On pourra utiliser I’angle

(mi m) : — o
Le triangle BMM, est rectangle isocéle en M et direct, donc (M_hf_l.; EB_‘} = [2n].
Le triangle AMM, est rectangle isocéle en M, et direct, donc (MA;MM;) = ~ 3 (2m)
_— ——— MM 2 MA- » =T
Onaalors, (MM,; MM;,) = (MM,; MB) + (MB; MA) + (MA;MM;) = 7 — (MA; MB) - { (2n] = § - (MA; MB) 2n]
Les points M ; M, et M, sont alignés |

(W:MMZ)'—'D[n']'ou ' (ﬁﬁ,ﬁﬁ) =E'[TIZ]01.I

= 5,(0) = A.

“M:Mlnu ©IM=M, ©Bou
M:M1 M=M; =sM=A
Or 0A = 0B

(0; 0B) = 2(Ma; MB) = = [2n] . _
Alors M décrit le cercle T, de centre O et passant par A et B, c’est le cercle circonscrit au carré ABCD.
S.a, Vérifier que O est le barycentre du systéme ((A;1); (D; 3),(E;-2)} :

T N - | B0 — 20F
S0it G = pyr ?]31) Fz — O + 30D — 20E = 20G = 0G = ;(0A + 30D - 20E)

63'*366-26.-_5’5 oD + 2(0D — OF) ~ DA+ 0D + 2ED = OA+ 0D + DC = 0A+ 0C = 0
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Donc O =bar 2 D E
1 3 -2

2 252,
b. Déterminer les ensembles T, et T des points M tels que,M € Iz < 2ZMA? + 6MD? — 4ME” = a

2 o z_ﬁ
M € I; © ZMA? + 6MD? — 4ME? = a? mMA‘+JMD‘-—2ME2=—-ﬁ2M02+0A2+3OD 20E" ==

2
Or 0A%= ODE__.“OEI._ 0K2+KEZ' —+a _ 5

4
=32M01+-+3x.__.2 ._._2; zmoz_____“z_I

= IMO? =a? > M0? = ¥ 5M0? = (%) = 0A? = OM = 0A.

Donc est le cercle de centre O, passant par A.

M € I} & (MA + MK — ME)(2ML + 2MK — MB) = 0. Que peut-on remarquer ? :

MA + MK - ME = MA + MK + EM = MA + EK = MA + AB = MB . .
2ML + 2MK — MB = 2MD + 2DL + 2MD + 2DK — MB = 4MD + 2D0 — MB = 4MD + 2DO — MD — DB = 3MD
M € [y & (MA + MK — ME)(2ML + 2MK — MB) = 0 & MB x (3MD) = 0 & MB x MD = 0

Donc T3 est le cercle de diamétre [DB).
On remarquealorsque T, =T, =T} .

Bac 2016 session complementalre
Enoncé
Exercice N°1 :

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (0; u; V).
Pour tout nombre complexe z on pose : P(z)=z* — (1 + 3i)z? + 2iz + 6 — 2i.
1. a. Calculer P(1-i).
b. Déterminer deux nombres a et b tels que pour toutzde C : P(z) = (z— 1 +i)(z* +az + b).
c. En déduire I’ensemble des solutions de 1’équation P(z) = 0
2. Soit A, B et C les points d’abscisses respectivesz, = =1+ 1i; zg =1—ietz; =1+ 3i.
a. Placer les points A, B et C et déterminer la nature du triangle ABC.
b. Déterminer I’affixe du point G barycentre du systéme {(A; 2); (B; 1), (C; 1)}
c. Déterminer et construire 1'ensemble I' des points M du plan tels que : 2MA? + MBZ + MC? = 16.
d. Déterminer et construire 'ensemble A des points M du plan tels que : —2MA? + MB? + MC? = 16.
3. Soit s Ia similitude directe de centre C qui transforme A ¢n B.
a. Déterminer I’écriture complexe de s.
b. Déterminer le rapport et un angle de s.
4. On considére la parabole P de foyer A et de directrice (BC).
a. Déterminer I’axe focal et le sommet de P.
b. Tracer P et P’ dans le repére précédent ou P’ = s(P).
c. Donner des équations cartésiennes de P et P’ dauns le repére précédent.
Exercice N°2 :
Soit f 1a fonction définie sur R par : f(x) =(1 + x)e™
Soit la courbe (C) représentative de f dans un repére orthonormé (0;1;}).

(%)
1. Vérifier que xlir_n@f(x) = —w; J—I-ELT = +wet ,l_i.'ﬂbf(x) =0.
b. Interpréter les limites précédentes.
2. a. Dresser le tableau de variation de f et représenter sa courbe (C).
b. Calculer I'aire A du domaine plan dé limité par (C), 'axe des abscisses et les droites d’équations respectives x=-1 et x=0.

3. Soit f, Ia fonction définie sur R par : f,(x) =—wj— ou est entier naturel non nul.

Montrer que pour toutx € [—=1;0]on a:0 < f“(x) < =

4. Soit la suite (I,,)) définie pour tout entier naturel ne N' par:l, = f f,00dx = J-ol (14x)"e"" a
n!

a. En interprétant graphiquement I, donner sa valeur (on pourra uullser A.2).

b. Montrer i I'aide d’une intégration par parties que pour tout entier naturel ne N*;1,,, =1, — —

(n+1}

n
5. Soit la suite (U,,) définie pour tout entier naturceln € N° par: U, = Z% .
a. Montrer que pour toutne N* par : 1, = ¢ — U"e k<D
b. Démontrer que pour tout n e N 0 <1, < o ‘En déduire ..l-i.'.“u. 1,
~ Page60sur23e o
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¢.En déduire lim U,
n=+x
Exercice N°3 :

On considére Ia fonction f définie sur R par : f(x)= T

Soit (C) }a.courbe repré'smltative de f dans un repélf_-;:ommnormé .
1.a.Vérifier que f est impaire et que lim f(x) = —w. En déduire 'Ilnz }'(x)
X=-ax i

X=+a

b.Calculer lim 22 et
.Calcu er,_‘.ﬂ_{ etinterpréter garphiquement.
¢, Dresser le tableau de variation de f.

d. Montrer que I’équation f(x)=x admet dans R troi
Bl % trois solutions dont I'une i
2. a. Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle J que déten:i:i:;ﬁe S B

. Véri ; 2 o
’ \é‘rlﬁer que pour tout réel x : (f(x))" - (f'(x))" = '5. En déduire I’expression de (f~!)'(x).
c. Soit x un réel quelconque. Exprimer I'intégrale I(x)= ;' -== dt en fonction de f~*(x)
9té+1 ‘

3. Soit r la rotation de centre O et d’angle = i
=.Pourt : =
e g 2 ur 'Dut point M(x ;y) on note r(M)=M’ et r((C)) =( C,)
b, Montrer % plexe de la rotation r puis écrire les coordonnées x’ et y* de * en fonction de x et y.
c. pomrer quee ( Cy) est Ia courbe représentative de Ia fonction h définie sur R par : h(x)=In(-3x + V9x +1).
4- Ia Montrqu pour tout n::cl x 3 h(-x) = f~1(x). On note (C’) la courbe représentative de f~ dans le repére précédent.
b. C.on : er ((]luc ((II) eté(C ) se coupent en deux points autres que I’origine.
. struire dans le méme repére les courbes (C) et (C’) et cal "ai i '

deux courbes (a est le nombre indiqué en 1) (C) et (C’) et calculer en fonction de a I’aire du domaine plan délimité par ces
Exercice N°4 :
Dans le plan orienté, on considére un trian i

i ’ gle équilatéral direct ABC de centre et de c6té a (2>0). 1,J, K et L sont les milieux
respe.cnfs des segments [BC], [AC], [AB] et [AI] et D est le symétrique de 1 par rapport a J. ,
1. Faire une ﬁgur.e illustrant les données précédentes que I’on complétera au fur e t & mesure.
2. a. Montrer qu’il existe une unique rotation ryqui transforme B en C et I en J.
b. Detérminer r; (K) et déterminer le centre et un angle de ry. \
3. Soit r; Ia rotation de centre K et d’angle E

a. Detérminer r;(B) et rp(I).

b. En déduire r; (C).

4. a. Montrer qu’il existe un unique antidéplacement f du plan qui transforme B en Cet I en J.
b. Montrer que [ est une symétrie glissante et donner sa forme réduite.

¢. Caractériser la transformation g = for; ™"
5. On considére la transformation 6=r;0r, et on pose o(M)=M".

a. Caractériser o.

b. Montrer que si

¢. En déduire que le quadrilatere AMIM’
6. Pour tout point M du plan, on pose I (M) = Mjet (M) =M;. Déterminer I’ensemble I' des points M du plan pour

lesquels M, M, et M, sont alignés (On pourra utiliser I'angle(MG; MK))

Solution

Exercice N°1 : . th mé (0; T ¥)

Le plan complexe est muni d’un repére orthonorme (L1 7. ) .

Pour tout nombre complexe z on pose P)=2z" -1+ 3i)z? + 2iz + 6 - Zi.

1. a. Calculer P(1—i) : ; . i=

Py = (1— 1) — (1 + 3D -2 +2i0 D+ 8 - B
=1-3i—3+i+zi-6+2i+z+6—zr-0

b. Déterminer deux nombres a et b tels que pour g’_‘" x
6 — 2i

M=M’ alors la droite(MM?’) passe par un point fixe que ’on déterminera.
est un parallélogramme.

—3+i—(1+31)(-—2i)+2i+2+6—Zi

deC:P(z)=(z-—1+i)(zz+az+b):

1 —4i

Dou P(z) =(z—1+ i)(z?
b. En déduire I’ensemble des
P(z) = 0= (z— 1 +i)(z" — 4z~ ‘
A= (=20 +4+2i= _4+a+2i=2i
Donc I’ensemble des solutions de I'équation

~ %iz — 4 - 2i) —

i réquation =0: ) _
solu“Ts—dzei; =q.(;==>soil7.—1+i=0=>z=l—isoitzz-—412—4-—2!:0. ‘
=(1+i)=2= Zi+1+i=1+3iouz=2i—1—i:~l+t.

p(z)=0 est (1-51+38 -1+ i}

T
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2. Soit A, B et C |es points d’abscisses respectives z, = —1 4 . Zg=1-~ietz. =14 3j
iner la nature du trinngle ABC :(voi ‘ .

s i i voir | truction eloanes
ST —= _ (2 + 20)(2 + 2i 4+ 4i + 4 _(4 B!i' construction ci aprés).

£ = —it1-i 2.2 2oz —a——— =

Donc le triangle ABC est re )2 +2i) 444 8

Done ' ctangle, isocéle en A,
- Déterminer ’affixe du point G barycentre du s stéme((A; 2); (B
1 14):(B;1),(C 1)} :
, _ 22, tzy + 2, —2+2i+1-i+1+3§ Y G —
G = = i

3 =1
;.MD:Zte:I:Il;gr::“cggsilluﬁlr:mll\:gszer;?;; ieégga:técw:::lﬁplan tels que : 2MA* + MB? + MC2? = 14 .
GA® = (-1-0)*+ (1-1)2 = 1 ; GR? =(1-0)*+(-1-1)2 = 5 ¢ G2

=4MG® +2x 1+ 5+ 5= 16 = 4MG2 = 16-12 5 4MG? =4 > MG2 =1 = MG = 1, Done I'=C 4,

d. Déterminer et construire I’ensemble A des points M du plan tels que : ~2MA? + MB? + M(C?= 16 :
—IMA? + MB? + MC2= 16 =2MA x (AB +AC) + AB? + AC? = 16

Or AB + AC = 2AT avec | = B*C et AB? = AC
=2MA x (2A1) + 8 + 8= 16 = 4MA x Ai
3. Soit s Ia similitude directe de centre C qui transforme A en B.
a. Dé terminer P’écriture complexe de s :

bon Zc =azc+b (1)
z az +b =[ZB =azA+b (2)

=(1—D)2+(3-—1)2=5;

2=4+4=g,

=0=>MAXAl=0= A est la perpendiculaire (AI) en A, Donc A = (BC).

1Y AT e — ity 5 Bl Sa=2CI_ 1431w we-z _8ia-n _ i
(1)~ ) g (zc —24) = a 2e-2a  143iv1-1 2421 (2+20)(2-2I) 8 1+i
Zg=azy+b = b=z5-az, =1-j-

A+D)(-1+i)=1-i+2=1-1i
D’ou Pécriture complexe de s : 2° = A+i)z+1-i

b. Déterminer le rapport et un angledes:
Lerapportdesest:|a] = |1 + il=vZ Un angle de s est : arga = arg(1 + i)

4. On considére la parabole P de foyer A et de directrice (BC).
a. Déterminer I’axe focal et le sommet de P :

La droite (AG) est perpendiculaire i (BC), donc P’axe focale est la droite (AG).
b. Tracer P et P’ dans le repére précédent oit P’ = s(P):

P de foyer A et de directrice (BC) = P’ de foyer B et de directrice (CD) avec (CB; CD) = :—'[21'(].
c. Donner des équations cartésiennes de P et P’ dans le repére précédent :

Dans le repére (O; Ui; V) I’équation de P est : (Y — 1)? = 2pX avec—g =-1=3P:(y—-1)* = —4x.
=14+1)z+1—i =>x’+iy‘=(1+i)(x+iy)+1—i=x+iy+ix—y+ 1-i

_mn
._4.

_x'+y’
x‘::x—y+1___, =
¥ =Ry - e
y 2

P can® ; :
(_ﬂ'_z_ 1)2 = -4xX o (*_uzu) = 2200 +y)= (X' +y' —4) = —B(x' +y')
z r ! ' ’
Donc une équation cartésienne de P est : (—_x +y' —4)3 = -8(x +y.

L o N LI L0 e
R
1 \ t | i é '. i ‘? ‘
: ! : e B v Siienp !
[ R\ ' " die 4o -l :
p‘_" ] -} 1 { i i |
, ‘ e ] T ' O 2 [ [ » u
. | - a :
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Soit f la fonction définie sur R par : f(
: f(x)

Soit Ia courbe (C) représcntative de f ¢ =(1 + x)e~*
a

e . ns unr
1. Vérifier que xllﬂf(x) —— ES"_) epére orthonormé (0, 1; .
Xo—x X = +wet xl-i.IP f(x) =0

lim f(x) = lim (1 + x)e"
XR=m X=—x X)e ¥= —o0 X
(+oo) = —woet lim .@ = li (1+x)e™ 1
X+1 yors Xl ————= lim (= ;
_Lox 1 © X Jim {~+1)x lime™ = —o
X—=-m )

,,‘I_l.'ﬂ f(x) = xl_l;ll‘rln(l +x)e™ = lim
b. Interpréter les limite X—ra0
C) admet B imites précédentes :
g. I)l Drezser[;ed:a:;:emo" (Oy) en —oo et admet y=
f)=e*-(1+ ,,’3‘;_‘32"‘“'[0:: de fet repré;‘:e‘:ﬂ en +,

X i = —xeX sa courbe (c) :
f'(x) 0
f(x)

+a0

’”/i\h.o

(C) N(Ox) si [(x)=0 =>x+1=0 = x=-1 et (C) N(Oy) f(
y) : 1(0)=1.

T~

ty=0 '

)

b.C *ai i imi
alculer I’aire A du domaine plan dé limité par (C), ’axe des abscisses et les droites d’équations respectives x=—1 et x=0
=—l1elX H

A’ff,(l +x)e*dx?
Utili i -ati Cfu'(x)=e™ u(x) = —e™*
:ons une intégration par parties '[v(x) il [v’((x)) - le
A=[_ (1 +x)e"dx = [-(x+ e + j_ol e*dx = [-(x+1e™]2, - [e*)° =-1-1+e=e-2
3. Soit f,, la fonction définie sur R par : f,(x) =51*—::'-"—l oit n est entier naturel non nul. Montrer que pour tout
xe[-1;0]ona, 0= f. (%) 55:
1<x<0=>0<x+15] S0<x+1<1=20s0+
Par conséquent : 0 < (1 + x)'e* <e= 0= Qﬂ_fll': < % = 0=<f(x) s i
) définie pour tout entier na
donner s
t I’aire A. Donc I,=e—-2
1

x)"<letl< e~¥ <e car (x— e est décroissante}

0 (1+x)"e”” ax;

n
4, Soit la suite (I, turel ne N° par : Iy = f: f,(x)dx = J_, ;
a valeur (on pourra utiliser A .2) :

a. En interprétant graphiquement I

Iy = [ f,00dx = [0, feodx =Ly es
b. Montrer A I'nide d’une intégration par parties que pour tout entier naturel n€ N = 5
n
L= 11:.‘-01(1 + x)"e ¥dx ? ‘
- (x) = (A +x)" u(x) = — + 1)
Utilisons une intégration par parties :[:(S;L e("‘ ) {v'((x)) =n: :e (_’: )
= 1 1 0
=20, = Tl:‘(;\_}; [(x + 1)n+le-x](il o+ :‘_:_;If'(x +1)"e "dx) s 1-1"! (I_'_;? + ;‘_JJ’_‘(,‘ + 1) e dx)
_ .1 1 0 1 n+1gX dx = 1 + 0 (l+x)"”a‘ = 1 55
TR + (n+1)n! I—l(x +1) ) (n+1)! -1 (n+1)! m+1)! n+1
1 - — —
= 1,= (',Tn'. +1 = [pe1 = Iy )l
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5.50it la suite (U,) définic pour tout entier naturel n € j* par:uU, = Z-l-
k!

a. Montrer que pour tout ne N*

par:l, =e-uy,: e

On a pour tout entier Naturelne N°, [, ., = . 5 i alors :

1 (n+1)
L=1 - 21

1
l3 - lz - 5.’

1
Iy = I3 = ;‘,

e

=1, - ol

Ph=h-U,-2)=¢-2 “Uht2 s ,=e-y,
b.Démontrer que pour tout n e N*;

e
0 <1, <— _En déduire lim I, :
n! N4
De la question 3

» O & pour tout x & [—1; 0] on a,

0<h <D= 0< [’ f(dxs [ 2ax
20<L<=x%=o0<), <2 '
! n!

. e
lim I, = 0 car lim — = 0
n—+4a n—+x !l
¢.En déduire lim U, :
. . = 4o
J—l-l;an“ = nl_l.ﬁ(e—l,,) =e—-0=e.
Exercice N°3 :

On considére 1a fonction f définie sur R
;5.

1.a.Vérfier que f est impaire et que xlim f(x) =
-—00

.
par: f(x)= e—;‘-;l - Soit (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé

—c0. En déduire xl_i_l&f(x) :
-2x 2x 2x

e -1 1-e e*—1
e g T 1

N . e -1 . eX(e¥—e- . P e _
l_l-ll'if(x) =xl_1.r_r:° T ~-”]_1‘1_:3b 7o = lim —(e* - e )—6( ) = —ao,

K=
lim f(x) = lim f(—x) = lim —f(x) = - lim f(x) = — (+2) = +o
K=o X= X440 X—+x

) . .
b.Calculer lim = et interpréter garphiquement.

X—+a
———.-*e‘(ex = c-x] X x -x X
i r(x) i be* = li ( S——)(e —¢ ): i ( S.)( —--1—)=+ b

xlj"ﬂ T = :J-E:r—_x— B xl-lal;l:o 6 X ex xl-l-ﬂ —— b4 _ ex = +eo.
(C) admet BP de dircction (Oy) en +oo,
¢. Dresser le tableau de variation de f :

1 2e*xe*—e*x(e™*—-1) 1 eX4fer 1 cz"+1>0
f'()()zgx o2x =Ex 2 —Ex ex
x -0 +o0
f'(x) 1
f(x) L

| —w/ I

d. Montrer que Péquation f(x)= x admet dans R trois solutions dont I'une a vérifie 2,8<a<29:
f(.x)= x & f(x)— x = 0 & g(x) =0 avec g(;c) =f(x)— x.
1, e 1 e -peX+1
% =f = - —_— 1 = - X —
x)=f(x)-1=-x = 5 =
egz"—6e‘+1 =0=:.)(2—6)(+1=(Ilavecx=§e";A==36--.1=32=”(1 =‘3+2\/’2" etX, =3—2VZ
= X, =|n(3 + Zﬁ) et X, =In(3 - 2@.

2 8+ 6V2 e 0
(3+2v2) -1 16+12v2 VZ) = ~In(3 +2VZ) ~ -0,8 <
3 cos - +2V2) = —— l'l(3 +2
v, = g(In(3 +2v2)) = T eG@r2va) In(3 +2v2) 63+ 2v2) 9+ 6v2
La fonction g est impaire car g(—x) = —g(x).
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y = 8(In(3 - 2¥2)) = ~g(~In(3 - 22)) = —s(ln( 2 )) =—g(3+2V2)=0,8>0

o= lim [ - o
N X .ﬁf SNer xet 6) = }_l.l]lr—(-— - 6) = 4o X (+x) = +=.
Comme g est impaire alors lim g(x) = —« xoxe
X~ - }
X2 0 X1 u 4o
0 e 0 +
Yz
< .
0 i
l. \ Y1 ~ I ]

O
«g(0)=0.
« g est conlinue et strictement croissante s : .
a€ ([x3; +[) = telle que g(x) =0. ur [x;; +oo[et glxy; +90[) = [yx; +ool- O€lyu:
Or g(2,8)<0 et £(2,9)>0 alors d’aprés le théoréme de la valeur intermédiaire 2,8 < a <2,9.

] alors il existe un unique réel

+oo[ alors il existe un unique réel

« g est continue et strictement croissante sur ]—o0; X;] et g(J—o2; X;]) = J—co; y;). 0€]—00: ¥
’ - ; Yzi- =0, Y2

pel-o; x;) telle que g(x) =0.

0(; )gi-:ipr?x;t =g(-23)<0 a:lors d’aprés le théoréme de la valeur intermédiaire =2,9 < B < -2,8.

g o x.r ons | équntifm fgx)= x admet dans R trois solutions dont 'une a vérifie 2,8 < a <2,9.
. a. Montrer que ré'nllse une bijection de R sur un intervalle J que déterminera.

La fonction [ est continue et strictement croissante, donc elle réalise une bijection

; 2
b. Vérifier que pour tout réel x : (f))" - (f‘(:!c))2 = -—% . En déduire I’expression de (1) (x):

. 2 e 2 ¥ z e2xp1\?  edt-2ety1-etr-2eP- _4e?®
o — ' = (52 - (G ==ren ==
(o)’ - (P e)” = ~1eox? - (@) =-5= () =%+ = () = =
> P (x) = 3VOxF +1

1 3

1
f-1) == - —_—
A =FEiey) ~ Tyawres Vo0 Tl

de R sur I'intervalle J=R.

(F7 ) = -
Donc ¥xe R ; (1) (x) o '
Ay :
= dt en fonction de f (x):

¢. Soit x un réel quelconque. Exprimer Pintégrale 1(x ﬂ%
¥e-100)=f1(x)-0= F1(x).

=, J;‘fz:?d’ = [y (de= (1O ﬂ‘g\

Donc I(x)= F1(x). - @

3. Soit r la rotation de centre O et d’:zle“{;‘g{ﬂ& tout point M(x ;y) on note r(M)=M’ et r((C)) =( C1)

a. Donner |’expression complexe de 15rotittioh rpuis écrire les coordonnées x'ety’ de M: en fonction de x ety :
V, done P'expression complexeder: p0=¢elz-0)=22 =iz

Soit M(I) et M,(z‘)a avec Z =x+iy et z’ —T‘ x'Fy
x =Y

=2 =i(x + iy) = XY= —y+xi = {Y' - x
st la courbe représentative de la fonction h définie sur R par: h(x)=In(-3x + Vox+1):

b. Montrer que ( C1) €
+6xY-1=000Y= e

Mx sy) € (C) & M'(x” ¥") & C1) ; . . _
et o el ey — 1= —6xe’ e + ex'e’ —1=0eY?

M(x ;y) € (C) & Y= f(x) Y= ox
V+i= Y;

6eY
=-3x'+ Jox):+4 etY; = —3x - JIx):+4 (rejetée)
3x’ + 92+ 1) ey= h(x).

AT =(3x)? +4 = 9(x ,
A4 ey =In(o

Y, = -3x +/9(x)V +4< et =-3
Donc vxe R ; h(x)=ln(-3x + Vox+1)
tout réel x s h(=x) =

£-1(x). On note (C)la courbe représentative de £~ dans le repére précédent :

¢. Montrer que pour ( i
h(—x) = In(—3x + VIx* + 1) =In(3x + V9% :
( (o) 1 (3 VoTTD) — 1
f(h(-x)) = r(ln (3x +J9x% + 1)) = 6e"‘(3’" foxi+1) 6(3x + Tont 1)
L P UL 6vOxZT+1) _

9x? +6x\/9x2+1+9x’+1—1 1t Ex i
- 18x + 6Y9x2 +1 1% + 6VIxT + 1 18x + 6V9x° 1
f(h(—x)) =x= h(—x) = £ (x)-
Done vxe R ; h(—x) = F1(x).
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4. a, Montrer que (¢ ———-2Ur 1 année scolaire 2019-202¢
e(C , née scolaire 20192020
f(x)=x e f(x;l__ x(=)oﬂaff.-3 zt:acouépeln:]en deux points autres que Porigine :
b. Construire da . Pres 1.d, les courbes (C) et (¢ ;
nsle m s - ) se coupent en de e
deux courbes (@ est Je “::1;::?:;? ltsé courbes (C) et (C*) ¢y calculer eL fonctionl:j):[:]::::isr:j: [:Izlll;_es que origine.
. m
* (C) admet Bp de dir 1qué en 1.d); in

Ie“c‘::'c;n (0%) en +oo alors (C*) admet BP de direction (Ox) en 4=,
car f(—x) = =f(x) alors (C) admet BP de direction (Oy) en

e plan délimité par ces
* La fonction g estim
direction (Ox) en —

T, par conséquent (C') admet Bp de

-------

Soit A I'nire demandée. | O TR YR -
fo (x - f(x))dx = fu“(x-eﬁ—:-)dx=J';(x—%(ex_e—x))dx= Exz*i(@f":i“z‘i(e“*-e'“—l).
f'

Donc A = 4_[':()( = f(x))dx (ua) =(2az - ;(eu e %)

)(un).
Exercice N°4 : \

Dans le plan orienté, on considére un triangle équilatéral direct ABC de centre G et de coté a (a>0). 1, J, K et L sont les
milieux respectifs des segments [BC], [AC],[AB] et [A1] et D est le symétrique de I par rapport a J.

1. Faire une figure illustrant les données précédentes que I’on complétera au fur e t A mesure :

2. a. Montrer qu’il existe une unique rotation r;qui transforme Ben Cetlen J :

On a BI=C)= ; #0 et BI = CJ, donc il existe une unique rotation ry : I?:lc
b. Detérminer r; (K) et déterminer le centre et un angle de r, :
Le centre de ry est le point G car med[BC]Nmed(1]]= {G).
—_— —— 2
“Un angle de ry est (GB;GC) = = [2m]
GK = GI ,
— _—— _2n
r(K) =lear (GK;ED == [2m) .
3. Soit r; 1a rotation de centre K et d’angle -
a. Detérminer r;[(IB=) :.El;‘z(l) i l i = ki
= ¢! w7 b
r;(B) = lcar {(ﬁﬁ) =2(2n] et r(I) = J car (KI; Kj) = 2 (2n]
b. En déduire r;(C) :

B—1 i apport A [ alors sont image est le symétrique de I par rapport a J, donc
ry: |l A" Comme C est le symétrique de B par rappor B

:zEIC)Mj:?t.rer qu’il existe un unique antidéplacement f du plan qui transforme Ben Cetlen J :

. . |IB=C
On a BI=CJ= 2 #0, donc il existe un unique antidéplacement f: ||| ]

b. Montrer que f est une symétrie glissante et donner sa forme réduite :
f est une symétrie glissante car med[BC] =med[1]].
¢duite de 1 )
Ft:l:xeer(;; ‘;lp:sse par le milieu de [BC] est celui de [1]]. Done (1J) est axe de f. .

= 3 = = =T
+ On pose [ =50t = 1508y alors f (B)=C & tios(B) =C & tg(E)=Ced=EC=1]
D’oi la forme réduite de f: f = s 0t5; = toOSap

‘ -1,
éri nsformation g = for; ™" : . ‘ ,
= Cﬁfﬁﬂe"_-’::é" l&::’:ucul car c’est la composée d’un antidéplncement f et d’un déplacement " ".
: e:z';m ?:!t'l"‘?(:) = f(B) = C, donc g est une réflexion d’axe passant par C.
L g = l =

= —— S = 2"056962-418]3182-}33186&{‘
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=], donc g est une réflexion d’axe passant par J .

*8ld) =for,"1()) =
D’ou g = Seep
5. On considére Ia transfo
a. Caractériser ¢ :
G est une rotation d’angle =* +I=
« (Ko g_ 3 = T, donc o est symétrie centrale.
o Mon[zrcrl irvz1([) =].Donco=s5, car L = J¥K
. ues ’ \
NS “qSL(MF;f'H a:l(l)g:s(lr:ladmr’(;l;en(;\dl\fl’) Passe par un point fixe que I’on déterminera :
gl ya S€ par un point fixe L, centre de la symétri -
[ o q quadrilatére AMIM?’ est un paraliélogramme : yme s

_ = AMIM’
L= &l est un paraliélogramme, car les diagonales du quadrilatére AMIM’ ont méme milieu L.

6. Pour tout point M du
Plan, on pose r; (M) = M, et r, (M) = i
: =M,. i i
el o ey o |;an1g|e (ﬁ(—d )MK 2 Déterminer I’ensemble I des points M du plan pour lesquels
MG; MK) = (MG: HK) :
( ) = (MG; M) + (WM; M) + (MM;; MK) = — 4 704 (o] = ™ 4 e{m] = (IG; i) (n]
=M appartient au cercle cj i i 2 ’ ° |
cle circonscrit au triangle IGK.
Donc I est le cercle circonserit au triangle IGK.

rmation O=r20r; et on pose o(M)=M>,

Oe

Bac 2015 session normale
Enoncé

Exercice N°1 :

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (0; 1; V).

1. On pose P(z)=z® — (11 + 6i)z? + (28 + 38i)z — 12 — 60i ol z un nombre complexe.

a. Calculer P(3) et déterminer les nombres a et b tels que pour tout zeC : P(z) = (z — 3)(z* +az +b).

b. Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation P(z)=0.

c. Soient les points A , B et C images des solutions de P'équation P(z)=0 avec Im(z,) < Im(zg) <Im(z¢). Calculer I’affixe du
point G barycentre du systéme {(A; 2), (B; -2), (G 2)} et placer les points A, B, C et G. '
2. Pour tout réel différent de 2, on définit ’application f, du plan P dans lui-méme qui 4 tout point M du plan associe le point
M’ tel que : MM’ = 2MA — 2MB + (3 — K)MC. .

a. Pour quelles valeurs de k I’application fy est une translation? Déterminer alors son vecteur.

b. On suppose que ke R\(2Z; 3). Montrer que fi admet un unique point invariant Q, . Reconnaitre alors fy et donner ses
éléments caractéristiques en fonction de k.

c. Déterminer et construire le lieu géométrique des points £y ¢
d. Pour k=1. Déterminer et construire le lieu géométrique du point
cercle I' de centre G passant par C.

3. Pour tout peint M du plan on pose @(M)=2MA?
réel.

a. Discuter suivant les valeurs de m, la nature de [y, .
b. Déterminer et construire I'y, pour m=10.

lorsque k décrit R\(2;3}. Reconnaitre alors (1. _
R centre de gravité du triangle AMM’ lors que M décrit le

- 2MB?+ 2MC? et T, I'ensemble des points M tels que @(M)=m, ol m estun
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Exercice N°2 : ' ‘

Dans le plan orienté on considére un rectangle direct ABCD tel que AB=a et AD=2a (a>0). Soient 1, J, K et L les milieux
respectifs des segments [AB], [BC], [CD] et [DA]. Soit O le centre de ABCD,

1. a. Faire une figure illustrant les données précédentes.

b. Montrer qu’il existe une unique rotation r qui transforme B e n C et J en D. Préciser le centre et un angle der.

2. a. Montrer qu’il existe un unique antidéplacement g qui transformelen Cet Aen K.

b. Montrer que g est une symétrie glissante et vérifie r que g=t;z0S,p .

c. Déterminer une droite A telle que tgz = 550545 . En déduire la forme réduite de g (on pourra remarquer que

tic = tigotge )

3. a. Montrer qu’il existe unique similitude directe s qui transforme A en C et B en L. Déterminer I’angle et le rapport de s.
Déterminer ’angle et le rapport de s, Montrer que s(J) = B.

b. Soient I'y le cercle de centre A passant par B et I'; le cercle de centre C passant par L. Justifier que s(Fy) =T,
4. On désigne par P le centre de s.

a. Montrer que P est situé surles cercles I'y et I';. Préciser P.

b. Vérifier que P est le symétrique de L par rapport a (AC).

c. Soit E le symétrique de L par rapport a D. Vérifier que P est sur la droite (BE).

5. a. Soit R le symétrique de L par rapport a J. Montrer que s(L)=R.

b. Soit M un point de I distinct de P. On note s(M)=M’ et s(M’)=M". Montrer que :

i. La droite (MM’) passe par un point fixe que I'on précisera.

ii. Le triangle MM’'M" est rectangle isocéle.

6. Soit I' Ia parabole de foyer L et de directrice (BC).

a. Montrer que I' passe par A,OetD.

b. Préciser la tangente & " en A et tracer I,

c. Déterminer et construire le foyer et la directrice de I"=s(').

Exercice N°3 :

Soit f 1a fonction définie sur par f(x) = 1_:? et soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé.

1.a. Justifier que x]_l.l’_ll f(x) =1et xl_x.ﬂ f(x) = 0. Interpréter graphiquement.

b. Dresser le tableau de variation de f. )

¢. Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle J que 1’on déterminera. Donner I’expression de sa réciproque
f-1(x). On note (C’) la courbe de f~! dans le méme repére.

2. a. Vérifier que le point Q(O; i) est un centre de symétrie de la courbe (C).

b. Montrer que les courbes (C) et (C’) se coupent en un seul point d’abscisse a telle que 0,4 < a <0,5.

¢. Tracer les courbes(C) et (C°).

d. Calculer, en fonction de a, I'aire A du domaine plan limité par les courbes (C) et (C), et les axes des coordonnées (On
pourra remarquer que S

=)
1+e* e +1
3. Pour tout entier naturel né N* on pose [, = j': f7(x)dx (o0t « le réel trouvé en 2.b).
a. Justifier que 1, = a + In(Za).
b. Vérifier que pour tout réel x : f(x)=F%(x) — F(x).

c. Montrer que pour tout ne N:lhy—lh=3 a =)
d. Montrer que la suite (1,,) est décroissante et positive. Que peut-on en déduire ?

Sl P 2 En déduire lim I,.
n-++o

4.a. Montrer que pour toutn € N%; «

2n - ;
-1, 1 ' 1, . l)
c.Montrerquel, = a+ In(Za) + ZE(u = —2-;) .En déduire ..I-ioﬂZﬁ(a ~ %)
k=1 p
Exercice N4 3x3-12x%+19x-10

1. On considére Ia fonction numérique g dé finie sur R par: B3 _ax?sox
3 = (l-l)!nx"ﬂ:xfc!
a. Déterminer a, b et ¢ tels que pour tout x de R : g(x)= X(xi—4xs5)

b. Etudier le signe de g(x) sur R".

2_4x+5 .
2. On considére la fonction numérique dé finie sur R' par : f(x)= 31-—3+ln(’-—5:—) et soit (C) sa courbe représentative dans un

xz

repére orthonormé. )

a.Calculer ling f(x), interpréter garphiquement.
b Sl

b. Calculer llnf(x) et “]_i'l_‘l‘; f(x). . ‘ den

c. Montrer élne (C) admet deux asymptotes dont I"une, notée D est oblique. Etudier la position relative de (C) etde D.

eri i : bleau de variation de f.
3. a. Vérifier que f(x)= g(x) oll g est Ia fonction définie en 1) et dresser le ta i ) "
b. Démontrerqque I’équation f(x)=0 admet une unique solution a dont on donnera un encadrement d amplitude 5x 10

¢. Construire (C).
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4. On sc propose dans cette question de calculer I'aire S du domaine dé limité par la courbe et les droites d

'équations respectives
=3x=3 ; x=3 et x=2+/3.
2
a. Vérifie : e = o T
rque pour tout réel x ona : S WP 2 (1 e H(,‘_z]z)'
b. Calculer A = [2*/3 _2x-4

3 x2-ax+8

V3 1
¢. En + [ . E]' = 2+ e
posant x=2+tant pour tout t €|0; 2 calculer B ja VIR dx.

d. En utilisant une intégration par parties, calculer J = f:”fjln(x2 —4x+ 5)dx et K= ijhﬁln(x)dx. En déduire le calcul de
I'aire S exprimée en unité d’aire.

Solution
Exercice N°1 :

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (0; G; V).

1. On pose P(z)=z* — (11 + 6i)z? + (28 + 38i)z — 12 — 60i ol z un nombre complexe.

a. Calculer P(3) et déterminer les nombres a et b tels que pour tout zeC : P(z) = (z~3)(z* +az + b):
P(3)=3° —.(11+6i)x32 + (28 +38i) x 3 — 12 — 60i = 27 — 99 — 54i + 84 + 114i — 12 - 60i = 0.

' 1 | -11-6i 28+38i -12 - 60i
(3F 1 3 —-24 — 18i 12 + 60i
1 | -8-6i 4 +20i 0

Dol P(2z) == (z — 3)(z% — (8 + 6i)z + 4 + 20i)

b. Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes, ’équation P(z)=0.

P(z) = 0= (z—-3)(z* - (B +6i)z+ 4 + 20i) = 0 = soitz — 3 = 0 = z=3 soitz? — (8 + 6i)z + 4 + 20i = 0.

A =(—(4+30)) —4-20i=16-9+24i~4-20i=3+4i=2+i)?22= 4+3i+2+i=6+4iou

2=4+3i-2-i=2+2i

Donc Iensemble des solutions de I’équation P(z)=0 est {3; 6 + 4i; 2 + 2i}.

c. Soient les points A, B et C images des solutions de I’équation P(z)=0 avec Im(z,)< Im(zg) <Im(zc). Calculer I’affixe du point

G barycentre du systéme {(A; 2), (B; —2), (C; 2)]} et placer les points A, B,Cet G :

Z2a=3:;2c=2+2ietzc=6+4i.
22p-22p+22¢ _ 2x3-2(2+20)+2(6+41)

Zg = 2 = 2

-

[£ e

=7+ 2i.

b |
I

P e e 2

.

2. Pour tout réel différent de 2, on déﬁnit P’application fy du pl;m P dans lui-méme qui & tout point M du plan associe le point
M’ tel que : MM’ = 2MA — 2MBE + (3 — k)MC.

a. Pour quelles valeurs de k 1’application fy est une translation ? Déterminer alors son vecteur :

f, est une translation ssi le vecteur MM’ est constant 2 -2 +3-k=0&k=3.

MM’ = 2MA — 2MB = 2BA car k=3.

b. On suppose que ke R \{2; 3}. Montrer que f, admet un unique point invariant Q,. Reconnaitre alors f et donner ses
éléments caractéristiques en fonction de k :

Si k #3, alors le systeme {(A; 2), (B; =2), (C; (3 — k))} admet un barycentre Gy, . . -

MM’ = 2MA — 2MB + (3 - K)MC = MM’ = (3 — K)MGy = MGy + GM’ = (3 — IOMGy, = G M’ = (k = 2)GM.

ke R \{2;3), alors M est invariant ssiM’ = M = GM = (k - Z)le\i 2(k-2)GM =0=2M =Gy .
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Donc f,, admet un point invaraiant Gy = bar{(A;2),(B; -2), (C. (3 - k))}.
M) =M of, = hg, k-2)
¢. Déterminer et construire le licu géométrique des points 2, lorsque k décrit R \(2;3}). Reconnaitre alors ,:
204A - 2Q,B + (3 - K)O,C = Ge(3 — KO, C = ~2BA (3 - K)CO, = 2BA«s cn, = ;f-;m‘ ;
D’ou £y, appartient la paralléle A (AB) passant par C, c’est Ia droite (CG);
fh est 'abscisse de (), dans le repére (C; BA) ;
2
G-
Lorsque k décrit R \(2; 3} alors ;—f-; décrit R \{0)

On pose g(k) = 3—3—“ =g(x) =

X = 3 +x0
(x) + +
r_g (x)

B +oo 0

S

0 -

Donce Q, décrit (CG)\ {C; D} avec D vérifie CD = 2BA (Destles
Q, vérifie CQ, = J—E;FA’ =BA = (), =G,

d. Pour k=1 ; déterminer et construire le lieu géométrique du point R centre de gravité du triangle AMM"’ lorsque M décrit le
cercle I" de centre G passant parC:

Pour k=lona:f, = hi-1) =Sg=M =5, (M)

MelrsMer =(GA) est une médiane du triangle AMM?” et par conséquent R est fixe : AR = ;E:
3. Pour tout point M du

plan on pose (M) = 2MA? - 2MB? + 2MC? et T, ’ensemble des points M tels que ¢(M)=m, ol m est
un réel,

ymétrique de C par rapport a G).

a. Discuter suivant les valeurs de m la nature de I',,, :

2MA? - 2MB? + 2MC? = 2MG? + ®(G)

@(G) = 2GA* - 2GB? + 2GC? »

GA? = (7 - 3)? + (2 - 0)? =203GB* = (7 - 2)* 4+ (2 - 2)2 =25;6GC=(7-6)*+(2-4)* =5.
¢(G) = 2GA? - 2GB? + 2G(? =2ZX20-2x25+2x5=40-50+10=0

ME T, =0(M)=me2MG? = mesMG? =3

*Si m=0 alors <=MG? = 0=MG =0 M = G — INp = {G};
*Sim< Oalors Iy, = @.
. _ [m _
*Sim> 0 alors <=MG = J:ﬁl"m = C(G; ,_:_)
b. Déterminer et construire yo:
ME =T = C(gy5) Or GC = V5. Dot [y =T,

Exercice N°2 :

i s

Dans le plan orienté on considére un rectangle direct ABCD tel que AB=a et AD=2a (a>0). Soient I, J,
respectifs des segments [AB], [BC], [CD] et [DA]. Soit O le centre de ABCD.

1. a. Faire une figure illustrant les données précédentes :

K et L les milieux
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b. Montrer qu’il existe une unique rotation r qui transforme B en C et J en D. Préciser le centre et un angle der :
On a BJ=CD 0 et B + CD, donc il existe une unique rotation r : |? _+I§;
e

*Le centre de r est L car med[BC]N med([JD] = {L}.

"Un angle de r est (Bj; CD) = (AD; CD) = (DA; DC) = 2]
s - 2
2. a. Montrer qu’il existe un unique antidéplacement g qui transformeTen Cet Aen K :

On a IA=CK #0, donc il existe un unique antidéplacement g: |l ik

A-K
b. Montrer que g est une symétrie glissante et

vérifie r que g=t;z0s,p :
Comme med[IC] + med[AK] alors g est une symétrie glissante.
tEOSAB

est un antidéplacement car c’est la composée d’un déplacement avec un antidéplacement.
ticosas(l) = trz(l) = C et g(A)=t;z0s,5(A) = t:=(A) = K

Comme tc0S,p : |}‘: K et d’aprés Punicité d’un antidéplacement alors g=tiz0S,p.

¢. Déterminer une droite A telle que t5e
t5c(B) = 5,08,5(B) = C =5,(B) = A = med[BC] = A = (LJ). D’oll tgz = 51,054,

g=trc'0SAB =B= tiﬁot‘BT:‘OSAB = tl—B'OSL’OSABOS,\g = tl_B'osLl

D’oii 1a forme réduite de g : g= t;50Sy; (car IB est un vecteur directeur de I’axe (LJY).

3. a. Montrer qu’il existe une unique similitude directe s qui transforme A en C et B en L. Déterminer I’

= 8,05, . En déduire Ia forme réduite de g (on pourra remarquer que ti = tjz0tg: )

angle et le rapport de s.
Déterminer ’angle et le rapport de s. Montrer que s(J)=B :

On a A #B ¢t C #L, donc il existe une unique similitude directe s : I’; : E
e Sm— ol il — em—- 3
*Un angle de s est (AB;CL) = (DC;CL) = (CD;CL) -t = E = _T‘[ZT[]

1
*Le rapport des : Rc'% . f-!l; = cos(3) =42,
A—-C

s : |B = L comme le triabgle ABJ est direct, rectangle isocéle en B alors le triabgle CLJ’ est direct, rectangle isocéle en s(B)=L.

=V
Or le triangle CLB est direct, rectangle isoctle en L. D’o0 s(J) = B.
b. Soient 'y le cercle de centre A passant par Bet['; le cercle de centre C passant par L. Justifier que s(I'y) =T, :
I, estle cercle de centre A passant par B, alors s(I'y) estle cercle de centre C passant par L. Do s(I',) = I';.
4. On désigne par P le centre de s.

a. Montrer que P est situé sur les cercles 'y et T',. Préciser P.

S: 'E . i” (Fﬁ. ﬁ:) = _JT“[ZTT] = z(p_ﬁ;ﬁ) = _.1?1:[2“]= z(ﬁ;ﬁ‘) = E [2m]= 2(F§;ﬁ) = (ﬁ;ﬁ)[hﬂ
—

D’ou P est situé sur le cercles I'y. . . B ] o o
g [T Py (PA;PC) = —-3::5[21'!] = 2(PA; PC) = —-21[211]=:a 2(PA; PC) =  (2n]= 2(PA; PC) = (AB; AL)(2n]
D!oi?l;'*egt situé sur le cercle I'y. Comme Pe Ty et s(I'y) = I'; alors s(P) =P e T,.
lusion : P est situé surles cercles [y et T'5. )
g(::: Il’lis:ltersection de I'; et ['; autre que L car L=s(B). (L ne peut pas étre le centre de s)
b. Vérifier que P est le symétrique de L par rapport a (AC) :
Pel, = AP = AL = A € med[PL]| = (AC) = med[PL).
P er==CP=CL=>CEmed[PL]
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D’0d P est le symétrique de 1, pay - -
c. Soit E le Symétrique g # PPOTt & (AC)

e L par rapport 4 p Vérifier i
s e ’ que P est situé sur |a droite (BE) ;
(PB; PE) = (PB; PL) + (PL:PE) s _3m 1 yy

LS ——
; . —-4—+i((2l,:(38)[21t}-—-—EE--E
D’oi P est situé sur |5 droite (BE). i
5. a. Soit R le symét
y Ar:]lée de L par rapporf 4 J. Montrer que s(L)=R ;

. S L = B - Foo Eae
Soits(L)=L". s =ik Ia similitude s conserve Iy configuration,

L-L

ctomme ABJL est un carré direct, alors CLBL’ est un carré
direct D’on s(L)=R.
b. Soit M un point ge

1 distinet ge p, On note $(M)=M" ¢t s(M”)=Mm""

. . Montrer que :
S€ par un point fixe que I’on précisers !

)= 2('5“: ?) * 2(LP; LM') = (AM; AF) + (CP: cW).
-

Comme la similitude conserve les angles o, ientésets: |M M’ alors (m 'A—ﬁ) = (EWI_"' C_P.)
e 3 P-p
=>2(I.M:LM')=(H/[-AI’)+(E—[;-EW)— CM'; CF) + (CP. oW ( )
4 ; } = :CP) + (CP; T™M") = LCMY) = -
D’od ia droite (MM") passe par le point L, ( ) ( ) P s,
*SiM esten L alors Iy droite (MM
Conclusion : Pour tout point M de

C - [y distinet, Ia droie MM [
ii. Le triangle MM'm » est rectangle isocéle, ' ( T ot fxe .

M= M' (MM :M'M") = ___3_1!_[2“]
§: w S 4
M - M MM

o
(MM M) = -"i; + n(2m)

WS S
5 MM X

N 7 L
%

. n

MM~ 7 = COS (2)

(M™; M'M") = 2 [2q)

MM g n

=75 = cos (%)

Vol Le triangle MM "M ' est rectangle isocéle,

6. Soit I' 1a parabole de foyer L et de directrice (RC).
a. Montrer que T passe par A,OetD:

La parabole I de foyer L et de directrice (BC) est I’ensemble des points M tels que Eﬁ = 1o Hestle projeté orthogonal de L sur
(BO).

Les points B, J et C sont les projetés orthogonaux respectifs de A,QetD:
PR=15 Al

oL _
;I-—1=>OEI".

=s:

*25=15 Del.
D’ou I" passe par les points A, O et D.
b. Préciser la tangente & I en A et tiacer I' ;

Comme B est le projeté orthogonal de A sur la directrice (BC),
la droite (AJ).

¢. Déterminer et coustruire le foyer et la directrice de I''=s(T") :

La similitude s conserve Ia configuration. s(L) = R et $((BC)) =(LB) car L =5(B) et B = s(J) puis que J € (BC).
Exercice N°3 .

alors la tangente 4 I" en A est Ia médiatrice du segment [BC|. C’est

! < et soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé.
1+e

l.a. Justifier que lim f(x) = 1 et lim f(x) = 0.Interpréter graphiquement :
ey —4o

1 1 . s _
i = li =-—==1Doiuy=1AHde(C) au voisinage de — .
o 100 = lim =% y

Soit f Ia fonction définie sur par f(x) =

i = |i =—=0.D'ody = 0 AH de(C) au voisinage de + =,
xllTa f(x) xllﬂ 1+e* +w A

b. Dresser le tableau de variation de f :

P(x) =?1-—:-Z%7 < 0 = f est décroissante.
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LPx) | = |

| f(x) | 1

c Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle J que 1'on déterminera. Donner I’expression de sa réciproque
f=1(x). On note (C’) Ia courbe de f~! dans le méme repére :

La fonction f est continue et strictement décroissante alors, elle réalise une bijection de R sur Pintervalle J =]0; 1]
iy =1f(x)

[x=f“(y)
[—1
xeRetye ]0;1] yelo;1[=xeR

=1 X = X=1 - —ﬂ - = 1y
y=rm=yhyer=13ye"=1-y se = = 2= In( ; ) =f"1(y) 1“( )
Doavye J0;1[;f'(y) = In(?).

2, a. Vérifier que le point Q( '1) est un centre de symétrie de la courbe (C) :

Montrons alors que f2x0-x)+f(x)=2x1 7€ *est-d-dire f(—x) + f(x) = 1.

1 e® 1 ‘l+n
f( x) * f(x) 1+e“‘ * 1+e*  1+et + 1+e*

=1
1+e*
D’ou SI(O- ) est un centre de symétrie de la courbe (C).
b. Montrer que les courbes (C) et (C') se coupent en un seul point d’abscisse u telle que 0,4 <« '<0 )5
f(x) =x = f(x) — x = 0. On pose g(x) = f(x) — x =2 g’ (x)=P(x) — 1 =2 g’(x) = m i (1 + (H,-)z) <4

g est continue et strictement décroissante, de plus g(0.4) ~ 0,001 et g(0,5) = —0, 12 alors d’aprés propriété de la valeur
intermédiaire I’équation g(x) = 0 admet une unique solution a telle que 0,4 < a <0,5.

D’ou les courbes (C) et (C') se coupent en un seul point d*abscisse « telle que 0,4 < a <0,5.
c. Tracer les courbes (C) et (C”):

k]

{c?

© \

y=x

(C)

d. Calculer, en fonction de a, Iaire A du domaine plan limité par les courbes (C) et (C’), et les axes des coordonnées (On pourra
-x
remarquer que - :

A =2 [XE0) - x)dx—zj(_,“-x)dx-zf( _,;1—-x)dx——2f(_,“+x)dx

=-2[In(e™ + 1) + Ex=]0 =-2(In(e® +1) - In2 + ;a )=2(In2 - In(e=* + 1) - ;%) = (2In (5

3. Pour tout entier naturel ne N° on pose I, = fou f*(x)dx (ou o le réel trouvé en 2.b).
a. Justifier que I, = a + In(Za) :

= f(x)dx = jo Sdx=- $5 '.L, dx = —[In(e ™™ + 1)]¢ = =In(e™® + 1) + In2.

Orf(@)=u=_—=a=ze"+1= Tu =In(e®+1)= In(e‘“) - In(a) = —a = In(a)
=, ==a+ ln(a) +1In2 = a + In(2a).

b. Vérifier que pour tout réel x : F(x) fz(x) - f(x):

f2(x) —f(x) = (“c.)z ;%: = (1+eg)z (1+e’)2 = nnn' = PIX;
Done P(x)=f(x) = f(x).

¢. Montrer que pour toutne N : 1, = I, = %( T zl") .

o=l = fﬂa fr1(x)dx — f: f“(X)dx=f:(f“+‘ (x) = f*(x))dx. Or on a £(x)=1*(x) — f(x), donc
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,:(ﬁlf_zis_déa;fit“_" S Te—

Pour | annec smla:re ‘01‘) ’0.0

P 0017 () — ()

I Jn"(x)'""(ljdlﬂl =Lign
oy Wige L] . I, [ (x)]8
= ot =l = (@) - 17(0)) = ! (@ - 1), " ke
Donc pour tout ne N* . B =~ 1 1 a® J1 )
* n = = m=c)
)

. jlol"l(l qu‘ l" "'“c I

d ( tl) est df(ll“\‘l“tc el lK)‘“ht Ql.lt ptl.lt onen déd“l'.
na 1 n o

(9] 0 4‘ <a < =2a < _»lﬂtl =, I <. DU"( (I“) est dft‘l O‘S.“nt(

C f
Oommel d(:d) ‘> 0 alors ["(x) > 0 nj Mix)dx > 0 =1, > 0. Donc (1,) est positive.
n peu uire que (1,) est convergente car elle est décrolssnme et minorée

4.a Montrer que pour tout n « N a™l <, < 5a -Endéduire lim 1,

R=4x

La fonction [ est décroissante sur Ralorssi0 < x S as0sx<a=f(a)<f(x)<f0)=2a™'< f(x) < -
S&

= [y a"dx < [ M)dx < [ Ldx=amr <) < &
n = L
D'od Montrer que pour loul neN: a'gi, < i

Comme lim a"*! = |jm &

n=+u st 2N = Oalors lim | 0

N=4+x
n-1

-1
¢ Montrerquel, = q + Z.l_ 1 w1 1
quel, =a+In(2a) + k(a" - i;) .En déduire ..'1'112;(“' - 2—_) :

1 1 =1 k=1
R
2 1 %ﬂ 2

1
L-l ==(a? - —
3 z 2(0 22)
-1 _1( 3 _ 1
] 3 3 a i"i)
...... i

In [“._1— _l(a“ ‘_zn-l)

n-1

1 =1 1
-1 = E(“k_'“') .,—|1+Z ( 2h)=>l,,—u+]l'l(2(!)+ E( —F)

k=1 k=1

Comme lim 1, = Oalors Ii 1(*1)— In(2
me lim I, = aors“_l_lp‘_klka ) =@ n(2a).

Exercice N°4 : s .
1. On considére la fonction numérique g dé finie sur R" par: g(x) = ﬂ—:‘:m_‘—::‘-—m

x—l)(nz-rbnc! ,

a. Déterminer a, b et ¢ tels que pour tout x de R : g(x) = x(x3-4x+5)

3 12 119 [ -10 %
K 3 -9 -10

3 0 9 [10 | 0

a | b c |

(x—1)(3x%-9x+10)
x(x2-4x+5)
b. F.tudier le signe de g(x) sur R" :
ona:x?—4x+5>0 et 3x* —9x+ 10 > 0, donc le signe de g(x) est celunde—

D’ou g(x) =

[ x —) 0 1 +00
| = —_ [ - 0 +

X — 0 + [ t
x-1 - *
E T

xi-4x+3 ive dans un
2. On considére Ia fonction numérique dé finie sur R par : f(x)= 3x—3+ln(—x—,—) et soit (C) sa courbe représentative

repére orthonormé,
a.Calculer Iirg f(x), interpréter garphiquement :
e

x!—4x+5 x’-4x+5
Iin(')u f(x) = Iinol (Bx -3+ ln( 2 »—)) = toocar Ilmln( —— = +oo,
X X~

Dot x=0 AV de (C).
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- b.Calculer lim f(x)et lim f(x):
X=s+x X=—

2
lim f(x) = lim | : X" —4x+5 z_
X_|~+-.¢ f(x) xl_|.+1 (jx_ 3+|n( =2 = Xll,n(:;x_a)_*_ li In (x 4x+5)

X=boo x2

= T @)+ Hm il = i i
i T i M vi ) = im(3x) + lim In(1) = +0 + 0 = 4o,

X=+a
y . x?—4x+5 z-
xl_l‘r_nwf(x) = lim (Bx -3+ ln(—————) = lim(3x-3)+ lim In (x_‘l»_x_.-t-_s)
= x2 X - X—= x?
- - xz
= ’(I_I.EIL(:})() + .'_'.'.'L'“(F),'i'_'i,(:"‘) + xl_i_r_llln(l) == -0+0=-w

c. Montrc:_- que (C) admet deux asymptotes dont I'une,
Comme Ll_.rg f(x) = +o0,alorsx = 0 AV de Q).

. 2 4x+5
lim (F(x) - (3x - 3)) = i oL
|x|'-.“;l,:( () - (3x - 3)) |xI|l—1Ta.~ln ( x2 )
Donc y=3x -3 est AO au voisinage +o et —oo,
x%—4x45
X

fx)-y= f(x)- 3x-3) = In (—,——) On étudie alors le signe de :
—4x+5
o) =255 _ g,

notée D est oblique. Etudier la position relative de (C)etdeD:

x| =+

x2
= lim IH(F) = ',}ILTmln(l) =0

x2-4x+5
-— avec 1,
X

S R T f
T O
d(x) g:_)+ (C)-o- 0 ; f"\\\)
P. relative A | 4 © oV
L [ 0@ oy 3,

3. a. Vérifier que (x)= g(x) ou g est Ia fonction dé finic en 1) et dresser le tableau de variation de f :
(2:—1}:&2—21{:2-4105)
= M (2x-4)x-2{x?-4x+5) ¥} ax¥-12x2419x-10 | (x=1)(3x%-9x+10) _
Fx)=3+ xZ-dxs5 = D x4 x—ax+§5  x3-dxP45x  x(xP-4x+5) ().

Le signe de 1'(x) est le signe de g(x).
0

- . N
'(x) + — o
f(x) +0o || +00

| _{' \ _.

b. Démontrer que ’équation f(x)=0 admet une unique solution « dont on donnera un encadrement d’amplitude 5x 107! :

La fonction f est continue sur R".

« (J0; 1]) = [In2; 4o, alors 1'équation f(x) =0 n’admet pas de solution dans 0; 1].

« f([1; +o0[) = [In2; +oo[, alors I’équation f(x) = 0 n’admet pas de solution dans [1; +oof.

+ f(]—00; 0[) = ]—o0; +oo[, alors I’équation f(x) = C admet une solution a dans ]—co; 0.

D’ou I’équation f(x)=0 admet dans R*une unique solution a.

Comme f(—0,5) = —1,13 < 0, alors P’encadrement -0,5 < a <0 est un encadrement d’amplitude 5x 10~! de a.
c. Construire (C) :
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4. On se propose dans cette question de calculer I’aire S du domaine dé limité par la courbe et les droites d’équations respectives
y=3x—3 ; x=3 et x=2+/3.

2. Vérifier que pour tout réel x on a : 25 —2( .o N )
2 x2—4x+5 x’-—llx+5 1+(x-2)2/ *
2(1+ . x—4 1 )=2(1+ 2x -4 1 )_2 1+x’—4x+5+2x—4-1
Xt —4x+5 1+(x-2)? x2 —4x+5 x?-4x+5/ " x2—4x+5
_2(x2—4x+5+2x—4—1 _ x?—2x \ _ 2x?-4x
—4x+5 - —4x+5/ x*—4x+5
b. Calculer A = -’-2+\F f::sdx
x2—4x+

2+V3  2x-1
A=l pmamdx=Inx? - 4x+ 5)3"¥ = In(4 -4V3 +3-8-4v3 + 5) — In2 = In4 — In2 = In(2).
¢. En posant x=2+tant pour tout t E[O: E]; calculer B =j:+‘rm1wdx

X=2+tant = x—2=tant = dx = (1 + tan®t )dt si x=3 alors tant=1= t=E etx=2 + V3 alors tant=v3 = FE
m

12

2+v3 1 L]
B L e 2)2dx~f£’ ><(1+tant)dt—j,ldt—[t}§=2—5=

d. En utilisant une intégration par parties, calculer J = j“(ln(x —4x + 5)dx et K= 2j2+rln(x)dx. En déduire le calcul de

P’aire S exprimée en unité d’aire :

Caleulons J = [7* In(x? — 4x + 5)dx.
uwix) =1 . {u(x) = -

Utilisons une intégration par parties :{ ) = In(x? — fx+5) vi(x) = _ox-4

XZ—4x+5

_ 2 2443 2+v3 2x%-4x
=] = [xIn(x® — 4x + 5)]5 +f = "de B .
2+3 2+ 2x—-4 2+V3 1
= [xIn(x* - 4x + 5)]2“/_ 2 (I "dx +f x2-4x+5 dx - 3 1+(x-2)2 dx)
24v3  2x-4 243 1
= [xIn(x? — 4x + '5)]2+J~ ~2 ([x ZHF f Xi-4x+5 4:+s 3 1+(x-2)2 dx)

= (2 +V3)In(4) - 3In2 -2 (2 + V3 - 3+ln2—-ﬁ
= (4+2V3)Inz -3In2 -2 (2 +V3 - 3+ln2——ﬁ-
= 4In2 + 2V3In2 - 3In2 — 4 — 2V3 + 6 — 2In2 +E
1L
=(—1+2\f§)ln2—2\/§+2+g
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Bac 2015 session complémentaire
Exercice N°1 ; _E_l']_()_l-l—c-e:

Soit x et y des entier

1. a. Calculer f(§, 3)

b. En déduire les Quation 2x—3y=|

2. _Il"our tout enticr naturel non pose X,, = f(5", 3m), o

:. v:'ouver, suivant les valeurs de n, le reste de
- veontrer que X;0,5 — 5 est divisi i

Sl 201 est divisible par 7,

:.eoplan complcxeaest muni d’un repére orthonormé (0; u; ¥).

n. C:.lpois:: [l:(.z)——-z - (6 + 51)2% + (1 + 20i)z + 14 — Si o z un nombre complexe.

b. o culer P(i) et (!étermmer les nombres a et b tels que pour tout zeC : P(z) = (z — i)(z? + az + b).
- Resoudre dans ’ensemble des nombres complexes, I'équation P(z)=0.

2.0n con.sudére les points A, B et C d’affixe respectives z, = i, 25 = 4 + i et 2. = 2 +3i
Soit s la similitude directe de centre A qui transforme B e:l G o ’
a. Donner Pexpression complexe de s, .
b. Diéterminer le rapport et un

3. & Déterminer puis construir

s relatifs. Op pose f(x,y)=2x- 3y,

solutions dans Z? ge I'é

Ia division euclidienne de X, par 7.

angle de s,

e e les ensembles I', et I; des points du plan définis par :
Mele 73 estimaginaire puret M e e 12_'3 est imaginaire pur,
b. Justifier que s(I,) = r,. e

Jixercice N°3 ;

Dans le‘phm orienté on considére un triangle équilatéral s direct ABC de centre O et de c6té a, (a>0). Soient I, J et K les milieux
respectifs des segments [BC] ; [CA] et [AB].
1. a. Faire une figure illustrant les données précédentes (on prendra (AB) horizontale).

b. Montrer qu’il existe une unique rotation ry qui transforme B en C et J en K. Préciser le centre et un angleder,
¢. Soit la rotation r; qui transforme B en C et K en J. Préciser le ‘centre et un angle der; .

2. a. Soit f=r;or, et g=ror; . Caractériser fet g,

b. Montrer que gof=tgz oil tz est la translation de vecteur BC.

3. a. Montrer qu’il existe une unique similitude directe s qui transforme B en I et C en J. Déterminer I’angle et le rapport de s.
b. Déterminer s(A) et s(O).

¢. Caractériser la composée h=r, 0s.

4. Soit I" ’cllipse de foyers 1 et J passant par C.

a. Montrer que Kel,

b. Construire les sommets de I". Justifier Ia construction.

Exercice N°4:

- x+1
1. Soit la fonction définie sur R par f(x) = o

a. Dresser le tableau de variation de f.

b. Tracer (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé.

2. Soit neN“ et f,,(x) = 9—‘-::—)" . Pour tout x€ IR, on pose F,(x) = fl f,(t)dt.

Montrer a I’aide d’une intégration par parties, que pour tout neN'et pour tout x€ R, F,.,;(x) = (n+1) Fy(x)— f;1(x)
3. Soit I, = F,(0)= f°, f,(D)dt.

a. Vérifier que pour tout neN" ; 1,,; = (n + 1)l __ll-

b. Moutrer que la suite (1,,) est décroissante et positive.

1 o
¢. Montrer que pour toutn € N'; o ET <l,= o .En déduire ,,l_'.'Pwln-

Iy

4. Pour tout neN” ; on pose U,, = i

n
1 -y o Zl
a.Montrerque Uy, = U, — mr1)! -En déduire que U, = e Lk’

n
1
b.Calculer alors "l‘l""‘l‘kz,,m

Exercice N°5 : ]
Soit f Ia fonction ; |
1. Justificr que xLlll;k f(x) =

finie sur |- 1; +oof par : f(x) = xIn(x+1) et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé.
g +c;c: et lim f(x) = +o Interpréter graphiquement.
K= fu
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—1<x20:f(x)<0
Xz 0; f(x)=20
¢. Dresser le tableau de variation de f,

2. a. Tracer la courbe (C).

b. Calculer (x) et justifier que {

2
b. En remarquant que —=x-1 Ftm culculerf —-—dx

¢. En utilisant une mtégrmion par parlles calculer I’

alre A du domaine plan limité par Ia courbe (C), I'axe des abscisses et les
droites d’équations x=0 et x=1.

3. Pour tout entier naturel non nul n on pose : U, f x"In(1 + x)dx.
a. Montrer que écriture précédente définit bien une suite numérique (Uy,). Justifier que U, = E .

In2
b.Montrer que pour toutn N 0<U, <

.En déduire I|m u,

+1°
4. Pour tout n=>0 et pour tout réel x de [0; 1]Jon pose S, (x) =1 - x + x =x¥ 4 XV~ (=X)"
n+1
a. Justifier que S, (x) = l_+x - (1)1 xlﬂ
! (-—1)“ 1 yn+l
a.Montre =1n2 — (—1)n+1 J' .
r que R_Eok‘*'l nZ - (-1) : 1+xdx

- ; In2  (-)™! (= 1)"
b.En utilisant unc intégration par parties, montrer que U, = e In2 - Z

k=0
SBoltV, = bl s o B0
2 3 4 n+1
1 1 yntl 1

< d .
"2(n+2)7 Jy 1+x ey
b.En déduire que lim V, = In2.

n=4mw

¢. Déduire ulilP _(n +1U,,.

Solution

Exercice N°J :

Soit x et y des enticrs relatifs. On pose f(x,y)=2x-3y.

1. a. Calculer (5, 3) :

f(5,3) =2x5 - 3x3 =1. _

b. En déduire les solutions dans Z2 de I’équation 2x—3y=1 :
(5,3) est une solution particuliére de I’équation 2x—3y=1.

Zx5- 3><13 ol =2(x-5)-3(y-3) =o=2(x_5)=3(y-3)=az|3(y—3)
Cz:m_miy?,—et 2 sont premiers entre eux alors d’aprés Gauss, 2 l (y — 3) = il existe un entier relatif k tel que y—3 = 2k
= y=3 + 2k. B
2(:—5) =3(y-3)=22(x-5)=3x2k=>x-5=3k=>x=5+3k
Dou S={(5+3k; 3 + 2k)ol k E)’f}. ——

2. tout entier naturel n on pose X, = 3% .
a 'FI.‘?-::vcr suivant les valeurs de n, le reste de la division euclidienne de X, par 7 :

X, =f(5"3")=2x5"-3x3"

50 =.1(7) 3%=1[7]
51 = 5(7] 3! = 3(7]
52 = 4(7] 3% = 2(7]
53 = 6(7) 33 = 6[7)
54 = 2[7) 3t = 4(7]
55 = 3(7) 35 = 5[7]
5= 1[7] 3¢ = 1[7]
56k = 1(7) 3% = 1(7]
5641 = 5(7] 36k+1 = 3(7]
§6k+2 = 4[7] 3she2 = 2[7]
56k+3 = 6(7) getd = 617
56k+4 = 2(7) 3okt =.4{7]
55%+5 = 3(7] Johs = 57

eSin=6kalors X, =2x5"-3x3"=2x1-3x1[7] = -1[7] = 6[7].
Donc le reste de la division cuclidienne de X, par 7 est 6

*Sin=6k+1 alors X, = 2x5"-3x3"=2x5-3x3[7 = 1[7].

Donc lc reste de la division cuclidienne de X,, par 7 est 1.
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* Si n=6Kk+2 alors x"

Donc le reste de lIa dj
* Si n=6k+3 alors X,

=“2x5"—3x3“52x4—3x2[7]5 2(7).
vision euclidienne de X, par 7 est 2,
=2x5"-3x3“52x6-3x67 = -
Do_nc le reste de 1a division euclidienne de X,, par 7 est I.E ] o)

* Si n=6k+4 alors X, =2x8"-3x3n= 2x2-3x4(7)= -8(7] = 6(7].
Donc le reste de 1n division euclidienne de Xy par 7 est 6.

* Si n=6k+5 alors Xy =2x5"~3x3n = 2x3-3x5(7)= -9(7] = 5(7).
Donc le reste de 1a division euclidienne de X, par 7 est 5.

b. Montrer que X2015 = 5 est divisible par7;

2018 =335 %6+ 5= Je reste de la div
Doil X2015 — 5 est divisible par 7.
Exercice N°2 .

]

=1(7].

ision euclidienne de Xz01s par 7 est S =X,4,5 = 5(7) =Xz015 ~1 = 0[7)

Le plan complexe st muni d’un repére orthonormé (0;u; V).
1. On pose P(z)=z* — (6 + 500z + (1 + 20i)z + 14 — 5i ol z un nombre complexe.

a. Calculer P(i) et déterminer les nombres a et b tels que pour toutzeC: P(z) = (z — i)(z® + az + b):
P(i)=i® - 6+5i)i’-+(1+20i)i+14—5i=-i+6+5i+i—20+1

4-5i=0.
1 -6 — 5i 14200 | 14 - 5i
i [ i | 4-6i | —14+s5i
1 -6 — 4i 5+ 14i | 0

D’ou P(z) = (z — i) (2% — (6+4i)z+5+ 14i)
b. Résoudre dans I’ensemible des nombres complexes, I’équation P(z)=0 :

P(z) = 0= (z - i)(z? —(6+4i)z+5+14i) =0=>soitz—i=0=az=330itz2—(6+4i)z+5+ 14i = 0.
d"—"(—(3+2i))2—5—14i=9—4+12i—5—14i=—2i=(1—-i)2:z= 3+2i+1-i=4+iou
2=3+2i-1+i=2+3j

Donc I’ensemble des solutions de Péquation P(z)=0 est {i;4 +i;2 + 3i}.

2. On considére les points A, B et C d’affixe respectives z, = i,zg = 4 +ietz, = 2 + 3i

Soit s la similitude directe de centre A qui transforme B en C.

a. Donncer Pexpression complexe des :

. 1.
Ze—zp _ 2+43i-1 2420 1 1, __b i b b=14 2
s = A =— = T2 -jletz, = =21= =
Zc—2Zp = a(zg —2,) = a Ip~zp  4+i-i PR " 1_.2.1_511 ii‘ ;n z

M 1 "

D’ou I’expression complexe des : z° = (% + %1) z+;+ 7l

b. Déterminer le rapport et un angledes : . .

. vz ) 1,1y 1 o) = 1 hon

Le rapport des: E + %1|= %\/f =S iunangledes: arg(; + -2-1) = s\rg(2 1+ :)) arg (2) +rg(1+1i) =
3. a. Déterminer puis construire les ensembles Iy et I'; des points du plan définis par :

Mer,e -:%'_I est imaginaire pur :
z-i

= o LE
-~ est imaginaire = tad =L T ;MA) =12
T est imaginaire pur < arg( Z;i i) =§{2n] arg (z_H) = 2(2n) (MB; M ) : (]
BT
D’olr 'y est le cercle de diamétre [AB] privé de B.
M e [y —2= ost imaginaire pur :
z-2-3i
z=i s Z=12, { M=A
z—i . 5 oo z-2-31 P -1 _n . _n
a-z-s St maginaire pur e arg( zz"s') = 5[211] [a"g (z-z-si) =5 [2n] (MC; MA) ;(m)
T2

D’ou I, est le cercle de diamétre [AC] privé de C.
b. Justifier ques(I';) =T, :

; . ig i C.
s:|A AL <. [AB) - [AC] =s transforme le cercle de diamétre [AB] privé de B au cercle de diamétre [AC] privé de
.lB 3 c RS 3 L

D'ot s(I;) =T5.
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Exercice N°3 :

Dans le plan orienté on considére un triangle équilatéral direct ABC de centre O et de cdté a, (a>0). Soient I, J et K les milieux
respectifs des segments [BC] ; [CA] et [AB].

1. a. Faire une figure illustrant les données précédentes (on prendra (AB) horizontale).(voir la construction ci-aprés).

b. Montrer qu’il existe une unique rotation r qui transforme B en C et J en K. Préciser le centre et un angle de ry
ey oy C

On a BJ=CK= ; #0 ¢t B] # CK, donc il existe une unique rotation ry : B

J-K
*Le centre de ry est O car med[BC]Nmed[JK] = {0}.

- 0 __‘- a7 — _-. CA — _|. - L —_ 21:[
Un angle dery est (BJ; CK) = (BC; CA) = (CB;CA) +n = -3 +n=[27]
Donc 1y = r( 2m
-
¢. Soit la rotation r; qui transforme B en C et K en J. Préciser le centre et un angle de r, :
*Le centre de r; est A ear (CK)N(BJ= {A}.

*Un angle de r, est (BK; CJ) = (BA; CA) = (AB;AC) = ;—'[211’]
Done r; = r(A L)
"3

(4]

2. a. Soit f=r, 01, et g=r,or; . Caractériser fetg:
«Caractérisation de f';

2 z .
f est une rotation d’angle -Jﬂ + -;5 = 1 = f est une symétrie centrale,

f(A)=rjor;(A) = r;(A) = B = le centre de f est J, le milieu de [AB].

D’ou f=sg.

* Caractérisation de g :

g ¢st une rotation d’angle 2?" + % = T = g est une symétrie centrale.

g(C)= ryor;(€C) = 1;(A) = A = le centre de g est J, le milieu de [AC].

Do g=s,.

. Montrer que gof=tzz ot tgz est la translation de vecteur BC :

gOf= 508k = tZ.Ki = l'-n-c'

3. a. Montrer qu’il existe une unique similitude directe s qui transforme B en [ et C en J. Déterminer ’angle et le rapport de s :

A . R B-1
On a B #C et I #J, donc il existe une unique similitude directe s: C

=]
*Un angle de s est (ii_é; ﬁ) = (ﬁ:‘: _B-_A.) = E[ZT‘]
. b _3_1
Le rapportdes: == & =l
b. Déterminer s(A) ¢t s(O) :
A—- A
s:|B—1 comme le triangle ABC est équilatéral direct alors le triangle A’1J. D’ot s(A) = K.
C-]

— n OK n 1
Comme (0A; OK) = ;[21:] et — = cos (;) = Enlors s(0)=0.
c¢. Caractériser la composée h=r;0s :
h est Ia composée de deux similitude directes alors c’est une similitude directes.
h=rjos =s os n = =
198 =504 5)%5(0.4:3) = Soudin) = o,
4. Soit T" I'ellipse de foyers | et J passant par C.
a. Montrer que Kel™ :

Mel < M1+ MJ=Cl+ Cl=a, Or KI + KJ = n = Kel.
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b. Construire les sommets de I'. Justifier Ia construction.
* Le centre de T est (2 le milieu de [1]].

* Les sommets sur I’axe non focal sont : C et K car (CK) = med([l]].
* Les sommets sur I’axe focal sont : les deux points d’intersection de (1J) et C(u, ;)

C

— T

§ o)
'
i
H
;
.
'
h
o

.

Exercice N°4 :
1. Soit la fonction définie sur R par f(x) = % .

a. Dresser le tableau de variation de f H
o X —-xeX -
P(x) = e* (:;l)o — oxet

e2Xx X
x+1 x

. ; o _ 1
xl_l.lg.f(x)—xl_l.ﬂ pr =lim —=—=,

x=+oeX 4o

= —a0 X (+uo) = —o,

X

x+1 1 1
lim f(x) = lim —— = lim (x + 1) x lim — = —o0x —
X Eomw €7 Xwmw 0 " xa-geX

o-l-

»

P(x)

f(x)

s . :': S ‘\(\>~)
_w/) \o.r\‘?@

b. Tracer (C) Ia courbe représentative de f dans un repére orthonormé :

f
ji 79
X=-y X

x+1

. x+1 . 1
lim = lim —

X==—x

= lim

X
D’oz (C) admet BP de direction (Oy) au voisinage de —o,
Comme xl_i.rp f(x) = 0,alorsy = 0 de (C) en + .

(C) coupe (Ox) au point (-1 ;0

Pour I’année scolaire 2019-2020

" 1
x—+m XeX X=+m XX X xl-l.lﬂ,(x +1)= F X (—20) = —o0 x (=) = 4+

)- (C) coupe (Oy) au point (0 ;1). )
X v S ,‘- R R !
IR R
| bodiodi ] 4.5 ?
B EETE S5yt et socs oo
] = 7 H . | & % .
LR L DN WO R e
: , . 5
| | R l 5
! : 5 * !
! i ; |
oo
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= (u—l)‘
2, Soit neN" et fa(x) = === . Pour tout xe R, o pose Fn(x)-j‘ f,(t)dt.

Montrer a I’ aflde dtu:tc mtégl(‘il:;m'par parties, que pour tout neN et pour tout xeR, Fy,;(x) = (n+1)Fy(x)— fni1(X)
For1(X) = f n+1(t) I’ ————dt—j L+ 1) a-tgy
ytitisons uae intégration par parties : |:E?) = (t‘t" 1)"” u'(t) = (n+ Dt"
Np- =8 V(t) = "e—'
L=[= —(n+ Dt"et )%, + (n + 1)f et dt = — f,_,(x) + (n+1)Fy(x)

D oﬁ pour tout xcR, l-,H 1(X) = (n+1)F,,(x)— frer(X).
3. Soit I, = Fa(0)= f_ fu(Ddt.==
a. Vérifier que pour ":“ neN" s Ly =+ 1)1, -1:

yxeR, Fuia(x) = 0+ DF(X)= T4 (x) = Fy,1(0) = (0+1)F, (0)~ = (n+ 11, — 1 car f,.1(0)=1
p. Montrer que Ia suite (I,,) est décrolssa':te et posmv)e 2O~ 121 2 losa = (0 ) ¢ +(0)=
On rappelie que VX € [0;1] ;0 < X™*1 < xn < 1,

sl Sl =0<t+1<1=VﬂEN',0<(t+ 1)"' < (t+ 1) = vneN"; OS('—“I')::1
(t+1)"* 0 (ti1

S0 ars 0 a5 0 <1y, <1,
poi la suite (1)) est décroissante et positive :

1
n+ISI"SE .Endéduirenl_i.lpml..:
eOnadunepart: <L, = (n+ 1), -1 sl,,=»m,,+|,—l,,s1=:nl..$1=°1n55-
«Dautre part: 0< Ly 2 0< M+ DI, —121<(n+ 1, > <1,

n+1

1

1
ion:vneN*;, —<I|, <-
Conclusion N*; ks =

(e+1)" 1)
et

¢.Montrer que pour toutn € N-;

llm 5 = lim — =
Comme lim === lim — 0 alors l:m I,=0.

4. Pour wut neN' ; on pose U, = m "

1
a.Montrer que Uyy; = U, - @+ D .En déduire que U, = e — Z% :
! Vi

Iu+1 — ! ==
s = G i~ G D D= D) = = by

1
Done Upiy = Uy —

=20, -U,-( + ok = + +——)
OrUy=2=1 = F1(0)=f f,(Odt = [, 5rdt = J° (t+ 1)etdt
u(t)—t+1 3 v =1
Utilisons une intégration par parties : l ") = e- v(t) = —e~
U= =[-(t+ 1)c"]° +f etdt=[-(t+1)e"']% —[e" ¥ =—1—1+e. 1
1 1 _ . (1 1 L1
ﬁ‘Jn_u1 ( + + + +-—~)-e—1 1- ( +;‘!+"'+—-E)-—e ) ( + + =

. 1
DOl‘Iunze— —
1’

] k!

b.Calculer alors lim Zk'

N=
k=0

1%
nl_l'm U = lim — = lim —X lim I, = 0x0=0.
tx n=txn!  nodon!  n-do
=1

Comme lim U, = 0 alors lim =0
n=4 n=++w kl
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Exercice N°5 :

Soit f 1a fonction définie sur ]-1; +oo[ par : f(x) = xIn(x+1) et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé,

1.Justifier que xlin11+ f(x) = -+ et li+m f(x) = +oo.Interpréter graphiquement :
< A —-— . X=400 _ _ '

xl}_ﬂ_l;l* f(x) = Jim xin(x + 1) = tllp}+(t —1)Int = =1 x (—) = +o0.

Dol x =—1 AV,

Jim f(x) = lim xIn(x + 1) = lim xInx = +00 X (+00) = +c0.
=4 X—=+00 X—++00
D’ou (C) admet une branche infinie au voisinage de +co.

b. Calculer r(x) et justifier que [

-1<x=s0;f'(x) =0

x>0 f'(x)=20 "
f(x) = In(x+1) + ;uli
X -1 0 +c0 |
In(x+1) - 0 +
X -0+
+1
f(x) - 0 +
¢. Dresser le tableau de variation de f.
X -1 0 +00
) -0 +
f(x) 400 +00
\ 0 /

2. a. Tracer Ia courbe (C) :

o f(x) . xln(x+1)
X=+0 X X—+ 00 X

Donc (C) admet BP de direction (Oy) en +0o.

i
/NS, TN RS, 85 : SRR Ui RN, - NUF S
;
1

Bﬁéde.dlrrmoé (OyYen+oo . . _,

= lim In(x + 1) = lim Inx = +c0.
X—+ @ X—+00

i
} ! i

b. E t 'lz—-x~i+~‘— cfl ter {12 ax :
. En remarquant que T P alculer 0 1% X

1 fo |o
[ -1 g -1 | -1
| -1 | -1
b c |
1 x?
0 1+4x 14X,

a
1 1 o X2 1_1 1
""dx:fn (x-1+-—-)dx—[-z——x+ln(x+1)]o-;—1+In2=-;+ln2.

¢. En utilisant une intégration par parties, calculer ’aire A du domaine plan limité par la courbe (C), I’axe des abscisses et les

droites d’équations x=0 et x=1:
A= f; f(x)dx = f; xIn(1 + x)dx.

u(t) =In(1+1t)

- : i rties :
Utilisons une intégration par pa 'v’(t) =t

1
v =L
=3 t+1

v(t) = ';z

A=[Eina 0] -1 Erde=tmz - (=1 mn2) = ua).

270 r+1
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3. Pour tout entier naturel non nul nonpose: U = j" x"In(1 + x)dx
10, = 5

a. Montrer que écriture précédente définit b .

La fonction f,(x) = x"In(1 + X) est le

Donc la suite (U,) est définie. e

fo xIn(1 + x)dx = fo f(x)dx = A =1
4

fen une suite numérique (U,). Justifier que U, = i :

b.Moat - in2
rerque pourtoutne N'; 0< U, < i -En déduire lim U,

Ona:0Sx<1=1<x4 152==»0$lu(:v(+-1)<In2=a()s::"ln(x-i-1)<""|“2
=a0<_|’ x"ln(1+x)dx<f x"In2 dx=0< U, <[‘M"'2 =20<U, S—-
Dok VneN*; 0y, <2

" oaer
Comme li L
o n_l‘il}nn+1'-oalors 1'-'.'+“uu =0

4. Pour tout n20 et pour tout réel x de [0; 1]on pose S (x) =1 —x +x% = X3 + x* — -+ (-%)"

a. Justifier que S, (x) = — — [E5) e Batdd xn+1 :
1+x
_gn+1
sOu rappille que l:—q+¢: +q +..4q" _1 ‘iq pr—
=1 - = 4 _
w e <-.’)‘n:x et SO =104 0T+ (0 (1) =4 (0"
- P ) < I | (-1)"*ixn+1 1 i
1- (—x) 1+x ll+x 14x 1ex n-nl =T:;—( b ‘:“
D'ou §,{x) = — — ( y ) Lo x* )
14x
(— )k 1 yn+1

b. Montrer que = — (—1)n+1 .

e it =I2- (D) j T
(o ) 11— x4 x2% —x3 4 _ ) = 1 pamet

PaslTxvE ot s (0 = -
— —_— 3 —u —_
=J'o (1-x+x x? + x4 e (-x)")dx 0 1+ —dx— (- 1)u+| 5 “x dx
1 1 1 1 (-1)"
=,[x_;xz +\§X3 = _xq +1 x5 — e 2 x"“] = [l“(x+ 1)} - (—1)““_[ o
e Ll o & ‘) - 1
=»n1 SR e g e g (1)“+j' =0
(_l)k 3 "+le. xn+l

k=0

k=0
U, = f; x"In(1 + x)dx.

. . , . Iu(x) =In(1+x) W) =
Utilisons une intégration par parties : V(%) = x" O = x—:;l:

1 1 1 c1xttl

merdo o T a T hedo

n 1 N k
1. gwtd [=5)¢ JA . n+1 )
Or (—1)"+1 =ln2—- ) —— = dx = (-1) In2 -
it _’;1+xdx o knk+1 o 1+X k=ok+1

= n
i T 1 1 fl xI‘N'l dx = 1 _(_1)l'l+l (Inz_Z(-—l)k)
""n+1 n+1),x+1 n+l1 n+l1 v
5.S0itV, =141 Lly..4E0
SoitV, =1 sbs=at P i .
aM Nn. 1 < lE——- S"—‘:
ontrer que pour toutn € 2(.“_2) 0 14x n+2
+ I'l *
ant? *‘ani-l_._._,lq:_l.sl:;ft!.‘—.-dxs li——d

0Sx<121<1+x<2== <-—<1=-—2-—.<_I“ 2= T 0 2 0 Tex

x"+2 11 1x*l xn+2 1.
3 |2
[Z(IM-Z)]oS 0 14x dxs[nﬂ] 2(n+2)s‘f “‘" ""‘2

b.En déduire que lim V, =In2:
n—++c

111 O oD
On peut remarquer que V, = 1 - 3 - L i L+

Page 84 sur 236

) In2 ( )n+1 (_1)]:
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n
(-1 k 1 yn+l 1 yn+1
Or = o b Lk = = (=] n*lj dx
I e In2 — (-1) f 1+xdx = V,=In2-(-1) L T+x
k=0 0
1 n+d 1 1 xuol 1 D i ]' v |n2
Or lim j = is __._-gf dx < ,D’ol lim = .
d ) TExdr=0pusaue s D - L 1+x a2 notoo "

¢. Déduire lim (n + 1)U, :

n—+x

In2 (—1)"” 2 (_l)k i 1
u, = - - + 1)U, = In2 = (-1)™? (In2 - Vp)
W1 n+d ('"z L+ = (n+ DU, ¢ "
=> lim (n+ 1)U, = lim (In2 = (-1)"*" (In2 - V,)) = In2.

=40 f=++00
D'ou 1im U, = In2

n=+0

Bac 2014 session normale
Enoncé

Exercice N°I :
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (0;u; V).

Pour tout nombre complexe z on pose : P(z)=2° + (1 - 2i)z?
1. Calculer P(2i) et déterminer les solutions Z, ; 2, et Z; de I’équat
2. Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé (0; 1; ¥), on considére les points A,

Z, . On pose 2’ =1(z) = ﬁi . On note M et M" les points d’affixes respectives z et Z’.

a. Vérifier qu’une ¢quation cartésienne de la droite (BC) est 2x+1=0. . o
b. Démontrer que si M décrit la droite (BC) privée de B et C, alors M’ est situé sur I’axe des abscisses (On pourra remarquer que

2
2 4y = £ a
z +z+1—(z+2) +3)

3. a. Démontrer que si |z| = 1 alors f(z)= -
cos0—isin®

b. Vérifier que si z=¢'® avec 0 € [-m; u]\[—-z—:— ; z_:_} alors fz) ===

4. a. Démontrer que si M décrit le cercle d’unité privé de B et C, alors M’ est situé sur la courbe I’ d’équation cartésienne x2 +
- JE 2

y: = (2x-1)*.

b. Démontrer que I" est une hyperbole. Déterminer le centre et les sommets puis calculer I’

Construire I dans le repére précédent.

+(1-2i)z-2i
ion P(z)=0 sachant que Im (2o)>Im(z,) > Im(2Z;).
B et C d’affixes respectives Zg ; z, et

excentricité de I'.

Exercice N°2 : .
Soit 1a fonction f définie sur R par f(x) = xe* . Soit (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0;1; ).

1. a. Dresser le tableau de variation de f.

b. Tracer la courbe (C).
c. Vérificr que la fonction f est solution de I’équation différentielle y* -2y +y=0.
d. Calculer Paire du domaine plan limité par la courbe (C), I'axe des abscisses et les droites d’équations x=0 et x=1.

2. On considére la suite numérique (1) définie pour tout entier naturel n=> 1 par I, = (-1)" f: x" e*dx.

a. Montrer que I; = —1.

1 e
o ' i : >1: < B i i i
b.Montrer que pour tout entier natureln 2 1; —— < 1] < —E En déduire lim I,

¢. Montrer, A ’aide d’une intégration par parties, que pour tout entier naturel n=1;
Ipey = (1) e + (0 + DI, .
3 3 K = X
d. En déduire Ic calcul de Pintégrale | = f; L"—M-&)—’dx. Donner la valeur de J sous la forme ae+b ol a et b sont des entiers

xX+1
relatifs.
Exercice N°3 :
1

f(x) = xln(1+—):x> 0

x
f(0)=0
a. Montrer que f est continue 2 droite de zéro (On pourra écrire f(x)= xIn(x+1)—xInx.
b. Etudier Ia dérivabilité de A droite de zéro. Donner unc interprétation graphique.

. 1
c. Montrer que xl_l‘l:’l fx)=1 (on pourra posert = % ).lnterpréter graphiquement.

2. a. Yérificr que '(x) = ﬁ . En déduire le signe de °(x).

b. Dresser le tableau de variation de f.
¢. Construire la courbe de f.

1. On considére Ia fonction numérique définie sur [0; +oo[ par : [

f,(x) = x"In (1 + :—() x>0

rl
fu(0) =0 et A, fo f“(x)dx,

3. Pour tout n= 1, on pose : [
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a. Montrer que ’écriture précédente définit bien un
¢ suite numérique (A;)

b. Montrer que pour tout x€[0; 1 . n-1 - : nl

e 1 [0:1] on a2 0 < x""'f(x) < x"~' ; o f est Ia fonction définie dans la question 1).
¢ Justifierque 0 < A, < 2 _En déduire lim A,

n=4x

4. On pose 1, (a) = fu‘ x"In(x)dx et ],(a) = Ic: x"In(x + 1)dx.
a. A 'aide d’une intégration par parties, exprimer 1, («) en fonction de a et de n
b. Montrer que .!l'sl 1,(a) = W

¢. En utilisant une intégration par parties, montrer que J,,,,(a)= 2z 1 m]
Exercice N°4 :(Les deux ie ’ ; ns2  (n+2)2  ne2'"
Exercice i3 2 cux parties de I’exercice peuvent étre traitées indépendamment).

Partie A
Dans le plan orienté on considé i i
ey e o idére un carré direct ABCD de centre O et de cbté a, (a>0). Soient K et L les milieux respectifs des
1. Faire une figure illustrant les données précédentes.
| = ¥ TP . " .
g. Mcll,n:)r:lequ “.‘-:lmi-t une umqg:e rotation r qui transforme A en B et K en L. Préciser le centre et un angle der.
f. a. Prouver qu’il existe une unique similitude directe f, qui transforme D en L et B en O. Déterminer le rapport et un angle de
In
b. Soit P le centre de Ia similitude f, . Vérifier que le point P est commun aux cercles de diamétres [AB] et [OD], puis le préciser.
Vénﬂell- que P ?st'a.usm le point d’intersection des deux droites(BL) et (AK).
4. a. Soit f; Ia similitude directe qui transforme B en D et O en L. Préciser son angle et son rapport.
rq;. Mgmrer ?uefle centre de la similitude f; est le point P : méme centre de f; .
5. a. Soit h=f,0f; . Montrer que h est une homothétie dont on précis i
al tre est le rapport. En déd d Is P et I
aue Pobar((B: B): (L ). P era le centre est le rapport. En déduire deux réels Pety tels
b. Déterminer deux réels @ et & tels que P=bar{(A; a); (K;2)}.
) Partie B
On se place maintenant dan.s ’espace et on construit sur le carrée précédent un cube ABCDEFGH. On note : 54 la réflexion de
plan (ABCD) ; 5 : Ia réflexion de plan (AEHD); s;: la réflexion de plan (ABFE) et s, : la réflexion de plan (DCGH). Soit
f=5,05,0530S4 ; r =5,0S; ¢t t = 530S, . On ne demande pas de reproduire la figure.
1. Montrer que r est un demi-tour dont on précisera I’axe.
2. Montrer que t est une translation dont on précisera le vecteur.
3. Reconnaitre et caractériser f.

Solution

Exercice N°1 :
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (0;4G; ¥).

Pour tout nombre complexe z on pose : P(z)= 23+ (1-2i)z* + (1 - 2D)z — 2i.

1. Calculer P(2i) et déterminer les solutions Zg ; Z; et Z, de 'équation P(z)=0 sachant que Im(zo)>Im(z,) > Im(zz) :
PQi) = (2i)? + (1 — 20)(2i)? + (1 —20)(21) — 2i = ~Bi — 4+ Bi + Zi+ 4 - 2i=0

o il existe des réels a et b tels que P(z) = (z - 2i)(z* +az + b).

Déterminons a et b ¢

(1 1 - 2i 1-2i =21
| 2i g T 2i ! 2i 2i
1 1 | 1 0

2>a=1leceth=1

Do P(z) = (z — 2i)(z* +z+ 1).
=z-2i=00ouzt+z+1=0
2-2i=0 22z =2i;

22 +z+1=0.

. —-141V3
v . 2 Z ='_'z_'_
A= 12—4X1X1=—3=(1-\/§-) = o
Z =-—-;—-

~1+i ~1-iV3

DOIICS = [7_0' —— ] Zi: zl i _l-;ﬂ;zz = -1_2-——}

2. Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé (0; u; V), on considére les points A, B et C d’affixes respectives Zg ; Zy et

. On note M et M’ les points d’affixes respectives z et Z'.
de la droite (BC) est 2x+1=0:

-1- -1 3, ~1 V3 -1 -3

1B a@2):8(3 D) s )

2x (:1)+1=ﬂ = 2xg+1=0 et 2X (:il)“=° = 2x+1=0. D’od une équation cartésienne de la droite (BC) est
2

Z;.0n pose 2’ =(2) = 77
a. Vérifier qu’une équation cartésienne

- - 35
S1e3 o1 VB =
2 2 2

Zy=2i32g =
2x+1=0.
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b. Démontrer que si M décrit la droite (BC) privée de B et C, alors M’ est situé sur I’axe des abscisses (On pourra remarquer que
2 = 1\ 3o
Z+Z+1—(Z+;) +:).

Mt " o= e L gy G g . = -y & IR
M(x ;y)&(BC) = M(—z—,y)a g ylas Swgr s (“!)zd (1+vl+3)2*% '_,.zé

D’ou M’ est situé sur I'axe des abscisses.
3. a. Démontrer que si |z| = 1 alors f(z)=

14243

T
om0 s 1 7i i i
lzl=1=uz=1= r(z’_azuu = 2422422 = 1+2+2 = Traes
i i 2= el man _ coseising
b. Vérifier que si z=e'® avec 0 € [-m; “]\{-T ; —3-] alors f(z) =0+
_ T _ R cosB-isin® _ cosf—isin®
fl2)= 14243 1+e4e-" ~ 14cos0+isind+cos0-Isind T 1+2cos®

4. a. Démontrer que si M décrit le cercle d’unité privé de B et C, alors M’ est situé sur la courbe I’ d’équation cartésienne x? +
z 2
yi=(2x-1)*:

cos@
x' = "
‘ s 20 _ cos0-isin® cos@ _ _sim0 . 1420080 (x)2 4 (Y:)z =
MEC4y=? = ET59E 1+2cosB = Z= 2cos0 u-z:osal , _ _—sin®@ ( (1+2cos8)
Y = Tezcoso

. _ —1)2
= (X)? + (y)? = (2x' — 1) D’0it M” est situé sur la courbe I' d’équation cartésienne xz’+ y?=(2x p 1!)_ .
b. Démontrer que I est unc hyperbole. Déterminer le centre et les sommets puis calculer | excentricité de I'.
Construire I' dans le repére précédent :

U o 4 -
x2+y?=(2x~-1)%2= (2x-1)?-x*-y*=0= 32 —4x+1-y*=0= ,3._xz—;x)+1—}'z'-0

2,2

2 1 3{x—z ’,2 :
3 g2 i r.t i — : —y? = — 3 —yi === - = 1

=3(;‘2_;:;4‘;—;)4-1_,,&_0:;3(x ~ix+)-l+1-y 0= 3(x ) -v* =3 T T

n? 202 _ _ E .
= Lx—a‘}— = -‘tf—)f- =1= (x:_ = Uzo): = 1. En posant {X =X et sz(;; 0), alors dans le repére (£; L)

5 E ® @ Y=y :

2 z 1,1 _2 € _
I’équation de I dévient E’:—): - # = 1, les sommets de I" sont A(:;; 0) et A’(-—i; 0). = }—9 FemspbeoS 2.
3 it

Les équations des asymptotes A : Y=EX =+3XetA: v='7"x = —/3X.

-4 ) K] 1 1) ] _§ 1 10 (] 13

Exercice N°2 :

Soit Ia fonction f définie sur R par f(x) = xe* . Soit (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0; 7).
L.a. Dresser le tableau de variation de f:

f'(x) = e¥ + xe*= (x+1)e*

X — o0 -1 +00
(x) - 0 +
f(x) 0 +00
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1
f-1)=-7%

lim f(x) = lim x¢* = 0 et lim f(x) = lim xe* = 4o
X = —00 K=+4 00 N=+4 00

L—. :l’u:-accr Ia courbe (C).

y=0 AHde (C) en — o0 et comme

Pour I'année scolaire 2019-2020 )

X=+4 0
1

M |
'1

. (%)
xl_l.l;l‘l”—-x— = lim e* = +o alors (C) admet BP de direction (Oy)en + .

¢. Vérifier que la fonction f est solution de I’équation différen

r(x) = (x+1)e* = {'(x) = (x+2)e*

f'(x) —20(x) + f(x) = (x+2)e* — 2(x + 1)e* + xe* = (x —2x— 2 + x)e* =0.
D’ou f est solution de I'équation différentielle y” —2y’+y=0.

|

tielle .y" —2y"+y=6 :

d. Calculer I"aire du domaine plan limité par la courbe (C), 'axe des abscisses et les droites d’équations x=0 et x=1 :
() —20(0) + F(x) =0 = [F'(0)]} = 2[f1} + ) F(x)dx = 0= £(1) - £(0) - 2f(1) + 2£(0) + jn‘ f(x)dx = 0

> ﬂ: f(x) dx = —1'(1) + F(0) + 2f(1) — 2f(0) = —2e +1+2e = 1= A =1 (ua).

2. On considére la suite numérique (I,,) définie pour tout entier naturel n2 1 par I, = —n" _l’ol x" e*dx.

4. Montrer que I, = —1:
I = - JyxeXdx=-A = -1,

1
b.Montrer que pour tout entier natureln = 1; —

En déduire lim I, :
N+

1 1 1 1
0<x<1=0<e"<e= x"Sx"e"Sex"afox"dxsfoxe"dxsfoex"dx= mi:ll,,ls.;:—1

lim|l,|=0= .E.i.'f.':.]“ =0

n=+x

¢. Montrer, A ’aide d’une intégration par parties,
' = - _1_ n+1

[u (@) =x" - [u(x) =—x

v(x) = e* V(%) = e

=, =D" (T.%T ficetlp®]l ~ —-'——_[o‘ x™*1e* dx

n+1

= (=1)" fo‘l x"He* dx = (_1)n[xu+le:](l)

2 I,y =D"e+ (n+ D,

d. En déduire le calcul de Pintégrale ] =

relatifs :

que pour tout entier naturel n21; Iy, = (-1)™e+ (n+ 1),

)= (n+ Dl = (1) (X112, — f xte dx)
—(n+ DI, = (1™ [1xmlerdx = (1™ [x™ X + (n + Dy

3 2_gx-6)e*
f; 9:‘1‘:;'1_"&“. Donner la valeur de J sous la forme ae+b ol a et b sont des entiers

1 4 -3 -6
1 3 -6 0

x3+4x2-3x-6
A e = x2+3x—6.

x+1
= [0 (162 L gy~ 6) erdx = [y x? e +3[ xe'dx =6 [3 e*dx =1, - 31, - 6[e*]}

x+1

=e+2l, -3, -6(c-1)=e-2+3-6e+

Exercice N°3 :

1. On considére Ia fonction numérique définie sur [0; +oof par: {

6=-5e+7.

£(x) = xin (1 +3)ix>0

a. Montrer que f est continue i droite de zéro (On pourra écrire f(x)= xIn(x+1)—xInx :

}_i.r'gl f(x) = Jit‘}l(xln(x +1) —xlnx) =0-0=0=f(0)
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D’oi f est continue A droite de zéro. bi .
b. Etudier Ia dérivabilité de i droite de zéro. Donner une interprétation grap que :
xin{l += 1
lill! B — |||'|-‘ _...d_(——_.-,-sl = ]in‘ In (1 + .—) = 4-00
X x—=0 x=0 X
0. La courbe de f admet une demi-tan

D . gente verticale dirigée vers le haot.
.Interpréter graphiquement :

D’oi f n’est pas dérivable ¢ droite en
c. Montrer que lilp f(x) =1 (on pourra posert == )
X-sber
1
In (1 * ;) In(1+1)
= lim - =1

1 :
lim f(x) = Jlim xIn (1 + ;) = lim 1 oo

L.a droite y=1 AH ¢n +co.
: ' -1 : .
2. a. Vérifier que '(x) = P En déduire le signe de f(x) :

1 1
1 =5 1 1 = 1 i . -
Fa)=lg (1 + ;)+ e 1_:-1. - (1 + ;) Tt = £ -;:T: +W T 7 xix+1) + (x+1)% x(x+1)?
Comme ' < 0 alors [ est strictement décroissante.
X 0 +oo |
r'(x) , -
r(x) \‘
0 'Y
- . 1 1 !
lim f'(x) = lim (ln(l +—)——— =0
Ewt X~hox X/ X+
X 0 +c0 Q "4
LF() + o\

b. Dresser le tableau de variation de f :

ZoRN - - Q\\)’

" o/ \W

¢. Counstruire la courbe de f:

y=1

Cy

fa(®) = x"In (1+42);x>0

f,(0) =0
a. Montrer que ’écriture précédente définit bien une suite numérique (A,) :

3. Pour tout n= 1, on pose : { etA,= J'; fu(x)dx.

S

f, est le produit et Ia composée de fonctions continues sur ]0; 1] alors f, est continue sur ]0; 1] et comme f, est continue &
: } n

. . i 1
(l — 1 — e — H
roite en a Cal‘x!_l.'lt}l fo }3‘131 x"In (1 + x) = 0 = £(0) alors f, est continue sur [0; 1].

‘Comme f, est continue sur [0; 1] alors Iinté i
; grale de £, sur [0; 1] est bien définie. D’on
b. Moutrer que pour tout xe[0; 1] on a : 0 < x"1f(x) < x"1 ; ol f est la fonction d:ﬂ:l: ;:l::ﬁ::::;a:;';?'l-

D’aprés le tableau de variation de f alors 0 < f(x) < 1 pour tout xe[0;1] = 0 < x""1f(x) < x™1
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A

g 1
c.Justifier que 0=A,= = -En déduire lim A, :

n=tx
0<x* () X" = 0 < x"(X) SX"= 05 [, ( '
= x)dx < n 1 1
p'aprés les Gendarmes lim A, = 0. o fn(0dx s [x"dx= 0S A, S == 0<A, < .
=+

4.0n pose (@) = [ x"InGx)dx et J, = [ x"In(x + 1)dx
_ A Vaide d’une intégration i ; )
a | . g par '"‘"'is- :xprimer I.(a) en fonction de a et de n :
u'(x) = X - u(x) = —x"1
[v(x) = In(x) Vi) =1
X

= A 1 1 ne
o 1,@ = = XNl - 2= [T xndx s 1, =X L[ A
s =" ln(x) = — | xn+1| =& 1
o "y o =000 - 5[5 = @) - o - ey

I ( ) ‘~unrll ( ‘
= l(a) = n+1 n G’.) +-(“+:)2 - (m+1)2

: -1
b. Montrer que ,!!.'Jl I,(a) = e .

lim 1, (@) = lir (“M In(e) 4 e 1 =i
n = G A a = =
wor w0t \n 41 (n+1)2 (n+ 1)‘) T (+1)?
¢. En utilisant une intégration par parties, montrer que J,,;(a) = 2z 1 _':1] .
"‘Ml(a) = f: xIHlIn(X + 1)dx. | e
{u'(x) =1 5 u(x) =x+1
v(x) = x""In(x + 1) V() = (n + Dxn(x + 1) + 0
x+1
= Jper = [+ Dx™n(x + DI} = (n + 1) [1(x + Dx"In(x + 1) dx — [ x"** dx
2 Jas1 =2In2 — (n + 1) f: x""n(x+1)dx - (n+1) J'D' x"In(x+ 1)dx - [%x“"’]1
n 0

o Jasy = 202 = @+ Dlpes = (4 Dy = = (0 + 2y =22 = (0 + Dl = 115

, _wz 1w
D’0d Jus1 (@) = n+2  (n+2)? m-z]"
Exercice N°4 : (Les deux parties de I'exercice peuvent &tre traitées indépendamment).

Partie A
Dans le plan orienté on considére un carré direct ABCD de centre O et de coté a, (2>0). Soient K et L les milieux respectifs des

segments [CD] et [AD].

1. Fairc une figure illustrant les données précédentes (voir Ia construction)

2. Montrer qu’il existe une unique rotation r qui transforme A en B et K en L. Préciser le centre et un angle de r:

Comme AK = BL #0 et AK # BL alors il existe une unique r qui transforme A en B et K en L, de centre O intersection de
med[AB] et med[KL] et d’angle a = (0A; 0B) = ;;

3. a. Prouver qu’il existe une unique similitude directe f; qui transforme D en L et B en O. Déterminer le rapport et un angle de

fl -
s il existe une unique similitude directe f; qui transforme Den Let B en O, de rapport
n

Comme DB #0 et KL, #0 alor
k=D—"(;=§x%=~;-xcosG) =%x?=‘¥etd’anglcﬂ= (DB;L0) = (DB:DC) =7
. Vérifier que le point P est commun aux cercles de diam
tion des deux droites (BL) et (AK) :

dtres [AB] et [OD], puis le préciser.

b. Soit P le centre de la similitude f;
Vérifier que P est aussi le point d’intersec

P-P
fy|D - Lalors:
B-0
«(PD;PL) = -E = OD ; OL) alors les points P, O, L et D sont cocycliques. Dol PeCjgp)
. (—B ; m === (/Tﬁ ; K(f) alors les points P, A, B et 0O sont cocycliques. D’oit PEC(xp)
C ‘or P#0 car f,(B) = 0,d’ou P est le deuxiéme point d’intersection de Cjop) » Cjas) AUtre que 0.

=v_|: € Ciop) N Cjan > £ i .

(PB;PL) = (PB;1°0) + (PO;PL) = (AB;A0) + (DO;DL) = -3 = 0[:11- D’out Pe(BL).
A—— — —— —p  — — . 4 =

(PA;PK) = (PA; P0) + (PO PK) = (BA;BO) + (AB; A0)[n] = — +§ [n] = Olx]. Dol PE(AK).

4., Soit f, Ia similitude directe qui transforme B en D et OenlL

s 3
k'='9£=—1-=?ctd’angle6=(ﬁi;ﬁj=(ﬁ:m+ﬂ=“§+“=f

. Préciser son angle et son rapport :

0B M2
sa dcee” | gzt — n —_— = _ 3
(7% 75) = (FF ;70)+ (0 7D) = § + (C0:10) =3 +3 =%
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est le point P ¢ méme centr

edef, :

b. Montrer que le centre de Ia similitude f;

n-1a
Soit 2 lc centre de [ ona: B = D
. Dol §2eCigp .
e -k an " nOEb_t'~56)"ﬂ+(56:D—|:)- Donc[espointsﬂ.D.OetLﬂtcoc:r:liqa% ﬁt;) {OD
Qo NL)==—=m—=7 =107 + = g i "_";no _an_ :
( ) N 1 #@=?a(na;m+@ﬁiLD)‘4 ﬂ(.ﬂB ) *

(h_-B I_lli) = 24! = (ﬂ-ﬁ 3 ﬁJﬁ) + (ﬂo H iy - 1 ints £2, D, O et L sont cocycliques. Doy
== Do) = Do ax. % . === AB;K_ﬁ).Donc es po
= (QB;00) ==~ - (AB;00) =7 -3 » (08;00) =3 (AB
ﬂEcM\..
De plus f,(0) = L alors Q=+ 0. D’ou 0=P.
5. a. Soit h=f,of; . Montrer que h est une
que P=bar{(B; B); (L:y)): w
hefyofy = S(r—ﬁ-ﬁ)os(l'—"—!-i‘!) = S(pyim) (r:-3)
T4 e T

PE = 0. D’od P= B;4); (L: 1))

h(B)=f,0f;(B) = f; (D) =L 0. D’ou P=bar{(B; 4)

- PL=—-.PB =24 PL+PB=
b. Déterminer deux réels a ct ) tels

q:u p=bar{(A; @); (K1)} : =
D 1 C | A
AID [C [A D] —par LAID LC =ban5

ort. En déduire deux réels P ety tels

homothétie dont on précisera le centre est le rapp!

(B | L
o | =|
P b"l_l__d__J bar T T1 {2 12 3 |1 11
Partie B T
ur le carrée précédent un cube ABCDEFGH. On note : s, la réflexion de

On se place maintenant dans I’espace et on construit s _ '
plan (ABCD) ; s; : la réflexion de plan (AEHD); s; : la réflexion de plan (ABFE) et s, : 1a réflexion de plan (DCGH). Soit

f=5,05,05308, ; I =5,08; ¢t t = 5305, . On ne demande pas de reproduire la figure.

1. Montrer que r est un demi-tour dont on précisera I’axe : .
r est Ia composée de deux symétries orthogonales de plans Py =(ABCD) et P, = (AEHD). Comme P; NP, = (AD) etP; _| P;

alors r est un demi-tour d’axe (AD).
2. Montrer que t est unc translation dont on précisera le vecteur : ;
t est la composée de deux symétries orthogonales de plans Py =(ABFE) et P, = (DCGH). Comme P; // P;) alors t est Ia

translation de vecteur 2DA.
3. Reconnaitre ct caractériser [ ;
f =5,05,05,05, = rot. La transformation f est In composée d’un demi-tour d’axe (AD) et d’une translation de vecteur 2DA. Donc

f est un vissage d’axe (AD) de vecteur 2DA et d’angle .
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Exercice N°1 | ) _

On considére I’équation (E) : 11x+9y=19 ol x et y sont de )

1. a. Yérilier que (-4 5 7) est une solution particuliére de (::)enticrs P
b. péterminer I’ensemble des solutions de (E). )

2. Uniguement pour 1a série C

Une variable aléatoire réelle X ne prend que trois valeurs : -4 i 7 et 8 avec les probabilités respectives :

x—4 _2x-y-8 8x + 10y +
pr=g iPa=——g—etpy=— T OV+2

a. Démontrer qu’il existe un unique couple d’entiers
b. Montrer que Iespérance mathématique de X est I'!'.((’;Z){'?Gu=I QU e EoiRdiandenaoimtmtaptables Froctor e
¢. Calculer Ja variance de X. d

2. bis. Uniquement pour la série TMGM.

onsc ?,";;((IS'; luf:'::::::ndsfﬂzi x :I 1-9i)z+(11+91)z=38, d’inconnue le complexe z et Z désigne le conjugué de z.

s. Soit M(x,y) un p o xezol z est une solution de (E’). Montrer que I'équation (E’) admet une infinité de solutions et
déterminer el eux géométriques A des points M(x,y).

b. Quels sont les points M(x,y) de A dont les coordo

o nnées sont des entiers relatifs ?

1. Dans I'ensemble des nombres complexes C : P(z)=23 2 i

a, Caleuler P(2i). »on pose : P(z)=2> + (2 - 2i)2” + (-2 - Bi)z — 8 + 4i.

b. Résoudre I’équation P(z) = 0,

Da.ns le plan complexe m'un-i .d’un repére orthonormé (O; u; V), on considére la transformation f d’expression z' = %iz * % Tk
a. Montrer q,ue fest une similitude directe. Préciser le centre A, le rapport et un angle de f.

b. Calculer I"affixe Z. du point C image de B(-3 ;-1) par f. Placer les points A,B et C sur la figure et montrer que le triangle ABC

est rectangle.
¢. Calculer P'affixe Z¢ du point G barycentre du systéme S = {(A; —4), (B; 1), (C; 6)). Vérifier que les points A, B, C et G sont

cocycliques.
2. Déterminer puis construire les ensembles I'y et I'; des points M du plan définis par :

a.Mc ', <> —4MA? + MB? 4+ 6MC? = 30.
b.Me < MB? — MC? = 16

Exercice N°3 :
1. Soit g Ia fonction définie sur PPintervalle ]0; +oof par : g(x) = —x* — Inx.

a. Dresser le tableau de variation de g.

b. Montrer que Péquation g(x)=0 admet dans ]0; +oo[ une unique solution a. Vérifier que E < a < 1. En déduire le signe de g(x).
2. Soit f Ia fonction définie sur Pintervalle ]0; +oof par: f(x) =-x+ 1 + i (1 + Inx).

a.Montrer que ’!_i.ln'll f(x) = —co.Interpréter graphiquement.

b.Calculer xl_iainx(f(x) — (1 —x)) .Interpréter graphiquement.

¢. Vérifier que f'(x) = 5::—) et dresser le tableau de variation de f.

d. Construire la courbe représentative de f.
2z
3. Soit f,,, 1a fonction définie sur Pintervalle ]0; +oo par: f,(x) = —x+ 1+ -";—(1 + Inx — Inm), o&t m un paramétre réel

strictement positif. o
a. Montrer que les courbes (C,,) représentatives des fonctions f,;, dans un repére cartésien, admettent les mémes asymptotes, dont

on précisera le point d’intersection, noté G.
b. Montrer que (C,,,) est Pimage de (C;) par une homothétie de centre G dont on précisera le rapport.

¢. Déduire le tableau de variation de (Cy,) & partir de celui de f.

Exercice N°4 :
Dans le plan orienté, on considére un triangle ABC équilatéral direct de centre O et de cbté a, (a>0).

Soient I, J et K les milicux respectifs des segments [BC], [CA] et [AB].
L’objectif de cet exercice est I’étude de quelques propriétés de la configuration précédente.
L a. Faire une figure illustrant les données précédgntgs que I’on complétera au fur et & mesure.

(On pourra prendre 1a droite (AB) horizontale).
b. Montrer qu’il existe une unique rotation ry qui transforme A en BetCen A,

¢. Déterminer un angle de r; ct préciser son centre.
d. On considére Ia rotation r; de centre A et d’angle 1;- . Déterminer ryor;(B) et caractériser r;or;.

2. On considére les points D ¢t E symétriques respectifs de [ et J par rapport akK.
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i transforme A en K et J en E.

a. Montrer qu’il existe un unique antidéplacement g qu { - -
b. Justificr que g est une symétrie glissarte. Déterminer g(D) et donnéer la forme réduite de g.
lirecte s, qui transforme B en I et CenlJ.

3. a. Montrer qu'il existe une unique similitude ¢
b. Déterminer le rapport et un angle de s, . Justifier que O est le centre de s, B «[0: ]
4. On considére les points Me[BC], Ne[CA)et Pe[AB] tels que BM =CN = AP =x ; x€[0; a].

a. Montrer que le trinngle MNP est équilatéral et de centre 0.
i e mi : ? i ieu réométrique de H lorsque M décrit [BC].
b. Soit H le milicu de [MN]. Déterminer le lieu géo q ’il existe une unique similitude directe s; qui transforme

c. A partir d’une position donnée de M sur [BC], montrer qu

(A, B, C)en (P, M, N). Préciser son centre. ‘
oM ; ;

d. Préciscr la position de M sur [BC] pour laquelle, le quotient 1 =5 est minimal. En déduire Ja position de M sur [BC) pour

laquelle I’aire du triangle MNP est minimale.

Exercice N°5 :

2 ; i su ¢ :
On considére Ia fonction numérique définie sur R par : f(x) = ;': _Soit I" sa courbe représentative dans un repere orthonormé

(0;1: -
1.a.Montrerque lim f(x) = 1.Donncr une interprétation graphique.
X4

b.Donncr lim f(x).Donner unc interprétation graphique
X==at ..

¢. Dresser le tableau de variation de f et construire sa courbe I'. :
2. Soit A I’aire du domaine plan limité par la courbe I, ’axe des abscisses et 1
Montrerque 1 <A< ﬁ . (On ne cherche pas a calculer la valeur exacte de A).

(On remarquera que le domaine de définition de f est R),
es droites x=0 et x=1.

3. Pour tout entier naturel n, on pose : I, = f; x"¢~™ dx pour neN'etl, = 1.
a. Montrer que I, = 1 — 2¢~'. (On pourra utiliser une intégration par parties).
1 .En déduire nl_i.IPwI,I.

b. Montrer que pour tout entier natureln > 1,ona,0<1, = =T

4. On pose pour tout entier naturel : S, = lg+ 1, + L+ +1,.
a. Justificr que : §,, = J-I 1~(xe X)"+1
ten 0 1-xe~*
1 (,u—x)uﬂ

b. Montrer que : A— S, = -[o g

2 - ]
c.Montrerque 0 S A—S, < —— -En déduire que lim S, = A.

d. Déterminer un entier naturel ng tel que pour tout n>n, ; A soit une valeur approch

Solution

éede S, 2 1077 prés. .

Exercice N°1 :
Cm considére Péquation (E) : 11x+9y=19 our x et y son( des entiers relatifs.

1. a. Vérifier que (—4 ; 7) est une solution particuliére de (E) :
11(—=4)+9.7= —44 +63 =19. D’0i le couple (—4 ; 7) est une solution particuliére de (E).

b. Détermincr I'ensemble des solutions de (E) :
On a : (—4 ; 7) est une solution particuliére de Péquation 11x+9y=19.

(- +9x7=19 _, 4401 a) 490w -T7) =0=#11(x+4)=—9(y-7)=&]1|—9(y-7).

11x + 9y = 19
Comme 11 ¢t 9 sont premiers entre eux alors d’aprés Gauss, 11 | (y —7) = il existe un entier relatif k tel que y—7 = 11k
= y=7 +IIk.
11(x+4)==9(y—7) 2 11(x+4) = -9Ix11k=>x+4 = -9k = x = —4 — 9k.

Dot S= {(-4—-9k; 7 + 11k) ou k € Z}
2. Uniquement pour la série C
Une variable aléatoire réelle X ne prend que trois valeurs : —4 ; 7 et 8 avec les probabili pectives :
e 2%~y -8 Bx+ 10y +2 : p tés respectives :
Pr=—g—iP2= 9 oL py /= ————
. Démontrer qu'il existe i
a. Démontrer qu’il (.llﬁé:i;l:-llzl:l_(;l_lae :-o:!ell%ﬂ_’:lfiirs (x, y) tel que ces coordonnées soient acceptables. Préciser le :

9 9 9 S
11x+9y =19

pr+tpz+tp;=1 4.9
Pz;o _T’_g,o -8-18k-7-11k-8>0
Ps 2 fx+10y+2 -32-72k+70+110k+22>0

—=z20
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[y =7+ 11k
= _:3 = x=-—4~—9k.—.._4+9=5
I(S"z-;; Y=7+11k=7—~11_—._4
k= ;—?
D’oi il existe un unique couple de coordonnées (x :v)
b, Montrer que Pespérance mathématique o ;(:S;YF): ((lx;:;lfrs tel que ces coordonnées soient acceptables. Ce couple est (5 ;—4).
Comme x =5ety=—4alors p; = "—;3 o Py = 2x-y-8 _ 2x5-(-4)-8 _ 6 8x5+10(-4)+2 _ 2
g — . s 5 s s CftPs T =3
P 1 6 2
9 9 9
54 2

E(X)=—-4x%+7xg+8x§=

¢. Calculer la variance de X :

V(X) = E(X?) - (E(X))*

E(X) = (-4)° x%+71 x%+ 82 x 2= 438 _ 146
vix)=12_36 =2 P

= V( % =—

2. bis. Uniquement pour Ia série TMGM.

?I;;;?:‘ ;/'[((’: ';:) Il"é“q ;:::,(:ILSE;I)-.““ ! _.90”‘(‘ 1+91)z=38, d’inconnue le complexe z et Z désigne le conjugué de z.

. ) ZOouzes L) U ¥ 2

déterminer le licux géométriques A des p:i:::;ll‘(l:i:;')‘ :de (E?)- Montrer que I'équation (E’) admet une infinité de solutions et
(11=9)z+(11+9i)z =38 = (11-9i)z+(11 - 9i))z=38 = 2Re(11 — 9i)z) = 38-02Ile(11 —9i)(x + yi)) =138

=2(11x +9y) =38 = 11x + 9y = 19 » {;‘f .

Done Péquation (E’) admet une infinité de solutions,

Le lieu géométrique des points M(x,y) est Ia droite A : 11x + 9y = 19.
b. Quels sont les points M(x,y) de A dont les coordonnées sont des entiers relatifs ? '
Les coordonnées des points M(x,y) de A dont les coordonnées sont des entiers relatifs sont (—4 — 9k; 7 + 11k) ou ke Z
solutions de I’équation (E).
Exercice N°2 :
1. Dans I’ensemble des nombres complexes C, on pose : P(z)=23 + (2 — 2i)2? + (-2 — 8i)z — 8 + 4i.
a. Calculer P(2i) :
P2i) = (2i)® + (2 — 20)(2i) + (-2 — Bi)(2i) ~8+4i=-8i -8 +8i+16 —4i—8+4i=0
b. Résoudre ’équation I*(z) =0 :
Comme P(2i) = 0 alors il existe des réels a et b tels que P(z) = (z — 2i)(z* + az + b).
Déterminons a et b :
1 [ 2-2i -2 —8i -8 + 4i

(2i p 1 2i 4i 8 —4i
1 2 —2-4i | 0
>a=2c¢cth=-2-4i
D’oui P(7) = (z — 2i)(2* + 27 — 2 — 4i).
P(z)=0=2-2i=00ue’+22-2-4i=0
z—-2i=0 =z =2i;
22 +2z--2-4i=0.
A= 12— 1(-2—4i)=1+2+4i=3 +4i= 2+’
=,{z"=—1+z+i=1.+i '

z'=-1-2-i=-3-1i
Donc S = (zg = 2i;2, = 1 +1;2, = =3 — i} : :
Dansle plan complexe muni d’un repére orthonormé (0; U; ¥), on considére Ja transformation f d’expression

N
r=Jict o+ 2i.
a. Montrer que f est une similitude directe. Préciser le centre A, le rapport et un angle de f: .
1,
L'expression complexe de f est sous forme 2’ = az + b. Done f est une similitude directe de rapport |a| = I;:' =3; d’angle

H

2

e

arg(a) =arg(3‘3-i) = % et de centre A d’affixe z,= ﬁ ™ - 10 10
b. Calculer PPaffixe z, du point C image de B(—3 ;—1) par f. Placer les points A, B et C sur la figure et montrer que le triangle
ABC est rectangle :(voir Ia figure). :
AB? = |7g = 2512 = |-3 —i - 2k =1-3~ 3i? =V9+9 =18
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2
ACE= |z — 752 = 1 +i=2iF = —if =VI+T =2
BC = |z, —zf* = -3 —i-1-il* = |-4-2il* =VI6 + & =20
Comme AB? + AC? = BC? alors le triangle ABC est rectangle en A.
_— ;
ze=Lizg + 5 + 20 = Ji(=3 — i) + 5+ 20 =14,
¢. Calculer I'affixe zg du point G barycentre du systéme S = {(A;
cocycliques ¢
~A2p+ 2y +6Ze ~4(20)-3-1+6(1+0) _ 3-3i =1—i
L = 3 - 3 —3 T T
3. Déterminer puis construirve les cnsembles M et I
a. M e I, & —4MA? + MB? + 6MC? = 30:
—4MA? + MB? + 6MC? = 3MG? — 4GA” + GB” + tscczz
GA? = |z, — 7¢|* = |2i =1 +i]* = |1+ 3i? =V1+9 =10.
GB? = |z — 2| = |[-3—i - 1 +i[> = [-4/* = 16.
GC? = |2 — 2> = |1 +i - 1 +il* = 2] = 4. ,
—4MA? 4 MB? + 6MC? = 3MG? — 4 x 10 + 16 + 6 x 4 = 3MG". ,
4MA? + MB? + 6MC? = 30 = 3MG? = 30= MG? = 10 = MG’ = GA
D'Ofl r1 = C(G;AG)
b.M e ;<= MB2 —- MC? = 16: , ——
I, est Ia droite perpendiculaire a (BC) passant par A ca'lr A€ I'; puis que AB® — AC = 30
N { § Gl et , P S R ve § - !

vy v s o b

—4), (B; 1), (C; 6)). Vérifier que les points A, B, C et G sont

des points M du plan définis par:

= MG = GA.

ERE
v [POTs, p—
-

;
+
!
ol 3

Exercice N°3 :
1. Soit g Ia fonction définie sur Pintervalle ]0; +wof par : g(x) = —x* — Inx.
a. Dresser le tableau de variation de g :

g(x)=—-2x-—~ i == (Zx + i) < 0. Donc g est strictement décroissante.
lim g(x) = lim (=x? — Inx) = lim —(x* 4 Inx) = +.

l-_-+:o l.-ﬂ—m 5 _ K= Fo _

}i{ﬂ g(x) = xly&;(—x —Inx) = 0 — (—) = 4o,

X 0 +0

(x) =
g(x) ||| +e

b. Montrer que Péquation g(x)=0 admet dans ]0; +oof une unique solution a. Vérifier que X < « < 1. En déduire le signe de g(x) :
e

g est continue ct strictement décroissante sur]0; +oof et g (J0; 4+oo[) =]—o0; 400 s ; = .
une unique solution «. D ==eo; [ Donc Péquation g(x)~0 admet dans ]0; +]
%
De plus g(-;) ~ 0,26 > 0 et g(1) = —1, alors d’aprés le théoréme de Ia valeur intermédiaire 1 <a<l1
Le signe de g(x) sur ]0; +oof : ' ’
X 0 Q. +00
e[l - 0  +

2. Soit 'l fonction définic sur Pintervalle 0; +oof par: f(x) = —x+ 1 + (1 + Inx)
a.Montrer que ‘I_a_m f(x) = —o.Interpréter graphiquement : !

SO 1 1
311;} f(x) = E_l’lol‘l (—x +1 -I--’—‘ 1+ lnx)) = —oo car :_nm; = +ocoet }ilgl'(l +Inx) = —
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pone x=0 AV.
p.Calculer ,l_i'l?,(f(") — (1 =x)) .Interpréter graphiquement :

1
lim (FC0 — (1~ x)) = lim = (1 + Inx) = lim (1 + l—%’f) =0.

Pour I’année scolaire 20!9-202@

-0 x—+w \X
;_,;droilc A : y=—x+1 AO de la courbe de f au voisinage de +oo,
c. Vérifier que F'(x) = —'-f:—) et dresser le tableau de variation de f:
1 1,1 -1 1 _ —x®-1-lnx+1 _ =x*-Imx _ g(%)
f(¥)='l~;'_=(1+lnx)+xxx~ 1 x‘(1+lnx)+:_i_ x2 I

Tableau d¢ variation de f:
i = lim —x+1+l(1+lnx) =1 ( +1 Inx —
iz 100 = x = Jim (-x+ 1404 = -

X=X X4 o

Le signe de () est celui de g(x).
D'od le tableau de variation de f.

X 0 a +00
| (x) + 0 -
f(x) / f(a)
. \ -
d. Construire la courbe représentative de f:
Pour Ia construire la courbe (C) de f on prend f(a) = 1,2. Alors d’aprés le tableau de variation de f la courbe (C) coupe P’axe des

Ia propriété des valeurs intermédiaire)

abscisses en deux points d’ubscisses B et y avec 0,2<p<0,3 et 1,8<y <1,9 (d’aprés
f(a) ! i , ol e 52w |

-
,.-.‘E"...-..._....., .‘._-.__._..‘i..._-.-
e
-— - -

<)

A: y- -x+1
x=0 :

I T .
2
x+1+°-(1+Inx — Inm), ot m un paramétre réel

s

3. Soit f,, Ia fonction définie sur 'intervalle ]0; +aof par : fip(x) = =

strictement positif. '
a. Montrer que les courbes (C,,) représentatives des fonctions f, dans un repére cartésien, admettent les mémes asymptotes, don

on précisera le point d’intersection, noté G : ;
1 . _ . -
lim £(x) = lim (——x +1+-(1+ lnx)) = —wcar lim == +oet lim (1 + Inx) = —o

Donc x=0 AV des courbes (Cp). 141 1
N _ 4 +Inx —Inm _ . (1 Inx Inmy
Jim (6,0 - (1 - ) = fim ==(1 + lnx— lnm) = Jim m* x === Jg m gt =

Donc A : y=—x-+1 asymptote oblique des courbes (C,n) au voisinage de +oo.

Donc toutes les courbes (C,,,) admettent les mémes asymptotes.
Les deux asymptotes se coupent au point G d’abscisse 0 et d’ordonnée y=—0+1=1. D’oi G(0 ;1).

b. Montrer que (C,,) est image de (C,) par une homothétie de centre G dont on précisera le rapport :
Une homothétie h de centre G et de rapport k transforme (Cy) en (Cy,) si et seulement si :

M(x 5y) € (C,) < h(M) = M'(x’ 5¥°) € (Cin)- , i

00 =y e £, (x") = y'. Or h(M) =M’ & GM’ = kﬁﬁ'ﬁ(;-f_g) =k (;:2)“"’{;'::;—k+ 1
Done on ; ) =yef,(kx)=ky—-k+1e f(kx) = kf;(x) =k + 1.

S —kx + 1+%‘5(1 + In(kx) — Inm) = k(—x+ 1+:-‘(1+lnx) -k+1,

2
S kX + 1+ (1 4 Inx 4 Ink — lnm) = —kx +k+ {1+ 1)~k +1.
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i 2 = X Inx).
c%u +lnx + Ink — Inm) = A+ Inx) c:i':—(l + Inx + Ink = Inm) = —(1+1nx)

S (k= m?
Alors par identifiention on obtient :

=2k=m.
Ink = Inm
D'ou h = L P

¢. Déduire le tableau de variation de (C,,) A partir de celui de f :

M x' =0y _ x—0 {x’:mx
GM —mGMﬁ(x,_l)—-“iy_l)“
0

X

y':my-m+1
N ma +00
+ 0 -

/ fm(ma) \

—a0
on considére un triangle ABC équilatéral direct de centre O et de cbté a, (a>0).
ilicux respectifs des segments [BC], [CA] et [AB].

reice est I'étude de quelques propriétés de Ia configuration précédente. )
gure illustrant les données précédentes que I'on complétera au fur et A mesure :

=0

—_—

Exercice N°4 -
Dans le plan orienté,
Soient 1, J et K les m
L’objectif de cet exc

1. a. Fairc une fi

(On pourra prendre Ia droite (AB) horizontale).
b. Montrer qu’il existe une unique rotation r, qui transforme A en B et CenA:
Ona AC=BA=a z0e AC # BA, donc il existe une unique rotation r, ; Ig : :
¢. Déterminer un angle de 1y et préciser son centre :

*Un angle de ry est (AC; BA) = (ACG; AB) + 7 = —E +m= 2?"[?.11:].

*Le centre de ry est O car med[AB]Nmed[AC] = {0}).
Donc r, = "(o.?i'
'3

d. On considére la rotation ry de centre A et i’
l',DI'g(B) = l'l(C) = A.

. 2n n
F10r; est une symétrie centrale car 3 Y3
2. On considére les points D ¢t E symétriq

a. Montrer quil existe un unique antidép

Comme AJ=KE= 5 #0, donc il existe un

angle % . Déterminer r0r;(B) et caractériser ror, :

= T. Le centre de cefte symétrie est K miljey de
ues respectifs de I et J par rapport 4 K.
lacement g qui transforme A en K et J enk:
unique antidéplacement Bg: s ::‘:(

) et donner 1a forme réduite de g :
alors g est une symétrie glissante,

[AB]- D’on ror; = Sk

b. Justifier que £ est une symétrie glissante. Déterminer g(D
Comme med[AK] med|JE]

Comme l¢ triangle AJD ¢st is

(KE; KT) = 2% (20
A- K

B |- F alorsonn :
D

* D’une part ; Paxe

de g passe K milieu de
* D’autre p

(JE] et par le milieu de [AK] Donc I’axe de g est Ia droite (AB).
ATL: comme A appartient i P

axe (AB) de g et g(A) = K alors le vecteur de g est AK
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D’ou la forme réduite de g : g= SapOtik = tAikOSan

3. a. Montrer qu'il existe unc unique similitude directe s, qui transforme B en | et CenlJ:

|

Comme B #Cet | #J, donc il existe une unique similitude directe s : c= ]

b. Déterminer le rapport et un angle de s, . Justifier que O cst le centre de 8, .
i dol, Bty

«Un angle de s est (BC 1)) = (BC;BA) = 5 [2n].

ol 3=l

sLe rapport des: it

« Justifions que O cst le centre de s, :

Comme le trinngle BCO cst isocéle en O tel que (OB;

(01 0J) = 5} [2n] ot comme une similitude directe conserve les angles orient
s

O_C.) = -231 [27] et le triangle 1JO est isocéle en O tel que
és alors s,(0) = O. D’ol le point O est le centre de

g
4. On considére les points Me[BC], Ne[CA] et Pe[AB] tels que BM =CN = AP = x ; x€[0; a).
a. Montrer que le trinngle MNP est équilatéral ct de centre O
BM = ~BC; CN = >CAct AP = :m

]

B C N=hari C Al etP=bar A 2
a—x X | a=x | X a-—Xx X

=>2M=

Soit Ia rotation r de centre O et d’angle ff =2r(A)=B;r(B)=Cetr(C)=A

pone rM) = |—C— | A | =N ey = A1 Bl =P etr(p) = B lCl. M...Q\
- Aa-x | x L a=x | x a—x | X

OM=0N= 0P
= {(ﬁﬁ: ON) = (ON; OF) = (OF; 0M) = 7' [2n]
b. Soit H le milien de [MN]. Déterminer le lieu géométrique de H lorsque M décrit [BC] :
[(Bﬁ o) = ;[2“]

OH (n) 1
— =cos(=) =3
oM 3/ "2
¢. A partir d’une position donnée de M sur

en (P, M, N). Préciscr son centre :
Comme M #N et B #C, alors il existe une unique similitude directe s; telle que S;
équilatéraux directs, on a done 5;(A) = P.
Donc s, transforme (A, B, C) en (P, M, N).

AlB|C]_ _ [5208) [ 52(B) | 52(0) | _ P [ M [ N | _
T ] TSRO T 1 o 1 | 1] -9

d. Préciser la position de M sur [BC] pour laquelle, le quotient . = % est minimal. En déduire la position de M sur [BC] pour

. D’oul le triangle MNP est équilatéral.

=H= s(u :%.E)(M) , donc lorsque M décrit [BC], le point H décrit s(o e ((Bc)) = [1))-

[BC], montrer qu’il existe une unique similitude directe s, qui transforme (A, B, )

(B) = Mets,(C) = N,or ABCet PMN sont

O = bar

laquelle I'aire du triangle MNP est minimale :
A= 9% est minimal lorsque OM est minimal, c’est-a-dire lorsque M est le projeté orthogonal de O sur (BC), c’est-a-dire lorsque

4] .
M = 1. Or Paire de MNP est le produit de celle de BCA par A%, D’oil cette aire est minimale lorsque A est minimal.

Exercice N°5 :
On considére Ia fonction numérique

(0; 1 7).

définie sur R par : f(x) = e:—;- . Soit I' sa courbe représentative dans un repére orthonormé

1.a.Montrer que lil+n f(x) = 1. Donner une interprétation graphique :

X=t$a

e* 1 1

. - - e . e e i e 1. I - . =
lim £(x) ,‘I.I‘Trel — xl--lrl-i-“:n] ~X"1-0 D'olly = 1 AH de (C)au voisinage de + co.
¢

b.Donner lim f(x). Donner une interprétation graphique.
lim f(x) = lim — — = lim x lim e* == 0x 0 =0.D'oly = 0 AH de (C)au voisinage de — .
X=—7 x——x @¥ — ¥ A=-x @ —X X==x
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. éfinition de f est .
¢. Dresser le tableau de variation de f et construire sa courbe I'. (On remarquera que le domaine de défin R)

*(e®-x)-(e*-1)e" ~xe*+e® (1-x)e* 1
f(x)="- _ ;:, :2 = (:,q)z (o ; le signe de_f(x) est celui de f(x)
P A I
r'(x) ) + [ -
* /:f:; \

La représentation graphique :

[ y=1

N N ke

2, Soit A P’aire du (lumnlm. pian limité par la courbe I, Paxe des abscisses et les droites x=0 et x=1.
Montrer que 1 <A <-—.(Onne cherche pas A calculer la valeur exacte de A) :
L’aire A est égale a : A _f f(x) dx car f est positive sur [0; 1].

D’prés le tableau de variation on a : Vx € [0;1] ; 1< f(x) s-— = fo 1dx < j'ﬂ f(x)dx < Io —dx
=[xjp<A <"—[x]o"1 SA <"—,

3. Pour tout entier naturel n, on pose : I, = f x"e ™ dx pour neN"etl, = 1.
a. Montrer que I, == 1 - 2¢7', (On pourra utiliser une intégration par parties) :
I, = Io‘ xe™*dx;
[u’(x) =e™* " {u(x) = —g7*
v(x) =x vix)=1
=1, = [~xe™]} + _[01 eXdx = [~xe ]} —[e¥]f=-e1-2e'+1=1-2e".
D'Dl:l ll =1- Ze_‘.
b.Montrer que pour tout cntier natureln > l,ona: 0<I, < - .En déduire lim I,
: dod n
| ful x"e " dx,
0<x<1l=-1<x<O0»-ng-~nx <0=e"se™<I=a0<e™ <1 0<x"e™ <x
1 1 1
=20<1,< [/ x"dx 20<1, sm[x"“]g =20<1, <—
Dot vn>1lo0na: 0 sl,‘s-‘—

n+t’
4. On pose pour tout entier naturel : S, = Iy +1; + I + -+ 1.,
—(xe—Xn+1
a..h.nstil'u:rque:S..’—'-.r,,1 1—?%""
Sp=lo+ I +1; 4+ |,,-1+j' xc“"dx-{-j' x% ‘“dx+f xle 3 dx + - +f x"e™™ dx
=L 1dx+ [} xe™ dx + [ x%e ‘z“dx+f xe ¥ dx + - +j' aP e Ty,
—-f (1 + xe™ 4 x%e ** 4+ x

xe™ e~ 4 xhem ux) dx = J‘o (1 e (xe-l)l + (xe-l)z + (xe-i)a + (xe—l)n) dx
_ fil (xe*)n+!

—dx
* 2 3 1-gq"*1
On rappelle que 1+q+q*+q*+...+q" = —2— on q #1.
b. Montrer que: A - S, = jl(’“’_.)"“(lx:
1 e 1 (xe” ")““'_“—’ 1 x
A-S = 2 I3 A - e 1 (xe~*)n+1 _
n Iu ax dx Iu 1__,“.7(1:& -[0 _%(l-xe")a" dx - -[0 ._.":q“_l ix = j-oll — dx — I 1-(xe~X)n+1

1-xe~X
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+1 aynel
11-1+(xe” ‘)" 5 < 1 (xe *) i
ax = -—
= Iu 1-xe” ‘fo 1-xe~% Ix

2
¢, Montrer que 0'<( A.) S, = ey -En déduire que "'1.',,5- =A:
ona:A~=5.= 1= —“\ =f (xe ™)™ x — gy = ,“l(Xe")M‘ x f(x)dx = .f; X" (e7X)™ 1 ¢ f(x)dx.

1-xe~2

or 1<r(:\)<_~=> |<f(x)<-—=n<f(x)<_ (1)

et 0< c-(m»l} < c—(nbl)x S e R S e (2)

En multipliant les deux encadrements (1) et (2) on a ; 0< f(x)e~™1x < © 5 0< f(x)e‘("*”‘ o2 o
»0< f(x)e” VX < 2 et en multipliant par x"*! on obtient: 0 < xnnf(x)le-(nu)x << 251 -

e-1
20 f xnuf(x)e—(m-l)xdx <J' an+1dx=>0<A S, <__[xn+2]o =0<A- S S—

lim (A = Sa) = 0 puis que llm =0 limS, =A.

ns+xn 4 2 n=+x
d Détcrmlm,r un cntier naturel ng tel que pour tout n>n, ;

np+2
2<1022=
mfz

, A soit une valeur approchée de S, 2 107% prés :
Z10° =2ng+222%x10°=ny>2x102 - 2=n, > 198.

Bac 2013 session normale
Enoncé
Exercice N°I :

On considére 'équation (E) : 25x—9y=5 ou x et y sont des entiers relatifs.

1. a. En utilisant ’algorithme d’Luclide, déterminer deux entiers relatifs u et v tels que 25u+9v=1. En déduire une solution
particuliére (xo; yy) de (E).

b. Déterminer I'ensemble des solutions de (E).

2. On désigne par d le PGCD de x et y oin (X;y) est une solution particulié¢re de (E).

a. Quelles sont les valeurs possibles de d ?

b. Quelles sout les solutions (x; y) telles que x et y soient premiers entre eux?

| c. Peut-on trouver un couple (x;y) d’entiers relatifs tel que (x?; y*) soit solution de (E) ?
| Justifier votre réponsec.
‘ Exercice N°2 :

- Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (0; U; V). Pour tout nombre complexe z on pose :
. P(z)=z* — (9 - i)z? + (28 — 5i)z — 32 + 4i.
| 1. a. Calculer P(4) ct déterminer deux nombres a et b tels que pour tout nombre complexe zon a :
P(z)= (z — 4)(z* + az + b).
b. En déduire ’ensemble des solutions de 1’équation P(z)= 0.
2. On considére les points A, BB et C images des solutions de I'équation P(z)= 0 tels que z, = 4 ;1m(zg) > O et Im(z) < 0.
a. Donncr Pexpression complexe de la similitude directe s de centre C qui transforme A en B.
b. Déterminer le rapport et un anglc des.
| 3. Pour tout nombre complexe z on pose Q(z)=2* — (5 —-i)z+8 - i.
On note I' ’ensemble des points M d’affixe z tels que Q(z) soit imaginaire pur (ou nul).

a. En posant z= x-+iy, donner une équation cartésienne de I' et montrer que I' est une hyperbole de eentre ﬂ(— -:—)

b. Préciser les sommets et les asymptotes de I puis la construire.

Exercice N°3 :
Soit Ia fonction f définic sur R par : f(x) = (3 — x)e*. Soit I' Ia courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0;1;))
(x)

f
1.a.Justifier ct interpréter graphiquement les limites suivantes : ,}.'.'.'_'Lf(x) =0; ,,l.'.'ﬂof(") = “m‘.li'ﬂ,'—; S

b. Dresser le tableau de variation de f.

¢. Tracer la courbe (C). i
| d. Vérifier que Ia fonction f est solution de 1’équation différentielle y' —y= —e* et calculer I’aire du domaine plan limité par la

courbe (C), I’axe des abscisses et les droites d’équations x=0 et x=3 : "
“ 2. On considére Ia suite numérique (U,) définie pour tout entier naturel ; n=1 par: U, = =
|

3
a. Montrer que pour tout entier naturel n23 5 0 < 'lt;l = e
n 9 3 II-3
| b.Montrer que peur tout cutier natureln 2 3; 0 < Uy < z (Z) . En déduire lim U, .
} 1 3 3 5 311
| 3.Pour tout enticr natureln > 1; I, = ;ﬁj (3 =x)"e'dxetS, = Z K 1+3s 2 rta
«Jo k=0
! a. Justifier que I, == ¢ - 4,
i
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b.Montrer que pour tout entier natureln > 1; 0 £ 1,, < (e* — 1) U, . En déduire nl-l.l:‘:. Un-

c. En utilisant une intégration par parties, montrer que l,,,; =1, = Ug,q .
& 3"
d. Démontrer par récurrence que pour tout entier natureln 2 1: e’=1+3+ ko +ho-

En déduire lim §,, = ¢,

Exercice N°4-:.ﬂ
x)=1+x?-3x%nx ;six>0
1. On considére la fonction g définie sur [0; +oof par : :Eo; -1

a.Montrer que g est continue cn 0* et que Ii:P g(x) = —m.
X— bor

b. Dresser le tableau de variation de g,
¢. Montrer que I'équation g(x) = 0 admet dans )0; +oo[ une unique solut
10; +of.

2. On considére In fonction définie sur ]0; +oof par : f(x)=

a.Calculer lirgl f(x) et IiT f(x).
X= K=t

jon a et que 1 <a<2. En déduire le signe de g(x) sur

Inx
14x3 7

—555—)—; . En déduire le tableau de variation de f.
x(1+x%)

. Pour tout x€ |1; -+, on pose F(x)= I: f(t)dt.

. Montrer que F est dérivable sur ]1; +oo[. Calculer F(x) et déterminer le sens de variation de F.

. Yérifier que pour tout t de [1; +oo[;ona: =< f(t) < %‘

(1+0)3 —

b. Vérifier que pour tout x€ ]0; +oo; f'(x) =

T W

~

- — . . Int
. En utilisant une intégration par parties, calculer f: tl,dt.
d. Déterminer les réels a, b ef ¢ tel 0;— =2+ i+
- Déterminer les récls a, b et ¢ tels que pour tout €0 5 7o-ms = 2+ 720 + g +

4. a. En utilisant les résultats précédents, déduire que pour tout X€ 11; +f,

~Inx ll (x+1 1 1 1—21n2<F()51 1 Inx
2a+x: 2 "\ x ) 20+%) 4 "1 4 axt . 2x2
i 1
; im Fx) = Ls e £,
b.On admet que xl_:.l;..:‘_l (x) = L; Montrer que 2 + 2 In2<l< 2

¢. Tracer Pallure générale de Ia courbe de F.

Exercice N°S :

Dans le plan orienté, on considére le carré direct ABCD de centre O et de coté a, (a>0). 1, J, K et L les milieux respectifs des cotés
[AB], [BC), [CD] et [DA].

1. a. Fairc une figure illustrant les données précédentes que ’on complétera au fur et & mesure.

b. Montrer qu'il existe unc unique rotation r qui transforme Cen O et Ken L.

¢. Déterminer un angle et le centre de cette rotation.

2. Soit = S”()SloOSOK.

a. Vérifier que = rSgk ct déterminer (D), f(K) et {O).

b. Préciser Ia nature et les éléments caractéristiques de Ia transformation f et donner sa forme réduite.

3. a. Montrer qu’il existe une unique similitude directe s, qui transforme Been 1 et L en A puis déterminer le rapport A, de s, .

b. Soit « une mesure de Pangle s; . Montrer que cosa = 3-5— .
c. Soit P le centre de s, . F te symétrique de C par rapport & B, Montrer que le point P est situé sur les cercles circonscrits aux
triangles BEI et BAL. Préciser P et le placer sur la figure.
d. Montrer que (l_'l'; ﬁl_\.) = 2[211]. En déduire que les points A, P et E sont alignés.
4. Soit s; I similitude directe de centre B qui transforme C en L. On note p une mesure de son angle.
Soit g= 5,08, .
a. Justifier que g est une similitude directe et déterminer g(B) et g(C).
i .
b. Montrer que « +f = 7 [27]. En déduire que lc centre Q de g est situé sur deux cercles que ’on déterminera. Placer Q sur la

figure.
c. Justifier que g(Q) =0. En déduire la construction de I'image du carré ABCD par g.

Solution
Exercice N°1 :

On considére Péquation (E) : 25x—9y=5 ol x et y sont des entiers relatifs.

1. a. En utilisant Palgorithme d’Euclide, déterminer deux entiers relatifs u et v tels que 25u+9v=1. En déduire une solution
particuli¢re (xqo; y,) de (1) :

25 =9% 2 +7:;9=7Tx1+2;7=2x3 +1

Onadone:1=7—2x3 =7-(9—=7)x3=4x7-3x9=4x (25— - - -
225%x4+9%x(-11)=1= (u; v) =(4; —11). ( 2%9) -3x9=25x4=0x1l

25u+9u=1 225u=9(—v) =1 =25(5u)—9(=5v) =5 = (Xq; yo) = (5u; —5v) = (20, 55)

S Page 101 sur 236 -
{  Préparé par : Ahmed Jeilani Med Youmbabe 32056962-41813182-33318689_




b s

[ Classes des 7°C

——
———

T T— Pour ’année scolaire 2019'202(L_i

b. péterminer I'ensemble des solutions de (F\ .
'25x—9y:. -‘425()((;“;)'
25x20-‘))<55=5 - 0—9(y-5r= é

Comme 25 et 9 sont premicrs entre eux alors ¢° > =0 =250 - 20) = 9(y - 55) = 25 | 9(y - 5%).

- S nprés
y—55 =25k = y=355 43§k. Pres Gauss, 25 | (y — 55) = il existe un entier relatif k tel que
25(x = 20) = (Y = 55) = 25(x ~ 20) = 9 x 25300
proi §={(x =20 + 9k; 55 + 25k) o kezy 0= FK=x=20+9k

2. On désigne par dle PGCD de x et y o (x- ;
o Quelles sont les valeurs possibles ‘li i ?(X. yest une solution Particuliére de (E).

dix |
=xAy = =2d125x -9y =5
d \ d ly y=5=4d '5=’dE{1;5]
b. Quelles sont les solutions (x; y) telles que x et i
remier - Y soient premiers 2
t premiers entre ¢ - . entre eux?
X EEy SO0 P FOMTE SR Sd =i ket Pas divisible par § = k n’est pas multiple de 5 (car x=25+9k)

i ¢. Peut-on trouver un couple (x; y) d’enti X
Justifier votre réponse : 1ers relatifs tel que (x?; ¥?) soit solution de (E)?

| (xz;y2) est une solution de I’¢quation (E) ssi 25x? — 9y = 5 “(5x - 3y)(5x + 3 =8
- - 3y)(5x y) =

5x—3y=1 5x -3y =5
= ou =2 10x= -_—..6_ o
5x+3y=25 5x+3y =1 X=6=x 10 = X = 0,6 ce qui est impossible car xeZ.

Exercice N°2 :
Le plan complexe est muni d’un Sephoe welhn L
P@)=12 — (9 — )z% + (28 — 5i)z — 32 + “.normé (0; 1; ¥). Pour tout nombre complexe z on pose :
1. a. Calculer P(4) et dét s

p(:)= (z _l 1) (,_g l a;. :_ ';;‘)'“:"ler deux nombres a et b tels que pour tout nombre complexezon a :
P(4)=4> = (9 — 4% + (28 ~ 5i) X 4 — 32 + 4i = 64 — 144 + 16i + 112 — 20i — 32 + 41 = 0.
Comme P(4) = 0 alors il existe des réels a ot b tels que P(z) = (z—4)(z? +az + b)

Déterminons a et b : : .

1 -94i| 28-5i | —s2ia '\\: }
(4 3 4 —20 + 4i 32 — 4i
1| =541 8—i 0 Y

>a=-5+ietb=8—i

DouP(z)=(z- 42+ (-5+id)z+8—1i).

b. En déduire I’ensemble des solutions dc 1’équation P(z)=0 :
P2)=0=>2—4=00uz2? +(-5+i)z+8—-i=0

z2—4=0=z2=4;

22+ (-5+i)z+8—i=0.

A= (-5+i)2—-4x1(8—-i)=25-1-10i— 32 +4i=-8-6i=(1-3i)?
i = S—Ii-zl—.'!l - 32

=
" 5-i=1+3i :
zZ == =~ P =241

Donc § = {4, 3--2i; 2 +1)
2. On considére les points A, B et C images des solutions de I’équation P(z)=0 tels que z, = 4 3lm(2g) > 0 etIm(zc) < 0.

a. Donner Pexpression complexe de la similitude dirccte s de centre C qui transforme Aen B :
ZA=4,"I.H=2+i(!t'l.c=3—2i. _
At 3 etb= Zg — AZy.

s
L’expression complexe de s : 2’ = az+b avee a = =
“143i _ (1430020 _ S4SE_ 4 jetp=zg—aza =2+i-(1+i)x4=2+i-4-4i=-2-3i

Tyg-2¢ _ 2+i-3+2i _

a= il LR P :
-z A-3+21 1420 (1+20)(1-20) 145

Dol 2’ = (1+i)z—2 — 3i. |

b. Déterminer e rapport et un angle des: .

le rapport des: la| = |1 -+ i = VZ et Pangle de s : arg(1 + i)= o i
! =z2-(5-1)z2+8-1
3. Pour tout nombre complexe z on pose Q(z)= % (5 1)2. .
On note " IYensemble des points M d’affixe z tels que Q(z) soit imaginaire pur (ou nul) : S0
a. En posant z= x-Hiy, donner une équation ca rtésicnne de I et montrer que I est une hyperbole de centre n(; - ) 3
Q@)= (x+yi)? - (5 —i)(x+yi) +8—i =x?—y?+2xyi-5x—y+(x-5y)i+8-1i
=x%-y? — 5y —1i
=x2—-y? —5x—~y+ 8+ (2xy + x— 5y ) 3 m +1)2+1+8=0
MEF@RC(Q(Z))=0<=9x3-—y2-—5x—y+8=0=>(x—-2-) —T—(y -) +3
5 1
gy’ } &y AP QU - I IR
o(x=3) - (y+]) rz=0e(x =) -(v+d) =2t @
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{L ¢ lass_é:igag(?

5 1), _ x? L p £
(.2. ; —E) : I a pour équation -(—ﬁ—_)*x ‘(-‘)"l

+

Dans le repére (;1;)) avee Q

D’ou I est unc hyperbole de centre 0.
b. Préciser les sommets cf les asymptotes de I" puis Ia construire :
Dans le repére (€;5;7) ¢ Les sommets de I sont p(0; vZ) et D*(0; -V2).
Les asymptotes A ct A’ de 1" ont pour équations : A ¢ y=Xet Y=—X

- 5 1 J“‘ D’ _"_'_. __l = \/-i),
Dans le repére (0;1;]) : Les sommets de I' sont D(;; e 2) et 7' "3

Les asymptotes A et A’ de [" ont pour équations : 4 1y =X et y=—%x+2

H L] ’
{! g

 N°3
Soit Ia fonction [ délinie sur R par : f(x) =
quement les limites suivantes :

jve de f dans un repére orthonormé (0;1;)).

(3- x)e* . Soit I’ la courbe représentut
f(x)
= —00; lim —_—= 00

1.a.justifier ct interpréter graphi Jim f(x) = 0; lim £(x) L. e
lim f(x) = ll_i‘pL(S —-x)e¥ = xl_i.n_n 3¢*— limxe*=0-0=0.

x"l-—w o X— ~00
lim f(x) = lim (3 — x)e* = lim (3 —x) x lim e* = —00(+00) = —0.
X+ 00 X—1 400 X-*+0 xX-r+ o0

b. Dresser le tableaun de varintionde f:

fi(x) = —c*+(3--x)e*=(-1+3-X e*=(2 —x)i:_

—00 2 +0o0

£ :x) + gz — Nf QZJ\ \

NP

— 00

0
¢. Tracer la courbe (C) :
f 3 — x)e* x

e lim -2‘2 = lim (—— x)e = lim (3 - x) x lim =, = —oo(+00) = —o00,

x=+m X x—r+o7 X X—+00 x-1400 X
La courbe I' admet BP de direction (Oy) au voisinage de +c0.
» y=0 AV au voisinage de —o,
« f(0) = 3 alors I" coupe ’axe des ordonnées au point (0 ;3).
ef(x)=0=> (3 -x)c* =03 X =0 = x = 3. Donc I" coupe I’axe des abscisses au point (3 ;0).

e e e}
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d. Vérifier que Ia fonction f est solution de |’ éq i 7 O oy

s . uation diffé PT— |
courbe (C), I'axe des abscisses ct les droites d’équations x:l;::iil.l.;y y & ehealter Yaineny Sundlepluliinpars
y=y=@2=%)¢e"~ 3 -x)e* = (2~ x -3 +x)e* = —ex, ’

B, Pire dm““:“c plan limité par Ia courbe (C), 'axe des abscisses et les droites d’équations x=0 et x=3 alors :
A= [y 100 dx = [[(FG0+¢%) dx = £ +e"]} = £(3)+e? ~ £(0) — 1 = (¢* ~ 4)ua

2. On considére Ia suite numérique (U

) définje pour tout entier naturel ; n>1 par: U, = z

n!
a. Montrer que pour tout entier naturel n>3; 0 < Yast o 3.
Un

n!

Onﬂ'T—mx§=...,“r“>3=’"+‘>4=’

4’
1
S3m

Un¢1 3
= —sisgghugt
b. Montrer que pour tout entier natureln 23; 0< U, < 2 (3)

2\4
Ona:0< et 7 done:

n+
n—3

. En déduire lim U,
n=+w

Ul|
pgtsd
U, 4

Us
0<s—<=

|l-'l4
0s—<-

U; 4
i
0gtss

=0t sosts @) 205,20, ()72 05U, <2(2)" car v, =2
3

4 4
A n-1
Comme lim —(-~) =0 alm's Iim u,=0.
n—+o0 2 \4
3? 3"
3.Pour tout entier naturcln =2 1; I, = —J (3—x)"e*dxetS§, -—zk‘ = 1+3+Ef+ +F

k=0
a. Justifier que l; = ¢® — 4 :

h=1//3-x)!erdx = (3—x)e"dx—fo(’i-—x)e"dx [Jfdx=A=¢*-4.
b. Montrcr que pour tout eatier naturein=1; 0 <1, < (e*-1) U, . Endéduire lim U,
Ona:0<x<3=>-3< x<0=>0<3-x<3=0<(3 x)“53“=?0<(3 x)‘e“SB"e,-’t
=»0<f (3 - x)" e*dx <J’ e "dx==0< j(3 x)"e¥dx < j' 3"e’dx=>0<1, <= Io 3" e*dx
=’0<l..5--[c"]‘->0<[,,s - (e —1)=>0<|,,5(e3 1) Uy

Donc pour tout enticr naturcl n > 1;,0<1,s(-1DU,
Comme lim U, = 0alors lim 1, = 0.
n—=+o0 n—oo

¢. En utilisant une intégration par partles, montrerque I,y =1, —Upyq:
13
L= ;:J'n (3 - X)) eXdx =1, = f 3 - x)n+l e*dx

(l|+l)'
[u‘(x) = (3 — x)"*! . {u(x) =—-(n+1)@3-x"
v(x) = ¢* v'(x) = ¢*
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1 Clnsscs_ac_s7“_6 o , e ———

2 lpyy = o= (~ - D@ ="+ (04 1) [2(3 - x)"e* dx)
_ el o3 . n+l o .3=l ’(3—x)“e‘dx—l[(3—x)“e‘]g
- (mm-fu (3 - x) et dx — (n+l)E[(3 x) e ]0 n!IO nt
=l -1@ -0 =t -5 =l Vs

3t 3"

2 .ol = — e — + |
d. Démontrer par récurrence que pour tout entier patureln =2 1:e3=1+3+% + T Tin
En déduire lim §, = ¢*:

n-+ow

Initialisation :
Pourn=1:1, =¢® —4=¢® =4+1,=1+3+1;
Donc la propriété est vraic pour n=1.
Transmission :

AR OS5 W
Montrons que si pour n donné (n= 1);e*=1+3+ =1+ 2! g AL

3n+1 3."

32
3 M _ M 3 143+t oyt e
he1=lh=Unar =l — Upay =141 el = (1 +3+ 2 s n (nﬂ)'#e u e

2 n
2+l alorse
21 n!

. 2 n
Conclusion:vn = 1:¢*=1+3 +3; + o +% + Iy

' ; -
. - = : 1 Y o+ )=e® = limS, =€
Comme ..'—lc'l:ol“ - 0 alors nl-ltl}}n (1 +3+ 2 + -+ n!) e Do
Exercice N°4 :

. g(x)=1+x3—3x3lnx;siX>0
1. On considére Ia fonction g définie sur [0; +oo[ par: {g(O) = §

a.Montrer que g est continue en 0* et que Iil+n g(x) = —o:
X=+00
— i 3 _ 9,3 e PR =0.
Jj.lg;g(x) = ,!ygl(] +x* = 3x%Inx ) = 0 =g(0) c:r m'qx Inx =0 i
lim g(x) = lim (1 +x* — 3x’Inx ) = lim x3 (— +1-3Inx ) = lim x* x lim (—+ 1 - 3Inx ) =it -m) =,
X+ 00 PR Xt 00 X X+ x—+0 \X
b. Dresser le tableau de variation de ¢ :
3
g(x)=3x*-3 (3x‘lnx + 'T) = 3x? — 3(3x%Inx + x?) = —9x%Inx

e e I

’f

oo

—9x?

T O | = ol
o'(x) 0 + 0 - m‘;

D’ou le tableau de variation de g ¢

—

PO . \\b‘
2(x) v 2 4
/ P
1
g(x) — g(0)
x=0 x-0

]c‘.):v.l'-(:i;ﬁcr que V'équation g(x) = 0 admet dans |0; +oo[ une unique solution a et que 1 <u<2. En déduire le signe de g(x) sur
La fonction g est continue sur [0: 400,

+g(]0; 1)) = [0; 2]. Donc I'équation g(x) = 0 n’admet pas de solution dans [0; 1)

+g(J1; +[) = ]—; 2[. Donc Péquation g(x) = 0 admet dans ]1; +co[ une uni e siluti

D’oi Iéquation g(x) = 0 admet dans ]0; +co[ une unique solution a. e slution a.

Comme g(1) > 0 ct g(2) = 9 — 24In2 < 0 alors d*aprés le théo
Dot le signe de g(x) sur 0 +oos p réme de 1a valeur intermédiaire 1 <a<2.

X 0 " +co
2(x) + 0 -

2. On considére 1a fonction définie sur ]0; +oo[ par : f{x)=_"_‘1_
i 5 o R ) 14x3°
a.Calculer }_I.lgl f(x) et xl_l.mn f(x) :

TS L. i . B

x—g!' - g-l-l(n 1 .|i.x3 - xl‘;}l 1+ x3 X ,!'ng]_ Inx = 400 % (—-go) = —00,
nx Inx

I = li —— I i —

Jim £(x) = lim 1——g = lim —5 =0.
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yérificr que pour tout x€ ]0; +oo[; f'(x) = X
b. . ) x(14x3)7 " En déduire le tableau de variation de f :
..(1#;3)—3lenx l-'L-:—:’-‘—’“-". Laxd .
i) A= = —_— = x3-3x3inx N 10))
f'( (1+x3)* (14x3)” x(1aad)f ;‘(T:;—):

Le signe de f'(X) est celui de g(x).
p’ou le tableau de variation de T,

« +o0

f(x + 0 -

f(x) / 2 \
]eo 0

3. Pour tout x& ] 1; +oo[, on pose F(x)= J; f(®ar.
a. Montrer que F est dérivable sur ]1; +oo[ Calculer F'(x) et déterminer
Comme la fonction T une fonction continue sur

F'(x) = f(x)- Le signe de IF(x) est celui de f(x).
Dol le signe de I(a) sur]0; +oo[:

le sens de variation de F :
[1: +of et x et 1€[1: +oo[, alors Ia fonction F est dérivable sur [1: 4] et

X 0 l +00—|
f(x) = 0 +
Dot le sens de variation de F :
X 1 B +o

F(x) |0 + ]

F(x) (\)Q
0 /_____t - ' Q:\/Q

b. Vérifier que pour tout t de [1; +w[; ona: (11:1:)’ <fy <™ =
Pourtztona:1 s t* <1+3<(Q+1)% (car(141)% = t3+3t2 +3t+1 = t3)
1 1 1 Int Iut llll

1 :
- STAsSEo G S e = -3 (carint 20 puisque €21) = (1+t)3 <f(t) =5 .
¢. En utilisant une intégration par parties, calculer _fl t—,dt :
[u’(t) =3 _ jue =z
v(®) = Int V(x) =1
xlut —Int x -1 = “hx o 1f-1)% _-x 11
13" [th] 1 2t |dl oz th zn’dt_" 2x2 +4[I2]1 T
b
d. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que pour tout t>0 5 T E <2 vr (1:_0':
a_ b c a+at+ bt c a+at+at+at?+bt+bt?’+ct (a+b)t?+(2a+b+c)bt+a
- o = + = =
t 1+t (1+1)2 t(1+t)  (A+p)? t(1 +t)? t(1 +1)?
Par identification des coefﬁcients on obtient :
a=1 =1
Sgle Sy e B e,
atb=0 b=-1.D0 (o = 1~ T~ R
Za+b+c—0 c=-1
4. a. En utilisant les résultats précédents, détlmrc que plour tout xe ]1; oo,
~lnx 1 x+1 1 1-2In2 1 1 _Imx,
2(I.‘l”)?' ;ln (T * 2004%) T = )= 1 :"z 2:1 ) h.g Int
nt Int Int xng
SO <57 g le (1::)i des= f f(de = f dt= Ger (1+:)= sih=7 (u»t)s SfO=F=*wwr (1+:)= = k=) <
On pose y = [¥ — e s v 4t Caleulons J :
— u(x) =
{ ) = __(Ht)” - z(u-t)z
v(t) = int vi(x) = ;
[ -mt * -1 1 ~Inx 1x 1 _ —Inx 1exm 1 1
== [zmu)*] - s XTIt = et 2h 0 = aee T 2 h (t 1+t (u:)‘) dt
— —Inx X -lil!
oAt [Int = In(1+t)+ 1+t]1 = 2(1«:)2 [ (“t) J 1 , :1
— b 1 1 _  ~Imx 1 X . o]
2(1+x)2 (l"(hx) * T;;" In( ) ;) 2(1+x)2 t3 ln 14x i 2(14%) zln (2) 4
= hnx x4 Hin(@) - = s - s (el g L Aol
2(14x)2 " ( X )+2(n il ( a7 zam? 2 2(1+x) *
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Inx

—

LI nt I T €5 1 1-zinz g i .

Comme T < F(x) < 5 ators s = Eln( = ) + —-—-2(11“) =S F(X) S~ 3F 22

b.On admet que lim F(x) =L; Montrer que — 7+ —In2<Ls7¢

X~ +00 4 2 4 1
C i —Inx ‘ll x+1 N 1 1—21n2) 1-2In2 _ }-+—ln2
om TR cinl—) o o e 4
e a~"+'3»(2(1 TOF 2 "( X ) 21+ %) 4 ) i
1 1 Inx 1-2In2 1
im (-—=—=—532)% "~ =— ~-—+=In2<lsg

et (4 ax? 2x‘1) 4 130 7372 4

c. Tracer Pallure générale de la courbe de F :

F'(1) = f(1) = 0 d’0 la courbe I'allurc de F admet en 1+ une demi tangente verticale.

y=L AH de I"allure de F au voisinage de +o°.
! é
i L'allure générale de F
3 / ' y=L

- // i
_——______———-_—'_-—-'
' E
!
Exercice N°5 : ) )
@@>0).1,J, K et L les milieux respectifs des cotés

Dans le plan orienté, on considére le carré direct ABCD de centre O et de chté a,

[AB}, [BC], [CD] et [DA]
1. a. Faire une figure illustrant les données précédentes que

-
am -

L ~
Dl K >
= -
I' “
k 1
‘ -
i an - .
¢ ~
‘ . o ¥
[ 3 ~
’ . '
' Py £y [l
H
I B BJ |
1] ’ o A )
' i [} '
) H [] ’
. N L] r
) ’
iy I e N ! 7
L - 1
£y
X / AR
\“ 'I & 1z
....... B
A P o
ok
WY, . P
N . -t LY
Vo 3
PAN === .
: 1
r
.
: .
)
4 ]
0 ' ' '
D' A ]
‘ ’
1 )
) ’
\ r
L) L4
s e
g [ 'l
L L

e -
-------

Ion complétera au fur et A mesure :

b. Montrer qu’il existe une unique rotation r qui transforme C en OetKen

On a CK=0I= 2 #0ct CK # 01, donc il existe une unique rotation r : K

¢. Déterminer un angle ct ke centre de cette rotation :
= __ —o- _ E

«Unangleder: (CK; Of) = (ED,E_) =2 [2n]

« Le centre de r est J car med[CO)Nmed[KI] = {J}.

Done r = r(';g)

2. Soit f= Suﬂsloosm(.

a. Vérifier que 1= roSox et déterminer f(D), f(K) et f(0) :

On a d’une part (HNE0) = (J) ct d’autre part 2(Td:ﬁ) = 2% E[zu]

I:
cC-0
=1

= -'25[211] alors $,0Sjo = r. Donc f= roSok
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f(D) = roSox(P) = r(C) = 0 ; (k) = = ____Pour I’année scolaire 2019-2020

b, Préciser Ia nature et les él_"t-;iy&-m‘)s c;:fc.(:xﬁlﬁ) = r(K) = let f(0) = 0|

f est la composée de trois anlidﬁ\luccmcm al = T0S0k(0) = r(0) = B
0

é?iﬁlii]ue;d 14

§ de'la transfo ;

alors clle est unc symétrie glissante. rs c'est un untidépl::‘::::‘:,“ fCet donner sa forme réduite :

. f(D) = 0 =Milieu de LOD] appartient 4 1 ! t. Comme fof(D)y=B= D alors f n’est pas symétrie axiale

_j £ axe A def; f(0) =

. fof(D)=B alors le vecteur i de f est 1] e H0)=B = Mmuj

. que 2y = iy eu de (OD] appart '

Conclusion : f=Sypotsy = t539Sap DB = = %DB = 0B ppartient & I'axe A de f. Donc A =(BD)

3, a. Montrer qu’il existe une unique similitude direct
‘ 'ecte s
On a:BzLet 1 A, donc il existe une unique similitud
ity
1

Al a
o AR, S

2 5 = Eeme = =— =
oL ».’rAﬂ +AL an*;-'?‘ "":' Vs

1 qui transforme B enletLenA
edirectess, : D L
L-A

puis déterminer le rapport A, de s, .

M=

ol

b. Soit @ une mesure de Pangle s, . Montrer que cos 2§
A==

a=(BL;1A) = (BL;BA) = cosa=28—-__38__ _ _a

BL ~ JABZsALE F =

c. Soit P le centre de s;. E le symétri L

] que de C pa

riangles BEI et BAL. Préciser P et le placer sl;r"h:‘i;{lglib::l: .ﬁ B. Montrer que le point P est situé sur les cercles circonscrits aux

(68 ) = ~Sun ((F5: 1)) = ~(CB; 1) = (L CB) or i (3 C8) = (B )

- (E8; EN) = (CI; ) = (B1: FA) = (BL; 1A) i
- " = ’ ‘—‘G=(F§:Pl cars:P"'P: i i
D’oilll; cStPsllué sur le cercle circonscerit au triangle BEI -‘) l IB -1 MRRER BRI
- T — *
St =>a=(PL,PA)= . = (BL'IA RT.BA
1 ‘L A ( I A) ig (_P—l'.,l'—') = (BL, IA) = (BL; BA) = les points P, B, A et L sont cocycliques.
D’oli P est situé sur le cercle circonscrit au triangle BAL.
Conclusion : P est_§|tllé sur l:s cercles circonscrits aux triangles BEI et BAL avec P+ B car s,(B) # B.
d. Montrer que (PI; PA) = 7 [27]. En déduire que les points A, P et E sont alignés.

St (El}' P_.L] - (PL; ljf‘:) = E‘PI; Pi) = (PB; PL) car Ia similitude directe conserve les angles orientés.

Or (EE, I’L)i(m;hl.) =-= (Pl;ﬁ) == 2—[211:]. .

(PE; PA) = (PF; Pi) + (P1; PA) = (BE; Bi) + (PI;PA) = - 3+ 3 (] = O[n].

Donc les points A, P et E sont alignés.

4, Soit s, Ia similitude directe de centre B qui transforme C en L. On note p une mesure de son angle.

Soit g= 5,08, .

a. Justifier que g est une similitude directe et déterminer g(B)etg(C):

g est une similitude directe car ¢’cst la composée de deux similitudes directes.

g(B) = 5,05, (B) = s, (") =1 et g(C) = 54052 (O)=s:1(L)= A. :

b. Montrer que « +[} = : [2m]. En déduire que e centre Q de g est situé sur deux cercles que I’on déterminera. Placer Q sur la

1_1_28
g=a=s

figure :

R 1A o B-B , _a
a+f=pf+a= (BC; BL) + (BL;TA) car sy |E :L cest-d-dire « = (BL;TA) et s : \C : L Clesta-dire g = (BC:BL)
sa+f= (ﬁ,iﬁ:) + (ﬁt,l_ﬂ) = (mf,ﬁ) = (Eﬁlﬁ) =E[211].

Q-Q '
B-1

C—o> A _m (ﬁ—l-i‘-(—l—f) —_-Eet (QE"QK) =E=Qecl3“ etQEC[m]#QEC[mlnclu]

or ’angle de g est égal i @ == 2 )
¢. Justifier que g(0) =P En déduire 12 construction de Pimage du carré ABCD par g :

0-0
B — 1 Comme le
C-+ A o)=P
O’ =P, car IAP est isocéle rectangle en p. Done s(0) =F.
Construction de Pimage du carré ABCD parg:
On a déjir g : |“""

C—A # =D
0 =B+D = (0) =g(B)*a(D) = P=1"&®) = B°
0=A%C = g(0) =g(A)*&(C) = P =EAI'A 2 A
Done g: ABCD-A'IAD".

Yotr Deed

Onag:

O alors 1A0’ est isocéle rectangle en O’ alors
Soitg(0)=0.g: triangle BCO est isocéle rectangle en

taP.
— o(D) est le symétrique de 1 par rappor ‘
j(g(z\) est le symétrique de A par rapport aP.

—_—
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Bac 2013 session complémentaire

Enoncé
Exercice N°1 :

Soit In fonction f, définic sur R par: £,,(x) = x* + 2(n + 2)x + 1. Le paramétre n est un entier naturel.

Soit (C,,) I courbe représentative de f,, dans le plan rnpporté A un repére orthonormé (0;1;J).

1. a. Dresser le tableau de variation de la fonction fo(x) = x3 + 4x + 1.

b. Montrer que I'équation f,(x) = 0 admet dans R une unique solution U, et que U, € ] — 1 o[.

c. Tracer (Cy).

2. a. Montrer que toutes les courbes (C,) passent par un point fixe A que I’on déterminera.

b. Etudier les positions relatives des courbes (C,) et (C,;1).

3. a. Prouver que pour tout enticr naturel, I'équation f,(x) = 0 posséde une unique solution U, et que U, €]-1;0[.

b. On considére la suite de terme général U, . Montrer que la suite (U,) est croissante. En déduire qu’elle est convergente.
Exercice N°2 :

Pour tout z de C on pose : P(z)=73 — (4 + 6i)z2 + (=5 + 18i)z + 18 — 12i.

1. a. Calculer P(2) et *(3i).

b. En déduire les nombres complexes 7, ; 7, et Zy solutions de I'équation P(z)=0 tels que |z, | < |Z;| < |z3].

2. Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé direct (0; U; V), on considére les A, B et C d'affixes respectives z, ; z, et
Zz et le point G barycentre du systéme {(A; 1), (B; -3), (C; 4)}.

Pour tout point M du plan on pose : @,(M) = MA? — 3MB? + 4MC? et ¢, (M) = 4MA? — 2MB? — 2MC?,

a. Vérifier que Iaffixe du point G est zg = § +%i.

b. Donner une forme réduite de @, (M) et @,(M).

¢. Déterminer et construire les ensembles : Mel',; & @, (M) = —3 et Mel', < @,(M) = —44.

Exercice N°3 :

TCIassu_s_Lcs 7°C

() 21“,}()0

On considére Ia fonction f définie sur [0; +oof par : [
f(0) =

1.a .Montrer que f est continue en 0* '

b. Etudier la dérivabilité de f en zéro i droite et interpréter graphiquement,

c. Justifier que xl_i.ln f(x) = 0.Interpréter grphiquement.

2. a. Dresser le tableau de vaviation de f.

b. Donner I’équation de la tangente a (C) au point d’abscisse 1.

¢. Tracer In courbe de f.

3. On considére Ia fonction g définie par : g(t)=tf(t). Pour tout x €[1; +oo[, on pose F(x)= f: (t)dt=j': tf(t)dt.
a. Montrer que F est dérivable sur [1; +ool. Calculer F’(x) et montrer que F est croissante.

2In
b. Vérifier que pour tout t de [1; +oof; g(t) 2 —. En déduire llm F(x) = +o0.

c. Dresser le tableau de variation de T,
Exercice N°4 :
Dans le plan orienté, on cousidére un losange dircct ABCD de centre et de cdté a, (a>0) tel que (BC; BA) = %[21(].

On considére les deux points i ct F tels que OEFD soit un carré direct.
1. Faire une figure ilustrant les données précédentes que I'on complétera au fur et A mesure (On pourra prendre (AC)

horizontale).
2. a. Montrer gu’il existe une unique rotation r qui transforme A en B et D en A.

b. Préciser un angle ct le centre de cette rotation,
3. a. Montrer qu’il existe une unique similitude directe s qui transforme Ben D et D en F.

b. Déterminer le rapport et un angle de s.
c. Soit H le projeté orthogonal de D sur (BF). Déterminer les images des droites (BH) et (DH) par s.

En déduire que H est le centre de s.
d. Préciser et placer sur la figure les images des sommets du carré OEFD par la similitude s.

0 =B*D =
4. On munit e plan d’un repére orthonormé direct (0; OE; OD).
a. Déterminer les coordonnées des points E; D; B et F dans ce repére.

b. Donner Pexpression complexe de Ia similitude s.
¢. En utilisant 3.a) retrouver le rapport et ’angle de s et calculer les coordonnées de H dans le repére précédent.

Exercice N°5 :
Soit f1a fonction de variable réelle x définie par: f(x) =

(O;1:)).

,+ ;. . Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé
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1. a. Vérifier que pour tout réel x on nif(x)=-1+ i’l
.}

g f(x)=1-
b. Calculer i“l:l f(x)c

t .l-i.!" f(x) ctinterpréter graphiquement.
2. a. Dresser le tableau de variation de f.
b. Tracer (C) dans le repire (0;71; 7).

c. Soit a un réel strictement supéricur i I,

Calculer en fonction de a, 1"
abscisses, I'nxe des ordonnées ot Iy troite

d’équation x=Ina.
3. Pour tout cutier nature | non nul, on pose I, = fn'm(f(t))" dt.

a. Vérifier que 1, = 2In (':':4]-‘; ;

b. Vérifier que pour tout réel x

aire du domaine plan limité par la courbe (C), I’axe des

1 4 (x)=1 =2f’(x). En déduire la valeur de I,.
¢.Montrer que pour tout enticr naturelnona: 0<]_ <

a-—1\" .
n S (a T 1) Ina. En déduire nlll:lml.,.

2 fa-1\N+1
rnatureln,ona:l, —1,,, = —(_—1)
a+

n+1
; lma-1
4. Pour tout enticr naturel n = 1,0n pose S,(@) = Z—( )
vt k\a+1

a)ien foncion de certains termes de la suite (1,). En déduire “T Sa(a).
n=4w

- L)

k=1

d. Montrer que pour tout entic

k

a.Ecrire S, (

3

. 9 1,9\* 1,9
b. Pour tout entier naturel n =1,0onpose:T, —( ) ( )
npse ity =mtaln) *5lg

Détreminer lim T, .
n—=+o

Solution

Soit Ia fonction f, définie sur R par:f,(x) =x3+2(n + 2)x + 1. Le paramétre n est un entier naturel.
Soit (C,,) Ia courbe représentative de fa dans le plan rapporté i un repére orthonormé (0:1; 7).

L. a. Dresser le tableau de variation de la fonction fy(x) = x3 +4x + 1 :

lim fo(x) = lim (x* 4 4x + 1) = lim x* = +o et lim fy(x) = lim (x*+4x+1) = limx? = -
X=+o X=+4 X400 X—+=00 X~v—0 X=—cc

f'o(x) = 3x% + 4 > 0 = f, est strictement croissante.

x PSS T \\ v
f'o(x) + ‘%
fo(x) ¥ hea ¢ J\\
| i / t\b‘

b'.‘Mon_im;';llﬁﬂaﬁnim? 'f(-,('k-)*;-:h-(} admet dans R une unique solution U; et que U, € ]-1; 0] :

fest continuc sur R et strictement croissante. Comme fo(R) = R alors I'équation fo(x) = 0 admet dans R une unique solution Uy.
fo(—1) = —4 < 0 et £,(0) = 1> 0 alors d’aprés la propriété de Ia valeur intermédiaire Up e]-1;0[.

¢ Tracer (Cp) :

3 . ” 3 . )
lim B@ = lim f-jft—l = lim L. lim x* = +00.Donc (Cy) admet BP e direction (Oy)en + w et en — oo,
IXl=+x X Ix| =+ X M X pA
R0)=I alors (Cy) coupe ’axe des ordonnées au pomt{ on. L | "
s i { | § ] i | ¥ :
i« % A ek Vi it e (CRRIRINY T Pttt WSS SR T frr g s
. | ‘ } | j ; ! ! !
~ | ! AL inftstine b5 :
:“\\\‘L: e : . U bt ] + i
; x> s:audui fon (o) onsgl ?, ‘ 20 P
i Lo b | o
i: " : é 4 | I - I. : ; | ..;. i }__ _T
IR I171 I ) S
i s
: / ; 1 . 'i_ [ ;l - n a. »
T v Y [} 1 £l 1 [} i . 5 f { I
; i ks ! i ]
Cornemd . 3 IR T 08 > a i o l
BiP de girection (Oy) on -~ | 1 : ‘ ! ‘. i
. [ = s e L e T S
J 3 ' \\ i b i el ! . : i i P ;
| ey ST U A S WA PU SR % N A
. L N L B g T SEON P LS
2. a. Montrer que toutes les courbes (C,) passent par un point fixe A que l’o_n :éterminera !
foaa(X) = [,()=x 4 2(n 4 3)x+1=x3+2(m+2)x+1 =>326x =0=x=0.
N T o\l i Foge 1A Sima 22056962-41813182-33318689
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Comme £,(0) = 1 alors toutes les courbes (C,) passent par un point fixe A0 ;1)
b. Etudicr les positions relatives des courbes (C,) et (Cy,, ) ¢
1) —L(x) =x>+2(n + 3)x+ 1~ (x* +2(n +2)x +1) = 2x.
— [ 0 _ +oo
ey () - %) I -
| P. relative

B T Casy) |
(Caer). (Cy)

| [ (cn)n(clll"l)

—

%3 Prd'u':-vn"mm"‘ tout enticr naturel, I'équation f,(x) = 0 posséde une unique solution Usetque U, e J-1;0(:
s P L i issante.

Fa(x) =3x*+2(n+2)>0=f, est slrlcle_ment crol . 5 _ a_
im a0 = lim O+ 200 4 20+ 1) = fim x = 40 et fim £,00 = Jim (0 + 20+ 2x+1) = fim o = o

X~
T3 T ie ]
fa(x) | +

E(K) !1 o /j

f,, est continue sur R et strictement croissante. Comme f, (R) = R alors I'équation f;(x) = 0 admet dans R une unique solution
U . : s L
—1) = =2(n+2) <0 et [,(0) = 1 > 0 alors d’aprés la propriété de la valeur mtermédlalre_U. €]-1;0L

::(0: )consitlé(rc Ia Sl)li'lc de Ic:'r(uc général U, . Montrer que Ia suite (U,)) est croissante. En déduire qu’ell; est co:l_vergenu :

Vi € ]—00, 0], 0m a: £y (%) - £,(x) < 05 0r Uy € ]=1;0[ = f,1(U,) = Fo(Up) < 0 = £,,4(Uy) < 0 car £,(U,) = 0

= 01 (V) <0 = fpy (Ups) = £ (U) < £y (V) 2 U, < Uy, car f est strictement croissante.

e plus (U,) est majorée par 0 car U, < 0.

Donc (U,,) est convergente car ellc est croissante et majorée,

Excreice N°2 :

Pour tout z de C on posc : P(z)=2* — (4 + 6i)2% + (=5 + 18i)z + 18 — 12i.

1. a. Caleuler P(2) et P(3i) :

P(2)=2° - (4 + 6i)22 - (-5 +18i) x2+18 - 12i = 8-16-24i-10+36i+18 -12i=0. )

P@i) = (3i)" — (4 + 6i)(3i)% + (=5 + 18i) x (3i) + 18 — 12i = 271 + 36 + 54i — 15i — 54 +18-12i=0.

b. En déduire les nombres complexes 71 5 72 €t Z4 solutions de |'équation P(z)=0 tels que |2,| < |z,| < |z,] :

Comme P(2) et P(3i) alors P(z)=(z — 2)(z-3i)(z—a)=>6ia=18—-12i=2a =2 + 3i

= P@) = (2 2)(z - 3i)(z — (2 + 3i))

P@)0=(2-2)(z-3i)(z- (2 +3i)) = 0=z -2 =0ouz-3i=00uz-(2+3i)=0

=z=2ouz=3ionz =2+ 3i.

12,1 < 12,1 < Jo3] 25 = 2525 = Betue = 2 + 3i,

2. Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé direct (0; 4; ¥), on considére les A, B et C d'affixes respectives z, ; z, et
23 ctle point G barycentre du systéme {(a;1),(B; -3),(C; 9)).

Pour tout point M du plan on pose : @1(M) = MA? — 3MB? + 4MC? et ¢2(M) = 4MA? — 2MB2 — P4 (R

a. Vérificr que I'affixe du point G est Zg =5+ 3. :

Zpa-3zp+4z 2-3(31)+4(2+31) 2-9i48+12i 10+3i 3
Zg = ; ¢ = = = =5+ ;i.

2 2
b. Donner une forme réduite de (M) et @, (M) :
®1(M) = MA? -~ 3MB? + AMC? = 2 MG? + GA? — 3GB? + 4G(2

3 9 45
GZ=..__ 2=|-,r_.__' :|___..._‘ = —_——
Af = |7y — 7| 2-5 5 2 3 51 2 9+‘|r 2
[, 3 3 9 109
GBZL" et z _ 3] -~ ¢ ____'I :,-]___ 4 _" = 2r —_— = —
lzg — %5 l i--5 71 | ';l-zl 22';+4 2
; , 3. 3 9 45
GC=jz. -7 2=‘2+3—-5—-‘ =|—3+—" = -=—
I7c — 7| i 71 21 9+4 2

=Np,(M):2MGz+GI\Z—BGI12+4GC2 =2MGZ+1:--3>(‘—:2+4XE= ZMGZ__‘E____ZMGZ -5
4 4 2 "

D’oit une forme réduite de g, (M) : ¢1(M) =2 MG? - 5—;—
92(M) = 4MA? - 2MB2 - 2M(? = IMA x (2AB - 2AC) - 2AB? - 242
Soit 1 = j3*C.

AB? = |7g — 751 = |3i - 212 = 44 9 = 13 et ACZ = |7¢ —

Al =2+3i-2p2 =
=-—2ABZ-2ACZ——--'2)(13—2)(9'-':—26—13:—44A ! l ?

= 92(M) = 2MA x (2AB - 2AC) - 2AB? - 2AC? = 2MA x 241 - 44 = 4MA x Al - 44.
Do une forme réduite de @2(M) : (M) = 4MA x Al - 44,
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c. Déterminer ot construire e ensembles : Mer

= @1(M) = -3 ¢t Mer
*Mel <= @,(M) = -3 s ame2 _51 _ ;
1 MG* -3 = -3 = 2mg2 =
D’ou r] = C((;-"@-;_) or AG? = CG? =
]

= 2 P(M) = —44 ;
o 5

= 3+-2-¢02MGZ=12_¢.M62=!‘_5QMG=_@
7 Doncrl estiec 2

* MER, & @,(M) = ~44 < AW « Al -
Donc I'; est Ia perpe

ercle de centre G Passant par A et C,

. 4= -44 4MA x A1 T
ndiculaive i (A1) passant par A, 4MA x Al = 0 MA x Al =0,

B S ”-.‘.'.
. ; . : : : ! T : | EE: et e
g < ; ‘
v
H

I (|

. r . L
R
) ! |
| e i
Exercice N°3 : o
. : f) == . x50
On considére In fonction f définie sur [0; +oof par: { =X
f(0) = -2
1. a. Montrer que f est continue en 0 :
L N Zlnx 2lnx 2
lim f(x) = i 7= lim = lim = = -2 = f(0).
x=0 .‘ x:o.x —Inx  x—0 lnx(xzxﬁ_ll—x—l) x—on‘xzx]%_l 0x0-1
D’oll f est continue en 0,
b. Etudier Ia dérivabilité de fen zéro A droite et interpréter graphiquement :
2Inx
fO-F0) = T_imxt2 . 2x . X : .
=m0 el T e = g = 0= k)

Donc  est dérivable A droiie de 0. La courbe (C) de fadmet au point d’abscisse 0 une demi tangente hotizontale.
¢ Justifier que lim f(x) = 0.Interpréter grphiquement :
X—+bx

2lnx ( 2Inx i nxx I
i (x) = lim —— - -—= lim = lim im
;l-!m'p f[.).) ,‘]_!]::, x? — Inx x—joa o Inx x=to0 X2 X—+00 Inx
(1~ 5 : i

=2x0x1=0,

¥Y=0 Al de (C) au voisinage e +oo,
2. a. Dresser le tablean (!c variation de f: - "
o ' i nx
%(xz —Inx) -2 (Zx = -:i) Inx 2x-— Tmf — 4xInx + ~x _ 2x(1 - 2lnx)
L) = (x? - Inx)? - (x? — Inx)? T (x? - Inx)?

Le signe de f'(x) est celui de 1 — 2Inx. 1
1-2lnx = 0 = 2Inx =1 = lax = %r‘»x:rﬁ =+e.
Dot le tableaun de variation de [':

x {0 ve . _ o
T

() 0 -
fn(x) 2

/ Z2e-1 \‘
L -2 0

b. Donner I'équation de Ia tangente & (C) au point d’abscisse 1 :
Tiy=f(1)(x—1)+((1) =2(x—1)=2x—2carf'(1) = 2.
Dod T:y=2x—-2,
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¢. Tracer la courbe de r:

‘ ‘ _ : _ .
3. On considére I fonction g définie par : g(t)=tf(t). Pour tout x €[1; +w[, on pose F(x)= [; g(t)dt=J;"tf(t)dt.

a. Montrer que F est dérivable sur [1; +oo[. Calculer F'(x) et montrer que F est croissante :

La fonction g est continue sur [1; +oo[car elle est Ie produit de deux fonctions continue sur [1; +oof. D’0ll F est dérivable sur
[1; +ool.

F'(x) = g(x) = xf(x) = —‘;‘_‘—“:

Comme x=1 alors {(x) = 0 = xf(x) = 0 = F’(x) = 0. Donc f est croissante.

2Int
b. Vérifier que pour tout t de [1; +oof; g(t) = _Fn_ En déduire }11& F(x) = +o0:

Zine _ 2tmt 2 zee-2efineszin’t _ 2ieft it 2 Int
© ¢ -t 1 1(t2-1nt) ti2-mt) ~ t * t2-lnt xf() 20
zlul

Donc pour tout t de [1;4-00f; g(1) = —
gt > z':" = tg(t) > Zint=> [ g(1)dt 2 J‘1 2Intdt = [ g(t)dt > 2 [ Intdt = 2[tint — ]} = J; g(©)dt = 2(xinx — x + 1)

1
Orlli|+n 2(xInx — x + 1) = ’li|+n 2x (lnx -1+ ;) =2 X (+®) X (+w) = +w alors d'apresle théoréme de
-t x Cll T £
comparaison lim F(x) = oo,
X=+400
¢. Dresser le tableau de variation de F ;

£k N
Lo /’*{) :

Exercice N°4 : T T
Dans le plan orienté, on considére un losange direct ABCD de centre et de cdté a, (a>0) tel que (BC ﬁh) = —[Zn]
On considére les deux points E ¢t F tels que OEFD soit un carré direct.

1. Faire une figure illustrant les données précédentes que I’on complétera au fur et & mesure (On pourra prendre (AC)
horizontale) :
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2. a. Montrer qu'il existe une unique rotation r quitransforme A en Bet Den A ;
Comme AD=AB=a 0 ¢t AD % BA, alors Il existe une unique rotation r : A=8

b. Préciser un angle ct le centre de cette rotation : DA

«Un angle de r: (AD; BA) = (AD; AB) + m = 2(AC;AB) + n = —n — (BA; BC) + n = (BC; BA) = *(2n)
« Le centre de rest L car med[AB]Nmed[AD] = (E}. *
Justification :

On a d'unc part : (AE;AD) = (ACG; AD) = ﬂ:_‘f} = "_;:, =3
Dautre part : (DA; DI) = (DA; [')'E)) + (ﬁ)’,D_E') = i X E .|...:. Tk

o e < o o 8 4
= (AE;AD) = (DA; DE)= ADE cst isocéle en E = EA = ED. Donc Ee med[AD).
A=A '

OnaSxc: |E = E ctcomme ADE estisocele en E alors ABE est isocéle en E = EA = EB. Donc E€ med[AB].
D-B

3. a. Moatrer qu'il existe une unique similitude directe s qui transforme Ben Det D en F :
Ona: BDetD = F, donc il existe une unique similitude directe s ; IBD — g
b. Déterminer le rapport et un angle des : -

L

e Le rapport des %:5 = ;:% = % .
'UI‘I&IIIglC(!L‘I‘:(BD;Tﬁ): (DH;DF) - m=2— = -2[2n]
2 2 .

c. Soit H le projeté orthogonal de D sur (BF). Détcrminer les images des droites (BH) et (DH) par s.
En déduire que H st le centre de s ¢

* S(BH) est 1a perpendiculaire & (BIH) passant par D = S(BH) = (DH).

* S(DH) est Ia perpendiculaire & (DH) passant par F = S(DH) = (FH)."

H = (BI1) N (DH) = s(t1) = s((BE)) N s((DH)) = (DH) N (DF) = H. Donc H est le centre de s.

d. Préciser et placer sur Ia figure les images des sommets du carré OEFD par la similitude s :

O =B*D = s(0) =s(B)*s(D) =3 O’ =D*F

DOEF est un carré direct alors FO's(E)s(F) est un carré direct et comme O’ = D*F alors E'= s(E) = O*F et F’=s(F) = F*E.
D’ot s : DOEF — FO’E’F (voir ia figure).

4. On munit le plan d’un repére orthonormé direet (0; OE; E)_D.)

a. Déterminer les coordonnées des points E ; D 5 B et F dans ce repére :

OE=1x0E+0x 0= E(1;0);0D=0x0E+1x0D=D(0;1);0B=0x0E—1x0D = B(0;-1)
OF = 1 x OE + 1 x 01 = F(1 ;1).

b. Donner Pexpression complexe de la similitude s :

s :M(z) =M°(2’) ssi 2’ = nzdb.

sB)=DetsD)=F= {{ =D ous ticb =14

1+i=iatb
N . - R U B

D’ou P’expression complexe de Ia similitude s : 2’ = —Ziz+; +i..

¢. En utilisant 3.a) retrouver le rapport et Pangle de s et calculer les coordonnées de H dans le repére précédent :

1. 1
*Le rapport des : |a| -:.l—;|| B

*Unangle der: arg(a) = arg (—%i) = - '; [2m]. .
3 _ 120 _ (+20@-D _ 4

. . 1. 1 . . i R e BT Y _3_ ,‘_ n 2)
* Les coordonnées de 1 : Sy = 7-u+; +i1=ZIZy = 1+§1 T2 T @wen s * si= H(s Yy a

Exercice N°5 : .
Soit f Ia fonction de variable réclic x définie par : f(x) = 5. Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé

(0:5;9). st .

L. a. Vérifier que pour tout réel x on a : f(x)=~1 -l;:;:i' et f(.x)f L=
2e* —eX—142e" c*-1 _ 2 e'+1-1 - "= =f

“L% P e R P F{x) et 1 41 e+l e%4l ™)

b.Calculer lim f(x)ct lim f(x) ctinterpréter graphiquement :
K= 4 X=om=2f,

lim f(x) = lim (1 - ?“) =1- 2 e 1-0=1. Doncy = 1 AH de (C) au voiiange de + .

X— 4o X~ 41 o -1 +0o0

2cx 2 X 0 ii

i I . = -1+ 0= —1. Doncy = —1 AH de (C) au voiiange de — co.
fim f60 = fim (~1+ 5r5) = -1+ 553
2. a. Dresser le tableaw de variation de f:

' _ (@4 1)e~(e*~1)e"  (e"41)e"~(e*-1)e" = S .
= = = e w0
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[Ciasses des 7°C__ . . ___
T x (o 0 Foo
Py e
f(x) " 1
0~
o P o
b. Tracer (C) dans le repére CEDE i : )
Y-i l . |
© | E :
< ‘ j |,
N oY ] 1]
] “na ' { i ' i
" | 1
____________.."--" { | E— -
y=-1 l |
- s e N e
e i ]
I’aire du domulne plan limlté par la courbe (C), ’axe des

c. Soit a un réel strictement supérieur a 1. Calculer en l'oncuon de a,
abscisses, ’axe des ordonnées ct 1a droite d’équation x=Ina :

’ L’aire demandée est :
A= Moo dx = [ (<14 22) dx = [~x +2In(e* + 1)]" = —Ina + 2In(1 +a) — 2In2.

1
= -2lnva + 2In(L 4 a) — 2In2 = 2In(1 + a) — Zln(Z\/_) 21n(2\,..)
3. Pour tout entier nature 1 non nul, on pose I, = fnm(f(t))" dt.
a. Vérifier que 1; = 2In (;;) :

= @) de = [ O dt=A = 2 In (33).
h. Vérifier que pour tout réel x : f2(x)=1—2f(x). En déduire Ia valeur de I;:
_ g A ey zetan Ak eP*-2cf+1 _ (e*-1)? 2
1-20(x)=1 (eX+1)% (e¥+1)% T e T (er+1)? = £(x).
La déduction de Ia valsur de 1, :

1, = ["™(6(©)? dt = [, (1 - 20(0) dt = [t + 20())g" = Ina + 2f(Ina) — 26(0) = Ina — z(

a+1

¢. Montrer que pour tout enticrnaturelnona: 0 <l < (Z_.;_) Ina. En déduire lim I:
0<t<lIna= f(0) < f(t) <f(na)=0 =< f(t) < “—'-:: =20<(f(O)" < ("1) =0< ,fl"'(f(t))" dt < J-Inl( d

201, < ( ) Ina. D’odi pour tout entier naturel n,ona: 0 <1, (‘H) Ina.

a —_ 1 n a - 1 n
Comme lim ( ) puisque = 1 < (——-—) =
Jim (—— ) ¢ 1 =T < 1,alors lﬂl&ln 0
d. Montrer que pour tout entier suaturel nyona i, = ly,0 = L(ﬂ .
n+1 \a+1 "

b= = o= s = f,:"“(ru))" at= [y E@) d = [R(EO) = (O de = [UEIA - () dt.
f"’zf’(x)(f(t))" de = 2 ()" 5 = = (3)" ear fonay=22 et £(0) = 0.

a+l
e . 1 a- 1 ’
4. Pour tout entier naturel n > 1, on pose §,(a) = Z—( )
kla+1
a.Ecrire S,(a) en forcion de certains termes de la sulte(ln) En déduire llm Sa(@):
ona\/“EN‘ I, —- sy o= -—:{-—(1_1)|‘+1 2 3“1 o
o ez = T W31 = pourki=u-+1lona; l"‘—]“‘“__'( )
s Z - a+1
(@) = 1 (a " 1) ZZ(I“ 1= hrr) '—Ezlk- Zlun
2 k=1
=—-iu+--(ll—l~lz+'---' ,,_,)——(IZ-H o | s .. =3 1 1 X
2072 2 X o) =3k 2 =gl tgh =gl =5k
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Cla »‘-‘3_‘,'5‘.

11
. =—lg+ =t i ;
lim Sa(a) =3l + ghicar lim ., = lim 1, = 0

Il

P
1 1 1 1
= e = i l —

’,.’IE'LS“(a) 2|n4 2[,_2m;l-| ilen(- +,a)=|n\f5+|n(3+a (1+a)/a 11
27a el =" )2'“( )

b. pourtouicnticrnmurcln::l.onpose:’r, =1+1(9)2+1(9)1 Fhlly 109"

=3 — =|==] 4 oid=(~= = e

1 2\11 3\ n(ll) k(ll)

=1

pétreminct .,'li“, T,

LEPY % " 1,10 — \"
=Y a(n) = 2 wlieri) =500 = jim T = tim 5,00 = n(257) = n(3)

kel k=1
Bac 2012 session normale
. Enoncé
fonction I définie sur R par : f(x) = e*In(e” + 1). Soit (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O 1; -

Soit In
1. Justifier et interpréter graphiquement les limites suivantes :

lim f(x) = 0; lim §(x) = +oc; lim I@ & ik
X=X Xt x—=40 X .

2. a. Dresser le tableaw de variation de f.
b. Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle J que I'on déterminera.

¢. Tracer Ia courbe (C).
1
3.0n pose 1 = fn f(x)dx. On se propose de caleuler I par deux méthodes.
Méthode a : Déterminer trois récls a, b et ¢ tels que pour tout réel x : (x)= f(x)+ae* + b + < En déduire 1.
1+e7"

Méthode b : En posant t=c* + 1, utiliser une intégration par parties pour calculer I.

Exercice N°2 :
sére orthonormal (0;1; j; k). On considére les points AQ231

L’espace est rapporté 3 un rej

:3);B@3;2:1):C@ 3145 D(5;35-2) et

E(6 ;-2 3-4).
1. a. Caleuler AB ; AT e PE.Vérifier que le vecteur DE est normal au plan (ABC).
u plan (ABC).

b. Déterminer une éguation e ri¢sienne d
¢. Déterminer une représentation paramétrique de Ia droite (DE).
d. Détermincr les coordonnées du point F projeté orthogonal de D sur le plan (ABC). Déterminer un réel A tel que
EF = ADF.

2. a. Caleuler le volume V du té
b. Déterminer les deux ensemble 7y et I
Mer, & 11MD? - ME? = 30.

Merl, e MD?-— Mz o= --36.
Exercice N°3 :

Le plan complexe est i

tracdre ARCD. (On rappelle que V= %base x hauteur).

des points M de P’espace définis par :

I’un repére orthonormé (0; W; ¥).

On considére dans C PPéquation Fa ¢ 7.2 —(6cos9)z+4+5cos’ﬁ =P ; avec
1. a. Résoudre dans C I’équation Eg - On note z, ct Zz les solutions de Z, a
b. Préciser lcs valenrs e 0 et les solutions de Ep dans les cas suivants : - , .
*L’équation Ey admef deux solutions doubles, dans ce cas on note A, et A, les points d’affixes respectives Z, et Z; aVeC

IRe(z4) 2 0.
“L’équation Eg admet e
avec Im(%,) = 0. ]
2. Dans lc cas générat ou note M, et My les points
a. Déterminer le licu géométrique I des points M;
b. Préciser Ia nature et fes éléments caractéristique
:{5( On définit Papplication f qui a tout point M d’aflix
Ay —4), (B 2), (M;3)}
a., Elcrire)z‘(m‘l fozlc(tion 34}: z puis rcconnaitre fet donner ses éléments carz?cté
b. Donner une équation cartésicnne de P=R(N).
éristiques de I’ dans (0; 1; V).
- 1022,

Donner les éléments cvact
Exercice N°4 : .-
¢ de la suite numérique de terme général Uy = =7+ 1<

0 € [0; 2n.
vec Im(z,) 20si0 € [0;m[;

1x solutions imaginaires pures, dans ce cas on note By et B; les points d’affixes respectives Z, et Z;
d’affixes respectives Z; et Zz
et M, lorsque 0 décrit [0; 27

de T et le construire ;
¢ z associe le point M’ d’affixe 2’ barycentre du systéme

ristiques.

15

On se propose dans ¢! exercice de caleuler Ia limit
+oof par : f(x) = X — InX.

On considére 1a fonefinn définio sur ]0;
1. Dresser le tablean de varintion de I //
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2. Soit keR" ; on pose ()= J'; r(x)dx.

A En utilisant une intépration I\

ir parties, calculer f; Inxdx.
b.En déduire le ¢

alcu! de [() puis J_i.luq 1(&).

: 1k
3.8oitneINn> 2 k¢ IN telque 1 <k < n,onposeS, = —I;Zf(;)

1 le4 1

k+1
“n L -
: f T-)SI‘T{ f(t)dts;f(“), pour 1<k<n-1.

b. En déduire que : S, - lf(i) < l(;l;) <S,et IG) S5, = '(i) ¥ if(i)

¢. En utilisaut 3. b) montrer que lim Sp = 2

a. Montrer que

N4
" n
-k A o n(n+ 1)
%.a.Montrer que Z‘lu (;) =1In (%) et que Lk = s 2 .
k=1 5 k=1
b. En déduire que S, +- S = ny,
. De ce quiprécide calculer lim u,.
H=4w

Exercice N°5 :

Dans le plan orienté, an considire un triangle équilatéral direct ABC de cbté a,(a>0), de centre G. Soient I, J, et K Jes milieuy
vespectifs des segments [12¢), [CA] et [AB]. Le point E est le symétrique de K par rapport a I.

1. Faire une figure illustrant les données précédentes que I’on complétera au fur et & mesure.

2. a. Montrer qu’il existe une unique rotation ry qui transforme B en I et J en A.

b. Déterminer les éléments caractéristiques der, .

3. Soit t I translation de vectenr A, On posery
a. Déterminer r,(J) et caractérisor rp.

b. Déterminer deux droites A, et A, telles quer,

= tory et f = 5,085 05yg .

= SKc0Sy, et r; = 5ic08,, . En déduire que f=tzjoskc .
¢ Déterminer Pimage du triangle BIK par f. Justifier que f est symétrie glissante et donner sa forme réduite.

- & Montrer qu’il existe une unique similitude directe s qui transforme E en I et CenG.
b. Déterminer un angle et le rapport de s.

. Montrer que le centre de s ¢

st situé sur les cercles circonscrits aux triangles BCG et BEL Préciser ce centre.
5. Dams cette question,

M est un point variable du cercle I' de diamétre [BC]. On note s(M)=M".
a. Déterminer le lien gtumétrique I du point M lorsque M décrit I".

b. Montrer que pour tout point M de I distinet de B, Ia droite (MM
¢ En déduire un programme de construction de M’ & partir o*
C se sucetdent dans le sens trigonométrique sur I,

6. Pour tout entier naturel n>2, on pose s =505 et 5" =50'5s""1, On définit une suite de points (M,,) par M, = E,
Ml = S(Mﬂ)ct MII = S“(Mn)-

a. Sur une nouvelle ligure, placer les points B, M, , M,, M; et M;(Pour la.construction, on pourra prendre la droite (BE)
verticalement avec BE=6cm).

b. Calculer en fonction de n et 3 ia somme : §, = MyM, + M1M2+...+M,,Mn+1
c. Calculer la limite lim S, ctinterpréter.
[

d. Justifier que My,q,¢(1M,) ¢ Mz0,2€(BG).

') passe par le point K.

une position de M sur I', Placer M et M* en supposant que B, M ¢

Solution

Soit Ia fonction f définiz sur R par : f(x) = e*In(e* + 1). Soit (C) Ia courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0;1;).

imites suivantes:
lim e* x xlim In(e*+1) =
X =g =0

1. Justificr ct interpréter graphiquement les |

lim f(x) = lim eXIn(e* 4 1) =

Kot iz X=t—rx-

lim f(x) = li|+n e*hn(e 4 1) =
X=r4 2

lim f(x) = 0; lim f(x) = 4+ lim | = 400
%< m X+ X=+o X
0x0= Oalorsy = 0 AH en — oo,

Jin Ji!:; e *Irimlln(e" +1) = 40 X (40) = 40,
I'V f(x p c*lu(eX + 1) e ki e* lm lnCe®
g X "l S m (et 4 1) = o x (o) = o,

Donc (C) admet BP de direction (Oy) en +c.
2. a. Dresser le tableau de variation de f;

.
Xy 2 2x
f(x)=c*In(c* + 1) + c: 3! = f(x) + ;H > 0. Done f(x) >0.
N i e Page 117 sur 236
L'f{épﬂé,.l??!i?_’\!!““""i Jeilani Med Youmbabe

22056962-41813182-33318687




_—

M

Pour I’année scolaire 2019-2020 |

b, Montrer que f réalise une bijection de
f est continue et strictement croissante a)
¢. Tracer la courbe (C) :

f(0)=In2

R sSur un int
ervalle J que |’ .
ors elle réalis que ’on déterminera ;

€ une bijection de R sur Vintervalle J=]0; +ool.

) BP de direction (Oy)

(C)

In2

FO £ B] ¥} -

T
1 ‘
3.0n pose I = [ f(x)dx. On se propose de calculer 1 par deux méthodes.

Méthode a : Déterminer trois réels a, b et c tels que pour tout réel x : (x)= f(x)+ae* + b + =

e
i ce™* (ae*+b)(1+e~*)+ce™® ae2% 4 (a+b)e* +b4c e
P(x)=f(x)+ae* + b + i f(x) + B fx) + —————

. En déduirel :

14e*
=1 a=1
5 ’ ae™+(a+h)eX+b+c _ P a
Par identification f(x) + e f(x) + T ‘a +b=0=> {b =-1
- b+c=0 lc=1

D’od f(x)=f(x)+e* — 1 + T f(x)=F(x)=—-e*+1— %ﬂ: =2Fx)=e*ln(e* +1) —e*+x+In(1 +e7")
1= J“: f(x)dx = [F(x)]} = F(1) —F(0) =eln(e+1)—e+1-1-In(1+e)—In(2) +1—1In(2)
=(e+1Din(e+1)—2In(2)—e +1
Méthode b : En posant t=e* + 1, utiliser une intédgratlon par parties pour calculer I :
t

En posant t=e* + 1ona: dt = e’dxadx=§=?_—l—ele’=t—lsix=0alorst=2etsix=l alors t=e+1.

e d e

Ona:l= [} f(x)dx = J; e*In(e* + 1dx = - Dint= = [ Intde.

[u(t) =Int {u'(x) =1

vin=1 v =t

=1= [tint)s*! — f;” 1 % tdt = [tint)§*! — f:ﬂ 1dt = [tint]§*! = Tt)5*' = (e + DIn(e + 1) — 2In(2) —e + 1.

t

Exercice N°2 : - . ) .
L’espace est rapporté & un repére orthonormal (0;i; J; k). On considere les points A(2 5133) ;B(3 52 51) ; C(4 51 34) 3
D(5 53 5-2) et E(6 5-2 ;-4). _ .

1. a. Calculer AB ; AC et DE Vérifier que le vecteur DE est normal au plan (ABC) :

3-2 1 4-2 (7 . 6—5 _f1\:
TB(2¥1)5K§(1);E(1_1)=¢AC 0)etDE(|-2-3)=DE{ -5}
1-3 -2 4-3 1 —L—4+2 -

—_—
—

DEAB=1x1-5§x1-2x(~2) =—4+4=AB_| DE.
DEAC=2x1-5x0—2x1=0=AC_| DE
Eoll;t. le vecteur DE est normal aléls plan (tBC?a; (ABO):
* rtésienne du p! :
C“':::: l;)jgi;l“::r::::: :l:r alors on a : X-5y-2z+d=0 or A €(ABC), donc 2—5x 1 —2X 3+d=0
= d=9. D’od une équation cartésienne du plan (ABC) est la suivante : x—8y—-2z+9=0;
¢. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (DE) ; .
Soit M(x ;¥ :z) un point de la droite (DE) alors il existe un réel k tel que DM = kDE;
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Y—;:l{ X:;-‘-l{
y—3=-5k .Doaly=3-5k
X+2=- =-2- -
2 2k x il (ABC). Déterminer un réel A tel que EF = ADF,

d. Déterminer les coordonnées du point F projeté orthogonal de D sur le plan
F appartient i la fois au plan (ABC) et & la droite (DE) alors F(5+k ;3-5k ;-2-2k) et

5+ k— 5(3 — 5k) — 2(—2 — 2k) + 9 = 0 = 30k+3=0 =k = 5 , en remplagant par la val

eur de k on trouve alors

49 35 -1m
1010’ 10/’ . " y
49 4 = -1
06 w2y I 0
—— 35 _ s ss | _ s _ .
EF=ADF=| 242 [=1| £-3 |=] 55 |=2 0 sa=11
-18 -18 22 2
e o t2 10 10
D’od EF = 11DF; .

2. a. Calculer le volume V du tétraédre ABCD. (On rappelle que V=;base X hauteur) :

Comme AB etAC sont orthogonaux car
1x2+1x0-2x1=0alors ABC est rectangleen A ;

On a alors V=% (#) x DF;
OrAB=(Z2-37+(1-27+B-1)*=6;
nc=JZ-9+(A-1)+B-47=V5
49 2 (35 2 - N

o DF=J(5-5) * (&~ 3) "'(W‘:_:) BT

1 (ABxAC oy 1(VExVBY V3O _
=&V=-3-( 2 )XDH_V_E( 2 )xm-O,Suv .
b. Déterminer les deux ensemble I'y et I', des points M de ’espace définit par :
MET, & 11MD? — ME? = —30 et M € I'; < MD? — ME? = -36:
MET, & 11IMD? — ME? = —30 ? (Vérifier que D € T'y)
Vérifions que le point D appartienta I’y :
D €Iy car :11DD? — DE? = -30;
On a démontré déja que EF = 11DF alors DF —EF = 0.
D’o F est le barycentre du systeme {(E; —1); (D; 11)}
Comme 11 + (—1) = 10 # 0 alors T'; est la sphére de centre F passant par D. Le rayon de cette sphére est égal aDF = -;’;- .

M € I'; &>MD? — ME? = —36 X(Vérifier que A € I';)
Vérifions que A appartientaI'; :

OnaAD?=(2-5%+(1-32+(3+2)*=38etAE?=(6-2)+(-2-1)* +(-4-3)* =74.

=AD? — AE? = 38 — 74 = —36 = A appartienta I, ;

Alors I'; est le plan passant par A et de vecteur normal DE. D'oi I, = (ABC)

Exercice N°3 :

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (0; U; V).

On considére dans C 1’équation E, : 22—(6c0s0)z+4+5¢0s%0 =0 ; avec 0 € [0; 2n[.

1. a. Résoudre dans C I’équation Eq . On note 2z, et Z, les solutions de z, avec Im(z,) >0si 0 € [0;n[ :

z* —(6cos0)z+4+5¢c0s%0 =0

A’ = (-3c0s8)? — (4 + 5c05?0) = 9c0s?® - 4 — 5c0s%0 = —4 + 4c05%0 = —4(1 — c05%0) = —4sin20 = (2isind)?

Donc I’éguation admet deux solutions distinctes : z, =3cos0 + 2isin® et z, =3cos0 — Zisii'lﬂ (Eising)

b. Préciser les valeurs de 0 et les solutions de Ey dans les cas suivants :

*L’équation E, admet deux solutions doubles, dans ce cas on note A, et A, les points d’affixes tives z, et Z; avec
IRe(z,) = 0: pec

Deux solutions doubles & A'=0=0=00ub =m.

Si 8=0alorsz; =3=A,(3;0)etsi 8 =malorsz; = -3 = A,(-3; 0).

*[’équation Ey admet deux solutions imaginaires pures, dans ce cas on note B B 5 . ¢z
avec Im(z,) = 0 : 1 et B; les points d’affixes respectives z, ¢t Z;
Deux solutions imaginaires pures ¢ cosb = 0 = % ouf = fz!'.

— ‘_'- = i = —2[. i et [ S 3
Si @ = ; alors z, 2ietz, D’od B,(0;2) et B,(0; =2) etsi 0 = T'alors z, = —2i et z; =2i. D’od B, (0; —2) et B;(0; 2).

2. Dans le cas général on note M, et M, les points d’affixes respectives Zy et 2,
a. Déterminer le lieu géométrique I' des points M, et M, lorsque 8 décrit [0; 2n| :

M, (X4; yy) le point d’affixe z, et M;(X2;y;) le point d’affixe z, alors [x, = 3cos0 et {Xz = 3cos®
) y1 = 2sin@® Y2 = —2sinf
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Xi = cosO !—'_f- = cos@ . Pour I'année scolaire 2019-202¢0 |
7 sing Y2 _ - (ﬂ) + (1)
= sin® , = —sin® 3 -;) =¢

os’g + sin2g 2z
A 2 =1et (22 Ya 2
:f_-,"""!z'lz_: 1 el?z"‘l‘!;?. =1.Dod " est upe i (3) * (z = €05%0 + sin?g — 1.
b. Préciser la nature et Jesg €léments c"'aﬂéris: lipse,
5 ‘ques de 1 g le construire .
M
J
: B, 7
I est une ellipse de centre o,

axe'l‘ocal(Ox).c=\/9—4=\/§,d

'excentrichél e
directrices respectives d : x=— -

o q 3 » de foyers F(V5; 0) et F'(—5; 0), de
N L X=—— et de SOmmets . . = . . N
3. On définit application f q:i a tout - - 305 B0, RN,

((As; -9), (By; 2), (M; 3)), Point M d’affixe z associe le poin

t M’ d’affixe 2’ barycentre du systéme
a. Ecrire 2’ en fonction de z puis

reconnaitre f et donner ses élé
Expression de f: 7> = 32-4x3+2x21

3 =3z - 12 + 4}, Donc f est une expression complexe de la forme : z’ = az + b avec
ac IR". Alors f est une homothétie de Fapport a=3 et de centre © d’affixe > = ~12+4 =6-2i.
b. Donner une équation cartésienne de I=[(I") . .

x'+12

= 3

Y=3y+a4 T\ _ya

3
' +12\2 _g\*
Orr:'—;+£2=1=p@+(!_’—zl_—_1=’r’-M+M—1
322 3 2 et TTrag T4
Donner les éléments caractéristiques de I dans (0; i V):
I” est une ellipse de centre Q’( -12 34) d’axe (Qx) : y=4. ¢ =81 — 36 = V45 =

fle =
Expressions analytiques de f : {x =3x-12 |x

3V5, d’excentricité e=§ = % = ‘f_: .
X=x+12 (x=X-12 o i .
Y=y-4 [y =Y+4 - Alors,dansle repire (0;1; V) Vellipse I est de foyers F(3y5 — 12; 4)et
F(-3v5 -12; 4) et de sommets A’,(~9; 4) 3 A'2(-15;4) ; B';(~12;6) et B';(-12;2).
Exercice N°4 ; ‘ -
On se propose dans cet exercice de calculer la limite de la suite numérique de terme général U, = — in22.
On considere la fonction définie sur ]0; +wo[ par : f(x) = x — Inx.
1. Dresser le tableau de variation de f : i
Nim f(x) = lim (x = Inx) = 0 — (=) = + ; ‘lj;t; f(x) = lim (x - Inx)xljnx(l “ )= texX1= 4o
r(l)=1 = 1 = x;!_
x |0 1 o0
f(x) - 0o+
+00 | +00
0 \ /
1
r236
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2. Soit AeIR" ; on pose I(3)= f, f(x)dx.
a. En utilisant une mlégmion par parties, calculer f; Inxdx :

{u(x) = lnx u'(x) =
viix) =1 v'(x) =
b. En déduire le calcul de I() puis lml 1(A) :

1 2 3 a2
l(l)=f1 f(x)dx = _f,‘(x—lrm)(lx=_|'l xdx—fl Inxdx = ['?z-]l—j;lnxdx=;-—5z-—l+llnl+ 1 =;—-7—1+Mn1

x =f Inxdx = [xInx]} — I; -, xdx = [xInx]} f 1dx = [xInx]} — [t])] = A = AlmA — 1.

lim I(A) = li -?1—1—2-1 AlnA | =
‘.\--IOF1 1-%1 zZ 2 TAmA)=3

- 1
3.SoitneIN,n>2,kelINtelque 1<k < “:°"P°”5n='zf(_)

a. Montrer que - f('itl < f,, f(t)dt <- f(n) pour 1sk<n-1:

1 sk5n=05 s'“51 Alors fonction f est décroissante sur F.—“—]

Vit e [k lm] (l:+1) <f(®) < f(n)¢.ﬁ.' f("“)dt<f.' f(t)dt<j,." r(:)dt
ﬁ[f 'Hl)] < .[k. f(t)dt b [f(k)] =l f('ﬂ) < J'll f(t)dt < = f(-)

b. Endédulreque s -2 )s:(‘) <S,et 1(3) ss,.<1(n)+ HOE
A partir d2 la double inégalité précédente on en déduit 1a somme récurrente suivante :

1, z)s fnm.uszf(z)
f f(t)dts% r( )

;
% E) < [.3; f(t)dts: f(%)

------------------------------------------------

E f(1) < f f(dt < ; f

/'_‘\

=S, --f(n)<l(n)ss -2f(1) &S, —-—r()51(;)<s -l s, “‘(;‘.)<'(,.) S
D’autre part ; S, —-f(n)<l(n)<s =o—-f()<l(n) $, <0 a—l()—-f(n)<-s | %
=1(3) s, s1(3)+2¢(3). @

c. En utilisant 3.b) montrer que nl_l.l;nm S, = 3’

D’apres la double inégalité précédente,on a : lim |(%) < lim s, < lim (. (%) 5 .1_f(l))

n=+mw

3 . 1.1
or lm; I) = hm l( ) =—et lm1 1) = hm —f( ) 0x 0 =0 alors d'aprés les Gendarmes lim Sa “-:-
n-++aw

4.a. Montrer que Zln( ) =In (—) et que Zk = n(n2+ D 3

ZIn( )-ln( )+In( )+In(3) +ln(—) = Gx-lz-‘-x%...xg) -ln(::':)

..Z., k=1+24+3+..+n= n(n2+ 1 = & : 2 c'estla somme des termes consécutifs d'une suites arithmétiques

b. En déduire que s, = - InU,

= ;; ((5)- ;; (;“” '"(;)) - %(%Z" ¥ ..Z..'"(E)) = %(“,; b '“(E"l))
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-3 = () - - ()

) n? +n_ln((n!)%) __niin ln(ﬂ) _n'+n Inu,

2n? (n")% 2n? n Zn?

c. De ce qui préceéde calculer hiir+n u,:

) nl+n 3
lim S, = '""( 2n? -‘ﬂUu) =3 @ limuy,= lim(

n-++® L i n=+x =+

nf+n\ 3 1 3
2n?
1
pod lim U, =e! =~
n-+o e
Exercice N°5 :
Dans le plan orienté, on considére un triangle équilatéral direct ABC de cbté a,(a>0), de centre G. Soient I, J, et K les milieu

respectifs des segments [BC], [CA] et [AB]. Le point E est le symétrique de K par rapport a L.
1. Faire une figure illustrant les données précédentes que I’on complétera au fur et & mesure :

IE

O

Al

2. a. Montrer qu’il existe une unique rotation r, qui transforme BenletJen A :

r 2 V3
r’:|]B:AI Ona B)= ’az—-'-‘—= ’%:a?et}\ha—z—

Comme BJ=AI et F]' # TA, alors il existe une unique rotation r, transformant B en1et J en A.

b. Déterminer les éléments caractéristiques dery :

L’angleder, : (ii: m = (G];ﬁ') - E . Le centre de r; est K, point d’intersection de med[BI] et med [JA].
3. Soit t la translation de vecteur AJ. On pose r; = tor, et f = 5;c05,;08xg .

a. Déterminer r;(J) et caractériser r; :

1, () = tory(J) = t(A) = J. Alors r, = r (1 5).

b. Déterminer deux droites A, et A; telles que Iy = Sc0S,, et Iz = 5)c0S,, . En déduire que f=tzjosyc

On prend A, = (KE) et A; = (JE) car (KE;KC) = S et (JE;JC) = T alors ona : ry= $yc0sicg et 1y = 5jcosys -
f= SjcOS|E0SKg = r;0Skg = t"']orjosl(g =tﬁosKCos“osKE=tﬂosKC

¢. Déterminer Pimage du triangle BIK par f. Justifier que f est symétrie glissante et donner sa forme réduite :
£(B)=tjoskc(B) = tgg(A)=] ; f(D=tzoskc(D) = t7;(1)=C et f(K)=tzj0sxc(K) = tz;(K)=1. D’od f(BIK) = JCI.
f est la composé d’un déplacement et un antidéplacement alors c’est un antidéplacement et comme med([B)] #.med [IC]
Alors f est une symétrie glissante. Soit P=I*K et Q=I*C, la forme réduite de f est : f=t3gospq = Spq O tyg -

4. a. Montrer qu’il existe une unique similitude directe s qui transforme EenletCen G :
Comme E+C et I#G, alors il existe une unique similitude directe s telle que s(E) =1 et s(C) = G.

b. Déterminer un angle et le rapport des : \ .
16 =Al —a 3

L’angle de s : (EC;1G) = (1); 1G) =%.Rnpport desi—= 315— =3-§—= =

¢. Montrer que le centre de s est situé sur les cercles circonserits aux triangles BCG et BEL Préciser ce centre :

Soit Q le centre de cette similitude, doncon a :
* (QE; oi) = E = (BE; BI) alors les point @, B, E et I sont cocycliques. Dol Q€C gy

* (@C;0€) = X = (BC; BG) alors les point 2, B, C et G sont cocycliques. Dod 2eCucc)
D’od QeCgg;y N Cipea)
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BE=AI="-—53 Bl=2= i
2 z 3

i
Bl __!E
. 22 =25=§;, A«
{(ﬁf; Bi) =2 (e:5:3) ’
S. Dans cette question, M est un point variable du cercle T de dim.nétre [BC]. On note s(M)=M’.
a. Déterminer le lieu géométrique I'” du point M’ lorsque M décrit I :

Me cercle de diametre (BC] alors M’e cercle de diametre [BG] car s(B)=B et s(C)=G. -
b. Montrer que pour tout point M de T distinct de B, la droite _(N_l_;M’) passe par le point K :
(KM; KM') = (KM; KB) + (KB; KM') [n] = (CM; CB) + (GB: GM') [n]

¢. En déduire un programme de construction de M’ & partir d’une position de M sur T. Placer M et M’ en supposant que B,
C se succédent dans le sens trigonométrique sur T :

M’ est I'image de M par s alors la droite (KM) recoupe I’ en M.
(BCG).-*"

-------
-

-
-

-

.......

6. Pour tout entier naturel n>2, on pose s?= sos et s™ =so s™1. On définit une suite de points (M,)) par My, = E,
M, = s(M,) et M, = s"(M,).

a. Sur une nouvelle figure, placer les points B, M, , M, M, et M;(Pour la construction,
verticalement avec BE=6cm) :

on pourra prendre la droite (BE)

MaMuyy _ V3

b, Calculer en fonction de n et a la somme 18y = MM, + M;M,+. AMM,,, :

1- 14+
= EIJ( !)1
g |

1 (1 n+l
‘J—}ﬁ sll = Man + M1M1+-.-+MnMn+‘ =M°M1 ! E?)l

1_( 1 -)R§l

A

A
2
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_ _1- n+1
im Sa = '!}.Tw .1_(.\@)__ av3

o _1 T2 @BoD
" 1 7 2(\@ 1)

Jira Sa est la longueur de la ligne brisée MoM, + M
d. Justifier que M1ogo€(BM,) et Myo,,€(BG) : 1
' BE; e
1960 x = = 326m + T alorson a (: B =" [2m)
(BE; BMgg) = 2z = "i0eeBM0

- an
2012% = = 334m + — alors on a (BE; BM = .
- P 2012) = (BE; BG) + (BG; BM;q,;) = “;+ % = n[2n] = My, €(BG)

a
2

M; + . +M,M

n+l

Bac 2012 session complémentaire
N Enoncé
Exercice N°1:

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (0; ; V)
1. Pour tout nombre complexe z on pose : P(z)=z° - (4. ,Zi).z \ ‘
i o S - + (4 — 6i)z - 4 + Bi.
a. Calculer P(-2i) et déterminer les nombres a et b tels que pour tout z de)C : P(z) = (z + 20)(z® + az + b).
b. Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes , I'équation P(z) = 0.
2. Soit A, B et C les images de solutions de I’équation P(z) = 0 z
a. Placer les points A, B et C. (z) = O avec |z,l<|zg|<lzcl.

b. Calculer I’affixe du point G barycentre du systéme {(0; 3), (A; —4), (B; 1), (C; 2)). Vérifier
» » » » 1 » ’ . que A est le baryeenlre du systéme
((0;5), (B; —5), (G; 2)}.

¢. Déterminer et représenter ensemble I des points M d’affixe z telle que le nombre ":T-:' soit imaginaire pur.

3. Pour tout point M du plan on pose ¢(M)= 3M0? —4MA? + MB? + 2MC? et on note T, I’ensemble des points M tel que p(M)=k
o k est un réel.

a. Discuter suivant les valeurs de k, la nature de I'y, .

b. Déterminer et construire I'yg .

Exercice N2 :

Soit f 1a fonction numérique définie sur 10; 1[ U ]1; +oof par : f(x)= ;ﬁ; . On désigne par (C) sa courbe représentative dans un
repere orthonormé (0; ;7). )

1.a.Calculer et interpréter graphiquement 31%1 f(x) ; }_i.lll!_ f(x); j_l‘l'lll f(x) et :l_l.lgn f(x).

b. Dresser le tableau de variation de f.

¢. Construire la courbe (C).

n
1 1 1 1
2. Pour tout entier naturel n > Z, on pose Uy = Z Kink = In(lnn) = 2In2 + 3In3 +o..+ r— In(Inn)
=]

1 n+1 < 1
a. Montrer que pour tout entier naturel n 2 2, 7 onT i, :(t)dt = ninn |

tureln = 2, Unsr = U,= m - j'“” f(t)dt . En déduire le sens de variation de (Uy).

n
U, = f(n +1) - f(n). En déduire que U, = —In(In2).
te vers une limite L telle que =In(In2) <L < -z%z- — In(In2)

b. Montrer que pour tout entier na
¢ Montrer que pour tout entier naturel n 2 2, Upi1 —
d. Déduire de ce qui précede que la suite (U,,) est convergen

Exercice N°3 : 3 a2
= 2x3-3x*+1
Soit.f 1a fonction numérique définie sur Rpar:fx)=—7" On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repére

orthonormé (0;1;)). ) )

1.a.Calculer lim f(x); lim f(x)et ,.l,i.'_nm'— .Interpréter graphlquem’ent. -

b. Montrer qu:iamcourbe’(-.c-)mde f admet trois tangentes horizontales dont I’une est au point 1.

2. . Dresser le tableau de variation de f.

b. Tracer la courbe (C). "

3 .1 = [ x"e7rdx.
. Pour tout entier naturel n, on pos¢ : In = Jo

2. Montrer que Iécriture précédente définit l’ieln oy “gfe":fﬁiﬂ"fn(lﬁam ?
b. Montrer que la suite (1,) est positive et B met de calculer lim l,. Calculer cette limite.
frperey

¢.Donner un encadrement du nombre (1,) qui per
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4. a. Calculer 1o .

b. Montrer, en utilisant une intégration par parties, que pour tout n, I,,,; = -—% +(n+ 1l,.

¢. Calculer I’aire sous la courbe (C) délimitée par I’axe des abscisses et les droites d’équations x=0 et x=1.

Exercice N°4 :

Dans le plan orienté on considére un carré direct ABCD de céte a, (a>0). )
Soient E et F les symétriques respectifs des points C et B par rapport  (AD). Soit G le point tel que le triangle DBG soit
équilatéral direct. Soient 1 et J les milieux respectifs des segments [DB] et [DF].

1. 2. Faire une figure illustrant les données précédentes que I'on complétera au fur et & mesure. d
b. Montrer qu’il existe une unique rotation r, qui transforme D en G et F en B. Préciser I’angle et le centre de r, .

¢. Soit la rotation r, qui transforme G en E et B en A. Préciser I’angle et le centre de r; .

d. On pose r = r,or, . Déterminer r(D) et r(F). Caractériser r.1

2. On considére 1’homothétie h de centre B et de rapport k= 7 - On note s=hor.

a. Montrer que s est une similitude directe. Préciser le rapport et un angle de s.,

I>. Soit © le centre de s. Montrer que £ appartient 4 deux cercles I'y et I'; que I’on déterminera. I

«. Déterminer deux réels a et p tels que £2 soit le barycentre du systéme {(EE: a); (1; B)}. Placer Q sur '8“:::-‘

3. On considére I’ensemble I' des points M du plan tels que MA+ME=2a ol a est la longueur du cdté du carré ABCD.

a. Montrer que I est une ellipse passant par D.
b. Préciser les sommets, les longueurs des axes de I' et calculer son excentricité e.

¢. Déterminer I'’=s(I") puis construire I' et I"".
_ Solution
Exercice N°1 :

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (0; U; V).
1. Pour tout nombre complexe z on pose :
P(z) = 2* — (4 - 2i)2? + (4 — 6i)z— 4 + Bi.
a. Calculer P(— 2i) et déterminer deux nombres complexes a et b tels que pour tout zde C :
P(z) = (z+2D)(z2 +az+b):
P(—2i) = (- 2i) * - (4 - 2i)(- 2i) * + (4 - 6i)(~ 2i) — 4 + 8i
=8i+4(4-2i)+ (4-6i)(—2i) —4+8i
=16i+16-8i—-8i—12-4=0
Trouvonsaeth:

1| —4 +2i 4 — 6i —4 + 8i
—2i 3 —2i 8i 4-8i
1 -4 4+2i 7 0

=>a=—4etb=4+2i

D’oir P(z) = (z + 2i)(z* - 4z + 4 + 2i).

b. Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes les solutions de Péquation P(z) =0 :
P@)=0=2(z+2i)(z-4z2+4+20)=0

=2z+2i=00uz’*-4z+4+2i=0

z+2i=0 =2z=-2i;

22— 42+ 4+2i=0,

_ a2 - — (1 _i\2 z2=2+1-i=3-i

A= 2% -4 -2i=-2i=(1—i) =[z"=2—1+i=1+i
DoncS={zy=1+i2g =-2i;z. =3 - i}

2. Soient A ; B et C les images des solutions de I’équation P(z) = 0 avec 1Zal < |2g] < |z¢|.
a. Placer les points A ; B et C :(voir la construction).

b. Calculer I’affixe du point G barycentre du systéme {(0; 3); (A; —4);(B; 1); (C; 2)} :
_310-4z,+zn+2:c_—4—4-[—2i+6—21__1 a

2 2
Vérifie que A est le barycentre du systeme {(0; 5); (B; -5); (G; 2)) :
5zy — 5z5 + 22 _10i+2 - 8i

2 = 2 =1+4+i= Z,
c. Déterminer et représenter ’ensemble I" des points M d’affixe z tels que "—:‘ soit imaginaire pur :
T+ *
z:z:iz z-1-i=0 Z=12,
':z_ll soit imaginaire pur ou ={ ey ou . = ou
-1-j “Za) _ (‘—‘ —’) =
arg iI:+21 ) = E["] e (l—zn) =3 MB; MA) = 3 (x]

Donc I est le cercle de diamétre [AB] privé de B.
3. Pour tout point M du plan on pose : :
@(M) =3M0? —4MA? + MB%4+2MC? et on note I ’ensemble des points M tels que (M) = Kk o k est un réel.
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, -
a. Diccuter suivant les valeurs de k Ia nat L SM@_
o SMO" AT B e e e
¢(6) =360 _;mm +MB%+2M(?= 51-100+5+(§6-)_
o> =(0— 1)z +(0+4)* =17;GA? = (1 - 1){+ 18“"2
B2 = (0- D2+ (-2 +4)? =5;GC? = (312 (1+4) =25,
=» @(M)=2MG? —18. +~1+ 4% =13,
s 2 _18= _k+1
@(M) = k= 2MG? —18=k 5MG? = X210 40,
k<-18 2 =0;
k=-18=2T = (G};

-k=—18=>l‘.(=c(c;J@)

b. Déterminer et construire I :
2_ 17418
Mirm & MG = _Z =1 MGZ =17 = Ong MG:OG-

D’on Iy est le cercle de centre G passant par O

Exercice N°2 :
Soit f 1a fonction numérique définie sur ]0; 1[ U ]1; +oo[ par : f(x)= ‘-:; . On désigne par (C) sa
repére orthonormé (O; ;7).
1.a.Calculer et interpréter graphiquement }_ig; f(x) ; 3—1-':"- i(x);
1 1
lim f() = li — )= —= - = 2
Jim £0) = lim (xlilx) —as b 0 AV ’ )
] T (B =lim(-—)==—= =1AV.
.!l','! f(x) }_l.llq (x]nx) = o et -I_i.l;l'!_ f(x) = lim (_Am‘) = 4o =X

1 1
li =l —_—— ) =—= = =0 AH.
!—-IR; f(x) xl-l.i':o (x]nx) +oo 0 y
b. Dresser le tabli-au de variation de f :
—(1x'mx+%xx)_—(lnx+12

it XK e
: 5 v

x |0 e! Lo
£(x) 0
fi(x) e +

courbe représentative dans un

!l!g.;f f(x) et :_1.1&0 f(x) :

f'f‘x) =

==

- 1
fle I)e'lln

c. Construir-e la courbe (C) :

._.__1=_e

S e ey Y
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a. Mo i —1 < ™ =
ntrer que pour tout entier naturel n > 2, s Sl fOAtS =
Pour n2 2 alors f est décroissante sur [n;n +1).

nStsn+ilsfn+1) <) <f@) =" fn+ Ddt < [ F@0)de < [ f(njdt

1 n+1 1
—’(n+l)ln(n+l) s In f(dt < nlnn

n’
2.Pour tout entier naturel n > 2,0n pose U, = z ﬁli-; —In(lnn) =
k=

b. Montrer que+ ‘pour tout entier natureln>2, U, - U, = En)lln_(nn) - f:“ f(t)dt . En déduire le sens de variation de U, :
= n
Upyy — U, = —— —InQ1 1IH-y — B e —
n+1 — Uy kZ: ank n(In(n + 1)) ; okt In(inn) CEEVTTCEEY (In(In(n + 1)) — In(Inn))
g o 1 1 Y L T S PO 1 _ vl
' = Geimern 000 = s~ e amdt= GrDm@rn Ja (DAL

m — [ f(t)dt < 03 U, - U, < 0.D% (U,) est décroissante.

c.‘lﬁontrer que 1pour tou: entier naturel n > 2, Uy, — U, = f(n + 1) — f(n). En déduire que U, = ~In(In2):
Jo f®dt < 2= [MdE < f(n) = —f(n) < - M f(de = f(n+ 1) — f(n) < f(n + 1) — [ at
=f(an+1)—f(n) < Uy, - U,

Donc on a, en faisant la somme membre & membre :

Us - U; = £(3) - £(2)

U, — U > f(4) — £(3)

Us — Uy 2 f(5) - f(4)

------------------------------

Up—Up12f(n)—f(n—-1)

"Up = Uy 2 f(n) — £(2) =Up 2 () ~ £(2) + Uy =V, 2 L - ﬁ# =~ Inin2 2V, > ﬁ - In(in2)
=U, = -Inln2
d. Déduire de ce qui précéde que la suite (U,) est convergente vers une limite L telle
(U,) est décroissante et minorée donc elle converge.
~In(In2) < U, < U; » —In(In2) <L < - - In(in2).
Exercice N°3 :

2 3_3 2z '
Soit f la fonction numérique définie sur R par : f(x) = _x¢++l . On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (0;1;7).

e 1 .
que —In(In2) < L < o In(In2) :

-
1.a. Calculer xl_!!_l'lm f(x); J(l_l.l_l:” == et xl_l’::; f(x).Interpréter graphiquement :

o2x¥-3xP+1 g
lim f(x) = lim —_—= lim (2x® — 3x? + 1)e ™ = 4o,
X=— X——m 3 E3 . 4 i X——00
f(x) _ 2x°® — 3x _ ; 2 . -
A = M e = MO 3+ e lim (2t = oo,

La courbe (C) de f admet BP de direction (Oy) en —oo,
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I 2x3 — 3x? 4+ 1 I x3 x4
‘|_i'ﬂf(")=,lﬂ e* ’:1'1}(2;?‘3;"‘;;)=2><0—3x0+o=o
prodr y=0 AH en +0.

p. Montrer que la courbe (C) de f admet trois tan

entes h "
(6x* — 6x)e* — (2x? — 3x? + 1)e* & orizontales dont |

une est au point 1 :

(=2x* + 9x2 — gx - 1:
o) = ) - S "ezl 6x - 1)e* _ =2 +9x? —6x - 1
() = 0= —2x* + 9x* — 6x = 1 = 0, le nombre | =
£(x) O eblramealvants s est solution de cette équation ; pour déterminer les autres solutions on fait
-2 9 — =1
-2 7 1
-2 7 1 0

="_z"hrg,‘l-ﬁm—l=(x—1)(—-2x"+7x+1)=
‘x=lou—2xz+7x+1 =0

7+vV57 _ 757
AuSTE X, m=r=etXy =

0=2x-1=00u-2x*+7x+1=0

D'od la courbe (C) de f admet trois tangentes horizontales aux points d’abscisses 1 ; 7Y ¢ 757
2. a. Dresser le tableau de variation de f : 4 4
X 7-V87
— - 1 'H-jﬁ '
= . I — * | -
-2x*+7x+1 = 0 3 % 5 *
-2x3 +9x* — 6x— 1 + 0 = 0 = 5 -
Tableau de variation de f :
x —® '-'-:’ﬁ 1 7+:’s‘7 P
f'(x) + 0 - 0 s 0 —
f(x) 7-V57 =5
| / ) A
) l \ 0 / , |
b. Tracer la courbe (C) :

*f(0)=1, donc(C) coupe I’axe des ordonnées au point (0 ;1) ,
f(x)=0 = 2x3 — 3x% + 1 =0=>(2x + 1)((x — l))2 = 0 =x=1oux=-; , donc(C) coupe I’axe des abscisses aux points (1 ;0) et

1
(=330)

f(z)

S

B issnan

B i h . iy

: ‘ A
3. Pour tout entier naturel n, on pose : I, = fo x" e *dx. )

% Montrer que P’écriture précédente définit bien une suite numérique (1) : ‘1
Pintégrale (1,) existe car la fonction f,(x) = x"e* est continue sur I'intervalle [0;1].
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b. Montrer que la suite (1,,) est positive et décroissante. Que peut-on en conclure ?

VX € [0;1];x"e™ > 0= [ x" e *dx = 0 =1, = 0.D'od (1,) est positive.

lniy =1y = [ x™1 e~ dx - [} x"e*dx = f)(x = 1)x" e *dx <0 car x — 1 SO sur [0; 1.
D’od (I,,) est décroissante.

Comme (1,) décroissante et est minorée alors elle est convergente. L
c.Donner un encadrement du nombre (1,,) qui permet de calculer nl_lql}; I,,.Calculer cette limite :

1 o 1
0<x<1=-1<-x<0=2el<e*<1=x"e!<x"e*=<x" =o_[;x“e" < f,x"e *dx < [ x"dx

e 1, 8 e

e(n+1) n+1

=

lim = = i =
n~+xe(n + 1) n—-Tmn +1 0 = r!-lol-:‘aal" ¢

4. a. Calculer 1 :

1o = ,f:e"dx= [-e*)i=-e1+1= 1—-:-='—:1

b. Montrer, en utilisant une intégration par parties, gue pour tout n, Ips1 =
I = jol x" e~*dx ]
1 xlil

u 1 = ﬂ: n+1 1 - ] ) 1 —

fom o= {:((x:) = o= [Sre] - i eax= e + it Sl = 0+ (04 Dh
= —e

c. Calculer Paire sous la courbe (C) délimitée par ’axe des abscisses et les droites d’

—§+(n+1)|,,:

équations x=0 et x=1:

Soit A cette aire : ;
A= G0 dx = [P gy = fl2x - 3x2 4 et dx =2 [ X0 e~ 3 fixt e+ fe dx =2l = 3L 41
Dod A= 215 — 31, +]p = 22 By o1 TR

> Exercice N°4 :

Dans le plan orienté on considére un carré direct ABCD de cbte a, (a>0).

Soient E et F les symétriques respectifs des points C et B par rapport i (AD). Soit G le
équilatéral direct. Soient I et J les milieux respectifs des segments [DB] et [DF].
1. a. Faire une figure illustrant les données précédentes que I’on complétera au fur et & mesure :
b. Montrer qu’il existe une unique rotation r; qui transforme Den G et F en B, Préciser I’angle et le centre de r, :

Sav:[p P = DF =DB ; DBG est équilatéral =» DF= GB. D’ob DF= GB.
DF= GB _. - . ID-G

DF + GB =nle§teune unique rotat:on N LB

L’angle de r, : (DF; GB)=(GC; GB) = et le centre de r; est 2,=med(DG] N med[FB].
¢. Soit la rotationr; : g : i . Préciser I’angle et le centre de r; :
L’angle de r; : (GB; EA)=(GE; BD) = E et le centre de r; est 2,=med[EG] N med[AB].
d. On pose r = r,or; . Déterminer r(D) et r(F). Caractériser r :
-:- +Z =1 = restune rotation d'angle E

r(D)3= rzzor1 (D) = rz(G) =Eetr(F)= rzorl(F) = I'z(B) =A

point tel que le triangle DBG soit

JF=JA ’
Or {UT‘JT) - 12_r=> r(l;-ir)(l’) =A=>r= r():;). D’oul le centre de r est J.

2. On considére I’homothétie h de centre B et de rapport k= % . On note s=hor.
a. Montrer que s est une similitude directe. Préciser le rapport et un angle de s :
h=hyy,3) et s est Ia composé d’une homothétie ef d’une rotation alors s est similitude "angle T et de rapport } .

b. Soit Q le centre de s. Montrer que {2 appartient A deux cercles I'; et I'; que I’on déterminera :
k2 :

s=hor(E) = h(F)=A %(l—]—E.; NA) = 7 et s=hor(A) = h(D)=I =( ﬂA;?ﬁ) = ; D’od © €Cjyg N C{a1) autre que A.

¢. Déterminer deux réels a et p tels que £ soit le barycentre du systtme {(E; a); (I; )}. Placer Q sur la figure :

sos(E)=1 ==oh(‘l -‘_T')(E) =1 =01 = - 20QEl =4 OI + QEl = 0= Q est le barycentre du systtme {(E; 1); (I; 4)}

3. On considére ’ensemble I' des points M du plan tels que MA+ME=

M e I' & MA+ME=2a oil a est la longueur du coté du tgm-é ABCD AT A s ol dorchrrk B
a. Montrer que I est une ellipse passant par D :

I' est une ellipse de foyers A et E car AE =aV2 < 2a.

On a DA=DE=a+a=2a. D’od DeT.
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iser sommets
is€ les y les iougueurs des axes de I et Icul i
n excentricité e ;

b. Préc
sommets sont D; F; SetS' tels que JS=a=]S’ .
Lecs e _ 2 =a=JS"et (S;5') € Cya) N (AE).
“<=m_z .
c péterminer I'=s(I") puis construire Fet I :
[ est Vellipse de foyers s(A)=1 et s(E)=A.
3E _ VI
€ "o 2 <
" i G
g
‘l“ F :
.\‘-- _
D
Bac 2011 session normale
’
Enonce
Exercice N°1 :
= 73 —(142c0s8) z*+(1+2cos0)z+1 o0 B € [0; 2n[.

Pour tout nombre complexe z on pose : P(z)
1. Calculer P(1) puis déterminer Jes solutions Zg ; Z; et Z; de P’équation P(z)=0 sachant que z, est réel et Im(z,) = 0 sisin® = 0.

Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé (0; 1; V), on considere les points Mg ; My et M;
d’affixes respectives Z, ; Z; et Z;. Déterminer, lorsque 8 décrit [0; 2n[, le lieu géométrique I'; des points M, et M;.

3. Soit le point G barycentre du systeme S = {(Mg; 1), (My; 1), (Mz; —3)}.
a. Démontrer que si 8 décrit [0; 2], alors le lieu géométrique I' de G est une ellipse dont on donnera une équation cartésienne.
b. Déterminer dans le repére (O; u: V), les coordonnées du centre et les sommets, puis calculer ’excentricité de ’ellipse T.

Construire I' dans ce repére.

4. On suppose dans cette question que 6 = z

a. Déterminer les coordonnées des points Mo ; My ; Mz et G. Placer ces points sur la figure précédente.
Quelle Ia particularité de G dans ce cas ? 2 2 :

b. Déterminer puis construire I’ensemble I des points M du plan tels que : MMo™ -+ Mty "M =
Exercice N°2 :

r.xerci N°2: f(x) — x(1 — lnx);x >0

Soit f 1a fonction numérique définie par: {¢g) — 0

Soit (C) la courbe de f dans un repére orthonormé (0;T:1)-
1.a. Etudier ]a continuité et 1a dérivabilité de f a droite de x, = 0, interpréter graphiquement.

b. Dresser le tableau de variation de f.

c.Calculer lim -{(—x-)- Construire la courbe (C).
X+ X {fn(x) =x"(1-Inx); x>0

2. Pour tout entier naturel n=1, on posé s O
£,(0) ; 3
pere orthonormé (OARE

Soit (C,,) la courbe représentative de la fonction f, dans un re
a. Pour tout n>2, étudier la dérivabilité de f,, a droite de x, = 0, interpréter graphiguement.

b. Dresser le tableau de variation de f, . ,
3. a. Montrer que toutes les courbes (C,) passent par trois points communs que 1
b. Etudier la position relative de (C,) et (Cnia)- \
4. Pour tout entier naturel n=1, on pose Un = fr fa(x)dx.

a. Donner une interprétation géométrique de I’intégrale U, .
est positive et décroissante.

b. Justifier sans calcul, que la suite (Us)
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“ : calculer lim Uy
c.Donner I'cxpression de U, cn fonction denet n=+o

Exercice N°3 : Fopt

On considére la fonction f définie sur R par : f(x) =57

1.a.Calculer lim f(x)et lim f(x). Interpréter graphlquet:ﬂe“t-
. = de variation.
. Véri festi ire, puis dresser son tableau e ranité 1em.
:‘ Tf:;f::'q::“r a r:;)pr:ser:ll.\:ﬁve (6] da £ dine o0 ,’,per:':sn:me(&:?:“; d’équation x=0 et x=In3.
4. Calculer I’aire A du domaine plan limité par (C) Paxe aturel 21 : Up = ;" *[£(0)])"dx.

2. On considere la suite (U,) définie par : Uy = In3 et pour tout entier n
a. Calculer U,

4" i
ire lim U
b.Montrer que pour tout entier natureln,ona:0 < Uy = (E) In3.En déduire 1im Ln

1 74 n+1
oir 202 Upsz—Un = .Tﬁ(?)

(£(x))?. Montrer que pour t
2p-1

p=1
d.En déduire que pour tout entier natureln > 1; N 4)1,
Uznir = h‘; = Z -ZTJ-(_S-
p=1

¢. Vérifier que pour tout x2 0,0n a : 1- f(x)=

P
4 1(4)’ +1(3)’ " m+_{_(f)zn - Z_l.(i) )
e.Pour tout entier n = 1;0n pose S, = T + 75 3\3 2n\5 & p\5

Calculer |'|l—iolPu Sa.

Exercice N°4 :

Dans le plan orienté on considére le triangle ABC équilatéral direct de centre G et de cbte a, (a>0).
Soit I, J et K les milieux respectifs des segments [BC], [CA] et [AB].

L’objectif de cet exercice est ’étude de quelques propriétés de la configuration précédente.

1. a. Faire une figure illustrant les données précédentes que ’on complétera au fur et & mesure.
horizontale).

b. Montrer qu’il existe une unique rotation ry qui transforme Ien A et B en J.

c. Déterminer un angle de r, et préciser son centre.

2. On considére la rotation r; de centre I et d’angle %.

a. Déterminer r;(C) et r;()). .

b. En déduire I’image de la droite (AC) par r, puis la construire. ‘

3. Soit P’homothétie de centre G et de rapport k = — % On pose s=r;oh.

a. Quelle est ’'image du triangle ABC parh ?

b. Montrer que s est une similitude directe et donner son rapport ct son angle.

c. Déterminer s(A). Que peut-on conclure.

d. Donner la forme réduite de s

4. On pose s' = s et pour tout entier naturel neIN® ; s"*! = gos",

a. Caractériser s® .

b. Soit p= 102°!! , Montrer que sP~! est une homothétie de rapport négati

5. Pout tout point M du plan, on pose r; (M) = M, ; r,(M) = pl:::t S(MB)I:;P'

a. Déterminer M, et M; dans chacune des positions suivantes de M : M est en I ;: en K

b. Montrer que, pour tout M distinct de A, le triangle AMM” est rectangle. ouenA.

c. Déterminer I’ensemble I' des points M du plan tels que M, M i
KMM, ot Pangle (K. m) q + My et M; soient alignés. (on pourra considérer les triangles IMM, et

6. On suppose dans cette question que M est situé sur le i
_ cercle de d i
a. La droite (Mln?z ) passe par un point fixe que ’on déteminer:. et LAk st ditiut dn A S
b. La droite (MM') passe par un point fixe que I’on déterminera,
c. L’angle (M,;M,; MM’
1Mz} a une mesure constante a modulo w que I’

(On pourra pendre la droite (AB)

on déterminera.
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o Solution

X
Pour tout nombre complexe z on pose : P(z) = z* ~(1+2c0$0)z+(1+2c050)z—1 ob 8 € (0; 2|
- € |0; Zm|.

1. Calculer P(1) puis déterminer les solutions z, ; z, et z, de I’équat
i = z
p(z) = 1° —(1+2c0s0) 124(14+2c0s@)x 1 -1=1—-1 — 22059 +‘l{l:_ ;:ol;(ez):i; sachant que z est réel et Im(z,) > 0 si sind > 0 :

1 | -1-2cos® | 142cos® | -1 0= P(z) =(z~1)(z*+az+h)
1 1 -2c0s0 1
1 -2¢0s0 1 0
a b

» P(z) = (z— 1)(2*-(2c0s8)z +1)

_ — 1)(22-(2c0s8 " z—-1=0
p(z) = 0 =(z — 1)(z*-(2c0s0)z +1)_0={z’—(2cnse)z +1=0
:,._1=0=>zo=1

+z2 — (2c0s0)z +1=10

2 _a—Acos? il o

A= (-zz‘::-sgs)lno 4=4c0s?0 — 4=—4sin’0 = (2isind)? =z, = —-—-—-—hm;ml" = cosO + isin® et

7, = ————— = €05 — isin®

2. Dans le plan complexe muni d’un repre orthonormé (0; U; V), on considére les points Mo ; M, et M,

3 affixes respectives Zg ; Z; et Z,. Déterminer, lorsque 8 décrit [0; 2m(, le lieu géométrique I', des points M, etM;:
M, (x;; ¥1) le point d’affixe z, et M; (X2; y2) le point d’affixe z, alors I;‘ ___- co s: et {x’ f fofoe
x,% = €os?0 _ (x,? = cos?@ ' = =
={y,2 = sin20 © {yzz = sin?@
=x,% +y,? = 1 et x;2 +y,? = 1. D’out Iy est un cercle de centre O et de rayon 1.
3. Soit le point G barycentre du systéme S = {(My; 1), (My4; 1), (M3; —3)).

a. Démontrer que si 8 décrit [0; 27[, alors le lieu géométrique I de G est une ellipse dont on donnera une équation cartésienne :
ot — 3z, 1+cosb+ isin® — 3cos0 + 3isin®

=x,% +y,? = c0s?0 + sin%0 = 1 et X, +y,* = cos’0 + sin0 =1

%= 1 1 = —1 + 2c0s0 — 4isin® = G(—1 + 2cosO; —4sin®)
+1

=- — = cos® .
ovig 1-1'-2cose=> 2 =(—’1)2-+!i=coszo+sin29=1=5’1+—:)1+!?=1_

= —4sin® Y_ _sinb 22 42 2 4§

- x+1)%

D’oil T est Pellipse d’équation cartésienne la suivante dans le repére (0;u; V) : (———:2) + :—:- =1
b. Déterminer dans le repere (0; U; ¥), les coordonnées du centre et les sommets, puis calculer I’excentricité de ’ellipse I. ‘
Construire I dans ce repére :

Soit dans le repére (0; T; V) le point 2(-1 ;0). On pose ,;-_-_-__J;+ 1 _lors dans le repere (©; U; ¥) Péquation réduite deTestla

Xil= de T sont les sommets sont A(034) 3 A(0 3-4) ; B(2 50) et B2 :0).
suivante-z—z-+-;;—1.l)anscerepérelessommets e . ,' # e
Dans le repére (O; ii; ¥) : les sommets sont A(-1;4) ; A’-1 ;-4) ; B(1;0) et B (-3;0)etl excentricité este= ¢ === =7
=47 — T =12 =2V3 i}
4. On suppose dans cette question que 8 = 7+

a. Déterminer les coordonnées des point‘sP Mo
ité de G dans ce cas
g:‘(!lllet!l‘; p:{ﬁ(‘:(;. ';?féu: (0; —1)et G(-1; —4) alors on constate que G est u.n ;;Im:n:.-t :;;“ l".z S g
b l)'éiern:ine1 |,|is o’onstruire I’ensemble I'” des points M du plan :els que: o ,2 g _26 =5}
MM, ? + Murlp 3MM,2 = 6 = —MG’ + GM,? + GM,* —3GM;" = 6=>—MG? +20+26—30=
0 1 - 2 =

2 =10.
D’od I est le cercle de centre G passant par M, carMz €T puisque M2G

M, ;M etG. Placer ces points sur la figure précédente.
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[7 Classes des 7°C

Exercice N3 ¢

I ST G (o

f(x) = x(1 - Inx);x > 0
Soit f 1a fonction numérique définie par : { f((’(‘))) _ ’:)( )
Soit (C) 1a courbe de  dans un repére orthonormé (0; ;). hiauemet :
1. a. Etudier la continuité et la dérivabilité de f a droite de x, = 0, interpréter graphiquement :

lim f(x) = Jim (x(1 - Inx)) = limx = limxnx = 0 = f(0)

D’ot f est continue & droite en 0.
f(x) — £(0) x(1 - Inx)
i = li

x=+0 x-=0 X0

Donc f n’est pas dérivable en 0 et la courbe
b. Dresser le tableau de variation de f :

= lip(1-1n

x) = —(—) = +©

de (C) admet une demi-tangente verticale a droite de 0.

:l-i-ﬂa f(x) = ’l_!l;r:ox(l — Inx) = 40 X (—o0) = —0
£ = 1(1 - Inx) + x(—- ;) = —Inx
X 0 1 +0c0 \ V
' (x) + 0 — %
f(x) 1 .Q
. l \‘ It x% y
f(x)

c. Calculer lim T.Co'nstruire la courbe (C) :

. f(x) .. x(1-Inx)
lim — = lim ——
x=+0 X X=+00 b4

(C) admet BP de direction (Oy) en +.

= lim (1 —Inx) = —o0
X—++00

Sur Pintervalle [1; +oo[ la fonction f est continue et décroissante de plus £(2,7)~0,01 et f(2,8)~ —0,08, alors d’aprés le théoréme de
Ia valeur intermédiaire I'équation f(x)=0 admet dans [1; +oo[ une solution unique a telle que 2,7<a<2.8. pre

A
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2. Pour tout entier naturel n>1, on pose ﬁ_ni?))) —x"(1 — lnx);x> 0
I i ey
s ()l coue rprcntthe el o e ke om0
; [0 —fa(0) _ . Xx"(1—Inx) B KRR Sy e prapia
im—x-0 -0 x =lm (" = x"lnx) =0-0=0=1,
3 =0-0=0=1,(0)

x~0

Donc pour n=>2, f, est dérivable en O et |
b. Dresser le tableau de variation de f,, : 8 sourbe de (Cy) ailmet une demi-tungente horizoutsle 3 4
s roite de 0.

fl'll(x)= nxn—l (1 - Inx) — x" X 2 = px"1? _ 0
X (1 =Inx) —x*"* = x"(n - 1 - nlnx).

0, interpréter graphiquement :

f, (x)=0 =x""'(n—1-nlnx) =0 =x=00
n= =11 i =0ou n—1—nlnx = a1
fa eT") = ("T) (1 = lnenn!) . 0 =x=0ou x=¢en

lim f(x) = lim x"(1 — Inx) = +00 X (=) = —oo

x=+
X 0 n-1
- en +00
f,x) |0 + 0 —
fn en-1
“n
0.
s s

?' a-(l:cl)o:‘;ﬂ(-:?)u:o;w“(?s ;e: f rbes (C,) passent par trois points communs que I'on déterminers :
Bab toute les courbes %) — fa(x) = 0 = x™*1(1 - Inx) - x"(1 - Inx) = 0=>x"(x — (1 = Inx) = x=0

= es courbes (C,) passent par les trois points : (05 0); (1;1) et (¢ 0) x=0 oux=houx=e
b. Etudier la position relative de (C,) et (Coy1) ¢ TR *oE

fs1(X) — fp(x) = x"(x — 1)(1 — Inx)
[— 0 1
f.,(x) - fp(x) 0 - 0 + ; — 12
P. relative Ko Cas1 Cn
Cn+1 _(:P E::
Ca N Cant €a N Cars L Ca N Cars
4. Pour tout entier naturel n=1, on pose U, = [ f(x)dx.

a. Donner une interprétation géométrique de I’i:négrale U,:
U, est I’aire du domaine limité par (C,), Vaxe des abscisses et les droites d’équations x=1 et x=-:- s

b. Justifier sans calcul, que la suite (Uy) est positive et décroissante :

n>1=0 5'-'-;1.:: 1< e’i‘l':f,,(x) > 0 sur [};I]ﬁ]ff,,(x)dxz 0.

D’on (U,) est positive.
Upss —Un = Ill fpsa (X)dX —
c. Donner 'expression de Un

U, = fi' x"(1 - Inx)dx ?

3 £, 0dx =[5 (T2 00 — e (0)a S0. D702 (U,) est positive.

en fonction de n et calculer '.1_131” Uy

’I+1

= e it Lo e - )+ [P
I'H’]i = Uﬂ = X (1 —E Inx)]% + f% -'_(lx - [m+1 (1 l“x)]% + (IH"!):]%

'
u(x) =x" o
= n+1 n+l

v(x) = (1 - Inx) v =1
X
_ 1 2 1 i)
Wy = E(‘ - Fﬁ) t r? (1 *"'") 2
-2l
n-+oln+1 e”

Exercice N°3 : e
[l

On considere la fonction f définie sur R par : f(x) = 5=
lim f(x). Interpréter graphiquement :

’ 1
lim = li — —_— —_—
Jim U, = lim |- (1 v ta+1)?

1.a. Calculer ,‘l_i'npq° f(x) et lim -
- 2 -% =z
x _eX (ex 1)e — lim :z'+1=_1_Doncy=—-1AHen—m-

. e
lim f(x) = ’um = lim W Fiar

X——c0 xX—+—00

- e* + e
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X o 1— e )e* 1—e™ ¥

lim f(x) = )i i-i.z i—: T =1AHen + o,

X=+o () x—l-?m eF e xljit:u (1 + e~2x)e-x o X 14 e % 1.Dopey=1 v

b. Vérifier que f est impaire, puis dresser son tableau de variation :

Vx e IR; f(—x) = :—_:—:: = —E:E—:—_—; = —f(x). Donc f est impaire.
(e*+e ™M) (e*+e™X)—(e*-e *)(e*—e"%) _ (e*+e"X)E_(eX-e7¥)? 4
F )= (e*+e~3)2 = (e*+eX)2 = et 2
X —00 + 00
f(x) +
f(x) 1

L

c. Tracer la courbe représentative (C) de f dans un repére orthonormé (0;1;J) d’unité lcm :

y=1

()

y=-1

d. Calculer Iaire A du dﬁ_maine plan limité par (C) I’axe des abscisses et les droites d’équation x=0 et x=In3 :
A= f:' *fx)dx = ;naidx = [In(e* + ™M = In (13_0) —In2 =1In G) cm?

e*yeX
2. On considére la suite (U,,) définie par : U, = In3 et pour tout entier naturel n>1 : U, = f:' 3[f(x)]"dx.
a. Calculer U, :

U, = [P fdx=A=In(3)

4 n
b.Montrer que pour tout entier naturel n,ona: 0 < U, < (E) In3.En déduire lim U, :
n—+ow

f est croissante sur [0;In3]. 0 <t <In3=f(0) < f(t) < f(In3) =0 < f(t) < %
=0 <[] s ()20 < [ HPax < () dx= 0 < U, < (2) 1n3

) B /4 _ . 4
nl'_l.lﬂn U, =0car nl-lo!}nw (E) In3 = 0 puisque — 1 < g <1l
e Vérifier que pour tout x> 0,0n a ;1= £(x)= ((x))". Montrer que pour tour n2 0: Uy, ~ U, = =L ()™

(e*+e~*)2- e*—e~%)2 & —1)2_(’:: ~“X)2 4 (eX-e~%)2 —a—2 X=Xy 2 ¥
1- £(0=1- == (euﬁxﬁ == (.-::-xgzﬂ -= 2:;-:;1: (:x+:—=) = {fexn?
Unez = Uy = J;7 [FGOI™2dx = [ [G0)"dx = ™ (FI™2 ~ [F0Iax = [™[fG01((F00)? — 1)dx

n3

=k = FOOlfGOlax = - o) 7 < - L (9™
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n
) . U = N ' 1 2p-
d.En déduire que pour tout entie @ =In3 - 2‘ T
rnatureln > 1, LZ2p-1 (E)
n

U2n+1 = lni-z_l_(i »
ona:n20:Up; - U, = ;‘:‘?G)“‘ 3 p,lzp 5)

-1 4 2n-1
Uz — Uzp-2 = m(g)

-1 4 2n-3
Uzp-2 — Uzpg = 2n_—§(§)

......................................
ee

=Uz _'UO_Z 1 (4)2|I-1 n 1 421 !
n - _ = = U,,. =1n3 -
l,_lZIJ 1\5 za = In Z—__ZP—l(E) car U, = In3.
-1 4 2n p=1
Uiees Uh_l_Zn—l(E)
_1 Zn-2
Uzn-1 Uzp-a =2l‘l—3(§
-1 4 Zn-4
Vs =Ums =205 E)
_1 4'; IIIIIIII LR LN
=10
TR ‘
-1/4
U;-U, =—(=
HETY (5)
gty ; 2
1 \* 5 1 4\ 5
=U —U. = Y —(=] =& =ln=- ) —\= =In=
| 2n+1 — Uy Zzp(s) ﬁ‘ Uzn+1 |I!IA3 ;zp(s) car U, : 1“3,'
| ¥, = ; ) =
h - 4 1407 18} 1 /4" 1/4\°
e.Pour tout entier n = 1;0n poses,,=-5-+-i(§) +§(§) +'--+E;(-§) -pzl-';(g) :
RTINSO - C S r UL Ul
""572\5 +§(§) *tzals) T4p's) g1 v

5
=In3 - U,, +Inz - Uzn+1 =In5—-Uz..-Uzn+1
lim S, = In5 2 U,. =0et lim U =0
3 = InS car nl_{ﬂ 2 =0t A 2n+1

Exercice N°4 : : : de centre G et de cdte a, (a>0)
\_ Dans le plan orienté on considére le triangle ABC équilatéral direct de cen re G et de , (a>0).
|
|

Soit I, J et K les milieux respectifs des'segments [BC] , [CA] et [AB).
L"’bl’ﬂ:tif de cet exercice esﬁfémde de quelques propriétés de la configuration précédente. -
L. a. Faire une figure illustrant les données P plétera au fur et i mesure. (On pourra pendre la droite (AB)
. horizontale).
| b. Montrer qu’il existe une unique rotation ry gui
' 1B = Al N 1-
A+ = il existe une unique rotation I'n ‘(g _ J

! ¢. Déterminer un angle de r, et préciser son centre ©

. Langleder, : a = (TB;AJ) = (a‘;',];_f) = (CB;CA
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Le centre de ry est Q=med[lA] N med(}B] = (K)}.
2. On considere la rotation r, de centre I et d’angle 3
a. Déterminer r,(C) et r;()) :
(0 =] et r()) =K
b. En déduire I'image de la droite (AC) par r; puis la construire :
12(AC) = (JK) car r;(C) = J et (AG:K)) = 5 [n]
3. Soit 'homothétie de centre G et de rapport k = —3 . On pose s=r; oh.
a. Quelle est I’image du triangle ABC parh ?
A-1
h:[B—]

C-K
v rg t son angle :
b. Montrer que s est une similitude directe et donner son rapport € tgslimllitude de rapport % et d’angle

hzh(a -3) et s est la composé d’une homothétie et d’une rotation alors s es
-2

In w
—Mt ==,
3 3

c. Déterminer s(A). Que peut-on conclure :
s(A) = r;oh(A) = r; (1) = A, A est invariant. D’ol1 A est le centre des.
d. Donner la forme réduite de s :
— h’:h’ h = n "I=h
S=ro or o r—r(A;_s) et (s %)
4. On pose s’ = s et pour tout entier naturel neIN" ; s"*! = sos".
a. Caractériser s* :
b R o
3 x (—; = —nw = n[2n]
(1)’ =1
2 B8
b. Soit p= 10%°!! . Montrer que sP~? est une homothétie de rapport négatif :
_ 102011 - 4102011 _ p-1 _ 107014 2. ... 2010
p=10 =p-1=10 1 7 =1+10+10% + ---+ 10
=2p-1=9(1+10+10*>+--+10%°1%) =3 x 3(2k + 1)
=(@- 1(-3) =3x3(@k+1)(-%) = -3n(2k + 1) = —6kn — 3n = n[2n].
Donc sP~! est une homothétie de rapport négatif.
5. Pout tout point M du plan, on pose r;(M) = M, ; r;(M) = M; et s(M) = M".
a. Déterminer M, et M, dans chacune des positions suivantes de M : M esten I ; en K ou en A.
*MestenI=2r(D=Aetrp(I)=1 =M, =AetM, =1.
*MestenK=>nr(K)=Ketr;(K=B =M, =KetM; =B.
b. Montrer que pour tout M distinct de A, le triangle AMM’ est rectangle :

=M’ N M’ =M’ s AMN est équilatéral indirect
W=D =By oy Wn, 2y V) =MESTy, 1) DO=D avecry,, =3 (M) e {M'est le milieu de [AN]

= M est le pied de la hauteur issue de A dans le triangle AMN. D’oil le triangle AMM’ est rectangle en M’ indirect.
c. Déterminer ’ensemble I" des points M du plan tels que M, M, et M, soient alignés. (on pourra considérer les triangles IMM, et
KMM, et ’angle (MK; MI) :

n

(MM,; MM;) = (MM;; MK) + (MK; MI) + (MI; M—Mz')=g+(ﬁ_l(';m)—§=(ﬁ; Mi _%'

M, M, et M, soient alignés & (MM,; MM,) = 0[n] <(MK; MI) - E = 0[n] e>(MK; m) <50,
Or (CK; Ci) = (AK; Al) = Z . D’0d I est le cercle de diamatre [AC] privé de I et K. )

6. On suppose dans cette question que M est situé sur le cercle de diamétre [AC], M t i .
a. La droite (M; M, ) passe par un point fixe que I’on déterminera : [AC, M est distinct du pelnt A. Moatres que
Melre M, M] et Mz sont alignés = (MIMZ) = (MMz ).

r(l:;)(m) = M, =(MM;; MI) = ;[Zu] «nene(1) €t de la cocyclicité des points I sAsMetCon a‘:
(Mi; MA) = (CI; CA)[n] = — 3 [n].......(2). Donc de (1) et (2) (MM;; M) + (Wii. MA) = (MM
=Ae(MM; )=>Ae(M,M, ). ? : —) (_i' _A.) = Olw]= e m .

D’ott (M, M; ) passe par le point fixe A.
b. La droite (MM’ ) passe par un point fixe que I’on déterminera :

. = M’ [ = X
Ona: s(n;_;_;%)(M) = M’ =(MM’; MA) = s2m..(Detdela cocyclicité des points K ; A ; M et C on a :

m; MK) = EA’; CK == 4 T,
i KE(;}). (CA; THY[m] = 3 [n]....(2). Done de (1) et 2) (MF; MA) + (WA MK) = 0[n)= (MM’ MK) = 0[]

9 =N 1)
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c. L’angle (‘M, M;; MM') a une mesure constante a modulo  que V’on déterminera :

(m: W) = (MA; MK) = (CA; CK)[n] = glﬂ]

M,

K

Bac 2011 session complémentaire | <
Enoncé
f Exercice N°1 :
Dans I’ensemble des nombres complexes C, on pose : P(z) = 23 —(6—2i)z2-+10—8i)z—4+8i.

1. a. Calculer P(2).

b. Résoudre I’équation P(z)=0.
2. Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé (0; §; V), on considére les points A ; B et C images des solutions de

I’équation P(z)=0 avec |zal<|zg| < |Zc|. Placer les points A, B et C. Montrer que le triangle ABC est rectangle isoctle et que le
quadrilatére OACB est un parallélogramme.
3. Soit s Ia transformation qui associe & tout point M d’affixe z le point M’ d’affixe z' = %z —i.

a. Justifier que s est une similitude directe du plan.

b. Déterminer les éléments caractéristiques de s.

c. Vérifier que s(C)=B.

Exercice N°2 :

1. On considére la fonction g définie sur IR par : g(x) = —x3—-x?-2x+2.
a. Dresser le tableau de variation de g.

b. Montrer que g réalise une bijection de R sur R

c. Montrer que ’équation g(x) = 0 admet dans IR une unlg.ue solution a telle que 0,6 < a < 0,7.
2. On considére la fonction f définie sur IR par : f(x) = _z;::__z .

a. Calculer f(x) et vérifier que f'(x) = z—::x:—:—)-r

b. Dresser le tableau de variation de f. o . -
c. Tracer la courbe représentative (C) de f dans un repére orthogonal (0;1:7) avec [[i] = 1cm et ljl| = Scm.

3. On considere la suite numérique (u,,) définie pour tout entier naturel n>1 par : u, = _I':" f(t) dt. On ne cherche pas i calculer
Pintégrale u, .
a. Montrer que pour tout entier natureln=1;, 0 sy, = (1 - %) e " . En déduire nl_!:;nm B
b. Déterminer un entier naturel ng tel que pour toutn=ng ;0 <u, < 1075,
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Exercice N°3 ;

Dans le plan orienté on considére un carré ABCD de sens direct de cen[tre ;3 (DA]

Les points E, F, G et H les milieux respectifs des segments [AB], [BC), [CD] et :

1. Faire une figure que ’on complétera au fur et & mesure. (On pourra pendre la droite (AB) hot"izo:l:ls:; angle de

2. a. Montrer qu’il existe une unique rotation r telle que r(D) = H et r(H) = O. Déterminer le centre g a rotation .
b. Montrer que r(A) = F, puis construire les points B’ et C’ images respectives de B et C parr.

3. Soit h I’homothétie de centre D et de rapport k = % . On pose s=roh.

a. Justifier que s est une similitude directe. Déterminer le rapport et I’angle de s.

b. Déterminer I’image du carré ABCD par la similitude s ?

4. Soit 0 le centre de s. (A0}, (BG), (CD] et [DH]

a. Montrer que le point () appartient aux cercles de diamétres [AO], ’ et i

b. On considére les cercles l?‘:l"' passant par () et de centres respectifs A el: O. Soit T I’intersection de I' et I’ autre que (),
Démontrer que s(I') = I'’. En déduire que les points £, A, O et T sont cocycliques. . )

¢. Soit M un point de I distinct de Q et de T. On pose s(M)= M’. Démontrer que les points h,d’ M Ie(t IT sm:it_ alignés.

d. Soit A’ et O’ les points diamétralement opposés A () respectivement sur les cercles T et 1. J et K les milieux respectifs deg
segments [MM’] et [A'0’]. . L.

Déterminer la nature du triangle QJK. En déduire le lieu géométrique du point J lorsque M décrit I privé de Q et de T.
Exercice N°4 :

Soit f 1a fonction numérique définie sur I’intervalle - 1; +co[par :‘f(x) = xln(x + 1).

Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormal (0; ;7).

f(x .

1.a.Calculer ‘linlm‘ f(x); .li'+“ f(x)et 1“'1' —(x_) Interpréter graphiquement.

=, =++m ~++00 * - .
b. Montrer que la fonction f est strictement décroissante sur V’intervalle ]- 1; 0] et strictement croissante sur Pintervalle [0; 4o,
¢. Dresser le tableau de variation de f. X
1. a. Etudier la continuité et la dérivabilité de f a droite de x, = 0, interpréter graphiquement.
b. Dresser le tableau de variation de f et construire la courbe (1(2').
2. a. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que, pour tout x+ —l;:? =ax+b +;:°3.

b. A ’aide d’une intégration par parties, calculer, en unités d’aires, I’are A de la partie du plan limitée par la courbe (C), I’axe
des abscisses et les droites d’équationsx=0x =1,
3. Pour tout entier naturel n>1, on pose : u, = _l': x"In(x + 1) dx.
' a. Montrer que I’écriture précédente définit bien une suite numérique (u,).
b. Calculer u, et en donner une interprétation graphique.
c. Montrer que la suite (u,,) est décroissante. La suite (u,) converge-t-elle ? Justifier.

d. Démontrer que pour tout entier naturel n=1, 0 S u, < :—1 « En déduire la limite de la suite numérique (u,).

4. Pour tout entier naturel n>1, on pose : v,

I.Vériﬂerque:un=n—lj’?;-ﬁ; n

b. Démontrer que : (nl+ > SV, < ﬁ; . En déduire la limite de la suite (u,,).
¢. Démontrer que pour tout entier naturel n>1,v, = (-1)* (1 — % + -;- -t e h‘IZ)

d.En dédui lim (1-24 2 DY "
-En déduire que lim 3+3 e 1) = n2

1 xl'i-l
- 'ro x+1

(]
Solution
Exercice N°1 :
Dans I’ensemble des nombres complexes C, on pose : P(z) = z3 —(6—2i)z2-+(10—8i)z—
1. a. Calculer P(2) : )2 +(10-8i)z—448i.

P(2) = 2% —(6-2i)2%+(10-8i)x 2 —4+8i = 8 —24 + 81 + 20 ~16i—4 + 8i = 28 —28 —16i + 161 =
b. Résoudre I’équation P(z)=0 : e

Déterminons les réels a, b tels que P(z) = (z — 2)

z+az +c)

1 -6+2i 10-8i -4+8i
2 ; 2 -8+4i 4-8i
1 -4+2i 2-4i 0
a b

= P(2) = @-2)@+(-4+ 20z 42:4)
P(2) = 0=(z— 2)(a2+(~4 + 20)z +24D)=0 = {2 = 0

+ (-4 e
'Z‘2=0:zo=2 n ( +2i)z+2 ‘“)-_ﬂ
e 224+(—4 + 20)z +2-4i)=0
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2 _ A= _ A-2i+2
4 + 2i) 42 -4i)=4=>12, = — =3__iﬂzz.___4nz|-z___l_i
mble desplsnlutions de I’équation est {2;3 — ;1 — ,}2 ’
Je plan complexe muni d’un " P
y D.::;onl;’(z)ﬂ avec |z,l<|zpl| < Iz:eip%l’lr: Odl;omr:né (0; i; ¥), on considire les points A ; B et C images des soluti
1'éq plsy . Placer les points A, B et C. Montrer ] d ges des solutions de
ere OACB est un parallélogramme : que le triangle ABC est rectangle isoctle et que le

a=(-
pon I'ense

quadrllal

|1A|=Il-l|=\/§$|23|=|2|=2et|zc|=|3..i|=m.DonczA=l_i.z petz =3

.AB=1ZA-'ZBI=“—:|—2|=|—1—il=\[2-;BC=|ZC_ZBI=I3_i__ZI—i’lfii _\[_zc— s
=1 —i=3+il=1-2]=2. = |=+Zet

AC=1Za — %¢

Comme IAnz + Ec; =_AZC3e la;orsle triangle ABC est rectangle isoctle en B.

e par trois ot phes e :«:h:tsi i —1+1i = 2. Comme Zg5 = Zz¢ alors OACB est un parallélogramme (puisqu’il

3.Soitsla transformation qui associe & tout point M d’affixe z le point M’ daffixez =2z i

4. Justifier que s est une similitude directe du plan : # '
pression de s est de la forme z’ = az+b oil a0 alors s est une similitude directe du plan.

Comme I’ex
b. Déterminer les éléments caractéristiques de s :
. Le rapport de s : k= |1+l ..

21" 2°
L]

-Unanglcdes:tt:arg(lzﬂ-) =arg(1+i)—arg2=7-0=
4

« Le centre de s est d’affixe : ® = -—,-,“ . I .
O T a1 a-va - 2 D=1+ =112

D’ob le centre desest A.
¢. Vérifier que s(C)=B :
1+ . _ 14 _as2i .
bl -1=5@-D-1=57-1= 2=2 =12, Dones(C)=B.

{ ! i |

i ' i t

| - | |

| 1 | 1

a ; § !

! | '8 i |
ok ; i

[¢]

i el e

Exercice N°2 : ,
1. On considere la fonction g définie sur R par: g(x) = —x}-x*-2x+2.
a. Dresser le tableau-de variation deg:
D.=R

E
La fonction g est continue et dérivable sur R. Gx)= —3x2 -2x—-2;A= (-2)* - 4(-3)(-2) = —20<0.

X —00 +00 : ‘

| (%)

g(x) | +o°
Tin i 3 ; i ) = lim (-x}—x*-2x+2)= lim (—x3) = —®
Jim g(x) = lim (—x° - X2 —2x+2) = lim (=X ) = +oo; lim g(0) = AT, = lim = —oo.
b. Montrer que g réalise une bijection de R sur R:
D’aprs le tableau de variation, g est continue et strictement décroissante sur R, alors elle réalise une bijection de Rsur R

met dans IR une unique solution @ telle que 0,6 < a < 0,7z

¢. Montrer que I’équation (x) =0 ad u
v g R, donc I'équation g(x)=0 admet une unique solutiona.

Comme g est une bijection de R sur

£(0,6) =~ 0,224 > 0
{héortme de la valeur intermédiaire 0,6 < & < 0,7.

=d’apres le

1(0,7) ~ 0,233 <0 .
ur R par : f(x) =725

2. On considére la fonction f définie s

Géparé par : Ahmed Jeilani Med Youmbabe
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a. Calculer f(x) et vérifier que I'(x) = z(—:%;—;-:: }
—x)x? ~x_2yxe~* —x3-x2-2x+2)e”* = 2g(x)e”™ ) |
ro) =22 ot (::1.2)' 2 = 24 (x2+2)" (x2+2)"
b. Dresser le tableau de variation de [ :
Le signe de f(x) est celui de g(x). o
On déduit le signe de g de son tablean de variation :
X —0o a +00
| g(x) - 0 +
X —00 a 40 |
f(x) + 0 -
e ax \.
—co/ 0
2xe™ e -2 .
i = li = lim — X =+cox(-2)- .
!l-l-l—‘L 1) :I-!‘-I}n x2+2 xooe =X 1+ ;tgz
-X
. : — i e 0 ==0.
lim f(x) = lim — = lim — x lime*=0X . )
e Y eemah 42 pasa LT S ill = 1cm et [lfl| = Sem :
c. Tracer Ia courbe représentative (C) de f dans un rep?re orﬂ_:qgonﬂ‘ (0;1;7) avec |!l“ e
R MR it PR RN RN willien et i oot BORREL S ot mae R M
L i e J C
itie T I
i ? TS~ - - t
P e P - YRy
{ ' 0 i IO e WO SR
e R el R | !
| BPdedirection(oy)en e | . Vi oy
i ok B i 5ol N i ole k] cdek i
iy KR = sl ot I RY 1 EERMNC 30N i - 8 P o R B R - . 0 v
3. On considére la suite numérigue (u,) définie pour tout entier naturel n=1 par: u, = _[: f(t) dt. On ne cherche pas & calculer

Pintégrale u,, . 1
a. Montrer que pour tout entiernatureln = 1; 0 s u, < (1 - ;) e™" .En déduire -I_l.lrw U,

=g -t
Ona:nsSt<n+l =0< ;-<1=0< 7—<e™ =0< [ Z—dt < [ etdt = 0< u, < [-e~1)aH

=20<u, < —e ™MD e ma0<u, < (1 - %) e™"

Dodvnz=21;0<u, < (1—-:— e™

Ona

n—+m

1 .
(1 __.) e " = 0alorsd aprés TG lim u, = 0.
e n—+o

b. Déterminer un entier naturel n, tel que pour toutn>n, ; 0 < u, < 10-5;

Onavn>1; 05u,,s(1—§)e-ﬂ;soit05u,,s1o-= -»(1—1' e <105 men

=n = —In (lr) =n = 12,D'oling = 12,

10—5 -5
<2 n<in (ET)
g -5 1
1

e °3

Dans le plan orienté on considere un carré ABCD de sens direct de centre O,

Les points E, F, G et H les milieux respectifs des segments [AB],

[BC], [CD] et [DA].

- Faire une figure que 'on complétera au fur et & mesure. (On pourra pendre la droite (AB) horizontale) :
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o -
B Pt
F B8’

2. a. Montrer qu’il existe une unique rotation r telle que (D) =Het r(H) =0

pH = HO -
Ona: [ﬁ-ﬁ - lTﬁa ors il existe une unique rotation r telle que : r(D) = Het r(H) =0.
p. Déterminer le centre I et un angle de la rotationr :

+ Le centre I de r est I’intersection des médiatrices des segments [DH] et [HO)] alors I =D*0.
Comme le triangle DHO est rectangle en H, d’oii le cercle circonscrit A ce triangle a atre milieu de [DO). Ce point est le
centre de la rotation r.
.Unangledelarotaﬁonrect(ﬁi;m:@';m+u=_§+n=§_ %
c. Montrer que r(A) = F, puis construire les points B’ et C’ images respectiv Q parr:
Ona:A=bar{(H;2); D5 -1} =r(A) = bar{(r(H) 5 2) ; (D) 5 -1)} =) = 0;2);H;-D}=F
Donc I'image du carré direct DABC par r est le carré direct HFC'B’. &eonstruction des points B’et C’
3.Soith I’homothétie de centre D et de rapportk = 12 On pose s=roh. '
a. Justifier que s est une similitude directe. Déterminer le rapport et 'angle de s
Par définition s est une similitude directe. N
«Rapportdes: ks = k= %, Pangle de s est celui de a; = § Doncs:s(n_l_ ) ; (1 le centre de s a déterminer.
"2 2
b. Déterminer I’image du carré ABCD par la similitude s 2
s(A) = roh(A) = r(H) = 0; s(B) = roh(B) = r(0) = G s(C) = roh(C) = £(G) = D ; s(D) = roh(D) = r(D) = H.
Donc I'image du carré direct D par s est le carré DH.

4. Soit Q) le centre de s. =
a. Montrer que le point 3 appartient aux cercles de diamétres [A0), [BG], [CD] et [DH] :

Q) = x
(5 =0 (@; 16) = 3(2w) > 2€ Cunor

De méme Q2 € Cigg) 3 Q1 € Cicp) et 2 € Cipn)
b. On considére les cercles I' et I’ passant par Q et de centres respectifs A et O. Soit T P’intersection de I et I’ autre que .

Démontrer que s(I) =I". En déduire que les points O, A, O et T sont cocycliques :
s(Caanm) = Ciseay swrscan = Co:om = s() =T

On a : (AO) est une médiatrice de [QT] )
D’autre part la réflexion d’axe (AO) nous permet d’écrire :

Soaa(Q) =T =
{SM(A) =A E.((ﬁ'; 0no) = ;—[[21'[] = (TA; TO). D’od les points Q2 ; A ; O et T sont cocycliques.

Soa(0) =0
c. Soit M un point de T distinct de Q et de T. On pose s(M)=M". Démontrer que les points M, M” et T sont alignés :

2(TM; T™') = 2(TM; TH) 42 (T0; T™') [2n] = 2(AM; Afi) + 2 (0f; OM') (2]

s(Q) =Q .

Or{s(M) =M' = (09.; —65‘!1) = (AG; AM)[2n]
s(A)=0

Done 2 (TM; TM') = 2(AM; Af) + 2 (on; oM') [2r] = 2(AM; An) + 2(A%; AM)(2n] = 0[2n]

Donc les points M, M’ et T sont alignés.
d. Soit A’ et O’ les points diamétralement opposés a () respectivement sur les cercles T et I'". J et K les milieux respectifs des

segments [MM'] et [A'0'].
Déterminer la nature du triangle QJK. En déduire le lieu géométrique du point J lorsque M décrit ' privé de QetdeT:

o
LA
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- . ] -D}= 0.
COmme t A= bar{(A ; 2) ; (Q : _ln =5(A9) :Ibg:‘{(S(A) :2):(s(Q); -1)} = s(A’) = bar {(0; 2); (Q2
D’oii les triangles QA’M et QO’M’ sont semblables, , . d’écrire :
Donc il ex?s:: i:: similitude sy :je centre Q telle que : Sy(A’) =M ; 5(0’) = M’ ce qui nou-s permet d’écrire
Sm ([A’*0’)) = (M*M’) = )

Soit s 1a similitude de centre O qui transforme A’ en K.

Ona: (M) = $°( 5y(A”) = sy( S'(A")) = s(K)=J.

{s’(ﬂ) =Q

$'(A") = K . Comme QA’M est rectangle en A’ alors QKJ est rectangle en K.
s'(M) =]

; Q
Lorsque M décrit I" privée de Q et T ; J décrit le cercle de diamétre QJ privée de T et
Exercice N°4 :

Soit f la fonction numérique définie sur I'intervalle ]-1; +co[par :*f(x) =xIn(x+ 1).
Soit (C) sa courbe représentative dans un rel;ére orthonormal (0;1;}).
: a . -
1.a.Calculer lim f(x); lim f(x)et lim -£—) Interpréter graphiquement :
x==1* X=+00 X=+0 X _ & T —— 1).
lim f(x) = lim _xIn(x +1) = lim(t - 1)Int = —1 X (=) = +00. (Enp
x==1* x=-1+ t-0
Donc x= -1 est AV de (C). _ _
lim f(x) = lim xIn(x+ 1) = Jim (t - 1)Int = +00 X (+0) = +c0. (Enposantt =X+ 1).
X—=+o X—++00 —+ 00

lim 599 = lim x_lM = lim In(x + 1) = lim Int. (Enposantt = x+ 1).
X=+0 X X=4c0 X X=++ 00 =+

Donc (C) admet BP de direction (Oy) au voisinage de +oo,

b. Montrer que la fonction f est strictement décroissante sur Iintervalle ]-1; 0] et strictement croissante sur I'intervalle [0; +co[ .

£() = In(x+ 1) +
X -1 0 +c0 FVJ
In(x+1) - 0 +
X - 0 + Ch’
- 0 +
In(x+ 1) + e ~
¢. Dresser le tableau de variation de f :
X - 0 +o0 \ L4
f'(x) — 0 +
f(x) +oo Q
\ ! / , cb
0 4
2. a. Déterrainer les réels a,

z
b et ¢ tels que, pour tout x+ —l;;’:—:=ax+b+x—:q:

1 0 0 ,
- >

-1 1
1 -1 1
a b [

2
D onc pour tout x# -l;;’-:_—;zx-l +

x+1

b. A I’aide d’une intégration par parties, calculer, en unités d’aires, I’
des abscisses et les droites @’équationsx =0 x =1 :

A= [} £(x) dx= [} xIn(x + 1) dx,
{“(X) =In(x+ 1) - {u’(x) -1

are A de la partie du plan limitée par la courbe (C), I’axe

X+1

v’(x) =X v(x) :;;-'z:

_[x? Y aaB _In2 1 4 1 In2 2 1
= A= [Finecr D] 10 K1 (x-1+;r,)dx="—~§[’;-*+ln(x+1>].,=?-%+%—’-25=%“-
3. Pour tout entier naturel n>1, on pose: u, = j: x"In(x + 1)dx.

a. Montrer que ’écriture précédente définit
Comme g(x) = x"In(x + 1)est continue sur
b. Calculer u, et en donner une interprétati
uy = :xln(x+ 1) dx= =%

¢. Montrer que la suite (u,) est décroissante. La suite (u,) converge-t-elle 2 Justifier :
*Ung1 = Un = fIX" N0+ 1) dX - [ X0 In(x+ 1)dx J xm(x —

bien une suite numérique (u,) :
[0;1] alors Pintégrale u, existe ce qui prouve la définition de la suite (uy,).
on graphique :

Din(x + 1)dx or pour x € [0; 1], x"In(x + 1) > 0 et
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1

n

g~12 0.alors f, xM(x - Dln(x + Ndx <0y  _

= J’; x"In(x + 1) dx 20 = u, >0, Donc (u,) est mi;;;r& u. < 0. Donc (u.) est décroissante.

(lln) converge car elle est d&l‘oissame et minorée . ‘

d. Démontrer que pour tout entier naturel n>1 0 <u. < nz
2l, 0 <y, g 22

p<x<s1=1=sx+ 152=0<In(x+ 1) < In2 = vp N a1 * En déduire 1a limite de 1a suite nomérique (u,) :

Pour I’année scolaire 2019-2020 |

<0+ 1 1305 x"In(x + 1) < x"In2 =05 'x" In(x + !
1)dx < »
gosuns[m"'z]n*“al;os b Jo )dx < [ x™ In2dx
ona .l.i.Tm — T 0 alors d'aprés TG _I_i.r::o u, = 0.
n+1
4. Pour tout entier mtl:;el n:_v1 1,0n pose : v, = [! ix
a. Vérifier q“: h = et
Ona, U, = _|'G x" In(x + 1)dx alors on pose :
1

a@=lGx+1) (V=2

Voo =" ve) =22
x‘%l 1 1 1 x"*1
=[~"in 1 rx _ In2 1

= U, n+1 x+ 1)10 04170 x41° " nr1 mea 'R

Donc Vo1, u, = == _ L

. ™ i '
b. Démontrer que : >—=—r < v, < — . En déduire la limite de la suite (u,) :

0sx<1=1Sx+1s2= < <isvp>1;8o @

n+l +1
< x*Ht aj:'—z-dx < ".u dx < f; x™*1 dx

X +2 1 P & xn+271 4 ll ~ x4l 0%
<v, < = B N
= ), n ’H'Z]o Yn=>1 ' 2(n+2) < Vp < e
Ona lim ——— = lim
ns+o2(n+2) nton+2

= O alorsd'aprés TG lil;n Vo =0.
n=++400

¢. Démontrer que pour tout entier naturel n>1, v, = (-1)" (1 - % + % =t —-—(;_:): - lnz) :
n
1-— (_x)m-l 1- (_l)n-i»lxn-ll 1 (“1)‘!"‘”
—x)¥ = = —x)% 4 - —1)x" = = =
0“2( %) 1+ + (Cx)F° + o+ (1) 1+x 1+x 1+x 1+x
k=0

- __q)nyn+l 1 x"’"
k=0 :

xﬂ+ 1

- i 1 x2 x3 . 3
Iix +1 dx = (-1)"J; [1+(—x)+ (-—x)z+--'+(—1)"x"‘1+,‘ldx=(_1)l x—?+§—+---+(-1) n+1—ln(x+ I)L
]

x+1

-1 (_l)l
sva2lv, = (D" (1-3 43—+ In2).

11 CL™Y i
d.En déduire que lim (1-5+3— "+ 73 =In2:
e Z & ( ';n g i (=1)"
11 ) _n2)= I'm(l——+-—----+ ‘ ):mz.
w0 o im (1-33 s nz) =0 = Jim (17357

Bac 2010 session normale
Enoncé

Exe o1 - o
L om;m la fonction f définie sur R par: fx)=e*—x—1.

a. Dresser le tableau de variation de f; )

b.Endédnirequepourtoutréelx te*=zx+ .) "

2. a. Montrer que pour tout réel x>—1,In(1 + x-; . n

b. Montrer que pour tout réel x<1,In(1 — X) € —X. e Zl
nie pour tout entier naturel n = 1, par son terme général : S, 2, ”

3.0n considére la suite (S,) défi

1
Cest.dire S, = 1+5+3+ 5

a. En utilisant la question2, montrer qué
b.En déduire Jim, Sy«

pour nz1: S, 2 In(n+ 1).
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4. Pour tout entier naturel n> 1 on pose : U, = S, — Inn. o ,
a. Montrer que pour tout entier naturel > 1: U, — Up_, =~ + In (1 - 1). En déduire le sens de variation de la suite (U,),

n
:: En déduire que 1a suite (U,) est convergente vers un réel y, puis vérifier que 0< y<1. (y est appelée la constante d’Euler),
Xercice N°2 :
Pour tout nombre complexe z on pose : P(z) = z* —(6c0s0+i) z2+(4+5c0s?0 + 6icos@)z—(d+5cos”0)i ot @ € [0; 2.
1. a. Vérifier que z, = i est une solution de I’équation P(z) = 0. Déterminer deux nombres a et b tels que pour tout nombre
complexe zon a: P(z) = (z — i)(2% + az + b).
b. Déterminer les deux autres solutions z, et z, de I’équation P(z)=0 sachant que si sin 8 >0, Imz, = 0. ,
2. Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé (0; ii; V), on considére les points M, ; M, et M; d’affixes respectives 0
Zy et Z;. Soit G le centre de gravité du triangle MoM; M.

1
a. Démontrer que si 0 décrit Pintervalle [0; 2nt[, alors I’affixe du point G est z; = 2c0s® + .

b. Déterminer puis construire le lieu géométrique I' du point G. .

< Démontref que si 0 décrit I’inurgvnlle [O;gn[, alorspre lieu géométrique I’ des points M, et M; est une ellipse dont on
déterminera une équation cartésienne. §

b. Déterminer le centre et les sommets, puis calculer I’excentricité de ellipse I’ Construire I’ dans le repére précédent.
Exercice N°3 :

1. On considere la fonction u définie sur ]0; +oo[ par : u(x) = x — 2 + Inx.

a. Dresser le tableau de variation de la fonction u.

b. Montrer que u réalise une bijection de ]0; +co[ sur un intervalle que I’on déterminera.

¢. Montrer que I’équation u(x)=0 admet une unique solution a puis vérifier que 1<a<2.
d. En déduire le signe de u(x) sur ]0; +ccf,

=22 4 x—1xInx,x >0
2. Soit f Ia fonction numérique définie par : {:((:; g el e
Soit (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0; 1; ) d’unité lcm.
a. Démontrer que f est continue & droite de x, = 0.
b. Démontrer que f est dérivable a droite de x, = 0. Préciser f;'(0) et interpréter graphiquement.

<. Montrer que tout réel x strictement positif, on a : f(x)= xue) ; oi1 u est la fonction définie & la question 1. En déduire le signe
de f'(x).

d. Dresser le tableau de variation de la fonction f, Montrer que I’équation f(x)=0 admet dans I’intervalle ]0; +co[ une unigue
solution B et vérifier que 1<p<2.

e. Tracer la courbe (C).

3. Pour tout entier naturel n>1 on pose 1, = }'ff(x)dx.

a. Exprimer I, en fonction de et de n. (On pourra utiliser une intégration par parties).

b. Calculer nl_i.ﬂ I, et donner une interprétation géométrique de cette limite.

Exercice N°4 :

Dans le plan orienté on considére un carré ABCD de céte a, (a>0). Soient I, J, K et L les milieux respectifs des segments [AB],
[BC], [CD] et [DA]. Le point E est le symétrique de C par rapport 2 D et F celui de B par rapport 4 A.

1. Faire une figure illustrant les données précédentes. i

2. a. Montrer qu’il existe une unique rotation r qui transforme D en F et C en E. Préciser son angle et son centre.

b. Déterminer deux droites A, et A; telles que r= 5, ,0S,¢ et r= SABOS,,.

c. Déterminer la nature de la composée 6 = S,50S,p 0S¢ puis la caractériser.

3. a. Montrer qu’il existe une unique similitude s, qui transforme D en L et C en D. Préciser son angle et son rapport.

b. Soit R le centre de la similitude s, .Vérifier que le point R est commun aux cercles de diamatres [DL] et [CD] puis le préciser.
Vérifier que R est le point d’intersection des droites (CL) et (DI).

¢. On considére ’homothétie h de centre C et de rapport -:- - Soit f = hor. Préciser la nature de f et déterminer (D) et f{C). Que
.peut-on remarquer ?

d. Donner la forme réduite de la similitude s,.
4. On considére la similitude directe s; qui transforme F en B et B en C.
a. Déterminer ’angle et le centre de s,,

b. Soit Q le centre de s,. Vérifier que Q est le point d’intersection des droites (CL) et (BK).
5. Soient les points : P intersection des droites (AJ) et (BK) ; S intersection de (AJ) et (DI).
a. Démontrer que : Q = bar{(A, —1); (B, 2); (C, 1); (D, 3)}.

b. Donner des expressions semblables pour les points P, R et S.

c. Démontrer que PQRS est un carré puis calculer son aire en fonction de a.

6. Soit I' ’ensemble des similitudes directes de centre O (centre du carré ABCD), et qui transforme ABCD au carré PQRS.
a. Prouver que ces similitudes sont de méme rapport puis le déterminer.

b. Soit g une similitude de ’ensemble I' dont P’angle 0 ]0-2'![ Donner les valeurs exactes de chacun des nombres sin® et cos.
c. Donner en fonction de 0 les angles possibles des autres éléments de P’ensemble I,

Page 145 sur 236
| Préparé par : Ahmed Jeilani Med Youmbabe

22056962-41813182-33318689




[ Classes des 7"C

Pour I’année scolaire 2019-2020 |

Exercice N°1 : SOIUthn

1. On considére la fonction f définje sur R '
H(x)=e* - x -
a. Dresser le tableau de variation de f s P

D¢ = ]—o0; oo,

Jim f(x) = lim (" —x~1) = 0 - (+c0) = 1 = +oo;
lim f(x) = lim (e* ~x—1) = lim x ﬂ_1_1 - e
P tim (= 1-2) = v x (h) = oo
X — 0 +00
f(x)

f(x)

- 0 +
+o0 +00
b. En déduire que pour tout réel x : e* =2x+1:
D’aprés le tableau de variation de f on a : pour tout réel x
2. a. Montrer que pour tout réel x>—1, In(1 +x) <x: '
vx>—1,e* 2 x+ 1= ¥x>—1,x > In(x + 1)
b. Montrer que pour tout réel x<1, In(1 — X) < —-x;
vx<l,e™ = —x + 1 = Vx<1l, -x > In(1 - x)

f(x)=0 >e*-x-120=2e"2x+1.

" n
3.0n considére la suite (S,) définie pour tout entier naturel n > 1, par son terme général : §,, = Z%
c’&st-i-dires,,=1+%+§+.‘.+l_ k=
- n
a.En unlisantlla question2, montrer que pour n>1:S, > In(n + 1) :
En posant x= % » Pour tout entier k>1 et d’aprs ma question 2, alors% =In (-:: + 1) =ei- =1In (%)

n n
1 k+1
=’Z-2 Zln(—) =8S,2In(n+1).
k k
k=1 k=1
b.En déduire nl_l.l_:‘L Sn:
.!.i.'ﬂn In(n+1) = 40 = .!1'3: S, = +o ( D'aprés la comparaison des limites)
4. Pour tout entier naturel n=> 1,on pose: U, = S; —Inn.
a. Montrerque vn>1:U,~-U,_, = i+ In (1 - i) En déduire le sens de variation de la suite (U,) :
1 -1 1 1
Up=Upy=Sp—Inn-S, ,+lm@-1=2-mm () =1+m(1-2).
1 1 1 1
D’aprés3,ona:ln (1 —i) < -% =In (1—; < = In (1—; L 0=>0U,-U,, <0.
D’otx (U,,) est décroissante.
b. En déduire que la suite (U,) est convergente vers un réel vy, puis vérifier que 0< y<1:
D’aprés3.2,5, = In(n+1) =S, =2 In(n+1) > In(n) =S, —In(n) >0= U, >0.
La suite (U,) est décroissante et minorée alors elle est convergente vers un réel y.
0<U, <Uy <U;=0<U,<1carU;=1=0<y<L
Exercice N°2 :
Pour tout nombre complexe z on pose : P(z) = z° —(6¢0s0-+i)z% +(4+5c0s?0 + 6icosB)z—(4+5cos?0)i od 8 € [0; 2w|.
1. a. Vérifier que 2z, = i est une solution de Péquation P(z) = 0. Déterminer deux nombres a et b tels que pour tout nombre
complexe z on a : P(z) = (z— i)(z* +az +b): ) " . .
i° —Fﬁcosoﬂ) i’-l-(4-|(-5cosze + 6icos@)i —(4+5c0s*8) = —i +6cosB+i+4i+5icos?® — 6cos® — 4i — Sicos’ = 0.
D’oi i est une solution de 1’équation P(z) = 0. s
Déterminons les réels a, b tels que P(z) = (z —i)(z"+az +c).

1 | -6cosB-i | 4+5cos®0 + 6icosd -4i-5icos*@
B i -6icos® 4i+5icos*@
1 | -6cos® 445c0s%0 0
a b

= P(z) = (z — 2)(z* —6c0s0z +4+5c05”0) - -

b. Dé(te)rmhfer les )d(eux autres solutions z, et z, de l’équati?)n P(z)=0 sachant que si sin 8 >0, Imz, = 0:
z—-i=

P(z) = 0 =(z — 2)(z% —6c0s8z +4+5c0s”0)=0 "-{zz  6cosBz + 4 + 50520 = 0

*z-i=0=22z=2 =1
*22 _ 6cosBz + 4 + 5c0s?0=0

i Page 146 sur 236
| Préparé par : Ahmed Jeilani Med Youmbabe

22056962-41813182-33318689

ik i



Classes des 7¢C

A = (-3c050)? ~ 4 - 500520 = — 4 + 4cos?A = —4(1 — cos20) = —4sin?0 = (2isin)?
=2, = 3cos0 + 2isind et Z; = 3cos0 — 2isin0.

" . d’affi i
2. Dans le plan complexe muni d’un repere orthonormé (0; U; V), on considere les points Mg ; My et M, IXES respectiye By s
Z1 €t 2;. Soit G le centre de gravité du triangle MoM,; M,.

1.,
a. Démontrer que si 8 décrit intervalle [0; 2m[, alors P’affixe du point G est z; = 2cos® + Ji:

1+ 3c0s0+21sin0+ Icos-2Ising_ 1
On a My(z,) i My (2,) et M, (2;) -zg = Tt 2142y _ I+ 3c0s0+2isin & D0 L

Pour V’année scolaire 2019-202[}]

3
b. Déterminer puis construire le lieu géométrique I" du point G :

1
Xg = 2c050 = ~2 < x; 2 (car —1 < cos® <1) et yg = 2. D'od G déerit le segment [AB) oty A(~2;3) et B-(2=§)-
3. a. Démontrer que si 8 décrit I’intervalle [0; 27t[, alors le lieu géométrique I’ des points M, et M; est une ellipse dont op,
déterminera une équation cartésienne : 5
x = 3cos8 Z;‘ = cos® 3 = cos”0 2
M, (3cos8; 25ind) soit M, (x; y) alors : { = = »at
y=2sin0 |(I=2sin0

2
=1.

)
=

L = sin’@
2
D'oll I est une ellipse.

b. Déterminer le centre et les sommets, puis calculer I’excentricité de ’eljipse I'’. Construire I'’ dans f;a_zrizgiére ygrécédem :
Le centre de I est O(0 ;0) ; Les sommet sont C(3 ;0) ;C'(-3 ;0) 1(0;2) et D'(05-2) 5 E’f“““""“é s TS

3
[ 3 D 1 . 1 : l‘

o ittt S QP SUULEDE. SR D N—— L

b gy

Exercice N°3 : ' | ' - - |
1. On considere la fonction u définie sur 10; +oo[ par : u(x)

a. Dresser le tableau de variation de la fonction u :
D, =]0; +oo|.

=x-2+Inx.

‘1_131 u(x) = ,'1‘:1(" —2+Inx) = —wet
u(x)=1 +%> 0.

X 0
u'(x) +

u(x)

o 2 In
xgﬂu(x)—!l_n.ﬂ(x—2+lnx)—xl_i.l+r:,x(1—;+—x}-)=+oox1=+oo.

b. Montrer que u réalise une bijection de
f est continue et strictement croissante de
¢. Montrer que I’équation u(x)=0 admet
Comme u est bijective de ]0; +oo[ sur R

u(2) ~0 7|=9d’nprés le théoréme de la valeur intermédiaire 1< <2,
d. En déduire le signe de u(x) sur ]0; +oo[:
0 a

X +00
u(x) - 0 +

10; +co[ sur un intervalle que ’on déterminera :

10; +oo[ sur R alors elle réalise une bijection de 10; +oo[ sur R.
rifier que 1<a<2 .

une unique solution ac ]0; +oo,

=32 1
2. Soit f la fonction numérique définie par : [f(x; =X +x—ox?Inx,x> 0
f(0)=0

Soit (C) la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (0, i; 1) d’unité 1cm
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a, Démontrer que f gst con(inmi adroifedex, = 0:

Jim 160 = lim (=7 +x - 7xlnx) = 0 = 1(0)

Donc f est continue & droite de x, = 0.

b. Démontrer que f est dérivable a droite de x, = 0. Préciser f,'(0) et interpréter graphiquement :

f(x) - £(0) - 1
= —p = lm(Fx+1-zum)=1

‘ot f est dérivable a droi = "(0) =
3‘ ::t e:ﬁ- . vable a droite fie Xg = O et f4'(0) = 1. La courbe (C) admet & droite de 0 une démi-tangente T, de coefficient
¢. Montrer que tout réel x strictement positif, on a : (x)= xue) ; ol u est la fonction définie 4 la question 1. En déduire le signe
de F(x): :
-3
Pour x>0, f'(x) =—x+ 1 —;-(lenx+ x)=-2x+1-xInx = x(-z e . Inx) = xu(i)
4 " x  §
d. Dresser le tableau de variation de la fonction f. Montrer que I’équation f(x)=0 admet dans ’intervalle ] 0; +co[ une unique
solution B et vérifier que 1<p<2:
«Signe de f'(x) :
1.1 1
x>;=-¢-;<a=u(;) - Oaxu(-}) <0=f(x) < 0;x<£=:-'>u=ue) > 0=oxu(;'-) >0=f(x) >0.

x=:—=b-:;=a=>u(-:-)=0=>xu(%)=0af’(x) =0.

*Limite de f en +00 :
. ; —3 1 -3 1 1

= W 5 - - TR e = - QS S
,l_'.'ﬂaf(x) ’l_l._l'_l:,(a.x +x‘ 7% Inx)—xl_i.ﬁnx (4 +x zlnx)-+oox( ) = —®

o et e LA
f(x) £(2
} /(r)\ R (A/

0 —00
(@0
.;(E; +oo[) = ]—oo; f (&)], f est continue et strictement décroissante sur E, +w[ et 0e ]—m; f (i)], alors Péquation f(x)=0 admet ‘

dans %; +oo[ une unique solution.
1(]0; iD = ]0; f (%)[, f est continue et strictement cro
0; 1| une solution. D’olt I’équation f(x)=0 admet dans Pintervalle ]0; +0o[ une unique solution p.
a

issante sur ]0; E[ et 0¢ ]-—w; f (9], alors 1’équation f(x)=0 n’admet pas dans

f1) =0, zslgd’aprés le théordme de la valeur intermédiaire 1<p<2

f(2) = -2.4
e. Tracer la courbe :_(;C)= "
=3 2 — =x%Inx -3 1
£(x) 3 X PX—ZX X im (C=x+1->xinx) = —co.
dim, == i, B (aategieg

. X *
Donc (C) admet BP de direction (Qy) au v!pisinagg de 400,

_.fg.;)n.-«

1 ¢ ]
0 i : |

BP de direction fov) ﬂ" oo

- '::ge Jamsur S0 53056962-41813182-33318689
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3 Pour tout entjer
a. Exprimer I
L= [ffx)q

3

naturel n> op pose I, = ﬁ” f(x)dx.

n €n fonction de B etde n. (On pourra utiliser une intégration par parties) :

x=I, = hﬂ (-?x2 +x - ;lenx) dx = -:—l[x:’]f - 31- (%218 - %ff x?Inxdx
" n n n

=L, 1! 1 1.
4+.,,3+?‘-;;,-'—;f£lenxdx

Caleulons [ x21nyax ?

{u'(x) =x? u(x) =
YW=mx 2 e

x3

3

1

8 x

= [i x*Inxdx = 3 [Inx)® - SH xtax =
" n n

3 3 1
i[x"lnx]g —%[x’]g = %-lnﬂ -
n n n

3 9 ' gp?

d =541 B 1 g n B 1 -7piepr 11 _dn 1
D’on I, = ‘+‘“‘3+?—§;—?Inﬂ—m+;*m———w——"?|“ﬂ+a‘—3 2n2  6n?® 18n3
b. Calculer H'l_i.r+nm I, etdonner une interprétation géométrique de cette limite :

. . (7B +18p2 g2 -7p° +188% g3
lim ln= lim '———ﬁ—__._ﬂ__l}_]nﬁ.l._l__-l_._-lill_. 1 = B - .L_p_]nﬂ
Rt R+ 18 6 4n® 2n2 6n3 18p° 13 6

Lorsque n— +oo alors% =0.D’
droites d’équation X=0 et x=p.
Exercice N°4 i

le plan orienté on considére un carré ABCD de cte
[BC], [CD] et [DA). Le point E est le symétrique de C par
1. Faire une figure illustrant Jes données précédentes H

oul, - I: f(x)dx, c’est ’aire du domaine délimité par la courbe (C) ’axe des abscisses et Jg

8, (a>9). Soient I, J, K et L Jes milieux respectifs des segments (AB),
Tapport A D et F celui de B par rapport & A.

voir la construction).

2. a. Montrer qu’il existe une unique rotation r qui transforme DenF
DC=FE=a

i JD—=F

DC + FE alorsilexistelmeumquer.'c_’E . ]
*L’angle de r : (DC; FE) = (ED; FE) = (ED, EF) + n = —rtu=2,
*Le centre de r = med[DC] n med[CE]={A}.

H
D’on hr(A;vir)
b. Déterminer deux droites A, et A, telles que r= 54,0S,c et r= SABOS,, :
FD)=F = 55,05,c(D) = F =5, (B) = F» A, = med[BF] = (AD). D’o r= SADOS,
ri(F)=p =53,05:(F) =D =5, (H=D= 4; = med[DF)] = (AE). D’odl r=g

¢ Déterminer la nature de la composée ¢ = SABOS,p 0S¢ puis la caractériser :
© = SAg0Ssp 0S¢ = S,p0r = SABOSAROS, g = 5,
1’0l o est la réflexion d’axe (AE).

3. a. Montrer qu’il existe une unique similitude s, qui transforme D en L et C
D#L etC# D alorsil existe une unique similitude directe s, lg : 3

*L’angle de s, : (DC; D) = (DC; BIL) +1'[=—E+n=£-_

ABOS zg

en D. Préciser son angle et son rapport :

1
LD za 4
-Lerapportdesl=E="‘.-=;.
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. Soit R le centre de la similitude ¢, Vérifier que le point R
wérifier qu:‘R est le point d’interse::tion dt:s dr:.:i.;c; (l‘(‘:'l':‘) o ("l;fl)r?mmun aux eercles de diamdtres [DL] et [CD] puis le préciser.
—_

R
. .|p = L =(RD;RL) = R P
Ona $; ‘C:D RL) ;= RE Cpy et(RD,RL)_E.gRE Cien)

Drod Le point R est ’intersection autre que D de Cipy et Ccp).

J(RGRL) = (RG;RD) + (RD; RL) = 7 + 7 = m = Re (CL).
.Onas;(CL) = (D1) (car (CL) et (DI) sont perpediculaires) et
D’od Le point R est Vintersection des droites (CL) et (Dl;. REEREEREAL B 0, <=0

c—=D
T(o:3)"

L—1
¢.On considére Phomothétie h de centre C et de rapport * e
o remarquer ? pport -. Soit f = hor. Préciser la nature de f et déterminer f(D) et {(C). Que
f est une similitude directe car c’est la composée d’une homothétie et d’une rotation. '
r= r(.\;;) eth= h(c;%) et

¢(D)= hor(D) = h(F) = L et f(C)= hor(C) = h(E) = D.
ponc f=s; car: (l:):]])-

d. Donner la forme réduite de la similitude s, :
s, = hyory = ryoh, avech; = h(n.l) etr; =T )
‘2 g
4. On considére la similitude directe s; qui transforme F en B et
a. Déterminer 1’angle et le centre de s, : BenC

F—B
Sz lp>C
.L’angle de s, : (FB; BC) = (BF;BC) +n=-Z+m=].
-Lerapportdesz=:—:=:—-=%,

b. Soit Q le centre de s,. Vérifier que Q est le point d’intersection des droites (CL) et (BK) :

Fop  |@QB)=3

*5;, =S ;1_ ets;: o = :;@;Q—B.)q. QB;QC = n=(QF; C) =
(@39 B-C ™ |(QB:q0) =1 (QB: QC) (QF:QC) = n

= Q&e(FC) = Q€(CL)

+s,(CL) = (FC) = (BK) = QE(BK) puis que Qe(CL).

Done QE(CL)n(BK).
5. Soient les points : P intersection des droites (AJ) et (BK) ; S intersection de (AJ) et (DI).

a. Démontrer que : Q = bar{(A,—1); (B,2); (C,1); (D, 3)}:
Soit Q = bar{(A, —1); (B,2); (C, 1); (D, 3)}. Montrons que H=Q.

dHebar| A B [C D | —parPB cTD B ICID]| —barlBC D]
a1 12 11 .13 111 |-1]2 |13 1 12 |2
=par | B_| K = He(BK)
1 4 ]
A |B [C |D ATalc]plC|D]| ,, |C1AID
*H=bar 515 1 [3 =bar " 3712 (2 |21 |3 =bar 3717 |1
C L
=ba
r3 2 = He(CL)
H € (BK)

- H=Q. D’od Q= bar{(A,~1); (B,2); (€, 1); (D, 3)}

H € (CL)
b. Donner des expressions semblables pour les points P,RetS:
P =bar{(A, 2); (B, 1); (C,3); (D, -1)} ; R = bar((A,3); (B,-1); (€, 2); (D, 1)};$ = bar{(A, 1); (B,3); (C,—1); (D, 2)}
c. Démontrer que PQRS est un carré puis calculer son aire en fonction dea :
Le gquadrilatére PQRS est un rectangle, il suffit alors de vérifier que deux cbtés consécutifs sont égaux.

e 1w ow — = — 2 i a8
KQ = 1KB et PQ = — ;KB - PG = —2KQ = PQ = 2KQ = KB, or KB= a?+2 ="

) Vi 2_aB _ a8
D’oi RS =SP=PQ=QR= '_1- sERT—= Donc PQRS est un carré.
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6. Soit I’ I’engsemble des similitndec directes dé centre O (centre du carré ABCD), ot qui transforme ABCD ay carré PQR

a. Prouver que ces similitudes sont de méme rapport puis le déterminer :
Soit 5oy un élément de T alors le rapport de est ::‘—mﬁ- = % X f = :;s_g

b. Soit g une similitude de I’ensemble I' dont P’angle 0€ ]0 —-[ Donner les valeurs exactes de chacun des nombres sjng et ¢
058 .
AB a 2\/§

1
gl Ilvef:ﬂ—-(——..—.)—(AB,—’)alorssme—— —";;— lcosﬂ=;7=. _—
< 5

. Donner en fonction de @ les angles possibles des autres éléments de I’ensemble I :
Soit o un élément de I et soit 6(A) = S. On peut rencontrer 1’un des cas suivants :

«(0A; OP) = (0A; 0S) = 0 [2n]

*(0A; OP) = (0A; 05) + 5 = 0 +3[2m]
'(— _) (_' —~)+u 0 +m[2n]
- (0K OR) = (0; 08) + = = 0.+ 2n)

Bac 2010 session complémentaire

Enoncé

|

Exercice N°1:

Pour tout réel t et pour tout entier naturel n>1 on pose : Go(t) = f e*dx et G,(t) = fo x" eXdx.

1. a. Démontrer que G, (x) existe pour tout entier naturel et donner Pexpression Go(t) et G, (t) en fonction de t.
b. Démontrer que pour tout réel t=0 ona: ;t’ <SG s3] 1ezet

<. Démontrer que pour tout réel t<Oona: %tze' <G(t) £ ;—t’ F
. . tet—e'+1
d.En déduire le calcul de 1a limite llm--——--—
=0 t(et—1)

2. Pour tout entier naturel n>1 on pose : I, = G,(1) = f x" e*dx.
a. Montrer, i I’aide d’une intégration par parties, que pour tout entier naturel n=>1 on a : G,(t) = thet — nG._,(t) En déduire

1, en fonctionde [,,_; pourn = 1.

b. Montrer que la suite (I,,) est décroissante et positive. Que peut-on en déduire ?

c. Donner un encadrement de I, qui permet de calculer Jh}i I, et caculer cette limite.
— 400

Exercice N°2 :

Le plan complexe est muni d’un repére orthonoy W\?’) Pour tout nombre complexe z on pose :
P(z)=z% — (4 + 6i)z% + (-6 + 16i)z + 12 4i ,\

1. a. Calculer P(1+i).

b. Déterminer deux nombres a et b tel %%Stout nombre complexe z on a : P(z)=(z—1—i)( zZ+az+b).
c. Déterminer les solutions de I’équatio X
d

2. a. Placer les points A, B et C images lutions de I’équation p(z)=0 sachant que |z, | < |zg| < |zc|. Déterminer la nature du
triangle ABC.
b. Montrer qu’il existe une similitude s de centre A qui transforme C en B.
c. Déterminer ’expression complexe de s. Déterminer le rapport et un angle de s.
3. On considére la transformation f & tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ tel que z’ = _12;' Z + i. Pour tout entier

n, on pose f! = f et f* = fof" 1. On définit une suite de points (M,,) par My = C et M,, = f"(M,).
a. Reconnaitre la transformation f et déterminer ses éléments caractéristiques.

b. Déterminer la nature du triangle AM\M,, .,

c. Calculer en fonction de n la somme : S, = MgM; + M\;M; + - + M M,,,

d. Calculer la limite l_i.m S, etl'interpréter.

Exercice N°3 :
Dans le plan orienté on considére un triangle équilatéral direct ABC de cété a, (a>0). Soient 1, J et K les milieux respectifs 0¢S

segments [AB], [BC] et [CA].

1. Faire une figure illustrant les données précédentes que I’on complétera au fur et & mesure.
2. a. Montrer qu’il existe une unique rotation r; qui transforme I en Cet B en J.

b. Préciser I’angle et le centre {) de r, .

3. Soit t la translation de vecteur CK. On pose r; = tor; .

a. Déterminer la nature de la composée r; = tor, . Préciser ry(1) et r;(B). Caractériser r, .

b. Déterminer une droite A telle que s,or; = s,, . En déduire une autre décomposition de r, .
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On considere les similitudes directes s, et s, de centres res ctifs A ef C = =B.
f: péterminer un angle et le rapport de chacune des slmllitud]: directee; s(,: eetlies.que wR=enii=L
b. Déterminer 1a nature de Ia composée f = s, 0 s, et la caractériser. ’

5, Dans cette question, M est un point variable dy plan. On pose ry; (M) = Myetr,(M)=M,.

. Démontrer que si M est distinct de J et de ) alorsona : (m; iﬁ) = (M_ﬁ: MM;) [2m].

b. En déduire le lieu géométrique du point M lorsque les points M, M, et M, sont alignés,

c. Démontrer que pour toute position du point M dans le plan, la distance M, M, reste constante et la préciser et que la droite
(M,Mz) posséde une direction fixe A préciser.,

Exercice N74 :

I- On considére la fonction numérique g définie par ; g(x) = 2432

1. Vérifier que pour tout réel x >—1,0n a : 2(x)>0. e

2. Déterminer les réels a, b et c tels que pour tout réel x >—1on a : f(x)= ax+b+—— .

3. Déterminer la primitive G de la fonction g sur Pintervalle I=]-1; +oo| et qu; :'Iériﬂe G(0)=1.

II- On considére la fonction numérique f définie sur Pintervalle 1=]-1; +oof par : f(x) = x* + x + 1 + In(x + 1). Soit (C) sa courbe
représentative dans repére orthonormé (0 ;i) d’unité 1em.

X—4a

b. Dresser le tableau de variation de f,

2. a. Montrer que f réalise une bijection de I=]1; +oo[ sur un intervalle J que 'on déterminera.

b. Montrer que I’équation f(x)=0 admet une unique solution a. Vérifier que —0,53<a<—0,52.

3. a. Montrer que pour tout x>0 on a : f(x)>x+1. Interprétation graphique.

b. Montrer que les courbe (C) et (C’), représentant respectivement Ia fonction f et sa réciproque f~! dans le repére (O ;i ;j), se
coupent en un unique point dont I’abscisse B vérifie —0,81<a<—0,80.

e Démontrer que (1) (B) = 221 _ .

4. a. Déterminer tous les points de la courbe (C) en lesquels les tangentes sont paralléles i la droite d’équation y=2x.
b. Discuter suivant les valeurs du parametre k le nombre de solution de Péquation x> —x+ 1+ In(x+ 1) = k

¢. Construire les courbes (C) et (C’).

5. Soit A I’aire du domaine plan limité par les courbes (C) et (C’) et les axes des coordonnées.

a. Montrer que A= a® + [’(2x? + 2 + 2In(x + 1)) dx '

b. Calculer A en fonction de a et B. (On pourra utiliser une intégration par parties).

Solution

i . f(x
1.a. Calculerx[.lyll,, f(x) ; !l_i‘ﬁ f(x) et lim —(x-2 -Donner une interprétation graphigue.

Exercice N°1 :
Pour tout réel t et pour tout entier naturel n=>1 on pose : Go(t) = J'l: e*dxet G,(t) = fnt x" e*dx.
L. a. Démontrer que G, (x) existe pour tout entier naturel et donner ’expression Gy (t) et G,(t) en fonction de t :

Go(t) = [fe*dx = [e*]} = e — 1.
Gy(t) = [ixe*dx?
[“'(X) =e* [u(x) =¥
v(x) = x vix)=1 l
=Gy(1) = [xe¥)} — fi e¥dx = [xe*]s — [e*]§ =te' —ef+1.
" 1
b. Démontrer que pour tout réel t=0 on a : %tz S Gy (1) S jtle': . '
t t 1.2 1 2
Sit20;0 < x<t=1<e*<et=>x<xe*<xe'= [ xdx< [[xe*dx < [[xe'dx= [;x ]o < G, (t) < et [z" ]o

1

W28 26,1 < stlet, %4

¢. Démontrer que pour tout réel t<Oona: ;tze: <SG s A

Sit< 0;0naG,(t) = f;xe'dx = __ftoxe'dx T ; 1 10 1 .10

0 0 1 2 mud LB g J

Commet<x<cooet<er<1=x<xe*<xe'=[ xdxs< [ xe*dxs [ xe'dx= [>x L & “hitis'e Lx ]'
1 1e2

BT S 6y() < -1t » 2%t < Gy (D) < 5t

2 te*—e'+1
‘En déduire le calcul de la limite lll_.l},' e —-1)

t

A

1.2 (I Li2gt & te'—et+1
. 1.2.¢ 2t el X" i < <
Si t=0 alors I NOES St2et ot Stef —e' +1 St 2 ST S e St S Wy
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' te! —el+1
‘ t 1 1 ] ] 1 sa @l - 1, alore lin: e - 1
i 1 ” 1 . [e -0 + » z (V) F_I ool Do~ ‘l_l.-aq_-él-:_—l- —_— t‘_‘:a';*ar:—l‘ =0 t(e = 1) 2
ZrXe=1"- e -1) =
‘ ‘ Lize! ult e'+1 12 - Ste! ottt 2t
1 tel-e’+1 . 2 52l < ———<
g Si t<0 alors 1tzel < Gi (t) < 1tz = %tzet _<_ te' - et + 1 S Etzg;(z!T-'T). S l(!t"'l) s l(ll—l) etl=1 tett(e‘;:)-{- 1 e'._ll
3 P et 1 1 te' —
e s : im ————— i = m——= -
=>1x 1 Xet<tel_e +151 ,11.C0mmetl'{,'!et_1=.'l¥!e'—1 l,alors:l_lo_ e —1) 5
2 et—1 tlet - 1) z_et— 4 — —

t

poew tete—et+1 1

Dol e -1 2 1
: ] = = naXdy,

2. Pour tout entier naturel n>1 on pose : I, = Gn(1) L x
a. Montrer, & ’aide d’une intégration par parties, que pour lyut en
1, en fonction de I, , pourn > 1: 7
Ona: G,(t) = ]:x"e‘dx. y )
u'(X) = e* {ll()() = ¥ = G.(t) = x"e"]' _ nflxn—:leldx = t"e' -'I:IG,,..i(t .
[V(X) — xll = vn(x) = nx"" n( ) { 0 0 ;
G,(1) =e—-nG,_,(1)=1,=e—nl,_, " L
b.n Montrer que ra suite (I,) est décroissante et positive. Que peut-on en dlédulre 1 -
0<x<1=20<x"<x"1=30<x"e*<x" e’ 20 sj':x“e‘dxs Io xtle*dx =201, <l
D’or (1,,) est décroissante et positive. _

(I,) est convergente car elle est décroissante et minorée. ) e

c. Donner un encadrement de 1, qui permet de calculer l‘I_t.a:}'° 1, et caculer cette limite :

tier naturel n>10n a : Gy(t) = t"e' — NGy (t). En déduire

1 1 1 1 n+171
D<x<lml<er<esx"<x"e <ex’ = [ x"dx< [)x"e¥dx< ffex" = [x"o=In=<_q [ex"*"]o

1 e
— O —
=’n+l s ]" ~ n+1”
: e
im’ = lim = 0,alors lim I, = 0.
Copime J-{Tmn +1 nsten+1 nvkm N
Exercice N°2 :

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O ;U ;v), Q}t‘ﬁombm complexe z on pose :
P(z)=12% — (4 + 6i)z2 + (—6 + 16i)z + 12 — 4i

1. a. Calculer P(1+i) : \

P(+H)= 1+ -4+ 6D+ + (-6 + 16i)(1 +1i) 4i=-2+2i—-8i+12-22+10i+12—-4i=0.
b. Déterminer deux nombres a et b tels cjue pour tout nw omplexe z on a : P(z)=(z—1—i) z?+az+b) :
Déterminons les réels a, b tels que P(7)=(z—1—i)( z2+az+b).

1 -4-6i | -6+16i | 12-4i ndl
[14i 1+ | 2-8i | -12+44i
1 -3-54 4+8i_|'0
a b_J.
= P(2) =(@Z—-1-i)(z? - (3 +5i)z -4 + 8i)
c. Déterminer les solutions de I'équation P(z)=0 :

P(z)=0=(z-1-i)(z*-(3+5i)z-4+ m):o:{i{_’é’ i;gz — B il
Z-1-i=0=2z,=1+i '

Z2 +(—4+2i)z -4+8i=0

A=(~(3+50)" —4(—4 + 8i) = 9 — 25 + 30i + 16 — 32i = —2i = (1 — )2

=z, =2 o 2 djerg, = B 4 4 3,

D’oi I’ensemble des solutions de 1’équation est {1 + i; 2 + 2i;1 + 3i}.
2. a. Placer les points A, B et C images des solutions de 1’é

triangle ABC : quation p(z)=0 sachant que |z, | < |zg| < |z). Déterminer la nature du
1 + l = e = = — .
L_:.l 1:{?2’-1?:-_2”_ 2v2 et |1 + 3| —m:h =1+i;z5=2 +2Zietze = 1 + 3i,

1-i \
2z  1r3imz-z1 = o = b- D’od le triangle ABC est rectangle isoctle en B.
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b. Montrer qu’il existe une similitude s de centre A qui transforme Cen B :
Les pomts_ A, B'et C sont distincts deux a deux, alors il existe une unique similitude directe s de centre A qui transforme C en B.
c. Déterminer I’expression complexe de s. Déterminer le rapport et un angle de s.
s «(AC - s ZB-ZA\ _ 2+42i-1-{ 1+ 5 d
L'angle de s : (AC; Kﬁl') Trg (,c_,A)ﬂ— arg(T55) = arg (1) = arg(1 + i) - arg(2i) = 1-3=-%
_ |zB=zal _ ,Il_-l-l_l _

AB
Lerapportdles s o = el "Bl = 1 o™
' o P
Comme s=s alorsz' —z, =2 e i3z - =14+ B(E_, _%
(A:%_:..) A= H(z—2,)=32 1+H'z(z ZIQV

. L, VZNT VT . = - .
=2z =1+i+— ?-?i)(z—l—-l):(%—%l)z+i=n’=1z—'z+i (
3. On considére la transformation f a tout point M d’affixe z associe }e M @ affixe 2’ tel que z' = 1—;'-: + i. Pour tout entier
n, on pose f! = f et f® = fof"1, On définit une suite de points (M) of= Cet M,, = f*(M,).
a. Reconnaitre la transformation f et déterminer ses éléments ca i es :
f=s, Vi om ‘

it WV
b. Déterminer la nature du triangle AM,M,,, , :

|f de centre rme C en B. ABC est rectangle isocéle en B
— fn+1 = n =

Mass = F+1(Mg) = fof*(My) = (M) or |1 tm“m,,&%n o
Alors le triangle AM,M,,., est rectangle isocdle g fb
p@ MM, + -+ MMy, :

rique de raison ? .
uy + u; + - + U, . 5, est la somme des (n+1) premiers termes de la suite

c. Calculer en fonction <ie nla somme: S, =
On poseu, = MM, .
On _ MaMpyy _ VZ

— N, =3 alors (u,) est une

Sn = MoM,; + M;M; + -+ MyM,,,; = u
n+1

1—g"*1 7 1-|=
=S.=unx—:—q=£x 2

F) -5 wr
d. Calculer la limite Ilin S, etl'interpréter:

n—+40

n+1
2 1
vz 1 (“\g:) 3/22 7 1 VZ+1
limsn_-:"m —_— et | = = = =2_1 =s/-z—+1_
e n-+co VZ \/i V2 = 1 Vz2-1
1-5 i=g B2

,'_‘,['}D S, estla limite de la ligne brisée : MgM; + M;M; + -+ + M Mp 4 .

Fxercice N°3 ; .

Dans le plan orienté on considére un triangle équilatéral direct ABC de c6té a, (a>0). Soient 1, J et K les milieux respectifs des
Segments [AB], [BC] et [CA]. mesu

L Faire une figure illustrant les données précédentes que ’on complétera au fur et re :(voir la construction).

Z.a. Montrer qu’il existe une unique rotation r; qui transforme Ien CetBen J :

B=q=2 . 1-C
T g Z alors il existe une unique rotation r,:IB -1

b. Préciser I’angle et le centre (2 de r, :

*L’angle der, : (1B ; C)) = (AB; CB) = (BA; B—C.)=—§.
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*Le centre de r, : Qemed[IC) n med(BJ).

3. Soit t la translation de vecteur CK. On pose r, = tor, :
a. Déterminer la nature de la composée r, = tor, . Préciser r; (1) et r,(B). Caractériser r, :
rz est une rotation car c’est la composée d’une rotation d’une translation.
*L’angle de r; est — E I’angle de la rotation r,.
r2(I) = tor, (1) = t(C) = Ket ry(B) = tor,(B) = t(J) = |
*Le centre de r; €Emed[IK] nmed[IB]. D’o1 le centre de r; est J et r, = r.-2) -
i ]
b. Déterminer une droite A telle que s,0r; = s,; . En déduire une autre décomposition de r; :
r;2(I) = s408,(I) = K = 5,(K)
Sp0r; = S, =I; = S,08,,. =2A= !
80T = S0 =12 = 0 [, (1) = sposw (@) = J = sy 2700
=2n= S"(ﬂs‘“.
4. On considere les similitudes directes s, et s; de centres respectifs A et C telles que s;(B) = Ket s;(K) = B.
a. Déterminer un angle et le rapport de chacune des similitudes directes s, et s; :

A-A ’ " -A_.K—.A_K.zl L =
*S1:|g _, g alors I'angledes, : (AB; AK) = (AB; AC) = 7 ;lerapportdes, : ;7 = 70 = -. Do s, (L
cC-C ) — B _ 20K _ -
*S,: K:,B alors l'angledes, : (CK; CB) = (ca; CB) =§ ;Ierapportd'.sz:a—ﬁ-—z-n’ﬂ‘lsz “s(c;;;§)
'b. Déterminer la nature de la composée f = s, 0 s; et la caractériser :
Ex2=2
n_n_2n =f=s,osz=r(n;33!)
3°3 3 ’

5. Dans cette question, M est un point variable du pjan. On pose r;(M) = M, et 1;(M) = M, .

a. Démontrer que si M est distinct de J et de £} alors on a : (ﬁﬁ: WJ = (MM, ; MM;) [2n] :

(MO; M)) = (M0 ; MM,) + (MM ; MiM;) + (MM; ; M) = 5+ (MM, ; MM;) — 5 = (MM ; MM;) [2n]

b. En déduire le lieu géométrique du point M lorsque les points M, M, et M; sont alignés :

Les points M, M, et M; sont alignés < (MM, ; MM, )= 0 [n] ¢ (Mf1; M])=0[n] &Me (@) \ (2; ]}

c. Démontrer que pour toute position du point M dans le plan, la distance M; M, reste constante et la préciser et que la droite
(M; M) posside une direction fixe & préciser :

Onar; =tor; =t=ror;"!.

t(Mz) = ryor;"'(Mz) = 1, (M) = M, . |mMzMy) 7 (AC)
= M2M1 =KC=
t(K) =nor; "' (K) =ry()=C M:M, = KC
M,
*Sag c
I: .-“‘_l n"“"

]
.
5
.
1
'
.
'
.
L]
'
L]
L]
H
H
Ll
¥
1
4
.
L)
1
»
"
*
1]
’
£
H
H
1]
"
.
L)
H

.

'~‘ :"-"‘ 5
Af 5 qo‘:i;:""' n
Y
e
Exercice N°4 :
. 2x243x+2
I- On considére la fonction numérigue g définie par : g(x) = s
1. Vérifier que pour tout réel x>—1,0n a : g(x)>0 :
Etudions le signe de 2x? + 3x + 2. .
A=9-16= -7 < 0 = 2x? + 3x + 2<0.
X -1 +00
2x% +3x+2 +
x+1 —H; +
g(x) +
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D'oil d’apres le tableau de variation x5—1, on a : g(x)>0.

2. Déterminer les réels a, b et c tels que pour tout réel x>.

lon a: [(x)= ax+b 4— :

2 I 3 2 x+1
-1 | -2 -1

2 1 1

a b [

1
= g(x)=2x+14+7

3 Déter:zniner la primitive G de la fonction g sur Pintervalle I=]—1; +oo[ et qui vérifie G(0)=1 :
G)=x"+X+In(x+1) + K or G(0)=1= 0% + 0 + In(0 + 1) + K= 1 = K=1 = G(x) = x? + x + In(x + 1) + 1.
I1-On consfdére la fonction numérique f définie sur intervalle I=]-1; +oo[ par : f(x) = x* + x + 1 + In(x + 1). Soit (C) sa courbe
représentative dans repére orthonormé (O ;i ;) d’unité 1cm.
; . . f(x)
1.a Calculer lim, fi") i Jim f(x) et Jim —— . Donner une interprétation graphique :
lim, f(x) = Jim (x* +x+1+In(x+1)) = Jm (x* +1 4+ =1-1+14(-) = -»

x—-

Donc x=—1 AV.

; T 2 _ 1 1 In(x+1) 1 1 Inx

Jom 10 = I *"“““‘”‘))-,.‘1':3.,"’(‘*;*;?*7):.‘1?;*’(‘+;+;='+‘x—=)=+°°
f(x) xX2+x+1+In(x+1) % Anlicd

im — = lim - ax+ D) _ 1 e

el x i (0 1+ S PO D) (40 301 < v

(C) admet BP de direction (Oy) au voisinage de +x,
b. Dresser le tableau de variation de f :

£'(x) = Zx+1+ﬁ;—= g(x) > 0.

X -1 +o0 v
(x) + %\)
f(x) 4

S

2. a. Montrer que f réalise une bijection de I=]1; + [ sur un intervalle J que ’on déterminera :

f est continue et strictement croissante de ]—1; +oo[ sur R glots‘elle réalise une bijection de ]0; +oof sur R.

b. Montrer que I’équation f(x)=0 admet une unique solution a. Vérifier que —0,53<a<—0,52:

Comme u est bijective de ]—1; +co[ sur R alors I’équation f(x)=0 admet dans 1-1; +[ une unique solution a.
f(&o'os";;; :g’ 3r4lnd’aprés le théoré¢me de la valeur intermédiaire que —0,53<a<—0,52.

3. a. Montrer que pour tout x>0 on a : f(x)=x+1. Interprétation graphique :

f()=x>+x+1+In(x+1)=f(x) —(x+ =x*>+In(x+1) > 0,pour x > 0.

Graphiguement (C) est au-dessus de droite (d) : y=x+1 pour x > 0.

b. Montrer que les courbe (C) et (C’), représentant respectivement la fonction f et sa réciproque f~! dans le repére (O ;1 ;j), se
coupent en un unique point dont I’abscisse B vérifie —0,81<a<—0,80 :

(© N(C’) = {A(x; y)} et vérifie f(x) =f () = y > fy)=xet f'(y) = x> y=x=>x? +x+ 1 +In(x+ 1) = x

=x2+ 1+ In(x + 1) = 0. On pose h(x) = x? + 1 + In(x + 1), Etudions le signe de h en fonction de x.

') = 2x + + L = 2420
‘ x+1 +1
X =1 =
2x% +2x+ 2 *
x+1 -
X5) -
i, he) = lim, (% + 1+ InGx + D) = lim 07+ 1+ 1) =1 =141 4 (7o) = ~oo
Donc x=—1 A‘V-..- il
- . 1 In(x+1) T— .
xl_l.ﬁll(x)=!|_i.lg(xz+1+ln(x+1))=!I£!"l}“x 1+F+ x2 —x-{ﬂx (1+',?2-+?1_)_+CO.
Tableau de variation h :
X -1 =
h’(x +
h(x) / +o0
—o0 236
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IY’aprés le tableau de variation de b, | ‘equation h(x)=0 adme! dans ]-1; +<[ une unique solution p.

h{(~-9,01) ~ —9, 00+

h(-0,80) ~ 0,03 |=d aprés le théoréme de la valeur intermédiaire que —0,81<a<—0,80.

c. Démontrer que (f~1)'(B) = 2_61"7*'3"_+2 .

B) = Bet 148) = 0. (Y ) = i = 7 = g = s
T3]

4. a. Déterminer tous les points de la courbe (C) en lesquels les tangentes sont paralléles a la droite d’équation y=2 :

) x=0
h(ﬂ:::,i‘% 222x? +3x+2=2x+2=22x2+x=0=>x(2x+1) = 0={ __1
2
Donc il existe deux points B(0 ; f(0)) = B(0; 1) et D(- 2= -)) D(-1:3- 1nz)
Tp : y=2x+b or Be Ty y=2x+1 et Ty : y=2x+b’ or De T, =-.~- -In2=2 (— -) +b'=b =-In2=Tp: y-2x+3 In2.

b Discuter suivant les valeurs du paramétre k le nombre de solution de ’équation x* — x +1+In(x+1)= k
x2-x+1+In(x+1) = kex1+x+1+ln(x+ 1)=2x+kef(x)=2x+k

Posons F(x)= f(x) -(2x + 1) et G(x)= f(x) (Zx +-~— an) On peut facilement montrer que I’équation F(x)=0 admet dans
1-1; +°°[ deux solutions X, =0 et x; =o avec —0, 69<o< 0,68 et que I’équation G(x)=0 admet dans ]—1; +cof deux solutions
X3 = —;et X4 = A avec 0,3<)<0,4.
k -

1 E —In2 4o
nbre de 1 L 3 1 )
solutions 2 Q
¢. Construire les courbes (C) et (C’) :

! 5 (‘C) Y2 L ._.;_‘m, s ,_;,,*w...ﬁ,,,i..._ O Ai.:_,_m_‘;‘,;_..f_::.'

D T S -

-
------
-
-

-
-
R ]

-
e
-
-

3 2

1
E— N : 5
W \ | :
a
|
.
I
2]
*
-
.
A}
"
\
i
\
v 3
A
a %
L]
s
‘l
.
——
i
15
-
(1]
-
L o U
)
ST I
1
— »
¥

|

dodad ! sl o
- PR ek, M B

RO |

5. Soit A Paire du domaine plan limité pnr les courbes (C) et {C’) et les axes des coordonnées.
a. Montrer que A= a® + j' (2x* +2 + 2In(x + 1)) dx:

(C) et (C’) sont symélriqnes par rapport i la droite y=x (1" bissectrice), on a alors
A= B2 +I,( f(x)) dx= p* — zfn( f(x)) dx = 2 +f (2x* +2x + 2 + 2In(x + 1) dx
=B+ J‘;(sz +2+2In(x+1))dx + f: 2xdx = % + I;(sz +2 4+ 2In(x + 1)) dx + [x?]§.
= B2+ [{(2x* + 2 + 2In(x + 1)) dx + a® — B? = & + [/(2x* + 2 + 2In(x + 1)) dx.
b. Calculer A en fonction de a et f. (On pourra utiliser une intégration par parties) :
A=o® + [((2x* + 2 + 2In(x + 1)) dx = & + [(2x* + 2) dx + 2 [ In(x + 1) dx

= + 333+ 2x]: +2[fIn(x+Ddx=a? +3a® + 2a—2p7 - 2B + 2 f;'In(x + 1) dx
Calculons j: In(x +1)dx?

ux) =1 ux) =x+1
{v(x) =In(x+1) {v (%) = —
= [y In(x + 1) dx = [(x + Din(x + 1)]" Jg 1dx = [(x + DIn(x + 1)]§ - [x]

=(a@a+Din(a+1)-(B+VIn(B+1)—a+ B

= A= a2 +§a= +zu—§p3 ~2p+2(a+Din(a+1) -2+ Din(B+1) —2a+2p
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Bac 2009 session normale

Enoncé

On considére le plan complexe muni d’un repére orthonormé (O ;i ;¥).

Soit I’équation Eq : 22 — 2(1 + isin@)z + 2isin® = O avec 8 € [0; 2n[

1. a. Résoudre dans ’ensemble des nombres complexes chacune des équations En et E,; .

b. Déterminer les solutions 2’ et z” de ’équation E, sachant que Re(z')>Re(z") siicose >0.

2. Soient M’ et M” les points d’affixes respectives z’ et z”,

a. Démontrer que si @ décrit [0; 2nt[ alors le lieu géométrique I" des points M’ et M” est un cercle i déterminer.
b. Démontrer que si M’ et M” sont distincts alors la droite (M'M”) a une direction fixe indépendante de 6.

c. Construire le cercle I' et placer les points M’ et M” pour 0 = 3-': ;

3. Soit G le point défini par G=bar{(M’, 3) ; (M” ,2)}.
a. Déterminer z; I’affixe de G en fonction de 0.

b. Démontrer que si 8 décrit [0; 2n[ alors le lieu géométrique I de G est une ellipse dont on déterminera une équation
cartésienne,

c. Déterminer le centre et les sommets et calculer I’excentricité de I’ellipse I". Constriffea] ’ dans le repére précédent.
Exercice N°2 :

On considére la fonction f définie sur I’intervalle ] —1; +oo[ par : f(x) = x*In(x + 1).

Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O ;i ;j), d’unité 2cm.

1. a. Calculer f(x) et montrer que la fonction f est strictement croissante sur ]—1; +ol.

b. Déterminer une équation de la tangente T 2 la courbe (C) au point d’abscisse x, = 0 et étudier leur position relative.
Interpréter graphiquement.

¢. Dresser le tableau de variation de f.

2. a. Démontrer que f admet une fonction réciproque que ’on notera g. Soit (C’) sa courbe représentative dans le repére

précédent.
b. Montrer que les courbes (C) et (C’) se coupent en trois points dont un seul est d’abscisse strictement négative a. Vérifier que
-0,8<a<-0,7.

¢. Construire les courbes (C) et (C’). \

3. a. Déterminer les réels a, b, c et d tels que pour tout réel x de ]—1; +°°[‘;!+_1 =ax? +bx+c +Id1"

b. En utilisant une intégration par parties, calculer en fonction de a, ’aire du domaine plan des points M(x ;y) délimité par les
courbes (C) et (C’) ot a<x<0.

Exercice N°3 :

A tout entier naturel neN* on associe la fonction f,, définie par : f,(x) = x"e™ .

Soit C, la courbe représentative de f, dans un repére orthonormé (O ;i j).

1. a. Etudier les variations de f, telle que f,(x) = xe™ et repésenter sa courbe C,.

b. Calculer I’aire du domaine délimité par C;, I’axe de abscisses et les droites x=0 et x=1.

2. a. Démontrer que toutes les courbes C,, passent par deux points fixes que I’on déterminera.

b. Etudier la position relative des courbes C,, et Cy,,q en fgnction de la parité de n.

3. Pour tout entier naturel non nul (neN*) on pose I, = [ f(x) dx.

a.Vérifier que I, = 1 — 2e™1.

b. En utilisant une intégration par parties, démontrer que pour tout neN“ona:l,,; = —e 1+ (n+1I,.

c.Démontrer que pour tout entier naturelneé N"ona: 0<1l, < =T i -En déduire lim 1,

3. Pour tout entier naturel non nul (neN*) on pose J, = ﬁln .
-1
a. Démontrer que pour tout neN* ona: Juy1 = Ja = )

1 1 1 1
b'E"déd“‘“qﬂepourtoutneN' ona:],=e-~ 5—1+;+5+---+-n-1).

¢.Calculer lim ), .En déduire lim (1 + ks + = S l)
b N n-+o \0! 1! 2! n!
Dans le plan orienté on considére quatre points A, B, C et D, deux & deux distincts tels que : AC =RD,
(AcC; BD) = [27). Soient les points M milieu de [AC], N milieu de [BD] et H le point d’intersection de (AC) et (BD).
On considere zles cercles T, , I, Iy et I, de diametre respectifs [AB], [BC], [CD] et [DA] ( On pourra s’aider de la figure ci-jointe,
N ne demande pas de Ia reproduire).
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l. a. Montrer qu’il existe une unique rotation r, qui transforme A en B et C en D. Préciser son angle et montrer que son centre p
appartient aux cercles I'; et I';.

ll:. Soit r; la rotation qui transforme A en D etC en B. Préciser son angle et montrer que son centre Q appartient aux cercleg T, et
e : .

c. Démontrer que le quadrilatére PMQN est un carré. .

2.. Soit Py et P; les points diamétralement opposés a P respectivement sur:les cercles I'y et I'y . Soit Q, et Q; les points
diamétralement opposés a Q respectivement sur les cercles I et T, .

a. Montrer qu’il existe une unique similitude directe s, qui transforme A en P; et C en P;.

Déterminer les éléments caractéristiques de cette similitude. . 'y
b. Déterminer s, (M) en déduire que les points P;, P;,Q et H sont alignés.
3. On considére la similitude directe s, de centre Q, de rapport % et
d’angle E 5

a. Déterminer les images des points Q;, Q; et P par s,.

b. En déduire que les points Q,, Q,, P et H sont alignés..

4. On pose ¢ = s, 08,.

a. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de o.

b. Démontrer que P,P, = Q,Q; et (P,P;; Q,Q;) = ’;‘[21:].

5. Soit r la rotation qui transforme P; en Q; et P; en Q,.

a. Reconnaitre le centre de la rotation r.

b. Démontrer la cocyclicité des points M, H, Pet Q,.

c. Quelles sont les cocyclicités semblables que I’on peut remarquer ?
d. Démontrer que PzAz + chz = QzAz + chz.

e. Quelles sont les relations semblables que I’on peut remarquer ?

\ Solution
Exercice N°1 :

On considére le plan complexe muni d’un repére orthonormé (O gt \7\, ¥

Soit I’équation Eg : 22 — 2(1 + isin®)z + 2isin® = 0 avec 0 :

1. a. Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes chacuye degéquations E; etE,:

Ex:22-2(1+)z+2i=0.
2

A=(-1+D)) - 2i=0=z=1+i.
Ex:2? -2z =0.

L} r
: N
22 -22=0=z(z—-2)=0=>2, =0etz; 52 \-
b. Déterminer les solutions z’ et z” de I’ @ sachant que Re(z')=Re(z") si cos® >0 :
Eg : 2% — 2(1 + isin@)z + 2isin® = .
A’ = (—(1 + isin@))” — 2isin® = 1 — sin?@ + 2isin® — 2isin@ = 1 — sin’0 = cos?0.
=7 =1+ isin® + cosO et z’ = 1 + isin® — cosO.
2. Soient M’ et M” les points d’affixes respectives z' et 2" . |
a. Démontrer que si 0 décrit [0; Zn[ alors le lieu géométrique I' des points M’ et M” est un cercle a déterminer :
7 =1 +isin® + cos8 = 7z — 1 = isin@ + cos® = e'® etz” = 1 + isin® — cosd = 2’ — 1 = isin® — cosH = &'™®
IzZ-1]=1 AM' =1 Iz’ -1 =1 AM" =1

= 0&05[0; 21t[et = ouT— 0e]_“;n]
arg(z-1)=0 ((:AM') =0 argiz'-1)=n-0 ((EAM")=n-0
D’od I est le cercle de centre A d’affixe 1 et de rayon 1.
b. Démontrer que si M’ et M” sont distincts alors la droite (M’'M”) a une direction fixe indépendante de 0 ;

Ty &= 1 + isin® — cos® — 1 — isin® — cos® = —2cos@e R. D’ol la direction est fixe, c’est celle de I’axe des réels.

c. Construire le cercle T et placer les points M’ et M” pour § = =:
536 = Zalors (& AM') = J et (1;AM") = n— % = 3. (Voir la figure ci-apres).

3, Soit G le point défini par G=bar{(M’, 3) ; (M”" ,2)}.
a. Déterminer z; ’affixe de G en fonction de 0 :

[N

=

2. = 3z +2Zm~ e 34 31sin@+3cos0+2++21sin0—2cos0 =1+ cos® + 15in0.
< 5 5 5
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b, Démontrer que si 8 décrit [0: 2n alors le lieu eéométriaue I" de G est une ellipse dont on déterminera une équation
cartésienne :

Soit G(x 3Y) llors{ = [S(x -1) = cos#

y= smo = sin®

S (5x-1) +y -1.“(—)‘,’- L= 1.D0d I est une ellipse. y-.fl (5(x- 1))’

c. Déterminer le centre et les sommets et calculer I’excentricité de I’ellipse I, Construire I’ dans le repére précédent :
Dans le repire (O ;U ;¥), le centre de I” est A(1 ;0). Les sommet sont B(® ; 0):B'(5:0); CsD et C(1;5-1);

2-(3) v
Excentricité e = : e
! !
. |
A 1 t- SN s
Exercice N°2 : = Xy '

On considere la fonction f définie sur ’intervalle ] —1; +oo[ par : f(x) = x? = In(x + 1).
Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O ;i';j), d’unité 2cm.
1. a. Calculer f'(x) et montrer que la fonction f est strictement croissante sur ]—1; +oo[ :

f(x)=2xIn(x+ 1) +‘—i-l;

x -1 0 C AY4o0
2x - 0
In(x+1) — " \X
2xIn(x +1) + +
X2 I i @ +
x+1
sf(x) + 0 +

= Vxe ]—1; +oo[, £(x) 0. D’ot fonction f est strictement croissante sur ]—1; +oo|.

b. Déterminer une équation de la tangente T 2 la courbe (C) au point d’abscisse x, = 0 et étudier leur position relative.
Interpréter graphiquement :

T:y=£(0) (x—0)+£(0) = T : y=0.

f(x) - y = f(x) =x*In(x + 1).

X -1 0 +00
- + 0 +
In(x + 1) - 0 +
| %) - 0 ¥ =
PR T 1 ©

<. Dresser le tableau de variation de f ;
Jim f(x) = Jim n x?In(x + 1) = lim x2In(x) = +o0.

Jim f(x) = Iim x!n(x+1) = lln;(t ~1)?In(t) = 1(~o0) = —co.(En posant t = x + 1).
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x | -1 0 +00
f(x) 0
f(x) +00
“/

2. a. Démontrer que f admet une fonction réciproque que I’on notera g. Soit (C') sa courbe représentative dans le repére

précédent :

Comme [ est continue et strictement croissante, alors elle réalise une bijection de | -1; +oo[ sur R. D’oi1 f admet une fonction

réciproque notée g .

b. Montrer que les courbes (C) et (C’) se coupent en trois points dont un seul est d’abscisse strictement négative a. Vérifier que

=0,8<a<-0,7 :

f(x)=x=x?In(x + 1) = x=>x?In(x + 1) —x = 0 =x(-1+xln(x+1))=0= {f;,.ox]n(x +1)=0

On pose h(x) =—1 + xIn(x + 1) = h'(x)=In(x+ 1) + ;ﬁ

X -1 0 +00
In(x + 1) — 0 +
X - 0 +
A ES 0 +
X+ 1
h'(x) - 0 +
x | -1 a 0 +00 s
h'(x) 0 Q
h(x) | +oo — (\)
~ 0 ad q;
S0 Y

Le tableau de variation de h montre que I’équation h(x)=0 admet deux solutions a et p telle que a<0. Comme
h(—0,7) = —0, 1<0 et h(—0,8)=0,2>0 alors —0,8<a<—0,7 ;( a est strictement négatif) et h(1,2) =~ —0, 05<0 et h(1,3)=0,08>0 alors

1,2<p<1,3.
.. Construire les courbes (C) et (C') :

¥ 3
TR L L ol O lim xIn(x) = +o.

x—++0 X X—++00 X
Donc (C) admet BP de direction (Oy) au voisinage de +co.
38 f ef

S -
.......
aw

-
. -
----

-

-

mmm
-
_————

-------

-
----------

3. a. Déterminer les réels a, b, c et d tels que pour tout réel x de ]—1; +o[ ;%
1 0 0 0
-1 1 -1
1 -1 1 -1
b ¢ d
3
Donc pour tout réel x de |—1; +oof ;&;: x2 —x+1 _’_:..l..
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b. En ufilisant une integration par parties, calculer en fonction de a, I'aire du domaine plan des points M(x 3y) délimité par les
courbes (C) et (C) 0d aSX<0 :

Soit A cette aire alors A = 4x1 cm? avec I= 2 f:(f(x) - x) dx.

= z_[:(f(x) -x)dx =2 f: f(x)dx — J': 2xdx = 2 _[: x*In(x + 1) dx — j: 2x dx.
u'(x) = x? [u(x) = ix’

On pose fv(x) =In(x+1) *lveo =L

X+1

1= 2+ DI - 37 Zax- 008 = 000+ DS -2 0 (xF - x 41 - o) dx = )8

@ x+1
= 1betnGe+ D)2 - [ox — 1 + x— InGx+ 1) - ey

2 21 1 2
= -;u’ln(a+1) + ;(;u’ —;az +a—In(a + 1)) +at = —;a’ln(u+ 1) + %n’ —iu" +§u—§ln(a+ 1) + o?

2 . 2 ,.2, 2
3(a + Din(a+ 1) + 9u +§a +3a
Orf(e)=a = a’ln(a + 1) = a = In(a + 1) = i
1= —§#+ o +2a? tia=-24lp +ia.Donl=(-2+ Sa? +ia) cm?
Exercice N°3 :
A tout entier naturel neN" on associe la fonction f,, définie par : fa(x) =x"e™™,
Soit C, 1a courbe représentative de f, dans un repere orthonormé (O ;i ;j).
1. a, Etudier les variations de f, telle que f, (x) = xe™™ et représenter sa courbe C, :
D'l = ]-m; +m['

x=++m@X 4

- i X 1 :
‘1_!% fi (x) = xl_!mn xe™ = lim — = =0t xl_lll!.o f, ()= '1_1.9:’ xe™™ = —oo(+00) = —co,
fy(x) =e™ —xe™ = (1-x)e*

X —% 1 +oo eV
fj,(X) + 0 -—
fi (%) /' : \ Q\
e
. o XV
y=0 est AH de C, au voisinage de +o,
-X
Jim 22 = i X7 i % = oo
Donc C; la courbe de f, admet]?l’de direction (Oy) au voisinage de —co, I P
-SRI NN IR T O SRR L N R RN T e O T TN LI O O O O S
! . =R i z ' : o
f = - b2 | ] boto B o]
i x=0 ,’ 3 * Ho.. LN i ' P ol
i : - | : §roeqoorse |
| ifC ' . | . e
z el A e e S B SV A S I | 2
r gt e L e g e e b
? /.wud‘:mmlm | E o i 3 W : , : ; i T oot
' A B EEEE "
""""’":"*:" ‘ AR vvv—-'r- —-wg- -*: o i" e “""“"“}‘"“""" - _":’“‘.’ s S ‘-'T" ~'-~:-E--— '-‘---——‘v
EiEnad g e R AR B R

b. Calwlér Paire du domaine délimité par C,, ’axe de abscisses et les droites x=0 et x=1 :
1.’aie A est égale a : A= [ xe™ dx.

[u'(x) =e ugx) = —e*
vix) =x {v'(x) =1

SA=[-xe |} + [l edx = [-xeX]} - [e*]} =—e1—el+1= (1 ——% (ua).

2. a. Démontrer que toutes les courbes C,, passent par deux points fixes que ’on déterminera :
= - - x"=0 x=0
f'”l(x) = ()= foy 1 (X) — (%) = x"tle ¥ — x"e* =x"(x—1)e”* = [x -1=0 = [x =1
Page 162 sur 236
Eré par : Ahmed Jeilani Med Youmbabe 22056962-41813182-33318689 |




LClasses des 7°C

Pour I’année scolaire 2019-2020

D’oti toutes les courbes C.. nassent nar denx nointe fives * (0 :N) ot A(1r .'!)
b. Etudier la position relative des courbes C, et C,,, en fonction de la parité de n :
forg(X) = fo(X) = x" e * — x"e™* =x"(x — 1)e™*

On distingue deux cas :
*n pair :
X =0 0 1 +00
x" + 0 + [ +
x—1 - 1 = 0+
_ fn-l-l(x) = fn(x) - 0 = 0 +
Position relative Cn Cn Cot1
Cn+1 Cn+1 Cn
Cn n an. cn n cn+l
*n impair :
X - 0 1 +00
x" - 0 + [ +
x—1 -1 - 0+
| fp(0) — (%) + 0 = .
Position relative Cn+s Cn +1
Cn+1 Cn
'—_cn N Cpsa Cn n Cn+1 i ‘__ﬁ_Q

I =) fi(0)dx= Jy xe™*dx =1 —-%

b. En utilisant une intégration par parties, démontier que pour tout neN’

1
I: fasa(x) dx = Iﬂ
{u'(x) =e™

v(x) - xIH-I

= l|'|-H.

- {

xn+l e-x dx‘
u(x) = —e*
vi(x) = (o + 1)x"

= [-x™1e¥3 + (n+ 1) f) x"e*dx = —e”' + (n + DI,

3. Pour tout entier naturel non nul (neN") on pose I, = j':
a.Vérifier quel, =1 —2e7":

fa(x) dx.

D’oi pour tout neN* ona:lp,y = —e + (0 + Dy

c. Démontrer que pour tout entier n
0<x<l=a-1<-xs0=el<e*sl=0<e

1 1
20<l, <" )i=0sh=75.

Comme lim
n=+eo [1

n+

5= 0 alors -I_l.xgal,, =0.

3. Pour tout entier naturel non nul (neN°) on pose Jn= iln .

-1

a. Démontrer que pour tout neN*ona:jJy1 — I = (n+1)! :

e
Josi— I = (:H_)Illﬁl =

b. En déduire que pour toutneN ona:J, = e — (oln + %+ %

e
Jo-h= "'ZT
-1
Ja-)z = 3
-1
T
—1 ......
]I - ]II-‘l = -I'l_'

e
——

El' = e

D’oi pour toutneN" ona: Joiy —Jn = eyl

Sh-hi=-(G+3+ 7+ +7) =""='1‘(%*%*%’“""i)“”n=°‘2‘(%+;—:+"_;.1+‘“+‘)

1 1 1
=) =e—-(—+—=)— (=
Ja=e (m + :r) (21 * 3l

1 -1
2! 3t

-1
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% 0, <
aturelneN‘'ona: 0=, i ; 1
<1 = 0<xe*<x" 50< [/x"edx < fyx"dx

-1 _fr = ~-1
(~et + (n+ D)~ Sl =
-+ ...+l s

nl

E A Tl P
+1I+ +-| =], =e— E+;+i"+‘“+

ona:ly; =—el+m+Dl:

.En déduire lim I, :
n—++oo

1
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.. canuiel I:-l'l':% Jn-EBnuctuuire e {a o ut i-! T+ ooy .'%?5 :

= lim =1, = 0.
!ilfl Jo = nl.l.ﬂ n! I
pte . 1 1 1 1

i =0 = lim e—(-—+— g, XY - 1 1 1 1
ponc Jim Jn w«:( TR TRl bt .,.)) =0 = ..’l'!‘,(a totgt o) =e

ercice N°4 :

Dans le plan T-ienté on considire quatre points A, B, C
G‘E: BD) = : [2m]. Soient les points M milieu de [AC),
On considére les cercles I'y , I3, Ty et I', de diametre res
on ne demande pas de la reproduire),

1. a. Montrer qu’il existe une unique rotation r.

et D, deux & deux distincts tels que : AC = BD,
N milieu de [BD] et H Ie point d’intersection de (AC) et (BD).
pectifs [AB], [BC], [CD] et [DA] ( On pourra s’aider de la figure ci-jointe,

qui transfy i

appartient aux cercles Ty et T3 : 1 orme A en B et C en D. Préciser son angle et montrer que son centre P
ﬂE = EB alors il existe une unique rotation r: |A =B
oL angle de 1y : (AC; E‘F)i;'

(PA; PB) =2
. trePder, : =Pe
Fa— A (P—d; ﬁj) _ E nNnr
b. Seit r; la rotation qui transforme A en D et C en B. Préciser son angle et montrer Que son centre Q appartient aux cercles I et
I} :
AC = BD ll 2 A D
AL =oe ors il existe 2 P
g une unique rotation r,:

C-B

;D_B)=(363i5’)—1t=§-—1[=_!_

(PA; PD) = -3 ’

(ifc’; P_Ii) - ‘E =Pel,NT,
c. Démontrer que le quadrilatdre PMQN est un carré :

r1(M) = N = le triangle PMN est rectangle isocéle en P

= PMOQN est un carré
r2(M) = N = le triangle QMN est retabgle isocéle en Q

2. Soit Py et P, les points diamétralement opposés a P respectivement sur les cercles I'; et I . Soit Q et Q; les points
diamétralement opposés a Q respectivement sur les cercles Letl,.

a, Montrer qu’il existe une unique similitude directe S, qui transforme A en P, et C en P,. Déterminer les éléments
caractéristiques de cette similitude :

Comme A #C et P, # P, alors qu’il existe une unique similitude directe §; qui transforme A en P; et C en P,.
Les quadrilatéres PAP; B et PCP,D sont des carrés directes alors on a :

(ﬁ; Ppl)z(ﬁ:.; sz'=':'et%=%=::(§= 2-D’0&31=S(P;ﬁ;%l)
b. Déterminer s, (M) en déduire que les points P;, P;,Q et H sont alignés :
PM 1 _
n
(PM; PQ) =7
On a d’une part :ISIVII(M?A= g = Q=P;* P; = Q, P;et P, sont alignés.
= *
D’autre part : _ e
(HPy; HP;) = (HP; ; AP) + (HP; HP;) =5 +3=m.
= H, Pyet P, sont alignés.

D’0it les points P,, P,,Q et H sont alignés. .
3.0n considere la similitude directe s, de centre Q, de rapport — et

.

cL’ﬂll.gle de r: (R

sLecentre Qder; :

Par conservation du milieu on a :

$1(M) = Q car

'angle 2,
A Déterminer les images des points Q;, Q; et Ppars; :
(00 q¢) = (QQ;; QA) = (QF; QM) =Zet oo =00, = v cos(
2 Q—->C
Dot $2:(Q; » A
P-M

b. En déduire que les points Q,, Q;, P et H sont alignés :

On a d’upe part :|Sz"1(M) =P sPm Q,* Q; = A, Q et Q, sont alignés.
M=A=C
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& Mon!r.el' que le point 0(0; %) est un centre de symétrie de la courbe Cy puls construire Cy.

:';:iérr:]r;eé:ue pour tout réel : f, (x) = fo(~x). En déduire une transformation géométrigue simple qui permet de construire C
:l \;ép.-:f:fi: c'li:e c;:)ur tout réel : f,(x) = 1 — f,(x). En déduire une transformation géométrique simple qui permet de construire
c. Construire C, & partir de C, dans le epére précédent.

3. On pose pour tout entier natureln: U, = fol o (x) dx.

a. Calculer Uy et U, :

b.Prouver que pour tout entier natureln > 1ona:0 < U, < 2 En déduire lim U,
= 1 ' n-+o i
==

4. On pose pour tout entier naturel n : V, = <" (4 ~ %) etVo = 1.S0itS, = Vo + Vy + V5 + -+ V.
a. Vérifier que pour tout entier naturel n non nul : Upir + U, = |V,

b. Prouver que pour tout entier naturel n non nul : |S, — Uy| = |U,44]. En déduire lim S, .

Exercice N°3 : e

Dans le plan orienté on considére un triangle équilatéral ABC de sens direct et de cbté a. Soit G le centre de gravité de ce triangle
et soit D le symétrique de A par rapport a C.

1. Faire une figure illustrant les données précédentes. Elle sera complétée au fur et & mesure.

2. a. prouver qu’il existe une unique rotation r qui transforme A en C et B en D.

b. Préciser un angle t%e r et déterminer son centre E puis le placer sur la figure.

3. Prouver que les points A, B, D et E sont cocycliques, préciser le centre et le rayon de ce cercle puis le construire.

4. Soit s la similitude directe de ceritre B et transforme D en C.

a. Déterminer un angle et le rapport de s.

b. Déterminer I’image du triangle BDE par sos.

5. On pose f=ros et g = sor.

a. Préciser et construire f(B), f(E), g(B) et g(A).

b. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f et g.

c. Démontrer que les cercles de diametres respectifs [AG], [BC], [CE] et [DB] ont un point commun. Quelle est la particularité de

ce point.

Exercice N°4 :

On considére la fonction numérique définie par : f(x) = 2x—3+In (’z—'::IE) et soit (C) sa courbe représentative dans un repére
orthonormé. '

1. a. Vérifier que I’ensemble de définition de fest R°".
b. Calculer li:%: f(x), interpréter graphiquement.
c. Calculer l_imo f(x) et xllm f(x).
x —~—
d. Montrer que (C) admet deux asymptotes dont I’une notée D est oblique. Etudier la position relative de (C) et D.

2. a. Calculer f(x) puis vérifier que f'(x) = 5(1;—1—)‘;;(11) ol @ est une fonction strictement positif pour tout x+0 2 déterminer.

b. Dresse le tableau de variation de f.
c. Démontrer que 1’équation f(x) = 0 admet trois solutions distinctes a, B et y dont on donnera un encadrement d’amplitude 5x

10-%,

d. Construire (C).
3. On se propose dans cette question de calculer I’aire S du domaine délimité par la courbe et les droites d’équations respectives :

¥y = 2x—3, x= 2 et x=1+V3.
. 2x—4 2x-2 2
a. Vérifier que pour tout réel x on a : ——— = 750 — T

1+V3  2x-2
b. Calculer A = [; " 2—=—dx. i
+

2
¢. En posant x = 1+tant pour tout tﬂ[l).' E[ ; calculer B = fg 1tx-1)2 dx.

d. Déduire de ce qui précede le calcul de I’aire S exprimée en unité d’aire.

Solution
Exercice N°1 ;

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O ;U ;¥). Soit la transformation ponctuelle f,, qui associe a tout point M
@"affixe 2 le point M’ d’affixe 2’ tel que z’=(; + wi )z + 1-20i ; w C.

1. Reconnaitre et caractériser la transformation f,, pour les valeurs suivantes du nombre complexe w :

'-‘0=?; b.w=—%i; cw= 1+%i; dw=2i:

*Pour w = g : z’:G + ?i)z + 1—v3i. Comme E + J—:-ll = 1 alors f; est la rotation d’angle nrg(% + gl) = E et de centre
2
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LIPS ,L:lrl i-]ﬁ'

N = I
Pour w = --i i2'=zf 1 est I’identité du plan.

P - LR ¥
our w =1 41 ;1 1 2'=iz +2-2i. Comme |i| = 1 alors f, N est ln rotation d’angle nrg(i) = gcl de centre d’affixe T% =2.

*Pour w = 2j :2'=— -z +5.f;; est ’homothétie de rapporl -- et de centre d’affixe -1 = 2,
143

2. Dans la suite de I’exercice on considére w € R et on pose 0 = arg( + wi) avec 0 € |—; nt]. On considére les points A(2 ;0) ¢
Mo(3 ;0). Pour tout n € Non pose M,,,, = f,(M,) et on désigne par z, ’affixe de M,,.

a. Vérifier que 2, = - + wi puis calculer z; en fonction de w :

Z, = f(zy) = f(3) = (z +m1)3 + 1-2wi -;+¢ni.

2 =1(2,) = (5 + wi) = G+wi)(G+wi) + 1-20i=;- o + wi.

b. Prouver que pour toutne Nona:z, = 2 + m)ne"" :

Démontrons par récurrence cette proposition.

* Initialisation: 2, =3 =2+1=2 + ( oe""""’

2cosh

* Transmission : Montrons que pour n donné, siz, = 2 + (;)n e alorsz,,, =2 + (h; .)n“ elm+no,
Znyg =1(2,) = ( +¢o1)z,+ 1- Zm—-( +m)(z+(z: o) e“")+1 - 2wi.

=1+ 20i+ (5 + wi) ;.,;) e 41— 20i= 2+( +oi) (05 e"" Q
Oro—arg( +ml)=coso ]1-1— =‘r' +mi| —-—-—— - +ml=—e
Do 2y =2+ (z ¥ m') (m) e =2+ 2c0s 0 ('zﬁ em zms "*' elrhe

Conclusion : Pour toutn e Nona:z, =2 + (2“’0) eln?

c. Pour tout n € N on pose V,, = |z, — 2|. Montrer que la sui mélnque puis déterminer les valeurs de 6 pour
lesquelles (V,) est convergente
ca

=l -2l=2+ (=25 m) oo — 2| = |(z':$) |ns|
Donc (V,,) est une suite géométrique-de raison g =

rcos® > 0.

(V,) est convergente & —1<|q| <1 & 1< I—.— z_mTo< 1ecosb == aﬂ € [—- et
c. Pour tout n € N on pose d, = |[M M, ||, ue d,, = V,,, puis calcnler en fonction de n la somme :
n
S, = Z dy,en donner une in terp:;@\x
k=0 1 n+1 n+1l
M M = 0 __ s e _ e -
dp = [[MaMys ]| = 12041 = 2Zal = (m) i!t:osﬂe 1| B (Zcosﬂ) I Eeoug] = (Zcoso) = Va1
Car |e'® — 2cos8| = |—cos0 + isin8| = 1. "
: 1 n 1 n+1
n 1 = 1 1 _
§. = Zd,, =do+dy+dg+-+dy =V + V2 + V3.t Vpuy =V, (E“’f) = s X (2':0515)
o 1-7c0s0 1-7c0s0
S,, est la longieur de la ligne brisée reliant les points Mg ; M, ; M; 5 ....; M,
Exercice N°2 :
On considére la fonction numériqué f,, définie par : f(x) = 00 est un entier naturel. Soit C, sa courbe représentative dans
un repére orthonormé (O ;i ;j).

1. a. Dresser le tableau de variation de f;, ou fy(x) = l—:%:
* Dy, = R = ]—00; 400,
* Les limites aux bornes du domaine de définition de f,.

4

“m fo (x) = "+w

t
= li = -= = e*
1 + ex t!:-{rnln 1+t xljﬂt 1(En posant t = e*)

lim fo (x) = hm st Ty =0
. Dérivée et hblenn de variation.
(1+e*)e*—e*xe* e s
fo'00 = (1 + e¥)? “a+ e~
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b. Montrer que Co admet deux asymptotes horizontales que ’on dﬂenmmm .
comme Ml lim fo (x)=1et hm fo (x) =0, alors Co deux asymptotes horizontales d équations respectives :

_0
y-l et y=
c. Montrer _‘l“e le point 0(0: ;) est un centre.:!e symétrie de la courbe Cy puis construire Cy :

{
' |
\

Fimirinsio el = s saal s # =me i

s i )

s
|

U . 2
|
i

Vérifions que fo (2 x 0 x) + f,, (x) 2 X3 c’est-i-dire fo (—x) + fy (x) = 1 ?
(-0 +hM =5+ ,:', 12 =.1.D°0d 0(0; ) est un centre de symétrie de la courbe Co.

2. a, Vérifier que pour tout réel f1 (x) fo(—x) En déduire une transformation géométrigue simple qui permet de construire C,
a partir de Cy : .

fo(=x) = = etfi(x) =1 “. : oy S f1(x) = fo(—x).

C; est I’image de C, par la reﬂéxion d’axe (Oy).

b. Vérifier que pour tout réel : f;(x) = 1 — fp(x). En déduire une transformntlon géométnque simple ‘qui permet de construire
C, apartirde C, :

1-f() =1-—"—= mee 1 f, (%). D’oil f,(x) =1 - fo(x).

C, est 'image de C, par la renéxion d’axey =

¢. Construire C, a partir de C, dans le repére précédent :(voir la figure précédente)

3. On pose pour tout entier naturel n: U, = f: fa(x) d!-l

a. Calculer Ug et U, :

Uy = [ fo) dx = [} “odx = [In(1 + )]} = In(1 + &) ~ In2 = In (%),

1
= [y 60 dx = [} (1 - fo(x)) dx = [} 1dx — [} fo(x)dx=1~1In (-15)
b.Prouver que pour tout entier natureln > 1ona:0< U, < 1 l:'.n déduire hm U,
Vxe[0;1];14e*>1 =ao<——-—<1=»0<f,,(x) <e(Mx 0<j f (x)dx <j‘ e~ I')*dx

= ] - i s -1 s
0<u, <[——1_ne(l n)m]o =0<U, <;__:en 1 ‘_n=0<l,ln <“_‘ e —e"Ix0<U, < =
Comme ) 1 — -
i 1 =0alors lim U, 0.

4 Onposepourtommuermmnln 1V, = ('” (1 )etvo 1. Soit S, = V0+V, +Vo 4+ -+ V,.
. Vérifier que pour tout entier naturel n non nul U.+1 + U, (" IVal:
10
Ui+ Un = a0 dx + [ 00 dx = [ Sordx +f) . )
1 6%y (-0 1(1 ')'“ - - o [lew| =21 -L)=
- -j —1—;-;—— —I e ———dx J’ e dx = [II e ]0 “(1 '.) Ivnl'
oll pour tout entier naturel n non nnl Upsy + Uy = Vil

]
]
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b. Prouver que pour tout entier naturel n non nul : (S, = Usl = [U,,,|.En déduire lim S, :

V, > 0;si n est pair
Comme : alorsona:
V, < 0;sin est impair
V’D = UI + UQ
V,=-U, -,
V;=Uz+ U,
U,,y + U, ;sinest pair
Vp =
—U,,1 — U, ; si n est impair
Up + Up4q ; Si nest pair .
=25, = =S, — Ug = Up,y 0uS, — Ug = —Upy, . D'old IS — Uol = [Up:l.
Uy — U,y ; Si n est impair
. . 1+e
Or'!_l.lpwU, = 0 alors nl_l.?ws,, =Up = ln( 3 )

Exercice N°3 :
Dans le plan orienté on considére un triangle équilatéral ABC de sens divect et de coté a. Soit G le centre de gravité de ce triangle
et soit D le symétrique de A par rapport a C.
1. Faire une figure illustrant les données précédentes. Elle sera, complétée au fur et  mesure +( voir la construction).
2. a. prouver qu’il existe une unique rotation r qui transfyrme A en C et B en D:
AB = CD 1A-C
AB # CD IB-D
b. Préciser un angle de r et déterminer son centre E puis le placer sur la figure : .
-L’nngleder:(ﬁ;ﬁ).)ﬁﬁ;m:'g' o ' -
¢Le centre E de r est tel que : (-E% % ‘_n = EAC est équilatéral de sens direct.
£ 3

alors il existe une unique rotation r :

3. Prouver que les points A, B, D et E sont cocycliques, préciser le centre et le rayon de ce cercle puis le construire :

«On a d’une part : (EB; ED) = getd’autrepart :(AB; AD) = (AB; AC) = '3—' D’oi points A, B, D et E sont cocycliques.
’ +I1 suffit aussi de remarquer que CA = AB = CD = CE pour vérifier la cocyclicité des points A, B, D et E.

Le centre de ce cercle est le point C.

4. Soit s la similitude directe de centre B et transforme D en C.

a. Déterminer un angle et le rapportdes:

'Unangledes:('ﬁﬁ:mz(iﬁ; BA) + (BA; B—C)=§(ﬁ!':m+(ﬁ;m=-:-xn—§=§—£=5

3
-EE-'_. . : —B_D. l___ﬂ_?_ — - EE-—A_—._'S
°Lerapportdes&st.”—wortan(3)—"ﬁﬁ-—Aa:BD-AB\/3—§\fr3=w:—. =S

D'oid s=S; 5 =
(a:5:2) ' 5

b. Déterminer V’image du triangle BDE par sos :

sos(B) = s(B) = B ; sos(D) = s(C) = G or le triangle BDE est un triangle équilatéral de sens direct alors son image est le triangle
équilatéral de sens direct BGG’ ot G'= sos(E) le symétrique de G par rapport & (AB).

5.Onposef=rosetg=sor. ' R L

a. Préciser et construire f(B), f(E), g(B) et g(A) :

f(B) = ros(B) =r(B) =D ; {(E) = ros(E)=r(A)=C.

g(B) =sor(B) =s(D) = C; g(A) =sor(A) =s(C) = G. o

b. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de fet g :

*Pour le cas de f : ;— + % = -;-et 1 x_-?;: g (carr ﬁt-uhe siri_lililude de rapport. 1 et d’angle E) alors f est une similitude de rapport
3 : j : '

V—a- " d’nngle;-' et de centre F intersection des cercles de diamétres respectifs [BD] et [CE].

Vi V3 ;

. ?3 = ?3- (car r est une similitude de raport 1 et d’angle ;-) alors f est une similitude de rapport -?

et d’angle > et de centre H intersection des cercles de diametres respectifs [BC] et [AG), c’est le point H milieu de [AC).

c Dér-n(:ntrer que les cercles de diamétres respectifs [AG), [BC], [CE] et [DB] ont un point commun. Quelle est la particularité de

ce point :

Les triangles FAG, FBC, FCE et FDB sont rectangles en F alors les cercles [AG], [BC], [CE] et [DB] de diamét tifs [AG
[BC], [CE] et [DB] ont le point. commun F. TAGITREL [CH) D deuniecss s MBTAR],

Pourlemdeg:;—'+2=5et1x'
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Exercice N°4 :

On considere la fonction numérique définie par : f(x) = 2x—3+In (

orthonormé.
1.a. Vérifier que ’ensemble de définition de f est R* :

X —00 . 0 400 1 )
x2—2x+2 + [ ¥ ] Q(\/
x2 + 0 +
x2-2x+2 +
 x2 * £
X A
Donc D; = R*
b.Calculer li_.n‘} f(x) ,interpréter graphiquement :
c.Calculer lim f(x) et lim f(x).
X=+40 X—=—m

) et soit (C) sa courbe représentative dans un repére

i _ x2 —2x+ 2 . . x?—-2x+2
lim £(x) = lim (Zx -3+In (_x'i—)) = lim(2x - 3) +limIn (__x‘z_) = -3 + (+) = 4

D’oil x=1 est AV de (C).
2-2x+2 2-2x+2
lim £(x) = lim (Zx— 3+n ("—:‘—)) = lim (2x—3) + lim In (x——}‘_) = 450+ 0 = 4,
b'S b ) X—+m X

X—=+x

2_2x+2 X2 —2x + 2
lim f(x) = lim (2x—3+ln (x—-;,f——)) = lim (2x — 3) + lim ln(—;zf——) =-0+0=-w

d. Montrer que (C) admet deux nsymptotes dont I’une notée D est oblique. Etudier la position relative de (C) et D :
I -2x+2 -0
i (160 - 2x - 3)) = lim 1o —5—) =

D:y = 2x — 3 est une asymptote oblique de (C)et comme Ilm f(x) = +woalors x = 0 est AV de (C).
Zx+2.) x3-2x+2 _ x%-2(x-1)
— =

Position relative de (C) et D : f(x) —y = f(x) — (2x—3) =In (l x2

*Si x=1 alors x—1=0 = x? — 2(x — 1) = xz,fi“ 1=1In (" ‘:,"“) 0. D’o D coupe (c) au point d’abscisse 1.

*Si x>1 alors x—150 = x% — 2(x — 1) < x?=> =2 "“ <1=In (" ’"’) < 0. D’0ii D est au dessus de (C) .
*Si x<1 et x0 alors x—1<0 = x2 — 2(x—1) > xz=9 fiﬁ >1=In (’ “2*2) > 0. D’oi D est en dessous de (C).
-0 0 1 +00

\fl!ky + + 0 -

P. relative (C) © ©

D | ° P
DPN(C)
-_-_-———_;
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? a Calenlar P(v) pnic viwifiow quos O(u) — 2(!:1}?(.;) ou ¢ eot une fonction otrictcment positif pour tout x*=0 a déterminer :
(.2_.:!5_\2) (2x-2)x2-2x(x?~2x+2) a 2

i X == X= ~ZX(X*~-2x X _ _x-—
Px)=2+ -zez T Z+ xt X xZ-2x42 z (l + l(ﬂ-Z!HZ))

_ 2(xP-2x?43x-2) _ 2(x=1)(x*-x+2) _ 2(x-1) _ xt-x+42

T x(x¥-2x+2) | x(x¥-2x42) | «x P(X) 00 olx) = x2-2x+2
b. Dresse le tableau de variation de f :
Or @(x) >0carx? —x+ 2 > 0 et x* — 2x + 2 > 0. D’ou le signe de f’(x) est celui de',-'—l.

X —00 0 1 +o0
x-1 = - 0 +
x—1 + - 0 +
X
D’ou le tableau de variation de f ;
X —0 0 1 +00
7 (x) + - 0 +
f(x) /+’ao +o0 +o
L \ -1 /

f(1)=-1. ,
c. Démontrer que 1’équation f(x) = 0 admet trois solutions distinctes a, p et y dont on donnera un encadrement d’amplitude 5x
1071

La fonction [ est continue sur ]—co; 0[ et ]0; +<of et comme £(J—oo; 0[) = ]—o0; +[ ; £]0; 1]) = [—1; +oof et
£([1; +)) = [~1; +oo[ alors ’équation f(x) = 0 admet trois solutions distinctes a, f et y telles quea <0; 0 <p <l et y>1.
f(—0,5) < 0= —-0,5<a < 0.

+(0,5) >0 = 0,5<P < 1.
«f(1,5) <0 et f(2) >0 = 1,5<y < 2.
d. Construire (C) : e e ————— o smce i sreeFm ee EE
R ieee el wna S WNATT I (R R W hin 53 % i ‘L ey s g i
L dn el L ] e o a2 iE T |
f 3. ‘e - ‘ ...... l _ ;‘7‘; !
- i | |
7 | EEER A FEu, ity
: ‘F L. i ] ::
Yo e WS i X e . o i

S BN |

SHEEY T

’ ‘-,‘.. i. ;‘ B - .I‘_j:_.,:. ek A ‘. | .‘.I, | e ‘ . -.;i..._-- _‘":‘: .: f | i
3.0Onse propoée dans cette question de calculer I’aire S du domaine délimité par la courbe
y=2x-3,x=2et x=1+/3.

o PR S S

et les droites d’équations respectives :

; 2x-4 2x-2 2 .
a. Vérifier que pour tout réel xon a : - = 5= — g ¢
2x-2 2 Ix-2 2 2x-2-2 _ _2x-4
x2-2x42  1+(-1)? xB-2x+2  xE-2x+2  xE-2x+2  XP-2x+2
Drop Bt = 2 __ 2
x2-2x+2  x3-2x+2  1+(x-1)?°

1+V3 _ 2x-2 dx :

b. Calculer A = [, Zong U

A=Il+a_==.i_dx= n(x* - 2x+2))}*" 3 = In(1+2v3+3-2-2V3+2) —In(4 -4 +2) = In4 — In2 = In2.

2 x2-2x42 2 5
n 1+ 2
¢. En posant x = 1+tant pour tout telo, ;[ ; calculer B = [, mdx :

x = 1+tant = dx =(1 + tant?)dt et x—1= tant .
Pour x=2 alors 2=1+tant = tant=1= t=-Eet pour x=1 + V3 alors 1 + V3=1+tant = tante !=;
1+vI 2 52 Y B 2 e W w
B=[, U raadx = J’._:’,mm, x (1 + tant?)dt = jgz dt = [zz]é =2 (3 6) =1
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' Déduire de ce qui précede le calcul de Pajre § exprimée en unité d'ajre :
G- jz’*"j(f(x) —(2x-3))dx = j'z"ﬁln (xkkzznz) dx 0 unité d’aire :

=1 {“(") =X
x*=-2x+2 ¢ = 2x~4
{‘,(,) = ln( = ) . vix) = W
3_zxe2\] 13 1+V3 2%~
= [xIn (= - X oo g - x-2x42\1* V3 % g
5= x (= )!,m A iz = [xIn (T)L - B By

x2-2x+42 (VI 2x-2 143
b e 2 (e () )
1+vV3

Bac 2008 session normale
Enoncé

E_tgrtice NOl
Soit la fonction f définie sur R par : f(x) = x + ;,,1—1 - On note (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O ;i ;j)
d’unité 2Zcm.

1. a. Dresser le tableau de variation de f.
b. Démontrer que [ réalise une bi.iech:on de R sur un intervalle que 'on déterminera.
2. Démontrer et interpréter géométriquement chacune des relations suivantes :
a lim (f0) - (x+1)) = 0; ¢
b
b. lim (f(x) =x) = 0;
X
cvxe R; x<f(x) s x+1;
dvxe R; f(—x) +f(x) = 1;
e.f(-0,7) x f(~0,6) < 0.
3. Construite la courbe (C).
Exercice N°2 :
Pour tout entier naturel n € N*, on pose : U, = [* x*(Inx)" dx.
1. a. Démontrer en utilisant une intégration par parties que:U; = 3'::1 .
b. Montrer que la suite (U,) est décroissante et positive. Que peut-on en déduire ?
2. a. Montrer, en utilisant une intégration par parties, que pour tout n=2ona:4U, + nU,_; = e*,
b. En déduire le calcul de U, et U;.
4 4
3. a. Démontrer que pour tout entier naturel n € N'on a: ﬁ sU,< a—'; s
b.En déduire |il.11 U,et .."'P (nU,).
n—++w =40
Exercice N°3 : "
Dans I’ensemble des nombres compl Prpdse P2)=z® — (5 + 61z + (—4 + 14i)z + 8 — 8i.
L. a. Calculer P(1).
b. Résoudre I’équation P(z)=0. .
2. Dans le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O ;i ;¥), on considére quatre points A, B, Cet G tels que z, =
2i,25 = 1 et G =bar {(A;2); (B;-2); (C;-1)} etzg = 6. '
a. Calculer z; du point C et montrer que le triangle ABC est rectangle en A. Placer les points A, B, C et G sur la figure.
b. Déterminer puis construire les deux ensembles I'y et I'; des points M du plan tels que :
MeT, ¢ 2MA? — 2MB2 — MC? = —10 et Mel; & MA® — MB? = -5
C Que peut-on dire & propos de la position relative des deux ensembles I'; et I;?
Exel'cice N°4 - i
——————
L On considire Ia fonction u définie sur 11; +oo par : u(x) = &; . Dresser le tableau de variation de u.

1
2. On considere Ia fonction f définie sur ]1; +oof par : f(x) = e"®) = eis.,
Démontrer que f est strictement décroissante sur ]1; +oo[ et dresser son tlableau de variation.
3. Pour tout entier naturel n € N*, on pose : F,(x) = f: ) dt = _f:"' et dt o1 x € ]1; +oo[.
A.Montrer que vx e ]1; +cof; nf(x + n) < Fy(x) < nf(x).En déduire lim F,(x).
l"1\"01311'!1'qm3W(> 0;e*>1+x Endéduireque:vVt>1;0<Int<t-1

+n-1 :
C.Montrer que Vx € ]1; +oof; F,(x) —n > In(x = ).Bn déduire }llll‘l Fo(x).

4. Dresser Je tab)
ean de variation de F,. =
e Tracer une allure de la courbe reprzsenlative de la fonction F; dans un repére orthonormé (O ;i ;)), (cas n=1).

Page 172 sur 236
Préparé par : Ahmed Jeilani Med Youmbabe

22056962-41813182-33318689 |

~—



e
[ Classes des 7°C Pour I’année scolaire 2019-2020 |

EXOI‘C;CQ ND; H
Dans le plan orienté, on considére un triangle ABE direct rectangle isoctle en A. Soit F et G les points tels que le quadrilatére

AEFG soit un carré direct. Les points I, O et C sont les milieux respectifs des segments [AB], [BE] et [EA].
Le point J est symétrique de I par rapport a 0.

1. a. Faire une figure illustrant les données précédentes (On pourra prendre (AB) horizontale).

b. Démontrer qu’il existe une unique rotation r qui transforme A en B et E en A.

c. Déterminer 1’angle est le centre de r.

d. Déterminer r(J).
2. a. Démonter qu’il existe une unique similitude directe s qui transforme Cen A et A en B.

b. Déterminer 1’angle est le rapport des.

¢. Monter que s(E) = G et déterminer 'image du carré COJE par la similitude directe s.

3. Soit Q le centre de la similitude s.

a. Montrer que () appartient aux cercles de diametres [JF] ; [EG] ; (CA] et [AB].

b. Démontrer que les deux cercles de diametres [JF] et [AB] sont tangents en 0.

4. On considere les deux cercles I et I passant par Q et de centres respectifs A et B. Soit D Pintersection de ces deux cercles
autre que 0.

a. Démontrer que s(T) =T'". En déduire que les points (1, A, B et D sont cocycliques. .

b. Soit M un point de I distinct de Q et de D. On pose s(M) = M'. Démontre que les points M, M’ et D sont alignés.

Solution

Exercice N°1 :
* ;&,‘ . On note (C) sa courbe représentative dans un re

Soit la fonction f définie sur R par : f(x)=x
d’unité 2cm.

1. a. Dresser le tableau de variationde f:
*D = R= ] —o0; +o[

pere orthonormé (0515)

« Limites aux bornes : "
. 1 _ 1 - - - ) = —o0 + 1= —00.
‘Ijﬂf(x) =.[!ﬂ(x L 1) = P+ = +0+ 0= +wet ’l_i’gg’f(x)—xl_l.[nm(x i
« Tableau de variation :
F60) =1 e* _e3‘+e‘+1>0
) =1-"rxyn?_ (e*+1)? 7
— o \

f '?x) + Q
f(x) +00 .

L ]
=00 p— AA i
b. Démontrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle que I'on déterminera :
Sur R, la fonction f est continue et strictement croissante alors elle réalise une bijection de R sur R.
2. Démontrer et interpréter géométriquement chacune des relations suivantes :

a. lim (f() - (x+1)) =0
” 1
—x-1)= |1m(e,+1-1)=1—1=o

-

lim (f(x) — (x+ D) = Jim (x+z lim
x—— X—=—00 e*+1 x
Donc la droite (d) : y = x+1 est une asymptote oblique de (C) au voisinage de —co.

b. lim (f(x) —x) =0

XE—+ @ 1 1 1
tim (60— = Jim (x + 555 )= Jim (o) = 5w =°
Donc la droite (d'): y =% est une asymptote oblique de (C) au voisinage de +o0.

c.Vx€ R:x<f(x)sx+1:
vxe R; l‘(x)—x='—,—'5_>_0=»v::e R; x < f(x).
¥
e 0= vxe R; f(x)Sx+1

1
t.(x)d(:“'l):e"+l'_l=|:"‘+1
Dodvxe R; xS f(x) < x+ 1par conséquent (C) est av dessus de (d’) et est en dessous de (d).

’ ; f(—=x) + f(x =1:
dvxw R; f(-2) ()1 1 1 % ) e* % 1 __I!"+1__1
(-0 +f)=—x+ g P X T ol e+ o7l ed1 e+l e+l

D’oi le point A(O ,-;-) est un centre de symétrie de (C).

e.f(-0,7) X f(-0,6) <0:

Par le calcul f(—0, 6) > Oet f(-0,7) <0= f(—0,7) x f(-0,6) <0.
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(C) coupe ’axe des abscisses iR’ - o
gn(l;lznstruite e au point B d’absclsse a telle que =0.7 < a < -0, 6.
A MR

\
I AU Nr—

i i A

Exercice N°2 :

Pour tout entier naturel n € N°, on pose : U, = _[l'x3(lnx)" dx.

3et+1
16

1. a. Démontrer en utilisant une intégration par parties que U, =
U, = J; x*Inx dx

(o0 =t Juc = o=

vx)=Inx | y/(x) = %

_fr - el 1 1 e 5 1 e 1n e 4 1 1 _ _ 3et41

= Uy = [{xtnx] — 7] x prtax = [pxtima]] 3 wtaxlixtima] — 1] =Fet - gt 5= qpet 4 =T
4

D Ul = 3.1:1

b. Montrer que la suite (U,) est décroissante et positive. Que peut-on en déduire ?

Upyy — Uy = Uy = [ x3Anx)™ 1 dx — [ x3(Inx)" dx = [ x*(Anx)"(Inx — 1) dx.

Onal<x<e=0<Inx<1=-1<Inx-1<0=x*nx)"(Inx—1) < 0= [ x*(Inx)"(Inx—1)dx < 0

= Upq — U, < 0. D’oix (U,,) est décroissante.

*1<x<e=0<Inx<1=0<x’(nx)"=0< [ x*(nx)"dx=>U, 2 0.

D’oi (U,) est positive.

* On peut en déduire que (U,) est convergente car elle est décroissante et minorée par 0.

2, a. Montrer, en utilisant une intégration par parties, que pour tout n>2 ona: 4U, + nU,_, = et:

Ona U, = [ x*(Inx0)" dx.
1.4
re=x )=
V(x) = (lnx)" v’(x) ] n-:-(lnx n-1
2U,= %;r“(lnx)‘]: - j;%x" x n}(lnx)""dx = -‘;;'— Ef:ﬂ(lnx)""dx-:-';: -3V,

U, = 5‘:- EU._, = 4U, + nU,_; = e*.
b. En déduire le calcul de U, et Us :

'0_101 e"—— ——
U, +2U, =e* 22U, = 8 =

P P s + s w2
' 4 4 128

‘U3+3Uz = e4=’U3 -
4 4
3. a. Démontrer que pour tout entier naturel n € N'ona: '-::; SUp< ﬁ :

*U, < U,_, car (U,) est décroissante = nU, < nU,_, = 4U,+nU, < 4U, + nU,_,= (n+H)U, < et = U, < ;T‘. (1)
*Ona:4qu,,, + (n+ 1)U, = e*. .

Upiy S Up= 4U,,, < 4U,= 4U,,;+(n + 1)U, S 4Up + (n + DUp=e* < (n+ 5)U, = — S Uy ..(2)
D’oﬁde(l)et(Z) ona:vneN'ona: .:.-';s <U, < s

e
n+d
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b.En déduire nlj»r*'l, U, et Jirga(nun) :
lim & . et
nlt{:on I5° '!irflmn = O alors d'apres TG .,I.'.'P U,=0o.
S U, < e

n+5 " n+4an+55nu“sn+4
i net ne <
o ~ = "lirrmn + 2~ e alors d'apres TG Jilpmnun = ne*,
Exercice N°3 .
Dans I’ensemble des nombres complexes C, on pose P(2)=23 — (5 + 6i)z2 + (-4 + 14i)z + 8 — 8i.
1. a. Calculer P(1):
P(1)=13-(5+6i)x12+(—4+14i)x1+8-ai=1~5—6i-4+14i+a—ai=0
b. Résoudre I’équation P(z)=0:
Déterminer d’abord deux nombres a et b tels que pour tout nombre complexe z on a : P(z)=(z—1)( z%+az+b).

1 -5-6i ~4+14i 8-8i

1 1 -4-6i -8+8i
1 -4-6i 848i |0

a b
= P(2) =(z—1)(z‘—(4+6i)z—8+8i)
P(2) = 0=5(z — 1)(z2 - (4 + 6i)z -8 + 811w by

( )( L +61)z 8+‘8l) 0= zz-(4+61)z—8+8i=0
Z-1=0=3z,=1,
2’ — (4 +60)2-8+8i=0
A’=(—(22+3i))z—1(—8+8i)=4—9+12i+8—8i=3+4i=(2+i)2
=’zl - +3I;2+i =4 +4l ot z, = 2+3i1—2—l = 2i.

D’ol ’ensemble des solutions de ’équation est {1; 4 + 4i; 2i).
2. Dans le plan complexe est muni d’

un repére orthonormé direct ( 'Mafm considére quatre points A, B, C et G tels que z, =
2§,z = 1 et G =bar {(A32); (B;-2); (C;-1)} etz = 6.
a. Calculer z; du point C et montrer que le triangle ABC est en A. Placer les points A, B, C et G sur la figure :

2z, — 22 — :

=—z“2_———zzi—1i=e=azz,—z-z,- =—6 >2.= B +6=4i-2+6=4+4i
Zc—2 _4+4i-2i 442 (@+20)(1+20) 4 i-4 10i (zc—z,.) N
= = — = = —=2i a = 2i) = —[2nl.

Zw—2, 1-21  1-21 (1-20A12Z ‘b‘ 5 = AR, =2,/ = 82 = S [2m]
= arg(:::::) = arg(2i) = E[Zn]. =

Donc le triangle ABC est rectangle en A. \'

°
b. Déterminer puis construire les deux }ig, et I’; des points M du plan tels que :
Mer, < 2MA? — 2MB2 - MC2 = — P

MA? — MB? = 5,
*MeT, < 2MA? — 2MB2 — MC? = ~10 ;

2MA? — 2MB? — MC? = —MG? + 2GA? — 2GB? — G(?

GA? = |z5 — Z|* = |20 — 6/ = 36 + 4 = 40; GB? = |z5 — g = |1 — 6|2 = |-5)2 = 25.
GC? = |z — )% = |4 + 4i — 6| = |2 + 4i]* = 4 + 16 = 20.

2GA? — 2GB2 — GC? =2 x 40 — 2 x 25 — 20 = 10.

ZMA? — 2MB? - MC? = =10 & -MG? + 10 = —10 < MG? = 20 = CG? < MG = CG,
D’oi I est le cercle de centre G passant par C.

MA? - MB? = -5 < 2IM.AB = -5 IM.AB = —2 olt I = A*B = T; est la droite perpendiculaire A (AB).

IC.AB = 4-2 (1—0 = .';' .(1)=1—6=~—-5-==>I‘zestlndroiteperpendiculaireh(AB)passantparC.
OrIC.AB = 4_; ‘\p-2 3 -2 2 2
D’ou I; = (AC).

c. Que peut-on dire 4 propos de la position relative des deux ensembles T, et I';?
aAe=0-H-C-0=3-2) (AC) est (CG) sont pe
D’oii Ty et I;sont tangentes au point C.
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RAS

1. On considére la fonction u définie sur ]1; +[ par : u(x) = ﬁ: . Dresser le tableau de variation de u :

-D‘ ==]1;+ﬁOL
e Les limites aux bornes de D, :

T 1
Jim () = W oy = 3o = 00t limu) = lim i =

x—~++o Inx
« Dérivée et tableau de variation :

1
-3 _ -1

—
v'(x) = 2y ~ xin?x

X
u'(x) —
u(x) (|| +oo

1
2. On considére la fonction f définie sur ]1; +oof par : f(x) = e"® = e .
Démontrer que f est strictement décroissante sur ]1; +ao[ et dresser son tableau de variation :

f(x) = u'(x)e*® < 0 car u'(x) < 0.

X 1 +00
f'(x) —

f(x) +o00
\ l

1
3. Pour tout entier naturel n € N°, on pose : Fa(x) =/} ey dt = £ eimt dt oit x €]1; +oo[.
a.Montrer que Vx € ]1; +w[; nf(x + n) < Fa(x) < nf(x).En déduire lim Fy(x) :

0+

xl-im f(x) = ljm e"®) = o0 = 1 et ,lj.llq f(x) =$1 e"™ = oo,

5

= 400,

Xe 1, 4w[;onax <t <x+n =f(x+n) < O S )= [T+ n)dt< RO dt < [ 100 dt
S[f(x + n)]E*" < F,(x) < [f())2*" =nf(x + n) < Fa(x) < of (x).

A4

b-Monlrerquevx> O;e">1+x.Endéduireque:Vt>l;0<Int<t—1:

Soitg(x):el_l_x_

B'(X) = e* -1 > 0 pour x > 0.
X 0 +00

X +

g(x)
: /

Doncd"Pl'éselableaqu>0;g(x)>0=e'—1—x>0=0e'>1+x.

Onposet=l4x > x =t—1=et" ' >1+t—1=e !>t =t-1>Int>0
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Don Vt>1;0<Int<t-1.
+n-1
c.Montrer que vx € ]1; +o[; Fy(x) —n > In (x 2 ).En déduire "'1'1 Fp(x) :
o X
vt > 1;0<lnt<t_1=£;<$=ei51>e%>1+ﬁ %el'}l'> 1+t—_l—l=>f:+ﬂel-n;7dt>-":*n(1 +'—1; dt

SF,(x) > [t+In(t - D= Fy(x) > x+n+In(x+n-1) —x=In(x-1) 2F,0) >n+ln (==2)

D’od Vx € ]1; +oof; Fo(x) —n>In (%-;_1)
1irq|n("+“‘1) N i X0 1 -
Ve i _ _
x—~1 x—1 car im——1 +c0.D’our ,!_l.llq F,(x) = +oo.

d. Dresser le tableau de variation de F, :
F'y ()= f(x + n) — f(x) <0 car f est décroissante.
X 1 +00

F'p(x)
Fu(x) +00

n
e. Tracer une allure de la courbe représentative de 1a fenction Fy
X 1 400

F'3(x) =

N | .-\@9

L’allure I' de F; (x) admet une asymptote verticale d’équation x = 1 et une autre asymptote horizontale en +co d’équation

dans un repére orthonormé (O ;1 ;)), (cas n=1):

FiiE T

§, i
R R, v
e P, B S it S

i

i

Sl i

I’ BT
Exercice N°5 :

Dans le plan orienté, on cons
AEFG soit un carré direct. Les points I, O et
Le point J est symétrique de I par rapport & O.

1. a. Faire une figure illustrant les données précédentes (On pourra prendre (AB) horizontale) :(voir la construction)
b. Démontrer qu’il existe une unique rotation r qui transforme A en B et E en A:

A-B

idere un triangle ABE direct rectangle isocéle en A. Soit F et G les points tels que le quadrilatére
C sont les milieux respectifs des segments [AB], [BE] et [EA].

AE = BA 5
|ﬁ 4 BA alors il existe une unique rotation r : E— A

c. Déterminer ’angle est le centre de r :

- L’angle a de r est tel que : a = (AE; BA) = (AE; AG) = 7 [2zm].

« Le centre de r est le point d’intersection de Med[AB] et Med[AE] c’est-a-dire le point O. D’odr= T(0:3)
*2

d. Déterminer r(J) :

0] = 0C —c
(0 ; 0C) er()=C
2. a. Démonter qu’il existe une unique similitude directe s qui transforme CenAetAen B :

C#A et A=B alors qu’il existe une unique similitude directe s : ﬁ 2 ‘;
...
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b. Déterminer ’angle est le rapport de s :
» L’angle B de r est tel que : a = (CA';'AB) = (AC; AB) +n = _;_1_ n =2 [2n.
AB ' B4
.Lerapportdesesl.a--—z. o ‘
c. Monter que S(E) = G et déterminer I’image du carré COJE par la similitude directe s ;

« E est le symétrique de A par rapport a C alors S(E) est le symétrique de s(A) = B - -
 L'image du carré COJE par s est le carré AEFG. ue e s(A) =B par rapport 2 s(C) = A. Done s(E) = G

3. Soit {2 le centre de la similitude s,
a. Montrer q“i_‘? appartient aux cercles de diametres [JF] ; [EG] ; [CA] et [AB] :
+s(0)=A=(0C; 0A) =2[2n] > D ey,
«s(A)=B = (nA; ﬂB) = ’-,;—[21:] =) e Cyp
L — ey ~
+sB) =G = (QE; 06) =X[2n] = Qe ()
s =F = (0]; OF) = I2n) » Qe ¢y
b. Démontrer que les deux cercles de diametres [JF] et [AB] sont tangents en 0 :
sos =hg; -4) = 508(C) = 5(A) =B. h(C) =B < Q€ = —40B = Qe (BC).
Les points B; C et F sont alignés = Les points ) ; B et F sont \alighés.
Soit I’ = F*J ; on a (AB) # (FJ). Soit h; I’homothétie de centre 0 et qui transforme B en F alors :
hy(A) =] car OF = ~3 OB et F] = -2 BA; Cest-a-dire % =+ = k (k rapport de h,).
Donc h, transforme le cercle de diamétre [AB] en le cercle de diamdtre [JF] = hy (1) = I'> Les points I ; 0 et I’ sont alignés et _
comme {) € Cjj; alors N e Ciap) et 0 & Cj;; sont tangents en Q.

4.0n cons‘i;iére les deux cercles I' et I passant par ) et de centres respectifs A et B, Soit D Pintersection de ces deux cercles
autre que £1.

a. Démontrer que s(I') = I'. En déduire que les points Q, A, B et D sont tocycliques :
*L’imagede I’ pars est le cercle s(A) et passant par s(Q2), donc ¢’est ie cercle B et passant par {). Donc s(I") = I'".
'(ﬁ; F§)=(DA; F(l)+(ﬁi: D—B)
Or (DA; DAi) = (OD ; NA) car le triangle NAD est isockle en A.
(DQi; DB) = (QB; 0ID) car le triangle QDB est isocéle en B.
Mm:(ﬁ;ﬁ)=(ﬁ:m+@:®=(ﬁ;m+@;m
= (A8; M) = -3 (2n) = 5 — = = (@A; OH) +
D’oii la cocyclicité des points ), A, B et D.

b. Soit M un point de I distinct de Q et de D. On pose s(M) = M'. Démontre que les points M, M’ et D sont alignés :
M eI et M’= s(M).

(OM; DM’) = (DM ; D) + (B4i; DY)
= > (&M ; AR) + 5 (BA; BW) [n)
- 5 A+ (B3 &¥9))
010 = (0B B) = (A AW).
M-M

=(DM; DW’) = 1((AM; AQ) + (@A ; AM)) [n] = ;(AM; AM)[n] = O[n).

IYoli les points M, M? et D sont alignés.

S:
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] * .
M:;lpér(;‘:::tflj: t{::l)é:i:r':l:lﬁi '(ﬂr;l.i"ﬂﬁnin oct harizantalo T oc pointe My, sont située sur la courbe (T') (voir figure ci-dessus),

4 Sait
donner u

Exercice N°4 :
Dans le plan orienté on considére un carré ABCD de sens direct de coté a, (a>0). Les points E, F, G et H sont définis

respectivement par AE = iAB. BF = ;fi—f, G = %ﬁie! DH = iﬁﬁ

. Faire une figure que I’on complétera au fur et 2 mesure. (On prendra (AB) horizontale).
2. a. Montrer qu’il existe une unique rotation r telle que r(A) =B et r(E) = F.
b. Déterminer un angle et le centre de r.

c. Montrer que EFGH est un carré et calculer son aire en fonction de a.

3. Soitsla similitude directe de centre O qui transforme A en E,

a. Montrer que s(B) = F puis déterminer s(C) et s(D).

b. Calculer le rapport de s.

c. Soit a une mesure de I’angle de s déterminer la valeur exacte de cosa.
4.Soit 1, J, K et L les points définis par :

1 L’intersection des segments [AG] et [BH).

J Lintersection des segments [BH] et [CE].

K L’intersection des segments [CE] et [DF].

L L’intersection des segments [DF] et [AG].

a. Montrer que IJKL est un carré.

b. montrer que K = bar {(D, 4); (F,9)} = bar {(C, 7); (E, 6)).

¢. En déduire I’aire du carré IJKL en fonction de a.

Exercice N°S :

Dans le plan orienté, on considére un triangle équilatéral ABC direct de cté a, (a>0). Soit D et E les images respectives de A et B
par la symétrie de centre C. soit I le milieu du segment [BC].

1. Faire une figure (qui sera compléter au fur et & mesure) illustrant les données précédentes.
2. a. Montre qu’il existe une unique similitude directe s, de centre B et qui transforme D et A.
b. Déterminer I’angle et le centre de s,. :
¢. Soit M un point de la droite (DE) distinct de D et E. Déterminer le lieu géométrique du point M’ image de M par s;.
Construire M’ A partir d’une position donnée de M sur (DE) puis démontrer que les points M, M’, B et E sont cocycliques
quelque soit la position de M sur (DE).

3. Soit s, la similitide directe qui transforme I en B et E en D.

a. Déterminer I’angle et le rapport de s,.

b. Déterminer le centre de s,.

4. On pose f = s, 0s;.

a. Montrer que f est une similitude directe puis donner son angle et son rapport.
b. Montrer que Ie centre de f est I’intersection du cercle de diametre [BE] avec un denxiéme cercle I' que I’on déterminera.

Construire ce centre.

3
.

Solution
Exercice N°1: = | :
Dans Pensemble des nombres complexes C, on pose : P(z)=z* — (4 — 8i)z® + (-16 + 20i)z + 24 + 8i.

1. a. Calculer P(2i) : o A o ‘
PQi)= (2i)® - (4 - 8i)(2D)? + (—16 + 20i)(2i) + 24 +8i = -8i+ 16 + 32i —32i - 40+ 24 +8i = 0 _
b. Déterminer les complexes a et f tels que pour, tout complexe z on a : P(z) = (z—2i)( z% + az + ) puis résoudre I’équation
P)=0: gy bl o7 4
[1 T -4+8i [ -16+20i | 2448i
[2i F a 2i 12-8i | -24-8i
1 -4-6i 4+12i [0
a B
= P(z) = (z - 2i)(z% - (4 + 6i)z -4 + 12i) o
P(z) = _ 2 _ _ . z—2i=
@) =0=(z - 2i)(z* — (4 + 61)z -4 + 12:):0:{22 G+ 6iz-4+12i=0
-zz'- 2i=0 =z, = 2i.
2" -(4+6i)z-4+12i=0
N=(-2+30)) ~1(-4+12)) =4-9+12i+4 - 12i = -1 = {2
B3z, = 23 _ 24311 _
1 =2+4ietz; =——=2+2L
D’odt I’ensemble des solutions de I’équation est (2i; 2 + 4i; 2 + 2i).
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- P un re v ielé i

;:m Nzl : e 23 = 20 ¢4 1grr 0t dend&i? "&Tr’;n[lgl;l]nﬁ (0:3: V). on considére les points A of B d’affixes respectives
. N point variable appartenant au cercle I et distinct des points QO et A

rectangles res yotre

Pour I’année scolaire 2019-202¢
an comnlexe myn; 4’

On considere les deux tria AEM et (
st ngles et OMF
m les affixes respectives des por EFCa T\;.A eten O. On note G Je centre de gravité du triangle OAM et on appellee, 1, p ¢
a. Construire une figure et démontrer

que, quelque soit le point M choisi |
Soit 1=0*A L] e
alors IM = =

= WA+t20 _ 2429
Z _E—— s —= . OA_IZ‘l
i 2 2 1+ltt'?

——z-—-_

cerclelona:|m—-1-j= 2.

“|%

0A
M= =m-1-y =z

7 EEaERl sy T =
BuReRys Pane L RN T |

b. Ecrire en fonction de m chacun des nombres complexese,fet G :
* Le triangle AEM est direct, isoctles et rectanglesen A < la

< e—2—2i=e‘:"‘(m—2—2i)=’ e—2—2i=-—i(m—2—2i)<=ie=m-2—2]-2+2i
Sie=m-4<e=—im+4i

rotation de centre A et d’angle —1:- transforme M en E

* Le triangle OMTF est direct, isoctles et rectangles en O < la rotation de centre O et d’anglelz'- transforme M en F
b < f=e§'maf=im.

'GlecenlredegravitédutriangleOAMcbz.;='—"%"—“ag:Ei"ﬂ:l S

c. Démontrer que le milieu H du segment [EF] est un point de I' indépendant de la position du point MsurT :
e+l ~im+4i+im .

Zy =T‘—'—'—z——=2i= Zg=>=H=B.

lzg—1—-il=12i-1-i|l=|-1+i|=VvZ=3HeT.

Donc H est un point fixe de I' indépendant de la position du point M sur I
d. Déterminer et représenter les lieux géométriques des points E, F et G lorsque M décrit I' :
* Le lieu géométrique I'yde E est le cercle image de I" par la rotation de A et d’angle — ; - Le diametre de I est [AO’] oi O est le
point tel que le triangle AOQ’ est isoctle rectangle en A et indirect.
* Le lieu géométrique I'; de F est le cercle image de I par la rotation de O et d’angle ; - Le diametre de I';est [A'0] od A’ est le
. point tel que le triangle OAA” est isoctle rectangle en O et direct. )
* Le lieu géométrique I'; de G est le cercle image de I par I’homothétie de rnpporli et de centre le point d’affixe
-113_: =1+ 1=z, ou1le centre de I'. Donc I} est le cercle de centre I et de rapport%lA.

e ;‘rédser la position de M pour laquelle la droite (EF) est tangente au cercle I'. Déterminer alors I’affixe du point E :
Comme Be(EF) et BeI alors SEF) est tangente AT’ <> E # F et (EF) (IB) < ——*

(149 1+4-2i R* L
f-e _ 2im-41 _ Q@im-4D+D . = .. N = (i T senf _ .
e 1o aoaen = 0m = 2D +1) = ((x +yi) - 2D)(1 +1) = (—y + xi - 2i)(1 + i) od M(x 3y)
f-e

—=€iR'= —Xx—y+ 2 = 0= y=-x+2.
1+i=21

Or la droite d’équation y=-x+2 coupe I' en deux points B et le point d’affixe 2, or pour M d’affixe 2 on a E=F=B.

Donc B est la position de M pour laquelle la droite (EF) est tangente au cercle I,
D’oit e = —i(2i) + 4i = 2 + 4.
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. 10 '
Exercice N°2 ¢
. Uo = 0 o dx
1. Seit (U,) la suite définie par : H'
u, = j’o H‘,t:lx neN

a. En posant x = tant, ol te [0 [, montrer que U, = =

En posant X = tant, ol te [0 [ = dx = i_u..TEdt si x-O alors 1—0 et si x=1 alors t= =
4"

=Uo = I° 1+x dx =Up = Iﬂ_:ﬂan?: (1 + tan’t)dt = f‘ 1dt= [t]‘, = :
b MpMLrerigEs (Uy) est positive et décroissante en déduire qu’elle est convergente :
wxe[0; 1].‘ e > 0etvn e N ._._>0 =I

dx>0etf“ dx>o=u.,>0etVneN U, > 0.

owxel0;1; 0<Sx™ 2 <xM <1 a0<g 1:‘: < 1:': =20< jo 'm: J’o
X 1+

(U,) est convergente car elle est décroissante et minorée. ) "

c. Prouver que pour tout entier naturelnona: U,,, + U, =

dx = Uyyq < U,. D’oil est décroissante.

en déduire Ul et Uz

_ 1 x2n+2 1 x2n = ‘2-+2+!2n I,Zn .‘2+1 xZn+1
U, 1+U —'_ro H,;dx"‘fo “_z f "'.r 4——2(])(... xzndx_[hu‘l]o 2n+1 "
U+Up=1=2U,=1- U,-i——etuz+u,_-=uz___u1=-_1+__:_;

d.Donner un encadrement de U, qui permet de calculer la limite de U puis calculer llm Uy
OnavneN;U,>0=vVneN;U

+1°

lim U, = Ocar lim =0

n-+o n+o2n+ 1
2. Soit (V,) la suite défini {"0 = [y In(1 +x?) dx

! a sui inie par :{ - ,

) v = [y (2n + Dx>In(1 + x?) dx;n € N* |

a. En utilisant une intégration par parties démontrer que pour tout entier naturel n> O on a : V In2 - 2U,,,:
Vo —j In(1 + x?) dx.
{u(x) =In(1 + x?) =’{ w(x) = 1“2

vix) =1 v(x) = x .
Vo = f In(1 +x3) dx = [xIn(1 + x*)]} - 2 [} T dx = In2 - 2U,.

1
Vo= J’ (2n+ 1)x*"In(1 +x*)dx;ne N’
0

[u(x) = In(1 + x?) & { u'(x) = “_,,z

v'(x) = (2n + 1)x?" v(x) = x2"*1
1 - x2n+2 i
Vo = j (2n + 1)x2"In(1 + x?) dx = [x*"*In(1 + x*)]}g - 2 J; mdx =1n2 - 2U,;,
[}
b. En déduire la valeur exacte de f; In(x* + 1) dx:
: n n
Ll“(xz'l'l)dx =V°=ln2—2U1 =h‘l2—-2(1 —';) =|n2—2+i .

c.Déduire de ce qui précéde les varaitions de (V,) etla valeur de lim V, :

Comme (U,) est décroissante et V, = In2 — 2U,,,, alors (V,) est croissante.

am V, = lim (In2 — 2U,,,) = In2 — 2 x 0 = In2.
Exen:ice N°3

"
L. Soit f 1a fonction numérique définie sur R’ par f(x) = ;—": . Dresser le tableau de vaﬂatmn de f et tracer sa courbe

représentative dans un repére orthonormé (0;1:7) :

*Dr =0; +cof.
: leites aux bornes de D;.

Inx - (=) = —
Jim f(x) = = lim — = 0 et lim f() = l"'! x_.%l x lim Inx = +o X'(~<)

. ‘I‘lbleau de variation :

F(x) = ><x — 2xInx —lenx l—zlnx

x ) x! x3 Inve 1
fX)=0 = 1- ZInx—0=-.>lnx=-=>x—ez- Veetf(Ve) = —J-)_! =
Ly Poge 192 sur 239 } 22056962-41813182-33318689
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— 0

 Représentation graphique : ) .
La cl;urbe (C) de f admet AV d’équation x=0 et AH d’équatmn' y=0 au voisinage de +o0.
f(x)= 0 =Inx=0 =x=1. D’od (C) coupe I’axe des abscisses au point (1;0).

-+ = — il o ki it ! 1 i _: AT TSIl e S

e e e e

-

t
|
|
|

»
ebile
L}
At EEER
9 i
|
T
|

N i !
phd e { '

4 , ‘ P . ' 1 éel, k € [0; 1] et soit (Cy) sa_courbe
2. Soit f, la fonction numérique définie sur R*, par : fi,(x) = = —Xou k est un paramétre rée [ k
représentative dans le repére (0;1;]). :
a.l()Zalculer lim f,(x) et lim fy(x).En déduire les équations des asymptotes éventuelle de (Cy)
X—4o x=0
. (Inx . Inx ; _ AN
,l_i.'.}lf“(")=.l.‘.'31('x_z—'“‘)=.ll‘ﬂ,'x_z'+,l.i.ﬁ( kx) = = + (—®) = —.
i ) Inx _ 10 ;sik= 0
xl-'.'ﬂuf"(x)=}.'.’+";(ﬁukx)_ -0 ; sike]0;1] ]
Sik = 0 alors (C) admet deux asymptotes : x=0 AV et y=0 AH de (C,) voisinage de +co.
Si k € ]0; 1] alors (Cy) admet deux asymptotes : X = 0AVety = —kxcar
. ¢Inx . Inx 0
lim (10 + o) = Jim (S~ s +hox ) = lim 7= 0.
;. Montrer que Péquation 1—kx3 —2Inx = 0 admet, dans R’ une unique solution ay et que 1<, = Ve:
On pose g (x) =1-kx* —2Inx. 4 ;
. e lim 3 —k—2——) = —
lim (9 = lim (1 - kx: ~2Inx) = lim x (x’ k—2 ::‘) &,
=l - -21 = +co.

lim gx(%) jy;;(i kx nx)
g, () =-3kx*—=-<0

X 0 oy +o
g’k(x) -

X 00

gx(x) ~
0

~a

—a0

D’aprés le tableau de variation de g, (x) et sa continuité sue ]0; +-oo[ ’équation g, (x) =1—kx® —2Inx=0 admet une solution
unique &,. On g, (1) =1 -k > O et g, (Ve) < 0,donc 1 < ay, < Ve.
c. Calculer f, (x) et dresser le tableau de variation de f, :

i 1-2Inx 1 — kx3 — 2lnx
fi, (x) = - N k= =3 pourk €]0;1].

X 0 oy +o0
fi (x) * 0 =

fii(x) / fi (%) \

—_00 —c0
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1 Ftodier les positions relatives des courbes (€, ) et (Ck') ol k et k? sont deux réels avec 0 k < k’ < 1 :

(Co)s (Coz) et (Co.a) o
(€Co) = (B (Co2) = (F);

(Cos) = (D).

i

e 5 B s (S

R e o

4. Soit M, le point de (C,)

ck<k<S1= -k’ < -k = —k'x < —kx ; VXeR", = f,(x) < fi.(%) ; VXER®, .
plon (Ci) est au-dessus de (Cy) sur jO; +oof. '
b. Sur la figure ci-dessous on a représenté |

n quilei la hngehte est hori:z;n;ta.l‘e:.

donner une équation cartésienne de (I") :
My (x; y) avec x= ay et y=f, (a,) =

Inay,

—1+3Inay _ —1+3Inx

D

- Inay _ 1-2lnay, -
=Y @? ( (@)? )a"
Exercice N°4 :

A

1 1
AE = ZAB = _AB = BF
AE:BF

L’angle de r est :(AE; BF)
0A

—

5 =

=HD +DC+CG = —

= (AE;AD) = > [2n)

= OB
Soi
t O le centre de r. (m; 0—~) - ;'Iz“] = Le point O est le centre de r.

ey m ) PO PR R P
=E - - =—-AB+-AD
+ AB + BF BAB+AB+3BC 3 3

Ao, 2

G g z
-;—D_A'+DC+-;-CD,=—AD+—DC=—AD+-3—

3 3

Les points
7 = key or 1-k(oy)® —2Inay =0 = k=——7~

P R Donc I’équation cartésienne de (i‘) ry=

2. a. Montrer qu’il existe une unique rotation r telle que r(A) =B et r(E) =F :

AE » gF 2lors il existe une unigue rotation r telle que r(A) =B et r(E) = F.
b. Déterminer un angle et le centre de r :

g ¢. Montrer que EFGH est un carré et calculer son aire en fonc'tiim dea:

——

3
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es courbes (Cy) pour ke {0; 0,2; 0,4; 0,6; 0,8; 1}. Reconnaitre celle qui représente

Mk sont situés sur la courbe (I") (voir figure ci-dmus),‘

Dans le plan orienté on considere un carré ABCD de sens direct de cdté a, (a>0). Les points E, F, G et H sont définis '
| mspectivementparAE=§ﬁ,§—[.-’=_;,—r_t’c—d=§-c—o-etm=§.ﬁ.
| 1. Faire une figure que 1’on complitera au fur et 2 mesure. (On prendra (AB) horizontale).
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= FEF = HC..__ . (1) : * 45
EF? = EBZ + BF? = 2AB? + 1CBZ = 222 4+ 1aZ = 3a% et EH? = EA? + EH? = ;AB +5A
9 9 9 ’ £
2
—AD? = 0.

=EF =EM..... S
‘ H_’(Z) 2 1y 1 2 *_EABZ+jﬁ‘ﬁﬁﬁ1AD.AB+9
'E_F.Eﬁ=(£B+B—F)(EA'+A_H’)=(§AB+§AD)(—§AB+§AD)— 9 9 9
= (EF) | (EH)......(3) .
D’on de (1) ; (2) et (3) le quadrilatére EFGH est un carré.
L’aire du carré EFGH est égale a : EF? = a?
3. Soit s la similitude directe de centre O qui transforme A en E.
a. Montrer que s(B) = F puis déterminer s(C) et s(D) :
0-0

1 -5 5.9
2 =232 4= =-a
D—-93 +ga 9

rrlA-B= (Fﬁ,ﬁ'-‘) = (OA; OE) = I'angle de s e‘%=g)£| = rapportdes.
E—-F
D’ou s(B) =F. - (C) = D)=H,
Les quadrilatéres ABCD et EFGH sont des carrés directs et comme s(A) =E et 5(B) = F alors 5(C) = G et s(D)
b. Calculer le rapport de s : i g
, Are(ABCD) _ 3% _ S 3100 e rapport de s est : 5
Onas:ABCD—»EFGH;leclrrédumppondesest.m—'—z—g- 3
¢. Soit a une mesure de I’angle de s déterminer la valeur exacte de cosa : S
$: ‘;: ﬁal’nngledesest : @ = (AB;EF) = (EB; EF) ; or le triangle EBF est rectangle en B ; d’od cosa =2 = ':§= e

4. Soit I, J, K et L les poirits définis par :
1 L’intersection des segments [AG] et [BH] ; J L’intersection des segments [BH] et [CE].
K L’intersection des segments [CE) et [DF] ;L L’intersection des segments [DF] et [AG].
a. Montrer que LJKL est un cazré :
[AG] = [AG] -}
re Eg;:’]] N [[g:f; - !’('_',': . D’oit le quadrilatére IJKL est un carré.
[DF] - [AG] L-1I
b. Montrer que K = bar {(D, 4); (F,9)) = bar {(C, 7); (E, 6)}:
Soit M = bar {(D, 4); (F, 9)} ; on a Me(DF) ; or
M = bar {(D, 4); (F, 9)} = bar {(D, 4); (B, 6); (C,3)} = {(A,4); (B, -4); (C,4); (B, 6); (C,3)}
= bar {(A, 4); (B, 2); (C,7)} = bar ((E, 6); (C,7)} = Me(EC).
D’ott M=K = bar {(D, 4); (F,9)} = bar {(C.7); (E, 6)].
¢. En déduire )aire du carré IJKL en fonction de a :
OnacCK = %Eﬁ sor r~* conserve le barycentre =)= bar {(C, 4); (E, 9} =Cf = %C_[-:' =aﬁ]' = —%t_l’-f =2K] = -:-3(15,

2 2 z
Or P’aire de IJKL est KJ? o KJ? - CE2 == = (%~ + a?) = %= Donc I'aire de IJKL égaled .

Exercice N°5 :

Dans le plan orienté, on considére un triangle équilatéral ABC direct de c6té a, (a>0). Soit D et E les images respectives de A et B
par la symétrie de centre C. soit I le milieu du segment [BC].

1. Faire une figure (qui sera compléter au fur et & mesure) illustrant les données précédentes :

...............
______
L -

2. a. Montre qu’il existe une unique similitude directe Sy de centre B et qui transforme D et A :
Comme B #D et B + A alors qu’il existe une unique similitude directe s, de centre B A
b. Déterminer I’angle et le centre de s, : ! nire B et qui transforme D en A.
L’angle de s, est (BD; BA). Or les segments [AD] et [BE] ont méme milieu et ont mé
me longueur 2a, rectangle
direct, d’od (BD; BA) = 2. Donc I'angle de s, est 2. Suer Sa donc ABDE est uo
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BA___3__ -2 _¥i :
B :}(z.)i_,i 3331 3’ !
¢. Soit M un point de la droite (DE) distinct d
M?’ a partir d’une position donnée de M sur
Pwiﬁon de M sur (DE) :

s, : DA et ’angle s, de est E alors I'image de (DE) est la perpendiculaire a (DE) passant par A, c’est la droite (AE).

Donc le lieu géométrique de M’ est la droite (AE) privée des points A et E’ = 5,(E) ; M’ est le point d’intersection de (AE) et la

perpendiculaire & (BM) en B.

Comme les triangles BMM’ et EMM” sont rectangles de méme hypoténuse [MM] ; donc les points B ; E ; M et M’ sont
reliques.

;?goit 22 la similitude directe qui transforme I en B et E en D.

a. Déterminer I’angle et le rapport de s, : '

L’angle de s, : (IE; BD) = (BC;BD) = (Rﬁ')+(3_ﬁﬁ) =§_§= ..

e D et E. Déterminer le lieu géométrique du point M’ image de M par s,. Construire
(DE) puis démontrer que les points M, M’, B et E sont cocycliques quelque soit la

6
BD V3 _ 2v3
Lerappondesz:—E=3§:—=—3—.
2

b. Déterminer le centre de s :
=B: . ‘)_ n
(0 = B; (ALAT) = - s2(E) =D; (AE;AD) = -2
e

Ona|as _ a _ 243 t

a AE a3 3
Donc le centre de s, est le point A. :

4, On pose { = s, 05;.

a. Montrer que f est une similitude directe puis donner son angle et son rapport :

f est la composée de deux similitudes directes ; son angle est la somme des deux angles : 'z-'-— E = -E ; son rapport est le produit des
deuxmppom:gx¥=§.

b. Montrer que le centre de f est ’intersection du cercle de diamdtre [BE] avec un deuxiéme cercle I' que ’on déterminera.
Construire ce centre :

*D’une part : On a f(E) = 5, 0s,(E) = 5,(D) = A = (QE; 0A) = -gor (DE; DA) = gﬂ (QE; NA) = (DE; DA) oi Q est le centre de
f.

Donc les points €1 ; A ; D et E sont cocycliques. D’oit 0 appartient au cercle I’ de diamétre [AD] qui est le cercle de diamétre [BE].
*D’autre part : On a f(I) = s,0s,(I) = 5,(B) = B= (QI; NB) = Eor(ﬁ':ﬁ') = (IB;AE) = §=¢ (01; 08) = (1B;AE)

Donc ) appartient au cercle I passant par I et B et tangent i la droite (AB) en B. :

* Le point () eT'NI™.

Bac 2007 session normale
Enoncé

Exercice N°1 :

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct. .

On considére le triangle direct ABC d’angle aigus et de centre de gravité G. On considre les trois segments [AA"], [BB'] et [CC’)
tels que : *

AA’ = BC et (’B_c',ﬁ) = E[z,ﬂ ; BB’ = CA et (EK; ﬁ) = ’;'[21:]

—_— c
et CC’= AB et (AB; CC') = 3 [2].
On note a, b, ¢, a’, b’ et ¢’ les affixes respectives des points A, B,'r
C, A’, B’ et C’. On considére la rotation vectorielle ¢ d’angle — 26
L’objet de cet exercice est 1’étude de la configuration précédente <
en utilisant deux méthodes. :
A. Dans cette partie on se propose de démontrer, par deux méthode;s,. | ‘
que les triangles ABC et A’BC’ sont de méme centre de gravité, A
1. Méthode 1 : Utilisation des nombres complexes :

a. Montrer que a’ = a-ib+ic.

b. Ecrire b’ et ¢’ en fonction de a, b et c.

<. En déduire que les triangles ABC et A’B’C’ sont de méme centre
de gravité,

2. Méthode 2 : Utilisation d’une rotation vectorielle
a. Vérifier que ¢ AA +BB' +CC ) =0.

b. En déduire que GA' + GB' + GC = 0.
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¢. En déduire que les triangles ABC et A’R’C’ sont de méme centre de gravl.té. ’
B. L’objet de cette partie est de construire le triangle ABC connaissant le triangle A’BC’.
1. Méthode 1 : Utilisation des nombres complexes

a. Démontrer que :—:':—, = i, en déduire la nature du triangle A’B’C.
b. En déduire les deux résultats similaires au résultat précédent.

2. Méthode 2 : Utilisation d’une rotation vectorielle

a. Démontrer que @(EF) = CTf, en déduire la nature du triangle A’B’C.

b. En déduire les deux résultats similaires au résultat précédent. ,
3. Construire, en justifiant, le triangle ABC a partir d’un triangle A’B’C’ donné d angles aigus.

Exercice N°2 : - 2a.
Dans le plan orienté, on considére le losange direct ABCD de centre I tel que IB =21C = —_—
On considere T, le cercle de centre C et de rayon Cl=a et par T, le cercle de centre B et de rayon Bl=2a.

1. a. Faire une figure (on pourra prendre (BD) horimntaleL
b. Placer sur la figure précédente les points E et F tels que EB + 2

ﬁ:ﬁetﬁ—2ﬁ=6-
MB

2. On considére I’ensemble Iy des points M du plan tels que e 2.

a. Vérifier que les points I, E et F appartiennent arl;. .

b. Déterminer puis construire ’ensemble I'5.

3. Montrer qu’il existe une unique rotation r qui transforme C
Placer ) sur la figure.

4. a. Montrer qu’il existe une unique similitude directe s qui transforme C et Bet A en D.
b. Montrer que s(I) = L. ’

c. Donner les éléments caractéristiques de s.

d. Montrer que s(I;) = ;.

5. On pose f = hor, oi h est ’homothétie de cenire B et de rapport 2,
a. Montrer que f = s.

b. Donner la forme réduite de s.

6. Soit s’ une simimilitude directe qui transforme I'; en I,.

a. Montrer que toutes les similitudes s’ sont de méme rapport k’ que I’on déterminera.
b. Déterminer le lieu géométrigue des centres des similitudes s'.

c. Dans le cas o s’ est une homothétie, donner les positions possibles du

Probléme :

en B et A en 1. Déterminer ’angle et ]e centre £ de cette rotation.

et r }a rotation définie en 3.

centre et les valeurs du rapport de cette homothétie.

Partie A

Soit f 1a fonction de variable réelle x définie par : f(x) = lnl;i—, ;xeR\ {0;1)}.

Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;1;J) d’unité 2cm.
1.a. Calculer Li_{g f(x), L:_ﬂ: f(x), ’l_n‘:_nm f(x) et ,l_i.|+r1 f(x). Interpréter graphiquement ces limites.

b. Déterminer f (x) oi f est la fonction dérivée de f.

c. Dresser le tableau de variation de f.

2. a. Pour tout x appartenant & R \ {0; 1}, montrer que f(x) + f(1-x) = 0.
b. Tracer (C) dans le repére (O;1; ).

3. Pour k € R", on définit sur R \ {0; 1}, la fonction fy(x) = I"I:_:
Soit (C,) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; I;]) d’unité 2cm.
a. Montrer que le point DG g lnlk[) est un centre de symétrie de (Cy).

b. Montrer que (C,) est ’image de (C) par une transformation simple que I’on déterminera.

¢. Que peut-on dire des courbes (Cy) et (C_y) ?

d. En déduire que si |k| # |k’|, alors (C) et (Cy) n’ont pas de points communs.

e. Dresser, en utilisant 1), le tableau de variation de f, (le cas oii k = ¢ ), et construire sa courbe.

4. Soit h la restriction de f sur ’intervalle I = ]0; 1[. Ce qui signifie h(x) = ln(—f-;)
=)

a. Montrer que h est une bijection de I sur un intervalle J ’ i
ontre b que I’on déterminera.
b. Soit h™" la l‘on:ction réciproque de h. Dresser le tableau de variation de h~*. Explicité h~!(x)
¢. Montrer que I’équation h(x) = x admet une unique solution a. Vérifier que 0,5 <a < 1 .
Partie B
e®

Soit g la fonction de variable réelle x définie par : g(x) =——; x € R.
1. a. Donner I’expression de hog(x), pour tout réelle x o:]’ h
; j ; ot h est la fonction défini
b. Déterminer g (x) ol g'est la foncti i o e
- g on dérivée de g puis déterminer les réels a et b tels que :

VxeR,g(x) =az5+ h(ﬁ)2

c. Vérifier que vx € R, g"(x) = g'(x) — 2g(x)g'(x).
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2. Pour tout entier naturel non nul, on pose I, = [’ g"(x) dx od « est le nombre trouvé en A. 4. c.
a. Calclllcl“ |1.

b.Montrer que Vn € N',ona:l,,, —1I, = ':I(zl. B a"),

c. Montrer que (I,) est décroissante et positive, que peut-on en déduire ?

3.a. Montrer que Vn € N°, = < I, < a1,

b.En déduire lim I,

"n-1

4.a.Montrer que I, = —In(Z(1 - a)) + Zil‘_(% i a“).
yort ¥ k=1

VR <2 V2
b.En déduire nl-l-'xoZi('z_k - )

.
Solution
Exercice N°1 : T ——
Le plan est muni d’un repére orthonormé direct.
On c]onsl:dére le triangle direct ABC d’angle aigus et de centre de gravité G. On considére les trois segments [AA'], [BB'] et
[cC'] tels que :

AA’=BCet (ﬁf,ﬁ) = %[Zn]; BB’ =CAet ('C_A'; EE) = EIZN]

— — c’
et CC’=ABet (AB: CC') = X[2n]
On note a, b, ¢, 2%, b’ et ¢’ les affixes respectives des points A, B,
C,A’, B et C’. On considere la rotation vectorielle ¢ d’angle —>.
L’objet de cet exercice est I’étude de la configuration précédente
en utilisant deux méthodes. -
A. Dans cette partie on se propose de démontrer, par deux méthodes,
que les triangles ABC et A’BC’ sont de méme centre de gravité. A
1. Méthode 1 : Utilisation des nombres complexes
a. Montrer que a’ = a-ib+ic :

|a'—a|=|b—ci g

AA’=BCet (BC;AA ) =2 21 L .
“f )=3tm = arg (1) = 7 [2n] A

== e'z ﬁ:'_—_: = je>a’ —a = ic — ibe> a’ = a-ib+ic.
b. Ecrire b’ et ¢’ en fonction de a, b’et c:

De méme on peut écrire :—'_?; =1 ezl“,—_}c = i & b’ = b-ic+ia et ¢’ = c-ia+ib.

c. En déduire que les triangles ABC et A’B’C’ sont de méme centre de gravité :

Soit G et G’ d’affixes respectives g et g’ les centres de gravités respectivement des triangles ABC et A’B’C’ alors :

»_a'+b'+c’ _ a-ib+ic+b—lc+latc—latib _ atb+c -

g

3 3 3
D’ol que les triangles ABC et A’B’C’ sont de méme centre de gravité,
2. Méthode 2 : Utilisation d’une rotation vectorielle

a. Vérifier que ¢(H +BB + EE’) =0:

e (88 sy o) Bk e o5 5 () - 8.

* D’apris les propriétés de la rotation vectorielle pona: |
(AN + BB+ CC') = @ (AR)) + @(BF) + ¢ (CC) = BC+TA+AB = D
b. En déduire que GA' + GB' +GC =0:
VU e T T T D V. T
9(M+BB +CC')=0< AA + BB +CC =0+ AG+GA +BG+GB +CG+GC =0«
car GA + GB + GC = 0.
¢ En déduire que les triangles ABC et A’B’C’ sont de méme centre de gravité :

GA+GE+GC=0 <« GA + GB + GC = 0, donc il résulte que les triangle ABC et A’B’C’ sont de méme centre de
Bravité,

- —
T

GA +GB +GC =0
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B. L’objet de cette parti : .
partie est de construire le triangle ABC connaissant le triangle A’BC’.

L%

a. Dém &b _
ontrer que c=a — I, en déduire la nature du triangle A’B’C :

£Zb _S-btic—ia _(c-b+ic—ta)l (c—b+lic—fa)l

f_;a C—a+ib-jic (c-a+ib-ic)l ic—la-b+c

L S e ; ;
c—a 1 (CA ;CB ) = ; [2m] et CA' = CB'.Donc le triangle A’B'C est rectangle isoctle en C.

b. En déduire les deux résultats similaires au résultat précédent :

De méme manitre on peut vérifier que ::—:, = :—:—E: = i. Donc les triangles B’C’A et A’C’B sont rectangles isociles respectivemen
en A et en B.

2. Méthode 2 : Utilisation d’une rotation vectorielle
a. Démontrer que cp(ﬁ’) = CA’, en déduire la nature du triangle A’B’C :
'P(CB') = @(EE+EI?) = ¢(CB) +tp(ﬁ') =AA +CA=CA. D’ohq'(af) =CA.
CA' = CB’
11 résuite ; { C_A-’: EE‘) - 3[2“] c’est-a-dire que CA’B’ est un triangle direct rectangle et isocéle en C.
b. En déduire les deux résultats similaires au résultat précédent :
Par analogie avec le résultat précédent on trouve que Q(ﬁ.) =BC et tp(m) = AB' et par conséquent les triangles BC’A’
et AB’C’ sont directs rectangles et isoctles respectivement en B et en A.
3. Construire, en justifiant, le triangle ABC a partir d’un triangle A’B’C’ donné d’angles aigus :
11 suffit de procéder comme suit :
A partir d’un triangle A’B’C’ construire le point A tel que B’C’A est direct, rectangle et isocéle en A.
AB =AC ”
AB’C’ est un triangle direct rectangle et isocéle en A < (—r x(, & Aappartient Iintersection de la med[B C|
AB;AC ) = 3 [2w]
Et le cercle de diamétre [B'C'].
Cette construction est valable aussi pour B et C.

e i I tel IB=2IC=2
~ienté. on considére le losange direct ABCD de centre I tel que IB = =2a.
g::n:ol:sft:::eoll‘:el: c:ercle de centre C et de rayon CI=a et par I; le cercle de centre B et de rayon Bl=2a.

1. a. Faire une figure (on pourra prendre (BD) horizontale) :

6
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b. Placer sur la figure précéde_r;te les points E et F 4els que EE + 2EC = 0 et FBE — 2FC = 0 :
E=bar{(B,1); (C,2)}= BE = SBC et F = bar{(B, 1); (C, ~2)} =BF = 2BC.
D’oi1 la construction de E et F (voir la figure précédente).
2. On considére I’ensemble I3 des points M du plan tels que % =2.
a. Vérifier que les points I, E et F appartiennent a I';:
'{Cl=a 22 =2=]er

Bl=2a "Ic .
*EB + 2EC = 0=EE = 2CE = EB = 2EC= = = 2  Eer,,
«FB - 2FC = 0=FB = 2FC=> FB = 2Fc=>g= 2 = Fel;.
Donc les point I ; E et F appartiennent a I';.
b. Déterminer puis construire I’ensemble T;: _
Mel3 & -2 =2 < MB? — 4MC? = 0 & (ME — ZMC)(MB + 2MC) = 0 & —MF .3ME = 0 = MF .ME = 0.
D’onr I‘; = C[m;l i
3. Montrer qu’il existe une unique rotation r qui transforme C en B et A en I. Déterminer I’angle et le centre Q de cette
rotation. Placer () sur la figure :
*Ona CA =BI #0 et CA * BI d’oi Pexistence d’une unique rotation r qui transforme Cen B et A en 1.
* L’angle de r est : (CA; Bi) = (TA;ID) = -;'[ZTI]-
* Le centre de r est le point d’intersection des med[BC] et med[Al].
4. a. Montrer qu’il existe une unique similitude directe s qui transforme CetBet Aen D :
On a CA #0 et BD 0, d’oi P’existence d’une unique similitude directe s qui transforme C et B et A en D.
b. Montrer que s(I) = I : - ;
Comme I=A*C et I=B*D et la conservation du milieu par une snmihtuc_le directe alors s(l) =I.
¢. Donner les éléments caractéristiques de s :

— n

*L’angle de s : (C_A'; BD) = (lA;ﬁf) = —;[21‘]-

*Lerapportdes: 22 =2 =2

AC
Doncs = s(l_z._!)
2:=3
d-,Montrer ques(ly) =T,:
D’apres les propriétés des similitudes on a : s(Ty) = C(s(c)<p; 2a) = I2
5.On pose f = hor, oii h est I’lhomothétie de centre B et de rapport 2, et r la rotation définie en 3.
. Montrer quef=s:
Test une similitude directe car c’est la composée d’une homothétie et d’une rotation.

En plus, on g - {f(C) h(r(C))
"2 1£(A) = h(r(A)) = h(D) =D
La similitude directe qui transforme C et B et A en D est unique. Donc f=s.

. Ponner la forme réduite de s : . o
15’agit de déterminer une homothétie h’ et une rotation r’ de méme centre telle que s= h’or’ = r’oh’.

¢tte écriture est vérifiée pour h’=h( ) et r’ =h(1 -3)
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6. Soit " une simimilitude directe qui transforme I', en T;. ’ ) )
a. Montrer que toutes les similitudes s’ sont de méme rapport k’ que ,l on c'létermmer a:
Comme le rayon de I';est a, celui de I, est 2a. Donc le rapport k’ de s’ est égal ,5 2,

D’o0 toutes les similitudes directes transformant I'; en I'; ont r!:éme rapport k> = 2.

b. Déterminer le lieu géométrique des centres des similitudes sc:_. B -

Soit s” une similitude de centre M vérifiant s(f)=hL s {

Mo M @E.T.Z@MEF;.
D’ou le lieu géométrique des centres des similitudes s’ est I3.
c. Dans le cas ol s’ est une homothétie, donner les positions possibles du centre et les valeurs du rapport de cette
homothétie : )
s’ est une homothétie < (MC; MB) = n[2n] ol (MC; MB) = 0[2n] & M = E ou M = F et par conséquent sj :
*M=Eeth(C)=B « EB = —2EC. D’ou le rapport de s’ est —2.
*M=Feth(C)=B < FB = 2FC. D’od le rapport de s’ est —2.
Probléme :
Partie A
Soit f la fonction de variable réelle x définie par: f(x) = InL:—‘l ;xeR\{0;1}
Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; 1;7) d’unité 2cm. )
1.a. Calculer !‘ing f(x).linil f(x), lim f(x) et llﬂ' f(x) . Interpréter graphiquement ces limites :
- X— X——00 x—

x b3
= = - i =0t = .
!‘i_l.lél f(x) = !‘i_!gln Ix— 1, = —oo,car lxl_l.lg Ix ; 1| 0*.Doncx = 0 AV de (C)
lim f(x) = lim lnl | = +co,car lim , = +o.Doncx = 1 AV de (C).
X-1 x—1 x—1 x—0 Ix _x 1
lim f(x) = lim In I = 0,car lim I = 1.Doncy = 0 AH de (C) au voisinage de — co.
X——c0 X——c0 x—1 x—0 Ix ; 1
lim f(x) = lim In l =0,car llml I = 1.Doncy = 0 AH de (C) au voisinage de + .
X~—+400 X— 400 X - 1 x=0 Ix — 1

b. Déterminer f'(x) ou f’est la fonction dérivée de f :
-1

’ —1)2 -1
0 =25 I) RETCEEY
x—

¢. Dresser le tableau de variation de f :

Le signe de la dérivée est celui de x—(f:l"ﬁ ;

Tableau de variation de f :

X -0 0 1 . +é}7
f'(x) = ¥ A A

f(x) [0 +o0 SN
NS

—o0 || -oo

2. a. Pour tout x appartenant & R \ {0 ; 1}, montrer que f(x) + f1-x)=0:
nx)+r(1—x)=ln|ﬁ[+1n]‘{f =in(Ex) =m1=o.

f(x) + f(1—x) = 0 = f(x) + f(2x %—x) =2x0. D’oi le point AG

:O)estun centre de symétrie de (C).
b. Tracer (C) dans le repére (O;i;f)[.: :
Pl R i e

i B o s
i 19

|,"l‘
i |
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3, Pour k € R’ on d¢finit sur R\ {0 ; 1}, la function fi(x) < |“|..kL1I'
’ - g x=
Soit (Cy) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;7;]) d’unité 2cm.

a. Montrer que le point 0(,:7 ;lnlkl) est un centre de symétrie de (C,) :

x+#0=21-x+#1
On'{x#=1=> x¢0=>VxeR\{0:1}; (zx';‘-'x)ER\{o;n_

1 :

D’ou le point OG- ; lnlkl) est un centre de symétrie de (Cy).

b. Montrer que (Cy) est ’image de (C) par une transformation simple que I’on 'dét"erminera :
Soient M(x; y)€(C) et My (x, ; yy) €(Cy).

In|k?| = 2In|k|.

= w = k() [y =In x.-"f Vi = Injk| + In x::lla ¥y = In|k| +ln'$;|=en posant x, =x alors on obtient
y = f(x) . {y = f(x) {y = f(x) Xy = X
i = Inlk| +In |;| Yi = Inlk| + f(x) i = Inlk| +y :{yk =Inlk|+y

D'od (Cy) est image de (C) par t; od U (ln(l)kl)
c. Que peut-on dire des courbes (Cy) et (C_,) ?
fx(x) =In JE' =In E‘ = f(x). D’ou les courbes (C,) et (C_,) sont confondues.

d. En déduire que si |lf| # |K'|, alors (Cy) et (C,/) n’ont pas de points communs :

fir(®) = i) & In 2] = 1n |5 mix| +m || = miki+ In | 2] nik’] = Injki.
Doncsi |k| # |K'|, les courbes (Cy) et (C,+) n’ont pas de points communs.

e. Dresser, en utilisant 1), le tableau de variation de f, (le cas ol k = e ), et construire sa courbe :
Xk =X Xk =X

{yu = Inle| +y=’{yk =14y

(Ce) = ta(C).
Tableau de variation de f, :
—a0 0 1 )

x o %%
fre((:)) T :w - @Q‘:\
N

4. Soit h 1a restriction de f sur P’intervalle I = ]0; 1[. Ce qui signifie h(x) = ln(-l—’:—x).
a. Montrer que h est une bijection de I sur un intervalle J que I’on déterminera :

La fonction h est continue et strictement croissante, alors elle réalise une bijection de ]0; 1] sur V’intervalle ]—co ; +oo].

b. Soit h~! Ia fonction réciproque de h. Dresser le tableau de variation de h™'. Explicité h™(x) :
Tableau de variationde h™* :

X —00 +o
h™1)'(x) +
h=1 (x) 1

.

VXeR;h™1(x) = yody € ]0: 1 @h(y):xﬁln(l—’_';) =xol=eoe -y =ya(+D=eay=1
D'od xe R; h-1(x) = .’

L
c. Montrer que l’équa:i;; h(x) = x admet une unique solution a. Vérifier que 0,5<a<1:

h(x) = x ¢ h(x) - x =0. Posons u(x) = h(x) - x. Cette fonction est dérivable sur]0; 1.
1

U =h(x)-1=92_1=_1 g =5
X

. = x(1-x) x(2-x) ’
,l_‘g!, u(x) = +oo et Iirln_ u(x) = +oo
X+
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La fonction u est continue et strictement croissante alors elle réalise une bijection de ]0; 1[ sur R. D’oul’ équation u(x) =
met dans ]0; 1[une unique solution a c'est-a-dire 'équation h(x) = x admet dans ]0; 1[une unique solution a et comme
u(0,5) < 0 et u(1) >0 alors d’apres le théoréme de la valeur intermédiaire 0,5 < a < 1.
Partie B
Soit g la fonction de variable réelle x définie par : g(x) = ﬁ ;XER.
L. a. Donner I’expression de hog(x), pour tout réelle x, o h est la fonction définie au A. 4. Interpréter :

VxeR;g(x)=h1(x) = e:-:l = hog(x) = hoh™!(x) = x.
D’ol g est la fonction réciproque de h.

b. Déterminer g'(x) o g'est la fonction dérivée de g puis déterminer les réels a et b tels que ;
x x \2
anR,g’(x):a—'———+b(' ) -

:::xl i eX+1
.ol — (T +1)-eFxe* X
VECRi g == (ex+1)2
‘ g'(x) = ef  eX+e_e™ ex(eX41) e e” <y
(E+1)2° (e 1)2 5 (e'+1)=_(e‘+1)z"°"+1—(°'+1)
' =i et
Donc vx € R, g'(x) = e+l (e'_u')

¢ Vérifier que vx € R, g" (x) = g8’ (x) — 2g(x)g'(x) :
e 2

De la question b, g’'(x) = Tl (;":1) =g'(x) = g(x) - (8(x))? =g"(x) = g'(x) — 2g(x)g’ (x).
2. Pour tout entier naturel non nul, on pose I, = f: £"(x) dx oix a est le nombre trouvé en A. 4. c.
a. Calculer 1, :
I = Jy 80 dx = [ —dx=[In(e* + 1)]3 = In(e® + 1) — In2 = In —sy
b. Montrer que ¥Yn € N*, ona: Ihsy1 = Ip = % —1;— a") g
D 1b)ona:g'(x) = g(x) - (8(x))* = g"(x) g'(x) = g"(x) — g™*1(x)

a
=" g (M dx = g™ dx— [Fg™ dx =1, ~ I, = Fe°00] =1em(e) - 1g7(2)
2l = i(;’; - a") car g(a) =a et g(0) =§.
c. Montrer que (1,) est décroissante et positive, que peut-on en déduire ?
*VxeR;g(x)>0=>vxeR;g"(x)>0= f:g“(x) dx > 0=1, > 0.D’0l la suite (I,) est positive.
*Ona: % <a= zln < a” =2 1Iy4y — I, < 0. D%l la suite (I,) est décroissante.
(I,) est convergente car elle est décroissante et minorée.
3. a. Montrer que Vn € N',zlu <l a1,

Comme g est croissante sur [0; a]ona: 0 <t < a=g(0) < g(t) < g(a) =a%s_g(t)5a

1

=VneN;L<g'(t) <o =afo"zin dt< [fg"(Hdt< [fardt =S5 <I, <o

b.En déduire lim I, :

n-+wo

. a ;
Comme lim — = lim a"*! = 0;alorsd’aprés TG lim 1

n—+0 n—+o n-tw N7

Page 193 sur 236
L_Préparé par : Ahmed Jeilani Med Youmbabe 22056962-41813182-3331868)




@sﬁc Pour I’année scolaire 2019-2020 |

n-1
ontrer que I, = —In(2(1 - a)) + 1(L - @)
Lk \2F

4.a.M
En utilisant la formule de récurrence trouvée en 2. b) et en additionnant membre A membre on a :

1 /1
— -1
1,,—'--1=n-1(2n-1 a® )
o oo gk cf 1 n-2
ln—l - ln-z = n-— 2 (2“—2 -a )

17,51
et (2 e
l-2~ta-3 = 73 (zn-J S )

)

| ’-——w“"a “1/1 ey 11
..—ll=;§(ﬁ‘“)="n="+;i(ﬁ‘“‘)=": Z )*;i(z—u‘“")-
Orh(@)=a=>a= l“(:-La ©e’=-"— o ('-z") =1In (T‘):ln (ml_n)) =-In(2(1 - a))

Dot I, = —In(2(1 — «)) +..Z-:%(z_1._ au)_
k=1

n-1
171
E e — k)
b.En déduire nl_l‘!'l!nk lk(z" « )

n-1

: 1 -
Comme nl-i.'inm I, alors éduire nl—lon i(_ - a“) = In(2(1 = a)).

Bac 2‘607 session complémentaire

Ve
Enoncé
Exercice N°1 : ) s 0 e
Dans le plan orienté P, on considere le carré direct ABCD de centre O et de c6té a, (a>0). On note E le symétrique de C par

rapport a D. , ; S
1. l;.pgt;onstmire le carré puis déterminer I’ensemble des points M du plan P dans chacun des cas suivants :

MeT;: ||[MA — ME + MC|| = a. Co

M el;: MA? — MB? + MC? = a*

M eTy: (MA — MB — MD)(2MA — 2MB + MC) = 0.

M e, [MA - MB - ME|| = [M5 - C].

b. Que peut-on dire & propos de ces quatre ensembles ?

2. Pour tout réel k, on définit application fy du plan P dans lui-méme qui a tout point M du plan associe le point M’ tel que :

MM’ = MA — MB + (1 — k)MC.

a. Pour quelles valeurs de k ’application fy est une translation? Déterminer alors son vecteur.

b. On suppose que ke R"\{1}. Montrer que f,, admet un unique point invariant Q, . Reconnaitre alors fy et donner ses éléments
Caractéristiques en fonction de k. »

¢. Déterminer et construire le lieu géométrique des points £y lorsque k décrit R*\(1}.
"d.Pour k=1 : déterminer et construire le lieu géométrigque du point G centre de gravité du triangle DMM” lorsque M décrit le

2
cercle I' de diametre [CE].

Dans le plan orienté on considére un carré ABCD de sens direct, de centre O. Les points E, F, G et H les milieux respectifs des
Segments [AB], (BC], [CD] et [DA].

L. a. Faire une figure (on pourra pendre (AB) horizontale).

b. Montrer qu’il existe une unique rotation r qui transforme A en Oret I en K.

¢. Déterminer I’angle et le centre de cette rotation.

2' a. vﬁ'lﬁer quer= so'ole = Spﬂosm.

b. En déduire la nature et les éléments caractéristiques de g telle que : g = 55,05,,05,x.

3. a. Montrer qu’il existe une unique similitude directe $, qui transforme O en I et C en B.

- Déterminer le rapport et I’angle de s,.
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Verifier que s.(A)=4

e
4. Soit s, l'a similitude directe qui transforme A en O et B en D.
a. Déterminer Je rapport et 'angle de s,.

}; Montrer que le centre T de Sz appartient au cercle (C,) de centre C et de rayon CD et au cercle (C;) de diamétre (AB], Plage,

Pour I’année scolaire 20]9'20261

5.0n poseh:Szosl‘l : =M M) = M".

25 pour tout point M du plan on pose s, (M) = M’ et s, ( ; i
a.En l.mhsam h, montrer que le milieu F du segment [M'M"] lesl un point fixe que Fon détermiiners, Em déduire que ls
quadrilatére AM’0Q M? est un parallélogramme.,
b. Montrer ques,(0) = L.
¢. En déduire que les points A, F, T et L sont cocycliques.
6. a. Déterminer la Position des points M’ et M** dans chacun des cas suivants : M = A, ]:’ = F’_M s
b. On suppose que M est distinct des points A, L, F et T. Montrer que (MM’ ; MF) = — st (A m‘)[’t]‘

¢. En déduire ensemble I des points M du plan tels que les points M , M’ et M” soient alignés. Tracer I.
Probléme : :

PartieA
Pour tout entier naturel n, on définit la fonction f,, sur R} par : f,(x) = x — ninx.

Soit C, sa courbe représentative dans un repére orthonormé direct (0; 1; ) d’unité 2cm.
1. Dans cette question on suppose que n = 1, et pour tout x de R} ona: f,;(x) = x — Inx.
a. Calculerxl_i.lg; fy(x) .Donner une interprétation graphique.

fy

b. Calculer Jim £, (x) , Jim f"‘) et lim (f; (x) - x). Donner une interprétation graphique.
— 400 . X—++4m !

¢. Dresser le tableau de variation de fis '

d. Tracer C, dans le repére (0;1; ).

2. Dans cette question, on suppose que n>1.

a. Dresser le tableau de variation de f,,.

b. Déterminer les points communs a toutes les courbes C,, , puis étudier les positions relatives de C,, et Cos1-

¢. Montrer que toutes les tangentes aux C, au point x, = e passent par un peint commun que I’on déterminera.

3. On considére les points M, ; M, et M, , de méme abscisse X, et appartenant respectivement aux courbes C, ; C, et C,.
a. Vérifier que pourout x>0 ona: fa (%) = fo (x) = n(f, (x) - fo(x)).

b. En déduire que MoMn = nMQMI-

¢. Tracer C, dans le repére précédent et donner une méthode géométrique simple pour la construction de C

n » Point par point, 3
partir de C, et C,. Construire alors la courbe C; dans ce repere.
PartieB
sl X
Soit g la fonction de variable réelle x définie par lgg;; :;(!o =im 1 X>0
g =

Soit I' la courbe de g dans un repére orthonormé (0: ;).

1. a. Déduire de A.1.c) que le domaine de définition de gest D, = [0; +oo,
b. Montrer que la fonction g est continue sur D, .

2.a.Calculer ’l_i.Elw g(x).Donner une interprétation graphique,

b. Calculer liq @ .Donner une interprétation graphique.
x-+0" X

3. a. Calculer g’(x) pour x>0.
b. Dresser le tableau de variation de g puis construire sa courbe I,

4. A partir d’un encadrement de g(x) sur I’intervalle [1;e] ; démontrer que : vxe [1;e]ona 0 glx 1 .

. X e
S. Pour tout entier naturel n, on définit la suite numérique (U,) par : U, = f: (_]:l)n dx pour > 0 o e f‘ o
a. Calculer U, et U,. i
b. Montrer que (U,) est positive et décroissante. Que peut-on en conclure ?
& e—-1
c.Montrer que pour tout entier natureln > 1ona,0 < U, < “en -Endéduire }im u,.

e e X R-4
6. On pose I = [ g(x)dx =lf1.;5;;dxet pour tout entier natureln : §, = Up+ Uy + Uy o u,.
1-(=

a. Montrer que S, = I:TFEde.
} 4

1 n+1
b Monter e 1 -5, = £ i ()"

. . 1
¢.En utilisant B. 4), montrer que: 0 < | — S, < Y=y -En déduire qQue Ill'!'lPeo Sn‘ =1:

1
en-1"

d. Montrerque S, <1< S, +
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o Pour auelles valeurs de n : . ect une valenr approchée de T4 10-2 9

Solution

Exercice N°1: , ;
Dans le plan orienté P, on considére le carré direct ABCD de centre O et de cHté a, (a>0). On note E le symétrique de C par

port aD. '
1.8 Construi"eﬁf""'é puis déterminer ’ensemble des points M du plan P dans chacun des cas suivants :(voir la figure).
Mery:[MA - MB + MC|| = a:
Mel; & [[MA —MB + MC|| = a & |MBJ| = a car D = bar {(A, 1); (B, ~1); (€, 1)} & MD =a=DA.
poncT; = Cp:pa):
M € I,: MA? — MB? + MC? = a?:
M € I;: MA? — MB? + MC? = a? & MD?+DA” — DB? + DC? = a & MD? = a? car DA? — DB? + DC? = 0.
& MD =a=DA.
poncl; = I2. .
M e T;: (MA — MB — MD)(2MA — 2MB + MC) = 0:
OnaC=bar{(A, 1); (B,—1);(D,-1)} et
E=bar {(A, 2); (B, ~2); (C, ~1)}=bar {(A, 2); (B, -2); (C, 2); (C, 1)} = bar {(A, 2); (B, =2); (C, 1)}
Donc M € I & (MA — MB — MD)(2MA — 2MB + MC) = 0es—MC x ME = 0 & MC x ME = 0.
Doul3 =Cepj =N =T
Mel‘,:"m-—ﬁ—ﬁ" = "ﬁl_).—'M_C'" :
Donc M € T, < ||[MA — ME — ME|| = |[MD - MC|| & |-MD|| = |[CD|| < MD = DC.
Dol =Cppey =T =N =T
b. Que peut-on dire & propos de ces quatre ensembles ?
Onadoncly =T, =T; =T,
2. Pour tout réel k, on définit ’application f, du plan P dans lui-méme qui A tout point M du plan associe le point M’ tel
que: MM’ = MA — MB + (1 — k)MC.
a. Pour quelles valeurs de k ’application fy est une translation? Déterminer alors son vecteur :
fy est une translation ssi le vecteur MM’ est constant < 1—1+1-k=0ek=1
MM = MA — MB = BA car k=1.
Donc f, = tgz :
b. On suppose que ke R*\{1}. Montrer que f; admet un unique point invariant £ . Reconnaitre alors fy et donner ses
éléments caractéristiques en fonction de k :
ke R*\{1} ; M est invariant par f, & M’=Me MM’ = 0 MA — M—P' + (1 —K)MC = 0 ; or il existe un unique point Q
tel que €, = bar {(A, 1); (B, —1); (C,1 — k)}. Donc (1 — KMA, = 0 & MQ, = 0 M=0, :
Donc f, admet un unique point invariant £y tel que ) = b:i[LA. 1); (B, -1); (C,1 - Kk)}.
MM = MA — ME + (1 - K)MC & MM’ = (1 - )My & MO, + (M’ = (1 -kMQ, & QM = kM
&M =hg, M)
c. Déterminer et construire le lieu géométrique des points Qy lorsque k décrit R"\{1} :
0, = bar {(A, 1); (B, —1); (C, 1 — k)} & Cily = ——-BA. D’d , appartient & la paralltle & (AB) passant par C privée de C
etD, :
d. Pour k= :; ; déterminer et construire le lieu géométrique du point G centre de gravité du triangle DMM' lorsque M

décrit le cercle I' de diamétre [CE] :

kz':'” 2, = bar [(A. 1); (B,-1); (C-:-)] ot = -&;Eﬁ =2BAe 0, =E.

M =h_ 1(M).
(e:3) p
Soit I= M*M’ ; EM’ = .:.i;_ﬁ o El= ;Eﬁ el= h(E;g)(M) =hy(M).Or DG =DieG = h(n;é)(l) = hy (D).

< G = hzOhl(M). .
D’oi le lieu géométrique des points G est le cercle T image de I' par ’homothétie h,oh,.

h;0h; = hy, 1y ot Q=bar {(D,1 - 3); (&2~ 1)} = var {(p.3): (7)) = bar ((©.2): B 1.
r= C(D.;%) avec D’ = h,oh, (D).
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Exercice N°2 :
Dans le plan orienté on considére un carré ABCD de i i i

sens direct, de centre Q. L I tL i
segmen!s [AD], (BC). [oo vt tonr t, de cen es points I, J, K et L les milieux respectifs des
1. a. Faire une,t_‘igure (on pourra pendre (AB) horizontale) :( Voir ia construction ci-aprés).
b. Montrer qu |l.exisle une unique rotation r qui transforme AenOetlen K:
On a Al = OK=; #0 et Al + 0K d’oi P’existence d’une unique rotation r qui transforme A en O et I en K.

c. Déterminer I’angle et le centre de cette rotation :

*L’angle de r est : m; OK) = (I\—B',E) = E[Zn].
* Le centre de r est le point d’intersection de med[AQ] et de med[IK], c’est le point L. D’oli r=r
] (r:3
2. a. Vérifier que r = §5,0S,; = Sp 08, :
SO’OSU = r(L;z(ﬁ;a-D) = r(L;g) =ret SDAOSLK = r(L:z(mﬁ-)) = r(";i) =T.
Dour= So'os” = SDAOSLK'
b. En déduire la nature et les éléments caractéristiques de g telle que : g = S5;05,,05, :
g = S0j05;08x = roS;x = Spa0S.x0S1k = Spa
D’ol g est la réflexion d’axe (AD).
3. a. Montrer qu’il existe une unique similitude directe s, qui transforme OenletCenB:
On a OC #0 et IB #0, d’oi Pexistence d’une unique similitude directe s; qui transforme O en 1 et C en B.

b. Déterminer le rapport et I’angle de s, :
1
1B _ 3AB _ AB n\ _ V2
* Le rapportde s,: — = il cos(:) ==

L’angledes; : (0_—C‘;ﬁ3’)z= (A0; AT) = —Z[2m).

¢. Vérifier que s;(A) = A:
aM_ V2 .
Ona: = A est le centre de la similitude directe de rapport et d’angle —E qui transforme O en I, cette

a0 2z

(AC;Al) = —7[2n]
similitude directe est s,. D’ol 5,(A) = A.
4. Soit s, la similitude directe qui transforme A en O et B en D.
a. Déterminer le rapport et 'angle de s; :

VZ
» Le rapport de s; ::—:-= cos(-}) e
— 3
« L’angle de s; : (AB; OD) = ( j;0D) = =~ [2m].

b. Montrer que le centre T de sz appartient au cercle (C,) de centre C et de rayon CD et au cercle (C;) de diamétre [AB). Placer
T:
. 2(TB; TD) = 2 x 3 [2n] = T [2m] = -3 [2n] = (CB; CD).

4
D’oi T appartient au cercle (C,) de centre C et de rayon CD.

-Zﬁ—ﬁ.;']_'ﬁ) =2 XE;[Z‘I‘I] = 3—:-[21[] = _2[2"] - (ﬁ;iﬁ').

point d’intersection de (C,) et (C;) autre que B.
de centre 1 passant par A et O c’est-d-dire le cercle de diamétre [AB].

tout point M du plan on pose s, (M) = M’ et 5,(M) = M".

« T est le deuxiéme
D’oir T appartient au cercle
5. On pose h = s,0s,” ; pour
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" ontrer que le milien F 4 Ingn .
2. k1 I:;E{?fenik&% M” es:lun parnllélogral::r‘:r?em (MM est un point fixe que ’on déterminera. En déduire que le
hestla cé(:n?eposéccén t:-l:l edeux snmi!itudes directes dont le produit des deux rapports est 1 et la somme des deux angles est t d’oi h est
une sym I -1 r .___ - M
p(M’) = 52051 (W) =% (_I'\;I)A h.f - Donc le centre de h est le point F milieu de [M'M"], ce point est fixe car c’est le milieu de
(40] puisque B(A) =505, (A) = s;(A) = 0.
F= A*O et F=M’M =Les dillgonale [M’M Jet [AO] du quadrilatére AM’OM”’ ont méme milieu F, donc AM’OM”” est un
uuaogrnmme- . =
I:Montl'ﬂ' que s;(0) = L:
Ona h(l) = Le 52051_:(|) =Le& 52(0) = L.
<. En déduire que les points A, F, T et L sont cocycliques :
TA- ! e B 3
2T TD) = 2(TA;TO) + 2(TO: TL) = -2+ 2 x 2 (2m] = n(zn] = 2(FA; FE).
Done les points A ; F ; T et L sont cocycliques.
g, Déteramiyes I;l?mi::nn des points M’ et M" dans chacun des cas suivants: M= A M=F,M=TetM=L:
.sm{:Aalors[n:, =l§! el
= = *®
+8iM =F alors [M" o i T
M’ =C' = s¢(T)

.sm{:Talols{

M =F
.SiM=Lalors{M,, = F
| b. On suppose que M est distinct des points A, L, F et T. Montrer que (MM’ ; M?) = —E+ (MA ; MF)[n]:
1
AM =-2—AM

Ona s, (M) =M’
a 5;(M) ﬁ{(m;xﬁ_’):—%ﬂu]

Le triangle AMM? est rectangle isocle en M’ car :
MM? = AM? + AM2 — 2AM. AM'cos (AM ; AM')= AM? + AM? — 2AM.AM’ x 2% — M2 — Am?
 Cest-d-dire AMZ = MM + AM™2,
] Alors d’une part et comme le triangle AMM’ est rectangle isocéle en M’ ona (W ﬁi’) == E— [2n].
D’nltrepart:(m:m)=(M_M;;‘_Mﬁ)+m:iﬁ")=“§+(—mim‘)["]-': |
¢. En déduire ’ensemble I' des points M du plan tels que les points M, M’ et M” soient alignés. Tracer I :
M'; M” et F sont alignés car F=M"*M" .
DoncM ; M’ et M” sont alignés < (MM’ ; MF) = 0[x] & (MA; MF) =} [] & (MA; MF) = (LA ; IF)[n].
Do M, M’ et M” soient alignés <> M appartient au cercle I' circonscrit au triangle ALF. C’est le cercle de diametre [AL].

H K
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Prohlame .
—————

! PartieA

Pour tout entier naturel . : ) = x — ninx.
n, on définit la fonction f, sur R} par : f,(x S

Soit C, sa courbe représentative dans un repére orthonormé direct (0;1; ) d’unité 2‘;:"‘
1. Dans cette question on suppose que n = 1, et pour tout xde R} ona: f,(x) =x— *
a.Calculer 1_:31 f1(x) . Donner une interprétation graphique : p
}_i.lgl fi(x) = Jim (x — Inx) = 0 - (~) = +c. D'ou la droite d'équation x = 0 est AV de C; .
f,(x)

b.Calculer lim f,(x), lim et lim (f,(x) — x) . Donner une interprétation graphique :
X—+o00 X—+00 X—400 l
nx
,{!E},fi(x) = xl_!ﬂ(x— Inx) = ll_i‘mox(1 i ) = 40X 1 = 4o,

£, (0 x — Inx ( lnx) il

lim = lim = lim (1 -2
X—+0 X X—++00 x A=+400 x

: itre A:y =
:“1“ (fy (%) — x) = !Hin (x—Inx-x) = lim (—Inx) = —co.D’0d C, admet BP de direction la droitre A:y = xen + oo,
-+ 00 -4 00 X400
¢. Dresser le tableau de variation de fy:

1 x-1 ,
i) =1- 3~ 7 -Lesignede f'(x)est celuide x — 1.
X 0 1 400
£, |l — 0 +
f,(x) 400 +00

7 o

d. Tracer C, dans le repére (0;1;7) :( voir Ia figure ci-apres)
2. Dans cette question, on suppose que n>1.
a. Dresser le tableau de variation de fo:

}_i.g! fa(x) = ,,'_’."}1(" —nlnx) = 0 — n(—c) = 4o,

) Inx _
‘I_!Rofn(x) = ,l_l.ﬂ,(x —ninx) = ‘l_l.ﬂx(l - n—)-(—-) =400 X 1 = 4o,
. _I_E_x—n
f n(x) = x = x

X 0 n +00
I

S\
i P
n(1—1nn)) A A

b. Déterminer les points communs & toutes les courbes C,, , puis étudier les positions relatives de C,, et C
* Points communs :

fri1(x) = f,(x)=> x — (n + 1)Inx = x — nlnx = Inx=0 =>x=1

On a f,(1) = 1. D’oil le point A(1 ;1) est le seul point commun i toutes les courbes C, .

« Position relative :

fo1(x) — f,(x) = x— (n + 1Inx — x + nlnx= Inx.

n+1

x 0 1 +00
frer(X) = f,(X) = 0 +
P. relative Cn &cﬂ
Cp+1 n
cn n cn+1

sc. Montrer que toutes les tangentes aux C, au point X, = e passent par un Point commun que I’
Soit T, la tangente a C,, au point X, = e alorsona:

To:y=fa(e)(x—e)+f(e) orf(e) =e—netfy(e) ==

e-n . . e sy =N
=y="(x—e)+e-ney=""x-e : iy ‘;:1::' == X-Donc T, passe par le Point O V’origine du repére.
3. On considere les points My ; M, et M,, , de méme abscisse x, et appartenant res .
a. Vérifier que pour out x > 0.on a : £.(%) — fo(x) = n(f, (x) fo(x)) : Pectivement auyx courbes C, ; C, et C,.
fa(x) — fo(x) = x — nlnx — x = —nlnx = n(x — Inx - x) = n(f, (x) - fo(x))
b. En déduire que MgM,, = nMnM,.': .
MoM, = (x =01 + (200 = fo ()i = (x =0T+ (1100 — ()] = n((x — xy1 4 (£,(x)

on déterminera :

- fo(x))i) = nMoM1
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.l N ¢ .
. Tracer (, dans le renére précédent et donner nne méthade géométrique cimplo pour la construction de Cj , point par point, &

e ir de C, et C,. Construire alors la courbe C, dans ce repire :
m’ﬁ; = nMpM; < My = g .ny(my) - Donc & partir d’un point M, de C, et un point M, de C, on peut construire le point M,, de

C, comme étan‘! l’image_! de M, par une homothétie de centre M, et Qe rapport n.

P
i | ] )
1 —a !‘-—- - . b aea Y N ]__
i i ( : |
i ? . - |
| _— G . : -
; 1 / ‘ N | g
| xh Co! ’ . e
" ;.-A d’) C, S .,_‘__.'.":_‘A; !
| i, 1 e
! % : { i | i |
s ey IR M vt R .
! Do 1 L o 3 f | :
Ly - R G beo ;
) | | |
—_— 1 } T ] T 3 T 7 ] * »
4 i i : i ] - l { - i f
SO A S R I T E o0 Co N e S
K = R A =1
i i : H
Partje

_ To(x) X 4
Soit g la fonction de variable réelle x définie par :g SEX) - ?T:; = e =0
g(0)=0

Soit I' la courbe de g dans un repére orthonermé Eﬁ i;) .

1. a. Déduire de A.1.c) que le domaine de définition de g est Dy = [0; +oo[ :

On a Vxe ]0; +oo[ ; f1(x) = 1 > O=>vxe ]0; +oo[ ; x — Inx # 0 de plus g(0) = 0. Dod D = [0; +oof.

b. Montrer que la fonction g est continue sur D, : ; )
| « Pour xe ]0; +oo[ représente le rapport de deux fonctions : fo(x) = x et f; (x) = x — Inx qui sont continues sur ]0; +o[, donc g
- estcontinue sur ]0; +ool. < - -
‘ . ‘l_n.gq gx) = }_lgl = —x!nx = 311‘;1 X X Hgl = —11m =0x Ilo_o =0 x 0 = 0 = g(0),donc g est continue a droite en 0. ~
i D’oit g est continue sur Dy = [0; +oof. :

Z.a Calculerxljﬂ g(x).Donner une interprétation graphique :

lim g(x) = lim = lim = 1.Doncy = 1 AHdeT au voisinage de + «.
X~+m x+oX — Inx x>+ y P ]ﬁ

X
b.Calculer “lgl-g—(ﬁ .Donner une interprétation graphique :
X X
"nlg_(x_) = K 1 = __1__ = 0 = g',(0). Donc la courbe I'admet a droite de 0 une demi tangente horizontale
™t X x=0tx—Inx +o 4
3.a. Calculer g'(x) pour x>0 :
1
; x—Inx-(1-= -
8(x)= i (1 x)x= - ]nxz
(x — Inx)? (x — Inx)

b. Dresser le tableau de variation de g puis construire sa courbe I' :

Le signe de g'(x) est celui de (1 — Inx).
0

X e +o
‘x) o + 0 -
o
] 0~ 2
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I {
—te ._.._..... iy e x .., e B S S —— :._k,p R o = = . -
| ! i }
i i
| ]
- o . l ; 1
e : | . |
o '/ E B B ! ] ' r
1 i | ; : $ . { ‘ i
. i ' H: ] | i ' ‘y‘1
¢ } i i ! ¢ i
' [ 1 4 ]
f i |
! P |
A * T e ! Y v r O * .

iy e T — S e SNSRI EETIAER S e = e e

- ' ' I 1

4. A partir d’un encadrement de g(x) sur I’intervalle {1 e] ; démontrer que : Vxe [1;e]ona 0 < %x' =3¢
15x$e=1£g(x)s.i_‘=a"' .. 1< ':x_
s-l<-Toimoc ™!

e x X e

e (Inx\" - [
S. Pour tout entier naturel n, on définit la suite numérique (U,,) par: U, = J| (—;) dx pour n> 0 et U, = [; dx.
a. Calculer Uy et U, :
e e
Up=[fjdx=[x]j=e-1etU, = f:?dx = _f:%llfﬂ(dx:[%!n'(x)]1 = %
b. Montrer que (U,) est positive et décroissante. Que peut-on en conclure ?
Inx\? e n
vx e [1:e]=blnxzo=9(7) 20= [ ("—;—') dx=>0=U,=>0.
_ e n+1 'hn—.mlnl n _ (e n

Una == (5)7 ax- () =5(D)" -3 )= F-1)(5) =

nx e nx L
Or=<ici=2_1<0= (F-1)(%) ax<0=U,,-U,<0.

Donc (U,) est décroissante.
La suite (U,) est convergente car elle est décroissante et minorée,

e—1
c. Montrer que pour tout entier natureln > 1ona,0< U, < o En déduire Ii&n U,:
n-+0m

Inx _ 1 m\" _ 1 Ix\?
vxe[eJona:0s T <t20s(T) <520 (7)) axs [ Taxs0su, s ipis0sy, <5

e T [

Ona lim gl = 0alors lim U, =0.
— 400 e". 2—4;::
6.0Onposel= [ g(x)dx = [ m—dxelpourtoutentlernnture!n $Sa=Up+U; + Uy + -+ U, .

n+1

a. Montrer que S, —f e (...)

Sp=Ug+ Uy +U;+ -+ Uy =[] 1dx+f":"dx+f ("”‘) dx + -+ f* ("‘")

n+1

(e (2 e ()

n+1
Car si g# 1 alors 1+g+q*+...+qQ" = 1:"

n+1
b. Montrer que I =S, = fl : ’:u(l:x) dx
_ (® el in‘ 2“ _ (e x e X= x(m " x-l+x!'ﬂ!n” 1
I "sl - J-x g(x)dx_ f, ;— "_ dx = fl x-lml f x~Inx dx = fl' x—Inx dx = Il'_;ih_,(hT“)n+ dx
l
c.En utilisant B.4), montrerque: 0 <1-8§, s .En déduire que Ilm S,=1:
vxe [1;¢] ona 1< g0 seos(B) s hsocg(®) M e

(t—l)e"
1 Inx\N+1 4
=0<gX) [’ (ﬂ) S = n_f 1dx=o0<J" x (T) dxsm-ﬁOsl—Sns‘l_sL_,

D'od0<1-S§, S.,_,
1
Ona lim —=0alors lim (I-S,)=0 = lim S, =1.
n—+w @n~ en-1 n—++om irdrar it
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1
J Mﬂntrerﬂ“‘-'-c- <I<S +—:

_041_5,@8“ Sl.-..-....l(l)
,l,sns;__'ﬁa 1< 8o+ amgenee(2) -,

pe(et(ona Sp<1<S, + o5

. . Pour quelles valeurs de n ; S, est une valeur approchée de 1210722 _

' o 1

|5, estune valeur approchée de 13 107% & = < 107 & e™! > 10%eon — 1 2 In(10?) &> n 2 1 + 2In10. -
Donc & partir de n= E(1 + 2In10).

Bac 2006 session normale
Enoncé 3

Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (0; i; J), on considére la parabole (P) de foyer F(0,2) et de directrice la droite
(D) d’équation : y = 4. On désigne par (A) la droite paralléle a (D) et passant par le point F.
1. Soit M un point de (P) d’ordonnée inférieure strictement a 2 et H le projeté orthogonal de M sur (A).
a. Montrer que : MF - MH = 2. ‘ o & " '
b. En déduire que le ‘cérde' de ¢entre M et de rayon MH est tangent au cercle de diginttre [AB] ot A et B sont les points
d’intersection de (P) avec la d:t_'oite (A).
2. a. Trouver une équation de (P) dans le repére (0;1;]) puis tracer (P).
b. Soit (Dy,) une droite variable d’équation y-= mx+2 ol m est un parameétre réel. La droite (D,,) coupe (P) en S et T. Montrer
que, le milieu I de [ST], appartient & une conique fixe (P’) dont on donnera une équation dans le repére (0;7;J).

. 3.Soit Pellipse (E) d’excentricité e =, de foyer F(0,2) et de directrice associée la droite (D).

i a. Justifier que (P) et (E) n’ont aucun point commun.

f b. Trouver une équation de (E) dans le repére (0;1;]).
c. Déterminer les sommets de (E), son deuxitme foyer F’ et sa deuxiéme directrice (D”).
d. Tracer F’, (D) et (E) dans le repere (0;1;)). '

| Exercice N°2 :

f Du[ns le plan orienté, on considére le carré direct ABCD de centre O. On désigne par I, J et K les milieux respectifs de [AB], [AD)]
et [BC].
1. Montrer qu’il existe un seul antidéplacement f qui transforme D en A et J en L. Vérifier que f = Spgotjy ol tj; estla

translation de vecteur JK et Spy est la réflexion d’axe (BD).

2. Caractériser I’antidéplacement f :

2. En décomposant convenablement la translation tjg .

b. En exploitant ’écriture complexe de f dans le repére orthonormé direct (A; AT; A)).
‘ 3. Montrer que f(A) = B.

4.0n pose g = S,,0f. Montrer que g est un déplacement que P’on caractérisera.

5.Soit S la similitude directe gui transforme Den O et Cen 1.

2. Donner le rapport et un angle de S.

b. Préciser S[(BC)] et S[(BD)], et en déduire S(B).

¢ Montrer que S(A) = J.

d.Soit 0 le centre de S. Montrer que les points 0, 1, B et C sont cocycliques.

6.2. Donner 1a nature de SoS et préciser ses éléments caractéristiques.

b. En déduire que 0 est le barycentre des deux points (B,1) et (J4) puis construire 0.

7. S?it E le point du plan défini par : BE = 2BA et soit S’ la similitude directe de centre B qui transforme C en E. Caractériser

By N’: montrer que QE = 20D et que (QE)_L (D).

me :
PartieA
el
Soit ¢ o X =0
J 1a fonction de variable réelle x définie par :f(X) = { Jn1-x) x 0

- 2' i
I Soit (C,) sa courbe dans un repére orthonormé direct (0; i;)) d’unité 2cm.

2. tdier la continuité de f en 0.
3‘ Ustifier que f est dérivable sur ] — oo, 0[ et sur [0, +co[. Donner la valeur de la dérivfe A droite de 0.
; ’ . n(1-h)+h
N :::lt un réel strictement négatif. On définit sur ]—o0,0] la fon’ctlon u par : u(x) = ['T] x*—In(1-x)-x
L.il_:h‘)“éﬂisan: le théortme des accroissements finis, montrer qu’il existe un réel ¢ appartenant a Ih, 1[ tel que :
h? = —_—

2(e-1) "
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b.Prouver que '!.m_ln(i—_zh)ﬂ = __:__ i
d']

c. Prouver que f est dérivable & gauche en 0 et donner la valeur de la dériv

d. f est-elle dérivable en 0 ?

4. a. Calculer f*(x) pour x>0. En déduire le sens de variation de fsur [0, +ool.

gauche en 0.

b. Calculer ’(x) pour x<0. 1 de 1a fonction v puis déterminer de signe de Piy)

c. Pour x<0, on pose : v(x) = x + (1—x)In(1—x). Etablir le tableau de variatiol

pour x<0. . —oco,
d. Dresser le tableau de variation de f en y précisant les limites de  en +co et en —0

5. Tracer la courbe (C;) dans le repére précédent (O;1; ).
PartieB

1. Justifier que f posséde des primitives sur [0, +oo|.

2. Soit la fonction G définie sur I = E , '2—'[ par G(x) = J'oh(m) f(t)de.

a. Calculer G(—:l) et G'(x) pour x de I.

b. Prouver que : vxel , G(x) = x—:—'. T

c. Soit B un réel positif, justifier I’existence d’un unique réel a de I tel que : p = In(tana). .

d. On s?:ppose q::s si ]!,l{znd vers +co alors a tend vefs'z-' . calculer en cm?, I’aire A(p) de la partle du plan délimité par Ia
Courbe (C;),I'axe des abscisses et les droites d'équtions x = 0 et x = B puis calculer ,'.‘.'P,A(B)'

PartieC

Soit g la restriction de f sur [0, +f . '

1. a. Montrer que g réalise une bijection de [0, +[ sur un intervalle J que 'on déterminera.

b. Tracer dans le repre précédent (0;7;) la courbe (Cg-1) représentative de g~".

¢. Déterminer g~'(x) pour tout x de J.

2. Pour tout entier naturel non nul n, on considére les fonctions h, et k, définies sur ]—co, O[ par :

ha(0) = [ tnt)"dt et k,(x) = [*® tIntat.

a.Calculer h, (x) et !l_l.l;nm h, ().
b. Montrer, a I’aide d’une intégration par parties, que pour tout entier naturel n>1 :
Bays (0 = Z[FGOI(INCFGNI™ ! — "2 by (x) et k() = - [£GOI™ In(f(x)) — oo™ — 1],
c. Montrer, par récurrence sur n, que la fonction h,, admet en — une limite finie non nulle L, . Montrer que Yne N°,

Lays = (-1 255

3 1
d. Montrer que x'_l.lj:’ k,(x) = mrDE
PartieD
Dans cette partie on se propose de calculer la limite de la suite (S,) définie ci-dessous.
n-1

1

1 1 1
Pour toutn = 1, posons u, =———=et§, = 1+Z“‘ =1 toz+=+ o+ —,
(n+1) = 2 32 n?

On définit la fonction @, dérivabl_e sur [0, E] et dont la fonction dérivée est continue sur [0, E-] par:
12
—_t o
oM =1— te ]0,;] et ®(t) = —1.
1. Sans calculer ®(t), justifier existence d’un réel M tel que : [®'®)] <M, vt e [0 !']
n ' z 3

2. Pour tout entier naturel non nul n, on pose : I, = [Z®(t)sin((2n + Dt) dt.
n

a. En intégrant par parties, montrer que : I, = Zn:I + iﬁff‘b'(t)cos((zn - l)t) i,

lim ln = 0.

~+a0

1 n
b.Montrer alors que : |I,| < m@ + EM) et en déduire que |

3. Soit x un réel de ]0, ;] et soit n un entier naturel non nul.
n

a.Exprimer la somme Z

k=1 = _1)
n
in((2n +
b.En déduire que : z cos (2kx) = %&2 _ 21

k=1

4. a. A I’aide de deux intégrations par parties, montrer que : vke N I.:. (,z
»Jo (== t) cos 2kt o
n ) (2kt) de o

Page 203 sur 236

| Préparé par : Ahmed Jeilani Med Youmbabe
22056962-41813182-33318689

~

Pour I’année scolaire 2019.2(2( |



|

|

Classes des 7°C Pour année scolaire 2019-2020 |

1
. m
p.EN aeauire que 5n = 21, + — etcalculer lim S, .

Solution

ercice N°1 :
%':muni d’un repére orthonormé direct (0;i;}), on considére la parabole (P) de foyer F(0,2) et de directrice la droite
(D) d’équation : y = 4. On désigne par (A) la droite parallXle a (D) et passant par le point F.
1. Soit M un point de (P) d’ordonnée inférieure strictement a 2 et H le projeté orthogonal de M sur (A).
2 Montrer que : MF -MH =2:
Soit H’ le projeté orthogonal de M sur (D). Alors Me(P) < MF = MH’
or MH’=MH+HH’=MH+2 (les points M, H et H’ sont alignés). Donc MF = MH’ ¢<> MF =MH+2 < MF - MH = 2.

b. En déduire que le cercle de centre M et de rayon MH est tangent au cercle de diamétre [AB] ol A et B sont les points
d’intersection de (P) avec la droite (A) :

Le cercle de diamétre [AB] a pour rayon r = 2. Le cercle de centre M passant par H a pour rayon r’= MH.

M est le centre du cercle Cy, ) et f est le centre du cercle de diamétre [AB].

Ona:MF - M]-l =2 & MF =MH+2 < MF =r’+r. Donc C(m.r) et Cjap) sont tangents

2. a. Trouver une équation de (P) dans le reptre (0;1;}) puis tracer (P) :

MF=MH’ & MF? = MH?& (0 - x)? + (2 —y)?=(x - x)2 + (4 —y)? > x? + 4 —dy + y? = 16 — 8y + y* &x* = 12 — 4y
ox? = —4(y - 3).

b. Soit (I’,) une droite variable d’équation y = mx+2 ol m est un paramitre réel. La droite (D,,) coupe (P)en S et T. Montrer
que, le milie:n 1 de [ST], appartient & une conique fixe (P’) dont on donnera une équation dans le repére (0; [H)E

P):y= “;x et (D) : y = mx+2.

12-x?

=mx+2ex?+4mx—4=0;A=16m? +16 > 0.

wy, =Tt ER S “;’"'h"’ = —2m + 2Vm? + 1etx, = n-viom 18 ‘“:“"'*’“ = ~-2m - 2vm? + 1.
Doncy, == —2m? + 2mvVm? + 142 ety; = = —2m? — 2mvVm? + 1+2.

1=S*T = 1(-2m; —2m? + 2) >y, = —%x,z 2,

Donc I appartient & une parabole (P*) d’équation y = —%xz + 2 dans le repere (0; 1;)).

3. Soit ellipse (E) d’excentricité e = % , de foyer F(0,2) et de directrice associée la droite (D).

a. Justifier que (P) et (E) n’ont aucun point commun :
F = MH’
Me(P)N(E) < {:F 1y Hle projeté orthogonal de M sur (D).
3

S MH = IMH’ & ZMH’ = 0 & MH’=0 (impossible car M(D))
Donc (P) et (E) n’ont aucun point commun. :

b. Trouver une équation de (E) dans le repere (0; %)

1
MF = MH’ »MF? = MH"? & (0 —%)* + @ -y =30 +7(4 -y ex? +4 -4y +y? = (16 — By +y?)

2
©9x? + 36 — 36y-+ 9y% = 16 — 8y + y*«=9x* + 8 (y? -%Y) +20 = 0 <9x? +8(y-2 -2=0
2
2 2 -2
P sly-2) =1 “(—:—)r+£y—,§;)—= 1.
7 4 . . .
c. Déterminer les sommets de (E), son deuxiéme foyer F’ et sa deuxi®me directrice (D’) :

; 5
-x=0-.-:.(y_.1 z =l=,y=i ouy=1,alorslessolmnelsdel’axefocnlsontA, (O;E)etAz(O;l).
4 16 z-
cy=2 ocal 1.7 .
== x? =§=x=% oux= —:,’-i,alorslessommetsdel’axe non focal sont B, (ﬁ,‘) eth( ‘E.‘).

E centre de (E) est le point O’ = A, * A, = 0°(0;7).

X i+ +2 3 1) » .3
‘lcdenlbmfoyerp’:L_E:o = X = Oe[&zL:% 2 Y§ =;.D0ﬁF (0. ;).
-L 2 o 1 7 3 1_2

4 Le deuxitme directrice (D’) = sy(D) = (D) :y=—7 y=;— 7V X2
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Exerci N°2
Dans le plan orienté, on
et [BC).

considére le carré direct ABCD de centre O. On désigne par 1, J et K les milieux respectifs de [AB}, [ap]

1. Montrer qu’il existe un seul antidéplacement f qui transforme D en A et J en 1. Vérifier f]ue f=Spgot;z ob tjz estla
translation de vecteur JK et Spg est la réflexion d’axe (BD) :

n[P—~A

D’

‘lf»1 sAlI=D) = %AB alors il existe un unique antidéplacement f qui transforme D en A et J en 1.
une part Sy Otj est un antidéplacement car c’est la composée d’un déplacement avec un antidéplacemgnt.

D’autre part sDnot'—k(D) = SDQ(C) =Aet SDBOtiﬁG) = SDB(K) =L

D’on f= s°Botm

- 2. Caractériser Pantidéplacement f .

a. En décomposant convenablement la translation t
tW = t,—,otm = tﬁotm = tﬁotﬂ

'ﬂ(:

=2f= Spgotﬁ- = sDnotﬁDtﬁ = SDB'us.DBosjlﬂtﬁ = Snotﬁ‘ car tm = SDBOS,}
D’oil f est la symétrie glissante d’axe (J1) et de vecteur Ji.

b. En exploitant I’écriture complexe de f dans le repére orthonormé direct (A; AL Aj):
L’écriture complexe de f est de la forme z’ = a3 +baveca;beCon|af =1,
z‘=0;zp=2i; z,=1etz;=i.

{ =—21a+b=’{a——

l1=-ia+b
f(M)=M"’ et fof(M)= M”’

fof :2” =iz’ + 2 =-f—-i2+ 2 +2 = “iiz+2) +2 =242 2§,
fof est une translation de vecteur Li=2-2i=z;=1
NeA: z, =“—:’2=¥='i.(¢mwaxedef)

b — 2i - D’oi I’écriture complexe de f estz’ = -z + 2,

: =z+ 2 - 2i,
— ioll i est le vecteur de la symétrie glissante f,

u (_11) est un vecteur directeur de A.
A:y=—x+d or N(0; 1)eA = d=1. D’oi A : Y=—x+1.,

3. Montrer que f(A) =B

f(A)=Spgotz(A) = Spy(B) = B.

4.0n pose g = Sayof. Montrer que g est un déplacement que I’
g est un déplacement car c’est la composée de deux antidépla

Caractérisation de g:

g=S,,0f = SA,oS“ot,—,\a = "(n : ;)otm = g est une rotation d’

On caractérisery :
cements,

angle 2, or g(0) =0, -

. A ol g=r 0. "
5. Soit § la similitude directe qui transforme D enOetCen]. (0:3)
a. Donner le rapport et un anglede S :

D-0

s:‘c_”

o _ o1 _1
LerapportkdeSest:k::;(—:=m=E etlangleadeSwtu:([Tc’; oN=(D¢. 7x .
b. Préciser S[(BC)] et S[(BD)), et en déduire S(B): ) (oc; DA) = ";[Zn].

" S[(BC)] est la perpendiculaire & (BC) passant par I Don
* S[(BD)] est la perpendiculaire & (BD) Passant par O Dope
* {B} = (BC) n (BD) = S(B) =S(BC) N S(BD)= (AB)n (AC)

[(BO)] = (ap),
SI(BD)] = (a¢).
=A. D’op S(B) = A.
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abear aue DA} <]«
(a}= (A0 N (AD) = S(A) =S(AC) n S(AD)= (L))n (JK) =J. D’od S(A) = J.

4. Soit (2 le centre de S. Montrer que les points Q, 1, B et C sont cocycliques :
Q_ (oc- = = (RE. &
S l%: I 2. 3 (ﬂC ' (]I) =73 [2n] = (BC ; BI)[m]. Donc les points 0, 1, B et C sont cocycliques.

6. a. Donner la nature de SoS et préciser ses éléments caractéristiques :
SoS =5(g;3:n) = h(“"%
b. En déduire que Q) est le barycentre des _:l‘eux points (B,1) et (J,4) puis construire 2 :
SoS B)=S(A)=J & hg_1)(B) =] & 0] = - T0F 0B +40f = 0. Donc O = bar ((B,1) et (, 4))-
7. Soit E le point du plan défini par : BE = 2BA et soit §’ la similitude directe de centre B qui transforme C en E. Caractériser
SoS' et montre; queBOE = 200D et que (QE)_| (QD) :
—
§'=S@:¢-D*|c o E BE _ 2BC
Le rapport k’ de S’ est : k’=;€ =S 2 et P’angle B de S’ eslB=(_BE; Ei')r-(if; m =§[2ﬂ}-
= SoS’= S(a'1:0) =» SoS est translation. '
SoS'(B) =S(B) = A = SoS = tg; .
ab _ 1

$05°(C) = S(E) l o2 QE = 20D

L] —_ — 5 S(E) = D = _.E._. 2__. =
508°(C) =tgz(C) = D (0E; D) = 2(2n] (QE) _| (D)

.............

- -
———
-’ -

"'c DQ "' A‘-- " - ..*g‘
5 . R .
r" \" \“ "" J ‘r‘ '-.
0. “ ., s » i

,' 1) a‘\ ¢ .

; VS o N
H "‘ s, g 1
E ] “,O‘-' ':
' J? " .>~ K '
H [ o* T, !
' Q g ‘-' s !
[ iy e N *
‘1 l' LN b l'

v K '.*‘ \\ A

. ’ LY . »

h "' “\ “\ 4"

l“‘ \“ S h~‘ “’
B, A N B
Probléme :
PartieA
o
g x20

Soit f 1a fonction de variable réelle x définie par :f(x) = | 5. o i §

.12%
Soit (C,) sa courbe dans un repére orthonormé direct (0;;J) d’unité 2cm.
L Etudier la continuité de fen 0 :
x

“In(1-x) 1. Iln(l-x) 1. In(1+1) 1 1

ol . =lim———=slim—— = lim —— 2 = ox1=2=
Yim £00) = lim ——— =5 = f(0) et Jim £00) = I =5 2l ox iR T =gXxi=g =)
Donc f est continue en 0.

2. Justifier que f est dérivable sur ]—co, 0[ et sur [0, +co[, Donner la valeur de la dérivée a droite de 0 :
Festle rapport de fonctions dérivables sur ] -0, 0[ et sur ]0, +oo[ alors f est dérivable sur ]—co, 0[ ‘et sur ]0, 4.
x

€ 1 2x x
f(x) - f(0 b - e il 3  Re* =¥ ~1 [e -1 1 ex 1—e"]
* lim —= o e*+1 - ———=1 X
Y M xEem+D ol x 2@+ 2eE D x|
= % = % =f'43(0) = fest dérivable a droite en 0.

Donc £ est dérivable sur [0, +oo[.

3. hestun réel strictement négatif. On définit sur ]—c0, 0] la fonction u par : u(x) = ['--"-(-1;:)—“’] xX—In(1-x)—x.
:'- En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer qu’il existe un réel c appartenant i |h, 1[ tel que :
When

hZ ==

21 ° ,
uth) =0 ; u(0) = o : u est continue sur [h; 0] et non constante, alors il existe ce ]h; O[ tel que u’(c) = 0.
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Classes des 7¢C e
L [In(l UL . _1_ 7 )
T -h)+h _ |
H o s ZIM c+——1 =0= 2['"“ mh]" 1"1‘2”11(‘11?5;" 2(c-1)
b.Prouver que lim_ln(_ll.l.;_).lk = —%:
1
h-0"  =2¢-0-; In(l h.:.)-l-h—li 2(c1 D s 0
‘ c—0" - n =
c. Prouver que f est dérivable a gauche en 0 et donner la valeur de la dérivée a gauche e
L -X
L0 -1 “nG-®_1 z_. (-ma-x_1)_ . __!E(_’___"_)_—)
) —————— = lim —=2— £ ( = o x? P
x-.o x—0 x=0~ X x—-o' 2x? 2 #
Ll (hA-0+xy 1 (_ 1) —1_¢ (0) = festdérivable agauche en 0.
20 x2Z T2 ¢
d. f est-elle dérivable en 0 ?
On a '4(0) # £';(0), donc f n’est pas dérivable en 0.
4. a. Calculer £(x) pour x>0. En déduire le sens de variation de f sur [0, +o[:
e*(e?*+1)-2ePxe* _ e*-e¥* _ e*(1-¢2¥) |
RN T = () (Ba1)! (eBe1) l';::u
f est décroissante sur )0, +o[. f .
b. Calculer f’(x) pour x<0 : 2 Soit
. Z42m(1-x) 1 In(1-x) _ x+(1-x)In(1-x) Cale
vx<0;f(x) == 3 = == am ) L
¢. Pour x<0, on m“ v(x) = ,::fl( l‘lx)ln:l-x) Etazl:lir le tablean de variation de la fonction v puis déterminer de signe de ['(x) P (!)
pour x<0: '
vi)=1-In1-x)-1=-In(1-x) < 0. G
v(0)=0. b. Prot
Tableau de variationde v :
Gix) =
X —oo 0 +o Q ¢ Soit
v(x) ot On
v(x) % | po
\ p I‘(l)‘
\ ‘Q X
Signede u : w'(
F w(
— 0 2l ‘ (
v(x) + 0 - A !
d. Dresser le tableau de variation de f en y précisant les limites de f en +co et en —co : L_
Le signe de f'(x) est cel;.li de v(x) " 1 1 " lim
_——= —_— —— "’{
- lim f0) = lim o5 = lm g = e = = 7e =0 ,,(.;)
fin(t-x) _ oW@®) 1-x e 1-x oo )
. 'lj_mw f(x) = "“‘ ™ T 2% i bl 2x 0 x (— i’) =0. wﬁal
I 0 +o D
v'(x) 0 + Ijl = Lon,
v(x) 3 Coury
, \. ™
0 I
0 | ,131 A
f"" gl
!
|N°o
10.1]
Wy
(N
l‘|)|
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"

PartieB
1. Justifier que f posséde des primitives sur [0, +[ :
f est continue sur [0, +oo[ alors f admet des primitives sur [0, +c[.

2. Soit 1a fonction G définie sur I = E ,E[ par G(x) = _f:' () f(t) dt.
a. Calculer G(-:—) et G’(x) pour x del: '
v6(5) = Dy de = [*P sy ae = [Cr© de =0,
s = ¢ Zx
+vx € 1; G’(x) = (In(tanx)) f(In(tanx)) = ’::: X “—":7,—‘ =1.
b. Prouver que : Yx€l , G(x) = x— E -

G(x)=x+CetGG) =0=C =—1:-=$ vxel ,, G(x) = x—%.
c. Soit B un réel positif, justifier I’existence d’un unique réel a de I tel que : B = In(tana) :
On pose w(t) = In(tanx) ; er ,'—;[

1+tan?x

w(x) =——> 0; vxel. \‘ .
x |2 400
ot =AY

0
* lim_w(x) = lim_In(tanx) = +o car. lim_tanx = +co.
(3 x(z x=+(3
w(5)=1n(tanZ) =1 =o. ,
W réalise une bijection de I sur [0, +[ , donc pour tout il existe peRR, il existe un unique réel ael, g = w(a).
Donc p = In(tana). n 5
d.On suppose que si P tend vers +o alors @ tend vers ;. calculer en cm®, aire A(P) de la partie du plan délimité par la
- U — — 2
Courbe (C,), I'axe des abscisses et les droites d équtions x = 0 et x = B puis calculer pl_l.tjim AB):

AB) = Ff(0) dt = G(a) = (a — ) 4em’

lim =i . =i 2 2 = iem?.
- AB) = Lu“ (a = Z) 4cm? = (2 4) 4cm

TR PartieC
Soit g 1a rest
riction de f sur [0, +oo[ .

* & Montrer que g réalise u[ne bijection de [0, +oo[ sur un intervalle J que I'on déterminera :
]geslt continue et strictement décroissante sur [0, +co[ (voir le tableau de variation de f) alors g réalise une bijection de [0, +oo[ sur
0,1

3l
b. Tracer dans le repere précédent (0;1;7) la courbe (Cg-1) représentative de g™ :

(C‘-l) est la symétrique de (C,) par rapport a la droite d’équation A : y=x ( voir la figure précédente).
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5 ’ ' 1
;(yD)e lf: mlnerlg 1(x) pour foutx de I+ "
ﬁ&g&' (x) y ol KE]O ]c'ye[n +m{ |1;/§
g(y) =X “-—-——_—_ xgxe2y+x= ey “xez‘v-ey L R—— oﬁxzz —z4+x= 0 (enpﬁSBﬂtI:Ey) ;//i
A= B g g, o A T e b”
=t iy ""'#_ etz, = :z. =’Y1=ln(lh :;“z)elh:ln(}——;—‘_—) ]/’;
W7
| Or 0<1 - 4x? < 1= In (007 < g oy g (=) 20 "t
{ D’od vxe ]0 ] g1 =In (1 2;4x ) L* 1
2. Pour tou(t )entier naturel non nul n, on considére les fonctions h,, et k,, définies sur ]—<, 0[ par: /
ha(x) = [ t(Int)"dt et k, (x) = 1% thintat. y2
a. Calculer h,(x) et Jim h,(x) : ‘ at
hy (%) = [ tintde 2 2 o
{u M=t _ju®= -c’ i Ka
=
v(t) = Int v =2 (ar ]ll";
f(x ) l
. =h,(x) = [ t?In t] "mt‘ x dt = [ t2In t] “")' tdt ans ce!
5 f(l) f(:)
= [-—t lnt] [ tz] = —(f(x)) Inf(x) ——(f(x)) +— : pour 0
Jim h;(x) = lim ( (FG0))*Inf(x) -—(f( X))’ += ) =;— car lim (f(x))zlnf(x) = lim t’Int = 0. On défin
b. Montrer, a l’alde d’une integratlon par parties, que pour lont entier naturel n>1 ¢
1 Bas1 (0 = S [FQOTMn(FGON™ — 22 by () et Ky () = 225 [FGOI™ In(F()) = o5z [FOOI™ — 1] L
| By () = I.“"’ t(nt)™1de ? L Sans ¢
t rm=r u@® = ;¢ peeo
i v(®) = InH)™! 7 |y'@e) = (m + 1) 2 aney" 1. Pour
A f(x)
1 =By, (0 = [[2an0™1] 7 - S (P x 2 ant)dt = FEOP(n(re)]™ - 2 [ tneynde Bafit
p = 2 [FOI IIN(FGNI™! = 2 ha (). u)=
L Donc by, (%) = 2 [FEOPINCFGNI™? = ha(x). M=
k() = f{® t"Intdt ? S ee
[“’(t) = g8 = m‘"“ WMontr
v(t) = Int v (t =~
&) L
=k, (x) = [;Lt’""lntr * n_:l J-f(x) tH x - dt = m[f(X)]"”ln(f(X)) - L—fﬂ’) thdt 2n
1 f(x)
1 - e gh#1 ’ 1
T FeoI™ ln(f(x)) — g ] oo [f(x)]"“ln(f(x)) - _117 [f(x)™1 - 1] : 2n .
mnc kn(x) = — [f(x)]"“]n(f(x)) (n+1)’ [[f(x)]'”-l - 1] Or |0’(t)
c. Montrer, par | récurrence sur n, que la fonction h,, admet en —oo une limite ﬁnie non nulle L, . Montrer que Vne N°, Tl £
l-'nﬁl = ( 1) znﬂ : 0‘0‘\] 2
« Montrerons par récurrence sur n, que la fonction h, admet en —oo une limite finfe non nulje. |ln| !
Initialisation : 1 Ell 1
_ AR
lim h,(x)=-=lx='-n- j'sbi {
Y Ix
Transmission : e
Montrons que si lim hy(x) =In = Lo # Oalors lim h,,y(x) =1,,, = L,,, + 0 'y,
i
. n+1 e
' lim hp, (%) = ,l-]‘]P ( [f(X)] [hl(f(X))] +1 _ ll,,( )) = —'—z——l,, =1y, = | Z'
\ ) el
Concluswn T 2
’ h, (x) admet une limite L, # 0 quand x tend vers —co, i
)
' Ze'(zh
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. Montrerons que vne N°, Lny1 = (- 1) i ni

Iz ) _;Il Zn+1 *
2
3= 772
4
I,=—3h
| ""21':—1
— o ! _!____—_____——
1,=(-1) 2n- mh =EH-t—. Zn+1 carly = 1____1_
d.Montrer que lim k,(x) = .(___1___ 7
X=—o0 n+ 1)2 H
lim ky(x) = lim ( [f(x)]nnln(f(x)) - ———[[f(x)]™*1 — 1]) 1
Ca’ Jim ([f(x)]nnl“(f("))) = lim (" ny), e 1) (n+1)2

PartieD
ite (S,) définie ci-dessous.

1
(n+1)=°tsn‘1+z 1+1 I

4 32 n?’
On défimt la fonction ®, dérivab) .
e sur [0 ] et dont la fonction dérivée est continue sur [0. :] par:
: 2

Dans cette partie on se propose de calculer la limite de la sui

Pour toutn = 1, posons y, =

o(t) = L— te]o,Xetwm =1,
L S"“s “‘l"“'e" ®’(t), justifier Pexistence d’un réel M tel que : |'(1)] <M, vt e [0 I']

@’ est continue sur Pintervalle fermé al
: I ors @ est bornée, d’oi il existe un réel M tel que |®’(t)| <M ; 3 VX € [0 —] '
*zl’

2. Pour tout entier naturel non nul n,onpose: 1, = j' 7 (D(t)sm((Zn +1)t) dt.

a. En intégrant par parties, montrer que:l,

{ u'(t) = sin((2n + ) u(t) = -
v(t) = ¢(t) o

>0,=-

z..ﬂ z.,ﬂ f ; P'(D)cos((2n + 1t) dt :
*cos((zn + 1t)

2Zn+1
v W= tb’(t)

oy “—[®(t)cos((2n + 1)t)]z e i jz ®'(t)cos((2n + 1)t) dt =

b.Montrer alors que : Il | <

Bt I ; @' (Ocos((2n + 1)t) dt
(1 += M) et en déduire que lim I,=0:

2n+1
[ ®'(t)cos((2n + 1t) dt| <

Il < B —

2n+1 2n+1

< 1
2n+1" 2n +1
Or l‘l”(t)l <M;vte [o ] et |os((2n + 1)t)| < 1 pour tout réel t.

1
“Zn+1 20+ 1[ [*(cos((2n + 1)t)]ae

I(b'(t)l |cos((2n + 1)t)tdt

= 1 X
" I = 2n+l + 2n+1 IO Mx1dt<— 2n+1 21‘|+1"‘:l Mdt < Zn+1 + Zn+1 x ZM
D’od [Tl S (1 += M) .
lim l.,—0car liﬁ2n+1(1+—m) 0.
n-

3. Soit x un réel de ]0, z] et soit n un entier naturel non nul.
n

a.Exprimer la somme z ¢l@ | en fonction de n et x (ol i est le nombre complexe vérifiant j? — -1):

n k=1 .
— (i@ 12x) _ oHZ(Mm+1))X) o — _
el@) _ gi(zx) 1- (™) _e b ore' — e'® = 2isin ( = B) e'(‘TE)

& 1-el@ 1-¢e®
n
- Z olZia) _ 2isin(—nx)e!®+x _ sin(nx) el +1x
& 2isin(x)e™ sinx
Page 210 sur 236

Eﬂé par : Ahmed Jeilani Med Youmbabe 22056962-41813182-33318689 ]




TN

Clas
I_@ Pour I’année scolaire 20]9-2()5{{"]
B

n
b.En déduire que : Z cos (2kx) = Sn(Cn+1)x) 1
. k=1 2sinx 2
Z €os (2kx) = Re Zei(zn) _ sin(nx) sin(2n + 1)x + sin(-=x) _ sin((2n +1)x) l.
k=1 — ™ X cos(n+ 1)x = e — ——————'—'Zsmx 2

4. fl- A P’aide de deux intégrations par parties, montrer que : vke N°, fo% (% - t) cos(2ke) dt = .‘-'1‘_2 :
{u )= ;:os{2kt) u(t) = ;‘;sin(zkt)
V(t)=';—t = vin=2_1
X2 2 " 2 n
= Z(5 - t) cos2ky) dt = HE-1) sin(Zkt)]: - 5 7 (2 - 1) sin(2kt)dt
Caleulons [ (% - 1) sin(2ke)at.
u'(t) = sin(2kt) u(t) = — = cos(2kt)
["(t) =il N {v'(t) 2
= r2t \ t ) 3 =
= [z (; - 1) sin(2kt)dt = [— i(-i— - 1) cos(Zkt)]: + é JZ cos(Zkt)dt.

- ot - (32 e} (|- 56 - 1) cosono 2 st

1 1 1 . 3
= ;'k_i_-ﬁ ESI“(Zkt)]:
_ 1
Ly T
Donc f;(;-t)cos(zkt)dx = 5.

b. En déduire que S, = 21,, + — et calculer lim S, :
6 n-+w

o [zt S 1 11 1
S cos(Zkt) dt = — - i o
;L (n ) S ;ﬂc’ 4;1(2 e

- f(g- )Z cos (2kt) dt

0 k=1

[t sin((2n+ 1Dt) 1 1 g(tz T ) 1 (7 /¢? 1
T
ﬁ —— — ————————————— — P —— — g— P —
L ('n: t)( 2sint 2 )dt 45" it .L 2sint sin((2n + 1)t) 2 ,L (-n: t) de = Zs"
;(—-::—t) 1[¢3 t"‘; 1 1 1n?-3n 1 w1
.[n 2sint Sln((2n+1)t)-2 [311'— 2]0 _Zs" 2 In 2 24 =zsn¢""z |n+—24 =an <=°S.=2l,.+—6

Do S, = 2I, + .
lim s, =Ji£(21n+%z)=zxo+-a—=%.
Bac 2006 session complémentaire
Enoncé

Exercice N°1 : .
Dans tout I’exercice :

Le plan complexe (P) est muni d’un repére orthonormé direct (0; ti; V) ;

a est un nombre réel strictement positif ;

A est le point de coordonnée (a,0) ;

(D) est la droite d’équation x =2 ;

f est une fonction réelle strictement positive de variable réelle t, définie sur ]_. x, 1[
Pour chaque valeur du paramétre t, on note s, ’application de (P) dans (P) qui  tout ;oi:l M d’affixe z fait correspondre e

point M = s¢(M) d’affixe Z, telle que z, = f(t)(cost + isint)z.

1. a. Quelle est la nature de ’application s; ? Donner ses éléments caractéristiques.

b. Donner les équations analytiques qui définissent s, et celles qui définissent s, par rapport & (0; T: ¥) (s,~" est I’applicatio?
+ Wy t

réciprogue de sp)-
2. Dans cette question,

1
on pose f(t) = — pour tout t e]-—g;l;.[_
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. nn
o Mombres q-" ot M 7O alure v i 'I 2’ 1[ le Glungle OMM, wot & vetangle cn M.
b. Le point M étant fixe, quel est I'ensemble I'(M) décrit par M, lorsque t décrit ]_ L :[
’ 2zl
c. Montrer que I’image de la droite (D) par s, est une droite (D,) dont on donnera une équation cartésienne dépendant seulement
de a et de tan(t).
3, Dans celte question, on pose f(t) = cost pour tout t €|— gl[

[

a. Montrer que si M #0O alors v t E]"’ %i E[ le triangle OMM, est rectangle en M, .

b. Le point M étant fixe, quel est I'ensemble I”(M) décrit par M, lorsque t décrit |- 3;3].

4. On suppose toujours que f(t) = cost avec t #0..0n note A, = s,(A). B

a. Donner une mesure de ’angle (AM; A\ M,).

b. Soit H, le point d’intersection des droites (AM) et (A,M,). Montrer que les points O, H, , A et A, sont cocycliques.

c. Montrer que les points O , H, , M et M, sont cocycliques. Quelle est la projection orthogonale de O sur la droite (AM) ?
d. Soit (D) I’image de la droite (D) par s,. Montrer que lorsque t varie, (D,) passe par un point fixe.

Exercice N°2 :

On cons;dfre, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation suivante : (E,).: (iz)" = (z + 2i)" od n est un entier supérieur
ou égal & 2.

l.a Déter(;niner et écrire sous forme trigonométrique les solutions z, et z; de I’équation (E;) ot z, est la solution telle que
Re(z,) < 0.

V2
b. Posons u = — ~~z,. Montrer que ¥p €N, (u)® + (@)® = 2cos (?) (o2 T est le conjugué de u).
c.On co:sidére I’application f définie de I’ensemble des nombres complexes sar lui-méme par :

L 1 ‘ A

f(z) = Z C? zPcos (pT) .Montrer que f(z) = 2 (A +uz)" + (1 +uz)"]
p=0
d. Résoudre, dans 1’ensemble des nombres complexes, I’équation f(z) = 0. .
2. On considére dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (0; ii; V) les deux points A(—2i) et M(z) o1 z est un
nombre complexe. '
a. Montrer que si z est solution de (E,) alors OM = AM.
b. En déduire que toute solution de (E,) peut s’écrire sous la forme a—i oll a est un réel.
3. a. Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation (E,)- ¢
b. Montrer que les solutions de (E,) peuvent s’écrire sous la forme : z, = —i + cotan G - '—‘:—-) ou ke{0,1,...,n—1}.
Probléme :
‘PartieA
. it 14x '

Soit f 1a fonction numérique définie par : f(x) =3 In (17‘)
1. a. Déterminer I’ensemble D de définition de f.
b. Montrer que f est une fonction impaire.

¢. Dresser le tableau de variation de f. . R
d. Tracer la courbe représentative (C) de f dans un repére orthonormé direct (0;1;)) d’unité 4 cm.
X

2. a. Montrer que f réalise une bijection de D sur R.
b. Soit g la réciproque de f. Montrer que pour tout réel X, gx) =05

¢ Tracer la courbe représentative (C’) de g dans le repere (0;;))- : '
3. Déterminer I’aire de la parie du plan comprise entre les deux courbes (C) et (C’) et située dans le carré défini par :

-1<x<let-1<y<1. PartieB
artie.

Pour tout entier naturel n et pour tout x>0, on pose : In(X) = J3[g(®]"dt et on convient que [g(1)]° = 1.

L a. Justifier I’existence de I,,(x), YneN et Vx=0.

b. Calculer Io(x) et I;(x).

¢ Montrer que ¥p=1 et vx>0,0na: 0 < Ipp(x) = x[g(x)]*".

d. Déduire que ¥x=0, la suite (1,(x)) est convergente et calculer sa limite.

2. a. Vérifier que Vte R, on a : [g(t)]* = 1 —g'(X)- ;

b. Montrer que VneN et ¥x=0,ona : I,,2(x) = 1,(x) - — (g™, ; . -
 Déduire alors que vp=1 et vx20, on a : 1, () = x— [(800) + (@) +3(8())° + -+ 55 (8)™ )

sanasaure i [1 33 30) + 556 |

P+
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PartieC
Soit h ]a fonction numérique définie sur ]- 1, 1 par : h(x) = f; ;—i—:—,d'-
1. a. Justifier la définition de h sur J-1,1].
b. Montrer que vte R \ {-1;1), % =a+ ':":': + -‘—:-1- oi a, b et ¢ sont des réels a déterminer.
c. En déduire que Wxe ]- 1, 1[, h(x) = —x + f(x) ois f est la fonction définie dans la partie A.
2. Etudier h et construire sa courbe représentative (C’’) dans un nouveau repére orthonorm €.
3. a. Montrer que ¥x>0 et Yke N* on a : Inx< E -1+ Ink

1 o
b. En déduire que vke N* ona : [*'?Inxdx < Ink et que vne N, f;" *Inxdx < In(n)).
=3 7

¢. En déduire Yne N° ; In(n!) > (n + ;—) In (n + %) -n+ %an.
4. Soit (Uy)nz la suite définie sur N° par : U, = In(n!) — (n + ;) In(n) + n.
a. Montrer que Vne N°, U, — U,,, = (2n + 1f (ﬁ) - 1.

b. Montrer que ne N*, U, > %lnz.
c. En déduire alors que (U,),,, est convergente.

Solution

Exercice N°1 :
Dans tout Pexercice : s
® Le plan complexe (P) est muni d’un repére orthonormé direct (O; U; V) ;
a est un nombre réel strictement positif ;
A est le point de coordonnée (a,0 :
(D) est la droite d’équationx = a ;
n

f est une fonction réelle strictement positive de variable réelle t, définie sur }— ;—'; ;[.

Pour chaque valeur du paramétre t, on note s, P’application de (P) dans (P) qui i tout point M d’affixe z fait correspondre le
point M, = s,(M) d’affixe z, telle que z, = f(t)(cost + isint)z
1. a. Quelle est la nature de I’application s, ? Donner ses éléments caractéristiques :
S : Z; = f(t)e'*z. Donc s, est une similitude directe de centre O, de rapport (t) et d’angle t.
b. Donner les équations analytiques qui définissent s, et celles qui définissent s¢”! par rapport a (0; U; V) (s, ! est I’application
réciproque de s,) :
St : Z, = f(D)e"z avec z = x+y et z, = X+iy; 0d X ; ¥ ; X, et y, des réels
. . X, = f(t)(xcost — ysint)
& XpHy, = f(t)(cost + isint)(x + iy) & {y. = f(t)(ycost + xsint)

s, est une similitude directe de centre O de rapport % et d’angle (—t).

1 - .
Donc s,”! admet une écriture complexe de la forme z', = o 2 avec z = x+iy oi x 3 ¥ 5 X, et y, des réels

& XpHye = %(tos(—t) +isin(-0))(x + iy) exHy, = %(cost — isint)(x + iy)

{x, = i(xcost + ysint)

1(t)

_ 1 fo M
Y% (ycost — xsint)

2. Dans cette question, on pose f(t) = :‘n pour tout t E]" 3;'} E[
a. Montrer que si M #Q alors V t €| — s; :}[ le triangle OMM, est rectangle en M :

(MO; MM;) = arg (z,_—z z) [2n) = arg (z ; z.) [2n] = arg (__ﬁ__z - fit)e"z) [2n] = arg (____z(l = f(t)e“)) [2m)
z

1
= arg(1 - f(t)e'")[2n] = arg (1 — ﬁelt) [2n] = arg (l - E—:;(cost + isint)) [2m]
= arg(1 -1 — itant)[2n]
= arg(—itant) = ;[n].
Donc le triangle OMM, est rectangle en M.
b. Le point M étant fixe, quel est I’ensemble I'(M) décrit par M, lorsque t décrit | 2.1/ .
Si M est fixe alors M, décrit la droite perpendiculaire en M & (OM). D*

2
ol (M) est la droite perpendiculaire en M i (OM).
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¢. Montrer que 'image de la droite (D) par s, est une droite (D,) dont on donnera une équation cartésienne dépendant seulement
de a et de tan(t) :

1

(acost — ysint)

‘:

cost

Y = c—:‘-t (ycost + asint)
Donc I'image de la droite (D) par s, est une droite (D,) d’équation x, + y,tant=a—atan’t.
3. Dans cette question, on pose f(t) = cost pour tout t e]—f ; %[

a. Montrer que si M #O alors V t e]—— = ;—'[ le triangle OMM, est rectangle en M, :

= = it, _ it _

Me(D) = M(a ;y) =M, = 's¢(M) a pour coordonnées ﬁ{ = X, + y,tant =a-atan®t

t
e _ : 2 —
-~ (coste 1) (2n] = arg (cost(cost + isint) 1) @xl= srg (coszt + icostsint 1) (2n]

il

costelt cost(cost + isint) cos’t + icostsint
cos’t + icostsint — cos?t — sin®t icostsint — sin’t
arg( cos?t + icostsint ) [2n] =iz (coszt - icostsint) 2%)
isint(cost + isint)
- (cost(cost + isint)
Donc le triangle OMM, est rectangle en M,. -
b. Le point M étant fixe, quel est I’ensemble I'’(M) décrit par M, lorsque t décrit ]— lz'-; ;—{ .

Si M est fixe,ona M 20 ; (M,0; M\M) = E[‘rr], alors M, décrit le cercle de diameétre [OM] privé de O et M.
D’ot I'’(M) est le cercle de diamétre [OM] privé de O et M.
4. On suppose toujours que f(t) = cost avec t #0. On note A, = s,(A).

a. Donner une mesure de Pangle (AM; A;M,) :

i it, __ i ‘3
(AM;A,M,) = arg (%_—_%:'-) [27] = arg (wste l: — :‘me ‘a) [2n] = arg(coste™)[2n] = t[Zn].

b. Soit H, le point d’intersection des droites (AM) et (A;M,). Montrer que les points O, H; , A et A, sont cocycliques :
On a d’une part : (H,A; H,A,) = (AM; A,M;)[n] = t[n). A\\ ¥

D’autre part : (ﬁ; O_A;) = t[2n].

(AA; HA,) = (AM; A,M,)[n] = t[r] = (H;M; HM;) = (0A; 0A;)(n].

D’oil les points O, H, , A et A, sont cocycliques. )
¢. Montrer que les points O, H; , M et M, sont cli ues. Quelle est la projection orthogonale de O sur la droite (AM) ?
RENTL Y

On a d’une part : (HM; HM;) = (AM; AM,)[

D’autre part : (OM; OM,) = t[2n].

(AM: HM;) = (AM; A,M;) [n] = t[n] = (H:M; HM;) = (OM; OM,)(m].

D’ou les points O, H, , M et M, sont cocycliques.

Les points O, H, , M et M, sont cocycliques = (M,0; MM) = (H0; H;M) ], or le triangle H,OM est rectangle en H, alors le

projeté orthogonal de O sur la droite (AM) est le point H, . ) )
d. Soit (D,) I’image de la droite (D) par s,. Montrer que lorsque t varie, (D;) passe par un point fixe :

Le projeté orthogonale de O sur A est le point d’intersection de A et (D), donc A est le point d’intersection de A et-(D,), d’ou (D,)

passe par le point fixe A lorsque t varie.

On considére, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation suivante : (E,) : (iz)™ = (z + 2i)" ol n est un entier supérieur

ou égal 2,
1. a. Déterminer et écrire sous forme trigonométrique les solutions z, et z; de ’équation (E;) ot z, est la solution telle que

Re(z,) < 0: o . 3 .
(E) : (iz)? = (z + 2i)? & —2? —z?+4iz— 4222 +4iz-4=02"+2iz-2=0.

A’=|1..1(__2) =17z, = -1-ijz,=1-i=17 =ﬁ(cos-s‘3+isin57");zz =Ji(cos?+isinl})

)[21:} = arg(itant)[Zu] = ;—[n].

b. Posons u = — %zn- Montrer que Vp €N, (u)? + (W)P = 2Zcos (?) (ot U est le conjugué de u) :
u= -—‘/Ez1 =u=-2y3(cosZ=+ lsinﬂ) = —e't = —eMefi = e = cos;-+ isin:-'

: ny P £ ny P ‘ n ‘ pm pn pm pm pm
(u)P 4 P = (e’T) 4 (e"T) = e"‘r + e_,l!; = coSs (—4-) + isin (T) + cos (T) — isin (T) = 2cos (T)
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¢. On cons:dt‘zre Papplication f définie de l’cnsemble des nombres complexes sur lui-méme par :

f(z) = Z CP zPcos (p4 ) Montrer que f(z) = -[(1 +uz)"+ (1 +uz)":

p=0
1 p
= n P P PuP PYyzP = P,p =
2[(1+u:z)"+(1+ﬁ‘z‘)] ZC u"z"+zoc (u)PzP| = ZC (u? + (W)P)z ;C ztos ) f(z)
= #
D'oir f(z) = ;[(1 +uz)" + (1 + “)"].
d. Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation f(z) =0 : —
f(z) = 0 & 2[(1+uz)" + (1+82)"] = 0 (1 +uz)" + (1 +12)" = 0> (1 +uz)" = —(1 + Wz)"
n 2kmn
:‘ :::'—;:;,:— (:::: =-—1¢> Z" = —1 avec SoitZ = H—“’ﬁz—e +n oukunentier0<k <n-1. o
wakn .l'"'“"_
& H..E:e’_n— az:wl,—oilkunenﬁeroskSn—l.
u—ue n
2. On considére dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (0; u; V) les deux points A(—2i) et M(z) ot z est un
nombre complexe.
L a. Montrer que si z est solution de (E,) alors OM = AM :
b z est solution de (E,,) & (iz)" = (z + 2i)" & |(iz)"] = |(z + 2i)"| & liz|" = |z + 2i|" < [i|"|z|" = |z + 2i|"
& < z|" = |2+ 2i|" [z]| = |z + 2i| &z - 0] = |z - (-2i)| & OM = AM.
.‘ b. En déduire que toute solution de (E,) peut s’écrire sous la forme a—i oi a est un réel :
i z est solution de (E,)= Memed[0A] = Im(z)=—1 ( la médiatrice de [0A] est la droite d’équation y=—1) = z=a—iodh aeR.
'; 3. a. Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation (E,) :
} n— & (iz)" lul !
(iz) (z+2i)" = (: 2 = 1 ﬁ(“z‘) = -1 T"=1avecSoit T = ——a T=e"n ol kunentier0< k <n-— 1. la
- L] ) fest!
Z e ez= 1h—z“rouke{()lz ;n—1) So
‘ z+24 et n" i e ra\ ’ b.
[ b. Montrer que les solutions de (E,) peuvent s’écrire sous la forme : z,, = —i + cotan 1 - E:—) ou ke{0,1,...,.n—1}: 5
Ona:z e _ 2 _ 2 = 20 M (=) ssin(® 8
S B | U e _Fi"__"‘
e i(1+io'_n‘ ) 1+ie'm Zcos(k—'+')¢'(_'+}) ry cos(Te ad |
, 0r-?—-+'f=-?--—§+§etcos(x+5)=—smxacos(—-— )»—cos(—-——-+—)-——sm(———-) D'od
f - cos(*= )+ls1n('"' = l:os(—-!)HJin(“ = _ _ ¢ Tr
‘: Z, = m(_-?*,_:) _m(? L) = —i —cotan ("n'" ~ —i+ cotan (; = —_—) ou kef0,1,...,n—1}. 3. Dé
i Probléme : -1:
) PartieA Soit.
Soit f 1a fonction numérique définie par : f(x) = % In :%:) ]
i 1. a. Déterminer I’ensemble D de définition de f : .
| =>0exe-1;1[DoncD=]-11[. “1
'; b. Montrer que f est une fonction impaire :
i vxeD ; —xeD.
| f(—x) = -In (H‘) ——l 1+”) = —f(x). Donc f est impaire.
c. Dresser le tableau de varlntion def:
f ( :) 2 " d=m 1 " Do
(")""‘ 1+x z “a-»2 T+x (1+x)(1 R l
Py,
L Jim f) = lim ( = La,
i 1+ Lag
| Jimee = llm—ln(l_:) +oo,car Ilm1+x‘— 40, P
i = | 1 lo(x
} f'(x) + [,(
| f(x) +00 X
& "y
b Yh,
i S0
! U
\7[5
Page 215 sur 236 b°n
[ Préparé par : Ahmed Jeilani Med Youmbabe 22056962-41813182-33318689 | Q
B,




Pour I’année scolaire 2019-2020 7]

(Gt 7C

i

- (C)

x=1 .

"R

d. Tr:lcer la cnurbe renr‘é.cenlal;ve ({‘) de f dans un repere qribonorme’- direct (0:7: ) d’unité 4 cm -

P rTLriy
-

y=1

eX_1

== e?X41

‘ Dod VxeR; g '(x) =
¢. Tracer la courbe représentative (C’) de g dans le repére (0;;]) (voir la figure précédente).

iy
it “1(y) =
eX4e=X « g (X) =
eX—g~X
eX4emx "

ey=

— i ‘
L©) .
Cxm (G ey
X — +00
'(x) +
g(x)

et-eX
eXye X

1-y

2. a. Montrer que f réalise une bijection de D sur R :
f est continue et strictement croissante sur D = ]- 1; 1] donc f réalise une bijection de ]- 1; 1[ sur R.

b. Soit g la réciproqhe de f. Montrer que pour tout réel x, g(x) =
gy) =xo g '(x) =y ouxeRety €]-1;1][.
) =x¢=-;—ln(%§) = xaln(“" =2x&

1+y

et
e*+e %’

e?*-1

e e -—yeX=1+ye(e®+y=e"-1=08y=75—-=0

3. Déterminer 1’aire de la parie du plan comprise entre les deux courbes (C) et (C’) et située dans le carré défini par :
-1<sx<let—-1<y=<1:
Soit A I’aire demandée. Alorson a :

A=16cm? (4 J'ol [x — g(x)] dx) = 64cm? fol [x — g(x)] dx

J-l ex_e-x
0 [ -e"+e""

=in (_22@)

e?+1

e

‘ Pour tout entier naturel n et pour tout x>0, on pose : I,(x) = f: [g(t)]"dt et on convient que [g(1)]° = 1.

| 1. a. Justifier I’existence de I,(x), vneN et vx=0:
' Lafonction t— [g(t)]" est continue sur R alors I,(X) =

b. Calculer I,(x) et I, (x):
hh(x) = [[g()Imdt= Jy [g(®)]°dt= J 1dt=[t]§ = x.

h() = Mg at= [} gtydt=
€ Montrer que ¥p>1 et Vx>0, on a : 0 < I;(x) < x[g(x)]*? :
VP> 1etvx>0;0na0 <t < xet g est croissante = g(0) < g(t) < g(x) & 0 < (g(1)* < (g(x)*®

]dx = [% x? —In(e* + e"')]:

= Inye — Ine~*(e? + 1) + In2 = Inve + ln(

= %— In(e + ') + In2

PartieB

| S0 [P dt < [[g(x)]?Pdt & 0 < Ipp(x) < x[g(0]*?

:E:f:—}it: [In(et + e )]s =In(e*+e™*) —InZ =In

1 - Déduire que vx=>0, la suite (1,(x)) est convergente et calculer sa limite :

et +1

f: [g(t)]"dt existe VneN et vx=>0.

e

).

V205 g(t) € [0; 1[= 0 < [g(D)]™* < [g(®I" <1=vx 2 0; 0 < [lg®]™ dt < [g(0}"dt < 120 < 1y1 () < 1 (0.

Done (1n(x)) est décroissante et minorée.
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([n(")) est convergente car elle est décroissantc et minorée.

VX2 0;g(x) € [0;1( = lim [g(}* = lim [g(x)]" = O alors d'aprés TG lim 135() = 0= lim 1,() = 0.

2. a. Vérifier que Vte ]R, ona: [g(t)]? = 1 g'(x):

(e'+e(et+e ) —(e!—e (e —e ) _(e'+ e - (ef - e )?

g'(t) = (e + e V2 = (et + e-t)2
(e' - e™)? ~ et — e~t\? B .
~rrem =1~ (rren) =110
Done [g(1)]? =1 — g'(x).
b. Montrer que VneN et Vx>0, 0ona: I,,(x) = I,(x) - — [g(!t)]""l

L2 () = [g®) dt = [gOP(e(]® dt = {11 - g (NIg®" dt = [g®I dt - f;'0lg®)" dt
= 1) - [ =1, - -—ltz(x)]"“l

Donc VneN et ¥x=>0,0na: 1,,,(x) = I,(x) - — [g(t)]'"1
¢. Déduire alors que Vp=>1 et ¥x>0,0n a: lz,(x) =x- [(g(X)) $= (g(x)) +3 (g(")) + ot m (809)

120Q = Lo(®) ~ } B
'M -3 lB0oP
M

]

(%) - > [g(x))®

Ip(0) =Lp ,(x) - 5 [s(X)Jz"

1 s 1 X
10 = 1000 = (£00) +3(800)" + 5 ()" + -+ -1 (60) ™"
— [(g(x)) + l(g(,‘))s + l(g(x))s + -4 zp{' = (g(x))ZP'l]

d.En déduire lim |- + 1(1)3 + 1(1)5 + ot . (1)2’—:] :

p+w |3 3 5\3 2p-1\3
£(3) =InvZ=g(InvZ) =

=1,(InvZ) = InyZ - [(g(ln;/'z_)) (g(lnﬂ)z: (g(ln\/_)) i +__(g(|..n)=p 1]
=2-[3+3(3) +§(§) 2%_1(3) ]
=.§+1() 42 () R () = InVZ - I, (Inv2).

1 1,1 1/1\° 1 AP
am [2+3() +g(§) totgpz(3) | = im iz, (nvz))
=InVZ - lim 1,,(nv2)
=Inv2 - lim 1,(InvZ)
=Inv2
PartieC
Soit h la fonction numérique définie sur ]- 1,1 par : h(x) = f* T'-:‘z‘"-
1. a. Justifier la définition de h sur ]-1,1[:
l
La fonction t— — est continue sur] 1, 1[, donc h est bien définie sur]-1,1][,

b. Montrer que Vte R\ {—1; 1}, =a+ —+ 721 °U 8, b et ¢ sont des réels a déterminer :

t2 _ 1;~1=_1+ 1z=1+ (1+t)+(1-—t)+1] 1ri+e 1 17 1 1

. 1=t 2 g 21—t=+i_—_ﬁ]=1+2 T taE
EPUETEEIINE Sl NPTk SO B DS S
“1+'z'[1i-—t=+11-t=]‘1+z[1—t+1+r.]""1+‘1—:t+m

¢ = - _Z_ -——z—=>a=—1-b=1et|:=1

ice- Misetist =3 z
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e @ 7°C

c. En dédulre que Vxe -4 AL h(x) = —x 4 f(x) oli f est la fonction définie dans la partie A :
- 2

h(X) J‘o

——dl—

1-t2

[-—t + E1n(1 =

Donc VXE -1, 1[, h(x) = =x + f(x).
zRindler st CoREicalres coirhe "EPl‘ésentative (C*’) dans un nouveau repére orthonormé

J'(—1+-3-+TiT
1+D] -—x+1l (l+x
zo l—x)

)dt =[-t=tma-o+ ~2In(1 + t)]o =[-t+1(n(1+ v -1n@1 - v)]

x*
= 0.

h'(x):-l+f(X)= —1+1—?= -
lim, h() = Hm, (—x +f(x)) = —ocar_lim, f(x) = —.
hm f(x) = hm(—x + f(x)) = +w. car hm f(x) = 4o,
—1 0 1
h'(x) + 0 +
h(x) +o0
o — i
il
:" x=-1
€y
x=1 '1'
J.a Montrer que Yx>0et Vke N'ona: lnx< -—1+ Ink
1 1 _ k=x
x kol

J

Metvkel\“onpose.u(x)-lnx--+1—-lnk =0 (X)) =--
N

U”(‘X) = + ll)‘ = +0®
0

u(x)

1N

“(k)=lnk—-:-:—+1—lnk— 0
SVolet vke N' 5 u(x) < 0 =inx = +1-Ink =Inxs{-1+Ink

D’od vx>0 et vke N° on a : Inx< = 1 + Ink
b. En déduire que vke N* on a : f zlnxdx < Ink et que Vne N’ ft “Inx dx < In(nl) :
1
I‘*?(-- 1 +Ink ) dx

1
2

Vx>0 et vke N* on a : lnxs——1+lnk=f ’ln’(d"<f
ilDdeS{'—u—x+(lnk)x] F’f 21..xdx<£—ll—k——+(lnk)(k+) i—z:l+k—-———(lnk)(k-*-)
4 2

k4l
=) Flnxdx <1 -1+ Ink= fk__,_’lnxdx < Ink.
2z

: 1
k3
| Doncvke N ona: jx Zlnxdx < Ink.
2
AAnEcngs A1212127_T21RARD
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3
Sik=1; JfInxdx < Inl
2

5
Sik=2; [ lnxdx < In2
F3

%
Sik=3; [fInxdx < In3
2

S:k-n,] zlnxdx <lInn

3 5 7 1
=[FInxdx + fZInxdx + [FInxdx + ---+f:_-+flnxdx <In1+In2+In3+--+Inn
1 3 2 A
1 1
= fl“‘lnx dx<In(1x2x3x..x n) =of;+'lnxdx < In(n)).
2 z

1
Donc vYne N-, flmzlnxdx < In(n!).
2
¢. En déduire vne N* ; In(n!) > (n + %) In (n + %) -n+ -;-lnz s

1
On a :¥ne N°, j}“’ Inxdx < ln(n')

01-J'l ‘lnxdx-[xlnx :u:]1 (n+ )ln(n+ )—n———-l (’)+-—(n+ )lﬂ(“+ )—“—'I“()

D’oi: vneN*; (n+3)In (n +2)=n+3In2 <In(a).

4. Soit (U, ),1>1 la suite définie sur N* par : U, = In(n!) — (n + %) In(n) + n.

a. Montrer que Vne N°, U, —U,,, = (Zn + 1)f (2—5 -1:

U, - U,,, = In(a!) - (n + -) In(n) + n — In((n + 1)) + (n 4 3) In(a+1) -n—1.
=—In(n+1)+ (n +;)ln(n +1)-1 —( )ln(n)
= (n + —;-)ln(n +1)—-1— (n +-;-)1n(ﬂ)

= (n +-;—) [In(n+1) —In(n)] — i

=(zn+1)1|n(“:1)~1

) =4 (7)< 1 (%)

Donc Vne N*, U, — Up,; = Zn+ DF (zntu) =
b. Montrer que Vne N°, U, = :lnz :

On aln(n!) = (n+ )ln(n+ )—n+ =In2 et(n+ )ln(n+ ) (n += )Inn
= In(n!) = (n + )lnn —n +-ln2 = In(n!) — (n + —) Inn+n> -ln2

Donc Vne N*, U, = - ln2

c. En déduire alors que (Up)nz1 €St convergente : )

Uy = Uney = (20 + 1)f (z +1) 1=Q@n+1) (f(z.m) Za+l) =(@2n+ l)h(

U, = zlnz = (Up)p=1 €St minorée
U, = Uy = 0 = (Uy)n: est décroissante

Orf

= (Up)nz1 est convergente.

Page 219 sur 236

[:__Préparé par : Ahmed Jeilani Med Youmbabe

22056962-41813182-33318689




/7 e e

ses des 7°C’ '
@T Pour I’année scolaire 2019-2020 |

Bac 2005 §esslon normale
Enoncé

| Exercice N°1:
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (0; u; v).
I 1.On pose P(z) = z* — (5 + 71)z% + (—6 + 261)z + 24 — 24i o z est un nombre complexe.
| a. Montrer que I’équation P(z)=0 admet uiie’solution imaginaire pure. =
’ b. Ri:soudre, dans I’ensemble des nombres complexes, I'équation P(z)=0.
2.Soient A ; B et C les images des solutions de I’équation P(z)=0 avec |z,| < |zg| < |Z] .
| a. Placer les points A ; B.et C et montrer que O ; A ; B et C sont cocycliques.
‘ b. Calculer I’affixe de G = bar{(0; 5); (A; —3); (C; 4)]et vérifier que G est le milieu de [AB].
| c. Déterminer puis représenter ’ensemble € des points M d’affixe z tel que :_—:'i imaginaire pur.
} i I.’m:;e tl?m point M du plan on pose p(M)=5M0? —3MAZ? +4MC2 et soit I'y ’ensemble des points M tels que p(M) =k oir
un
‘ a. Discuter, suivant les valeurs de k la nature de .
| b. Reconnaitre et construire I'¢,.
|
|
|
|

4. Soit f ’application qui associe 4 chaque point M(x ;y) d’affixe z le point M’(x’ ;y’) d’affixe z’ tel que z = ?ZT-" (Z estle
conjugué de z) et soit I le cercle d’équation (x — 1)? + (y — 2)2 = 5.
a. Ecrire x’ et y’ en fonction de x et y.
b. Donner une équation cartésienne de ’ensemble I'” image du cercle I par ’application f.
c. Montrer que I'” est une ellipse dont on déterminera le centre, les sommets et ’excentricité.
| 5. Représenter I' et I'” sur la figue précédente. -
| Exercice N°2 : *‘
| Soit n€e N*et soit f,, la fonction numérique définie pour tout x de ]0, +oo[ par f(x) = L::- , on désigne par (C,) sa courbe
| représentative dans un repére orthonormé (0;1;j) d’unité 5cm.
|
:

1. Dresser le tableau de variation de f,,. \
2. a. Montrer que toutes les courbes (C,,) passent par un point fixe A, dont on déterminera les coordonnées et que ces
| courbes (C,) admettent la méme tangente en A.
| b. Etudier la position relative de (C,) et (Cp41)- ‘
c. Soit M,, le point de (C,) en lequel la tangente est horizontale. Montrer que tous les points M, sont situés sur une branche
d’une courbe dont on donnera une équation.
3. Tracer (C3).

< In2 In3 Inn
4.Dans cette question on pose : f = f3 et pour toutn = 2:8, = Zf(k) = ..2T+ ?4. +?__
k=2

Kk+1
a. Montrer que pour toutk > 2ona:f(k+1) < S " f(x) dx < f(K).
o .
| b. Montrer que pour toutn > Zona: S, — I—TE,‘S f: f(x)dx < S, — ;",3 s
| ! In2
¢. En déduire que pour tout n > 2 ona: fj f(x) dx +5SSa < [0 dx+ .

d. Calculer f; f(x) dx , en déduire que la suite (S,) est convergente.

| In(2Ve) In(4+/e)

' e.0npose lim S, = A, montrer que 3 <A< ="
| n—+owm

| Probleme ;

f Dans le plan orienté, on considére un carré direct ABCD de cote a. ' il
: Soit M un point variable du segment [AC]. Soient E, F , G et H les projetés orthogonaux respectifs de M sur [AB], [BC],
(CD] et [DA]. Dans tout le probléme, M est distinct de A et de C. ‘
L’objet de ce probléme est I’étude de quelques propriétés de la configuration précédente.
PartieA
t Dans cette partie on se propose de démontrer par deux méthodes que lorsque M varie sur [AC], les droites (DM) , (CE) et
(AF) d’une part et les droites (BM) , (CH) et (AG) d’autre part restent concourantes.
L. Faire une figure illustrant les données précédentes que I’on complétera au fur et & mesure. (On pourra prendre AB=8cm
‘ Sh droite (AB) horizontale).
|  Utilisation d’homothéties -
our une position donnée de M sur [AC], on désigne par P le point d’intersection des droites (AF) et (CE). On considére

| deux homothéties h, et h, de méme centre P telles que h, transforme A en F et h, transforme C en E. L
l
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?). Defterml_ner lzimage de la droite (AD) par h,:
c‘Dé erminer l’ !mage de la droite (BC) par hy;
d. Dé:ernuiner II smage de la droite (AD) par hyoh,;
| Crerminer image de Ja drojte (DC) par h,0h;;
e En.c.léduire que, quelque soit la posiliol:n de l':d suzr [AC], les droites (DM) , (CE) et (AF) restent concourantes,
3. Utilisation d’une rotation vectorielle

On considere 1a rotation vectorielle ¢ d’angle E .

a. Prouver que ¢(DE) = AF. En déduire que les droites (DE) et (AF) sont perpendiculaires.

b. Trouver ¢(DF) et ¢(DM). En déduire que, quelque soit la position de M sur [AC], les droites (DM) , (CE) ¢ (AF)
restent concourantes,

4. Déduire de ce qui Précéde, en utilisant une réflexion appiropuiée; que quelque solt In position de M sur [AC), 1oy roites
(BM), (CH) et (AG) restent concourantes,

PartieB
Soient I, I, I3 et I, les cercles de dia tres respectifs [FM], [ME], [GA] et [CH].
On se propose dans+cette partie, de dé:inr;ser q::‘l:ors(:ue ]I‘i [varie sur [AC], les cercles Iy, I';, I'; et T, restent
concourantes, %
L. Pour une position donnée de M sur [AC), on désigne par (1 le point d’intersection de (DM) et (EF).
a. Prouver qu’il existe une unique similitude directe s de centre Q qui transforme M en F.
b. Déterminer Pangle de s et montrer que s(E) =M.

2. Déterminer image du carré AEMH par la similitude s.
3. En déduire que lorsque le point M varie sur [AC], les cercles I'y, I, T; et I, restent concourantm. .
4. Sur la figure précédente, déduire un ensemble de quatre autres cercles qui possédent la méme propriété.

PartieC
Dans cette partie on S€ propose d’étudier un ensemble de carrés.

1. Sur une nouvelle figure placer les points 0,, 0y, I et J milieux respectifs des segments [CM], [AM], [BM] et [DM],
Montrer que le quadrilatére 0,)0,1 est un carré et que son aire est constante quelque soit la position de M sur [AC].

a. Montrer que lorsque M varie sur [AC], alors le point S reste fixe puis le placer sur la figure.
b. Déterminer et représenter le lieu géométrique du point T lorsque M varie sur [AC].

4. On pose AE = x avec 0 <x< a, Soit f(x) I'aire de la partie délimitée par les deux carrés 0,]0,1 et SGTH.
a. Calculer I’aire du carré SGTH en fonction de x et a,

b. En déduire f(x) en fonction de Xeta.
¢. Quelle est Ia position du point M pour laquelle la surface commune f(x) est minimale ?
PartieD

- UM se propose d’étudier deux tangentes
ellipse £ de foyers A et B et de longueur
du grand axe a2 ,

que B appartient ao

2. Montrer que la droite (FH) est une tangente commune i 9 ot E.
3. Soit (A) la droite passant par F et orthogonale a (A I ) "
d’intersection de (A) et (A). Ogonale i (BD) et soit N le poin
a. Montrer que (A) est une tangente & 9 et déterminer leur point de contact,

b. Montrer que (A) est la tangente 2 Een N,

¢. Représenter € et @ sur la figure.
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Solution

Exercice N°1 : .

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (0; u; V).

1. On pose P(z) =z* — (5 + 7i)z? + (=6 + 26i)Z + 24 —.24i o z est un nombre complexe.

a. Montrer que I’équation P(z)=0 admet une solution imaginaire pure :

soit Zo = i une solution imaginaire pure de P(z) : |

(@i)? — (5 + 7D)(ai)? + (=6 + 26i)(ai) + 24 — 24i = 0 = —a®i + 5a* + 7ia® — 26a — 6ai + 24 — 24i = 0
S5a? — 26a+24=10 (1)

P 24 + (—a® + 70 — 6x — 24)i = 0=

=5a% — 26a + 24 + (—a® + 7a o )i=0 {—a’+7az—6a—24=o @

Résolvons I’équation 5a? — 26a + 24 = 0

A =676-480=196 = a = 26:0" = B = zel-nu —12

La valeur 4 est solution de la deuxiéme équation tandis que 1,2 ne I’est pas. D’ou 4i est une solution imaginaire pure P(z).
b. Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation P(z)=0 :

Déterminons les nombres a et b tels que pour tout zde C :

P(z) = (z—4i)(z? +az+b):

1 | =58=7{] —6+26i | 24-24
| 4i 4i 12 — 20i | —24 + 24i
1 | -5 3i 6+6i 0
2 ] N

Donca=—5-3iethb = 6+ 6i
Dol P(z) = (z - 4i)(z* - (5 + 3D)z + 6 + 6i).
P(z)=0 <(z — 4i)(z* - (5+3i)z+ 6+ 6i) =0=> [z -4i=0

22 -(5+30)z+6+6i=0
z—4i=0=17, = 4i.

22— (5+31)z+6+6i=0
A=(—(5+3i))2—4><1><(6+6i)=25—9+2x5x3i—24—24i=—-8+6i=1—9+35=(1+3I)2

¢ S+314143i _ 543i-1-3j

2y =———=3+3i etz; =——— . Donc S ={4i; 2; 3 + 3i}

2. Soient A ; B et C les images des solutions de I’équation P(z)=0 avec |z,| < |zg| < |z(| .
a. Placer les points A ; B et C et montrer que O ; A ; B et C sont cocycliques :
Zy=2;Zg =4 etzc = 3 + 3i

g E' e . ) ! )
Remarquons que Le triangle OAB est rectangle d’hypoténuse [AB] .

Wz 2-3-31 _ -1-31 . *hypoténuse [AB].
e Wb g g M ABC rectangle d’hypo [AB]

Comme les deux triangles OAB et ABC sont rectangle de méme hypoténuse alors les points O ; A ; B et ¢ sont cocycliques.
b. Calculer P’affixe de G = bar{(0; 5); (A; —3); (C; 4)}et vérifier que G est le milieu de [AB] :
7o = Sto-3zatdzc _ —-6+1:+121 =1+ 2iet z,\;—zg _ z_-;ﬂ o f i e

6
Donc G est le milieu de [AB]. 2-2
¢. Déterminer puis représenter I’ensemble € des points M d’affixe z tel que ~—~ imaginaire pur :

OI'I a: _2_—1 - 1-2p
-4  z-2
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z-2

2-2,=0 Z_ =&
. g -7, P ou = e T
-4, €St imaginaire pures ?—T: est imaginaire pur < aig C-z,\) _ 5[“] (MB;MA) = > [n]
—

Donc Cest le cercle de diamitre [AB] privé de B. N s T
3. Pour tout point M du plan on pose p(M)=5M0? —3MA? +4MC? et soit I' ’ensemble des points M tels que O(M)=k o k
un réel,

a. Discuter, suivant les valeurs de k la nature de Lg o

P(M)=5M0? ~3MA?+4MC? =6MG?+5G0? —3GA2+4GC?

Or GO? = 1+4=5GA’=1+4=5etGC2 =1+4=5

= ®(M)= 6MG?+5x 5 —~3x5+4x 5 =6MG2+30

9(M)=k =6MG?+30=k =6MG? =k—30 = MG = :-s.

*Si k= 30 alors I’ensemble des ponts Mest G ;

*Sik > 30 alorsI'y est le cercle de centre G et de rayon /E— =94

*Si k< 30 alors I', est ’ensemble vide.
b. Reconnaitre et construire Feo: . ; :
Teo : MG* = %2 — 5 =5 5MG = V5 . Donc Teo est le cercle de centre G et de rayon V5, c’est le cercle € circonscrit aux
points O ; A ; B et C. v 32-%
s ’ - 212
4. Soit f application qui associe & chaque point M(x ;y) d’affixe z le point M*(x’ ;y’) d’affixe z’ tel que z’ = rpd est le

conjugué de z) et soit T le cercle d’équation (x-1)2+(y-2)?=5.
a. Ecrire x’ et y’ en fonction de x et y:

P 1
=1x+yi = {x —g"

2 y=y
b. Donner une équation cartésienne de I’ensemble I'” image du cercle I’ par Papplication f :

2
F:x-1)2+(y-2)2=5 &«I:(2x'— 1)* + (y'—2)? = 5%4(:"—;) +(y'—2) =5,
2
Donc I’ admet une équation de a forme I' : 4(x - -_:;) +(y-2)? =5,
c. Montrer que I’ est une ellipse dont on déterminera le centre, les sommets et I’excentricité :
2

L’équationde I : 4(x —3)" + (y —2)? =5,

¢ 32-%Z 3x+3yl-x+yl  Zx+4yi
Z =T I iy = T Ly

AL o 2 2

Soit {X =X et OG ;2) alors dans le repére (Q; ; ¥) I’ a pour équation 4X2 + y2 = 5 @-—-,(;) % (:5) =1,
Y=y-2 V8 B
2z
J- * = . e,
DoncI™ est I’ellipse de centre Q de sommets D(‘—tz-—s ' 2) 1D (—'z—“fg : 2) : EG 22 + \/g) et E’G - \/g) D’excentricité
e fA_viE_vs
b V8 25 2 o )

5. Représenter I et I'” sur la figue précédente :(voir la représentation précédente),
Exercice N°2 : .
Soit ne N'et soit f, 1a fonction numérique déf'u'iie pour tout x de ]0, +co par f(x) = ‘f“;, »on désigne par (C,) sa courbe
représentative dans un repére orthonormé (0;7;7) d’unité 5 cm,
1. Dresser le tableau de variation de f,, :

x" 1 —nx"'Inx x"'(1 - nlnx)
fa(x) = x2n = xIn

1
1-nlnx=0=nlnx = 1=>lnx=%=>x=e5 etf,,(e%)=’n(“)

. Inx 1 _ _ . fig
R0 7 R = R I e = o) = et lim £,3) = 1 = =0
* lo en +00
e+ 0 -
£ (x) =
_m/ , \ 0
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ver que foutes les courhac (C ) Pacco . o _
%C )Eﬂﬂiuent la méme tangente en A nt par un point fixe A. dont on déterminera les conrdonnées et que ces courbes

fn(x)
() N (Cart) & [ oy S 1 (0 = (0 o= T XM = ¥n ey (x — 1)xP = 0 o x= 1.
(1) = 0. Donc toutes les courbes (C,) passent par un point fixe A(1 ;0).

1"~'(a-nin1) _
gyE——gm A

Inx
f,.n(x) = fpea (1) — )i Xn+T ) Ing
im————m = 1m = ~
‘!'T'jru)x_l(l) ix-1 ey imam=1x1=1
n = lH'l )
£,(1) = Fasa() = 1 - Donc les courbes (C,) admettent la meme tangente T en A telle que T : y= x—1.

b. Etudier la position relative de (C,,) et (Casr):

Inx 1
n+l(x) fa(x) = Xt _;“T" “\ea o) Inx= 9;..’:_):_“"
X 0 1 +o0
f'y(x) el 0 -
fa(x)
G) (Ca)
€n+1) (Cn+1)
(Co) N (Chyq)

c. Soit M, le point de (C,) en lequel la tangente est horlzontale. Montrer que tous les points M,, sont sntués sur une branche d’une
courbe donl on donnera une éguation : ’

M, (e- —)onposex-e-ety:--:»x = e y-L_

I“'

Donc les points M), sont situés sur une branche de la courbe d’équation y-
3. Tracer (C3) :

Inx
f'3(x) = =5

x2(1 - 3Inx
Py = 242 30

X

f ( ) M =y = .1.

hqug(x) =-wet hm f;(x) 0.

X o
f'3(x)
fa(x)
—00
A
— 3e
v y=0 ] )
=0 !
4D, In2 In3 Inn
NS cette question on pose : f = fy et pourtoutn = 2:8,= Z f(k) = 27 + ¥-+ S O
k=2

% Montrer que pour toutk = 2ona:f(k+1) < fk“ f(x) dx < f(k):

Fest décﬂ)lssanle sur [e3 +uo[ ; vk22; [k + llclea +ool =vxe [kk+1); f(k) < f(x) < f(k+1)

e fodx < ¥ fydx < [ fk + Ddx = fk+1) < S ) dx < 1(K).
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lnn
b. Montrow que pourtout n > 2 onas €, — l_nz < fnf( )du £ €, —~

f(3) < [ f(x) dx < £(2)
f(4) < [} f(x) dx < £(3)
f(5) < [ f(0) dx < f(4)

----------------------------------------

f(n) < J"  f(x)dx < f(n - 1)

Sa = f(2) < [ f(X)dx < S, — f(n) &S, ~ 2 < j f()dx < S, — =5

In2

Doncn= 2ona:sS, ——<f f(x)dx < S, - —

¢. En déduire que pour toutn> 2 ona: _[f(x)d +.‘.'.‘.'1<s J‘f(x)dx+L'13;

Ona:n2> 2§, ——<f f(x)dx < S, __:._._.:J' f(x)dx - S, <_.';"‘_'1

o - - [ H0dx< S, < -5 - Mf(x)dx =.—'—"E-j f(x)dx < —Sp < — =3 — J; FO0) dx
o[ f(x)dx+""'<s < f(x)d .,_"‘2

D'odonavVn= 2; f f{x)dx+ =8, <j f(x) dx +"‘_2

d. Calculer [}’ f(x) dx , en ikshirg que la suite (S,,) est convergeme

L f®dx= [ Dy = [ = X In(x) dx
u(x) = Inx {u'(x) =1
{ . 1 = _"1

Y =g vx) = —
n n Inn , Iz 1 1 _ _lon_ 1 1+42In2
”fz fodx= [ [+ P dx = [htmx ] - [ ]0= - e - e = - (5 - o+
1 1 1423 Iz _142im2 , In2 _ 143In2
ff(x)dx+—=>S <_£5~m+ +u +: s +1s +T s mn
ln(n+1)
-S.,+1~S..=a—+-—ﬁ;,,—=_~

(S,) est convergente car elle est croissante et majorée,

1n(zJe') i In(4v/e) :

( lnn 1 +1+2]n2)_1+2ln2
2n?  4n? 16 16

e.On pose lir+n S, = A, montrer que ———
n—++w

On a d'une part : lim f f(x)dx = lim

n—+w n—+ow

n2
D'autre part : ff(x)dx+—<s ff(x)dx+-8—

- In In2 1+ 2In2 1+2In2 In2
:-»nlﬂan(f f(x)dx+-——)< hms < hm ([ f(x)dx + 8) —q¢ S <A< T+ =
1 1
Zin (ef) + 2In2 ZIn (ef) +2In2 o 21n +2In2 21 )
oI i, g o2 DlalE) 22, 2B + 22 2
n—+wo 16 15 B

ln(\/_) + Inz _ ln(\f—) +2In2  In2 ln(\/-) + ln2 In(\/_) + In2 ln2
In(A\/_) In(\/'_) + 2]n2 ln(z\/’) ln(J') + In4 In(Z\/—) ln(NE)
8 I

Problé-me
Dans Ie pla plan orienté, on considére un carré direct ABCD de céte a.

Soit M un point variable du segment [AC]. Soient E , F, G et H les projetés orthogonaux respectifs de M sur [AB], [BC], [CD] et

[DA]. Dans tout le probléeme, M est distinct de A et de C.
L’objet de ce probléme est ’étude de quelques propriétés de la configuration précédente.
PartieA

Dans cette partie on se propose de démontrer par deux méthodes que lorsque M varie sur [AC], les droites (DM) , (CE) et (AF)

d’une part et les droites (BM) , (CH) et (AG) d’autre part restent concourantes.
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1. Faire une ﬂgn.n-e illustrant les données précédentes que I'on complétera au fur et 3 mesure. (On pourra prendre AB=8cm et la
droite (AB) horizontale) :

a c

&~
2. Utilisation d’homofthéties

Pour une position donnée de M sur [AC], on désigne par P le point d’intersection des droites (AF) et (CE). On considére deux
homothéties h, et h, de méme centre P telles que h, transforme A en F et h, transforme C en E.
a. Déterminer 1’image de la droite (AD) par h, :
h; (AD) est la droite passant par F et paralltle a (AD) donc : h,(AD) = (BC).
b. Déterminer I’image de la droite (BC) par h, :
hi,(BC) est la droite passant par E et paralltle a (BC) donc : h,(BC) = (EG).
iz. Déterminer I’image de la droite (AD) par h,oh, :
hzohl (AD) = hz(Bc) = (EG).
d. Déterminer ’image de la droite (DC) par h;0h; :
e. En déduire que, quelque soit la position de M sur [AC], les droites (DM), (CE) et (AF) restent concourantes :
h,oh, = h,oh, (car h; et h, 05t méme centre).
Donc _ |(AD) - (EG) -~ _ _ -
nc hyohy : (DC) - (FH’{ = h,ohz((AD) n (DC)) = (EG) N (FH) = h,0h;(D) = M ; or h, oh; est une homothétie de centre
P, alors Pe(DM).
Conclusion : les droites (DM) ; (CE) et (AF) sont concourantes v Me[AC].
3. Utilisation d’une rotation vectorielle

On considére la rotation vectorielle ¢ rl’angle’z—' .
a. Prouver que q)(D_') = AF. En déduire que les droites (DE) et (AF) sont perpendiculaires :
DE = DA + AE = ¢(DE) = ¢(DA) + ¢(AE) = DC + AH = AB + AH = AF.

¢(DE) = AF = {(%%':K%F) =X [2n] = PE) L (aF).
p

b. Trouver ¢(DF) et ¢(DM). En déduire que, quelque soit 1a position de M sur [AC], les droites (DM) , (CE) et (AF) restent
concourantes :

¢(DF) = ¢(DC +CF) = ¢(DC) + ¢(CF) =¢p(ﬁ;')+¢(ﬁﬂ=m-|_-fc =EG+GC=R,DOM¢®_') - EC.

} o(DM) = @(DC + GM) = @(DC) + ¢(GM) = @(AE) + GC = AH + GC = EM + MF = EF. Donc ¢(DM) = EF.

{ Doncona: ¢(DF) = EC = (DF) L (EC) et o(DM) = EF = (DM) _L (EF).

‘r *(AF) L (DE) = (FA) est la hauteur issue de F dans le triangle DEF.

| *(EC)_L (DF) = (EC) est la hauteur issue de E dans le triangle DEF.

r *(DM) _L (EF) = (FA) est la hauteur issue de D dans le triangle DEF.

i Donc pour tout M de [AC] les droites ( FA) ; (EC) et (DM) sont les hauteurs issues de F ; E et D du triangle DEF ; alors (FA) ;
(EC) et (DM) sont concourantes en un seul point qui est "orthocentre du triangle DEF. _

l 4. Déduire de ce qui précéde, en utilisant une réflexion appropriée, que quelque soit la position de M sur [AC], les droites (BM) ,
(CH) et (AG) restent concourantes :

) On considere la réflexion s, ; on a :

! (DM) - (BM) -

! Sact| (CE) » (CH) = (DM) ; (CE) et (AF) sont concourantes. Donc (BM) ; (CH) et (AG) sont concourantes.

(AF) - (AG)
so. PartieB
tent 'y, I, T et T, les cercles de diamdtres respectifs [FM], [ME], [GA] et [CH].
> ™ se propose dans cette partie, de démontrer que lorsque M varie sur [AC], les corcles I, Iz, Iy et Iy restent concourantes.
- Pour une position donnée de M sur [AC), on désigne par (2 le point d’intersection de (DM) et (EF).
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a. Prouver au’il existe une uniaue similitude directe s de centre () qui {ransforme M en F :
Oth et Q#F ; donc il existe une unique similitude directe s de centre {1 qui transforme M en F.

b. Déterminer l’angle de s et montrer que s(E) =M :
L’angle de s : (mﬁ) = -—-E[Zﬂ].
; | (EF) — (DM) M)) = (DM) N (FM) = s(E) = M
S| EM) _*(FM)=?S((EF)n(E )) = (DM) n (FM) = s(E)
2. Déterminer I’image du carré AEMH par la similitude s :
A-G

L’image du carré (AEMH) est le carré (GMFC) car:s: fﬂiMF

H-C
3. En déduire que lorsque le point M varie sur [AC], les cercles I', I;, I; et T; restent concourantes :
+s(M) = F=(m;m) =-Z[2n) = QeT;.
+s(E)=M m(ﬂ—E',m) = —-%[211] =20€l;,.
*s(A) = G=(0A;06 ) = -3 (2n] = Qe ;.
+s(H) = C :(ﬁ‘ﬁ;ﬁf) =-2[2n] > QeT,.
‘Donc YME[AC] ; les cercles Iy, I3, I'; et T, restent concourantes en ().
<. Sur la figure précédente, déduire un ensemble de quatre autres cercles qui possédent la méme propriété :
[FM] — [GM]
& [ME] - [MH]
A | [GA] - [FA]
[CH] — [CE]

Donc les cercles de diamétres [GM] ; [MH] ; [FAlet [CE] restent concourantes quelque soit la position de M sur [AC].
PartieC

Dans cette partie on se propose d’étudier un ensemble de carrés.
1. Sur une nouvelle figure placer les points 0,, 0,, I et J milieux respectifs des segments [CM], [AM], [BM] et [DM]. Montrer que
le quadrilatére 0,]0;1 est un carré et que son aire est constante quelque soit la position de M sur [AC] :

A- 02
h B—-1
(m:3) " [C~ 0,
D-] ;
2
De plus Aire(0,]0;1) = 3 x Aire(ABCD ) = . Donc Paire du carré 0,]0, 1 est constante.

2. Déterminer le lieu géométrique du point J lorsque M varie sur [AC] :

h(n 4 : M =] ; donc si M décrit [AC], alors le lien géométrique du point J est le segment [A’C’), avec A’ = [D*A] et C'= [D*C]

3. On considére les deux points S et T tels que le quadrilatére SGTH soit un carré direct.
a. Montrer que lorsque M varie sur [AC], alors le point S reste fixe puis le placer sur la fi figure :
Soit O = [A*C]. La rotation r(o 3 transforme G en H et la rotation l‘(s‘g) transforme G en H alors S = O.
‘2 i1

On a ABCD un carré alors 0,J0;]1 est un carré.

b. Déterminer et représenter le lieu géométrique du point T lorsque M varie sur [AC] :

Soit A” =5,/(S) et C*” = s¢1(S) ; alors le lieu géométrique de T est le segment [A’’C™),

4. On pose AE = x avec 0 <x< a. Soit f(x) I’aire de la partie délimitée par les deux carrés 0,]0,1 et SGTH.
a. Calculer I’aire du carré SGTH en fonction de x et a :
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HE? = HM? + CMT = x? + (a — x)?
- _ “Gz_-ﬂﬁz._xl.'.(_)‘z, 2 .
sire (56TH) = G2 = ()" <A alvern? _ wl-2mnee

b. En déduire f(x) en fonction de x et a : :

2x% — 2ax + a?

1
f(x) = Aire(JSG) = zAire (SGTH) =

c Q“el]e:st‘l% positzion du point M pour laquelle la surface commune f(x) est minimale ?
Xx—2a 2x—a

rW="F -3
X 0 i a
i) = il +
fx) |2 \ al
B\- /
L i

f est minimale lorsque x =E C’est-d-dire M = A*C.

PartieD
Dans cette partie on considdre que le point M est fixé au centre du carré ABCD. On se propose d’étudier deux tangentes

communes & deux coniques : la parabole 2 de sommet H et de directrice (CD) et I’ellipse € de foyers A et B et de longueur du
grand axe av2 .

1. a. Faire une nouvelle figure, déterminer le foyer de @ et montrer que B appartient & ¢:

Le foyer de @ est le point A tel que : BA=BC=d(B; (CD))=>Be 2.

b. Montrer que M est un sommet de I’ellipse £ Construire les autres sommets et justifier la construction :

On a MA + MB = 2MA = AC = aVZ = Be £ ; or (ME) _L (AB) alors M est un sommet de €.

Le 2™ sommet du petit axe est le symétrique de M par rapport a (AB).

Les sommets de 1’axe focale sont les points d’intersection de la droite (AB) avec le cercle de centre E =A*B et de rayon
MA= % (voir la figure).

2. Montrer que la droite (FH) est une tangente commune & et T :

(FH) = médiatrice [AD]= (FH) est tangente a $en H.

(FH) passe par M et parallele 2 (AB) = (FH) est tangente & € en M. Donc (FH) est une tangente commune & eta &

3. Soit (A) 1a droite passant par F et orthogonale i (AF) et (%) la passant par B et orthogonale a (BD) et soit N le point
d’intersection de (A) et (A”). -

a. Montrer que (A) est une tangente a 9 et déterminer leur point de contact :

Soit A’ le symétrique de A par rapport a (A) ; (A’ €(DC)) = (8) = med[AA’]

Soit A, le point d’intersection de (A) avec la perpendiculaire en A’ A (DC)on a : Age @, alors (A) est tangente 3 Pen A, .
b. Montrer que (A) est la tangente 2 Een N : ;

ABA’C est un parallélogramme =(BA’) / (AC).

D’autre part (BN) L (DB) et (AC)L(DB) = (BN) / (AC) = (BA’) / (BN) <>Ne(BA”).

De plus on a : BA' = AC = av2 or BA’ =NB +NA’ et NA’ = NA ; donc NA + NB = aVZ = NeE

Encore : A’'NF = FNA car (A) = med[AA'].

AJNB = FNA car (A) est la bissectrice interne de I’angle (NA ; NE) = (A) est tangente 2 Een N.

c. Représenter E et @ sur la figure :(voir la figure).

D <l "

-~
- »
-
o
Lot
i

A 3 (8)

/f i )

/ 2

N
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Bac 2005 session complémentaire

Enoncé

Exercice N°1 : i :

Dans I’ensemble des nombres complexes, on considere I’équation (E) d’inconnue z : 2% — 22 + 1 — e%'° = 0 011 § et .
Paramétre réel appartenant i [0, 2n|,

1. a. Résoudre P’équation (E) et on note z, et z, ces deux solutions.

b. Discuter suivant les valeurs du Paramétre 8 , le module et un argument de z, et de z, . )

2. On considere Je Plan complexe muni d’un repére orthonormé (O; 1; V) et soient les points M, et M les deux points
d’affixes respectives Z; et z,.

a. Montrer que lorsque 8 décrit [0, 2n[ alors les points M, et M, décrivent un cercle I ; moentra AL oot ion
déterminera le rayon, et que la droite (M, M, ) passe par un point fixe que I’on déterminera.

b. Représenter M, et M; sur T, dans le cas ol 0= -;: .

3. Pour tout entier naturel n te] que n 22 , on considére I'équation (E,) d’inconnue le complexe z: (z — 1)" — e2 _ ¢ oub
est un parameétre réel appartenant a [0, 27,

a. Déterminer les nombres (zx) solutions de Péquations (E,).
b. Montrer que Zo+Zy+- 42,  =n.

¢. Montrer que les points My d’affixes z, appartiennent au cercle I". . :

d. Onpose S, = MM, + MiM; + -+ M,_,M, . Calculer S, en fonction de 0 et n, puis montrer que Jim S, =27,
interpréter cette limite.

Exercice N°2 :

Dans le plan orienté, on considére un triangle direct ABC rectangle et isocéle en A de céte a. Les points I, J et K sont les

milieux respectifs de [BC], [AC] et [AB]. Le point D Pimage du point K par la réflexion d’axe (AC).
1. a. Faire une figure illustrant les données précédentes que I’on complétera au fur et & mesure.
b. Soit la rotation r de centre A et d’angle -;- » déterminer r(B) et r(J). En déduire que (BJ) et (CD) sont perpendiculaires.
c. Soit la similitude directe s de centre A, d’angle 325 et de rapport -11- » déterminer s(B) et s(C). En déduire que (BC) et (D))
sont perpendiculaires.
d. Déduire de ce qui précede que ] est 'orthocentre du triangle BCD.
2. Soit F le point d’intersection des droites (BJ) et (CD). Montrer que les points A ,D , F et J sont cocycliques et que les
points A , B, C et F le sont aussi.

= M, Déterminer le lieu
géométrique du point M’ lorsque M décrit Fi-
4. Pour tout point M du plan distinct de A , on désigne par N le milieu du segment [MM'].
a. Calculer % et montrer que ’angle (AM ; m) A une mesure constante o lorsque M varie.

b. Vérifier que cosa = % i

¢. En déduire que le point N est I'image du point M par une similitude directe o que I’on caractérisera.
d. Déterminer et construire, sur la figure précédente, le lieu géométrique I de Nlorsq

ue M décrit I;.
Probléme : .
- PartieA
‘Pour tout entier naturel non nul n et pour tout réel x on pose : S, (x) = 1 — X+x2 4. 4 (=1)xn.
1. a. Donner une primitive de la fonction S, sur R.
. 1 (—1)"xn
b. Démontrer que pour toutx +# —letn>2ona: Sn_l(x)l_. =" 1+: eeeerenenen (1]
¢ : =X —=—x2 (-1)-1
2. a. En déduire que : ¥x > —1, anz 2;In(1+x)=x 21x + 1 + &0 X5+ (‘1)“f;lt—:tdt....._,,,[z]
b. Déduire de [2] que vx > 0; x — > x? f ln(11+ X)<x- Ix2 4 ;,‘3[3]
V"E]‘I'OI”“E"Z’LE"E5'“(1+X)Sx—-§x2 ....... SR 7Y

o I0(1 +x) — x

c.En utilisant [3] et [4] démontrer que : 1!_!1‘} —
PartieB

. f(x) = N+ x fox

On considére la fonction numérique f définie par : [I'(O) - x ' ,0[u]o, +oo]

i int d’abscisse x, = 0
1. a. Montrer que f est continue au poin A .
b. Montrer que f est dérivable en xo = 0 puis calculer £°(0) (On Pourra utiliser A "
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7. Soit Ia fonction numérique u définie par : u(x) = x - (x+1)In(x+1).
a. Etudier les variations de u et montrer que : Vx > —1, u(x) <0.

b, Veérifier que Vx € 11,000, +oof , P(x) = 22,
¢. Dresser le tableau de variation de f.
PartieC

gx) = f(%) = xln(%) i Xx#0

g(0)=0

et soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; ;).

1. a. Montrer que g est définie sur D = ]—c0, ~1[ U )0, +oo[.

b. Etudier la continuité et la dérivabilité de g a droite du point d’abscisse Xo = 0.

2. a. Calculer g’(x) puis vérifier que g est croissante sur D.

b. Du tableau de variation de f , déduire celuide g .

¢. Construire la courbe (C).

3.0n ‘:°“Sid1é"e la transformation ¢ du plan dans lui-méme qui associe 3 tout point M(x,y) le point M(x’,y’) tel que :

! -

On considére la fonction numérique g définie par : {

On pose o(C) = (C’) et soit h la fonction numérique dont la courbe représentative est (C’) , dans le repére précédent.
a. Déterminer I'expression de h(x) et vérifier que h(x) = g(-x-1).
b. Du tableau de variation de g déduire celui de h.

c. Vérifier que o est la réflexion d’axe A d’équation x = % . Déduire la construction de (C’) a partir de (C) dans le repére
précédent.
. 1 n 1 n+1
4. Pour tout entier naturel n >2 on pose U, = (1 + ;) sV = (1 + ;) .
a. Montrer que pour tout entier n >2 : g(n)< 1 < h(n), en déduire que U, < e <V, .

e 1
b. Montrer que pour toutentiern =2 2: 1< T <1+ —.en déruire lh;nw uU,.
n L
¢. Montrer que les suites (U,) et (V,) sont adjacentes.

Solution

Exercice N°1 :

Dans I’ensemble des nombres complexes, on considére I’équation (E) d’inconnue z : z2 — 2z + 1 — e*'® = 0 ol 0 est un paramétre
réel appartenant a [0, 2x[.

1. a. Résoudre I’équation (E) et on note 2, et Z; ces deux solutions :

z? — 2z + 1 — e?® = 0 o1 0€[0, 21|

A=(-1)2-1(1-e¥®) =e?® = (e¥)2 =z, =1+e%ctz; =1-¢"

DoncS=(1+¢®: 1-¢e'

b. Discuter suivant les valeurs du paramétre 0 , le module et un argument de z, et de z, :

Z; =1+e' =2cos (—:-) q'; etz, = 1-e'® = -Zisin (;) e'; = 2sin (Z-) e'(;“;'

. : |z,] = 2cos (;) etargz, = e;[2"] pour0<@<m
*8i 8 = walors z, = 0 sinon 0 0
|zy| = —2cos (;) etargz, = ; + n[2n] pour 1 < 8 < Zm
*8i 8 = 0 alors z, = 0 sinon |z,| = 2sin (g) etargz; = %' 'z-'[Zu]
2. On considere le plan complexe muni d’un repére orthonormé (O; U; V) et soient les points M, et M; les deux points d’affixes
respectives z, et z,. , ermi
a. Montrer que lorsque 0 décrit [0, 2m[ alors les points M, et M, décrivent un cercle I de centre A(1,0) dont on déterminera le
rayon, et que la droite (M; M, ) passe par un point fixe que I’on déterminera :
Soient M, (z,) ; M, (z,) et A(1). =
Zi=1+e® =z, —1=e0mz, - 1)=|e®] 2AM, = 1etz; = 1 — € =22, — 1 = —e®®2(z; — 1|=|-€*| 2AM; = 1.
?‘::W lorsgt.:e 0 décrit (0, 2n[ alors les points M, et M, décrivent le cercle I' de centre A(1,0) et de rayon 1.
%2 1+4e'%41-10
2 __:—_'- =1 =12z, = A=M, * M, . Donc la droite (M, M, ) passe par le point fixe A.
b. Représenter M; et M; sur I, dans le cas od 0 =§ :

Sio =3alors M, e T etargz, = (i; OM;) = 2[2“] ; M, est diamétralement opposé & M, sur le cercle I. (voir la figure)
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M I N

i ¢ olboised : i
3. Pour tout entier naturel n tel que n >2 , on considére I’éq
parametre réel appartenant a [0, 2n[.

a. Déterminer les nombres (z)) solutions de I’équations (E,) :
(z—1)"—e2® = &(z — 1)" = o210 e 0 = 210 (enposantt=z—1) & (rel")" = ell0 (avect = re'® ot r# 0)

ﬁr"a""-—-’em“{rn:l efr=1 =Y r=zla 2k on0<k<n-1.
na =26[2n] ~ lna =20 +2kn (@ =T +="[27] =0
20, 2nk .
2t=z—-1=eatn =2z, =1+ e’?""z':_‘ohke{o;l;3;...;n-l].
b. Montrer que z, + 2, + -+, ; =n:

20 2nk 2 2k
zZ, =1+ entn =1+e'Txe“n"=1+e’Tx(e

uvation (E,) d’in::onnue le compleie z:(z—1)"— e = 0o0d0estun

—

2 4n 2 6on ‘_22 lz:(n-l

n
20 28 2 ® )
Zo+2Zy + 0+ 2y, =(1+e"n‘x1)+(1+e’Txe"'!)+(1+e’Txe'T)+(1+e'—n"xe'T)+---+(1+en x e n )

2n 4n 2m(n—1 20
=n+(1+e‘7+e'T+e"-!...+e‘—"—ln )e'?

1-e'm
1-—gl2®
=n+—gzen
1-e'n

1-1
=n+—mxe
1-em

20 2mk
n

o

Ts

=T

=n
Douzy+2zZy+ +Zy =N
c. Montrer que les points M, d’affixes z,, appartiennent au cercle I ;
Mz 2= 1+ et = z,— 1= et iz, — 1)=]er 5| sam, = 1
Donc les points M, appartiennent au cercle I
d. Onpose S, = MoM; + M;M; + - + M,_;M, . Calculer S, en fonction de 8 et n ,puis montrer que lim S, = 2,
n—+wo

interpréter cette limite :

20 2nk 20, 2r(k-1)| ;28 2mk 20 2w(k-
M, M, = I:[+ efntn —1- em n |= ,e'n' n - e"a—"ﬂ%ll - es!n! e,_Z:k_e'an!n—l))l
20 2wk 2m(k-1) 2kn 2r(k-1 2kn
= [ |eB5 — =5 = | — N2 =|e"‘i‘(1—e“zT") = | e*am 1 e—nz—"l
- n
2n TC _m TT: n
= ||1- e || = |2isin (=) e7'n| = |2i| |si -”-i—_ e
|2 &¥]| = faisin () -] = 12l (3] e = 2tm (%)

Sa = MoMy + M;My + -+ My M, = 2sin () + 2sin (Z) + 26in () + -+ 2sin (3) = 2nsin (%)
n n

s n — -
" _ ™ _ 4 n) _ sin(x)
nI_l.m Sp = r!_i.m Znsin | n) ,,l.'.'ﬂozn_—g = ,,].i.:.“ 2n
n

=2nx1 =2

Exercice N°2 :
Dans le plan orienté, on considére un triangle direct ABC rectangle et is
respectifs de [BC], [AC] et [AB]. Le point D 'image du point K par la ré{;'lc::o‘:xndﬁnie cile a. Les points 1, J et K sont les milieux
1. a. Faire une figure illustrant les données précédentes que I’on complétera au fur etea( mC).
esure :
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b. Soit la rotation r de centre A et d’angle 7, déterminer r(B) et r(J). En déduire que (BJ) et (CD) sont perpendiculaires :
C {AC = AB . AD = A]
r(B)=Ccar\(aE; AC) = ;[zn]et r(J) =D car {(1-]- AD) = ;[2“]
»1(B)=Cr(J)=D = (CD) _L (B)). )
¢. Soit la similitude directe s de centre A, d’angle ;- et de rapport 1 déterminer s(B) et s(C). En déduire que (BC) et (DJ) sont
perpendiculaires : S

N _1 A _1
s(B)=J car { AB_ 2 & ets(C)=D lﬁ,—L
!(ﬁ:ﬁ)=;[2n] “"\@ac; &) =Z(2m)

s(B) = J et s(C) =D = (D)) _L (BO).

d. Déduire de ce qui précide que J est 'orthocentre du triangle BCD:

+(BJ) _| (CD) = (BJ) est la hauteur issue de B dans le triangle BCD.

+ (DJ)_| (BC) = (DJ) est la hauteur issue de D dans le triangle BCD.

On en déduit que J appartient a deux hauteurs du triangle (BCD). D’ot1 J est ’orthocentre du traingle BCD.

2. Soit F le point d’intersection des droites (BJ) et (CD). Montrer que les points A, D, F et J sont cocycligues et que les points A ,

B, Cet F le sont aussi :
» Les traingles AJD et JFD sont rectangles en A et F respectivement et de méme hypoténuse [JD] donc les points A;J;FetD

sont cocycliques.
* Les traingles ABC et FBC sont rectanglesen A et F respectivement et de méme hypoténuse [BC) donc les points A ; B; CetF
sont cocycliques.

3. On considére le cercle I}
géométrique du point M’ lorsque M décrit r:
1=B*C = S(I) = s(B *» C )= s(I) = J*D.
T, est le cercle de diameétre [BC] = T =s(I) est le cercle de diamétre [JD].

Donc le lieu géométrique du point M? est le cercle de diametre [JD] lorsque M décrit I';.

4. Pour tout point M du plan distinct de A , on désigne par N le milieu du segment [MM’].
a. Calculer % et montrer que ’angle (AM ; AN) a une mesure constante a lorsque M varie :
Le triangle AMM’ est rectangle en A alors d’aprés Pythagoreona: .

AN _ 5

2 ; 1 _5 2 =£
MM? = AMZ + AM”? = AM? + L AM? = 7AM < AN=TAM & D=1

D’aprés Alkhashi on a : -

MN? = AM? + AN? — 2AM X ANcos(T\iﬁ; Eﬁ) = ;?;AM’ = AM? + %AM2 — 2AM x ?AMcos AM ; m
5 S 5 _ 5 8 V5

a:%AMz = AM? +~1§EAM2 -—-‘?AM’CDS(AM; AN)= <=1 +;——2-Cos(m; AN) =3-2—cos(m; AN) =1+ ;5;— =

==a-2-1:05(1Wl'; m) = 1= cos(AM; Kﬁ) = %

Donc |a mesure de 1I’angle IAl_li ; A—hf) est constante.

b. Vérifier que cosa = _z_:'_g :

circonscrit au triangle ABC. Pour tout point M du plan, on pose s(M) = M’. Déterminer le lieu

2
0nacosu=ﬁ,donc cm=_z_s_«l§

¢ En déduire que le point N est I’image du point M par une similitude directe 6 que I'on caractérisera :

¥

_
P i
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tT
d. Détermmer et construire, sur la figure précédente, le lieu géométrique I de N lorsque M décrit Iy :

V3
. — et d’angl
Donc N est I'image de M par la similitude directe o de centre A ; de rapport == et d’angle o

9 * ’ = xyrr ”_
Le lieu géométrique I de N lorsque M décrit T, est le cercle passant par les points I3 1” = C*D et J* = J*J" avec J’= A»p,

( Voir figure précédente)
Probléme ;

PartieA .
Pour tout entier naturel non nul n et pour tout réel x on pose : S,(x) = 1 —x + Xx* + -+ (=1)"x"
1. a. Douner une pnmnlve de la fonction S,, sur R :

Ta(x) = x - _xz s x’ UL o ( ) x"*1 est une primitive de sur S, sur R.
e

b. Démontrer que pour tout x # 1 etn>2ona:S, ;(x) = — - e [11:

Saca1(®) =1 - x4 x4 - (—2)n-Ixm-1 = g 4 (= x)‘+(—x!)+'x+ 1r(—x)"
_1- (0" _1-(-1)" 1 (—1)x®

1-(-x) 1+x  1+x 1+x
2. a. En déduire que : Vx> -1,vn>2: ln(1+x)"x—-xz+ + 8 ) xn"'( l)nfoutdt """
1 (—pme
s v vy
=5—1-— (—E)n_tn.'_s (t =1 2 nln—l+(_....?E
T+t d+e oD =1-titddo 1 TEE e
SVX>-1,vn>2; f———dt—j(l—t+tz+ s (- Nde + '1—+t—‘“
o

1 — n-1 Ngn
=In(1+x) = t——tz+---+( L) t" S-i)Ldt

2 n o Jo 1+t

1 (—1)"-
=In(1+x)=x—=x 4 ... n 4 (=)

( x)x2x++ X"+ (-1) 1+t

b. Déduire de [2] que vx > 0 ; x-—-x <ln(1+x)<x——x +--:r.3 .............. PR | §

vx e]- 10[,x—-x2+—x3<ln(1+x)<x—-x ........ A— ...[4] :
vV >0,ona:
. R . 3 3 dt=x-1 1 L
Sin=3;In(1+x)=x x 2 3X +( -1) Joutdt X zxz+3x3 fo1 t(lt
=In(1 +x) — (x-—x += x3)— c.mdt.
=2vVx>0;In(1+x)<x~- —:\:z += :4:3 eee(®)
. =X —- z ___ 2
Sin=2;In(1+x)=x x +( 1) o1+¢dt"x X +f01+;
=In(1 +x) — (x—-—x) D‘—Hdt
= Vvx >0; x—-x3<ln(1 +X)eennnnn e (**)
De: (*) et (**) on déduit que vx > O,x—-—xz SIn(1+x) < x-——x2 +3x3 ........... —s 3]
v;:e]—l of,ona: ‘
Sin=2; ln(1+x)—x——x2+( l)’fumdt x""xz+f1—;dt
=In(1 +x) — (x——xz) j"“dtso
B Vxe]- 10[,ln(1+1|:)<x——xz ................ PN )
. vy L3 3 _133 x ¢ - 3
Sin=3;In(1+x) = x x 42 X+ (1) fo”.dt X—-xz+ Ix3 - I::Hdt
=In(1 + x) — (x——x + x)——fol—ﬂdt =>0.

2 vxe]-1; 0[,x—-x +-x3 S In(1 + x)....(x**x)
De (***) et (****) on déduit quevxe]-1,0[;x - -xz +1 xa
n(l + x) -x
___;2_——‘
-x3 = -—_xz < ln(l + x)

=ln(1+x) < x_._xz
c.En utilisant [3] et [4] démontrer que : li

*Six>0; x-—;x2<ln(1+x)<x—-x2+

—x<_._xz+1 .
In(1 + x) — 1 1 X
—%"5_54-3“ donc d'aprés TG linll-n(—l-t_’i‘_’_‘_ 1 !
xz L —
svxe]-1;0[; x——x2+ x3$ln(1+x)5x~-x2 =a_._x2+ x3<ln(1 g

+X) -y < 1
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1 Im(1+x)-x 1
i _.-;--1--!5 S T —-2' ' doncq'apnsTG "n.!.lﬁ:ih_x= _1_
In1+x)—-x . In(1+x)-x 1 II:ET*'X)—,;& 1 2
e B
PartieB
In(1+x)
On considére la fonction numérique f définie par : { f(x) = n—;tl ; x€]-1,0[U]0, +oof
f(0)=1

1. a. Montrer que f est continue au point d’abscisse x, = 0 :
o In(1+x)
lim f(x) = lim————=1-= f(0). Donc f est continue au point d'abscisse x, = 0.

b. Montrer que f est dérivable en Xy = 0 puis calculer (0) (On pourra utiliser A. 2. ¢) :

In(1
) f(x) — £(0) = Tini n( x+ B 1 _ In1+x)-x 1 :
e X x~0 x =3 x2 =-3=f (0).

Donc f est dérivable en xo = 0 et f'(0) = —~.

2. Soit la fonction numérique u définie par : u(x) = x — (x+DIn(x+1).
a. Etudier les variations de u et montrer que : ¥x > —1, u(x) <0:
u'(x) =1 - In(x+1)+1 = — In(x+1).

X -1 0 +w©
u'(x) + 0 -
u(x) 0

I S

= d’aprés Je tableau de variation de u on a : Vx > —1, u(x) Su(0) = vx > -1, u(x) SO
Done ¥x > —1, u(x) <0.

b. Vérifier que vx € ]—1,0[ U ]0, +o[ , P(x) = u@

PartieC
{g(x) = f(i-) = xln(’?) :x#0
g(0)=0

et 0it (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;1; ).
L a. Montrer que g est définie sur D = ]=o0, —1[U ]0, +oo[ :

On considere la fonction numérique g définie par :

X —00 -1 0 +o0
1+x - 0 =+ |+

x - | - 0+
1+x + 0 - +

XeD, ’_:1 > 0 & xe]—o0,—1[U 10, +o[.Donc g est définie sur D = ]=c0, —1[ U ]0, +oo[
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Y x2(x+1) °
. _ ;—Tx:—ln(x-rl) _ x—(x+1)In(x+1) _ _u(x)
fx) == x2 x2(x+1)  x3(x+1)
¢. Dresser le tableau de variation de f :
Le signe f'(x) est celui de u(x).
. . Im@+x) 1 £ L. _ _
Jim 10 =t 25 ot )= 1) = () = 4
In(1+x) . {In(x+1) x+1) nix+1 x+1
i ) = Jim "2 — i (SR ) = i ST i
In(t x+1
= 1 22 ¢ i =0x1=0.
t=+o § x-to
x | -1 +a
f'(x) -
e +\
' 0
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b. Etudier Ia confinuité et la dérivahilité de 2 3 droite du point d’abscisse xo = 0 :

1
lim g(x) = lim xin (1 + x) - tim in(1+3) C Aty L In® o 2(0).

X 1 t—=4w t t~4

Pour ’année scolaire :ﬁfﬁ-i@ ‘
—— 7V |

. Y . x
Donc g est continue a droite du point d’abscisse x, = 0.

14+ x
g(x);g(m = s xIn (=X) (1 +x

]inl li li --———1 S = +ow
A Jin - = !_l.mln ) = +owcar ,i'Ji i :

Donc g n’est pas dérivabilité A droite du point d’abscisse x, = 0.
2. a. Calculer g’(x) puis vérifier que g est croissante sur D :
gx) = - xl, f G) > 0. Donc g est décroissante sur D.

b. Du tableau de variation de f » déduire celui de g .

. . 1
Y800 = fim ¢ (3) = im 1) = 1 et Jim 100 = i 1) = 1.
Jim 00 = lim £(=) = lim £(t) = 0 et Jim_g(xo) = lim, £(t) = +.
'X — 00 -1 0 +o0
Jr(x) + +
g /;w / 1
1 ’ 0 O\
c. Construire la courbe (C):
. g(x) —g(0) : ; i le haut.
Jin ——T— = +o = (C) admet une demi tangente verticale orientée vers le hau

La droite d’équation y=1 est une asymptote horizontale de (C) au voisinage de +w et de —co.
La droite d’équation x=—1 est une asymptote verticale de (C).

i ; i st ] i ! i o i
......,.Hhr.. .= oS . ] 2 s ey Eacies —hme m b s (b .;.__.‘__..AJ,_,,'.-.,\..E_ . .;. i J.w , i v d e
i Jear L | o
! Lo B |
|55 ! e bl g bl
~ 5 ~ - -L-. ""i'_"_' ”"'—i" .u..,.,..m;..‘.__... _H.Wr.‘—.-.-nr.\ J—-T—ﬂ':umm-‘ r—..-- i—-«‘ =
i g ! | : i :
1y t | Bt f S50 { 23
FEESS S S SORR S i MR LY o St 5 B
> VR o 4 sl { o | ) Y b (I ! i
i ] i I (0 : IR DR PE B 4 heirawnr
i i 73 et i 1
hoaloled ke 52 Tr.&—-q-:-gp---h----._,_‘_ - i &
T T e i rar,
g R i et e ] ‘ i
] 1 - gt g i
¥ * I NS * - e Lo
: f ! ! PRI
§ H 1 3 : :
e 2 e .,...I‘.»,‘.L.L' e R e S —— - . o e e e — =dea IS . S S =
: ] { ot B e i i i
1 ’ i i i 3ot : } i t sids
A ! : 1 Cix=-1 ! | ! Fotiigs Ao [ Par
I _"____'_;‘ ARSI, DESHUIY YR - -_7_. et f g . '{ e e SR T s "‘-l"“ : l“""‘ R
j pid | e | N
i i | %t :
{ !

LI 5 W S Ry Bl He B ;.‘_ i "_ i ¥ el it Sk !
3. On considére la transformation ¢ du plan dans lui-méme qui associe a tout point M(x,y) le point M(x,y’) tel que :
x' =-x—-1

[y' =y . .

On pose o(C) = (C’) et soit h la fonction numérique dont la courbe représentative est (C’) , dans le repere précédent.
a. Déterminer 1'expression de h(x) et vérifier que .h(x) = g(fx—l) :

. ’ 4 1-x -1} _ v - i ' , 2
(C):y=g(x)=xIn (1—:‘-) =2y =(-x —=1)In ( _x._l) =(=x —1)In (_—:Tl) =—(x'+ 1)In (l_’f;) = (x' + Din (X_:_l_)
x+1

=y* = h(x’). Donc h(x) = (x + Din ()

Org(—x-1 = (-x - DIn (31 ) = (-x - D In(7) = (x+ Din (22) = ),

D’ou h(x) = g(—x—1). )

b. Du tableau de variation de g déduire celuide h :

h'(x) = -g'(-x—=1) < 0.

lim h(x) = lim g(-x—1) = ,"1“ git)y=1et ,l_!['},h(x) = x]_!ﬂ, 8(—x—1) = lim gt = 1.
X=+4 00 =00 Eidon

X400

lim h(x) = lim g(-x - 1) = lim g(t) = +oet lim h(x) = Jim g(—x-1) = lim g(t) = 0.
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["__‘—_1 —o -1 0 +o
1\ +oo
| 0 \‘ 1

: . . -1 .
c. Vérifier que o est la réflexion d’axe A d’équation x = = - Déduire la construction de (C’) & partir de (C) dans le repére
précéden' H

Onposez=x+iy(:tz’=x’+iy’;{x =-x-1

Yy =y
Mestinvariant &M =M &2’ =z 22=-7Z-1324Z7=-1=2x=-1 =>x=_71.

= 2’ = —=Z — 1 c’est I’écriture complexe de o.

Donc L’ensemble des points invariants par o est la droite A d’équation x = -—:-
¢ est un antidéplacement d’aprés son écriture complexe.
Donc o est la réflexion d’axe A d’équation x = __: = (C) est I’image de (C) par la réflexion d’axe A (voir la figure).

4. Pour tout entier naturel n 22 on pose U, = (1 + E)n Vs (1 + 9"”_

a. Monticer que pour tout entier n 22 : g(n)< 1 < h(n), en déduire que U, < e <V, :
D’apris le tableau de variation de g ona : V n 22, g(n)<1 et d’aprés celui dehona:Vvn=2h(n)2=1

Donc V n =2, g(n)<1< h(n) = nin (ﬁ) <1< (n+1ln (!'-:-1) = nln (1%) <Ilne<(n+1)In ("—+-1)

1+n\" n+1\" 1+n\" n+1\? non 1\
in(22) smesin(37) = () se s ()= (14]) ses(14]) SUnses.
e

b.Montrer que pour tout entiern = 2 : ls-l—]—$1+; ,en déruire llrfn U,:
n=*+4+0
0
v, 143) & 1
vn22,U,<esV,=1<es=lse< =21<—<1+-.

Gy e
DonevVn=>2,1 <= < i,

Un n

1

lim o 1car lim (1 + —) = 0.Donc lim U, =e.
=+ Uy, n-++o n n—+wo
¢. Montrer que les suites (U,) et (V) sont adjacentes :
+ (U,) est croissante et (V,) est décroissante car U, = et™ gt V, = eh®
* (U,) est majorée et (V,) est minorée car U; s U, e < V.SV

im0 = im (14 - (1+2)) = (1) (- 1-0) - im0 5) =0

Donc s suites (U)ot (V) sont adjacentes.
Nz,
Borre M/@o/wéémf/w/m
et
Bonnrne réusaite
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