Yu,v € R:u<v=f(u) <f(v)

donc f est strictement

croissante sur R
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Préambule
Ce document est une ébauche d’harmonisation de mes fiches de cours dispensé dans les classes
de secondes scientifiques (2"4¢ S) et est basé sur 'Harmonisation des Programmes de Mathéma-
tiques (HPM) édition 2004 en vigueur dans I'’enseignement des mathématiques au TOGO.
La méthode d’enseignement utilisée est en majorité la méthode active.
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CHAPITRE 1. CALCULS DANS R

Objectifs pédagogiques . (Confere programmes HPM page 20)

Alafin de lalegon, I'éleve doit étre capable de :

comparer deux réels.
calculer avec des puissances de 10 et avec des puissances entieres d'un réels.

développer, réduire, ordonner, factoriser des expressions littérales et numériques. N.B : Les
identités remarquables, vues en classe de 3%, seront complétées par : (a+b)°, (a—b), a>+b>,
a’ - b, (a+b+c)>.

. utiliser les propriétés élémentaires des racines carrées pour simplifier une expression.

effectuer des calculs avec racines carrées : dénominateur rationnel, élévation au carré pour
comparer.

. utiliser les propriétés de la relation d’ordre.

exprimer sans utiliser le symbole de la valeur absolue une expression comportant des va-
leurs absolues. N.B : On pourra habituer les éléves a presenter les résultats d'une valeur
absolue dans un tableau ou un axe.

. interpréter, graphiquement x € &, |x — al <b, |x — a| =b; a et b étant des réels.

9. reconnaitre si un nombre réel est un nombre rationnel, un nombre décimal, un nombre

10.
11.

12.

13.
14.

15.

entier.
donner la partie entiére d'un réel dont on reconnait le début de son écriture décimale.

déterminer son approximation décimale d’ordre n par défaut, par excés déterminer son
arrondi d’ordre n.

trouver un encadrement d'un réel connaissant son arrondi d’ordre n.

montrer qu'un nombre a est une valeur approchée a € prés d'un nombre réel r.

m et p étant des réels, trouver un encadrement du réel m r + p connaissant un encadrement
duréelr.

trouver un encadrement des réels r + s etr - s connaissant un encadrement des réelsr et s.
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1. RET SES SOUS-ENSEMBLES

1 R et sessous-ensembles

1.1 Rappels

1.1.1 Sous-ensembles de R
- N : ensemble des nombres entiers naturels; N ={0,1,2,3,---}
- Z : ensemble des nombres entiers relatifs; Z2={---,-3,-2,-1,0,1,2,3,---}
- D : ensemble des nombres décimaux ; Exemple : 1,52 ; -0,56
Tout nombre décimal est sous la forme a x 10" aveca e Z et me Z.
- @ : ensemble des nombres rationnels. Un nombre rationnel est un nombre pouvant s’écrire

sous la forme Z, peZetqgeN". Z est appelé fraction.

Exemple 1.1
432 2
4,363636-- = —, —.
99 5

Remarque 1.1
Lécribune 4,363636-- eak a/r\/r.eﬂe,e soribune décimalle illimikée. Dams
mmw@sawm;mawmmw

eot@usdwdem36:mwut1,@.
ng’MWd’mwm’me,mme
A'WW%@W@WM:MM%'&MW.

Emcemple 1.9

7 =1415926535---; V2 =1,414213562---

- R est '’ensemble des nombres réels : formé des rationnels et des irrationnels.
OnaNcZcDcQcR. R* =R~ {0}; R, est'ensemble des réels positifs et R_ est 'ensemble des
réels négatifs.

1.1.2 Notation scientifique
Un réel A est dit exprimé en notation scientifique lorsqu’il est sous la forme A= a x 10, ou p€ Z
et a est un réel ayant un seul chiffre non nul avant la virgule.

Exemple 1.3
43,56 = 4,356 x 10 ; —=3,506 = —3,506 x 10° et —0,004356 = —4,356 x 103

EXERCICE 1.1
Calculer a I'aide d'une calculatrice et donner le résultat sous forme de notation scientifique :

65x0,6
2000 x 2065 0,87 x0,603; —————;
0,078 x 10~2
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CHAPITRE 1. CALCULS DANS R

Solution:

1.1.3 Lesregles de calcul dans R

EXERCICE 1.2

Calculer les nombres suivants en présentant le résultats sous forme de fraction irréductible.
3 9 3_5 2,3 3_4 _o.1
A= .p= c=5_6,p=3"2,475, 3
_8’ 1_3 1_2 2_373_4" o 1
5 471 475 372 475 3

EXERCICE 1.3
Ecrire les nombres suivants a 'aide de puissances entiéres de nombres premiers :
63 x577 x 73 8,1x107%x 0,36 x 2560
= ; B= .
73 x 77 x 126 (24x 1071 x6)2 x216 x 64 x 1072

EXERCICE 1.4

1) Développer, réduire et ordonner les expressions suivantes :
A=(x+2)(x*-1)-@2x-1D@2x+1); B=(x+V3)*+(V3-1)%;
C=(a+b+0)*;D=(a+b)?*;E=(a-b)>; F=(a+b)(a*-ab+Db*);
F=(a-b)(a*+ab+b*);G=(x-1)°

2) Factoriser les expressions suivantes :
A=02x+1)2x-6)+(x+5)3—x); B :x3—27+(x—3)(4x+3);
C=(x*-92-(2x-12D=8-12x+6x’—x et E= (x—v2)> -2(vV2-2X)(x - V2) + (V2 - 2x)%.
3) Soit x, y et z trois nombres réels deux a deux distincts.Simplifier A= a y

+ +
; x=yx-2) (y—x)(y—2)

(z=x)(z—y)

EXERCICE 1.5
Simplifier au maximum sans radical au dénominateur

1 14

A= —I,B:v54+v24—v600,C:——

1+ : \/7
1_1+\/§

1.1.4 Comparaison des nombres réels

EXERCICE 1.6
7 10
1) Comparer E et 7
V5 V5 En déduire une comparaison de V5 et v5
- . u i .
V5-v3 V5+V3 V5-v3  V5-v3

Définition 1.1
Soit a et b deux nombres réels.

2) Calculer
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1. RET SES SOUS-ENSEMBLES

—( Propriété 1.1 1

Soit a, b, c€ R. Alors :
ea<a
easbetb<sa=a=>hb.
eas<betbsc=>as<c.

—( Propriété 1.2 1

Soita, beR:
ePourtoutceR,asb=>a+c<b+c;
eSic=0alorsasb=>axc<bxc;
eSic=0alorsasb=>axc<bxc;
En particuliera<b= -a=-b

—( Propriété 1.31

a < b
e Pourtouta, b,c,deRona< c < d
a+c < b+d
a < b
e Sia, b, c et d sont tous positifs alors { ¢ < a ;
axc < bxd

-SiaetIasonttouspositifsalorsasbzazsb2 etas<sb=+vas< Vb;

« Si a et b sont tous différents de zéro et de méme signe alors a< b =

a

1
=>—.
b

EXERCICE 1.7

1 1
1) Comparer?)\/g et7;, ——et——; puisZ—Zﬁ et2—3v3.
13 2v/42

2) Soit a un nombre réel supérieur ou égal a 4.
a) Quelle est le signe de 2 — v/a?
b) Développer (2 — v a)>.

c) Comparer \/4+a—2vaet va-2.
3) Soit a et b deux nombres réels strictement positifs tels que a < b.

) a+b
a) Démontrer que a <
b) Dé t ! L1
émontrer que <———.
d a-b_a b

c) Démontrer que a < Vab < b.
4) Soit x et y deux nombrestelsquel <x<2et-3<y<-2.
a) Donner un encadrement de y2

b) Donner un encadrement de Y 5
x.y

Mathématiques 2"4°S 10/68
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CHAPITRE 1. CALCULS DANS R

1.2 Partie entiere

Définition 1.2
Soit x € R. On appelle partie entiere de x notée E(x) Uentier relatif n vérifiantn< x<n+1.

Exemple 1.4
E8,7)=8;E(8,5)=8;E(-8,7)=-9;E@8)=8;E(-8)=-8;E(nr)=3

Remarque 1.2
4 SDL me”Z aﬂefw Em)=m

& G xeR ek mezZ olorws EGx+m)=m+EX)

& Four fouk x€R on o E(x)<x<E(X) +1
& S mez dlow Vxelmm+1], Ew)=m

EXERCICE D’APPLICATION 1.1
1) Donner la partie entiere des nombres suivants(utiliser la calculatrice si besoin est) : 0,001 ;
10-5. 13v2-+/15 E(10°n)

) ) 3 .

_3><
2) Soit x € R. . 1 .
a) Montrerquex—1<E(x)sxetque—gsx—E(x+§)<5

1
b) Déterminer I'intervalle auquel appartient x si E(x) = 1 puis si E(2x — 5) =3.

2 Valeur absolue et distance sur la droite numérique

2.1 Rappels

Définition 2.1
La valeur absolue d’'un nombre réel a, notée |al, est le plus grand entre a et —a.

Définition 2.2

Soit x,y € R. La distance de x a y, notée d(x, y), est|x — y|.

—( Propriété 2.1 1

Soita,beRetr>0.Alorsona:
lal=0 lal=0ea=0
lal=1-al lal = asia=0

a | —asia<0
la| = |b| © a=boua=—b. Va2 =|al

a |al

ab|=|al| x |b Sib#0alors|—|=—
lab| = |a| x | b| # Ibl D]
la+ b| < |al+|b| lalsre-r<as<r
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2. VALEUR ABSOLUE ET DISTANCE SUR LA DROITE NUMERIQUE

EXERCICE 2.1
1) Déterminer la valeur absolue des réels suivants: A=1-v2, B=—-v2+ V3.
2) Calculer la distance entre A et B.

5
3) Placer le réel C = 5 Sur un axe gradué. Déterminer les réels x tels que d(x, C) = 2 puis les réels y

3
tels que d(y,C) = >

2.2 Résolution d’inéquations

EXERCICE 2.2
1) On considere l'intervalle [1;4].
a) Représenter graphiquement cet intervalle sur une droite graduée. Déterminer son centre c,
son amplitude A et son rayon r.
b) Placer un réel x € [1;4] sur la droite. Comparer au rayon la distance entre x et c.
c) Exprimer ce résultat en utilisant le symbole de valeur absolue.
2) Répondre aux mémes questions pour l'intervalle | — 3; 1[.

1
3) Déterminer graphiquement 'intervalle des réels x tels que |x + EI <2.

EXERCICE 2.3
1) Représenter graphiquement l'intervalle | — oo; 1[U]4; 4+00[. En s’appuyant sur les résultats de
I'exercice précédent, interpréter a I’aide de valeur absolue I’expression x €] — oco; 1[U]4; +00.

1
2) Résoudre graphiquement les inéquations suivantes :|x — 3| > 2,5; [x+2| = 1; |[x + El < -1;
|-2x+1]<1;et|6x+8|<-2.

EXERCICE 2.4 1
1)Etudier le signe de —Ex — 3 suivant les valeurs de x puis écrire I'expression | — Ex — 3| sans le

symbole de la valeur absolue.
2) Ecrire sans le symbole de la valeur absolue : A(x) =[2x+1|; B(x) =|—2x+ 1| —|x+4]|.

2.3 Calcul approché

2.3.1 Valeur approchée

Définition 2.3
Soita€ R ete > 0. On dit qu'un nombre réel b est une valeur approchéedea ae présla-bl <e..
On écrita =~ b ae pres. € est appelé Incertitude de cette valeur approchée.

Exemple 2.1

Onav/2=1,4142135623731---. Donc |v2—1,414| = 0,0002135623731 - -- ; ainsi |V2—1,414| < 103,
D’oi1 1,414 est une valeur approchée de v2 2 1072 pres.

EXERCICE D’APPLICATION 2.1
Déterminer cing autres valeurs approchées de v2 21072 pres.
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CHAPITRE 1. CALCULS DANS R

Remarque 2.1

Q?@iﬁbe&kumemm%mr\/’r\rwop\éedeade/I\rLéoaQ@)wb—ESasb+£.(€eoL
mmmcaammagmd’w@mmzmmﬂemdeﬁ’mmm

[b—e,b+€].©mmbaitzrmbbkba&t/r\&w8rwrdm4\&wwquea.cijo)w:
>£9Lbe&t1\9ub/r\&t&tquea,mdito[uebeatumewﬁwnwmmpxée
de a & e pres pan defant
>§Lbe&t/r\&w8rmdwa,md¢wbe&tmemmﬁaxnaw&ée
deadezrméa/pahmccéb.
Q@Dwm&eamﬂwhﬁwwwop\éwdeadlo_pmmlpeN,dwmw
i/mx[\mtamteb:
>Q,Wmmhmdéwmﬂed'mdhep/r\mdé8autw%tﬁe
mmﬁﬂedédmaﬁasa&tpmmmmtb’édwwwapcp\i%r@wrmébﬁamﬁnﬁuﬁe.
> lapyproximabion décimale d'sndne p par emess qui esk e
mmnﬂﬂeWﬁ>aekWﬂédﬁhempJ&%f@WﬂaWu&u&e.
2.3.2 Arrondi d’ordre p

Sil’on connait le début de I'écriture décimale d'un réel, alors son arrondi d’ordre p est égal a :
jieme

> son approximation décimale d’ordre p par défautsile p+
2;3 oud.
> son approximation décimale d’ordre p par exces sile p +
7;80u9.
EXERCICE D’APPLICATION 2.2
1) On donne x = 1.73205080756888--- et y = 2.64575131106459 - -.

a) Donner un encadrement de x et de y par leurs approximations décimales d’ordre 3 par dé-
faut et par exces.

b) Donner I'arrondi d’ordre 3 de x puis de y.

c¢) Trouver un réel a tel que a x 1072 < xy<(a+1)x 1072,
2) Soit @ un réel dont I'arrondi d’ordre 2 est 1,51. Donner le meilleur encadrement possible de
-2a+3.
3) Un rectangle a pour dimensions les réels L et [. On suppose que 2,15 est une valeur approchée
de La5x 1072 preés et 1,35 est une valeur approchée de [ 45 x 10™% pres.

a) Donner un encadrement du périmere et de l'aire de ce rectangle avec le plus de précision
possible.

b) Ce rectangle est en fait la base d'un pavé droit de hauteur 3. Donner une valeur approchée
du volume de ce pavé. Préciser I'incertitude de cette valeur approchée.

chiffre apres la virguleest0; 1;

11€ME (hiffre aprés la virgule est 5; 6;

3 Majorant, minorant, maximum et minimum

Définition 3.1
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3. MAJORANT, MINORANT, MAXIMUM ET MINIMUM

Soit A un sous-ensemble de R non vide.

> On dit que M est un majorant de A si M est plus grand que tous les éléments de A.

> On dit que m est un minorant de A si m est plus petit que tous les éléments de A.

> Lorsqu'il existe le plus grand élément de A est appelé maximum de A.

> Lorsqu'il existe le plus petit élément de A est appelé minimum de A.

Un ensemble qui admet un majorant (respectivement un minorant) est dit majoré (respectivement
minoré)

EXERCICE D’APPLICATION 3.1
. 2
Soit A= {1;—3; \/3_3;5}, B=1[2;3[et C =]—00,—2].

Déterminer si possible deux majorants, deux minorants, le minimum et le maximum de A.
Répondre aux mémes questions pour les ensembles B et C.
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CHAPITRE 2. FONCTIONS NUMERIQUES : GENERALITES ET ETUDE DE QUELQUES FONCTIONS USUELLES
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fonctions usuelles
Contenus

1 Généralitéssurlesfocntions . ... ... ...ttt ittt enenses 16
1.1 Définitions . . . . . . . . . e e e 16

1.2 Image directe, Image réciproque . . . . . . . . . . ... 17

1.3  Fonctions égalessurunensemble . . . ... ... ... ... .. ... ..... 18

1.4  Sensde variation, extremum d'une fonction . . . . ... ............. 18

2  Ftudede quelquesfonctionsusuelles . . . . . .o oot ittt vttt 19
2.1  Fonctions affinesparintervalles . ... ....................... 19

2.2 Quelques fonctions élémentaires . . . . . .. ... ... 20
2.2.1 Lafonctioncarrée . . . . . .. . .. i e 20

2.2.2 Lafonctionracinecarrée . . . . . ... . ...t 21

2.23 Lafonctioninverse . ... ... ... .. ... 21

2.24 Lafonctioncube . . . .. ... .. ... ... . 21

2.3 Composée de fonctions élémentaires suivie de fonction linéaires . . ... .. 21
2.3.1 Fonctions polynémes duseconddegré . ... .............. 21

2.3.2 Fonctions homographiques . . . .. .. ... ............... 22

2.3.3 Fonctionavecradical . . ... ...... ... ... ... ... ..... 23

Mathématiques 27§ 15/68 K.A. AGOSSEME




Objectifs pédagogiques : (Confere programmes HPM page 21)
Alafin de lalegon, I'éleve doit étre capable de :

1. des relations binaires étant données :
» déterminer images et antécédents
e reconnaitre les fonctions
« reconnaitre les applications parmi les fonctions

2. une fonction étant donnée :
» déterminer son ensemble de définition
» déterminer image et image réciproque d'un sous-ensemble.

3. reconnaitre les fonctions égales, ou coincidant sur un ensemble.
N.B : A propos de ces généralités, on s’attachera a travailler sur des fonctions, non forcé-
ment numériques, en particulier prendre quelques exemples géométriques. Les relations,
fonctions, applications devront étre données sous différentes formes :  lien verbale ou pro-
gramme de construction
« représentation graphique
« formule explicite.

4. construire une représentation graphique point par point.

5. reconnaitre sur la représentation graphique d’'une fonction le sens de variation et établir le
tableau de variation.

6. démontrer qu’'une fonction est croissante ou décroissante sur un intervalle donné et déter-
miner les coordonnées des extrema éventuels
N.B : Le sens de variation d’'une fonction f sur un intervalle I s’établira en utilisant les défi-
nitions suivantes :
o (f croissante sur )< ((u, v) € I, (u < v) = fw < f(v)
o (f décroissante sur )<= ((u, v) € I, (u < v) = fw=f)
« (f constante sur )<= ((i, v) € I?, f(u) = f(v)

7. déterminer I'allure d’'une courbe a partir d'un tableau de variation.
8. utiliser un graphique pour résoudre des équations du type : xe £, f(x) =k, ke #
9. résoudre un probleme en réalisant un graphique.

10. une fonction usuelle étant données, établir le tableau de variation et tracer la courbe repré-
sentative.
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CHAPITRE 2. FONCTIONS NUMERIQUES : GENERALITES ET ETUDE DE QUELQUES FONCTIONS USUELLES

Dans tout le chapitre le plan est muni d'un repére orthonormé (O, I, J).

1 Généralités sur les focntions

1.1 Définitions

fx)

Activité 1.1
L'unité de mesure est le centimetre.ABC est un tri-
angle rectangle en C tel que AB =6—x et AC = x;
avec x = 0.
1) Calculer BC en fonction de x.
Pour signifier que BC est en fonction de x, on écrit
BC = f(x) et on dit qu'on a définit une fonction f
de R vers R.
2) Pour chacun des x donnés, calculer si possible,
la valeur numérique de f puis compléter le dia-
gramme ci-contre :

Solution:

1) On a AB® = AC* + BC? (théoréme de Pythagore) donc BC? = AB* — AC? = (6 — x)* — x*.D’ol
BC=v36—-12x.

2)

Remarque 1.1

f: [0,+00[ — R
Y ~ ek motée -
QWMJF X — V36-12x

ekm&k:"fdé,ijMede[0,+oo[we)11>RunEan,&Asde\/36—12x ’
image de x par f
gwu/r\QeQ’ma%edeiedt\/ﬂOmdxtmque\/ﬂth’amtécéMde
1.
ngﬁlmmgef(x)mbtemditwf@tdé@/r@mxmwxwm

& I'ensemble de définition de f noté ;.

Définition 1.1

Soit A et B deux ensembles non vide. On appelle fonction de A vers B, toute COI'Ti espondance f
qui a tout élément de A associe au PIUS UN élément de B

¢ 9 ={x e Al f(x) existe dans B}

Ona 9y c A. Si 95 = A, alors on dit que f est une application

Activité 1.2
f: 10,400 — R PR
de I'activité précédente
x  — V36-12x viFep
1) Quelles sont les contraintes sur x pour que f(x) existe ?

On consideére la fonction
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1. GENERALITES SUR LES FOCNTIONS

2) En déduire 'ensemble de définition de f.
3) Compléter le tableau suivant :

X 0{025/05(0,75|1|1,25|1,5|1,75|2|225|25]|275]|3
fx)
4) Lunité graphique du repere orthonormé (O,1,]) est 2cm. Placer les points M(x, f(x) puis relier
chaque point et son suivant par un segment
La ligne obtenue est appelée représentation graphique de f notée €.

6

Solution:

1) f(x) existe si, et seulement si x € [0, +oo[ et 36 —
12x = 0 car la racine carrée d’'un nombre négatif 3
n’existe pas.

2) Donc f(x) existe si, et seulement si x € [0, +oo[ et
3= x.D'ou Z¢ =[0;3] 1

1.2 Image directe, Image réciproque

Activité 1.3
Soit les fonctions f et g définies par la repré-

sentations graphiques suivantes : 1) Gétermi- 1
ner graphiquementl'image 2; -1,5; 5. I+ /\1\
L |

2) Géterminer graphiquement 'antécédent de

L |

-6;-0,5; 2. [ i i _ -1 1
3) Déterminer I'’ensemble des images des élé- —2 1 14
ments de l'intervalle [-1; 1,5]. -1
4) Quels sont les x qui ont leurs image dans oL
I'intervalle [0;1]. -2 -
f: R — R 1
5) On donne = 2 a) Calculer I'image de 2; 4; V3 b) Déterminer I'image réciproque de >
Ex-1)

EXERCICE D’APPLICATION 1.1
Les relations suivantes de sont données par leurs représentations graphiques.Préciser les fonc-
tions et les applications.

Dans le cas ol1 on a une fonction, donner I’ensemble de définition.
f:l-2,21-R f:R—R f:[-2,21—R i:R—R

1 / 1+ 1+ 1+

[ T T [ T % } %

-2 1 -2 -1 ) 1 -2 /—1 1 -2 -1 1
-1+ + -1+ -1t

-2 4 -2 1L -2+ -2+
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CHAPITRE 2. FONCTIONS NUMERIQUES : GENERALITES ET ETUDE DE QUELQUES FONCTIONS USUELLES

EXERCICE D’APPLICATION 1.2
1) Déterminer I'’ensemble de définition des fonctions suivantes :

fr R - R g: R - R h: [-2;3] — R
X
x — x+1 X — Vx-—-1+ X — Z—x
2x+3 |x—2| EQ2x-1)

2) Soit A et B deux points du plan tels que III@II =4,
a) Déterminer ’ensemble des points M du plan tel que MA.MB = -2.
f:Z - &
b) En déduire I'’ensemble de définition de la fonction AB

M - ——
MA.MB+2
c) Calculer f(A), f(B) et f(I); ou I estle milieu du segment [AB].

1.3 Fonctions égales sur un ensemble

Définition 1.2
Deux fonctions f et g sont égales (ou coincident) sur un ensemble KsiK c DynDg etVx €K, f(x) =

g(x).
Si f et g sont égales sur K alors elles ont la méme courbe sur K.

EXERCICE D’APPLICATION 1.3
1) f, g, h et j sont définies par leurs représentations graphiques suivantes.

1 < W1+
/
/ \
/T\ / .
L Il Il L Il \ Il
[ T T [ /I T
-2 \-1 / 1 -2 /2 ) 1
/ /
i / —4—
/// /
- /

_2 -4 _2 i

Déterminer les ensembles sur lesquels f et g coincident
Soient f:R—R,x— —x+2et g:R— R, x— |x—2|. Montrer que f et g coincident sur K =] — 00, 2]

1.4 Sens de variation, extremum d’une fonction

Activité 1.4
Dans chaque cas la fonction f est définie sur [-2,2]
a) b) c)

L | \ | L |

|
f T T f T T f T

2L 2L 24
Soit a, b € [-2,2] tels que a < b. Comparer f(a) et f(b)
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2. ETUDE DE QUELQUES FONCTIONS USUELLES

EXERCICE D’APPLICATION 1.4
On donne:

1 -
7\ 1) Dresser le T.Vde f

[ w w 2) Déterminer la plus grande et la plus
-2 \~1 1 petite valeur de f

2 Etude de quelques fonctions usuelles

2.1 Fonctions affines par intervalles

. . R - R
Les fonctions affines sont les fonctions de la forme f
X — ax+b
Si a <0 alors f est strictement croissante.
Si a>0alors f est strictement décroissante.

Si a =0 alors f est strictement constante.

EXERCICE 2.1
fx)= —-2x-3 sixe[-3;-1]

On considere la fonction f définiepar{ f(x)= x+1 sixe]-1;2[
flo)= 1 six € [2;4]

La fonction ainsi définie est une fonction affine par intervalle.

1) Déterminer son ensemble de définition de f.

2) Calculer I'image par f de -3, -1, 2, 4, 3 et 0.

3) Déterminer le sens de variation de f sur chacun des intervalles [-3; —1], ] —1;2[ et [2;4].
4) Tracer les droites (D;) : —2x—3, (D2):y=x+2et(D3): y=1.

5) En déduire la représentation graphique de f.

6) Déterminer graphiquement I'image-directe par f de l'intervalle [-3; -2[, [1;2] et [3;4][.
7) Déterminer graphiquement I'image-réciproque par f de 3, 2, 1 puis de I'intervalle [2;3].

Solution:
5)

EXERCICE 2.2

‘R —- R
1) Soit !

x - |x|
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CHAPITRE 2. FONCTIONS NUMERIQUES : GENERALITES ET ETUDE DE QUELQUES FONCTIONS USUELLES

a) Ecrire f(x) sans le symbole de valeur absolue.

b) En déduire que f est une fonction affine par intervalle.
c) Dresser le tableau de variation de f.

d) Construire la représentation graphique de f.

R

|—x+2|—|x+1]

a) Ecrire f(x) sans le symbole de valeur absolue.

b) En déduire que f est une fonction affine par intervalle.
c) Dresser le tableau de variation de f.

d) Construire la représentation graphique de f.

2 soit 1B
X

Solution:
2d)

EXERCICE 2.3

R —- R . .
Construire la représentation graphique de la fonction ! . E0) ou E(x) désigne la partie

entiere de x.

Co Yo S e
—— —
-3 -2 -1 1 2
........ .___1_‘;

2.2 Quelques fonctions élémeéntaires;. | . . ... . ... L

2.2.1 Lafonction carrée

EXERCICE 2.4

f:R - R

1) Soit a, b €] — 00,0[ tels que a < b. Comparer f(a) et f(b).

En déduire le sens de variation de f sur I'intervalle | — oo, 0[.

2) Déterminer le sens de variation de f sur I'intervalle ]0, +ool.

3) Dresser le tableau de variation de f. Quelle est le minimum de f En quelle x est-il atteint?.
4) Compléter le tableau suivant :

Soit
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2. ETUDE DE QUELQUES FONCTIONS USUELLES

X -21-1,5|-1/-05]0(05|1]|15]|2

[
5) Construire la représentation graphique de la fonction f.

6) Résoudre graphiquement1’équation f(x) = 4 puis I'inéquation f(x) > 4.

2.2.2 Lafonction racine carrée

EXER?ICI]% 2.5 .

Soit X = VE

1) Déterminer I'ensemble de définition Z; de f.

2) Déterminer le sens de variation de f sur Zy.

3) Dresser le tableau de variation de f. Préciser 'extremum de f.
4) Construire la représentation graphique de la fonction f.

2.2.3 Lafonction inverse

EXERCICE 2.6

fR —- R

Soit 1
X — -

X

1) Ftudier le sens de variation de f surl'intervalle | — oo, 0[ puis sur I'intervalle ]0, +oo].
2) Dresser le tableau de variation de f.
4) Compléter le tableau suivant :

X 21-1,5]-11-05{X|05|1]|15]|2
F(x)

3) Construire la représentation graphique de la fonction f.

2.2.4 Lafonction cube

EXERCICE 2.7
fR —- R

Soit

1) Etudier le sens de variation de f sur l'intervalle ] — oo, +ool.
2) Dresser le tableau de variation de f.
3) Construire la représentation graphique de la fonction f.

2.3 Composée de fonctions élémentaires suivie de fonction linéaires

2.3.1 Fonctions polynémes du second degré

EXERCICE 2.8
f*R = R

Soit 2 3

X — 2X"+6x+—

3.2
1) Montrer que f(x) :2(x+§) -3

2) Soit a, b €] _OO’_E'

Mathématiques 2"€§ 22/68 K.A. AGOSSEME



CHAPITRE 2. FONCTIONS NUMERIQUES : GENERALITES ET ETUDE DE QUELQUES FONCTIONS USUELLES

a) Donner les expressions de f(a) et f(b).
b) On suppose que que a < b. Montrer que f(a) < f(b).

En déduire le sens de variation de f sur l'intervalle | — oo, - [.

. 3
3) Etudier le sens de variation de f sur l'intervalle | — 2 +00].

4) Dresser le tableau de variation de f. Déterminer I'extremum de f.

5) Construire la représentation graphique de la fonction f.

6) Résoudre graphiquement les équations f (x) = 2 et f(x) = —4 puis I'inéquation f(x) < 0. 7) Etu-
fR - R

dier et représenter graphiquement la fonction
p graphiq — —2X*+4x+3

Solution:
5)

Ommqw%@«mm&gﬁwduMdey@e&tdu%\efo
ax? +bx+c, a#0. E?a%s’lmemswe&tf(x) alx— a:) +ﬁm\}e,c(x_—2—
Jﬁ:—#.gewsmﬁ)eﬁwmhﬁawﬂo&

2.3.2 Fonctions homographiques

EXERCICE 2.9
ffR - R

Soit 2x—-1

X —

x+1
3
1) Montrer que f(x) =2 - 1
X
2) Déterminer I'ensemble de définition Z; de f.
3) Déterminer le sens de variation de f sur les intervalles | —oo, —1[ et ] — 1, +00.
4) Dresser le tableau de variation de f.
5) a) Construire les droites (D) : x =—1et (D) : y = 2.
b) Construire la représentation graphique de la fonction f.

Solution:
5)
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: - 2+ ETUDE DE. UELQUER FONCTIONS USUELLES

Remarque 2.2

Usne WMWMW%@W@foHZSIS ad—
bc#0 ek c#0. £OL WAWW%WLQW
Awe@@eww. k d

On peut écnine fx) sous la @smme f@ =5+ avee p=—, q=

d
k=b-22

eMQ(p,q)MWW&W@Q’W.

2.3.3 Fonction avec radical

ek

o1

EXERCICE 2.10
. R - R
SOt Vaxd+l
1) Déterminer I’ensemble de définition & rde f.
2) Déterminer le sens de variation de f sur @f.
3) Dresser le tableau de variation de f. Préciser 'extremum de f.
4) Construire la représentation graphique de la fonction f.

Solution:
5)
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CHAPITRE 3. FONCTIONS POLYNOMES, FONCTIONS RATIONNELLES

Fonctions polyndmes, fonctions rationnelles

Contenus
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Objectifs pédagogiques : (Confere programmes HPM page 22)

Alafin de lalegon, I'éleve doit étre capable de :

1. reconnaitre une fonction polynéme, une fonction rationnelle.

2. développer, réduire une polyndéme, la factoriser dans le cas ou un facteur commun appa-
rait, o1 on reconnait une identité remarquable.

3. trouver la fonction polyndémes Q telle que P(x) = (x-a)Q(x), par la méthode des coefficients
indéterminés ou par la division euclidienne, connaissant un zéro @ d’'une fonction poly-
nome P de degré 2 ou 3.

4. trouver la forme canonique d'une fonction polynéme du second degré et la factoriser en
utilisant cette forme (lorsque cela est possible).

5. fdésignant une fonction polynoéme ou une fonction rationnelle, étudier le signe de f(x) sui-
vant les valeurs de x.
N.B:
 On travaillera sur les fonctions polyndomes (il n’est pas utile de distinguer polynomes et
fonctions polynomes).
» Pas d’étude générale sur la fonction polyndme du second degré par calcul du discrimi-
nant.
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CHAPITRE 3. FONCTIONS POLYNOMES, FONCTIONS RATIONNELLES

1 Fonctions polynomes

1.1 Révision des acquis

EXERCICE 1.1

Soit P(x) =x(x—1D(x+2)(x—-3)+(2x+4)(x—1).

1) Développer, réduire et ordonner P(x) suivant les puissances décroissantes de x.
2) Quels sont les mondmes qui composent P(x).Quels sont les ceefficients de P(x).
3) Quel est le degré de P(x).

4) Calculer la valeur numérique de Ppour x=4; x=1; x=-3 et x = -2.

Définition 1.1

Soit ay, an—1, -+, az, a1, ap des nombres réels avec a, # 0. La somme algébrique P(x) = apx" +a,—, x4
-+ apX* + a x + ay est appelée po/ynéme. Chagque terme de cette somme est appelée monoéme.

n est appelé degré de P etest noté diP. Les réels ayn, An_1,""+,0az, aj, ag SOnt les les ccefficients
de p.

Pour deux polynomes P et Q,on a di(P + Q) < max{diP,diQ} et di(PQ) = diP + diQ

—( Propriété 1.1 1
Deux polydme sont égaux si, et seulement si les ccefficients des termes de méme degré sont
égaux

1.2 Factorisation d’'une fonction polyome

1.2.1 Zéro d’'une fonction polyéme

Définition 1.2
On appelle zéro d'un polynéme P(x) tout nombre réel a tel que P(a) = 0.

Exemple 1.1
Dans I'exercice précédent 1 et —2 sont des zéros de P(x).

1.2.2 Factorisation d’'une fonction polydome

¥ Utilisation des identités remarquables et de facteurs communs
EXERCICE 1.2
Factoriser les expressions suivantes

f(x):(2x—1)(x—3)+(5—x)(3—x)—x+3;g(a):(a3—8)+(a—2)(4a+5)
h(t)=t*+42+4; P(x) = (x—=V3)?=2V3(x-V3) +3

¥ Polynome du second degré
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1. FONCTIONS POLYNOMES

Activité 1.1

Soit P(x) = ax® + bx + c avec a # 0 et Y un nombre réel.
2

1) Montrer que X%+ Yx=(x+ g)z - YZ
P . L b , b*-4ac
2) En mettant a en facteur, déduire du résultat précédent que P(x) = a[(x + 2—) iy l.
a a

Remarque 1.1
2 _
£'écftihuw P(x) = al(x+ %)2— b 4;ac] eak o./[v[\eﬂée B,o)‘vme c,ammw[ue de

P(x).

EXERCICE 1.3
Donner la forme canonique des polyndme suivants puis factoriser si possible.
f(O)=2t2+41-6; P(x) = —5x°+2x+7; Q(x) =3x*—2x—1; R(y) = y*+ y+1;et S(u) = —u*+2u—1

¥ Polynome de degré supérieur a deux

—( Propriété 1.2 1'
Soit f(x) un polyndme de degré supérieur a deux et @ un nombre réel.

Si a est un zéro de f(x) alors il existe un polynome g(x) tel que dig = dif —1 et f(x) =
(x—a)g(x). On dit alors que f(x) est divisible ou factorisable par x-« et que g(x)
est le quotient de f(x) par x-a.

Il existe deux méthodes fondamentales pour déterminer le quotient de f(x) par x— « : laméthode
de la division euclidienne et la méthode des ceefficients indéterminés.

Exemple 1.2

Soit f(x) = —2x3—x* +4x—4.

Ona f(-2) =0donc -2 est un zéro de f(x). Ainsi f(x) est divisible par x — 2. Il existe un polynéme

g(x) tel que f(x) = (x+2)g(x).

Méthode de la division euclidienne
3 2

—-2X —-X +4x -4 X+2
—(-2x° —4x°) —2x°+3x-2
3x? +4x
—(3x2 +6x)
(-2x —4)
—(-2x -4)
0

D'ou g(x) = —2x*+3x-2et flx) = (x+2)(—2x>+3x-2).

Méthode de la division euclidienne
Comme f(x) = (x+2)g(x) et dif = 3 alors dig =3 -1 = 2. Anisi g(x) est sous la forme g(x) =
ax® + bx + c. On écrit alors fx)=(x+2) (ax’*+bx+c) = ax’+ (b+2a)x* + (c+2b)x + 2¢. Par iden-
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CHAPITRE 3. FONCTIONS POLYNOMES, FONCTIONS RATIONNELLES

a = =2

b+2a = -1

tification a —2x> — x> +4x—4on a .Dota=-2;b=3etc=-2.
+2b = 4
2c = -4

EXERCICE 1.4
1) Soit P(x) = x* =3x* — x +3.

a) Montrer que 1 est un zéro de P(x).

b) Déterminer le quotient Q(x) de P(x) par x — 1.

c¢) Factoriser Q(x). En déduire une factorisation de P(x).
2) Factoriser le polynéme suivant : P(x) = x° + x* —4x—4

1.3 Signe d’'une fonction polyome

Signede ax+ b
Soit a et b deux réels tels que a # 0. On a

b
ax+b=0=>x=——
a

X —00 +00

signede ax+b signede —a signe de a

-b
a
|
0
|

EXERCICE 1.5
Etudier le signe des polynéme suivants :
f() =22 +41-6; P(x) = x> —3x*—x+3 et Qx) = X342 +x+2

2 Fonctions rationnelles

Définition 2.1
On appelle fonction rationnelle tout quotient de fonctions polynomes.
P(x)

Q(x)
unzérode f si f(a) =0 : ce qui signifie que P(a) =0 et Q(a) #0.

Soit f est une fonction rationnelle définit par f(x) = et a est un nombre réel. On dit que a est

EXERCICE 2.1
xX2-x-2

1) Soit la foncti ti lle défini e S
) Soit la fonction rationnelle définie par f(x) 2 1351_2

a) Lesréels 1, —1 et 2 sont-ils zéros de f?

b) Déterminer I'’ensemble de définition de f.
9 . B x%-1

) Soit f(X) = m
a) On pose Q(x) = 13— x* + x - 1. Montrer que 1 est un zéro de Q. Factoriser Q(x).
b) Déterminer I'ensemble de définition D¢ de f.
c) Simplifier f(x) sur D Iz
d) Etudier le signe de f(x) suivant les valeurs de x. )
1 a

3) Déterminer a et b tels que pour tout x € R —{-2;2} : = + .
x2—4 x-2 x+42
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2. FONCTIONS RATIONNELLES
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Objectifs pédagogiques : (Confere programmes HPM page 23)
Alafin de lalegon, I'éleve doit étre capable de :

1. dterminer si des équations sont équivalentes.
2. résoudre des équations par équivalence.

3. résoudre graphiquement des équations du types x € Z, f(x) =k (k € %), {(x) = g(x) ou donner
un encadrement des solutions éventuelles les représentations graphiques des fonctions f et
g étant données.

4. résoudre des équations, des inéquations se ramenant a la forme f(x) = 0 ou f(x) <0, lorsque
f(x) s’écrit comme produit ou quotient de fonctions polynémes du premier degré.

5. résoudre des équations de la forme f(x) = 0 ou f est une fonction affine par intervalles.
6. déterminer si des systemes sont équivalents et les résoudre par équivalence.

7. résoudre algébriquement un systéme de deux équations du premier degré dans %* par
combinaison linéaire, par substitution et par I'utilisation du déterminant.

8. résoudre graphiquement un systéeme de 2 ou 3 équations du premier degré dans %°.

9. résoudre algébriquement un systéeme de 3 équations du premier degré dans %> par substi-
tution.

10. mettre un probleme en équation et le résoudre.
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CHAPITRE 4. EQUATIONS - INEQUATIONS - SYSTEMES

1 Généralités

Soit A un ensemble, f et g deux fonctions de AversR.
Toute relation de la forme f(x) = g(x) (respectivement f(x) < g(x)) est appelée équation (respec-
tivement inéquation) dans A d’inconnue x.
Un élément a € A est dit solution de I'équation (respectivement de I'inéquation) si f(a) = g(a)
(respectivement f(a) < g(a).
Résoudre une équation ou une inéquation c’est déterminer I'ensemble des éléments de A qui sont
solutions. Deux équations ou inéquations sont dites équivalentes lorsqu’elles ont le méme en-
semble solution.
Avant de résoudre une équation ou une inéquation il est nécessaire de préciser son ensemble de
validité c’est-a-dire 'ensemble des valeurs de 'inconnue pour lesquelles I'’équation ou I'inéqua-
tion a un sens. Cet ensemble est déterminé par les contrainte sur I'inconnue.

2 FEquations et inéquations dans R

EXERCICE 2.1

x-2)2x-7)(x*-9)(7x— V3
On consideére I’équation suivante : ( X 4 3 X v3) =0 ol x est un nombre réel.
x —

1) Le réel 1 est-il solution de cette équation ?
2) Quelle est la contrainte sur I'inconnue. En déduire '’ensemble de validité de cette équation.
3) Résoudre cette équationdansR, Q, et Z.

4) Les équations ou inéquations suivantes sont-elles équivalentes ?
a)|x—2|=5et(x—2)*=25 Db)|x-2|=xet(x-2)"=x c) = et 2x+1)"=(x—-1)
x—1 2x+1

d) < etx+1)°<(x-1)
x—1 2x+1

Justifier les réponses.

EXERCICE 2.2
1) Résoudre dans R les équations suivantes :
Bx-1DRx+9+1-9x*=(1-3x)(5x-8); (x+1)°=1-x
2x% = x+1)(x+5) = (x +2)(x* +5) + x(5x — 11)
2) On considere I'inéquation suivante : (I): x € R; x*—4>0.
a) Etudier le signe du polynéme x> —4  b) En déduire 'ensemble des solutions dans R de
I’équation (I).
c) Quelles sont les solutions dans Z de I'inéquation x* —4 = 0.
3) Résoudre dans R les inéquations suivantes :
x2+x<x+1; BHxl=x+1
4) a) Résoudre dans R les inéquations suivantes :
(x+1x*—4x+2) < (x+ 1 (x* —2) et (x+1)(x* —2) < 2x*(x* - 2)
b) En déduire 'ensemble des réels x tels que (x+ 1) (2x* —4x+2) < (x + 1) (x* —2) < 2x*(x* - 2)

EXERCICE 2.3

x—1 1
1) Résoudre dans R I'’équation

208 —5x+2  2x%
) o o x*=7 2x(5-x)
2) Résoudre dans R I'inéquation <S— 5
— x —
4x—-1 2x+3 1
< < —
x—1 x+1 X

3) Résoudre dans R I'inéquation
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3. SYSTEME D’EQUATIONS OU D’INEQUATIONS DANS R? OU R3

EXERCICE 2.4
1) Soit f(x) =|2x—-5|-x—-3

a) Ecrire f(x) sans le symbole de valeur absolue.

b) En déduire les solutions dans R de I’équation |2x — 5] = x + 3.
2) Résoudre dans R

|-x—-1]=x-3 |x—1| =12x| [x—1]<2x+3 |x +2| <3x—4.
3) Ondonne:

Résoudre graphiquement les équations
ou inéquations suivantes : f(x) = —1;
gx)=1; f(x)=8g(x); f(x) <0;8(x)>0

3 Systéme d’équations ou d’inéquations dans R* ou R®

3.1 Systeme d’équations dans R?, dans R’

EXERCICE 3.1
1) Résoudre les systemes suivants par la méthode de substitution.

| 2x+2y =1 J =x-9y =0
(zl)'{3x+4y = 6’(22)'{ 3x+y = 8
2) Résoudre les systemes suivants par la méthode de combinaison.
1 1
3x+2y =1 —x—-=y =1
()] , .4, _ 2:5C0: 3% 3 2

& Méthode de déterminant (ou de cramer)
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CHAPITRE 4. EQUATIONS - INEQUATIONS - SYSTEMES

—( Propriété 3.1 1

. ) ax+by c . . . 2

Soit (2) : { i o un systeme d’équations dans R”.

On pose det(Z) =14, bb,l =ab' -a'b;det(x) = %,I =cb'-c'betdet(y)=1% Sl=ac'-dc.

: X . : det(x)
# Si det(Z) # 0 alors le systeme admet un unique couple solution (x, y) tel que x = dei) et
e

_det(y)

V= der®

det(x) det(y)
det(2) det(X) .
#Sidet(Z)=0et % = < ou o = 5 alors le systeme n'admet pas de solution: S= @

Cl

S=A( )}

b

#Sidet(Z)=0et ﬁ/ = 3, ou o =< £, alors le systeme admet une infinité de solutions :
a c c

S=1{(x,y)eR*:ax+by=c}

EXERCICE 3.2
1) Résoudre les systemes suivants par la méthode de Cramer (méthode du déterminant :
2) Résoudre dans R? suivant les valeurs du paramétre m :
| mx+y 1 ) 2x-my = m-1
&0 { x-y = 3’ (22): { Gb-mx-3y = 11-5m

EXERCICE 3.3
Résoudre dans R’ les systémes suivants :

x+10y-3z = 5 3x+4y+z = 7 ~
(Z1): 2x—-y+2z = 2 ,(Zo): X+2y-z = 13 ,(Z3): 2x+5y—-6z = 8
x+y—-6z = 0
—X+y+z = -3 2x—y+2z = 5
Jx+y+z = 0
(24).{ 2x-3y = 0

3.2 Systeme d’inéquations dans R* - Programmation linéaire

EXERCICE 3.4
1) Résoudre graphiquement dans R? 'inéquation 2x + y < 5.

2) a) Représenter graphiquement I’ensemble (S) des points M(x, y) telsque: { 2x+

<= <
WV

b) Déterminer le point de (S) qui rend maximale la somme x + y. Trouver la valeur maximale de

cette somme sur (S).
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Deuxieme partie

Géométrie
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CHAPITRE 5. VECTEURS ET POINTS DU PLAN

Vecteurs et points du plan

Contenus
1 Consolidationdesacquis . ... ... .c .ot v vttt eeteesssnneeeas 38
2  Quelques utilisationsdevecteurs . . . . ... .. oottt et ottt 39
2.1 Milileud'unsegment . . .. . ... ... e e 39
2.2  Centredegravit¢ d'untriangle . .. ... ... ... ... ... .. ... ..... 39
2.3 Alignementetparallélisme . ............ ... ... ... .. .. ... 39
B T & T 40
3.1 Mesurealgébriqued'unvecteur . ... ..... .. ... ... ..., 40
3.2 BaSEELTEPEIE . . . . v v o i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e 40

Mathématiques 27§ 37/68 K.A. AGOSSEME



Objectifs pédagogiques : (Confere programmes HPM page 24)
Alafin de lalegon, I'éleve doit étre capable de :

1. reconnaitre des vecteurs égaux, opposés, colinéaires

2. représenter: i+ U, u— U, kii(k € ), ati + pU (a et B réels)

3. exprimer vectoriellement le point O milieu du segment [AB]

4. utiliser la relation de Chasles pour simplifier des sommes vectorielles
5. faire intervenir des points pour modifier une expression vectorielle
6. utiliser la colinéarité pour montrer le parallélisme et ’alignement

7. prouver que deux vecteurs sont colinéaires, qu'une famille de deux vecteurs est une base
(par le calcul du déterminant du couple de ces deux vecteurs)

8. tracer unreprésentant d'un vecteur donné par ses coordonnées dans une base
9. décomposer graphiquement un vecteur dans une base et en déduire ses coordonnées

10. calculer les coordonnées d’un vecteur dans une base
N.B : Apprendre aux éleves a travailler sans repere.
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CHAPITRE 5. VECTEURS ET POINTS DU PLAN

1 Consolidation des acquis

EXERCICE 1.1
Soit ABC un triangle équilatéral de coté 4 cm. I le milieu du segment [BC].
1) Construire le point D tel que le vecteur CA soit égal au vecteur BD. Quelle est la nature du qua-
drilatére ABCD?
2) Donner sur la figure :
a) deux vecteurs de directions différentes;
b) deux vecteurs de méme direction et de sens contraires;
c) deux vecteurs de méme direction et de méme sens;
d) trois vecteurs de méme longueur Prec1ser cette longueur;

e) deux vecteurs egaux autre que CAet BD.
3) Exprimer le vecteur IBen fonctlon du vecteur IC. Que dit-on de ces deux vecteurs ?
4) Construire le vecteur i tel que i = I A +1 C
5) Construire le vecteur v tel que U = ~TA+2IC.
6) Soit (6) la droite perpendiculaire a (BC) passant par B. Soit E le point d’'intersection de la droite
(0) avec la droite (AD). Marquer le point F tel que EF= ZE - % U.
7) Lalongueur d’'un vecteur X est aussi appelée sa norme et notée [|X||. Donner la norme des vec-
teurs suivants : E, et IC.

Solution:
—( Propriété 1.1 1 >
. ) . . A B
Etant donné un point A et un vecteur i, il >
existe un unique point B tel que AB = ii. -
o« .
A

—( Propriété 1.2 1

Soit quatre points A, B, C et D tels que AC = BD. 6\
Alors : C
4

& ABCD est un parallélogramme; N
¢ AD=BC; _ D

& AC = AB + AD.

Définition 1.1

Soit il et U deux vecteurs. a et 3 des nombres réels.

& Le vecteur il est appelé vecteur colinéaire a ii.

& Le vecteur ail + BU est appelé combinaison linéaire deiiet V.

Dans l'exercice précédent le vecteur 21C est un vecteur colinéaire a IC et le vecteur EF est une
—_—
combinaison linéaire de AB et 7.

Mathématiques 2"€§ 39/68 K.A. AGOSSEME



2. QUELQUES UTILISATIONS DE VECTEURS

2 Quelques utilisations de vecteurs

2.1 Milieu d’un segment

EXERCICE 2.1

Soit [AB] un segment et / son milieu.

1) Exprimer les vecteurs ﬁl et ﬁ en fonction de I.A
2) Calculer TA+IA.

Solution:

—( Propriété 2.1 1
# Si ] est milieu du segment [AB] alors TA+TA=0.
# Si ] est un point vérifiant I A+ I A =0 alors I est milieu du segment [AB].

2.2 Centre de gravité d’un triangle

EXERCICE 2.2

Soit ABC un triangle et G son centre de gravité. Soit C’ le milieu du coté [AB]. On sait que GC =
2GC'. —

1) Déterminer une relation entre les vecteurs (Té e_t_(_iC !

2) Exprimer les vecteurs 5’4 et G.B> en fonction de GC'. En déduire 54 + (ﬁ} + Goé

Solution:

—( Propriété 2.2 1
# Si G est le centre de gravité du triangle ABC alors GA+GB+GC=0.
4 Si F est un point vérifiant FA+ FB+ FC = 0 alors F est le centre de gravité du triangle ABC.

2.3 Alignement et parallélisme

Théoréme 2.1

Soit A, B et C trois points du plan.

# Si A, B et C sont alignés alors les vecteurs A_é etA_é
sont colinéaires. C
B A

& Si les vecteurs AB et Ié sont colinéaires, alors les
points A, B et C sont alignés.

Théoréme 2.2
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CHAPITRE 5. VECTEURS ET POINTS DU PLAN

Soit A, B, C et D quatre points distincts du plan.

& Si (AB)//(CD) alors les vecteurs A_B> etA_é sont co- /

linéaires. . D

# Si les vecteurs AB et AC sont colinéaires, alors /.E'A// AB = kCD

(AB)/1(CD).

EXERCICE 2.3

Soit ABC un triangle tel que AB =5 cm et AC = 4 cm. Construit les points M et N tels que
AM=—-ABet AN=-AC.

1) Démontrer que (M N)//(BC).

2) Soit S et T les milieux de [M N] et [BC] respectivement. Démontrer que les point A, S et T sont
alignés.

3 Bases

3.1 Mesure algébrique d’un vecteur

Soit M et N deux points d'une droite (OI). Posons Ol=1i.
Définition 3.1 .
Il existe un nombre réel k tels que MN = ki. Ce nombre réel k est appelé mesure a/gébr ique du
vecteur MN relativement i 1.

Exemple 3.1

Considérons la figure ci-contre. Déterminer la me-

—_— — — — —

sure algébrique des vecteurs AB, AC, BA, AA, AO
et IC relativementa i. On note MN = k

—( Propriété 3.1 1
#VYM,N,Pe (OI), MN = MP +PN. _
# Si A a pour abscisse x4 et B a pour abscisse xg dans le repeére (O, OI) de la droite (OI) alors
AB=xp-x.,
4 Si AB = AAC alors AB = LAC.
# BA=-ABet|AB| = AB.

3.2 Base et repere

Définition 3.2 Rappel)

& Deux vecteursi et j NON CcOliNEAIres pris dans cet ordre forment une base du plan vectorielle.
Cette base est notée (f, f).

Siti=ai+ ﬁf alors on dit que @i a pour coordonnées (a, B) dans la base (i, f) et on note ii(a, f§).

& Si(i, f) est une base alors pour tout point O du plan le triplet (O, i, f) est appelé I' epér € d'origine
0.

Un point M a pour coordonnées (a, B) dans le repere (O, 17, f) Si O_M —ai+ ﬁf.

& Une base (z?, f) est dite orthogonale si i etf sont orthogonaux (i.e il f).
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3. BASES

& Une base (?, f) est dite normée si i etf ont la méme norme égale a 1(i.e II?II = II]"II =1).

Un repere (O, 1, f) est dit orthogonal (respectivement normé)si la base i, f) est orthogonale (respec-
tivement normée) est orthogonale (respectivement normée).

Un repére(une base) est dit(e) Orthonorme(e) siil(elle) est a la fois orthogonal(e) et normé(e).

EXERCICE 3.1

Soit ABC un triangle tel que les cotés [BC], [AC] et [AB] aient pour milieux respectifs A’, B’ et C’
et pour longueurs respectives 4 cm, 5 cm et 5 cm. On note G le centre de gravité du triangle ABC.
1) Faire une figure.

2) Les couples de vecteurs (ﬁ , RM@E) et (ES), Ié) forment-ils une base ?

3) Quelle est la nature de la base (A’ A, A'C) ? Déterminer une base orthonormée (4',7, j) a partir
de cette base (:4_'2, ;176)_)
4) Exprimer le vecteur BB’ en fonction de BA et BC. En déduire les coordonnées du vecteur BB’
dans la base (Ezl, B—C>). .

5) Déterminer les coordonnées des vecteurs A_C), GC' et CB dans la base (13)4, B_C)) puis dans la base
(GB,GO). L

6) Déterminer les coordonnées des points A, B, C, B’ et G dans le repére (B, BA, BC) puis dans le
repeére (A", BA,BC).

e

Solution:

—( Propriété 3.2 1
Soit @i(x, ), U(x', ') dans la base (i, j) et k € R.
dii=vox=xety=y.
# ii + U a pour coordonnées (x + x', y + y) et kii a pour coordonnées (kx, ky).

Définition 3.3
Soit ii(x,y), ¥(x',y) dans la base (i, j).
On appelle déterminant deii et v le nombre réel xy' — yx' eton le notedet(ii, ) ou I; ;,I.

—( Propriété 3.3 W|
Deux vecteurs # et U sont colinéaires si, et seulement si det(, V) = 0

—( Propriété 3.4 1
Soit A, B, C trois points du plan.
® AB(Xp—Xa,¥B—yA)

+Xx +
B et yr = YA+ YB

X
# Si [ est le milieu du segment [AB] alors x; =

XA+ Xp ¥ X +yp+
# Si G est le centre de gravité du triangle ABC alors xg = % et yg = W
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CHAPITRE 5. VECTEURS ET POINTS DU PLAN

EXERCICE 3.2
1) Le plan vectoriel est muni d'une base (?, f). Calculer det(?, f), det(—zf, 7), det(u, V) avec il =
P+2feti-].
2) Soit ABC un triangle, B’ et C' les milieux respectifs des segments [AC] et [AB]. k est un nombre
réel, D et E sont les points du plan définis par AD = kAB et CE = kCA. I est le milieu de [DA].

a) Déterminer les coordonnées des points B’,_C'), D, £ et I dans le repeére (A, A_B>, A_C>).

b) En déduire les coordonnées des vecteurs B'C' et B'I dans la base (AB, AC).

c) Calculer det(B'C’, B'I). Que peut-on dire des points B', C' et I?
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CHAPITRE 6. GEOMETRIE METRIQUE PLANE

1 Représentation paramétrique d’une droite

Objectifs pédagogiques . (Confere programmes HPM page 26)
Alafin de lalegon, I'éleve doit étre capable de :

1. montrer qu'un point appartienta une droite d’équation ou de représentation paramétrique
donnée.

2. déterminer un vecteur directeur et un vecteur normal d’'une droite
3. tracer une droite connaissant le coefficient directeur

4. déterminer une représentation paramétrique d'une droite connaissant son équation carté-
sienne et réciproquement.

5. trouver une équation cartésienne ou une représentation paramétrique d'une droite déter-
miner par :
— deux points distincts
— un point et un vecteur directeur
— un point et une parallele a une droite donnée
— un point et une perpendiculaire a une droite donnée
— sareprésentation graphique

6. déterminer la position relative de deux droites

1.1 Equation cartésienne d’une droite

Dans les exercice 1.1 et 1.2 le plan est muni d’un repére orthonormé (O, i, f).

EXERCICE 1.1

1) Soit la droite (6,) : 2x —3y +5 =0 et les points A(0;4), B(4;-1); C(—1;1); D(0;1).
a) Parmi ces points préciser ceux qui appartiennent a (6).
b) Déterminer deux vecteurs directeurs et trois vecteurs normauxa (01).
c) Construire (61) en utilisant un de ces vecteurs directeurs et un de ces points.

3
2) Soit la droite (02) de ccefficent directeur 2 et passant par le point D(—2; —1). Construire (9>).
3) Soit la droite (63) de vecteur normal 7#i(—5;2) et passant par le point D(2;1). Construire (63).

EXERCICE 1.2

Dans chacun des cas suivants, déterminer une équation cartésienne de la droite (2).
1) (2) passent par A(3;—1) et B(4;1).

2) (2) passent par C(—2;5) et dirigée par #(1;1).

3) (2) passent par D(—1;2) et est parallele a la droite d’équation 3x —4y +7 = 0.

4) (2) passent par E (E; 1) et est perpendiculaire a la droite d’équation x — y = 0.

1.2 Représentation paramétrique d’une droite

Activité 1.1

Le plan est muni d'un repere orthonormé (O, i, j).

Soit A(xg; yo) Zi(a; b) et (2) la droite passant par A et de vecteur directeur . Soit M(*, y) un point
du plan.
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2. PRODUIT SCALAIRE ET APPLICATION

1) Montrer que M € (¥) si, et seulement si il existe un nombre réel ¢ tel que AM = tii.
Xo+ at

= yo+bt teR

2) En déduire que M € (Z) si, et seulement si { ;

Solution:
1) M € (9) si, et seulement si AM et #i sont colinéaires.

Définition 1.1

. x Xo+at
Le systeme { y 0

= o+ bt t € R est appelé représentation paramétrique de la droite (%) dans re-
= Yo

pere (O, 7, f) .

Remarque 1.1

.g'wnée@t@w{x = 0RO ok Falscinse du poink

Yy = Yo+bt
Mdamﬁenq\&w(A,ﬁ)deQam(@).

‘CUJ'T\Q . l . . . DY P .

EXERCICE D’APPLICATION 1.1
1)Soit (0) : 3x —6y + 5 = 0. Déterminer une représentation paramétrique de ().

1
2) Soit (6") de représentation paramétrique X o= 2= §t t € R et les points A(0;5); B(1;8);
y = 543t

C (g; 2).
a) Déterminer parmi ces points ceux qui appartiennent a (§').
b) Trouver une équation cartésienne de (6").
3) Trouver une représentation paramétrique de la droite (¥) dans chacun des cas suivants :
a) (2) passent par A(3;—-1) et B(4;1).
b) (¥) passent par C(—-2;5) et dirigée par #i(1;1).
c) (%) passent par D(—1;2) et est paralléle a la droite d’équation 3x —4y+7=0.

1
d) (%) passent par E (5; 1) et est perpendiculaire a la droite d’équation x — y = 0.

2 Produit scalaire et application

Objectifs pédagogiques . (Confere programmes HPM page 25)
Alafin de lalegon, I'éleve doit étre capable de :
1. utiliser la définition la mieux adaptée pour calculer le produit scalaire (trois définitions pos-
sibles)
2. simplifier des expressions a l'aide des propriétés du produit scalaire
3. I'expression du produit scalaire pour calculer analytiquement cos(a), |||, d(A, B)

4. montrer que deux vecteurs sont orthogonaux, ou que deux droites sont perpendiculaires a
I'aide de I'expression analytique du produit scalaire
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CHAPITRE 6. GEOMETRIE METRIQUE PLANE

5. appliquer le produit scalaire pour déterminer :

— les relations métriques dans un triangle : a* = b* + ¢* — 2bccos A, la longueur de la mé-
diane.

— les relations métriques dans un triangle rectangle (théoréme de Pythagore et sa réci-
proque)

— utiliser le produit scalaire dans la résolution de probléme. (Recherche de ligne de ni-
veau) .
Exemples : ligne de niveau des applications M — ii-OM, M — MA? — MB*, M — MA* +
MB?, M — MA-MB

2.1 Définition du produit scalaire

Définition 2.1
Soit ii et U deux vecteurs. On appelle Produit scalaire de ii par v le nombre réel noté ii.v et défini
par

o il.U=|il|.||D||-cos (U, V) sili #0 et U #0
e ii.0=0siti=00uv=0.
Exemple 2.1
1) Calculer ii.U sachant que ||ii|| = 3, || || =5 et Mes(u, V) = 50F.

2) 801'[ ABC un triangle équilatéral de coté 4 et I le milieu de [BC].Calculer AB AC AI AC et
AI BC

Remarque 2.1
® AB.AC = AB x AC x cos BAC.

—_—

@ On o @i=alllil.cos(@, 7). Or cos(@,7) = cos©0) =1; dome @.ii=||il?.
OfTL em déduik que ||| = Vilii.

—( Propriété 2.1 Elémentaires WI

Soit # et ¥ deux vecteurs. On a : ) ) )

M T=D.U ®(U+D) =U+20.0+7D

& |75 < |7 x|l & (-0 =u-20.0+70°

S (l+D).00=0D.iW0+ 0.0 & (ii+D).(i+ D) = u? - 7°

SN T (amN oo I W L2 L2 o | .

4 (ai).V = u.(av) = a(ii.D) L JTRVE 5[(u+ D)% -2 - 1°] = 5[(u+ )% — ||l* -
=2
[1D]]7]

2.2 Autres expressions du produit scalaire

2.2.1 Expression du produit scalaire a 'aide de mesure algébrique
Soit A, B et C quatre points du plan tels que A # C.
Soit H le projeté orthogonal de B sur (AC). Orientons la droite (AC) dans le sens du vecteur AC.
Alors AB.AC = AH.AC = AH.AC.

Mathématiques 2"€§ 47/68 K.A. AGOSSEME



2. PRODUIT SCALAIRE ET APPLICATION

B B

[

[

[

[

‘
A H C H A C A=H C
AB.AC=AH.AC AB.AC=-AH.AC AB.AC=0

Remarque 2.2 vecteur orthogonaux
0®MW(AB)J(CD)MWMQQAMM &tAwQeJmmlim

AB.CD=0.

—( Propriété 2.2 1
Soit A, B, C et D quatre points du plan tels que A # B.
Soit H et H' les projetés orthogonaux respectifs C et g sur (AB).

i

o
mu-—_

|m\0-——
oy

—_ ——

Alors AB.CD = AB.HH'.

EXERCICE D’APPLICATION 2.1

1 = R o s 1n— R
1) Soit # et ¥ deux vecteurs tels que #.7U = E,Mes( U, V) =80f et ||ii|| = 3. Calculer ¥ & 102 prés.

2) Soit ABC un triangle isocele de sommet A tel que AB = 3 et BC = 4. Soit H le projeté orthogonal
de A sur (BC), K le projeté orthogonal de H sur (AC).

a) Calculer zﬂ _—

b) Calculer AK.AC de deux manieres différentes.

¢) En dedu1re la valeur de AK.

d) Calculer AB AC

3) Soit ii et ¥ deux vecteurs tels que (27 — 7).(ii + D) = 2,Mes(u, v) = 30¥ et ||ii|| = 2. Calculer || 7|

2.2.2 Expression du produit scalaire dans une base orthonormé
Soit (i, j) une base orthonormée, ii(x, y) et v(x, y' ) dans cette base.

Ona
v = (xi+y).xi+y']
= xxll+xyl]+yx]l+yyff
i.v=xx'+yy
carii=|l{I?=1,7j=jIP=1etij=]i=0

Remarque 2.3
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CHAPITRE 6. GEOMETRIE METRIQUE PLANE

® iiii=x*+y* dow |l =1/x2+y2.
@ S Awaya) ek Blg,yp) alons AB=1ABII = \/(xg — xa)2 + (5~ Ya)?
O@ambume@ax&esntp\smhmee(l])ﬂebwmmeedmm aemk

domnmées an xg=1.1 ek yz=1.].

2.3 Utilisation du produit scalaire

2.3.1 Relations métriques dans un triangle

EXERCICE 2.1

1) Soit ABC un triangle rectangle en A et H le projeté orthogonal de A sur (BC).
a) En décomposant le vecteur BC, démontrer le théoréeme de Pythagore : BC* = AB* + AC*.
b) Démontrer que :BA®> = BH x BC.
¢) Démontrer que :AH? = —HB x HC.

2) Théoreme d’Al Kashi

Soit ABC un triangle quelconque. On pose BC = a, AC=bet AB = c.

Démontrer que a® = b? + ¢? — 2bccos BAC.

2) Théoréme de la médiane

Soit ABC un triangle quelconque et [AA'] la médiane relative a [BC]. Démontrer que
CZ
a) AB>+ Ac? =2AA"+

CZ
b) AB AC AA —T

2.3.2 Ligne de niveau

Définition 2.2
Soit f une application du plan 2 dansR et k un réel. On appelle ligne de niveau k de f, l'ensemble
des points dont l'image par [ est k.

EXERCICE 2.2
Soit A et B deux points du plan tels que AB=4cm.
1) On définit 'application f : & — &2 par f(M) = MA* + MB? pour tout point M du plan.

a) Calculer f(A), f(B) et f(I) ou I est le milieu de [AB].

b) Déterminer et construire l’ensemble des pomts M du plan tels que f(M) = 14 (on pourra
introduire le point I dans les vecteurs MA et MB)

c) Déterminer et construire '’ensemble des points M du plan tels que IIZI—]\? +BM || = 3.

d) Déterminer et construire 'ensemble des points M du plan tels que AM.BM = —
2) a) Soit O un point du plan. Déterminer et construire I'ensemble des points M du plan tels que
AB.OM =0.

b) Déterminer et construire I'ensemble des points M du plan tels que MA? - MB? =

3 FEquation cartésienne d’un cercle
Objectifs pédagogiques . (Confere programmes HPM page 26)
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3. EQUATION CARTESIENNE D’'UN CERCLE

Alafin de lalegon, I'éleve doit étre capable de :

1. déterminer une équation du cercle, soit de diametre donné, soit de centre et de rayon don-
nés

2. reconnaitre I'ensemble des points M de coordonnées (x, ) d’'un plan & tels que x* + y* +
2ax+2by+ c =0 en utilisant la décomposition canonique.

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, ?, f).

Activité 3.1
1) Soit A et B deux points du plan et % le cercle de diametre [AB].
a) Montrer que pour tout point M du plan, M € € si, et seulement si MA.MB =0.
b) On suppose que A(1;2) et B(3;—2). Montrer que M(x; y) € ¢ si, et seulement si x>+ y2 —4x—
1=0.
2) Soit I un point du plan et ¢” le cercle de centre I et de rayon R ol R est un nombre réel positif.
a) Montrer que pour tout point M du plan, M € ¥’ si, et seulement si I M? =R
b) On suppose I(—2;3) et R = 2. Montrer que M(x; y) € €' si, et seulement si x2+y2+4x—6y+9 =

Définition 3.1

Soit ¢ un cercle.Alors il existe des réels a, b et c tels que pour tout point M(x; y) du plan M € ¢ si,
et seulement si x* + y2 —-2ax—-2by+c=0.

Léquation x* + y* —2ax—2by + ¢ = 0 est appelée équation cartésienne du cercle.

—( Propriété 3.1 1
Soit a, b et ¢ des nombres réels.
Lensemble des points M(x; y) du plan tels que x* + y* —2ax—2by +c =0 est :
- soit 'ensemble vide,
- soit un point,
- soit un cercle.

EXERCICE D’APPLICATION 3.1
Soit A(2;—1) et C(5;3).
1) Trouver une équation cartésienne du cercle de centre A et de rayon 2.
2) a) Trouver une équation cartésienne du cercle de diametre [AB].

b) Déterminer les points d’intersection de ce cercle avec la droite passant par le point C(3;2) et
de vecteur directeur 7i(1;1).
3) Déterminer 'ensemble des points M(x; y) du plan vérifiant :

a) x° +y2—6x—4y—3:0;

b) x2+y2—4x+6y+ 15=0;

c) x2+y2—2x\/§+2y\/§+5:0;

d (x+y+ 1)? =2xy;

e) x2+y2—6x+8y:0.

Exercice de maison : CIAM p.91 N°2e, 2f, 2¢, Td 2.3 et p.95 N°35
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CHAPITRE 6. GEOMETRIE METRIQUE PLANE

4 Angles inscrits non orientés-Polygones réguliers

Objectifs pédagogiques . (Confere programmes HPM page 26)
Alafin de lalegon, I'éleve doit étre capable de :

1. reconnaitre un angle inscrit non orienté et son angle au centre associé

2. calculer la mesure d'un angle inscrit non orienté connaissant celle de I'angle au centre et
réciproquement

3. démontrer que deux angles inscrits sont égaux ou supplémentaires

4. démontrer qu'une demi-droite est demi-tangente en un point d'un cercle a I'aide d’angles
inscrits non orientés

5. démontrer que quatre points sont cocycliques al’aide des quadrilateres convexes ou croisés

6. déterminer et construire I'ensemble des points M du plan tels que mesAMB = 0% avec 0 €
10;180[

7. calculer le sinus d'un angle, 'aire d'un triangle et le rayon du cercle circonscrit

8. connaissant les mesures des trois éléments d'un triangle (c6tés ou angles) dont au moins
un des cotés, I'éléves doit étre capable de :
— construire ce triangle
— calculer la mesure des trois autres éléments
— calculer la mesure de l'aire de ce triangle
— calculer le rayon du cercle circonscrit
— calculer la distance d’'un sommet au milieu du c6té opposé

9. inscrire un polygone régulier dans un cercle

10. déterminer les éléments caractéristiques d’'un polygone régulier par différentes méthodes

de calcul
271

. . P . s Y3
11. extraire certains résultats trigonométrique tels que : cos = cos =
12. justifier I'égalité de deux angles inscrits et 'utiliser pour montrer que quatre points sont
cocycliques.

4.1 Angles inscrits non orientés

EXERCICE 4.1

Soit € un cercle de centre O; A, B, C et D quatre points du cerce % tel que A et B ne soit pas
diamétralement opposés.

1) Citer quatre angles inscrits dans le cercle €. Préciser pour chacun d’eux, I’angle au centre asso-
cié et 'arc intercepté.

2) Donner deux angles inscrits interceptant un méme arc. Comparer leurs mesures.

3) Soit M un point du grand arc AB. Quelle relation y a-t-il entre mesAMB et mesAOB.

3) Soit N un point du grand arc AB. Quelle relation y a-t-il entre mesANB et mesAOB.

5) Démontrer que mesAMB + mesANB = 180F

Activité 4.1 Angle inscrit défini par une corde et une demi-tangente

Soit % un cercle de centre O; A et B deux points de % tels que [AB] ne soit pas un diametre. Soit
[AT) la demi-tangente a 4 contenue dans le demi-plan de frontiére (AB) ne contenant O, [AT)
I’autre demi-tangente. Soit I le milieu de [AB]. La droite (OI) coupe la droite (AT) en un point C.
1) Quelle est la nature du triangle AOB.
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4. ANGLES INSCRITS NON ORIENTES-POLYGONES REGULIERS

2) Démontrer que mesTAB = mesAOI (On pourra considérer les triangles AOC et AIC). En dé-

— 1 J—
duire que mesTAB = EmesAOI.
— 1
3) Démontrer que mesT'AB = 1801 — 3 mesAQB.

Solution:

Remarque 4.1
mﬁe&timtmge/[\temtnﬂwr\ﬂoﬁmmemtﬂe/r\&b\tm ;ﬁse,tﬂegmmd AB.

Les résullbaks demonbnés nestemk walalles meme si [AB] est um diamsbre.

Propriété 4.1 Angles inscrits interceptant des arcs de méme longueur 1
Deux angles inscrits dans un méme cercle et interceptant des arcs de méme longueur sont
égaux.

Propriété 4.2 Bissectrice d'un angle inscritwI
La bissectrice d'un angle inscrit partage |’arc intercepté en deux arcs de mrhe longueur.
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CHAPITRE 6. GEOMETRIE METRIQUE PLANE

Propriété 4.3 Arcs capables 1
Soit A et B deux points distincts, & un nombre réel tel que 0 < 8 < 180f.
Lensemble des points M du plan tels que mesAMB = 0 est la réunion de deux arcs de cercles
symétriques par rapport a (AB) et privée des points A et B.

Exemple 4.1 Construction des deuxarcs e

Définition 4.1
Les deux arcs de la propriété suivante sont appelés arcs capables d'un angle de mesure0.

EXERCICE D’APPLICATION 4.1

1) Soit % un cercle de diametre [AB], C un autre point de % et I le mileu de I'arc BC.La tangente
en [ au cercle coupe (AC) en D. Démontrer que les triangles AIB et AID sont semblables.
Arcs capables
2) Soit ABC un triangle. Construire a la regle et au compas le lieu géométrique des points M du
demi-plan de frontiére (AB) contenant C tels que mesAMB = mesACB.
3) Soit ABC un triangle tel que AB =6 cm, BC = 4 cm et mesABC = 40F.
Construire a la regle et au compas un point M tel que mesAMB = 45F et mesBMC = 60F.
3) Soit A et B deux points distincts. A toute demi-droite [AP), on associe lorsque c’est possible,
la demi-droite [BT) incluse dans le méme demi-plan de frontiere (AB) telle que : mesABT =
120§ — mesBAP.

a) Pour quelles valeurs de [AP), [BT) existe-t-elle ?

b) Soit M le point d’intersection de [AP) et [BT). Déterminer et tracer le lieu géométrique.

4.2 Quadrilatere inscriptible

Définition 4.2

Un quadrilatere est dit inscriptible s'il existe un cercle passant par ces quatre sommets.

—( Propriété 4.4 1
Un quadrilatére convexe est inscriptible si, et seulement si deux de ses angles opposés sont
supplémentaires.
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4. ANGLES INSCRITS NON ORIENTES-POLYGONES REGULIERS

—( Propriété 4.5 1
Un quadrilatére croisé est inscriptible si, et seulement si ses angles opposés ont méme me-
sure

EXERCICE D’APPLICATION 4.2

4.3 Relations métriques dans un triangle

Activité 4.2
Soit ABC un triangle tel que I’angle BAC soit obtus. Soit H le projeté orthogonal de C sur (AB) et
K celui de B sur (AC). Soit </ I'aire du triangle ABC.

HC KB
1) a) Calculer o/ de deux fagon différentes. En déduire que “C-AB"
b) Dans le triangle AHC, calculer sin HAC.
o . = . —— HC KB
Par définition on pose sin BAC =sin HAC = — = —.
AC AB

2) Onpose AB=c, AC=betBC=a.
Montrer que <7 = %bcsinﬂ? = %acsinzﬁ\c = %absinl?é?l.
b c  abc
sinBAC sinABC sinBCA 24
3) Soit O le centre du ceicE circonscrita ABC et I le projeté orthogonal de O sur (AB).
Montrer que ¢ = 2Rsin BOI avec R le rayon du cercle.

En déduire que

c
En déduire que ——— =2R.
sinBCA

EXERCICE D’APPLICATION 4.3

Soit ABC un triangle isocele en A d’aire égale 2 et tel que mesBAC = 80f.
1) Déterminer la longueur de chaque coté.

2) Déterminer le rayon du cercle circonscrita ABC.
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4.4 Polygones réguliers

Définition 4.3

On appelle polygone régulier tout polygone inscriptible dans un cercle et dont les c6tés ont méme
longueur. Le centre du polygone est le centre du cercle circonscrit.

La distance du centre du polygone a un quelconque de ses cotés est appelé apothéme du polygone.

EXERCICE 4.2
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CHAPITRE 7. TRANSFORMATIONS PLANES

1 Homothéties

Objectifs pédagogiques . (Confere programmes HPM page 27)

Alafin de lalecon, I'éléve doit étre capable de :

1. construirel’image d'une figure simple par une homothétie de centre et de rapport données
2. reconnaitre si deux figures données sont homothétiques

3. construire I'image d’'un point ou d'une figure simple par une homothétie déterminée par :
e son centre et un point et son image
e son rapport et un point et son image
« deux points distincts et leurs images

4. caractériser vectoriellement une homothétie et établir son expression analytique

5. utiliser 'homothétie pour des problemes de construction ou de recherche d’ensembles de
points.
N.B: En activité, on étudiera, sur des exemples, la composée de deux homothéties de méme
centre

Activité 1.1

Soit ABC un triangle et O un point du plan. Construire le triangle AB’C’ tel que 07' = —204,
O_B7 = —20B et &7 = —20C.

Solution:

0A' = —20A: on dit que A’ est 'image de A par 'homothétie de centre O et de rapport -2. On écrit
A'=ho i (A).

Définition 1.1
Soit O un point du plan & et k un réel non nul.
On appelle homothétie de centre O et de rapport k 'application h de &7 dans &7 qui a tout point

 —

M associe le point M' tel que OM' = kOM. On note M’ = ho, (M) ou tout simplement M' = h(M)
s'il n'y a pas d'ambiguité.

Définition 1.2

Soit f : & — & une application du plan & dans lui méme. Un point M du plan est dit invariant
s'il est son propre image : M' = f(M) = M.

Remarque 1.1

>%mw,mmage&tﬁemaeﬁ’ﬁomtﬂmwwa&-

8/7\66.
>§Lk¢1aﬂem0mtﬁew¢mkmm/rmpx
> 81 k=1 alons b eat Fapplication idembigue (Eouk poimt du plam esk
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—( Propriété 1.1 1
Soit & une homothétie de rapport k; A, B et I trois points du plan d'images respectives A, B’
etI’ par h. Alors:

« 'image de la droite (A'B’) et (A’'B’) est parallele a (AB) ;

« 'image du segment [AB] est le segment [A'B’] et AB’=|k|xAB;

e sil est milieu de [AB] alors I’ est milieu de [A'B’] ;

« 'image de la demi-droite [AB) est la demi-droite [A'B’);

 'image d’'un cercle de centre I et de rayon R est le cercle de centre I’ et de rayon kxR.

—( Propriété 1.2 1
Toute homothétie de rapport k transforme :
» trois points alignés en trois points alignés;
« deux droites paralleles en deux droites paralleles;
» deux droites perpendiculaires en deux droites perpendiculaires ;
e le milieu d'un segment en le milieu du segment image ;
« une figure d’aire &7 en une figure d’aire k? x 7.

Propriété 1.3 Caractéristique d'une homothétie 1
Soit M, N, M’ et N’ quatre points du plan.
M et N ont pour images respectives M’ et N’ par une homothétie de rapport ksi, et seulement

si M'N' = kMN.

EXERCICE D’APPLICATION 1.1

Soit ABCD un parallélogramme de centre O, B’ le symétrique de A par rapport a B et D’ le symé-
trique de A par rapporta D.

1° Déterminer I'homothétie h de rapport 2 qui transforme B en B’.

2° Quelle est I'image de D par h ? Justifier.

3° En déduire que les points B’, C et D’ sont alignés.

EXERCICE 1.1 Homothétie déterminer par son rapport, un point et son image
Soit A, A’ et M trois points distincts du plan.
1° En utilisant la propriété caractéristique, construire I'image M’ du point M par 'homothétie de

3
rapport 3 qui transforme A en A.

2° Déterminer et construire le centre de cette homothétie.

EXERCICE 1.2 Homothétie déterminer par son centre, un point et son image
Soit Q, A, A’ trois points deux a deux distincts et alignés et h ’'homothétie de centre Q transformant
AenA.
1° Soit M un point du tel que M ¢ (AA').
a) Ecrire I'image M’ de M par h comme intersection de deux droites a préciser.
b) Construire M.
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2° Soit N un point tel que N € (AA’). Construire N’=h(N).

EXERCICE 1.3 Homothétie déterminer par deux points et leurs imag.(ai
Soit A, A, B et B’ quatre points du plan tels que (AB)//(A'B’) et AB # A'B'. Soit h ’homothétie qui
transforme Aen A et Ben B’
1° Soit M un point tel que M ¢ (AB).
a) Ecrire 'image M’ de M par h comme intersection de deux droites a préciser.
b) Construire M.
2° Soit N un point tel que N € (AA"). Construire N’=h(N).

EXERCICE 1.4 Expression analytique d’'une homothétie, composée d’homothéties de méme centre

2
Soit (O, I, J) un repére du plan et /; ’'homothétie de centre Q(3) et de rapport 3 Soit M (’Ji) et M’ (;)

deux points tels que M’ = hy (M).

1° Exprimer x’ et y' en fonction de x et y.

2° Soit h, 'homothétie de centre Q2 et de rapport 3. Soit A(“i’).
Construire le point A’ = hy o hi(A).

Remarque 1.2

> som cembne el asm no./[v[\mli ;

> AGM wnbﬂe, JUTL /rwwrxt ek sem L/mage ;

> AGM nmrur\.o)\t, JUTL /r\.o&mt ek sem L/mage ;

EXERCICE 1.5

Soit O et O’ deux points du plan tels 00’=6 cm. Soit € et €” les cercles de centre O et O’ puis de
rayons 2 cm et 3 cm respectivement. Il existe deux homothéties h; et h, qui transforment 4 en %"
1° Déterminer les rapports de ces homothéties.(h; est celle de rapport positif)

2° Montrer que leurs centres appartient a (OO’).

3° Soit A’ un point de ¢”. Construire les points A; et A, de 4 qui ont pour image A.
En déduire la construction des centres de h; et hy.

2 Isométries du plan
Objectifs pédagogiques : (Confere programmes HPM page 27)
Alafin de lalecon, I'éléve doit étre capable de :

1. construire I'image d'une figure simple par une translation, une symétrie centrale, une sy-
métrie orthogonale, une rotation.

2. reconnaitre et caractériser I'isométrie qui échange deux figures (dans le cas o1 'isométrie
est une translation ou une symétrie centrale ou une symétrie orthogonale ou une rotation).
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3. caractériser vectoriellement une translation, une symétrie centrale, une symétrie orthogo-
nale et établir leur expression analytique (pour la symétrie orthogonale on se limitera aux
cas ol1’axe a pour équationy=0;x=0;y=X;y=-X)

4. utiliser les isométries, pour résoudre des problemes de construction ou de recherche d’en-
sembles de points.

2.1 Définitions

Définition 2.1

> On appelle isométrie du plan toute transformation du plan (application bijective de &7 dans &)
qui conserve la distance. C’est a dire que si M et N sont deux points d’images respectives M’ et N’ alors
M’N’=MN.

> Deux triangles ABC et AB'C’ sont dits isométriques (ou superposables) si AB’=AB, BC=BC et
C'A=CA.

2.2 Translations et symétries

EXERCICE 2.1 .

1° ABC est un triangle. Construire 'image A; du point A par la translation de vecteur BC.

Quelle est I'image de la droite (AB) par tz ? Quelle est 'image de la droite (AB) par fz?

2° Soit I un point du plan situé dans le demi-plan de frontiére (AB) ne contenant pas C. Construire
I'image A'B’C’ du triangle ABC par la symétrie de centre I.

EXERCICE 2.2
Soit ABCD un rectangle. Construire I'image AB’C’'D’ de ABCD par la symétrie orthogonale d’axe
(AC).

Rappels

Propriété 2.1 Caractéristique d’'une translationwI
Soit M, N, M’ et N’ quatre points du plan.
M et N ont pour images respectives M’ et N’ par une translation si, et seulement si M'N' =
MN.

—( Propriété 2.2 1
Soit (A) une droite de vecteur directeur # et passant par un point A.

M.i=0

— ou H est le milieu
dét(AH, 1) =0

Un point M a pour image M’ par S(A) si, et seulement si {

du segment [MM’].

Remarque 2.1
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> o bramslabion, Lo symétrie cemtrale et lo aymetnie onthogomale somt
>£W@W&WWMQ@W@W
>%mbmmﬂatwmm’admwt/rmdewmm.

> Lensemlle des poimbs imvaniamts par une aymétnie onthogomale esk

lo droite de o anymebrie.

EXERCICE 2.3 Expressions analytiques

Le plan est muni d’'un repére orthonormé (O, i, f). Soit #1(3), (A1) : y =0, (A2): x =0, (A3): y = X,

1
(Ag):y=-xet A(?f ). Soit M(;) un point du plan.
1° Déterminer les coordonnées x’ et y’ du point M’ image de M par la translation de vecteur ii.

2° Répondre a la méme question pour la symétrie de centre A et pour les symétrie orthogonales
d’axes (A1), (A2), (A3) et (Aq).

2.3 Rotations

Activité 2.1

prmerp—l T . . .
Soit 7 et U deux vecteurs tels que Mes(u, v) = r Soit O un point du plan, Z et 2’ deux droites
sécantes en O de vecteurs directeurs respectifs # et U. Soit M un point du plan.
1° Construire I'image M’ de M par S o S¢ appelée composée de Sy suivie de Sy.
2° Montrer que OM=0OM’ et déterminer la mesure principale de I'angle (O_M, oM

Solution:

Définition 2.2

Soit O un point du plan et a €] — n, ). On appelle rotation de centre O et d’angle a l'application du
plan dans lui-méme qui a tout point M associe le point M’ tel que : - si M=O alors M'=M ;

OM =OM'

- si M# O alors g
Mes(OM,0M") =«

On écrit M' = r(0,q)(M) ou tout simplement M' = r(M).

Remarque 2.2

> de sedl poimt imsaniamt pan ume notation est le cembre de cette no-
Lakiemn.
>£amtaumdgwmoeu'm8£ematmbmﬁ@wmau@ﬂm
amm@mmmwmmm@mOaww

—.
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Propriété 2.3 Caractéristique d’'une rotation \|
Deux points A et B ont pour images respectives A’ et B’ par une rotation d’angle a si, et seule-

ment si AB=A'B’ et Mes(zﬁ, AB)=a

—( Propriété 2.4 1'
Toute rotation transforme :
« une droite en une droite, une segment en un segment, une demi-droite en une demi-droite
et un cercle en un cercle de méme rayon;
e le milieu d'un segment en le milieu du segment image ;
 deux droites paralleles en deux droites paralléles et deux droites perpendiculaires en deux
droites perpendiculaires.

EXERCICE D’APPLICATION 2.1

/4

1° Soit ABC un triangle. Construire I'image A’B’C’ da ABC par la rotation de centre A et d’angle — T

2° Soit O un point du plan et & une droite. Construire I'image de la droite & par la rotation de
/4

centre O et d’angle r

/4
3° Soit A et A’ deux points distincts du plan et une rotation d’angle 3 Construire a la régle et au
compas le centre de cette rotation.

Solution:

Remarque 2.3

EXERCICE 2.4

Soit ABCD un rectangle et D’ le symétrique de D par rapporta C.

1° Montrer que le triangle BCD’ est 'image de ADC par une isométrie du plan.
2° Déterminer cette isométrie.
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Objectifs pédagogiques : (Confere programmes HPM page 58)
Alafin de lalegon, I'éleve doit étre capable de :

1. donner le sens d'un triplet de points non alignés dans un plan orienté
2. dessiner un représentant d'un angle orienté de mesure principale donnée
3. déterminer la mesure principale d'un angle orienté

4. construire un représentant de la somme de deux angles orientés et calculer sa mesure prin-
cipale

5. utiliser la relation de Chasles dans les calculs ou démonstrations

6. déterminer le cosinus, le sinus et la tangente d'un angle orienté dont on connait la mesure
principale.
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1 Orientation du plan

1.1 Définition

Soit (i1, U) un couple de vecteurs.non nuls;X, Y et O.les points.du plan tels que OX =etOX =

ii. Soit M et N les points respectifs des demi-droites [0X) et [OY) avec un cercle de centre O.

MON et NOM désignent un méme angle. Larc MN peut étre parcouru de M vers N ou de N
vers M.

Définition 1.1 -
Lensemble des couples (ii, ) de vecteurs non colinéaires pour lesquels l'arc MN garde la méme me-
sure et est parcouru dans le mém

O

Remarque 1.1
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Q&ewupﬁe(OMON)e&tmrwrdeeQmmaﬂem(u 7).

mw%dmmﬁemﬁwc%tmdq&a&wﬁdewm
neknoar\adg
%m&mwwmeM&@@wmm&mmwwmwm%

o
¥ £e,b amﬁﬂe (T[,Tf) ek (T/),T[) senk diks GT\/r\of&éa

Q&HMHQMmMEM&@%mmM%@@m&Mmmm

S Repére dlrect, repere indirect

Soit (O, i, ]) un repere du plan.

Définition 1.2 -

On dit que le repére (O, f, f) est direct si l'angle (7-,7) estdirect. . .- . . .-

L

EXERCICE D’APPLICATION 1.1
On considere le carré ABCD suivant :
1) Quel est le sens des triplets suivants : (A, B, C), (A, D, C),
(D,0,C) et (C,B,D).
2) Trouver le sens des angles orientés suivants : (E’q, 633 ; ﬁ 5 ﬁ C ﬁ

(DC,DB); (CB,DC) et (AC, OB).

3) Quel est la nature des reperes suivants : (O, E‘l, 633; N\
(D,DC,DB) : 0

4) Trouver deux repéres orthonormés directs et deux re- ' '
peres orthonormés indirects. I A I B
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1.2 Mesure principale d’'un angle orienté

Soit (@ un angle orienté. La mesure principale en radian de I'angle orienté (5(, oY)
noté M 63(5)_5, W) est définie par:

-Si (5}@) est 'angle nul alors Mes(&, W) =0.

- Si (@) est I'angle plat alors Mes(&, E’) =7.

-Si (6(, E’) n’est ni nul ni plat alors Mes(a)(, E’) = mesXOY si (5(, E/’) est direct et Mes(a(, E’) =
—mesXOY si (5)_5, O.Y>) est indirect.

Remarque 1.2
Oﬂ)mamﬁﬂea@mtébwégamm&mm&amtﬂam@me
© o mesune primcipale de Vangle plat est 7 ek mon .

® Mes(v,u)=-Mes(u,v).

® Pourn bouk @i ek 7, Mes(T,0) €l -m,7

—( Propriété 1.1 1
Etant donné un nombre réel a el;y_t,\n] et une demi-droite [Ox), il existe une et une seule
demi-droite [OX) telle que M es(&, E’) =aq.

EXERCICE D’APPLICATION 1.2

1) 7 correspond a 180°. Compléter le tableau suivant.
mesure en degré | -90° -60° -45° -30° 0° 30° 45° 60° 90° 180°
mesure en ra-
dian

2) Soit ABC un triangle équilatéral de sens direct, O son centre de gravité et H le pied de la hauteur

issue de A.

Déterminer les mesures principales des angles suivants : (A_é , fTé), (Ezl, B_é), (Eé, 6’4), (EI_J), E),
(HB, HA), (OH, AC),(OH, OA), (OC,0C) et (OB, OA).

EXERCICE D’APPLICATION 1.3

—_— —_

- > - — —_ — T —_— — /A .
Soit i, U, i et X quatre vecteurs non nuls tels que Mes(u, v) = Z et Mes(w, x) = § Soit O, P et
Q deux points du plan.

1) Construire des représentants (5(7, a}) et (5)_5 , 5)_5 ) des angles orientés (7[/,\7) et (ﬁ) respec-

tivement puis un représentant de (}TA, ITE}) = (ﬁ) + (ﬁ). Quelle est la mesure principale de
I'angle (ﬁ, ﬁi).

5= 3n 5= /4
2) Répondre aux mémes questions si Mes(u, v) = 7 et Mes(w, x) = _§'

B Exercices de maison: CIAM p.58 N° 6, 7, 10.
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2 Cercle trigonométrique

2.1 Définition

Définition 2.1 _ _ _ _ _
Le plan étant muni d'un repere orthonormé (0,1, j), on appelle cercle tr igonométr ique le
cercle de centre O et de rayon 1.

EXERCICE 2.1 I S —
Construire le cercle trigonométrique les points A, B, Cet D tels que Mes(i ,0A) = 7 Mes(i,0B) =
/4 = — o7 LS. =2

—, Mes(i,OC)=—cet Mes(i,OD)=——.

3 6 3

Définition 2.2 o

Soit a €] — m, ] et M un point du cercle trigonométrique tel que Mes( i ,O—]\;I) = a. Alors on dit que
M est l'image de a sur le cercle trigonométrique.

2.2 Cosinus et sinus d’un angle orienté

Activité 2.1

/4
Soit a € [0, =] et M 'image de a sur le cercle trigonométrique. Soit P et Q les projetés orthogonaux
respectifs de M sur I’axe des abscisses et sur 'axe des ordonnées.

1) Quelles sont les coordonnées du point M.
2) En utilisant le triangle OM P, montrer que cosa = OP et sina = OQ

Définition 2.3

Soit (i, V) un angle orienté de mesure principale a et M l'image de a sur le cercle trigonomé-
trique.Soit P et Q les projetés orthogonaux respectifs de M sur l'axe des abscisses et sur l'axe des
ordonnées. - -
Le cosinus et le sinus de l'angle orienté (U, V) oude sa mesure principale a sont définis parcos(u, V) =
cosa = OP etsin(u, V) =sina = 0Q.

Ona M(cosa,sina).

EXERCICE 2.2
Compléter le tableau suivant(faire une figure) :
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mesure principale -

T T
= 1-= o
3 4

SHRS
AR
SHRS

cosinus

sinus

EXERCICE 2.3
Compléter le tableau suivant :

T
a - s 0

signe de cosinus a
signe de sinus

—(Propriété 2.1 1
Pour tout nombre réel @ €] — 7, 7], on a
d-_]l<cosaslet-1<sinas<l

& cos®a +sina =1.

Définition 2.4 T
Pour tout nombreréel a €] —mn, ] différent de ~3 et > on appelle tangente de a le réel notétan

sina
tel quetana =

cosa’

2.3 Cosinus et sinus d’angles associés

Activité 2.2
7T
Soit a €]0, > [.

. Ly . . . V2 /2
1) Placer sur le cercle trigonométrique les images des réels suivants: —a, 7+a, 71—, —+a et ——a.

2
2) Déterminer les cosinus et sinus de ces angles en fonction de cosinus et sinus de a.
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