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CHAPITRE 1. CALCULS DANS R

Objectifs pédagogiques : (Confère programmes HPM page 20)

À la fin de la leçon, l’élève doit être capable de :

1. comparer deux réels.

2. calculer avec des puissances de 10 et avec des puissances entières d’un réels.

3. développer, réduire, ordonner, factoriser des expressions littérales et numériques. N.B : Les
identités remarquables, vues en classe de 3e , seront complétées par : (a+b)3, (a−b), a3+b3,
a3 −b3, (a+b +c)2.

4. utiliser les propriétés élémentaires des racines carrées pour simplifier une expression.

5. effectuer des calculs avec racines carrées : dénominateur rationnel, élévation au carré pour
comparer.

6. utiliser les propriétés de la relation d’ordre.

7. exprimer sans utiliser le symbole de la valeur absolue une expression comportant des va-
leurs absolues. N.B : On pourra habituer les élèves à presenter les résultats d’une valeur
absolue dans un tableau ou un axe.

8. interpréter, graphiquement x ∈R, |x −a| Éb, |x −a| Êb ; a et b étant des réels.

9. reconnaître si un nombre réel est un nombre rationnel, un nombre décimal, un nombre
entier.

10. donner la partie entière d’un réel dont on reconnaît le début de son écriture décimale.

11. déterminer son approximation décimale d’ordre n par défaut, par excès déterminer son
arrondi d’ordre n.

12. trouver un encadrement d’un réel connaissant son arrondi d’ordre n.

13. montrer qu’un nombre α est une valeur approchée à ǫ près d’un nombre réel r.

14. m et p étant des réels, trouver un encadrement du réel m r + p connaissant un encadrement
du réel r.

15. trouver un encadrement des réels r + s et r - s connaissant un encadrement des réels r et s.

Mathématiques 2nde S 7/68 K.A. AGOSSEME



1. R ET SES SOUS-ENSEMBLES

1 R et ses sous-ensembles

1.1 Rappels

1.1.1 Sous-ensembles de R

- N : ensemble des nombres entiers naturels ; N= {0,1,2,3, · · ·}
- Z : ensemble des nombres entiers relatifs ; Z= {· · · ,−3,−2,−1,0,1,2,3, · · ·}
- D : ensemble des nombres décimaux ; Exemple : 1,52 ; -O,56

Tout nombre décimal est sous la forme α×10m avec α ∈Z et m ∈ Z .
- Q : ensemble des nombres rationnels. Un nombre rationnel est un nombre pouvant s’écrire

sous la forme
p

q
, p ∈Z et q ∈N∗.

p

q
est appelé fraction.

Exemple 1.1

4,363636 · · · =
432

99
,

2

5
.

Remarque 1.1

L’`é´cˇr˚i˚tˇu˚r`e 4,363636 · · · `eṡfi˚t `a¯p¯p`e¨l´é´e `é´cˇr˚i˚tˇu˚r`e `d`é´cˇi‹m`a˜l´e ˚i˜l¨lˇi‹m˚i˚t´é´e. D`a‹n¯s
`c´eˇtˇt´e `é´cˇr˚i˚tˇu˚r`e `d`é´cˇi‹m`a˜l´e 36 ¯sfi`e ˚r`éṗ`èˇt´e ; `o“nffl `d˚i˚t `qfi˚u`e `c´eˇtˇt´e `é´cˇr˚i˚tˇu˚r`e `d`é´cˇi‹m`a˜l´e
`eṡfi˚t ¯p`éˇr˚i`oˆd˚i`qfi˚u`e `d`e ¯p`éˇr˚i`oˆd`e 36 : `o“nffl `é´cˇr˚i˚t 1,36.
S̊iffl ˜l„`é´cˇr˚i˚tˇu˚r`e `d`é´cˇi‹m`a˜l´e `dffl’˚u‹nffl ˚r`é´e¨l ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ¯p`éˇr˚i`oˆd˚i`qfi˚u`e, `c´e ˚r`é´e¨l ”n`e ¯p`eˇu˚t
¯s’`é´cˇr˚i˚r`e ¯sfi`o˘u¯s ˜f´o˘r‹m`e `d`e ˜fˇr`a`cˇtˇi`o“nffl : `o“nffl `d˚i˚t `qfi˚uffl’˚i˜l `eṡfi˚t ˚i˚r˚r`a˚tˇi`o“n‹n`e¨l.

E”x´e›m¯p˜l´e 1.2
π= 1415926535 · · · ; p

2 = 1,414213562 · · ·

- R est l’ensemble des nombres réels : formé des rationnels et des irrationnels.
On a N ⊂Z⊂D⊂Q⊂ R. R∗ = Rà {0} ; R+ est l’ensemble des réels positifs et R− est l’ensemble des
réels négatifs.

1.1.2 Notation scientifique
Un réel A est dit exprimé en notation scientifique lorsqu’il est sous la forme A =α×10p , où p ∈Z

et α est un réel ayant un seul chiffre non nul avant la virgule.

Exemple 1.3

43,56= 4,356×101 ; −3,506=−3,506×100 et −0,004356=−4,356×10−3

EXERCICE 1.1
Calculer à l’aide d’une calculatrice et donner le résultat sous forme de notation scientifique :

2000×206 ; 0,87×0,603 ;
65×0,6

0,078×10−2
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CHAPITRE 1. CALCULS DANS R

Solution:

1.1.3 Les règles de calcul dans R

EXERCICE 1.2
Calculer les nombres suivants en présentant le résultats sous forme de fraction irréductible.

A =
3

−6
5

; B =
2

1
4 −

3
4

, C =
3
5 −

5
6

1
4 −

2
5

et D =
2
3 +

3
2

2
3 −

3
2

×
3
4 −

4
5

3
4 −

4
5

÷
−2+ 1

3

−2− 1
3

EXERCICE 1.3
Écrire les nombres suivants à l’aide de puissances entières de nombres premiers :

A =
63 ×5−7 ×73

73 ×77 ×126 ; B =
8,1×10−2 ×0,36×2560

(24×10−1 ×6)2 ×216×64×10−2 .

EXERCICE 1.4
1) Développer, réduire et ordonner les expressions suivantes :
A = (x +2)(x2 −1)− (2x −1)(2x +1) ; B = (x +

p
3)2 + (

p
3−1)2 ;

C = (a+b +c)2 ; D = (a+b)3 ; E = (a−b)3 ; F = (a+b)(a2 −ab +b2) ;
F = (a−b)(a2 +ab +b2) ; G = (x −1)3

2) Factoriser les expressions suivantes :
A = (2x +1)(2x −6)+ (x +5)(3−x) ; B = x3 −27+ (x −3)(4x +3) ;
C = (x2 −9)2 − (2x −1)2 D = 8−12x +6x2 −x3 et E = (x −

p
2)2 −2(

p
2−2X )(x −

p
2)+ (

p
2−2x)2.

3) Soit x, y et z trois nombres réels deux à deux distincts.Simplifier A=
x

(x − y)(x − z)
+

y

(y −x)(y − z)
+

z

(z −x)(z − y)

EXERCICE 1.5
Simplifier au maximum sans radical au dénominateur

A =
1

1+ 1
1− 1

1+
p

2

, B =
p

54+
p

24−
p

600, C =−
14
p

7

1.1.4 Comparaison des nombres réels

EXERCICE 1.6

1) Comparer
7

5
et

10

7

2) Calculer

p
5

p
5−

p
3
−

p
5

p
5+

p
3

. En déduire une comparaison de

p
5

p
5−

p
3

et

p
5

p
5−

p
3

.

Définition 1.1
Soit a et b deux nombres réels.

a É b ⇔ a−b É 0

a Ê b ⇔ a−b Ê 0
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1. R ET SES SOUS-ENSEMBLES

✞

✝

☎

✆
Propriété 1.1

Soit a, b, c ∈R. Alors :
• a É a

• a É b et b É a ⇒ a = b.
• a É b et b É c ⇒ a É c.

✞

✝

☎

✆
Propriété 1.2

Soit a, b ∈R :
• Pour tout c ∈R, a É b ⇒ a+c É b +c ;
• Si c Ê 0 alors a É b ⇒ a×c É b ×c ;
• Si c Ê 0 alors a É b ⇒ a×c É b ×c ;
En particulier a É b ⇒−a Ê−b

✞

✝

☎

✆
Propriété 1.3

• Pour tout a, b, c, d ∈R on a





a É b

c É d

a+c É b +d

• Si a, b, c et d sont tous positifs alors





a É b

c É d

a×c É b ×d

;

• Si a et b sont tous positifs alors a É b ⇒ a2 É b2 et a É b ⇒
p

a É
p

b ;

• Si a et b sont tous différents de zéro et de même signe alors a É b ⇒
1

a
Ê

1

b
.

EXERCICE 1.7

1) Comparer 3
p

5 et 7 ; −
1

13
et −

1

2
p

42
; puis 2−2

p
7 et 2−3

p
3.

2) Soit a un nombre réel supérieur ou égal à 4.
a) Quelle est le signe de 2−

p
a ?

b) Développer (2−
p

a)2.

c) Comparer
√

4+a−2
p

a et
p

a −2.
3) Soit a et b deux nombres réels strictement positifs tels que a < b.

a) Démontrer que a <
a+b

2
.

b) Démontrer que
1

a−b
<

1

a
−

1

b
.

c) Démontrer que a <
p

ab < b.
4) Soit x et y deux nombres tels que 1 < x < 2 et −3< y <−2.

a) Donner un encadrement de y2

b) Donner un encadrement de
y −x

x.y2
.
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CHAPITRE 1. CALCULS DANS R

1.2 Partie entière

Définition 1.2
Soit x ∈R. On appelle partie entière de x notée E (x) l’entier relatif n vérifiant n É x É n +1.

Exemple 1.4
E (8,7)= 8 ; E (8,5)= 8 ; E (−8,7)=−9 ; E (8)= 8 ; E (−8)=−8 ; E (π)= 3

Remarque 1.2

♠ S̊iffl m ∈Z `a˜l´o˘r¯s E (m)= m

♠ S̊iffl x ∈R `eˇt m ∈Z `a˜l´o˘r¯s E (x +m)= m +E (x)

♠ P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈R `o“nffl `affl E (x) É x < E (x)+1

♠ S̊iffl m ∈Z `a˜l´o˘r¯s ∀x ∈ [m,m +1[, E (x) = m

EXERCICE D’APPLICATION 1.1
1) Donner la partie entière des nombres suivants(utiliser la calculatrice si besoin est) : 0,001 ;

−3×10−5 ;
13

p
2−

p
15

8
;

E (103π)

3
.

2) Soit x ∈R.

a) Montrer que x −1 < E (x) É x et que −
1

2
É x −E (x +

1

2
) <

1

2

b) Déterminer l’intervalle auquel appartient x si E (x) = 1 puis si E (2x −
1

2
) = 3.

2 Valeur absolue et distance sur la droite numérique

2.1 Rappels

Définition 2.1
La valeur absolue d’un nombre réel a, notée |a|, est le plus grand entre a et −a.

Définition 2.2
Soit x, y ∈R. La distance de x à y, notée d(x, y), est |x − y |.

✞

✝

☎

✆
Propriété 2.1

Soit a,b ∈R et r > 0. Alors on a :
|a| Ê 0 |a| = 0 ⇔ a = 0

|a| = |−a| |a| =
{

a si a Ê 0
−a si a É 0

|a| = |b| ⇔ a = boua =−b.
√

a2 = |a|

|ab| = |a|× |b| Si b 6= 0 alors |
a

b
| =

|a|
|b|

|a+b| É |a|+ |b| |a| É r ⇔−r É a É r
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2. VALEUR ABSOLUE ET DISTANCE SUR LA DROITE NUMÉRIQUE

EXERCICE 2.1
1) Déterminer la valeur absolue des réels suivants : A = 1−

p
2, B =−

p
2+

p
3.

2) Calculer la distance entre A et B .

3) Placer le réel C =
5

2
sur un axe gradué. Déterminer les réels x tels que d(x,C ) = 2 puis les réels y

tels que d(y,C )=
3

2
.

2.2 Résolution d’inéquations

EXERCICE 2.2
1) On considère l’intervalle [1;4].

a) Représenter graphiquement cet intervalle sur une droite graduée. Déterminer son centre c,
son amplitude A et son rayon r .

b) Placer un réel x ∈ [1;4] sur la droite. Comparer au rayon la distance entre x et c.
c) Exprimer ce résultat en utilisant le symbole de valeur absolue.

2) Répondre aux mêmes questions pour l’intervalle ]−3;1[.

3) Déterminer graphiquement l’intervalle des réels x tels que |x +
1

2
| É 2.

EXERCICE 2.3
1) Représenter graphiquement l’intervalle ] −∞;1[∪]4;+∞[. En s’appuyant sur les résultats de
l’exercice précédent, interpréter à l’aide de valeur absolue l’expression x ∈]−∞;1[∪]4;+∞[.

2) Résoudre graphiquement les inéquations suivantes :|x − 3| > 2,5 ; |x + 2| Ê 1 ; |x +
1

2
| < −1 ;

|−2x +1| É 1 ; et |6x +8| < −2.

EXERCICE 2.4

1)Étudier le signe de −
1

2
x − 3 suivant les valeurs de x puis écrire l’expression | −

1

2
x − 3| sans le

symbole de la valeur absolue.
2) Écrire sans le symbole de la valeur absolue : A(x) = |2x +1| ; B(x) = |−2x +1|− |x +4|.

2.3 Calcul approché

2.3.1 Valeur approchée

Définition 2.3
Soit a ∈R et ε> 0. On dit qu’un nombre réel b est une valeur approchée de a à ε près |a−b| É ε..

On écrit a ≈ b à ε près. ε est appelé incertitude de cette valeur approchée.

Exemple 2.1

On a
p

2= 1,4142135623731 · · ·. Donc |
p

2−1,414| = 0,0002135623731 · · · ; ainsi |
p

2−1,414| É 10−3.
D’où 1,414 est une valeur approchée de

p
2 à 10−3 près.

EXERCICE D’APPLICATION 2.1
Déterminer cinq autres valeurs approchées de

p
2 à 10−3 près.
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CHAPITRE 1. CALCULS DANS R

Remarque 2.1

♠ S̀o˘i˚t b `eṡfi˚t ˚u‹n`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl `a¯p¯p˚r`oˆc‚h`é´e `d`e a `àffl ε ¯p˚r`èṡ `a˜l´o˘r¯s b−εÉ a É b+ε. C`e´cˇiffl
`eṡfi˚t ˚u‹nffl `e›n`c´a`d˚r`e›m`e›n˚t `d`e a `àffl `dffl’`a‹m¯p˜lˇi˚tˇu`d`e 2ε. b `eṡfi˚t ˜l´e `c´e›n˚tˇr`e `d`e ˜l„˚i‹n˚t´eˇr‹vˆa˜l¨l´e
[b−ε,b+ε]. O”nffl ”n`e ¯sfi`a˚i˚t ¯p`a¯s ¯sfi˚iffl b `eṡfi˚t ¯p˜lˇu¯s `gˇr`a‹n`dffl `o˘uffl ¯p˜lˇu¯s ¯p`eˇtˇi˚t `qfi˚u`e a.A˜l´o˘r¯s :

➣ S̊iffl b `eṡfi˚t ¯p˜lˇu¯s ¯p`eˇtˇi˚t `qfi˚u`e a, `o“nffl `d˚i˚t `qfi˚u`e b `eṡfi˚t ˚u‹n`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl `a¯p¯p˚r`oˆc‚h`é´e
`d`e a `àffl ε ¯p˚r`èṡ ¯p`a˚rffl `d`é¨f´a˚u˚t.

➣ S̊iffl b `eṡfi˚t ¯p˜lˇu¯s `gˇr`a‹n`dffl `qfi˚u`e a, `o“nffl `d˚i˚t `qfi˚u`e b `eṡfi˚t ˚u‹n`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl `a¯p¯p˚r`oˆc‚h`é´e
`d`e a `àffl ε ¯p˚r`èṡ ¯p`a˚rffl `e›x´c´èṡ.
♠ P̀a˚r‹m˚iffl ˜l´eṡ ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s `a¯p¯p˚r`oˆc‚h`é´eṡ `d`e a `àffl 10−p ¯p˚r`èṡ `o˘ùffl p ∈ N, `d`eˇu‹x ¯sfi`o“n˚t
˚i‹m¯p`o˘r˚t´a‹n˚t´eṡ :

➣ ˜l„`a¯p¯p˚r`o“xˇi‹m`a˚tˇi`o“nffl `d`é´cˇi‹m`a˜l´e `dffl’`o˘r`d˚r`e p ¯p`a˚rffl `d`é¨f´a˚u˚t `qfi˚u˚iffl `eṡfi˚t ˜l´e
”n`o“m˜b˘r`e `d`é´cˇi‹m`a˜l αÉ a `eˇt ¯p`o˘u‹vˆa‹n˚t ¯s’`é´cˇr˚i˚r`e `a‹vfle´c p `c‚h˚i˜f¨fˇr`eṡ `a¯p˚r`èṡ ˜l´affl ”v˘i˚r`gˇu˜l´e.

➣ ˜l„`a¯p¯p˚r`o“xˇi‹m`a˚tˇi`o“nffl `d`é´cˇi‹m`a˜l´e `dffl’`o˘r`d˚r`e p ¯p`a˚rffl `e›x´c´èṡ `qfi˚u˚iffl `eṡfi˚t ˜l´e
”n`o“m˜b˘r`e `d`é´cˇi‹m`a˜l β> a `eˇt ¯p`o˘u‹vˆa‹n˚t ¯s’`é´cˇr˚i˚r`e `a‹vfle´c p `c‚h˚i˜f¨fˇr`eṡ `a¯p˚r`èṡ ˜l´affl ”v˘i˚r`gˇu˜l´e.

2.3.2 Arrondi d’ordre p
Si l’on connaît le début de l’écriture décimale d’un réel, alors son arrondi d’ordre p est égal à :

➣ son approximation décimale d’ordre p par défaut si le p+1ième chiffre après la virgule est 0 ; 1 ;
2 ; 3 ou 4.
➣ son approximation décimale d’ordre p par excès si le p +1ième chiffre après la virgule est 5 ; 6 ;
7 ; 8 ou 9.
EXERCICE D’APPLICATION 2.2
1) On donne x = 1.73205080756888 · · · et y = 2.64575131106459 · · ·.

a) Donner un encadrement de x et de y par leurs approximations décimales d’ordre 3 par dé-
faut et par excès.

b) Donner l’arrondi d’ordre 3 de x puis de y .
c) Trouver un réel a tel que a×10−2 < x y < (a+1)×10−2.

2) Soit α un réel dont l’arrondi d’ordre 2 est 1,51. Donner le meilleur encadrement possible de
−2α+3.
3) Un rectangle a pour dimensions les réels L et l . On suppose que 2,15 est une valeur approchée
de L à 5×10−2 près et 1,35 est une valeur approchée de l à 5×10−2 près.

a) Donner un encadrement du périmère et de l’aire de ce rectangle avec le plus de précision
possible.

b) Ce rectangle est en fait la base d’un pavé droit de hauteur 3. Donner une valeur approchée
du volume de ce pavé. Préciser l’incertitude de cette valeur approchée.

3 Majorant, minorant, maximum et minimum

Définition 3.1
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3. MAJORANT, MINORANT, MAXIMUM ET MINIMUM

Soit A un sous-ensemble de R non vide.

➣ On dit que M est un majorant de A si M est plus grand que tous les éléments de A.

➣ On dit que m est un minorant de A si m est plus petit que tous les éléments de A.

➣ Lorsqu’il existe le plus grand élément de A est appelé maximum de A.

➣ Lorsqu’il existe le plus petit élément de A est appelé minimum de A.

Un ensemble qui admet un majorant (respectivement un minorant) est dit majoré (respectivement

minoré)

EXERCICE D’APPLICATION 3.1

Soit A =
{

1;−3;
p

3;
2

5

}
, B = [2;3[ et C =]−∞,−2[.

Déterminer si possible deux majorants, deux minorants, le minimum et le maximum de A.
Répondre aux mêmes questions pour les ensembles B et C .
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CHAPITRE 2. FONCTIONS NUMÉRIQUES : GÉNÉRALITÉS ET ÉTUDE DE QUELQUES FONCTIONS USUELLES

Fonctions numériques : généralités et étude de quelques
fonctions usuelles
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Objectifs pédagogiques : (Confère programmes HPM page 21)

À la fin de la leçon, l’élève doit être capable de :

1. des relations binaires étant données :
• déterminer images et antécédents
• reconnaître les fonctions
• reconnaître les applications parmi les fonctions

2. une fonction étant donnée :
• déterminer son ensemble de définition
• déterminer image et image réciproque d’un sous-ensemble.

3. reconnaître les fonctions égales, ou coincidant sur un ensemble.
N.B : A propos de ces généralités, on s’attachera à travailler sur des fonctions, non forcé-
ment numériques, en particulier prendre quelques exemples géométriques. Les relations,
fonctions, applications devront être données sous différentes formes : • lien verbale ou pro-
gramme de construction
• représentation graphique
• formule explicite.

4. construire une représentation graphique point par point.

5. reconnaître sur la représentation graphique d’une fonction le sens de variation et établir le
tableau de variation.

6. démontrer qu’une fonction est croissante ou décroissante sur un intervalle donné et déter-
miner les coordonnées des extrema éventuels
N.B : Le sens de variation d’une fonction f sur un intervalle I s’établira en utilisant les défi-
nitions suivantes :
• (f croissante sur I)⇐⇒ ((u, v)∈ I 2, (u < v) =⇒ f (u) É f (v))
• (f décroissante sur I)⇐⇒ ((u, v)∈ I 2, (u < v) =⇒ f (u) Ê f (v))
• (f constante sur I)⇐⇒ ((u, v) ∈ I 2, f(u) = f(v)

7. déterminer l’allure d’une courbe à partir d’un tableau de variation.

8. utiliser un graphique pour résoudre des équations du type : x∈R, f(x) = k, k∈R

9. résoudre un problème en réalisant un graphique.

10. une fonction usuelle étant données, établir le tableau de variation et tracer la courbe repré-
sentative.
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CHAPITRE 2. FONCTIONS NUMÉRIQUES : GÉNÉRALITÉS ET ÉTUDE DE QUELQUES FONCTIONS USUELLES

Dans tout le chapitre le plan est muni d’un repère orthonormé (O, I , J ).

1 Généralités sur les focntions

1.1 Définitions

Activité 1.1

L’unité de mesure est le centimètre.ABC est un tri-
angle rectangle en C tel que AB = 6− x et AC = x ;
avec x Ê 0.
1) Calculer BC en fonction de x.
Pour signifier que BC est en fonction de x, on écrit
BC = f (x) et on dit qu’on a définit une fonction f

de R vers R.
2) Pour chacun des x donnés, calculer si possible,
la valeur numérique de f puis compléter le dia-
gramme ci-contre :

b

b

b

b

b

b

b

b

5
4
3

2,5
2
1

0,5
0

b

b

b

b

b

b

b

b

x f (x)

Solution:

1) On a AB 2 = AC 2 +BC 2 (théorême de Pythagore) donc BC 2 = AB 2 − AC 2 = (6− x)2 − x2.D’où
BC =

p
36−12x.

2)
Remarque 1.1

♠ L`affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f `eṡfi˚t ”n`o˘t´é´e : f : [0,+∞[ → R

x 7→
p

36−12x

`eˇt `o“nffl ˜lˇi˚t : ’’ f `d`é¨fˇi‹n˚i`e `d`e [0,+∞[ ”vfleˇr¯s R `qfi˚u˚iffl `àffl x `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`e p
36−12x ’’

♠ P̀o˘u˚rffl ˚u‹nffl x `d`o“n‹n`é, ˜l´affl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ”n˚u‹m`éˇr˚i`qfi˚u`e `d`e f `c´o˘r˚r`eṡfi¯p`o“n`d`a‹n˚t´e `eṡfi˚t `a¯p¯p`e¨l´é´e
image de x par f

E”x´e›m¯p˜l´e : ˜l„˚i‹m`a`g´e `d`e 1 `eṡfi˚t p
24 .O”nffl `d˚i˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl `qfi˚u`e p

24 `eṡfi˚t ˜l„`a‹n˚t´é´c´é´d`e›n˚t `d`e
1.
♠ S̊iffl ˜l„˚i‹m`a`g´e f (x) `e›xˇi¯sfi˚t´e `o“nffl `d˚i˚t `qfi˚u`e f `eṡfi˚t `d`é¨fˇi‹n˚i`e `e›nffl x `o˘uffl `qfi˚u`e x `a¯p¯p`a˚r˚tˇi`e›n˚t
`àffl l’ensemble de définition de f noté D f .

Définition 1.1
Soit A et B deux ensembles non vide. On appelle fonction de A vers B, toute correspondance f

qui à tout élément de A associe au plus un élément de B

♠ D f =
{

x ∈ A/ f (x) existe dans B
}

On a D f ⊂ A. Si D f = A, alors on dit que f est une application

Activité 1.2

On considère la fonction
f : [0,+∞[ → R

x 7→
p

36−12x
de l’activité précédente

1) Quelles sont les contraintes sur x pour que f (x) existe ?
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1. GÉNÉRALITÉS SUR LES FOCNTIONS

2) En déduire l’ensemble de définition de f .
3) Compléter le tableau suivant :

x 0 0,25 0,5 0,75 1 1,25 1,5 1,75 2 2,25 2,5 2,75 3
f (x)

4) L’unité graphique du repère orthonormé (O,I,J) est 2cm. Placer les points M(x, f (x) puis relier
chaque point et son suivant par un segment
La ligne obtenue est appelée représentation graphique de f notée C f .

Solution:

1) f (x) existe si, et seulement si x ∈ [0,+∞[ et 36−
12x Ê 0 car la racine carrée d’un nombre négatif
n’existe pas.
2) Donc f (x) existe si, et seulement si x ∈ [0,+∞[ et
3 Ê x. D’où D f = [0;3] 1

2

3

4

5

6

1 2 3

C f

f (x)

x

M

1.2 Image directe, Image réciproque

Activité 1.3

Soit les fonctions f et g définies par la repré-
sentations graphiques suivantes : 1) Gétermi-
ner graphiquement l’image 2 ; -1,5 ; 5.
2) Géterminer graphiquement l’antécédent de
-6 ; -0,5 ; 2.
3) Déterminer l’ensemble des images des élé-
ments de l’intervalle [-1 ; 1,5].
4) Quels sont les x qui ont leurs image dans
l’intervalle [0 ;1].

1

−1

−2

1−1−2

1

−1

−2

1−1−2

5) On donne
f : R → R

x 7→
2

E (x −1)
a) Calculer l’image de 2 ; 4 ;

p
3 b) Déterminer l’image réciproque de

1

2

EXERCICE D’APPLICATION 1.1
Les relations suivantes de sont données par leurs représentations graphiques.Préciser les fonc-
tions et les applications.
Dans le cas où on a une fonction, donner l’ensemble de définition.

f : [−2,2] →R

1

−1

−2

1−1−2

f : R→R

1

−1

−2

1−1−2

f : [−2,2] →R

1

−1

−2

1−1−2

i : R→R

1

−1

−2

1−1−2
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CHAPITRE 2. FONCTIONS NUMÉRIQUES : GÉNÉRALITÉS ET ÉTUDE DE QUELQUES FONCTIONS USUELLES

EXERCICE D’APPLICATION 1.2
1) Déterminer l’ensemble de définition des fonctions suivantes :

f : R → R

x 7→
x +1

2x +3

g : R → R

x 7→
p

x −1+
x

|x −2|

h : [−2;3] → R

x 7→
2x

E (2x −1)

2) Soit A et B deux points du plan tels que ||−→AB || = 4.

a) Déterminer l’ensemble des points M du plan tel que
−−→
M A.

−−→
MB =−2.

b) En déduire l’ensemble de définition de la fonction
f : P → P

M 7→
AB

−−→
M A.

−−→
MB +2

.

c) Calculer f (A), f (B) et f (I ) ; où I est le milieu du segment [AB].

1.3 Fonctions égales sur un ensemble

Définition 1.2
Deux fonctions f et g sont égales (ou coïncident) sur un ensemble K si K ⊂ D f ∩Dg et ∀x ∈K , f (x) =
g (x).

Si f et g sont égales sur K alors elles ont la même courbe sur K.

EXERCICE D’APPLICATION 1.3
1) f , g , h et j sont définies par leurs représentations graphiques suivantes.

1

−1

−2

1−1−2

1

−1

−2

1−1−2

Déterminer les ensembles sur lesquels f et g coïncident
Soient f : R→R, x 7→−x +2 et g : R→R, x 7→ |x −2|. Montrer que f et g coïncident sur K =]−∞,2]

1.4 Sens de variation, extremum d’une fonction

Activité 1.4

Dans chaque cas la fonction f est définie sur [-2,2]
a)

1

−1

−2

1−1−2

b)

1

−1

−2

1−1−2

c)

1

−1

−2

1−1−2

Soit a,b ∈ [−2,2] tels que a < b. Comparer f (a) et f (b)

Mathématiques 2nde S 19/68 K.A. AGOSSEME



2. ÉTUDE DE QUELQUES FONCTIONS USUELLES

EXERCICE D’APPLICATION 1.4
On donne :

1

−1

−2

1−1−2

1) Dresser le T.V de f

2) Déterminer la plus grande et la plus
petite valeur de f

2 Étude de quelques fonctions usuelles

2.1 Fonctions affines par intervalles

Les fonctions affines sont les fonctions de la forme

{
f : R → R

x 7→ ax +b

Si a < 0 alors f est strictement croissante.
Si a > 0 alors f est strictement décroissante.
Si a = 0 alors f est strictement constante.

EXERCICE 2.1

On considère la fonction f définie par





f (x) = −2x −3 si x ∈ [−3;−1]
f (x) = x +1 si x ∈]−1;2[
f (x) = 1 si x ∈ [2;4[

La fonction ainsi définie est une fonction affine par intervalle.
1) Déterminer son ensemble de définition de f .

2) Calculer l’image par f de −3, −1, 2, 4,
−4

3
et 0.

3) Déterminer le sens de variation de f sur chacun des intervalles [−3;−1], ]−1;2[ et [2;4[.
4) Tracer les droites (D1) : −2x −3, (D2) : y = x +2 et (D3) : y = 1.
5) En déduire la représentation graphique de f .
6) Déterminer graphiquement l’image-directe par f de l’intervalle [−3;−2[, [1;2] et [3;4[.
7) Déterminer graphiquement l’image-réciproque par f de 3, 2, 1 puis de l’intervalle [2;3].

Solution:

5)

1

2

−1

−2

1 2 3−1−2−3

b

b

b

EXERCICE 2.2

1) Soit
f : R → R

x 7→ |x|
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a) Écrire f (x) sans le symbole de valeur absolue.
b) En déduire que f est une fonction affine par intervalle.
c) Dresser le tableau de variation de f .
d) Construire la représentation graphique de f .

2) Soit
f : R → R

x 7→ |−x +2|− |x +1|
a) Écrire f (x) sans le symbole de valeur absolue.
b) En déduire que f est une fonction affine par intervalle.
c) Dresser le tableau de variation de f .
d) Construire la représentation graphique de f .

Solution:

2d)

1

2

−1

−2

−3

1 2 3 4−1−2−3

EXERCICE 2.3

Construire la représentation graphique de la fonction
f : R → R

x 7→ E (x)
où E (x) désigne la partie

entière de x.

Solution:

1

2

−1

−2

−3

1 2−1−2−3

b

b

b

b

b

b

2.2 Quelques fonctions élémentaires

2.2.1 La fonction carrée

EXERCICE 2.4

Soit
f : R → R

x 7→ x2

1) Soit a,b ∈]−∞,0[ tels que a < b. Comparer f (a) et f (b).
En déduire le sens de variation de f sur l’intervalle ]−∞,0[.
2) Déterminer le sens de variation de f sur l’intervalle ]0,+∞[.
3) Dresser le tableau de variation de f . Quelle est le minimum de f En quelle x est-il atteint ?.
4) Compléter le tableau suivant :
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x -2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2
f (x)

5) Construire la représentation graphique de la fonction f .
6) Résoudre graphiquement l’équation f (x) = 4 puis l’inéquation f (x) > 4.

2.2.2 La fonction racine carrée

EXERCICE 2.5

Soit
f : R → R

x 7→
p

x

1) Déterminer l’ensemble de définition D f de f .
2) Déterminer le sens de variation de f sur D f .
3) Dresser le tableau de variation de f . Préciser l’extremum de f .
4) Construire la représentation graphique de la fonction f .

2.2.3 La fonction inverse

EXERCICE 2.6

Soit
f : R → R

x 7→
1

x
1) Étudier le sens de variation de f sur l’intervalle ]−∞,0[ puis sur l’intervalle ]0,+∞[.
2) Dresser le tableau de variation de f .
4) Compléter le tableau suivant :

x -2 -1,5 -1 -0,5 X 0,5 1 1,5 2
f (x)

3) Construire la représentation graphique de la fonction f .

2.2.4 La fonction cube

EXERCICE 2.7

Soit
f : R → R

x 7→ x3

1) Étudier le sens de variation de f sur l’intervalle ]−∞,+∞[.
2) Dresser le tableau de variation de f .
3) Construire la représentation graphique de la fonction f .

2.3 Composée de fonctions élémentaires suivie de fonction linéaires

2.3.1 Fonctions polynômes du second degré

EXERCICE 2.8

Soit
f : R → R

x 7→ 2x2 +6x +
3

2

1) Montrer que f (x) = 2(x +
3

2
)2 −3

2) Soit a,b ∈]−∞,−
3

2
.
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a) Donner les expressions de f (a) et f (b).
b) On suppose que que a < b. Montrer que f (a) < f (b).

En déduire le sens de variation de f sur l’intervalle ]−∞,−
3

2
[.

3) Étudier le sens de variation de f sur l’intervalle ]−
3

2
,+∞[.

4) Dresser le tableau de variation de f . Déterminer l’extremum de f .
5) Construire la représentation graphique de la fonction f .
6) Résoudre graphiquement les équations f (x) = 2 et f (x) =−4 puis l’inéquation f (x) < 0. 7) Étu-

dier et représenter graphiquement la fonction
f : R → R

x 7→ −2x2 +4x +3

Solution:

5)

6)

1

2

−1

−2

−3

1−1−2−3

Remarque 2.1

L`affl ˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“nffl `gˇr`a¯p˛h˚i`qfi˚u`e `dffl’˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `d˚uffl ¯sfi`e´c´o“n`dffl `d`e´gˇr`é
¯s’`a¯p¯p`e¨l¨l´e ˚u‹n`e ¯p`a˚r`a˜bˆo˝l´e.
O”nffl ¯sfi`a˚i˚t `q’˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `d˚uffl ¯sfi`e´c´o“n`dffl `d`e´gˇr`é `eṡfi˚t `d˚uffl ˚t›yṗ`e f : x 7→

ax2 +bx +c, a 6= 0. S̀affl ˜f´o˘r‹m`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e `eṡfi˚t f (x) = a(x −α)2 +β `a‹vfle´c α=−
b

2a

`eˇt β=−
b2 −4ac

4a
. L`e ¯p`o˘i‹n˚t S(α,β) `eṡfi˚t `a¯p¯p`e¨l´é ¯sfi`o“m‹m`eˇt `d`e ˜l´affl ¯p`a˚r`a˜bˆo˝l´e.

2.3.2 Fonctions homographiques

EXERCICE 2.9

Soit
f : R → R

x 7→
2x −1

x +1

1) Montrer que f (x) = 2−
3

x +1
.

2) Déterminer l’ensemble de définition D f de f .
3) Déterminer le sens de variation de f sur les intervalles ]−∞,−1[ et ]−1,+∞[.
4) Dresser le tableau de variation de f .
5) a) Construire les droites (D) : x =−1 et (D ′) : y = 2.

b) Construire la représentation graphique de la fonction f .

Solution:

5)
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1
2
3
4
5

−1
−2
−3

1 2 3−1−2−3−4−5

Remarque 2.2

U”n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ˛h`o“m`oˆgˇr`a¯p˛h˚i`qfi˚u`e `eṡfi˚t ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl `d˚uffl ˚t›yṗ`e f : x 7→
ax +b

cx +d
, ad−

bc 6= 0 `eˇt c 6= 0. L`affl ˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“nffl `gˇr`a¯p˛h˚i`qfi˚u`e `dffl’˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ˛h`o“m`oˆgˇr`a¯p˛h˚i`qfi˚u`e
¯s’`a¯p¯p`e¨l¨l´e ˚u‹n`e ˛h‹yṗ`eˇr˜bˆo˝l´e.
O”nffl ¯p`eˇu˚t `é´cˇr˚i˚r`e f (x) ¯sfi`o˘u¯s ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e f (x) =

k

x −p
+q `a‹vfle´c p =−

d

c
, q =

a

c
`eˇt

k = b −
ad

c
.

L`e ¯p`o˘i‹n˚t Ω(p, q) `eṡfi˚t `a¯p¯p`e¨l´é `c´e›n˚tˇr`e `d`e ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`e `d`e ˜l„˛h‹yṗ`eˇr˜bˆo˝l´e.

2.3.3 Fonction avec radical

EXERCICE 2.10

Soit
f : R → R

x 7→ −
p

2x +4+1
1) Déterminer l’ensemble de définition D f de f .
2) Déterminer le sens de variation de f sur D f .
3) Dresser le tableau de variation de f . Préciser l’extremum de f .
4) Construire la représentation graphique de la fonction f .

Solution:

5)

1

2

−1

−2

−3

1 2 3−1−2−3
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Fonctions polynômes, fonctions rationnelles
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Objectifs pédagogiques : (Confère programmes HPM page 22)

À la fin de la leçon, l’élève doit être capable de :

1. reconnaître une fonction polynôme, une fonction rationnelle.

2. développer, réduire une polynôme, la factoriser dans le cas où un facteur commun appa-
raît, où on reconnaît une identité remarquable.

3. trouver la fonction polynômes Q telle que P(x) = (x-α)Q(x), par la méthode des coefficients
indéterminés ou par la division euclidienne, connaissant un zéro α d’une fonction poly-
nôme P de degré 2 ou 3.

4. trouver la forme canonique d’une fonction polynôme du second degré et la factoriser en
utilisant cette forme (lorsque cela est possible).

5. f désignant une fonction polynôme ou une fonction rationnelle, étudier le signe de f(x) sui-
vant les valeurs de x.
N.B :
• On travaillera sur les fonctions polynômes (il n’est pas utile de distinguer polynômes et
fonctions polynômes).
• Pas d’étude générale sur la fonction polynôme du second degré par calcul du discrimi-
nant.
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1 Fonctions polynômes

1.1 Révision des acquis

EXERCICE 1.1
Soit P (x) = x(x −1)(x +2)(x −3)+ (2x +4)(x −1).
1) Développer, réduire et ordonner P (x) suivant les puissances décroissantes de x.
2) Quels sont les monômes qui composent P (x).Quels sont les cœfficients de P (x).
3) Quel est le degré de P (x).
4) Calculer la valeur numérique de P pour x = 4 ; x = 1 ; x =−3 et x =−2.

Définition 1.1
Soit an , an−1, · · · , a2, a1, a0 des nombres réels avec an 6= 0. La somme algébrique P (x)= an xn+an−1xn−1+
·· ·+a2x2+a1x +a0 est appelée polynôme. Chaque terme de cette somme est appelée monôme.

n est appelé degré de P et est noté d řP. Les réels an , an−1, · · · , a2, a1, a0 sont les les cœfficients
de P.

Pour deux polynômes P et Q,on a d ř(P +Q) É max{d řP,d řQ} et d ř(PQ) = d řP +d řQ

✞

✝

☎

✆
Propriété 1.1

Deux polyôme sont égaux si, et seulement si les cœfficients des termes de même degré sont
égaux

1.2 Factorisation d’une fonction polyôme

1.2.1 Zéro d’une fonction polyôme

Définition 1.2
On appelle zéro d’un polynôme P (x) tout nombre réel α tel que P (α) = 0.

Exemple 1.1
Dans l’exercice précédent 1 et −2 sont des zéros de P (x).

1.2.2 Factorisation d’une fonction polyôme

❥ Utilisation des identités remarquables et de facteurs communs

EXERCICE 1.2
Factoriser les expressions suivantes
f (x) = (2x −1)(x −3)+ (5−x)(3−x)−x +3 ; g (a) = (a3 −8)+ (a−2)(4a+5)
h(t ) = t 4 +4t 2 +4 ; P (x) = (x −

p
3)2 −2

p
3(x −

p
3)+3

❥ Polynôme du second degré
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Activité 1.1

Soit P (x) = ax2 +bx +c avec a 6= 0 et γ un nombre réel.

1) Montrer que x2 +γx = (x +
γ

2
)2 −

γ2

4

2) En mettant a en facteur, déduire du résultat précédent que P (x) = a[(x +
b

2a
)2 −

b2 −4ac

4a2 ].

Remarque 1.1

L’`é´cˇr˚i˚tˇu˚r`e P (x) = a[(x +
b

2a
)2 −

b2 −4ac

4a2
] `eṡfi˚t `a¯p¯p`e¨l´é´e ˜f´o˘r‹m`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e `d`e

P (x).
EXERCICE 1.3
Donner la forme canonique des polynôme suivants puis factoriser si possible.
f (t ) = 2t 2+4t −6 ; P (x) =−5x2+2x+7 ; Q(x) = 3x2−2x−1 ; R(y) = y2+ y+1 ; et S(u)=−u2+2u−1

❥ Polynôme de degré supérieur à deux

✞

✝

☎

✆
Propriété 1.2

Soit f (x) un polynôme de degré supérieur à deux et α un nombre réel.
Si α est un zéro de f (x) alors il existe un polynôme g (x) tel que d řg = d ř f − 1 et f (x) =
(x −α)g (x). On dit alors que f (x) est divisible ou factorisable par x −α et que g (x)
est le quotient de f (x) par x −α.

Il existe deux méthodes fondamentales pour déterminer le quotient de f (x) par x−α : la méthode
de la division euclidienne et la méthode des cœfficients indéterminés.

Exemple 1.2

Soit f (x) =−2x3 −x2 +4x −4.
On a f (−2) = 0 donc -2 est un zéro de f (x). Ainsi f (x) est divisible par x −2. Il existe un polynôme
g (x) tel que f (x) = (x +2)g (x).
Méthode de la division euclidienne

−2x3 −x2 +4x −4 x+2
−(−2x3 −4x2) −2x2 +3x −2

3x2 +4x

−(3x2 +6x)
(−2x −4)
−(−2x −4)

0

D’où g (x) =−2x2 +3x −2 et f (x) = (x +2)(−2x2 +3x −2).

Méthode de la division euclidienne
Comme f (x) = (x + 2)g (x) et d ř f = 3 alors d řg = 3− 1 = 2. Anisi g (x) est sous la forme g (x) =
ax2 +bx +c. On écrit alors f (x) = (x +2)(ax2 +bx +c) = ax3 + (b+2a)x2 + (c +2b)x +2c. Par iden-
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tification à −2x3 −x2 +4x −4 on a





a = −2
b +2a = −1
c +2b = 4

2c = −4

. D’où a =−2 ; b = 3 et c =−2.

EXERCICE 1.4
1) Soit P (x) = x3 −3x2 −x +3.

a) Montrer que 1 est un zéro de P (x).
b) Déterminer le quotient Q(x) de P (x) par x −1.
c) Factoriser Q(x). En déduire une factorisation de P (x).

2) Factoriser le polynôme suivant : P (x) = x3 +x2 −4x −4

1.3 Signe d’une fonction polyôme

Signe de ax +b

Soit a et b deux réels tels que a 6= 0. On a

ax +b = 0 ⇒ x =−
b

a

x −∞
−b

a
+∞

signe de ax +b signe de −a 0 signe de a

EXERCICE 1.5
Étudier le signe des polynôme suivants :
f (t ) = 2t 2 +4t −6 ; P (x) = x3 −3x2 −x +3 et Q(x) =−x3 +2x2 +x +2

2 Fonctions rationnelles

Définition 2.1
On appelle fonction rationnelle tout quotient de fonctions polynômes.

Soit f est une fonction rationnelle définit par f (x) =
P (x)

Q(x)
et α est un nombre réel. On dit que α est

un zéro de f si f (α) = 0 : ce qui signifie que P (α) = 0 et Q(α) 6= 0.

EXERCICE 2.1

1) Soit la fonction rationnelle définie par f (x) =
x2 −x −2

−x2 +3x −2
.

a) Les réels 1, −1 et 2 sont-ils zéros de f ?
b) Déterminer l’ensemble de définition de f .

2) Soit f (x) =
x2 −1

x3 −x2 +x −1
.

a) On pose Q(x) = x3 −x2 +x −1. Montrer que 1 est un zéro de Q. Factoriser Q(x).
b) Déterminer l’ensemble de définition D f de f .
c) Simplifier f (x) sur D f .
d) Étudier le signe de f (x) suivant les valeurs de x.

3) Déterminer a et b tels que pour tout x ∈R− {−2;2} :
1

x2 −4
=

a

x −2
+

b

x +2
.
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Équations - Inéquations - Systèmes
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Objectifs pédagogiques : (Confère programmes HPM page 23)

À la fin de la leçon, l’élève doit être capable de :

1. dt́erminer si des équations sont équivalentes.

2. résoudre des équations par équivalence.

3. résoudre graphiquement des équations du types x ∈R, f(x) = k (k ∈R), f(x) = g(x) ou donner
un encadrement des solutions éventuelles les représentations graphiques des fonctions f et
g étant données.

4. résoudre des équations, des inéquations se ramenant à la forme f(x) = 0 ou f (x) É0, lorsque
f(x) s’écrit comme produit ou quotient de fonctions polynômes du premier degré.

5. résoudre des équations de la forme f(x) = 0 où f est une fonction affine par intervalles.

6. déterminer si des systèmes sont équivalents et les résoudre par équivalence.

7. résoudre algébriquement un système de deux équations du premier degré dans R
2 par

combinaison linéaire, par substitution et par l’utilisation du déterminant.

8. résoudre graphiquement un système de 2 ou 3 équations du premier degré dans R
2.

9. résoudre algébriquement un système de 3 équations du premier degré dans R
3 par substi-

tution.

10. mettre un problème en équation et le résoudre.
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CHAPITRE 4. ÉQUATIONS - INÉQUATIONS - SYSTÈMES

1 Généralités

Soit A un ensemble, f et g deux fonctions de A vers R .
Toute relation de la forme f (x) = g (x) (respectivement f (x) É g (x)) est appelée équation (respec-
tivement inéquation) dans A d’inconnue x.
Un élément α ∈ A est dit solution de l’équation (respectivement de l’inéquation) si f (α) = g (α)
(respectivement f (α) É g (α).
Résoudre une équation ou une inéquation c’est déterminer l’ensemble des éléments de A qui sont
solutions. Deux équations ou inéquations sont dites équivalentes lorsqu’elles ont le même en-
semble solution.
Avant de résoudre une équation ou une inéquation il est nécessaire de préciser son ensemble de
validité c’est-à-dire l’ensemble des valeurs de l’inconnue pour lesquelles l’équation ou l’inéqua-
tion a un sens. Cet ensemble est déterminé par les contrainte sur l’inconnue.

2 Équations et inéquations dans R

EXERCICE 2.1

On considère l’équation suivante :
(x −2)(2x −7)(x2 −9)(7x −

p
3)

x −3
= 0 où x est un nombre réel.

1) Le réel 1 est-il solution de cette équation ?
2) Quelle est la contrainte sur l’inconnue. En déduire l’ensemble de validité de cette équation.
3) Résoudre cette équation dans R , Q , et Z .
4) Les équations ou inéquations suivantes sont-elles équivalentes ?

a) |x−2| = 5 et (x−2)2 = 25 b) |x−2| = x et (x−2)2 = x2 c)
2x +1

x −1
=

x −1

2x +1
et (2x+1)2 = (x−1)2

d)
2x +1

x −1
É

x −1

2x +1
et (2x +1)2 É (x −1)2

Justifier les réponses.

EXERCICE 2.2
1) Résoudre dans R les équations suivantes :
(3x −1)(2x +9)+1−9x2 = (1−3x)(5x −8) ; (x +1)3 = 1−x2

(2x2 −x +1)(x +5)= (x +2)(x2 +5)+x(5x −11)
2) On considère l’inéquation suivante : (I ) : x ∈R; x2 −4 Ê 0.

a) Étudier le signe du polynôme x2 − 4 b) En déduire l’ensemble des solutions dans R de
l’équation (I ).

c) Quelles sont les solutions dans Z de l’inéquation x2 −4 Ê 0.
3) Résoudre dans R les inéquations suivantes :
x2 +x É x +1 ; x3 +x2 Ê x +1
4) a) Résoudre dans R les inéquations suivantes :
(x +1)(2x2 −4x +2) É (x +1)(x2 −2) et (x +1)(x2 −2) É 2x2(x2 −2)

b) En déduire l’ensemble des réels x tels que (x +1)(2x2 −4x +2)É (x +1)(x2 −2)É 2x2(x2 −2)

EXERCICE 2.3

1) Résoudre dans R l’équation
x −1

2x3 −5x +2
=

1

2x2
.

2) Résoudre dans R l’inéquation
x2 −7

x −3
É

2x(5−x)

x2 −9
.

3) Résoudre dans R l’inéquation
4x −1

x −1
<

2x +3

x +1
É

1

x
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3. SYSTÈME D’ÉQUATIONS OU D’INÉQUATIONS DANS R2 OU R3

EXERCICE 2.4
1) Soit f (x) = |2x −5|−x −3

a) Écrire f (x) sans le symbole de valeur absolue.
b) En déduire les solutions dans R de l’équation |2x −5| = x +3.

2) Résoudre dans R
|−x −1| = x −3 |x −1| = |2x| |x −1| < 2x +3 |x +2| < 3x −4.

3) On donne :

1

2

3

−1

−2

1 2 3−1−2−3

C f Cg

Résoudre graphiquement les équations
ou inéquations suivantes : f (x) = −1 ;
g (x) = 1 ; f (x) = g (x) ; f (x) < 0 ; g (x) > 0

3 Système d’équations ou d’inéquations dans R2 ou R3

3.1 Système d’équations dans R2, dans R3

EXERCICE 3.1
1) Résoudre les systèmes suivants par la méthode de substitution.

(Σ1) :

{
2x +2y = 1
3x +4y = 6

, (Σ2) :

{
−x −9y = 0

3x + y = 8
2) Résoudre les systèmes suivants par la méthode de combinaison.

(Σ3) :





3x +2y = 1

2x +
4

3
y =

2

3

; (Σ4) :





1

3
x −

1

2
y = 1

−x +
3

2
y =

2

3

♠ Méthode de déterminant (ou de cramer)
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CHAPITRE 4. ÉQUATIONS - INÉQUATIONS - SYSTÈMES

✞

✝

☎

✆
Propriété 3.1

Soit (Σ) :

{
ax +by = c

a′x +b′y = c ′
un système d’équations dans R2.

On pose det (Σ) = |a b
a′ b′ | = ab′−a′b ; det (x) = |c b

c′ b′ | = cb′−c ′b et det (y)= |a c
a′ c′ | = ac ′−a′c.

♠ Si det (Σ) 6= 0 alors le système admet un unique couple solution (x, y) tel que x =
det (x)

det (Σ)
et

y =
det (y)

det (Σ)
:

S = {(
det (x)

det (Σ)
,

det (y)

det (Σ)
)}

♠ Si det (Σ) = 0 et
a

a′ 6=
c

c ′
ou

b

b′ 6=
c

c ′
alors le système n’admet pas de solution : S =;

♠ Si det (Σ) = 0 et
a

a′ =
c

c ′
ou

b

b′ 6=
c

c ′
alors le système admet une infinité de solutions :

S = {(x, y) ∈R2 : ax +by = c}

EXERCICE 3.2
1) Résoudre les systèmes suivants par la méthode de Cramer (méthode du déterminant :
2) Résoudre dans R2 suivant les valeurs du paramètre m :

(Σ1) :

{
mx + y = 1

x − y = 3
, (Σ2) :

{
2x −m y = m −1

(5−m)x −3y = 11−5m

EXERCICE 3.3
Résoudre dans R3 les systèmes suivants :

(Σ1) :





x +10y −3z = 5
2x − y +2z = 2
−x + y + z = −3

, (Σ2) :





3x +4y + z = 7
x +2y − z = 13

2x − y +2z = 5
, (Σ3) :

{
2x +5y −6z = 8

x + y −6z = 0

(Σ4) :

{
x + y + z = 0

2x −3y = 0

3.2 Système d’inéquations dans R2 - Programmation linéaire

EXERCICE 3.4
1) Résoudre graphiquement dans R2 l’inéquation 2x + y < 5.

2) a) Représenter graphiquement l’ensemble (S) des points M(x, y) tels que :





y −2x É 0
2x + y É 2

y Ê 0
b) Déterminer le point de (S) qui rend maximale la somme x + y . Trouver la valeur maximale de
cette somme sur (S).
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CHAPITRE 5. VECTEURS ET POINTS DU PLAN

Vecteurs et points du plan
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Objectifs pédagogiques : (Confère programmes HPM page 24)

À la fin de la leçon, l’élève doit être capable de :

1. reconnaître des vecteurs égaux, opposés, colinéaires

2. représenter : ~u +~v , ~u−~v , k~u(k ∈R), α~u +β~v (α et β réels)

3. exprimer vectoriellement le point O milieu du segment [AB]

4. utiliser la relation de Chasles pour simplifier des sommes vectorielles

5. faire intervenir des points pour modifier une expression vectorielle

6. utiliser la colinéarité pour montrer le parallélisme et l’alignement

7. prouver que deux vecteurs sont colinéaires, qu’une famille de deux vecteurs est une base
(par le calcul du déterminant du couple de ces deux vecteurs)

8. tracer un représentant d’un vecteur donné par ses coordonnées dans une base

9. décomposer graphiquement un vecteur dans une base et en déduire ses coordonnées

10. calculer les coordonnées d’un vecteur dans une base
N.B : Apprendre aux élèves à travailler sans repère.
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CHAPITRE 5. VECTEURS ET POINTS DU PLAN

1 Consolidation des acquis

EXERCICE 1.1
Soit ABC un triangle équilatéral de côté 4 cm. I le milieu du segment [BC ].

1) Construire le point D tel que le vecteur
−−→
C A soit égal au vecteur

−−→
BD. Quelle est la nature du qua-

drilatère ABC D ?
2) Donner sur la figure :

a) deux vecteurs de directions différentes ;
b) deux vecteurs de même direction et de sens contraires ;
c) deux vecteurs de même direction et de même sens ;
d) trois vecteurs de même longueur. Préciser cette longueur ;

e) deux vecteurs égaux autre que
−−→
C A et

−−→
BD.

3) Exprimer le vecteur
−→
I B en fonction du vecteur

−→
IC . Que dit-on de ces deux vecteurs ?

4) Construire le vecteur ~u tel que ~u =−→
I A+−→

IC .

5) Construire le vecteur ~v tel que ~v =−
−→
I A+2

−→
IC .

6) Soit (δ) la droite perpendiculaire à (BC ) passant par B . Soit E le point d’intersection de la droite

(δ) avec la droite (AD). Marquer le point F tel que
−→
E F =

3

2

−→
AB −

1

3
~v .

7) La longueur d’un vecteur~x est aussi appelée sa norme et notée ||~x ||. Donner la norme des vec-

teurs suivants :
−→
AB , ~u et

−→
IC .

Solution:

✞

✝

☎

✆
Propriété 1.1

Étant donné un point A et un vecteur ~u, il

existe un unique point B tel que
−→
AB =~u.

A

B~u

b

b

✞

✝

☎

✆
Propriété 1.2

Soit quatre points A, B , C et D tels que
−→
AC = −−→

BD.
Alors :
♠ ABC D est un parallélogramme ;

♠
−−→
AD =−→

BC ;
♠
−→
AC =−→

AB +−−→
AD.

D

C
A

B

b

b

b

b

Définition 1.1
Soit ~u et ~v deux vecteurs. α et β des nombres réels.

♠ Le vecteur α~u est appelé vecteur colinéaire à ~u.

♠ Le vecteur α~u+β~v est appelé combinaison linéaire de ~u et ~V .

Dans l’exercice précédent le vecteur 2
−→
IC est un vecteur colinéaire à

−→
IC et le vecteur

−→
E F est une

combinaison linéaire de
−→
AB et ~v .
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2. QUELQUES UTILISATIONS DE VECTEURS

2 Quelques utilisations de vecteurs

2.1 Milieu d’un segment

EXERCICE 2.1
Soit [AB] un segment et I son milieu.

1) Exprimer les vecteurs
−→
I A et

−→
I B en fonction de

−→
I A.

2) Calculer
−→
I A+−→

I A.

Solution:

✞

✝

☎

✆
Propriété 2.1

♠ Si I est milieu du segment [AB] alors
−→
I A+

−→
I A =~0.

♠ Si J est un point vérifiant
−→
I A+−→

I A =~0 alors I est milieu du segment [AB].

2.2 Centre de gravité d’un triangle

EXERCICE 2.2
Soit ABC un triangle et G son centre de gravité. Soit C ′ le milieu du côté [AB]. On sait que GC =
2GC ′.
1) Déterminer une relation entre les vecteurs

−−→
GC et

−−→
GC ′.

2) Exprimer les vecteurs
−−→
G A et

−−→
GB en fonction de

−−→
GC ′. En déduire

−−→
G A+−−→

GB +−−→
GC .

Solution:

✞

✝

☎

✆
Propriété 2.2

♠ Si G est le centre de gravité du triangle ABC alors
−−→
G A+−−→

GB +−−→
GC =~0.

♠ Si F est un point vérifiant
−→
F A+−→

F B+−→
FC =~0 alors F est le centre de gravité du triangle ABC .

2.3 Alignement et parallélisme

Théorême 2.1

Soit A, B et C trois points du plan.

♠ Si A, B et C sont alignés alors les vecteurs
−→
AB et

−→
AC

sont colinéaires.

♠ Si les vecteurs
−→
AB et

−→
AC sont colinéaires, alors les

points A, B et C sont alignés.

B A
C

−→
AB = k

−→
AC

b b

b

Théorême 2.2
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CHAPITRE 5. VECTEURS ET POINTS DU PLAN

Soit A, B, C et D quatre points distincts du plan.

♠ Si (AB)//(C D) alors les vecteurs
−→
AB et

−→
AC sont co-

linéaires.

♠ Si les vecteurs
−→
AB et

−→
AC sont colinéaires, alors

(AB)//(C D). B A

C
D

−→
AB = k

−−→
C Db b

b

b

EXERCICE 2.3
Soit ABC un triangle tel que AB = 5 cm et AC = 4 cm. Construit les points M et N tels que
−−→
AM =

1

3

−→
AB et

−−→
AN =

1

3

−→
AC .

1) Démontrer que (M N )//(BC ).
2) Soit S et T les milieux de [M N ] et [BC ] respectivement. Démontrer que les point A, S et T sont
alignés.

3 Bases

3.1 Mesure algébrique d’un vecteur

Soit M et N deux points d’une droite (OI ). Posons
−→
OI =~i .

Définition 3.1
Il existe un nombre réel k tels que

−−→
M N = k~i . Ce nombre réel k est appelé mesure algébrique du

vecteur
−−→
M N relativement à~i .

Exemple 3.1

Considérons la figure ci-contre. Déterminer la me-

sure algébrique des vecteurs
−→
AB ,

−→
AC ,

−→
B A,

−−→
A A,

−−→
AO

et
−→
IC relativement à~i . On note M N = k

b
b

b
b

b
b

b

B
C

O
I

A

✞

✝

☎

✆
Propriété 3.1

♠ ∀M , N ,P ∈ (OI ), M N = MP +P N .
♠ Si A a pour abscisse xA et B a pour abscisse xB dans le repère (O,

−→
OI ) de la droite (OI ) alors

AB = xB −xA .
♠ Si

−→
AB =λ

−→
AC alors AB =λAC .

♠ B A =−AB et |AB | = AB .

3.2 Base et repère

Définition 3.2 (Rappel)
♠ Deux vecteurs~i et~j non colinéaires pris dans cet ordre forment une base du plan vectorielle.

Cette base est notée (~i ,~j ).

Si ~u =α~i +β~j alors on dit que ~u a pour coordonnées (α,β) dans la base (~i ,~j ) et on note ~u(α,β).

♠ Si (~i ,~j ) est une base alors pour tout point O du plan le triplet (O,~i ,~j ) est appelé repère d’origine

O.

Un point M a pour coordonnées (α,β) dans le repère (O,~i ,~j ) si
−−→
OM =α~i +β~j .

♠ Une base (~i ,~j ) est dite orthogonale si~i et ~j sont orthogonaux (i.e~i ⊥~j ).
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3. BASES

♠ Une base (~i ,~j ) est dite normée si~i et ~j ont la même norme égale à 1(i.e ||~i || = ||~j || = 1).

Un repère (O,~i ,~j ) est dit orthogonal (respectivement normé)si la base (~i ,~j ) est orthogonale (respec-

tivement normée) est orthogonale (respectivement normée).

Un repère(une base) est dit(e) orthonormé(e) si il(elle) est à la fois orthogonal(e) et normé(e).

EXERCICE 3.1
Soit ABC un triangle tel que les côtés [BC ], [AC ] et [AB] aient pour milieux respectifs A′, B ′ et C ′

et pour longueurs respectives 4 cm, 5 cm et 5 cm. On note G le centre de gravité du triangle ABC .
1) Faire une figure.

2) Les couples de vecteurs (
−−→
AB ′,

−→
AC ), (

−−→
GB ,

−→
AC ) et (

−→
AB ,

−→
AC ) forment-ils une base ?

3) Quelle est la nature de la base (
−−→
A′A,

−−→
A′C ) ? Déterminer une base orthonormée (A′,~i ,~j ) à partir

de cette base (
−−→
A′A,

−−→
A′C ).

4) Exprimer le vecteur
−−→
BB ′ en fonction de

−→
B A et

−→
BC . En déduire les coordonnées du vecteur

−−→
BB ′

dans la base (
−→
B A,

−→
BC ).

5) Déterminer les coordonnées des vecteurs
−→
AC ,

−−→
GC ′ et

−→
C B dans la base (

−→
B A,

−→
BC ) puis dans la base

(
−−→
GB ,

−−→
GC ).

6) Déterminer les coordonnées des points A, B , C , B ′ et G dans le repère (B ,
−→
B A,

−→
BC ) puis dans le

repère (A′,
−→
B A,

−→
BC ).

Solution:

✞

✝

☎

✆
Propriété 3.2

Soit ~u(x, y), ~v(x′, y ′) dans la base (~i ,~j ) et k ∈R.
♠ ~u =~v ⇔ x = x′ et y = y ′.
♠ ~u +~v a pour coordonnées (x +x′, y + y ′) et k~u a pour coordonnées (kx,k y).

Définition 3.3
Soit ~u(x, y), ~v(x′, y ′) dans la base (~i ,~j ).

On appelle déterminant de ~u et ~v le nombre réel x y ′− yx′ et on le note det (~u,~v) ou |x x′

y y ′ |.

✞

✝

☎

✆
Propriété 3.3

Deux vecteurs ~u et ~v sont colinéaires si, et seulement si det (~u,~v) = 0

✞

✝

☎

✆
Propriété 3.4

Soit A, B , C trois points du plan.

♠
−→
AB(xB −xA , yB − y A)

♠ Si I est le milieu du segment [AB] alors xI =
xA +xB

2
et yI =

y A + yB

2
♠ Si G est le centre de gravité du triangle ABC alors xG =

xA +xB +xC

3
et yG =

y A + yB + yC

3
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CHAPITRE 5. VECTEURS ET POINTS DU PLAN

EXERCICE 3.2
1) Le plan vectoriel est muni d’une base (~i ,~j ). Calculer det (~i ,~j ), det (−2~i ,~i ), det (~u,~v) avec ~u =
~i +2~j et~i −~j .
2) Soit ABC un triangle, B ′ et C ′ les milieux respectifs des segments [AC ] et [AB]. k est un nombre

réel, D et E sont les points du plan définis par
−−→
AD = k

−→
AB et

−→
C E = k

−−→
C A. I est le milieu de [D A].

a) Déterminer les coordonnées des points B ′, C ′, D, E et I dans le repère (A,
−→
AB ,

−→
AC ).

b) En déduire les coordonnées des vecteurs
−−−→
B ′C ′ et

−−→
B ′I dans la base (

−→
AB ,

−→
AC ).

c) Calculer det (
−−−→
B ′C ′,

−−→
B ′I ). Que peut-on dire des points B ′, C ′ et I ?
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CHAPITRE 6. GÉOMÉTRIE MÉTRIQUE PLANE

1 Représentation paramétrique d’une droite

Objectifs pédagogiques : (Confère programmes HPM page 26)

À la fin de la leçon, l’élève doit être capable de :

1. montrer qu’un point appartient à une droite d’équation ou de représentation paramétrique
donnée.

2. déterminer un vecteur directeur et un vecteur normal d’une droite

3. tracer une droite connaissant le coefficient directeur

4. déterminer une représentation paramétrique d’une droite connaissant son équation carté-
sienne et réciproquement.

5. trouver une équation cartésienne ou une représentation paramétrique d’une droite déter-
miner par :
— deux points distincts
— un point et un vecteur directeur
— un point et une parallèle à une droite donnée
— un point et une perpendiculaire à une droite donnée
— sa représentation graphique

6. déterminer la position relative de deux droites

1.1 Équation cartésienne d’une droite

Dans les exercice 1.1 et 1.2 le plan est muni d’un repère orthonormé (O,~i ,~j ).

EXERCICE 1.1
1) Soit la droite (δ1) : 2x −3y +5= 0 et les points A(0;4), B(4;−1) ; C (−1;1) ; D(0;1).

a) Parmi ces points préciser ceux qui appartiennent à (δ).
b) Déterminer deux vecteurs directeurs et trois vecteurs normaux à (δ1).
c) Construire (δ1) en utilisant un de ces vecteurs directeurs et un de ces points.

2) Soit la droite (δ2) de cœfficent directeur
3

2
et passant par le point D(−2;−1). Construire (δ2).

3) Soit la droite (δ3) de vecteur normal~n(−5;2) et passant par le point D(2;1). Construire (δ3).

EXERCICE 1.2
Dans chacun des cas suivants, déterminer une équation cartésienne de la droite (D).
1) (D) passent par A(3;−1) et B(4;1).
2) (D) passent par C (−2;5) et dirigée par ~u(1;1).
3) (D) passent par D(−1;2) et est parallèle à la droite d’équation 3x −4y +7= 0.

4) (D) passent par E (
1

2
;1) et est perpendiculaire à la droite d’équation x − y = 0.

1.2 Représentation paramétrique d’une droite

Activité 1.1

Le plan est muni d’un repère orthonormé (O,~i ,~j ).
Soit A(x0; y0) ~u(a;b) et (D) la droite passant par A et de vecteur directeur ~u. Soit M(x , y) un point
du plan.
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1) Montrer que M ∈ (D) si, et seulement si il existe un nombre réel t tel que
−−→
AM = t~u.

2) En déduire que M ∈ (D) si, et seulement si

{
x = x0 +at

y = y0 +bt
t ∈R

Solution:

1) M ∈ (D) si, et seulement si
−−→
AM et ~u sont colinéaires.

Définition 1.1

Le système

{
x = x0 +at

y = y0 +bt
t ∈R est appelé représentation paramétrique de la droite (D) dans re-

père (O,~i ,~j ).

Remarque 1.1

❤ L’˚u‹n˚i`qfi˚u`e ˚r`é´e¨l t ”vfléˇr˚i˜fˇi`a‹n˚t




x = x0 +at

y = y0 +bt
t ∈ R `eṡfi˚t ˜l„`a˜bşfi`cˇi¯sfi¯sfi`e `d˚uffl ¯p`o˘i‹n˚t

M `d`a‹n¯s ˜l´e ˚r`eṗ`èˇr`e (A,~u) `d`e ˜l´affl `d˚r`o˘i˚t´e (D).
❤ U”n`e `d˚r`o˘i˚t´e `a`d‹m`eˇt ¯p˜lˇu¯sfi˚i`eˇu˚r¯s ˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“nffl ¯p`a˚r`a‹m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`eṡ `d`éˇt´eˇr‹m˚i‹n`é´eṡ
`c‚h`a`cˇu‹n`e ¯p`a˚rffl ˜l´e `c‚h`o˘i‹x `dffl’˚u‹nffl ¯p`o˘i‹n˚t `eˇt `dffl’˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `d˚i˚r`e´cˇt´eˇu˚rffl.

EXERCICE D’APPLICATION 1.1
1)Soit (δ) : 3x −6y +5= 0. Déterminer une représentation paramétrique de (δ).

2) Soit (δ′) de représentation paramétrique





x = 2−
1

3
t

y = 5+3t
t ∈ R et les points A(0;5) ; B(1;8) ;

C (
7

3
;2).

a) Déterminer parmi ces points ceux qui appartiennent à (δ′).
b) Trouver une équation cartésienne de (δ′).

3) Trouver une représentation paramétrique de la droite (D) dans chacun des cas suivants :
a) (D) passent par A(3;−1) et B(4;1).
b) (D) passent par C (−2;5) et dirigée par ~u(1;1).
c) (D) passent par D(−1;2) et est parallèle à la droite d’équation 3x −4y +7= 0.

d) (D) passent par E (
1

2
;1) et est perpendiculaire à la droite d’équation x − y = 0.

2 Produit scalaire et application

Objectifs pédagogiques : (Confère programmes HPM page 25)

À la fin de la leçon, l’élève doit être capable de :

1. utiliser la définition la mieux adaptée pour calculer le produit scalaire (trois définitions pos-
sibles)

2. simplifier des expressions à l’aide des propriétés du produit scalaire

3. l’expression du produit scalaire pour calculer analytiquement cos(α), ||~u||, d(A,B)

4. montrer que deux vecteurs sont orthogonaux, ou que deux droites sont perpendiculaires à
l’aide de l’expression analytique du produit scalaire
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5. appliquer le produit scalaire pour déterminer :
— les relations métriques dans un triangle : a2 = b2 + c2 −2bc cos Â, la longueur de la mé-

diane.
— les relations métriques dans un triangle rectangle (théorème de Pythagore et sa réci-

proque)
— utiliser le produit scalaire dans la résolution de problème. (Recherche de ligne de ni-

veau)
Exemples : ligne de niveau des applications M 7→~u ·−−→OM , M 7→ M A2−MB 2, M 7→ M A2+
MB 2, M 7→ −−→

M A ·−−→MB

2.1 Définition du produit scalaire

Définition 2.1
Soit ~u et~v deux vecteurs. On appelle produit scalaire de ~u par~v le nombre réel noté ~u.~v et défini

par

• ~u.~v = ||~u||.||~v || ·cos à(−→u ,−→v ) si ~u 6=~0 et ~v 6=~0.

• ~u.~v = 0 si ~u =~0 ou ~v =~0.

Exemple 2.1

1) Calculer ~u.~v sachant que ||~u|| = 3 , ||~v || = 5 et Mes à(−→u ,−→v ) = 50ř.

2) Soit ABC un triangle équilatéral de côté 4 et I le milieu de [BC ].Calculer
−→
AB .

−→
AC ,

−→
AI .

−→
AC et

−→
AI .

−→
BC .

Remarque 2.1

❤
−→
AB .

−→
AC = AB × AC ×cos �B AC .

❤ O”nffl `affl ~u.~u = ||~u||.||~u||.cos( �−→u ,−→u ). O˚rffl cos( �−→u ,−→u ) = cos(0) = 1 ; `d`o“n`c ~u.~u = ||~u||2.
O”nffl `e›nffl `d`é´d˚u˚i˚t `qfi˚u`e ||~u||2 =

p
~u.~u.

✞

✝

☎

✆
Propriété 2.1 Élémentaires

Soit ~u et ~v deux vecteurs. On a :
♠ ~u.~v =~v .~u
♠ |~u.~v | É ||~v ||× ||~u||
♠ (~u +~v).~w =~v .~w +~v .~w
♠ (a~u).~v =~u.(a~v ) = a(~u.~v)

♠ (~u +~v)2 =~u2 +2~u.~v +~v 2

♠ (~u −~v)2 =~u2 −2~u.~v +~v 2

♠ (~u +~v).(~u +~v) =~u2 −~v 2

♠ ~u.~v =
1

2
[(~u +~v)2 −~u2 −~v 2] =

1

2
[(~u +~v)2 − ||~u||2 −

||~v ||2]

2.2 Autres expressions du produit scalaire

2.2.1 Expression du produit scalaire à l’aide de mesure algébrique
Soit A, B et C quatre points du plan tels que A 6=C .

Soit H le projeté orthogonal de B sur (AC). Orientons la droite (AC) dans le sens du vecteur
−→
AC .

Alors
−→
AB .

−→
AC = AH .AC = AH .AC .
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b

H

B

CA
−→
AB .

−→
AC = AH .AC

b

H

B

CA
−→
AB .

−→
AC =−AH .AC

B

CA = H
−→
AB .

−→
AC = 0

Remarque 2.2 Vecteur orthogonaux

❤ D`eˇu‹x ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ~u `eˇt ~v ¯sfi`o“n˚t `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˚u‹x ¯sfi˚iffl, `eˇt ¯sfi`eˇu˜l´e›m`e›n˚t ¯sfi˚iffl ~u.~v = 0.
❤ D`eˇu‹x `d˚r`o˘i˚t´eṡ (AB) `eˇt (C D) ¯sfi`o“n˚t ¯p`eˇr¯p`e›n`d˚i`cˇu˜l´a˚i˚r`eṡ ¯sfi˚iffl, `eˇt ¯sfi`eˇu˜l´e›m`e›n˚t ¯sfi˚iffl
−→
AB .

−−→
C D = 0.

✞

✝

☎

✆
Propriété 2.2

Soit A, B , C et D quatre points du plan tels que A 6= B .
Soit H et H ′ les projetés orthogonaux respectifs C et D sur (AB).

b

H
b

H ′A B

C D

Alors
−→
AB .

−−→
C D = AB .H H ′.

EXERCICE D’APPLICATION 2.1

1) Soit ~u et ~v deux vecteurs tels que ~u.~v =
1

2
,Mes( �−→u ,−→v ) = 80ř et ||~u|| = 3. Calculer~v à 10−2 près.

2) Soit ABC un triangle isocèle de sommet A tel que AB = 3 et BC = 4. Soit H le projeté orthogonal
de A sur (BC ), K le projeté orthogonal de H sur (AC ).

a) Calculer AH .
b) Calculer

−−→
AK .

−→
AC de deux manières différentes.

c) En déduire la valeur de AK .
d) Calculer

−→
AB .

−→
AC .

3) Soit ~u et ~v deux vecteurs tels que (2~u −~v).(~u +~v) = 2,Mes à(−→u ,−→v ) = 30ř et ||~u|| = 2. Calculer ||~v ||

2.2.2 Expression du produit scalaire dans une base orthonormé
Soit (~i ,~j ) une base orthonormée, ~u(x, y) et ~v(x′, y ′) dans cette base.

On a

~u.~v = (x~i + y~j ).(x′~i + y ′~j )

= xx′~i .~i +x y ′~i .~j + yx′~j .~i + y y ′~j .~j

~u.~v = xx′+ y y ′

car~i .~i = ||~i ||2 = 1, ~j .~j = ||~j ||2 = 1 et~i .~j =~j .~i = 0.

Remarque 2.3
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CHAPITRE 6. GÉOMÉTRIE MÉTRIQUE PLANE

❤ ~u.~u = x2 + y2 `dffl’`o˘ùffl ||~u|| =
√

x2 + y2.
❤ S̊iffl A(xA , y A) `eˇt B(xB , yB ) `a˜l´o˘r¯s AB = ||−→AB || =

√
(xB −xA)2 + (yB −YA)2

❤ D`a‹n¯s ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `o˘r˚t‚h`o“n`o˘r‹m`é´e (~i ,~j ) ˜l´eṡ `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e `dffl’˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~u ¯sfi`o“n˚t
`d`o“n‹n`é´eṡ ¯p`a˚rffl x~u =~u.~i `eˇt y~u =~u.~j .

2.3 Utilisation du produit scalaire

2.3.1 Relations métriques dans un triangle

EXERCICE 2.1
1) Soit ABC un triangle rectangle en A et H le projeté orthogonal de A sur (BC ).

a) En décomposant le vecteur
−→
BC , démontrer le théorème de Pythagore : BC 2 = AB 2 + AC 2.

b) Démontrer que :B A2 = B H ×BC .
c) Démontrer que :AH2 =−HB ×HC .

2) Théorème d’Al Kashi
Soit ABC un triangle quelconque. On pose BC = a, AC = b et AB = c.
Démontrer que a2 = b2 +c2 −2bc cos �B AC .
2) Théorème de la médiane
Soit ABC un triangle quelconque et [A A′] la médiane relative à [BC ]. Démontrer que

a) AB 2 + Ac2 = 2A A′+
BC 2

2
.

b)
−→
AB .

−→
AC = A A′−

BC 2

4

2.3.2 Ligne de niveau

Définition 2.2
Soit f une application du plan P dans R et k un réel. On appelle ligne de niveau k de f , l’ensemble

des points dont l’image par f est k.

EXERCICE 2.2
Soit A et B deux points du plan tels que AB=4cm.
1) On définit l’application f : P →P par f (M) = M A2 +MB 2 pour tout point M du plan.

a) Calculer f (A), f (B) et f (I ) où I est le milieu de [AB].
b) Déterminer et construire l’ensemble des points M du plan tels que f (M) = 14 (on pourra

introduire le point I dans les vecteurs
−−→
M A et

−−→
MB ).

c) Déterminer et construire l’ensemble des points M du plan tels que ||−−→AM +−−→
B M || = 3.

d) Déterminer et construire l’ensemble des points M du plan tels que
−−→
AM .

−−→
B M =−4.

2) a) Soit O un point du plan. Déterminer et construire l’ensemble des points M du plan tels que
−→
AB .

−−→
OM = 0.
b) Déterminer et construire l’ensemble des points M du plan tels que M A2 −MB 2 = 4.

3 Équation cartésienne d’un cercle

Objectifs pédagogiques : (Confère programmes HPM page 26)
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À la fin de la leçon, l’élève doit être capable de :

1. déterminer une équation du cercle, soit de diamètre donné, soit de centre et de rayon don-
nés

2. reconnaître l’ensemble des points M de coordonnées (x, y) d’un plan P tels que x2 + y2 +
2ax +2by +c = 0 en utilisant la décomposition canonique.

Le plan est muni d’un repère orthonormé (O,~i ,~j ).

Activité 3.1

1) Soit A et B deux points du plan et C le cercle de diamètre [AB].

a) Montrer que pour tout point M du plan, M ∈C si, et seulement si
−−→
M A.

−−→
MB = 0.

b) On suppose que A(1;2) et B(3;−2). Montrer que M(x; y) ∈C si, et seulement si x2+ y2−4x−
1 = 0.
2) Soit I un point du plan et C

′ le cercle de centre I et de rayon R où R est un nombre réel positif.
a) Montrer que pour tout point M du plan, M ∈C si, et seulement si I M2 = R2.
b) On suppose I (−2;3) et R = 2. Montrer que M(x; y) ∈C

′ si, et seulement si x2+y2+4x−6y+9=
0.

Définition 3.1
Soit C un cercle.Alors il existe des réels a, b et c tels que pour tout point M(x; y) du plan M ∈C

′ si,

et seulement si x2 + y2 −2ax −2by +c = 0.

L’équation x2 + y2 −2ax −2by +c = 0 est appelée équation cartésienne du cercle.

✞

✝

☎

✆
Propriété 3.1

Soit a, b et c des nombres réels.
L’ensemble des points M(x; y) du plan tels que x2 + y2 −2ax −2by +c = 0 est :
- soit l’ensemble vide,
- soit un point,
- soit un cercle.

EXERCICE D’APPLICATION 3.1
Soit A(2;−1) et C (5;3).
1) Trouver une équation cartésienne du cercle de centre A et de rayon 2.
2) a) Trouver une équation cartésienne du cercle de diamètre [AB].

b) Déterminer les points d’intersection de ce cercle avec la droite passant par le point C (3;2) et
de vecteur directeur ~u(1;1).
3) Déterminer l’ensemble des points M(x; y) du plan vérifiant :

a) x2 + y2 −6x −4y −3= 0 ;
b) x2 + y2 −4x +6y +15= 0 ;
c) x2 + y2 −2x

p
2+2y

p
3+5 = 0 ;

d) (x + y +1)2 = 2x y ;
e) x2 + y2 −6x +8y = 0.

Exercice de maison : CIAM p.91 N°2e, 2f, 2c, Td 2.3 et p.95 N°35
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4 Angles inscrits non orientés-Polygones réguliers

Objectifs pédagogiques : (Confère programmes HPM page 26)

À la fin de la leçon, l’élève doit être capable de :

1. reconnaître un angle inscrit non orienté et son angle au centre associé

2. calculer la mesure d’un angle inscrit non orienté connaissant celle de l’angle au centre et
réciproquement

3. démontrer que deux angles inscrits sont égaux ou supplémentaires

4. démontrer qu’une demi-droite est demi-tangente en un point d’un cercle à l’aide d’angles
inscrits non orientés

5. démontrer que quatre points sont cocycliques à l’aide des quadrilatères convexes ou croisés

6. déterminer et construire l’ensemble des points M du plan tels que mes ˆAMB = θř avec θ ∈
]0;180[

7. calculer le sinus d’un angle, l’aire d’un triangle et le rayon du cercle circonscrit

8. connaissant les mesures des trois éléments d’un triangle (côtés ou angles) dont au moins
un des côtés, l’élèves doit être capable de :
— construire ce triangle
— calculer la mesure des trois autres éléments
— calculer la mesure de l’aire de ce triangle
— calculer le rayon du cercle circonscrit
— calculer la distance d’un sommet au milieu du côté opposé

9. inscrire un polygone régulier dans un cercle

10. déterminer les éléments caractéristiques d’un polygone régulier par différentes méthodes
de calcul

11. extraire certains résultats trigonométrique tels que : cos
π

5
, cos

2π

5
12. justifier l’égalité de deux angles inscrits et l’utiliser pour montrer que quatre points sont

cocycliques.

4.1 Angles inscrits non orientés

EXERCICE 4.1
Soit C un cercle de centre O ; A, B , C et D quatre points du cerce C tel que A et B ne soit pas
diamétralement opposés.
1) Citer quatre angles inscrits dans le cercle C . Préciser pour chacun d’eux, l’angle au centre asso-
cié et l’arc intercepté.
2) Donner deux angles inscrits interceptant un même arc. Comparer leurs mesures.
3) Soit M un point du grand arc AB. Quelle relation y a-t-il entre mes �AMB et mes �AOB .
3) Soit N un point du grand arc AB. Quelle relation y a-t-il entre mes�ANB et mes �AOB.
5) Démontrer que mes �AMB +mes�ANB = 180ř

Activité 4.1 Angle inscrit défini par une corde et une demi-tangente
Soit C un cercle de centre O ; A et B deux points de C tels que [AB] ne soit pas un diamètre. Soit
[AT ) la demi-tangente à C contenue dans le demi-plan de frontière (AB) ne contenant O, [AT ′)
l’autre demi-tangente. Soit I le milieu de [AB]. La droite (OI ) coupe la droite (AT ) en un point C .
1) Quelle est la nature du triangle AOB .
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2) Démontrer que mes �T AB = mes�AOI (On pourra considérer les triangles AOC et AIC ). En dé-

duire que mes �T AB =
1

2
mes�AOI .

3) Démontrer que mes �T ′AB = 180ř−
1

2
mes �AOB .

Solution:

b

b

b

b

A

O

I

C B
T

T ′

Remarque 4.1

L`eṡ `a‹n`g¨l´eṡ �T AB `eˇt �T ′AB ¯sfi`o“n˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl `a¯p¯p`e¨l´é `d`eṡ `a‹n`g¨l´eṡ ˚i‹n¯sfi`cˇr˚i˚tṡ `d`a‹n¯s ˜l´e
`c´eˇr`c¨l´e `eˇt ˚i‹n˚t´eˇr`c´eṗ˚t´e›n˚t ˚r`eṡfi¯p`e´cˇtˇi‹vfle›m`e›n˚t ˜l´e ¯p`eˇtˇi˚t `a˚r`c AB `eˇt ˜l´e `gˇr`a‹n`dffl AB .
L`eṡ ˚r`éṡfi˚u˜lˇt´a˚tṡ `d`é›m`o“n˚tˇr`éṡ ˚r`eṡfi˚t´e›n˚t ”vˆa˜l´a˜b˝l´eṡ ”m`ê›m`e ¯sfi˚iffl [AB] `eṡfi˚t ˚u‹nffl `d˚i`a‹m`èˇtˇr`e.

✞

✝

☎

✆
Propriété 4.1 Angles inscrits interceptant des arcs de même longueur

Deux angles inscrits dans un même cercle et interceptant des arcs de même longueur sont
égaux.

✞

✝

☎

✆
Propriété 4.2 Bissectrice d’un angle inscrit

La bissectrice d’un angle inscrit partage l’arc intercepté en deux arcs de mm̂e longueur.
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✞

✝

☎

✆
Propriété 4.3 Arcs capables

Soit A et B deux points distincts, θ un nombre réel tel que 0 < θ < 180ř.
L’ensemble des points M du plan tels que mes �AMB = θ est la réunion de deux arcs de cercles
symétriques par rapport à (AB) et privée des points A et B .

Exemple 4.1 Construction des deux arcs

Avec θ = 30ř Avec θ= 100ř

Définition 4.1
Les deux arcs de la propriété suivante sont appelés arcs capables d’un angle de mesure θ.

EXERCICE D’APPLICATION 4.1

1) Soit C un cercle de diamètre [AB], C un autre point de C et I le mileu de l’arc BC . La tangente
en I au cercle coupe (AC ) en D. Démontrer que les triangles AI B et AI D sont semblables.
Arcs capables
2) Soit ABC un triangle. Construire à la règle et au compas le lieu géométrique des points M du
demi-plan de frontière (AB) contenant C tels que mes �AMB = mes �AC B.
3) Soit ABC un triangle tel que AB = 6 cm, BC = 4 cm et mes �ABC = 40ř.
Construire à la règle et au compas un point M tel que mes �AMB = 45ř et mes �B MC = 60ř.
3) Soit A et B deux points distincts. À toute demi-droite [AP ), on associe lorsque c’est possible,
la demi-droite [BT ) incluse dans le même demi-plan de frontière (AB) telle que : mes �ABT =
120ř−mes �B AP .

a) Pour quelles valeurs de [AP ), [BT ) existe-t-elle ?
b) Soit M le point d’intersection de [AP ) et [BT ). Déterminer et tracer le lieu géométrique.

4.2 Quadrilatère inscriptible

Définition 4.2
Un quadrilatère est dit inscriptible s’il existe un cercle passant par ces quatre sommets.

✞

✝

☎

✆
Propriété 4.4

Un quadrilatère convexe est inscriptible si, et seulement si deux de ses angles opposés sont
supplémentaires.

Mathématiques 2nde S 53/68 K.A. AGOSSEME



4. ANGLES INSCRITS NON ORIENTÉS-POLYGONES RÉGULIERS

✞

✝

☎

✆
Propriété 4.5

Un quadrilatère croisé est inscriptible si, et seulement si ses angles opposés ont même me-
sure

EXERCICE D’APPLICATION 4.2

4.3 Relations métriques dans un triangle

Activité 4.2

Soit ABC un triangle tel que l’angle �B AC soit obtus. Soit H le projeté orthogonal de C sur (AB) et
K celui de B sur (AC ). Soit A l’aire du triangle ABC .

1) a) Calculer A de deux façon différentes. En déduire que
HC

AC
=

K B

AB
.

b) Dans le triangle AHC , calculer sin�H AC .

Par définition on pose sin �B AC = sin�H AC =
HC

AC
=

K B

AB
.

2) On pose AB = c, AC = b et BC = a.

Montrer que A =
1

2
bc sin �B AC =

1

2
ac sin �ABC =

1

2
ab sin �BC A.

En déduire que
a

sin �B AC
=

b

sin �ABC
=

c

sin �BC A
=

abc

2A
.

3) Soit O le centre du cercle circonscrit à ABC et I le projeté orthogonal de O sur (AB).
Montrer que c = 2R sin �BOI avec R le rayon du cercle.

En déduire que
c

sin �BC A
= 2R .

EXERCICE D’APPLICATION 4.3
Soit ABC un triangle isocèle en A d’aire égale 2 et tel que mes �B AC = 80ř.
1) Déterminer la longueur de chaque côté.
2) Déterminer le rayon du cercle circonscrit à ABC .
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4.4 Polygones réguliers

Définition 4.3
On appelle polygone régulier tout polygone inscriptible dans un cercle et dont les côtés ont même

longueur. Le centre du polygone est le centre du cercle circonscrit.

La distance du centre du polygone à un quelconque de ses côtés est appelé apothème du polygone.

EXERCICE 4.2
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1 Homothéties

Objectifs pédagogiques : (Confère programmes HPM page 27)

À la fin de la leçon, l’élève doit être capable de :

1. construire l’image d’une figure simple par une homothétie de centre et de rapport données

2. reconnaître si deux figures données sont homothétiques

3. construire l’image d’un point ou d’une figure simple par une homothétie déterminée par :
• son centre et un point et son image
• son rapport et un point et son image
• deux points distincts et leurs images

4. caractériser vectoriellement une homothétie et établir son expression analytique

5. utiliser l’homothétie pour des problèmes de construction ou de recherche d’ensembles de
points.
N.B : En activité, on étudiera, sur des exemples, la composée de deux homothéties de même
centre

Activité 1.1

Soit ABC un triangle et O un point du plan. Construire le triangle A’B’C’ tel que
−−→
OA′ = −2

−−→
OA,

−−→
OB ′ =−2

−−→
OB et

−−→
OC ′ =−2

−−→
OC .

Solution:
−−→
OA′ =−2

−−→
OA : on dit que A’ est l’image de A par l’homothétie de centre O et de rapport -2. On écrit

A′ = h(O,k)(A).

Définition 1.1
Soit O un point du plan P et k un réel non nul.

On appelle homothétie de centre O et de rapport k l’application h de P dans P qui à tout point

M associe le point M ′ tel que
−−−→
OM ′ = k

−−→
OM. On note M ′ = h(O,k)(M) ou tout simplement M ′ = h(M)

s’il n’y a pas d’ambiguïté.

Définition 1.2
Soit f : P → P une application du plan P dans lui même. Un point M du plan est dit invariant

s’il est son propre image : M ′ = f (M) = M.

Remarque 1.1

➣ U”nffl ¯p`o˘i‹n˚t, ¯sfi`o“nffl ˚i‹m`a`g´e `eˇt ˜l´e `c´e›n˚tˇr`e `d`e ˜l„˛h`o“m`o˘t‚h`éˇtˇi`e ¯sfi`o“n˚t ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s `a˜lˇiffl-
`g›n`éṡ.
➣ S̊iffl k 6= 1 `a˜l´o˘r¯s O `eṡfi˚t ˜l´e ¯sfi`eˇu˜l ¯p`o˘i‹n˚t ˚i‹n‹vˆa˚r˚i`a‹n˚t ¯p`a˚rffl ˛hffl.
➣ S̊iffl k = 1 `a˜l´o˘r¯s ˛hffl `eṡfi˚t ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˚i`d`e›n˚tˇi`qfi˚u`e (˚t´o˘u˚t ¯p`o˘i‹n˚t `d˚uffl ¯p˜l´a‹nffl `eṡfi˚t
˚i‹n‹vˆa˚r˚i`a‹n˚t).
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✞

✝

☎

✆
Propriété 1.1

Soit h une homothétie de rapport k ; A, B et I trois points du plan d’images respectives A’, B’
et I’ par h. Alors :
• l’image de la droite (A’B’) et (A’B’) est parallèle à (AB) ;
• l’image du segment [AB] est le segment [A’B’] et A’B’=|k|×AB ;
• si I est milieu de [AB] alors I’ est milieu de [A’B’] ;
• l’image de la demi-droite [AB) est la demi-droite [A’B’) ;
• l’image d’un cercle de centre I et de rayon R est le cercle de centre I’ et de rayon k×R.

✞

✝

☎

✆
Propriété 1.2

Toute homothétie de rapport k transforme :
• trois points alignés en trois points alignés ;
• deux droites parallèles en deux droites parallèles ;
• deux droites perpendiculaires en deux droites perpendiculaires ;
• le milieu d’un segment en le milieu du segment image ;
• une figure d’aire A en une figure d’aire k2 ×A .

✞

✝

☎

✆
Propriété 1.3 Caractéristique d’une homothétie

Soit M, N, M’ et N’ quatre points du plan.
M et N ont pour images respectives M’ et N’ par une homothétie de rapport k si, et seulement

si
−−−→
M ′N ′ = k

−−→
M N .

EXERCICE D’APPLICATION 1.1
Soit ABCD un parallélogramme de centre O, B’ le symétrique de A par rapport à B et D’ le symé-
trique de A par rapport à D.
1° Déterminer l’homothétie h de rapport 2 qui transforme B en B’.
2° Quelle est l’image de D par h ? Justifier.
3° En déduire que les points B’, C et D’ sont alignés.

EXERCICE 1.1 Homothétie déterminer par son rapport, un point et son image
Soit A, A’ et M trois points distincts du plan.
1° En utilisant la propriété caractéristique, construire l’image M’ du point M par l’homothétie de

rapport
3

2
qui transforme A en A’.

2° Déterminer et construire le centre de cette homothétie.

EXERCICE 1.2 Homothétie déterminer par son centre, un point et son image
Soit Ω, A, A’ trois points deux à deux distincts et alignés et h l’homothétie de centre Ω transformant
A en A’.
1° Soit M un point du tel que M ∉ (A A′).

a) Écrire l’image M’ de M par h comme intersection de deux droites à préciser.
b) Construire M’.
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2° Soit N un point tel que N ∈ (A A′). Construire N’=h(N).

EXERCICE 1.3 Homothétie déterminer par deux points et leurs images

Soit A, A’, B et B’ quatre points du plan tels que (AB)//(A′B ′) et
−→
AB 6=

−−−→
A′B ′. Soit h l’homothétie qui

transforme A en A’ et B en B’.
1° Soit M un point tel que M ∉ (AB).

a) Écrire l’image M’ de M par h comme intersection de deux droites à préciser.
b) Construire M’.

2° Soit N un point tel que N ∈ (A A′). Construire N’=h(N).

EXERCICE 1.4 Expression analytique d’une homothétie, composée d’homothéties de même centre

Soit (O, I, J) un repère du plan et h1 l’homothétie de centre Ω(1
2) et de rapport

2

3
. Soit M(x

y ) et M ′(x
y )

deux points tels que M ′ = h1(M).
1° Exprimer x′ et y ′ en fonction de x et y .
2° Soit h2 l’homothétie de centre Ω et de rapport 3. Soit A(3

1).
Construire le point A′ = h2 ◦h1(A).

Remarque 1.2

U”n`e ˛h`o“m`o˘t‚h`éˇtˇi`e ¯p`eˇu˚t `êˇtˇr`e `d`éˇt´eˇr‹m˚i‹n`é´e ¯p`a˚rffl ˜l´affl `d`o“n‹n`é´e `d`e :
➣ ¯sfi`o“nffl `c´e›n˚tˇr`e `eˇt ¯sfi`o“nffl ˚r`a¯p¯p`o˘r˚t ;
➣ ¯sfi`o“nffl `c´e›n˚tˇr`e, ˚u‹nffl ¯p`o˘i‹n˚t `eˇt ¯sfi`o“nffl ˚i‹m`a`g´e ;
➣ ¯sfi`o“nffl ˚r`a¯p¯p`o˘r˚t, ˚u‹nffl ¯p`o˘i‹n˚t `eˇt ¯sfi`o“nffl ˚i‹m`a`g´e ;
➣ `d`eˇu‹x ¯p`o˘i‹n˚tṡ `eˇt ˜l´eˇu˚r¯s ˚i‹m`a`g´eṡ.

EXERCICE 1.5
Soit O et O’ deux points du plan tels OO’=6 cm. Soit C et C

′ les cercles de centre O et O’ puis de
rayons 2 cm et 3 cm respectivement. Il existe deux homothéties h1 et h2 qui transforment C en C

′.
1° Déterminer les rapports de ces homothéties.(h1 est celle de rapport positif)
2° Montrer que leurs centres appartient à (OO’).
3° Soit A’ un point de C

′. Construire les points A1 et A2 de C qui ont pour image A’.
En déduire la construction des centres de h1 et h2.

2 Isométries du plan

Objectifs pédagogiques : (Confère programmes HPM page 27)

À la fin de la leçon, l’élève doit être capable de :

1. construire l’image d’une figure simple par une translation, une symétrie centrale, une sy-
métrie orthogonale, une rotation.

2. reconnaître et caractériser l’isométrie qui échange deux figures (dans le cas où l’isométrie
est une translation ou une symétrie centrale ou une symétrie orthogonale ou une rotation).
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3. caractériser vectoriellement une translation, une symétrie centrale, une symétrie orthogo-
nale et établir leur expression analytique (pour la symétrie orthogonale on se limitera aux
cas où l’axe a pour équation y = 0 ; x = 0 ; y = x ; y = -x)

4. utiliser les isométries, pour résoudre des problèmes de construction ou de recherche d’en-
sembles de points.

2.1 Définitions

Définition 2.1
➢ On appelle isométrie du plan toute transformation du plan (application bijective de P dans P)

qui conserve la distance. C’est à dire que si M et N sont deux points d’images respectives M’ et N’ alors

M’N’=MN.

➢ Deux triangles ABC et A’B’C’ sont dits isométriques (ou superposables) si A’B’=AB, B’C’=BC et

C’A’=CA.

2.2 Translations et symétries

EXERCICE 2.1
1° ABC est un triangle. Construire l’image A1 du point A par la translation de vecteur

−→
BC .

Quelle est l’image de la droite (AB) par t−→
BC

? Quelle est l’image de la droite (AB) par t−→
BC

?
2° Soit I un point du plan situé dans le demi-plan de frontière (AB) ne contenant pas C. Construire
l’image A’B’C’ du triangle ABC par la symétrie de centre I.

EXERCICE 2.2
Soit ABCD un rectangle. Construire l’image A’B’C’D’ de ABCD par la symétrie orthogonale d’axe
(AC).

Rappels

✞

✝

☎

✆
Propriété 2.1 Caractéristique d’une translation

Soit M, N, M’ et N’ quatre points du plan.

M et N ont pour images respectives M’ et N’ par une translation si, et seulement si
−−−→
M ′N ′ =

−−→
M N .

✞

✝

☎

✆
Propriété 2.2

Soit (∆) une droite de vecteur directeur ~u et passant par un point A.

Un point M a pour image M ′ par S(∆) si, et seulement si

{ −−−→
M M ′.~u = 0

dét(
−−→
AH ,~u) = 0

où H est le milieu

du segment [MM’].

Remarque 2.1
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➣ L`affl ˚tˇr`a‹n¯sfi˜l´a˚tˇi`o“nffl, ˜l´affl ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`e `c´e›n˚tˇr`a˜l´e `eˇt ˜l´affl ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`e `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l´e ¯sfi`o“n˚t
`d`eṡ ˚i¯sfi`o“m`éˇtˇr˚i`eṡ.
➣ L’`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˚i`d`e›n˚tˇi`qfi˚u`e ˜l´a˚i¯sfi¯sfi`e›n˚t ˚i‹n‹vˆa˚r˚i`a‹n˚t ˚t´o˘u¯s ˜l´eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ `d˚uffl ¯p˜l´a‹nffl.
➣ U”n`e ˚tˇr`a‹n¯sfi˜l´a˚tˇi`o“nffl ”nffl’`a`d‹m`eˇt ¯p`a¯s `d`e ¯p`o˘i‹n˚t ˚i‹n‹vˆa˚r˚i`a‹n˚t.
➣ L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`eṡ ¯p`o˘i‹n˚tṡ ˚i‹n‹vˆa˚r˚i`a‹n˚tṡ ¯p`a˚rffl ˚u‹n`e ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`e `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l´e `eṡfi˚t
˜l´affl `d˚r`o˘i˚t´e `d`e ˜l´affl ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`e.

EXERCICE 2.3 Expressions analytiques
Le plan est muni d’un repère orthonormé (O,~i ,~j ). Soit ~u(1

2), (∆1) : y = 0, (∆2) : x = 0, (∆3) : y = x,

(∆4) : y =−x et A(
1
2
3 ). Soit M(x

y ) un point du plan.
1° Déterminer les coordonnées x′ et y ′ du point M ′ image de M par la translation de vecteur ~u.
2° Répondre à la même question pour la symétrie de centre A et pour les symétrie orthogonales
d’axes (∆1), (∆2), (∆3) et (∆4).

2.3 Rotations

Activité 2.1

Soit ~u et ~v deux vecteurs tels que Mes à(−→u ,−→v ) =
π

6
. Soit O un point du plan, D et D

′ deux droites

sécantes en O de vecteurs directeurs respectifs ~u et ~v . Soit M un point du plan.
1° Construire l’image M’ de M par SD ′ ◦SD appelée composée de SD suivie de SD ′.

2° Montrer que OM=OM’ et déterminer la mesure principale de l’angle
á

(
−−→
OM ,

−−−→
OM ′)

Solution:

Définition 2.2
Soit O un point du plan et α ∈]−π,π]. On appelle rotation de centre O et d’angle α l’application du

plan dans lui-même qui à tout point M associe le point M’ tel que : - si M=O alors M’=M ;

- si M6= O alors

{
OM =OM ′

Mes
á

(
−−→
OM ,

−−−→
OM ′) =α

On écrit M ′ = r(O,α)(M) ou tout simplement M ′ = r (M).

Remarque 2.2

➣ L`e ¯sfi`eˇu˜l ¯p`o˘i‹n˚t ˚i‹n‹vˆa˚r˚i`a‹n˚t ¯p`a˚rffl ˚u‹n`e ˚r`o˘t´a˚tˇi`o“nffl `eṡfi˚t ˜l´e `c´e›n˚tˇr`e `d`e `c´eˇtˇt´e ˚r`o-
˚t´a˚tˇi`o“nffl.
➣ L`affl ˚r`o˘t´a˚tˇi`o“nffl `d`e `c´e›n˚tˇr`e O `eˇt `dffl’`a‹n`g¨l´e α `eṡfi˚t ˚u‹n`e ˚tˇr`a‹n¯sfi˜f´o˘r‹m`a˚tˇi`o“nffl `d˚uffl ¯p˜l´a‹nffl
`eˇt ˜l´affl ˚tˇr`a‹n¯sfi˜f´o˘r‹m`a˚tˇi`o“nffl ˚r`é´cˇi¯p˚r`oˆqfi˚u`e `eṡfi˚t ˜l´affl ˚r`o˘t´a˚tˇi`o“nffl `d`e `c´e›n˚tˇr`e O `eˇt `dffl’`a‹n`g¨l´e
−α.
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✞

✝

☎

✆
Propriété 2.3 Caractéristique d’une rotation

Deux points A et B ont pour images respectives A’ et B’ par une rotation d’angle α si, et seule-

ment si AB=A’B’ et Mes
á

(
−→
AB ,

−−−→
A′B ′) =α

✞

✝

☎

✆
Propriété 2.4

Toute rotation transforme :
• une droite en une droite, une segment en un segment, une demi-droite en une demi-droite
et un cercle en un cercle de même rayon ;
• le milieu d’un segment en le milieu du segment image ;
• deux droites parallèles en deux droites parallèles et deux droites perpendiculaires en deux
droites perpendiculaires.

EXERCICE D’APPLICATION 2.1

1° Soit ABC un triangle. Construire l’image A’B’C’ da ABC par la rotation de centre A et d’angle −
π

4
.

2° Soit O un point du plan et D une droite. Construire l’image de la droite D par la rotation de

centre O et d’angle
π

6
.

3° Soit A et A’ deux points distincts du plan et une rotation d’angle
π

3
. Construire à la règle et au

compas le centre de cette rotation.

Solution:

Remarque 2.3

U”n`e ˚r`o˘t´a˚tˇi`o“nffl `eṡfi˚t ˚u‹n`e ˚i¯sfi`o“m`éˇtˇr˚i`e `d˚uffl ¯p˜l´a‹nffl.

EXERCICE 2.4
Soit ABCD un rectangle et D’ le symétrique de D par rapport à C.
1° Montrer que le triangle BCD’ est l’image de ADC par une isométrie du plan.
2° Déterminer cette isométrie.
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Objectifs pédagogiques : (Confère programmes HPM page 58)

À la fin de la leçon, l’élève doit être capable de :

1. donner le sens d’un triplet de points non alignés dans un plan orienté

2. dessiner un représentant d’un angle orienté de mesure principale donnée

3. déterminer la mesure principale d’un angle orienté

4. construire un représentant de la somme de deux angles orientés et calculer sa mesure prin-
cipale

5. utiliser la relation de Chasles dans les calculs ou démonstrations

6. déterminer le cosinus, le sinus et la tangente d’un angle orienté dont on connaît la mesure
principale.
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CHAPITRE 8. TRIGONOMÉTRIE

1 Orientation du plan

1.1 Définition

Soit (~u,~v) un couple de vecteurs non nuls ;X, Y et O les points du plan tels que
−−→
OX =~v et

−−→
OX =

~u. Soit M et N les points respectifs des demi-droites [OX ) et [OY ) avec un cercle de centre O.

O

X

Y
N

M

�MON et �NOM désignent un même angle. L’arc MN peut être parcouru de M vers N ou de N
vers M.

Définition 1.1
L’ensemble des couples (~u,~v) de vecteurs non colinéaires pour lesquels l’arc M N garde la même me-

sure et est parcouru dans le même sens de M vers N est appelé angle orienté noté ( �−→u ,−→v ).

O

~v

~u

- Si ~u et ~v sont colinéaires et de sens contraires ( �−→u ,−→v ) est appelé angle orienté plat.

O

~v

~u

- Si ~u et ~v sont colinéaires et de même sens ( �−→u ,−→v ) est appelé angle orienté nul.

O

~v
~u

Remarque 1.1
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1. ORIENTATION DU PLAN

❤ L`e `c´o˘u¯p˜l´e (
−−→
OM ,

−−→
ON ) `eṡfi˚t ˚u‹nffl ˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´a‹n˚t `d`e ˜l„`a‹n`g¨l´e `o˘r˚i`e›n˚t´é ( �−→u ,−→v ).

❤ S̊iffl ˜l´e `d`éṗ˜l´a`c´e›m`e›n˚t `d`e M ”vfleˇr¯s N ¯sfi`e ˜f´a˚i˚t `d`a‹n¯s ˜l´e ”m`ê›m`e ¯sfi`e›n¯s `qfi˚u`e `c´e¨lˇu˚iffl `d`eṡ
`a˚i`gˇu˚i˜l¨l´eṡ `dffl’˚u‹n`e ”m`o“n˚tˇr`e `o“nffl `d˚i˚t `qfi˚u`e `c’`eṡfi˚t ˚u‹nffl `d`éṗ˜l´a`c´e›m`e›n˚t `d`e ¯sfi`e›n¯s ˚i‹n`d˚i˚r`e´cˇt
`o˘uffl ”n`é´g´a˚tˇi˜f `o˘uffl ˚r`éˇtˇr`oˆgˇr`a`d`e.
D`a‹n¯s ˜l´e `c´a¯s `c´o“n˚tˇr`a˚i˚r`e, `o“nffl ¯p`a˚r˜l´e `d`e `d`éṗ˜l´a`c´e›m`e›n˚t `d`e ¯sfi`e›n¯s `d˚i˚r`e´cˇt `o˘uffl ¯p`oşfi˚i˚tˇi˜f
`o˘uffl ˚tˇr˚i`g´o“n`o“m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e.
❤ L`eṡ `a‹n`g¨l´e ( �−→u ,−→v ) `eˇt ( �−→v ,−→u ) ¯sfi`o“n˚t `d˚i˚tṡ `op̧¯p`oşfi`éṡ.
❤ L`e ¯p˜l´a‹nffl `eṡfi˚t `d˚i˚t `o˘r˚i`e›n˚t´é ¯sfi˚iffl ˜l´e `d`éṗ˜l´a`c´e›m`e›n˚t ¯sfi`e ˜f´a˚i˚t `d`a‹n¯s ˜l´e ”m`ê›m`e ¯sfi`e›n¯s
¯sfi˚u˚rffl ˚t´o˘u¯s ˜l´eṡ `c´eˇr`c¨l´eṡ.

❈ Repère direct, repère indirect
Soit (O,~i ,~j ) un repère du plan.
Définition 1.2
On dit que le repère (O,~i ,~j ) est direct si l’angle (

�−→
i ,

−→
j ) est direct.

O

~j

~i

-On dit que le repère (O,~i ,~j ) est indirect si l’angle (
�−→
i ,

−→
j ) est indirect.

O

~j

~i

EXERCICE D’APPLICATION 1.1
On considère le carré ABC D suivant :
1) Quel est le sens des triplets suivants : (A,B ,C ), (A,D,C ),
(D,O,C ) et (C ,B ,D).

2) Trouver le sens des angles orientés suivants : (
á−−→
OA,

−−→
OB) ;

(
á−−→
DC ,

−−→
DB) ; (

á−→
C B ,

−−→
DC ) et (

á−→
AC ,

−−→
OB).

3) Quel est la nature des repères suivants : (O,
−−→
OA,

−−→
OB) ;

(D,
−−→
DC ,

−−→
DB)

4) Trouver deux repères orthonormés directs et deux re-
pères orthonormés indirects. A B

CD

O
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CHAPITRE 8. TRIGONOMÉTRIE

1.2 Mesure principale d’un angle orienté

Soit (
á−−→
OX ,

−−→
OY ) un angle orienté. La mesure principale en radian de l’angle orienté (

á−−→
OX ,

−−→
OY )

noté Mes(
á−−→
OX ,

−−→
OY ) est définie par :

- Si (
á−−→
OX ,

−−→
OY ) est l’angle nul alors Mes(

á−−→
OX ,

−−→
OY ) = 0.

- Si (
á−−→
OX ,

−−→
OY ) est l’angle plat alors Mes(

á−−→
OX ,

−−→
OY ) =π.

- Si (
á−−→
OX ,

−−→
OY ) n’est ni nul ni plat alors Mes(

á−−→
OX ,

−−→
OY ) = mes �XOY si (

á−−→
OX ,

−−→
OY ) est direct et Mes(

á−−→
OX ,

−−→
OY ) =

−mes �XOY si (
á−−→
OX ,

−−→
OY ) est indirect.

Remarque 1.2

❤ D`eˇu‹x `a‹n`g¨l´eṡ `o˘r˚i`e›n˚t´éṡ ¯sfi`o“n˚t `é´g´a˚u‹x ¯sfi˚iffl `eˇt ¯sfi`eˇu˜l´e›m`e›n˚t ¯sfi˚iffl ˚i˜lṡ `o“n˚t ˜l´affl ”m`ê›m`e
”m`eˇu˚r`e ¯p˚r˚i‹n`cˇi¯p`a˜l´e.
❤ L`affl ”m`eṡfi˚u˚r`e ¯p˚r˚i‹n`cˇi¯p`a˜l´e `d`e ˜l„`a‹n`g¨l´e ¯p˜l´a˚t `eṡfi˚t π `eˇt ”n`o“nffl −π.
❤ Mes( �−→v ,−→u ) =−Mes( �−→u ,−→v ).
❤ P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ~u `eˇt ~v , Mes( �−→v ,−→u ) ∈]−π,π]

✞

✝

☎

✆
Propriété 1.1

Étant donné un nombre réel α ∈]−π,π] et une demi-droite [Ox), il existe une et une seule

demi-droite [OX ) telle que Mes(
á−−→
OX ,

−−→
OY ) =α.

EXERCICE D’APPLICATION 1.2
1) π correspond à 180°. Compléter le tableau suivant.

mesure en degré -90° -60° -45° -30° 0° 30° 45° 60° 90° 180°
mesure en ra-
dian

2) Soit ABC un triangle équilatéral de sens direct, O son centre de gravité et H le pied de la hauteur
issue de A.

Déterminer les mesures principales des angles suivants : (
á−→
AB ,

−→
AC ), (

á−→
B A,

−→
BC ), (

á−→
C B ,

−−→
C A), (

á−−→
OH ,

−→
AB ),

(
á−−→
HB ,

−−→
H A), (

á−−→
OH ,

−→
AC ),(

á−−→
OH ,

−−→
OA), (

á−−→
OC ,

−−→
OC ) et (

á−−→
OB ,

−−→
OA).

EXERCICE D’APPLICATION 1.3

Soit ~u, ~v , ~w et~x quatre vecteurs non nuls tels que Mes( �−→u ,−→v ) =
π

4
et Mes( �−→w ,−→x ) =

π

3
. Soit O, P et

Ω deux points du plan.

1) Construire des représentants (
á−−→
OU ,

−−→
OV ) et (

á−−→
ΩX ,

−−→
ΩX ) des angles orientés ( �−→u ,−→v ) et ( �−→w ,−→x ) respec-

tivement puis un représentant de (
à−→

PA,
−→
PB) = ( �−→u ,−→v )+ ( �−→w ,−→x ). Quelle est la mesure principale de

l’angle (
à−→

PA,
−→
PB).

2) Répondre aux mêmes questions si Mes( �−→u ,−→v ) =−
3π

4
et Mes( �−→w ,−→x ) =−

π

3
.

➽ Exercices de maison: CIAM p.58 N° 6, 7, 10.
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2. CERCLE TRIGONOMÉTRIQUE

2 Cercle trigonométrique

2.1 Définition

Définition 2.1
Le plan étant muni d’un repère orthonormé (O,~i ,~j ), on appelle cercle trigonométrique le

cercle de centre O et de rayon 1.

1

−1

1−1

~j

~i

EXERCICE 2.1

Construire le cercle trigonométrique les points A, B , C et D tels que Mes(
à−→
i ,

−−→
OA) =

π

4
, Mes(

à−→
i ,

−−→
OB) =

π

3
, Mes(

à−→
i ,

−−→
OC ) =

5π

6
et Mes(

à−→
i ,

−−→
OD) =

−2π

3
.

Définition 2.2
Soit α ∈]−π,π] et M un point du cercle trigonométrique tel que Mes(

à−→
i ,

−−→
OM ) =α. Alors on dit que

M est l’image de α sur le cercle trigonométrique.

2.2 Cosinus et sinus d’un angle orienté

Activité 2.1

Soit α ∈ [0,
π

2
] et M l’image de α sur le cercle trigonométrique. Soit P et Q les projetés orthogonaux

respectifs de M sur l’axe des abscisses et sur l’axe des ordonnées.
1) Quelles sont les coordonnées du point M .
2) En utilisant le triangle OMP , montrer que cosα=OP et sinα=OQ

Définition 2.3
Soit ( �−→u ,−→v ) un angle orienté de mesure principale α et M l’image de α sur le cercle trigonomé-

trique.Soit P et Q les projetés orthogonaux respectifs de M sur l’axe des abscisses et sur l’axe des

ordonnées.

Le cosinus et le sinus de l’angle orienté ( �−→u ,−→v ) ou de sa mesure principaleα sont définis par cos( �−→u ,−→v ) =
cosα=OP et sin( �−→u ,−→v ) = sinα=OQ.

On a M(cosα, sinα).

EXERCICE 2.2
Compléter le tableau suivant(faire une figure) :
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CHAPITRE 8. TRIGONOMÉTRIE

mesure principale −
π

2
−
π

3
−
π

4
−
π

6
0

π

6

π

4

π

3

π

2
cosinus
sinus

EXERCICE 2.3
Compléter le tableau suivant :

α −π −
π

2
0

π

2
π

signe de cosinus α
signe de sinus α

✞

✝

☎

✆
Propriété 2.1

Pour tout nombre réel α ∈]−π,π], on a
♠ −1É cosαÉ 1 et −1 É sinαÉ 1
♠ cos2α+ sin2α= 1.

Définition 2.4
Pour tout nombre réel α ∈]−π,π] différent de −

π

2
et

π

2
on appelle tangente de α le réel noté tanα

tel que tanα=
sinα

cosα
.

2.3 Cosinus et sinus d’angles associés

Activité 2.2

Soit α ∈]0,
π

2
[.

1) Placer sur le cercle trigonométrique les images des réels suivants : −α, π+α, π−α,
π

2
+α et

π

2
−α.

2) Déterminer les cosinus et sinus de ces angles en fonction de cosinus et sinus de α.
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