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LIMITE ET CONTINUITE

Résumé de cours suivi d’exercice de fixation
I- Limite
Limites de référence

Exercices de fixation

Exercice 1
1) lim —=+w,2) lim —=—o.
x—>3 7 x—>37*
> <
Exercice 2
1
1) lim = 400, 2) lim = 4o
Xy -1 D’ x— 5 @79?
> <
Exercice 3
- 4_
1) lim =2% =2 2) 1im E22 -0, 3) lim Z-=1
X 2 xX°>—4 sinx
x—0 X—>-00 x— 0
Limite d'une restriction
Propriété
Exercice de fixation
Exercice 1
Calcule chacune des limites suivantes :
. x?-9 . Vx+3-2 1 . [x]-2 1
1) lim =6, 2) lim =-, 3) lim =—-=,
x-3 x—1 4 2x+4 2
x—3 x—1 x—><-2

Lien entre limite a gauche, limite a droite et limite d’'une fonction en un point
Propriétés
Exercice de fixation

Exercice 1
x?six <1

On consideére la fonction définie par : f(x) = { .
x+1six=>1

Etudie la limite de fen 1.

lim filx)=1et lim flx)=2
X 1 X2 1
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lim f(x) # lim f{x), doncfn’admet pas de limite en 1.
x—1 x—>1
< >
Limites et opération sur les fonctions

Propriétés
Exercices de fixation

Exercice 1
lim f(x)=cet lim g(x) =+wet lim h(x)=-ow.
X—>+00 X—>+00 X—>+00

1) On ne peut conclure pour la limite de g(x) + h(x) (Vrai).
2) lim g(x) + h(x) = 0 (faux).
X—>+0
3) lim f{x)+ h(x) = c (faux)
X—>+00
c) lim f{x)+ h(x) = - co(faux).
X—>+0

Exercice 2
Ondonne: f{x)=x*+2x+5 etg(x) =%

Calcule la limite de f+gen + oo,

lim (f+g)(x) =+
X—>+00

Exercice 3
2x+3
Ondonne: f(x)= ot 1 etg(x)=x-8

Calcule la limite de f + gen -3.

lim (f+g)(x)=-2
x— -3

2) Limite du produit de deux fonctions
Propriété
Exercices de fixation

Exercice 1
lim f(x)=0et lim g(x) =+wet lim h(x)=L
X —>+00 X —>+0 X —>+o©

1) On ne peut conclure pour la limite de f{x)x g(x) (vrai)..
2) On ne peut conclure pour la limite de f{x)x h(x) (faux).
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3) lim f{x) x h(x) =0 (vrai).

X >+
4) lim g(x)x h(x) esttoujours égale a +oo (faux).
X >+
Exercice 2
Calcule la limite de f{x) xg(x) en + .
=2 _x+1
fx)=x+2x+5 etg(x)—zx+3
lim f(x) xg(x) = + .
X —>+00
Exercice 3
On donne : f(x) = f:i etg(x)=x-8

Calcule la limite de fxgen 2.

lim (fxg)(x)=9.
X2

3) Limite du quotient de deux fonctions
Propriétés

Exercices de fixation

Exercice 1
1) (vrai).
2) (Vrai).
3) (vrai).
4) (faux).

Exercice 2

On donne : f(x) _x+l

4 etg(x)=x-8

lim L=
x—>18 21

Exercice 3
On donne: f{x) =-1+ cos x et g(x) =sinx

lim £ =0

x—>08
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Exercice 4
Ondonne: f(x) = 1- cos®x et g(x) = x tan x

lim L(x) 0

x—>08

4) Limite d'une fonction composée
Propriété

Exercice
Calcule les limites suivantes :

1) lim sin (5x) _ -5 ' 2) lim 1—cosZ 41X — 872'2
x=>0 % x>0 F
Conséquences

Exercices de fixation

Exercice 1
1) hm\/x +x+2=v2, 2) lim Vx?4+x+42=+o,

x— -1 X—> - 00

3) lim vx*+x+2=+w

X—> -0
Exercice 2
1) lim |7x—1|=22,2) lim [|7x—1| =4 ,

X— -3 X— -
3) lim [7x—-1]|=

X— + 0
5) Limite par comparaison
Propriété
Exercices de fixation
Exercice 1
1) Pour tout x élément R, x -1 <x +sinx, lim x-1=+oo,

X—> +0
donc lim x+sinx =+
X—> +00
. Sin x . . ’ L.

2) lim sachant que la fonction x + sin x n’a pas de limite en + oo,

X—>+0 X
Pour tout x >0, |l— <=et lim 1- 0,donc lim =0,

x— +00” x— +0 ¥
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3) lim (3x+ E(x)) sachant que pour tout x élément R, E(x) < x.
xX——00
Pour tout x élément R, E(x) < x, 3x + E(x) < 4x.

lim (4x)=-ocodonc lim (4x+ E(x)) =- co.
X—> -0 X—> -00

5) Calcul de limite avec expression conjuguée.

Exercice

1) lim (x¥+1-x)= lim ———=0
X—> +00 X_)+w\/x+1+x

2) lim Vx*+1+x= lim +=0
X—> -0 X—> +op VX 1= X

5) Calcul de limite en utilisant la définition d’'un nombre dérivé.

Exercice
Calcule les limites suivantes :
. 1
. Vx+5-2 1 sinx — 3
D lim ——=2, 2)Erreur ! — =2 = >
x—>-1 6

6) Limite d'une fonction monotone sur un intervalle ouvert

Propriétés
Exercice de fixation

Exercice
1) lim L=+00, 2) lim L= .
X—>) 1 x—1 X_é 1 x—1

I1) Continuité
1) Continuité en un point
Exercices de fixation

Exercice 1
Les fonctions continues en tout point de I'intervalle I donné sont:a) f,b) g

Exercice 2
—xsix <0

On consideére la fonction f définie par : f{x) = {\/} six >0

Etudie la continuité de fen 0.
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lim filx)=0 et lim f(x)=0. lim f{x)= lim f{x)=£{0), donc fest
X_é 0 x—; 0 X_é 0 x—; 0

continue en 0.

Exercice 3
C1s . _fx+1six>-—1
On consideére la fonction f définie par: f(x) = {Zx S six< 1
Etudie la continuité de f en -1.
lim f(x)=0 et lim flx)=-7. lim f{x)# lim f{x),doncfn’est
x—><-1 X—)>-1 X—)>-1 x—><-1

continue en -1.

Prolongement par continuité
Propriété et définition
Exercices de fixation

Exercice 1
On consideére la fonction f de R vers R définie par : f(x) = ’;—__24
1) lim f{x) =2, donc on peut prolonger fpar continuité en 2

x—>2
f(x)si x+2

2) Le prolongement est la fonction g définie par: g(x) = { D six = 2

Exercice 2

On consideére la fonction f de R vers R définie par : f{x) = x sin i
1) lim xsin 1-1.
x—0 x
2) Le prolongement est la fonction g définie par: g(x) = {f(f) St X ;; 0
six =
2) Continuité sur un intervalle
Définition
Exercice de fixation
Exercice
1) (vrai).

2) (faux).
2) (vrai).
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Propriété
Exercices de fixation

Exercice

Soit fet g les fonctions définies par: f{x) =x*+x+ 1, g(x) = cos x.

1) h est une fonction rationnelle qui est continue sur son ensemble de définition.
Pour tout x élément R,x*+x+1#0,doncDy,=R

2) Pour tout x élément de R, x* + x+ 1 >0, donc kest continue sur R

3) fest continue sur R et g est continue sur R, donc p est continue sur R.

Composée de deux fonctions
Propriété
Exercice de fixation

Exercice

Soient fet g deux fonctions de R vers R.

Réponds par vrai ou par faux a chacune des affirmations suivantes :
1) (vrai)

2) (vrai).

3) (faux).

Image d’un intervalle

Propriété
Exercice de fixation

Exercice 1

A0,1]) = [4,7].

Exercice 2

fU-1,3) =15,19]

Exercice 3
A7 13]) =[- 10, 0].

Exercice 4
1) fest décroissante sur [-3 ,-1] donc f{[-3 ,-1]) = [1, 9] .
2) fest croissante sur [1,4] donc f{[1,4]) =[1, 16].

Exercice 5
Soit fune fonction définie et continue sur R dont le tableau de variation est le
suivant:
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x|-e0 2 4 +eo
Fiix) + - +
4 4o
) / \ /
—& o

1) L’image de 'intervalle [2 ,4] est [0 ,4].
2) L'image de l'intervalle [0 ,+oo[ est[0 ,+oo[ .
3) L'image de l'intervalle ]-o0 ,2[ est ]-o0 ,4[

Théoréme des valeurs intermédiaires
Exercice de fixation

Exercice

1) (vrai)

2) (faux).

3) (vrai)

Propriété

Exercice de fixation

Exercice

Ona:f(1)=-3 etf[2) = 1. [1)xf(2)< 0, donc I'équation f{x) = 0, admet au moins
une solution unique dans [1, 2].

Méthode de dichotomie, Méthode de balayage

Exercice 1

Ona:f(x)=-x3+3x*+x+1

1) Pour tout x élément de R, f'(x)=-3x*+ 6x+ 1. La fonction fest décroissante
sur [3, 4].

Etf(3) = 4, f{4) =- 11. f3)x f{4) < 0.

L’équation f{x) = 0, admet une solution unique o dans l'intervalle [3, 4].

2) 3,3 < a. < 3,4 par la méthode de dichotomie.

Exercice 2

Ona:f(x)=-2x3+x*+x+1

1) Pour tout x élément de R, f'(x)=-6x*+ 2x+ 1. La fonction fest décroissante
sur [1,2].

Etf({1)=1,f(2)=-9.f{1)x f(2)< 0.

L’équation f{x) = 0, admet une solution unique o dans 'intervalle [3, 4].

2) 1,2 < a < 1,3 par la méthode de balayage.
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Fonction continue et strictement monotone
Application injective

Propriétés
Exercice de fixation

Exercice 1
Les fonctions g et h sont injectives.

Exercice 2
fla) =flb) & a*=b*,comme a>0 et b>0 on a: a = b. donc fest injective.

Exercice 3

Soit f une application d’un intervalle I dans un intervalle J.

Démontre que si f est strictement monotone alors f est injective.

Par 'absurde.

Supposons f strictement monotone et non injective, On a : il existe a et b tels que
a#b etf{a) = f(b) ce qui est absurde car f étant strictement monotone, si a # b,
soit a < b soit b < a alors f{a) < f(b) ou f(b) < f{a) nécessairement.

Application surjective
Exercice de fixation

Exercice 1
Seule h est surjective.

Exercice 2
Soity e R*,y >0, \/; € Ret,/y estun antécédent de y, donc f est surjective.

Exercice 3
SiJ = f(I) alors pour touty € ], il existe x € [ tel que f(x) = .

Application bijective
Définition

Exercice de fixation
Exercice

(x-1)2
feststrictement monotone sur ]1, + o[ etf{]1, + oo[) =]0, +oo[
festdonc une bijection de ]1, + oo sur ]0, +oo].

Pour tout x élémentde |1, + oo, f'(x) =
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[1I) Fonction puissance d’exposant rationnel

1) Fonction racine n-iéme
Définition
Exercice de fixation

Exercice

la fonction x = 3/x est la bijection réciproque de la fonction x = x3de R* dans R*.
Or fonction x - x3 est strictement croissante sur R* donc la fonction x ~ /x est
strictement croissante sur R*

2) Fonction puissances d’exposant rationnels
Exercice de fixation

Exercice

Ecris sous la forme d’une puissance rationnelle
2 6

RO HCIPIC

EXERCICE DE RENFORCEMENT /APPROFONDISSEMENT

= @% , 4)25x275 =218

@© |\1
Bl Blw

Exercice 1

1- lim f{x) =+
X—>- 0

2-a) Pour toutx>1,f(x) = /xz(l + i - :_2) —3x
=X /1+i—xiz—3x carx>0
=x</1+l—%—3)

X pe
) 1 2
b) lim f(x)=x</1+;—x—2—3)
X—>+00

=-o00 car lim 1+§—i—3=-2

xZ
X—>+00
Exercice 2
Calcule les limites suivantes :

a) lim \/x2+3—§= lim  x( 1+i2 %)
X—>+0 X—>+00 x
= +00
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—/1+1+i2
b) lim = lim —~——

Vxi+x+1
2

x=2 1-=
X—> -0 X—> -0 x

=1
c) lim vx*—4-5x= lim x(— 1—:—2—5)

X—> -0 X—> -0
= 4+00

Exercice 3
Calcule les limites suivantes :

a) lim vx2+5x—3—x= lim -
X—>+© X—>+00 |1+7—7+1

. 4x%+5x—-2x—1
b) lim Szl _
x—1 1-—=

X—> - © X—> -0 x

7
¢) lim vV9x®?—x+743x=——>2—
X—> -0 - 9—%+§—3

1
6

Exercice 4
Calcule les limites suivantes :
Vx+1-2 1
= lim —
x—3 X—>3 Vx+1+43

a) lim
x—3

Exercice 5

En utilisant une méthode algébrique, détermine dans chacun des cas suivants
I'image de

I'intervalle K par f.

1-f{[1,2].) = [0, 1].
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2- fl[0, +oo] = ], 8.
3 fU3, 50 = 17, +el.

Exercice 6

festune fonction de R vers R définie par: f(x) =Vx — 3 et (C) sa cour
représentative dans le

plan muni d"'un repere (O, I, ]).

1- lim f(x)= +o

X—>+00
lim %=
X—>+00
2- lim f(x)= +ooet lim ) 0, La courbe de fadmet une branche
X—>+00 X—>+00

parabolique de direction celle (OI).

Exercice 7
festune fonction de R vers R définie par: f(x) =+ x? + 1 + x* On note (C) la
courbe
représentative f dans le plan muni d'un repére orthonormé de (0O, [, ]).
1- lim f{x) =+o00, lim LG
X—>+00 x—+0

2- (C) admet une branche parabolique de direction (0]).

Exercice 8

festune fonction de ]-5, +oo[ vers R définie par : f(x) = 2;_53
. oy 13

1- Pour tout x élément de ]-5, +oo[ f'(x) = e

f'(x) >0, donc fest croissante sur |-5, +oo[
2- Démontre que fest continue et strictement croissante sur ]-5, +oo[ donc f
réalise une bijection de l'intervalle ]-5, +oo[ vers un intervalle K tel que K=R.

5x+9
3-Pour toutxet B, f-1(x)= %
4- lim f{x) =- o, donc la droite d'équation x = -5 est asymptote verticale a la

x— -5
>

courbe (C) de f.
5- lim f{x) =2 donc la droite d'équation y = 2 est asymptote horizontale a la
X—>+0

courbe (C) de f.

Exercice 9

On considére la fonction fdéfinie de [-5, 5] vers [-517, 3] par:
fx)=(x-3)3-5.

1.f'(x) =3(x-3)%2, f[-5)=-517,f(5) = 3. fest croissante donc
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fUI-5,5]) =[-517, 3].

fest continue et strictement croissante sur [-5, 5]. fréalise une bijection de
[-5,5] vers [-517, 3].

2.a) fest une bijection de [-5, 5] vers [-517, 3] et f{-5) xf(5)< 0 donc
I'équation f{x) = 0 admet une unique solution a dans [-5, 5].

b) Justifie que f(4,7) =-0,09 et f{4,71) =0,0002. f(4,7) et f(4,7]1) sontde
signes contraires donc 4,7 < a < 4,71

3- fest une bijection de [-5, 5] vers [-517,3] et-1€[-517, 3] donc
I'équation f{x) = -1 admet une unique solution dans l'intervalle [-5, 5].

Exercice 10

. 1+|x . x+1 . —-x+1
1) lim | l, = lim =— =-wet lim = - oo donc on ne peut pas
|x|—1 x —x—1
x—>1 x—1 x—>-1
< < >

prolonger fpar continuité en -1 et en 1.

2) lim S o0, on ne peut pas prolonger fpar continuité en 1.
x—>1 7%
<
3) lim 22X - 1 donc on peut prolonger f par continuité en 1. Soit g ce
x—0
prolongement/

) gx) = fx)six €]0,1]
La fonction g est telle que : {
& T g0 =1
Exercice 11
Dans chacun des cas suivants, calcule les limites de la fonction fen 1, en -0 et en
+00,

2 —1)2
a) lim fix) = lim Y2 a) lim f{)=lim 25
x—1 x—>1  * x—1 x—>1
- (x=1)(x-3) =1li ad >
x—1 (x—1)(Vx2+342x) 1 (x+1)
= lim ——— = lim i
x—=1 VxZ+3+2x x—1
1
T2 lim f(x)=0
- 1+x—32 -2 X—> -
lim f(X) = lim T =-3 lim f(X) =0
X—> -0 X—> -0 Tx X—> + 00
14 -2
lim  flx) =12 =1
X—> + 00 1-3
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Exercice 12

10x+3
Ona:f(x)-2x=— s
lim f(x)-2x=0et lim f(x)-2x=0
X— + 00 X—> - 00

Exercice 13
1- e (D1)estasymptotea (C), lim f(x) =+oet lim f(x) =-o
x—1 x—1
< >
e (D2) estasymptotea (C), lim f(x)=-wet lim f(x)=+o
x—-1 x—-1
< >
e (D3) estasymptotea (C), lim f(x)-x-2=0 et
X—> + 00
lim f(x)-x-2=0
X—> - ©

2- Etudie en utilisant le graphique, le signe de f{(x) - (x + 2) sur l'intervalle [-3, 3].
fx)-(x+2)>0sixe]-1,1]
f¥)-(x+2)<0sixe[-3,-1[U]1, 3]

Situation d’évaluation
Exercice 1

1) Cela revient a résoudre l'inéquation f{t) <15

? + 10 < 15, soit t > % soitt> 42, en 42 minutes.

2) lim 20 4 10=10.La température de I'objet se stabilisera a 10.

t— + 00
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PROBABILITE

IRESUMES DE COURS - EXERCICES DE FIXATION|

L. PROBABILITE CONDTIONNELLE ET VARIABLE ALEATOIRE
1. Définition
Exercice de fixation
1) Calculons Pz(G).

P(RUG) 0,3
PR(G) = ZEYD

— =0,75.

P(R) 0,4

2.  Arbre pondéré
Exercices de fixation

1) Calculons P(D U B).
P(DuUB) =0,7x0,5 = 0,35.

2) 1. Construisons I'arbre pondéré

0.99 L
Vv _
0.2 -7 0,01~T
0.8~ _ 0.01 T
Rt )
0.99~T

2. Déterminons la probabilité
P(A) = Py (T) = 0,01
P(B)=P(VUT)=0,2%x0,01 = 0,002.
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2)

Formule des probabilités totales
Exercices de fixation
P(G)=P(RNG)+P(R NnG)
= 0,4%x0,75 + 0,6%0,3
=0,3+0,18

= 0,48.

P(T)=P(VNT)+P({V NT)
= 0,2x0,99 + 0,8x0,01
= 0,198 + 0,008
= 0,206.

3) P(C) = Po(C)xP(A) + Ps(C)xP(B)

4.

iy

2)

I

iy

iy

Evénements indépendants
Exercices de fixation
1. P(A)xP(B) = 0,2x0,15 = 0,3
P(A)xXP(B) = P(ANn B).
Donc A et B sont indépendants.
2. P(A)xP(B) = 0,5%x0,1 = 0,05
P(A)xP(B) + P(A n B), donc A et B ne sont pas indépendants.

C=4AUB
P(C)=1-P(AUB) =1—(P(4) + P(B) — P(ANB))
=1—P(A) — P(B) + P(A)XP(B)
=1-0,2-0,1-0,2x0,1
=0,72.

VARIABLE ALEATOIRE

Définition

Exercice de fixation

L1 - Vrai; L2 - Faux; L3 - Vrai.

Notation

Exercice de fixation

a) (X=1)={2;4;6}.
b) (X =0) ={1;3}.
) X<1)={1;3;5}
d X>2)={ }
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Loi de probabilité d’une variable aléatoire
2.1- Définition

Exercice de fixation
X(Q) ={-2;0;1}.

P(X =-2)=P({5}) =

X -2

ol w

Nl N o

1
P(X =x;) 3

2.2- Espérance mathématique d’'une variable aléatoire
Exercice de fixation

E(X) = —2x0,1+ 1x0,5 4+ 6x0,07 + 9%0,06 + 10x0,08 + 14x0,19.
E(X) = 4,72.

2.3- Variance et écart-type d’une variable aléatoire

Exercice de fixation

Calculons V(X)et o(X).

V(X) = (—-2)%x0,1 + 12x0,5 + 62x0,07 + 92x0,06 + 102x0,08 +
14%2x0,19 — 4,727 ;

V(X) = 31,2416.

g(X) = V(X) =+/31,2416 =~ 5,589.

2.4- Fonction de répartition
Exercice de fixation

Soit F cette fonction.
FX)=PX<0)=0, si X<0.

FX)=PX <D=z, 50< X<1.
FX)=P(X<2)=2,sil< X <2
FX)=P(X<3)=1, si2< X<3.
F(X)=1, si > 3.
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8+ -
7+ — <
61
51
41 o~ <
31
71
IT—(
0 1 2 3

11 LOI BINOMIALE B(n, p).
1. Epreuve de Bernoulli
2. Schéma de Bernoulli
3. Loibinomiale
Définition
Propriété
Exercices de fixation
1) Soit X le nombre de réponses “Oui”.

X—B (10; 19—1)

oy e ()0 2\
Donc P(X = 6) = Cfy (=) (&) =047.

2) A chaque tir, il y a 2 résultats : la cible est atteinte— succés ou non— échec.
Il s’agit d’'une épreuve de Bernoulli. Cette épreuve est répétée 3 fois et a
chaque fois, la probabilité de succes est 0,7.

Dons X suit une loi binomiale de paramétres n = 3et p = 0,7.

1. Calculons I’espérance de X.
1) 1. E(X) =np =3x%x0,7=2,1.
2. Calculons la variance et I'écart-type de X.

e V(X)=nP(1-P)=3x0,7x0,3=0,21.
e o0(X)=+0,21=0,458.

2)P = CH(D* ()"
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|EXERCICES DE RENFORCEMENTS / APPROFONDISSEMENTS|

1) 1. Arbre de choix

02D
< 0.25
98 B< Z o
3
0.75

E

|

l s

3 O

2.a) Cestp(DNEND) = 0,8><0,75><§ =02
b) Cestp(D NE N 0) = 0,8x0,75% g =04

3. Cestp(D)+p(DNENO) =02+ 0,4 =06

2) Soit Al'événement : « Le chiffre obtenu est 2 ou 6. »

R
3/5
A
1/3 2/5 N
5/6 #
2/3 _
A
1/6 N

La probabilité cherchée est. 3
p(N) =p(AnN) +p(4A NN)

1.2 2 1 11
=SXZ+IX-=—
3 5+3( 6) 45

_ploN) _ 1,2 45 _ 6

py(A) = p(N) 3 XsXa o
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3)

P
0,04
H
0.45 0.96 5
0.05 L
0,55
F
0,95 P

1. p(A) =p(HNnP)+p(FNnP)
= 0,45%x0,04 + 0,55%0,05

= 0,0455.
_ p(Hnp) _ 0,45x0,04 -
2. p(H/p) = ) = ooass = 0,39.
4)
T
0.95
M
0 0.05_T
0.1 T
0.97 P ;
M
0.9 T
1. a) p(MNnT)=0,03%0,95
= 0,0285.
b) p(M NT) = 0,97%0,1
= 0,097. ~
) p(T) =pMNT)+p(MNT)
= 0,0285 + 0,97
= 0,1255.
_ pMnT)
2. p(M/T) = =752
= 20285 . 0,227.

~ 01255
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p(MnT)

3. p(M /T) 0=097p(T)
p(M /T) = ~0,7729.
_ p(MnT)
O
T ,03X%0,
= 7y _ p(MNT)
> P ok
v ,97X
p(H/T) = 22222 =~ 0,998,

5) 1. Lorsqu’on préléve une regle, il y a 2 possibilités : soit elle est en
panne, soit ne 'est pas.
A chaque prélévement, la probabilité d’étre en panne est la méme a
0,1. Donc X suit une loi binomiale de parametresn =8 et p = 0,1.
2. Calculons la probabilité de chacun des événements.
e p(A)=p(X=0)=09®=0,43.
e p(B)=pX =2)=1CZ20,,12x0,9°.
p(B) = 0,1488.
e p(C)=1-p(X=0)=0,57.
3. E(X) =np =8x0,1=0,8.
En moyenne, une régle sur 8 est une panne lors du contrdle.

6) 1. Soit A cet événement.
C: c2 ¢} c? cixcl cixci
p(A)——32 3+_2 G 322X223
c: ¢ C5 Cé Cé
p(4) = — i+ﬁ———o46
100 100 100 100

2. a) X(©) ={0;1;2;3;4}.

k 0 1 2 3 4

p(X = k) 0,03 0,24 0,46 0,24 0,03

b) SoitY le gain.
Y(Q) = {-1500; -900; -300; 300; 900}.

k -1500 -900 -300 300 900

p(X = k) 0,03 0,24 0,46 024 | 003
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7)

E(Y) =-300
E(Y) # 0. Donc le jeu n’est pas équitable.

2
3. La probabilité d’'un succes est: p = % = 110 =0,3.
5
Soit X le nombre de fois ol 2 boules blanches sont tirées.

X — B(10;0,3).
La probabilité demandée est :
pX=22)=1-(p(X=0))+p(X =1)
=1-(0,7*° + ¢},0,3%0,79)
=~ (,85.

1. a) Il faut tirer une boule blanche de U; puis une blanche de U,, ou
bien une boule noire de U; puis une noire de U,.

n 3 3 2 3 n+2
p(A)—nT:-,Xszmxz—;Xm
b) lim; p(4) = "
X—> + 0

2. Il faut tirer une boule noire de U; puis une blanche de U,.
B) = i X E = 6

p( n+3 4 4(n+3)

3. a) Tant que n ne dépasse pas 10, le joueur ne gagne rien ou gagne un

montant inférieur ou égal a sa mise. Donc il n’a pas intérét a jouer.

b) X(2) = (—20;n — 20; 2n — 20).

x 20) n 1 n

= — = X—-"=—

p n+3 4 4(n+3)

x 20) n 3+ 3 2 3Xn+2
pid=n n+3 4 n+3 4 4 n+4

p(X = 2n —20) = p(B).

k -20 n—20 2n—20
Gk n 3(n + 2) 6

P = 1n+3)| am+3 | Hn+3)

1
c) E(X) = prewey [-20n+3(n—2)(n+2) + 6(2n — 20)]
3n?2-62n-240
EX) = 4(n+3)
d) E(X) > 0=3n?2—-—62n—240>0;

A= 6724 = 822
E(X) > 0o n>24.
Donc le jeu est favorable au joueur des que n = 25, c’est-a-dire
que lorsque U; contient au moins 25 boules blanches.
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8) X +— B(0,01;10)
p(X=0)=(1-0,01)°=~0,9.
p(X =5) = €{,0,015%0,99°
6x1078,
P(E)=1—-p(X=0)=0,1.
a) p(X =3) =3,0,013x0,997
0,00011.
b)) p(X<3)=pX =0 +pX=1)+pX=2)+pX=23).
p(X < 3) = 0,99.
La probabilité qu’il y ait au plus 3 ordinateurs e panne est
d’environ 0,99.
¢) E(X) = nxp = 0,01x10 = 0,1.
En moyenne, il y a 0,1 ordinateur en panne sur les 50.

R WR N

ISITUATIONS D’EVALUATION]

1. Construction de I'arbre de probabilité

T

0.9
A<0,1
0,47 B
v
0.53 oY
* B
02>y

p(V) =p(AnV)+pBnV)=PAXPAV)+PB)xPs (V)
p(V) =0,47%x0,9 + 0,53x0,8 = 0,847.
_ p(Anv)
b) pV((;qzl-)7><_09p(V4);23
py(4) = '0,847, = a7 B
p(A) =p(AnV)+p(BNnV)
p(A) =0,47%x0,9 + 0,53%0,2 = 0,529.
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DERIVABILITE

[RESUMES DE COURS - EXERCICES DE FIXATION|

I.  DERIVABILITE D’UNE FONCTION EN a.
1. Définition
Exercices de fixation

1)
a est est la tangente a droite de fen a.
B est le nombre dérivé de fa droite en a.
(D) est le nombre dérivé de fa gauche en a.
g
(A) est est la tangente a gauche de fen a.
2) lim; ; UCI (O] =lim; xXox = lim; x =1.
X1 *1 x>0 ! x—0
i) =1
lim; ; [ =lim; ; —xtax = lim; ;=X =
x—>0 71 x—>0 7! x—0
< < <
-1 fa(D) =

2.  Propriété
Exercices de fixation
Wmpeeo-r) _ Umax

iy x—0 x = x>0

<
fg(0) = 2.

lim lim_» .

f)-f(0) _ x“ _ lim _

x-0 x x50,  x20 x=0.
> >
ff(0) = 0.

fg(0) # ££(0) ; doncf n’est pas dérivable en 0.

lim _oy_ li
2) gx)-g(2) _

M_x242x _ 1im _
x—-2 x T xo2 x—p < X92 - =
< <

gg(2) =

—2.
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, L Mro-g@) WMz ox  lim
d* x-2 x_p T x-o2 T xXo2
, > >

ga(x) = 2.

9g(2) # g;(2) ; donc g n’est pas dérivable en 2.

x = 2.

Tangente verticale
Propriété
Exercice de fixation
s -p) _ MME _ lim g

1) x;OT - x:O? - x—»oﬁ = too.
lim
f(x)-f(0) _
-0 5 +o0o0.
>

G - £0) _ )~ £(0)

-0
x< X x—0 X
lim
V—x
T x50 X
<
— lirré_ 1
=
< V—x
= —O00,
lim lim
f(x)-f(0) _ fx)-f(0) _ .
xoo 5 = towet, ;———— = —o;donc f admet une
> <
tangente

verticale en 0.

Demi-tangente
Exercice de fixation

. li
Umeo-fa) M x?

x=1  x—1 x>l x—1
< <

1) 1.
lim 1-x2
x—»l(x_l)(\/ 1—x2)'

ltm_x_ 1

x->1V1— x?
= —O00,
fadmet une demi-tangente dirigée vers le haut.

2. Dy = [-1;1]
mrG0) - F(D)

x--1  x—1
>
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Bl -

Vi

-1 x + 1
>
_ lim  1_,
x_)_lx/l—xz.

fadmet en -1, une demi-tangente dirigée vers le haut.
Dérivabilité sur un intervalle
Définition
Exercice de fixation

1) D’apres’exercice précédent, f n’est pas dérivable a droite
de-1letf
n’est pas dérivable a gauche de 1. En définitive, f est
dérivable sur |—1; 1[.

Tableau récapitulatif
Exercice de fixation
1) 1. f'(x) = 3x2.
, -4
2. f (x) = x_5
3. f'(x) =0.

Dérivées et opérations
Exercice de fixation

1) 1. f'(x) =2x+

2. f'(x) = 12x2.

) (2x+1)(x%+x+1)—(2x+1)(x%+x+1

o iy - D) @xs x4 1)

1

2Vx

(x2+x+1)2
_—3(2x+1)
o (x2+x+1%2_'

, —2sinxcosx
w100 = ~ cos*x
f’(x) _ —2513an
Cos™x

Sens de variation

Propriété

Exercice de fixation

1) 1. f'(x) =2x; f'(x) > 0,Vx € ]0; +oo[, donc f est

croissante sur
10; +ool.
2. f'(x) = —x%; f'(x) < 0,Vx € 3,donc f est décroissante
sur 3.
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3. f'(x) =10x*+3; f'(x) > 0,Vx € 3, f estcroissante
sur 3.

Dérivées successives

Définition

Exercice de fixation

1) 1. f'(x) =4x3+6x; f"(x)=12x%+6.
2. f'(x) =3x2+8x+2; f'(x)=6x+8; f"(x)=6;
f”l!(x) — 0
3. f'(x) =cosx; f"(x)=—sinx; f'""(x) = —cosx;
f""(x) = sinx.
4. f'(x) = —sinx; f"(x) = —cosx; f'"(x) = sinx;
f""(x) = cosx.

Point d’inflexion
Propriété
Exercices de fixation

+34

(T)

+2

31

1) f'(x) = 6x%—6x
f"(x) =12x — 6 = 6(2x — 1).
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F)=o

Vx € ]—00;%[, f"(x) <o.

Vx € E, +00[, f"(x) > 0.

f"n’annule en changeant de signe, donc le point de
coordonnées E’ZT:]

est un point d’'inflexion.

2) f'(x) =4x3; f'"(x) =12x%; f"(x) > 0,doncf n’apas
de point d’inflexion.

II.  DERIVEE D’'UNE FONCTION COMPOSEE.
1. Propriété

Exercice de fixation

1) 1. f'(x) = 4x2(2x — 1)3
=8(2x — 1)3.
2. f'(x) = —2sin(2x — 3).
3. f'(x) = 3x(1 + tan®(3x2 + 5))
4. fl(x) — &(49(—1)2

(x+2)2 \ x+2
27 (4x—1)2
T (x+2)2\x+2/

2.  Nombre dérivé de la réciproque d’'une fonction continue et
strictement monotone
Propriété
Exercice de fixation
1) 1. f estune bijection sur 3.
f=1ex=1; f(1)=1;
f'(x) = 3x?
ff)=3; f'(1) #0;

donc f est décroissanteen 1 et (f71)'(1) =

1
3

1

2. ') =
ffx) =0 x=0
£10) = 1
P =1
1
=1.
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I11. INEGALITES DES ACCROISSEMENTS FINIS
Propriétés
Exercice de fixation
1) f(x) = cosx; f'(x) = —sinx
Vx € [a;b]; |f'(x)| < 1,donc |f(b) — f(a)| < |b— al
|cosb — cosa| < |b — al.

|EXERCICES DE RENFORCEMENTS / APPROFONDISSEMENTS|

D F@O=75 @<z ilfol<gm

[VI0T - v100| < —-1101 - 100]; |01 - v100| < -
——+10 <101 < -+ 10 ; —9,95 < VI0T < 10,05
10 < V101 < 10,05.

2) 1.g'(x)=1+tan’x ; 2. g"(x) =21+ tan’x)tanx
g@>0;vxefnf} 5 gO=1
’ (T . Ty _
g0 <gw=<g (%) ; g(5)=2
1<g'(x)<2 ;
[0; 7]. 1(x —0) < tanx < 2(x — 0).

1

3) ffW=5m= 5 f')<0; If@I<f(0)
EF<IF@I<7
%<f(x)—1<§.

%s\/1+xs1+§=i<f(x)—1<f

N 2
x 142
1+\/g<f(x)< 3
1+%<\/1+x<1+’2—‘.
1
x 0 2
f"(x) -
1
feo  |? \ L
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4) 1.a) f'(x) = —2;&.

x 1 +o0
f'(x) -
2
o |1 T—

b) h eststrictement décroissante.
2.a) f(x) = h(x) —x;
f'(x)=h'(x)—1<0
h(x) = x admet une solution unique a.

5) 1. f’(x) = ﬁ; fl/(x) — +2(1-x) 2

(1-0* = -3

6
f(x) = a—ot
160 =
2.9 (x)=— (1+1x)2; g"'(x) = (1:;3.
0= £

6) 1. f(x)=3x>+2ax+b; f(0)=-3=b
f(O=1; f(x)=x3+ax?>-3x+1; f'(x) =3x*+

2ax — 3.
') =f"(-1); 3+2a—-3=3-2a-3
4a=0; a=0.
2. f(x) =x3—3x+1.
fl(x)=3x2-3
x —o00 -1 1 400
£ + 0 0 +
+3 400
fo | A \1/
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+5.1

T ()

31

41

51

7) 1. f'(x) = === fO)=a-4=-5=a=-1;

(2x +1)2’
f()_zj:f
z. f( )_(2x+1)2
1
x —00 —E +°0
f'(x) - -
) +0oo
fx) —~ ~ 2
8) 1. f(-3)=1;9-3a+b=—4
_ a(-3a+b=13
~3a+b=—13{ s
. _(2x+a)(x—1)—(x2+ax+b)
f'(x) = = D)2
. _2x2—2x+ax—a—x2—ax—b
f'(x) = = D)2
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x>—2x—a-—b»b

o=
_3)_9+6—a—b_0

f( iy a——
x?+7x+8

a+b=15f(x) = -
2. Tableau de variation

1

3. Tracé de la courbe.

9) 1. a) Dy = 3\{0;2}.
b) MM f() =55 MM f(0) =3

Q226 () = +o0 ;25 f(x) = —oo
< >

1

B fO) = =00 ; I3 f(x) =+,
< >

2. Calculons f'(x).
rrn . —12(x-1)

f (x) T (2x%-4x)2"

3. Tableau de variation.

N 0 1 2
10 ' + 0 - 0
oo -1
f(x) /1 / \
E — 00 — 0
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4. Représentation graphique.

10) 1. a) Dy = 3\{2}.
Vx € ]—o0;=3[; f(x) = —x + 3+ —.
Vx € ]3; +o[; f(x) =x—3+ﬁ.
b) Calculons les limites.
e () = F00;
ite f () = +o0;

A5 f(x) = —oo;
<
x3 f(0) = +o0;
>
c)
Jm f(x)—(x—3)=0; y=x—3 asymptote
Jm o f(x)—(x+3)=0; y=—x+3 asymptote.
2. a)
, 1
Vx € ]—o0; =3[, f'(x) =—-1— (x—2)2"
, -3)(x-1
vx € |-3; +oof, f'(x) =%
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3. Tableau de variation.

x —00 -2 3 +00
f'(x) - J - *
+oo Bl - + o0
f(x) \Oo \ . /

4. Construisons la courbe (C).

(€)

+21

J +14

11) 1. a) Dy = 3\{2}.

b) M, f(x) = — ;.
] xllf%oo f(x) =+oo
L f(x) = +oo.

2.a) Vx €]-00;2[; f(x) =x —3——;

x—
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Vx € ]2; +oo[; f(x)=x—3+x%2;
Vx €1—-0;2[; f'(x) =1+ ——

22 ’
. Y _ (=3)(x-1)
Vx € ]2, +OO[ ’ f (x) - (x—2)2
b) Tableau de variation.
x —0o0 2 3 400
f'(x) + - 0 +

+o0 + o0 + oo
f@ | A ~ P

Construisons la courbe (C).

et ()
w41

+31

+21
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|

SITUATIONS D’EVALUATION]

1) g(6) = 24B + MHsur [0;%].
10 5 sin

Cos 6 +6- cos6
_ 10 + 6cosf — 5sinf

cos6

—5sinx + 10
=6+ —m——

cosx

_ 10 — 5sinx
(25in0-1) B cosx
’ _ 5(2sin6-1
9 (x) T cos20

2) B(x) =3x —x?+81x
B(x) = —x? + 84«x
B'(x) = —2x + 84
B'(x) =0; x=82—4=42.

X 0 42 84

B'(x) + 0 -

w | N

Le bénéfice est maximal si X = 42.

3) f(x) est égal plutota 12x (0,75)
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PRIMITIVES

IRESUMES DE COURS - EXERCICES DE FIXATION|

I.  DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES
Définition
Exercices de fixation
1) g'(x) = 2x — 3,donc g estune primitive de fsur 3.

2) FF(x) =2x; G'(x) =2x+5; HxX)=2x+5; Q'(x)=2x+5.
P'(x)=2x+5 —xiz.
Les primitives de f sontG; H et Q.

Propriété 1
Exercices de fixation

1) -m .

2) [Vrai]

Propriété 2
Exercice de fixation
1) F'(x) = x? —x; d’autres primitives de f.

x3  x2 x3  x2
G(x)—?—7+1, H(X)—?—y—z.
Propriété 3
Exercices de fixation
1) 1. [Faux
2. |Vrai

2) 1.Gx)=x*—-x+¢c
G(0) =5,doncc=>5.
G(x) =x*>—x+5.
2.Hx)=x*—-x+K

H1) =K =§.

H(x)=x2—x+%.
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I PRIMITIVES DE FONCTIONS USUELLES
Exercices de fixation

1) a) F(x)=x72+x+c;
b) F(x)=x7‘4+c;
) F(x) = —+K;

3 3
d) F(x) =cxitc

2) a) F(x) =2Vx+¢c;
b) F(x)=§x%+c;

c) F(x) =Cosx+c;
d) F(x) = —Sinx + c.

III.  PROPRIETES
Propriété 1
Exercices de fixation
2
1) a) F(x) =x7+cosx;
x3 1

b) F(x) == —=;

3 x
c) F(x) = cosx — sinx + c.

2) a) F(x) = 7cosx;
b) F(x)=§x2+c;
) F(x)=—§+c.
d) F(x)=%x4+c

9
=Ex4+c.

3) a) F(x)=§x3+§x2+3x+c;
b) F(x)=3x4—§x3+%x2—3x+c;
1
c) F(x) = 4cosx — o
Propriété 2

Exercice de fixation
1) a) F(x) = cos(2x) +c;

b) Fo) =2 + 17 + c;

1
) F(x)=—3x+1+c

Livre du professeur Maths T'*D




IV. TABLEAU RECAPITULATIF DES PRIMITIVES
Exercice de fixation
1) a) F(x) =%(x2 +x +6)*;
1
b) F(x) = — o

) F(x)=%\/x2+x+1+c;
d) F(x) =%cos4x+c.

IEXERCICES DE RENFORCEMENTS /APPROFONDISSEMENTS|

1) a) Fx) =x3—-2x*2—7x+c¢;
b) F(x) = —x° + x3 + 8x + c.
2) a) F(x)=§(x4+1)3+c
L SV
b) F(x)—3><(3x_2)2+c.

2
3) a) Fix) = 5 TC

b) F(x) = %\/sinx +c.

4) F(x) = cosx(1 — sin?x) —%cosx
F(x) = cosx — cosxsin?x — %cosx.
sin®x 1
3

F(x) = sinx —
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5) 1. f(0)=—-1; f(0)=b+c=—1.

2x3 —7x?>+8x—1 x?2—2x+1
2x3 — 4x? + 2x 2x —3
—3x2+6x—1
—3x2+6x+3
2

f(x)-2x—3+ 1)2

2. F(x) = x? —3x—;+c
F0O)=0+4+2+c=0
c=-2
= 52 3y — 2 _
F(x) = x%*—3x p— 2.

6) 1. Dy =]—00;3]

2. F'(x) = Qax + b)V3 —x + (ax?® + 6x + c)X

5 8 16
a==; b=-; c=—
2 3 3

-1
24/3-x

(x+3)+b
7 L) =0
_ax+3a+b
~ (x+3)3
a=2; 6+b=3
b = —3.
3
f@ = 5~ G
3
2. F(x)——?+5><(x+3)2+c
3. F(—4)=—Z+24¢=0
+2+2+c=0;
7+ =0
277
7
cC=—-.
2 2 3 7
Fo)= ——+-——-1

x+3  2(x+3)2 2

8) 1. Sin’x = (1 — cos x)sinx = sinx — sinxcos’x
2. H(x) = —cosx + =2+ ¢.
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(-1)3
3. H(m) = —cosm t——tc

c=2.

—_1)3
H(m) = —cosn+%+ 2.

ISITUATIONS D’EVALUATION]

1) On sait que la consommation est de 25 litres pour 100 km

lorsque le car roule a 60 km/h.
, 1 300
fr@=3-=1

3 v?
_ v%2-900
v2
Le minimum est atteint pour v = 30.
La voiture consommera 20 litres pour 100 km en roulant a
30 km/h.
Le colit minimum de carburant sera de 180 000 F pour le

voyage.
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FONCTION LOGARITHME

RESUMES DE COURS - EXERCICES DE FIXATION|

I.  DEFINITION ET PROPRIETES
Définition
Exercice de fixation
1) 1. Fauxl
2. [Vrai
3. :Faux |

Propriété fondamentale
Exercices de fixation
1) a) In2 +In5 = Inl10

b) In(3-V5)(3++5) =In(9-15)
= [n4.

c) In14 + ln% =lIn (14)(%)

= [n4.

2) a) In(2x3) =In2 + In3
b) n4x+5 = In4 + InV/5
¢) In(5m) = In5 + Inm.

Propriété
Exercices de fixation
1) a) In(72) = 2In3 + 3In2.

b) In =% = 5In2 — 3In7
343

c) In(625) = 4In5

d) n(0,8) = 3In2 — In10.

e) ln( i) = —%(an + 2In3)

18
f) In(e?) + [Ine]? + 2In (e3) = 9.

2) A= -In3.
B = In2.
C = In2.

II. ETUDE DE LA FONCTION In
1. Conséquence de la dérivée
Exercice de fixation
1) 1. 2 < 5,doncin2 < In5;
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2. V3> In g
3. In17 > In8 /2.
2. Limites de fonction In

Exercices de fixation
1) Lacourbe de la fonction In admet pour branche

parabolique (OI).
i i Inx
2) 1.,)m o x—Inx= " x-— (1 - T) = 400
lim
inx i
car — = Oet M x = +oo,
x—+o00 X
lim lim
Inx x Inx
2. = X x™_p
x—+00X—5 x—+o0x—1 x
lim lim g
car —=1cet —=0.
x—+00X—1 x—+00 X

3. Courbe représentative
Exercice de fixation
1) Construisons la courbe représentative de la fonction f(x) = In(—x).

+3 4

+21

+1
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I11. FONCTION DE TYPE : Inou ou ino|u|

Propriété
Exercices de fixation
1) 1 f(x)—3x2.
21w =y s
3. f (x) = sinx
2) 1 f'(x) —§
2—
2. f'() =2
Propriété

Exercices de fixation
1) 1. F(x) = n(2x + 3).
2. F(x) = In(x? + x + 1).

2) 1. F(x) = In(cosx) + c.
2. F(x) = In(sinx) + c.

IV. FONCTION LOGARITHME DE BASE a(a€ R3\{1})
Définition
Exercice de fixation

1) 1 [Vrai]

2. |Vrai
3. [Faux]
Propriété
Exercices de fixation
1 ma I3
1) 1. Log,(4) + log, (E) = 12—2 _zr%)
In2 _
In2 o )
2. Logs(9) — log5(27) = l0g35 = l0g3§
= —log;(3)
= —1.

Logarithme décimal
Définition
Exercices de fixation
1) 1. [Vrai]
2. |Vrai
3. |Vrai
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4. |Faux
5. |[Faux|

2) Il suffit de remplacer logx par Lnx

in10

IEXERCICES DE RENFORCEMENTS / APPROFONDISSEMENTSI

1) Cochons.
12 10
a= m9_| In ﬁ In (?) []
f s’annule pour | e et e3[X] Oeted[ ] let3 []
. 1 2 aucun nombre réel
f' s’annule pour ZD e (]

g sur[0; 1] est

Une primitive de x - 32 —0X] | x o 3 —2)]

x - =32 -x)_]

II;aelslznlte en 0 de 1 0 l:] +oo|:]
h'(x) = Inx_| —1+ Inx | 1+ Inx[X]
2) 1. Dg = R.
2.8 ,9(0) =0;

>
lim

lim

3.2  L9m0CD

x—--1 x—1
<
lim

lim ln(—x) _
x->—1 X+1
lim
g)-g(-1) _ (x+1)?
x--1 x—1 x——1 X+1

>

xo—1 g(x) = 0donc g est contigiie en O.
<

= ;15131—1(36 +1)=0.
>

b) g4(=1) # g4,(—1), donc g n’est pas dérivable en -1
mais admet deux demi-tangentes en -1.

3) 1.a) Jm, f(x) =0; y =0 asymptote.

b) 15 f(x) = 0%
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1

}’=6T2(x—€_1)

y=e?(x—e™t).

2.a) f'(x) = iy _Inx

x2 x2

b) Tableau de variation

x 0 1 e
F - Wl
1
x / \
fx) o 0
+31
(T)
+21
J 1 (C) 1+Inx
y = X
-1 [} ] | | ] 1 *1|ﬂ_
) I r} 2 3 2 5 % 3 8 &
-1
21
_3]_
lim
4) Ol"("“) = let f£(0) = 1;donc f estcontinue en 0.
X—

2.a) g'(x) = xx_+21_ x%; Vx € [0; o0, g'(x) <0; g(0) =

0.

Vx € [0; +oo[, g(x) < g(0);In(x +1) < x —XZ—Z+§.

b) h(x) = In(1+x) — (x - g) pour tout x € [0; +oo,.
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h'(x) = ; Vx € [0; +o[, h estcroissante sur]O +o0 [;
2
h(0) =0, ln(1+x) >x——

c) vx € [0; +°°[.x——<ln(1+x)<x "7+"?
2 2 3

X <1 (1 ) < X X
—==mnl+x)—x=<——+—+
2 (4 2 3
1 n(1+x)—x 1 x
Pourx #0, —--<———<-—--+-.
2 i 2 3
In(1+x)—x 1 x imy
% +2 t I=0;
x 2 27 x502
, lim;
“mln(1+x)—x 1 @—1 1
donc ———=—-; ==
x—0 X 2 XZO x 2

f estdérivableen O et f'(0) = — %

3.a) h'(x) = = +1)2 ; h estdécroissante et h(0) = 0;

h(x) <0.
l

b) M = f'(x), donc f'(x) = h(x) ; f est
decrmssante
c)

x 0 +0oo

_1 _
f'(x) 2

£ T

4.a) Jim_f(x) =0; y =0 estasymptote.

1
=—-Z 1
y 2(X)+

y=—%x+1.

5) 1.a) M, f(x) = —o0; M f(x) = +oo,

b) f'(x) =-2—- ﬁ; f estdécroissante sur
14; +ool.
c) Jm  f(x)—(2x+5)=0;donc y=—2x+5est
asymptote.
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x+1

d) f(x) = (=2x +5) = 3In (;) ;> 0.
(C)est au-dessus de (D).

Tableau de variation

X

f'() B

@ T

2. Représentation de la courbe (C) et de la droite (D).

y=—2x+5+3n (_’)

X —4

21

(©

3.a) G'(x)=m(1+x)+1—-1=In(1+x).

Livre du professeur Maths T*D = 53 I.



b) H'(x) = In(x — 4).

c) f(x) = =2x+5+3In(x + 1) —3in(x — 4).

F(x) = —x% + 5x + 3G(x) — 3H(x).

F(x) = —x?+5x+3(x + Din(x + 1) + (x — 4)In(x — 4).
4. a) f est continue et strictement décroissante ; donc
I’équation f(x) = 0 admet une solution unique x,.

b) xo = 2,5
2_

6) 1.Pour toutx élémentde ]0 ; +oof, g'(x) = 2z 1.

g est décroissant sur |0 ; — [ et croissant sur ]‘/2—E +oo[

donc g admet un minimum qui est atteint en \/Z—E

(ﬁ) — 3 ll 2
2.a) x"”f(x) =-o0; S f(x)=+o0
b) f(x) -x = 2%

LM f(x) —x = 0 donc la droite d’équation y = x est

asymptote a (C) en + o.
14 , l><x—1><lnx
c) Pour tout x élément de |0 ; +oo, f'(x) =1 + "T
xZ+1-Inx
2

Pour tout x élément de ]0 ; +oof, f'(x) = "

Pour tout x élément de 0 ; +oo[, f'(x) = M

d)
g est strictement positif sur ]0 ; +oo[ donc fest

strictement croissante sur ]0 ; +oo[.
0 + o0

f'(x) +

fx) /'

-0
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-2

-3

7) 1.Df=]-00; 0[U]3, +oof
2. xalirgéf(x) =+0; xlzgf(x) =-0;
<
AR (x) == 005, JIMF (x) = +o0.
>

2_ 2
3.@=ln(x 3x): ln(x)+ln(1_§)xl
x x’ x

X X
im [ _ g lim X _

X—>—o0 x X—>+oo x

(C) admet une branche parabolique de direction
celle de la droite (OI).

4. Pour toutx élément de ]-o0; 0[U]3, +o],

2x — 3
f'(x) = 7 3x
5.
X - o0
f'(x) *
+ +o0
f@) /
6.
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8] 1. Df= R
2., JMF(x) = +00;  HMF(x) = +00,

2 2
3.@= In (x“+x+1) — In (x )+1n (1 +l+lz)>(l
m F m G e
xJirgo 0 Etx»l-mlo —=0
(C) admet une branche parabolique de direction celle
de la droite (OI).

4. Pour toutx élément de ]-oo; 0[U]3, +oo[,

G0 2x+1
xX) = ——
f x2+x+1
5.
f'e) - - —% +
e \
3

ln(Z)

6.

-1

Situation d’évaluation

Exercice

Donne une réponse argumentée a la préoccupation de tes camarades.
(Supprimer tous ce qui vient apres cette phrase)

pH =-log(5x107) =-6,3

La solution est acide car pH < 7.
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NOMBRES COMPLEXES

[RESUMES DE COURS - EXERCICES DE FIXATION|

L FORME ALGEBRIQUE D’UN NOMBRE COMPLEXE
1. Propriété et définition
2. Forme algébrique d’'un nombre complexe
2.1- Définition d’'un nombre complexe

Exercices de fixation

1) Entourons la partie imaginaire du nombre complexe.
c) > —4.

2) Déterminons la partie réelle te la partie imaginaire
Re(z;) = Oetim(z,) =1
Re(z,) = 7etim(z,) = —9
Re(z3) = get Im(z;3) = —g.

3) 1. Pourcela,ona: 3 —x =0, cest-a-direx = 3;

N =

2. Pourcela,ona: 2x — 1 =0, c'est-a-dire x = -

Dans le document la partie qui suit doit étre déplacée. C’est
une erreur.

2.2- Egalité de deux nombres complexes
Exercice de fixation
1) z=2+ie2+x-1)i=2+1i
=Sx—-1=1

S x =2,

3. Calculdans C
3.1- Opposé d’'un nombre complexe
Exercice de fixation

1) —z,=-17+9i; —z,=iV2; —2z3="5+6i.

3.2- Somme de deux nombres complexes

Exercices de fixation

1) 1.z1+2z,=5+3i;
2. z;+2z,=1-5i.
3.2z,+z,=-8-18i.
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1) 1. A +Zz =-1- l;
2. A + Zy = -9 + 51;
3. A +Zz =6+ 16i.

3.3- Produit de deux nombres complexes
Exercice de fixation
1) 1. z;xz,=@A+i)(5+2i)) =18+ 13i ;
2. zyx2y = (—4+30)(—4-3i)=7;
3. zyx2, = (=2 —4i)(=5 - 6i) = —14 + 32i.

3.4- Inverse d’'un nombre complexe

Exercices de fixation
1 1 1.
1) 1. —==-—=i
R
2. = —— =]
—4;-3L 25 ) 25
3. - = ————,
—8+8i 16 16

_3-5i _ (3-5)(2+) _ 11 7,

2) 1

2—i 5 5 5
=22 = @B+20)(-)=2-3i

VEH _ (VB+) 1 .3

V3-i o4 2 2"

N
NN N NN

+i

3.5- Puissance d’'un nombre complexe
Définition
Exercice de fixation
1) (2+3i)2=5-12i

1 1 -5
2 3 -2 = = = ———_
30 =3~ 512 169 169"
Q1+D*=—-4
~N—4 _ 1 _ _1
a1+ = a+d* 4
Propriété

Exercice de fixation
1) {403 = j400+3 —

—i
l-2020 — 14-><505 =1
l'2022 — 72020+2 _— -1

i
{2001 — ;2000+1 _

i i.
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3.6- Produit nul
Propriété
Exercice de fixation
1) 1. zxz' #0< z+#0et z' #0.
2.2227=0=z=0etz =0;
Orz' #0,donczz’ =0 z=0.

Module d’'un nombre complexe
4.1- Conjugué d’'un nombre complexe
Définition

Exercices de fixation

1) 0 =
1+1=1-1
1—1=1+1
7=7
—19=-19
3—41=3+4+4i
—38 + 6i = —38 — 6i
21 = —2i.

2) Posons z=a+ib, a€Ret b eR.
Ona: zz = (a + ib)(a — ib) = a? — (ib)?
zZ = a® — (—=b?) = a® + b2
Donc zz € R*.

Propriété

Exercice de fixation

1) 1.z4z2=6; z—zZ=4ietzz=9+4=13.
2.z+z=14; z—z=2i et zz=49+ 1 =50.

Propriété
Exercice de fixation
1) z+2z' =2-3i—-1-5i=1-8i
zz' = (2-30)(-1-5i)=-17—-7i
(i) _ 2780 _ (2-3D(=145) _ 1
—1-5i 1425 2

= +2i.
4.2- Module d’'un nombre complexe
Définition
Exercices de fixation
1) [3+4il=v9+16=5
|6 — 8i| =36 + 64 =10
V2 +V7i=v2+7|=3.
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2) 1.Siz=2z'alors zZ = z'z" etalors |z| = |z'|

Siz = —z',alors zz = (=z')(—z") = z'7' etalors |z| = |Z’|
Conclusion: z=2z'ou z = -z = |z| = |Z’|.

2. |1 =1et |i| =1,ona: [1| = |i]| mais1 #i et 1 # —i.
Donc l'implication |z| = |z'| => z=z' ou z = -2z est

fausse.

Conclusion générale : I'équivalence est fausse.

Propriété

Exercices de fixation
1) 1—i=1+y donc |[1—i] =1+l

2) Calculons.

o |zl=lz| =2

o |-z|=|z] =2

o |zz'| =|z|xX|z'| = 6
1 1 1

[ ) -] =—= -
z |z] 2
zZ|_ld _2
2!l 7z T 3

4.3- Affixe, point-image
Propriété et définition
Exercices de fixation
1) 1.z,=-7+5i
2. zg = 3i
3. zg =—-3+09i.

2) 1. Le pointimage A(1;1).
. Le point image est B(0; —3).
. Le point image est C(7;0).

Le vecteur image est u’(1; 1).

B w N -

Définition

Exercices de fixation

1) zgg=25—2z,=—2+3i—(1+1)=-3+2i.
Zge =2Zc—2Zp =4 +3i— (=2 +3i)=6.

2) zry=zp—za o zp =z + 2, = 1+ i+ (=4 +30).
Donc zz = —3 + 4i et B(—3;4).
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Propriété
Exercices de fixation
1) 1. |Vrai

2. |Vrai

3. [Faux]

zp+z 1-i+4+5i 5 .
2) 1.z =2 _ IS _5 49
2 2 2

2. Zgiy =2z tzy=1-20+3+4i=4+2i
3. PQ =|zg —zp| = 14+ 5i — 1+ i| = |3 + 6i| = 3+5.

3) 1. 23 = 6 + 9.
2. ZZW—3}7 = _8 + 21’,.

L. FORME TRIGONOMETRIQUE D’'UN NOMBRE COMPLEXE
1. Argument d’'un nombre complexe non nul
Exercice de fixation
1)
arg(1) =0

arg(2) =

T

arg(= -
arg(-1) ==
arg(1+1i) =

NS

arg(l1—1i)=—

1+_\/§ T
TI\ZT )73

N

Propriété

Exercice de fixation
n_"r _n__=
1) arg(zz)—4+( )— :

3 12
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Propriété

Exercice de fixation

Exercice

e Toutnombre complexe non nul est parfaitement _
déterminé par la donnée de son module et de
son argument.

e Si les arguments de deux nombres complexes
non nulsgsont égaux, alors ces deux nofnbres
complexes sont égaux

2. Forme trigonométrique d'un nombre complexe
2.1- Propriété et définition
Propriété
Exercice de fixation

1) 1L [1+iV3]=2

NE

CosG-—etsmG-—=>9—;

2. |V3 - 3l|— Vi2 =2V3

_B_1 33 __r
Cos6 i etsmO—z\/_ . =0 = 5
.|— l\/_l V8 =22

—2__1 _6__ 3 __zm
Cos@-z—ﬁ— 2etsm@-zﬁ— 2:9— .

1+iV3= 2(cos§ + ising)
V3-3i=2V3 (cos—%ﬂ+sin—%ﬂ)

2.2- Forme algébrique - forme trigonométrique
Point Méthode 1
Exercices de fixation

iy

~ S

o |zl =V2; cos, = get sinf; = —
Donc z; = V2 (cos (— %) + isin (—% )

s .. T
e z,=2 (COS; + isin ;).

T
$91=—Z.

o z3=2 (Cosg + isin g)
e z,=2 (Cos%7T + isin %ﬂ)
2) Ecrivons chacun des nombres complexes suivants sous
forme trigonométrique.
o z,=0Q2+2)(-10).
242i=2(140)=2V2 (Cos%+ isin%)et

.I 62 Livre du professeur Maths T*D



1—-i= \/E(cos (— %) + isin (— %))

Donc z; = 4(cos0 + isin0).

V3+i

V3 + iZL= 2 (cos% + isin%)et 20=2 (cos§+ isin%).
Donc z, = cos (— g) + isin (— %)

_ fe-i2

¢ BT

V6 —iv2 =243 (COS (— %) + isin (—%))et

20-i)=2 (cos (— %) + isin (— %)) .

A . . T
Donc z; = ﬁ(cosﬁ + LsmE).

[ ] ZZ=

Point Méthode 2

Exercice de fixation
1) Ecrivons chacun des nombres complexes suivants sous

forme algébrique.

. \/E(cosz?ﬂ+isin2—”)=\/§(—l+i§)=—‘/—_+ Y5
o 2(cos%+i5in2) 2(‘/_ ‘/_) V2 + V2.
° 3(cos%+i5in§)=3(£ %i)—£+—1

2.3- Forme exponentielle d'un nombre complexe non nul
Définition
Exercices de fixation
1) C’est parce que le nombre complexe 0 n’a pas d’argument.

2 L L 2\ 2T
3) 1. 2(cos?+15m?) = 2e’ 3. ]
2.1+i= \/E(cos%+ isin%) =2e's.
3.3+ 03 =VE(VE+1) =23 (2 + 1) = 243",

Propriété
Exercice de fixation

T, T iz
cos—+isin— 12 i(Z—
1) 1. —32—2Z=—-=¢\12 3
" cosZrisin?E T EX T
3 3 e 3

L 2_7[) i71r
= e 12,
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.
1+iV3 _ 2e'3 iz
2. — = T = V26112.
1+i \/ielz
s . . T 3w . . 3m i— _—
3. (COS; + isin ;) (COST-F lSlnT) =X€l 4 = el 12, ,

.TT 5T 7T
4. 1 -0)(—V3 +1i) =V2e 'sxes = 2V2e' 2.,

2.4- Formule de Moivre
Propriété
Exercice de fixation
2 2T

D 1 (1+03) = (25) =4e'5.
N 3
2 () = (X5) = (V2 5) = 2ve

1+i ﬁei%
=3 —y\ 3 3 .
5. (I8 = (222) - (2e's) = et
1-i ﬁe—LZ

Ecriture de cos(nx) et sin(nx) en fonction de cosx et sinx.
Exercice de fixation
1) 1. cos3x + isin3x = (cosx + isinx)?
= cos3x — 3cosxsin®x + i(cos?xsinx — sin3x).
Donc cos3x = cos3x — 3cosxsin®x.
2. c0s2x + cos3x = 2cos?x — 1 + cos3x — 3cosxsin®x.

2.5- Formules d’Euler

Propriété
Exercices de fixation
o _in
e3+e 3 T
1) 1. ———=cos-.
2 3
oo _in
e6—e 6 . T
— = sin-—.
21 6

. .31
°2° —i2= 3
e's +e s = 2cos -

w

2) Ecrivons sous forme trigonométrique chacun des nombres

suivants :
. 6\2 6 .8 ) .8\ .8
1. e +1= (elZ) +ezxe 2 = <e‘2 +e lZ)elz.
0 0 . .. 6 [} 0 T T
= (2cos —) (cos— + isin —), avec cos— > Ocar—- € |——; —[.
2 2 2 2 22

N

; 0 6 .. 0
e —1= (2cos —) (cos— —isin —)
2 2 2
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— (20052) (cos () + isin (- 2)).

) .0 .0 .0
3.e794+1= (eli + e_LE) ez

— (20052) (cos () + isin (- 2)).

Linéarisation
Méthode
Exercice de fixation
—ix 1 . ) )
1) 1. sinx = (T) = —a(e‘3x — 3el¥e X 4
3eixe—i2x _ e—i3x)

— _%(emx _ e—i3x _ 3(eix _ e—ix))
l

e¥—e

1
= — al (2isin3x — 3x2isinx)
i
=— % (sin3x — 3sinx).

. cos3x = %(cos 3x + cosx).

2

. sin®xcos®x = %(1 — cos4x).

2
3
4. cos*x = %(3 + 4cos2x + cos4x).
5

. sin®x = 1—16 (sin 5x — 5sin3x + 10sinx).

2.6- Racine ni¢me d’'un nombre complexe
Propriété
Point méthode
Exercice de fixation
1) Soitz =x+iy.Ona:z?=x?—y?+ 2xyiet|z| = x? + y2.

1. z2=1i
xZ+y?=1
N xz—y2=0
2xy =1
x—+E
-2
-] V2
Y—iT
1
xy=§
Les racines carrées de i sontg + iget - g — i?.
2.z2=3—4i
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Les racines carrées de i sont 2 — iet —2 + i.
3. 22 =3+
x?+y?=
= xz _ y2 — \/§
2xy =1

x=+1 1+

~| G

y==%x|[1-

l
~| 3

1
Xy =<

Les racines carrées de i sont\/l + = + l\/l — —et

g1t

Equation du second degré.
Point méthode
Exercice de fixation
1) 1.z°+z+1=0

A=1-4=-3
= (iV3)’

-1-iV3
Zl = 2 5

—1+iV3
Zz == > .

_ [-1-iV3 -1+iV3

Sy = { 2 2 }

2.22+@Bi—-4)z+1-7i=0
A=Bi—4)?2-4(1-70)
=7—24i
SoitS = x + iy.
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x?+y%? =25
S2=A={x2-y?=

2xy = —24
x =+4
=4 y=43
xy = —12.
Onprend S =4 — 3i.
—7424i-4+3i 11 27 .
Zl:f:_7+?l
Zy —;+22—7i.
11 27 . 3 27
s={-F+Zi-7+74)
3. iz2—iV3z+1
A=-3—4i
Soit S = x + iy.
x2+y?2=5
SP=A= xz—y2=—3
2xy = —4
x =22
=4{y=4%1
xy = —2.
S=2-1.
iW3-2+4i _ 1+/3 .
n=— T th
-14+/3 .
Zy=———1

sz{ﬁTilH;%—i}.

Propriété
Exercices de fixation
1) Soitz =re!®, r € 3jet 6 € 3.
1. z3 = 1.
& 13030 = i0

{r3=1
30 = 0+ 2km, k € 9.
r=1

2n
‘:’{e=k?, k € {0:1;2}.

L2TC 2T
Les racines cubiques de 1 sont: 1, e'3 et e 3.

2.z23=1-1.
r3=2V2
= m 21
0=——+k?, k € {0:1;2}.
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Les racines cubiques sont :
_ix ks _i3z
2V2e 12; 2\2e'1z et 2v2e "a

3. 23 = -2.
r3=2
m 2n
< 6=5+k=, ke{0:1;2}

. . _.m
Zy = 2e'3; z; = 2e'™ et z, = 2e” 3.

4. 73 = 3+

r3=2
5

0= k2 kef0:1.2)
~ 18 3’ Y ;n

.51 171 .
3 — 3 —_— 3 —i=
Zo = V2e'1s; z; = V2e'18 et z, = V2e ',

2) Soitz =re'®, r € 3] et A € 3, une racine 4i¢me de 1.
zt=1ezt=rt =r0 s ze{1; -1;i; —i}.
Les racines quatriemes de 1 sont: 1;-1;iet —i.
Soit A, B, C et D les points images respectifs de 1; —1;i et —
i

TANC
B A
-1 Ol w
—1+D
Propriété
Exercice de fixation
2m 21y 3 .
1) 1. a)j=—%+i§=e‘?.Donc j3=(el?) =el2™ =1,
o— [ 1, .\3 1 .3\ [ 1)\? A 1,3
b) = (=3+i5)(-3-1%) = (-3) - (i3) =3+3=1
Ol+j+7=1-2+i2-1 8=
2
d)jz=(—§+i§ =%—2x%xi‘/2—§—3=—%—i73=]_.

il -

2. j2019 = j3X673 = (j3)673 = (1)673 = 1,
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I NOMBRE COMPLEXE ET CONFIGURATION DU PLAN
Propriété
Exercices de fixation
1) 1. |z—i|=2© AM = 2,avec z, = 2.
C’est le cercle de centre A et de rayon 2.
2. z—14+2i|=z+2-ile=|z-1A-2)|=|z—-(—2+1)|
= |z—z,| =|z— zglavecz, =1 — 2i
etzg = —2+1.
C’est la médiatrice du segment [AB].

AB=|1+4+2i—-1]|=|2i|=2
2) . AC=[1+V3+i-1|=V3-i|=2 }4B=4C=BC.
BC=|1+V3+i-1-2i|=|V3-i|=2
Donc le triangle ABC est équilatéral.
Mes (m) =arg (ﬁ) =arg (%) =arg (1— iﬁ) =-2I,

ZB~ZA
Donc le triangle ABC est de sens indirect.

|EXERCICES DE RENFORCEMENTS / APPROFONDISSEMENTS|

1) 1. Voir figure ci-contre.
2. zgp=zp —Zp = 3 + 1L
3 .
Zpg = 5 — ol
9 .
Zgp = —5+ 4i.
Z,55 = —6 — 2L
3 7 = ZE+ZF
. 13 3 2
=—=-+-i
2 2
2) Ecrivons sous forme trigonométrique les nombres complexes.
1.
e ab=6 (cosE + isinz).
2 2
e ab?>=18 (coss—n+ isins—”).
12 12
e a’h=12 (cos7—” + isin7—n).
12 12
b 2 T .. T
L4 a—2—5<COS (_E) + lSlTL(—E)).
2.
(1, .3
e ab=6 (2 +i 2)
=3+ 3iV3.
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3)

4)

5)

| e

a’b 2 T .. T
— =-(cos—=+ isin—
ab? 3 6 6

=i(E+h) =84l

a
b
a
b

1.

lu| = V2et argu = %.

|v| = 2et argv = —%.
2. a)

w =1+ )(V3-i)

=V3+1+(V3-1)i

T .. ™
uv = 2v2 (cosz + isin E)'
b) uwv =v3+1+ i(\/3 - 1) =2V2 (cos%+ isinln—z).
T 6+V2 T V62
Donc cos — = ——et sin— = ——.
12 12 4

a) (cosx + isinx)* = cos4x + isin4x, donc

cos4x = cos*x — 6cos?®xsin®x + sinx.

b) cos5x + cos6x = (cos®x — 10cos3xsin®x + 5cosxsin*x) +
(cos®x — 15cos*xsin?x + 15cos?sin*x + sin®x).

¢) sinx — sin2x + sin3x — sindx = sinx — 2sinxcosx + 3cos?xsinx
—3sin3x + 4cos*xsinx — 4cosxsin3x.

1.

cos®

1
x = E(cosSx + 5cos3x + 10cosx)
eix+e—ix 2 eix_e—ix 3
cos?xsin’x = ( ) x( : )
1 2 2
= E(—sinSx + sin3x + 2sinx).
5

cos®x — sin*x = %(cosSx + 5cos3x + 10cosx) —

%(cos4x — 4cos2x + 3).

1
= E(cosSx — 2cos4x + 5cos3x — 8cos2x + 10cosx — 6)

2. Lesracines carrées de 2i sont: 1+ iet —1 —i.

Les racines carrées de 3 + 4i sont: 2 + iet —2 —i.

Les racines carrées de 8 — 6i sont:3 + iet —3 —i.

Les racines carrées de 5 — 12i sont: 3 + 2iet —3 + 2i.
Les racines carrées de —7 + 24i sont:3 — 4i et —3 — 4i.
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6) 1. A= 220*2¢0s29 — 4x2%0
= 4%22%%(cos20 — 1)
= (20+1ising)".

20+1c0s0-29+1ising
Zl -

2
= 29(cos0 — isind).
z, = 2%(cosO + isind)
S = {29(cos8 — isind); 2% (cosh + isind)}.
2. Ona:|z| =|z,|; donc 0A = OB et donc OAB estisocele en O.
OAB est équilatéral si Mes(A0B) = % c'est-a-dire 26 = ou encore

0 =-

6
7) 1.xeR etx®—x?2—(1+D)x—2+2i=0

x3—x?—x—2=0et —x+2=0;

x =2.

22—z —-(1+1)z-242i=Z-2)Z*+z+1-1)

A=—-3+4i=0+2)?; 2z, =1i; z,=—-1—1.

S={2;i; —1—i}.

2. a) A faire par le lecteur.

b)SOitZAZZ;ZBZietZC:_l_i.
zZp-zZp _ 2—-1
Zc—-Zp T o1-2i L.
ZA—ZB . =2 o7 . 1
Donc === = |i| = AB = ACet Mes (BC,BA) =arg() =-.
Zc—Zp 2

Donc ABC est rectangle et isocele en B.

8) 1. (22+1)(z%2—-4)=2z*—-42z2—-4

=z*—32z% — 4,

2.2z =322 —-4=0

Z2+1DE2-4)=0

z2 = -1 ou z% = 4.

z=louz=—-iouz=2o0uz=-2.

S={i;—-i}2; —2.

3. Nous laissons le soin au lecteur

A(2;0), B(0;1), €(—=2;0) et D(0;—1).
Ona: AC(—4;0) et BD(0; —2)

donc AC.BD = —4x0 + 0x(—2) = 0.

C_B)(Z; 1) et m’(z; 1), donc CB = DA.
Donc ABCD est un losange.
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9) Soitz, = ia cette solution.
(ia)® + (1 =50 (ia)> —2(5 +i)(ai) +8i =0
—ia® —a?+5a%i —10ai +2a+8i =0
—a’+2a+i(—a®+5a*—-10a+8) =0
—a? + 2a = 0et—a® + 5a? — 10a +8 =0
a =0 ou a = 2 mais seule 2 vérifie la 2¢me équation.
Donc z, = 2i.
22+ (1-5)z2-2(5+1)z+8i=0
(z=-2)(z*+(1-3i)z—4)=0
A=48—-6i; z; =—-2+4+2i; z,=1+1
S=3-i
S={2i; =2+ 2i; 1+i}.
. . ; — . 1, .3
10) 1. Lesracines cubiques de 1 sont1;j et j,avecj = —sti-
22.2-)*=02-D2-D?*=2-1)(B—-4i)=2-11i.
3. 2 — i estune racine cubique de 2 — 11i. Les autres sont :

(Z—i)j=§—1+i(§+x/§)et (2—i)j=—§—1+i(%—\/§)_

11) 1. a = ;(\E - 3i) =93 G - l\/;) - 9V3 (cos (— %) + isin (—g))
2. (reig)s = a o r5ei = 93675
© r® - 9V3et 50 = — 2+ 2km, k € 9.
o= 9v3et 6 = —%+k2?n, k={0;1;2;3;4}.
Les racines 5émes sont : me_%; Li/ﬁeig; meilll_:;
Vo3 s ; VovBe'ss.

12) 1. Soit (E) cet ensemble.
Me(E)=z€3
2 2

Snposanz =+ iy, na: 5 = I s,
DouMe(E)eoze3ox+2y—2=0.

Donc (E) estla droite d’équation x + 2y — 2 = 0, privée
du point A(0; 1)
2. Soit (F) cet ensemble.

2
ME(F)@x2+y2—2x—y=0=>(x—1)2+(y—%) =%‘

Donc (F) est le cercle de centre Q(l; %) et de rayon g privé du
point A(0; 1).

.I 72  Livre du professeur Maths T°D



13) 1. f(b) = 1+ 2i

E=1+21

ib= (1 +20)(b+10)

b_———l

2.f(Z)—l=ﬁ

Dot f(z) —i == (cos(—a) +isin(—a)).

3.a) |f(Z)—l|—\/_=>——\/_=>Iz+l|— = |z - zA|=£_

(C) estle cercle de centre A et de rayon \/;
b) Arg(f(x) —i) =- <=) Arg (ZH) = %

i3 i1
<:>Arg(z+l) = —Z@Arg(z—zA) ==3

< Mes (ﬁ’,m) = —%.
(F)estla demi-droite [AB) privée de A, telle que

Mes (7/,7—1\/1)) = —%.
Q) If ) =il =1 +il =V2et (f(b) = D) = arg(1 + ) = =.
Donc B € (C)et B € (F).

14) Posons z = x + iy.
[1+iz| =|1—iz|
e |A-y)+ix| =1 +y) —ix|
SA-y)?2+x2=1+y)?+x?
S 1-2y+yt=1+2y+y%
=4y =0
< y=0.
Doncz € R.

T 3T .
15) 1. 2e'sxe's = 2e'" = -2,

_2 [ [ —
2 BT 3
3e 4
peud
2e'3 2 3T 2 N V3
3. == = 6 ==|———=i)]=———=1
A 2 2 2

tan@—i _ sin@—icosd COS(g—ﬁ)—isin(g—ﬁ)
" tan®+i  sinB—icos® cos(g—ﬁ)ﬂsin(g_ﬁ)
cos(g—ﬁ)ﬂ'sin(%—ﬁ)

cos(%—ﬁ)ﬂ'sin(g—ﬁ)

= cos(26) + isin(26).
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1 cosf , .
" 1+itan®  cosO+isind (COSQ)(COSQ - lSlnH)

= (cos@)(cos(—@) + isin(— 0))
. . .0 .0
3. el +e20 = ¢9(1 + e!9) = elfxeh (e_li + e15>

= (2cos %) (cos; + isin 79)

1+itanf cos6+isind cosO+isinb ..
. = = = cos(26 isin(26).
1-isin@ cos@—isind cos(—0)+isin(-0) ( )+ ( )

17) 81 = 92 = 3%, donc 3 estune racine 4¢me de 81.
Les autres sont: 3i; —3 et — 3i.
18) 1. Déterminons les racines niéme

i(-Z+k2E)
e Pour-8:z,=2e\n "n/), ke{0;1;...;n—1}.
. T 2T
e Pourl+i:z,= Y Zel(_ﬁJ'k?), ke{0;1;...;n—1}.
2.a) (9+1i)?2 =80+ 18i.
b) EnposantZ = z3,ona:Z%2+ (7 —i)Z — 8 — 8i = 0.
A=80+18i=(9+)?; Z;=—8 et Zy = 1 +1i.
T T i
Les racines cubiques de -8 sont : 2e”'3,2e'3 et 2e'".
LT .31
Les racines cubiquesde 1 + i sont: 3\/ V2e'tz, 3\/ V2e's et
YV2e™ .
T T ) LT .31 7T
s=f{ee S 205, zeim, \WZeE, VN, WEe )

19) (1 +iv3)" = 2n G+i‘/7§)n = 2" (cos = + isin ™),
(1 +ix/§)n et e cosn?nz Oetsinn?n= 0
& — >+ 2kn < < >+ 2kmet = = kn, k € 9.
o- +l<ico+ T o 1<n<l

3
Doncn € {—1;0; 1}.

n

1 43 o
(1+l\/_) ( +l7> =2"el3
. n + . .
(1 + l\/g) € 3" sietseulementsin = 6k, k € £, car dans ce cas,

i iek_” i2k
e'3 =e'3 =el?T =1,

20) Posons z = x + iy
e zl=1ox2+y?2=1.
14z _ l4x+iy _ 1-x 2_y2 2y
1z = T 1-x—iy  (1-2)2+yZ ' (1-x)2+y2 .
D’ou 2(Ei3<:)x2+y2 =1.

1+
e (Conclusion: |z| =1 —z € i3
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21) 1. a) |z|? = (Re(z))2 + (Im(z))z, donc (Re(z))2 = |z|%
|Re(2)| < |z|
Or |Re(2)| = Re(2).
Donc Re(z).€ |z|.
b) Re(z).= |z|lorsque Im(z) = 0 et Re(z) = 0.
2. 2) |z + 2,1* = (z + 2) (21 + 23)
= (21 + 2,)(7, + 72)
=212y + 2323 + 2125 + 2,7,
= |z|.

22)  1.Z=R+jLo+—
JjCow

. 1
= R'+](LQ)-Ezg
La partie réelle est R et la partie imaginaire est
1
2. X= LO)-E;

3. On trouve \/RZ + (Lo — i)2
Cw

4. proposer des valeurs
23) Soit z un nombre complexe et z,,z; + +++ + z,,_; Ses n racines n-iéme
ZO'ZL + A + Zn_1

= W(e‘% + ei<%+27n)> st )

g )

a8 21 22T T
= |z|e‘n(1+eln +ote" e n)

2m\ M
1—(e‘n)

1—e'n

n ig
= /|zlemnx

2m\ T

=0car(e‘7) =1-e?"=1-1=0.

JRLw
R+jLw
_ RL%* . RLo
T R2+12? R2+L2e?

24)1.Z=

_ 1-jRo
T 124R%?

ISITUATIONS D’EVALUATION|

Il suffit de construire les points images des racines 6émes de 'unité.
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FONCTIONS EXPONENTIELLES

RESUMES DE COURS - EXERCICES DE FIXATION]

I.  DEFINITION ET PROPRIETE
1. Définition
Exercice de fixation

1) L1-[Vrai]; L2-[Faux]| L3 - [Vrai} L4 - [Vrai]
L5 - Faux|; L6 - |Faux| L7 - |Vrail

2. Propriété fondamentale
Exercice de fixation
1) a) e’xe t=¢e3
b) e?xe® = e>.
c) e3xe™*t=e1,
d) e Sxe73 =78,

Propriété
Exercices de fixation
7
e -
1) a) e—3=e7 3=¢*
b) (e75)°xe3 = e730%xe3 = 777,

e’xe 4 e3

C) >3 = e—3=1.

471 -4
2) a) Al o= Lot

(e73)2 ' eZxe~®
b) (e7?)3x(e™*)? = eb%xe 8 =72,

I1. ETUDE LA FONCTION EXPONENTIELLE
1. Dérivée

Propriété
Exercices de fixation
1) a) ..e¢..= el . .o a=p
b) ..e®*>ef ... = <.
c) ..e®*>ef . = a>p.
e) ..a<o0.. S e < 1.
f)a>0 S e > 1.
2) Résous dans R les équations suivantes :
1) €3 =e¥*1;2) e 1= -7, 3) eX?-7 = e % 4)
X8 =1,

3x — ,x+1
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3)

2x =1
1
X ==
2
1
s={3.
2. e¥ 1 =7

Impossible car e?*™! > Qet —7 < 0.
S=0.

3. eX""7 = g=6x
x?—7=—6x
x2+6x—7=0
x—-Dx+7)=0

x =1lou x = -7.
S={1,-7}
4. e¥*8 =1
e*?=8 = g0
x>—-8=0
x>=8
x = 2v20u x = —2v2.
S = {2v2; —2v2}.

Résous dans R les inéquations suivantes :

1) e¥* 3 >e5%; 2)e*<1; 3) e 1>4e;
ex(x—l) < e3x+2

1. er—3 > eSx
2x —3 = 5x
—3x=3
x<1
S =]-o0;1].

2.e¥<1
e*<ef
x < 0.

S =]—o0; 0[.
3. e?* 1> /e
er—l > e%

2x—1>l
2
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2x>E
32
x> -
4

= Jal

4. ex(x—l) < 63x+2
x> —x<3x+2
x> —4x-2<0
A= 24;
X, = etx2=2+\/6

S=[2-62+ 6|

2.  Limite de fonction exp
Propriété
Exercices de fixation

li _ i e* _ li _
1) 1., me*—x)=,Tox (7 - 1) = +oocar /Mo x =+
et
lim x
e
Z = too.
x—+00 X
. _ lim o lim X
2. Jm xe™* = = = Ocar —=0.
xX—+c0€ x—>+00 X
3. Jim (e* 4+ x) = —cocar M _e* = Oet ™  x = —oco.

2) Calcule les limites suivantes :

1i -5x . li
1) Slee™; 2) Ble

(e +e* +1);

lim X

4)

x—+002x—1"

1. Jim e=5% = 4oo, car

xX——co

lim X _
xo—0€” =+,

2. m (e?* 4+ e7?*) = +oo, car )% e

x—>+00
lim —-2x —
x—>+ooe - O

3. M (e?* +e*+1) =1,car M e?*

X—>—00
et
fim ,1=1.

X——00

lim X lim X

" xoto02x—1 x—+00 X
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lim

X——0co

x
2x-1

(e?* +e72%); 3)

—5x =+ et

= 400, car

= t+oo et

=0 lim e¥* =0

’» X—>—00

lim

x—+400 X

X
e—=+00 et



lim x 1

xoto2x—1 2"

3) Calcule les limites suivantes :

lim _x lim x
e’ +3 li e —1
1 ; 2) e o (Bx —1)e*, 3 ;
) v ) xo2e( Je*, 3) Il )
lim x lim —x
e*+3 1+3e i -
1. = ———=1,car M e *=0.

ot +4  xopooltdeX

2. 0m (3x —1)e* = im_(3xe* —e*) =0, car
Jm xe* =0 et

lim X —
xolee* = 0.

limex_q  limy  x_ g 4 limg 1 limgx_q
3. = =X = -, car —==-et =1.
x-0 2X x—02 x 2 x-02 2 x>0 X

Umeax_y  HWmex_qyexyr)  WMex g oxyq
= = —x =7, car

T xo0 7x x-0 7x x>0 X 7
limex_l

=1

x-0 X
limexy1 o
et = -
x>0 7 7

3. Courbe représentative
Exercice de fixation
1) Construisons la courbe représentative de la fonction x — e™*.

I1. FONCTION DE TYPE ev
Propriété
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Exercice de fixation
1) 1. f'(x) = 2e%*1,
2 g ()= 2xe*”.
1

3. fl(x) = —ie_zx.

Primitive de u’ev
Propriété
Exercice de fixation
1) 1. Fix v e*2,
2. G: x+— eX’.
3. H: x+— l€x2+4x+1.
2

V. FONCTION EXPONENTIELLE DE BASE a (a>0)
Définition
Exercice de fixation
1) 1. f(x) = e*n2,
1
2. g(x) = exm(f) = g2,
exln3

3%
3. h(X) = S_x = m.

Propriété
Exercice de fixation
1) 2x+1 =4

In(2**1) = In4

(x + 1Din2 = In4
Lot _2m2
x T In2 2

x=+1; S = {+1}.

Propriété
Exercice de fixation
1) 1. 22+x><2—2x — 22+x—2x — 22—x.

2% 2\*
2%=(3)
V. FONCTION PUISSANCE

Définition
Propriété
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Exercice de fixation

X
li 2y — i 2 (¢ — 2
1) 1.,/ (e —x%) =, x (x_Z_ 1) = +oo, car x* - o et

— = 400
x2

i i Inx
2. Jm (e* —Inx) = Jim e* (1 - e—x) = 400, car e* — +oo

3. Vxinx = ‘ \/xln(\/x)z = 2\xin/x
* x-0 x—0 x—-0

lﬂ” 2XInX =0, avec X = /x.

x—0

|EXERCICES DE RENFORCEMENTS / APPROFONDISSEMENTS|

e’ —2e¥ =1 eX = x = In3 _ .
1) 1.{ex+ey=4 {eyzl {y=0 S = {In3; 0}.
e*+3e¥ =1 8e* = 26 _
2. {ex —5e¥Y =7 < {8€y =—6 (meo)s =0.
25 _ 25
Se¥ —3eY =7 €X=E x—ln(17)
3'{7ex+6e3’=11‘:) y=2 = — 2
e’ =— (impo) y=lIn (E)

s={(m(®): m ()}

2) 1.a)P(1)=2-5+1+2=0.
b) P(x) = (x —1)(2x?> —3x — 2)
Px) =0 x=10u2x®*—-3x—-2=0
A=25 X, =—3; x,=2.

s={1-12}.

2.a) 2e3* —5eP* +e*+2 =0 2(e*)*—5(*)?+e*+2=0.

EnposantX = e*,ona: 2X3—5X2+X+2=0.

D’aprés la question 1),ona: X =1 ou X = —%ou X =2

Par suite, e* = 1 oue* = —%ou eX* = 2.

x =0 impossible ou X = In2.

S ={0;n2}.

b) 2e3* —5e?* +e*+2<0
2(e*)®* —=5(e*)*+e*+2<0

2X3 —5X2+X+2<0,avecX = e*.
X-D2x+1)HXx-2)<0.
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X-1 - - 0 + *
2x-1| - |0 + + *
X-2 - - - o *

P - lo| + |o| - (0] *

Comme X =e*, ona: X > 0.
D’ou X € [1;2].
Par suite, 1 < e* < 2
0<x < In2
= [0; In2].

3) 1.Dr={xeR/e*—-1+0}=R-{0}
care* —1=0=e*=1=x=0
li lim lim
* lIm
20 HlimLfo= | 2=
La droite d’ equatlon y = 1 est asymptote horizontale a (C)en +oo.
lim x
li — e -3 _
*om o flx) = i 3car e* - 0.

La droite d’ equatlon y = 3 est asymptote horizontale a (C)en —oo.

eX-3 1-3e™%

=1car e™* —> 0.

b) *xl%f(x) x—>1X 1—+00, avec X = e*,
lim
li X-3
*xfﬁlf() = T =~ avec X =e*.

* La droite d’ equatlon x = 0 est asymptote verticale a (C).

* g1 _e¥(e*-1)—e¥(e*-3) _ e¥(e*-1-e*+3) _  2e¥
3.a) *vx e 3, f'(x) = o1y = = ooy
*Vx € 3%, f'(x) > 0,donc f est strictement croissante sur |—oo; 0[ et sur
10; +ool.
x —o00 0 +00
f'(x) + *
1

f(x) 3/ _oo/
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4) 1. *D; =10; +oo]
*vx € R, f'(x) = 0,75x925,
*Vx € Ry, f'(x) => 0, donc f est strictement croissante sur ]0; +oo[.

x 0 400

£160 *
f@) . 7

o e f(x) = x0T = +oo.
4

-1
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2. f(x) = e¥Xn0s5,

* xli»nloo f(x) = +ooet xli—>n-}-oo f(x) = 0.

*vx € 3, (0,5)*In0,5.
*vx € 3, (0,5)* >0 et [n0,5<0.

Donc f'(x) < 0 etf eststrictement décroissante sur 3.

x —o0 + o0
£ )
+00
f() \
0

3. f(x) — exlnz — 2.

*Dp = 3.

* xli—>nloo f(x) = —2et xli—>n-}-°0 f(x) = to.
*Vx € 3’ f’(x) = lenz

*Vx € 3, f'(x) > 0; donc f est strictement croissante sur 3.

X —00 + oo
f(x) *
400
f(x) > /
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5) PartieA:

1. P(x) = 0.

2e%* —5e* +2 =0.

2X? —5X +2=0,avec X = e”*.
A=9; X1=§et X, = 2.

Par suite, e* = %ou e* =2.

D'ou x = In (%) = —In2ou x = ln2.
S ={-In2;In2}.

x - 0 2 Ae ‘

2X? —5X+2 + |0| —‘ 0| + ‘

X2—5X+2>0<:>Xe]—oo;§[u]2;+oo[.
X2—5X+2<0<:>Xe]§;2[.

Donc P(x) > 0 & x € ]—o0; —In2[ U ]In2; +ool.
P(x) < 0 © x € |-In2; In2|.

Partie B :
1. Dy = 3",
2.a) e, f(x) = oo et 0, f(x) = —
b) xli"é f(x) = —ooet x“l’é f(x) = +oo.
La droite d’equation X = Oest asymptote verticale a (C).
_ _ 2(eP*—2e*+1)-e*
3.a) Vx € Dy, f'(x) =2 (ex 7 = o
_ 2e2%X_5eX42 _ P(x)
(e¥-1)2 (eX-1)?
’ _ P(x)
b) Vx € Dy, f'(x) = T
méme signe que P(x).
D’aprés la question A.2, Vx € |—o0; —[n2[ U ]In2; +oo]

et (e¥ —1)2 > 0,donc f'(x) ale
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f'x) >0,
vx € ]-In2; In2[\{0}, f'(x) < 0.

c)
x | —® —In2 0 n2 + oo
J€9) + 0 . - 0 +
+o0 + o0
—1—2I[n2
f0) 7N ~ /!
— = 1+ 2In2

lim 1
=0.

x—>40e¥—1

4.a) Jim o (f) - Q2x+1)=
D’ou le résultat.
b) f(x)—(2x+1) =
<= x < 0.

Donc (C) est au-dessus de (D) sur ]0; +oo[ et au-dessous de (D)
sur |—oo; 0[.

5.2) M, (f@-20= " (1+5

1
e*—1

1

eX—1

avece*—1>0 x>0ete*—1<0

) = 0. D’ou le résultat.

b) f(0) —2x = 14— =-—
(C)est au-dessus de (D’) sur ]0; +oo[ et au-dessus de (D’) sur
]—o0; 0[.

6. Construisons (D), (D) et (C).
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6)

1 e*

Partie C:
LVYeR f(x)=2x+1+ = =2x+—.
2.a) x > x2+Inle*—1|+c, c € 3.
b) F-1)=1o1+Inlet-1|+c=1
e
Sc=ln (ej)

. 2 _ X _e
F:x—x*+Iin(l-—e )+ln(e_1).
Partie A :

1. Vx €ER, f'(x) = 2xe™ — x2%e™™

= (2x — x¥)e™*.

2.Vx €3 e >0.

Donc f'(x) ale méme signe que 2x — x? = x(2 — x).
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X —o0 0 2 +o0
f'(x) - 0 + 0 -
+0 4e72
) \0 _— ~ .

3. Tragons la courbe (C)

Partie B :
1. Posons u(x) = xet v'(x) = e™*.
Ona: u'(x) = let v(x) = —e™™.

J=[-xe™*]} - f01 —e *dx.
= e~ [
J=1-2e"
2.Vx €3, f'(x) + f(x) = 2xe™ — x%e ™™ + x%e™*.
') + f(x) = 2xe™™.
3. folf(x)dx = folxze‘xdx.
Posons : u(x) = x?%et v'(x) = e~ *.
Ona:u'(x) = 2xet v(x) = —e™*.
folf(x)dx =[—x%e*]§ + 2 f01 xe *dx
=—e1+2]
=2] - f(1).
Partie C:

1. fla) =1(2)
& qle ™ = 4e72
as 2
= (ae_?) = (2e71)?

a
& —qge z2=2eYcara<0
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ca= -
= a=g(a).
2.a) Vx € 3 g'(x) = —ieg.
Vx € 3,9'(x) < 0,donc g eststrictement décroissante sur 3.
Vx € I, 1-<g(x) <0
9(0) < gx) <g(-1)
1< —és g(x) < —%e_% <0.
vx el glx) el
Donc g(I) c I.

1 X
b) vx€l, g'(x) = —-ez
Vx€Il,-1<x<0

1<x<0
2727
1 X
e2<ez2<1
X 1
—lc-lers-lei<:
e 91
|g,(x)|S;.

3. g estdérivablesurletvx €1, |g'(x)| < é De plus, a € 1.
D’apres le théoréme des accroissements finis, on a :

vx €l lg@) —g(@)l < lx—al

4. a) Vx € L u, € 1.D’ou, d’apres la question précédente, on a:

1

lu; —al < —lup — af
e
1

lu, — af SE|u1_a|

* Produit membre a membre.

1
lu, —al < e—nluo — al.

b) —1Sa£0=0§—a$1=>s—%—a<%
1<<1 | |<1
= —= -= - -
2==7 7 M Tal=3
x
2em
c) u,, estune valeur approchéea 107® preéssi|u, —a| < 107°.

1 1 1 1
=Sl —al soxm= Zlug—al <
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Pour avoir |u, — a| < 1078, il suffit que 26% <1076,
1
— <107% © 2e™ > 10°

2em™
o g 10°
=7

-1 106
= —
n=in 2
on>13,12.

Le plus petit entier naturel cherché est 14.
Ainsi, u;, est une valeur approchée de o 2 107° preés.

ISITUATIONS D’EVALUATION]|

1) 1. f(0) =5.
Le nombre de magasins de sa marque existant en 'an 2010 est 5.
2. Vx € [-10;20] ,f'(x) = e®?*71 + 0,2xe%2¥1
= (1+0,2x)e%**"1,
1+02x >0 x>-5et14+02x <0< x < -5.

-10 -5 +o0

f'(0) - 0 *

M
(x) \ 6o /

M = £(20) ~ 406,7.

f est continue et strictement croissante sur [0; 20], donc f est une bijection de
[0; 20] sur £([0; 20]) = [5; 407].

Or 80 € [5;407], donc il existe un unique nombre réel a dans [0;20] tel que
f(a) = 80.

En utilisant la méthode de balayage, on obtient 13 < a < 14.

C’est a partir de 2014 que la chaine possédera 80 boutiques.

3. Ce chiffre d’affaires est: C = (20i15 flzsof(x)dx) x1640000%300.

Al'aide d’une intégration par parties, on a :
1 020 1 -

< Jis F()d = < [5(x — 5)e*** M.

D'ou C =~ 111877106486 F.a
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NOMBRE COMPLEXE ET GEOMETRIE
DU PLAN

IRESUMES DE COURS - EXERCICES DE FIXATION

NOMBRE COMPLEXE ET CONFIGURATION DU PLAN
Propriéteé
Exercice de fixation
1) 1. zz=3i+2-2i—-1
=i+ 1.
2. AB =+/2.
3. mes (ﬁ',ﬁ) = % + 2km.

Propriéteé
Exercice de fixation
1) Zc—Zhp — 2—.2i+17i
ZB—Zyp 2i+1-1
_3-3i
T o1+
-3 (1—1:)
1+i
-3 (1-i)?
3 .
= —=X2i
2
= -3i

mes(ﬁ,ﬁ) = —§+ 2km.

Propriété
Exercice de fixation
a= -3i,b=1—-i,c=2+1i
c—a 241430 2+4
b—a 1-i+3i 1+2i
Donc les points A, B et C sont alignés.
Propriéteé
Exercice de fixation
1 c-a _ 3-3i
) b—a  1+i
= -3
—— € iR" donc (4B) L (AC).
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g € iR* donc (4B) L (AC).

Propriéteé

Exercice de fixation
3) c-a — —1—1:.
b—a —3+43i
1,60
T3 -1
1

=-1.

3
g € iR* donc (4B) L (AC).

Propriété

Exercice de fixation
- 3-3i

D T o1+

2z

4i

| o
Q

&9
|1t

o
|
Q=

d-a _ 3-3i  4i

c-b'd-b  1+i = 2
= 6.
c—-a d-a . N * .
—, ‘o, dppartient a R*, donc A, B, C et D sont cocycliques.

II. ECRITURES COMPLEXES DES SYMETRIES
Propriéteé
Exercice de fixation
1) L1-
L2 - :Faux
L3 - [Vrai]
L4 -
L5 - .

Propriéteé
Exercices de fixation
1) z'=—-z+2+2i.

2) 2z=3-2i; z= %— i; Décriture complexe de f est de la

forme z' = —z + 2a ;donc f est une symétrie centrale de centre
3
Q d’affixe S~ L
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Il. ECRITURES COMPLEXES DES TRANSLATIONS
Propriété
Exercices de fixation
1) zZ=z+3—-1i

2) z'=z+7-5i
C’est la translation de vecteur U (7 ; -5).

IV. ECRITUES COMPLEXES DES ROTATIONS

Propriété
Exercices de fixation
LTT
3) z/ =e'2z
z' =iz
3 i i i ,
4) ‘/2———%:9 ez =e 5z +3i.;

donc f estune rotation.
6-6v3)i+6
On centre est Q d’affixe (—H
5-2v3
Son angle est — g.

V. ECRITURE COMPLEXE D’'UNE HOMOTHETIE
Propriété
Exercices de fixation

1) z'= —%z.

2) L’écriture complexe de f est de la forme z' = 7z + 3 — i,
donc f est une homothétie de rapport 7 ; son centre a pour
affixe 2% soit *—.

1-7 -6

VI. SIMILITUDE DIRECTE
Définition
Exercice de fixation
1) L1 - [Faux]
L2 - E
L3 - [Faux]

L4 = |Vrai
L5 - |Vrai
L6 = |Vrail.
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Propriétés
Ecriture complexe d’une similitude directe
Propriétés
Exercice de fixation
) z2=(1+i3)z+V32 -1

= 2el5z+ V32 -1)

_ V3(2-D)

1+iV/3
_ 2/3-3  V3+6i i

4 4
C’est une similitude directe de centre Q,

Paffixe ”57‘3 - ﬁ:“

i, d’angle % et de rapport 2.

2) 7' =\/§ei%z+1—i— \/Eei%x(l—i)
=x/ix(§+gi)z+(1—i)(—1—1—i)
=(1+i)z—i-1.

Propriéteé
Exercice de fixation
1) Ac=-

Propriéteé
Exercice de fixation
1) 1. A#B; A#C et B # C,donc il existe une similitude
directe de centre A qui transforme B en C.
2. —z'=az+b
{1+i=a(1+i)+b

24+i=a+b

ai = —1

a=1i
b=1+i—i(1+1i)=2.
z' =iz + 2.
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Propriéteé
Exercice de fixation
) z'= \/Eeigz +b
= (1+V3))z+b
j= (1 + \/_L')i +b
b= —+—— i+V3
_ \/—
b= (7+ l)l
2= (1 +V3)z+1+V3+(2-1)i
2)

Propriéteé
Exercices de fixation

1) A=+ C et B # D, donc il existe une unique similitude directe
qui transforme A en B et C en D.

Autre méthode
Déterminer I’écriture complexe de la similitude directe qui applique A sur B et C sur D.

l1+i=ia+b
{21=(1+i\/§)a+b
i-1

= 1+i(v3-1)

i-1

1+2i
_(i—1)(1-20)

_i+2-142i
S

_ 1431

==
b—1+i—ia
—1+l——l+—
b:—+—
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EXERCICES DE RENFORCEMENTS /| APPROFONDISSEMENTS

) 1.z =iz+i—ixi

=iz+i+1.
2. i(—4—0D)+1+i=—4i+1+1+i
=2-3i;
donc r(B) = C.
3.
~V
r
A A L
B C Donc ABC est rectangle et isocéle en A.

2) |(-i3)z-V3—-il =6
. V34|
[(-iV3) x|z 5551 =6
|Z-i| =3

C’est le cercle de centre J(0 ; 1) et de rayon 3.

3) 1. 2i=ax2i+b

l1—i=—-a+b
3i-1
a= -
1+2i
a=1+2i.

b=2i—(1+i)x2i
b=2i—2i+2
b =2.
zZ'=1+iDz+2

T
5(1, \/5,2)

2. Construisons le point M’ image de M par S
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4)

5)

M

. Le triangle MM’ est rectangle et isocele en M.

X'=x—-y+2
{y’=X+y
x=x"+y" -2
y=-x"+2.
—x'+2==-2x"+y —-2)+2
= —2x’-2y’+6
;o X144
= 2
y=—5x+2.

. IM =5;M € (I,5).

() = ¢(I;5V2). A CONSTRUIRE.

.a) z =+z+6—4i

b) z' = +z + (-8 + 12i).

.a) z' = -5z
b) z=3z+2-1)(1-3)
=3z -4+ 2i.
' 1 V3.
.a) z =(E—7l)z.
bz =((+2L)z+ a-n(1-2-12).

c) z' = —z.

4. Laissé aux soins du lecteur.

. S(—%+6\/§i;"' )

13 3’

2 =(24+2iV3)A+)+3

=2+42i+2iV3-2V3+3
=5-2V3+(2+2V3)i.

. z' = (2+iv3)(3 - V3i)

=6-2V3i—-3i-3
=3 - (3 +2V3)i.
0,z =3; Ae(D); A' € (D).
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(D) = (0'A").

5+i=ia+b

6 1 {1+i=—a+b
a{l+i=4
_ 4
1
a=2(1-1).
b=1+4+i+2-3-2i
b=3-1i.

z'=2(1-i)z+3—1i

2. s= (Q; 22 —%)

3-i
3.a) w=
) 1-2+42i
_ (B-D(-1-2)
- 5
1 .
w==-—1I.

5
b) zp =2(1—)(—1+) +3—i
=2(-1+i+i+1)+3—1i

=3+ 2i.
f-a _ 3+i-i _
e—a  —1+i-i
A C
B D
E F
Rectangle
7) 1.a) |[(1-iV3)z—V3-i|=6
V3+i |
2 |z ey 6
|z—i] = 3.

b) (N(0,1);3).

2) { 0=ai+b
—4i=aV3+b
z=(1-iV3)z—V3-1i

V3, 5. T

b) S(E' Z 3)'

- §'=¢£(0;6).

3. A CONSTRUIRE

4. a) Voir figure. (2 construire)

QC = 20B _
QD = 293} Q¢ =0ab

RN T donc QCB est équilatéral.
De plus Mes(QB, QC) = — 3 + 2km
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8) 1. P(iv3) =0; P(-iv3) =0

z* — 623 4+ 2422 — 182 + 63
z* 4+ 372
—623

—9z3

P(z) = (z2+3)(z2 — 6z + 21)
2. z> —6z+2i

A= 36 — 4x21
36 — 84
—48

(iva8)” = (i4v3)

2 =0 3203

z, =3+ 2iV3
Sy = {ivV3; —iv3; 3 — 2iV3; 3 + 2iV3}.

SITUATIONS D’EVALUATION|

r_ (1+10) 5

1) 1.z
2. Laissé aux soins du lecteur
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©  SUITES NUMERIQUES

IRESUMES DE COURS - EXERCICES DE FIXATION

I. RAPPEL SUR LES SUITES ARITHMETIQUES ET LES
SUITES GEOMETRIQUES
Exercices de fixation
1) Uppy=U, +7.

2) Vayr =7,

3)) u,=m-2)(-3)+9;
u, = —3n+ 15.

4 u, = (%)n_4 X32;

u, = 32 (%)H.

5) u,=-3n+15;

U, =3;
u16 = _33
_ 3+(-33)
S = 13><—2 .
Sp, = 13x-15
= —195.

6) Sn=32x#

= 64 (1 - 2(%)9)

il LES SUITES CROISSANTES, SUITES DECROISSANTES
Définition
Exercice de fixation
1) L1-
L2 - ‘E
L3 - |Faux|.

.I 100 Livre du professeur Maths T'*D



IIl. SUITES MAJOREES, MINOREES
Définition
Exercice de fixation
1) L1 - [Faux]
L2 = |Vrai
L3 = |Vrai

L4 - |Faux|.

1v. SUITES CONVERGENTES ET SUITES DIVERGENTES
Définition
Propriété
Exercices de fixation
1) L1 - |Vrai
L2 = |Vrai
L3 - |Vrai|

2) L1 - |Faux
L2 - |Vrai)

Propriété
Exercice de fixation
1) L1 - |Vrai
L2 = |Vrai
L3 = |Vrai
L4 - |Vrai

L5 —» |Faux|.

Propriété
Exercices de fixation

L1
im Sinx sin— i 1 im Sinx
1) lim — n . lim =0 et lm

x=0 ¢ =1 u, = > x—+oo x=0 ¢ =1, donc

1
n

i L1
o nsin= = 1.

2) 1. ™ u, =0.

li —
2. o u, =1

li —
3. e u, =0.
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Propriéteé

Exercice de fixation
1) len}-oo Up = 4.

2) xlgr-ll-oo Up = 2~

Limites d’une suite géométrique
Propriéteé
Exercice de fixation

Exercice
lim
. leu,=0.
2. Jm y, = +oo.

3. m w, = 0.

Limite et comparaison
Propriéteé
Exercices de fixation
) L.n2+(-D"=n?-1
Am  n? —1 =400, donc M, n?+ (—1)" = +oo.
2. n+sin(n) =n—1.
Am  (n—1) = +oo, donc 1M, (n + sin(n)) = +oo.

Propriété : Théoréme des gendarmes
Exercice de fixation
D LSl

n2 — n2
. _ lim (GO —
llmn—2 = 0, donc xoboo 3 = 0.

1 < sin(x)

2. —
X

<1
n n -
1 lim Sin(n
roo = 0,donc Yo ——=0.

Li
+ +00
Propriéteé
Exercice de fixation
1) L1-A.

L2 - C.

L3 - C.

L4 - C.

L5 - A.
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Propriéteé
Exercices de fixation

1) 1., m ninn = +oo.
lim Inn

2. n—-+oo TLOT -

3. im \nx(0,5)" = 0.
4

4

lim n —
© n-o+oo (1’05)71

—_—

b lim 2 (1 2™ _ lim 2" _
) e —o7) = T car p e o =+
2. Jim ' (n—Inn) = +oo.

. n
3 lim 3~ _ +o0
. no+oo _nz = .

EXERCICES DE RENFORCEMENTS / APPROFONDISSEMENTS

2unp+1 .
1) 1. up=0; supposonsu, = 0; U, q = u”+3 strictement
n
positif.
1
2. a) ul = -
3
3t1 5 3
b) u, =3%—=-x—
) Uz =32 3 3711
3
5
11
Uy < U,
Up_q < Uy
Démontrons que u,, < Up4q.
2x+1 .
flx) = . f est croissante.
x+3

fun-1) < f(up).

U, < Uy,q donc u, estcroissante.

2) L vn+1:11'ln+1_3
=§un+2—3

1
= g (un — 3)
1
Upt1 < 3Vn-
Donc (v,) est une suite géométrique.
1 n
v = (3) x(-1.
im oy, = 0.
2. u, =3+wv,
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-a- (Y

lim —
x—>+00 Un = 0.

3) L uy=3in-5.
2. Représentation sur la droite (OI), les cinq premiers termes

de la suite
(un).
3. Uy = 25.
Soz0 = 21x 22
= 201.

4) Upyq — Uy = U, —UuUy_q = Constante.
Upy1 = Uy + constante.

5) 1. a) uy > 0; supposons uy > 0, u,q > 0.
1 2+3un
b) vpyg = e

£z+1 5 2un
= —+4 -
2un 2
1.3
Un 2
3
S— 1z + E
2. a) v, = 7"+ 1.
3n
1+2%541
b) S = (n— 1)z
=+ (1+2)
_ (n+1)(3n+4)
=
¢) limv, = —oo ; donc limu,, = 0.
6) 1 L= 2u03+110
448
T3
ul = 4’.
2+24
13
Ul = 7.
2. a) dn+1 — 8un+4-vn1—23un—9vn
_ Sup—>5vy
Y
do = f6

9v, — 4v, = 5v,
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7)

. a) Upt1 — Up =

3u, — 8u, = 5u,
S d..

d =—
n+1 12

4= 6(3)’
d) limd, = 0.

_ 2uptvg

u
2 n

_ dn

-
(u,,) est croissante dans (v,,) disons.

dn
un+1_un_?
b) 6 .12 5\"
U, ==Xi—(1—-(=) )+2
3 7 12
Vp—Up, >0 vy >v,>u, >u
d d dp—
un_u0=?0+?1+"'+nTl
5 n
1 -3z
- ape28)
3 1——
12
ang sy,
Vn+1 = Vn = 4 n
Un—Vn
4 _(Vn_un)
_dn
=
do
Uy —Up =7
_ %o
Uy — U =7
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2rinE)-ing _ 2 2in(l)

u, =e :
limu, =0
Sn =102 = In2(1 - 21).

2 20xn(Y)_ 2 1 2 (X A\ "
T, =-e ln(z)x Ze?Mix xZe ln(z) = (_) esn.
3 3 3 3

8) fx)=4-2
f'(x) = xiz; f croissante.
f@@ =23
f3)=2=3

- =
5

£2:3D = [553],

Donc f([2;3]) =< [2; 3].

_ Un41-3

Vit =ty

4in_3 o

=

_ u:113 Un

- Un 3(up-1)
=:(=)
T 3 \uy-1
1
Ung, = ;Un.
limv, =0, limu, = 3.

9) 1. u =3u;—0+3
u; =3
U, =3u; —2+3
=9-2+43
= 10.
u >1
u, > 2.
Supposons u, >n
3u, >3n
3u,—2n>n
3u, —2n+1>n+3>n
Upyg 2N
limn = +oo.
Donc x“_{‘iw U, = +0o.
Un = Un-n+1
Vpgr =Upgp—n—1+1
=3u,—2n+3—n
=3u,—3n+3
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=3(u, —n+1).
V1 = 3Vp.
Puis g = 3.
v, =3",; vy =1.
v, = 3™
U, =v,+m-—1
u,=3"+n-1.

‘SITUATION D’EVALUATION

1 w,= Z
1+uy
Un+1 = 3—up -
_ 1l4+up—3+un
- 3—-un
_ 2(up—1)
3-up
1
Wnt1 —
_ 3-3unp+t2un
2(up—1)
3 1
2 vy
3
Wn1 = _E +w,
_ 2
Un = T35,
2
U, = — g +1
lin —
nUn = 1

Pour un grand nombre de croisement toutes les souris seront de race pure.
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10 cALcuL INTEGRAL

IRESUMES DE COURS - EXERCICES DE FIXATION

PROPRIETE ET DEFINITION

Exercices de fixation

) Fla) X G() X [F(O]4

2) 1. f25(2t —1Ddt = [t? —t]5
= 18.
21
2. fl ?dt = lTLZ
1 2 _ 1
3. [y tPdt =13
PROPRIETE DE L’INTEGRALE
a) Propriété (linéarité)
Propriété
Exercices de fixation
1) Cochons. .
o af fdt—p [ g®de | X

2) 1. fOE(a + sinx)dx = [xz—z - cosx]E
0
2

== +1.
8 2
2 2 _ 742 5,3
2. f0(7t+5t )dt = [2t +t ]0
=14+
b) Relation de Chasles
Propriéteé
Exercices de fixation
3 3 3
) Jo2®)dt = [T, -2tdt + [ 2t dt
[—t?121 + [£%]3
=4+9
=13.

2) [2lx—1ldx = [°(=2x + 2)dx + [ (2x — 2)dx
= [—x? + 2x]%, + [—x? + 2x]3
=34+5+3+1
=12.
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I1l. INTEGRALE ET INEGALITE
Propriété
Exercices de fixation
) 0<ict
) x2 1\/} 21
0<f1 ;dx<f12\/—;fx
0 < In2 < [2Vx]]
0<In2<2V2-2.

2) a) Vx € [0:%], sin x> 0, donc [Z sinxdx = 0.
b) Vx €[0:1], —x3 < 0; [ —x3dx < 0.

c) Vx € E:n], cosx < 0; [r cosx dx < 0.
2

IV. INEGALITE DE LA MOYENNE
Propriété
Exercice de fixation
1) |sinx|]<1; x€ [0;%]

fg(sinxdx)| <1 (g - 0)

E . Vs
foz (sinxdx) | <3

Définition
Exercice de fixation
A ot2g,, =1
1 I %—olfo x daf =3
2. Ef_le" = E[ex]l_l
= %(e —e™.

1 02
3. 7)) Inx = In2.

V. TECHNIQUE DE L’'INTEGRATION PAR PARTIES

Propriété
Exercices de fixation
) ulx)=x u'(x)=1
v'(x) = sinx v(x) = —cosx.

f;r xsinxdx = [—xcosx]§ — fon —cosxdx

= [sinx |T = 0.
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2) u(x)=x u'(x)=1
v () = (2x + 1)z; v = 2x2(2x + 13,

341 3
fol xV2x + 1dx = E (2x + 1)510 - folé(Zx + 1)zdx
1.2 1.2 51t
= ;32 — [EXE(ZX + 1)2]0 = \/§—

w(3-1)

—J3_3 L
=V3-V3+—
_wE 1
T 5 15
3) u(x) =Inx u'(x) =§
v(x) = x v =%

2 _ [xin(x) 2 2x
J; xlnxdx = [ p ]0 - J, Fdx.

VI. TECHNIQUE DU CHANGEMENT DE VARIABLE AFFINE
Méthode
Exercices de fixation
) t=x+1
dt=dx; x=t—1

3 x 4t-1
ly emdx = vk

= f14\/f—4%dt )
- B e =202
=442

w o

2) t=2x—3; dt =2dx
200 — 3)6dx = [ Letde = [ExE]'
Jox =3)%dx = [_,-t dt—[zx 5]_3

1 (=3)°
- 0 10
=+—=.

5

VILI. FONCTION DU TYPE f;f(t)dt
Propriéteé
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VIIl.

IX.

Exercice de fixation
) gx) = [Inx]{
g(xX)Inx; g s’annule en 1.

INTEGRALE DE FONCTION PAIRE, IMPAIRE OU
PERIODIQUE
Propriéteé
Exercice de fixation
1) x> sinx est périodique de période 2.
2m+2m

2w, . 4T,
Jy sinxdx = [/ sinxdx = [, sinxdx

2
3m 3n—-2m s
> cosxdx = [ cosdx = [__cosxdx.
T +m-2m -

Propriéteé
Exercice de fixation
1) 1. Sin(—x) = sin(x)
x +— sinx impossible.f_ﬂn sindx = 0.

Vs T .
2. | _cosxdx =2 [ cosxdx car x — cosx est paire.
-1 0

CALCUL D’AIRES
Propriéteé
Exercices de fixation
1) vxel[1;2]; f(x)=0.
A= (flzf(x)dx)x UA; UA=6cm?.

2

=[F+5-2,
=((+2-4-3-2+2)x6 cm?

14 3
T 6 6
=11 cm?.
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3 A= (f 9 —fGodx) x UA:
A= 4f03(—2x2 + 6x)dx
3 3
=4]|-22+327] ;
0
= 4[—18 + 25]
= 28 cm?.
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EXERCICES DE RENFORCEMENTS /| APPROFONDISSEMENTS

1)

2)

3)

4)

ulx)=x; u'(x) =1.
v(x)=1-x0)"; vx)=-
I _ [ x(l x)n+1] f(l x)n+1 dx

(1 x)‘n+1

n+1

+(1 x)n+2
(n+1) (n+2)

(n+ 1)(n+2)

I+] = fog(a+b)dt

= @+ B
= g(a +b)

1 —]:fog(a — b)cos (2wt)dt

1, z
= (a-— b)[zsm ot)]? car » # 0.
=( si m est entier.
I=]=7(a+b)

3 |x=2| 2 -1 3 1
Jaendx = ] +f2

x3—4x x(x+2) x(x+1)
1
2x 2(x+2) 2x 2(x+2) 1

=—lln—+—ln—.
272 28

Iy = folw/l — xdx
ulx) =x", u'(x) =nx
() = (1 =22 000 = -5 (1 -2z

n-1

1
— _E n _ 3 Z_n 1 n-1 _ 3
In—[ S (1 x)2]0+ 3f0x 1 — xzdx

= ZTnfol 11— x)V1 — xdx

:27" le"‘l \/1—x—2?nf01x"\/1—xdx
2

__n(ln 1_1n)
n+3 2n

(5°) = lnax

= s (55)

Ih=[-1a- x)%]:

I,
I,
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2
I, =-.
I =1
1 i 0
I, =-1
2 7 1
6
I -1
3 9 2
2(n-1)Iy
L1 =
2n+1
2n
I, = _
n 7 opt3 Nl
2 4 6 2n 2
]n——X—X— WX (—)
5 9 2n+3 3
I = 2X4X6X8X..X2N
7 5x7x9x..x(2n+3)’
n+1
5) 1.1 =—]
) n+2 nt2 M
__2p
2. 12p+1 - 2p+112p—1
I _ 2p+1
2p+2 — 2p+2 2p

3. La fonction x — cos™t — cos™"'t

est positive sur [0 ; g],

cos™t — cos™t = cos™t(1 — cost)
cos™t — cos™1t >0

fog cos™tdt — fog cos™ttdt >0

(I,) est décroissante.
Lyps2<lppr1<lyp

Ippy2 1
p+2 _lLnt1 4

Ixn Izn

corriger dans l'énoncé

6) 1. Io=folexdx=e—1; L=e—e+1
2. Iy, =e—(+ DI,
3]=I3+212_211+10

7) 1. f croissante et continu sur]—g;g[.
2.2) D, =R, D, =]-57].
b) h(0) = 0.
c) h'(x) = f'(x)xg'[f (x)]
= (1 + tan?x)x
h'(x) =1.

1
1+tan2x
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d) h(x) =a+c et h(0) =0 donc
h(x) = x; g°f =1Ig,donc g = 1.
o) 1=f1(1) =’§

8) 1. F'(x) =—; ]0;40o[; Fest croissante.

—>OVxe]0+oo[f d >0; F(x) >0,
f(X) F(xg—h(x)

= fe?dx dx J;
10; +oo[, et > 1.
f(x)>0, VxE]O +oof, .

—>ez F(x)> X ;

xet-1

dx ; Vt e

xli,"lw X = oo, donc Jm F(x) = +oo.

elX 4o—ix
9) cos*x =( - )
— (e4lx +4e31xe—1x + 6elee—21x +4e31xXe—3Lx +
—4i 1
e 4lx)_

- %G(ezlix +e~HX) 4 6 + 4(e2* 4 ¢2¥)
= i(2c054x + 8cos2x + 6).

21 4 1 pr2m 4 1 p2m 6
cos*xdx = - cos*x + - cos2x +—(2m
fo 8 fO + 2 fo + 16 (2m)
1 [sin4x]2”
T8l a
3T

3"

0

10) l.a) J+ K = 2m.
J—-K= fozn cos2xdx

= Esin(Zn)](z)Tr

1. f'(x) = 2\/_,g(x) \/x+1+(x+1)x2m

=Vx+T+oVx+1
=%\/x+1.

2. 1=2[Vx+ 1],
=2(vV2-1)
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1 bx ca
) a=et ot
a=-1

1 a(x-1) +bh+ c(x-1)
x(x+1) x x+1
1
2 (x+1) (x+1)

1 a(x+1 b(x+1
x(x-1)  x (x-1) te
I=c.

2

1 -1 1 1

x(x2-1) - x 2(x—-1) + 2(x+1)
Le reste est facile et laissé aux soins du lecteur

‘SITUATION D’EVALUATION

volume de la sphere.

V= f_;R nyldx = Z_L—R ny’dx

or comme y = VR2 — x2, il vient :

_ R > B , 22 .
V_MLU?ﬂmm_th_?%

=MW—§]
4rR3 ‘
V=
3
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STATISTIQUE

Généralité

Exercices de fixation

Nuage de points
Exercice de fixation

Série marginale des types de BAC

TypedeBAC | A B | CDE | Autres
Effectif 174 | 74 | 88 134
Série marginale des options
Options | Chimie | Expérimentale | Génétique | Sociale
Effectif | 167 41 74 188

Ajustement par la méthode des moindres carrés

Exercice de fixation

X1 [2 |3

4 |5

Y |12 13|15

19 | 21

1) 1. Cov(X;Y) = 6,5

2.V(X) =2,89; V(Y) = 14,98

3.r=0,98

4.2)Y=2,23X+9,2
b) X=0,43Y - 3,39
5.x=7, y= 24,81

Exercice de renforcement

Chimie Expérimentale | Génétique Sociale
A 71 24 37 42
B 37 4 12 21
CDE 36 11 16 25
23 2 9 100

Exercice 1
Ages (enannées | 15 |20 |26 |34 |37 |43 |44 50 |52
Salaires 600 | 750 | 740 | 990 | 820 | 820 | 1075 | 995 | 910
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Coefficient: r=0,78

Exercice 2

X|181]|11 14,4

15,2

21,5

Y |97 128|185

22,8

31,5

1

2)

X=14,04 et7=1896
3)r=0,98 Cov(X;Y) = 34,31

Y =1,65X- 4,22
4)Y = 34,06

Exercice 3

4} 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
3]

16 17 18 19 20 21 22 x

[0,100]

[100,200]

[200,300]

1)

Série marginale du nombre d’enfants

Nombre d’enfants

1

2

3

Effectifs

145

41

68
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2)
Série marginale des dépenses
Dépenses | [0,100] | [100,200] | [200,300]
Effectifs | 132 53 63
3) a) Ménage d’un enfant: 145
b) 53 ménages

Exercice 4
X(1,2|14 16|18 |2
Y |13 |12 |14 | 16

1)y=9x+0,6
X=16 7 =9x1,6+06= 15.%215 soit“%‘ﬂs
o=20

2) Cov(X;Y) = 0,72, 6(X) = 0,282843 et 6(Y) = 2,282843 et r=0,9

Exercice 5

1)

ti | 10,6 | 11 11,3 | 11,5 | 11,9 | 12,4 | 12,9
zi | 10,3 | 10,5 | 10,6 | 10,7 | 10,9 | 11,2 | 11,4
2)

3)z=0,5t+5,1
y = e5.1x05
Y =23196
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Exercice 6

ti: année

1995

1996

1997

1998

1999

2000

2001

X;: Nombre de
spectacles

Abidjan

présentés par une
troupe théatrale a

48

53

57

62

68

73

77

yi: Nombre de
sachets de

un restaurant
d'Adjamé

gnamankoudji de
50F vendus dans

7 000

7 450

8000

8500

9050

9550

10
000

1) Au soin du lecteur
2)G(62,57;8507,14)

3)r=0,99

4) Cov(X, Y) = 10038,8

V(X) = 97,39

V(Y)=1036731,24
a=103,08 etb=2057,25
Doncy =103,08x + 2057,25

Exercice 7

1) Au soin du lecteur

[« ] 1 [ 2 ]

4 | 5

6

7]

8

[ 9

10

11 |

13

[y [ 198 ] 881 | 1256 | 1489 | 1804 | 1983 | 2104 | 2247 | 2312 [ 2468 | 2541 | 2639 |

2)
Xi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 13
X'=Inx 0 0,69 1,1 1,38 1,6 1,79 1,95 2,08 2,2 2,3 2,4 2,56
Vi 198 881 1256 1489 1804 1983 2104 2247 2312 2468 2541 2 639
3)r=0,99

4) Cov(X,Y)=520,489

V(X)= 0,53

Y =971,83X"+ 203,05
5)Y=971,83Inx + 203,05
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Exercice 8
1.

2.G(3;10,8)

3)o(X)=1,41 eto(Y) =193
4)Cov(X,Y)=2,6

5)r=0,95

6)y=13x+69

Exercice 9

B9

2)a) G(10,5;109)
b) Voir figure
3. a) Vérification correcte
Cov(X,Y) = 145
V(X) =
A=Z0 orp o0
101 101

Y=Ax+B
c)r=0,99

580 4919
dy= 24—xm =

y = 186,52
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Exercice 10

< Yio 13 |4 | Total
20 10 |8 3038
25 |5 12007 |32
30 12503 |2 |30
total |30 | 31|39 100

1. 7 voiture de 25 chevaux ont une durée de pneumatique de 4 milles

kilométres

2.a)

Y 2 3 4 X 20 25 30
Fréquence | 0,30 | 0,31 | 0,39 Fréquence | 0,38 | 0,32 | 0,30

b) Points a représenter

(20;2);(20;3);(20;4)
(25;2);(25;3);(25;4)
(30;2);(30;3);(30;4)

c) Laissé aux soins du lecteur.

= 20x38+25x32+30x30
3.2) X = =24,6
100
= 2x30+4+3x31+4x39
p = P 309
100

b) V(X) = 16,84 ; V(Y) = 0,68

c) Cov(X;Y)=-2,614
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d)y=-0,16x+6,9
e)x=-3,8y + 36,4

4.r=-0,77

Situation d’évaluation

Cov (X,Y) =1025,42 o(X)=3,45; o(Y)=310,039
Y = 86x+1014,85
86x+1014,85> 3 000

X > 23,08 soit X> 24 ce qui correspond a fin décembre 2019.
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12 EQUATION DIFFERENTIELLE

IRESUMES DE COURS - EXERCICES DE FIXATION

1. DEFINITION
Exercices de fixation

1) Toute équation dont I’inconnu est une fonction de 3 vers 3 et dans
laquelle apparaissent 1’inconnue et les dérivées successives de
I’inconnue s’appelle équation différentielle.

Dy +4=0

3)

. ')+ f(x)=—-2e*+2e ¥+ 3 =3,donc f est
solution.

2. f'fx)—f(x) =e*—e*=0¢et0 =+ e*; donc f n’est pas
solution.

3. ') = —§6'3" —7 et f"(x) =e3*, donc f est
solution.

4. xf'(x) —Inx = xx%xe%xlnx — Inx

= Inx — Inx
= 0; donc f est solution.

il FONCTION DIFFERENTIELLE DU TYPE y’ = ay (a EST
UN NOMBRE REEL)
Propriéteé
Exercices de fixation

1)
2)

Propriété
Exercices de fixation

1) * Les solutions sont les fonctions : x +— ke?*, k € 3.
* fla)=—-1oke®=1k=1.
Donc f: x — e?*,
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2) * Les solutions sont les fonctions : x +— keéx, k€3
*g6)=2ked=2k=2e3
Donc g : x +— 20573,
Il EQUATION DIFFERENTIELLE DU TYPE y’=ay +bet b
réels et a + 0).
Propriéteé
Exercices de fixation

1y

5
kaezx—E,kER

x+— ke* +6,keR

Propriété
Exercices de fixation
1) * Les solutions sont les fonctions : x — ke?* — 2.
*f()=1oke?-2=1oke?=3 o k=3e"2
Donc f: x > 3e?*72 — 2,

2)

1
2) * Les solutions sont les fonctions : x +— ke3 — 6
*h)=2=ke®-6=2=k—-6=2<k=28.

1
h: x — 8e3* — 6.

V. EQUATION DIFFERENTIELLE DU TYPE y” = 0.
Propriété
Exercices de fixation

9]
x+— kx+eRet eeR

2) Soit f: x+— x + 8.
Ona: f'(@x)=1c¢et f""(x) =0.
Dong, f est solution de I’équation y"' = 0.

Propriéteé

Exercices de fixation

1) px)=ax+b, a€R et b ER.
p()=2<a+b=2.
p'(x) =a et p(0) =1 < a = 1. Parsuite, b = 1.
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Donc p: x — x + 1.

2) Les solutions sont les fonctions : x — ax + b, a € R et b € R.
u(0)=5< b =5.
u2)=9<2a+b=9,dou a=2.
u: x+— 2x+5.

V. EQUATION DIFFERENTIELLE DU TYPE y” = w?y
(Q nombre réel non nul)
Propriéteé
Exercices de fixation
1) 1. (E): y" =y. Les solutions sont les fonctions :
x+— Ae*+Be™*, , A€ R et BER.
2. (E) : y' = 4y. Les solutions sont les fonctions :
x+— Ae** + Be™®*, A€R et B €R..
3. (E) : y" = 9y. Les solutions sont les fonctions :
x+— Ae3* + Be™®*, A€R et BER.

2) 1. (E): y"= %y. Les solutions sont les fonctions :

1 1
x+— Ae?* + Be™?*, A€R et BER..
2. (B): y" = %y. Les solutions sont les fonctions :

3 3
x+— Ae* + Be™v*, A€R et BER..
3. (E): y" = 7y. Les solutions sont les fonctions :
x+— Aet™7 £ Be™7 A eR et BER

Propriéteé

Exercices de fixation

1) 1. (E): y" = 4y. Les solutions sont :
f: x> Ae* + Be™?*, [0)=1=A+B=1;
f'(x) = 24Ae** —2Be™%*
f'(0) =2 < 24e° — 2Be™° =4,

N 3
D'olA=2ct B=—n.
2 2

fixr e —1e72%
2
2. (B): y' =y.

y(x) = Ae* + Be™
y(0)=1=A+B=1.
y'(x) = Ae* — Be™
y'(0) =3 A—B = 3.
DouA=2 et B=1.
y:x— 2e* +e¥,
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2) 1L (E): f"=%f.
f:xm— AeF + Be™5
f3) =1 %Ae —;Be‘l =3
& Ae— Be 1 =09,
Doud =5e letB = —8e.
Fix Ee%x—l _§6—§x+1
: 2 - .
2.(E): f" =1f.
3 3
f(x) = Ae?* + Be 2"
f@) =6 24e*—2Be™ =6
& Aet® — Be™3 =4,

. 5 _ 3

Dot A =-e 3etB=—;e3.
5 3y_ 3 _3

f xl—>zezx 3_56 3

VI. EQUATION DIFFERENTIELLE DU TYPE [ =
—w?f (w nombre réel non nul)

Propriéteé
Exercices de fixation
1) 1. f'""=—f; solutions : x + Acosx + Bsinx; , A€ER et
B € R.
2. f" = —4f ;solutions : x — Acos2x + Bsin2x; , A€ R et
BER
3. f"" = —9f ;solutions : x +— Acos3x + Bsin3x; , A€ R et
B € R..
" 1 . 1 . (1
2) 1. = _Zf ; solutions : x +— Acos (Ex) + Bsin (Ex) 5o,
AER et BER
" 9 . 3 . (3
2. = —1—6f ; solutions : x +— Acos (Zx) + Bsin (Zx); R

A€eR et BER.
3. f"" = —=7f ;solutions :x — Acos(xV7) + Bsin(xV7) ;, A€

R et BER

Propriéteé

Exercices de fixation

1) 1. (E): f" = —4f ;solutions: x — Acos2x + Bsin2x;, A€
R et B € R.

f (g) & Acosm + Bsin = 1
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2)

T

S A=1.

f'(x) = —2Asin2x + 2Bcos 2x.
f' (g = 2 & —2Asinm + 2Bcosmw = 2.
< B =-1.
f: x> —cos2x — sin2x.
( ): f" = —f;solutions : x +— Acosx + Bsinx; , A€R
t BER
f(g = 1<:>Acos +Bsm—= 1
&S B = 1.

f'(x) = —Asinx + Bcos x.
(T _ Aein T T_
f (E) =4 Ast+Bcos2 =4.
= A=-4
f: x> —4cosx + sinx.

1. (E): f”=——f solutions : xl—>Acos +Bsm ., AE
R et B €R.
f(n)=1<:>Acos§+Bsin§=1
e A+ BV3=2.
() = —Xaein¥al x
f(x)—23Asnig+3Bwf3 i
") =2 e _1aein®al T_2
f(n)—3<:> 3Asm3+3Bcos3—3.
& —AV3+B =4.
V3

DoiA=2—1ctB=C11.
) V3 x (V3 . ox
firxm— (7—1 )cos§+(7+ 1)5111;.
2. (E): f'"= —%f ; solutions :xl—>Acosj—‘x+Bsin%x; ,

A€ER et BER.

i m Lo

f(;)-l(:)AcosZ+Bst—1
& A+ B =2

f'(x) = 4Asm4x+43€os4x.

(T) = 3 pein® a3 T _

f(;)—6<:> 4Asm4+4Bcos4—6.
& —A+B=8V2.

Dol A=—2VZ et B=2V2.

firxm— —%\/Ecos%x+§\/fsin%x.
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‘EXERCICES DE RENFORCEMENTS /| APPROFONDISSEMENTS

1)

2)

3)

4)

1.

2.

3f"+12f =0 & " = —4f.
Les solutions : x — Acos2x + Bsin2x, A € R, B € R.

f(x) = Acos2x + Bsin2x, donc f'(x) = —2Asin2x + 2Bcos2x.
3. f(z) =2 & Acos=+ BsinT =2 B = 2.
4 2 2
& (E) = -1 —24sinZ+2Bcosi=-1A=1
4 2 2 2
C’est la fonction : x +— %cost + 2sin2x.

a) * Solutions : x — ke*, k € 3.
* Ona: f'(x) =e* = f(x), donc f estsolution de (E).
b) g est solution de (E;) si et seulement si g'(x) = g(x) + 1.
si et seulement si e* = e* + k + 1.
si et seulement si k = —1.
g:x—e*—1

2. Une solution de (E,) est: x — e* — b.

. b . .
Une solution de (E) est : m—)e“"—; sia# 0etx— bx,si a=0.

49" +9y =0 y" 9y
Solutions:tl—>Acos( t)+Bsm( ) A€ 3 Be3.

W f(5)=1er(F)=0

b) f(%)=1<=>Acos%+Bsin%=1<=)A+B=\/E.

f’(g) =0 —iAsinE+§BcosE= 0= —-A+B=0,car

f'(x) = ——Asm( )+ =Bcos (3 )
D’ou A=B = g
Par conséquent f@) = \/Z—Ecos G t) + \/z—isin (2 t).
VtER, f(t) = —cos (3 t) + ‘/Z—Esin (Zt)
= cos (%) cos (3 t) + sin (%) sin (% t)
= cos (3¢ -15).

g (x) —2g(x) = e?* + 2xe?* — 2xe?* = e?*,
Donc g est solution de (E).

N | w

2. Les solutions sont les fonctions : x — ke?*, k € 3.

w

f estsolution de (E) si et seulement si f'(x) — 2f(x) = e?*
si et seulement si f'(x) — 2f(x) = g’'® — 2g(x),
carg' —2g = e**
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si et seulement si f'(x) — g'(x) — 2f(x) + 2g(x) =0;
si et seulement si (f' — g)(x) —2(f —g)(x) =0;
si et seulement si (f — g) est solution de (G).
4. Les solutions sont les fonctions :
x +— ke** + xe®* k € 3.
5. Soit F cette solution.
F)=0=ke?+e’=0= k =-1.
Donc F: x — (x — 1)e?*.

'SITUATION D’EVALUATION

1) 1. Les solutions sont les fonctions : t +— ke~ "3, k € 3.
2.d0 =-In(3)0dt = 0' = —(ln(3))9, donc 6 est solution de I’équation
différentielle y' = —yin3.
D’apreés la question 1, on a 8(t) = ke
0(0) = 100 — 10 = kxe® = 90 & k = 90.
Donc 6(t) = 90e~t"3,
3.6(t) <15 & 909 < 15 & o713 < 2
1
n(3)

o —tln3 < In (%) St>_%

—tin3

Or—ﬁ

el 1,63, donc la température passera au-dessous de 15°C apreés 1

mn 37 s.
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DEVOIR SURVEILLE 1

Exercice 1
F
F
Y
Y,

Exercice 2
1) Ecrire P¢(H) au lieu de Py(F), alors la réponse est P¢(H) = 0,7
2) P(AUB)=10,9

3)a=-12
Exercice 3
_CEXCE | CIXCIxCIXCF | CExCE
1.P= C2xC2 C2x(2 C2xC2
5 5 5 5 5 5
_ 9+36+1
100
_ 46
~100
=0,46
2.
a) loi de X
X 0 1 2 3 4

P(X=x | 0,03 | 0,24 | 0,46 | 0,24 | 0,03

b) E(x) = 0x0,03 + 0,24 + 2x0,46 + 3x0,24 + 4x0,03
E(X)=0,24+0,92 + 0,72 + 0,12
E(X)=2

Il peut espérer gagner 200 F

Exercice 4

L {f(x) = Vx?2 —2x —x six €] — a; 0]U[2; +oof
. f(x) = V2x—x*—x si xe[0;2]

im  f)-f(0 j ’ 2

xli}ﬁ xx_o()=xll_}g _ 1_;_1=—oo
im  f)-£(0) j 2

xll?"é — =x’§"5 /;—1—1=+oo
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Donc f admet une demi-tangente dirigée vers le haut en 0.

lim fGO-f@ _ u x
X3 T=x§rzl /;‘1 = to

>

lim  fG)-f0) _ 1im ’L_ - _
xX—2 -2 — x—>2 2—x 1= o

< <
Donc f admet une demi-tangente dirigée vers le haut en 2.

-2
cdm e () = -1, donc la droite d’équation y = - 1 est asymptote a la courbe de
représentative de f.

b) x JURIf (0] = +eo

fO)—(-2x+1)=vVx2-2x+x—-1=

2.a)six>2, f(x) = Vx? —-2x—x=

2

=
L lmiE(x) — (=2x +1) =0

donc la droite d’équation y = -2x + 1 est asymptote a la courbe de f en -o0.

3.a) Vx e]— o 0[,x — 1<VxZ = 2x carx< 0 et Vx2 — 2x>0.
b) Vx €]2; +oof, x—1-Vx2 — 2x >0 car (x- 1) - (x*- 2x) = 1.
c) 1-x -vV2x —x2>0six>1,1-x -V 2x — x2<0

six<l,ona: 1-x >+v2x —x?

-1

2x2-4x+1>0
X 0 2_2—\/5 1
2¢-4x+1 |1 + 0 - -1
X 0 22 2
2
1-x 2x — x? 1 + 0 - 1
s=10; 2272
PN v R
F100 = % six €] — o 0[U]2; +oof
4. a) et 4.b). 1x .
fx) = ————— si x€]0;2[

2x—x?
5.D’apreés la question 3, on a:
2-2
2

f est décroissante sur ]-o0; O[ et sur] ;20
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2-2
2

[ et sur]2; +oof

X -0 0 %E 2 +o0

£'(x) - [+ o - [ +

+o0 &R 1
£60) \ /v \ /
0 -2

f est croissante sur ]0 ;

6.
\1
L/=
Exercice 5 3

F/0,6
<\1
H/=
2
0,4 \

P(L) = P(LNF) + P(LNH) = 0,6% + 0,4% -0,4

_P(LAF) _02 _
Pu(F) = P(L) 04 0,5
Exercice 6

Soit B le bénéfice qui est égal au prix de vente moins le colt de production.
En tenant compte des unités on a:

B(x) = 2x — (x? - 60x)

B(X) = 58x — x?

B’(x) = 50 — 2x

Le bénéfice est maximal pour x = 25 et 25 € [0 ; 40].
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DEVOIR SURVEILLE 3

EXERCICE 1 (2 points)

I.b); 2.d); 3.b); 4.d)  ....ce. i 0, 5 point x 4
EXERCICE 2 (2 points)
1.F; 2F; 3F,;4F........ccciiiiiiiiiiiiinnn. 0, 5 point x 4

EXERCICE 3 (4 points)

b) P(CNnH3)=0,4x0,3 0,25 point

P(CnH)=0,12 0,25 point

¢) P(C)=P(CnH))+P(CNnH,)+P(CnH;) 0,25 point

P(C)=0,35%x0,8+0,25x 0,5+ 0,4 x0,3 0,25 point

P(C)=0,525 0,25 point

d) P(CNnH,) 0,25 point
Pc(Hy) = PO

Pc(H;) = 0,533 0,25 point

2.a) Justification correcte de X suit une loi 0,25 point

binomiale

Les parametres sont : n =10 et p = 0,525 0,25 point

b) P(X=5)=Cxp’x(1-p) 0,25 point

P(X =5) = C3,x (0,525)° x (0,475)° 0,25 point

P(X=5)=0,243 0,25 point
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EXERCICE 4 (3 points)

| P 0,25 point
z=6(§uz=3i 0,25 point x 2
2. zpr=4i;zp =-1+1 0,25 point x 2
3.2) Justification correcte de : z - 2i = Z_—_zl 0,75 point
b) Traduction de Me C (A ; 1) équivaut a 0,25 point
lz—i]l=1
Justification correcte de |z' — 2i| = 2 0,25 point

M’appartient au cercle de centre B d’affixe 2i 0,25 pointx 2

et de rayon 2

EXERCICE 5 (5 points)

1. | Dy est symétrique par rapport a 0 0,25
.................................... point
Justification correcte de f(—x) = —f(x) 0,25
............................ point
Interprétation graphique
Le point O est centre de symétrie de la courbe (Cy) 0,25
................ point

2a|limf(x) =—o 0,25
x—0 .

)| > point
La droite d’équation x = 0 est asymptote a la courbe 0,25
(Cp). point

b) | lim f(x) =+ 0,25
X—+o0 .

point
3.a | Justification correcte de f(x) = 2x — 1 — — 0,5

) er-l point

b) | Démonstration correcte de (D;) est une asymptote 0,25
a(Cr) en +o0 point

¢) | Signe correcte de f(x) — (2x — 1) 0,25
.................................. point
La courbe (Cf) est au-dessous de la droite (D) sur 0,25
10; 4+oo] ..... point
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. . ’ _ 2e* 0,5
Justification correcte de f'(x) = 2 + —— :
(e¥-1) point
Justification correcte de : V x € ]0; +oo[ f'(x) >0 0,25
............... point
f est strictement croissante sur |0; +oo[ 0,25
............................... point
0,25
X 0 +00 .
. point
fx) +
+00
f(X) /
-00
Voir feuille annexe
ASYMPLOLES. .ottt 0.25.
Courbe (Cy) point
............................................................ 0.5
point
o
(D) i

-2

-3

-4
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EXERCICE 6 (4 points)

1. | x le nombre de sachets et B(x) le bénéfice. Le nombre recherché
est I’abscisse du point ou B atteint son maximum sur I’intervalle
[1;3].
Calculons la dérivée de B
—x*+x+2

X

2
B'(x)=—x+1+;=

2. | Déterminons le signe de B'(x)sur [1 ; 3]

X 1 2 3
Bx)| + ¢ -

3. | Dressons le tableau de variation de B(x) sur [1 ; 3]

X 1 2 3

B(x) | + ¢ -

2+2In2
B
(x) : / \

=z 1
> E+2In3

4. | Exploitation du tableau de variation de la fonction B

B atteint son maximum au point d’abscisse 2.
Le nombre de sachets de poudre de cacao a produire pour
atteindre un bénéfice maximal est 2 000.
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